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Introduction

Le sujet de cette these concerne I’étude d’équations fonctionnelles analytiques. Plus précisémentI’
nous nous intéressons d’une part aux équations linéaires algébriques ¢-différences-différentielles
pour lesquelles nous établissons des théoremes d’indicesI’ainsi que des estimations de crois-
sance des solutions entieres de telles équations. Nous nous attachons d’autre part a 1’étude
des séries de factorielles g-analogues solutions d’équations aux différences a coefficients poly-
nomiaux en ¢“I'dont nous donnons des estimées ¢-Gevrey. Enfinl'nous poursuivons le travail
de stage de DEA sur I'implantation d’un algorithme de multisommation des séries formelles
solutions d’équations différentielles linéaires algébriques. Les annexes comprennent d’une part
quelques résultats sur la convergence des séries de factorielles g-analoguesl’ d’autre part les
fichiers "source” de ’algorithme de Balser.

Nous nous proposons a présent de détailler les principaux résultats obtenus.

Le premier chapitre de ce rapport traite des opérateurs mélangeant opérateurs différentiels
et opérateurs aux ¢-différences de la forme

J d
L= Z Z alv] d
1=0 7=0
ou les coefficients a; ;(x) sont des séries formelles; o, est I'opérateur qui a la série formelle
S0 @™ associe la série formelle 3, < a,¢"2" "¢ étant un complexe de module 0 < |¢| < 1.
De tels opérateurs ont été étudiés auparavantI'notamment par W. Hahn [14] qui a cherché des
solutions analytiques de Ly = 0 lorsque les coefficients a; ;(x) sont constants.

En considérant les travaux menés par J.-P. Ramis et B. Malgrange concernant les équations
différentielles ordinaires [27129119] et par J.-P. Bézivin sur les équations aux ¢-différences [6]I
nous sommes amenés a définirl'pour s,s" € IRI'Tespace C'[[x]],s,s (resp. C[[x]](y5,5)) des séries
formelles Y, 5 a 2™ dont les coefficients ont une majoration du type

sn n-|-1

A >0,3C > 0,¥Yn € IN, |a,| < C|q|” (n!)* A”

(resp. YA > 0,3C > 0,Yn € IN, |a,| < C|q|‘ﬂ§_ﬂl(n!)5/z4”).

La méthode de filtration par des espaces de Banach [29] et la recherche des opérateurs prépon-
dérants au sens de la compacité [2911916] se transposent naturellement dans notre cas. Nous
établissons ainsi le théoreme :

Théoréme 4.4.8 : Soit L =Y1_ Y7/ a:;(z)(L)'ol, avec a;j(x) = Yyso cijur® € C{x} et
¢ un complexe, 0 < |¢| < 1. Soient s et s' € IRtelsque s > 0et s’ € IR, ous=0et s > 0.
Soient p{(L) = infq, , 40(j + (k—1i)s) et M(s ) {(¢,7, k)i jr #0 et j+ (k—1)s=pL)}.
Soient v, (L) = 1nf(27]7k)eM( W(k —1i)s" — 1) et N(s,s") = {(¢,5,k) € M(s)|(k—1i)s' —1 =
vs (L)}



e Sis>0et s €lRousis=0ets >0 alors [ est un opérateur a indice dans
C[[x]]4.5.5'» d’indice égal a :

X(L,C[[z]]gs.s) = —inf{k —1/37,(:,7,k) € N(s,s")}

e Sis>0et s €lRousis=0ets >0 alors L est un opérateur a indice dans
C[[x]](g,s,s» d’indice égal a :

XL, Cl[2])gs,50) = —sup{k —i/3j, (i, ), k) € N(s,5')}

Ces indices peuvent se lire directement sur un polygone de Newton associé a l'opérateur. dont
les pentes correspondent d’une part aux réels s pour lesquels il existe (¢1, 1, k1) et (12, Ja, k2)
dans M (s) avec ky — i1 # ky — 12 (nous dirons qu’alors s est une valeur exceptionnelle)l'd’autre
part aux réels s’ associés a une valeur exceptionnelle s tels qu’il existe (i1, 71, k1) et (12, Ja, k2)
dans N(s,s') avec ky — i1 # kg — i3 (8" est dit exceptionnel relativement a s).

Si les séries a; j(x) sont convergentesI'nous établissons le théoreme suivant :

Théoréme 4.7.9 : Soit L =Y > a;;(x)(L)'0!, avec a; j(x) € C{z}. Soient [ et

et g €C'{x} tels que L(f) =g. Alors :
e Soit f el {x},

e Soit il existe un unique réel s’ > 0 tel que f € C'[[z]],0. €t f ¢ Cl[x]](g,0,5n3 on dit
que f est Gevrey d’ordre exact s/,

e Soit il existe un unique réel s > 0 et un unique réel s’ € IR tels que f € C[[x]],..
et [ ¢ C[[z]](4,s,s); on dit alors que f est ¢-Gevrey d’ordres exacts s et s'.

Les théoremes d’indices pour les opérateurs a coefficients polynomiaux s’étendent par dualité

et par passage a l'infini.

Théoréemes 6.3.2 et 6.4.2 : Soit L un opérateur a coefficients polynomiaux
1
L= Z 4 Z ozi7j7kxk(%)iag
avec 0 < |¢| < 1. Soient f € A(C) une fonction entiére et ¢ un polynéme tels que
L(f)=g. Alors :
e Soit [ est un polynome,

e Soit il existe un unique réel s' < 0 tel que f € C[[z]], 0, et [ ¢ C[[z]](4,0,). De
plus, il existe C,a > 0 tels que |f(z)| < Cexp(ar™/*) (r = |z|),

e Soit il existe un unique réel s < 0 et un unique réel s’ € IR tels que f € C[[z]];s.s
et [ ¢ Cl[a)](yss)- Il existe alors C,a > 0 tels que [f(z)] < Cexp(ZIn’(r) +
kis'In(r)In|In(r)| + aln(r))  (r =|z]).



Dans le second chapitrel'nous étudions les équations aux différences dont les coefficients sont
des polynomes en ¢”. Ces équations apparaissent dans le travail de W. Hahn [14].

Considérons la transformée intégrale formelle f(z) = [, t*7'F(¢)dt. FormellementI'r f(z) =
fla +1) = [t x tF(0)dt, af(z) = [oat™ 'F()dt = [ "7 (—tL)F(t)dt et ¢"f(z) =
Jo 157 x o, F(t)dt.

A. Barkatou et A. Duval [5] ont utilisé I'isomorphisme €'[r, 2] — C'[t, —t£] défini par 7 — ¢ et
T — —t% et les théoremes d’indices établis dans le cas différentiel pour obtenir des théoremes

d’indices pour des opérateurs de €'[r, x] agissant sur les séries formelles de factorielles.

Nous considérons la transformée de Mellin ¢-analoguel c’est-a-dire I'isomorphisme €7, ¢"] —

Ct,o,) défini par 7 — t et ¢° — o,. Le bon espace des séries formelles stables par 1’action
de C'[1, ¢"] est celui des séries g-factorielles généralisées 3-,,5q #% ou p €€ (I'y est la
fonction Gamma g-analogue). La transformée ¢-Mellin formelle que nous avons été amenés a

définir pour une telle série est :

Définition 3.2.4 : La transformée ¢-Mellin formelle d’une série formelle de ¢-factori-
elles généralisées est la série formelle

\ A (tq; )0 (t¢; ¢) o an 1
IM,(f,)(t) = = 1" @)

ou (t¢"tq), = (1 —tg"™) (1 —tg*™*) ... (1 — 1g"t") et (a;q)oe = (1 — a)(1 — aq)(1 — ag?). ..
pour |¢| < 1.

Nous vérifions que

Proposition 3.2.6 : Si fq est une série formelle de ¢-factorielles généralisées alors
pour tout opérateur A, € C'q", 7], IM;(A,(f,)) = IMy(Ag) IM,(f,)-

Cette propriété de commutativité nous permet de nous ramener a des équations polynomi-
ales aux p-différences agissant sur les séries formelles en (t¢; ¢),I notées @q[[t]]Fpour lesquels
nous établissons des théorémes d’indices par 1isomorphisme €'[[t]] — €[[v]] qui & (t¢; ¢), as-
socie v™ et par I'isomorphisme [t, o] — [v,v™", 0] défini par { — p(1—v)o, et 0, = o+ 1— 10,

Nous pouvons également définir un polygone de Newton associé a un opérateur de C'[7, ¢"].

Nous dirons que la série de g-factorielles >, <4 an%
- q
sn(n+1)

C,A>0tels que Yn € IN, |au41| < Cly(n+1)|q|"7 2z A"

est ¢-Gevrey d’ordre s € IR §’il existe

Théoréeme 5.2.3 : Soient A, € C[¢",7] et g, une série de ¢-factorielles ¢-Gevrey

d’ordre 0. Soit fq = 21 Gn% solution de Aqfq = g,. Alors fq est ¢g-Gevrey

d’ordre 0 ou il existe un unique réel s > 0 tel que fq est ¢-Gevrey d’ordre s optimal
(s est P’inverse de 'une des pentes du polygone de Newton associé a A,).



Les théoremes d’indices que nous obtenons sont des g-analogues de ceux établis par A. Barkatou

et A. Duval.

Le troisieme chapitre décrit un algorithme de resommation des séries formelles solutions d’équa-
tions différentielles linéaires ordinaires au voisinage d’une singularité irrégulierel’supposée a
Iorigine. Nous transformons la méthode des transformées de Borel-Laplace itérées proposée
par W. Balser en un algorithme formel-numérique de calcul effectif de la somme de séries mul-
tisommables.

L’algorithme repose sur les trois théoremes suivants.

Théoréme 2.3.3 (W. Balser) : Soit f une série (k1,..., k. )-sommable. Soit d une
direction non singuliére. Soient x1,...,x, > 0 définis par 1/k; = 1/k et 1/k; =
1/kj —1/kj—1, j =2,...,r. La somme de f dans la direction d est égale a

Liyod-- Ly .aSBe. ... B, f

ou ., est le prolongement analytique le long de d, S est la somme de la série fO{'l’l’lelle
convergente, B, est la transformée de Borel formelle d’ordre « (B, (2")(¢) = %) et
L, est la transformée de Laplace d’ordre « (L.(f)(x) = [, f(1)exp(—(£)*)d(t)). H

Définition 2.3.4 : Soient «,...,k, > 0. Soient ky > ... > k, définis successivement
par 1/k = 1/ky et

Lo,

ki ow ki Y
Une série formelle est (k1,...,k,) —¢L sommable si elle est (kq,...,k, )-sommable.

Théoréme 3.3.1 : Supposons que f(:z;) est (ki1,...,k,) —iL sommable. Soient o € IV*
et fo(x),..., fa_i(z) les a sous-séries.

Alors chaque sous-série fq(:zj) est (k1/q, ...,k /a) — il sommable. De plus, si d € IR
est tel que d,d+0,...,d 4+ (o« — 1)0 sont des directions non singuliéres pour f(:z;)
(0 = 27 /a), alors ad est une direction non singuliére pour les sous-séries. Dans un
secteur bissecté par d, la somme f(z) de f(z) est égale &

fla) = (ao+ folx) + x(ar + fi(z®)) + - + 2% Haa—1 + faor(29))

Théoréme 3.4.1 : Soient kq,...,k, > 0 avec k1 = 1/5, 1 € IN.
Si g(x) est (k1,...,K,) — il sommable dans la direction d alors la transformée de

Borel formelle B3 (g) est (ks,...,k,) —iL sommable dans la direction d.
Nous détaillons 'algorithme pour une série f(:z;) (K1, k) — ¢L sommablel’avec r; = G et
=% Les directions d de resommation autorisées par 1’algorithme sont les directions non

10



A

singulieres de f(x) telles qu’en faisant ajyas tours autour de lorigine on ne retombe pas sur

?7;21 pour tout | € Z et pour toute direction

une direction singulierel'c’est-a-dire : d # d; +
singuliere d;.

[}

N

Pour calculer la somme de f(x) en un point ou plus généralement le long d’un cheminI'nous
scindons la série formelle en o sous-séries dont nous calculons les transformées de Borel formelle
d’ordre 51_1 Ces transformées de Borel qgo(:zj), cee qgal_l(:zj) sont (Z—i) —1L sommables. Nous avons
a calculer le prolongement de leur somme le long d’un chemin. Pres de 'originel'en général
singularité irrégulierel'nous calculons la somme en recommencant le processus précédent. Nous
scindons en «y sous-séries chaque transformée de Borel et prenons les transformées de Borel
d’ordre éflesquelles sont convergentes. Nous calculons leur prolongement analytique le long
d’un chemin et par une formule de quadrature nous obtenons le prolongement des sommes
de qgo(:zj), e qgal_l(:zj) au voisinage de l'origine. Le prolongement sur le chemin peut ensuite
se faire par une méthode de Runge-Kutta. Nous pouvons alors calculer la somme de la série

initiale.

La participation au projet européen CATHODE (Computer Algebra Tools for Handling Ordi-
nary Differential Equations) nous a permis de dégager les primitives informatiques nécessaires
a la réalisation de cet algorithme en les intégrant aux autres primitives définies dans ce groupe
de travaill'en particulier par M. Bronstein et par C. Dicrescenzo et F. Jung.

11
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Chapitre 1

Théoremes d’indices pour les équations g-différences-différentielles

1. Introduction

Les équations fonctionnelles ¢-différences-différentielles mélangeant opérateurs différentiels et
opérateurs aux ¢-différences ont déja intéressé quelques auteursI'notamment T. Kato et J.-B.
McLeod [5] qui se sont penchés sur une équation fonctionnelle de la forme y'(2) = ay(Az)+by(x)
provenant d’un probleme industriel (a € €',b € IR et A\ € IRT); K. Mahler [7] a quant & lui
considéré les équations du type ﬂiwwﬂzl = f(gz) ot w # 0 et 0 < g < 1 sont deux constantes
réelles. Enfin W. Hahn [4] s’est intéressé aux solutions analytiques d’une équation fonctionnelle
a coefficients constants de la forme >~%_ 37 _g a;x D (2¢") = 0lolt ¢ est un réel (0 < ¢ < 1);1il
se ramene par des transformations intégrales a 1’étude d’une équation aux différences a coeffi-
cients polynomiaux.

En faitI'nous n’aborderons pas le probleme de la méme facon que W. Hahn. Il se trouve
en effet que les études analogues menées par J.-P. Ramis et B. Malgrange sur les équations
différentielles ordinaires [9I10I8]'et par J.-P. Bézivin [1] sur les équations aux g¢-différences (et
en réalité sur des équations fonctionnelles plus générales) se transposent assez naturellement
dans notre cas.

Les opérateurs que nous examinerons dans cet article seront de la forme :

I J d
L=y Y ay@Coye ()
=0 5=0
ou les a; ;(x) sont des séries formelleslet ou o, est 'opérateur qui a une série formelle < a,z"
associe la série formelle 3 54 a,¢"2z". Nous nous limitons a ¢ complexel'0 < |q| < 1_(16 cas
l¢| > 1 s’y rameéne aisément). En multipliant par une puissance convenable de zI'nous nous
ramenerons en fait a des opérateurs du type

I J d
— . Negd
L=Y Y ay(e)eyol  (2)
=0 5=0
ou les a; j(x) sont des séries formelles; cette écriture est intéressante dans la mesure ou les
opérateurs :1;% et 0, commutent. Nous établirons les théoremes d’indices pour ces derniers

opérateursl’la généralisation aux opérateurs de la forme (1) étant immédiate.

Nous ferons dans un premier temps des rappels sur la théorie des opérateurs a indice en insis-
tant sur les théoremes essentiels utilisés tout au long de notre étude. Puis nous définirons la
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notion de divers espaces Gevrey généralisés et nous y établirons des théoremes d’indices et de
comparaisonl'dont on donnera une interprétation en termes de polygones de Newton. Comme
dans [11]T'Tétude des indices pour les opérateurs a coefficients polynomiaux se fait par dualité
et par passage a l'infini.

2. Opérateurs a indice

Nous ne rappelons ici que les résultats essentiels auxquels nous ferons référence dans cet article.
Pour davantage de complémentsI'se référer par exemple a [3110].

Définition 2.1 : Soient F et [’ deux espaces vectoriels. On dit qu’une applica-
tion linéaire v : I/ — I’ est a indice si son noyau et son conoyau sont de dimension
finie. L’indice de u est alors par définition : y(u) = dim Ker(u) — dim Coker(u).

Proposition 2.2 : Soient v : ' — F et v : F' — G deux opérateurs a indice. Alors
vou:FE — (G est un opérateur a indice, d’indice égal a : x(vou) = y(v)+ y(u).

Théoreme 2.3 : Soient I et I' deux espaces de Banach et v : I — [ linéaire
continue.

Pour que u soit a indice, il faut et il suffit que son transposé u* soit a indice. Si
c’est le cas, alors y(u*) = —x(u). Ce théoreme reste vrai si £ et F' sont tous deux
du type FS ou DFS.

Théoreme 2.4 : Soient I et I' deux espaces de Banach et v : I — [ linéaire
continue. On suppose que u est a indice. Soit K : £ — F un opérateur linéaire
continu et compact. Alors u + K est un opérateur a indice et y(u+ K) = y(u).

Remarque : Ce théoreme est la clé de notre étude. Le but de tout notre travail est d’éliminer
certains termes de l'opérateur étudié par des arguments de compacité. On ne retiendra que les
termes de poids le plus important.

Lemme 2.5 : Soient F; et F; deux espaces de Banach ou Fréchet ou DFS (en
tous les cas de méme type). Soient F, et F, donnés avec les mémes conditions.
Soit le diagramme commutatif d’applications linéaires continues :

D O
v lw
Ey 2 Fy

On suppose que u; et u; sont a indice, que v est injective et que w est injective et
d’image dense. Alors on a une suite exacte

E F
0= Kertiy — — — -2 50 et dim Ker(uy) = x(uz) — x(u1).
1 1
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3. Espaces Gevrey généralisés

En considérant I'opérateur D = z2-%& —|— 1 et en résolvant I’équation D f = xl'on obtient comme

solution formelle la série : f(x) = Zn>0( 1)™nla™tl. Cette série divergel'mais on contrdle la
croissance de ses coefficients.

Rappelons 1'un des résultats fondamentaux concernant les solutions formelles des équations
différentielles ordinaires linéaires analytiques [9110] :

Théoréme 3.1 : Soit D € C'{z}[L]. Soient flz) = Yo @nx” et g € C'{z} tels que

Df = g. Alors f € €'{z} ou il existe un unique réel s > 0 tel que f € C[[z]], et
f e« l](s)» De plus, s est rationnel et est I’inverse de I’une des pentes strictement
positives du polygone de Newton associé a 'opérateur D.

Dans cet énoncél'@[[z]], = {f(z) = Don0 @n2™ /A > 0,3C > 0,Vn,|a,] < C(n!)*A™} et
Cllz]] sy = {f(z) = Y0 U@ VA > 0,3C4 > 0,Vn, |a,| < Ca(n!)*A™} sont respectivement

I’espace des séries Gevrey-Roumieu d’ordre s et 'espace des séries Gevrey-Beurling d’ordre s.
On rappelle que €'{z} désigne I'espace des séries ayant un rayon de convergence non nul.
Remarque : 1ordre s est décalé par rapport a celui utilisé par J.-P. Ramis.

Dans le cas des équations aux g-différences'J.-P. Bézivin a montré que la croissance a 'infini
des coefficients des séries formelles solutions de telles équations est également controlée [1] :

Théoréme 3 2 : Soit L = Y!_, Pi(x)y(zq") ou les P( ) sont des séries convergentes a
I’ et ou ko < ky < --- < k; sont des réels.
Soient L/) €l[[x]] et 0 € C{z} tels que Lip = 0. Alors 1 € @{:1:} ou il existe un unique
réel positif s tel que b € €[« 1]q.s et ML l]a,(s)- De plus, s fait partie d’un ensemble
fini que ’on peut déterminer a partir du ¢- polygone de Newton associé a L.

n n-|-1

Dans ce casI'C[[z]],s = {;/) Y ns0 @nt" [ Y0 lqT 2 agla™ € C{x}} est espace ¢-Gevrey

d’ordre s; C[z]]g5) = (¥ = Luso @™/ Ziso |q42_+12an|:1;” € A(C)} est lespace ¢-Gevrey-
Beurling d’ordre s ( @)

des1gne les séries entieres).

Nous verrons que si une série formelle f(:z;) est solution d’une équation du type

— 3 el i) = ol

1=0 7=0
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ou plus généralement du type

Y Y ey ) = gla)

=0 5=0

ou les coefficients et le second membre sont des séries convergenteslalors cette série a un com-
portement asymptotique que l'on peut controler. On a donc besoin d’introduire de nouveaux
espacesl'que I'on définit par analogie aux espaces précédents.

On rappelle que ¢ € €', 0 < |¢| < 1.

Définition 3.3 : Soit f(:z;) = Y u>0@n,7" une série formelle. Soient 5,5’ € IR et A > 0.
S’il existe C' > 0 tel que, pour tout n € IN

n(n-l-l)

|an] < Clql” (nl)” A

on dira que f est ¢-Gevrey d’ordres s et s/, et d’ordre précisé (s,s', A).
Notation : €[[z]],s.4-

On note :

2llgss = | Clla]]gs0a

A>0

@ (g,5,5") ﬂ @ q 5,8, A

A>0

Propriété 3.4 : Soient s,s’' € IR. ) )
Si [ eC[[z]]gs5 (resp. C[z]](4s,)), alors [ et o, f € C[[x]]gs, (resp. C[x]]g,s,51))-

Propriété 3.5 : Soient s,s’' € IR. )
Si [ et g €C[[z]]yss (vesp. C[]](ys,)), alors [+ g €[]l (vesp. C[z]](g,s,5)-

Remarque : L'espace C[[]],.5,0 est ce que J.-P. Bézivin note C'[[z]], sT'espace des séries ¢-Gevrey;
C[x]](g,5,0) est L'espace des séries ¢-Gevrey-Beurlingl noté par J.-P. Bézivin €'[[z]](,,). Enfinl
lespace C'[[x]]40s est a rapprocher de 'espace C'[[z]]s défini par J.-P. Ramis (attention au
décalage des indices).

Propriétés 3.6 : Soient sg,s,s; et s, s, s] € IR.

Si sy < sy alors €[], .5 CCl[2]]ss et Cl[2]](gs,5) CCll2]](gus,50)-
Si so < 51 alors €[]y 0,50 C Cl[2]]gs1,5 €t C[]](g,00,51 C@[[w]] (a,518")+

Propriétés 3.7 : Soient s) < s| et sp < s1. Alors :

Cll2]lg.s0.5p C Clle)]g.s0.0p C Clle]]g,0,5
Clle]lgsosy CCllelg0r05 C Clle]]g 005
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(de méme pour les espaces Beurling).
Propriété 3.8 : C[[z]](ys.s) CC[[x]]g,s,s

Propriétés 3.9 : Si sy < s; alors Cllx]]g,50,s0 C C[2]](g,51,5
Si sy < s| alors Cllz]]g,s.51 CCll2]](g.550)
Si s < s1 alors Vs , sy C[z]]g,s0,60 CC[x])(g,51,5)

Toutes ces propriétés s’établissent simplement; les détails sont laissés au lecteur.

4. Théorémes d’indices et de comparaison

Dans tout ce chapitrel' nous supposerons que s est positif ou nul et que ¢ est de module
0<|q| <.

4.1. Opérateurs étudiés

Soit un opérateurl'mélange d’opérateurs différentiels et aux g-différencesI'de la forme :

L= ZZ“W j (1)

=0 5=0

ot les a; ;(x) sont des séries formelles et avec 0 < |¢| < 1. En multipliant par 'opérateur x!

(qui est a indicel'd’indice —I dans tous les espaces considérés)['on se ramene a ’étude d’un
opérateur de la forme :

L= ZZ@W d Ug (2)

=0 5=0 l’
Propriété 4.1.1 : Soient s,s’ € IR avec s > 0.
Si [ et g €C[[a]]yss (vesp. C[[2]]4s,51)), alors [ x g €C[[z]]yss (resp. C[z]](s,s,s))-

Démonstration :
Soient f = > soa,x" et § = >, 50 b, deux séries formelles. Le coefficient générique de la
série produit est égal a : ¢, = Y p7_o arpbu_i.

nknk-l-l
(

Si Jag| < C|q|_ (k') AR et si |b_i| < Dlg|~ n — k)!* B"* alors :

_sn(n+l " _s —n s 5! n—
el < CDIg|= ™5 3 [gl == (k1) (0 — k) A* B
k=0

On majore |¢|~***=") par 1 (|¢| < 1 et s > 0). Etudions le terme u, = k!(n — k)! pour
k=0...n. On vérifie facilement que :
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. Si[”z;l]gkgn:u[n_1]<uk§un:n!

Deux cas se présentent :

n41)

1. Si s >0 alors uf < (n!) et |0 g arbo_i| < CDlg|=™ 5 (n))*' (A + B)".

n(n-l-l) N

= et | Y r_o arbn—k| < CDlg|” n__l](A—I—B)”. Comme n!

est équivalent a n"e "/ 27rnF il existe une constante C telle que le second membre est
sn n-|-1

majoré par : Clg|=" 2 (n!)slnsz_/(Z_sl(A + B))". Comme s’ < 0I'le terme n¥ est majoré
par 1.

2. S1 ¢ <Oalorsuk<u

Définitions 4.1.2 : On note L, (resp. L, ,.)) 'algebre des opérateurs de cette
forme avec a;j(x) € C[[z]]ys,s (resp. C[[x]](gs,5n) Si a;;(x) € C[[z]], Palgeébre est notée
L. Enfin, si les coefficients sont des séries convergentes, la notation correspondante
est L.

Propriétés 4.1.3 : Soient 0 < sg < 51 et s; < ;. Tout opérateur . € L
dans C[[z]] Tout opérateur L € L, ,, ) opére dans ('[[z]]

7.50.5, OPere

et dans C'[[z]]

IR ! 1Y
q,51,8] q,51,8] (9,51,51)

Propriétés 4.1.4 : Si 0 < sy < sy alors L € L, » opére sur C[[z]](;s,s)-
Si s; < sy alors L € L, opere sur C[[z]],..s)-

Toutes ces propriétés découlent de celles établies en 3.
4.2. Espaces de Banach

Pour le calcul des indices éventuelsI'nous allons nous ramener a 1’étude des opérateurs dans des
espaces de BanachI'afin de pouvoir appliquer des théoremes connus.

Soient s et s € IRI'p > 0 et p € IR.

On définit 'application s, , : C[[z]] — C[[z]] avec
Yon>0 @ = Y5 b
n(n-l-l) s —n _
= lql” (n1)” p™" (14 n)™" an.

On identifie 'espace des suites oV I’espace des séries formelles [8].

On note £}, , , = 555, ({1 (C')). On définit sur £}, une norme. Pour b= {b,} € (}, , T
||b||s,s/7p,u = io: n(n-l-l) |b7| < 0
n=0 |q|” ()" p7 (1 +n)
Muni de cette normel'} ,  est un espace de Banach.
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Lemme 4.2.1 : Soient s,s et u € IR.
Si p; > p2 > 0, Pinjection naturelle ¢
(donc compacte) et d’image dense.

1 v gl
5,8"p1, 10— "5,8",p2, 1

est (-linéaire continue nucléaire

1

4 S — (p2\n Méal
Démonstration : On pose ¢, = (0_1) et on note f, la forme linéaire sur (; ,

définie par

by
sn(n+1)

fau(b) =
v gl = () pr " (1 +n)x

sn(n+1)

Soit y, la suite : yf =0 pour k£ net y" = |q|~~ 2  (n!))* p3"(1 +n)~*. Alors sup,,so || fall <
0ol'sup 5o [|Ynlls,s pon < 00 €t Xpsolen] < 0o, De plusI'Vb € (7, v(b) = X,s0¢n fa(b) ¥
donc v est nucléaire [2112].

L’application v est d’image dense. Soit b € £}, définie par la suite {a,} € ('(C'). Soit
V un voisinage de b dans 5275,7%# contenant la boule ouverte By(b,r) (r > 0). On cherche dans
cette boule un élément y appartenant a @75,701#.

Soit N > 1 tel que 3,5y la,| < 7. Pour n = 0...N — 1 on pose z, = (Z—;)”an. Pour

sn(n+1)

n > N on pose z, = a,. Soit y = {y,} la suite définie par y, = |¢|”— =  (n))* p7" (14 n) "z,.
La suite y appartient a £}, et |[b—yl|soppu < T

Remarque : En faitI'la propriété qui nous intéressera sera le caractere compact de cette ap-
plicationl'ce qui est moins fort que le caractere nucléaire; cela sera suffisant pour utiliser des
arguments de perturbations compactes.

Lemme 4.2.2 : Soient s et s’ € IR. Soit p > 0.

Si p1 > pg, I’injection naturelle (! v

sst oy Aot 0, €St C-linéaire continue et compacte.

Démonstration : Soit le diagramme commutatif :

1 v 1
s,8'ppr == s,slpun

@Z)s,S’,p,m T T @Z)s,S’,p,uz
oy - o)

—

On a u({a,}) = (1 +n)*»*aqa,. En appliquant le lemme 1.3.1 p.15 [10]I'on sait que u est
compacte. Donc v est aussi compacte.

Lemme 4.2.3 : Soient s et s’ € I[R. Soient p et g € IR.

. 9 . . 1 v 1 . PR .
Si p1 > pg > 0, I'injection naturelle ¢, v ( ., . est((-linéaire continue compacte
et d’image dense.

Démonstration :
Ce lemme est une généralisation du lemme 4.2.1.
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n(n-l-l)

Soit b, = |¢q|” (n))? p7™(1 4 n)~"a,, avec 2n>0|@n] < 00, Alors
_sn(n+1) s —n p2
= lg[7 = ()7 o " (1 4+ n)” [(pl) (1+n)" " an].
Comme p2 < plFZn>0 |( ) (1 + n)ﬂ Ma | < Oorgss NI C gi,s’,pg,ﬂ‘

L’application v est nucléaire donc compacte. On pose ¢, = (Z—f)”(l + )i Y s0 6 < 00
On pose f,(b) = Rz D el S 1

lq| ((Tl);/pl_n(l-l—n)—u
Soit ¥, = {0,...,0,]¢|7 = (n))* p3"(1 +n)%,0,.. .} suite dont le seul terme non nul est &

la n-ieme place : ||yn|ls.s7.ppz = 1 €t Vb E QS P v(b) = 2n>0 o fu(D)yn

L’application v est d’image dense. Soit b € QS . définie par la suite {a,}. Soient r > 0

et By(b,r) une boule ouverte dans 515 o Soit >0 : dN > 1,VYn > N, SasN la,| < r et
D<a< (02) (I4+n)*~*. Pourn =0,..., N—1Ton pose z, = (i—;)”(l—l—n)“_ﬂan. Pour n > NT

on pose ¥, = Qa,. Soit y = {|q|_sn(g+1)(n!)5/p1_”(1 +n) " x,}. On vérifie que y € (! et

5,8" 1,1t
que y € By(b,r).

Lemme 4.2.4 : Soient s,s',p € IR fixés : C[[x]];o0 = Im_ (1, . et C[z]]yss) =

p>0 V5,5 p,1

lim_ _, ¢!, On munit ¢'[[z]],, . de la topologie limite inductive et €'[[z]](,,.) de la

p>0 V5,5’ put . .
topologle limite projective.

4.3. Les (p,r, u,v)-opérateurs

1 1
Lemme 4.3.1: x:/(,,,  — 5575,7#7%5/-

Démonstration : Considérons le diagramme commutatif :

1 z @W

!
5,587,014 -

77Z)575'7/)7M T T ¢s,s’,p,u

0@y » o
Si {a,} € (MC) et si {d.} = u({an}) alors d, = |q|*"n=% p( ) a1 done u(CM(C')) C
€(1J,0,|q|_s,s'rp]‘1is x(gi,s’,p,u) C gss plal =% uts'
Lemme 4.3.2 : = : ([,  — 5275,7p|q|57u_5,_1.

Démonstration : Le principe est le méme :

d
= N
iﬁ’%u =
77Z)575'7/)7M T T ¢s,s’,p,u
0@y v oo

On établit de méme que v({H((')) C 5(1)707|q|57_5,_lfpuis que —(ﬁl ) C L}

5,870,410 5,5',plgl®,p—s'—1"
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i Y ! 1
Corollaire 4.3.3 : - ( ,  — (. .

Lemme 4.3.4 : o, : (} — !

575/7p7ﬂ 575/7p|q|_17“’.

Proposition 4.3.5 : Soient 7,7, k € IN.

& k(o d \i g . 1 1
L’opérateur z*(z7-)'0} applique /; ,  dans 5575,7p|q|_(]+ks)7u_i+k5,.

Démonstration : Cette proposition résulte des lemmes précédents.

Définition 4.3.6 : Soient s, p,r, u, v € IR avec p,r > 0. Soit L un endomorphisme de
Cl[z]]g,s,s (resp. C[[z]](g,s,s). Nous dirons que L est un (p,r, u, v)-opérateur s’il existe
des applications linéaires continues Ly 0 2 Oy, — {4y, 0, pour 0 < p < po
convenable (resp. p > po convenable), rendant commutatifs les diagrammes

O M Choar o
! I !
Cl[]]gs,s Cl[]]gs,s

(resp. C'[[z]](g.s,))-

Remarque : Si L est un (p,r, p, v)-opérateurlalors L est un endomorphisme continu de C'[[x]],s,s

(resp. T'[[]](g,s,5)-

Proposition 4.3.7 : Soient s,s',r, u,v € IR avec r > 0. Soit L : C[[z]],ss — C[[x]]qs.5'
(resp. C[[x])(g,5,5) un (p, 7, pt, v)-opérateur. On suppose que chacun des L, ,.,, est a
indice, d’indice indépendant de p pour 0 < p < po (resp. p > pg) pour py convenable.
Alors L est a indice et (L) = x(Lss prpn)-

Démonstration : Cette proposition est une conséquence directe du lemme 1.3.8 [10] (voir égale-
ment [6]) et des lemmes établis en 4.2.

Proposition 4.3.8 : Soient s,s',ry,ry, p € IR avec 0 < ry < ry. Soient v,v € IR. Soit L €
L, (resp. L)) un (p,r1,u,v)-opérateur tel que X(L;y ) soit indépendant
de p pour 0 < p < po (resp. p > po), po convenable. Soit K : C[[x]];ss — C[[x]]gs.5'
(resp. C[[z]l(g.5,57) un (p,72, p,v)-opérateur. Alors L + K est un opérateur a indice,
d’indice (L + K) = x(L).

Démonstration : Raisonnons sur les espaces C[[x]];ss. Considérons le diagramme suivant

1 Ks 5,000, (1 v 1
5,8 o —————> Csproutp ——  Cs.s pry -ty
K tdentité
Cllz]g,s,s Cllalgs,sr —— Cl[]]g,s,
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ou v est I'injection naturelle['qui est compacte. Comme

L R U
bl bl bl bl bl bl
L !
Cllx]]g,s5,50 Cllx]]g,s5,50
alors
g;S/’p’M v O [X5,5/7p77’2,u,l7 —I_ L5,5/7p77’1,u,l/ giﬁ’,prl’u{—y
! !
L+ K
C[[2]]) .0 A C[[2]]) 5,5

y s - , . . T
L’opérateur vo K,y ,,, . » €st un opérateur linéaire continu compact et L st pry st a indice.
Alors v o Ky g pry i + Ls,s pry . €5t un opérateur a indice (théoreme 2.4) et :

X(U o [X575/707727M717 + L575/7/)77°17M7V) = X(L575/7/)77°17M7V)

qui est indépendant de p pour 0 < p < pg. Donc L + K est un (p,ry, i, v)-opérateur vérifiant
les conditions de la proposition 4.3.7'donc L+ K est indice et x(L+K) = X(Lss' pryuw) = X(L)-

1 1
; © e 5,8 072,47 Csyst oyt
D’autre partl'les réels v et v sont quelconques; cela signifie que pour étudier un (p,rq, pt, v1)-

Remarque : On n’utilise que la compacité de l'injection naturelle ¢

opérateur par rapport a un (p, re, t, v2)-opérateurl'on compare d’abord rq & ry. Si rqy = rpl'on
utilise la proposition suivante :

Proposition 4.3.9 : Soient s,s',r,pu,v1,v; € IR avec 0 < r et vy < vp. Soit L € L, ¢
(resp. L)) un (p,r,p,1q)-opérateur, tel que (L, .., ) soit indépendant de p
pour 0 < p < pg (resp. p > po), po convenable. Soit K : C[[x]];ss — C[[x]]4ss (resp.
Cl[z]](g,5,5)) un (p,r, p, v2)-opérateur. Alors L 4+ K est un opérateur a indice, d’indice
X(L+ K) = x(L).

Démonstration : On montre comme précédemment que L + K est un (p,r, u, v1)-opérateur

s . ’ 9 . . 1 1
et on utilise la compacité de I'injection naturelle ¢, , .\ ~— 03, o, .

4.4. Théoréemes d’indices

Dans tout ce paragraphel'nous considérons 'opérateur :

I J d ..
L = Zzai7]‘($)($d—)20'é
=0 5=0 x
avec a; j(r) = Yj>o a;;ipet € C{x}. Soient s et s’ € IR tels que s > 0 et s’ quelconquel'ou
s=0et s >0.

oy . . 5 1 1
Proposition 4.4.1 : L’opérateur L opere de (, ,  dans €S7S/7p|q|_pg@)#+v&s/(L) avec
0 . . . 7 .
L)= 1inf 4+ ks) et vy (L) = inf ks’ —1).
po(L) = inf (G +ks) )= e o) )
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En d’autres termes, L est un (p, |q|—p2(L),,u,v&s/([,))—opérateur.

Démonstration : On vérifie que pour s > 0'pY(L) est bien défini et ’ensemble des triplets
(2,7, k) satisfaisant j + ks = p2(L) est finil'donc v, (L) est aussi défini. Si s = 0T'p2(L) est
défini par un indice jo (le plus petit). On impose alors s’ > 0 pour minorer les quantités ks’ — I’
et donc pour pouvoir définir v, o (L).

On va maintenant éliminer les termes quil’par argument de compacitél'n’interviennent pas
dans le calcul de 'indice (sl existe).

Soit M(s) = {(i,j, k)/cijn # 0 et j+ ks = pi(L)}. o
Soient N(s,s') = {(z Jo k)€ M(s)/ks' —i=wvs54(L)} et L= > ik eNSS)ozi7j7kxk(x%)ZU§.

Propriété 4.4.2 : L’opérateur L est un (p, g~ P L) i, v,0(L))-opérateur.

On va montrer que étude de L se rameéne a I'étude de L :

Proposition 4.4.3 : Si ES oo gl =P . (L) est & indice, indépendant de p pour 0 <

p < po (resp. p > po) pour p, convenable, alors L est a indice dans ('[[z]],, (resp.
dans C'[¢]](4,s.5) et x(L) = x(L).

Démonstration : Soient L1 = E{(i,j,k)EM(s),ks’—i>v575/(L)} Oéi,j,kl'k(fl?%)iag et

Ly = T jmem(s) it () o).

Il est clair que Lq est un (p, |q| P )- opérateur et que Ly est un (p, 1o, it, Vg )-opérateur

avec vy > U,y ({1) et 1y > |q|” P2 Alors L + L, est un (p, ||~ P ,u,vss (L))-opérateur et
(L + L) = x(L). On vérifie ensuite que_ L+ L, + Ly est un (p, |q| PiL) gy vs,s( L) )-opérateur

et que X(L + L1+ L) = X(L + L) = x(L). Or L+ L+ L, =L don X(L) = x(L).
Etude de L :

On rappelle que L = 2 (i, k)EN (s,5") ozi7j7kxk(x%)iag. On définit les deux séries formelles :

sn(n+1) _ n(n-l-l)
=2 ¢ 7 2" et i) =3¢ "
n>0 n>0

et le produit de Hadamard de 2 séries formelles
(Z anx”)D(Z bya") = Z a,b,z".
n>0 n>0 n>0

On définit le nouvel opérateur : L(f) = 5,0L(p*0f). L’étude de L se ramene a 1’étude de L.
Il est facile de voir que :

Propriétés 4.4.4 :
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o L:0', 551L [/ S —

5,8',0,40 5,5',lgl PR o (L) 05", 0,',plal P28 v, (L)
o L:C[[a)lyss — Clla]lgsw ssi L:Cl[2]]g0,0 — Cl[2]]g0

o L:€(allgs — Cllelligom ssi L Clallgom — Cllellio.

: ’ : : . 1 1
Soit application n: (5o, — Log,,
— p;Hf
) : : 1. 1
C’est un isomorphisme et =" : ( , =~ — {5,

— nst

1o L o pl'c’est-a-dire que si L est & indice alors L

Donc 7 est & indicel'd’indice nul. Or L = 5~
’est aussi (et réciproquement).

Propriété 4.4.5 : L : 0%, =—— (' ) est a4 indice si et seulement si
Ldley 575/7p|q| Ps 7M+U575/(L)
L [ P est & indice; dans ce cas L) = y(L) (énoncé simi-
0,s",p,ut 075/7p|q|—pg(L)M_I_USVS/(L) ) ) X( ) X( ) (

laire dans les cas €'[[z]], ..« et C[[x]](55.5))-

Etude de I :
On montre sans difficulté la propriété :

Propriété 4.4.6 :

x . J 0
L - [ Z ai,j,kq 2 wk(w—)l]gé%([/)
(ivjvk)eN(S,S/)

L) est un isomorphisme de ¢}

phisme de C'[[z]], 0.5 et de @[[ ]] 0,5
sk(k+1) H
S (ik)eN (s Qigkd 2 (@)t L =Ty 00250,

, 0
L’opérateur 055( dans (* o, (resp. un automor-

0:”,pott 0,57 ,plg| =P
n)['donc est a indice nul dans ces espaces. Soit Ty =

Etude de 'opérateur différentiel 77, :

On s’est ramené a I’étude d’une équation différentielle ordinairelcas traité par J.-P. Ramis [9110].
Soient S ={¢ =0,...,1/35,3k, (¢,5,k) € N(s,8)} et K; ={k>0/35,(¢,5,k) € N(s,s")} pour
un ¢ € 3. Soient ¢ € F et k € K;; on note ji ) I'unique indice j tel que (7,7, k) € N(s,s').

Alors :
TL = Z Z Oéz,](lk),kq

1€ keEK;

sk(k+1)

X

e Premier cas : s > 0 et s’ quelconque.
Alors M(s) est finil'ainsi que N(s,s") et Ty, est a coefficients polynomiaux. J.-P Ramis a
montré que dans ce casl'pour tout s" € IRI'Ty, est un opérateur a indice. En appliquant
ses résultatsI'l'indice de T}, est donné par :
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X(Tp,Cll2]]gs,) = —kiy (s") = —inf{k/F, 35, (2,5, k) € N(s,5")}
X(Tva[[x]](q7575')) = - i2(5/) = —sup{k/fli,flj, (ivjv k) € N(‘S?S/)}

e Second cas : s =0 et s’ > 0.
Si(i,5,k) € N(s,8') alors j = jo = inf{j /3¢, Ik, i jx # 0} et pour un ¢ € STl existe un
unique indice k tel que (¢, jo, k) € N(s,s'). L'opérateur T}, est a coefficients polynomiaux
et on a de méme :

X(Tp,Cl[%]]g.5.sr) = —inf{k/3e, 35, (4,7, k) € N(s,5")}
X(TLaw[[x]](q,s,s’)) - - Sup{k/ai, Eljv (ivjv k) € N(S7S/)}

e Troisieme cas : s =0 et s’ = 0.
Si(i,5,k) € N(s,s') alors j = jo = inf{y/3é, Ik, o, j 1 # 0} et ¢ = io = sup{s/Ik, o, j 1 #
0}. Alors Ty, = a;y,j,(2)(z L) avec a;, ;, (x) € €'{z}. On sait alors que T}, est & indice dans
Clle]lg00 = C{a} [8] et x(T1, U [2]]400) = —v(ai o) = —inf{k/3i, 35, (4,5, k) € N(s, )}

On obtient ainsi le théoreme fondamental :

Théoréme 4.4.7 : Soit L = Y1 > ga; (x)(vL)iol, avec a;j(x) = Yyso aijna’ € C{a}
et ¢ complexe, 0 < |¢| < 1. Soient s et s € IR (s >0 et s’ € IR, ou s=0 et s’ >0).
Soient p)(L) = infq, ,20(j 4+ ks) et M(s) = {(i,5.k)/aijp #0 et j+ks=pl(L)}.

Soient v, (L) = inf(;mems)(ks’ — 1) et N(s,s') ={(z,7,k) € M(s)/ks" — 1 =wv,4(L)}.

e Sis>0et s €lRousis=0ets >0 alors [ est un opérateur a indice dans
C[[x]]4.5.5'» d’indice égal a :

X(L,Cl[z)]gs.50) = —inf{k/3Fi, 35, (i, 7, k) € N(s,5")}

e Sis>0et s €lRousis=0ets >0 alors L est un opérateur a indice dans
C[[x]](g,s,s» d’indice égal a :

X(va[[x]](q,s,s’)) - - Sup{k/ai, Eljv (ivjv k) S N(S7S/)}

Plus généralement :

Théoréme 4.4.8 : Soit L =1 Y7 a,;(x)(£)iol, avec a;;(x) = Ypso aijra’ € C{a} et
g un complexe, 0 < |¢| < 1. Soient s et s’ € IR (s >0 et s’ € IR, ou s =0 et s’ > 0).
Soient p{(L) = infq, , +0(j 4+ (k—1i)s) et M(s) = {(,7, k)| jr #0 et j+ (k—1)s=pl(L)}.
Soient v, (L) = inf(;;meme((k —1)s" — 1) et N(s,s") = {(i,5,k) € M(s)|(k—1)s' —1 =
vssr(L)}.

e Sis>0et s €lRousis=0ets >0 alors [ est un opérateur a indice dans
C[[x]]4.5.5'» d’indice égal a :

X(L,C[[%]]gs.s) = —inf{k —i/3j,(¢,7, k) € N(s,5)}
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e Sis>0et s €lRousis=0ets >0 alors L est un opérateur a indice dans
C[[x]](g,5,5)> d’indice égal a :

X(va[[x]](qﬁﬁ’)) = - sup{k - Z/Eljv (ivjv k) € N(Sv S/)}
4.5. Théoreme d’indice dans@'[[z]] (s = +o0)

On se propose d’étudier I'existence éventuelle d’un indice dans l'espace des séries formelles
C[[x]]. La démarche est la méme que pour les opérateurs aux g¢-différences [1] ou que pour les
opérateurs différentiels [8]. Soit L un opérateur de la forme :

L= Z Z ai7j(x)(x%)iag

=0 5=0

ol les a; j sont des séries formelles et 0 < |¢| < 1. On pose a; ;(x) = )0 a; ;2. On suppose
qu’il existe deux indices ¢ et j tels que les séries formelles ay ;(x) et a; j(x) ne soient pas iden-
tiquement nulles. On note v(a; ;) le plus petit entier k pour lequel o ;5 soit non nul.

Théoréme 4.5.1 : L’opérateur L :{'[[z]] — C[[z]] est un opérateur & indice, d’indice
égal a :

X(L,C[[z]]) = sup(—v(a;;)) = — inf(v(ay;)).
Plus généralement, . de la forme (1) est a indice dans (][z]], d’indice égal a

—inf(v(a;;) —1).

Démonstration : On pose m(L) = inf(v(a;;)).

Soit I'={(¢,7),i=0... 1,5 =0...J/ v(a;;) =m(L)}. Si (¢,7) ¢ [ alors v(a;;) > m(L).
Soient 0(x) = 37,50 bya” et f(x) = 3,50 fur" deux séries formelles vérifiant L f = 0.

En écrivant alors formellement cette relation et apres identification des deux membresl on
obtient pour p assez grand une relation du type :

U(p) X fp—m(L) = Sp(f07 ) fp—m(L)—h bp)

ot Sp(fo, -y fo—m(r)—1,bp) est une expression algébrique en les variables
Jos s fomm(n)—1,bp et ot 'on a posé :
Ulp)= > aijmwy ¢ (p—m(L))'.
(¢,7)€T

Soit jo le plus petit des indices j pour lesquels il existe ¢ tel que (7,j) € I'. Soit iy =
supdi / (irjo) € T,

Comme 0 < |¢| < 1 et ajy jomy # 0I'U(p) est non nul a partir d’un certain rang P > m(L).
Pour 0 telle que v(f) > PI'il existe donc une unique série formelle f telle que L f = 6 et
v(f) > P —m(L)['¢est-a-dire que L : 27~ O[[z]] — ¥ €[[z]] est un isomorphismel'donc
est a indicellequel est nul. On en déduit alors le résultat par des arguments classiques (propo-

sition 1.3 [8]).
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4.6. Théoréeme d’indice dans@'{x}

On note €'{x} I'ensemble des séries convergentes a l'origine. On suppose que les a;; sont
dans C{x}. Alors L :C{x} — € {x}. On va étudier 'indice de I d’une autre facon qu’en 4.4.

Soit jo le plus petit des indices tels qu’il existe un : avec ¢, j, non identiquement nul. Soit
to le plus grand des ¢ tels que «a; j, ne soit pas identiquement nul.

Soit > 0. On note A, = {z / |z] < r} et B'(A,) les fonctions de classe C* sur A, et
holomorphes sur 'ouvert A,. On munit Bi(AT) de la norme :

1S lri= Z sup [ fO(

=0 T€Ar

qui en fait un espace de Banach.

Pour établir le théoreme d’indice dans €'{z}I'on établit le théoreme suivantl puis on utilise
I’argument classique de limite inductive.

Théoréme 4.6.1 : Soit r > 0 assez petit pour que les séries «;;(z) soient toutes
dans B'(A,) et que a;, ,(v) ne s’annule pas sur A, ailleurs qu’a l’origine. Alors
L: B°(A,) — B°(Ap-io,) est & indice, d’indice égal & : —v(a;, j,)-

Démonstration : Soit f € B(A,). Pour (i,7) tel qu’il existe k avec a;;, # 0 : Uéf(l’) €
BiO(A|q|—]T). Sl] = jo alors 1 S io donc (%)iggof € Bio—i(A|q|_J0T) C BO(A|q|—]OT). Sl] > jO
alors |¢|=r > |q|=%°r et donc (%)iagof € B(Ajg-ior)-

On pose L = L + Ly + L, avec L = iy jo(x) (@Yoo T Ly = Yo S jag(2)(xL)iol et

L, = (ZZO SLa; dolx) (@) )Ugo. L’opérateur L est d’indice —v(a4, 4, )I'L1 est compacte (théoreme

d’Ascoli-Arzela) et Lo est également compacte (cf par exemple [8]). On applique alors le
théoreme 2.4.

On utilise ensuite le fait que €'{x} = lim,_o B®(A,) et que l'on travaille avec des applica-

tions linéaires continues L, : BiO(AT) — BO(A|q|—JOT)Fd’0i1 le :

Théoréme 4.6.2 : L’opérateur L :C'{x} — C'{z} est & indice, d’indice égal a :
X(va{x}) = _v(aiodo)

4.7. Théoremes de comparaison

Rappelons quelques notations. Soit L un opérateur de la forme :

L= Z Z Z a; e’ ( x%) o) (2)

1=0 j=0 k>0
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Soient s et s’ € IR. On note : pY(L) = inf,,  20(j + ks) (si cette quantité existe) et
M(s) = {(4,7,k)|cije # 0 et j+ ks = p2(L)}. Enfinl'si elle existel'on pose v, (L) =
inf(; ; mem(s)(ks” — 1) et N(s,s') ={(¢,7,k) € M(s)|ks' —i = v, (L)}

Définition 4.7.1 : On dit que s € IR est une valeur exceptionnelle pour L s’il existe
deux triplets (i1, 71, k1) et (i2,j2, ko) dans M(s) tels que ky # ks.

J2=J1

Remarque : Si s est une valeur exceptionnellel's s’écrit sous la forme s = —2=41L——
U(andl)_v(awdz)

il y en a un nombre fini.

Définition 4.7.2 : Soit s € IR. Le réel s’ est une valeur exceptionnelle relativement
a s pour Popérateur L s’il existe deux triplets (i, j1, k1) et (i3, )2, k2) dans N(s,s’) tels

que ki # ks.
Remarque : Pour s fixél'il y a un nombre fini de valeurs exceptionnelles relativement a s.
On note le cas échéant : x,s5 = X(L,C[[x]]g,s5) €t X(g,5,57 = X(L,C[[%]](g,5,5))-

Proposition 4.7.3 : Soient s > 0 et sj < s{ € IR (resp. s = 0 et 0 < 55 < s)).

On suppose que pour tout s’ €]s), s|[, s’ n’est pas exceptionnelle relativement a s.
Alors :

Xq7575/ = X(q7575/) = X \VIS/ 6]8/07 8/1[
Xq75756 = X(quvsi) = X

ou Yy est une constante.

Démonstration : Soit s' €]sg, si[. Par hypothesel's’ n’est pas exceptionnelle['donc si (i1, j1, k1)
et (i2,J2, k2) sont dans N(s,s') alors k1 = ka. On note k(') cet élémentli(s’) = s'k(s")—vs (L)
et j(s') = pJ(L) — sk(s'). Alors Xgss = X(gs,¢) = —k(s'). On montre ensuite que le triplet
(i(s"),7(s"), k(s")) est localement constant sur le connexe |s, sf[['donc constant sur ]sg, s1[. No-
tons le désormais (ig, jo, ko). Pour s’ €]s(, s1[1 Xgss' = X(a1s,s) = —ko = x. On vérifie que
(40, Jo, ko) € N(s,s5) N N(s,s)).

Soit (41,71, k1) € N(s,s;) avec ky = inf{k/3i, 3y, (¢,7,k) € N(s,s0)} = k1 < ko. Si kv < ko :
Sy = ﬁ et comme s; < s1l'on en déduit que kys] — 21 < kos| —2ol'ce qui est en contradiction
avec le fait que (ig, jo, ko) € N(s, s}).
L’autre égalité se démontre de la méme maniere.

Proposition 4.7.4 : Soit s > 0. Alors il existe s, et 5| € IR tels que :

Vs’ < 86, Xa,s,8" = X(q,8,8") — Sup{k/ai, Eljv (ivjv k) S M(S)}
\V/S/ > 3’17 Xq,s,s' = X(q,s,s') = mf{k/flz, El], (i,j, k) € M(S)}

Démonstration :
Soient kT = sup{k/3i,3j,(i,7,k) € M(s)} et k= = inf{k/Fi, 35, (i,j,k) € M(s)}. Soit Q
I'ensemble des valeurs s” exceptionnelles relativement a s. Si Q@ = 0 alors X455 = X(g,s,5) =
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constante pour tout s € IR. Si Q # l'soit sj = inf Q et 8| = sup Q. D’apres la proposition
4.7.30x 5,5 = X(q,5,5") = constante pour tout s < 36 et Xgs,5 = X(q,5,5') = constante pour tout
s’ > s{. Dans les deux casl'on calcule les constantes pour s’ — —oo et s’ — 4+00. Si s’ — —ool’
SOt (i—o0, J—oos koco) € N(5,5) 1 Xgiss? = X(g15,8") = —k—co. Puisque (i_oo, j—co, k_oo) € N(s,s")I
on montre qu’alors k_., > k* et donc k_,, = k7. De mémel'k,, = k™.

Proposition 4.7.5 : Soit [sg,s1] C [0,+00] tel que pour tout s €lsg, s1], s n’est pas
exceptionnelle. Alors : Vs €]sg,s1[, Vs’ € IR, x(L,C[[x]lgss) = X(L,C[[x]](g,s5n) = X et
il existe s;, assez grand et s| assez petit tels que x(L,C[[z]], s ) = X(L,C[2]](g,5,51)) = X-

Démonstration : Soit s €]sg,s1] : s n’est pas exceptionnelle donc si (i1, j1, k1) et (2, j2, k2)
appartiennent a M(s)["alors k1 = ky. On note k(s) cet élément et j(s) 'unique indice j
tel qu’il existe ¢ avec (7,7, k(s)) € M(s) (j(s) et k(s) sont indépendants de s’). On mon-
tre alors que (j(s),k(s)) est localement constant sur le connexe |sg, s;[['donc constant sur
J50,51] 1 Xgusis' = X(ass') = —hko pour tout s €lsg,s1[ et pour tout s’ € IR. Soit 7 tel que
(10, jo, ko) € M(s) pour s €]sg,s1] : (i0,jo, ko) € M(sg) N M(s1). Soit (¢t 51 kT) € M(sq)
avec kT = sup{k/3i, 3y, (4,5, k) € M(s1)} © X(g,5)) = —k* pour s} tendant vers —oo. Soit
(¢7,J7, k) € M(so) avec k= = inf{k/32,35, (2,5, k) € M(50)} : Xgs0,sp, = =k~ pour sg ten-
dant vers oo (proposition 4.7.4). Alors k= < ko < k*. Si k™ < ko alors sq = i < 51 ¢
J7 + k7s1 < jo+ kosiT'ce qui est en contradiction avec (ig, jo, ko) € M(s1). Si s > ko alors

81 = i:__k]?r > 59 jT 4+ kTsg < jo+ kosol'ce qui est en contradiction avec (ig, jo, ko) € M(sg).

Proposition 4.7.6 : Soient s > 0 et s{ < s{ € IR (resp. s =0 et 0 < s < s7) tels
que pour tout s’ €]s), s|[, s’ n’est pas exceptionnelle relativement a s. Alors

o @Mh )
d@m[&er( T, ., =0

%0

Démonstration : On sait que x(L,U[[x]](gss1)) = X(L,C[[2]]g,s5) (proposition 4.7.3). Con-
sidérons le diagramme commutatif :

Cllellyssy, — Cllalgss
! !
Cllz]l gty — Clle]l(gss)

L’injection naturelle C'[[z]], s s — C[[7]](4,5,5) est d'image dense. En appliquant le lemme 2.5I
on obtient le résultat souhaité.

Proposition 4.7.7 : Soit [sg,s1] C [0,+00[ tel que pour tout s €]sg, s1[, s n’est pas
exceptionnelle. Alors il existe s et s| € IR tels que Vs' < s(, Vs" > s},

mmKw(Lr%%ﬂﬁ):o

Démonstration : Le principe est le mémel'en utilisant le résultat de la proposition 4.7.5.
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Proposition 4.7.8 : 1l existe s > 0 tel que pour tout s’ € IR :

N Cl=
dzm]&er(L,@ ):()

Démonstration : L’opérateur L est a indice dans C'[[z]] et x(L,C[[z]]) = —inf{v(a;;)} = —ko
(théoreme 4.5.1). Soient g et jo tels que ko = v(ai, ;). Si s — +oo alors pour tout (¢,7, k) tel
que «; i # ko < k et (io, jo, ko) € M(s) et s n’est pas exceptionnelle. Donc (i, jo, ko) est
I'unique élément de M(s) : xq,59 = —ko pour tout s’ € IR.

Théoréme 4.7.9 : Soit L € L. Solent s; > s, > ... > s les éventuelles valeurs
exceptionnelles > 0 pour L. Pour chacune d’elles, s,, soient s, >s,,> ... > s, les
(éventuelles) valeurs exceptionnelles relativement & s, (si s, = 0 on se llmlte aux

s'-valeurs positives ou nulles). Soient f € ¢[[z] et ¢ € ¢'{z} tels que L(f) = g. Alors :
e Soit f el {x},

e Soit il existe un unique réel s’ > 0 tel quef € €'[[z]], 0.0 €t f ¢ Cl[x]](g,0,sn : on dit
que f est Gevrey d’ordre exact s/,

e Soit il existe un unique réel s > 0 et un unique réel s’ € IR tels que f € @[[ g.s.57
et f ¢ [ (4,5, : on dit alors que f est ¢-Gevrey d’ordres exacts s et s

Démonstration : On utilise toutes les propositions précédentes. Ainsil’comme fe C[z]]T'on
en déduit que f € C[[x]]ys,,5 - SI [ & Cl[*]](g,5,5,,) on s’arréte. Sinonl'f € C[x]]4s,,51 ,- Si

[ & C[[x]] (4,515 ,)l'on s’arrétel'sinon on recommence. L’ensemble des valeurs exceptionnelles
relativement & s; est ainsi parcouru. Si on ne s’est pas arrété a la derniere valeur s ; I'alors
?

fe Cllz]](g,00.5, ll)Fdonc fe C[[x]]4,s5,5, .- On recommence.

Si on a parcouru toutes les valeurs exceptionnelles strictement positives sans s’arréter : f €
C'[z]]40,5,- On parcourt suivant le méme procédé les éventuelles s’-valeurs exceptionnelles pos-

itives relativement & 0. Si on ne s'est toujours pas arrétélalors f € Cllx])g00 =C{x}.

Unicité de s et &' : Supposons que f € C[[z]].. €t que f ¢ Cl[z]](g,s,sy pour s > 0 et
s" € IR (troisieme cas).

e Si 5> set & quelconque : f € Cllz]]g,s,s C Cl[2]](4,55)- On ne peut donc pas avoir
felllz]lyss et [ EC[[])55)-

o Si5<set s quelconque : Si f €@[[x]],s5 et f ¢ C[[x]](q,55'on aurait fetx l(a.s.57)

La démarche est la méme pour montrer I'unicité de s’ dans le deuxieme cas. On laisse au lecteur
le soin de généraliser ce théoreme pour L de la forme (1).
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5. Interprétation des théorémes d’indices
5.1. Polygone de Newton

On va généraliser les polygones de Newton définis par J.-P. Ramis [10I11] aux opérateurs du

type :
I J d . .
L = Z Z Cli’]‘(l‘)(l'%)la'é

=0 5=0

(ou plus généralement de la forme (1))Tavec a; j(x) = Ypsp, aijur™ € C{a}[z™"] (ko € Z).

On définit dans IR* les quadrants 7 = {(u,v) € IR*/u,v > 0}'ry = {(u,v) € IR*/u < 0,v > 0}
5= {(u,v) € IR*/u,v <0} et 74 = {(u,v) € IR?/u > 0,v <0},

Pour (a,b) € IR* et r = 1...4T'on pose 7,(a,b) = (a,b) + 7,I' M4(L) = Ur,.(j, k)l union
étendue aux couples (7, k) pour lesquels il existe ¢ tel que «a; j # 0 (pour L de la forme (1)I
MA(L) = Ur,.(j, k —1)). Soit P(L) I'enveloppe convexe dans IR* de M,(L). Soit N/(L) =
PY(L) N PY(L)Tsoit N¥(L) = PA(L) O PY(L) et N,(L) = N*(L) (1 N4(L).

Définition 5.1.1 : On appelle N/(L) le ¢g-polygone de Newton inférieur associé a
L et NI(L) le ¢-polygone de Newton supérieur associé a [; N, (L) est le ¢-polygone
de Newton associé a L.

Remarque : N,(L) est le polygone de Newton de 'opérateur aux ¢-différences

J
PORD DR A

J=0 {k/aivai,],k;éo}
(ou plus généralement de : 3,57, 5", 2% a7).

Remarque : Si un a;;(z) ¢ Clz,27" alors N, (L) = N}(L). Si tous les a;;(z) € Clz, 27T
N, (L) est I'enveloppe convexe des points {(j, k)/3¢, i jx # 0}.

On définit un sens de parcours des bords de ce ¢-polygone (pour plus de détails on se re-
portera a [11]).

Cas |¢g] > 1 : Si a € IR et si l'intersection de N/(L) avec la droite d’appui de pente «
est réduite & un point uniquel'on note (j(«a), k(«)) ce point. Si au contraire a est 'une des
pentes # 0 de N,(L)['I'intersection est un segment de la forme [(j1(a), k1(@)), (52(@), k2 ()]
avec ji(a) < jo(a). Le segment horizontal de N/(L) est noté [(j1(0;), k1(0;)), (52(0:), k2(0;))]
avec J1(0;) < j2(0;) et k1(0;) = k2(0;). Si N!(L) n’a pas de pente nullel'on note (j(0;), £(0;)) le
point le plus bas de N}(L). On note (j1(00), k1(o0)) le point situé sur le coté vertical droit de
N/(L) d’ordonnée la plus petite. On note (ja(—0o0), k2(—00)) le point situé sur le co6té vertical
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gauche de N/(L) d’ordonnée la plus petite.

Si tous les a;j(x) sont dans Clz,x7'] : Si a € IR" et si lintersection de N{(L) est réduite
a un unique pointI'soit (j(«), k(«)) ce point. Si a € IR* est I'une des pentes de NZ(L)I'on
note [(j1(a), k1(@)), j2(a), k2(@))] le segment "avec ji(a) > ja(a). Le segment horizontal de
NI(L) est noté [(71(04), k1(04)), (J2(0,), k2(0,))] avec j1(0,) > 72(0,). S’il n’existe pasl'on note
(7(04), k(0,)) le point le plus haut de NI(L). On note (j2(o0), k2(o0)) le point situé sur le coté
vertical droit de NZ(L) d’ordonnée la plus grande. Soit (j1(—00), k1(—0o0)) le point situé sur le
coté vertical gauche de NI(L) d’ordonnée la plus grande.

Cas |¢g| < 1 : Si a € IR" et si I'intersection de N/(L) avec la droite d’appui de pente —a
est réduite a un point uniquel'on note (j(«), k(«)) ce point. Si au contraire —a est une des
pentes # 0 de N,(L)['I'intersection est un segment de la forme [(j1(a), k1(@)), (52(@), k2 ()]
avec ji(a) > ja(a). Le segment horizontal de N}(L) est noté [(j1(0;), k1(0;)), (j2(0;), k2(0;))]
avec J1(07) > 72(0;) et k1(0;) = k2(0;). Si N(L) n’a pas de pente nullel'on note (j(0;), £(0;)) le
point le plus bas de N/ (L). On note (j1(00), k1(00)) le point situé sur le coté vertical gauche de
N{(L) d’ordonnée la plus petite. On note (j2(—o00), k2(—o0)) le point situé sur le coté vertical
droit de N/(L) d’ordonnée la plus petite.

Si tous les a;;(x) sont dans C[z,z7'] : Si a@ € IR" et si U'intersection de NZ(L) avec la
droite de contact de pente —a est réduite a un unique pointl'soit (j(«), k(«)) ce point. Si
—a € IR” est 'une des pentes de NI(L)I'on note [(j1(a), k1(a)), j2(@), k2(«))] le segment Tavec
Ji(a) < ja(a). Le segment horizontal de N2(L) est noté [(71(04), k1(04)), (j2(04), k2(0,))] avec
J1(0,) < j2(0,). S’il n’existe pasl'on note (5(0,), k(0,)) le point le plus haut de N2(L). On note
(J2(00), ka(o0)) le point situé sur le coté vertical gauche de NZ(L) d’ordonnée la plus grande.
Soit (j1(—00), k1(—0o0)) le point situé sur le coté vertical droit de NZ(L) d’ordonnée la plus
grande.

Pour chaque segment (ou demi-droite) non horizontal de la frontiere de N}(L)I'repéré par
[(71(a), k1(@)), (42(@), k2(@))] avec a € IR" U {0} U {—oc}l on construit un d-polygone de
la fagon suivante. A chaque point (j,k) de ce segmentl'on reporte sur I'orthogonale au
segment passant par (j,k) et vers lextérieur du ¢-polygone 'ensemble des indices ¢ pour
lesquels a; jx # 0; on définit en fait localement un nouveau repere orthonormé. L’axe des
ordonnées locales'porté par le segment considérél'est orienté et gradué de telle sorte que les
ordonnées locales soient identiques aux ordonnées globales; I'axe des abscisses locales 1 est tel
que le demi-plan local { > 0} ne rencontre aucun point du ¢-polygone de Newton. Soit
PJ:Q(L) I’enveloppe convexe de la réunion des quadrants {(u,v)/0 < u < ¢,v > k} et soit
P; (L) celle des quadrants {(u,v)/0 < u < ¢, < k}I'les réunions étant faites sur I'ensemble

{(1,F)/ 3, cin 20 et (k) € [(1(a), ka(@)), (a(a), ka(a))]}.

Définition 5.1.2 : On appelle d-polygone associé a la valeur o (a € IR" U {c0}) le
convexe : P} (L)n P (L).

On définit également un sens de parcours sur chaque d-polygone [10]I'dont les pentes sont

définies dans le repere local. Si o est une pente strictement positive du d-polygone associé
a al'on note le segment [(i1(a, '), k1(a, a')), (12(e, o), k2(a, a))] avec ky(a, a') — ka(a, @) du
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méme signe que ky(a) — kz(a). Si o' est une pente < 0'on note de la méme fagon le seg-
ment. Le c6té vertical du d-polygone est noté [(i1(a, '), ki(a,a’)), (i2(a, o), ka(a, a'))] avec

i1(a,00) = iz(a,00) et ki(a,a’) — kz(a,a’) du méme signe que kq(a) — kz2(). Le segment
horizontal inférieur est répéré par : i1(a,04) =0 < i3, 04) et ky(a,04) = k2(a,04) = k1 ().
Le segment horizontal supérieur est répéré par : ¢1(ca,0-) > i3(c,0-) = 0 et ky(a,0_) =

ka(a,0-) = ko(a). Enfinl'si 'intersection du d-polygone avec la droite de contact de pente o/
est réduite a un unique pointl'on le note (i(a, '), k(a, a')).

Remarque : Le d-polygone d’un opérateur du type (1) se construit suivant le méme procédé; il
suffit de remplacer partout k par k& — 1.

Exemple : Soit L = (:1;%)05’ + :1;2(:1;%) + :1;(:1;%)30(1 + :1;(:1;%)50(1 + :1;2(:1;%)705’.

Les fleches indiquent I'origine et U'extrémité de chaque segment pour 0 < |¢| < 1.

5.2. Traduction des théorémes d’indices en fonction du polygone de Newton

Soient s € IRU{+oc} et ' € IR. Si s = 4ool'on pose a = 0;. Si s = 0l'on pose o = co. Sinonl’

on pose o = 1. Si s’ = 0I'on pose o/ = oo. Sinonl'on pose o/ = L.

Soit L = 31, Z}]:o ai7j(:1;)(:1;%)iag a coeflicients dans €'{x}.

Les valeurs exceptionnelles sont les réels s pour lesquels les droites d’appui de pente « (cas
lg| > 1) ou de pente —a (cas |¢| < 1) rencontrent le polygone de Newton suivant un segment
ou une demi-droite. On convient que s = 400 est une valeur exceptionnelle si le segment hori-
zontal inférieur n’est pas de longueur nulle. Pour une valeur exceptionnelle s # 4+ocl'on définit
de méme les valeurs exceptionnelles €] — oo, +00] relativement a s. Sur ’exemple précédentl’
les valeurs exceptionnelles sont s = 2 et s = 1; s’ = 4 est la valeur exceptionnelle associée a
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s =2 et 8’ = —4 est la valeur exceptionnelle associée a s = 1.

Théoréme 5.2.1 : On pose C[[z]]; +oo,sr =C[[2]] Vs’ € IR. D’autre part, C{z} =C][x]],0.0-

1. L’opérateur [ est d’indice fini de : C[[z]],ss — C][x]]s.ss pour s €]0,+00] et
s’ € IR, et pour s =0 et s’ € [0, +oo] :

e Si s non exceptionnelle : y,, s = —k(«)
e Si s exceptionnelle et s’ non exceptionnelle : y, . = —k(a,a’)
e Si s exceptionnelle et s’ exceptionnelle : v, s = —ki(a, )

2. L’opérateur L est d’indice fini de : C'[[z]](,s,s) — C[[7]](4,5,») POUr s €]0, +oof et
s’ € IR, et pour s =0 et s’ €]0, +oo] :

¢ Si s non exceptionnelle : Y, . = —k(a)
¢ Si s exceptionnelle et s’ non exceptionnelle : x(, ;. = —k(a,a)
¢ Si s exceptionnelle et s’ exceptionnelle : Y () = —Fka(a, o)

On laisse le soin au lecteur d’établir un théoreme analogue pour L de la forme (1).

Théoréme 5.2.2 : Soit L € L. Soit ¢ € €’{z}. Une condition nécessaire et suf-
fisante pour que toutes les solutions de ’équation L(f) = g soient convergentes est
que le polygone de Newton soit de la forme :

(s = +20)

(+ = +oo)

Démonstration : 1l faut et il suffit qu’il n’y ait pas de valeurs exceptionnelles s > 0I'ni de

valeurs s" > 0 exceptionnelles relativement a s = 0.

6. Equations a coefficients polynomiaux
Nous considérons dans ce qui suit des opérateurs de €'[z][z<L, 0] (0 < |¢| < 1).

6.1. Dualité topologique
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Si f(:z;) = Yon>00nT" € Cllx])gss et g(x) = D1 bpr™" € :1;_1@[[:1;_1]](%575/) alors la série
2n>0 @nbpiq converge. On pose < f,g >= S byt

On désigne par T'(C') = € U {oo} la sphere de Riemann. Nous rappelons le résultat sui-
vant (voir [11]) di a A. Grothendieck :

Proposition 6.1.1 :
(1) L’accouplement

1 T O(I'(@) — {0}) =
(fafl) =< [0 >= Y02 anbup

(f( ) = Yus0ant" et g(x) = 3,51 b,27") met en dualité topologique ’espace ('{z}
muni de sa topologie DFN et ’espace +~'O(I''(€') — {0}) muni de sa topologie FN.
(11)L’accouplement

L’isomorphisme
Voo Clla]] — C[[=]]
ano anx” = Zn>0|9|

S (D)~ a,a™

induit des isomorphismes C[[z]],ss — C{z} et C[[z]](gssy — A). On transporte sur
Cl[z]]g,s,s (resp. C[[]](q,s,5) la topologie DFN (resp. FN) de €'{x} (resp. A(T)).

L’isomorphisme

Voo o 27— 27 C[27]]

2n>0 apt”"h - 2n>0 lq]” S (n!)_slanl‘
induit des isomorphismes &7 'C{[a ™), 50 — 27 C{a'} et 27'C[[27]](g,5,6 — 27O () —
{0}). On transporte sur a~'C[z "], (resp. 27 'C[[x7"](ys,) la topologie DFN (resp. FN)
de 27 'C{z~"} (resp. 27 tO(TH () — {0})).

Proposition 6.1.2 : Soient s et s’ deux réels.

(1)  Les espaces C[[z]],,. et 27 'C[[x7"]](4,—s,—s) sont en dualité topologique.
(i) Les espaces C[[z]](4,s,5 €t @ 7'C[[x7"]];—s—s sont en dualité topologique.
(171) Les espaces '[[z]] et 7'¢'[x™"] sont en dualité topologique.

Le transposé de l'opérateur & considéré comme agissant sur €'[[x]] est I'opérateur a* agissant sur

e[z~ défini par 27(3, 50 ant™"7!) = Y50 @np12” "7 . Le transposé de I'opérateur 4 est
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I'opérateur —d— Le dual de 'opérateur :L'd— est 'opérateur —%x* qui coincide avec 'opérateur
—%:1; =—-1- :L'd— Le dual de o, est 'opérateur po,.
C[[=]] v 27
Clle)]gser | 27 O™ ) gms,s1)
)]sy | 27" Clla™ g ms=s
x x*
4 _d
dx dx
:1;% —1 - :1;%
T4 bop

Remarque : Soit f(:z;) = Yosoanz "t € 27271, Alors :z:f(:z;) = Yr0@nT " = ao +
Ym0 Gng1 " = ag + x*f(:z;) Lopérateur z* : 27 *C[[z7']] — 27 'C[[z™"]] coincide avec
Vopérateur x : =% [[27']] — =™ 'C[[z~"]]. On établit d’autre part que fz* = z*(1 + 0).

En utilisant le théoreme 5.2.1 et le théoreme 2.31'nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 6.1.3 : Soit L € C[z][zL,0,] (0 < |¢] < 1). Soit L* € Clzi o,]z*] =
C[z7)[xL,0,] son dual. On pose a7 'C[[x™]](y—00sy = 27 C[27"] Vs’ € IR.

i) L’ opérateur L* . a7 C[x7Y]yss — a7 C[[27"]],ss est de Fredholm pour s €
] —00,0[,s" € IR et pour s = 0,5 €] — c0,0[, d’indice égal & —x(L,C[[x]](4,—s—s))-

(ii) L’opérateur L* : «7'Clla™|(gssy — 27 'Cl[z7"]](gs,5) est de Fredholm pour
s € [—00,0[,s" € IR et pour s =0,s" €] — 00,0], d’indice égal a —\(L,C[[x]]y—s—s)-

Soit L = ZZ OZ] Ozk Ooz27]7kxk(x%)iaj Le transposé de L est alors l'opérateur L* =
ZZ'I:O Z}]:o Zk:o Qi kP Ug]a( 1— w%)l(l'*)k = Zz OZ] =0 Zk o Qi g kP (k+1)( )kag])(_l_k_l'%)l-
L'opérateur L* : 2= 5=1¢[[27]] — 27'C[[27"]] est un opérateur de €'[z][z L, o,]. Le p-polygone

de Newton de L* est par définition celui de Y7, Z}]:o K, ozi7j7kpj(k+1)xka§(—1 —k— x%)if
opérateur que 'on note encore L*.

Propriété 6.1.4 : Le ¢-polygone de Newton de [ coincide avec le p-polygone de
Newton de L*.

Démonstration : On montre facilement que des operateurs élémentaires de la forme LY, =

a b c
ob(La)rac peuvent se meftre sous la forme : L}, =35, 53 7b7c:1; “(zL)iob avec Bap. = p** non
nul et B;p. = pC,'(c+ 1)1 =0...a. Doncsi L = Za o Zb 0 2-c>0 Qa bl (:L'dd )o bFalors

ii b)),
" d:z;

avec b ;(x) = Zczo(Zf:i(—1)“0za7b7cpbpbccai(c + 1))z On a ajouté des termesI'mais ceux-ci
ne jouent aucun role lors de la construction du polygone généralisé associé a L*.
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Théoréme 6.1.5 : Soient L € C[z][zL,0,] (0 < |¢| < 1) et L* € C[a*][xL,0,] son
dual. Soit K le degré en = de L. Alors :

(1) L’opérateur L* : 2 "B [[z7Y], 55 — 27 'C[[x7"]],s+ est de Fredholm pour s €
] —00,0[,s" € IR et pour s =0,s' €] — 00,0, d’indice égal & —x(L,U[[z]](4,—s-s)) — K.

(i) L’opérateur L* : 2 ' "KO{[x7"](4sn — 27'C[[27 ] (45,1 est de Fredholm pour
5 € [—00,0[,s" € IR et pour s =0,s" €] — 00,0], d’indice égal a —x(L,C[[z]];—s-s) — K.

Démonstration : En considérant le diagramme commutatif

0— x_l_K@Hx_l]]q,s,s’ - x_lw[[x_l]]q,s,s’ - x_lw[[x_l]]quysl/x_l_K@Hx_l]]q’s’sl —0
L | L] !
0= e o — e g — {0} -0

et le théoreme 6.1.3I'nous démontrons (¢). L’assertion (¢7) se démontre de la méme facon.
6.2. Etude a l’infini

Soient L € C[z][zr<,0,] (0 < |g] < 1) et L* son dual. Nous allons étudier L* & Dinfini.
Pour celal'nous posons z = L. Soit L € €'[z7'][z£,0,] I'opérateur obtenu & partir de L* en

remplacant formellement x* par %Fl‘ d

d
- par —z-- et 0, par g,.

Propriété 6.2.1 : Le ¢-polygone de Newton de L} et le p-polygone de Newton
de L* sont symétriques par rapport a ’axe des abscisses.

Soit ¢ : a7 '[[z7']] — =z C[[z]] V'isomorphisme qui & ™" associe z". Il induit des isomor-
phismes ¢ : a™ "M C[[x ]y — O[] et 6 0 2T O[T |y — 2T g0
(K € IN). Alors L:¢ = ¢L* et nous obtenons le théoreme :

Théoréme 6.2.2 : Soient L € C[z][zL, 0] (0 < |¢| < 1) et L € C[z7"][zL,0,] son
dual a I’'infini. Soit K le degré en = de L. Alors :

(1) L’opérateur L’ : z'*EC[[z]],ss — 2 C[[2]]yss est de Fredholm pour s €] —
00,0[,s' € IR et pour s =0,s' €] — 00,0[, d’indice égal a —x(L,C[[x]](4,—s,—s) — K.

() L’opérateur L% : z'*RC[[2]](ss) — 7 C[[2]](4ss) est de Fredholm pour s €
[—00,0[,s" € IR et pour s =0,s" €] — 00,0], d’indice égal a —x(L,C[[x]]4-s-s) — K.

St L = ZZ'I:O E}]:O Z?:o O‘i,j,kxk(l'%)iag alors L7 = ZZ'I:O Z}]:o Z?:o O‘i,j,kpj(k-l_l)z_k(_k -1+
zL)iol et Popérateur 2 LY € €'[z][z £, o,]. L'opérateur 2 L% : 28 ([2]], 5.0 — 25 TC[2]],0.0
est de Fredholm pour s €] — 00,0[,s" € IR et pour s = 0,8 €] — 00, 0[I'd’indice égal a
—X(L,C[[#])(g,-s,—s)) — K. On montre aisément qu’alorsI' Popérateur L% : C[[z]], s —

C][#]].5.5 est de Fredholm pour s €] — 00,0[,s € IR et pour s = 0,5 €] — oo, 0['d’indice
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égal a —x(L,C[[x]](g,—s,—s Le g-polygone de Newton de 2z L* est I'image du ¢-polygone

n) =
de L% par la translation (u
L[]y -am) ot (L]

K.
,v) — (u,v 4+ K). Nous pouvons alors exprimer les indices de
[2]](g,—s,—s1) en fonction du ¢-polygone de Newton de z* L.

1

Soient s € [—00,0] et s € IR. Si s = —ocl'on pose @« = 0,. Si s = 0['on pose a = oo.
1. Si s’ =0Ton pose o' = oo. Si s’ € IR"'T'on pose o = <.

Si s €] — 00, 0[['on pose a =
Si s = —ool'on pose C[2]](g,—c0,s) = C[2] Vs’ € IR.

Théoréme 6.2.3 : Soient L € C[z][z4,0,] (0 < |¢| < 1) et L} € C[z""][z4,5,] son
dual a I’'infini. Soit K le degré en = de L. Alors

(i) L’opérateur 2 L7 : C'[[2]],..s — C[[2]]4.5.' est de Fredholm pour s €] —o00,0[,s' € IR
et pour s =0, €] —0,0[, d’indice égal & —k(«a) si s est non exceptionnelle, —k(«, o)
si s est exceptionnelle et si s’ est non exceptionnelle, —ki(a, ) si s est exception-
nelle et si s’ est exceptionnelle.

(¢¢) L’opérateur z* L% : C[z]](y,5.5) — C[[2]](4.,s) €st de Fredholm pour s € [—o00,0][,s' €
IR et pour s = 0, s’ €]—00,0], d’indice égal & —k(«) si s est non exceptionnelle, —k(a, ')
si s est exceptionnelle et si s’ est non exceptionnelle, —ky(«, ) si s est exception-
nelle et si s’ est exceptionnelle.

Nous avons ainsi obtenu des théorémes d’indices pour les opérateurs de €'[z][z<, o] agissant
sur €'[[2]]g,s,0 (resp. C[[2]](g,s,51) avec s €] — 00,0[,s" € IR ou s = 0,s" €] — 00,0[ (resp.
s € [—00,0[,s" € IRous=0,s" €] —o0,0]).

6.3. Théorémes d’indices
En combinant le théoreme 5.2.1 et le théoréeme 6.2.3'nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 6.3.1 : Soit L € ([z][zL,0,] (0 < |¢| <1). Soient s € IRU {—o0} U {+o0} et
s € IR. Si s =0, on pose a« = . Si s = —00, on pose a« = 0,. Si s = 400, on pose
a =0;. Sis€ IR, on pose a = Si s = 0, on pose o = 0. Si s’ € IR", on pose

of = % On pose @[[ ]] (g,—00,s") —@[;] et @I:I:x]]q7-|—oo75/ :@Hl‘]] Vs’ € IR.

(1) L’opérateur L : C[[x]]yss — C[[x]]4.5s est de Fredholm pour s €] — oo, +o0] et
s € IR, d’indice égal & —k(«) si s est non exceptionnelle, —k(«, ') si s est excep-
tionnelle et si s’ est non exceptionnelle, —k;(a, a') si s est exceptionnelle et si s’ est
exceptionnelle.

(22) L’opérateur L : C[[z]] (45 — C[[]](4,s,) est de Fredholm pour s € [—o0, 400 et
s € IR, d’indice égal & —k(«) si s est non exceptionnelle, —k(«, ') si s est excep-
tionnelle et si s’ est non exceptionnelle, —ky(a, a’) si s est exceptionnelle et si s’ est
exceptionnelle.
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De la méme facon que nous avons démontré le théoreme 4.7.9'on obtient le :

Théoreme 6.3.2 : Soit L un opérateur a coefficients polynomiaux du type
I J d . .
L=2> ay(x)(5-) o,
1=0 7=0 dx

avec 0 < |¢| < 1. Soient f € A(C') une fonction entiere et g € C'[z] tels que L(f) = g.
Alors :

o Soit f € C[x],

e Soit il existe un unique réel s’ < 0 tel que [ € C[[x]],00 et [ ¢ C[[2]](g0.5); = est
alors 'une des pentes strictement négatives du d-polygone associé a la valeur
exceptionnelle s = 0,

e Soit il existe un unique réel s < 0 et un unique réel s’ € IR tels que f € C[[z]];s.s
et f ¢ C[[z]](yss); = est alors I'une des pentes strictement positives du ¢-

polygone et 5 I'une des pentes du d-polygone P, 1(L).
6.4. Estimations de croissance

Nous allons a présent pouvoir donner des estimations de croissance pour les fonctions entieres
solutions d’équations a coefficients polynomiaux.

Proposition 6.4.1 : La fonction entiére f(z) a une croissance controlée par

|f(z)] < Cexp ( Bn’(r) + aln(r) + ki s'In(r). In | In(r)| ) (r =z

k
In [q]
asymptotique a ’origine une série ¢-Gevrey d’ordres s = 1/k et s'.

ou ky = >0, a € IR et s € IR, si et seulement si f(x) admet pour développement

Démonstration : Soit ¢,(r) la fonction définie sur |0, +oo[ par

{ on(r) = %1 lnz(r) +aln(r) —nln(r) + bln(r).In|In(r)|, r#1
¢n(1) =

oilnEINFklzlnkw>0Fa€]Retb:kls’ElR.

jam)

Nous allons chercher le minimum de ¢,(r) sur ]0, +oo[ puis en donner un équivalent quand
n tend vers +oo. La fonction ¢, (r) est continue sur |0, +oo[. Pour r # 1T

1 _
n(r) N a—n

¢(r) =k

b b
+ —In|In(r)| + -
r r
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et on pose pour f,(r)=r¢/ (r)=kIn(r)+a—n+b+bln|In(r)|. Pour r # 1T

’ . kl b . kl IH(T) + b
Falr) = r + rIn(r) N rin(r) '

Premier cas : s’ = 0. Le minimum de ¢,(r) est atteint pour r = exp(“=*) et Vr > 0, ¢,(r) >
_ (n—a)?
2k

Deuxiéme cas : s’ > 0.

0 exp(—s') 1 T 400

falr) —oo/ \—oo e /Q/—I—oo

$n(r)

Pour n assez grandl' f,,(exp(—s')) ~ —n est strictement négatif et ¢,(r) admet sur ]0,4o00|
un unique minimumI'atteint pour r = r, > 1. Etudions f,(r) sur |1,+oc[. On pose a, =
exp(”%‘i_b)n_slkf/ et u, = . Pour n assez grandl’

n

o ]l ool et fu(%)~—kIn(2) <0
o 2, €]l,+o0[ et fu(2a,) ~ kiIn(2) >0

donc % < r, < 2a,l'et par suite ﬂ;‘—"l — 0. La condition f,(a,u,) =0 entraine u, — 1 donc

n—a—>b

Ty ~ exp( T )n_slkf/ quand n tend vers + oc.
Un calcul simple mais laborieux permet alors d’obtenir I'estimation pour n — 400 :
k18/2

n(n+1)

Onlrn) + =50

In*(n).

—s'In(n!) = (g + 5+ £ —In(k) )n~—

Troisiéme cas : s’ < 0
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0 T2 1 Tt exp(—s') T 400

T(r) + + - - 0

Falr)| —|—oo +00 \9\ /Q/'_|_oo

\/ ~_

En raisonnant de la méme maniere que précédemmentl’'on montre que :

e L’unique racine r, 5 de f,(r) =0 sur ]0, 1] tend vers 1 quand n — 400 et ¢,(r,2) — 0.

e Pour n assez grandl' f,,(exp(—s')) < 0. Soit r,, I'unique racine de f,(r) =0 sur
|exp(—s'), +o0[. On montre que

T ~ exp ( —”_ki_b ) n_slkf/
et
n(n+1) ky s
2kq

Gu(ra) + =) = (g 48+ =) )0~ === Inf(n).

Démontrons a présent la proposition. Soit f(x) une fonction entiere telle que
|f(z)] < Cexp ( BIn*(r) + aln(r) + ki s'In(r). In | In(r)| ) (r =z

avec ky = lnkw > 0l'a € IR et s’ € IR. Soit 3,5 a,z" son développement asymptotique a

I’origine. Alors

lan,| < sup |[f(x)|r™" < Cexp ( Bn®(r) + aln(r) 4 ks’ In(r). In | In(r)| ) r"

||=r

pour tout r > 0 donc |a,| < Cexp(¢,(r,)).

e Si s’ =0 alors |a,| < Cexp(—(nz_k?)2) Constante X |q

e Si s’ # 0 alors

n(n+1)

] < Clal=" 5 (n) ((exp(gh+ ' + & — 'In(k1)) )" exp(¢(n))

ou ((n) ~ k15/2 In*(n) — —ooldonc (™ est borné et par suite |a,| < Dl]g|™ Ho (n!)* A"

(D Constante)
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Réciproquementsupposons qu’une fonction entiere f(x) admette comme développement asym-
ptotique 3,50 ana™ € €[], o1 cest-a-dire qu’il existe C' et A > 0 tels que

n n-|-1

la,| < Clg|” 2 (n!)SIA”,

avec k = 1/sI'ky = 15 > 0 et s’ € IR. Alors

|
la,2"| < Cexp ( n(nH) + &' In(n!) + nIn(A) + nln(r) ) )

Soit a tel que In(A) = ﬁ +5'+ - —s'In(ky). Alors — n(nH) +s' In(n!)+nln(A) = ¢.(r.)+((n)

avec ((n) ~ # In*(n).

Par conséquentI’

|anz"| < Cexp(¢n(ra) + ((n) + nln(r))
et Vp > 00

jana”| < Cexp ( & 1n*(p) + aln(p) + k15’ In(p). In | In(p)|¢(n) — nln(p) + nln(r) ).
On pose p = Ar (A > 0).
o Sis'=0:((n)=0et |a,2"| < Cexp(EIn?(Ar) 4+ aln(Ar))A~" donc
()] < Crexp ( 2 1n*(p) +aln(p) ) WA >1
|f(2)] < C eXp( Bn*(r) + (a + ¢) In(r) ) Ve > 0

e Si s’ #0: Soit &, = exp({(n) — nin(A)). On montre que % ~ 1T cest-a-dire que la
série 3, 5¢ 0, converge pour tout A > 1 et VA > 1,

[f(2)] < Crexp (5 1n*(p) + ks’ In(p) In |1n(p)| + aln(p) ) ;
Ve > 0,
|f(z)] < Ceexp ( %1 1n2(r) + kys'(e+1n(r)) In|e + In(r)| + (a + ky€) In(r) )

< Clexp ( %lnz(r) + ks’ In(r). In | In(r)| 4+ (a + k1e + 1) In(r) ) )

De cette proposition et du théoreme 6.3.2 découle le

Théoréme 6.4.2 : Soit 0 < |¢| < 1 et L un opérateur a coefficients polynomiaux
du type

L= ZZ“H j

1=0 7=0

Soient f € A(C') une fonction entiére et g € C'[z] tels que L(f) =g. Alors :
e Soit [ € ([z],
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e Soit il existe un unique réel s’ < 0 tel qu’il existe C' et a > 0,
[f(@)] < Cexplar™)  (r = |z]);

L est alors 'une des pentes strictement négatives du d-polygone associé a la

S/

valeur exceptionnelle s = 0,

e Soit il existe un unique réel s < 0 et un unique réel s’ € IR tels qu’il existe C

et a,
1

)i

:|$|7 1 = 81H|q|

|f(z)] < Cexp ( Bn®(r) + ks’ In(r) In [ In(r)| + aIn(r) ) (r

— est alors 'une des pentes strictement positives du ¢-polygone et 5 I’une
des pentes du d-polygone P, .(L).

On retrouve 'estimation de |f(x)| établie dans le cas différentiel dans [9].
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Chapitre 2

Théoremes d’indices pour les équations aux différences a coefficients
polynomiaux en ¢*

1. Introduction

Le point de départ de ce travail consiste en I’étude de transformations canoniques permettant
d’obtenir des estimations de croissance des solutions d’une classe d’opérateurs via les résultats
obtenus pour les séries formelles solutions d’équations fonctionnelles ¢-différences-différentielles
mélangeant opérateurs différentiels et opérateurs aux ¢-différences [6].

W. Hahn s’est intéressé au cas des équations ¢-différences-différentielles a coefficients constants
de la forme

(1) SN a PVt =0,
7=0 k=0
ou ¢ est un réel (0 < ¢ < 1). Il en cherche des solutions analytiques [4]. Par la transformation
intégrale

tl’
F(t) = / — f(a)dx, t#0
ou il suppose le chemin d’intégration C' et la fonction f(x) tels que F'(¢) soit analytique et

] kxtx
FOq) = [ iy )

il se ramene a ’étude de f(x) solution de I’équation aux différences a coefficients polynomiaux

r

(2) 2 ( Tiseairle)* ) flz+4) =0.
=0
Connaissant le comportement a I'infini de la fonction f(x) (proposition de Poincare-Perron)I'il
obtient des solutions analytiques de (1).
On vérifie que les séries formelles 3°,,-q a,t" solutions d’équations de la forme (1) sont ¢-Gevrey
d’ordre s € IR et s' = —1 [1]'C’est-a-dire :

sn(n+1 1
90,34 >0, | < Clg7™F CEST
1

Il est donc naturel de ne pas tenir compte du facteur ot D) dans le cas ou les coeflicients o

ne sont plus constants. La transformation intégrale devient alors F(t) = [t f(x)dx. Enfinl
on peut aussi bien étudier f(—x) et donc considérer comme transformée

F(t):/ct_xf(x)dx ou encore f(x) :/Ctl’_lF(t)dt.
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FormellementI'cette derniere expression donne

Tf(z) = flz +1) = /Ct“"l X LR (8)dt,

o f(z) = /O VR dE = [P F(1)] — /O FF () dt” =7 /O tl"l(—t%)F(t)dt
et
¢ f(z) = /O 1571 % o, F(1)d.

On peut donc naturellement définir comme transtormée ¢g-Mellin formelle I"isomorphisme

@[T7x7qx] - @[tv_ti U]

dt? - P
T — t
x — —t4d

di
q° = Tp

En particulierl'A. Barkatou et A. Duval [1] considerent la transformation de Mellin formelle

Clr,2) — C[t, —t%]
T — t
x — —t%

[ls étudient I'action des opérateurs de €'[x, 7] sur 'espace des séries de factorielles formelles.
La transformation de Mellin formelle leur permet de se ramener aux séries formelles solutions
d’équations différentielles et d’appliquer les résultats établis par B. Malgrange [5] et J.-P. Ramis
[7]. Ils obtiennent alors des estimations Gevrey pour les séries de factorielles formelles initiales.

Dans cet articlel'nous donnons un g-analogue de leurs résultats. Nous étudions les opérateurs
deC]¢”, 7] agissant sur 'espace des séries de g-factorielles formelles. La transformée de ¢g-Mellin
formelle permettra d’obtenir des estimations ¢g-Gevrey a partir des résultats établis par J.-P.
Bézivin [2] et J.-P. Ramis [8] dans le cadre des séries formelles solutions d’équations aux ¢-
différences.

2. Préliminaires

Pour de plus amples détails on se reportera a [3].

2.1. La fonction Gamma ¢-analogue

Il s’agit ici de rappeler quelques propriétés fondamentales de la fonction ¢-Gamma. Nous

introduirons ensuite quelques notations. Nous supposons dans tout cet article que ¢ est un
complexe non nul tel que |¢| # 1. Soit p = 1/¢. On définit

‘ 1 sin=10
(a7q)n_{ (1_a)(1—aq),,,(1—aqn_1) Sin:1,2,...
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Pour a # 0T (a; q), = (a1 p)u(—a)"q™ 5

Pour a € € et |¢| < 1Ton définit (a; q)ee = [152o(1 — ag”).
Pour a € € et |g| > 1Ton définit (a;q)ee = (a7 p)oe(—p)°
On vérifie que (a;¢), = ((a& pour a # p"t* pour tout k € IN.

aq™;q) oo

b—1)(b—2
-1 (7)2( ) ol b= loga

logg”

Avec ces notationsI'la fonction Gamma g-analogue est définie comme suit :

o Si0< gl <1IT,(x)=L8= (] — g)l-e;

T (¢%39)

o Silgl> 1T, (x) = 2= (g — 1)1 ™5

(P*5p) o

Elle est solution de I’équation fonctionnelle

{ fla+1) = 5L f(2)
1

ou nous prenons la valeur principale de ¢”. La fonction I'j(2) est un ¢-analogue de la fonction
I'T'dans la mesure ou

lirrll Iy(x) =T(x).
q—)'

2k
logq
fonction entiere s’annulant en les points + = —n £+

pour k,n € IN. La fonction L) est une

Ly(z
2k
Tag bour k,n € IN.

Elle admet des poles (simples) en @ = —n +

Le coefficient g-binomial est défini par :

[a] C(a+1)

& B Ly(B+ Dlg(e=8+1)

pour a et B € €. En particulierI'pour n, k € IN avec k =0,1,...,n :

l Z ] - (q;qSZE;];);)n_k'

e e

Définissons enfin pour x € €' et n € IN

. 1 sin=~0
< q > — -1 1— 41
" s lq—q pour n =1,2,...

Pour n, k € INI'nous avons

Si « 4+ n n’est pas un pole pour la fonction I'y(x) il est évident que < ¢* >,=

Si « 4 n est un pole pour la fonction I'y(x)l'on définit F%(:(;;%) par < ¢¥ >,.
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2.2. La ¢-intégrale

Pour |¢| < 1T'la g-intégrale est définie par

o0

[ rwae=0 -9 X s

[ 0t = att =) S flaa"

et par
| rwdti= -0 ¥ A

Ainsil'la fonction ¢-beta définie par B,(x,y) = % s’exprime sous la forme d’une g¢-
intégrale :

1 ta

Bq(l',y) :/ tx—l ( Q7Q)oo dqt

o (g% )

pour |¢| < II'Re(xlogq) <0 et y # —n+ fjg“;rn € INl'k € Z.

3. Transformée ¢-Mellin formelle
3.1. Transformée ¢-Mellin formelle d’un opérateur

On note C[q¢”, 7] I'algebre non commutative des polyndomes en ¢” et 7; la relation de com-
mutation est : 7¢* = ¢*t'7. On note C'[t, o] I’algébre non commutative des polynomes en ¢ et
o,l'ayant pour relation de commutation : o,t = pto,.

Définition 3.1.1 : Soit A, € C'[¢", 7]. La transformée ¢g-Mellin formelle de ’opérateur

A, est I'opérateur M, € C[t,0,], image de A, par "isomorphisme d’algebre M, qui a
q” fait correspondre o, et & 7 "opérateur ¢.

Premiére remarque : La transformation est canonique : IM,(7¢") = IM,(7)IM,(¢") = to, =
qopt = qIMy(q") My (7) = IMy(q"'7) et ¢"Flr = 7¢",

Seconde remarque : On peut définir formellement la transformée de g-Mellin formelle par une
transformée ¢-intégrale :

fuwye= [T = 0 Y aEi)

L’action de ¢” (resp. de 7) sur fq(:zj) se traduit formellement par I'action de o, (resp. de t) sur
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L= q) X ¢tV (g")

(1—¢
= foootx_l pLy(t)d,t,
(1= )02 q"q" Vg Fy(q)

¢ ly(@) = (1= q) Toi o g Fy(q") =
) = (1= q) X0l ¢ (opFy)(q")
() = (=) g Fy (") =
= SOt (t)d,t.

Soit A, € Cl¢”, 7]; A, peut s’écrire sous 'une des deux formes

Ay =" ;T (¢

k=0 j=0

A, = Z Zﬁkﬂk < q" >

k=0 j=0

Proposition 3.1.2 : La transformée ¢-Mellin formelle vérifie :

(330 g (7)) = 303 angt'ey

k=0 35=0 k=0 35=0
r s r s
Mq(z Zﬂ;wﬁ'k < ql’ >]‘) = Z Zﬂkd‘tk <0y >y
k=0 7=0 k=0 7=0

ou < 0, >; est I'identité si j = 0; pour j € IN, <o, >;= ﬁﬂ{:—é(l —q'a,).
3.2. Séries de ¢-factorielles

Définition 3.2.1 : Les séries formelles de ¢-factorielles généralisées sont données
par

73 Fq(x) B Fq(x)

fo(z) = Za Z —

n>0 nrq(x +n+ p—l_ 1) B Fq(x + P) n>0 < ql’-l-p >n—|—1

ou p €. Le cas p =0 correspond aux séries formelles de ¢-factorielles.

Propriété 3.2.2 : Les séries formelles de ¢-factorielles généralisées sont stables par
I’action de C'[¢", 7].

Pour établir cette propriétél'nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.2.3 : Pour tout [ € IN et pour tout g :

I'y(z +1) _ ZZ: l ! ] (B—i)(1—7) Iy(B+1) Ty(e+1-5)
Iy (2) i=0 ' L(B+1—=4)Ty(z—B+71)

ou encore

DL ey

] JOIN=) o BRI e
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Ce lemme est un g-analogue de la relation

Pz +1) :Z(Zl,)ﬁ(ﬁ—l).--(ﬁ—i“)%'

Démonstration : Flle s’établit par récurrence sur [ € IN. Pour [ = 0'le lemme est trivialement
vérifié. Supposons que nous 'ayons établi pour [ € IN. Soient x et § € €. Posons

rl+1:l§[l+1] —iri—y_La(B+1D) Tyl +i+1-5)
q / LB+T—0) Da—p+0)

=0

Do(z+l+1
Fé"’l = % Comme
q

1] (1] [ 1
REE R
I+1 o _etl=B B
FflJ’l:Z“]q(ﬁ‘”(H)ﬁ I,(8+1) 1—¢ Ly(z+1-5)

Ly(B+1—1) 1—q Ty(z—F+1)

[ ! Loimy La(B+1) Ty(e+141-5)
(B=i)(4+1-i)_~4 4
+;li—1]q L,(B4+1—i) Ty(x—p+i)

Nous allons établir que

=0

En utilisant le fait que l 141 ] = 0 et ’hypothese de récurrencella premiere somme est égale a

qﬁ%w' Comme l | ] = 0 et en décalant I'indice de sommationl'le deuxieme terme
q xT J—

est égal a :

! [ (ﬁ—i—l)(l_i)rq(ﬂ + ) T(z+1+1-7)
Z[i]q Ly(B—1) Ly(w = f+1+1)

=0

soitl'en appliquant I’hypothese de récurrence (avec 3 — 1)F%F{£L(+)l), d’ou le résultat.
q xT

Démonstration de la propriété 3.2.2 : 1l sutfit de montrer pour tout p € €'T'pour tous k,j € INT'

k z Cy(z
que 77 < g% >; Fq(qaf-l—)p)

est encore une série formelle de g-factorielles généralisées. Or

Tk<qx > Fq(x) _ Fq($+j+k)
Fq(x‘|'/)) Fq($‘|’k‘|’P)

:fi’“ [j+k]q<ﬁ_i><j+k_i> L(B+1)  Ty(@)ly(x+j+k—5)
Fq(ﬂ‘|‘1_i)rq($_5‘|‘i)rq(x+k+/))

pour tout f €. En particulierl'pour =75 —p:

k< ¢ > Iy(2) _ ]if l J ‘|‘ k ] q(j—p—i)(j+k—i) Fq.(j —p+ 1). % Fql(l') _
Ly(z + p) i=0 t Ly —p+1—1) Tylz—j+p+1)
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Définition 3.2.4 : Avec les notations de la définition 3.2.1, la transformée ¢-Mellin
formelle d’une série formelle de ¢-factorielles généralisées est la série formelle

Mq(fq)(t) _ Z - n (tQ; Q)OO _ (tq; Q)OO Z = n )(tql)-l-l; Q)n

n>0 dn+14+p) ("5 q)ee (16715 ¢) 00 n>0 dn+1+p

Remarque : La fonction ¢ — betal'B,(x,y) = Fl‘i T;l_q;;’) Iest égale a
e (144
B 7 :/ z—1 ’
A= g

pour |¢| < II'Re(xlogq) > 0 et y # —n + 27”an € INet k € Z [8]I'd’ou

I'y(x) /1 ooty L (t¢; q)oo
Fq(x + P) 0 r

B o) e

Propriété 3.2.5 : Les opérateurs polynomiaux de ('[t,0,] agissent sur les séries

(tq;9) 0

formelles en M = Uptn+1 (t).

Démonstration : 1l suffit de remarquer que pour tout p €' :

o opu,(l) = (tq(;;—qf;;o)oo = 1_115;5—1 (gz;q;?q))o; = ¢ Pu(t) + (1 = ¢ 7 )u,a (1)
o tu(t)=q"(tg" — 14 DD — gy, — g (1 — 1) {2 — iy, — g,y

Proposition 3.2.6 : Si fq est une série formelle de ¢-factorielles généralisées alors
pour tout opérateur A, € €'[q%, 7], IMy(Ay(fy)) = IMy(Ag) IM,( 1)

Démonstration : Par linéaritél'il suffit de vérifier que

D <" > () =1 <y > (140

pour tout f € €’. On a montré précédemment que :

itk :
s, Lo(x) ]Z: [ J+k ] gli=o=Di+k=1) Fq'(J —p+ 1)' " Fq.(l') .
Fq(x‘|'/)) i=0 ¢ Fq(]_P+1_Z) Fq(x_]‘|‘/)‘|'l)

dont la transformée ¢-Mellin formelle est

P -
j+k (j—p—1)(j+k—i) Ly(g—p+1) 1

(1) = . Y . . . ~U—jtptill).

Pril) 2[ J ]q Ly(j—p+1—0)T(—j+p+1i) roi(l)

Pour montrer que ¢ ;(t) = t* < o, >; (FZ("p))Fnous allons procéder en deux étapes.

Premiere étape : Nous allons établir que ¢g (1) =< o0, >; %(p)up(t) par récurrence sur
q
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J € IN. Pour j = 0l'¢go(t) = mup(t).
1—¢loy,

Si go,(t) =< 0 >; msu(t) 1 < o >4 ek = 158026, (1), Or

=S| | e Lo —p+1) »
Po,;(t) = l : ]q : . . Uiy
oalt) Z;@ Ly —p+ 1=l (—j+p+i) "
et opu,(t) = ¢ "Pu, + (1 — ¢'7?)u,_y pour tout p donc o,¢g (1) est égal a
ZJ: l ] ] gi=r=DU=i L —.p + 1). —¢" T,
iz L ? LG =p+1—=0)lo(=1+p+1)
I | Gep=i) (=) Ly(j—p+1) 14j—p—i o
+ . - - - —(1 — Upiti
Zﬁqu R P o Ry A Vot
et <o, >4 F:(pp) est égal a
ZJ: l ] ] === Fq.(j —p+ 1). | 1 | 1 — gt s
e LG —p+1=0)ly(=g+p+i) 1—g¢

_i:MW—ﬁiﬁfwan]}U_P+1» 1—gﬂw{
b=q DG —pt T =) Ty(—j+p+i

En décalant dans le premier terme 'indice de sommation (¢" = ¢ + 1) et en utilisant le fait que

l] ]:()etl J ]:0F<Up>j+1%estégalé

)Up—(j+1)+z'-

-1 J+1
i+l 4 U T+1—pt1) )
N e e (A A p -
CZ . B - - u _ ;
; G+14 Ci+1l—p+1 =T, (=G +1)+p+i) " GH1)+
avec 4 ' | | | |
P I B e i I iy, L= L= g
Cij+1 = l 1 —1 ] 1 — ittt | q | — gimrtl | — g-iteti-1

j 1 — q2j—p+2—i j
T 1 —gitett |

Deuxiéme étape : On montre que ¢ ;(t) = t* < o, >; u—”p par récurrence sur k € IN. Pour

21 _ qj_0+1—i B ] + 1
T " T 0|

Tq(p)
k = 0lc’est évident. Si ¢y ;(t) = t*edo (1) :
PG, (0) =ty = 3 | |queonimin Tty
AR 1 R DG —pt L=l (—j +p+a)  HH

Or tu, = ¢~ u, — ¢~ u 41 donc " 1¢g ;(t) est égal a

e :
JZ: [ J ‘|’ k ] q(j—p—i)(1+k—i) : Fq(] —.p + 1), ; qj_p_iu—j-l—p-l-i
2| L,j—p+1—0)ly(—j+p+i)
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er .
_]Z: l It ' ] U= tk=d) Lol — P + 1). — ¢ T Ui
i U,(G—p4+1 =00, (=5 +p+1)

=0

En décalant dans le deuxieme terme l'indice (¢' = ¢ + 1) et en utilisant l]jlk ] = 0 et
J+k gkl s L
l PR ] = 0I't" 1o (1) est égal a
g Jtk . Jtk Gak—it1 \ (G—p—1)(GHk+1-0) Ly(g—p+1) o
2 ; ; q q ~ ~ - ~tU—jtoti(t)
i=0 ¢ 1 —1 Fq(]_P+1_Z)Fq(_]‘|‘P‘|‘Z)

donc tk+1¢07]‘(t) = Pry1,5(1).

Remarque : Si Mq(FF(q(f_)p)) = ¢,(t) alors la commutativité se traduit par
q xT

Jtk T - .
+ k VIR F(]—p—l—l)
+F , 1) = JT (G—p=1)(j+k—i) _~4 (1),
<0'p>]¢p() ;[ i ]q Fq(j_p+1_l~)¢p]+()

Pour y=0etk=1:1¢,=¢"¢,+ 1;3;p¢p+1.

Pour j=1letk=0:0,6,=—(1—q)¢" "1 + ¢ 0,

En posant ¢, = %Wp(t)pr(t) doit satisfaire 7,(f) = 7,41(t) et 7,(pt) = 7,(t). Par analogiel
A. Barkatou et A. Duval établissent que 7,(t) est une fonction 1-périodique de la variable pI’
indépendante de ¢.

4. Théorémes d’indices dans (',[[t]]

Nous serons amenés a déterminer les indices pour des opérateurs M, € C'[t,0,] agissant sur
C',[[t]]T espace des séries formelles de la forme Fy(t) = 3,50 an(tq; q)n avec (tq;q)o = 1 et
(tq;q)n = (1 —tg)(1 —tg*) ... (1 —tg") sin=1,2,...

4.1. Indice dans €' [[{]]

}]:0 ayit" < o, >;€C[t,0,]. Soient
Fq(t) = 200 n(tq; q)n et éq(t) = 200 nltq; q)n € @q[[t]] deux séries telles que Mqu = éq.
Nous avons montré que pour tout p € €'’

Nous allons calculer a la main cet indice. Soit M, = S8

kT :
+ k| i niaren TG —p+1) L'y(p)
tk<a>4u:§: ]. ](]20)(]—%2) a : A
P iﬂ[ i ] T(j—p+1—0)T(p+i—j) "

En posant

Bpoin = | 4 TF | gt Lyt —n)Ly(n+j—i+1)
RN 7 Fq(_n) Fq(n n 1) )
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Mqu est égal a

K J j+k K J j+k
Z Z Z Z Oék,jGnﬂk,j,z’,n—j+iu—j+n+1+i = Z Z Z Z Oék,jan—l—j—iﬂk,j,i,nun-l—l-
k=0 j=0 i=0 n>0 k=0 j=0i=0 n>—j+i

Or ?z((i:s)) =< ¢ " >;s’annule pourt Z0etn=0...1—1et % s’annule pour 7 —¢ # 0

et n < —1I'donc
K J j+k

Mqu — Z Z Z Z Oékd‘an_w‘—iﬂk,j,i,n(tq; Q)n'

k=0 j=0 =0 n>:
L’égalité M, F, = 0, se traduit par :
K J min ]—I—k n

V>0, Y 3 > anitntj-iBrjin = b

k=0j=0  i=0

Posons m(M,) = sup{y =0...J | Ik =0... K, ap; #0}. Soit I' = {k =0... K | ap (s, #

0}. Si k ¢ I alors la condition ay; # 0 entraine j < m(M,). Par conséquentI'pour n assez

grand

U(n)an—l—m(Mq) = Sn(an—l—m(Mq)—lv ceey Up_ I, bn)
ol Sy (Gpgm(My)=15 - - - » Gn—i , b)) est une expression algébrique en les apipmny)=1,- - - ook, by
et avec

1) (m(My)+k) ) Fq(”;‘ (m(Mi; + 1)‘
g(n +

Un) = ( 2 kel Ofk,m(Mq)q_(

Soit ko = sup{k|ag i, # 0} =supl. Le coefficient U(n) s’écrit

T M 1 o o ~
Oéko7m(Mq)q—(n+1)(M(Mq)+k0) q(n—l—m( q) + ) ( 1+Zker,k<k0 Mq (n4+1)(k—ko) )

Ly(n+1) kg (M)
. Ak, m(Mg)
Sl |q| < 1 ELIOTS ZkEF,k<k0 70%0 m(J\/Iqq)

non nul pour n assez grand['soit n > N pour N convenable.

Si |g| > 1T'U(n) s’écrit

g~ tDk—ko) tend vers 0 quand n tend vers 4+oo et U(n) est

_ Iy(n+m(M,)+1) Qpm(Mg) _
(nt1)(m(Mg)+k1) 4 q ; q (n+1)(k—k1)
Ly(n+1) ( b Dier i Ty g | )

Oy m(My)4

(avec ky = inf I') donc est non nul pour n assez grand.

Pour tout 0§, € ' [[ ] tel que inf{n | b, # 0} > NTil existe donc une unique série F, € ', [[t]]
telle que M, 7, = 0, et inf{n | a, # 0} > N +m(M,). En d’autres termesIavec des notations
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évidentesI'l’application M, :@N'%N_l_m(Mq) — @N’%N est un isomorphisme. Le diagramme

0 0
! R

0— C 4 Nym(,) — Cyn — 0
R R

0— ¢, [[1]] — ] —0

0 — ClN/Conimony — Collt)/Con — 0
! !
0 0

est commutatifl'donc M, est & indice dans €', [[t]|[égal &
Xoo =m(My) =sup{j=0...J | Fk=0...K,ap; #0}.
4.2. Indices dans les espaces ¢-Gevrey

Définitions 4.2.1 : Une série Fq(t) = Yu>00n(tq;q)n est ¢-Gevrey d’ordre s € IR
s’1l existe C' et A > 0 tels que

sn(n+1)
2

Vi, la.| <Cqo” A" (qo = sup(|ql, |g|™")).

L’ensemble des séries ¢-Gevrey d’ordre s est noté (', ,[[t]].
La série est ¢-Gevrey-Beurling d’ordre s si pour tout A > 0 il existe C4 > 0 tel que

sn(n+1)

Vn, |a.| < Caqo~— 2 A"

L’ensemble correspondant est noté @q7(5)[[t]].
Soit C'[[v]] 'espace des séries formelles entieres en la variable v.

Considérons 'isomorphisme ¢ : @, [[]] — C[[v]] qui a (tq;q), associe v™. 1l induit des iso-
morphismes ¢ : €'y [[]] = C[[v]]ps et ¢ Cq5)[[t] = Cl[v]lp.(s) 01 C[[V]p,s (resp. Cl[0]]p () est
I’espace p-Gevrey d’ordre s (resp. p-Gevrey-Beurling d’ordre s) [7].

On note o, , 'opérateur aux p-différences agissant sur les séries en v (o,,(g(v)) = g(pv)).

Proposition 4.2.2 : Soit M, € ([t,0,]. L’opérateur M, = ¢ o M, o ¢! est poly-
nomial en v, v™' et o,,. De plus, M, : C[[v]],, — C[[v]],, est de Fredholm, donc
M, :C,s[[t]] = C,s][t]] est également de Fredholm, et les indices sont égaux.

Démonstration : En remarquant que ¢t = ¢~ (p(1 —v)o,,)¢ et d’autre part que o, = ¢~ (o, +
1_ %Upw)qbfnous établissons que M, = ZZamtk%{ = ¢~ M, ¢ avec M, = 3 ap;pF(0p0 —

vap,v)k(apw + % - %Up,v)j S @[v, v_l][ap,v]-

)



Soit J le degré en v~! de l'opérateur M,. L’opérateur M = v’M, est un opérateur aux p-
différences a coefficients polynomiaux. En utilisant les théoremes d’indices établis pour des
opérateurs aux g¢-différences a coefficients polynomiaux agissant dans les espaces p-Gevrey
d’ordre s € IR [8]T'on montre aisément que M : C[[v]],s — v/C[[v]],. est un opérateur de
FredholmI" d’indice y; égal a l'indice de M : C[[v]],s — C][[v]]p.s plus J. Par conséquentl’
M, : C[[v]],.s = C[[v]]p. et par suite M, : €', [[t]] = Cy.[[t]] sont de FredholmI'd’indice égal &
Xs. Cet indice est 'opposé de I'ordonnée de I'unique point (ou de l'origine du segment) inter-
section du polygone de Newton de M, au sens p-différences et de la droite d’appui de pente 1/s.

Nous allons définir un polygone de Newton pour M,. Cela nous permettra de donner ex-
plicitement les indices en fonction de M I'sans avoir a passer par le polygone de Newton au
sens p-différences de 'opérateur M, et qui n’est qu’un intermédiaire.

Lemme 4.2.3 : Si M, = > = Oozk]tkaf alors

J+K i1 l
M, =) Z B TI(L = p'o)o,
=0 j=max(0,i—K) [=0
avec
min(K 7) o ] L Gekimke)
Bij = S gty [ P ] (=1)""¢ > -
k=max(0,:—j)
Démonstration : Nous savons que M, Z ] Ooz;wp Moy, —vo, U) (0'% —|— = —0'p7 Y. On
montre aisément que (o, — v0,,)" = (1 — plv)a® hy (si k= OrTI =0 (1 —p v) est égal a 1

par convention).

Montrons par récurrence sur j que (o,, + % — %apw)j = g:o l ‘Z ] vi_j(v_l; q)iaéw. Si cette
égalité est établie pour 'entier jlalors :
11 NN : 11
- = ]—|—1: J t—7(.,—1, ot - =
(Opw + ” vapﬂf) ; [ ; ] v (v aQ)ZUp,v(Upvv + v vapw)
: J 1 1 qi 1 : J 1 qi
-S|t - Lo S| [ omnde,
=0 L 1=0
J+1 j J j
= P ] pi—a 1(1) 1’ Q)ZU;,U + Z [ ; vl—]—l(v—l’ Q)quO-;LU
T
_ J+1 i—(5+1) 7 —1. i
- —~ | : ] v U )(U 7Q)i0-p,v‘

Le lemme se déduit de ces deux expressions.

Le polygone de Newton (au sens p-différences) de M, fait intervenir les points (¢,2 — j) et
(¢,—j) pour tout couple (¢,j) tel que ¢ =0,...,J + KI'j = max(0,: — K),...,J et §;; #0.
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Soit j fixé tel que I'; = {k = 0,...,K | ap; # 0} est non vide. Soient k; = minl;
et k]"' = maxlI';. Alors ﬂk;j et ﬂk;r_l_j’j

(kF +j,—j) et (kf +j,kF) interviennent dans la construction du polygone.

sont non nuls : les points (k;, k7 — 7)I' (ki , —j)T

J 7

Soit ¢ = 0,...,J + K tel qu'il existe j avec §;; # 0 et j > max(0,7 — K). Alors pour un
tel jI'T'; est non vide. On détermine k; et k]"' On montre que : k; < ¢ < k]"' + 7; les
points (¢,7 — j) et (¢, —j) se situent dans '’enveloppe convexe des points (£, k7 — j)['(k;, —7)I'
(kF +4,—j) et (kF +j,kF). On en déduit un polygone de Newton pour M, :

Définition 4.2.4 : On considére l'opérateur M, = Y1, >7_, ay,;t¥o] aux p-différences
considéré comme agissant sur (', [[t]]. Le polygone de Newton de M, est I’enveloppe
convexe dans IR* des points (k3 k7 — )y (k7. —4), (Kf +4,—)) et (K +J,k) tels que

j=0...J,0={k=0,....K | ap; #0} #0, ky =minT; et &k} = maxT};.

Dans le cas ou |p| > 1I'la seule partie du polygone qui nous intéresse est celle de droite.
On peut donc donner dans ce cas une définition ne nécessitant pas la recherche de k; et k]"'
Définition 4.2.5 : Soit M, = Y1 >/ tfol avec [p| > 1. Soient S = {(u,v) €
IR | w<0,0>0} et S3={(u,v) € IR* | u,v <0}. Pour (a,b) € IR* et r = 2,3 on pose
Sy (a,b) = (a,b) +,, Mz(M,) Punion des quadrants 33(k+j,—j) et M5(M,) union des
quadrants S3(k 4 j, k) pour (k,j) tels que a;; # 0.

Soient P;(M,) (resp. P,(M,)) I’enveloppe convexe dans IR> de My(M,) (resp. Ms(M,))
et P(M,) = P(M,) N P,(M,;). Par définition, P;(M,) est le polygone de Newton
inférieur de M,, P,(M,) est le polygone de Newton supérieur et P(M,) le polygone
de Newton de A,.

Les pentes strictement positives de F,(M,) sont appelées les pentes irrégulieres
inférieures de P(M,) et les pentes strictement négatives de P,(M,) sont appelées les
pentes réguliéres supérieures de P(M,).

On définit les points (absci(a), ordo(ar)) et un sens de parcours des arétes du polygonel'comme
dans [8]. Rappelons le principe dans le cas |¢| <1 :

Si a € IR" et si 'intersection de Pj(M,) avec sa droite de contact de pente a est réduite
a un unique pointl'on note indifféremment (abscii(a), ordor(a)) ou (abscis(a), ordos(ar)) les
coordonnées de ce point. SinonI'l'intersection est un segment (a est dans ce cas une pente
irréguliere inférieure de P(M,)) et est notée [(abscii(a), ordoi()), (absciz(a), ordoy(a))] avec
absciy(a) < absciz(a).

Si o € IR* et si lintersection de P,(M,) avec sa droite de contact de pente « est réduite a
un unique pointl'on note indifféremment (abscii(a), ordoi(«)) ou (absciz(ar), ordoy(«)) les co-
ordonnées de ce point. Sinonll’intersection est un segment (« est dans ce cas une pente réguliere
supérieure de P(M,))'[(abscii(ar), ordoi (), (absciz(a), ordoz(a))] avec absciz(a) < absciy(a).
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Le c6té horizontal inférieur de P(M,) est repéré a droite par (absciz(0;),0rdos(0;)). Le coté
horizontal supérieur de P(M,) est repéré a droite par (absci1(0,),0rdo;(0,)). On repere par
[(absciy(00), ordor(00)), (abscia(00), ordoy(00))] le coté vertical droit de P(M,)lavec absciq(oo)
= absciy(o0) et ordor(o0) < ordoy (o).

En utilisant les résultats de J.-P. Ramis [8] et de J.-P. Bézivin [6]'nous établissons aisément
les théoremes suivants :

Théoreme 4.2.6 : Soit ¢ € IR, |¢| # 0,1. Soit s € IRU {0} U {—0}. Soit o €
IR* U {0;,0,,00} défini par L si s € IR", 0, si s = —oo et par 0, si s = oo. Soit
M, eC[t,0,]. Alors :
o Les opérateurs M, : €', ,[[t]] — C,.[[t]] sont de Fredholm, d’indice égal
a —ordoi(a);
e Les opérateurs M, :@%(S)WH —>@q7(5)[[t]] sont de Fredholm, d’indice
égal a —ordoy(a).

Théoreme 4.2.7 : Soient M, € C'[t,0,] et v, = >,500.(1¢;¢)n q-Gevrey d’ordre 0.
On suppose que Fq(t) E@q[[t]] est solution de Mqu = v,

Alors F|, est g-Gevrey d’ordre 0 ou il existe un unique réel s > 0 tel que Fq est

¢-Gevrey d’ordre s et I, ¢ @q7(5)[[t]]. De plus, s = 1/k ou k est I'une des pentes
irréguliéeres inférieures de P(M,).

Théoréme 4.2.8 : Soient M, € C]t, ap] et v, € C[{]. On suppose que F,(l) € @%(O)W]]
est solution de M, F = v,. Alors F est un polynéme ou il existe un unique réel
s <0 tel que I, e @, ,[[1]] et F, ¢@q7(5)[[t]]. De plus, s = 1/k ot k est ’'une des pentes
réguliéres supérieures de P(M,).

5. Solutions séries de ¢-factorielles formelles
5.1. Polygone de Newton
Nous allons définir un polygone de Newton pour les opérateurs aux différences a coefficients

polynomiaux en ¢”. Il se confond en fait avec celui que nous avons défini précédemment pour
les opérateurs aux p-différences considérés comme agissant sur €',[[t]].

Définition 5.1.1 : Soit A, = Y1 37 ax;7°(¢*)’. Le polygone de Newton P(A,)
est par définition l’enveloppe convexe dans IR’ des pomts (k] kT —3)s (b, —7),
(kF +j,—j) et (kf +j,kF) tels que j = 0...J, I; = {k = L K|ag; # 0} 75 0,
k7 = minl; et k]"' = max[;.

Dans le cas |¢| < 1T'on peut donner une autre définition :
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Définition 5.1.2 : Soit A, = Y1 7 ok ;7¥(¢") avec |q| < 1. Soient S = {(u,v) €
R lu < 0,0 >0} et S5 = {(u,v) € ]R2|u,v < 0}. Pour (a,b) € IR* et r = 2,3 on pose
Sy(a,b) = (a,b)+ 3, Ma(A,) 'union des quadrants 3y(k +j,—j) et M3(A,) Punion des
quadrants S3(k 4 j, k) pour (k,j) tels que a;; # 0.

Soient P,(A,) (resp. P,(A,)) I'enveloppe convexe dans IR* de M,(A,) (resp. Ms(A,))
et P(A,) = P(A,)NP,(A,). Par définition, P;(A,) est le polygone de Newton inférieur
de A,, P,(A,) est le polygone de Newton supérieur et P(A,) le polygone de Newton
de A,.

Les pentes strictement positives de P(4,) sont les pentes irréguliéres inférieures
et les pentes strictement négatives de P,(4A,) sont appelées les pentes régulieres
supérieures de P(A,).

On définit comme précédemment les points (absci(a), ordo(a)).
5.2. Caractérisation ¢-Gevrey des séries de ¢-factorielles solutions

On rappelle que pour = €' et n € IN'I’

Fq(x) _ l—gq l—gq
Fletn)  Togm T g

Définition 5.2.1 : La série formelle de ¢g-factorielles fq =1 an% est ¢-Gevrey
d’ordre s € IR s’il existe ' et A > 0 tels que

n _nn-l-l
Vn >0, ‘%‘<C|q| A"

On note O;,(s) ’ensemble de telles séries.
Nous rappelons la définition suivante :

Définition 5.2.2 : La série Fq(t) = > .50 0n(tq;q), est g-Gevrey d’ordre s € IR s’il
- sn(n+1)

existe C et A > 0 tels que Yn >0, |a,41| < Clg|77 2  A™

Remarque : Si fq = 21 an% est g-Gevrey d’ordre s alors sa transformée de ¢-Mellin

formelle Mq(fq) =21 T ( )(tq ¢)n-1 est ¢-Gevrey d’ordre s.

Théoréeme 5.2.3 : Soient A, € C[¢",7] et g, une série de ¢-factorielles ¢-Gevrey

d’ordre 0. Soit fq = Y1 an% solution de Aqfq = g,. Alors fq est ¢g-Gevrey

d’ordre 0 ou il existe un unique réel s > 0 tel que fq est ¢-Gevrey d’ordre s optimal.

Remarque : On dit qu’une série est ¢g-Gevrey d’ordre s optimal s’il n’existe pas de réel s’ < s
tel que cette série soit ¢-Gevrey d’ordre s'.

Démonstration : Soient M, = Mq(Aq)FFq = 21T ( )(tq Qn-1 €t Y, = IM,(G,). D’apres
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la proposition 3.2.61" Fq est solution de 1’équation aux p-différences Mqu = 4, ou 4, est ¢-
Gevrey d’ordre 0. On utilise alors le théoreme 4.2.7.

6. Théoremes d’indices (séries de ¢-factorielles)

6.1. Indices formels

Soit K;, = {f, =% L@ e Z). Pour f, € Ky, on définit val(f,) = inf{n €

n>no 40T (z1n)
Z | a, # 0} avec la convention val(0) = co. Soit OAM = {fq € [{’ﬂq | val(fq) > 1}.

Lemme 6.1.1 : La suite d’espaces vectoriels

~

M,
0— Cl¢"] — R’f,q - @q[[t]] —0

est exacte.

Démonstration : 11 suffit de remarquer d’une part que €'[¢*] peut étre considéré comme le
sous-espace de Ky, tel que

@[ql’] = { fq = ZnZnO anF(l;((Zaa’(—T—L) | ng S 0 et a, = 0 Vn Z 1 }

D’autre partI'soit f,(x) = 2> n Fj(‘g(f_zl) € Kyg: My(f))(t) = > n>ne FZ("n) (gz;qnqq))z Or Fql(n) =
0 pour n =0,—1,... donc
A At ~
Mq(fq)(t) = Z ;(tq;q)n qu[[t]]-

Fq(n + 1)

n>max(no—1,0)
On en déduit que Iapplication IM, : Ky, — @'[[t]] est surjective.

Soit A, € Cl¢”, 7]; A, opere sur C¢”]. En effetI'pour klj € INet n < 0T

itk ~
k e Ty (x) _ JHE | Gonei)(h—i) I'y(j—n+1) Iy(z)
™ < q >](Fq(x-|—n)) Zl P ]q L,g—n+1—0T(z—j+n+i)

=0

Ly(y=—n+1)  _ pi-1 1—g7—77t
Or Ly(j—nt1-:) — 11=0 1—¢g

s’annule pour ¢ > 1+ j — n doncl'pour n < 0T

<q > (nphn ) =

min(j+k,j—n) . )
]ZJ 7 —|— k q(]‘—n—i)(]+k—i) Fq.(] —n+ 1) . Fq(l') _ ¢ @[qx]
; L(j—n+1—0T(x—j+n+1)

=0
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Il est évident que A, opere sur [{’ﬁq- Le diagramme suivant est commutatif (avec M, =

IMy(Ay)):

ko ™ @
A, T3
o M ay )

En générall' A, n’opere pas sur OAM. CependantI'nous pouvons établir le lemme suivant :

Lemme 6.1.2 : On note O;,(A,) = {f, € O, | A,(f,) € O}
L’espace quotient O;,/O;.(A,) est de dimension finie, et est isomorphe a

@q[[t]]/Mq(Oﬂq(Aq))-

Démonstmtion : Soit fq( ) =21 an% € qu
SiA, =K ] _o ;T < q% >, (avec Tk, ap g # 0 et 37, ax; # 0)Talors A fq est égal a

ZZZ%aM itk | mnmiire-g Lol —n41) Lo(e)
a7 Ly(j —n+1 =)y —j +n+i)

k=0 j7=0n>1 =0

:iig > Qi Ik q_”(Hk—i)Fq(_n—l'i—l_l) 1)
EA R B Ly(—=n+1) Ty(z+n)

k=0 j=01:=0 n>1—j+1

donc Aq(fq) € OAM s’écritl’en annulant dans Aq(fq) les coefficients de Fj(‘g(f_zl) pour n =
1 —J...,0: Si(ar,...,a;) = 0 pour ¢ = 1,...,J. Par conséquentFOAm/OAf’q(Aq) est de

dimension finie.

D’autre partI'les applications IM, qu — @, [[t] et DM, = Of4(A,) — IM,(O;,(A,)) sont
bijectivesTdone M, : O;,/0;,(A,) — C,[[1]/IM,(O,4(A,)) est un isomorphisme.

Proposition 6.1.3 : Soit A, = 21 ] o QTR < q" >y
L’opérateur A, : OM(Aq) — Oﬁq est de Fredholm, d’indice :
Xao(Ay) = pg — d,
avec g, =sup{j=0...J | 3k =0...K,op; # 0} et d, = dim(O;,,/Os,(A,)).

Démonstration : Le diagramme suivant est commutatif :

N Mq ~ ~ N

0— Op4(A) — (Dq[[ I — C It/ M (O o(Ag)) — 0
Ayl N oM

0— Oz — [t ]] —  C[[t]]/ My (Oy,)  — 0

L~}
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ot M, = IM,(A,) = X5 i T apitf < o, >;Td’indice p,; €,[[t]]/IM,(Oy,,) = {0} donc M,

est a indicel'égal a d, Fd’ou le résultat.

Lemme 6.1.4 : Soit A, = Y1 OOék]T < g >;.
L’opérateur A, : K;,/O,(A q) —+ K;,/Oy, est de Fredholm, d’indice : —p, + d,.

Démonstration : Soit r € IN. On note [{’q _, les éléments de [{’ﬂq de valuation supérieure

ou égale a —r. Si fq(:zj) = n>or anrr(x(-yl) e K, _, alors Aqfq(:zj) est égal a

>oa i ZJ: o Jf l Ik ] ik Lol =n+1) Ly()
n 2J y ) ) )

n>—r k=0 j=0 =0 t Fq(]—n+1—l)rq($—]+n—|—l)7
C’est—é—direFAq(K%_T) C Kq,—r—uq et A, : [{’ﬂq/]{’q’_?o — R’f,q/]%q,—r—uq-

Pour m > r:

K J kT - .
] gemeopeiy Tl 4mtl) D)
A Lq(2) — Qg [ J+ ] qUTm=l+k—i)__4 : a :
(w5 ) ;;Eo ; ¢ Ly +m+1—i)Ty(z—j —m+i)
o I
= Z ozk7jq(]+m)(]+k) q(x) + termes de valuation > —j —m
(k.j)lo,; 70 Ly(e—j—m)
= (Z oszq(“q"'m)(“q"'k)) Ly (2) + termes de valuation > —pu, —m.
kel Uy(x — g —m)

Orl'avec kg = inf I'T

Z Oéquq(Mq-l-m)(Mq-l-k) — OékOqu(Mq-l-m)(Mq-l-ko ( 1 + ZkEF k> ko
kel

(rgtm)(k—ko) )

Osz

oul'avec ky = sup I'T

(e

Z Oéquq(Mq-l-m)(Mq-l-k) — Oékhuqq(#q-l-m)(ﬂq-l-]ﬂ ( 1 + ZkEF k<kq
kel

e btk )

Par conséquentI'si r est assez grandI'} ", - oszqq(“q"'m)(“q"'k) est non nul pour tout m > r et on
en déduit que 'application A, : [g’f7q/]§’q7_7¢ — R’f,q/[%q,—r—uq est un isomorphisme.
Les diagrammes suivants sont commutatifs :

0 — [g'%_?« — [{’ﬂq — [g’f7q/]§’q7_7¢ — 0
Ayl LAV Lt

0 — Kq,—r—uq — [{’ﬂq — R’f,q/[%q,—r—uq — 0

0— Kq,—T/OAﬂq(Aq) - Kﬂq/OAf,q(Aq) - (R’ﬂq/[{’q,—?“)/éf,q(Aq) — 0
AL LY L A

0— Kq,—T—uq/Oﬂq - Kﬂq/Of,q - (Kﬂq/Kq,—T—uq)/Of,q — 0
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Les espaces K, _,_ g /qu et K, T/qu( g) étant de dimension finiel'respectivement égale a
r -+ o +1eta dzm([&q T/qu) + d@m(qu/qu( )Ll s’ensuit que A, : [g’ﬂq/OAf’q(Aq) —
[&fq/qu est a indicel'égal & : r+ 1+ dzm(qu/qu(Aq)) —r — g — 1.

Proposition 6.1.5 : Soit A, € C[¢%, 7].
o L’opérateur A,: K;, — K, est de Fredholm, d’indice 0;
e L’opérateur A, :C[¢"] — C[¢"] est de Fredholm, d’indice —,.

Démonstration : En considérant le diagramme commutatif suivant

0— Osq(A) — Ky, — ]&’f7g/0f7q(Aq) — 0
A, L A, | AL
0— Ot — Ky - K;,/Og,4 — 0

il s’ensuit que A, : [{’ﬂq — [{’ﬂq est de FredholmI'd’indice 0. Le deuxieme résultat de la
proposition résulte du diagramme commutatif

Mq
0— Cl¢l — Ry —
Al Al N, (A,)
0— Cl¢l — Ky —
Mq

6.2. Indices ¢-Gevrey

Pour s € IRI'on note OAM(S) I’ensemble des séries fq = 21 0nT (( )) telles qu’il existe '
et A > 0 tels que :

sn(n+1)
¥ >0, Jan| < Clp| ™5
et on note [g’ﬂq(s) = OAM(S) o Clq").

q(n + 1)|An

Tout opérateur A, € C'[¢”, 7] opere sur [g’ﬂq(s) : pour ket j € INI'

. itk e T - 1 r
k T ) _ (j—n—1)(7+k—7) q\J n—+ ) q(l’)
TN > fy = ang . . . .
r 7%:1; Ly —n+1=)T(z—j+n+1)
LN Y gk Do £ L) Ty(e)
- n+j—1
i=0 n>1—j+i Iy(=n+1) Ty(z+n)
T min(j+k,n—1475) 4 T(— 1 .
= Z bniq(w) avec b, = Z anﬂ_iq—”(ﬁk—l) o(=nt1+47)
a>1—j Ly(x +n) i=0 Ly(=n+1)

Si fq € OAM( )Falors pour N € IN assez grandl'y, >y b, ( € qu( )5 a1 bn Lo(x)

A Ly(z+ Ty(z+n)
Oy,4(s). Donc < ¢” > fq — a1 bnrq(x(_l_n) e Clq"].
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Soit OAM(S)(A(]) le sous-espace de OAM(S) tel que Aq(OAM(S)(Aq)) C OAM(S).

Théoréme 6.2.1 : Soit A, € C[¢",7]. Soient s € IR et & = 1/s pour s # 0, a = >
pour s = (.
o L’opérateur A, : K;,(s) — K (s) est de Fredholm, d’indice égal &
Xgs(Dg) = —pq — 071d01 (av); X
e L’opérateur A, : Oy ,(s)(A,;) — Oy,(s) est de Fredholm, d’indice égal a
X;S(Aq) = —ordoi(a) — d,.
Démonstration : Soit fq = i ne anrr(i(il) € [g’ﬂq(s) (no € Z) : sa transformée de ¢g-Mellin

formelle Mq(fq) = 2 n>max(no—1,0) a(’;%_lfl)(tq q)n appartient é@w[[t]] et Mq([%ﬂq(s)) :@w[[t]].

Le diagramme

A Mq ~
0 O] — Bpls) — ] 0
A, | A, | LA,
0— Cl¢"] — Kypu(s) — T, s[[t] — 0
M,

étant commutatifl’A, : [g’ﬂq(s) — [g’ﬂq(s) est de FredholmI'd’indice égal a la somme de I'indice
de A, :Cl¢"] — C¢"] plus celui de IM,(A,) :C,5[[t]] — C,s][t]]T'd ot le résultat.

L’indice de A, : OAM(S)(Aq) — OAM(S) s’établit comme dans le précédent paragraphe et
est égal & \7,(A,) = —ordoi(a) — d, ot d, = dim ( Oy,(5)/O014(s)(A,) ) = d,.

7. Transformée de ¢-Laplace formelle

7.1. Définitions

Pour Re(x) > 0 et n € INT

+oo 1Ak _
= t.
:1;”"‘1 / (n+1)
Plus généralementI’A. Barkatou et A. Duval définissent une transformée de Laplace formelle :
—(Afn+1) TN n An
an — P(z) =) =2
7; 7; 'A4+n+1)

Pour définir une transformée de ¢-Laplace formelle['nous allons donner un g-analogue de la
relation ['(z) = [5° e~ "¢"~1dt.

Pour Re(x) >0et 0 < ¢ < 1’

Iye) = ga)ell =0 3



Or —((2;31))(: — (q”"‘l; ¢)s donc pour Re(x) > 0

Io(z) =(1—gq) Z(Zio(l —q)7"q" (¢ @) oeq”
qn r—1

o0 ) ¢ n+l. n __ \oo " No— " . n
= Ynlo (o (0" 0oeq” = X0Zo(75)" 7 (75 0(1 — 9)5 @)t

et

Iy(z) = /Olqu £ (tg(1 = q); ) sodyt.

1

En particulierI'ly(n + 1) = [~ t"(tq(1 — q); q)sod,t. Par le changement de variable ¢ — {q°

T . _o(n
/0 ¢"Brp,(—qlq")dt = ¢ "I (n + 1)

ou Fap,(z) = (—(1 — ¢)x;¢)s pour |g| < 1.
Il est donc naturel de définir une transformation de ¢-Laplace formelle par

—x

q

(B ) = [T B () Bapy (g1 €)d, 0

0

et alors

¢TI, (0 4 1) = IL(E") ().

Définition 7.1.1 : Soit fq(:zj) =20 a,q "Mt Sa transformée de ¢-Laplace formelle

est la série ) a
Ly(f)(z) => s —2"""
o %% L,A+n+1)

A N

Remarque : Soit fq(:zj) = 2 n>0 anq_x(”"'l) € ¢ g™ et Fylx) = IL,f, = 2on>0 %Z” €
C[=]].

Comme I'y(n + 1) = % :
Silgl<1:

(G0 1 (43 @)oo
(5 q)e (T—gq)m 77 (T =g

Fq(”"'l) =
Silgl>1:

(I—g)"  (P*p)e
s P)eo n Dt
(p; p) (1) e

1—q)
Donc IL, : ¢~"Cllq™"]]q,s — C[[2]]4s 51 lq] < 1 et IL, : ¢ Cllq™]]g,s01 — C[[2]]g,s 81 || > 1.

Ly(n+1) = (pip)a(—49)"q

~n—+4oo (

Définition 7.1.2 : Soit A, € C[¢",7]. Sa transformée de ¢-Laplace formelle est
lopérateur L, € C'[z7',0,,0,] image de A, par la correspondance ¢* — %11__2‘1 , T > PO,.
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Remarque = IL,(¢°7) = ill_jqq - %q%(ap —-1) = p%%l:;q =p Up111 =t = IL,(p7q”) et
't =pTq”.

Remarque : Définissons formellement la transformée de ¢-Laplace formelle par la ¢-intégrale
(gl <1)

fie) = [T RO - e G ) qu "By () (5 )

A ) l—x

7 fo(x) :Zfioql_w_qu(%)(qH—l Qoo = P20 4™ (F )4 q)(ql+1 )oo:qu(pUp(Fq))

l 41—z

IL,(;77(F) = Zfio({%q(‘jl%:) — (5= 9)eo
= LiZo L (i) (@ 0)ee — L () (g5 9)es

= Fy(50) + 252 Fy(55) (0" q)oug Zq“’fq( )-

7.2. Solutions formelles

Proposﬂzlon 7.2.1 : Pour tout opérateur A, € {'[¢", 7] et pour toute série formelle

o) = Loz g "D LA, fy) = Ig(Ag) Ly (f,)-

—z(A 1)

Démonstration : 1l suffit de montrer le résultat pour A, = 77(¢%) et fq( ) = pour tous

i, € INet A e

A IO =it gma (i ; I i ) ;
Comme A,f, = ¢7/O=Fg==O==H0T 1 (A, f,) = %qbﬁ% D’autre partl' IL,(f,) =
(/\—l—l)Z et IL, (A, ) (pap)j(%ll_%qq)i. La proposition se montre alors aisément par récurrence
sur ¢ et j.
Théoréme 7.2.2 : Soient A, € C[q¢", 7], fq(:zj) = Y50 anq~ "D une série formelle
en q% et g,(z) = Xoxo b,q~*("t1) ¢-Gevrey d’ordre 1 si |¢| > | (resp. ¢-Gevrey d’ordre

0si|¢| <1). Alors si |¢] > 1, fq est ¢-Gevrey d’ordre 1 ou il existe un unique s > 0
optimal tel que f, soit ¢-Gevrey d’ordre s + 1 (resp. f, est ¢-Gevrey d’ordre 0 ou il
existe un unique s > 0 optimal tel que f, soit ¢-Gevrey d’ordre s).

Démonstration : On vérifie d’une part que L, agit sur €'[[z]].
D’autre partl'si A, = Z}]:o Yoo kTR (g%)! alors

iia kk(ll q)l ii )]1k] K1 — o)
kjP Op \ 232 O"wp ) q-z o ( Uq)
§=0k=0 =0 k=0 -9
_Zizj:ak pk(p7p)]—1 k](] )( 1)2 —]O_Z—k
- 7]
=0 k=0 i=0 (1—q) ¢ !



1=—K j=max(0,7)
avec

min(K,j—1) ( . ] .
k pap)]—l kj J i+k
;= Pt . —1
Bi k:m§0 ) kP (1—q) q ( 1+ k ) (1)

et avec la convention (p;p);—1 =1 si j =0.

On établit aisément que L, est un opérateur de Fredholm dans les espaces €'[[z]],s. Les indices
s’expriment a l'aide d’un polygone de Newton au sens ¢-différences [7]; on étend la définition
aux termes de la forme ZkO'é avec k et ¢« € Z. En raisonnant comme en 4.2.4'on définit un

nouveau polygone de Newton :

Définition 7.2.3 : Soit A, € C[¢",7]. Son ¢-Laplace polygone de Newton est par
définition I’enveloppe convexe des points (—kf,—j) et (j—kj,—j) telsque j =0...J,
Iy={k=0,....,K|og; #0} # 0, ky =minl; et kf = maxT;.

Le théoreme 7.2.2 s’établit en considérant LqFFq et éq les transformées de g-Laplace formelles

respectives de Aqffq et g,.
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Chapitre 3

Un algorithme de resommation de séries formelles solutions d’équations
différentielles ordinaires linéaires

1. Introduction

Les solutions fondamentales formelles au voisinage de l'origine (la singularité est supposée
étre en = 0) d’équations différentielles linéaires homogenes a coefficients polynomiaux sont
de la forme

1 voa, 1
exp(Q(1/xa))xe faq)
ou () est un polynomel'q € IN‘T'v est un nombre algébrique et

(@) = folx) + filx)log(x) + - + frulx)log" (2)

(fo(:zj), . ,fm(:p) sont des séries formelles). Toutes les informations relatives a ces solutions
(en particulier les coefficients des séries formelles fo(:zj), e fm(:p)) sont données par le logiciel
DESIR [8119]. Les séries formelles obtenues sont en général divergentes dans le cas d’une sin-
gularité irréguliere. Nous nous proposons de calculer leur somme.

La théorie de la k-sommabilité et de la multisommabilité développée par J. Ecallel'B. Mal-
grange et J.-P. Ramis [10[111112] a permis une premiere mise en oeuvre d’algorithmes de calcul
de la somme de séries divergentes. Des méthodes spécifiques pour le calcul des sommes des
séries k-sommables ont été élaborées [16117]I"ainsi qu'un algorithme de multisommation uti-
lisant 1’accélératrice d’Ecalle [18]. Ce dernier procédé repose actuellement sur la possibilité
d’obtenir une évaluation simple de cette accélératrice dans certains cas.

W. Balser préconise un procédé mathématique explicite pour obtenir la somme d’une série
formelle multisommable dans le cas général [1RR]. 1l s’agit d’une méthode d’itération de
transformées de Borel puis de transformées de Laplace. Mon travail consistel'en collaboration
avec J. Thomannl'a transformer ce procédé en un algorithme formel-numérique de calcul ef-
fectif. Apres une premiere tentative fructueuse de faisabilité (avec le processeur AXIOM et le
langage FORTRAN) [9] sur 'exemple exposé ci-apresl'il s’agissait d’élaborer un instrument de
travail souple et général basé sur des spécifications informatiques simples et efficaces.

Pour ce fairel'la participation au projet européen CATHODE (Computer Algebra Tools for
Handling Ordinary Differential Equations) nous a permis de dégager les primitives informa-
tiques nécessaires a la réalisation de 1’algorithme de Balser en les intégrant aux autres primitives
définies dans ce groupe de travail.
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Ainsil'nous utilisons d’une part les polynomes d’Ore implantés par M. Bronstein pour représen-
ter une série formellel'soit par une équation aux différences dont est solution la suite des co-
efficients générant cette sériel'soit par une équation différentielle admettant cette série comme
solution. Nous avons d’autre part besoin des primitives graphiques élaborées par C. Dicrescenzo
et F. Jung dans le logiciel Compas et par F. Jung dans sa these [14, 15]'pour pouvoir visualiser
a tout moment les résultats'changer de chemin d’intégrationletc.

L’un des exemples sur lequel nous allons illustrer notre travail est le suivant. Considérons
I’équation de Ramis-Sibuya [13]

Dy =4z + 222 +102° — 32

ou D est I'opérateur différentiel

2

d d
-1 _ R 2 2 3y 7 _ 2
D =272 :zj)dx2+:1;(4—|—5:1; Qx)dx+2(2 x+ 7).

N

La série formelle f(z) = 3,59 a,2" ot

az = (2p)!
agpp1 = —(2p+ 1)! + (—1)7p!

est formellement solution de I’équation différentielle.

2. Résultats théoriques

2.1. Notations

Nous reprenons les notations utilisées par W. Balser [1].

Un secteur de la surface de Riemann du Logarithme est un ensemble de la forme
S=S5(d,a,p)={x=re? | 0<r<p, d—§<q§<d—|—§}

oud € IRl'a > 0I'p > 0 ou p = +o00. Un secteur fermé est un ensemble de la forme
o : o o
S=S(da,p)={x=re? | 0<r<p, d—§§q§§d+§}

oudée [Rl'a > 0Ip > 0.

L’algebre différentielle Ax(S) (k > Q) est 'ensemble des fonctions f analytiques dans le secteur

S et admettant une série formelle f = 37, 5, a,2" comme développement asymptotique d’ordre

kI'c’est-a-dire :

VS c S, 3C,K >0, VN €N, Va € S, |rf(:1;,N)|§CKNF( 1+%)
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ou ry(x, N) = x_N(]i(x) — N a,am).
Notation : f(x) =) f(x) dans S.

2.2. La k-sommabilité et la multisommabilité

Nous ne donnons ici que les notions qui seront utiles par la suite. Pour davantage de ren-
seignementsl'se reporter par exemple a [3110111112].

Définition 2.2.1 : Soient k& > 0, d € IR et f € C[[z]]. La série formelle f est k-
sommable dans la direction d s’il existe un secteur S = S(d,a, p) d’ouverture a > 7

A

et une fonction f € A;(S5) tels que f(x) = f(z) dans 5. La fonction f est unique et
est appelée la somme de f.

L’ensemble des séries k-sommables dans la direction d est noté €'{x} 4.

Définition 2.2.2 : Solent Kk > ky > ... >k > 0 et d € IR une direction issue de
lorigine. La série formelle f est (ki,...,k )-sommable dans la direction d si elle
s’écrit sous la forme [ = f; +--- + f, avec f; eC{z}yqapourl=1,...,r

La somme de f, définie sur un secteur bissecté par d et d’ouverture > 7> est alors

égale & f; +---+ f, ou f; est la somme de f; dans la direction d (I=1,...,7).

Remarque : Les séries fl(:zj) peuvent étre éventuellement ramifiées (séries en zml'm € IN).
Une série formelle ramifiée f(zm) € €[] est dite (ki, ...,k )-sommable dans la direction d

si la série f(z) € C[[x]] est (mky, ..., mk,)-sommable dans la direction L

Si une série est (ki,...,k,)-sommable dans la direction dl'alors elle I’est dans les directions

d+2krTk € 7Z.

Une série formelle est (kq,...,k,)-sommable si elle est (ki,...,k,)-sommable dans toutes les
directions sauf en un nombre fini de directions (modulo 27 )['appelées directions singulieres.

Théoréme 2.2.3 (J.P. Ramis) : Soit f € ¢'[[z]] une série formelle solution de I’équation
différentielle linéaire ordinaire a coefficients polynomiaux D(f) = 0. On suppose
que le polygone de Newton de ’opérateur ) admet r pentes strictement positives
by > ky > ...> k. > 0. Alors [ est (k1,..., k. )-sommable. De plus, la somme de f
dans une dlrectlon non singuliére d est solution de I’équation différentielle D(f) = 0.

Remarque : Si le polygone de Newton n’a qu’une pente strictement positive kI'alors f(:z;)
est k-sommable.

Exemple de Ramis-Sibuya : On se ramene a une équation différentielle homogene en dérivant
1/(4x +22*+ 102> —32*) Dy = 1. La série formelle f(x) est alors solution de I’équation Doy = 0

71



ou Dy est 'opérateur
3 2

d d
Dy = (82° + 182% — 162" + 3:1:10)% + (=162° + -+ + 12:1;9)@

d
+(16x 4 --- + 6:1;8)% + (=164 --- +122°).

Le polygone de Newton associé a l'opérateur Dy est représenté sur la figure 1.

[N]

@)

Figure 1 : Polygone de Newton associé a Dy

N

La série formelle f(x) est par conséquent (2, 1)-sommable.

Remarque : 1l n’est pas nécessaire de se ramener a une équation homogene pour connaitre
les pentes strictement positives du polygone de Newtonl'et donc les réels définissant la multi-
sommabilité. Ces pentes > ( sont en effet les mémes que celles du polygone de Newton associé
a D car :

e Multiplier un opérateur par un polynome de valuation [ € IN a pour effet de translater le
polygone de Newton : (u,v) € IR* — (u,v +[);

e Diviser un opérateur par un polynéme de valuation [ € IN a pour effet de translater le
polygone de Newton : (u,v) € IR* — (u,v — [);

e Dériver un opérateur ((G;Zi — a’(:z;)dczi + a(:z;);i;%) a pour effet de translater le polygone
de Newton :(u,v) € IR> — (u+ 1,0 —1).

Lemme 2.2.4 : Soient &k > 0 et d € /R une direction issue de l’origine. Soit
flz) = Yusoanz™ € C'{z}rq. On suppose que ao = 0. La série formelle 7" f(z)
est alors k-sommable dans la direction d.

Démonstration : Soient S = S(d,a,p) (a > 7/k) et f € Ap(S) tels que f(x) = f(:z;) dans S.
Soit g(z) = 27! f(2) = X350 @ng12”. On va montrer que g(z) = «~' f(z) admet §(z) comme
développement asymptotique d’ordre k dans S.
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Soit S; C S : il existe C, K > 0 tels que pour tout N € IN et pour tout x € S;T'|rs(x, N)| <
CKND(1+ ). Or

ro(z, Ny =2 ( g(x) =N apgq2” ) =rez, N+1)

donc pour tout S; C STil existe C', K > 0 tels que pour tout N € IN et pour tout = € S :

P(1+ %)

- 7N N
g, N)| < CKENT (1 4+ 4) Ty

=

N+1
%

et pour N > OF(%)% < k_%(exp(%))N. I existe donc deux constantes C', K > 0 (dépendantes

de S}) telles que VN € INI'Vz € SiT|r,(z, N)| < CRNF(l + %)

Lemme 2.2.5 : Soient k > 0 et d € IR. Soit f(z) = Sn>0 @n2” € C{x}rqa. On sup-
pose que ag = a3 = ... = a,1 = 0 (¢ € IN"). La série formelle x_qf(x) est alors
k-sommable dans la direction d.

Démonstration : Pour ¢ = 1I'il s’agit du lemme précédent. Supposons que ce lemme soit
vérifié jusqu’a l'entier ¢. Soit f(:z;) = Y0 ant" € C{x}r g telle que ap = a3 = ... = a, = 0.
D’apres 'hypothese de récurrencel'la série formelle g(z) = :I;_qf(:li) € C{x}rq. Or le terme
constant de g(x) est nul. En utilisant le lemme 2.2.4T'a série 27 1§(x) = x_(q"'l)f(:l;) eC{r}ra.

Lemme 2.2.6 : Soient £ > 0, d € IR et ¢ € IN". Soit f(:z;) = Y0 @n®™ € C{x}gq.
Alors la série §(x) = 3,50 a,z" est s- sommable dans la direction ¢d.

Démonstration : Soient S = S(d, o, p) (a > 7/k) et f € Ap(S) tels que f(x) = f(:z;) dans S.
Considérons le secteur S = {z € @|$% € S} = S(¢d, qa, p?) douverture qa > z (]NC = g) Soit
g(x) = f(:z;%) : g(x) est analytique dans S.

Soit 57 ¢ 5. Soit S ={red | 27 ¢ 5’1} Il existe C, K > 0 tels que pour tout
N € IN et pour tout x € 5y :

[y (2, N)| = [rp(26, Ng)| < CENT (1432 ) = (KT (145

Lemme 2.2.7 : Soient a € IN* et f(:z;) = Y..>0a,2" une série formelle k-sommable.
Soient g € IN (0 < g<a-—1) et fq(:zj) = 2050 Gantqt". Soit 0 = 2. Sidd+0,...,d+
0(c. — 1) sont des directions non singuliéres pour f(z), alors les séries f,(z) sont
¥ _sommables dans la direction ad.

[}
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Démonstration : Soit §,(z) = 07! e_iqelf(xeiel) =0T eTi6ln=a)) g, 2.

Soit a, = 307 eTi0ln=a) — Sho N (@m10(n=a))l | Gj e~ 10(n=0) — |T¢’est-a-dire n = g+ma ot m € INI

alors o, = a. Sinonl'ey,, = % = 0. Donc g,(z) = X ,50 @gimar?t™ = axqfq(xa),

La série formelle f(:z;) est k-sommable dans la direction d. Etant également k-sommable dans
la direction d+ 6T'la série f(:z;eie) est également k-sommable dans la direction d. De mémel'pour
[=0,...,a—1Ies séries f(:z;eiel) sont k-sommables dans la direction d. Donc g,(z) € C{x}yq-
D’apres le lemme 2.2.5I'la série 77G(x) est k-sommable dans la direction d. Le lemme 2.2.6
permet alors de conclure.

2.3. Méthode des transformées de Laplace itérées (W. Balser)

Nous allons donner maintenant un procédé explicite qui va nous permettre de calculer la somme
d’une série multisommable. Dans le cadre particulier de la k-sommabilitél'la définition 2.2.1
est équivalente a :

Définition 2.3.1 : Soient & > 0 et d € IR. La série formelle f( ) est k-sommable
dans la direction d si sa transformée de Borel formelle ¢ = Bk(f) d’ordre £ (définie
par By(2V)(t) = '~ /T(2)) est convergente et si sa somme se prolonge analytique-
ment en une fonction (/5 holomorphe et a croissance exponentielle d’ordre au plus
k sur un secteur ouvert bissecté par d. Alors

= [ oty exp(— ()1t

est la somme de f dans la direction d, au sens de la k-sommabilité.

Proposée par W. Balser [IR]I'la méthode de calcul de la somme d’une série multisommable
repose sur le principe des transformées de Laplace itérées (et de Borel itérées) et découle de la
proposition suivante :

Proposition 2.3.2 : Soient & > ... > k. > 0 (r > 2) et d € IR. Soit f(:z;) une
série formelle. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La série formelle f(z) est (ki,...,k )-sommable dans la direction d
(i) Soient ki,...,k_1 > 0 définis par 1/k = 1/kjz1 — 1/k, g = 1,...,r — 1. La
série formelle ¢ = By, (f) est (kl, N )-sommable dans la direction d. De plus, la

somme ¢ de ¢ peut étre prolongée analytiquement sur un petit secteur bissecté par
d et de rayon infini sur lequel elle a une croissance exponentielle d’ordre au plus £; .

Par récurrencel'W. Balser en déduit le théoreme :

Théoréme 2.3.3 (W. Balser) : Soit f une série (k1,..., k. )-sommable. Soit d une
direction non singuliére. Soient x1,...,x, > 0 définis par 1/k; = 1/k et 1/k; =

74



1/kj —1/kj—1, j =2,...,r. La somme de f dans la direction d est égale a
Liyod-- Ly .aSBe. ... B, f

ou ., est le prolongement analytique le long de d, S est la somme de la série formelle
convergente, B3, est la transformée de Borel formelle d’ordre r (B, (2")(t) = tA H) et

L, est la transformée de Laplace d’ordre « (L.(f)(x) = [, f(1)exp(—(L)~ )d(t“))

Définition 2.3.4 : Soient «,...,k, > 0. Soient ky > ... > k, définis successivement
par 1/ky = 1/ky et, sir > 2, par :

R

ki ok kg T
Une série formelle est (k1,...,k,) —¢L sommable si elle est (kq,...,k, )-sommable.
La notation ”¢L” (pour "iterated Laplace”) signifie que les réels kq,..., k, sont les ordres des

transformées de Laplace itérées.

Théoréme 2.3.5 : Soient «y,...,k, >0 (r > 2). Si §(z) est (k1,...,%,) —¢L sommable

N

dans la direction d € IR alors la transforrnee de Borel formelle B, (§) est (ka,..., %, )—
1. sommable dans la direction d.

Démonstration : La série formelle Bﬁl( ) est (kl, e ];T_l)—sommable dans la direction d (propo-
sition 2.3.2.)['c’est-a-dire (£1,...,R,—1) — 1L sommable ot &; = k;41 (j = 1,...,7r —1).
Pour calculer la somme d’une série formelle f(:z;) (K1,...,kr) — L sommable on procede donc

de la facon suivante.

Posons fi = fTet fj_H = Bﬁj(fj) pour j =1,...,r — 1.
Chaque série formelle fﬁ_l est (Kjt1,..., k) —iL sommable (théoreme 2.3.5). La série f étant

(k,)—1iL sommablel'c’est-a-dire .- sommablefsa transformée de Borel d’ordre &, fr+1 = BHT (fT)
(dernier niveau) est convergente a 'origine et peut étre prolongée analytiquement le long d’une
direction non singuliere d en une fonction holomorphe a croissance exponentielle d’ordre au
plus &, sur un secteur bissecté par d (définition 2.3.1).

En itérant les transformées de Laplace
fi(@) = L (re)(@) = [ Frma®exp (=(2)) d(™)

et en remontant dans les plans de Borel (c’est-a-dire en passant du niveau j = r jusqu’au niveau
J = 1)I'nous obtenons la somme fi(x) = f(x) de f(x) sur un secteur convenable bissecté par d.

L’algorithme formel calcule les transformées de Borel formelles d’ordre rationnel ; et donne

une équation différentielle dont est solution chaque série formelle fj pour j =2,...,r+ 1.
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Le prolongement analytique de chaque fonction f; est réalisé par des méthodes d’intégration
numériques (méthode de Runge-Kutta par exemple) a partir de conditions initiales données
par l'intégrale

[ frwa®esp (=(4y) de)

et calculées par des quadratures de Gauss-Laguerre (ce sont des conditions initiales numériques).
La fonction f;1; a été précédemment calculée par la méme méthodel'exception faite du dernier
niveau pour lequel les conditions initiales a partir desquelles est effectué le prolongement an-
alytique se lisent directement a partir des coefficients de la série formelle convergente fr—l—l et
sont donc exactes.

La figure 2 décrit le procédé des transformées de Laplace itérées (C.I.LF.I'resp. C.I.E.I'sig-
nifie Conditions Initiales FlouesI'resp. Conditions Initiales Exactes).

A A D+ C.I.F.
D

B l I L.,
A D+ CIF
f2 { D f2

D+ C.IF.

S
-
S b
N

D+ C.IF.

g B
+

—
——
< b
N
+

—

-« - =

N A D+ C.1F.

T D fT
B, | | L,
A A D+ C.1E.

fT-I-l { D d fT-I—l

Figure 2 : Transformées de Laplace itérées

La précision doit étre controlée a chaque niveau. En effetI'les fonctions f; sont solutions

d’équations différentielles (les mémes que celles dont sont solutions les séries formelles f](:zj))F
déterminées exactement a partir d’algorithmes formels. Mais les conditions initiales sont cal-
culées par des algorithmes numériques (sauf pour le dernier niveau).
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2.4. Polynomes d’Ore

Nous avons besoin d’outils de bases pour implanter la partie formelle de 1’algorithme de BalserI’
afin de calculer des transformées de Borel de séries formellesl’ des transformées de Mellin
d’opérateurs aux différences pour obtenir les équations différentielles dont sont solutions les
transformées de Borel a chaque niveau.

Plus généralementI'nous avons besoin d’outils permettant d’effectuer des opérations algébriques
élémentaires'des homographies'des ramifications et des factorisations sur les opérateurs diffé-
rentiels ou aux différences.

Les opérateurs différentiels et aux différences peuvent étre interprétés comme des polynomes
d’Ore non commutatifs. L’algebre des polynémes d’Ore a été implantée en Axiom et A# par M.
Bronsteinl'en Maple par T. MuldersI'pour un endomorphisme o et une application ¢ : & — k
tels que 6(a 4 b) = da + 6b et 6(ab) = o(a)é(b) + 6(a)b pour tous a,b € k (k est un corps). Si
z est une indéterminée sur kI'l’anneau des polynomes d’Ore est 'anneaul’ noté klz; o, 6]1'des
polynémes en x a coefficients dans kI'muni de 1’addition usuelle; la multiplication est définie
par za = o(a)x + éa (a € k)l'étendue aux mondmes par

(ax™)(bz™) = (az" ") (o (b)z™ ! 4+ §b2™) (n >0, a,bc k)

et aux polynémes par

(3 aie) (X bty = 303 (aa)(bja).

Nous allons a présent voir comment on peut faire agir les polynéomes d’Ore sur un corps k ou
une extension de corps de k (pour de plus amples détails et pour les démonstrationsI'on se
reportera a [6]).

Soit V' un espace vectoriel sur k.

Définition 2.4.1 : Un application 0 : V — V est dite k-pseudo linéaire relativement
acetdsi: Vu,veVaé€k,

{ O(u+v) =0u+ v
O(au) = o(a)fu+ dau

Lemme 2.4.2 : Toute application k-pseudo linéaire est Const, s(k)- linéaire, ou

Const,s(k)={a € klo(a) = a,6a = 0}.

Soit § une application k-pseudo linéaire. On peut faire agir les polynomes d’Ore sur V' par
I’application
kg1 klr;o0] 9 x Vo— V
(X aixt , u) = e
Lemme 2.4.3 : Si K est une extension de corps de k compatible avec k, pour tout
¢ € K, Papplication 6. : K — K définie par 0.a = co(a) + éa est Const,s(K)-linéaire et
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K-pseudo linéaire.

Sie=0T10c =1 et sidest un opérateur de dérivation DI'0.a = Da. Sie¢ = 11'6 = 0 et
si o est 'opérateur de translation 71'0.a = ra.

Tout opérateur différentiel linéaire ordinaire dont les coefficients sont des fractions de polynomes
en ¢ et a coefficients dans un anneau R peut se mettre sous I'une des formes canoniques sui-
vantes :

o TLoa(€)(L)

o>’ bi(f)ei ou # est I'opérateur d’Euler § = f%
¢ Zg:o(%)i%(f)

L Zgzo ‘9252(5)

Les deux premiers opérateurs peuvent étre considérés respectivement comme des éléments des
’ L1 . oo d : 4
anneaux d’Ore k[x;1)] (resp. k[x;1,6]) ou ' = 7+ Les deux derniers opérateurs peuvent

également étre considérés comme des polynomes d’Orel'mais dont les coefficients sont a droite.

Nous pouvons également définir des formes canoniques pour des opérateurs aux différences.
Tout opérateur linéaire aux différences dont les coefficients sont des polynémes en j a coeffi-
cients dans un anneau R peut se mettre sous 'une des formes canoniques suivantes :

S oS ai it ot T est Uopérateur de translation de pas +1

S o> o bi7ljl5i ou ¢ est 'opérateur 7 — 1
> ico Yizo @iy 7'y

S oSt Bt <y on<i>=+ ). (J+HI—=1) I>0et <j>o=1

La premiere forme est utilisée pour définir le 7-polygone de NewtonI'la deuxieme pour définir
le 6-polygone de Newton [5]. La transformée de Mellin d'un opérateur écrit sous la troisieme
forme (resp. la quatrieme forme) est 1'opérateur différentiel 3°0_ 27 a; ,£°0" (vesp.

2i=0 Z?:o(_l)lﬂi,lfiﬂ(%)l)-

3. Outils formels
A chaque niveau de I'algorithme nous aurons besoin de scinder des séries formellesI'de connaitre

leur transformée de Borel formelle et de chercher des équations différentielles. Toutes ces
opérations vont étre effectuées par des algorithmes formels.
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3.1. Définition du concept de série formelle

Une série formelle f(z) = 30,50 a2’ est définie des que les coefficients (a;);>0 le sont. Nous
nous placons dans le cadre des équations aux différences finies; la suite des coefficients (a;);>0
est solution d’une équation aux différences finies a coefficients polynomiaux de la forme :

(A){ Po(j)a;+ -+ P(j)aj4, =0, j>u

agy ..., y_1 donnés

ou Fo(7),...,P(j) sont des polyndémes en j a coefficients algébriques; r € IN est le degré de
I’équation aux différencesl'y € INI'm = p+r et ag, ..., a,_1 sont les premiers termes algébriques
de la suite (également appelés conditions initiales). Nous supposons de plus que Py(j) et P.(j)
ne sont pas identiquement nuls.

Si P.(y) n’admet pas de zéro entier supérieur ou égal a pul' chaque coefficient a; peut étre

calculé exactement et ’équation (A) représente la série formelle f(:z;)

Premiére remarque : Cette définition nous permet de donner plus de conditions initiales que les
r nécessaires. S’il existe jo € IN tel que P, (jo) = 0l'le coefficient aj 1, ne peut pas étre calculé
a partir de ’équation aux différences. Il est donc intéressant de pouvoir donner davantage de
premiers termes (les jo 4+ 1 4+ r premiers) afin de n’utiliser ’équation aux différences qu’a partir
de 7 > 50+ 1.

Seconde remarque : Une série formelle du type précédent (1 = m —r > 0) peut aussi s’écrire

{ O.a0 + ...+ 0.ajpp1 + Bo(J + p)ajpy + -+ Lo 4 p)jppgr =0, 20

gy, y_1 donnés

Nous aurions donc également pu définir les séries formelles par des équations aux différences
de la forme
(A){ Qoli)a; +++++ Qrli)azer =0, 20

ag, . ..,a,_1 donnés

Le coefficient Qo(7) peut dans ce cas étre identiquement nul.

3.2. Passage d’une équation aux différences a une équation différentielle puis a
un systeme différentiel

Pour calculer le prolongement analytique par une méthode de quadrature de type Runge-Kutta
d’une fonction f(z) le long d’une direction d nous avons besoin de connaitre une équation
différentielle dont est solution f(x). Si f(x) est la somme d’une série formelle multisummable
f () dont nous savons qu’elle est solution formelle d’une équation différentiellelalors f(x) est
également solution de cette équation. Il nous reste donc a déterminer une équation différentielle
satisfaite par une série formelle définie par une équation aux différences.
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Considérons une série formelle f(x) représentée par I’équation aux différences

(A){ Po(jla;+ -+ P(j)aj4r =0, j>p

agy ..., y_1 donnés
on P(j) =31 gy, i=0,....r;p€ Netm=p+r.

Soit D, la transformée de Mellin formelle de 'opérateur aux différences :

T Y4 I . 1
Dy=3"3 o (—t4)#, t=-—
L T
1=0 {=0
et D, =Y 30, ozi7l(:1;%)l:1;_i. On établit aisément que Dl,(f) f__lT prx'Tles coefficients p
dépendants des conditions initiales ag, ..., a,—1. En utilisant I'identité (« di)l:zj_i =2 (=i +
z-4)" nous obtenons I'équation différentielle & coefficients polynomiaux suivante :

dx
T P ) m—
S et (i—r—l—:z;%) Zp; !
(=0

1=0 [=0

La méthode de Runge-Kutta que nous utilisons pour effectuer le prolongement analytique
integre un systeme différentiel d’ordre 1 d’une variable réelle. Considérons I’équation différentielle

> Pa)y(z) = Q(x)
=0
ou Po(xz),...,Py(x),Q(x) sont des polynomes. Supposons que 'on veuille calculer f(x)['solu-

tion de cette équation différentiellelle long de la courbe ().

Posons yi(z) = y(x),y2(z) = v'(x),...,y,(x) = y»~V(z) (les dérivées étant prises par rap-
port a z) et z1(t) = y1(7(1)),- .., 2p(t) = yp(7(1)).

Pour I =1,....,p—1T

et
d _ i QU(1) = Ty Py()zin(t)

By (v(1))
Le long de la courbe v(¢)I'la fonction f(x) vérifie le systeme différentiel d’ordre 1 en la variable
t suivant :
% (1) 0 1 0 0 0 \]
z9(1) 0 1 0 0 (1) 0
d , .
= = /(1)
o 7'(t) +
Zp_1(t) 0 0 0 0 0 1 Zp—l( ) 0
Bo(x(1)) Pp—1(v(2)) Qy(t
#(t) R a P (2(1)) #(t) Bp(()/ ]
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3.3. Scindage d’une série formelle

La transformée de Borel formelle de niveau x d’une série formelle f(x) = 3,50 ajz/I'représentée
par ’équation aux différences

(A){ Po(j)a; + -+ Pr(j)aje, =0, j2p

agy ..., y_1 donnés

est définie par qg(f) =3 F(jj/ﬁ) 277", La présence de la fonction I' nous empéche de pouvoir

définir la suite (a;/I'(j/k)) par une équation aux différences polynomiale. Nous sommes ainsi

N

amenés a scinder préalablement la série formelle f(z).
Soit a € IN'aw # 0. Soient ¢ € INI'0 < ¢ < a—1 et fq(:zj) = Yi>1 Ajorq®’ (g-iéme sous-
série associée a f(:z;)) :

F(z) = (a0 + fo(@*) + -+ + 2° N aacr + faor(2”))

Comme nous allons le voirl' chaque sous-série f,(x) peut étre définie par une équation aux
différences finies a coefficients polynomiaux (A,) d’ordre r, < r.

N

Si f(x) était représentée par une équation aux différences de la forme
Qo(7)a; + Q1())aj4a + -+ Qr())aj4ra =0
alors chaque équation aux différences
Qolj e + )tjate + Qi+ 9)a(y1yarg + -+ Qrlj + ¢)a(4mate =0

définirait la ¢-ieme sous-série (les conditions initiales étant calculées a partir des premiers

N

termes de f(x) et de son équation aux différences associée). Il nous reste donc a donner
un algorithme permettant de passer formellement d’une équation aux différences de la forme
Po(j)a; + -+ P.(y)a;+r = 0 a une équation donnant tous les av termes.

Considérons le systeme (S;n;;) de r(a — 1) 4+ 1 équations :

(Po(y +0)ajpi + Pr(y +19)apip1 + -+ Po(J + 0)aj1i40 = 0)iz0,...r(a-1))

Les inconnues de ce systeme sont les termes a;yj tels que o ne divise pas kl'c’est-a-dire les
termes ajy1, ... @jra1l@i1aq1s - @jpaa—1l . Tajponyap1l. Tajpma—r. Ty enar(a —1).

Soit (5) = (Sinit). Notons card(S) le nombre d’équations de S et S; la i-ieme équation de
(S) (i =1,...,card(S)).

Algorithme :

() := (Sinit);

Tant qu’on n’a pas fini faire :
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e Considérer la premiere équation 57 du systeme (5);

e Chercher dans cette équation le plus petit indice & non multiple de « tel que le coefficient
de a;41 ne soit pas identiquement nul;

e Siun tel k n’existe pasl'on a fini (il n’y a plus d’inconnues).
Sinon :

— Construire un nouveau systeme (Sqy.) a card(S)—1 équations en posant (Sguz)i—1 1=
C(1,k)S; — C(l,k)Sy ou C(1,k) est le facteur de a;4x dans Sy et C(I, k) celui dans

S (I=2,...,card(S)). On a éliminé I'inconnue a;4;
= (5) := (Saue)

L’équation Sy ne comporte plus d’inconnues et est de la forme Qo(j)a; + Q1(j)aj1a + -+ +
Qf(j)(l]‘+fa == 0

Premiére remarque : A chaque étapel'le nombre d’équations considéréesl’ainsi que le nom-
bre d’inconnuesI'diminue d’une unité. L’algorithme se termine en au plus r(a — 1) étapes.

Seconde remarque : On définit le degré d’une équation par 'indice & le plus grand tel que le coet-
ficient de a4k soit non nul. Initialementlles équations de (5) sont de degré respectivement égal
ar,r+1,...,ra. On montre facilement par récurrence qu’a I’étape ¢ (1 =0,...,r(a—1)—1)I
les équations sont de degré r +¢,r4+2 4+ 1,...,ra. L’équation 57 n’est donc pas égale a 0 = 0.

Les sous-séries obtenues sont également multisommables :

Théoréme 3.3.1 : Supposons que f(:z;) est (ki1,...,k,) —iL sommable. Soient o € IV*
et fo(x),..., fa_i(z) les a sous-séries.

Alors chaque sous-série fq(:zj) est (k1/q, ...,k /a) — il sommable. De plus, si d € IR
est tel que d,d+0,...,d 4+ (o« — 1)0 sont des directions non singuliéres pour f(:z;)
(0 = 27 /a), alors ad est une direction non singuliére pour les sous-séries. Dans un
secteur bissecté par d, la somme f(z) de f(z) est égale &

fla) = (ao+ folx) + x(ar + fi(z®)) + - + 2% Haa—1 + faor(29))

Démonstration : On décompose la série f(:z;) en une somme de séries fl(:zj) k;-sommables
(kv = k1 et 1/ky = 1)k + 1/l U'l = 2,...,r). La g-ieme sous-série associée a f(:z;) est
égale a la somme sur [ des g-iemes sous-séries associées a chaque fl(:zj) On conclut en utilisant
le lemme 2.2.7 pour chaque série fl(:zj) (le lemme 2.2.7 est également vérifié si les séries f;(:z;)
sont ramifiées).

Supposons que les directions singulieres de f(:z;) sont données par d; + 2rml'd; € [0,2x[[
t=1,...,N et m € Z. Les directions singulieres pour les sous-séries sont alors données par

ad; +27rm (e =1,...,N et m € Z).
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Nous n’appliquons donc pas I'algorithme de Balser sur la série formelle f(:z;) elle-mémelmais sur

chacune des sous-séries. Si Ky est égal a % (a1 et By étant premiers entre eux)I'nous scindons

f(x) en oy sous-séries. Chaque sous-série est alors (k1/a; = 1/81,..., K, /a1) — ¢l sommable.

Le schéma ci-dessous décrit le processus de scindage formel S,, appliqué a une série formelle

f(:z;) (K1,...,kr) — L sommable (a1 /k1 € IN).

3.4. Transformée de Borel formelle

Ainsi que nous 1’avons vu précédemmentI'nous n’avons besoin de connaitre les transformées de
Borel formelles que d’ordre % ou [ est un entier strictement positif.

Soit g(x) = 3> b;x’ une série formelle représentée par une équation aux différences poly-
nomiale (A). La transformée de Borel formelle d’ordre % de g(x) est la série formelle

, b . ,
B i)z LR el VIR S Vi J"‘ 27
veld)(z) = Z T(jj) S GB+ 5D

Il est aisé de voir que la série formelle qAﬁ(:L') =20 ﬁ 2/ (notée Bl/ﬁ(f])) peut étre définie
)-

par une équation aux différences finies a coefficients polynomiaux (Bl /p(A

Théoréme 3.4.1 : Soient kq,...,k, > 0 avec k1 = 1/5, 1 € IN.
Si g(z) est (ki,...,k,) — i sommable dans la direction d alors la transformée de

Borel formelle Bys,(§) et By (§) sont (ks,...,x,) — il sommables dans la direction
d.
Démonstration : La série Bl/ﬁl( ) est (ka,...,K,)—iL sommable dans la direction d (théoreme

2.3.5). Par sulteFBl/ﬁl( ) est aussi.

Le schéma suivant décrit la transformation de Borel formelle appliquée a une série formelle
(K1,..., k) — L sommable (S151 = 1).
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— Byp ——

Remarque : De facon généralel'le degré des coefficients de ’équation aux différences définissant
(B1/s(A)) augmente. En d’autres termesI'l’équation différentielle associée (cf 3.2.) est d’ordre
plus élevé.

3.5. Transformées de Borel itérées

Soit f (x) une série formelle solution d’une équation différentielle a coefficients polynomiaux

dont le polygone de Newton a deux pentes ky > ko > 0. Soient k1 = ky et kg = k—’jl_ﬁfg; La

A N

série formelle f(x) est (K1, ko) — ¢ L sommable. Supposons que les directions singulieres de f(x)
soient données par d; + 2xIl'd; € [0,27x[Ii=1,...,Netl € Z.

Considérons les entiers strictement positifs a1, 51, a2, B2 (a1 et B sont premiers entre eux[’

ay et [y sont premiers entre eux) définis par k1 = % et Z—i = % Solent 8; = i—? et 6, = i—z

Soit d € IR une direction issue de 'originel'telle que

.

Q10

Vi=1...N, Vle Z, d#d; +

N

La série formelle f(x) est (k1,k2) — 1L sommable dans cette direction d.

La premiere étape de ’algorithme consiste a scinder la série formelle initiale en «q sous-séries
fo(x), ..., fag—1(2) et a calculer les transformées de Borel formelles B%(fq) = ¢,(x), ¢ =
1

0,...,a1— 1. Commed # d; + 611 (V] € Z)['chaque série formelle ng(:zj) est (£2) —¢L sommable

a1
dans la direction «qd.

La seconde étape consiste a scinder chaque série formelle ¢ () en az sous-séries puis a en
prendre les transformées B1 . Comme aqd # ayd; + 0,51, VI € ZZ T'les sous-séries formelles sont
52

(51—2) — L, sommableslet les transformées de Borel d’ordre

prolongées analytiquement le long de la direction aqasd.

4

5 sont convergentes et peuvent étre

Ces deux étapes sont schématisées sur la figure 3.

Premiére remarque : A chaque niveau (ou étape) nous sommes amenés a calculer 1’équation
différentielle associée a chaque transformée de Borel formelle.
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L’opérateur S, — Bi appliqué a une série formelle consiste a la scinder en « sous-séries puis

a calculer la transformée de Borel formelle de chaque sous-série :

- 1g0($)ﬁr B QEO(J?)H
(57"'7;) F (327' 705)
g(x)
(/431, ,KLT) Sa I
R1 = % .
. fla—l(l')r 5 ja—l(g

(

>
.

W=
=
S
s}
o3
S—’

Figure 3 : Transformées de Borel itérées
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Seconde remarque : 1l est possible de voir a chaque niveau si les équations différentielles peuvent
étre factorisées ou s’il existe des solutions connues (sous forme exacte).

Troisieme remarque : L’algorithme se généralise aisément a un nombre quelconque de niveaux.
Mais la complexité de I’algorithme augmente tres vite en pratique : le nombre de séries formelles
a considérer augmente et en générall’ plus il y a de niveauxI plus le degré des équations
différentielles augmente.

3.6. L’exemple de Ramis-Sibuya

La série formelle f(:z;) —a+0.22+22% — 7ot +242° — 11825 + 72027 + - - - peut étre représentée
par ’équation aux différences

GOZO,Gl :1,Cl2 :0,G3:2,G4: -7

(A) { — (32 +j)a; + (252 + Tj 4+ 5)ajp1 + 2a;40 + (45 4+ 10)a 45 + 4aj44 = 0

La série f(:z;) est (2,1)-sommablel'soit (2,2) —¢L sommable. La partie formelle de I’algorithme
consiste tout d’abord a scinder f(:z;) en deux sous-séries fo(:zj) et fl(:zj)ﬂesquelles sont (1,1)—¢L
sommablesI'puis a calculer les transformées de Borel qAﬁo = Bl(fQ) et q%l = Bl(fl) qui sont (1)—2L
sommables. On calcule finalement les transformées de Borel ¢g = Bi(¢o) et ¢y = Byi(é1).

Les sous-séries de f(:z;) sont fo(:zj) = ZJZO(—(Zj—|—1)!—|—(—1)jj!):1;j+l et fl(:zj) = ijo(Qj)!fl?j- Les
transformées de Borel qgo(:zj) = > iso(—(27 + 1)1 + (=1)731) /5127 et qgl(:zj) = > i>0(2] + 20!/l

sont respectivement définies par :
{ (47 + Tajp2 — (165 + 645 + 59)a;41 — (165 + 685 +66)a; =0, 7 >0
[ 0, a; = -7

{ (7 + Dajp = 2(j +2)(2) +3)a; =0, j >0

GOZQ

Les équations différentielles associées sont respectivement égales a

(=162 — 162%)y(? + (—842% — 482% + 4z )y’ + (—662? — 11z — 1)y = —21x
et —4x?y@ 4 (=182 + 1)y — 12y = 0

La premiere équation admet comme singularités 0 et —1.

Les transformées de Borel ;/A)o(:z;) et ;/31(:1;) sont respectivement définies par :

(45% + 2352 + 415 4 22)aj49 — (1652 + 965 + 139)(j + 1)a 44
—(165% 41007 + 150)a; =0, j >0
ap = —T,ay = —59
{ (7 + D +2)aj —2(j +3)(2) +5)a; =0, j =20
g = 24
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et sont solutions respectivement des équations différentielles

(—162% 4+ 42)y® + (=1622 — 1122 + 11)y@ + (1162 — 139)y’ — 150y = 0
et (—42? + 2)y® + (=262 +2)y' — 30y =0

Dans les deux casl'z = 1/4 est une singularité.

Les directions /Il € ZI'constituent donc les directions singulieres (éventuelles) pour f(:z;)

4. Prolongement analytique
4.1. Transformées de Laplace itérées

Soit f(:z;) = 2.0 @nx” une série formelle (k1,...,k,) — 1L sommable. Supposons que les

N

directions singulieres de f(x) sont données par d; + 2xil'd; € [0,2x[Ii=1,...,N et | € Z.

Soient ay,...,a, € INet fq,..., 3, € IN définis par x; = % et — =L - = g—ﬂfj =2,...,r.
o z
Soit d € IR une direction issue de 'originel'telle que
. 27
Yi=1...N, Yie Z, d#d,+ ———I.
a1 ... 0,
Soient fON(l'), . -,fa1—1(51?) les ay sous-séries formelles de f(:z;) Pour ¢ = 0,..., a7 — 1I'soit

dg(x) = B%(fq) (cf 3). Soit ¢,(x) le prolongement analytique le long de la direction aqd de la

somme de la série ng(:zj) Sur un secteur convenable bissecté par d la somme f(x) est égale a

f(:z;) = (ao + L;—l,ald(%)(wal)) 4. et (aal—l + Lﬁ,ald(qﬁm—l)(“jal))

ou
B 1—-L 1 1 B 1 1
L1 oa(@)(z) = /aldt 7 o(t)exp (—(L)7T ) d(t7) = 5 /ald o(t)exp (— ()7 ) dt
Pour calculer la somme de la série ng qui est (2—?, ey Z—Z) — L, sommablel'nous procédons de la

meéme facon que précédemmentljusqu’a avoir des séries formelles convergentes.

Nous devons donc calculer a chaque niveau j (j = 1,...,r) des transformées de Laplace de
la forme

@) = Lg il 6F)(0)

Si nous avons calculé ¢’*!(¢) avec une précision donnée pour chaque valeur de ¢ dans la direc-
tion a ... a;dI'nous pouvons espérer avoir une bonne approximation de ¢’(x) avec les méthodes
classiques de Gauss-Legendre ou Gauss-Laguerre utilisées sur des sous-segments bien choisis de
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la droite D; de direction oy ...a;d (si 'on s’apercoit que pour ¢ proche de l'origine la fonction
#'*1(t) varie beaucoupl'on a intérét a diviser la droite pres de 1'origine). MalheureusementI'si
la droite D; passe au voisinage d'une singularité de ¢’*1(¢)I'I’évaluation numérique de ¢'+1(#)
sera mauvaise. On a alors intérét a déformer la droite D; pour obtenir un chemin II; constitué
de segments et d’arcsI'passant le plus loin possible des singularités de ¢/*1(¢) (figure 4).

X
X

0 / \_/

Figure 4 : Chemins d’intégrations II;

4.2. Localisation des singularités

Les racines de I’équation caractéristique de 1’équation différentielle dont est solution ¢/*1(#)
fournissent les singularités (éventuelles) de ¢/+1(¢). L’équation différentielle est obtenue & par-
tir de la série formelle initiale par des transformées de Borel et de Mellin et est calculée dans
la partie formelle. Ces outils formels donnent donc les directions singulieres éventuelles et nous
permettent d’optimiser les chemins d’intégration II; des transformées de Laplace.

4.3. Prolongement analytique

Le prolongement analytique le long d’un chemin II; constitue le probleme numeérique essen-
tiel de l'algorithme de Balser. A I’exception du dernier niveau ou les séries sont convergentesl’
Iorigine est en général un point singulier irrégulier de 1’équation différentielle dont est solu-
tion ¢/*1(¢). 1l est donc impossible de calculer ¢/+1(¢) au voisinage de 'origine autrement que
par la méthode des transformées de Laplace itérées elle-méme. Mais pour calculer ¢’1(¢) aux
abscisses définies par les formules de quadraturel'nous devons utiliser une méthode numérique
efficace pour effectuer le prolongement analytique.

Le prolongement analytique va ainsi se faire en deux étapes. Soit P; un point régulier du
chemin II;I'ni trop loin ni trop pres de l'originel’excepté pour le dernier niveau ou P, est
'origine O. On calcule d'une part ¢/*1(¢) aux abscisses de quadrature situées entre I'origine
O et le point P; en appelant récursivement ’algorithme de Balser. D’autre partI'le calcul de
¢'*1(t) aux abscisses de quadrature situées au-dela de P; se fait par une méthode de prolonge-
ment analytique telle que la méthode de Runge-Kuttal'en utilisant 1’équation différentielle et
les conditions initiales au point P; obtenues préalablement par ’algorithme de Balser lui-méme

(figure 5).
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Figure 5 : Prolongement analytique

A chaque niveaulle prolongement analytique se fait donc de la méme maniere : de 'origine au
point P;T'on fait appel récursivement a la méthode des transformées de Laplace itérées; au-dela
de P;T'on utilise une autre méthode. On peut également utiliser ce procédé pour calculer la
somme f(x) dans tout le plan complexe.

Différentes méthodes de prolongement analytique sont étudiées. Celle que nous utilisons est la
méthode de Runge-Kutta a partir de conditions initiales (exactes a 'origine O pour le dernier
niveaul'numériques en P; pour les autres). Elle est précise tant que le chemin d’intégration
II; passe suffisamment loin des singularités et tant que 'ordre des équations différentielles est
relativement faible.

Si lordre de I’équation différentielle dont est solution qgj"'l(t) est élevél’de 'ordre de 7 ou
8 pour qAﬁT"'l (t) par exemplel'et si le rayon de convergence de la série est faible (par exemple
0.25)I'la longueur du pas d’intégration utilisé dans la méthode de Runge-Kutta doit étre choisie
tres petit. Ceci s’explique par le fait que dans ce casl'les dérivées vont étre tres grandes en
valeur absoluel par exemple de l'ordre de k!4* (pour la dérivée k-ieme et pour un rayon de
convergence de 0.25.

D’autres méthodes sont en cours d’étude afin d’obtenir des accélérations de convergence en
vue d’améliorer le prologement analytique. Certaines ont été exposées dans un précédent ar-
ticle [16]. D’autres (les approximants de Padé notamment) sont étudiées par C. Chaffy [7].
J. Thomann et moi-méme sommes également en train de tester la méthode d’accélération de
convergence décrite par J.-P. Ramis et J. Martinet qui consiste a appliquer la transformée de
Borel-Laplace f(x) = Lk.dSka(l') a une série convergente f(:z;) (k dépend de la localisation
des singularités de f(x))I'pour obtenir la somme f(x) dans le k-disque de Borel maximal.

4.4. Logiciel Compas

Le logiciel Compas permet de choisir des méthodes de calcul sur des chemins du plan complexe
et de calculer et représenter graphiquement les solutions d’équations différentielles ordinaires a
coefficients polynomiaux sur ces chemins. La multisommation (méthode de Balser) est intégrée

a Compas et utilisée en tant que méthode de prolongement analytique.

Pour calculer les transformées de Laplace itérées et donc la somme d’une sériel'nous devons
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choisir un chemin d’intégration pour chaque sous-série associée a un plan de Borel. Ce chemin
doit éviter le voisinage des singularités. Une méthode de calcul est associée a chaque élément
de chemin (segmentl'arc de cercle ou toute autre courbe). Par exemplel'si la méthode est
de type Sériel'le prolongement analytique se fait en appelant I'algorithme de Balser. Nous
utilisons ainsi le logiciel Compas comme outil interactif de prolongement analytiquel'ce logiciel
permettant de lier a des chemins du plan complexe des méthodes de prolongement. Prévue
dans Compasl'la visualisation des transformées de Borel sur les chemins dans les différents
plans permet d’optimiser les chemins et donc d’améliorer la précision du résultat.

5. Implantation

Nous décrivons a présent les primitives informatiques que nous avons été amenés a définir en
vue de I'implantation algorithmique du théoreme 2.3.3 de W. Balser. Ces primitives sont im-
plantées pour I'instant en A", Elles pourront ultérieurement étre écrites dans d’autres systemes

de calcul formel (MapleI'AxiomI'Reduce).

L’un des intéréts de la réalisation en A est de tester la librairie prototype Sumitl'développée
par M. Bronsteinl'implantant notamment les polynéomes d’Ore.

5.1. Primitives

5.1.1. BalserRing

BalserRing : Category

Description

BalserRing est la catégorie des anneaux complexes. Dans ce qui suitl'S désigne un tel anneau.
Il existe ainsi une application coerce : S — Complex DoubleFloat (utilisée dans la partie
graphique et numérique); on peut définir le quotient de deux éléments de S; I'anneau des
polynomes a coefficients dans S est un anneau commutatif.

5.1.2. AutoDer

import from AutoDer(S)

Description
AutoDer(S) définit les dérivations et ’automorphisme utilisés.

Fonctions exportées

SUP ==> SparseUnivariatePolynomial

e sigma: () — Automorphism(SUP(SI"j”))
sigma() est 'automorphisme associé a la fonction P € SUP(S,”;”)) — P(5 + 1).
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e D : () — Derivation(SUP(SI"x”))
D() est la dérivation associée a la fonction P € SUP(S,”z”)) — %P.

e Theta : () — Derivation(SUP(SI"x”))
Theta() est la dérivation associée a la fonction P € SUP(S,”z”)) — (x%)P.

5.1.3. EulerLinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator

import from EulerLinearOrdinaryPolynomial DifferentialOperator(S)

Description

EulerLinearOrdinaryPolynomialDifferential Operator(S) implémente les opérateurs linéaires dif-
férentiels dont les coefficients sont des polynomes en la variable = a coefficients dans S. L’opéra-
teur de dérivation utilisé est 'opérateur d’Euler.

5.1.4. LinearOrdinaryPolynomialDifferenceOperator

import from LinearOrdinaryPolynomialDifferenceOperator(S)

Description

LinearOrdinaryPolynomial DifferenceOperator(S) implémente les opérateurs linéaires aux diffé-
rences dont les coefficients sont des polynomes en la variable j a coefficients dans S. L’opérateur
de translation utilisé est ’automorphisme associé a la fonction P € SUP(S,”;”) — P(j + 1).
5.1.5. LinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator

import from LinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator(S)

Description

LinearOrdinaryPolynomial Differential Operator(S) implémente les opérateurs linéaires différen-
tiels dont les coefficients sont des polynémes en la variable = a coefficients dans S. I’opérateur
de dérivation utilisé est celui associé a la fonction P € SUP(S,”2”) — %P(l‘).

5.1.6. PowerSeries

import from PowerSeries(S)

Description
PowerSeries(S) est 'anneau des séries formelles entieres Y, < a,x™ définies par un opérateur
aux différences et par les premiers termes ag, ..., a,_1 € 5.

Fonctions exportées
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SI ==> Singlelnteger

/ ==> Integer

SUP ==> SparseUnivariatePolynomial

POLDELTO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferenceOperator

e createPowerSeries : (List Ratio(S)['POLDELTO(S)) — %
createPowerSeries(cond, §) crée une série formelle a partir de la liste cond contenant les
premiers termes et de 'opérateur aux différences é1'a condition que le nombre de condi-
tions initiales soit supérieur au degré de 'opérateur 6.

e dispose!l : % — ()
disposel(f) indique que la série formelle ne sera plus utilisée.

e coerce : % — Record(ic : List Ratio(S)I'delt : POLDELTO(S))

N

coerce( f) donne la représentation interne de la série f. Le champ ic permet d’accéder a
la liste des conditions initialesI'delt a I'opérateur aux différences.

e initcond : % — List Ratio(S)

A

initcond( f) retourne la liste des premiers termes définissant la série.

e delto: % — POLDELTO(S)

A

delto( f) retourne l'opérateur aux différences.

e coherent? : % — Boolean
coherent?( f) teste si les premiers termes sont solutions de I’équation aux différences.

o coefficients : (%ISI) — Partial List(Ratio(S))
coefficients(f,n) calculel'si ¢’est possiblel'les nb premiers coefficients de la série et retourne
la liste [ag, . .., anp_1]-

e coefficients : (%IZ) — Partial List(Ratio(S))
coefficients(f,n) calculel'si ¢’est possiblel'les nb premiers coefficients de la série et retourne
la liste [ag, . .., anp_1]-

o coefficient : (%ISI) — Partial Ratio(S)

coefficient( f,n) retourne le coefficient a,,;, de la série.

o coefficient : (%IZ) — Partial Ratio(S)

coefficient( f,n) retourne le coefficient a,,;, de la série.

e nextCoeff : (List Ratio(S)IPOLDELTO(S)) — Partial Ratio(S)
nextCoeff(1,6) calcule & partir de 'opérateur aux différences ¢ et des termes de la liste [
le coefficient suivant.

o << : (TextWriterl%) — TextWriter
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5.1.7. Borel
import from Borel(S)

Description
Borel(S) comprend les fonctions utilisées pour le calcul des transformées de Borel.

Fonctions exportées

SI ==> Singlelnteger
/ ==> Integer
POLDELTO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferenceOperator

e kappasummability : List Ratio ST — List Ratio SI
Si sum= [k1,..., k| kappasummability(sum) retourne la liste [k1,..., k] ou k1 = ky et

Uk =1k —1/ki_qy pour [ =2,... 7.

o split : (POLDELTO(S)I'SI) — POLDELTO(S)
Sio=Fo(y)+ Pi(j)o+---+ P.(j)o Tsplit(é, ) retourne un opérateur aux différences de
la forme Qo(j) + Q1(j)o® + -+ 4+ Q#(y)o"™ multiple de 6; si FPo(j)a; + Pi(j)aji1 + -+ +
P,(7)a34r = DTalors Qu(j)a; + Qa(j)assa + -+ Qo()tjsra = 0 pour j assez grand.

e split : (PowerSeries(S)I'SI) — List PowerSeries(S)
split( f, o) retourne la liste des o sous-séries de f. Ces sous-séries n’ont pas nécessairement
un coefficient constant nul. La série f(x) est égale a

a—1

Z xqfq(x)'

9=0

e borel : (PowerSeries(S)I'SI) — PowerSeries(S)
borel(f,ﬂ) retourne la transformée de Borel formelle d’ordre 1/ de f(:z;) Il ne s’agit
pas exactement de la transformée de Borell'mais de ’application qui a f(:z;) = 2j>0 a;x’
associe la série formelle

F g N Gn
borel(f, ) = ]ZZ;) I'((j+1)p)

5.1.8. Differential

import from Differential(S)

Description

Differential(S) comprend les fonctions qui permettent de passer d’une série formelle définie par
un opérateur aux différences a une équation différentielle dont est solution cette série.

Fonctions exportées
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SUP ==> SparseUnivariatePolynomial
POLODO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator
LOEDO ==> FKulerLinearOrdinaryPolynomialDifferential Operator

e diffequation : PowerSeries(S)
~ — Record(eqdiff : POLODO(S)Bec : SUP(SI"x"))

diffequation(f) détermine une équation différentielle dont est solution la série formelle

A

I diffequation( f).eqdiff est V'opérateur différentiell'le second membre étant donné par
diffequation(f).sec.

e culerequation : Powerseries(S)
— Record(eqdiff : LOEDO(S)Isec : SUP(SI"x”))
eulerequation(f) détermine une équation différentielle dont est solution la série formelle f;
eulerequation(f).eqdiﬁ est 'opérateur différentiel (la dérivation est 'opérateur d’Euler)I’
eulerequation(f).sec est le second membre.

5.1.9. LaglLeg

import from Lagleg

Description

Lagleg fournit les abscisses et les poids de Gauss-Laguerre et de Gauss-Legendre.

Fonctions exportées

" ==> DoubleFloat

e laguerre : Geolink — Record(absci : List FI'weight : List F)
laguerre(gl) retourne les abscisses (positives) et les poids de Laguerre utilisés pour la
méthode de Gauss-Laguerre & nlag points (nlag est le nombre de points associés au chemin
élémentaire ¢gl). Nous nous limitons pour 'instant a 32 points.

e legendre : Geolink — Record(absci : List FT'weight : List F)
legendre(gl) retourne les abscisses (comprises entre 0 et 1) et les poids de Legendre utilisés
pour la méthode de Gauss-Legendre a nleg points (nleg est le nombre de points associés
au chemin élémentaire g/). Nous nous limitons pour 'instant & 32 points.

5.1.10. Laplace
import from Laplace(S)

Description
Laplace(S) comprend les fonctions utiles au calcul des transformées de Laplace.
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Fonctions exportées

SI
7
CF

5.1.1

==> Singlelnteger
==> Integer
==> Complex DoubleFloat

readpath : () — Path(S)

readpath() est le chemin d’intégration de I'intégrale de Laplace. Il est constitué de mail-
lons. Un maillon est un chemin élémentaire (segmentlarc de cerclel'...) auquel est associée
une méthode de calcul. Si la méthode de calcul associée a un maillon est de type Seriel’
la fonction a intégrer sera calculée itérativement par ’algorithme de Balser. Si elle est
de type Runge-Kuttal'le prolongement sera fait par la méthode de Runge-Kutta. Nous
nous limitons pour l'instant a ces deux seules méthodes de calcul. Si nous ne sommes
pas au dernier niveaul'la méthode de calcul associée au premier maillon doit étre de type
Serie (I'origine étant généralement une singularité irréguliere). Le prolongement sur le
dernier maillon du chemin sera effectué en les points de Gauss-Laguerre. Sur tous les
autres maillonsl'on utilise les points de Gauss-Legendre.

derivee : (List Record(listBorel :Record(vi : List CFI'phigvi : List CFI'wi : List CF)I'
initerms :List Ratio(S))['SISIICFIZ) — List CF

derivee(borellist, o, 3, zr,n) calcule f(zr) et les dérivées jusqu’a l'ordre n de la série; borel-
list contient les prolongements des transformées de Borel d’ordre 1/ des a sous-séries.

1. Runge_Kutta

import from Runge_Kutta(S)

Description

Runge_Kutta(S) comprend les fonctions utilisées pour effectuer le prolongement analytique par
la méthode de Runge-Kutta.

Fonctions exportées

SI ==> Singlelnteger

F ==> DoubleFloat

CF ==> Complex DoubleFloat

SUP ==> SparseUnivariatePolynomial

POLODO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator
LOEDO ==> FKulerLinearOrdinaryPolynomialDifferential Operator

generateDerivs : (POLODO(S)ISUP(ST"x”)I'F — CFI'F — CFI'CF) — (List CFI'F) —
List CF
generateDerivs(eq, sec,y,7', o) transforme ’équation différentielle en un systeme différen-

tiel d’ordre 1 le long de la courbe x = 4(t) et retourne la valeur de ce vecteur dérivé en
tg.
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eulerDerivs : (LOEDO(S)ISUP(ST"x")I'F — CFI'F — CFI'CF) — (List CFI'F) — List
CF

eulerDerivs(eq, sec,v,v',19) transforme I’équation différentielle en un systeme différentiel
d’ordre 1 le long de la courbe & = (1) et retourne la valeur de ce vecteur dérivé en .

rkdf @ (List CFT'FI'FI'SIT(List CFI'F) — List CF) — List CF

rk4f( cond, to, t1,nstep,derivs) retourne la valeur du vecteur en t; connaissant sa valeur cond
en 1o par une méthode de Runge- Kutta a nstep étapes (nous nous limitons pour 'instant
a nstep=10.) La fonction derivs est la fonction dérivée de ce vecteur.

5.1.12. Balser

import from Balser(S)

Description
Balser(S) comprend les fonctions utilisées pour le calcul des sommes de séries formelles en uti-
lisant ’algorithme de Balser.

Fonctions exportées

SI
7
CF

==> Singlelnteger
==> Integer
==> Complex DoubleFloat

POLODO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator

balser L (PowerSeries(S)I'List Ratio SI'CF) — CF )

balser(f, k1, ..., k], zr) calcule la somme de la série f(x) en zrlla série étant (ky,...,k,)-
sommable.

balser L (PowerSeries(S)I'List Ratio SI'CFI'Z) — List CF

balser(f, k1, ..., k], zr,n) calcule la somme f de la série f(:z;) en zrl'ainsi que toutes les
dérivées jusqu’a l'ordre n (la série est supposée (ki, ..., k,)-sommable)let retourne la liste

[f(zr), f'(zr), .o fO) (er)].
iLbalser : (PowerSeries(S)I'List Ratio SII'CF) — CF

iLbalser(f,[k1,..., k], zr) calcule la somme de la série f en zr; la série est
(K1,...,kr) — L sommable.

iLbalser : (PowerSeries(S)I'List Ratio SI'CFI'Z) — List CF

N

iLbalser(f,[k1,..., k], 2zr,n) calcule la somme f en zrlainsi que toutes les dérivées jusqu’a
'ordre n et retourne la liste [f(zr), f'(2r),..., fU(zr)]. La série f est (k1,...,k,) — il
sommable .

balserpath : (PowerSeries(S)I'List Ratio SII'Path(S)) — Record(abscisse : List CFI'sum
: List CF)

Si f(z) est une série (ki, ..., k,)-sommablel'balserpath(f,[ki, ..., k.],7) calcule la somme
de f le long du chemin yT'aux points (équidistants sur chaque chemin élémentaire) donnés
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par le champ abscisse. )
Le i-ieme terme de balserpath(f,[ky, ..., k;],7).sum est la valeur de la somme au i-ieme
point de la liste balserpath(f,[ky, ..., k.],v).abscisse.

o analytic : (PowerSeries(S)I'Path(S)) — Record(abscisse : List CFI'sum : List CF)
analytic(f,~) calcule le prolongement analytique de la série a partir de I'originel'le long
du chemin v. La série est supposée convergente a l’origine.

5.2. Contenu algorithmique

Les programmesl'écrits en A*T'sont donnés en annexe. Nous ne précisons ici que les points
qui nous semblent importants.

5.2.1. CreatePowerSeries
import from PowerSeries(S)
Description

Soit f( ) = Xjso @’ ' définie par

cond = lag, ..., 0y_1]

{6=Po<j>aj+ 4 Po(j)aje =0, jZp=m—r

Siu < 0ll n’y a pas assez de conditions initiales et on sort un message d’erreur.

Si Po(j) = ... = Py—1(y) = 0 pour rg < rl'et P, (j) # 0l'on transforme 6 en l'opérateur
P.o(j —r0)c® + -+ P.(j — ro)o”"™™ que I'on simplifie ensuite par le plus grand commun di-

viseur des coeﬂiaents.

On suppose que le polynéme P,(j) ne s’annule pas pour j > p. Une série est donc nulle si et
seulement si les premiers coefficients sont nuls. La série 0 est définie par create PowerSeries(1, [])
(icil'r = m = 0).

La série 1 est définie par createPowerSeries(1,[1]) (m = 1I'r = 0).

5.2.2. Coherent?

import from PowerSeries(S)

Description

Cette fonction teste si les premiers termes sont solutions de I’équation aux différencesl'c’est-a-
dire si Py(j)aj+ -+ + P.(j)aj4r = 0 pour j > 0.

5.2.3. Coefficients

import from PowerSeries(S)
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Description

coeﬁ?cients(f, n) ou fe PowerSeries(S) calcule les n premiers coefficients de la série. Soit m le
nombre des conditions initiales. Sin > mI'nous devons calculer les termes en utilisant ’équation
aux différences. Si le coefficient de téte P,(j) s’annule pour jo € [, p+1,...,p+n —1—m)]
(1 = m — r)l'on ne peut pas calculer le coefficient a;,4, et on sort un message d’erreur.

5.2.4. Split
import from Borel(S)

Description
split(6, ) calcule un opérateur multiple de 6I' ne comportant que des termes de la forme
Py.(j)o°*. On suppose a > 1. Si a = 1Ton retourne é.

La fonction apply(delt,l) retourne I'opérateur o' delt.

Soit (9) la liste des opérateurs apply(é,1) pour [ =0,...,r(a — 1) (r est le degré de 6).
Tant qu’on n’a pas finil’

e Soit delt le premier opérateur de (5).

o Chercher dans delt le plus petit indice k£ € IN tel que le coefficient de delt de degré k soit
non nul et tel que k ne divise pas a.

e Si un tel indice existel'on s’arréte; sinon

— Soit Pi(j) le coefficient de delt de degré k.

— Parcourir les autres opérateurs delt; (I = 2,...,#(5)) de (5). On remplace (5) par
les #(5) — 1 opérateurs obtenus en éliminant le cas échéant le coefficient de degré
k (si le coefficient P{(j) de degré k de delt; est non null'on remplace delt; par Py (j)
delt; - Pl(7)delt).

5.2.5. Split

import from Borel(S)

Description

split(f,oz) retourne sous forme de liste les « sous-séries de la série formelle. On suppose
que [ = >i>0 a;v’ est définie par & = Po(j) + --+ + P.(j)o" et par ses premiers termes
[@o, ..y am_1]. Soit 6% Popérateur split(6, ). 1l est de la forme Qo(j)+Q1(j)o*+-- -+ Qr(y)0™
et Qo(j)a; + Q1(J)aja + -+ + Qr(j)djpra = 0 pour j = p=m —r.

Pour ¢ = 0,...,a — 1I'Popérateur Qo(jo + q) + Q1(ja + ¢)o + -+ + Q#(ja + ¢)o” définit

la g-ieme sous-série f,(x) = ;50 @jasqe?’. La récurrence est valable pour les indices j € IV
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tels que ja + ¢ > pl'c’est-a-dire j > p, = max(0, (¢ — ¢)/). Les m, = u, + 7 conditions ini-
tiales agq, Gyt - .- s Qgp(my—1)a sont calculées a partir de I'équation aux différences définissant
f. On vérifie aisément que pour ¢ = 0,...,a — 1I'g + (my, — 1)a < 7Fa + p. Les pre-
miers coefficients définissant chaque sous-série sont donc facilement calculés a partir de la liste
[ao, a1, .., Graqpu—1] = coefficients(f,ra + u).

5.2.6. Borel
import from Borel(S)

Description )
Soit f(x) = X;»0 a;r’ une série formelle et 3 € IN*. La fonction borel(f,3) retourne la série

o) = X0 b;x’ avec b; = (]‘5251—1)!'

St Po(j)aj+- -+ Pr(j)ajr, = Olalors Fo(j+ L)ajpr+- -+ Po(j + Dajpr =0 et Fo(j+1)(55+
B=Dtbj+-+ PG+ DG +r)B+8-1)! by, =0.

Orpour [ =1,....r

. _((]—I_l)ﬂ—l_ﬂ_l)’_ i . ]
Qi(j) = e —£1(3ﬂ+6—1+m)esUP(5, 7).

Donc Po(j+1)bj+Pi(j+1)Q1(1)bjsr+-- -+ P (+1)Q:(J)bjs, = 0: lasérie qAﬁ(:L') est représentée

par un opérateur linéaire aux différences dont les coefficients sont des polynémes en la variable

J a coefficients dans 5.
5.2.7. Legendre
import from Lagleg

Description
Nous devons calculer des intégrales de la forme

1
=51,

ou t décrit une courbe intégrale de la forme ¢ = v(u)'u € [0...1] (to = (0) et t; = ~(1)).
L’intégrale I(x) est égale a

I(x) \Il(t)exp( —(é)% )dt

% [ w)esp (=20 ) 5/ (u)du

et est calculée numériquement par une quadrature de Gauss-Legendre a N points :
1 N v(u 1 /
52 A exp ( —(LhF ) o/ (w)
i=1
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La fonction legendre(gl) retourne la liste des poids (A;);=1,.. n et des abscisses (u;)i=1,.. 1 gl
étant un chemin élémentaire défini par le nombre de points V et par les courbes v et /.

5.2.8. Laguerre
import from Lagleg

Description
Nous devons calculer des intégrales de la forme
1 o]

](x) N B to

o t décrit une courbe intégrale de la forme ¢ = v(u)l'u € IRT (1, = 4(0)). L’intégrale I(x) est
égale a

U(t)exp (-(%)E) dt

S et e (<(1)7) ¥ (u)du

et est calculée numériquement par une quadrature de Gauss-Laguerre a N points :

—ZA\I/ exp( (M)%)’y'(ul)

La fonction laguerre(gl) retourne la liste des poids (A;);=1,.. n et des abscisses (u;)i=1,.. .n1 gl
étant un chemin élémentaire défini par le nombre de points V et par les courbes v et /.

5.2.9. Derivee

import from Laplace(S)

Description

Soit f(x) = Y ;50 ;27 une série (k1,...,k,) — L sommablel'avec k1 = oy /3. Soient f,(z) =
- s 4 . a a

Y50 Gjon+q®’ (¢ =0,...,00 — 1) les oy sous-séries et ¢,(x) = Y ;50 blz? avec b} = %

les transformées de Borel d’ordre 1/;.
La somme f en x est égale a f(x) = 23101 a?(ay + fo(x°)).

Chaque somme

Aot = 5 [ auttexp () a

est égale a la somme des intégrales le long de chaque chemin élémentairel'que I'on calcule par
les méthodes décrites en 5.2.7 et 5.2.8. On obtient alors une expression de la forme

Z% uf))exp (—(2d) 77 ) wf

100



(! = A%/ (u?)).

La dérivée n-ieme de f(x) est égale a

a1—1 n

f(n)(x) = Z Zci(ilfq)(l)(aq _|_fq($a1))(n—z)'

q=0 [=0
Les dérivées successives de la fonction f,(x°1) se calculent a partir de la formule intégrale :

d 1 1 + 1
o = Goma [, exp (—(4) ) .

Plus généralementI'la dérivée de ax® Jn, ¢q(1) exp(—(x%l)ﬁl_l)dt est égale a
b b—l/ 1)t exp (—(-t)7r ) dt b—*‘l—l/ 1)+ dt.
abx i1, Pq(1) exp( (=7)°? ) +arx I, Pq(1)

Les dérivées de f,(x°1) se calculent donc par récurrence. Si nous connaissons la liste des coef-
ficients [a, b, ¢] définissant la dérivée [-iemella dérivée (I 4 1)-ieme sera définie par la liste des
coefficients [ab,b — 1,c] et [aky,b— k1 — 1,c+ 51_1] Connaissant les valeurs des transformées
de Borel en les abscisses de quadrature et les poids associésI'nous pouvons ainsi calculer les
derivées a n’importe quel ordre de la somme.

La fonction derivee a pour premier argument borellist ’enregistrement des prolongements des oy
sous-sériesl'c’est-a-dire les abscisses y(u!)I'les sommes ¢, (v(u!)) et les poids w! (i = 1,..., N,);

derivee( borellist, oy, By, x, N) retourne la liste [f(z), f'(x),..., f™(2)].
5.2.10. iLbalser
import from balser(S)

Description
Le calcul de la somme et des dérivées d’une série (kq,...,%,) — L sommable suit le schéma
suivant :

e Scindage de la série en oy sous-séries (k1 = %),
o Calcul des transformées de Borel d’ordre 51_1;

e Prolongement de ces transformées (g—?, ey 2—2) — ¢ sommables;

e Calcul de la somme et des dérivées par quadrature.

Le prolongement d’une série formelle convergente se fait par la méthode de Runge-Kuttal'a
partir des conditions initiales calculées exactement a l'origine. La valeur calculée au bout d’un
chemin élémentaire donne les conditions initiales pour le chemin élémentaire suivant.

Le prolongement d’une série (ki,...,%,) — 1L sommable le long d'un chemin se fait de la
facon suivante :
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e On parcourt le chemin;

e 5i la méthode de calcul associée au chemin élémentaire est de type Seriel'le calcul de
la somme se fait récursivement (calcul des transformées de Borel des sous-séries...). Les
derivées calculées au bout du chemin élémentaire par quadrature donnent les conditions
initiales au début du chemin élémentaire suivant;

e 5i la méthode de calcul associée au chemin élémentaire est de type Runge-Kuttal' on
utilise la méthode de Runge-Kutta a partir des conditions initiales que 1'on a calculées
auparavant. Les derivées calculées au bout du chemin élémentaire par la méthode de
Runge-Kutta donnent les conditions initiales au début du chemin élémentaire suivant.

6. Résultats
6.1. Equation d’Euler

La série formelle E(:L') =Y uso(—1)"nlz"™*! est solution de I’équation d’Euler
x2y’ +y ==x.

Sa transformée de Borel formelle (d’ordre 1) est la série 3°,5o(—1)"2"T'laquelle admet comme

prolongement analytique la fonction H_% La série E(:L') est donc 1-sommable dans toutes les

directionsl'exceptées les directions 7 + 2#1 (I € Z).

Nous choisissons comme direction de resommation la droite IR et calculons la somme en
0.01T°0.1 et 1. Pour celal'nous avons écrit un fichier "un.as” ou 1’on définit la série d’Eulerl'et
ou l'on calcule la somme en les trois points. Voici I’historique de la session :

$ asharp -g loop -w gc
This is a pre-release of AXIOM-XL. ‘axiomxl -h info’ for more details.
%1 >> #include "sumit.as"

Comp : 2460 msec., Interp : 30 msec.

%2 >> #library un "un.ao"
h3 >> import from un

Comp : 40 msec., Interp : 0 msec.

%4 >> session()

Serie d’Euler :

Initial Conditions :1ist((0/1), (1/1))
Difference equation :tautj

Liste des pentes :
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list((1/1))

Point en lequel on veut calculer la somme :
zr = (0.01 + 0 %1)

Somme :

(0.0099019422867330075 + 0 %i)

Point en lequel on veut calculer la somme :
zr = (0.10000000000000001 + 0 %i)

Somme :

(0.091563333939787855 + 0 i)

Point en lequel on veut calculer la somme :
zr = (1 + 0 %1)

Somme :

(0.5963473622644494 + 0 i)

Comp : 10 msec., Interp :

Nous obtenons ainsi les valeurs :

E(0.01) = 0.0099019422867
E(0.1) = 0.0915633339398
E(1)=  0.5963473623

346490 msec.

Remarque : Ces valeurs peuvent d’autre part étre calculées a 1’aide de tables connues. Soit

Fi(z)= [~ %dt. Comme

z

+oo e_at ab
/0 i e Fi(ab)

pour tout a et b > 0

teo 1 1 1
E(:L'):/ e dt = ev Fy(—), «>0.
0

x

En utilisant la table de £;I'nous obtenons :
e F(0.01) = €' FE;(100) = 0.01 % 0.9901942287 = 0.009901942287
e F(0.1) = eF(10) = 0.1 % 0.9156333394 = 0.09156333394
o F(1)=¢e'Ei(1) =e*0.219383934 = 0.5963473612

La précision relative pour E(0.01)[' E(0.1) et E(1) est donc respectivement égale a 3.107'T

2.10712 et 2.1077.
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6.2. Exemple de 2-sommabilité

Il s’agit d’un exemple étudié par J. Thomann [16]. Une solution formelle fondamentale de
I’équation différentielle
4x5y//_|_ 2x2y/_|_ y = 0
est donnée par ezl_mx_%f(x) ol f(:z;) est solution de
4Py — 2(2:1;2 +2z — 1)y 4+ 3(z +2)y = 0.

N

La série formelle f(x) est 2-sommablel'dans toutes les directions exceptées I + «l (I € Z).

ei

e
w3

Nous calculons la somme en © = e's et x =

W=

£ (voir 'historique)l'z = %
$ asharp -g loop -w gc
This is a pre-release of AXIOM-XL. ‘axiomxl -h info’ for more details.

%1 >> #include "sumit.as"
Comp : 2460 msec., Interp : 30 msec.

h2 >> #library deux '"deux.ao"
h3 >> import from deux

Comp : 40 msec., Interp : 0 msec.

%4 >> session()

Serie etudiee :
Initial Conditions :1ist((0/1), (1/1))
Difference equation :tautj

Liste des pentes :
1list((2/1))

Point en lequel on veut calculer la somme :

zr = (0.33333333333333331 + 0 %i)

Somme :

(0.069524243326470447 + 1.8007867203910085e-08 %1)

Comp : 10 msec., Interp : 963780 msec.

La direction de resommation est respectivement IRTT'e'® IR" et ¢'T IRT. Nous rappelons égale-
ment les résultats obtenus par J. Thomann par la méthode des approximants de Padé et celle
des séries de factorielles généralisées SFG [16] :

arge Balser Padé SFG

0 0.06952424 0.0695243 0.0695117
7/8 | 0.130661 — 0.3370434¢ | 0.130661 — 0.337043¢ | 0.130627 — 0.337015:
7/4 | 0.304842 — 0.632041: | 0.304843 — 0.6320417 | 0.306122 — 0.630481¢
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6.3. Exemple de Ramis-Sibuya

Les directions singulieres de resommation de la série formelle solution de I’équation de Ramis-
Sibuya sont les directions 7 + 7/ (le Z).

La série formelle étant égale a f(:z;) = E(:Ii)+E(:1:2)Fla somme est égale a f(z) = E(z)+ E(2?) =
e%El(%) + em%El(;—Q) (voir 6.1). Nous obtenons a l'aide de la table de Fj :

o £(0.25) = e*E(4) + €y (16) = 0.265353775

o F(0.5) = 2By(2) + e Ey(4) = 0.567674269

o f(1) = 2eBy(1) = 1.192694722

Pour calculer la somme en ces points par 1’algorithme de BalserI'nous choisissons comme di-
rection de resommation pour qgl(:zj) et ;/3;(:1;) (I = 0,1) la droite ¢'% IRT (il ne faut pas passer
trop pres du point @ = 1/4 qui est une singularité pour les séries convergentes ;/3;(:1;) (I=0,1)).
Nous obtenons ainsi :

e f(0.25) = 0.26535392 + 4.7525175.107 74
e f(0.5) = 0.56545058 + 0.0025003453:
e f(1)=1.1387162 + 0.080168043:

Nous remarquons que plus nous nous éloignons de l’originel'moins la précision est bonne. Nous
pourrions choisir d’autres chemins (pas forcément les mémes pour les séries qgl(:zj) et ;/A)l(:z;)) et
un nombre de pas d’intégration plus élevé pour améliorer la précision du calcul. Une autre
facon de calculer la somme en 1 consiste par exemple a calculer la somme et sa dérivée en 0.25
(ou I'on a une assez bonne précision) et a effectuer le prolongement analytique de la somme le
long du chemin [0.25, 1] par une méthode de Runge-Kuttal'a partir de I’équation différentielle
dont est solution la somme et des conditions initiales en 0.25. Nous avons choisi une méthode
de Runge-Kutta a pas fixe égal a 0.015 et obtenons

f(1) = 1.16035002 — 0.00016311899:

La précision obtenue est meilleure.

Nous souhaitons a présent calculer la somme au point x = —0.25.

On considere d’une part la direction de resommation d= = 7 — € (e > 0 petit). La direc-
tion de resommation au premier niveau est and~ = 2(x — ¢€); celle du deuxieme (et dernier)
niveau est asard” = 2(x — €). La droite de direction ayayd™ est proche de la singularité i des

fonctions ¢g(x) et 11(x). Nous avons testé I'algorithme avec différents cheminslet il se trouve
que () et 11(x) se prolongent analytiquement dans la direction IRt (de plusTelles tendent
vers 0). Nous allons considérer comme chemin d’intégration Il :
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Le chemin sur lequel nous allons intégrer les fonctions ¢g(x) et ¢1(x) est la droite de direction
IR". Le point P; a partir duquel est utilisée la méthode de Runge-Kutta est le point (0.5,0.).
Nous obtenons alors comme résultat :

F7(—0.25) = —0.3009568828 + 0.05767302121:.

D’autre partI'nous pouvons également calculer la somme en —0.25 en considérant comme di-
rection de resommation la direction 2(x + €). En prenant les symétriques par rapport a 1’axe
des réels des chemins précédentsI'nous obtenons

f+(—0.25) = —0.3009568828 — 0.05767302121:.
La différence des deux valeurs est

F7(=0.25) — f+(=0.25) = 0.1153460424:.

La différence n’est pas nulle : nous avons traversé la direction singuliere IR™. Il s’agit du
phénomene de Stokes.

Nous allons comparer ce résultat avec la valeur exacte. La série formelle f(:z;) est égale a
f(:z;) = E(:L') + E(:ch) La série E(:L') est 1-sommablel'r étant la direction singuliere (mod-
ulo 27). La série E(:ch) est 2-sommablel' de directions singulieres  + 7Z. La différence
f=(=p) = ft(=p) (p > 0) est égale & E~(—p) — E*(—p)'ce que nous calculons aisément par
la méthode des résidus. Nous obtenons :

E=(=p)— E*(—p) = 2miexp (—%) :

Pour p = 0.25'la différence est égale a 0.1150806¢. Le résultat obtenu est donc de 'ordre de
2.1074,

7. Conclusion

es exemples que nous avons testés sont des cas d’école. Nous avons pu comparer nos résultats
L 1 test td d’école. N Itat
avec ceux obtenus par d’autres méthodes et ceux fournis par les tables. Ceci constitue un
premier test de validité de I’ensemble des algorithmes.

Il reste un point important a étudierl’a savoir le test de validité des résultats numériques
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obtenus. Les résultats que nous avons obtenus pour la série d’Euler et la série formelle 2-
sommable sont bons. Il semble cependant plus difficile d’obtenir une bonne précision pour la
série de Ramis-Sibuya qui est (2, 1)-sommable. Nous avons constaté une sensibilité des calculs
par rapport aux chemins.

Il y a trois niveaux d’approximation qui ne sont pas encore maitrisés actuellement : le cal-
cul des conditions initiales floues au point P a un niveau intermédiaire (mis & part le dernier
niveau)l'le prolongement analytique (pour Iinstantl'il s’agit de la méthode de Runge-Kutta)
et le calcul des transformées de Laplace. Dans I’état actuel d’avancement des travauxl'nous
n’avons pas a notre disposition des calculs de bornes d’erreurs numériques.

L’apport de Compas permet pour l'instant de palier a 1’abscence de bornes d’erreurs. En
pratiquel'nous calculons un résultat en différents chemins (et par différentes méthodes). Par
ses méthodes de visualisation]'Compas permet de tester la régularité des résultats obtenus sur
les chemins dans les différents plans de Borel et de constater quand il y a un décrochement
des méthodes numériques (ce qui arrive si le chemin est trop proche d’une singularité). Mon
travail n’a pas porté sur la qualité des méthodes numériques de prolongement (par exemplella
méthode de Runge-Kutta que nous avons implantée est une méthode d’ordre 4 a pas fixe). Ce
travail reste encore a faire.

Quoi qu’il en soitl'l’algorithme de Balser que nous avons implanté est prét a étre utilisé. Nous
avons ainsi a notre disposition un outil souplel'susceptible d’étre interactif (cet aspect est en
voie de réalisation) et pratique a I’emploil comprenant les bonnes primitivesI'permettant de
tester la validité des résultats par des recoupements.

Il fallait donner a l'utilisateur la possibilité de faire un choix entre différentes méthodes de
prolongement analytique sur les chemins choisis dans les plans de Borel. Pour I'instantI'peu de
méthodes sont disponiblesI'plusieurs sont a I’étude. Le logiciel dans son état actuel permettra
I'insertion et le test de ces méthodes dans le contexte général de la multisommation.
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Annexe 1

Convergence des séries de factorielles g-analogues

Nous allons étudier la convergence de séries de factorielles g-analogues de la forme

p B = Fq(x)
folz) = ;anma lq| # 0, 1.

Ces séries n’ont un sens que si x est différent des valeurs —[ + ligi;k? Vi e IN.Vk € Z. Nous

exclurons toujours dans ce qui suit ces points exceptionnels.

Les séries de g-factorielles sont des g-analogues des séries de facultés f(:z;) =2 >0 m =
I'(z)

ZnZO n [(z+n+1)"

- N . e . r .
Théoreme 1 : Si une série de ¢-factorielles ), -, anﬁ% converge en un point
- q

o alors :

(/) Si0<lg| <1, elle converge dans tout le plan;
(1) Si |g| > 1, elle converge dans le demi-plan R(zlog¢) > R(zglogq).

Démonstration : On pose b,(x) = a, > La(2) _ o en(T,20) = bb:((;?) = ((q;f;;q))n":f. Alors 30,50 b () =
zo+1 z+1

(z4+n+1)
>n>0 br(xo)en(x, x0) et la différence ¢, (x, x0) — cupr1(x, xo) est égale a ¢, (x, xo)%q”

On suppose que la série 32,54 b,(z0) converge.

Si0 < |g| <1 alors ¢,(x,x0) tend vers %2—05):% quand n tend vers +oo. Il existe donc une
constante C(x,x9) > 0 telle que Vn € IN, |c, (@, 20) — cogr1(x, x0)| < Cx,20)|¢]" et la série
>0 [Cnl(®, %0) — enyi(x, 0)| converge. En utilisant le test de Bois-Reymond (voir par exemple

le théoreme 1 p.126 [1])I'1a série 35,5 ba(x) converge.

Silg| > 1Teu(x,20) = q(”+1)(l’o—l’)% (p = q7') et dans ce casl'il existe une constante

C(x,x0) telle que Vn € IN, e, (x,20) — cupr(x,20)| < Ca,x0)|g™ " Si|¢™ "] < 1I'la
série 3_,5q bn(2) converge. La série converge donc dans le demi-plan limité a gauche par la

log |q|

droite passant par zol'de pente =& (¢ = |q|e"T0 < ¢ < 2; la droite est parallele a I'axe des

imaginaires purs si ¢ = 0).
Nous pouvons définir I’abscisse de convergence d’une série de g-factorielles f,(x) par

o = inf{oo € IR/ f,(x) converge dans le demi-plan R(x log ¢) > o0 log |¢|}.
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Si 0 < |g| < 1o est égale soit a —oo (la série converge dans tout le plan)['soit & +o0o (elle
diverge partout).

I'(z
z+n+1)

est la meme que celle de la série de Newton associée 3,5 é{—iﬁﬁ (paragraphe 84 p.177
[2]).

N.-E. Norlund montre que 'abscisse de convergence de la série de facultés 3,54 a, il

Considérons les séries de Newton g-analogues de la forme

- _ A, L'y (z)
9a(@) = ZZ% T,(n+ ) T,(z—n)

Elles ont été étudiées par C. Zhang [3]. Pour ¢ réell'0 < ¢ < 1T'il a montré que le domaine de
convergence de ces séries est un demi-plan.

Théoréme 2 : Soit fq(:zj) = 2 n>0 anrq(l;qf% une série de ¢-factorielles (|¢| # 0,1).

Considérons la série de Newton p-analogue associée
2

N o
W)= 2 T D T ey )

Ces deux séries sont simultanément convergentes ou divergentes.

Démonstration : Nous allons une fois de plus utiliser le test de Bois-Reymond. Posons

n.,Nn

Iy(x (-1 2 Ip(z) Tglz4n41l o -1 2 I'p(z
bul) = Gty o enl(7) = g r sy ey Posons fu(x) = fothipann By et

on(x) = #(x) Alors b, (x)cn(x) = Ba(x) et Bu(x)dn(x) = by(z).

D’autre partl'e, (x)—cpy1(x) = cn(x)%q”"'l et 6p(2)—bpq1(x) = g:;;l) (1—q—$izzj)_(§—q$+"+1)'

—x

Si0 < Jgl < 1Tey(z) = (( )))(( qq))"“ tend vers une constante et il existe C'(z) > 0

1
telle que Yn € INTI'|e,(x) — cn_|_1(:1;)| < O(@)|g]" et [6,(2) — Sup1(x)] < C(2)]g|". Les séries
Yo en(®) = cnpi(T)] et 3,50 |6n(2) — pq1 ()| convergent.

Silg| > 1le,(x) = (N ) ( iP)n(P”; Pt et il existe une constante C'(x) > 0
telle que ¥n € INI'|¢,(x )— cn_|_1( )| ( Mgl™™ et [6n(x) — dpp1(x)| < C(a)|q|™". Les séries
Yonzo |6a(®) = cugr ()] et 32,50 [6n(2) = pga ()] convergent.

AlorsI'si 32,50 ba() = fq(:zj) convergel' )", ~q bn(x)e,(2) = gp(x) converge et si 3, ~q Ba(z) =
gp(x) convergel' >~ Bn()én(2) = fq(:zj) converge.
)

Théoréme 3 : Si -, anrj(qxi(fm est une série de Newton ¢-analogue avec |¢| > 1,
soit elle converge dans tout le plan, soit elle diverge partout.

118



Pour ¢ réell'0 < ¢ < 1I'C. Zhang a calculé I’abscisse de convergence o d’une série de Newton

g-analogue g,(x). Plus précisémentI'si g,(x) = 3,50 %Fj(‘gfl)Falors

 log n(_1)\k _E(k41)
(i) Sio> 0o = et kol : Va™ =" |,
niesd k(k+1)
_log| S (1) FaggT
(i) Sio <0l = Tmel =n( 1 @™ 7
nlogg

Ce résultat se généralise a ¢ complexel'0 < |¢| < 1T'en définissant I'abscisse de convergence
d’une série de Newton ¢-analogue par inf{og € IR/ la série converge pour R(x log ¢) > oglog|q¢|}.

Théoréme 4 : Soit f,(z) = >0 @nlg(n + 1)% une série de ¢-factorielles avec

lg| > 1. Soit o sont abscisse de convergence.

log ZZ:O ap

nlog|q|

log :i% ar

(1) Sio >0 alors o =1lim

e

(i) Sio <0 alors o =lim
nlog|q]

Démonstration : D’apres le théoreme 21" abscisse de convergence de fq(:zj) est égale a ’abscisse

n, n2 n n(ntl) n2-|-1
de convergence de la série §,(x) = 3,50 %anfq(n+l)% = > n>0 (_?p(i-u) an F:(p;le)

On utilise alors le résultat de C. Zhang.
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Annexe 2

Fichiers "source” de 1’algorithme de Balser

#include "sumit.as"
#library ci 'ci.ao"
import from ci;

SUP ==> SparseUnivariatePolynomial;
AutoDer(S: BalserRing) : with {

sigma: () -> Automorphism(SUP(S,"j"));
++ Automorphisme associé & 1l’opérateur usuel de translation.
D: () -> Derivation SUP(S,"x");
++ Dérivation associée a la dérivée usuelle.
Theta: () -> Derivation SUP(S,"x");
++ Dérivation associée a la dérivée d’Euler.
}

== add {

import from Integer;
import from Derivation SUP(S,"x");
import from Automorphism SUP(S,"j");

fsigma(pol: SUP(S,"j"), n: Integer) : SUP(S,"j") == {
res: SUP(S,"j") := 0;
for 1 in 0..degree(pol) repeat {
aux : SUP(S,"j") := 1;
for i in 1..1 repeat {
aux:=aux*(monomial (coerce(n)$S,0)+monomial(1$S,1))

}

res := res+monomial (coefficient(pol,1l),0) * aux

}

res

+++ o définit 1’automorphisme: F(j) — P(j+1).
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sigma() :Automorphism SUP(S,"j") == morphism(fsigma);

fTheta(pol: SUP(S,"x")): SUP(S,"x") == {
import from S;
res: SUP(S,"x") := 0;
for 1 in 1..degree(pol) repeat {
res := res + monomial(coerce(l)$S*kcoefficient(pol,l), 1)

}

res

+++ O définit 1’operateur d’Euler: P(a) — zP'(z).
Theta() :Derivation SUP(S,"x") == derivation fTheta;

fD(pOl: SUP(S,"x")): SUP(S,"x") == {
import from S;
res: SUP(S,"x") := 0;
for 1 in 1..degree(pol) repeat {
res := res + monomial(coerce(l)$S*coefficient(pol,l), 1-1)

}

res

+++ [) définit la derivation usuelle: P(x)— P'(x).
D() :Derivation SUP(S,"x") == derivation fD;

}
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#include "sumit.as"

#library path "path.ao";

#library lagleg '"lagleg.ao"

#library differential "differential.ao"
#library borel "borel.ao"

#library laplace 'laplace.ao"

#library runge ''runge.ao"

import from complexring, path, link, geolink, method;
import from autoder,ci;

import from poldelto,Powerseries,borel;

import from polodo,differential,runge;

import from lagleg,laplace;

SUP ==> SparseUnivariatePolynomial;

POLDELTO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferenceOperator;
POLODO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator;
LOEDO ==> EulerLinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator;
SI ==> Singlelnteger;

Z ==> Integer;

F ==> DoubleFloat;

CF ==> Complex F;

Balser(S: BalserRing): with {

balser: (Powerseries(S), List Ratio SI, CF) -> CF;
++ Si f est une série formelle (ki,...,k,)-sommable,

++ balser(f,[ki,..., k], 2r) calcule la somme en zr.
balser: (Powerseries(S), List Ratio SI, CF, Z) -> List CF;
++ Si [ est une série formelle (k1,...,k, )-sommable,
++ baherﬂfﬁklw..,kA,zr,n) calcule la somme en zr,
++ ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a l’ordre n et retourne
++ la liste [f(zr), f'(zr),..., fU(zr)].
balserpath: (Powerseries(S), List Ratio SI, Path(S))
-> Record(points : List CF , value : List CF);
++ Si [ est une série formelle (k1,...,k, )-sommable,

A

++ balserpath(f,[k1,..., k], ch) calcule la somme le long du chemin ch.
ilbalser: (Powerseries(S), List Ratio SI, CF) -> CF;
++ Si f est une série formelle (ki,...,K,) — ¢l sommable,

A

++ balser(f,[k1,...,K,],2r) calcule la somme en zr.

<+

123



ilbalser: (Powerseries(S), List Ratio SI, CF, Z) -> List CF;
++ Si f est une série formelle (ki,...,K,) — L sommable,
+ baker(fﬁﬁlw..,ﬁA,zr,n) calcule la somme en zr, ainsi que
++ toutes ses dérivées jusqu’d l’ordre n et retourne la liste
b [Fr), F(zr)sn s SO o).
ilbalserpath: (Powerseries(S), List Ratio SI, Path(S))
-> Record(points : List CF , value : List CF);
++ Si f est une série formelle (ki,...,K,) — L sommable,
++ iLbaherpaﬁmfi[ﬁh...,mA,ch) calcule la somme
++ le long du chemin ch.
analyticpath: (Powerseries(S),Path(S))
-> Record(points : List CF , value : List CF);
++ 351 f est une série formelle convergente,
++ anahﬁuqnﬁh(f,ch) calcule le prolongement analytique de la

++ somme le long du chemin ch par la méthode de Runge-Kutta.

}

add {

<+

<+

+++ Calcule la somme en zr d’une série formelle (kq,...,k,)-sommable.
balser(ps : Powerseries(S) , sum : List Ratio SI , zr : CF ) : CF =
import from Z;
import from List CF;
bal := balser(ps, sum, zr, 0);
first(bal)

}

+++ Calcule la somme en zr ainsi que les dérivées jusqu’a 1l’ordre

+++ n d’une série (ky,...,k,)-sommable.

balser(ps:Powerseries(S), sum:List Ratio SI , zr:CF , n:Z): List CF ==
import from Borel(S);
kappasum := kappasummability(sum);
ilbalser(ps, kappasum, zr, n)

}

+++ Calcule la somme en zr ainsi que les dérivées jusqu’a 1l’ordre
+++ n d’une série (kKy,...,K,) —¢[ sommable.
ilbalser(ps:Powerseries(S), kappasum:List Ratio SI, zr:CF):CF ==

import from Z;

import from List CF;

bal := ilbalser(ps, kappasum, zr, 0);

first(bal)

}
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+++ Calcule la somme en zr ainsi que les dérivées jusqu’a 1l’ordre

+++ n d’une série (kKy,...,K,) —¢[ sommable.

ilbalser(ps:Powerseries(S), kappasum:List Ratio SI, zr:CF, n:Z):List(CF)=={
import from Laplace(S);
(#kappasum=0) => error("You should not use Balser’s algorithm in the
convergent case');
borellist := boreltransform(ps, kappasum);
a : SI
b : sI
derivee(borellist,a,b,zr,n)

}

numer (kappasum. 1) ;
denom(kappasum.1);

+++ Si [ =3, ., a,2" est une série (K1,...,kr) — ¢l sommable avec

+++ gl = a1 /P1, borehransﬂnvn(ﬂ[&1V..,mA) scinde f en a; sous-séries,
+++ puis calcule leur transformée de Borel d’ordre 1/3; le long d’un
+++ chemin demandé & 1l’utilisateur; initerms représente la liste
+++ [ag,...,a,,_1] et listBorel les «; transformées de Borel.

boreltransform(ps: Powerseries(S), kappasum: List Ratio SI):
Record( listBorel:List Record(vi:List(CF),phiqvi:List(CF) ,wi:List(CF)),
initerms: List Quotient(S) ) ==

import from Borel(S);

import from Partial Quotient(S);
import from POLDELTO(S);

import from Laplace(S);

import from SUP(S,"j");

import from S,Z;

a : SI := numer(kappasum.l);

b : SI := denom(kappasum.1);

listBorel: List Record(vi:List CF, phiqvi:List CF, wi:List CF):= nil;
initerms: List Quotient(S) := nil;

subseries : List Powerseries(S) := split(ps,a);

kappa:=[numer (kappasum.l)/(denom(kappasum.l)*a) for 1 in 2..#kappasum];

for q in 1..a repeat {
print << "On traite la sous-série " << q;
print << newline;
print << kappa << newline;
fq := subseries.q;
print << fq << newline;
phiq := borel(fq,b);
print << "Transformee de borel:";
print << phigqg;
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print << newline;

print << newline;

ch := readpath();

if (#kappasum=1) then res := analytic(phiq,ch)

else res := balserl(phiq,kappa,ch);

listBorel := concat!( listBorel, list res);

initerms := concat!( initerms, list coerce(coefficient(£fq,00Z)))

}

[1istBorel, initerms]

}

+++ anahﬁuif,ch) calcule le prolongement de la somme de f le long du

+++ chemin ch, en les abscisses de quadrature de Gauss-Laguerre pour le

+++ dernier maillon du chemin, de Gauss-Legendre ailleurs. La série

+++ est supposée convergente.

analytic( phiq : Powerseries(S), ch: Path(S)):

Record(vi:List CF, phiqvi:List CF, wi:List CF) ==

import from Differential(S),Laplace(S);

import from Record(eqdiff: POLODO(S),sec:SUP(S,"x"));

import from Integer, Singlelnteger,S;

import from Path(S),List Link(S),GeoLink;

import from Record(vi:List CF,phiqvi:List CF,wi:List CF,ycond:List CF);

diffeq := diffequation(phiq);
differentialeq : POLODO(S) := diffeq.eqdiff;
r: Integer := degree(differentialeq) ;
sec: SUP(S,"x") := diffeq.sec;
if (r = 0) then {
r :=1;
deriv(differentialeq, sec)
}
listcoef : Partial List Quotient(S) := coefficients(phiq, r+l);
failed? 1listcoeff ==> error("You should give more initial conditions");
coeff : List Quotient(S) := coerce(listcoef);
ycond : List CF := nil;
for i in 0..r-1 repeat {
coef := first coeff;
ycond:=concat!(ycond, list(coerce(factorial(i)*numerator(coef))$sS

/coerce(denominator(coef))));
coeff := rest coeff

}

coef := first coeff;
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znieme : CF := coerce(factorial r * numerator(coef))$S
/coerce(denominator(coef)) ;

rch: List Link(S)
nbpath := #(rch);
weightlist : List CF := nil;
vilist : List CF := nil;
phigvilist : List CF := nil;
for 1 in 1..nbpath repeat {
gl : GeoLink:=coerce(rch.1l);

coerce(ch);

aux := analyticlocal(gl,nbpath-1,ycond, znieme,differentialeq,sec);
vilist := concat!(vilist,aux.vi);
phiqvilist := concat!(phiqvilist,aux.phiqvi);
weightlist := concat!(weightlist,aux.wi);
if (1 < nbpath) then ycond := aux.ycond
}
[vilist,phiqvilist,weightlist] ;

}

+++ Prolongement sur un chemin élémentaire.

analyticlocal( gl:GeoLink, 1l:Singlelnteger, ycond:List CF, znieme:CF,
differentialeq:POLODO(S), sec:SUP(S,"x")):
Record(vi:List CF, phiqvi:List CF, wi:List CF, ycond:List CF) ==

import from Record(mp: SI, gamma: F -> CF, gammaderiv: F -> CF);
import from S;

import from Lagleg;

import from Record(absci: List F, weight: List F);

import from Runge Kutta(S);

import from F;

rgl := coerce(gl);

gamma := rgl.gamma;
gammaderiv := rgl.gammaderiv;
derivs := generateDerivs(differentialeq, sec,gamma,gammaderiv,znieme);

if (1=0) then {
lag := laguerre(gl);
abscisse := lag.absci;
welght := lag.weight
}

else {
leg := legendre(gl);
abscisse := leg.absci;
welght := leg.weight
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1
tbegin: F := 0;
nbpoint := #(abscisse);
weightlocal : List CF := nil;
vilocal : List CF := nil;
phiqlocal : List CF :
ycondlocal: List CF :

nil;

nil;

for i in 1..nbpoint repeat {

ti := abscisse.i;
vi := gamma(ti);
wl := weight.i;

ycond := rk4f(ycond, tbegin, ti, 10Q@SI, derivs);
yi := first ycond;
vilocal := concat!(vilocal,list vi);

weightlocal := concat!(weightlocal, list(wi * gammaderiv(ti)));

phigqlocal := concat!(phiqlocal, list yi);
print << "x= "<<$CF vi << newline;
print << "y= "<<$CF yi << newline;

tbegin := ti

}

if (1

= 0) then ycondlocal := rk4f(ycond,tbegin, 1., 100@SI, derivs);

[vilocal,phiqlocal,weightlocal,ycondlocall

}

+++ Si ¢ est une série (K1,...,K,) — ¢l sommable, bakerl@ﬁ[mlw..,mA,ch)

+++ calcule la somme de ¢ le long du chemin ch, en les abscisses de

+++ Gauss-Laguerre sur le dernier maillon, de Gauss-Legendre ailleurs.

balserl(phiq:Powerseries(S) , kappasum : List Ratio SI, ch : Path(S)):
Record(vi:List CF, phiqvi:List CF, wi:List CF) ==

import
import
import
import
import
import
import

import

diffeq

from Differential(S);

from Record(eqdiff: POLODO(S), sec: SUP(S,"x"));

from Laplace(S);

from List Link(S);

from Lagleg;

from Record(absci: List F, weight: List F);

from Record(
listBorel:List Record(vi:List(CF),phiqvi:List(CF) ,wi:List(CF)),
initerms:List Quotient(S));

from Runge Kutta(S);

:= diffequation(phiq);

differentialeq := diffeq.eqdiff;
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r: Integer := degree(differentialeq) ;
sec := diffeq.sec;
if (r = 0) then {
r :=1;
deriv(differentialeq, sec)
}
rch : List Link(S) := coerce(ch);
weightlist : List CF := nil;
vilist : List CF := nil;
phigvilist : List CF := nil;

for 1 in 1..#rch repeat {
gl : GeoLink := coerce(rch.l);
rgl: Record(np:SI, gamma:F->CF, gammaderiv:F->CF):=coerce(gl);
gamma: F -> CF := rgl.gamma;
gammaderiv: F -> CF := rgl.gamma;
if (l=#rch) then {
lag := laguerre(gl);
abscisse := lag.absci;
welght := lag.weight

}

else {
leg := legendre(gl);
abscisse := leg.absci;

welght := leg.weight

}

mch: Method(S) := coerce(rch.l);
if typeSerie?(mch) then {
a: SI numer (kappasum.1);
b : SI denom(kappasum.1);
borellist := boreltransform(phiq, kappasum) ;

for i in 1..#abscisse repeat {

ti: F := abscisse.i;

vi: CF := gamma(ti);

yi := first derivee(borellist,a,b,vi,0);
wi: CF := weight.i * gammaderiv(ti);
vilist := concat!(vilist, list vi);

weightlist := concat!(weightlist, list wi);
phiqvilist := concat!(phiqvilist, list yi);
print << "x= "<<$CF vi << newline;
print << "y= "<<$CF yi << newline

}

ycond := derivee(borellist,a,b,gamma(1l),r-1)
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}

else {
tbegin: F :=0.;
derivs:=generateDerivs(differentialeq, sec,gamma,gammaderiv,0);
v0 := beginGeoLink(gl) ;

for i in 1..#abscisse repeat {

ti: F := abscisse.i;
vi: CF := gamma(ti);
wi: CF := weight.i * gammaderiv(ti);

ycond := rk4f(ycond, tbegin, ti,10@SI, derivs);
yi := first ycond;

vilist := concat!(vilist, list vi);

weightlist := concat!(weightlist, list wi);
phiqvilist := concat!(phiqvilist,list yi);
tbegin := ti;

print << "x= "<<$CF vi << newline;

print << "y= "<<$CF yi << newline

}

if 1 < #rch then ycond := rk4f(ycond,tbegin,1.,100SI,derivs)

}

}

[vilist,phiqvilist,weightlist]

}

deriv(differentialeq: POLODO(S), sec: SUP(S,"x")):() == {
import from AutoDer(S);
import from Derivation SUP(S,"x");
import from Z;

a0: SUP(S,"x") := coefficient(differentialeq, 0);
alOderiv: SUP(S,"x") := function(D()) aOl;

differentialeq := monomial(aOderiv, 0) + monomial(a0,1);
sec:= function(D()) sec;
O

}

+++ Calcul de la somme d’une série multisommable le long du chemin ch,
+++ les points en lesquels est calculée la somme étant équidistants
+++ sur chaque chemin élémentaire.
balserpath(ps:Powerseries(S), sum:List Ratio SI, ch:Path(S)):
Record(points:List CF, value:List CF) ==
import from Borel(S);
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kappasum := kappasummability(sum);
ilbalserpath(ps, kappasum, ch)

}

+++ Calcul de la somme d’une série :[-multisommable le long du chemin

+++ ch, les points en lesquels est calculée la somme étant

+++ équidistants sur chaque chemin élémentaire.

ilbalserpath(ps:Powerseries(S), kappasum:List Ratio SI, ch:Path(S)):
Record(points:List CF, value:List CF) ==

import from Differential(S);

import from Record(eqdiff: POLODO(S), sec: SUP(S,"x"));

import from Laplace(S),Lagleg;

import from List Link(S);

import from Runge Kutta(S);

import from Record(
listBorel:List Record(vi:List(CF),phiqvi:List(CF) ,wi:List(CF)),
initerms:List Quotient(S));

diffeq := diffequation(ps);
differentialeq := diffeq.eqdiff;
r: Integer := degree(differentialeq) ;
sec := diffeq.sec;
if (r = 0) then {

r :=1;

deriv(differentialeq, sec)

}
rch : List Link(S) := coerce(ch);
abs: List CF := nil;
val : List CF := nil;

for 1 in 1..#rch repeat {
gl : GeoLink := coerce(rch.l);
rgl: Record(np:SI, gamma:F->CF, gammaderiv:F->CF) := coerce(gl);
gamma: F -> CF := rgl.gamma;

gammaderiv: F -> CF := rgl.gamma;

n := rgl.np;

nF: F := coerce(n);

abscisse : List F := [coerce(i)/nF for i in 1..n];

mch: Method(S) := coerce(rch.l);
if typeSerie?(mch) then {
a : SI := numer(kappasum.1);
b : SI := denom(kappasum.1);
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borellist := boreltransform(ps, kappasum);
for i in 1..#abscisse repeat {

ti: F := abscisse.i;

vi: CF := gamma(ti);

abs := concat!(abs, list vi);

val := concat!(val, derivee(borellist,a,b,vi,0))

}

ycond := derivee(borellist,a,b,gamma(1l),r-1)

}

else {
tbegin: F :=0.;
derivs := generateDerivs(differentialeq, sec, gamma, gammaderiv,0);

v0 := beginGeoLink(gl) ;
for i in 1..#abscisse repeat {

ti: F := abscisse.i;
vi: CF := gamma(ti);
abs := concat!(abs, list vi);

ycond := rk4f(ycond, tbegin, ti,100SI, derivs);
val := concat!(val,list ycond(1));
tbegin := ti
}
}
}
[abs,vall]

}

+++ Calcul de la somme d’une série convergente le long du chemin ch.
+++ Les points en lesquels est calculée la somme sont équidistants
+++ sur chaque chemin élémentaire.
analyticpath(ps: Powerseries(S), ch: Path(S)):

Record(points:List CF, value:List CF) ==

import from Differential(S),Laplace(S);

import from Record(eqdiff: POLODO(S),sec:SUP(S,"x"));

import from Integer, Singlelnteger,S;

import from Path(S),List Link(S),GeoLink;

import from Record(vi : List CF , phiqvi : List CF ,ycond:List CF);

diffeq := diffequation(ps);
differentialeq : POLODO(S) := diffeq.eqdiff;
r: Integer := degree(differentialeq) ;
sec: SUP(S,"x") := diffeq.sec;
if (r = 0) then {
r :=1;
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deriv(differentialeq, sec)

}

ycond : List CF := nil;
for i in 0..r-1 repeat {
coeff : Partial Quotient(S) := coefficient(ps,i);
failed? coeff ==> error("You should give more initial conditions");
coefff : Quotient(S) := coerce(coeff);
ycond:=concat!(ycond, list(coerce(factorial(i)*numerator(coefff))$sS ))
/coerce(denominator(coefff))
}

coeff : Partial Quotient(S) := coefficient(ps,r);

failed? coeff ==> error("You should give more initial conditions");

coefff : Quotient(S) := coerce(coeff);

znieme : CF := coerce(factorial r * numerator(coefff))$S ;
/coerce(denominator (coefff))

rch: List Link(S) := coerce(ch);
nbpath := #(rch);

abs : List CF := nil;

val : List CF := nil;

for 1 in 1..nbpath repeat {
gl : GeoLink:=coerce(rch.1l);
aux := analyticloc(gl,nbpath-1,ycond, znieme,differentialeq,sec);

concat! (abs,aux.vi) ;
concat! (val,aux.phiqvi);
if (1 < nbpath) then ycond := aux.ycond

}

[abs,val] ;

}

abs :

val :

analyticloc( gl:GeoLink, 1l:SinglelInteger, ycond:List CF, znieme:CF, ):
differentialeq:POLODO(S), sec:SUP(S,"x")
Record(vi:List CF, phiqvi:List CF,ycond:List CF) ==

import from Record(mp: SI, gamma: F -> CF, gammaderiv: F -> CF);
import from S;

import from Lagleg;

import from Runge Kutta(S);

import from F;

rgl := coerce(gl);
gamma := rgl.gamma;
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gammaderiv := rgl.gammaderiv;

n := rgl.np;

nF: F := coerce(n);

abscisse : List F := [coerce(i)/nF for i in 1..n];

derivs := generateDerivs(differentialeq, sec,gamma,gammaderiv,znieme);

tbegin: F := 0;
vilocal : List CF := nil;

phiqlocal : List CF := nil;

ycondlocal: List CF := nil;

for i in 1..n repeat {
ti := abscisse.i;
ycond := rk4f(ycond, tbegin, ti, 10Q@SI, derivs);
vilocal := concat!(vilocal,list gamma(ti));

phiglocal := concat!(phiqlocal, list ycond.1l);
tbegin := ti

}

ycondlocal := ycond;
[vilocal,phiqlocal,ycondlocal]

}

134



#include "sumit.as"
#library powerseries ''powerseries.ao"

import from powerseries;
import from poldelto;
import from autoder, ci;

SUP ==> SparseUnivariatePolynomial;

POLDELTO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferenceOperator;
SI ==> Singlelnteger;

Z ==> Integer;

Borel(S: BalserRing): with {

borel: (PowerSeries(S), SI) -> PowerSeries(S);

++ Calcule la transformée de Borel d’une série formelle.
kappasummability : List Ratio SI -> List Ratio SI;

++ Définit les ordres des transformées de Borel-Laplace.
split: (PowerSeries(S), SI) -> List PowerSeries(S);

++ Scinde une série formelle.
split: (POLDELTO(S), SI) -> POLDELTO(S);

++ Scinde un opérateur aux différences.
i

== add {

+++ Retourne la liste [Ky,..,Kp).
kappasummability(sum : List Ratio SI ) : List Ratio SI == {
ASSERT (#sum >=1);
kappasum : List Ratio SI := list (sum.1);
#sum = 1 => kappasum;
for i in 2..#sum repeat {
kappasum := concat! (kappasum, list(1/(1/sum.i-1/sum.(i-1))))

}

kappasum

}

gamma(l: SI): S == {
res: SI :=1;
for i in 2..1 repeat res := res*(i-1);
coerce(res)
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facteur(l:Integer,b:Integer): SUP(S,"j") ==
import from SUP(S,"j");
import from S;

(1L =0) =>1;

res: SUP(S,"j") := 1;

for i in 1..1%b repeat {
fact : SUP(S,"j") := monomial(coerce(b)$S,1);
fact := fact+coerce(coerce(b+i-1)$S)$SUP(S,"i");
res := res*fact

}

res

+++ Calcule la psecudo transformée de Borel formelle d’ordre 1/b d’une série
+++ formelle.

borel(ps: PowerSeries(S), b: SI): PowerSeries(S) ==

import from Partial List Quotient(S),S,SI,Z;
import from List Quotient(S);

import from SUP(S,"j");

import from Automorphism SUP(S,"j");

ASSERT (b > 0);
cond := initcond(ps);
m : SI := #cond;
delta : POLDELTO(S) := delto(ps);
r := degree(delta);
condd:Partial List Quotient(S):=coefficients(ps,m+1l)$PowerSeries(S);
failed? condd => error( "Impossible to calculate the next coefficient
in order to define the Borel transform";)
condaux : List Quotient(S) := rest(coerce(condd));
condbo: List Quotient(S) := nil;
for 1 in 1..m repeat {
condbo:=concat! (condbo, list(numerator(first condaux)

/(denominator(first condaux)*gamma(b*1))));
condaux := rest condaux

}

deltabo: POLDELTO(S) := 0;

for k in 0..r repeat {
mon: SUP(S,"j") := apply(sigma()$AutoDer(S),coefficient(delta,k));
mon := mon * facteur(k,coerce b);
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bor:

bor

}

deltabo := deltabo + monomial (mon,k)

}

PowerSeries(S) := createPowerSeries(condbo,deltabo);

apply(delt: POLDELTO(S), 1: Integer): POLDELTO(S) ==
import from Automorphism(SUP(S,"j"));
import from AutoDer(S);

res

POLDELTO(S) := 0;

for i in 0..degree(delt) repeat {

res

res := res + monomial(apply(sigma()i, coefficient(delt,i)), i+1)

}

inconnues( delt: POLDELTO(S), a: SingleInteger): Partial Integer ==
import from Integer;

inc :

1

Boolean := false;
Integer := 1;

while inc and (1 <= degree delt) repeat {

coef : SUP(S,"j") := coefficient(delt,l);
if coef = 0 then 1 := 1+1

else {
1 rem coerce a = 0 => inc := true;
1 :=1+1

}
}

inc => failed;

coerce(l)

}

+++ Calcule un multiple d’un opérateur aux différences tel que les

+++ coefficients des termes o

¥ avec k non congru a & soilent nuls.

split(delt: POLDELTO(S), a:SingleInteger) : POLDELTO(S) ==
import from SUP(S,"j");
import from Integer;

(a
r o
(r

ai

1) => delt;
degree(delt);
0) => delt;

Integer := coerce a;

equations : List POLDELTO(S) := list delt;
for i in 1..r*(ai-1) repeat {
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equations := concat'!(equations,list apply(delt,i))
}
fini : Boolean := false;
while fini repeat {
pol := first equations;
ind : Partial Integer := inconnues(pol, a);
1f failed? 1ind then fini := true
else {
1 : Integer := coerce(ind);
Pl := coefficient(pol,l);
eqaux := rest equations;
equations := nil;
for i in 1..#eqaux repeat {
delti := eqaux.1i;
if coefficient(delti,l) = 0 then
equations := concat'!(equations, list delti)
else
equations:=concat! (equations,
list(Pl*delti-coefficient(delti,1l)*pol))

pol

}

transform(q:SingleInteger, a:Singlelnteger, 1:Integer):SUP(S,"j") == {
import from S;
res : SUP(S,"j") := 1;
for i in 1..1 repeat {
res := res * (monomial(coerce(q)$S,0) + monomial(coerce(a)$s,1))

}

res

apply (pol:SUP(S,"j"), q:Singlelnteger, a:Singlelnteger) :SUP(S,"j") ==
import from Integer;
res : SUP(S,"j") := 0;
for 1 in 0..degree(pol) repeat {
res := res + monomial(coefficient(pol,l),0)*transform(q,a,l)

}

res

+++ Scinde une série formelle en a sous-séries.
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split(ps:PowerSeries(S), a:SingleInteger) : List PowerSeries(S) == {
import from POLDELTO(S);
import from Integer;
import from List Quotient(S);

ASSERT( a >= 1);

a =1 =>1list ps;

delt delto(ps);

cond := initcond(ps);

deltsplit := split(delt,a);

ai : Integer := coerce a;

k : Integer := degree(deltsplit) quo ai;
resdelt : List PowerSeries(S) := nil;

m: Integer := coerce(#cond);
r: Integer := degree(delt);

mu :=m - T;
conddd : Partial List Quotient(S) := coefficients(ps,mu+taix*k);
failed? conddd => error( "Not enough initial conditions
in order to split the PowerSeries'");
condd : List Quotient(S) := coerce(conddd);
card := #condd;
for q in 0..a-1 repeat {
muq : Integer := 0;
while (mug*ai < mu- coerce(q)) repeat muq := muq+l;
mq := k + muqg;
deltq : POLDELTO(S) := 0;
for 1 in 0..k repeat {
deltq:=deltq+monomial (apply(coefficient(deltsplit,l*ai),q,a),l)
}
initcondq : List Quotient(S) := nil;
1:5inglelnteger := 0;
while (coerce(i) <= mq-1) repeat {

initcondq := concat!(initcondq, list condd.(g+i+i*a));
i:=1+1
}
resdelt := concat!(resdelt,list createPowerSeries(initcondq,deltq));
}
resdelt

}
}
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#include "sumit"

#library complexring 'complexring.ao"
import from complexring;

F ==> DoubleFloat;
CF ==> Complex DoubleFloat;

BalserRing : Category

BalInt : BalserRing
Rep ==> Integer;

Integer add {

import from Rep;
import from F;
import from CF;

Join(IntegralDomain,ComplexRing) ;

coerce(i:%):CF == {ii Integer := rep(i);
iii: F:=coerce(ii)$F;
complex(1ii,0.)
}

extree(x:%) :ExpressionTree == extree rep x;

coerce(i:Integer):% == per(i);

}
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————————————————————————————— differential.as --—-————-=-==—————————— -
#include "sumit.as"

#library powerseries ''powerseries.ao"
#library polodo '"polodo.ao"
#library eulerlodo "eulerlodo.ao"

import from ci,autoder;
import from poldelto,powerseries;
import from polodo,eulerlodo;

Z ==> Integer;

SUP ==> SparseUnivariatePolynomial;

POLDELTO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferenceOperator;
POLODO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator;
AUTOMOR ==> Automorphism;

LOEDO ==> EulerLinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator;

Differential(S: BalserRing ): with {

diffequation: PowerSeries(S) -> Record(eqdiff:POLODO(S),sec:SUP(S,"x"));
++ Retourne une équation différentielle dont est solution la série
++ formelle.

eulerequation: PowerSeries(S) -> Record(eqdiff:LOEDO(S),sec:SUP(S,"x"));
++ Retourne une équation différentielle (avec 1’opérateur d’Euler)
++ dont est solution la série formelle.

}

== add {
diffequation(ps:PowerSeries(S)) :Record(eqdiff:POLODO(S),sec:SUP(S,"x"))=={

import from Integer,S,Quotient S,Partial Quotient S,

import from UnivariateSkewPolynomialCategoryOps(SUP(S,"x"),POLODO(S));
import from POLDELTO(S);

import from Derivation SUP(S,"x");

import from AUTOMOR SUP(S,"x");

import from AutoDer(S);

delta := delto(ps);
r := degree(delta);
lodop: POLODO(S) := 0;
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m

Integer := coerce(#initcond(ps));

for i in 0..r repeat {

pol:

Q: SUP(S,"j") := coefficient(delta,r-i);
q := degree(Q);
for j in 0..q repeat {
lodoij: POLODO(S) := 1;
11 :POLODO(S) :=monomial (monomial (coerce(i-r)$S,0)$SUP(S,"x"),0);
1i := 1i + monomial (monomial(1$S,1)$SUP(S,"x"),1);
for 1 in 1..j repeat {
lodoij := times( lodoij,li,1$AUTOMOR(SUP(S,"x")),
function D()$Derivation(SUP(S,"x")))
}

lodop := lodop +
monomial (monomial (coefficient(Q,j),1)$SUP(S,"x"),0)*1lodoij
}
}

List Quotient(S) := nil;

for 1 in 0..r-1 repeat {

pl: Quotient(S) := 0;

for i in r-1..r repeat {
alpha: Quotient(S) := coerce(coefficient(ps,i-r+l));
beta:S:=apply(coefficient(delta,i),coerce(l-r)$sS)$SUP(S,"j");
pl := pl + (numerator(alpha)*beta)/ denominator(alpha)

}

pol := concat!(pol,list(pl))
}

for 1 in r..m-1 repeat {

pl: Quotient(S) := 0;

for i in 0..r repeat {
alpha: Quotient(S) := coerce(coefficient(ps,i-r+l));
beta:S:=apply(coefficient(delta,i),coerce(l-r)$sS)$SUP(S,"j");
pl := pl + (numerator(alpha)*beta)/ denominator(alpha)

}

pol := concat!(pol,list(pl))

}

div: S :=1;
for a in pol repeat div := div * denominator(a);
divv: Quotient(S) := coerce(div);

poly: SUP(S,"x") := 0;
for 1 in 0..m-1 repeat {

poly:=poly+monomial (numerator (divv*first(pol)),1);
pol := rest pol

}

dispose! (pol);
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lodop:=monomial (monomial (div,0)$SUP(S,"x"),0)*1lodop;
[lodop,polyl

}

eulerequation(ps:PowerSeries(S)) :Record(eqdiff:LOEDO(S),sec:SUP(S,"x"))=={

import from Integer,S,Quotient S,Partial Quotient S;

import from UnivariateSkewPolynomialCategoryOps(SUP(S,"x"),LOEDO(S)) ;
import from POLDELTO(S);

import from Derivation SUP(S,"x");

import from AUTOMOR SUP(S,"x");

import from AutoDer(S);

delta := delto(ps);
r := degree(delta);
lodo: LOEDO(S) := 0;
m : Integer := coerce(#initcond(ps));
for i in 0..r repeat {
Q: SUP(S,"j") := coefficient(delta,r-i);
q := degree(Q);
for j in 0..q repeat {
lodoij: LOEDO(S) := 1;
11i:LOEDO(S) :=monomial (monomial (coerce(i-r)$S,0)$SUP(S,"x"),0);
li:=li+monomial (monomial (1$S,0)$SUP(S,"x"),1);
for 1 in 1..j repeat {
lodoij:=times( lodoij,1i,1$AUTOMOR(SUP(S,"x")),
function Theta()$Derivation(SUP(S,"x")))
}

lodo := lodo +
monomial (monomial (coefficient(Q,j),1)$SUP(S,"x"),0)*1lodoij
}
}

pol: List Quotient(S) := nil;
for 1 in 0..r-1 repeat {
pl: Quotient(S) := 0;
for i in r-1..r repeat {
alpha: Quotient(S) := coerce(coefficient(ps,i-r+l));
beta:S:=apply(coefficient(delta,i),coerce(l-r)$sS)$SUP(S,"j");
pl := pl + (numerator(alpha)*beta)/ denominator(alpha)

}

pol := concat!(pol,list(pl))
}

for 1 in r..m-1 repeat {
pl: Quotient(S) := 0;
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for i in 0..r repeat {
alpha: Quotient(S) := coerce(coefficient(ps,i-r+l));
beta:S:=apply(coefficient(delta,i),coerce(l-r)$sS)$SUP(S,"j");
pl := pl + (numerator(alpha)*beta)/ denominator(alpha)

} pol := concat!(pol,list(pl))
} div: S := 1;
for a in pol repeat div := div * denominator(a);
divv: Quotient(S) := coerce(div);

poly: SUP(S,"x") := 0;
for 1 in 0..m-1 repeat {
poly := poly + monomial (numerator(divv * first(pol)),l);
pol := rest pol
}
dispose! (pol);
lodo := monomial (monomial{(div,0)$SUP(S,"x"),0) * lodo;
[lodo,poly]

}
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#include "sumit.as"

#library autoder "autoder.ao"
import from autoder,ci;

LODO ==> LinearOrdinaryDifferentialOperator;
SUP ==> SparseUnivariatePolynomial;

EulerLinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator(S: BalserRing):
UnivariateSkewPolynomialCategory SUP(S,"x")

== LODO(SUP(S,"x"),Theta()$AutoDer(S),"Theta'");
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#include "sumit.as"

#library geolink '"geolink.ao";
import from geolink;

F ==> DoubleFloat;

SI
CF

==> Singlelnteger;
==> Complex F;

Lagleg: with {

laguerre:

legendre:

}

add {

GeoLink -> Record(absci:

GeoLink -> Record(absci:

List F, weight:

List F, weight:

List F);

List F)

+++ Définit les abscisses (f;) et les poids de la formule de quadrature

+++ de Laguerre.

Les poids sont ceux des tables de quadrature.

+++ Par la suite, les poids seront le produit de ces poids par

+++ /(1) exp(...).
laguerre(gl: GeolLink):

Record(absci:

On se limite pour 1l’instant & 32 abscisses.

List F, weight: List F) ==

rgl:Record(np:SI,gamma:F->CF,gammaderiv:F->CF) :=coerce(gl);

nlag := rgl.np;
abscisses: List F :=
[ 0.044489365833267025,
0.576884629301886420,
1.72240877644464520,
3.49221327302199450,
5.90395850417424360,
8.98294092421259580,
.7636979867427250),
.2924543367153130,
.6308890131967750,
.8621018163234710,
.1004948057519710,
.5092079957549340,
.3337213333969110,
.9753772879350480,
.1874469779135280,
.8295428682839720,

0.234526109519618520,
1.07244875381781750,
2.52833670642579450,
4.61645676974976730,
7.35812673318624040,

10

19
25
32

49
59
72

.7830186325399720,
14.

9311397555225550,

.85568609403360540,
.6286360224592470,
.3466291539647350,
40.

1457197715394420,

.2243949873086430,
.8925091621340210,
.6876280906627170,
88.

7353404178923960,

111.751398097937680 ] ;
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weights: List F :=

[ 0.114187105768104840, 0.266065216897615110,
0.418793137324853030, 0.572532846499804740,
0.727648788380971380, 0.884536719340249710,
1.04361887589207680, 1.20534927415235260,
1.37022133852178110, 1.53877725646864450,
1.71161935268645730, 1.88942406344948410,
2.07295934024653360, 2.26310663399696350,
2.46088907248823600, 2.66750812639711680,
2.88439209292204150, 3.11326132703958600,
3.35621769259580220, 3.61586985648426860,
3.89551304494854950, 4.19939410471158470,
4.53311497853436170, 4.90427028761124460,
5.32350097202366590, 5.80633321423362120,
6.37661467415965270, 7.07352658070724300,
7.96769350929590010, 9.20504033127818850,
11.1630130907678720, 15.3901804152606420 ] ;

[abscisses,weights]

}

+++ Définit les abscisses (f;) et les poids de la formule de quadrature

+++ de Legendre. Les poids sont ceux des tables de quadrature.

+++ Par la suite, les poids seront le produit de ces poids par

+++ 74'(;)exp(.... 0On se limite pour 1’instant & 32 abscisses.

legendre(gl:GeolLink) :Record(absci:List F,weight:List F)=={

abscisses: List F :=
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O O O O O OO O O O O O O O O o

.001368069075259215,
.0176188722062468040,
.0518394221169739520,
.102758102016028790,
.168477866534892390,
.246550045533885320,
.334065698858936190,
.427764019208601710,
.524153832843869130,
.619643681126068580,
.710675638065317630,
.793857878620381170,
.866091059370144850,
.924683806866285000,
.967453037968869830,
.992805755772634250,

weights: List F :=

[

0

(@]

O O O O O O O O O O O O O o

.00350930500473504810,
.0126960326546310290,
.0214179490111133410,
.0293420467392677730,
.0361728970544242570,
.0416559621134733720,
.0455869393478819490,
.0478193600396374300,
.0482700442573639040,
.0469221995404022890,
.0438260465022019060,
.0390969478935351570,
.0329111113881809210,
.0254990296311880870,
.0171369314565107150,
.00813719736545283530,

[abscisses,weights]

}

O O O O O OO O O O O O O O O o

O O O O O O O O O O O O O O o o
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.00719424422736580920,
.0325469620311301620,
.0753161931337150130,
.133908940629855150,
.206142121379618830,
.289324361934682360,
.380356318873931410,
.475846167156130860,
.572235980791398280,
.665934301141063800,
.753449954466114650,
.831522133465107630,
.897241897983971090,
.948160577883026070,
.982381127793753120,
.998631930924740830 ] ;

.00813719736545283530,
.0171369314565107150,
.0254990296311880870,
.0329111113881809210,
.0390969478935351570,
.0438260465022019060,
.0469221995404022890,
.0482700442573639040,
.0478193600396374300,
.0455869393478819490,
.0416559621134733720,
.0361728970544242570,
.0293420467392677730,
.0214179490111133410,
.0126960326546310290,
.00350930500473504810 ]

b



#include "sumit.as"

#library path "path.ao"
#library point '"point.ao"
#library ci 'ci.ao"

import from complexring, path, method , localisation, minisup, point,ci;

SI ==> Singlelnteger;
Z ==> Integer;

F ==> DoubleFloat;

CF ==> Complex F;

Laplace(S : BalserRing): with {

readpath: () -> Path(S);
++ Lecture du chemin d’integration. Devrait se faire interactivement.
derivee: ( Record( listBorel:List Record(vi:List CF,phiqvi:List CF,wi:List CF),
initerms:List Quotient(S)),
SI, SI, CF, Z) -> List CF;
++ Calcule les derivees successives de la somme connaissant le
++ prolongement de chacune de ses sous-séries.

s
== add {

derivee( borellist:
Record( listBorel:List Record(vi:List(CF),phiqvi:List(CF),wi:List(CF)),
initerms: List Quotient(S)),
a: SI, b: SI, zr: CF, n: Z) : List CF ==

import from Ratio Z;

listres := borellist.listBorel;
initerms := borellist.initerms;
quadr: List(List(CF)) := nil;
for q in 1..a repeat {
quadr:=concat!(quadr,list quadrv(listres.q,a,b,zr,n))

}

derivn : List CF := nil;
for i in 0..n repeat {
derivaux : CF := 0;
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for q in 1..a repeat {
alpha0 := initerms.q;
quadrq := quadr.q;
der: CF := first(quadrq);
der:=der+ coerce(numerator(alpha0))$s
/coerce(denominator(alpha0))$s;
der := der * deriv(q-1, i, zr);
for k in 0..i-1 repeat {

bin := binome(i,k);
binF:=coerce(numer(bin))$F/coerce(denom(bin))$F;
deraux := element(quadrq,i-k+1) ;
deraux := deraux * deriv(g-1, k, zr) * binF;
der := der + deraux
s
derivaux := derivaux + der
s
derivn := concat!(derivn, list derivaux)
s
derivn

s

binome(n: Z, k: Z) : Ratio Z ==
factorial(n) / (factorial(k) * factorial(n-k))

s

deriv(q: SI, k: Integer, xr: CF) : CF == {
qi : Z := coerce(q);
if (k=0) then coef : Z :=1

else {
coef ¢ Z := qi;
for i in 1..k-1 repeat coef := coefx*(qi-i)
¥

coeff : CF := coerce(coef);

res : CF := coeff*xr” (qi-k);

res

s

quadrv( res:Record(vi:List CF, phiqvi:List CF, wi:List CF), ):List CF=={
a:3I, b:SI, zr:CF, n:Z

import from DoubleFloatElementaryFunctions;
viabs : List CF := res.vi;
phigvi : List CF := res.phiqvi;

weightvi : List CF := res.wi;
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quadr : List CF := nil;
aF : F := coerce(a);
bF : F := coerce(b);
derivn: List Record(coef: F, expx: F, expt: F) := [[1/bF,0.,0.1];
for 1 in 0..n repeat {
resquadr: CF := 0;
derivnn: List Record(coef: F, expx: F, expt: F) := nil;
for j in 1..#derivn repeat {
aux := derivn.j;
if (aux.expx = 0) then {
coeff := aux.coef * aux.expx;

eXpXX := aux.expx - 1.;
exptt := aux.expt;
derivnn := cons([coeff,expxx,exptt], derivnn)
¥
coeff := aux.coef * aF/bF;
expxx := aux.expx - aF/bF - 1.;
exptt aux.expt + 1./DbF;
derivnn := cons([coeff,expxx,exptt], derivnn);
resaux: CF := 0;
for i in 1..#viabs repeat {
vi := viabs.1i;
resaux:=resaux+ phiqvi.i*weightvi.i*exp(aux.expt*log(vi))
exp(-exp(log(vi) /bF)/exp(log(zr)*aF/bF))

s

resaux:=resaux*aux.coef*exp(aux.expx*log(zr));

resquadr := resquadr + resaux
quadr := concat!(quadr, list resquadr);
derivn := [derivnn.i for i in 1..#derivnn]
quadr

s

element (quadruu: List CF, n: Z): CF == {

quadr := quadruu;
for i in 2..n repeat quadr := rest(quadr);

first(quadr)

}s

+++ Lecture d’un chemin de sommation.
readpath() :Path(S) ==
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import from SI,F,CF,List F,S3;
import from Method(S) ,Localisation(S) ,MiniSUP(S) ,Point(S);

ch:Path(S) :=createSeg( complex(0.,0.),complex(1,0),32,
createSerie(createLloc(point(00S)),0,[1$F],0));
ch:=ch+createSeg( complex(1,0),complex(2.,0),32,
createRK(createLoc(point(10S))));
ch:=ch+createSeg( complex(2.,0),complex(5.,0),32,
createRK(createLoc(point(10S))));
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#include "sumit.as"

#library autoder "autoder.ao"
import from autoder,ci;

LDELTO ==> LinearOrdinaryDifferenceOperator;
SUP ==> SparseUnivariatePolynomial;

LinearOrdinaryPolynomialDifferenceOperator(S: BalserRing):
UnivariateSkewPolynomialCategory SUP(S,"j")

== LDELTO(SUP(S,"j"),sigma()$AutoDer(S),"tau");
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#include "sumit.as"

#library autoder "autoder.ao"
import from autoder,ci;

LODO ==> LinearOrdinaryDifferentialOperator;
SUP ==> SparseUnivariatePolynomial;

LinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator(S: BalserRing):
UnivariateSkewPolynomialCategory SUP(S,"x")

== LODO(SUP(S,"x"),D()$AutoDer(S),"D");
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—————————————————————————————————— powerseries.as —-—-—--------------————-—————-
#include "sumit.as"

#library poldelto '"poldelto.ao"
import from poldelto;
import from autoder,ci;

SUP ==> SparseUnivariatePolynomial;
POLDELTO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferenceOperator;

PowerSeries(S: BalserRing): Ring with {

createPowerSeries:(List Quotient(S), POLDELTO(S)) -> %;
++ Crée une série formelle.

dispose!: % -> (O;
++ Détruit une série formelle.

coerce: ¥ -> Record(ic: List Quotient(S), delt: POLDELTO(S));
++ Donne la représentation interne.

initcond: % -> List Quotient(S);
++ Retourne la liste des conditions initiales.

delto: ¥ -> POLDELTO(S);
++ Retourne 1’opérateur aux différences.
coherent?: % -> Boolean;
++ Teste si les premiers termes sont solutions de 1’équation
++ aux différences.
coefficients : () , SingleInteger) -> Partial List(Quotient(S));
++ Retourne [ag,...aup_1].
coefficient : (%, Singlelnteger) -> Partial Quotient(S);
++ Retourne a,,.
coefficients : () , Integer) -> Partial List(Quotient(S));
++ Retourne [ag,...aup_1].
coefficient : (%, Integer) -> Partial Quotient(S);
++ Retourne a,,.
nextCoeff: (List Quotient(S), POLDELTO(S)) -> Partial Quotient(S);
<<: (TextWriter, %) -> TextWriter

}

add {

Rep == Record(ic: List Quotient(S), delt: POLDELTO(S));
import from Rep;
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import from Integer,SUP(S,"j"),Quotient(S);

(@]
==
1]
1]

per([[] , monomial(1,0)]);

—
=
1]
1]

per([[1] , monomial(1,0)]);

(ps1:%)+(ps2:%) :h==error("The addition is not yet implemented");
(ps1:%)*(ps2:%) :h==error("The multiplication is not yet implemented");
coerce(z:Integer) : % == error("not yet implemented");
coerce(i:Singlelnteger): ¥ == error("not yet implemented");

(ps + % )Zz:Integer) : % == error("not yet implemented");

<<(p:TextWriter, ps:%): TextWriter ==
delta := delto(ps);

cond := initcond(ps);
p := p << "Initial Conditions:" << cond << newline;
p := p << "Difference equation:" << delta << newline
}
-(ps:h) = % ==
import from Singlelnteger;
cond := initcond(ps);
condaux : List Quotient(S) := nil;

delta := delto(ps);
for 1 in 1.. #cond repeat {
condaux:=concat! (condaux,list(-cond.1l))

}

per([condaux,deltal)

}

(s1:Quotient(8)) * (ps:%) : % == {
import from Singlelnteger;
cond := initcond(ps);
condaux : List Quotient(S) := nil;
delta := delto(ps);
for 1 in 1..#cond repeat {
condaux := concat! (condaux,list(sl*cond.l))

}

per([condaux,deltal)

}
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(ps:%) * (s1:Quotient(S)) : % == slx*ps;

(ps1:%) = (ps2:%):Boolean ==
import from Singlelnteger;
import from Quotient(S);
cond := initcond(psl-ps2);
equalseries := true;
1 : Singlelnteger := 1;
while equalseries and (1 <= #cond) repeat
if (cond.1=0) then 1:=1+1 else equalseries:=false
equalseries

}

coerce(ps:%) :Record(ic: List Quotient(S), delt: POLDELTO(S)) == rep(ps);
initcond(ps:%) :List Quotient(S) == rep(ps).ic;
delto(ps:%): POLDELTO(S) == rep(ps).delt;

valuation(delt: POLDELTO(S)): Integer ==

val: Boolean := false;

1l: Integer := 0;

r := degree(delt);

while val and (1 <= r) repeat
if (coefficient(delt,l) = 0) then 1l:=1+1
else val := true

1

}

Simplify(delt: POLDELTO(S)): POLDELTO(S) ==
import from AutoDer(S);
import from Automorphism SUP(S,"j");
r0 := valuation(delt);
r := degree(delt);
res : POLDELTO(S) := 0;
for 1 in r0..r repeat
res := res +
monomial (apply((inv sigma())~ r0,coefficient(delt,1)),1-r0)

res
}

createPowerSeries(cond:List Quotient(S), delta:POLDELTO(S)):% ==
m : Integer := coerce(i#cond);
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r : Integer := degree(delta);

(m < r) => error("Not enough initial conditions");
ps := per([cond,simplify deltal);

ps

}

dispose! (ps:%):() ==
dispose! (initcond(ps));
dispose! (rep(ps))

}

coherent?(ps:%) :Boolean ==
import from Partial(Quotient(S));
import from S;

cond := initcond(ps);

delta := delto(ps);

m : Integer := coerce(i#cond);
r := degree(delta);

mu := m-r-1;

coh : Boolean := true;

j: Integer := 0;
while (j <= mu) and coh repeat {
aux : Quotient(S) := 0;
for i in 0..r repeat {
aux:=aux+(apply(coefficient (delta,i),coerce(j))*
numerator(coerce(element (cond,i+j+1))))/
denominator(coerce(element(cond,i+j+1)))
}
if (aux = 0) then coh := false
else j := j+1
}

coh

element (cond: List Quotient(S), i:Integer): Partial Quotient(S) ==

import from List(Quotient(S));

if (i<1) or (i > coerce(#cond)) then failed

else

if (1 <= i) and (i <= coerce(#cond)) then {
condaux := cond;
for j in 2..1 repeat condaux := rest (condaux) ;

el : Quotient(S) := first(condaux)$List(Quotient(S))
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}

if (1<=1i) and (i<=coerce(#cond)) then coerce(el) else failed

}

nextCoeff(l: List Quotient(S), delta:POLDELTO(S)):
Partial Quotient(S) ==

import from S;
import from Partial Quotient(S);
import from SUP(S,"j");

coerce(#l);
degree(delta);

m: Integer :
r: Integer :

mu = m-I;

mus : S coerce(mu);
val : S apply(leadingCoefficient(delta) ,mus) ;
if (mu >= 0) and (val = 0) then {
res : Quotient(S) := 0;
for j in 0..r-1 repeat {
el : Quotient(S) := coerce(element(l,mu+j+1));
ell : S := apply(coefficient(delta,j) ,mus);
res:=res-(ell*numerator(el))/denominator(el)

}

coerce(numerator(res)/(denominator(res)*val))

}

else failed

}

coefficients(ps:%, nb: Integer): Partial List Quotient(S) ==
import from Partial(Quotient(S));

cond := initcond(ps);
delta := delto(ps);
m : Integer := coerce(i#cond);
res: List Quotient(S) := nil;
welldefined: Boolean := true;
if (nb<=m) then res:=[coerce(element(cond,i)) for i in 1..nb]
else {
res := cond;

1 : Integer := 1;
while (i <= nb-m) and welldefined repeat {

nextco := nextCoeff(res,delta);
if failed? mnextco then welldefined := false
else res := concat(res, list(coerce(nextco)));
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if welldefined then coerce(res) else failed

}

coefficients(ps:’%, nb:Singlelnteger) :Partial List Quotient(S) ==
coefficients(ps,coerce(nb)$Integer) ;

coefficient(ps: %, nb: Integer): Partial Quotient(S) == {
lcoef:Partial List Quotient(S):=coefficients(ps,nb+1);
if failed? 1lcoef then failed
else coerce(last(coerce(lcoef)))

}

coefficient(ps:%, nb:SingleInteger) :Partial Quotient(S) ==
coefficient(ps,coerce(nb)$Integer)
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#include "sumit.as"

#library powerseries ''powerseries.ao"
#library polodo '"polodo.ao"

#library eulerlodo "eulerlodo.ao"
#library complexring 'complexring.ao"

import from ci,autoder,poldelto,powerseries;
import from polodo,eulerlodo;
import from complexring;

SUP ==> SparseUnivariatePolynomial;

POLODO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator;
LOEDO ==> EulerLinearOrdinaryPolynomialDifferentialOperator;
F ==> DoubleFloat;

CF ==> Complex F;

SI ==> Singlelnteger;

Runge Kutta(S: BalserRing): with {

generateDerivs: (POLODO(S) ,SUP(S,"x") ,F->CF,F->CF,CF)->
(List CF, F) -> List CF;

eulerDerivs: (LOEDO(S),SUP(S,"x") ,F->CF,F->CF,CF ->
(List CF, F) -> List CF;

rkaf:(List CF,F,F,SI,(List CF,F)->List CF)->List CF

}

== add {

generateDerivs(eqdiff: POLODO(S), sec:SUP(S,"x"),gamma:F->CF,
gammaderiv:F->CF,znieme:CF) : (List CF,F)->List CF=={

(y: List CF, t: F):List CF +->
functionDerivs(eqdiff,sec,gamma,gammaderiv,y,t,znieme)

}

functionDerivs(eqdiff:POLODO(S),sec:SUP(S,"x") ,gamma:F->CF,
gammaderiv:F->CF,y:List CF,t:F,znieme:CF):List CF=={

r: Integer := degree(eqdiff);
i: SI :=1;
res: CF := 0;
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dydx: List CF := nil;
coefr := eval(coefficient(eqdiff,r),gamma(t));
while coerce(i) <= r-1 repeat {
dydx:=concat! (dydx,list(y(i+1)*gammaderiv(t)));
res:=res+eval (coefficient(eqdiff,coerce(i)-1),gamma(t))*y(i);
1:=1+1
}
if (gamma(t)=0) then dydx:=concat!(dydx,list(znieme*gammaderiv(t)))
else {
res:=res+eval (coefficient(eqdiff,r-1),gamma(t))*y(i);
res := eval(sec,gamma(t))-res;
res := gammaderiv(t) * res / coefr;
dydx:=concat!(dydx, list res)
}
dydx

}

eval(pol: SUP(S,"x"), xt: CF): CF == {
import from Integer,S;
at: CF := 0;
for i in 0..degree(pol) repeat {
coeff := coefficient(pol,i);
coefff : CF := coerce(coeff);
at := at + coefff * xt $CF 1

}

at

eulerDerivs(eqdiff:LOEDO(S),sec:SUP(S,"x") ,gamma:F->CF,
gammaderiv: F -> CF, al: CF): (List CF, F)->List CF=={

(y: List CF, t: F):List CF +->
eulerfunctionDerivs(eqdiff,sec,gamma,gammaderiv,y,t,al)
}

eulerfunctionDerivs(eqdiff:LOEDO(S),sec:SUP(S,"x") ,gamma:F->CF,
gammaderiv:F->CF,y:List CF,t:F,al:CF) :List CF=={

r: Integer := degree(eqdiff);
dydx: List CF := nil;
if (t = 0) then {
i: SI := 1;
while coerce(i) <= r repeat {
dydx:=concat! (dydx,list(al*gammaderiv(0)));
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else {
xt := gamma(t);
i: SI := 1;

alphat := gammaderiv(t) / xt;
res: CF := 0;
while coerce(i) <= r-1 repeat {
dydx := concat!(dydx,list(y(i+1) * alphat));
1 := 1+1
}
coefr := eval(coefficient(eqdiff,r),xt);
i:=1;
while coerce(i) <= r repeat {
tt: CF :=1;
coef: CF := 0;
coefi := coefficient(eqdiff,coerce(i)-1);
di := degree(coefi);
for j in 0..di repeat {
coef :=coef+coerce(coefficient(coefi,j))$S *tt;

tt = tt*xt
res := res + coef * y(i);
1= 1+1;

}

res := eval(sec, xt) - res;
res := res / coefr;
res := res * alphat;

dydx:=concat!(dydx, list res)
}
dydx

}

rk4f (cond:List CF,xbegin:F,xend:F,nstep:SI,derivs:(List CF,F)->List CF):
List CF ==

h : F := (xend-xbegin) / coerce(nstep);
y0 := cond;
x0
for i in 1..nstep repeat {
x1 := x0 + h;
yO rk4step(y0,x0,x1,derivs);
x0 := x1

xbegin;
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yO0

}

rk4step(y0:List CF,x0:F,x1:F,derivs:(List CF,F)->List CF):
List CF ==

h := x1-x0;

k1 := h * derivs(y0 , x0);

k2 := h * derivs(y0 + 0.5%xkl , x0 + 0.5%h);

k3 := h * derivs(y0 + 0.25*%(k1 + k2) , x0 + 0.5%h);
k4 := h * derivs(y0 - k2 + 2. xk3, x0 + h);

yl :=y0o + 1./6. * (k1 + 4. * k3 + k4);
dispose! (k1);

dispose! (k2);

dispose! (k3);

dispose! (k4);

y1

}

(h: F) * (x: List CF) : List CF == {
import from Singlelnteger;
[h*xx for xx in x]

}

(x: List CF) + (y: List CF) : List CF == {
import from Singlelnteger;
cardx := #(x);
[x(i) + y(i) for i in 1..cardx]
}
(x: List CF) - (y: List CF) : List CF == {

import from Singlelnteger;
cardx := #(x);
[x(i) - y(i) for i in 1..cardx]

}
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#include "sumit.as"

#library balser '"balser.ao"
#library poldelto '"poldelto.ao"

import from balser;
import from ci,poldelto,powerseries;

SUP ==> SparseUnivariatePolynomial;

POLDELTO ==> LinearOrdinaryPolynomialDifferenceOperator;
CF==>Complex DoubleFloat;

S ==> Ballnt;

import from POLDELTO(S);
import from Balser(S);
import from Integer;
import from S;

session(): () ==
coef1:SUP(S,"j") :=monomial(1,0) ;
coef0:SUP(S,"j") :=monomial(1,1);
print << "Polynome aux differences: '" << newline;
pol:POLDELTO(S) :=monomial (coef0,0)+monomial (coefl,1);
print << "Liste des premiers coefficients générant la serie ";
print << newline;
inip:List(Quotient(S)):=1ist((0,1));
print << inip << newline;
print << "Série d’Euler:" << newline;
ps:PowerSeries(S) :=createPowerSeries(inip,pol);
print << ps << newline;
print << "Liste des pentes:'" << newline;
sum:List Ratio SingleInteger:=1list((1));
print << sum << newline;
print << newline;
print << "Point en lequel on veut calculer la somme:'" << newline;
zr: CF := complex(0.01,0.);
print << '"zr = " << zr << newline;
print << "Somme:" << newline;
s := balser(ps,sum,zr);
print << s << newline;
print << newline;
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print << "Point en lequel on veut calculer la somme:'" << newline;
zr: CF := complex(0.1,0.);

print << '"zr = " << zr << newline;

print << "Somme:" << newline;

s := balser(ps,sum,zr);

print << s << newline;

print << newline;

print << "Point en lequel on veut calculer la somme:'" << newline;
zr: CF := complex(1,0.);

print << '"zr = " << zr << newline;

print << "Somme:" << newline;

s := balser(ps,sum,zr);

print << s << newline
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