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Introduction

Entre les années trente et aujourd’hui l'informatique fondamentale a
fortement évolué, passant des systemes séquentiels (qui ont donné le formal-
isme de TURING) aux systémes paralléles (avec des formalismes tels que ceux
de KaArRP & MILLER). Informellement, nous pouvons identifier les premiers
a un individu isolé, les seconds a un ensemble d’éléments interactifs (com-
muniquant, se coordonnant ou coopérant) et hétérogenes (ol interviennent
ordinateurs, machines, humains, etc).

«Systeme distribué» ou «systeme parallele» 7 1l s’agit de deux réalisa-
tions du méme objet. La premiere expression s’attache a voir une tache que
I’on a répartie, la seconde observe les éléments qui concourent a la réalisation
de cette tache. Historiquement, on peut dire que les systemes distribués ont
vu le jour lorsqu’on a relié des ordinateurs par réseau pour les faire travailler
de conserve (donc avec une certaine idée d’hétérogénéité et de dispersion, les
machines étant non nécessairement identiques et dans des lieux distincts).
Les systemes paralleles sont nés de la volonté de mettre dans une seule ma-
chine plusieurs processeurs et de les faire travailler ensemble (donc avec une
certaine idée d’homogénéité et de centralisation, les processeurs étant a pri-
ori semblables et dans un méme boitier). Les problémes posés par les deux
types de systemes sont différents en pratique, mais semblables en théorie. En
fait, nous pouvons définir un tel systeme (paralléle ou distribué) comme un
ensemble d’agents relativement autonomes qui se coordonnent pour effectuer
certaines taches.

On notera que cette différence devient cruciale si nous considérons le
«parallélisme physique» (lié au probleme de la distribution des taches sur
différents processeurs), puisque les temps de communication (entre autres)
deviennent une donnée importante. Dans cette these, nous ne nous in-
téressons qu’a leur base commune : le «parallélisme logique» (étudiant la
possibilité de décrire un programme par différentes taches indépendantes).

Une théorie du parallélisme va donc s’attacher a définir un cadre mathé-
matique pour décrire ces systemes et a en étudier les comportements a ’aide
d’un modele formel. Tres informellement, les comportements du systemes
sont ’ensemble des exécutions possibles. Les buts de cette théorie seront
d’une part de développer des outils de conception et de réalisation, d’autre

13



14 INTRODUCTION

part de permettre de vérifier la «consistance» d’une conception et de vérifier
que la réalisation correspond aux spécifications, i.e. que les comportements
du systemes sont conformes a ceux prévus par le modéle. La préférence
donnée aux modeles mathématiques s’explique aisément par la possibilité
de démonstration.

De ce point de vue, deux classes de modeles se distinguent : les modeles
comportementaur qui s’intéressent au comportement de la machine et les
modeles structuraur qui s’attachent au systeme lui-méme.

Diverses théories ont été développées pour les systemes paralleles, parmi
lesquelles les réseaux de Petri.

Du parallélisme

Tout d’abord, précisons les concepts qui sont a la base du parallélisme.
Les caractéristiques fondamentales d’un systeme parallele sont aujourd’hui

bien définies (voir [RT86, Old91b, Hoa94]) :

parallélisme : c’est la faculté d’exécuter différentes actions simultané-
ment, en les synchronisant éventuellement. Par exemple, en décrivant
les programmes par des prédicats, la parallélisation est la conjonction
des programmes et ils se coordonnent sur les actions communes.

non-déterminisme : c’est la capacité du systeéme de prendre en compte
ses défaillances. Dans le cas des description par prédicat, il est assimilé
a la disjonction.

causalité : c’est le complément du parallélisme. Il permet de définir les
liens entre les actions et leur causes ou conséquences.

Existe-t-il un paradigme du parallélisme 7 Tous les modeles ne sont pas
toujours directement comparables puisqu’ils ne formalisent pas les méme
notions. Nous pouvons cependant donner une classification informelle selon
deux parametres fondamentaux :

e Un parametre est la maniere de représenter le parallélisme. On parle
souvent de «faux» et de «vrai» parallélisme. Grossierement, il existe
deux interprétations le parallélisme.

— Une premiere consiste a dire que deux actions ne peuvent avoir
lieu que séquentiellement, une relation de causalité ne peut alors
étre exprimée. C’est une sémantique dite «d’entrelacement.
Elle est essentiellement basée sur un axiome «d’instantanéité»
des transitions. Elle vient de la théorie des automates ot la seule
maniere de représenter le parallélisme est le non-déterminisme
séquentiel, puisqu’un état est non-distribué comme sur la figure
ci-dessous :
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A Pargument donné dans [CMP87] (et montrant qu’on ne peut
raffiner dans une sémantique d’entrelacement), nous pouvons ajou-
ter I’émergence de modeles prenant en compte la durée des actions
(comme les réseaux de Petri temporisés [Zub80]).

— La seconde interprétation consiste a fixer un ordre partiel entre
les actions reflétant les relations de causalité ou d’indépendance
et rend donc explicites les points de choix dans une exécution.
C’est une sémantique causale.

e Un autre parametre est la facon de voir le futur d’un calcul (moments
des choix). Nous parlerons alors de «temps linéaire» ou de «temps
arborescent». Dans le premier cas, on considere qu’une exécution est
completement déterminée par la suite des actions qui la composent.
Dans le second, on retient aussi les moments ou des choix ont été faits.
Un exemple classique pour les différentier est le suivant :

O,
a a

87 § b C
Dans cet exemple, les deux systemes peuvent faire ab ou ac. Cepen-

dant, dans le premier cas, c’est seulement apres avoir fait @ que 'on
choisit de faire b ou c. .

Une classification simpliste des modeles peut donc étre envisagée selon
la sémantique (d’entrelacement ou causale) et une temporalité (linéaire ou
arborescente).

Des modeles du parallélismes

Nous présentons les modeles abstraits les plus étudiés dans la littérature® :

FCes modeles ont des origines historiques bien distinctes, mais ils ont évolué et au-
jourd’hui chacun a des variantes ou se retrouvent les idées des autres.



16 INTRODUCTION

le langage des traces de Hoare [Hoa85] sont un modele d’entrelace-
ment et de temps linéaire. Le comportement d’un processus est décrit
par les mots du langage qu’il génere, par conséquent, il ne rend compte
que de ordre des actions.

les arbres de synchronisation de Milner [Mil80] sont un modele
d’entrelacement et de temps arborescent. Ce sont des arbres dont
les branches sont étiquetées par les actions : les points de choix et
I’ordre des actions sont donc explicites.

les «pomsets» de Pratt [Pra86]sont un modele de sémantique causale
et de temps linéaire. Les dépendances causales y sont clairement
représentées par un ordre partiel entre les actions (relation de causal-
ité). Une exécution est alors vue comme une suite de multi-ensembles
d’actions indépendantes, respectant la relation de causalité.

les structures d’événements [Win87] sont un modele de sémantique
causale et de temps arborescent. A une relation de causalité, on ajoute
une notion de conflit : deux événements sont en conflits si 'occurrence
de I'un est exclusive de celle de "autre.

[DGVI3] relie ces différents modeéles :

structures d’événements
arbres causaux
arbres de synchronisation

langages de traces

NIELSEN, PLOTKIN et WINSKEL dans [NPWS8I1], relient les structures
d’événements a une classe de réseaux de Petri. De fait, tous ces modeles peu-
vent étre utilisés pour analyser et représenter le comportement des réseaux.

Dans [HKT92], HoOGERS, KLEIJN et THIAGARAJAN montrent que les
réseaux saufs, les structures d’événements et les réseaux de Petri forment
une suite strictement croissante quant a leur pouvoir d’expression.

Les réseaux de Petri étiquetés

Les réseaux de Petri, introduits dans [Pet62], sont un des modeles formels
les plus populaires pour les systemes concurrents, tant d’un point de vue
pratique ([Rei92, MAS92, Ber93, PX95]) que d’un point de vue théorique
(plus de 5000 références dans la derniére compilation de la «Petri Net
Newsletter»).
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Plusieurs raisons font que les réseaux de Petri sont un modele agréable
pour le parallélisme :

e Leur simplicité et le fait que le parallélisme y est exprimé de maniere
naturelle. De ce fait ils sont fréquemment utilisés comme une base sé-
mantique pour 'interprétation de langages paralleles (p.ex. le langage
[' de BANATRE et LE METAYER, CHAM de BERRY et BoUDOL, des
fragments du m-calcul de MILNER?).

e Ainsi que ’ont montré WINSKEL dans [Win87] ou MESEGUER et MON-
TANARI dans [Mes90], les réseaux de Petri ont une structure algébrique
tres simple.

o Il est relativement facile d’enrichir leur structure afin de modéliser des
systemes plus complexes (arcs inhibiteurs, temporisation, etc).

e Enfin, ils sont un modeéle trés performant en pratique (voir p.ex. [Rei92,
PX95]). En particulier, ils permettent le raffinage et la décomposition
en sous-systemes.

Informellement, les réseaux de Petri sont un graphe dont certains nceuds
(les transitions) représentent les actions élémentaires du systéme et les autres
(les places) ses ressources.

Graphiquement. les places sont représentées par des cercles et les tran-
sitions par des rectangles portant une étiquette. Cette étiquette indique ce
qu’un observateur extérieur verra lorsque le systeme franchira cette transi-
tion.

La figure 0.1 schématise le systeme «rédiger sa these».

Les ressources effectivement présentes dans le systemes sont représentées
par des jetons distribués dans les places.

Pour franchir une transition, le systeme doit avoir des ressources suf-
fisantes. P.ex., pour soutenir, il faut que les deuz rapporteurs acceptent®.

Les réseaux de Petri expriment clairement les différents concepts de
base (voir p. , p. 14) en pouvant utiliser une sémantique d’entrelacement
ou causale (voir la figure 0.2).

Les méthodes de réduction dans les réseaux de Petri

La réduction est une étape importante entre la production d’un réseau de
Petri et sa vérification, puisqu’elle permet en général des gains en complexité
lors de cette derniere étape. Si le probléeme est bien cerné pour les systemes
de transitions (avec des algorithmes efficaces, voir p.ex. [Fer89] et le systéme

*Voir respectivement [BM93], [BB] et [Eng93].
SEt typiquement, il ne faut pas épuiser son directeur de thése avant d’avoir soumis aux
rapporteurs...
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Figure 0.1 : Rédiger sa these.
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Figure 0.2 : Les concepts de base exprimés dans les réseaux de Petri
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ALDEBARAN), il a fait 'objet de peu d’études pour les réseaux de Petri
([Ber85, Had90, SM83, LFB87]).

Le probleme de la réduction des réseaux a d’abord été considéré comme
le moyen de réduire I'espace des états sans modifier un certain nombre de
propriétés (telles que «étre borné», «étre vivant», etc) afin de faciliter leur
étude.

Ces travaux (e.g. [Ber85]) cherchent aussi a utiliser les réductions comme
des algorithmes permettant d’évaluer lesdites propriétés.

Nous nous placons ici dans une toute autre optique, puisque nous allons
chercher a créer une méthode de réduction non pas en voulant conserver un
ensemble de propriétés, mais préservant le comportement du réseau.

Il existe une autre différence entre les méthodes de réductions citées
ci-dessus de la notre : leur «localité». En effet, elles ne considerent le
réseau que localement (i.e. un sous-réseau assez petit). Ceci entraine un
colit algorithmique élevé, voire une automatisation impossible (comme pour
[SM83]). Nous y reviendrons plus en détail dans la conclusion.

Réduire et rester «équivalent»

Le choix d’une méthode de réduction dépend de ’ensemble des propriétés
a conserver. Nous avons eu pour objectif de préserver le comportement du
réseau, donc de fait un grand nombre de propriétés.

Il existe une myriade d’équivalences comportementales dans la littérature
(voir par exemple [CH93b]). Nous avons choisi la bisimulation pour diverses
raisons :

e une équivalence respecte le temps arborescent ssi elle est plus fine ou
égale a la bisimulation ([Gla94]) ;

e elle est liée aux logiques temporelles (particulierement a HML [HM85]) ;

e il existe de nombreuses variantes (pour les actions invisibles [Wei89],
pour le raffinage [Vog92], pour les sémantiques causales) ;

e dans la cas des automates (ou la bisimulation a d’abord été définie),
la bisimilarité se décide plus facilement que des équivalences du temps
linéaires ;

e il existe une littérature abondante et c’est une notion bien cernée main-
tenant.

Il doit bien étre clair dans ’esprit du lecteur que si la bisimulation clas-
sique (entre les marquages) permet de dire si deux réseaux sont équivalents,
notre méthode, basée sur la bisimulation de places, cherche quant a elle a
réduire des réseaux en ayant la bisimulation (classique) comme critére de
correction.
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Historique de la bisimulation de places

C’est Olderog qui le premier a proposé une notion de bisimulation de
places dans [O1d89, Old91a] ou il utilise le terme de «strong bisimulation».
Meéme si sa présentation mettait en avant d’autres objectifs, Olderog propo-
sait une méthode simple permettant de prouver que deux réseaux avaient les
mémes processus concurrents. Pour cela, Olderog proposait de mettre en re-
lation les places des deux réseaux, d’une facon vérifiant certaines contraintes
locales.

Dans [ABS91a], la proposition d’Olderog est corrigée et les propriétés
de la notion (revue) de bisimulation de places sont étudiées en détail. En
particulier, il y est montré comment la bisimulation de place permet de
réduire les réseaux de Petri. C’est dans [AS92] que les applications a la
réduction sont mises en avant, et qu’on montre comment la bisimulation de
places préserve aussi certains aspects causaux des comportements. Un outil
informatique a été réalisé pour implémenter les algorithmes ([Pfi92]).

Dans [APS94], la bisimulation de places est étendue a la 7-bisimulation,
permettant de prendre en compte les actions invisibles du systemes. En-
fin, [Pfi94] présente les résultats obtenus dans le cadre des réseaux a arcs
inhibiteurs.

Structure et objectifs de la these
La these est organisée en quatre parties :

1. Apres un rappel sur la structure et le comportement des réseaux de
Petri, le chapitre 2 établit le cadre général de I’étude. Nous y fixons
nos objectifs et montrons quelques résultats tres généraux. Parti-
culierement, nous montrons que la «meilleure» réduction (notée ~)
n’est pas calculable. Nous présentons ensuite la bisimulation de places
stricte qui est incluse dans ~ et calculable efficacement.

2. Nous étendons alors le concept de la bisimulation de places au cas
des actions invisibles. Le chapitre 4 et ’annexe B présentent la 7-
bisimulation de places, basée sur la 7-bisimulation ([Mil80]). Nous
étudions au chapitre 5 les bisimulations de branchement ([GW89b,
Wei89]) qui ne donnent pas de résultats aussi satisfaisants.

Nous terminons cette partie par les réseaux a arcs inhibiteurs. Pour ces
réseaux, les algorithmes ont un cout nettement plus élevé (exponentiel
au lieu de polynomial).

3. Nous étudions ensuite brievement quelques liens entre la bisimulation
de places et la théorie des réseaux de Petri. Particulierement, nous
abordons la construction de réseaux et montrons qu’a ’exception du
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raffinement, notre méthode se combine bien avec les opérateurs clas-
siques (mise en parallele, renommage et abstraction). Enfin, nous
présentons brievement le logiciel PetriSqui implémente les divers al-
gorithmes.

4. Nous terminons avec quelques annexes, dont une dédiée aux problemes
ouverts.

Notes bibliographiques

L’introduction de [Hoo94] en fait un historique tres complet de la genese
des réseaux de Petri.

[RT86] est un article assez ancien mais complet sur les réseaux a arcs
stmples (i.e. dont les arcs n’ont pas de poids.

Les propriétés mathématiques des réseaux de Petri sont largement abor-
dées dans [Reu89].

[PX95], présente les réseaux d’une maniere tres appliquée. [Rei92],
présente d’une maniere plus «théorique» leur utilité pour la conception de
systemes.

La réduction des réseaux de Petri a été abordée dans divers papiers
([Ber86, Had90, SM83, LFB8T7]), mais souvent avec une optique différente :
réduire 'espace d’états ou vérifier qu’un réseau possede telle ou telle pro-
priété.
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Chapitre 1

Les réseaux de Petri
étiquetés

Ce chapitre introduit les différentes notions liées aux réseaux de Petri et
a leur sémantique. Nous mettons 'accent sur les concepts utiles pour cette
these mais n’hésitons pas a déborder du cadre fixé pour présenter quelques
points d’intérét.

Les réseaux de Petri permettent de modéliser les systemes concurrents
par un formalisme séparant actions, états et interrelation entre les deux. De
cette maniere, la structure et le comportement des systemes sont décrits par
le méme formalisme.

Les deux premieres sections fixent les notations générales. En particulier
celles concernant les multi-ensembles qui sont le cadre mathématique choisi
pour modéliser le comportement des réseaux.

Les deux sections suivantes présentent la structure et le comportement
des réseaux de Petri tels que nous les utiliserons tout au long de ce manuscrit.
Nous nous intéresserons particulierement aux réseaux étiquetés : en effet,
notre méthode de réduction est fortement lié au langage CCS de MILNER et
a son équivalence observationnelle (voir [Mil80]). Nous confrontons parfois
nos notations a d’autres trouvées dans la littérature afin de les motiver. Nous
rappelons aussi quelques sémantiques pour les réseaux, particulierement celle
des processus dont nous aurons besoin ultérieurement.

Nous terminons par quelques notes bibliographiques.

1.1 Préliminaire mathématique

Nous précisons simplement ici les quelques notations de base que nous
utiliserons sur les ensembles et les relations.

25
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Notations 1.1.1. Fnsembles
Sotent X et'Y deux ensembles, nous noterons X CY siY est un sous-

ensemble de X et X @Y ou X CY si X est un sous ensemble propre de
Y.

| X| est le cardinal de X.

Nous notons IN Uensemble des entiers naturels et INt = IN — {0}. Nous
noterons 7 celui des relatifs.

Notations 1.1.2. Relations et fonctions
Une relation R sur un ensemble’ X est un sous-ensemble de X x X.
Nous utiliserons les notations suivantes :

idx det {(z,2) | ® € A} est la relation d’identité ;
1 {(y,2) | (z,y) € R} est Uinverse de R ;

RF | pour k € IN est définie récursivement par R° det wdx et, pour k > 1,
déf _ déf —
RFE RFMYoRE {(2,2) |3y e X ¢ (v,y) € R et (y,2) € R} ;

Rt def R'WWR*U...la fermeture transitive de R ;

r idga U RT la fermeture transitive et réflevive de R ;
R det (RU R™YH* la fermeture réflexive, symétrique et transitive de R.
Cest la plus petite relation d’équivalence contenant R.

Soit E/ une relation d’équivalence sur X, nous noterons [z]g la classe de
x € X pour E et, par abus de notation, le représentant canonique de cette
classe.

Pour une fonction f: X =Y, nous définissons :

codom(f) ={yeY : Ja e X, y=f(2)};
dom(f) ={z € X : JyeY, f(z) =y}

Les séquences joueront un réle particulier. Nous considérerons princi-
palement des séquences finies, qui sont isomorphes a des mots sur un alpha-
bet.

Notations 1.1.3. Séquences

Soit A un ensemble, une séquence finie sur A est une application de
{1,...,n} dans A. L’application ¢ : ) — A est appelée la séquence vide.
Nous représenterons la séquence finie p : {1,...,n} = A parla suite ay ay . ..

1 . . . . A
Nous nous restreignons volontairement aux relations d’un ensemble sur lui-méme
puisqu’elles seules nous intéresserons.

Uy,
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d’éléments de A, ot a; = p(i), pour i € {1,...,n}. n est la longueur de p,
notée |p|. La séquence vide £ est de longueur 0.

Une séquence infinie est une application p : Nt — A,

Nous noterons A* l'ensemble des séquences finies sur A et AY celui des
séquences infinies. Nous noterons A = A* U A%.

Sip=aiay ...a, et p' =byby ...b, sont deux séquences, nous définis-
sons leur concaténation par p.p' = ajay ... a, by by ... by,.

Si p est une séquence finie, la séquence p* est définie récursivement par :

déf
pP=
ptt i
Le support de p = ayay ... a, est son codomaine. Il est noté S(p). Il

est défini récursivement par :

jol
—n

S(e) L
S(pu) = S(p)ufu}

o
o

La restriction de p a un ensemble B C A, notée p|p est définie récur-
siwement par :

el = €

déf [ a sia € B
(ap)|B 1] { (rlB) .
plB sinon

Le nombre d’occurrences de a € A dans p, noté occ,(a) est défini récur-
siwement par :
occ.(a) N
deéf {occp(a) +1 siz=a

occ a i
(”)( ) occ,(a sinon

Une autre représentation tres utilisée des séquences sont les vecteurs
(dans la mesure ou 'ordre des éléments n’est pas pertinent).

Notations 1.1.4. Relations d’ordre

Un ordre partiel (X, <) est constitué par un ensemble X et une relation
wrréflexive et transitive <. Un ensemble partiellement ordonné avec étique-
tage dans un alphabet A est un triplet (X, <,l), ou (X, <) est un ordre
partiel et [ : X — A une fonction d’étiquetage.

Deux ensembles partiellement ordonnés (X1, <q,l1) et (Xg,<g,l3) sont
dits isomorphes s’il existe une bijection f : X1 — Xo qui respecte la relation
d’ordre et létiquetage.
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1.2 Les multi-ensembles

C’est le choix du cadre mathématique naturel pour représenter le com-
portement des réseaux. Nous aurions pu prendre les graphes ([Old91b]) ou
les hypergraphes ([AFN92]) ou d’autres encore. Dans un multi-ensembles,

un élément peut apparaitre plusieurs fois (on utilise parfois la terminologie
de “sac”).

Définition 1.2.1. Multi-ensembles

Etant donné un ensemble X, un multi-ensemble sur X est une fonction
M : X — IN. Pour tout x € X, nous appellerons M (z) la multiplicité de x
dans M.

Nous noterons M(X) Uensemble des multi-ensembles sur X .

Nous dirons qu’un multi-ensemble est fini ssi pour tout x € X, M(z) =0
sauf pour un nombre fini d’entre eux.

Nous noterons le multi-ensemble vide de la méme maniére que ['ensemble

vide : (.

La notation mathématique classique des multi-ensembles est la double
accolade {{z1, 21, 21,...2,, T, }}, chaque z; étant répété M (z;) fois. Cepen-
dant, partout ou il n’y aura pas de risques de confusion, nous nous con-
tenterons d’accolades simples.

Nous pouvons maintenant définir les opérations usuelles sur les multi-
ensembles :

Notations 1.2.1. Opérations sur les multi-ensembles
Nous donnons ci-dessous le tableau des opérateurs qui seront utilisés par
la suite, les M; étant des multi-ensembles sur un méme ensemble X :

(oM

éf

My =M, < VYeeX : M(z)= Ma(x)
MicM, EL oviex  wMi(e) < Ma(e)
M GMy, & My CMyATeX  Mi(x) < Ma(z)
ou %12%23—]\]\44; <d:éf> Ve € X @ Mi(x) = Ma(z) + Ms(x)
Mi=MynMs E veeXx o Mi(e) = min{Ms(x), Ms(2)}
Mi=M\Ms & My C My AVeEEX : Mi(2) = May(x) — Ms(z)
My=Ms— My & Ny = Mo\ (Mo Ms)

o
N
=

|Mi| = ZMl(l’)

rzeX
Exemple : Soit X = {zy, 25, x5} et solent My = {zy, 1,21, 25} et My =
{@1, 29, 29, 23} deux multi-ensembles sur X, alors nous aurons :
L4 Ml + MZ = {xlaxlaxlaxZax2a$3ax3}

[ ] M1 ﬂMz = {l‘l,l‘g}
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My — My = {xy, 21}

o Msy(xs) =2

My € My et My & M,
My \ M5 n’est pas défini.

1.2.1 Les multi-ensembles partiellement ordonnés

Un multi-ensemble partiellement ordonné (ou pomset) est une classe
d’isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés avec étiquetage.

Nous dirons qu’un pomset p = (X, <,l) est moins séquentiel que p’ =
(X', < 1), noté p < p/, ¢'il existe une bijection h : X — X' préservant
I’étiquetage et telle que # < y implique h(z) < h(y). Nous notons p = p’
I'isomorphisme entre pomsets.

1.3 La structure des réseaux de Petri étiquetés

Nous allons tout d’abord introduire la structure des réseaux de Petri et
les propriétés essentielles, puis nous nous intéresserons a I’étiquetage. Nous
n’utiliserons que des réseaux étiquetés, par conséquent nous omettrons le
terme €tiqueté partout ou cela ne prétera pas a confusion.

Il existe dans la littérature un certain nombre de «variantes» (étiquetage
sur les places, places avec capacité, etc). Nous donnons en fin de chapitre
quelques idées sur la maniere dont elles s’accorderont avec la méthode de
réduction présentée dans les chapitres suivants.

1.3.1 Les réseaux de Petri

Un réseau de Petri est un graphe bi-partite. Les deux classes de sommet
sont les places (qui représentent souvent les ressources) et les transitions (qui
figurent les actions du systeme). Formellement :

Définition 1.3.1. Réseau de Petri, sous-réseau
Nous appellerons réseau de Petri un triplet N = (P,T,W) tel que :

P est Uensemble des places du réseau ;
T est l’ensemble des transitions du réseau, t.q. PNT =0 ;

W (PxT)U(T x P)— IN est une application appelée la relation de
flot, qui associe a un arc du graphe son poids.

Nous dirons qu’un réseau est fini si P UT [Uest.
Lorsque W est définie dans {0, 1}, nous dirons que le réseau est d arcs
simples.
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Soit un réseau N = (P, T,W) et deux ensembles P' C P et T" C T, alors
le sous-réseau de N induit par P',T" est N' = (P, T",W') tel que W' est
W restreint a (P' x T")U (T" x P").

Remarque : quand l'idée de PETRI atteint les USA| vers 1970, 1l est rapidement
établit que les réseaux de Petri et les systémes d’addition de vecteurs? (SAV) sont
mathématiquement équivalents, bien qu’ils solent issus d’approches tres différentes
(vision informatique du monde physique pour PETRI, modéle formel du parallélisme
pour Karp & MILLER).

Dans la suite, nous ne considérerons que des réseaux finis.

Graphiquement, un réseau de Petri est un graphe dont les sommets sont
des cercles ¢’ils sont des places et des rectangles §’ils sont des transitions.
Les poids sont adscrits aux arcs qui sont représentés par des fleches. Clas-
siquement, les arcs de poids nul ne sont pas représentées. Comme pour les
graphes, si W(z,y) > 0,  est appelée la source et y la cible de I'arc.

Pour alléger le graphe, le poids ne sera adscrit que s’il est supérieur a
un.

Remarque : Nous aurons parfois besoin de nous abstraire du réseau pour ne
plus considérer que le graphe sous-jacent Gy = (S, A) tel que :

s ¥ pur
oy
et 2L Wy o

Exemple 1.1 : Un réseau de Petri simple.
Prenons I'exemple d’une pile FIFO & une seule ligne et pouvant véhiculer deux

messages®. Il est facile de voir le confort apporté par la représentation graphique
du réseau ! Le réseau Ny = (Ps, Ts, Wy) de la figure 1.1 est défini par :

P I{entrée, tampony, tampony libre, tampong, tampony libre, sortie} ;

TS :{tla l2, t3} ;

1 . 1 1
W I{ entrée — t1, tampony libre — t1, 1 ™ tampong,
1 ., 1 1 1 .
tampony > ta, tampong libre — ty, to ™ tampong, tp > tampony libre,

1 1 . 1 .
tampony ™ t3, t3 > sortie, t3 > tampong lzbre}

?Nous ne présentons pas ici les SAV. Le lecteur intéressé pourra se reporter & [Reu89].
®Nous ne nous posons pas ici le probleme de la spécification d’un systéme par des
réseaux de Petri, le lecteur intéressé pourra se référer au livre de W. REISIG [Rei92].
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entrée sortie
— tampong tampong —

File FIFO pouvant contenir deux messages du méme type.

tampony libre

entrée sortie

tampons

tampony libre

N

Figure 1.1 : Un réseau de Petri simple : une file FIFO a deux tampons.
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. oids ,
Remarque : pour W,, nous adoptons la notation source "~ cible, étant entendu
que ’arc apparait ssi son poids est non nul.
o

Dans exemple précédent, il est facile de voir que les transitions sont
tres similaires. Vues de I’extérieur, on peut considérer que, bien qu’étant
nommeées différemment, elles ont la méme fonction. C’est la fonction de
I’étiquetage que de définir la partie wvisible (pour un observateur extérieur
au systéeme) d’une transition.

1.3.2 L’étiquetage des transitions

L étiquetage permet de s’abstraire de I'identité des transitions pour ne
plus s’intéresser qu’a leurs effets observables. Lorsque le réseau n’est pas
étiqueté, il nous faut nous interroger sur la partie visible (de 'extérieur) des
transitions.

Définition 1.3.2. Réseau étiqueté
Nous appellerons réseau de Petri étiqueté un quadruplet N = (P, T, W, 1)
tel que :

o (P, T,W) soit un réseau de Petri au sens de la définition 1.3.1 ;

e | : T — A est une application d’étiquetage (ou plus simplement un
étiquetage ) sur un alphabet (ou ensemble d’actions A.

Pourt € T, [(t) estétiquette de t.

Graphiquement, les étiquettes sont inscrites dans les rectangles représen-
tant les transitions.

La définition d’un sous-réseau s’étend trivialement en N = (P', T, W' ')
avec N' = (P, T',W') tel que dans la définition 1.3.1 et I’ =1/7.

Nous reprenons le réseau N, de I'exemple 1.1 en ajoutant un étiquetage.
Nous considérerons assez globalement que toutes les transitions ont le méme
effet : elles font progresser un message sur la ligne.

Exemple 1.2 : .
Nous définissons le réseau étiqueté N = (Pe, T., We,l.) par :
Pe =P ;
T, =15
We =W
lo défini sur A = {prog} et tel que 1(t1) = 1(t2) = 1(¢3) = prog.

La figure 1.2 donne la représentation graphique de N.

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement des réseaux de
Petri (étiquetés).
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Figure 1.2 : Un réseau de Petri étiqueté (la file FIFO).

tampons libre

entrée

tampong

tampony libre

N

1.4 Le comportement dans les réseaux étiquetés

Nous avons choisi comme cadre mathématiques les multi-ensembles (voir
la section 1.2). A la structure des réseaux, nous allons ajouter la notion de
marquage qui nous permettra de modéliser leur comportement.

1.4.1 Les réseaux de Petri marqués

Un marquage correspond a un multi-ensemble de places. Il indique les
ressources effectivement présentes dans le systeme et est symbolisé par une
distribution de jetons dans les places. Formellement :

Définition 1.4.1. Réseau marqué, systeme
Nous appellerons réseau de Petri marqué (ou systeme) une paire ¥ =
(N, My) telle que :

N = (P, T,W,l) est un réseau €tiqueté au sens de la définition 1.3.2 ;
My est un un multi-ensemble sur P (i.e. M € M(P)).

My est appelé le marquage initial du systéme.
Nous dirons qu’un marquage est sauf ssi Vp € P, M(p) < 1.

Nous verrons ci-apres (parag. 1.4.2) que [’évolution du systéme peut étre
modélisée par une suite de marquages et de transitions.
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Y
Nous noterons souvent My L M(P) lensemble des marquages d’un

réseaux.

Exemple 1.3 : Une file FIFO a deux tampons.
Nous donnons une situation initiale telle que la file soit vide et regoive deux
messages. Nous avons le réseau marqué (Np,, M) défini par :

Npm = Ne ;
Mo, I{entrée,entrée, tampony libre,tampong libre}.

La figure 1.3 donne la représentation graphique de (Ny,, My,).

Figure 1.3 : Un réseau de Petri marqué : deux messages en entrée.

tampony libre

entrée sortie

tampong

tampony libre

(N, M)

Remarques

1. Tl est évident que I’étiquetage et le marquage initial sont deux compléments
distincts et que nous pourrions définir des réseaux marqués mais non éti-
quetés.

2. 1l existe dans la littérature différentes maniéres de noter les marquages qui
sont, de notre point de vue, moins pratiques :

e une notation vectorielle est fréquemment utilisée, conjointement a la
matrice d’incidence (déf. 7.1.4, p. 157). Si cette notation facilite cer-
tains calculs (comme celui des invariants), elle fait appel & un ordre sur
P qui n’est pas explicité. Le marquage initial de 'exemple 1.3 serait
M =1(2,0,1,0,1,0).

e GENRICH, dans [Gen90] utilise une notation assez proche de la notre.
Pour ce méme exemple, nous aurions : M = 2(entrée) + 1 {tampony libre)+
1<tampon2 libre>

3. L’exemple précédent permet déja plusieurs réflexions :



1.4. Le comportement dans les réseaux étiquetés 35

e nous aurions pu prendre une infinité de marquages différents ;

e une méthode de réduction prenant en compte le marquage initial devrait
donc étre relancée a chaque changement de ce marquage (ce qui peut
étre trés lourd si on désire faire de la vérification).

Nous allons maintenant fixer les regles d’évolution d’un systeme.

1.4.2 Comportement du systeme

Les changements d’états du systeme sont produits par les tirs des tran-
sitions. Pour qu’une transition soit tirable, il faut que les ressources néces-
saires soient présentes. Apres le tir, ces ressources sont consommées et
éventuellement de nouvelles ressources sont produites. Formellement :

Définition 1.4.2. Pré- et post-conditions
Ftant donné un réseau N = (P,T,W) et x € PUT, nous avons les
ensembles :
o déf
r = {yePUT : W(y,z) >0}
Yo e PUT W,y >0}
et les multi-ensembles *x et z° t.q. :

Vp e P, *t(p) = Wi(p,t)
Vpe P, t*(p) = W(t, p)

Nous appellerons °x (resp. z°) l'ensemble des prédécesseurs (resp. suc-
cesseurs) de x.

Pour t € T, nous appellerons *t (resp. t*) les pré-conditions (resp. les
post-conditions) de t.

Une transition triviale est telle que *t = t°.

Remarques

1. Ces notions sont, dans leur définition, indépendantes des marquages. Cepen-
dant, les pré- et post-conditions n’ont pas de sens intuitif hors du comporte-
ment des systémes, c¢’est pourquoi nous les introduisons ici.

2. Il arrive de trouver dans la littérature des notations différentes : la notation
*t,1* est parfois utilisée pour les ensembles de places. Nous préférons nos
notations :

(a) parce qu’elles constituent une extension cohérente & celle des «systémes
élémentaires» (voir [RT86]) out W est une relation incluse dans (P x

TYU(T x P) ;
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(b) parce qu’elles sont cohérentes avec la notation des ensembles de places
initiales ou finales d’un réseau causal (voir la section 1.6, p. 44) ;

(c) enfin, parce qu’elles nous semblent plus adaptées au graphisme des
réseaux de Petri ol les nceuds sont des cercles ou rectangles et les jetons
des points noirs.

&

Nous pouvons maintenant nous intéresser au tir proprement dit d’une
transition :

Définition 1.4.3. Régle d’occurrence d’une transition
Ftant donné un réseau N = (P,T,W,l), nous dirons qu’une transition
t € T est tirable dans un marquage M € My ssi *t C M.

i
Nous noterons cela M (et M 4 sit n'est pas tirable depuis M ).
Le tir de la transition t a partir du marquage M mene a un marquage
M’ défini par :
M e

Nous noterons cela M - M. e
Si l(t) = a, nous avons les notations M =% et M % £5 3¢+ M 58,

Par ailleurs, nous dirons qu’un marquage M est mort, noté M /4, s’il ne
permet le tir d’aucune transition.
Sur la figure précédente (1.3), nous avons ainsi :

.tl = {em‘rée7 tampony libre} (11)

t3. = {tampon2 libre, sortie} (12)

Mm té {em‘rée7 tampony , tampony libre} (13)
t

v, 4 (1.4)

Ce que nous pouvons traduire par :

e «pour accepter un message, il faut qu’il y en ait un en entrée et que
le premier tampon soit libre» pour (1.1) ;

e «Jorsqu’on a délivré un message, le deuxieme tampon devient libre»
pour (1.2)*;

o «P’état initial du systeéme permet d’accepter un message et de passer
dans un état ot le premier tampon n’est plus libre»® pour (1.3) ;

4 , .. . .
Nous ne nous préoccupons pas ici d’en vérifier la correction.

5 . . v e,
Nous passons sous silence les €non-changements® par simplicité.
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e enfin, «dans I’état initial, nous ne pouvons pas faire passer un message
du premier tampon dans le second» pour (1.4).

Remarque : de cette régle d’occurrence, il découle différentes relations entre les
transitions :

e de causalité : si une transition n’est franchissable qu’a condition qu’une autre
soit franchie préalablement ;

e de conflit : si a 'inverse le franchissement d’une transition empéche celui

d’une autre ;

e de concurrence : si deux transitions peuvent étre franchies simultanément.

&

1.4.3 Séquences de transitions et atteignabilité

Nous pouvons élargir ces définitions au cas des séquences de transitions
(a la base des sémantiques d’entrelacement). Formellement, étant donné
un réseau N = (P, T,W), nous appellerons séquence (de transitions) une
séquence sur T' (au sens de la définition 1.1.3).

Nous avons alors :

. def 0
* d /f L ] L ] *
(pu) = o+ (Cu\p®)
et symétriquement :
o Yoy
* d /f L ] L ] *
(pw)* = (p"\*w) +u

Nous avons les définitions suivantes :

Définition 1.4.4. Séquence d’occurrences, atteignabilité Soit M un mar-
quage de N = (P, T,W,l) et p=uy...up € T* :

[V VL N Y B VA O VARV L Vi

Nous dirons alors que la séquence d’occurrences p est tirable depuis M
et méne au marquage M’'.

En particulier, nous avons M — M pour tout M.

M’ est atteignable depuis M, noté M —s» M’, ssi il existe une séquence
p € T telle que M 25 M.
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Nous étendons naturellement 'étiquetage auxr séquences par :

Par extension, nous dirons alors qu’une transition ¢ est atteignable depuis
un marquage M ssi il existe M’ € My tel que *t C M’ et M’ atteignable
depuis M.

Similairement, nous dirons qu’une place p est atteignable depuis un mar-
quage M ssi il existe M’ € My tel que p € M’ et M’ atteignable depuis M.

Remarque : un réseau peut étre vu comme un automate a compteurs avec
un test partiel pour zéro. Une séquence tirable correspond alors & un mot accepté
par 'automate. Avec cette interprétation, un réseau non étiqueté est déterministe
puisque pour un état donné et une transition donnée au plus un changement est
possible. Dans un réseau étiqueté, il peut arriver que plusieurs transitions de méme
étiquette soient franchissables, ce qui correspond aux automates non-déterministes.

&

Nous avons le théoréme suivant qui établit la cohérence des notations (la
preuve est aisée) :

Théoréme 1.4.5. Soit M un marquage de N = (P,T,W) et p € T™ :
MEA M & e MA M =Mt

Une conséquence simple est que pour tout marquage L, M L M
entraine M + L —2s M’ + L.

1.4.4 Ensemble et graphe des marquages atteignables

Il est facile de voir que Patteignabilité est une notion centrale lors de
I’étude dynamique des systemes modélisés par les réseaux. C’est aussi un lien
fort utile dans le cadre des sémantiques d’entrelacement, entre les réseaux
de Petri et les systemes de transitions. Formellement :

Définition 1.4.6. Ensemble des marquages atteignables
Ftant donné un systeme ¥ = (N, Mg) ou N = (P,T,W), nous ap-
pellerons ensemble de marquages atteignables ’ensemble :

R ¥ (M e M(P) + My —» M)}
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Dans la majorité des cas, cet ensemble sera énorme, voire infini. Le
graphe des marquages atteignables s’obtient simplement en prenant pour
neeuds R(X) et en ajoutant les arcs étiquetés par les transitions permettant
de passer d’un marquage a un autre :

Définition 1.4.7. Graphe des marquages atteignables
Ftant donné un systeme ¥ = (N, My) ou N = (P,T,W), nous ap-
pellerons graphe des marquages (atteignables) le graphe® orienté et étiqueté

GR(N, My) = (S, A, E) tel que :
e S =R(Y) est l'ensemble des sommets du graphe ;

o A est ensemble des arcs et ¥ : A — T un étiquetage. Ils sont définis
par :

(M5 M AE(a)=t) &L (M 5 M) dans N,

o My est un neud distingué appelé la racine du graphe.

Le lien entre les comportements séquentiels du réseau et les chemins
orientés de GR(N, M) est donné par le théoreme suivant (dont la preuve
est aisée) :

Théoréme 1.4.8. Dans un systéme (N, My), un marquage M’ est atteignable
depuis un marquage M par une séquence p ssi il existe un chemin orienté
de M vers M' dans GR(N, My), étiqueté par p.

Remarques sur GR(N, My) :

1. De tels graphes (orientés, étiquetés et ayant une racine) sont des systémes
de transitions. Ils sont souvent utilisés pour modéliser le comportement des
systemes.

2. Lorsque le réseau est étiqueté, le graphe des marquages atteignables peut
aussi porter ce double étiquetage.

1.4.5 Tirs concurrents

Un des avantages des réseaux de Petri est leur adaptation au vrai paral-
lélisme. Nous allons étendre les notions vues précédemment au cas des
pas concurrents. Formellement, étant donné un réseau N = (P, T,W),
nous appellerons pas (concurrent) un multi-ensemble de transition g =

{ur, ..., u,} € M(T).

6 . . . . . .
Nous avons en fait un multi-graphe, i.e. il peut exister plusieurs arcs entre deux
sommets. En effet, rien n’interdit que deux transitions aient les mémes pré- et post-

conditions.
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Un pas représente donc un ensemble d’actions simultanées”.

Les notations précédentes deviennent alors, pour un marquage M de N :

*u d:ef Z,u(t)..t

teT
. dy .
pe = pt)
teT
ME M S e M AM =M=t

Nous noterons le pas vide ¢.
Nous étendons la notion de support a un pas :

déf

13

S(e) 0
Spufu}) = S(u)u{u}

=
O

La figure 1.4 nous montre I’évolution de N, apres les tirs de la séquence
t1.t, puis du pas {t,t}.

Nous aurons deux termes particuliers pour désigner certaines formes de
parallélisme :

e nous parlerons d’égo-concurrence lorsqu’une transition est parallele a
elle-méme, e.g. {t1,t1}, t; € T ;

e nous parlerons d’auto-concurrence lorsqu’une action est parallele a
elle-méme, e.g. {a,a}, a € A;

Une différence majeure est que le premier ne peut exprimer qu’un paral-
lélisme dynamique, alors que le second peut aussi exprimer un parallélisme
structurel. Nous verrons ultérieurement (voir la section 8.3 sur le raffinage)
que le parallélisme dynamique est parfois génant. Une des facons de I’éviter
consiste alors a ajouter une place a chaque transition, comme montré sur la
figure ci-dessous. Cet ajout n’altére pas les propriétés essentielles du systeme

([BDYO]).

"Cette notion n’est pas toujours identique, selon que lon considére les transitions
comme atomiques (i.e. elles se font toutes en temps 1) ou non (voir p.ex. les réseaux
temporisés [Zub&0]).
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Figure 1.4 : Evolution de N pour M;,: GER GHEY

tampony libre

entrée
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tampony libre

entrée

tampony libre
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sortie

sortie

sortie
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1.4.6 Des pas concurrents aux séquences

Il existe un lien évident entre les pas et les séquences. Une séquence
ayant les mémes éléments qu’un pas peut étre vue comme une réalisation de
ce pas. Un unique observateur voit les actions dans un certain ordre et par
suite transcrit un pas en une séquence®. Ceci légitimise notre notation du
pas vide par ¢ et I'extension de nos définitions.

Nous définissons :

Définition 1.4.9. Linéarisation d’un pas
Soit 1 € My un pas paralléle, nous dirons qu’une séquence p € T* est
une linéarisation de p ssi :

Vt € T, occ,(t) = occ,(t)

Nous notons seq(p) Uensemble des linéarisations de p.
Nous avons la simple proposition suivante :
Proposition 1.4.10. Soit p € My un pas paralléle, alors :
Vp € seq(p) = (*p S ) A (p* C 1)

1.5 Quelques remarques sur les sémantiques

Nous pouvons considérer I’évolution des réseaux marqués de nombreuses
manieres (voir par exemple [Hoo94]). Une des grandes subdivisions est le
choix de la sémantique :

1. les sémantiques d’entrelacement réduisent le parallélisme & du non-
déterminisme séquentiel, (i.e. a||b = a.b + b.a)®. Elle identifie, par
exemple, les deux systemes de la figure 1.5. Pourtant, ils sont tres
différents. D’abord, il est fort probable que ¥ soit plus rapide. D’autre
part, il est bien connu que son raffinement peu engendrer certains
probléemes (voir p.ex. [CMP87, Vog92]).

2. les sémantiques de pas permettent de les distinguer. Intuitivement,
elles suppose l'existence d’une horloge globale et ’atomicité des tran-
sitions (i.e. chaque action prend exactement une unité de temps.
Deux réseaux sont donc équivalents s’ils peuvent effectuer les mémes
séquences de pas paralleles. Les deux systemes de la figure 1.6 sont
équivalents pour ces sémantiques. Pourtant, pour faire (a || ¢);b, le
second doit attendre que ¢ soit fini pour exécuter b.

8(C’est une des raisons invoquées par certains auteurs (e.g. [Mur91]) pour dire qu’il
suffit d’un nombre suffisant d’observateurs pour induire le parallélisme et que par suite
les sémantiques d’entrelacement sont suffisantes.

®Nous utilisons les notations de CCS. a||b = a.b + b.a signifie que €a en paralléle avec
b» est sémantiquement équivalent a €a suivi de b ou b suivi de a>.
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Figure 1.5 : ¥ et Y5 sont indistinguables (sém. d’entrelacement).

@Pl @pz

Laly (b ¢,
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X

Figure 1.6 : ¥; et Y5 sont indistinguables (sém. pas).

e O —®
o—®
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3. une sémantique du vrai parallélisme se doit de les distinguer. Les
réseaux de Petri sont parfaitement adaptés a ce type de sémantique.
Pour cela, il est nécessaire de disposer d’une structure telle que deux
réseaux ayant les mémes comportements paralleles mais une struc-
ture différente puissent étre identifiés ([Pet77, Rei85]). La section 1.6
présente une classe de réseaux, les réseaux causaux, qui nous permet de
représenter les comportements séquentiels et concurrents des réseaux
de Petri.

1.6 Les réseaux causaux

Ceux-ci sont introduits dans [Old89] afin de montrer qu’une équivalence
donnée respecte le comportement concurrent des réseaux. Un réseau causal
permet d’exprimer le parallélisme d’une séquence de transitions a travers un
réseau dans lequel tous les choix ont été résolus. Pour cela, tout branche-
ment sur les places est interdit : un jeton dans une place ne peut avoir
plusieurs origines différentes, de méme qu’il ne peut choisir son futur. Nous
verrons a travers la définition 1.6.3 comment un réseau causal reflete les
comportements d’un réseau N donné.

Définition 1.6.1. Réseau causal e
€

Un réseau causal (fini) est un réseau a arcs simples étiqueté fini C' =
(Po,To, Fo,lo) tel que :

1. pour tout u € T, *u et u® sont des ensembles (et non des multi-
ensembles),

2. les places sont sans branchement : pour tout p € Po, |°p| < 1 et
p°l <1,

3. la relation Fo C (P x T)U (T x P) est bien-fondée, c’est-a-dire qu’il
n'existe pas de chaine en arriére infinie :

e Py ) (s Pract) -+ - (P1, w1 (2, Po)

dans Feo.

Le point 3 nous permet d’affirmer que Fr™, la fermeture transitive de
Fe, est acyclique et constitue un ordre bien-fondé sur Po U T¢.

Nous notons °C' def {p € Po : °p = 0} Vensemble des places ini-
tiales de C', c’est-a-dire les places n’étant alimentées par aucune transition.
Symétriquement, C° def {p € Po : p° = 0} désigne I’ensemble des places
finales de C' qui n’alimentent aucune transition.

La propriété suivante indique qu’un réseau causal ne contient pas de
places ou de transitions inutiles (par exemple non atteignables) :
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Proposition 1.6.2. Si C est un réseau causal, alors il existe une séquence
de transitions °C' = My 3 My - - -5 M, telle que

FPe = U M, etTc:{ul,...,uk}
1=0,...,k

La preuve est relativement technique et ne présente pas d’intérét parti-
culier. Le lecteur pourra se reporter a [Aut93], page 94.

Nous appelons de telles séquences de transitions des exécutions complétes
du réseau causal C'. L’existence de ces exécutions completes nous permet
d’affirmer qu’un réseau causal ne contient pas de places ni de transitions
inutiles. Le dernier marquage atteint par une telle exécution est nécessaire-
ment C°. De plus, la définition 1.6.1 et My = °C' nous permettent d’aflirmer
que tous les marquages M; sont saufs.

L’exemple de la figure 1.7 montre le réseau causal correspondant au
comportement parallele de N pour (a || b)ec.

Figure 1.7 : Un réseau causal.
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1.6.1 Réseaux causaux et comportements paralleles

Nous pouvons maintenant définir le plongement d’un réseau causal dans
un réseau N :

Définition 1.6.3. Plongement
FEtant donné un réseau causal C' et un réseau N, une application

[+ PoUTe = PyUTy
est appelée un plongement de C' dans N, noté f:C — N si :
1. f(Po) € Py et f(Tg) C1Tn,
2. Yu € Te, lo(u) = In(f(u)),

3. Vu €T, f(*u)="f(u) et f(u®)= f(u)*.

Le point 3 indique que le plongement respecte la relation de flot, le point
2 que ce plongement respecte I’étiquetage, et le point 1 que ce plongement
permet de décrire un comportement de N. Nous reprenons en figure 1.8
I’exemple illustrant un réseau causal, dans lequel nous avons représenté en
pointillés un plongement f.

SioC S ... 2 (0 est une exéeution complete de (', alors

M= ey’ TNy pe

est une séquence de transitions dans NV, notée M (i; M’'. De méme, pour
toute séquence de transitions p = M Lo 5 M de N, il existe un réseau
causal C et un plongement f : C' — N tels qu’il existe une exécution com-
plete de C dont I'image par f dans N est p.

Une paire 7 = (C, f) ott f:C — N etle pas M — M’ qui lui est
associé sont appelés un processus de N.

Nous utiliserons les réseaux causaux dans les preuves que nous ferons
ultérieurement sur les équivalences basées sur la bisimulation pomset. Nous
donnons une définition des pomsets basée sur les processus en associant a
un réseau causal C' son pomset pom(C') par

pom(C) = (Te, Fet [ rextes o)

Nous conservons dans pom(C') uniquement les relations de dépendances en-
tre transitions, alors que dans C' nous trouvons également une description de
la facon dont sont déplacés les jetons dans le réseau. Nous notons M 55 M’

. . c, ’
quand il existe un pas pomset M —{ M’ dans un réseau N avec p = pom(C).
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Figure 1.8 : Un plongement d’un réseau causal C' dans un réseau N.
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Remarque sur la définition d’un €pomset> :

Notre définition d’un pomset est différente de celle de [GV8T] ° 4!
qui le définit comme une linéarisation d’une séquence de tirs

sur laquelle est mise un ordre construit a partir de la relation

de flot. Dans le cadre de réseaux non saufs, certains pomsets n t
ne peuvent étre construits de cette facon. Dans le réseau ci-

, ot L
contre, la séquence {p1,p1} —— {p2,p2} peut donner lieu &
deux pomsets : «€a en parallele avec a» et «a suivi de a®. ' P

Remarques

Il existe une grande variété d’enrichissements des réseaux de Petri (ca-
pacités [Dev89], temporisation [Zub80], etc). Nous faisons ci-apres quelques
remarques sur des variantes classiques et codables dans les réseaux tels que
nous les avons définis.

Réseaux a capacités. Cesont définis par N = (P,T, W, K),ou (P, T, W)
est un réseau au sens de la définition 1.3.1, p. 29 et ou K est une fonc-
tion de P dans IN U {w} fixant une capacité pour les places (i.e. le
nombre maximal de jetons qu’elles peuvent contenir). Nous pouvons
les coder dans les réseaux sans capacités en utilisant la méthode don-
née dans [Rei85]. On associe a chaque place p € P telle que K(p) € IN
une place complémentaire p’. La figure ci-dessous illustre cette con-
struction.

Etiquetage sur les places. Cet étiquetage «dual», est utilisé par ex-
emple dans [PS90]. Un tel étiquetage ne géne en rien notre méthode
de réduction. En effet, de tels réseaux sont «équivalents» & un réseau
étiqueté sur les transitions (voir la figure ci-dessous).
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stock

—— = () X

Bibliographie

Le probleme de 'atteignabilité est traité dans [May81, Kos82]. [May84]
donne un algorithme général. Enfin, [Reu89] expose ce probleme de maniere

tres claire.
Les problemes liés & la structure des réseaux (graphes et hypergraphes)
sont traités de maniére assez exhaustive par [Ber87].
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Chapitre 2

A la recherche d’une
équivalence sur les places

Nous allons nous donner comme objectif tres général de trouver une
méthode de réduction qui :

1. soit une équivalence sur les places nous permettant de les fusionner ;
2. préserve la bisimulation ;

3. est indépendante du marquage initial (i.e. du contexte). En effet,
R (N, My) est souvent trop grand pour étre utilisable et nous voulons
éviter de recommencer la réduction pour chaque marquage initial.

Une premiere approche de cet objectif est la suivante :
p~qge VM eMy : M+peM+gq

Dans ce chapitre, nous allons rappeler la définition et quelques propriétés
essentielles de la bisimulation classique (entre les marquages). Nous utili-
serons la définition de la bisimulation forte [Mil83, Par81].

Nous en dériverons une premiere relation d’équivalence, notée ~, entre
les places du réseau. La section 2.2 étudie ~. En particulier, nous y prouvons
un résultat tres général pour la correction du quotient (théoréme 2.2.8).
Ce théoreme fondamental donne une caractérisation des relations sur les
places telles que le quotient soit correct, i.e. telles que le réseau et le réseau
quotienté soient bisimilaires.

La derniere section est dévolue a la calculabilité de ~. Nous utilisons
une technique inspirée de [Jan93], mais de maniére non triviale.

2.1 La bisimulation classique (entre les marquages)

En principe, deux programmes peuvent étre considérés comme équiv-
alents seulement s’ils sont écrits exactement de la méme maniere. Ceci

51
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est évidemment trop restrictif, nous avons donc a chercher une équivalence
«raisonnable» entre les programmes.

Qu’entendons-nous par «raisonnable» ? La condition prépondérante est
de respecter les regles de changement d’état, i.e. si d’un marquage M je
peux tirer une transition ¢ et arriver dans un marquage M’, alors de tout
marquage équivalent a M je dois pouvoir tirer une transition équivalente a ¢
et parvenir & un état équivalent & M’. 1l y a évidemment un grand nombre
de candidates, mais nous allons nous intéresser a I'une des plus étudiée : la
bisimulation (forte), introduite dans [Mil80, Par81].

Un certain nombre de propriétés font de la bisimulation une équivalence
comportementale «agréable» :

e c’est une équivalence comportementale fondamentale pour les systemes
réactifs ;

e clle préserve les comportements arborescents ([Mil80]) et donc beau-
coup de propriétés dynamiques ;

e c’est une congruence pour un grand nombre d’opérateurs (composition
séquentielle, parallele, etc) ;

e elle est basée sur les comportements observables du systémes (i.e. elle
fait abstraction de I'identité des transitions pour ne considérer que leur
effet visible) ;

e elle a des liens forts avec les logiques temporelles. Typiquement, deux
systemes sont bisimilaires ssi ils vérifient les mémes propriétés HML

([HMS0]) ;

e enfin, nous verrons qu’il est possible d’adapter sa définition pour obtenir
un traitement adéquat des actions internes ou du raffinage.

2.1.1 Définition de la bisimulation

Comme la bisimulation est issue du domaine des automates, il est néces-
saire de se représenter le réseau comme son graphe des marquages. Ce
faisant, il est évident que nous perdons les informations relatives au parallé-
lisme. Cependant, nous verrons que la bisimulation admet un grand nombre
de variantes moins «€oublieuses» du parallélisme.

Intuitivement, deux systemes sont bisimilaires s’ils peuvent s’imiter I’'un
Iautre, i.e. avoir les mémes comportements. Une maniere classique de voir
la bisimulation sont les «jeux de bisimulations» (selon I'expression de C.
STIRLING).

Dans le cadre des réseaux de Petri, nous pouvons définir les regles comme
suit : le joueur 1 choisit un des deux réseaux que 'on veut comparer et tire
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une des transitions franchissables. Le joueur 2 doit alors 'imiter en tirant

une transition avec la méme étiquette dans 'autre réseau. Ensuite le joueur

1 choisit un réseau, etc. Si le joueur 2 ne peut pas imiter, il perd.
Formellement :

Définition 2.1.1. Propriété de transfert

Soient Ny = (P, Th, Wi, 1) et Ny = (P, T3, W, l3) deux réseaux, une
relation R C M(Py1) x M(P,) entre les marquages vérifie la propriété de
transfert ssi :

pour tout My RM, et tout pas M; LN M il existe un pas de méme
étiquette My 215 MY tel que M]RM) ;

Nous avons donc le diagramme suivant :

My R M,

tll th:l(tl)

M, R M,
Nous en dérivons la définition suivante :

Définition 2.1.2. Bisimulation entre les marquages

Une relation symétrique ayant la propriété de transfert est une bisimu-
lation (entre les marquages). Les marquages reliés sont dits bisimilaires.
Nous le noterons R : M < M,.

Deux systemes, (N1, My) et (N2, M3), dont les marquages initiaux sont
reliés par une bisimulation sont dits bisimilaires, not€ :

R (N17M1)ﬁ(N27M2)

Sur I'exemple de la figure 1.5, p. 43, il est facile d’établir le graphe des
marquages atteignables et de dessiner une relation de bisimulation entre N
et N/, comme le montre la figure 2.1.

Remarques

1. Dans le cas de réseaux non étiquetés, nous aurons a définir ce qui est ex-
térieurement visible, i.e. dans quelle mesure les transitions sont distinguables.
Il y a différentes possibilités :

e soit le tir d’une transition est distinguable et nous les étiquetons toutes
différemment. Nous verrons qu’alors notre méthode ne permet que peu
réductions.

e soit les tirs sont indistinguables et nous leur donnons a toutes la méme
étiquette ;

e soit autre chose encore.
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Figure 2.1 : Un exemple de bisimulation

(p1, 12} (o}

t :% \t\zb _____ thy ‘y \tlzl th
PO R IR
by bj/ j/tl ra tézx thy:a

{p?’? P4} {ps ] ?4} {P§4}
REE) R
R

2. Notre objectif étant de réduire un réseau, nous nous intéressons au cas parti-
culier des auto-bisimulations, i.e. entre un réseau et lui-méme. Dans ce cas,
nous pouvons simplifier la propriété de transfert en omettant la réciproque
et en demandant a la bisimulation d’étre une relation symétrique.

Parmi les propriétés de la bisimulation nous retiendrons les suivantes :

Proposition 2.1.3. Soient (N;, M), 1 € {1,2,3}, des systémes. On note
Rij, R}, des bisimulations entre (N, M;) et (N, M;). Nous avons :

1. Tdpqp,) est une bisimulation sur (N1, My).

2. Rl_zl est une bisimulation entre (No, M3) et (N1, My).

3. Ri2U R}, est une bisimulation entre (Ny, My) et (Nz, Ms).
4. Razo Ryg est une bisimulation entre (Ny, My) et (N3, Ms).

5. Ry est une bisimulation entre (Ng, M3) et (Ny, My).

6. & det U{R12 : Riz bisimulation entre (Ny, My)et(Na, M3)} est la
plus grande bisimulation entre (N1, My) et (Ng, M3) ;

7. & est une relation d’équivalence entre les marquages d’un réseau.
Preuve.

e 1,2 et 3 découlent directement de la définition de la propriété de trans-
fert. Il est a noter que ’on peut généraliser 3 & des unions infinitaires.
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(4) vient de la compositionnalité des diagrammes :

MlﬂMQAMg

tll t2:l(t1)l ltgzl(tl)

! R ! R !
My £ M, ez Mg

5 est une simple conséquence des précédentes.

e 6 & est une bisimulation d’apres 3 et c’est la plus grande par con-
struction.

e 7 découle de 5 et 3.

2.2 De I’équivalence ~

Nous parlerons d’équivalence structurelle puisque nous allons nous ab-
straire du marquage initial, et donc ne reposer que sur la structure du réseau.

Nous allons tout d’abord en donner une définition précise, puis découvrir
ses propriétés pour enfin montrer qu’elle est incalculable. Le chapitre suivant
montrera que la bisimulation de place est une approximation de ~ (calculable
efficacement).

2.2.1 L’équivalence structurelle

Nous reprenons la définition donnée informellement dans 'introduction :

Définition 2.2.1. Equivalence structurelle
Ftant donné un réseau N = (P,T,W,l), nous appellerons équivalence
structurelle la relation ~C P x P définie par :

prq M e M(P) 1 M+ peM+q (2.1)

Cette définition nous assure que ~ est une relation d’équivalence sur
les places (puisque ¢« en est une sur les marquages). Clairement, ~ est
indépendante du marquage initial.

Remarque : nous aurions pu prendre une définition plus générale en nous
basant sur une auto-bisimulation et non sur la plus grande. Cependant I’'intéréet en
est restreint : nous cherchons une méthode de réduction et sommes donc intéressés
par la plus grande relation, 1.e. celle permettant de faire la plus forte réduction.

o

Nous pouvons définir une relation sur les marquages a partir d’une rela-
tion sur les places :
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Définition 2.2.2. Soit N = (P,T,W) un réseau et R C P x P une relation
sur ses places. On note R la relation dans M(P) x M(P) telle que :

_ e Vie{l,...,n}, p;Rp.
MEM & 3, e Pie {1, on} + { M= {pr,....pa)
M ={p\,....pn}

Deux propriétés importantes découlent de cette définition :

Proposition 2.2.3. Soit N = (P,T,W) un réseau et R C P X P une
relation sur ses places.

1. Si R est réflexive, alors :
(a) R est additivel, i.e. pour tous My, M|, My, M}y € M(N) :
(MiRM{ N MyRMj) = (My+ MyRM{+ M) (2.2)
(b) et c’est une congruence, i.e. pout tous My, My, Ms € M(N) :

(Ml EMQ) = (Ml + M3EM2 + Mg) (23)

2. R est une relation d’équivalence ssi R en est une.

Remarques
1. Le théoréme 4.3 de [Jan93] nous permet de dire que R est un semi-linéaire.

2. Le fait d’eétre additive est équivalent a étre une congruence dans notre con-
texte. (2.2) implique trivialement (2.3). Pour obtenir la réciproque, il suffit
d’utiliser la transitivité de < .

De plus, cela implique que R est un semi-linéaire (théo. 4.3 de [Jan93]).
o

Nous avons alors la proposition suivante dont la preuve découle directe-
ment de la définition de ~ :

Proposition 2.2.4. ~ C & .

Remarque : ce résultat peut étre généralisé a toute relation incluse dans ~.
o

Cependant, en général, =~ n’est pas une bisimulation, comme le prouve
la figure 2.2. Sur cette figure, il est facile de voir que {p}~{q¢}, mais que
t* 7t

Nous allons maintenant montrer que ~ permet d’obtenir un quotient
correct vis-a-vis de notre critére (la bisimulation).

!Nous reparlerons de cette propriété lorsque nous étudierons les propriétés des bisim-
ulations additives (section 3.9.1, p. 95).
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Figure 2.2 : =~ n’est pas toujours une bisimulation.

P q

t Loy
O O

2.2.2 Le réseau quotient

Etant donné un réseau N = (P, T,W) et E une équivalence sur P,
nous quotientons de maniere classique en faisant toutefois un léger abus de
notation : les transitions du réseau quotient seront notées [t]g, bien que F
ne soit que sur P. Cela rend la définition de W/g plus aisée et un certain
nombre de preuves moins confuses?.

Définition 2.2.5. Réseau et marquage quotient

Soit ¥ C P x P une relation d’équivalence sur les places d’un réseau
N = (P, T,W,l). Le réseau quotient N/g det (P/g,T/e,W/g,l/E) est tel
que :

o Ple s : peP);

L] T/EdzefT 5

o Wellalp W) € Y W(uo);
uw€lz],vey]

[ ] l/EdIéf .

1l nous faut maintenant exprimer de quelle maniere nous quotientons un
marquage. Nous étendons® [|g a [[|p : My — Mn/ g, avec :

M/ € Ms = {p1,pas - palE S {lpie, ey - Pl 6}

dé
?Cela revient en fait & considérer E' :fE Jldr.

®Cette définition est cohérente avec celle de []g (déf. 2.2.2, p. 56).
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Par conséquent, pour un systéeme ¥ = (N, M), nous avons ¥/g st

Informellement, nous faisons donc «glisser» tous les arcs sur une place
représentant la classe définie par IV (voir la figure 2.3).

Figure 2.3 : Un exemple de réseau quotient.

Avec ces définitions, nous aurons *[t|g = [*t]g. Donc, si on a un pas

M 2 M’ dans N, alors le pas [M]g [ My, existe dans N/g. L’inverse
n’est pas vrai, comme le montre la figure 2.4 ot N et N/g. Par contre, si
(Mg [ My, alors il existe My, M{ € My tels que [Mi]g = [M]g, (Mg =
[M')g et My 5 M.

Nous concrétisons cela par un petit lemme technique qui nous sera utile
ultérieurement :

Lemme 2.2.6. Soit N = (P,T,W) un réseau, t € T et M,M' € M(N).
[[|E étant tel qu’en la définition 2.2.5, nous avons :

M5 M = (Mg 25 My

(Mg = [Mi]g, [M'|p = [Mi]E
My 5 M|

M)y DB Ml = 3, ML {
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Figure 2.4 : R(X) et R(X/E) n’ont pas toujours isomorphes.

b q [P] :[Q]E
L) Ca g lfle
Y /e

M ={q} 5 M/g = {{gls} = {ple} &

Remarque : en fait, plus généralement, pour tous les opérateurs de comparaison
(notations 1.2.1, p. 28), nous avons : (M7 op M) dans X implique (M1 /g op M2/ E)
dans ¥/g. La réciproque est : (Myop M) dans N/g implique qu’il existe des
marquages M7, M} dans X tel que (M op M4) et M{ = My /g, Ma2/g = M.

o

De cette définition, nous dérivons le petit lemme suivant qui établit la
cohérence entre [-]p et F :

Lemme 2.2.7. Soit un réseau N = (P,T,W.,l) et E C P X P une relation
d’équivalence sur ses places. Nous avons :

VM, M' ¢ My : [M]g=[Mg < MEM'
Par suite, (Mn)/5 = Mny/,)-
Nous donnons maintenant deux théoremes importants :

e le théo. 2.2.8 qui nous permet de quotienter. C’est une généralisation

du lemme 6 de [ABS91b].

e le théo. 2.2.10 qui est sa réciproque et montre que ~ est la plus grande
relation nous permettant de quotienter correctement.

Théoréme 2.2.8. Correction du quotient

Soit un réseau N = (P, T,W,l), si F C P x P est une équivalence telle
que 2 C ¢+, alors pour tout marquage initial M, (N, M) et (N/g, M/g)
sont bisimilaires, i.e. :

VM € My, (N,M) < (N/g, M/g)

Y
Preuve. 1l suffit de montrer que R e [lEo & C My x Mpy/E est une
bisimulation entre N et N/g, donc de vérifier la propriété de transfert pour
R.

La figure ci-dessous explicite cette démonstration.
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définition de R~ ------ L _
B ) hypothése Ms E My,

- EC o

et lemme 2.2.7
IR transitivité de <
M, //
/e
L L
M
ty  (t 4
2 ( 1) lemme 2.2.6 b
lemme 2.2.6
ty : l(tl)
M!
NN |

1. Soient My 4 M| et My RMj;. Le diagramme suivant établit le premier
point de la propriété de transfert :

M1 L M3 []7/9 M2 = Mg]E
tll t3:l(t2)l ltg:l(tl)
M, =2 my _Ue M =[Mg

t3 existe par bisimilarité et t5 est directement issue du lemme précédent
(2.2.6).

2. Soit maintenant un pas My HEN M} et MyRM;. De My RM;, nous
savons qu’il existe un marquage Ms tel que My & Ms[-]g M. D’apres

le lemme 2.2.6, nous savons qu’il existe un pas My iey M} fermant le
diagramme suivant :

M, U5 g,

. |-

M []El M
2 4

Par suite M3E M, et, comme E C <, M3+ M. Comme M, < Ms,
nous avons My <> M, et la propriété de transfert nous permet de com-
pléter le diagramme :

My, _Us' oy, &y,

752l 752l ltl:l(b)

e
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Ce qui complete la preuve.

]

Remarque sur la preuve du théoréme 2.2.8 : il est important de noter que
ce théoréme ne dépend que de trois hypotheses :

1. la maniére de quotienter (lemme 2.2.6) ;
2. la transitivité de la bisimulation ;

3. I'imitation d’une transition.

En effet, cela nous permettra de I’étendre ultérieurement aux bisimulations

prenant en compte les actions invisibles.

Corollaire 2.2.9. Soit un réseau N = (P, T,W,l), nous avons :
VM € My, (N, M) & (N/~, M/1)
De plus, ~ est la plus grande relation d’équivalence qui nous permette
de quotienter :

Théoréme 2.2.10.
F,@ < =3dM : (N,M) & (N/g,M/E)

Preuve. Puisque F ¢ ¢, nous en déduisons Pexistence dans N de M, M,
tels que My EM, et M, < M. Par suite, il existe un pas M; 4 M qui ne
peut étre imité par un pas M, —2) MY avec M| & M.

Or, comme My E My, dans N/ il existe un pas [M]g SN [M]]. Par suite,
(N, M) ¢ (N/g; M/ ). -

~ est donc la relation que nous cherchons, malheureusement nous allons
voir qu’elle n’est pas calculable.

2.3 Calculabilité de ~

Si nous pouvions décider de la bisimilarité de deux systémes, nous serions
surs de pouvoir calculer ~ (en prenant toutes les relations sur les places).
Malheureusement nous avons :

Théoréme 2.3.1. [Jan9/]
La bisimilarité de deux systéemes est indécidable.

Il nous reste donc & chercher si ~ est calculable. Cette section est con-
sacrée au théoréeme suivant :
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Théoreme 2.3.2. ~ n’est pas calculable.

Une des méthodes les plus directes pour établir I'indécidabilité d’un prob-
leme est d’y ramener un des problemes indécidables pour une machine uni-
verselle (machine de Turing, machine & compteurs, etc).

Malheureusement cette méthode échoue dans le cadre des réseaux de
Petri, compte-tenu de leur incapacité a simuler un branchement conditionnel
(on ne peut tester la vacuité d’une place). Nous allons présenter une maniere,
pour un réseau, de simuler en un sens plus faible une machine universelle.
Les sections qui suivent présentent :

e un bref rappel sur les machines & compteurs de MINSKY (I’annexe A
est plus détaillée et présente les résultats d’indécidabilité ainsi que
'idée de leur preuve) ;

e la méthode utilisée par JANCAR dans [Jan94] pour prouver I'indécidabilité
de la bisimulation et les modifications nécessaires afin de 'adapter a
I’équivalence ~ ;

e enfin, la preuve de I'indécidabilité de ~.

Remarque : bien que le résultat du théoréme 2.3.2 nous suffise, nous avons en
plus :

~ est co-semidécidable

En effet, p £ ¢ssi M € My : p+ M £qg+ M. Or la non-bisimilarité est
semi-décidable dans les réseaux de Petri (voir par exemple [Mil89, Chr92]).

2.3.1 Rappels sur les machines a compteurs

A la différence des réseaux de Petri, les machines a compteurs sont
déterministes?.

Définition 2.3.3. Machines a compteurs
Une machine & compteurs est un triplet C = (Q,C,I) ou :

Q = {so,s1,52,...,5.} est l'ensemble des étapes (i.e. un programme
séquentiel) ;
C = A{ec1,c2,...,0n} est Uensemble des compteurs (i.e. des registres a

capacité infinie) ;

*est du moins cette définition que nous utilisons. [Iba78] définit des machines non-
déterministes.
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I : @ — Ins définit pour chaque étape lopération d effectuer, avec

I(s,) = halte.
Nous prendrons comme types d’instructions possibles (ensemble Ins) :

msy o+ 408 ajoute 1 au compteur c¢; et saute a
Uinstruction s;

msg 1 sic >0 st le compteur ¢; est positif, alors on lui
alors c; — — 5 s; soustrait 1 et on va a s;, sinon on passe a
sinon s; s;

inss . halte arréte la machine

i,7€40,...,n}etle{l,...,m}.
Un état de la machine est donné par un couple ¢ = (s, 8) donnant l’étape
atteinte et le contenu des compteurs (s € () et § : C' — IN).

Le comportement d’une machine (ses changements d’état) est donc donné
par :

(Sk,e) RN (Si70+5cl)
ins (5i,0 —05) sib(c;) >0
(51,6) — { (s5,0) sinon
ot §., : C' = IN est la fonction caractéristique de ¢; (i.e. 6(c) = 1ssic = ¢).

Parmi les problemes indécidables de [Min67], nous retiendrons les deux
suivants :

le probléme de arrét (PBA) pour une machine C et une configura-
tion # s’exprime comme suit :

«C s’arréte-t-elle en partant de (sq, 8) 7»

le probléeme de ’arrét uniforme (PBAU) pour une machine C s’exprime
comme suit :

«C g’arréte-t-elle en partant de (sq, #) quel que soit 6 7»

Il est facile de passer d’une machine C = (@, C, I) & un réseau la simulant
(faiblement) et noté Ne = (Fe,Te, We, le) -
e Yguc

o Ty, We sont définis comme suit :

. . . t
— si I(sy) est de la forme insy, nous ajoutons® s, —+ s; 4 ¢ ;

5Lajout de M 4 M’ se fait en ajoutant ¢t a T¢ et lensemble d’arcs
{(M(p),t), (tv M/(p)), pE PC} aWe.
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nz

— si I(s) est de la forme insy, nous ajoutons s; + ¢ +5 s et

i
S — S5 3
o enfin, Vi € Te @ le(t) =t

La figure 2.5 explicite ces constructions.

Figure 2.5 : Des machines & compteurs aux réseaux de Petri.

Sk

I(s) = insy Lk

I(si) = insy

Exemple 2.1 : Une machine a compteurs.

Prenons le petit programme ci-dessous :

sg: ste>0 alors ¢y — —;s3
slnon s

s$1 0 ca+ 4582

S2 1 Cca+ 4582

s3 : halte

Il se traduira par le réseau :
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O.

Nous allons maintenant expliciter la maniere de simuler une machine a
compteur par un réseau. Tout d’abord, nous représentons les états de la
machine par les marquages :

Notations 2.3.1. Soit € = (s,0), un état de C, on note M, le marquage
représentant ¢ dans Ng¢, i.e. :

(1 siTx =35
M@)o sizeQ\{s}
6(z) sizeC

N¢ peut simuler C, puisque s’il existe un pas ¢ — ¢’ dans C, alors il existe
un pas M, — M. dans N¢. Mais il la simule en un sens faible puisque la
réciproque n’est pas nécessairement vraie (il suffit de prendre t> qui peut
étre franchie méme si ¢; est non-vide).

2.3.2 La méthode de JANCAR

Dans [Jan94], JANCAR utilise PBA et propose une méthode générique
pour établir I'indécidabilité d’une équivalence sur les marquages : pour prou-
ver l'indécidabilité d’une X-équivalence, on construit deux variantes d’un
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réseau Ne simulant faiblement une machine C telles que C s’arréte ssi les
deux variantes ne sont pas X-équivalentes.

Nous allons adapter cette méthode au cas de notre relation structurelle
~. Nous aurons ainsi a ajouter un certain nombre d’éléments a N¢g pour
obtenir que le probleme de p; ~ py soit équivalent & celui de 'arrét de la
machine.

Le probleme differe de celui de JANCAR a cause du «YM € Mpy>» de
notre définition (déf. 2.2.1, p. 55). Pour résoudre ce probléeme nous allons
«diviser pour régner». My contiendra deux classes de marquages vis-a-vis
de & : ceux correspondant a un état de la machine (que nous appellerons
valides) et les autres. En rendant tous les marquages non-valides bisimilaires
nous ramenons le probleme & I’étude des marquages valides, i.e. a ceux
simulant un comportement de C. Cependant, il restera a considérer le fait
que I’état initial de la machine est spécifié : nous ne sommes pas forcément
en sg. Pour régler ce probleme, nous allons faire boucler le réseau au moins
une fois sur sg, mais de maniere différente selon que p; ou py sera marquée.
Par suite, nous pourrons utiliser PBAU.

2.3.3 Preuve du théoréme 2.3.2

Pour construire nos réseaux, nous allons ajouter a N¢ un certain nombre
d’éléments :

e deux places py et pp (dont on voudra savoir si p; ~ pg) ;

e des transitions nous permettant de tricher a tous les coups et qui, de
plus, échangeront les jetons des places p; et py. Ainsi le réseau simule
correctement la machine ssi il la simule sans tricher.

e une transition permettant de distinguer les places p; et ps a la termi-
naison de C ;

e nous allons ajouter enfin un certain nombre de transitions nous per-
mettant de distinguer les marquages valides des autres.

Nous justifierons ces ajouts un peu apres.
Formellement, nous créons un réseau N = (P, T, W,1) tel que :

e P=PF:UP', P'={p1,p2 p3}. La place p3 nous servira a différencier
p1 et pa.
o T W, lincluent T¢, We, e resp. et nous leur ajoutons :
o o t?:b
1. une transition revenant sur sg sous la condition py : s, + p1 —

So+ p1;

tb:b
2. son homologue sous la condition p; : s, + py — S0 + ps.
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f.
3. une transition distinguant les conditions d’arrét : s, + ps3 75—'>f 0;
4. pour tous les s; tels que I(s;) = insy (branchement), des transi-
tions échangeant un jeton entre py et py et trichant (i.e. faisant
croire qu’un compteur est Vide) re+pr+os; % c+p2+sjet

1o’ 4z
ct+pr+ 8 ——=c+p1+s;.

5. les transitions distinguant les marquages valides des non-valides :

t¥x
t.mlzac
Vi,j€{0,...,n} : si+s; —s;+s;

b,
tli'

. b
Vied{0,...,n} : pr4+(snt+pi) = ps+ (so+pi)
tb/.:b
1+ (sn+8i) = ps+ (s0+ s:)

8 .:p
P2+ (sn+si) & p2+ (so+ s)
b,

t2.:b
P2+ (sn+si) & p2+ (so+ s)

Nous allons expliquer ou justifier maintenant ces divers ajouts :

o t) et t) (fig. 2.6) permettent de tenir compte du YM € My de la
définition en faisant boucler la machine sur elle-méme.

En effet, le «VM € My>» de la définition 2.2.1 a pour conséquence de
laisser le compte-tenu des compteurs arbitraire (ce que nous résolvons
par PBAU) et de faire débuter le programme a une étape quelconque.
En faisant boucler la machine, nous nous assurons de nous ramener a
I’étape so (dans le cas ol la machine s’arréterait).

o t% et t5 ont en plus pour objectif, avec t/, de différencier un retour sur
so par pp d’un par p, grace au transfert vers ps.

Intuitivement, elles seules permettent de distinguer p; de po, puisque
les autres transitions en sont indépendantes ou les utilisent de maniere
«symétrique>.

o les 15,15 (fig. 2.7) sont utiles pour montrer Iindécidabilité. Elles ont

le méme effet que ¢7, mais les franchir signifie toujours tricher.
Intuitivement, a partir de p9, on ne pourra revenir plusieurs fois sur

sp qu’en trichant.

o les o, % 5. 15 (fig. 2.8) ont pour objectif de rendre tous les mar-
quages non valides bisimilaires en permettant 'imitation de ¢} et 5.
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Figure 2.6 : Des transitions pour boucler de s, a sg.

Figure 2.7 : Des transitions pour passer des jetons de py a po.

et symétriquement pour po et tfl.
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Figure 2.8 : Des transitions pour séparer les marquages.

et similairement pour t¢; et t&,

e enfin, les t7;, tij/ et t/ nous permettront de séparer les marquages valides

des autres.

Nous pouvons maintenant aborder le lemme essentiel :

Lemme 2.3.4. Dans N, p; ~ py si et seulement si C ne s’arréte jamais®

en partant de sq.

Avant d’aborder sa preuve, nous allons montrer que les marquages valides
et non valides sont bien séparés par < des lors qu’on ajoute un jeton dans
une place p;, ¢ € {1,2,3}.

Lemme 2.3.5. Soient M, M' € My tels que M soit valide et M’ non.
Alors :

Preuve.
Nous allons simplement énumérer les cas d’invalidité d’un marquage :

o si M'(Q) = M'(P') = 0. Dans ce cas, p; + M’ est un marquage mort,
mais p; + M ne ’est pas :

— soit M (s,) = 0, alors p; + M permet de franchir une transition
de N¢ ;

6- N
i.e. C ne s’arréte pour aucune valeur des compteurs.
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— soit M(s,) = 1 et p; + M peut tirer une des transitions ¢%, ¢} ou

tf.

e si M/(P') > 0ou M'(Q) > 1, alors p; + M’ 5 ne peut étre imité par
P+ M.

D’ou le lemme.
[]

Nous avons aussi besoin de montrer que p; et py sont «neutres» dans le
cas de marquages non valides, formellement :

Lemme 2.3.6. Pour tout marquage M non-valide, nous avons :
m+Mep+M
Preuve. Nous construisons la relation R telle que :
o ldm, € R

e pour tout marquage M non-valide, (p1+ M) R (p2+ M) et réciproque-
ment.

Il nous reste a vérifier que R est une bisimulation.
Nous étudions les différentes transitions :

e pourt €Ty U {t%/}i,je{l,z,?)} U {t/}, nous avons py, py ¢ °t, donc :

m+M ——E _ p+ M

‘| k

m+M B py+ M

e pour it € {tf,tf/}i, nous obtenons :

m+M ——E _ p+ M

!
| G

pe+M — £ o+ M
e pour t € {t;}, il existe toujours ¢’ € {t};} telle que :
pm+M £ p+ M

] I

m+M B p+ M
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o le cas le plus intéressant est pour ¢ € {t4, 5} U{t},, tl{;, th, tg/i}ie{o,...,n}-

Si M l>, alors trivialement :

m+M B pp+ M

‘| k

m+M B p+ M

Considérons donc le cas M 7Z> Nous allons étudier les différents cas
d’invalidité du marquage” :

1. si M(s,) = 0 (donc en particulier si M(Q) = 0), alors py + M />
et py+ M ;

2. si M(s,) > 0, nous considérons les deux cas non exclusifs ci-
dessous :

(a) M est de la forme s, 4+ p;+ M’ (cas M(P') > 0), nous avons :

prtsntpi+M B pytosy+pi+ M
t?l ltgi

ptsot+pi+M B pyatsot+pi+ M

et d’autre part :

ptset+p+M B pots,+p+M
t?zl ltg

pstsotpi+ M — LB pstso+pi+ M
(b) M est de la forme s, +s; + M’ (cas M(Q) > 1), nous avons :

prtsotsit M B pydos,+si+ M

b 1Y
tll ltm‘

prtso+si+M B py+tso+ s+ M
et d’autre part :

piAs,+s+M B pyts, s+ M

B b
t“l l%

pstso+si+M B p3tso+si+ M

R vérifie donc la propriété de transfert. Par suite R est une bisimulation
et R C < nous donne le lemme.

"My a trois cas d’invalidité : M(Q) =0, M(Q) > 1 et M(P’) > 0.
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La conséquence directe des deux lemmes précédents est :
p1 ~ pg sst M+ py & M 4+ po, YM valide

Nous pouvons donc nous restreindre aux marquages valides (i.e. N simulant
faiblement la machine).
Preuve du lemme 2.3.4.

Soient € = (s, 8) I’état de la machine, différents cas se présentent a nous :

1. nous faisons un cas particulier pour s = sg. Nous avons :
sg € M = (p1 ~ pz ssi C ne s’arréte jamais)

Or ce probleme, que nous noterons D-PBAU (dual de PBAU), est
indécidable (voir le théoreme A.2.1, p. 194).

2. si C s’arréte en partant de € = (s, ), les transitions tb et ¢} font que
nous relangons la machine dans un état ¢ = (sq, '), donc nous sommes

dans le cas précédent.

3. si C ne s’arréte pas en partant de ¢ = (s,6), nous savons qu’alors
M + p1 & M + py ([Jan94]).

Il découle que décider de p; ~ p; est équivalent a D-PBAU qui est
indécidable.
[]

p1 ~ po est donc indécidable.

Conclusion

Nous avons maintenant cerné les principales propriétés désirables pour
obtenir notre méthode de réduction :

1. étre une congruence pour la mise en contexte ;

2. telle que le quotient obtenu soit bisimilaire au systeme de départ ;

3. étre calculable, si possible efficacement.

La premiere approche, ~, ne satisfait pas au dernier critere. Nous allons
donc chercher une relation d’équivalence incluse dans ~ (ce qui nous assure

de la correction du quotient grace au lemme 2.2.8, p. 59 et est nécessaire
puisque ~ est la plus grande permettant de quotienter).
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Notes bibliographiques

La bisimulation a été définie dans [Mil83] et [Par81]. Elle est décidable
pour quelques classes de réseaux (réseaux d’états finis et certaines classes
d’états infinis [BS87, CH93b], «Basic Parallel Process» [Kul94, CHS92]),
mais pas en général ([Jan94]).

Elle possede un bon nombre de variantes présentées par exemple dans
[BDKPI1, WeiR9], ou plus généralement les équivalences sur les réseaux sont
reliées dans [DDMS7, Vog94, PRS92]. Le lecteur pourra aussi consulter la
section 3.8 et les chapitres 4 et 5.

[EN94], outre les résultats de JANCAR, présente de nombreux résultats
d’indécidabilité dans le cadre des réseaux de Petri. D’autres résultats de
complexité sont dans [JLL77].

Sur la calculabilité en général le lecteur pourra consulter avec profit
[Min67] et [Bri95].
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Chapitre 3

La bisimulation de places
stricte

Nous étudions dans ce chapitre une variante de ~ : la bisimulation de
places stricte (stricte» par opposition aux versions dérivées que nous ex-
poserons dans la deuxieme partie). Cette relation qui est calculable et pour
laquelle il existe un algorithme efficace.

C’est Olderog qui le premier a proposé une notion de bisimulation de
places dans [O1d89, Old91a] ou il utilise le terme de «strong bisimulation».
Meéme si sa présentation mettait en avant d’autres objectifs, Olderog propo-
sait une méthode simple permettant de prouver que deux réseaux avaient les
mémes processus concurrents. Pour cela, Olderog proposait de mettre en re-
lation les places des deux réseaux, d’une facon vérifiant certaines contraintes
locales.

Dans [ABS91a], la proposition d’Olderog est corrigée et les propriétés
de la notion (revue) de bisimulation de places sont étudiées en détail. En
particulier, il y est montré comment la bisimulation de place permet de
réduire les réseaux de Petri. C’est dans [AS92] que les applications a la
réduction sont mises en avant, et qu’on montre comment la bisimulation de
places préserve aussi certains aspects causaux des comportements. Un outil
informatique a été réalisé pour implémenter les algorithmes ([Pfi92]).

Dans ce chapitre, la premiere section établit le lien entre ~ et la bisi-
mulation de places stricte (que nous abrégerons par BdPS ) et donne les
propriétés de base. Ensuite, nous nous intéressons a l'existence d’une plus
grande BAPS, notée B(N).

Les deux sections suivantes présentent la méthode de réduction dans sa
globalité ainsi qu’une propriété caractéristique des BAPS. De cette propriété
nous dériverons un algorithme de calcul de B(N).

Ensuite, nous étudions le colt théorique de la réduction et présentons
un exemple de déroulement de I’algorithme.
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Nous terminons par quelques remarques générales sur les bisimulations
de places et sur diverses sémantiques d’ordre partiel.

3.1 La bisimulation de places stricte

Nous allons rechercher une équivalence qui soit incluse dans ~, ce qui
permettra de conserver le théoreme du quotient correct et qui en soit une
approximation calculable. Enfin, nous montrerons qu’elles different.

3.1.1 De ~ a la bisimulation de places stricte

Nous définissons :

Définition 3.1.1. Bisimulation de place stricte

Soit N un réseau et B C P X P une relation réflexive entre ses places.
Nous dirons que B est une bisimulation de place (stricte) ssi B est une
bistmulation classique.

Une premiere conséquence est que B C <.

Remarque sur la réflexivité : il est essentiel de savoir, lorsqu’on réduit, si le
résultat est €aussi petit que possible®. Dans notre cas, cela se ramene a ’existence
d’une plus grande bisimulation de places, i.e. au fait que 'union de deux bisimu-
lations de places est inclue dans une bisimulation de places. Nous allons montrer
que la réflexivité est nécessaire et suffisante :

nécessaire : Solent B et B’ deux relations sur les places d’un réseau N, telles
que B et B’ soient des bisimulations classiques. Si nous n’exigeons pas la
réflexivité, nous n’avons pas nécessairement une relation qui inclue B et B’
et qui soit une bisimulation de place. La figure 3.1 donne un exemple.

Sur cette figure, nous avons B dessinée en pointillés et nous prenons B’ =
Idp. Il n’existe pas de relation contenant B et B’ qui soit une bisimulation
de place.

En fait, nous identifions par B des places non-équivalentes : nous ne pouvons
remplacer un jeton de p; par un jeton dans ps que si nous remplacons dans
le méme temps un jeton de p, par un de ps.

suffisante : nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.1.2. [ABS91a]

Si B et B’ sont deur bisimulations de places, alors la fermeture symétrique
et transitive de BU B’ est une bisimulation de place sur N.

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.1.3. [ABS91a]

St By et By sont deux relations réflexives sur P, alors :

(B1U By)* = (By U By)*
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Figure 3.1 : Pourquoi la réflexivité 7

Preuve. La direction “D” est évidente. Nous voyons la preuve de 'autre
inclusion.
Notons B pour (B; U Ba)*. Si M1BMs>, nous savons que M est de la forme
{p1,...,pn} et My de la forme {¢1,...,q,}, avec p; Bg; pour i = 1,... n.
Etant donnée la définition de B, nous savons que si p;Bgq;, 1l existe une
£ (0 1 ki tell o _ 0 '_k,tj—lej
séquence o; = (pi,pi,.'..,pi ) telle que p; = p?, ¢ = p;* et p) Jp] pour
J=1,... ki, et ou Rl € {By,B2}. Les séquences o; n’ont pas forcément
toutes la meme longueur, mais il est possible de les rendre toutes d’une
longueur & commune en insérant des séquences p] RIpl, les R! étant des
relations réflexives.
Il est possible de la méme facon de rendre tous les R} (i = 1,...,n, j
fixé) égaux & un méme R’ en allongeant éventuellement les séquences & une
longueur &’. Si nous notons MO MR les marquages définis par M7 =
{P),...,pL}, alors MO = My, M¥ = M5 et MI=YRIMJ pour j =1,... k"
Nous en déduisons que Ml(Wo . ~oﬁ)M2, et donc que M; (B U B_z)*Mz,
chaque R’ étant By ou Bs.

La preuve de la proposition 3.1.2 se déroule alors comme suit :

Preuve. Supposons que M BMj; (ot B = ByUBs3). Le lemme 3.1.3 dit que
M1 RM> ot R est de la forme RFo -+ -0 R! (le choix des R dépendant de M
et Ms). R est une bisimulation puisqu’elle est la composée de B;. Donc tout

My 5 M peut étre imité par un My %Mﬁ, tel que M| RM} et I(t1) = I(t2).
Comme R C B, nous en déduisons M BM}. Un raisonnement similaire peut
étre effectué afin d’imiter un pas Mo iEY M.

Donc B est une bisimulation de places stricte, et une équivalence par con-

[

struction.
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La proposition 3.1.2 se généralise de deux & un nombre quelconque de bisim-
ulations de places.

&

Nous allons maintenant nous intéresser a l’existence et au calcul d’une
plus grande bisimulation de places stricte.

3.2 Plus grande bisimulation de places stricte

Nous avons les propriétés suivantes :

Proposition 3.2.1. Etant donné un réseau N = (P, T,W,l) et B, B’ des
BdPS, nous avons :

1. Idp, B, Bo B', B sont des BdPS sur N ;

2. B(N) def U{B : B BdPS sur N} est la plus grande bisimulation de

place stricte sur N.
3. B(N) est une relation d’équivalence sur P ;
4. B(N) C~ et parfois B(N) #~.
Preuve.

e 1 est une simple conséquence de la définition et de la proposition 3.1.2

puisque B peut étre vue comme la fermeture symétrique et transitive
de BUB.

e 2 vient de B(N) = BF(TV) et de la proposition 3.1.2 appliquée a 'union
(qui est finie puisque le nombre de relations d’équivalences sur les
places ['est).

e 3 découle de :

pBqg = VM, M+pBM+q (Idp C B)
= VM, M+peM+q (BC &)
= pryg

e la figure 3.2 prouve que l'inclusion est parfois stricte. En effet, nous
avons YM € My, M +peo M + g et done p ~ ¢q. De méme, la
bisimulation de place réclamant que les marquages atteints aient la
méme taille, il est facile de voir que (p, q) € B(N). C’est un des points
essentiels séparant B(N) de ~.

]
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p~4q

[a] (pq) & BN)

N

Figure 3.2 : B(N) est plus forte que ~.

3.3 Réduire grace a B(N)

Le théoreme du quotient correct (théo. 2.2.8, p. 59) a pour corollaire
immeédiat :

Corollaire 3.3.1. Soit N un réseau. Alors pour tout marquage M € My
nous avons :

(N, M) < (N/Bv), M/ ()

Nous pouvons maintenant réduire le réseau en «fusionnant» les places
bisimilaires puis en éliminant les transitions redondantes. Formellement :

Définition 3.3.2. Soit N = (P,T,W,l) un réseau et t,t' € T :
tCt &\ =\ ) AU = 1))

Cela impose entre autre que *t C *t" et t* C t'*. Intuitivement, t peut faire
la méme chose que t', mais en <bouclant moins».

Nous avons les propriétés suivantes :

Proposition 3.3.3. Soit N = (P, T,W,l) un réseau.
LCt)y= M5 M - M5 MY
2. C est un pré-ordre (i.e. réflexif, transitif) partiel sur T ;

Preuve. La propriété (1) découle directement des définitions.
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Pour (2), C est réflexif et partiel par construction. La transitivité
s’obtient facilement :

(tTH)A (T 1)

.t/ \ .t — t/. \ t.
= { .t// \ .t/ — t//. \t/o

*t C ' C *t” et t* Ct'* Ct"
= .t// \Tt — tT/O \to - -
= tCt

]

Nous définissons alors comment réduire le nombre de transitions :

Définition 3.3.4. Transition redondante, élagage

Etant donné un réseau N = (P, T,W,1), nous dirons qu’une transition
t' € T est redondante (dans T') si il existe t € T telle que t C t'.

Nous dirons que T est élagué s’il ne contient pas de transition redon-
dante. )

Pour N = (P,T,W,l), nous notons élag(N) det (P, Tetags W/Télag7 l/Télag)
un réseau tel que :

L4 Télag c T 5
e VteT, Elt/ETélag ' Ct
o Ty, est élagué.

Remarques :

1. Nous pouvons aussi définir C par la relation de flot :

, déf e /
tCtY <= (5C=) A1) = 1)

2. Cette relation s’étend naturellement aux séquences et pas paralléles :
déf o _/ . _ /e . _ /
— (*d’\*oc=0c"\c*)A (o) =1(c")

déf

pp = N\ Cu=pt\ ) AUp) =)
/

Y
cCu <:ef> o' € seq(p) : cC o

py
L Vo € seq(p) : o C o’

La propriété suivante découle de la proposition 3.3.3-1 :
Proposition 3.3.5. Soit N = (P,T,W,[) un réseau :

VM e My, Id : (N, M) < (€élag(N), M)
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Soit N le réseau a réduire, nous définissons le réseau réduit par :

déf
N, Y elag(N/p(w))

et pour un systéme ¥ = (N, M) nous avons :

dé
=, s (Nry M/B(N))

Remarque : il est facile de voir que la réduction est ¥maximale®, i.e. :
(Nr)r = Nr

(ot = est I'isomorphisme des graphes).

Théoréme 3.3.6. Pour ¥ = (N, My) un systéme, nous avons :
R(XE)/ vy = R(E/BV))

La preuve se déduit facilement de la définition de E/B(N) et du lemme
2.2.6, p. 58.

Remarques

1. Le théoréeme 3.3.6 montre que nous conservons un grand nombre de pro-
priétés de R(X), en particulier la semi-linéarité (utilisée fréquemment pour
des problémes de décidabilité, voir [EN94]).

2. La fusion de place n’est pas compatible avec la restriction & des réseaux sans
égo-concurrence. Nous verrons que cette restriction est souvent nécessaire
pour avoir un raffinage correct (vis-a-vis de relations d’équivalence).

3. On pourrait croire, en se restreignant aux réseaux saufs, que la définition
de forme quotient fait «inutilement®» la somme des marques (et rend le
réseau non-sauf). On aimerait pouvoir combiner réduction avec I'opération
de diviser tous les poids entrant/sortant dans une place donnée par le méme
facteur. Tres informellement, cela fonctionne sauf dans le cas générique ci-
dessous, ou deux processus asynchrones sont initiés par la méme transition :

E

]
]
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De fait, les réseaux saufs expriment le parallélisme uniquement dans sa di-
mension structurelle (i.e. deux transitions concurrentes sont toujours deux
neeuds distincts). De ce point de vue, la bisimulation de places stricte fait
un repliage passant du parallélisme structurel & celui dynamique.

4. Tl est & noter que la bisimulation de places stricte permet de dériver une notion
de quotient canonique au sens ol il offre un représentant unique (modulo
isomorphisme) d’une classe de systémes bisimilaires de places. Ce ne sera
pas toujours le cas.

Etant donné un systéme (N, M), avec N = (P, T, W,l), nous dirons qu’une
place p € P est statiquement atteignable ssi 1l existe pg € M telle que poW*p,
i.e. qu’ll existe un chemin orienté d’une place marquée initialement jusqu’a
p.

Nous notons ||(N, M)|| le systéme obtenu en éliminant toutes les places non
atteignables (statiquement). Nous pouvons définir une relation d’équivalence,
notée ~, telle que :

Définition 3.3.7.

déf
(N, M) ~5 (N, M') < [[(N;, M) = [|(N, M)

ol = est l'isomorphisme entre les réseaux étendu naturellement aux mar-
quages.

&

La BdPS vérifie deux des objectifs que nous nous étions fixés : quotienter
par fusion de places en restant bisimilaires. Nous allons maintenant étudier
le calcul de B(N) pour un réseau donné.

3.4 La propriété de transfert local

Tester si une relation B est une bisimulation de place est un probleme a
premiere vue complexe. En effet, il s’agit de vérifier que B est une bisimu-
lation.

Une premiere amélioration est possible grace a 'additivité de la BAPS
(prop. 2.2.3, p. 56). Informellement, nous pouvons nous restreindre a
I'imitation de pas ®t; 4 t1® par des pas °t9 E t2® ol *t1 By, t,°Bty®
et [(t1) = [(t2). C'est la démarche adoptée par [ABS91al.

Nous allons donner ici un critere nécessaire et suffisant pour caractériser
les BAPS et obtenir des algorithmes simples.

Définition 3.4.1. La propriété de transfert local
Ftant donné un réseau N = (P,T,W,l), nous dirons qu’une relation
R C P X P ala propriété de transfert local ssi :

Pour tout pas *t L 1* et tous p,q € P tels que p € °t et pRq il
eviste t' € T telle que, *t — p+q — M'Rt* et I[(t) = I(t')
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ce qui peut s’exprimer plus simplement par le diagramme suivant :

¢t _ B %t_p+yq
Vt:al lflt':a
t* B M
La propriété de transfert local est donc la propriété de transfert pour R
(voir déf. 2.1.1, p. 53) restreinte a I'imitation de pas *¢ Lo a partir de
marquages ne différant que d’une place. 1l est évident que dans un réseau
fini la vérification de cette propriété peut se faire en un nombre fini d’étapes.
Nous avons le théoreme fondamental suivant :

Théoréme 3.4.2. Etant donnés un réseau N = (P, T,W,l) et BC PxP
une relation réflexive et symétrique vérifiant la propriété de transfert local,
B* (sa fermeture transitive) est une bisimulation de place stricte.

Preuve. Il nous suffit de prouver que B est une bisimulation classique,
c’est-a-dire qu’elle vérifie la propriété de transfert. B étant symétrique, nous
n’avons & prouver qu’un sens de la propriété de transfert.

Considérons deux marquages M;B*M; et un pas M, 4 M. Plusieurs
cas se présentent :

1. si M1§M2 .

(a) supposons que My = My —p+q avec pBq. Si My = *t1, le transfert
local nous permet de dire qu’il existe un pas My iey M}, avec
M{BMj avec l(t1) = l(tz). Sinon, M est de la forme *t; + M.
Si p e M/, alors M, N M{ — p+ ¢ imite M, N M. Sip ety
alors par la propriété de transfert il existe un pas *t; —p—+g¢ iey M,
avec [(ty) = [(t;). On peut donc imiter My 3 M/ par My 3 Mj
avec MyBM], ou* M) = M|+ M' et M| = M{ + t;°,

(b) sinon, il existe un ensemble de marquages tels que
M, = MYBM'B...BM* = M,,

avec M' = M ' — p; + ¢; et p;Bg;, i = 1,...,k. Dans ce cas,
MO Ly M peut étre imité par un M' 23 M'! car on retombe dans
le cas précédent. L’imitation peut se propager jusqu’a M; =
MF %5 M'% Limitation se fait avec t, = uy, et My = M.
Comme M{BM'"' B ... BM"*, nous avons M| B~ Mj, soit M| B* M,
puisque B est réflexive (lemme 3.1.3),

2. si M{B*M,, il est possible de décomposer en une séquence M; =
MYBM? ... BMF* = M, et d’utiliser le cas précédent pour construire
une imitation My 5 M.
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]

Il est évidemment facile de voir qu’une BdPS vérifie la propriété de
transfert local. Nous en dérivons le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.3. Caractérisation des BdPS

Etant donnés un réseau N = (P, T,W,l) et BC P x P une équivalence
sur les places du réseau. Alors B est une bistmulation de places stricte ssi
elle vérifie la propriété de transfert local.

Comme la propriété de transfert local est vérifiable en un temps fini (pour
un réseau fini) et que le nombre de relation d’équivalence sur les places est
fini, nous avons :

Proposition 3.4.4. B(N) est calculable

Le transfert local est donc une propriété vérifiable en un temps fini et
caractéristique des BdPS. Nous avons donc tout ce qui est nécessaire pour
calculer B(N) et N,. Les sections suivantes traitent de ces opérations.

3.5 Calcul de B(N)

Ala simple lecture de la propriété de transfert local et grace au corollaire
3.4.3, nous posons l'algorithme suivant :

Algorithme 3.5.1. Calcul de B(N)
Soit le réseau N = (P, T,W,I) :

1. B=P x P.
2. Tester si B a la propriété de transfert local, i.e. :

o s'il existet € T, p € *t, g € P avec pBq tels qu’il n'existe pas
de t' € T de méme étiquette, tirable a partir de *t — p + q et
atteignant un marquage M’ t.q. t* BM', alors éliminer les paires
(p,q) et (q,p) de B et recommencer Uétape 2.

e sinon, B a la propriété de transfert local.

3. B est la plus grande bisimulation de place, i.e. B = B(N).

Remarque : ce type d’algorithme, raffinant une relation et cherchant un point
fixe, est classique. La méme méthode est utilisée pour le calcul de & dans les
systémes d’états finis (voir [BS87]).

Nous étudions maintenant sa terminaison et sa correction.
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3.5.1 Terminaison de I’algorithme

Pour tout réseau NN, la boucle 1 termine puisqu’elle ne contient que des
parcours d’ensembles finis.

L’algorithme termine, car il y a au plus n% — np paires a enlever. Or,
apres chaque parcours de la boucle surt € T :

e soit on a éliminé au moins deux paires : (p, ¢) et (¢, p) qui étaient dans
B (car nous avons la condition B(p,q)), et B a diminué ;

e s0it on n’élimine aucune paire, B est stable, le point fixe est atteint et
nous avons terminé.

3.5.2 Correction de ’algorithme

De par sa construction, "algorithme nous assure qu’a l'issue B a la pro-
priété de transfert faible.

Le point important est donc de vérifier que B est la bisimulation de place
cherchée, c’est-a-dire la plus grande. B(N) est incluse dans B au départ de
lalgorithme puisque B = P x P. De plus, si I'on enleve (p,q) et (q,p)
c’est parce que p et ¢ ne sont pas bisimilaires car B(N) C B. Donc, apres
chaque boucle 2, nous avons B(N) C B et par conséquent en fin de parcours

B = B(N).

3.6 Coit théorique de la réduction

Dans cette section, nous affinons le calcul du cott de la réduction.
Soit un réseau N = (P, T, W), nous introduisons les notations suivantes :

Notations 3.6.1. Parameétres d’un réseau
Pour une partition de sommets (P et T), nous définissons les degrés
entrant, sortant et global par :

dro = maxier{|t°|}, le degré sortant des transitions ;
dor = mazier{|°t|}, le degré entrant des transitions ;
dr = mazier{|°t| + |t°|}, le degré des transitions ;

et similairement pour dop, dpo et dp.
Nous appellerons degré du réseau le nombre d = maz{dp,dr}.
Nous notons :

np = |P|, le nombre de places ;

nt = |T, le nombre de transitions ;
nw = |{(z,y) € (PUT)? : W(x,y) >0}, le nombre d’arcs ;

1l est facile de voir que np.dp > nw < nr.dr.
Nous appellerons taille du réseau le nombre np + nr.
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Théoréme 3.6.1. Le coit de la réduction est alors en :
(’)(n%.log(nT).n?;.d%TH.dp)

soit en O(ni.. log(nr).nd) pour les familles de réseaux o les degrés sont
bornés par une constante.

Nous allons maintenant détailler le coit maximal théorique de chaque
étape, et établir la preuve du théoreme.

3.6.1 L’algorithme implémenté

Il est simplement calqué sur la recherche d’un point fixe et sur celui
donné en 3.5.1, p. 84 :

fonction B (N : un réseau) [> une relation sur P
B : une relation sur P

B-stable : un booléen
B P XP

B-stable « vrai
Répéter

Pour ¢; parcourant T
Pour p parcourant °t;
Pour ¢ parcourant P-{p}
Si ((p,q) € B)
et non (est-imitable (¢y,p,q,B))

Alors B < B - {(p,q);(¢,p)}
B-stable < faux
fsi

fpour {g}

fpour {p}
fpour {#}

jusqu’a B-stable
{B(N)CB et B a la propriété de transfert local donc B(N)
Retourne B

ou la fonction est-imitable (fy,p,q,B) teste s’il existe une transition
to telle que :

.tl __ B .tl —p —|— q
tlzal ltgza
t® B M

Cette fonction est codée comme suit :

{Invarient : B(N)CB (donc B réflexive) et B est symétrique}
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fonction est-imitable (Z1,p,¢,B) > un booléen
Pour t; parcourant T-{¢;}
Sl 1(t1)=1(t2)
et est-tirable (i3, °t1 —p+¢q)
et sont-reliés (B, t1°*, *t1 —p+q—*ty +12*)
Alors retourne vrai
fpour {t,}
Retourne faux

ol les fonctions est-tirable (¢, M) et sont-reliés (B, M, M')
testent respectivement M L et MBM'.

3.6.2 Calcul de la complexité
Nous allons étudier la complexité de chaque étape :

le test du lien entre deux marquages (sont-reliés (B,M,M’))re-
vient a tester tous les arrangements possibles pour les supports de M
et M’, soit d%T possibilités ;
En fait, nous verrons (preuve de la prop. 3.6.2) qu’il est possible de
faire les comparaisons avec B* qui est une relation d’équivalence. Par
suite, nous pouvons le faire en temps dr.

le test de franchissement (est-tirable (t,M)) revient a vérifier I'inclusion
de deux multi-ensembles de taille de et peut étre fait en temps linéaire ;

la recherche de ?; (est-imitable (t,p,q,B)) se fait donc en temps
O((nr = 1).(d7F + dor)) ;

les trois boucles imbriquées (sur ¢y, p, ¢) donnent donc une complex-
ité de nT.np.d.T.(nT — 1).(dT + doT).

En effet, nous pouvons considérer que les autres tests de 'algorithme sont
faits en temps constant.

Dans la suite, nous appellerons étape le parcours complet des trois boucles
imbriquées.

Il nous reste donc a évaluer le nombre maximal d’étapes nécessaires.
Nous allons nous baser sur un version légerement modifiée de 'algorithme.

Proposition 3.6.2. On a au plus n, — 1 étapes dans Ualgorithme 3.5.1.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’un cas particulier du théoreme
3.4.2, p. 83 est B = B™.

Dans 'algorithme 3.5.1 (noté A), nous pouvons donc faire la recherche
d’une imitation en utilisant B*. Puisque est-imitable ({,p, ¢,B*) im-
plique est-imitable ({1, p,¢,B), nous obtenons un algorithme (appelé A*)
a priori plus lent.
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Dans A*, si B*! ne change pas au cours d’une étape, B non plus. Alors
nous avons le point fixe et B* = B(N). Or le nombre maximal de classes
dans B* est np, donc nous effectuerons au maximum np — 1 étapes (dans
A*).

Comme A converge au moins aussi rapidement, nous avons au maximum
np — 1 étapes (dans A).

[]

En cumulant tous ces résultats, nous avons un coiit en O(n%.n%.d%) pour

le calcul de B(N).

3.6.3 Fusion des places bisimilaires

1l s’agit de re-diriger les arcs, soit au plus ny opérationssi B(N) = Px P,
donc en O(np.dp).

3.6.4 Elagage

La relation C est un ordre partiel sur T'. 1l est facile de voir que dans le
cas oll aucune transition n’est redondante, le cott est en O(nr.log(nr)).

En effet, C revient & trier les transitions selon trois possibilités (plus
petite, plus grande, non liée), avec un ordre total. Ce type de tri est en
O(n.log(n)), pour n éléments & trier.

3.7 Un exemple

Nous reprenons le réseau décrivant la file FIFO et le doublons afin de
simuler deux canaux. Nous avons le réseau de la figure 3.3.
Pour cet exemple, le prototype développé donne le résultat suivant :

B(fifo-2)

Strict place bisimulation results :
{ p10, p4 }
{ p9, p3 %}
{ p8, p2 }
{ p7, pt }
{p6}
{p5 1}

! Ce qui revient en fait & n’enlever les places qu’a la fin de chaque étape.
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Figure 3.3 : Une file FIFO a deux tampons et deux canaux

\' tampony : \' tampong :
entrée 2] : ! t2 : ! i3 sortie
() - IR ‘ ‘

U |
P l P2 : :
| ps |

‘ 7\

1 [ @ ] ‘

| \/ | |

: tampony libre! tampong libre

pr th : P | :
@ I I W |
E Y | |
entrée’ : ] : ] sortie’
(N, M)
Times
Pract Theo
Nb of loops 3 10
Nb of t2 288 3600
2 seconds, 1 to compute B(N).
Reduction :
IP| [Tl degrees of P,T
N 10 6 4, 4
Nr 6 3 2, 4

[Nr saved to red-fifo-2.net]
Nous avons donc, apres réduction le systeme de la figure 3.4.

3.8 Bisimulation de places stricte et sémantiques
d’ordre partiel

Nous nous contentons de redonner ici quelques résultats. Le lecteur
intéressé pourra se reporter au chapitre 6 de [Aut93]. En fait, nous allons
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entrée

Figure 3.4 : Le réseau réduit.

tampony libre

sortie

tampong

tampony libre

(N,, M,)

voir que notre méthode de réduction conserve une partie du parallélisme

(quitt
lors d
des pl

e & transformer un parallélisme structurel en parallélisme dynamique
u passage de N a N,). Par contre, il est facile de voir que la fusion
aces va modifier les relations de causalité. C’est pour cette raison que

la bisimulation pomset ne nous permettra pas de quotienter correctement.

Nous donnons tout d’abord une idée informelle des différentes variantes

de la

3.8.1

bisimulation :

bisimulation concurrente [NT84, GV8T] : la possibilité de tirer simul-
tanément un ensemble de transitions est respectée,

bisimulation partial word [Vog90] : le tir d’un pomset-step p est imité
par le tir d’un pomset-step p’ qui peut étre plus parallele que p dans
la mesure ou il contient les mémes dépendances entre transitions que
p sauf certaines qui ont pu étre omises,

bisimulation pomset [BC87, GV8&T7] : le tir d’un pomset est imité par
le tir d’un pomset identique. Les dépendances entre transitions sont
strictement respectées,

bisimulation de processus [AS92] : non seulement les dépendances en-
tre transitions sont respectées, mais aussi le mouvement des jetons
permettant de tirer ces transitions.

Quelques bisimulations basées sur les ordres partiels

Nous donnons maintenant les définitions formelles de ces bisimulations.
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Définition 3.8.1. R C My X Mpv est une x — bistmulation entre deux
systemes 3 = (N, My) et X' = (N', M{) (pour x € {i,c, pw,pom,pr}) ssi
MoRMY et si pour tout My RM,

(bisimulation concurrente) * = ¢ et tout pas M, =5 My, 1 € M(T)

dans N peut étre imité par M =, M} dans N', avec In(p) = Ini(1')
et My RM), et réciproquement,

e (bisimulation partial word) * = pw et tout pas pomset M L M,

dans N peut étre imité par M! s M} dans N', avec p' < p et
MyRM, et réciproquement,

e (bisimulation pomset) * = pom et tout pas pomset M, 2% M, dans
N peut étre imité par M| —Z» M} dans N’, avec MyRM}, et récipro-
quement,

.. . C
e (bisimulation de processus) x = pr et tout processus M 4 M, dans

R Lo, o .
N peut étre imité par M o M}, dans N', avec My RM), et récipro-
quement.

Nous pouvons établir la hiérarchie suivante entre les bisimulations que
nous venons de définir :

Lemme 3.8.2.

Ne, N=>No,wN=>N&, N =>Nao N =NaN

Aucune de ces implications ne peut étre transformée en une équiva-
lence [GV87, Vog90, AS92].

Pour toutes ces bisimulations nous obtenons des versions adaptées de la
bisimulation de places :

Définition 3.8.3. Pour x € {c, pw, pom,pr}, nous dirons qu’une relation
B, C P x P est une *-bisimulation de places ssi B, est une -bisimulation.

Nous avons ’analogue du point 2 de la proposition 3.2.1 donnant ’existence
d’une plus grande *-bisimulation de place sur un réseau, notée B, (N), qui
soit une équivalence?. Nous pouvons donc définir de maniere analogue 2
2.2.5, p. 57 le systeme quotient E/B*(N)- Le paragraphe suivant explicite les
liens entre les différentes bisimulations de places.

2Fn effet, ce théoréme repose sur le lemme 3.1.3, p. 76 qui n’exige que la réflexivité de
la relation.



92 CHAPITRE 3. LA BISIMULATION DE PLACES STRICTE

3.8.2 Classification des bisimulations
D’apres la définition 3.8.3 et le lemme 3.8.2, il est clair que :
By (N) € Byun(N) € By € Bo(N) C B(N)
Mais de plus, nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 3.8.4. Soit N un réseau de Petri, alors :
Bpw(N) = B:(N) = B(N)

Ce théoreme découle directement du théoréme 6.6 de [Aut93]. La preuve
étant longue et technique, nous invitons le lecteur intéressé a se reporter au
manuscrit précité.

Nous terminerons cette section en notant que B, (N) ne nous permet
pas de quotienter de maniere satisfaisante. En effet, nous ne pouvons donner
I’analogue du théoréeme du quotient correct (théo. 2.2.8, p. 59).

Remarque sur le théoréme 2.2.8 : en fait dans les autres cas, ce théoréme ne
s’étend que parce que nous imitons une transition. Typiquement, le cas pomset ne
marche pas car :

(-1

ML———————————— M2
[t t
[]/ M’21
M‘l&
M’22
(t]
t
(-1
M3~ M2

mais on ne peut garantir *¢' N¢* # () ce qui est contraire & la pomset (voir & ce
sujet I’exemple 3.5).
Explication : la fusion perturbe les causalités.

Pourquoi cela fonctionne-t-il avec By, (N) 7 Dans la pr-bisimulation, il faut
aussi respecter la facon dont les jetons se déplacent, 1.e. on a des structures causales

isomorphes.
o

Sur la figure 3.5, en disposant deux jetons dans p; et un dans ps, le seul
pomset tirable est «a et a en parallele». Par contre, avec deux jetons dans
[p1] et un dans [po], il est possible de tirer le pomset «a suivi de a» dans
NQ.

La BdPS conserve donc une partie du parallélisme, mais pas les causal-
ités.
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Figure 3.5 : On ne peut quotienter avec By, (N).

Ny Ny = Ni/p,,.(v)

3.9 Des bisimulations de places en général

Nous pouvons adapter la notion de bisimulation de place aux variantes
de la bisimulation :

B, est une *-bisimulation de places ssi B, est une *-bisimulation
entre les marquages.

Des lors qu’une *-bisimulation entre les marquages est définie par une
«variante» de la propriété de transfert, nous avons :

Théoreme 3.9.1. Lorsqu’elles existent, les plus grandes x-bisimulations de
places sont calculables.

Avant d’aborder la preuve du théoreme 3.9.1, nous allons préciser quels
types de modifications nous nous autorisons apporter a la propriété de trans-
fert :

e le cas de la pomset montre bien qu’il est difficile d’ assouplir les con-
ditions YM, BM, et VM 25 M ;

e nous pouvons par contre modifier notre maniere d’imiter :

— en autorisant des séquences avec des marquages intermédiaires,
donc remplacer dt, € T : My E M} par Joy,...,0, @ My =
MO 3 MY MY 2 MY = MY avec des contraintes sur n ou
sur les ;. Nous ne pouvons pas mettre de contrainte dépendant
des marquages, puisque les bisimulation de places en font abstrac-
tion, mais nous pouvons, p.ex., demander & ce que les séquences
alent une certaine étiquette.
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— en demandant que certains marquages soient reliés.

Ces possibilités couvrent la gamme des bisimulations prenant en compte
les actions internes que nous étudierons dans la partie suivante (7, bisimu-
lation de (semi-)branchement, i et A).

Définition 3.9.2. Transfert semi-local
Etant donnés un réseau N = (P, T,W,1), nous dirons qu’une relation
d’équivalence B C P x P vérifie le transfert semi-local ssi :

v, _ B M
thl latgil(tl)
Hh* B M

Le théoreme 3.9.1 devient alors une simple conséquence du suivant :

Théoréme 3.9.3. Etant donnés un réseau N = (P, T,W,l), nous dirons
qu’une relation d’équivalence B C P x P vérifie la propriété de transfert ssi
elle vérifie celle du transfert semi-local.

Preuve. Le théoréeme 3.9.3 découle de I’additivité (prop. 2.2.3, p. 56) et du
fait que I'atteignabilité est décidable ([May84, Kos82]). En fait, elle repose
sur le fait que B est réflexive, donc que B est additive et Idpq, C B.

En effet, soit B une relation sur les places, I'additivité nous permet de
ramener la propriété de transfert & I’étude de marquages reliés par B aux
pré- et post-conditions d’une transition (soit trivialement un nombre fini),
comme le montre la figure ci-dessous :

B(hypothese)

E(semi—local)

M1:.t1—|—R1 R2‘|’U2—M2
! B(additivité) !
tl R ! g1
M =t*+ R

~— o
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Le nombre de relations entre les places d’un réseau (fini) étant fini, nous
avons le théoreme.

Malheureusement, il est prouvé dans [Lip76] que le probleme de I’atteignabilité
est “exp-space-hard» et MAYR dans [May84] (parag. 6, p. 459) ne sait pas
sous quelles conditions son algorithme est non primitif-récursif (voir p.ex.
[May81]).

Dans la suite, nous allons donc nous intéresser a certaines variantes de
la bisimulation et donner des algorithmes efficaces pour le calcul des bisim-
ulations de places correspondantes.

3.9.1 Bisimulations additives

Définition 3.9.4. Bisimulation additive
Soit N = (P,T,W,l) un réseau, nous dirons que R C My x My est
une bisimulation additive ssi :

VMh M27 M3 € MN : M1§M2 — M1 + M3§M2 + M3
Il existe une plus grande bisimulation additive que nous noterons B, (N).

Les définitions respectives nous donnent trivialement :
Proposition 3.9.5.
B(N) C B4(N)

La comparaison entre =~ et B, (V) est sans objet, puisque nous savons
que ~ n’est pas toujours une bisimulation (fig. 2.2, p. 57). Cependant,
lorsque c’en est une, nous avons ~ C B, (N).

La figure 3.6 montre que ces inclusions sont parfois strictes.

Figure 3.6 : B(N), B,(N) et ~ sont parfois différentes.

2

N

B(N) =~= Idp
({r}:; 19, 9}) € B.(N)

Proposition 3.9.6. B,(N) est calculable.
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Preuve. 1l suffit de la voir comme un semi-linéaire. Comme la propriété
de transfert correspond a une formule de Presburger, nous avons la semi-
décidabilité par énumération. La semi-décidabilité de la non-bisimilarité

nous donne la décidabilité de B, (N).
L]

Malheureusement, c’est extrémement colteux, puisque la décision d’une
pn
formule de Presburger se fait en (22" ) (voir [Opp]).

Conclusion

La bisimulation de places stricte est donc une notion simple satisfaisant
aux trois criteres que nous nous étions fixés :

1. permettre la réduction par fusion de places équivalentes (déf. 2.2.5,p. 57) ;

2. donner un réseau réduit qui soit bisimilaire au réseau initial (coro.
3.3.1, p. 79) ;

3. étre calculable efficacement (théo. 3.6.1, p. 86).

Il est donc naturel d’étudier son comportement pour différentes variantes
de la bisimulation et différents enrichissements de la structure des réseaux.
Les chapitres suivants vont s’intéresser successivement aux actions invisibles
et aux arcs inhibiteurs.

Notes bibliographiques

La bisimulation de place stricte est étudiée dans [ABS91b, Aut93].



Deuxieme partie

Les extensions classiques des
réseaux de Petri
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Un des grands avantages de la bisimulation de places est sa souplesse.
Nous avons considéré deux types d’extensions :

1. utiliser une autre bisimulation comme critere de correction. Cas sou-
vent complexe, mais des modifications superficielles de 'algorithme
sont possibles.

2. appliquer la bisimulation de places a des réseaux «décorés>». Les re-
maniements de 'algorithme sont plus importants.

Dans les deux cas, le nombre de possibilités est important. Nous nous
sommes restreints aux cas essentiels par le volume de littérature s’y rappor-
tant et par leurs applications :

e abstraction : 7-bisimulation et bisimulation de (semi-)branchement.
Les objectifs sont ici faciles a définir, puisque la 7-bisimulation, pro-
posée par Milner pour CCS, ainsi que la bisimulation de branche-
ment de van Glabbeek et Weijland, sont les adaptions de la bisimu-
lation presque universellement utilisées dans la situation ou nous nous
placons. Nous nous sommes placé dans le cadre de la 7-bisimulation

([Mil80]) et de la bisimulation de (semi-)branchement ([GW89b, Wei89]) ;

e réseaux a arcs inhibiteurs : ou la présence d’un jeton dans une place
peut inhiber une transition ; la représentation d’un tel arc par —o
vient de la négation logique dans les cellules de Mc CuLLOCH-PITTS
([Min67]).

e réseaux a arcs de test ([Lak93, CH93b]) : voir remarque du chapitre
sur les inhibiteurs ;

e réseaux colorés ([Jen92, CH93al), temporisés ([Zub80]) et stochas-
tiques ([Ajm89]), voir en conclusion de partie.

De tres nombreuses variantes ont été définies sur les réseaux de Petri.
[BC92] présente les modeles de bases et diverses familles ; [Bes88] présente
les réseaux a poids ; [DE95] étudie les réseaux a choix libres (voir déf.
7.2.1, p. 161) et [Lak94] relie les réseaux colorés et les réseaux a objets.
Et il existe encore bien d’autres choses dans la littérature.. .
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Chapitre 4

La 7-bisimulation de places

Une question importante est de savoir comment ’approche «simplification
par la bisimulation de places» peut prendre en compte les actions invisibles
(notées 7). Ces actions sont un outil conceptuel classique pour obtenir de
facon méthodique certains comportements. Typiquement, elles apparais-
sent lors de la mise en parallele de deux réseaux avec synchronisation sur
un ensembles de transitions donné ; les transitions synchronisées deviennent
invisibles pour un observateur extérieur.

De fait, la notation 7 vient des algebres de processus telles que CCS
([Mil80]) qui offrent un mécanisme d’abstraction permettant de cacher cer-
taines actions du programme. En «gommant» ainsi certains détails du com-
portement, nous pouvons rendre des systémes indistinguables (d’un point de
vue externe).

Une idée «naturelle» est donc d’autoriser le systeme a évoluer de maniere
interne pour pouvoir imiter. C’est sur ce principe qu’est basée la T-bisimulation
(ou «bisimulation observationnelle») de [Mil80].

Le chapitre est organisé comme suit. Apres quelques définitions supplé-
mentaires, nous présentons la 7-bisimulation de places (ou 7-BdP). Il s’avere
qu’elle a toutes les propriétés souhaitées, sauf I’équivalent du théoreme du
transfert local qui nous donnait un algorithme efficace (théo. 3.4.2).

La section 4.6 présente une approximation de la 7-bisimulation de places :
la 7p-bisimulation de places (ou 7p-BdP). Celle-ci permet de dériver un
théoreme analogue a celui du transfert local et donc de calculer efficacement
la plus grande 7p-BdP : B;,(N).

Enfin, la section 4.9 établit le lien entre ces deux notions et montre que
pour une large classe de réseaux B, (N) = B,,(N).

4.1 Quelques nouvelles notations

L’étiquetage se fait maintenant dans A; = A U {r}. Nous noterons
T, C T Pensemble des transitions de T étiquetées par 7.
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Nous ne nous intéressons qu’a la partie visible des séquences, nous définis-

Définition 4.1.1. Soit N = (P,T,W,1) un réseau étiqueté sur A, et 0,0’ €
T, w e A*, nous avons :

U/{teT s l(t)eA}

o/a=0c'/4
(o) = w 24

lo/a)=w

oo déf
=T

—
g W 4
M T M ! déf

(*c' —*c=0""-0*)A(l(0) =, ("))

(M —Z M"Y A (I(0) =, w)

Nous appellerons w = (o) 'étiquette modulo 7 de o.
Uétiquette).

Nous définissons les mémes notations pour p € M(T) (a Uexception de

La figure 4.1 montre une maniéere de transformer la file en «boite noire»
en étiquetant les transitions prog par 7. Dans ce cas, un observateur extérieur

ne se préoccupe plus du nombre de tampons ni des transferts d’information
entre les tampons, mais voit simplement les données entrer et sortir.

Figure 4.1 : Un réseau de Petri avec des actions internes

tampons libre

entrée

tampong

tampony libre
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4.2 La 7-bisimulation

Intuitivement, deux systemes de transitions sont 7-bisimilaires 8’ils peu-
vent s'imiter I'un autre abstraction faite des transitions invisibles, i.e. avoir
les mémes comportements en intercalant autant de transitions étiquetées par
7 que voulu. Formellement :

Définition 4.2.1. Propriété de T-transfert

Soient Ny = (P, Th, Wi, 1) et Ny = (P, T3, W, l3) deux réseaux, une
relation R C M(Py1) x M(P,) entre les marquages vérifie la propriété de
T-transfert ssi :

pour tout My RM; et tout pas M; LN M il existe une séquence
o9 € T de méme étiquette modulo T avec M, _o2irl(ta) M) et
telle que M{RM)

Cette définition est plus explicite sur le schéma suivant :

My R M, My R M,
tlk LO’l r l(tl) T{ /
M, B A M

Nous en dérivons la définition suivante :

Définition 4.2.2. 7-bisimulation entre les marquages

Une relation symétrique ayant la propriété de t-transfert est une -
bisimulation (entre les marquages). Les marquages reliés sont dits T-bisimilaires.
Nous le noterons R : My <. M.

Deux systémes, Yo = (N1, My) et ¥g = (N3, M3), dont les marquages
initiaux sont reli€s par une T-bisimulation sont dits T-bisimilaires. Nous le
notons R : Y1 &, Y.

De la méme maniere que pour la bisimulation classique, nous avons les
propriétés suivantes :

Proposition 4.2.3. Soient ¥; = (N;, M;), i € {1,2,3} des systémes. On
note R;;, R;»j des T-bisimulations entre X; et X;. Nous avons :

1o Td ey, Rl_zl, Ri2 U R, ]’%?2 et Ry30 Ryy sont des T-bisimulations.

2. & det U{R12 : Ryy 7-bisimulation} est la plus grande T-bisimulation
entre Xy et Xq.

3. &

- est une relation d’équivalence entre les marquages.
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Preuve. Par rapport a la preuve donnée pour la bisimulation classique,
seul Rssz o Ri9 est modifié par la présence de séquences. Nous donnons
uniquement une preuve graphique de cette propriété simple :

R12

M M, It My
t% T : o1 e
t 1.7
My
g,-1 7 €
Ris o; 7 (1)
Oi41 7 €
Ok 7 €
M;

4.3 La r-bisimulation de place

De la méme maniere que pour la bisimulation de places stricte, nous
dérivons la notion de 7-bisimulation de places :

Définition 4.3.1. 7-bisimulation de place

Soit N = (P, T,W,l) un réseau et B C P x P une relation réflexive.
Nous dirons que B est une 7-bisimulation de place (ou 7-BdP) ssi B est
une T-bisimulation entre les marquages.

Nous pouvons donner les propriétés qui en découlent :

Proposition 4.3.2. Etant donné un réseau N = (P, T, W,1)
1. Idp est une T-bisimulation de place sur N ;

2. si B, B" sont des T-bisimulations de place sur N, alors B o B’ en est
une aussi ;

3. st B est une t-bisimulation de place sur N, alors B (la plus petite
relation d’équivalence contenant B) est aussi une T-bisimulation de
place sur N ;
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4. B;(N) st U{B : B 7-BdP sur N} est la plus grande 7-BdP sur N.

5. B;(N) est une relation d’équivalence ;

Preuve. Pour 3 et 4, nous pouvons étendre la preuve de la proposi-
tion 3.1.2, p. 76.

En effet, si nous considérons deux marquages M;BMs,, ou B = (B U
By)*, alors il existe une 7-bisimulation de place R qui est une composée

de By et B, telle que M{RM,. Nous imitons par R tout pas M, 4 My,
et atteignons des états intermédiaires et un état final bisimilaires par R a
My et M, ce qui nous permet de conclure que B est une 7-bisimulation de
place, puisque R C B.
Les autres propriétés ont des preuves identiques a celles développées pour
la bisimulation de places stricte (prop. 3.2.1, p. 78).
[]

4.4 Le réseau quotient

Nous ne rappelons pas les définitions des quotients (voir déf. 2.2.5, p. 57).

Le lemme 2.2.6, p. 58 restant valide, la preuve du théoreme de correction
du quotient (théo. 2.2.8, p. 59) s’étend facilement au cas de la 7-bisimulation
de places.

Nous avons donc :

Corollaire 4.4.1. Quotient correct pour la T-BdP
Soient N = (P,T,W,l) un réseau de Petri et ¥ C P X P une relation
d’équivalence telle que E C . Alors :

VM € M(N), (N, M) & (N/p,.(n), M/B.(\))

4.5 Vers un algorithme efficace

Nous allons montrer ici que la technique utilisée précédemment pour
calculer B(N) ne fonctionne pas directement dans le cas de B.(N). Nous
donnerons aussi un contre-exemple pour la méthode utilisées dans le cadre
des systemes de transitions.

Les sections suivantes s’attacheront a déterminer un algorithme efficace
pour une certaine classe de réseaux.

4.5.1 Calculabilité de B.(N)
En effet, grace au théoreme 3.9.1, p. 93, nous avons :

Corollaire 4.5.1. B, (N) est calculable.
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Comme nous ’avons déja dit, la méthode sous-jacente est tres loin d’étre
efficace.

4.5.2 Un contre-exemple pour le théoreme 3.4.2

Malheureusement, la propriété de transfert local ne suffit plus, i.e. le
théoreme 3.4.2, p. 83 n’est plus valable.

La figure 4.2 fournit un contre-exemple simple et instructif. En effet, il
est facile de voir que

B = {(p1,p2), (P2, p1)s (p3,P4), (Pa; P3) }

vérifie la propriété de transfert local (prop. 3.4.1, p. 82). Néanmoins, dans le
marquage {py, p3} aucune transition n’est tirable, alors que {ps, p4} autorise
ts.

Figure 4.2 : Le théoreme 3.4.2, p. 83 n’est plus valable.

4.5.3 La saturation

Une autre approche permettant de calculer B;(N) s’inspire de méthodes
développées pour les systemes de transitions. L’idée est de ramener la 7-
bisimulation & une bisimulation stricte en saturant le systeme ([KS90]). Un
réseau T-saturé est défini par :

Définition 4.5.2. 7-saturé, T-saturable

Etant donné un réseau N, nous dirons que N est T-saturé ssi pour toute
séquence o € T, il existe une transition t € T, telle que t C 0.

Nous dirons que N est T-saturable si en ajoutant un nombre fini de
transitions ¢ N nous obtenons un réseau N' t.q. Id : N'&_N.
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L’intérét de la 7-saturation est de ramener la plus grande 7-BdP & la
plus grande BAPS. En effet, nous déduisons directement de la définition de
la T-saturation :

Théoréeme 4.5.3. Si N est un réseau T-saturé, alors B;(N) = B(N).

Si nous pouvons saturer un réseau N afin d’obtenir un réseau N’ & N,
alors il est possible de calculer B, (N) = B(N’). Cela n’est pas possible en
général :

Théoréme 4.5.4. Si N est T-saturé et N a des T-transitions non triviales,
alors N est infini.

Preuve. Il suffit de considérer une transition ¢ d’étiquetage 7 qui déplace
des jetons, et de montrer qu’il n’est pas possible d’imiter dans un réseau fini
des séquences composées de t tirée k fois consécutives pour un k quelconque
(fig. 4.3).

Formellement, supposons t € Ty avec *t # t*. Nous pouvons supposer
que *t \ ¢* est non vide (ou indifféremment ¢* \ *t), et considérer une place
p € (*t\ t*). Notons t* la séquence constituée de la transition ¢ tirée k fois
consécutives. La place p apparait au moins k fois dans *t* \ t**. Comme
N est T-saturé, il existe pour chaque séquence t* une transition ¢ telle que

k
M5 M implique M Y M. 11 existe une telle transition tr pour chaque
kE > 0, et les t), sont toutes différentes puisque les *t* \ t** le sont. Il existe
donc une infinité de ¢;.

Figure 4.3 : N n’est pas T-saturable.

Ces contre-exemples sont faciles & analyser : la séquence de transitions
étiquetées par 7 déplace le probleme de I’équivalence. On peut donc sup-
poser qu’en se restreignant a des pas paralleles, ce probleme disparaitra. La
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section suivante explique cette nouvelle approche et montre que c’est une
approximation de B, (N).

En s’inspirant des systemes de transition et de 'aptitude de la bisimu-
lation de places a conserver le parallélisme (voir section 3.8, p. 89), nous
allons imaginer une méthode de saturation.

4.6 Une approximation : B,

Les deux voies explorées ci-dessus (transfert faible et saturation) ne peu-
vent aboutir & un calcul efficace de B;(IN). A partir de la seconde d’entre
elles, nous examinons une nouvelle technique de saturation de réseaux qui
ne conduit pas toujours a la construction de réseaux infinis.

Le probleme évoqué dans le théoreme 4.5.4 est lié & 'impossibilité d’obtenir
dans certains cas un réseau fini dans lequel toute séquence de longueur quel-
conque de T-transitions peut étre imitée par une seule transition. Une facon
de contourner ce probleme est d’autoriser 'imitation d’une telle séquence
par le tir concurrent d’un multi-ensemble de transitions. Nous appelons la
relation permettant de telles imitations une 7p-bisimulation.

L’intérét essentiel de cette relation est d’avoir une caractérisation ana-
logue a la BdPS, i.e. par une propriété locale (théo. 4.7.3, p. 111). Il en
résulte un algorithme de calcul de B;,(N) efficace.

4.6.1 La 7p-bisimulation

Nous allons donc définir la 7p-bisimulation en remplacant la séquence de
la définition de la 7-bisimulation par un pas parallele, formellement :

Définition 4.6.1. Propriété de Tp-transfert

Soient Ny = (P, Ty, W1,l1) et Ny = (P, T3, W3, l3) deux réseaux, une
relation R C M(P1) x M(P,) entre les marquages vérifie la propriété de
Tp-transfert ssi :

e pour tout My RM; et tout pas M, I M il existe un pas pz € M(T)
de méme éliquette modulo tel que T My =Ly Ao MIRMY

e ¢t réciproquement.

Cette définition est plus explicite sur le schéma suivant :

My R M, My R M,

t% Ibul 7 (1) Tk /

M| R M
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Remarque : de méme que pour la r-bisimulation, si {(#1) = 7, alors on peut
avoir un pas vide, soit M| RM,.

Nous dérivons :

Définition 4.6.2. Tp-bisimulation entre les marquages

Une relation ayant la propriété de tp-transfert est une Tp-bisimulation
(entre les marquages). Les marquages reliés sont dits Tp-bisimilaires.

Deux systémes, Yo = (N1, My) et ¥g = (N3, M3), dont les marquages
initiaux sont reliés par une Tp-bisimulation sont dits Tp-bisimilaires.

De la méme maniere que pour la bisimulation classique, nous avons les
propriétés suivantes (dont les preuves sont similaires a celles développées
pour la 7-bisimulation) :

Proposition 4.6.3. Soient ¥; = (N;, M;), @ € I3 des systémes. On note
R;;, R;»j des Tp-bisimulations entre X; et ¥;. Nous avons :

1. IdM(pl), Rl_Ql, Ras0 Rz, R12URY, et ]?;2 sont des Tp-bistmulations.

2. o det U{Ri12 : Rz mp— bisimulation} est la plus grande Tp-

bisimulation entre 21 et Xq.

3. &, est une relation d’équivalence entre les marquages.

Enfin, nous avons surtout la propriété suivante (triviale en comparant
les propriétés de transfert) :

Proposition 4.6.4.

4.6.2 La 7p-bisimulation de places

Nous définissons alors la 7p-bisimulation de places par :
Définition 4.6.5. mp-bisimulation de place
Soit N = (P, T,W,l) un réseau et B C PXx P une relation réflexive. Nous

dirons que B est une Tp-bisimulation de place ssi B est une Tp-bisimulation
entre les marquages.

De la méme maniere que pour la 7-bisimulation de places, nous obtenons
les propriétés suivantes :

Proposition 4.6.6. Etant donné un réseau N = (P, T, W,1)
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1. Idp est une tp-bisimulation de place sur N ;

2. si B, B’ sont des Tp-bisimulations de place sur N, alors Bo B’ en est
une aussi ;

3. st B est une Tp-bistmulation de place sur N, alors B (la plus petite
relation d’équivalence contenant B) est aussi une T-bisimulation de
place sur N ;

4. il existe une plus grande Tp-bisimulation de place sur N que nous
noterons B.,(N). De plus, B.,(N) = U{B : B bisimulation sur
N}.

5. B;,(N) est une relation d’équivalence ;

La propriété 4.6.4 nous donne évidemment comme corollaire :

Corollaire 4.6.7.

B(N) C B,(N) C B,(N)

Nous allons nous intéresser au calcul de B,,(N) et montrer ensuite sous
quelles conditions B;,(NN) permet de calculer B, (V) efficacement.

4.6.3 Le réseau quotient

Le lemme 2.2.6, p. 58 restant valide, la preuve du théoréme de cor-
rection du quotient (théo. 2.2.8 p. 59) s’étend facilement au cas de la
Tp-bisimulation de places.

Corollaire 4.6.8. Soit N un réseau, alors :

VM € M(N), (N, M) ., (N/B,n)s M/B,,(N))

4.7 Calculabilité de B;,(N)

Nous obtenons de maniére identique un corollaire du théoreme 3.9.1, p. 93 :
Corollaire 4.7.1. B;,(N) est calculable.

Cependant, nous allons montrer que nous pouvons adapter la propriété
de transfert local et dériver un théoréme de caractérisation analogue au
théoreme 3.4.2, p. 83. Ainsi, nous obtiendrons un algorithme efficace.
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4.7.1 La propriété de rp-transfert local

De la méme maniere que pour la bisimulation de places stricte, nous
donnons un critere local pour la 7p-bisimulation de places :

Définition 4.7.2. mp-transfert local
Ftant donné un réseau N = (P,T,W,l), nous dirons qu’une relation
R C P X P alapropriété du Tp-transfert local ssi :

pour tout pas *t L 1* et tous p,q € P tels que p € °t et pRq il
existe un pas p € M(T) tel que *t —p+q =l ppr o RMY
et l(p) =7 (t).

Ce qui peut s’exprimer plus simplement par le diagramme suivant :

t R *t—p+tyg

tk m,u i 1(F)

t* R M

Par rapport au transfert local, nous ne faisons que remplacer une transi-
tion par un pas concurrent. Il suffit de remarquer que ce pas doit avoir des
pré- et post-conditions de la méme taille que celles de ¢ (donc finis) pour en
déduire que cette propriété est vérifiable en un temps fini.

Le théoreme central pour utiliser cette propriété est :

Théoréme 4.7.3. 5i B est réflexive et a la propriété de Tp-transfert local,
alors B* est une tp-bisimulation de places.

Remarque : une 7p-bisimulation de places vérifie trivialement la propriété
de rp-transfert local, nous avons donc une propriété caractéristique pour les 7p-
bisimulations de places.

&

1, == t
Preuve. Considérons deux marquages M;B*M; et un pas M; — Mj.
Plusieurs cas se présentent :

1. Si M1§M2 .

(a) supposons que My = My — p+ q avec pBq. Si My = *t1, le 7p-
transfert local nous permet de dire qu’il existe un pas p € M(T')
tel que My, £ M}, avec M{BMj. Sinon, M, est de la forme
*ti+ M. Sipe M/, alors My 25 M| — p+ q imite My 2 M].
Sip € *ty, alors par la propriété de rp-transfert local il existe
un pas *t; — p+ ¢ - M’. On peut donc imiter M; - M par
My B M} avec MyBM/, ot My = M+ M’ et M| = M} +t,°,
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(b) sinon, il existe un ensemble de marquages tels que
My = M°BM'B...BM* = M,

avec M' = M*' — p; + ¢; et p;Bg;, i = 1,..., k. Dans ce
cas, MY N M| peut étre imité par un M* B M™. Chaque
p; étant fini, 'imitation peut se propager jusqu’a My = M
M'*. L’imitation se fait avec ty = g, et Mj = M'*. Comme
M{BM''B...BM'* nous avons M{B" M}, soit M| B*Mj puisque
B est réflexive (lemme 3.1.3, p. 76),

2. si M1 B*Ms, il est possible de décomposer en une séquence
My = M'BM?*...BM* = Mj
et d’utiliser le cas précédent pour construire une imitation My - M.

]

Une conséquence immeédiate est d’avoir I’algorithme suivant :

Algorithme 4.7.1. Calcul de B;,(N)
Soit le réseau N = (P, T,W,I) :

1. B=P x P.
2. Tester si B a la propriété de Tp-transfert local, i.e. :

o s'ilexistet €T, p€ *t, q € P avec pBq tels qu’il n'existe pas de
pas j € M(T) de méme étiquette modulo T, tirable a partir de
*t—p+q et atteignant un marquage M’ t.q.t* BM', alors éliminer
les paires (p,q) et (q,p) de B et recommencer ['étape 2.

e sinon, B a la propriété de Tp-transfert local.

3. B est la plus grande Tp-bisimulation de place, i.e. B = B;,(N).

Cet algorithme nous donne un moyen assez simple de calculer B,(N)
pour un N donné. Les preuves de terminaison et de correction sont en tout
point similaires a celle données pour ’algorithme de calcul de B(N) (voir
la section 3.5.2, p. 85). La complexité du calcul de B;,(N) est cependant
supérieure & celle de B(N), puisqu’il nous faut examiner des multi-ensembles
de transitions afin d’imiter ¢.
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4.8 Coiuit théorique du calcul de B;,(N)

Nous ne reprenons pas ici tout le calcul effectué dans la section 3.6, mais
simplement la fonction est-imitable (...).

Théoréme 4.8.1. B,,(N) est calculable en (’)(n%.n%TH).
Le cout de la réduction est alors :
O(np.n log(nr))
Preuve. Dans le cas de B(N), nous avions O(n}.n%. log(nr)) pour toute
la réduction et B(N) se calculait en O(n%.n%).

La recherche d’une imitation se faisait en O(nr) puisque nous cherchions
une seule transition. Maintenant, nous cherchons un pas parallele. Or, pour
chaque transition ¢ € T" & imiter, nous savons que le nombre total de places
en entrée et en sortie de t est au plus dy. 1l y a donc au plus np choix
possibles pour consommer (resp. produire) chaque jeton de M; (resp. de
M3). Nous avons donc n%T choix possibles. D’autre part, comme il y a nr
transitions possibles, nous obtenons le facteur n%T-H.

Le reste du calcul du coit de la réduction est inchangé.

]

4.9 De B, (N) a B.(N)

L’objet de ce chapitre reste le calcul de B.(N). Nous savons que ce calcul
n’est pas possible directement a partir des propriétés liées au transfert faible,
et qu’il n’est pas possible de T-saturer n’importe quel réseau.

Nous savons cependant qu’il nous est possible de calculer la plus grande
bisimulation pour une définition alternative ol une transition est imitée par
un pas concurrent. Il g’agit maintenant de relier ces résultats entre eux.

Afin d’alléger la structure de ce chapitre, cette section ne fait que
présenter les résultats essentiels. Pour les preuves et d’autres résul-
tats (en particulier sur les méthodes de p-saturation® dun réseau, théo.
B.3.3, p. 204), nous renvoyons le lecteur a I’annexe B.

Nous allons présenter ici une nouvelle notion, la p-saturation, qui est
fondamentale pour obtenir un calcul efficace de B,,(N). Intuitivement, un
réseau est p-saturé si une séquence de transition ayant au plus une étiquette
visible peut étre remplacée par un pas parallele, formellement :

Définition 4.9.1. Réseau p-saturé

Nous notons T* & {o e T* : (o) =€ AU {e}}, lensemble des

séquences ayant au plus une étiquette visible.

!Cette notion est assez proche de la A-saturation de [BK89].
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Etant donné un réseau de Petri étiqueté N = (P,T,W,l), nous dirons
que N est p-saturé ssi :

VoeT”, 3pe M(T) : *o S AN
Nous avons alors le théoreme suivant qui découle de la définition :

Théoréeme 4.9.2. Si N est p-saturé, alors B;(N) = B;,(N).

En complément, nous avons la conjecture forte suivante dont la preuve
est en annexe (section B.4, p. 206) :

Conjecture 4.9.1. [l est décidable si N est p-saturé.

Une question immédiate est : «comment faire pour un réseau N non
p-saturé 7»
Nous allons voir que :

e il existe toujours un réseau p-saturé N* tel que B,(N) = B,(N*)
(théo. 4.9.3) ;

e qu’il est possible de construire de facon incrémentale ce réseau et ce
en respectant <_. Donc pour tous les réseaux intermédiaires N;,
nous avons B, (N;) C B, (N). Malheureusement, cette suite n’est pas
croissante (prop. B.2.3, p. 201).

e qu’il est décidable si un N* peut étre construit finiment.

Nous citons ci-dessous les deux théoremes principaux et détaillons leur
preuves dans ’annexe B.

Théoréme 4.9.3. Pour tout réseau N il existe un réseau N* (fini ou non)
p-saturé tel que :

Br(N) = B (N7) = Brp(N7)

De plus, N* peut étre construit incrémentalement depuis N en respec-
tant <. . Nous appellerons p-saturation cette construction et nous noterons
N ~* N’ si N’ est une p-saturation de N. Nous avons :

Théoréme 4.9.4. (prop. B.2.2, p. 200)
Si N ~* N', alors :

By (N') € B (N) = B.(N')

Ce résultat est toutefois relativement optimiste, car 8’il existe, N* n’est
pas toujours fini. Nous dirons qu’un réseau est p-saturable s’il existe une
p-saturation finie N* de N. Nous avons le résultat suivant (voir la preuve
dans la section B.4, p. 206) :
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Théoréme 4.9.5. La p-saturabilité est décidable.
Nous pouvons donc donner un algorithme pour le calcul de B-(N) :
Algorithme 4.9.1. Calcul de B;(N)

1. Calculer une p-saturation N* de N,

2. Calculer B;,(N*) en utilisant Ualgorithme 4.7.1. B;(N) est B;,(N*).

La classe des réseaux p-saturables? est vaste. Elle contient entre autres
les réseaux tels que N, soit acyclique (o N, est N restreint aux transitions
étiquetées par 7). C’est la classe des systemes ne pouvant pas diverger (en
bouclant ou en se bloquant) de maniere invisible.

Conclusion

B;(N) est toujours calculable, mais pas toujours de maniere tres effi-
cace. En particulier, décider si un réseau est p-saturable est tres cotteux.
En contrepartie, le théoreme 4.9.4 nous permet d’utiliser une heuristique
différente :

e p-saturer jusqu’a un certain point, on obtient alors une p-saturation
’.
N';

e calculer B;,(N), qui est une approximation de B;(N).

?1’annexe B contient quelques éléments pour le cofit de la p-saturation
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Chapitre 5

Les bisimulations de
branchement

En fait, la maniere dont la 7-bisimulation voit (et abstrait) les actions
internes n’est pas toujours satisfaisante. En particulier, elle ne respecte pas
la structure arborescente des choix comme le montre la figure 5.1.

Sur cet exemple, t est imité par 7h7. Cependant, dans le second réseau,
on choisit de ne pas faire ¢ qu’apres avoir fait b.

Figure 5.1 : La 7-bisimulation ne respecte pas la structure des choix.
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Dans deux réseaux bisimilaires, toute exécution de 'un devrait corre-
spondre a une exécution de 'autre de maniere que les états intermédiaires
correspondent aussi, de sorte que ceux de la figure 5.1 ne le sont pas.

C’est sur cette base que VAN GLABBEEK & WEIILAND introduisent la
bisimulation de branchement ([GW89b]). Par ailleurs, pour des raisons tech-
niques, WEIJLAND introduit la bisimulation de semi-branchement ([Wei89]).

En-deca de cet aspect conceptuel, les bisimulations de branchement ont
un certain nombre de propriétés intéressantes :

1. a la différence de la 7-bisimulation, elle sont préservées par le raffine-
ment d’action s’il n’introduit pas de parallélisme ([GW89c¢] ;

2. pour une large classe de réseaux, elles coincident avec la 7-bisimulation

([GW89a]) ;

3. elles ont des liens forts avec les logiques temporelles (comme CTL*,
voir p.ex. [DV90]).

Nous allons étudier ces deux bisimulations et les porter dans le contexte
des bisimulations de places.

Dans la premiere section, nous rappelons les différentes bisimulations de
branchement et expliquons leurs liens. L’égalité des plus grandes bisimula-
tions nous permettra de nous restreindre & I’étude de la plus simple (tech-
niquement parlant).

La deuxieme section présente donc la sb-bisimulation de places, dérivée
de la bisimulation de semi-branchement. Suivant un plan maintenant connu,
nous présentons les théoremes permettant de quotienter puis de réduire.
Nous montrons aussi comment dans certains cas, elle peut étre calculée de
maniere similaire a la 7-bisimulation de places. Nous terminons avec le cout
théorique de cette réduction.

5.1 Les bisimulations de branchement

Nous avons les définitions suivantes :

Définition 5.1.1. Propriété de branchement

Etant donnés un réseau N = (P, T,W,1), nous dirons qu’une relation
R C M(P1) x M(P,) entre les marquages est vérifie la propriété de b-
transfert ssi pour tout My RMy et pour tout pas My BN M :

e il existe une séquence
uy:T UT UL T 12
My 255 Mt 228 k2 M,

avee l(ty) = I(t1) telle que My RMY et M{RMS) ;
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e sil(ty) =7, on peut avoir a la place : M{RM; ;
Ce qui est plus explicite sur les diagrammes suivants :

My B M, My R M,

tz . l(tl)
My

Définition 5.1.2. Bisimulation de branchement [GW89b]

Une relation symétrique ayant la propriété de b-transfert est une bisi-
mulation de branchement (entre les marquages) (ou b-bisimulation). Les
marquages reliés sont dits b-bisimilaires. Nous le noterons R : My &4 Ms.

Deux systémes, 31 = (N1, My) et ¥q = (N3, M3), dont les marquages
initiaux sont reliés par une b-bisimulation sont dits b-bisimilaires. Nous le
notons R : X1 &2,

En particulier il y a une plus grande b-bisimulation <, det U{R : Rb-
bisimulation}.

La définition de la bisimulation de semi-branchement est légerement dif-
férente : elle ne restreint pas la deuxieme alternative aux séquences de
longueur 0. Elle a étéintroduite essentiellement pour ses facilités théoriques.
Formellement :

Définition 5.1.3. Propriété de sb-transfert

Soient Ny = (P, Th, Wi, 1) et Ny = (P, T3, W, l3) deux réseaux, une
relation R C M(Py1) x M(P,) entre les marquages vérifie la propriété de
sb-transfert ssi pour tout My RM, il existe une séquence

My 85 g} 22 BT gk B2y g
avec [(tg) = [(t1) telle que et pour tout pas My Ly My
o MyRMY et M{RM} ;

e sil(ty) =7 on peut avoir a la place : My RM} et M{RM} ;
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Ce qui est plus explicite sur les diagrammes suivants :

My, R M, M, B M,
tl[ UL T T[ UL T
M M; M M;
Up 1 T Up 1 T
Mk My = M;
ty e (1)
M;

D’ou nous dérivons la définition suivante :

Définition 5.1.4. Bisimulation de semi-branchement [Wei89]

Une relation symétrique ayant la propriété de sb-transfert est une sb-
bisimulation (entre les marquages). Les marquages reliés sont dits sb-bisimilaires.
Nous le noterons R : My & M.

Deux systemes, 31 = (N1, My) et ¥g = (N3, M3), dont les marquages
initiaux sont reliés par une sb-bisimulation sont dits sb-bisimilaires. Nous
le notons R @ ¥y ¢ Yg.

En particulier il y a une plus grande sb-bisimulation <4 det U{R : R sb-
bisimulation}.

Les deux définitions sont tres proches et il est facile de voir que toute
bisimulation de branchement est une bisimulation de semi-branchement.

Nous avons une plus grande bisimulation de (semi-)branchement (notées
et o resp.). De plus, nous avons la proposition suivante :

Proposition 5.1.5. [Wei89]

=y = 2

Remarques

1. La composée de deux bisimulations de branchement n’est pas forcément une
bisimulation de branchement. La figure ci-dessous explique pourquoi. L’idée
est de prendre deux relations telles que leur composition ne nous permette
pas d’utiliser le cas particulier pour les transitions étiquetées par 7 non plus
que le cas général.
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Mj
My ——— My
My

Heureusement, la plus grande bisimulation de branchement coincide avec la
plus grande bisimulation de semi-branchement.

2. Nous avons le lemme suivant ([Wei89]) :

Lemme 5.1.6. <stuttering lemma»

Pour tout marquage M et toute séquence de T :
VM 5 My 5 Mz My_q = My,

st Moy, My et M o, My, alors M o, M;, Vie {1,... k}.

D’ou le diagramme suivant :
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3. WELJLAND donne des définitions légerement différentes en autorisant des
séquences de la forme :

M, B M,
3] lT*
M M;
&
\ [tz 2 ()
-
M3
M;

Il est facile de voir que les deux définitions sont équivalentes. Cette forme rend
néanmoins plus compréhensibles les liens entre -, n-, A et 7-bisimulations
(voir ci-aprés).

4. Nous citons pour mémoire les n— et A-bisimulations, introduites dans [BBK87]
et [Mil80] respectivement et dont les définitions sont données graphiquement
sur la figure 5.2.

Nous avons ([Wei89)) :

o CﬁnCH
_Sb_ﬁA__

-
&

Nous allons donc nous restreindre a I’étude de la sb-bisimulation. Nous
avons les propriétés suivantes dont la preuve est similaire au cas de la 7-
bisimulation (prop. 4.2.3, p. 103, le point 4 découle de la définition) :

Proposition 5.1.7. Soient ¥; = (N;, M;), © € {1,2,3} des systéemes. On
note R;;, R;»j des sb-bisimulations entre 3; et ¥;. Nous avons :

1. IdM(pl.), Rl_zl, Ras0 Rya, Ri2U R, et ]?;2 sont des sb-bisimulations.
2. &g « U{R12 : Riz sb—bisimulation} est la plus grande sb-
bisimulation entre X; et XJ;.

3. 4 est une relation d’équivalence entre les marquages.

4. 2y C &

5.2 Les b- et sb-bisimulations de places

Nous dérivons les définitions des b- et sb-bisimulations de places :

Définition 5.2.1. b- et sb-bisimulation de places

Etant donné un réseau N = (P, T,W,1), nous dirons qu’une relation
réflexive B C Px P est une b-bisimulation de places (resp. une sb-bisimulation
de places) ssi B est une b-bisimulation (resp. une sb-bisimulation).
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Figure 5.2 : Des bisimulations pour les actions internes.

My Moy
. &
\L tz : l(tl)
V2NN
M . &T
Mé
Myo-eeeeeeee Z@[Q My--ooeeeee M,
T
tq T
\L tg . l(tl)
M $ My
T
“M,
My-eeeeeeee Z@z My--eeeeee M,
T
Tl T
\L t2 . l(tl)
M ! M
-
My--eeeeee M, My Moy
T
t1 o T
\L t2 . l(tl)
Ml y My
T
My:oooeenee Z@z My oeeen My
T
31 T T T
\L tg : l(tl)
My $ My M;
T

r-bisimulation [Mil80]

n-bisimulation [BBK8&7]

A-bisimulation [Mil80]

bisimulation de branchement [GW89b]

sb-bisimulation [Wei89]
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Nous abrégerons ces définitions par b-BdP et sb-BdP respectivement.

Remarque sur la composition de b-bisimulations de places : la figure
5.3 montre que, comme pour la bisimulation de branchement, la composée de b-
BdP n’est pas forcément une b-BdP. Sur cette figure, nous prenons B; = Idp U
{(p1, P11); (P1, Pls); (P2, 1) } et Ba = Idp U{(p1,p11); (P2, Pis); (P2, ph)}. Hest facile
de voir que {p1} n’est pas reliée & {p{,} par (By o By), donc (By o By) n’est pas
une bisimulation de branchement.

Figure 5.3 : B o By n’est pas une b-bisimulation de places.

&

Pour la sb-bisimulation de places, nous obtenons les propriétés suivantes
en suivant la méme démarche que pour la 7-BdP :

Proposition 5.2.2. Etant donné un réseau N = (P, T, W,1)
1. Idp est une sb-bisimulation de places sur N ;

2. si B, B’ sont des sb-bisimulations de places sur N, alors Bo B’ en est
une aussi ;

3. st B est une sb-bisimulation de places sur N, alors B (la plus petite
relation d’équivalence contenant B) est aussi une sb-bisimulation de
places sur N ;

4. Bsp(N)=U{B : B sb-BdP sur N} est la plus grande sb-BdP sur N.
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5. Bsy(N) est une relation d’équivalence ;

Les résultats suivant vont nous permettre de ramener I’étude de la bisi-
mulation de branchement a celle de la sb-bisimulation :

Proposition 5.2.3. B, (N) est une b-bisimulation de places.

Preuve. La seule différence est dans 'imitation d’un .

Nous notons B = By (V). Le diagramme suivant exprime clairement que
la plus grande sb-bisimulation de places, qui est transitive relie les marquages
M'1 et My :

My

]

D’autre part, il suffit de remarquer que toute bisimulation de branche-
ment est une semi-branchement pour déduire que :

Corollaire 5.2.4. La plus grande bisimulation b-bisimulation de places sur
un réseau N existe et est By(N) = Bg(N).

Remarque sur le €stuttering lemma>» (lemme 5.1.6, p. 121) : en général,
By (N) ne vérifie pas ce lemme, comme le montre I’exemple trés simple ci-dessous :

({phAp'}) € Bsu(N), mais ({p}, {q,¢}) & Bsu (V)

Une conséquence importante est que les techniques classiques utilisées dans
les systémes de transitions ne peuvent étre utilisées dans notre cadre (voir p.ex.

[GV90]).



126 CHAPITRE 5. LES BISIMULATIONS DE BRANCHEMENT

5.3 La sb-bisimulation de places

Nous allons donc nous restreindre a I’étude de By, (V) et établir les deux
résultats principaux : le théoreme du quotient correct et un critere local.

Nous avons le théoreme du quotient correct, dont la preuve suit la
méme démarche que celle du théoreme du quotient correct pour ~ (théo.
2.2.8,p. 59) :

Théoréme 5.3.1. Soient N = (P,T,W,l) un réseau de Petriet ¥ C Px P
une relation d’équivalence telle que ¥ C <, . Alors :

VM € M(N), (N, M) &g (N/5, M/E)

Preuve. Il suffit de montrer que R acf [0 & C My X My/g est une
bisimulation entre N et N/g, donc de vérifier la propriété de sb-transfert
pour R.

Tout d’abord, le lemme 2.2.6, p. 58 reste valable dans le cadre de la
sb-BdP.

1. Soient My 4 M| et My RMj;. Le diagramme suivant établit le premier
point de la propriété de transfert :

M, 7%b My —Us M, =[Ms]g

| ] |~
M £ oMy e M= [Mg

et

M, 7%b My e M, =M

\‘56 * *

tll \T l lq—

M My _Ue oy

\S{; :l(tl)l ltg,
My Ue o Arg= (Mg

My D5 Mj existe par bisimilarité et My 23 M} est directement
issue du lemme 2.2.6.

2. Soit maintenant un pas My by M, dans N/ et My RMy. De My RM,,
nous déduisons qu’il existe un marquage Ms; tel que My &, M3 [-|g Ms.

D’apres le lemme 2.2.6, nous savons qu’il existe un pas My Ry M} dans
N fermant le diagramme suivant :

M, _Us g,

. |-
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Par suite MsF M, et, comme FEC <, M3y & My. Comme My & Mg,
nous avons My < My et la propriété de sb-transfert nous permet de
compléter le diagramme :

My —Hs oy Ea
t2 t2 T
my e oMy, oMY
Ze
\ltlzl(tz)
My

et similairement pour la deuxiéme maniére d’imiter un 7. Ce qui
complete la preuve.

]

La propriété de sb-transfert correspond au cadre du théoreme 3.9.1, p. 93
et nous avons :

Corollaire 5.3.2. (du théo. 3.9.1)
B, (N) est calculable.

GROOTE et VAANDRAGER dans [GV90], utilisent explicitement la fini-
tude de 'espace d’état et le «stuttering lemma>» pour calculer efficacement
s dans le cadre des systemes de transitions. Leur méthode n’est donc pas
transférable a notre cas.

Nous allons voir que pour une certaine classe de réseaux, il existe un
algorithme efficace pour une famille de réseaux. De la méme maniere que
nous avons approché la 7-bisimulation par la 7p-bisimulation, nous allons
travailler avec une approximation de la sb-bisimulation : la sbp-bisimulation.

Nous pourrons alors établir les corollaires nécessaires pour montrer que
B (N) et Bgy(N) coincident pour la classe des réseaux rp-saturés.

5.4 La sbp-bisimulation

Dans cette section, nous allons montrer que :

e pour la classe des réseaux Tp-saturés (déf. 5.5.5), Bg, (V) est calculable
efficacement ;

e qu’il n’est pas possible, a priori, de Tp-saturer un réseau en respectant
b -

La sbp-bisimulation s’obtient simplement en remplacant les séquences de
7 de la définition 5.1.4 par un pas concurrent. Formellement :
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Définition 5.4.1. Propriété de sbp-transfert

Soient Ny = (P, Ty, W1,l1) et Ny = (P, T3, W3, l3) deux réseaux, une
relation R C M(P1) x M(P,) entre les marquages vérifie la propriété de
sbp-transfert ssi pour tout My RMs et pour tout pas M, SN M :

o il existe un pas My =-Lr% M} et une transition M} iy M} avec
l(t2) = I(ty) tels que MyRMS et M{RM) ;

e sil(ty) = 7 on peut avoir aussi un pas My =+ M) tel que My RM)
et MIRM} ;

Ce qui est plus explicite sur les diagrammes suivants :

M1 ]i? M2 Ml Rj? M2
t l(t)l \ mu:-,—s t l(t)l \ mu e
M, My, R
t':1(t)
i

D’ou les bisimulations correspondantes :

Définition 5.4.2. sbp-bisimulation entre les marquages

Une relation symétrique ayant la propriété de sbp-transfert est une sbp-
bisimulation (entre les marquages). Les marquages reliés sont dits sbp-
bisimilaires.

Deux systéemes, Yo = (N1, My) et ¥g = (N3, M3), dont les marquages
initiaux sont reliés par une sbp-bisimulation sont dits sbp-bisimilaires.

De cette définition découle que toute sbp-bisimulation est une sb-bisimulation.

Définition 5.4.3. sbp-bisimulation de place

Soit N = (P, T,W,l) un réseau et B C P x P une relation réflexive.
Nous dirons que B est une sbp-bisimulation de places (ou sbp-BdP) ssi B
est une sbp-bisimulation entre les marquages.

Malheureusement, la sbp-bisimulation (de places) n’a pas toutes les «bonnes»
propriétés de la rp-bisimulation (de places). Particulierement, la com-
posée de deux sbp-bisimulation (de places) n’est en général pas une sbp-
bisimulation (de places).

Nous allons voir que cela n’est pas génant dans la mesure ol notre ob-
jectif est le calcul de By (V).
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5.5 Correction et calculabilité de la sbp-BdP

Nous avons la propriété fondamentale suivante, qui découle directement
des définitions :

Proposition 5.5.1.

& C gy C 24 C 2

En suivant la méme démarche que pour le théoreme 5.3.1, nous avons :

Théoréme 5.5.2. Soient N = (P,T,W,l) un réseau de Petri et F C Px P
une relation d’équivalence telle que E C Sspp - Alors :

VM € My, (N, M) <ra, (N/B,,,(v): M/ B, (N))
Nous pouvons alors dérouler le méme canevas que pour B;,(N) :
e définir une propriété locale (déf. 5.5.7) ;

e montrer qu’elle caractérise les sbp-BdP pour la classe des réseaux Tp-
saturés ;

e montre que dans cette classe By, (N) = By (N) ;
e en dériver un algorithme et le cott théorique du calcul de By (V).
Nous avons la propriété suivante, conséquence de la proposition 5.5.1 :

Corollaire 5.5.3.

B(N) € Byy(N) C Buy(N) € B, (N)

Le théoreme 3.9.1, p. 93 a pour conséquence :
Corollaire 5.5.4. B, (N) est calculable.

Il nous reste & donner une caractérisation de la sbp-bisimulation de
places.

5.5.1 r7p-saturation et sb-bisimulation
Nous avons :

Définition 5.5.5. Réseau Tp-saturé
Soit N = (P,T,W,l) un réseau, N est Tp-saturé ssi :

VoeTr, Jue M(T;) : pEo
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Dans le cadre de la 7-bisimulation, un intérét fondamental de la p-
saturation est de pouvoir se faire algorithmiquement en respectant .
(prop. B.2.2, p. 200). Malheureusement, nous ne pouvons pas agir aussi
mécaniquement avec la sb-bisimulation :

Proposition 5.5.6. La Tp-saturation ne respecte pas toujours <, .

Preuve. En effet, il n’est pas toujours de Tp-saturer en restant sb-bisimilaires
comme le montre la figure ci dessous :

M, M,
a a
T T
My @ - M}
b
X ? b
T T
M, M
8 C
! ?
M, M
i J/ \{/\ l T
!
M} M,
|-
My

5.5.2 Calculer Bg,(N) dans les réseaux rp-saturés

Nous prenons une adaptation naturelle de la propriété de Tp-transfert
local (déf. 4.7.2, p. 111) :

Définition 5.5.7. Propriété de sbp-transfert local
Ftant donné un réseau N = (P,T,W,l), nous dirons qu’une relation
R C P X P alapropriété du sbp-transfert local ssi :

pour tout pas °t L 1* et tous p,q € P tels que p € *°t et pRq il
existe un pas p € M(T;) telle que, *t — p+ ¢ =, M, *tRM et :

o il existe une transition t' telle que [(t') = I(t) et M LM
avee t*RM'.

e sil(t) =7, on peul aussi avoir t* RM.
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ce qui peut s’exprimer plus simplement par les diagrammes suivant :

‘t — B t—p+g t B t—p+gq
() | \@\ [Juere o \j\ =
t* ~ M ¢ R M
\'?\Aj;::l(t)

L’extension du théoreme de caractérisation n’est pas aussi directe. En
effet, nous avons toujours besoin de conserver un «ordre» entre u et ¢'. In-
tuitivement, nous savons déja que la sbp-BdP ne nous permettra de calculer
B (N) que dans le cas d’un réseau saturé en un certain sens. Nous allons
montrer que pour ces réseaux, la sbp-BdP est caractérisée par un critere
local.

Théoréme 5.5.8. (Caractérisation des sbp-BdP pour les résequx Tp-saturés)

Soit N un réseau Tp-saturé et B C P X P une relation réflexive ayant la
propriété de sbp-transfert local, alors B* est une sbp-bisimulation de places.

Preuve. Considérons deux marquages M;B*M; et un pas M, 4 M.
Nous notons My = *t; + M{'. Plusieurs cas se présentent :

1. Si M1§M2 .

e supposons que My = M7 — p+ ¢ avec pBg.

— soit p € *ty et la propriété de sbp-transfert local pour B est
directement utilisable ;

— soit p € M{ et t; est sa propre imitation.

e sinon, il existe un ensemble de marquages tels que
My = M°BM'B...BM* = M,

avec M' = M'='—p;4q; et p;Bq;, i = 1,..., k. Dans ce cas, nous
avons les diagrammes ci-dessous (le cas [(¢;) = 7 étant traité de
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la méme maniere) :

MP° B MY B M?
-
tlk \ | |IMN |b,u21 €
M! ML M2t
& tlzl(tl)k \ kt% T
N
M/l < M2’2
[li22:re
M2’3
lt%:l(tl)
M/2

Le réseau étant par hypothese Tp-saturé, nous avons un pas con-
current p C ,ugl.t%.,ugg et par suite nous avons :

*

M B P
P
tlk \ |Uu i €
M M?3
D
2 :1(ty)
M/2

Chaque p, étant fini, I'imitation peut se propager jusqu’a Ms.
Comme M| BM" B ... BM'*, nous avons M}, B~ Mj, soit M| B* M,
puisque B est réflexive (lemme 3.1.3, p. 76). Le méme raison-
nement est applicable pour les marquages intermédiaires.

2. Dans le cas général, si My B*Ms, il est possible de décomposer en une
séquence
My = MYBM*...BM* = Mj

e 7 . . . . . a.

et d’utiliser les résultats ci-dessus pour construire une imitation My —
14

M.

]

Une conséquence immeédiate est d’avoir I’algorithme suivant :

Algorithme 5.5.1. Calcul de By, (N)
Soit le réseau Tp-saturé N = (P, T,W,I) :

1. B=P xP.
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2. Tester si B a la propriété de sbp-transfert local, i.e. :

o s'ilexistet €T, p € *t, q € P avec pBq tels que le diagramme de
la définition ne puisse étre fermé, alors éliminer les paires (p, q)
et (q,p) de B et recommencer l’étape 2.

e sinon, B a la propriété de sbp-transfert local.

3. B est la plus grande sbp-bisimulation de place, i.e. B = Bg,(N).

Cet algorithme nous donne un moyen assez simple de calculer By, (V)
pour un N donné. L’algorithme est correct et termine pour les mémes
raisons que les précédents (voir la section 3.5.2, p. 85). Sa complexité est
cependant supérieure a celle du calcul de B;,(NV), puisqu’il nous faut exam-
iner en plus une transition pour imiter ¢.

5.6 Coit théorique du calcul de By, (V)

Nous ne reprenons pas ici tout le calcul effectué dans la section 3.6.2,
mais simplement la fonction est-imitable (...).

Théoréme 5.6.1. Si nous supposons que le degré des transitions de N est
borné par une valeur d, By, (N) est calculable en O(n%.n4 ).
Le cout de la réduction est alors :

d
O(np.ngt* . log(nr))
pour des familles de réseaux ou les degrés sont bornés par une constante.

Preuve. Le calcul de B;,(N) se fait en (’)(n%.n?“).
Or pour B, (N), nous avons éventuellement a chercher une transition
supplémentaire, donc By, (N) a un cout théorique de (’)(n%.n?"’z)’).

Le reste du calcul du coit de la réduction est inchangé.

]

5.7 Une autre approche : la sby-bisimulation

Nous avons vu que nous ne pouvions pas <brutalement» 7p-saturer
un réseau en restant sb-bisimilaires (prop. 5.5.6). Nous allons voir qu’en
prenant quelques précautions, nous pouvons calculer une approximation de

B (N).

Définition 5.7.1. Propriété de sby-transfert
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Soient Ny = (P, Ty, W1,l1) et Ny = (P, T3, W3, l3) deux réseaux, une
relation R C M(P1) x M(P,) entre les marquages vérifie la propriété de
sbo-transfert ssi :

M1 __ R M2 2cm M1 R M2

t%\ l&ﬂrz T‘/\ l&ﬂr?
2

M! M M! R

\ th LU(t)

M//2
D’ou les bisimulations correspondantes :

Définition 5.7.2. sby-bisimulation entre les marquages

Une relation symétrique ayant la propriété de sby-transfert est une sby-
bisimulation (entre les marquages). Les marquages reliés sont dits sby-
bisimilaires.

Deux systéemes, Yo = (N1, My) et ¥g = (N3, M3), dont les marquages
initiaux sont reliés par une sby-bisimulation sont dits sby-bisimilaires.

En limitant la longueur des séquences de 7, nous conservons certaines
propriétés, mais perdons la transitivité :

Proposition 5.7.3. Soient R, R’ des sby-bisimulations, nous avons :
1. Idpm,, R™', RUR' sont des sby-bisimulations ;
2. &by det U{R : sby-bisimulations} est une sby-bisimulation. FEn
général, & g, n'est pas une relation d’équivalence.
3. RC <, €n particulier &2 C &g
Preuve.
e 1 et 2 sont de simples conséquences de la définition.
e 3 vient simplement de ce que R C .

]

De cette définition découle que toute sby-bisimulation est une sb-bisimulation.

Définition 5.7.4. sby-bisimulation de places

Soit N = (P, T,W,l) un réseau et B C P x P une relation réflexive.
Nous dirons que B est une sby-bisimulation de places (ou sby-BdP) ssi B
est une sby-bisimulation entre les marquages.
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Nous retrouvons donc les propriétés classiques, a ’exception de celles
basées sur la transitivité :

Proposition 5.7.5. Soient B et B’ des sby-BdP, nous avons :

1. Idp, B~! et BU B’ sont des sby-BdP ;

2. Bg, (N) def U{B : Bsby-BdP} est une sby-BdP. En général, By, (N)

n'est pas une relation d’équivalence.

3. By, (N) C By (N)

Preuve.

e 1 et 2 sont de simple conséquences de la définition et de la propriété

5.7.3.

e 3 vient de By, (V) réflexive et symétrique, donc :

Bgp, (N) = (Bg, (N))*

or

(B, (N)) = (Bsb, (N))* = (B, (N))" € &2
en utilisant le lemme 3.1.3, p. 76 et la propriété 5.7.3.

]

Nous allons maintenant nous intéresser a un procédé de couverture qui
permet d’une part de rester sb-bisimilaire, d’autre part d’alterner les étapes
de couverture et de calcul de la By, (V) pour obtenir une approximation de
B (N). Formellement :

Définition 5.7.6. sby-couverture, sby-saturé
Ftant donnés N = (P, T,W,l) et t1,ty € T telles que :

M B2 A A M By, (N) M

nous appellerons sbo-couverture de ty.to la transitiont = t1.ty. Nous noterons
N ~g9 t,4,N' si N est N auquel on a ajouté la transition t.
déf
. ! !
De plus : N ~75, N' <= N ~g9 tl’tg]\ﬁ “b2 tptl e "~ sb2 et N
Enfin, nous avons N gy ssi aucune sby-couverture n’est possible. Nous

dirons alors que N est sby-saturé.

Remarque sur la sbs-couverture : quelles conséquences cette nouvelle forme!

de couverture entraine-t-elle 7 Tout d’abord, les classes de réseaux sbo-saturables
sont les mémes, puisque fondamentalement la méthode ne change pas.

'Par rapport & la définition B.0.1, p. 197.
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Il reste & prouver un théoréme équivalent 4 B.3.3, p. 204, i.e. que toute stratégie
équitable est compléte (voir les déf. B.3.2, p. 204 et B.3.1, p. 203 resp). Cela vient
simplement de ce que la stratégie est complétement déterministe.

o

Nous allons maintenant nous intéresser & la correction de la méthode
de couverture. En fait, By (V) étant notre objectif, la proposition suivante
nous suffit :

Proposition 5.7.7.
N M:b? N’ = VMg e My = MN’ : (N,Mo) e (N/7M0)

Preuve.

1l suffit de vérifier pour N ~+g2 4, +, N', le cas général se déduisant par
transitivité de < .

Remarquons que N’ est auquel nous avons rajouté t. Pour vérifier la

propriété de sb-transfert, il suffit de pouvoir imiter M X M’ dans N, ce qui
découle simplement de :

il

ce qui nous donne :

M _Zs M
B -
tk S l tty |7

M! Rty M!
(dans N7) (dans N)

et nous concluons grace a la transitivité de < .

Corollaire 5.7.8. (du théoréme 5.3.1, p. 126)
Si N ~%, N, alors :

VMo € My =My (N'/B,, (1) Mo/ B, (v1)) 25 (N, Mo)

Remarques sur la calculabilité et la convergence vers By, (N) :

1. Nous avons les mémes problémes qu’avec la p-saturation : la suite des réseaux
obtenus par sby-couverture n’est pas une suite croissante (voir laprop. B.2.3, p. 201).

2. Lorsqu’un réseau est sbo-saturé (i.e il n’y a plus de sba-couverture possible),
nous n’avons pas toujours By, (N) = B;sp(N) (exemple ci-dessous).

O——O—=F—=0O—1—0

p q

B (N) = P x P, mais (p,q) & Bss, (N)
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3. Cela nous ameénerait a étudier les sbs, .. -BdP. Ce nous semble une approche
viable pour les réseaux rT-conservateurs.

4. Pour calculer, nous ne pouvons utiliser le transfert local, mais le semi-local
fonctionne et reste assez efficace puisque nous nous limitons aux séquences
de longueur 2.

5. Pour quelles classes de réseaux a-t-on Bgp,(N) = By, (N) ?

Conclusion

Comme pour B;(N), il existe un algorithme efficace pour Bg,(N) pour
une classe de réseaux, mais nous ne savons pas précisément, actuellement,
comment étendre cette classe. Particulierement, il reste a explorer 'utilité
des sb,-BdP, ot la couverture se ferait pour des séquences de longueur 7 < n.

Pour les n- et A-bisimulations, il est possible d’utiliser les mémes tech-
niques.

Nous allons nous intéresser & une extension classique des réseaux de
Petri : les arcs inhibiteurs.
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Chapitre 6

Bisimulation de place stricte
et arcs inhibiteurs

Il existe de nombreuses extensions des réseaux de Petri. Parmi celles-
ci, les arcs inhibiteurs ont un place particuliere puisqu’ils leur donnent la
puissance des machines de Turing. Il s’agit donc bien d’une extension et non
d’une simple «facilité» syntaxique.

Intuitivement, un arc inhibiteur va d’une place a une transition et permet
d’interdire le franchissement de cette transition si cette place est marquéel.

Remarques sur les arcs de test :

1. Un autre type d’arcs est également fréquemment utilisé, les arcs de test. Ces
arcs ont un but dual des arcs inhibiteurs : interdire le franchissement d’une
transition si un certain marquage n’est pas atteint.

Dans [CH93a] et [Lak93], un certain nombre de méthodes permettent de
passer des arcs de test aux arcs inhibiteurs. Elles sont basées sur le fait que
pratiqguement de tels arcs sont reliés & des places ayant une capacité.

Ces deux types d’arcs, ajoutés aux capacités de places, devraient fournir un
ensemble suffisant pour spécifier tous les systemes possibles avec un minimum

de confort (voir [Bil88, CH93a, Lak93]).

2. Ce genre d’arc pose de nombreux probléemes intéressants pour les sémantiques
d’ordre partiel (de la méme maniére que les places avec capacité). Cela sort
des objectifs de cette thése, mais on pourra consulter avec profit [Dev89].

3. Si l'on s’abstrait de ces problemes, on peut sans doute ramener I’étude des
arcs de test & ceux des arcs inhibiteurs par la construction? de la figure 6.1,
sous réserve que p ¢ *t;. Cette derniére réserve peut sans doute sauter si on
remplace #; par un ¢}.

p' est une place complémentaire classique et joue en méme temps le role de
capacité. p' est une place supplémentaire destinée a stocker les jetons de p
de z + 1 a l'infini.

'La relation de priorité introduite par [JG88] et utilisée dans [DGV93] peut étre vue
comme un dérivé des arcs inhibiteurs.
2(Cas des réseaux & arcs simples.

139
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Figure 6.1 : Des arcs de test aux arcs inhibiteurs.

Q,TJ tio)

V_ N

\/n, i) "
,o\ o
_y
th ==3
4+ acdetest - - - noeuds goutés
o—— 0 arcinhibiteur oo arcs gjoutés

Les transitions ¢ ont les méme pré- et post-conditions que leurs homologues
t;.

L’utilisation des transitions est résumée par le tableau suivant :

M(p) M@E) ME') |t t t3 |ty
<z >0 0 X X

=z 0 0 X X X
=z 0 >1 X X X

Dans le cadre des réseaux & poids, la solution est plus complexe, puisqu’elle
doit prendre en compte les problémes de répartition des jetons entre les dif-
férentes places. La figure ci-dessous donne une idée de ce qui pourrait se

faire.
l3 =
X3
Pzi-1 Pr.-2 Pz Pr—=; 0
Y s N 7 N\ N ’ N ’
S YRR (@) e S (S .
1
e ;

6.1 Les réseaux a arcs inhibiteurs

Nous les présentons d’une maniere analogue au réseaux de Petri clas-
siques, en séparant la structure du comportement.
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6.1.1 Structure des réseaux a arcs inhibiteurs

Puisque nous ne nous intéressons qu’aux systemes étiquetés, nous définis-
SOnS :

Définition 6.1.1. Réseau de Petri a arc inhibiteurs
Un réseau de Petri & arc inhibiteurs est un quintuplet N = (P, T, W,[, 1)
tel que :

o (P, T,W,l) soit un réseau de Petri au sens de la définition 1.3.2, p. 32 ;
o [ C P xT est une fonction d’inhibition.

De méme, nous définissons un systeme (& arcs inhibiteurs) par ¥ =
(N, Myp), ot N est un réseau de Petri a arc inhibiteurs et My le marquage
nitial.

Nous noterons I(t),t € T ’ensemble des places inhibant t ou sa représen-
tation vectorielle dans {0,1}171.

Graphiquement, un arc inhibiteur est représenté par une courbe dont
lextrémité (coté transition) est un cercle. En cela, nous retrouvons la nota-
tion usuelle de la négation.

Le réseau de la figure 6.2 montre un exemple de réseau a arcs inhibiteurs.
Dans ce contexte, une des lignes est prioritaire sur autre. C’est typiquement
un comportement qui n’est pas codable dans les réseaux classiques.

Figure 6.2 : Un réseau de Petri a arcs inhibiteurs.

sortie

21

@ =
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O

tampon libre! tampony libre
| |

P7 P9

O3

sortie’

|
|
|
|
I
|
I
| |
entrée’ | I
|
I
)

Le fait principal va étre la modification du comportement.
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6.1.2 Comportement dans les réseaux a arcs inhibiteurs

Les arcs inhibiteurs n’allant que d’une place vers une transition, nous
n’avons besoin d’étendre que la notion de tirabilité. Nous le faisons de la
maniere suivante :

Définition 6.1.2. Tirabilité
Ftant donné un systéeme X = (N, M), nous dirons qu’une transition est

tirable depuis M, noté M l>, ssi ses pré-conditions sont remplies et qu’elle
n’est pas inhibée, i.e. :

tCMATEME S I(p6).M(p) =0
peEP

Nous I’étendons naturellement aux séquences.

Remarque sur le comportement concurrent : les arcs inhibiteurs posent des
problémes intéressants dans le cadre des sémantiques concurrentes. Par exemple,
le réseau N; de la figure 6.4 peut tirer ¢1 || £2, mais ni #;.%2, ni t5.¢;. Par contre, le
réseau No peut tirer ¢1.25. On se rend aisément compte des problémes que poserait
le calcul de la rp-bisimulation de places pour ces réseaux.

6.2 La bisimulation de places stricte et les arcs
inhibiteurs

Nous reprenons les définitions de la section 3.1, p. 76 et les étendons au
cas des réseaux a arcs inhibiteurs. La bisimulation entre les marquages est
définie de la méme maniere, nous aurons donc :

Définition 6.2.1. Bisimulation de places stricte

Soit ¥ = (N, Mg) un systéeme et B C P x P une relation réflexive entre
ses places. Nous dirons que B est une bisimulation de place (stricte) ssi B
est une bistmulation classique.

Nous avons les propriétés suivantes (avec les mémes preuves que pour le
cas sans inhibiteurs) :

Proposition 6.2.2. Etant donné un réseau N = (P, T, W, 1, T)
1. Idp est une bisimulation de place stricte sur N ;

2. si B, B’ sont des bisimulations de place stricte sur N, alors Bo B’ en
est une ausst ;
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3. st B est une bisimulation de place stricte sur N, alors B (la plus petite
relation d’équivalence contenant B) est aussi une bisimulation de place
stricte sur N

4. il existe une plus grande bisimulation de place stricte sur N que nous
noterons B(N). De plus, B(N) = |U{B : B bisimulation de place
stricte sur N}.

5. B(N) est une relation d’équivalence ;

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour définir le réseau quo-
tient et déterminer une méthode de réduction.

6.3 Le réseau quotient

La méthode utilisée dans le cas des réseaux sans arcs inhibiteurs était
de fusionner les places équivalentes, ou, ce qui revient au méme, de déplacer
tous les arcs sur un représentant de la classe puis d’éliminer toutes les places
isolées du réseau.

La figure 6.3 montre que cette technique n’est plus utilisable dans le cas
des réseaux a arcs inhibiteurs. En effet, si nous fusionnons p; et ps, aucune
transition n’est tirable dans le systeme réduit. Le théoreme du quotient
correct (théo. 2.2.8, p. 59) ne peut donc étre généralisé si nous conservons
cette définition du réseau quotient (déf. 2.2.5, p. 57).

La solution consiste a choisir un représentant de la classe d’équivalence
et & ne conserver que les arcs inhibiteurs en partant. Nous pouvons alors
généraliser le théoréeme 2.2.8. Formellement :

Définition 6.3.1. Réseau quotient en présence d’arcs inhibiteurs

Etant donné un réseau N = (P, T,W,1,I) et une relation d’équivalence
E C P x P, nous notons [p|g la classe d’équivalence d’une place p € P et
une fonction de choix ¢ : P — P telle que pEp < ¢(p) = ¢(p').

Nous définissons le réseau quotient N/p = (P/g, T /5. W/, /5, 1/E)
de N par E de la maniére suivante :

o Pl ¥ {cp) : peP)

7/p %

[ ]
—~
~
=
—
o
—~
3
=
~
~—
Il
—~
—
o
—~
3
=
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——0 arc inhibiteur

Figure 6.3 : La définition 2.2.5 est inutilisable en présence d’inhibiteurs.
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Pour quotienter les marquages :

M/ L Me € o par o pale € Lelpr), ep2), - e(pn))

Remarques sur la définition du réseau quotient :

1. Ceci implique que pour un méme réseau, nous avons autant de manieres de
quotienter que de fonctions de choix.

2. Si 1 est vide, nous retrouvons la définition 2.2.5, p. 57.

3. Les arcs de I ne sont pas traités de la méme maniére que ceux de W, c’est
ce qui nous permettra de quotienter correctement.

Nous avons alors le théoreme suivant :

Théoréeme 6.3.2. Quotient correct pour les inhibiteurs
Soit N un réseau et I/ une relation d’équivalence sur ses places telle que
E soit une bisimulation. Alors pour tout marquage M € My nous avons :

(N/g,M/E) et (N, M) sont bisimilaires

La preuve de ce théoreme repose essentiellement sur les adaptions du
lemme technique établissant le lien entre les pas du réseau et ceux du réseau
quotienté (lemme 2.2.6, p. 58). Nous donnons tout d’abord son équivalent
dans le cadre des réseaux a arcs inhibiteurs :

Lemme 6.3.3. Soit N un réseau a arcs inhibiteurs, ¥ C P X P une relation
d’équivalence entre ses places t.q. FE soit une bisimulation. Soit N/g le
réseau quotient tel que dans la définition 6.3.1, nous avons :

1. Pour tout pas M - M’ dans N, il existe un pas [M]g ) (Mg
dans N/g.

2. Pour tout pas [M]g ’ [M')g dans N/g, il existe un pas M > M"
avec M"EM' dans N.

Preuve.

e Pour prouver 1, nous utilisons le fait que E est une bisimulation. De

ME[M]g et M'"E[M']g, la propriété de transfert assure qu’il existe un

pas [M]p 1 1],
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e Pour (2), nous pouvons reprendre la technique utilisée au cas précé-

dent. Considérons un pas [M]g - [M']g dans N/g. E étant une
bisimulation nous avons un t tel que :

Mz —E M

t'l lt:l(t’)

[M/]E E M//
avec M"EM’

Remarque : la condition &/ C & ne suffit pas dans ce cas. En effet, M LM

n’entraine pas [M]g - [M']g, comme le montre Pexemple ci-dessous. Nous avons
pEqet B C & . Cependant E n’est pas une bisimulation car :

ry —2  {qg}

tlzal th:a

iy — &  rr}

N N, ot e(p) = e(g) = ¢

&

]

Nous avons maintenant ’outil nécessaire pour prouver le théoréeme 6.3.2.
La preuve est en tout point identique a celle développée pour les réseaux
classiques (voir page 59).

Nous pouvons alors réduire en éliminant des transitions redondantes et
celles structurellement mortes.

6.4 Calculabilité de B(N)

Il reste maintenant a calculer cette plus grande relation d’équivalence
de maniere efficace. Malheureusement, le théoréme de caractérisation (théo.
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3.4.2, p. 83) ne peut étre généralisé, comme le montre I’exemple de la figure
6.4.

Figure 6.4 : Le théoreme 3.4.2 n’est plus valable.

Dans cet exemple, B = P x P satisfait trivialement aux conditions du
théoreme (réflexivité, symétrie et transfert local). Cependant, alors que le
marquage {py,p1} permet de tirer t1, {p, p2} inhibe toute transition.

Intuitivement, imiter dans un marquage donné ne suffit plus puisqu’un
jeton peut inhiber la transition imitatrice. De plus, le transfert local ne se
préoccupe que des arcs classiques, or il est évident qu’un jeton peut devenir
inhibiteur en passant d’une place a 'autre.

6.4.1 Propriété de transfert local généralisé

Il est facile de voir que la propriété du transfert local (prop. 3.4.1, p. 82)
ne relie les places du réseau qu’en fonction de ce qu’elles autorisent. Ces
difficultés peuvent étre contournées en prenant soin de conserver récursive-
ment la valeur «sémantique» d’un jeton. Formellement, nous généralisons
la propriété comme suit :

Définition 6.4.1. Propriété de transfert local généralisée (PTLG)
Soit un réseau N = (P,T,W,1,1) et une relation B C P x P.

o Nous dirons que My +r té M]{ est imitable depuis M + s relativement
a B ssi il existe une transition ty € T de méme étiquette que t1 t.q.

My+s3 M, B M et siVic I(ty)*, My +i+r 5 M| +i est imitable
a partir de My + 1+ s relativement a B.

e B a la propriété de transfert local généralisée ssi pour toute transition
t1 € T, pour toute place p € °ty et toute place g € P avec g B p:

1. *t N t1® est imitable depuis *ty — p+ ¢ relativement a B ;

11 est évident que si t; est inhibée, il n’y a plus lieu de Iimiter.
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2.Vt €T ¢ (pg I(ty) Aq € I(t3)), *ta+p 3 t2° + p est imitable
depuis *ty + q relativement a B ;

3. symétriqguement, ¥ty € T = (p € I(t2) Nq ¢ 1(t2)), *t2+¢ iy
t2® + q est imitable depuis *ty + p relativement a B.

Il est facile de voir que si [ est vide (cas des réseaux classiques), nous
retrouvons la propriété de transfert local (déf. 3.4.1, p. 82).

Remarque sur la notion «est imitable» : clairement, cette notion est récur-
sive. Cependant, il est facile de voir qu’a chaque appel, une nouvelle place est
introduite (i.e. ¢ ¢ My, puisque i € I(t3) et My + s 3) Ceci nous assure que la
récursion s’arréte des lors que P est fini.

o

Nous présentons maintenant la caractérisation des bisimulations de places
dans le cadre des réseaux a arcs inhibiteurs :

Théoréme 6.4.2. Caractérisation des BdPS en présence d’arcs inhibiteurs

Etant donné un réseau N = (P, T, W,l,I) et B C P X P une relation
réflexive et symétrique vérifiant la propriété de transfert local généralisée,
alors B* (sa fermeture transitive) est une bisimulation de place stricte.

Preuve. Il nous suffit de prouver que B* = B" (lemme 3.1.3, p. 76) est une
bisimulation classique, c’est-a-dire qu’elle vérifie la propriété de transfert.
B™ étant symétrique, nous n’avons i prouver qu’un sens de la propriété de
transfert.

Considérons deux marquages M;B*M; et un pas M, by M. Plusieurs
cas se présentent :

1. si M1§M2 .

e Supposons que My = My — p+ ¢ avec pBg.
— Si My = *ty, le transfert local généralisé nous permet de dire
qu’il existe un pas My 3 M}, avec M{BM} et [(t1) = [(t2).
— Sinon, M; est de la forme *¢; + M.

* sip € M, soit I(ty)NM{" =0 et My N M| — p+ q imite
My M, soit Ir € I1(t1) N M. Dans ce cas, la PTLG,
par récursivité, nous donne un pas *ty —p+q+r = M2,

ete jusqu'a My =& M}, avec M{BM} et 1(t;) = I(uy).
% sip € *ty, alors par la PTLG il existe un pas *# —p+q =
M’, avec l(t1) = l(u1). En lappliquant récursivement
comme ci-avant, nous obtenons un pas My 2K M}, avec

M{BM et I(ty) = l(uy).
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e Sinon, il existe un ensemble de marquages tels que
M, = MYBM'B...BM* = M,,
avec M' = M'™' — p; + ¢; et p;Bg;, i = 1,...,k. Dans ce cas,
MO Ly M peut étre imité par un M 25 M'', et Iimitation peut
se propager jusqu’a My = MF 25 M'*. L’imitation se fait avec
ty = uy, et M5 = M'*. Comme M{BM''B...BM'* nous avons
M{B"Mj, soit M| B*M} puisque B est réflexive (lemme 3.1.3).

MO B MY ... MK
tll lug:l(tl) luk:l(tl)
MO B Mo M/k
soit .
My B M,
tll luk:l(tl)
M, B M

2. Dans le cas général, si M;B*M,, il est possible de décomposer en
une séquence My = MYBM?...BM* = M,, et d’utiliser le résultat
ci-dessus pour construire une imitation My — M.

]

Nous avons donc le résultat suivant (prouvé dans la section 6.5) :

Théoréme 6.4.3. Calculabilité de B(N) en présence d’inhibiteurs
B(N) est calculable en temps exponentiel (en la taille de P).

L’algorithme est modifié en remplagant le test par «Tester si B a la
propriété de transfert local généralisée». Soit :

Algorithme 6.4.1. Calcul de B(N) en présence d’inhibiteurs
Soit le réseau N = (P, T,W,I) :
1. B=P xP.

2. Tester si B a la propriété de transfert local généralisée, i.e. :

o s'ilexistet €T, pe*t, ¢ € P avec pByq tels qu’un des points de
la définition 6.4.1 n'est pas vérifié, alors éliminer les paires (p, q)
et (q,p) de B et recommencer l’étape 2.

e sinon, B a la propriété de transfert local généralisée.
3. B est la plus grande bisimulation de place stricte, i.e. B = B(N).

Cette algorithme est correct pour les mémes raisons que celui calculant
B(N) pour un réseau sans arcs inhibiteurs (algo. 3.5.1, p. 84).
La section suivante montre qu’il termine et en donne le colt théorique.
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6.5 Coit théorique du calcul de B(N)

A nouveau, le cotit algorithmique ne nécessite pas une réévaluation com-
plete, puisque seule la fonction de recherche est modifiée (les transitions
structurellement mortes peuvent étre détectées en méme temps que les tran-
sitions redondantes).

Théoréme 6.5.1. Le coit de la réduction est alors en :
np+3 3
O(ng"™".np)
pour les familles de réseaux ou les degrés sont bornés par une constante.

Preuve. La structure de ’algorithme est inchangée jusqu’a la recherche
d’une imitation. Pour imiter le pas M;+r N M| depuis M; + s relativement
a B, nous codons la fonction :
fonction est-imitable (M; + r,t1, M7 + s,B) > un booléen
to—ok : un booléen
Pour t; parcourant T-{¢;}
Sl 1(t1)=1(t2)
et est-tirable ({9, M+ s)
et sont-reliés (B, 1°, M| +s— s +1°)
Alors t;-ok < vrai
Pour i parcourant [(t3)
ty-ok < ty—-ok A est-imitable (M +i-+r,t1, My +1+5s,B)
{Les supports vérifient : Purir & Paiyitr)
fpour {:}
Si tQ—Ok
Alors retourne vrai
fpour {t,}
{M; +7r 5 noest pas imitable depuis My +s relativement a B}
Retourne faux

Seul le parcours des places inhibitrices differe du cas sans inhibiteurs.
L’appel récursif de est-imitable (...) peut se produire au plus np fois,
puisque nous avons trivialement I(t3) N (M7 +r) = 0. Ceci nous garantit la
terminaison.

Nous introduisons d; = maz.er{|(t)|}. Nous avons donc au plus d;
places dans I(t3). Ce facteur n’apparait pas compte-tenu de notre hypothése
sur les degrés.

Le coit de I'appel initial de cette fonction est donc en O(ny").

Le reste du calcul du coiit est inchangé.

]
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Conclusion

Pour les réseaux a arcs inhibiteurs, 'adaptation de la bisimulation de
places est donc non triviale. De fait, les résultats sont un peu moins bons,
puisqu’ils sont en temps exponentiel. Intuitivement, nous pourrions «croiser»
la 7-bisimulation avec les réseaux a arcs inhibiteurs. Les problemes posés
auraient les mémes solutions : tres informellement, il suffirait d’ajouter la
condition I(t) C I(t') a la définition de ¢t C ' pour conserver les mémes
propriétés.

A notre connaissance, la bisimulation de places est la seule méthode de
réduction pour les réseaux a arcs inhibiteurs.

Plus généralement, les problemes posés par les extensions des réseaux de
Petri posent deux problemes distincts :

1. I'adaptation de la notion de bisimilarité. C’est par exemple récemment
abordé par [Buc95] pour les réseaux stochastiques.

2. la correction du quotient.

Les extensions syntaxiques, i.e. ou la «décoration® a pour seul objectif
de donner un modele plus compact, ont une faible incidence (p.ex. pour
certaines définitions des réseaux colorés?, il n’y a qu’une augmentation de
la complexité).

Les extensions sémantiques, qui visent a accroitre la puissance du modele
(réseaux avec arcs inhibiteurs) ou a intégrer d’autres parametres (réseaux
temporisés de [Zub80] ou stochastiques de [Ajm89]) ont un impact beaucoup
plus fort puisqu’ils peuvent apporter de profondes modifications pour la
définition de la bisimulation.

*Voir p.ex. [Jen92, Jen95].
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Troisieme partie

Les bisimulations de places
en pratique
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Chapitre 7

Bisimulation de places et
comportements

Nous savons que la bisimulation (qui est notre critere de correction)
conserve de nombreuses propriétés de vivacité et de sécurité. Ces propriétés
sont définies dynamiquement, i.e. elles s’appuient sur les comportements du
réseau. Mais nous avons vu que la bisimulation de places préservait parfois
plus (théo. 3.8.4, p. 92). L’objectif de ce chapitre est donc de voir de quelle
maniere la BAPS se méle aux théories développées par ailleurs.

La vérification de ces propriétés étant tres complexe, certains auteurs
ont naturellement cherché a les caractériser par des contraintes structurelles,
moins cotteuses car ne s’appuyant que sur la structure du réseau ([VV8I,
Yam84, BD90]). La premiere section présente diverses définitions et étudie
I'impact de notre méthode de réduction.

Ces propriétés, comportementales ou structurelles, ont permis de définir
diverses familles de réseaux. De nombreux outils utilisent les propriétés de
ces familles pour optimiser leurs calculs. Dans le contexte d’un interfacage
de la bisimulation de places, il est intéressant de savoir si ces familles sont
stables. La deuxieme section aborde ce point.

Nous donnons en conclusion un tableau récapitulant ces divers résultats.

7.1 Les propriétés des réseaux de Petri

Il existe de nombreuses notions, nous nous attacherons a celles qui sont
le plus utilisées. [EN94], par exemple, liste un certain nombre de propriétés
avec la complexité de leur vérification. [Hac76, Ber83] en donnent aussi
plusieurs autres.

155
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7.1.1 Propriétés comportementales

Il s’agit donc de propriétés qui, pour étre vérifiées, demandent que ’on
étudie ’ensemble des comportements du réseau, i.e. son graphe d’état. La
bisimulation de places est un moyen efficace de réduire ce graphe, il est
donc important de savoir sous quelles conditions elle préserve ou non ces
propriétés.

Définition 7.1.1. Vivant, pseudo-vivant

Soit M un marquage sur un réseau N, nous dirons que M est vivant si
toute transition t est atteignable depuis M.

Nous dirons que M est pseudo-vivant s’il permet de tirer au moins une
transition.

Soit (N, M) un systéme, nous dirons qu’il est (pseudo-)vivant si VM’ €
R(N), M' lest.

Intuitivement, un systeme est vivant si n’importe quelle transition est
toujours atteignable. Il est facile de voir qu’un systéme vivant est pseudo-
vivant, i.e. sans blocage.

Définition 7.1.2. Borné, sauf
Soit (N, M) un systéme, nous dirons qu’il est n-borné si il existe n € IN
tel que :
VM € R(My), IM(p)|<n

Nous dirons qu’un systeme est sauf ssi il est 1-borné.

Il est facile de voir que pour un systeme borné R(Mp) est fini et que
VM € R(Mo), Mo ¢ M (M = My est possible).

Ces réseaux sont de ce fait souvent utilisés. Ils sont utilisés comme
systemes «condition/événement>» (voir p.ex. [DDMS88]). En particulier,
I’ensemble des marquages atteignables étant fini, presque toutes les pro-
priétés deviennent décidables. En particulier, le langage LOTOS permet de
produire des réseaux saufs (voir [GS90]).

Nous avons trivialement, comme conséquence du théoreme 3.3.6, p. 81 :

Proposition 7.1.3. Soit 3 un systeme et 3. sa réduction.
Y est vivant (resp. pseudo-vivant, n-borné) ssi 3, est vivant (resp.
pseudo-vivant, n’-borné, n' < n. max,ep{|[p]|}).

7.1.2 Les invariants

Ce sont sans doute parmi les plus utilisés des méthodes d’analyse.

Informellement, un P-invariant d’un systéeme est une propriété vraie
quelque soit le marquage atteint. Il permet de vérifier un grand nombre
de propriété dynamiques (vivant, borné, atteignable, etc). Dans I'exemple
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de la file FIFO (1.3, p. 34), nous n’aurons jamais un tampon occupé avec
un jeton dans la place tampon libre correspondante.

Un T-invariant correspond a des séquences «nulles», i.e. telles que *o =
o*. Formellement :

Définition 7.1.4. Invariants

Etant donné un réseau N = (P, T, W), nous notons sa matrice d’incidence
N € 28 5 27, oa N(p, ) E w(t,p) - w(p,1).

Nous appelons P-invariant (resp. T-invariant) une solution de :
XN=0

(resp. N.Y =0).

Remarque : il n’y a aucun lien entre P-invariants et places bisimilaires comme
le montre trés simplement la figure ci-dessous, ol tout vecteur tel que X(g) = 0 est
un P-invariant de N, mais ol aucun n’est un P-invariant de N’ (dans lequel p et ¢

sont fusionnées) :
v pByq
P q

Regardons I'impact de la méthode de réduction sur la matrice d’incidence :
la fusion de places va correspondre a I'addition de lignes et la suppression
des transitions redondantes au retrait de colonnes.

Pour la figure 7.1, nous avons :

&

-1 41
N = 0 0
+1 -1

Les invariants sont donc de la forme :
x
X = ( ) Y =
Apres fusion de py et p3 puis élagage, nous obtenons respectivement :

(1) ne ()

Les invariants de N, sont alors de la forme :

X=(o o) y=(2)

Nous avons les résultats suivants :



158 CHAPITRE 7. REDUCTION ET COMPORTEMENT

Figure 7.1 : Comment lier les invariants de ¥ et ¥, 7

P1 P2 P3 [p1] = [ps] [p2]
ONENONENG

[&] \m (2]

Y s,

Proposition 7.1.5. Soit N un réseau, N’ le réseau ou les places sont fu-
stonnées et N, le réseau réduit :

1. La fusion de places préserve les T -invariants.
2. L’élagage préserve les P-invariants.
3. Soit X, est un P-invariant de N,, alors le vecteur :
déf
X:X(p) = Xo(p)
est un P-invariant de N.

4. Soit'Y est un T-invariant de N, alors le vecteur :

est un T-invartant de N,.

Preuve.

e Le point 1 vient de ce que la fusion des places revient a additionner
les bilans ¢*(p) — *t(p) de chaque transition pour chaque place, i.e. :

N, (t,[p]) = >_ N(t,q)

9€[p]

>
2
m
\g
N
>

). > N(tyq)) =Y pe PX,([p).N(t,q)

9€[p]
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e pour 2, il suffit de noter que la fusion de places correspond a une
addition de lignes :

NY=0-=VPCP: > (N(p)Y=0
peP’

e Les deux dernieres propriétés découlent de celles ci-dessus.

7.1.3 Semi-linéarité de R(X)

Nous avons les définitions suivantes :

Définition 7.1.6. Semi-linéaire
Un sous-ensemble de IN™ est linéaire s’il est de la forme :

p
{u+ Znﬂ% n; € IN}
=1
ou u,vy,...,0v, sont des vecteurs de IN".
Un sous-ensemble de IN" est un semi-linéaire s’l est une union finie
d’ensembles linéaires.

La semi-linéarité de ’ensemble de marquages atteignables rend un grand
nombre de propriétés décidables, particulierement celles de I'inclusion et de
I’égalité des ensembles de marquages atteignables. [Hau90] montre que la
semi-linéarité de R(X) est décidable.

Le théoreme 3.3.6, p. 81 nous donne trivialement :

Proposition 7.1.7. R(X) est semi-linéaire ssi R(X,) lest.

7.1.4 Régularité du langage

Le langage du réseau est I’ensemble L(N) i {peT=:My5}. [VV8]]
donne une caractérisation structurelle de la régularité du langage d’un réseau.

La régularité du langage rend un grand nombre de propriétés plus facile-
ment décidables (atteignabilité, vivacité, inclusion des ensembles de mar-
quages atteignables).

Dans le cadre de la bisimulation de places, le graphe des marquages at-
teignables de 35, est obtenu par un «repliage» correspondant a la fusion des
places, avec la suppression des arcs correspondant aux transitions redon-
dantes. Nous avons :

Proposition 7.1.8. Si L(N) est régulier alors L(N,) lest.

. . dé
Remarque sur le langage d’actions :  Si nous notons LA(N) fef {Utp),p €

T* : My 57} le langage d’actions, nous avons trivialement LA(N) = LA(N,).
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7.2 Quelques grandes familles de réseaux

Les réseaux de Petri forment un cadre tres large pour I’étude du paral-
lélisme. Ainsi, pour s’attacher a certaines propriétés, un certain nombre de
familles ont été définies. Nous présentons ici les plus importantes ou celles
qui nous serons utiles. [EN94], p.ex. en cite quelques autres.

Plusieurs de ces classes sont basées sur des propriétés structurelles (réseaux
a choix libre [Hac72], réseaux sans conflits de [LR78], réseaux saufs, etc.

7.2.1 Les réseaux a choix libres

Les réseaux de Petri ont un grand pouvoir d’expression. Malheureuse-
ment, un grand nombre d’algorithmes d’analyse de leur comportement ont
des bornes de complexité élevées, voire ne terminent pas forcément. Une
théorie liant la structure et le comportement d’un réseau donné a donc une
portée pratique tres limitée.

Ces obstacles peuvent étre contournés en se restreignant a certaines
classes de réseaux, avec certaines contraintes sur leur structure.

Une des classes «limites» est celle des réseaux a choix libres. Celle-
ci autorise la synchronisation et le conflit! de maniére qu’ils n’interférent
pas. Typiquement, dans la séquence t;.t3, il n’apparait pas explicitement
de conflit. Par contre, si t3 est tirée en premier, alors nous aurons un
conflit entre ¢y et 5. Grossierement, a cause de la synchronisation sur ¢, la
transition ¢3 influe sur 'occurrence de ¢; ou t¢5.

Figure 7.2 : Un réseau ou conflit et synchronisation interferent.

i3

(2] 2

Ces réseaux a choix libres (FC) ont été étendus de deux manieres :

1. en assouplissant les conditions structurelles, ce qui a donné les réseaux
a choix libres étendus (EFC) ;

Deux transitions t1,t2 sont en conflit s’il existe un marquage M avec M 3 M et

M3 M, mais tel que M, ;E} ou M, 7%, i.e. le tir d’une transition empéche le tir de
Pautre.
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2. en les définissant sur les réseaux de Petri a poids : les réseaux a conflits

équilibrés (ECS).

Définition 7.2.1. Réseaux a choiz libres [Hac72, BD90, TS93]
Un réseau a arcs simples N = (P, T, A) est un FC-réseau ssi :

Vpe PYteT : A(p,t) > 0= (p°={t}) v (°t ={p})
Un réseau a arcs simples N = (P, T, A) est un EFC-réseau ssi :
Vi, eT @ °tn°t #£0=°t="°t
Un réseau a poids N = (P, T,W) est un ECS ssi :
Vi, eT @ tn* £0=°t="t

Dans ces réseaux si un marquage autorise une transition en sortie d’une
place p, il autorise toutes les transitions en sortie de p.

Proposition 7.2.2. Les familles FC, EFC et FCS sont stables pour notre
réduction.

Preuve. Nous travaillons avec les définitions des EFC et ECS, la preuve
s’étend aisément au cas des FC.

Supposons que N soit un ECS et montrons que N, en est alors un aussi,
ie.:

Pnc]# 0=l = "]

Nous avons trivialement :

e Nous supposerons dans un premier temps, que T ne contient pas de
transitions de précondition vide. Nous étudierons ce cas en fin de
démonstration.

Soient [*t1] N [*t2] # 0.

1. Si *ty Nty # 0, comme N est un EFC, nous avons *t; = *t; et
par (7.1), *t ="*t'.

2. Supposons *t; N *ty = (. Nous avons *t; = M; + py et *ty, =

My + ps, avec p1 B py. Par la propriété de transfert, nous savons

¢
qu’il existe un pas M 4 py —> :

(a) Si Myne*ty # 0, alors nous avons *t; = *t) ce qui est contra-
t/
dictoire avec My + py —.
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(b) Donc *t) = pa, puisque Vt,*t # (. N étant un ECS, nous
avons *t) = *t; = py. Alors, nous imitons ¢} a partir de p;

t//
par un pas p; — et, N étant un ECS, *t; = *t/ = p; et par
suite [*t1] = [*t2].

o Il nous reste a traiter le cas des transitions a pré-conditions vides. Seul

le cas 2b est modifié par un sous-cas supplémentaire : *t}; = ().

Nous pouvons supposer que :

p® = {1} (7.3)
P’ = {t2} )
l(ty) = It2) (7.5)

(7.5) est une simple conséquence de p; B p;. Si nous combinons cela
avec le fait que NV est un ECS, alors toutes les transitions consommant
des jetons de p; (resp. pz) ont les mémes pré-conditions. De ce point
de vue, vérifier la propriété de transfert pour deuz transitions (une
partant de py, 'autre de pg) est suffisant. Nous pouvons donc poser
les restrictions (7.3) et (7.4).

En fait, nous allons montrer que dans ces conditions, ¢} permet de
rendre équivalentes toutes les places de °t;. Prenons simplement la
relation B = I'dp U {(p1,p;)}pip,e0t, et montrons que B est une bisi-
mulation.

Le point essentiel, qui se prouve aisément, est le suivant :
M B  M+M —M*t
VM, MP MT e My G
M _ B M4+ M —-MT

Donc en particulier nous avons :

|

M M—pi+q
Yq € °ty : tll lt’l
M B M -—p+g

Pour toutes les autres transitions de 7', puisqu’elles n’utilisent ni pq,
ni ¢, nous avons trivialement :

|

M M—-pi+y¢q
Vg €ty : tl lt
M B M —p+gq

par suite, B est une bisimulation, donc B est une bisimulation de
place, ce qui conclue la démonstration.
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]

Remarque : la réciproque est évidemment fausse comme le montre la figure
ci-dessous ou N, est un ECS, mais pas N.

v

7.2.2 Les «Basic Parallel Process»

Il s’agit d’une classe d’expressions CCS basée sur le choix et le parallé-
lisme asynchrone (voir [CH93b]). Exprimée dans les réseaux de Petri, nous
avons :

Définition 7.2.3. Un réseau N = (P,T,W,l) est un Basic Paralell Process
(BPP) ssi :
VieT, |*t =1

La réduction ne change pas la taille des pré-conditions, d’ou la proposi-
tion :

Proposition 7.2.4. Si N est un BPP, alors N, en est un aussi.

Remarque : la réciproque est trivialement fausse, comme le montre la figure
ci-dessous :
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Conclusion

Nous donnons simplement un tableau récapitulant les différents résul-
tats :

Y est Y, est
Vivant & Vivant
Quasi-vivant & Quasi-vivant
n-borné = n’-borné
avec n' = n.maxpep{|[p]|}
R(N) semi-linéaire | < | R(N) semi-linéaire
LA(N) = LA(N,)
L(N) régulier = L(N,) régulier
FC, EFC, ECS = FC, EFC, ECS
BPP = BPP

Les différents résultats s’étendent au cas de la relation structurelle, a
I’exception de celui sur les ECS (puisque nous utilisons le fait que B est une
bisimulation). Dans ce dernier cas cependant, un résultat similaire peut étre
obtenu dans le cadre des réseaux dont les transitions ont des préconditions
non-vides.

Notes bibliographiques

[EN94] et [Hac76] fournissent de nombreux résultats de décidabilité et
de complexité pour ces propriétés.



Chapitre 8

Bisimulation de places et
composition de réseaux

Il existe principalement deux méthodes de conception :

e ascendante : ou le systemes est construit par assemblage de plus petites
composantes. Dans les réseaux, cela correspond & la mise en parallele
de réseaux. Deux opérateurs viennent la compléter, d’une part le
renommage, de "autre I"abstraction.

la mise en paralléle ,synchrone ou non, notée Ny ||4 Na, A C A.
Quand deux réseaux sont composés de cette maniere, ils doivent
se synchroniser pour effectuer une action de A. Graphiquement,
cela se représente en fusionnant deux a deux les transitions éti-
quetées dans A. La premiere section étudie cet opérateur.

le renommage , noté N[f]. 1l s’agit ici de changer le nom visible
de certaines transitions. Par exemple, si nous voulons modéliser
une file FIFO avec deux canaux distincts, nous pouvons changer
les noms des actions en ajoutant la désignation du canal (p.ex.
«regoit» devient «recoit sur le canal 1»).

I’abstraction , notée N \ A. Dans ce cas, les actions de A de-
viennent invisibles. Cela permet de dissimuler des actions qui
étaient importantes & un certain niveau de détail, mais ne le sont
plus. Ces deux derniers opérateurs sont étudiés dans la deuxieme
section.

e descendante : ol partant d’un modele tres générale, nous détaillons
chaque élément du systeme jusqu’a un niveau de détail voulu. Dans les
réseaux, c’est le raffinage. Nous terminons par quelques remarques sur
le raffinage. En effet, si la réduction a un comportement «agréable»
pour les trois opérateurs précédents, il n’est pas possible d’alterner
raffinage et réduction.
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8.1 La composition parallele

La composition parallele synchrone est ’outil de composition ascendante
par excellence.

8.1.1 L’opérateur |4

Supposons que nous voulions créer deux files dont les entrées et sor-
ties soient synchrones. Nous allons donc mettre en parallele deux réseaux
N en leur demandant de se synchroniser sur recoit et émet, i.e. Ny, =
Ne (l{recoit,smet} Ne- La figure 8.1 montre le réseau résultant.

Figure 8.1 : La composition parallele synchrone.

tampony libre

tampony libre

entrée sortie

tampons

sortie’

tampon’y tampon’s

tampon'y libre

tampon’y libre

-
Z\T - j\/ve ”{recevoir,émettre} ]\/m

Nous avons la définition suivante :

Définition 8.1.1. Composition parallele

Soient Ny = (Py,T1,W1,l1) et Ny = (P2, T2, Wy, ly) deux réseaux éti-
quetés dans A. Soit A C A, la composition parallele de Ny et Ny synchro-
nisés sur A est le réseau N = (P,T,W,l) = Ny ||4 Ny tel que :

P Y pxiaiufelxp
déf
T = {(tl,tz) €T, tg € Tg,ll(tl) = lz(tz) € A}
U{(th{f) . tl € Thll(tl) € A}

U{(e’f,tg) 1 g € Tg,lz(tg) Q A}
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def Wl(pl,tl) sipr € Ppetty €T
W((p17p2)7 (tlth)) = WQ(p27t2) Sipy € Pyoetty €15
0 stnon
idem pour W ((t1,t2), (p1,p2))
def [ l1(t1) sity €Ty
[(tq,t = .
( b 2) {lz(tz) 51 tz S T2
De la méme maniere, nous définissons la composition paralléle pour des
systemes par : (N1, My) ||4 (N3, Mz) def (N1 ||a No, M), avec :
déf [ My(pr) sipr € P
M (py, = .
(1, 72) {Mz(l?z) sipy € Py

Remarques

1. Dans le cas oul un réseau doit se synchroniser avec une action inexistante
dans le second réseau, cette action disparait.

2. 1l est évident que nous pouvons définir la composition paralléle asynchrone
comme le cas particulier A = 0.

8.1.2 Composition parallele et bisimulations

Nous avons le théoreme fondamental suivant :

Théoreme 8.1.2. La bisimulation et la bisimulation de semi-branchement
sont des congruences pour la composition paralléle.

Preuve. Supposons que Ny N{ et Ny NS Les marquages at-
teignables de (Ny, M) ||a (N3, M3) peuvent étre vus comme des paires de
marquages atteignables de (Ny, M) et (Ng, M) (et de méme pour (N7, M{) || 4
(N5, M3)). Alors, on peut définir B comme la restriction de {(MyUM,, M{U
M)+ M; & ;M!i = 1,2} aux marquages atteignables de (Ny, My) |4
(Ng, M3) et (N{, M]) ||a (N5, M}). B est une bisimulation entre ces réseaux.

]

8.1.3 Un résultat en demi-teinte

Evidemment, le résultat précédent est obtenu grice & une bisimulation
autre que la simple union, avec une restriction aux marquages atteignables.
Cependant, la bisimulation de places est indépendante de la mise en con-
texte, on peut donc espérer pouvoir 'utiliser facilement.

Théoréeme 8.1.3. Soient Ny et Ny deux réseaux, alors B = B(N1)UB(Ny)
est une bisimulation de places sur N = Ny ||4 Ns.
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Preuve. Nous notons N = (P, T, W,1).
Il suffit de montrer que B(N;) U Idp,i = 1,2 est une bisimulation sur N
et d’utiliser la propriété 3.1.2, p. 76 disant que :

«si B et B’ sont des BAPS sur N, alors la fermeture symétrique
et transitive de B U B’ est une BAPS sur N.»

Or B(Np) U B(Nj) est trivialement une équivalence.
Par la définition 8.1.1, nous avons :

e pour M de N : M = M'4+ M? avec M* € My, ;

7

e pour tde N : t = (t},1?) € (T U {e}) x (T U {e}) ;
e pour un pas M 5 M’ de N : ML M et M2 5 M,

Nous vérifions la propriété de transfert pour My B(N1)M;y et M 4 M
dans N. Avec les notations précédentes :

e soit {1 = ¢ (resp. t} = ¢), donc {(t1) ¢ A. Alors trivialement le
transfert est vérifié par (¢,¢%) (resp. par un ({3, ¢), issu de la propriété
de transfert dans Ny) ;

® S0l cilye € g, donc i(l1) € A. Par othese, nous savons que
it t € Ty et t2 € Ty, donc I(t A. Par hypothese, q

1. 1
dans Ny, il existe un pas Mj Lh(t) M3t avec MY B(Ny)MJ. Par

1 42y,
suite, dans N nous avons par définition le pas M, MGIALIGIIN M+
M2 et le transfert est vérifié.

M4+ Mp O _BWNY Az ME

1 2 1 2
4 s 4l s

M{l + M{Z B(N1) Mél + M{Z

Nous prouvons la méme chose pour B(Nz), d’ou le résultat.

Evidemment, B n’est pas forcément la plus grande BdPS, ainsi que le
montrent les exemples triviaux de la figure 8.2, ou la synchronisation se fait
sur a ou b.

8.2 L’abstraction et le renommage

Nous nous contenterons de présenter brievement ces deux opérateurs et
le théoreme de congruence pour la bisimulation. Ensuite, nous montrerons
de quelle maniere ils changent la plus grande bisimulation de place.
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Figure 8.2 : Des exemples ot B(N;) U B(Nz) & B(N).

1
(b}
N1y = Ni/Bv) Ny = Na/B(v,)
N=N H{a} Na N/B(N)
2
“
Ny = N/ Ny = N3/ B(v,)

N =Ny |y N2 N/B@v)
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Définition 8.2.1. Renommage et abstraction

Soit N = (P, T,W,l) un réseau et f : A, — A. une fonction telle que
f(r) =1 et f71(r) = {r}. Le renommage de N par f, noté N[f] est obtenu
en changeant l’étiquetage par :

De la méme manieére, I'abstraction d’un ensemble d’actions A C A est
obtenu en changeant Uétiquetage par :

I (1) = {l(t) sitg A

T sinon

Informellement, le renommage permet donc «d’instancier» une com-
posante du réseau alors que D'abstraction permet de la dissimuler. Pour
ces deux opérations nous avons :

Théoréeme 8.2.2. La bisimulation et la bisimulation de semi-branchement
sont des congruences pour le renommage et labstraction. De plus, si B est
une (sb-)bisimulation entre Ny et No, alors c’en est une aussi entre Ny[f]

(resp. N1\ A) et Ny[f] (resp. No\ A).

Nous en dérivons sans peine le corollaire suivant :

Corollaire 8.2.3.

B(N) C B(N[f])

B(N) C B(N\ A)
By (N) € By (N[f])
B(N) C Bg(N\ A)

Il est facile de voir que B(N) # B(N[f]) (resp. Ba(N) # B (N[f]))
n’est possible que si le renommage «identifie» des actions, i.e. Ja € A : |f~1(a)| >
1.

8.3 Le raffinage

Notre méthode de réduction est incompatible avec le raffinage. En effet,
ce qui est sous-jacent a la fusion de place est de ramener une partie du
parallélisme structurel a du parallélisme dynamique. Or il est connu que
I’égo-concurrence est incompatible avec le raffinement, comme le montre
I’exemple de la figure 8.3

Ce résultat était prévisible, dans la mesure oli & n’est pas une congru-
ence pour le raffinement.
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Les réseaux ont les mémes processus. Cependant, rafi(N,) peut faire
cce et pas rafi(N). Sien plus on veut travailler avec les mots partiels (ou
les processus), seul rafa(N,) peut faire :

Figure 8.3 : Ego—concurrence et raffinement.

0 &0
O30

N N,

rafi(a)

rafy(a)

[processus]

Il existe plusieurs solutions :

e interdire I’égo-concurrence dans les réseaux de maniere dynamique,
p.ex. en utilisant des réseaux saufs : malheureusement, la classe des
réseaux saufs n’est pas stable pour notre méthode de réduction ;

e ne raffiner que des transitions non égo-concurrentes : ce qui fait appel
a un calcul dynamique et n’est pas «rentable» ;

e empécher de maniere structurelle I’égo-concurrence en ajoutant une
place marquée d’un unique jeton en boucle sur la transition. Cela
augmente le nombre de places, ce qui est peu intéressant.
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e ne pas raffiner un réseau réduit ;

e la voie la plus ouverte semble étre d’utiliser la bisimulation de places
pour effectuer un repliage coloré du réseau : c’est actuellement un
probleme ouvert.

Conclusion

Dans le cadre général d’une insertion dans un outil de conception, nous
avons vu que la bisimulation de places peut étre utilisée a n’importe quel
moment tant que 'on se contente des opérateurs |4, N[f] et N\ A. Par
contre, elle ne peut étre utilisée qu’a I'étape «finale» si nous utilisons le
raffinage.

Outre 'adaptation au raflinage, une voie de recherche, est de voir de
quelle maniere cela se combine avec la sb-bisimulation, puisque tous les
théoremes s’appliquent aussi a < .

Cependant, ’ensemble des résultats sont suffisant pour chercher a savoir
ce que la BAPS vaut sur des cas réels. Le dernier chapitre présente brieve-
ment le prototype PetriS qui implémente les bisimulations de places et les
réseaux de Petri.



Chapitre 9

Le logiciel PetriS

Le logiciel développé durant la these répondait a différents objectifs :
e vérifier la portée pratique des méthodes ;
e pouvoir tester sur des cas réels les différentes réductions ;

e posséder une structure assez souple pour s’adapter aux différentes vari-
antes des bisimulations et des réseaux ;

e disposer d’une interface suffisamment souple pour pouvoir communi-
quer avec l'utilisateur et d’autres logiciels.

Il s’inscrivait donc en prolongement du prototype développé en DEA et
du module de composition développé par ailleurs ([Kup93]).

Dans ce chapitre nous allons présenter d’une part la structure du logi-
ciel (avec les outils associés), d’autre part les différentes grammaires de
I'interpréteur.

Nous terminons par un exemple de session et quelques résultats expéri-
mentaux basés soit sur une génération aléatoire de réseaux, soit sur des
réseaux issus du logiciel LOTOS.

9.1 Les concepts

Il ne s’agit pas ici de détailler le code ni de parler de choix d’implémentation
(voir pour cela le document de référence '), mais de présenter les modules
de base.

Pour développer les différents modules, nous avons utilisé des logiciels
«classiques». Le langage choisi est C4++.

e Pour l'interpréteur de commande, nous avons utilisé fLex++ comme
analyseur lexical et Bison pour la syntaxe.

LC4+ [Del93], fLex++, Bison, G4+, norme ANSI, [Kup93], POO [Mey88], VCG [LS]
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e Le compilateur choisi est G++2, actuellement suivant la norme 3.0 du

langage C++.

e Pour visualiser les réseaux, nous avons choisi d’interfacer le logiciel
avec VCG (Visualisation of Compiler Graphs) qui offre un vaste choix
d’optimisations.

e Enfin, 'ensemble du programme est auto-documenté grace a WTEX 2¢ et
HTML (pour la grammaire).

9.1.1 L’architecture du logiciel

Les différents modules sont représentés sur la figure 9.1 avec leurs liens.

Figure 9.1 : Architecture de Petris.

( PetriS h

fffffffffff

Composition Moniteur = Environnement
1 (langue,etc)
|

Réduction

ME RdP E/S VCG

(- :>\

fichiers |

Linterpréteur de commandes peut fonctionner soit en interactif, soit en
commande par lot. Chaque commande est décrite dans une des sections
suivantes.

Le module de composition permet de calculer un nouveau réseau en ap-
pliquant les différents opérateurs vu au chapitre 8 (composition paralléle,
renommage, etc) plus quelques autres.

2 . . . . .
Qul a connu trois normes et au moins Vll’lgt Versions. . .
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Le module de réduction effectue le calcul des bisimulations et des étapes
de réduction. Il contient aussi la procédure de p-saturation d’un réseau.

Le module RAP implémente les réseaux de Petri. D’une part leur struc-
ture, d’autre part leur comportement.

Le module MFE concerne les multi-ensembles et les opérateurs associés.

Le module E/S regroupe les fonctions d’entrée/sortie. En particulier,
nous y trouvons l'interface avec le logiciel de visualisation VCG.

Le module environnement permettrait de gérer des parametres d’initialisation

du logiciel tels que le choix d’une langue ou d’une famille de réseaux.

9.1.2 Quelques commandes

Globalement, le logiciel permet d’effectuer des opérations sur une liste
de réseaux. Le tableaux ci-dessous donne quelques commandes. Il existe
en plus des commandes de simulation (permettant de tracer des séquences)
et de modification (permettant d’ajouter des nceuds ou arcs, de modifier
I’étiquetage ou le marquage).

Type de commande

Syntaxe

Remarques

Gestion de la liste

charger réseau
supprimer réseau
afficher réseau
lister

Ce sont des fonctions classiques.
lister permet d’avoir divers
renseignements en plus du nom
du réseau (np,nr,dp,dr,d en-
tre autres).

Définition d’un réseau

N:= définition
N= calcul

Nous présentons plus loin un ex-
emple de définition extensive de
réseau, la syntaxe est assez In-
tuitive.  Les calculs possibles
regroupent un sous-ensemble de
CCS  (mise en paralléle syn-
chrone ou non, abstraction, fu-
sion de places ou transitions) et
bien sur les opérations lides a la
bisimulation de places.

Calculs de BdP

bdp-s réseau
bdp-tau réseau borne

Dans le cas de la —-BdP, la borne
est une limite de p-saturation.

Entrées/sorties

sauver réseau
afficher réseau
dessiner réseau

La sauvegarde se fait au format
du logiciel®. Le dessin se fait
au format de VCG afin de pou-
voir ultérieurement visualiser les
réseaux.

9.1.3 Définir un réseau

Nous ne présentons ici qu’un exemple simple et complet, la syntaxe est
tres simple. Le réseau décrit ci-dessous correspond a celui de la figure 9.2
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Figure 9.2 : Un petit exemple.

Y4l

P2

t; L] 12

Ps P4

Saved to : petit-exemple.net
Modified since last save
Thu Nov 16 23:45:43 1995

Nb of places : 4

Nb of transitions : 2
Degree of P : 2
Degree of T : 4
Degree : 4 */

d
1}

{ p1, p2, p3, p4 }

—
1]

{ t1, t2 }

pl:1,p2:1
-[t2:p]->
p4:2
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1={t1: a;
t2 : b

MO = { p1:1, p2:1 }

/*=—=—=—=—=—=—=—= End of petit—exemple =—=—=—=—=—=—=—=*/

Dans I’état actuel, seuls les réseaux «classiques» sont implémentés. Cepen-
dant, le logiciel a été construit pour s’adapter aux autres types de réseaux
(grace aux patrons et a la sur-définition).

9.2 Une session

En général, le traitement des erreurs n’étant pas implémenté, il est
préférable de charger les réseaux et d’utiliser un fichier de commandes par
lots.

9.2.1 Réduire la ligne FIFO a deux entrées

Nous utilisons la suite de commandes :

/* chargement du reseau */
load fifo-2

/* calcul de B(fifo-2) */
bdps (fifo-2)

/* quitte */
quit

Un fichier log est produit :
B(fifo-2)

Strict place bisimulation results

{ p10, p4 }
{ p9, p3 %
{p8, p2 }
{p7, p1



178 CHAPITRE 9. LE LOGICIEL PETRIS

{p6}
{p5 1}
Times
Pract Theo
Nb of loops 3 10
Nb of t2 288 3600

2 seconds, 1 to compute B(N).

Reduction :

IP| [Tl degrees of P,T
N 10 6 4, 4
Nr 6 3 2, 4

[Nr saved to red-fifo-2.net]

Le réseau réduit est alors

/*=—=—=—=—=—=—=—= Net red-fifo-2 =—=—=—=—=—=—=—=*/

Saved to : red-fifo-2.net
Modified since last save
Fri Nov 17 15:44:04 1995

Nb of places : 6

Nb of transitions : 3
Degree of P : 2
Degree of T : 4
Degree : 4 */

P = { p10, p9, p8, p7, p6, p5t
T = { t4, t5, t6}
W={

p5:1, p7:1

-[t4:progl->
p8:1;
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p6:1, p8:1
-[t5:progl->
p5:1, p9:1;
po:1
-[t6:progl->
pl10:1, p6:1
}
1 =14 t4, t5, t6 : prog
}
Mo = { 3%
M=4{ 1}
/*=—=—=—=—=—=—=—= End of red-fifo-2 =—=—=—=—=—=—=—=*/

9.2.2 Un exemple pour la r-bisimulation

Nous prenons le réseau de la figure 9.3. Nous allons constater 'explosion
du nombre de transitions sur la figure 9.4. Cette figure est bien siir illisible,
mais un long discours vaut moins qu’une belle image, surtout lorsque nous
la comparons au réseau réduit (fig. 9.5).

Nous avons les résultats suivants :

tau-p-saturation
tau-p-saturation complete : 2 iterations et 7 ajouts.

p-saturation
p-saturation complete : + 86 transitions (759 etudiees).

B_tau(ICCI)

p-saturation :

IP| [Tl degrees of P, T
N 5 9 7, 3
Nsat 5 102 64, 3
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Figure 9.3 : Un petit réseau a réduire avec B, (N).

Tau place bisimulation results :

{ p4, p3, p1 %}

{ p2, p0 %}
Times
Pract Theo
Nb of loops 3 5
Nb of t2 9239 8.28061e+11
Nb of U 0 2.48418e+12

111 seconds :
2 to tau-p-saturate,
57 to p-saturate,
47 to compute B_tau(l).

Reduction :

IP| [Tl degrees of P,T
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N 5 9 7, 3
Nr 2 4 7, 3

b

[Nr saved to red-ICCI.net]

9.3 Quelques résultats

Ces réseaux d’exercice sont évidemment un peu juste pour juger de la
validité d’une telle construction. Nous avons donc testé ’algorithme pour
quelques programmes issus de LOTOS (donc déja «optimisés») :

Réseau | np | nr | |[P]] | Facteur de réduction
daemon_1 7 7 7 1.0
daemon_2 9 11 7 0.8
daemon_4 | 13 19 7 0.5
daemon 8 | 21| 35 7 0.3

daemon_16 | 37 | 67 7 0.2
daemon_32 | 69 | 131 7 0.1
daemon_64 | 133 | 259 7 0.05

real001 | 25| 37 8 0.3

real002 5 6 4 0.8

real003 11 13 9 0.8

real004 | 16 | 21 8 0.5

real005 | 21| 25 17 0.8

real006 | 33 | 62 17 0.5

real007 | 31 | 37 25 0.8

real008 | 49 | 102 25 0.5

real009 | 41| 49 33 0.8

real010 | 65 | 142 33 0.5

real011 5 6 5 1.0

real012 7 5 7 1.0

Une moyenne n’a pas de sens, mais on voit que les réductions peuvent
étre tres fortes.

Conclusion

L’implémentation par un langage orienté objet a permit de séparer ef-
ficacement la structure et le comportement du réseau, tout en laissant de
grandes possibilités d’adaptation. Le code est largement commenté et I’ensemble
est doté d’une documentation élaborée.
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Figure 9.4 : La p-saturation du réseau de la figure 9.3.
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Figure 9.5 : Le réseau de la figure 9.3 réduit.

Parmi les améliorations possibles, nous retiendrons essentiellement le
passage sous PVM [Oak94] et la gestion des erreurs par I’analyseur syntax-
ique.
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Conclusion

Nous avions comme objectif de trouver une méthode de réduction telle
que :

1. la réduction se fasse en fusionnant les places du réseau ;
2. que le réseau réduit soit bisimilaire au réseau original ;

3. que la notion sous-jacente soit souple pour s’adapter a d’autres con-
textes ;

4. que la relation sur les places soit calculable.

Dans le premier chapitre, nous avons montré que la plus grande relation
sur les places (~) vérifiant les deux premiers points n’était pas calculable.
Cependant, nous avons vu que la bisimulation de places, issue d’une autre
voie de recherche, était une approximation de ~.

Dans les chapitres suivants, nous avons montré qu’elle s’adaptait a la 7-
bisimulation avec de légeres restrictions sur les réseaux. Cela nous a permis
de définir la T7p-bisimulation de places, qui est une approximation aisément
calculable de la 7-BdP. Nous avons vu qu’a priori nous ne savions pas com-
ment étendre ces résultats aux bisimulations de branchement.

Nous nous sommes ensuite intéressé aux extensions des réseaux de Petri,
particulierement aux arcs inhibiteurs. Dans ce cadre, nous avons étendu
la BAPS avec des algorithmes non-triviaux et une maniere de quotienter
adaptée.

Nous avons terminé sur quelques résultats pratiques permettant d’intégrer
la réduction & un outil de génération de réseaux de Petri.

Bien que de nombreuses voies aient été explorées et aient donné de
nombreuses indications quant a la maniere dont la bisimulation de places
s’adapterait a d’autres extensions, ils reste un certain nombre de champs
non explorés :

e des problemes généraux :

— Dans quelles classes de réseaux les problemes posés seraient-ils
plus simples ? En particulier, avoir R(N) semi-linéaire nous
permettrait-il de mieux prendre en compte le marquage initial ?
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— Comment combiner les différentes méthodes de réduction ?

— Améliorer les algorithmes et passer a une application pratique
«grandeur nature».

e des problemes plus particuliers :

— Quelle est la limite exacte entre la bisimulation de places et ~ 7
Et plus précisément, quels résultats pouvons-nous dériver pour
les bisimulations additives 7

— Quels liens pouvons nous établir entre notre méthode de réduction
et les repliages colorés des réseaux de Petri 7 Cela offre-t-il une
alternative pour le raffinage 7

— Nous avons montré que les bisimulation de branchement n’étaient
pas calculables pour des réseaux qui ne soient pas Tp-saturés,
existe-t-il une autre méthode qui le permette 7

D’autres méthodes de réduction

Il existe d’autres méthodes de réduction pour certaines classes de réseaux.
En général, elles visent & réduire 'espace des états tout en conservant un
certain nombre de propriété (vivant, borné, etc) plutét que le comportement
du réseau. Elles sont définies sur des réseaux non étiquetés. Les différences
avec la bisimulation de places sont les suivantes :

e clles sont locales, i.e. ne considerent qu’un sous-réseau relativement
restreint. Elles nécessitent souvent plusieurs «passages» sur le réseau
et on ne peut a priori dire & quel moment la réduction sera maximale.

e clles ne préservent que quelques propriétés dynamiques du systeme ;
e leurs coits sont relativement élevés.

Il est tres difficile de comparer des méthodes ayant des objectifs si dif-
férents, nous allons donc simplement donner quelques pointeurs :

e [Ber86] présente de nombreuses méthodes visant & réduire le graphe
d’états des réseaux a arcs simples en conservant plusieurs propriétés
comportementales. Nous retiendrons en particulier, la bisimulation de
places est une généralisation de la notion de «places équivalentes».

e [Had90] est une généralisation des méthodes précédentes aux réseaux
colorés (évitant ainsi les coliteux dépliages). Nous y trouvons en plus
une méthode de réduction du nombre de couleurs (1’orthonormalisation).

e [LFBR87] fait appel & une notion de macro-neuds pour réduire des
réseaux quelconques. Cependant, seuls les propriétés «vivant» et
«borné» sont conservées.
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e [DE95] donne une liste de réductions pour les réseaux a choix libres.
Il qualifie de «strongly sound», les réductions telles que «N est bien-
formé ssi IV, est bien formé», ot un réseau N est bien formé ssi il existe
un marquage My tel que le systeme (N, My) soit borné et vivant. Les
résultats du chapitre 7 nous permettent d’ajouter notre méthode de
réduction aux réductions <strongly sound»*.

*Les réductions de [Ber86] sont aussi €strongly sound.
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Annexe A

Les machines de Minsky

Voir le théoreme 2.3.2.

La majeur partie de ce qui est décrit ici est tiré de [Min67], plus parti-
culierement des chapitres 8 (indécidabilité de 'arrét) et 11 (description des
machines). Nous utiliserons indifféremment les noms de machines de Minsky
et de machines a compteurs.

A.1 Description des machines a compteurs

Le modele des machines a compteurs est équivalent & celui des machines
de Turing ou au formalisme des fonctions <«general-recursive», MINSKY
utilise ce modele car il est «plus proche de ce qui se passe dans les ordi-
nateurs digitaux». Dans cette formulation, le probleme de la finitude du
modele est éliminé en prenant des machines possédant un nombre fini de
registres infinis (i.e. pouvant contenir des nombres arbitrairement grands).

La structure d’une machine a compteurs est donné par la figure A.1.

Figure A.1 : Structure d’une machine a compteurs.

Registres

Unitéde contréle
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L’unité de contréle est d’états finis. 1l est donc impossible de gérer di-
rectement les nombres arbitrairement grands des registres. L’astuce consiste

a ne pouvoir distinguer que deux cas : un registre est soit vide, soit plein,

i.e. il contient soit 0, soit un nombre positif.

La table A.1 donne la liste commentée des opérations possibles.

programme va donc étre une liste de lignes numérotées portant chacune une

instruction.

Opération Abréviation | Sémantique

r:=20 r: =20 Affecte 0 au registre r puis passe a
I'instruction suivante

r:=r+1 r+ 4+ Incrémente r de 1 et passe a
I'instruction suivante

Sir>0

Alors r=r—1 r——(n) Si r > 0 alors on décrémente r et on

Sinon aller a n passe a l'instruction suivante, sinon on
passe directement & la ligne n

Arrét H Arréte la machine

Table A.1 :

Les instructions des machines a compteurs.

Exemple A.1 : Une machine & compteurs.

Soit une machine disposant de sept compteurs :

Nous lui fournissons le programme suivant :

début

vide_e

vide_t1

vide_t2

itere

e_vide

t1_vide

fin

(1)o:=0

(2) t11—— (vide_t1)
(3) e—— (e_vide)
(4) t1++

(5) t21—— (vide_t2)
(6) t1—— (t1_vide)
(7) t24++

(8) t1l4+

(9) t2—— (itére)
(10) s++

(11) t214++

(12) o—— (fin)

(13) e++

(14) o—— (début)
(15) t114+

(16) o—— (vide_t1)
(17) 214+

(18) o—— (vide_t2)
(19)H

o, e, tl, t11, t2, t21 et s.
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Supposons que 1’état initial de la machine soit : e contient 2, t11 et t21 conti-
ennent tous deux 1. Le déroulement serait alors le suivant! :

Instruction  Effet e t1 t11 t2 21 s
1 Met o a zéro 2 0 1 0 1 0
2 Décrémente t11 2 0 0 0 1 0
3 Décrémente e 1 0 0 0 1 0
4 Incrémente t1 1 1 0 0 1 0
5 Décrémente t21 1 1 0 0 0 0
6 Décrémente t1 1 0 0 0 0 0
7 Incrémente t2 1 0 0 1 0 0
8 Incrémente t11 1 0 1 1 0 0
9 Décrémente t2 1 0 1 0 0 0
10 Incrémente s 1 0 1 0 0 1
10 Incrémente t21 1 0 1 0 1 1
12 Décrémente e 0 0 1 0 1 1
13 Incrémente e 1 0 1 0 1 1
14 Itere a I‘instruction 2 1 1 0 0 1 1
9 Décrémente t2 0 0 1 0 0 1
10 Incrémente s 0 0 1 0 0 2
10 Incrémente t21 0 0 1 0 1 2
12 Saute a 'instruction 19 0 0 1 0 1 2
19 Fin 0 0 1 0 1 2

A.2 Le probleme de l’'arrét

L’essentiel de cette section est issu du chapitre 8 de [Min67].
Parmi les problemes indécidables de [Min67], nous retiendrons les deux
suivants :

le probléme de arrét (PBA) pour une machine C et une configura-
tion # s’exprime comme suit :

«C s’arréte-t-elle en partant de (sg, 8) 7»

le probléeme de ’arrét uniforme (PBAU) pour une machine C s’exprime
comme suit :

«C s’arréte-t-elle en partant de (sq, #) quel que soit 6 7»

le dual de PBAU (D-PBAU) pour une une machine C s’exprime comme
suit :

«C ne s’arréte-t-elle jamais en partant de (sg,8) quel que
soit 8 7»

'Nous ne faisons pas figurer le registre o, puisqu’il est constamment 4 0 (en fait il sert
& faire un saut inconditionnel).
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Ces trois problemes sont indécidables. PBA et PBAU sont traités dans
[Min67], nous allons montrer que D-PBAU est indécidable en utilisant la
méme technique que MINSKY pour PBAU. Formellement :

Théoréme A.2.1. D-PBAU est indécidable.

Preuve. Pour la preuve, nous repassons aux machines de Turing. Nous
renvoyons le lecteur & [Min67] pour une présentation de ces machines et pour
leur équivalence avec les machines a compteurs.

Soit T" une machine quelconque démarrant en (Jg. Nous construisons
T8, démarrant en ¢, en ajoutant & T quelques quintuplets. A et B étant
deux symboles inusités, pour tout ¢; de 7' nous ajoutons :

(%7147(]2/'707[/) {(]2/7@7(]“147]%}
(qi7 B7 (]2{/7 07 R) {(]2{/7 q)v i, B7 L}

q., q étant de nouveaux états.
Nous ajoutons alors les états :

{65, @, 47, A, R}
{47, ®,43,0, R}
{(]57 q)v Q07 B7 L}

Informellement, nous avons ajouté a T une mécanique effacant la bande
avant de la lire. Par la méme méthode que [Min67], nous avons :

Lemme A.2.2. «T ne s’arréte pas pour le ruban vide» est équivalent a <T
ne s’arréte jamais».

Preuve informelle : T est T plus un mécanisme d’effacage : elle com-
mence par écrire AOB puis démarre sur ce 0. Ensuite, a chaque fois que
de besoin, elle pousse A ou B en effacant le ruban, quoiqu’il s’y trouve.
L’indécidabilité de I’arrét pour le ruban vide implique donc celle de D-PBAU
(puisque «T" ne s’arréte pas pour le ruban vide» est équivalent a «7" s’arréte
pour le ruban vide»). La réciproque est classique.

Remarque : ce probléme est équivalent au probléme 8.8-2(1), p. 155 de [Min67].
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A.3 Machines a compteurs et réseaux de Petri

Il est évident que les réseaux de Petri ne sont pas équivalents aux ma-
chines a compteur (& moins de leur ajouter des arcs inhibiteurs, voir le
chapitre 6).

Le principal obstacle est le non-déterminisme induit par les réseaux
de Petri. 1l est cependant possible de tricher un peu, en admettant que
I’exécution du programme correspond a un comportement du réseau. Nous
aurons donc un «contréle» sur le réseau. Une traduction des instructions
est donnée par la figure A.2.

Le réseau ainsi constitué a donc :

e une place par registre,
e une place par instruction,

e une ou deux transitions par instructions.

Remarques

1. Nous pouvons parfaitement établir la correspondance avec la machine telle
que définie en A.1 :

11 correspond a la séquence o ' (5)

c—— s

12 est codé par o0:=0
0——(s)
=0

. o .=
i3 est simplement
3 p 0— — (80)

2. Nous pouvons parfaitement établir la correspondance avec la machine telle
que définie en 2.3 :

. X , 0
11 correspond a la séquence (s)
o—— (s

c—— s

12 est codé par o0:=0
0——(s)
0:=10

i3 est simplement
3 p 0— — (80)
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Figure A.2 : Des machines a compteurs vers les réseaux de Petri

T 7
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Annexe B

La p-saturation

La p-saturation est une étape cruciale pour le calcul de B.(N) puisque
nous avons (théo. 4.9.2, p. 114) :

Si N est un réseau p-saturé, alors :

B.(N) = Byy(N) (B.1)

Dans ce chapitre, nous allons explorer la p-saturation et son utilisation
pratique. Particulierement, nous allons montrer que :

1. nous pouvons passer d’un réseau N a un réseau N’ qui soit p-saturé
et tel que B;(N) = B-(N’) (coro. B.2.5, p. 201) ;

2. qu’il est parfois possible de décider, étant donné un réseau N, de
existence d’un réseau fini N p-saturé vérifiant B, (N) = B.(N') (sec-
tion B.4, p. 206) ;

3. que lorsqu’il existe ce réseau peut étre construit et comment il peut
I’étre (théo. B.3.3, p. 204) ;

4. enfin d’estimer la taille de N’ en fonction de caractéristiques struc-
turelles de N (section B.5, p. 216).

Nous introduisons (ou rappelons) tout d’abord quelques définitions et
notations :

Définition B.0.1. Réseau Tp-saturé, couverture
Soit N = (P, T,W,l) un réseau, nous avons (déf. 4.9.1, p. 113 et
4.1.1, p. 102 resp.) :

™ ¥ e (o) e AU{E))

déf . . . .
O'1EO'2 <é> ( 09 — 01 =03 — 01 /\(1(0'1) =r 1(0'2))
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Un réseau est p-saturé (déf. 4.9.1, p. 113) ssi pour toute séquence o €
T*, il existe un multi-ensemble U € M(T) tel que U C; 0.
Nous dirons qu’un réseau est Tp-saturé ssi :

VoeTr, Jue M(T;) : pEo
Nous dirons alors que o est couverte par p (resp. U).

Il est facile de voir que N est Tp-saturé ssi N, 'est.

B.1 p-saturation d’un réseau

A priori, nous ne savons pas p-saturer un réseau. Tout au moins, une
approche qui consisterait & chercher & saturer toutes les séquences o € T3
de longueur quelconque ne semble pas raisonnable. En fait, nous allons voir
que nous pouvons nous ramener a la saturation des séquences de longueur
2.

B.1.1 De la p-saturation a la 2p-saturation

Définition B.1.1. Un réseau sera dit 2p-saturé ssi toutes les séquences o €
T3 de longueur 2 sont couvertes dans N .

Un résultat fondamental sur la p-saturation d’un réseau est le suivant :
Théoréme B.1.2. Un réseau est p-saturé ssi il est 2p-saturé.

Preuve. “=7 est trivial. Pour prouver “<”, nous considérons un réseau
N 2p-saturé.

Nous allons montrer comment construire pour chaque séquence M =
*0 5 0* = M’ un pas concurrent M Y M avec U C o. Supposons qu’au
pas M % M’ correspond le processus 7 = (C, f), ou C' = (P, T¢, F¢).
Nous montrons comment construire un processus ©' = (C’, f') dans N tel
que :

Le point (4) nous assure que 7’ correspond a un pas concurrent U dans
N. Les points (1) et (2) que les pré- et post-conditions de o contiennent
celles de U, et le point (3) que Iy (o) =; IN(U).
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7! est construit en modifiant 7. Si 7 satisfait (4), alors c’est déja un pas
concurrent. Sinon, il existe deux transitions ¢, € T¢ et une place p € P
telles que p € (t* N *t’). Considérons le réseau causal C; extrait de C' en
se restreignant aux places Po, = *t* U *t’* et aux transitions T, = {t,t'}.

Le processus (C4, f1) correspond & un pas M; “ M| dans N. Puisque N

P 14 . .
est 2p-saturé, il existe un pas concurrent M; — M/, qui correspond a un

processus concurrent w7 = (Cy, fa).

C1

|

I

|

|

I

! C2
|

I

|

|

|

I

Nous pouvons choisir °Cy = °Cy et C3° = (C4°, et remplacer (Cy, fi1)
par (C2, f2) dans m. Nous obtenons un nouveau processus 7’ qui satisfait
les conditions (1) — (3) et qui est clairement moins séquentiel que 7. Nous
pouvons ainsi répéter la méme opération jusqu’a obtenir un processus qui
satisfasse la condition (4), et donc qui soit un pas concurrent.

]

Nous déduisons de ce théoreme :
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Corollaire B.1.3. 1l existe un algorithme simple qui indique si un réseau
fini est p-saturé.

Preuve. il suffit de regarder pour chaque séquence ¢ = ty.t5 € T* si elle
est couverte. Clairement, il n’est utile que de considérer les séquences ou
t1* N %ty # (. Pour chaque o, nous vérifions s’il existe U = {uy,...,u,} tel
que *o % o* et (U) =; l(c). Comme *t; et *ty sont finis, n est borné par

Z |°ti| + |t2'.| = 4dry.
L]

B.2 p-saturer un réseau

Comme nous savons qu’il suffit qu’un réseau soit 2p-saturé pour étre p-
saturé, nous développons une méthode basée sur la saturation des séquences
de longueur 2.

Définition B.2.1. Soit t1.t; € T* non couverte dans N. Nous notons
N sy 4, N si N' est N auquel a €té ajoutée une transition t telle que :

o, déf o o déf .
= (tty), t°= (tly) et In(t) = In(t1.ts)

Nous notons N ~+ N’ si N ~+ 4, N’ pour un (ty,¢;). Clairement, N est
2p-saturé ssi N o4 (c’est-a-dire qu’il n’existe pas de N’ tel que N ~ N').

Le fait de couvrir une séquence de transitions ne modifie pas les pro-
priétés de 7-bisimulation d’un réseau :

Proposition B.2.2. Si N ~ N’ alors :
BL(N) = B,(N)

Par contre, une séquence de saturation Ng ~ Ny ~» Ny ~+ --- ne con-
verge pas forcément de B;(N) comme le montre la figure B.1. En effet, sur
cette figure, nous avons les séquences :

1 2 3
Ny Lt Nl igta Nl igta Nl I

et
Ny ~s, ,+ NI~ N2~ N3 s, 4 ---
2 t17t1 2 12,62 2 t3,t3 2 t17t1

qui sont équitables. Malheureusement :
1B (Ni)pe  mais P1_'BTp(N11)P2
P1BTp(N13)P2 mais P1_'BTp(N12)P2
et
Vi, plﬁBTp(Né)pg mais  p1B;(Na)p2

Formellement :
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Proposition B.2.3. Ftant donnée une séquence de saturation Ng ~+ Ny ~»
Ny ~+ - -+ nous avons :

1. ((B:p(N;))i=0,1,... ne converge pas forcément (fig. B.1, cas 1) ;

2. Ui=0,1,... B-p(N;) ne converge pas forcément vers B;(Ny) (fig. B.1, cas

2),

Figure B.1 : Les stratégies ne convergent pas.

btp noninc

Définition B.2.4. p-saturation,p-saturable
Nous dirons qu’un réseau N* est une p-saturation de N si N ~» ... ~»
N* o, et que N est p-saturable si il admet une p-saturation finie.

Le théoreme 4.9.2, p. 114 et la proposition B.2.2 ont pour corollaire :
Corollaire B.2.5. Soit N un réseau et N* sa p-saturation :
B.(N) = B,,(N")

C’est ce qui nous donne lalgorithme de calcul de B;(N) (algo. 4.9.1, p. 115)

La figure B.2 montre un exemple de p-saturation d’un réseau N. La
p-saturation de N mene a ’ajout des transitions u; et uo, qui permettent
I'imitation des séquences ty.t9 et t5.t3.
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Figure B.2 : N* est N p saturé.
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Le dernier point & éclaircir afin d’envisager par exemple une implémen-
tation de 'algorithme est de trouver une méthode de p-saturation. Une
approche naturelle basée sur les résultats précédents consiste a batir a par-
tir de V une séquence de réseaux N = Ng~+ Ny ~» Ny ~» --- en examinant
a chaque étape quels sont les couples (¢, 1)) non couverts dans Ny_;.

Les sections suivantes vont répondre & :

o toutes les stratégies de p-saturation sont-elles valables ?
e dans quels cas N* est-il fini ?

e lorsque N* est fini, quelle est sa taille 7

B.3 Stratégies de p-saturation

Nous pouvons exhiber des exemples de réseaux pour lesquels des séquences
de saturation différentes menent dans un cas a l'obtention de N*, dans
I’autre cas & la construction d’un réseau infini. Considérons 'exemple de la
figure B.3. 1l est basé sur celui de la figure B.4. Une séquence consistant
a saturer N en saturant la séquence ¢;.t; par une transition ¢1, puis ¢;.t]
par t2 etc...meéne comme nous venons de le voir & un réseau infini. Par
contre, il suffit de construire une transition t; qui couvre la séquence t3.t3
pour saturer V.

Figure B.3 : Certaines stratégies ne permettent pas de saturer N

N

Nous définissons une stratégie de saturation comme un critere permettant
de choisir (éventuellement de facon non-déterministe) une fagcon d’étendre

une séquence Ny L Ny Nl e Pt Nj par un Ng gt Nit1

+1
lorsque Nj n’est pas saturé. Nous dirons que :

Définition B.3.1. Stratégie compléte
Une stratégie de saturation est complete quand elle ne meéne jamais a
une séquence de saturation infinie a partir d’un réseau N p-saturable.
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Clairement, ’exemple précédent montre que toutes les stratégies ne sont
pas completes. Par contre, dans cet exemple, il est clair que la séquence de
saturation est infinie parce que 'on repousse indéfiniment la couverture de
la séquence to.t3. Nous dirons que :

Définition B.3.2. Stratégie équitable

Une séquence de saturation Ng ~+ Ny--- ~ Np--- est équitable si il
n'existe pas de paire ti.t), de Ny qui reste non couverte dans cette séquence.
Une stratégie est équitable ssi elle ne produit que des séquences équitables.

Nous avons le théoreme suivant dont la preuve est donnée dans la section
B.3.1:

Théoreme B.3.3. Toutes les stratégies de p-saturation équitables sont com-
pletes.

B.3.1 Preuve du théoréeme B.3.3

Nous procéderons en plusieurs étapes, en introduisant quelques défini-
tions intermédiaires.

Proposition B.3.4. Si une séquence mazximale de saturation Ng~» Ny ~+
-+ - est équitable, alors il n'existe pas de o € T} qui ne soit pas couverte dans
tous les N,,,, m > k.

Preuve. La séquence Ng ~ Njp... est construite en ajoutant a chaque
N; une transition par rapport a N;,_;. Appelons N, la limite de cette
séquence. N, peut avoir un nombre infini de transitions. La séquence de
saturation considérée est équitable, donc N, est 2p-saturé, et donc p-saturé
(théoreme B.1.2). Donc toute séquence o est couverte sans N, et donc dans

un N,,.
[]

Définition B.3.5. Etant donnés deuzx réseauz Ny et Ny avec le méme en-
semble de places, nous dirons que N; est moins p-saturé que No, noté
Ny < Ny, sst:

1. pour tout Uy € M(T1), il existe un Uy € M(T3) tel que Uy T Uy, et

2. pour tout oy € TS, il existe un oy € T} tel que o3 C; oy.

Le point (1) signifie clairement que Ny ne peut pas avoir de comporte-
ments (méme concurrents) qui ne soient imités par N3. Le point (2) assure
que N3 ne peut se distinguer de Ny par ’existence de séquences de transi-
tions qui n’ont pas d’équivalents dans Ny.
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Proposition B.3.6. < est un pré-ordre.

par définition de <.
L’appellation «moins p-saturé» se justifie par les deux propositions suiv-
antes :

Proposition B.3.7. Si N ~+ N’ alors N < N'.

Preuve. Supposons que N ~+ ¢, N avec T' = T 4 {t}. Puisque T C T",
le point (1) de la définition de < est satisfait. (2) est également satisfait

. 1 t1.32
puisque — = —.

]

Proposition B.3.8. Si N < N’ et N est p-saturé, alors N’ est Tp-saturé.

Preuve. Supposons que o’ est une séquence dans T'%. Alors il existe une
séquence o dans T telle que o/ C, o. Il existe donc un U € M(T) tel que
o C, U (puisque N est p-saturé), et donc un U’ € M(T') tel que U C, U".
Finalement, ¢’ C, U’.

[]

Nous pouvons maintenant passer a la preuve du théoreme B.3.3.
Preuve. Supposons que N est p-saturable. Il existe donc une séquence de
saturation N = Ng~+ Ny -~ Np = N*. Supposons que N = N~ Nj ~+

- soit une autre séquence maximale. Nous allons montrer que si cette
séquence est équitable, alors elle permet d’obtenir un réseau Tp-saturé.

Nous prouvons par induction que nous pouvons extraire de la séquence
Ng, Ny ... une sous-séquence Nj , N/ ,..., N/ telle que N; < NZ»’] pour j =
1,..., k. Tout d’abord, posons 75 = 0. Clairement, Ny < N{.

Supposons que N; = NZ»’] et Nj ~p Nji1, et notons ¢’ la transition
telle que t” = t.t'. Puisque N; < N, il existe un U et un U’ dans M(T}))
tels que t T, U et ¢/ C, U’. Soit ¢ une séquentialisation donnée de U.U’,
telle que U.U' C, o. La proposition B.3.4 implique que o est couverte par
un V dans un réseau N/ (puisque la séquence des N/ est équitable). Posons
ij_|_1 =Tm.

Maintenant, considérons un S € M(Tj41). S est de la forme Sg+a-{t"},
olt 59 € M(T}) et a € IN. Puisque N; = Ny, il existe un Vo € M(T7) tel
que Sp T, Vp. Nous savons que ¢/ T, V donc U C; (Vo + a - V) avec
Vot+a-VeM(T] ). Finalement, Njy; < N/ .

Il suffit de remarquer que Nj < NZ»’k implique que NZ»’k est p-saturé (propo-
sition B.3.8) pour conclure la preuve.

[]
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Figure B.4 : N n’est pas p-saturable.

B.4 p-saturabilité

Le réseau de la figure B.4 montre un réseau N qui ne peut étre p-saturé.
La séquence M LM e peut étre imitée par un ensemble concurrent. 1l
nous faut ajouter une transition ty telle que *t; = *(t1.t1) = {p1,p1,p1} et
t2* = (t1.t1)* = {p1,p2, p2}. Notons N’ ce réseau défini par N ~+, ,, N’
Dans N', il est possible de tirer la séquence t;.t5, qui ne peut étre imitée par
un ensemble parallele. D’une facon générale, si nous notons t* la séquence
constituée de la transition ¢ tirée k fois successives, et kp le marquage de la
place p par k jetons, alors (*¢;)* = (k+ 1)py et (t1)** = py + kpa. 1l n'est
pas possible d’imiter t;*t! comme une somme des t;, 7 < k, et ce pour tout
k. Il n’existe donc pas de réseau fini qui soit une p-saturation de .

Nous allons donc chercher & quelle condition un réseau est p-saturable.
L’exemple ci-avant nous incite a penser que les réseaux acycliques le sont.
C’est le corollaire B.4.7, p. 211.

Nous donnons ensuite une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
circuit soit p-saturable (théoreme B.4.10, p. 212).

Enfin, nous donnons quelques résultats sur la p-saturabilité dans le cas
général.

Avant d’aborder ces différents résultats, nous présentons deux théoremes
importants quant a la réduction du probleme de la p-saturabilité.

B.4.1 Se ramener aux séquences connexes de NV,

Nous procédons en deux étapes. Tout d’abord, nous allons considérer le
réseau réduit a ses T-transitions :

Définition B.4.1. N,
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Etant donné un réseau étiqueté N = (P,T,W), nous noterons N, le

réseau obtenu en restreignant N a Uensemble T def {teT : l(t)="1} des
transitions €tiquetées par T.
Nous dirons que N est un 7-réseau ssi N = N,.

Il découle de cette définition le premier résultat suivant :
Théoreme B.4.2. N est p-saturable ssi N, est p-saturable.

Preuve.

découle simplement du fait qu’une p-saturation de N est une p-
saturation de N,.

Remarquons tout d’abord que N, est p-saturable ssi il est Tp-saturable.
Considérons N tel que N, est Tp-saturé. Alors toute séquence

o=uy ... up.taugl (o) =1(t) € A

peut se rééerire comme {puy, gy }.t.{mug, pb} avec py, ph € M(T;) tels
que {py.a.pg, b} C o. Soit {py.a.u9, u3} puisque N, est 7p saturé.

Nous avons || < dr, Vi. Donc nous aurons au plus |7,]?T paires
11, pi2 pour chaque transition visible et par suite au plus (’)(nQTdT-H)
séquences a couvrir pour p-saturer N.

]

Remarque : de la preuve, nous pouvons déduire que la taille de N* est en
(’)(n%b‘l'l) pour les familles de réseaux dont les degrés sont bornées par la constante
b lorsque N, est Tp-saturé. Nous nous servirons de cela pour estimer la taille de
N* dans la section B.5

o

Un second résultat nous permet de simplifier encore les résultats. 1l
repose simplement sur le fait que la p-saturation d’un pas est équivalente a
celle de ses éléments. Formellement :

Définition B.4.3. Séquences conneres, Ky

Etant donnés un réseau N = (P, T,W,l) et une séquence p € T, nous
dirons que p est connexe ssi tous ses processus le sont.

Nous noterons Ky Uensemble des séquences connexes de T™.

Nous avons alors :
Théoréme B.4.4. N est p-saturable ssi K est p-saturable.

Preuve.
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vient de I C T™.

I suffit de montrer que toute séquence p € T* a la méme p-saturation
qu’une séquence p’ € K¥. Soit p € T* telle que p ¢ K. Alors
il existe un processus 7 de p tel que 7 se plonge dans u € M(Ky)

(trivialement par ’absurde). Donc p = o et elles ont la méme p-
saturation (puisqu’elles ont le méme shunt).

]

Dans la suite, nous pouvons donc nous restreindre a I’étude des
T-séquences connexes.
B.4.2 p-saturabilité dans les réseaux acycliques

Nous allons montrer que «N acyclique» est équivalent a «Kpn borné».
Intuitivement, il nous suffit de montrer que les séquences de N ont une
longueur bornée.

Théoréme B.4.5. Un réseau N est acyclique ssi Ky est de taille bornée
(en fonction de la taille et du degré de N.

Preuve.

est assez évident. Supposons que N ait un cycle o, alors les séquences
0,02, 03, ... sont toutes connexes (elles partagent les jetons régénérés),
et par suite elles appartiennent a Ky qui est alors infini.

est plus long & prouver. Nous avons besoin du résultat intermédiaire
suivant :

Lemme B.4.6. Soit N = (P,T,W) un réseau acyclique, pour tous
t1,t9 € T, il existe by, by € IN tels que :

(k1> b1 V k2 > b3) = ( h th = {{t?l tg2}k, tlfi ‘t§§7 {tl}kil7 {tz}kg})
avec ki.kh < by.by.

Preuve. Dans toute cette démonstration, nous utilisons implicite-
ment le fait que N est acyclique, i.e. que t;°N%y £ 0 = *t; Nt = (.

Soient donc deux transitions tq, ¢y telles que t1*N*ty # 0. Nous définis-
sons :

dé . . L4 L4
D> (t,ts) Y pentntt s b)) > *hin)

e Le cas D7 (ty,t3) = 0 est trivial (b; = by = 0) et nous avons :

4 = {{)h, ()}
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e Considérons le cas le plus simple : D> (ty,t3) = {p}. Nous
posons :

(b1, b) Y min et (p) = 22.°02(p)}

z1,72>0

Le couple (b1,bz) est donc celui des plus petits entiers tels que
tous les jetons produits par t[il dans la place p soient consommés
par tobg.

Intuitivement, la séquence t[il .tg2 est la plus séquentielle. Nous
avons alors :

R S LN (R C TR
ou :
kY in(k divby, ky divby)
K% (k= kb)) modby, i = 1,2
Wk — kb — K, i=1,2

De fait, nous avons bien k; = k.b;+ k! +k”, ¢ = 1,2. 1l nous reste
a montrer ’équivalence de la séquence et du pas, ce qui ce fait en
montrant que chaque élément du pas est indépendant des autres
(i.e. qu’il n’a pas besoins des jetons qu’ils produisent).

Le calcul de k implique k= ki — k.by ou K}, = kg — k.by, par
conséquent kY.kY = 0. De plus, nous vérifions bien k}.k} < by, bs.

Enfin, N étant acychque et grace a notre construction, nous
avons :

(it g = 0
b b

(t11 2) ﬂti" =0
() 0t = 0
ki kg + _
(' 47)" Nty =0

ce qui nous garantit la concurrence.

La figure ci-dessous explicite quelque peu cette construction. Nous
donnons le processus correspondant a la décomposition de la
séquence t5.t5 sous la forme {{t5.t3}2, £2.43, {t,}}.
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N

e Avant d’aborder le cas général, nous allons montrer comment
nous passons au cas D7 (t1,t2) = {p1, p2}-
L’idée, dans notre contexte, est d’utiliser deux fois la méthode
précédente : une fois pour p; et une autre pour po.
Nous définissons donc comme précédemment des bornes by, b
basées sur t1°(p1) et *t3(p1). Nous obtenons donc une séquence
p =115 telle que *p(py) = p*(p1) = 0. Nous avons alors trois
cas :

1. Si *p(p2) = p*(p2) = 0, alors nous avons :

kK " "
e = ey, 0 M )

ol :
b Y oby,i=1,2
déf . . .
k= min(ky divby, ke divbs)
K% — kb)) mod by, i = 1,2
KO b b — kL i=1,2

et le résultat est obtenu.

2. Sinon, nous avons les deux cas symétriques et exclusifs (N
étant acyclique) : soit *p(p2) > 0, soit p*(p2) > 0. Nous ne
traitons que le premier cas, le second s’en déduisant triviale-
ment.

Nous pouvons a nouveau calculer les bornes by, bay pour ty
et p, puisque D7 (t1,p) = {p2}. Nous obtenons aisément en
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combinant les deux couples de bornes :
k L . b k! ' " "
tll 't22 = {{tl2l'pb22}k7 tlllv pk227 {tl}kl ) {tQ}k2 }
_ by bovk k1 LK K kY
= {{tll't22} ) tllv t227 {tl} L, {tQ} 2}
et le résultat est obtenu.

e Le cas général se traite de la méme maniere.

Il nous reste a prouver que les places hors de D~ (¢, t3) n’influent pas
sur le résultat. Ceci est trivial puisque cela signifie que le tir d’une seule
transition ¢; suffit & produire suffisamment de jetons pour le tir d’une
transition ¢z (on aurait donc une dépendance du type (b, b2) = (1,n)).

]

Ce lemme nous permet donc de dire que la longueur des séquences de
Kn est bornée, N étant fini, K est de taille bornée.

]

Nous avons alors aisément le corollaire suivant s’appuyant sur le théoreme
B.4.4:

Corollaire B.4.7. 5i N est un réseau fini et acyclique, alors N est p-
saturable.

Ce résultat nous permet de considérer la tres vaste classe des réseaux sans
7 — cycles. Est-il possible de ’étendre 7 Nous allons présenter ci-apres une
méthode qui permet de se ramener a l'existence de séquences particulieres
(les shunts).

B.4.3 p-saturabilité d’un circuit

Définition B.4.8. Circuit
Soit N = (P, T,W) un réseau et ¢ € T une séquence. Nous dirons que
o est un circuit ssi N/s, (N restreint au support de o) est cyclique.

Définition B.4.9. Fquivalence de bilan, shunt

Soit N = (P,T,W) un réseau. Nous dirons que deux séquences ont le
méme bilan, noté p = p', ssi pt = p'T et p= = p'=, ou pt st p* — *p
(resp. p~ det *p — p*®). Intuitivement, p~ (resp. pt) représentent les jetons
réellement consommés (resp. produits).

Trivialement, = est une relation d’équivalence sur T*.

D’autre part, si p est une p-saturation de p, alors p = p-

& €T* est un shunt de p sst Ik € IN : & = Pl et *cnE £ 0, ce qui
équivaut a (p*)~ 5 (™).
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Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme B.4.10. Soit N = (P,T,W) un réseau et p € T une séquence.
r ¥ {p, p?, ...} est p-saturable ssi p est shuntée.

Preuve.

e Le cas oil p n’est pas un circuit est trivial puisqu’alors p* = {p}*.
e Si p est un circuit :

Nous allons montrer que si les p* sont p-saturés par un ensemble
fini =, € T™ de transitions alors p est shunté.

Nous avons :
p est p-saturé par puy € M(Z))
p? est p-saturé par uy € M(E,)
etc

On a donc u; = ,uf—l—,uf, ou p? regroupe toutes les séquences de p;
qui sont un circuit, et ,uf» regroupe les autres. En particulier, ,uf»
est son propre shunt. Nous étendons trivialement cette notation
a 25 et 27.

Par ailleurs, comme Vt € =,, *tNt* C *pNp* (puisque Vk >
0, *(PF)N(p*)* = *pnp*), chaque t € =7 est utilisable un nombre
fini de fois dans chaque p;.

g
o
Nous pouvons donc trouver ky < kz tels que puf = uf . Donc
pkz’ = pkl.pk2_k1 est p-saturé par pg, + p avec p acyclique et
1 = pk2—k1

il suffit de montrer que si p est shuntée, alors R est p-saturé
par un =, fini.

. Donc par définition, p est un shunt pour p.

Il suffit de constater que le shunt £ de p vérifie £ = p*, nous

avons alors :

pn = pn mod k(pk)n div k

= p
— {pnmodk7{€}ndwk}

puisque *¢Np®* =°*pNE* = 0.
Donc 'ensemble de transitions

n mod k gn div k

—  déf . . ;
E,={t,i=1.k : Vj=1,... k=1, t; =p) ANt =&}
est tel que pour tout entier n :
Pn = {tnmodkv{tk}ndwk}

Donc Z, est fini et p-sature R.
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]

Un premier résultat en découle :

Corollaire B.4.11. Un réseau N est p-saturable ssi K est shunté par un
ensemble fini.

Il nous reste donc & décider de ce que K est shunté. Nous allons tout
d’abord montrer que I'existence d’un shunt pour un circuit est décidable.

B.4.4 Décidabilité de ’existence d’un shunt

Nous avons le théoréeme suivant :

Théoréeme B.4.12. Soit N = (P,T,W) un réseau et p € T*. 1l est décid-
able s7il existe un entier k > 0 tel que (p*)t soit atteignable depuis (p*)~

Preuve. Nous utilisons une construction inspirée par [Had] et décrite par la
figure B.5. L’existence d’un tel k revient a ’atteignabilité dans le réseau N’
de la figure B.5 du marquage {fin} depuis le marquage! p~ + {compteur, début}.
Et ceci est décidable ([May81, May84]).

Nous obtenons N’ en ajoutant a N :

e les places début, en-cours, fin et compteur )
e les transitions :

{début} &} p_ + {début} + {compteur}
{début} M} {en-cours}
{en-cours} &} {ﬁn}
p+ + {ﬁn} + {compteur} % {ﬁn}

1 1 "
® les arcs en-cours — t €t t — en-cours pour que chaque chaque transition
t € T boucle sur la place en-cours.

De plus, nous connaissons la valeur ky et le shunt &, puisque "algorithme
d’atteignabilité donne une séquence.

1o~ 4 {début} ne servent qu’a assurer que ’on a fait au moins une fois p~ — p™.
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Figure B.5 : De 'atteignabilité aux shunts.

début

démar

compteur i : 5 en-cours

arrét

fin E/
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B.4.5 La p-saturabilité en général

Le théoreme précédent a immédiatement comme conséquence :
Corollaire B.4.13. La p-saturabilité est co-semi-décidable.

Preuve. Il suffit de générer les séquences connexes de plus en plus longues.
Deés qu’il en existe une non shuntée, N n’est pas p-saturable.

Le probleme est de savoir si, par exemple, nous pourrions définir dans NV
une base minimale de circuils, a ’analogue de ce qui se fait dans les graphes.
Je n’ai malheureusement pas trouvé ce résultat dans la littérature.

Toutefois nous avons comme conjecture forte que la p-saturabilité est
décidable. L’idée est la suivante :

e Nous voudrions montrer que, méme s’il existe des cycles, en faisant
abstraction des jetons régénérés, les transitions ont une séquentialité
bornée.

e Nous utilisons donc le théoreme B.4.5, une fois pour déterminer des

b b b/ b/
bornes pour ¢;'.t;? et une autre pour ¢,>.t;'.

e Ensuite, il reste & montrer que :

1-b). 62 b’ b},

b _

(tl ) Nty = 0
(tblb b’ 62 bl b’) Ats = ¢
1 2 =
(tblb b’ 62 bl b’) At = ¢
1 1 =

by b, b’ b bl.b
(t11 2 ) ﬂt; =0

Comme par ailleurs I’équivalence de bilan nous permet de nous ramener
a KOn? on a que toute séquence dont les coefficients sont supérieurs
aux bornes ci-dessus ne sont pas fortement dépendantes (i.e. pj Np; =
0, ce qui implique que £* N*& = 0 ou &; est le shunt de p;).

On peut alors passer de deux transitions a » en conservant ses pro-
priétés. Nous avons alors & vérifier I'existence d’un nombre fini de
shunts pour montrer que K est shunté, ce qui nous donne la décid-
abilité de la p-saturabilité.

2S0it p = uy ... ux, nous dirons que p est ordonnée si nous pouvons I’écrire vt o
avecv; €T, Viet vi=v; & 1=3.

Trivialement, pour toute séquence p il existe une séquence ordonnée p’ telle que p’ est un
réarmngementde p (ie. YVt €T, occo(t) = occ (b)) et que p = p'. Cela vient simplement
de ce que p = {u1,...,ux}.

Nous notons KOx C Ky ’ensemble des séquences connexes ordonnées.
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B.5 Déterminer la taille de N*

Tout d’abord, il existe des réseaux tres simples tels que la taille de leur
p-saturation soit énorme. Le réseau ci-dessous

Po

P P2
O—H=0O—"=0—f=

est p-saturable. Cependant, sa plus petite p-saturation a S(0)+S(1)4---+
S(n — 1) transitions, o S(k) est le nombre de solutions entieres positives

de :
2o+ 21 4 -+ 282y, = 28!

Ce probleme a été étudié dans les années quarante par K. MALHER. Grossiere-
ment, S (k) croit & la méme vitesse que 2%

Nous donnerons d’abord une caractérisation pour les réseaux acycliques,
puis nous nous appuierons sur la preuve de la décidabilité de la p-saturabilité
pour donner une conditions nécessaire et suffisante pour que la taille de N*
soit polynomiale en la taille de V.

Le théoreme B.4.2 a comme corollaire ’équivalence entre la «polynomialité»
de N* et celle de N*.

B.5.1 Les réseaux acycliques

Nous dirons qu’un réseau N = (P, T, W) est acyclique ssi son graphe
sous-jacent G(N) soit acyclique (i.e. Vo € PUT, (z,2) ¢ W*).

Lemme B.5.1. Soit N t.q. N, est acyclique. Si N* est polynomial alors :
th,tg S /‘Tq—7 Vp € tlo N Otz : tlo(p) = .tg(p) (BQ)
Preuve. Supposons que (B.2) ne soit pas vérifiée, alors nous pouvons

trouver un sous-réseau dans N (ou une de ses p-saturation) un sous-réseau
du type :

Or nous avons vu que sa p-saturation ajoutait (’)(b”2) transitions.

Nous introduisons diverses notions :
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Définition B.5.2. Graphe de dépendance
Ftant donné un réseau N = (P,T, W), nous définissons le multi-graphe
de dépendances D(N) = (S, A, e) par :

A ¥ 7

def . o
S = A{d = (ti,ty) + pettNt;}
e : A—=P elaj?)=p

Nous appellerons chemin maximal un chemin qui part d’un neud sans
prédécesseur pour arriver a un neud sans successeur.

Nous noterons P, la famille des graphes tels que le nombre de chemins
mazimauz soit polynomial en la taille de A.

Trivialement, D(N) est acyclique ssi N I’est.
Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme B.5.3. Pour un réseau acyclique N = (P,T,W), N* est de taille
polynomiale en ny ssi D(N) est dans IP et s’il vérifie (B.2).

Preuve.
découle simplement du lemme B.5.1.

vient de ce que pour couvrir les séquences de T, N vérifiant (B.2),
il suffit de couvrir les séquences de D(NV). Or les séquences maximales
sont au plus de longueurs ny et chacune peut donner au plus O(n4)
séquences a couvrir (preuve graphique) :

<{\I 2 séguences maximales couvertes par

Comme D(N) est dans P, N* est de taille polynomiale en la taille de
T.

]
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B.5.2 Le cas général

D’apres le théoreme sur la décidabilité de la p-saturabilité, nous savons
que tout circuit de N est imité a partir d’un certain moment (k) par un
shunt (i.e. suite de transition dont le support n’est pas fortement connexe).
Nous avons : dk € IN : Vo, k, < k. Considérons le réseau N, obtenu a
partir de N en «déroulant» ses cycles jusqu’a 'ordre k. Nous avons alors
un réseau N, 7-bisimilaire & N et sans composante fortement connexe. La
taille de NV, est polynomiale en fonction de celle de NV avec un facteur k.

Nous avons donc comme corollaire du lemme B.5.3 :

Corollaire B.5.4. Pour un réseau N = (P, T,W), N* est de taille polyno-
miale en ny ssi D(Ny) est dans IP et sl vérifie (B.2).
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Résumé

Cette these concerne une nouvelle méthode de réduction des réseaux de Petri.
Le probléme de la réduction des réseaux a d’abord été considéré comme le moyen de
réduire 'espace des états sans modifier un certain nombre de propriétés (telles que
«étre borné», «eétre vivant», etc) afin de faciliter leur étude. Nous nous plagons
ici dans une toute autre optique, puisque nous allons chercher une méthode de
réduction non pas en voulant conserver un ensemble de propriétés, mais préservant
le comportement du réseau.

Dans les premiéres parties, nous recherchons la relation la plus grande possible
qui soit une équivalence sur les places du réseaux nous permettant de les fusionner,
telle que le réseau réduit soit bisimilaire au réseau original. Nous montrons que la
bisimulation de places vérifie ces contraintes et qu’il existe des algorithmes efficaces
(polynomiaux) pour la calculer.

Dans la suite, des cas d’extensions classiques des réseaux (arcs inhibiteurs)
comme des équivalences (bisimulations «€observationnelles») sont abordés. La
derniere partie de la theése s’intéresse a 1’équivalence de propriétés entre le réseau
initial et le réseau quotient. Ce travail se termine par la présentation succincte du
logiciel PetriS qui met en ceuvre les différents algorithmes.

Mots clés : théorie du parallélisme, réseaux de Petri, réduction, bisimulation

Abstract

This thesis concerns a new reduction method for Petri nets, place bisitmulation.
Formerly, reduction was considered as a technic to shrink the state-space without
changing some behavioural properties (such as liveness, boudedness, etc) or as
algorithms to state wether or not a net has such properties.

We took a different approch since we granted to preserve the whole behavior
and to make a structural reduction (as place merging). The first parts of this
work presents solution : place bistmulation. For this method, we derive polynomial
algorithms.

Next, we extend our results to other net types (with inhibitor arcs) or bisimu-
lation types (7-bisimulations). We conclude our theoretical approch by linking our
reduction method to some other theories (such as conflict-free nets).

Finally, we conclude with some remarks and examples from the PetriS system.

Keywords : concurrency theory, Petri nets, reduction method, bisimulation



