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Introduction

Entre les ann�ees trente et aujourd�hui l�informatique fondamentale a
fortement �evolu�e passant des syst�emes s�equentiels �qui ont donn�e le formal�
isme de Turing
 aux syst�emes parall�eles �avec des formalismes tels que ceux
de Karp � Miller
� Informellement nous pouvons identi�er les premiers
�a un individu isol�e les seconds �a un ensemble d��el�ements interactifs �com�
muniquant se coordonnant ou coop�erant
 et h�et�erog�enes �o�u interviennent
ordinateurs machines humains etc
�

«Syst�eme distribu�e» ou «syst�eme parall�ele» � Il s�agit de deux r�ealisa�
tions du m�eme objet� La premi�ere expression s�attache �a voir une t�ache que
l�on a r�epartie la seconde observe les �el�ements qui concourent �a la r�ealisation
de cette t�ache� Historiquement on peut dire que les syst�emes distribu�es ont
vu le jour lorsqu�on a reli�e des ordinateurs par r�eseau pour les faire travailler
de conserve �donc avec une certaine id�ee d�h�et�erog�en�eit�e et de dispersion les
machines �etant non n�ecessairement identiques et dans des lieux distincts
�
Les syst�emes parall�eles sont n�es de la volont�e de mettre dans une seule ma�
chine plusieurs processeurs et de les faire travailler ensemble �donc avec une
certaine id�ee d�homog�en�eit�e et de centralisation les processeurs �etant a pri�
ori semblables et dans un m�eme bo��tier
� Les probl�emes pos�es par les deux
types de syst�emes sont di��erents en pratique mais semblables en th�eorie� En
fait nous pouvons d�e�nir un tel syst�eme �parall�ele ou distribu�e
 comme un
ensemble d�agents relativement autonomes qui se coordonnent pour e�ectuer
certaines t�aches�

On notera que cette di��erence devient cruciale si nous consid�erons le
«parall�elisme physique» �li�e au probl�eme de la distribution des t�aches sur
di��erents processeurs
 puisque les temps de communication �entre autres

deviennent une donn�ee importante� Dans cette th�ese nous ne nous in�
t�eressons qu��a leur base commune � le «parall�elisme logique» ��etudiant la
possibilit�e de d�ecrire un programme par di��erentes t�aches ind�ependantes
�

Une th�eorie du parall�elisme va donc s�attacher �a d�e�nir un cadre math�e�
matique pour d�ecrire ces syst�emes et �a en �etudier les comportements �a l�aide
d�un mod�ele formel� Tr�es informellement les comportements du syst�emes
sont l�ensemble des ex�ecutions possibles� Les buts de cette th�eorie seront
d�une part de d�evelopper des outils de conception et de r�ealisation d�autre

	�
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part de permettre de v�eri�er la «consistance» d�une conception et de v�eri�er
que la r�ealisation correspond aux sp�eci�cations i�e� que les comportements
du syst�emes sont conformes �a ceux pr�evus par le mod�ele� La pr�ef�erence
donn�ee aux mod�eles math�ematiques s�explique ais�ement par la possibilit�e
de d�emonstration�

De ce point de vue deux classes de mod�eles se distinguent � les mod�eles
comportementaux qui s�int�eressent au comportement de la machine et les
mod�eles structuraux qui s�attachent au syst�eme lui�m�eme�

Diverses th�eories ont �et�e d�evelopp�ees pour les syst�emes parall�eles parmi
lesquelles les r�eseaux de Petri�

Du parall�elisme

Tout d�abord pr�ecisons les concepts qui sont �a la base du parall�elisme�
Les caract�eristiques fondamentales d�un syst�eme parall�ele sont aujourd�hui
bien d�e�nies �voir �RT�� Old��b Hoa���
 �

parall�elisme � c�est la facult�e d�ex�ecuter di��erentes actions simultan�e�
ment en les synchronisant �eventuellement� Par exemple en d�ecrivant
les programmes par des pr�edicats la parall�elisation est la conjonction
des programmes et ils se coordonnent sur les actions communes�

non
d�eterminisme � c�est la capacit�e du syst�eme de prendre en compte
ses d�efaillances� Dans le cas des description par pr�edicat il est assimil�e
�a la disjonction�

causalit�e � c�est le compl�ement du parall�elisme� Il permet de d�e�nir les
liens entre les actions et leur causes ou cons�equences�

Existe�t�il un paradigme du parall�elisme � Tous les mod�eles ne sont pas
toujours directement comparables puisqu�ils ne formalisent pas les m�eme
notions� Nous pouvons cependant donner une classi�cation informelle selon
deux param�etres fondamentaux �

� Un param�etre est la mani�ere de repr�esenter le parall�elisme� On parle
souvent de « faux» et de «vrai» parall�elisme� Grossi�erement il existe
deux interpr�etations le parall�elisme�

� Une premi�ere consiste �a dire que deux actions ne peuvent avoir
lieu que s�equentiellement une relation de causalit�e ne peut alors
�etre exprim�ee� C�est une s�emantique dite «d�entrelacement» �
Elle est essentiellement bas�ee sur un axiome «d�instantan�eit�e»
des transitions� Elle vient de la th�eorie des automates o�u la seule
mani�ere de repr�esenter le parall�elisme est le non�d�eterminisme
s�equentiel puisqu�un �etat est non�distribu�e comme sur la �gure
ci�dessous �
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a k b

a

b a

b

�A l�argument donn�e dans �CMP��� �et montrant qu�on ne peut
ra�ner dans une s�emantique d�entrelacement
 nous pouvons ajou�
ter l��emergence de mod�eles prenant en compte la dur�ee des actions
�comme les r�eseaux de Petri temporis�es �Zub���
�

� La seconde interpr�etation consiste �a �xer un ordre partiel entre
les actions re��etant les relations de causalit�e ou d�ind�ependance
et rend donc explicites les points de choix dans une ex�ecution�
C�est une s�emantique causale�

� Un autre param�etre est la fa con de voir le futur d�un calcul �moments
des choix
� Nous parlerons alors de «temps lin�eaire» ou de «temps
arborescent» � Dans le premier cas on consid�ere qu�une ex�ecution est
compl�etement d�etermin�ee par la suite des actions qui la composent�
Dans le second on retient aussi les moments o�u des choix ont �et�e faits�
Un exemple classique pour les di��erentier est le suivant �

c

a

b cb

a a

Dans cet exemple les deux syst�emes peuvent faire ab ou ac� Cepen�
dant dans le premier cas c�est seulement apr�es avoir fait a que l�on
choisit de faire b ou c� �

Une classi�cation simpliste des mod�eles peut donc �etre envisag�ee selon
la s�emantique �d�entrelacement ou causale
 et une temporalit�e �lin�eaire ou
arborescente
�

Des mod	eles du parall�elismes

Nous pr�esentons les mod�eles abstraits les plus �etudi�es dans la litt�erature� �

�Ces mod�eles ont des origines historiques bien distinctes� mais ils ont �evolu�e et au�
jourd�hui chacun a des variantes o�u se retrouvent les id�ees des autres�
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le langage des traces de Hoare �Hoa��� sont un mod�ele d�entrelace�
ment et de temps lin�eaire� Le comportement d�un processus est d�ecrit
par les mots du langage qu�il g�en�ere par cons�equent il ne rend compte
que de l�ordre des actions�

les arbres de synchronisation de Milner �Mil��� sont un mod�ele
d�entrelacement et de temps arborescent� Ce sont des arbres dont
les branches sont �etiquet�ees par les actions � les points de choix et
l�ordre des actions sont donc explicites�

les «pomsets» de Pratt �Pra��� sont un mod�ele de s�emantique causale
et de temps lin�eaire� Les d�ependances causales y sont clairement
repr�esent�ees par un ordre partiel entre les actions �relation de causal�
it�e
� Une ex�ecution est alors vue comme une suite de multi�ensembles
d�actions ind�ependantes respectant la relation de causalit�e�

les structures d��ev�enements �Win��� sont un mod�ele de s�emantique
causale et de temps arborescent� �A une relation de causalit�e on ajoute
une notion de con�it � deux �ev�enements sont en con�its si l�occurrence
de l�un est exclusive de celle de l�autre�

�DGV��� relie ces di��erents mod�eles �

structures d��ev�enements��y
arbres causaux��y

arbres de synchronisation��y
langages de traces

Nielsen Plotkin et Winskel dans �NPW��� relient les structures
d��ev�enements �a une classe de r�eseaux de Petri� De fait tous ces mod�eles peu�
vent �etre utilis�es pour analyser et repr�esenter le comportement des r�eseaux�

Dans �HKT�	� Hoogers Kleijn et Thiagarajan montrent que les
r�eseaux saufs les structures d��ev�enements et les r�eseaux de Petri forment
une suite strictement croissante quant �a leur pouvoir d�expression�

Les r�eseaux de Petri �etiquet�es

Les r�eseaux de Petri introduits dans �Pet�	� sont un des mod�eles formels
les plus populaires pour les syst�emes concurrents tant d�un point de vue
pratique ��Rei�	 MAS�	 Ber�� PX���
 que d�un point de vue th�eorique
�plus de ���� r�ef�erences dans la derni�ere compilation de la «Petri Net
Newsletter»
�
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Plusieurs raisons font que les r�eseaux de Petri sont un mod�ele agr�eable
pour le parall�elisme �

� Leur simplicit�e et le fait que le parall�elisme y est exprim�e de mani�ere
naturelle� De ce fait ils sont fr�equemment utilis�es comme une base s�e�
mantique pour l�interpr�etation de langages parall�eles �p�ex� le langage
! de Ban�atre et Le M�etayer CHAM de Berry et Boudol des
fragments du ��calcul de Milner�
�

� Ainsi que l�ont montr�eWinskel dans �Win��� ouMeseguer etMon�
tanari dans �Mes��� les r�eseaux de Petri ont une structure alg�ebrique
tr�es simple�

� Il est relativement facile d�enrichir leur structure a�n de mod�eliser des
syst�emes plus complexes �arcs inhibiteurs temporisation etc
�

� En�n ils sont un mod�ele tr�es performant en pratique �voir p�ex� �Rei�	
PX���
� En particulier ils permettent le ra�nage et la d�ecomposition
en sous�syst�emes�

Informellement les r�eseaux de Petri sont un graphe dont certains n"uds
�les transitions
 repr�esentent les actions �el�ementaires du syst�eme et les autres
�les places
 ses ressources�

Graphiquement� les places sont repr�esent�ees par des cercles et les tran�
sitions par des rectangles portant une �etiquette� Cette �etiquette indique ce
qu�un observateur ext�erieur verra lorsque le syst�eme franchira cette transi�
tion�

La �gure ��� sch�ematise le syst�eme «r�ediger sa th�ese» �
Les ressources e�ectivement pr�esentes dans le syst�emes sont repr�esent�ees

par des jetons distribu�es dans les places�
Pour franchir une transition le syst�eme doit avoir des ressources suf�

�santes� P�ex� pour soutenir il faut que les deux rapporteurs acceptent��
Les r�eseaux de Petri expriment clairement les di��erents concepts de

base �voir p�  p� ��
 en pouvant utiliser une s�emantique d�entrelacement
ou causale �voir la �gure ��	
�

Les m�ethodes de r�eduction dans les r�eseaux de Petri

La r�eduction est une �etape importante entre la production d�un r�eseau de
Petri et sa v�eri�cation puisqu�elle permet en g�en�eral des gains en complexit�e
lors de cette derni�ere �etape� Si le probl�eme est bien cern�e pour les syst�emes
de transitions �avec des algorithmes e�caces voir p�ex� �Fer��� et le syst�eme

�Voir respectivement �BM�	
� �BB
 et �Eng�	
�
�Et typiquement� il ne faut pas �epuiser son directeur de th�ese avant d�avoir soumis aux

rapporteurs���
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Figure ��� � R�ediger sa th�ese�
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Figure ��� � Les concepts de base exprim�es dans les r�eseaux de Petri
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Ald�ebaran
 il a fait l�objet de peu d��etudes pour les r�eseaux de Petri
��Ber�� Had�� SM�� LFB���
�

Le probl�eme de la r�eduction des r�eseaux a d�abord �et�e consid�er�e comme
le moyen de r�eduire l�espace des �etats sans modi�er un certain nombre de
propri�et�es �telles que «�etre born�e»  «�etre vivant»  etc
 a�n de faciliter leur
�etude�

Ces travaux �e�g� �Ber���
 cherchent aussi �a utiliser les r�eductions comme
des algorithmes permettant d��evaluer lesdites propri�et�es�

Nous nous pla cons ici dans une toute autre optique puisque nous allons
chercher �a cr�eer une m�ethode de r�eduction non pas en voulant conserver un
ensemble de propri�et�es mais pr�eservant le comportement du r�eseau�

Il existe une autre di��erence entre les m�ethodes de r�eductions cit�ees
ci�dessus de la notre � leur « localit�e» � En e�et elles ne consid�erent le
r�eseau que localement �i�e� un sous�r�eseau assez petit
� Ceci entra��ne un
co�ut algorithmique �elev�e voire une automatisation impossible �comme pour
�SM���
� Nous y reviendrons plus en d�etail dans la conclusion�

R�eduire et rester «�equivalent»

Le choix d�une m�ethode de r�eduction d�epend de l�ensemble des propri�et�es
�a conserver� Nous avons eu pour objectif de pr�eserver le comportement du
r�eseau donc de fait un grand nombre de propri�et�es�

Il existe une myriade d��equivalences comportementales dans la litt�erature
�voir par exemple �CH��b�
� Nous avons choisi la bisimulation pour diverses
raisons �

� une �equivalence respecte le temps arborescent ssi elle est plus �ne ou
�egale �a la bisimulation ��Gla���
 �

� elle est li�ee aux logiques temporelles �particuli�erement �a HML �HM���
 �

� il existe de nombreuses variantes �pour les actions invisibles �Wei���
pour le ra�nage �Vog�	� pour les s�emantiques causales
 �

� dans la cas des automates �o�u la bisimulation a d�abord �et�e d�e�nie

la bisimilarit�e se d�ecide plus facilement que des �equivalences du temps
lin�eaires �

� il existe une litt�erature abondante et c�est une notion bien cern�ee main�
tenant�

Il doit bien �etre clair dans l�esprit du lecteur que si la bisimulation clas�
sique �entre les marquages
 permet de dire si deux r�eseaux sont �equivalents
notre m�ethode bas�ee sur la bisimulation de places cherche quant �a elle �a
r�eduire des r�eseaux en ayant la bisimulation �classique
 comme crit�ere de
correction�
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Historique de la bisimulation de places

C�est Olderog qui le premier a propos�e une notion de bisimulation de
places dans �Old�� Old��a� o�u il utilise le terme de «strong bisimulation» �
M�eme si sa pr�esentation mettait en avant d�autres objectifs Olderog propo�
sait une m�ethode simple permettant de prouver que deux r�eseaux avaient les
m�emes processus concurrents� Pour cela Olderog proposait de mettre en re�
lation les places des deux r�eseaux d�une fa con v�eri�ant certaines contraintes
locales�

Dans �ABS��a� la proposition d�Olderog est corrig�ee et les propri�et�es
de la notion �revue
 de bisimulation de places sont �etudi�ees en d�etail� En
particulier il y est montr�e comment la bisimulation de place permet de
r�eduire les r�eseaux de Petri� C�est dans �AS�	� que les applications �a la
r�eduction sont mises en avant et qu�on montre comment la bisimulation de
places pr�eserve aussi certains aspects causaux des comportements� Un outil
informatique a �et�e r�ealis�e pour impl�ementer les algorithmes ��P��	�
�

Dans �APS��� la bisimulation de places est �etendue �a la � �bisimulation
permettant de prendre en compte les actions invisibles du syst�emes� En�
�n �P���� pr�esente les r�esultats obtenus dans le cadre des r�eseaux �a arcs
inhibiteurs�

Structure et objectifs de la th	ese

La th�ese est organis�ee en quatre parties �

�� Apr�es un rappel sur la structure et le comportement des r�eseaux de
Petri le chapitre 	 �etablit le cadre g�en�eral de l��etude� Nous y �xons
nos objectifs et montrons quelques r�esultats tr�es g�en�eraux� Parti�
culi�erement nous montrons que la «meilleure» r�eduction �not�ee �

n�est pas calculable� Nous pr�esentons ensuite la bisimulation de places
stricte qui est incluse dans � et calculable e�cacement�

	� Nous �etendons alors le concept de la bisimulation de places au cas
des actions invisibles� Le chapitre � et l�annexe B pr�esentent la � �
bisimulation de places bas�ee sur la � �bisimulation ��Mil���
� Nous
�etudions au chapitre � les bisimulations de branchement ��GW��b
Wei���
 qui ne donnent pas de r�esultats aussi satisfaisants�

Nous terminons cette partie par les r�eseaux �a arcs inhibiteurs� Pour ces
r�eseaux les algorithmes ont un co�ut nettement plus �elev�e �exponentiel
au lieu de polynomial
�

�� Nous �etudions ensuite bri�evement quelques liens entre la bisimulation
de places et la th�eorie des r�eseaux de Petri� Particuli�erement nous
abordons la construction de r�eseaux et montrons qu��a l�exception du
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ra�nement notre m�ethode se combine bien avec les op�erateurs clas�
siques �mise en parall�ele renommage et abstraction
� En�n nous
pr�esentons bri�evement le logiciel PetriSqui impl�emente les divers al�
gorithmes�

�� Nous terminons avec quelques annexes dont une d�edi�ee aux probl�emes
ouverts�

Notes bibliographiques

L�introduction de �Hoo��� en fait un historique tr�es complet de la gen�ese
des r�eseaux de Petri�

�RT��� est un article assez ancien mais complet sur les r�eseaux �a arcs
simples �i�e� dont les arcs n�ont pas de poids�

Les propri�et�es math�ematiques des r�eseaux de Petri sont largement abor�
d�ees dans �Reu����

�PX��� pr�esente les r�eseaux d�une mani�ere tr�es appliqu�ee� �Rei�	�
pr�esente d�une mani�ere plus «th�eorique» leur utilit�e pour la conception de
syst�emes�

La r�eduction des r�eseaux de Petri a �et�e abord�ee dans divers papiers
��Ber�� Had�� SM�� LFB���
 mais souvent avec une optique di��erente �
r�eduire l�espace d��etats ou v�eri�er qu�un r�eseau poss�ede telle ou telle pro�
pri�et�e�



Premi�ere partie

Le cas classique

��



��



Chapitre �

Les r�eseaux de Petri

�etiquet�es

Ce chapitre introduit les di��erentes notions li�ees aux r�eseaux de Petri et
�a leur s�emantique� Nous mettons l�accent sur les concepts utiles pour cette
th�ese mais n�h�esitons pas �a d�eborder du cadre �x�e pour pr�esenter quelques
points d�int�er�et�

Les r�eseaux de Petri permettent de mod�eliser les syst�emes concurrents
par un formalisme s�eparant actions �etats et interrelation entre les deux� De
cette mani�ere la structure et le comportement des syst�emes sont d�ecrits par
le m�eme formalisme�

Les deux premi�eres sections �xent les notations g�en�erales� En particulier
celles concernant les multi�ensembles qui sont le cadre math�ematique choisi
pour mod�eliser le comportement des r�eseaux�

Les deux sections suivantes pr�esentent la structure et le comportement
des r�eseaux de Petri tels que nous les utiliserons tout au long de ce manuscrit�
Nous nous int�eresserons particuli�erement aux r�eseaux �etiquet�es � en e�et
notre m�ethode de r�eduction est fortement li�e au langage CCS de Milner et
�a son �equivalence observationnelle �voir �Mil���
� Nous confrontons parfois
nos notations �a d�autres trouv�ees dans la litt�erature a�n de les motiver� Nous
rappelons aussi quelques s�emantiques pour les r�eseaux particuli�erement celle
des processus dont nous aurons besoin ult�erieurement�

Nous terminons par quelques notes bibliographiques�

�
� Pr�eliminaire math�ematique

Nous pr�ecisons simplement ici les quelques notations de base que nous
utiliserons sur les ensembles et les relations�

��
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Notations ������ Ensembles
Soient X et Y deux ensembles� nous noterons X � Y si Y est un sous�

ensemble de X et X �� Y ou X � Y si X est un sous ensemble propre de
Y 	

jX j est le cardinal de X	
Nous notons IN l�ensemble des entiers naturels et IN� # IN� f�g	 Nous

noterons �Z celui des relatifs	

Notations ������ Relations et fonctions
Une relation R sur un ensemble� X est un sous�ensemble de X 	 X	

Nous utiliserons les notations suivantes 


idX
d�ef
# f�x� x
 j x 
 Ag est la relation d�identit�e �

R�� d�ef
# f�y� x
 j �x� y
 
 Rg est l�inverse de R �

Rk � pour k 
 IN est d�e�nie r�ecursivement par R� d�ef
# idX et� pour k � ��

Rk d�ef
# Rk�� �R

d�ef
# f�x� z
 j �y 
 X � �x� y
 
 Rk�� et �y� z
 
 Rg �

R� d�ef
# R� �R� � � � � la fermeture transitive de R �

R� d�ef
# idA � R� la fermeture transitive et r�e�exive de R �

eR d�ef
# �R � R��
� la fermeture r�e�exive� sym�etrique et transitive de R	
C�est la plus petite relation d��equivalence contenant R	

Soit E une relation d��equivalence sur X� nous noterons �x�E la classe de
x 
 X pour E et� par abus de notation� le repr�esentant canonique de cette
classe	

Pour une fonction f � X � Y � nous d�e�nissons 


codom�f
 # fy 
 Y � �x 
 X� y # f�x
g �

dom�f
 # fx 
 X � �y 
 Y� f�x
 # yg	

Les s�equences joueront un r�ole particulier� Nous consid�ererons princi�
palement des s�equences �nies qui sont isomorphes �a des mots sur un alpha�
bet�

Notations ������ S�equences
Soit A un ensemble� une s�equence �nie sur A est une application de

f�� � � � � ng dans A	 L�application � � � � A est appel�ee la s�equence vide	
Nous repr�esenterons la s�equence �nie � � f�� � � � � ng � A par la suite a� a� � � � an

�Nous nous restreignons volontairement aux relations d�un ensemble sur lui�m�eme
puisqu�elles seules nous int�eresserons�
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d��el�ements de A� o�u ai # ��i
� pour i 
 f�� � � � � ng	 n est la longueur de ��
not�ee j�j	 La s�equence vide � est de longueur �	

Une s�equence in�nie est une application � � IN� � A	
Nous noterons A� l�ensemble des s�equences �nies sur A et A� celui des

s�equences in�nies	 Nous noterons A� # A� �A�	
Si � # a� a� � � � an et �

� # b� b� � � � bm sont deux s�equences� nous d�e�nis�
sons leur concat�enation par ���� # a� a� � � � an b� b� � � � bm	

Si � est une s�equence �nie� la s�equence �k est d�e�nie r�ecursivement par 


��
d�ef
# �

�i�� d�ef
# �i �

Le support de � # a� a� � � � an est son codomaine	 Il est not�e S��
	 Il
est d�e�ni r�ecursivement par 


S��

d�ef
# �

S��u

d�ef
# S��
� fug

La restriction de � �a un ensemble B � A� not�ee �jB est d�e�nie r�ecur�
sivement par 


�jB
d�ef
# �

�a �
jB
d�ef
#

�
a��jB
 si a 
 B

�jB sinon

Le nombre d�occurrences de a 
 A dans �� not�e occ��a
 est d�e�ni r�ecur�
sivement par 


occ��a

d�ef
# �

occ�x�	�a

d�ef
#

�
occ��a
 � � si x # a
occ��a
 sinon

Une autre repr�esentation tr�es utilis�ee des s�equences sont les vecteurs
�dans la mesure o�u l�ordre des �el�ements n�est pas pertinent
�

Notations ����	� Relations d�ordre
Un ordre partiel �X�	
 est constitu�e par un ensemble X et une relation

irr�e�exive et transitive 		 Un ensemble partiellement ordonn�e avec �etique�
tage dans un alphabet A est un triplet �X�	� l
� o�u �X�	
 est un ordre
partiel et l � X � A une fonction d��etiquetage	

Deux ensembles partiellement ordonn�es �X�� 	�� l�
 et �X�� 	�� l�
 sont
dits isomorphes s�il existe une bijection f � X� � X� qui respecte la relation
d�ordre et l��etiquetage	
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�
� Les multi�ensembles

C�est le choix du cadre math�ematique naturel pour repr�esenter le com�
portement des r�eseaux� Nous aurions pu prendre les graphes ��Old��b�
 ou
les hypergraphes ��AFN�	�
 ou d�autres encore� Dans un multi�ensembles
un �el�ement peut appara��tre plusieurs fois �on utilise parfois la terminologie
de $sac%
�

D�e�nition ������ Multi�ensembles
�Etant donn�e un ensemble X� un multi�ensemble sur X est une fonction

M � X � IN	 Pour tout x 
 X� nous appellerons M�x
 la multiplicit�e de x
dans M 	

Nous noteronsM�X
 l�ensemble des multi�ensembles sur X	
Nous dirons qu�un multi�ensemble est �ni ssi pour tout x 
 X�M�x
 # �

sauf pour un nombre �ni d�entre eux	
Nous noterons le multi�ensemble vide de la m�eme mani�ere que l�ensemble

vide 
 �	

La notation math�ematique classique des multi�ensembles est la double
accolade ffx�� x�� x�� � � �xn� xngg chaque xi �etant r�ep�et�eM�xi
 fois� Cepen�
dant partout o�u il n�y aura pas de risques de confusion nous nous con�
tenterons d�accolades simples�

Nous pouvons maintenant d�e�nir les op�erations usuelles sur les multi�
ensembles �

Notations ������ Op�erations sur les multi�ensembles
Nous donnons ci�dessous le tableau des op�erateurs qui seront utilis�es par

la suite� les Mi �etant des multi�ensembles sur un m�eme ensemble X 


M� 
M�
d�ef
�� �x � X � M��x 
M��x

M� �M�

d�ef
�� �x � X � M��x �M��x

M� �� M�

d�ef
�� M� �M� � �x � X � M��x � M��x

ou
M� 
 M� �M�

M� 
 M� 	M�

d�ef
�� �x � X � M��x 
M��x �M��x

M� 
M� 
M�
d�ef
�� �x � X � M��x 
 minfM��x�M��xg

M� 
M� nM�
d�ef
�� M� �M� � �x � X � M��x 
M��x�M��x

M� 
 M� �M�

d�ef
�� M� 
M� n �M� 
M�

jM�j
d�ef



X
x�X

M��x

Exemple � Soit X 
 fx�� x�� x�g et soient M� 
 fx�� x�� x�� x�g et M� 

fx�� x�� x�� x�g deux multi�ensembles sur X� alors nous aurons �

� M� �M� 
 fx�� x�� x�� x�� x�� x�� x�g

� M� 
M� 
 fx�� x�g
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� M� �M� 
 fx�� x�g

� M��x� 
 �

� M� �M� et M� �M�

� M� nM� n�est pas d�e	ni�

����� Les multi�ensembles partiellement ordonn�es

Un multi�ensemble partiellement ordonn�e �ou pomset
 est une classe
d�isomorphisme d�ensembles partiellement ordonn�es avec �etiquetage�

Nous dirons qu�un pomset � # �X�	� l
 est moins s�equentiel que �� #
�X �� 	�� l�
 not�e �  �� s�il existe une bijection h � X � X � pr�eservant
l��etiquetage et telle que x 	 y implique h�x
 	 h�y
� Nous notons � � ��

l�isomorphisme entre pomsets�

�
� La structure des r�eseaux de Petri �etiquet�es

Nous allons tout d�abord introduire la structure des r�eseaux de Petri et
les propri�et�es essentielles puis nous nous int�eresserons �a l��etiquetage� Nous
n�utiliserons que des r�eseaux �etiquet�es par cons�equent nous omettrons le
terme �etiquet�e partout o�u cela ne pr�etera pas �a confusion�

Il existe dans la litt�erature un certain nombre de «variantes» ��etiquetage
sur les places places avec capacit�e etc
� Nous donnons en �n de chapitre
quelques id�ees sur la mani�ere dont elles s�accorderont avec la m�ethode de
r�eduction pr�esent�ee dans les chapitres suivants�

����� Les r�eseaux de Petri

Un r�eseau de Petri est un graphe bi�partite� Les deux classes de sommet
sont les places �qui repr�esentent souvent les ressources
 et les transitions �qui
�gurent les actions du syst�eme
� Formellement �

D�e�nition ������ R�eseau de Petri� sous�r�eseau
Nous appellerons r�eseau de Petri un triplet N # �P� T�W 
 tel que 


P est l�ensemble des places du r�eseau �

T est l�ensemble des transitions du r�eseau� t	q	 P � T # � �

W � �P 	 T 
 � �T 	 P 
 � IN est une application appel�ee la relation de
�ot� qui associe �a un arc du graphe son poids	

Nous dirons qu�un r�eseau est �ni si P � T l�est	
Lorsque W est d�e�nie dans f�� �g� nous dirons que le r�eseau est �a arcs

simples	
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Soit un r�eseau N # �P� T�W 
 et deux ensembles P � � P et T � � T � alors
le sous�r�eseau de N induit par P �� T � est N � # �P �� T ��W �
 tel que W � est
W restreint �a �P � 	 T �
� �T � 	 P �
	

Remarque � quand l�id�ee de Petri atteint les USA� vers ����� il est rapidement

�etablit que les r�eseaux de Petri et les syst�emes d�addition de vecteurs� �SAV sont

math�ematiquement �equivalents� bien qu�ils soient issus d�approches tr�es di��erentes

�vision informatique du monde physique pour Petri� mod�ele formel du parall�elisme

pour Karp � Miller�

�

Dans la suite� nous ne consid�ererons que des r�eseaux �nis�

Graphiquement un r�eseau de Petri est un graphe dont les sommets sont
des cercles s�ils sont des places et des rectangles s�ils sont des transitions�
Les poids sont adscrits aux arcs qui sont repr�esent�es par des ��eches� Clas�
siquement les arcs de poids nul ne sont pas repr�esent�ees� Comme pour les
graphes si W �x� y
 � � x est appel�ee la source et y la cible de l�arc�

Pour all�eger le graphe le poids ne sera adscrit que s�il est sup�erieur �a
un�

Remarque � Nous aurons parfois besoin de nous abstraire du r�eseau pour ne
plus consid�erer que le graphe sous�jacent GN 
 �S�A tel que �

S
d�ef

 P 	 T

�x� y � A
d�ef
�� W �x� y � �

�

Exemple ��� � Un r�eseau de Petri simple�
Prenons l�exemple d�une pile FIFO �a une seule ligne et pouvant v�ehiculer deux

messages�� Il est facile de voir le confort apport�e par la repr�esentation graphique
du r�eseau � Le r�eseau Ns 
 �Ps� Ts�Ws de la 	gure ��� est d�e	ni par �

Ps 
fentr�ee� tampon�� tampon� libre� tampon�� tampon� libre� sortieg �

Ts 
ft�� t�� t�g �

Ws 
f entr�ee
�
� t�� tampon� libre

�
� t�� t�

�
� tampon��

tampon�
�
� t�� tampon� libre

�
� t�� t�

�
� tampon�� t�

�
� tampon� libre�

tampon�
�
� t�� t�

�
� sortie� t�

�
� tampon� libreg

�Nous ne pr�esentons pas ici les SAV� Le lecteur int�eress�e pourra se reporter �a �Reu��
�
�Nous ne nous posons pas ici le probl�eme de la sp�ecication d�un syst�eme par des

r�eseaux de Petri� le lecteur int�eress�e pourra se r�ef�erer au livre de W� Reisig �Rei��
�
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File FIFO pouvant contenir deux messages du même type.

tampon� libre

tampon� libre

entr�ee t�t� t�

tampon�tampon�

sortie

N

entr�ee sortie
tampon� tampon�

Figure ��� � Un r�eseau de Petri simple � une �le FIFO �a deux tampons�
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Remarque � pour Ws� nous adoptons la notation source
poids
� cible� �etant entendu

que l�arc appara��t ssi son poids est non nul�

�

Dans l�exemple pr�ec�edent il est facile de voir que les transitions sont
tr�es similaires� Vues de l�ext�erieur on peut consid�erer que bien qu��etant
nomm�ees di��eremment elles ont la m�eme fonction� C�est la fonction de
l��etiquetage que de d�e�nir la partie visible �pour un observateur ext�erieur
au syst�eme
 d�une transition�

����� L��etiquetage des transitions

L��etiquetage permet de s�abstraire de l�identit�e des transitions pour ne
plus s�int�eresser qu��a leurs e�ets observables� Lorsque le r�eseau n�est pas
�etiquet�e il nous faut nous interroger sur la partie visible �de l�ext�erieur
 des
transitions�

D�e�nition ������ R�eseau �etiquet�e
Nous appellerons r�eseau de Petri �etiquet�e un quadruplet N # �P� T�W� l


tel que 


� �P� T�W 
 soit un r�eseau de Petri au sens de la d�e�nition 	�	 �

� l � T � A est une application d��etiquetage �ou plus simplement un
�etiquetage� sur un alphabet �ou ensemble d�actions A	

Pour t 
 T � l�t
 est l��etiquette de t	

Graphiquement les �etiquettes sont inscrites dans les rectangles repr�esen�
tant les transitions�

La d�e�nition d�un sous�r�eseau s��etend trivialement enN � # �P �� T ��W �� l�

avec N � # �P �� T ��W �
 tel que dans la d�e�nition ����� et l� # l�T ��

Nous reprenons le r�eseau Ns de l�exemple ��� en ajoutant un �etiquetage�
Nous consid�ererons assez globalement que toutes les transitions ont le m�eme
e�et � elles font progresser un message sur la ligne�

Exemple ��� � �
Nous d�e	nissons le r�eseau �etiquet�e Ne 
 �Pe� Te�We� le par �

Pe 
 Ps �

Te 
 Ts �

We 
 Ws �

le d�e	ni sur A 
 fprogg et tel que l�t� 
 l�t� 
 l�t� 
 prog�

La 	gure ��� donne la repr�esentation graphique de N �

Nous allons maintenant nous int�eresser au comportement des r�eseaux de
Petri ��etiquet�es
�
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Figure ��� � Un r�eseau de Petri �etiquet�e �la �le FIFO
�

tampon� libre

tampon� libre

entr�ee t�t� t�

tampon�tampon�

sortie

N

p
r
o
g

p
r
o
g

p
r
o
g

�
� Le comportement dans les r�eseaux �etiquet�es

Nous avons choisi comme cadre math�ematiques les multi�ensembles �voir
la section ��	
� �A la structure des r�eseaux nous allons ajouter la notion de
marquage qui nous permettra de mod�eliser leur comportement�

����� Les r�eseaux de Petri marqu�es

Un marquage correspond �a un multi�ensemble de places� Il indique les
ressources e�ectivement pr�esentes dans le syst�eme et est symbolis�e par une
distribution de jetons dans les places� Formellement �

D�e�nition ��	��� R�eseau marqu�e� syst�eme
Nous appellerons r�eseau de Petri marqu�e �ou syst�eme� une paire � #

�N�M�
 telle que 


N # �P� T�W� l
 est un r�eseau �etiquet�e au sens de la d�e�nition 	�	� �

M� est un un multi�ensemble sur P �i	e	 M 
 M�P 
�	

M� est appel�e le marquage initial du syst�eme	
Nous dirons qu�un marquage est sauf ssi �p 
 P� M�p
 � �	

Nous verrons ci�apr�es �parag� ����	
 que l��evolution du syst�eme peut �etre
mod�elis�ee par une suite de marquages et de transitions�
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Nous noterons souvent MN
d�ef
# M�P 
 l�ensemble des marquages d�un

r�eseaux�

Exemple ��� � Une �le FIFO �a deux tampons�
Nous donnons une situation initiale telle que la 	le soit vide et re�coive deux

messages� Nous avons le r�eseau marqu�e �Nm�Mm d�e	ni par �

Nm 
 Ne �

Mm 
fentr�ee�entr�ee� tampon� libre�tampon� libreg�

La 	gure ��� donne la repr�esentation graphique de �Nm�Mm�

Figure ��� � Un r�eseau de Petri marqu�e � deux messages en entr�ee�

tampon� libre

tampon� libre

entr�ee t�t� t�

tampon�tampon�

sortie

�Nm�Mm�

p
r
o
g

p
r
o
g

p
r
o
g

Remarques �

�� Il est �evident que l��etiquetage et le marquage initial sont deux compl�ements
distincts et que nous pourrions d�e	nir des r�eseaux marqu�es mais non �eti�
quet�es�

�� Il existe dans la litt�erature di��erentes mani�eres de noter les marquages qui
sont� de notre point de vue� moins pratiques �

� une notation vectorielle est fr�equemment utilis�ee� conjointement �a la
matrice d�incidence �d�ef� ������ p� ���� Si cette notation facilite cer�
tains calculs �comme celui des invariants� elle fait appel �a un ordre sur
P qui n�est pas explicit�e� Le marquage initial de l�exemple ��� serait
M 
 ��� �� �� �� �� ��

� Genrich� dans �Gen��� utilise une notation assez proche de la notre�
Pour ce m�eme exemple� nous aurions � M 
 �hentr�eei��htampon� librei�
�htampon� librei

�� L�exemple pr�ec�edent permet d�ej�a plusieurs r�e�exions �
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� nous aurions pu prendre une in	nit�e de marquages di��erents �

� une m�ethode de r�eduction prenant en compte le marquage initial devrait
donc �etre relanc�ee �a chaque changement de ce marquage �ce qui peut
�etre tr�es lourd si on d�esire faire de la v�eri	cation�

�

Nous allons maintenant �xer les r�egles d��evolution d�un syst�eme�

����� Comportement du syst	eme

Les changements d��etats du syst�eme sont produits par les tirs des tran�
sitions� Pour qu�une transition soit tirable il faut que les ressources n�eces�
saires soient pr�esentes� Apr�es le tir ces ressources sont consomm�ees et
�eventuellement de nouvelles ressources sont produites� Formellement �

D�e�nition ��	��� Pr�e� et post�conditions
�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W 
 et x 
 P � T � nous avons les

ensembles 


�x
d�ef
# fy 
 P � T � W �y� x
 � �g

x�
d�ef
# fy 
 P � T � W �x� y
 � �g

et les multi�ensembles �x et x� t	q	 


�p 
 P� �t�p
 # W �p� t


�p 
 P� t��p
 # W �t� p


Nous appellerons �x �resp	 x�� l�ensemble des pr�ed�ecesseurs �resp	 suc�
cesseurs� de x	

Pour t 
 T � nous appellerons �t �resp	 t�� les pr�e�conditions �resp	 les
post�conditions� de t	

Une transition triviale est telle que �t # t�	

Remarques �

�� Ces notions sont� dans leur d�e	nition� ind�ependantes des marquages� Cepen�
dant� les pr�e� et post�conditions n�ont pas de sens intuitif hors du comporte�
ment des syst�emes� c�est pourquoi nous les introduisons ici�

�� Il arrive de trouver dans la litt�erature des notations di��erentes � la notation
�t� t� est parfois utilis�ee pour les ensembles de places� Nous pr�ef�erons nos
notations �

�a parce qu�elles constituent une extension coh�erente �a celle des « syst�emes
�el�ementaires» �voir �RT��� o�u W est une relation incluse dans �P �
T  	 �T � P  �
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�b parce qu�elles sont coh�erentes avec la notation des ensembles de places
initiales ou 	nales d�un r�eseau causal �voir la section ���� p� �� �

�c en	n� parce qu�elles nous semblent plus adapt�ees au graphisme des
r�eseaux de Petri o�u les n uds sont des cercles ou rectangles et les jetons
des points noirs�

�

Nous pouvons maintenant nous int�eresser au tir proprement dit d�une
transition �

D�e�nition ��	��� R�egle d�occurrence d�une transition
�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous dirons qu�une transition

t 
 T est tirable dans un marquage M 
 MN ssi �t �M 	

Nous noterons cela M
t
� �et M

t
�� si t n�est pas tirable depuis M�	

Le tir de la transition t �a partir du marquage M m�ene �a un marquage
M � d�e�ni par 


M � d�ef# M � �t� t�

Nous noterons cela M
t
�M �	

Si l�t
 # a� nous avons les notations M
t
a
� et M

a
�

d�ef
�� �t � M

t
a
�	

Par ailleurs nous dirons qu�un marquage M est mort not�e M �� s�il ne
permet le tir d�aucune transition�

Sur la �gure pr�ec�edente ����
 nous avons ainsi �

�
t� # fentr�ee� tampon� libreg ����


t�
� # ftampon� libre� sortieg ���	


Mm
t�� fentr�ee� tampon�� tampon� libreg ����


Mm

t�
�� ����


Ce que nous pouvons traduire par �

� «pour accepter un message il faut qu�il y en ait un en entr�ee et que
le premier tampon soit libre» pour ����
 �

� « lorsqu�on a d�elivr�e un message le deuxi�eme tampon devient libre»
pour ���	
� �

� « l��etat initial du syst�eme permet d�accepter un message et de passer
dans un �etat o�u le premier tampon n�est plus libre» � pour ����
 �

�Nous ne nous pr�eoccupons pas ici d�en v�erier la correction�
�Nous passons sous silence les «non�changements» par simplicit�e�
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� en�n «dans l��etat initial nous ne pouvons pas faire passer un message
du premier tampon dans le second» pour ����
�

Remarque � de cette r�egle d�occurrence� il d�ecoule di��erentes relations entre les
transitions �

� de causalit�e � si une transition n�est franchissable qu��a condition qu�une autre
soit franchie pr�ealablement �

� de con�it � si �a l�inverse le franchissement d�une transition emp�eche celui
d�une autre �

� de concurrence � si deux transitions peuvent �etre franchies simultan�ement�

�

����� S�equences de transitions et atteignabilit�e

Nous pouvons �elargir ces d�e�nitions au cas des s�equences de transitions
��a la base des s�emantiques d�entrelacement
� Formellement �etant donn�e
un r�eseau N # �P� T�W 
 nous appellerons s�equence �de transitions� une
s�equence sur T �au sens de la d�e�nition �����
�

Nous avons alors �

��
d�ef
# �

���u

d�ef
# ��� ��u n ��


et sym�etriquement �

��
d�ef
# �

��u
�
d�ef
# ��� n �u
 � u�

Nous avons les d�e�nitions suivantes �

D�e�nition ��	�	� S�equence d�occurrences� atteignabilit�e Soit M un mar�
quage de N # �P� T�W� l
 et � # u� � � � uk 
 T � 


M
�

���M � d�ef
�� M

u��M� u��M� � � �Mk�� uk�M �

Nous dirons alors que la s�equence d�occurrences � est tirable depuis M
et m�ene au marquage M �	

En particulier� nous avons M
�

��� M pour tout M 	
M � est atteignable depuis M � not�e M ��� M �� ssi il existe une s�equence

� 
 T � telle que M
�

��� M �	
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Nous �etendons naturellement l��etiquetage aux s�equences par 


l��

d�ef
# �

l�u� � � �uk

d�ef
# l�u�
 � � �l�uk
 
 A

�

Par extension nous dirons alors qu�une transition t est atteignable depuis
un marquage M ssi il existe M � 
 MN tel que �t � M � et M � atteignable
depuis M �

Similairement nous dirons qu�une place p est atteignable depuis un mar�
quage M ssi il existe M � 
 MN tel que p 
M � et M � atteignable depuis M �

Remarque � un r�eseau peut �etre vu comme un automate �a compteurs avec

un test partiel pour z�ero� Une s�equence tirable correspond alors �a un mot accept�e

par l�automate� Avec cette interpr�etation� un r�eseau non �etiquet�e est d�eterministe

puisque pour un �etat donn�e et une transition donn�ee au plus un changement est

possible� Dans un r�eseau �etiquet�e� il peut arriver que plusieurs transitions de m�eme

�etiquette soient franchissables� ce qui correspond aux automates non�d�eterministes�

�

Nous avons le th�eor�eme suivant qui �etablit la coh�erence des notations �la
preuve est ais�ee
 �

Th�eor�eme ��	��� Soit M un marquage de N # �P� T�W 
 et � 
 T � 


M
�
�M � d�ef

�� �� �M � M � # M � ��� ��

Une cons�equence simple est que pour tout marquage L M
�

��� M �

entra��ne M � L
�

��� M � � L�

����� Ensemble et graphe des marquages atteignables

Il est facile de voir que l�atteignabilit�e est une notion centrale lors de
l��etude dynamique des syst�emes mod�elis�es par les r�eseaux� C�est aussi un lien
fort utile dans le cadre des s�emantiques d�entrelacement entre les r�eseaux
de Petri et les syst�emes de transitions� Formellement �

D�e�nition ��	��� Ensemble des marquages atteignables
�Etant donn�e un syst�eme � # �N�M�
 o�u N # �P� T�W 
� nous ap�

pellerons ensemble de marquages atteignables l�ensemble 


R��

d�ef
# fM 
 M�P 
 � M� ��� Mg
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Dans la majorit�e des cas cet ensemble sera �enorme voire in�ni� Le
graphe des marquages atteignables s�obtient simplement en prenant pour
n"uds R��
 et en ajoutant les arcs �etiquet�es par les transitions permettant
de passer d�un marquage �a un autre �

D�e�nition ��	��� Graphe des marquages atteignables
�Etant donn�e un syst�eme � # �N�M�
 o�u N # �P� T�W 
� nous ap�

pellerons graphe des marquages �atteignables
 le graphe� orient�e et �etiquet�e
GR�N�M�
 # �S�A�E
 tel que 


� S # R��
 est l�ensemble des sommets du graphe �

� A est l�ensemble des arcs et E � A� T un �etiquetage	 Ils sont d�e�nis
par 


�M
a
�M � �E�a
 # t


d�ef
�� �M

t
�M �
 dans N�

� M� est un n�ud distingu�e appel�e la racine du graphe	

Le lien entre les comportements s�equentiels du r�eseau et les chemins
orient�es de GR�N�M�
 est donn�e par le th�eor�eme suivant �dont la preuve
est ais�ee
 �

Th�eor�eme ��	��� Dans un syst�eme �N�M�
� un marquageM � est atteignable
depuis un marquage M par une s�equence � ssi il existe un chemin orient�e
de M vers M � dans GR�N�M�
� �etiquet�e par �	

Remarques sur GR�N�M� �

�� De tels graphes �orient�es� �etiquet�es et ayant une racine sont des syst�emes
de transitions� Ils sont souvent utilis�es pour mod�eliser le comportement des
syst�emes�

�� Lorsque le r�eseau est �etiquet�e� le graphe des marquages atteignables peut
aussi porter ce double �etiquetage�

�

����
 Tirs concurrents

Un des avantages des r�eseaux de Petri est leur adaptation au vrai paral�
l�elisme� Nous allons �etendre les notions vues pr�ec�edemment au cas des
pas concurrents� Formellement �etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W 

nous appellerons pas �concurrent� un multi�ensemble de transition 
 #
fu�� � � � � ung 
 M�T 
�

�Nous avons en fait un multi�graphe� i�e� il peut exister plusieurs arcs entre deux
sommets� En e�et� rien n�interdit que deux transitions aient les m�emes pr�e� et post�
conditions�
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Un pas repr�esente donc un ensemble d�actions simultan�ees��

Les notations pr�ec�edentes deviennent alors pour un marquage M de N �

�

d�ef
#

X
t�T


�t
��t


�
d�ef
#

X
t�T


�t
�ui
�

M
	
��M � d�ef

�� �
 �M � M � # M � �
 � 
�

Nous noterons le pas vide ��

Nous �etendons la notion de support �a un pas �

S��

d�ef
# �

S�
 � fug

d�ef
# S�

 � fug

La �gure ��� nous montre l��evolution de Nm apr�es les tirs de la s�equence
t��t� puis du pas ft�t�g�

Nous aurons deux termes particuliers pour d�esigner certaines formes de
parall�elisme �

� nous parlerons d��ego�concurrence lorsqu�une transition est parall�ele �a
elle�m�eme e�g� ft�� t�g� t� 
 T �

� nous parlerons d�auto�concurrence lorsqu�une action est parall�ele �a
elle�m�eme e�g� fa� ag� a 
 A �

Une di��erence majeure est que le premier ne peut exprimer qu�un paral�
l�elisme dynamique alors que le second peut aussi exprimer un parall�elisme
structurel� Nous verrons ult�erieurement �voir la section ��� sur le ra�nage

que le parall�elisme dynamique est parfois g�enant� Une des fa cons de l��eviter
consiste alors �a ajouter une place �a chaque transition comme montr�e sur la
�gure ci�dessous� Cet ajout n�alt�ere pas les propri�et�es essentielles du syst�eme
��BD���
�

p t

�Cette notion n�est pas toujours identique� selon que l�on consid�ere les transitions
comme atomiques �i�e� elles se font toutes en temps �� ou non �voir p�ex� les r�eseaux
temporis�es �Zub��
��
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Figure ��	 � �Evolution de N pour Minit
t��t��ft��t�g�� �
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����� Des pas concurrents aux s�equences

Il existe un lien �evident entre les pas et les s�equences� Une s�equence
ayant les m�emes �el�ements qu�un pas peut �etre vue comme une r�ealisation de
ce pas� Un unique observateur voit les actions dans un certain ordre et par
suite transcrit un pas en une s�equence� Ceci l�egitimise notre notation du
pas vide par � et l�extension de nos d�e�nitions�

Nous d�e�nissons �

D�e�nition ��	�� Lin�earisation d�un pas
Soit 
 
 MN un pas parall�ele� nous dirons qu�une s�equence � 
 T � est

une lin�earisation de 
 ssi 


�t 
 T� occ��t
 # occ	�t


Nous notons seq�

 l�ensemble des lin�earisations de 
	

Nous avons la simple proposition suivante �

Proposition ��	���� Soit 
 
 MN un pas parall�ele� alors 


�� 
 seq�

 � ��� � �

 � ��� � 
�


�
� Quelques remarques sur les s�emantiques

Nous pouvons consid�erer l��evolution des r�eseaux marqu�es de nombreuses
mani�eres �voir par exemple �Hoo���
� Une des grandes subdivisions est le
choix de la s�emantique �

�� les s�emantiques d�entrelacement r�eduisent le parall�elisme �a du non�
d�eterminisme s�equentiel �i�e� ajjb # a�b � b�a
�� Elle identi�e par
exemple les deux syst�emes de la �gure ���� Pourtant ils sont tr�es
di��erents� D�abord il est fort probable que � soit plus rapide� D�autre
part il est bien connu que son ra�nement peu engendrer certains
probl�emes �voir p�ex� �CMP�� Vog�	�
�

	� les s�emantiques de pas permettent de les distinguer� Intuitivement
elles suppose l�existence d�une horloge globale et l�atomicit�e des tran�
sitions �i�e� chaque action prend exactement une unit�e de temps�
Deux r�eseaux sont donc �equivalents s�ils peuvent e�ectuer les m�emes
s�equences de pas parall�eles� Les deux syst�emes de la �gure ��� sont
�equivalents pour ces s�emantiques� Pourtant pour faire �a k c
� b le
second doit attendre que c soit �ni pour ex�ecuter b�

�C�est une des raisons invoqu�ees par certains auteurs �e�g� �Mur��
� pour dire qu�il
su�t d�un nombre su�sant d�observateurs pour induire le parall�elisme et que par suite
les s�emantiques d�entrelacement sont su�santes�

	Nous utilisons les notations de CCS� ajjb � a�b� b�a signie que «a en parall�ele avec
b» est s�emantiquement �equivalent �a « a suivi de b ou b suivi de a» �
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Figure ��� � �� et �� sont indistinguables �s�em� d�entrelacement
�

a b

a b

b a

��

��

p�

t�

t���

t��� t���

p���

p�

t�

p�p�

t���

p���

p���

p���

Figure ��� � �� et �� sont indistinguables �s�em� pas
�

b

�� ��

a c

c

a

bb

a c
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�� une s�emantique du vrai parall�elisme se doit de les distinguer� Les
r�eseaux de Petri sont parfaitement adapt�es �a ce type de s�emantique�
Pour cela il est n�ecessaire de disposer d�une structure telle que deux
r�eseaux ayant les m�emes comportements parall�eles mais une struc�
ture di��erente puissent �etre identi��es ��Pet�� Rei���
� La section ���
pr�esente une classe de r�eseaux les r�eseaux causaux qui nous permet de
repr�esenter les comportements s�equentiels et concurrents des r�eseaux
de Petri�

�
 Les r�eseaux causaux

Ceux�ci sont introduits dans �Old��� a�n de montrer qu�une �equivalence
donn�ee respecte le comportement concurrent des r�eseaux� Un r�eseau causal
permet d�exprimer le parall�elisme d�une s�equence de transitions �a travers un
r�eseau dans lequel tous les choix ont �et�e r�esolus� Pour cela tout branche�
ment sur les places est interdit � un jeton dans une place ne peut avoir
plusieurs origines di��erentes de m�eme qu�il ne peut choisir son futur� Nous
verrons �a travers la d�e�nition ����� comment un r�eseau causal re��ete les
comportements d�un r�eseau N donn�e�

D�e�nition ������ R�eseau causal
Un r�eseau causal ��ni� est un r�eseau �a arcs simples �etiquet�e �ni C

d�ef
#

�PC � TC� FC � lC
 tel que 


	 pour tout u 
 TC�
�u et u� sont des ensembles �et non des multi�

ensembles��

�	 les places sont sans branchement 
 pour tout p 
 PC� j�pj � � et
jp�j � ��

�	 la relation FC � �P 	 T 
 � �T 	 P 
 est bien�fond�ee� c�est��a�dire qu�il
n�existe pas de cha��ne en arri�ere in�nie 


� � � �pn� un
�un� pn��
 � � ��p�� u�
�u�� p�


dans FC 	

Le point � nous permet d�a�rmer que FC
� la fermeture transitive de

FC  est acyclique et constitue un ordre bien�fond�e sur PC � TC �

Nous notons �C
d�ef
# fp 
 PC � �p # �g l�ensemble des places ini�

tiales de C c�est��a�dire les places n��etant aliment�ees par aucune transition�

Sym�etriquement C� d�ef
# fp 
 PC � p� # �g d�esigne l�ensemble des places

�nales de C qui n�alimentent aucune transition�
La propri�et�e suivante indique qu�un r�eseau causal ne contient pas de

places ou de transitions inutiles �par exemple non atteignables
 �
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Proposition ������ Si C est un r�eseau causal� alors il existe une s�equence
de transitions �C # M�

u��M� � � �
uk�Mk telle que

PC #
�

i�������k

Mi et TC # fu�� � � � � ukg

La preuve est relativement technique et ne pr�esente pas d�int�er�et parti�
culier� Le lecteur pourra se reporter �a �Aut��� page ���

Nous appelons de telles s�equences de transitions des ex�ecutions compl�etes
du r�eseau causal C� L�existence de ces ex�ecutions compl�etes nous permet
d�a�rmer qu�un r�eseau causal ne contient pas de places ni de transitions
inutiles� Le dernier marquage atteint par une telle ex�ecution est n�ecessaire�
ment C�� De plus la d�e�nition ����� et M� # �C nous permettent d�a�rmer
que tous les marquages Mi sont saufs�

L�exemple de la �gure ��� montre le r�eseau causal correspondant au
comportement parall�ele de N pour �a k b
c�

Figure ��� � Un r�eseau causal�

N C

a b a b

cc

da
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����� R�eseaux causaux et comportements parall	eles

Nous pouvons maintenant d�e�nir le plongement d�un r�eseau causal dans
un r�eseau N �

D�e�nition ������ Plongement
�Etant donn�e un r�eseau causal C et un r�eseau N � une application

f � PC � TC � PN � TN

est appel�ee un plongement de C dans N � not�e f � C � N si 


	 f�PC
 � PN et f�TC
 � TN �

�	 �u 
 TC� lC�u
 # lN �f�u

�

�	 �u 
 TC� f�
�u
 # �f�u
 et f�u�
 # f�u
�	

Le point � indique que le plongement respecte la relation de �ot le point
	 que ce plongement respecte l��etiquetage et le point � que ce plongement
permet de d�ecrire un comportement de N � Nous reprenons en �gure ���
l�exemple illustrant un r�eseau causal dans lequel nous avons repr�esent�e en
pointill�es un plongement f �

Si �C
u�� � � �

uk� C� est une ex�ecution compl�ete de C alors

M # f��C

f�u�	
� � � �

f�uk	� M � # f�C�


est une s�equence de transitions dans N  not�ee M
C�f
� M �� De m�eme pour

toute s�equence de transitions � # M
t�� � � �

tn� M � de N  il existe un r�eseau
causal C et un plongement f � C � N tels qu�il existe une ex�ecution com�
pl�ete de C dont l�image par f dans N est ��

Une paire � # �C� f
 o�u f � C � N et le pas M



��� M � qui lui est
associ�e sont appel�es un processus de N �

Nous utiliserons les r�eseaux causaux dans les preuves que nous ferons
ult�erieurement sur les �equivalences bas�ees sur la bisimulation pomset� Nous
donnons une d�e�nition des pomsets bas�ee sur les processus en associant �a
un r�eseau causal C son pomset pom�C
 par

pom�C
 # �TC � FC
��TC	TC � lC


Nous conservons dans pom�C
 uniquement les relations de d�ependances en�
tre transitions alors que dans C nous trouvons �egalement une description de
la fa con dont sont d�eplac�es les jetons dans le r�eseau� Nous notons M

�
�M �

quand il existe un pas pomsetM
C�f
� M � dans un r�eseau N avec � # pom�C
�
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Figure ��� � Un plongement d�un r�eseau causal C dans un r�eseau N �

a b ba

c

da

c

f

N C



�� CHAPITRE 	� LES RESEAUX DE PETRI ETIQUETES

Remarque sur la d�e�nition d�un «pomset» �

Notre d�e	nition d�un pomset est di��erente de celle de �GV���
qui le d�e	nit comme une lin�earisation d�une s�equence de tirs
sur laquelle est mise un ordre construit �a partir de la relation
de �ot� Dans le cadre de r�eseaux non saufs� certains pomsets
ne peuvent �etre construits de cette fa�con� Dans le r�eseau ci�

contre� la s�equence fp�� p�g
t
�

t
� fp�� p�g peut donner lieu �a

deux pomsets � «a en parall�ele avec a» et «a suivi de a» �

a

p�

p�

t

�

Remarques

Il existe une grande vari�et�e d�enrichissements des r�eseaux de Petri �ca�
pacit�es �Dev��� temporisation �Zub��� etc
� Nous faisons ci�apr�es quelques
remarques sur des variantes classiques et codables dans les r�eseaux tels que
nous les avons d�e�nis�

R�eseaux �a capacit�es� Ce sont d�e�nis parN # �P� T�W�K
 o�u �P� T�W 

est un r�eseau au sens de la d�e�nition ����� p� 	� et o�u K est une fonc�
tion de P dans IN � f�g �xant une capacit�e pour les places �i�e� le
nombre maximal de jetons qu�elles peuvent contenir
� Nous pouvons
les coder dans les r�eseaux sans capacit�es en utilisant la m�ethode don�
n�ee dans �Rei���� On associe �a chaque place p 
 P telle que K�p
 
 IN
une place compl�ementaire p�� La �gure ci�dessous illustre cette con�
struction�

t

p K�p
 # �

t�

p p�

x

y

x

y

t

t�
y

x

�Etiquetage sur les places� Cet �etiquetage «dual»  est utilis�e par ex�
emple dans �PS���� Un tel �etiquetage ne g�ene en rien notre m�ethode
de r�eduction� En e�et de tels r�eseaux sont «�equivalents» �a un r�eseau
�etiquet�e sur les transitions �voir la �gure ci�dessous
�
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stock
stock
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Le probl�eme de l�atteignabilit�e est trait�e dans �May�� Kos�	�� �May���
donne un algorithme g�en�eral� En�n �Reu��� expose ce probl�eme de mani�ere
tr�es claire�

Les probl�emes li�es �a la structure des r�eseaux �graphes et hypergraphes

sont trait�es de mani�ere assez exhaustive par �Ber����
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Chapitre �

�A la recherche d�une

�equivalence sur les places

Nous allons nous donner comme objectif tr�es g�en�eral de trouver une
m�ethode de r�eduction qui �

�� soit une �equivalence sur les places nous permettant de les fusionner �

	� pr�eserve la bisimulation �

�� est ind�ependante du marquage initial �i�e� du contexte
� En e�et
R�N�M�
 est souvent trop grand pour �etre utilisable et nous voulons
�eviter de recommencer la r�eduction pour chaque marquage initial�

Une premi�ere approche de cet objectif est la suivante �

p � q � �M 
 MN � M � p�M � q

Dans ce chapitre nous allons rappeler la d�e�nition et quelques propri�et�es
essentielles de la bisimulation classique �entre les marquages
� Nous utili�
serons la d�e�nition de la bisimulation forte �Mil�� Par����

Nous en d�eriverons une premi�ere relation d��equivalence not�ee � entre
les places du r�eseau� La section 	�	 �etudie �� En particulier nous y prouvons
un r�esultat tr�es g�en�eral pour la correction du quotient �th�eor�eme 	�	��
�
Ce th�eor�eme fondamental donne une caract�erisation des relations sur les
places telles que le quotient soit correct i�e� telles que le r�eseau et le r�eseau
quotient�e soient bisimilaires�

La derni�ere section est d�evolue �a la calculabilit�e de �� Nous utilisons
une technique inspir�ee de �Jan��� mais de mani�ere non triviale�

�
� La bisimulation classique �entre les marquages�

En principe deux programmes peuvent �etre consid�er�es comme �equiv�
alents seulement s�ils sont �ecrits exactement de la m�eme mani�ere� Ceci

�	
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est �evidemment trop restrictif nous avons donc �a chercher une �equivalence
«raisonnable» entre les programmes�

Qu�entendons�nous par «raisonnable» � La condition pr�epond�erante est
de respecter les r�egles de changement d��etat i�e� si d�un marquage M je
peux tirer une transition t et arriver dans un marquage M � alors de tout
marquage �equivalent �a M je dois pouvoir tirer une transition �equivalente �a t
et parvenir �a un �etat �equivalent �a M �� Il y a �evidemment un grand nombre
de candidates mais nous allons nous int�eresser �a l�une des plus �etudi�ee � la
bisimulation �forte
 introduite dans �Mil�� Par����

Un certain nombre de propri�et�es font de la bisimulation une �equivalence
comportementale «agr�eable» �

� c�est une �equivalence comportementale fondamentale pour les syst�emes
r�eactifs �

� elle pr�eserve les comportements arborescents ��Mil���
 et donc beau�
coup de propri�et�es dynamiques �

� c�est une congruence pour un grand nombre d�op�erateurs �composition
s�equentielle parall�ele etc
 �

� elle est bas�ee sur les comportements observables du syst�emes �i�e� elle
fait abstraction de l�identit�e des transitions pour ne consid�erer que leur
e�et visible
 �

� elle a des liens forts avec les logiques temporelles� Typiquement deux
syst�emes sont bisimilaires ssi ils v�eri�ent les m�emes propri�et�es HML
��HM���
 �

� en�n nous verrons qu�il est possible d�adapter sa d�e�nition pour obtenir
un traitement ad�equat des actions internes ou du ra�nage�

����� D�e�nition de la bisimulation

Comme la bisimulation est issue du domaine des automates il est n�eces�
saire de se repr�esenter le r�eseau comme son graphe des marquages� Ce
faisant il est �evident que nous perdons les informations relatives au parall�e�
lisme� Cependant nous verrons que la bisimulation admet un grand nombre
de variantes moins «oublieuses» du parall�elisme�

Intuitivement deux syst�emes sont bisimilaires s�ils peuvent s�imiter l�un
l�autre i�e� avoir les m�emes comportements� Une mani�ere classique de voir
la bisimulation sont les « jeux de bisimulations» �selon l�expression de C�
Stirling
�

Dans le cadre des r�eseaux de Petri nous pouvons d�e�nir les r�egles comme
suit � le joueur � choisit un des deux r�eseaux que l�on veut comparer et tire
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une des transitions franchissables� Le joueur 	 doit alors l�imiter en tirant
une transition avec la m�eme �etiquette dans l�autre r�eseau� Ensuite le joueur
� choisit un r�eseau etc� Si le joueur 	 ne peut pas imiter il perd�

Formellement �

D�e�nition ������ Propri�et�e de transfert
Soient N� # �P�� T��W�� l�
 et N� # �P�� T��W�� l�
 deux r�eseaux� une

relation R � M�P�
 	M�P�
 entre les marquages v�eri�e la propri�et�e de
transfert ssi 


pour toutM�RM� et tout pasM�
t��M �

� il existe un pas de m�eme

�etiquette M�
t�
l�t�	�M �

� tel que M
�
�RM

�
� �

Nous avons donc le diagramme suivant 


M�
R M�

t�

��y ��yt�
l�t�	
M�

R M�

Nous en d�erivons la d�e�nition suivante �

D�e�nition ������ Bisimulation entre les marquages
Une relation sym�etrique ayant la propri�et�e de transfert est une bisimu�

lation �entre les marquages
	 Les marquages reli�es sont dits bisimilaires	
Nous le noterons R � M��M�	

Deux syst�emes� �N��M�
 et �N��M�
� dont les marquages initiaux sont
reli�es par une bisimulation sont dits bisimilaires� not�e 


R � �N��M�
� �N��M�


Sur l�exemple de la �gure ��� p� �� il est facile d��etablir le graphe des
marquages atteignables et de dessiner une relation de bisimulation entre N
et N � comme le montre la �gure 	���

Remarques �

�� Dans le cas de r�eseaux non �etiquet�es� nous aurons �a d�e	nir ce qui est ex�
t�erieurement visible� i�e� dans quelle mesure les transitions sont distinguables�
Il y a di��erentes possibilit�es �

� soit le tir d�une transition est distinguable et nous les �etiquetons toutes
di��eremment� Nous verrons qu�alors notre m�ethode ne permet que peu
r�eductions�

� soit les tirs sont indistinguables et nous leur donnons �a toutes la m�eme
�etiquette �

� soit autre chose encore�
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Figure ��� � Un exemple de bisimulation

R

t� � b

t� � a t��� � a

t��� � b

R���� R����

fp�� p�g

fp�� p�g fp�� p�g fp���g fp���g

t��� � b
t� � b

fp�� p�g fp�� p�g fp���g

fp���g
t��� � at� � a

�� Notre objectif �etant de r�eduire un r�eseau� nous nous int�eressons au cas parti�
culier des auto�bisimulations� i�e� entre un r�eseau et lui�m�eme� Dans ce cas�
nous pouvons simpli	er la propri�et�e de transfert en omettant la r�eciproque
et en demandant �a la bisimulation d��etre une relation sym�etrique�

�

Parmi les propri�et�es de la bisimulation nous retiendrons les suivantes �

Proposition ������ Soient �Ni�Mi
� i 
 f�� 	� �g� des syst�emes	 On note
Rij� R

�
ij des bisimulations entre �Ni�Mi
 et �Nj�Mj
	 Nous avons 


	 IdM�P�	 est une bisimulation sur �N��M�
	

�	 R��
�� est une bisimulation entre �N��M�
 et �N��M�
	

�	 R�� � R�
�� est une bisimulation entre �N��M�
 et �N��M�
	

�	 R�� �R�� est une bisimulation entre �N��M�
 et �N��M�
	

�	 gR�� est une bisimulation entre �N��M�
 et �N��M�
	

�	 �
d�ef
# �fR�� � R�� bisimulation entre �N��M�
et�N��M�
g est la

plus grande bisimulation entre �N��M�
 et �N��M�
 �

�	 � est une relation d��equivalence entre les marquages d�un r�eseau	

Preuve�

� � 	 et � d�ecoulent directement de la d�e�nition de la propri�et�e de trans�
fert� Il est �a noter que l�on peut g�en�eraliser � �a des unions in�nitaires�
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� ��
 vient de la compositionnalit�e des diagrammes �

M�
R�� M�

R�� M�

t�

��y t�
l�t�	

��y ��yt�
l�t�	
M �

�
R�� M �

�
R�� M �

�

� � est une simple cons�equence des pr�ec�edentes�

� � � est une bisimulation d�apr�es � et c�est la plus grande par con�
struction�

� � d�ecoule de � et ��

�
� De l��equivalence �

Nous parlerons d��equivalence structurelle puisque nous allons nous ab�
straire du marquage initial et donc ne reposer que sur la structure du r�eseau�

Nous allons tout d�abord en donner une d�e�nition pr�ecise puis d�ecouvrir
ses propri�et�es pour en�n montrer qu�elle est incalculable� Le chapitre suivant
montrera que la bisimulation de place est une approximation de � �calculable
e�cacement
�

����� L��equivalence structurelle

Nous reprenons la d�e�nition donn�ee informellement dans l�introduction �

D�e�nition ������ �Equivalence structurelle
�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous appellerons �equivalence

structurelle la relation �� P 	 P d�e�nie par 


p � q
d�ef
�� �M 
 M�P 
 � M � p�M � q �	��


Cette d�e�nition nous assure que � est une relation d��equivalence sur
les places �puisque � en est une sur les marquages
� Clairement � est
ind�ependante du marquage initial�

Remarque � nous aurions pu prendre une d�e	nition plus g�en�erale en nous

basant sur une auto�bisimulation et non sur la plus grande� Cependant l�int�er�et en

est restreint � nous cherchons une m�ethode de r�eduction et sommes donc int�eress�es

par la plus grande relation� i�e� celle permettant de faire la plus forte r�eduction�

�

Nous pouvons d�e�nir une relation sur les marquages �a partir d�une rela�
tion sur les places �
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D�e�nition ������ Soit N # �P� T�W 
 un r�eseau et R � P 	P une relation
sur ses places	 On note R la relation dansM�P 
	M�P 
 telle que 


MRM � d�ef
�� �pi� p

�
i 
 P� i 
 f�� � � � � ng �

���
�i 
 f�� � � � � ng� piRp

�
i

M # fp�� � � � � png
M � # fp��� � � � � p

�
ng

Deux propri�et�es importantes d�ecoulent de cette d�e�nition �

Proposition ������ Soit N # �P� T�W 
 un r�eseau et R � P 	 P une
relation sur ses places	

	 Si R est r�e�exive� alors 


�a� R est additive�� i	e	 pour tous M��M
�
��M��M

�
� 
 M�N
 


�M�RM �
� � M�RM �

�
 � �M� �M�RM �
� �M �

�
 �	�	


�b� et c�est une congruence� i	e	 pout tous M��M��M� 
 M�N
 


�M�RM�
 � �M� �M�RM� �M�
 �	��


�	 R est une relation d��equivalence ssi R en est une	

Remarques �

�� Le th�eor�eme ��� de �Jan��� nous permet de dire que R est un semi�lin�eaire�

�� Le fait d��etre additive est �equivalent �a �etre une congruence dans notre con�
texte� ���� implique trivialement ����� Pour obtenir la r�eciproque� il su!t
d�utiliser la transitivit�e de � �

De plus� cela implique que R est un semi�lin�eaire �th�eo� ��� de �Jan����

�

Nous avons alors la proposition suivante dont la preuve d�ecoule directe�
ment de la d�e�nition de � �

Proposition ����	� � � � 	

Remarque � ce r�esultat peut �etre g�en�eralis�e �a toute relation incluse dans ��

�

Cependant en g�en�eral � n�est pas une bisimulation comme le prouve
la �gure 	�	� Sur cette �gure il est facile de voir que fpg�fqg mais que
t� ��t���

Nous allons maintenant montrer que � permet d�obtenir un quotient
correct vis��a�vis de notre crit�ere �la bisimulation
�

�Nous reparlerons de cette propri�et�e lorsque nous �etudierons les propri�et�es des bisim�

ulations additives �section 	����� p� ����
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Figure ��� � � n�est pas toujours une bisimulation�

a a

p

N

q

t t�

����� Le r�eseau quotient

�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W 
 et E une �equivalence sur P 
nous quotientons de mani�ere classique en faisant toutefois un l�eger abus de
notation � les transitions du r�eseau quotient seront not�ees �t�E  bien que E
ne soit que sur P � Cela rend la d�e�nition de W�E plus ais�ee et un certain
nombre de preuves moins confuses��

D�e�nition ������ R�eseau et marquage quotient
Soit E � P 	 P une relation d��equivalence sur les places d�un r�eseau

N # �P� T�W� l
	 Le r�eseau quotient N�E
d�ef
# �P�E� T�E�W�E� l�E
 est tel

que 


� P�E
d�ef
# f�p�E � p 
 Pg �

� T�E
d�ef
# T �

� W�E��x�E� �y�E

d�ef
#

X
u��x��v��y�

W �u� v
 �

� l�E
d�ef
# l	

Il nous faut maintenant exprimer de quelle mani�ere nous quotientons un
marquage	 Nous �etendons� ���E �a ���E �MN �MN�E� avec 


M�E
d�ef
# �M �E # �fp�� p�� � � � � png�E

d�ef
# f�p��E� �p��E� � � � � �pn�Eg

�Cela revient en fait �a consid�erer E� d�ef� E � IdT �
�Cette d�enition est coh�erente avec celle de ��
E �d�ef� ������ p� ����
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Par cons�equent� pour un syst�eme � # �N�M
� nous avons ��E
d�ef
#

�N�E�M�E
	

Informellement nous faisons donc «glisser» tous les arcs sur une place
repr�esentant la classe d�e�nie par E �voir la �gure 	��
�

Figure ��� � Un exemple de r�eseau quotient�

a a

a

p q

a a

a

N N�E

�p�E # �q�E

Avec ces d�e�nitions nous aurons ��t�E # ��t�E � Donc si on a un pas

M
t
� M � dans N  alors le pas �M �E

�t�E
�� M �

E existe dans N�E� L�inverse
n�est pas vrai comme le montre la �gure 	�� o�u N et N�E� Par contre si

�M �E
�t�E
��M �

E alors il existe M��M
�
� 
 MN tels que �M��E # �M �E� �M

�
��E #

�M ��E et M�
t
�M �

��

Nous concr�etisons cela par un petit lemme technique qui nous sera utile
ult�erieurement �

Lemme ������ Soit N # �P� T�W 
 un r�eseau� t 
 T et M�M � 
 M�N
	
���E �etant tel qu�en la d�e�nition �	�	�� nous avons 


M
t
�M � � �M �E

�t�E
��M �

E

�M �E
�t�E
��M �

E � �M��M
�
� �

�
�M �E # �M��E� �M ��E # �M �

��E

M�
t
�M �

�
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Figure ��	 � R��
 et R���E
 n�ont pas toujours isomorphes�

�p�E # �q�E

�

p q

��E

M # fqg �
t
� M�E # f�q�Eg # f�p�Eg

�t�E
�

t
a a a a

t� �t��E�t�E

Remarque � en fait� plus g�en�eralement� pour tous les op�erateurs de comparaison
�notations ������ p� ��� nous avons � �M� opM� dans " implique �M��E opM��E
dans "�E � La r�eciproque est � �M� opM� dans N�E implique qu�il existe des
marquages M �

��M
�
� dans " tel que �M

�
� opM

�
� et M

�
� 
M��E�M��E 
M �

��

�

De cette d�e�nition nous d�erivons le petit lemme suivant qui �etablit la
coh�erence entre ���E et E �

Lemme ������ Soit un r�eseau N # �P� T�W� l
 et E � P 	 P une relation
d��equivalence sur ses places	 Nous avons 


�M�M � 
 MN � �M �E # �M ��E � MEM �

Par suite� �MN
�E # M�N�E		

Nous donnons maintenant deux th�eor�emes importants �

� le th�eo� 	�	�� qui nous permet de quotienter� C�est une g�en�eralisation
du lemme � de �ABS��b��

� le th�eo� 	�	��� qui est sa r�eciproque et montre que � est la plus grande
relation nous permettant de quotienter correctement�

Th�eor�eme ������ Correction du quotient
Soit un r�eseau N # �P� T�W� l
� si E � P 	 P est une �equivalence telle

que E � � � alors pour tout marquage initial M � �N�M
 et �N�E�M�E

sont bisimilaires� i	e	 


�M 
 MN � �N�M
� �N�E�M�E


Preuve� Il su�t de montrer que R
d�ef
# ���E � � � MN 	MN�E est une

bisimulation entre N et N�E  donc de v�eri�er la propri�et�e de transfert pour
R�

La �gure ci�dessous explicite cette d�emonstration�
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R

R

M�

M �
�

M�

M�

�

�
��� ��E

M �
�

M �
�

M�

t�

transitivit�e de �

hypoth�ese M�EM��

E � �

et lemme �����
���E

��� ��E �

�

d�enition de R

t� � l�t�

lemme �����

lemme �����
t� � l�t�


�� Soient M�
t��M �

� et M�RM�� Le diagramme suivant �etablit le premier
point de la propri�et�e de transfert �

M�
� M�

�
�E M� # �M��E

t�

��y t�
l�t�	

��y ��yt�
l�t�	
M �

�
� M �

�
�
�E M �

� # �M �
��E

t� existe par bisimilarit�e et t� est directement issue du lemme pr�ec�edent
�	�	��
�

	� Soit maintenant un pas M�
t��� M �

� et M�RM�� De M�RM� nous
savons qu�il existe un marquageM� tel que M� � M� ���EM�� D�apr�es

le lemme 	�	�� nous savons qu�il existe un pas M�
t�� M �

� fermant le
diagramme suivant �

M�
�
���

E M�

t�

��y ��yt�
M �

�
�
���

E M �
�

Par suite M�EM� et comme E � �  M��M�� Comme M��M�
nous avons M��M� et la propri�et�e de transfert nous permet de com�
pl�eter le diagramme �

M�
�
���

E M�
� M�

t�

��y t�

��y ��yt�
l�t�	
M �

�
�
���

E M �
�

� M �
�
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Ce qui compl�ete la preuve�

Remarque sur la preuve du th�eor�eme ����� � il est important de noter que
ce th�eor�eme ne d�epend que de trois hypoth�eses �

�� la mani�ere de quotienter �lemme ����� �

�� la transitivit�e de la bisimulation �

�� l�imitation d�une transition�

En e�et� cela nous permettra de l��etendre ult�erieurement aux bisimulations

prenant en compte les actions invisibles�

�

Corollaire ����� Soit un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous avons 


�M 
 MN � �N�M
� �N���M��


De plus � est la plus grande relation d��equivalence qui nous permette
de quotienter �

Th�eor�eme �������

E �� � � �M � �N�M
 �� �N�E�M�E


Preuve� Puisque E �� �  nous en d�eduisons l�existence dansN de M��M�

tels que M�EM� et M� ��M�� Par suite il existe un pas M�
t�� M �

� qui ne

peut �etre imit�e par un pas M�
t�
l�t�	�M �

� avec M �
��M �

��

Or comme M�EM� dans N�E il existe un pas �M��E
t�� �M �

��� Par suite
�N�M�
 �� �N�E�M��E
�

� est donc la relation que nous cherchons malheureusement nous allons
voir qu�elle n�est pas calculable�

�
� Calculabilit�e de �

Si nous pouvions d�ecider de la bisimilarit�e de deux syst�emes nous serions
s�urs de pouvoir calculer � �en prenant toutes les relations sur les places
�
Malheureusement nous avons �

Th�eor�eme ������ �Jan���
La bisimilarit�e de deux syst�emes est ind�ecidable	

Il nous reste donc �a chercher si � est calculable� Cette section est con�
sacr�ee au th�eor�eme suivant �
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Th�eor�eme ������ � n�est pas calculable	

Une des m�ethodes les plus directes pour �etablir l�ind�ecidabilit�e d�un prob�
l�eme est d�y ramener un des probl�emes ind�ecidables pour une machine uni�
verselle �machine de Turing machine �a compteurs etc
�

Malheureusement cette m�ethode �echoue dans le cadre des r�eseaux de
Petri compte�tenu de leur incapacit�e �a simuler un branchement conditionnel
�on ne peut tester la vacuit�e d�une place
� Nous allons pr�esenter une mani�ere
pour un r�eseau de simuler en un sens plus faible une machine universelle�
Les sections qui suivent pr�esentent �

� un bref rappel sur les machines �a compteurs de Minsky �l�annexe A
est plus d�etaill�ee et pr�esente les r�esultats d�ind�ecidabilit�e ainsi que
l�id�ee de leur preuve
 �

� la m�ethode utilis�ee par Jancar dans �Jan��� pour prouver l�ind�ecidabilit�e
de la bisimulation et les modi�cations n�ecessaires a�n de l�adapter �a
l��equivalence � �

� en�n la preuve de l�ind�ecidabilit�e de ��

Remarque � bien que le r�esultat du th�eor�eme ����� nous su!se� nous avons en
plus �

� est co�semid�ecidable

En e�et� p � q ssi �M � MN � p �M � q �M � Or la non�bisimilarit�e est

semi�d�ecidable dans les r�eseaux de Petri �voir par exemple �Mil��� Chr����

�

����� Rappels sur les machines 	a compteurs

�A la di��erence des r�eseaux de Petri les machines �a compteurs sont
d�eterministes��

D�e�nition ������ Machines �a compteurs

Une machine �a compteurs est un triplet C # �Q�C� I
 o�u 


Q # fs�� s�� s�� � � � � sng est l�ensemble des �etapes �i	e	 un programme
s�equentiel� �

C # fc�� c�� � � � � cmg est l�ensemble des compteurs �i	e	 des registres �a
capacit�e in�nie� �

�C�est du moins cette d�enition que nous utilisons� �Iba��
 d�enit des machines non�
d�eterministes�
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I � Q � Ins d�e�nit pour chaque �etape l�op�eration �a e�ectuer� avec
I�sn
 # halte	

Nous prendrons comme types d�instructions possibles �ensemble Ins� 


ins� �� cl � � � si ajoute  au compteur cl et saute �a
l�instruction si

ins� �� si cl � �
alors cl �� � si
sinon sj

si le compteur cl est positif� alors on lui
soustrait  et on va �a si� sinon on passe �a
sj

ins� �� halte arr�ete la machine

i� j 
 f�� � � � � ng et l 
 f�� � � � � mg	
Un �etat de la machine est donn�e par un couple � # �s� 
 donnant l��etape

atteinte et le contenu des compteurs �s 
 Q et  � C � IN�	

Le comportement d�une machine �ses changements d��etat
 est donc donn�e
par �

�sk� 

ins��� �si�  � �cl


�sk� 

ins���

�
�si�  � �cl
 si �cl
 � �
�sj � 
 sinon

o�u �cl � C � IN est la fonction caract�eristique de cl �i�e� ��c
 # � ssi c # cl
�
Parmi les probl�emes ind�ecidables de �Min��� nous retiendrons les deux

suivants �

le probl�eme de l�arr�et �PBA
 pour une machine C et une con�gura�
tion  s�exprime comme suit �

«C s�arr�ete�t�elle en partant de �s�� 
 �»

le probl�eme de l�arr�et uniforme �PBAU
 pour une machine C s�exprime
comme suit �

«C s�arr�ete�t�elle en partant de �s�� 
 quel que soit  �»

Il est facile de passer d�une machine C # �Q�C� I
 �a un r�eseau la simulant
�faiblement
 et not�e NC # �PC� TC�WC� lC
 �

� PC
d�ef
# Q � C

� TC�WC sont d�e�nis comme suit �

� si I�sk
 est de la forme ins� nous ajoutons� sk
tk�� si � cl �

�L�ajout de M
t
� M � se fait en ajoutant t �a TC et l�ensemble d�arcs

f�M�p�� t�� �t�M ��p��� p � PCg �a WC �
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� si I�sk
 est de la forme ins� nous ajoutons sk � cl
tnz
k�� si et

sk
tz
k�� sj �

� en�n �t 
 TC � lC�t
 # t

La �gure 	�� explicite ces constructions�

Figure ��� � Des machines �a compteurs aux r�eseaux de Petri�

tk

sk

si cl

tkI�sk
 # ins�

I�sk
 # ins�
tnzk tzktnzk tzk

sjsi

cl sk sk

Exemple ��� � Une machine �a compteurs�
Prenons le petit programme ci�dessous �

s� � si c � � alors c� ���s�
sinon s�

s� � c� � ��s�
s� � c� � ��s�
s� � halte

Il se traduira par le r�eseau �
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s�

s�

tz�
tnz�

s�

t�

t�

s�

c� c�

Nous allons maintenant expliciter la mani�ere de simuler une machine �a
compteur par un r�eseau� Tout d�abord nous repr�esentons les �etats de la
machine par les marquages �

Notations ������ Soit � # �s� 
� un �etat de C� on note M� le marquage
repr�esentant � dans NC� i	e	 


M��x

d�ef
#

���
� si x # s
� si x 
 Q n fsg
�x
 si x 
 C

NC peut simuler C puisque s�il existe un pas �� �� dans C alors il existe
un pas M� � M�� dans NC� Mais il la simule en un sens faible puisque la
r�eciproque n�est pas n�ecessairement vraie �il su�t de prendre tzj qui peut
�etre franchie m�eme si cl est non�vide
�

����� La m�ethode de Jancar

Dans �Jan��� Jancar utilise PBA et propose une m�ethode g�en�erique
pour �etablir l�ind�ecidabilit�e d�une �equivalence sur les marquages � pour prou�
ver l�ind�ecidabilit�e d�une X��equivalence on construit deux variantes d�un
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r�eseau NC simulant faiblement une machine C telles que C s�arr�ete ssi les
deux variantes ne sont pas X��equivalentes�

Nous allons adapter cette m�ethode au cas de notre relation structurelle
�� Nous aurons ainsi �a ajouter un certain nombre d��el�ements �a NC pour
obtenir que le probl�eme de p� � p� soit �equivalent �a celui de l�arr�et de la
machine�

Le probl�eme di��ere de celui de Jancar �a cause du «�M 
 MN» de
notre d�e�nition �d�ef� 	�	�� p� ��
� Pour r�esoudre ce probl�eme nous allons
«diviser pour r�egner» � MN contiendra deux classes de marquages vis��a�vis
de � � ceux correspondant �a un �etat de la machine �que nous appellerons
valides
 et les autres� En rendant tous les marquages non�valides bisimilaires
nous ramenons le probl�eme �a l��etude des marquages valides i�e� �a ceux
simulant un comportement de C� Cependant il restera �a consid�erer le fait
que l��etat initial de la machine est sp�eci��e � nous ne sommes pas forc�ement
en s�� Pour r�egler ce probl�eme nous allons faire boucler le r�eseau au moins
une fois sur s� mais de mani�ere di��erente selon que p� ou p� sera marqu�ee�
Par suite nous pourrons utiliser PBAU�

����� Preuve du th�eor	eme �����

Pour construire nos r�eseaux nous allons ajouter �a NC un certain nombre
d��el�ements �

� deux places p� et p� �dont on voudra savoir si p� � p�
 �

� des transitions nous permettant de tricher �a tous les coups et qui de
plus �echangeront les jetons des places p� et p�� Ainsi le r�eseau simule
correctement la machine ssi il la simule sans tricher�

� une transition permettant de distinguer les places p� et p� �a la termi�
naison de C �

� nous allons ajouter en�n un certain nombre de transitions nous per�
mettant de distinguer les marquages valides des autres�

Nous justi�erons ces ajouts un peu apr�es�
Formellement nous cr�eons un r�eseau N # �P� T�W� l
 tel que �

� P # PC � P
�� P � # fp�� p�� p�g� La place p� nous servira �a di��erencier

p� et p��

� T�W� l incluent TC�WC� lC resp� et nous leur ajoutons �

�� une transition revenant sur s� sous la condition p� � sn � p�
tb
�

b

��
s� � p� �

	� son homologue sous la condition p� � sn � p�
tb
�

b

�� s� � p��



���� Calculabilite de � ��

�� une transition distinguant les conditions d�arr�et � sn � p�
tf 
f
� � �

�� pour tous les si tels que I�si
 # ins� �branchement
 des transi�
tions �echangeant un jeton entre p� et p� et trichant �i�e� faisant

croire qu�un compteur est vide
 � c� p� � si
te
i

tz
i� c� p� � sj et

c� p� � si
te
�

i

tz
i� c� p� � sj �

�� les transitions distinguant les marquages valides des non�valides �

�i� j 
 f�� 	� �g � pi � pj
tx
ij

x

�� pi � pj

�i� j 
 f�� � � � � ng � si � sj
tx
�

ij 
x
�� si � sj

�i 
 f�� � � � � ng � p� � �sn � pi

tb
�i
b� p� � �s� � pi


p� � �sn � si

tb
�

�i
b� p� � �s� � si


p� � �sn � si

tb
�i

b
� p� � �s� � si


p� � �sn � si

tb
�

�i

b
� p� � �s� � si


Nous allons expliquer ou justi�er maintenant ces divers ajouts �

� tb� et tb� ��g� 	��
 permettent de tenir compte du �M 
 MN de la
d�e�nition en faisant boucler la machine sur elle�m�eme�

En e�et le «�M 
 MN» de la d�e�nition 	�	�� a pour cons�equence de
laisser le compte�tenu des compteurs arbitraire �ce que nous r�esolvons
par PBAU
 et de faire d�ebuter le programme �a une �etape quelconque�
En faisant boucler la machine nous nous assurons de nous ramener �a
l��etape s� �dans le cas o�u la machine s�arr�eterait
�

� tb� et tb� ont en plus pour objectif avec tf  de di��erencier un retour sur
s� par p� d�un par p� gr�ace au transfert vers p��

Intuitivement elles seules permettent de distinguer p� de p� puisque
les autres transitions en sont ind�ependantes ou les utilisent de mani�ere
«sym�etrique» �

� les tei � t
e�
i ��g� 	��
 sont utiles pour montrer l�ind�ecidabilit�e� Elles ont

le m�eme e�et que tzi  mais les franchir signi�e toujours tricher�

Intuitivement �a partir de p� on ne pourra revenir plusieurs fois sur
s� qu�en trichant�

� les tb�i� t
b�
�i� t

b
�i� t

b�
�i ��g� 	��
 ont pour objectif de rendre tous les mar�

quages non valides bisimilaires en permettant l�imitation de tb� et tb��
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Figure ��� � Des transitions pour boucler de sn �a s��

tb� b

s�

tb�b

p�

NC

p�

f

p�

sn

tf

Figure ��� � Des transitions pour passer des jetons de p� �a p��

p�
p�

NC

c

si

sj

tei

et sym�etriquement pour p� et te
�

i �

tzi
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Figure ��� � Des transitions pour s�eparer les marquages�

tb
�

�i b

s�

sn
tb
�

�ib

p�

NC

p�

si

p�

et similairement pour tb�i et t
b
�i

� en�n les txij � t
x�
ij et tf nous permettront de s�eparer les marquages valides

des autres�

Nous pouvons maintenant aborder le lemme essentiel �

Lemme ����	� Dans N � p� � p� si et seulement si C ne s�arr�ete jamais�

en partant de s�	

Avant d�aborder sa preuve nous allons montrer que les marquages valides
et non valides sont bien s�epar�es par � d�es lors qu�on ajoute un jeton dans
une place pi� i 
 f�� 	� �g�

Lemme ������ Soient M�M � 
 MN tels que M soit valide et M � non	
Alors 


�i� j 
 f�� 	� �g � pi �M �� pj �M �

Preuve�

Nous allons simplement �enum�erer les cas d�invalidit�e d�un marquage �

� si M ��Q
 # M ��P �
 # �� Dans ce cas pj �M � est un marquage mort
mais pi �M ne l�est pas �

� soit M�sn
 # � alors pi � M permet de franchir une transition
de NC �

�i�e� C ne s�arr�ete pour aucune valeur des compteurs�
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� soit M�sn
 # � et pi �M peut tirer une des transitions tb�� t
b
� ou

tf �

� si M ��P �
 � � ou M ��Q
 � � alors pj �M � x
� ne peut �etre imit�e par

pi �M �

D�o�u le lemme�

Nous avons aussi besoin de montrer que p� et p� sont «neutres» dans le
cas de marquages non valides formellement �

Lemme ������ Pour tout marquage M non�valide� nous avons 


p� �M� p� �M

Preuve� Nous construisons la relation R telle que �

� IdMN

 R �

� pour tout marquage M non�valide �p��M
R �p��M
 et r�eciproque�
ment�

Il nous reste �a v�eri�er que R est une bisimulation�

Nous �etudions les di��erentes transitions �

� pour t 
 TC � ft
x�
ij gi�j�f�����g � ft

fg nous avons p�� p� �

�t donc �

p� �M R p� �M

t

��y ��yt
p� �M � R p� �M �

� pour t 
 ftei � t
e�
i gi nous obtenons �

p� �M R p� �M

tei

��y ��yte�i
p� �M � R p� �M �

� pour t 
 ftxijg il existe toujours t� 
 ftxijg telle que �

p� �M R p� �M

t

��y ��yt�
p� �M R p� �M
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� le cas le plus int�eressant est pour t 
 ftb�� t
b
�g�ft

b
�i� t

b�
�i� t

b
�i� t

b�
�igi�f������ng�

Si M
t
� alors trivialement �

p� �M R p� �M

t

��y ��yt
p� �M � R p� �M �

Consid�erons donc le cas M �
t
�� Nous allons �etudier les di��erents cas

d�invalidit�e du marquage� �

�� si M�sn
 # � �donc en particulier si M�Q
 # �
 alors p� �M �
t
�

et p� �M �
t
� �

	� si M�sn
 � � nous consid�erons les deux cas non exclusifs ci�
dessous �

�a
 M est de la forme sn�pi�M � �cas M�P �
 � �
 nous avons �

p� � sn � pi �M � R p� � sn � pi �M �

tb
�

��y ��ytb
�i

p� � s� � pi �M � R p� � s� � pi �M �

et d�autre part �

p� � sn � pi �M � R p� � sn � pi �M �

tb
�i

��y ��ytb�
p� � s� � pi �M � R p� � s� � pi �M �

�b
 M est de la forme sn�si �M � �cas M�Q
 � �
 nous avons �

p� � sn � si �M � R p� � sn � si �M �

tb
�

��y ��ytb��i
p� � s� � si �M � R p� � s� � si �M �

et d�autre part �

p� � sn � si �M � R p� � sn � si �M �

tb
�

�i

��y ��ytb�
p� � s� � si �M � R p� � s� � si �M �

R v�eri�e donc la propri�et�e de transfert� Par suite R est une bisimulation
et R � � nous donne le lemme�

�Il y a trois cas d�invalidit�e � M�Q� � �� M�Q� � � et M�P �� � ��
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La cons�equence directe des deux lemmes pr�ec�edents est �

p� � p� ssi M � p��M � p�� �M valide

Nous pouvons donc nous restreindre aux marquages valides �i�e� N simulant
faiblement la machine
�

Preuve du lemme ����	�

Soient � # �s� 
 l��etat de la machine di��erents cas se pr�esentent �a nous �

�� nous faisons un cas particulier pour s # s�� Nous avons �

s� 
M � �p� � p� ssi C ne s�arr�ete jamais


Or ce probl�eme que nous noterons D�PBAU �dual de PBAU
 est
ind�ecidable �voir le th�eor�eme A�	�� p� ���
�

	� si C s�arr�ete en partant de � # �s� 
 les transitions tb� et tb� font que
nous relan cons la machine dans un �etat �� # �s�� �
 donc nous sommes
dans le cas pr�ec�edent�

�� si C ne s�arr�ete pas en partant de � # �s� 
 nous savons qu�alors
M � p��M � p� ��Jan���
�

Il d�ecoule que d�ecider de p� � p� est �equivalent �a D�PBAU qui est
ind�ecidable�

p� � p� est donc ind�ecidable�

Conclusion

Nous avons maintenant cern�e les principales propri�et�es d�esirables pour
obtenir notre m�ethode de r�eduction �

�� �etre une congruence pour la mise en contexte �

	� telle que le quotient obtenu soit bisimilaire au syst�eme de d�epart �

�� �etre calculable si possible e�cacement�

La premi�ere approche � ne satisfait pas au dernier crit�ere� Nous allons
donc chercher une relation d��equivalence incluse dans � �ce qui nous assure
de la correction du quotient gr�ace au lemme 	�	�� p� �� et est n�ecessaire
puisque � est la plus grande permettant de quotienter
�
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Notes bibliographiques

La bisimulation a �et�e d�e�nie dans �Mil��� et �Par���� Elle est d�ecidable
pour quelques classes de r�eseaux �r�eseaux d��etats �nis et certaines classes
d��etats in�nis �BS�� CH��b� «Basic Parallel Process» �Kul�� CHS�	�

mais pas en g�en�eral ��Jan���
�

Elle poss�ede un bon nombre de variantes pr�esent�ees par exemple dans
�BDKP�� Wei��� ou plus g�en�eralement les �equivalences sur les r�eseaux sont
reli�ees dans �DDM�� Vog�� PRS�	�� Le lecteur pourra aussi consulter la
section ��� et les chapitres � et ��

�EN��� outre les r�esultats de Jancar pr�esente de nombreux r�esultats
d�ind�ecidabilit�e dans le cadre des r�eseaux de Petri� D�autres r�esultats de
complexit�e sont dans �JLL����

Sur la calculabilit�e en g�en�eral le lecteur pourra consulter avec pro�t
�Min��� et �Bri����



��



Chapitre �

La bisimulation de places

stricte

Nous �etudions dans ce chapitre une variante de � � la bisimulation de
places stricte �«stricte» par opposition aux versions d�eriv�ees que nous ex�
poserons dans la deuxi�eme partie
� Cette relation qui est calculable et pour
laquelle il existe un algorithme e�cace�

C�est Olderog qui le premier a propos�e une notion de bisimulation de
places dans �Old�� Old��a� o�u il utilise le terme de «strong bisimulation» �
M�eme si sa pr�esentation mettait en avant d�autres objectifs Olderog propo�
sait une m�ethode simple permettant de prouver que deux r�eseaux avaient les
m�emes processus concurrents� Pour cela Olderog proposait de mettre en re�
lation les places des deux r�eseaux d�une fa con v�eri�ant certaines contraintes
locales�

Dans �ABS��a� la proposition d�Olderog est corrig�ee et les propri�et�es
de la notion �revue
 de bisimulation de places sont �etudi�ees en d�etail� En
particulier il y est montr�e comment la bisimulation de place permet de
r�eduire les r�eseaux de Petri� C�est dans �AS�	� que les applications �a la
r�eduction sont mises en avant et qu�on montre comment la bisimulation de
places pr�eserve aussi certains aspects causaux des comportements� Un outil
informatique a �et�e r�ealis�e pour impl�ementer les algorithmes ��P��	�
�

Dans ce chapitre la premi�ere section �etablit le lien entre � et la bisi�
mulation de places stricte �que nous abr�egerons par BdPS 
 et donne les
propri�et�es de base� Ensuite nous nous int�eressons �a l�existence d�une plus
grande BdPS not�ee B�N
�

Les deux sections suivantes pr�esentent la m�ethode de r�eduction dans sa
globalit�e ainsi qu�une propri�et�e caract�eristique des BdPS� De cette propri�et�e
nous d�eriverons un algorithme de calcul de B�N
�

Ensuite nous �etudions le co�ut th�eorique de la r�eduction et pr�esentons
un exemple de d�eroulement de l�algorithme�

��
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Nous terminons par quelques remarques g�en�erales sur les bisimulations
de places et sur diverses s�emantiques d�ordre partiel�

�
� La bisimulation de places stricte

Nous allons rechercher une �equivalence qui soit incluse dans � ce qui
permettra de conserver le th�eor�eme du quotient correct et qui en soit une
approximation calculable� En�n nous montrerons qu�elles di��erent�

����� De � 	a la bisimulation de places stricte

Nous d�e�nissons �

D�e�nition ������ Bisimulation de place stricte
Soit N un r�eseau et B � P 	 P une relation r�e�exive entre ses places	

Nous dirons que B est une bisimulation de place �stricte
 ssi B est une
bisimulation classique	

Une premi�ere cons�equence est que B � � �

Remarque sur la r�e	exivit�e � il est essentiel de savoir� lorsqu�on r�eduit� si le
r�esultat est «aussi petit que possible» � Dans notre cas� cela se ram�ene �a l�existence
d�une plus grande bisimulation de places� i�e� au fait que l�union de deux bisimu�
lations de places est inclue dans une bisimulation de places� Nous allons montrer
que la r�e�exivit�e est n�ecessaire et su!sante �

n�ecessaire � Soient B et B�� deux relations sur les places d�un r�eseau N � telles
que B et B� soient des bisimulations classiques� Si nous n�exigeons pas la
r�e�exivit�e� nous n�avons pas n�ecessairement une relation qui inclue B et B�

et qui soit une bisimulation de place� La 	gure ��� donne un exemple�

Sur cette 	gure� nous avons B dessin�ee en pointill�es et nous prenons B� 

IdP � Il n�existe pas de relation contenant B et B� qui soit une bisimulation
de place�

En fait� nous identi	ons par B des places non��equivalentes � nous ne pouvons
remplacer un jeton de p� par un jeton dans p� que si nous rempla�cons dans
le m�eme temps un jeton de p� par un de p��

su
sante � nous avons la proposition suivante �

Proposition ������ �ABS�	a


Si B et B� sont deux bisimulations de places� alors la fermeture sym�etrique
et transitive de B 	B� est une bisimulation de place sur N �

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant �

Lemme ������ �ABS�	a


Si B� et B� sont deux relations r�e�exives sur P � alors 

�B� 	B�� 
 �B� 	B�
�
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Figure ��� � Pourquoi la r�e�exivit�e �

B

N

p�

N

p�

p� p� p� p�p�p�p�p�

Preuve� La direction #�$ est �evidente� Nous voyons la preuve de l�autre
inclusion�

Notons B pour �B� 	B��� Si M�BM�� nous savons que M� est de la forme
fp�� � � � � png et M� de la forme fq�� � � � � qng� avec piBqi pour i 
 �� � � � � n�
�Etant donn�ee la d�e	nition de B� nous savons que si piBqi� il existe une
s�equence �i 
 �p

�
i � p

�
i � � � � � p

ki
i  telle que pi 
 p�i � qi 
 pkii et pj��i Rj

ip
j
i pour

j 
 �� � � � � ki� et o�u Rj
i � fB�� B�g� Les s�equences �i n�ont pas forc�ement

toutes la m�eme longueur� mais il est possible de les rendre toutes d�une
longueur k commune en ins�erant des s�equences pjiR

j
ip

j
i � les R

j
i �etant des

relations r�e�exives�

Il est possible de la m�eme fa�con de rendre tous les Rj
i �i 
 �� � � � � n� j

	x�e �egaux �a un m�eme Rj� en allongeant �eventuellement les s�equences �a une
longueur k�� Si nous notons M�� � � � �Mk� les marquages d�e	nis par M j 

fpj

�
� � � � � pjng� alors M

� 
M�� Mk� 
M� et M j��RjM j pour j 
 �� � � � � k��

Nous en d�eduisons que M��Rk� � � � ��R�M�� et donc que M��B� 	B�
�
M��

chaque Rj �etant B� ou B��

La preuve de la proposition ����� se d�eroule alors comme suit �

Preuve� Supposons queM�BM� �o�u B 
 B�	B�� Le lemme ����� dit que
M�RM� o�u R est de la forme Rk � � � ��R� �le choix des Ri d�ependant de M�

et M�� R est une bisimulation puisqu�elle est la compos�ee de Bi� Donc tout

M�

t��M �
� peut �etre imit�e par un M�

t��M �
�� tel que M

�
�RM

�
� et l�t� 
 l�t��

Comme R � B� nous en d�eduisons M �
�BM

�
�� Un raisonnement similaire peut

�etre e�ectu�e a	n d�imiter un pas M�
t��M �

��

Donc B est une bisimulation de places stricte� et une �equivalence par con�
struction�



�� CHAPITRE �� LA BISIMULATION DE PLACES STRICTE

La proposition ����� se g�en�eralise de deux �a un nombre quelconque de bisim�
ulations de places�

�

Nous allons maintenant nous int�eresser �a l�existence et au calcul d�une
plus grande bisimulation de places stricte�

�
� Plus grande bisimulation de places stricte

Nous avons les propri�et�es suivantes �

Proposition ������ �Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l
 et B�B� des
BdPS� nous avons 


	 IdP � B��� B �B�� eB sont des BdPS sur N �

�	 B�N

d�ef
#
S
fB � B BdPS sur Ng est la plus grande bisimulation de

place stricte sur N 	

�	 B�N
 est une relation d��equivalence sur P �

�	 B�N
 �� et parfois B�N
 �#�	

Preuve�

� � est une simple cons�equence de la d�e�nition et de la proposition ����	
puisque eB peut �etre vue comme la fermeture sym�etrique et transitive
de B �B�

� 	 vient de B�N
 # gB�N
 et de la proposition ����	 appliqu�ee �a l�union
�qui est �nie puisque le nombre de relations d��equivalences sur les
places l�est
�

� � d�ecoule de �

pBq � �M� M � pBM � q �IdP � B

� �M� M � p�M � q �B � � 

� p � q

� la �gure ��	 prouve que l�inclusion est parfois stricte� En e�et nous
avons �M 
 MN � M � p�M � q et donc p � q� De m�eme la
bisimulation de place r�eclamant que les marquages atteints aient la
m�eme taille il est facile de voir que �p� q
 �
 B�N
� C�est un des points
essentiels s�eparant B�N
 de ��



���� Reduire gr�ace �a B�N
 ��

2

a a

q

p � q

�p� q
 �
 B�N


p

N

Figure ��� � B�N
 est plus forte que ��

�
� R�eduire gr�ace 	a B�N�

Le th�eor�eme du quotient correct �th�eo� 	�	�� p� ��
 a pour corollaire
imm�ediat �

Corollaire ������ Soit N un r�eseau	 Alors pour tout marquage M 
 MN

nous avons 


�N�M
� �N�B�N	�M�B�N	


Nous pouvons maintenant r�eduire le r�eseau en « fusionnant» les places
bisimilaires puis en �eliminant les transitions redondantes� Formellement �

D�e�nition ������ Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau et t� t� 
 T 


t v t�
d�ef
�� ��t� n �t # t�� n t�
 � �l�t
 # l�t�



Cela impose entre autre que �t � �t� et t� � t��	 Intuitivement� t peut faire
la m�eme chose que t�� mais en «bouclant moins» 	

Nous avons les propri�et�es suivantes �

Proposition ������ Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau	

	 �t v t�
� ��M
t�
�M � � M

t
�M �
 �

�	 v est un pr�e�ordre �i	e	 r�e�exif� transitif� partiel sur T �

Preuve� La propri�et�e ��
 d�ecoule directement des d�e�nitions�



�
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Pour �	
 v est r�e�exif et partiel par construction� La transitivit�e
s�obtient facilement �

�t v t�
 � �t� v t��


�

���
�t� n �t # t�� n t�
�t�� n �t� # t��� n t��
�t � �t� � �t�� et t� � t�� � t���

� �t�� n �t # t��� n t�

� t v t��

Nous d�e�nissons alors comment r�eduire le nombre de transitions �

D�e�nition ����	� Transition redondante� �elagage
�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous dirons qu�une transition

t� 
 T est redondante �dans T 
 si il existe t 
 T telle que t v t�	
Nous dirons que T est �elagu�e s�il ne contient pas de transition redon�

dante	
Pour N # �P� T�W� l
� nous notons �elag�N


d�ef
# �P� T�elag�W�T�elag � l�T�elag


un r�eseau tel que 


� T�elag � T �

� �t 
 T� �t� 
 T�elag � t� v t �

� T�elag est �elagu�e	

Remarques �

�� Nous pouvons aussi d�e	nir v par la relation de �ot �

t v t�
d�ef
�� �

t
��

t�
� � �l�t 
 l�t�

�� Cette relation s��etend naturellement aux s�equences et pas parall�eles �

� v ��
d�ef
�� ���� n �� 
 ��� n �� � �l�� 
 l���

� v ��
d�ef
�� ���� n �� 
 ��� n �� � �l�� 
 l���

� v �
d�ef
�� ��� � seq�� � � v ��

� v ��
d�ef
�� �� � seq�� � � v ��

�

La propri�et�e suivante d�ecoule de la proposition ������� �

Proposition ������ Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau 


�M 
MN � Id � �N�M
� ��elag�N
�M




���� Reduire gr�ace �a B�N
 �	

Soit N le r�eseau �a r�eduire nous d�e�nissons le r�eseau r�eduit par �

Nr
d�ef
# �elag�N�B�N	


et pour un syst�eme � # �N�M
 nous avons �

�r
d�ef
# �Nr�M�B�N	


Remarque � il est facile de voir que la r�eduction est «maximale»� i�e� �

�Nrr � Nr

�o�u � est l�isomorphisme des graphes�

�

Th�eor�eme ������ Pour � # �N�M�
 un syst�eme� nous avons 


R��
�B�N	 # R���B�N	


La preuve se d�eduit facilement de la d�e�nition de ��B�N	 et du lemme
	�	�� p� ���

Remarques �

�� Le th�eor�eme ����� montre que nous conservons un grand nombre de pro�
pri�et�es de R�"� en particulier la semi�lin�earit�e �utilis�ee fr�equemment pour
des probl�emes de d�ecidabilit�e� voir �EN����

�� La fusion de place n�est pas compatible avec la restriction �a des r�eseaux sans
�ego�concurrence� Nous verrons que cette restriction est souvent n�ecessaire
pour avoir un ra!nage correct �vis��a�vis de relations d��equivalence�

�� On pourrait croire� en se restreignant aux r�eseaux saufs� que la d�e	nition
de forme quotient fait « inutilement» la somme des marques �et rend le
r�eseau non�sauf� On aimerait pouvoir combiner r�eduction avec l�op�eration
de diviser tous les poids entrant%sortant dans une place donn�ee par le m�eme
facteur� Tr�es informellement� cela fonctionne sauf dans le cas g�en�erique ci�
dessous� o�u deux processus asynchrones sont initi�es par la m�eme transition �

a a

bb b

N Nr



�� CHAPITRE �� LA BISIMULATION DE PLACES STRICTE

De fait� les r�eseaux saufs expriment le parall�elisme uniquement dans sa di�
mension structurelle �i�e� deux transitions concurrentes sont toujours deux
n uds distincts� De ce point de vue� la bisimulation de places stricte fait
un repliage passant du parall�elisme structurel �a celui dynamique�

�� Il est �a noter que la bisimulationde places stricte permet de d�eriver une notion
de quotient canonique au sens o�u il o�re un repr�esentant unique �modulo
isomorphisme d�une classe de syst�emes bisimilaires de places� Ce ne sera
pas toujours le cas�
�Etant donn�e un syst�eme �N�M � avec N 
 �P� T�W� l� nous dirons qu�une
place p � P est statiquement atteignable ssi il existe p� �M telle que p�W �p�
i�e� qu�il existe un chemin orient�e d�une place marqu�ee initialement jusqu��a
p�

Nous notons k�N�M k le syst�eme obtenu en �eliminant toutes les places non
atteignables �statiquement� Nous pouvons d�e	nir une relation d��equivalence�
not�ee �s� telle que �

D�e�nition �����

�N�M  �s �N
��M �

d�ef
�� k�Nr �Mrk � k�N �

r �M
�
rk

o�u � est l�isomorphisme entre les r�eseaux �etendu naturellement aux mar�
quages�

�

La BdPS v�eri�e deux des objectifs que nous nous �etions �x�es � quotienter
par fusion de places en restant bisimilaires� Nous allons maintenant �etudier
le calcul de B�N
 pour un r�eseau donn�e�

�
� La propri�et�e de transfert local

Tester si une relation B est une bisimulation de place est un probl�eme �a
premi�ere vue complexe� En e�et il s�agit de v�eri�er que B est une bisimu�
lation�

Une premi�ere am�elioration est possible gr�ace �a l�additivit�e de la BdPS
�prop� 	�	�� p� ��
� Informellement nous pouvons nous restreindre �a

l�imitation de pas �t�
t�� t�

� par des pas �t�
t�� t�

� o�u �t�B
�t� t��Bt��

et l�t�
 # l�t�
� C�est la d�emarche adopt�ee par �ABS��a��
Nous allons donner ici un crit�ere n�ecessaire et su�sant pour caract�eriser

les BdPS et obtenir des algorithmes simples�

D�e�nition ��	��� La propri�et�e de transfert local
�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous dirons qu�une relation

R � P 	 P a la propri�et�e de transfert local ssi 


Pour tout pas �t
t
� t� et tous p� q 
 P tels que p 
 �t et pRq il

existe t� 
 T telle que� �t� p� q
t�
�M �Rt� et l�t
 # l�t�




���� La propriete de transfert local ��

ce qui peut s�exprimer plus simplement par le diagramme suivant 


�t R �t� p� q

�t
a

��y ��yt�
a
t� R M

La propri�et�e de transfert local est donc la propri�et�e de transfert pour R

�voir d�ef� 	���� p� ��
 restreinte �a l�imitation de pas �t
t
� t� �a partir de

marquages ne di��erant que d�une place� Il est �evident que dans un r�eseau
�ni la v�eri�cation de cette propri�et�e peut se faire en un nombre �ni d��etapes�

Nous avons le th�eor�eme fondamental suivant �

Th�eor�eme ��	��� �Etant donn�es un r�eseau N # �P� T�W� l
 et B � P 	 P
une relation r�e�exive et sym�etrique v�eri�ant la propri�et�e de transfert local�
B� �sa fermeture transitive� est une bisimulation de place stricte	

Preuve� Il nous su�t de prouver que B est une bisimulation classique
c�est��a�dire qu�elle v�eri�e la propri�et�e de transfert� B �etant sym�etrique nous
n�avons �a prouver qu�un sens de la propri�et�e de transfert�

Consid�erons deux marquages M�B�M� et un pas M�
t�� M �

�� Plusieurs
cas se pr�esentent �

�� si M�BM� �

�a
 supposons queM� # M��p�q avec pBq� Si M� # �t� le transfert

local nous permet de dire qu�il existe un pas M�
t�� M �

� avec
M �

�BM
�
� avec l�t�
 # l�t�
� Sinon M� est de la forme �t� �M ��

� �

Si p 
 M ��
�  alors M�

t�� M �
� � p� q imite M�

t�� M �
�� Si p 
 �t�

alors par la propri�et�e de transfert il existe un pas �t��p�q
t��M �

avec l�t�
 # l�t�
� On peut donc imiter M�
t�� M �

� par M�
t��M �

�

avec M �
�BM

�
� ou& M

�
� # M ��

� �M � et M �
� # M ��

� � t�
�

�b
 sinon il existe un ensemble de marquages tels que

M� # M�BM�B � � �BMk # M��

avec M i # M i�� � pi � qi et piBqi� i # �� � � � � k� Dans ce cas

M� t��M �
� peut �etre imit�e par un M� u��M �� car on retombe dans

le cas pr�ec�edent� L�imitation peut se propager jusqu��a M� #
Mk uk� M �k� L�imitation se fait avec t� # uk et M �

� # M �k�
CommeM �

�BM
��B � � �BM �k nous avonsM �

�B
�
M �

� soitM
�
�B

�M �
�

puisque B est r�e�exive �lemme �����


	� si M�B�M� il est possible de d�ecomposer en une s�equence M� #
M�BM� � � �BMk # M� et d�utiliser le cas pr�ec�edent pour construire
une imitation M�

u
�M �

��



�� CHAPITRE �� LA BISIMULATION DE PLACES STRICTE

Il est �evidemment facile de voir qu�une BdPS v�eri�e la propri�et�e de
transfert local� Nous en d�erivons le corollaire suivant �

Corollaire ��	��� Caract�erisation des BdPS
�Etant donn�es un r�eseau N # �P� T�W� l
 et B � P 	 P une �equivalence

sur les places du r�eseau	 Alors B est une bisimulation de places stricte ssi
elle v�eri�e la propri�et�e de transfert local	

Comme la propri�et�e de transfert local est v�eri�able en un temps �ni �pour
un r�eseau �ni
 et que le nombre de relation d��equivalence sur les places est
�ni nous avons �

Proposition ��	�	� B�N
 est calculable

Le transfert local est donc une propri�et�e v�eri�able en un temps �ni et
caract�eristique des BdPS� Nous avons donc tout ce qui est n�ecessaire pour
calculer B�N
 et Nr� Les sections suivantes traitent de ces op�erations�

�
� Calcul de B�N�

�A la simple lecture de la propri�et�e de transfert local et gr�ace au corollaire
����� nous posons l�algorithme suivant �

Algorithme ������ Calcul de B�N

Soit le r�eseau N # �P� T�W� l
 


	 B # P 	 P 	

�	 Tester si B a la propri�et�e de transfert local� i	e	 


� s�il existe t 
 T� p 
 �t� q 
 P avec pBq tels qu�il n�existe pas
de t� 
 T de m�eme �etiquette� tirable �a partir de �t � p � q et
atteignant un marquage M � t	q	 t�BM �� alors �eliminer les paires
�p� q
 et �q� p
 de B et recommencer l��etape �	

� sinon� B a la propri�et�e de transfert local	

�	 B est la plus grande bisimulation de place� i	e	 B # B�N
	

Remarque � ce type d�algorithme� ra!nant une relation et cherchant un point

	xe� est classique� La m�eme m�ethode est utilis�ee pour le calcul de � dans les

syst�emes d��etats 	nis �voir �BS����

�

Nous �etudions maintenant sa terminaison et sa correction�



���� Co�ut theorique de la reduction ��

��
�� Terminaison de l�algorithme

Pour tout r�eseau N  la boucle � termine puisqu�elle ne contient que des
parcours d�ensembles �nis�

L�algorithme termine car il y a au plus n�P � nP paires �a enlever� Or
apr�es chaque parcours de la boucle sur t 
 T �

� soit on a �elimin�e au moins deux paires � �p� q
 et �q� p
 qui �etaient dans
B �car nous avons la condition B�p� q

 et B a diminu�e �

� soit on n��elimine aucune paire B est stable le point �xe est atteint et
nous avons termin�e�

��
�� Correction de l�algorithme

De par sa construction l�algorithme nous assure qu��a l�issue B a la pro�
pri�et�e de transfert faible�

Le point important est donc de v�eri�er que B est la bisimulation de place
cherch�ee c�est��a�dire la plus grande� B�N
 est incluse dans B au d�epart de
l�algorithme puisque B # P 	 P � De plus si l�on enl�eve �p� q
 et �q� p

c�est parce que p et q ne sont pas bisimilaires car B�N
 � B� Donc apr�es
chaque boucle 	 nous avons B�N
 � B et par cons�equent en �n de parcours
B # B�N
�

�
 Co�ut th�eorique de la r�eduction

Dans cette section nous a�nons le calcul du co�ut de la r�eduction�
Soit un r�eseauN # �P� T�W 
 nous introduisons les notations suivantes �

Notations ������ Param�etres d�un r�eseau
Pour une partition de sommets �P et T �� nous d�e�nissons les degr�es

entrant� sortant et global par 
���
dT � # maxt�Tfjt�jg� le degr�e sortant des transitions �
d�T # maxt�Tfj

�tjg� le degr�e entrant des transitions �
dT # maxt�Tfj�tj� jt�jg� le degr�e des transitions �

et similairement pour d�P � dP � et dP 	
Nous appellerons degr�e du r�eseau le nombre d # maxfdP � dTg	
Nous notons 
���
nP # jP j� le nombre de places �
nT # jT j� le nombre de transitions �
nW # jf�x� y
 
 �P � T 
� � W �x� y
 � �gj� le nombre d�arcs �

Il est facile de voir que nP �dP � nW � nT �dT 	
Nous appellerons taille du r�eseau le nombre nP � nT 	



�� CHAPITRE �� LA BISIMULATION DE PLACES STRICTE

Th�eor�eme ������ Le co�ut de la r�eduction est alors en 


O�n�T � log�nT 
�n
�
P �d

dT��
T �dP 


soit en O�n�T � log�nT 
�n
�
P 
 pour les familles de r�eseaux o�u les degr�es sont

born�es par une constante	

Nous allons maintenant d�etailler le co�ut maximal th�eorique de chaque
�etape et �etablir la preuve du th�eor�eme�

����� L�algorithme impl�ement�e

Il est simplement calqu�e sur la recherche d�un point �xe et sur celui
donn�e en ����� p� �� �

fonction B �N � un r�eseau� � une relation sur P

B � une relation sur P

B�stable � un bool�een

B � P 	 P

B�stable � vrai

R�ep�eter

Pour t� parcourant T

Pour p parcourant �t�
Pour q parcourant P�fpg

Si ��p� q� 
 B�

et non �est�imitable �t�� p� q�B��
Alors B � B � f�p� q
� �q� p
g

B�stable � faux
fsi

fpour fqg

fpour fpg

fpour ft�g

fInvariant � B�N  � B �donc B r�eflexive� et B est sym�etriqueg

jusqu��a B�stable

fB�N  � B et B a la propri�et�e de transfert local donc B�N  
 Bg

Retourne B

o�u la fonction est�imitable �t�� p� q� B� teste s�il existe une transition
t� telle que �

�t� B �t� � p� q

t�
a

��y ��yt�
a
t�
� B M

Cette fonction est cod�ee comme suit �
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fonction est�imitable �t�� p� q� B� � un bool�een

Pour t� parcourant T�ft�g
Si l�t���l�t��

et est�tirable �t��
�t� � p� q�

et sont�reli�es �B� t�
�� �t� � p� q � �t� � t�

��
Alors retourne vrai

fpour ft�g

Retourne faux

o�u les fonctions est�tirable �t� M� et sont�reli�es �B� M� M ��

testent respectivement M
t
� et MBM ��

����� Calcul de la complexit�e

Nous allons �etudier la complexit�e de chaque �etape �

le test du lien entre deux marquages �sont�reli�es �B�M�M��
 re�
vient �a tester tous les arrangements possibles pour les supports de M
et M� soit ddTT possibilit�es �

En fait nous verrons �preuve de la prop� ����	
 qu�il est possible de
faire les comparaisons avec B� qui est une relation d��equivalence� Par
suite nous pouvons le faire en temps dT �

le test de franchissement �est�tirable �t�M�
 revient �a v�eri�er l�inclusion
de deux multi�ensembles de taille d�T et peut �etre fait en temps lin�eaire �

la recherche de t� �est�imitable �t�p�q�B�
 se fait donc en temps
O��nT � �
��ddTT � d�T 

 �

les trois boucles imbriqu�ees �sur t�� p� q
 donnent donc une complex�
it�e de nT �nP �d�T ��nT � �
��dT � d�T 
�

En e�et nous pouvons consid�erer que les autres tests de l�algorithme sont
faits en temps constant�

Dans la suite nous appellerons �etape le parcours complet des trois boucles
imbriqu�ees�

Il nous reste donc �a �evaluer le nombre maximal d��etapes n�ecessaires�
Nous allons nous baser sur un version l�eg�erement modi��ee de l�algorithme�

Proposition ������ On a au plus np � � �etapes dans l�algorithme �	�		

Preuve� Remarquons tout d�abord qu�un cas particulier du th�eor�eme
����	 p� �� est B # B��

Dans l�algorithme ����� �not�e A
 nous pouvons donc faire la recherche
d�une imitation en utilisant B�� Puisque est�imitable �t�� p� q�B

�� im�
plique est�imitable �t�� p� q�B� nous obtenons un algorithme �appel�e A�

a priori plus lent�
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Dans A� si B�� ne change pas au cours d�une �etape B non plus� Alors
nous avons le point �xe et B� # B�N
� Or le nombre maximal de classes
dans B� est nP  donc nous e�ectuerons au maximum nP � � �etapes �dans
A�
�

Comme A converge au moins aussi rapidement nous avons au maximum
nP � � �etapes �dans A
�

En cumulant tous ces r�esultats nous avons un co�ut en O�n�T �n
�
P �d

�
T 
 pour

le calcul de B�N
�

����� Fusion des places bisimilaires

Il s�agit de re�diriger les arcs soit au plus nW op�erations si B�N
 # P	P 
donc en O�nP �dP 
�

����� �Elagage

La relation v est un ordre partiel sur T � Il est facile de voir que dans le
cas o�u aucune transition n�est redondante le co�ut est en O�nT � log�nT 

�

En e�et v revient �a trier les transitions selon trois possibilit�es �plus
petite plus grande non li�ee
 avec un ordre total� Ce type de tri est en
O�n� log�n

 pour n �el�ements �a trier�

�
� Un exemple

Nous reprenons le r�eseau d�ecrivant la �le FIFO et le doublons a�n de
simuler deux canaux� Nous avons le r�eseau de la �gure ����

Pour cet exemple le prototype d�evelopp�e donne le r�esultat suivant �

B�fifo�	�

Strict place bisimulation results �

�����������������������������������


 p��� p �


 p�� p� �


 p�� p	 �


 p�� p� �


 p� �


 p� �

�Ce qui revient en fait �a n�enlever les places qu��a la n de chaque �etape�
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Figure ��� � Une �le FIFO �a deux tampons et deux canaux
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Pract Theo

Nb of loops � ��

Nb of t	 	�� ����

	 seconds� � to compute B�N��

Reduction �

�����������

�P� �T� degrees of P�T

N �� � � 

Nr � � 	� 

�Nr saved to red�fifo�	�net�

Nous avons donc apr�es r�eduction le syst�eme de la �gure ����

�
� Bisimulation de places stricte et s�emantiques
d�ordre partiel

Nous nous contentons de redonner ici quelques r�esultats� Le lecteur
int�eress�e pourra se reporter au chapitre � de �Aut���� En fait nous allons
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Figure ��	 � Le r�eseau r�eduit�
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voir que notre m�ethode de r�eduction conserve une partie du parall�elisme
�quitte �a transformer un parall�elisme structurel en parall�elisme dynamique
lors du passage de N �a Nr
� Par contre il est facile de voir que la fusion
des places va modi�er les relations de causalit�e� C�est pour cette raison que
la bisimulation pomset ne nous permettra pas de quotienter correctement�

Nous donnons tout d�abord une id�ee informelle des di��erentes variantes
de la bisimulation �

� bisimulation concurrente �NT�� GV��� � la possibilit�e de tirer simul�
tan�ement un ensemble de transitions est respect�ee

� bisimulation partial word �Vog��� � le tir d�un pomset�step � est imit�e
par le tir d�un pomset�step �� qui peut �etre plus parall�ele que � dans
la mesure o�u il contient les m�emes d�ependances entre transitions que
� sauf certaines qui ont pu �etre omises

� bisimulation pomset �BC�� GV��� � le tir d�un pomset est imit�e par
le tir d�un pomset identique� Les d�ependances entre transitions sont
strictement respect�ees

� bisimulation de processus �AS�	� � non seulement les d�ependances en�
tre transitions sont respect�ees mais aussi le mouvement des jetons
permettant de tirer ces transitions�

���� Quelques bisimulations bas�ees sur les ordres partiels

Nous donnons maintenant les d�e�nitions formelles de ces bisimulations�
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D�e�nition ������ R � MN 	MN � est une � � bisimulation entre deux
syst�emes � # �N�M�
 et �� # �N ��M �

�
 �pour � 
 fi� c� pw� pom� prg� ssi
M�RM

�
� et si pour tout M�RM

�
�

� �bisimulation concurrente� � # c et tout pas M�
	
�� M�� 
 
 M�T 


dans N peut �etre imit�e par M �
�

	�

�� M �
� dans N

�� avec lN�

 # lN ��
�

et M�RM

�
�� et r�eciproquement�

� �bisimulation partial word� � # pw et tout pas pomset M�
�

��� M�

dans N peut �etre imit�e par M �
�

��
��� M �

� dans N
�� avec ��  � et

M�RM
�
�� et r�eciproquement�

� �bisimulation pomset� � # pom et tout pas pomset M�
�

��� M� dans

N peut �etre imit�e par M �
�

�
���M �

� dans N
�� avec M�RM

�
�� et r�ecipro�

quement�

� �bisimulation de processus� � # pr et tout processus M�
C�f
� M� dans

N peut �etre imit�e par M �
�
C�f �
� M �

� dans N
�� avec M�RM

�
�� et r�ecipro�

quement	

Nous pouvons �etablir la hi�erarchie suivante entre les bisimulations que
nous venons de d�e�nir �

Lemme ������

N� prN
� � N� pomN

� � N� pwN
� � N� cN

� � N�N �

Aucune de ces implications ne peut �etre transform�ee en une �equiva�
lence �GV�� Vog�� AS�	��

Pour toutes ces bisimulations nous obtenons des versions adapt�ees de la
bisimulation de places �

D�e�nition ������ Pour � 
 fc� pw� pom� prg� nous dirons qu�une relation
B� � P 	 P est une ��bisimulation de places ssi B� est une ��bisimulation	

Nous avons l�analogue du point 	 de la proposition ��	�� donnant l�existence
d�une plus grande ��bisimulation de place sur un r�eseau not�ee B��N
 qui
soit une �equivalence�� Nous pouvons donc d�e�nir de mani�ere analogue �a
	�	�� p� �� le syst�eme quotient ��B��N	� Le paragraphe suivant explicite les
liens entre les di��erentes bisimulations de places�

�En e�et� ce th�eor�eme repose sur le lemme 	���	� p� �� qui n�exige que la r�e�exivit�e de
la relation�
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���� Classi�cation des bisimulations

D�apr�es la d�e�nition ����� et le lemme ����	 il est clair que �

Bpr�N
 � Bpom�N
 � Bpw � Bc�N
 � B�N


Mais de plus nous avons le th�eor�eme suivant �

Th�eor�eme ����	� Soit N un r�eseau de Petri� alors 


Bpw�N
 # Bc�N
 # B�N


Ce th�eor�eme d�ecoule directement du th�eor�eme ��� de �Aut���� La preuve
�etant longue et technique nous invitons le lecteur int�eress�e �a se reporter au
manuscrit pr�ecit�e�

Nous terminerons cette section en notant que Bpom�N
 ne nous permet
pas de quotienter de mani�ere satisfaisante� En e�et nous ne pouvons donner
l�analogue du th�eor�eme du quotient correct �th�eo� 	�	�� p� ��
�

Remarque sur le th�eor�eme ����� � en fait dans les autres cas� ce th�eor�eme ne
s��etend que parce que nous imitons une transition� Typiquement� le cas pomset ne
marche pas car �

M1

M’1

M’’3

M2

M’21

M’22

M’’2

[t]

[t’]

[]-1

t

t’

[]-1

[]-1

[]-1

mais on ne peut garantir �t� 
 t� 
 � ce qui est contraire �a la pomset �voir �a ce
sujet l�exemple ����

Explication � la fusion perturbe les causalit�es�

Pourquoi cela fonctionne�t�il avec Bpr�N  & Dans la pr�bisimulation� il faut

aussi respecter la fa�con dont les jetons se d�eplacent� i�e� on a des structures causales

isomorphes�

�

Sur la �gure ��� en disposant deux jetons dans p� et un dans p� le seul
pomset tirable est «a et a en parall�ele» � Par contre avec deux jetons dans
�p�� et un dans �p�� il est possible de tirer le pomset «a suivi de a» dans
N��

La BdPS conserve donc une partie du parall�elisme mais pas les causal�
it�es�
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Figure ��� � On ne peut quotienter avec Bpom�N
�
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�
� Des bisimulations de places en g�en�eral

Nous pouvons adapter la notion de bisimulation de place aux variantes
de la bisimulation �

B� est une ��bisimulation de places ssi B� est une '�bisimulation
entre les marquages�

D�es lors qu�une '�bisimulation entre les marquages est d�e�nie par une
«variante» de la propri�et�e de transfert nous avons �

Th�eor�eme ����� Lorsqu�elles existent� les plus grandes ��bisimulations de
places sont calculables	

Avant d�aborder la preuve du th�eor�eme ����� nous allons pr�eciser quels
types de modi�cations nous nous autorisons apporter �a la propri�et�e de trans�
fert �

� le cas de la pomset montre bien qu�il est di�cile d� assouplir les con�

ditions �M�BM� et �M�
t��M �

� �

� nous pouvons par contre modi�er notre mani�ere d�imiter �

� en autorisant des s�equences avec des marquages interm�ediaires

donc remplacer �t� 
 T � M�
t�� M �

� par ���� � � � � �n � M� #
M� ��� M� � � �Mn�� �n� Mn # M �

� avec des contraintes sur n ou
sur les �i� Nous ne pouvons pas mettre de contrainte d�ependant
des marquages puisque les bisimulation de places en font abstrac�
tion mais nous pouvons p�ex� demander �a ce que les s�equences
aient une certaine �etiquette�
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� en demandant que certains marquages soient reli�es�

Ces possibilit�es couvrent la gamme des bisimulations prenant en compte
les actions internes que nous �etudierons dans la partie suivante ��  bisimu�
lation de �semi�
branchement � et (
�

D�e�nition ����� Transfert semi�local
�Etant donn�es un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous dirons qu�une relation

d��equivalence B � P 	 P v�eri�e le transfert semi�local ssi 


�t� B M

�t�

��y ��yt�
l�t�	
t�
� B M �

Le th�eor�eme ����� devient alors une simple cons�equence du suivant �

Th�eor�eme ����� �Etant donn�es un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous dirons
qu�une relation d��equivalence B � P 	 P v�eri�e la propri�et�e de transfert ssi
elle v�eri�e celle du transfert semi�local	

Preuve� Le th�eor�eme ����� d�ecoule de l�additivit�e �prop� 	�	�� p� ��
 et du
fait que l�atteignabilit�e est d�ecidable ��May�� Kos�	�
� En fait elle repose
sur le fait que B est r�e�exive donc que B est additive et IdMN

� B�

En e�et soit B une relation sur les places l�additivit�e nous permet de
ramener la propri�et�e de transfert �a l��etude de marquages reli�es par B aux
pr�e� et post�conditions d�une transition �soit trivialement un nombre �ni

comme le montre la �gure ci�dessous �

M� # �t� � R� R� � U� # M�

t�

����y
����y
����y��

M �
� # t�

� � R�
���

R� � U �
� # M �

�

B�hypoth�ese	

B�semi�local	

B�additivit�e�

B

B�semi�local	

B�conclusion	
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Le nombre de relations entre les places d�un r�eseau ��ni
 �etant �ni nous
avons le th�eor�eme�

Malheureusement il est prouv�e dans �Lip��� que le probl�eme de l�atteignabilit�e
est «exp�space�hard» et Mayr dans �May��� �parag� � p� ���
 ne sait pas
sous quelles conditions son algorithme est non primitif�r�ecursif �voir p�ex�
�May���
�

Dans la suite nous allons donc nous int�eresser �a certaines variantes de
la bisimulation et donner des algorithmes e�caces pour le calcul des bisim�
ulations de places correspondantes�

����� Bisimulations additives

D�e�nition ���	� Bisimulation additive
Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau� nous dirons que R � MN 	MN est

une bisimulation additive ssi 


�M��M��M� 
MN � M�BM� �M� �M�BM� �M�

Il existe une plus grande bisimulation additive que nous noterons Ba�N
	

Les d�e�nitions respectives nous donnent trivialement �

Proposition �����

B�N
 � Ba�N


La comparaison entre � et Ba�N
 est sans objet puisque nous savons
que � n�est pas toujours une bisimulation ��g� 	�	 p� ��
� Cependant
lorsque c�en est une nous avons � � Ba�N
�

La �gure ��� montre que ces inclusions sont parfois strictes�

Figure ��� � B�N
 Ba�N
 et � sont parfois di��erentes�

2

N

B�N
 #�# IdP
�fpg� fq� qg

 Ba�N


p q

Proposition ����� Ba�N
 est calculable	
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Preuve� Il su�t de la voir comme un semi�lin�eaire� Comme la propri�et�e
de transfert correspond �a une formule de Presburger nous avons la semi�
d�ecidabilit�e par �enum�eration� La semi�d�ecidabilit�e de la non�bisimilarit�e
nous donne la d�ecidabilit�e de Ba�N
�

Malheureusement c�est extr�emement co�uteux puisque la d�ecision d�une

formule de Presburger se fait en O�	�
�pn


 �voir �Opp�
�

Conclusion

La bisimulation de places stricte est donc une notion simple satisfaisant
aux trois crit�eres que nous nous �etions �x�es �

�� permettre la r�eduction par fusion de places �equivalentes �d�ef� 	�	�� p� ��
 �

	� donner un r�eseau r�eduit qui soit bisimilaire au r�eseau initial �coro�
����� p� ��
 �

�� �etre calculable e�cacement �th�eo� ����� p� ��
�

Il est donc naturel d��etudier son comportement pour di��erentes variantes
de la bisimulation et di��erents enrichissements de la structure des r�eseaux�
Les chapitres suivants vont s�int�eresser successivement aux actions invisibles
et aux arcs inhibiteurs�

Notes bibliographiques

La bisimulation de place stricte est �etudi�ee dans �ABS��b Aut����



Deuxi�eme partie

Les extensions classiques des

r�eseaux de Petri

��



��



��

Un des grands avantages de la bisimulation de places est sa souplesse�
Nous avons consid�er�e deux types d�extensions �

�� utiliser une autre bisimulation comme crit�ere de correction� Cas sou�
vent complexe mais des modi�cations super�cielles de l�algorithme
sont possibles�

	� appliquer la bisimulation de places �a des r�eseaux «d�ecor�es» � Les re�
maniements de l�algorithme sont plus importants�

Dans les deux cas le nombre de possibilit�es est important� Nous nous
sommes restreints aux cas essentiels par le volume de litt�erature s�y rappor�
tant et par leurs applications �

� abstraction � � �bisimulation et bisimulation de �semi�
branchement�
Les objectifs sont ici faciles �a d�e�nir puisque la � �bisimulation pro�
pos�ee par Milner pour CCS ainsi que la bisimulation de branche�
ment de van Glabbeek et Weijland sont les adaptions de la bisimu�
lation presque universellement utilis�ees dans la situation o�u nous nous
pla cons� Nous nous sommes plac�e dans le cadre de la � �bisimulation
��Mil���
 et de la bisimulation de �semi�
branchement ��GW��b Wei���
 �

� r�eseaux �a arcs inhibiteurs � o�u la pr�esence d�un jeton dans une place
peut inhiber une transition � la repr�esentation d�un tel arc par �o
vient de la n�egation logique dans les cellules de Mc Culloch�Pitts
��Min���
�

� r�eseaux �a arcs de test ��Lak�� CH��b�
 � voir remarque du chapitre
sur les inhibiteurs �

� r�eseaux color�es ��Jen�	 CH��a�
 temporis�es ��Zub���
 et stochas�
tiques ��Ajm���
 voir en conclusion de partie�

De tr�es nombreuses variantes ont �et�e d�e�nies sur les r�eseaux de Petri�
�BC�	� pr�esente les mod�eles de bases et diverses familles � �Bes��� pr�esente
les r�eseaux �a poids � �DE��� �etudie les r�eseaux �a choix libres �voir d�ef�
��	�� p� ���
 et �Lak��� relie les r�eseaux color�es et les r�eseaux �a objets�
Et il existe encore bien d�autres choses dans la litt�erature� � �



	





Chapitre �

La � �bisimulation de places

Une question importante est de savoir comment l�approche « simpli�cation
par la bisimulation de places» peut prendre en compte les actions invisibles
�not�ees �
� Ces actions sont un outil conceptuel classique pour obtenir de
fa con m�ethodique certains comportements� Typiquement elles apparais�
sent lors de la mise en parall�ele de deux r�eseaux avec synchronisation sur
un ensembles de transitions donn�e � les transitions synchronis�ees deviennent
invisibles pour un observateur ext�erieur�

De fait la notation � vient des alg�ebres de processus telles que CCS
��Mil���
 qui o�rent un m�ecanisme d�abstraction permettant de cacher cer�
taines actions du programme� En «gommant» ainsi certains d�etails du com�
portement nous pouvons rendre des syst�emes indistinguables �d�un point de
vue externe
�

Une id�ee «naturelle» est donc d�autoriser le syst�eme �a �evoluer de mani�ere
interne pour pouvoir imiter� C�est sur ce principe qu�est bas�ee la � �bisimulation
�ou «bisimulation observationnelle» 
 de �Mil����

Le chapitre est organis�e comme suit� Apr�es quelques d�e�nitions suppl�e�
mentaires nous pr�esentons la � �bisimulation de places �ou � �BdP
� Il s�av�ere
qu�elle a toutes les propri�et�es souhait�ees sauf l��equivalent du th�eor�eme du
transfert local qui nous donnait un algorithme e�cace �th�eo� ����	
�

La section ��� pr�esente une approximation de la � �bisimulation de places �
la �p�bisimulation de places �ou �p�BdP
� Celle�ci permet de d�eriver un
th�eor�eme analogue �a celui du transfert local et donc de calculer e�cacement
la plus grande �p�BdP � B�p�N
�

En�n la section ��� �etablit le lien entre ces deux notions et montre que
pour une large classe de r�eseaux B� �N
 # B�p�N
�

�
� Quelques nouvelles notations

L��etiquetage se fait maintenant dans A� # A � f�g� Nous noterons
T� � T l�ensemble des transitions de T �etiquet�ees par � �
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Nous ne nous int�eressons qu��a la partie visible des s�equences nous d�e�nis�
sons �

D�e�nition 	����� Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau �etiquet�e sur A� et �� �
� 


T �� w 
 A�� nous avons 


��A
d�ef
# ��ft�T 
 l�t	�Ag

� #� �
� d�ef
�� ��A # ���A

l���
 # w
d�ef
�� l���A
 # w

� v� �
� d�ef
�� ���� � �� # ��� � ��
 � �l��
 #� l��

�



M
� �� w�� M � d�ef

�� �M
�

��� M �
 � �l��
 #� w


Nous appellerons w # l���
 l��etiquette modulo � de �	

Nous d�e�nissons les m�emes notations pour 
 
 M�T 
 ��a l�exception de
l��etiquette�	

La �gure ��� montre une mani�ere de transformer la �le en «bo��te noire»
en �etiquetant les transitions prog par � � Dans ce cas un observateur ext�erieur
ne se pr�eoccupe plus du nombre de tampons ni des transferts d�information
entre les tampons mais voit simplement les donn�ees entrer et sortir�

Figure 	�� � Un r�eseau de Petri avec des actions internes
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Intuitivement deux syst�emes de transitions sont � �bisimilaires s�ils peu�
vent s�imiter l�un l�autre abstraction faite des transitions invisibles i�e� avoir
les m�emes comportements en intercalant autant de transitions �etiquet�ees par
� que voulu� Formellement �

D�e�nition 	����� Propri�et�e de � �transfert
Soient N� # �P�� T��W�� l�
 et N� # �P�� T��W�� l�
 deux r�eseaux� une

relation R � M�P�
 	M�P�
 entre les marquages v�eri�e la propri�et�e de
� �transfert ssi 


pour tout M�RM� et tout pas M�
t�� M �

� il existe une s�equence

�� 
 T � de m�eme �etiquette modulo � avec M�
��
� l�t�	�� M �

� et
telle que M �

�RM
�
�

Cette d�e�nition est plus explicite sur le sch�ema suivant �

M�
R M� M�

R M�

t�

����y
����y
����y�� �� l�t�
 �

����y
M �

�
R M �

� M �
�

R

Nous en d�erivons la d�e�nition suivante �

D�e�nition 	����� � �bisimulation entre les marquages
Une relation sym�etrique ayant la propri�et�e de � �transfert est une � �

bisimulation �entre les marquages
	 Les marquages reli�es sont dits � �bisimilaires	
Nous le noterons R � M��� M�	

Deux syst�emes� �� # �N��M�
 et �� # �N��M�
� dont les marquages
initiaux sont reli�es par une � �bisimulation sont dits � �bisimilaires	 Nous le
notons R � ���� ��	

De la m�eme mani�ere que pour la bisimulation classique nous avons les
propri�et�es suivantes �

Proposition 	����� Soient �i # �Ni�Mi
� i 
 f�� 	� �g des syst�emes	 On
note Rij � R

�
ij des � �bisimulations entre �i et �j	 Nous avons 


	 IdM�P�	� R
��
�� � R�� �R

�
���

gR�� et R�� �R�� sont des � �bisimulations	

�	 ��
d�ef
#
S
fR�� � R�� � �bisimulationg est la plus grande � �bisimulation

entre �� et ��	

�	 �� est une relation d��equivalence entre les marquages	
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Preuve� Par rapport �a la preuve donn�ee pour la bisimulation classique
seul R�� � R�� est modi��e par la pr�esence de s�equences� Nous donnons
uniquement une preuve graphique de cette propri�et�e simple �

M�

M �
�

M �
�

M� M�

M �
�

t�
�� �� �

�i �� l�t�


�i�� �� �

�i�� �� �

�k �� �

tk� � �

ti��
� � �

ti� � l�t�


ti��� � �

t�� � �

R��

R��

R��

R��

�
� La � �bisimulation de place

De la m�eme mani�ere que pour la bisimulation de places stricte nous
d�erivons la notion de � �bisimulation de places �

D�e�nition 	����� � �bisimulation de place
Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau et B � P 	 P une relation r�e�exive	

Nous dirons que B est une � �bisimulation de place �ou � �BdP� ssi B est
une � �bisimulation entre les marquages	

Nous pouvons donner les propri�et�es qui en d�ecoulent �

Proposition 	����� �Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l


	 IdP est une � �bisimulation de place sur N �

�	 si B�B� sont des � �bisimulations de place sur N � alors B � B� en est
une aussi �

�	 si B est une � �bisimulation de place sur N � alors eB �la plus petite
relation d��equivalence contenant B� est aussi une � �bisimulation de
place sur N �



���� Le reseau quotient 	
�

�	 B� �N

d�ef
#
S
fB � B � �BdP sur Ng est la plus grande � �BdP sur N 	

�	 B� �N
 est une relation d��equivalence �

Preuve� Pour � et � nous pouvons �etendre la preuve de la proposi�
tion ����	 p� ���

En e�et si nous consid�erons deux marquages M�BM� o�u B # �B� �
B�


� alors il existe une � �bisimulation de place R qui est une compos�ee

de B� et B� telle que M�RM�� Nous imitons par R tout pas M�
t�� M �

�
et atteignons des �etats interm�ediaires et un �etat �nal bisimilaires par R �a
M� et M �

� ce qui nous permet de conclure que B est une � �bisimulation de
place puisque R � B�

Les autres propri�et�es ont des preuves identiques �a celles d�evelopp�ees pour
la bisimulation de places stricte �prop� ��	�� p� ��
�

�
� Le r�eseau quotient

Nous ne rappelons pas les d�e�nitions des quotients �voir d�ef� 	�	�� p� ��
�
Le lemme 	�	�� p� �� restant valide la preuve du th�eor�eme de correction

du quotient �th�eo� 	�	�� p� ��
 s��etend facilement au cas de la � �bisimulation
de places�

Nous avons donc �

Corollaire 	�	��� Quotient correct pour la � �BdP
Soient N # �P� T�W� l
 un r�eseau de Petri et E � P 	 P une relation

d��equivalence telle que E � �� 	 Alors 


�M 
 M�N
� �N�M
�� �N�B��N	�M�B��N	


�
� Vers un algorithme e�cace

Nous allons montrer ici que la technique utilis�ee pr�ec�edemment pour
calculer B�N
 ne fonctionne pas directement dans le cas de B� �N
� Nous
donnerons aussi un contre�exemple pour la m�ethode utilis�ees dans le cadre
des syst�emes de transitions�

Les sections suivantes s�attacheront �a d�eterminer un algorithme e�cace
pour une certaine classe de r�eseaux�

��
�� Calculabilit�e de B� �N�

En e�et gr�ace au th�eor�eme ����� p� �� nous avons �

Corollaire 	����� B� �N
 est calculable	



	
� CHAPITRE �� LA � �BISIMULATION DE PLACES

Comme nous l�avons d�ej�a dit la m�ethode sous�jacente est tr�es loin d��etre
e�cace�

��
�� Un contre�exemple pour le th�eor	eme �����

Malheureusement la propri�et�e de transfert local ne su�t plus i�e� le
th�eor�eme ����	 p� �� n�est plus valable�

La �gure ��	 fournit un contre�exemple simple et instructif� En e�et il
est facile de voir que

B # f�p�� p�
� �p�� p�
� �p�� p�
� �p�� p�
g

v�eri�e la propri�et�e de transfert local �prop� ����� p� �	
� N�eanmoins dans le
marquage fp�� p�g aucune transition n�est tirable alors que fp�� p�g autorise
t��

� �

a

p�

p�

p�

p�

t� t�

t�

p�
B

N

Figure 	�� � Le th�eor�eme ����	 p� �� n�est plus valable�

��
�� La saturation

Une autre approche permettant de calculer B� �N
 s�inspire de m�ethodes
d�evelopp�ees pour les syst�emes de transitions� L�id�ee est de ramener la � �
bisimulation �a une bisimulation stricte en saturant le syst�eme ��KS���
� Un
r�eseau � �satur�e est d�e�ni par �

D�e�nition 	����� � �satur�e� � �saturable
�Etant donn�e un r�eseau N � nous dirons que N est � �satur�e ssi pour toute

s�equence � 
 T �� � il existe une transition t 
 T� telle que t v �	
Nous dirons que N est � �saturable si en ajoutant un nombre �ni de

transitions �a N nous obtenons un r�eseau N � t	q	 Id � N ��� N 	



���� Vers un algorithme e�cace 	
�

L�int�er�et de la � �saturation est de ramener la plus grande � �BdP �a la
plus grande BdPS� En e�et nous d�eduisons directement de la d�e�nition de
la � �saturation �

Th�eor�eme 	����� Si N est un r�eseau � �satur�e� alors B� �N
 # B�N
	

Si nous pouvons saturer un r�eseau N a�n d�obtenir un r�eseau N ��� N 
alors il est possible de calculer B� �N
 # B�N �
� Cela n�est pas possible en
g�en�eral �

Th�eor�eme 	���	� Si N est � �satur�e et N a des � �transitions non triviales�
alors N est in�ni	

Preuve� Il su�t de consid�erer une transition t d��etiquetage � qui d�eplace
des jetons et de montrer qu�il n�est pas possible d�imiter dans un r�eseau �ni
des s�equences compos�ees de t tir�ee k fois cons�ecutives pour un k quelconque
��g� ���
�

Formellement supposons t 
 TN avec �t �# t�� Nous pouvons supposer
que �t n t� est non vide �ou indi��eremment t� n �t
 et consid�erer une place
p 
 ��t n t�
� Notons tk la s�equence constitu�ee de la transition t tir�ee k fois
cons�ecutives� La place p appara��t au moins k fois dans �tk n tk�� Comme
N est � �satur�e il existe pour chaque s�equence tk une transition tk telle que

M
tk
� M � implique M

tk� M �� Il existe une telle transition tk pour chaque
k � � et les tk sont toutes di��erentes puisque les �tk n tk� le sont� Il existe
donc une in�nit�e de tk �

Figure 	�� � N n�est pas � �saturable�

t� t�

N

Ces contre�exemples sont faciles �a analyser � la s�equence de transitions
�etiquet�ees par � d�eplace le probl�eme de l��equivalence� On peut donc sup�
poser qu�en se restreignant �a des pas parall�eles ce probl�eme dispara��tra� La
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section suivante explique cette nouvelle approche et montre que c�est une
approximation de B� �N
�

En s�inspirant des syst�emes de transition et de l�aptitude de la bisimu�
lation de places �a conserver le parall�elisme �voir section ��� p� ��
 nous
allons imaginer une m�ethode de saturation�

�
 Une approximation � B	p

Les deux voies explor�ees ci�dessus �transfert faible et saturation
 ne peu�
vent aboutir �a un calcul e�cace de B� �N
� A partir de la seconde d�entre
elles nous examinons une nouvelle technique de saturation de r�eseaux qui
ne conduit pas toujours �a la construction de r�eseaux in�nis�

Le probl�eme �evoqu�e dans le th�eor�eme ����� est li�e �a l�impossibilit�e d�obtenir
dans certains cas un r�eseau �ni dans lequel toute s�equence de longueur quel�
conque de � �transitions peut �etre imit�ee par une seule transition� Une fa con
de contourner ce probl�eme est d�autoriser l�imitation d�une telle s�equence
par le tir concurrent d�un multi�ensemble de transitions� Nous appelons la
relation permettant de telles imitations une �p�bisimulation�

L�int�er�et essentiel de cette relation est d�avoir une caract�erisation ana�
logue �a la BdPS i�e� par une propri�et�e locale �th�eo� ����� p� ���
� Il en
r�esulte un algorithme de calcul de B�p�N
 e�cace�

����� La �p�bisimulation

Nous allons donc d�e�nir la �p�bisimulation en rempla cant la s�equence de
la d�e�nition de la � �bisimulation par un pas parall�ele formellement �

D�e�nition 	����� Propri�et�e de �p�transfert

Soient N� # �P�� T��W�� l�
 et N� # �P�� T��W�� l�
 deux r�eseaux� une
relation R � M�P�
 	M�P�
 entre les marquages v�eri�e la propri�et�e de
�p�transfert ssi 


� pour tout M�RM� et tout pas M�
t���M �

� il existe un pas 
� 
 M�T 


de m�eme �etiquette modulo tel que � M� � 	�
� l�t�	� M �
� et M

�
�RM

�
� �

� et r�eciproquement	

Cette d�e�nition est plus explicite sur le sch�ema suivant �

M�
R M� M�

R M�

t�

����y j

����yj
� �� l�t�
 �

����y
M �

�
R M �

� M �
�

R



���� Une approximation � B�p 	
�

Remarque � de m�eme que pour la 	 �bisimulation� si l�t� 
 	 � alors on peut

avoir un pas vide� soit M �
�RM��

�

Nous d�erivons �

D�e�nition 	����� �p�bisimulation entre les marquages
Une relation ayant la propri�et�e de �p�transfert est une �p�bisimulation

�entre les marquages
	 Les marquages reli�es sont dits �p�bisimilaires	
Deux syst�emes� �� # �N��M�
 et �� # �N��M�
� dont les marquages

initiaux sont reli�es par une �p�bisimulation sont dits �p�bisimilaires	

De la m�eme mani�ere que pour la bisimulation classique nous avons les
propri�et�es suivantes �dont les preuves sont similaires �a celles d�evelopp�ees
pour la � �bisimulation
 �

Proposition 	����� Soient �i # �Ni�Mi
� i 
 I� des syst�emes	 On note
Rij � R

�
ij des �p�bisimulations entre �i et �j	 Nous avons 


	 IdM�P�	� R
��
�� � R�� �R��� R���R�

�� et
gR�� sont des �p�bisimulations	

�	 ��p
d�ef
#
S
fR�� � R�� �p� bisimulationg est la plus grande �p�

bisimulation entre �� et ��	

�	 ��p est une relation d��equivalence entre les marquages	

En�n nous avons surtout la propri�et�e suivante �triviale en comparant
les propri�et�es de transfert
 �

Proposition 	���	�

� � ��p � ��

����� La �p�bisimulation de places

Nous d�e�nissons alors la �p�bisimulation de places par �

D�e�nition 	����� �p�bisimulation de place
Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau et B � P	P une relation r�e�exive	 Nous

dirons que B est une �p�bisimulation de place ssi B est une �p�bisimulation
entre les marquages	

De la m�eme mani�ere que pour la � �bisimulation de places nous obtenons
les propri�et�es suivantes �

Proposition 	����� �Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l




		
 CHAPITRE �� LA � �BISIMULATION DE PLACES

	 IdP est une �p�bisimulation de place sur N �

�	 si B�B� sont des �p�bisimulations de place sur N � alors B �B� en est
une aussi �

�	 si B est une �p�bisimulation de place sur N � alors eB �la plus petite
relation d��equivalence contenant B� est aussi une � �bisimulation de
place sur N �

�	 il existe une plus grande �p�bisimulation de place sur N que nous
noterons B�p�N
	 De plus� B�p�N
 #

S
fB � B bisimulation sur

Ng	

�	 B�p�N
 est une relation d��equivalence �

La propri�et�e ����� nous donne �evidemment comme corollaire �

Corollaire 	�����

B�N
 � B�p�N
 � B� �N


Nous allons nous int�eresser au calcul de B�p�N
 et montrer ensuite sous
quelles conditions B�p�N
 permet de calculer B� �N
 e�cacement�

����� Le r�eseau quotient

Le lemme 	�	�� p� �� restant valide la preuve du th�eor�eme de cor�
rection du quotient �th�eo� 	�	�� p� ��
 s��etend facilement au cas de la
�p�bisimulation de places�

Corollaire 	����� Soit N un r�eseau� alors 


�M 
 M�N
� �N�M
��p �N�B�p�N	�M�B�p�N	


�
� Calculabilit�e de B	p�N�

Nous obtenons de mani�ere identique un corollaire du th�eor�eme ����� p� �� �

Corollaire 	����� B�p�N
 est calculable	

Cependant nous allons montrer que nous pouvons adapter la propri�et�e
de transfert local et d�eriver un th�eor�eme de caract�erisation analogue au
th�eor�eme ����	 p� ��� Ainsi nous obtiendrons un algorithme e�cace�



���� Calculabilite de B�p�N
 			

����� La propri�et�e de �p�transfert local

De la m�eme mani�ere que pour la bisimulation de places stricte nous
donnons un crit�ere local pour la �p�bisimulation de places �

D�e�nition 	����� �p�transfert local
�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous dirons qu�une relation

R � P 	 P a la propri�et�e du �p�transfert local ssi 


pour tout pas �t
t
� t� et tous p� q 
 P tels que p 
 �t et pRq il

existe un pas 
 
 M�T 
 tel que �t� p� q � 	
� l�t	� M �� t�RM �

et l�

 #� l�t
	

Ce qui peut s�exprimer plus simplement par le diagramme suivant 


�t R �t� p� q

t

����y j

����yj
 �� l�t


t� R M

Par rapport au transfert local nous ne faisons que remplacer une transi�
tion par un pas concurrent� Il su�t de remarquer que ce pas doit avoir des
pr�e� et post�conditions de la m�eme taille que celles de t �donc �nis
 pour en
d�eduire que cette propri�et�e est v�eri�able en un temps �ni�

Le th�eor�eme central pour utiliser cette propri�et�e est �

Th�eor�eme 	����� Si B est r�e�exive et a la propri�et�e de �p�transfert local�
alors B� est une �p�bisimulation de places	

Remarque � une 	p�bisimulation de places v�eri	e trivialement la propri�et�e

de 	p�transfert local� nous avons donc une propri�et�e caract�eristique pour les 	p�

bisimulations de places�

�

Preuve� Consid�erons deux marquages M�B�M� et un pas M�
t�� M �

��
Plusieurs cas se pr�esentent �

�� Si M�BM� �

�a
 supposons que M� # M� � p � q avec pBq� Si M� # �t� le �p�
transfert local nous permet de dire qu�il existe un pas 
 
 M�T 


tel que M�
	
� M �

� avec M �
�BM

�
�� Sinon M� est de la forme

�t� �M ��
� � Si p 
 M ��

�  alors M�
t�� M �

� � p � q imite M�
t�� M �

��
Si p 
 �t� alors par la propri�et�e de �p�transfert local il existe

un pas �t� � p � q
	
� M �� On peut donc imiter M�

t�� M �
� par

M�
	
�M �

� avec M �
�BM

�
� o�u M �

� # M ��
� �M � et M �

� # M ��
� � t�

�
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�b
 sinon il existe un ensemble de marquages tels que

M� # M�BM�B � � �BMk # M�

avec M i # M i�� � pi � qi et piBqi� i # �� � � � � k� Dans ce

cas M� t�� M �
� peut �etre imit�e par un M� 	�� M ��� Chaque


j �etant �ni l�imitation peut se propager jusqu��a M� # Mk 	k�
M �k� L�imitation se fait avec t� # 
k  et M �

� # M �k� Comme
M �

�BM
��B � � �BM �k nous avonsM �

�B
�
M �

� soitM
�
�B

�M �
� puisque

B est r�e�exive �lemme ����� p� ��


	� si M�B�M� il est possible de d�ecomposer en une s�equence

M� # M�BM� � � �BMk # M�

et d�utiliser le cas pr�ec�edent pour construire une imitation M�
	
� M �

��

Une cons�equence imm�ediate est d�avoir l�algorithme suivant �

Algorithme 	����� Calcul de B�p�N


Soit le r�eseau N # �P� T�W� l
 


	 B # P 	 P 	

�	 Tester si B a la propri�et�e de �p�transfert local� i	e	 


� s�il existe t 
 T� p 
 �t� q 
 P avec pBq tels qu�il n�existe pas de
pas 
 
 M�T 
 de m�eme �etiquette modulo � � tirable �a partir de
�t�p�q et atteignant un marquage M � t	q	t�BM �� alors �eliminer
les paires �p� q
 et �q� p
 de B et recommencer l��etape �	

� sinon� B a la propri�et�e de �p�transfert local	

�	 B est la plus grande �p�bisimulation de place� i	e	 B # B�p�N
	

Cet algorithme nous donne un moyen assez simple de calculer B�p�N

pour un N donn�e� Les preuves de terminaison et de correction sont en tout
point similaires �a celle donn�ees pour l�algorithme de calcul de B�N
 �voir
la section ����	 p� ��
� La complexit�e du calcul de B�p�N
 est cependant
sup�erieure �a celle de B�N
 puisqu�il nous faut examiner des multi�ensembles
de transitions a�n d�imiter t�



���� Co�ut theorique du calcul de B�p�N
 		�

�
� Co�ut th�eorique du calcul de B	p�N�

Nous ne reprenons pas ici tout le calcul e�ectu�e dans la section ��� mais
simplement la fonction est�imitable ������

Th�eor�eme 	����� B�p�N
 est calculable en O�n�P �n
dT��
T 
	

Le co�ut de la r�eduction est alors 


O�n�P �n
d��
T � log�nT 



Preuve� Dans le cas de B�N
 nous avions O�n�P �n
�
T � log�nT 

 pour toute

la r�eduction et B�N
 se calculait en O�n�P �n
�
T 
�

La recherche d�une imitation se faisait en O�nT 
 puisque nous cherchions
une seule transition� Maintenant nous cherchons un pas parall�ele� Or pour
chaque transition t 
 T �a imiter nous savons que le nombre total de places
en entr�ee et en sortie de t est au plus dT � Il y a donc au plus nT choix
possibles pour consommer �resp� produire
 chaque jeton de M� �resp� de
M �

�
� Nous avons donc ndTT choix possibles� D�autre part comme il y a nT
transitions possibles nous obtenons le facteur ndT��

T �
Le reste du calcul du co�ut de la r�eduction est inchang�e�

�
� De B	p�N� 	a B	 �N�

L�objet de ce chapitre reste le calcul de B� �N
� Nous savons que ce calcul
n�est pas possible directement �a partir des propri�et�es li�ees au transfert faible
et qu�il n�est pas possible de � �saturer n�importe quel r�eseau�

Nous savons cependant qu�il nous est possible de calculer la plus grande
bisimulation pour une d�e�nition alternative o�u une transition est imit�ee par
un pas concurrent� Il s�agit maintenant de relier ces r�esultats entre eux�

A�n d�all�eger la structure de ce chapitre cette section ne fait que

pr�esenter les r�esultats essentiels� Pour les preuves et d�autres r�esul�
tats �en particulier sur les m�ethodes de p�saturation� d�un r�eseau th�eo�
B���� p� 	��
 nous renvoyons le lecteur �a l�annexe B�

Nous allons pr�esenter ici une nouvelle notion la p�saturation qui est
fondamentale pour obtenir un calcul e�cace de B�p�N
� Intuitivement un
r�eseau est p�satur�e si une s�equence de transition ayant au plus une �etiquette
visible peut �etre remplac�ee par un pas parall�ele formellement �

D�e�nition 	���� R�eseau p�satur�e

Nous notons T	
d�ef
# f� 
 T � � l���
 #
 A � f�gg� l�ensemble des

s�equences ayant au plus une �etiquette visible	

�Cette notion est assez proche de la ��saturation de �BK��
�
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�Etant donn�e un r�eseau de Petri �etiquet�e N # �P� T�W� l
� nous dirons
que N est p�satur�e ssi 


�� 
 T	� �
 
 M�T 
 � �� �

 �� l���
� ��

Nous avons alors le th�eor�eme suivant qui d�ecoule de la d�e�nition �

Th�eor�eme 	���� Si N est p�satur�e� alors B� �N
 # B�p�N
	

En compl�ement nous avons la conjecture forte suivante dont la preuve
est en annexe �section B�� p� 	��
 �

Conjecture 	���� Il est d�ecidable si N est p�satur�e	

Une question imm�ediate est � «comment faire pour un r�eseau N non
p�satur�e �»

Nous allons voir que �

� il existe toujours un r�eseau p�satur�e N� tel que B� �N
 # B� �N
�


�th�eo� �����
 �

� qu�il est possible de construire de fa con incr�ementale ce r�eseau et ce
en respectant �� � Donc pour tous les r�eseaux interm�ediaires Ni
nous avons B�p�Ni
 � B� �N
� Malheureusement cette suite n�est pas
croissante �prop� B�	�� p� 	��
�

� qu�il est d�ecidable si un N� peut �etre construit �niment�

Nous citons ci�dessous les deux th�eor�emes principaux et d�etaillons leur
preuves dans l�annexe B�

Th�eor�eme 	���� Pour tout r�eseau N il existe un r�eseau N� ��ni ou non�
p�satur�e tel que 


B� �N
 # B� �N
�
 # B�p�N

�


De plus N� peut �etre construit incr�ementalement depuis N en respec�
tant �� � Nous appellerons p�saturation cette construction et nous noterons
N �� N � si N � est une p�saturation de N � Nous avons �

Th�eor�eme 	��	� �prop	 B	�	�� p	 ����
Si N �� N �� alors 


B�p�N
�
 � B� �N
 # B� �N

�


Ce r�esultat est toutefois relativement optimiste car s�il existe N� n�est
pas toujours �ni� Nous dirons qu�un r�eseau est p�saturable s�il existe une
p�saturation �nie N� de N � Nous avons le r�esultat suivant �voir la preuve
dans la section B�� p� 	��
 �



���� De B�p�N
 �a B� �N
 		�

Th�eor�eme 	���� La p�saturabilit�e est d�ecidable	

Nous pouvons donc donner un algorithme pour le calcul de B� �N
 �

Algorithme 	���� Calcul de B� �N


	 Calculer une p�saturation N� de N �

�	 Calculer B�p�N
�
 en utilisant l�algorithme �	�		 B� �N
 est B�p�N

�
	

La classe des r�eseaux p�saturables� est vaste� Elle contient entre autres
les r�eseaux tels que N� soit acyclique �o�u N� est N restreint aux transitions
�etiquet�ees par �
� C�est la classe des syst�emes ne pouvant pas diverger �en
bouclant ou en se bloquant
 de mani�ere invisible�

Conclusion

B� �N
 est toujours calculable mais pas toujours de mani�ere tr�es e��
cace� En particulier d�ecider si un r�eseau est p�saturable est tr�es co�uteux�
En contrepartie le th�eor�eme ����� nous permet d�utiliser une heuristique
di��erente �

� p�saturer jusqu��a un certain point on obtient alors une p�saturation
N � �

� calculer B�p�N
 qui est une approximation de B� �N
�

�L�annexe B contient quelques �el�ements pour le co�ut de la p�saturation



		�



Chapitre �

Les bisimulations de

branchement

En fait la mani�ere dont la � �bisimulation voit �et abstrait
 les actions
internes n�est pas toujours satisfaisante� En particulier elle ne respecte pas
la structure arborescente des choix comme le montre la �gure ����

Sur cet exemple t est imit�e par �b� � Cependant dans le second r�eseau
on choisit de ne pas faire c qu�apr�es avoir fait b�

Figure ��� � La � �bisimulation ne respecte pas la structure des choix�

a
b

�

b

� c

N�

a �

b

� c

N�

��

t

		�
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Dans deux r�eseaux bisimilaires toute ex�ecution de l�un devrait corre�
spondre �a une ex�ecution de l�autre de mani�ere que les �etats interm�ediaires
correspondent aussi de sorte que ceux de la �gure ��� ne le sont pas�

C�est sur cette base que van Glabbeek � Weijland introduisent la
bisimulation de branchement ��GW��b�
� Par ailleurs pour des raisons tech�
niques Weijland introduit la bisimulation de semi�branchement ��Wei���
�

En�de c�a de cet aspect conceptuel les bisimulations de branchement ont
un certain nombre de propri�et�es int�eressantes �

�� �a la di��erence de la � �bisimulation elle sont pr�eserv�ees par le ra�ne�
ment d�action s�il n�introduit pas de parall�elisme ��GW��c� �

	� pour une large classe de r�eseaux elles co)�ncident avec la � �bisimulation
��GW��a�
 �

�� elles ont des liens forts avec les logiques temporelles �comme CTL�
voir p�ex� �DV���
�

Nous allons �etudier ces deux bisimulations et les porter dans le contexte
des bisimulations de places�

Dans la premi�ere section nous rappelons les di��erentes bisimulations de
branchement et expliquons leurs liens� L��egalit�e des plus grandes bisimula�
tions nous permettra de nous restreindre �a l��etude de la plus simple �tech�
niquement parlant
�

La deuxi�eme section pr�esente donc la sb�bisimulation de places d�eriv�ee
de la bisimulation de semi�branchement� Suivant un plan maintenant connu
nous pr�esentons les th�eor�emes permettant de quotienter puis de r�eduire�
Nous montrons aussi comment dans certains cas elle peut �etre calcul�ee de
mani�ere similaire �a la � �bisimulation de places� Nous terminons avec le co�ut
th�eorique de cette r�eduction�

�
� Les bisimulations de branchement

Nous avons les d�e�nitions suivantes �

D�e�nition ������ Propri�et�e de branchement
�Etant donn�es un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous dirons qu�une relation

R � M�P�
 	 M�P�
 entre les marquages est v�eri�e la propri�et�e de b�

transfert ssi pour tout M�RM� et pour tout pas M�
t���M �

� 


� il existe une s�equence

M�
u�
���M�

�
u�
��� � � �

uk 
���Mk
�

t���M �
�

avec l�t�
 # l�t�
 telle que M�RM
k
� et M

�
�RM

�
� �
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� si l�t�
 # � � on peut avoir �a la place 
 M �
�RM� �

Ce qui est plus explicite sur les diagrammes suivants 


M�
R M� M�

R M�

t�

����y
����yu� � � t� � �

����y
M �

� M�
� M �

�
			����yuk � �

Mk
�����yt� � l�t�


M �
�

R

R

R

D�e�nition ������ Bisimulation de branchement �GW��b�

Une relation sym�etrique ayant la propri�et�e de b�transfert est une bisi�
mulation de branchement �entre les marquages
 �ou b�bisimulation�	 Les
marquages reli�es sont dits b�bisimilaires	 Nous le noterons R � M��bM�	

Deux syst�emes� �� # �N��M�
 et �� # �N��M�
� dont les marquages
initiaux sont reli�es par une b�bisimulation sont dits b�bisimilaires	 Nous le
notons R � ���b��	

En particulier il y a une plus grande b�bisimulation �b
d�ef
#
S
fR � R b�

bisimulationg	

La d�e�nition de la bisimulation de semi�branchement est l�eg�erement dif�
f�erente � elle ne restreint pas la deuxi�eme alternative aux s�equences de
longueur �� Elle a �et�e introduite essentiellement pour ses facilit�es th�eoriques�
Formellement �

D�e�nition ������ Propri�et�e de sb�transfert

Soient N� # �P�� T��W�� l�
 et N� # �P�� T��W�� l�
 deux r�eseaux� une
relation R � M�P�
 	M�P�
 entre les marquages v�eri�e la propri�et�e de
sb�transfert ssi pour tout M�RM� il existe une s�equence

M�
u�
���M�

�
u�
��� � � �

uk 
���Mk
�

t���M �
�

avec l�t�
 # l�t�
 telle que et pour tout pas M�
t���M �

� 


� M�RM
k
� et M

�
�RM

�
� �

� si l�t�
 # � on peut avoir �a la place 
 M�RM
�
� et M

�
�RM

�
� �
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Ce qui est plus explicite sur les diagrammes suivants 


M�
R M� M�

R M�

t�

����y
����yu� � � �

����y
����yu� � �

M �
� M�

� M �
� M�

�
			

			����yuk � �

����yuk � �

Mk
� Mk

� # M �
�����yt� �� l�t�


M �
�

R

R

R

R

D�o�u nous d�erivons la d�e�nition suivante �

D�e�nition ����	� Bisimulation de semi�branchement �Wei���

Une relation sym�etrique ayant la propri�et�e de sb�transfert est une sb�
bisimulation �entre les marquages
	 Les marquages reli�es sont dits sb�bisimilaires	
Nous le noterons R � M��sbM�	

Deux syst�emes� �� # �N��M�
 et �� # �N��M�
� dont les marquages
initiaux sont reli�es par une sb�bisimulation sont dits sb�bisimilaires	 Nous
le notons R � ���sb ��	

En particulier il y a une plus grande sb�bisimulation �sb
d�ef
#
S
fR � R sb�

bisimulationg	

Les deux d�e�nitions sont tr�es proches et il est facile de voir que toute
bisimulation de branchement est une bisimulation de semi�branchement�

Nous avons une plus grande bisimulation de �semi�
branchement �not�ees
�b et �sb resp�
� De plus nous avons la proposition suivante �

Proposition ������ �Wei���

�b # �sb

Remarques �

�� La compos�ee de deux bisimulations de branchement n�est pas forc�ement une
bisimulation de branchement� La 	gure ci�dessous explique pourquoi� L�id�ee
est de prendre deux relations telles que leur composition ne nous permette
pas d�utiliser le cas particulier pour les transitions �etiquet�ees par 	 non plus
que le cas g�en�eral�
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??
M� M�

R� R�
M�

M ��
�

M �
�M �

�

M �
�

M ��
�

	

Heureusement� la plus grande bisimulation de branchement co'�ncide avec la
plus grande bisimulation de semi�branchement�

�� Nous avons le lemme suivant ��Wei��� �

Lemme ������ « stuttering lemma»

Pour tout marquage M et toute s�equence de 	 

�M�
�
�M�

�
�M� � � �Mk��

�
�Mk

si M�bM� et M�bMk� alors M�bMi� �i � f�� � � � � kg�

D�o�u le diagramme suivant 

M M�

M�

Mk

	

	

�b

�
b

�
b

�
b
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�� Weijland donne des d�e	nitions l�eg�erement di��erentes en autorisant des
s�equences de la forme �

M�
R M�

t�

����y ��y��y ��

M �
� M�

�����yt� �� l�t�
M�

���y��y ��

M �
�

R

R

R

Il est facile de voir que les deux d�e	nitions sont �equivalentes� Cette forme rend
n�eanmoins plus compr�ehensibles les liens entre b�� 
�� ( et 	 �bisimulations
�voir ci�apr�es�

�� Nous citons pour m�emoire les 
� et (�bisimulations� introduites dans �BBK���
et �Mil��� respectivement et dont les d�e	nitions sont donn�ees graphiquement
sur la 	gure ����

Nous avons ��Wei��� �

�sb �
��

��
� ��

�

Nous allons donc nous restreindre �a l��etude de la sb�bisimulation� Nous
avons les propri�et�es suivantes dont la preuve est similaire au cas de la � �
bisimulation �prop� ��	�� p� ��� le point � d�ecoule de la d�e�nition
 �

Proposition ������ Soient �i # �Ni�Mi
� i 
 f�� 	� �g des syst�emes	 On
note Rij� R

�
ij des sb�bisimulations entre �i et �j	 Nous avons 


	 IdM�Pi	� R
��
�� � R�� �R��� R���R�

�� et
gR�� sont des sb�bisimulations	

�	 �sb
d�ef
#

S
fR�� � R�� sb�bisimulationg est la plus grande sb�

bisimulation entre �i et �j	

�	 �sb est une relation d��equivalence entre les marquages	

�	 �sb � ��

�
� Les b� et sb�bisimulations de places

Nous d�erivons les d�e�nitions des b� et sb�bisimulations de places �

D�e�nition ������ b� et sb�bisimulation de places
�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous dirons qu�une relation

r�e�exive B � P	P est une b�bisimulation de places �resp	 une sb�bisimulation
de places� ssi B est une b�bisimulation �resp	 une sb�bisimulation�	
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Figure ��� � Des bisimulations pour les actions internes�
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Nous abr�egerons ces d�e�nitions par b�BdP et sb�BdP respectivement�

Remarque sur la composition de b�bisimulations de places � la 	gure
��� montre que� comme pour la bisimulation de branchement� la compos�ee de b�
BdP n�est pas forc�ement une b�BdP� Sur cette 	gure� nous prenons B� 
 IdP 	
f�p�� p���� �p�� p

�
��� �p�� p

�
�g et B� 
 IdP 	f�p�� p���� �p�� p

�
��� �p�� p

�
�g� Il est facile

de voir que fp�g n�est pas reli�ee �a fp���g par �B� � B�� donc �B� � B� n�est pas
une bisimulation de branchement�

Figure ��� � B� �B� n�est pas une b�bisimulation de places�

�

�

�

�

B�

B�

p��

p���

p���

p���

N

p�

p�

�

Pour la sb�bisimulation de places nous obtenons les propri�et�es suivantes
en suivant la m�eme d�emarche que pour la � �BdP �

Proposition ������ �Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l


	 IdP est une sb�bisimulation de places sur N �

�	 si B�B� sont des sb�bisimulations de places sur N � alors B �B� en est
une aussi �

�	 si B est une sb�bisimulation de places sur N � alors eB �la plus petite
relation d��equivalence contenant B� est aussi une sb�bisimulation de
places sur N �

�	 Bsb�N
 #
S
fB � B sb�BdP sur Ng est la plus grande sb�BdP sur N 	



���� Les b� et sb�bisimulations de places 	��

�	 Bsb�N
 est une relation d��equivalence �

Les r�esultats suivant vont nous permettre de ramener l��etude de la bisi�
mulation de branchement �a celle de la sb�bisimulation �

Proposition ������ Bsb�N
 est une b�bisimulation de places	

Preuve� La seule di��erence est dans l�imitation d�un � �

Nous notonsB # Bsb�N
� Le diagramme suivant exprime clairement que
la plus grande sb�bisimulation de places qui est transitive relie les marquages
M �� et M� �

M� M�

�

����y
����y
����y ��

M �
� M �

�

B

B

B

D�autre part il su�t de remarquer que toute bisimulation de branche�
ment est une semi�branchement pour d�eduire que �

Corollaire ����	� La plus grande bisimulation b�bisimulation de places sur
un r�eseau N existe et est Bb�N
 # Bsb�N
	

Remarque sur le «stuttering lemma» �lemme ������ p� ���� � en g�en�eral�
Bsb�N  ne v�eri	e pas ce lemme� comme le montre l�exemple tr�es simple ci�dessous �

	 	

	

	

q rp�

p

�fpg� fp�g � Bsb�N � mais �fpg� fq� qg ��Bsb�N 

Une cons�equence importante est que les techniques classiques utilis�ees dans

les syst�emes de transitions ne peuvent �etre utilis�ees dans notre cadre �voir p�ex�

�GV����

�
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�
� La sb�bisimulation de places

Nous allons donc nous restreindre �a l��etude de Bsb�N
 et �etablir les deux
r�esultats principaux � le th�eor�eme du quotient correct et un crit�ere local�

Nous avons le th�eor�eme du quotient correct dont la preuve suit la
m�eme d�emarche que celle du th�eor�eme du quotient correct pour � �th�eo�
	�	�� p� ��
 �

Th�eor�eme ������ Soient N # �P� T�W� l
 un r�eseau de Petri et E � P 	P
une relation d��equivalence telle que E � �sb 	 Alors 


�M 
 M�N
� �N�M
�sb �N�E�M�E


Preuve� Il su�t de montrer que R
d�ef
# ���E � � � MN 	MN�E est une

bisimulation entre N et N�E donc de v�eri�er la propri�et�e de sb�transfert
pour R�

Tout d�abord le lemme 	�	�� p� �� reste valable dans le cadre de la
sb�BdP�

�� Soient M�
t��M �

� et M�RM�� Le diagramme suivant �etablit le premier
point de la propri�et�e de transfert �

M�
�sb M�

�
�E M� # �M��E

�

��y ��
��y��y ��y��y ��

M �
�

�sb M �
�

�
�E M �
� # �M �

��E

�
sb

et
M�

�sb M�
�
�E M� # �M��E

t�

��y ��
��y��y ��y��y ��

M �
� M ��

�
�
�E M ��

�

t�
l�t�	

��y ��yt�
M �

�
�
�E M �

� # �M �
��E

�
sb

�
sb

M�
��
���

t��M �
� existe par bisimilarit�e et M�

��
���

t��M �
� est directement

issue du lemme 	�	���

	� Soit maintenant un pasM�
t���M �

� dansN�E etM�RM�� DeM�RM�
nous d�eduisons qu�il existe un marquageM� tel queM��sbM� ���EM��

D�apr�es le lemme 	�	�� nous savons qu�il existe un pas M�
t��M �

� dans
N fermant le diagramme suivant �

M�
�
���

E M�

t�

��y ��yt�
M �

�
�
���

E M �
�
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Par suite M�EM� et comme E � �  M��M�� Comme M��M�
nous avons M��M� et la propri�et�e de sb�transfert nous permet de
compl�eter le diagramme �

M�
�
���

E M�
�sb M�

t�

��y t�

��y ��y��y ��

M �
�

�
���

E M �
� M ��

���yt�
l�t�	
M �

�

�
sb

�
sb

et similairement pour la deuxi�eme mani�ere d�imiter un � � Ce qui
compl�ete la preuve�

La propri�et�e de sb�transfert correspond au cadre du th�eor�eme ����� p� ��
et nous avons �

Corollaire ������ �du th�eo	 �	�	�
Bsb�N
 est calculable	

Groote et Vaandrager dans �GV��� utilisent explicitement la �ni�
tude de l�espace d��etat et le «stuttering lemma» pour calculer e�cacement
�sb dans le cadre des syst�emes de transitions� Leur m�ethode n�est donc pas
transf�erable �a notre cas�

Nous allons voir que pour une certaine classe de r�eseaux il existe un
algorithme e�cace pour une famille de r�eseaux� De la m�eme mani�ere que
nous avons approch�e la � �bisimulation par la �p�bisimulation nous allons
travailler avec une approximation de la sb�bisimulation � la sbp�bisimulation�

Nous pourrons alors �etablir les corollaires n�ecessaires pour montrer que
Bsb�N
 et Bsbp�N
 co)�ncident pour la classe des r�eseaux �p�satur�es�

�
� La sbp�bisimulation

Dans cette section nous allons montrer que �

� pour la classe des r�eseaux �p�satur�es �d�ef� �����
Bsb�N
 est calculable
e�cacement �

� qu�il n�est pas possible a priori de �p�saturer un r�eseau en respectant
�sb �

La sbp�bisimulation s�obtient simplement en rempla cant les s�equences de
� de la d�e�nition ����� par un pas concurrent� Formellement �
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D�e�nition ��	��� Propri�et�e de sbp�transfert

Soient N� # �P�� T��W�� l�
 et N� # �P�� T��W�� l�
 deux r�eseaux� une
relation R � M�P�
 	M�P�
 entre les marquages v�eri�e la propri�et�e de

sbp�transfert ssi pour tout M�RM� et pour tout pas M�
t���M �

� 


� il existe un pas M� � 	
� �� M�
� et une transition M�

�
t�� M �

� avec
l�t�
 # l�t�
 tels que M�RM

�
� et M

�
�RM

�
� �

� si l�t�
 # � on peut avoir aussi un pasM� � 	
� �� M �
� tel queM�RM

�
�

et M �
�RM

�
� �

Ce qui est plus explicite sur les diagrammes suivants 


M�
R M� M�

R M�

t
l�t	

��y j
��yj	
� � t
l�t	

��y j
��yj	
� �

M �
� M �

� M �
�

R M �
���yt�
l�t	

M ��
�

R R

R

D�o�u les bisimulations correspondantes �

D�e�nition ��	��� sbp�bisimulation entre les marquages

Une relation sym�etrique ayant la propri�et�e de sbp�transfert est une sbp�
bisimulation �entre les marquages
	 Les marquages reli�es sont dits sbp�
bisimilaires	

Deux syst�emes� �� # �N��M�
 et �� # �N��M�
� dont les marquages
initiaux sont reli�es par une sbp�bisimulation sont dits sbp�bisimilaires	

De cette d�e�nition d�ecoule que toute sbp�bisimulation est une sb�bisimulation�

D�e�nition ��	��� sbp�bisimulation de place

Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau et B � P 	 P une relation r�e�exive	
Nous dirons que B est une sbp�bisimulation de places �ou sbp�BdP� ssi B
est une sbp�bisimulation entre les marquages	

Malheureusement la sbp�bisimulation �de places
 n�a pas toutes les «bonnes»
propri�et�es de la �p�bisimulation �de places
� Particuli�erement la com�
pos�ee de deux sbp�bisimulation �de places
 n�est en g�en�eral pas une sbp�
bisimulation �de places
�

Nous allons voir que cela n�est pas g�enant dans la mesure o�u notre ob�
jectif est le calcul de Bsb�N
�



���� Correction et calculabilite de la sbp�BdP 	��

�
� Correction et calculabilit�e de la sbp�BdP

Nous avons la propri�et�e fondamentale suivante qui d�ecoule directement
des d�e�nitions �

Proposition ������

� � �sbp � �sb � ��

En suivant la m�eme d�emarche que pour le th�eor�eme ����� nous avons �

Th�eor�eme ������ Soient N # �P� T�W� l
 un r�eseau de Petri et E � P 	P
une relation d��equivalence telle que E � �sbp 	 Alors 


�M 
 MN � �N�M
�sbp �N�Bsbp�N	�M�Bsbp�N	


Nous pouvons alors d�erouler le m�eme canevas que pour B�p�N
 �

� d�e�nir une propri�et�e locale �d�ef� �����
 �

� montrer qu�elle caract�erise les sbp�BdP pour la classe des r�eseaux �p�
satur�es �

� montre que dans cette classe Bsbp�N
 # Bsb�N
 �

� en d�eriver un algorithme et le co�ut th�eorique du calcul de Bsb�N
�

Nous avons la propri�et�e suivante cons�equence de la proposition ����� �

Corollaire ������

B�N
 � Bsbp�N
 � Bsb�N
 � B� �N


Le th�eor�eme ����� p� �� a pour cons�equence �

Corollaire ����	� Bsbp�N
 est calculable	

Il nous reste �a donner une caract�erisation de la sbp�bisimulation de
places�


�
�� �p�saturation et sb�bisimulation

Nous avons �

D�e�nition ������ R�eseau �p�satur�e
Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau� N est �p�satur�e ssi 


�� 
 T �� � �
 
 M�T�
 � 
 v �
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Dans le cadre de la � �bisimulation un int�er�et fondamental de la p�
saturation est de pouvoir se faire algorithmiquement en respectant ��

�prop� B�	�	 p� 	��
� Malheureusement nous ne pouvons pas agir aussi
m�ecaniquement avec la sb�bisimulation �

Proposition ������ La �p�saturation ne respecte pas toujours �sb 	

Preuve� En e�et il n�est pas toujours de �p�saturer en restant sb�bisimilaires
comme le montre la �gure ci dessous �

M�

M�

M�

M �
�

M �
�

M �
�

�

�

�

�

�

a

c c

bb

a

�� sb

M �
�

� M�

�

��y ��y�
M �

� M���y�
M�

��
sb


�
�� Calculer Bsbp�N� dans les r�eseaux �p�satur�es

Nous prenons une adaptation naturelle de la propri�et�e de �p�transfert
local �d�ef� ����	 p� ���
 �

D�e�nition ������ Propri�et�e de sbp�transfert local
�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l
� nous dirons qu�une relation

R � P 	 P a la propri�et�e du sbp�transfert local ssi 


pour tout pas �t
t
� t� et tous p� q 
 P tels que p 
 �t et pRq il

existe un pas 
 
 M�T�
 telle que�
�t � p� q

	
�� M� �tRM et 


� il existe une transition t� telle que l�t�
 # l�t
 et M
t�
� M �

avec t�RM �	

� si l�t
 # � � on peut aussi avoir t�RM 	



���� Correction et calculabilite de la sbp�BdP 	�	

ce qui peut s�exprimer plus simplement par les diagrammes suivant 


�t R �t� p� q �t R �t � p� q

t
l�t	

��y j
��yj	
� � �

��y j
��yj	
� �

t� M t� R M ���yt�
l�t	
M �

R

R

R

L�extension du th�eor�eme de caract�erisation n�est pas aussi directe� En
e�et nous avons toujours besoin de conserver un «ordre» entre 
 et t�� In�
tuitivement nous savons d�ej�a que la sbp�BdP ne nous permettra de calculer
Bsb�N
 que dans le cas d�un r�eseau satur�e en un certain sens� Nous allons
montrer que pour ces r�eseaux la sbp�BdP est caract�eris�ee par un crit�ere
local�

Th�eor�eme ������ �Caract�erisation des sbp�BdP pour les r�eseaux �p�satur�es�

Soit N un r�eseau �p�satur�e et B � P 	P une relation r�e�exive ayant la
propri�et�e de sbp�transfert local� alors B� est une sbp�bisimulation de places	

Preuve� Consid�erons deux marquages M�B�M� et un pas M�
t�� M �

��
Nous notons M� # �t� �M ��

� � Plusieurs cas se pr�esentent �

�� Si M�BM� �

� supposons que M� # M� � p� q avec pBq�

� soit p 
 �t� et la propri�et�e de sbp�transfert local pour B est
directement utilisable �

� soit p 
M ��
� et t� est sa propre imitation�

� sinon il existe un ensemble de marquages tels que

M� # M�BM�B � � �BMk # M�

avecM i # M i���pi�qi et piBqi� i # �� � � � � k� Dans ce cas nous
avons les diagrammes ci�dessous �le cas l�t�
 # � �etant trait�e de
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la m�eme mani�ere
 �

M� B M� B M�

t�

����y j

����yj
� �� � j

����yj
�� �� �

M �
� M��� M���

t�
l�t�	

����y
����yt�� � �

M �� M���

j
��yj	��
� �
M�����yt��
l�t�	
M ��

B

B

B

B

B

B

Le r�eseau �etant par hypoth�ese �p�satur�e nous avons un pas con�
current 
 v 
���t

�
��
�� et par suite nous avons �

M� B
�

M�

t�

����y j

����yj
 �� �

M �
� M�������yt�� � l�t�


M ��

B �

B �

Chaque 
� �etant �ni l�imitation peut se propager jusqu��a M��
CommeM �

�BM
��B � � �BM �k nous avonsM �

�B
�
M �

� soitM
�
�B

�M �
�

puisque B est r�e�exive �lemme ����� p� ��
� Le m�eme raison�
nement est applicable pour les marquages interm�ediaires�

	� Dans le cas g�en�eral si M�B�M� il est possible de d�ecomposer en une
s�equence

M� # M�BM� � � �BMk # M�

et d�utiliser les r�esultats ci�dessus pour construire une imitation M�
�
�

M �
��

Une cons�equence imm�ediate est d�avoir l�algorithme suivant �

Algorithme ������ Calcul de Bsbp�N

Soit le r�eseau �p�satur�e N # �P� T�W� l
 


	 B # P 	 P 	



���� Co�ut theorique du calcul de Bsbp�N
 	��

�	 Tester si B a la propri�et�e de sbp�transfert local� i	e	 


� s�il existe t 
 T� p 
 �t� q 
 P avec pBq tels que le diagramme de
la d�e�nition ne puisse �etre ferm�e� alors �eliminer les paires �p� q

et �q� p
 de B et recommencer l��etape �	

� sinon� B a la propri�et�e de sbp�transfert local	

�	 B est la plus grande sbp�bisimulation de place� i	e	 B # Bsbp�N
	

Cet algorithme nous donne un moyen assez simple de calculer Bsbp�N

pour un N donn�e� L�algorithme est correct et termine pour les m�emes
raisons que les pr�ec�edents �voir la section ����	 p� ��
� Sa complexit�e est
cependant sup�erieure �a celle du calcul de B�p�N
 puisqu�il nous faut exam�
iner en plus une transition pour imiter t�

�
 Co�ut th�eorique du calcul de Bsbp�N�

Nous ne reprenons pas ici tout le calcul e�ectu�e dans la section ����	
mais simplement la fonction est�imitable ������

Th�eor�eme ������ Si nous supposons que le degr�e des transitions de N est
born�e par une valeur d� Bsbp�N
 est calculable en O�n�P �n

d��
T 
	

Le co�ut de la r�eduction est alors 


O�n�P �n
d��
T � log�nT 



pour des familles de r�eseaux o�u les degr�es sont born�es par une constante	

Preuve� Le calcul de B�p�N
 se fait en O�n�P �n
dT��
T 
�

Or pour Bsbp�N
 nous avons �eventuellement �a chercher une transition

suppl�ementaire donc Bsbp�N
 a un co�ut th�eorique de O�n�P �n
dT��
T 
�

Le reste du calcul du co�ut de la r�eduction est inchang�e�

�
� Une autre approche � la sb��bisimulation

Nous avons vu que nous ne pouvions pas «brutalement» �p�saturer
un r�eseau en restant sb�bisimilaires �prop� �����
� Nous allons voir qu�en
prenant quelques pr�ecautions nous pouvons calculer une approximation de
Bsb�N
�

D�e�nition ������ Propri�et�e de sb��transfert



	�� CHAPITRE �� LES BISIMULATIONS DE BRANCHEMENT

Soient N� # �P�� T��W�� l�
 et N� # �P�� T��W�� l�
 deux r�eseaux� une
relation R � M�P�
 	M�P�
 entre les marquages v�eri�e la propri�et�e de
sb��transfert ssi 


M�
R M� �cm M�

R M�

t�

����y
����y
����y �� �� �� �

����y
����y
����y �� �� ��

M �
� M �� M �

�
R M �

�����yt� � l�t�


M ���

R

R

R

D�o�u les bisimulations correspondantes �

D�e�nition ������ sb��bisimulation entre les marquages
Une relation sym�etrique ayant la propri�et�e de sb��transfert est une sb��

bisimulation �entre les marquages
	 Les marquages reli�es sont dits sb��
bisimilaires	

Deux syst�emes� �� # �N��M�
 et �� # �N��M�
� dont les marquages
initiaux sont reli�es par une sb��bisimulation sont dits sb��bisimilaires	

En limitant la longueur des s�equences de �  nous conservons certaines
propri�et�es mais perdons la transitivit�e �

Proposition ������ Soient R�R� des sb��bisimulations� nous avons 


	 IdMN
� R��� R �R� sont des sb��bisimulations �

�	 � sb�
d�ef
#
S
fR � sb��bisimulationsg est une sb��bisimulation	 En

g�en�eral� � sb� n�est pas une relation d��equivalence	

�	 eR � �sb � en particulier g�sb 	 � �sb 	

Preuve�

� � et 	 sont de simples cons�equences de la d�e�nition�

� � vient simplement de ce que R � �sb �

De cette d�e�nition d�ecoule que toute sb��bisimulation est une sb�bisimulation�

D�e�nition ����	� sb��bisimulation de places
Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau et B � P 	 P une relation r�e�exive	

Nous dirons que B est une sb��bisimulation de places �ou sb��BdP� ssi B
est une sb��bisimulation entre les marquages	



���� Une autre approche � la sb��bisimulation 	��

Nous retrouvons donc les propri�et�es classiques a l�exception de celles
bas�ees sur la transitivit�e �

Proposition ������ Soient B et B� des sb��BdP� nous avons 


	 IdP � B
�� et B �B� sont des sb��BdP �

�	 Bsb��N

d�ef
#
S
fB � Bsb��BdPg est une sb��BdP	 En g�en�eral� Bsb��N


n�est pas une relation d��equivalence	

�	 gBsb��N
 � Bsb�N


Preuve�

� � et 	 sont de simple cons�equences de la d�e�nition et de la propri�et�e
������

� � vient de Bsb��N
 r�e�exive et sym�etrique donc �

gBsb� �N
 # �Bsb��N

�

or
� gBsb��N

 # �Bsb��N

� # �Bsb��N

� � �sb

en utilisant le lemme ����� p� �� et la propri�et�e ������

Nous allons maintenant nous int�eresser �a un proc�ed�e de couverture qui
permet d�une part de rester sb�bisimilaire d�autre part d�alterner les �etapes
de couverture et de calcul de la Bsb� �N
 pour obtenir une approximation de
Bsb�N
� Formellement �

D�e�nition ������ sb��couverture� sb��satur�e
�Etant donn�es N # �P� T�W� l
 et t�� t� 
 T telles que 


M
t�
���

t�
���M � � M Bsb� �N
M �

nous appellerons sb��couverture de t��t� la transition t � t��t�	 Nous noterons
N �sb� t��t�N

� si N � est N auquel on a ajout�e la transition t	

De plus 
 N �
�
sb� N � d�ef

�� N �sb� t��t
�
�
N� �sb� t��t

�
�
� � � �sb� tk�tkN

�	
En�n� nous avons N ��sb� ssi aucune sb��couverture n�est possible	 Nous

dirons alors que N est sb��satur�e	

Remarque sur la sb��couverture � quelles cons�equences cette nouvelle forme�

de couverture entra��ne�t�elle & Tout d�abord� les classes de r�eseaux sb��saturables
sont les m�emes� puisque fondamentalement la m�ethode ne change pas�

�Par rapport �a la d�enition B����� p� ����
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Il reste �a prouver un th�eor�eme �equivalent �a B����� p� ���� i�e� que toute strat�egie

�equitable est compl�ete �voir les d�ef� B����� p� ��� et B����� p� ��� resp� Cela vient

simplement de ce que la strat�egie est compl�etement d�eterministe�

�

Nous allons maintenant nous int�eresser �a la correction de la m�ethode
de couverture� En fait Bsb�N
 �etant notre objectif la proposition suivante
nous su�t �

Proposition ������

N �
�
sb� N � � �M� 
 MN # MN � � �N�M�
 �sb �N ��M�


Preuve�

Il su�t de v�eri�er pour N �sb� t��t�N
� le cas g�en�eral se d�eduisant par

transitivit�e de �sb �
Remarquons que N � est auquel nous avons rajout�e t� Pour v�eri�er la

propri�et�e de sb�transfert il su�t de pouvoir imiter M
t
�M � dans N  ce qui

d�ecoule simplement de �

Bsb� �N
 � � sb� � �sb ����


ce qui nous donne �
M �sb M

t

����y
����y
����y t��t�

M � �sb M �

�dans N�
 �dans N


��
��
	

�
sb

et nous concluons gr�ace �a la transitivit�e de �sb �

Corollaire ������ �du th�eor�eme �	�	� p	 ���
Si N �

�
sb� N �� alors 


�M� 
 MN # MN � � �N ��Bsb�
�N �	�M��Bsb�

�N �	
 �sb �N�M�


Remarques sur la calculabilit�e et la convergence vers Bsb�N  �

�� Nous avons les m�emes probl�emes qu�avec la p�saturation � la suite des r�eseaux
obtenus par sb��couverture n�est pas une suite croissante �voir la prop� B����� p� ����

�� Lorsqu�un r�eseau est sb��satur�e �i�e il n�y a plus de sb��couverture possible�
nous n�avons pas toujours Bsb��N  
 Bsb�N  �exemple ci�dessous�

	 	 	

p q

Bsb�N  
 P � P � mais �p� q �� Bsb��N 



���� Une autre approche � la sb��bisimulation 	��

�� Cela nous am�enerait �a �etudier les sb�� � � ��BdP� Ce nous semble une approche
viable pour les r�eseaux 	 �conservateurs�

�� Pour calculer� nous ne pouvons utiliser le transfert local� mais le semi�local
fonctionne et reste assez e!cace puisque nous nous limitons aux s�equences
de longueur ��

�� Pour quelles classes de r�eseaux a�t�on Bsb��N  
 Bsbk�N  &

�

Conclusion

Comme pour B� �N
 il existe un algorithme e�cace pour Bsb�N
 pour
une classe de r�eseaux mais nous ne savons pas pr�ecis�ement actuellement
comment �etendre cette classe� Particuli�erement il reste �a explorer l�utilit�e
des sbn�BdP o�u la couverture se ferait pour des s�equences de longueur i � n�

Pour les �� et (�bisimulations il est possible d�utiliser les m�emes tech�
niques�

Nous allons nous int�eresser �a une extension classique des r�eseaux de
Petri � les arcs inhibiteurs�



	��



Chapitre �

Bisimulation de place stricte

et arcs inhibiteurs

Il existe de nombreuses extensions des r�eseaux de Petri� Parmi celles�
ci les arcs inhibiteurs ont un place particuli�ere puisqu�ils leur donnent la
puissance des machines de Turing� Il s�agit donc bien d�une extension et non
d�une simple « facilit�e» syntaxique�

Intuitivement un arc inhibiteur va d�une place �a une transition et permet
d�interdire le franchissement de cette transition si cette place est marqu�ee��

Remarques sur les arcs de test �

�� Un autre type d�arcs est �egalement fr�equemment utilis�e� les arcs de test� Ces
arcs ont un but dual des arcs inhibiteurs � interdire le franchissement d�une
transition si un certain marquage n�est pas atteint�

Dans �CH��a� et �Lak���� un certain nombre de m�ethodes permettent de
passer des arcs de test aux arcs inhibiteurs� Elles sont bas�ees sur le fait que
pratiquement de tels arcs sont reli�es �a des places ayant une capacit�e�

Ces deux types d�arcs� ajout�es aux capacit�es de places� devraient fournir un
ensemble su!sant pour sp�eci	er tous les syst�emes possibles avec un minimum
de confort �voir �Bil��� CH��a� Lak����

�� Ce genre d�arc pose de nombreux probl�emes int�eressants pour les s�emantiques
d�ordre partiel �de la m�eme mani�ere que les places avec capacit�e� Cela sort
des objectifs de cette th�ese� mais on pourra consulter avec pro	t �Dev����

�� Si l�on s�abstrait de ces probl�emes� on peut sans doute ramener l��etude des
arcs de test �a ceux des arcs inhibiteurs par la construction� de la 	gure ����
sous r�eserve que p �� �t�� Cette derni�ere r�eserve peut sans doute sauter si on
remplace t� par un t���

p� est une place compl�ementaire classique et joue en m�eme temps le r�ole de
capacit�e� p�� est une place suppl�ementaire destin�ee �a stocker les jetons de p
de x� � �a l�in	ni�

�La relation de priorit�e introduite par �JG��
 et utilis�ee dans �DGV�	
 peut �etre vue
comme un d�eriv�e des arcs inhibiteurs�

�Cas des r�eseaux �a arcs simples�

	��
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Figure ��� � Des arcs de test aux arcs inhibiteurs�

arc de test

arc inhibiteur arcs ajoutés

noeuds ajoutés

n n’ n’’
p p�

p��

t�

t� t� t��

t��

x�

Les transitions t�i ont les m�eme pr�e� et post�conditions que leurs homologues
ti�

L�utilisation des transitions est r�esum�ee par le tableau suivant �

M �p M �p� M �p�� t� t� t� t�� t��
� x � � � � �

 x � � � � �

 x � � � � � �

Dans le cadre des r�eseaux �a poids� la solution est plus complexe� puisqu�elle
doit prendre en compte les probl�emes de r�epartition des jetons entre les dif�
f�erentes places� La 	gure ci�dessous donne une id�ee de ce qui pourrait se
faire�

n

1 0x3

p

t�

px��� px��� px px�x�

�


� Les r�eseaux 	a arcs inhibiteurs

Nous les pr�esentons d�une mani�ere analogue au r�eseaux de Petri clas�
siques en s�eparant la structure du comportement�



��	� Les reseaux �a arcs inhibiteurs 	�	

����� Structure des r�eseaux 	a arcs inhibiteurs

Puisque nous ne nous int�eressons qu�aux syst�emes �etiquet�es nous d�e�nis�
sons �

D�e�nition ������ R�eseau de Petri �a arc inhibiteurs
Un r�eseau de Petri �a arc inhibiteurs est un quintuplet N # �P� T�W� l� I


tel que 


� �P� T�W� l
 soit un r�eseau de Petri au sens de la d�e�nition 	�	�� p	 �� �

� I � P 	 T est une fonction d�inhibition	

De m�eme� nous d�e�nissons un syst�eme ��a arcs inhibiteurs
 par � #
�N�M�
� o�u N est un r�eseau de Petri �a arc inhibiteurs et M� le marquage
initial	

Nous noterons I�t
� t 
 T l�ensemble des places inhibant t ou sa repr�esen�
tation vectorielle dans f�� �gjP j	

Graphiquement un arc inhibiteur est repr�esent�e par une courbe dont
l�extr�emit�e �c�ot�e transition
 est un cercle� En cela nous retrouvons la nota�
tion usuelle de la n�egation�

Le r�eseau de la �gure ��	 montre un exemple de r�eseau �a arcs inhibiteurs�
Dans ce contexte une des lignes est prioritaire sur l�autre� C�est typiquement
un comportement qui n�est pas codable dans les r�eseaux classiques�

Figure ��� � Un r�eseau de Petri �a arcs inhibiteurs�

p�

p�p�p�p�

p�p

p�p�

p��

p
r
o
g

t�
t� t� sortie

tampon� libre

�N�M�

p
r
o
g

p
r
o
g

tampon� libre

t�� t�� t��

p
r
o
g

p
r
o
g

p
r
o
g

sortie�entr�ee�

tampon� tampon�

Le fait principal va �etre la modi�cation du comportement�
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����� Comportement dans les r�eseaux 	a arcs inhibiteurs

Les arcs inhibiteurs n�allant que d�une place vers une transition nous
n�avons besoin d��etendre que la notion de tirabilit�e� Nous le faisons de la
mani�ere suivante �

D�e�nition ������ Tirabilit�e
�Etant donn�e un syst�eme � # �N�M
� nous dirons qu�une transition est

tirable depuis M � not�e M
t
�� ssi ses pr�e�conditions sont remplies et qu�elle

n�est pas inhib�ee� i	e	 


�t �M � I�t
�M
d�ef
#
X
p�P

I�p� t
�M�p
 # �

Nous l��etendons naturellement aux s�equences�

Remarque sur le comportement concurrent � les arcs inhibiteurs posent des

probl�emes int�eressants dans le cadre des s�emantiques concurrentes� Par exemple�

le r�eseau N� de la 	gure ��� peut tirer t� k t�� mais ni t��t�� ni t��t�� Par contre� le

r�eseau N� peut tirer t��t�� On se rend ais�ement compte des probl�emes que poserait

le calcul de la 	p�bisimulation de places pour ces r�eseaux�

�


� La bisimulation de places stricte et les arcs

inhibiteurs

Nous reprenons les d�e�nitions de la section ��� p� �� et les �etendons au
cas des r�eseaux �a arcs inhibiteurs� La bisimulation entre les marquages est
d�e�nie de la m�eme mani�ere nous aurons donc �

D�e�nition ������ Bisimulation de places stricte

Soit � # �N�M�
 un syst�eme et B � P 	 P une relation r�e�exive entre
ses places	 Nous dirons que B est une bisimulation de place �stricte
 ssi B
est une bisimulation classique	

Nous avons les propri�et�es suivantes �avec les m�emes preuves que pour le
cas sans inhibiteurs
 �

Proposition ������ �Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l� I


	 IdP est une bisimulation de place stricte sur N �

�	 si B�B� sont des bisimulations de place stricte sur N � alors B �B� en
est une aussi �



���� Le reseau quotient 	��

�	 si B est une bisimulation de place stricte sur N � alors eB �la plus petite
relation d��equivalence contenant B� est aussi une bisimulation de place
stricte sur N �

�	 il existe une plus grande bisimulation de place stricte sur N que nous
noterons B�N
	 De plus� B�N
 #

S
fB � B bisimulation de place

stricte sur Ng	

�	 B�N
 est une relation d��equivalence �

Nous avons maintenant les outils n�ecessaires pour d�e�nir le r�eseau quo�
tient et d�eterminer une m�ethode de r�eduction�


� Le r�eseau quotient

La m�ethode utilis�ee dans le cas des r�eseaux sans arcs inhibiteurs �etait
de fusionner les places �equivalentes ou ce qui revient au m�eme de d�eplacer
tous les arcs sur un repr�esentant de la classe puis d��eliminer toutes les places
isol�ees du r�eseau�

La �gure ��� montre que cette technique n�est plus utilisable dans le cas
des r�eseaux �a arcs inhibiteurs� En e�et si nous fusionnons p� et p� aucune
transition n�est tirable dans le syst�eme r�eduit� Le th�eor�eme du quotient
correct �th�eo� 	�	�� p� ��
 ne peut donc �etre g�en�eralis�e si nous conservons
cette d�e�nition du r�eseau quotient �d�ef� 	�	�� p� ��
�

La solution consiste �a choisir un repr�esentant de la classe d��equivalence
et �a ne conserver que les arcs inhibiteurs en partant� Nous pouvons alors
g�en�eraliser le th�eor�eme 	�	��� Formellement �

D�e�nition ������ R�eseau quotient en pr�esence d�arcs inhibiteurs
�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l� I
 et une relation d��equivalence

E � P 	 P � nous notons �p�E la classe d��equivalence d�une place p 
 P et
une fonction de choix c � P � P telle que pEp�� c�p
 # c�p�
	

Nous d�e�nissons le r�eseau quotient N�E # �P�E� T�E�W�E� l�E� I�E

de N par E de la mani�ere suivante 


� P�E
d�ef
# fc�p
 � p 
 Pg

� T�E
d�ef
# T

�

���W�E�c�p
� t

d�ef
#
P

u��p�E W �u� t


W�E�t� c�p


d�ef
#
P

u��p�E W �t� u


� I�E�c�p
� t

d�ef
# I�c�p
� t


� l�E
d�ef
# l
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Figure ��� � La d�e�nition 	�	�� est inutilisable en pr�esence d�inhibiteurs�



���� Le reseau quotient 	��

Pour quotienter les marquages 


M�E
d�ef
# �M �E

d�ef
# �fp�� p�� � � � � png�E

d�ef
# fc�p�
� c�p�
� � � � � c�pn
g

Remarques sur la d�e�nition du r�eseau quotient �

�� Ceci implique que pour un m�eme r�eseau� nous avons autant de mani�eres de
quotienter que de fonctions de choix�

�� Si I est vide� nous retrouvons la d�e	nition ������ p� ���

�� Les arcs de I ne sont pas trait�es de la m�eme mani�ere que ceux de W � c�est
ce qui nous permettra de quotienter correctement�

�

Nous avons alors le th�eor�eme suivant �

Th�eor�eme ������ Quotient correct pour les inhibiteurs

Soit N un r�eseau et E une relation d��equivalence sur ses places telle que
E soit une bisimulation	 Alors pour tout marquage M 
MN nous avons 


�N�E�M�E
 et �N�M
 sont bisimilaires

La preuve de ce th�eor�eme repose essentiellement sur les adaptions du
lemme technique �etablissant le lien entre les pas du r�eseau et ceux du r�eseau
quotient�e �lemme 	�	�� p� ��
� Nous donnons tout d�abord son �equivalent
dans le cadre des r�eseaux �a arcs inhibiteurs �

Lemme ������ Soit N un r�eseau �a arcs inhibiteurs� E � P	P une relation
d��equivalence entre ses places t	q	 E soit une bisimulation	 Soit N�E le
r�eseau quotient tel que dans la d�e�nition �	�	� nous avons 


	 Pour tout pas M
t
� M � dans N � il existe un pas �M �E

t�
l�t	� �M ��E
dans N�E	

�	 Pour tout pas �M �E
t�
� �M ��E dans N�E� il existe un pas M

t
� M ��

avec M ��EM � dans N 	

Preuve�

� Pour prouver � nous utilisons le fait que E est une bisimulation� De
ME�M �E et M �E�M ��E  la propri�et�e de transfert assure qu�il existe un

pas �M �E
t�
l�t	� �M ��E �
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� Pour �	
 nous pouvons reprendre la technique utilis�ee au cas pr�ec�e�

dent� Consid�erons un pas �M �E
t�
� �M ��E dans N�E� E �etant une

bisimulation nous avons un t tel que �

�M �E E M

t�
��y ��yt
l�t�	

�M ��E E M ��

avec M ��EM �

Remarque � la condition E � � ne su!t pas dans ce cas� En e�et� M
t
�M �

n�entra��ne pas �M �E
t
� �M ��E � comme le montre l�exemple ci�dessous� Nous avons

pEq et E � � � Cependant E n�est pas une bisimulation car �

fpg E fqg

t��a

��y ��yt��a
frg �E fr� rg

2
2

a a a a

p q

r

q

r

t� t�

N Nr o�u c�p 
 c�q 
 q

�

Nous avons maintenant l�outil n�ecessaire pour prouver le th�eor�eme ����	�
La preuve est en tout point identique �a celle d�evelopp�ee pour les r�eseaux
classiques �voir page ��
�

Nous pouvons alors r�eduire en �eliminant des transitions redondantes et
celles structurellement mortes�


� Calculabilit�e de B�N�

Il reste maintenant �a calculer cette plus grande relation d��equivalence
de mani�ere e�cace� Malheureusement le th�eor�eme de caract�erisation �th�eo�
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 	��

����	 p� ��
 ne peut �etre g�en�eralis�e comme le montre l�exemple de la �gure
����

a a

p� p�

t� t�

N

Figure ��	 � Le th�eor�eme ����	 n�est plus valable�

Dans cet exemple B # P 	 P satisfait trivialement aux conditions du
th�eor�eme �r�e�exivit�e sym�etrie et transfert local
� Cependant alors que le
marquage fp�� p�g permet de tirer t� fp�� p�g inhibe toute transition�

Intuitivement imiter dans un marquage donn�e ne su�t plus puisqu�un
jeton peut inhiber la transition imitatrice� De plus le transfert local ne se
pr�eoccupe que des arcs classiques or il est �evident qu�un jeton peut devenir
inhibiteur en passant d�une place �a l�autre�

����� Propri�et�e de transfert local g�en�eralis�e

Il est facile de voir que la propri�et�e du transfert local �prop� ����� p� �	

ne relie les places du r�eseau qu�en fonction de ce qu�elles autorisent� Ces
di�cult�es peuvent �etre contourn�ees en prenant soin de conserver r�ecursive�
ment la valeur «s�emantique» d�un jeton� Formellement nous g�en�eralisons
la propri�et�e comme suit �

D�e�nition ��	��� Propri�et�e de transfert local g�en�eralis�ee �PTLG�
Soit un r�eseau N # �P� T�W� I� l
 et une relation B � P 	 P 	

� Nous dirons que M��r
t��M �

� est imitable depuis M��s relativement
�a B ssi il existe une transition t� 
 T de m�eme �etiquette que t� t	q	

M�� s
t�� M �

� B M �
� et si �i 
 I�t�
��M�� i� r

t��M �
�� i est imitable

�a partir de M� � i� s relativement �a B	

� B a la propri�et�e de transfert local g�en�eralis�ee ssi pour toute transition
t� 
 T � pour toute place p 
 �t� et toute place q 
 P avec q B p


	 �t�
t�� t�

� est imitable depuis �t� � p� q relativement �a B �

�Il est �evident que si t� est inhib�ee� il n�y a plus lieu de l�imiter�
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�	 �t� 
 T � �p �
 I�t�
 � q 
 I�t�

�
�t� � p

t�� t�
� � p est imitable

depuis �t� � q relativement �a B �

�	 sym�etriquement� �t� 
 T � �p 
 I�t�
 � q �
 I�t�

�
�t� � q

t��
t�
� � q est imitable depuis �t� � p relativement �a B	

Il est facile de voir que si I est vide �cas des r�eseaux classiques
 nous
retrouvons la propri�et�e de transfert local �d�ef� ����� p� �	
�

Remarque sur la notion «est imitable» � clairement� cette notion est r�ecur�

sive� Cependant� il est facile de voir qu�a chaque appel� une nouvelle place est

introduite �i�e� i � M�� puisque i � I�t� et M� � s
t��� Ceci nous assure que la

r�ecursion s�arr�ete d�es lors que P est 	ni�

�

Nous pr�esentons maintenant la caract�erisation des bisimulations de places
dans le cadre des r�eseaux �a arcs inhibiteurs �

Th�eor�eme ��	��� Caract�erisation des BdPS en pr�esence d�arcs inhibiteurs

�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W� l� I
 et B � P 	 P une relation
r�e�exive et sym�etrique v�eri�ant la propri�et�e de transfert local g�en�eralis�ee�
alors B� �sa fermeture transitive� est une bisimulation de place stricte	

Preuve� Il nous su�t de prouver que B� # B
�
�lemme ����� p� ��
 est une

bisimulation classique c�est��a�dire qu�elle v�eri�e la propri�et�e de transfert�
B
�
�etant sym�etrique nous n�avons �a prouver qu�un sens de la propri�et�e de

transfert�
Consid�erons deux marquages M�B�M� et un pas M�

t�� M �
�� Plusieurs

cas se pr�esentent �

�� si M�BM� �

� Supposons que M� # M� � p� q avec pBq�

� Si M� # �t� le transfert local g�en�eralis�e nous permet de dire

qu�il existe un pas M�
t�� M �

� avec M
�
�BM

�
� et l�t�
 # l�t�
�

� Sinon M� est de la forme �t� �M ��
� �

� si p 
M ��
�  soit I�t�
�M

��
� # � et M�

t��M �
�� p� q imite

M�
t�� M �

� soit �r 
 I�t�
 �M ��
� � Dans ce cas la PTLG

par r�ecursivit�e nous donne un pas �t��p�q�r
u��M ��

etc jusqu��a M�
uk�M �

� avec M
�
�BM

�
� et l�t�
 # l�uk
�

� si p 
 �t� alors par la PTLG il existe un pas �t��p�q
u��

M � avec l�t�
 # l�u�
� En l�appliquant r�ecursivement

comme ci�avant nous obtenons un pas M�
uk� M �

� avec
M �

�BM
�
� et l�t�
 # l�uk
�
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 	��

� Sinon il existe un ensemble de marquages tels que

M� # M�BM�B � � �BMk # M��

avec M i # M i�� � pi � qi et piBqi� i # �� � � � � k� Dans ce cas

M� t��M �
� peut �etre imit�e par un M� u��M �� et l�imitation peut

se propager jusqu��a M� # Mk uk� M �k� L�imitation se fait avec
t� # uk  et M

�
� # M �k� Comme M �

�BM
��B � � �BM �k nous avons

M �
�B

�
M �

� soit M
�
�B

�M �
� puisque B est r�e�exive �lemme �����
�

M� B M� � � � Mk

t�

��y ��yu�
l�t�	 ��yuk 
l�t�	
M �� B M �� � � � M �k

soit
M�

B
�

M�

t�

��y ��yuk
l�t�	
M �

�
B
�

M �
�

	� Dans le cas g�en�eral si M�B�M� il est possible de d�ecomposer en
une s�equence M� # M�BM� � � �BMk # M� et d�utiliser le r�esultat
ci�dessus pour construire une imitation M�

u
�M �

��

Nous avons donc le r�esultat suivant �prouv�e dans la section ���
 �

Th�eor�eme ��	��� Calculabilit�e de B�N
 en pr�esence d�inhibiteurs
B�N
 est calculable en temps exponentiel �en la taille de P �	

L�algorithme est modi��e en rempla cant le test par «Tester si B a la
propri�et�e de transfert local g�en�eralis�ee» � Soit �

Algorithme ��	��� Calcul de B�N
 en pr�esence d�inhibiteurs
Soit le r�eseau N # �P� T�W� l
 


	 B # P 	 P 	

�	 Tester si B a la propri�et�e de transfert local g�en�eralis�ee� i	e	 


� s�il existe t 
 T� p 
 �t� q 
 P avec pBq tels qu�un des points de
la d�e�nition �	�	 n�est pas v�eri��e� alors �eliminer les paires �p� q

et �q� p
 de B et recommencer l��etape �	

� sinon� B a la propri�et�e de transfert local g�en�eralis�ee	

�	 B est la plus grande bisimulation de place stricte� i	e	 B # B�N
	

Cette algorithme est correct pour les m�emes raisons que celui calculant
B�N
 pour un r�eseau sans arcs inhibiteurs �algo� ����� p� ��
�

La section suivante montre qu�il termine et en donne le co�ut th�eorique�
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� Co�ut th�eorique du calcul de B�N�

�A nouveau le co�ut algorithmique ne n�ecessite pas une r�e�evaluation com�
pl�ete puisque seule la fonction de recherche est modi��ee �les transitions
structurellement mortes peuvent �etre d�etect�ees en m�eme temps que les tran�
sitions redondantes
�

Th�eor�eme ������ Le co�ut de la r�eduction est alors en 


O�nnP��
T �n�P 


pour les familles de r�eseaux o�u les degr�es sont born�es par une constante	

Preuve� La structure de l�algorithme est inchang�ee jusqu��a la recherche

d�une imitation� Pour imiter le pas M��r
t
� M �

� depuis M��s relativement
�a B nous codons la fonction �

fonction est�imitable �M� � r� t��M� � s�B� � un bool�een

t��ok � un bool�een

Pour t� parcourant T�ft�g
Si l�t���l�t��

et est�tirable �t�� M� � s�
et sont�reli�es �B� t�

�� M� � s� �t� � t�
��

Alors t��ok � vrai

Pour i parcourant I�t�

t��ok � t��ok � est�imitable �M� � i� r� t��M� � i� s� B�

fLes supports v�erifient � PM��r �� PM��i�rg

fpour fig

Si t��ok
Alors retourne vrai

fpour ft�g

fM� � r
t�� n�est pas imitable depuis M� � s relativement �a Bg

Retourne faux

Seul le parcours des places inhibitrices di��ere du cas sans inhibiteurs�
L�appel r�ecursif de est�imitable ����� peut se produire au plus nP fois
puisque nous avons trivialement I�t�
� �M� � r
 # �� Ceci nous garantit la
terminaison�

Nous introduisons di # maxt�TfjI�t
jg� Nous avons donc au plus di
places dans I�t�
� Ce facteur n�appara��t pas compte�tenu de notre hypoth�ese
sur les degr�es�

Le co�ut de l�appel initial de cette fonction est donc en O�nnPT 
�

Le reste du calcul du co�ut est inchang�e�
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Conclusion

Pour les r�eseaux �a arcs inhibiteurs l�adaptation de la bisimulation de
places est donc non triviale� De fait les r�esultats sont un peu moins bons
puisqu�ils sont en temps exponentiel� Intuitivement nous pourrions « croiser»
la � �bisimulation avec les r�eseaux �a arcs inhibiteurs� Les probl�emes pos�es
auraient les m�emes solutions � tr�es informellement il su�rait d�ajouter la
condition I�t
 � I�t�
 �a la d�e�nition de t v t� pour conserver les m�emes
propri�et�es�

�A notre connaissance la bisimulation de places est la seule m�ethode de
r�eduction pour les r�eseaux �a arcs inhibiteurs�

Plus g�en�eralement les probl�emes pos�es par les extensions des r�eseaux de
Petri posent deux probl�emes distincts �

�� l�adaptation de la notion de bisimilarit�e� C�est par exemple r�ecemment
abord�e par �Buc��� pour les r�eseaux stochastiques�

	� la correction du quotient�

Les extensions syntaxiques i�e� o�u la «d�ecoration» a pour seul objectif
de donner un mod�ele plus compact ont une faible incidence �p�ex� pour
certaines d�e�nitions des r�eseaux color�es� il n�y a qu�une augmentation de
la complexit�e
�

Les extensions s�emantiques qui visent �a accro��tre la puissance du mod�ele
�r�eseaux avec arcs inhibiteurs
 ou �a int�egrer d�autres param�etres �r�eseaux
temporis�es de �Zub��� ou stochastiques de �Ajm���
 ont un impact beaucoup
plus fort puisqu�ils peuvent apporter de profondes modi�cations pour la
d�e�nition de la bisimulation�

�Voir p�ex� �Jen��� Jen��
�
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Troisi�eme partie

Les bisimulations de places

en pratique
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Chapitre �

Bisimulation de places et

comportements

Nous savons que la bisimulation �qui est notre crit�ere de correction

conserve de nombreuses propri�et�es de vivacit�e et de s�ecurit�e� Ces propri�et�es
sont d�e�nies dynamiquement i�e� elles s�appuient sur les comportements du
r�eseau� Mais nous avons vu que la bisimulation de places pr�eservait parfois
plus �th�eo� ����� p� �	
� L�objectif de ce chapitre est donc de voir de quelle
mani�ere la BdPS se m�ele aux th�eories d�evelopp�ees par ailleurs�

La v�eri�cation de ces propri�et�es �etant tr�es complexe certains auteurs
ont naturellement cherch�e �a les caract�eriser par des contraintes structurelles
moins co�uteuses car ne s�appuyant que sur la structure du r�eseau ��VV��
Yam�� BD���
� La premi�ere section pr�esente diverses d�e�nitions et �etudie
l�impact de notre m�ethode de r�eduction�

Ces propri�et�es comportementales ou structurelles ont permis de d�e�nir
diverses familles de r�eseaux� De nombreux outils utilisent les propri�et�es de
ces familles pour optimiser leurs calculs� Dans le contexte d�un interfa cage
de la bisimulation de places il est int�eressant de savoir si ces familles sont
stables� La deuxi�eme section aborde ce point�

Nous donnons en conclusion un tableau r�ecapitulant ces divers r�esultats�

�
� Les propri�et�es des r�eseaux de Petri

Il existe de nombreuses notions nous nous attacherons �a celles qui sont
le plus utilis�ees� �EN��� par exemple liste un certain nombre de propri�et�es
avec la complexit�e de leur v�eri�cation� �Hac�� Ber��� en donnent aussi
plusieurs autres�

	��
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����� Propri�et�es comportementales

Il s�agit donc de propri�et�es qui pour �etre v�eri��ees demandent que l�on
�etudie l�ensemble des comportements du r�eseau i�e� son graphe d��etat� La
bisimulation de places est un moyen e�cace de r�eduire ce graphe il est
donc important de savoir sous quelles conditions elle pr�eserve ou non ces
propri�et�es�

D�e�nition ������ Vivant� pseudo�vivant
Soit M un marquage sur un r�eseau N � nous dirons que M est vivant si

toute transition t est atteignable depuis M 	
Nous dirons que M est pseudo�vivant s�il permet de tirer au moins une

transition	
Soit �N�M
 un syst�eme� nous dirons qu�il est �pseudo�
vivant si �M � 


R�N
� M � l�est	

Intuitivement un syst�eme est vivant si n�importe quelle transition est
toujours atteignable� Il est facile de voir qu�un syst�eme vivant est pseudo�
vivant i�e� sans blocage�

D�e�nition ������ Born�e� sauf
Soit �N�M�
 un syst�eme� nous dirons qu�il est n�born�e si il existe n 
 IN

tel que 

�M 
 R�M�
� jM�p
j � n

Nous dirons qu�un syst�eme est sauf ssi il est ��born�e	

Il est facile de voir que pour un syst�eme born�e R�M�
 est �ni et que
�M 
 R�M�
� M� ��M �M # M� est possible
�

Ces r�eseaux sont de ce fait souvent utilis�es� Ils sont utilis�es comme
syst�emes «condition*�ev�enement» �voir p�ex� �DDM���
� En particulier
l�ensemble des marquages atteignables �etant �ni presque toutes les pro�
pri�et�es deviennent d�ecidables� En particulier le langage LOTOS permet de
produire des r�eseaux saufs �voir �GS���
�

Nous avons trivialement comme cons�equence du th�eor�eme ����� p� �� �

Proposition ������ Soit � un syst�eme et �r sa r�eduction	
� est vivant �resp	 pseudo�vivant� n�born�e� ssi �r est vivant �resp	

pseudo�vivant� n��born�e� n� � n�maxp�Pfj�p�jg�	

����� Les invariants

Ce sont sans doute parmi les plus utilis�es des m�ethodes d�analyse�
Informellement un P �invariant d�un syst�eme est une propri�et�e vraie

quelque soit le marquage atteint� Il permet de v�eri�er un grand nombre
de propri�et�e dynamiques �vivant born�e atteignable etc
� Dans l�exemple
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de la �le FIFO ���� p� ��
 nous n�aurons jamais un tampon occup�e avec
un jeton dans la place tampon libre correspondante�

Un T �invariant correspond �a des s�equences «nulles»  i�e� telles que �� #
��� Formellement �

D�e�nition ����	� Invariants
�Etant donn�e un r�eseauN # �P� T�W 
� nous notons sa matrice d�incidence

N 
 �ZP 	 �ZT � o�u N�p� t

d�ef
# W �t� p
�W �p� t
	

Nous appelons P �invariant �resp	 T �invariant� une solution de 


X�N # �

�resp	 N�Y # ��	

Remarque � il n�y a aucun lien entre P �invariants et places bisimilaires comme
le montre tr�es simplement la 	gure ci�dessous� o�u tout vecteur tel que X�q 
 � est
un P �invariant de N � mais o�u aucun n�est un P �invariant de N � �dans lequel p et q
sont fusionn�ees �

q

pBq

p

�

Regardons l�impact de la m�ethode de r�eduction sur la matrice d�incidence �
la fusion de places va correspondre �a l�addition de lignes et la suppression
des transitions redondantes au retrait de colonnes�

Pour la �gure ��� nous avons �

N #

�B	 �� ��
� �
�� ��


CA
Les invariants sont donc de la forme �

X #
�
x y x

�
Y #


x
x

�

Apr�es fusion de p� et p� puis �elagage nous obtenons respectivement �

N� #


� �
� �

�
Nr #


�
�

�

Les invariants de Nr sont alors de la forme �

X #
�
x x

�
Y #

�
x
�

Nous avons les r�esultats suivants �
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Figure ��� � Comment lier les invariants de � et �r �

a a a

� �r

t�

p� p� p� �p�� # �p�� �p��

t�t�

Proposition ������ Soit N un r�eseau� N � le r�eseau o�u les places sont fu�
sionn�ees et Nr le r�eseau r�eduit 


	 La fusion de places pr�eserve les T �invariants	

�	 L��elagage pr�eserve les P �invariants	

�	 Soit Xr est un P �invariant de Nr� alors le vecteur 


X � X�p

d�ef
# Xr�p


est un P �invariant de N 	

�	 Soit Y est un T �invariant de N � alors le vecteur 


Yr�t

d�ef
#

X
t��lag�t	

Y �t


est un T �invariant de Nr	

Preuve�

� Le point � vient de ce que la fusion des places revient �a additionner
les bilans t��p
� �t�p
 de chaque transition pour chaque place i�e� �

Nr�t� �p�
 #
X
q��p�

N�t� q


d�o�u �

Xr��Nr�t

 #
X
�p�

�	Xr��p�
�
X
q��p�

N�t� q



A #
X

p 
 PXr��p�
�N�t� q
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� pour 	 il su�t de noter que la fusion de places correspond �a une
addition de lignes �

N�Y # � � �P � � P �
X
p�P �

�N�p

�Y # �

� Les deux derni�eres propri�et�es d�ecoulent de celles ci�dessus�

����� Semi�lin�earit�e de R���

Nous avons les d�e�nitions suivantes �

D�e�nition ������ Semi�lin�eaire
Un sous�ensemble de INn est lin�eaire s�il est de la forme 


fu�
pX

i��

nivi� ni 
 INg

o�u u� v�� � � � � vp sont des vecteurs de INn	
Un sous�ensemble de INn est un semi�lin�eaire s�il est une union �nie

d�ensembles lin�eaires	

La semi�lin�earit�e de l�ensemble de marquages atteignables rend un grand
nombre de propri�et�es d�ecidables particuli�erement celles de l�inclusion et de
l��egalit�e des ensembles de marquages atteignables� �Hau��� montre que la
semi�lin�earit�e de R��
 est d�ecidable�

Le th�eor�eme ����� p� �� nous donne trivialement �

Proposition ������ R��
 est semi�lin�eaire ssi R��r
 l�est	

����� R�egularit�e du langage

Le langage du r�eseau est l�ensemble L�N

d�ef
# f� 
 T � � M�

�
�g� �VV���

donne une caract�erisation structurelle de la r�egularit�e du langage d�un r�eseau�
La r�egularit�e du langage rend un grand nombre de propri�et�es plus facile�

ment d�ecidables �atteignabilit�e vivacit�e inclusion des ensembles de mar�
quages atteignables
�

Dans le cadre de la bisimulation de places le graphe des marquages at�
teignables de �r est obtenu par un « repliage» correspondant �a la fusion des
places avec la suppression des arcs correspondant aux transitions redon�
dantes� Nous avons �

Proposition ������ Si L�N
 est r�egulier alors L�Nr
 l�est	

Remarque sur le langage d�actions � Si nous notons LA�N 
d�ef

 fl��� � �

T � �M�

�
�g le langage d�actions� nous avons trivialement LA�N  
 LA�Nr�

�
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�
� Quelques grandes familles de r�eseaux

Les r�eseaux de Petri forment un cadre tr�es large pour l��etude du paral�
l�elisme� Ainsi pour s�attacher �a certaines propri�et�es un certain nombre de
familles ont �et�e d�e�nies� Nous pr�esentons ici les plus importantes ou celles
qui nous serons utiles� �EN��� p�ex� en cite quelques autres�

Plusieurs de ces classes sont bas�ees sur des propri�et�es structurelles �r�eseaux
�a choix libre �Hac�	� r�eseaux sans con�its de �LR��� r�eseaux saufs etc�

����� Les r�eseaux 	a choix libres

Les r�eseaux de Petri ont un grand pouvoir d�expression� Malheureuse�
ment un grand nombre d�algorithmes d�analyse de leur comportement ont
des bornes de complexit�e �elev�ees voire ne terminent pas forc�ement� Une
th�eorie liant la structure et le comportement d�un r�eseau donn�e a donc une
port�ee pratique tr�es limit�ee�

Ces obstacles peuvent �etre contourn�es en se restreignant �a certaines
classes de r�eseaux avec certaines contraintes sur leur structure�

Une des classes « limites» est celle des r�eseaux �a choix libres� Celle�
ci autorise la synchronisation et le con�it� de mani�ere qu�ils n�interf�erent
pas� Typiquement dans la s�equence t��t� il n�appara��t pas explicitement
de con�it� Par contre si t� est tir�ee en premier alors nous aurons un
con�it entre t� et t�� Grossi�erement �a cause de la synchronisation sur t� la
transition t� in�ue sur l�occurrence de t� ou t��

Figure ��� � Un r�eseau o�u con�it et synchronisation interf�erent�

t� t�

t�

Ces r�eseaux �a choix libres �FC
 ont �et�e �etendus de deux mani�eres �

�� en assouplissant les conditions structurelles ce qui a donn�e les r�eseaux
�a choix libres �etendus �EFC
 �

�Deux transitions t�� t� sont en con�it s�il existe un marquage M avec M
t�
� M� et

M
t�� M�� mais tel que M� �

t�� ou M� �
t��� i�e� le tir d�une transition emp�eche le tir de

l�autre�
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	� en les d�e�nissant sur les r�eseaux de Petri �a poids � les r�eseaux �a con�its
�equilibr�es �ECS
�

D�e�nition ������ R�eseaux �a choix libres �Hac��� BD��� TS���
Un r�eseau �a arcs simples N # �P� T� A
 est un FC�r�eseau ssi 


�p 
 P� �t 
 T � A�p� t
 � �� �p� # ftg
 � ��t # fpg


Un r�eseau �a arcs simples N # �P� T� A
 est un EFC�r�eseau ssi 


�t� t� 
 T � �t � �t� �# � � �t # �t�

Un r�eseau �a poids N # �P� T�W 
 est un ECS ssi 


�t� t� 
 T � �t � �t� �# � � �t # �t�

Dans ces r�eseaux si un marquage autorise une transition en sortie d�une
place p il autorise toutes les transitions en sortie de p�

Proposition ������ Les familles FC� EFC et ECS sont stables pour notre
r�eduction	

Preuve� Nous travaillons avec les d�e�nitions des EFC et ECS la preuve
s��etend ais�ement au cas des FC�

Supposons que N soit un ECS et montrons que Nr en est alors un aussi
i�e� �

��t� � ��t�� �# � � ��t� # ��t��

Nous avons trivialement �

�t # �t� � ��t� # ��t�� ����

��t� � ��t�� # � � �t � �t� # � ���	


� Nous supposerons dans un premier temps que T ne contient pas de
transitions de pr�econdition vide� Nous �etudierons ce cas en �n de
d�emonstration�

Soient ��t�� � ��t�� �# ��

�� Si �t� �
�t� �# � comme N est un EFC nous avons �t� # �t� et

par ����
 �t # �t��

	� Supposons �t� �
�t� # �� Nous avons �t� # M� � p� et �t� #

M� � p� avec p�B p�� Par la propri�et�e de transfert nous savons

qu�il existe un pas M� � p�
t�
�� �

�a
 Si M� �
�t�� �# � alors nous avons �t� # �t�� ce qui est contra�

dictoire avec M� � p�
t�
���
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�b
 Donc �t�� # p� puisque �t� �t �# �� N �etant un ECS nous
avons �t�� # �t� # p�� Alors nous imitons t�� �a partir de p�

par un pas p�
t��
�� et N �etant un ECS �t� # �t��� # p� et par

suite ��t�� # ��t���

� Il nous reste �a traiter le cas des transitions �a pr�e�conditions vides� Seul
le cas 	b est modi��e par un sous�cas suppl�ementaire � �t�� # ��

Nous pouvons supposer que �

p�
� # ft�g ����


p�
� # ft�g ����


l�t�
 # l�t�
 ����


����
 est une simple cons�equence de p�B p�� Si nous combinons cela
avec le fait que N est un ECS alors toutes les transitions consommant
des jetons de p� �resp� p�
 ont les m�emes pr�e�conditions� De ce point
de vue v�eri�er la propri�et�e de transfert pour deux transitions �une
partant de p� l�autre de p�
 est su�sant� Nous pouvons donc poser
les restrictions ����
 et ����
�

En fait nous allons montrer que dans ces conditions t�� permet de
rendre �equivalentes toutes les places de �t�� Prenons simplement la
relation B # IdP � f�p�� pj
gpi�pj��t� et montrons que B est une bisi�
mulation�

Le point essentiel qui se prouve ais�ement est le suivant �

M B M �M� �M�

�M�M��M� 
 MN � t�
�

��y ��yt��
M � B M � �M� �M�

Donc en particulier nous avons �

M B M � p� � q

�q 
 �t� � t�

��y ��yt��
M � B M � � p� � q

Pour toutes les autres transitions de T  puisqu�elles n�utilisent ni p�
ni q nous avons trivialement �

M B M � p� � q

�q 
 �t� � t

��y ��yt
M � B M � � p� � q

par suite B est une bisimulation donc B est une bisimulation de
place ce qui conclue la d�emonstration�
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Remarque � la r�eciproque est �evidemment fausse comme le montre la 	gure
ci�dessous o�u Nr est un ECS� mais pas N �

a a a

N Nr

�

����� Les «Basic Parallel Process»

Il s�agit d�une classe d�expressions CCS bas�ee sur le choix et le parall�e�
lisme asynchrone �voir �CH��b�
� Exprim�ee dans les r�eseaux de Petri nous
avons �

D�e�nition ������ Un r�eseau N # �P� T�W� l
 est un Basic Paralell Process
�BPP� ssi 


�t 
 T� j�tj # �

La r�eduction ne change pas la taille des pr�e�conditions d�o�u la proposi�
tion �

Proposition ����	� Si N est un BPP� alors Nr en est un aussi	

Remarque � la r�eciproque est trivialement fausse� comme le montre la 	gure
ci�dessous �

aa aa

NrN

�
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Conclusion

Nous donnons simplement un tableau r�ecapitulant les di��erents r�esul�
tats �

� est �r est

Vivant � Vivant
Quasi�vivant � Quasi�vivant
n�born�e � n��born�e

avec n� � n�maxp�P fj�p
jg

R�N
 semi�lin�eaire � R�N
 semi�lin�eaire
LA�N
 # LA�Nr


L�N
 r�egulier � L�Nr
 r�egulier

FC EFC ECS � FC EFC ECS
BPP � BPP

Les di��erents r�esultats s��etendent au cas de la relation structurelle �a
l�exception de celui sur les ECS �puisque nous utilisons le fait que B est une
bisimulation
� Dans ce dernier cas cependant un r�esultat similaire peut �etre
obtenu dans le cadre des r�eseaux dont les transitions ont des pr�econditions
non�vides�

Notes bibliographiques

�EN��� et �Hac��� fournissent de nombreux r�esultats de d�ecidabilit�e et
de complexit�e pour ces propri�et�es�



Chapitre 	

Bisimulation de places et

composition de r�eseaux

Il existe principalement deux m�ethodes de conception �

� ascendante � o�u le syst�emes est construit par assemblage de plus petites
composantes� Dans les r�eseaux cela correspond �a la mise en parall�ele
de r�eseaux� Deux op�erateurs viennent la compl�eter d�une part le
renommage de l�autre l�abstraction�

la mise en parall�ele  synchrone ou non not�eeN� kA N�� A � A�
Quand deux r�eseaux sont compos�es de cette mani�ere ils doivent
se synchroniser pour e�ectuer une action de A� Graphiquement
cela se repr�esente en fusionnant deux �a deux les transitions �eti�
quet�ees dans A� La premi�ere section �etudie cet op�erateur�

le renommage  not�e N �f �� Il s�agit ici de changer le nom visible
de certaines transitions� Par exemple si nous voulons mod�eliser
une �le FIFO avec deux canaux distincts nous pouvons changer
les noms des actions en ajoutant la d�esignation du canal �p�ex�
«re coit» devient «re coit sur le canal �»
�

l�abstraction  not�ee N n A� Dans ce cas les actions de A de�
viennent invisibles� Cela permet de dissimuler des actions qui
�etaient importantes �a un certain niveau de d�etail mais ne le sont
plus� Ces deux derniers op�erateurs sont �etudi�es dans la deuxi�eme
section�

� descendante � o�u partant d�un mod�ele tr�es g�en�erale nous d�etaillons
chaque �el�ement du syst�eme jusqu��a un niveau de d�etail voulu� Dans les
r�eseaux c�est le ra�nage� Nous terminons par quelques remarques sur
le ra�nage� En e�et si la r�eduction a un comportement «agr�eable»
pour les trois op�erateurs pr�ec�edents il n�est pas possible d�alterner
ra�nage et r�eduction�

	��
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�
� La composition parall	ele

La composition parall�ele synchrone est l�outil de composition ascendante
par excellence�

���� L�op�erateur kA

Supposons que nous voulions cr�eer deux �les dont les entr�ees et sor�
ties soient synchrones� Nous allons donc mettre en parall�ele deux r�eseaux
Ne en leur demandant de se synchroniser sur recoit et �emet i�e� Npar #
Ne kfrecoit��emetg Ne� La �gure ��� montre le r�eseau r�esultant�

Figure ��� � La composition parall�ele synchrone�
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m
e
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N � Ne kfrecevoir��emettreg Nm

Nous avons la d�e�nition suivante �

D�e�nition ������ Composition parall�ele
Soient N� # �P�� T��W�� l�
 et N� # �P�� T��W�� l�
 deux r�eseaux �eti�

quet�es dans A	 Soit A � A� la composition parall�ele de N� et N� synchro�
nis�es sur A est le r�eseau N # �P� T�W� l
 # N� kA N� tel que 


P
d�ef
# P� 	 f�g � f�g 	 P�

T
d�ef
# f�t�� t�
 � t� 
 T�� t� 
 T�� l��t�
 # l��t�
 
 Ag�

f�t�� �
 � t� 
 T�� l��t�
 �
 Ag�
f��� t�
 � t� 
 T�� l��t�
 �
 Ag
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W ��p�� p�
� �t�� t�


d�ef
#

���W��p�� t�
 si p� 
 P� et t� 
 T�
W��p�� t�
 si p� 
 P� et t� 
 T�
� sinon

idem pour W ��t�� t�
� �p�� p�



l�t�� t�

d�ef
#

�
l��t�
 si t� 
 T�
l��t�
 si t� 
 T�

De la m�eme mani�ere� nous d�e�nissons la composition parall�ele pour des

syst�emes par 
 �N��M�
 kA �N��M�

d�ef
# �N� kA N��M
� avec 


M�p�� p�

d�ef
#

�
M��p�
 si p� 
 P�

M��p�
 si p� 
 P�

Remarques �

�� Dans le cas o�u un r�eseau doit se synchroniser avec une action inexistante
dans le second r�eseau� cette action dispara��t�

�� Il est �evident que nous pouvons d�e	nir la composition parall�ele asynchrone
comme le cas particulier A 
 ��

�

���� Composition parall	ele et bisimulations

Nous avons le th�eor�eme fondamental suivant �

Th�eor�eme ������ La bisimulation et la bisimulation de semi�branchement
sont des congruences pour la composition parall�ele	

Preuve� Supposons que N�� �N
�
� et N�� �N

�
�� Les marquages at�

teignables de �N��M�
 kA �N��M�
 peuvent �etre vus comme des paires de
marquages atteignables de �N��M�
 et �N��M�
 �et de m�eme pour �N �

��M
�
�
 kA

�N �
��M

�
�

� Alors on peut d�e�nir B comme la restriction de f�M��M��M

�
��

M �
�
 � Mi� iM

�
i � i # �� 	g aux marquages atteignables de �N��M�
 kA

�N��M�
 et �N �
��M

�
�
 kA �N �

��M
�
�
� B est une bisimulation entre ces r�eseaux�

���� Un r�esultat en demi�teinte

�Evidemment le r�esultat pr�ec�edent est obtenu gr�ace �a une bisimulation
autre que la simple union avec une restriction aux marquages atteignables�
Cependant la bisimulation de places est ind�ependante de la mise en con�
texte on peut donc esp�erer pouvoir l�utiliser facilement�

Th�eor�eme ������ Soient N� et N� deux r�eseaux� alors B # B�N�
�B�N�

est une bisimulation de places sur N # N� kA N�	
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Preuve� Nous notons N # �P� T�W� l
�

Il su�t de montrer que B�Ni
� IdP � i # �� 	 est une bisimulation sur N
et d�utiliser la propri�et�e ����	 p� �� disant que �

«si B et B� sont des BdPS sur N  alors la fermeture sym�etrique
et transitive de B � B� est une BdPS sur N �»

Or B�N�
 �B�N�
 est trivialement une �equivalence�

Par la d�e�nition ����� nous avons �

� pour M de N � M # M� �M� avec M i 
 MNi
�

� pour t de N � t # �t�� t�
 
 �T� � f�g
	 �T� � f�g
 �

� pour un pas M
t
�M � de N � M� t�

� M �� et M� t�
� M ���

Nous v�eri�ons la propri�et�e de transfert pour M�B�N�
M� et M�
t�� M �

�

dans N � Avec les notations pr�ec�edentes �

� soit t�� # � �resp� t�� # �
 donc l�t�
 �
 A� Alors trivialement le
transfert est v�eri��e par ��� t��
 �resp� par un �t��� �
 issu de la propri�et�e
de transfert dans N�
 �

� soit t�� 
 T� et t�� 
 T� donc l�t�
 
 A� Par hypoth�ese nous savons que

dans N� il existe un pas M�
�

t�
�

l��t

�
�
	
� M ��

� avec M ��
� B�N�
M

��
� � Par

suite dans N nous avons par d�e�nition le pas M�
�t�
�
�t�
�
	
l�t�	� M ��

� �
M ��

� et le transfert est v�eri��e�

M�
� � M�

�
B�N�	 M�

� � M�
�

t�
�

��y ��yt�� t�
�

��y ��yt��
M ��

� � M ��
�

B�N�	 M ��
� � M ��

�

Nous prouvons la m�eme chose pour B�N�
 d�o�u le r�esultat�

�Evidemment B n�est pas forc�ement la plus grande BdPS ainsi que le
montrent les exemples triviaux de la �gure ��	 o�u la synchronisation se fait
sur a ou b�

�
� L�abstraction et le renommage

Nous nous contenterons de pr�esenter bri�evement ces deux op�erateurs et
le th�eor�eme de congruence pour la bisimulation� Ensuite nous montrerons
de quelle mani�ere ils changent la plus grande bisimulation de place�



���� L�abstraction et le renommage 	��

Figure ��� � Des exemples o�u B�N�
 �B�N�
 �� B�N
�

1

2

2

{b}

{a}

aa

a a

a a a

a a

N�B�N	

N�B�N	N � N� kfag N�

N� � N��B�N�	 N� � N��B�N�	

N� � N��B�N�	N� � N��B�N�	

N � N� kfag N�
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D�e�nition ������ Renommage et abstraction
Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau et f � A� � A� une fonction telle que

f��
 # � et f����
 # f�g	 Le renommage de N par f � not�e N �f � est obtenu
en changeant l��etiquetage par 


lN �f ��t
 # f�l�t



De la m�eme mani�ere� l�abstraction d�un ensemble d�actions A � A est
obtenu en changeant l��etiquetage par 


lN �f ��t
 #

�
l�t
 si t �
 A

� sinon

Informellement le renommage permet donc «d�instancier» une com�
posante du r�eseau alors que l�abstraction permet de la dissimuler� Pour
ces deux op�erations nous avons �

Th�eor�eme ������ La bisimulation et la bisimulation de semi�branchement
sont des congruences pour le renommage et l�abstraction	 De plus� si B est
une �sb��bisimulation entre N� et N�� alors c�en est une aussi entre N��f �
�resp	 N� nA� et N��f � �resp	 N� nA�	

Nous en d�erivons sans peine le corollaire suivant �

Corollaire ������

B�N
 � B�N �f �


B�N
 � B�N nA


Bsb�N
 � Bsb�N �f �


B�N
 � Bsb�N nA


Il est facile de voir que B�N
 �# B�N �f �
 �resp� Bsb�N
 �# Bsb�N �f �


n�est possible que si le renommage « identi�e» des actions i�e� �a 
 A � jf���a
j �
��

�
� Le ra�nage

Notre m�ethode de r�eduction est incompatible avec le ra�nage� En e�et
ce qui est sous�jacent �a la fusion de place est de ramener une partie du
parall�elisme structurel �a du parall�elisme dynamique� Or il est connu que
l��ego�concurrence est incompatible avec le ra�nement comme le montre
l�exemple de la �gure ���

Ce r�esultat �etait pr�evisible dans la mesure o�u � n�est pas une congru�
ence pour le ra�nement�



���� Le ra�nage 	�	

Les r�eseaux ont les m�emes processus� Cependant raf��Nr
 peut faire
cce et pas raf��N
� Si en plus on veut travailler avec les mots partiels �ou
les processus
 seul raf��Nr
 peut faire �

c d
f

c e

Figure ��� � �Ego�concurrence et ra�nement�

idle

idle

[processus]

2
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raf��a�

raf��a�

a

a
a

Il existe plusieurs solutions �

� interdire l��ego�concurrence dans les r�eseaux de mani�ere dynamique
p�ex� en utilisant des r�eseaux saufs � malheureusement la classe des
r�eseaux saufs n�est pas stable pour notre m�ethode de r�eduction �

� ne ra�ner que des transitions non �ego�concurrentes � ce qui fait appel
�a un calcul dynamique et n�est pas «rentable» �

� emp�echer de mani�ere structurelle l��ego�concurrence en ajoutant une
place marqu�ee d�un unique jeton en boucle sur la transition� Cela
augmente le nombre de places ce qui est peu int�eressant�
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� ne pas ra�ner un r�eseau r�eduit �

� la voie la plus ouverte semble �etre d�utiliser la bisimulation de places
pour e�ectuer un repliage color�e du r�eseau � c�est actuellement un
probl�eme ouvert�

Conclusion

Dans le cadre g�en�eral d�une insertion dans un outil de conception nous
avons vu que la bisimulation de places peut �etre utilis�ee �a n�importe quel
moment tant que l�on se contente des op�erateurs kA N �f � et N n A� Par
contre elle ne peut �etre utilis�ee qu��a l��etape «�nale» si nous utilisons le
ra�nage�

Outre l�adaptation au ra�nage une voie de recherche est de voir de
quelle mani�ere cela se combine avec la sb�bisimulation puisque tous les
th�eor�emes s�appliquent aussi �a �sb �

Cependant l�ensemble des r�esultats sont su�sant pour chercher �a savoir
ce que la BdPS vaut sur des cas r�eels� Le dernier chapitre pr�esente bri�eve�
ment le prototype PetriS qui impl�emente les bisimulations de places et les
r�eseaux de Petri�



Chapitre 


Le logiciel PetriS

Le logiciel d�evelopp�e durant la th�ese r�epondait �a di��erents objectifs �

� v�eri�er la port�ee pratique des m�ethodes �

� pouvoir tester sur des cas r�eels les di��erentes r�eductions �

� poss�eder une structure assez souple pour s�adapter aux di��erentes vari�
antes des bisimulations et des r�eseaux �

� disposer d�une interface su�samment souple pour pouvoir communi�
quer avec l�utilisateur et d�autres logiciels�

Il s�inscrivait donc en prolongement du prototype d�evelopp�e en DEA et
du module de composition d�evelopp�e par ailleurs ��Kup���
�

Dans ce chapitre nous allons pr�esenter d�une part la structure du logi�
ciel �avec les outils associ�es
 d�autre part les di��erentes grammaires de
l�interpr�eteur�

Nous terminons par un exemple de session et quelques r�esultats exp�eri�
mentaux bas�es soit sur une g�en�eration al�eatoire de r�eseaux soit sur des
r�eseaux issus du logiciel LOTOS�

�
� Les concepts

Il ne s�agit pas ici de d�etailler le code ni de parler de choix d�impl�ementation
�voir pour cela le document de r�ef�erence �
 mais de pr�esenter les modules
de base�

Pour d�evelopper les di��erents modules nous avons utilis�e des logiciels
«classiques» � Le langage choisi est C���

� Pour l�interpr�eteur de commande nous avons utilis�e fLex�� comme
analyseur lexical et Bison pour la syntaxe�

�C�� �Del�	
� fLex��� Bison� G��� norme ANSI� �Kup�	
� POO �Mey��
� VCG �LS


	��
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� Le compilateur choisi est G��� actuellement suivant la norme ��� du
langage C���

� Pour visualiser les r�eseaux nous avons choisi d�interfacer le logiciel
avec VCG �Visualisation of Compiler Graphs
 qui o�re un vaste choix
d�optimisations�

� En�n l�ensemble du programme est auto�document�e gr�ace �a LATEX	� et
HTML �pour la grammaire
�

����� L�architecture du logiciel

Les di��erents modules sont repr�esent�es sur la �gure ��� avec leurs liens�

Figure �� � Architecture de PetriS�

fichiers

Composition Moniteur Environnement

Réduction

ME RdP E/S VCG

(langue,etc)

PetriS

L�interpr�eteur de commandes peut fonctionner soit en interactif soit en
commande par lot� Chaque commande est d�ecrite dans une des sections
suivantes�

Le module de composition permet de calculer un nouveau r�eseau en ap�
pliquant les di��erents op�erateurs vu au chapitre � �composition parall�ele
renommage etc
 plus quelques autres�

�Qui a connu trois normes et au moins vingt versions� � �



��	� Les concepts 	��

Le module de r�eduction e�ectue le calcul des bisimulations et des �etapes
de r�eduction� Il contient aussi la proc�edure de p�saturation d�un r�eseau�

Le module RdP impl�emente les r�eseaux de Petri� D�une part leur struc�
ture d�autre part leur comportement�

Le module ME concerne les multi�ensembles et les op�erateurs associ�es�

Le module E�S regroupe les fonctions d�entr�ee*sortie� En particulier
nous y trouvons l�interface avec le logiciel de visualisation VCG�

Le module environnement permettrait de g�erer des param�etres d�initialisation
du logiciel tels que le choix d�une langue ou d�une famille de r�eseaux�

����� Quelques commandes

Globalement le logiciel permet d�e�ectuer des op�erations sur une liste
de r�eseaux� Le tableaux ci�dessous donne quelques commandes� Il existe
en plus des commandes de simulation �permettant de tracer des s�equences

et de modi�cation �permettant d�ajouter des n"uds ou arcs de modi�er
l��etiquetage ou le marquage
�

Type de commande Syntaxe Remarques
Gestion de la liste charger r�eseau

supprimer r�eseau
afficher r�eseau
lister

Ce sont des fonctions classiques�
lister permet d�avoir divers
renseignements en plus du nom
du r�eseau �nP � nT � dP � dT � d en�
tre autres�

D�e	nition d�un r�eseau N�� d�e�nition
N� calcul

Nous pr�esentons plus loin un ex�
emple de d�e	nition extensive de
r�eseau� la syntaxe est assez in�
tuitive� Les calculs possibles
regroupent un sous�ensemble de
CCS �mise en parall�ele syn�
chrone ou non� abstraction� fu�
sion de places ou transitions et
bien sur les op�erations li�ees �a la
bisimulation de places�

Calculs de BdP bdp�s r�eseau
bdp�tau r�eseau borne

Dans le cas de la 	 �BdP� la borne
est une limite de p�saturation�

Entr�ees%sorties sauver r�eseau
afficher r�eseau
dessiner r�eseau

La sauvegarde se fait au format
du logiciel�� Le dessin se fait
au format de VCG a	n de pou�
voir ult�erieurement visualiser les
r�eseaux�

����� D�e�nir un r�eseau

Nous ne pr�esentons ici qu�un exemple simple et complet la syntaxe est
tr�es simple� Le r�eseau d�ecrit ci�dessous correspond �a celui de la �gure ��	
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Figure �� � Un petit exemple�

a b

	

p�

p� p�

p�

t� t�

N

����������������� Net petit�exemple �����������������

��

Saved to � petit�exemple�net

Modified since last save

Thu Nov �� 	����� ����

Nb of places � 

Nb of transitions � 	

Degree of P � 	

Degree of T � 

Degree �  ��

P � 
 p�� p	� p�� p �

T � 
 t�� t	 �

W � 


p���

��t��a���

p����

p����p	��

��t	�b���

p�	

�



���� Une session 	��

l � 
 t� � a �

t	 � b

�

M� � 
 p���� p	�� �

M � 
 �

����������������� End of petit�exemple �����������������

Dans l��etat actuel seuls les r�eseaux «classiques» sont impl�ement�es� Cepen�
dant le logiciel a �et�e construit pour s�adapter aux autres types de r�eseaux
�gr�ace aux patrons et �a la sur�d�e�nition
�

�
� Une session

En g�en�eral le traitement des erreurs n��etant pas impl�ement�e il est
pr�ef�erable de charger les r�eseaux et d�utiliser un �chier de commandes par
lots�

����� R�eduire la ligne FIFO 	a deux entr�ees

Nous utilisons la suite de commandes �

�� chargement du reseau ��

load fifo�	

�� calcul de B�fifo�	� ��

bdps �fifo�	�

�� quitte ��

quit

Un �chier log est produit �

B�fifo�	�

Strict place bisimulation results �

�����������������������������������


 p��� p �


 p�� p� �


 p�� p	 �


 p�� p� �
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 p� �


 p� �

Times �

�������

Pract Theo

Nb of loops � ��

Nb of t	 	�� ����

	 seconds� � to compute B�N��

Reduction �

�����������

�P� �T� degrees of P�T

N �� � � 

Nr � � 	� 

�Nr saved to red�fifo�	�net�

Le r�eseau r�eduit est alors �

����������������� Net red�fifo�	 �����������������

��

Saved to � red�fifo�	�net

Modified since last save

Fri Nov �� ����� ����

Nb of places � �

Nb of transitions � �

Degree of P � 	

Degree of T � 

Degree �  ��

P � 
 p��� p�� p�� p�� p�� p��

T � 
 t� t�� t��

W � 


p���� p���

��t�prog���

p����
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p���� p���

��t��prog���

p���� p����

p���

��t��prog���

p����� p���

�

l � 
 t� t�� t� � prog

�

M� � 
 �

M � 
 �

����������������� End of red�fifo�	 �����������������

����� Un exemple pour la � �bisimulation

Nous prenons le r�eseau de la �gure ���� Nous allons constater l�explosion
du nombre de transitions sur la �gure ���� Cette �gure est bien s�ur illisible
mais un long discours vaut moins qu�une belle image surtout lorsque nous
la comparons au r�eseau r�eduit ��g� ���
�

Nous avons les r�esultats suivants �

tau�p�saturation

tau�p�saturation complete � 	 iterations et � ajouts�

p�saturation

p�saturation complete � � �� transitions ���� etudiees��

B�tau�ICCI�

p�saturation �

��������������

�P� �T� degrees of P� T

N � � �� �

Nsat � ��	 �� �
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Figure �� � Un petit r�eseau �a r�eduire avec B� �N
�

�
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�

�� �
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N
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Tau place bisimulation results �

��������������������������������


 p� p�� p� �


 p	� p� �

Times �

�������

Pract Theo

Nb of loops � �

Nb of t	 �	�� ��	����e���

Nb of U � 	����e��	

��� seconds �

	 to tau�p�saturate�

�� to p�saturate�

� to compute B�tau�N��

Reduction �

�����������

�P� �T� degrees of P�T



���� Quelques resultats 	�	

N � � �� �

Nr 	  �� �

�Nr saved to red�ICCI�net�

�
� Quelques r�esultats

Ces r�eseaux d�exercice sont �evidemment un peu juste pour juger de la
validit�e d�une telle construction� Nous avons donc test�e l�algorithme pour
quelques programmes issus de LOTOS �donc d�ej�a «optimis�es»
 �

R�eseau nP nT j�P �j Facteur de r�eduction

daemon � � � � ���
daemon 	 � �� � ���
daemon � �� �� � ���
daemon � 	� �� � ���

daemon �� �� �� � ��	
daemon �	 �� ��� � ���
daemon �� ��� 	�� � ����

real��� 	� �� � ���
real��	 � � � ���
real��� �� �� � ���
real��� �� 	� � ���
real��� 	� 	� �� ���
real��� �� �	 �� ���
real��� �� �� 	� ���
real��� �� ��	 	� ���
real��� �� �� �� ���
real��� �� ��	 �� ���
real��� � � � ���
real��	 � � � ���

Une moyenne n�a pas de sens mais on voit que les r�eductions peuvent
�etre tr�es fortes�

Conclusion

L�impl�ementation par un langage orient�e objet a permit de s�eparer ef�
�cacement la structure et le comportement du r�eseau tout en laissant de
grandes possibilit�es d�adaptation� Le code est largement comment�e et l�ensemble
est dot�e d�une documentation �elabor�ee�
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Figure �	 � La p�saturation du r�eseau de la �gure ����



���� Quelques resultats 	��

Figure �� � Le r�eseau de la �gure ��� r�eduit�
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�p��

�p��

t�

t�

Nr

t�

Parmi les am�eliorations possibles nous retiendrons essentiellement le
passage sous PVM �Oak��� et la gestion des erreurs par l�analyseur syntax�
ique�



	��



Conclusion

Nous avions comme objectif de trouver une m�ethode de r�eduction telle
que �

�� la r�eduction se fasse en fusionnant les places du r�eseau �

	� que le r�eseau r�eduit soit bisimilaire au r�eseau original �

�� que la notion sous�jacente soit souple pour s�adapter �a d�autres con�
textes �

�� que la relation sur les places soit calculable�

Dans le premier chapitre nous avons montr�e que la plus grande relation
sur les places ��
 v�eri�ant les deux premiers points n��etait pas calculable�
Cependant nous avons vu que la bisimulation de places issue d�une autre
voie de recherche �etait une approximation de ��

Dans les chapitres suivants nous avons montr�e qu�elle s�adaptait �a la � �
bisimulation avec de l�eg�eres restrictions sur les r�eseaux� Cela nous a permis
de d�e�nir la �p�bisimulation de places qui est une approximation ais�ement
calculable de la � �BdP� Nous avons vu qu�a priori nous ne savions pas com�
ment �etendre ces r�esultats aux bisimulations de branchement�

Nous nous sommes ensuite int�eress�e aux extensions des r�eseaux de Petri
particuli�erement aux arcs inhibiteurs� Dans ce cadre nous avons �etendu
la BdPS avec des algorithmes non�triviaux et une mani�ere de quotienter
adapt�ee�

Nous avons termin�e sur quelques r�esultats pratiques permettant d�int�egrer
la r�eduction �a un outil de g�en�eration de r�eseaux de Petri�

Bien que de nombreuses voies aient �et�e explor�ees et aient donn�e de
nombreuses indications quant �a la mani�ere dont la bisimulation de places
s�adapterait �a d�autres extensions ils reste un certain nombre de champs
non explor�es �

� des probl�emes g�en�eraux �

� Dans quelles classes de r�eseaux les probl�emes pos�es seraient�ils
plus simples � En particulier avoir R�N
 semi�lin�eaire nous
permettrait�il de mieux prendre en compte le marquage initial �

	��



	�� CONCLUSION

� Comment combiner les di��erentes m�ethodes de r�eduction �

� Am�eliorer les algorithmes et passer �a une application pratique
«grandeur nature» �

� des probl�emes plus particuliers �

� Quelle est la limite exacte entre la bisimulation de places et � �
Et plus pr�ecis�ement quels r�esultats pouvons�nous d�eriver pour
les bisimulations additives �

� Quels liens pouvons nous �etablir entre notre m�ethode de r�eduction
et les repliages color�es des r�eseaux de Petri � Cela o�re�t�il une
alternative pour le ra�nage �

� Nous avons montr�e que les bisimulation de branchement n��etaient
pas calculables pour des r�eseaux qui ne soient pas �p�satur�es
existe�t�il une autre m�ethode qui le permette �

D�autres m�ethodes de r�eduction

Il existe d�autres m�ethodes de r�eduction pour certaines classes de r�eseaux�
En g�en�eral elles visent �a r�eduire l�espace des �etats tout en conservant un
certain nombre de propri�et�e �vivant born�e etc
 plut�ot que le comportement
du r�eseau� Elles sont d�e�nies sur des r�eseaux non �etiquet�es� Les di��erences
avec la bisimulation de places sont les suivantes �

� elles sont locales i�e� ne consid�erent qu�un sous�r�eseau relativement
restreint� Elles n�ecessitent souvent plusieurs «passages» sur le r�eseau
et on ne peut a priori dire �a quel moment la r�eduction sera maximale�

� elles ne pr�eservent que quelques propri�et�es dynamiques du syst�eme �

� leurs co�uts sont relativement �elev�es�

Il est tr�es di�cile de comparer des m�ethodes ayant des objectifs si dif�
f�erents nous allons donc simplement donner quelques pointeurs �

� �Ber��� pr�esente de nombreuses m�ethodes visant �a r�eduire le graphe
d��etats des r�eseaux �a arcs simples en conservant plusieurs propri�et�es
comportementales� Nous retiendrons en particulier la bisimulation de
places est une g�en�eralisation de la notion de «places �equivalentes» �

� �Had��� est une g�en�eralisation des m�ethodes pr�ec�edentes aux r�eseaux
color�es ��evitant ainsi les co�uteux d�epliages
� Nous y trouvons en plus
une m�ethode de r�eduction du nombre de couleurs �l�orthonormalisation
�

� �LFB��� fait appel �a une notion de macro�n�uds pour r�eduire des
r�eseaux quelconques� Cependant seuls les propri�et�es «vivant» et
«born�e» sont conserv�ees�



CONCLUSION 	��

� �DE��� donne une liste de r�eductions pour les r�eseaux �a choix libres�
Il quali�e de «strongly sound»  les r�eductions telles que «N est bien�
form�e ssiNr est bien form�e»  o�u un r�eseauN est bien form�e ssi il existe
un marquage M� tel que le syst�eme �N�M�
 soit born�e et vivant� Les
r�esultats du chapitre � nous permettent d�ajouter notre m�ethode de
r�eduction aux r�eductions «strongly sound» ��

�Les r�eductions de �Ber��
 sont aussi « strongly sound» �



	��
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Annexe A

Les machines de Minsky

Voir le th�eor�eme 	���	�

La majeur partie de ce qui est d�ecrit ici est tir�e de �Min��� plus parti�
culi�erement des chapitres � �ind�ecidabilit�e de l�arr�et
 et �� �description des
machines
� Nous utiliserons indi��eremment les noms de machines de Minsky
et de machines �a compteurs�

A
� Description des machines 	a compteurs

Le mod�ele des machines �a compteurs est �equivalent �a celui des machines
de Turing ou au formalisme des fonctions «general�recursive»  Minsky
utilise ce mod�ele car il est «plus proche de ce qui se passe dans les ordi�
nateurs digitaux» � Dans cette formulation le probl�eme de la �nitude du
mod�ele est �elimin�e en prenant des machines poss�edant un nombre �ni de
registres in�nis �i�e� pouvant contenir des nombres arbitrairement grands
�

La structure d�une machine �a compteurs est donn�e par la �gure A���

Figure A�� � Structure d�une machine �a compteurs�

a b z

Unité de contrôle

.............

Registres

	�	
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L�unit�e de contr�ole est d��etats �nis� Il est donc impossible de g�erer di�
rectement les nombres arbitrairement grands des registres� L�astuce consiste
�a ne pouvoir distinguer que deux cas � un registre est soit vide soit plein
i�e� il contient soit � soit un nombre positif�

La table A�� donne la liste comment�ee des op�erations possibles� Un
programme va donc �etre une liste de lignes num�erot�ees portant chacune une
instruction�

Op�eration Abr�eviation S�emantique

r �# � r �# � A�ecte � au registre r puis passe �a

l�instruction suivante

r �# r � � r� � Incr�emente r de � et passe �a

l�instruction suivante
Si r � �
Alors r # r � �
Sinon aller �a n

r� ��n
 Si r � � alors on d�ecr�emente r et on

passe �a l�instruction suivante� sinon on

passe directement �a la ligne n

Arr�et H Arr�ete la machine

Table A�� � Les instructions des machines �a compteurs�

Exemple A�� � Une machine �a compteurs�
Soit une machine disposant de sept compteurs � o� e� t�� t�l� t�� t�l et s�

Nous lui fournissons le programme suivant �
d�ebut � �  o �
 �
vide e � �  t�l�� �vide t�

� �  e�� �e vide
� �  t���

vide t� � �  t�l�� �vide t�
� �  t��� �t� vide
� �  t���
� �  t�l��

vide t� � �  t��� �it�ere
��� s��
��� t�l��

it�ere ��� e�� �	n
��� e��
��� o�� �d�ebut

e vide ��� t�l��
��� o�� �vide t�

t� vide ��� t�l��
��� o�� �vide t�

	n ��� H
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Supposons que l��etat initial de la machine soit � e contient �� t�l et t�l conti�
ennent tous deux �� Le d�eroulement serait alors le suivant� �

Instruction E�et e t� t�l t� t�l s

� Met o �a z�ero � � � � � �
� D�ecr�emente t�l � � � � � �
� D�ecr�emente e � � � � � �
� Incr�emente t� � � � � � �
� D�ecr�emente t�l � � � � � �
� D�ecr�emente t� � � � � � �
� Incr�emente t� � � � � � �
� Incr�emente t�l � � � � � �
� D�ecr�emente t� � � � � � �
�� Incr�emente s � � � � � �
�� Incr�emente t�l � � � � � �
�� D�ecr�emente e � � � � � �
�� Incr�emente e � � � � � �
�� It�ere �a l)instruction � � � � � � �
� � � � � �
� D�ecr�emente t� � � � � � �
�� Incr�emente s � � � � � �
�� Incr�emente t�l � � � � � �
�� Saute �a l�instruction �� � � � � � �
�� Fin � � � � � �

A
� Le probl	eme de l�arr�et

L�essentiel de cette section est issu du chapitre � de �Min����

Parmi les probl�emes ind�ecidables de �Min��� nous retiendrons les deux
suivants �

le probl�eme de l�arr�et �PBA
 pour une machine C et une con�gura�
tion  s�exprime comme suit �

«C s�arr�ete�t�elle en partant de �s�� 
 �»

le probl�eme de l�arr�et uniforme �PBAU
 pour une machine C s�exprime
comme suit �

«C s�arr�ete�t�elle en partant de �s�� 
 quel que soit  �»

le dual de PBAU �D�PBAU
 pour une une machine C s�exprime comme
suit �

«C ne s�arr�ete�t�elle jamais en partant de �s�� 
 quel que
soit  �»

�Nous ne faisons pas gurer le registre o� puisqu�il est constamment �a � �en fait il sert
�a faire un saut inconditionnel��
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Ces trois probl�emes sont ind�ecidables� PBA et PBAU sont trait�es dans
�Min��� nous allons montrer que D�PBAU est ind�ecidable en utilisant la
m�eme technique que Minsky pour PBAU� Formellement �

Th�eor�eme A����� D�PBAU est ind�ecidable	

Preuve� Pour la preuve nous repassons aux machines de Turing� Nous
renvoyons le lecteur �a �Min��� pour une pr�esentation de ces machines et pour
leur �equivalence avec les machines �a compteurs�

Soit T une machine quelconque d�emarrant en Q�� Nous construisons
TB d�emarrant en q�� en ajoutant �a T quelques quintuplets� A et B �etant
deux symboles inusit�es pour tout qi de T nous ajoutons �

�qi� A� q
�
i� �� L
 fq�i�+� qi� A� Rg

�qi� B� q��i � �� R
 fq��i �+� qi� B� Lg

q�i� q
��
i �etant de nouveaux �etats�

Nous ajoutons alors les �etats �

fq���+� q
�
�� A� Rg

fq���+� q
�
�� �� Rg

fq���+� Q�� B� Lg

Informellement nous avons ajout�e �a T une m�ecanique e�a cant la bande
avant de la lire� Par la m�eme m�ethode que �Min��� nous avons �

Lemme A����� «T ne s�arr�ete pas pour le ruban vide» est �equivalent �a «T
ne s�arr�ete jamais» 	

Preuve informelle � TB est T plus un m�ecanisme d�e�a cage � elle com�
mence par �ecrire A�B puis d�emarre sur ce �� Ensuite �a chaque fois que
de besoin elle pousse A ou B en e�a cant le ruban quoiqu�il s�y trouve�
L�ind�ecidabilit�e de l�arr�et pour le ruban vide implique donc celle de D�PBAU
�puisque «T ne s�arr�ete pas pour le ruban vide» est �equivalent �a «T s�arr�ete
pour le ruban vide» 
� La r�eciproque est classique�

Remarque � ce probl�eme est �equivalent au probl�eme �������� p� ��� de �Min����

�
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A
� Machines 	a compteurs et r�eseaux de Petri

Il est �evident que les r�eseaux de Petri ne sont pas �equivalents aux ma�
chines �a compteur ��a moins de leur ajouter des arcs inhibiteurs voir le
chapitre �
�

Le principal obstacle est le non�d�eterminisme induit par les r�eseaux
de Petri� Il est cependant possible de tricher un peu en admettant que
l�ex�ecution du programme correspond �a un comportement du r�eseau� Nous
aurons donc un « contr�ole» sur le r�eseau� Une traduction des instructions
est donn�ee par la �gure A�	�

Le r�eseau ainsi constitu�e a donc �

� une place par registre

� une place par instruction

� une ou deux transitions par instructions�

Remarques �

�� Nous pouvons parfaitement �etablir la correspondance avec la machine telle
que d�e	nie en A�� �

i� correspond �a la s�equence
o �
 �
o� � �s

i� est cod�e par
c� � s�

o �
 �
o� � �s

i� est simplement
o �
 �
o� � �s�

�� Nous pouvons parfaitement �etablir la correspondance avec la machine telle
que d�e	nie en ��� �

i� correspond �a la s�equence
o �
 �
o� � �s

i� est cod�e par
c� � s�

o �
 �
o� � �s

i� est simplement
o �
 �
o� � �s�

�
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Figure A�� � Des machines �a compteurs vers les r�eseaux de Petri
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Annexe B

La p�saturation

La p�saturation est une �etape cruciale pour le calcul de B� �N
 puisque
nous avons �th�eo� ����	 p� ���
 �

Si N est un r�eseau p�satur�e alors �

B� �N
 # B�p�N
 �B��


Dans ce chapitre nous allons explorer la p�saturation et son utilisation
pratique� Particuli�erement nous allons montrer que �

�� nous pouvons passer d�un r�eseau N �a un r�eseau N � qui soit p�satur�e
et tel que B� �N
 # B� �N

�
 �coro� B�	�� p� 	��
 �

	� qu�il est parfois possible de d�ecider �etant donn�e un r�eseau N  de
l�existence d�un r�eseau �ni N � p�satur�e v�eri�ant B� �N
 # B� �N �
 �sec�
tion B�� p� 	��
 �

�� que lorsqu�il existe ce r�eseau peut �etre construit et comment il peut
l��etre �th�eo� B���� p� 	��
 �

�� en�n d�estimer la taille de N � en fonction de caract�eristiques struc�
turelles de N �section B�� p� 	��
�

Nous introduisons �ou rappelons
 tout d�abord quelques d�e�nitions et
notations �

D�e�nition B����� R�eseau �p�satur�e� couverture
Soit N # �P� T�W� l
 un r�eseau� nous avons �d�ef	 �	�	� p	 � et

�		� p	 �� resp	� 


T	
d�ef
# f� 
 T � � l���
 
 A � f�gg

�� v ��
d�ef
�� ���� �

��� # ��
� � ��

� � �l���
 #� l���



	��
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Un r�eseau est p�satur�e �d�ef	 �	�	� p	 �� ssi pour toute s�equence � 

T	� il existe un multi�ensemble U 
 M�T 
 tel que U v� �	

Nous dirons qu�un r�eseau est �p�satur�e ssi 


�� 
 T �� � �
 
 M�T�
 � 
 v �

Nous dirons alors que � est couverte par 
 �resp	 U�	

Il est facile de voir que N est �p�satur�e ssi N� l�est�

B
� p�saturation d�un r�eseau

A priori nous ne savons pas p�saturer un r�eseau� Tout au moins une
approche qui consisterait �a chercher �a saturer toutes les s�equences � 
 T	N
de longueur quelconque ne semble pas raisonnable� En fait nous allons voir
que nous pouvons nous ramener �a la saturation des s�equences de longueur
	�

B���� De la p�saturation 	a la �p�saturation

D�e�nition B����� Un r�eseau sera dit 	p�satur�e ssi toutes les s�equences � 

T	N de longueur 	 sont couvertes dans N 	

Un r�esultat fondamental sur la p�saturation d�un r�eseau est le suivant �

Th�eor�eme B����� Un r�eseau est p�satur�e ssi il est 	p�satur�e	

Preuve� $�% est trivial� Pour prouver $�% nous consid�erons un r�eseau
N 	p�satur�e�

Nous allons montrer comment construire pour chaque s�equence M #
��

�
� �� # M � un pas concurrent M

U
� M � avec U v �� Supposons qu�au

pas M
�
� M � correspond le processus � # �C� f
 o�u C # �PC � TC � FC
�

Nous montrons comment construire un processus �� # �C�� f �
 dans N tel
que �

��
 f ���C�
 # M 

�	
 f ��C ��
 # M �

��
 lN�f ��TC�

 #� lN ��


��
 TC� # �C� � C���

Le point ��
 nous assure que �� correspond �a un pas concurrent U dans
N � Les points ��
 et �	
 que les pr�e� et post�conditions de � contiennent
celles de U  et le point ��
 que lN ��
 #� lN�U
�



B�	� p�saturation d�un reseau 	��

�� est construit en modi�ant �� Si � satisfait ��
 alors c�est d�ej�a un pas
concurrent� Sinon il existe deux transitions t� t� 
 TC et une place p 
 PC
telles que p 
 �t� � �t�
� Consid�erons le r�eseau causal C� extrait de C en
se restreignant aux places PC�

# �t� � �t�� et aux transitions TC�
# ft� t�g�

Le processus �C�� f�
 correspond �a un pas M�
t�t�
� M �

� dans N � Puisque N

est 	p�satur�e il existe un pas concurrent M�
V
� M �

� qui correspond �a un
processus concurrent �� # �C�� f�
�

t,t’

t

t’

C1

C

C2

t

t’

Nous pouvons choisir �C� # �C� et C�
� # C�

� et remplacer �C�� f�

par �C�� f�
 dans �� Nous obtenons un nouveau processus �� qui satisfait
les conditions ��
� ��
 et qui est clairement moins s�equentiel que �� Nous
pouvons ainsi r�ep�eter la m�eme op�eration jusqu��a obtenir un processus qui
satisfasse la condition ��
 et donc qui soit un pas concurrent�

Nous d�eduisons de ce th�eor�eme �
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Corollaire B����� Il existe un algorithme simple qui indique si un r�eseau
�ni est p�satur�e	

Preuve� il su�t de regarder pour chaque s�equence � # t��t� 
 T	 si elle
est couverte� Clairement il n�est utile que de consid�erer les s�equences o�u
t�
� � �t� �# �� Pour chaque � nous v�eri�ons s�il existe U # fu�� � � � � ung tel

que ��
U
� �� et l�U
 #� l��
� Comme �t� et �t� sont �nis n est born�e parP

j�tij� jti
�j # �dT �

B
� p�saturer un r�eseau

Comme nous savons qu�il su�t qu�un r�eseau soit 	p�satur�e pour �etre p�
satur�e nous d�eveloppons une m�ethode bas�ee sur la saturation des s�equences
de longueur 	�

D�e�nition B����� Soit t��t� 
 T	 non couverte dans N 	 Nous notons
N �t��t� N

� si N � est N auquel a �et�e ajout�ee une transition t telle que 


�t
d�ef
# ��t��t�
� t�

d�ef
# �t��t�


� et lN�t
 #� lN�t��t�


Nous notons N � N � si N �t� �t� N
� pour un �t�� t�
� Clairement N est

	p�satur�e ssi N �� �c�est��a�dire qu�il n�existe pas de N � tel que N � N �
�
Le fait de couvrir une s�equence de transitions ne modi�e pas les pro�

pri�et�es de � �bisimulation d�un r�eseau �

Proposition B����� Si N � N � alors 


B� �N
 # B� �N
�


Par contre une s�equence de saturation N� � N� � N� � � � � ne con�
verge pas forc�ement de B� �N
 comme le montre la �gure B��� En e�et sur
cette �gure nous avons les s�equences �

N� �t��t� N
�
� �t��t� N

�
� �t��t� N

�
� � � � �

et
N� �t��t��

N�
� �t��t� N

�
� �t��t� N

�
� �t� �t��

� � �

qui sont �equitables� Malheureusement �

p�B�p�N�
p� mais p��B�p�N
�
� 
p�

p�B�p�N
�
� 
p� mais p��B�p�N

�
� 
p�

et

�i� p��B�p�N
i
�
p� mais p�B� �N�
p�

Formellement �
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Proposition B����� �Etant donn�ee une s�equence de saturation N� � N� �

N� � � � �� nous avons 


	 ��B�p�Ni

i�������� ne converge pas forc�ement ��g	 B	� cas � �

�	 �i��������B�p�Ni
 ne converge pas forc�ement vers B� �N�
 ��g	 B	� cas
��	

Figure B�� � Les strat�egies ne convergent pas�

btp non inc

tp1

p� p�p�

	

	

N�N�

p�

� t� t��
t��t� �

�
�t�

t��

D�e�nition B���	� p�saturation�p�saturable
Nous dirons qu�un r�eseau N� est une p�saturation de N si N � � � ��

N� ��� et que N est p�saturable si il admet une p�saturation �nie	

Le th�eor�eme ����	 p� ��� et la proposition B�	�	 ont pour corollaire �

Corollaire B����� Soit N un r�eseau et N� sa p�saturation 


B� �N
 # B�p�N
�


C�est ce qui nous donne l�algorithme de calcul deB� �N
 �algo� ����� p� ���

La �gure B�	 montre un exemple de p�saturation d�un r�eseau N � La

p�saturation de N m�ene �a l�ajout des transitions u� et u� qui permettent
l�imitation des s�equences t��t� et t��t��
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Figure B�� � N� est N p satur�e�
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B��� Strategies de p�saturation �
�

Le dernier point �a �eclaircir a�n d�envisager par exemple une impl�emen�
tation de l�algorithme est de trouver une m�ethode de p�saturation� Une
approche naturelle bas�ee sur les r�esultats pr�ec�edents consiste �a b�atir �a par�
tir de N une s�equence de r�eseaux N # N�� N�� N� � � � � en examinant
�a chaque �etape quels sont les couples �tk� t

�
k
 non couverts dans Nk���

Les sections suivantes vont r�epondre �a �

� toutes les strat�egies de p�saturation sont�elles valables �

� dans quels cas N� est�il �ni �

� lorsque N� est �ni quelle est sa taille �

B
� Strat�egies de p�saturation

Nous pouvons exhiber des exemples de r�eseaux pour lesquels des s�equences
de saturation di��erentes m�enent dans un cas �a l�obtention de N� dans
l�autre cas �a la construction d�un r�eseau in�ni� Consid�erons l�exemple de la
�gure B��� Il est bas�e sur celui de la �gure B��� Une s�equence consistant
�a saturer N en saturant la s�equence t��t� par une transition t�� puis t��t

�
�

par t�� etc� � �m�ene comme nous venons de le voir �a un r�eseau in�ni� Par
contre il su�t de construire une transition t�� qui couvre la s�equence t��t�
pour saturer N �

Figure B�� � Certaines strat�egies ne permettent pas de saturer N

t11� �

�

�

t�

t�

t�

N

Nous d�e�nissons une strat�egie de saturation comme un crit�ere permettant
de choisir ��eventuellement de fa con non�d�eterministe
 une fa con d��etendre
une s�equence N� �t��t

�
�
N� �t��t

�
�
� � ��tk�t

�
k
Nk par un Nk �tk
��t

�
k
�

Nk��

lorsque Nk n�est pas satur�e� Nous dirons que �

D�e�nition B����� Strat�egie compl�ete
Une strat�egie de saturation est compl�ete quand elle ne m�ene jamais �a

une s�equence de saturation in�nie �a partir d�un r�eseau N p�saturable	
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Clairement l�exemple pr�ec�edent montre que toutes les strat�egies ne sont
pas compl�etes� Par contre dans cet exemple il est clair que la s�equence de
saturation est in�nie parce que l�on repousse ind�e�niment la couverture de
la s�equence t��t�� Nous dirons que �

D�e�nition B����� Strat�egie �equitable
Une s�equence de saturation N� � N� � � � � Nk � � � est �equitable si il

n�existe pas de paire tk �t�k de Nk qui reste non couverte dans cette s�equence	
Une strat�egie est �equitable ssi elle ne produit que des s�equences �equitables	

Nous avons le th�eor�eme suivant dont la preuve est donn�ee dans la section
B���� �

Th�eor�eme B����� Toutes les strat�egies de p�saturation �equitables sont com�
pl�etes	

B���� Preuve du th�eor	eme B����

Nous proc�ederons en plusieurs �etapes en introduisant quelques d�e�ni�
tions interm�ediaires�

Proposition B���	� Si une s�equence maximale de saturation N� � N� �

� � � est �equitable� alors il n�existe pas de � 
 T	k qui ne soit pas couverte dans
tous les Nm� m � k	

Preuve� La s�equence N� � N� � � � est construite en ajoutant �a chaque
Ni une transition par rapport �a Ni��� Appelons N� la limite de cette
s�equence� N� peut avoir un nombre in�ni de transitions� La s�equence de
saturation consid�er�ee est �equitable donc N� est 	p�satur�e et donc p�satur�e
�th�eor�eme B���	
� Donc toute s�equence � est couverte sans N� et donc dans
un Nm�

D�e�nition B����� �Etant donn�es deux r�eseaux N� et N� avec le m�eme en�
semble de places� nous dirons que N� est moins p�satur�e que N�� not�e
N�  N�� ssi 


	 pour tout U� 
 M�T�
� il existe un U� 
 M�T�
 tel que U� v� U�� et

�	 pour tout �� 
 T	� � il existe un �� 
 T	� tel que �� v� ��	

Le point ��
 signi�e clairement que N� ne peut pas avoir de comporte�
ments �m�eme concurrents
 qui ne soient imit�es par N�� Le point �	
 assure
que N� ne peut se distinguer de N� par l�existence de s�equences de transi�
tions qui n�ont pas d��equivalents dans N��



B��� Strategies de p�saturation �
�

Proposition B�����  est un pr�e�ordre	

par d�e�nition de �

L�appellation «moins p�satur�e» se justi�e par les deux propositions suiv�
antes �

Proposition B����� Si N � N � alors N  N �	

Preuve� Supposons que N �t��t� N
� avec T � # T � ftg� Puisque T � T �

le point ��
 de la d�e�nition de  est satisfait� �	
 est �egalement satisfait

puisque
t
�#

t��t�� �

Proposition B����� Si N  N � et N est p�satur�e� alors N � est �p�satur�e	

Preuve� Supposons que �� est une s�equence dans T �	� Alors il existe une
s�equence � dans T	 telle que �� v� �� Il existe donc un U 
 M�T 
 tel que
� v� U �puisque N est p�satur�e
 et donc un U � 
 M�T �
 tel que U v� U

��
Finalement �� v� U

��

Nous pouvons maintenant passer �a la preuve du th�eor�eme B�����

Preuve� Supposons que N est p�saturable� Il existe donc une s�equence de
saturation N # N� � N� � � �� Nk # N�� Supposons que N # N �

� � N �
� �

� � � soit une autre s�equence maximale� Nous allons montrer que si cette
s�equence est �equitable alors elle permet d�obtenir un r�eseau �p�satur�e�

Nous prouvons par induction que nous pouvons extraire de la s�equence
N �

�� N
�
� � � � une sous�s�equence N �

i�
� N �

i�
� � � � � N �

ik
telle que Nj  N �

ij
pour j #

�� � � � � k� Tout d�abord posons i� # �� Clairement N�  N �
��

Supposons que Nj  N �
ij

et Nj �t�t� Nj�� et notons t�� la transition

telle que t�� � t�t�� Puisque Nj  N �
ij
 il existe un U et un U � dans M�T �ij


tels que t v� U et t� �� U �� Soit � une s�equentialisation donn�ee de U�U �
telle que U�U � v� �� La proposition B���� implique que � est couverte par
un V dans un r�eseau N �

m �puisque la s�equence des N �
i est �equitable
� Posons

ij�� # m�

Maintenant consid�erons un S 
 M�Tj��
� S est de la forme S��a �ft��g
o�u S� 
 M�Tj
 et a 
 IN� Puisque Nj  N �

ij
 il existe un V� 
 M�T �ij
 tel

que S� v� V�� Nous savons que t�� v� V donc U v� �V� � a � V 
 avec
V� � a � V 
 M�T �ij
�
� Finalement Nj��  N �

ij
�
�

Il su�t de remarquer queNk  N �
ik

implique queN �
ik

est p�satur�e �propo�
sition B����
 pour conclure la preuve�
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Figure B�	 � N n�est pas p�saturable�

� �t� t�

N

B
� p�saturabilit�e

Le r�eseau de la �gure B�� montre un r�eseau N qui ne peut �etre p�satur�e�

La s�equence M
t��t�� M � ne peut �etre imit�ee par un ensemble concurrent� Il

nous faut ajouter une transition t� telle que �t� # ��t��t�
 # fp�� p�� p�g et
t�
� # �t��t�
� # fp�� p�� p�g� Notons N � ce r�eseau d�e�ni par N �t��t� N

��
Dans N � il est possible de tirer la s�equence t��t� qui ne peut �etre imit�ee par
un ensemble parall�ele� D�une fa con g�en�erale si nous notons tk la s�equence
constitu�ee de la transition t tir�ee k fois successives et kp le marquage de la
place p par k jetons alors ��t�


k # �k � �
p� et �t�

k� # p� � kp�� Il n�est

pas possible d�imiter t�
k�� comme une somme des ti i � k et ce pour tout

k� Il n�existe donc pas de r�eseau �ni qui soit une p�saturation de N �

Nous allons donc chercher �a quelle condition un r�eseau est p�saturable�
L�exemple ci�avant nous incite �a penser que les r�eseaux acycliques le sont�
C�est le corollaire B���� p� 	���

Nous donnons ensuite une condition n�ecessaire et su�sante pour qu�un
circuit soit p�saturable �th�eor�eme B����� p� 	�	
�

En�n nous donnons quelques r�esultats sur la p�saturabilit�e dans le cas
g�en�eral�

Avant d�aborder ces di��erents r�esultats nous pr�esentons deux th�eor�emes
importants quant �a la r�eduction du probl�eme de la p�saturabilit�e�

B���� Se ramener aux s�equences connexes de N�

Nous proc�edons en deux �etapes� Tout d�abord nous allons consid�erer le
r�eseau r�eduit �a ses � �transitions �

D�e�nition B�	��� N�
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�

�Etant donn�e un r�eseau �etiquet�e N # �P� T�W 
� nous noterons N� le

r�eseau obtenu en restreignant N �a l�ensemble T�
d�ef
# ft 
 T � l�t
 # �g des

transitions �etiquet�ees par � 	
Nous dirons que N est un � �r�eseau ssi N # N� 	

Il d�ecoule de cette d�e�nition le premier r�esultat suivant �

Th�eor�eme B�	��� N est p�saturable ssi N� est p�saturable	

Preuve�

� d�ecoule simplement du fait qu�une p�saturation de N est une p�
saturation de N� �

� Remarquons tout d�abord queN� est p�saturable ssi il est �p�saturable�
Consid�erons N tel que N� est �p�satur�e� Alors toute s�equence

� # u� � � �uk �t�uk��l���
 # l�t
 
 A

peut se r�e�ecrire comme f
�� 
��g�t�fmu�� 

�
�g avec 
i� 
�i 
 M�T�
 tels

que f
��a�
�� 

�
��


�
�g v �� Soit f
��a�
�� 
�g puisque N� est �p satur�e�

Nous avons j
ij � dT � �i� Donc nous aurons au plus jT� j
�dT paires


�� 
� pour chaque transition visible et par suite au plus O�n�dT��
T 


s�equences �a couvrir pour p�saturer N �

Remarque � de la preuve� nous pouvons d�eduire que la taille de N� est en

O�n�b��T  pour les familles de r�eseaux dont les degr�es sont born�ees par la constante

b lorsque N� est 	p�satur�e� Nous nous servirons de cela pour estimer la taille de

N� dans la section B��

�

Un second r�esultat nous permet de simpli�er encore les r�esultats� Il
repose simplement sur le fait que la p�saturation d�un pas est �equivalente �a
celle de ses �el�ements� Formellement �

D�e�nition B�	��� S�equences connexes� KN
�Etant donn�es un r�eseau N # �P� T�W� l
 et une s�equence � 
 T �� nous

dirons que � est connexe ssi tous ses processus le sont	
Nous noterons KN l�ensemble des s�equences connexes de T �	

Nous avons alors �

Th�eor�eme B�	�	� N est p�saturable ssi KN est p�saturable	

Preuve�
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� vient de K � T ��

� Il su�t de montrer que toute s�equence � 
 T � a la m�eme p�saturation
qu�une s�equence �� 
 K�

N � Soit � 
 T � telle que � �
 KN � Alors
il existe un processus � de � tel que � se plonge dans 
 
 M�KN


�trivialement par l�absurde
� Donc �
�
� 
 et elles ont la m�eme p�

saturation �puisqu�elles ont le m�eme shunt
�

Dans la suite� nous pouvons donc nous restreindre �a l��etude des

�
s�equences connexes�

B���� p�saturabilit�e dans les r�eseaux acycliques

Nous allons montrer que «N acyclique» est �equivalent �a «KN born�e» �
Intuitivement il nous su�t de montrer que les s�equences de N ont une
longueur born�ee�

Th�eor�eme B�	��� Un r�eseau N est acyclique ssi KN est de taille born�ee
�en fonction de la taille et du degr�e de N 	

Preuve�

� est assez �evident� Supposons queN ait un cycle � alors les s�equences
�� ��� ��� � � � sont toutes connexes �elles partagent les jetons r�eg�en�er�es

et par suite elles appartiennent �a KN qui est alors in�ni�

� est plus long �a prouver� Nous avons besoin du r�esultat interm�ediaire
suivant �

Lemme B�	��� Soit N # �P� T�W 
 un r�eseau acyclique� pour tous
t�� t� 
 T � il existe b�� b� 
 IN tels que 


�k� � b� � k� � b�
�
�
tk�� �tk�� �

n
ftb�� �t

b�
� g

k� t
k�
�

� �t
k�
�

� � ft�g
k��
� � ft�g

k��
�

o�
avec k���k

�
� 	 b��b�	

Preuve� Dans toute cette d�emonstration nous utilisons implicite�
ment le fait que N est acyclique i�e� que t�

���t� �# � � �t��t�
� # ��

Soient donc deux transitions t�� t� telles que t����t� �# �� Nous d�e�nis�
sons �

D��t�� t�

d�ef
# fp 
 t�

� � �t� � t�
��p
 � �t��p
g

� Le cas D��t�� t�
 # � est trivial �b� # b� # �
 et nous avons �

tk�� �tk�� �
n
ft�g

k� � ft�g
k�
o
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� Consid�erons le cas le plus simple � D��t�� t�
 # fpg� Nous
posons �

�b�� b�

d�ef
# min

x��x���
fx��t�

��p
 # x��
�t��p
g

Le couple �b�� b�
 est donc celui des plus petits entiers tels que
tous les jetons produits par tb�� dans la place p soient consomm�es
par t�b��

Intuitivement la s�equence tb�� �t
b�
� est la plus s�equentielle� Nous

avons alors �

tk�� �tk�� �
n
ftb�� �t

b�
� g

k� t
k�
�

� � t
k�
�

� � ft�g
k��
� � ft�g

k��
�

o
o�u �

k
d�ef
# min�k� div b�� k� div b�


k�i
d�ef
# �ki � k�bi
mod bi� i # �� 	

k��i
d�ef
# ki � k�bi � k�i� i # �� 	

De fait nous avons bien ki # k�bi�k�i�k��i � i # �� 	� Il nous reste
�a montrer l��equivalence de la s�equence et du pas ce qui ce fait en
montrant que chaque �el�ement du pas est ind�ependant des autres
�i�e� qu�il n�a pas besoins des jetons qu�ils produisent
�

Le calcul de k implique k�� # k� � k�b� ou k�� # k� � k�b� par
cons�equent k��� �k

��
� # �� De plus nous v�eri�ons bien k���k

�
� 	 b�� b��

En�n N �etant acyclique et gr�ace �a notre construction nous
avons �

�tb�� �t
b�
� 
� � t�� # �

�tb�� �t
b�
� 
� � t�� # �

�t
k�
�

� �t
k�
�

� 
� � t�� # �

�t
k�
�

� �t
k�
�

� 
� � t�� # �

ce qui nous garantit la concurrence�

La �gure ci�dessous explicite quelque peu cette construction� Nous
donnons le processus correspondant �a la d�ecomposition de la
s�equence t��t

�
� sous la forme

�
ft���t

�
�g

�� t���t
�
�� ft�g

�
�
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C

p

N

t�

t�

�

	

� Avant d�aborder le cas g�en�eral nous allons montrer comment
nous passons au cas D��t�� t�
 # fp�� p�g�

L�id�ee dans notre contexte est d�utiliser deux fois la m�ethode
pr�ec�edente � une fois pour p� et une autre pour p��

Nous d�e�nissons donc comme pr�ec�edemment des bornes b��� b��
bas�ees sur t���p�
 et �t��p�
� Nous obtenons donc une s�equence
� # tb��� �tb��� telle que ���p�
 # ���p�
 # �� Nous avons alors trois
cas �

�� Si ���p�
 # ���p�
 # � alors nous avons �

tk�� �tk�� �
n
ftb�� �t

b�
� g

k� t
k�
�

� �t
k�
�

� � ft�g
k��
� � ft�g

k��
�

o
o�u �

bi
d�ef
# b�i� i # �� 	

k
d�ef
# min�k� div b�� k� div b�


k�i
d�ef
# �ki � k�bi
mod bi� i # �� 	

k��i
d�ef
# ki � k�bi � k�i� i # �� 	

et le r�esultat est obtenu�

	� Sinon nous avons les deux cas sym�etriques et exclusifs �N
�etant acyclique
 � soit ���p�
 � � soit ���p�
 � �� Nous ne
traitons que le premier cas le second s�en d�eduisant triviale�
ment�
Nous pouvons �a nouveau calculer les bornes b��� b�� pour t�
et � puisque D��t�� �
 # fp�g� Nous obtenons ais�ement en
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combinant les deux couples de bornes �

tk�� �tk�� �
n
ftb��� ��b��gk� t

k�
��

� � �k
�
�� � ft�g

k��
� � ft�g

k��
�

o
�

n
ftb�� �t

b�
� g

k� t
k�
�

� � t
k�
�

� � ft�g
k��
� � ft�g

k��
�

o
et le r�esultat est obtenu�

� Le cas g�en�eral se traite de la m�eme mani�ere�

Il nous reste �a prouver que les places hors de D��t�� t�
 n�in�uent pas
sur le r�esultat� Ceci est trivial puisque cela signi�e que le tir d�une seule
transition t� su�t �a produire su�samment de jetons pour le tir d�une
transition t� �on aurait donc une d�ependance du type �b�� b�
 # ��� n

�

Ce lemme nous permet donc de dire que la longueur des s�equences de
KN est born�ee N �etant �ni KN est de taille born�ee�

Nous avons alors ais�ement le corollaire suivant s�appuyant sur le th�eor�eme
B���� �

Corollaire B�	��� Si N est un r�eseau �ni et acyclique� alors N est p�
saturable	

Ce r�esultat nous permet de consid�erer la tr�es vaste classe des r�eseaux sans
� � cycles� Est�il possible de l��etendre � Nous allons pr�esenter ci�apr�es une
m�ethode qui permet de se ramener �a l�existence de s�equences particuli�eres
�les shunts
�

B���� p�saturabilit�e d�un circuit

D�e�nition B�	��� Circuit
Soit N # �P� T�W 
 un r�eseau et � 
 T � une s�equence	 Nous dirons que

� est un circuit ssi N�S� �N restreint au support de �� est cyclique	

D�e�nition B�	�� �Equivalence de bilan� shunt
Soit N # �P� T�W 
 un r�eseau	 Nous dirons que deux s�equences ont le

m�eme bilan� not�e �
�
� ��� ssi �� # ��� et �� # ���� o�u ��

d�ef
# �� � ��

�resp	 ��
d�ef
# ��� ���	 Intuitivement� �� �resp	 ��� repr�esentent les jetons

r�eellement consomm�es �resp	 produits�	

Trivialement�
�
� est une relation d��equivalence sur T �	

D�autre part� si 
 est une p�saturation de �� alors 

�
� �	

� 
 T � est un shunt de � ssi �k 
 IN � �
�
� �k et �� � �� �# �� ce qui

�equivaut �a ��k
�

� ��k
�	
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Nous avons le th�eor�eme suivant �

Th�eor�eme B�	���� Soit N # �P� T�W 
 un r�eseau et � 
 T � une s�equence	

R
d�ef
# f�� ��� � � �g est p�saturable ssi � est shunt�ee	

Preuve�

� Le cas o�u � n�est pas un circuit est trivial puisqu�alors �k � f�gk�

� Si � est un circuit �

� Nous allons montrer que si les �k sont p�satur�es par un ensemble
�ni ,� 
 T � de transitions alors � est shunt�e�

Nous avons �

� est p�satur�e par 
� 
 M�,�

�� est p�satur�e par 
� 
 M�,�

etc

On a donc 
i # 
�i �


i  o�u 


�
i regroupe toutes les s�equences de 
i

qui sont un circuit et 
i regroupe les autres� En particulier 
i
est son propre shunt� Nous �etendons trivialement cette notation
�a ,

� et ,�
� �

Par ailleurs comme �t 
 ,��
�t � t� � �� � �� �puisque �k �

�� ���k
���k
� # �����
 chaque t 
 ,�
� est utilisable un nombre

�ni de fois dans chaque 
i�

Nous pouvons donc trouver k� 	 k� tels que 
�k� # 
�k� � Donc

�k�
�
� �k� ��k��k� est p�satur�e par 
k� � 
 avec 
 acyclique et



�
� �k��k� � Donc par d�e�nition 
 est un shunt pour ��

� il su�t de montrer que si � est shunt�ee alors R est p�satur�e
par un ,� �ni�

Il su�t de constater que le shunt � de � v�eri�e �
�
� �k nous

avons alors �

�n � �n mod k���k
n div k

� �n mod k��n div k

�
n
�n mod k� f�gn div k

o
puisque �� � �� # ��� �� # ��

Donc l�ensemble de transitions

,�
d�ef
# fti� i # ����k � �j # �� � � � � k � �� tj � �j � tk � �g

est tel que pour tout entier n �

�n �
n
tnmod k� ftkg

n div k
o

Donc ,� est �ni et p�sature R�
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Un premier r�esultat en d�ecoule �

Corollaire B�	���� Un r�eseau N est p�saturable ssi KN est shunt�e par un
ensemble �ni	

Il nous reste donc �a d�ecider de ce que KN est shunt�e� Nous allons tout
d�abord montrer que l�existence d�un shunt pour un circuit est d�ecidable�

B���� D�ecidabilit�e de l�existence d�un shunt

Nous avons le th�eor�eme suivant �

Th�eor�eme B�	���� Soit N # �P� T�W 
 un r�eseau et � 
 T �	 Il est d�ecid�
able s�il existe un entier k � � tel que ��k
� soit atteignable depuis ��k
�	

Preuve� Nous utilisons une construction inspir�ee par �Had� et d�ecrite par la
�gure B��� L�existence d�un tel k revient �a l�atteignabilit�e dans le r�eseau N �

de la �gure B�� du marquage f�ng depuis le marquage� ���fcompteur� d�ebutg�
Et ceci est d�ecidable ��May�� May���
�

Nous obtenons N � en ajoutant �a N �

� les places d�ebut en�cours �n et compteur �

� les transitions �

fd�ebutg init� �� � fd�ebutg� fcompteurg

fd�ebutg d�emar� fen�coursg

fen�coursg arr�et� f�ng

�� � f�ng� fcompteurg final� f�ng

� les arcs en�cours
�
� t et t

�
� en�cours pour que chaque chaque transition

t 
 T boucle sur la place en�cours�

De plus nous connaissons la valeur k� et le shunt �� puisque l�algorithme
d�atteignabilit�e donne une s�equence�

��� � fd�ebutg ne servent qu��a assurer que l�on a fait au moins une fois �� � �
�
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Figure B�� � De l�atteignabilit�e aux shunts�

��

��
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N
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B���
 La p�saturabilit�e en g�en�eral

Le th�eor�eme pr�ec�edent a imm�ediatement comme cons�equence �

Corollaire B�	���� La p�saturabilit�e est co�semi�d�ecidable	

Preuve� Il su�t de g�en�erer les s�equences connexes de plus en plus longues�
D�es qu�il en existe une non shunt�ee N n�est pas p�saturable�

Le probl�eme est de savoir si par exemple nous pourrions d�e�nir dans N
une base minimale de circuits �a l�analogue de ce qui se fait dans les graphes�
Je n�ai malheureusement pas trouv�e ce r�esultat dans la litt�erature�

Toutefois nous avons comme conjecture forte que la p�saturabilit�e est
d�ecidable� L�id�ee est la suivante �

� Nous voudrions montrer que m�eme s�il existe des cycles en faisant
abstraction des jetons r�eg�en�er�es les transitions ont une s�equentialit�e
born�ee�

� Nous utilisons donc le th�eor�eme B���� une fois pour d�eterminer des

bornes pour tb�� �t
b�
� et une autre pour t

b�
�

� �t
b�
�

� �

� Ensuite il reste �a montrer que �

�t
b��b���b

�
�

� �t
b��b���b

�
�

� 
� � t�� # �

�t
b��b

�
�
�b�
�

� �t
b��b

�
�
�b�
�

� 
� � t�� # �

�t
b��b

�
�
�b�
�

� �t
b��b

�
�
�b�
�

� 
� � t�� # �

�t
b��b

�
�
�b�
�

� �t
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Comme par ailleurs l��equivalence de bilan nous permet de nous ramener
�a KON

� on a que toute s�equence dont les coe�cients sont sup�erieurs
aux bornes ci�dessus ne sont pas fortement d�ependantes �i�e� ��� ��

�
� #

� ce qui implique que ��� � ��� # � o�u �i est le shunt de �i
�

On peut alors passer de deux transitions �a n en conservant ses pro�
pri�et�es� Nous avons alors �a v�eri�er l�existence d�un nombre �ni de
shunts pour montrer que KN est shunt�e ce qui nous donne la d�ecid�
abilit�e de la p�saturabilit�e�

�Soit � � u� � � � uk� nous dirons que � est ordonn�ee si nous pouvons l��ecrire ve�� � � � vemm
avec vi � T� �i et vi � vj 	 i � j�
Trivialement� pour toute s�equence � il existe une s�equence ordonn�ee �� telle que �� est un

r�earrangement de � �i�e� �t � T� occ��t� � occ���t�� et que �
�


 ��� Cela vient simplement

de ce que �
�


 fu�� � � � � ukg�
Nous notons KON � KN l�ensemble des s�equences connexes ordonn�ees�



�	� ANNEXE B� LA P �SATURATION

B
� D�eterminer la taille de N�

Tout d�abord il existe des r�eseaux tr�es simples tels que la taille de leur
p�saturation soit �enorme� Le r�eseau ci�dessous

pnp�p�p�
�� ��

est p�saturable� Cependant sa plus petite p�saturation a S��
�S��
� � � ��
S�n � �
 transitions o�u S�k
 est le nombre de solutions enti�eres positives
de �

x� � 	x� � � � �� 	kxk # 	k��

Ce probl�eme a �et�e �etudi�e dans les ann�ees quarante parK� Malher� Grossi�ere�
ment S�k
 cro��t �a la m�eme vitesse que 	k

�

�

Nous donnerons d�abord une caract�erisation pour les r�eseaux acycliques
puis nous nous appuierons sur la preuve de la d�ecidabilit�e de la p�saturabilit�e
pour donner une conditions n�ecessaire et su�sante pour que la taille de N�

soit polynomiale en la taille de N �

Le th�eor�emeB���	 a comme corollaire l��equivalence entre la «polynomialit�e»
de N� et celle de N�

� �

B�
�� Les r�eseaux acycliques

Nous dirons qu�un r�eseau N # �P� T�W 
 est acyclique ssi son graphe
sous�jacent G�N
 soit acyclique �i�e� �x 
 P � T� �x� x
 �
 W �
�

Lemme B����� Soit N t	q	 N� est acyclique	 Si N� est polynomial alors 


�t�� t� 
 T� � �p 
 t�
� � �t� � t�

��p
 # �t��p
 �B�	


Preuve� Supposons que �B�	
 ne soit pas v�eri��ee alors nous pouvons
trouver un sous�r�eseau dans N �ou une de ses p�saturation
 un sous�r�eseau
du type �

p�p�p� pn

� ��� b� k� k� k�b� k� b� k� kn�� b� kn

Or nous avons vu que sa p�saturation ajoutait O�bn
�


 transitions�

Nous introduisons diverses notions �



B��� Determiner la taille de N� �	�

D�e�nition B����� Graphe de d�ependance
�Etant donn�e un r�eseau N # �P� T�W 
� nous d�e�nissons le multi�graphe

de d�ependances D�N
 # �S�A� e
 par 


A
d�ef
# T

S
d�ef
# fapij # �ti� tj
 � p 
 ti

� � �tjg

e � A� P� e�aij
p
 # p

Nous appellerons chemin maximal un chemin qui part d�un n�ud sans
pr�ed�ecesseur pour arriver �a un n�ud sans successeur	

Nous noterons IP� la famille des graphes tels que le nombre de chemins
maximaux soit polynomial en la taille de A	

Trivialement D�N
 est acyclique ssi N l�est�

Nous avons alors le lemme suivant �

Lemme B����� Pour un r�eseau acyclique N # �P� T�W 
� N� est de taille
polynomiale en nT ssi D�N
 est dans IP et s�il v�eri�e �B	��	

Preuve�

� d�ecoule simplement du lemme B�����

� vient de ce que pour couvrir les s�equences de T � N v�eri�ant �B�	

il su�t de couvrir les s�equences de D�N
� Or les s�equences maximales
sont au plus de longueurs nT et chacune peut donner au plus O�n�T 

s�equences �a couvrir �preuve graphique
 �

2 séquences maximales couvertes par

Comme D�N
 est dans IP N� est de taille polynomiale en la taille de
T �
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B�
�� Le cas g�en�eral

D�apr�es le th�eor�eme sur la d�ecidabilit�e de la p�saturabilit�e nous savons
que tout circuit de N est imit�e �a partir d�un certain moment �k�
 par un
shunt �i�e� suite de transition dont le support n�est pas fortement connexe
�
Nous avons � �k 
 IN � ��� k� � k� Consid�erons le r�eseau N
 obtenu �a
partir de N en «d�eroulant» ses cycles jusqu��a l�ordre k� Nous avons alors
un r�eseau N
 � �bisimilaire �a N et sans composante fortement connexe� La
taille de N
 est polynomiale en fonction de celle de N avec un facteur k�

Nous avons donc comme corollaire du lemme B���� �

Corollaire B���	� Pour un r�eseau N # �P� T�W 
� N� est de taille polyno�
miale en nT ssi D�N

 est dans IP et s�il v�eri�e �B	��	
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R�esum�e

Cette th�ese concerne une nouvelle m�ethode de r�eduction des r�eseaux de Petri�
Le probl�eme de la r�eduction des r�eseaux a d�abord �et�e consid�er�e comme le moyen de
r�eduire l�espace des �etats sans modi	er un certain nombre de propri�et�es �telles que
«�etre born�e» � «�etre vivant» � etc a	n de faciliter leur �etude� Nous nous pla�cons
ici dans une toute autre optique� puisque nous allons chercher une m�ethode de
r�eduction non pas en voulant conserver un ensemble de propri�et�es� mais pr�eservant
le comportement du r�eseau�

Dans les premi�eres parties� nous recherchons la relation la plus grande possible
qui soit une �equivalence sur les places du r�eseaux nous permettant de les fusionner�
telle que le r�eseau r�eduit soit bisimilaire au r�eseau original� Nous montrons que la
bisimulation de places v�eri	e ces contraintes et qu�il existe des algorithmes e!caces
�polynomiaux pour la calculer�

Dans la suite� des cas d�extensions classiques des r�eseaux �arcs inhibiteurs
comme des �equivalences �bisimulations «observationnelles»  sont abord�es� La
derni�ere partie de la th�ese s�int�eresse �a l��equivalence de propri�et�es entre le r�eseau
initial et le r�eseau quotient� Ce travail se termine par la pr�esentation succincte du
logiciel PetriS qui met en  uvre les di��erents algorithmes�

Mots cl�es � th�eorie du parall�elisme� r�eseaux de Petri� r�eduction� bisimulation

Abstract

This thesis concerns a new reduction method for Petri nets� place bisimulation�
Formerly� reduction was considered as a technic to shrink the state�space without
changing some behavioural properties �such as liveness� boudedness� etc or as
algorithms to state wether or not a net has such properties�

We took a di�erent approch since we granted to preserve the whole behavior
and to make a structural reduction �as place merging� The 	rst parts of this
work presents solution � place bisimulation� For this method� we derive polynomial
algorithms�

Next� we extend our results to other net types �with inhibitor arcs or bisimu�
lation types �	 �bisimulations� We conclude our theoretical approch by linking our
reduction method to some other theories �such as con�ict�free nets�

Finally� we conclude with some remarks and examples from the PetriS system�

Keywords � concurrency theory� Petri nets� reduction method� bisimulation


