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INTRODUCTION 9

Introduction

Durant les derni�eres d�ecennies, nous avons assist�e �a une demande croissante de
pr�evisions de l'�evolution de l'�etat de l'atmosph�ere et, plus r�ecemment, de l'oc�ean. La
demande devient �egalement de plus en plus vari�ee : �evolution sur une r�egion pr�ecise
et �a court terme mais avec une grande pr�ecision (par exemple autour des a�eroports,
dans les zones agricoles �a certaines p�eriodes cruciales ou pour les activit�es de loisir
en montagne ou en mer) ou �evolution �a long terme en climatologie pour �etudier l'im-
pact de l'activit�e humaine par exemple. On peut pr�evoir avec une relative certitude
que ces besoins continueront �a augmenter avec une demande de pr�ecision accrue ou
avec la mod�elisation de ph�enom�enes non pris en compte jusque l�a : couplage oc�ean-
atmosph�ere, �etude de la pollution, �etude de la biosph�ere, etc...

Pour r�esoudre ce type de probl�emes, nous disposons d'observations de l'atmo-
sph�ere et de l'oc�ean qui sont de plus en plus nombreuses et vari�ees ainsi que de
mod�eles th�eoriques d'�evolution des uides g�eophysiques. Ces mod�eles, au fur et �a
mesure de l'avancement de nos connaissances, deviennent de plus en plus �ables
mais aussi de plus en plus complexes et coûteux en calcul. Les observations, elles,
sont de plus en plus abondantes grâce notamment aux satellites mais elles sont aussi
tr�es h�et�erog�enes de par leur nature, leur densit�e et leur qualit�e. L'information n�eces-
saire pour faire une bonne pr�evision est donc r�epartie dans les �equations du mod�ele
et dans les observations : il faut les utiliser au mieux. La formulation g�en�erale du
probl�eme de l'assimilation de donn�ees peut alors s'�enoncer : (( comment utiliser si-
multan�ement toutes les sources d'information pour obtenir la meilleure pr�evision? )).

Plus pr�ecis�ement, l'assimilation de donn�ees consiste �a d�eterminer la meilleure
condition initiale possible pour le mod�ele �a partir des observations que l'on connâ�t.
On sait depuis les travaux de Lorenz en 1963 [45] que l'atmosph�ere est chaotique
et que la qualit�e d'une pr�evision d�epend dans une large mesure de la qualit�e de la
condition initiale utilis�ee. L'assimilation de donn�ees est donc une phase essentielle
qui conditionne la qualit�e des pr�evisions et �a laquelle les services de m�et�eorologie
accordent de plus en plus d'importance et de temps de calcul : de n�egligeable au
d�ebut, �equivalente �a une pr�evision �a 24 heures actuellement et bientôt �equivalente
�a une pr�evision �a 10 jours.

Nous savons aussi que le coût en calcul de l'int�egration d'un mod�ele atmosph�e-
rique ou oc�eanique est de plus en plus grand. Et, on estime actuellement que le



10 INTRODUCTION

coût d'une bonne assimilation de donn�ees se situe entre 10 et 100 fois le coût de
la pr�evision. Pour la prochaine g�en�eration de mod�eles, cela n�ecessiterait une puis-
sance de calcul de l'ordre de 10 Tops. �A l'heure actuelle, aucun calculateur n'est
capable de fournir de telles performances mais il est raisonnable de penser que cela
sera possible dans quelques ann�ees, en particulier grâce aux calculateurs parall�eles �a
m�emoire distribu�ee. C'est la raison pour laquelle nous nous int�eressons d�es �a pr�esent
�a la parall�elisation de ce probl�eme.

Mais la programmation des machines parall�eles reste encore un processus compli-
qu�e et on ne connâ�t pas de m�ethode g�en�erale pour parall�eliser de mani�ere optimale
un algorithme donn�e. La di�cult�e est donc de d�evelopper des algorithmes num�e-
riques qui s'adaptent bien au calcul parall�ele. Parmi les m�ethodes d'assimilation de
donn�ees existantes, nous nous int�eresserons �a la m�ethode variationnelle. Cela nous
conduira �a �etudier la parall�elisation d'algorithmes num�eriques d'optimisation assez
g�en�eraux.

En ce qui concerne l'aspect pratique, nous avons e�ectu�e une grande partie de
ce travail sur un r�eseau de stations de travail avant d'avoir �a notre disposition un
IBM SP1 �a l'Institut IMAG et un Cray T3D au CENG. Nous nous placerons dans
cette �etude dans le cas d'une machine d�edi�ee �a notre application, c'est-�a-dire que
nous ne tiendrons pas compte des aspects de partage des ressources avec d'autres
applications �eventuelles. Cela repr�esente bien ce qui se passe dans les services de
pr�evision op�erationnelle o�u l'on recherche avant tout des performances maximales.

Le but de cette th�ese est de montrer comment l'assimilation variationnelle peut
être utilis�ee pour r�ealiser des algorithmes parall�eles e�caces et pour coupler des
mod�eles.

Apr�es une pr�esentation des outils du parall�elisme et des bases de l'assimilation
de donn�ees, nous tenterons de r�epondre au probl�eme de la parall�elisation de l'assi-
milation de donn�ees. Nous l'appliquerons au mod�ele de Shallow water et donnerons
quelques indications pour l'application �a ARPS. Plus pr�ecis�ement, le plan que nous
suivrons dans ce document sera le suivant :

Dans le premier chapitre, nous pr�esenterons le calcul parall�ele en g�en�eral, notam-
ment les notions qui seront utilis�ees dans la suite. Nous introduirons tout d'abord les
motivations qui ont conduit au calcul parall�ele et les di��erentes formes que celui-ci
peut prendre. Nous d�etaillerons ensuite les mod�eles de programmation des machines
parall�eles puis les environnements qui sont �a la disposition du programmeur. En�n,
nous �etudierons la mani�ere dont on peut mesurer les performances d'un programme
parall�ele, ce qui nous permettra ensuite d'�evaluer nos algorithmes.

Le deuxi�eme chapitre sera consacr�e �a une pr�esentation plus approfondie de la
programmation par �echange de messages ainsi que des deux biblioth�eques les plus
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utilis�ees dans ce cadre : PVM et MPI, que nous utiliserons pour exp�erimenter les
algorithmes que nous proposons.

Dans le troisi�eme chapitre, nous introduirons le probl�eme de l'assimilation des
donn�ees en m�et�eorologie et en oc�eanographie. Nous pr�esenterons rapidement les
di��erents algorithmes existants puis nous nous attacherons plus en d�etail �a l'as-
similation variationnelle et �a l'�ecriture et l'utilisation des mod�eles adjoints. Nous
�etendrons la m�ethodologie de l'�ecriture des mod�eles adjoints au cas o�u le mod�ele
direct est parall�ele avec �echanges de messages explicites.

Le quatri�eme chapitre pr�esentera les di��erentes approches possibles a priori pour
parall�eliser la r�esolution du probl�eme de l'assimilation de donn�ees. Cela peut se faire
�a plusieurs niveaux : au niveau des mod�eles m�et�eorologiques direct et adjoints, au ni-
veau de l'algorithme d'optimisation ou en�n au niveau du probl�eme lui-même. Cela
nous conduira �a transformer un probl�eme s�equentiel d'optimisation sans contraintes
en un ensemble de probl�emes d'optimisation relativement ind�ependants qui pour-
ront être r�esolus en parall�ele. On �etudiera plusieurs variantes de ces trois approches
tr�es g�en�erales et leur utilit�e dans le cadre du probl�eme de l'assimilation de donn�ees.

Dans le cinqui�eme chapitre, nous pr�esenterons l'application des m�ethodes de pa-
rall�elisation du chapitre pr�ec�edent au mod�ele de Shallow water. Nous commencerons
par une courte pr�esentation de ce mod�ele puis nous �etudierons sa parall�elisation ainsi
que celle de son code adjoint et les performances obtenues. Nous pr�esenterons en-
suite plusieurs algorithmes parall�eles d'assimilation de donn�ees et comparerons leurs
performances.

Dans le dernier chapitre, nous pr�esenterons le mod�ele m�et�eorologique ARPS
(Advanced Regional Prediction System) qui est un mod�ele r�egional con�cu pour la
pr�evision des tornades. Nous pr�esenterons une parall�elisation de ce mod�ele �ecrite en
collaboration avec K. Johnson (SCRI, Florida State University) et pr�esenterons les
performances obtenues.

Nous terminerons par quelques remarques g�en�erales que l'on peut retenir de ce
travail et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Le parall�elisme

Dans ce chapitre, nous pr�esentons le calcul parall�ele en g�en�eral, no-
tamment les notions qui seront utilis�ees dans la suite de cette th�ese.
Nous introduisons tout d'abord les motivations qui ont conduit au cal-
cul parall�ele et les di��erentes formes que celui-ci peut prendre. Ensuite
nous pr�esentons la mani�ere dont sont mises en �uvre les communica-
tions dans les machines parall�eles. Nous d�etaillerons ensuite les mod�eles
de programmation des machines parall�eles puis les environnements qui
sont �a la disposition du programmeur. En�n, nous �etudierons la mani�ere
dont on peut mesurer les performances d'un programme parall�ele.

1.1 Introduction

Le principe de base qui est �a l'origine du calcul parall�ele est �a la fois simple et
ancien : le travail avance plus vite �a plusieurs que seul. C'est une id�ee qui est d�ej�a
exploit�ee dans la plupart des activit�es humaines par des entreprises regroupant de
plus en plus d'hommes et de moyens.

Cependant, elle n'a �et�e appliqu�ee que r�ecemment au domaine des ordinateurs,
premi�erement car le besoin s'en est fait plus pressant, deuxi�emement car les technolo-
gies n�ecessaires (r�eseaux) ont connu des progr�es signi�catifs dans les vingt derni�eres
ann�ees. En e�et, jusqu'�a ces derni�eres ann�ees, la technologie des microprocesseurs
a fait des progr�es tels que leur vitesse de calcul a crû de mani�ere exponentielle. On
constate sur le tableau 1.1 un ralentissement de ces progr�es depuis quelques ann�ees.
En e�et, depuis 1976, c'est-�a-dire en 20 ans, le temps de cycle des processeurs les
plus rapides du march�e a diminu�e d'un facteur 3 seulement alors que, pendant les
30 ans qui ont pr�ec�ed�e, on a gagn�e un facteur 105 �a 106. Cette limitation n'est plus
seulement technologique, elle est aussi li�ee �a des facteurs plus fondamentaux. Pour
am�eliorer encore le temps d'un cycle d'un processeur, il faut gagner sur le temps
de commutation des circuits mais aussi sur le temps de propagation des signaux
entre ces circuits qui devient un facteur limitant bien que les signaux �electriques se
d�eplacent �a la vitesse de la lumi�ere. Il faut donc rapprocher les circuits, c'est-�a-dire
miniaturiser encore les composants. Or la technologie actuelle permet de fabriquer
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des composants tels que si l'on diminue encore leur taille (la grandeur caract�eristique
dans les composants actuels est de l'ordre de 10�1�m), il faudra tenir compte de
l'e�et tunnel qui permet aux �electrons de (( sauter )) d'un conducteur �a un autre si
ceux-ci sont trop proches (10�3�m) (voir [48]).

N�eanmoins, si l'on regarde la derni�ere colonne du tableau 1.1, on s'aper�coit
que malgr�e la stabilit�e du temps de cycle des processeurs, leurs performances aug-
mentent : les constructeurs utilisent d�ej�a �a l'int�erieur des processeurs certaines formes
de parall�elisme.

Processeur Ann�ee Temps de cycle Performances 1

Mark I 1944 6 s < 1 ops
ENIAC 2 1946 3 ms 300 ops
DEC PDP-1 1961 5�s 200 kops
IBM 360 1964 250 ns 4 Mops
Cray-1 1976 12.5 ns 80 Mops
Cray X-MP 1982 9.5 ns 210 Mops
Cray Y-MP 1988 6 ns 333 Mops
Cray C90 1993 4.2 ns 952 Mops

Tab. 1.1 - Performances de divers processeurs.

Un autre fait important qui a favoris�e le d�eveloppement du parall�elisme dans les
ordinateurs est �economique : il revient moins cher de fabriquer un calculateur �a partir
de plusieurs processeurs de grande s�erie que de concevoir un processeur sp�eci�que
tr�es rapide. Le prix de revient au Mops 3 peut varier dans des proportions de 1 �a
10. En e�et, d'apr�es G. Bell (pr�eface de [34]), le prix de revient d'un Mops sur
un Cray C90 est d'environ 2000 dollars alors qu'il est de 200 dollars seulement sur
une station de travail. Cela explique l'int�erêt de nombreux centres de calcul pour les
ordinateurs parall�eles, même si ces prix sont �evalu�es pour des puissances th�eoriques
qui ne seront pas atteintes dans les applications r�eelles.

1.2 Les di��erents types de parall�elisme

1.2.1 Processeurs vectoriels

Pour continuer l'analogie avec l'activit�e humaine, la premi�ere m�ethode de travail
�a plusieurs est le travail dit (( �a la châ�ne )). C'est le principe de fonctionnement des
machines vectorielles. Dans ce type de machines, les di��erentes tâches e�ectu�ees
simultan�ement le sont �a l'int�erieur d'un même processeur par des circuits sp�ecialis�es.
Lorsque la phase d'amor�cage de la châ�ne (appel�ee pipeline en informatique) est

1: Vitesse maximum th�eorique en nombre d'op�erations ottantes par seconde.
2: Le temps donn�e ici est en fait le temps de calcul d'une multiplication.
3: Million d'op�erations ottantes par seconde, voir paragraphe 1.6.1.
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termin�ee, l'intervalle de temps entre la sortie de deux r�esultats successifs est beau-
coup plus court que le temps total de calcul complet d'un r�esultat. Plus pr�ecis�ement,
il est �egal au temps que prend une �etape du calcul (voir �gure 1.1), c'est-�a-dire g�e-
n�eralement un cycle d'horloge. Une op�eration ottante (addition ou multiplication
par exemple) se d�ecompose en quelques �etapes (en g�en�eral 4 ou 5). On gagne au
maximum un facteur �egal �a ce nombre d'�etapes, ce qui est encore limit�e.

�Etape 1

�Etape 2

�Etape 3

�Etape 4

�Etape 5

�Etape 6

A1

A1

A1

A1

A2

A2

A2

A2

A3

A3

A3

A3

A4

A4

A4

A5

A5A6

Fig. 1.1 - Principe du pipeline : il faut 4 �etapes pour e�ectuer le premier
calcul (A1), ensuite on obtient un nouveau r�esultat �a chaque �etape.

Pour obtenir les meilleures performances possibles avec ce type de processeur,
il est important de veiller �a ce que le pipeline soit aliment�e en continu. En e�et,
un calcul isol�e coûte le temps de toutes les �etapes du pipeline alors qu'un calcul en
milieu de s�erie coûte le temps d'une �etape. La technique dite de (( vectorisation )) qui
permet cela est maintenant connue et les compilateurs exploitent bien les pipelines
de mani�ere automatique et transparente �a l'utilisateur.

1.2.2 Ordinateurs �a m�emoire partag�ee

Pour gagner encore en performance sont apparues les premi�eres machines �a plu-
sieurs processeurs. Ce ph�enom�ene a tout d'abord touch�e les super-calculateurs (Cray-
2 ou Cray C90 par exemple) et s'�etend maintenant aux stations de travail (SGI, 2 ou
4 processeurs). Ces machines qui poss�edent jusqu'�a 16 ou 32 processeurs vectoriels
tr�es rapides et une m�emoire commune peuvent ainsi atteindre des vitesses de calcul
de l'ordre de 10 Gops. Les probl�emes technologiques pos�es par ce type d'architec-
ture viennent de la m�emoire et du bus qui relie les processeurs �a cette m�emoire qui
doivent être tr�es rapides pour satisfaire toutes les demandes.

Il faut �egalement g�erer la coh�erence de cette m�emoire (il ne faut pas que plusieurs
processeurs modi�ent une valeur en même temps). Cette tâche peut être prise en
charge par le syst�eme d'exploitation ou laiss�ee �a l'utilisateur, mais dans tous les cas
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P P P P P

M�emoire

Fig. 1.2 - Ordinateur �a m�emoire partag�ee.

cela devient di�cile �a g�erer et trop coûteux en temps au-del�a de 16 processeurs.
La programmation de ces machines oblige aussi �a prendre garde �a la validit�e des
donn�ees au moment de les utiliser. Toutes les op�erations pr�ec�edentes ont-elles �et�e
e�ectu�ees (par le processeur courant ou un autre) au moment d'utiliser une donn�ee?
Il faut g�erer la synchronisation des processus. Ce type de parall�elisme peut être
exploit�e de mani�ere automatique (multitasking sur Cray par exemple) en obtenant
des performances relativement bonnes.

1.2.3 Ordinateurs �a m�emoire distribu�ee

Des constructeurs ont alors propos�e une autre solution : associer une m�emoire
propre �a chaque processeur. Les processeurs deviennent totalement ind�ependants et
sont connect�es par un r�eseau (voir �gure 1.3) qui leur permet d'�echanger l'informa-
tion n�ecessaire pour coordonner leur travail. On appelle ces machines les ordinateurs
�a m�emoire distribu�ee. Les premi�eres machines de ce type ont �et�e construites avec
un grand nombre de processeurs peu puissants (comme par exemple la CM2 qui
comportait jusqu'�a 65536 processeurs 1 bit). Grâce aux progr�es r�ealis�es dans la
technologie des r�eseaux d'interconnexion, on voit apparâ�tre des machines bas�ees
sur des processeurs de grande s�erie et de plus en plus rapides dont la puissance
crête varie entre 50 et 200 Mops (processeurs issus des stations de travail) mais
moins nombreux, c'est le cas notamment des IBM SP1 et SP2 et du Cray T3D. Ces
processeurs semblent fournir un bon compromis pour obtenir une grande puissance
de calcul tout en gardant un rapport vitesse de calcul / vitesse de communication
raisonnable. Il est important de conserver un �equilibre entre les performances des
processeurs et du r�eseau d'une machine. En e�et, il est inutile d'utiliser des proces-
seurs tr�es performants si le r�eseau est lent car ils seront limit�es par la vitesse de
transfert des donn�ees sur ce r�eseau. L'utilisation de processeurs de grande s�erie tels
que ceux qui �equipent les stations de travail permet de r�eduire les coûts. Actuelle-
ment, les constructeurs proposent des machines ayant jusqu'�a quelques centaines de
processeurs de ce type.

Th�eoriquement, une machine poss�edant 500 processeurs de 100 Mops chacun a
une vitesse crête de 50 Gops. En r�ealit�e ce chi�re est loin d'être atteint. En e�et,
le temps de communication pendant l'ex�ecution d'un programme parall�ele est du
temps perdu, il faudra donc toujours chercher �a le r�eduire le plus possible. Il faut
donc revoir enti�erement les m�ethodes num�eriques utilis�ees et en mettre au
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Fig. 1.3 - Ordinateur �a m�emoire distribu�ee.

point de nouvelles qui comportent le minimumde d�ependance et de communications
entre les sous-parties des calculs �a e�ectuer.

1.3 Les communications

Dans cette partie, nous allons d�etailler quelques notions sur les communications
dans les r�eseaux de processeurs qui nous seront utiles dans la suite. Nous allons
commencer par nous int�eresser au niveau physique, c'est-�a-dire aux r�eseaux de com-
munication puis au niveau logique, c'est-�a-dire aux sch�emas de communication mis
en �uvre sur ces r�eseaux.

1.3.1 R�eseaux

Une machine parall�ele �a m�emoire distribu�ee comprend deux types de compo-
sants : des processeurs et un r�eseau leur permettant de communiquer. Les construc-
teurs ont propos�e une tr�es grande vari�et�e de r�eseaux sur leurs machines. Les princi-
pales topologies utilis�ees ont �et�e :

{ les hypercubes (CM2, iPSC860),

{ les grilles (Paragon),

{ les tores (T3D, Maspar),

{ les fat-tree (CM5),

{ les r�eseaux multi-�etages (SP1, CS2).

La �gure 1.4 montre quelques exemples de ces r�eseaux. L'hypercube fut tr�es �a la
mode dans les ann�ees 80 mais a tendance �a disparâ�tre car son degr�e (nombre de
connexions par processeur) augmente rapidement avec sa taille, ce qui pose des pro-
bl�emes technologiques de r�ealisation. Les principaux types de con�gurations toujours
utilis�es actuellement sont les grilles et tores ainsi que les r�eseaux multi-�etages.
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Grille de dimension 3 Tore de dimension 2

Hypercube de dimension 4

Fig. 1.4 - Quelques topologies de machines parall�eles.

Nous utiliserons au-dessus de ces r�eseaux et de mani�ere plus ou moins transpa-
rente �a l'utilisateur des sch�emas de communication logiques qui sont pr�esent�es dans
le paragraphe suivant.

1.3.2 Sch�emas de communication

Selon le r�eseau dont est constitu�ee une machine parall�ele, chaque processeur
est connect�e avec un nombre plus ou moins important d'autres processeurs de la
machine. Bien sûr, cela ne su�t en g�en�eral pas et chaque processeur doit pouvoir
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�echanger des donn�ees avec tous les autres. Pour cela, nous utilisons des algorithmes
de routage qui peuvent être r�ealis�es par mat�eriel ou par logiciel. Nous utiliserons
des sch�emas de communication de haut niveau concernant un grand nombre de
processeurs et/ou des processeurs tr�es distants dont les principaux types sont :

Communication point �a point : communication d'un processeur �a un autre quelle
que soit leur position relative dans le r�eseau.

Di�usion : communication d'un processeur vers tous les autres.

�Echange total : di�usion simultan�ee �a partir de tous les processeurs.

Distribution : communication d'un processeur vers tous les autres, le message
envoy�e �a chaque processeur �etant di��erent.

Multi-distribution : distribution simultan�ee �a partir de tous les processeurs.

Regroupement : tous les processeurs envoient un message �a un processeur donn�e
(c'est l'inverse de la distribution). On parle de combinaison lorsqu'il y a des
calculs �a chaque �etape interm�ediaire (comme la recherche du maximum ou le
calcul de la somme d'un ensemble de valeurs).

De nombreux travaux de recherche ont lieu sur les algorithmes de routage e�caces
pour ces op�erations en fonction du type de r�eseau physique utilis�e. Les machines
et/ou biblioth�eques de communication modernes comprennent des appels �a ces op�e-
rations qui sont impl�ement�ees de mani�ere e�cace. Pour plus de d�etails sur ces algo-
rithmes, on peut consulter le livre de l'�ecole d'�et�e Rumeur [57].

1.3.3 Performances des r�eseaux

Le temps n�ecessaire pour transmettre un message de longueur L est la somme :

{ d'un temps d'initialisation � repr�esentant le temps des initialisations et appels
de proc�edures,

{ d'un temps de transmission du message proportionnel �a la taille du message,
on notera �c le temps de transmission d'un octet.

Le temps de transmission du message est donc :

T = � + L�c:

On caract�erisera donc les performances d'un r�eseau par deux param�etres : sa latence
� et son d�ebit �c ou sa bande passante 1=�c, on donne dans le tableau 1.2 (obtenu
d'apr�es [25] et [13]) les valeurs de ces param�etres pour quelques machines repr�esen-
tatives. Il convient de prendre ces chi�res avec beaucoup de prudence car, comme
on peut le voir dans [13], ils varient beaucoup selon les couches logicielles utilis�ees.
Dans l'�etat actuel de la technologie, les r�eseaux sont le point faible des machines
parall�eles : ils ne permettent pas d'alimenter les processeurs aussi vite qu'ils ne cal-
culent (sauf dans le cas du Cray T3D). Il sera donc tr�es important de minimiser le
temps de communication dans les programmes parall�eles.
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Machine Latence (�s) D�ebit (Mo/s)

CM 5 82 2.3
Paragon 121 14.3
SP2 40 9.1
T3D 119 28.5
Ethernet 1500 0.2

Tab. 1.2 - Performances mesur�ees de quelques r�eseaux de communication.

1.3.4 Minimisation du temps de communication

Nous avons vu que, sur une machine parall�ele �a m�emoire distribu�ee, les commu-
nications entre les processeurs sont n�ecessaires, mais qu'elles prennent du temps. Il
faudra donc chercher �a les minimiser, ou tout au moins �a minimiser leur impact sur
le temps total d'ex�ecution. Pour cela on dispose de deux m�ethodes : soit on mini-
mise le nombre et le volume des communications par un d�ecoupage astucieux du
programme, soit on masque le temps de communication, c'est-�a-dire que l'on �ecrit
le programme de telle fa�con que les �echanges de donn�ees aient lieu en même temps
que les calculs.

Nous allons illustrer ces notions sur un exemple simple : consid�erons un calcul
it�eratif explicite de type di��erences �nies sur une grille bidimensionnelle et utilisant
un sch�ema �a cinq points. On suppose que la grille est de taille N �M , qu'elle est
rep�er�ee par les indices i et j et qu'elle est distribu�ee sur P processeurs. On notera �a
le temps de calcul en chaque point de la grille, le temps de communication pour un
message de taille L sera � + L�c. On supposera dans ce paragraphe que toutes les
op�erations e�ectu�ees (( tombent juste )), cela ne change rien �a la m�ethode et permet
d'all�eger les notations.

Nous supposerons dans un premier temps que les donn�ees sont distribu�ees entre
les processeurs selon un algorithme ((modulo)), c'est-�a-dire que la donn�ee [i; j] est
attribu�ee au processeur (i+ j) mod P . Dans le cas g�en�eral, pour e�ectuer un calcul,
il faudra communiquer avec les processeurs qui g�erent les quatre points voisins du
point courant. Le temps total de calcul d'une it�eration sera donc :

T =
N �M

P
(�a + 4 � (� + �c)) :

On peut am�eliorer ce temps en changeant la distribution des donn�ees sur les pro-
cesseurs. A�ectons �a chaque processeur une sous-grille de taille (N=

p
P )�(M=

p
P ).

Quel est le temps d'une it�eration avec cette distribution? Le temps de calcul est le
même, par contre le temps de communication est meilleur. En e�et, pour tous les
points �a l'int�erieur de la sous-grille, aucune communication n'est n�ecessaire, pour
les points sur les fronti�eres, on a besoin d'une communication, ou de deux dans les
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coins. Le temps total est donc :

T =
N �M

P
�a + 2� (N=

p
P +M=

p
P )� (� + �c):

De plus, toutes les communications sur un côt�e du domaine ont lieu avec le même
processeur, on peut les regrouper en un seul message pour diminuer le temps de
latence (voir �gure 1.5). Le temps total est alors :

T =
N �M

P
�a + 4� + 2(N=

p
P +M=

p
P )�c:

Fig. 1.5 - Distribution de donn�ees et fractionnement des communica-
tions : �a gauche, les points sont s�epar�es, pour chacun d'entre eux quatre
�echanges de messages sont n�ecessaires; au centre, on groupe les points par
sous-domaines, on �elimine ainsi un grand nombre de communications �a
l'int�erieur des sous-domaines; �a droite, on groupe les communications
entre deux sous-domaines dans un seul message.

Mais il est possible de faire encore mieux ! Le proc�ed�e d�ecrit �etant it�er�e, on peut
recouvrir les communications par du calcul. Pour cela, le proc�ed�e est le suivant : �a
une it�eration donn�ee, on commence par calculer les valeurs des points �a la limite du
domaine (dont les processeurs voisins auront besoin �a l'�etape suivante). On peut alors
les envoyer sans attendre et on proc�ede de la même fa�con sur tous les processeurs.
On calcule ensuite les valeurs internes au domaine. Pendant ce calcul, les messages
se propagent sur le r�eseau. �A l'�etape suivante, les donn�ees sont donc prêtes �a être
utilis�ees (voir �gure 1.6). Sous r�eserve que le temps de calcul soit su�sant pour que
les messages arrivent, le temps total d'une it�eration est �egal au temps de calcul sur
un domaine, c'est-�a-dire :

T =
N �M

P
�a:

En pratique, l'�evaluation du temps est un peu plus compliqu�ee. Il faut tenir
compte de l'architecture de la machine. Les temps qui sont donn�es ici supposent que
la machine dispose d'un m�ecanisme mat�eriel d'envoi des messages qui ne perturbe
pas le processeur de calcul. Il se peut que celui-ci soit interrompu si la machine ne
dispose pas de coprocesseur de communication. On gagne alors seulement la partie
due �a l'attente des messages mais le principe reste valable.
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Fig. 1.6 - Masquage des communications : on e�ectue le calcul sur les
parties fronti�eres des domaines (en gris�e) puis on envoie les valeurs utiles
aux autres processeurs; pendant que les messages transitent sur le r�eseau
on e�ectue le calcul �a l'int�erieur des domaines et on re�coit les donn�ees
des autres processeurs �a la �n de l'�etape de calcul.

1.4 Les mod�eles de programmation

1.4.1 Parall�elisme implicite ou explicite?

Il existe plusieurs mani�eres de programmer une machine parall�ele. On peut utili-
ser un parall�eliseur automatique, dans l'�etat actuel des connaissances cette solution
est �a �eviter car si elle est pratique, elle n'est en g�en�eral pas su�samment e�cace. Il
faut donc encore �ecrire �a la main des programmes explicitement parall�eles.

Pour cela, il nous faut d�ecouper notre programme sous forme de tâches qui
pourront s'e�ectuer simultan�ement sur di��erents processeurs et d�e�nir la mani�ere
dont ces tâches vont coop�erer a�n de r�ealiser le travail souhait�e.

1.4.2 Parall�elisme de donn�ees ou de contrôle?

Pour r�ealiser ce d�ecoupage, on peut utiliser un mod�ele dit de ((parall�elisme de
donn�ees)). Dans ce mod�ele de programmation, le d�ecoupage du programme est guid�e
par les donn�ees qu'il manipule : on d�ecoupe ses donn�ees et on les distribue dans les
m�emoires li�ees aux di��erents processeurs. On e�ectue ensuite localement les traite-
ments mettant ces donn�ees en jeu. Il est �evident que certaines op�erations n�ecessite-
ront des donn�ees r�esidant sur des processeurs distincts : il faudra alors communiquer
des donn�ees par le r�eseau. La di�cult�e r�eside dans le choix du d�ecoupage initial qui
induira plus ou moins de communications dans le d�eroulement du programme.

Le deuxi�ememod�ele de programme parall�ele est appel�e ((parall�elisme de contrôle)).
Dans ce mod�ele on d�ecoupe le programme selon les di��erentes tâches �a e�ectuer.
On ajoute �a ce d�ecoupage une description de l'ordre dans lequel ces tâches doivent
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s'enchâ�ner et on en d�eduit les mouvements de donn�ees n�ecessaires. Un avantage
important de cette approche est qu'elle s'adapte mieux aux applications num�eriques
irr�eguli�eres ainsi qu'�a certaines applications autres que le calcul scienti�que.

1.4.3 Expression du parall�elisme

Quel que soit le mod�ele de programmation que l'on d�esire utiliser, il existe plu-
sieurs mani�eres de l'exprimer.

Il existe des langages sp�eci�ques au parall�elisme de donn�ees. Ils sont en g�en�eral
bas�es sur Fortran et sont surtout utilis�es pour les grosses applications num�eriques,
la parall�elisation s'exprimant souvent au moyen de directives de compilation. Le
principe est tr�es simple, on distribue les tableaux de donn�ees (statiques en Fortran)
entre les processeurs, le compilateur se chargeant de d�ecouper les boucles de calcul
de mani�ere appropri�ee et de placer les �echanges de messages n�ecessaires. C'est la
m�ethode utilis�ee dans CRAFT [18] et dans HPF (High Performance Fortran, [33]).
L'usage de ces langages est relativement simple et rapide �a mettre en �uvre, la g�e-
n�eration automatique des �echanges de messages n'est malheureusement pas encore
aussi e�cace qu'elle pourrait l'être et constitue un th�eme de recherche important.

Plusieurs �equipes de recherche travaillent actuellement �a l'�elaboration d'environ-
nements et de langages de programmation utilisant le mod�ele de parall�elisme de
contrôle [54]. Ce type de langage est le plus souvent bas�e sur C ou C++ et utilise
des m�ecanismes tels que l'appel de proc�edures �a distance (RPC). On envoie �a un
processeur un appel �a une fonction ou proc�edure et ses arguments, on re�coit le r�e-
sultat correspondant �a la �n de son ex�ecution.

Une autre solution est la programmation par �echange de messages, c'est l'ap-
proche que nous utiliserons. Cette mani�ere de programmer est la plus proche de ce
qui se passe r�eellement, on �ecrit un ou des programmes s�equentiels qui s'ex�ecute-
ront sur les processeurs de la machine parall�ele et qui comprennent des instructions
d'envoi et de r�eception de donn�ees. On peut �ecrire de cette fa�con des programmes
dans le mod�ele de parall�elisme de donn�ees ou de parall�elisme de contrôle ou même
mixtes. Ce type de mod�ele est utilis�e par de nombreuses biblioth�eques portables ou
sp�eci�ques �a une machine. Des exemples et des r�ef�erences sur ce type de program-
mation seront d�etaill�es dans le chapitre 2.

En r�esum�e, on peut dire que l'e�cacit�e obtenue est pour le moment inverse-
ment proportionnelle �a l'automatisme et au niveau de programmation utilis�es. C'est
l�a le principal d�efaut des machines parall�eles �a l'heure actuelle : il faut avoir des
connaissances sp�eci�ques pour en tirer de bonnes performances. Le faible prix de
revient des heures de calcul sur les machines parall�eles a pour contrepartie un coût
de conception des codes �elev�e.
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1.5 Environnements de programmation

Apr�es avoir d�e�ni ce qu'est une machine parall�ele et les mod�eles que l'on peut
utiliser pour les programmer, d�etaillons le cycle de d�eveloppement d'un code pa-
rall�ele. Nous supposerons dans ce paragraphe que nous avons choisi un mod�ele de
programmation et un langage pour l'exprimer. En fonction du mod�ele et du langage
choisis, certains des points qui suivent pourront être plus ou moins automatis�es.
N�eanmoins, il est important de connâ�tre ces aspects pour concevoir un bon pro-
gramme parall�ele.

1.5.1 Placement, ordonnancement

La premi�ere �etape de la conception d'un programme parall�ele est de le d�ecompo-
ser en tâches. Ensuite, il faut placer et ordonnancer ces tâches, c'est-�a-dire attribuer
�a chaque tâche du programme un processeur sur lequel elle va s'ex�ecuter et d�eter-
miner l'ordre d'ex�ecution des tâches sur chaque processeur. Un bon placement doit
minimiser une fonction de coût qui caract�erise la qualit�e de l'ex�ecution d'un pro-
gramme parall�ele (le temps d'ex�ecution par exemple) sur une machine donn�ee. Les
deux principaux goulots d'�etranglement sont la charge des processeurs et le coût
des communications. En entr�ee de cette phase, on suppose que l'on a un graphe
repr�esentant le programme. Pour être complet, ce graphe doit contenir la dur�ee des
tâches et des communications ainsi que les contraintes de pr�ec�edence des tâches
entre elles. On dispose �egalement d'un graphe qui repr�esente la machine cible. Ce
graphe contient deux param�etres importants qui sont la vitesse des processeurs et
la vitesse des communications (toutes deux en fonction de la charge) ainsi que la
topologie du r�eseau de communication.

Le probl�eme de placement qui se pose alors est NP-complet pour un graphe
quelconque, c'est-�a-dire qu'il est impossible de le r�esoudre en un temps polynomial
en fonction du nombre de tâches et du nombre de processeurs. Il faut donc recourir �a
des heuristiques pour le r�esoudre. Plusieurs types d'heuristiques existent (voir [31]) :

liste : on place les tâches les unes apr�es les autres suivant un crit�ere donn�e (la plus
longue sur le processeur le moins charg�e par exemple). Un processus une fois
plac�e n'est plus remis en question.

it�eratif : partant d'un placement on le perturbe pour essayer d'obtenir un meilleur
r�esultat (l'algorithme tabou est le plus performant actuellement).

regroupement : on regroupe les tâches en groupes (choix d'une granularit�e) a�n
de diminuer la taille du graphe puis on place ces groupes �a l'aide d'une des
m�ethodes pr�ec�edentes.

Les placements �etant obtenus par des heuristiques, il est n�ecessaire de les �evaluer,
ce qui augmente le coût de ces m�ethodes.
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1.5.2 Mise au point

La mise au point d'un programme parall�ele est un processus coûteux en temps.
Elle se compose de deux aspects : la mise au point s�equentielle d'une tâche donn�ee
(on utilise des outils unix classiques) et la mise au point de la partie communica-
tions. Cette deuxi�eme phase est di�cile car il n'existe pas d'outils bien adapt�es. On
utilise la plupart du temps un d�ebogueur classique par tâche �a d�eboguer, ce qui peut
vite devenir inextricable.

La mise au point d'un programme parall�ele est compliqu�ee par l'interaction entre
les tâches qui rend son comportement ind�eterministe. Un algorithme num�erique s�e-
quentiel est d�eterministe, c'est-�a-dire que, pour un jeu de donn�ees �x�e, la suite des
instructions ex�ecut�ees lors de di��erentes ex�ecutions sera toujours la même. Ce n'est
pas le cas pour un programme parall�ele. Consid�erons par exemple le cas de deux
processus d'un programme parall�ele qui envoient chacun un message �a un troisi�eme
processus. Ce processus est programm�e pour attendre le premier message qui arrive
et poursuivre son ex�ecution en fonction de ce message. Selon la charge des proces-
seurs qui ex�ecutent les processus �emetteurs et la charge du r�eseau de communication,
les messages arriveront dans un ordre di��erent, ce qui modi�e la suite d'instructions
ex�ecut�ees. Le comportement est donc ind�eterministe.

L'ind�eterminisme implique qu'une erreur survenant lors d'une ex�ecution peut ne
pas se reproduire dans une autre. La di�cult�e de mise au point est donc beaucoup
plus grande. Un autre facteur rend la mise au point encore plus di�cile : les proc�ed�es
de mise au point classiques perturbent l'ex�ecution et rajoutent des retards (points
d'arrêt), le programme peut donc avoir un comportement encore di��erent. L'obser-
vation modi�e le comportement du syst�eme : ce ph�enom�ene est connu en physique
sous le nom de probe e�ect, en informatique on dit aussi que la prise de traces est
intrusive. La mise au point rajoute de l'ind�eterminisme et peut masquer des erreurs.
Il faut disposer de m�ecanismes de r�e-ex�ecution d�eterministe pour pallier �a cet in-
conv�enient.

La r�e-ex�ecution consiste �a m�emoriser une ex�ecution de mani�ere �a pouvoir la
((rejouer)) de fa�con d�eterministe (identique �a l'ex�ecution originale) autant de fois que
n�ecessaire dans un environnement de d�ebogage. Il faut pour cela ((enregistrer)) l'ex�e-
cution originale et construire un ordre total sur tous les �ev�enements du programme,
c'est ce que l'on appelle la prise de traces.

1.5.3 Traces

Le tra�cage d'un programme consiste �a enregistrer ce qui se passe (identi�cateur
d'�ev�enement), o�u (num�ero de ligne) et quand (date) il a lieu ainsi que les circons-
tances de cet �ev�enement.
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La prise de traces dans un programme parall�ele est di�cile �a cause de deux fac-
teurs : l'ind�eterminisme et le grand nombre possible de tâches qui multiplie d'autant
le volume des donn�ees �a recueillir. La m�ethode la plus courante consiste �a ajouter
des instructions de collecte d'information �a des endroits judicieusement plac�es dans
le code. Souvent on instrumente la biblioth�eque de communication. Le probl�eme
pos�e est que cela modi�e le temps d'ex�ecution des tâches et donc ajoute de l'in-
d�eterminisme. Une autre technique possible est la collecte mat�erielle de traces. Les
probl�emes sont alors le coût, la non portabilit�e et le peu de exibilit�e. Des travaux
de recherche tentent de mettre au point des outils de prise de traces qui perturbent
le moins possible l'ex�ecution, ils sont dit peu intrusifs.

Dans un deuxi�eme temps. il faut r�eorganiser les informations collect�ees locale-
ment sur chaque processeur. Cela pose des probl�emes de datation si l'on ne dispose
pas d'horloge globale. Le regroupement peut lui aussi perturber l'ex�ecution en char-
geant le r�eseau s'il a lieu pendant le d�eroulement de l'application, mais l'application
est �egalement perturb�ee par la diminution de l'espace m�emoire disponible si les don-
n�ees sont conserv�ees sur place.

L'introduction des instructions de traces peut aussi perturber le programme en
empêchant le compilateur d'optimiser certaines parties du code (�echange de l'ordre
de boucles, inlining de proc�edures, modi�cation de l'allocation des registres...). Dans
un programme parall�ele, cela peut même encore se compliquer : en HPF par exemple,
le code compil�e est tr�es di��erent du code source, que tracer? L'ajout d'une instruc-
tion de tra�cage peut donner un code compil�e compl�etement di��erent. Comment relier
un �ev�enement du code binaire au code source? Il faudrait coupler la compilation �a
la prise de traces. Il n'existe pas actuellement de solution �a ce probl�eme.

Il faut trouver le bon compromis entre l'intrusion due �a la prise de traces et la
quantit�e d'information utile, ce compromis varie en fonction de ce que l'on recherche.
Il faudra s�electionner des informations pertinentes pour le d�ebogage ou l'analyse de
performances. En�n, il est n�ecessaire de �ltrer et de r�eorganiser les donn�ees r�ecolt�ees
et de les pr�esenter de mani�ere exploitable par l'utilisateur.

1.5.4 Visualisation

Pour ne pas noyer l'utilisateur sous la quantit�e de donn�ees fournies par un tra-
ceur, la solution actuelle est de les repr�esenter sous forme graphique. Nous pr�e-
sentons dans ce paragraphe deux mani�eres de repr�esenter graphiquement le d�erou-
lement d'une ex�ecution d'un programme parall�ele : le diagramme de Gantt et le
diagramme espace-temps. Il existe d'autres fa�cons de pr�esenter le comportement
d'un programme parall�ele, chaque mani�ere de faire poss�ede ses avantages et ses in-
conv�enients. De nombreux travaux de recherche sont en cours sur ce sujet car une
ex�ecution parall�ele comporte de tr�es nombreux param�etres qu'il n'est pas ais�e d'ex-
ploiter.
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Sur un diagramme de Gantt (voir �gure 1.7), on repr�esente l'activit�e des pro-
cesseurs. Chaque processeur est repr�esent�e par une bande horizontale. Les parties
sombres de la bande repr�esentent les temps d'activit�e du processeur, les parties
blanches les temps d'inactivit�e (attente de message par exemple) et les parties gri-
s�ees les temps d'activit�e li�es �a la communication (surcoût constitu�e des temps de
pr�eparation des donn�ees et d'initialisation de la communication). On peut donc ju-
ger de la qualit�e de la parall�elisation d'une application par la fraction de surface
noire sur un tel diagramme et par sa r�epartition.
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Fig. 1.7 - Diagramme de Gantt.

Sur un diagramme espace-temps (voir �gure 1.8), on repr�esente chaque proces-
seur par une ligne horizontale, mais on repr�esente aussi les communications entre les
processeurs par des lignes obliques qui joignent les lignes repr�esentant les processeurs
qui communiquent. Une coupure dans une ligne horizontale correspond �a un temps
d'inactivit�e du processeur. Le principal probl�eme li�e �a ce type de repr�esentation est
qu'il devient rapidement illisible dans les applications qui comportent beaucoup de
communications.

Tous les graphiques pr�esent�es dans la suite de cette th�ese ont �et�e r�ealis�es avec le
logiciel de prise de traces TAPE [46] et le logiciel de visualisation Paragraph [52].

1.5.5 R�epartition dynamique de la charge

Dans beaucoup de programmes parall�eles, il est impossible de connâ�tre a priori
le temps d'ex�ecution de certaines tâches. C'est le cas lorsque l'on utilise un maillage
adaptatif ou lorsqu'une m�ethode it�erative doit v�eri�er un crit�ere de convergence
par exemple. Il faut alors en cours d'ex�ecution d�ecider quelle est la meilleure fa�con
de r�epartir les tâches entre les processeurs, on appelle ce proc�ed�e la r�epartition
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Fig. 1.8 - Diagramme espace-temps.

dynamique de la charge. On peut par le même genre de m�ecanisme prendre en
compte la charge du r�eseau et/ou des processeurs qui sont eux-aussi impr�evisibles
dans le cas d'une machine multi-utilisateurs.

Les di�cult�es r�esident principalement dans la quanti�cation de la charge d'un
processeur et dans l'�evaluation du temps qu'il reste pour terminer une tâche. Les
algorithmes d'�equilibrage de la charge sont �egalement coûteux car ils n�ecessitent
beaucoup de communications. La r�epartition dynamique de charge peut être prise
en charge par le syst�eme d'exploitation, dans l'�etat actuel des connaissances, c'est
en g�en�eral le programmeur qui le fait dans son application.

1.6 Les performances

1.6.1 Les unit�es de mesure

Il existe de tr�es nombreuses mani�eres de mesurer les performances d'un ordina-
teur. Pour les applications qui nous int�eressent ici, ce qui nous importe est la vitesse
de calcul sur des variables r�eelles (simple ou double pr�ecision). On utilisera donc
comme unit�e le ops, c'est-�a-dire le nombre d'Op�erations FLottantes Par Seconde,
ou plus souvent ses multiples :

Mops ou m�egaops : un million (106) d'op�erations ottantes par seconde.

Gops ou gigaops : un milliard (109) d'op�erations ottantes par seconde.

Tops ou t�eraops : 1012 op�erations ottantes par seconde.

Pour donner un ordre de grandeur, disons que les vitesses actuelles de calcul
des grosses stations de travail se situent entre 100 et 200 Mops et que les super-
calculateurs actuels les plus rapides atteignent des vitesses de quelques dizaines de
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Gops. Les constructeurs de ces machines promettent pour la �n de la d�ecennie des
machines capables de fournir une puissance de 1 Tops.

Il convient de faire une distinction entre la puissance crête d'une machine et sa
puissance dite soutenue. La puissance crête est la vitesse maximale th�eorique de
la machine. En pratique celle-ci n'est jamais atteinte et ce pour plusieurs raisons :
les applications contiennent des instructions autres que les op�erations de calcul, les
pipelines des machines ne sont pas aliment�es de mani�ere continue car le transfert
des donn�ees depuis la m�emoire est plus lent que le calcul. La puissance soutenue
repr�esente la vitesse maximale que l'on peut tirer d'une machine en application.
Remarquons qu'elle n'est pas d�e�nie de mani�ere pr�ecise mais qu'elle donne une id�ee
de ce que l'on peut esp�erer.

Pour mesurer les performances d'un programme parall�ele, on a besoin d'une
autre notion que l'on peut appeler acc�el�eration ou e�cacit�e. L'acc�el�eration est le
rapport du temps d'ex�ecution d'un programme s�equentiel sur le temps d'ex�ecution
de la même application en parall�ele :

An =
Tseq

Tn

o�u An est l'acc�el�eration pour n processeurs, Tseq est le temps d'ex�ecution du pro-
gramme s�equentiel et Tn le temps d'ex�ecution sur n processeurs. L'e�cacit�e est
l'acc�el�eration divis�ee par le nombre de processeurs, on l'exprime en g�en�eral sous
forme de pourcentage :

En =
An

n
=

Tseq

n � Tn

:

Ce nombre repr�esente un pourcentage moyen d'utilisation des processeurs par rap-
port �a une parall�elisation qui serait parfaite.

1.6.2 La loi d'Amdahl

Il existe une borne th�eorique de l'acc�el�eration que l'on peut atteindre pour une
application donn�ee sur un nombre de processeurs donn�e. Dans toutes les applica-
tions parall�eles, il existe des parties qui ne sont pas parall�elisables (par exemple
l'initialisation de param�etres de calcul). Soit s la fraction du code (en temps d'ex�e-
cution) qui n'est pas parall�elisable. Le temps d'ex�ecution minimum possible sur n
processeurs est alors :

Tn = Tseq �
�
s+

1� s

n

�
;

ce qui correspond �a une acc�el�eration de :

An =
n

(1 � s) + s� n
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et �a une e�cacit�e maximum de :

En =
1

(1 � s) + s� n
:

La �gure 1.9 nous montre la plus grande acc�el�eration que l'on pourrait obtenir si
on avait une in�nit�e de processeurs ainsi qu'avec 32 et 128 processeurs (cas des ma-
chines que nous utiliserons). La �gure 1.10 nous montre l'e�cacit�e th�eorique d'un
programme parall�elis�e de 90% �a 100% sur une machine �a 32, 128 ou 1024 n�uds.
On constate sur ces deux �gures que plus la machine a de processeurs et plus la
parall�elisation doit être compl�ete pour obtenir une bonne e�cacit�e.
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Fig. 1.9 - Loi d'Amdahl : acc�el�eration th�eorique.

On peut retenir de la loi d'Amdahl que si l'on veut acc�el�erer de mani�ere signi�ca-
tive une application en utilisant une machine parall�ele, il faut la parall�eliser �a fond.
Parall�eliser la ou les routines qui consomment le plus de temps ne su�t pas. Par
exemple, parall�eliser une portion du code qui consomme 80% du temps CPU sur une
machine �a 128 processeurs donnera une acc�el�eration maximale possible inf�erieure �a
5 qui n'est pas satisfaisante. Pour atteindre une e�cacit�e de 50% sur une machine
�a 32 n�uds, il faudra parall�eliser 96% du code. Ce pourcentage est de 99% sur une
machine �a 128 processeurs.

Il existe deux mani�eres d'interpr�eter la loi d'Amdahl. Elles di��erent par la fa�con
de mesurer le temps s�equentiel. La premi�ere consiste �a mesurer le temps d'ex�ecution
du même algorithme que celui utilis�e en parall�ele, l'autre consiste �a prendre le temps
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Fig. 1.10 - Loi d'Amdahl : e�cacit�e th�eorique.

du meilleur algorithme s�equentiel. Le probl�eme r�eside alors dans la d�e�nition du
meilleur algorithme s�equentiel : il n'est pas toujours �evident de savoir quel algorithme
est le meilleur, cela peut varier en fonction des donn�ees et de l'impl�ementation, il se
peut aussi que le meilleur algorithme du moment ne le soit plus dans un an. Il n'y a
pas de bonne r�eponse, le tout est de donner clairement la r�ef�erence que l'on utilise
et d'en tenir compte au moment de tirer les conclusions d'une exp�erience.

1.6.3 La loi de Gustafson

Si l'on consid�ere les bornes th�eoriques que nous donne la loi d'Amdahl, on ne
peut être que tr�es pessimiste quant �a l'avenir du calcul parall�ele. En fait, on peut
avoir du probl�eme une vision un peu di��erente comme celle de Gustafson [32].

En e�et, lorsque l'on utilise un calculateur parall�ele, la taille du probl�eme et le
nombre de processeurs que l'on utilise sont rarement ind�ependants. Les ing�enieurs et
chercheurs qui utilisent ce genre de calculateurs augmentent g�en�eralement la taille
du probl�eme le plus possible en fonction des moyens informatiques dont ils dis-
posent. Selon leurs int�erêts, les utilisateurs augmentent la �nesse de leur grille de
discr�etisation ou le nombre de pas de temps ou choisissent une m�ethode de r�esolu-
tion plus pr�ecise pour avoir une meilleure r�eponse avec le même temps d'ex�ecution.
On constate aussi que la plupart du temps, la partie s�equentielle du code ne change
pas quand la taille du probl�eme augmente alors que la partie parall�ele crô�t.

Consid�erons un programme qui s'ex�ecute en un temps Tn sur n processeurs et
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soit s la fraction du code non parall�elisable. Alors, le temps d'ex�ecution de ce code
sur un seul processeur sera �egal au temps d'ex�ecution de la partie non parall�elisable
plus n fois le temps d'ex�ecution de la partie parall�ele, soit :

T1 = s � Tn + n� (1 � s)� Tn:

On en d�eduit donc une nouvelle expression de l'acc�el�eration :

An = s+ n� (1 � s)

et de l'e�cacit�e :
En = 1 � s+
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Fig. 1.11 - Loi de Gustafson : e�cacit�e th�eorique.

Cette approche rejoint une autre notion que l'on trouve dans les ouvrages trai-
tant de calcul parall�ele : l'extensibilit�e (scalability) qui traduit le comportement d'un
algorithme parall�ele lorsque le nombre de processeurs augmente. L�a encore, deux ma-
ni�eres de voir les choses : on augmente le nombre de processeurs en gardant le même
probl�eme ou bien on augmente la taille du probl�eme proportionnellement au nombre
de processeurs. Cette deuxi�eme approche permet de conserver une charge constante
par processeur. Le principal argument en faveur de cette m�ethode est que l'on utilise
rarement une grosse machine parall�ele pour r�esoudre un petit probl�eme et qu'il est
souvent impossible de r�esoudre un gros probl�eme sur un petit nombre de processeurs
en raison du manque de m�emoire.

Le parall�elisme peut donc encore apporter beaucoup : il doit permettre de r�e-
soudre avec le même temps de calcul des probl�emes plus importants qu'il �etait
impossible de r�esoudre avec des machines classiques.
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1.7 Conclusion

Seules les machines parall�eles permettent actuellement une augmentation sans
limites des performances, pourquoi sont-elles si peu utilis�ees dans l'industrie? Ce
n'est pas �a cause de leur prix comme on l'a d�ej�a vu. Peut-être est-ce parce qu'elles
manquent de syst�emes d'exploitation et d'environnement de programmation convi-
viaux. Il est sûr que le fait que l'on ne sache actuellement pas cacher le parall�elisme
�a l'utilisateur �a cause du manque d'e�cacit�e des techniques de parall�elisation auto-
matique est un frein important �a leur plus large di�usion.

Les di�cult�es qui se posent au programmeur qui a choisi de s'investir dans l'uti-
lisation d'une machine parall�ele et d'en tirer un b�en�e�ce raisonnable sont :

{ Les communications coûtent cher, il faut donc minimiser leur coût, soit en
diminuant leur nombre et leur volume, soit en les recouvrant par du calcul.
Cela demande un important travail tant au niveau de l'analyse num�erique que
de l'algorithmique pour concevoir de nouvelles m�ethodes adapt�ees �a ce type
de contraintes.

{ La qualit�e d'un programme parall�ele se mesure en partie par son temps d'ex�e-
cution mais pas uniquement. La granularit�e des machines parall�eles n'�etant
pas encore stabilis�ee, il faut que les programmes puissent s'adapter : il faut
prendre en compte l'extensibilit�e. Pour cela il faut connâ�tre, outre la taille du
probl�eme, le nombre de processeurs utilis�es et ce nombre doit intervenir dans
le code. On peut, pour exprimer cela, utiliser des poly-algorithmes.

{ Il faut �egalement tenir compte de la portabilit�e lorsque l'on choisit d'utiliser
une machine parall�ele : la plupart des grands codes num�eriques sont �ecrits en
Fortran (ou en C) en partie pour des raisons de portabilit�e mais aussi parce
qu'il n'existe actuellement aucun langage parall�ele qui o�re autant de souplesse
dans ce domaine.

{ Un autre grand probl�eme de ces machines, que nous ne prendrons que tr�es peu
en compte dans ce travail, est le traitement des entr�ees-sorties. Actuellement
deux tendances existent : soit on �eparpille les disques sur tous les processeurs
mais il faut amener les codes et les donn�ees sur ces disques et r�ecup�erer les
r�esultats, soit on utilise quelques disques en des points particuliers et les don-
n�ees transitent sur le r�eseau de la machine pendant l'ex�ecution, ce qui prend
du temps et charge le r�eseau plus qu'il ne devrait l'être.

Dans la suite de cette th�ese, nous utiliserons des machines parall�eles �a m�emoire
distribu�ee que l'on programmera par �echange de messages explicites.
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Chapitre 2

Programmation par �echange de

messages

Le but de ce chapitre est de pr�esenter de mani�ere plus approfondie la
programmation par �echange de messages ainsi que les deux biblioth�eques
que nous utiliserons dans la suite de cette th�ese : PVM et MPI.

2.1 Introduction

Le mod�ele le plus utilis�e pour la programmation des machines parall�eles �a m�e-
moire distribu�ee est la programmation par �echange de messages. Les principales
raisons de ce succ�es sont la simplicit�e de ce mod�ele et sa relative facilit�e d'utilisa-
tion. Il est simple dans le sens o�u il est tr�es proche de ce qui se passe r�eellement
dans les machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee : les processus ne disposent d'au-
cune ressource partag�ee et doivent communiquer en �echangeant des donn�ees sur un
r�eseau. Il est simple �a utiliser car la partie du code consacr�ee aux calculs est �ecrite
dans un langage standard (Fortran 77 ou C en g�en�eral) qui placent le programmeur
dans un contexte familier. On �ecrit pour chaque processeur de la machine cible un
programme qui comprend le code de calcul �a e�ectuer plus les op�erations d'�echange
de donn�ees et de synchronisation avec les autres processeurs. On peut obtenir une
bonne e�cacit�e car les compilateurs utilis�es sont classiques (donc e�caces) et car
on peut contrôler de mani�ere �ne le d�eroulement de l'ex�ecution (attente des mes-
sages par exemple). Ce mod�ele restera vraisemblablement le plus utilis�e tant que
des progr�es signi�catifs n'auront pas �et�e accomplis dans les modes d'application des
autres mod�eles de programmation parall�ele. Ce type de mod�ele est utilis�e par de
nombreuses biblioth�eques portables (PVM [27, 59], Parmacs [11], Express [24], P4
[9]) ou sp�eci�ques �a une machine (EUI sur SP1 [5], NX sur Intel [53]), McBryan
donne une bonne vue d'ensemble de ces syst�emes dans [47].

Dans ce chapitre nous pr�esentons dans une premi�ere partie les biblioth�eques
d'�echange de messages en g�en�eral puis de mani�ere plus approfondie PVM et MPI qui
sont les standards actuels et peut-être futurs (voir [63]) de ce type de programmation
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et que nous utiliserons pour nos applications.

2.2 Caract�eristiques g�en�erales

2.2.1 Communications point �a point

On appelle communication point �a point l'envoi d'un message d'une tâche don-
n�ee �a une autre. C'est le mode de communication le plus simple �a partir duquel on
pourra construire d'autres modes de communications plus complexes.

Pour envoyer un tel message, on a besoin de connâ�tre :

{ la tâche �emettrice,

{ la tâche r�eceptrice,

{ les donn�ees �a envoyer.

Une telle communication est donc compos�ee de deux parties : l'�emission du message
que l'on peut �ecrire sch�ematiquement

envoi(destination, contenu)

et la r�eception de ce message :

reception(source, contenu).

Les entit�es destination et source peuvent être un num�ero de processeur si l'on
travaille avec une seule tâche par processeur ou bien un num�ero de processeur plus
un identi�cateur de tâche sur le processeur dans le cas de syst�emes multi-tâches (cet
aspect peut être masqu�e si le syst�eme attribue �a chaque tâche un num�ero unique sur
l'ensemble des processeurs). Les donn�ees �a envoyer seront stock�ees dans un tampon,
cela permet au processus de calcul de continuer son ex�ecution sans être perturb�e
par la communication.

Un probl�eme peut survenir si la même tâche envoie plusieurs messages �a une
même autre tâche. Il se peut que selon le r�esultat d'un test �a l'int�erieur de la tâche
�emettrice ou selon l'encombrement du r�eseau au moment des �emissions, l'ordre d'ar-
riv�ee des messages ne puisse être connu �a l'avance. On ajoute donc souvent un
param�etre suppl�ementaire qui est un identi�cateur du message et qui permet de
g�erer les �echanges entre deux processeurs donn�es.

2.2.2 Communications globales ou structur�ees

Nous avons vu au paragraphe 1.3.2 qu'il existe d'autres sch�emas de commu-
nication tr�es utilis�es comme la di�usion ou le regroupement. Les biblioth�eques de
communication modernes o�rent aux utilisateurs des fonctions sp�eci�ques pour ce
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type de communications. Cela o�re deux avantages : la portabilit�e et l'e�cacit�e. On
gagne en portabilit�e car il n'est plus n�ecessaire d'�ecrire un algorithme de di�usion
adapt�e �a une machine particuli�ere et en e�cacit�e car les constructeurs peuvent op-
timiser ces fonctions pour leur machine.

Une autre op�eration globale qui peut être int�eressante est la synchronisation :
toutes les tâches attendent d'en être au même point pour continuer leur ex�ecution.
Cela peut être utile dans le cas o�u l'on attend un �ev�enement ext�erieur. Ce sch�ema
de communication est un peu particulier car aucune donn�ee n'est �echang�ee.

Il est aussi utile de d�e�nir des sous-ensembles de l'ensemble des tâches que consti-
tue un programme parall�ele selon une caract�eristique commune, par exemple la parti-
cipation �a un sous-calcul pendant que d'autres tâches e�ectuent une autre op�eration.
On peut alors �etendre toutes les communications globales que l'on vient de voir �a
ces groupes. Cela permet une plus grande souplesse et un meilleur rendement que la
technique de masquage qui �etait utilis�ee sur les premi�eres machines parall�eles : dans
le cas d'une di�usion par exemple, le message �etait envoy�e �a toutes les tâches mais
seules quelques-unes e�ectuaient r�eellement l'op�eration de r�eception. Cela n'�etait
pas tr�es optimal en ce qui concerne l'utilisation du r�eseau.

Un probl�eme peut se poser lorsque l'on utilise la notion de groupe dans un
programme parall�ele. Il existe deux possibilit�es pour d�e�nir les groupes : une fois pour
toutes au d�ebut du programme ou bien de mani�ere dynamique, les tâches pouvant
alors rejoindre ou quitter un ou des groupes en cours de calcul. Que se passe-t-il si
la composition d'un groupe change au cours de l'ex�ecution d'une op�eration globale
sur ce groupe? Cela peut être laiss�e au soin du programmeur, sinon une technique
classique consiste �a synchroniser toutes les tâches avant une op�eration sur un groupe,
ce qui peut être tr�es gaspilleur en temps.

2.2.3 Synchronisation des communications

Une notion nous sera utile dans la suite de cette th�ese, il s'agit de la notion de
communication synchrone ou asynchrone. Le processus �emetteur peut avoir deux
types de comportements lors de l'ex�ecution d'une phase d'�emission (voir �egalement
la �gure 2.1) :

{ soit il doit attendre que le r�ecepteur soit prêt �a recevoir ses donn�ees pour
pouvoir e�ectuer l'envoi, on parle alors d'envoi synchrone,

{ soit il envoie ses donn�ees sur le r�eseau et continue son ex�ecution, on parle alors
d'envoi asynchrone. L'avantage de cette solution est un gain de temps �evident,
c'est la m�ethode utilis�ee sur la plupart des syst�emes r�ecents.

Dans le cas o�u l'�emission est asynchrone, le syst�eme doit g�erer tous les messages qui
peuvent être envoy�es et les stocker jusqu'�a leur r�eception par leur destinataire. Il
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faut aussi g�erer les cas o�u les capacit�es de stockage interm�ediaire sont insu�santes
et les cas d'erreur lors des transmissions : c'est le probl�eme du contrôle de ux.

Tâche 1 Communication

synchrone

Tâche active Surcoût de communication

Tâche 2

Attente D�ebut de la communication

Temps

CommunicationTâche 1

Tâche 2 asynchrone

Temps

Fig. 2.1 - Communications synchrones et asynchrones.

Le processus r�ecepteur peut �egalement avoir un comportement bloquant ou non-
bloquant. Son comportement dans le cas d'une r�eception bloquante est simple, le
processus s'arrête jusqu'�a l'arriv�ee des donn�ees voulues puis continue son ex�ecution.
Dans le cas d'une r�eception non-bloquante, le processus va tester si un message donn�e
est arriv�e (ou si l'�emetteur est prêt dans le cas d'une communication synchrone). Si
c'est le cas, le message est lu, sinon le processus poursuit son ex�ecution en ex�ecutant
un calcul qui ne n�ecessite pas les donn�ees en question par exemple. Lorsque plus
aucune activit�e n'est possible sans les donn�ees attendues, le processus e�ectue une
r�eception bloquante. Les r�eceptions non-bloquantes permettent donc une plus grande
souplesse dans l'ex�ecution des tâches. La plupart des syst�emes modernes proposent
ce type de r�eception, en plus des r�eceptions bloquantes qui sont toujours n�ecessaires.

2.3 La biblioth�eque PVM

2.3.1 Introduction

PVM (Parallel Virtual Machine) est une biblioth�eque d'�echange de messages d�e-
velopp�ee par une �equipe de chercheurs de l'Universit�e du Tennessee et du Oak Ridge
National Laboratory. Leur but �etait �a l'origine de pouvoir programmer un r�eseau de
stations de travail (même h�et�erog�ene) comme une machine parall�ele virtuelle. Les
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Attente

R�eception

non-bloquante

Tâche active

Temps

Tâche 1

Tâche 2

Temps

R�eception

bloquanteTâche 2

Tâche 1

Surcoût de communication

Fig. 2.2 - R�eceptions bloquantes et non-bloquantes.

int�erêts de ce type d'outils sont les suivants :

{ Beaucoup d'entreprises disposent de stations de travail qui ne sont pas utilis�ees
au maximum de leur capacit�e. PVM permet dans ce cas d'utiliser toute la
puissance de calcul du r�eseau pour une grosse application sans investissement
suppl�ementaire. Nous pouvons ainsi atteindre la même puissance de calcul
qu'avec une tr�es grosse machine.

{ L'avantage des stations de travail par rapport aux machines parall�eles est
qu'elles disposent d'outils de d�eveloppement beaucoup plus confortables. Ceci
permet notamment un d�ebogage ais�e.

Devant le succ�es de cette biblioth�eque, de nombreux constructeurs ont port�e PVM
sur leur machine de mani�ere optimis�ee. C'est en particulier le cas d'IBM et de Cray.
PVM s'est donc impos�e petit �a petit comme le standard de la programmation par
�echange de messages.

Nous avons choisi d'utiliser PVM car au d�ebut de ce travail de th�ese, nous dis-
posions d'un important r�eseau de stations de travail, notamment grâce �a la colla-
boration entre le LMC, le CICG 1 et l'Observatoire de Grenoble 2. De plus, PVM
commen�cait �a prendre de l'importance �a cette �epoque, ce qui nous assurait une
bonne portabilit�e de notre travail.

1: Centre Inter-universitaire de Calcul de Grenoble
2: Je tiens �a remercier ici Fran�coise Roch, Pierre Valiron et Laurent Desbat de l'Observatoire

de Grenoble ainsi que toute l'�equipe du CICG qui ont permis cette collaboration.
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2.3.2 L'environnement PVM

PVM est compos�e de plusieurs parties :

la biblioth�eque proprement dite, accessible �a l'utilisateur �a partir des langages C,
C++ et Fortran. La version adapt�ee au Fortran est une sur-couche d'appel
aux routines de PVM qui sont �ecrites en C.

la console de PVM est une interface qui permet �a l'utilisateur d'initialiser sa ma-
chine virtuelle et de lancer ses tâches. La console permet une utilisation inter-
active de PVM.

les d�emons qui assurent le fonctionnement du syst�eme.

Dans la suite de cette partie, nous allons passer en revue les principales fonctionna-
lit�es o�ertes par PVM. Tous les exemples et noms de fonctions de PVM sont donn�es
pour l'appel en Fortran.

2.3.3 Impl�ementation

PVM est impl�ement�e en deux parties distinctes. La premi�ere partie est un d�emon
(pvmd3) qui sera ex�ecut�e sur tous les processeurs de la machine virtuelle. Il est �ecrit
de telle mani�ere que tout utilisateur puisse l'installer sur une machine sur laquelle
il a un compte. Pour utiliser PVM, l'utilisateur doit con�gurer sa machine virtuelle
au moyen d'un �chier qui contient la liste des hôtes, il lance un d�emon qui prend
ce �chier comme param�etre d'entr�ee et qui lance les d�emons sur les autres hôtes.
Ces d�emons coop�erent alors pour �emuler une machine parall�ele. L'application PVM
peut alors être lanc�ee par une commande shell sur n'importe lequel des hôtes.

La deuxi�eme partie de PVM est la biblioth�eque (libpvm3.a) qui contient toutes
les routines d'�echange de messages, de lancement et de coordination des tâches et
de gestion de la machine virtuelle. L'application doit être link�ee �a cette biblioth�eque
au moment de la compilation.

Le syst�eme PVM a �et�e compil�e et test�e sur un grand nombre d'architectures
(voir [59], page 538, tableau 1), depuis les PC 386 jusqu'au Cray C90 en passant par
les machines massivement parall�eles. Plusieurs constructeurs proposent �egalement
une version sp�eci�que pour leur machine parall�ele (IBM, Cray, Convex, Intel, SGI
et DEC).

2.3.4 Identi�cation des processus

La premi�ere proc�edure qui doit être appel�ee dans un programme pour pouvoir
utiliser PVM est pvmfmytid. Cette proc�edure inclut la tâche appelante dans le pro-
gramme parall�ele et lui a�ecte un num�ero d'identi�cation. Ce num�ero identi�e enti�e-
rement la tâche dans la machine virtuelle, c'est lui qui sera utilis�e pour faire r�ef�erence
�a la tâche dans le reste du code.
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2.3.5 Gestion de la machine virtuelle

La premi�ere �etape lorsque l'on veut g�erer la machine virtuelle est d'obtenir
des informations sur celle-ci. Cela est possible grâce aux appels �a pvmfmstat et
pvmfconfig. La premi�ere routine fournit l'�etat d'un processeur de la machine vir-
tuelle et permet de d�etecter une d�efaillance �eventuelle de ce processeur, la deuxi�eme
permet de connâ�tre le nom de tous les processeurs composant la machine virtuelle,
leur architecture, leur vitesse relative et le num�ero de processus du d�emon PVM du
processeur en question.

On dispose ensuite des instructions pvmfaddhosts et pvmfdelhostspour ajouter
ou enlever dynamiquement des processeurs �a la machine virtuelle. L'ensemble de ces
fonctions permet de g�erer au mieux l'ensemble des processeurs dont on dispose et
de concevoir une application tol�erante aux pannes. Cela est important car PVM est
con�cu pour fonctionner sur des r�eseaux de stations que l'on ne contrôle pas forc�ement
en totalit�e.

2.3.6 Gestion des processus

On appelle gestion des processus l'ensemble des op�erations qui consistent �a cr�eer
ou �a terminer une tâche et �a la placer sur un processeur de la machine virtuelle. Ces
fonctions sont accessibles aussi bien de mani�ere interactive par la console PVM que
par programme par appel �a des fonctions de la biblioth�eque. Les principales routines
disponibles pour agir sur les processus sont :

pvmfspawn pour lancer l'ex�ecution d'une tâche sur la machine virtuelle. On peut
pr�eciser le processeur sur lequel la tâche doit être ex�ecut�ee, le type de proces-
seur dans le cas d'une machine virtuelle h�et�erog�ene ou bien laisser le syst�eme
placer la tâche librement.

pvmfexit pour terminer l'ex�ecution de la tâche parall�ele courante vis-�a-vis du sys-
t�eme PVM. En g�en�eral cette instruction pr�ec�ede le STOP qui marque la �n du
programme de la tâche.

pvmfkill pour tuer une tâche �a distance.

pvmfparent pour connâ�tre le num�ero du processus qui a lanc�e l'ex�ecution du pro-
cessus courant. Cela peut être utile pour connâ�tre le num�ero du mâ�tre dans
une application de type mâ�tre-esclave.

Il existe �egalement deux instructions permettant de recueillir des informations sur
l'�etat des processus s'ex�ecutant sur la machine. Ces instructions (pvmfpstat et
pvmftasks) sont tr�es semblables aux instructions pvmfmstat et pvmfconfig, elles
donnent acc�es aux num�eros de tâches en cours d'ex�ecution, au nom du �chier ex�e-
cutable auquel elles correspondent, au num�ero de leur tâche parent et �a leur �etat
qui indique si la tâche est active ou non.
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Cet ensemble d'instructions permet de g�erer au mieux les tâches �a e�ectuer. On
peut grâce �a elles contrôler le placement des tâches pour optimiser les temps de
communication. On peut aussi contrôler dynamiquement la charge du syst�eme et
r�eguler cette charge.

2.3.7 Les communications

Pour pouvoir �echanger des messages entre les processus par PVM, il faut tout
d'abord construire ces messages. Pour cela on utilise des zones de m�emoire tam-
pon que l'on appellera bu�ers. Pour le programmeur, cela permet de construire plus
facilement les messages en accumulant les donn�ees �a envoyer dans ces zones de m�e-
moire, on appelle cette op�eration l'empaquetage du message. Au niveau de PVM,
cela permet de manipuler facilement les messages pour les coder si n�ecessaire ou
bien pour les d�ecouper en paquets de taille optimale en fonction du m�ecanisme de
communication utilis�e au niveau physique ou logique. Le m�ecanisme est le même �a
la r�eception, le message re�cu est stock�e dans un bu�er puis il est d�epaquet�e par
l'utilisateur.

L'envoi d'un message se fait donc par trois appels successifs �a PVM de la mani�ere
suivante :

CALL pvmfinitsend(codage, info)

CALL pvmfpack(type, X, n, saut, info)

CALL pvmfsend(destinataire, etiquette, info)

La routine pvmfinitsend permet de cr�eer un bu�er pour composer le message.
Le param�etre codage peut prendre plusieurs valeurs pour sp�eci�er si l'on veut utili-
ser le codage XDR (en cas de communication entre deux processeurs d'architectures
di��erentes), si l'on ne veut aucun codage ou si l'on veut empaqueter seulement
l'adresse des donn�ees �a envoyer. Dans ce dernier cas, il faudra veiller �a ne pas mo-
di�er les valeurs en question tant que l'envoi du message n'a pas e�ectivement eu
lieu. Le param�etre info est un entier qui retourne 0 si l'ex�ecution s'est d�eroul�ee
correctement, un code d'erreur sinon.

Les param�etres de la routine d'empaquetage pvmfpack sont :

type est un entier qui indique le type des donn�ees �a empaqueter. En Fortran, ce
type peut être STRING, BYTE, INTEGER*2, INTEGER*4, REAL*4, COMPLEX*8,
REAL*8 ou COMPLEX*16.

X est la variable qui contient les donn�ees �a empaqueter.

n est un entier qui indique le nombre de donn�ees du type d�e�ni par le premier
param�etre �a empaqueter.
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saut est un entier qui donne l'�ecart entre deux donn�ees successives �a empaqueter.
Ce param�etre est utile pour empaqueter une ligne d'un tableau par exemple, il
aura alors pour valeur la hauteur des colonnes de ce tableau (voir �gure 2.3).
Il vaudra 1 si on veut empaqueter des donn�ees contigu�es en m�emoire.

info est un code d'erreur retourn�e par la routine.

On peut intercaler plusieurs appels �a pvmfpack entre pvmfinitsend et pvmfsend,
les donn�ees seront alors stock�ees dans le bu�er dans l'ordre de leur empaquetage. Il
faudra prendre soin de les d�epaqueter dans le même ordre �a la r�eception du message.

33 33

M�emoire

X

Tableau X

Fig. 2.3 - M�ecanisme d'empaquetage pour n=5 et saut=3.

L'usage de pvmfsend est assez simple, ces param�etres sont respectivement le nu-
m�ero du processus destinataire du message, une �etiquette d�e�nie par l'utilisateur et
qui permet d'identi�er le message et un entier qui contient un code de retour.

La r�eception associ�ee �a cet exemple sera :

CALL pvmfrecv(source, etiquette, info)

CALL pvmfunpack(type, X, n, saut, info)

Les param�etres de pvmfunpack sont les mêmes que pour l'empaquetage, ceux de
pvmfrecv sont les mêmes que ceux de pvmfsend �a la di��erence pr�es qu'ici c'est la
source du message que l'on doit indiquer. Il existe �egalement une routine pvmfnrecv
qui a les mêmes param�etres que pvmfrecv. La di��erence entre ces deux routines est
que pvmfrecv est bloquante alors que pvmfrecv est non-bloquante.

En ce qui concerne le contrôle de ux, PVM n'impose aucune limitation sur le
nombre de messages ou la taille des bu�ers. L'utilisateur doit prendre garde �a ne
pas d�epasser les ressources physiques de la machine qu'il utilise.

2.3.8 Autres fonctionnalit�es

Pour un peu plus de souplesse dans l'utilisation, on peut utiliser la valeur -1 �a la
place de la source et/ou de l'�etiquette dans une r�eception, cela signi�era que n'im-
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porte quelle valeur sera accept�ee. Si plusieurs messages r�epondent �a la demande, le
premier arriv�e est retourn�e.

PVM o�re �egalement deux instructions pour e�ectuer des di�usions, ce sont
pvmfmcast et pvmfbcast. La premi�ere e�ectue une di�usion sur tous les processus
dont les num�eros d'identi�cation sont pass�es en param�etre, la deuxi�eme e�ectue une
di�usion sur un groupe de tâches. Il existe aussi une s�erie d'instructions pour g�erer
les groupes que nous ne d�etaillerons pas ici. Notons que l'on peut �egalement d�e�nir
des barri�eres de synchronisation entre les processus d'un même groupe.

Une autre possibilit�e int�eressante est de choisir le routage que l'on d�esire utiliser.
Par d�efaut, le fonctionnement de PVM est le suivant : consid�erons par exemple une
tâche A qui envoie un message �a une tâche B. La routine d'envoi de la tâche A
envoie son message au d�emon de sa machine, par l'interm�ediaire de sockets UNIX,
avec en en-tête la r�ef�erence de la tâche B. C'est le d�emon qui recherche la machine
sur laquelle se trouve cette tâche et qui envoie le message au d�emon correspondant
par l'interm�ediaire du r�eseau de communication (Ethernet, Token Ring, FDDI, ...)
et du protocole de communication UDP/TCP. Le d�emon de la machine o�u se trouve
la tâche B re�coit le message et le stocke jusqu'�a ce que la tâche B le lise par un
appel �a la routine de r�eception (voir �gure 2.4). Lorsque les deux tâches se trouvent
sur la même machine, le message passe par le d�emon qui le stocke.

Tâches

Machine 1

D�emon

Tâches

D�emon

Machine 2

R�eseau

Fig. 2.4 - M�ecanisme de communication de PVM.

Il est possible (�a l'aide d'un appel �a pvmfsetopt) de demander une communi-
cation directe d'une tâche �a une autre. Cela est �a �eviter si la machine virtuelle est
h�et�erog�ene car les communications deviennent alors moins �ables. Cependant, le
gain obtenu par cette m�ethode peut atteindre 50% du temps de communication.

2.3.9 Conclusions

Tous les constructeurs de machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee fournissent
maintenant des versions de PVM optimis�ees pour leur machine.On peut donc esp�erer
avoir un outil portable et e�cace. Cela est cependant �a nuancer. Par exemple, IBM
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propose une version appel�ee PVMe optimis�ee pour ses machines SP1 et SP2 mais
cette impl�ementation ne permet de placer qu'une seule tâche par processeur. Cray
propose �egalement une version de PVM optimis�ee pour son T3D mais elle fonctionne
uniquement pour des programmes dits SPMD, c'est-�a-dire que tous les processeurs
ex�ecutent le même code. Ces versions comportent donc des restrictions importantes
par rapport �a la version standard de PVM.

2.4 La biblioth�eque MPI

2.4.1 Introduction

La biblioth�eque d'�echange de messages MPI (Message Passing Interface) est n�ee
d'une initiative de chercheurs entour�es de la plupart des constructeurs de machines
parall�eles et de quelques industriels �a la �n de l'ann�ee 1992. Ce travail est parti
du constat que le mod�ele de programmation par �echange de messages est su�sam-
ment mûr pour être standardis�e. Leur objectif �etait de standardiser une interface
d'�echange de messages en essayant de synth�etiser les meilleurs aspects de toutes les
biblioth�eques d�ej�a existantes. Le but de cette op�eration est de fournir aux utilisa-
teurs une interface portable et facile d'utilisation.

La premi�ere version de MPI a �et�e achev�ee en avril 1994 avec la sortie du rapport
du MPI Forum [49]. Cette premi�ere version comprend notamment des sp�eci�cations
pour :

{ les communications point �a point,

{ les op�erations globales,

{ les groupes de tâches,

{ des contextes de communication,

{ des topologies logiques de processus,

{ des interfaces pour Fortran 77 et C.

Il est important de noter que le forumMPI travaille �a la d�e�nition d'une interface
pour l'�echange de messages mais ne propose aucune solution pour leur mise en
�uvre. Ce travail est laiss�e aux constructeurs de machines et �a certaines �equipes
de recherche qui sont int�eress�ees par ces techniques. Il existe actuellement quelques
versions impl�ement�ees de MPI mais toutes ne sont pas compl�etes. Nous fournissons
ici une vue des fonctionnalit�es les plus importantes de MPI.
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2.4.2 D�e�nitions, g�en�eralit�es

MPI ne comprend aucune fonction de gestion des tâches contrairement �a PVM,
c'est uniquement une sp�eci�cation d'interface d'�echanges de messages. Le nombre de
tâches est �x�e par ailleurs au lancement du programme et il est impossible de mo-
di�er dynamiquement ce nombre. Il existe des interfaces Fortran et C, les fonctions
donn�ees ici sont celles de Fortran.

MPI INIT: d�ebute l'utilisation de MPI dans un programme,

MPI FINALIZE: termine un programme MPI,

MPI COMM SIZE: d�etermine le nombre de tâches dans le programme,

MPI COMM RANK: d�etermine le num�ero d'identi�cation de la tâche appelante,

MPI SEND: envoie un message,

MPI RECV: re�coit un message.

Il existe d'autres fonctions de communication point �a point, en particulier des
versions asynchrones, une version qui permet d'e�ectuer l'envoi au moment o�u le
r�ecepteur est prêt, ce qui permet d'�economiser un bu�er de r�eception.

2.4.3 Communications globales

Elles peuvent être programm�ees �a partir des envois/r�eceptions de messages mais
pour de meilleures performances, il existe des op�erations globales (optimis�ees �a l'im-
pl�ementation). Les principales sont :

MPI BARRIER: synchronise toutes les tâches,

MPI BCAST: di�use un message �a tous les processeurs,

MPI GATHER: regroupe des donn�ees de toutes les tâches sur une seule,

MPI SCATTER: distribue des donn�ees d'une tâche �a toutes les autres (chaque tâche
re�coit des donn�ees di��erentes),

MPI REDUCE: recombine (c'est-�a-dire regroupe en e�ectuant une op�eration sur les
donn�ees) sur la tâche appelante, l'op�eration peut être l'une des op�erations de
base ou d�e�nie par l'utilisateur (MPI USER REDUCE),

MPI ALLREDUCE: e�ectue des r�eductions sur tous les processeurs.
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2.4.4 Groupes, contextes et communicateurs

La notion d'�etiquette n'est pas su�sante pour garantir le bon d�eroulement des
communications : en e�et, plusieurs biblioth�eques ou plusieurs appels �a la même
biblioth�eque peuvent utiliser la même �etiquette �a l'int�erieur de la même tâche. Pour
cela, toutes les op�erations de communications dans MPI ont dans leurs arguments un
communicateur qui contient le groupe de tâches concern�e par la communication et un
contexte. Deux codes utilisant des contextes di��erents ne peuvent pas communiquer
entre eux et donc ne peuvent pas se perturber mutuellement. Cette notion permet
aussi les communications �a l'int�erieur d'un groupe de tâches sans interf�erer avec
l'ext�erieur. Il existe quatre fonctions pour agir sur les communicateurs :

MPI COMM DUP : cr�ee un nouveau communicateur avec le même groupe et un nouveau
contexte,

MPI COMM SPLIT: cr�ee un nouveau communicateur comprenant seulement un sous-
groupe d'un groupe donn�e,

MPI INTERCOMM CREATE: cr�ee un inter-communicateur qui relie les tâches de deux
groupes,

MPI COMM FREE: d�etruit un communicateur.

Par exemple, MPI COMM DUP permet de cr�eer un nouveau communicateur que l'on
peut passer en argument �a une biblioth�eque et qui �evitera le m�elange entre des mes-
sages cr�e�es par deux appels distincts �a cette biblioth�eque. MPI INTERCOMM CREATE

permet les communications point �a point entre les tâches de deux groupes (mais pas
les op�erations globales).

2.4.5 Types de donn�ees d�eriv�es

A�n d'�eviter des copies de donn�ees, des fonctions permettent de d�e�nir des en-
sembles de donn�ees �a grouper dans un message. Ces fonctions sont par exemple :

MPI TYPE CONTIGUOUS: groupe un nombre d�etermin�e de donn�ees d'un type simple
ou d�eriv�e contigu�es en m�emoire,

MPI TYPE VECTOR: groupe un nombre d�etermin�e de donn�ees d'un type simple ou
d�eriv�e espac�ees r�eguli�erement (exemple : distribution par blocs d'un vecteur
ou d'une matrice),

MPI TYPE INDEXED: groupe un nombre d�etermin�e de donn�ees d'un type simple ou
d�eriv�e dont les positions sont pr�ecis�ees dans un tableau,

MPI TYPE COMMIT: active un type de donn�ee d�eriv�e avant son utilisation,

MPI TYPE FREE: lib�ere l'espace occup�e par un type d�eriv�e.

On peut �egalement grouper des donn�ees de types di��erents dans un même type
d�eriv�e.
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2.4.6 Topologies de tâches

Certaines con�gurations de tâches se retrouvent fr�equemment dans les program-
mes parall�eles, on peut citer par exemple la grille dans les m�ethodes de d�ecomposi-
tion de domaine. MPI autorise donc la d�e�nition d'une topologie logique des tâches.
L'impl�ementation de MPI sur chaque machine doit ensuite permettre de tirer parti
de cette information pour utiliser au mieux les possibilit�es de la machine cible. Cela
permet aussi au programmeur d'e�ectuer certaines op�erations telles que le d�ecalage
ou le partitionnement de donn�ees, notamment sur les graphes de tâches de type
cart�esien.

2.4.7 Conclusion

Certains points ont �et�e �ecart�es de cette premi�ere version car aucune solution
n'�emergeait, cela concerne en particulier :

{ les op�erations explicites de m�emoire partag�ee,

{ les op�erations qui requi�erent des possibilit�es peu courantes des syst�emes d'ex-
ploitation, comme par exemple les r�eceptions command�ees par interruption,
les appels de proc�edures �a distance et les messages dits actifs.

{ des outils de construction de programmes,

{ des outils de d�ebogage,

{ un support explicite des threads ou processus l�egers,

{ le support pour la gestion des tâches,

{ les op�erations d'entr�ees/sorties.

Ces di��erents aspects devraient être inclus dans la prochaine version de MPI �a la-
quelle le MPI-Forum travaille maintenant.

Par rapport aux motivations qui �etaient �a la base de la cr�eation de MPI, on peut
d�ej�a constater que cette version est d�ej�a tr�es compl�ete en ce qui concerne les points
abord�es. S'il est possible de faire de même avec les autres aspects abord�es dans
MPI-2, cette biblioth�eque sera r�eellement compl�ete. La plupart des constructeurs de
machines parall�eles �etant impliqu�es dans le MPI-Forum, on peut esp�erer que MPI
sera e�ectivement portable et e�cace sur toutes les machines. Par contre, cette
portabilit�e et cette compl�etude augmentent fortement la complexit�e de MPI. On
peut par exemple recenser 24 mani�eres d'envoyer un message, il devrait y en avoir
plus de 70 dans MPI-2.
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2.5 Conclusion

On constate depuis l'apparition de MPI l'existence de deux standards en mati�ere
de programmation par �echange de messages : MPI qui est le standard o�ciel et PVM
qui est le standard de facto. On peut actuellement se demander quelle sera l'�evo-
lution de ces deux biblioth�eques et laquelle il vaut mieux utiliser si l'on commence
�a d�evelopper une application. L'�evolution actuelle semble être un rapprochement
de ces deux biblioth�eques (voir [28]). Le choix semble encore dict�e par la machine
cible dont d�epend la disponibilit�e et l'�eventuelle e�cacit�e des impl�ementations de
ces biblioth�eques.
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Chapitre 3

L'assimilation de donn�ees

Dans ce chapitre, nous introduisons le probl�eme de l'assimilation des
donn�ees en m�et�eorologie et en oc�eanographie. Nous pr�esentons rapide-
ment les di��erents algorithmes existants puis nous nous attachons plus
en d�etail �a l'assimilation variationnelle et �a l'�ecriture et l'utilisation des
mod�eles adjoints. Nous �etendrons la m�ethodologie de l'�ecriture des mo-
d�eles adjoints au cas o�u le mod�ele direct est parall�ele avec �echanges de
messages explicites.

3.1 Pr�esentation du probl�eme

3.1.1 M�ethodes empiriques

L'existence de donn�ees en m�et�eorologie date du XVi�eme si�ecle avec l'utilisation
du pluviom�etre vers 1440 en Cor�ee puis l'invention du barom�etre par Torricelli en
1644 et l'apparition du premier thermom�etre en 1632. Il a fallu attendre 1820 pour
voir la premi�ere carte globale du champ de pression mais elle regroupait des don-
n�ees �echelonn�ees sur 50 ans ! L'invention du t�el�egraphe en 1845 permet de r�ealiser
la premi�ere carte ((�a jour)) en 1851. Depuis cette �epoque et jusqu'en 1920, des pr�evi-
sions sont e�ectu�ees manuellement �a partir de cartes de pression par des m�ethodes
empiriques (analyse subjective).

Des recherches th�eoriques ont lieu mais elles ne d�ebouchent sur aucune applica-
tion �a la pr�evision : les �equations de base sont connues d�es les ann�ees 20 mais elles
sont non-lin�eaires, donc on ne peut pas calculer explicitement leur solutions et on
n'a pas les moyens de les r�esoudre num�eriquement. L'invention de la radio-sonde
dans les ann�ees 30 permet des am�eliorations signi�catives des m�ethodes empiriques
de pr�evision. On assiste �egalement �a cette �epoque �a une forte demande due �a l'appa-
rition de l'aviation. Suite �a l'invention de l'ordinateur dans les ann�ees 40, Charney,
Fj�rtoft et Von Neumann r�ealisent en 1950 la premi�ere pr�evision num�erique �a par-
tir d'�equations simpli��ees et obtiennent des r�esultats de qualit�e comparable �a celle
des m�ethodes empiriques. C'est �a partir de ce moment que se pose r�eellement le
probl�eme de l'assimilation num�erique des donn�ees et que les m�ethodes d'analyse
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subjectives se montrent insu�santes.

3.1.2 M�ethodes num�eriques

On entre alors dans l'�ere de la pr�evision num�erique. C'est essentiellement un
probl�eme d'�evolution qui requiert la donn�ee de conditions initiales pour être int�egr�e.
Il faut pour cela e�ectuer une analyse des donn�ees avant de traiter le probl�eme de
l'�evolution proprement dit.

Pourquoi ne dispose-t-on pas des conditions initiales permettant d'int�egrer un
mod�ele num�erique de l'atmosph�ere? Connâ�tre les conditions initiales signi�e con-
nâ�tre parfaitement l'�etat de l'atmosph�ere �a un instant donn�e, c'est-�a-dire en tout
point et avec une pr�ecision in�nie. Cela est �evidemment impossible pour plusieurs
raisons :

{ Premi�erement car la quantit�e d'information serait in�nie !

{ Deuxi�emement, les donn�ees dont on dispose sont tr�es mal r�eparties sur la
surface du globe : beaucoup de mesures sont disponibles dans les pays dits
(( d�evelopp�es )) mais il en existe tr�es peu sur les oc�eans, les zones d�esertiques
et polaires et plus g�en�eralement l'h�emisph�ere sud. De plus, toutes ces mesures
ne sont pas simultan�ees : elles ne d�e�nissent pas l'�etat de l'atmosph�ere �a un
instant pr�ecis. Même en supposant le mod�ele discr�etis�e, on ne dispose d'aucun
moyen pour mesurer l'�etat de l'atmosph�ere �a un instant donn�e en tous les
points de discr�etisation.

{ L'autre probl�eme qui se pose est que toutes les donn�ees mesur�ees le sont avec
une certaine incertitude, le mod�ele lui-même n'�etant pas parfait, ses r�esultats
contiendront aussi une certaine part d'erreur qu'il faut prendre en compte.
Pour cela il faut combiner le mod�ele (par l'interm�ediaire d'une solution qu'il
fournit) et les donn�ees. Le proc�ed�e de d�etermination de la condition initiale
ne sera de toute fa�con qu'une approximation que l'on souhaite la meilleure
possible.

L'analyse consiste �a d�eduire �a partir d'observations sur une p�eriode donn�ee l'�etat
de l'atmosph�ere le plus proche possible de la r�ealit�e �a un instant donn�e. La mesure
de la qualit�e de cet �etat doit prendre en compte les caract�eristiques du mod�ele pour
lequel il servira de condition initiale.

A�n de mieux �evaluer la taille du probl�eme, pr�ecisons que les donn�ees utilisables
par un syst�eme m�et�eorologique sont de plusieurs types, elles proviennent de stations
terrestres, de radio-sondes, de navires, d'avions et de satellites. Depuis l'�emergence
des mesures par satellite, les observations de l'atmosph�ere ont lieu en continu. Cela
repr�esente de l'ordre de 105 valeurs mesur�ees par p�eriode de 12 heures.
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3.1.3 L'analyse objective

La premi�ere analyse objective fut produite par Panofsky en 1949 par une tech-
nique d'interpolation polynomiale en deux dimensions. Les premi�eres id�ees mises
en �uvre pour assimiler des donn�ees �etaient simples et relativement peu coûteuses
comme l'interpolation polynomiale, souvent am�elior�ee par l'utilisation de m�ethodes
statistiques. Cette m�ethode a �et�e utilis�ee en pratique jusque dans les ann�ees 60.

La technique suivante fut de mettre �a jour s�equentiellement les valeurs des va-
riables du mod�ele au fur et �a mesure de l'arriv�ee de nouvelles observations (d�ebut
des ann�ees 70) par des m�ethodes de corrections successives. On commence �a faire le
lien entre la correction statistique et la dynamique du syst�eme : c'est l'apparition du
concept d'assimilation de donn�ees �a quatre dimensions (espace et temps). �A ce stade
de d�eveloppement, le proc�ed�e d'assimilation �etait le suivant : d'un côt�e les pr�evisions
sont e�ectu�ees pendant que les observations sont utilis�ees pour produire l'analyse de
l'�etat du syst�eme. �A l'issue d'une pr�evision, on utilise les r�esultats de l'analyse pour
corriger les r�esultats de la pr�evision et on utilise ce nouvel �etat corrig�e comme point
de d�epart pour la nouvelle pr�evision (voir �gure 3.1). Les donn�ees sont ainsi inject�ees
r�eguli�erement dans le mod�ele (toutes les 12 heures par exemple). On ne peut pas
interpoler directement les donn�ees observ�ees car elles comportent des erreurs plus
ou moins importantes, mais on peut contourner cet inconv�enient en utilisant des
m�ethodes de type moindres carr�es.

Observations

Pr�evision k
Pr�evision k + 1
Pr�evision k + 2
Pr�evision k + 3

Analyse Analyse Analyse

Fig. 3.1 - Assimilation par corrections successives.

3.2 Les algorithmes d'assimilation de donn�ees

Nous pr�esentons dans cette partie les bases des m�ethodes d'analyse et d'assimi-
lation de donn�ees. Pour plus de d�etails, on pourra consulter les articles de Ghil et
Malanotte-Rizzoli [29] ou de Daley [19]. Nous commencerons par pr�esenter la th�eo-
rie de l'estimation et la m�ethode d'interpolation optimale, puis nous introduirons
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les deux types de m�ethodes qui se d�eveloppent actuellement : le �ltre de Kalman et
l'assimilation variationnelle.

3.2.1 M�ethodes d'estimation

Cas scalaire

Pour mieux comprendre la base de la th�eorie de l'estimation, consid�erons un
syst�eme d�ecrit par une variable d'�etat scalaire x inconnue. Soit xo une observation
de ce syst�eme et xm un �etat du syst�eme pr�evu par un mod�ele. On associe respecti-
vement �a xo et xm les erreurs "o et "m, on supposera en outre que ces erreurs sont
al�eatoires de distribution gaussienne, de moyenne nulle, sans biais, d�ecorr�el�ees entre
elles et que leurs variances �o et �m sont connues. Le but de l'analyse est de fournir
xa, meilleure estimation possible au sens du maximum de vraisemblance de l'�etat
du syst�eme.

L'analyse consiste donc �a chercher le maximum de la densit�e de probabilit�e de x
en fonction de xo, xm et des variances des erreurs "o et "m. Le calcul donne :
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On remarque que la variance de l'erreur d'analyse est inf�erieure �a la variance de
l'erreur d'observation et �a la variance de l'erreur du mod�ele.

Le même r�esultat peut être obtenu par une approche di��erente en utilisant un
estimateur du minimum de variance de x. Soit un estimateur lin�eaire sans biais
de x d�e�ni par xe = �oxo + �mxm, d'erreur "e. Pour que cet estimateur soit sans
biais, il faut que �o + �m = 1. La variance de cet estimateur est donn�ee par �2

e =
�2
o�

2
o +�2

m�
2
m. La minimisation cette variance est �equivalente �a la minimisation sous
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La variance associ�ee est donn�ee par :
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on retrouve donc bien le même r�esultat que par le calcul du maximum de vraisem-
blance.

Une troisi�eme forme du même probl�eme consiste �a l'�ecrire sous forme variation-
nelle. On cherche alors �a minimiser la somme des �ecarts aux observations et �a la
pr�evision du mod�ele de l'�etat du syst�eme. On pond�ere cette somme par les variances
des erreurs respectives des observations et de la pr�evision du mod�ele pour tenir
compte des incertitudes sur ces valeurs. Cette distance s'�ecrit donc :

J(x) =
1

2

h
�2
o(x� xo)

2 + �2
m(x� xm)

2
i
:

En annulant la d�eriv�ee de cette expression, on retrouve facilement le r�esultat �enonc�e
ci-dessus, �a savoir :
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xm:

On notera que cette formulation du probl�eme ne fournit pas d'information sur l'in-
certitude li�ee �a x.

Cas vectoriel

La situation atmosph�erique est bien sûr plus compliqu�ee que le cas scalaire. L'at-
mosph�ere est d�ecrite par un grand nombre de variables physiques qui sont d�e�nies
en de nombreux points dans le temps et l'espace. On supposera ici que toutes les
observations ont lieu au même instant, on d�e�nit alors xm et xa comme les va-
leurs des pr�evisions du mod�ele et des r�esultats de l'analyse sur une grille r�eguli�ere
�a cet instant. La taille de ces vecteurs, qui est le nombre de points dans le syst�eme,
peut atteindre 106 en pratique. Les observations xo ne seront en g�en�eral pas sur les
points de la grille et leur nombre sera di��erent du nombre de points sur cette grille.
Consid�erons dans un premier temps que les points d'observations co��ncident avec
les points de la grille. Alors, l'estimateur du maximum de vraisemblance est obtenu
en minimisant :

I =
1

2

h
(xo � xa)

tO�1(xo � xa) + (xm � xa)
tM�1(xm � xa)

i

o�u O et M sont les matrices de covariance d'erreur pour les observations et les
pr�evisions du mod�ele. La minimisation donne :

xa = O(M +O)�1xm +M(M +O)�1xo

qui est une g�en�eralisation du cas scalaire et qui peut aussi s'�ecrire :

xa = xm +M(M +O)�1(xo � xm);

la matrice de covariance d'erreur v�eri�ant : A�1 = O�1 +M�1.
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Dans le cas g�en�eral, les observations ne sont pas dans le même espace que les
variables du mod�ele et de l'analyse. Par exemple, pour faire une pr�evision sur la
temp�erature, un satellite permet d'observer les rayonnements localis�es sur sa trace.
On a donc besoin d'un op�erateur C pour passer des variables de calcul aux observa-
tions. Cet op�erateur repr�esente �a la fois l'interpolation spatiale et les �equations de
radiation de l'atmosph�ere. Il est en g�en�eral non-lin�eaire mais peut se lin�eariser au
voisinage du point consid�er�e, nous le supposerons donc lin�eaire. La fonctionnelle �a
minimiser devient :

I =
1

2

h
(xo � Cxa)

tO�1(xo � Cxa) + (xm � xa)
tM�1(xm � xa)

i

et le minimum est obtenu pour :

xa = xm +MC t(CMC t +O)�1(xo � Cxm); (3.1)

la matrice de covariance d'erreur �etant donn�ee par : A�1 = C tO�1C +M�1 ou

A = M �MC t(CMC t +O)�1CM: (3.2)

Le terme xo�Cxm repr�esente la di��erence entre les valeurs observ�ees et les valeurs
que l'on devrait avoir si l'atmosph�ere �etait exactement d�ecrite par l'�etat du mod�ele.
On appelle ce vecteur le r�esidu ou vecteur innovation car il contient toute l'infor-
mation apport�ee par les observations xo. On remarquera que la r�esolution de ces
�equations n�ecessite l'inversion de la matrice CMC t+O dont la dimension est �egale
au nombre d'observations �a l'instant donn�e, nombre qui est en g�en�eral tr�es inf�erieur
au nombre de points de discr�etisation utilis�es.

On peut r�esoudre ce probl�eme en utilisant sa formulation variationnelle, c'est-�a-
dire en minimisant la somme pond�er�ee par les matrices de covariance d'erreur des
�ecarts entre l'�etat analys�e du syst�eme et les observations d'un côt�e, la pr�evision du
mod�ele de l'autre. Cela revient �a minimiser la fonctionnelle :

J(x) = (x� xm)
tM�1(x� xm) + (Cx� xo)

tO�1(Cx� xo)

La dimension du probl�eme est celle de x, c'est-�a-dire le nombre de points de la grille
de discr�etisation. On montre que le minimum est obtenu pour xa v�eri�ant (3.1).

Les formules donn�ees ici repr�esentent la forme la plus g�en�erale de l'interpolation
optimale, qui est la m�ethode op�erationnelle la plus utilis�ee �a l'heure actuelle. Ce-
pendant, elle est en g�en�eral utilis�ee avec quelques simpli�cations car d'une part, la
dimension des matrices �a inverser �etant de l'ordre de 104 �a 105, sa r�esolution exacte
serait trop coûteuse et d'autre part la d�etermination des matrices de covariance d'er-
reur est di�cile. Une approximation souvent employ�ee consiste �a utiliser seulement
les observations voisines pour faire l'analyse en un point de la grille.
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3.2.2 Filtre de Kalman

Les m�ethodes que nous venons d'exposer permettent de trouver la (( meilleure
estimation )) possible de l'atmosph�ere �a un instant donn�e compte tenu d'une pr�evi-
sion obtenue �a l'aide d'un mod�ele et d'observations de l'atmosph�ere �a cet instant.
Cependant, les observations de l'atmosph�ere dont on dispose sont r�eparties dans le
temps. On e�ectue donc plusieurs analyses s�equentiellement.

Consid�erons la situation dans laquelle on a plusieurs observations r�eparties dans
le temps : apr�es avoir r�ealis�e une analyse �a partir des observations xo et d'une pr�evi-
sion xm donn�ee par un mod�ele, on a obtenu une estimation de l'�etat de l'atmosph�ere
xa. On int�egre alors le mod�ele �a partir de cet �etat jusqu'�a l'instant des observations
suivantes x0

o, on obtient x0
m. Si les erreurs associ�ees aux observations x0

o et �a la pr�e-
vision x0

m sont d�ecorr�el�ees alors on peut r�eutiliser les formules (3.1) et (3.2) pour
faire une deuxi�eme analyse. On peut it�erer le processus jusqu'�a ce que toutes les
observations disponibles aient �et�e prises en compte : cette m�ethode s'appelle le �ltre
de Kalman [36, 37].

Cet algorithme poss�ede toutes les propri�et�es d'un bon algorithme d'assimilation :
il produit la description la plus pr�ecise possible de l'atmosph�ere compte tenu des
sources d'information disponibles ainsi que l'incertitude associ�ee en fonction des in-
certitudes sur les sources d'information.

La di�cult�e majeure de la mise en pratique du �ltre de Kalman est son coût de
calcul. Pour que la m�ethode soit utilisable, on peut grouper les observations ayant
eu lieu dans un intervalle de temps donn�e au temps milieu de cet intervalle. Cela
permet de r�eduire le nombre de pas de la m�ethode et donc de limiter le nombre
d'analyses �a e�ectuer.

Le principal reproche adress�e �a l'assimilation s�equentielle est qu'une observation
donn�ee inue seulement sur l'�evolution future de l'atmosph�ere mais n'est pas uti-
lis�ee pour corriger les �etats pass�es �a cause du caract�ere en une seule (( passe )) de
l'assimilation s�equentielle. On obtient donc une bonne repr�esentation de l'�etat de
l'atmosph�ere �a la �n de la p�eriode d'assimilation mais pas sur tout l'intervalle en
question.

3.2.3 Assimilation variationnelle

Nous supposerons ici que le mod�ele d�ecrivant l'atmosph�ere est parfait, c'est-�a-
dire que "m = 0 ou M = 0, l'�evolution du syst�eme est donc gouvern�ee par :

xk+1 = Fxk: (3.3)
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La formulation variationnelle du probl�eme conduit �a consid�erer la distance d�e�nie
par :

J(x) =
X

0�k�N

(Cxk � xo;k)
tO�1(Cxk � xo;k) (3.4)

o�u x est l'ensemble des �etats du mod�ele aux instants successifs k = 0; : : : ; N , li�es
entre eux par l'�equation d'�evolution du mod�ele (3.3). J(x) est la somme des carr�es
des �ecarts entre le mod�ele et les observations, pond�er�ee par l'inverse de la matrice
de covariance d'erreur. Minimiser la distance (3.4) sous la contrainte (3.3) produit
pour tout temps k le meilleur estimateur lin�eaire sans biais de l'�etat du syst�eme
compte tenu de toutes les informations disponibles.

En particulier, l'�etat produit �a la �n de la p�eriode d'assimilation sera le même
que celui produit par le �ltre de Kalman (utilis�e sans prendre en compte les erreurs
du mod�ele, c'est-�a-dire avec E = 0). Mais, on remarquera que pour obtenir la for-
mulation variationnelle, il n'est pas n�ecessaire de faire d'hypoth�ese de lin�earit�e pour
C et F qui peuvent repr�esenter non des matrices mais des op�erateurs non-lin�eaires.
Ceci permet de mieux prendre en compte des ph�enom�enes fortement non-lin�eaires
comme les �equations de radiation de l'atmosph�ere en fonction de la temp�erature et
de l'humidit�e qui mod�elisent les observations par satellites.

Dans la suite de ce travail, nous nous int�eresserons �a cette forme d'assimilation
de donn�ees.

3.3 Algorithmes de minimisation

Nous avons montr�e dans les paragraphes pr�ec�edents que l'assimilation de donn�ees
variationnelle est en fait un probl�eme de minimisation de grande dimension. Pour
le r�esoudre, nous avons besoin d'algorithmes e�caces de minimisation. Nous nous
int�eresserons ici �a deux types d'algorithmes : la m�ethode de Newton tronqu�ee et les
m�ethodes de type quasi-Newton.

3.3.1 M�ethode de Newton

On sait qu'en tout minimum de la fonctionnelle J , son gradient est nul. Nous
allons donc utiliser la m�ethode de Newton de recherche d'un z�ero d'une fonction
pour r�esoudre l'�equation

rJ = 0:

On peut �ecrire la formule de Taylor au premier ordre pour le gradient de la
fonction J au voisinage d'un point x :

rJ(x+ p) = rJ(x) +H:p +O(kpk2)
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o�u H = r2J(x) repr�esente le Hessien de l'application J au point x, on notera
g = rJ(x) le gradient de J en ce point. Le minimum est atteint pour p v�eri�ant :

@J(x+ p)

@p
= 0 =) g +Hp = 0:

La m�ethode de Newton est une m�ethode it�erative qui consiste �a approcher rJ
au voisinage du point courant par cette formule en n�egligeant les termes d'ordre
sup�erieur �a 1 et �a minimiser cette approximation pour trouver l'it�er�e suivant. Dans
IRn, elle s'�ecrit sous la forme :

xk+1 = xk �H�1
k gk

o�u Hk repr�esente le Hessien et gk le gradient de J au point xk. Cela revient donc �a
chaque �etape �a former et �a r�esoudre le syst�eme :

Hkpk = �gk; (3.5)

pk sera appel�e pas de descente.

On montre que cette m�ethode converge en une it�eration si la fonctionnelle J est
quadratique, ou si le point de d�epart est dans un certain voisinage de la solution
dans le cas o�u J est deux fois continuement d�erivable.

Il existe de nombreuses variantes de la m�ethode de Newton qui peuvent s'�ecrire
sous la forme g�en�eralis�ee :

xk+1 = xk �A�1
k (xk0)rJ(xk)

ce qui donne, suivant les valeurs de Ak(xk0) les m�ethodes suivantes :

{ M�ethode du gradient �a pas �xe pour Ak(xk0) = ��1I.

{ M�ethode du gradient �a pas variable pour Ak(xk0) = ��1k I.

{ M�ethode du gradient �a pas optimal pour Ak(xk0) = (�(xk))�1I o�u �(xk) est
d�e�ni par

J(xk � �(xk)rJ(xk)) = min
�2IRJ(xk � �rJ(xk)):

Le principal obstacle �a l'utilisation des di��erentes variantes de cette m�ethode est
leur coût de calcul pour des probl�emes de grande taille, car il faut �evaluer A�1

k (xk0)
ou r2J(xk) �a chaque it�eration. Une solution est d'utiliser l'approximationAk(xk0) =
r2J(xk0) avec k0 = r�E(k=r) c'est-�a-dire que l'on garde la même matrice pendant
r it�erations successives ou mêmeAk(xk0) = r2J(x0) qui sera valable si le Hessien ne
varie pas trop avec k. On peut aussi utiliser les m�ethodes de Newton tronqu�ees ou
les m�ethodes de quasi-Newton qui sont d�etaill�ees dans les paragraphes qui suivent.
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3.3.2 M�ethode de Newton tronqu�ee

L'id�ee sur laquelle est bas�ee la m�ethode de Newton tronqu�ee est que, quand xk
est assez �eloign�e de la solution, il n'est pas n�ecessaire de r�esoudre exactement l'�equa-
tion de Newton (3.5). On peut raisonnablement penser que la pr�ecision du calcul de
xk qui sera le point de d�epart pour le calcul de xk+1 n'aura que tr�es peu d'inuence
sur la valeur de ce dernier (voir �gure 3.2). La dimension de l'�equation (3.5) �etant
grande, on la r�esout g�en�eralement par une m�ethode it�erative (gradient conjugu�e par
exemple). On peut donc tronquer cette r�esolution �a une pr�ecision donn�ee � ou �a
un nombre d'it�erations �x�e �a l'avance, le but �etant de r�esoudre cette �equation avec
d'autant plus de pr�ecision que l'on se trouve d�ej�a pr�es de la solution (voir [20] pour
plus de d�etails).

xk+1

gk�1
xk�1

g0k

xk
x0k

gk

Fig. 3.2 - M�ethode de Newton tronqu�ee.

Dans la suite de cette th�ese, nous utiliserons la m�ethode du gradient conjugu�e
pour r�esoudre l'�equation (3.5). Dans le cadre qui nous int�eresse ici, cette m�ethode
poss�ede l'avantage de ne pas n�ecessiter la connaissance compl�ete du Hessien, mais
uniquement de savoir e�ectuer le produit du Hessien par un vecteur.

On constate donc que l'on aura besoin des valeurs du gradient de la fonction
de coût et du produit du Hessien par un vecteur aux points xk. Pour obtenir ces
valeurs, nous utiliserons les techniques adjointes du premier et second ordre qui
seront expos�ees au paragraphe 3.4.

3.3.3 M�ethodes de quasi-Newton

Le principe des m�ethodes de quasi-Newton est d'utiliser les variations du gradient
de la fonction �a minimiser entre deux it�er�es successifs pour obtenir de l'information
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sur le Hessien.

Une m�ethode de quasi-Newton consiste �a it�erer le processus :

8<
: xk+1 = xk � �kH

�1
k gk

Hk+1 = U(Hk ; yk; sk)

o�u yk = gk+1� gk et sk = xk+1�xk. La deuxi�eme �equation peut être remplac�ee par :

H�1
k+1 = �U(H�1

k ; yk; sk)

Dans ces �equations, �k est un pas positif d�etermin�e par minimisation de J dans la
direction dk = �H�1

k gk. U est un algorithme de mise �a jour de H�1
k en fonction de

yk et de sk. On utilisera aussi la notation u
 v d�e�nie par :

u
 v : IRn ! IRn : d! (u
 v)d = hv; diu

o�u h:; :i est le produit scalaire ordinaire hu; vi = utv et u
 v = uvt.

L'une des m�ethodes de mise �a jour qui donne les meilleurs r�esultats est la formule
BFGS :

Hk+1 = Hk +
yk 
 yk
hyk; ski �

(Hksk)
 (Hksk)

hHksk; ski (3.6)

ou, directement pour l'inverse du Hessien :

H�1
k+1 = H�1

k +
(sk �H�1

k yk)
 sk + sk 
 (sk �H�1
k yk)

hyk; ski � hsk �H�1
k yk; yki

hyk; ski2 sk 
 sk:

Ces formules ont la propri�et�e de conserver le caract�ere d�e�ni positif de Hk et H
�1
k si

et seulement si hyk; ski est positif, ce qui est important pour que gk soit une direction
de descente.

En pratique, lorsque la taille du probl�eme est grande, on ne stocke pas Hk ou
H�1

k mais seulement un nombre limit�e de couples (yk; sk) et on calcule H�1
k gk par

un algorithme sp�ecialis�e. Dans ce cas, la formule inverse est pr�ef�erable �a (3.6) car
l'inversion de Hk peut devenir probl�ematique.

Nous utiliserons deux impl�ementations de cette m�ethode qui di��erent par la
mani�ere d'initialiser la matrice H0 : M1QN3 [30] et L-BFGS [44].

3.4 M�ethodes adjointes

Nous avons vu que l'assimilation variationnelle de donn�ees est un probl�eme de
minimisation de l'�ecart entre les observations et la solution fournie par un mod�ele.
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Les conditions initiales d�e�nissant compl�etement la solution fournie par le mod�ele,
on les choisit comme variables de contrôle et on utilise une m�ethode it�erative pour
r�esoudre ce probl�eme. Il est n�ecessaire de connâ�tre le gradient de la fonction de
coût, on utilise pour cela l'adjoint du mod�ele consid�er�e.

3.4.1 Principe

Le principe des mod�eles adjoint est tr�es simple : soit un code qui transforme un
vecteur d'entr�ee u en vecteur de sortie v, on le note :

v = G(u): (3.7)

Pour une perturbation �u de l'entr�ee, on obtient une perturbation �v de la sortie
telle que

�v = G0(u):�u+O(kuk2) (3.8)

o�u G0 est la matrice des d�eriv�ees partielles locales ou matrice Jacobienne. L'�equation
(3.8) est l'�equation lin�eaire tangente de (3.7). Soit J(v) une fonction scalaire de v.
Le gradient de J par rapport �a u est donn�e par :

@J

@ui
=

nX
j=1

@vj
@ui

@J

@vj
pour i = 1; : : : ; q

ou, en notation matricielle :

ruJ = G0�rvJ: (3.9)

La m�ethode adjointe est bas�ee sur l'utilisation de la formule (3.9). Si l'op�erateur G
se d�ecompose en une suite d'op�erations :

G = Gm � : : : �G2 �G1;

l'op�erateur lin�eaire tangent s'�ecrit :

G0 = G0
m � : : : �G0

2 �G0
1;

et son transpos�e est :

G0� = G0�
1 �G0�

2 � : : : �G0�
m:

Cela montre que pour d�eterminer le gradient de J par rapport aux entr�ees u, il
(( su�t 1 )) de parcourir en sens inverse toutes les �etapes de G0 et d'e�ectuer �a chaque
�etape la transpos�ee de l'op�eration consid�er�ee appel�ee aussi son adjoint.

1: Le principe de la m�ethode est simple mais son application l'est beaucoup moins comme nous
le verrons au paragraphe 3.5.
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3.4.2 Notations

Les ingr�edients de l'assimilation variationnelle sont :

Un mod�ele: Apr�es la discr�etisation en espace (di��erences �nies, �el�ements �nis ou
m�ethodes spectrales), les �equations d'�evolution de l'atmosph�ere forment un
syst�eme d'�equations di��erentielles ordinaires :

dX

dt
= F (X) (3.10)

o�u X repr�esente le vecteur des variables m�et�eorologiques (vent, pression, tem-
p�erature, humidit�e, ...) aux points de discr�etisation du mod�ele. X est la va-
riable d'�etat du syst�eme. Avec la condition initiale

X(0) = U;

l'�equation (3.10) a une unique solution sur l'intervalle de temps [0; T ]. U est
la variable de contrôle du syst�eme, nous noterons I l'espace des conditions
initiales.

Des observations Xobs sur l'intervalle [0; T ]. Pour simpli�er les notations, nous
consid�ererons ici que Xobs est continu dans le temps sur [0; T ]. Les observa-
tions ne portant pas n�ecessairement sur les variables m�et�eorologiques et a�n de
pouvoir comparer la variable d'�etat aux observations, nous introduisons l'op�e-
rateur C qui permet de passer de l'espace des variables d'�etat X �a l'espace des
observations X obs. Nous supposerons que C est lin�eaire.

Une fonction de coût J de I dans IR. Nous la prendrons de la forme :

J(U) =
1

2

Z T

0
kC:X(t)�Xobs(t)k2dt

o�u X est la solution de (3.10) associ�ee �a la condition initiale U . J est une
mesure de l'�ecart entre la solution du mod�ele et les observations.

3.4.3 Contrôle des conditions initiales

Le probl�eme que l'on se pose est de trouver la condition initiale U� qui minimise
J . Une condition n�ecessaire est d'annuler le gradient de J . Pour calculer ce gradient,
on a besoin de la d�eriv�ee de Gâteaux de J .

Soit H une perturbation de la condition initiale, la d�eriv�ee de Gâteaux X̂ de X
est la solution de l'�equation di��erentielle :

8>>><
>>>:

dX̂

dt
=

"
@F (X)

@X

#
:X̂;

X̂(0) = H:

(3.11)
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En m�et�eorologie, ce syst�eme s'appelle le syst�eme lin�eaire tangent.

D�emonstration : Le syst�eme d�ecrivant l'�evolution de l'atmosph�ere est :

8>><
>>:

dX

dt
= F (X);

X(0) = U:

En perturbant la condition initiale dans la direction H, on obtient :

8>>><
>>>:

d ~X

dt
= F ( ~X);

~X(0) = U + �H:

D'o�u, en prenant la di��erence membre �a membre :

8>>><
>>>:

d( ~X �X)

dt
= F ( ~X)� F (X);

~X(0)�X(0) = �H;

soit, 8>>>>><
>>>>>:

d(
~X�X
�

)

dt
=

F ( ~X)� F (X)

�
;

~X(0)�X(0)

�
= H:

D'apr�es la d�e�nition du Jacobien,

F ( ~X) = F (X) +

"
@F

@X

#
( ~X �X) +O(( ~X �X)2);

donc

lim
�!0

F ( ~X)� F (X)

�
=

"
@F

@X

#
X̂

o�u X̂ est la d�eriv�ee de Gâteaux de X. On en d�eduit :8>>>><
>>>>:

dX̂

dt
=

"
@F (X)

@X

#
:X̂;

X̂(0) = H;

ce qui ach�eve la d�emonstration.
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La d�eriv�ee dans la direction H de la fonction de coût est :

Ĵ(U;H) =
Z T

0
(CX �Xobs; CX̂)dt:

Le gradient est calcul�e en exhibant la d�ependance lin�eaire de Ĵ par rapport �a H.
Introduisons la variable adjointe P 2 X dont nous d�e�nirons la valeur par la suite.
On multiplie (3.11) par P et on int�egre sur [0; T ]. Cela donne :

Z T

0

 
P;

dX̂

dt

!
dt =

Z T

0

 
P;

"
@F (X)

@X

#
:X̂

!
dt:

On int�egre par parties le membre de gauche :

h�
P (t); X̂(t)

�iT
0
�
Z T

0

 
dP (t)

dt
; X̂(t)

!
dt =

Z T

0

 "
@F (X)

@X

#�
:P (t); X̂(t)

!
dt

d'o�u

�
P (T ); X̂(T )

�
�
�
P (0); X̂(0)

�
=
Z T

0

 
dP (t)

dt
+

"
@F (X)

@X

#�
:P (t); X̂(t)

!
dt:

On choisit P solution du syst�eme adjoint :

8>>><
>>>:

dP

dt
+

"
@F (X)

@X

#�
:P = C�(CX �Xobs);

P (T ) = 0;

et l'�egalit�e pr�ec�edente devient :

� (P (0);H) =
Z T

0

�
C�(C:X �Xobs); X̂

�
dt

=
Z T

0

�
C:X �Xobs; C:X̂

�
dt

� (P (0);H) = Ĵ(U;H):

Donc

rJ(U) = �P (0)

et la condition initiale optimale est solution de l'�equation

rJ(U) = �P (0) = 0:
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La condition initiale optimale est la solution du syst�eme d'optimalit�e :8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dX

dt
= F (X);

X (0) = U;

dP

dt
+

"
@F

@X

#�
:P = C�

�
CX �Xobs

�
;

P (T ) = 0;

rJ(U) = �P (0) = 0:

On notera que toute l'information disponible (c'est-�a-dire le mod�ele et les obser-
vations) est incluse dans ces �equations.

3.4.4 Contrôle des conditions aux limites

Il arrive souvent que la solution d'un mod�ele m�et�eorologique ne d�epende pas
uniquement des conditions initiales. C'est le cas par exemple des mod�eles num�eriques
r�egionaux dont l'int�egration n�ecessite des conditions aux limites. On peut aussi
contrôler ces autres entr�ees du mod�ele qui peut alors s'�ecrire :8><

>:
dX

dt
= F (X) +B:V;

X(0) = U:

(3.12)

V repr�esente les valeurs de X sur les fronti�eres du domaine d'int�egration et d�epend
de la position et du temps. B est un op�erateur lin�eaire. Pour U et V �x�es, le syst�eme
(3.12) a une solution unique sur [0; T ]. La fonction de coût est d�e�nie par :

J(U; V ) =
1

2
kC:X(U; V )�Xobsk2:

L'ajustement optimal du mod�ele aux observations est obtenu pour les valeurs ini-
tiales U� et aux limites V � minimisant J(U; V ). Les valeurs U� et V � sont caract�e-
ris�ees par l'�equation d'Euler :

rJ(U�; V �) =

0
BBBB@

@J

@U

@J

@V

1
CCCCA = 0:

On constate ais�ement que si l'on choisit P solution du syst�eme adjoint :8>>><
>>>:

dP

dt
+

"
@F (X)

@X

#�
:P = C�(CX �Xobs);

P (T ) = 0;
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les composantes du gradient sont :

8<
:

rUJ(U; V ) = �P (0);

rVJ(U; V ) = �B�:P:

D�emonstration : On multiplie la premi�ere �equation du syst�eme adjoint par X̂ et
on l'int�egre :

Z T

0

 
dP

dt
; X̂

!
dt+

Z T

0

 "
@F (X)

@X

#�
:P; X̂

!
dt

=
Z T

0

�
C�(CX �Xobs); X̂

�
dt:

On int�egre par parties le premier terme :

Z T

0

 
dP

dt
; X̂

!
dt =

h�
P (t); X̂(t)

�iT
0
�
Z T

0

 
P (t);

dX̂(t)

dt

!
dt

= �(P (0); X̂(0)) �
Z T

0

 
P (t);

dX̂

dt

!
dt:

D'autre part, le syst�eme lin�eaire tangent s'�ecrit :

dX̂

dt
=

"
@F (X)

@X

#
:X̂ +B:HV ;

donc on peut remplacer le second terme par :

Z T

0

 "
@F (X)

@X

#�
:P; X̂

!
dt =

Z T

0

 
P;

dX̂

dt
�B:HV

!
dt:

En reportant le tout dans la premi�ere �equation, il vient :

�(P (0); X̂(0)) �
Z T

0
(P (t); B:HV )dt =

Z T

0

�
C�(CX �Xobs); X̂

�
dt

�(P (0);HU )� (B�:P;HV ) = Ĵ(U; V;H);

d'o�u le r�esultat.

Les probl�emes d'optimisation sous-jacents sont de dimensions di��erentes. Dans
le premier cas, elle est de trois fois le nombre de points de discr�etisation; dans le
second cas, elle est �egale au nombre de points sur la fronti�ere multipli�e par le nombre
de pas de temps.

On remarque que le syst�eme adjoint est le même que dans le paragraphe pr�ec�e-
dent o�u l'on s'int�eressait aux seules conditions initiales.
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3.4.5 Utilisation de l'adjoint au second ordre

Pour calculer la profondeur de descente sur une direction donn�ee, on a besoin
de connâ�tre le Hessien de la fonction de coût, ou plus exactement le produit du
Hessien par un vecteur. Pour calculer ce produit, on peut utiliser l'adjoint au second
ordre du mod�ele.

On consid�ere le mod�ele direct :8>><
>>:

dX

dt
= F (X);

X(0) = U;

dont l'adjoint s'�ecrit :

8>>><
>>>:

dP

dt
+

"
@F

@X

#�
P = C�(CX �Xobs);

P (T ) = 0:

�A une perturbation U 0 de la variable de contrôle correspondent les perturbations
X̂ de la variable d'�etat et P̂ de la variable adjointe. Elles sont obtenues en d�erivant
le syst�eme direct, ce qui donne le syst�eme lin�eaire tangent :

8>>><
>>>:

dX̂

dt
=

@F

@X
X̂;

X̂(0) = U 0;

et le syst�eme adjoint du second ordre :

8>>>><
>>>>:

dP̂

dt
+

"
@F

@X

#�
P̂ +

"
@2F

@X2
X̂

#�
P = C�CX̂;

P̂ (T ) = 0:

On a d�ej�a vu que :

PU(0) = rUJ et PU+U 0(0) = rU+U 0J:

Par d�e�nition de P̂ , on a :

PU+U 0(0) = PU (0) + P̂ (0):

La formule de Taylor nous donne :

rU+U 0J = rUJ +r2
UJ:U

0 +O(kU 0k2);
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d'o�u on d�eduit :

P̂ (0) = r2
UJ:U

0:

On obtient donc le produit du Hessien par U 0 par une int�egration r�etrograde du
syst�eme adjoint du second ordre. On peut donc obtenir le Hessien par N int�egrations
de ce syst�eme en prenant successivement les vecteurs de base comme perturbation,
mais cela ne sera en g�en�eral pas n�ecessaire car, en pratique, le Hessien est utilis�e
dans une seule direction dans les algorithmes de minimisation. On peut appliquer
la même m�ethode pour obtenir le Hessien par rapport aux conditions aux limites.

Remarque : On peut aussi calculer le produit du Hessien par un vecteur par di��e-
rence �nie entre deux valeurs du gradient. Le coût de calcul serait �equivalent
mais il n'existe pas de m�ethode permettant de d�eterminer la distance optimale
entre les deux points de calcul du gradient.

3.4.6 Autres applications des m�ethodes de contrôle optimal

Identi�cation de param�etres

Certains param�etres des mod�eles que l'on utilise peuvent être impossibles ou
di�ciles �a mesurer, ils doivent être calcul�es. C'est le cas, par exemple, de certains
coe�cients de termes de correction ou des coe�cients de di�usion dans l'atmosph�ere
de certains polluants que l'on peut vouloir prendre en compte. Il faut donc estimer
au mieux ces param�etres, on peut utiliser pour cela les informations fournies par le
mod�ele adjoint.

On suppose que l'�evolution de l'atmosph�ere est donn�ee par :

8>><
>>:

dX

dt
= F (X; k) +B:V;

X(0) = U

o�u k repr�esente l'ensemble des param�etres �a �evaluer. On suppose que X est par-
faitement d�etermin�e lorsque U ,V et k sont connus. On cherche les coe�cients k
minimisant :

J(k) =
1

2
kC:X(k)�Xobsk2 = 1

2

Z T

0
kC:X(k; t)�Xobs(t)k2dt:

Pour une perturbation H, le syst�eme lin�eaire tangent s'�ecrit :

8>>>><
>>>>:

dX̂

dt
=

"
@F

@X

#
X̂ +

"
@F

@k

#
Hk +B:HV ;

X̂(0) = HU :
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Soit P solution du syst�eme adjoint :

8>>><
>>>:

dP

dt
+

"
@F

@X

#�
P = C:X �Xobs;

P (T ) = 0:

En multipliant cette �equation par X̂ et en int�egrant par parties, de la mêmemani�ere
que dans les paragraphes pr�ec�edents, on obtient :

� (P (0);HU ) +

 "
@F

@k

#�
P;Hk

!
+ (B�P;HV ) = Ĵ(U; V; k;H):

Donc les composantes du gradient sont :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

rUJ = �P (0);

rV J = �B�:P;

rkJ = �
"
@F

@k

#�
P:

Le gradient rkJ est utilis�e pour optimiser le choix des param�etres k. Le syst�eme
adjoint reste le même que dans les cas pr�ec�edents, on applique un op�erateur di��erent
aux variables adjointes.

Analyse de sensibilit�e

Analyser la sensibilit�e d'un mod�ele consiste �a �etudier l'inuence d'une perturba-
tion W sur les param�etres k du mod�ele d�e�ni par :

8>><
>>:

dX

dt
= F (X; k);

X(0) = U:

On notera G la solution du mod�ele perturb�e, on a :

Ĝ(k;W ) =

 
@G

@X
; X̂

!
:

Le syst�eme lin�eaire tangent s'�ecrit :

8>>>><
>>>>:

dX̂

dt
=

"
@F

@X

#
X̂ +

"
@F

@k

#
W;

X̂(0) = 0:
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Soit P solution du syst�eme adjoint :

8>>><
>>>:

dP

dt
+

"
@F

@X

#�
P =

@G

@X
;

P (T ) = 0:

De la même mani�ere que dans les paragraphes pr�ec�edents, on multiplie par X̂ et
on int�egre par parties. Cela donne :

�
 "

@F

@k

#�
P;W

!
= Ĝ(k;W );

donc

rG = �
"
@F

@k

#�
P:

Les m�ethodes adjointes permettent un grand nombre d'applications, le d�evelop-
pement du mod�ele adjoint est donc un investissement utile même en dehors du cadre
de l'assimilation de donn�ees.

3.5 D�etermination pratique du syst�eme adjoint

Nous pr�esentons ici une m�ethode pour d�eriver l'adjoint et calculer le gradient
de la fonction de coût pour un mod�ele compl�etement discr�etis�e. Cette m�ethode est
proche du langage de programmation et sera tr�es utile pour obtenir et impl�ementer
le code correspondant au syst�eme adjoint.

3.5.1 Syst�eme direct

Nous appliquons ici les techniques d�ecrites pr�ec�edemment �a un mod�ele discr�e-
tis�e selon un sch�ema de di��erences �nies et int�egr�e par la m�ethode d'Euler. A�n de
simpli�er un peu l'�ecriture, nous supposerons que l'on contrôle le syst�eme par ses
conditions initiales.

Soit Xi l'�etat de l'atmosph�ere �a l'instant ti = t0+ i�t pour i 2 f0; : : : ; Tg. Nous
avons �ecrit le mod�ele repr�esentant l'�evolution de l'atmosph�ere sous la forme :

8>><
>>:

dX

dt
= F (X);

X(0) = U:

La forme discr�etis�ee correspondante est :
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8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

X0 = U;
X1 = X0 +�t:F (X0);
...
Xt = Xt�1 +�t:F (Xt�1);
...
XT = XT�1 +�t:F (XT�1):

Chaque ligne du syst�eme ci-dessus est une op�eration qui peut être non-lin�eaire
et qui sera cod�ee sous forme de boucles DO. Nous supposerons dans ce paragraphe
que notre mod�ele est d�e�ni par :

F (u; v) =

 
u+ v
u� v

!
;

ce qui correspond au code :

DO i=1,n

DO j=1,m

u(i,j,t)=u(i,j,t-1)+dt*(u(i,j,t-1)+v(i,j,t-1))

v(i,j,t)=v(i,j,t-1)+dt* u(i,j,t-1)*v(i,j,t-1)

ENDDO

ENDDO

L'exemple donn�e ici repr�esente un mod�ele bidimensionnel de deux variables u et
v. Il n'a aucune signi�cation physique mais a �et�e choisi dans le but d'expliquer la
m�ethode.

3.5.2 Syst�eme lin�eaire tangent

Nous avons montr�e dans les paragraphes pr�ec�edents que le syst�eme lin�eaire tan-
gent est :

8<
:

dX̂

dt
=

h
@F (X)
@X

i
X̂;

X̂(0) = H:

La forme discr�etis�ee correspondante est :

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

X̂0 = H ;

X̂1 = X̂0 +�t:
h
@F (X0)
@X

i
X̂0;

...

X̂t = X̂t�1 +�t:
h
@F (Xt�1)

@X

i
X̂t�1;

...

X̂k = X̂k�1 +�t:
h
@F (Xk�1)

@X

i
X̂k�1:
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Avec, pour l'exemple pr�ec�edent :

"
@F (Xt�1)

@X

#
=

 
1 1

v(i; j; t� 1) u(i; j; t� 1)

!
:

Ici, chaque ligne du syst�eme correspond �a un produit matrice-vecteur qui sera
cod�e sous forme de boucles DO telles que :

DO i=1,n

DO j=1,m

du(i,j,t) = du(i,j,t-1) + dt *

( du(i,j,t-1) + dv(i,j,t-1) )

dv(i,j,t) = dv(i,j,t-1) + dt *

( du(i,j,t-1)*v(i,j,t-1) + u(i,j,t-1)*dv(i,j,t-1) )

ENDDO

ENDDO

Ou bien, avec la convention que l'on garde le nom des variables du syst�eme direct
pour d�esigner leurs d�eriv�ees et que l'on nomme z* la variable * du syst�eme direct :

DO i=1,n

DO j=1,m

u(i,j,t) = u(i,j,t-1) + dt *

( u(i,j,t-1) + v(i,j,t-1) )

v(i,j,t) = v(i,j,t-1) + dt *

( u(i,j,t-1)*zv(i,j,t-1) + zu(i,j,t-1)*v(i,j,t-1) )

ENDDO

ENDDO

Cette convention est tr�es pratique car elle permet d'�ecrire le code lin�eaire tangent
�a partir du code direct en apportant tr�es peu de modi�cations. Cela permet de gagner
du temps et surtout d'�eviter beaucoup d'erreurs de codage.

3.5.3 Syst�eme adjoint

Nous avons vu que le syst�eme adjoint s'�ecrit :

8>><
>>:

dP

dt
+

"
@F (X)

@X

#�
:P = C�(CX �Xobs);

P (T ) = 0:

Sous une forme plus proche du code, cela peut s'�ecrire :
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8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

Pk = Ck ;

Pk�1 = Pk +�t:
h
@F (Xk�1)

@X

i�
Pk + Ck�1;

...

Pt�1 = Pt +�t:
h
@F (Xt�1)

@X

i�
Pt + Ct�1;

...

P0 = P1 +�t:
h
@F (X0)
@X

i�
P1 + C0;

avec, pour l'exemple pr�ec�edent :

"
@F (Xt�1)

@X

#�
=

 
1 v(i; j; t� 1)
1 u(i; j; t� 1)

!
:

Chaque op�eration matricielle de la ligne pr�ec�edente sera cod�ee sous forme de
boucles DO telles que :

DO i=1,n

DO j=1,m

p(i,j,t-1) = p(i,j,t)

+ dt*( p(i,j,t) + v(i,j,t-1)*q(i,j,t) ) + cp(t-1)

q(i,j,t-1) = q(i,j,t)

+ dt*( p(i,j,t) + u(i,j,t-1)*q(i,j,t) ) + cq(t-1)

ENDDO

ENDDO

Ou bien, avec la convention que l'on garde le nom des variables du syst�eme direct
pour d�esigner leurs adjoints et que l'on nomme z* la variable * du syst�eme direct :

DO i=1,n

DO j=1,m

u(i,j,t-1) = u(i,j,t)

+ dt*( u(i,j,t) + zv(i,j,t-1)*v(i,j,t) ) + cp(t-1)

v(i,j,t-1) = v(i,j,t)

+ dt*( u(i,j,t) + zu(i,j,t-1)*v(i,j,t) ) + cq(t-1)

ENDDO

ENDDO

Cette m�ethode ne permet pas d'obtenir facilement le code adjoint que l'on
cherche car il n'y a aucun lien �evident entre le code obtenu et le code direct ou le
code lin�earis�e. Nous allons donc voir une autre m�ethode et montrer sur un exemple
que le code obtenu est �equivalent au pr�ec�edent.

3.5.4 �Ecriture du code adjoint

D'apr�es le calcul du paragraphe 3.4.1, on peut obtenir le code du syst�eme adjoint
plus simplement. En e�et, on a vu dans ce paragraphe que l'adjoint d'une fonction
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compos�ee n'est autre que la composition des adjoints des �etapes �el�ementaires prises
dans l'ordre inverse. Cette m�ethode peut donc se r�esumer en trois �etapes :

1. D�eriver les instructions.

2. Inverser l'ordre des instructions, en termes math�ematiques, cela correspond �a
la transposition par rapport au temps.

3. Transposer chaque instruction.

Remarque : Inverser l'ordre des instructions correspond �a la transposition par rap-
port au temps.

Inverser l'ordre des instructions

Dans le cas d'une s�equence d'instructions arithm�etiques, inverser l'ordre est
simple. Cette op�eration peut être plus compliqu�ee dans le cas de boucles ou de tests.

Une boucle peut être �ecrite sous forme d�eroul�ee, c'est-�a-dire que l'on peut �ecrire n
fois la s�equence d'instructions contenue dans la boucle. On peut alors inverser l'ordre
des instructions et on constate que cela revient �a inverser l'ordre des instructions
dans la boucle et �a e�ectuer la boucle dans le sens inverse. Par exemple, la boucle :

DO i=1,3

Instruction1(i)

Instruction2(i)

ENDDO

devient :

Instruction1(1)

Instruction2(1)

Instruction1(2)

Instruction2(2)

Instruction1(3)

Instruction2(3)

En inversant les instructions, on obtient :

Instruction2(3)

Instruction1(3)

Instruction2(2)

Instruction1(2)

Instruction2(1)

Instruction1(1)
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Ce qui revient �a :

DO i=3,1,-1

Instruction2(i)

Instruction1(i)

ENDDO

Une instruction de test repr�esente une alternative entre deux s�equences possibles.
Si l'on garde une trace du chemin suivi �a l'ex�ecution du code direct, inverser l'ordre
des instructions n'est pas une di�cult�e. Donc pour coder le syst�eme adjoint, il faut
((se rappeler)) du chemin suivi lors de l'ex�ecution du syst�eme direct, c'est-�a-dire
conserver toutes les valeurs ayant servi �a faire des choix et refaire les mêmes choix
dans le code adjoint. Par exemple, si le code lin�earis�e s'�ecrit :

IF (a.gt.b) THEN

Instruction1

Instruction2

ELSE

Instruction3

Instruction4

ENDIF

Si �a l'ex�ecution on a a>b, on ex�ecutera :

Instruction1

Instruction2

Ce qui donnera dans le code adjoint :

Instruction2

Instruction1

et qui revient �a :

IF (a.gt.b) THEN

Instruction2

Instruction1

ELSE

Instruction4

Instruction3

ENDIF

o�u a et b sont les valeurs de a et b obtenues lors de l'ex�ecution du code direct.
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Transposer une instruction �el�ementaire

Les instructions de calcul d'un code sont toujours de la forme : une variable
re�coit une valeur d�ependant de n variables, cette op�eration est not�ee par un signe
= mais c'est en fait une instruction d'a�ectation dont les arguments sont toutes les
variables qui apparaissent dans le terme de droite. La transpos�ee d'une application
de IRn dans IR (on se trouve bien dans ce cas puisque le code a d�ej�a �et�e lin�earis�e,
voir page 74) �etant une application de IR dans IRn, la transpos�ee de cette instruction
sera compos�ee de n instructions. Par exemple, l'instruction :

a = b * c

est lin�earis�ee dans une premi�ere �etape, elle devient (avec la convention que l'on
garde le nom des variables du syst�eme direct pour d�esigner leurs d�eriv�ees et que l'on
nomme z* la variable * du syst�eme direct) :

a = b * zc + zb * c

L'ordre des instructions est ensuite invers�e, puis on transpose cette instruction, ce
qui donne :

q = q + p * zc

r = r + p * zb

o�u (p,q,r) est l'adjoint de (a,b,c). En nommant l'adjoint de chaque variable par
son nom dans le syst�eme direct, on obtient une deuxi�eme forme �equivalente :

b = b + a * zc

c = c + a * zb

En e�et, matriciellement, cela s'�ecrit simplement. L'instruction lin�earis�ee corres-
pond �a l'op�eration :

0
B@

a
b
c

1
CA �

0
B@

0 zc zb
0 1 0
0 0 1

1
CA
0
B@

a
b
c

1
CA =

0
B@

b� zc+ c� zb
b
c

1
CA

La transposition donne :

0
B@ a

b
c

1
CA �

0
B@ 0 zc zb

0 1 0
0 0 1

1
CA
�0
B@ a

b
c

1
CA =

0
B@ 0 0 0

zc 1 0
zb 0 1

1
CA
0
B@ a

b
c

1
CA =

0
B@ 0

b+ a� zc
c+ a� zb

1
CA

On peut noter que l'application syst�ematique de cette m�ethode engendre des
lignes de code inutiles qu'il sera int�eressant d'�eliminer par la suite.
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3.5.5 Exemple

Reprenons notre exemple des paragraphes pr�ec�edents. Notre code lin�eaire �etait :

DO i=1,n

DO j=1,m

u(i,j,t) = u(i,j,t-1) + dt *

( u(i,j,t-1) + v(i,j,t-1) )

v(i,j,t) = v(i,j,t-1) + dt *

( u(i,j,t-1)*zv(i,j,t-1) + zu(i,j,t-1)*v(i,j,t-1) )

ENDDO

ENDDO

La m�ethode que l'on vient de voir nous donne pour l'adjoint :

DO i=n,1,-1

DO j=m,1,-1

c v(i,j,t) = v(i,j,t-1) + dt *

c ( u(i,j,t-1)*zv(i,j,t-1) + zu(i,j,t-1)*v(i,j,t-1) )

v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + dt*zu(i,j,t-1)*v(i,j,t)

u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + dt*zv(i,j,t-1)*u(i,j,t)

v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + v(i,j,t)

c u(i,j,t) = u(i,j,t-1) + dt *

c ( u(i,j,t-1) + v(i,j,t-1) )

v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + dt*u(i,j,t)

u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + dt*u(i,j,t)

u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + u(i,j,t)

ENDDO

ENDDO

En regroupant les instructions, cela est �equivalent �a :

DO i=n,1,-1

DO j=m,1,-1

v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + v(i,j,t)

+ dt*zu(i,j,t-1)*v(i,j,t) + dt*u(i,j,t)

u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + dt*zv(i,j,t-1)*u(i,j,t)

+ u(i,j,t) + dt*u(i,j,t)

ENDDO

ENDDO
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En simpli�ant les expressions, on obtient :

DO i=n,1,-1

DO j=m,1,-1

v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + v(i,j,t)

+ dt*( u(i,j,t) + zu(i,j,t-1)*v(i,j,t) )

u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + u(i,j,t)

+ dt*( u(i,j,t) + zv(i,j,t-1)*u(i,j,t) )

ENDDO

ENDDO

Il ne faut pas oublier que la �n du code lin�eaire tangent contient des instructions
d'a�ectation des valeurs du gradient que l'on va retrouver transpos�ees au d�ebut du
code adjoint et qui vont initialiser u et v aux valeurs de C�(CX �Xobs) qui �etaient
not�ees cp(t-1) et cq(t-1) dans le paragraphe 3.5.3. Les deux codes obtenus sont
donc bien �equivalents.

3.5.6 Syst�eme adjoint du second ordre

Le code du syst�eme adjoint du second ordre est obtenu en d�erivant le code du
syst�eme adjoint. On doit pour cela conserver les trajectoires des syst�emes direct,
tangent et adjoint. On notera z* la trajectoire de la variable * dans le code direct,
t* la trajectoire de la variable * dans le code tangent et a* la trajectoire de la
variable * dans le code adjoint. Reprenons notre exemple pr�ec�edent, le code adjoint
que nous avions obtenu est :

DO i=n,1,-1

DO j=m,1,-1

v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + v(i,j,t)

+ dt*( u(i,j,t) + zu(i,j,t-1)*v(i,j,t) )

u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + u(i,j,t)

+ dt*( u(i,j,t) + zv(i,j,t-1)*u(i,j,t) )

ENDDO

ENDDO

En d�erivant de nouveau ce code, on obtient l'adjoint du second ordre :

DO i=n,1,-1

DO j=m,1,-1

v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + v(i,j,t) + dt*( u(i,j,t)

+ tu(i,j,t-1)*av(i,j,t) + zu(i,j,t-1)*v(i,j,t) )

u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + u(i,j,t) + dt*( u(i,j,t)

+ tv(i,j,t-1)*au(i,j,t) + zv(i,j,t-1)*u(i,j,t) )

ENDDO

ENDDO
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3.5.7 Adjoint d'un code parall�ele

Dans le cadre de cette th�ese, nous avons �et�e amen�es �a �ecrire l'adjoint d'un mod�ele
dont le code direct avait �et�e parall�elis�e par l'utilisation d'une biblioth�eque d'�echange
de messages. Nous pr�esentons donc dans ce paragraphe les transformations que
doivent subir les instructions d'�echanges de messages lors de l'�ecriture du code ad-
joint.

Adjoint d'un envoi de donn�ee

La premi�ere fonctionnalit�e sp�eci�que que l'on peut trouver dans un code parall�ele
est l'envoi d'une donn�ee d'un processeur �a un autre. Nous avons donc un code
parall�ele qui peut s'�ecrire :

Code de la tâche A Code de la tâche B
...

...
Instruction(A,i-1) Instruction(B,j-1)

Envoi(x,tâche B) - R�eception(y,tâche A)

Instruction(A,i+1) Instruction(B,j+1)
...

...

L'envoi de la valeur x de la tâche A �a la tâche B qui la stocke dans sa variable
y peut être consid�er�e comme l'a�ectation de la variable x(A) �a la variable y(B),
sch�ematiquement :

y  � x ,

dont nous avons vu que l'op�eration adjointe est :

x  � x + y

La variable x �etant stock�ee et sa valeur utilis�ee dans la tâche A, il faut d'abord
envoyer la valeur de y de la tâche B �a la tâche A pour pouvoir e�ectuer cette
op�eration. L'adjoint du code parall�ele ci-dessus est donc :

Code de la tâche A Code de la tâche B
...

...
Adjoint(A,i+1) Adjoint(B,j+1)

R�eception(tampon,tâche B) � Envoi(y,tâche A)

x  � x + tampon Adjoint(B,j-1)

Adjoint(A,i-1)
...

...
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Op�eration Code Direct Code Adjoint

Envoi Envoi(x,Proc)
R�eception(tampon,Proc)

x  � x + tampon

R�eception R�eception(x,Proc) Envoi(x,Proc)

Synchronisation Synchro(Liste Proc) Synchro(Liste Proc)

Di�usion Diffusion(x,Liste Proc)

Pour Proc 2 Liste Proc

R�eception(tampon,Proc)

x  � x + tampon

R�eduction

Pour Proc 2 Liste Proc

R�eception(tampon,Proc)

x  � x + tampon
Diffusion(x,Liste Proc)

Tab. 3.1 - Code adjoint des instructions d'�echange de messages.

G�en�eralisation

Les communications globales �etant d�e�nies �a partir des envois et r�eceptions de
messages, on peut de la même mani�ere d�e�nir les adjoints des op�erations globales
de communications. On obtient ainsi le tableau 3.1.

D�eriver l'adjoint d'un code parall�ele n'est donc th�eoriquement pas plus di�cile
que de d�eriver l'adjoint d'un code s�equentiel et peut s'automatiser de la même fa�con.
Nous �etudierons dans la partie 5.2 les performances de cette technique.

3.6 Conclusion

Nous avons rapell�e dans ce chapitre l'origine de l'assimilation de donn�ees jus-
qu'�a l'�emergence des deux types de m�ethodes employ�ees actuellement : le �ltre de
Kalman et l'assimilation variationnelle. Nous nous int�eressons dans le cadre de ce
travail �a cette deuxi�eme m�ethode. L'un de ses int�erêts est de permettre d'autres
applications que l'assimilation de donn�ees elle-même telles que l'estimation de pa-
ram�etres et l'analyse de sensibilit�e.

Nous avons ensuite montr�e comment d�evelopper un code adjoint, on constate que
ce n'est pas un processus tr�es compliqu�e. Il peut n�eanmoins devenir long et fastidieux
lorsque l'on veut l'appliquer �a de gros codes comme les mod�eles m�et�eorologiques ou
oc�eanographiques. Les �ecrire �a la main n�ecessite une validation �a chaque �etape et
conduit souvent �a beaucoup d'erreurs de typographie. Il est donc souhaitable que
ce processus soit automatis�e. Des travaux sur la di��erentiation automatique sont en
cours (voir [56]) mais ne sont pas encore su�samment avanc�es pour permettre une
utilisation vraiment automatique, une di�cult�e importante venant du passage des
param�etres d'une proc�edure �a une autre.
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Chapitre 4

Parall�elisation et couplage de

mod�eles

Le but de ce chapitre est de pr�esenter les di��erentes approches possibles
a priori pour parall�eliser la r�esolution du probl�eme d'assimilation de
donn�ees. Cela peut se faire �a plusieurs niveaux : au niveau des mod�eles
m�et�eorologiques direct et adjoint, au niveau de l'algorithme d'optimi-
sation ou en�n au niveau du probl�eme lui-même. Cela signi�era alors
transformer un probl�eme s�equentiel d'optimisation sans contraintes en
un ensemble de probl�emes d'optimisation relativement ind�ependants qui
pourront être r�esolus en parall�ele. On �etudiera plusieurs variantes de ces
trois approches tr�es g�en�erales et leur utilit�e dans le cadre du probl�eme
d'assimilation de donn�ees.

4.1 Parall�elisation des mod�eles

Lorsque l'on �etudie la r�epartition du temps de calcul entre les di��erentes phases
de l'ex�ecution d'un algorithme variationnel d'assimilation de donn�ees en m�et�eoro-
logie, on se rend compte que l'algorithme d'optimisation proprement dit demande
un tr�es faible pourcentage du temps total. En e�et, l'�evaluation de la fonction de
coût et de ses d�eriv�ees requi�erent l'int�egration du mod�ele m�et�eorologique et de son
adjoint (ainsi que l'adjoint au second ordre �eventuellement). L'algorithme de mi-
nimisation en lui-même n�ecessite en g�en�eral peu de calculs (un produit scalaire et
quelques mises �a jour de vecteurs dans le cas du gradient conjugu�e). On peut donc
se contenter de parall�eliser ces parties du code.

L'algorithme consistera donc �a it�erer deux phases successives :

{ Une phase de calcul de la fonction de coût et de ses d�eriv�ees. Cette phase peut
être parall�elis�ee.

{ Une phase d'optimisation proprement dite. Cette phase est peu coûteuse en
calculs mais n�ecessite le regroupement des valeurs de la fonction de coût et de
son gradient et la di�usion du nouvel it�er�e pour le calcul des valeurs suivantes.
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Le graphe de tâches correspondant �a cette m�ethode est repr�esent�e sur la �gure 4.1.

Remarque : Selon l'algorithme de minimisation utilis�e, on peut diminuer la taille des
messages du regroupement et de la di�usion en e�ectuant en parall�ele certaines
op�erations de mise �a jour des vecteurs et des produits scalaires partiels. On
peut ainsi arriver �a r�eduire la taille des messages �a quelques nombres r�eels
dans les meilleurs cas.

Initialisation

Calcul du pas de descente

Calcul de la direction de descente

Calcul de la direction de descente

Calcul du pas de descente

Fig. 4.1 - Graphe des tâches correspondant �a la parall�elisation des mo-
d�eles : la phase de calcul de la direction de descente utilise les mod�eles
direct et adjoints, elle est parall�ele; la phase de calcul du pas de descente
est centralis�ee sur un processeur.

Quel va être le comportement de cet algorithme lorsque le nombre de proces-
seurs augmente? La premi�ere �etape doit en principe prendre de moins en moins de
temps si les mod�eles directs et adjoints se parall�elisent bien. Le temps de calcul de la
deuxi�eme �etape ne doit pas varier, par contre son temps de communication va aug-
menter. Globalement, on aura donc une partie parall�ele dont le temps d'ex�ecution
diminue et une partie s�equentielle dont le temps d'ex�ecution augmente : l'acc�el�era-
tion devrait donc se d�egrader. Cette d�egradation sera sensible d�es que les temps de
regroupement et di�usion ne seront plus n�egligeables devant le temps d'int�egration
des mod�eles directs et adjoints.

Un avantage de cette m�ethode est que le mod�ele direct parall�ele est de toutes
fa�cons utile pour la pr�evision. On a vu que le d�eveloppement de l'adjoint d'un
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code parall�ele ne demande pas beaucoup plus de travail que le d�eveloppement du
code s�equentiel. Cette m�ethode a donc l'avantage d'être relativement peu coûteuse
�a mettre en �uvre et l'investissement r�ealis�e est r�eutilisable.

4.2 Algorithmes parall�eles d'optimisation sans

contraintes

Pour r�esoudre les probl�emes d'optimisation sans contraintes, il existe de nom-
breuses m�ethodes it�eratives. Apr�es avoir pr�ecis�e nos hypoth�eses de travail, nous
passerons en revue les principaux algorithmes et nous �etudierons leur parall�elisation
et leur application au probl�eme de l'assimilation de donn�ees.

4.2.1 G�en�eralit�es

De fa�con g�en�erale, le probl�eme de l'assimilation de donn�ees peut se ramener au
probl�eme d'optimisation sans contraintes :

Trouver u� 2 U tel que J(u�) = min
u2U

J(u):

o�u J : U = IRm ! IR est une fonctionnelle que l'on supposera di��erentiable, nous
pr�eciserons les hypoth�eses suppl�ementaires que doit v�eri�er J pour l'application de
chaque algorithme. Le but de ce paragraphe est de montrer dans quelle mesure cette
fonctionnelle peut se d�ecomposer en somme de fonctionnelles relativement ind�epen-
dantes.

Dans le cadre de l'assimilation de donn�ees, la fonctionnelle J peut s'�ecrire :

J(u) =
1

2

Z T

0

Z


kx(u)� xobsk2d
dt

o�u 
 est le domaine g�eographique sur lequel on fait l'assimilation des donn�ees. La
variable x est celle qui d�ecrit le syst�eme sur le domaine et l'intervalle de temps
consid�er�es, elle se nomme variable d'�etat. La variable u est celle par rapport �a
laquelle on e�ectue la minimisation, c'est la variable de contrôle. On peut d�ej�a
remarquer que les m�ethodes classiques de d�ecomposition ne s'appliquent pas ici �a
cause des d�ependances non locales induites par la relation qui lie x �a u.

Dans un premier temps, consid�erons que la fonction de coût est une fonction de
la variable d'�etat :

J(x) =
1

2

Z T

0

Z


kx� xobsk2d
dt;

la variable d'�etat appartenant �a un espace de fonctions donn�e (par exemple les
fonctions continues sur 
). On suppose que 
 se d�ecompose en n� 1 sous-domaines
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i tels que l'on puisse d�ecomposer l'int�egrale :

Z


kx� xobsk2d
 =

n�1X
i=1

Z

i

kxi � xobsi k2d
i;

o�u xi et xobsi sont les restrictions respectives des variables d'�etat x et des observations
sur le domaine 
i, on a alors

J(x) =
n�1X
i=1

Ji(xi) o�u Ji(xi) =
1

2

Z T

0

Z

i

kxi � xobsi k2d
idt:

Revenons maintenant �a la variable de contrôle u : la variable d'�etat x est en
fait une fonction de u 2 U , mais sa restriction �a un domaine 
i ne d�epend pas de
toutes les composantes du contrôle. En e�et, selon la m�ethode utilis�ee pour int�egrer
le mod�ele qui lie u �a x, la matrice de d�ependance de x par rapport �a u ne sera pas
pleine. Cette matrice aura une structure plus ou moins creuse selon le sch�ema de
discr�etisation spatial et la m�ethode d'int�egration temporelle utilis�es. Pour la suite,
on supposera que xi d�epend du contrôle sur 
i et sur une partie plus ou moins
importante des 
j que l'on notera 
ij pour i 6= j (voir un exemple �gure 4.2). On
note 
n;i la r�eunion des 
ij pour j 6= i et on pose :


n =
n�1[
i=1


n;i:


i 
j


ij 
ji

Fig. 4.2 - D�ependance entre les sous-domaines dans la d�ecomposition
de la fonction de coût.

La �gure 4.3 montre un exemple de ce que l'on peut obtenir dans le cas d'un
domaine 
 rectangulaire d�ecoup�e en sous-domaines 
i eux aussi rectangulaires. On
d�e�nit Ui = IRmi comme l'espace vectoriel des variables de contrôle d�e�nies sur

i � 
n pour i < n et sur 
n pour i = n. On remarquera que les 
i sont des
domaines g�eom�etriques (des r�egions g�eographiques dans le cas de l'assimilation de
donn�ees en g�eophysique) et que les Ui sont des espaces vectoriels de dimension mi
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i


n


j

Fig. 4.3 - Interpr�etation de la d�ecomposition de la fonction de coût : les

i sont d�elimit�es par les traits pleins, 
n est la r�egion gris�ee.

dans lesquels sont d�e�nies les variables de contrôle.

On a donc

Ji(xi) = Ji(ui; un) =
1

2

Z T

0

Z

i

kxi(ui; un)� xobs
i k2d
idt

o�u ui 2 Ui pour i 2 f1; : : : ; ng et les Ui sont tels que :

U =
nM

i=1

Ui:

La fonctionnelle �a minimiser peut donc se d�ecomposer en :

J(u) =
n�1X
i=1

Ji(ui; un):

Remarque : �Etant donn�e la forme de la relation qui lie u �a x dans le cas du contrôle
des conditions aux limites, c'est-�a-dire que x est solution d'une �equation di��e-
rentielle dont u est la condition initiale, plus l'intervalle de temps sur lequel on
e�ectue l'assimilation augmente, plus la zone qui d�etermine la valeur de x en
un point va s'�etendre, c'est-�a-dire plus 
n va recouvrir une partie importante
de 
. On pourra même avoir 
n = 
, ce qui conduira �a Un = U et la fonction
de coût ne se d�ecomposera plus.

4.2.2 Relaxation de type Gauss-Seidel

Algorithme

De mani�ere g�en�erale, on appelle m�ethode de Gauss-Seidel une m�ethode dans
laquelle on r�esout successivement un probl�eme par rapport �a l'une de ses variables, les
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autres �etant �x�ees. �Etant donn�ee la forme de la fonction de coût qui nous int�eresse,
cet algorithme va prendre une forme particuli�ere que nous pourrons exploiter. La
forme g�en�erale de ce type d'algorithme appliqu�e �a l'optimisation est :

uk+1i = arg min
ui2Ui

J(uk+11 ; : : : ; uk+1i�1 ; ui; u
k
i+1; : : : ; u

k
n);

formule que l'on it�ere sur i puis sur k. Avec les hypoth�eses que nous avons fait sur
la forme de J , cet algorithme s'�ecrit :8>>><

>>>:
uk+1i = arg min

ui2Ui

Ji(ui; u
k
n) si 1 � i � n� 1;

uk+1n = arg min
un2Un

J(uk+11 ; : : : ; uk+1n�1; un):

On constate que pour 1 � i � n�1 les probl�emes d'optimisation sont ind�ependants
et peuvent être r�esolus en parall�ele. Chacun de ces probl�emes se r�esout par un
algorithme de contrôle tels que ceux pr�esent�es dans le chapitre 3.

Convergence

Plusieurs th�eor�emes peuvent s'appliquer pour montrer que l'algorithme d�ecrit
ci-dessus converge. Nous en �enon�cons trois et nous d�emontrerons le dernier d'entre
eux car, même si les hypoth�eses qu'il suppose sont un peu plus restrictives, nous
verrons qu'il peut s'adapter �a d'autres cas.

Th�eoreme 4.1 Si J est elliptique alors la m�ethode de relaxation de Gauss-Seidel
converge.

Nous rappelons qu'une fonctionnelle J est elliptique si et seulement si elle est une
fois continuement d�erivable sur U et si il existe une constante � telle que

� > 0 et (rJ(u)�rJ(v); v� u) � �kv � uk2 8u; v 2 U:

Une d�emonstration de ce th�eor�eme composante par composante est donn�ee dans
[16], p.185, elle s'adapte sans di�cult�e au cas (( par blocs )).

Th�eoreme 4.2 Si J : IRm ! IR est continuement di��erentiable et convexe, si pour
tout i, J est une fonction strictement convexe de ui lorsque les autres composantes
sont �x�ees et si la suite engendr�ee par l'algorithme de Gauss-Seidel fukg est bien
d�e�nie, alors la limite de la suite fukg minimise J sur IRm.

La d�emonstration de ce th�eor�eme se trouve, par exemple, dans [8], p.220. Remar-
quons que ce th�eor�eme ne nous assure pas de l'existence des it�er�es successifs.

Th�eoreme 4.3 Si J : IRm ! IR est continuement di��erentiable, si il existe  un
r�eel positif tel que l'application F : IRm ! IRm d�e�nie par F (u) = u� rJ(u) soit
contractante, alors, il existe un unique u� qui minimise J sur IRm, l'algorithme de
Gauss-Seidel d�ecrit ci-dessus est bien d�e�ni (c'est-�a-dire qu'un minimum uki existe
�a chaque �etape) et la suite engendr�ee converge vers u� de mani�ere g�eom�etrique.
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Une d�emonstration de ce th�eor�eme est donn�ee dans [8], p.221. Nous la reprenons ici
en l'adaptant au probl�eme qui nous int�eresse.

Nous rappelons le th�eor�eme du point �xe dont nous nous servirons :

Th�eoreme 4.4 (Th�eor�eme du point �xe) Soit F : IRm �! IRm contractante
de module �. Alors F poss�ede un unique point �xe x� sur IRm et pour tout x0 2 IRm,
la suite fxkg engendr�ee par l'it�eration xk+1 = F (xk) converge vers x� de mani�ere
g�eom�etrique, c'est-�a-dire que :

kxk � x�k � �kkx0 � x�k 8k � 0:

Nous rappelons �egalement qu'une fonction F est dite contractante si et seulement
si il existe une constante � telle que

0 � � < 1 et kF (u)� F (v)k � �ku� vk 8u; v 2 U:

Nous reprenons pour cette d�emonstration les notations du paragraphe pr�ec�edent,
l'espace dans lequel on travaille est U = IRm, il se d�ecompose en n sous-espaces
Ui = IRmi . Tout �el�ement u 2 U peut donc s'�ecrire u = (u1; : : : ; un) o�u ui 2 Ui; 1 �
i � n. Dans toute la d�emonstration nous utiliserons la norme dite N1 d�e�nie par
kuk = max1�j�m jxjj dans U et kuiki = max1�j�mi

j(ui)jj dans Ui. On remarquera
que kuk = max1�i�n kuiki. U �etant de dimension �nie, toutes les normes sont �equi-
valentes donc nous ne restreignons pas la g�en�eralit�e de la d�emonstration.

D�emonstration : L'application F : IRm ! IRm d�e�nie par F (u) = u � rJ(u)
est contractante par hypoth�ese donc on peut appliquer le th�eor�eme du point
�xe et F poss�ede un unique point �xe u� sur U = IRm qui v�eri�e

u� = F (u�) = u� � rJ(u�);

donc

rJ(u�) = 0:

L'�equation d'Euler n'admet pas d'autre solution sinon cette solution serait
point �xe de F , donc il existe un unique u� 2 U = IRm qui minimise J sur U .

Soit Fi : U �! Ui qui a les mêmes composantes que F sur le sous-espace Ui.
Alors

kFi(u)� Fi(v)ki � kF (u)� F (v)k � �ku� vk;
donc Fi est contractante. Fixons maintenant l'indice i et soit u 2 U , on peut
�ecrire u = (ui; �u) o�u ui 2 Ui et �u 2 U?i . Pour �u �x�e, on d�e�nit F u

i : IRmi �!
IRmi par F u

i (vi) = Fi(u1; : : : ; ui�1; vi; ui+1; : : : ; un);8vi 2 Ui. On a alors :

kF u
i (vi)� F u

i (wi)ki � �k(vi; �u)� (wi; �u)k
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car Fi est contractante et

k(vi; �u)� (wi; �u)k = kvi � wiki
car toutes les autres composantes sont �egales. Donc F u

i est contractante pour
tout u 2 U et pour tout i. On peut appliquer le th�eor�eme du point �xe �a F u

i

sur Ui = IRmi , F u
i admet donc un unique point �xe sur Ui, c'est aussi l'unique

valeur qui minimise la fonctionnelle J sur Ui, les autres composantes de u �etant
�x�ees. Ceci montre que l'algorithme propos�e est bien d�e�ni, c'est �a dire que

uk+1i = arg min
ui2Ui

J(uk+11 ; : : : ; uk+1i�1 ; ui; u
k
i+1; : : : ; u

k
n)

existe �a chaque �etape.

On peut donc d�e�nir par r�ecurrence Gi : IR
m �! IRmi qui �a u 2 IRm associe

l'unique solution sur IRmi de

vi = Fi(G1(u); : : : ; Gi�1(u); vi; : : : ; un):

On d�e�nit alors l'application G : IRm �! IRm de composantes Gi. On a alors

kG(u) �G(v)k � kGi(u)�Gi(v)ki 1 � i � n

et

kGi(u)�Gi(v)k � �max
�
max
j<i

kGj(u)�Gj(v)kj;max
j�i

kuj � vjkj
�
:

Une r�ecurrence simple sur j montre que

kGj(u)�Gj(v)kj � �max
j
kuj � vjkj = �ku� vk 8j:

Donc, G est contractante et on peut appliquer le th�eor�eme du point �xe. La
suite (uk) engendr�ee par l'it�eration de G converge vers l'unique point �xe de G
de mani�ere g�eom�etrique. Or, d'apr�es la d�e�nition de G, c'est aussi le point �xe
de F donc la suite engendr�ee converge vers u� de mani�ere g�eom�etrique. Cette
m�ethode revient �a minimiser successivement F (ui; �u) sur IRmi, on reconnâ�t
l'algorithme de Gauss-Seidel.

Mise en �uvre

On suppose connues les valeurs de uki pour 1 � i � n. On suppose �egalement
que les donn�ees sont distribu�ees de telle mani�ere que uki soit stock�e sur le processeur
Pi. Une it�eration de l'algorithme propos�e s'�ecrit alors :

{ Diffuser ukn,

{ R�esoudre en parall�ele uk+1i = argminui2Ui
Ji(ui; ukn),
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{ Regrouper les uk+1i sur Pn,

{ R�esoudre uk+1n = arg minun2Un J(u
k+1
1 ; : : : ; uk+1n�1; un),

{ Tester la convergence et recommencer �eventuellement.

Deux probl�emes se posent alors : le coût en communication des op�erations de
di�usion et de regroupement et le coût en calcul de la r�esolution du probl�eme
minun2Un J(u

k+1
1 ; : : : ; uk+1n�1; un).

Pla�cons nous dans le cas de l'assimilation de donn�ees par le contrôle des condi-
tions initiales, le domaine global 
 �etant discr�etis�e sur une grille de taille N �M .
La variable de contrôle sur le domaine interface 
n est de taille O � (n(N +M)).
Donc lorsque le nombre de domaines augmente, on doit di�user et regrouper des
valeurs sur un plus grand nombre de processeurs et en plus la taille des donn�ees �a
di�user et regrouper augmente. On peut d�ej�a pr�evoir que les performances de cet
algorithme diminueront lorsque le nombre de processeurs augmentera.

Le deuxi�eme probl�eme qui se pose est la r�esolution du probl�eme d'optimisation
sur l'interface 
n. Ce probl�eme est de taille O(n� (N +M)), elle augmente avec le
nombre de processeurs. De plus, la forme du domaine est tr�es irr�eguli�ere. On peut
donc s'attendre �a un temps de r�esolution croissant. Cette �etape �etant de plus non
parall�ele, elle va faire chuter l'e�cacit�e de la parall�elisation.

En�n, un probl�eme important est la forme du domaine interface. Peu de mod�eles
sont pr�evus pour pouvoir être utilis�es sur un tel domaine ! Il faudra donc adapter
le mod�ele, ce qui peut demander un travail tr�es important au niveau du codage.
D'autre part, selon les m�ethodes num�eriques utilis�ees, un domaine aussi irr�egulier
peut rendre le mod�ele inutilisable. Le travail d'adaptation du mod�ele pourrait être
quasiment aussi coûteux que le d�eveloppement d'un nouveau mod�ele.

4.2.3 Relaxation de type Jacobi

Algorithme

Contrairement aux algorithmes de type Gauss-Seidel dans lesquels on r�esout
successivement un probl�eme par rapport �a chacune de ses variables, on peut d�e�nir
des algorithmes de type Jacobi dans lesquels on r�esoudra simultan�ement et ind�e-
pendamment les probl�emes par rapport �a chacune des variables, les autres �etant
�x�ees. Les probl�emes d'optimisation par rapport �a chacune des variables peuvent
alors �evidemment être r�esolus en parall�ele. Cela peut s'�ecrire sous forme d'it�eration :

u
(k+1)
i = arg min

ui2Ui

J(u
(k)
1 ; : : : ; u

(k)
i�1; ui; u

(k)
i+1; : : : ; u

(k)
n ):
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Dans le cas qui nous int�eresse, cet algorithme s'�ecrit :8>>><
>>>:

uk+1i = arg min
ui2Ui

Ji(ui; u
k
n) si 1 � i � n� 1;

uk+1n = arg min
un2Un

J(uk1; : : : ; u
k
n�1; un):

Chacun de ces probl�emes se r�esout par un algorithme de contrôle de la même
mani�ere que dans le cadre de la m�ethode de type Gauss-Seidel.

Convergence

Nous avons pour cet algorithme le même r�esultat de convergence que pour la
m�ethode de Gauss-Seidel. Nous le rappelons ici :

Th�eoreme 4.5 Si J : IRm ! IR est continuement di��erentiable, si il existe  un
r�eel positif tel que l'application F : IRm ! IRm d�e�nie par F (u) = u � rJ(u)
soit contractante, alors, il existe un unique u� qui minimise J sur IRm, l'algorithme
de Jacobi d�ecrit ci-dessus est bien d�e�ni (c'est-�a-dire qu'un minimum uki existe �a
chaque �etape) et la suite engendr�ee converge vers u� de mani�ere g�eom�etrique.

D�emonstration : Nous reprenons les notations de la d�emonstration de la conver-
gence de la m�ethode de Gauss-Seidel. Cette d�emonstration reste valable pour
les deux premi�eres �etapes, c'est-�a-dire l'existence et l'unicit�e du minimum de
J et l'existence et l'unicit�e de

u
(k+1)
i = arg min

ui2Ui
J(u

(k)
1 ; : : : ; u

(k)
i�1; ui; u

(k)
i+1; : : : ; u

(k)
n )

�a chaque �etape. On peut donc d�e�nir les fonctions Hi : IR
m �! IRmi qui �a

u 2 IRm associe l'unique solution de vi = F u
i (vi) sur IR

mi ainsi que l'application
H : IRm �! IRm dont les composantes sont les Hi. Soient u; v 2 IRm, d'apr�es
la d�e�nition de Hi on a

Hi(u) = Fi(u1; : : : ; ui�1;Hi(u); ui+1; : : : ; un);

Hi(v) = Fi(v1; : : : ; vi�1;Hi(v); vi+1; : : : ; vn):

Avec la norme choisie, cela donne :

kHi(u)�Hi(v)k � �max
�
kHi(u)�Hi(v)ki;max

j 6=i
kuj � vjkj

�
:

Et F est contractante donc � < 1 donc le maximum est forc�ement atteint dans
le second terme, donc

kHi(u)�Hi(v)k � �max
j 6=i

kuj � vjkj � �ku� vk;

donc H est contractante. Le th�eor�eme du point �xe s'applique et nous montre
queH poss�ede un unique point �xe sur IRm. D'apr�es la d�e�nition deH, ce point
�xe est aussi l'unique point �xe de F donc la suite engendr�ee converge vers
u� de mani�ere g�eom�etrique. Cette m�ethode revient �a minimiser simultan�ement
F uk

i (ui) sur IR
mi, on reconnâ�t l'algorithme de Jacobi.
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Mise en �uvre

L'int�erêt de cet algorithme par rapport �a celui de type Gauss-Seidel est qu'il
ne comporte pas d'�etape dissym�etrique : toutes les minimisations ont lieu en même
temps. Par contre, le coût de communication reste le même et comme on l'a d�ej�a
remarqu�e, le coût de la minimisation dans Un augmente rapidement, les charges de
calcul seront donc tr�es d�es�equilibr�ees. Pour y rem�edier, on peut grouper plusieurs
des autres minimisations sur un processeur, mais on se heurtera alors rapidement �a
des probl�emes de capacit�e m�emoire. On sait �egalement que cette m�ethode converge
g�en�eralement moins bien que celle de Gauss-Seidel. Les autres inconv�enients de la
m�ethode de Gauss-Seidel concernant la mise en �uvre subsistent.

4.2.4 M�ethodes de gradient et de Newton

Algorithmes

L'analyse que nous allons faire dans ce paragraphe s'applique �a toute une classe
d'algorithmes de minimisation it�eratifs dont les m�ethodes de :

Gradient : on entend par l�a les m�ethodes de descente dans la direction oppos�ee
au gradient, elles di��erent par le pas utilis�e. Les principales sont :

{ Gradient �a pas �xe : uk+1 = uk � �rJ(uk),

{ Gradient �a pas variable : uk+1 = uk � �krJ(uk)

{ Gradient �a pas optimal : uk+1 = uk � �(uk)rJ(uk) o�u

�(uk) = arg min
�2IR

J(uk � �rJ(uk))

Gradient conjugu�e : dans cette m�ethode, la direction de descente n'est plus le
gradient de la fonctionnelle mais une combinaison de ce gradient et de la
direction de descente pr�ec�edente de mani�ere �a ce que les directions de descente
successives soient conjugu�ees entre elles. Cela donne :8>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

dk = rJ(uk) +
krJ(uk)k2
krJ(uk�1)k2dk�1;

rk = arg min
r2IR

J(uk + rdk) =
(rJ(uk�1); dk)

(Adk; dk)
;

uk+1 = uk � rkdk:

Newton : cette m�ethode est bas�ee sur l'utilisation du Hessien de la fonctionnelle
�a minimiser qui doit être deux fois d�erivable. Une it�eration s'�ecrit :

uk+1 = uk � [r2J(uk)]
�1rJ(uk):

La suite de ce paragraphe s'appliquera �egalement aux m�ethodes de Newton
g�en�eralis�ees, c'est-�a-dire dans lesquelles on se contente d'approximer le Hessien
par une matrice plus simple �a inverser.
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Convergence

Les d�emonstrations de convergence de ces m�ethodes sont classiques, on peut les
trouver par exemple dans [16], chapitres 7 et 8.

Parall�elisation

Un point commun �a toutes ces m�ethodes est que l'on a besoin de connâ�tre la
valeur du gradient de la fonctionnelle �a minimiser au point courant pour calculer
l'it�er�e suivant. Dans le cadre de l'assimilation de donn�ees, on a vu au chapitre 3 que
l'on dispose du mod�ele adjoint pour calculer ce gradient (ainsi que du mod�ele ad-
joint du second ordre pour calculer le Hessien dans le cas de la m�ethode de Newton).
Le gradient est donc obtenu par int�egration r�etrograde d'une �equation d'�evolution
que l'on peut parall�eliser. Dans le cas de la m�ethode de Newton nous retrouvons
l'algorithme du paragraphe 4.1.

Le reste de ces algorithmes est essentiellement constitu�e de mises �a jour de vec-
teurs et de calculs de produits scalaires. Comme nous l'avons d�ej�a vu au paragraphe
4.1, leur coût est tr�es faible par rapport �a celui du calcul du gradient et leur paral-
l�elisation est relativement peu e�cace. Cela conduira �a de mauvaises performances
si le coût de cette partie du code devient non n�egligeable par rapport �a l'int�egration
parall�ele des mod�eles, ce qui ne sera vraisemblablement jamais le cas avec un mod�ele
d'atmosph�ere ou d'oc�ean r�ealiste, nous �etudierons ce cas plus en d�etail au chapitre
5.1.

4.2.5 M�ethodes de relaxation asynchrones

M�ethodes asynchrones

Un inconv�enient des m�ethodes de relaxation d�e�nies jusque l�a est qu'elles sont
synchrones, c'est-�a-dire que tous les processeurs e�ectuent en même temps la même
it�eration. Or, certains peuvent r�esoudre le probl�eme local qu'ils ont �a traiter plus vite
que les autres. On peut donc envisager des m�ethodes dans lesquelles on commence
sans attendre l'it�eration suivante avec les informations disponibles. Cela introduit
�evidemment un d�ecalage des processeurs en nombre d'it�erations d'o�u l'appellation
(( asynchrone )) de ce type de m�ethode. L'int�erêt de cette approche en parall�elisme
est que les processeurs sont toujours actifs, la di�cult�e est l'inutilit�e �eventuelle de
cette activit�e.

Algorithme g�en�eral de relaxation asynchrone

On peut g�en�eraliser les m�ethodes de Gauss-Seidel et de Jacobi vues dans ce cha-
pitre en d�e�nissant des versions asynchrones de ces algorithmes. Autrement dit, on
peut laisser un processeur qui, pour une raison quelconque, a termin�e une it�era-
tion en commencer une autre avec les valeurs les plus r�ecentes dont il dispose en
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provenance des autres processeurs. On peut l'�ecrire sous la forme :

uki+1i = arg min
ui2Ui

J(uk11 ; : : : ; u
ki�1
i�1 ; ui; u

ki+1
i+1 ; : : : ; u

kn
n ):

La notation u
kj
j repr�esente la derni�ere valeur connue de la variable uj. Elle d�epend

du nombre d'it�erations e�ectu�ees par le processeur j mais aussi du temps de com-
munication entre les processeurs i et j.

Convergence

On peut montrer que ce type d'algorithme appliqu�e �a la recherche d'un point �xe
d'une fonction converge sous des hypoth�eses assez restrictives (voir [8], chapitre 6).
On montre notamment que l'algorithme de gradient asynchrone pour la minimisa-
tion d'une fonctionnelle converge si le Hessien de cette fonctionnelle est �a diagonale
dominante.

On peut montrer que cet algorithme converge avec les mêmes hypoth�eses que
pour les d�emonstrations de convergence des algorithmes de Gauss-Seidel et Jacobi
si on ajoute une condition d'asynchronisme partiel, c'est-�a-dire si on borne l'�ecart
maximal en nombre d'it�erations entre deux processeurs (voir [8], chapitre 7, partie
7.5).

Application �a l'assimilation de donn�ees

Dans l'application qui nous pr�eoccupe, la fonctionnelle �a minimiser peut se d�e-
composer en :

J(u) =
n�1X
i=1

Ji(ui; un)

o�u ui 2 Ui pour i 2 f0; : : : ; ng. Nous pouvons appliquer l'algorithme pr�ec�edent �a
cette fonctionnelle, on obtient :8>>><

>>>:
uk+1i = arg min

ui2Ui

Ji(ui; u
kn
n ) si 1 � i � n� 1;

uk+1n = arg min
un2Un

J(uk11 ; : : : ; u
kn�1
n�1 ; un):

L�a encore, chacun des probl�emes sera r�esolu par un algorithme de contrôle tels
que ceux pr�esent�es dans le chapitre 3.

Mise en �uvre

Nous allons retrouver les mêmes probl�emes pour appliquer cette m�ethode que
ceux rencontr�es pour les algorithmes de relaxation classiques. La principale di�cult�e
est due �a la dissym�etrie entre les domaines. Il semble que cette version apporte une
r�eponse au probl�eme du d�es�equilibre de charge mais en fait, l'�ecart entre le nombre
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d'it�erations sur le domaine ((interface)) et les autres risque d'augmenter tr�es vite.
Sachant qu'un bon algorithme d'assimilation de donn�ees converge apr�es une dizaine
d'it�erations, on risque de faire beaucoup d'it�erations pour rien sur les domaines
r�eguliers avant d'avoir fait quelques it�erations sur l'interface. Cette approche ne
semble donc pas tr�es int�eressante dans le cadre de l'assimilation de donn�ees.

4.3 Utilisation de la trajectoire

4.3.1 Contrôle de la variable d'�etat

De la même mani�ere qu'au paragraphe 4.2.1, on consid�ere J comme une fonction
de la variable d'�etat. On a vu qu'elle peut alors s'�ecrire :

J(x) =
n�1X
i=1

Ji(xi) o�u Ji(xi) =
1

2

Z T

0

Z

i

kxi � xobsi k2d
idt:

On notera V l'espace des fonctions du domaine d'assimilation 
 �a valeurs dans IR.
Soit H le sous-ensemble de V constitu�e des valeurs possibles de la variable d'�etat
du syst�eme. Le probl�eme d'assimilation des donn�ees s'�ecrit alors :

Trouver x� 2 H tel que J(x�) = min
x2H

J(x):

D'autre part, soit Hi l'ensemble des restrictions sur 
i des �el�ements de H. Consi-
d�erons alors le probl�eme :8><

>:
Trouver �xi 2 Hi tel que Ji(�xi) = min

xi2Hi

Ji(xi) 8i 2 f1; : : : ; ng

�x = (�x1; : : : ; �xn) 2 H:

Remarque : �x = (�x1; : : : ; �xn) signi�e que �x est d�e�ni sur 
 par �x = �xi sur 
i pour
tout i.

Alors
Ji(�xi) � Ji(x

�
i ); 8i 2 f1; : : : ; ng:

Comme on a impos�e la contrainte �x 2 H, on a :

nX
i=1

Ji(�xi) = J(�x)

et
J(�x) � J(x); 8x 2 H:

donc �x est donc solution du probl�eme initial.

Les deux probl�emes que nous venons de formuler sont �equivalents. Nous pouvons
donc, dans ce cas simple, d�ecomposer un probl�eme d'optimisation en un ensemble
de probl�emes coupl�es de taille plus petite avec contraintes.
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4.3.2 Contrôle r�ealiste

Dans les probl�emes qui nous int�eressent en assimilation de donn�ees, l'hypoth�ese
selon laquelle on peut d�ecomposer la fonction de coût en fonctions locales n'est pas
v�eri��ee. En e�et, dans ce type de probl�emes, la fonction de coût doit être consid�er�ee
comme une fonction des variables de contrôle et non des variables d'�etat. On peut
g�en�eralement mettre la fonction de coût sous la forme :

J(u) =
1

2

Z T

0

Z


kx(u)� xobsk2d
dt:

La variable d'�etat x d�epend de la variable de contrôle par l'interm�ediaire d'un sys-
t�eme (repr�esentant un mod�ele atmosph�erique par exemple) qui n'est ni lin�eaire ni
local. Pour une meilleure estimation de l'erreur commise, on doit �egalement intro-
duire dans la fonction de coût la matrice de covariance d'erreur C. La fonction de
coût s'�ecrit alors :

J(u) =
1

2

Z T

0

Z


kC:x(u)� xobsk2d
dt:

Cette matrice �etant en th�eorie pleine, on a un deuxi�eme facteur de non localit�e de
la fonction de coût, c'est-�a-dire un deuxi�eme facteur qui nous empêche d'�ecrire l'in-
t�egrale sous la forme d'une somme d'int�egrales sur des sous-domaines.

On peut essayer de se ramener �a un ensemble de probl�emes avec contraintes
comme dans le cas pr�ec�edent. La contrainte doit int�egrer tout ce qui n'est pas local
�a un sous-domaine, elle devient de ce fait tr�es di�cile �a exprimer.

4.3.3 Application

On peut garder la fonction de coût comme une fonction de la variable d'�etat. On
inclura alors dans les contraintes le fait qu'elle doit être solution du mod�ele. Cela
donne la formulation suivante :8>>>><

>>>>:

Trouver x� 2 H tel que J(x�) = min
x2H

J(x);

H =

(
x 2 V tel que

dx

dt
= F (x)

)

Sous cette forme, on peut d�ecomposer l'int�egrale, le probl�eme s'�ecrit alors :8>>>><
>>>>:

Trouver x�i 2 Hi tel que J(x�i ) = min
xi2Hi

Ji(xi);

Hi =

(
xi 2 Vi tel que

dxi
dt

= Fi(x1; : : : ; xi; : : : ; xn)

)

La contrainte peut aussi s'�ecrire 'i(x) = 0 avec

'i(x) =
dxi
dt

� Fi(x1; : : : ; xi; : : : ; xn):



98 CHAPITRE 4. PARALL�ELISATION ET COUPLAGE DE MOD�ELES

Les probl�emes qui se posent alors sont des probl�emes d'optimisation avec contraintes
que l'on peut traiter avec des algorithmes di��erents de ceux rencontr�es jusque l�a.
On peut par exemple utiliser les algorithmes suivants :

P�enalit�e : On peut formuler chacun de ces probl�emes sous une forme p�enalis�ee :
on cherche x�" qui minimise la fonctionnelle

J "
i (xi) = Ji(xi) +

1

"
k'i(x1; : : : ; xn)k;

et on a lim"�!0 x
�
" = x�:

Dualit�e : On peut aussi formuler ces probl�emes sous forme de recherche du point
selle de :

L(x; p) =
nX

i=1

Ji(xi) +

 
p;

nX
i=1

'i(x1; : : : ; xn)

!
:

Ce probl�eme se r�esout alors par un algorithme tel que celui d'Uzawa.

Lagrangien augment�e : Une autre approche possible est l'utilisation de la m�e-
thode du Lagrangien augment�e qui consiste �a r�esoudre un probl�eme de point
selle pour

L(x; p) =
nX

i=1

Ji(xi) +

 
p;

nX
i=1

'i(x1; : : : ; xn)

!
+

c

2
k'i(x1; : : : ; xn)k2:

Un probl�eme important de cette approche est le calcul de 'i avec les (xj)j 6=i

connus. �Etant donn�e la forme de 'i, il faut int�egrer le mod�ele utilis�e pour connâ�tre
la valeur de cette fonction. Ce calcul devra être fait sur le domaine complet et sera
dans la plupart des cas beaucoup trop coûteux pour pouvoir être r�ep�et�e sur tous les
processeurs �a chaque pas de la minimisation. On a d�ecompos�e la fonction de coût
mais la contrainte reste globale. Cette approche n'est donc pas int�eressante dans le
cadre du calcul parall�ele.

4.4 Couplage et assimilation

4.4.1 Couplage de mod�eles

Un probl�eme qui se pose actuellement pour faire une bonne assimilation de don-
n�ees est qu'un uide g�eophysique ne peut pas être consid�er�e comme un milieu isol�e.
La pr�evision de son �evolution requiert donc la connaissance de l'�evolution de ces
interfaces avec les milieux environnants. De nombreux travaux de recherche sont
actuellement en cours dans le domaine du couplage de mod�eles pour mieux prendre
en compte ces ph�enom�enes. Par mod�eles coupl�es on entend :

{ Couplage entre plusieurs milieux physiques distincts comme, par exemple,
l'oc�ean et l'atmosph�ere ou l'atmosph�ere et le sol.
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{ Couplage entre deux mod�eles de même nature (m�et�eorologiques par exemple)
mais d'�echelles di��erentes. On peut coupler un mod�ele global avec un mod�ele
local pour faire de la pr�evision avec une meilleure pr�ecision sur une r�egion
donn�ee et prendre en compte l'inuence des ph�enom�enes de grande �echelle.

{ On peut aussi coupler des mod�eles de même r�esolution mais adapt�es �a des
r�egions voisines de caract�eristiques di��erentes comme une r�egion sur la mer et
une r�egion terrestre.

{ On peut coupler des mod�eles qui s'appliquent sur le même domaine mais qui
sont de nature di��erente comme un mod�ele m�et�eorologique et un mod�ele chi-
mique. Cela permet d'�etudier par exemple la dispersion d'un produit polluant
et son e�et sur l'atmosph�ere (�etude de l'ozone).

{ On peut aussi consid�erer l'utilisation d'un même mod�ele sur plusieurs do-
maines contigus, c'est-�a-dire la d�ecomposition de domaine comme une forme
de couplage.

{ Une combinaison de ces di��erents types de couplages.

L'interface peut être g�eom�etrique comme c'est le cas de l'interface entre l'oc�ean
et l'atmosph�ere (dans ce cas, il faut prendre en compte les �echanges d'�energie et
d'humidit�e) ou dans le cas de l'interface entre deux mod�eles sp�eci�ques d'un même
milieu adapt�e �a des r�egions voisines. Mais, elle peut aussi être plus abstraite, on
peut par exemple consid�erer le couplage d'un mod�ele m�et�eorologique avec un mo-
d�ele de chimie pour �etudier la pollution. Dans ce cas, l'interface est constitu�ee par
les �echanges d'�energie. Quelle que soit l'interface, le couplage de mod�ele doit être
r�ealis�e pour obtenir une pr�evision plus �ne.

Nous proposons ici de consid�erer la m�ethode de d�ecomposition de domaines
comme un cas particulier (simple) du couplage de mod�ele. Nous avons vu au chapitre
3 que les m�ethodes adjointes nous permettent de contrôler les conditions initiales
mais aussi tout autre param�etre d'un mod�ele. Nous pouvons donc contrôler ses
((interfaces)) avec un autre mod�ele.

4.4.2 Contrôle des interfaces

On a vu au paragraphe 3.4.6 que l'on peut utiliser le même mod�ele adjoint pour
contrôler les conditions initiales d'un mod�ele mais aussi n'importe lequel de ses para-
m�etres. Nous pouvons donc appliquer cette technique pour contrôler les ((interfaces))
de ce mod�ele.

On suppose que l'�evolution de l'atmosph�ere est donn�ee par :8>><
>>:

dx

dt
= F (x; v)

x(0) = u
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o�u x repr�esente la variable d'�etat du mod�ele , u est la condition initiale et v la
condition aux interfaces du mod�ele. v peut repr�esenter des grandeurs tr�es diverses.
Dans le cas d'un mod�ele atmosph�erique coupl�e avec un mod�ele d'oc�ean, v peut
repr�esenter la temp�erature de l'eau �a la surface de l'oc�ean telle qu'elle est fournie
par le mod�ele d'oc�ean, dans le cas inverse, il peut repr�esenter la vitesse du vent
pr�evue par le mod�ele m�et�eorologique �a la surface de l'oc�ean. v peut aussi être un
champ de temp�erature que l'on passe d'un mod�ele m�et�eorologique �a un mod�ele
chimique. Ce param�etre peut aussi repr�esenter une condition aux limites dans le cas
d'une d�ecomposition de domaines. On cherche les conditions u et v minimisant :

J(u; v) =
1

2

Z T

0
kC:x(u; v)� xobsk2
dt

Pour une perturbation h, le syst�eme lin�eaire tangent s'�ecrit :8>>><
>>>:

dx̂

dt
=

"
@F

@x

#
:x̂+

"
@F

@v

#
:hv

x̂(0) = hu

Soit p solution du syst�eme adjoint :8>>><
>>>:

dp(t)

dt
+

"
@F

@x

#�
:p(t) = C�:

�
C:x(t)� xobs(t)

�

p(t) = 0

En multipliant cette �equation par x̂(t) et en int�egrant par parties, on obtient :

� (p(0); hu)�
 "

@F

@v

#�
p; hv

!
= Ĵ(u; v; h)

Donc les composantes du gradient sont :8>>><
>>>:

ruJ = �p(0)

rvJ = �
"
@F

@v

#�
:p

Le calcul est le même qu'au paragraphe 3.4.6.rvJ est utilis�e pour optimiser le choix
des conditions aux interfaces v. Le syst�eme adjoint reste le même que dans les autres
cas d�ej�a rencontr�es, on applique un op�erateur di��erent aux variables adjointes, ici
cet op�erateur est : "

@F

@v

#�
:

Cette m�ethode peut donc s'appliquer quelles que soit les interfaces qui nous
int�eressent, la seule modi�cation �a apporter sera de changer l'op�erateur �a appliquer
�a la variable adjointe pour obtenir le gradient.
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4.4.3 Assimilation de donn�ees pour mod�eles coupl�es

Nous avons vu comment contrôler les interfaces d'un mod�ele donn�e. Voyons com-
ment appliquer ceci au cas de plusieurs mod�eles coupl�es qui interagissent. Consid�e-
rons un ensemble de mod�eles :8>><

>>:
dxi

dt
= Fi(xi; vij)

xi(0) = ui

o�u, pour i 2 f1; � � � ; Ng, xi est la variable d'�etat pour le mod�ele i et vij est la
variable d'�etat du mod�ele i �a l'interface entre les mod�eles i et j. La fonction de coût
pour l'assimilation de donn�ees associ�ee �a chaque mod�ele peut alors être d�e�nie par :

Ji(ui; vi) =
1

2

Z T

0
kCi:xi(ui; vi)� xobs

i k2
i
:

On peut r�ealiser l'assimilation de donn�ees sur ces mod�eles en parall�ele puisqu'ils
sont, pour l'instant, ind�ependants. Nous devons maintenant r�ealiser le couplage entre
ces mod�eles. Pour cela, nous proposons d'ajouter �a la fonction de coût un terme de
couplage qui mesure l'�ecart entre les mod�eles aux interfaces :

J 0
i(vi) =

1

2

X
j 6=i

Z T

0
kCij:vi � Cji:vjk2�ij

o�u Cij et Cji repr�esentent des op�erateurs qui permettent de passer des variables
d'�etat aux interfaces �a un espace convenable pour mesurer l'�ecart entre les mod�eles.
Dans ce coût, le terme Cji:vj est une donn�ee qui provient du mod�ele j, on contrôle
le terme Cij:vi. La fonction de coût totale pour le mod�ele i est donc :

Ji(ui; vi) =
1

2

2
4Z T

0
kCi:xi � xobs

i k2
i
+
X
j 6=i

Z T

0
kCij:vi �Cji:vjk2�ij

3
5 :

Cette modi�cation de la fonction de coût entrâ�ne un changement du second membre
du syst�eme adjoint qui devient :

8>>><
>>>:

dpi
dt

+

"
@Fi

@xi

#�
:pi = C�

i

�
Cixi � xobs

i

�
+ C�

ij (Cij:vi � Cji:vj)

pi(T ) = 0

Et on a toujours

rviJi = �
"
@Fi

@xi

#�
:pi:

Le terme que l'on ajoute �a la fonction de coût peut prendre di��erentes formes selon
la relation qui lie les mod�eles aux interfaces. Cela peut être une relation de continuit�e
des champs, de conservation d'�energie, etc... mais le principe reste le même.



102 CHAPITRE 4. PARALL�ELISATION ET COUPLAGE DE MOD�ELES

4.4.4 Cas de la d�ecomposition de domaine

Dans le cadre g�en�eral du couplage de mod�eles, on travaille avec des mod�eles
di��erents. On peut minimiser l'�ecart aux interfaces de la même mani�ere que l'�ecart
entre la solution contrôl�ee et l'observation car il est impossible d'avoir une �egalit�e
stricte aux interfaces. Par contre, dans le cas de la d�ecomposition de domaine, on
peut imposer comme contrainte que les interfaces co��ncident exactement, ce qui
s'exprime par une relation du type :

8><
>:

Trouver (u�i ; v
�
i ) = arg min

u;v
Ji(u; v);

'ij(vij; vji) = 0;

o�u 'ij est une fonction qui mesure l'�ecart aux interfaces entre les mod�eles.

On retrouve ainsi une formulation proche de celle obtenue au paragraphe 4.3.
L'expression de la fonction 'ij est moins complexe que celle rencontr�ee alors mais
elle n'est toujours pas locale. De plus, on doit r�esoudre une s�erie de probl�emes avec
contraintes, ce qui n�ecessite sur chaque domaine la connaissance des vji qui �evoluent.
On utilisera donc un algorithme it�eratif pour r�esoudre un probl�eme �a (( contraintes
variables )), ce qui pose des probl�emes de convergence non r�esolus.

4.5 Algorithme d'assimilations coupl�ees

Un algorithme parall�ele consiste donc en une it�eration du processus d'assimilation
de donn�ees dans chaque sous-domaine avec un �echange des conditions aux limites
entre deux it�erations. L'algorithme est :

1. Choisir une condition initiale ((�a la main)).

2. Int�egrer le mod�ele direct de 0 �a T , stocker la trajectoire (donne Jn).

3. Int�egrer le mod�ele adjoint de T �a 0 (int�egration r�etrograde, donne rJn).

4. Si krJ(un)k � " arrêter.

5. Calculer une direction de descente Dn (Newton, gradient conjugu�e, ...).

6. Calculer le pas de descente �n tel que :

J(un + �nDn) = min
�

J(un + �Dn)

7. Mettre �a jour la condition initiale : un+1 = un + �nDn.

8. �Echanger les valeurs aux interfaces avec les domaines voisins.

9. It�erer.
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Un int�erêt de cet algorithme est qu'il demande peu de modi�cations pour obtenir un
code parall�ele �a partir d'un code s�equentiel existant. Ces modi�cations consistent �a
modi�er la fonction de coût et �a ajouter l'�echange des valeurs aux interfaces entre
deux it�erations de l'algorithme de minimisation.

4.6 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, pass�e en revue les di��erentes approches possibles
pour parall�eliser le probl�eme de l'assimilation de donn�ee variationnelle. Nous avons
distingu�e trois classes de parall�elisation possibles.

La premi�ere consiste �a utiliser des mod�eles directs et adjoints parall�eles dans un
algorithme classique. Elle devrait donner de bons r�esultats si les mod�eles se paral-
l�elisent bien et si la phase de minimisation proprement dite reste n�egligeable (en
temps d'ex�ecution) par rapport �a l'int�egration des mod�eles. Un avantage majeur de
cette approche est la r�eutilisation possible du mod�ele parall�elis�e pour la pr�evision
elle-même.

La deuxi�eme approche nous a conduit �a une d�ecomposition de domaine incluant
un domaine interface �a partir de laquelle nous pouvons d�e�nir des m�ethodes de
relaxation de type Gauss-Seidel, Jacobi ou asynchrones. Deux inconv�enients impor-
tants ressortent de cette �etude : la d�e�nition compliqu�ee du domaine interface peut
poser de s�erieux probl�emes, �a la fois sur le plan num�erique et informatique, pour
int�egrer les mod�eles directs et adjoints. D'autre part, l'algorithme construit �a partir
de cette approche est naturellement d�es�equilibr�e en calculs.

La derni�ere approche consiste �a d�ecomposer le domaine d'assimilation, �a consi-
d�erer sur chaque domaine une restriction du mod�ele et �a coupler les domaines par
le biais du contrôle des conditions aux limites de chaque sous-domaine. Le princi-
pal avantage de cette approche est qu'elle se g�en�eralise de mani�ere imm�ediate pour
s'appliquer au probl�eme de l'assimilation de donn�ees pour des mod�eles coupl�es. Elle
ouvre donc la porte �a une nouvelle classe d'applications de plus en plus importantes
sur le plan pratique.



104 CHAPITRE 4. PARALL�ELISATION ET COUPLAGE DE MOD�ELES



105

Chapitre 5

Application au mod�ele de Shallow

Water

Dans ce chapitre, nous pr�esentons l'application des m�ethodes de pa-
rall�elisation du chapitre pr�ec�edent au mod�ele de Shallow water. Nous
commencerons par une courte pr�esentation de ce mod�ele puis nous �etu-
dierons sa parall�elisation ainsi que celle de son code adjoint et les per-
formances obtenues. Nous pr�esenterons ensuite plusieurs algorithmes pa-
rall�eles d'assimilation de donn�ees et comparerons leurs performances.

5.1 Le mod�ele de Shallow-Water

Ce mod�ele est largement utilis�e en m�et�eorologie et en oc�eanographie car il tient
compte de la plupart des degr�es de libert�e physiques (y compris les ondes gravita-
tionnelles) pr�esents dans les mod�eles tridimensionnels plus sophistiqu�es. Il est moins
coûteux en calcul et on peut esp�erer que son comportement sera similaire �a celui de
ces mod�eles, c'est pourquoi il est souvent utilis�e pour tester de nouvelles m�ethodes
avant de les appliquer �a un syst�eme plus complexe.

5.1.1 Les �equations de Shallow-Water

Le syst�eme des �equations du mod�ele de Shallow-Water est un syst�eme non lin�eaire
d'�equations aux d�eriv�ees partielles du premier ordre. C'est un mod�ele bidimensionnel
d'�evolution de l'atmosph�ere ou de l'oc�ean. Il suppose que le uide consid�er�e est
homog�ene, incompressible et sans viscosit�e. Les �equations peuvent s'�ecrire sous la
forme:8>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

@u

@t
+ u

@u

@x
+ v

@u

@y
� fv +

@�

@x
= 0

@v

@t
+ u

@v

@x
+ v

@v

@y
+ fu+

@�

@y
= 0

@�

@t
+ u

@�

@x
+ v

@�

@y
+ �

 
@u

@x
+

@v

@y

!
= 0

(5.1)
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o�u f est le param�etre repr�esentant la force de Coriolis, u et v sont les composantes
du vent et � est le g�eopotentiel. Tous les calculs sont discr�etis�es en espace par
un sch�ema de di��erences �nies centr�ees et un sch�ema explicite ((saute-mouton)) en
temps.

5.1.2 Observations

Pour mener �a bien tous les essais d�ecrits dans ce chapitre, nous utiliserons des
observations synth�etiques. Ces observations seront engendr�ees par le mod�ele d�ecrit
ci-dessus. Les conditions initiales utilis�ees pour cela seront donn�ees par la formule
de Grammeltvedt :

h = h0 + h1 tanh

 
9(y � y0)

2D

!
+ h2 sinh

 
9(y � y0)

D

!
sin

�
2�x

L

�

avec � = gh, h0 = 2000m, h1 = �220m, h2 = 133m, g = 10m.s�2 et f = 10�4 s�1.
L et D sont les dimensions du domaine de calcul, y0 = D=2 est le milieu du domaine.
Les champs de vitesse initiaux sont d�eriv�es du champ de hauteur initial par la
relation g�eostrophique :

u = � g

f

@h

@y

v =
g

f

@h

@x

Les conditions aux limites seront p�eriodiques dans la direction est-ouest et �a
composante normale du vent nulle au nord et au sud.

Le r�esultat de l'int�egration du mod�ele dans ces conditions sera stock�e et tiendra
lieu d'observations. Le point de d�epart des di��erentes assimilations e�ectu�ees sera
obtenu en perturbant al�eatoirement les conditions initiales et les conditions aux
limites dans une proportion de 10 % sur les composantes du vent et le g�eopotentiel.

5.1.3 Le probl�eme test

Le domaine physique consid�er�e est de 6000 km sur 4400 km. La fonction de coût
sera :

J =Wu

X�
Uobs � U

�2
+Wv

X�
V obs � V

�2
+W�

X�
�obs � �

�2
o�u Uobs; V obs; et �obs sont les valeurs des observations, Wu;Wv;W� sont des co-
e�cients de pond�eration de valeurs respectives 10�2; 10�2 et 10�6. Ces coe�cients
peuvent d�ependre du point et de l'instant consid�er�e, ils repr�esentent alors la con�ance
que l'on accorde �a une observation. Le crit�ere d'arrêt pour tous les essais pr�esent�es
sera :

kgkk � 10�4 � kg0k
o�u gk est le gradient apr�es k it�erations et g0 le gradient initial.
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5.1.4 Impl�ementation

Tous les programmes parall�eles test�es dans ce chapitre ont �et�es �ecrits en Fortran
77 standard et utilisent la biblioth�eque PVM (voir chapitre 2) pour les �echanges
de messages. L'avantage principal de cette solution est la portabilit�e du code. Cela
permet aussi d'atteindre de bonnes performances puisque les compilateurs Fortran
sont tr�es e�caces sur toutes les machines et que les constructeurs de machines pa-
rall�eles proposent depuis peu des versions optimis�ees de PVM pour leurs machines
(voir �egalement chapitre 2).

En Fortran 77, les choix de discr�etisation pr�ecis�es plus haut pour le mod�ele de
Shallow water donnent le code suivant :

DO J=2,MM1

DO I=2,NM1

IP1=I+1

IM1=I-1

JP1=J+1

JM1=J-1

AA= (U(IP1,J,K)-U(IM1,J,K))*(U(IP1,J,K)-U(IM1,J,K))*HX

BB= (V(I,JP1,K)-V(I,JM1,K))*(V(I,JP1,K)-V(I,JM1,K))*HY

CC= (U(IP1,J,K)+U(IM1,J,K))*(V(IP1,J,K)-V(IM1,J,K))*HX

DD= (V(I,JP1,K)+V(I,JM1,K))*(V(I,JP1,K)-V(I,JM1,K))*HY

PHIX= (PHI(IP1,J,K)-PHI(IM1,J,K))*HHX

PHIY= (PHI(I,JP1,K)-PHI(I,JM1,K))*HHY

FU= F(I,J)*U(I,J,K)

FV= F(I,J)*V(I,J,K)

PHIU= (PHI(IP1,J,K)*U(IP1,J,K)-PHI(IM1,J,K)*U(IM1,J,K))*HHX

PHIV= (PHI(I,JP1,K)*V(I,JP1,K)-PHI(I,JM1,K)*V(I,JM1,K))*HHY

U(I,J,KFUTURE)= U(I,J,KPASS) -DT*(AA+BB+PHIX-FV)

V(I,J,KFUTURE)= V(I,J,KPASS) -DT*(CC+DD+PHIY+FU)

PHI(I,J,KFUTURE)= PHI(I,J,KPASS) -DT*(PHIU+PHIV)

ENDDO

ENDDO

Le coût de calcul correspondant �a cette impl�ementation est de 26 additions et 21
multiplications par point de discr�etisation. Il faut y ajouter le calcul de la fonction
de coût, c'est-�a-dire 9 additions et 6 multiplications par point. On arrive donc �a un
total de 62 op�erations par point. Le coût de calcul du syst�eme adjoint est de 75
additions et 79 multiplications soit 154 op�erations ottantes par point.



108 CHAPITRE 5. APPLICATION AU MOD�ELE DE SHALLOW WATER

5.2 Parall�elisation directe

Dans ce premier essai de parall�elisation, nous �etudions les performances que
l'on peut obtenir en utilisant un mod�ele parall�ele dans un algorithme d'assimilation
de donn�ees; c'est-�a-dire que l'algorithme d'assimilation de donn�ees est classique,
on remplace seulement le code du mod�ele m�et�eorologique et son adjoint par leur
�equivalent parall�ele. En d'autres termes, on parall�elise le calcul de la fonction de
coût et de ses d�eriv�ees.

5.2.1 Parall�elisation du mod�ele

Nous parall�elisons le mod�ele d�ecrit au paragraphe 5.1 en utilisant une d�ecompo-
sition de domaine dans les deux directions est-ouest et nord-sud. On distribue alors
chaque sous-domaine �a un processeur. �A chaque pas de temps, les processeurs char-
g�es de sous-domaines voisins devront �echanger les valeurs des champs aux interfaces
pour continuer l'int�egration du mod�ele. L'algorithme consiste donc simplement �a
it�erer les deux �etapes d�ecrites ci-dessous :

Lire les conditions initiales,

It�erer sur le nombre de pas de temps:

Calculer les valeurs des champs,
�Echanger les valeurs aux interfaces avec les sous-domaines

voisins.

Pour am�eliorer les performances de la parall�elisation, on peut commencer le
calcul par les valeurs des champs aux interfaces et les envoyer. Pendant le temps
de propagation des messages, on e�ectue le calcul �a l'int�erieur des sous-domaines, �a
la �n du calcul, on peut traiter les messages provenant des processeurs voisins qui
sont arriv�es entre temps. On peut ainsi esp�erer masquer le temps de propagation
des messages. L'algorithme correspondant peut s'�ecrire :

Lire les conditions initiales,

It�erer sur le nombre de pas de temps:

Calculer les valeurs des champs aux interfaces,

Envoyer les valeurs aux interfaces aux sous-domaines voisins,

Calculer les valeurs des champs �a l'int�erieur du sous-domaine,

Recevoir les valeurs aux interfaces des sous-domaines voisins.

On parall�elise alors les codes lin�eaire tangent et adjoints au premier et second
ordre en utilisant la m�ethode d�ecrite au paragraphe 3.5.7.

5.2.2 Performances des mod�eles

Les performances obtenues par cette m�ethode sont donn�ees sur les �gures 5.1 et
5.2. On constate plusieurs ph�enom�enes sur ces �gures. Tout d'abord, on obtient une
meilleure e�cacit�e pour l'int�egration parall�ele du mod�ele de Shallow water et de
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son adjoint sur le Cray T3D que sur l'IBM SP1. Ensuite, sur ces deux machines, les
performances obtenues lors de l'int�egration du mod�ele adjoint sont meilleures que
pour l'int�egration du mod�ele direct. En�n, on constate que, dans tous les cas, le re-
couvrement des communications par le calcul n'apporte pas d'am�elioration sensible.
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Fig. 5.1 - E�cacit�e en fonction du nombre de processeurs sur T3D.

100

0

20

40

60

80

1 2 4 8 16
0

20

40

60

80

100

168421

Sans recouvrement Avec recouvrement

Mod�ele AdjointMod�ele Direct

Fig. 5.2 - E�cacit�e en fonction du nombre de processeurs sur SP1.

Les r�esultats obtenus sur le Cray sont meilleurs car le rapport entre la vitesse
de calcul et la vitesse de communication est plus faible. Il faut prendre garde �a ces
r�esultats d'e�cacit�e qui ne re�etent pas compl�etement les performances de ces deux
machines. Les temps d'ex�ecution sont sensiblement les mêmes sur les deux machines
avec 4 processeurs. L'int�egration est plus rapide sur le SP1 avec moins de processeur
car la vitesse de calcul devient pr�epond�erante, elle est plus rapide sur le T3D avec
8 processeurs ou plus car alors la vitesse de communication devient le facteur pr�e-
pond�erant (voir tableau 5.1). On peut noter ici que les temps d'ex�ecution sur l'IBM
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SP1 pr�esentent de tr�es fortes variations d'une ex�ecution �a l'autre, cela est dû aux
perturbations induites par le syst�eme d'exploitation de la machine qui comporte un
syst�eme UNIX complet par processeur. Ce ph�enom�ene n'apparâ�t pas sur le Cray
T3D car le syst�eme d'exploitation sur chaque n�ud a �et�e r�eduit au minimum(micro-
noyau).

Nombre de SP1 T3D
Processeurs Direct Adjoint Direct Adjoint

1 800 1850 1420 3440
2 610 1220 700 1750
4 480 740 370 800
8 480 610 210 430
16 730 1030 140 240

Tab. 5.1 - Meilleur temps d'ex�ecution sur SP1 et T3D en ms

L'e�cacit�e obtenue est meilleure dans le cas du mod�ele adjoint car le temps de
calcul est plus important. L'e�cacit�e peut se calculer comme le rapport du temps
de calcul sur le temps total d'ex�ecution du programme parall�ele. Lorsque l'on passe
du mod�ele direct �a son adjoint, on augmente la quantit�e de calculs sans rien changer
d'autre, l'e�cacit�e augmente donc.

En ce qui concerne le recouvrement des communications par le calcul, sur le
Cray, on sait que la vitesse de calcul du processeur est faible par rapport au d�ebit
du r�eseau de communication. La dur�ee des communications est donc proportion-
nellement tr�es faible (moins de 10 ms sur 140 ms avec 16 processeurs) même sans
recouvrement, il n'y a rien �a gagner par cette technique.

Sur l'IBM au contraire, les processeurs sont tr�es rapides par rapport au r�eseau.
Le temps d'ex�ecution du mod�ele direct sur 16 processeurs est d'environ 760 ms,
c'est-�a-dire 19 ms par pas de temps. On peut mesurer plus pr�ecis�ement les temps
que prennent les di��erentes phases, on obtient les valeurs suivantes :

{ 0.835 ms de calcul (pour un pas de temps),

{ 0.146 ms pour l'empaquetage d'un message,

{ 0.507 ms pour l'envoi d'un message,

{ 0.081 ms pour le d�epaquetage d'un message,

{ 15.2 ms d'attente des messages par pas de temps.

Que se passe-t-il lorsqu'on recouvre les communications par le calcul? La seule partie
que l'on peut recouvrir est le temps d'attente des messages, les temps d'empaquetage,
de d�epaquetage et d'envoi des messages ne peuvent pas être recouverts. Pour faire ce
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recouvrement, on peut utiliser le temps de calcul sur l'int�erieur d'un domaine, c'est-�a-
dire 0.730 ms. On gagne donc 0.730 ms par pas de temps soit 29 ms au total. Le temps
d'ex�ecution du mod�ele direct avec recouvrement des communications est de 0.730
ms, tout se passe donc bien commepr�evu mais la quantit�e de calcul disponible pour le
recouvrement est trop faible pour que l'am�elioration soit signi�cative. Pour le mod�ele
adjoint, il y a un peu plus d'op�erations �a e�ectuer, le r�esultat est tr�es l�eg�erement
meilleur.On peut retenir de ces essais que pour esp�erer obtenir un masquage e�cace,
il faut au minimum que le calcul dure aussi longtemps que les communications. Cela
signi�e que pour un mod�ele peu coûteux, le nombre optimal de processeurs est faible.

5.2.3 Assimilation

Dans ce paragraphe, nous mettons en application les mod�eles parall�eles que nous
venons de tester dans un algorithme d'assimilation de donn�ees. Nous utilisons pour
cet essai un algorithme de Newton tronqu�e. Pour cet essai, nous faisons une assimi-
lation sur 40 pas de temps de 90 secondes, soit 1 heure, et une discr�etisation spatiale
de 122 � 122 points. La dimension de la variable de contrôle est alors 100800. Pour
10 it�erations de cet algorithme et 10 pas de gradient conjugu�e �a chaque �etape, nous
obtenons les performances du tableau 5.2.

Nb de Processeurs 1 4
Temps total (sec.) 392.8 369.9
Temps CPU (sec.) 365.6 322.6

Tab. 5.2 - Assimilation de donn�ees avec les mod�eles parall�eles sur IBM SP1

Ceci nous donne donc une e�cacit�e tr�es faible (27 %). Dans les mêmes conditions,
l'e�cacit�e respective des mod�eles directs et adjoint est de 42% et 63%. Nous perdons
de l'e�cacit�e car l'algorithme de gradient conjugu�e n�ecessite le calcul de produits
scalaires qui est une op�eration trop coûteuse en communications et qui conduit �a ce
mauvais r�esultat.

5.2.4 Conclusion

Les r�esultats pr�esent�es ici sont relativement mauvais. Il faut cependant les nuan-
cer un peu car la même m�ethode appliqu�ee �a un mod�ele plus complexe donc plus
coûteux en calcul donnerait de meilleurs r�esultats. En e�et, sur le SP1 avec 16 pro-
cesseurs, le temps d'ex�ecution total (760 ms) se d�ecompose en 34 ms de calcul, 36 ms
pour l'empaquetage et le d�epaquetage des messages, 81 ms pour l'envoi des messages
et 610 ms d'attente. Nous retrouvons donc bien l'e�cacit�e de la courbe 5.2 :

34

727 + 34
= 5%:

Imaginons maintenant un mod�ele plus sophistiqu�e qui demande non pas 62 mais
1200 op�erations par point de grille (nous sommes encore tr�es en dessous d'u mod�ele
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r�eel comme ARPS qui demande environ 5850 op�erations par points dans la version
4.0). Nous aurons alors un temps de calcul d'environ 650 ms et un temps total de
ms. L'e�cacit�e devient :

650

727 + 650
= 47%:

L'e�cacit�e est donc augment�ee de fa�con signi�cative. Mais, on peut �egalement uti-
liser avec pro�t la m�ethode de recouvrement des communications. Dans ce cas, les
610 ms d'attente seront enti�erement masqu�ees par les 650 ms de calcul. Le temps
total sera donc de 767 ms et on atteindra

650

767
= 85%

d'e�cacit�e.

De même, le temps d'ex�ecution des produits scalaires dans l'algorithme du gra-
dient conjugu�e deviendra faible par rapport au temps total et la parall�elisation de
l'assimilation de donn�ees sera performante.

N�eanmoins, ces exp�eriences con�rment qu'un bon algorithme s�equentiel peut ne
pas être adapt�e �a une impl�ementation parall�ele. Il faut donc rechercher des algo-
rithmes mieux adapt�es aux architectures parall�eles.

5.3 Couplage de sous domaines

Cette partie est consacr�ee �a l'�etude des performances de la parall�elisation par
couplage des sous-domaines tel que nous l'avons pr�esent�e au chapitre 4. Nous d�ecou-
pons le domaine de calcul de la même mani�ere que pr�ec�edemment mais l'algorithme
d'assimilation est ex�ecut�e sur chaque sous-domaine avec un terme de p�enalisation
pour forcer la r�egularit�e de la solution entre les domaines.

5.3.1 Exemple de r�esultat num�erique

Nous pr�esentons ici un r�esultat pour une discr�etisation de 21 � 31 points qui
permet de visualiser le type de r�esultat que l'on peut obtenir avec cet algorithme.
La p�eriode d'assimilation �etant de 30 pas de 120 secondes, c'est-�a-dire une heure. La
condition initiale perturb�ee avant assimilation est repr�esent�ee sur la �gure 5.3. La
�gure 5.4 montre le r�esultat obtenu sur 6 sous-domaines de taille 11�11 avec un point
de recouvrement aux interfaces. On constate que les limites des sous-domaines ne
sont pas perceptibles, ce qui donne un aper�cu de la validit�e de l'algorithme parall�ele.

5.3.2 Probl�eme �a taille constante

Le test qui suit a �et�e r�ealis�e sur une p�eriode d'assimilation de 30 pas de 90
secondes avec un domaine global de taille 121 � 121. La dimension de la variable
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Fig. 5.3 - Condition initiale perturb�ee.

de contrôle est alors de 85323. Nous pr�esentons ici les r�esultats obtenus sur IBM SP1.

Dans le tableau 5.3, la colonne Pas de Newton indique le nombre d'it�erations
de la m�ethode de Newton tronqu�ee qui ont �et�e n�ecessaires �a la convergence, la co-
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Fig. 5.4 - Condition initiale apr�es optimisation.

lonne Gradient indique le nombre total de pas de gradient conjugu�e qui correspond
au nombre d'int�egrations du syst�eme adjoint au second ordre. Les deux colonnes
suivantes indiquent les erreurs maximales sur le vent et le g�eopotentiel apr�es mini-
misation. Le temps �ecoul�e est le temps total d'ex�ecution de l'algorithme, le temps
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Nb. de Pas de Gradient Erreur max. Temps (sec.) Util. E�.
Processeurs Newton (SOA) u

2 + v
2 � �ecoul�e CPU (%) (%)

1 5 28 7.9E-2 1.5E+1 80.8 77.7 - -
1x2=2 5 60 4.8E-1 6.9E+1 83.8 83.0 97.0 48.2
2x1=2 5 42 4.3E-1 6.1E+1 62.1 61.5 98.7 65.1

4 5 75 5.6E-1 7.5E+1 63.9 52.3 79.3 31.6
3x2=6 5 77 4.6E-1 8.6E+1 38.1 37.5 90.9 35.3
2x3=6 5 81 7.5E-1 8.5E+1 46.0 37.8 75.3 29.3
2x4=8 6 121 5.0E-1 6.5E+1 49.7 41.5 70.4 20.3
4x2=8 5 77 4.3E-1 7.2E+1 28.8 28.2 89.7 35.1

9 5 82 5.4E-1 8.8E+1 26.8 25.9 88.7 33.5
4x3=12 5 99 4.8E-1 7.3E+1 44.6 22.5 40.3 15.1
3x4=12 5 96 5.7E-1 9.4E+1 37.0 23.4 49.4 18.2

16 5 84 5.3E-1 7.3E+1 29.8 15.3 45.1 16.9
4x5=20 5 91 5.3E-1 7.4E+1 25.9 13.2 43.2 15.6

25 6 120 4.3E-1 6.6E+1 27.1 15.0 43.1 11.9
5x6=30 6 123 3.3E-1 5.4E+1 27.6 11.8 34.9 9.8
6x5=30 5 86 4.8E-1 6.6E+1 19.6 8.8 38.9 13.7

Tab. 5.3 - R�esultats du probl�eme �a taille constante.

CPU est le maximum des temps d'ex�ecution sur les di��erents processeurs. Les deux
derni�eres colonnes donnent les pourcentages d'utilisation des processeurs et l'e�ca-
cit�e du programme parall�ele. Le pourcentage d'utilisation repr�esente le pourcentage
de temps pendant lesquels les processeurs ont �et�e actifs pendant le d�eroulement
du programme (les phases d'initialisation et d'entr�ees/sorties ne sont pas prises en
compte). Sa valeur est donn�ee par :

U =

P
Nproc

TCPU

Nproc � TEcoule :

On constate sur la �gure 5.5 que ce pourcentage devient tr�es faible au del�a de 10
processeurs. Cela peut s'expliquer de deux fa�cons : soit le temps de communication
est trop important par rapport au temps de calcul, soit le calcul est trop d�es�equili-
br�e entre les processeurs. Comparons les �gures 5.6 et 5.7 qui repr�esentent les dia-
grammes de Gantt des ex�ecutions avec 9 et 16 processeurs, chaque ligne repr�esente le
temps d'activit�e (en noir) et d'inactivit�e (en blanc) d'un processeur. Le pourcentage
d'utilisation donn�e dans le tableau 5.3 est �equivalent au pourcentage de surface noir
dans le diagramme. L'utilisation est bonne avec 9 processeurs (88.7%), on v�eri�e
sur la �gure 5.6 que tous les processeurs sont actifs la majeure partie du temps.
L'intervalle de temps entre la �n d'une �etape de minimisation et le d�ebut de la sui-
vante est tr�es faible : le temps de communication n'est donc pas le probl�eme. Avec
16 processeurs, l'utilisation est beaucoup plus faible (45.1%), ce qui est con�rm�e par
la �gure 5.7. L'information suppl�ementaire que nous apporte ce diagramme est que
seulement 3 processeurs restent actifs une grande partie du temps. Les autres sont
bloqu�es en attente des valeurs aux interfaces : le calcul est tr�es mal �equilibr�e.
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Fig. 5.5 - Utilisation des processeurs

Un autre facteur peut inuencer l'�equilibrage de la charge. Avec 8 processeurs
par exemple, on peut d�ecomposer le domaine de deux mani�eres di��erentes (4 do-
maines dans la direction est-ouest, 2 dans la direction nord-sud ou bien le contraire).
On constate dans le tableau 5.3 que le nombre d'it�erations et a fortiori le temps de
calcul n'est pas le même dans les deux cas. Les donn�ees et la mani�ere de r�epartir les
domaines ont une grande inuence sur l'�equilibrage de la charge.

Malheureusement, ce probl�eme n'est pas facile �a r�esoudre. La premi�ere id�ee qui
vient �a l'esprit est de diminuer la taille des domaines o�u la convergence est la plus
lente pour augmenter les autres. Mais la vitesse de convergence peut changer com-
pl�etement si on modi�e les domaines comme cela a �et�e montr�e avec 8 processeurs.
Une autre solution serait de d�e�nir plus de sous-domaines que nous avons de pro-
cesseurs. La charge pourrait alors être g�er�ee en d�epla�cant les sous-domaines d'un
processeur �a un autre dynamiquement. En appliquant cela, nous devons toutefois
prendre garde �a ne pas trop augmenter la charge totale de calcul due au traitement
des interfaces, utiliser des sous-domaines trop petits sera certainement p�enalisant
par cet aspect.

Dans les deux cas, une di�cult�e suppl�ementaire vient du fait que la vitesse de
convergence sur un même sous-domaine peut varier d'une it�eration �a l'autre de la
m�ethode de Newton, même sans changer la d�e�nition des sous-domaines. On peut
constater cela sur la �gure 5.7. Le temps de calcul pour le processeur 7 entre le
quatri�eme et le cinqui�eme pas de Newton est augment�e d'un facteur environ 6. Sur
ce sous-domaine, la convergence �etait la plus rapide �a la quatri�eme it�eration et de-
vient l'une des plus lentes �a l'it�eration suivante alors qu'aucune modi�cation n'est
intervenue.
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Fig. 5.6 - Diagramme de Gantt avec 9 processeurs

Fig. 5.7 - Diagramme de Gantt avec 16 processeurs

Tous ces facteurs expliquent l'e�cacit�e relativement m�ediocre que l'on atteint
avec cet algorithme. Nous testons dans le paragraphe suivant le même algorithme
en distribuant 2 sous-domaines par processeur avec une num�erotation rouge-noir.
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5.3.3 Algorithme rouge-noir

Dans cette partie nous proposons une m�ethode pour am�eliorer l'�equilibrage de
charge de notre algorithme parall�ele. Elle consiste �a colorier les sous-domaines avec
un coloriage de type ((rouge-noir)) et �a a�ecter un domaine rouge et un domaine
noir �a chaque processeur. La di��erence avec l'essai pr�ec�edent est que nous avons une
phase de communication chaque fois qu'un pas de minimisation a �et�e r�ealis�e sur la
moiti�e des sous-domaines. Pour une it�eration donn�ee, la seconde moiti�e des sous-
domaines commence une �etape de minimisation avec plus d'information que dans la
version pr�ec�edente de l'algorithme. Les r�esultats sur le SP1 sont donn�es ci-dessous :

Nb. de Nb. de Pas de Gradient Temps (sec.) Util. E�.
Proc. Domaines Newton (SOA) �ecoul�e CPU (%) (%)

1 1 5 28 80.8 77.7 - -
2 4 5 78 105.3 54.2 92.4 38.4
4 2x4=8 6 93 67.6 32.9 80.5 29.9
4 4x2=8 5 81 60.5 29.7 82.2 33.4
5 9 6 103 67.6 32.2 70.5 23.9
8 16 6 95 44.2 17.3 67.0 22.9

R�esultats du probl�eme �a taille constante
par la m�ethode rouge-noir.

Le premier r�esultat que l'on constate dans ce tableau est que l'e�cacit�e reste du
même ordre de grandeur que dans le paragraphe pr�ec�edent. Le fait de grouper deux
sous-domaines sur un seul processeur ne change rien au probl�eme de l'�equilibrage
de charge (cela se v�eri�e sur la �gure 5.8). Tant que nous n'aurons aucun moyen
de pr�evoir la charge relative des di��erents sous-domaines, nous ne saurons pas les
r�epartir de mani�ere �equitable.

Le second r�esultat que l'on obtient est que le nombre d'it�erations pour un sous-
domaine donn�e peut être plus important qu'il ne l'�etait avec la premi�ere m�ethode.
Plus pr�ecis�ement, on peut voir sur les �gures 5.9 et 5.10 que le nombre d'it�erations
augmente pour les sous-domaines qui se trouvent dans le groupe des sous-domaines
par lesquels on commence le calcul et d�ecrô�t pour les autres.

5.3.4 Probl�eme �a charge constante

Ce paragraphe est consacr�e aux r�esultats obtenus en augmentant la taille du
probl�eme (c'est-�a-dire de la grille de discr�etisation) proportionnellement au nombre
de processeurs. On garde ainsi une charge constante sur les processeurs (en terme
de coût m�emoire et de temps CPU n�ecessaire �a l'int�egration des syst�emes directs
et adjoints). Ces essais ont �et�e r�ealis�es sur une p�eriode de 6 heures (120 pas de 180
secondes). La taille du probl�eme de minimisation sur chaque processeur est gar-
d�ee constante, la dimension de la variable de contrôle �etant 28443. Les tableaux 5.4
et 5.5 donnent les r�esultats obtenus pour di��erents essais sur IBM SP1 et Cray T3D.



5.3. COUPLAGE DE SOUS DOMAINES 119

Fig. 5.8 - Diagramme de Gantt pour 16 sous-domaines sur 8 processeurs

1
2

3
4 1

2

3

4
60

65
70
75

80
85

Fig. 5.9 - Nombre d'it�erations par sous-domaine.

Nombre de Pas de Gradient Erreur max.
Processeurs Newton (SOA) u2 + v2 �

1 4 27 1.1E-2 2.0E0
4 5 31 1.3E-2 2.1E0
9 5 42 2.0E-2 3.9E0
16 5 45 4.3E-2 6.8E0

Tab. 5.4 - R�esultats de convergence.
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Fig. 5.10 - Nombre d'it�erations par sous-domaine en utilisant la m�ethode
rouge-noir.

Nombre de IBM SP1 Cray T3D
Processeurs �ecoul�e CPU �ecoul�e CPU

1 8.8 8.7 19.7 18.7
4 12.6 12.1 23.6 22.5
9 16.7 15.3 - -
16 17.9 16.9 33.1 31.5

Tab. 5.5 - Temps de calcul.

On constate sur le premier tableau que la pr�ecision obtenue est du même ordre de
grandeur lorsque le nombre de processeurs augmente. Le nombre d'it�erations avant
convergence augmente faiblement, cette augmentation n'est pas tr�es importante par
rapport �a l'augmentation de la taille du probl�eme global trait�e. Ce tableau montre
donc la validit�e de l'algorithme. Le second tableau montre les temps de calcul ob-
tenus sur l'IBM SP1 et le Cray T3D. Les temps d'ex�ecution sont proportionnels au
nombre d'it�erations r�ealis�ees sur les deux machines. Nous remarquons que le SP1
est sensiblement plus rapide que le T3D, cela est dû aux vitesses relatives atteintes
sur les processeurs de ces deux machines. Les meilleures performances du T3D en
communication n'apportent pas d'am�elioration ici car elles ne sont pas le facteur
d�eterminant.

Les r�esultats de ce paragraphe semblent meilleurs que ceux obtenus dans les
paragraphes pr�ec�edents. Cela est en partie dû au fait que la p�eriode d'assimilation
n'est pas la même et que cela modi�e la vitesse de convergence de l'algorithme.
L'�equilibrage de charge est meilleur,mêmeavec 16 processeurs. Un autre bon r�esultat
est que l'algorithme parall�ele nous permet de traiter des probl�emes d'une taille que
nous ne pouvons pas atteindre avec le programme s�equentiel �a cause des contraintes
de m�emoire.
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5.3.5 Conclusion

L'algorithme parall�ele que nous pr�esentons ici est mal �equilibr�e en terme de
charge de calcul. Il nous faudrait utiliser des m�ecanismes de r�egulation dynamique
de la charge pour les am�eliorer. Mais, dans le probl�eme que nous consid�erons, nous
n'avons pas de crit�ere permettant d'�evaluer a priori le coût d'une it�eration sur un
sous-domaine. Ce coût d�epend fortement des donn�ees initiales, du r�esultat de l'it�e-
ration pr�ec�edente et des valeurs aux interfaces provenant des sous-domaines voisins.

Le dernier essai nous montre cependant que cette m�ethode peut être utilis�ee
avec de bonnes performances pour r�esoudre certains probl�emes. La di�cult�e r�eside
dans la d�etermination des probl�emes pour lesquels cet algorithme sera e�cace, les
nombreux facteurs qui interviennent n'�etant pas tous connus avant l'ex�ecution.

5.4 D�ecomposition en temps

Dans cette partie, nous faisons �egalement une d�ecomposition du domaine de
calcul mais cette fois dans la direction du temps. Nous couplons des mod�eles sur
le même domaine g�eographique mais sur des p�eriodes de temps di��erentes, l'inter-
face est donc constitu�ee des conditions initiales et �nales. Nous couplons alors les
sous-domaines par le même algorithme que dans la partie pr�ec�edente : l'�echange des
conditions aux limites est remplac�e par un �echange des conditions initiales et �nales
entre deux sous-domaines successifs.

Nous pr�esentons ici les r�esultats obtenus pour deux variantes de l'algorithme : une
version synchrone dans laquelle une phase d'�echange des conditions initiales et �nales
a lieu entre chaque pas de la m�ethode de Newton et une version asynchrone dans
laquelle, �a la �n de chaque pas, un processeur donn�e prend en compte les messages
qui sont arriv�es pendant le calcul du pas pr�ec�edent et e�ectue le pas suivant sans
n�ecessairement attendre les messages du processeur qui le pr�ec�ede ou le suit. Il se
peut aussi que l'un ou les deux processeurs adjacents aient envoy�e plusieurs messages
car ils ont e�ectu�e plusieurs it�erations, tous les messages sont alors pris en compte.
Cette variante permet a priori de minimiser les temps d'attente et donc d'augmenter
le temps d'activit�e (( utile )) des processeurs.

5.4.1 Performances

Nous nous int�eressons dans un premier temps �a l'assimilation de donn�ees sur une
p�eriode de 8 heures pour un domaine discr�etis�e en 21�21 points. Nous d�ecomposons
ce domaine dans la direction du temps, chaque processeur aura donc la charge du
domaine complet sur une p�eriode de temps plus courte. Les r�esultats de ces essais
sont pr�esent�es sur les �gures 5.11, 5.12 et 5.13.
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Fig. 5.11 - E�cacit�e de la d�ecomposition de domaine dans la direction du temps.
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Fig. 5.12 - Nombre maximum de pas de gradient conjugu�e.

Le premier r�esultat que l'on constate (voir �gure 5.11) est que l'e�cacit�e de cette
m�ethode reste sup�erieure �a 100 % de 2 �a 16 processeurs pour les deux impl�ementa-
tions de l'algorithme. Pourtant, la taille du probl�eme a �et�e choisie pour que même
avec un seul processeur il n'y ait pas de probl�eme de m�emoire (et donc de temps
de swap inutile). L'algorithme utilis�e est donc meilleur que l'algorithme de r�ef�erence
dans ce cas.

La �gure 5.12 montre le nombre maximumd'it�erations de gradient conjugu�e r�ea-
lis�ees par processeur au cours de l'assimilation. On pouvait s'attendre �a ce qu'une
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Fig. 5.13 - Nombre de pas de gradient conjugu�e par processeur.

it�eration dure moins longtemps en parall�ele mais que le nombre d'it�erations varie
peu, or on constate que ce nombre diminue fortement. Avec un seul processeur, on
doit r�esoudre un probl�eme d'optimisation de taille 74271, ce qui n�ecessite 20 pas de
Newton et 224 pas de gradient conjugu�e au total. Avec 8 processeurs par exemple,
on doit r�esoudre 8 probl�emes d'optimisation de taille 10431, ce qui demande 9 pas de
Newton et 40 it�erations de gradient conjugu�e au maximum.On a donc 5.5 fois moins
d'it�erations et une it�eration coûte 7 fois moins d'o�u une acc�el�eration th�eorique de 38
(32 en r�ealit�e �a cause du coût des communications et des tests du crit�ere d'arrêt).

L'ajout �a la fonction de coût d'un terme de continuit�e entre les sous-domaines
qui varie d'un pas �a l'autre devrait perturber la convergence de l'algorithme de mini-
misation. On constate que cette perturbation est su�samment faible pour conserver
l'avantage que procure la r�eduction de la taille du probl�eme.

La �gure 5.13 nous montre, pour 16 processeurs, la distribution du nombre d'it�e-
rations de gradient conjugu�e sur les processeurs. On constate que la version asyn-
chrone est plus d�es�equilibr�ee, c'est ce qui explique sa moins bonne e�cacit�e. On
peut aussi remarquer que plus le nombre de processeurs augmente et plus la m�e-
thode asynchrone perd de son e�cacit�e par rapport �a la m�ethode synchrone. On
notera aussi que plus on utilise de processeurs et plus le comportement de la m�e-
thode asynchrone est chaotique d'une ex�ecution �a l'autre. On peut trouver dans le
tableau 5.6 des exemples de r�esultats obtenus sur 16 processeurs pour r�esoudre le
même probl�eme. Le cas qui se produit le plus souvent (plus de 90 % des cas) est le
premier dans le tableau, malheureusement, c'est aussi le moins bon. Sur le SP1, ce
comportement chaotique est renforc�e par les perturbations de la machine dues au
syst�eme d'exploitation.
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Temps Newton Gradient Acc�el�eration
(secondes) Min Max Moy

5.5 10 39 73 45 36.6
4.3 10 32 45 41 46.8
5.2 9 31 66 41 38.7
2.3 4 20 28 27 87.4
4.8 8 25 60 40 41.9
4.5 10 32 45 40 44.7
5.1 10 32 66 44 39.4
5.2 9 30 57 38 38.7
4.8 9 32 62 41 41.9

Tab. 5.6 - Exemples de performances sur 16 processeurs.

5.4.2 Extensibilit�e

Dans ce paragraphe, nous nous int�eressons �a une assimilation de donn�ees sur un
domaine de taille 41 � 41 et nous gardons une p�eriode d'une heure par processeur,
c'est-�a-dire que la p�eriode d'assimilation augmente avec le nombre de processeurs.
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Fig. 5.14 - Extensibilit�e de la d�ecomposition en temps

Les �gures 5.14 et 5.15 repr�esentent, toujours pour les deux variantes de l'al-
gorithme, le temps et le nombre d'it�erations de gradient conjugu�e en fonction du
nombre de processeurs. On constate que le temps d'ex�ecution est proportionnel �a
ce nombre d'it�erations sauf avec deux processeurs. On remarque �egalement que la
m�ethode synchrone se montre la plus performante �a partir de 4 processeurs. En�n,
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Fig. 5.15 - Extensibilit�e de la d�ecomposition en temps

on remarque que le temps d'ex�ecution reste constant �a partir de trois processeurs
pour la m�ethode synchrone: avec un processeur il n'y a aucune interface �a prendre
en compte, avec deux processeurs, chacun doit prendre en compte une interface
et �a partir de trois processeurs, chacun d'eux a au plus deux interfaces �a prendre
en compte. Ceci montre la tr�es bonne extensibilit�e de cet algorithme. Cela signi�e
que l'on peut augmenter la dur�ee de la p�eriode d'assimilation et que si l'on aug-
mente proportionnellement le nombre de processeurs, on aura un temps de r�eponse
constant.

5.4.3 Conclusion

Les r�esultats pr�esent�es dans cette partie sont meilleurs que ceux obtenus en
d�ecomposant le domaine de calcul en espace, mais, il ne faut pas g�en�eraliser ce r�e-
sultat. En e�et, on peut rencontrer le même ph�enom�ene pour une d�ecomposition
domaine en espace lorsque la p�eriode d'assimilation est tr�es courte : la dimension de
la variable interface sera alors petite devant la dimension de la variable de contrôle
d�ecompos�ee. Cette explication reste �a con�rmer dans un plus grand nombre de cas
et surtout avec des mod�eles plus sophistiqu�es que celui utilis�e ici.

Cet exemple montre �egalement que même pour une ex�ecution parall�ele, un algo-
rithme synchrone est parfois pr�ef�erable �a sa version asynchrone : il est inutile d'it�erer
trop une minimisation locale sans informations globales suppl�ementaires.
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5.5 Conclusion

Nous avons montr�e ici que la parall�elisation ouvre �egalement de nouvelles pers-
pectives dans le domaine du couplage de mod�eles. Ce point devient de plus en plus
important dans l'am�elioration souhait�ee de la pr�ecision des pr�evisions. L'algorithme
propos�e est assez e�cace pour être appliqu�e avec succ�es �a une certaine classe de
probl�emes. N�eanmoins, il sera n�ecessaire de l'adapter �a chaque cas particulier en
fonction de la con�guration des mod�eles et des �echelles de temps et d'espace utilis�es.

A�n d'am�eliorer les r�esultats donn�es ici, il serait n�ecessaire d'�etudier une version
asynchrone de l'algorithme incluant un m�ecanisme de r�egulation dynamique de la
charge. Ce probl�eme est compliqu�e par le caract�ere impr�evisible de la charge de
calcul d'une it�eration �a l'autre.

En�n, une extension importante reste �a valider dans le cas du couplage de mo-
d�eles di��erents.
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Chapitre 6

Un mod�ele r�eel : ARPS

Dans ce chapitre, nous pr�esentons le mod�ele m�et�eorologique ARPS (Ad-
vanced Regional Prediction System) qui est un mod�ele r�egional con�cu
pour la pr�evision des tornades. Nous pr�esenterons une parall�elisation de
ce mod�ele �ecrite en collaboration avec K. Johnson (SCRI, Florida State
University) et pr�esenterons les performances obtenues.

6.1 Introduction

6.1.1 Pr�esentation du projet ARPS

ARPS (Advanced Regional Prediction System) est un mod�ele r�egional d�evelopp�e
sp�ecialement pour la pr�evision des tornades par le CAPS (Center for Analysis and
Prediction of Storms) �a l'Universit�e de l'Oklahoma. Ce projet fait partie d'un groupe
de onze projets moteurs pour le d�eveloppement de la science aux �Etats-Unis lanc�es
en 1988 par la NSF (National Science Foundation).

Ce code a �et�e �ecrit pour être utilis�e avec un r�eseau de 175 radars Doppler (r�e-
seau NEXRAD) qui couvre le territoire des �Etats-Unis. Le mod�ele ARPS est un
prototype du mod�ele r�egional que devra int�egrer chaque centre en fonction des don-
n�ees provenant de son propre radar et �eventuellement des radars voisins. Les ph�e-
nom�enes m�et�eorologiques consid�er�es s'�etendent sur une �echelle qui va de quelques
kilom�etres pendant quelques dizaines de minutes (orages) jusqu'�a quelques centaines
de kilom�etres pendant plusieurs heures (syst�emes d�epressionnaires et syst�emes m�eso-
�echelle).

Ces ph�enom�enes ne sont pas mod�elisables par les mod�eles classiques utilis�es en
m�et�eorologie op�erationnelle (pr�evision �a moyen terme). Les ph�enom�enes physiques
de petite �echelle sont plus complexes, notamment en ce qui concerne les ph�eno-
m�enes convectifs, le cycle de l'eau et de fa�con plus g�en�erale la micro-physique. Donc
la mod�elisation num�erique s'appuiera sur des mod�eles non-hydrostatiques et com-
pressibles pour simuler certains processus physiques. Les solutions de ces mod�eles
contiennent des ondes sonores ce qui diminue tr�es signi�cativement le pas d'int�e-
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gration temporelle pour assurer la stabilit�e du sch�ema d'int�egration. Cela implique
une augmentation importante de la puissance de calcul n�ecessaire pour int�egrer ces
mod�eles. De plus, les observations ne sont pas r�eguli�erement fournies comme elles
le sont par le r�eseau synoptique de la pr�evision �a moyen terme. C'est pourquoi il se
met actuellement en place un r�eseau de radars sur le territoire des �Etats-Unis.

On trouve dans [14] et [15] les principales caract�eristiques du code qui sont :

{ Mod�ele tridimensionnel, non-hydrostatique et compressible.

{ Syst�eme de coordonn�ees curvilignes suivant le terrain.

{ Code modulaire pour faciliter les am�eliorations progressives.

{ Documentation interne et externe importante.

{ Utilisation d'op�erateurs di��erentiels pour am�eliorer la lisibilit�e du code.

{ Code �ecrit en Fortran 77 (( pur )) pour avoir la plus grande portabilit�e possible.

{ Possibilit�e de maillage adaptatif.

6.1.2 Pourquoi parall�eliser?

La version ARPS 3.0 s'ex�ecute �a la vitesse de 165 Mops sur un processeur Cray
Y-MP pour un domaine de calcul de 64x64x32 points. Cela �equivaut �a environ 90000
mises-�a-jour de points de grille par seconde. Un IBM RS6000 (mod�ele 530H) est en-
viron 16 fois plus lent. Mais, dans la pr�evision m�et�eorologique, cela n'a pas grande
signi�cation. Ce qui nous importe est que le mod�ele s'ex�ecute plus rapidement que
l'�evolution de l'atmosph�ere. On estime que pour que la pr�evision soit exploitable,
le rapport du temps du mod�ele au temps physique r�eel doit être inf�erieur �a un cen-
ti�eme. Par exemple, une pr�evision �a 4 heures doit s'ex�ecuter en moins de 2 minutes
30. Pour une taille de grille op�erationnelle (1000x1000x20), cela n�ecessite une vitesse
de calcul utile de l'ordre du Tops (1012 op�erations ottantes par seconde). La �gure
6.1 (d'apr�es [14]) nous donne une id�ee de ce que l'on peut atteindre pour di��erentes
vitesses de calcul.

On peut aussi �evaluer la m�emoire n�ecessaire �a l'ex�ecution d'un mod�ele op�era-
tionnel : il faut environ 12 Go de m�emoire vive. Actuellement, on ne connâ�t pas
de technologie qui permette d'atteindre une telle capacit�e de stockage sur une seule
m�emoire.

La seule solution raisonnable pour obtenir de telles performances �a la fois de vi-
tesse de calcul et de capacit�e m�emoire est d'utiliser une machine parall�ele �a m�emoire
distribu�ee.
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Fig. 6.1 - Rapport entre le temps simul�e et le temps r�eel pour di��erentes
vitesses de calcul.

6.2 Le mod�ele

6.2.1 Formulation

Les principales caract�eristiques du mod�ele utilis�e dans ARPS sont :

{ Les �equations de moment sont tri-dimensionnelles, non-hydrostatiques et com-
pressibles.

{ L'�etat de r�ef�erence de l'atmosph�ere est hydrostatique, horizontalement homo-
g�ene et ind�ependant du temps.

{ Les termes de gradient de pression dans les �equations de moments sont li-
n�earis�es autour de l'�etat de r�ef�erence a�n d'obtenir une plus grande pr�ecision
num�erique, on utilise comme variable l'�ecart de pression par rapport �a cet �etat
de r�ef�erence.

{ La variable thermodynamique est le potentiel de temp�erature.

{ Pour prendre en compte le terrain, les �equations ne sont pas �ecrites dans le
syst�eme de coordonn�ees cart�esiennes (x; y; z) mais dans un syst�eme de coor-
donn�ees curvilignes (�; �; �).
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{ On prend en compte les ph�enom�enes d'�echelle inf�erieure au pas de grille par
un processus de turbulence.

{ On ajoute un terme de dissipation arti�ciel pour att�enuer les ondes sonores.

{ La param�etrisation micro-physique tient compte de trois formes de l'eau : la
vapeur d'eau, les nuages d'eau et l'eau de pluie.

{ On peut utiliser des conditions aux limites rigides, p�eriodiques, de gradient
nul, d'ondes rayonnantes (radiating) ou des valeurs impos�ees.

Le mod�ele ARPS est compos�e des �equations de conservation de la quantit�e de mouve-
ment, de la masse (pression) et de l'eau ainsi que des �equations d'�etat et de l'�equation
de la chaleur. Le potentiel de temp�erature et la pression sont d�eduites des �equations
de conservation d'�energie (thermique) et de la masse. Six valeurs correspondant aux
�etats de l'eau (vapeur, nuages, eau de pluie, glace des nuages, neige et grêle) sont
calcul�ees. Leurs interactions et leur inuence sur le thermique sont d�ecrites par les
�equations de la micro-physique.

6.2.2 R�esolution num�erique

Discr�etisation en temps

Nous avons vu que les �equations utilis�ees dans ARPS prennent en compte la com-
pressibilit�e de l'atmosph�ere. Cela implique l'apparition d'ondes sonores qui n'ont pas
de signi�cation m�et�eorologique dans les solutions calcul�ees. Malheureusement, ces
ondes r�eduisent consid�erablement le pas de temps utilisable dans un sch�ema expli-
cite. Pour am�eliorer les performances du mod�ele, on doit donc utiliser la technique
de mode splitting. Cette technique consiste �a diviser un grand pas d'int�egration en
un certain nombre de petits pas de temps et �a calculer les termes qui interviennent
dans les ondes sonores �a chaque petit pas de temps alors que les autres valeurs ne
seront calcul�ees qu'�a chaque grand pas de temps. Les termes qui �evoluent lors de
chaque petit pas de temps sont les termes de gradient de pression dans les �equations
de moments et les termes de divergence dans l'�equation de pression.

L'int�egration en temps sur les grands pas de temps se fait selon un sch�ema saute-
mouton. L'int�egration sur les petits pas de temps utilise la m�ethode de pr�ediction-
correction : on int�egre les �equations de moments sur un petit pas de temps pour
d�eterminer le nouveau champ de vitesse puis on int�egre dans le sens r�etrograde
l'�equation de pression �a partir de ces valeurs.

Discr�etisation spatiale

Les �equations discr�etes du mod�ele ne sont pas �ecrites dans le syst�eme de co-
ordonn�ees orthonormales (x; y; z) mais �a l'aide de coordonn�ees curvilignes (�; �; �)
mieux adapt�ees. Les valeurs des variables utilis�ees dans le mod�ele sont calcul�ees sur
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une grille (( Arakawa C )) dans le syst�eme de coordonn�ees pr�ec�edent. Ce sch�ema
consiste �a calculer les valeurs vectorielles (composantes du vent) sur une grille et les
valeurs scalaires sur une seconde grille dont les points sont d�ecal�es d'un demi pas de
grille (voir �gure 6.2). Cela permet notamment d'avoir des di��erences �nies et des
moyennes centr�ees et de prendre plus facilement en compte le terrain.
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V
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V

W

U

d�

d�

d�

U, V, W - Composantes du vent
S - Autres grandeurs

Fig. 6.2 - Une cellule de la grille Arakawa C dans ARPS.

Conditions aux limites

Pour un mod�ele r�egional tel que ARPS, seule la limite inf�erieure a une signi�-
cation physique, sur les autres faces, les conditions aux limites sont arti�cielles. Le
syst�eme de grille d�ecrit plus haut pose des probl�emes de d�e�nition des conditions
aux limites. On doit d�e�nir des points ext�erieurs au domaine physique pour pouvoir
calculer tous les termes des �equations. La �gure 6.3 nous montre cela dans le plan
horizontal, le principe est le même dans toutes les directions.

La convention utilis�ee dans ARPS est que les dimensions horizontales des ta-
bleaux sont toujours (1:nx,1:ny). Ils ne sont donc pas utilis�es enti�erement :

{ U est d�e�ni pour i=1 �a nx et j=1 �a ny. Les conditions aux limites sont donn�ees
�a i=1 et nx dans la direction � et j=1 et ny-1 dans la direction �. L'int�egration
est calcul�ee pour i=2 �a nx-1 et j=2 �a ny-2.
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Fig. 6.3 - Grille Arakawa C et conditions aux limites.

{ V est d�e�ni pour i=1 �a nx et j=1 �a ny. Les conditions aux limites sont donn�ees
�a i=1 et nx-1 dans la direction � et j=1 et ny dans la direction �. L'int�egration
est calcul�ee pour i=2 �a nx-2 et j=2 �a ny-1.

{ W est d�e�ni pour i=1 �a nx-1 et j=1 �a ny-1. Les conditions aux limites sont
donn�ees �a i=1 et nx-1 dans la direction � et j=1 et ny-1 dans la direction �.
L'int�egration est calcul�ee pour i=2 �a nx-2 et j=2 �a ny-2.

{ Les valeurs scalaires (pression, temp�erature, humidit�e) sont d�e�nies pour i=1
�a nx-1 et j=1 �a ny-1. Les conditions aux limites sont donn�ees �a i=1 et nx-1
dans la direction � et j=1 et ny-1 dans la direction �. L'int�egration est calcul�ee
pour i=2 �a nx-2 et j=2 �a ny-2.

On constate que toutes les variables ne sont pas d�e�nies et utilis�ees avec les
mêmes bornes. Cela implique que les modi�cations �a apporter lors de la parall�elisa-
tion seront di��erentes.
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6.2.3 Impl�ementation

Lorsqu'on d�ecouvre pour la premi�ere fois le code de ARPS, on remarque im-
m�ediatement qu'il a �et�e �ecrit tr�es (( proprement )). Par exemple, chaque routine
contient :

{ une description des fonctionnalit�es,

{ l'auteur, la date et l'historique des modi�cations,

{ la liste des entr�ees et sorties et leur d�e�nition,

{ l'usage syst�ematique de IMPLICIT NONE,

{ la liste des �chiers inclus,

{ la liste des proc�edures et fonctions externes,

{ le corps de la proc�edure.

Cela est indispensable pour que des non-sp�ecialistes d'un code aussi volumineux
puissent (( entrer )) dans le code, le comprendre, le modi�er et donc le parall�eliser.
Cet aspect m�erite d'être signal�e car cela n'est pas vrai de tous les grands codes de
simulation num�erique.

Les op�erateurs di��erentiels

La technologie des langages de programmation est telle que pour programmer
e�cacement, on est souvent oblig�e de s'�eloigner de la structure math�ematique du
probl�eme. On ne programme pas en termes de d�eriv�ees ou d'int�egrales mais de
boucles, de tests, etc... Cela a deux inconv�enients : il est plus di�cile de (( rentrer ))

dans le programme et de le modi�er (adaptation �a de nouvelles machines ou modi-
�cation des �equations du mod�ele).

Pour rem�edier �a cela, le CAPS a d�ecid�e d'utiliser des op�erateurs num�eriques
discrets. Le code conserve une forme proche des �equations et on �evite les lignes
interminables compos�ees de manipulations d'indices de tableaux. Cela a �et�e rendu
possible par les progr�es des compilateurs qui e�ectuent maintenant automatique-
ment l'expansion des sous-programmes et fonctions quand cela est utile.

La r�esolution des �equations hydro-dynamiques peut se faire en quatre �etapes :

� La premi�ere �etape consiste �a �ecrire l'�equation continue, par exemple :

@T

@t
= �@(uT )

@x
� @(vT )

@y
� @(wT )

@z

Ici, T = T (x; y; z; t) est un scalaire, t repr�esente le temps, u; v et w sont les compo-
santes de la vitesse dans les directions x; y et z respectivement. On remarque que les
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calculs des trois termes du second membre sont ind�ependants, cela peut être utilis�e
sur une machine parall�ele.

� La deuxi�eme �etape consiste �a �ecrire les �equations sous forme discr�ete appropri�ee.
Par exemple,

A(x)
nx

=
A
�
x+ n�x

2

�
+A

�
x� n�x

2

�
2

�nxA(x) =
A
�
x+ n�x

2

�
�A

�
x� n�x

2

�
n�x

Ces op�erateurs discrets repr�esentent respectivement un op�erateur de moyenne (in-
terpolation) et de d�eriv�ee du premier ordre. Ils peuvent être combin�es pour former
d'autres op�erateurs plus complexes. On applique ces op�erateurs �a l'�equation pr�e-
c�edente sur une grille Arakawa-C avec un sch�ema saute-mouton d'ordre deux en
temps :

�2tT
n
i;j;k = ��x(uTx

)ni;j;k � �x(vT
y
)ni;j;k � �x(wT

z
)ni;j;k

o�u les indices i; j; k correspondent aux directions x; y, et z (par exemple, xi = i�x),
l'indice sup�erieur n est l'indice correspondant au pas de temps t = n�t. Jusque l�a,
la structure des �equations est conserv�ee.

� La troisi�eme �etape consiste �a d�evelopper cette expression, ce qui nous donne :

T n+1
i;j;k � T n�1

i;j;k

2�t
= � 1

�x

"
un
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� En�n, cette expression est traduite dans un langage de programmation. Pour notre
exemple, une programmation en Fortran serait :

DO k=1,nz

DO j=1,ny

DO i=1,nx

T(i,j,k,n+1) = T(i,j,k,n-1)

- 0.5*dt/dx*( u(i,j,k,n)*(T(i+1,j,k,n)+T(i,j,k,n)) -

u(i-1,j,k,n)*(T(i,j,k,n)+T(i-1,j,k,n)))

- 0.5*dt/dy*( v(i,j,k,n)*(T(i,j+1,k,n)+T(i,j,k,n)) -

v(i,j-1,k,n)*(T(i,j,k,n)+T(i,j-1,k,n)))

- 0.5*dt/dz*( w(i,j,k,n)*(T(i,j,k+1,n)+T(i,j,k,n)) -

w(i,j,k-1,n)*(T(i,j,k,n)+T(i,j,k-1,n)))

ENDDO
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ENDDO

ENDDO

On constate que cette forme est tr�es �eloign�ee de la structure des �equations de d�e-
part et qu'elle est assez peu lisible. Il est par exemple di�cile de rep�erer les trois
di��erenciations ind�ependantes. Cela rend plus di�cile les modi�cations du code et
peut entrâ�ner des erreurs dues aux nombreuses manipulations d'indices.

La solution adopt�ee consiste �a �eliminer l'�etape d'expansion des op�erateurs et �a
utiliser la structure d'op�erateurs dans le code. On d�e�nit des sous-programmes qui
e�ectuent les op�erations correspondant aux op�erateurs cit�es plus haut. Chaque rou-
tine re�coit en entr�ee une variable et �eventuellement des informations concernant sa
dimension et sa place sur la grille et retourne la variable transform�ee r�esultant de
l'op�eration e�ectu�ee.

Par exemple, soit AVGX ( var- entr�ee, var- sortie ) et DIFFX ( var- entr�ee,
var-sortie) les sous-programmes e�ectuant les op�erations de moyenne et de di��e-
renciation dans la direction x (les mêmes op�erations existent dans les directions y et
z). On d�e�ni aussi AAMULT(entr�ee1, entr�ee2, sortie) qui rend le produit terme
�a terme des matrices entr�ee1 et entr�ee2. Le code pr�ec�edent s'�ecrit alors :

CALL avgx(T, temp1) ! temp1 re�coit T
x

CALL avgy(T, temp2) ! temp2 re�coit T
y

CALL avgz(T, temp3) ! temp3 re�coit T
z

CALL aamult(u, temp1, temp1) ! temp1 re�coit UT
x

CALL aamult(v, temp2, temp2) ! temp2 re�coit V T
y

CALL aamult(w, temp3, temp3) ! temp3 re�coit WT
z

CALL diffx(temp1, temp1) ! temp1 re�coit �x(UT
x
)

CALL diffx(temp2, temp2) ! temp2 re�coit �y(V T
y
)

CALL diffx(temp3, temp3) ! temp3 re�coit �z(WT
z
)

DO k=1,nz

DO j=1,ny

DO i=1,nx

T(i,j,k,n+1)=T(i,j,k,n-1) - 2.*dt*

( temp1(i,j,k,n)+temp2(i,j,k,n)+temp3(i,j,k,n) )

ENDDO

ENDDO

ENDDO

On constate que la structure des trois types d'op�erations e�ectu�ees est nettement
visible, les op�erations dans chaque direction peuvent être e�ectu�ees ind�ependam-
ment. A partir du moment o�u les op�erateurs ont �et�e v�eri��es et valid�es, il est facile
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de v�eri�er l'exactitude du code et de le modi�er. Toutes les manipulations d'indices
ont lieu dans les routines de plus bas niveau (qui contiennent au maximum 10 lignes
de code) et sont cach�ees �a l'utilisateur. On verra que c'est en partie �a ce niveau que
se situe le travail de parall�elisation.

6.3 Parall�elisation

L'approche que nous avons retenue pour parall�eliser ARPS est la d�ecomposition
de domaine. Le domaine de calcul est d�ecoup�e en sous-domaines selon les trois di-
rections de l'espace. Chaque sous-domaine est a�ect�e �a un processeur qui e�ectue
l'int�egration du mod�ele dans ce sous-domaine. La discr�etisation de ARPS est telle
qu'�a un pas de temps donn�e, les seules informations ext�erieures au sous-domaine
dont on a besoin sont les valeurs sur les fronti�eres des sous-domaines adjacents.
Ces valeurs sont utilis�ees pour calculer les valeurs des d�eriv�ees intervenant dans les
�equations d'�evolution pour les points aux bords du sous-domaine (voir �gure 6.4).
Ces valeurs se trouvent �a chaque pas de temps dans la m�emoire locale du processeur
adjacent. Elles peuvent être envoy�ees au processeur courant en utilisant une biblio-
th�eque d'�echange de messages.

Limite du sous-domaine Zone de recouvrement

Fig. 6.4 - D�ecomposition de domaine.

Il existe plusieurs strat�egies pour diviser la grille du mod�ele en sous-domaines.
Une id�ee (( naturelle )) est de partitionner le domaine de mani�ere �a minimiser la sur-
face des sous-domaines relativement �a leur volume. Cela permet de r�eduire le temps
de communication (proportionnel �a la surface) �a un niveau aussi bas que possible
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par rapport au temps de calcul (proportionnel au volume). Un bon compromis est
obtenu en utilisant des sous-domaines parall�el�epip�ediques (la forme optimale est la
boule mais cela pose des probl�emes de recouvrement et de raccord). Le nombre de
d�ecoupage dans chaque direction est un param�etre du programme, on le modi�era
pour utiliser au mieux la machine parall�ele dont on dispose.

Sur chaque sous-domaine, le code s�equentiel est utilis�e avec tr�es peu de modi�-
cations qui sont :

{ La premi�ere modi�cation consiste �a changer les dimensions des tableaux du
programme a�n de stocker les valeurs des fronti�eres internes aux sous-domaines
adjacents.

{ La deuxi�eme modi�cation �a apporter est de modi�er les indices de boucles de
mani�ere �a prendre en compte ces valeurs. La di�cult�e essentielle de ceci est
que cette modi�cation est di��erente selon que la boucle concerne une valeur
vectorielle ou une valeur scalaire �a cause de la structure de la grille (( Arakawa
C )).

{ La troisi�eme modi�cation consiste �a ajouter les envois et r�eceptions de mes-
sages pour l'�echange de valeurs entre sous-domaines entre chaque pas de temps.
Deux types d'�echanges sont n�ecessaires : un pour les petits pas de temps (partie
acoustique du code) et un pour les grands pas de temps.

{ En�n, il faut assurer la distribution des donn�ees au d�ebut du calcul et le
regroupement des r�esultats �a la �n du calcul.

6.3.1 Essais et performances

Les r�esultats pr�esent�es ont �et�e obtenus sur un IBM SP1 en utilisant la biblio-
th�eque d'�echange de messages PVM (voir 2.3).

R�ef�erence : le code s�equentiel

L'ex�ecution s�equentielle qui sert de r�ef�erence pour mesurer l'e�cacit�e de la pa-
rall�elisation a �et�e faite sur un n�ud de l'IBM SP1. La taille de la grille utilis�ee est
de 64 � 64 � 32. Une simulation de 300 secondes avec un petit pas de temps de 1s
et un grand pas de temps de 6s s'ex�ecute en 1869 secondes de calcul auxquelles il
faut ajouter 126 secondes d'op�erations d'entr�ees/sorties.

On peut remarquer dans le tableau 6.1 que dans le code s�equentiel, il existe
un probl�eme de d�efaut de cache lorsque le nombre de points est 32 dans toutes les
directions 1 (sur RS6000 mod�ele 530 pour ARPS avec 11 pas de temps). En fait, pour

1: Apr�es une discussion avec K. Johnson et K. Droegemeier, il s'av�ere que ce probl�eme apparâ�t
plus g�en�eralement lorsque le code est utilis�e avec un nombre de points qui est une puissance de 2.
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être sûr de ne pas avoir de probl�eme, il faut prendre au moins l'une des dimensions
qui ne soit pas une puissance de 2.

Taille de la grille Temps total d'ex�ecution
en secondes

28x28x28 63.66
30x30x30 68.56
31x31x31 78.78
31x31x32 80.66
32x32x31 84.36
32x31x32 84.29
31x32x32 84.48
32x32x32 220.47
33x33x33 92.18

Tab. 6.1 - Temps d'ex�ecution de ARPS sur IBM RS6000.

Performances du code parall�ele

Ce travail a �et�e fait avec la biblioth�eque d'�echange de messages PVM [26]. Les
r�esultats pr�esent�es dans le tableau 6.2 ont �et�e obtenus sur l'IBM SP1 de l'IMAG.
Le temps total repr�esente le temps d'ex�ecution vu par l'utilisateur, le temps CPU
est le temps de calcul du processeur le plus charg�e. Tous ces temps sont obtenus sur
une grille de taille 64x64x23 et correspondent �a un temps simul�e de 150 secondes.

Processeurs Temps total (sec.) Temps CPU (sec.)
1 343 274
4 89 71
9 92 60

Tab. 6.2 - Temps d'ex�ecution sur IBM SP1 en utilisant le switch.

Les performances sont excellentes pour un petit nombre de processeurs mais se
d�egradent vite quand le nombre de processeurs augmente. Deux facteurs sont en
cause :

{ Les mesures pr�esent�ees ont �et�e r�ealis�ees avec une taille de probl�eme �x�ee.
Quand le nombre de processeurs augmente, les tâches de calcul deviennent pe-
tites par rapport au volume de communication. Il faudrait r�ealiser des mesures
ou la taille du probl�eme augmente avec le nombre de processeurs pour garder
une granularit�e su�sante.

{ La parall�elisation du code a �et�e con�cue dans l'optique de recouvrir les commu-
nications par des calculs. Malheureusement le SP1 n'o�re pas cette fonction-
nalit�e.
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On peut aussi s'int�eresser aux performances du code selon le r�eseau de com-
munication et les options de PVM que l'on utilise. Le tableau 6.3 donne les temps
d'ex�ecution de ARPS dans la con�guration d�ej�a utilis�ee dans l'essai pr�ec�edent sur 4
processeurs.

Mode de communication Temps total (sec.) Temps CPU (sec.)
D�efaut + Ethernet 662 221
D�efaut + Switch 381 231

Raw + RouteDirect + Switch 89 71

Tab. 6.3 - Comparaison des deux r�eseaux du SP1.

On constate une di��erence de performances tr�es nette selon le r�eseau et les
options de PVM que l'on utilise. L'�ecart de temps CPU selon que l'on utilise ou non
l'option PVMRAW (voir chapitre 2.3) est le temps correspondant au codage XDR des
donn�ees, il n'est pas du tout n�egligeable. On constate �egalement la sup�eriorit�e du
switch sur le r�eseau ethernet malgr�e l'utilisation du protocole IP.

6.3.2 Conclusion

A cause de la grande modularit�e du code et de l'utilisation d'op�erateurs discrets
pour e�ectuer les op�erations math�ematiques de base (d�erivations, moyennes, etc...),
la structure math�ematique des �equations continues est, au moins en partie, pr�eser-
v�ee, ce qui procure une plus grande facilit�e d'apprentissage, de modi�cation et de
d�ebogage. La pr�esence de la documentation interne et externe a �et�e d'une grande
utilit�e pour apprendre le code et comprendre sa structure globale. Ces deux fac-
teurs sont tr�es importants pour l'�ecriture d'une version parall�ele e�cace. On peut
seulement regretter que les limites d'application des op�erateurs discrets (c'est-�a-dire
des boucles qu'ils comportent) ne soit pas toujours un param�etre des proc�edures
correspondantes.

On peut retenir de tout ceci qu'avec un investissement (( raisonnable )), on peut
tirer de bonnes performances d'une machine parall�ele. Comme cela a d�ej�a �et�e �ecrit
plus haut, ceci n'est possible que pour un code qui respecte certaines r�egles d'�ecri-
ture qui procurent une bonne lisibilit�e comme c'est le cas pour ARPS.

On notera toutefois que toutes les mesures pr�esent�ees ici ne prennent pas en
compte les entr�ees-sorties du programme. Si on en tient compte, les performances
du programme parall�ele s'�ecroulent de mani�ere spectaculaire, les entr�ees-sorties pa-
rall�eles pouvant même être plus lentes que la même op�eration sur une machine
s�equentielle. C'est dans cette direction que le plus gros travail reste �a faire pour les
applications de type m�et�eorologique o�u ce qui compte est la rapidit�e de la châ�ne
compl�ete de traitement (r�eception des donn�ees, int�egration du mod�ele et di�usion
des r�esultats).
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6.4 Perspectives

Le travail pr�esent�e ici constitue une premi�ere approche de ce qu'il est possible
de faire avec un mod�ele tel que ARPS. La version 4.0 de ARPS disponible depuis
Septembre 1995 comprend un certain nombre d'am�eliorations par rapport �a la ver-
sion 3.2 utilis�ee dans ce chapitre dont une version parall�ele pour PVM ou MPI.
L'adjoint de ce mod�ele est �egalement disponible au CAPS. Tous les outils sont donc
disponibles pour tester avec ce mod�ele des algorithmes parall�eles d'assimilation de
donn�ees.
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Conclusion

Dans les sciences environnementales, le probl�eme de l'assimilation de donn�ees
devient de plus en plus crucial. Le coût �a payer pour le r�esoudre est d'un ordre de
grandeur sup�erieur au coût de la pr�evision proprement dite. La parall�elisation de ce
type d'algorithme est donc la cl�e de d�eveloppements futurs (pollution, �evolution du
climat, ...) �a cause des limitations aussi bien en terme de m�emoire que de vitesse de
calcul des super-calculateurs vectoriels.

Nous avons propos�e dans ce document deux approches pouvant donner de bons
r�esultats pour parall�eliser le processus d'assimilation de donn�ees variationnelle. La
premi�ere consiste �a parall�eliser le mod�ele utilis�e ainsi que son adjoint du premier et
�eventuellement du second ordre. On utilise alors un algorithme d'optimisation sans
contraintes classique pour mener �a bien l'assimilation. Cette approche n'est pas bien
adapt�ee �a un mod�ele simple comme le mod�ele de Shallow water mais s'adapte beau-
coup mieux aux mod�eles r�eels.

La deuxi�eme approche consiste �a d�ecomposer le mod�ele sur plusieurs sous-do-
maines au sens large et �a utiliser le mod�ele adjoint pour contrôler les conditions aux
interfaces entre ces sous-domaines. Nous avons vu que selon les cas, cette approche
peut s'av�erer tr�es e�cace ou au contraire assez d�ecevante. Cela tient en grande par-
tie �a la (( forme )) des sous-domaines et des interfaces qui les relient. En r�esum�e, on
peut dire que pour que cette m�ethode fonctionne bien, il faut que la dimension de
la variable de contrôle aux interfaces reste raisonnable par rapport �a la dimension
de la variable de contrôle originale sur le même sous-domaine.

Les essais que nous avons e�ectu�es nous ont �egalement appris, notamment grâce
aux di��erentes repr�esentations des ex�ecutions parall�eles, que d'importants probl�emes
d'�equilibre de charge se posent. Le mod�ele utilis�e ici est tr�es simple et ne comporte
pas en lui-même de source de d�es�equilibre, on peut donc supposer que ces probl�emes
vont s'ampli�er lorsqu'on voudra utiliser cet algorithme avec un mod�ele plus r�ealiste
qui comportera une mod�elisation de la micro-physique elle aussi mal �equilibr�ee. A�n
d'am�eliorer les r�esultats donn�es ici, il serait n�ecessaire d'�etudier une version asyn-
chrone de l'algorithme incluant un m�ecanisme de r�egulation dynamique de la charge.

En ce qui concerne l'aspect pratique, on peut retenir que pendant les trois ans
que ce travail a dur�e, les choses ont �evolu�e de mani�ere signi�cative. Des outils de
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mise au point (d�ebogage et visualisation) de programmes parall�eles apparaissent et
sont d'une grande utilit�e. On pourrait aujourd'hui tenter une approche di��erente.
Une �etude int�eressante pourrait être men�ee en comparant les r�esultats obtenus �a
ceux obtenus avec les outils de parall�elisation qui apparaissent.

N�eanmoins, en utilisant un parall�eliseur automatique, on se prive d'algorithmes
sp�eci�ques nouveaux encore �a d�ecouvrir. En e�et, un parall�eliseur (( automatique ))

pourra au mieux r�e-organiser les calculs d'un algorithme programm�e classiquement.
Il ne sera pas capable de changer d'algorithme s'il en existe qui s'adaptent mieux
au calcul parall�ele. De plus, le travail de conception d'algorithmes parall�eles apporte
un nouvel �eclairage sur les m�ethodes connues et permet de faire �emerger des algo-
rithmes nouveaux : on peut faire mieux que parall�eliser petit �a petit un programme
s�equentiel. Cela implique bien sûr des connaissances dans le domaine de la program-
mation parall�ele mais aussi dans le champ sp�eci�que de l'application. Cela restera
vrai jusqu'au d�eveloppement de compilateur-parall�eliseurs performants et même en-
suite car ceux-ci ne pourront pas cr�eer de toute pi�ece les algorithmes parall�eles qui
restent �a d�ecouvrir...

La premi�ere extension de ce travail serait l'assimilation de donn�ees en parall�ele
sur le mod�ele ARPS. Nous avons vu que la derni�ere version de ce mod�ele (ARPS
4.0, voir [15]) comprend une extension parall�ele utilisant PVM ou MPI et que son
adjoint est disponible. Malheureusement, �a l'heure ou nous �ecrivons ces lignes, elle
n'est disponible que depuis 10 jours, nous n'avons donc pas encore pu e�ectuer ce
travail.

La deuxi�eme perspective, �a plus long terme, est l'assimilation de donn�ees com-
pl�ete et consistante sur les deux uides g�eophysiques. Les probl�emes qui se posent
sont dus aux di��erentes propri�et�es physiques des deux uides. Les temps caract�e-
ristiques qui les r�egissent sont di��erents : l'�evolution de l'atmosph�ere est beaucoup
plus rapide que celle de l'oc�ean (quelques heures �a quelques jours contre des se-
maines voire des mois). D'autre part, les quantit�es d'information disponible ne sont
pas les mêmes. En m�et�eorologie, on dispose de nombreuses donn�ees provenant de
satellites et de stations d'observations. Ces donn�ees sont r�eparties dans l'espace. En
oc�eanographie, les donn�ees sont moins nombreuses et sont localis�ees sur la surface
de l'oc�ean.
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Le probl�eme de l'assimilation de donn�ees sous sa forme g�en�erale peut se formuler :
(( comment utiliser simultan�ement un mod�ele th�eorique et des observations pour obtenir
la meilleure pr�evision m�et�eorologique ou oc�eanographique? )). Sa r�esolution est tr�es coû-
teuse : pour la prochaine g�en�eration de mod�eles elle n�ecessitera une puissance de calcul de
l'ordre de 10 Tops. �A l'heure actuelle, aucun calculateur n'est capable de fournir de telles
performances mais cela devrait être possible dans quelques ann�ees, en particulier grâce
aux ordinateurs parall�eles �a m�emoire distribu�ee. Mais la programmation de ces machines
reste un processus compliqu�e et on ne connâ�t pas de m�ethode g�en�erale pour parall�eliser
de mani�ere optimale un algorithme donn�e. Nous tenterons de r�epondre au probl�eme de la
parall�elisation de l'assimilation de donn�ees variationnelle, ce qui nous conduira �a �etudier
la parall�elisation d'algorithmes num�eriques d'optimisation assez g�en�eraux.

Pour cela, nous �etendrons la m�ethodologie de l'�ecriture des mod�eles adjoints au cas
o�u le mod�ele direct est parall�ele avec �echanges de messages explicites. Nous �etudierons les
di��erentes approches possibles pour parall�eliser la r�esolution du probl�eme de l'assimilation
de donn�ees : au niveau des mod�eles m�et�eorologiques direct et adjoints, au niveau de
l'algorithme d'optimisation ou en�n au niveau du probl�eme lui-même. Cela nous conduira
�a transformer un probl�eme s�equentiel d'optimisation sans contraintes en un ensemble
de probl�emes d'optimisation relativement ind�ependants qui pourront être r�esolus en
parall�ele. Nous �etudierons plusieurs variantes de ces trois approches tr�es g�en�erales et leur
utilit�e dans le cadre du probl�eme de l'assimilation de donn�ees. Nous terminerons par
l'application des m�ethodes de parall�elisation pr�ec�edentes au mod�ele de Shallow Water
et comparerons leurs performances. Nous pr�esenterons �egalement une parall�elisation du
mod�ele m�et�eorologique ARPS (Advanced Regional Prediction System).

Mots cl�es : assimilation de donn�ees, algorithmique parall�ele, mod�eles adjoints, contrôle
optimal, optimisation.

The data assimilation problem has the general form : "how to simultaneously use
a theoretical model and some observations to obtain the best meteorological or oceano-
graphical prediction ?". This process is very expensive, for the next model generation,
one may estimate that it will require a computational power of 10 Tops. Nowadays,
no computer can achieve such performances but it should be possible in a few years
using parallel distributed memory computers. Even programming these machines is still
not a straightforward process and no general method is known to obtain an optimal
parallelization of any given algorithm, we shall try to answer the problem of parallelizing
the variational data assimilation algorithm. This will lead us to consider parallelization
of numerical unconstrained optimization algorithms which are quite general.

In this respect, we extend the adjoint writing methodology to the case of a parallel
model using explicit message passing. We study the di�erent possible approaches in order
to parallelize the solution of the data assimilation problem : at the direct and adjoint
models level, at the optimization algorithm level or at the data assimilation level itself.
This implies to transform a sequential unconstrained optimization problem into a set of
optimization problem relatively independent which can be solved in parallel. We study
several variations on these three very general approaches and their usefulness for data
assimilation. We �nish by applying these methods to the Shallow Water model and by
comparing their performances. We also present the ARPS model (Advanced Regional
Prediction System) and its parallelization.

Keywords : data assimilation, parallel algorithms, adjoint models, optimal con-
trol, optimization.


