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INTRODUCTION 9

Introduction

Durant les dernieres décennies, nous avons assisté a une demande croissante de
prévisions de ’évolution de 1’état de 'atmosphere et, plus récemment, de I'océan. La
demande devient également de plus en plus variée: évolution sur une région précise
et a court terme mais avec une grande précision (par exemple autour des aéroports,
dans les zones agricoles a certaines périodes cruciales ou pour les activités de loisir
en montagne ou en mer) ou évolution a long terme en climatologie pour étudier I'im-
pact de l'activité humaine par exemple. On peut prévoir avec une relative certitude
que ces besoins continueront a augmenter avec une demande de précision accrue ou
avec la modélisation de phénomenes non pris en compte jusque la: couplage océan-
atmosphere, étude de la pollution, étude de la biosphere, etc...

Pour résoudre ce type de problemes, nous disposons d’observations de ’atmo-
sphere et de 'océan qui sont de plus en plus nombreuses et variées ainsi que de
modeles théoriques d’évolution des fluides géophysiques. Ces modeles, au fur et a
mesure de 'avancement de nos connaissances, deviennent de plus en plus fiables
mais aussi de plus en plus complexes et couteux en calcul. Les observations, elles,
sont de plus en plus abondantes grace notamment aux satellites mais elles sont aussi
tres hétérogenes de par leur nature, leur densité et leur qualité. L’information néces-
saire pour faire une bonne prévision est donc répartie dans les équations du modele
et dans les observations: il faut les utiliser au mieux. La formulation générale du
probleme de I’assimilation de données peut alors s’énoncer: « comment utiliser si-
multanément toutes les sources d’information pour obtenir la meilleure prévision? ».

Plus précisément, 1’assimilation de données consiste a déterminer la meilleure
condition initiale possible pour le modele a partir des observations que ’on connait.
On sait depuis les travaux de Lorenz en 1963 [45] que I'atmosphere est chaotique
et que la qualité d’une prévision dépend dans une large mesure de la qualité de la
condition initiale utilisée. L’assimilation de données est donc une phase essentielle
qui conditionne la qualité des prévisions et a laquelle les services de météorologie
accordent de plus en plus d’'importance et de temps de calcul: de négligeable au
début, équivalente a une prévision a 24 heures actuellement et bientot équivalente
a une prévision a 10 jours.

Nous savons aussi que le cott en calcul de I'intégration d’un modele atmosphé-
rique ou océanique est de plus en plus grand. Et, on estime actuellement que le
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cout d’une bonne assimilation de données se situe entre 10 et 100 fois le colt de
la prévision. Pour la prochaine génération de modeles, cela nécessiterait une puis-
sance de calcul de l'ordre de 10 Tflops. A Pheure actuelle, aucun calculateur n’est
capable de fournir de telles performances mais il est raisonnable de penser que cela
sera possible dans quelques années, en particulier grace aux calculateurs paralleles a
mémoire distribuée. C’est la raison pour laquelle nous nous intéressons des a présent
a la parallélisation de ce probleme.

Mais la programmation des machines paralleles reste encore un processus compli-
qué et on ne connait pas de méthode générale pour paralléliser de maniere optimale
un algorithme donné. La difficulté est donc de développer des algorithmes numé-
riques qui s’adaptent bien au calcul parallele. Parmi les méthodes d’assimilation de
données existantes, nous nous intéresserons a la méthode variationnelle. Cela nous
conduira a étudier la parallélisation d’algorithmes numériques d’optimisation assez
généraux.

En ce qui concerne 'aspect pratique, nous avons effectué une grande partie de
ce travail sur un réseau de stations de travail avant d’avoir a notre disposition un
IBM SP1 a I'Institut IMAG et un Cray T3D au CENG. Nous nous placerons dans
cette étude dans le cas d’une machine dédiée a notre application, c’est-a-dire que
nous ne tiendrons pas compte des aspects de partage des ressources avec d’autres
applications éventuelles. Cela représente bien ce qui se passe dans les services de
prévision opérationnelle ou 1’on recherche avant tout des performances maximales.

Le but de cette these est de montrer comment 1’assimilation variationnelle peut
étre utilisée pour réaliser des algorithmes paralleles efficaces et pour coupler des
modeles.

Apres une présentation des outils du parallélisme et des bases de 'assimilation
de données, nous tenterons de répondre au probleme de la parallélisation de 1’assi-
milation de données. Nous ’appliquerons au modele de Shallow water et donnerons
quelques indications pour ’application a ARPS. Plus précisément, le plan que nous
suivrons dans ce document sera le suivant :

Dans le premier chapitre, nous présenterons le calcul parallele en général, notam-
ment les notions qui seront utilisées dans la suite. Nous introduirons tout d’abord les
motivations qui ont conduit au calcul parallele et les différentes formes que celui-ci
peut prendre. Nous détaillerons ensuite les modeles de programmation des machines
paralleles puis les environnements qui sont a la disposition du programmeur. FEnfin,
nous étudierons la maniere dont on peut mesurer les performances d’un programme
parallele, ce qui nous permettra ensuite d’évaluer nos algorithmes.

Le deuxieme chapitre sera consacré a une présentation plus approfondie de la
programmation par échange de messages ainsi que des deux bibliotheques les plus
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utilisées dans ce cadre: PVM et MPI, que nous utiliserons pour expérimenter les
algorithmes que nous proposons.

Dans le troisieme chapitre, nous introduirons le probleme de "assimilation des
données en météorologie et en océanographie. Nous présenterons rapidement les
différents algorithmes existants puis nous nous attacherons plus en détail a l'as-
similation variationnelle et a 1’écriture et 1'utilisation des modeles adjoints. Nous
étendrons la méthodologie de ’écriture des modeles adjoints au cas ou le modele
direct est parallele avec échanges de messages explicites.

Le quatrieme chapitre présentera les différentes approches possibles a priori pour
paralléliser la résolution du probleme de ’assimilation de données. Cela peut se faire
a plusieurs niveaux : au niveau des modeles météorologiques direct et adjoints, au ni-
veau de 'algorithme d’optimisation ou enfin au niveau du probleme lui-méme. Cela
nous conduira a transformer un probleme séquentiel d’optimisation sans contraintes
en un ensemble de problemes d’optimisation relativement indépendants qui pour-
ront étre résolus en parallele. On étudiera plusieurs variantes de ces trois approches
tres générales et leur utilité dans le cadre du probleme de I’assimilation de données.

Dans le cinquieme chapitre, nous présenterons ’application des méthodes de pa-
rallélisation du chapitre précédent au modele de Shallow water. Nous commencerons
par une courte présentation de ce modele puis nous étudierons sa parallélisation ainsi
que celle de son code adjoint et les performances obtenues. Nous présenterons en-
suite plusieurs algorithmes paralleles d’assimilation de données et comparerons leurs
performances.

Dans le dernier chapitre, nous présenterons le modele météorologique ARPS
(Advanced Regional Prediction System) qui est un modele régional concu pour la
prévision des tornades. Nous présenterons une parallélisation de ce modele écrite en
collaboration avec K. Johnson (SCRI, Florida State University) et présenterons les
performances obtenues.

Nous terminerons par quelques remarques générales que 'on peut retenir de ce
travail et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Le parallélisme

Dans ce chapitre, nous présentons le calcul paralléle en général, no-
tamment les notions qui seront utilisées dans la suite de cette these.
Nous introduisons tout d’abord les motivations qui ont conduit au cal-
cul parallele et les différentes formes que celui-ci peut prendre. Ensuite
nous présentons la maniére dont sont mises en ceuvre les communica-
tions dans les machines paralléles. Nous détaillerons ensuite les modeéles
de programmation des machines paralléles puis les environnements qui
sont a la disposition du programmeur. Enfin, nous étudierons la maniére
dont on peut mesurer les performances d’un programme paralléle.

1.1 Introduction

Le principe de base qui est a 'origine du calcul parallele est a la fois simple et
ancien : le travail avance plus vite a plusieurs que seul. C’est une idée qui est déja
exploitée dans la plupart des activités humaines par des entreprises regroupant de
plus en plus d’hommes et de moyens.

Cependant, elle n’a été appliquée que récemment au domaine des ordinateurs,
premierement car le besoin s’en est fait plus pressant, deuxiemement car les technolo-
gies nécessaires (réseaux) ont connu des progres significatifs dans les vingt dernieres
années. En effet, jusqu’a ces dernieres années, la technologie des microprocesseurs
a fait des progres tels que leur vitesse de calcul a crit de maniere exponentielle. On
constate sur le tableau 1.1 un ralentissement de ces progres depuis quelques années.
En effet, depuis 1976, c’est-a-dire en 20 ans, le temps de cycle des processeurs les
plus rapides du marché a diminué d’un facteur 3 seulement alors que, pendant les
30 ans qui ont précédé, on a gagné un facteur 10° & 10°. Cette limitation n’est plus
seulement technologique, elle est aussi liée a des facteurs plus fondamentaux. Pour
améliorer encore le temps d’un cycle d’'un processeur, il faut gagner sur le temps
de commutation des circuits mais aussi sur le temps de propagation des signaux
entre ces circuits qui devient un facteur limitant bien que les signaux électriques se
déplacent a la vitesse de la lumiere. Il faut donc rapprocher les circuits, c’est-a-dire
miniaturiser encore les composants. Or la technologie actuelle permet de fabriquer
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des composants tels que si 'on diminue encore leur taille (la grandeur caractéristique
dans les composants actuels est de I'ordre de 10~'um), il faudra tenir compte de
I’effet tunnel qui permet aux électrons de « sauter » d’un conducteur a un autre si
ceux-ci sont trop proches (1072um) (voir [48]).

Néanmoins, si l'on regarde la derniere colonne du tableau 1.1, on s’apercoit
que malgré la stabilité du temps de cycle des processeurs, leurs performances aug-
mentent : les constructeurs utilisent déja a I'intérieur des processeurs certaines formes
de parallélisme.

‘ Processeur ‘ Année ‘ Temps de cycle ‘ Performances! ‘
Mark 1 1944 6 s < 1 flops
ENIAC? 1946 3 ms 300 flops
DEC PDP-1 | 1961 dus 200 kflops
IBM 360 1964 250 ns 4 Mflops
Cray-1 1976 12.5 ns 80 Mflops
Cray X-MP 1982 9.5 ns 210 Mflops
Cray Y-MP 1988 6 ns 333 Mflops
Cray C90 1993 4.2 ns 952 Mflops

TAB. 1.1 - Performances de divers processeurs.

Un autre fait important qui a favorisé le développement du parallélisme dans les
ordinateurs est économique: il revient moins cher de fabriquer un calculateur a partir
de plusieurs processeurs de grande série que de concevoir un processeur spécifique
tres rapide. Le prix de revient au Mflops® peut varier dans des proportions de 1 &
10. En effet, d’apres G. Bell (préface de [34]), le prix de revient d’un Mflops sur
un Cray C90 est d’environ 2000 dollars alors qu’il est de 200 dollars seulement sur
une station de travail. Cela explique I'intérét de nombreux centres de calcul pour les
ordinateurs paralleles, méme si ces prix sont évalués pour des puissances théoriques
qui ne seront pas atteintes dans les applications réelles.

1.2 Les différents types de parallélisme

1.2.1 Processeurs vectoriels

Pour continuer ’analogie avec I'activité humaine, la premiere méthode de travail
a plusieurs est le travail dit « a la chaine ». C’est le principe de fonctionnement des
machines vectorielles. Dans ce type de machines, les différentes taches effectuées
simultanément le sont a 'intérieur d’un méme processeur par des circuits spécialisés.
Lorsque la phase d’amorcage de la chaine (appelée pipeline en informatique) est

1. Vitesse maximum théorique en nombre d’opérations flottantes par seconde.
2. Le temps donné ici est en fait le temps de calcul d’une multiplication.
3. Million d’opérations flottantes par seconde, voir paragraphe 1.6.1.
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terminée, 'intervalle de temps entre la sortie de deux résultats successifs est beau-
coup plus court que le temps total de calcul complet d’un résultat. Plus précisément,
il est égal au temps que prend une étape du calcul (voir figure 1.1), c’est-a-dire gé-
néralement un cycle d’horloge. Une opération flottante (addition ou multiplication
par exemple) se décompose en quelques étapes (en général 4 ou 5). On gagne au
maximum un facteur égal a ce nombre d’étapes, ce qui est encore limité.

Btape 1 [A [ [ [ ]
Btape2  [Ay [A | [ ]
Btape 3 [As [Ay [A [ ]
Btape 4 [Ay [As [Ay [ A ]
Btape 5 [As [Ay [ A3 [ A, |
Etape 6 [Ag [ As [ Ay [ A5 |

Fic. 1.1 - Principe du pipeline : il faut | étapes pour effectuer le premier
caleul (A1), ensuite on obtient un nowveau résultat a chaque étape.

Pour obtenir les meilleures performances possibles avec ce type de processeur,
il est important de veiller a ce que le pipeline soit alimenté en continu. En effet,
un calcul isolé coiite le temps de toutes les étapes du pipeline alors qu’un calcul en
milieu de série cotite le temps d’une étape. La technique dite de « vectorisation » qui
permet cela est maintenant connue et les compilateurs exploitent bien les pipelines
de maniere automatique et transparente a 1’utilisateur.

1.2.2 Ordinateurs 4 mémoire partagée

Pour gagner encore en performance sont apparues les premieres machines a plu-
sieurs processeurs. Ce phénomene a tout d’abord touché les super-calculateurs (Cray-
2 ou Cray C90 par exemple) et s’étend maintenant aux stations de travail (SGI, 2 ou
4 processeurs). Ces machines qui possedent jusqu’a 16 ou 32 processeurs vectoriels
tres rapides et une mémoire commune peuvent ainsi atteindre des vitesses de calcul
de l'ordre de 10 Gflops. Les problemes technologiques posés par ce type d’architec-
ture viennent de la mémoire et du bus qui relie les processeurs a cette mémoire qui
doivent étre tres rapides pour satisfaire toutes les demandes.

Il faut également gérer la cohérence de cette mémoire (il ne faut pas que plusieurs
processeurs modifient une valeur en méme temps). Cette tache peut étre prise en
charge par le systeme d’exploitation ou laissée a 1'utilisateur, mais dans tous les cas
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LI

Mémoire ]

Fic. 1.2 - Ordinateur a mémoire partagée.

cela devient difficile a gérer et trop coliteux en temps au-dela de 16 processeurs.
La programmation de ces machines oblige aussi a prendre garde a la validité des
données au moment de les utiliser. Toutes les opérations précédentes ont-elles été
effectuées (par le processeur courant ou un autre) au moment d’utiliser une donnée?
Il faut gérer la synchronisation des processus. Ce type de parallélisme peut étre
exploité de maniere automatique (multitasking sur Cray par exemple) en obtenant
des performances relativement bonnes.

1.2.3 Ordinateurs a mémoire distribuée

Des constructeurs ont alors proposé une autre solution: associer une mémoire
propre a chaque processeur. Les processeurs deviennent totalement indépendants et
sont connectés par un réseau (voir figure 1.3) qui leur permet d’échanger I'informa-
tion nécessaire pour coordonner leur travail. On appelle ces machines les ordinateurs
a mémoire distribuée. Les premieres machines de ce type ont été construites avec
un grand nombre de processeurs peu puissants (comme par exemple la CM2 qui
comportait jusqu’a 65536 processeurs 1 bit). Grace aux progres réalisés dans la
technologie des réseaux d’interconnexion, on voit apparaitre des machines basées
sur des processeurs de grande série et de plus en plus rapides dont la puissance
créte varie entre 50 et 200 Mflops (processeurs issus des stations de travail) mais
moins nombreux, c’est le cas notamment des IBM SP1 et SP2 et du Cray T3D. Ces
processeurs semblent fournir un bon compromis pour obtenir une grande puissance
de calcul tout en gardant un rapport vitesse de calcul / vitesse de communication
raisonnable. Il est important de conserver un équilibre entre les performances des
processeurs et du réseau d’une machine. En effet, il est inutile d’utiliser des proces-
seurs tres performants si le réseau est lent car ils seront limités par la vitesse de
transfert des données sur ce réseau. L’utilisation de processeurs de grande série tels
que ceux qui équipent les stations de travail permet de réduire les cotts. Actuelle-
ment, les constructeurs proposent des machines ayant jusqu’a quelques centaines de
processeurs de ce type.

Théoriquement, une machine possédant 500 processeurs de 100 Mflops chacun a
une vitesse créte de 50 Gflops. En réalité ce chiffre est loin d’étre atteint. Fn effet,
le temps de communication pendant 'exécution d’un programme parallele est du
temps perdu, il faudra donc toujours chercher a le réduire le plus possible. 1l faut
donc revoir entierement les méthodes numériques utilisées et en mettre au
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il

Reseau d’mterconnemon

Fic. 1.3 - Ordinateur ¢ mémoire distribuée.

point de nouvelles qui comportent le minimum de dépendance et de communications
entre les sous-parties des calculs a effectuer.

1.3 Les communications

Dans cette partie, nous allons détailler quelques notions sur les communications
dans les réseaux de processeurs qui nous seront utiles dans la suite. Nous allons
commencer par nous intéresser au niveau physique, c¢’est-a-dire aux réseaux de com-
munication puis au niveau logique, c’est-a-dire aux schémas de communication mis
en ceuvre sur ces réseaux.

1.3.1 Réseaux

Une machine parallele a mémoire distribuée comprend deux types de compo-
sants: des processeurs et un réseau leur permettant de communiquer. Les construc-
teurs ont proposé une tres grande variété de réseaux sur leurs machines. Les princi-
pales topologies utilisées ont été:

— les hypercubes (CM2, iPSC860),

les grilles (Paragon),
— les tores (T3D, Maspar),

— les fat-tree (CM5),

les réseaux multi-étages (SP1, CS2).

La figure 1.4 montre quelques exemples de ces réseaux. L’hypercube fut tres a la
mode dans les années 80 mais a tendance a disparaitre car son degré (nombre de
connexions par processeur) augmente rapidement avec sa taille, ce qui pose des pro-
blemes technologiques de réalisation. Les principaux types de configurations toujours
utilisés actuellement sont les grilles et tores ainsi que les réseaux multi-étages.
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Fic. 1.4 - Quelques topologies de machines paralléles.

Nous utiliserons au-dessus de ces réseaux et de maniere plus ou moins transpa-
rente a 'utilisateur des schémas de communication logiques qui sont présentés dans

le paragraphe suivant.

1.3.2 Schémas de communication

Selon le réseau dont est constituée une machine parallele, chaque processeur
est connecté avec un nombre plus ou moins important d’autres processeurs de la
machine. Bien str, cela ne suffit en général pas et chaque processeur doit pouvoir
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échanger des données avec tous les autres. Pour cela, nous utilisons des algorithmes
de routage qui peuvent étre réalisés par matériel ou par logiciel. Nous utiliserons
des schémas de communication de haut niveau concernant un grand nombre de
processeurs et/ou des processeurs tres distants dont les principaux types sont :

Communication point a point : communication d’un processeur a un autre quelle
que soit leur position relative dans le réseau.

Diffusion : communication d’un processeur vers tous les autres.
Echange total : diffusion simultanée a partir de tous les processeurs.

Distribution : communication d’un processeur vers tous les autres, le message
envoyé a chaque processeur étant différent.

Multi-distribution : distribution simultanée a partir de tous les processeurs.

Regroupement : tous les processeurs envoient un message a un processeur donné
(c’est I'inverse de la distribution). On parle de combinaison lorsqu’il y a des
calculs a chaque étape intermédiaire (comme la recherche du maximum ou le
calcul de la somme d’un ensemble de valeurs).

De nombreux travaux de recherche ont lieu sur les algorithmes de routage efficaces
pour ces opérations en fonction du type de réseau physique utilisé. Les machines
et/ou bibliotheques de communication modernes comprennent des appels a ces opé-
rations qui sont implémentées de maniere efficace. Pour plus de détails sur ces algo-
rithmes, on peut consulter le livre de 1’école d’été Rumeur [57].

1.3.3 Performances des réseaux

Le temps nécessaire pour transmettre un message de longueur L est la somme:

— d’un temps d’initialisation 3 représentant le temps des initialisations et appels
de procédures,

— d’un temps de transmission du message proportionnel a la taille du message,
on notera 7, le temps de transmission d’un octet.

Le temps de transmission du message est donc:
T=p3+Lrt,.

On caractérisera donc les performances d’un réseau par deux parametres: sa latence
(3 et son débit 7. ou sa bande passante 1/7., on donne dans le tableau 1.2 (obtenu
d’apres [25] et [13]) les valeurs de ces parametres pour quelques machines représen-
tatives. Il convient de prendre ces chiffres avec beaucoup de prudence car, comme
on peut le voir dans [13], ils varient beaucoup selon les couches logicielles utilisées.
Dans ’état actuel de la technologie, les réseaux sont le point faible des machines
paralleles: ils ne permettent pas d’alimenter les processeurs aussi vite qu’ils ne cal-
culent (sauf dans le cas du Cray T3D). Il sera donc tres important de minimiser le
temps de communication dans les programmes paralleles.
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| Machine | Latence (us) | Débit (Mo/s) |

CM 5 82 2.3
Paragon 121 14.3
SP2 40 9.1
T3D 119 28.5
Ethernet 1500 0.2

TAB. 1.2 - Performances mesurées de quelques réseaux de communication.

1.3.4 Minimisation du temps de communication

Nous avons vu que, sur une machine parallele a mémoire distribuée, les commu-
nications entre les processeurs sont nécessaires, mais qu’elles prennent du temps. Il
faudra donc chercher a les minimiser, ou tout au moins a minimiser leur impact sur
le temps total d’exécution. Pour cela on dispose de deux méthodes: soit on mini-
mise le nombre et le volume des communications par un découpage astucieux du
programme, soit on masque le temps de communication, c’est-a-dire que 'on écrit
le programme de telle facon que les échanges de données aient lieu en méme temps
que les calculs.

Nous allons illustrer ces notions sur un exemple simple: considérons un calcul
itératif explicite de type différences finies sur une grille bidimensionnelle et utilisant
un schéma a cing points. On suppose que la grille est de taille N x M, qu’elle est
repérée par les indices ¢ et j et qu’elle est distribuée sur P processeurs. On notera 7,
le temps de calcul en chaque point de la grille, le temps de communication pour un
message de taille L sera 3 + L7.. On supposera dans ce paragraphe que toutes les
opérations effectuées « tombent juste », cela ne change rien a la méthode et permet
d’alléger les notations.

Nous supposerons dans un premier temps que les données sont distribuées entre
les processeurs selon un algorithme «modulo», c’est-a-dire que la donnée [, j] est
attribuée au processeur (¢ 4 j) mod P. Dans le cas général, pour effectuer un calcul,
il faudra communiquer avec les processeurs qui gerent les quatre points voisins du
point courant. Le temps total de calcul d’une itération sera donc:

_N><M

T
P

(o +4x(B+7)).

On peut améliorer ce temps en changeant la distribution des données sur les pro-
cesseurs. Affectons & chaque processeur une sous-grille de taille (N/v/P) x (M//P).
Quel est le temps d’une itération avec cette distribution? Le temps de calcul est le
meéme, par contre le temps de communication est meilleur. En effet, pour tous les
points a l'intérieur de la sous-grille, aucune communication n’est nécessaire, pour
les points sur les frontieres, on a besoin d’une communication, ou de deux dans les
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coins. Le temps total est donc:

N xM
T=—F—m+2x (N/NP+ M/VP) x (8+7.).
De plus, toutes les communications sur un c6té du domaine ont lieu avec le méme
processeur, on peut les regrouper en un seul message pour diminuer le temps de

latence (voir figure 1.5). Le temps total est alors:

T:wTa—l—élﬁ—l—Z(N/\/F—l— M/NP)r..
00000000000 0000OCOCOEOCOOONOSOS
ooco00e0eeeeeee o000 000000 oo
NI EE R I0OOxXoxXxx o

o@e ofleocccoccoceoflle o000 oloe
el oeofececoccocococflle o9 0000000 olo
I EEEE TN NN K LRI NY K
N IO NN NI NY KFEEE TN N
) R EEREENR] EEE IR K
0000606 060606 0 0 000 O 000606 060600 0 00
00000000000 0000C0OCOCEOEOGOOIONOOS

Fia. 1.5 - Distribution de données et fractionnement des communica-
tions : a gauche, les points sont séparés, pour chacun d’entre eux quatre
échanges de messages sont nécessaires; au centre, on groupe les points par
sous-domaines, on €élimine ainst un grand nombre de communications a
Uintérieur des sous-domaines; a droite, on groupe les communications
entre deux sous-domaines dans un seul message.

Mais il est possible de faire encore mieux! Le procédé décrit étant itéré, on peut
recouvrir les communications par du calcul. Pour cela, le procédé est le suivant: a
une itération donnée, on commence par calculer les valeurs des points a la limite du
domaine (dont les processeurs voisins auront besoin a I’étape suivante). On peut alors
les envoyer sans attendre et on procede de la méme fagon sur tous les processeurs.
On calcule ensuite les valeurs internes au domaine. Pendant ce calcul, les messages
se propagent sur le réseau. A I’étape suivante, les données sont donc prétes a étre
utilisées (voir figure 1.6). Sous réserve que le temps de calcul soit suffisant pour que
les messages arrivent, le temps total d’une itération est égal au temps de calcul sur
un domaine, c’est-a-dire:

NxM
T:%Ta.

En pratique, I’évaluation du temps est un peu plus compliquée. Il faut tenir
compte de 'architecture de la machine. Les temps qui sont donnés ici supposent que
la machine dispose d’un mécanisme matériel d’envoi des messages qui ne perturbe
pas le processeur de calcul. Il se peut que celui-ci soit interrompu si la machine ne
dispose pas de coprocesseur de communication. On gagne alors seulement la partie
due a l'attente des messages mais le principe reste valable.
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Fic. 1.6 - Masquage des communications: on effectue le calcul sur les
parties frontiéres des domaines (en grisé) puis on envoie les valeurs utiles
aux autres processeurs; pendant que les messages transitent sur le réseau
on effectue le caleul a Uintérieur des domaines et on regoit les données
des autres processeurs a la fin de 'étape de calcul.

1.4 Les modeles de programmation

1.4.1 Parallélisme implicite ou explicite?

Il existe plusieurs manieres de programmer une machine parallele. On peut utili-
ser un paralléliseur automatique, dans ’état actuel des connaissances cette solution
est a éviter car si elle est pratique, elle n’est en général pas suffisamment efficace. Il
faut donc encore écrire a la main des programmes explicitement paralleles.

Pour cela, il nous faut découper notre programme sous forme de taches qui
pourront s’effectuer simultanément sur différents processeurs et définir la maniere
dont ces taches vont coopérer afin de réaliser le travail souhaité.

1.4.2 Parallélisme de données ou de controle?

Pour réaliser ce découpage, on peut utiliser un modele dit de «parallélisme de
données». Dans ce modele de programmation, le découpage du programme est guidé
par les données qu’il manipule: on découpe ses données et on les distribue dans les
mémoires liées aux différents processeurs. On effectue ensuite localement les traite-
ments mettant ces données en jeu. Il est évident que certaines opérations nécessite-
ront des données résidant sur des processeurs distincts: il faudra alors communiquer
des données par le réseau. La difficulté réside dans le choix du découpage initial qui
induira plus ou moins de communications dans le déroulement du programme.

Le deuxieme modele de programme parallele est appelé «parallélisme de controles.
Dans ce modele on découpe le programme selon les différentes taches a effectuer.
On ajoute a ce découpage une description de 'ordre dans lequel ces taches doivent
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s’enchainer et on en déduit les mouvements de données nécessaires. Un avantage
important de cette approche est qu’elle s’adapte mieux aux applications numériques
irrégulieres ainsi qu’a certaines applications autres que le calcul scientifique.

1.4.3 Expression du parallélisme

Quel que soit le modele de programmation que 1’on désire utiliser, il existe plu-
sieurs manieres de 'exprimer.

Il existe des langages spécifiques au parallélisme de données. Ils sont en général
basés sur Fortran et sont surtout utilisés pour les grosses applications numériques,
la parallélisation s’exprimant souvent au moyen de directives de compilation. Le
principe est tres simple, on distribue les tableaux de données (statiques en Fortran)
entre les processeurs, le compilateur se chargeant de découper les boucles de calcul
de maniere appropriée et de placer les échanges de messages nécessaires. C’est la
méthode utilisée dans CRAFT [18] et dans HPF (High Performance Fortran, [33]).
L’usage de ces langages est relativement simple et rapide a mettre en ceuvre, la gé-
nération automatique des échanges de messages n’est malheureusement pas encore
aussi efficace qu’elle pourrait 1’étre et constitue un theme de recherche important.

Plusieurs équipes de recherche travaillent actuellement a I’élaboration d’environ-
nements et de langages de programmation utilisant le modele de parallélisme de
controle [54]. Ce type de langage est le plus souvent basé sur C ou C++ et utilise
des mécanismes tels que I'appel de procédures a distance (RPC). On envoie a un
processeur un appel a une fonction ou procédure et ses arguments, on recoit le ré-
sultat correspondant a la fin de son exécution.

Une autre solution est la programmation par échange de messages, c’est l'ap-
proche que nous utiliserons. Cette maniere de programmer est la plus proche de ce
qui se passe réellement, on écrit un ou des programmes séquentiels qui s’exécute-
ront sur les processeurs de la machine parallele et qui comprennent des instructions
d’envoi et de réception de données. On peut écrire de cette facon des programmes
dans le modele de parallélisme de données ou de parallélisme de contréle ou méme
mixtes. Ce type de modele est utilisé par de nombreuses bibliotheques portables ou
spécifiques a une machine. Des exemples et des références sur ce type de program-
mation seront détaillés dans le chapitre 2.

En résumé, on peut dire que l'efficacité obtenue est pour le moment inverse-
ment proportionnelle a "automatisme et au niveau de programmation utilisés. C’est
la le principal défaut des machines paralleles a 1’heure actuelle: il faut avoir des
connaissances spécifiques pour en tirer de bonnes performances. Le faible prix de
revient des heures de calcul sur les machines paralleles a pour contrepartie un cott
de conception des codes élevé.
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1.5 Environnements de programmation

Apres avoir défini ce qu’est une machine parallele et les modeles que 'on peut
utiliser pour les programmer, détaillons le cycle de développement d’un code pa-
rallele. Nous supposerons dans ce paragraphe que nous avons choisi un modele de
programmation et un langage pour I’exprimer. En fonction du modele et du langage
choisis, certains des points qui suivent pourront étre plus ou moins automatisés.
Néanmoins, il est important de connaitre ces aspects pour concevoir un bon pro-
gramme parallele.

1.5.1 Placement, ordonnancement

La premiere étape de la conception d’un programme parallele est de le décompo-
ser en taches. Ensuite, il faut placer et ordonnancer ces taches, c’est-a-dire attribuer
a chaque tache du programme un processeur sur lequel elle va s’exécuter et déter-
miner ’ordre d’exécution des taches sur chaque processeur. Un bon placement doit
minimiser une fonction de cout qui caractérise la qualité de 'exécution d'un pro-
gramme parallele (le temps d’exécution par exemple) sur une machine donnée. Les
deux principaux goulots d’étranglement sont la charge des processeurs et le cout
des communications. En entrée de cette phase, on suppose que l'on a un graphe
représentant le programme. Pour étre complet, ce graphe doit contenir la durée des
taches et des communications ainsi que les contraintes de précédence des taches
entre elles. On dispose également d’un graphe qui représente la machine cible. Ce
graphe contient deux parametres importants qui sont la vitesse des processeurs et
la vitesse des communications (toutes deux en fonction de la charge) ainsi que la
topologie du réseau de communication.

Le probleme de placement qui se pose alors est NP-complet pour un graphe
quelconque, c’est-a-dire qu’il est impossible de le résoudre en un temps polynomial
en fonction du nombre de taches et du nombre de processeurs. Il faut donc recourir a
des heuristiques pour le résoudre. Plusieurs types d’heuristiques existent (voir [31]):

liste : on place les taches les unes apres les autres suivant un critere donné (la plus
longue sur le processeur le moins chargé par exemple). Un processus une fois
placé n’est plus remis en question.

itératif : partant d’un placement on le perturbe pour essayer d’obtenir un meilleur
résultat (1’algorithme tabou est le plus performant actuellement).

regroupement : on regroupe les taches en groupes (choix d’une granularité) afin
de diminuer la taille du graphe puis on place ces groupes a 'aide d’une des
méthodes précédentes.

Les placements étant obtenus par des heuristiques, il est nécessaire de les évaluer,
ce qui augmente le cout de ces méthodes.
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1.5.2 Mise au point

La mise au point d’un programme parallele est un processus cotiteux en temps.
Elle se compose de deux aspects: la mise au point séquentielle d'une tache donnée
(on utilise des outils UNIX classiques) et la mise au point de la partie communica-
tions. Cette deuxieme phase est difficile car il n’existe pas d’outils bien adaptés. On
utilise la plupart du temps un débogueur classique par tache a déboguer, ce qui peut
vite devenir inextricable.

La mise au point d’un programme parallele est compliquée par I'interaction entre
les taches qui rend son comportement indéterministe. Un algorithme numérique sé-
quentiel est déterministe, c’est-a-dire que, pour un jeu de données fixé, la suite des
instructions exécutées lors de différentes exécutions sera toujours la méme. Ce n’est
pas le cas pour un programme parallele. Considérons par exemple le cas de deux
processus d’un programme parallele qui envoient chacun un message a un troisieme
processus. Ce processus est programmé pour attendre le premier message qui arrive
et poursuivre son exécution en fonction de ce message. Selon la charge des proces-
seurs qui exécutent les processus émetteurs et la charge du réseau de communication,
les messages arriveront dans un ordre différent, ce qui modifie la suite d’instructions
exécutées. Le comportement est donc indéterministe.

L’indéterminisme implique qu’une erreur survenant lors d’'une exécution peut ne
pas se reproduire dans une autre. La difficulté de mise au point est donc beaucoup
plus grande. Un autre facteur rend la mise au point encore plus difficile : les procédés
de mise au point classiques perturbent I’exécution et rajoutent des retards (points
d’arrét), le programme peut donc avoir un comportement encore différent. L’obser-
vation modifie le comportement du systeme: ce phénomene est connu en physique
sous le nom de probe effect, en informatique on dit aussi que la prise de traces est
intrusive. La mise au point rajoute de I'indéterminisme et peut masquer des erreurs.
Il faut disposer de mécanismes de ré-exécution déterministe pour pallier a cet in-
convénient.

La ré-exécution consiste a mémoriser une exécution de maniere a pouvoir la
«rejouer» de facon déterministe (identique a I’exécution originale) autant de fois que
nécessaire dans un environnement de débogage. Il faut pour cela «enregistrer» ’exé-
cution originale et construire un ordre total sur tous les événements du programme,
c’est ce que 'on appelle la prise de traces.

1.5.3 Traces

Le tracage d’un programme consiste a enregistrer ce qui se passe (identificateur
d’événement), ou (numéro de ligne) et quand (date) il a lieu ainsi que les circons-
tances de cet événement.
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La prise de traces dans un programme parallele est difficile a cause de deux fac-
teurs: 'indéterminisme et le grand nombre possible de taches qui multiplie d’autant
le volume des données a recueillir. La méthode la plus courante consiste a ajouter
des instructions de collecte d’information a des endroits judicieusement placés dans
le code. Souvent on instrumente la bibliotheque de communication. Le probleme
posé est que cela modifie le temps d’exécution des taches et donc ajoute de l'in-
déterminisme. Une autre technique possible est la collecte matérielle de traces. Les
problemes sont alors le cout, la non portabilité et le peu de flexibilité. Des travaux
de recherche tentent de mettre au point des outils de prise de traces qui perturbent
le moins possible 'exécution, ils sont dit peu intrusifs.

Dans un deuxieme temps. il faut réorganiser les informations collectées locale-
ment sur chaque processeur. Cela pose des problemes de datation si I’on ne dispose
pas d’horloge globale. Le regroupement peut lui aussi perturber ’exécution en char-
geant le réseau s’il a lieu pendant le déroulement de ’application, mais I'application
est également perturbée par la diminution de I’espace mémoire disponible si les don-
nées sont conservées sur place.

L’introduction des instructions de traces peut aussi perturber le programme en
empéchant le compilateur d’optimiser certaines parties du code (échange de 'ordre
de boucles, inlining de procédures, modification de I’allocation des registres...). Dans
un programme parallele, cela peut méme encore se compliquer: en HPF par exemple,
le code compilé est tres différent du code source, que tracer? L’ajout d’une instruc-
tion de tracage peut donner un code compilé completement différent. Comment relier
un événement du code binaire au code source? Il faudrait coupler la compilation a
la prise de traces. Il n’existe pas actuellement de solution a ce probleme.

Il faut trouver le bon compromis entre 'intrusion due a la prise de traces et la
quantité d’information utile, ce compromis varie en fonction de ce que 1’on recherche.
Il faudra sélectionner des informations pertinentes pour le débogage ou I"analyse de
performances. Enfin, il est nécessaire de filtrer et de réorganiser les données récoltées
et de les présenter de maniere exploitable par I'utilisateur.

1.5.4 Visualisation

Pour ne pas noyer I'utilisateur sous la quantité de données fournies par un tra-
ceur, la solution actuelle est de les représenter sous forme graphique. Nous pré-
sentons dans ce paragraphe deux manieres de représenter graphiquement le dérou-
lement d'une exécution d’un programme parallele: le diagramme de Gantt et le
diagramme espace-temps. Il existe d’autres facons de présenter le comportement
d’un programme parallele, chaque maniere de faire possede ses avantages et ses in-
convénients. De nombreux travaux de recherche sont en cours sur ce sujet car une
exécution parallele comporte de tres nombreux parametres qu’il n’est pas aisé d’ex-
ploiter.



1.5. ENVIRONNEMENTS DE PROGRAMMATION 27

Sur un diagramme de Gantt (voir figure 1.7), on représente I'activité des pro-
cesseurs. Chaque processeur est représenté par une bande horizontale. Les parties
sombres de la bande représentent les temps d’activité du processeur, les parties
blanches les temps d’inactivité (attente de message par exemple) et les parties gri-
sées les temps d’activité liés a la communication (surcoit constitué des temps de
préparation des données et d’initialisation de la communication). On peut donc ju-
ger de la qualité de la parallélisation d’une application par la fraction de surface
noire sur un tel diagramme et par sa répartition.

Processeurs

— N Wk OOy =1 X0

Temps

FiG. 1.7 - Diagramme de Gantt.

Sur un diagramme espace-temps (voir figure 1.8), on représente chaque proces-
seur par une ligne horizontale, mais on représente aussi les communications entre les
processeurs par des lignes obliques qui joignent les lignes représentant les processeurs
qui communiquent. Une coupure dans une ligne horizontale correspond a un temps
d’inactivité du processeur. Le principal probleme lié a ce type de représentation est
qu’il devient rapidement illisible dans les applications qui comportent beaucoup de
communications.

Tous les graphiques présentés dans la suite de cette these ont été réalisés avec le
logiciel de prise de traces TAPE [46] et le logiciel de visualisation Paragraph [52].

1.5.5 Répartition dynamique de la charge

Dans beaucoup de programmes paralleles, il est impossible de connaitre a prior:
le temps d’exécution de certaines taches. C’est le cas lorsque 'on utilise un maillage
adaptatif ou lorsqu’une méthode itérative doit vérifier un critere de convergence
par exemple. Il faut alors en cours d’exécution décider quelle est la meilleure facon
de répartir les taches entre les processeurs, on appelle ce procédé la répartition
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Processeurs

=
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Temps

Fic. 1.8 - Diagramme espace-temps.

dynamique de la charge. On peut par le méme genre de mécanisme prendre en
compte la charge du réseau et/ou des processeurs qui sont eux-aussi imprévisibles
dans le cas d’une machine multi-utilisateurs.

Les difficultés résident principalement dans la quantification de la charge d’un
processeur et dans 1’évaluation du temps qu’il reste pour terminer une tache. Les
algorithmes d’équilibrage de la charge sont également couteux car ils nécessitent
beaucoup de communications. La répartition dynamique de charge peut étre prise
en charge par le systeme d’exploitation, dans I’état actuel des connaissances, c’est
en général le programmeur qui le fait dans son application.

1.6 Les performances

1.6.1 Les unités de mesure

Il existe de tres nombreuses manieres de mesurer les performances d’un ordina-
teur. Pour les applications qui nous intéressent ici, ce qui nous importe est la vitesse
de calcul sur des variables réelles (simple ou double précision). On utilisera donc
comme unité le flops, c’est-a-dire le nombre d’Opérations FLottantes Par Seconde,
ou plus souvent ses multiples:

Mflops ou mégaflops: un million (10%) d’opérations flottantes par seconde.
Gflops ou gigaflops: un milliard (10?) d’opérations flottantes par seconde.
Tflops ou téraflops: 10'? opérations flottantes par seconde.

Pour donner un ordre de grandeur, disons que les vitesses actuelles de calcul
des grosses stations de travail se situent entre 100 et 200 Mflops et que les super-
calculateurs actuels les plus rapides atteignent des vitesses de quelques dizaines de
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Gflops. Les constructeurs de ces machines promettent pour la fin de la décennie des
machines capables de fournir une puissance de 1 Tflops.

Il convient de faire une distinction entre la puissance créte d’une machine et sa
puissance dite soutenue. La puissance créte est la vitesse maximale théorique de
la machine. En pratique celle-ci n’est jamais atteinte et ce pour plusieurs raisons:
les applications contiennent des instructions autres que les opérations de calcul, les
pipelines des machines ne sont pas alimentés de maniere continue car le transfert
des données depuis la mémoire est plus lent que le calcul. La puissance soutenue
représente la vitesse maximale que 'on peut tirer d’'une machine en application.
Remarquons qu’elle n’est pas définie de maniere précise mais qu’elle donne une idée
de ce que 'on peut espérer.

Pour mesurer les performances d’un programme parallele, on a besoin d’une
autre notion que 'on peut appeler accélération ou efficacité. L’accélération est le
rapport du temps d’exécution d’un programme séquentiel sur le temps d’exécution
de la méme application en parallele:

ou A, est l'accélération pour n processeurs, Ty, est le temps d’exécution du pro-
gramme séquentiel et T, le temps d’exécution sur n processeurs. L’efficacité est
I’accélération divisée par le nombre de processeurs, on ’exprime en général sous
forme de pourcentage:

g A T
" n n xT,
Ce nombre représente un pourcentage moyen d’utilisation des processeurs par rap-
port a une parallélisation qui serait parfaite.

1.6.2 La loi d’Amdahl

Il existe une borne théorique de 'accélération que 'on peut atteindre pour une
application donnée sur un nombre de processeurs donné. Dans toutes les applica-
tions paralleles, il existe des parties qui ne sont pas parallélisables (par exemple
I'initialisation de parametres de calcul). Soit s la fraction du code (en temps d’exé-
cution) qui n’est pas parallélisable. Le temps d’exécution minimum possible sur n
processeurs est alors:

n

1—s
Tn:Tseqx<5—|— ),
ce qui correspond a une accélération de:

n

A, =
(1—s)+sxn
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et a une eflicacité maximum de :

1

E, = .
(1—s)+sxn

La figure 1.9 nous montre la plus grande accélération que ’on pourrait obtenir si
on avait une infinité de processeurs ainsi qu’avec 32 et 128 processeurs (cas des ma-
chines que nous utiliserons). La figure 1.10 nous montre 'efficacité théorique d’un
programme parallélisé de 90% a 100% sur une machine a 32, 128 ou 1024 nceuds.
On constate sur ces deux figures que plus la machine a de processeurs et plus la
parallélisation doit étre complete pour obtenir une bonne efficacité.

Accélération
maximum
possible
140 T T T T
120 = —— Infinité de processeurs =
128 processeurs
100 7 --- 32 processeurs
80 -
60 [~
40
20
0 £ —_t —
0 20 40 60 80 100

Pourcentage de code parallélisé

Fic. 1.9 - Lot d’Amdahl: accélération théorique.

On peut retenir de la loi d’Amdahl que si 'on veut accélérer de maniere significa-
tive une application en utilisant une machine parallele, il faut la paralléliser a fond.
Paralléliser la ou les routines qui consomment le plus de temps ne suffit pas. Par
exemple, paralléliser une portion du code qui consomme 80% du temps CPU sur une
machine a 128 processeurs donnera une accélération maximale possible inférieure a
5 qui n’est pas satisfaisante. Pour atteindre une efficacité de 50% sur une machine
a 32 neeuds, il faudra paralléliser 96% du code. Ce pourcentage est de 99% sur une
machine a 128 processeurs.

Il existe deux manieres d’interpréter la loi d’Amdahl. Elles different par la facon
de mesurer le temps séquentiel. La premiere consiste a mesurer le temps d’exécution
du méme algorithme que celui utilisé en parallele, ’autre consiste a prendre le temps
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Efficacité
théorique
100 T T T T ]
| — 32 processeurs b
80~ ... 128 processeurs I
- --- 1024 processeurs S
60 -
40 .
20 /-
N RSP
90 92 94 96 98 100

Pourcentage de code parallélisé

Fic. 1.10 - Loi d’Amdahl: efficacité théorique.

du meilleur algorithme séquentiel. Le probleme réside alors dans la définition du
meilleur algorithme séquentiel : il n’est pas toujours évident de savoir quel algorithme
est le meilleur, cela peut varier en fonction des données et de I'implémentation, il se
peut aussi que le meilleur algorithme du moment ne le soit plus dans un an. Il n’y a
pas de bonne réponse, le tout est de donner clairement la référence que 1’on utilise
et d’en tenir compte au moment de tirer les conclusions d’une expérience.

1.6.3 La loi de Gustafson

Si l'on considere les bornes théoriques que nous donne la loi d’Amdahl, on ne
peut étre que tres pessimiste quant a 1’avenir du calcul parallele. En fait, on peut
avoir du probleme une vision un peu différente comme celle de Gustafson [32].

En effet, lorsque 'on utilise un calculateur parallele, la taille du probleme et le
nombre de processeurs que 1’on utilise sont rarement indépendants. Les ingénieurs et
chercheurs qui utilisent ce genre de calculateurs augmentent généralement la taille
du probleme le plus possible en fonction des moyens informatiques dont ils dis-
posent. Selon leurs intéréts, les utilisateurs augmentent la finesse de leur grille de
discrétisation ou le nombre de pas de temps ou choisissent une méthode de résolu-
tion plus précise pour avoir une meilleure réponse avec le méme temps d’exécution.
On constate aussi que la plupart du temps, la partie séquentielle du code ne change
pas quand la taille du probleme augmente alors que la partie parallele croit.

Considérons un programme qui s’exécute en un temps 7}, sur n processeurs et
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soit s la fraction du code non parallélisable. Alors, le temps d’exécution de ce code
sur un seul processeur sera égal au temps d’exécution de la partie non parallélisable
plus n fois le temps d’exécution de la partie parallele, soit :

Ti=sxT,+nx(1—-3s)xT,.
On en déduit donc une nouvelle expression de ’accélération :
A, =s+nx(l—ys)

et de efficacité:

e
E,=1—s+—.
n
Efficacité
100 T T x T
— Infinité de processeurs
80 b 128 processeurs _
--- 32 processeurs .
60 |- 4
40 e -
0 7 .
0 7 ! | ! 1
0 20 40 60 80 100

Pourcentage de code parallélisé

Fic. 1.11 - Loi de Gustafson : efficacité théorique.

Cette approche rejoint une autre notion que l'on trouve dans les ouvrages trai-
tant de calcul parallele : 'extensibilité (scalability) qui traduit le comportement d’un
algorithme parallele lorsque le nombre de processeurs augmente. La encore, deux ma-
nieres de voir les choses: on augmente le nombre de processeurs en gardant le méme
probleme ou bien on augmente la taille du probleme proportionnellement au nombre
de processeurs. Cette deuxieme approche permet de conserver une charge constante
par processeur. Le principal argument en faveur de cette méthode est que ’on utilise
rarement une grosse machine parallele pour résoudre un petit probleme et qu’il est
souvent impossible de résoudre un gros probleme sur un petit nombre de processeurs
en raison du manque de mémoire.

Le parallélisme peut donc encore apporter beaucoup: il doit permettre de ré-
soudre avec le méme temps de calcul des problemes plus importants qu’il était
impossible de résoudre avec des machines classiques.
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1.7 Conclusion

Seules les machines paralleles permettent actuellement une augmentation sans
limites des performances, pourquoi sont-elles si peu utilisées dans l'industrie? Ce
n’est pas a cause de leur prix comme on 1’a déja vu. Peut-étre est-ce parce qu’elles
manquent de systemes d’exploitation et d’environnement de programmation convi-
viaux. Il est stir que le fait que I'on ne sache actuellement pas cacher le parallélisme
a 'utilisateur a cause du manque d’efficacité des techniques de parallélisation auto-
matique est un frein important a leur plus large diffusion.

Les difficultés qui se posent au programmeur qui a choisi de s’investir dans ['uti-
lisation d’une machine parallele et d’en tirer un bénéfice raisonnable sont :

— Les communications cottent cher, il faut donc minimiser leur cout, soit en
diminuant leur nombre et leur volume, soit en les recouvrant par du calcul.
Cela demande un important travail tant au niveau de I’analyse numérique que
de I’algorithmique pour concevoir de nouvelles méthodes adaptées a ce type
de contraintes.

— La qualité d’un programme parallele se mesure en partie par son temps d’exé-
cution mais pas uniquement. La granularité des machines paralleles n’étant
pas encore stabilisée, il faut que les programmes puissent s’adapter: il faut
prendre en compte 'extensibilité. Pour cela il faut connaitre, outre la taille du
probleme, le nombre de processeurs utilisés et ce nombre doit intervenir dans
le code. On peut, pour exprimer cela, utiliser des poly-algorithmes.

— Il faut également tenir compte de la portabilité lorsque 1’on choisit d’utiliser
une machine parallele: la plupart des grands codes numériques sont écrits en
Fortran (ou en C) en partie pour des raisons de portabilité mais aussi parce
qu’il n’existe actuellement aucun langage parallele qui offre autant de souplesse
dans ce domaine.

— Un autre grand probleme de ces machines, que nous ne prendrons que tres peu
en compte dans ce travail, est le traitement des entrées-sorties. Actuellement
deux tendances existent : soit on éparpille les disques sur tous les processeurs
mais il faut amener les codes et les données sur ces disques et récupérer les
résultats, soit on utilise quelques disques en des points particuliers et les don-
nées transitent sur le réseau de la machine pendant ’exécution, ce qui prend
du temps et charge le réseau plus qu’il ne devrait 1’étre.

Dans la suite de cette these, nous utiliserons des machines paralleles a mémoire
distribuée que 'on programmera par échange de messages explicites.
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Chapitre 2

Programmation par échange de
messages

Le but de ce chapitre est de présenter de maniere plus approfondie la
programmation par échange de messages ainsi que les deux bibliothéques
que nous utiliserons dans la suite de cette thése: PVM et MPL

2.1 Introduction

Le modele le plus utilisé pour la programmation des machines paralleles a mé-
moire distribuée est la programmation par échange de messages. Les principales
raisons de ce succes sont la simplicité de ce modele et sa relative facilité d’utilisa-
tion. Il est simple dans le sens ou il est tres proche de ce qui se passe réellement
dans les machines paralleles a mémoire distribuée: les processus ne disposent d’au-
cune ressource partagée et doivent communiquer en échangeant des données sur un
réseau. Il est simple a utiliser car la partie du code consacrée aux calculs est écrite
dans un langage standard (Fortran 77 ou C en général) qui placent le programmeur
dans un contexte familier. On écrit pour chaque processeur de la machine cible un
programme qui comprend le code de calcul a effectuer plus les opérations d’échange
de données et de synchronisation avec les autres processeurs. On peut obtenir une
bonne efficacité car les compilateurs utilisés sont classiques (donc efficaces) et car
on peut controler de maniere fine le déroulement de I’exécution (attente des mes-
sages par exemple). Ce modele restera vraisemblablement le plus utilisé tant que
des progres significatifs n’auront pas été accomplis dans les modes d’application des
autres modeles de programmation parallele. Ce type de modele est utilisé par de
nombreuses bibliotheques portables (PVM [27, 59], Parmacs [11], Express [24], P4
[9]) ou spécifiques & une machine (EUI sur SP1 [5], NX sur Intel [53]), McBryan

donne une bonne vue d’ensemble de ces systemes dans [47].

Dans ce chapitre nous présentons dans une premiere partie les bibliotheques
d’échange de messages en général puis de maniere plus approfondie PVM et MPI qui
sont les standards actuels et peut-étre futurs (voir [63]) de ce type de programmation
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et que nous utiliserons pour nos applications.

2.2 Caractéristiques générales

2.2.1 Communications point a point

On appelle communication point a point ’envoi d’un message d’une tache don-
née a une autre. C’est le mode de communication le plus simple a partir duquel on
pourra construire d’autres modes de communications plus complexes.

Pour envoyer un tel message, on a besoin de connaitre:
— la tache émettrice,

— la tache réceptrice,

— les données a envoyer.

Une telle communication est donc composée de deux parties: I’émission du message
que l'on peut écrire schématiquement

envoi(destination, contenu)
et la réception de ce message:
reception(source, contenu).

Les entités destination et source peuvent étre un numéro de processeur si I’'on
travaille avec une seule tache par processeur ou bien un numéro de processeur plus
un identificateur de tache sur le processeur dans le cas de systemes multi-taches (cet
aspect peut étre masqué si le systeme attribue a chaque tache un numéro unique sur
I’ensemble des processeurs). Les données a envoyer seront stockées dans un tampon,
cela permet au processus de calcul de continuer son exécution sans étre perturbé
par la communication.

Un probleme peut survenir si la méme tache envoie plusieurs messages a une
méme autre tache. Il se peut que selon le résultat d’un test a l'intérieur de la tache
émettrice ou selon ’encombrement du réseau au moment des émissions, l'ordre d’ar-
rivée des messages ne puisse étre connu a l’avance. On ajoute donc souvent un
parametre supplémentaire qui est un identificateur du message et qui permet de
gérer les échanges entre deux processeurs donnés.

2.2.2 Communications globales ou structurées

Nous avons vu au paragraphe 1.3.2 qu’il existe d’autres schémas de commu-
nication tres utilisés comme la diffusion ou le regroupement. Les bibliotheques de
communication modernes offrent aux utilisateurs des fonctions spécifiques pour ce
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type de communications. Cela offre deux avantages: la portabilité et 'efficacité. On
gagne en portabilité car il n’est plus nécessaire d’écrire un algorithme de diffusion
adapté a une machine particuliere et en efficacité car les constructeurs peuvent op-
timiser ces fonctions pour leur machine.

Une autre opération globale qui peut étre intéressante est la synchronisation :
toutes les taches attendent d’en étre au méme point pour continuer leur exécution.
Cela peut étre utile dans le cas ou 'on attend un événement extérieur. Ce schéma
de communication est un peu particulier car aucune donnée n’est échangée.

Il est aussi utile de définir des sous-ensembles de ’ensemble des taches que consti-
tue un programme parallele selon une caractéristique commune, par exemple la parti-
cipation a un sous-calcul pendant que d’autres taches effectuent une autre opération.
On peut alors étendre toutes les communications globales que 'on vient de voir a
ces groupes. Cela permet une plus grande souplesse et un meilleur rendement que la
technique de masquage qui était utilisée sur les premieres machines paralleles : dans
le cas d’une diffusion par exemple, le message était envoyé a toutes les taches mais
seules quelques-unes effectuaient réellement 'opération de réception. Cela n’était
pas tres optimal en ce qui concerne 'utilisation du réseau.

Un probleme peut se poser lorsque l'on utilise la notion de groupe dans un
programme parallele. Il existe deux possibilités pour définir les groupes : une fois pour
toutes au début du programme ou bien de maniere dynamique, les taches pouvant
alors rejoindre ou quitter un ou des groupes en cours de calcul. Que se passe-t-il si
la composition d’un groupe change au cours de ’exécution d’une opération globale
sur ce groupe? Cela peut étre laissé au soin du programmeur, sinon une technique
classique consiste a synchroniser toutes les taches avant une opération sur un groupe,
ce qui peut étre tres gaspilleur en temps.

2.2.3 Synchronisation des communications

Une notion nous sera utile dans la suite de cette these, il s’agit de la notion de
communication synchrone ou asynchrone. Le processus émetteur peut avoir deux
types de comportements lors de I'exécution d’une phase d’émission (voir également

la figure 2.1):

— soit 1l doit attendre que le récepteur soit prét a recevoir ses données pour
pouvoir effectuer ’envoi, on parle alors d’envoi synchrone,

— soit il envoie ses données sur le réseau et continue son exécution, on parle alors
d’envoi asynchrone. [’avantage de cette solution est un gain de temps évident,
c’est la méthode utilisée sur la plupart des systemes récents.

Dans le cas ou I’émission est asynchrone, le systeme doit gérer tous les messages qui
peuvent étre envoyés et les stocker jusqu’a leur réception par leur destinataire. Il
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faut aussi gérer les cas ou les capacités de stockage intermédiaire sont insuffisantes
et les cas d’erreur lors des transmissions: c’est le probleme du contréle de flux.

Tache 1 Communication
Tache 2 synchrone
Temps
Tache 1 Communication
Tache 2 asynchrone
Temps
- Tache active - Surcoit de communication
|:| Attente =  Début de la communication

Fia. 2.1 - Communications synchrones et asynchrones.

Le processus récepteur peut également avoir un comportement bloquant ou non-
bloquant. Son comportement dans le cas d’une réception bloquante est simple, le
processus s’arréte jusqu’a 'arrivée des données voulues puis continue son exécution.
Dans le cas d’une réception non-bloquante, le processus va tester si un message donné
est arrivé (ou si I’émetteur est prét dans le cas d’'une communication synchrone). Si
c’est le cas, le message est lu, sinon le processus poursuit son exécution en exécutant
un calcul qui ne nécessite pas les données en question par exemple. Lorsque plus
aucune activité n’est possible sans les données attendues, le processus effectue une
réception bloquante. Les réceptions non-bloquantes permettent donc une plus grande
souplesse dans 1’exécution des taches. La plupart des systemes modernes proposent
ce type de réception, en plus des réceptions bloquantes qui sont toujours nécessaires.

2.3 La bibliotheque PVM

2.3.1 Introduction

PVM (Parallel Virtual Machine) est une bibliotheque d’échange de messages dé-
veloppée par une équipe de chercheurs de I’'Université du Tennessee et du Oak Ridge
National Laboratory. Leur but était a 1’origine de pouvoir programmer un réseau de
stations de travail (méme hétérogene) comme une machine parallele virtuelle. Les
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Tache 1 _ Réception
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Tache | RN Réception
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- Tache active |:| Attente
- Surcout de communication

FiG. 2.2 - Réceptions bloquantes et non-bloquantes.

intéréts de ce type d’outils sont les suivants:

— Beaucoup d’entreprises disposent de stations de travail qui ne sont pas utilisées
au maximum de leur capacité. PVM permet dans ce cas d’utiliser toute la
puissance de calcul du réseau pour une grosse application sans investissement
supplémentaire. Nous pouvons ainsi atteindre la méme puissance de calcul
qu’avec une tres grosse machine.

— [avantage des stations de travail par rapport aux machines paralleles est
qu’elles disposent d’outils de développement beaucoup plus confortables. Ceci
permet notamment un débogage aisé.

Devant le succes de cette bibliotheque, de nombreux constructeurs ont porté PVM
sur leur machine de maniere optimisée. C’est en particulier le cas d’IBM et de Cray.
PVM s’est donc imposé petit a petit comme le standard de la programmation par
échange de messages.

Nous avons choisi d’utiliser PVM car au début de ce travail de these, nous dis-
posions d’un important réseau de stations de travail, notamment grace a la colla-
boration entre le LMC, le CICG! et I’Observatoire de Grenoble?. De plus, PVM
commencait a prendre de I'importance a cette époque, ce qui nous assurait une
bonne portabilité de notre travail.

1. Centre Inter-universitaire de Calcul de Grenoble
2. Je tiens a remercier ici Frangoise Roch, Pierre Valiron et Laurent Desbat de 1’Observatoire
de Grenoble ainsi que toute I’équipe du CICG qui ont permis cette collaboration.
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2.3.2 L’environnement PVM

PVM est composé de plusieurs parties:

la bibliotheque proprement dite, accessible a 'utilisateur a partir des langages C,
C++ et Fortran. La version adaptée au Fortran est une sur-couche d’appel
aux routines de PVM qui sont écrites en C.

la console de PVM est une interface qui permet a l'utilisateur d’initialiser sa ma-
chine virtuelle et de lancer ses taches. La console permet une utilisation inter-

active de PVM.

les démons qui assurent le fonctionnement du systeme.

Dans la suite de cette partie, nous allons passer en revue les principales fonctionna-
lités offertes par PVM. Tous les exemples et noms de fonctions de PVM sont donnés
pour 'appel en Fortran.

2.3.3 Implémentation

PVM est implémenté en deux parties distinctes. La premiere partie est un démon
(pvmd3) qui sera exécuté sur tous les processeurs de la machine virtuelle. 11 est écrit
de telle maniere que tout utilisateur puisse I'installer sur une machine sur laquelle
il a un compte. Pour utiliser PVM, l'utilisateur doit configurer sa machine virtuelle
au moyen d’un fichier qui contient la liste des hotes, il lance un démon qui prend
ce fichier comme parametre d’entrée et qui lance les démons sur les autres hotes.
Ces démons cooperent alors pour émuler une machine parallele. L’application PVM
peut alors étre lancée par une commande shell sur n’importe lequel des hotes.

La deuxieme partie de PVM est la bibliotheque (1ibpvm3.a) qui contient toutes
les routines d’échange de messages, de lancement et de coordination des taches et
de gestion de la machine virtuelle. L’application doit étre linkée a cette bibliotheque
au moment de la compilation.

Le systeme PVM a été compilé et testé sur un grand nombre d’architectures
(voir [59], page 538, tableau 1), depuis les PC 386 jusqu’au Cray C90 en passant par
les machines massivement paralleles. Plusieurs constructeurs proposent également
une version spécifique pour leur machine parallele (IBM, Cray, Convex, Intel, SGI

et DEC).

2.3.4 Identification des processus

La premiere procédure qui doit étre appelée dans un programme pour pouvoir
utiliser PVM est pvmfmytid. Cette procédure inclut la tache appelante dans le pro-
gramme parallele et lui affecte un numéro d’identification. Ce numéro identifie entie-
rement la tache dans la machine virtuelle, ¢’est lui qui sera utilisé pour faire référence
a la tache dans le reste du code.
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2.3.5 Gestion de la machine virtuelle

La premiere étape lorsque l'on veut gérer la machine virtuelle est d’obtenir
des informations sur celle-ci. Cela est possible grace aux appels a pvmfmstat et
pvmfconfig. La premiere routine fournit 1’état d’un processeur de la machine vir-
tuelle et permet de détecter une défaillance éventuelle de ce processeur, la deuxieme
permet de connaitre le nom de tous les processeurs composant la machine virtuelle,
leur architecture, leur vitesse relative et le numéro de processus du démon PVM du
processeur en question.

On dispose ensuite des instructions pvmfaddhosts et pyvmfdelhosts pour ajouter
ou enlever dynamiquement des processeurs a la machine virtuelle. L’ensemble de ces
fonctions permet de gérer au mieux ’ensemble des processeurs dont on dispose et
de concevoir une application tolérante aux pannes. Cela est important car PVM est
concu pour fonctionner sur des réseaux de stations que 1’on ne contréle pas forcément
en totalité.

2.3.6 Gestion des processus

On appelle gestion des processus ’ensemble des opérations qui consistent a créer
ou a terminer une tache et a la placer sur un processeur de la machine virtuelle. Ces
fonctions sont accessibles aussi bien de maniere interactive par la console PVM que
par programme par appel a des fonctions de la bibliotheque. Les principales routines
disponibles pour agir sur les processus sont :

pvmfspawn pour lancer 'exécution d’une tache sur la machine virtuelle. On peut
préciser le processeur sur lequel la tache doit étre exécutée, le type de proces-
seur dans le cas d’une machine virtuelle hétérogene ou bien laisser le systeme
placer la tache librement.

pvmfexit pour terminer ’exécution de la tache parallele courante vis-a-vis du sys-
teme PVM. En général cette instruction précede le STOP qui marque la fin du
programme de la tache.

pvmfkill pour tuer une tache a distance.

pvmfparent pour connaitre le numéro du processus qui a lancé I'exécution du pro-
cessus courant. Cela peut étre utile pour connaitre le numéro du maitre dans
une application de type maitre-esclave.

Il existe également deux instructions permettant de recueillir des informations sur
I’état des processus s’exécutant sur la machine. Ces instructions (pvmfpstat et
pvmftasks) sont tres semblables aux instructions pvmfmstat et pvmfconfig, elles
donnent acces aux numéros de taches en cours d’exécution, au nom du fichier exé-
cutable auquel elles correspondent, au numéro de leur tache parent et a leur état
qui indique si la tache est active ou non.
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Cet ensemble d’instructions permet de gérer au mieux les taches a effectuer. On
peut grace a elles controler le placement des taches pour optimiser les temps de
communication. On peut aussi controler dynamiquement la charge du systeme et
réguler cette charge.

2.3.7 Les communications

Pour pouvoir échanger des messages entre les processus par PVM, il faut tout
d’abord construire ces messages. Pour cela on utilise des zones de mémoire tam-
pon que ’on appellera buffers. Pour le programmeur, cela permet de construire plus
facilement les messages en accumulant les données a envoyer dans ces zones de mé-
moire, on appelle cette opération I’empaquetage du message. Au niveau de PVM,
cela permet de manipuler facilement les messages pour les coder si nécessaire ou
bien pour les découper en paquets de taille optimale en fonction du mécanisme de
communication utilisé au niveau physique ou logique. Le mécanisme est le méme a
la réception, le message recu est stocké dans un buffer puis il est dépaqueté par
Iutilisateur.

L’envoi d'un message se fait donc par trois appels successifs a PVM de la maniere
suivante :

CALL pvmfinitsend(codage, info)
CALL pvmfpack(type, X, n, saut, info)
CALL pvmfsend(destinataire, etiquette, info)

La routine pvmfinitsend permet de créer un buffer pour composer le message.
Le parametre codage peut prendre plusieurs valeurs pour spécifier si I’on veut utili-
ser le codage XDR (en cas de communication entre deux processeurs d’architectures
différentes), si I'on ne veut aucun codage ou si l'on veut empaqueter seulement
I’adresse des données a envoyer. Dans ce dernier cas, il faudra veiller a ne pas mo-
difier les valeurs en question tant que I’envoi du message n’a pas effectivement eu
lieu. Le parametre info est un entier qui retourne 0 si 'exécution s’est déroulée
correctement, un code d’erreur sinon.

Les parametres de la routine d’empaquetage pvmfpack sont :
type est un entier qui indique le type des données a empaqueter. En Fortran, ce
type peut étre STRING, BYTE, INTEGER#2, INTEGER*4, REAL*4, COMPLEX*8,
REAL*8 ou COMPLEX*16.

X est la variable qui contient les données a empaqueter.

n est un entier qui indique le nombre de données du type défini par le premier
parametre a empaqueter.
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saut est un entier qui donne 1’écart entre deux données successives a empaqueter.
Ce parametre est utile pour empaqueter une ligne d’un tableau par exemple, il
aura alors pour valeur la hauteur des colonnes de ce tableau (voir figure 2.3).
Il vaudra 1 si on veut empaqueter des données contigués en mémoire.

info est un code d’erreur retourné par la routine.

On peut intercaler plusieurs appels a pvmfpack entre pvmfinitsend et pvmfsend,
les données seront alors stockées dans le buffer dans 'ordre de leur empaquetage. 11
faudra prendre soin de les dépaqueter dans le méme ordre a la réception du message.

Tableau X

X
Mémoire | h | . | . | . | . L1 |
=3 3 = 3 =~ 3

Fic. 2.3 - Mécanisme d’empaquetage pour n=5 et saut=3.

L’usage de pvmfsend est assez simple, ces parametres sont respectivement le nu-
méro du processus destinataire du message, une étiquette définie par 'utilisateur et
qui permet d’identifier le message et un entier qui contient un code de retour.

La réception associée a cet exemple sera:

CALL pvmfrecv(source, etiquette, info)
CALL pvmfunpack(type, X, n, saut, info)

Les parametres de pvmfunpack sont les mémes que pour 'empaquetage, ceux de
pvmfrecv sont les mémes que ceux de pvmfsend a la différence pres qu’ici c’est la
source du message que 'on doit indiquer. Il existe également une routine pvmfnrecv
qui a les mémes parametres que pvmfrecv. La différence entre ces deux routines est
que pvmfrecv est bloquante alors que pvmfrecv est non-bloquante.

En ce qui concerne le controle de flux, PVM n’impose aucune limitation sur le
nombre de messages ou la taille des buffers. L’utilisateur doit prendre garde a ne
pas dépasser les ressources physiques de la machine qu’il utilise.

2.3.8 Autres fonctionnalités

Pour un peu plus de souplesse dans I'utilisation, on peut utiliser la valeur -1 a la
place de la source et/ou de I’étiquette dans une réception, cela signifiera que n’im-
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porte quelle valeur sera acceptée. Si plusieurs messages répondent a la demande, le
premier arrivé est retourné.

PVM offre également deux instructions pour effectuer des diffusions, ce sont
pvmfmcast et pvmfbcast. La premiere effectue une diffusion sur tous les processus
dont les numéros d’identification sont passés en parametre, la deuxieme effectue une
diffusion sur un groupe de taches. Il existe aussi une série d’instructions pour gérer
les groupes que nous ne détaillerons pas ici. Notons que 'on peut également définir
des barrieres de synchronisation entre les processus d’un méme groupe.

Une autre possibilité intéressante est de choisir le routage que ’on désire utiliser.
Par défaut, le fonctionnement de PVM est le suivant : considérons par exemple une
tache A qui envoie un message a une tache B. La routine d’envoi de la tache A
envoie son message au démon de sa machine, par 'intermédiaire de sockets UNIX,
avec en en-téte la référence de la tache B. C’est le démon qui recherche la machine
sur laquelle se trouve cette tache et qui envoie le message au démon correspondant
par I'intermédiaire du réseau de communication (Ethernet, Token Ring, FDDI, ...)
et du protocole de communication UDP/TCP. Le démon de la machine ou se trouve
la tache B recoit le message et le stocke jusqu’a ce que la tache B le lise par un
appel a la routine de réception (voir figure 2.4). Lorsque les deux taches se trouvent
sur la méme machine, le message passe par le démon qui le stocke.

Machine 1 Machine 2
.//\
/ | \ / \

/ ‘ \ , \
/ \
/ ! \

/ \
/ \

Taches Taches

Fic. 2.4 - Mécanisme de communication de PVM.

Il est possible (a 'aide d’un appel a pvmfsetopt) de demander une communi-
cation directe d’une tache a une autre. Cela est a éviter si la machine virtuelle est
hétérogene car les communications deviennent alors moins fiables. Cependant, le
gain obtenu par cette méthode peut atteindre 50% du temps de communication.

2.3.9 Conclusions

Tous les constructeurs de machines paralleles a mémoire distribuée fournissent
maintenant des versions de PVM optimisées pour leur machine. On peut donc espérer
avoir un outil portable et efficace. Cela est cependant a nuancer. Par exemple, IBM
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propose une version appelée PVMe optimisée pour ses machines SP1 et SP2 mais
cette implémentation ne permet de placer qu’une seule tache par processeur. Cray
propose également une version de PVM optimisée pour son T3D mais elle fonctionne
uniquement pour des programmes dits SPMD, c’est-a-dire que tous les processeurs
exécutent le méme code. Ces versions comportent donc des restrictions importantes
par rapport a la version standard de PVM.

2.4 La bibliotheque MPI

2.4.1 Introduction

La bibliotheque d’échange de messages MPI (Message Passing Interface) est née
d’une initiative de chercheurs entourés de la plupart des constructeurs de machines
paralleles et de quelques industriels a la fin de I'année 1992. Ce travail est parti
du constat que le modele de programmation par échange de messages est suffisam-
ment mur pour étre standardisé. Leur objectif était de standardiser une interface
d’échange de messages en essayant de synthétiser les meilleurs aspects de toutes les
bibliotheques déja existantes. Le but de cette opération est de fournir aux utilisa-
teurs une interface portable et facile d’utilisation.

La premiere version de MPI a été achevée en avril 1994 avec la sortie du rapport
du MPI Forum [49]. Cette premiere version comprend notamment des spécifications
pour:

les communications point a point,

les opérations globales,

— les groupes de taches,

~ des contextes de communication,

— des topologies logiques de processus,
— des interfaces pour Fortran 77 et C.

Il est important de noter que le forum MPI travaille a la définition d’une interface
pour l’échange de messages mais ne propose aucune solution pour leur mise en
ceuvre. Ce travail est laissé aux constructeurs de machines et a certaines équipes
de recherche qui sont intéressées par ces techniques. Il existe actuellement quelques
versions implémentées de MPI mais toutes ne sont pas completes. Nous fournissons
ici une vue des fonctionnalités les plus importantes de MPI.
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2.4.2 Définitions, généralités

MPI ne comprend aucune fonction de gestion des taches contrairement a PVM,
c’est uniquement une spécification d’interface d’échanges de messages. Le nombre de
taches est fixé par ailleurs au lancement du programme et il est impossible de mo-
difier dynamiquement ce nombre. Il existe des interfaces Fortran et C, les fonctions
données ici sont celles de Fortran.

MPI_INIT : débute I'utilisation de MPI dans un programme,

MPI FINALIZE: termine un programme MPI,

MPI _COMM SIZE : détermine le nombre de taches dans le programme,
MPI_COMM RANK : détermine le numéro d’identification de la tache appelante,
MPI_SEND : envoie un message,

MPI RECV : recoit un message.

Il existe d’autres fonctions de communication point a point, en particulier des
versions asynchrones, une version qui permet d’effectuer I'envoi au moment ou le
récepteur est prét, ce qui permet d’économiser un buffer de réception.

2.4.3 Communications globales

Elles peuvent étre programmées a partir des envois/réceptions de messages mais
pour de meilleures performances, il existe des opérations globales (optimisées a I'im-
plémentation). Les principales sont:

MPI BARRIER : synchronise toutes les taches,
MPI BCAST : diffuse un message a tous les processeurs,
MPI GATHER : regroupe des données de toutes les taches sur une seule,

MPI_SCATTER : distribue des données d’une tache a toutes les autres (chaque tache
recoit des données différentes),

MPI REDUCE : recombine (c’est-a-dire regroupe en effectuant une opération sur les
données) sur la tache appelante, 'opération peut étre I'une des opérations de

base ou définie par I'utilisateur (MPI_USER_REDUCE),

MPI_ALLREDUCE : effectue des réductions sur tous les processeurs.
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2.4.4 Groupes, contextes et communicateurs

La notion d’étiquette n’est pas suffisante pour garantir le bon déroulement des
communications: en effet, plusieurs bibliotheques ou plusieurs appels a la méme
bibliotheque peuvent utiliser la méme étiquette a 'intérieur de la méme tache. Pour
cela, toutes les opérations de communications dans MPI ont dans leurs arguments un
communicateur qui contient le groupe de taches concerné par la communication et un
contexte. Deux codes utilisant des contextes différents ne peuvent pas communiquer
entre eux et donc ne peuvent pas se perturber mutuellement. Cette notion permet
aussi les communications a 'intérieur d’un groupe de taches sans interférer avec
I’extérieur. Il existe quatre fonctions pour agir sur les communicateurs:

MPI_COMMDUP : crée un nouveau communicateur avec le méme groupe et un nouveau
contexte,

MPI_COMM_SPLIT : crée un nouveau communicateur comprenant seulement un sous-
groupe d’un groupe donné,

MPI_INTERCOMM_CREATE : crée un inter-communicateur qui relie les taches de deux
groupes,

MPI_COMM_FREE : détruit un communicateur.

Par exemple, MPI_COMM_DUP permet de créer un nouveau communicateur que 1’on
peut passer en argument a une bibliotheque et qui évitera le mélange entre des mes-
sages créés par deux appels distincts a cette bibliotheque. MPI_INTERCOMM CREATE
permet les communications point a point entre les taches de deux groupes (mais pas
les opérations globales).

2.4.5 Types de données dérivés

Afin d’éviter des copies de données, des fonctions permettent de définir des en-
sembles de données a grouper dans un message. Ces fonctions sont par exemple:

MPI_TYPE CONTIGUOUS: groupe un nombre déterminé de données d’un type simple
ou dérivé contigués en mémoire,

MPI_TYPE VECTOR : groupe un nombre déterminé de données d’un type simple ou
dérivé espacées régulierement (exemple: distribution par blocs d’'un vecteur
ou d’une matrice),

MPI_TYPE INDEXED : groupe un nombre déterminé de données d’un type simple ou
dérivé dont les positions sont précisées dans un tableau,

MPI_TYPE_COMMIT : active un type de donnée dérivé avant son utilisation,

MPI_TYPE FREE : libere I'espace occupé par un type dérivé.

On peut également grouper des données de types différents dans un méme type
dérivé.
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2.4.6 Topologies de taches

Certaines configurations de taches se retrouvent fréquemment dans les program-
mes paralleles, on peut citer par exemple la grille dans les méthodes de décomposi-
tion de domaine. MPI autorise donc la définition d’une topologie logique des taches.
L’implémentation de MPI sur chaque machine doit ensuite permettre de tirer parti
de cette information pour utiliser au mieux les possibilités de la machine cible. Cela
permet aussi au programmeur d’effectuer certaines opérations telles que le décalage
ou le partitionnement de données, notamment sur les graphes de taches de type
cartésien.

2.4.7 Conclusion

Certains points ont été écartés de cette premiere version car aucune solution
n’émergeait, cela concerne en particulier:

— les opérations explicites de mémoire partagée,

les opérations qui requierent des possibilités peu courantes des systemes d’ex-
ploitation, comme par exemple les réceptions commandées par interruption,
les appels de procédures a distance et les messages dits actifs.

— des outils de construction de programmes,

des outils de débogage,
— un support explicite des threads ou processus légers,

— le support pour la gestion des taches,

les opérations d’entrées/sorties.

Ces différents aspects devraient étre inclus dans la prochaine version de MPI a la-
quelle le MPI-Forum travaille maintenant.

Par rapport aux motivations qui étaient a la base de la création de MPI, on peut
déja constater que cette version est déja tres complete en ce qui concerne les points
abordés. S’il est possible de faire de méme avec les autres aspects abordés dans
MPI-2, cette bibliotheque sera réellement complete. La plupart des constructeurs de
machines paralleles étant impliqués dans le MPI-Forum, on peut espérer que MPI
sera effectivement portable et efficace sur toutes les machines. Par contre, cette
portabilité et cette complétude augmentent fortement la complexité de MPI. On
peut par exemple recenser 24 manieres d’envoyer un message, il devrait y en avoir

plus de 70 dans MPI-2.
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2.5 Conclusion

On constate depuis I'apparition de MPI ’existence de deux standards en matiere
de programmation par échange de messages: MPI qui est le standard officiel et PVM
qui est le standard de facto. On peut actuellement se demander quelle sera 1’évo-
lution de ces deux bibliotheques et laquelle il vaut mieux utiliser si ’on commence
a développer une application. L’évolution actuelle semble étre un rapprochement
de ces deux bibliotheques (voir [28]). Le choix semble encore dicté par la machine
cible dont dépend la disponibilité et 1’éventuelle efficacité des implémentations de
ces bibliotheques.
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Chapitre 3
L’assimilation de données

Dans ce chapitre, nous introduisons le probléeme de 'assimilation des
données en météorologie et en océanographie. Nous présentons rapide-
ment les différents algorithmes existants puis nous nous attachons plus
en détail a assimilation variationnelle et a Iécriture et 'utilisation des
modeéles adjoints. Nous étendrons la méthodologie de I’écriture des mo-
déles adjoints au cas ot le modéle direct est parallele avec échanges de
messages explicites.

3.1 Présentation du probleme

3.1.1 Méthodes empiriques

L’existence de données en météorologie date du XViemegiscle avec 1'utilisation
du pluviometre vers 1440 en Corée puis I'invention du barometre par Torricelli en
1644 et 'apparition du premier thermometre en 1632. 1l a fallu attendre 1820 pour
voir la premiere carte globale du champ de pression mais elle regroupait des don-
nées échelonnées sur 50 ans! L’invention du télégraphe en 1845 permet de réaliser
la premiere carte «a jour» en 1851. Depuis cette époque et jusqu’en 1920, des prévi-
sions sont effectuées manuellement a partir de cartes de pression par des méthodes
empiriques (analyse subjective).

Des recherches théoriques ont lieu mais elles ne débouchent sur aucune applica-
tion a la prévision: les équations de base sont connues des les années 20 mais elles
sont non-linéaires, donc on ne peut pas calculer explicitement leur solutions et on
n’a pas les moyens de les résoudre numériquement. L’invention de la radio-sonde
dans les années 30 permet des améliorations significatives des méthodes empiriques
de prévision. On assiste également a cette époque a une forte demande due a ’appa-
rition de ’aviation. Suite a l'invention de 'ordinateur dans les années 40, Charney,
Fjortoft et Von Neumann réalisent en 1950 la premiere prévision numérique a par-
tir d’équations simplifiées et obtiennent des résultats de qualité comparable a celle
des méthodes empiriques. C’est a partir de ce moment que se pose réellement le
probleme de l'assimilation numérique des données et que les méthodes d’analyse
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subjectives se montrent insuffisantes.

3.1.2 Méthodes numériques

On entre alors dans l’ere de la prévision numérique. C’est essentiellement un
probleme d’évolution qui requiert la donnée de conditions initiales pour étre intégré.
Il faut pour cela effectuer une analyse des données avant de traiter le probleme de
I’évolution proprement dit.

Pourquoi ne dispose-t-on pas des conditions initiales permettant d’intégrer un
modele numérique de ’atmosphere? Connaitre les conditions initiales signifie con-
naitre parfaitement 1’état de ’atmosphere a un instant donné, c’est-a-dire en tout
point et avec une précision infinie. Cela est évidemment impossible pour plusieurs
raisons :

— Premierement car la quantité d’information serait infinie!

— Deuxiemement, les données dont on dispose sont tres mal réparties sur la
surface du globe: beaucoup de mesures sont disponibles dans les pays dits
« développés » mais il en existe tres peu sur les océans, les zones désertiques
et polaires et plus généralement I’hémisphere sud. De plus, toutes ces mesures
ne sont pas simultanées: elles ne définissent pas I’état de I’atmosphere a un
instant précis. Méme en supposant le modele discrétisé, on ne dispose d’aucun
moyen pour mesurer 1’état de ’atmosphere a un instant donné en tous les
points de discrétisation.

— L’autre probleme qui se pose est que toutes les données mesurées le sont avec
une certaine incertitude, le modele lui-méme n’étant pas parfait, ses résultats
contiendront aussi une certaine part d’erreur qu’il faut prendre en compte.
Pour cela il faut combiner le modele (par 'intermédiaire d’une solution qu’il
fournit) et les données. Le procédé de détermination de la condition initiale
ne sera de toute facon qu’une approximation que l'on souhaite la meilleure
possible.

[’analyse consiste a déduire a partir d’observations sur une période donnée 1’état
de "atmosphere le plus proche possible de la réalité a un instant donné. La mesure
de la qualité de cet état doit prendre en compte les caractéristiques du modele pour
lequel il servira de condition initiale.

Afin de mieux évaluer la taille du probleme, précisons que les données utilisables
par un systeme météorologique sont de plusieurs types, elles proviennent de stations
terrestres, de radio-sondes, de navires, d’avions et de satellites. Depuis ’émergence
des mesures par satellite, les observations de ’atmosphere ont lieu en continu. Cela
représente de 'ordre de 10° valeurs mesurées par période de 12 heures.
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3.1.3 L’analyse objective

La premiere analyse objective fut produite par Panofsky en 1949 par une tech-
nique d’interpolation polynomiale en deux dimensions. Les premieres idées mises
en ceuvre pour assimiler des données étaient simples et relativement peu couteuses
comme l'interpolation polynomiale, souvent améliorée par 'utilisation de méthodes
statistiques. Cette méthode a été utilisée en pratique jusque dans les années 60.

La technique suivante fut de mettre a jour séquentiellement les valeurs des va-
riables du modele au fur et a mesure de I'arrivée de nouvelles observations (début
des années 70) par des méthodes de corrections successives. On commence a faire le
lien entre la correction statistique et la dynamique du systeme: c¢’est ’apparition du
concept d’assimilation de données a quatre dimensions (espace et temps). A ce stade
de développement, le procédé d’assimilation était le suivant : d’un coté les prévisions
sont effectuées pendant que les observations sont utilisées pour produire I’analyse de
I’état du systeme. A T'issue d’une prévision, on utilise les résultats de ’analyse pour
corriger les résultats de la prévision et on utilise ce nouvel état corrigé comme point
de départ pour la nouvelle prévision (voir figure 3.1). Les données sont ainsi injectées
régulierement dans le modele (toutes les 12 heures par exemple). On ne peut pas
interpoler directement les données observées car elles comportent des erreurs plus
ou moins importantes, mais on peut contourner cet inconvénient en utilisant des
méthodes de type moindres carrés.

Observations | —— ——, E——

’ Analyse ‘ ’ Analyse ‘ ’ Analyse ‘
A T A T T

Prévision k£ + 3
Prévision & + 2
Prévision k£ + 1
Prévision & ---------

v

|
|
|
|
|
1

v

|
|
|
|
|
|
|
|
1

Fic. 3.1 - Assimilation par corrections successives.

3.2 Les algorithmes d’assimilation de données

Nous présentons dans cette partie les bases des méthodes d’analyse et d’assimi-
lation de données. Pour plus de détails, on pourra consulter les articles de Ghil et
Malanotte-Rizzoli [29] ou de Daley [19]. Nous commencerons par présenter la théo-
rie de D'estimation et la méthode d’interpolation optimale, puis nous introduirons
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les deux types de méthodes qui se développent actuellement : le filtre de Kalman et
’assimilation variationnelle.

3.2.1 Méthodes d’estimation
Cas scalaire

Pour mieux comprendre la base de la théorie de 'estimation, considérons un
systeme décrit par une variable d’état scalaire = inconnue. Soit =, une observation
de ce systeme et z,, un état du systeme prévu par un modele. On associe respecti-
vement a z, et z,, les erreurs ¢, et ¢,,, on supposera en outre que ces erreurs sont
aléatoires de distribution gaussienne, de moyenne nulle, sans biais, décorrélées entre
elles et que leurs variances o, et o, sont connues. Le but de ’analyse est de fournir
x4, meilleure estimation possible au sens du maximum de vraisemblance de 1’état
du systeme.

L’analyse consiste donc a chercher le maximum de la densité de probabilité de x
en fonction de x,, x,, et des variances des erreurs ¢, et &,,. Le calcul donne:

o o
xa_ag—l—afn ¢ Ug—l—afnxm
dont la variance o, vérifie:
I 1
o o2 o2

On remarque que la variance de 'erreur d’analyse est inférieure a la variance de
I’erreur d’observation et a la variance de 'erreur du modele.

Le méme résultat peut étre obtenu par une approche différente en utilisant un
estimateur du minimum de variance de z. Soit un estimateur linéaire sans bials
de x défini par x. = a,x, + apx,,, d’erreur .. Pour que cet estimateur soit sans

2

biais, il faut que «, + a,,, = 1. La variance de cet estimateur est donnée par o =

ozzag + afnafn. La minimisation cette variance est équivalente a la minimisation sous
la contrainte o, + o, = 1 de la fonctionnelle:

J=aloc’+alol + M1 —a, —a,)

ou A est un multiplicateur de Lagrange, ce qui donne:

=55, Om=g et A =2—""—
O-O

La variance associée est donnée par:
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on retrouve donc bien le méme résultat que par le calcul du maximum de vraisem-
blance.

Une troisieme forme du méme probleme consiste a I’écrire sous forme variation-
nelle. On cherche alors a minimiser la somme des écarts aux observations et a la
prévision du modele de ’état du systeme. On pondere cette somme par les variances
des erreurs respectives des observations et de la prévision du modele pour tenir
compte des incertitudes sur ces valeurs. Cette distance s’écrit donc:

J(x) = ! {02(:1; —z,)* + ol (z — :L'm)ﬂ :

En annulant la dérivée de cette expression, on retrouve facilement le résultat énoncé

ci-dessus, a savoir :

2 2
T 9,

_— _I_ - v
2 2 7° 2 2
O-O —I_ O-T)’L O-O —I_ O-T)’L

On notera que cette formulation du probleme ne fournit pas d’information sur I’in-
certitude liée a x.

Cas vectoriel

La situation atmosphérique est bien str plus compliquée que le cas scalaire. L’at-
mosphere est décrite par un grand nombre de variables physiques qui sont définies
en de nombreux points dans le temps et ’espace. On supposera ici que toutes les
observations ont lieu au méme instant, on définit alors x,, et x, comme les va-
leurs des prévisions du modele et des résultats de I'analyse sur une grille réguliere
a cet instant. La taille de ces vecteurs, qui est le nombre de points dans le systeme,
peut atteindre 10° en pratique. Les observations z, ne seront en général pas sur les
points de la grille et leur nombre sera différent du nombre de points sur cette grille.
Considérons dans un premier temps que les points d’observations coincident avec
les points de la grille. Alors, 'estimateur du maximum de vraisemblance est obtenu
en minimisant :

I = {(:1;0 —2,) 0" N2y — 20) + (T — 2a) M (2 — :z;a)}

[N

ou O et M sont les matrices de covariance d’erreur pour les observations et les
prévisions du modele. La minimisation donne:

z, = O(M + O)_lxm + M(M + O)_lxo
qui est une généralisation du cas scalaire et qui peut aussi s’écrire:
Ty =T + MM +0) (2, — 2,),

la matrice de covariance d’erreur vérifiant: A=t = O~ + ML,
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Dans le cas général, les observations ne sont pas dans le méme espace que les
variables du modele et de I'analyse. Par exemple, pour faire une prévision sur la
température, un satellite permet d’observer les rayonnements localisés sur sa trace.
On a donc besoin d’un opérateur C' pour passer des variables de calcul aux observa-
tions. Cet opérateur représente a la fois 'interpolation spatiale et les équations de
radiation de ’atmosphere. Il est en général non-linéaire mais peut se linéariser au
voisinage du point considéré, nous le supposerons donc linéaire. La fonctionnelle a
minimiser devient :

I = {(:1;0 — C2,) 0O N2y — Cy) + (2 — 2 M (2, — :L'a)}

[N

et le minimum est obtenu pour:
Ty =2y + MC(CMC'+ O) Nz, — Czp), (3.1)
la matrice de covariance d’erreur étant donnée par: A= = C'O~*C + M~! ou
A=M—-MC(CMC"+0)'CM. (3.2)

Le terme x, — C'x,, représente la différence entre les valeurs observées et les valeurs
que 'on devrait avoir si "atmosphere était exactement décrite par ’état du modele.
On appelle ce vecteur le résidu ou vecteur innovation car il contient toute I’infor-
mation apportée par les observations z,. On remarquera que la résolution de ces
équations nécessite I'inversion de la matrice C M C" + O dont la dimension est égale
au nombre d’observations a I'instant donné, nombre qui est en général tres inférieur
au nombre de points de discrétisation utilisés.

On peut résoudre ce probleme en utilisant sa formulation variationnelle, ¢’est-a-
dire en minimisant la somme pondérée par les matrices de covariance d’erreur des
écarts entre I’état analysé du systeme et les observations d’un c6té, la prévision du
modele de "autre. Cela revient a minimiser la fonctionnelle :

J(z)=(z —2,) M2 —2,)+(Cx—2,)) O Crx — 2,)

La dimension du probleme est celle de z, c’est-a-dire le nombre de points de la grille
de discrétisation. On montre que le minimum est obtenu pour x, vérifiant (3.1).

Les formules données ici représentent la forme la plus générale de 'interpolation
optimale, qui est la méthode opérationnelle la plus utilisée a I’heure actuelle. Ce-
pendant, elle est en général utilisée avec quelques simplifications car d’une part, la
dimension des matrices & inverser étant de I'ordre de 10* & 10°, sa résolution exacte
serait trop cotteuse et d’autre part la détermination des matrices de covariance d’er-
reur est difficile. Une approximation souvent employée consiste a utiliser seulement
les observations voisines pour faire I’analyse en un point de la grille.
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3.2.2 Filtre de Kalman

Les méthodes que nous venons d’exposer permettent de trouver la « meilleure
estimation » possible de I'atmosphere a un instant donné compte tenu d’une prévi-
sion obtenue a ’aide d’un modele et d’observations de I’atmosphere a cet instant.
Cependant, les observations de ’atmosphere dont on dispose sont réparties dans le
temps. On effectue donc plusieurs analyses séquentiellement.

Considérons la situation dans laquelle on a plusieurs observations réparties dans
le temps: apres avoir réalisé une analyse a partir des observations x, et d’'une prévi-
sion x,, donnée par un modele, on a obtenu une estimation de I’état de 'atmosphere
x,. On integre alors le modele a partir de cet état jusqu’a I'instant des observations
suivantes z/, on obtient x! . Si les erreurs associées aux observations x! et a la pré-
vision !, sont décorrélées alors on peut réutiliser les formules (3.1) et (3.2) pour
faire une deuxieme analyse. On peut itérer le processus jusqu’a ce que toutes les
observations disponibles aient été prises en compte: cette méthode s’appelle le filtre

de Kalman [36, 37].

Cet algorithme possede toutes les propriétés d’un bon algorithme d’assimilation :
il produit la description la plus précise possible de "atmosphere compte tenu des
sources d’information disponibles ainsi que I'incertitude associée en fonction des in-
certitudes sur les sources d’information.

La difficulté majeure de la mise en pratique du filtre de Kalman est son cout de
calcul. Pour que la méthode soit utilisable, on peut grouper les observations ayant
eu lieu dans un intervalle de temps donné au temps milieu de cet intervalle. Cela
permet de réduire le nombre de pas de la méthode et donc de limiter le nombre
d’analyses a effectuer.

Le principal reproche adressé a I’assimilation séquentielle est qu'une observation
donnée influe seulement sur 1’évolution future de ’atmosphere mais n’est pas uti-
isée pour corriger les états passés a cause du caractere en une seule « passe » de
1 p les états p d t le « p d
I’assimilation séquentielle. On obtient donc une bonne représentation de 1’état de
I’atmosphere a la fin de la période d’assimilation mais pas sur tout l'intervalle en
question.

3.2.3 Assimilation variationnelle

Nous supposerons ici que le modele décrivant 1’atmosphere est parfait, c’est-a-
dire que €, = 0 ou M = 0, I’évolution du systeme est donc gouvernée par:

Lh41 = Fl‘k (33)
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La formulation variationnelle du probleme conduit a considérer la distance définie

par:

J(l’) = Z (Cl‘k — ong)tO—l(ka — $O7k) (34)
0<k<N

ou x est I’ensemble des états du modele aux instants successifs &k = 0,..., N, liés

entre eux par 1’équation d’évolution du modele (3.3). J(x) est la somme des carrés
des écarts entre le modele et les observations, pondérée par 'inverse de la matrice
de covariance d’erreur. Minimiser la distance (3.4) sous la contrainte (3.3) produit
pour tout temps k le meilleur estimateur linéaire sans biais de ’état du systeme
compte tenu de toutes les informations disponibles.

En particulier, I’état produit a la fin de la période d’assimilation sera le méme
que celui produit par le filtre de Kalman (utilisé sans prendre en compte les erreurs
du modele, c’est-a-dire avec £/ = 0). Mais, on remarquera que pour obtenir la for-
mulation variationnelle, il n’est pas nécessaire de faire d’hypothese de linéarité pour
C et F' qui peuvent représenter non des matrices mais des opérateurs non-linéaires.
Ceci permet de mieux prendre en compte des phénomenes fortement non-linéaires
comme les équations de radiation de I’atmosphere en fonction de la température et
de ’humidité qui modélisent les observations par satellites.

Dans la suite de ce travail, nous nous intéresserons a cette forme d’assimilation
de données.

3.3 Algorithmes de minimisation

Nous avons montré dans les paragraphes précédents que I’assimilation de données
variationnelle est en fait un probleme de minimisation de grande dimension. Pour
le résoudre, nous avons besoin d’algorithmes efficaces de minimisation. Nous nous
intéresserons ici a deux types d’algorithmes: la méthode de Newton tronquée et les
méthodes de type quasi-Newton.

3.3.1 Méthode de Newton

On sait qu’en tout minimum de la fonctionnelle J, son gradient est nul. Nous
allons donc utiliser la méthode de Newton de recherche d’un zéro d’une fonction
pour résoudre I’équation

VJ=0.

On peut écrire la formule de Taylor au premier ordre pour le gradient de la
fonction J au voisinage d'un point x :

VJ(x+p)=VJ(z)+ Hp+O(|pl*)
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oun H = V?2J(x) représente le Hessien de I’application .J au point x, on notera
g = V.J(x) le gradient de .J en ce point. Le minimum est atteint pour p vérifiant:

dJ(x + p)

=0 - g+ Hp=0.
dp

La méthode de Newton est une méthode itérative qui consiste a approcher V.J
au voisinage du point courant par cette formule en négligeant les termes d’ordre
supérieur a 1 et a minimiser cette approximation pour trouver l'itéré suivant. Dans
IR", elle s’écrit sous la forme:

—1
Tpe1 = xp — Hp gy

ou Hj représente le Hessien et g; le gradient de J au point x;. Cela revient donc a
chaque étape a former et a résoudre le systeme:

Hypr = —gr, (3.5)

pr sera appelé pas de descente.

On montre que cette méthode converge en une itération si la fonctionnelle .J est
quadratique, ou si le point de départ est dans un certain voisinage de la solution
dans le cas ou J est deux fois continuement dérivable.

Il existe de nombreuses variantes de la méthode de Newton qui peuvent s’écrire
sous la forme généralisée :

Ty = 2 — A (2p) VI (21)
ce qui donne, suivant les valeurs de Ag(xx) les méthodes suivantes :
— Méthode du gradient a pas fixe pour Ag(zx) = p~*1.
— Méthode du gradient & pas variable pour Ay(zp) = pi'l.

— Méthode du gradient a pas optimal pour Aj(zp) = (p(xx))™ 1 ot p(xy) est
défini par

J(xp — plap)VI(xg)) = minpeIRJ(:Jck — pVJ(xy)).

Le principal obstacle a 1'utilisation des différentes variantes de cette méthode est
leur cofit de calcul pour des problemes de grande taille, car il faut évaluer Ay ()
ou V2J(xy) a chaque itération. Une solution est d’utiliser 'approximation Ag(xy) =
V2J(xp) avec k' = r x E(k/r) c’est-a~dire que I'on garde la méme matrice pendant
r itérations successives ou méme Ag(xp) = V2J(x0) qui sera valable si le Hessien ne
varie pas trop avec k. On peut aussi utiliser les méthodes de Newton tronquées ou
les méthodes de quasi-Newton qui sont détaillées dans les paragraphes qui suivent.
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3.3.2 Méthode de Newton tronquée

L’idée sur laquelle est basée la méthode de Newton tronquée est que, quand xy
est assez éloigné de la solution, il n’est pas nécessaire de résoudre exactement ’équa-
tion de Newton (3.5). On peut raisonnablement penser que la précision du calcul de
xp qui sera le point de départ pour le calcul de x4 n’aura que tres peu d’influence
sur la valeur de ce dernier (voir figure 3.2). La dimension de I’équation (3.5) étant
grande, on la résout généralement par une méthode itérative (gradient conjugué par
exemple). On peut donc tronquer cette résolution a une précision donnée n ou a
un nombre d’itérations fixé a ’avance, le but étant de résoudre cette équation avec
d’autant plus de précision que I'on se trouve déja pres de la solution (voir [20] pour
plus de détails).

Fic. 3.2 - Méthode de Newton tronquée.

Dans la suite de cette these, nous utiliserons la méthode du gradient conjugué
pour résoudre I’équation (3.5). Dans le cadre qui nous intéresse ici, cette méthode
possede 'avantage de ne pas nécessiter la connaissance complete du Hessien, mais
uniquement de savoir effectuer le produit du Hessien par un vecteur.

On constate donc que 1’on aura besoin des valeurs du gradient de la fonction
de colt et du produit du Hessien par un vecteur aux points x;. Pour obtenir ces
valeurs, nous utiliserons les techniques adjointes du premier et second ordre qui
seront exposées au paragraphe 3.4.

3.3.3 Meéthodes de quasi-Newton

Le principe des méthodes de quasi-Newton est d’utiliser les variations du gradient
de la fonction a minimiser entre deux itérés successifs pour obtenir de 'information
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sur le Hessien.

Une méthode de quasi-Newton consiste a itérer le processus:
{ Try1 = 2k — prH i
Hypr = U(Hy, yp, s1)
ou Yr = gry1 — gk €t sp = xp11 — xp. La deuxieme équation peut étre remplacée par:
Hify = U yx, s1)

Dans ces équations, p; est un pas positif déterminé par minimisation de J dans la
direction dy = —Hj 'gy,. U est un algorithme de mise & jour de H; ' en fonction de
yr et de si. On utilisera aussi la notation u ® v définie par:

u@v:R" > R":d—= (u@v)d=(v,d)u
ou (.,.) est le produit scalaire ordinaire (u,v) = u'v et u @ v = wv'.

L’une des méthodes de mise a jour qui donne les meilleurs résultats est la formule

BFGS:
Ye DYk (Hpsr) @ (Hgsk)

Hypr = Hip + 3.6
o ; (Y, Sk) (Hisk, sk) (3:6)
ou, directement pour I'inverse du Hessien :
B B sp — Hi 1 @ s+ 8. @ (s, — H ! sp — Hi 1 ,
ijlelir(k BUk) @ skt sk @ (sk— Hyyr) (s ky;eywsk@(sk‘

<yk75k> N <yk75k>

Ces formules ont la propriété de conserver le caractere défini positif de Hy et H ' si
et seulement si (yy, sx) est positif, ce qui est important pour que g soit une direction
de descente.

En pratique, lorsque la taille du probleme est grande, on ne stocke pas Hj ou
H;' mais seulement un nombre limité de couples (y, si) et on calcule H; g, par
un algorithme spécialisé. Dans ce cas, la formule inverse est préférable a (3.6) car
I'inversion de Hj, peut devenir problématique.

Nous utiliserons deux implémentations de cette méthode qui different par la

maniere d’initialiser la matrice Hy: M1QN3 [30] et L-BFGS [44].

3.4 Meéthodes adjointes

Nous avons vu que l’assimilation variationnelle de données est un probleme de
minimisation de I’écart entre les observations et la solution fournie par un modele.
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Les conditions initiales définissant completement la solution fournie par le modele,
on les choisit comme variables de contréle et on utilise une méthode itérative pour
résoudre ce probleme. Il est nécessaire de connaitre le gradient de la fonction de
cout, on utilise pour cela I’adjoint du modele considéré.

3.4.1 Principe

Le principe des modeles adjoint est tres simple: soit un code qui transforme un
vecteur d’entrée u en vecteur de sortie v, on le note:

v=G(u). (3.7)
Pour une perturbation du de I'entrée, on obtient une perturbation dv de la sortie
telle que

§v = G'(u).0u + O(||u]|?) (3.8)

ou G est la matrice des dérivées partielles locales ou matrice Jacobienne. I.’équation
(3.8) est ’équation linéaire tangente de (3.7). Soit J(v) une fonction scalaire de v.
Le gradient de J par rapport a u est donné par:

8J . n avja_J
8ui N j=1 8u2 8vj

pour 1 =1,....q

ou, en notation matricielle:
Vol = G*V,J. (3.9)

La méthode adjointe est basée sur 1'utilisation de la formule (3.9). Si 'opérateur G
se décompose en une suite d’opérations :

G=G,o0...0Gy00G,
I'opérateur linéaire tangent s’écrit :
G'=G o...0oG,0G,,

et son transposé est:

I 1% 1% 1%
G" =Gy oGy o...0G,.

Cela montre que pour déterminer le gradient de J par rapport aux entrées u, il
« suffit! » de parcourir en sens inverse toutes les étapes de & et d’effectuer & chaque
étape la transposée de 'opération considérée appelée aussi son adjoint.

1. Le principe de la méthode est simple mais son application ’est beaucoup moins comme nous
le verrons au paragraphe 3.5.
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3.4.2 Notations

Les ingrédients de 1’assimilation variationnelle sont :

Un modele: Apres la discrétisation en espace (différences finies, éléments finis ou
méthodes spectrales), les équations d’évolution de I’atmosphere forment un
systeme d’équations différentielles ordinaires :

dX
—r=F(X) (3.10)

ou X représente le vecteur des variables météorologiques (vent, pression, tem-
pérature, humidité, ...) aux points de discrétisation du modele. X est la va-
riable d’état du systéme. Avec la condition initiale

X(0) =1,

I’équation (3.10) a une unique solution sur I'intervalle de temps [0,7T]. U est
la variable de controle du systeme, nous noterons Z 'espace des conditions
initiales.

Des observations X sur l'intervalle [0,7]. Pour simplifier les notations, nous
considérerons ici que X°* est continu dans le temps sur [0,7]. Les observa-
tions ne portant pas nécessairement sur les variables météorologiques et afin de
pouvoir comparer la variable d’état aux observations, nous introduisons ’'opé-
rateur ' qui permet de passer de I'espace des variables d’état X' a I'espace des
observations X°**. Nous supposerons que (' est linéaire.

Une fonction de coiut J de 7 dans IR. Nous la prendrons de la forme:
1 T
JO) =5 [ ICX @) = X ()|
0
ou X est la solution de (3.10) associée a la condition initiale U. J est une

mesure de 1’écart entre la solution du modele et les observations.

3.4.3 Controle des conditions initiales

Le probleme que 1’on se pose est de trouver la condition initiale U* qui minimise
J. Une condition nécessaire est d’annuler le gradient de J. Pour calculer ce gradient,
on a besoin de la dérivée de Gateaux de J.

Soit H une perturbation de la condition initiale, la dérivée de Gateaux X de X
est la solution de I’équation différentielle :

(3.11)
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En météorologie, ce systeme s’appelle le systéeme linéaire tangent.

DEMONSTRATION : Le systeme décrivant 1’évolution de I’atmosphere est :

dX
—=F(X
== P(X),

X(0)="U.
En perturbant la condition initiale dans la direction H, on obtient :

dX -
— = F(X
dt ( )7

X(0)=U + ol
D’ou, en prenant la différence membre a membre :

d(X - X)

=) = P(X) - F(X),

X(0) — X(0) = aH,

soit,

D’apres la définition du Jacobien,

F(X)=F(X)+ B—)ﬂ (X — X))+ 0((X — X)),

donc

R - F(X) l

X

a—0 e

8F]X

otl X est la dérivée de Gateaux de X. On en déduit :

Y

dX JoF(X)] .
E‘[ X ]'X

X(0) = H,

ce qui acheve la démonstration. W
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La dérivée dans la direction H de la fonction de cott est:

A

T N
J(U, H) :/0 (CX — X, OX)dt.

Le gradient est calculé en exhibant la dépendance linéaire de J par rapport a H.
Introduisons la variable adjointe P € X dont nous définirons la valeur par la suite.
On multiplie (3.11) par P et on integre sur [0,7]. Cela donne:

[ (Y am (5[0 )

On integre par parties le membre de gauche:

(P, X)), - /OT (dz—f),f((t)) dt = /OT ([mgg?()]* .p(t),f((t)) dt

d’ou

(P(T), X(1)) = (P(0), X(0)) = / ! (‘”;f) + [ag(;)] .P(t),f((t)) dt.

0

On choisit P solution du systeme adjoint :

dP aF(X) ’ _ * obs
%Jr[ Y ] P =CHOX — X,
P(T) =0,

et ’égalité précédente devient :

—(P(0),H) = /OT (C*(C.x — x), X)) dt
_ /0 ' (C.X = X, C.X) at

N

—(P(0),H) = J(U,H).
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La condition initiale optimale est la solution du systéme d’optimalité:

dX

W = F(X)v

X (0) =1,

P [oF] 5 obs
— [8—)(] P=C"(0X = X",
P(T) =0,

VJ(U)=—P(0) =0

On notera que toute I'information disponible (c’est-a-dire le modele et les obser-
vations) est incluse dans ces équations.

3.4.4 Controle des conditions aux limites

Il arrive souvent que la solution d’un modele météorologique ne dépende pas
uniquement des conditions initiales. C’est le cas par exemple des modeles numériques
régionaux dont l'intégration nécessite des conditions aux limites. On peut aussi
contréler ces autres entrées du modele qui peut alors s’écrire:

dX
— =F(X)+B.

(3.12)
X(0)="U.

V représente les valeurs de X sur les frontieres du domaine d’intégration et dépend

de la position et du temps. B est un opérateur linéaire. Pour U et V fixés, le systeme

(3.12) a une solution unique sur [0, T]. La fonction de cotit est définie par:
1
J(U,V) = ZCX U, V) = X"

L’ajustement optimal du modele aux observations est obtenu pour les valeurs ini-
tiales U* et aux limites V* minimisant J(U, V). Les valeurs U* et V* sont caracté-
risées par ’équation d’Euler :

0
ou
VJU, V™) = = 0.
o1
aVv
On constate aisément que si ’'on choisit P solution du systeme adjoint :
dP aF(X) ) * obs
%—I_ [67)(] P =CT(CX — X%,

P(T) =0,
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les composantes du gradient sont :
{ VU‘](Uv V) = _P(O)v

VyJ(U,V)=—B*.P.

DEMONSTRATION : On multiplie la premiere équation du systeme adjoint par X et

on l'integre:
T(dP TToFR(X)]" | o
X+ | X dt
/o (dt7 ) + 0 ([ 0X ] 7 )

_ /OT (C(OX — X)), X) dt.

On integre par parties le premier terme:

/OT (62_1;7)2) dt = [(P(). X)), - /OT (P(t), %) d1

D’autre part, le systeme linéaire tangent s’écrit :

X [6F(X)

= "ax ].X—|—B.Hv,

donc on peut remplacer le second terme par :

(8 ) (o)

En reportant le tout dans la premiere équation, il vient :

A

—(P(0), X(0)) — /OT(P(t),B.HV)dt = /OT (C*(CX _XObS)vX) di
—(P(0), Hy) — (B*.P,Hy) = J(U,V,H),
d’ou le résultat. B

Les problemes d’optimisation sous-jacents sont de dimensions différentes. Dans
le premier cas, elle est de trois fois le nombre de points de discrétisation; dans le
second cas, elle est égale au nombre de points sur la frontiere multiplié par le nombre
de pas de temps.

On remarque que le systeme adjoint est le méme que dans le paragraphe précé-
dent ou 'on s’intéressait aux seules conditions initiales.
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3.4.5 Utilisation de I’adjoint au second ordre

Pour calculer la profondeur de descente sur une direction donnée, on a besoin
de connaitre le Hessien de la fonction de cout, ou plus exactement le produit du
Hessien par un vecteur. Pour calculer ce produit, on peut utiliser I’adjoint au second
ordre du modele.

On considere le modele direct :

dX
— =KX
=),
X(0)=0,
dont I"adjoint s’écrit :
ap  [oF]” \ obs
%—I- [O—X] P=C"(CX - X",
P(T)=0.

A une perturbation U’ de la variable de controle correspondent les perturbations
X de la variable d’état et P de la variable adjointe. Elles sont obtenues en dérivant
le systeme direct, ce qui donne le systeme linéaire tangent :

dt 90X’
X(0) =",

et le systeme adjoint du second ordre:

Cil—]; + [g—)ﬂ*ﬁ BEX]*P — C*CX,
P(T) =0.
On a déja vu que:
Py(0) = Vi et Pyp(0) = Vo
Par définition de P, on a:
Pyyo(0) = Pr(0) + P(O)

La formule de Taylor nous donne:

Voyrd = Vud + VELU +O(|U))),
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d’ot1 on déduit:

P(0) = VEJU.

On obtient donc le produit du Hessien par U’ par une intégration rétrograde du
systeme adjoint du second ordre. On peut donc obtenir le Hessien par NV intégrations
de ce systeme en prenant successivement les vecteurs de base comme perturbation,
mais cela ne sera en général pas nécessaire car, en pratique, le Hessien est utilisé
dans une seule direction dans les algorithmes de minimisation. On peut appliquer
la méme méthode pour obtenir le Hessien par rapport aux conditions aux limites.

Remarque : On peut aussi calculer le produit du Hessien par un vecteur par diffé-
rence finie entre deux valeurs du gradient. Le cott de calcul serait équivalent
mais il n’existe pas de méthode permettant de déterminer la distance optimale
entre les deux points de calcul du gradient.

3.4.6 Autres applications des méthodes de contréle optimal
Identification de parametres

Certains parametres des modeles que 'on utilise peuvent étre impossibles ou
difficiles a mesurer, ils doivent étre calculés. C’est le cas, par exemple, de certains
coefficients de termes de correction ou des coefficients de diffusion dans ’atmosphere
de certains polluants que 1’on peut vouloir prendre en compte. Il faut donc estimer
au mieux ces parametres, on peut utiliser pour cela les informations fournies par le
modele adjoint.

On suppose que I’évolution de ’atmosphere est donnée par:

dX

— = F(X.,k)+ B.
dt (X k) + B.Y,

X(0)=U

ou k représente I’ensemble des parametres a évaluer. On suppose que X est par-
faitement déterminé lorsque U,V et k sont connus. On cherche les coefficients k
minimisant :

1

1 obs T obs
J(k) = SIICX (k) = X = = [ CX (k1) = X7 (1))

Pour une perturbation H, le systeme linéaire tangent s’écrit :
dX [oF] ., [oF

— = |=—=| X+ || H.+ B.H
at lax] * [%] kY
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Soit P solution du systeme adjoint :

dp  [oF]” e
- [8—)(] P=0CX—- X"
P(T) = 0.

En multipliant cette équation par X eten intégrant par parties, de la méme maniere
que dans les paragraphes précédents, on obtient :

— (P(0), Hy) + ([Z—ﬂ*]ﬂ, Hk) + (B*P,Hy) = J(U,V,k, H).

Donc les composantes du gradient sont :

Vud = —P(0),
VyvJ = —B*.P,
OF 1"
- |=| P
V. [ak]

Le gradient Vi.J est utilisé pour optimiser le choix des parametres k. Le systeme
adjoint reste le méme que dans les cas précédents, on applique un opérateur différent
aux variables adjointes.

Analyse de sensibilité

Analyser la sensibilité d’un modele consiste a étudier I'influence d’une perturba-
tion W sur les parametres k£ du modele défini par:

dX

— = (X, k
dt (X ),
X(0)=U.

On notera G la solution du modele perturbé, on a:
N oG -
k ===, X].
Gl = (5%

Le systeme linéaire tangent s’écrit :

dX _[oF) ¢, [OF
a |ax|* T ok

E

X(0)=o.
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Soit P solution du systeme adjoint :

d_P_|_ a_F *P—a_G
dt 0X X’

P(T) = 0.

De la méme maniere que dans les paragraphes précédents, on multiplie par X et
on integre par parties. Cela donne:

— ([Z—ﬂ*]ﬂ, W) = Gk, W),

donc

OF1”
vo--[2%] »

Les méthodes adjointes permettent un grand nombre d’applications, le dévelop-
pement du modele adjoint est donc un investissement utile méme en dehors du cadre
de l'assimilation de données.

3.5 Détermination pratique du systeme adjoint

Nous présentons ici une méthode pour dériver 'adjoint et calculer le gradient
de la fonction de cout pour un modele completement discrétisé. Cette méthode est
proche du langage de programmation et sera tres utile pour obtenir et implémenter
le code correspondant au systeme adjoint.

3.5.1 Systeme direct

Nous appliquons ici les techniques décrites précédemment a un modele discré-
tisé selon un schéma de différences finies et intégré par la méthode d’Euler. Afin de
simplifier un peu I’écriture, nous supposerons que 1’on contréle le systeme par ses
conditions initiales.

Soit X; I’état de ’atmosphere a I'instant ¢; = o+ tAt pour ¢ € {0,...,T}. Nous
avons écrit le modele représentant 1’évolution de ’atmosphere sous la forme:

dX
W = F(X)v
X(0) = U

La forme discrétisée correspondante est :
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XO - U,
X1 — XO —|—AtF(X0),

Xt = Xt—l —|—At.F(Xt_1),

XT — XT_1 —|—AtF(XT_1)

Chaque ligne du systeme ci-dessus est une opération qui peut étre non-linéaire
et qui sera codée sous forme de boucles DO. Nous supposerons dans ce paragraphe
que notre modele est défini par:

) = (1¢+1;)7

U Xv

ce qui correspond au code:

DO i=1,n
DO j=1,m
u(i,j,t)=uli,j,t-1)+dt*(u(i,j,t-1)+v(i,j,t-1))
v(i,j,t)=v(i,j,t-1)+dt* u(i,j,t-1)*v(i,j,t-1)
ENDDO
ENDDO

L’exemple donné ici représente un modele bidimensionnel de deux variables u et
v. Il n’a aucune signification physique mais a été choisi dans le but d’expliquer la
méthode.

3.5.2 Systeme linéaire tangent

Nous avons montré dans les paragraphes précédents que le systeme linéaire tan-
gent est:

dt

i 2]
X(0) = H.

La forme discrétisée correspondante est :

X, = Xy +At. PF(XO)} X07

‘)A(t = Xt_l +AL. [M} Xt 15

;)A(k = X1 4AL { (X 1)}Xk 1-
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Avec, pour 'exemple précédent :

[égigég:lzlzz ( v(ihﬁi-— 1) 1¢@,j}t——1) )'

Ici, chaque ligne du systeme correspond a un produit matrice-vecteur qui sera
codé sous forme de boucles DO telles que:

DO i=1,n
DO j=1,m
du(i,j,t) = du(i,j,t-1) + dt *
( du(i,j,t-1) + dv(i,j,t-1) )
dv(i,j,t) = dv(i,j,t-1) + dt *
(du(i,j,t-1)*v(i,j,t-1) + u(i,j,t-1)*dv(i,j,t-1) )
ENDDO
ENDDO

Ou bien, avec la convention que ’on garde le nom des variables du systeme direct
pour désigner leurs dérivées et que I’on nomme z* la variable * du systeme direct :

DO i=1,n
DO j=1,m
u(i,j,t) = u(i,j,t-1) + dt *
(u(i,j,t-1) + v(i,j,t-1) )
v(i,j,t) = v(i,j,t-1) + dt *
Cu(i,j,t-D*zv(i,j,t-1) + zu(i,j,t-D*v(i,j,t-1) )
ENDDO
ENDDO

Cette convention est tres pratique car elle permet d’écrire le code linéaire tangent
a partir du code direct en apportant tres peu de modifications. Cela permet de gagner
du temps et surtout d’éviter beaucoup d’erreurs de codage.

3.5.3 Systeme adjoint

Nous avons vu que le systeme adjoint s’écrit :

AP [9F(X)
dt 0X

]fpzwmw—xm%
P(T) = 0.

Sous une forme plus proche du code, cela peut s’écrire:
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P, =0Cy

Py = P +AL [ZEE=]" Py 0y,

P_i=PF +At. PF(Q);_”}* P+ Ciy,

Fo=DP +1ﬁt.{aig§ﬁ}*}%,+-6b,

avec, pour 'exemple précédent :

OF(Xe2)]™ (1 w(i,j,t—1)
ox ) 1 aige-1) )
Chaque opération matricielle de la ligne précédente sera codée sous forme de
boucles DO telles que:

DO i=1,n
DO j=1,m
p(i,j,t-1) = p(i,j,t)
+ dtx( p(i,j,t) + v(i,j,t-1)*q(i,j,t) ) + cp(t-1)
q(i,j,t-1) = q(i,j,t)
+ dtx( p(i,j,t) + u(d,j,t-1)*q(i,j,t) ) + cq(t-1)
ENDDO
ENDDO

Ou bien, avec la convention que ’on garde le nom des variables du systeme direct
pour désigner leurs adjoints et que 'on nomme z* la variable * du systeme direct :

DO i=1,n
DO j=1,m
u(i,j,t-1) = u(i,j,t)
+ dtx( u(i,j,t) + zv(i,j,t-D*v(i,j,t) ) + cp(t-1)
v(i,j,t-1) = v(i,j,t)
+ dt*x( u(i,j,t) + zu(i,j,t-D*v(i,j,t) ) + cq(t-1)
ENDDO
ENDDO

Cette méthode ne permet pas d’obtenir facilement le code adjoint que 1’on
cherche car il n’y a aucun lien évident entre le code obtenu et le code direct ou le
code linéarisé. Nous allons donc voir une autre méthode et montrer sur un exemple
que le code obtenu est équivalent au précédent.

3.5.4 Ecriture du code adjoint

D’apres le calcul du paragraphe 3.4.1, on peut obtenir le code du systeme adjoint
plus simplement. En effet, on a vu dans ce paragraphe que ’adjoint d’une fonction
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composée n’est autre que la composition des adjoints des étapes élémentaires prises
dans l'ordre inverse. Cette méthode peut donc se résumer en trois étapes:

1. Dériver les instructions.

2. Inverser 'ordre des instructions, en termes mathématiques, cela correspond a
la transposition par rapport au temps.

3. Transposer chaque instruction.

Remarque : Inverser 'ordre des instructions correspond a la transposition par rap-
port au temps.

Inverser ’ordre des instructions

Dans le cas d’une séquence d’instructions arithmétiques, inverser 'ordre est
simple. Cette opération peut étre plus compliquée dans le cas de boucles ou de tests.

Une boucle peut étre écrite sous forme déroulée, c’est-a-dire que l'on peut écrire n
fois la séquence d’instructions contenue dans la boucle. On peut alors inverser ['ordre
des instructions et on constate que cela revient a inverser 'ordre des instructions
dans la boucle et a effectuer la boucle dans le sens inverse. Par exemple, la boucle:

DO 1i=1,3
Instruction1(i)

Instruction2(i)
ENDDO

devient :

Instruction1(1)
Instruction2(1)
Instruction1(2)
Instruction2(2)
Instruction1(3)
Instruction2(3)

En inversant les instructions, on obtient :

Instruction2(3)
Instruction1(3)
Instruction2(2)
Instruction1(2)
Instruction2(1)
Instruction1(1)
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Ce qui revient a:

DO 1i=3,1,-1
Instruction2(i)

Instruction1(i)
ENDDO

Une instruction de test représente une alternative entre deux séquences possibles.
Si l’on garde une trace du chemin suivi a I'exécution du code direct, inverser 'ordre
des instructions n’est pas une difficulté. Donc pour coder le systeme adjoint, il faut
«se rappeler» du chemin suivi lors de ’exécution du systeme direct, c’est-a-dire
conserver toutes les valeurs ayant servi a faire des choix et refaire les mémes choix
dans le code adjoint. Par exemple, si le code linéarisé s’écrit :

IF (a.gt.b) THEN
Instructionl
Instruction?2

ELSE
Instruction3
Instructiond

ENDIF

Si a ’exécution on a a>b, on exécutera:

Instructionl
Instruction?2

Ce qui donnera dans le code adjoint :

Instruction?2
Instructionl

et qui revient a:

IF (a.gt.b) THEN
Instruction?2
Instructionl

ELSE
Instructiond
Instruction3

ENDIF

ou a et b sont les valeurs de a et b obtenues lors de ’exécution du code direct.



3.5. DETERMINATION PRATIQUE DU SYSTEME ADJOINT 77

Transposer une instruction élémentaire

Les instructions de calcul d’un code sont toujours de la forme: une variable
recoit une valeur dépendant de n variables, cette opération est notée par un signe
= mais c’est en fait une instruction d’affectation dont les arguments sont toutes les
variables qui apparaissent dans le terme de droite. La transposée d’une application
de IR" dans IR (on se trouve bien dans ce cas puisque le code a déja été linéarisé,
voir page 74) étant une application de IR dans IR", la transposée de cette instruction
sera composée de n instructions. Par exemple, 'instruction :

est linéarisée dans une premiere étape, elle devient (avec la convention que 'on
garde le nom des variables du systeme direct pour désigner leurs dérivées et que I'on
nomme z* la variable * du systeme direct):

a=>b*x zc + zb * ¢

L’ordre des instructions est ensuite inversé, puis on transpose cette instruction, ce
qui donne:

q+p * zc
r+p*zb

q
r

ou (p,q,r) est 'adjoint de (a,b,c). En nommant ’adjoint de chaque variable par
son nom dans le systeme direct, on obtient une deuxieme forme équivalente :

b+ a *x zc
c=c+ a* zb

En effet, matriciellement, cela s’écrit simplement. L’instruction linéarisée corres-
pond a 'opération :

a 0 ze zb a bx ze+cx zb
b l«——1]0 1 0 b | = b
c 0 0 1 c c
La transposition donne:
a 0 ze zb\" [ a 0 0 0 a 0
b |l+—10 1 0 b |l=1]2c 1 0 b | =] b+axzc
c 0 0 1 c zb 0 1 c c+a x zb

On peut noter que 'application systématique de cette méthode engendre des
lignes de code inutiles qu’il sera intéressant d’éliminer par la suite.
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3.5.5 Exemple

Reprenons notre exemple des paragraphes précédents. Notre code linéaire était :

DO i=1,n
DO j=1,m
u(i,j,t) = u(i,j,t-1) + dt *
(u(i,j,t-1) + v(i,j,t-1) )
v(i,j,t) = v(i,j,t-1) + dt *
Cu(i,j,t-D*zv(i,j,t-1) + zu(i,j,t-D*v(i,j,t-1) )
ENDDO
ENDDO

La méthode que 'on vient de voir nous donne pour I’adjoint :

DO i=n,1,-1
DO j=m,1,-1
c v(i,j,t) = v(i,j,t-1) + dt *
c Cu(i,j,t-D*zv(i,j,t-1) + zu(i,j,t-D*v(i,j,t-1) )
v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + dt*zu(di,j,t-1)*v(i,j,t)
u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + dt*zv(i,j,t-1)*u(i,j,t)
V(i:j:t_l) = V(i:j:t_l) + V(i:j:t)

c u(i,j,t) = u(i,j,t-1) + dt *
( u(i:j:t_l) + V(i:j:t_l) )

v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + dt*u(i,j,t)
u(i,j,t-1) = u(di,j,t-1) + dt*u(i,j,t)
u(i:j:t_l) u(i:j:t_l) + u(i:j:t)

ENDDO
ENDDO

En regroupant les instructions, cela est équivalent a:

DO i=n,1,-1
DO j=m,1,-1
v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + v(i,j,t)
+ dt*xzu(i,j,t-D*v(i,j,t) + dt*xu(i,j,t)
u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + dt*zv(i,j,t-1)*u(i,j,t)
+ u(i,j,t) + dt*xu(i,j,t)
ENDDO
ENDDO
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En simplifiant les expressions, on obtient :

DO i=n,1,-1
DO j=m,1,-1
v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + v(i,j,t)
+ dt*x( u(i,j,t) + zu(i,j,t-*v(i,j,t) )
u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + u(i,j,t)
+ dt*x( u(i,j,t) + zv(i,j,t-D*uli,j,t) )
ENDDO
ENDDO

Il ne faut pas oublier que la fin du code linéaire tangent contient des instructions
d’affectation des valeurs du gradient que 'on va retrouver transposées au début du
code adjoint et qui vont initialiser u et v aux valeurs de C*(C'X — X°¥*) qui étaient
notées cp(t-1) et cq(t-1) dans le paragraphe 3.5.3. Les deux codes obtenus sont
donc bien équivalents.

3.5.6 Systeme adjoint du second ordre

Le code du systeme adjoint du second ordre est obtenu en dérivant le code du
systeme adjoint. On doit pour cela conserver les trajectoires des systemes direct,
tangent et adjoint. On notera z* la trajectoire de la variable * dans le code direct,
t* la trajectoire de la variable * dans le code tangent et a* la trajectoire de la
variable * dans le code adjoint. Reprenons notre exemple précédent, le code adjoint
que nous avions obtenu est :

DO i=n,1,-1
DO j=m,1,-1
v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + v(i,j,t)
+ dt*x( u(i,j,t) + zu(i,j,t-*v(i,j,t) )
u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + u(i,j,t)
+ dt*x( u(i,j,t) + zv(i,j,t-D*uli,j,t) )
ENDDO
ENDDO

En dérivant de nouveau ce code, on obtient 1’adjoint du second ordre:

DO i=n,1,-1
DO j=m,1,-1
v(i,j,t-1) = v(i,j,t-1) + v(3i,j,t) + dtx( u(i,j,t)
+ tu(i,j,t-D*av(i,j,t) + zu(i,j,t-1)*v(i,j,t) )
u(i,j,t-1) = u(i,j,t-1) + u(i,j,t) + dtx( u(i,j,t)
+ tv(i,j,t-D*auli,j,t) + zv(i,j,t-1)*u(i,j,t) )
ENDDO
ENDDO
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3.5.7 Adjoint d’un code parallele

Dans le cadre de cette these, nous avons été amenés a écrire ’adjoint d’un modele
dont le code direct avait été parallélisé par 'utilisation d’une bibliotheque d’échange
de messages. Nous présentons donc dans ce paragraphe les transformations que
doivent subir les instructions d’échanges de messages lors de I’écriture du code ad-
joint.

Adjoint d’un envoi de donnée

La premiere fonctionnalité spécifique que 1’on peut trouver dans un code parallele
est I’envoi d'une donnée dun processeur a un autre. Nous avons donc un code
parallele qui peut s’écrire:

Code de la tache A Code de la tache B

Instruction(A,i-1) Instruction(B,j-1)

Envoi(x,tache B) Réception(y,téche A)
Instruction(A,i+1) Instruction(B,j+1)

L’envoi de la valeur x de la tache A a la tache B qui la stocke dans sa variable
y peut étre considéré comme ’affectation de la variable x(A) a la variable y(B),
schématiquement :
y&— X%,
dont nous avons vu que 'opération adjointe est :
X4—X+y
La variable x étant stockée et sa valeur utilisée dans la tache A, il faut d’abord

envoyer la valeur de y de la tache B a la tache A pour pouvoir effectuer cette
opération. L’adjoint du code parallele ci-dessus est donc:

Code de la tache A Code de la tache B

Adjoint(A,i+1) Adjoint (B, j+1)
Réception(tampon,tache B) Envoi(y,tache A)
X ¢— x + tampon Adjoint(B,j-1)

Adjoint(A,i-1)
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Opération Code Direct Code Adjoint
Envoi Envoi(x,Proc) zéfii cin iz:;iin ,Proc)
Réception Réception(x,Proc) Envoi(x,Proc)
Synchronisation | Synchro(Liste Proc) Synchro(Liste Proc)

Pour Proc € Liste Proc
Diffusion Diffusion(x,Liste Proc) Réception(tampon,Proc)
X ¢— X + tampon

Pour Proc € Liste Proc
Réduction Réception(tampon,Proc) | Diffusion(x,Liste Proc)
X ¢— X + tampon

TAB. 3.1 - Code adjoint des instructions d’échange de messages.

Généralisation

Les communications globales étant définies a partir des envois et réceptions de
messages, on peut de la méme maniere définir les adjoints des opérations globales
de communications. On obtient ainsi le tableau 3.1.

Dériver I'adjoint d’un code parallele n’est donc théoriquement pas plus difficile
que de dériver ’adjoint d’un code séquentiel et peut s’automatiser de la méme facon.
Nous étudierons dans la partie 5.2 les performances de cette technique.

3.6 Conclusion

Nous avons rapellé dans ce chapitre 'origine de 1’assimilation de données jus-
qu’a I’émergence des deux types de méthodes employées actuellement: le filtre de
Kalman et I’assimilation variationnelle. Nous nous intéressons dans le cadre de ce
travail a cette deuxieme méthode. L'un de ses intéréts est de permettre d’autres
applications que 1’assimilation de données elle-méme telles que 'estimation de pa-
rametres et "analyse de sensibilité.

Nous avons ensuite montré comment développer un code adjoint, on constate que
ce n’est pas un processus tres compliqué. Il peut néanmoins devenir long et fastidieux
lorsque 1’on veut "appliquer a de gros codes comme les modeles météorologiques ou
océanographiques. Les écrire a la main nécessite une validation a chaque étape et
conduit souvent a beaucoup d’erreurs de typographie. Il est donc souhaitable que
ce processus soit automatisé. Des travaux sur la différentiation automatique sont en
cours (voir [56]) mais ne sont pas encore suffisamment avancés pour permettre une
utilisation vraiment automatique, une difficulté importante venant du passage des
parametres d’une procédure a une autre.
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Chapitre 4

Parallélisation et couplage de
modeles

Le but de ce chapitre est de présenter les différentes approches possibles
a priori pour paralléliser la résolution du probléme d’assimilation de
données. Cela peut se faire & plusieurs niveaux: au niveau des modéles
météorologiques direct et adjoint, au niveau de ’algorithme d’optimi-
sation ou enfin au niveau du probléeme lui-méme. Cela signifiera alors
transformer un probléeme séquentiel d’optimisation sans contraintes en
un ensemble de probléemes d’optimisation relativement indépendants qui
pourront étre résolus en paralléle. On étudiera plusieurs variantes de ces
trois approches trés générales et leur utilité dans le cadre du probléme
d’assimilation de données.

4.1 Parallélisation des modeles

Lorsque 'on étudie la répartition du temps de calcul entre les différentes phases
de 'exécution d’un algorithme variationnel d’assimilation de données en météoro-
logie, on se rend compte que 'algorithme d’optimisation proprement dit demande
un tres faible pourcentage du temps total. En effet, I’évaluation de la fonction de
cout et de ses dérivées requierent I'intégration du modele météorologique et de son
adjoint (ainsi que I'adjoint au second ordre éventuellement). L’algorithme de mi-
nimisation en lui-méme nécessite en général peu de calculs (un produit scalaire et
quelques mises a jour de vecteurs dans le cas du gradient conjugué). On peut donc
se contenter de paralléliser ces parties du code.

L’algorithme consistera donc a itérer deux phases successives:

— Une phase de calcul de la fonction de cotit et de ses dérivées. Cette phase peut
étre parallélisée.

— Une phase d’optimisation proprement dite. Cette phase est peu coiiteuse en
calculs mais nécessite le regroupement des valeurs de la fonction de cotit et de
son gradient et la diffusion du nouvel itéré pour le calcul des valeurs suivantes.
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Le graphe de taches correspondant a cette méthode est représenté sur la figure 4.1.

Remarque : Selon I’algorithme de minimisation utilisé, on peut diminuer la taille des
messages du regroupement et de la diffusion en effectuant en parallele certaines
opérations de mise a jour des vecteurs et des produits scalaires partiels. On
peut ainsi arriver a réduire la taille des messages a quelques nombres réels

dans les meilleurs cas.
Initialisation

Fic. 4.1 - Graphe des taches correspondant a la parallélisation des mo-
deles : la phase de calcul de la direction de descente utilise les modéles
direct et adjoints, elle est paralléle; la phase de calcul du pas de descente
est centralisée sur un processeur.

Quel va étre le comportement de cet algorithme lorsque le nombre de proces-
seurs augmente? La premiere étape doit en principe prendre de moins en moins de
temps si les modeles directs et adjoints se parallélisent bien. Le temps de calcul de la
deuxieme étape ne doit pas varier, par contre son temps de communication va aug-
menter. Globalement, on aura donc une partie parallele dont le temps d’exécution
diminue et une partie séquentielle dont le temps d’exécution augmente : "accéléra-
tion devrait donc se dégrader. Cette dégradation sera sensible des que les temps de
regroupement et diffusion ne seront plus négligeables devant le temps d’intégration
des modeles directs et adjoints.

Un avantage de cette méthode est que le modele direct parallele est de toutes
facons utile pour la prévision. On a vu que le développement de 'adjoint d’un
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code parallele ne demande pas beaucoup plus de travail que le développement du
code séquentiel. Cette méthode a donc "avantage d’étre relativement peu couteuse
a mettre en ceuvre et 'investissement réalisé est réutilisable.

4.2 Algorithmes paralleles d’optimisation sans
contraintes

Pour résoudre les problemes d’optimisation sans contraintes, il existe de nom-
breuses méthodes itératives. Apres avoir précisé nos hypotheses de travail, nous
passerons en revue les principaux algorithmes et nous étudierons leur parallélisation
et leur application au probleme de ’assimilation de données.

4.2.1 Généralités

De facon générale, le probleme de ’assimilation de données peut se ramener au
probleme d’optimisation sans contraintes :

Trouver u* € U tel que J(u*) = mi[? J(u).
ue
ou J : U =IR" — IR est une fonctionnelle que 'on supposera différentiable, nous
préciserons les hypotheses supplémentaires que doit vérifier J pour 'application de
chaque algorithme. Le but de ce paragraphe est de montrer dans quelle mesure cette
fonctionnelle peut se décomposer en somme de fonctionnelles relativement indépen-
dantes.

Dans le cadre de ’assimilation de données, la fonctionnelle J peut s’écrire:

1 T
ﬂw=§AtLWWPmeﬂW

ou {) est le domaine géographique sur lequel on fait ’assimilation des données. La
variable x est celle qui décrit le systeme sur le domaine et l'intervalle de temps
considérés, elle se nomme variable d’état. La variable u est celle par rapport a
laquelle on effectue la minimisation, c¢’est la variable de controéle. On peut déja
remarquer que les méthodes classiques de décomposition ne s’appliquent pas ici a
cause des dépendances non locales induites par la relation qui lie x a u.

Dans un premier temps, considérons que la fonction de cout est une fonction de
la variable d’état :

_1 T obs |2
J@)_§A AHx—x 2dQt,

la variable d’état appartenant a un espace de fonctions donné (par exemple les
fonctions continues sur ©). On suppose que {2 se décompose en n — 1 sous-domaines
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Q; tels que I'on puisse décomposer I'intégrale:

n—1
Llle=a®|2de = 3 [ o - af|ac.
=1 ?

otl z; et x¢%* sont les restrictions respectives des variables d’état = et des observations
sur le domaine €);, on a alors

n—1

1 T
J(x) = Ji(w:) ot Ji(xi) = 5/0 /Q s — 22 |2 dt.

=1

Revenons maintenant a la variable de controle w: la variable d’état x est en
fait une fonction de u € U, mais sa restriction a un domaine {2; ne dépend pas de
toutes les composantes du controle. En effet, selon la méthode utilisée pour intégrer
le modele qui lie u a x, la matrice de dépendance de x par rapport a u ne sera pas
pleine. Cette matrice aura une structure plus ou moins creuse selon le schéma de
discrétisation spatial et la méthode d’intégration temporelle utilisés. Pour la suite,
on supposera que x; dépend du contréle sur €; et sur une partie plus ou moins
importante des €, que 1’on notera €;; pour ¢ # j (voir un exemple figure 4.2). On
note €, ; la réunion des ;; pour 7 # 1 et on pose:

n—1
Q, = | Q..
=1

Fic. 4.2 - Dépendance entre les sous-domaines dans la décomposition
de la fonction de cout.

La figure 4.3 montre un exemple de ce que 1'on peut obtenir dans le cas d’un
domaine ) rectangulaire découpé en sous-domaines §); eux aussi rectangulaires. On
définit U; = IR™ comme l'espace vectoriel des variables de contréle définies sur
Q; — Q, pour 1 < n et sur , pour : = n. On remarquera que les {); sont des
domaines géométriques (des régions géographiques dans le cas de I'assimilation de
données en géophysique) et que les U; sont des espaces vectoriels de dimension m;
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Q;

Q

Fic. 4.3 - Interprétation de la décomposition de la fonction de cout : les
O, sont délimités par les traits pleins, ), est la région grisée.

dans lesquels sont définies les variables de controle.

On a donc
1 T
Ji2i) = Ji(us, ) = —/ / i (s, 1) — 22| 2dSydt
2 Jo Q;

ou u; € U; pour i € {1,...,n} et les U; sont tels que:

U=@U.
=1

La fonctionnelle a minimiser peut donc se décomposer en :

n—1

i=1

Remarque : Etant donné la forme de la relation qui lie u a « dans le cas du contréle
des conditions aux limites, c’est-a-dire que x est solution d’une équation diffé-
rentielle dont u est la condition initiale, plus I'intervalle de temps sur lequel on
effectue I"assimilation augmente, plus la zone qui détermine la valeur de x en
un point va s’étendre, c’est-a-dire plus €1, va recouvrir une partie importante
de ©. On pourra méme avoir §2,, = (), ce qui conduira a U, = U et la fonction
de cott ne se décomposera plus.

4.2.2 Relaxation de type Gauss-Seidel
Algorithme

De maniere générale, on appelle méthode de Gauss-Seidel une méthode dans
laquelle on résout successivement un probleme par rapport a I’'une de ses variables, les
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autres étant fixées. Etant donnée la forme de la fonction de cofit qui nous intéresse,
cet algorithme va prendre une forme particuliere que nous pourrons exploiter. La
forme générale de ce type d’algorithme appliqué a 'optimisation est :

k+1 k+1 k k
u; )7

_ : ht .
_argifnlgj(ul fe e U Uy UG g
k2 k2

formule que 'on itere sur ¢ puis sur k. Avec les hypotheses que nous avons fait sur
la forme de J, cet algorithme s’écrit :

ubt! = arg min Ji(ui,ui) si 1<i<n-—1,
u, €U;
k41 . k41 k41
ur™ =arg min J(ui L un ).

un€Un

On constate que pour 1 < ¢ < n—1 les problemes d’optimisation sont indépendants
et peuvent étre résolus en parallele. Chacun de ces problemes se résout par un
algorithme de contréle tels que ceux présentés dans le chapitre 3.

Convergence

Plusieurs théoremes peuvent s’appliquer pour montrer que 1’algorithme décrit
ci-dessus converge. Nous en énoncons trois et nous démontrerons le dernier d’entre
eux car, méme si les hypotheses qu’il suppose sont un peu plus restrictives, nous
verrons qu’il peut s’adapter a d’autres cas.

Théoreme 4.1 Si J est elliptique alors la méthode de relaxation de Gauss-Seidel
converge.

Nous rappelons qu’une fonctionnelle J est elliptique si et seulement si elle est une
fois continuement dérivable sur U et si il existe une constante [ telle que

B>0 et (VJ(u)—VJ(w),v—u)>8|lv—ull* Yu,veU.

Une démonstration de ce théoreme composante par composante est donnée dans
[16], p.185, elle s’adapte sans difficulté au cas « par blocs ».

Théoreme 4.2 Si J : IR™ — IR est continuement différentiable et convexe, st pour
tout 1, J est une fonction strictement convexe de u; lorsque les autres composantes
sont fivées et si la suite engendrée par Ualgorithme de Gauss-Seidel {u*} est bien
définie, alors la limite de la suite {u*} minimise J sur IR™.

La démonstration de ce théoreme se trouve, par exemple, dans [§], p.220. Remar-
quons que ce théoreme ne nous assure pas de ’existence des itérés successifs.

Théoreme 4.3 Si J : IR™ — IR est continuement différentiable, si il existe v un
réel positif tel que Uapplication F : IR™ — IR™ définie par F(u) = u—~yV.J(u) soit

contractante, alors, il existe un unique v* qui minimise J sur IR™, Ualgorithme de
k

7

existe
a chaque étape) et la suite engendrée converge vers u* de maniére géométrique.

Gauss-Seidel décrit ci-dessus est bien défini (¢’est-a-dire qu’un minimum u
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Une démonstration de ce théoreme est donnée dans [8], p.221. Nous la reprenons ici
en 'adaptant au probleme qui nous intéresse.

Nous rappelons le théoreme du point fixe dont nous nous servirons:

Théoreme 4.4 (Théoréme du point fixe) Soit F' : IR™ — [R™ contractante
de module o. Alors F' posséde un unique point fixe x* sur IR™ et pour tout xo € IR™,
la suite {xi} engendrée par Uitération xpy1 = F(xg) converge vers * de maniére
géométrique, c’est-a-dire que :

|ep — 27| < ozkH:Jco —a"|| Yk >0.

Nous rappelons également qu'une fonction F' est dite contractante si et seulement
si il existe une constante « telle que

0<a<l et |[Flu)— F)| < allu—2v| Yu,vel.

Nous reprenons pour cette démonstration les notations du paragraphe précédent,
I’espace dans lequel on travaille est /' = IR™, il se décompose en n sous-espaces
U; = IR™. Tout élément u € U peut donc s’écrire u = (uy,...,u,) ot u; € U;, 1 <
1 < n. Dans toute la démonstration nous utiliserons la norme dite N,, définie par
|ul| = maxi<j<m |7;| dans U et ||u;|l; = maxi<j<m, |(ui);| dans U;. On remarquera
que ||u]| = maxi<i<n ||willi. U étant de dimension finie, toutes les normes sont équi-
valentes donc nous ne restreignons pas la généralité de la démonstration.

DEMONSTRATION : L’application F' : IR” — IR™ définie par F(u) = u — yV.J(u)
est contractante par hypothese donc on peut appliquer le théoreme du point
fixe et F' possede un unique point fixe u* sur U = R™ qui vérifie

u = F(u) =u —yVJ(u),
donc
VJ(u") = 0.

L’équation d’Euler n’admet pas d’autre solution sinon cette solution serait
point fixe de F', donc il existe un unique v* € U = IR™ qui minimise J sur U.

Soit F; : U — U; qui a les mémes composantes que F' sur le sous-espace U;.

Alors
[Fi(uw) = Fi(v)[li < [|F(v) = F(v)|| < allu —v]],

donc F; est contractante. Fixons maintenant I'indice ¢ et soit v € U, on peut
écrire u = (u;,u) ot u; € U; et u € U, Pour u fixé, on définit F* : R™ —
IR™ par F*(v;) = Fi(ug, ... wi—1,05 Uig1y ..., Uy), Vo, € Up. On a alors:

£ (i) = Ef (wi)lli < al[(vs, 0) = (wi, @]
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car F; est contractante et
[[(vi, ) = (wi, w)|| = [[vi — willi

car toutes les autres composantes sont égales. Donc F}" est contractante pour
tout u € U et pour tout ;. On peut appliquer le théoreme du point fixe a [F*
sur U; = IR™, F* admet donc un unique point fixe sur U, c’est aussi I'unique
valeur qui minimise la fonctionnelle J sur U,, les autres composantes de u étant
fixées. Ceci montre que 1’algorithme proposé est bien défini, c’est a dire que

_ - k1 k41 ok k
= arg min J(uy", T U, )

u; €U

b+t
K3
existe a chaque étape.

On peut donc définir par récurrence G; : IR — IR™ qui a u € IR™ associe
I’unique solution sur IR™ de

v = Fi(Gr(u), ... Gimr(w), v .00y ).
On définit alors 'application GG : IR™ — IR™ de composantes ;. On a alors
[G(u) = G(o)|| < [|Gi(u) = Gi(v)[li 1 <@ <n
et
|Gi(u) — Gi(v)]| < amax {rglgx 1G5 (1) = G ()], max[fu; — ij]} :
Une récurrence simple sur 7 montre que

|G (u) = Gi(v)]l; < o max |u; —vill; = allu —v]| ¥J.

Donc, GG est contractante et on peut appliquer le théoreme du point fixe. La
suite (u*) engendrée par I'itération de (& converge vers 'unique point fixe de G
de maniere géométrique. Or, d’apres la définition de (7, c’est aussi le point fixe
de I donc la suite engendrée converge vers u* de maniere géométrique. Cette
méthode revient & minimiser successivement F'(u;,u) sur IR™, on reconnait

I’algorithme de Gauss-Seidel. B

Mise en ceuvre

On suppose connues les valeurs de u¥ pour 1 < i < n. On suppose également
que les données sont distribuées de telle maniére que u¥ soit stocké sur le processeur
P;. Une itération de l'algorithme proposé s’écrit alors :

— Diffuser ui s
k41

~ Résoudre en parallele u;t' = arg minycp, Ji(u;, ul),
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k+1

— Regrouper les u; sur P,,

k+1

k1
e Un Tl U,

n

. _ : k41
— Résoudre u = arg miny,, cv,, J(u}

— Tester la convergence et recommencer éventuellement.

Deux problemes se posent alors: le coiut en communication des opérations de
diffusion et de regroupement et le cout en calcul de la résolution du probleme

. k1 k1
ming, v, J(ui" ..o, Up iy, Uy ).

Placons nous dans le cas de ’assimilation de données par le controle des condi-
tions initiales, le domaine global ) étant discrétisé sur une grille de taille N x M.
La variable de controle sur le domaine interface €2, est de taille O x (n(N + M)).
Donc lorsque le nombre de domaines augmente, on doit diffuser et regrouper des
valeurs sur un plus grand nombre de processeurs et en plus la taille des données a
diffuser et regrouper augmente. On peut déja prévoir que les performances de cet
algorithme diminueront lorsque le nombre de processeurs augmentera.

Le deuxieme probleme qui se pose est la résolution du probleme d’optimisation
sur Uinterface 2,,. Ce probleme est de taille O(n x (N 4+ M)), elle augmente avec le
nombre de processeurs. De plus, la forme du domaine est tres irréguliere. On peut
donc s’attendre a un temps de résolution croissant. Cette étape étant de plus non
parallele, elle va faire chuter 'efficacité de la parallélisation.

Enfin, un probleme important est la forme du domaine interface. Peu de modeles
sont prévus pour pouvoir étre utilisés sur un tel domaine! Il faudra donc adapter
le modele, ce qui peut demander un travail tres important au niveau du codage.
D’autre part, selon les méthodes numériques utilisées, un domaine aussi irrégulier
peut rendre le modele inutilisable. Le travail d’adaptation du modele pourrait étre
quasiment aussi couteux que le développement d’un nouveau modele.

4.2.3 Relaxation de type Jacobi
Algorithme

Contrairement aux algorithmes de type Gauss-Seidel dans lesquels on résout
successivement un probleme par rapport a chacune de ses variables, on peut définir
des algorithmes de type Jacobi dans lesquels on résoudra simultanément et indé-
pendamment les problemes par rapport a chacune des variables, les autres étant
fixées. Les problemes d’optimisation par rapport a chacune des variables peuvent
alors évidemment étre résolus en parallele. Cela peut s’écrire sous forme d’itération :

(k+1) (k) (%) k))‘

u = ar in J( (k) :
: =arg min J(uy ..., U, Ui Uiy e U
u; €U,
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Dans le cas qui nous intéresse, cet algorithme s’écrit :

uf"’l = arg min Ji(ui,ui) si 1<i<n-—1,
u; €Uy

uP T = arg min J(uf, ... uf_ | un).
Un€Un

Chacun de ces problemes se résout par un algorithme de contréle de la méme
maniere que dans le cadre de la méthode de type Gauss-Seidel.

Convergence

Nous avons pour cet algorithme le méme résultat de convergence que pour la
méthode de Gauss-Seidel. Nous le rappelons ici:

Théoreme 4.5 Si J : IR™ — IR est continuement différentiable, si il existe v un
réel positif tel que Uapplication F : IR™ — IR™ définie par F(u) = u — yV.J(u)

soit contractante, alors, il existe un unique v* qui minimise J sur IR™, l'algorithme

k

de Jacobi décrit ci-dessus est bien défini (¢’est-a-dire qu’un minimum u? exviste

;

chaque étape) et la suite engendrée converge vers u* de maniére géométrique.

DEMONSTRATION : Nous reprenons les notations de la démonstration de la conver-
gence de la méthode de Gauss-Seidel. Cette démonstration reste valable pour
les deux premieres étapes, c’est-a-dire I'existence et 'unicité du minimum de
J et 'existence et 'unicité de

(k+1)

( (k) (k) (k) u(k))

= arg min J(uy ... U, Uiy Uiy -y Uy,
u; €U;

[

a chaque étape. On peut donc définir les fonctions H; : IR™ — IR™ qui a
u € IR™ associe I'unique solution de v; = F*(v;) sur IR™* ainsi que I'application
H :IR™ — IR™ dont les composantes sont les H;. Soient u,v € IR™, d’apres
la définition de H; on a

Hi(u) = Fi(uy, ... uimy, Hi(w), i, .oy ty),

H;(v) = Fi(v1, ..., 01, Hi(0), 0141, ..., 0p).
Avec la norme choisie, cela donne:

i) = Hi(o)]] < ama { |1Hi(w) = Hifo) s, ma [la; = o]}
Et F est contractante donc o < 1 donc le maximum est forcément atteint dans
le second terme, donc
1H(w) = Hi(v)]| < amax|fu; —vjl; < aflu — o],

donc H est contractante. Le théoreme du point fixe s’applique et nous montre
que H possede un unique point fixe sur IR™. D’apres la définition de H, ce point
fixe est aussi I'unique point fixe de F' donc la suite engendrée converge vers

u* de maniere géométrique. Cette méthode revient a minimiser simultanément
k . ~ . .
F* (u;) sur IR™, on reconnait I’algorithme de Jacobi. W
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Mise en ceuvre

L’intérét de cet algorithme par rapport a celui de type Gauss-Seidel est qu’il
ne comporte pas d’étape dissymétrique: toutes les minimisations ont lieu en méme
temps. Par contre, le cotit de communication reste le méme et comme on 'a déja
remarqué, le cotit de la minimisation dans U,, augmente rapidement, les charges de
calcul seront donc tres déséquilibrées. Pour y remédier, on peut grouper plusieurs
des autres minimisations sur un processeur, mais on se heurtera alors rapidement a
des problemes de capacité mémoire. On sait également que cette méthode converge
généralement moins bien que celle de Gauss-Seidel. Les autres inconvénients de la
méthode de Gauss-Seidel concernant la mise en ceuvre subsistent.

4.2.4 Meéthodes de gradient et de Newton
Algorithmes

L’analyse que nous allons faire dans ce paragraphe s’applique a toute une classe
d’algorithmes de minimisation itératifs dont les méthodes de:

GRADIENT : on entend par la les méthodes de descente dans la direction opposée
au gradient, elles different par le pas utilisé. Les principales sont :

— Gradient a pas fixe: upyr = up — pVJ (ug),
— Gradient a pas variable: ugpy1 = up — ppVJ (ug)
— Gradient a pas optimal : ugyq = up — p(ug)VJ(ur) oun

p(ur) = arg min J(ur — pV I (ug))

p€
GRADIENT CONJUGUE : dans cette méthode, la direction de descente n’est plus le
gradient de la fonctionnelle mais une combinaison de ce gradient et de la

direction de descente précédente de maniere a ce que les directions de descente
successives soient conjuguées entre elles. Cela donne:

[V (i) I

dr =VJ(uy) + —————
b= V) I T P

dk—17

. (VJ(uk_l),dk)
= d =
e = arg i St rde) = T )

uk_|_1 = U — dek.

NEWTON : cette méthode est basée sur 'utilisation du Hessien de la fonctionnelle
a minimiser qui doit étre deux fois dérivable. Une itération s’écrit :

Uk41 = U — [sz(uk)]_1VJ(uk)

La suite de ce paragraphe s’appliquera également aux méthodes de Newton
généralisées, c’est-a-dire dans lesquelles on se contente d’approximer le Hessien
par une matrice plus simple a inverser.
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Convergence

Les démonstrations de convergence de ces méthodes sont classiques, on peut les
trouver par exemple dans [16], chapitres 7 et 8.

Parallélisation

Un point commun a toutes ces méthodes est que 'on a besoin de connaitre la
valeur du gradient de la fonctionnelle a minimiser au point courant pour calculer
Iitéré suivant. Dans le cadre de ’assimilation de données, on a vu au chapitre 3 que
I’'on dispose du modele adjoint pour calculer ce gradient (ainsi que du modele ad-
joint du second ordre pour calculer le Hessien dans le cas de la méthode de Newton).
Le gradient est donc obtenu par intégration rétrograde d’une équation d’évolution
que 'on peut paralléliser. Dans le cas de la méthode de Newton nous retrouvons
I’algorithme du paragraphe 4.1.

Le reste de ces algorithmes est essentiellement constitué de mises a jour de vec-
teurs et de calculs de produits scalaires. Comme nous ’avons déja vu au paragraphe
4.1, leur cout est tres faible par rapport a celui du calcul du gradient et leur paral-
lélisation est relativement peu efficace. Cela conduira a de mauvaises performances
si le cott de cette partie du code devient non négligeable par rapport a I'intégration
parallele des modeles, ce qui ne sera vraisemblablement jamais le cas avec un modele
d’atmosphere ou d’océan réaliste, nous étudierons ce cas plus en détail au chapitre

5.1.

4.2.5 Meéthodes de relaxation asynchrones
Méthodes asynchrones

Un inconvénient des méthodes de relaxation définies jusque la est qu’elles sont
synchrones, c’est-a-dire que tous les processeurs effectuent en méme temps la méme
itération. Or, certains peuvent résoudre le probleme local qu’ils ont a traiter plus vite
que les autres. On peut donc envisager des méthodes dans lesquelles on commence
sans attendre l'itération suivante avec les informations disponibles. Cela introduit
évidemment un décalage des processeurs en nombre d’itérations d’ou 'appellation
« asynchrone » de ce type de méthode. L’intérét de cette approche en parallélisme
est que les processeurs sont toujours actifs, la difficulté est I'inutilité éventuelle de
cette activité.

Algorithme général de relaxation asynchrone

On peut généraliser les méthodes de Gauss-Seidel et de Jacobi vues dans ce cha-
pitre en définissant des versions asynchrones de ces algorithmes. Autrement dit, on
peut laisser un processeur qui, pour une raison quelconque, a terminé une itéra-
tion en commencer une autre avec les valeurs les plus récentes dont il dispose en
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provenance des autres processeurs. On peut ’écrire sous la forme:

ki+1

K3

o . kq ki—1 o ki kn
= arg min J(uy, . w0 s g,

u; €U

[

La notation u;” représente la derniere valeur connue de la variable u;. Elle dépend
du nombre d’itérations effectuées par le processeur j mais aussi du temps de com-
munication entre les processeurs 7 et j.

Convergence

On peut montrer que ce type d’algorithme appliqué a la recherche d’un point fixe
d’une fonction converge sous des hypotheses assez restrictives (voir [8], chapitre 6).
On montre notamment que 'algorithme de gradient asynchrone pour la minimisa-
tion d’une fonctionnelle converge si le Hessien de cette fonctionnelle est a diagonale
dominante.

On peut montrer que cet algorithme converge avec les mémes hypotheses que
pour les démonstrations de convergence des algorithmes de Gauss-Seidel et Jacobi
si on ajoute une condition d’asynchronisme partiel, c’est-a-dire si on borne 1’écart
maximal en nombre d’itérations entre deux processeurs (voir [8], chapitre 7, partie

7.5).

Application a ’assimilation de données

Dans l'application qui nous préoccupe, la fonctionnelle a minimiser peut se dé-
composer en :

ou u; € U; pour ¢ € {0,...,n}. Nous pouvons appliquer I'algorithme précédent a
cette fonctionnelle, on obtient :

ubt! = arg min Ji(ui,ufz") si 1<i<n-—1,
u, €U;
) K
wf = arg min J(uf L wm T ug).
Un €UR

La encore, chacun des problemes sera résolu par un algorithme de controle tels
que ceux présentés dans le chapitre 3.

Mise en ceuvre

Nous allons retrouver les mémes problemes pour appliquer cette méthode que
ceux rencontrés pour les algorithmes de relaxation classiques. La principale difficulté
est due a la dissymétrie entre les domaines. Il semble que cette version apporte une
réponse au probleme du déséquilibre de charge mais en fait, ’écart entre le nombre
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d’itérations sur le domaine «interface» et les autres risque d’augmenter tres vite.
Sachant qu’un bon algorithme d’assimilation de données converge apres une dizaine
d’itérations, on risque de faire beaucoup d’itérations pour rien sur les domaines
réguliers avant d’avoir fait quelques itérations sur l'interface. Cette approche ne
semble donc pas tres intéressante dans le cadre de 'assimilation de données.

4.3 Utilisation de la trajectoire

4.3.1 Controle de la variable d’état

De la méme maniere qu’au paragraphe 4.2.1, on considere J comme une fonction
de la variable d’état. On a vu qu’elle peut alors s’écrire:

n—1

1 T
J(x) =3 Jifxs) ot Jilxs) = 5/0 /Q s — 22 |2 dt.

=1
On notera V' l'espace des fonctions du domaine d’assimilation € a valeurs dans IR.
Soit H le sous-ensemble de V' constitué des valeurs possibles de la variable d’état
du systeme. Le probleme d’assimilation des données s’écrit alors:

Trouver z* € H tel que J(z*) = ml]_r]l J(x).
r€

D’autre part, soit H; I’ensemble des restrictions sur €2; des éléments de H. Consi-
dérons alors le probleme:

Trouver z; € H; tel que J;(z;) = min J;(x;) Vi € {1,...,n}

z;€H;

Remarque : & = (#1,...,%,) signifie que & est défini sur Q par & = &; sur ; pour
tout ¢.

Alors
Jz(i'z) < Jz(xr), Vi € {1, . ,n}.
Comme on a imposé la contrainte & € H, on a:

et
J(z) < J(x), Yo € H.

donc Z est donc solution du probleme initial.
Les deux problemes que nous venons de formuler sont équivalents. Nous pouvons

donc, dans ce cas simple, décomposer un probleme d’optimisation en un ensemble
de problemes couplés de taille plus petite avec contraintes.
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4.3.2 Controle réaliste

Dans les problemes qui nous intéressent en assimilation de données, I’hypothese
selon laquelle on peut décomposer la fonction de colt en fonctions locales n’est pas
vérifiée. En effet, dans ce type de problemes, la fonction de colit doit étre considérée
comme une fonction des variables de controle et non des variables d’état. On peut
généralement mettre la fonction de cout sous la forme:

1 T
J(u) = 5/0 /qu(u)—xobsymﬂdt.

La variable d’état  dépend de la variable de controle par I'intermédiaire d’un sys-
teme (représentant un modele atmosphérique par exemple) qui n’est ni linéaire ni
local. Pour une meilleure estimation de ’erreur commise, on doit également intro-
duire dans la fonction de cout la matrice de covariance d’erreur C'. La fonction de
cout s’écrit alors :

_ 1 T obs |2
J(u) = 5/0 /Quc.x(u)—x [2d2dt.

Cette matrice étant en théorie pleine, on a un deuxieme facteur de non localité de
la fonction de cott, c’est-a-dire un deuxieme facteur qui nous empéche d’écrire 'in-
tégrale sous la forme d’une somme d’intégrales sur des sous-domaines.

On peut essayer de se ramener a un ensemble de problemes avec contraintes
comme dans le cas précédent. La contrainte doit intégrer tout ce qui n’est pas local
a un sous-domaine, elle devient de ce fait tres difficile a exprimer.

4.3.3 Application

On peut garder la fonction de cout comme une fonction de la variable d’état. On
inclura alors dans les contraintes le fait qu’elle doit étre solution du modele. Cela
donne la formulation suivante:

Trouver a* € H tel que J(z*) = mi}} J(x),
r€

d
H:{xEV tel que d—j:F(x)}

Sous cette forme, on peut décomposer l'intégrale, le probleme s’écrit alors:
Trouver a7 € H; tel que J(z}) = mi}_}l Ji(x;),
Ti€;

dx;
sz{xze‘/z telque d—xt:Fi(xly---7xi7"'7xn)}

La contrainte peut aussi s’écrire p;(x) = 0 avec

dl‘i
wi(x) = 7 — Fi(x1, .,y o, ).
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Les problemes qui se posent alors sont des problemes d’optimisation avec contraintes
que 'on peut traiter avec des algorithmes différents de ceux rencontrés jusque la.
On peut par exemple utiliser les algorithmes suivants:

PENALITE : On peut formuler chacun de ces problémes sous une forme pénalisée :
on cherche z7 qui minimise la fonctionnelle

. 1
Ji (@) = Ji(@:) + gH%(l‘h o)l

: * ok
et on a lim.__,g 27 = a™.

DUALITE : On peut aussi formuler ces probléemes sous forme de recherche du point

selle de:

n

Liz,p) = 3 Ji(x:) + (p, ; oilz1, ... xn)) .

=1

Ce probleme se résout alors par un algorithme tel que celui d’Uzawa.

LAGRANGIEN AUGMENTE : Une autre approche possible est 'utilisation de la mé-
thode du Lagrangien augmenté qui consiste a résoudre un probleme de point
selle pour

n

L) = S )+ (p i) + Sl ol

=1

Un probleme important de cette approche est le calcul de ¢; avec les (),
connus. Etant donné la forme de @;, 1 faut intégrer le modele utilisé pour connaitre
la valeur de cette fonction. Ce calcul devra étre fait sur le domaine complet et sera
dans la plupart des cas beaucoup trop couteux pour pouvoir étre répété sur tous les
processeurs a chaque pas de la minimisation. On a décomposé la fonction de cotit
mais la contrainte reste globale. Cette approche n’est donc pas intéressante dans le
cadre du calcul parallele.

4.4 Couplage et assimilation

4.4.1 Couplage de modeles

Un probleme qui se pose actuellement pour faire une bonne assimilation de don-
nées est qu'un fluide géophysique ne peut pas étre considéré comme un milieu isolé.
La prévision de son évolution requiert donc la connaissance de 1’évolution de ces
interfaces avec les milieux environnants. De nombreux travaux de recherche sont
actuellement en cours dans le domaine du couplage de modeles pour mieux prendre
en compte ces phénomenes. Par modeles couplés on entend :

— Couplage entre plusieurs milieux physiques distincts comme, par exemple,
I'océan et I'atmosphere ou "atmosphere et le sol.
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— Couplage entre deux modeles de méme nature (météorologiques par exemple)
mais d’échelles différentes. On peut coupler un modele global avec un modele
local pour faire de la prévision avec une meilleure précision sur une région
donnée et prendre en compte I'influence des phénomenes de grande échelle.

— On peut aussi coupler des modeles de méme résolution mais adaptés a des
régions voisines de caractéristiques différentes comme une région sur la mer et
une région terrestre.

— On peut coupler des modeles qui s’appliquent sur le méme domaine mais qui
sont de nature différente comme un modele météorologique et un modele chi-
mique. Cela permet d’étudier par exemple la dispersion d’un produit polluant
et son effet sur 'atmosphere (étude de 'ozone).

— On peut aussi considérer l'utilisation d’'un méme modele sur plusieurs do-
maines contigus, c’est-a-dire la décomposition de domaine comme une forme
de couplage.

— Une combinaison de ces différents types de couplages.

L’interface peut étre géométrique comme c’est le cas de 'interface entre 'océan
et "atmosphere (dans ce cas, il faut prendre en compte les échanges d’énergie et
d’humidité) ou dans le cas de 'interface entre deux modeles spécifiques d’un méme
milieu adapté a des régions voisines. Mais, elle peut aussi étre plus abstraite, on
peut par exemple considérer le couplage d’un modele météorologique avec un mo-
dele de chimie pour étudier la pollution. Dans ce cas, 'interface est constituée par
les échanges d’énergie. Quelle que soit I'interface, le couplage de modele doit étre
réalisé pour obtenir une prévision plus fine.

Nous proposons ici de considérer la méthode de décomposition de domaines
comme un cas particulier (simple) du couplage de modele. Nous avons vu au chapitre
3 que les méthodes adjointes nous permettent de controler les conditions initiales
mais aussi tout autre parametre d’un modele. Nous pouvons donc controler ses
«interfaces» avec un autre modele.

4.4.2 Controle des interfaces

On a vu au paragraphe 3.4.6 que ’on peut utiliser le méme modele adjoint pour
controler les conditions initiales d’un modele mais aussi n’importe lequel de ses para-
metres. Nous pouvons donc appliquer cette technique pour controler les «interfaces»
de ce modele.

On suppose que I’évolution de ’atmosphere est donnée par:

d
d—j:F(x,v)

2(0) = u
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ou x représente la variable d’état du modele , u est la condition initiale et v la
condition aux interfaces du modele. v peut représenter des grandeurs tres diverses.
Dans le cas d’un modele atmosphérique couplé avec un modele d’océan, v peut
représenter la température de 'eau a la surface de 'océan telle qu’elle est fournie
par le modele d’océan, dans le cas inverse, il peut représenter la vitesse du vent
prévue par le modele météorologique a la surface de l'océan. v peut aussi étre un
champ de température que l'on passe d’'un modele météorologique a un modele
chimique. Ce parametre peut aussi représenter une condition aux limites dans le cas
d’une décomposition de domaines. On cherche les conditions u et v minimisant :

1 T
J(uwo) =5 [ Ca(uv) — 2 i

Pour une perturbation h, le systeme linéaire tangent s’écrit :

& _or] , [or]
dt | oz a dv | "

2(0) = hy
Soit p solution du systeme adjoint :

p(t) =0
En multipliant cette équation par &(¢) et en intégrant par parties, on obtient:

N

— ((0). b — ([aa—ﬂp hu) w0,k

Donc les composantes du gradient sont :

VuJ = —p(0)
or)”
v 5] -

Le calcul est le méme qu’au paragraphe 3.4.6. V., J est utilisé pour optimiser le choix
des conditions aux interfaces v. Le systeme adjoint reste le méme que dans les autres
cas déja rencontrés, on applique un opérateur différent aux variables adjointes, ici

oF”
ov |
Cette méthode peut donc s’appliquer quelles que soit les interfaces qui nous

intéressent, la seule modification a apporter sera de changer 'opérateur a appliquer
a la variable adjointe pour obtenir le gradient.

cet opérateur est :
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4.4.3 Assimilation de données pour modeles couplés

Nous avons vu comment controler les interfaces d’un modele donné. Voyons com-
ment appliquer ceci au cas de plusieurs modeles couplés qui interagissent. Considé-
rons un ensemble de modeles:

dl‘i

o = Lilzi,vy)
ou, pour ¢ € {1,---, N}, a; est la variable d’état pour le modele i et v;; est la

variable d’état du modele 7 a I'interface entre les modeles ¢ et j. La fonction de cott
pour 'assimilation de données associée a chaque modele peut alors étre définie par:

2
Q-

1 T obs
Jiuwisv) = 5 [ NCei(ui,v) = o

On peut réaliser I’assimilation de données sur ces modeles en parallele puisqu’ils
sont, pour I'instant, indépendants. Nous devons maintenant réaliser le couplage entre
ces modeles. Pour cela, nous proposons d’ajouter a la fonction de colit un terme de
couplage qui mesure ’écart entre les modeles aux interfaces:

1 T
‘]i/(vi) = 5 Z/O HC”UZ — C]‘Z'.U]"
J#

2
1Y

ou (y; et C; représentent des opérateurs qui permettent de passer des variables
d’état aux interfaces a un espace convenable pour mesurer ’écart entre les modeles.
Dans ce cout, le terme Cj;.v; est une donnée qui provient du modele 7, on controle
le terme C;.v;. La fonction de cout totale pour le modele 7 est donc:

1 T obs T
Ji(ui,vi) = 5 [/0 chxz — xib ’ ?2@ + Z/O HC”UZ — C]‘Z'.U]" %l]] .
JFe

Cette modification de la fonction de colt entraine un changement du second membre
du systeme adjoint qui devient :

dpz 8FZ - y e .
dt [ax2‘| Pi = CZ (Czl’z - l’ib ) + Cij (Cij-vi — Cji-vj)
pi(T)=0
Et on a toujours
OF;]"

Le terme que 'on ajoute a la fonction de colt peut prendre différentes formes selon
la relation qui lie les modeles aux interfaces. Cela peut étre une relation de continuité
des champs, de conservation d’énergie, etc... mais le principe reste le méme.
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4.4.4 Cas de la décomposition de domaine

Dans le cadre général du couplage de modeles, on travaille avec des modeles
différents. On peut minimiser ’écart aux interfaces de la méme maniere que 1’écart
entre la solution controlée et 1'observation car il est impossible d’avoir une égalité
stricte aux interfaces. Par contre, dans le cas de la décomposition de domaine, on
peut imposer comme contrainte que les interfaces coincident exactement, ce qui
s’exprime par une relation du type:

Trouver (u},v]) = arg rguvn Ji(u,v),

i (vij,vji) = 0,

ou ;; est une fonction qui mesure ’écart aux interfaces entre les modeles.

On retrouve ainsi une formulation proche de celle obtenue au paragraphe 4.3.
L’expression de la fonction ¢;; est moins complexe que celle rencontrée alors mais
elle n’est toujours pas locale. De plus, on doit résoudre une série de problemes avec
contraintes, ce qui nécessite sur chaque domaine la connaissance des v;; qui évoluent.
On utilisera donc un algorithme itératif pour résoudre un probleme a « contraintes
variables », ce qui pose des problemes de convergence non résolus.

4.5 Algorithme d’assimilations couplées

Un algorithme parallele consiste donc en une itération du processus d’assimilation
de données dans chaque sous-domaine avec un échange des conditions aux limites
entre deux itérations. [algorithme est :

1. Choisir une condition initiale «a la main».

2. Intégrer le modele direct de 0 a T', stocker la trajectoire (donne .J,,).

3. Intégrer le modele adjoint de T" a 0 (intégration rétrograde, donne V.J,).
4. Si ||V J(un)|| < e arréter.

5. Calculer une direction de descente D,, (Newton, gradient conjugué, ...).

6. Calculer le pas de descente p,, tel que:

J(uy + puDy) = mpinJ(un +pDy)

7. Mettre a jour la condition initiale: w,11 = u, + p, D..
8. Echanger les valeurs aux interfaces avec les domaines voisins.

9. Itérer.
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Un intérét de cet algorithme est qu’il demande peu de modifications pour obtenir un
code parallele a partir d’un code séquentiel existant. Ces modifications consistent a
modifier la fonction de coit et a ajouter I’échange des valeurs aux interfaces entre
deux itérations de I’algorithme de minimisation.

4.6 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, passé en revue les différentes approches possibles
pour paralléliser le probleme de ’assimilation de donnée variationnelle. Nous avons
distingué trois classes de parallélisation possibles.

La premiere consiste a utiliser des modeles directs et adjoints paralleles dans un
algorithme classique. Elle devrait donner de bons résultats si les modeles se paral-
lélisent bien et si la phase de minimisation proprement dite reste négligeable (en
temps d’exécution) par rapport a I'intégration des modeles. Un avantage majeur de
cette approche est la réutilisation possible du modele parallélisé pour la prévision
elle-méme.

La deuxieme approche nous a conduit a une décomposition de domaine incluant
un domaine interface a partir de laquelle nous pouvons définir des méthodes de
relaxation de type Gauss-Seidel, Jacobi ou asynchrones. Deux inconvénients impor-
tants ressortent de cette étude: la définition compliquée du domaine interface peut
poser de sérieux problemes, a la fois sur le plan numérique et informatique, pour
intégrer les modeles directs et adjoints. D’autre part, ’algorithme construit a partir
de cette approche est naturellement déséquilibré en calculs.

La derniere approche consiste a décomposer le domaine d’assimilation, a consi-
dérer sur chaque domaine une restriction du modele et a coupler les domaines par
le biais du controle des conditions aux limites de chaque sous-domaine. Le princi-
pal avantage de cette approche est qu’elle se généralise de maniere immeédiate pour
s’appliquer au probleme de I’assimilation de données pour des modeles couplés. Elle
ouvre donc la porte a une nouvelle classe d’applications de plus en plus importantes
sur le plan pratique.
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Chapitre 5

Application au modele de Shallow
Water

Dans ce chapitre, nous présentons 'application des méthodes de pa-
rallélisation du chapitre précédent au modele de Shallow water. Nous
commencerons par une courte présentation de ce modeéle puis nous étu-
dierons sa parallélisation ainsi que celle de son code adjoint et les per-
formances obtenues. Nous présenterons ensuite plusieurs algorithmes pa-
ralléles d’assimilation de données et comparerons leurs performances.

5.1 Le modele de Shallow-Water

Ce modele est largement utilisé en météorologie et en océanographie car il tient
compte de la plupart des degrés de liberté physiques (y compris les ondes gravita-
tionnelles) présents dans les modeles tridimensionnels plus sophistiqués. Il est moins
couteux en calcul et on peut espérer que son comportement sera similaire a celui de
ces modeles, c’est pourquoi il est souvent utilisé pour tester de nouvelles méthodes
avant de les appliquer a un systeme plus complexe.

5.1.1 Les équations de Shallow-Water

Le systeme des équations du modele de Shallow-Water est un systeme non linéaire
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre. C’est un modele bidimensionnel
d’évolution de I’atmosphere ou de 'océan. Il suppose que le fluide considéré est
homogene, incompressible et sans viscosité. Les équations peuvent s’écrire sous la

forme:
ou ou Ju 0d
o s gy vt 0
v v ov 0d
0d 0d 0d Ju Ov
a*“a—x“a—y”’(a—x*a—y) =0
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ou [ est le parametre représentant la force de Coriolis, u et v sont les composantes
du vent et ® est le géopotentiel. Tous les calculs sont discrétisés en espace par
un schéma de différences finies centrées et un schéma explicite «saute-mouton» en
temps.

5.1.2 Observations

Pour mener a bien tous les essais décrits dans ce chapitre, nous utiliserons des
observations synthétiques. Ces observations seront engendrées par le modele décrit
ci-dessus. Les conditions initiales utilisées pour cela seront données par la formule
de Grammeltvedt :

_ 9y — yo) . Ny —wo)\ . (27T:1;)
h = hg + hy tanh ( 5D 4 hysinh 5 sin 7

avec ® = gh, hg = 2000m, h; = —220m, hy = 133m, g = 10m.s™ 2 et f = 107*s71.
L et D sont les dimensions du domaine de calcul, yog = D/2 est le milieu du domaine.
Les champs de vitesse initiaux sont dérivés du champ de hauteur initial par la
relation géostrophique:

yo 90h

I oy
_g9h
U_fax

Les conditions aux limites seront périodiques dans la direction est-ouest et a
composante normale du vent nulle au nord et au sud.

Le résultat de I'intégration du modele dans ces conditions sera stocké et tiendra
lieu d’observations. Le point de départ des différentes assimilations effectuées sera
obtenu en perturbant aléatoirement les conditions initiales et les conditions aux
limites dans une proportion de 10 % sur les composantes du vent et le géopotentiel.

5.1.3 Le probleme test

Le domaine physique considéré est de 6000 km sur 4400 km. La fonction de cott
sera:

J=W, (U =0 S (v V) e Y (e — @)

ott U, Vo et ®°* sont les valeurs des observations, W,, W, Ws sont des co-
efficients de pondération de valeurs respectives 1072,1072 et 107%. Ces coefficients
peuvent dépendre du point et de 'instant considéré, ils représentent alors la confiance
que 'on accorde a une observation. Le critere d’arrét pour tous les essais présentés
sera:

lgell < 107 x [l go]

ou g est le gradient apres k itérations et gy le gradient initial.
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5.1.4 Implémentation

Tous les programmes paralleles testés dans ce chapitre ont étés écrits en Fortran
77 standard et utilisent la bibliotheque PVM (voir chapitre 2) pour les échanges
de messages. L’avantage principal de cette solution est la portabilité du code. Cela
permet aussi d’atteindre de bonnes performances puisque les compilateurs Fortran
sont tres efficaces sur toutes les machines et que les constructeurs de machines pa-
ralleles proposent depuis peu des versions optimisées de PVM pour leurs machines
(voir également chapitre 2).

En Fortran 77, les choix de discrétisation précisés plus haut pour le modele de
Shallow water donnent le code suivant :

DO J=2,MM1
DO I=2,NM1
IP1=I+1
IM1=I-1
JP1=J+1
JM1=J-1

AA= (U(IP1,J,K)-U(IM1,J,K))*(U(IP1,J,K)-U(IM1,J,K))*HX
BB= (V(I,JP1,K)-V(I,JM1,K))*(V(I,JP1,K)-V(I,JML1, K))=*HY
CC= (U(IP1,J,K)+U(IM1,J,K))*(V(IP1,J,K)-V(IM1,J,K))*HX
DD= (V(I,JP1,K)+V(I,JM1,K))*(V(I,JP1,K)-V(I,JM1,K))*HY

PHIX= (PHI(IP1,J,K)-PHI(IM1,J,K))*HHX
PHIY= (PHI(I,JP1,K)-PHI(I,JM1,K))*HHY

FU= F(I,J)*U(I,J,K)
FV= F(I,J)*V(I,J,K)

PHIU= (PHI(IP1,J,K)*U(IP1,J,K)-PHI(IM1,J,K)*U(IM1,J,K))*HHX
PHIV= (PHI(I,JP1,K)*V(I,JP1,K)-PHI(I,JM1,K)*V(I,JIM1,K))*HHY

U(I,J,KFUTURE)=  U(I,J,KPASS) -DT* (AA+BB+PHIX-FV)
V(I,J,KFUTURE)=  V(I,J,KPASS) -DT* (CC+DD+PHIY+FU)
PHI(I,J,KFUTURE)= PHI(I,J,KPASS) -DT*(PHIU+PHIV)
ENDDO
ENDDO

Le coiit de calcul correspondant a cette implémentation est de 26 additions et 21
multiplications par point de discrétisation. Il faut y ajouter le calcul de la fonction
de coiit, c’est-a-dire 9 additions et 6 multiplications par point. On arrive donc a un
total de 62 opérations par point. Le colt de calcul du systeme adjoint est de 75
additions et 79 multiplications soit 154 opérations flottantes par point.
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5.2 Parallélisation directe

Dans ce premier essai de parallélisation, nous étudions les performances que
I’on peut obtenir en utilisant un modele parallele dans un algorithme d’assimilation
de données; c’est-a-dire que 1’algorithme d’assimilation de données est classique,
on remplace seulement le code du modele météorologique et son adjoint par leur
équivalent parallele. En d’autres termes, on parallélise le calcul de la fonction de
cotut et de ses dérivées.

5.2.1 Parallélisation du modele

Nous parallélisons le modele décrit au paragraphe 5.1 en utilisant une décompo-
sition de domaine dans les deux directions est-ouest et nord-sud. On distribue alors
chaque sous-domaine a un processeur. A chaque pas de temps, les processeurs char-
gés de sous-domaines voisins devront échanger les valeurs des champs aux interfaces
pour continuer l'intégration du modele. L’algorithme consiste donc simplement a
itérer les deux étapes décrites ci-dessous:

Lire les conditionsg initiales,

Itérer sur le nombre de pas de temps:
Calculer les valeurs des champs,
Echanger les valeurs aux interfaces avec les sous-domaines
volsins.

Pour améliorer les performances de la parallélisation, on peut commencer le
calcul par les valeurs des champs aux interfaces et les envoyer. Pendant le temps
de propagation des messages, on effectue le calcul a 'intérieur des sous-domaines, a
la fin du calcul, on peut traiter les messages provenant des processeurs voisins qui
sont arrivés entre temps. On peut ainsi espérer masquer le temps de propagation
des messages. L’algorithme correspondant peut s’écrire:

Lire les conditionsg initiales,

Itérer sur le nombre de pas de temps:
Calculer les valeurs des champs aux interfaces,
Envoyer les valeurs aux interfaces aux sous-domaines voisins,
Calculer les valeurs des champs & 1l’intérieur du sous-domaine,
Recevoir les valeurs aux interfaces des sous-domaines voisins.

On parallélise alors les codes linéaire tangent et adjoints au premier et second
ordre en utilisant la méthode décrite au paragraphe 3.5.7.

5.2.2 Performances des modeles

Les performances obtenues par cette méthode sont données sur les figures 5.1 et
5.2. On constate plusieurs phénomenes sur ces figures. Tout d’abord, on obtient une
meilleure efficacité pour l'intégration parallele du modele de Shallow water et de
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son adjoint sur le Cray T3D que sur I'IBM SP1. Ensuite, sur ces deux machines, les
performances obtenues lors de I'intégration du modele adjoint sont meilleures que
pour l'intégration du modele direct. Enfin, on constate que, dans tous les cas, le re-
couvrement des communications par le calcul n’apporte pas d’amélioration sensible.

x x x x x x x x x x
100 100
80 80
60 60
40 40

20 20 .
0 | 1 I I I 0 | 1 I I I
1 2 4 8 16 32 64 1 2 4 8 16 32 64

Modele Direct Modele Adjoint

e SELHS recouvrement — ------e- Avec recouvrement

Fic. 5.1 - Efficacité en fonction du nombre de processeurs sur T3D.

T T T T T T
100 100
80 80
60 60
40 40
20 20
0 0 L | 1

Modele Direct

2 4

8 16

Modele Adjoint

— SELHS recouvrement - Avec recouvrement

Fic. 5.2 - Efficacité en fonction du nombre de processeurs sur SP1.

Les résultats obtenus sur le Cray sont meilleurs car le rapport entre la vitesse
de calcul et la vitesse de communication est plus faible. Il faut prendre garde a ces
résultats d’efficacité qui ne refletent pas completement les performances de ces deux
machines. Les temps d’exécution sont sensiblement les mémes sur les deux machines
avec 4 processeurs. L’intégration est plus rapide sur le SP1 avec moins de processeur
car la vitesse de calcul devient prépondérante, elle est plus rapide sur le T3D avec
8 processeurs ou plus car alors la vitesse de communication devient le facteur pré-
pondérant (voir tableau 5.1). On peut noter ici que les temps d’exécution sur I'IBM
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SP1 présentent de tres fortes variations d’une exécution a 'autre, cela est di aux
perturbations induites par le systeme d’exploitation de la machine qui comporte un
systeme UNIX complet par processeur. Ce phénomene n’apparait pas sur le Cray
T3D car le systeme d’exploitation sur chaque nceud a été réduit au minimum (micro-
noyau).

Nombre de SP1 T3D

Processeurs | Direct | Adjoint | Direct | Adjoint
1 800 1850 1420 3440
2 610 1220 700 1750
4 480 740 370 800
8 480 610 210 430
16 730 1030 140 240

TAB. 5.1 - Meilleur temps d’exécution sur SP1 et T3D en ms

L’efficacité obtenue est meilleure dans le cas du modele adjoint car le temps de
calcul est plus important. L’efficacité peut se calculer comme le rapport du temps
de calcul sur le temps total d’exécution du programme parallele. Lorsque 1’on passe
du modele direct a son adjoint, on augmente la quantité de calculs sans rien changer
d’autre, l'efficacité augmente donc.

En ce qui concerne le recouvrement des communications par le calcul, sur le
Cray, on sait que la vitesse de calcul du processeur est faible par rapport au débit
du réseau de communication. La durée des communications est donc proportion-
nellement tres faible (moins de 10 ms sur 140 ms avec 16 processeurs) méme sans
recouvrement, il n’y a rien a gagner par cette technique.

Sur 'IBM au contraire, les processeurs sont tres rapides par rapport au réseau.
Le temps d’exécution du modele direct sur 16 processeurs est d’environ 760 ms,
c’est-a-dire 19 ms par pas de temps. On peut mesurer plus précisément les temps
que prennent les différentes phases, on obtient les valeurs suivantes:

— 0.835 ms de calcul (pour un pas de temps),

— 0.146 ms pour 'empaquetage d’un message,

0.507 ms pour I’envoi d’un message,
— 0.081 ms pour le dépaquetage d’un message,
— 15.2 ms d’attente des messages par pas de temps.

Que se passe-t-il lorsqu’on recouvre les communications par le calcul? La seule partie
que 'on peut recouvrir est le temps d’attente des messages, les temps d’empaquetage,
de dépaquetage et d’envoi des messages ne peuvent pas étre recouverts. Pour faire ce
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recouvrement, on peut utiliser le temps de calcul sur I'intérieur d’un domaine, c’est-a-
dire 0.730 ms. On gagne donc 0.730 ms par pas de temps soit 29 ms au total. Le temps
d’exécution du modele direct avec recouvrement des communications est de 0.730
ms, tout se passe donc bien comme prévu mais la quantité de calcul disponible pour le
recouvrement est trop faible pour que 'amélioration soit significative. Pour le modele
adjoint, il y a un peu plus d’opérations a effectuer, le résultat est tres légerement
meilleur. On peut retenir de ces essais que pour espérer obtenir un masquage efficace,
il faut au minimum que le calcul dure aussi longtemps que les communications. Cela
signifie que pour un modele peu cotiteux, le nombre optimal de processeurs est faible.

5.2.3 Assimilation

Dans ce paragraphe, nous mettons en application les modeles paralleles que nous
venons de tester dans un algorithme d’assimilation de données. Nous utilisons pour
cet essal un algorithme de Newton tronqué. Pour cet essai, nous faisons une assimi-
lation sur 40 pas de temps de 90 secondes, soit 1 heure, et une discrétisation spatiale
de 122 x 122 points. La dimension de la variable de contréle est alors 100800. Pour
10 itérations de cet algorithme et 10 pas de gradient conjugué a chaque étape, nous
obtenons les performances du tableau 5.2.

Nb de Processeurs 1 4
Temps total (sec.) | 392.8 | 369.9
Temps CPU (sec.) | 365.6 | 322.6

TAB. 5.2 - Assimilation de données avec les modéles paralléles sur IBM SP1

Ceci nous donne donc une efficacité tres faible (27 %). Dans les mémes conditions,
Iefficacité respective des modeles directs et adjoint est de 42% et 63%. Nous perdons
de lefficacité car ’algorithme de gradient conjugué nécessite le calcul de produits
scalaires qui est une opération trop cotuteuse en communications et qui conduit a ce
mauvais résultat.

5.2.4 Conclusion

Les résultats présentés ici sont relativement mauvais. Il faut cependant les nuan-
cer un peu car la méme méthode appliquée a un modele plus complexe donc plus
cotuteux en calcul donnerait de meilleurs résultats. En effet, sur le SP1 avec 16 pro-
cesseurs, le temps d’exécution total (760 ms) se décompose en 34 ms de calcul, 36 ms
pour 'empaquetage et le dépaquetage des messages, 81 ms pour ’envoi des messages
et 610 ms d’attente. Nous retrouvons donc bien l'efficacité de la courbe 5.2:

34
= 5%.
727 + 34 %

Imaginons maintenant un modele plus sophistiqué qui demande non pas 62 mais
1200 opérations par point de grille (nous sommes encore tres en dessous d’u modele
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réel comme ARPS qui demande environ 5850 opérations par points dans la version
4.0). Nous aurons alors un temps de calcul d’environ 650 ms et un temps total de
ms. L’efficacité devient :

650
— = 47%.
727 + 650 %

L’efficacité est donc augmentée de facon significative. Mais, on peut également uti-
liser avec profit la méthode de recouvrement des communications. Dans ce cas, les
610 ms d’attente seront entierement masquées par les 650 ms de calcul. Le temps
total sera donc de 767 ms et on atteindra

650

d’efficacité.

De méme, le temps d’exécution des produits scalaires dans 1’algorithme du gra-
dient conjugué deviendra faible par rapport au temps total et la parallélisation de
I’assimilation de données sera performante.

Néanmoins, ces expériences confirment qu’un bon algorithme séquentiel peut ne
pas étre adapté a une implémentation parallele. Il faut donc rechercher des algo-
rithmes mieux adaptés aux architectures paralleles.

5.3 Couplage de sous domaines

Cette partie est consacrée a 1’étude des performances de la parallélisation par
couplage des sous-domaines tel que nous I’avons présenté au chapitre 4. Nous décou-
pons le domaine de calcul de la méme maniere que précédemment mais ’algorithme
d’assimilation est exécuté sur chaque sous-domaine avec un terme de pénalisation
pour forcer la régularité de la solution entre les domaines.

5.3.1 Exemple de résultat numérique

Nous présentons ici un résultat pour une discrétisation de 21 x 31 points qui
permet de visualiser le type de résultat que l'on peut obtenir avec cet algorithme.
La période d’assimilation étant de 30 pas de 120 secondes, c’est-a-dire une heure. La
condition initiale perturbée avant assimilation est représentée sur la figure 5.3. La
figure 5.4 montre le résultat obtenu sur 6 sous-domaines de taille 11 x11 avec un point
de recouvrement aux interfaces. On constate que les limites des sous-domaines ne
sont pas perceptibles, ce qui donne un apercu de la validité de I’algorithme parallele.

5.3.2 Probléme a taille constante

Le test qui suit a été réalisé sur une période d’assimilation de 30 pas de 90
secondes avec un domaine global de taille 121 x 121. La dimension de la variable
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Fic. 5.3 - Condition initiale perturbée.

de controle est alors de 85323. Nous présentons ici les résultats obtenus sur IBM SP1.

Dans le tableau 5.3, la colonne Pas de Newton indique le nombre d’itérations
de la méthode de Newton tronquée qui ont été nécessaires a la convergence, la co-
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lonne Gradient indique le nombre total de pas de gradient conjugué qui correspond
au nombre d’intégrations du systeme adjoint au second ordre. Les deux colonnes
suivantes indiquent les erreurs maximales sur le vent et le géopotentiel apres mini-
misation. Le temps écoulé est le temps total d’exécution de 1’algorithme, le temps
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Nb. de Pas de | Gradient Erreur max. Temps (sec.) | Util. | Eff.
Processeurs | Newton | (SOA) | u? + v? ¢ écoulé | CPU | (%) | (%)
1 5 28 7T9E-2 | 1.bE+1 | 80.8 | 77.7 - -
1x2=2 5 60 4.8E-1 | 6.9E+1 | 83.8 | 83.0 | 97.0 | 48.2
2x1=2 5 42 4.3E-1 | 6.1E4+1 | 62.1 61.5 | 98.7 | 65.1
4 5 75 5.6E-1 | 7HE+1 | 63.9 | 52.3 | 79.3 | 31.6
3x2=6 5 77 4.6E-1 | 8.6E+1 | 38.1 37.5 | 90.9 | 35.3
2x3=6 5 81 7.5E-1 | 85E+1 | 46.0 | 37.8 | 75.3 | 29.3
2x4=8 6 121 5.0E-1 | 6.5E+1 | 49.7 41.5 | 70.4 | 20.3
4x2=8 5 77 4.3E-1 | T2E41 | 28.8 28.2 | 89.7 | 35.1
9 5 82 54E-1 | 88E+1 | 26.8 | 259 | 88.7 | 33.5
4x3=12 5 99 4.8E-1 | T.3E4+1 | 44.6 22,5 | 40.3 | 15.1
3x4=12 5 96 5.7E-1 | 94E4+1 | 37.0 23.4 | 49.4 | 18.2
16 5 84 53E-1 | 7.3E4+1 | 29.8 153 | 45.1 | 16.9
4x5=20 5 91 53E-1 | T4E4+1 | 25.9 13.2 | 43.2 | 15.6
25 6 120 4.3E-1 | 6.6E4+1 | 27.1 15.0 | 43.1 | 11.9
5x6=30 6 123 3.3E-1 | 54E4+1 | 27.6 11.8 | 349 | 9.8
6x5=30 5 86 4.8E-1 | 6.6E+1 | 19.6 8.8 | 38.9 | 13.7

TAB. 5.3 - Résultats du probleme a taille constante.

CPU est le maximum des temps d’exécution sur les différents processeurs. Les deux
dernieres colonnes donnent les pourcentages d’utilisation des processeurs et 'effica-
cité du programme parallele. Le pourcentage d’utilisation représente le pourcentage
de temps pendant lesquels les processeurs ont été actifs pendant le déroulement
du programme (les phases d’initialisation et d’entrées/sorties ne sont pas prises en
compte). Sa valeur est donnée par:

 XoNpree Lepu

U .
Nproc * TEcoule

On constate sur la figure 5.5 que ce pourcentage devient tres faible au dela de 10
processeurs. Cela peut s’expliquer de deux facons: soit le temps de communication
est trop important par rapport au temps de calcul, soit le calcul est trop déséquili-
bré entre les processeurs. Comparons les figures 5.6 et 5.7 qui représentent les dia-
grammes de Gantt des exécutions avec 9 et 16 processeurs, chaque ligne représente le
temps d’activité (en noir) et d’inactivité (en blanc) d’un processeur. Le pourcentage
d’utilisation donné dans le tableau 5.3 est équivalent au pourcentage de surface noir
dans le diagramme. L’utilisation est bonne avec 9 processeurs (88.7%), on vérifie
sur la figure 5.6 que tous les processeurs sont actifs la majeure partie du temps.
L’intervalle de temps entre la fin d’une étape de minimisation et le début de la sui-
vante est tres faible: le temps de communication n’est donc pas le probleme. Avec
16 processeurs, I'utilisation est beaucoup plus faible (45.1%), ce qui est confirmé par
la figure 5.7. L’information supplémentaire que nous apporte ce diagramme est que
seulement 3 processeurs restent actifs une grande partie du temps. Les autres sont
bloqués en attente des valeurs aux interfaces: le calcul est tres mal équilibré.
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Fic. 5.5 - Utilisation des processeurs

Un autre facteur peut influencer 1’équilibrage de la charge. Avec 8 processeurs
par exemple, on peut décomposer le domaine de deux manieres différentes (4 do-
maines dans la direction est-ouest, 2 dans la direction nord-sud ou bien le contraire).
On constate dans le tableau 5.3 que le nombre d’itérations et a fortiorile temps de
calcul n’est pas le méme dans les deux cas. Les données et la maniere de répartir les
domaines ont une grande influence sur 1’équilibrage de la charge.

Malheureusement, ce probleme n’est pas facile a résoudre. La premiere idée qui
vient a l'esprit est de diminuer la taille des domaines ou la convergence est la plus
lente pour augmenter les autres. Mais la vitesse de convergence peut changer com-
pletement si on modifie les domaines comme cela a été montré avec 8 processeurs.
Une autre solution serait de définir plus de sous-domaines que nous avons de pro-
cesseurs. La charge pourrait alors étre gérée en déplacant les sous-domaines d’un
processeur a un autre dynamiquement. En appliquant cela, nous devons toutefois
prendre garde a ne pas trop augmenter la charge totale de calcul due au traitement
des interfaces, utiliser des sous-domaines trop petits sera certainement pénalisant
par cet aspect.

Dans les deux cas, une difficulté supplémentaire vient du fait que la vitesse de
convergence sur un meéme sous-domaine peut varier d’une itération a l'autre de la
méthode de Newton, méme sans changer la définition des sous-domaines. On peut
constater cela sur la figure 5.7. Le temps de calcul pour le processeur 7 entre le
quatrieme et le cinquieme pas de Newton est augmenté d’un facteur environ 6. Sur
ce sous-domaine, la convergence était la plus rapide a la quatrieme itération et de-
vient I'une des plus lentes a I'itération suivante alors qu’aucune modification n’est
intervenue.
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Utilization Gantt Chart
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FiG. 5.6 - Diagramme de Gantt avec 9 processeurs
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FiG. 5.7 - Diagramme de Gantt avec 16 processeurs

Tous ces facteurs expliquent efficacité relativement médiocre que 1’'on atteint
avec cet algorithme. Nous testons dans le paragraphe suivant le méme algorithme
en distribuant 2 sous-domaines par processeur avec une numérotation rouge-noir.
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5.3.3 Algorithme rouge-noir

Dans cette partie nous proposons une méthode pour améliorer 1’équilibrage de
charge de notre algorithme parallele. Elle consiste a colorier les sous-domaines avec
un coloriage de type «rouge-noir» et a affecter un domaine rouge et un domaine
noir a chaque processeur. La différence avec ’essai précédent est que nous avons une
phase de communication chaque fois qu'un pas de minimisation a été réalisé sur la
moitié des sous-domaines. Pour une itération donnée, la seconde moitié des sous-
domaines commence une étape de minimisation avec plus d’information que dans la
version précédente de 1’algorithme. Les résultats sur le SP1 sont donnés ci-dessous:

Nb. de | Nb. de Pas de | Gradient | Temps (sec.) | Util. | Eff.
Proc. | Domaines | Newton | (SOA) | écoulé | CPU | (%) | (%)
1 1 5 28 80.8 | 77.7 - -

2 4 5 78 105.3 | 54.2 | 924 | 38.4
4 2x4=8 6 93 67.6 | 32.9 | 80.5 | 29.9
4 4x2=8 5 81 60.5 29.7 | 82.2 | 334
5 9 6 103 67.6 | 32.2 | 70.5 | 23.9
8 16 6 95 44.2 17.3 | 67.0 | 22.9

Résultats du probleme a taille constante
par la méthode rouge-noir.

Le premier résultat que I'on constate dans ce tableau est que 'efficacité reste du
meéme ordre de grandeur que dans le paragraphe précédent. Le fait de grouper deux
sous-domaines sur un seul processeur ne change rien au probleme de 1’équilibrage
de charge (cela se vérifie sur la figure 5.8). Tant que nous n’aurons aucun moyen
de prévoir la charge relative des différents sous-domaines, nous ne saurons pas les
répartir de maniere équitable.

Le second résultat que ’on obtient est que le nombre d’itérations pour un sous-
domaine donné peut étre plus important qu’il ne I’était avec la premiere méthode.
Plus précisément, on peut voir sur les figures 5.9 et 5.10 que le nombre d’itérations
augmente pour les sous-domaines qui se trouvent dans le groupe des sous-domaines
par lesquels on commence le calcul et décroit pour les autres.

5.3.4 Probleme a charge constante

Ce paragraphe est consacré aux résultats obtenus en augmentant la taille du
probleme (c’est-a-dire de la grille de discrétisation) proportionnellement au nombre
de processeurs. On garde ainsi une charge constante sur les processeurs (en terme
de cout mémoire et de temps CPU nécessaire a 'intégration des systemes directs
et adjoints). Ces essais ont été réalisés sur une période de 6 heures (120 pas de 180
secondes). La taille du probleme de minimisation sur chaque processeur est gar-
dée constante, la dimension de la variable de controle étant 28443. Les tableaux 5.4
et 5.5 donnent les résultats obtenus pour différents essais sur IBM SP1 et Cray T3D.
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Diagramme de Gantt pour 16 sous-domaines sur 8 processeurs

Fic. 5.9 - Nombre d’itérations par sous-domaine.

Nombre de | Pas de | Gradient Erreur max.
Processeurs | Newton | (SOA) | u® + v? P
1 4 27 1.1E-2 | 2.0E0
4 5 31 1.3E-2 | 2.1E0
9 5 42 2.0E-2 | 3.9E0
16 5 45 41.3E-2 | 6.8E0

TAB. 5.4 - Résultats de convergence.
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Fic. 5.10 - Nombre d’itérations par sous-domaine en utilisant la méthode
rouge-noir.

Nombre de IBM SP1 Cray T3D

Processeurs || écoulé | CPU || écoulé | CPU
1 8.8 8.7 19.7 | 18.7
4 12.6 12.1 23.6 | 22.5
9 16.7 | 15.3 - -
16 17.9 16.9 33.1 31.5

TAB. 5.5 - Temps de calcul.

On constate sur le premier tableau que la précision obtenue est du méme ordre de
grandeur lorsque le nombre de processeurs augmente. Le nombre d’itérations avant
convergence augmente faiblement, cette augmentation n’est pas tres importante par
rapport a I"augmentation de la taille du probleme global traité. Ce tableau montre
donc la validité de 'algorithme. Le second tableau montre les temps de calcul ob-
tenus sur 'IBM SP1 et le Cray T3D. Les temps d’exécution sont proportionnels au
nombre d’itérations réalisées sur les deux machines. Nous remarquons que le SP1
est sensiblement plus rapide que le T3D, cela est di aux vitesses relatives atteintes
sur les processeurs de ces deux machines. Les meilleures performances du T3D en
communication n’apportent pas d’amélioration ici car elles ne sont pas le facteur
déterminant.

Les résultats de ce paragraphe semblent meilleurs que ceux obtenus dans les
paragraphes précédents. Cela est en partie du au fait que la période d’assimilation
n’est pas la méme et que cela modifie la vitesse de convergence de 1’algorithme.
L’équilibrage de charge est meilleur, méme avec 16 processeurs. Un autre bon résultat
est que ’algorithme parallele nous permet de traiter des problemes d’une taille que
nous ne pouvons pas atteindre avec le programme séquentiel a cause des contraintes
de mémoire.
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5.3.5 Conclusion

L’algorithme parallele que nous présentons ici est mal équilibré en terme de
charge de calcul. Il nous faudrait utiliser des mécanismes de régulation dynamique
de la charge pour les améliorer. Mais, dans le probleme que nous considérons, nous
n’avons pas de critere permettant d’évaluer a priori le cotit d’une itération sur un
sous-domaine. Ce coiit dépend fortement des données initiales, du résultat de 1'ité-
ration précédente et des valeurs aux interfaces provenant des sous-domaines voisins.

Le dernier essai nous montre cependant que cette méthode peut étre utilisée
avec de bonnes performances pour résoudre certains problemes. La difficulté réside
dans la détermination des problemes pour lesquels cet algorithme sera efficace, les
nombreux facteurs qui interviennent n’étant pas tous connus avant ’exécution.

5.4 Décomposition en temps

Dans cette partie, nous faisons également une décomposition du domaine de
calcul mais cette fois dans la direction du temps. Nous couplons des modeles sur
le méme domaine géographique mais sur des périodes de temps différentes, I'inter-
face est donc constituée des conditions initiales et finales. Nous couplons alors les
sous-domaines par le méme algorithme que dans la partie précédente : I’échange des
conditions aux limites est remplacé par un échange des conditions initiales et finales
entre deux sous-domaines successifs.

Nous présentons ici les résultats obtenus pour deux variantes de I’algorithme : une
version synchrone dans laquelle une phase d’échange des conditions initiales et finales
a lieu entre chaque pas de la méthode de Newton et une version asynchrone dans
laquelle, a la fin de chaque pas, un processeur donné prend en compte les messages
qui sont arrivés pendant le calcul du pas précédent et effectue le pas suivant sans
nécessairement attendre les messages du processeur qui le précede ou le suit. Il se
peut aussi que I'un ou les deux processeurs adjacents aient envoyé plusieurs messages
car ils ont effectué plusieurs itérations, tous les messages sont alors pris en compte.
Cette variante permet a priori de minimiser les temps d’attente et donc d’augmenter
le temps d’activité « utile » des processeurs.

5.4.1 Performances

Nous nous intéressons dans un premier temps a ’assimilation de données sur une
période de 8 heures pour un domaine discrétisé en 21 x 21 points. Nous décomposons
ce domaine dans la direction du temps, chaque processeur aura donc la charge du
domaine complet sur une période de temps plus courte. Les résultats de ces essais
sont présentés sur les figures 5.11, 5.12 et 5.13.
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Efficacité
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Fic. 5.11 - Efficacité de la décomposition de domaine dans la direction du temps.

Pas de gradient conjugué
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Fic. 5.12 - Nombre mazimum de pas de gradient conjugué.

Le premier résultat que I’on constate (voir figure 5.11) est que 'efficacité de cette
méthode reste supérieure a 100 % de 2 a 16 processeurs pour les deux implémenta-
tions de l'algorithme. Pourtant, la taille du probleme a été choisie pour que méme
avec un seul processeur il n’y ait pas de probleme de mémoire (et donc de temps
de swap inutile). L’algorithme utilisé est donc meilleur que 1’algorithme de référence
dans ce cas.

La figure 5.12 montre le nombre maximum d’itérations de gradient conjugué réa-
lisées par processeur au cours de I"assimilation. On pouvait s’attendre a ce qu’une
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Pas de gradient conjugué
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Fic. 5.13 - Nombre de pas de gradient conjugué par processeur.

itération dure moins longtemps en parallele mais que le nombre d’itérations varie
peu, or on constate que ce nombre diminue fortement. Avec un seul processeur, on
doit résoudre un probleme d’optimisation de taille 74271, ce qui nécessite 20 pas de
Newton et 224 pas de gradient conjugué au total. Avec 8 processeurs par exemple,
on doit résoudre 8 problemes d’optimisation de taille 10431, ce qui demande 9 pas de
Newton et 40 itérations de gradient conjugué au maximum. On a donc 5.5 fois moins
d’itérations et une itération coute 7 fois moins d’ou une accélération théorique de 38
(32 en réalité a cause du coit des communications et des tests du critere d’arrét).

L’ajout a la fonction de cotit d’'un terme de continuité entre les sous-domaines
qui varie d’un pas a l’autre devrait perturber la convergence de 1’algorithme de mini-
misation. On constate que cette perturbation est suffisamment faible pour conserver
I’avantage que procure la réduction de la taille du probleme.

La figure 5.13 nous montre, pour 16 processeurs, la distribution du nombre d’ité-
rations de gradient conjugué sur les processeurs. On constate que la version asyn-
chrone est plus déséquilibrée, c’est ce qui explique sa moins bonne efficacité. On
peut aussi remarquer que plus le nombre de processeurs augmente et plus la mé-
thode asynchrone perd de son efficacité par rapport a la méthode synchrone. On
notera aussi que plus on utilise de processeurs et plus le comportement de la mé-
thode asynchrone est chaotique d’une exécution a ’autre. On peut trouver dans le
tableau 5.6 des exemples de résultats obtenus sur 16 processeurs pour résoudre le
méme probleme. Le cas qui se produit le plus souvent (plus de 90 % des cas) est le
premier dans le tableau, malheureusement, c’est aussi le moins bon. Sur le SP1, ce
comportement chaotique est renforcé par les perturbations de la machine dues au
systeme d’exploitation.
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Temps Newton Gradient Accélération
(secondes) Min | Max | Moy
5.5 10 39 73 45 36.6
4.3 10 32 45 41 46.8
5.2 9 31 66 41 38.7
2.3 4 20 28 27 87.4
4.8 8 25 60 40 41.9
4.5 10 32 45 40 44.7
5.1 10 32 66 44 39.4
5.2 9 30 57 38 38.7
4.8 9 32 62 41 41.9

TAB. 5.6 - FEzemples de performances sur 16 processeurs.

5.4.2 Extensibilité

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a une assimilation de données sur un
domaine de taille 41 x 41 et nous gardons une période d’une heure par processeur,
c’est-a-dire que la période d’assimilation augmente avec le nombre de processeurs.

Temps (secondes)
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Fic. 5.14 - Extensibilité de la décomposition en temps

Les figures 5.14 et 5.15 représentent, toujours pour les deux variantes de 1’al-
gorithme, le temps et le nombre d’itérations de gradient conjugué en fonction du
nombre de processeurs. On constate que le temps d’exécution est proportionnel a
ce nombre d’itérations sauf avec deux processeurs. On remarque également que la
méthode synchrone se montre la plus performante a partir de 4 processeurs. Enfin,
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Fic. 5.15 - FExtensibilité de la décomposition en temps

on remarque que le temps d’exécution reste constant a partir de trois processeurs
pour la méthode synchrone: avec un processeur il n’y a aucune interface a prendre
en compte, avec deux processeurs, chacun doit prendre en compte une interface
et a partir de trois processeurs, chacun d’eux a au plus deux interfaces a prendre
en compte. Ceci montre la tres bonne extensibilité de cet algorithme. Cela signifie
que 'on peut augmenter la durée de la période d’assimilation et que si I'on aug-
mente proportionnellement le nombre de processeurs, on aura un temps de réponse
constant.

5.4.3 Conclusion

Les résultats présentés dans cette partie sont meilleurs que ceux obtenus en
décomposant le domaine de calcul en espace, mais, il ne faut pas généraliser ce ré-
sultat. En effet, on peut rencontrer le méme phénomene pour une décomposition
domaine en espace lorsque la période d’assimilation est tres courte : la dimension de
la variable interface sera alors petite devant la dimension de la variable de controle
décomposée. Cette explication reste a confirmer dans un plus grand nombre de cas
et surtout avec des modeles plus sophistiqués que celui utilisé ici.

Cet exemple montre également que méme pour une exécution parallele, un algo-
rithme synchrone est parfois préférable a sa version asynchrone: il est inutile d’itérer
trop une minimisation locale sans informations globales supplémentaires.
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5.5 Conclusion

Nous avons montré ici que la parallélisation ouvre également de nouvelles pers-
pectives dans le domaine du couplage de modeles. Ce point devient de plus en plus
important dans ’amélioration souhaitée de la précision des prévisions. L’algorithme
proposé est assez efficace pour étre appliqué avec succes a une certaine classe de
problemes. Néanmoins, il sera nécessaire de 'adapter a chaque cas particulier en
fonction de la configuration des modeles et des échelles de temps et d’espace utilisés.

Afin d’améliorer les résultats donnés ici, il serait nécessaire d’étudier une version
asynchrone de 'algorithme incluant un mécanisme de régulation dynamique de la
charge. Ce probleme est compliqué par le caractere imprévisible de la charge de
calcul d’une itération a 'autre.

Enfin, une extension importante reste a valider dans le cas du couplage de mo-
deles différents.
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Chapitre 6

Un modele réel: ARPS

Dans ce chapitre, nous présentons le modeéle météorologique ARPS (Ad-
vanced Regional Prediction System) qui est un modeéle régional concu
pour la prévision des tornades. Nous présenterons une parallélisation de
ce modeéle écrite en collaboration avec K. Johnson (SCRI, Florida State
University) et présenterons les performances obtenues.

6.1 Introduction

6.1.1 Présentation du projet ARPS

ARPS (Advanced Regional Prediction System) est un modele régional développé
spécialement pour la prévision des tornades par le CAPS (Center for Analysis and
Prediction of Storms) a I’Université de I’'Oklahoma. Ce projet fait partie d'un groupe
de onze projets moteurs pour le développement de la science aux Etats-Unis lancés
en 1988 par la NSF (National Science Foundation).

Ce code a été écrit pour étre utilisé avec un réseau de 175 radars Doppler (ré-
seau NEXRAD) qui couvre le territoire des Etats-Unis. Le modéle ARPS est un
prototype du modele régional que devra intégrer chaque centre en fonction des don-
nées provenant de son propre radar et éventuellement des radars voisins. Les phé-
nomenes météorologiques considérés s’étendent sur une échelle qui va de quelques
kilometres pendant quelques dizaines de minutes (orages) jusqu’a quelques centaines
de kilometres pendant plusieurs heures (systemes dépressionnaires et systemes méso-

échelle).

Ces phénomenes ne sont pas modélisables par les modeles classiques utilisés en
météorologie opérationnelle (prévision a moyen terme). Les phénomenes physiques
de petite échelle sont plus complexes, notamment en ce qui concerne les phéno-
menes convectifs, le cycle de 'eau et de facon plus générale la micro-physique. Donc
la modélisation numérique s’appuiera sur des modeles non-hydrostatiques et com-
pressibles pour simuler certains processus physiques. Les solutions de ces modeles
contiennent des ondes sonores ce qui diminue tres significativement le pas d’inté-
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gration temporelle pour assurer la stabilité du schéma d’intégration. Cela implique
une augmentation importante de la puissance de calcul nécessaire pour intégrer ces
modeles. De plus, les observations ne sont pas régulierement fournies comme elles
le sont par le réseau synoptique de la prévision a moyen terme. C’est pourquoi il se
met actuellement en place un réseau de radars sur le territoire des Etats-Unis.

On trouve dans [14] et [15] les principales caractéristiques du code qui sont:

Modele tridimensionnel, non-hydrostatique et compressible.

— Systeme de coordonnées curvilignes suivant le terrain.

Code modulaire pour faciliter les améliorations progressives.
— Documentation interne et externe importante.

— Utilisation d’opérateurs différentiels pour améliorer la lisibilité du code.

Code écrit en Fortran 77 « pur » pour avoir la plus grande portabilité possible.

— Possibilité de maillage adaptatif.

6.1.2 Pourquoi paralléliser?

La version ARPS 3.0 s’exécute a la vitesse de 165 Mflops sur un processeur Cray
Y-MP pour un domaine de calcul de 64x64x32 points. Cela équivaut a environ 90000
mises-a-jour de points de grille par seconde. Un IBM RS6000 (modele 530H) est en-
viron 16 fois plus lent. Mais, dans la prévision météorologique, cela n’a pas grande
signification. Ce qui nous importe est que le modele s’exécute plus rapidement que
I’évolution de ’atmosphere. On estime que pour que la prévision soit exploitable,
le rapport du temps du modele au temps physique réel doit étre inférieur a un cen-
tieme. Par exemple, une prévision a 4 heures doit s’exécuter en moins de 2 minutes
30. Pour une taille de grille opérationnelle (1000x1000x20), cela nécessite une vitesse
de calcul utile de I’ordre du Tflops (10'* opérations flottantes par seconde). La figure
6.1 (d’apres [14]) nous donne une idée de ce que I'on peut atteindre pour différentes
vitesses de calcul.

On peut aussi évaluer la mémoire nécessaire a l’exécution d’'un modele opéra-
tionnel : il faut environ 12 Go de mémoire vive. Actuellement, on ne connait pas
de technologie qui permette d’atteindre une telle capacité de stockage sur une seule
mémoire.

La seule solution raisonnable pour obtenir de telles performances a la fois de vi-
tesse de calcul et de capacité mémoire est d’utiliser une machine parallele a mémoire
distribuée.
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Fic. 6.1 - Rapport entre le temps simulé et le temps réel pour différentes
vitesses de calcul.

6.2 Le modele

6.2.1 Formulation
Les principales caractéristiques du modele utilisé dans ARPS sont :

— Les équations de moment sont tri-dimensionnelles, non-hydrostatiques et com-
pressibles.

— L’état de référence de 'atmosphere est hydrostatique, horizontalement homo-
gene et indépendant du temps.

— Les termes de gradient de pression dans les équations de moments sont li-
néarisés autour de 1’état de référence afin d’obtenir une plus grande précision
numeérique, on utilise comme variable ’écart de pression par rapport a cet état
de référence.

— La variable thermodynamique est le potentiel de température.

— Pour prendre en compte le terrain, les équations ne sont pas écrites dans le
systeme de coordonnées cartésiennes (x,y, z) mais dans un systeme de coor-
données curvilignes (&,n, ().
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— On prend en compte les phénomenes d’échelle inférieure au pas de grille par
un processus de turbulence.

— On ajoute un terme de dissipation artificiel pour atténuer les ondes sonores.

— La paramétrisation micro-physique tient compte de trois formes de I'eau: la
vapeur d’eau, les nuages d’eau et ’eau de pluie.

— On peut utiliser des conditions aux limites rigides, périodiques, de gradient
nul, d’ondes rayonnantes (radiating) ou des valeurs imposées.

Le modele ARPS est composé des équations de conservation de la quantité de mouve-
ment, de la masse (pression) et de I'eau ainsi que des équations d’état et de I’équation
de la chaleur. Le potentiel de température et la pression sont déduites des équations
de conservation d’énergie (thermique) et de la masse. Six valeurs correspondant aux
états de I'eau (vapeur, nuages, eau de pluie, glace des nuages, neige et gréle) sont
calculées. Leurs interactions et leur influence sur le thermique sont décrites par les
équations de la micro-physique.

6.2.2 Résolution numérique
Discrétisation en temps

Nous avons vu que les équations utilisées dans ARPS prennent en compte la com-
pressibilité de I'atmosphere. Cela implique I’apparition d’ondes sonores qui n’ont pas
de signification météorologique dans les solutions calculées. Malheureusement, ces
ondes réduisent considérablement le pas de temps utilisable dans un schéma expli-
cite. Pour améliorer les performances du modele, on doit donc utiliser la technique
de mode splitting. Cette technique consiste a diviser un grand pas d’intégration en
un certain nombre de petits pas de temps et a calculer les termes qui interviennent
dans les ondes sonores a chaque petit pas de temps alors que les autres valeurs ne
seront calculées qu’a chaque grand pas de temps. Les termes qui évoluent lors de
chaque petit pas de temps sont les termes de gradient de pression dans les équations
de moments et les termes de divergence dans 1’équation de pression.

L’intégration en temps sur les grands pas de temps se fait selon un schéma saute-
mouton. L’intégration sur les petits pas de temps utilise la méthode de prédiction-
correction : on integre les équations de moments sur un petit pas de temps pour
déterminer le nouveau champ de vitesse puis on integre dans le sens rétrograde
I’équation de pression a partir de ces valeurs.

Discrétisation spatiale

Les équations discretes du modele ne sont pas écrites dans le systeme de co-
ordonnées orthonormales (x,y, z) mais a I'aide de coordonnées curvilignes (&, 7, ()
mieux adaptées. Les valeurs des variables utilisées dans le modele sont calculées sur
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une grille « Arakawa C » dans le systeme de coordonnées précédent. Ce schéma
consiste a calculer les valeurs vectorielles (composantes du vent) sur une grille et les
valeurs scalaires sur une seconde grille dont les points sont décalés d’un demi pas de
grille (voir figure 6.2). Cela permet notamment d’avoir des différences finies et des
moyennes centrées et de prendre plus facilement en compte le terrain.

d¢ VT

dg

U, V, W - Composantes du vent
S - Autres grandeurs

Fic. 6.2 - Une cellule de la grille Arakawa C dans ARPS.

Conditions aux limites

Pour un modele régional tel que ARPS, seule la limite inférieure a une signifi-
cation physique, sur les autres faces, les conditions aux limites sont artificielles. Le
systeme de grille décrit plus haut pose des problemes de définition des conditions
aux limites. On doit définir des points extérieurs au domaine physique pour pouvoir
calculer tous les termes des équations. La figure 6.3 nous montre cela dans le plan
horizontal, le principe est le méme dans toutes les directions.

La convention utilisée dans ARPS est que les dimensions horizontales des ta-
bleaux sont toujours (1:nx,1:ny). Ils ne sont donc pas utilisés entierement :

— U est défini pour i=1 a nx et j=1 a ny. Les conditions aux limites sont données
a i=1 et nx dans la direction £ et j=1 et ny-1 dans la direction 7. L’intégration
est calculée pour i=2 a nx-1 et j=2 a ny-2.
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FiG. 6.3 - Grille Arakawa C et conditions aux limites.

— V est défini pour i=1 a nx et j=1 a ny. Les conditions aux limites sont données
a i=1 et nx-1 dans la direction £ et j=1 et ny dans la direction 7. L’intégration
est calculée pour i=2 a nx-2 et j=2 a ny-1.

— W est défini pour i=1 a nx-1 et j=1 a ny-1. Les conditions aux limites sont
données a i=1 et nx-1 dans la direction £ et j=1 et ny-1 dans la direction 7.
L’intégration est calculée pour i=2 a nx-2 et j=2 a ny-2.

— Les valeurs scalaires (pression, température, humidité) sont définies pour i=1
a nx-1et j=1 a ny-1. Les conditions aux limites sont données a i=1 et nx-1
dans la direction £ et j=1 et ny-1 dans la direction 5. L’intégration est calculée
pour i=2 a nx-2 et j=2 a ny-2.

On constate que toutes les variables ne sont pas définies et utilisées avec les
meémes bornes. Cela implique que les modifications a apporter lors de la parallélisa-
tion seront différentes.
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6.2.3 Implémentation

Lorsqu’on découvre pour la premiere fois le code de ARPS, on remarque im-
médiatement qu’il a été écrit tres « proprement ». Par exemple, chaque routine
contient :

— une description des fonctionnalités,

— lauteur, la date et I'historique des modifications,
— la liste des entrées et sorties et leur définition,

— l'usage systématique de IMPLICIT NONE,

— la liste des fichiers inclus,

— la liste des procédures et fonctions externes,

— le corps de la procédure.

Cela est indispensable pour que des non-spécialistes d’un code aussi volumineux
puissent « entrer » dans le code, le comprendre, le modifier et donc le paralléliser.
Cet aspect mérite d’étre signalé car cela n’est pas vrai de tous les grands codes de
simulation numérique.

Les opérateurs différentiels

La technologie des langages de programmation est telle que pour programmer
efficacement, on est souvent obligé de s’éloigner de la structure mathématique du
probleme. On ne programme pas en termes de dérivées ou d’intégrales mais de
boucles, de tests, etc... Cela a deux inconvénients: il est plus difficile de « rentrer »
dans le programme et de le modifier (adaptation a de nouvelles machines ou modi-
fication des équations du modele).

Pour remédier a cela, le CAPS a décidé d’utiliser des opérateurs numériques
discrets. Le code conserve une forme proche des équations et on évite les lignes
interminables composées de manipulations d’indices de tableaux. Cela a été rendu
possible par les progres des compilateurs qui effectuent maintenant automatique-
ment l'expansion des sous-programmes et fonctions quand cela est utile.

La résolution des équations hydro-dynamiques peut se faire en quatre étapes:
e La premiere étape consiste a écrire ’équation continue, par exemple:

or — oT) owT) J(wT)

ot dx dy 0z

lei, T =T(x,y, z,1) est un scalaire, t représente le temps, u, v et w sont les compo-
santes de la vitesse dans les directions x, y et z respectivement. On remarque que les
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calculs des trois termes du second membre sont indépendants, cela peut étre utilisé
sur une machine parallele.

e La deuxieme étape consiste a écrire les équations sous forme discrete appropriée.
Par exemple,

WZ,ZA(:I;JF%);A(Q;—%)
A4 282) — A (o = 232)
nAz

Ces opérateurs discrets représentent respectivement un opérateur de moyenne (in-

dpsAlz) =

terpolation) et de dérivée du premier ordre. Ils peuvent étre combinés pour former
d’autres opérateurs plus complexes. On applique ces opérateurs a ’équation pré-
cédente sur une grille Arakawa-C avec un schéma saute-mouton d’ordre deux en
temps:
02T = =0T )i = S0 T")7j = ST )7

ou les indices i, 7, k correspondent aux directions x,y, et z (par exemple, ¥; = 1Ax),
I'indice supérieur n est 'indice correspondant au pas de temps ¢t = nAt. Jusque la,
la structure des équations est conservée.

e La troisieme étape consiste a développer cette expression, ce qui nous donne:

n+1 n—1 r n n n n
e =T V| T+ 10 0 T+ T,
9N T T A |tk 9 — ik 9
B n n n n
U ln T F T o T+ T
SN P et el Y Ot . Bl o
Ay 7, 2 ¥ 3 2
B n n n n
e T A T Tt T
AZ 27]7k 2 27]7k_1 2

o Enfin, cette expression est traduite dans un langage de programmation. Pour notre
exemple, une programmation en Fortran serait:

DO k=1,nz
DO j=1,ny
DO i=1,nx
T(i,j,k,n+1) = T(i,j,k,n-1)

- 0.5*%dt/dx*( u(i,j,k,n)*(T(i+1,j,k,n)+T(i,j,k,n)) -
u(i-1,j,k,n)*(T(i,j,k,n)+T(i-1,j,k,n)))
- 0.5%xdt/dy*( v(i,j,k,n)*(T(i,j+1,k,n)+T(i,j,k,n)) -
v(i,j-1,k,n)*(T(i,j,k,n)+T(i,j-1,k,n)))
- 0.5%dt/dz*( w(i,j,k,n)*(T(1,j,k+1,n)+T(i,j,k,n)) -
w(i,j,k-1,n)*(T(i,j,k,n)+T(i,j,k-1,n)))

ENDDO
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ENDDO
ENDDO

On constate que cette forme est tres éloignée de la structure des équations de dé-
part et qu’elle est assez peu lisible. Il est par exemple difficile de repérer les trois
différenciations indépendantes. Cela rend plus difficile les modifications du code et
peut entrainer des erreurs dues aux nombreuses manipulations d’indices.

La solution adoptée consiste a éliminer I’étape d’expansion des opérateurs et a
utiliser la structure d’opérateurs dans le code. On définit des sous-programmes qui
effectuent les opérations correspondant aux opérateurs cités plus haut. Chaque rou-
tine recoit en entrée une variable et éventuellement des informations concernant sa
dimension et sa place sur la grille et retourne la variable transformée résultant de
I'opération effectuée.

Par exemple, soit AVGX ( var- entrée, var- sortie ) et DIFFX ( var- entrée,
var-sortie) les sous-programmes effectuant les opérations de moyenne et de diffé-
renciation dans la direction x (les mémes opérations existent dans les directions y et
z). On défini aussi AAMULT (entréel, entrée2, sortie) quirend le produit terme
a terme des matrices entréel et entrée2. Le code précédent s’écrit alors:

CALL avgx(T, templ) ! templ regoit T
CALL avgy(T, temp2) | temp2 regoit 1"
CALL avgz(T, temp3) ! temp3 regoit T
CALL aamult(u, templ, templ) ! templ regoit UT"
CALL aamult(v, temp2, temp2) ! temp2 regoit V1"
CALL aamult(w, temp3, temp3) ! temp3 regoit WT~
CALL diffx(templ, templ) ! templ regoit &, (UT")
CALL diffx(temp2, temp2) ! temp2 regoit &,(VT")
CALL diffx(temp3, temp3) ! temp3 regoit &, (WT")
DO k=1,nz

DO j=1,ny

DO i=1,nx

T(i,j,k,n+1)=T(i,],k,n-1) - 2.*dt*
( templ(i,j,k,n)+temp2(i,j,k,n)+temp3(i,j,k,n) )
ENDDO
ENDDO
ENDDO

On constate que la structure des trois types d’opérations effectuées est nettement
visible, les opérations dans chaque direction peuvent étre effectuées indépendam-
ment. A partir du moment ou les opérateurs ont été vérifiés et validés, il est facile
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de vérifier I’exactitude du code et de le modifier. Toutes les manipulations d’indices
ont lieu dans les routines de plus bas niveau (qui contiennent au maximum 10 lignes
de code) et sont cachées a 'utilisateur. On verra que c’est en partie a ce niveau que
se situe le travail de parallélisation.

6.3 Parallélisation

L’approche que nous avons retenue pour paralléliser ARPS est la décomposition
de domaine. Le domaine de calcul est découpé en sous-domaines selon les trois di-
rections de 'espace. Chaque sous-domaine est affecté a un processeur qui effectue
I'intégration du modele dans ce sous-domaine. La discrétisation de ARPS est telle
qu’a un pas de temps donné, les seules informations extérieures au sous-domaine
dont on a besoin sont les valeurs sur les frontieres des sous-domaines adjacents.
Ces valeurs sont utilisées pour calculer les valeurs des dérivées intervenant dans les
équations d’évolution pour les points aux bords du sous-domaine (voir figure 6.4).
Ces valeurs se trouvent a chaque pas de temps dans la mémoire locale du processeur
adjacent. Elles peuvent étre envoyées au processeur courant en utilisant une biblio-
theque d’échange de messages.

®© © ©6 06 0 06 0 06 0 0 0 0 0 0 0 o
° °
° ® © 6 06 0 06 06 0 0 0 0 o °
[ ] e 6 6 6 6 o6 o o o o o o [ ]
[ ] e 6 6 6 6 o6 o o o o o o [ ]
[ ] e 6 6 6 6 o6 o o o o o o [ ]
[ ] e 6 6 6 6 o6 o o o o o o [ ]
[ ] e 6 6 6 6 o6 o o o o o o [ ]
[ ] e 6 6 6 6 o6 o o o o o o [ ]
[ ] e 6 6 6 6 o6 o o o o o o [ ]
[ ] [ ]
e 6 6 6 6 6 o6 o o o o o o o o o
= Limite du sous-domaine . Zone de recouvrement

FiG. 6.4 - Décomposition de domaine.

Il existe plusieurs stratégies pour diviser la grille du modele en sous-domaines.
Une idée « naturelle » est de partitionner le domaine de maniere a minimiser la sur-
face des sous-domaines relativement a leur volume. Cela permet de réduire le temps
de communication (proportionnel a la surface) & un niveau aussi bas que possible
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par rapport au temps de calcul (proportionnel au volume). Un bon compromis est
obtenu en utilisant des sous-domaines parallélépipediques (la forme optimale est la
boule mais cela pose des problemes de recouvrement et de raccord). Le nombre de
découpage dans chaque direction est un parametre du programme, on le modifiera
pour utiliser au mieux la machine parallele dont on dispose.

Sur chaque sous-domaine, le code séquentiel est utilisé avec tres peu de modifi-
cations qui sont:

— La premiere modification consiste a changer les dimensions des tableaux du
programme afin de stocker les valeurs des frontieres internes aux sous-domaines
adjacents.

— La deuxieme modification a apporter est de modifier les indices de boucles de
maniere a prendre en compte ces valeurs. La difficulté essentielle de ceci est
que cette modification est différente selon que la boucle concerne une valeur
vectorielle ou une valeur scalaire a cause de la structure de la grille « Arakawa

C ».

— La troisieme modification consiste a ajouter les envois et réceptions de mes-
sages pour I’échange de valeurs entre sous-domaines entre chaque pas de temps.
Deux types d’échanges sont nécessaires : un pour les petits pas de temps (partie
acoustique du code) et un pour les grands pas de temps.

— Enfin, il faut assurer la distribution des données au début du calcul et le
regroupement des résultats a la fin du calcul.

6.3.1 Essais et performances

Les résultats présentés ont été obtenus sur un IBM SP1 en utilisant la biblio-
theque d’échange de messages PVM (voir 2.3).

Référence: le code séquentiel

L’exécution séquentielle qui sert de référence pour mesurer Pefficacité de la pa-
rallélisation a été faite sur un nceud de 'IBM SP1. La taille de la grille utilisée est
de 64 x 64 x 32. Une simulation de 300 secondes avec un petit pas de temps de 1s
et un grand pas de temps de 6s s’exécute en 1869 secondes de calcul auxquelles il
faut ajouter 126 secondes d’opérations d’entrées/sorties.

On peut remarquer dans le tableau 6.1 que dans le code séquentiel, il existe
un probleme de défaut de cache lorsque le nombre de points est 32 dans toutes les
directions! (sur RS6000 modele 530 pour ARPS avec 11 pas de temps). En fait, pour

1. Apres une discussion avec K. Johnson et K. Droegemeier, il s’avére que ce probléme apparait
plus généralement lorsque le code est utilisé avec un nombre de points qui est une puissance de 2.
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étre sur de ne pas avoir de probleme, il faut prendre au moins I'une des dimensions

qui ne soit pas une puissance de 2.

Taille de la grille

Temps total d’exécution
en secondes

28x28x28
30x30x30
31x31x31
31x31x32
32x32x31
32x31x32
31x32x32
32x32x32
33x33x33

63.66
68.56
78.78
80.66
84.36
84.29
84.48
220.47
92.18

TAB. 6.1 - Temps d’exécution de ARPS sur IBM RS6000.

Performances du code parallele

Ce travail a été fait avec la bibliotheque d’échange de messages PVM [26]. Les
résultats présentés dans le tableau 6.2 ont été obtenus sur 'IBM SP1 de 'IMAG.
Le temps total représente le temps d’exécution vu par l'utilisateur, le temps CPU
est le temps de calcul du processeur le plus chargé. Tous ces temps sont obtenus sur
une grille de taille 64x64x23 et correspondent a un temps simulé de 150 secondes.

Processeurs | Temps total (sec.) | Temps CPU (sec.)
1 343 274
4 89 71
9 92 60

TAB. 6.2 - Temps d’exécution sur IBM SP1 en utilisant le switch.

Les performances sont excellentes pour un petit nombre de processeurs mais se
dégradent vite quand le nombre de processeurs augmente. Deux facteurs sont en

cause :

— Les mesures présentées ont été réalisées avec une taille de probleme fixée.
Quand le nombre de processeurs augmente, les taches de calcul deviennent pe-
tites par rapport au volume de communication. Il faudrait réaliser des mesures
ou la taille du probleme augmente avec le nombre de processeurs pour garder

une granularité suffisante.

— La parallélisation du code a été congue dans 'optique de recouvrir les commu-

nications par des calculs. Malheureusement le SP1 n’offre pas cette fonction-

nalité.
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On peut aussi s’'intéresser aux performances du code selon le réseau de com-
munication et les options de PVM que 'on utilise. Le tableau 6.3 donne les temps
d’exécution de ARPS dans la configuration déja utilisée dans 'essai précédent sur 4
processeurs.

Mode de communication Temps total (sec.) | Temps CPU (sec.)
Défaut + Ethernet 662 221
Défaut + Switch 381 231
Raw + RouteDirect + Switch 89 71

TAB. 6.3 - Comparaison des deuzr réseaur du SP1.

On constate une différence de performances tres nette selon le réseau et les
options de PVM que l'on utilise. [’écart de temps CPU selon que I’on utilise ou non
I’option PVMRAW (voir chapitre 2.3) est le temps correspondant au codage XDR des
données, il n’est pas du tout négligeable. On constate également la supériorité du
switch sur le réseau ethernet malgré 'utilisation du protocole IP.

6.3.2 Conclusion

A cause de la grande modularité du code et de 'utilisation d’opérateurs discrets
pour effectuer les opérations mathématiques de base (dérivations, moyennes, etc...),
la structure mathématique des équations continues est, au moins en partie, préser-
vée, ce qui procure une plus grande facilité d’apprentissage, de modification et de
débogage. La présence de la documentation interne et externe a été d’une grande
utilité pour apprendre le code et comprendre sa structure globale. Ces deux fac-
teurs sont tres importants pour l’écriture d’une version parallele efficace. On peut
seulement regretter que les limites d’application des opérateurs discrets (c’est-a-dire
des boucles qu’ils comportent) ne soit pas toujours un parametre des procédures
correspondantes.

On peut retenir de tout ceci qu’avec un investissement « raisonnable », on peut
tirer de bonnes performances d’une machine parallele. Comme cela a déja été écrit
plus haut, ceci n’est possible que pour un code qui respecte certaines regles d’écri-
ture qui procurent une bonne lisibilité comme c’est le cas pour ARPS.

On notera toutefois que toutes les mesures présentées ici ne prennent pas en
compte les entrées-sorties du programme. Si on en tient compte, les performances
du programme parallele s’écroulent de maniere spectaculaire, les entrées-sorties pa-
ralleles pouvant méme étre plus lentes que la méme opération sur une machine
séquentielle. C’est dans cette direction que le plus gros travail reste a faire pour les
applications de type météorologique ou ce qui compte est la rapidité de la chaine
complete de traitement (réception des données, intégration du modele et diffusion
des résultats).
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6.4 Perspectives

Le travail présenté ici constitue une premiere approche de ce qu’il est possible
de faire avec un modele tel que ARPS. La version 4.0 de ARPS disponible depuis
Septembre 1995 comprend un certain nombre d’améliorations par rapport a la ver-
sion 3.2 utilisée dans ce chapitre dont une version parallele pour PVM ou MPI.
L’adjoint de ce modele est également disponible au CAPS. Tous les outils sont donc
disponibles pour tester avec ce modele des algorithmes paralleles d’assimilation de
données.
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Conclusion

Dans les sciences environnementales, le probleme de 'assimilation de données
devient de plus en plus crucial. Le cout a payer pour le résoudre est d’un ordre de
grandeur supérieur au cout de la prévision proprement dite. La parallélisation de ce
type d’algorithme est donc la clé de développements futurs (pollution, évolution du
climat, ...) & cause des limitations aussi bien en terme de mémoire que de vitesse de
calcul des super-calculateurs vectoriels.

Nous avons proposé dans ce document deux approches pouvant donner de bons
résultats pour paralléliser le processus d’assimilation de données variationnelle. La
premiere consiste a paralléliser le modele utilisé ainsi que son adjoint du premier et
éventuellement du second ordre. On utilise alors un algorithme d’optimisation sans
contraintes classique pour mener a bien ’assimilation. Cette approche n’est pas bien
adaptée a un modele simple comme le modele de Shallow water mais s’adapte beau-
coup mieux aux modeles réels.

La deuxieme approche consiste a décomposer le modele sur plusieurs sous-do-
maines au sens large et a utiliser le modele adjoint pour controler les conditions aux
interfaces entre ces sous-domaines. Nous avons vu que selon les cas, cette approche
peut s’avérer tres efficace ou au contraire assez décevante. Cela tient en grande par-
tie a la « forme » des sous-domaines et des interfaces qui les relient. En résumé, on
peut dire que pour que cette méthode fonctionne bien, il faut que la dimension de
la variable de contréle aux interfaces reste raisonnable par rapport a la dimension
de la variable de contréle originale sur le méme sous-domaine.

Les essais que nous avons effectués nous ont également appris, notamment grace
aux différentes représentations des exécutions paralleles, que d’importants problemes
d’équilibre de charge se posent. Le modele utilisé ici est tres simple et ne comporte
pas en lui-méme de source de déséquilibre, on peut donc supposer que ces problemes
vont s’amplifier lorsqu’on voudra utiliser cet algorithme avec un modele plus réaliste
qui comportera une modélisation de la micro-physique elle aussi mal équilibrée. Afin
d’améliorer les résultats donnés ici, il serait nécessaire d’étudier une version asyn-
chrone de l'algorithme incluant un mécanisme de régulation dynamique de la charge.

En ce qui concerne I'aspect pratique, on peut retenir que pendant les trois ans
que ce travail a duré, les choses ont évolué de maniere significative. Des outils de
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mise au point (débogage et visualisation) de programmes paralleles apparaissent et
sont d’une grande utilité. On pourrait aujourd’hui tenter une approche différente.
Une étude intéressante pourrait étre menée en comparant les résultats obtenus a
ceux obtenus avec les outils de parallélisation qui apparaissent.

Néanmoins, en utilisant un paralléliseur automatique, on se prive d’algorithmes
spécifiques nouveaux encore a découvrir. En effet, un paralléliseur « automatique »
pourra au mieux ré-organiser les calculs d’un algorithme programmeé classiquement.
Il ne sera pas capable de changer d’algorithme s’il en existe qui s’adaptent mieux
au calcul parallele. De plus, le travail de conception d’algorithmes paralleles apporte
un nouvel éclairage sur les méthodes connues et permet de faire émerger des algo-
rithmes nouveaux: on peut faire mieux que paralléliser petit a petit un programme
séquentiel. Cela implique bien stir des connaissances dans le domaine de la program-
mation parallele mais aussi dans le champ spécifique de 'application. Cela restera
vrai jusqu’au développement de compilateur-paralléliseurs performants et méme en-
suite car ceux-ci ne pourront pas créer de toute piece les algorithmes paralleles qui
restent a découvrir...

La premiere extension de ce travail serait 1’assimilation de données en parallele
sur le modele ARPS. Nous avons vu que la derniere version de ce modele (ARPS
4.0, voir [15]) comprend une extension parallele utilisant PVM ou MPI et que son
adjoint est disponible. Malheureusement, a I’heure ou nous écrivons ces lignes, elle
n’est disponible que depuis 10 jours, nous n’avons donc pas encore pu effectuer ce
travail.

La deuxieme perspective, a plus long terme, est ’assimilation de données com-
plete et consistante sur les deux fluides géophysiques. Les problemes qui se posent
sont dus aux différentes propriétés physiques des deux fluides. Les temps caracté-
ristiques qui les régissent sont différents: I’évolution de I"atmosphere est beaucoup
plus rapide que celle de 1'océan (quelques heures a quelques jours contre des se-
maines voire des mois). D’autre part, les quantités d’information disponible ne sont
pas les mémes. En météorologie, on dispose de nombreuses données provenant de
satellites et de stations d’observations. Ces données sont réparties dans I'espace. En
océanographie, les données sont moins nombreuses et sont localisées sur la surface
de l'océan.
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Le probleme de I’assimilation de données sous sa forme générale peut se formuler:
« comment utiliser simultanément un modele théorique et des observations pour obtenir
la meilleure prévision météorologique ou océanographique? ». Sa résolution est tres cot-
teuse: pour la prochaine génération de modeles elle nécessitera une puissance de calcul de
I’ordre de 10 Tflops. A I’heure actuelle, aucun calculateur n’est capable de fournir de telles
performances mais cela devrait étre possible dans quelques années, en particulier grace
aux ordinateurs paralleles a mémoire distribuée. Mais la programmation de ces machines
reste un processus compliqué et on ne connait pas de méthode générale pour paralléliser
de maniere optimale un algorithme donné. Nous tenterons de répondre au probleme de la
parallélisation de ’assimilation de données variationnelle, ce qui nous conduira a étudier
la parallélisation d’algorithmes numériques d’optimisation assez généraux.

Pour cela, nous étendrons la méthodologie de I’écriture des modeles adjoints au cas
ol le modele direct est parallele avec échanges de messages explicites. Nous étudierons les
différentes approches possibles pour paralléliser la résolution du probleme de ’assimilation
de données: au niveau des modeles météorologiques direct et adjoints, au niveau de
I’algorithme d’optimisation ou enfin au niveau du probléme lui-méme. Cela nous conduira
a transformer un probleme séquentiel d’optimisation sans contraintes en un ensemble
de problemes d’optimisation relativement indépendants qui pourront étre résolus en
parallele. Nous étudierons plusieurs variantes de ces trois approches tres générales et leur
utilité dans le cadre du probleme de P’assimilation de données. Nous terminerons par
I’application des méthodes de parallélisation précédentes au modele de Shallow Water
et comparerons leurs performances. Nous présenterons également une parallélisation du
modele météorologique ARPS (Advanced Regional Prediction System).

Mots clés: assimilation de données, algorithmique parallele, modeles adjoints, controle
optimal, optimisation.

The data assimilation problem has the general form : ”how to simultaneously use
a theoretical model and some observations to obtain the best meteorological or oceano-
graphical prediction ?”. This process is very expensive, for the next model generation,
one may estimate that it will require a computational power of 10 Tflops. Nowadays,
no computer can achieve such performances but it should be possible in a few years
using parallel distributed memory computers. Even programming these machines is still
not a straightforward process and no general method is known to obtain an optimal
parallelization of any given algorithm, we shall try to answer the problem of parallelizing
the variational data assimilation algorithm. This will lead us to consider parallelization
of numerical unconstrained optimization algorithms which are quite general.

In this respect, we extend the adjoint writing methodology to the case of a parallel
model using explicit message passing. We study the different possible approaches in order
to parallelize the solution of the data assimilation problem : at the direct and adjoint
models level, at the optimization algorithm level or at the data assimilation level itself.
This implies to transform a sequential unconstrained optimization problem into a set of
optimization problem relatively independent which can be solved in parallel. We study
several variations on these three very general approaches and their usefulness for data
assimilation. We finish by applying these methods to the Shallow Water model and by
comparing their performances. We also present the ARPS model (Advanced Regional
Prediction System) and its parallelization.

Keywords : data assimilation, parallel algorithms, adjoint models, optimal con-
trol, optimization.



