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R�esum�e

L'objectif de cette th�ese est de montrer comment la g�eom�etrie algorithmique en

g�en�eral, et les diagrammes de Vorono�� en particulier peuvent intervenir en analyse

d'images, discipline qui est notre centre d'int�erêt.

Le propos de l'analyse d'images est la description du contenu d'une image, en

vue de l'interpr�etation et de la prise de d�ecision.

La g�eom�etrie algorithmique consiste �a trouver des algorithmes e�caces en vue de

r�esoudre des probl�emes �a caract�ere g�eom�etrique.

Nous nous int�eresserons ici au probl�eme de repr�esentation des images par des

partitionnements plus ou moins complexes, adapt�es ou non au contenu informatif

des images. Parmi les partitionnements, nous d�evelopperons plus particuli�erement

celui en r�egions de Vorono��.

Nous aborderons ensuite le probl�eme du codage de formes tridimensionnelles par

leur squelette qui est li�e au graphe de Vorono��.

La segmentation des images est une partie importante de l'analyse des images.

Nous en donnerons une nouvelle approche dans un contexte pyramidal, initialis�e par

une partition en r�egions de Vorono�� et contrôl�e par les r�eseaux de Hop�eld.

En�n, une utilisation des champs de Markov pour d�eterminer une partition opti-

male en un sens �a d�e�nir sera abord�ee.
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Notations et Conventions

Notations
DVP : : : : : : : : : Diagramme de Vorono�� Ponctuel

DVG : : : : : : : : : Diagramme de Vorono�� G�en�eralis�e

Voxel : : : : : : : : : \Volume element"

Pixel : : : : : : : : : \Picture element"

S : : : : : : : : : : : : : Ensemble �ni de points (ou d'objets)

V OR(S) : : : : : : Diagramme de Vorono�� Ponctuel de l'ensemble S

DEL(S) : : : : : : Diagramme de Delaunay de l'ensemble S

CONV (S) : : : : Enveloppe convexe des points de S

V orS(p) : : : : : : R�egion de Vorono�� associ�ee au site p dans S

NS(p) : : : : : : : : Ensemble des sites voisins de p dans DEL(S)

PE(p) : : : : : : : : Poly�edre �etoil�e associ�e au site p

DELp(S) : : : : : T�etra�edres de Delaunay ne contenant pas p

Ep(S) : : : : : : : : Sommets de V OR(S) supprim�es en ins�erant le site p

B(p1; p2; p3; p4) Sph�ere circonscrite aux germes p1, p2, p3, et p4

Card(F ) : : : : : Cardinal d'un ensemble �ni

V ol(X) : : : : : : : Nombre de voxels contenus dans X

Surf(X) : : : : : Surface de X (Poly�edre ou polygone)

m(X) : : : : : : : : Moyenne des voxels contenus dans X

�(X) : : : : : : : : : Ecart type des voxels contenus dans X

Bary(X) : : : : : Barycentre de X

n(v) : : : : : : : : : : Niveau de gris d'un voxel

B(X;Y ) : : : : : : Bissectrice de deux �el�ements simples

Sep(X;Y ) : : : : S�eparateur de deux ensembles

H(X;Y ) : : : : : : R�egion des points plus proches de X que de Y

Sk(X) : : : : : : : : Squelette d'une forme
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Conventions

Pour plus de clart�e, quand nous renvoyons �a une section sans mentionner le

chapitre, elle se trouve dans le chapitre ; sinon, nous indiquons le chapitre. Nous ap-

pliquons la même r�egle aux d�e�nitions, th�eor�emes, propositions. S'ils sont r�ef�erenc�es

dans la section o�u ils sont d�e�nis, nous ne mentionnons ni la section ni le chapitre ;

s'ils sont r�ef�erenc�es dans le chapitre o�u ils sont d�e�nis nous ne mentionnons pas le

chapitre ; sinon nous mentionnons et le chapitre et la section.
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Chapitre 1

Introduction

\La Fi�evre d'Urbicande" (Schuiten et Peeters).

\Human intuition is often guided by visual perception. If one sees an underlying

structure, the whole situation may be understood at a higher level."

F. Aurhennamer

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Introduction

Dans ce m�emoire de th�ese nous allons montrer comment utiliser des outils issus

de la la g�eom�etrie algorithmique et plus particuli�erement les diagrammes de Vorono��

en analyse d'images [41, 115].

Nous utiliserons donc les diagrammes de Vorono�� dans di��erents probl�emes d'ana-

lyse d'images :

� repr�esentation d'images en r�egions de Vorono��,

� squelettisation d'objets poly�edriques,

� segmentation d'images.

Nous donnerons aussi une ouverture sur le prob�eme du partitionnement optimal

d'une image en r�egions de Vorono��.

La g�eom�etrie algorithmique [107, 49, 27] est une science encore jeune et g�en�e-

ratrice de nombreux probl�emes faisant intervenir des entit�es g�eom�etriques : points,

poly�edres, sph�eres... Ces probl�emes sont souvent pos�es en termes simples et, pour-

tant, les solutions, quand elles existent, utilisent souvent des outils complexes issus

des math�ematiques. L'optimalit�e recherch�ee dans les solutions est souvent la source

de la principale di�cult�e. Mais ce souci d'e�cacit�e est justi��e par la grande taille

des probl�emes trait�es.

De nos jours les diagrammes de Vorono�� et de Delaunay [78, 5] forment une

partie importante de la g�eom�etrie algorithmique. Le diagramme qui porte le nom

de Vorono�� serait apparu pour la premi�ere fois dans des �ecrits de Descartes en 1664

pour l'�etude des plan�etes de notre syst�eme solaire. Mais ce n'est que bien plus tard,

en 1850, sous l'impulsion de Dirichlet, puis en 1908, sous l'impulsion de Vorono�� que

ce diagramme a trouv�e ses lettres de noblesse.

Ce n'est qu'en 1934 que Delaunay introduit le diagramme qui porte son nom. Les

diagrammes de Vorono�� et de Delaunay sont intimement li�es puisqu'ils forment deux

graphes duaux.

Nous allons voir dans cette introduction pourquoi le diagramme de Vorono�� est

un outil fondamental. Nous verrons ensuite les applications de ce diagramme �a di��e-

rentes disciplines. Nous pr�esenterons en�n un plan d�etaill�e de ce m�emoire de th�ese.
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1.2 Vorono��... Pourquoi?

La question naturelle que nous sommes en droit de nous poser avant d'aborder

ce m�emoire est la suivante : d'o�u vient l'int�erêt port�e aux diagrammes de Vorono��?

Un premier �el�ement de r�eponse peut être donn�e en consid�erant la simplicit�e de

la d�e�nition du diagramme de Vorono�� donn�ee dans Preparata [107]. Soit S, un

ensemble de N points dans l'espace. Pour chaque point pi de S, quel est l'ensemble

des points (x; y; z) dans l'espace qui sont plus proches de pi que de n'importe quel

autre point de S ?

La solution au probl�eme pos�e est de partitionner l'espace en r�egions de Vorono��.

Un deuxi�eme �el�ement de r�eponse est donn�e dans l'article de Aurenhammer [5] en

quatre points :

1. Les r�egions de Vorono�� se retrouvent dans la nature : les cellules d'un tissu

dans le plan forment approximativement une partition de Vorono�� [69], ainsi

que les alv�eoles des abeilles, les bulles de savon [126] (Figure 1), les mol�ecules

chimiques [42, 92], ou encore les cristaux [56].

2. Les r�egions de Vorono�� ont des propri�et�es math�ematiques int�eressantes et sur-

prenantes. C'est ce qui fait penser que les diagrammes de Vorono�� sont l'une des

plus fondamentales constructions g�eom�etriques d�ecouvertes pour un ensemble

de points [5].

3. Il existe des algorithmes e�caces pour construire les diagrammes de Vorono��.

De plus ces diagrammes sont tr�es puissants pour r�esoudre en temps optimal

de nombreux probl�emes de g�eom�etrie algorithmique [107] : enveloppe convexe,

probl�emes de proximit�e, arbre de poids minimum (minimum spaning tree),

graphe de Gabriel... [107].

4. La structure duale du diagramme de Vorono�� (le diagramme de Delaunay)

admet elle aussi de tr�es bonnes propri�et�es g�eom�etriques et topologiques [107].

De plus le graphe de Delaunay est le graphe qui contient toutes les informations

locales [135].

Toutes ces remarques nous ont amen�e �a exploiter du mieux que nous pouvions

les diagrammes de Vorono�� et de Delaunay.
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Fig. 1 - Bulles de savon (tir�e de [126])

1.3 Applications des diagrammes de Vorono��

1.3.1 Applications en g�eom�etrie algorithmique

De nombreuses recherches portent sur la construction des diagrammes de Vorono��.

Les deux classes d'algorithme les plus utilis�ees sont :

� la classe \split and merge",

� la classe \incr�ementale".

Ces deux classes sont extrêmement int�eressantes puisqu'elles permettent de r�e-

soudre d'autres probl�emes de g�eom�etrie algorithmique comme, par exemple, la d�e-

termination de l'enveloppe convexe d'un ensemble de points du plan ou de l'espace
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[107, 20, 50].

De plus le calcul des diagrammes de Vorono�� et de Delaunay permet de r�esoudre

en temps optimal des probl�emes de g�eom�etrie algorithmique comme, par exemple :

la recherche de tous les plus proches voisins, le calcul de l'enveloppe convexe, le

graphe de Gabriel, le MST,...

Les calculs de la complexit�e de la construction des diagrammes de Vorono�� et de

Delaunay donnent lieu �a de nombreuses recherches, notamment en analyse \rando-

mis�ee" [46, 132, 24], ou en moyenne [48]. Les techniques de calcul font appel �a la

th�eorie des probabilit�es et sont assez �el�egants.

1.3.2 Applications diverses

Il est aussi �a noter que les diagrammes de Vorono�� et de Delaunay sont tr�es utiles

dans de nombreux domaines. Nous pouvons citer par exemple :

1. la sociologie cellulaire qui est l'�etude structure-fonction des cellules au sein

d'un tissu cellulaire [87, 86],

2. la reconstruction de surfaces �a partir d'un mod�ele num�erique de terrain [111,

34, 6],

3. la compression des images �a l'aide de la th�eorie des IFS (Iterated Function

System) [44, 43, 37],

4. la percolation au sein du diagramme de Delaunay ou de Vorono�� [137],

5. la reconstruction d'un volume [22, 23, 26],

6. l'interpolation de donn�ees tridimensionnelles obtenues par st�er�eo [25],

7. la repr�esentation et la segmentation des images 2D ou 3D [1, 113, 136, 106,

38, 40, 12, 110],

8. la squelettisation d'objets bidimensionnels ou tridimensionnels [83, 25, 121,

74, 31, 94, 4],

9. la classi�cation vectorielle [79],
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10. la r�esolution des �equations aux d�eriv�ees partielles en utilisant la m�ethode des

�el�ements �nis sur des partitionnements en triangles ou en t�etra�edres ayant de

\bonnes" propri�et�es [128, 82],

11. la morphologie math�ematique [138, 84],

12. la physique et la chimie [42, 92, 56].

Cette liste est bien entendue non exhaustive, et nous ne doutons pas un instant

que d'autres applications existantes ont �echapp�e �a notre attention.

1.4 Plan

Ce m�emoire de th�ese sera articul�e de la mani�ere suivante.

Dans le chapitre 2 nous rappellerons les notions essentielles �a propos des dia-

grammes de Vorono�� et de Delaunay. Nous donnerons donc les d�e�nitions et pro-

pri�et�es fondamentales qui nous seront utiles par la suite. Puis nous insisterons sur les

algorithmes de construction : m�ethode incr�ementale, \divide and conquer"... Nous

d�etaillerons aussi les algorithmes de recherche des points les plus proches. Un algo-

rithme original de suppression de points sera propos�e et en�n des calculs de com-

plexit�e concluront ce chapitre.

Dans le chapitre 3 nous parlerons de partitionnements du plan et de l'espace par

des �el�ements g�eom�etriques. Nous distinguerons les partitionnements non adaptatifs

(i.e. ne tenant pas compte des informations de niveaux de gris contenus dans les

images) des partitionnements adaptatifs (i.e. tenant compte des informations de

niveaux de gris contenus dans les images). Dans chacune de ces deux classes, nous

distinguerons les partitionnements rigides (i.e. le nombre d'�el�ements de base est

limit�e) des partitionnements non rigides (i.e. le nombre d'�el�ements de base est non

limit�e). Nous �etudierons plus particuli�erement les partitionnements en carr�es ou

en cubes, en quadtrees ou en octrees, en triangles ou en t�etra�edres de Delaunay, et

en�n en polygones ou en poly�edres de Vorono��. Nous apporterons une �etude d�etaill�ee

comparative pour clore ce chapitre.

Dans le chapitre 4 nous �etudierons la g�en�eralisation des diagrammes de Vorono��

�a des �el�ements plus complexes que des points : segments, polygones de l'espace ou
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poly�edres. Ce chapitre est int�eressant dans deux domaines :

1. en g�eom�etrie algorithmique, puisque nous donnons les �equations des s�epara-

teurs, et que nous proposons un algorithme de calcul pour approcher le DVG

3D par le DVP 3D,

2. en analyse d'images, puisqu'il existe une connexion entre les DVG 3D et les

squelettes d'objets 3D.

Ce chapitre sera largement illustr�e par des exemples.

Dans le chapitre 5 nous donnerons une nouvelle approche pour segmenter des

images dans un contexte pyramidal. L'originalit�e vient du fait que nous initialisons

la base de la pyramide avec les r�egions de Vorono��. Ceci permet de r�eduire le nombre

de niveaux de la pyramide au cours du processus de segmentation, de diminuer

les temps de calcul et de pouvoir traiter des images de grande taille. Une autre

originalit�e provient du contrôle du processus de d�ecimation de la pyramide. Nous

utilisons en e�et l'approche nouvelle de Bischof [17], qui construit un stable �a l'aide

des r�eseaux de Hop�eld. Notre m�ethode sera valid�ee par quelques exemples, mais

nous insisterons sur les orientations futures �a prendre pour poursuivre notre travail.

Le chapitre 6 est une prospection sur les champs de Markov li�es aux diagrammes

de Vorono��. Une premi�ere application est une g�en�eralisation du travail de Geman &

all pour segmenter des images textur�ees [60]. Notre g�en�eralisation consiste �a utiliser

un partitionnement en r�egions de Vorono�� adapt�e aux images plutôt que d'utiliser

un partitionnement rigide en carr�es. Une deuxi�eme application consiste �a g�en�erer un

partitionnement en r�egions de Vorono�� optimal, en un sens que nous pr�eciserons.

Nous donnerons en�n une conclusion g�en�erale �a tous nos travaux.
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Chapitre 2

Diagramme de Vorono�� Ponctuel

3D.

Ce chapitre est une pr�esentation approfondie du diagramme de Vorono�� ponctuel

3D (DVP 3D), branche de la g�eom�etrie algorithmique.

Nous insistons sur les d�e�nitions formelles et les propri�et�es fondamentales du

DVP 3D. Une large part est consacr�ee aux algorithmes de construction, en particu-

lier aux algorithmes incr�ementaux qui, par leur nature même, sont intrins�equement

dynamiques. Nous pr�esentons aussi un algorithme de remise �a jour par suppression

de germes, algorithme qui nous sera utile par la suite. Des �etudes de complexit�e

th�eoriques sont d�etaill�ees, puisque l'e�cacit�e des algorithmes de construction du

DVP 3D en d�epend.

Toutes les notions introduites dans ce chapitre seront constamment utilis�ees par

la suite. Notre but est donc aussi de donner les bases n�ecessaires �a la compr�ehension

des autres chapitres.

9
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2.1 Introduction

La g�eom�etrie algorithmique concerne l'�etude algorithmique de probl�emes g�eom�e-

triques. Les deux ouvrages de base concernant la g�eom�etrie algorithmique sont ceux

de Preparata&Shamos [107] et de Edelsbrunner [49].

L'�etude des DVP 3D est une branche importante de la g�eom�etrie algorithmique

[5, 78, 64]. Les raisons en sont la diversit�e et la richesse des algorithmes de construc-

tion des DVP : algorithmes de type \divide and conquer", algorithmes de type in-

cr�emental... (section 2.3) et les liaisons avec d'autres probl�emes constituant une

pr�eocupation de la g�eom�etrie algorithmique, notamment la recherche de tous les

plus proches voisins, le calcul de la triangulation de Delaunay, le calcul d'enveloppes

convexes...

La raison d'être de ce chapitre est de donner les notions de base des DVP, qui

nous seront utiles tout au long de ce m�emoire de th�ese.

Nous apportons aussi une contribution sur les points suivants :

� am�elioration de l'algorithme de Bowyer (section 2.4),

� am�elioration de l'algorithme d'incr�ementation quaternaire (section 2.5.3),

� am�elioration de l'algorithme de suppression (section 2.6),

� calculs de complexit�e des algorithmes incr�ementaux (section 2.7).

Il est �a noter que dans tout ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, nous

nous mettrons sous l'hypoth�ese (H) suivante :

Hypoth�ese H. Soit S un ensemble de n points appel�es aussi sites ou germes

de l'espace :

S = fpi 2 IR3; i = 1; : : : ; ng

Nous supposerons que cinq sites ne sont pas cosph�eriques, et que quatre sites ne sont

pas coplanaires

Cette hypoth�ese est classique en g�eom�etrie algorithmique, et �evite des ambigu��t�es

topologiques au sein du graphe de Delaunay (D�e�nition 2.3). Elle assure que le

graphe de Delaunay existe et est unique.
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En 2D, l'hypoth�ese (H) suppose simplement que quatre sites ne sont pas cocir-

culaires.

L'illustration 2 donne un exemple dans IR2 de 4 points cocirculaires : dans cet

exemple on ne sait pas dire si les sites pi et pj sont voisins (de même pour les sites

pk et pl).

pi

pj

pk

pl

?

Fig. 2 - Exemple de quatre sites cocirculaires donnant une ambigu��t�e sur la topo-

logie du graphe de Delaunay.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans un premier temps (section 2.2), nous

donnons les d�e�nitions et propri�et�es n�ecessaires �a la compr�ehension de notre ex-

pos�e. La section 2.3 est une pr�esentation g�en�erale des algorithmes de construction

du DVP 3D. La section 2.4 d�etaille plus sp�eci�quement les algorithmes incr�emen-

taux pour la construction du DVP 3D. La section 2.5 montre comment localiser un

point dans l'espace, en fonction d'une structure de donn�ees. La section 2.6 pr�esente

un algorithme g�en�eral pour supprimer un germe dans un DVP 3D. Des calculs de

complexit�e seront faits dans la section 2.7. En�n nous donnons une conclusion et

une conjecture dans la section 2.8.

2.2 D�e�nitions et propri�et�es

Dans cette section, nous allons exposer les quelques d�e�nitions de base et les

propri�et�es fondamentales attach�ees aux diagrammes de Vorono��. Ce sont ces d�e-

�nitions et propri�et�es qui rendent les DVP si int�eressants �a �etudier en g�eom�etrie
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algorithmique, et dans notre cas �a utiliser en analyse d'images.

D�e�nition 2.1 (R�egion de Vorono��) Soit S un ensemble �ni de points de IR3.

Soit p un point de S. La r�egion de Vorono�� V orS(p) associ�ee �a p est l'ensemble des

points de IR3 plus proches de p que de tous les autres points de S :

V orS(p) = fx 2 IR3; d(x; p) � d(x; q);8q 2 S � pg

o�u d est la distance euclidienne.

Soit p et q deux points de S. Si on note �(p; q) le plan m�ediateur de p et de q

d�e�ni dans la section 4.3.1 du chapitre 4, et H(p; q) le demi-espace limit�e par le plan

�(p; q) et contenant le point p, alors on a :

V orS(p) =
\

q2S�p

H(p; q) (1)

Par cons�equent, chaque r�egion de Vorono�� est poly�edrale et convexe comme inter-

section de demi-espaces. On peut donc �ecrire :

Propri�et�e 2.1 (Poly�edre de Vorono��) Toutes les r�egions de Vorono�� sont poly�e-

drales et convexes (Figure 3).

* pi

* p2

* p1

* p10

* p4

* p11

* p3

* p8

*

p9

* p5

*

p6

* p7

Fig. 3 - Poly�edre de Vorono�� associ�e au site pi : les sites pj , j 2 f1; : : : ; 11g sont les

sites voisins de pi (D�e�nition 2.3).
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On pourra d�esormais parler de poly�edres de Vorono��. De plus, la d�e�nition 2.1

s'�etend en dimension quelconque. Les poly�edres de Vorono�� deviennent des polytopes

de Vorono��.

A partir de la d�e�nition 2.1, nous pouvons maintenant introduire la notion de

diagramme de Vorono�� 3D pour un ensemble �ni de points, ou diagramme de Vorono��

ponctuel 3D, que nous noterons DVP 3D. Il ne faudra pas confondre cette notion

avec la notion plus g�en�erale de diagramme de Vorono�� pour un ensemble d'�el�ements

simples ou d'objets, ou diagramme de Vorono�� g�en�eralis�e 3D que nous noterons DVG

3D. Cette notion sera introduite dans le chapitre 4.

D�e�nition 2.2 (Diagramme de Vorono�� Ponctuel) Le diagramme de Vorono��

(ou partition de Vorono��) d'un ensemble �ni de points S est l'ensemble de tous les

poly�edres de Vorono�� de S :

V OR(S) =
[
p2S

V orS(p):

A partir de la d�e�nition 2.2, il est int�eressant de noter que le DVP 3D est une par-

tition de l'espace. Cette notion sera tr�es importante dans le chapitre 3 o�u nous nous

int�eresserons aux partitions volumiques adapt�ees �a des images tridimensionnelles.

Le diagramme de Vorono�� induit une notion de voisinage �a travers les faces des

poly�edres de Vorono��. Cette notion est cod�ee dans le graphe de Delaunay. Formelle-

ment, nous pouvons d�e�nir le graphe de Delaunay comme suit :

D�e�nition 2.3 (Graphe de Delaunay) Le graphe dual du diagramme de Voro-

no�� d'un ensemble �ni S de points est le graphe de Delaunay. Deux points de S, p

et q, cr�eent une arête dans le graphe de Delaunay (i.e. p et q sont voisins) si, et

seulement si, V orS(p) et V orS(q) sont adjacents dans le diagramme de Vorono�� :

DEL(S) = hS;E = f(p; q) 2 S2; V orS(p) \ V orS(q) 6= ;gi:

La d�e�nition 2.3 permet de donner la d�e�nition du voisinage d'un point p au sens

de Delaunay.

D�e�nition 2.4 (Voisinage) Le voisinage au sens de Delaunay d'un point p 2 S

est d�e�ni par :

NS(p) = fq 2 S tel que (p; q) 2 Eg
o�u E est l'ensemble des arêtes du graphe de Delaunay.
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On peut noter que dans le voisinage (au sens de Delaunay) de p nous n'int�egrons

pas p.

Une propri�et�e extrêmement int�eressante et importante du graphe de Delaunay,

que nous exploiterons dans le chapitre 3, montre que ce graphe peut aussi être

consid�er�e comme une partition en t�etra�edres de l'enveloppe convexe de l'ensemble

des points de S (Figure 5). La propri�et�e suivante pr�ecise cette notion :

Propri�et�e 2.2 (Diagramme de Delaunay) Sous l'hypoth�ese (H), le graphe de

Delaunay de S peut être aussi consid�er�e comme l'unique t�etra�edrisation de l'en-

veloppe convexe de S telle que l'int�erieur des sph�eres circonscrites aux t�etra�edres

(pi; pj; pk; pl) 2 S4 ne contiennent aucun point de S :

DEL(S) = f(pi; pj ; pk; pl) 2 S4 tel que B(pi; pj; pk; pl)\ (S� pi � pj � pk � pl) = ;g:

D�emonstration : Cette propri�et�e est d�emontr�ee dans [107].

On pourra donc d�e�nir un t�etra�edre de Delaunay comme suit :

D�e�nition 2.5 (T�etra�edre de Delaunay) Un t�etra�edre T = (pi; pj ; pk; pl) o�u pi,

pj , pk, et pl sont dans S est un t�etra�edre de Delaunay si, et seulement si, l'int�erieur

de la sph�ere circonscrite �a T ne contient aucun point de S :

B(pi; pj ; pk; pl) \ (S � pi � pj � pk � pl) = ;:

Dans un tel cas, les arêtes [p; q], p; q 2 (pi; pj ; pk; pl), p 6= q, sont des arêtes de

Delaunay.

Nous pourrons donc d�esormais parler de t�etra�edres de Delaunay (Figure 4).

Comme pour les r�egions de Vorono��, la d�e�nition 2.5 s'�etend en dimension quel-

conque. Les t�etra�edres de Delaunay deviennent des simplexes de Delaunay.

La �gure 5 est une illustration du diagramme de Vorono�� et de la triangulation

de Delaunay pour un ensemble de points du plan.

Introduisons maintenant d'autres propri�et�es qui seront importantes pour la suite.

Propri�et�e 2.3 Sous l'hypoth�ese (H), chaque sommet de Vorono�� provient de l'inter-

section d'exactement quatre poly�edres de Vorono��.

Propri�et�e 2.4 Soit s un sommet de Vorono�� de V OR(S). Sous l'hypoth�ese (H), il

existe exactement 4 sites g�en�erateurs de s et 4 sommets voisins.



2.2. D�EFINITIONS ET PROPRI�ET�ES 15

*

*

*

*
*

*

*

*

*
*

*

Pi

Pj

Pk

Pl

**

*

*

*

*

B(Pi,Pj,Pk,Pl)

*

*

*
*

Fig. 4 - T�etra�edre de Delaunay : la sph�ere B(pi; pj; pk; pl) est vide de tout point de

S.

D�emonstration : s est voisin de 4 sommets de Vorono�� car (propri�et�e 2.3) s est �a

l'intersection d'exactement quatre poly�edres de Vorono��. Les quatre sites g�en�erateurs

de ces quatre poly�edres sont les quatre sites cr�eant s (i.e les quatre sites d�e�nissant

le t�etra�edre dual de s).

Cette propri�et�e a permis �a Bowyer [30] de trouver un codage astucieux de la

structure du diagramme de Vorono�� comme nous le verrons dans la section 2.3.

Propri�et�e 2.5 Soit p un point de S. Si q est le point le plus proche (au sens de la

distance euclidienne) de p parmi les points de S� p, alors l'arête [p,q] est une arête

de DEL(S).

Cette propri�et�e est tr�es utile pour les algorithmes incr�ementaux comme nous le

verrons dans la section 2.3.

Une autre propri�et�e int�eressante montre qu'il est facile de construire l'enveloppe

convexe des points de S, CONV (S), �a partir de V OR(S).

Propri�et�e 2.6 Soit p un point de S. Le poly�edre convexe V orS(p) est non born�e si,

et seulement si, p appartient �a CONV (S).

C'est cette propri�et�e qui permet de dire que DEL(S) est une partition en t�etra-

�edres de CONV (S).
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Fig. 5 - Diagramme de Vorono�� et triangulation de Delaunay.

2.3 Construction du DVP 3D

Dans la litt�erature on trouve de nombreuses m�ethodes de construction du dia-

gramme de Vorono�� dans le plan [62, 101, 127, 89, 61, 102]. Dans l'espace (3D)

et en dimension d, les articles sont moins nombreux. Les m�ethodes utilis�ees sont

essentiellement de deux types :

� m�ethodes globales,

� m�ethodes incr�ementales.

Les m�ethodes seront dites globales si la connaissance de tous les points doit être

donn�ee avant de commencer la construction du diagramme de Vorono��.

Les m�ethodes seront dites incr�ementales si cette connaissance pr�ealable n'est pas

n�ecessaire. Contrairement aux m�ethodes globales, les m�ethodes incr�ementales sont
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intrins�equement dynamiques. Ces deux types de m�ethode sont donc fondamentale-

ment di��erents et leur utilisation d�epend enti�erement des applications envisag�ees.

Pour ce qui nous concerne, nous verrons dans le chapitre 3 qu'une gestion dy-

namique du diagramme de Vorono�� sera n�ecessaire. C'est pourquoi nous mettrons

l'accent dans cette section sur les algorithmes incr�ementaux.

Avant de d�ecrire plus en d�etail di��erentes m�ethodes de construction du DVP 3D,

on peut noter que l'id�ee mâ�tresse est le souci de s'a�ranchir de toute notion d'ordre.

En e�et, l'algorithme de Green et Sibson propos�e dans [62] est intrins�equement 2D

puisqu'il utilise fortement la possibilit�e d'ordonner les sommets d'un polygone sous

la forme d'un polygone simple comme le montre la �gure 6, ce qui ne peut pas se

g�en�eraliser en dimension d, d � 3.

p

s1 s2

suiv prec

Fig. 6 - Polygone simple et structure de donn�ees 2D. Extrait de [39].

2.3.1 M�ethodes globales

Nous allons donner ici une liste (non exhaustive) des algorithmes globaux deman-

dant la connaissance de tous les sites avant de calculer le diagramme de Vorono��.

\Divide and Conquer"

La c�el�ebre m�ethode \divide and conquer" initialement propos�ee par Preparata

dans [107] est une m�ethode globale. L'id�ee de base de cet algorithme est de diviser

r�ecursivement le probl�eme en deux sous-probl�emes de même taille, puis de fusionner

les sous-diagrammes de Vorono�� ainsi obtenus. Cet algorithme peut être d�ecrit dans

ses grandes lignes comme suit (pour plus de d�etails voir [107, 51]) :

1. Diviser r�ecursivement le probl�eme en deux sous-probl�emes.
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2. Calculer les DVP des sous-probl�emes.

3. Fusionner les DVP ainsi obtenus (Figure 7).

σ

VOR(S 1) VOR(S 2)

Fig. 7 - Fusion des deux diagrammes de Vorono�� V OR(S1) et V OR(S2) (arête �),

pour calculer V OR(S1 [ S2) dans l'algorithme \divide and conquer".

C'est dans cette �etape de fusion que l'algorithme est le plus di�cile �a mettre en

�uvre. Il a �et�e montr�e que cet algorithme est optimal en 2D avec une complexit�e

en O(n log n) [107]. Il est aussi optimal en 3D avec une complexit�e en O(n2) [51]

(Voir aussi 2.7.1 Corollaire 2.2). L'algorithme \divide and conquer" a �et�e r�ecem-

ment impl�ement�e en 3D par Elbaz [51] �a l'aide d'une notion de carte introduite par

Spehner [125]. Il est �a noter que l'optimalit�e de cet algorithme dans le pire des cas

est associ�ee �a de grandes di�cult�es dans la mise en oeuvre informatique.
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Projection d'une enveloppe convexe

Cette m�ethode consiste �a ramener la construction du DVP d'un ensemble S de

points de IRd �a la construction d'une enveloppe convexe dans un espace de dimension

sup�erieure (IRd+1).

L'initiateur de cette m�ethode est Brown [33]. Il utilise la projection st�er�eogra-

phique d'une sph�ere sur le plan pour la construction du diagramme de Vorono�� en

2D.

Dans [49], Edelsbrunner utilise la projection orthogonale d'un parabolo��de de

r�evolution sur le plan pour la construction en 2D. Une impl�ementation e�ective en

3D a �et�e r�ealis�ee par Buckey [35].

En dimension d, cette m�ethode consiste �a relever les points de S sur un hyper-

parabolo��de de r�evolution dans IRd+1. On calcule alors l'enveloppe convexe de ces

points ainsi relev�es. On obtient donc un polytope de IRd+1 dont les hyperfaces sont

des d-simplexes. On d�emontre que la projection orthogonale des d-simplexes du po-

lytope constituant l'enveloppe convexe de IRd+1 donne les d-simplexes de Delaunay

cherch�es dans IRd.

La �gure 8 illustre ce principe pour le calcul du diagramme de Delaunay dans le

plan. Cet algorithme peut être d�ecrit dans ses grandes lignes et en 3D comme suit

(pour plus de d�etails voir [33, 35]) :

1. Relever les points de S sur un hyperparabolo��de de r�evolution dans IR4.

2. Calculer alors l'enveloppe convexe Cde ces points ainsi relev�es.

3. Projeter orthogonalement les faces du polytope C de IR4 (i.e. des t�etra�edres)

dans IR3 (ces t�etra�edres ainsi projet�es sont les t�etra�edres de Delaunay).

Dans son article, Buckey [35] a choisi un algorithme de type \divide and conquer"

pour le calcul de l'enveloppe convexe dans IR4, mais d'�enormes di�cult�es apparais-

sent pour l'impl�ementation e�ective.

A notre sens, les algorithmes utilisant la projection d'une enveloppe convexe en

dimension sup�erieure pr�esentent un int�erêt th�eorique puisqu'on arrive �a relier le

nombre de (d�k)-faces de Vorono�� aux k-faces d'un polytope en dimension sup�erieure

[49].
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x

y

z

p
1

p2

p3

p1
’

p3
’

p2
’

Fig. 8 - Projection d'une enveloppe convexe pour calculer le diagramme de Delau-

nay.

Dans l'algorithme que nous venons de d�ecrire, les 3-faces (t�etra�edres) du polytope

de IR4 sont mises en relation avec les t�etra�edres de Delaunay, et donc, par dualit�e,

avec les 0-faces (sommets) de Vorono��.

L'avantage est que les r�esultats sur la complexit�e des polytopes sont relativement

nombreux, notamment en ce qui concerne le th�eor�eme de la borne sup�erieure (upper

bound theorem) [91], liant le nombre maximum de k-faces d'un polytope �a celui

obtenu par un polytope cyclique.

Ce th�eor�eme permet d'obtenir le calcul de la complexit�e, dans le pire des cas, du

nombre de k-faces d'un polytope de IRd, 0 � k � d.

L'int�erêt pratique ne nous semble pas �evident, puisque la tendance serait plutôt de

ramener des probl�emes de g�eom�etrie de IRd dans un espace de dimension inf�erieure

(IRd�1 par exemple) a�n de r�eduire la taille du probl�eme [116].

Autres algorithmes

On peut �egalement citer l'algorithme 2D de Mauss [89], g�en�eralis�e en dimension

quelconque et analys�e en moyenne par Dwyer [48] (section 2.7.2). Cet algorithme

a aussi �et�e parall�elis�e sur une machine �a quatre transputers par Moreau [100]. La
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possibilit�e de parall�eliser qu'o�re cette m�ethode est sans doute son point fort.

D'autres m�ethodes moins connues et aussi moins r�ecentes ont �et�e publi�ees. Le

probl�eme de ces m�ethodes est leur mauvaise complexit�e th�eorique (complexit�e �
O(n3)). Cela s'explique car le caract�ere local de Vorono�� n'est pas su�samment

exploit�e dans leurs approches. Parmi ces algorithmes, on trouve l'algorithme de

Tanemura & All [130], celui de Finney [53], et celui de Brostow [32]. Ces trois

derniers algorithmes ont �et�e d�etaill�es dans [7]; nous ne les expliciterons donc pas ici.

M�ethodes discr�etes

Des m�ethodes d�eriv�ees de la g�eom�etrie discr�ete peuvent être utilis�ees pour calculer

une approximation du diagramme de Vorono��. Une illustration en a �et�e donn�ee dans

[94].

Les distances discr�etes utilis�ees sont variables : la distance aux quatre plus proches

voisins not�ee d4 (Cityblock), aux huit plus proches voisins not�ee d8 (Chessboard),

toutes les distances du chanfrein (par exemple : chanfrein 3-4, chanfrein 5-7-11)

[39, 133].

Une extension imm�ediate de ces algorithmes en 3D est possible. En e�et, les

distances discr�etes en 3D ont �et�e �etudi�ees par Borgefors dans [28].

Les probl�emes pos�es par l'utilisation des distances discr�etes en g�eom�etrie algorith-

mique sont multiples. Premi�erement, le r�esultat discret est une approximation du

r�esultat continu obtenu par les m�ethodes pr�ec�edentes et les m�ethodes incr�ementales

(section 2.4). Il est donc n�ecessaire d'avoir une bonne estimation de l'erreur ainsi

faite au vu des applications envisag�ees. Deuxi�emement, le diagramme de Vorono��

n'est pas structur�e dans un environnement de graphes (comme nous le verrons dans

la structure de donn�ees que nous pr�esentons dans la section 2.4.2), permettant le

calcul rapide de param�etres [11]. Et troisi�emement, le calcul n'est pas dynamique.

L'ajout d'un point n�ecessite de nouveau le calcul de tout le diagramme de Vorono��.

Toutes ces remarques font que nous avons pr�ef�er�e utiliser les algorithmes incr�e-

mentaux que nous pr�esentons maintenant.

2.3.2 M�ethodes incr�ementales

Les algorithmes incr�ementaux peuvent être r�esum�es comme suit. Supposons que

nous ayons construit le DVP de S. L'algorithme consiste �a ins�erer un nouveau site
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p dans V OR(S) pour obtenir V OR(S [ p) :

� Ins�erer un nouveau site dans V OR(S) (Figure 9).

Fig. 9 - Construction du diagramme de Vorono�� par ajouts successifs de germes

et modi�cation locale du diagramme. Le germe noir correspond au dernier germe

ajout�e entre deux �etapes successives de la construction du diagramme.

L'insertion d'un nouveau site modi�e V OR(S) de mani�ere �a pouvoir cr�eer la

r�egion de Vorono�� not�ee V orS[p(p) dans V OR(S [ p) : des poly�edres de Vorono�� de

V OR(S) seront �a modi�er et, de mani�ere duale, des t�etra�edres de Delaunay seront

�a supprimer. Cette insertion se fait en 2 grandes �etapes :

1. Chercher un premier t�etra�edre �a modi�er (Watson) ou un premier poly�edre �a

modi�er (Bowyer).

2. Mettre �a jour V OR(S [ p).

L'�etape 1 est une �etape qui n'est pas locale (section 2.5) alors que l'�etape 2 est

locale en g�en�eral (proposition 2.7, section 2.7.2). L'�etape 1 sera d�etaill�ee dans la

section 2.5. Le calcul e�ectif de la complexit�e des algorithmes incr�ementaux est

report�e dans la section 2.7.
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Notons que nous avons d�evelopp�e un nouvel algorithme incr�emental en 1990 [7, 9].

Nous ne le d�etaillerons pas dans ce m�emoire de th�ese puisque l'algorithme de Bowyer,

avec les modi�cations que nous y avons apport�ees, s'est av�er�e plus performant.

Nous d�evelopperons donc dans la section suivante les algorithmes de Watson

[140] pour la construction de la partition de Delaunay, et de Bowyer [30] pour la

construction de la partition de Vorono��.

2.4 M�ethodes incr�ementales

2.4.1 Algorithme de Watson

L'algorithme de Watson concerne plus sp�ecialement la construction directe du

diagramme de Delaunay (le diagramme de Vorono�� est retrouv�e avec une structure de

donn�ees sous-jacente su�samment riche). Cet algorithme a �et�e propos�e par Watson

en 1981 [140]. Il a �et�e impl�ement�e en 3D par Field en 1986 [52]. Une am�elioration lui

a �et�e apport�ee par Schmitt et Borouchaki en 1990, notamment en ce qui concerne

la structure de donn�ees [120].

On peut bri�evement d�ecrire l'algorithme original de Watson de la mani�ere sui-

vante. Supposons qu'on ait construit le diagramme de Delaunay pour n sites. On

veut ajouter dans la structure un nouveau site pn+1. L'algorithme de Watson proc�ede

alors comme suit en 3D (pour plus de d�etails [140, 52, 120]) :

1. Chercher un t�etra�edre T de DEL(S) dont la sph�ere circonscrite contient le

nouveau site.

2. Chercher tous les t�etra�edres dont la sph�ere circonscrite contient le nouveau site.

L'ensemble de ces t�etra�edres forme le poly�edre �etoil�e PE(pn+1) (D�e�nition 2.6,

section 2.6).

3. Ret�etra�edriser le poly�edre �etoil�e.

Dans l'�etape 1, le t�etra�edre T existe bien (Propri�et�e 2.5, 2.2), mais sa recherche

n'est pas locale. Cette recherche peut se faire par un algorithme de descente en

gradient que nous d�etaillons dans la section 2.5.
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P1
P2

P3

P5

P6

Q
P4

(a) (P2; P4; P6) est le triangle contenant
le site de d�epart (�etape 1), (P1; P2; P6),
(P2; P3; P4), (P4; P5; P6) sont les autres
triangles �a supprimer. Par cons�equent
les sites (P1; P2; P3; P4; P5; P6) forment
PE(Q).

P1
P2

P3

P5

P6

Q
P4

(b) On d�emontre que PE(Q) est �etoil�e
par rapport �a Q et que pour calculer la
nouvelle triangulation il su�t de relier le
site Q �a tous les Pi, i 2 f1; : : : ; 6g.

Fig. 10 - Insertion du nouveau site Q dans la structure de Delaunay par la m�ethode

de Watson.

L'�etape 2 se fait par un parcours (local en g�en�eral) dans la structure de donn�ees.

Les t�etra�edres trouv�es ne sont plus des t�etra�edres de Delaunay (D�e�nition 2.5, sec-

tion 2.2). Ces t�etra�edres sont donc �a supprimer et forment le poly�edre �etoil�e associ�e

au nouveau site ins�er�e.

Pour l'�etape 3, on d�emontre que ret�etra�edriser le poly�edre �etoil�e PE(pn+1) revient

�a supprimer toutes les arêtes int�erieures �a PE(pn+1), et �a cr�eer toutes les arêtes liant

le nouveau site �a tous les sommets de PE(pn+1). La technique de d�emonstration de

ce fait rejoint celle utilis�ee dans la proposition 2.5 de la section 2.6.

La �gure 10 est une illustation en 2D de l'�etape 3 de l'algorithme de Watson.

Nous n'avons pas impl�ement�e cet algorithme puisque nous nous int�eressons da-

vantage au calcul du DVP et que des am�eliorations ont d�ej�a �et�e r�ealis�ees par Schmitt

et Borouchaki [120] en 1990.
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2.4.2 Algorithme de Bowyer

L'algorithme de Bowyer construit directement le diagramme de Vorono��. L'origi-

nalit�e de cet algorithme r�eside dans la structure de donn�ees propos�ee.

Structure de donn�ees

La structure de donn�ees de Bowyer est li�ee �a la propri�et�e 2.4 expos�ee dans la

section 2.2, �a savoir qu'un sommet de Vorono�� est associ�e �a 4 sites g�en�erateurs et �a

4 sommets voisins. En e�et, l'information contenue dans cette propri�et�e est cod�ee

dans la structure de donn�ees. Par cons�equent, �a un sommet de Vorono�� s, on associe :

� les 4 sommets de Vorono�� voisins de s,

� les 4 sites de Delaunay cr�eateurs de s.

L'int�erêt imm�ediat est que l'information �a coder est born�ee. La �gure 11 est une

illustration de cette structure de donn�ees.

p1

p2

p3
p4

s3

s2

s1

s4
s

Fig. 11 - Structure de donn�ees de Bowyer. Le sommet de Vorono�� s a pour sommets

voisins s1, s2, s3, et s4 et pour germes cr�eateurs p1, p2, p3, et p4

De plus, pour pouvoir acc�eder au graphe de Vorono�� �a partir des germes de

Delaunay, nous avons associ�e �a un germe p, un sommet s quelconque appartenant �a

V orS(p).

Avec une telle structure de donn�ees on peut non seulement retrouver le graphe

de Delaunay, mais aussi :

1. l'ensemble des sommets constituant un poly�edre de Vorono��, V orS(p),
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2. l'ensemble des sommets constituant une face quelconque de V orS(p),

3. les deux sommets constituant une arête quelconque de V orS(p).

Les algorithmes pour calculer ces ensembles exploitent tr�es fortement la struc-

ture de donn�ees. La connaissance de tous ces ensembles est indispensable pour une

exploitation e�cace du DVP 3D que nous pr�esentons dans les chapitres qui suivent.

Les faces obtenues dans le point 2 sont des polygones qui sont repr�esent�es sous forme

de polygones simples pour des raisons de visualisation.

Algorithme

Cet algorithme incr�emental a �et�e propos�e et impl�ement�e par Bowyer en 1981

[30]. Nous lui avons apport�e quelques modi�cations en 1992 [9] notamment pour la

recherche du premier sommet �a supprimer (�etape 1 des algorithmes incr�ementaux).

En e�et dans [30], pour e�ectuer une telle recherche, Bowyer est oblig�e de maintenir,

pour chaque site, la liste (�a priori non born�ee) de tous ses voisins au sens de Delaunay.

Notre am�elioration permet d'all�eger la structure de donn�ees pr�esent�ee par Bowyer

en supprimant toutes ces listes (section 2.5.2).

Ainsi, il nous a �et�e possible de calculer le DVP 3D pour un ensemble de 80000

sites, repr�esentant environ 560000 t�etra�edres, sur une Silicon Graphics Indigo. Les

performances pratiques sont indiqu�ees en �n de section.

L'algorithme de Bowyer peut être d�ecrit comme suit. On suppose qu'on ins�ere un

(n+1)i�eme site pn+1 au DVP calcul�e sur n sites (V OR(S)).

1. Chercher un premier sommet de Vorono��, s, �a supprimer.

2. Chercher tous les autres sommets de Vorono�� �a supprimer. Nous noterons

l'ensemble de ces sommets : E(pn+1).

3. Cr�eer tous les nouveaux sommets de Vorono�� et leurs relations de voisinage.

Comme dans l'algorithme de Watson, dans l'�etape 1, s existe bien (Propri�et�e 2.5,

section 2.2), mais sa recherche n'est pas locale. Les d�etails sont donn�es dans la

section 2.5.

Dans l'�etape 2 la recherche de tous les sommets de Vorono�� �a supprimer s'e�ectue

par un parcours (local en g�en�eral) dans la structure de donn�ees. De tels sommets

sont plus proches du nouveau site que des sites cr�eateurs de s.
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P1 P2

P3

P5

P6

Q P4

S1

S2

S3

S4

S5

S7

S6

S9

S8

S10

(a) Le sommet de Vorono�� S8 est int�erieur
au triangle contenant Q. Les autres som-
mets de Vorono�� �a supprimer sont les som-
mets (S2; S5; S6; S7):

P1 P2

P3

P5

P6

Q
P4

S1

S2

S3

S4

S5

S7

S6

S9

S8

S10

S’1

S’11

S’10

S’6

S’3

S’9

(b) Le sommet S2 est �a supprimer. Il
est voisin de S1, S3, et S8. On montre
que les sommets �a cr�eer sont situ�es sur
les arêtes de Vorono�� fSi; Sjg, o�u Si est
�a supprimer et Sj est �a conserver. Dans
cet exemple, on cr�ee donc un nouveau
sommet S

0

1 sur fS2; S1g. Ce sommet est
le centre du cercle circonscrit au triangle
(P1; P6; Q). De même, on cr�ee un sommet
S

0

3 sur fS2; S3g. En�n, on ne cr�ee pas de
sommet sur l'arête fS2; S8g, car les deux
sommets sont �a supprimer.

Fig. 12 - Insertion du nouveau site Q dans la structure de Vorono�� par la m�ethode

de Bowyer.

L'�etape 3 consiste �a parcourir tous les sommets de E(pn+1). Soit s un sommet de

E(pn+1), s1, s2, s3, et s4, ses quatre sommets voisins et p1, p2, p3 et p4 ses quatre

germes cr�eateurs. Si si, i = 1; : : : ; 4, n'appartient pas �a E(pn+1), on cr�ee un nouveau

sommet s centre du nouveau t�etra�edre d�e�ni par les trois germes pi, pj et pk cr�eant

l'arête [si; s] et par le germe ins�er�e pn+1. Si si, i = 1; : : : ; 4 appartient �a E(pn+1),

alors on ne fait rien.

Une illustration en 2D de l'�etape 3 est donn�ee en �gure 12.

La di��erence entre l'algorithme de Bowyer et l'algorithme de Watson r�eside dans

le crit�ere utilis�e pour savoir si un sommet de Vorono�� est �a supprimer de V OR(S) ou

non. Watson cherche si les simplexes de Delaunay sont �a hypersph�ere vide et Bowyer
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cherche si les sommets de Vorono�� sont plus proches du nouveau site �a ins�erer que

de ses germes cr�eateurs. Les deux ensembles obtenus, E(pn+1) et PE(pn+1) sont

duaux. On peut donc dire que l'algorithme de Watson qui construit le diagramme

de Delaunay est �equivalent �a l'algorithme de Bowyer qui construit le diagramme de

Vorono��, en supposant que la structure de donn�ees est su�samment riche.

R�esultats

Nous avons impl�ement�e l'algorithme de Bowyer en apportant la modi�cation que

nous avons d�ej�a mentionn�ee. Les temps CPU indiqu�es ici ont �et�e obtenus sur une

Silicon Graphics Indigo R 4000 (85 MIPS). La distribution des points est uniforme

dans le carr�e unit�e en 2D, et dans le cube unit�e en 3D. L'�etape 1 de l'algorithme de

Bowyer est acc�el�er�ee par une localisation de type octree, que nous d�etaillons dans

la section 2.5. Ces temps sont report�es dans les deux tableaux suivants :

Temps CPU obtenus sur une Silicon Graphics Indigo en 3D.

Points 1000 5000 10000 40000 50000 60000 70000 80000

CPU < 1" 4" 10" 1'10" 1'30" 1'50" 2'10" 2'50"

Temps CPU obtenus sur une Silicon Graphics Indigo en 2D.

Points 10000 40000 50000 60000 70000 80000

CPU 2" 8" 10" 12" 14" 16"

Points 100000 200000 300000 400000 500000 600000

CPU 20" 42" 1'10" 1'34" 2'9" 4'

2.5 Localisation d'un point dans l'espace

Dans les algorithmes incr�ementaux, nous avons vu que l'�etape 2 est une �etape

globale dans la construction du diagramme de Vorono��. Cette �etape consiste �a loca-

liser un point dans l'espace. En e�et le probl�eme peut être pos�e en ces termes : �etant

donn�e V OR(S) et un nouveau point pn+1, trouver le poly�edre V orS(q) contenant

pn+1, ou trouver le t�etra�edre T 2 DEL(S) contenant pn+1.

L'objet de cette partie est de d�ecrire cette �etape de localisation li�ee �a une structure

de donn�ees. Plusieurs m�ethodes peuvent être utilis�ees :

1. localisation dans le graphe de Delaunay,
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2. localisation dans le graphe de Vorono��,

3. localisation dans un octree.

Pour les deux premi�eres m�ethodes, une descente en gradient dans le graphe de

Delaunay (cas 1) ou de Vorono�� (cas 2) sera utilis�ee. Dans la troisi�eme m�ethode,

nous emploierons une gestion dynamique dans un octree.

Les meilleurs r�esultats sont obtenus par la derni�ere m�ethode qui a une complexit�e

th�eorique plus faible. Le gain de temps obtenu s'e�ectue aux d�epens d'une structure

de donn�ees plus importante en m�emoire.

2.5.1 Localisation dans le graphe de Delaunay

Cette m�ethode a �et�e propos�ee dans l'article de Green et Sibson [62]. Elle revient

�a chercher le point p de S le plus proche du point pn+1 �a ins�erer. L'algorithme est

le suivant :

1. Initialisation : choisir un site p quelconque de S.

2. Si pour tout q dans NS(p), d(p; pn+1) � d(q; pn+1), alors p est le point cherch�e,

et l'algorithme a converg�e.

3. Sinon prendre q dans NS(p) tel que d(p; pn+1) > d(q; pn+1), poser p = q et

retourner en 2.

La validit�e de cet algorithme repose sur les deux propositions suivantes :

Proposition 2.1 Soit S un ensemble de points. Soit pn+1 =2 S. Si 8q 2 NS(p), d(p; pn+1) �
d(q; pn+1), alors p est le point le plus proche de pn+1.

D�emonstration : En e�et, la condition de cette proposition montre que pn+1 ap-

partient �a V orS(p) (D�e�nition 2.1, section 2.2).

De plus, comme pn+1 se trouve dans V orS(p), V orS(p) est �a modi�er.

Proposition 2.2 L'algorithme converge en O( 3
p
n) dans le cas o�u la distribution

des points suit une loi de probabilit�e uniforme dans IR3 et en O(n) dans le pire des

cas.
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D�emonstration : pn+1 n'a qu'un seul point le plus proche (en excluant les cas

d'�egalit�es). De plus, �a chaque �etape, d(pn+1; p) d�ecrô�t et il n'y a qu'un nombre �ni

de germes dans S. Dans le cas o�u la distribution des points suit une loi de probabilit�e

uniforme dans IR3, l'algorithme converge en O( 3
p
n) en moyenne, o�u n est le cardinal

de S. En e�et, la recherche du point le plus proche aura tendance �a suivre la \ligne

de plus grande pente", et donc �a suivre des diagonales, la plus grande �etant en

O( 3
p
n). Dans le pire des cas, la convergence s'e�ectura en O(n). Par exemple, dans

le cas o�u tous les points sont align�es.

Une illustration de l'algorithme est donn�ee en �gure 13.

Pn+1

P0

P

Fig. 13 - Recherche �a partir de p0 et dans le graphe de Delaunay du site p le plus

proche de pn+1.

2.5.2 Localisation dans le graphe de Vorono��

Cette m�ethode a �et�e propos�ee dans l'article de Schmitt et Borouchaki [120]. Elle

consiste �a rechercher un sommet �a supprimer dans V OR(S) quand on ins�ere un

nouveau site pn+1.

Comme l'a remarqu�e Bowyer [30], le sommet le plus proche du nouveau point

n'est pas forc�ement �a supprimer ainsi que le montre l'exemple de la �gure 14.
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s

(a) Diagramme de Vorono��

pn+1

s

(b) Le sommet s n'est pas �a supprimer
bien qu'il soit le plus proche du germe
pn+1.

Fig. 14 - Probl�eme de localisation dans le diagramme de Vorono��.

Si on utilise le même principe que celui employ�e dans l'algorithme pr�ec�edent, sur

le graphe de Vorono��, il peut donc y avoir un �echec. Par cons�equent, Bowyer a �et�e

oblig�e de maintenir une structure suppl�ementaire de voisinage entre les points pour

se ramener �a l'algorithme pr�ec�edent relatif au graphe de Delaunay.

Pour �eviter de garder cette structure en m�emoire, nous avons utilis�e l'algorithme

de Schmitt et Borouchaki [120] relatif aux sommets de Vorono��.

Cet algorithme se pr�esente de la mani�ere suivante (on suppose ici que le nouveau

site pn+1 est ins�er�e dans CONV (S)) :

1. Initialisation : choisir un sommet quelconque s de Vorono�� dans V OR(S).

2. Soit p1, p2, p3, et p4 les germes cr�eateurs de s. Si pour tout (pi; pj ; pk), i 6= j,

j 6= k, et k 6= i, i; j; k 2 f1; 2; 3; 4g h ~ss0; ~pipn+1i < 0, o�u s0 est tel que l'arête

[ss0] ait pour germes cr�eateurs pi, pj , et pk, alors s est le sommet cherch�e, et

l'algorithme converge.

3. Sinon prendre s0 dans les sommets voisins de s tel que h ~ss0; ~pipn+1i � 0, poser

s = s0 et retourner en 2.
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La validit�e de cet algorithme repose sur les deux propositions suivantes :

Proposition 2.3 Soit S un ensemble de points. Soit pn+1 =2 S, pn+1 2 CONV (S).

Soit s 2 V OR(S), et p1, p2, p3, et p4 les germes cr�eateurs de s. Si pour tout

(pi; pj; pk), i 6= j, j 6= k, et k 6= i, i; j; k 2 f1; 2; 3; 4g h ~ss0; ~pipn+1i < 0, o�u s0

est un sommet de Vorono�� tel que l'arête [ss0] ait pour germes cr�eateurs pi, pj, et

pk, alors s est un sommet �a supprimer.

D�emonstration : La condition de la proposition implique que pn+1 est int�erieur au

t�etra�edre T dual �a s, par cons�equent, pn+1 2 B(T ). Donc, par d�e�nition, T n'est pas

un t�etra�edre de Delaunay de DEL(S [ pn+1) et le sommet s est bien un sommet �a

supprimer.

Proposition 2.4 L'algorithme converge en O( 3
p
n) dans le cas o�u la distribution

des points suit une loi de probabilit�e uniforme dans IR3 et en O(n2) dans le pire des

cas.

D�emonstration : Il existe un t�etra�edre unique contenant pn+1 parce qu'on in-

s�ere pn+1 dans CONV (S) et que DEL(S) forme une partition en t�etra�edres de

CONV (S). De plus, soit s un sommet de Vorono��, et s0 un de ses quatre voisins

tel que h ~ss0; ~pipn+1i � 0. Cette relation d�e�nit un demi-espace H = fh ~ss0; ~pixi < 0g
avec la propri�et�e pn+1 =2 H. Si on repasse par s dans l'algorithme, alors on produit un

cycle dans le graphe de Vorono��, donc l'ensemble des demi-espaces H obtenu couvre

tout IR3, ce qui est en contradiction avec l'existence d'un t�etra�edre contenant pn+1.

Par cons�equent, on ne visite qu'une seule fois les sommets de Vorono��, et, comme le

nombre des sommets de Vorono�� est �ni, l'algorithme converge.

Dans le cas o�u la distribution des points de S suit une loi de probabilit�e uni-

forme dans IR3, l'algorithme converge en O( 3
p
n) en moyenne, o�u n est cardinal de S

(même argument que dans la proposition 2.2). Dans le pire des cas, la convergence

s'e�ectuera en O(n2) (section 2.7, corollaire 2.1).

Une illustration de cette recherche dans le graphe de Vorono�� est donn�ee en �gure

15.
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Pn+1

s

s0

Fig. 15 - Recherche �a partir de s0, dans le graphe de Vorono��, du sommet s dont

le triangle dual contient pn+1.

2.5.3 Localisation dans un octree

L'id�ee d'utiliser un octree vient de la m�ethode d'incr�ementation quaternaire de

Ohya, Iri et Murota [101] pour le cas 2D. Leur algorithme consiste �a placer les points

dans un quadtree, ce qui leur permet de trouver un ordre pour ins�erer ces points.

Le probl�eme de cette m�ethode est que la donn�ee initiale des points est n�ecessaire,

et qu'on perd donc le côt�e dynamique des algorithmes incr�ementaux.

Nous proposons par cons�equent de construire l'octree dynamiquement. Ainsi,

l'algorithme peut être d�ecrit comme suit dans ses grandes lignes :

1. Initialisation : ins�erer pn+1 dans l'octree, et trouver son site \p�ere", p.

2. Utiliser l'algorithme relatif au graphe de Delaunay en l'initialisant avec p,

ou l'algorithme relatif au graphe de Vorono�� en l'initialisant avec un sommet

quelconque de V orS(p).

L'�etape 1 est r�ealis�ee en O(log8 n), en supposant que l'octree soit bien �equilibr�e

(i.e. la distribution des points de S suit une loi uniforme). L'�etape 2 peut se faire
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en O(1), si le site p est bien localis�e par l'octree. Ainsi la recherche du plus proche

voisin se fait en O(log8 n).

Pn+1

P0

Fig. 16 - Apr�es insertion dans l'octree de pn+1, recherche �a partir de p0, dans le

graphe de Delaunay, du site le plus proche de pn+1. La localisation pr�ealable par

l'octree permet de rendre plus rapide la localisation dans le graphe de Delaunay.

Pour ins�erer pn+1 et lui attribuer son \p�ere" not�e p, deux cas se pr�esentent :

1. L'insertion de pn+1 se fait sur une feuille vide de l'octree. Soit N le noeud

p�ere de cette feuille. Par construction, N contient au moins un site dans son

arborescence. Le p�ere de pn+1 est un de ces sites.

2. L'insertion de pn+1 se fait sur une feuille contenant un site p. On cr�ee un

nouveau noeud dans l'octree et le p�ere de pn+1 est p.

Pratiquement, nous avons constat�e que la structure d'octree acc�el�ere sensiblement

l'algorithme de Bowyer. Pour 70000 germes nous obtenons un gain d'une minute sur

3 minutes environ.

Notre algorithme est illustr�e en �gure 16.

2.6 Suppression

Comme il �etait int�eressant de pouvoir ins�erer dynamiquement des points dans la

structure du diagramme de Vorono�� �a l'aide d'un algorithme incr�emental (section
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2.4), il nous semble avantageux de pouvoir �egalement supprimer des points interac-

tivement et ce en temps optimal.

Supposons donc que nous ayons construit le DVP de S. L'algorithme consiste �a

supprimer un site p de V OR(S) pour obtenir V OR(S � p) :

� Supprimer un site de V OR(S).

L'�etape 1 de localisation des algorithmes incr�ementaux (recherche globale) n'existe

plus ici. La suppression peut donc se faire localement en g�en�eral (Th�eor�eme 2.1 de

cette section). C'est la di��erence fondamentale entre suppression et insertion.

L'objet de cette section est de proposer un algorithme de suppression et de donner

une analyse de sa complexit�e. Nous aurons besoin pour commencer de la notion de

poly�edre �etoil�e.

D�e�nition 2.6 (poly�edre �etoil�e) Soit S un ensemble de points de IR3 et DEL(S)

la t�etra�edrisation de Delaunay des points de S. Soit p un point de S. Le poly�edre

�etoil�e associ�e �a p, PE(p), est compos�e des points voisins de p au sens de Delaunay.

Sommets de PE(p) = NS(p)

Les faces de PE(p) sont triangulaires et sont d�e�nies comme suit :

Faces de PE(p) = f(pi; pj; pk) 2 (S � p)3 tel que (pi; pj; pk; p) 2 DEL(S)g

Le poly�edre PE(p) est bien �etoil�e par d�e�nition même de la t�etra�edrisation de

Delaunay. Il est �a noter que ce poly�edre n'est pas forc�ement convexe. L'algorithme

de suppression d'un point p peut alors être r�esum�e comme suit :

1. Rechercher le poly�edre �etoil�e PE(p).

2. Ret�etra�edriser l'int�erieur du poly�edre �etoil�e PE(p).

La validit�e de notre algorithme repose sur la proposition 2.5 :

Proposition 2.5 Soit S un ensemble de points de IR3 et V OR(S) le DVP 3D des

points de S. Supprimer un point p de S est �equivalent �a ret�etra�edriser l'int�erieur du

poly�edre �etoil�e PE(p).
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D�emonstration : Soit DELp(S) l'ensemble des t�etra�edres de Delaunay de DEL(S)

ne contenant pas p.

DELp(S) = f(pi; pj; pk; pl) 2 DEL(S) tel que pi; pj ; pk; pl 6= pg

Par d�e�nition de DEL(S), avant suppression de p, l'int�erieur de toutes les sph�eres

circonscrites aux t�etra�edres de DELp(S) est vide de tout point de S. Par cons�equent

l'int�erieur de toutes ces sph�eres est vide de tout point de S�p. Donc, apr�es suppres-
sion du point p dans DEL(S), tous les t�etra�edres de DELp(S) restent des t�etra�edres

de DEL(S � p). De plus la t�etra�edrisation de Delaunay des points de S � p existe

et est unique. Donc pour calculer DEL(S � p), il su�t de ret�etra�edriser PE(p).

Le caract�ere local de notre algorithme est contenu dans la proposition suivante :

Proposition 2.6 Soit S un ensemble de points de IR3. Si un t�etra�edre T , int�erieur �a

PE(p), est un t�etra�edre de Delaunay de DEL(NS (p)), alors T est aussi un t�etra�edre

de Delaunay de DEL(S � p).

D�emonstration : D'apr�es la proposition 2.5, on sait que la t�etra�edrisationDEL(S�
p) est l'union des t�etra�edres de DELp(S) et des t�etra�edres int�erieurs �a PE(p). Mais,

comme la t�etra�edrisation de Delaunay d'un ensemble de points est unique, les t�etra-

�edres de Delaunay int�erieurs �a PE(p) plong�es dans DEL(S � p) et les t�etra�edres

de Delaunay int�erieurs �a PE(p) plong�es dans DEL(NS (p)) sont identiques. Ceci

ach�eve la d�emonstration.

Par cons�equent, pour ret�etra�edriser le poly�edre �etoil�e, il su�t de tester si les

nouveaux t�etra�edres calcul�es sont vides des points de PE(p), d'o�u le caract�ere local

de l'algorithme.

Pour conclure sur la suppression des points dans la structure de Vorono��, nous

pouvons donner la complexit�e de notre algorithme dans le cas o�u les points de S

suivent une densit�e de probabilit�e uniforme dans la boule unit�e.

Th�eor�eme 2.1 Soit S un ensemble de points g�en�er�es suivant une densit�e de pro-

babilit�e uniforme dans la boule unit�e de IR3. Supprimer un point dans le diagramme

de Vorono�� s'e�ectue en temps constant : O(1).
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D�emonstration : D'apr�es la proposition 2.5, supprimer un point p revient �a ret�e-

tra�edriser l'int�erieur de PE(p). D'apr�es la proposition 2.6, pour ret�etra�edriser l'in-

t�erieur de PE(p), il su�t de ne consid�erer que les points de PE(p). En�n, d'apr�es le

corollaire 2.4 de la section 2.7.2, le nombre de sommets de V orS(p) est born�e, donc

le nombre de points de PE(p) (i.e. le nombre de points de NS(p)) est born�e. Par

cons�equent, supprimer un point s'e�ectue en temps constant.

La d�e�nition 2.6, les propositions 2.5, 2.6 et le th�eor�eme 2.1 de cette section

ont volontairement �et�e donn�es en 3D, par souci de clart�e. Le passage en dimension

quelconque est �evident et n'est qu'un jeu d'�ecriture.

2.7 Complexit�e

Dans cette section, nous allons �etudier la complexit�e th�eorique des algorithmes

de construction du DVP 3D. Nous donnerons la complexit�e de l'algorithme \divide

and conquer" dans le pire des cas, et nous donnerons une analyse originale de la

complexit�e des algorithmes incr�ementaux dans le cas o�u les points sont distribu�es

uniform�ement dans la boule unit�e.

2.7.1 Analyse du pire des cas

Th�eor�eme 2.2 (Edelsbrunner) Soit S un ensemble de points de IRd, d � 1. Le

nombre Nk de k-faces du diagramme de Vorono�� de S est major�e de la mani�ere

suivante :

Nk � O(nminfd+1�k;d d2 eg); 0 � k � d:

Les bornes sup�erieures sont atteintes.

D�emonstration : Elle est d�etaill�ee dans [49]. Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e

dans la section 2.3.1 (projection de l'enveloppe convexe), cette d�emonstration est

li�ee au calcul du nombre de (d+ 1 � k)-faces d'un polytope de IRd+1.

Le th�eor�eme 2.2 permet de donner le corollaire suivant en 3D :

Corollaire 2.1 Soit S un ensemble de points de IR3. Les nombres Nk, 0 � k � 3,

de k-faces du diagramme de Vorono�� de S sont major�es de la mani�ere suivante :

N0 � O(n2)
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N1 � O(n2)

N2 � O(n2)

N3 � O(n)

o�u N0 repr�esente le nombre de sommets de Vorono��, N1 le nombre d'arêtes de Vo-

rono��, N2 le nombre de faces de Vorono�� et N3 le nombre de poly�edres de Vorono��.

De plus les bornes sup�erieures sont atteintes.

D�emonstration : Il su�t d'utiliser le th�eor�eme 2.2 et de constater que d32e = 2

et que 4 � k � 2, pour 0 � k � 2, et 4 � k = 1, pour k = 3. De plus les bornes

sup�erieures sont atteintes dans les exemples que nous citons ci-apr�es.

Corollaire 2.2 L'algorithme \divide and conquer" pour construire le diagramme de

Vorono�� (section 2.3.1) est optimal en 3D.

D�emonstration : D'apr�es le corollaire 2.1, la taille du diagramme de Vorono�� en

3D est en O(n2) dans le pire des cas. D'apr�es [51], l'algorithme \divide and conquer"

est en O(n2), donc il est optimal.

L'exemple donn�e dans le chapitre 4, section 4.3.1, cas 4, est une illustration du pire

des cas : les points sont distribu�es sur deux segments orthogonaux et non coplanaires.

Un autre exemple, issu de la th�eorie des graphes, est constitu�e par le K5 (graphe

complet �a 5 noeuds). En e�et un K5 peut repr�esenter un diagramme de Delaunay �a

5 noeuds comme l'illustre la �gure 17.

Plus g�en�eralement, il existe des graphes de Delaunay 3D complets dont le nombre

de noeuds est n, n entier quelconque [51].

Remarque 2.1 En 2D, la taille du diagramme de Vorono�� est en O(n) dans le pire

des cas et l'algorithme \divide and conquer" reste optimal mais sa complexit�e est en

O(n log4 n).

2.7.2 Analyse du cas uniforme

Dans toute cette section on consid�erera la distribution de points S suivante : soit

S un ensemble de points suivant la densit�e g de probabilit�e uniforme dans la boule
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p1

p2

p3
p4

p5

Fig. 17 - Dans cet exemple le K5 est un graphe de Delaunay : tous les t�etra�edres

(pi; pj; pk; pl), o�u i; j; k; l 2 f1 : : : 5g, et pi, pj , pk et pl sont distincts, sont des t�etra-

�edres de Delaunay.

unit�e de IRd, d � 1. Le nombre moyen ESn de simplexes de Delaunay de DEL(S)

est donn�e par l'�equation :

ESn =

 
n

d + 1

!
Pn (2)

o�u Pn est la probabilit�e d�e�nie par Dwyer [48] :

Pn =
Z
IRd

: : :
Z
IRd

(1 � �d)
n�d�1g(x1) : : : g(xd+1)dx1 : : : dxd+1 (3)

�d �etant le volume normalis�e de l'int�erieur de l'hypersph�ere circonscrite aux xi,

(i = 1; : : : ; d+ 1).

A partir des �equations 2 et 3, Dwyer a d�emontr�e le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.3 (Dwyer) Le nombre moyen ESn de simplexes de Delaunay de

DEL(S) est :

ESn � d!dd�1VdMdn

d + 1
(4)

o�u Vd est le volume de la boule unit�e et Md le volume moyen occup�e par un simplexe

inscrit sur la d-sph�ere unit�e.

D�emonstration : La d�emonstration est tr�es technique et calculatoire. Tous les d�e-

tails sont donn�es dans [48].

Corollaire 2.3 En 3D, le nombre moyen ESn de t�etra�edres de Delaunay de DEL(S)

est : ESn � 6; 77n:
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D�emonstration : Le th�eor�eme 2.3 et le calcul des constantes V3 et M3 donnent le

r�esultat.

Le r�esultat du corollaire 2.3 se retrouve parfaitement en pratique.

En 2D, on trouve que le nombre moyen ESn de triangles de Delaunay est : ESn �
2n, ce qui peut aussi se d�emontrer par la formule de Gauss et qui se retrouve en

pratique.

On peut noter que le th�eor�eme 2.3 montre que, contrairement au pire des cas, la

taille �nale du probl�eme est lin�eaire :

Card(DEL(S)) = O(n):

Une analyse de la complexit�e de l'algorithme incr�emental pour la construction

du diagramme de Vorono�� 3D n�ecessite de connâ�tre le nombre total de t�etra�edres

de Delaunay (ou de mani�ere duale, le nombre de sommets de Vorono��) construits au

cours de l'algorithme.

Proposition 2.7 Le nombre moyen EPn de sommets par poly�edre de Vorono�� ne

d�epend pas de n. Plus pr�ecis�ement on a :

EPn � d!dd�1VdMd (5)

o�u Vd et Md sont d�e�nis dans le th�eor�eme 2.3.

D�emonstration : On sait que ESn =

 
n

d+ 1

!
Pn (�equation 2). On a donc EPn = 

n� 1

d

!
Pn (On �xe un point, et on cherche le nombre moyen de t�etra�edres attach�es

�a ce point). On peut donc �ecrire :

EPn =

 
n� 1

d

!
 

n

d+ 1

!ESn =
(n� 1)! (n� d � 1)! (d+ 1)!

(n� 1� d)! d! n!
ESn:

On obtient alors :

EPn =
d+ 1

n
ESn (6)

et on trouve EPn � d!dd�1VdMd en utilisant l'�equation 4.

Corollaire 2.4 Dans IR3, le nombre moyen EPn de sommets par poly�edre de Vo-

rono�� est : ESn � 28.
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D�emonstration : Le corollaire 2.3 et la proposition 2.7 donnent le r�esultat.

Ce r�esultat se retrouve tr�es bien dans la pratique en 3D.

En 2D, on trouve ESn � 6, ce qui se retrouve �egalement en pratique.

Proposition 2.8 Le nombre moyen ETn de sommets de Vorono�� construits �a la �n

de l'algorithme incr�emental est :

ETn � (d+ 1)ESn:

D�emonstration : A chaque insertion d'un nouveau point dans le diagramme de

Vorono��, on construit un nouveau poly�edre de Vorono��; par cons�equent d'apr�es la

proposition 2.7, on construit EPn sommets de Vorono��. Apr�es n insertions on a donc

ETn = nEPn, et d'apr�es l'�equation 6 on trouve le r�esultat voulu.

Dans la pratique on retrouve bien le même r�esultat : on construit 4 fois trop de

sommets de Vorono�� pour d = 3 et 3 fois trop pour d = 2.

On peut maintenant �enoncer le th�eor�eme �nal.

Th�eor�eme 2.4 Soit S un ensemble de n points distribu�es selon une loi uniforme

dans la boule unit�e de IRd. La complexit�e de la construction incr�ementale du dia-

gramme de Vorono�� bas�e sur les points de S est en O(n log2d n).

D�emonstration : Quand on ins�ere un nouveau point dans la structure de Vorono��,

la recherche du plus proche voisin peut se faire dans un 2d-tree (arbre �a 2d branches).

Cette premi�ere �etape (�etape 1 des algorithmes incr�ementaux) est donc r�ealis�ee en

O(log2d n) (section 2.5.3). De plus la mise �a jour du diagramme est locale d'apr�es

la proposition 2.7. Cette deuxi�eme �etape s'e�ectue donc en O(1) (�etape 2 des algo-

rithmes incr�ementaux). Par cons�equent, l'insertion d'un nouveau point s'e�ectue en

O(log2d n) et donc l'insertion des n points se fait en O(n log2d n).

De nouvelles techniques d'analyse (analyses randomis�ees) des algorithmes incr�e-

mentaux sont �etudi�ees �a l'INRIA Sophia Antipolis [132]. L'id�ee mâ�tresse est de

maintenir une structure parall�ele �a la structure de Vorono��, celle des arbres de De-

launay, pour acc�el�erer la recherche du plus proche voisin dans la premi�ere �etape de

l'algorithme incr�emental (section 2.5.3). La clef de l'analyse de la complexit�e r�eside

dans le fait qu'elle est r�ealis�ee en moyenne. Une th�eorie utilisant de puissants th�eo-

r�emes de probabilit�es a �et�e �elabor�ee. Comme dans le cas de la structure d'octree que
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nous proposons dans la section 2.5.3, le probl�eme est de trouver un bon compromis

entre place m�emoire et complexit�e.

2.8 Conclusion

Dans tous les cas pratiques produits par l'algorithme \split and merge" (Cha-

pitre 3, section 3.3.1), l'algorithme incr�emental v�eri�e la proposition 2.8, et les co-

rollaires 2.3 et 2.4. Cette remarque nous am�ene �a �enoncer la conjecture suivante :

Conjecture 2.1 Si S est un ensemble �ni de points suivant un densit�e de probabi-

lit�e, alors ESn est en O(n).

Cette conjecture expliquerait tr�es bien les excellentes performances pratiques des

algorithmes incr�ementaux dans les cas courants.

On peut donc dire que, malgr�e l'optimalit�e th�eorique de l'algorithme \split and

merge", les algorithmes incr�ementaux ont un comportement optimal dans tous les

cas pratiques que nous avons rencontr�es. Nous avons en e�et montr�e que leur com-

plexit�e �etait meilleure dans le cas de distribution uniforme de points dans la boule

unit�e.

Les algorithmes incr�ementaux pr�esentent donc deux avantages :

� les algorithmes incr�ementaux sont dynamiques (insertion et suppression),

� les algorithmes incr�ementaux sont optimaux dans la plupart des cas.

Ces deux conditions sont n�ecessaires pour rendre possible l'exploitation des DVP

en analyse d'images 2D et 3D, comme nous allons le voir dans les chapitres suivants.



Chapitre 3

Partitionnements du plan et de

l'espace

Ce chapitre est consacr�e aux partitions du plan et de l'espace.

Nous distinguerons essentiellement deux classes de partitionnements :

� les partitionnements non adaptatifs,

� les partitionnements adaptatifs.

Chacune de ces deux grandes classes sera �a son tour divis�ee en deux types de parti-

tionnements :

� les partitionnements rigides,

� les partitionnements non rigides.

Nous d�evelopperons plus sp�eci�quement le partitionnement en poly�edres de Vo-

rono��. Un tel pavage permet de r�ealiser un codage haut niveau (par les poly�edres de

Vorono��), structur�e dans le graphe de voisinage de Delaunay et adapt�e aux donn�ees.

D'autres mod�eles de partitionnement seront �etudi�es : essentiellement les partitions

en octree, et de Delaunay.

Nous appliquerons ensuite ces partitionnements �a l'analyse d'images : compres-

sion, repr�esentation et mesure.

43
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3.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de montrer l'utilit�e des mod�eles g�eom�etriques pour

obtenir une partition de donn�ees volumiques (images tridimensionnelles).

L'id�ee principale est de partitionner l'espace en utilisant des r�egions convexes.

Pour nous, ces r�egions seront les poly�edres de Vorono��. En e�et, les diagrammes de

Vorono�� permettent d'obtenir une partition de l'espace avec de bonnes propri�et�es

g�eom�etriques (Chapitre 2, section 2.2).

Par d�e�nition même du DVP, le codage du partitionnement est tr�es simple. En

e�et, �a chaque poly�edre de Vorono�� on peut associer un germe et, inversement, �a

chaque germe on peut associer un poly�edre de Vorono��. Le contenu d'un poly�edre

sera la moyenne des niveaux de gris des voxels qui lui sont int�erieurs.

De plus, les relations topologiques entre les poly�edres sont contenues dans le

graphe de Delaunay. Les relations de voisinage qui en r�esultent sont tr�es informatives

(Chapitre 2, section 2.2).

Ces relations rendront possibles les �etapes d'analyse et de synth�ese d'images :

� reconstruction 3D,

� segmentation,

� analyse quantitative,

� Visualisation,

� animation.

L'�etape de segmentation est abord�ee dans la section 3.3.3, mais elle sera d�evelop-

p�ee plus en profondeur dans le chapitre 5 en relation avec les mod�eles neuronaux

associ�es aux pyramides et aux DVP, et dans le chapitre 6 en relation avec les mod�eles

markoviens associ�es aux DVP.

Les �etapes de visualisation et d'animation sont d�ecrites dans [96]. Nous utilisons

les outils classiques issus de la synth�ese d'images : lissage de Gouraud, lumi�eres (com-

posante ambiante, �emise, di�use, et sp�eculaire), couleurs, algorithme de Z-bu�er,

assombrissement en fonction de la profondeur, transparence, rotation... Nous ne

d�etaillerons pas davantage ces �etapes, ce qui nous �eloignerait trop de notre propos.
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Les relations topologiques peuvent aussi être utilis�ees pour construire des outils

de morphologie math�ematique [11, 84, 138, 139].

En r�esum�e, un partitionnement est constitu�e d'�el�ements de volume qui peuvent

parfaitement être d�ecrits par leur contenu et les relations de voisinage.

Nous mettrons donc l'accent sur les mod�eles de partitionnement par poly�edres de

Vorono��, mais d'autres partitionnements seront pr�esent�es.

Les r�esultats pr�esent�es (section 3.3.4) sont issus d'images obtenues sur des pr�epa-

rations biologiques 3D. Les images proviennent d'un microscope confocal �a balayage

laser (ZEISS CLSM LSM10) [103] (Figure 18).

Fig. 18 - 18 sections d'une s�erie de 41 sections (256 � 256) d'un noyau cellulaire

obtenue avec un microscope confocal �a balayage laser (CLSM) (LSM10 ZEISS). La

taille des voxels est 0:14�m � 0:14�m � 0:29�m.

Avec un tel capteur la r�esolution est de 0; 14 �m dans chaque direction dans le

plan focal et de 0; 29 �m dans la direction axiale. Le microscope confocal �a balayage

laser donne la possibilit�e de r�ealiser des coupes optiques de sp�ecimens transparents

et uorescents selon un processus non destructif. Les donn�ees sont digitalis�ees par

coupe et m�emoris�ees dans un tableau 3D dans lequel les valeurs sont proportionnelles

�a l'intensit�e de la uorescence correspondant au sous-volume du voxel consid�er�e. Ces

valeurs sont comprises entre 0 et 255 et repr�esentent des niveaux de gris. Ainsi, pour

donner un ordre de grandeur, un volume de 256 � 256 � 256 repr�esente 16 M�ega-

Octets en m�emoire. Dans ce volume, la dimension r�eelle des voxels est d�e�nie par les

pas de discr�etisation Si, Sj, et Sk, utilis�es durant l'acquisition du volume. Comme la
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r�esolution axiale est di��erente de la r�esolution lat�erale, le volume discret est compos�e

de voxels non-cubiques, ce qui g�en�ere un art�efact du syst�eme d'acquisition. Dans nos

applications en biologie (cellules de coeur ou noyaux cellulaires) o�u le volume est de

256 � 256 � 41, Si et Sj sont �egaux �a 0; 14 �m et Sk, �a 0; 29 �m. On peut dire que

les principaux art�efacts g�en�er�es par le syst�eme d'acquisition sont :

� des voxels non cubiques,

� un bruit de type haute fr�equence,

� une contribution des plans voisins hors focal.

Divers algorithmes pour corriger ces art�efacts existent [104]. Une fois les art�efacts

corrig�es par des pr�etraitements li�es au syst�eme d'acquisition, l'algorithme de parti-

tionnement que nous pr�esentons dans la section 3.3.1 peut être utilis�e.

Le plan de ce chapitre consacr�e aux partitionnements sera le suivant. Dans la

section 3.2, nous parlerons des mod�eles de partitionnement en g�en�eral : nous dis-

tinguerons les partitionnements non adaptatifs des partitionnements adaptatifs, et

les mod�eles rigides, des mod�eles non rigides. Dans la section 3.3, nous d�etaillerons

notre algorithme de partitionnement en poly�edres de Vorono��, mod�ele adaptif et non

rigide en 3D. La section 3.4 s'attachera �a donner d'autres mod�eles de partitionne-

ments (octree, section 3.4.1 ; Delaunay, section 3.4.2), avec un souci de comparaison,

section 3.4.3, des di��erentes m�ethodes de partitionnement pr�esent�ees dans ce cha-

pitre. Nous donnerons en�n (section 3.5), une conclusion. Dans ce chapitre, tous

les algorithmes ont �et�e impl�ement�es en 2D et en 3D. Les illustrations seront donc

donn�ees indi��eremment en 2D ou en 3D.

3.2 Partitionnements : g�en�eralit�es

Il existe une in�nit�e de pavages du plan IR2 et de l'espace IR3. De nombreux dessins

d'Esher sont des exemples de pavage du plan o�u les �el�ements de surface s'embô�tent

�a l'in�ni. Mais ces partitionnements sont di�ciles �a exploiter. En e�et, dans le

but pr�ecis de la repr�esentation d'images, des contraintes particuli�eres peuvent être

impos�ees pour des raisons �evidentes de formation des images et d'impl�ementation

algorithmique [39].
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Les partitionnements peuvent être class�es en deux grandes cat�egories : les pavages

adaptatifs et les pavages non adaptatifs. Chacune de ces deux classes peut être �a son

tour divis�ee en deux : les mod�eles rigides et les mod�eles non rigides. C'est autour de

ces di��erents mod�eles que nous allons articuler cette section.

3.2.1 Partitionnements non adaptatifs

Ce type de partitionnement n'est pas adapt�e au contenu du volume de donn�ees.

Tout se passe comme si le volume �a partitionner �etait homog�ene. Par cons�equent,

chaque �el�ement de volume constituant la partition est tr�es peu informatif. De même,

les liaisons structurant ces �el�ements ne seront pas signi�catives.

Nous pouvons donner une d�e�nition plus pr�ecise des partitionnements non adap-

tatifs comme suit :

D�e�nition 3.1 (Partitionnements non adaptatifs) Un partitionnement non adap-

tatif d'une image I (2D ou 3D) est un partitionnement o�u la position de chaque �el�e-

ment de partition est g�er�e par une fonction externe au contenu informatif de l'image

(e.g. niveaux de gris).

Dans cette classe nous distinguons :

� les mod�eles rigides non adaptatifs,

� les mod�eles non rigides non adaptatifs.

Mod�eles rigides

Par mod�eles rigides, nous entendons les mod�eles dont les motifs de base sont �g�es

et en petit nombre. Parmi les pavages non adaptatifs et r�eguliers, nous avons les

fameux pavages dessin�es par Escher (Figure 19), et, en ce qui nous concerne, les

pavages par des polygones r�eguliers en 2D, ou par des poly�edres r�eguliers en 3D.

En 2D, il existe une in�nit�e de polygones r�eguliers (angles �egaux deux �a deux et

longueurs des arêtes �egales deux �a deux) et on sait qu'il n'existe que trois partition-

nements r�eguliers (i.e compos�es de polygones r�eguliers) :

� le partitionnement carr�e,

� le partitionnement triangulaire,
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Fig. 19 - Le ciel et l'enfer. M. C. Escher.

� le partitionnement hexagonal,

et 8 pavages semi-r�eguliers (compos�es de deux polygones r�eguliers de base) [39].

En 3D, il n'existe plus que cinq poly�edres r�eguliers : le t�etra�edre, le cube, l'octa-

�edre, le dod�eca�edre et l'icosa�edre, et il n'existe plus qu'un seul pavage r�egulier de

l'espace :

� le partitionnement cubique.

Le mod�ele rigide le plus utilis�e est sans doute le partitionnement par des carr�es

en 2D et le partitionnement par des cubes en 3D, pour une raison essentielle : la
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facilit�e algorithmique. On peut d�ecrire le processus de la mani�ere suivante : Soit une

image 3D de taille (2n)3, et p = 2m, 0 � m � n, le pas de discr�etisation.

Algorithme: Partitionnement cubique

1. Partitionner l'image 3D en (2n�m)3 cubes C de taille (2m)3.

2. Pour tous les cubes C, calculer la moyenne des niveaux de gris.

Les �gures 20 et 21 montrent le r�esultat d'un tel partitionnement en 2D.

Fig. 20 - Partitionnement en 1024 carr�es 8 � 8 de l'image \femme".

Fig. 21 - Partitionnement en 4096 carr�es 4 � 4 de l'image \femme".
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Mod�eles non rigides

Par mod�eles non rigides, nous entendons les mod�eles qui ne poss�edent pas des mo-

tifs de base. Parmi ces partitionnements non adaptatifs et non rigides, nous pouvons

citer les partitionnements en r�egions de Vorono�� (polygones en 2D, poly�edres en 3D),

o�u les positions des germes associ�es aux r�egions de Vorono�� ne sont pas adapt�ees aux

donn�ees [1]. L'algorithme peut être d�ecrit tr�es simplement de la mani�ere suivante :

Algorithme: Partitionnement de Vorono�� non adaptatif

1. Ensemencer l'image par un grand nombre de germes selon un processus de

Poisson.

2. Calculer le diagramme de Vorono�� associ�e �a ces germes.

3. Pour tous les poly�edres de Vorono��, calculer la moyenne des niveaux de gris.

L'�etape 1 montre que la position des germes ne d�epend pas de l'image. Comme

nous le verrons dans la section 3.3, ce principe ne sera plus v�eri��e dans un environ-

nement de type \split and merge".

On voit bien que pour un partitionnement non adaptatif, un algorithme dyna-

mique (i.e. incr�emental) de construction du DVP est inutile. En e�et, nous avons

comme donn�ee initiale, la connaissance de la position et du nombre total de tous les

germes. Par cons�equent un algorithme de construction du DVP de type global (e.g.

\divide and conquer", Chapitre 2 section 2.3.1) pourra être utilis�e. Une illustration

d'un partitionnement de Vorono�� non adaptatif 2D est donn�ee dans la �gure 22.

Un autre partitionnement non adaptatif et non rigide est le partitionnement en

t�etra�edres de Delaunay, les t�etra�edres �etant distribu�es uniform�ement dans l'image.

Le principe algorithmique est similaire �a celui que nous venons de pr�esenter pour

le partitionnement de Vorono�� non adaptatif. La �gure 23 est une illustration du

partitionnement 2D en triangles de Delaunay non adaptatif.

3.2.2 Partitionnements adaptatifs

Ce type de partitionnement est adapt�e au contenu du volume de donn�ees. Par

cons�equent, chaque �el�ement de volume constituant la partition contiendra une infor-

mation tr�es riche, et les liaisons structurant ces �el�ements seront tr�es signi�catives,

surtout en ce qui concerne les partitions de Vorono�� adaptatives.
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Fig. 22 - Partitionnement non adaptatif avec 4000 polygones de Vorono�� de l'image

\femme".

Fig. 23 - Partitionnement non adaptatif avec 4000 triangles de Delaunay de l'image

\femme".

D�e�nition 3.2 (Partitionnements adaptatifs) Un partitionnement adaptatif d'une

image I (2D ou 3D) est un partitionnement o�u la position de chaque �el�ement de par-

tition est g�er�ee par une fonction d�ependant du contenu informatif de l'image (e.g.

niveaux de gris).

Comme dans la section pr�ec�edente, nous distinguons dans cette classe :

� les mod�eles rigides adaptatifs,

� les mod�eles non rigides adaptatifs.

L'id�ee directrice est de trouver un codage haut niveau adapt�e au volume de don-

n�ees. Une fa�con correcte de proc�eder est de travailler dynamiquement, de mani�ere �a
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ce que l'image puisse guider la localisation des �el�ements de volume. Pour r�epondre

�a une telle contrainte, nous utiliserons un algorithme g�en�eral de type \split and

merge" ou division et fusion [38] :

1. Phase de division

2. Phase de fusion

C'est dans la phase de division que la localisation des �el�ements est guid�ee par le

contenu de l'image. Il est donc n�ecessaire de trouver des r�egles simples pour ins�erer

des �el�ements de volumes lors de la phase de division.

Mod�eles rigides

Les partitionnements en quadtrees et en octrees repr�esentent une solution aux

partitionnements adaptatifs [118, 108]. Toutefois, nous quali�erons ce type de par-

titionnement de rigide puisque que les �el�ements de volume sont exclusivement cu-

biques. L'�etude d�etaill�ee des partitionnements en octrees est r�ealis�ee dans la section

3.4.1.

Les partitionnements Horizontal Vertical (HV) font aussi partie des mod�eles ri-

gides. Ils consistent �a diviser r�ecursivement l'image en deux, alternativement hori-

zontalement et verticalement, suivant un crit�ere d'homog�en�eit�e. Le d�ecoupage r�e-

cursif en deux parties peut être r�ealis�e de mani�ere optimale (par exemple la somme

des variances des deux parties doit être minimale). Ces partitionnements semblent

mieux adapt�es aux donn�ees que les octrees [54].

Le côt�e dynamique de ces deux partitionnements se retrouve dans le côt�e r�ecursif

des algorithmes associ�es.

Mod�eles non rigides

Les partitionnements en poly�edres de Vorono�� (section 3.3) ou en t�etra�edres de

Delaunay (section 3.4.2) sont eux aussi bien adapt�es au probl�eme.

En e�et, nous savons ins�erer des sites dans un diagramme de Vorono�� ou de

Delaunay dynamiquement, par les algorithmes incr�ementaux (Chapitre 2, section

2.4). De plus, contrairement aux cubes contenus dans le partitionnement en octrees,

les poly�edres de Vorono�� et les t�etra�edres de Delaunay pr�esentent l'avantage d'être

non rigides.
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Dans la section 3.4.3, nous tenterons d'�etablir une comparaison entre ces di��erents

partitionnements.

3.3 Partitionnement par le mod�ele de Vorono��

Nous allons d�etailler dans cette section notre algorithme de partitionnement

d'images volumiques en niveaux de gris par le mod�ele de Vorono��. Cette m�ethode

est adaptative et non rigide. Notre algorithme est une g�en�eralisation du \split and

merge" sur les structures r�eguli�eres de type quadtree (rigide) [55] et sur la structure

irr�eguli�ere de type Vorono�� (non rigide) en 2D [38] �etendue �a la structure irr�eguli�ere

de type Vorono�� (non rigide) en 3D [12].

3.3.1 Algorithme \split and merge"

Notre algorithme proc�ede en deux �etapes : les deux �etapes de l'algorithme \split

and merge".

Dans l'�etape de division, des poly�edres sont ajout�es dans l'image jusqu'�a conver-

gence. Cette �etape demande une gestion dynamique du DVP. Dans l '�etape de fusion,

des poly�edres sont supprim�es. Les poly�edres sont ajout�es et supprim�es selon des cri-

t�eres que nous allons d�e�nir ci-apr�es.

D�e�nition 3.3 (Poly�edre homog�ene) Un poly�edre de Vorono��, V orS(p), est dit

homog�ene si, et seulement si, l'�ecart type des niveaux de gris des voxels contenus

dans V orS(p), not�e �(V orS(p)), est inf�erieur �a un seuil s1 donn�e.

V orS(p) homog�ene () �(V orS(p)) � s1

L'homog�en�eit�e est donc calcul�ee sur un simple crit�ere statistique. Des fonctions

plus robustes, comme le gradient morphologique [122, 123], ont �et�e test�ees sans

apporter une am�elioration signi�cative �a l'algorithme \split and merge".

D�e�nition 3.4 (Poly�edre inutile) Un poly�edre de Vorono��, V orS(p), est dit in-

utile si, et seulement si, la di��erence des niveaux de gris de V orS(p) et de chaque

poly�edre voisin de V orS(p) est plus petite qu'un seuil s2 �x�e.

Si on note m(V orS(p)) le niveau de gris moyen associ�e �a un poly�edre V orS(p),

on a :
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V orS(p) inutile () 8pi 2 NS(p), jm(V orS(p)) �m(V orS(pi))j � s2

Globalement, si un poly�edre est non homog�ene (D�e�nition 3.3), on ajoute des

germes selon un crit�ere g�eom�etrique (D�e�nition 3.5), sinon on ne fait rien. On conti-

nue ainsi jusqu'�a la convergence (tous les poly�edres sont homog�enes). Dans l'�etape

de fusion, on suppime les poly�edres inutiles (D�e�nition 3.4).

D�e�nition 3.5 (Ajout poly�edres) Soit V orS(p) un poly�edre non homog�ene. Un

germe q est ajout�e sur chaque barycentre des faces s�eparant V orS(p) de V orS(q),

q 2 NS(p). Si la surface est trop petite par rapport �a un pourcentage s3 �x�e de la

surface totale de V orS(p), le germe q n'est pas ins�er�e.

8pi 2 NS(p), q = Bary(V orS(p) \ V orS(pi)) si
Surf(V orS(p) \ V orS(pi))

Surf(V orS(p))
> s3

Une illustration dans le plan de la proc�edure d'ajout est donn�ee en �gure 24.

Le barycentre est ici simplement le milieu des segments de Vorono�� consid�er�es. On

remarque que, pour un seuil s3 raisonnable, on n'ajoute pas de site sur l'arête g�en�er�ee

par les germes p et n. On peut noter que cette proc�edure permet de diviser un

polygone et, de mani�ere similaire, de diviser un poly�edre.

p

q1

n

n1

n2

n3

n4

n5
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q
2

q3
q4
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Fig. 24 - Exemple d'ajout de germes en 2D. La r�egion en pointill�e repr�esente la

nouvelle zone de Vorono�� de p.
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Fig. 25 - Exemple d'ajout de germes en 2D utilis�e dans [94].

Avec le processus d'ajout utilis�e dans [94], les germes sont ajout�es sur les arêtes

joignant le germe du polygone �a diviser �a chacun des sommets constituant ce poly-

gone (Figure 25).

L'avantage de notre m�ethode est de pouvoir descendre au niveau du pixel et, de

plus, �a chaque �etape nous ajoutons globalement deux fois moins de sites, ce qui nous

permet d'être plus adaptatif. D'autre part, en 3D, un poly�edre poss�ede beaucoup

moins de faces que de sommets de Vorono��, ce qui nous permet de mieux contrôler

l'insertion des nouveaux germes. Ces remarques permettent de justi�er des r�esultats

de meilleure qualit�e.

Plus pr�ecis�ement, l'algorithme peut être d�ecrit dans ses grandes lignes comme

suit :

Algorithme: Partitionnement Vorono��

1. Ensemencer l'image par un petit nombre de germes selon un processus de

Poisson (ou avec un germe central et un germe dans chaque coin de l'image).

2. R�ep�eter jusqu'�a la convergence (tous les poly�edres sont homog�enes (D�e�nition

3.3)).

(a) Calculer le diagramme de Vorono��.

(b) Calculer la moyenne des niveaux de gris, l'�ecart type, et le volume de

chaque poly�edre.
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(c) Pour chaque poly�edre, e�ectuer une division si le poly�edre est non homo-

g�ene (D�e�nition 3.5).

3. Fusion : suppression des poly�edres inutiles (D�e�nition 3.4).

L'�etape de fusion (�etape 6) consiste �a chercher tous les poly�edres inutiles, et une

fois cette recherche termin�ee, on proc�ede �a leur suppression de la structure. Cette

suppression peut se faire en O(1) en utilisant l'algorithme de suppression d�ecrit dans

le chapitre 2, section 2.6.

L'algorithme pr�ec�edent converge. En e�et, la proc�edure d'ajout donn�ee dans la

d�e�nition 3.5 divise bien les poly�edres non homog�enes. Dans le pire des cas, �a la

convergence, chaque poly�edre ne contient plus qu'un seul voxel, ce qui donne un

�ecart type de 0, et, dans ce cas, tous les poly�edres sont homog�enes.

L'�etape 1 des algorithmes incr�ementaux (Chapitre 2, section 2.4) est r�ealis�ee

en O(1) dans un environnement \split and merge". En e�et, si V orS(p) est un

poly�edre non homog�ene, on peut calculer les germes �a ins�erer q en leur donnant p

comme \p�ere". Quand les germes q seront ins�er�es dans la structure, la phase 1 des

algorithmes incr�ementaux (Chapitre 2, section 2.4) peut être initialis�ee �a partir du

\p�ere" p de q. Par construction, p et q ne sont pas tr�es �eloign�es (q 2 NS[p(p) dans

DEL(S [ q)) : par cons�equent la recherche peut se faire en O(1) en moyenne.

De plus, en pratique, l'�etape 2 des algorithmes incr�ementaux est aussi en O(1) ;

par cons�equent, dans un environnement \split and merge", l'algorithme incr�emental

pour construire le DVP 3D est en O(n).

Une alternative �a l'algorithme \split and merge" est propos�ee dans le chapitre 6,

section 6.5.

Une illustration de notre algorithme est donn�ee en 2D dans la �gure 26, o�u la

taille de l'image est de 256 � 256. Le r�esultat �nal est obtenu en quelques secondes

sur une silicon graphics indigo.

La �gure 27 illustre le processus \split and merge" en 3D. La taille de l'image est

ici de 128 � 128 � 31 et le temps de calcul est de 3 minutes approximativement sur

une silicon graphics indigo.

D'autres illustrations en 3D sont donn�ees dans la section 3.3.4.
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(a) Division. De la gauche vers la droite et de haut en
bas : image originale, 5 polygones, 13 polygones, 41 po-
lygones, 126 polygones, 410 polygones, 1316 polygones,
3906 polygones, 9977 polygones.

(b) R�esultat. A gauche, image originale ; au centre, r�e-
sultat de la division (10585 polygones) et le graphe
correspondant au dessous ; �a droite r�esultat de la fu-
sion (9033 polygones) et le graphe correspondant au
dessous.

Fig. 26 - Algorithme \split and merge" bas�e sur le DVP 2D.
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Fig. 27 - Convergence de l'algorithme de \split and merge" dans un environnement

de Vorono�� sur l'image d'un chromosome.

3.3.2 Etiquetage

Une �etape d'�etiquetage de chaque poly�edre V orS(p) est n�ecessaire pour permettre

le calcul du volume, V ol(V orS(p)), de la moyenne,

m(V orS(p)) =
1

V ol(V orS(p))

X
v2V orS(p)

n(v)

et de l'�ecart type,

�(V orS(p)) =

vuut 1

V ol(V orS(p))

X
v2V orS(p)

(n(v)�m(V orS(p)))2

de chaque poly�edre.

C'est un probl�eme classique de g�eom�etrie algorithmique mais tr�es di�cile dans

notre cas puisque 256� 256� 41 voxels sont �a �etiqueter dans l'exemple de la cellule

(section 3.3.4).

En 2D une solution utilisant les outils de g�eom�etrie discr�ete a �et�e d�evelopp�ee

grâce �a une bonne connaissance des droites discr�etes dans le plan. En 3D la notion

de plan discret est bien plus complexe [2]. Par cons�equent, nous avons opt�e pour

une solution issue de la g�eom�etrie algorithmique.
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La di�cult�e est donc de r�ealiser un �etiquetage de mani�ere e�cace. C'est dans

cette �etape que les partitionnements r�eguliers de type octree sont extrêmement per-

formants puisque les �el�ements de volume sont cubiques et que, par cons�equent, un

simple balayage permet de trouver tous les voxels int�erieurs au cube. Dans notre cas,

les �el�ements de volume sont poly�edraux mais structur�es dans le graphe de Delau-

nay. La nouveaut�e de notre technique d'�etiquetage vient justement de l'utilisation

de cette structure. Notre algorithme peut être d�ecrit comme suit.

Algorithme d'�etiquetage d'un poly�edre

1. Chercher le plus petit parall�el�epip�ede rectangle Pp contenant V orS(p).

2. Pour chaque voxel v 2 Pp, chercher le germe q le plus proche de v. Cette re-

cherche est faite dans le graphe de Delaunay. Elle est initialis�ee par p (Chapitre

2, section 2.5.1).

3. A�ecter v �a V orS(q).

L'int�erêt de cet algorithme est que l'�etape 2 se fait en O(1). En e�et la recherche

du germe q le plus proche de v peut être initialis�ee par le germe p qui n'est pas tr�es

�eloign�e de v puisque v est contenu dans Pp (Figure 28).

p

v

q

Fig. 28 - Bô�te englobante associ�ee au polygone V orS(p). Le germe le plus proche

de v est q, la recherche se fait �a partir de p.



60 CHAPITRE 3. PARTITIONNEMENTS DU PLAN ET DE L'ESPACE

Notre algorithme est donc th�eoriquement e�cace. En pratique, la lab�elisation de

tous les poly�edres de Vorono�� d'un volume de 256 � 256 � 41 se fait en quelques

secondes.

3.3.3 Compression, extraction et mesures

Avant de nous plonger dans des exploitations plus complexes (chapitre 5 et cha-

pitre 6), nous pr�esentons dans cette section les premi�eres applications possibles du

partitionnement en poly�edres de Vorono�� : compression, extraction et mesures.

Compression

Le codage par partitionnement en poly�edres de Vorono�� d'une image 3D donne

une repr�esentation compress�ee du volume de donn�ees. Le taux TC de compression

est calcul�e de la mani�ere suivante :

TC =
bpxyz

n(nx + ny + nz + bp)

o�u x, y et z repr�esentent la taille en x, en y et en z du volume de donn�ees, n

repr�esente le nombre de poly�edres obtenu apr�es la phase de fusion de l'algorithme

\split and merge" (section 3.3.1), nx (resp. ny et nz) repr�esente le nombre de bytes

pour coder les abscisses (resp. les ordonn�ees et les altitudes) des germes, et en�n

bp est le nombre de bytes n�ecessaire pour coder l'intensit�e des niveaux de gris. Le

num�erateur repr�esente donc le nombre total de bytes pour coder l'image avant la

compression et le d�enominateur repr�esente le nombre total de bytes pour coder

l'image apr�es la compression.

Dans l'exemple de la cellule (3.3.4), l'image est compos�ee de 256�256�41 voxels.

Chaque voxel est cod�e sur 256 niveaux de gris. Le volume de donn�ees aura donc une

taille de 256� 256� 41� 8. Le nombre de poly�edres obtenu, pour un �ecart type de

7 et apr�es fusion, est d'environ 12000 ; le nombre de bytes n�ecessaire pour coder les

poly�edres avec leurs niveaux de gris moyen est donc �egal �a (8 + 8 + 6 + 8)� 12000.

Le taux de compression est par cons�equent de 60.

Extraction

Le principal outil utilis�e pour extraire un objet 3D de l'image tridimension-

nelle est l'algorithme de recherche d'une composante connexe dans un graphe sous
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contraintes. La contrainte est, dans ce cas, sur les niveaux de gris.

L'algorithme consiste donc �a regrouper de mani�ere s�equentielle les poly�edres qui

ont un niveau de gris similaire. Chaque objet devra par cons�equent correspondre �a

une composante connexe.

Cette m�ethode se r�ev�ele tr�es e�cace sur les images provenant du microscope

confocal �a balayage laser car les objets se distinguent tr�es bien du fond, fond non

exploitable pour l'utilisateur. Les exemples donn�es dans la section 3.3.1 illustrent

bien ce fait.

Pour des images plus complexes, nous verrons dans les chapitres 5 et 6 que des

techniques plus �evolu�ees seront utiles pour extraire les objets.

Nous nous sommes aussi int�eress�es aux algorithmes issus de la morphologie ma-

th�ematique sur les graphes [139]. Nous en avons impl�ement�e quelques uns : dilatation

binaire et num�erique, �erosion binaire et num�erique, zones d'inuences, Ligne de Par-

tage des Eaux (LPE)... [84].

Il est apparu que les r�esultats n'�etaient pas probants en ce qui concerne la segmen-

tation. L'explication que nous en avons donn�ee est d'ordre th�eorique : si les boules

sont convexes sur des grilles r�eguli�eres (carr�ees ou hexagonales par exemple), ce n'est

plus le cas sur des graphes al�eatoires, et en particulier sur le graphe de Delaunay

(Figure 29). De ce fait, nous n'avons plus l'inclusion des boules de rayon croissant

et de même centre (avec la distance graphe, deux points voisins sont �a distance 1).

L'extraction des objets est n�ecessaire, si on veut par la suite proc�eder �a des

mesures de param�etres caract�erisant l'objet.

Mesures

En biologie, et particuli�erement dans l'�etude du mode d'organisation du g�enome

humain, il est n�ecessaire de calculer la distance entre une s�equence d'ADN (r�ev�el�ee

par uorescence) et une marque caract�eristique (centrom�ere) du chromosome. Un

tel calcul est di�cile puisque le plus souvent les objets (chromosomes) ne sont pas

convexes.

Pour r�esoudre ce probl�eme, nous avons utilis�e l'algorithme de Dijkstra [117] qui

consiste �a rechercher le plus court chemin reliant deux noeuds dans un graphe �a

poids positifs. Pour ce qui nous concerne, le graphe utilis�e pour un tel calcul est

le graphe de Vorono��, et le poids associ�e �a deux noeuds du graphe est la distance

euclidienne les s�eparant.
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Fig. 29 - Probl�eme pos�e par la dilatation binaire en morphologie math�ematiques

sur le graphe de Delaunay. Les points noirs forment la boule de rayon 1 et les points

noirs et blancs la boule de rayon 2. Un point de la boule de rayon 2 est contenu dans

l'enveloppe convexe des points formant la boule de rayon 1.

La raison fondamentale de ce choix provient d'une propri�et�e importante du dia-

gramme de Vorono�� que nous d�etaillerons dans le chapitre 4 : le squelette d'un objet

O est un sous-graphe du DVG de O. Cette propri�et�e permet de lier une approxi-

mation du squelette des objets �a un sous-graphe Sq du DVP : nous verrons que le

DVG peut être approxim�e par le DVP en discr�etisant l'objet O. Les sommets de

Vorono�� appartenant �a Sq seront ceux ayant leurs quatre germes cr�eateurs associ�es

�a des poly�edres int�erieurs �a l'objet (poly�edres appartenant �a la composante connexe

de l'objet obtenu par extraction).

Le calcul de la distance entre deux sommets s1 et s2 de Sq consiste alors �a

calculer la plus courte distance dm entre s1 et s2 dans le graphe de Vorono�� restreint

�a Sq en utilisant l'algorithme de Dijkstra. La complexit�e de cet algorithme est en

O(Card(Sq)). En pratique, le calcul est fait en temps r�eel. Des �etudes sont e�ectu�ees

pour calculer l'erreur commise dans le calcul de Sq [4] et donc pour calculer l'erreur

commise sur la distance dm.

La �gure 30 montre un r�esultat que nous avons obtenu en 3D.
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Fig. 30 - Calcul de distances intra-chromosomales �a l'aide de l'algorithme de Dijks-

tra. Le chemin est compos�e d'arêtes de Vorono�� et s'approche du squelette du chro-

mosome.

3.3.4 R�esultats sur des images 3D

Le premier exemple est donn�e par l'image 3D d'un chromosome. L'�etude de

tels chromosomes est int�eressante dans le cadre du projet europ�een Human Ge-

nom (GENO-CT91-0029). Le volume de donn�ees est compos�e de 31 coupes optiques

de 128 � 128 pixels chacune. L'algorithme \split and merge" converge avec environ

7000 poly�edres en utilisant un �ecart type de 13. Il reste �a peu pr�es 6000 poly�edres

apr�es l'�etape de fusion. Pour cet exemple le taux de compression est de 25. Le temps

de calcul total est de 1 mn 30 s (Figure 27).

Le second exemple est l'image d'un noyau cellulaire. Le volume de donn�ees est

compos�e de 41 coupes optiques de 256�256 pixels chacune (Figure 18). L'algorithme

\split and merge" converge avec environ 15000 poly�edres en utilisant un �ecart type

de 7. Il reste �a peu pr�es 12000 poly�edres apr�es l'�etape de fusion. Pour ce deuxi�eme

exemple le taux de compression est de 60. Le temps de calcul total est de 3 mn

(Figure 31).

Un troisi�eme exemple est donn�e par l'image d'un autre chromosome. Le volume

de donn�ees est compos�e de 21 coupes optiques de 128 � 128 pixels chacune (Figure

32). On peut remarquer que ces images sont tr�es bruit�ees. L'algorithme \split and

merge" converge avec environ 6000 poly�edres en utilisant un �ecart type de 7. Il reste

�a peu pr�es 5000 poly�edres apr�es l'�etape de fusion. Pour ce troisi�eme exemple le taux

de compression est de 13 environ. Le temps de calcul total est de 1 mn (�gure 33).
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Fig. 31 - Di��erentes vues du r�esultat de l'algorithme \split and merge" �a partir

des poly�edres de Vorono�� sur un noyau cellulaire

3.4 Etude du mod�ele octree et du mod�ele de De-

launay. Comparaison des partitionnements

L'algorithme \split and merge" sur le mod�ele de Vorono��, d�ecrit dans la section

3.3, peut être �etendu �a d'autres mod�eles g�eom�etriques. Nous avons test�e cet algo-

rithme sur le partitionnement en octrees o�u les �el�ements de volume sont des cubes,

et sur le partitionnement de Delaunay o�u les �el�ements de volume sont des t�etra�edres.
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Fig. 32 - 16 sections d'une s�erie de 21 sections (128�128) d'un chromosome obtenu

avec un microscope confocal �a balayage laser (CLSM) (LSM10 ZEISS).

3.4.1 Partitionnement par le mod�ele octree

De nombreux articles traitent des partitionnements en quadtrees et en octrees

[118]. L'id�ee ici est d'utiliser ces partitions en analyse d'images. Une r�ecente publi-

cation traite du sujet en 3D [108]. Les partitionnements en quadtrees ou en octrees

font partie, comme nous l'avons d�ej�a soulign�e, des partitionnement que nous avons

appel�es rigides. L'algorithme peut être d�ecrit s�equentiellement et dans ses grandes

lignes de la mani�ere suivante :

Algorithme: Partitionnement octree

1. Initialiser l'octree avec toute l'image 3D (une seule feuille pour le volume

entier).

2. It�erer jusqu`�a convergence (toutes les feuilles sont homog�enes).

(a) Calculer la moyenne des niveaux de gris, l'�ecart type, et le volume de

chaque cube.

(b) Pour chaque cube, si le cube est non homog�ene (D�e�nition 3.3, adapt�ee

�a des cubes), alors le cube est subdivis�e en 8 sous-cubes.
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Fig. 33 - Di��erentes vues du r�esultat de l'algorithme \split and merge" �a partir

des poly�edres de Vorono�� sur un chromosome.

De nombreuses variantes des octrees sont �etudi�ees, notamment en ce qui concerne

le d�ecoupage d'une feuille, de fa�con �a rendre moins rigide la mani�ere de partition-

ner un cube. N�eanmoins, tous les �el�ements de volume seront des parall�el�epip�edes

rectangles. Telle que nous l'avons d�e�nie dans la section 3.3.1, la fusion n'est pas

r�ealisable pour les quadtrees ou les octrees.

La �gure 34 illustre le processus en 2D, r�esultat �a comparer avec les r�esultats des

�gures 26 et 36. La �gure 35 donne le r�esultat obtenu pour le chromosome en 3D,

r�esultat �a comparer avec les r�esultats des �gures 27 et 37.
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Fig. 34 - Partitionnement en quadtrees de l'image \femme". De la gauche vers la

droite et de haut en bas : image originale, 4 carr�es, 16 carr�es, 64 carr�es, 244 carr�es,

874 carr�es, 3037 carr�es, 9823 carr�es, repr�esentation des carr�es.

3.4.2 Partitionnement par le mod�ele de Delaunay

Comme nous l'avons d�ej�a vu dans le chapitre 2, section 2.2, si S est un ensemble

�ni de points de IR3, le diagramme de Delaunay de S est une partition en t�etra�edres

de l'enveloppe convexe de S. Comme pour le mod�ele de Vorono��, on voudrait utiliser

ce partitionnement en analyse d'images. Une r�ecente publication traite du sujet en

2D [40]. La di��erence essentielle entre ce partitionnement et celui obtenu avec des

poly�edres de Vorono�� consiste dans le fait que les �el�ements de volume disposent d'un

nombre de faces �g�e (4 pour un t�etra�edre). La proc�edure d'ajout s'e�ectuera selon

le crit�ere suivant :

D�e�nition 3.6 (Ajout t�etra�edre) Soit T un t�etra�edre non homog�ene. Un germe

q sera ajout�e sur le barycentre de T .

L'algorithme peut être d�ecrit de la mani�ere suivante :
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Fig. 35 - Partitionnement en octrees d'un chromosome (11500 cubes).

Algorithme: Partitionnement Delaunay

1. Ensemencer l'image par un petit nombre de germes selon un processus de

Poisson.

2. R�ep�eter jusqu'�a convergence (tous les t�etra�edres sont homog�enes).

(a) Calculer le diagramme de Delaunay.

(b) Calculer la moyenne des niveaux de gris, l'�ecart type, et le volume de

chaque t�etra�edre.

(c) Diviser (D�e�nition 3.6) chaque t�etra�edre non homog�ene (D�e�nition 3.3,

adapt�ee �a des t�etra�edres).

3. Fusion : suppression des t�etra�edres inutiles (D�e�nition 3.7).

En l'absence d'un crit�ere aussi simple que celui employ�e dans le cas du parti-

tionnement en poly�edres de Vorono�� pour supprimer un t�etra�edre, l'�etape de fusion

(�etape 6) est bas�ee sur la d�e�nition suivante :
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D�e�nition 3.7 (T�etra�edre inutile) Soit p 2 S. Si tous les t�etra�edres du poly�edre

�etoil�e PE(p)) sont homog�enes et de même niveau de gris, alors les t�etra�edres de

PE(p) sont dits inutiles.

L'algorithme de fusion consiste alors �a chercher tous les t�etra�edres inutiles, cor-

respondant aux poly�edres �etoil�es PE(p), et �a supprimer de la structure de Delaunay

les germes p, associ�es �a ces poly�edres �etoil�es.

La �gure 36 donne une illustration du processus en 2D �a comparer avec les �gures

26 et 34 et la �gure 37 donne le r�esultat obtenu sur le chromosome 3D �a comparer

avec les �gures 27 et 35.

3.4.3 Comparaison des mod�eles de partitionnement

Pour commencer, prenons l'exemple du noyau cellulaire que nous avons pr�esent�e

dans la section 3.3.4. Pour chaque mod�ele de partitionnement, nous avons compar�e

certains param�etres.

Mod�ele Vorono�� Delaunay octree

El�ements de volumes poly�edres t�etra�edres cubes

Nombre n de faces 4 � n � 24 n = 4 n = 6

Orientation des faces arbitraire arbitraire Oxy, Oxz, Oyz

Type du mod�ele non rigide non rigide rigide

Nombre d'�el�ements 12000 15000 20000

Fusion oui oui non

Squelette oui oui non

Temps CPU 30 40 10"

Plusieurs points se d�egagent de ce tableau. Nous notons d'abord un fait assez

g�en�eral que nous avons constat�e dans la plupart des images que nous avons �etudi�ees,

aussi bien en 2D qu'en 3D.

Le partitionnement en poly�edres de Vorono�� est le mieux adapt�e �a l'image. En

e�et, c'est le partitionnement poss�edant le moins d'�el�ements de volume. A titre de

comparaison, pour le partitionnement cubique, un calcul simple montre qu'il faut

41984 cubes de tailles 4� 4 � 4 pour partitionner l'image du noyau cellulaire.

De même, en 2D et pour l'image muscle du GRECO, avec un �ecart type de 13,

nous obtenons 8203 polygones, 12657 triangles, 14224 carr�es dans un quadtree et

16384 carr�es de taille 2 � 2 dans le partitionnement carr�e.
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(a) Division. De la gauche vers la droite et de haut en
bas : image originale, 5 triangles, 13 triangles, 62 tri-
angles, 155 triangles, 365 triangles, 822 triangles, 1703
triangles, 3821 triangles.

(b) R�esultat. Image originale �a gauche, r�esultat de la
division (5530 triangles) au centre et le graphe cor-
respondant au-dessous, r�esultat de la fusion (4215 tri-
angles) �a droite et le graphe correspondant au-dessous.

Fig. 36 - Algorithme \split and merge" bas�e sur le diagramme de Delaunay.



3.4. COMPARAISONS DES PARTITIONNEMENTS 71

Fig. 37 - Partitionnement en t�etra�edres de Delaunay d'un chromosome (6500 t�e-

tra�edres).

D'apr�es notre �etude les partitionnements 3D peuvent être class�es du moins adap-

tatif au plus adaptatif, et du plus rigide au moins rigide, comme suit :

1. partitionnement non-adaptatif cubique,

2. partitionnement adaptatif en octrees,

3. partitionnement adaptatif en t�etra�edres de Delaunay,

4. partitionnement adaptatif en poly�edres de Vorono��.

Toutefois on peut dire que les partitionnements en t�etra�edres de Delaunay et ceux

en poly�edres de Vorono�� sont assez comparables au niveau des r�esultats obtenus.

De plus, ces deux mod�eles non rigides que nous avons pr�esent�es permettent de

calculer une approximation du squelette, de l'exosquelette et du squelette par zone

d'infuence d'objets. Une �etude compl�ete sera pr�esent�ee dans le chapitre 4. La repr�e-

sentation en quadtrees ou octrees ne permet pas un tel calcul (Figure 38).
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Fig. 38 - Avec le partitionnement de Vorono�� il y a �emergence du squelette et

du SKIZ des objets. Une telle �emergence n'existe pas avec un partitionnement en

quadtrees.

Ces deux mod�eles, du fait de l'�etape de fusion, sont beaucoup plus robustes �a

la translation et �a la rotation que le mod�ele octree. La �gure 39 illuste ce fait. De

la gauche vers la droite et de haut en bas on obtient sur l'image d'un carr�e : 16

carr�es pour l'image originale avec un quadtree, 745 carr�es en translatant l'image de

1 pixel en diagonale, et 811 carr�es avec une rotation de 10 degr�es. Dans les mêmes

conditions, on obtient 408 polygones pour l'image originale, 383 polygones pour

l'image translat�ee et 404 pour l'image avec un rotation de 10 degr�es. Par cons�equent,

le nombre de polygones reste constant dans une certaine limite, alors que le nombre

de carr�es est instable.

De plus, on remarque que dans la repr�esentation par polygones de Vorono��, l'ap-

proximation du squelette est �a peu pr�es conserv�ee.

Le prix �a payer est un temps de calcul plus important pour les deux mod�eles non

rigides (Vorono�� et Delaunay), en comparaison du mod�ele rigide (octree).

3.5 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre di��erents mod�eles g�eom�etriques de parti-

tionnement d'une image bidimensionnelle ou tridimensionnelle.
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Fig. 39 - Non-invariance en rotation et translation des quadtrees et pseudo inva-

riance des polygones de Vorono�� en rotation et translation.

Deux composantes sont essentielles dans les partitionnements :

1. les r�egions,

2. les relations de voisinage entre les r�egions.

Le premier point permet d'avoir un codage haut niveau des voxels, et le deuxi�eme

point permet de structurer les r�egions dans un graphe extrêmement informatif en ce

qui concerne les pavages de Vorono��.

Dans ce cas, le partitionnement sera construit dans un environnement \split and

merge". Des modi�cations peuvent encore être apport�ees �a cet algorithme : le crit�ere

d'homog�en�eit�e peut être modi��e, et la proc�edure d'ajout peut aussi être modi��ee

dans un environnement markovien comme nous le verrons dans le chapitre 6, section

6.5.

Des exploitations ont �et�e pr�esent�ees (compression, segmentation, mesures). Nous

en verrons d'autres dans les chapitres 5 et 6, en ce qui concerne la segmentation

dans un environnement pyramidal contrôl�e par un r�eseau de Hop�eld, ou dans un

environnement markovien.
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Nous verrons aussi comment obtenir une partition de Vorono�� r�epondant �a un

crit�ere d'optimalit�e.

Notre m�ethode de partitionnement peut être utilis�ee dans d'autres applications

demandant des outils d'analyse d'images 3D (e.g., tomographie, scanner, r�esonnance

magn�etique...), et permet de r�eduire la taille des donn�ees (16 M�ega-Octets) avant

de proc�eder aux �etapes d'analyse d'images.



Chapitre 4

Diagramme de Vorono�� g�en�eralis�e

3D.

Ce chapitre est consacr�e �a l'�etude de la g�en�eralisation du diagramme de Vorono��

�a un ensemble d'objets compos�es de parties a�nes (par exemple des poly�edres). Ces

objets sont d�e�nis dans la section 4.2. Trois axes principaux ont �et�e d�evelopp�es.

Le premier axe est une �etude th�eorique sur les �equations des s�eparateurs entre

ces objets. Cette �etude d�ebouche sur un th�eor�eme de caract�erisation.

Le deuxi�eme axe est consacr�e au calcul d'une solution approch�ee du diagramme de

Vorono�� g�en�eralis�e 3D (DVG 3D) en utilisant le diagramme de Vorono�� ponctuel 3D

(DVP 3D). Dans un th�eor�eme de convergence, nous apportons une d�emonstration

de la validit�e de notre approche algorithmique.

Le troisi�eme axe donne les connexions existantes entre squelette, exosquelette,

SKIZ (squelette par zones d'inuence) et le diagramme de Vorono�� g�en�eralis�e 3D.

Comme dans le chapitre 3, ces connexions permettent de lier �a nouveau la g�eo-

m�etrie algorithmique �a l'analyse d'images.

75
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4.1 Introduction

L'�etude de la g�en�eralisation du diagramme de Vorono�� �a un ensemble de poly-

�edres est li�ee �a l'�etude des squelettes, exosquelettes et SKIZ (squelettes par zone

d'inuence) (section 4.5). En e�et, il a �et�e d�emontr�e [83] que le squelette, l'exos-

quelette et le SKIZ d'un ensemble de poly�edres sont des sous-graphes du graphe

de Vorono�� g�en�eralis�e. C'est cette connection entre l'analyse d'image et la g�eom�e-

trie algorithmique qui a motiv�e notre �etude. Nous �etudierons ici une classe d'objets

plus large que celle des objets poly�edriques, celle des objets que nous d�esignerons

\a�nes" (D�e�nition 4.2, section 4.2).

Ce chapitre sera donc consacr�e aux diagrammes de Vorono�� g�en�eralis�es. Le concept

de g�en�eralisation peut être vu sous di��erents angles :

1. g�en�eralisation par le choix de la m�etrique : en analyse d'images, on peut utiliser

di��erentes distances discr�etes d4, d8, les distances du chanfrein ou la distance

euclidienne [39],

2. g�en�eralisation au sens de la dimension : 2D, 3D et nD [9, 30, 140, 49],

3. g�en�eralisation en fonction des �el�ements : points, segments, polygones [83, 74],

ou poly�edres [10].

En 2D de nombreux r�esultats existent d�ej�a. On sait par exemple que les dia-

grammes de Vorono�� bas�es sur un ensemble de polygones sont constitu�es de para-

boles et de portions de droites (demi-droites et segments de droite). La �gure 40

extraite de [74] en est une illustration. Nous donnerons une g�en�eralisation de ce

r�esultat en 3D.

De plus, il existe un algorithme pour calculer le DVG 2D de l'int�erieur d'un po-

lygone [74, 83] et pour l'ext�erieur d'un ensemble de polygones [74]. Les approches

utilis�ees sont de type \divide and conquer" pour l'int�erieur des polygones, et incr�e-

mentale pour l'ext�erieur d'un ensemble de polygones, approches que nous avons d�ej�a

rencontr�ees lors de l'�etude du DVP 3D (Chapitre 2, section 2.3). Un tel algorithme

n'existe pas en 3D, et nous proposerons une approche non exacte, g�en�eralisation

tridimensionnelle du travail trouv�e en 2D dans [25, 31, 94].

Dans ce chapitre, nous nous occuperons sp�eci�quement de la g�en�eralisation au

sens des �el�ements (poly�edres...) et au sens de la dimension (3D). La m�etrique consi-

d�er�ee d�erive de la distance euclidienne (D�e�nition 4.3, section 4.2).
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Fig. 40 - Bissectrices de deux �el�ements de type : point-point (a), point-segment (b),

point-segment d�eg�en�er�es (c), deux segments ouverts disjoints (d) et deux segments

ouverts ayant une extr�emit�e commune (e) (extrait de [74])
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Le plan que nous suivrons dans ce chapitre est le suivant. Dans la section 4.2,

nous donnons quelques d�e�nitions formelles. La section 4.3 est consacr�ee �a une �etude

d�etaill�ee du DVG 3D. Cette section aboutit au th�eor�eme 4.1. Dans la section 4.4, un

algorithme est pr�esent�e pour calculer le DVG 3D �a partir du DVP 3D. Une d�emons-

tration de la convergence de notre algorithme est apport�ee �a travers le th�eor�eme 4.2.

Dans la section 4.5, nous �etudions les connexions existant entre squelette, exosque-

lette, SKIZ (squelette par zones d'inuence) et le diagramme de Vorono�� g�en�eralis�e

3D. La section 4.6 est une annexe �a la section 4.3.1 apportant des compl�ements de

calculs. En�n, dans la section 4.7 nous donnons une conclusion et quelques perspec-

tives.

4.2 D�e�nitions

Notre but ici est de donner une d�e�nition de ce que nous entendons par �el�ement

simple et objet, et de d�e�nir une distance entre les objets. Les bissectrices, s�epara-

teurs et donc le DVG 3D que nous d�e�nirons ensuite seront d�ependants du choix

de cette distance. Cette section est donc destin�ee �a apporter toutes les d�e�nitions

n�ecessaires �a la compr�ehension de ce chapitre.

Pour commencer, la notion de base est celle d'�el�ements simples

D�e�nition 4.1 (El�ements simples) Points, segments ouverts et polygones ou-

verts seront appel�es �el�ements simples.

Puis, nous passons �a la notion d'objet.

D�e�nition 4.2 (Objet) Un objet (a�ne) Obj est d�e�ni comme un ensemble connexe

d'�el�ements simples.

Par exemple un segment ferm�e [a; b] est l'union de trois �el�ements simples (un

segment ouvert et ses deux extr�emit�es) : [a; b] =]a; b[ [ fag [ fbg (Figure 41).

De même,un polygone ferm�e,�, dont les sommets sont : fa0; : : : ; aN�1g, a0; : : : ; aN�1 2
IR3, est l'union de de son bord, not�e @�, et de son int�erieur

�
�. Nous avons donc

� = @� [ �
�, o�u @� est une union de segments ferm�es (Figure 42). Il en d�ecoule :

@� =
N�1[
i=0

]ai; a(i+1) mod N
[
N�1[
i=0

faig
�
� = � � @�:
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a

b

Fig. 41 - Segment ferm�e [a; b] d�ecompos�e en un segment ouvert ]a; b[ et deux points

extr�emit�es a et b.

Par le même proc�ed�e de d�ecomposition, un poly�edre quelconque de IR3 peut être

vu comme une union d'�el�ements simples. Les poly�edres (convexes ou non) seront

donc, de mani�ere naturelle, consid�er�es comme des objets.

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

Fig. 42 - Polygone ferm�e d�ecompos�e en �el�ements simples : polygone ouvert, seg-

ments ouverts et points.

D�e�nition 4.3 (Distance) Soit p et q deux points de IR3. On note d(p; q) la dis-

tance euclidienne entre p et q. La distance entre un point p et un ensemble non vide

S, not�ee d(p; S), est d�e�nie par :

d(p; S) = inf
q2S

d(p; q):

D�e�nition 4.4 (Projection) La projection d'un point p de IR3 sur un polygone

�, not�ee Pr(p), est la projection orthogonale du point p sur le plan � contenant le

polygone �.

Une d�e�nition identique donne la projection d'un point p sur un segment faisant

intervenir la droite supportant ce segment.
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D�e�nition 4.5 (Image) L'image d'un point p de IR3 sur un polygone � dont les

sommets sont fa0; : : : ; aN�1g, a0; : : : ; aN�1 2 IR3, not�ee Im(p), est la suivante :

� Im(p) = P (p;�), si la projection est situ�ee sur �, o�u � est le plan contenant �

(Figure 43, point p1).

� Im(p) = P (p;Di), s'il existe i 2 f0; : : : ; N � 1g tel que la projection soit sur

]ai; a(i+1) mod N
[, o�u les Di sont les droites contenant les ]ai; a(i+1) mod N

[,

i 2 f0; : : : ; N � 1g (Figure 43, point p2).

� Im(p) = ai, o�u ai est le point extr�emit�e le plus proche, sinon (Figure 43, point

p3).

La �gure 43 illustre cette notion.

p

p
p3

a1

a2

a4

a5

h1
h2

a3=h3

1

2

Fig. 43 - L'image de p1 est sur le polygone, celle de p2 sur un segment et celle de

p3 sur un point.

D'apr�es cette d�e�nition nous avons : d(p; �) = d(p; Im(p; �)).

D�e�nition 4.6 (Bissectrice) La bissectrice B(ei; ej) entre deux �el�ements simples

ei et ej est d�e�nie comme l'ensemble des points de l'espace �equidistants de ei et de

ej :

B(ei; ej) = fq 2 IR3; d(q; ei) = d(q; ej)g:

o�u la distance est donn�ee dans la d�e�nition 4.3.

Les �equations de ces bissectrices seront discut�ees dans la section 4.3.1.
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D�e�nition 4.7 (S�eparateur) Le s�eparateur entre deux objets distincts Obj1 et

Obj2, not�e Sep(Obj1; Obj2), est d�e�ni comme l'ensemble des points �equidistants de

Obj1 et de Obj2 :

Sep(Obj1; Obj2) = fq 2 IR3; d(q;Obj1) = d(q;Obj2)g

o�u la distance est donn�ee dans la d�e�nition 4.3

D�e�nition 4.8 Soit S = fObjp; p = 0; : : : ; N � 1g un ensemble de N objets. Le

s�eparateur entre un Objp 2 S et les autres objets de S est d�e�ni comme l'ensemble

des points �equidistants de Objp et de S �Objp :

Sep(Objp; S �Objp) = fq 2 IR3; d(q;Objp) = d(q;Objl), Objl 2 S �Objpg:

o�u la distance est donn�ee dans la d�e�nition 4.3.

Quant aux �equations de ces s�eparateurs, elles seront discut�ees dans la section

4.3.2.

D�e�nition 4.9 (R�egion) La r�egion H(ei; ej) associ�ee �a l'�el�ement ei au vu de l'�el�e-

ment ej est l'ensemble des points plus proches de l'�el�ement ei que de l'�el�ement ej:

H(ei; ej) = fq 2 IR3; d(q; ei) � d(q; ej)g:

Il est �a noter que, contrairement au cas du DVP 3D, H(ei; ej) n'est pas un demi-

espace en g�en�eral, comme nous le verrons dans la section 4.3.

D�e�nition 4.10 Soit Obj1 et Obj2 deux objets. La r�egion de Vorono�� not�ee Cel(Obj1; Obj2)

associ�ee �a Obj1 par rapport �a Obj2 est l'ensemble des points plus proches de Obj1

que de Obj2. Pour un �el�ement simple ei, nous avons :

Cel(ei; Obj2) =
\

ej2Obj2

H(ei; ej);

donc, pour un objet, nous pouvons �ecrire :

Cel(Obj1; Obj2) =
[

ei2Obj1

Cel(ei; Obj2):
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Plus g�en�eralement, nous avons la d�e�nition suivante.

D�e�nition 4.11 Soit S = fObjp; p = 0; : : : ; N � 1g un ensemble de N objets. La

r�egion de Vorono�� not�ee Cel(Objp; S�Objp), associ�ee �a l'objet Objp par rapport aux

objets de S � Objp, est l'ensemble des points plus proches de l'objet Objp que des

objets de S �Objp. Pour un �el�ement simple ei, nous avons :

Cel(ei; S �Objp) =
\

ej2S�Objp

H(ei; ej);

donc, pour un objet, nous pouvons �ecrire :

Cel(Objp; S �Objp) =
[

ei2Objp

Cel(ei; S �Objp):

D'apr�es les d�e�nitions 4.7 et 4.10, nous pouvons dire que les r�egions Cel(Obj1; Obj2)

et Cel(Obj2; Obj1) sont adjacentes par le s�eparateur Sep(Obj1; Obj2). Les r�egions

de Vorono�� de ces deux objets seront donc connues d�es l'instant o�u l'�equation de

Sep(Obj1; Obj2) sera donn�ee. C'est pourquoi nous m�enerons une �etude approfondie

sur les s�eparateurs par le biais des bissectrices dans la section 4.3.

Nous pouvons maintenant d�e�nir la notion de diagramme de Vorono�� g�en�eralis�e

3D d'un ensemble d'�el�ements simples :

D�e�nition 4.12 (DVG 3D bas�e sur les �el�ements simples) Le diagramme de

Vorono�� g�en�eralis�e, V OR(S), pour un ensemble S d'�el�ements simples, est l'ensemble

de toutes les r�egions de Vorono�� associ�ees �a chaque �el�ement simple :

V OR(S) =
[
ei2S

Cel(ei; S � ei):

La �gure 44 illustre cette notion en 2D, o�u les �el�ements simples sont des points

ou des segments ouverts.

Une autre notion, li�ee �a celle du squelette par zone d'inuence, est la notion

du diagramme de Vorono�� g�en�eralis�e 3D d'un ensemble d'objets. Le DVG 3D d'un

ensemble d'objets est en fait un sous-graphe du DVG 3D bas�e sur les �el�ements

simples. Plus pr�ecis�ement nous avons la d�e�nition suivante :

D�e�nition 4.13 (DVG 3D bas�e sur les objets) Le diagramme de Vorono�� g�e-

n�eralis�e, V OR(S), pour un ensemble S d'objets, est l'ensemble de toutes les r�egions

de Vorono�� associ�ees �a chaque objet :
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Fig. 44 - DVG 2D bas�e sur les �el�ements de l'int�erieur d'un polygone (extrait de

[74]).

V OR(S) =
[

Objp2S

Cel(Objp; S �Objp):

La �gure 45 extraite de [74] illustre cette notion en 2D, o�u les �el�ements simples

sont des points ou des segments ouverts.

Le DVG 3D d'un ensemble d'objets peut être calcul�e �a l'aide du DVG 3D de

l'ensemble des �el�ements simples composant les objets.

Nous avons donc deux notions de DVG 3D : l'une est bas�ee sur les �el�ements simples

et l'autre sur les objets. La premi�ere notion sera �a mettre en correspondance avec

les squelettes et les exosquelettes, et la deuxi�eme notion avec le SKIZ (section 4.5).

De plus, par construction, nous avons la propri�et�e suivante liant ces deux notions :

Propri�et�e 4.1 Le DVG 3D bas�e sur un ensemble O d'objets est un sous-ensemble

du DVG 3D bas�e sur les �el�ements simples composant les objets de O.
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Fig. 45 - A gauche, DVG 2D de l'ext�erieur d'un ensemble de polygones bas�e sur

les �el�ements. A droite, DVG 2D l'ext�erieur d'un ensemble de polygones bas�e sur les

objets (extrait de [74]).

Pour r�esumer, le DVG 3D d'un ensemble d'�el�ements simples (resp. objets) est

l'ensemble des r�egions associ�ees aux �el�ements simples (resp. objets), tel que chaque

r�egion R est compos�ee des points plus proches de l'�el�ement simple (resp. objet)

associ�e �a R que de tous les autres.

Remarque 4.1 Si l'ensemble S est compos�e exclusivement de points, on reconnâ�t

la d�e�nition classique du DVP 3D.

4.3 Equations des bissectrices et des s�eparateurs

Dans la partie 4.3.1 les �equations des bissectrices entre les �el�ements simples sont

donn�ees en 3D. L'�etude pr�eliminaire que nous e�ectuons �a propos de ces �equations

d�ebouchera, dans la partie 4.3.2, sur un th�eor�eme g�en�eral relatif aux �equations des

s�eparateurs entre des objets.
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4.3.1 Equations des bissectrices

Nous entendons ici par bissectrice, la surface d�e�nie par l'ensemble des points les

plus proches de deux �el�ements simples (D�e�nition 4.6). Cette �etude nous am�ene �a

consid�erer di��erents cas :

1. deux points a et b,

2. un point a et un segment ]b; c[,

3. un point a et un polygone �,

4. deux segments ]a; b[ et ]c; d[,

5. un segment ]a; b[ et un polygone �, ]a; b[ \ � 6= ;,

6. un segment ]a; b[ et un polygone �, ]a; b[ \ � = ;,

7. deux polygones �1 et �2.

Nous ne consid�ererons pas les cas d�eg�en�er�es qui compliqueraient inutilement notre

pr�esentation.

Dans toute cette section, (x; y; z) d�esigneront les coordonn�ees d'un point quel-

conque P de IR3.

� Cas 1 : deux points a et b. B(a; b) est le plan m�ediateur entre a et b (Figure

46).

On obtient donc le lemme suivant :

Lemme 4.1 La bissectrice entre deux points a et b est le plan m�ediateur des points

a et b.

Ce cas est le seul rencontr�e lorsque l'on s'int�eresse au DVP 3D.

On retrouve bien qu'une cellule de Vorono�� est un poly�edre convexe comme in-

tersection de demi-espaces.

� Cas 2 : un point a et un segment ]b; c[.

Le probl�eme se ram�ene �a un probl�eme bidimensionnel en consid�erant le plan

� d�e�ni par les trois points a, b et c. Dans ce plan la bissectrice est divis�ee en

trois parties : 2 demi-droites cr�e�ees respectivement par les deux points a et b et
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a b

Fig. 46 - Bissectrice de deux points

les deux point b et c, et un arc parabolique de foyer a et de directrice (a; b) [74].

Par cons�equent, en 3D, la bissectrice devient une portion de surface parabolique

compl�et�ee de deux parties planes (Figure 47).

Fig. 47 - Bissectrice entre un point a et un segment ]b; c[ (surface parabolique et

deux demi-plans).

Ce r�esultat nous permet d'�ecrire le lemme 4.2.

Lemme 4.2 La bissectrice entre un point a et un segment ]b; c[ est une union de

parties planes et d'une portion parabolique.
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� Cas 3 : un point a et un polygone �.

Consid�erons d'abord le cas d'un plan � et d'un point a. Soit fz = 0 l'�equation du

plan �, et a le point de coordonn�ees (0; 0; 1). La projection orthogonale de P sur �

est H(x; y; 0). Les points P situ�es �a �egale distance de � et de a sont caract�eris�es par

l'�equation x2+ y2+1 = 2z qui repr�esente l'�equation d'un parabolo��de de r�evolution

(Figure 48).

Fig. 48 - Bissectrice entre un point a et un carr�e (on ne consid�ere ici que la partie

parabolo��de de r�evolution).

Si l'�equation du plan � est plus complexe, par r�eduction de la forme quadratique

obtenue, on retrouve la forme r�eduite de l'�equation d'un parabolo��de de r�evolution.

Consid�erons le cas plus g�en�eral d'un polygone � repr�esent�e par ses N sommets

(a0; : : : ; aN�1). Le probl�eme se d�ecompose alors en sous-probl�emes : les points a et

ai, i 2 f0; : : : ; N �1g, donnent des parties planes (cas 1). Le point a et les segments

]ai; a(i+1) mod N)[, (i 2 f0; : : : ; N � 1g) g�en�erent des surfaces paraboliques (cas 2).

De plus la bissectrice entre le point a et le polygone ouvert
�
� est une partie d'un

parabolo��de de r�evolution (Figure 48). Pour obtenir la partie de ce parabolo��de de

r�evolution il su�t de consid�erer la restriction du plan � (contenant le polygone

ouvert �) �a �, et d'utiliser le r�esultat pr�ec�edent. Nous pouvons donc conclure avec

le lemme 4.3.
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Lemme 4.3 La bissectrice entre un point et un polygone est une union de parties

planes, de parties paraboliques et d'une partie de parabolo��de de r�evolution.

� Cas 4 : deux segments ]a; b[ et ]c; d[.

Nous supposerons que les deux segments ne sont pas coplanaires (le cas de la

coplanarit�e se ramenant de mani�ere �evidente �a un probl�eme bidimensionnel).

Avant d'analyser le cas de deux segments, �etudions le cas de deux droites ortho-

gonales et non coplanaires D1 and D2 donn�ees par les �equations suivantes :

D1 :

(
y = 0

z = 1
et D2 :

(
x = 0

z = �1
:

La projection orthogonale d'un point P sur D1 est H1(x; 0; 1) et la projection ortho-

gonale de ce même point P sur D2 est H2(0; y;�1). Les points situ�es �a �egale distance

de D1 et de D2 sont caract�eris�es par l'�equation : y2 � x2 = 4z. Cette �equation est

celle d'un parabolo��de hyperbolique (appel�e aussi col) (Figure 49).

Fig. 49 - Bissectrice entre deux segments (on ne consid�ere ici que la partie hyper-

bolique).

Le cas g�en�eral de deux droites D1 et D2 non-coplanaires est obtenu par r�eduction

de la forme quadratique obtenue. Le r�esultat est la forme r�eduite d'un parabolo��de
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hyperbolique. Les d�etails sont report�es dans l'annexe 4.6.1, et montrent que nous

obtenons toujours un parabolo��de hyperbolique.

Nous pouvons aborder maintenant le cas de deux segments non coplanaires. La

bissectrice contient 9 parties. Quatre parties planes g�en�er�ees par les bipoints fa; cg,
fa; dg, fb; cg et fb; dg (cas 1), quatre portions de surface parabolique g�en�er�ees par

les points extr�emit�es a, b, c ou d, et le segment compl�ementaire ]a; b[, ou ]c; d[ (cas

2). De plus, nous avons une portion de parabolo��de hyperbolique g�en�er�ee par les

deux segments ouverts ]a; b[ et ]c; d[ (Figure 49). Ce dernier r�esultat s'obtient en

consid�erant les restrictions des droites D1 (resp. D2) contenant ]a; b[ (resp. ]c; d[) �a

]a; b[ (resp. ]c; d[) et en utilisant le r�esultat pr�ec�edent. Le cas 4 permet d'�enoncer le

lemme 4.4.

Lemme 4.4 La bissectrice entre deux segments est une union de parties planes, de

parties paraboliques, et d'une partie de parabolo��de hyperbolique.

Dans les cas 5 et 6, � d�esignera un polygone et � le plan contenant �. De plus le

segment ]a; b[ et le polygone � seront suppos�es non coplanaires.

� Cas 5 : un segment ]a; b[ et un polygone �, avec ]a; b[ \ � 6= ;.
Pour commencer, consid�erons une droite D orthogonale �a un plan �, donn�es par

les �equations suivantes :

D :

(
x = 0

y = 0
et � : f z = 0 :

La projection orthogonale d'un point P sur D est H1(0; 0; z) et sa projection or-

thogonale sur � est H2(x; y; 0). Les points P �equidistants de � et de D v�eri�ent

x2 + y2 � z2 = 0. On reconnâ�t un cône de r�evolution d'axe z (Figure 50).

Le cas g�en�eral d'une droiteD non orthogonale �a un plan � est donn�e par r�eduction

de la forme quadratique obtenue. Les d�etails sont report�es dans l'annexe 4.6.2, et

montrent que nous obtenons �egalement un cône.

En ce qui concerne le cas d'un segment ]a; b[ et d'un polygone �, sous les hypo-

th�eses du cas 5, par d�ecomposition du probl�eme et en utilisant les lemmes pr�ec�edents,

comme nous l'avons fait dans les cas 2, 3, et 4, nous obtenons le lemme 4.5.

Lemme 4.5 La bissectrice entre un segment et un polygone sous les hypoth�eses

du cas 5 est une union de parties planes, de parties paraboliques, de parties de
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Fig. 50 - Bissectrice entre un carr�e et un segment orthogonal.

parabolo��des hyperboliques, de parties de parabolo��des de r�evolution, et d'une partie

conique.

� Cas 6 : un segment ]a; b[ et un polygone �, avec ]a; b[ \ � = ;.
Le cas g�en�eral d'une droite D et d'un plan � est report�e dans l'annexe 4.6.3, et

montre que nous obtenons comme bissectrice, une surface parabolique (Figure 51).

En ce qui concerne le cas d'un segment ]a; b[ et d'un polygone �, sous les hypo-

th�eses du cas 6, par d�ecomposition du probl�eme et en utilisant les lemmes pr�ec�edents,

comme nous l'avons fait dans les cas 2, 3, 4, et 5, nous obtenons le lemme 4.6.

Lemme 4.6 La bissectrice entre un segment et un polygone sous les hypoth�eses du

cas 6 est une union de parties planes, de parties de parabolo��des hyperboliques, et

d'une partie parabolique.

� Cas 7 : deux polygones �1 and �2.

Il est bien connu que la bissectrice entre deux plans est un plan. De même, par

restriction, pour deux polygones, la bissectrice contiendra une partie plane g�en�er�ee
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Fig. 51 - Bissectrice entre un carr�e et un segment \parall�ele".

par �1 et �2. Les autres parties de la bissectrice r�esultent des lemmes pr�ec�edents en

utilisant la technique de d�ecomposition. Finalement, nous avons le lemme 4.7.

Lemme 4.7 La bissectrice entre deux polygones est une union de parties planes, de

parties paraboliques, de parties de parabolo��des hyperboliques, de parties de parabo-

lo��des de r�evolution et de parties coniques.

4.3.2 Equations des s�eparateurs

L'�etude des di��erents cas examin�es dans la partie 4.3.1 pour rechercher les �equa-

tions des bissectrices nous conduit au th�eor�eme 4.1. Ce th�eor�eme est le r�esultat

g�en�eral relatif aux �equations des s�eparateurs entre des objets tridimensionnels.

Th�eor�eme 4.1 (Caract�erisation des s�eparateurs) Soit S un ensemble d'objets

\a�nes" (D�e�nition 4.2). Les s�eparateurs entre les objets de S sont compos�es de

parties des quadriques suivantes : parabolo��de de r�evolution : x2+y2+ z = 1, parabo-

lo��de hyperbolique : x2� y2 = z, surface parabolique : x2 = z, cône : x2+ y2� z2 = 0,

et plan : ax+ by + cz + d = 0.

D�emonstration : Tous les objets sont form�es d'une r�eunion d'�el�ements simples

(d�e�nition 4.2). D'apr�es l'�etude de cas men�ee dans la partie 4.3.1, les �equations
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des bissectrices entre �el�ements simples sont celles de parties planes, de surfaces

paraboliques, de parabolo��des hyperboliques, de parabolo��des de r�evolution et de

cônes. La d�e�nition 4.11 montre que les s�eparateurs seront uniquement compos�es de

ces surfaces �el�ementaires et le th�eor�eme 4.1 est d�emontr�e.

Remarque 4.2 Si les objets ne sont pas a�nes, alors les s�eparateurs ne sont pas

n�ecessairement des surfaces repr�esent�ees par des quadriques.

4.4 Approximation du DVG 3D par le DVP 3D

Le calcul exact du DVG 3D pour un ensemble d'�el�ements simples ou d'objets,

est un probl�eme de g�eom�etrie algorithmique qui n'est pas encore r�esolu. En e�et, de

nombreuses di�cult�es algorithmiques apparaissent en 3D : le calcul de l'intersection

de quadriques, la construction de l'enveloppe convexe en 3D, le probl�eme de visibilit�e

de deux objets en 3D...

Par cons�equent, nous proposons dans cette section un algorithme qui permet de

calculer une approximation du DVG 3D pour un ensemble d'�el�ements simples ou

d'objets.

Le principe est de proc�eder �a une discr�etisation Oh des objets (D�e�nition. 4.14)

et d'utiliser le DVP 3D de l'ensemble des points obtenus par discr�etisation. Cette

approche demande donc une d�e�nition de la discr�etisation des objets, la pr�esentation

de l'algorithme de calcul, et la d�emonstration du fait que le r�esultat de l'algorithme

est bien une approximation du DVG 3D. C'est ce que nous nous proposons de faire

dans cette section.

D�e�nition 4.14 (Discr�etisation : Objet) Soit S un ensemble d'objets "a�nes"

et O un objet de S. Une discr�etisation de O est un ensemble �ni de points Oh tel

que, pour tout point P appartenant �a O, il existe Ph dans Oh tel que d(P;Ph) < h,

o�u h est appel�e le pas de discr�etisation.

D�e�nition 4.15 (Discr�etisation : Ensemble d'Objets) Soit S un ensemble d'ob-

jets. La discr�etisation de S, not�ee Sh, est d�e�nie comme suit :

Sh =
[

Op2S

Op
h
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Nous aurons �egalement besoin de la notion d'arêtes inutiles dans l'algorithme qui

va suivre.

D�e�nition 4.16 (Arêtes inutiles) Soit S un ensemble d'objets et Sh une discr�e-

tisation de S. Les arêtes de V OR(Sh) cr�e�ees par trois points de l'ensemble Sh ap-

partenant �a un même objet sont appel�ees arêtes inutiles (Figure 52).

L'algorithme de calcul du DVG 3D �a partir du DVP 3D peut être d�ecrit dans ses

grandes lignes de la mani�ere suivante :

Algorithme de calcul du DVG 3D �a partir du DVP 3D

1. Discr�etisation des objets de l'ensemble S (Une telle discr�etisation donne un

ensemble Sh de points).

2. Calcul du DVP 3D des points de l'ensemble Sh.

3. Suppression des arêtes inutiles (D�e�nition 4.16).

Cet algorithme est une g�en�eralisation en 3D d'un algorithme existant en 2D [25,

31, 94]. Le th�eor�eme 4.2 montre que le r�esultat obtenu avec l'algorithme pr�ec�edent

est bien une approximation du DVG 3D de l'ensemble S d'objets.

Th�eor�eme 4.2 (Convergence) Soit S un ensemble d'objets, et Sh une discr�eti-

sation de S. Le DVP 3D de Sh converge vers le DVG 3D de S quand le pas de

discr�etisation tend vers 0.

D�emonstration : Soit O1 (resp. O2) deux objets, et O1
h (resp. O2

h) leur discr�etisa-

tion. Soit Oh l'union de O1
h et de O2

h. Soit sh un sommet de Vorono�� du DVP 3D

bas�e sur Oh. sh est cr�e�e par quatre points p1, p2, p3, et p4 n'appartenant pas au

même objet car O1 et O2 sont lin�eaires. Deux cas se pr�esentent :

1. p1, p2, et p3 sont sur O1 et p4 sur O2. (p1; p2; p3; p4) est un t�etra�edre de

Delaunay, donc la sph�ere B circonscrite �a ce t�etra�edre est vide. De plus

soit H (resp. H 0) la projection sur O1 (resp. O2) de sh (Figure 53a). On a

d(H; pi) < h; i 2 f1; 2; 3g. En e�et, si d(H; pi) � h, alors il existe pn sur O1
h

tel que pn se trouve dans B (D�e�nition 4.14), ce qui donne une contradiction.



94 CHAPITRE 4. DVG 3D

Fig. 52 - Suppression des arêtes inutiles : -a- et -c- avant la suppression, -b- et -d-

apr�es la suppression. Les arêtes inutiles sont cr�e�ees par trois points appartenant au

même objet.



4.4. APPROXIMATION DU DVG 3D PAR LE DVP 3D 95

Pour la même raison d(H 0; p4) < h. Donc quand h tend vers z�ero, H, p1, p2,

et p3 convergent vers le même point, de même pour H 0 et p4. A la limite, on a

lim
h!0

d(H 0; sh) = lim
h!0

d(H; sh)

et donc sh converge vers s quand h tend vers 0, o�u s est un sommet de Vorono��

de V OR(O1 [O2), ce qui compl�ete la preuve pour ce cas.

2. p1 et p2 sont sur O1, et p3 et p4 sont sur O2 (Figure 53b). Un raisonnement

similaire permet de conclure.

L'�etude de ces deux cas termine la preuve du th�eor�eme 4.2.

O
1 p

1

p2p3

p
4

sh

O
2

H’

H

(a) Premier cas du th�eor�eme.

O
1

p
1

p
3p2

p
4

sh

O
2

H’

H

(b) Deuxi�eme cas du th�eor�eme.

Fig. 53 - Illustration du th�eor�eme de convergence.

Il est �a noter que ce th�eor�eme a �et�e d�emontr�e �a l'aide d'outils issus de la mor-

phologie math�ematique dans l'article de Schmitt [121].

La convergence de notre algorithme peut être visualis�ee en 3D par la �gure 54.

D'autre part, il faut noter que d'apr�es le th�eor�eme 4.2 les surfaces qui �emergent

dans toutes les �gures de cette section ne sont que des approximations des surfaces

quadratiques d�ecrites dans le th�eor�eme 4.1.
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Fig. 54 - Convergence de l'algorithme d'approximation du calcul du DVG 3D par

le DVP 3D.

4.5 DVG 3D et squelette 3D

Les squelettes d'objets binaires ont �et�e �etudi�es par Blum en 1964 dans [21]. L'id�ee

est d'avoir un codage des objets pr�eservant leur connectivit�e et leur homotopie.

Une mani�ere naturelle de d�e�nir le squelette d'un objet binaire tridimensionnel

quelconque est formalis�ee dans la d�e�nition 4.17.

D�e�nition 4.17 (Squelette) Soit O un objet. Le squelette Sk(O) de O est l'en-

semble des centres des boules maximales (D�e�nition 4.18).

Soit B(p; r) la boule ouverte de centre p et de rayon r.

B(p; r) = fq 2 IR3 tel que d(p; q) < rg
Une boule maximale est alors d�e�nie de la mani�ere suivante :

D�e�nition 4.18 (Boule maximale) Soit O un objet. BM(p; t) est une boule maxi-

male de O si, et seulement si :

� BM (p; t) � O.
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� 8B(q; r), si B(q; r) � BM (p; t), alors B(q; r) 6� O.

D�e�nissons d'une mani�ere �equivalente �a la d�e�nition 4.17 les squelettes. La nou-

velle formalisation qui en d�ecoule est utile pour obtenir la proposition 4.1.

D�e�nition 4.19 Soit O un objet. Le squelette Sk(O) de O est l'ensemble des points

s int�erieurs �a O tel qu'il existe au moins deux points sur le bord de O not�e @O qui

sont �equidistants de s et qui sont les plus proches de s. Formellement :

Sk(O) = fs 2 IR3=9p1; p2 2 @O; d(s; p1) = d(s; p2) = d(s; @O)g:

En 2D et 3D des �etudes ont �et�e faites pour calculer le squelette d'objets binaires

quelconques par des approches discr�etes [3, 98, 112]. La notion utilis�ee est l'axe

m�edian. L'axe m�edian est l'ensemble des centres des boules maximales d�e�nies sur

une grille discr�ete. L'axe m�edian est donc d�ependant de la distance discr�ete utilis�ee.

A partir de l'axe m�edian la notion de graphe de ligne m�ediane a �et�e d�e�nie de

mani�ere �a obtenir une approximation discr�ete hi�erarchique et connexe du squelette

continu [39, 97].

Dans cette section nous nous placerons dans une approche r�esolument continue et

sur une classe d'objets restreinte aux poly�edres (convexes ou non convexes). L'id�ee

de notre approche est contenue dans la proposition 4.1. Mais avant de pr�esenter cette

proposition, il nous faut rappeler une propri�et�e propre aux DVG. Cette propri�et�e

est une g�en�eralisation aux DVG de la d�e�nition 2.5 du chapitre 2, section 2.2.

Nous d�esignerons dans la suite parO un objet poly�edrique, et ei, i 2 f0; : : : ; N�1g
sa d�ecomposition en �el�ements simples :

O =
N�1[
i=0

ei

Propri�et�e 4.2 Deux �el�ements simples de O, ei, et ej, i 6= j, cr�eent un sommet

de Vorono�� s si, et seulement si, B(s; d(s; ei)) est vide (par d�e�nition, d(s; ei) =

d(s; ej)).

De cette propri�et�e fondamentale, on d�eduit imm�ediatement la proposition sui-

vante :

Proposition 4.1 Le squelette de O est un sous-graphe du DVG 3D bas�e sur les

�el�ements simples ei, i 2 f0; : : : ; N � 1g.
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Pour obtenir une �equivalence, il est n�ecessaire d'introduire la notion de bissectrice

d�eg�en�er�ee.

D�e�nition 4.20 Une bissectrice entre deux �el�ements simples ei et ej est d�eg�en�er�ee

si, et seulement si, les deux �el�ements sont sur la même face, ou sur la même arête

(Figure 55).

a

b

c

s s’

de

a

b

c

s s’

de

Fig. 55 - L'arête ]s; b[ (resp. ]s0; b[) est d�eg�en�er�ee car cr�e�ee par le segment ]a; b[

(resp. ]b; c[) et le point b appartenant �a l'arête.

Cette d�e�nition est une g�en�eralisation du concept de \concavit�e" de Lee [83].

Nous avons pr�ef�er�e opter ici pour une d�e�nition moins g�eom�etrique, car la notion

visuelle de \concavit�e" ne se g�en�eralise pas facilement en 3D. Beaucoup plus de cas

sont �a consid�erer : sommets concaves, convexes, hyperboliques... Tous ces cas sont

pris en consid�eration dans notre d�e�nition.

Nous pouvons maintenant �enoncer la proposition liant le squelette 3D et le DVG

3D.

Proposition 4.2 Le squelette de O est l'ensemble des bissectrices d�e�nies par le

DVG 3D bas�e sur les �el�ements simples ei, i 2 f0; : : : ; N � 1g, dont on a supprim�e

toutes les bissectrices d�eg�en�er�ees.

D�emonstration : Soit B(ei; ej) la bissectrice entre deux �el�ements simples ei et

ej, i 6= j. Pour tout s sur B(ei; ej), on a d(s; ei) = d(s; ej) = d(s; @O). De plus

la projection hi de s sur ei (resp. hj sur ej) se situe par d�e�nition sur ei (resp.

sur ej). Entre autre hi 6= hj car la bissectrice B(ei; ej) est non d�eg�en�er�ee. D'apr�es
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la d�e�nition 4.19, s appartient bien au squelette. R�eciproquement, si B(ei; ej) est

d�eg�en�er�ee, alors les projections hi et hj sont confondues et on obtient une sph�ere

vide au contact d'un seul point du bord de O, ce qui contredit la d�e�nition 4.19.

La �gure 56 est une illustration du squelette 3D pour l'int�erieur d'un cube.

La proposition 4.2 peut s'�etendre imm�ediatement �a l'exosquelette de O et, avec

quelques am�enagements, au SKIZ d'un ensemble d'objets.

Fig. 56 - Squelette pour l'int�erieur d'un cube.

En fait, le SKIZ d'un ensemble d'objets est exactement l'ensemble des s�eparateurs

obtenus par le DVG 3D bas�e sur les objets.

L'avantage de cette m�ethode pour calculer le squelette ou l'exosquelette d'un

objet est que nous sommes lib�er�es d'une grille discr�ete.

Un autre avantage est d'avoir, de mani�ere naturelle, le squelette et l'exosquelette

cod�es dans le graphe du DVG 3D bas�e sur les �el�ements simples. De plus, le squelette

ainsi calcul�e est exact.

Bien entendu, en utilisant la m�ethode que nous avons pr�esent�ee dans la section

4.4, le squelette que nous obtenons est une approximation du squelette r�eel.
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4.6 Annexes

4.6.1 Annexe A

Nous consid�erons ici l'�etude du s�eparateur de deux droites non-coplanaires D1 et

D2 de IR3. Dans un tel cas nous pouvons prendre pour �equation de D1 et de D2 en

toute g�en�eralit�e :

D1 :

(
y = 0

z = �1
et D2 :

(
ax+ by = 0

z = 1
a 6= 0:

Soit P (x; y; z) un point quelconque de IR3. La projection de P surD1 est P1(x; 0;�1)

et la projection de P sur D2 est P2(xP2; yP2 ; 1) o�u :

xP2 =
�aby + b2x

a2 + b2
et yP2 =

�abx+ a2y

a2 + b2
:

Apr�es calculs, l'�equation de la bissectrice est la suivante : 4z = �(x+ �y)2� y2,

et, si nous posons X = x+ �y, Y = y et Z = z, nous obtenons :

4Z = �X2 � Y 2 (7)

o�u les expressions de �, � et  sont les suivantes :

� = (
1

a2 + b2
)2(a4 + a2b2)2 (8)

� =
a3b+ ab3

a4 + a2b2
(9)

 = (
1

a2 + b2
)2(a4 + a2b2)[(

a3b+ ab3

a4 + a2b2
)2 + 1] (10)

Les �equations 8 et 10 montrent que � et  sont strictement positifs (a 6= 0). En

cons�equence, l'�equation (7) est bien l'�equation d'un parabolo��de hyperbolique.

Si a = 0, alors D1 et D2 sont coplanaires, et la bissectrice d�eg�en�ere selon le plan

d'�equation fz = 0g.
Dans le cas o�u les deux droites sont coplanaires (dans le plan �) et non parall�eles,

alors nous nous ramenons au 2D en consid�erant le s�eparateur bidimensionnel dans

le plan �.
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4.6.2 Annexe B

Dans cette annexe, nous consid�erons l'�etude du s�eparateur entre une droite D et

un plan �, sachant que � et D ne sont pas coplanaires et sont d'intersection non

vide. En toute g�en�eralit�e, nous pouvons consid�erer les �equations suivantes pour �

et D :

D :

(
ax+ bz = 0

y = 0
(a; b) 6= (0; 0) et � : fz = 0:

Soit P (x; y; z) un point quelconque de IR3. La projection de P surD est P1(xP1 ; 0; zP1)

o�u :

xP1 =
�abz + b2x

a2 + b2
et zP1 =

�abx+ a2z

a2 + b2

et la projection de P sur � est P2(x; y; 0). Apr�es calculs, nous trouvons l'�equation

suivante pour le s�eparateur : �(x+ �z)2 + y2 � z2 = 0.

Si nous posons X = x+ �z, Y = y et Z = z nous obtenons �nalement :

�X2 + Y 2 � Z2 = 0 (11)

Les expressions de �, � et  sont donn�ees par les �equations 8, 9 et 10. De même,

comme � et  sont strictement positifs (a 6= 0), l'�equation 11 est bien celle d'une

quadrique repr�esentant un cône.

Si a = 0, alors D est contenu dans �, et le s�eparateur d�eg�en�ere selon le plan

d'�equation fy = 0g.

4.6.3 Annexe C

Dans cette annexe, nous consid�erons l'�etude du s�eparateur entre une droite D et

un plan �, sachant que � et D ne sont pas coplanaires et sont d'intersection vide.

En toute g�en�eralit�e, nous pouvons consid�erer les �equations suivantes pour � et D :

D :

(
x = 0

z = 1
(a; b) 6= (0; 0) et � : fz = 0:

Soit P (x; y; z) un point quelconque de IR3. La projection de P surD est P1(0; y; 1)

et la projection de P sur � est P2(x; y; 0). Apr�es calculs, nous trouvons l'�equation

suivante pour le s�eparateur :

x2 + 1 = 2z (12)

L'�equation 12 est bien celle d'une quadrique repr�esentant une surface parabolique.
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4.7 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons donn�e des r�esultats g�en�eraux sur les DVG 3D. No-

tamment, nous avons montr�e (Th�eor�eme 4.1 de caract�erisation) que le DVG 3D

d'objets \a�nes" tels que nous les avons d�e�nis dans la d�e�nition 4.2 est une union

de quadriques : parabolo��des de r�evolution, parabolo��des hyperboliques, surfaces pa-

raboliques, cônes, et plans.

En fonction de cette propri�et�e, une id�ee naturelle serait de vouloir construire le

DVG 3D de mani�ere exacte, avec une approche sp�eci�que, comme on proc�ede d�ej�a

dans le cas bidimensionnel [74, 83].

Malheureusement, de nombreuses di�cult�es algorithmiques apparaissent en 3D :

le calcul de l'intersection de quadriques, la construction de l'enveloppe convexe en

3D, le probl�eme de visibilit�e de deux objets tridimensionnels...

Par cons�equent, nous avons propos�e un algorithme (partie 4.4) pour calculer une

approximation du DVG 3D. Cet algorithme consiste �a g�en�erer une discr�etisation des

objets, �a calculer le DVP 3D de l'ensemble ainsi trouv�e, et �a supprimer les arêtes

inutiles.

Nous avons ensuite �etudi�e la connexion qui existe entre le DVG 3D bas�e sur les

�el�ements, d'une part, et les squelettes et exosquelettes 3D, d'autre part. Nous avons

�egalement fait �etat de la connexion entre le DVG 3D bas�e sur les objets et les SKIZ.

Les �etudes men�ees dans [4] montrent que la di�cult�e essentielle pour �etendre

notre travail �a des objets quelconques, a�n de calculer le squelette �a partir d'un

sous-graphe du DVP 3D par la technique que nous avons propos�ee dans la section

4.4, est dans la discr�etisation des points.

Le probl�eme r�eside dans le fait que l'�echantillonnage des points entrâ�ne du bruit

sur les arêtes de Vorono��. Par cons�equent plusieurs questions se posent :

� Quelle est la robustesse du calcul du DVG 3D �a partir du DVP 3D si les points

de discr�etisation sont bruit�es?

� Comment �eliminer les arêtes provenant de ce bruit?

� Comment choisir une \bonne" discr�etisation?

Pour la premi�ere question, il semble que le calcul du DVG 3D �a partir du DVP

3D soit assez robuste. Pour la deuxi�eme question, des solutions sont apport�ees en
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2D dans [4, 31]. Et, pour la troisi�eme question, il semble raisonnable de penser que

le pas de discr�etisation doit d�ependre de la complexit�e de la forme (i.e. du rayon de

courbure).

De plus, dans le cas d'objets quelconques, nous pouvons noter que le th�eor�eme

4.1 n'est plus valable, ni même la preuve du th�eor�eme 4.2.

Le calcul des squelettes 3D d'objets quelconques �a partir du DVG 3D est donc un

sujet qui demande encore beaucoup de formalisations th�eoriques et de r�ealisations

pratiques.
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Chapitre 5

Segmentation : approche

pyramidale dans un

environnement de Vorono��

Dans ce chapitre nous pr�esentons un algorithme de segmentation d'images uti-

lisant une approche pyramidale dans un environnement de Vorono��.

Contrairement �a l'approche classique qui consiste �a initialiser le processus py-

ramidal avec la grille 8 connexe des pixels, nous commen�cons par appliquer �a la

structure du diagramme de Vorono�� l'algorithme \split and merge" que nous avons

d�ej�a pr�esent�e dans le chapitre 3, section 3.3.

Le contenu des n�uds, �a la base de la pyramide, sera repr�esent�e par les polygones

de Vorono��, et leurs relations de voisinage par le graphe de Delaunay.

Ceci pr�esente l'avantage de r�eduire le nombre de n�uds �a la base de la pyramide

et donc de r�eduire le nombre de niveaux du processus pyramidal.

Pour la construction de la pyramide irr�eguli�ere, nous pr�esentons un r�eseau de

Hop�eld contrôlant le processus de d�ecimation [17].

Notre contribution concerne principalement l'initialisation de la pyramide irr�e-

guli�ere par le graphe de Vorono�� et celui de Delaunay, ce qui permet de traiter des

images de grande taille (e.g. des images tridimensionnelles). La validit�e de notre

approche est illustr�ee par des exemples.

105
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5.1 Introduction

Dans un processus de segmentation d'images �a base de r�egions, le but est de

trouver une partition de l'image o�u chaque r�egion v�eri�e un certain crit�ere d'homo-

g�en�eit�e (e.g. homog�en�eit�e dans les niveaux de gris, ou dans la texture). L'id�eal serait

aussi que chaque r�egion obtenue par le processus de segmentation corresponde �a un

objet (ou une partie d'un objet) de la sc�ene r�eelle. Pour tendre vers de tels objec-

tifs, de nombreux de nombreux algorithmes de segmentation ont d�ej�a �et�e propos�es

[142, 73, 119, 134, 99, 63].

Quant �a la d�e�nition formelle de la segmentation, elle peut être formul�ee de la

mani�ere suivante :

D�e�nition 5.1 (Segmentation) La segmentation d'une image I est d�e�nie comme

�etant une partition de I en sous-ensembles In, n = 1; : : : ; N , tels que, si Pred re-

pr�esente un pr�edicat d'homog�en�eit�e sur les composantes connexes, nous avons :

� I =
SN
n=1 In

� In est une composante connexe, n = 1; : : : ; N

� Pred(In) est VRAI pour tous les n 2 f1; : : : ; Ng

� Pred(Ip [ Iq) est FAUX pour p 6= q, p; q 2 f1; : : : ; Ng:

Le pr�edicat d�epend du mod�ele utilis�e pour la segmentation : on peut avoir une

similarit�e dans l'intensit�e des pixels (niveaux de gris similaires), ou dans la texture,

ou encore, une dissimilarit�e en termes de formes...

Il existe trois approches principales pour r�ealiser l'�etape de segmentation :

1. l'approche r�egion,

2. l'approche contour,

3. l'approche r�egion-contour.

A l'heure actuelle, les chercheurs semblent s'orienter vers des m�ethodes qui co-

op�erent. Ils utilisent plusieurs d�etecteurs de contours, et l'intersection de tous les

r�esultats doit donner la segmentation �nale. Une autre voie d'investigation est de



5.1. INTRODUCTION 107

trouver des m�ethodes �a param�etres variables, de les faire varier dans un certain do-

maine, et de chercher la combinaison optimale des param�etres donnant le meilleur

r�esulat en segmentation. On parle alors d'approche multi-�echelle.

L'approche que nous utilisons ici, est une technique multir�esolution utilisant les

pyramides irr�eguli�eres [99]. Cette technique fait partie de l'approche r�egion.

La technique pyramidale a d�ej�a montr�e son e�cacit�e pour la segmentation des

images. L'apport original de notre approche est d'appliquer au pr�ealable l'algorithme

\split and merge" bas�e sur la structure irr�eguli�ere et non rigide du diagramme de

Vorono��, ce qui nous donne une partition adapt�ee �a l'image (Cf Chapitre 3, section

3.3). On construit alors sur cette structure de Vorono�� une pyramide irr�eguli�ere. Le

contenu des n�uds, �a la base de la pyramide, est repr�esent�e par les polygones de

Vorono��, et leurs relations de voisinage par le graphe de Delaunay.

L'avantage de notre approche r�eside dans le fait que le graphe de Delaunay donne

une description compress�ee de l'image �a segmenter, et que cette description est

adapt�ee �a l'image. Par cons�equent, nous obtenons moins de n�uds �a la base de la

pyramide, et donc moins de niveaux dans le processus pyramidal, en l'initialisant

avec le graphe de Delaunay. Ceci devra nous permettre de traiter des images 3D.

Dans notre algorithme, le processus de d�ecimation (D�e�nition 5.4) est contrôl�e

par un r�eseau de Hop�eld. En e�et, Bishof a montr�e que ce type de r�eseau de

neurones [70, 17] peut être utilis�e pour d�eterminer les survivants �a chaque niveau de

la pyramide irr�eguli�ere.

De plus, ce processus a l'avantage de pouvoir inuencer directement la d�ecimation

en tenant compte des niveaux de gris pour la segmentation.

Il est aussi important de noter qu'en 2D, le graphe de Delaunay pr�esente l'avan-

tage d'être planaire (ce qui n'est pas le cas pour la grille 8-connexe) et que la plana-

rit�e est pr�eserv�ee dans la construction de la pyramide [81]. De plus, en utilisant le

principe des pyramides duales, on sait que le degr�e des faces 1 n'augmente pas [80],

ce qui rend possible une impl�ementation des pyramides duales irr�eguli�eres, en vue

de la segmentation, en parall�ele.

La structure de ce chapitre est articul�ee de la mani�ere suivante. Dans la section 5.2

nous pr�esentons bri�evement les pyramides irr�eguli�eres. La section 5.3 a pour objet

la pr�esentation du processus de d�ecimation de Horst Bishof [17] utilisant les r�eseaux

de Hop�eld. Dans la section 5.4 nous exposons quelques r�esultats exp�erimentaux.

1Le degr�e d'une face est le nombre de sommets que contient cette face
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Nous proposons, dans la section 5.5, des perspectives importantes vers lesquelles

s'orienter en vue d'am�eliorer de mani�ere signi�cative et innovante les r�esultats de

segmentation. En�n, la section 5.6 est consacr�ee �a une conclusion.

5.2 Pyramide

En analyse d'images, une pyramide peut être d�e�nie comme �etant une succession

d'images dont la r�esolution d�ecrô�t de mani�ere exponentielle [131]. Classiquement,

la base de la pyramide est l'image originale. Dans le plus simple des cas, les di��e-

rents niveaux de la pyramide sont obtenus �a partir des pr�ec�edents par une simple

op�eration de �ltrage suivie d'une op�eration de d�ecimation [66]. Des fonctions plus

g�en�erales peuvent être utilis�ees pour permettre la r�eduction d�esir�ee. Ces fonctions

sont appel�ees fonctions de r�eduction.

Trois propri�et�es importantes caract�erisent une pyramide :

1. la structure : e.g. voisinage, relations p�eres-�ls entre les di��erents niveaux,

2. le contenu d'un n�ud : e.g. pixel, arête...,

3. la fonction ex�ecut�ee par les n�uds : e.g. �ltrage.

Dans cette section nous �etudierons uniquement la structure des pyramides.

5.2.1 Structure

La structure d'une pyramide est d�etermin�ee par les relations de voisinage �a un

niveau donn�e et par les relations p�eres-�ls entre deux niveaux cons�ecutifs. Chaque

niveau i de la pyramide peut être d�ecrit par le graphe de voisinage Gi = hVi; Aii,
o�u l'ensemble des sommets Vi correspond aux pixels du niveau i, et o�u Ai � Vi � Vi

exprime les relations de voisinage des pixels. Deux sommets p; q 2 Vi sont adjacents

dans Gi s'ils sont voisins dans la structure (Figure 57).

D�e�nition 5.2 (Voisinage dans les pyramides ou graphe d'adjacence) Le voi-

sinage d'un sommet p 2 Vi est d�e�ni par

�(p) = fpg [ fq 2 Vij(p; q) 2 Aig:
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Fig. 57 - Exemple d'un graphe d'adjacence.

Dans l'algorithme de segmentation que nous pr�esentons en section 5.4, �a la base

de la pyramide, le voisinage sera �a mettre en relation avec le voisinage de Delaunay

d�e�ni dans le chapitre 2, section 2.2, d�e�nition 2.4.

La structure verticale de la pyramide (i.e. les connexions entre deux niveaux

cons�ecutifs) peut être d�ecrite par un graphe bipartie Ri = h(Vi [ Vi+1); Li � (Vi �
Vi+1)i.

Toute pyramide avec n niveaux peut être d�ecrite par n graphes de voisinage et

n� 1 graphes verticaux (structure verticale).

La notion de graphe de voisinage (d�e�nition 5.2) et de structure verticale permet

de donner la notion tr�es importante de champ r�ecepteur (Figure 58).

D�e�nition 5.3 (Champ r�ecepteur) Le champ r�ecepteur (i.e. l'ensemble des �ls)

d'un n�ud q 2 Vi+1 est d�e�ni par :

RF (q) = fpjhp; qi 2 Lig:

On peut distinguer dans les pyramides di��erentes structures :

� structures r�eguli�eres

� structures irr�eguli�eres



110 CHAPITRE 5. DVP ET APPROCHE PYRAMIDALE

Vi

Vi+1

Li

Fig. 58 - Repr�esentation des champs r�ecepteurs.

Pour les structures r�eguli�eres (Figure 59), les relations de voisinage sont donn�ees

par un graphe r�egulier, homog�ene, de degr�e �x�e (si on ne tient pas compte des

probl�emes de bords). Dans ce cas, les relations de voisinage sont ind�ependantes du

n�ud choisi dans le graphe (ce graphe peut tr�es bien provenir d'un partitionnement

non adaptatif et rigide tel que le partitionnement en carr�es (chapitre 3, section

3.2.1)).

Si ces relations de voisinage sont d�ependantes du n�ud choisi dans le graphe,

alors la pyramide est dite irr�eguli�ere.

Fig. 59 - Pyramide r�eguli�ere.
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Les pyramides r�eguli�eres peuvent être mises en relation avec les partitionnements

non adaptatifs et rigides (chapitre 3, section 3.2.1), et les pyramides irr�eguli�eres avec

les partitionnements adaptatifs (chapitre 3, section 3.2.2).

Dans ce chapitre nous nous int�eressons uniquement aux pyramides irr�eguli�eres.

5.2.2 Pyramides irr�eguli�eres

Dans ces pyramides les contraintes de r�egularit�e des pyramides r�eguli�eres sont

relâch�ees. Ces pyramides op�erent sur un graphe quelconque.

La principale raison de l'introduction des pyramides irr�eguli�eres est le comporte-

ment rigide (e.g. non invariance en translation et en rotation) des structures r�egu-

li�eres [18]. Les pyramides irr�eguli�eres sont beaucoup plus exibles [99].

Il existe essentiellement deux possibilit�es de construire des pyramides :

1. la contraction parall�ele du graphe de voisinage [114],

2. la d�ecimation du graphe de voisinage [93].

Comme la contraction parall�ele est possible uniquement pour certains types de

graphes [114], nous d�etaillerons seulement la d�ecimation du graphe de voisinage [93].

Le processus de d�ecimation de Meer [93] divise les n�uds de la pyramide �a un

niveau donn�e en deux cat�egories : les n�uds qui survivent au niveau sup�erieur de la

pyramide (survivants), et les n�uds qui n'apparaissent plus au niveau sup�erieur

(non survivants). Meer [93] a donn�e deux r�egles pour le processus de d�ecimation.

Ces r�egles sont les suivantes :

D�e�nition 5.4 (R�egles de d�ecimation)

1. Deux voisins �a un niveau i ne peuvent survivre ensemble.

2. Un n�ud non survivant doit être voisin d'un n�ud survivant.

Une d�ecimation v�eri�ant ces deux r�egles est appel�ee d�ecimation valide. Il est

bien connu que les r�egles 1 et 2 sont �equivalentes au fait que les n�uds Vi+1 du

graphe Gi+1 au niveau i+ 1 d�e�nissent un stable du graphe Gi = hVi; Aii (Figure

60).

Dans [93], il a �et�e montr�e comment on pouvait obtenir le stable en parall�ele par

un algorithme stochastique.
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Fig. 60 - Deux exemples de stable pour un même graphe : les points noirs sont des

n�uds survivants et les points blancs sont des n�uds non survivants.

L'algorithme de d�ecimation stochastique deMeer peut être d�ecrit dans ses grandes

lignes (pour plus de d�etails voir [80]) comme suit :

Algorithme: D�ecimation stochastique :

1. Donner un nombre al�eatoire suivant une loi de probabilit�e uniforme �a chaque

n�ud.

2. S�electionner les maxima locaux comme les n�uds survivants.

3. Boucher les trous, (i.e. r�ep�eter l'�etape 2 tant qu'il existe des n�uds non sur-

vivants n'ayant pas de n�uds survivants dans leur voisinage).

4. Chaque n�ud non survivant s�electionne un p�ere. Cette construction d�e�nit le

champ r�ecepteur d'un n�ud survivant.

5. Construire le graphe de voisinage du niveau sup�erieur. Deux n�uds survivants

N1 et N2 deviennent voisins s'il existe un n�ud dans le champ r�ecepteur de

N1 et un n�ud dans le champ r�ecepteur de N2 voisins au niveau inf�erieur.

6. R�ep�eter les �etapes 1{5 pour construire les niveaux sup�erieurs suivants jusqu'�a

ce qu'il ne reste plus qu'un n�ud.

Cet algorithme peut être modi��e pour tenir compte du contenu de chaque n�ud

(e.g. niveaux de gris). Ceci est r�ealis�e par les pyramides adaptatives [76], qui sont

utilis�ees en segmentation d'image.
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Nous allons donner dans la section suivante une alternative �a l'algorithme de

d�ecimation de Meer par les r�eseaux de Hop�eld. Cette nouvelle approche est due �a

Bischof [17], avec lequel nous avons collabor�e pour l'adapter �a la segmentation des

images en niveaux de gris.

5.3 R�eseaux de Hop�eld

5.3.1 R�eseaux de Hop�eld

Une d�e�nition des r�eseaux de neurones, donn�ee par Hecht-Nielsen [67], a �et�e

r�esum�ee de la mani�ere suivante dans [88] :

\Un r�eseau de neurones est une structure de traitement de l'information parall�ele

et distribu�ee, constitu�ee d'unit�es de calcul interconnect�ees par des canaux unidirec-

tionnels appel�es connexions. Chaque unit�e de traitement n'a qu'une seule connexion

de sortie qui peut être dupliqu�ee en autant d'exemplaires que d�esir�e, les duplicata

transportant tous le même signal. Le traitement e�ectu�e par chaque unit�e peut être

d�e�ni de mani�ere arbitraire pourvu qu'il soit compl�etement local, c'est-�a-dire qu'il

ne d�epende que des valeurs des signaux arrivant �a l'unit�e par ses connexions en-

trantes et du contenu de la m�emoire attach�ee �a cette unit�e (Figure 61)." De plus,

chaque connexion a un poids qui lui est attach�e, et le traitement local consid�er�e

pourra être une simple somme pond�er�ee suivie d'un seuillage.

Il existe une grande vari�et�e de mod�eles de r�eseaux de neurones. En 1982 Hop�eld

en a introduit un nouveau [70]. Son r�eseau, appel�e r�eseau de Hop�eld, est compos�e

d'unit�es binaires (i.e. chaque unit�e a deux �etats : 0 ou 1) totalement interconnect�ees

les unes aux autres (except�e �a elles-mêmes) : chaque unit�e i �emet sa sortie vers toutes

les unit�es j du r�eseau �a travers une connexion a�ect�ee d'un poids wij.

Habituellement, chaque mod�ele de r�eseau de neurones est li�e �a un algorithme

d'apprentissage qui lui est sp�eci�que (i.e. un algorithme qui sp�eci�e comment chan-

ger les poids des connexions sous l'inuence d'un stimulus ext�erieur). Les r�eseaux

de Hop�eld, eux, seront plus volontiers attach�es aux probl�emes d'optimisation com-

binatoire [88].

Les �etats des unit�es du r�eseau, �a un moment donn�e, constituent une matrice qui

peut être consid�er�ee comme �etant la matrice d'�etat du syst�eme.
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Fig. 61 - Architecture d'un r�eseau de Hop�eld Extrait de [88].

Hop�eld a montr�e que le r�eseau converge toujours vers un �etat stable si :

� les poids associ�es aux connexions sont sym�etriques (i.e. wij = wji o�u wij est

le poids de la connexion entre l'unit�e i et l'unit�e j),

� les unit�es sont mises �a jour de mani�ere asynchrone selon la sortie d�ecrite

ci-apr�es.

La sortie d'une unit�e i est donn�ee par la proc�edure suivante :

s(i) =

8><
>:

1 si Ii +
P
j 6=i

wijs(j) > Ui

0 sinon

En e�et, Hop�eld a montr�e que le r�eseau est gouvern�e par l'�energie E donn�ee

dans l'�equation 13 :

E = �1

2

X
i

X
j

wijs(i)s(j)�
X
i

Iis(i) +
X
i

Uis(i) (13)

o�u wij 2 IR est le poids entre les n�uds i et j, Ii le champ ext�erieur et Ui le seuil

associ�e au n�ud i.

Cette �energie ne peut que d�ecrô�tre au cours du temps. En e�et, si au cours d'une

it�eration une unit�e i change d'�etat, la variation d'�energie �E peut s'�ecrire de la

mani�ere suivante :
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�E = �[
X
j 6=i

wijs(j) + Ii � Ui]�s(i) (14)

Or la quantit�e �s(i) est positive, si, et seulement si, la quantit�e entre crochets de

l'�equation 14 est positive, et similairement pour le cas n�egatif. Par cons�equent, tous

les changements d'�etat du r�eseau vont contribuer �a la d�ecroissance de l'�energie E. De

plus E est born�ee, donc le r�eseau converge vers un �etat stable. Cet �etat correspond

�a un minimum local de E, et non �a un minimum global, puisque l'algorithme de

minimisation correspond �a une descente en gradient.

Hop�eld a aussi pr�esent�e un algorithme d'apprentissage m�emorisant quelques

formes qui correspondent aux �etats stables du r�eseau. Malheureusement, la capacit�e

de m�emorisation des r�eseaux de Hop�eld est tr�es limit�ee. Dans [90] il a �et�e montr�e

que dans un r�eseau de n unit�es binaires, le nombre de formes que l'on peut apprendre

est born�e asymptotiquement par n

4 logn .

C'est pourquoi, l'aspect le plus int�eressant des r�eseaux de Hop�eld r�eside dans

leur capacit�e �a converger vers un minimumd'�energie [88]. Cette propri�et�e peut donc

être utilis�ee pour r�esoudre des probl�emes d'optimisation (e.g. voyageur de commerce

[72, 77]) en les codant dans le r�eseau. Les variables doivent correspondre aux �etats

des unit�es, et les contraintes, ainsi que la fonction �a optimiser, doivent être cod�ees

dans les poids de telle sorte qu'un �etat d'�energie minimale corresponde �a une solution

repectant les contraintes.

En 1984 Hop�eld a introduit un mod�ele continu [71] (i.e. l'�etat des unit�es peut

changer continûment). Ce mod�ele a les mêmes caract�eristiques que le mod�ele binaire.

Dans cette section nous utiliserons les r�eseaux de Hop�eld comme une proc�edure

d'optimisation, pour trouver un stable �a un niveau donn�e de la pyramide. Par contre,

nous ne serons pas int�eress�es par le minimum global de l'�energie de l'�equation 15.

En e�et, comme il va être montr�e dans le th�eor�eme 5.1 que Bishof a �enonc�e, il nous

sera su�sant de trouver un minimum local.

5.3.2 D�ecimation par r�eseaux de Hop�eld

Dans cette section nous allons montrer comment Bishof a remplac�e les �etapes 1{3

de l'algorithme de d�ecimation stochastique de Meer, par un r�eseau de Hop�eld qui

op�ere sur le graphe de voisinage G = hV;Ai 2. Il est �a noter qu'une d�ecimation par

2L'indice i est supprim�e car l'algorithme travaille �a un niveau donn�e
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r�eseaux de Hop�eld est plus g�en�erale que la d�ecimation stochastique telle qu'elle a �et�e

propos�ee par Meer, et qu'elle contient de mani�ere naturelle le concept de pyramide

adaptative (section 5.5.1).

Avant de poursuivre, introduisons une d�e�nition :

D�e�nition 5.5 (Fonction d'�etat) L'�etat d'un n�ud p 2 V est donn�e par la fonc-

tion :

s : V 7! f0; 1g avec s(p) =

8<
: 1 si le n�ud p survit

0 sinon

L'�energie que nous consid�ererons est la suivante :

E = �1

2

X
hi;ji2A

wijs(i)s(j)�
X
k2V

Iks(k) (15)

Bishof a montr�e le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 5.1 (Bishof) L'�energie E donn�ee dans l'�equation 15 converge vers un

minimum local, Emin, avec Ik > 0 8k 2 V;wij = wji < 0 et Ik < jwijj 8k 2
V; hi; ji 2 A si, et seulement si, l'attribution des n�uds survivants et non-survivants,

s(p), donne une d�ecimation valide (i.e. les r�egles 1 et 2 de la d�e�nition 5.4) ou, de

mani�ere �equivalente, forme un stable de G.

D�emonstration : La preuve est d�etaill�ee pour un cas plus particulier dans [17, 16]

et pour le cas g�en�eral dans [8] .

Le r�esultat remarquable contenu dans le th�eor�eme 5.1 est que, pour obtenir un

stable �a un niveau donn�e d'une pyramide (irr�eguli�ere ou non), il su�t de trouver un

minimum local de l'�energie donn�ee par l'�equation 15. Bien souvent, c'est plutôt le

minimum global qui est int�eressant (e.g. segmentation par champ de Markov).

Pour minimiser l'�energie E (�equation 15), on peut d�e�nir un r�eseau de Hop�eld

op�erant sur le graphe de voisinage G. Il su�t de poser dans l'�equation 13, Ui = 0,

pour obtenir l'�energie donn�ee par l'�equation 15.

Un minimum local donnera le stable (ou d�ecimation valide, d�e�nition 5.4) �a un

niveau donn�e de la pyramide irr�eguli�ere. La mise �a jour de la valeur d'une unit�e p

dans le r�eseau est faite comme suit :

s(p) =

8><
>:

1 si Ip +
P

hq;pi2A
wqps(q) > 0

0 sinon
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L'�etat initial du r�eseau de Hop�eld peut être choisi de mani�ere al�eatoire.

Les r�esultats sur la complexit�e de la convergence sont importants car on sait que

l'algorithme de Meer [93] converge en O(jV j) �etapes dans le pire des cas.

Dans [124], il a �et�e montr�e que les r�eseaux de Hop�eld avec des poids n�egatifs (si

un poids est nul, la connexion sera consid�er�ee comme non pr�esente) conjugu�es �a un

algorithme s�equentiel de mise �a jour (i.e. �a un temps donn�e seulement une unit�e est

mise �a jour) convergent dans le pire des cas en 2jV j �etapes.
Dans tous les cas pratiques que nous avons rencontr�es, pour jV j � 10000, l'algo-

rithme converge apr�es seulement 6 it�erations environ.

La �gure 62 est une illustration de la d�ecimation d'un graphe de Delaunay par

un r�eseau de Hop�eld.

Dans la section 5.4 nous allons montrer comment choisir les poids entre les arêtes

de mani�ere �a avoir de bons r�esultats en segmentation.

5.4 Application en segmentation

Nous pr�esentons ici quelques r�esultats obtenus illustrant la coop�eration entre les

pyramides, les diagrammes de Vorono�� et les r�eseaux de Hop�eld. Les poids des

arêtes du graphe de voisinage sont choisis comme suit :

wij = �f(dij) avec dij = jgi � gjj

o�u gi et gj sont les niveaux de gris des n�uds i et j, et f une fonction �a d�e�nir.

Nous avons choisi de prendre comme fonction :

f(dij) =

8<
: 2 si i et j sont voisins et dij � �

0 sinon

Une telle fonction permet non seulement de construire la pyramide en tenant

compte de l'information des niveaux de gris contenus dans l'image �a segmenter,

mais aussi de v�eri�er les deux r�egles de d�ecimation de Meer si on se place dans le

cadre du graphe de similarit�e qui est un sous- graphe du graphe de voisinage.

D�e�nition 5.6 (Graphe de similarit�e) Soit G = hV;Ai. Le graphe de similarit�e

est le graphe R = hV;ARi, o�u :

AR = f(p; q) 2 A tel que wpq 6= 0g
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Fig. 62 - D�ecimation d'un graphe de Delaunay. Les points noirs sont les survivants.
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Contrairement au graphe de voisinage, le graphe de similarit�e n'est pas connexe

en g�en�eral. En e�et, au dernier niveau de la pyramide de segmentation, chaque n�ud

correspond �a une composante connexe (i.e. un objet de l'image) et donc le graphe

de similarit�e correspond �a un graphe o�u le nombre de composantes connexes est

�egal au nombre de n�uds (graphe totalement d�econnect�e). La contrainte impos�ee

dans AR montre que, si deux r�egions i et j ont �a peu pr�es le même niveau de gris

(i.e. wij � �), alors elles auront la possibilit�e de fusionner ; dans le cas contraire, la

dissimilarit�e des niveaux de gris fait que les deux n�uds ne pourront plus fusionner

car ces deux n�uds ne sont plus voisins dans le graphe de similarit�e.

Si une arête dans le graphe de voisinage lie deux n�uds dont la di��erence des

niveaux de gris est sup�erieure au seuil (�), alors ces deux n�uds ne sont pas voisins

dans le graphe de similarit�e. Ce graphe n'est pas connexe en g�en�eral, et l'algorithme

de Horst Bishof permet de d�e�nir un stable sur chaque composante connexe de ce

graphe.

Dans ses grandes lignes, l'algorithme pyramidal dans un environnement de Voro-

no�� peut être d�ecrit de la maniêre suivante :

Algorithme: Pyramide dans un environnement de Vorono��

1. Calculer une partition de Vorono�� adapt�ee �a l'image avec l'algorithme \split

and merge" (Chapitre 3, section 3.3).

2. Construire la pyramide avec la d�ecimation adaptative.

La �gure 63 est une illustration de l'algorithme pyramidal dans un environnement

de Vorono�� contrôl�e par un r�eseau de Hop�eld (� = 7) (256 � 256).

La �gure 64 est une autre illustration de l'algorithme pyramidal dans un environ-

nement de Vorono�� contrôl�e par un r�eseau de Hop�eld (� = 7) (64 � 64).

La �gure 65 donne un r�esultat de la segmentation de l'image \femme" en utilisant

de fausses couleurs. (� = 9)(256 � 256). Le processus entier (algorithme \split

and merge" suivi de l'algorithme de d�ecimation) prend 2 minutes environ sur une

Sun 4. Des am�eliorations peuvent être apport�ees : par exemple, en ce qui concerne le

seuillage local [99].On peut aussi tenir compte de la surface des polygones : beaucoup

de polygones de petite surface sont localis�es dans des zones �a fort gradient, et peu

de polygones de grande taille dans des zones �a faible gradient (niveaux de gris

homog�enes).
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(a) De la gauche vers la droite et du haut vers le bas. Image
originale. Diagrammede Vorono�� : 1500 polygones. Niveau 1 : 521
r�egions. Niveau 2 : 225 r�egions. Niveau 3 : 110 r�egions. Niveau 4 :
57 r�egions. Niveau 5 : 33 r�egions. Niveau 6 : 20 r�egions. Niveau
7 : 14 r�egions.

(b) Image originale. Diagramme de Vorono��. R�esultat �nal (ni-
veau 11) : il ne reste plus que 5 r�egions.

Fig. 63 - Processus pyramidal bas�e sur les diagrammes de Vorono��, contrôl�e par les

r�eseaux de Hop�eld.
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(a) De la gauche vers la droite et du haut
vers le bas. Image originale. Diagramme de
Vorono�� : 1043 polygones. Niveau 1 : 322 r�e-
gions. Niveau 2 : 122 r�egions. Niveau 3 : 70
r�egions. Niveau 4 : 48 r�egions. Niveau 5 : 38
r�egions. Niveau 6 : 36 r�egions. Niveau 7 : 34
r�egions.

(b) Image Originale. Diagramme de Voro-
no��. R�esultat �nal (niveau 8) : il ne reste
plus que 12 r�egions.

Fig. 64 - Autre processus pyramidal bas�e sur les diagrammes de Vorono��, contrôl�e

par les r�eseaux de Hop�eld.

La �gure 66 donne un r�esultat de la segmentation de l'image \Lena". (� =

7)(256�256), avec approximativement le même temps de calcul que pour l'exemple

pr�ec�edent.

Ce travail contient des perspectives int�eressantes. Nous allons bri�evement les d�e-

cire dans la section suivante.

5.5 Perspectives

5.5.1 D�ecimation adaptative

Dans l'�energie de l'�equation (15), les poids wij et les donn�ees externes Ii sont des

param�etres libres. Ces param�etres peuvent inuencer le processus de d�ecimation en
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Fig. 65 - Image \femme" et r�esultat �nal de la segmentation. Au d�epart il y a 9033

polygones de Vorono��. Il reste 50 r�egions.

Fig. 66 - Image \Lena" et r�esultat �nal de la segmentation. Au d�epart il y a 8033

polygones de Vorono��. Il reste 32 r�egions.

vue de la segmentation des images en niveaux de gris. Les poids wij expriment une

contrainte entre les n�uds i et j.

Si wij est proche de 2, les n�uds i et j pourront se retrouver dans la même

r�egion. Au contraire, si wij est proche de 0, les n�uds i et j ne se retrouveront pas

dans la même r�egion. Dans les cas interm�ediaires, le fait qu'un n�ud survive ou non

d�ependra de tout le voisinage.

Il est �a noter que, si les poids wij varient continûment entre 0 et 2, les conditions

du th�eor�eme 5.1 ne sont plus remplies. Par cons�equent, la r�egle 1 de Meer peut ne

pas être v�eri��ee �a la convergence de l'algorithme de Hop�eld. Par contre la r�egle 2

sera toujours v�eri��ee. En e�et, soit p un n�ud de V . Si pour tout q 2 �(p), s(q) = 0,
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alors Ip +
P

hq;pi2A
wqps(q) = Ip > 0, et donc, d'apr�es la r�egle de mise �a jour que nous

nous sommes �x�ee (section 5.3.2), s(p) doit prendre la valeur 1. Par cons�equent,

même si les conditions du th�eor�eme de Bischof sont non remplies, la r�egle 2 de Meer

reste v�eri��ee, ce qui est tr�es important pour garder la localit�e et donc pour conserver

le parall�elisme.

Cette relâche dans les contraintes nous permet d'avoir une plus grande latitude

quant au choix des poids entre les arêtes en vue de la segmentation.

Par exemple la fonction suivante :

f(dij) =

8>>><
>>>:

2 si i et j sont voisins et dij � �1

2(�2�dij)
�2��1

si i et j sont voisins et �1 < dij < �2

0 sinon

devrait permettre d'obtenir une d�ecimation plus adapt�ee au contenu de l'image.

5.5.2 Coop�eration r�egion contour

Le partitionnement en r�egions de Vorono�� produit un lissage de l'image et donc

provoque une perte d'information dans les contours. Cette perte pourra être suppri-

m�ee par une coop�eration de type r�egion contour. Cette notion est d�ej�a pr�esente dans

les pyramides [14, 13]. L'id�ee est de d�eterminer dans l'image les contours signi�catifs

qui sont �a transmettre et faire �evoluer �a tous les niveaux de la pyramide. C'est une

am�elioration qui devrait être importante et compl�etement adapt�ee �a notre approche.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons pr�esent�e un algorithme pyramidal utilisant les po-

lygones de Vorono��, la triangulation de Delaunay, et les r�eseaux de Hop�eld. La

combinaison de toutes ces notions nous a permis de construire un algorithme de

segmentation pour des images de niveaux de gris. L'initialisation de la pyramide par

un diagramme de Vorono�� adapt�e �a l'image et par son graphe de Delaunay donne

la possibilit�e de r�eduire le nombre de niveaux contenus dans la pyramide puisque sa

base contient un nombre de n�uds r�eduit. Ceci nous a permis de traiter des images

256 � 256 et 512 � 512 rapidement. De nombreuses am�eliorations sont �a apporter

comme nous l'avons vu dans la section pr�ec�edente :

� l'utilisation de fonctions permettant de mieux s'adapter au contenu des images,
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� la coop�eration r�egion contour,

� l'utilisation des informations g�eom�etriques des polygones de Vorono��.

Nous pouvons donc dire que la coop�eration des pyramides, des diagrammes de

Vorono�� et des r�eseaux de Hop�eld semble extrêmement prometteuse et riche dans

le but de segmenter rapidement des images de grande taille.



Chapitre 6

Partition de Vorono�� et champs de

Markov

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment nous pouvons lier le contexte

markovien au contexte de Vorono��.

Le premier probl�eme auquel nous serons confront�es sera la segmentation des tex-

tures. Nous verrons quelques connexions avec le chapitre 5.

L'id�ee essentielle sous-jacente de ce premier probl�eme est de r�eduire la taille de

l'espace des con�gurations et de r�eduire le nombre de relations de voisinage associ�ees

au champ de Markov. Le but est donc d'acc�el�erer les algorithmes d'optimisation

combinatoire.

Le deuxi�eme probl�eme sera de trouver une partition de Vorono�� qui v�eri�e un

certain crit�ere d'optimalit�e.

Le but auquel nous conduit ce deuxi�eme probl�eme est de trouver une alternative

�a l'algorithme \split and merge" propos�e dans la section 3.3 du chapitre 3.

125
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6.1 Introduction

C'est en 1984 que les champs de Markov font une apparition remarqu�ee dans le

domaine de l'analyse d'images [58].

Associ�es �a l'approche bay�esienne, o�u le probl�eme de d�ecision est pos�e en terme

de probabilit�e, les champs de Markov fournissent un cadre math�ematique coh�erent

pour l'extraction de primitives �a partir d'observations [65].

Dans le domaine de l'analyse d'images, les principales applications des champs

de Markov sont :

� la classi�cation de textures [60, 29, 45],

� la d�etection de contours [19, 57, 129],

� la restauration et le �ltrage [19, 58, 36],

� la d�etection du mouvement.

L'id�ee consiste �a trouver, pour un syst�eme compos�e d'atomes (ou une image

compos�ee de pixels), un �etat stable correspondant �a un minimum d'�energie.

L'approche par champs de Markov (Markov Random Field) permet de ne prendre

en compte que les interactions locales entre les atomes du syst�eme (ou les pixels

de l'image) en dotant l'ensemble de ses particules d'une topologie.

Les deux notions essentielles pour mod�eliser une image par un champ de Markov

sont donc :

� le graphe de voisinage induisant la notion de clique,

� le mod�ele d'�energie.

L'objectif est alors de trouver le bon mod�ele d'�energie correspondant au probl�eme

d'analyse d'images consid�er�e.

L'�equivalence contenue dans le th�eor�eme de Hammersley-Cli�ord, entre les champs

de Markov et les distributions de Gibbs, permet de montrer que l'�energie peut être

mise sous la forme d'une somme de potentiels locaux int�egrant les relations de voi-

sinage.

L'espace des con�gurations possibles est en g�en�eral extrêmement vaste. C'est

une des raisons qui nous a motiv�e pour introduire les mod�eles markoviens dans les

diagrammes de Vorono��.
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Nous nous int�eresserons donc plus particuli�erement ici au graphe de voisinage.

L'id�ee de base est la même que celle trouv�ee dans le chapitre 5 : coder les images par

les informations de haut niveau contenues dans les r�egions de Vorono��, permettant

d'avoir des relations de voisinage coh�erentes et adapt�ees aux images obtenues dans

le graphe de Delaunay.

Le plan que nous suivrons dans ce chapitre est le suivant : tout d'abord, nous

donnons les d�e�nitions et th�eor�emes relatifs aux champs de Markov (section 6.2).

Puis nous d�eveloppons quelques algorithmes d'optimisation en vue de minimiser

l'�energie contenue dans la distribution de Gibbs : algorithmes d�eterministes et sto-

chastiques (section 6.3). Dans la section 6.4, nous donnons un exemple d'utilisation

des champs de Markov li�es au mod�ele de Vorono�� pour la segmentation des textures.

Nous expliquons ensuite comment trouver une partition optimale (en un sens qui

sera d�e�ni) d'une image en r�egion de Vorono�� (section 6.5). Finalement nous donnons

une conclusion et quelques perspectives (section 6.6).

6.2 Champs markoviens

Nous ne red�e�nirons pas ici toutes les notions de base des probabilit�es. Dans toute

la suite nous utiliserons les notations suivantes :

� Soit S un ensemble �ni de sites de IR2 ou IR3. En analyse d'images, l'ensemble

S repr�esente l'ensemble des pixels contenus dans une image. Nous verrons dans

la section 6.4 et 6.5 que, pour nous, ces sites sont associ�es �a une partition de

Vorono��.

� Soit � l'espace des �etats qui repr�esente l'ensemble des valeurs prises par un site

de S. Nous supposerons que � est �ni. En g�en�eral, � repr�esente les 256 niveaux

de gris d'une image, ou les di��erents labels correspondant �a des textures par

exemple.

� Soit 
 l'ensemble de toutes les con�gurations de S, (
 = �S). Si x 2 
, alors

on peut �ecrire x = fxs, s 2 Sg.

� Soit P (
) la tribu des parties de 
.

� Soit P la probabilit�e d�e�nie sur P (
).
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L'hypoth�ese minimale relative �a S est sa d�enombrabilit�e [47].

D�e�nition 6.1 (Champ al�eatoire) Le triplet (
; P (
); P ) est appel�e champ al�ea-

toire ou espace probabilis�e.

D�e�nition 6.2 (Vecteur al�eatoire) X = (Xs)s2S d�esignera un vecteur al�eatoire

si, et seulement si, pour tout s 2 S, Xs est une variable al�eatoire de l'espace

(
; P (
); P ) �a valeur dans �.

Comme dans le chapitre 5, S est structur�e dans un graphe, �a partir des relations

de voisinage.

D�e�nition 6.3 (Syst�eme de voisinage) L'ensemble

VS = fVS(s), s 2 S, et VS(s) � Sg

d�e�nit un syst�eme de voisinage sur S si, et seulement si :

� s =2 VS(s),

� 8s; t 2 S, s 2 VS(t)() t 2 VS(s).

Les �el�ements de VS(s) sont les voisins de s dans S, relativement au syst�eme de

voisinage consid�er�e. VS produit donc un graphe, appel�e graphe de voisinage. VS nous

servira �a d�e�nir la notion tr�es forte de localit�e dans les champs de Markov.

Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, les sites s repr�esenteront les germes de

Delaunay. Par cons�equent, le graphe pr�ec�edent sera le graphe de Delaunay et nous

aurons VS(s) = NS(s), o�u NS(s) est d�e�ni dans le chapitre 2, section 2.1.

Nous pouvons maintenant introduire la notion de champ de Markov relativement

�a un syst�eme de voisinage.

D�e�nition 6.4 (Champs de Markov) Un vecteur al�eatoire X est un champ de

Markov relativement �a VS si, et seulement si :

� 8x 2 
, on a :

P (X = x) > 0 (16)
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� 8s 2 S, on a :

P (Xs = xsjXr = xr; r 6= s) = P (Xs = xsjXr = xr; r 2 VS(s)): (17)

Le fait que les champs de Markov sont des processus locaux est contenu dans

les relations de voisinage, �a travers la relation 17. On comprend bien l'int�erêt de

pr�eserver des relations de voisinage pas trop �etendues.

Par la suite, une image sera consid�er�ee comme la r�ealisation d'un champ de Mar-

kov.

Dans la mod�elisation math�ematique des champs de Markov, nous introduisons la

notion de clique, notion classique de la th�eorie des graphes.

D�e�nition 6.5 (Clique) Soit c une partie de S. c est une clique relativement �a VS

si, et seulement si, c est un sous-graphe complet du graphe de voisinage. Le cardinal

de c s'appelle l'ordre de la clique.

Il est int�eressant de noter qu'en 2D, le diagramme de Delaunay est planaire et

que, par cons�equent, il n'y a pas de clique d'ordre 5 (Figure 67).

En 3D, l'ordre des cliques dans le diagramme de Delaunay n'est pas born�e, puis-

qu'il existe des diagrammes de Delaunay complets (chapitre 2, section 2.7.1). Nous

avons vu en particulier un exemple de clique d'ordre 5 (�gure 17). Dans les cas pra-

tiques, l'ordre des cliques sera born�e puisque nous avons vu (chapitre 2) que, dans

de tels cas, le nombre de voisins d'un site ne d�epend pas de Card(S).

Les cliques vont nous permettre de localiser la notion d'�energie dans les mesures

de Gibbs associ�ees �a un potentiel. De plus, les cliques permettent de relier un champ

de Markov �a une mesure de Gibbs associ�ee �a un potentiel, comme nous le verrons

dans le th�eor�eme de Hammersley-Cli�ord (th�eor�eme 6.1).

Avant d'en arriver �a ce th�eor�eme, il nous reste �a introduire la notion de mesure

de Gibbs mod�elisant les syst�emes thermodynamiques.

D�e�nition 6.6 (Mesure de Gibbs) Soit U une �energie d�e�nie sur 
 et �a valeur

dans IR. La mesure de Gibbs d'�energie U est la probabilit�e � sur 
 d�e�nie par :

8x 2 
, �(x) =
1

Z
exp(�U(x)) (18)

o�u Z est la constante de normalisation d�e�nie par :
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a
b

c

d

Fig. 67 - Exemple de cliques sur le graphe de Delaunay : fag, fbg, fcg, fdg sont des

cliques d'ordre 1, fa; bg, fa; cg, fa; dg, fb; cg, fb; dg, fc; dg sont des cliques d'ordre

2, fa; b; cg, fa; b; dg, fa; c; dg, fb; c; dg sont des cliques d'ordre 3, fa; b; c; dg est une

clique d'ordre 4. Il ne peut pas exister des cliques d'ordre � 5 car le graphe de

Delaunay est planaire en 2D.

Z =
X
x2


exp(�U(x)): (19)

La fonction d'�energie U pr�ec�edente peut être globale dans le sens o�u elle peut

prendre en compte toutes les interactions entre les points de S.

C'est pourquoi il est int�eressant d'examiner le cas o�u l'�energie s'exprime en ne

consid�erant que des informations locales �a partir de la notion de clique d�e�nie

relativement au syst�eme de voisinage VS . Dans un tel cas, on parlera de mesure de

Gibbs associ�ee au syst�eme de voisinage VS ou �a un potentiel.

D�e�nition 6.7 (Mesure de Gibbs associ�ee �a un syst�eme de voisinage) La me-

sure de Gibbs d'�energie U est dite associ�ee au syst�eme de voisinage VS si, et seule-

ment si :
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U(x) =
X
c2C

Vc(x) (20)

o�u C est l'ensemble des cliques relativement �a VS et Vc est une fonction des

�el�ements contenus dans la clique c. V = fVc; c 2 Cg d�esigne le potentiel.

L'�equation 20 montre que le potentiel V est nul en dehors des cliques. La d�ecom-

position de l'�energie U (�equation 20), en la somme de potentiels Vc, permet donc de

d�ecomposer l'�energie globale d'une image en une somme de potentiels locaux sur les

cliques [109].

A partir du cadre propos�e pr�ec�edemment, nous pouvons �enoncer le th�eor�eme de

Hammersley-Cli�ord liant un champ de Markov �a une mesure de Gibbs.

Th�eor�eme 6.1 (Hammersley-Cli�ord) Soit VS un syst�eme de voisinage. Un vec-

teur al�eatoire X est un champ de Markov relativement �a VS si, et seulement si,

�(x) = P (X = x) est une mesure de Gibbs associ�ee �a VS et d'�energie donn�ee dans

l'�equation 20.

La localit�e des champs de Markov �a travers le syst�eme de voisinage et l'�equation

17 se retrouve donc dans la localit�e de la mesure de Gibbs associ�es �a un potentiel �a

travers l'�equation 20 qui int�egre la notion de clique.

Le th�eor�eme 6.1 montre que maximiser la probabilit�e P (i.e maximiser la proba-

bilit�e �),

trouver x 2 
; �(x) = max
x02


�(x0);

revient �a minimiser l'�energie U ,

trouver x 2 
; U(x) = min
x02


U(x0):

Ce th�eor�eme permet donc de transformer une approche bay�esienne en une ap-

proche o�u le probl�eme est pos�e en terme �energ�etique.

Tout revient donc �a trouver le minimum de l'�energie U dans l'espace de con�gu-

ration 
. En g�en�eral une telle �energie n'est pas convexe, et de plus l'espace 
 est

extrêmement vaste. Des algorithmes d'optimisation devront donc être mis en oeuvre

a�n de trouver le minimum global de l'�energie U . C'est ce que nous nous proposons

de faire dans la section suivante.
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6.3 Algorithmes d'optimisation

Nous n'examinerons pas ici les deux algorithmes d�eterministes : GNC (Graduated

Non Convexity) [19], et MFA (Mean Field Annealing) [57] plus adapt�es �a un certain

type d'�energie (mod�ele de la membrane �a continuit�e lâche) [141].

Nous d�etaillerons uniquement l'algorithme stochastique (i.e. non d�eterministe)

de recuit simul�e [58, 59], et l'algorithme d�eterministe ICM (Iterated Conditionned

Mode) [15]. Notons qu'il existe d'autres algorithmes d'optimisation que nous ne

pr�esenterons pas ici, par exemple l'algorithme de Creutz qui est pr�esent�e dans la

th�ese de H�erault [68].

6.3.1 Recuit simul�e

Cet algorithme a �et�e propos�e initialement par Metropolis en 1953 [95]. La d�e-

monstration de sa convergence a �et�e fournie par Geman&Geman [58].

Cette approche provient de techniques utilis�ees en physique statistique, consistant

�a trouver, pour un syst�eme donn�e, un �etat stable correspondant �a un minimum

d'�energie.

En physique, une bonne fa�con de trouver les �etats stables d'un syst�eme complexe

est de le r�echau�er �a une temp�erature �elev�ee puis de le laisser refroidir lentement.

Dans le cas des m�etaux, on porte le syst�eme �a la temp�erature de fusion (�etat

�energ�etique �elev�e) avant de le refroidir lentement. On atteint ainsi des �etats de tr�es

faible �energie. C'est cette proc�edure qui porte le nom de recuit.

Si, au contraire, le m�etal est refroidi trop rapidement, on obtient un �etat m�eta-

stable, qui correspond �a un minimum local de l'�energie. Cette proc�edure porte le

nom de trempe [68].

Algorithme: Recuit simul�e

1. Tirer une con�guration initiale al�eatoire x dans 
.

2. Poser T = T0 (temp�erature initiale �elev�ee).

3. Pour tous les sites s de S

(a) Changer la valeur xs en une valeur x
0

s (xs et x
0

s sont dans �). Cette

op�eration est appel�ee transformation �el�ementaire.
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(b) Evaluer la modi�cation induite sur l'�energie par cette transformation �el�e-

mentaire :

�U = U 0 � U

o�u U 0 est l'�energie apr�es la transformation �el�ementaire et U , avant une

telle transformation.

(c) Si �U < 0, accepter la transition (l'�energie d�ecrô�t).

(d) Si �U � 0, accepter la transition avec la probabilit�e

exp(��U

T
):

4. Diminuer la temp�erature T .

5. R�ep�eter 3-4 jusqu'�a la convergence.

On peut d�emontrer que cet algorithme produit une châ�ne de Markov Xn;T de

mesure invariante �T , o�u �T est la mesure de Gibbs associ�ee �a l'�energie U(x)
T

et au

syst�eme de voisinage VS :

lim
n!1

P (Xn;T = x) = �T (x): (21)

Par ailleurs, l'algorithme converge car on a la proposition suivante :

Proposition 6.1 Quand T ! 0, �T converge simplement vers la probabilit�e uni-

forme sur les minima de la fonction �energie U . Si U poss�ede k minima globaux

m1; : : : ;mk; alors on a :

lim
T!0

�T (x) = 0 si x =2 fm1; : : : ;mkg

lim
T!0

�T (x) =
1

k
sinon.

D�emonstration : Cette proposition est classique et la d�emonstration se trouve dans

[109].

Cette proposition et l'�equation 21 montrent que, si on fait tendre simultan�ement n

vers l'in�ni et T vers 0, alors l'algorithme de recuit simul�e converge vers un minimum

global de l'�energie.

Il est �a noter que l'�etape 3 peut être r�ealis�ee un certain nombre de fois �a temp�e-

rature constante (palier de temp�erature ou thermalisation).



134 CHAPITRE 6. DVP ET APPROCHE MARKOVIENNE

Geman&Geman ont d�emontr�e qu'une d�ecroissance exponentielle de la temp�era-

ture (�etape 4) apr�es chaque thermalisation est n�ecessaire pour assurer la convergence

de l'algorithme de recuit simul�e. Si, au nieme palier de temp�erature, la temp�erature

not�ee Tn satisfait la condition suivante :

Tn � c

log(1 + n)

o�u c est une constante ind�ependante de n, alors l'algorithme de recuit simul�e converge

vers le minimum global de l'�energie quand n!1.

Le probl�eme est qu'une telle d�ecroissance de la temp�erature est trop coûteuse au

niveau des temps de calcul. Pratiquement, on choisit une d�ecroissance lin�eaire de la

temp�erature :

� Tn = 0:93 Tn�1 si 10% des transformations �el�ementaires sont accept�ees au

(n� 1)ieme palier.

� Tn = 0:965 Tn�1 sinon.

La proc�edure se termine quand moins de 1% des transformations �el�ementaires

sont accept�ees [68].

L'algorithme de recuit simul�e est une bonne alternative aux techniques d�eter-

ministes qui sont rapidement limit�ees par le trop grand nombre d'informations �a

prendre en compte. N�eanmoins, l'algorithme ICM que nous pr�esentons dans la sec-

tion suivante peut être pr�ef�er�e �a l'algorithme de recuit simul�e si on a une connais-

sance a priori sur la solution.

6.3.2 ICM (Iterated Conditionned Mode)

Cet algorithme a �et�e propos�e initialement par Besag [15]. Contrairement �a l'al-

gorithme de recuit simul�e qui contient des tirages al�eatoires, cet algorithme est

parfaitement d�eterministe dans le sens o�u le r�esultat ne d�epend que de l'�etat ini-

tial. Le probl�eme est que la convergence se trouve pi�eg�ee dans un minimum local.

L'algorithme peut être d�ecrit de la mani�ere suivante :

Algorithme: ICM

1. Choisir une con�guration initiale x de 
 aussi proche que possible de la con�-

guration optimale.
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2. Pour tous les sites s de S :

(a) Calculer l'ensemble des probabilit�es conditionnelles, d�eduites de P , du

site s consid�er�e.

(b) S�electionner l'�etat � 2 �) le plus probable de s, (xs  �).

3. R�ep�eter 2 pour un nombre d�etermin�e d'it�erations.

En pratique, l'algorithme ICM converge apr�es une dizaine d'it�erations.

Dans l'�etape 2(a), la probabilit�e conditionnelle peut s'�ecrire de la mani�ere sui-

vante :

P (Xs = xsjXr = xr; r 6= s) = exp[� X
c2C;s2c

Vc(x)]� 1

Zs;x

(22)

o�u on a :

Zs;x =
X
u2�

exp[� X
c2C;s2c

Vc(xjxs=u)]

o�u :

xjxs=u repr�esente la con�guration x avec xs = u:

Cette propri�et�e classique des champs de Markov est d�emontr�ee dans [109]. On

voit bien, �a partir de l'�equation 22, que l'�etat le plus probable d'un site est obtenu de

mani�ere locale. De plus, pour choisir la probabilit�e conditionnelle d'�etat maximum,

il su�t de ne consid�erer que le num�erateur. Pour comparer toutes les probabilit�es

quand u varie, il su�t de minimiser le terme
P

c2C;s2c Vc(x), et donc de minimiser

l'�energie U .

Pratiquement, l'algorithme converge tr�es vite, mais dans un minimum local. En

e�et, comme dans l'algorithme de Hop�eld (chapitre 5, section 5.3), �a chaque it�e-

ration de l'ICM, l'�energie d�ecrô�t et se trouve donc pi�eg�ee dans un minimum local.

E�ectivement, quand on s�electionne l'�etat le plus probable (�etape 2(a)), on obtient :

P (X = xjxs=op) � P (X = x)

donc d'apr�es le th�eor�eme 6.1,

�(xjxs=op) � �(x)
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et donc �U � 0, ce qui montre que l'�energie d�ecrô�t.

La convergence vers un minimum local montre que l'ICM peut être utilis�e si on

connâ�t une solution assez proche de l'optimum (�etape 1), de mani�ere �a converger

dans un minimum global. Cet �etat proche de l'optimum d�epend de connaissances

a priori. L'ICM est donc bien adapt�e aux processus pyramidaux par exemple (cha-

pitre 5, section 5.2) [105]. Quand on descend la pyramide, chaque niveau peut être

initialis�e par le niveau pr�ec�edent.

6.4 Application �a la segmentation de textures

Les algorithmes d'optimisation pr�esent�es dans la section 6.3 sont souvent tr�es

coûteux. Nous proposons donc ici de r�eduire au pr�ealable la taille du probl�eme (i.e.

la taille de �S) en r�eduisant le nombre de sites de S.

Une solution est d'associer les champs de Markov �a une structure pyramidale

[105]. Nous les associons ici aux diagrammes de Vorono��. Nous pr�ecisons d'abord la

notion de voisinage et d'ordre du champ de Markov dans la section 6.4.1. Puis dans

la section 6.4.2, nous d�e�nissons le crit�ere de similarit�e propos�e dans [60] et donc

l'�energie associ�ee �a notre champ de Markov.

6.4.1 Voisinage et ordre

Au lieu de consid�erer l'ensemble de tous les pixels d'une image, nous ne prendrons

en compte que les sites associ�es aux polygones de Vorono��. L'int�erêt de l'utilisation

des diagrammes de Vorono�� est double :

� On obtient moins d'�el�ements dans S : le nombre de sites de Vorono�� est plus

faible que le nombre de pixels contenus dans l'image.

� Les connexions sont moins nombreuses mais plus informatives dans le graphe

de Delaunay que dans le graphe des quatre ou huit voisins utilis�e classiquement.

De plus, avec un tel graphe il ne se pose plus la question de l'ordre du champ de

Markov (i.e. jusqu'�a quelle distance on consid�ere un pixel voisin d'un autre). Cette

question peut être formul�ee de la mani�ere suivante : quel est l'ordre du champ de

Markov repr�esent�e ou contenu dans l'image �etudi�ee? [110].
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Nous avons vu dans les chapitres pr�ec�edents que la structure du graphe de De-

launay permet de d�ecrire les propri�et�es locales adapt�ees �a l'image �etudi�ee. Par

cons�equent, nous pensons que la question de l'ordre du champ de Markov dans le

graphe de Delaunay n'a plus lieu d'être, ce qui est un avantage non n�egligeable,

puisque plus l'ordre du champ de Markov augmente, plus les temps de calcul sont

longs.

Une derni�ere motivation nous ayant pouss�e �a utiliser les diagrammes de Vorono��

est de pouvoir se passer des con�gurations interdites d�e�nies dans [60]. Ceci tient au

fait que le contenu de chaque r�egion de Vorono�� est signi�catif et adapt�e aux images.

6.4.2 Segmentation des textures

Notre objectif est d'a�ecter �a chaque r�egion de Vorono��, le label le plus en confor-

mit�e avec les donn�ees. Comme nous l'avons remarqu�e dans l'introduction de ce cha-

pitre, cet objectif sera atteint si on choisit une bonne �energie li�ee �a la distribution

de Gibbs associ�ee au syst�eme de voisinage engendr�e par le graphe de Delaunay.

Dans le mod�ele de textures, nous n'introduisons pas de connaissance a priori et,

en ce sens, la segmentation des textures sera dite non supervis�ee.

Avant de pr�esenter l'�energie correspondant �a notre probl�eme de classi�cation des

textures, nous allons d�e�nir quelques notions de base.

En e�et, la segmentation des textures consiste �a analyser chaque r�egion de Vo-

rono�� et �a d�e�nir un crit�ere de similarit�e. Ce crit�ere sera donn�e par la distance de

Kolmogorov-Smirnov.

D�e�nition 6.8 (Distance de Kolmogorov-Smirnov) Soit V orS(p) et V orS(q)

deux r�egions de Vorono��. On pose FV orS(p), (resp. FV orS(q)), la fonction de r�epartition

empirique des niveaux de gris des pixels contenus dans V orS(p), (resp. V orS(q)). La

distance de Kolmogorov-Smirnov est alors :

dk(V orS(p); V orS(q)) = d1(FV orS(p); FV orS(q)) = max
x2f0;:::;255g

jFV orS(p)(x)�FV orS(q)(x)j

Une propri�et�e remarquable de la distance de Kolmogorov-Smirnov est son inva-

riance par toute transformation strictement monotone des donn�ees [60].

Nous pouvons alors d�e�nir le crit�ere de similarit�e entre deux r�egions de Vorono��

voisines.
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D�e�nition 6.9 (Crit�ere de similarit�e) Soit V orS(p) et V orS(q) deux r�egions voi-

sines de Vorono��. Ces deux r�egions sont semblables si, et seulement si :

�(p; q) = �1

o�u � est la fonction de disparit�e entre V orS(p) et V orS(q) (D�e�nition 6.10).

La fonction de disparit�e peut s'�ecrire de la mani�ere suivante :

D�e�nition 6.10 (Fonction de disparit�e) La disparit�e entre deux r�egions de Vo-

rono��, V orS(p) et V orS(q), est calcul�ee de la mani�ere suivante :

�(p; q) = 2�fdk(V orS(p); V orS(q)) < seuilg� 1

Le seuil est un param�etre de l'algorithme qui sera �a r�egler. Il est important de

noter que la relation induite par � n'est pas transitive. Sinon, l'algorithme de re-

cherche de composantes connexes (chapitre 3, section 3.3.3) sous la contrainte �

serait su�sant pour la segmentation des textures.

Le mod�ele d'�energie que nous pr�esentons ici a �et�e propos�e dans [60]. Soit x un

�el�ement de 
 = �S, o�u � repr�esente un ensemble de p �etiquettes, et S les germes de

Delaunay. L'�energie du syst�eme peut alors être donn�ee de la mani�ere suivante :

U(x) =
X
c2C

	c(x)�c (23)

o�u � = f�c, c 2 Cg est une famille de disparit�es sur S g�en�eralis�ee �a des cliques

d'ordre quelconque, et 	 = f	c, c 2 Cg une famille de fonctions de contrôles d�e-

pendant des labels a�ect�es aux sites des cliques c 2 C.

Nous nous limiterons ici aux cliques d'ordre 2. L'�energie 23 prend alors la forme

suivante :

U(x) =
X

(s;t)2DEL(S)

	(s;t)(x)�(s; t): (24)

Dans le mod�ele d'�etiquetage qui nous int�eresse, nous avons :

	(s;t)(x) = �fxs; xtg

et � est la fonction d�ecrite dans la d�e�nition 6.10. La variation de l'�energie prend

donc l'expression suivante :

�U =
X

s2NS(p)

	(s;p)(x
0)�(s; p) � X

s2NS(p)

	(s;p)(x)�(s; p):
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Nous pouvons alors d�ecrire bri�evement notre algorithme de d�etection des textures

de la mani�ere suivante :

Algorithme: Segmentation des textures

1. Calculer une partition de Vorono�� adapt�ee �a l'image avec l'algorithme \split

and merge" (Chapitre 3, section 3.3).

2. Minimiser l'�energie U (�equation 23) avec l'algorithme de recuit simul�e (section

6.3.1).

Dans l'algorithme de recuit simul�e (section 6.3.1), le changement d'�etat op�er�e

dans l'�etape 3(a) pour un site, revient �a changer la valeur de l'�etiquette de ce site.

Une am�elioration certaine du r�esultat de la segmentation de textures serait de

calculer le partitionnement adaptatif avec un autre crit�ere que la variance dans

l'algorithme \split and merge". Ce crit�ere pourrait être une fonction de l'�energie U

que nous chercherions �a minimiser.

6.5 Application �a une partition optimale

6.5.1 Position du probl�eme

Le probl�eme ici est de vouloir optimiser le partitionnement d'une image en r�egions

de Vorono��. L'optimisation est li�ee �a la minimisation d'une �energie U associ�ee �a la

position des germes dans l'image.

Nous avons donc un ensemble �ni S de N germes. L'espace des �etats, not�e �, est,

pour un germe p donn�e, toutes les positions possibles de p sur une grille discr�ete ID

(N << Card(ID)). L'ensemble 
 de toutes les con�gurations de S est donc toutes

les positions possibles des N germes de S sur ID, deux germes ne pouvant occuper

la même position. Nous avons donc :

Card(
) =

 
Card(ID)

N

!
:

L'�energie que nous voulons minimiser est la suivante :

U =
X
p2S

�(V orS(p)): (25)
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Nous avons choisi une telle �energie car dans l'algorithme \split and merge" pr�e-

sent�e chapitre 3, section 3.3.1, la division des r�egions de Vorono�� est faite selon un

crit�ere d'�ecart type. Nous n'assurions alors nullement la minimisation de ce crit�ere.

Une telle minimisation peut se faire avec un algorithme de type recuit simul�e.

Avant de pr�esenter des solutions pratiques, nous allons nous attacher �a r�esoudre

quelques probl�emes th�eoriques.

6.5.2 Probl�emes th�eoriques

Le probl�eme, ici, est que, si nous consid�erons tout l'espace 
, nous ne sommes plus

dans un contexte markovien. En e�et, il existe deux con�gurations possible !1 et !2

telles queDEL(!1) et DEL(!2) ne soient pas topologiquement �equivalents. Nous ne

pouvons donc pas garantir la stabilit�e topologique du champ de Markov puisqu'elle

est li�ee d'apr�es la d�e�nition 6.4 de la section 6.2, aux relations de voisinage et donc

au graphe de Delaunay.

Une solution th�eorique est de forcer le syst�eme �a rester dans un contexte mar-

kovien en maintenant les relations de voisinage et donc en conservant la stabilit�e

topologique du graphe de Delaunay. Ceci n�ecessite de restreindre l'espace 
 en consi-

d�erant la proposition suivante :

Proposition 6.2 (Stabilit�e topologique) Soit S un ensemble de points et p 2 S.
Soit q un point n'appartenant pas �a S.

NS(p) = N(S�p)[q(q)

si, et seulement si,

q 2 [([BS(NS(p)))
c] \ [\BS�p(NS(p))]

o�u :

� BS(NS(p)) d�esigne l'int�erieur d'un cercle circonscrit �a un triangle de Delaunay

de DEL(S) d�e�ni par deux points de NS(p) et un point de S � (NS(p) [ p)
et ([BS(NS(p)))c la surface compl�ementaire de ([BS(NS(p))) dans PE(p)

(Figure 68 c),

� BS�p(NS(p)) d�esigne l'int�erieur d'un cercle circonscrit �a un triangle de Delau-

nay de DEL(S � p) d�e�ni par trois points de NS(p) (Figure 68 b).
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D�emonstration : Pour que q soit voisin de tous les points de NS(p), il est n�ecessaire

que q 2 \BS�p(NS(p)) d'apr�es la propri�et�e du cercle vide (d�e�nition 2.5, chapitre 2,

section 2.2). Nous allons monter que q 2 ([BS(NS(p)))c par l'absurde. S'il existe un

cercle de Delaunay contenant p et n'appartenant pas �a [BS(NS(p)), alors il existe

au moins un point x de S � (NS(p) [ p) qui est voisin de q. Or toutes les arêtes

fronti�eres de PE(p) sont dans DEL((S � p) [ q) puisque q 2 ([BS(NS(p)))c. Pour

relier q �a x il faut donc couper une arête fronti�eres de PE(p) car x est �a l'ext�erieur

de PE(p). Ce qui est en contradiction avec le fait que la triangulation de Delaunay

est planaire.

La �gure 68 tir�ee de [85] est une illustration de la proposition pr�ec�edente.

La proposition 6.2 montre qu'il est possible de rester avec le même champ de

Markov durant l'�evolution du syst�eme que nous cherchons �a rendre optimal.

6.5.3 Solutions pratiques

Nous allons pr�esenter ici une solution au probl�eme pos�e en restreignant l'espace

des con�gurarations 
 �a l'espace 
0, o�u 
0 est l'espace de toutes les con�gurations

possibles !0 des N germes sur ID garantissant la stabilit�e topologique du graphe de

Delaunay. Cette solution permet de garder un mod�ele de Markov.

La variation de l'�energie s'�ecrit comme suit en supposant que le site p est remplac�e

par q dans le domaine de stabilit�e topologique donn�e par la proposition 6.2 :

�U =
X

x2N(S�p)[fqg(q)[fqg

(V or(S�p)[fqg(x))�
X

x2NS(p)[fpg

(V orS(x)):

Il nous su�t alors d'utiliser l'algorithme de recuit simul�e propos�e section 6.3.1

pour minimiser l'�energie U de l'�equation 25.

Toutefois, un probl�eme th�eorique important se pose. Nous ne pouvons garantir

de pouvoir atteindre toutes les con�gurations de 
0, �a partir d'une con�guration

!0 2 
0, le changement d'�etat �etant fait de mani�ere s�equentielle. Par exemple, si

nous prenons un syst�eme carr�e, nous ne pourrons jamais atteindre une con�guration

rectangulaire, puisque le domaine de stabilit�e topologique d'un germe situ�e sur une

grille carr�ee est r�eduit �a l'ensemble vide.

Une alternative est alors de minimiserU dans l'espace 
 et donc dans un contexte

markovien. Malgr�e tout, l'�ecriture de la variation d'�energie �U est encore locale. En
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a) b)

d)c)

Fig. 68 - Recherche de la surface de stabilit�e topologique d'un germe au sein du

graphe de Delaunay. Quelle que soit la position du germe �a l'int�erieur de cette

surface, les relations de voisinage restent inchang�ees. a- Diagramme de Vorono��. b-

La surface gris�ee est la surface de stabilit�e des relations de premier voisinage du point

consid�er�e. c- La surface gris�ee est la surface de stabilit�e du reste du diagramme. d-

La surface en gris fonc�e repr�esente la surface de stabilit�e du point consid�er�e.

e�et, nous restons dans un contexte de graphe de Delaunay. L'expression de la

variation de l'�energie est plus complexe que pr�ec�edemment car il faut tenir compte

du changement possible de topologie :

U 0 =
X

x2NS(p)[fpg

�(V orS(x)) +
X

x2N(S�p)[fqg(q)

�(V orS(x)):

U =
X

x2NS(p)

�(V or(S�p)[fqg(x)) +
X

x2N(S�p)[fqg(q)[fqg

�(V or(S�p)[fqg(x)):

�U = U 0 � U:
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Exp�erimentalement, l'algorithme de recuit simul�e dans un contexte non marko-

vien semble converger.

6.6 Conclusion

Nous avons montr�e dans la section 6.4 comment, sur les structures conjointes des

graphes de Vorono�� et de Delaunay, on peut associer un mod�ele de Markov. Cette

approche est de plus en plus de plus en plus exploit�ee et permet d'associer l'approche

markovienne �a une structure de donn�ees plus souple que les grilles rigides classiques.

Une perspective possible pour am�eliorer l'algorithme de segmentation des textures

serait de r�ealiser l'algorithme \split and merge" (Chapitre 3, section 3.3.1) avec un

crit�ere plus adapt�e �a l'application consid�er�ee.

Une autre possibilit�e serait d'introduire des cliques d'ordre 3 dans le mod�ele

�energ�etique. On pourrait aussi introduire des transformations strictement croissantes

sur la distance de Kolmogorov-Smirnov [60], ou bien tester des crit�eres plus �ns que

cette distance.

L'algorithme de classi�cation pourrait être int�egr�e dans un processus pyramidal

comme dans le chapitre 5. Dans ce type de pyramide nous perdons la notion de

noeuds survivants et non-survivants, mais nous gardons la notion de champ r�ecep-

teur. Pour nous, un champ r�ecepteur sera simplement, �a un niveau donn�e de la

pyramide, l'ensemble des composantes connexes ayant la même �etiquette.

Dans la section 6.5, nous avons propos�e un algorithme pour obtenir une partition

optimale par r�egions de Vorono��. Si nous utilisons la stabilit�e topologique du graphe

de Delaunay, nous restons dans un cadre markovien et la convergence du syst�eme

est assur�ee. Cette approche pourrait constituer une nouvelle fa�con de concevoir

l'algorithme \split and merge" d�ecrit dans la section 3.3 du chapitre 3.

Toutefois, si nous ne respectons pas la stabilit�e topologique du graphe de Delau-

nay, le syst�eme semble converger dans un recuit simul�e. Nous pouvons donc nous

demander s'il est bien utile de rester dans un contexte markovien. En e�et, si nous

pouvions nous en passer, nous pourrions non seulement minimiser une �energie U ,

mais aussi le nombre de r�egions de Vorono��, en nous autorisant des suppressions et

des insertions de germes dans la structure de Vorono�� au cours de l'optimisation du

syst�eme par l'algorithme de recuit simul�e.

Quoi qu'il en soit, l'approche markovienne demeure un outil puissant pour traiter



144 CHAPITRE 6. DVP ET APPROCHE MARKOVIENNE

des probl�emes li�es �a l'analyse d'images. C'est pourquoi les techniques qui en d�ecou-

lent sont de plus en plus d�evelopp�ees, dans l'objectif de trouver une alternative aux

approches d�eterministes parfois impuissantes devant certains probl�emes.



Chapitre 7

Conclusion

\Quand je pense que cela ne fait que trois ans, jour pour jour, qu'un cube d'ap-

parence anodine a �et�e d�epos�e sur cette table. Tant de choses se sont pass�ees depuis,

je ne sais pas ce que l'avenir nous r�eserve."

\La Fi�evre d'Urbicande" (Schuiten et Peeters).

145



146 CHAPITRE 7. CONCLUSION

7.1 Conclusion

Dans ce m�emoire de th�ese nous avons voulu montrer comment nous pouvions ex-

ploiter des outils issus de la g�eom�etrie algorithmique au pro�t de l'analyse d'images.

Dans le chapitre 2, nous avons pr�esent�e de mani�ere approfondie le diagramme

de Vorono�� ponctuel 3D. De l'�etude des di��erents algorithmes de construction du

diagramme de Vorono�� ponctuel 3D, il est ressorti que l'approche incr�ementale �etait

la mieux adapt�ee par son côt�e dynamique aux probl�emes d'analyse d'images que

nous nous sommes propos�e d'�etudier. De plus, il est apparu que dans la plupart

des cas, l'approche incr�ementale �etait optimale, avantage non n�egligeable puisque

nous avions �a traiter des probl�emes de grande taille. Nous avons aussi pr�esent�e un

algorithme de remise �a jour par suppression de germes, algorithme qui nous a �et�e

utile dans le chapitre 6, consacr�e aux champs de Markov.

Le chapitre 3 a �et�e consacr�e �a l'�etude de di��erents mod�eles g�eom�etriques de

partitionnement de volumes de donn�ees dans un but de repr�esentation. Nous avons

mis l'accent sur les partitionnements adaptatifs, et plus particuli�erement sur les

partitionnements en r�egions de Vorono��. L'adaptation des r�egions de Vorono�� aux

donn�ees a �et�e r�ealis�ee dans un environnement \split and merge". Nous avons constat�e

que les partitionnements en poly�edres de Vorono�� et en t�etra�edres de Delaunay sont

comparables au niveau du nombre d'�el�ements de volume composant la partition.

Nous avons aussi constat�e que les partitionnements en octrees demandent moins

de temps de calcul mais plus d'�el�ements cubiques composant la partition et une

structure moins riche.

Dans le chapitre 4 nous avons montr�e comment on pouvait lier les diagrammes de

Vorono�� g�en�eralis�es �a un ensemble de poly�edres aux squelettes, exosquelettes et sque-

lettes par zones d'inuence. Nous avons donn�e un th�eor�eme de caract�erisation des

�equations des s�eparateurs. Nous avons ensuite propos�e un algorithme pour calculer

une approximation du diagramme de Vorono�� 3D. L'id�ee �etait de proc�eder �a une

discr�etisation des objets poly�edriques, ce qui nous donne un ensemble S de points

3D. Il su�t ensuite de calculer le diagramme de Vorono�� ponctuel des points de S

et de supprimer les arêtes dites inutiles. La validit�e de cet algorithme est prouv�ee

dans un th�eor�eme de convergence.

Le but du chapitre 5 �etait d'exposer une exploitation possible en segmentation de

la repr�esentation des images en r�egions de Vorono��. Nous avons donc li�e l'algorithme
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\split and merge" �a un algorithme pyramidal contrôl�e par un r�eseau de Hop�eld

dans le but de fusionner les r�egions de Vorono��. L'avantage de cette m�ethode est de

pouvoir traiter des images de grande taille, de r�eduire le nombre de niveaux dans la

pyramide et de diminuer les temps de calcul.

Nous avons envisag�e quelques perspectives dans le chapitre 6. Nous avons voulu

lier la th�eorie des champs de Markov aux diagrammes de Vorono�� et de Delaunay

dans deux buts bien distincts. Le premier �etait de segmenter des images textur�ees.

L'id�ee consistait �a avoir un graphe adapt�e aux donn�ees et des r�egions avec un tr�es bon

contenu informatif. L'avantage est qu'il su�t de prendre des cliques d'ordre 1 pour

caract�eriser le champ de Markov. Le deuxi�eme but �etait de d�e�nir un algorithme

permettant de minimiser la somme des �ecarts types de chaque polygone associ�e �a

une image donn�ee. Les r�esultats obtenus sont d�ecevants. En e�et, il nous semble

que, pour la segmentation des images textur�ees, aucun probl�eme d'ordre th�eorique

ne peut expliquer la mauvaise qualit�e des r�esultats.

7.2 Perspectives

De nombreuses perspectives sont �a envisager de pr�es. Nous en avons donn�e

quelques-unes au cours de ce m�emoire de th�ese.

On peut sans doute retenir la coop�eration pyramide-diagrammede Vorono�� contrô-

l�ee par un r�eseau de Hop�eld avec des fonctions continues. Celle-ci permettra de

rendre plus souple la d�ecimation dans la pyramide au cours du processus. La coop�e-

ration r�egion-contour sera sans doute aussi un �el�ement d�eterminant pour l'am�elio-

ration de la qualit�e des r�esultats.

Pour ce qui est des champs de Markov, tous les algorithmes sont impl�ement�es.

Pour les images textur�es il est n�ecessaire de trouver une �energie plus �ne pour obtenir

de meilleurs r�esultats. Nous croyons fermement que c'est une voie �a exploiter et

qui doit donner de bons r�esultats. Pour ce qui est du partitionnement optimal du

plan il nous apparâit que des probl�emes d'ordre th�eorique sont encore �a r�esoudre.

Une question est de savoir si on doit rester dans un contexte markovien ou non

pour obtenir un meilleur partitionnement. Nous sommes encore loin d'avoir apport�e

une solution satisfaisante �a ce probl�eme d'optimisation, mais nous pensons que son

int�erêt est tel qu'il m�erite qu'on cherche d'autres solutions th�eoriques et pratiques.
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7.3 Autres travaux

D'autres applications n'ont pas �et�e abord�ees dans ce m�emoire. Elles ont �et�e r�ea-

lis�ees en collaboration avec d'autres personnes et nous allons tr�es bri�evement les

exposer ici.

Parmi celles-ci �gure la compression d'images par fractals qui repose sur la th�eo-

rie fractale des LIFS (Local Iterated Function System) [75]. L'id�ee est d'utiliser un

partitionnement de l'image en triangles de Delaunay pour diminuer le nombre de

transformations a�nes utiles au codage de l'image. Les r�esultats obtenus sont d'ores

et d�ej�a convaincants et constituent une nouvelle d�emonstration de l'utilit�e de par-

titionnements adapt�es aux images, moins rigides que des partitionnements de type

quadtree [44, 37].

Nous avons aussi particip�e �a une recherche relative au probl�eme de la reconstruc-

tion d'une surface �a partir d'un mod�ele num�erique de terrain (M.N.T.) irr�egulier.

L'id�ee est de calculer la triangulation de Delaunay des points du M.N.T. projet�es

dans le plan d'�equation fz = 0g. Une fois la triangulation calcul�ee, la surface est

obtenue en remontant les triangles dans l'espace tout en respectant l'altitude des

points du M.N.T. La m�ethode est justi��ee par l'article [111] qui montre que cette

mani�ere de proc�eder lisse la surface en minimisant la semi-norme de Sobolev. A par-

tir de cette surface ainsi triangul�ee nous avons construit un algorithme qui calcule

les courbes de niveau. Nous appliquons ensuite un lissage par des fonctions splines

d'interpolation, pour obtenir une meilleure qualit�e visuelle. De nombreux travaux

sont encore �a r�ealiser pour am�eliorer les temps de calcul et avoir ainsi un logiciel

op�erationnel [6].

Des travaux auxquels nous avons encore particip�e ont �et�e r�ealis�es en 2D et en

3D sur la sociologie cellulaire [85]. Il apparâ�t que la conjugaison du diagramme de

Vorono�� et du graphe de Delaunay permet de connâ�tre de mani�ere assez pr�ecise et

robuste le d�esordre interne �a une population cellulaire, chaque germe �etant le centre

de gravit�e d'un noyau cellulaire. Cette connaissance peut être obtenue aussi bien

de mani�ere globale que de mani�ere locale. Des perspectives relatives �a ce travail se

trouvent du côt�e de la mod�elisation dans un contexte de recuit simul�e. L'id�ee serait

de mod�eliser le passage d'un tissu sain �a un tissu canc�ereux, en trouvant une �energie

ad�equate [86].

De plus, nous avons r�ealis�e une �etude �a propos de la percolation en 2D et en 3D
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sur le graphe de Delaunay. Les germes sont distribu�es uniform�ement dans un carr�e en

2D et dans un cube en 3D. L'id�ee consiste �a supposer que chaque germe poss�ede une

marque �a 0 ou �a 1. Le but est alors de pouvoir passer d'une arête donn�ee �a une arête

oppos�ee du carr�e, ou d'une face donn�ee �a une face oppos�ee du cube par les arêtes de

Delaunay reliant deux germes ayant une marque �a 1. Nous avons obtenu de mani�ere

statistique un processus de percolation. Pour avoir un syst�eme qui percole en 2D, il

faut que 50% des germes aient une marque �a 1, alors qu'en 3D 21% su�sent. Une

interpr�etation biologique d'un tel r�esultat devrait être possible.

Nous esp�erons que d'autres applications suivront pour que les diagrammes de Vo-

rono�� et de Delaunay deviennent un jour des outils incontournables dans de multiples

disciplines dont l'analyse d'images.
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