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6 Introduction

Introduction

La vision biologique est l'un des cinq sens que la nature a donn�e �a l'être hu-
main et �a la majorit�e des animaux. Au moyen de nos deux yeux, la vision nous
permet d'acqu�erir des informations visuelles, appel�ees images, sur l'environnement
qui nous entoure. Ces informations sont ensuite transf�er�ees au cerveau o�u elles sont
interpr�et�ees. Le r�esultat de cette interpr�etation peut donner lieu �a une prise de
d�ecision de la part de l'être humain, lui permettant, par exemple, de se mouvoir
sans danger.

D'une mani�ere similaire, la vision arti�cielle ou la vision par ordinateur vise
�a donner �a une machine cette facult�e d'acqu�erir et d'interpr�eter les informations
visuelles. L�a aussi, une d�ecision peut �eventuellement être prise en cons�equence, par
exemple pour permettre la saisie d'un objet par un robot.

Cependant, l'être humain dispose d'un syst�eme de vision tr�es performant, dont
le m�ecanisme reste mal connu malgr�e les progr�es r�ealis�es par la psychologie cogni-
tive. De plus, les capacit�es des traitements c�er�ebraux sont largement sup�erieures
�a la capacit�e de calcul de l'ordinateur le plus performant. Ce dernier reste tr�es
modeste, voire d�erisoire, compar�e au cerveau humain.

La vision par ordinateur ne vise pas la reproduction sur machine de la vision
humaine. Elle vise plutôt �a arriver par des moyens informatiques �a des r�esultats
similaires.

Le processus de la vision comporte en particulier l'acquisition des images et les
traitements de celles-ci.

{ L'acquisition d'une image consiste �a transformer un signal physique d'une na-
ture donn�ee en un signal d'une autre nature. Pour ce qui nous concerne, nous
utilisons les images �a niveaux de gris obtenues avec des cameras CCD 1. Une
image �a niveaux de gris est cod�ee dans un ordinateur sous forme d'un tableau
�a deux dimensions. Chaque �el�ement de ce tableau, appel�e pixel 2, est un entier
codant l'intensit�e lumineuse per�cue en un point. La valeur de l'intensit�e lu-
mineuse d'un pixel est le r�esultat d'un long processus opto-�electronique, dont
le but est de transformer le signal optique de d�epart en un tableau �a valeurs
enti�eres.

1: Charge-Coupled Device

2: picture-element
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{ Les traitements d'une image peuvent être de nature tr�es di��erente allant du
traitement du signal, comme par exemple l'extraction des points d'int�erêts
tels que les contours, les coins: : : jusqu'�a l'interpr�etation s�emantique de ce qui
est observ�e, comme par exemple la description du contenu de la sc�ene avec
un langage symbolique. Aussi, les traitements d'une image sont g�en�eralement
class�es en trois niveaux [Mar78]. Un premier niveau, dit bas niveau, concerne
le traitement au niveau des pixels. Un deuxi�eme niveau, appel�e parfois ni-
veau interm�ediaire recouvre les calculs des caract�eristiques num�eriques de la
sc�ene comme la reconstruction tridimensionnelle, le calcul du mouvement: : :
Et en�n un troisi�eme niveau, dit haut niveau, rassemble ce qui a trait �a
l'interpr�etation.

Le travail d�ecrit dans cette th�ese concerne principalement la reconstruction
tridimensionnelle �a partir d'images issues de cam�eras non �etalonn�ees. Dans la suite,
on parlera pour simpli�er de reconstruction tridimensionnelle �a partir d'images non
�etalonn�ees.

Deux sujets li�es �a la reconstruction ont �et�e trait�es : le calcul de la matrice fon-
damentale (g�eom�etrie �epipolaire) avec la d�etection et la mise en correspondance de
points d'int�erêt dans une s�equence d'images. Dans la classi�cation donn�ee ci-dessus,
ce travail se situe en grande partie au niveau interm�ediaire. Seule la d�etection des
points d'int�erêt dans une image se situe au bas niveau.

En consid�erant l'aspect g�eom�etrique, on peut supposer que l'espace qui nous
entoure est une repr�esentation tridimensionnelle d'entit�es physiques. Une image �a
niveaux de gris est alors consid�er�ee comme une repr�esentation bidimensionnelle de
cet espace. Il y a donc perte d'information durant le processus de formation d'une
image. En particulier, la troisi�eme dimension est perdue. La r�ecup�eration de cette
derni�ere est le but de la reconstruction tridimensionnelle.

Pour illustrer le probl�eme de la reconstruction, soit une cam�era mod�elis�ee par
un plan (plan image) et un point appel�e centre de projection (voir �gure 0.1a). Avec
ce mod�ele de cam�era, un point de l'espace subit une projection centrale (projection
perspective) pour donner naissance �a un point de l'image. Malheureusement, cette
transformation n'est pas inversible : un point de l'image ne repr�esente pas un point
de l'espace mais repr�esente une droite de l'espace. Il est donc impossible de retrou-
ver la troisi�eme dimension d'un point uniquement �a partir de sa projection dans une
image. Par contre, si on consid�ere un point observ�e dans deux images di��erentes,
l'ambigu��t�e disparâ�t et il devient possible de trouver la position tridimensionnelle
du point (voir �gure 0.1).

Cependant, l'utilisation de deux images (ou plusieurs images) pose deux nou-
veaux probl�emes qu'il faut r�esoudre avant de pouvoir reconstruire.

1. la mise en correspondance : dans la �gure 0.1b nous avons suppos�e que p0 �etait
la projection du même point P de l'espace. Cette information n�ecessaire n'est
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Fig. 0.1 - Quand on consid�ere une seule image, le point p est la projection du point
P de l'espace, mais il est aussi la projection de Q. En utilisant une paire d'images,
l'ambigu��t�e disparait et il devient possible de retrouver la troisi�eme dimension.

pas disponible �a partir des images, elle doit être trouv�ee. En d'autres termes,
pour un point donn�e dans une image, nous devons être capable de trouver
son homologue dans une autre image pour que la reconstruction devienne
possible. Ce probl�eme est appel�e mise en correspondance des points dans les
images.

2. l'�etalonnage des cam�eras : pour pouvoir reconstruire le point P (�gure 0.1b),
il faut �ecrire les �equations des deux droites de l'espace Op et O0p0 dans un
rep�ere de r�ef�erence commun. Le calcul de la relation qui lie les coordon-
n�ees tridimensionnelles d'un point aux coordonn�ees bidimensionnelles de son
image s'appelle �etalonnage. Ce dernier permet de d�e�nir, pour chaque point
de l'image, une droite de l'espace dans le rep�ere de r�ef�erence. La position du
point P est alors donn�ee par l'intersection des deux droites de l'espace Op et
O0p0. On dit que le point est reconstruit par triangulation (�gure 0.1b).

Les deux �etapes ci-dessus peuvent être une solution au probl�eme de recons-
truction. Cependant, il n'est pas toujours r�ealiste d'�etalonner chaque cam�era avant
toute op�eration de reconstruction. Car l'�etalonnage d'une cam�era est un processus
d�elicat n�ecessitant une mire parfaitement connue. De plus, il doit être r�ep�et�e chaque
fois que la cam�era bouge ou change ses caract�eristiques. Outre cet inconv�enient, il
n'est pas toujours possible d'�etalonner une cam�era, par exemple quand celle-ci est
impliqu�ee dans des mouvements.
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Dans cette th�ese nous proposons des m�ethodes de reconstruction tridimension-
nelle permettant de supprimer le fardeau de l'�etalonnage. Nous nous pla�cons dans le
cas g�en�eral d'une s�equence d'images obtenues avec une ou plusieurs cam�eras incon-
nues. Nous entendons par cam�eras inconnues des cam�eras dont les caract�eristiques
g�eom�etriques et les positions sont inconnues.

Contributions majeures

Les principales contributions de cette th�ese sont :

1. mise en �uvre d'une nouvelle m�ethode pour calculer la matrice fondamentale
(g�eom�etrie �epipolaire). Cette m�ethode propose une nouvelle formulation du
probl�eme permettant une simpli�cation des �equations (section 2.1).

2. �etude et r�ealisation d'un algorithme de mise en correspondance de points
dans les images (section 2.2).

3. �etude et comparaison de deux m�ethodes de reconstruction tridimensionnelle.
Un algorithme combinant les deux m�ethodes est propos�e.

4. �etude th�eorique et r�ealisation pratique d'une m�ethode pour le passage d'une
reconstruction projective �a une reconstruction euclidienne (chapitre 4).

5. Calcul de la reconstruction euclidienne et du mouvement d'une cam�era quand
les caract�eristiques de la cam�era sont connues approximativement (chapitre 5).

Plan de la th�ese

Le premier chapitre est consacr�e �a la g�eom�etrie et �a son lien avec la vision par
ordinateur, en particulier au niveau de la formation d'image.

Dans la premi�ere partie, nous introduisons les notions fondamentales de la g�eo-
m�etrie projective, cette derni�ere �etant la g�eom�etrie la plus adapt�ee �a nos probl�emes.
Les g�eom�etrie a�ne et euclidienne sont d�e�nies comme �etant des restrictions de la
g�eom�etrie projective. Dans la deuxi�eme partie, nous pr�esentons quelques mod�eles
g�eom�etriques utilis�es pour mod�eliser les cam�eras CCD.

Le deuxi�eme chapitre comporte deux parties. La premi�ere partie pr�esente une
nouvelle m�ethode pour le calcul de la matrice fondamentale (g�eom�etrie �epipolaire).
Cette derni�ere est un concept cl�e dans le cas d'images non �etalonn�ees. Les exp�eri-
mentations r�ealis�ees avec des donn�ees r�eelles et simul�ees montrent que, par rapport
�a la m�ethode classique, cette m�ethode permet une meilleure stabilit�e du calcul.
En particulier, quand seules des �equations lin�eaires sont utilis�ees, notre m�ethode
donne des r�esultats corrects, ce qui n'est pas le cas pour la m�ethode classique.
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La deuxi�eme partie du chapitre est consacr�e �a un probl�eme plutôt technique :
la mise en correspondance des points dans les images. Cette derni�ere �etant n�e-
cessaire �a la reconstruction, nous avons donc r�ealis�e un outil robuste de mise en
correspondance de points.

Dans le troisi�eme chapitre deux m�ethodes de reconstruction sont pr�esent�ees. La
premi�ere m�ethode utilise un mod�ele a�ne et permet une reconstruction euclidienne
�a partir d'au moins trois images. Le mod�ele a�ne n'est pas toujours adapt�e pour ap-
procher une cam�era, aussi les r�esultats des reconstructions avec des donn�ees r�eelles
et simul�ees montrent les limites de cette m�ethode. La deuxi�eme m�ethode utilise
un mod�ele projectif. Elle permet d'obtenir une reconstruction projective, a�ne ou
euclidienne selon qu'on connâ�t les coordonn�ees projectives, a�nes ou euclidiennes
de 5 points de l'espace. Le mod�ele projectif �etant une bonne approximation pour
une cam�era, les r�esultats montrent la robustesse de la m�ethode.

Apr�es une comparaison de ces deux m�ethodes, nous proposons un algorithme
permettant leur coop�eration. La deuxi�eme m�ethode est it�erative mais elle est plus
pr�ecise. La premi�ere m�ethode est lin�eaire, et permet d'obtenir une reconstruction
proche de la solution. Celle-ci est su�sante pour assurer la convergence de la m�e-
thode non lin�eaire.

Le quatri�eme chapitre concerne l'utilisation de connaissances a priori sur la
sc�ene pour passer d'une reconstruction projective vers une reconstruction eucli-
dienne. Une �etude th�eorique dont le but est de comprendre clairement le lien d'une
reconstruction projective avec une reconstruction euclidienne est pr�esent�ee. En-
suite, une mise en �uvre pratique est propos�ee.

Le dernier chapitre traite le probl�eme de la reconstruction euclidienne et du
calcul du mouvement d'une cam�era. En utilisant des valeurs approch�ees pour les
param�etres intrins�eques de la cam�era et un nombre de param�etres minimal pour la
structure, nous montrons qu'il est possible d'obtenir de bons r�esultats qualitatifs.

En�n, la conclusion r�esume les di��erents r�esultats et ouvre quelques perspectives
sur la suite de ce travail.
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Chapitre 1

G�eom�etrie et vision par

ordinateur

La vision par ordinateur vise �a donner aux robots la capacit�e de percevoir
l'espace qui les entoure. Ce dernier est tridimensionnel et peut être repr�esent�e
par des entit�es g�eom�etriques. Les robots sont amen�es �a bouger, l'espace qui les
entoure aussi, la g�eom�etrie de cet espace est ainsi dynamique. Il est alors clair que
la g�eom�etrie fournit �a la vision par ordinateur un outil puissant lui permettant
d'appr�ehender ce monde tridimensionnel.

Ce chapitre commence par quelques rappels de g�eom�etrie projective. Nous ne
visons ni �a être exhaustif dans les notions pr�esent�ees ni �a en fournir les d�emons-
trations mais simplement �a d�ecrire les r�esultats fondamentaux utiles. Le lecteur
int�eress�e pourra consulter [SK52] pour des notions plus compl�etes ou [May90] pour
une �etude plus avanc�ee sur l'application de la g�eom�etrie projective en vision par
ordinateur.

La seconde section du chapitre d�ecrit l'apport de la g�eom�etrie projective �a la
vision par ordinateur quant �a la formation d'image. Seul l'aspect g�eom�etrique de
cette derni�ere est trait�e ici.

En�n, la g�eom�etrie �epipolaire et la notion de matrice fondamentale sont intro-
duites �a la section 1.3.

1.1 G�eom�etrie projective

Bien que le monde qui nous entoure soit un monde euclidien, les transformations
euclidiennes ne sont pas les mieux adapt�ees pour mod�eliser certaines transforma-
tions g�eom�etriques, comme par exemple la projection perspective.

La g�eom�etrie projective poss�ede une propri�et�e int�eressante : la dualit�e. Le prin-
cipe de dualit�e en g�eom�etrie projective assure l'�equivalence entre points et droites,
droites et plans: : : Passer d'un point �a une droite ou vice versa ne complique en
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rien les calculs ; de plus, la g�eom�etrie projective manipule les coordonn�ees homo-
g�enes, ce qui rend l'alg�ebre lin�eaire. La g�eom�etrie projective est plus g�en�erale que
la g�eom�etrie euclidienne qui n'est qu'un cas particulier de celle-ci. Par cons�equent,
travailler dans le cas g�en�eral qui est la g�eom�etrie projective o�re plus de souplesse.

Outre les arguments cit�es ci-dessus en faveur de la g�eom�etrie projective, la raison
principale qui nous incite �a utiliser celle-ci en vision est li�ee �a la nature g�eom�etrique
des syst�emes d'acquisition d'images. Ces derniers peuvent être mod�elis�es par des
syst�emes r�ealisant une projection perspective du monde tridimensionnel sur un
plan. La g�eom�etrie projective o�re un cadre simple pour repr�esenter une projection
perspective, elle est donc la plus adapt�ee pour le domaine de la vision.

Apr�es une introduction des espaces projectifs, nous donnerons les principales
propri�et�es des transformations projectives, puis la notion d'invariant sera intro-
duite. En�n, la g�eom�etrie a�ne et la g�eom�etrie euclidienne seront d�e�nies comme
�etant des restrictions de la g�eom�etrie projective.

1.1.1 Espaces projectifs, coordonn�ees homog�enes

Consid�erons l'espace ICn+1 n f(0; : : : ; 0)g muni de la relation d'�equivalence sui-
vante :

(x1; : : : ; xn+1) � (x0

1; : : : ; x
0

n+1) ()

9 � 6= 0 tel que (x0

1; : : : ; x
0

n+1) = �(x1; : : : ; xn+1) (1.1)

L'espace quotient r�esultant de cette relation d'�equivalence d�e�nit l'espace pro-
jectif de dimension n not�e IP n. Ainsi, les deux (n + 1)-uplets (x1; : : : ; xn+1) et
�(x1; : : : ; xn+1) repr�esentent le même point dans l'espace projectif IP n et sont ap-
pel�es coordonn�ees homog�enes de ce point. Le signe � est appel�e dans la suite �egalit�e
projective, c'est une �egalit�e d�e�nie �a un facteur multiplicatif pr�es.

Quand la dimension de l'espace projectif vaut respectivement 1, 2 et n� 1, cet
espace est g�en�eralement appel�e droite, plan et hyperplan.

Une injection canonique de ICn dans IP n existe et est d�e�nie par :

ICn �! IP n

(x1; : : : ; xn) 7�! (x1; : : : ; xn; 1)

Cette injection n'est pas surjective : elle n'atteint pas les points de IP n tels que
xn+1 = 0.

Ces points ne sont associ�es �a aucun point usuel de ICn, on les appelle les points
�a l'in�ni. Ils peuvent être interpr�et�es comme �etant des directions de l'espace ICn.
Cette repr�esentation est reprise par la suite. L'hyperplan d'�equation xn+1 = 0 est
appel�e hyperplan de l'in�ni.
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D�ependance lin�eaire

Les points P1; � � � ; Pm de IP n sont lin�eairement d�ependants s'il existe un en-
semble de scalaires �1; � � � ; �m non tous nuls tel que :

mX
i=1

�iPi = 0

Dans le cas contraire, les points sont lin�eairement ind�ependants.

Base projective

Une base projective de IP n est form�ee de n+2 points tels qu'aucun sous ensemble
de n + 1 points n'appartienne �a un hyperplan. En d'autres termes, tous les sous
ensembles de n+ 1 points de cette base sont lin�eairement ind�ependants.

La base projective canonique est form�ee par les points suivants : e1 = (1; 0; : : : ; 0);
e2 = (0; 1; : : : ; 0); : : : ; en+1 = (0; 0; : : : ; 1) et en+2 = (1; 1; : : : ; 1). Cela revient �a
prendre n directions, 1 point pour marquer l'origine en+1 et un point pour mar-
quer l'unit�e en+2. Tout point de l'espace projectif peut être repr�esent�e comme une
combinaison lin�eaire de n'importe quel sous ensemble de (n+ 1) points de la base.
Par exemple le point X peut s'�ecrire :

X =
n+1X
i=1

�iei

o�u les �i sont des scalaires

Proposition

Soient x1; : : : ; xn+2 (n+2) points de IP n tels qu'aucun sous ensemble de (n+1)
points ne soient lin�eairement d�ependants. Ces points forment donc une base de IP n.

Il existe une matrice de rang maximal W de taille (n + 1) � (n + 1) telle que
Wei = �ixi; i = 1; : : : ; n+ 2, o�u les �i sont des scalaires non nuls et o�u (ei) est la
base canonique de IP n.

Par cons�equent, si x1; : : : ; xn+2 et y1; : : : ; yn+2 sont deux ensembles de (n +
2) points de IP n formant deux bases projectives, alors il existe une matrice non
singuli�ere W de taille (n + 1) � (n + 1) telle que Wxi = �iyi; i = 1; : : : n + 2, o�u
les �i sont des scalaires non nuls. W est d�e�nie �a un facteur multiplicatif pr�es.

1.1.2 Transformations projectives

D�e�nition

On appelle transformation projective ou collin�eation toute application lin�eaire
en les coordonn�ees homog�enes.
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Une transformation projective de IP n dans IPm s'exprime donc sous forme ma-
tricielle :

IP n �! IPm

X 7�! Y = W tX

o�u W est une matrice non singuli�ere de taille (m+1)�(n+1). X et Y �etant d�e�nis
�a un facteur multiplicatif pr�es, il en est de même pour W . Une transformation
projective de IP n dans IPm n'a que (m+ 1)� (n+ 1)� 1 degr�es de libert�e.

Une transformation projective de IP n dans lui-même est appel�e homographie.
Pour n donn�e, l'ensemble des homographies forment un groupe qui s'appelle aussi
groupe projectif.

Fixer une transformation projective

D�eterminer une transformation projective de IP n dans IPm revient �a d�eterminer
�a un facteur multiplicatif pr�es la matrice qui lui est associ�ee, c'est �a dire les (m+
1)� (n+ 1) � 1 param�etres ind�ependants.

Chaque correspondance entre un point de IP n et son image de IPm fournit (m+1)
�equations lin�eaires en les inconnues. Seulesm �equations sont ind�ependantes puisque
les points sont exprim�es en coordonn�ees homog�enes.

Si m = n (cas des homographies), il faut (n+2) correspondances pour d�etermi-
ner tous les param�etres de la transformation projective. De plus, il est n�ecessaire que
les points utilis�es forment une base projective, sinon les �equations qui en d�ecoulent
ne sont pas ind�ependantes.

Dans le cas o�u m 6= n, le nombre de correspondances su�sant pour d�eterminer
la transformation projective n'est plus n�ecessairement (n+2). Par exemple, pour le
cas de la projection de IP 3 dans IP 2 qui est d�etermin�ee par une matrice 3� 4 avec
11 param�etres ind�ependants, chaque correspondance entre un point de IP 3 et un
point de IP 2 fournit 2 �equations ind�ependantes. Cinq correspondances fournissent
10 �equations ind�ependantes, or il en faut 11.

1.1.3 Invariants projectifs

Un invariant est une quantit�e num�erique calcul�ee �a partir d'une certaine con�-
guration. Il a la propri�et�e de rester inchang�e même si la con�guration de d�epart a
subi une certaine cat�egorie de transformations.

Pour être plus pr�ecis, consid�erons deux ensembles E et F et un ensemble T
de transformations de E dans F . Soit I une fonction des �el�ements de F . I est un
invariant pour T si elle prend la même valeur pour toutes les images d'un �el�ement
de E :

8e 2 E; 8t; t0 2 T I(t(e)) = I(t0(e))
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En particulier, un invariant projectif est un invariant pour les transformations
projectives.

Nous nous limitons �a ces d�e�nitions simples, le lecteur int�eress�e trouvera dans
[FMZ90] et [Gro93] une �etude d�etaill�ee des invariants.

Le birapport

Le birapport est l'invariant projectif fondamental. D'autres invariants peuvent
s'exprimer en termes de birapports.

Birapport de quatre points align�es

Soient P1, P2, P3 et P4 quatre points d'une droite projective (espace projectif
de dimension 1) et soient respectivement (�1; �1), (�2; �2), (�3; �3) et (�4; �4) leurs
coordonn�ees homog�enes. En posons �i

�i
= �i, le birapport des points P1, P2, P3 et

P4 s'�ecrit sous la forme [P1; P2 ;P3; P4], il est d�e�ni par :

[P1; P2 ; P3; P4] =
�1 � �3
�2 � �3

�
�1 � �4
�2 � �4

(1.2)

La valeur de ce birapport est ind�ependante de la repr�esentation de la droite
choisie. Ce r�esultat a �et�e d�ej�a �etablit par les anciens math�ematiciens grecs.

Il peut être �etendu en utilisant les conventions suivantes qui traitent le cas des
points �a l'in�ni :

1

1
= 1;

a

1
= 0;

1

a
=1 avec a 2 IC (1.3)

Ainsi, �i de l'�equation (1.2) peut valoir �eventuellement1 si �i est nul.

Birapport d'un faisceau de quatre droites

Quatre droites coplanaires et concourantes en un point O d�e�nissent un bi-
rapport [l1; l2 ; l3; l4]. Ce birapport n'est autre que le birapport [A;B ;C;D] (voir
Figure 1.1). o�u A; B; C et D sont les points d'intersection des quatre droites avec
une droite quelconque l ne passant pas par O. Bien sûr, la valeur du birapport
[A;B ;C;D] est ind�ependante du choix de l.

Birapport d'un faisceau de quatre plans

De la même mani�ere, dans IP 3 quatre plans p1; p2; p3 et p4 ayant une droite
commune d�e�nissent un birapport [p1; p2 ; p3; p4] (voir Figure 1.2). Ce birapport
n'est autre que le birapport [l1; l2 ; l3; l4] de leurs quatre droites d'intersection
avec un plan quelconque p ne contenant pas la droite commune.
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O

l

l’
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B

C

D

A’

B’

C’

D’

Fig. 1.1 - Le birapport d'un faisceau de quatre droites

P

1
P

3
P

2
P

4
P

Fig. 1.2 - Le birapport d'un faisceau de quatre plans
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1.1.4 G�eom�etrie a�ne

La g�eom�etrie a�ne est une restriction de la g�eom�etrie projective. Elle se d�eduit
de la cette derni�ere en �xant l'hyperplan de l'in�ni.

Les transformations a�nes sont les transformations projectives qui laissent l'hy-
perplan de l'in�ni globalement invariant. Si on note par IAn l'espace a�ne de di-
mension n, la matrice associ�ee �a une transformation a�ne de IAn dans IAm est une
matrice non singuli�ere de taille (m+1)� (n+ 1) dont la derni�ere ligne �a la valeur
(0; : : : ; 0; 1).

Puisque la g�eom�etrie a�ne est une restriction de la g�eom�etrie projective, les
invariants projectifs sont aussi des invariants a�nes. De plus, d'autres invariants
plus riches existent pour les transformations a�nes. Par exemple le parall�elisme
est un invariant a�ne.

L'invariant fondamental de la g�eom�etrie a�ne est le rapport des mesures alg�e-
briques de trois points align�es. Cet invariant n'est autre que le birapport de trois
points align�es et du point �a l'in�ni dans cette direction. Soient A; B; C trois points
align�es et D le point �a l'in�ni dans la même direction. Par d�e�nition le birapport
de ces quatre points est donn�e par :

[A;B ;C;D] =
AC

AD
�
BC

BD

En utilisant les conventions donn�ees par les �equations (1.3), on aura :

[A;B ;C;D] =
AC

BC

1.1.5 G�eom�etrie euclidienne

La g�eom�etrie euclidienne est une restriction de la g�eom�etrie a�ne. Elle est donc
une restriction plus forte de la g�eom�etrie projective.

Les transformations euclidiennes sont donc des transformations a�nes plus res-
treintes, elles admettent donc plus d'invariants. Les transformations euclidiennes
laissent l'hyperplan de l'in�ni globalement invariant, ainsi que certains points de
cet hyperplan.

Nous appelons g�eom�etrie euclidienne la g�eom�etrie des similitudes et non celle
des isom�etries. L'espace euclidien est alors appel�e espace euclidien �etendu, c'est
�a dire, l'espace invariant sous les transformations des similitudes. Cependant, par
abus de langage, cet espace est parfois appel�e espace euclidien.

G�eom�etrie euclidienne en dimension 2

Les transformations euclidiennes ou similitudes sont les transformations a�nes
qui laissent deux points de la droite de l'in�ni globalement invariants. Soient I
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et J ces deux points, ils sont appel�es l'absolu ou points cycliques. Les similitudes
qui laissent le couple (I; J) dans le même ordre sont appel�ees similitudes directes,
sinon, elles sont dites indirectes.

A partir de la d�e�nition de l'absolu, le concept d'angle peut être d�e�ni. Soit O
le point d'intersection de deux droites l1 et l2. L'angle entre ces deux droites peut
être calcul�e en utilisant la formule de Laguerre :

� = dl1l2 = 1

2i
log[P1; P2 ; I; J ] (1.4)

o�u I et J sont les points cycliques, P1 et P2 sont les points d'intersections des
deux droites l1 et l2 avec la droite de l'in�ni (voir Figure 1.3).

l1

l 2

I

J

P1

P2
droite de l’infini

Fig. 1.3 - L'angle en g�eom�etrie euclidienne 2D

G�eom�etrie euclidienne en dimension 3

Comme pour le cas 2D, les transformations euclidiennes dans l'espace 3D sont
des transformations a�nes laissant un ensemble de points du plan �a l'in�ni globa-
lement invariant. Cet ensemble de points qui est appel�e l'absolu est une conique.
G�en�eralement on choisit la conique imaginaire not�ee 
 et appel�ee conique absolue
d'�equations : (

x 2 + y2 + z2 = 0
t = 0

(1.5)

Deux droites s�ecantes de l'espace l1 et l2 d�e�nissent un plan P . Celui-ci coupe la
conique absolue 
 en deux points I et J . Les deux droites l1 et l2 �a leur tour coupent
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le plan de l'in�ni en deux points A1 et A2. Les quatre points I, J , A1 et A2 sont
align�es puisque la conique absolue est dans le plan de l'in�ni. L'angle entre les deux
droites l1 et l2 est alors d�e�ni comme pour le cas 2D par le birapport de ces quatre
points (Voir Figure 1.4)

� = dl1l2 = 1

2i
log[A1; A2 ; I; J ]

I

J

α

A1
A2

Plan de l’infini

l1

l2

Ω

Fig. 1.4 - La notion d'angle en g�eom�etrie euclidienne 3D

Il faut noter que la conique absolue est un concept utilis�e en vision par ordina-
teur. La connaissance de la projection de celle-ci est �equivalente �a la connaissance
des param�etres intrins�eques d'une cam�era [MF92].

1.2 Images et g�eom�etrie

Une image �a niveaux de gris obtenue avec une cam�era CCD est un tableau de
dimension 2 dont les �el�ements sont les pixels. Ce tableau contient un signal r�esul-
tant d'un processus complexe d'acquisition de donn�ees o�u 3 aspects interviennent :
l'aspect optique, l'aspect �electronique et en�n l'aspect g�eom�etrique. Nous nous li-
miterons dans ce qui va suivre �a l'aspect g�eom�etrique de la formation d'image.
Pour une �etude plus compl�ete du processus d'acquisition d'une image prenant en
compte la partie optique et �electronique voir [Bey92b].
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1.2.1 Formation d'image

En se limitant �a l'aspect g�eom�etrique, une image �a niveaux de gris obtenue
avec une cam�era est le r�esultat d'une transformation g�eom�etrique. Cette derni�ere
fait passer d'une repr�esentation tridimensionnelle de la sc�ene �a une repr�esentation
bidimensionnelle de cette même sc�ene.

A une cam�era est attach�e un rep�ere d'origine Oc appel�e centre de projection.
(Oc; x) et (Oc; y) sont les axes parall�eles au plan image, correspondant aux direc-
tions des lignes et colonnes des pixels du plan image. L'axe (Oc; z) appel�e aussi axe
optique est orient�e vers la sc�ene et est perpendiculaire au plan image. Le rep�ere
(Oc; x; y; z) est orthonorm�e direct (voir Figure 1.5). Pour passer des coordonn�ees
d�e�nies dans le rep�ere de la sc�ene aux coordonn�ees images exprim�ees en pixels,
trois phases sont n�ecessaires :

1. Un d�eplacement tridimensionnel : les points tridimensionnels exprim�es
dans un rep�ere de la sc�ene subissent un changement de rep�ere pour passer au
rep�ere de la cam�era. Ce changement de rep�ere comporte donc 6 param�etres : 3
pour la rotation et 3 pour la translation. Ces param�etres ne sont autre que la
position et l'orientation de la cam�era, ils sont appel�es param�etres extrins�eques.

2. Une projection 3D-2D : apr�es le changement de rep�ere de la phase pr�ec�e-
dente, les points tridimensionnels exprim�es dans le rep�ere de la cam�era sont
projet�es sur le plan image. Les nouvelles coordonn�ees ainsi obtenues sont
appel�ees coordonn�ees normalis�ees.

Il est �a noter que cette projection est le plus souvent consid�er�ee comme une
projection perspective pure (voir paragraphe 1.2.2). Cependant, d'autres mo-
d�eles peuvent être propos�es pour approcher cette transformation.

3. Changement de coordonn�ees : pour passer aux coordonn�ees pixels, les co-
ordonn�ees normalis�ees subissent une transformation a�ne du plan. Cette der-
ni�ere, comporte 5 param�etres appel�es param�etres intrins�eques de la cam�era.
Cette transformation a�ne peut s'�ecrire sous la forme matricielle suivante :

A =

0B@ �u ��u cot � u0
0 �v sin � v0
0 0 1

1CA (1.6)

o�u

{ �u et �v sont les deux facteurs d'�echelle le long des axes du plan image.
Ils sont fonction de la distance focale f et de la taille des pixels. La
distance focale f est la distance du plan image �a l'origine du rep�ere
cam�era. Si la taille d'un pixel image est de ku � kv (pixels non carr�es)
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en pixels=mm et si f est donn�ee en millim�etres, alors �u = fku et
�v = fkv .

{ u0 et v0 sont les coordonn�ees en pixels du centre image, c'est �a dire les
coordonn�ees du point d'intersection de l'axe optique avec le plan image.

{ � est l'angle entre les deux axes du rep�ere image. Cet angle est tr�es
proche de �

2
, et en pratique, on suppose qu'il est �egal �a �

2
. La matrice A

n'a alors que 4 param�etres et peut s'�ecrire sous la forme r�eduite :

A =

0B@ �u 0 u0
0 �v v0
0 0 1

1CA (1.7)

u

x

y

Z

X

Y
(0,0,f)

repere
scene

repere camera Changement de repere

repere image
   (pixels)

Oc

Os

Oi

projection

z

axe optique

P

p

v

Fig. 1.5 - La formation d'image

Les trois transformations cit�ees ci-dessus que les coordonn�ees tridimensionnelles
des points d'une sc�ene subissent pour arriver aux coordonn�ees pixels peuvent être
cod�ees dans une même matrice M tel que :

M = AID

o�u D, I et A sont trois matrices tels que :

{ D repr�esente le d�eplacement tridimensionnel.
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{ I repr�esente la projection 3D-2D.

{ A repr�esente le changement de coordonn�ees

Les d�efauts d'optique, la num�erisation au niveau des capteurs, et le bruit pro-
duit par l'�electronique d'une cam�era font qu'il n'existe aucun mod�ele pour repr�e-
senter exactement une cam�era r�eelle. Tous les mod�eles propos�es ne sont que des
id�ealisations des syst�emes r�eels d'acquisition d'images.

Plusieurs mod�eles g�eom�etriques sont g�en�eralement utilis�es pour approcher les
cam�eras : les mod�eles a�nes (projection orthographique, perspective faible: : : ) et
le mod�ele projectif (projection perspective). Les mod�eles a�nes sont simples. Ce-
pendant, ils ne sont pas adapt�es �a tout type de sc�ene. Le mod�ele projectif approche
mieux une cam�era r�eelle qu'un mod�ele a�ne au prix de quelques param�etres en
plus. Sans qu'il soit parfait, ce mod�ele est une bonne approximation pour une
cam�era.

Tous ces mod�eles ne sont pas vraiment ind�ependants. Le mod�ele projectif ap-
proche les mod�eles a�nes quand la distance s�eparant la cam�era de la sc�ene devient
assez grande compar�ee �a la taille de la sc�ene. On utilisera dans la suite le terme
rapport de profondeur qui est d�e�ni comme �etant le rapport de la longueur de la
sc�ene le long de l'axe optique avec la distance sc�ene-cam�era. Ce rapport devient
faible quand le mod�ele projectif approche les mod�eles a�nes pour une cam�era. En
outre, il est assez fr�equent d'être dans des conditions o�u le rapport de profondeur
est faible, ce qui donne aux mod�eles a�nes un grand int�erêt.

Nous pr�esentons ici les principaux mod�eles utilis�es en vison par ordinateur. Ces
derniers di��erent au niveau de la projection 3D-2D, et nous nous limiterons alors
�a pr�esenter les di��erentes projections qui d�e�nissent ces mod�eles.

Nous ferons donc abstraction du changement de rep�ere sc�ene-cam�era et du pas-
sage des coordonn�ees normalis�ees aux coordonn�ees pixels. Cela revient �a supposer
que les coordonn�ees 3D sont d�e�nies dans le rep�ere cam�era, et que les coordonn�ees
2D sont les coordonn�ees normalis�ees.

Nous commen�cons par le mod�ele le plus largement utilis�e en vision par ordi-
nateur, le mod�ele projectif, appel�e mod�ele de projection perspective ou mod�ele
st�enop�e 1.

Ensuite, des mod�eles plus simples sont propos�es, ces derniers pouvant être consi-
d�er�es comme des simpli�cation du mod�ele st�enop�e.

Nous reviendrons sur deux de ces mod�eles au chapitre 3 o�u les reconstructions
utilisant ces mod�eles sont d�ecrites et compar�ees.

1: trou d'�epingle
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1.2.2 Mod�ele st�enop�e

Ce mod�ele (voir �gure 1.6) est une bonne approximation pour les projections
e�ectu�ees par les cam�eras CCD. De plus, la transformation e�ectu�ee est alors une
projection perspective pure d�ecrite par une matrice de rang 3, qui appartient aux
transformations projectives de IP 3 dans IP 2 [Mor93].

En utilisant les coordonn�ees homog�enes, la projection perspective pure d'un
point P (X;Y;Z; T ) de l'espace s'�ecrit sous la forme matricielle :

0B@ x
y
t

1CA �
0B@ 1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0

1CA
0BBB@

X
Y
Z
T

1CCCA (1.8)

o�u � d�enote l'�egalit�e projective.

plan image
u

v

P(X,Y,Z)

x

y

O

centre de
projection

repere de la camera

p(u,v)

z 
 axe optique

Z

X

Y

O1

repere de la
scene

(0,0,f)

Fig. 1.6 - Le mod�ele st�enop�e pour une cam�era

Avec les coordonn�ees non homog�enes, les �equations de projection perspectives
s'�ecrivent :
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8><>:
u = X

Z

v = Y

Z

(1.9)

Il est �a noter que, pour certaines applications, des corrections g�eom�etriques
sont parfois ajout�ees �a ce mod�ele en vue d'obtenir une meilleure pr�ecision dans les
r�esultats [Bey91].

1.2.3 Mod�ele de projection orthographique

C'est le mod�ele le plus simple pour approcher une cam�era, un point de la sc�ene
se projette orthogonalement sur l'image (voir Figure 1.7).

plan image
u

v

x

y

O
repere de la camera

z 
 axe optique

Z

X

Y

O1

repere de la
scene

(0,0,f)

Q(Xq,Yq,Zq)

P(Xp,Yp,Zp)

p(up,vp)
q(uq,vq)

Fig. 1.7 - Le mod�ele de projection orthographique pour une cam�era

Dans ce mod�ele, les �equation de la projection se r�eduisent �a :(
u = X
v = Y

(1.10)
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o�u (X;Y;Z) sont les coordonn�ees tridimensionnelles non homog�enes d'un point
de la sc�ene, et (u; v) sont les coordonn�ees non homog�enes normalis�ees de la projec-
tion de P .

Quand la distance focale est tr�es grande ou quand la sc�ene se trouve tr�es �eloign�ee
de la cam�era, la projection orthographique peut être une bonne approximation pour
la projection r�ealis�ee par une cam�era [Tom91].

1.2.4 Mod�ele de projection perspective faible

O
Z

Y

Plan image
Plan Z=Zo

Po

P

p

Fig. 1.8 - Le mod�ele de projection perpective faible pour une cam�era

Dans ce mod�ele 2, on suppose que les points subissent d'abord une projection
orthographique sur un plan perpendiculaire �a l'axe optique et passant par le centre
de gravit�e des points de la sc�ene observ�ee. Ensuite, ces points, devenus coplanaires,
subissent une projection perspective sur le plan image (Fig 1.8).

Par rapport �a la projection orthographique, ce mod�ele �a l'avantage de tenir
compte de la distance entre la sc�ene observ�ee et la cam�era. C'est donc une projection
orthographique am�elior�ee. On l'appelle aussi projection orthographique �a l'�echelle.

Les �equations de projection deviennent :

8><>:
u = X

Z0

v = Y

Z0

(1.11)

2: en anglais \weak perspective projection model"
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o�u P0(X0; Y0; Z0) est le centre de gravit�e des points de la sc�ene (voir �gure 1.8).

Ce mod�ele peut être une bonne approximation pour la cam�era, si le rapport de
profondeur est faible, c'est �a dire si la taille de la sc�ene est relativement petite par
rapport �a la distance entre la cam�era et la sc�ene (voir section 3.2).
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1.2.5 Mod�ele de projection para-perspective

O
Z

Y

Plan image
Plan Z=Zo

Po

P

p

P’

Fig. 1.9 - Le mod�ele de projection para-perspective pour une cam�era

Ce mod�ele est une variante du mod�ele pr�ec�edent. Les points subissent d'abord
une projection parall�ele sur le plan perpendiculaire �a l'axe optique et passant par
le centre de gravit�e de la sc�ene P0 selon la direction de projection d�e�nie par ~OP0

(voir Figure 1.9). Ensuite, ces points subissent une projection perspective sur le
plan image.

Si, apr�es la projection parall�ele, le point P (X;Y;Z; T ) se transforme en P 0(X 0; Y 0; Z0; T ),
les �equations de projection sur le plan image s'�ecrivent :8>><>>:

u = X 0

Z0

v = Y 0

Z0

(1.12)

o�u (u; v) sont les coordonn�ees normalis�ees non homog�enes de la projection du point
P selon ce mod�ele.

Par rapport au mod�ele perspective faible, ce mod�ele a l'avantage de tenir compte
d'une �eventuelle translation lat�erale importante de la sc�ene par rapport �a l'axe
optique.

1.3 Relation g�eom�etrique entre les images

La transformation sc�ene-image n'est inversible que si la sc�ene est plane. Dans
ce cas, cette transformation est une homographie de plans qui est par d�e�nition
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inversible. On peut facilement montrer que deux images d'une sc�ene plane sont
li�ees par une homographie de plans.

Cependant, en g�en�eral les sc�enes ne sont pas planes ; par cons�equent les trans-
formations sc�ene-images ne sont pas inversibles. En d�epit de cela, une relation liant
des images prises sous des angles de vue di��erents existe. Elle est pr�esent�ee dans
les paragraphes qui suivent.

1.3.1 Relation g�eom�etrique entre deux images

Consid�erons deux cam�eras qui observent une même sc�ene, ce qui est par exemple
le cas de la st�er�eovision. Appelons les deux images produites par ces deux cam�eras
image gauche et image droite (voir Figure 1.10).

P

p

p’

O

O’

Image gauche

Image droite

e    
e’ 

Fig. 1.10 - Relation g�eom�etrique entre une paire d'images : g�eom�etrie �epipolaire

Il est clair (voir la �gure 1.10) que le point p de l'image gauche repr�esente la
projection de tous les points de l'espace appartenant �a la droite OP . Les corres-
pondants possibles de p dans l'image droite sont contraints de se trouver sur une
droite, appel�ee droite �epipolaire de p. Cette derni�ere n'est autre que la projection
de la droite OP dans l'image droite.

Toutes les droites �epipolaires de l'image droite passent par e, intersection de la
droite OO0 avec le plan de l'image droite. e est appel�e �epipole de l'image droite par
rapport �a l'image gauche.

De mani�ere sym�etrique, l'�epipole de l'image gauche par rapport �a l'image droite
est d�e�ni comme �etant l'intersection de OO0 avec le plan de l'image gauche. En
d'autres termes, un point P de l'espace d�e�nit avec les deux centres de projection
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O et O0 un plan appel�e plan �epipolaire. Ce dernier coupe les deux plans images en
deux droites, les droites �epipolaires. Tous les plans �epipolaires passent par la droite
OO0 et donc par les �epipoles e et e0. Cette relation entre deux images est appel�ee
g�eom�etrie �epipolaire. Elle est d'une grande importance. En particulier elle donne
une contrainte sur la mise en correspondance : �etant donn�e un point p de l'image
gauche, ses correspondants possibles dans l'image droite ne peuvent que se trouver
sur une droite.

La g�eom�etrie �epipolaire peut être compl�etement d�e�nie par une matrice 3� 3 ap-
pel�ee matrice fondamentale[Luo92]. Cette derni�ere transforme un point de l'image
gauche en une droite de l'image droite par la relation :

Fp = e0p0

o�u F est la matrice fondamentale et Fp la droite �epipolaire (ici, la droite est donn�ee
par ses 3 coe�cients).

p0 appartient �a la droite Fp, alors tp0Fp = 0. Aussi, par sym�etrie on a tp tFp0 = 0.

Nous revenons dans la section 2.1 sur le calcul et les propri�et�es de cette matrice.

1.3.2 Relation g�eom�etrique entre trois images

Consid�erons maintenant le cas de trois cam�eras observant une même sc�ene. En
prenant les images deux �a deux nous avons 3 paires d'images d�e�nissant ainsi 3
matrices fondamentales F12; F13 et F23 (voir Figure 1.11). Soit P un point de la
sc�ene se projetant en p, p0 et p00 dans les images 1, 2 et 3 respectivement.

En consid�erant la g�eom�etrie �epipolaire liant la premi�ere image avec la troisi�eme,
on peut conclure que p00 doit se trouver sur la droite (F13p). De la même mani�ere,
en consid�erant la deuxi�eme image avec la troisi�eme, on peut conclure que p00 doit
se trouver sur la droite (F23p

0). p00 se trouve donc �a l'intersection des deux droites
�epipolaires :

p00 = (F13p) ^ (F23p
0) (1.13)

avec ^ repr�esentant le produit vectoriel

p, p0 et p00 sont donc li�es par une relation trilin�eaire qui d�epend des matrices fon-
damentales. Cette relation est d'un grand int�erêt pour la st�er�eovision trinoculaire
et pour la poursuite de points dans une s�equence d'images. Elle permet d'e�ectuer
des pr�edictions et des v�eri�cations.

Il est �a noter que la relation (1.13) devient d�eg�en�er�ee pour les points du plan
tri-focal (plan d�e�ni par les centres de projection des trois cam�eras) ou pour le cas
de droites �epipolaires parall�eles.

La trilin�earit�e peut aussi être �etablie alg�ebriquement [Sha94], sans passer par
le calcul de la g�eom�etrie �epipolaire : elle est calcul�ee directement �a partir de 9
points mis en correspondance dans les trois images. Cette fa�con de proc�eder �evite
de conduire aux cas de d�eg�en�erescence indiqu�es ci-dessus.
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P
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p’’

p

F23

F13
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F23p’

F13p

F12

O3

O2

1

Fig. 1.11 - Relation g�eom�etrique entre 3 images : trilin�earit�e

1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons pr�esent�e quelques notions de g�eom�etrie
projective utiles pour les prochains chapitres. Quelques mod�eles pour approcher la
projection e�ectu�ee par une cam�era CCD sont �enum�er�es et d�ecrits. La pr�esentation
de ces mod�eles de cam�era a pour but de lever certaines ambigu��t�es pour d�ecrire des
notions utilis�ees dans la suite de la th�ese.

De ce chapitre, nous retenons en particulier l'importance du rôle jou�e par la
g�eom�etrie en vision par ordinateur. Ceci est illustr�e par l'aspect g�eom�etrique de
la formation d'image �a niveaux de gris pr�esent�e dans la section 1.2.1 et par les
relations entre images dont la description est bas�ee sur la g�eom�etrie.
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Chapitre 2

Matrice fondamentale et mise en

correspondance de points

La matrice fondamentale d�ecrit une relation g�eom�etrique entre deux images
prises sous deux angles de vue di��erents : la g�eom�etrie �epipolaire. Dans le cas non
�etalonn�e (images obtenues avec des cam�eras non �etalonn�ees), la connaissance de
la matrice fondamentale est consid�er�ee comme un �etalonnage faible 1 pour une
paire d'images. Sa relation avec la matrice essentielle introduite ant�erieurement par
Longuet-Higgins [LH81] �a �et�e montr�e dans [Luo92]. En particulier, quand les coor-
donn�ees normalis�ees (section 1.2.1) sont utilis�ees, la matrice fondamentale co��ncide
avec la matrice essentielle.

De ce fait, cette matrice joue un rôle central pour r�esoudre des probl�emes de
vision tels que le calcul lin�eaire de la structure projective [Fau92] [Har93], l'auto-
calibration [LF92], la poursuite de points dans une s�equence d'images (section 2.2)
et le calcul du mouvement d'une cam�era (chapitre 5).

Dans ce chapitre nous traitons deux sujets qui sont d�ependant l'un de l'autre :
le calcul de la matrice fondamentale et la mise en correspondance de points.

Nous proposons dans la premi�ere partie de ce chapitre une nouvelle expression
de la matrice fondamentale permettant son estimation robuste et rapide.

Dans la deuxi�eme partie, le probl�eme de mise en correspondance de points
est trait�e. Un algorithme robuste de mise en correspondance bas�e sur la matrice
fondamentale est propos�e.

1: weak calibration
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2.1 Calcul de la matrice fondamentale : nouvelle

m�ethode

Soient deux images d'une même sc�ene, par exemple celles de la �gure 1.10.
Comme dans la section 1.3, les deux images sont appel�ees image gauche et image
droite (simple convention de notre part pour simpli�er la pr�esentation).

Soit P un point de l'espace projet�e en p et p0 sur l'image gauche et l'image
droite respectivement. Rappelons que p et p0 v�eri�ent la relation :

tp0Fp = 0 (2.1)

o�u F d�enote la matrice fondamentale, p et p0 sont donn�es par leurs coordonn�ees
homog�enes. F est une matrice 3 � 3 de rang 2 [Fau92][HGC92].

La relation (2.1) est une �equation lin�eaire et homog�ene en les �el�ements de F ;
donc F ne peut être d�etermin�ee qu'�a un facteur pr�es. On peut par exemple norma-
liser F (mettre �a 1 la somme des carr�es des �el�ements de F ).

F peut être calcul�ee �a partir des appariements de points au moyen du crit�ere
lin�eaire donn�e par l'�equation (2.1). Cependant, cette fa�con de faire sou�re de deux
d�efauts : l'absence de contrainte sur le rang de F et l'absence de normalisation.

En g�en�eral le calcul de F se fait en deux �etapes : une premi�ere estimation de
F est obtenue avec le crit�ere lin�eaire donn�e par l'�equation (2.1). Cette estimation
est suivie par un calcul non lin�eaire utilisant un autre crit�ere. Ce dernier consiste
�a minimiser la distance des points �a leurs droites �epipolaires, il n'est autre que
l'interpr�etation g�eom�etrique de la matrice fondamentale. Il s'�ecrit :

min
X
i

d2(p0

i; Fpi) + d2(pi;
tFp0

i) (2.2)

o�u d2(p0

i; Fpi) d�enote le carr�e de la distance euclidienne en pixels du point image
p0

i �a sa droite �epipolaire d�e�nie par (Fpi).

Des crit�eres non lin�eaires plus complexes peuvent être utilis�es. On peut se re-
porter �a [Luo92] pour une �etude plus compl�ete des m�ethodes de calcul de F .

Cette description br�eve de la m�ethode de calcul de F a pour but d'illustrer la
di��erence profonde avec la m�ethode que nous proposons ici. En particulier, nous ne
cherchons pas �a d�eterminer explicitement la matrice fondamentale mais plutôt la
position d'un �epipole dans une des deux images et une homographie de plan entre
les deux images. Nous rappelons qu'une homographie de plan est une transforma-
tion projective de plan �a plan pouvant être d�ecrite par une matrice inversible de
taille 3 � 3. Avec un astucieux changement de rep�ere dans les images, nous mon-
trons qu'il est possible de �xer 3 des 7 param�etres de la matrice fondamentale et
de r�eduire ainsi �a 4 le nombre de param�etres �a d�eterminer.
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Le premier paragraphe de cette section pr�esente l'aspect g�eom�etrique du pro-
bl�eme. Dans le second paragraphe, notre m�ethode alg�ebrique pour r�esoudre le pro-
bl�eme est propos�ee ; nous d�emontrons en particulier qu'avec 7 couples de points mis
en correspondance trois solutions existent pour l'�epipole. Nous retrouvons ainsi le
r�esultat d�ej�a trouv�e par Sturm [Stu69] mais avec une d�emonstration plus simple.

Dans le troisi�eme paragraphe nous montrons qu'une matrice fondamentale peut
s'�ecrire comme le produit d'une matrice antisym�etrique avec une matrice d�ecrivant
une homographie de plans.

Les propri�et�es d'une matrice fondamentale[FLM92], �a savoir le rang et le nombre
de param�etres, sont implicites dans notre formulation ; la d�emonstration est alors
directe.

En�n le dernier paragraphe pr�esente l'algorithme num�erique de r�esolution ainsi
que des r�esultats exp�erimentaux sur des donn�ees r�eelles et simul�ees.

La m�ethode propos�ee ici pr�esente l'avantage d'une gestion implicite du rang de
F et d'une formulation simple, conduisant par ailleurs �a un syst�eme bien condi-
tionn�e. La stabilit�e des r�esultats remet �a l'honneur la m�ethode lin�eaire �ecart�ee �a
cause de son instabilit�e dans la m�ethode classique.

2.1.1 Aspect g�eom�etrique du probl�eme

Soit � un plan de l'espace d�e�ni par 3 points non align�es P1, P2 et P3 ; soient
deux autres points P4 et P de l'espace, non coplanaires avec les trois points pr�ec�e-
dents (voir �gure 2.1). Cet ensemble de points est observ�e par deux cam�eras dont
les centres de projection sont respectivement O et O0 et qui donnent une image
gauche et une image droite.

La droite OP4 (toujours en observant la �gure 2.1) coupe le plan � en Q4. Les
deux points de l'espace P4 et Q4 se projettent dans l'image gauche sur le même
point p4. Cependant, dans l'image droite les deux points P4 et Q4 se projettent
sur deux points di��erent p0

4 et q0

4. Ceci est vrai quand le mouvement liant les deux
cam�eras comporte une composante non nulle de translation (e�et de la parallaxe).
D'une mani�ere similaire, les deux points P et Q sont projet�es sur l'image gauche
en un point unique p et sur l'image droite en deux points di��erents p0 et q0.

Dans l'image droite, les 2 droites (p0

4q
0

4) et (p
0q0) sont les projections des 2 droites

de l'espace (OP4) et (OP ) respectivement. Par d�e�nition (p0

4q
0

4) et (p0q0) sont les
2 droites �epipolaires correspondant aux 2 points p4 et p de l'image gauche. Aussi,
l'intersection de ces deux droites donne l'�epipole (voir �gure 2.1).

Cependant un probl�eme reste non r�esolu : les localisations de q0

4 et q0 dans
l'image droite ne sont pas connues, car q0

4 et q0 ces sont les projections de deux
points virtuels et ne seront donc jamais pr�esents dans les images.

Notons qu'avec 6 points de l'espace dont 4 sont coplanaires, ce probl�eme peut
être r�esolu[Moh93]. Les 4 points coplanaires permettent de trouver une homogra-
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Fig. 2.1 - Construction g�eom�etrique de l'�epipole dans l'image droite
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phie de plans entre les deux images. Cette derni�ere su�t pour d�eterminer les pro-
jections des points virtuels dans l'image droite.

2.1.2 Solution alg�ebrique

Poser le probl�eme de la g�eom�etrie �epipolaire comme d�ecrit dans le paragraphe
pr�ec�edent n'est pas une nouveaut�e en soit [Cou94][LC94] ; c'est la solution �a ce
probl�eme propos�ee ici qui est originale.

Notre m�ethode de calcul de la matrice fondamentale suppose donn�es les appa-
riements de points dans les deux images ; c'est la seule hypoth�ese qui sera utilis�ee
dans toute la suite.

Pour simpli�er la pr�esentation de cette section, nous utilisons dans toute la suite
les mêmes notations que celles de la �gure 2.1 ; �a savoir : le plan est not�e �, les
trois points d�e�nissant ce plan P1, P2 et P3, leurs projections dans l'image gauche
p1, p2 et p3 et dans l'image droite p01, p

0

2 et p03.

Soient P un point quelconque de l'espace et Q le point d'intersection de la droite
(OP ) avec le plan �. Supposons qu'il existe un moyen nous permettant de connâ�tre
pour chaque point P la position de la projection du point virtuel Q dans l'image
droite, c'est �a dire q0. Avec de plus la connaissance de l'�epipole e, nous avons alors
exprim�e une contrainte �equivalente �a celle exprim�ee par la matrice fondamentale :
�a un point de l'image gauche p correspond la droite �epipolaire dans l'image droite
(eq0).

Les projections des points de � sur l'image gauche et sur l'image droite sont
deux homographies du plan qu'on note respectivement H1 et H2. Appelons H1(�)
et H2(�) les deux projections de � sur l'image gauche et l'image droite ; comme
les homographies sont inversibles, il existe alors une homograhie H liant H1(�) et
H2(�) tel que : H = H2H

�1
1 , avec H�1

1 homographie inverse de H1.

Le probl�eme �a r�esoudre est alors de trouver l'homographie H v�eri�ant :

8p 2 H1(�); H(p) = q0

ou en notation matricielle :

8p 2 H1(�); Cp = q0 (2.3)

o�u C est une matrice 3 � 3 d�ecrivant l'homographie H, p est la projection d'un
point P de l'espace et q0 est la projection du point virtuel Q sur l'image droite.
Il est �a noter que le point q0 peut être la projection d'un point physique quand
celui-ci appartient au plan � (P et Q sont confondus dans ce cas).
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Simpli�er la forme de C

Pour chaque couple (p; q0) de points appari�es, la relation (2.3) nous fournit
deux �equations lin�eaires et ind�ependantes en les �el�ements de C. En d'autres termes,
quatre points coplanaires de l'espace dont les projections dans les deux images sont
appari�ees nous permettent de d�eterminer C. Par contre, sans aucune connaissance
a priori il n'est pas possible de d�etecter la coplanarit�e depuis une image des points.
Cependant, trois points (non colin�eaires) de l'espace d�e�nissent toujours un plan.
Par cons�equent, nous pouvons choisir un plan quelconque de l'espace en prenant 3
points de l'image gauche comme �etant les projections de 3 points appartenant �a ce
plan.

Avec nos conventions (voir �gure 2.1), la relation (2.3) est v�eri��ee pour les trois
points P1, P2 et P3, c'est �a dire que Cpi = p0

i pour i = 1 : : : 3. Les �equations (2.3)
peuvent être simpli��ees en e�ectuant un changement de base dans les deux images.
Nous passons des coordonn�ees pixels usuelles aux coordonn�ees projectives d�e�nies
dans la base canonique de l'espace projectif de dimension deux IP 2. Ceci est fait
en e�ectuant une transformation projective du plan qui a�ecte les coordonn�ees
t(0; 0; 1), t(1; 0; 0), t(0; 1; 0) et t(1; 1; 1) aux points de l'image gauche p1, p2, p3 et v
respectivement, avec v un point quelconque de l'image gauche. En proc�edant de la
mêmemani�ere avec l'image droite, nous e�ectuons une transformation projective du
plan qui a�ecte les coordonn�ees t(0; 0; 1), t(1; 0; 0), t(0; 1; 0) et t(1; 1; 1) aux points
images p0

1, p
0

2, p
0

3 et u
0 respectivement, avec u0 un point quelconque de l'image droite

(u0 n'est pas n�ecessairement le correspondant de v).

Il faut noter que les quatre points (dans chacune des deux images) ne doivent
pas être 3 �a 3 colin�eaires.

Les homographies de plan �a plan sont inversibles. Nous pouvons donc e�ec-
tuer tous nos calculs avec les nouvelles coordonn�ees projectives puis revenir aux
coordonn�ees pixels de d�epart.

Avec ce choix judicieux des nouvelles coordonn�ees dans les deux images et en
utilisant la relation (2.3) pour les trois couples de points (p1; p0

1), (p2; p
0

2) et (p3; p
0

3)
la matrice C est r�eduite �a la forme :

C =

0B@ � 0 0
0 � 0
0 0 


1CA
Cette matrice a trois param�etres dont deux seulement sont ind�ependants. De plus,
ces trois param�etres ne peuvent être nuls. Sinon C ne sera pas inversible et H sera
une homographie singuli�ere qui transforme un plan en une droite. Par cons�equent
nous pouvons �xer un des trois param�etres, par exemple en mettant 
 �a 1. Dans
la suite on utilise la matrice sous sa nouvelle forme r�eduite :

C =

0B@ � 0 0
0 � 0
0 0 1

1CA (2.4)
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Equation de base liant un couple d'appariement

Nous supposons �a pr�esent que C est donn�ee par (2.4). Soient p un point de
l'image gauche avec les coordonn�ees homog�enes t(x; y; t) et p0 son correspondant
dans l'image droite avec les coordonn�ees homog�enes t(x0; y0; t0). En utilisant la rela-
tion (2.3), les coordonn�ees du point q0 (projection du point virtuel Q) dans l'image
droite sont donn�ees par :

q0 = Cp =

0B@ �x
�y
t

1CA (2.5)

o�u seuls � et � sont inconnus.

Soit t(ex; ey; et) les coordonn�ees inconnues de l'�epipole e de l'image droite.

Par construction g�eom�etrique, le point q0 appartient �a la droite (ep0) qui est la
droite �epipolaire (voir �gure 2.1). Ceci s'�ecrit sous forme d'�equation :

(e ^ p0) � q0 = 0 (2.6)

o�u ^ d�enote le produit vectoriel et � le produit scalaire.

(e ^ p0) est un vecteur de dimension 3 dont les �el�ements sont les coe�cients de
la droite passant par les deux points e et p0.

En d�eveloppant (2.6) et en utilisant les coordonn�ees de q0 donn�ees dans (2.5)
on obtient l'�equation :

(ety
0 � t0ey)�x + (t0ex � etx

0)�y + (eyx
0 � y0ex)t = 0 (2.7)

L'�equation (2.7) peut être �ecrite pour chaque appariement (pi; p0

i) ; les inconnues
ici sont au nombre de 5 : �, �, ex, ey et et. Mais comme (ex; ey; et) sont des co-
ordonn�ees homog�enes, seules deux de ces trois coordonn�ees sont ind�ependantes.
Par cons�equent, nous avons exactement 4 inconnues ind�ependantes �a d�eterminer
pour trouver l'homographie H et l'�epipole e ; au moins quatre points de l'espace
n'appartenant pas �a � et dont les projections sont appari�ees dans les deux images
sont alors n�ecessaires pour trouver une solution aux quatre inconnues.

Il est �a noter que même si la sc�ene est coplanaire (tous les points appartiennent �a
�), l'�equation (2.7) reste valide. Dans ce cas particulier, le vrai �epipole ne peut être
d�etermin�e car n'importe quel point de l'image pourrait être l'�epipole. Cependant
l'homographie H v�eri�era encore, pour les points de ce plan, la contrainte impos�ee.
Ceci garantit une coh�erence au niveau de l'homographie des droites �epiolaires,
même avec une d�egradation du calcul dans le cas d'une sc�ene presque coplanaire.

Nombre de solutions avec 7 couples de points appari�es

Avec 7 couples de points appari�es, 3 couples sont utilis�es pour �xer le plan � et
les quatre couples qui restent permettent de trouver les 4 inconnues de l'�equation
(2.7) : deux pour l'homographie et 2 pour l'�epipole.
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Pour distinguer les inconnues posons :

� = X1; � = X2; ex = X3 et ey = X4: (2.8)

Puisque l'�epipole n'a que deux coordonn�ees ind�ependantes, on peut �xer l'une de
ses coordonn�ees, par exemple et = 1. Ceci n'est pas toujours valide si nous voulons
calculer correctement les param�etres car et peut être nul. Cette hypoth�ese n'est
pas utilis�ee pour le calcul num�erique mais elle est utilis�ee uniquement pour les
d�emonstrations pr�esent�ees ici.

En e�ectuant les substitutions donn�ees dans (2.8), pour chaque couple d'appa-
riement (pi; p0

i) l'�equation (2.7) devient :

xiy
0

iX1X4 � xit
0

iX1X3 + yit
0

iX2 � yix
0

iX2X4 + tix
0

iX3 � tiy
0

i = 0 (2.9)

o�u t(xi; yi; ti) et t(x0

i; y
0

i; t
0

i) sont les coordonn�ees homog�enes connues des points
images pi et p0

i respectivement, avec i = 1 : : : 4 (nous supposons ici que les appa-
riements correspondant �a i = 5 : : : 7 ont �et�e d�ej�a utilis�es dans la relation (2.3)).

En th�eorie, une solution existe pour les inconnues X1 : : :X4 si quatre �equations
du type (2.9) sont utilis�ees.

En posant :

ai = xiy
0

i; bi = �xit
0

i; ci = yit
0

i; di = �yix
0

i; ei = tix
0

i et fi = �tiy
0

i;
et

X1X4 = V 1; X1X3 = V 2; X2 = V 3; X2X4 = V 4 et X3 = V 5;
(2.10)

l'�equation (2.9) devient :

aiV1 + biV2 + ciV3 + diV4 + eiV5 + fi = 0: (2.11)

Une br�eve analyse des coe�cients ai; bi; ci; di; ei et fi montre que ces coe�cients
ne peuvent être tous nuls �a la fois.

En utilisant l'�equation (2.11) pour quatre couples de points appari�es (autres
que les 3 couples qui ont servi �a r�eduire la forme de C �a celle donn�ee par (2.4))
nous pouvons trouver une solution lin�eaire pour les inconnues V1 : : : V4 en fonction
de V5 (on r�esout pour 4 inconnues en fonction d'une cinqui�eme).

Les solutions du syst�eme (2.11) sont de la forme :

Vi = AiV5 +Bi (2.12)

avec i = 1 : : : 4 ; Ai et Bi connus car ils s'�ecrivent en fonction des constantes
ai; bi; ci; di; ei et fi qui d�ependent des coordonn�ees homog�enes des points dans
les images. Un cinqui�eme couple de points appari�es est n�ecessaire si nous voulons
une solution lin�eaire pour toutes les inconnues V1 : : : V5.
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En revenant sur les notations des Vi donn�ees par (2.10) et en utilisant (2.12),
nous obtenons les �equations suivantes :8>>><>>>:

X1X4 = A1X3 +B1

X1X3 = A2X3 +B2

X2 = A3X3 +B3

X2X4 = A4X3 +B4

(2.13)

A partir du syst�eme ci-dessus, on peut diviser la deuxi�eme �equation par la premi�ere
puis, multiplier l'�equation obtenue par la quatri�eme. Ceci s'�ecrit :

(
X1X3

X1X4
)X2X4 = X3X2 = (

A2X3 +B2

A1X3 +B1
)(A4X3 +B4)

En utilisant l'�equation X2 = A3X3 + B3 et apr�es un calcul simple nous obtenons
une �equation cubique en l'inconnue X3 :

A1A3X
3
3 + (A1B3 +B1A3 �A2A4)X

2
3 + (B1B3 �A2B3 �B2A4)X3 �B2B3 = 0

Une telle �equation au plus 3 solutions, ce qui montre qu'avec 7 couples d'appa-
riements trois solutions existent pour l'�epipole. Ceci rejoint la d�emonstration de
Sturm[Stu69] et celle de Faugeras[FLM92].

Nous avons montr�e dans ce paragraphe qu'avec 7 couples d'appariements le cal-
cul de l'�epipole est non lin�eaire et admet au plus 3 solutions di��erentes. Cependant,
un huiti�eme appariement rend le calcul de l'�epipole lin�eaire et assure son unicit�e.
A ce stade, nous n'avons pas calcul�e la matrice fondamentale. Cette derni�ere se
d�eduit directement de la donn�ee d'un �epipole et d'une homographie de plan entre
deux images. Ceci est montr�e dans le paragraphe suivant.

2.1.3 Calcul de la matrice fondamentale

Supposons que l'�epipole dans l'image droite est connu ainsi qu'une homographie
de plans entre l'image gauche et l'image droite. Soient e(ex; ey; et) cet �epipole donn�e
par ses coordonn�ees homog�enes et C la matrice 3�3 qui d�ecrit l'homographie �ecrite
sous la forme (2.4).

Appelons F la matrice fondamentale recherch�ee. F est une matrice 3� 3 qui �a
chaque point p(x; y; t) de l'image gauche associe la droite �epipolaire (Dp) donn�ee
par (Fp) qui s'�ecrit :

Fp =

0B@ F11 F12 F13

F21 F22 F23

F31 F32 F33

1CA
0B@ x
y
t

1CA =

0B@ F11x+ F12y + F13t
F21x+ F22y + F23t
F31x+ F32y + F33t

1CA �
0B@ Ap

Bp

Cp

1CA (2.14)

Ap, Bp et Cp sont les coe�cients de la droite �epipolaire dans l'image droite cor-
respondant au point p de l'image gauche. Pour ce même point p, (Dp) correspond
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aussi �a la droite (eq0) (voir �gure 2.1) dont l'�equation est donn�ee par (e ^ q0). En
utilisant l'�equation (2.3) l'�equation de (Dp) devient (e ^ (Cp)) qui s'�ecrit :

e ^ Cp =

0B@ tey � �yet
�xet � tex
�yex � �xey

1CA =

0B@ 0 ��et ey
�et 0 �ex
��ey �ex 0

1CA
0B@ x

y
t

1CA �
0B@ Ap

Bp

Cp

1CA (2.15)

En comparant avec l'�equation (2.14), il est clair que la matrice fondamentale F se
calcule directement en fonction des coordonn�ees de e et C :

F =

0B@ 0 ��et ey
�et 0 �ex
��ey �ex 0

1CA =

0B@ 0 �et ey
et 0 �ex
�ey ex 0

1CA
0B@ � 0 0

0 � 0
0 0 1

1CA (2.16)

F ainsi d�e�nie v�eri�e l'�equation (2.1). De plus elle est par construction une matrice
de rang 2 (le d�eterminant de F est toujours nul). Par cons�equent F est formellement
la matrice fondamentale d�ecrivant la g�eom�etrie �epipolaire entre l'image gauche et
l'image droite.

La nouvelle expression de F donn�ee ci-dessus permet de d�ecomposer le probl�eme
pour le calcul de la matrice fondamentale. Cette derni�ere �etant le produit d'une
matrice antisym�etrique par une matrice d�ecrivant une homographie de plans. En
d'autres termes, la recherche de la matrice fondamentale est intrins�equement li�ee
�a la recherche d'une homographie de plans.

2.1.4 Algorithme de r�esolution et r�esultats exp�erimentaux

Algorithme utilis�e

Le calcul de e et de C (un total de 4 inconnues ind�ependantes) peut se faire
directement en utilisant uniquement les �equations lin�eaires (2.11). Nous appelons
cette �etape calcul lin�eaire de F , car seules des �equations lin�eaires sont utilis�ees.

Une am�elioration du r�esultat peut être obtenue en utilisant une deuxi�eme �etape
non lin�eaire (2.9). Dans ce dernier cas la r�esolution lin�eaire a un rôle d'initialisation
pour la r�esolution non lin�eaire qui est plus robuste et qui fournit une solution plus
pr�ecise. Quand cette deuxi�eme �etape est utilis�ee, nous appelons le processus calcul
non lin�eaire de F , car des �equations non lin�eaires sont utilis�ees.

Notre algorithme utilise comme donn�ees un ensemble de points appari�es dans
deux images (au moins 8 appariements) et fonctionne selon le sch�ema suivant :

{ Trois points sont choisis dans l'image gauche, avec leurs correspondants dans
l'image droite (en pratique les 3 points choisis sont bien �ecart�es). Apr�es un
changement de coordonn�ees (passage des coordonn�ees pixels aux coordonn�ee
de la base canonique de IP 2), la forme de C est r�eduite �a celle donn�ee par
(2.4).
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{ Une premi�ere solution est obtenue en r�esolvant les �equations lin�eaires du type
(2.11). Pour ce calcul lin�eaire nous avons utilis�e la m�ethode de d�ecomposition
en valeurs singuli�eres pour sa propri�et�e de robustesse.

{ La solution obtenue �a l'�etape pr�ec�edente est utilis�ee comme initialisation
d'un processus de r�esolution non lin�eaire utilisant les �equations du type (2.9).
Nous avons utilis�e l'algorithme Levenberg-Marquardt [PFTW88] qui est un
algorithme bien connu d'estimation aux moindres carr�e pour les probl�eme
non lin�eaires.

Notons que cette derni�ere phase n'est pas n�ecessaire quand seul le calcul
lin�eaire de F nous int�eresse.

En�n, on e�ectue un retour vers les coordonn�ees de d�epart (coordonn�ees pixels) ;
ceci est fait �a l'aide des homographies inverses. La matrice F se d�eduit directement
de e et C.

R�esultats

Nous pr�esentons ici deux types de r�esultats : le premier concerne la validation
avec des donn�ees r�eelles. Nous montrons (exp�erimentalement) qu'en utilisant uni-
quement le crit�ere lin�eaire (2.11) la solution obtenue est presque aussi correcte que
la solution utilisant l'�etape non lin�eaire (2.9), ce qui est loin d'être le cas de la
solution lin�eaire obtenue avec la m�ethode classique bas�ee sur les �equations (2.1)
[Luo92]. Le second type de r�esultats concerne une analyse de stabilit�e et de pr�eci-
sion des calculs avec des donn�ees simul�ees.
Dans toutes nos exp�eriences avec les images r�eelles, les appariements de points sont
obtenus automatiquement avec la m�ethode d�ecrite dans la section 2.2.

Pour tester la qualit�e d'une matrice fondamentale F �etant donn�e un ensemble
d'appariements (pi; p0

i), i = 1 : : : n, nous avons utilis�e la formule suivante :

QF =

nX
i=1

d(p0

i; Fpi) + d(pi;
tFp0

i)

2n
(2.17)

avec QF la qualit�e de la matrice fondamentale F et d la distance euclidienne d'un
point �a la droite �epipolaire en pixels. Notons qu'ici les points images sont donn�es
par leurs coordonn�ees pixels.

En d'autres termes, QF est la distance moyenne des points �a leurs droites �epi-
polaires.
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Tests avec des images r�eelles :

Nous avons test�e notre algorithme avec quatre sc�enes di��erentes :

1. Une sc�ene d'int�erieur de la \maison" (�gure 2.2) : le mouvement (entre les
deux images) est presque une translation lat�erale pure ; c'est �a dire que la
deuxi�eme image est obtenue en bougeant la cam�era lat�eralement. Dans ce
cas l'�epipole doit se trouver �a l'ext�erieur de l'image.

2. Une sc�ene d'int�erieur de la \route" (�gure 2.3) : le mouvement ici est une
translation pure le long de l'axe optique de la cam�era ; c'est �a dire que la
deuxi�eme image est obtenue en avan�cant la cam�era vers l'avant. Dans ce cas
l'�epipole doit se trouver presque au centre de l'image.

3. Une sc�ene d'ext�erieur de la \biblioth�eque" (�gure 2.5) : le mouvement est
principalement une translation comme pour le premier cas. L'�epipole doit se
trouver �a l'ext�erieur de l'image

4. Une sc�ene d'ext�erieur de \Bayard" (�gure 2.4) : le mouvement est l�a aussi
principalement une translation (ici une translation oblique). L'�epipole doit se
trouver �a l'ext�erieur de l'image.

Ces r�esultats obtenus avec des donn�ees r�eelles pour di��erents mouvements et
di��erentes sc�enes prouvent la stabilit�e du calcul lin�eaire de F . Ce dernier condi-
tionne la convergence du calcul non lin�eaire.

Dans la m�ethode classique, le calcul lin�eaire de F est tr�es instable ; la conver-
gence du calcul non lin�eaire n'est alors plus garantie.

Tests avec des images simul�ees :

La sc�ene utilis�ee ici consiste en une soixantaine de points pour un volume de
40cm � 30cm � 30cm. La forme g�eom�etrique de cette sc�ene est donn�ee par la
�gure 3.2. La cam�era simul�ee a une focale de 12; 5mm et est situ�ee �a un m�etre de
la sc�ene.

Deux s�eries d'exp�eriences ont �et�e men�ees ici, o�u F est toujours calcul�ee avec
l'�etape non lin�eaire.

{ Dans la premi�ere s�erie deux mouvements di��erents pour la cam�era sont utili-
s�es : un mouvement domin�e par une translation le long de l'axe optique (�epi-
poles �a l'int�erieur des images) et un deuxi�eme mouvement domin�e par une
translation lat�erale (�epipoles en dehors des images). Les matrices fondamen-
tales sont calcul�ees en ajoutant �a chaque fois un bruit uniforme d'amplitude
di��erente aux coordonn�ees images.
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Calcul lin�eaire de la matrice fondamentale, QF = 0:81 pixels

Calcul non lin�eaire de la matrice fondamentale, QF = 0:43 pixels

Fig. 2.2 - R�esultats du calcul de la g�eom�etrie �epipolaire (matrice fondamentale)
pour une paire d'images d'int�erieur \la maison": la cam�era a boug�e vers le côt�e.
Ici le nombre de points est de 49
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Calcul lin�eaire de la matrice fondamentale, QF = 0:60 pixels

Calcul non lin�eaire de la matrice fondamentale, QF = 0:53 pixels

Fig. 2.3 - R�esultats du calcul de la g�eom�etrie �epipolaire (matrice fondamentale)
pour une paire d'images d'int�erieur \la route": la cam�era a boug�e vers l'avant. Ici
le nombre de points est de 79
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Calcul lin�eaire de la matrice fondamentale, QF = 0:59 pixels

Calcul non lin�eaire de la matrice fondamentale, QF = 0:21 pixels

Fig. 2.4 - R�esultats du calcul de la g�eom�etrie �epipolaire (matrice fondamentale)
pour une paire d'images d'ext�erieur \la biblioth�eque": la cam�era a boug�e vers le
côt�e. Ici, le nombre de points est de 21
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Calcul lin�eaire de la matrice fondamentale, QF = 0:47 pixels

Calcul non lin�eaire de la matrice fondamentale, QF = 0:26 pixels

Fig. 2.5 - R�esultats du calcul de la g�eom�etrie �epipolaire (matrice fondamentale)
pour une paire d'images d'ext�erieur \Bayard": la cam�era a boug�e vers le côt�e et
vers le bas. Ici, le nombre de points est de 25
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Dans cette premi�ere s�erie d'exp�eriences tous les points (60) sont utilis�es pour
le calcul de la matrice fondamentale. Les r�esultats sont donn�es par les deux
graphes de la �gure 2.6.

qualite de la matrice fondamentale
donnee par QF(pixels)

courbe pour le mouvement 1

courbe pour le mouvement 2

bruit sur les images (pixels)

Fig. 2.6 - Mouvement 1 : une translation le long de l'axe optique ; Mouvement 2 :
une translation lat�erale. Les deux courbes ne sont pas tr�es di��erentes. De plus, la
m�ethode reste stable pour un bruit d'amplitude inf�erieure �a 3 pixels.

{ La deuxi�eme s�erie consiste �a refaire les même exp�eriences que celle de la
premi�ere s�erie mais en changeant �a chaque fois le nombre de points utilis�es
pour le calcul de F et en gardant un bruit d'amplitude constante. Les r�esultats
sont donn�es par les deux graphes de la �gure 2.7.

Ces exp�eriences avec des donn�ees simul�ees montrent que le type de mouvement
e�ectu�e par une cam�era n'in
ue pas sur la stabilit�e du calcul de F . De plus, quand le
nombre de points utilis�es pour les calculs diminue, la qualit�e de F reste acceptable.

2.2 Mise en correspondance de points dans deux

images

Les pixels ou points images sont les projections de points physiques de la sc�ene
sur le plan image. La mise en correspondance de points dans deux images consiste
�a identi�er dans chacune des deux images la projection des mêmes points phy-
siques. Cette mise en correspondance de points est d'une grande importance pour
la reconstruction tridimensionnelle (voir chapitre 3) et le calcul de matrice fon-
damentale (section pr�ec�edente), ainsi que pour l'autocalibration [LF92]. C'est, en
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nombre de points

qualite de la matrice fondamentale
donnee par Q

courbe pour le mouvement 1

courbe pour le mouvement 2

(pixels)F

Fig. 2.7 - Mouvement 1 : une translation le long de l'axe optique ; Mouvement
2 : une translation lat�erale. Le nombre de points utilis�es pour le calcul de F passe
de 10 �a 60 ; par contre QF est toujours calcul�e avec les 60 points. Le bruit sur les
coordonn�ees images utilis�e ici est constant : c'est un bruit uniforme d'amplitude 0,5
pixels

d'autres termes, un outil de base n�ecessaire pour des tâches de vision de plus haut
niveau.

Pour le cas d'une s�equence d'images nous parlerons de poursuite de points. Il
s'agit d'être capable de reconnâ�tre les projections des mêmes points d'une image
�a l'autre dans toute la s�equence.

Pour des raisons de clart�e, nous limitons cette expos�e au cas de deux images ;
la g�en�eralisation �a une s�equence d'images est directe.

Le probl�eme de la mise en correspondance de points comporte deux parties :
la d�etection ou l'extraction de points, appel�es points d'int�erêt, et leur mise en
correspondance dans les deux images.

2.2.1 D�etection des points

Les points �a d�etecter dans une image doivent être des points caract�eristiques
de l'image pour faciliter leur mise en correspondance. Ils sont principalement les
coins et les jonctions.

Si aucune information sur les sc�enes n'est disponible, ce qui est g�en�eralement
le cas, alors seules les variations d'intensit�e de l'image peuvent aider �a d�etecter
les points d'int�erêt. Ce probl�eme a suscit�e un grand nombre de travaux [Mor77]
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[MY87] [HS88] [DG90] [Roh92]. Cependant il n'a pas �et�e compl�etement r�esolu,
comme certains probl�emes de bas niveau. Même si des d�etecteurs de points d'int�erêt
r�ecents [DB93] [OG93] donnent de meilleurs r�esultats, aucun d'entre eux n'est
compl�etement �able.

Deux d�etecteurs de points d'int�erêt ont �et�e explor�es :

{ Le premier, est un d�etecteur de coins, c'est �a dire qu'il d�etecte les points
d'int�erêt de type coin. Il prend en entr�ee une image �a niveaux de gris et
fonctionne en trois �etapes :

1. extraction des contours puis approximations de ceux-ci par des fonctions
B-splines,

2. extraction des extremums locaux de ces fonctions B-splines,

3. ces extremums ne sont pas pr�ecis (approximations successives) et sont
g�en�eralement situ�es �a quelques pixels du vrai coin. Une m�ethode inspir�ee
de [DB93] et d�evelopp�ee au sein de notre �equipe par P. Brand [BM94] est
alors utilis�ee pour am�eliorer la pr�ecision. Cette m�ethode est bas�ee sur
l'approximation d'un coin par un mod�ele th�eorique dont les param�etres
sont les coordonn�ees du sommet, l'angle entre les deux segments formant
le coin et les niveaux de gris �a l'int�erieur et �a l'ext�erieur du coin.

La localisation des coins ainsi d�etect�es a une pr�ecision sub-pixel (voir Figure
2.8). Cependant, ce d�etecteur pr�esente deux inconv�enients : il est coûteux en
temps de calcul et ne fonctionne que sur des sc�enes poly�edriques.

{ Le second, appel�e d�etecteur de points d'int�erêt, est plus g�en�eral. Il d�etecte
des points situ�es dans des r�egions fortement textur�ees (riches en information),
en particulier les coins. Son principe est inspir�e de [Mor77] et [HS88]. Pour
quanti�er la richesse en information d'un point, une r�egion centr�ee autour de
celui-ci est consid�er�ee. Cette r�egion est en g�en�eral une fenêtre carr�ee qu'on
appelle masque (voir annexe A pour les d�etails techniques de ce d�etecteur).

Par rapport �a [HS88], nous avons apport�e une am�elioration au niveau de la
pr�ecision de localisation des points d�etect�es en e�ectuant la d�etection �a deux
�echelles. Une premi�ere d�etection est r�ealis�ee avec un grand masque, ce qui
permet de ne pas d�etecter des points d'int�erêt dus au bruit. Cependant, la
pr�ecision de localisation est mauvaise quand les masques sont grands. Une
deuxi�eme �etape avec un masque plus petit permet d'am�eliorer la pr�ecision
des localisations des points d�ej�a d�etect�es. Notons que cette deuxi�eme �etape
est rapide car elle ne cherche pas �a d�etecter de nouveaux points d'int�erêt.

En remarquant qu'en g�en�eral les points d'int�erêt se trouvent sur les contours
ou �a proximit�e de ceux-ci, nous avons donc limit�e la recherche de notre d�e-
tecteur aux points des contours. Ceci permet de gagner en rapidit�e au prix
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a) c)

b) d)

Fig. 2.8 - a) Une vue de la sc�ene ; b) Les contours approch�es par des B-splines
avec les extremums de courbure ; c) les coins ; d) un agrandissement sur un coin.
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a) b)

Fig. 2.9 - a) Points d'int�erêt d�etect�es sur une image d'ext�erieur (avec le second
d�etecteur) { b) Un agrandissement sur un point d'int�erêt : le point marqu�e avec une
croix plus �epaisse sur l'image a)

de quelques points non d�etect�es.

Notre d�etecteur prend en entr�ee une image �a niveaux de gris et fonctionne
selon le sch�ema suivant :

1. Extraction des contours.

2. D�etection des points d'int�erêt en utilisant un grand masque.

3. Am�elioration de la pr�ecision des localisations des points d�etect�es en uti-
lisant cette fois un masque plus petit.

Pour ce deuxi�eme d�etecteur, la pr�ecision de la localisation des points d'int�erêt
d�etect�es est moins bonne que celle du premier d�etecteur. (voir Figure 2.9).
Cependant, ce d�etecteur pr�esente deux avantages : il est plus rapide (moins
coûteux en temps de calcul) que le pr�ec�edent et fonctionne sur des sc�enes
plus complexes (voir �gure 2.9).

2.2.2 Mise en correspondance

La mise en correspondance de points entre deux images est le plus souvent
bas�ee sur le principe suivant : un point de la premi�ere image repr�esente le même
point physique qu'un autre point de la seconde image (on dit aussi que les deux
points se correspondent) si les deux points se \ressemblent". Cette ressemblance
doit prendre en compte les voisinages des points �a cause du bruit dans les images,
des occultations, du changement de point de vue de prise d'image: : :
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En absence de toute connaissance a priori, la ressemblance entre deux portions
de deux images d'une même sc�ene est quanti��ee grâce �a la mesure de corr�elation
qui n'est autre qu'une mesure de ressemblance. Cette mesure de corr�elation est
calcul�ee entre deux fenêtres, en g�en�eral carr�ees et centr�ees sur les points �a mettre
en correspondance.

Di��erentes mesures de corr�elation sont utilis�ees en vision par ordinateur [AG92].
Apr�es des exp�eriences men�ees sur les performances de ces di��erentes corr�elations,
nous avons retenu, pour sa robustesse, la corr�elation normalis�ee, appel�ee ZNCC 2.
La corr�elation normalis�ee entre le point p(x; y) d'une image et le point p0(x0; y0)
d'une autre image est donn�ee par la formule :

c(p; p0) =

nX
i=�n

nX
j=�n

(I(x+ i; y + j)� I(x; y)) � (I 0(x0 + i; y0 + j)� I 0(x0; y0))qPP
(I(x+ i; y + j)� I(x; y))2 �

PP
(I 0(x0 + i; y0 + j)� I 0(x0; y0))2

o�u I(x; y) est l'intensit�e au point (x; y) et I(x; y) est la moyenne des intensit�es sur
la fenêtre de taille (2n + 1)� (2n + 1) centr�ee en (x; y).

La mise en correspondance revient donc �a chercher pour un point donn�e de la
premi�ere image le point de la seconde image ayant la meilleure r�eponse de corr�ela-
tion.

Deux cas de �gure peuvent se pr�esenter : dans le premier cas, les deux images
sont relativement �eloign�ees, c'est �a dire que les deux cam�eras ayant servi �a prendre
les deux images se trouvent loin l'une par rapport �a l'autre. La mise en correspon-
dance dans ce cas est assez di�cile et assez coûteuse en temps, car la di��erence entre
les deux images peut être importante jusqu'�a rendre la mise en correspondance im-
possible. Le deuxi�eme cas de �gure suppose des images su�samment proches, ce
qui pr�eserve la ressemblance entre les mêmes r�egions de l'image et facilite ainsi la
mise en correspondance.

Nous nous pla�cons par la suite dans le deuxi�eme cas, et pr�esentons deux algo-
rithmes de mise en correspondance de points que nous avons r�ealis�es et test�es sur
des images d'int�erieur et d'ext�erieur.

Nos deux algorithmes de mise en correspondance fonctionnent en trois �etapes :

1. d�etection des points d'int�erêt dans les deux images par une des deux m�ethodes
d�ecrites au paragraphe 2.2.1.

2. pour chaque point d'int�erêt de la premi�ere image, rechercher parmi les points
d'int�erêt de la seconde image, et dans les limites d'une fenêtre appel�ee fe-
nêtre de recherche, le candidat donnant la meilleure r�eponse de corr�elation.
La taille de la fenêtre de recherche est d�etermin�ee en fonction des conditions
exp�erimentales. Le candidat ainsi trouv�e n'est admis d�e�nitivement que si sa

2: Zero mean Normalized Cross-Correlation
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r�eponse de corr�elation d�epasse un certain seuil dont la valeur est obtenue ex-
p�erimentalement. A cette �etape, on choisit un seuil de corr�elation tr�es s�ev�ere,
ce qui limite consid�erablement le risque d'erreur, même si un tel seuillage se
traduit par un nombre de mises en correspondance assez faible en g�en�eral.

3. Les points mis en correspondance �a l'�etape pr�ec�edente nous permettent de
calculer la matrice fondamentale en utilisant la m�ethode d�ecrite dans la sec-
tion 2.1 (voir annexe B pour un calcul statistique robuste permettant de
trouver la meilleure matrice fondamentale). Les mises en correspondance re-
jet�ees �a la premi�ere phase �a cause d'un seuillage s�ev�ere sont maintenant en
majorit�e r�ecup�er�ees en utilisant un seuil moins fort. En e�et la g�eom�etrie
�epipolaire contraint la mise en correspondance, puisque pour chaque point
de la premi�ere image elle donne la droite le long de laquelle doit se trou-
ver le correspond dans la seconde image. Ainsi, notre recherche de mise en
correspondance passe d'une complexit�e bidimensionnelle �a une complexit�e
unidimensionnelle, ce qui est une r�eduction consid�erable de l'espace de re-
cherche (voir Figure 2.10). En pratique, le correspondant d'un point dans la
seconde image n'est jamais situ�e exactement sur la droite �epipolaire qui lui
correspond. La recherche dans la seconde image est alors faite dans une bande
autour de la droite �epipolaire. La taille de cette bande d�epend de la pr�ecision
de la g�eom�etrie �epipolaire et est g�en�eralement d�etermin�ee exp�erimentalement.
Pour notre cas nous avons utilis�e une bande de 2 pixels. En d'autres termes,
le correspondant peut s'�eloigner de la droite �epipolaire de �1 pixel.

Nos deux algorithmes de mise en correspondance ne di��erent qu'au niveau de
la d�etection des points. Le premier utilise le d�etecteur de coins, alors que le second
utilise le d�etecteur de points d'int�erêt. Lorsque les sc�enes trait�ees sont simples,
contenant des objets poly�edriques, le premier algorithme est le plus adapt�e car
donnant une pr�ecision sub-pixel (voir �gure 2.8).

Le second, plus g�en�eral, donne des r�esultats satisfaisants pour une grande va-
ri�et�e de sc�enes, en particulier pour les sc�enes d'ext�erieur (voir �gure 2.4). Mais ce
deuxi�eme algorithme de mise en correspondance est moins pr�ecis dans les localisa-
tions et donc dans les mises en correspondance.

2.3 Conclusion

Dans la premi�ere partie de ce chapitre, nous avons propos�e une nouvelle m�e-
thode pour calculer la matrice fondamentale. Par rapport �a la m�ethode classique,
nous posons le probl�eme di��eremment en cherchant �a d�eterminer la position d'un
�epipole ainsi qu'une homographie de plans entre les deux images. Nous d�erivons
alors une nouvelle expression pour la matrice fondamentale : celle-ci s'�ecrit comme
un produit d'une matrice antisym�etrique par une homographie de plans.
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Fig. 2.10 - Deux images de la s�equense de la maison : les droites �epipolaires r�edui-
sent l'espace de recherche pour la mise en correspondance. Les points entour�es par
des cercles sont des points rejet�es �a la premi�ere phase de mise en correspondance
mais sont r�ecup�er�es avec l'utilisation de la g�eom�etrie �epipolaire

Cette nouvelle formulation permet de r�eduire le nombre de param�etres �a esti-
mer, qui passe de 8 �a 4. Les �equations utilis�ees sont plus simples, conduisant �a une
stabilit�e dans les calculs. Les tests r�ealis�es avec des donn�ees r�eelles et des donn�ees
simul�ees ont valid�e la m�ethode. En particulier, le calcul utilisant uniquement les
�equations lin�eaires donne d'excellents r�esultats, garantissant alors une convergence
rapide de l'�etape non lin�eaire quand celle-ci est utilis�ee �a la suite du calcul lin�eaire.

Notons qu'en absence de l'�etalonnage, la matrice fondamentale joue un rôle
cl�e en st�er�eovison. Elle permet la reconstruction projective d'une sc�ene [Fau92]
[HGC92] [Sha92], facilite la mise en correspondance et permet de calculer le mou-
vement entre deux cam�eras quand les param�etres intrins�eques de celles-ci sont
connus. Dans ce dernier cas, la matrice fondamentale co��ncide avec la matrice es-
sentielle qui contient la translation et la rotation du mouvement entre les deux
cam�eras ayant servi �a obtenir les deux images.

Dans la deuxi�eme partie de ce chapitre, nous avons trait�e le probl�eme de la
mise en correspondance. Ce dernier est une phase n�ecessaire pour la reconstruction
tridimensionnelle, celle-ci �etant le sujet principal de la th�ese. Nous nous sommes
donc int�eress�es �a ce probl�eme qui, malgr�e sa simplicit�e apparente, reste un pro-
bl�eme d�elicat et di�cile �a mettre en �uvre en pratique. Nous avons pr�esent�e deux
algorithmes de mise en correspondance de points que nous avons d�evelopp�e et r�ea-
lis�e. Ces deux algorithmes sont bas�es sur la g�eom�etrie �epipolaire, et sont destin�es
�a deux types d'applications.
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image 1 image 2

image 3 image 4

image 5

Fig. 2.11 - La poursuite de points dans une s�equence de 5 images
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Le premier algorithme utilise un d�etecteur de coins avec une pr�ecision sub-
pixel. Cet algorithme est coûteux ; il peut être utilis�e pour des applications o�u une
grande pr�ecision est requise. Cependant, il ne traite que des sc�enes simples, les
sc�enes principalement poly�edriques.

Le second algorithme est plus g�en�eral. Il utilise un d�etecteur de points d'int�erêt.
Ces derniers sont des points caract�eristiques dans une image et sont plus g�en�eraux
que les coins qui ne sont qu'un cas particulier de points d'int�erêt. Ce deuxi�eme
algorithme est adapt�e �a une large vari�et�e de sc�enes. Il est moins coûteux en temps
de calcul ; de plus il permet de traiter des sc�enes d'int�erieur et des sc�enes d'ext�erieur
complexes. Seul inconv�enient de ce d�etecteur, la pr�ecision des localisations des
points d'int�erêt reste de l'ordre du pixel. Ce qui peut être gênant pour certaines
applications, par exemple, pour une reconstruction dont les contraintes de pr�ecision
exigent une localisation sub-pixel dans les images.



57

Chapitre 3

Reconstruction 3D �a partir

d'images non �etalonn�ees

3.1 Introduction

Ce chapitre concerne la reconstruction tridimensionnelle de points �a partir de
leurs observations dans les images. Sans aucune information suppl�ementaire et en
utilisant uniquement les images bidimensionnelles, on parle de reconstruction tri-
dimensionnelle �a partir d'images non �etalonn�ees. La reconstruction est souvent
n�ecessaire pour des applications robotiques ; c'est l'information qui permet de per-
cevoir le monde tridimensionnel. Il est clair qu'en l'absence de toute information
a priori un point de l'image correspond �a une in�nit�e de points de la sc�ene (la
droite de l'espace qui passe par ce point image). Retrouver alors l'information tri-
dimensionnelle �a partir d'une seule image est th�eoriquement impossible. En outre,
il n'existe aucun invariant [BWR90] pouvant caract�eriser une con�guration quel-
conque de points de l'espace tridimensionnel. Au moins deux images prises sous
deux angles de vue di��erents sont alors n�ecessaires pour retrouver la structure tri-
dimensionnelle d'une sc�ene. Le probl�eme �a r�esoudre est le suivant : �etant donn�e
un ensemble de points tridimensionnels observ�es par une cam�era (ou par plusieurs
cam�eras) sous di��erents angles de vue (voir Figure 3.1), en supposant les points
d�ej�a appari�es dans les di��erentes images, comment obtenir l'information tridimen-
sionnelle relative �a ces points ?

Ce probl�eme peut être r�esolu en deux �etapes : d'abord �etalonner les cam�e-
ras puis reconstruire la sc�ene. La reconstruction est alors un probl�eme classique
d�ej�a trait�e par de nombreux auteurs [Aya89][Fau93][HM93]. Cependant, l'�etalon-
nage d'une cam�era est un processus d�elicat n�ecessitant l'usage d'une mire avec
des points parfaitement connus dans l'espace [FT87]. Outre cet inconv�enient, il
n'est pas toujours possible d'�etalonner une cam�era, par exemple quand celle-ci est
impliqu�ee dans des mouvements.

Une direction de recherche est apparue voici 3 ans : retrouver la structure d'une
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Fig. 3.1 - Une sc�ene tridimensionnelle observ�ee sous di��erents angles de vue

sc�ene sans passer explicitement par l'�etalonnage de la cam�era. Ce chapitre rentre
dans ce cadre de \reconstruction tridimensionnelle sans �etalonnage de la cam�era".

La reconstruction tridimensionnelle d'un ensemble de points informe sur la
structure g�eom�etrique de ce même ensemble. Selon le contexte et sans relation
avec le mod�ele de la cam�era utilis�e, nous parlerons de :

{ reconstruction projective quand les points sont d�e�nis dans un rep�ere
projectif. La reconstruction est alors d�e�nie �a une transformation projective
pr�es. Une telle reconstruction ne contient donc pas d'information critique
(absence de la notion d'angle, de longueur, parall�elisme: : : ).

{ reconstruction a�ne quand les points sont d�e�nis dans un rep�ere a�ne.
La reconstruction est alors d�e�nie �a une transformation a�ne pr�es. Une telle
reconstruction contient des informations a�nes (rapport de longueurs, paral-
l�elisme).

{ reconstruction euclidienne quand les points sont d�e�nis dans un rep�ere
euclidien. La reconstruction est alors d�e�nie �a une similitude pr�es. Cette
derni�ere reconstruction est la plus riche ; elle contient les informations que
l'homme a l'habitude de manipuler. Nous parlerons dans ce cas de recons-
truction euclidienne, car le facteur d'�echelle absent ici ne pose pas de probl�eme
particulier.
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Sans sp�eci�cation du type de reconstruction, le terme reconstruction tridimen-
sionnelle (ou structure tridimensionnelle) est g�en�erique et concerne les trois di��e-
rentes reconstructions cit�ees ci-dessus. Par abus de langage, les termes reconstruc-
tion et structure sont parfois utilis�es pour d�esigner la reconstruction tridimension-
nelle.

3.1.1 Etat de l'art

Quand les seules donn�ees qu'on peut utiliser sont les observations dans les
images, le probl�eme de la reconstruction tridimensionnelle est complexe. De nom-
breux travaux ont �et�e men�es pour retrouver la structure tridimensionnelle d'une
sc�ene sans �etalonnage de la cam�era. Le point commun de tous ces travaux est
l'utilisation d'un rep�ere relatif dans la sc�ene.

L'un des premiers travaux en ce sens est celui de K�nderink et Doorn [KvD89].
Ces derniers ont montr�e que sous l'hypoth�ese d'une projection parall�ele (transfor-
mation a�ne), la structure a�ne d'une sc�ene pouvait être calcul�ee �a partir d'au
moins deux images. Ils ont utilis�e quatre points arbitraires de la sc�ene comme re-
p�ere a�ne (les points doivent être non coplanaires), la structure a�ne de tous les
autres points �etant alors calcul�ee relativement �a ce rep�ere.

Sous l'hypoth�ese d'une projection orthographique, Tomasi et Kanade [TK91]
calculaient en même temps la structure de la sc�ene et la rotation de la cam�era. Les
mesures image sont d'abord rang�ees sous forme d'une matrice. Ensuite, en utilisant
la D�ecomposition en Valeurs Singuli�eres, cette matrice est d�ecompos�ee (factoris�ee)
en deux matrices : l'une contenant l'information sur la structure tridimensionnelle
et l'autre l'information sur le mouvement de la cam�era (rotation). La connaissance
des param�etres internes de la cam�era est n�ecessaire pour cette m�ethode, la structure
ainsi obtenue est euclidienne.

Une autre m�ethode de reconstruction propos�ee par D. Weinshall [Wei93], consiste
�a calculer en premier lieu la structure a�ne avec la m�ethode de K�nderink et
Doorn. Ensuite, sous l'hypoth�ese d'un mod�ele de projection perspective faible pour
la cam�era, le Gramien 1 de quatre points non coplanaires de la sc�ene est calcul�e. La
structure euclidienne de ces quatre points est alors extraite de ce Gramien (plus de
d�etails seront donn�es dans la section 3.2). En�n, une transformation a�ne permet
de passer de la structure a�ne d�ej�a calcul�ee �a une structure euclidienne. Cette
m�ethode a l'avantage de se passer de la connaissance des param�etres internes de
la cam�era. Seule hypoth�ese utilis�ee : les pixels de l'images sont suppos�es carr�es
(�u = �v dans les notations du chapitre 1).

Une variante de la m�ethode de Tomasi et Kanade a �et�e propos�ee par Poelman
et Kanade [PK94]. Ces derniers ont utilis�e une projection paraperspective au lieu
d'une projection orthographique. La qualit�e de leurs reconstructions est meilleure

1: appel�ee aussi matrice de Gram d�e�ni dans le paragraphe 3.2.2
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que celle de Tomasi et Kanade. Ceci provient du fait que la projection parapers-
pective est une meilleure approximation pour les cam�eras CCD (voir chapitre 1).
Outre cet avantage, la projection paraperspective permet de tenir compte des va-
riations de profondeur. C'est-�a-dire, que la cam�era (ou la sc�ene) peut e�ectuer des
translations le long de l'axe optique, ce qui n'�etait pas permis avec l'hypoth�ese de
projection orthographique.

L'approximation de la transformation sc�ene-cam�era par une transformation af-
�ne simpli�e le calcul de la reconstruction. Cependant, cette hypoth�ese peut être
non justi��ee, rendant alors la structure calcul�ee compl�etement fausse dans certains
cas. En e�et, si la sc�ene est su�samment �eloign�ee (ou si la focale est tr�es longue),
cette approximation peut être acceptable ; dans le cas contraire elle ne peut être
utilis�ee (voir section 3.2 pour plus de d�etails).

Une meilleure approximation de la transformation sc�ene-cam�era est la projec-
tion perspective (transformation projective). Cette derni�ere est plus largement uti-
lis�ee et est plus proche d'une cam�era r�eelle ; elle reste valide pour tout type de
sc�ene. Traiter le probl�eme de la reconstruction d'une mani�ere plus correcte a incit�e
de nombreux chercheurs �a abandonner la g�eom�etrie a�ne au pro�t de la g�eom�etrie
projective.

Une premi�ere approche r�ealiste dans ce sens a �et�e propos�ee par Sparr [SN90]
[Spa91]. Ce dernier a d�evelopp�e un descripteur pour la structure a�ne tridimen-
sionnelle d'un ensemble de points. Ce descripteur est ind�ependant de la base a�ne
utilis�ee, et ne d�epend que des propri�et�es intrins�eques de la structure. En outre, par
un th�eor�eme, Sparr montre que ce descripteur est reli�e avec la projection perspective
des points, permettant ainsi de retrouver la structure a�ne relative de l'ensemble
des points. Cette approche est tr�es int�eressante quand seule l'information a�ne
est requise pour une application donn�ee. Cependant, la r�esolution du syst�eme hau-
tement non lin�eaire pour retrouver une telle structure reste un probl�eme majeur
limitant son utilisation.

Mohr et al [MA90] [MM91] ont �et�e parmi les pionniers �a utiliser les propri�et�es
de la g�eom�etrie projective pour �eviter un �etalonnage explicite de la cam�era. Leur
approche est bas�ee sur la reprojection des points images sur deux plans de la
sc�ene. Ils ont utilis�e la propri�et�e d'invariance des coordonn�ees projectives dans un
plan apr�es projection. Six points connus de la sc�ene sont utilis�es comme points de
r�ef�erence, les autres points sont reconstruits ou \positionn�es" relativement �a ces
six points.

Plus r�ecemment, Faugeras [Fau92] a d�evelopp�e une m�ethode lin�eaire pour la
reconstruction projective uniquement �a partir de points mis en correspondance
dans deux images. Il choisit 5 points arbitraires de la sc�ene (non 4 �a 4 copla-
naires) comme base projective et leur a�ecte les coordonn�ees (1; 0; 0; 0), (0; 1; 0; 0),
(0; 0; 1; 0), (0; 0; 0; 1) et (1; 1; 1; 1). Grâce �a ce choix de coordonn�ees, et grâce �a la
mise en correspondance dans les deux images, seules deux parmi les 22 inconnues
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des matrices de projection restent �a d�eterminer. Pour ce faire l'auteur suppose
que les �epipoles sont connus. Ces derniers sont intrins�equement li�es aux matrices
de projection des deux images, et permettent ainsi de d�eterminer enti�erement les
deux matrices de projection. Connaissant ces derni�eres, les points sont alors recons-
truits. Cette reconstruction est projective ; aussi est-elle d�e�nie �a une transforma-
tion projective de l'espace tridimensionnel pr�es. Elle ne contient aucune information
m�etrique, ni même a�ne.

Vers la même �epoque, Hartley et al [HGC92] converg�erent vers un r�esultat simi-
laire, une reconstruction projective. Depuis, d'autres chercheurs [Sha92] [PMC94]
ont propos�e des m�ethodes lin�eaires bas�ees aussi sur la g�eom�etrie �epipolaire pour
le calcul de la reconstruction projective d'une sc�ene. Toutes ces m�ethodes peuvent
être consid�er�ees comme similaires, car utilisant les mêmes propri�et�es de la g�eom�etrie
projective.

3.1.2 Plan du chapitre

Nous nous proposons dans ce chapitre d'�etudier deux m�ethodes de reconstruc-
tion tridimensionnelle �a partir d'une s�equence d'images non �etalonn�ees. La pre-
mi�ere m�ethode d�evelopp�ee par D. Weinshall [Wei93] suppose un mod�ele a�ne pour
la cam�era, le processus de la reconstruction est alors lin�eaire. Les limites de cette
m�ethode pour les cas d�efavorables au mod�ele a�ne n'ont pas �et�e d�evelopp�ees par
son auteur. Nous ferons donc une �etude exp�erimentale sur les limites d'application
de cette m�ethode pour le cas de la reconstruction euclidienne.

La deuxi�eme m�ethode utilise un mod�ele projectif pour la cam�era : la projection
perspective. Cette m�ethode non lin�eaire a �et�e d�evelopp�ee au sein de notre �equipe
o�u nous avons contribu�e avec d'autres personnes �a sa mise en �uvre [MQVB92].

L'aspect num�erique de cette m�ethode est bien d�evelopp�e ; en particulier, beau-
coup d'importance sera donn�ee �a la pr�ecision de la reconstruction et �a la stabilit�e
de la m�ethode.

Les deux m�ethodes sont ensuite compar�ees dans di��erentes conditions de prise
d'images. En�n, un algorithme combinant ces deux m�ethodes est propos�e.

Dans la section suivante, nous pr�esentons la m�ethode de reconstruction lin�eaire.
Le premier paragraphe montre comment �a partir de deux images la structure a�ne
peut être obtenue en r�esolvant un syst�eme d'�equations lin�eaires. Le deuxi�eme para-
graphe est consacr�e au calcul de la structure euclidienne de quatre points observ�es
dans au moins 3 images. Dans le troisi�eme paragraphe, les di��erentes �etapes de la
m�ethode de reconstruction euclidienne de tous les points de la sc�ene sont pr�esent�ees.
En�n, le dernier paragraphe sera consacr�e aux r�esultats exp�erimentaux.

La section 3.3 pr�esente notre m�ethode de reconstruction sous l'hypoth�ese d'un
mod�ele projectif pour la cam�era. Dans le premier paragraphe, le probl�eme de la
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reconstruction est d'abord pos�e. Les �equations utilis�ees pour la reconstruction sont
ensuite pr�esent�ees. Le deuxi�emeparagraphe expose une fa�con de r�esoudre le syst�eme
d'�equations non lin�eaires et le dernier paragraphe pr�esente les r�esultats exp�erimen-
taux.

La derni�ere section comporte d'abord une �etude comparative des deux m�ethodes
pr�esent�ees ; ensuite un algorithme combinant les deux m�ethodes de reconstruction
est pr�esent�e.

3.2 Reconstruction avec un mod�ele a�ne pour la

cam�era

Une reconstruction utilisant un mod�ele a�ne (la transformation sc�ene-image est
approch�ee par une transformation a�ne) est naturellement plus simple qu'une re-
construction utilisant le mod�ele projectif, la transformation sc�ene-image poss�edant
moins de param�etres dans ce cas.

Il existe toute une famille de mod�eles dits a�nes : projection parall�ele, projec-
tion orthographique, projection perspective faible, projection para-perspective: : :
Ces mod�eles partagent tous la même propri�et�e a�ne de la transformation sc�ene-
image. Cependant, ils di��erent au niveau de la d�ecomposition de cette transforma-
tion sc�ene-image (voir paragraphe 1.2.1).

Il est �a noter que parmi les m�ethodes de reconstruction d�ecrites dans le para-
graphe 3.1.1, la m�ethode pr�esent�ee ici est la seule qui permet d'obtenir l'information
euclidienne sans connaissance des param�etres internes de la cam�era. Elle fonctionne
en trois phases : la reconstruction a�ne est d'abord obtenue sous l'hypoth�ese d'une
projection parall�ele. Puis sous l'hypoth�ese d'une projection perspective faible la
structure euclidienne de quatre points est calcul�ee. En�n, la reconstruction a�ne
est transform�ee en une reconstruction euclidienne.

Puisque les transformations a�nes laissent les points de l'in�ni invariants, nous
pouvons utiliser les coordonn�ees non homog�enes des points. Ceci n'interdit pas
l'utilisation des coordonn�ees homog�enes, qui par ailleurs n'apportent rien de plus
pour le cas a�ne.

Par cons�equent, nous utilisons dans le reste de cette section les coordonn�ees
non homog�enes.

3.2.1 Reconstruction tridimensionnelle a�ne

Soient quatre points non coplanaires de l'espace Q0, Q1, Q2 et Q3. Ces points
forment une base a�ne et on peut leur a�ecter respectivement les coordonn�ees
a�nes suivantes : (0; 0; 0), (1; 0; 0), (0; 1; 0) et (0; 0; 1)
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Par d�e�nition, les coordonn�ees de tout autre point de l'espace Q, d�e�ni dans
cette même base, peuvent s'exprimer en une combinaison lin�eaire des coordonn�ees
de Q1, Q2 et Q3.

Q = �1Q1 + �2Q2 + �3Q3

o�u �1, �2 et �3 sont des scalaires.

Supposons maintenant que les points Q0, Q1, Q2, Q3 et P soient projet�es res-
pectivement en q0(x0; y0), q1(x1; y1), q2(x2; y2), q3(x3; y3) et q(x; y) sur l'image. Sans
perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que x0 = 0 et y0 = 0. En d'autres termes, on
peut prendre q0 comme origine dans l'image (pour se ramener �a ce cas, il su�t de
remplacer tous les xi par xi � x0 et tous les yi par yi � y0).

Puisque la transformation sc�ene-image est une transformation a�ne (mod�ele
a�ne), nous aurons donc pour la projection du point Q :

x = �1x1 + �2x2 + �3x3 et y = �1y1 + �2y2 + �3y3

Un point comporte 3 inconnues alors que l'image d'un point nous fournit deux
�equations lin�eaires en les 3 inconnues. Deux images sont donc su�santes pour
calculer la structure a�ne d'une sc�ene (pour un point observ�e dans deux images,
nous avons 4 �equations lin�eaires en les 3 inconnues). Le calcul de cette structure
revient �a r�esoudre un syst�eme d'�equations lin�eaires.

3.2.2 Structure euclidienne de quatre points sous l'hypo-

th�ese d'une projection perspective faible

Consid�erons trois points P1, P2 et P3 de l'espace donn�es par leurs coordonn�ees
euclidiennes (X1; Y 1; Z1), (X2; Y 2; Z2) et (X3; Y 3; Z3) respectivement. Ces coor-
donn�ees sont d�e�nies dans un rep�ere euclidien quelconque d'origine P0 (P1; P2; P3 et P0

doivent être non coplanaires).

Nous appelons Gramien des points P0, P1, P2 et P3 la matrice sym�etrique de
taille 3� 3 suivante :

G =

0BB@
~P0P1 � ~P0P1

~P0P1 � ~P0P2
~P0P1 � ~P0P3

~P0P2 � ~P0P1
~P0P2 � ~P0P2

~P0P2 � ~P0P3

~P0P3 � ~P0P1
~P0P3 � ~P0P2

~P0P3 � ~P0P3

1CCA
o�u � repr�esente le produit scalaire entre vecteurs.

Cette matrice contient toutes les informations sur la g�eom�etrie tridimensionnelle
euclidienne de ces quatre points. Les �el�ements diagonaux deG contiennent les carr�es
des modules (longueurs) des vecteurs ~P0P1, ~P0P2 et ~P0P3 tandis que les autres
�el�ements nous permettent d'extraire les di��erents angles entre ces mêmes vecteurs.

On peut remarquer que les coordonn�ees des points Pi, i = 1 : : : 3, sont aussi les
coordonn�ees des vecteurs ~P0Pi. Pour simpli�er, nous utilisons dans la suite G sous
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la forme :

G =

0B@
tP1P1

tP1P2
tP1P3

tP2P1
tP2P2

tP2P3
tP3P1

tP3P2
tP3P3

1CA
Il est �a noter que la matrice G est invariante par toute transformation eucli-

dienne (rotation et translation). Connaissant G, on peut donc calculer les coor-
donn�ees euclidiennes tridimensionnelles de trois points P1, P2 et P3 dans un rep�ere
relatif d'origine P0 (P0 a comme coordonn�ees (0; 0; 0)).

Calcul de G

Sous l'hypoth�ese d'une projection perspective faible pour la transformation
sc�ene-cam�era (voir paragraphe 1.2.4), nous cherchons ici �a calculer G �a partir des
observations de P0, P1, P2 et P3 dans les images.

Soient p0(x0; y0), p1(x1; y1), p2(x2; y2) et p3(x3; y3) les projections dans une image
des points P0, P1, P2 et P3 respectivement.

En suivant le mod�ele de projection perspective faible, un point de l'espace
P (X;Y;Z) se projette sur l'image en un point p(x; y) selon la relation suivante :

x = �u
r11X+r12Y+r13Z+Tx

Tz
+ u0

y = �v
r21X+r22Y+r23Z+Ty

Tz
+ v0

(3.1)

o�u (Tx; Ty; Tz) sont les coordonn�ees de P0 dans le rep�ere attach�e �a la cam�era (vecteur
translation) et R = frijg

3
i;j=1 la matrice rotation qui fait passer du rep�ere sc�ene au

rep�ere attach�e �a la cam�era. �u, �v, u0 et v0 sont les param�etres intrins�eques de la
cam�era pr�esent�es dans le paragraphe 1.2.1.

P0(0; 0; 0) se projette alors en p0(x0; y0) avec :

x0 = �u
Tx
Tz

+ u0

y0 = �v
Ty

Tz
+ v0

En posant x0 = x� x0 et y0 = y � y0, nous avons :

x0 = �u
r11X+r12Y+r13Z

Tz

y0 = �v
r21X+r22Y+r23Z

Tz

(3.2)

Supposons maintenant que �u = �v = �, ou �a d�efaut, supposons la connaissance
du rapport �u

�v
, ce qui revient �a faire une transformation dans les coordonn�ees image.
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En posant �

Tz
= k, les �equations (3.2) deviennent :

x0 = k � (r11X + r12Y + r13Z)
y0 = k � (r21X + r22Y + r23Z)

(3.3)

En regroupant les �equations (3.3) pour les trois points P1, P2 et P3 sous forme
matricielle, nous avons :

k �

0B@ X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3

1CA
0B@ r11

r12
r13

1CA =

0B@ x01
x02
x03

1CA
et

k �

0B@ X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3

1CA
0B@ r21

r22
r23

1CA =

0B@ y01
y02
y03

1CA
(3.4)

Posons :

S =

0B@ X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3

1CA r1 =

0B@ r11
r12
r13

1CA r2 =

0B@ r21
r22
r23

1CA x =

0B@ x01
x02
x03

1CA et y =

0B@ y01
y02
y03

1CA
Nous pouvons maintenant �ecrire les relations matricielles (3.4) sous la forme

condens�ee :
r1 =

1
k
S�1

x et r2 =
1
k
S�1

y (3.5)

o�u S�1 est la matrice inverse de S qui existe toujours puisque les trois points P1,
P2 et P3 ne peuvent pas être coplanaires avec P0.

Une matrice de rotation est, par d�e�nition, une matrice orthonorm�ee,R�1 = tR,
ce qui implique :

tr1r2 = 0
et

tr1r1 = tr2r2 = 1 :

En utilisant les �egalit�es donn�ees dans (3.5) nous obtenons deux contraintes sur S

tx( tSS)�1y = 0
tx( tSS)�1x� ty( tSS)�1y = 0 :

(3.6)

Notons que la matrice tSS n'est autre que le Gramien des quatre points P0, P1, P2

et P3.

tSS =

0B@ X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3

1CA
0B@ X1 X2 X3

Y1 Y2 Y3
Z1 Z2 Z3

1CA =

0B@
tP1P1

tP1P2
tP1P3

tP2P1
tP2P2

tP2P3
tP3P1

tP3P2
tP3P3

1CA (3.7)
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En posant A = G�1 = (S tS)�1, les �equations (3.6) deviennent :

t
xAy = 0

t
xAx� t

yAy = 0
(3.8)

D'apr�es les �equations (3.8), A ne peut être d�e�nie qu'�a un facteur multiplicatif pr�es.
De plus, la matrice A est sym�etrique, elle n'a donc que 5 param�etres ind�ependants.
Une image fournissant deux �equations lin�eaires en les �el�ements de A, au moins trois
images sont n�ecessaires pour calculer le Gramien de 4 points sous l'hypoth�ese d'une
projection perspective faible.

Une fois ce Gramien calcul�e, il faut trouver S v�eri�ant : tSS = G. Pour cette
d�ecomposition on peut utiliser la m�ethode de factorisation de Choleski.

Notons que cette d�ecomposition n'est possible que si la matrice G est d�e�nie
positive. Si cette condition n'est pas v�eri��ee alors le Gramien ne peut être utilis�e.
Ce cas peut se produire quand le mod�ele de projection perspective faible pour la
cam�era n'est pas valide (voir section 3.4).

Remarque

Les �equations (3.8) ne d�ependent pas du facteur k. Par cons�equent, les para-
m�etres intrins�eques de la cam�era peuvent changer d'une image �a une autre ; seuls
les rapports des deux facteurs d'�echelle �u et �v doivent être connus pour chaque
image. En pratique, ce rapport est facile �a calculer. De plus, il est g�en�eralement
constant même pour une cam�era �a focale variable (zoom) [Luo92].

3.2.3 Reconstruction tridimensionnelle euclidienne

A pr�esent nous sommes capables de calculer la structure a�ne d'une sc�ene
(paragraphe 3.2.1) ainsi que la structure euclidienne de 4 points de cette même
sc�ene (paragraphe 3.2.2).

Supposons, pour une sc�ene donn�ee, que la reconstruction a�ne a �et�e calcul�ee.
Cette derni�ere est li�ee �a la reconstruction euclidienne de la même sc�ene par une
transformation a�ne (voir section 4.1.2). En d'autres termes, si Pa est un point
donn�e par ses coordonn�ees a�nes, Pe le même point donn�e par ses coordonn�ees
euclidiennes et Taf la matrice d�ecrivant la transformation a�ne, alors nous avons
la relation

tPe = Taf
tPa:

Quand Pe et Pa sont connus, la relation ci-dessus fournit 3 �equations lin�eaires en
les inconnues de la transformation a�ne Taf .

Les coordonn�ees euclidiennes de 4 points peuvent être calcul�ees. De plus leurs
coordonn�ees a�nes sont donn�ees (reconstruction a�ne de la sc�ene). Aussi, le calcul
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de Taf est possible ; cette derni�ere matrice a 12 param�etres.

En r�esum�e, la m�ethode pr�esent�ee dans cette section permet d'obtenir une re-
construction tridimensionnelle euclidienne d'une sc�ene �a partir d'au moins trois
images. Cette reconstruction est obtenue en trois �etapes :

1. calcul la structure a�ne de la sc�ene en utilisant la m�ethode d�ecrite dans le
paragraphe 3.2.1. Quatre points de la sc�ene sont utilis�es comme base a�ne,
les autres points sont reconstruits relativement �a cette base a�ne,

2. calcul du Gramien de quatre points, ce qui permet d'avoir leurs coordonn�ees
euclidiennes (en pratique on prend les quatre points de la base a�ne),

3. calcul de la transformation a�ne qui permet de passer d'une reconstruction
a�ne �a une reconstruction euclidienne.

Cette m�ethode de reconstruction a deux avantages : elle permet une reconstruc-
tion sans �etalonnage de la cam�era avec un calcul lin�eaire (rien que des �equations
lin�eaires). Cependant, elle ne garantit pas toujours une reconstruction correcte, en
particulier quand le rapport de profondeur devient grand (la notion de rapport de
profondeur a �et�e d�e�nie �a dans le paragraphe 1.2.1). Le paragraphe suivant est
consacr�e �a l'�etude du comportement de la m�ethode en fonction de ce rapport de
profondeur.

3.2.4 R�esultats exp�erimentaux et limites de la m�ethode

Nous pr�esentons ici des exp�erimentations avec des donn�ees simul�ees qui visent
l'�etude du comportement de la m�ethode en fonction du rapport de profondeur. Des
r�esultats avec des donn�ees r�eelles sont pr�esent�es dans la section 3.4.

La sc�ene simul�ee est constitu�ee d'une soixantaine de points ayant la forme d'une
maison (voir Figure 3.2). Cette sc�ene a un volume de 30cm� 40cm� 30cm, la dis-
tance maximale le long de l'axe optique de la cam�era virtuelle est de 30cm. C'est
cette derni�ere distance qui sera utilis�ee pour calculer le rapport de profondeur. La
même sc�ene (Figure 3.2) est reconstruite plusieurs fois en utilisant quatre images
obtenues avec une cam�era virtuelle d'une focale de 12; 5mm. Les di��erentes re-
constructions correspondent �a des rapports de profondeur di��erents (la cam�era est
d�eplac�ee le long de son axe optique). Les quatre images utilis�ees pour chaque recons-
truction sont obtenues en tournant la cam�era virtuelle autour de la sc�ene comme
sur la �gure 3.1.

Le tableau 3.1 donne les r�esultats sur la pr�ecision des reconstructions en fonction
des distances sc�ene-cam�era. Dans ce tableau, les notations suivantes sont utilis�ees :

{ Dis cam : la distance sc�ene-cam�era.
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Fig. 3.2 - G�eom�etrie de la sc�ene simul�ee : les points utilis�es sont les coins de cette
sc�ene
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{ Rp : le rapport de profondeur.

{ �X : l'erreur moyenne en X pour tous les points de la sc�ene. Pour un point
donn�e cette erreur n'est autre que la di��erence entre la coordonn�ee en X
exacte et celle reconstruite.

{ �Y et �Z repr�esentent la même chose que �X pour les coordonn�ees en Y
et en Z respectivement.

{ Er moy : l'erreur moyenne pour tous les points de la sc�ene. L'erreur d'un
point reconstruit P (Xp

r ; Y
p
r ; Z

p
r ) est calcul�ee en utilisant la distance eucli-

dienne Dp d�e�nie par :

Dp =
q
(Xp

e �Xp
r )2 + (Y p

e � Y p
r )2 + (Zp

e � Zp
r )2

o�u (Xp
e ; Y

p
e ; Z

p
e ) sont les coordonn�ees exactes du point.

{ dis max : la plus grande distance s�eparant deux points de la sc�ene. Ici, elle
vaut 58; 3cm ; elle est utilis�ee pour avoir une id�ee de l'erreur relative.

Les r�esultats du tableau 3.1 sont aussi r�esum�es sous forme d'un graphe sur la
�gure 3.3. Notons que nous n'avons pas eu de r�esultat pour un rapport de profon-
deur sup�erieur �a 1 pour cette sc�ene. La matrice Gramien calcul�ee depuis les images
n'�etait pas d�e�nie positive, ce qui rendait impossible l'extraction de la structure
euclidienne des points depuis cette matrice.

Ces r�esultats montrent que la pr�ecision de la reconstruction se d�egrade d'une
mani�ere lin�eaire en fonction du rapport de profondeur, ce qui est un bon aspect de
la m�ethode.

De plus, la reconstruction reste qualitativement acceptable pour certaines appli-
cations qui ne n�ecessitent pas une grande pr�ecision (par exemple pour la reconnais-
sance d'objets). Nous allons voir aussi qu'une telle reconstruction peut être utilis�ee
comme initialisation �a une m�ethode de reconstruction plus complexe (section 3.4.2).

3.3 Reconstruction utilisant un mod�ele st�enop�e

Le mod�ele de projection perspective pure (mod�ele st�enop�e) est plus proche
d'une cam�era r�eelle que le mod�ele de projection perspective faible. Même si une
cam�era r�eelle ne suit pas un mod�ele de projection perspective parfait, ce dernier
reste une bonne approximation. Des mod�eles prenant en compte les distorsions op-
tiques sont utilis�es par certains chercheurs[Tsa87][Bey92a][WCH92], au prix d'une
complexit�e sup�erieure. Les am�eliorations obtenues ne justi�ent pas toujours le prix
pay�e par la complexit�e engendr�ee par la prise en compte de ces distorsions [MBB93].
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Dis cam Rp �X �Y �Z Er moy Er moy relative
(cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) Er moy/dis max(%)
600 0,05 0,048556 0,100161 0,033132 0,127343 0,22
300 0,1 0,101679 0,192141 0,069255 0,250486 0,43
200 0,15 0,159231 0,275766 0,109966 0,370413 0,64
150 0,2 0,221599 0,350728 0,155012 0,487852 0,84
100 0,3 0,353883 0,476308 0,261929 0,717690 1,23
80 0,375 0,504791 0,565918 0,391103 0,947793 1,63
50 0,6 0,849132 0,662586 0,701891 1,431256 2,47
40 0,75 1,064246 0,729925 0,940098 1,791447 3,09
35 0,857 1,250279 0,782252 1,129043 2,083504 3,60
30 1,0 1,501748 0,932731 1,379789 2,494919 4,30

Tab. 3.1 - Les erreurs de reconstruction sous l'hypoth�ese de projection perspective
faible en fonction du rapport de profondeur avec des donn�ees simul�ee exactes.

Rapport de profondeur

Er_moy (cm)

Fig. 3.3 - L'erreur moyenne de la reconstruction en fonction du rapport de pro-
fondeur
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N�eanmoins, ces mod�eles restent indispensables dans certains cas comme pour des
applications de mesure de haute pr�ecision[Bey91].

Nous supposons donc dans cette section que le mod�ele de la cam�era suit une
projection perspective parfaite (Figure 1.6). En d'autre termes, la transformation
sc�ene-image est une transformation projective. Aussi, les coordonn�ees homog�enes
sont utilis�ees dans cette section.

Bien que les m�ethodes de reconstruction lin�eaire propos�ees par Faugeras, Hart-
ley, Shashua et Ponce soient th�eoriquement correctes, leur mise en �uvre pratique
reste tr�es di�cile, voire impossible quand les donn�ees manipul�ees sont entach�ees
d'erreurs. Une m�ethode num�erique utilisant des mesures redondantes est propos�ee
ici ; c'est une alternative �a ces m�ethodes lin�eaires.

Nous nous inspirons des m�ethodes d�ej�a utilis�ees par les photogramm�etres, et qui
consistent �a consid�erer quelques points de la sc�ene comme �etant des points connus.

Les �etapes suivantes sont n�ecessaires pour obtenir une reconstruction tridimen-
sionnelle :

1. Une s�equence d'images (au moins deux) d'une sc�ene rigide est prise �a l'aide
d'une cam�era (voir �gure 3.1).

2. Des points d'int�erêt sont extraits et mis en correspondance dans la s�equence,
en utilisant la m�ethode d�ecrite dans la section 2.2.

3. Cinq points non 4 �a 4 coplanaires sont choisis comme base pour un rep�ere
relatif et se voient donc a�ecter des coordonn�ees. Ces derni�eres peuvent être
euclidiennes, a�nes ou projectives.

4. L'ensemble des observations (coordonn�ees images) est traduit en un syst�eme
d'�equations non lin�eaires dont la r�esolution donne directement la structure
tridimensionnelle de la sc�ene et les matrices de projections.

3.3.1 Les �equations du probl�eme de la reconstruction

Consid�erons v images (v � 2) d'une sc�ene rigide comprenant p points. Certains
points apparaissent et disparaissent d'une image �a l'autre. Cependant pour pou-
voir être reconstruit, un point doit apparâ�tre dans deux images au moins. Pour
simpli�er l'expos�e de la m�ethode, les points sont suppos�es apparâ�tre dans toutes
les images, ce qui nous donne un total de p � v points images.

Notons les points de la sc�ene Pi, i = 1; : : : ; p. Pour chaque image j, le point Pi de
coordonn�ees homog�enes (xi; yi; zi; ti)T se projette en pij de coordonn�ees homog�enes
(uij; vij; wij)T et de coordonn�ees image (Uij ; Vij)T . Soit Mj la matrice de projection
(de taille 3� 4) correspondant �a la j�eme image.
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Nous avons pour les coordonn�ees homog�enes la relation qui d�ecoule imm�edia-
tement du mod�ele st�enop�e :

�ijpij = MjPi; i = 1; : : : ; p; j = 1; : : : ; v (3.9)

o�u �ij est un facteur d'�echelle inconnu (di��erent pour chaque point image).
L'�equation (3.9) peut être �ecrite sous une autre forme plus utilis�ee dans la litt�era-
ture : 8>>>><>>>>:

Uij =
m

(j)
11 xi+m

(j)
12 yi+m

(j)
13 zi+m

(j)
14 ti

m
(j)
31 xi+m

(j)
32 yi+m

(j)
33 zi+m

(j)
34 ti

Vij =
m

(j)
21 xi+m

(j)
22 yi+m

(j)
23 zi+m

(j)
24 ti

m
(j)
31 xi+m

(j)
32 yi+m

(j)
33 zi+m

(j)
34 ti

(3.10)

o�u les m
(j)
kl , k = 1 : : : 3, l = 1 : : : 4 ; sont les �el�ements de la matrice de projection de

la j�eme image.

Ces �equations expriment tout simplement la colin�earit�e des points tridimen-
sionnels avec leurs correspondants sur le plan image et les centres de projection.

Comme nous avons p points et v images, ceci nous donne un total de 2� p� v
�equations. Nous avons 11 � v inconnues pour les matrices de projection et 3 � p
pour les points de l'espace. D�es que le nombre d'�equations est plus grand ou �egal
que celui des inconnues, le syst�eme (3.9) peut être r�esolu en th�eorie.

3.3.2 R�esolution du probl�eme de la reconstruction

R�esolution du syst�eme non lin�eaire

Le syst�eme (3.9) tel qu'il est pos�e, sans aucune contrainte additionnelle, n'admet
pas de solution unique. En e�et, si (Mj) et (Pi) sont solutions du syst�eme, il en est
de même pour MjW

�1 et WPi o�u W est une matrice 4� 4 inversible quelconque.

Comme une transformation projective de l'espace correspond �a une matrice
4 � 4 inversible (voir Chapitre 1), l'interpr�etation g�eom�etrique de cette ambigu��t�e
correspond �a l'existence d'une famille de reconstructions qui ne di��erent que par
des transformations projectives de l'espace.

Par cons�equent, pour assurer l'unicit�e de la solution, une base quelconque peut
être choisie dans l'espace projectif IP 3, ce qui revient �a choisir 5 points ind�epen-
dants (non quatre �a quatre coplanaires) pour d�e�nir une telle base. Il est �a noter
que le type de reconstruction d�epend des coordonn�ees des 5 points utilis�es comme
base. Par exemple quand ces coordonn�ees sont euclidiennes, la reconstruction le
sera aussi.

Le probl�eme d�ecrit par les �equations ci-dessus peut être formul�e comme un
probl�eme d'estimation de param�etres. Nous avons �a estimer un ensemble des pa-
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ram�etres, ici les mij et les Pi, �etant donn�ees des mesures non exactes, ici les coor-
donn�ees images.

Supposons que les mesures soient obtenues avec une matrice de covariance C
et appelons Q le vecteur de tous les param�etres avec qk un de ses �el�ements. Soit U
le vecteur de toutes les mesures Uij et Vij avec ul un de ses �el�ements.

Supposons de plus que la relation entre les mesures ul et les param�etres qk est
lin�eaire, c'est �a dire, U = AQ (dans le cas non lin�eaire, il est possible de lin�eariser
les �equations en utilisant un d�eveloppement de Taylor). L'estimation du maximum
de vraisemblance des param�etres est alors le vecteur Q minimisant la distance de
Mahalanobis, qui n'est autre que le crit�ere des moindres carr�es suivant :

�2 = (U �AQ)tC�1(U �AQ) (3.11)

Les coordonn�ees images sont bruit�ees et les sources de ce bruit sont multiples ;
en particulier, le mod�ele de projection perspective n'est pas correct en pr�esence de
distorsion optique. Cette derni�ere est de l'ordre du 1

2 pixel selon nos estimations,
ce qui est en accord avec les donn�ees du fabricant (Kinoptics). Une autre source
d'erreurs non n�egligeables est celle de la localisation des points dans les images.
Contrairement �a celles dues �a la distorsion, ces erreurs ne sont pas corr�el�ees. Nous
pourrons consid�erer dans la suite que nos principales erreurs sont non corr�el�ees, vu
que les erreurs dues aux mesures dans les images sont les plus dominantes et les
plus di�ciles �a estimer.

Par cons�equent la matrice de covariance est une matrice diagonale dont les
�el�ements ne sont autres que les variances �2

ij. Ainsi, dans notre cas, l'�equation
(3.11) conduit �a la minimisation de la somme suivante :
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(3.12)

R�esolution num�erique

Le probl�eme de la reconstruction est d�e�ni par le syst�eme d'�equations (3.10),
ce qui revient �a minimiser la somme donn�ee par (3.12).

Les coordonn�ees homog�enes sont d�e�nies �a un facteur multiplicatif pr�es. Il faut
donc utiliser une contrainte pour chaque point. On peut par exemple �xer la qua-
tri�eme coordonn�ee de tous les points �a 1. Cependant, pour être plus g�en�eral, et
prendre en compte les points �a l'in�ni dans le cas d'une reconstruction projective,
nous avons utilis�e pour chaque point (xi; yi; zi; ti) la contrainte suivante :
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x2i + y2i + z2i + t2i = 1 (3.13)

Les matrices de projection Mi sont aussi d�e�nies �a un facteur multiplicatif pr�es
(cas de toutes les collin�eations). En g�en�eral les m

(i)
34 ne sont jamais nuls : dans le

cas euclidien, les m
(i)
34 correspondent �a la composante en Z du vecteur translation

entre le rep�ere de la cam�era et celui de la sc�ene. Si l'origine du rep�ere de la sc�ene
n'est pas dans le plan Z = 0 du rep�ere cam�era, alors les m(i)

34 ne peuvent être nuls.
C'est toujours le cas pour la reconstruction relative, puisqu'on reconstruit dans un
rep�ere li�e �a la sc�ene. Dans le cas projectif, si on suppose que le point (0; 0; 0; 1), qui
est l'origine d'une base projective, ne se projette pas �a l'in�ni sur les images, alors
les m

(i)
34 ne pourront être nuls. Ceci est toujours vrai car seuls les points visibles

d'une image sont trait�es.

Nous avons donc choisi de mettre les derniers �el�ements des Mi (les m
(i)
34 ) �a 1.

Simpli�cation des �equations

Minimiser la somme donn�ee en (3.12) est un probl�eme di�cile (rapport de deux
fonctions de degr�e deux). Nous avons simpli��e la complexit�e de ce probl�eme en
e�ectuant la transformation des �equations (3.10) en :

8>><>>:
Uij(m
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(3.14)

Il est �a noter que cette transformation n'est valide que si les d�enominateurs de
(3.10) sont non nuls, ce qui est forc�ement le cas puisque aucun point de l'image
n'est �a l'in�ni (si un point de l'image est �a l'in�ni alors il n'est pas visible).

Ainsi, nous obtenons des �equations polynomiales de degr�e deux plus simples �a
manipuler. La somme �a minimiser devient :
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Le probl�eme �a r�esoudre consiste donc �a minimiser la somme suivante :

2�p�v+pX
k=1

(
fk(xij; yij;xi; yi; zi; ti;m

(j)
11 ; : : : m

(j)
34 )

�k
)2 (3.16)

o�u �k est l'�ecart type de la k�eme mesure, fk(�) sont les fonctions non lin�eaires d�e�nies
dans (3.14) et

(xi; yi; zi; ti; m
(j)
11 ; : : :m

(j)
33 ) pour i = 1; : : : ; v; j = 1; : : : ; p;
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sont les param�etres du probl�eme.

Nous pouvons �eventuellement utiliser la solution trouv�ee en minimisant la somme
(3.15) pour initialiser un autre processus qui e�ectue la minimisation de (3.12).
Cependant, nous avons remarqu�e en pratique qu'une autre minimisation n'apporte
aucune am�elioration �a nos r�esultats. Ceci peut s'expliquer par le fait que la quantit�e
(m(j)

31 xi +m
(j)
32 yi +m

(j)
33 zi +m

(j)
34 ti) n'approche pas z�ero. Par cons�equent, minimiser

la somme (3.12) revient �a minimiser la somme (3.15). Une autre raison possible est
la complexit�e des �equations (3.10).

De nombreuses m�ethodes existent pour r�esoudre ce type de probl�eme qui n'est
autre que la r�esolution d'un syst�eme d'�equations non lin�eaires au sens des moindres
carr�es. L'algorithme de Levenberg-Marquardt [PFTW88] est un algorithme bien
connu pour les probl�emes non lin�eaires. De nombreux chercheurs en photogram-
m�etrie [Bey92b] et en vision [Har93] l'ont utilis�e avec beaucoup de succ�es pour
r�esoudre des probl�emes similaires au notre. Aussi, nous avons utilis�e l'algorithme
de Levenberg-Marquardt pour notre cas.

3.3.3 R�esultats exp�erimentaux

La m�ethode d�ecrite ci-dessus est utilis�ee pour obtenir la reconstruction tridi-
mensionnelle de trois sc�enes di��erentes : une sc�ene d'int�erieur, une sc�ene d'ext�erieur
et une sc�ene de la mire.

{ Sc�ene d'int�erieur \maison" (�gure 3.4) : cinq images de cette sc�ene sont utili-
s�ees pour cette exp�erience. La cam�era est situ�ee �a environ 1m de la sc�ene dont
le volume est d'environ 40cm� 40cm� 40cm. Les cinq images sont obtenues
en tournant la cam�era autour de la sc�ene (con�guration similaire �a celle de
la �gure 3.1).

Soixante treize points ont �et�e d�etect�es et poursuivis avec l'algorithme d�e-
crit dans la section 2.2 (pour la poursuite des points nous avons utilis�e plus
de cinq images pour faciliter la mise en correspondance ; les images �etaient
proches l'une de l'autre). Certains points disparaissent tandis que d'autres
apparaissent comme le montre la �gure 3.4. Ceci ne pose aucun probl�eme
pour l'algorithme de reconstruction puisque pour pouvoir être reconstruit,
un point doit apparâ�tre dans deux images au moins ; ce qui est le cas pour
notre s�equence.

Les 73 points de cette sc�ene sont reconstruits relativement �a une base de 5
points pris dans la sc�ene. Ces 5 points sont marqu�es par X sur la �gure 3.5
\vue d'ensemble". Les coordonn�ees de ces derniers sont euclidiennes, mesur�ees
avec une r�egle millim�etrique. Le r�esultat de la reconstruction est donc de type
euclidien comme le montre la �gure 3.5. Pour illustrer le r�esultat, nous avons
joint les points reconstruits par des segments de droite.
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image 1 image 2

image 3 image 4

image 5

Fig. 3.4 - Les cinq images de la s�equence \maison" avec les points d'int�erêt d�etec-
t�es et mis en correspondance : notons qu'�a la troisi�eme image de nouveaux points
apparaissent, puis �a la cinqui�eme image, d'autres disparaissent
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Cette reconstruction est qualitativement excellente, la di��erence entre les
coordonn�ees calcul�ees et celles mesur�ees (avec notre r�egle millim�etrique !) ne
d�epassant pas le seuil de 1; 5mm.

Remarque

Dans la �gure 3.5 certains points ont des r�egions de con�ance (parall�el�e-
pip�edes) tr�es grandes, ce qui correspond �a de grandes incertitudes sur ces
points. Un tel r�esultat peut être simplement due �a des erreurs de localisation
dans les images (pr�ecision des points d'int�erêt). Cependant, en v�eri�ant (avec
des agrandissement d'images), nous avons constat�e que certains de ces points
�etaient bien localis�es dans les images, mais qu'ils �etaient isol�es et loin des 5
points de la base. Comme nous ne manipulons pas des donn�ees exactes (bruit
dans les images, absence d'un mod�ele exact pour la cam�era et incertitudes
sur les mesures des 5 points de la base), le processus de minimisation consiste
�a minimiser d'une mani�ere globale la somme donn�ee par (3.15), c'est �a dire
qu'il cherche les param�etres du mod�ele qui satisfont le mieux la majorit�e des
mesures. Ainsi, les param�etres trouv�es pour le mod�ele (mod�ele de projection
perspective pour notre cas) vont bien pour la partie de la sc�ene o�u il y a la
majorit�e des points ; les points isol�es sont alors p�enalis�es.

Une solution possible �a ce probl�eme serait de pond�erer di��eremment les �equa-
tions (3.15) en donnant plus de poids aux points isol�es. Malheureusement, ce
type de manipulation peut être d�esastreux si pour de tels points la locali-
sation est peu pr�ecise, la qualit�e des localisations des points �etant di�cile �a
estimer automatiquement.

{ Sc�ene d'ext�erieur \Bayard" (�gure 3.6) : trois images de cette sc�ene sont
utilis�ees pour cette exp�erience. Ces images sont obtenues avec un cam�escope
amateur, puis num�eris�ees avec le mat�eriel du laboratoire.

Cent soixante deux points ont �et�e d�etect�es et poursuivis avec l'algorithme
d�ecrit dans la section 2.2 ; ici, tous les points sont pr�esents dans les trois
images (voir �gure 3.6).

Dans ce cas, nous n'avons pas la possibilit�e d'avoir des coordonn�ees eucli-
diennes. Nous avons alors utilis�e une base projective de 5 points (ces 5 points
sont marqu�es par des croix plus �epaisses que celles des autres points sur
\image 3" de la �gure 3.6). A ces 5 points nous avons a�ect�e les coordonn�ees
homog�enes suivantes : (0; 0; 0; 1); (1; 0; 0; 1); (0; 1; 0; 1); (0; 0; 1; 1); (1; 1; 1; 1).

Une telle reconstruction est projective. Cependant puisque les coordonn�ees
fournies correspondent approximativement �a leur structure euclidienne, la
reconstruction obtenue est proche en apparence d'une reconstruction eucli-
dienne. La �gure 3.7 pr�esente le r�esultat de la reconstruction de cette sc�ene
sous trois angles de vue di��erents.
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vue de cot�e vue de face

x

x

x x

x

vue de dessus vue d'ensemble

Fig. 3.5 - Les di��erentes vues de la sc�ene reconstruite illustrant la bonne qualit�e
du r�esultat. Les parall�el�epip�edes de la \vue d'ensemble" repr�esentent les r�egions
de con�ance (�ellipso��des) des points reconstruits, ces derni�eres sont calcul�ees avec
tous les �ij �egale �a 1, elles correspondent �a une con�ance de 68,3%
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image 1 image 2

image 3

Fig. 3.6 - Les trois images de la s�equence \Bayard" avec les 162 points d'int�erêt
d�etect�es et mis en correspondance. Sur \image 3", les croix trac�ees avec des traits
plus �epais d�esignent les 5 points choisis comme base projective. Notons qu'ici le
mouvement de la cam�era n'a pas �et�e r�egulier comme pour la sc�ene \maison"
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vue d'un côt�e vue d'un autre côt�e

vue de dessus

Fig. 3.7 - Le r�esultat de la reconstruction de la sc�ene \Bayard" : la vue de dessus est
la plus parlante, on retrouve les deux plans presque perpendiculaires correspondants
aux deux immeubles.
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Fig. 3.8 - Reconstruction dense d'une partie de la sc�ene \Bayard" : ces deux images
ne sont pas des images r�eelles ; elles sont obtenues par projection des points recon-
truits sur l'image 1 (en utilisant la premi�ere matrice de projection) et sur l'image
2 (en utilisant la deuxi�ere matrice de projection). Les parties blanches repr�esentent
les points non reconstruits (�echec de la mise en correspondance pour ces points).
Notons, que les valeurs des niveaux de gris utilis�ees ici sont celles de la premi�ere
image r�eelle.

Nous avons essay�e de faire une mise en correspondance de tous les points de la
premi�ere image avec les points de la seconde image (mise en correspondance
dense). En d'autres termes, pour chaque pixel de la premi�ere image on cherche
son correspondant dans la seconde image (la mise en correspondance n'est
plus limit�ee �a des points d'int�erêt). Sans avoir obtenu toutes les mises en
correspondance, nous avons n�eanmoins r�eussi pour une partie de la sc�ene
(pour environ 80000 points).

Les matrices de projection pour ces images sont connues (calcul�ees en même
temps que la reconstruction des 162 points d'int�erêt avec notre m�ethode non
lin�eaire). Ces matrices de projection avec les mises en correspondance ont
permis de reconstruire les 80000 points par triangulation (m�ethode utilis�ee
en st�er�eovision quand les cam�eras sont �etalonn�ees). Le r�esultat est pr�esent�e
sur la �gure 3.8.

{ Sc�ene de la mire (�gure 3.9) : Cette mire, en forme de trois plans, comporte
160 cibles circulaires couvrant un volume de 250mm � 250mm � 250mm.
Les coordonn�ees euclidiennes des centres des cibles (d�e�nies dans un rep�ere
li�e �a la mire) sont connues avec une pr�ecision de 0; 02mm (fournie par le
constructeur).

Quatre images de cette mire sont utilis�ees ici (�gure 3.9). Les points d'in-
t�erêt sont les centres des cibles de la mire dont la d�etection et la mise en
correspondance utilisent d'autres techniques (par rapport �a la section 2.2).
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image 1 image 2

image 3 image 4

Fig. 3.9 - La s�equence de la mire : 4 images sont utilis�ees. Les points d'int�erêt
sont les centres des cibles de la mire

En particulier, la d�etection du centre d'une cible dans une image se fait en
estimant la meilleure transformation a�ne entre une cible th�eorique et la
cible r�eelle. La pr�ecision du centre de la cible ainsi d�etect�e est de l'ordre du
dixi�eme de pixel.

La �gure 3.10 montre le r�esultat de la reconstruction des points de la mire.
Ce r�esultat est qualitativement parfait, mais ne donne pas d'indication quan-
titative sur la pr�ecision des points reconstruits. Comme les coordonn�ees eucli-
diennes de tous les points de la mire sont connus (fournies par le constructeur
de la mire), nous avons pu calculer les erreurs de reconstruction. En r�esum�e,
nous avons obtenu les erreurs moyennes suivantes :

{ sur la coordonn�ee : X
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une vue lat�erale une vue d'ensemble

Fig. 3.10 - Les points reconstruits de la mire : les 5 points utilis�es comme base
sont marqu�es par des carr�es noirs sur la \vue d'ensemble"

erreur moyenne �Xmoy = 0; 3344mm
erreur relative �Xrel = 0; 1338%

{ sur la coordonn�ee : Y
erreur moyenne �Ymoy = 0; 1311mm
erreur relative �Yrel = 0; 0525%

{ sur la coordonn�ee : Z
erreur moyenne �Zmoy = 0; 2157mm
erreur relative �Zrel = 0; 0863%

Dans ce paragraphe, nous avons test�e notre m�ethode de reconstruction sur
trois sc�enes di��erentes. Avec la premi�ere sc�ene (\maison"), nous avons valid�e la
m�ethode ; avec la deuxi�eme (\Bayard") nous avons montr�e sa robustesse et en�n,
avec la derni�ere sc�ene (\mire") la qualit�e de la reconstruction est mise en valeur.

Cependant, cette m�ethode est non lin�eaire. Le probl�eme des valeurs initiales
pour les param�etres est donc pos�e ; cette question est trait�ee dans le paragraphe
3.4.2.

3.4 Comparaison et coop�eration des deux m�e-

thodes

Nous pr�esentons dans cette section une �etude comparative des deux m�ethodes
de reconstruction d�evelopp�ees dans les deux sections pr�ec�edentes. Un mod�ele a�ne
est g�en�eralement utilis�e pour simpli�er les calculs de reconstruction, tandis qu'un
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mod�ele projectif, plus proche d'une cam�era r�eelle, est utilis�e pour une meilleure
pr�ecision.

Les deux m�ethodes sont compar�ees en utilisant trois s�equences d'images r�eelles
prises sous des conditions correspondant �a un rapport de profondeur faible, �a un
rapport de profondeur moyen, et en�n �a un grand rapport de profondeur.

Nous pr�esenterons �a la �n de cette section un algorithme de reconstruction
permettant la coop�eration des deux m�ethodes. La reconstruction avec un mod�ele
a�ne donne une premi�ere reconstruction rapide (m�ethode lin�eaire). Cette derni�ere
est peu pr�ecise ; elle servira �a initialiser la m�ethode de reconstruction it�erative qui
utilise un mod�ele projectif.

3.4.1 Comparaison des deux m�ethodes

A�n de comparer la qualit�e et le comportement des deux m�ethodes pr�esent�ees
dans les sections 3.2 et 3.3, nous avons compar�e les reconstructions de trois sc�enes
correspondant aux trois cas suivant :

{ Sc�ene 1 (Rapport de profondeur faible) : une sc�ene constitu�ee d'un objet
de taille 12cm� 12cm� 12cm et situ�ee �a une distance d'environ 140cm de la
cam�era (voir �gure 3.11). Le rapport de profondeur est inf�erieur �a 0,1. Dans
ce cas, la projection perspective faible est alors une bonne approximation
pour la projection sc�ene-image. Nous nous attendons donc �a un r�esultat de
reconstruction plutôt bon pour la m�ethode utilisant le mod�ele de projection
perspective faible.

{ Sc�ene 2 (apport de profondeur moyen) : une sc�ene constitu�ee d'un objet
de taille 15cm� 15cm� 15cm situ�ee �a une distance d'environ 60cm de la ca-
m�era (voir �gure 3.12). Le rapport de profondeur est d'environ 0,25. Ici, nous
nous attendons �a un r�esultat de reconstruction moins bon pour la m�ethode
utilisant le mod�ele de projection perspective faible.

{ Sc�ene 3 (Rapport de profondeur grand) : une sc�ene constitu�ee de deux
objets s'�etalant sur un volume de taille 15cm � 15cm � 60cm situ�ee �a une
distance d'environ 60cm de la cam�era (voir �gure 3.13). Dans ce cas, le rapport
de profondeur est de 1 ; l'approximation de la projection sc�ene-image par une
projection perspective faible n'est plus correcte. Nous nous attendons donc �a
un r�esultat plutôt mauvais pour la m�ethode utilisant le mod�ele de projection
perspective faible.

Pour chacun des trois cas cit�es ci-dessus, nous avons utilis�e une s�equence de 5
images prises avec une même cam�era dont la distance focale est de 12:5mm. Les
coins sont extraits et poursuivis automatiquement avec l'algorithme d�ecrit dans la
section 2.2.
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Fig. 3.11 - Sc�ene 1 : les 5 images utilis�ees pour la reconstruction correspondant
au cas d'un rapport de profondeur faible (10%) ; le nombre de points reconstruits
est de 23
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Fig. 3.12 - Sc�ene 2 : les 5 images utilis�ees pour la reconstruction correspondant au
cas d'un rapport de profondeur moyen (25%) ; l'objet �a reconstruire est plus grand
et la cam�era plus proche ; ici le nombre de points reconstruits est de 38
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Fig. 3.13 - Sc�ene 3 : les 5 images utilis�ees pour la reconstruction correspondant au
cas d'un rapport de profondeur grand (100%), la sc�ene comporte plusieurs objets,
elle est plus grande ; ici le nombre de points reconstruits est de 37
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coordinn�ees mesur�ees(cm) erreurs: perspective faible(cm) erreurs: perspective(cm)
X Y Z �X �Y �Z �X �Y �Z
0,00 12,00 12,50 0,43 0,10 0,18 0,02 1,77 0,27
12,00 0,00 12,50 0,25 0,44 0,13 0,64 0,58 0,37
6,10 0,00 11,00 0,02 0,16 0,03 0,47 0,15 0,21
10,50 0,00 10,80 0,20 0,35 0,06 0,53 0,42 0,41
11,00 0,00 8,10 0,05 0,24 0,04 0,51 0,24 0,56
0,00 5,70 7,70 0,17 0,08 0,05 0,03 0,44 0,25
0,00 2,45 11,40 0,28 0,04 0,15 0,01 0,33 0,01
0,00 4,80 7,10 0,08 0,05 0,04 0,11 0,29 0,30
0,00 3,00 6,60 0,24 0,03 0,08 0,01 0,18 0,29
0,00 4,40 1,00 0,09 0,10 0,18 0,15 0,22 0,03
erreurs moyennes 0,14 0,16 0,13 0,21 0,34 0,24

Tab. 3.2 - Les erreurs de reconstruction pour la sc�ene 1: les deux m�ethodes donnent
des r�esultats similaires.

Pour pouvoir comparer les di��erentes reconstructions, nous avons mesur�e les
coordonn�ees tridimensionnelles (dans un rep�ere relatif �a la sc�ene) avec une r�egle
millim�etrique.

R�esultats des reconstructions

Les coordonn�ees reconstruites avec les deux m�ethodes sont compar�ees aux co-
ordonn�ees mesur�ees. Les erreurs de reconstructions sont tout simplement les dif-
f�erences entre les coordonn�ees reconstruites et les coordonn�ees mesur�ees. Même si
ces derni�eres ne sont pas tr�es pr�ecises, elles restent su�santes pour nos compa-
raisons dont le but est qualitatif. Pour des r�esultats quantitatifs voir paragraphe
3.2.4 pour la reconstruction sous l'hypoth�ese d'une projection perspective faible,
ou paragraphe 3.3.3 pour la reconstruction sous l'hypoth�ese d'une projection pers-
pective.

Les r�esultats sont donn�es par les tableaux 3.2, 3.3 et 3.4 pour les trois cas du
rapport de profondeur : faible, moyen et grand respectivement. Chaque tableau ne
pr�esente que les r�esultats de 10 points de la sc�ene correspondante. Cependant, les
erreurs moyennes sont calcul�ees sur la totalit�e des points reconstruits.

Les r�esultats obtenus avec ces trois sc�enes �etaient plus ou moins pr�evisibles.
Cependant quelques remarques sont �a noter pour la premi�ere et la troisi�eme sc�ene
respectivement :

{ sc�ene 1 : d'apr�es le tableau 3.2 il apparâ�t surprenant que la reconstruc-
tion sous l'hypoth�ese d'une projection perspective faible donne de meilleurs
r�esultats que la reconstruction sous l'hypoth�ese d'une projection perspec-
tive. Les conditions ici (rapport de profondeur tr�es faible) font que l'erreur
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coordinn�ees mesur�ees(cm) erreurs: perspective faible(cm) erreurs: perspective(cm)
X Y Z �X �Y �Z �X �Y �Z
0,00 0,00 15,00 0,92 1,16 0,36 0,19 0,09 0,22
0,00 15,00 15,00 1,48 0,53 0,16 0,05 0,04 0,08
14,90 15,00 15,00 1,28 0,96 0,31 0,20 0,22 0,24
14,90 0,00 15,00 0,48 1,91 0,22 0,05 0,17 0,03
12,80 0,00 11,40 0,27 1,43 0,03 0,04 0,10 0,02
12,20 0,00 8,00 0,17 1,31 0,08 0,01 0,04 0,04
8,60 0,00 9,00 0,09 0,49 0,05 0,07 0,02 0,04
0,00 9,90 14,10 0,47 0,25 0,01 0,07 0,01 0,03
0,00 10,80 9,70 0,51 0,16 0,02 0,07 0,03 0,04
0,00 13,25 10,00 1,01 0,33 0,03 0,06 0,05 0,06
erreurs moyennes 0,55 0,56 0,22 0,07 0,07 0,06

Tab. 3.3 - Les erreurs de reconstruction pour la sc�ene 2 : la reconstruction sous
l'hypoth�ese perspective faible est moins bonne mais elle reste qualitativement accep-
table

coordinn�ees mesur�ees(cm) erreurs: perspective faible(cm) erreurs: perspective(cm)
X Y Z �X �Y �Z �X �Y �Z

12,00 0,00 12,50 1,25 0,08 0,29 0,56 0,35 0,05
0,00 12,00 12,50 3,59 0,36 1,92 0,37 0,58 0,14
4,40 0,00 7,60 0,43 0,57 0,09 0,08 0,05 0,20
2,20 0,00 7,10 1,15 1,02 0,13 0,01 0,03 0,19
1,25 0,00 11,15 2,51 1,98 0,55 0,11 0,05 0,02
6,10 0,00 11,00 0,56 0,77 0,16 0,32 0,07 0,08
7,40 0,00 6,80 0,96 0,10 0,43 0,13 0,20 0,17
11,00 0,00 8,10 2,05 0,49 0,49 0,24 0,32 0,02
10,50 0,00 10,80 1,14 0,07 0,18 0,35 0,39 0,09
-20,00 -31,00 9,00 1,19 5,37 1,14 3,85 1,10 0,14
erreurs moyennes 1,89 1,34 0,67 0,58 0,31 0,07

Tab. 3.4 - Les erreurs de reconstruction pour la sc�ene 3 : la reconstruction sous
l'hypoth�ese perspective faible se d�egrade avec un rapport de profondeur egale �a 1
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a) b)

c)

Fig. 3.14 - Vues de dessus des points tridimensionnels de la sc�ene 3 : a) recons-
truction sous l'hypoth�ese d'une projection perspective faible, b) reconstruction sous
l'hypoth�ese d'une projection perspective et c) les points mesur�es avec la r�egle mil-
lim�etrique
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due �a l'approximation de la projection sc�ene-image par un mod�ele a�ne est
moins importante que celle due aux erreurs de localisation des points dans les
images. Sous ces mêmes conditions, le mod�ele projectif pour une cam�era est
plus sensible aux erreurs de localisation des points dans les images qu'un mo-
d�ele a�ne car plus complexe. Ces derni�eres erreurs ont donc contribu�e pour
ce cas particulier �a favoriser la m�ethode de reconstruction sous l'hypoth�ese
d'une projection perspective faible.

{ sc�ene 3 : le r�esultat de la reconstruction sous l'hypoth�ese d'une projection
perspective pr�esente des erreurs particuli�erement importantes pour certains
points. Ces derniers sont isol�es et situ�es loin des points utilis�es comme rep�ere
relatif, ph�enom�ene d�ej�a observ�e au paragraphe 3.3.3.

3.4.2 Un algorithme de coop�eration

Les r�esultats des paragraphes 3.2.4 et 3.3.3 montrent que la qualit�e des recons-
tructions sous l'hypoth�ese d'une projection perspective faible se d�egrade avec la
croissance du rapport de profondeur. D'un autre côt�e, la reconstruction sous l'hy-
poth�ese d'une projection perspective n'est pas sensible �a ce rapport de profondeur.
Cependant elle est bas�ee sur un algorithme non lin�eaire. Ce dernier, comme tout
algorithme non lin�eaire, n'a aucune garantie de convergence. Les deux m�ethodes
(lin�eaire et non lin�eaire) peuvent être alors compl�ementaires : la reconstruction ob-
tenue sous l'hypoth�ese d'une projection perspective faible sera utilis�ee pour initia-
liser l'algorithme de reconstruction non lin�eaire. Nous combinons ainsi la simplicit�e
d'un algorithme de reconstruction lin�eaire (mod�ele a�ne) avec la robustesse et la
pr�ecision d'un algorithme de reconstruction non lin�eaire(mod�ele projectif).

Il est �a noter que sous certaines conditions l'algorithme de reconstruction sous
l'hypoth�ese d'une projection perspective faible ne peut être utilis�e. Ces conditions
correspondent �a un rapport de profondeur assez grand, d�epassant l'unit�e pour nos
exp�erimentations avec les donn�ees simul�ees du paragraphe 3.2.4.

Nous avons test�e cet algorithme de coop�eration sur la sc�ene 3 (Figure 3.13).
La convergence de l'algorithme non lin�eaire est plus rapide. Avec une initialisation
al�eatoire, l'algorithme de Levenberg-Marquardt utilis�e pour la reconstruction non
lin�eaire a converg�e apr�es 9 it�erations ; mais en initialisant ce même algorithme avec
le r�esultat de la reconstruction lin�eaire il a converg�e apr�es 3 it�erations.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons pr�esent�e deux m�ethodes di��erentes de reconstruc-
tion tridimensionnelle.

La premi�ere m�ethode permet l'obtention de la structure euclidienne �a partir
d'au moins trois images. Elle suppose un mod�ele de projection simpli��e pour la
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cam�era (mod�ele a�ne), ce qui rend le calcul de la structure lin�eaire. Cependant,
cette m�ethode ne garantit pas une bonne pr�ecision de la reconstruction. Une �etude
de son comportement quand les conditions g�eom�etriques de prise de vues lui sont
d�efavorables a �et�e faite. La pr�ecision de la reconstruction sous l'hypoth�ese a�ne se
d�egrade d'une mani�ere lin�eaire en fonction du rapport de profondeur. Nos exp�eri-
mentations sur les donn�ees simul�ees et les donn�ees r�eelles ont montr�e qu'avec un
rapport de profondeur inf�erieur �a 1 la reconstruction restait toujours possible.

La deuxi�eme m�ethode permet d'obtenir la structure tridimensionnelle d'une
sc�ene �a partir de deux images avec un mod�ele de projection perspective. Ce dernier
est plus proche de la projection e�ectu�ee par une cam�era r�eelle ; la m�ethode est donc
plus robuste. Cependant, le calcul de la structure est non lin�eaire et la connaissance
des coordonn�ees euclidiennes de 5 points de la sc�ene est n�ecessaire pour obtenir une
reconstruction euclidienne.

Les deux m�ethodes sont ensuite compar�ees dans des conditions similaires.Quand
le rapport de profondeur est assez petit, la pr�ecision de la reconstruction sous l'hy-
poth�ese d'une projection a�ne peut être su�sante pour certaines applications.
Cependant, une am�elioration de la pr�ecision peut être obtenue en utilisant la m�e-
thode non lin�eaire comme deuxi�eme �etape. Le calcul d'une reconstruction en deux
�etapes a au moins deux avantages : obtenir une reconstruction pr�ecise et garantir
la convergence de la m�ethode non lin�eaire. La reconstruction par la m�ethode li-
n�eaire donne en g�en�eral une bonne estimation de la solution. Cette derni�ere rend
la convergence de la m�ethode non lin�eaire plus rapide : le nombre d'it�erations est
tr�es limit�e car l'initialisation est bonne.

Bien qu'il soit rare de se trouver dans des conditions o�u le rapport de profondeur
est tr�es grand (sup�erieur �a 1 pour nos exp�eriences) ce cas peut se produire lorsqu'on
observe des sc�enes d'ext�erieur avec une grande profondeur de champ. Ceci mettra
en �echec la m�ethode lin�eaire et par cons�equent la convergence de la m�ethode non
lin�eaire ne sera plus garantie.

Une solution dans ce cas serait de calculer une estimation initiale pour la re-
construction �a l'aide d'une m�ethode lin�eaire utilisant le mod�ele projectif [Fau92]
[HGC92] [Sha92] [PMC94]. Toutes ces m�ethodes lin�eaires utilisent la g�eom�etrie �epi-
polaire et d�ependent donc des r�esultats de celle-ci. La reconstruction obtenue avec
de telles m�ethodes est peu pr�ecise, mais su�sante pour faire converger la m�ethode
non lin�eaire propos�ee ici.

Il faut noter que la convergence de notre m�ethode non lin�eaire a �et�e obtenue avec
des initialisations al�eatoires pour toutes nos exp�eriences. Le gain r�ealis�e en initia-
lisant la m�ethode avec une solution approch�ee s'est limit�e �a rendre la convergence
plus rapide.
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Chapitre 4

D'une reconstruction projective �a

une reconstruction euclidienne

Nous avons pr�esent�e dans la section 3.2 une m�ethode lin�eaire de reconstruction
tridimensionnelle sous l'hypoth�ese d'un mod�ele de projection perspective faible.
Cette m�ethode permet d'avoir la structure euclidienne d'une sc�ene. Cependant,
elle a des limites : elle donne des r�esultats peu pr�ecis, voire faux, quand certaines
conditions g�eom�etriques ne sont pas respect�ees (quand le rapport de profondeur
devient grand).

Nous avons alors propos�e une autre m�ethode dans la section 3.3. Cette deuxi�eme
m�ethode est it�erative et utilise un mod�ele de projection perspective (plus proche
d'une cam�era r�eelle). La structure euclidienne ainsi obtenue est plus pr�ecise (voir
section 3.4), mais n�ecessite la connaissance des coordonn�ees euclidiennes de 5 points
de la sc�ene. En absence de coordonn�ees euclidiennes ou a�nes, nous pouvons tou-
jours a�ecter aux 5 points (utilis�es comme base) des coordonn�ees projectives. Nous
pouvons, par exemple, leur a�ecter les coordonn�ees de la base canonique de IP 3. La
reconstruction ainsi calcul�ee est d�e�nie �a une transformation projective pr�es. Cette
reconstruction est pauvre en information ; en particulier, l'information m�etrique est
absente (voir �gure 4.1).

En d'autres termes, sous l'hypoth�ese d'un mod�ele projectif pour la cam�era (plus
correct qu'un mod�ele a�ne), il est possible d'obtenir la reconstruction projective
d'une sc�ene en utilisant seulement les points appari�es dans deux images au moins.
De plus, cette reconstruction est reli�ee �a la reconstruction euclidienne par une
collin�eation de l'espace. En particulier, quand les coordonn�ees euclidiennes (res-
pectivement a�nes) de 5 points de la sc�ene sont connues, nous pouvons calculer
la collin�eation qui fait passer d'une reconstruction projective �a une reconstruction
euclidienne (respectivement a�ne).

Dans la suite, on utilisera pour simpli�er le terme \reconstruction projective"
pour d�esigner une reconstruction d�e�nie �a une transformation projective de l'es-
pace pr�es.
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Fig. 4.1 - A gauche une cube d�e�ni dans un espace euclidien, �a droite le même
cube d�e�ni dans un espace projectif : les deux cubes sont li�es par une transformation
projective de l'espace

Nous nous posons, dans ce chapitre, le probl�eme suivant : �etant donn�ee une re-
construction projective obtenue avec la m�ethode it�erative de la section 3.3 (ou �even-
tuellement obtenue avec une m�ethode lin�eaire [Fau92][HGC92][Sha92][PMC94]),
comment calculer la collin�eation qui, appliqu�ee �a cette reconstruction, donnerait
une reconstruction euclidienne (reconstruction d�e�nie �a une similitude pr�es). La
solution est directe si les coordonn�ees euclidiennes de 5 points (non 4 �a 4 copla-
naires) de la sc�ene sont connues, car 5 points su�sent pour d�e�nir une collin�eation
de l'espace. Cependant, il n'est pas toujours possible de connâ�tre les coordonn�ees
euclidiennes de 5 points d'une sc�ene donn�ee. Nous nous proposons alors d'utiliser
des connaissances g�eom�etriques sur la sc�ene pour d�eterminer la collin�eation de l'es-
pace appropri�ee. Cette collin�eation sera not�eeW dans toute la suite de ce chapitre.
Pour d�eterminer W , des connaissances g�eom�etriques sont traduites en contraintes
sur W . Comme toute collin�eation de IP 3 dans IP 3, W poss�ede 15 param�etres ind�e-
pendants. Aussi, au moins 15 contraintes ind�ependantes sont alors n�ecessaires pour
le calcul de W .

La section suivante pr�esente les aspects th�eoriques du passage d'une reconstruc-
tion projective �a une reconstruction euclidienne. En particulier, nous montrons qu'il
est possible de d�ecomposer ce passage en deux �etapes : passage projectif-a�ne puis
passage a�ne-euclidien. Ensuite, dans la section 4.2, nous pr�esentons les aspects
pratiques du passage projectif-euclidien ; nous montrons que le probl�eme peut se
transformer en un probl�eme d'optimisation non lin�eaire sur les 15 param�etres de
W . En�n, la section 4.3 est consacr�ee aux r�esultats exp�erimentaux.



4.1. D'UNERECONSTRUCTIONPROJECTIVE �AUNERECONSTRUCTIONEUCLIDIENNE : ASP

4.1 D'une reconstruction projective �a une recons-

truction euclidienne : aspects th�eoriques

La structure (g�eom�etrique) d'une sc�ene peut être d�ecrite dans une g�eom�etrie
donn�ee. Passer d'une structure projective �a une structure euclidienne revient �a
changer de g�eom�etrie et donc de description.

La g�eom�etrie euclidienne est une restriction de la g�eom�etrie a�ne qui, ellemême,
est une restriction de la g�eom�etrie projective(chapitre 1) ; on peut alors d�ecomposer
le passage d'une reconstruction projective �a une reconstruction euclidienne en deux
�etapes : la reconstruction projective est d'abord transform�ee en une reconstruction
a�ne, puis en une reconstruction euclidienne. Comme cela est expliqu�e dans la
suite, le passage projectif-a�ne est plus simple que le passage a�ne-euclidien. Pour
passer de la g�eom�etrie projective �a la g�eom�etrie a�ne, on doit �xer l'hyperplan de
l'in�ni (trois param�etres). Ceci se traduit pour la collin�eation W par la d�etermi-
nation de 3 de ses 15 param�etres. Par contre, pour passer de la g�eom�etrie a�ne �a
la g�eom�etrie euclidienne, on doit �xer la conique absolue (cinq param�etres). Cela
revient �a d�eterminer 5 autres param�etres de la collin�eation W . En�n, puisque la
reconstruction euclidienne recherch�ee est d�e�nie �a une similitude pr�es, les 7 para-
m�etres de W qui restent, correspondent au choix d'un rep�ere relatif et d'un facteur
d'�echelle.

4.1.1 Du projectif �a l'a�ne

La g�eom�etrie a�ne se d�eduit de la g�eom�etrie projective en �xant l'hyperplan
de l'in�ni (plan de l'in�ni pour le cas tridimensionnel).

Il s'agit donc pour nous de trouver le plan de l'in�ni ad�equat : le plan qui
repr�esente e�ectivement la notion d'in�ni [Moh93]. Une fois ce plan �x�e, il est alors
facile de passer d'une reconstruction projective �a une reconstruction a�ne.

Notons que si on choisit n'importe quel autre plan comme celui de l'in�ni, la
g�eom�etrie qui en d�ecoule ne sera pas a�ne.

Trouver le plan de l'in�ni

Trouver le plan de l'in�ni, appel�e �1, revient �a trouver au moins trois points
non colin�eaires appartenant �a �1. En d'autres termes, il faut identi�er parmi les
points de l'espace projectif (points d�e�nis par leurs coordonn�ees projectives) au
moins 3 points poss�edant l'information a�ne : points se trouvant �a l'in�ni.

Plusieurs m�ethodes peuvent être propos�ees pour trouver des points de l'in�ni.
La plus commune de ces m�ethodes consiste �a trouver les points d'intersection de
droites parall�eles : deux ou plusieurs droites parall�eles de l'espace se coupent en
un point �a l'in�ni [SK52]. De plus, ces droites parall�eles se projettent sur une
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image en un faisceaux de droites concourantes en un point appel�e point de fuite.
Ce dernier correspond �a la projection du point �a l'in�ni, point d'intersection des
droites parall�eles de l'espace.

Ainsi, pour reconstruire un point �a l'in�ni, il su�t de localiser un point de fuite
et son correspondant dans au moins une autre image. Ceci est possible pour le cas
des sc�enes comportant des droites parall�eles puisque des techniques existent pour
trouver les points de fuite dans une image [Bar83][QM89][BO90].

Une alternative �a cette m�ethode est d'utiliser l'invariant a�ne de base : le rap-
port de trois points colin�eaires A, B, et C. Ce rapport n'est autre que le birapport
des quatre points colin�eaires A, B, C et D, o�u D est un point �a l'in�ni.

[A; B ; C; D] =
AC

BC
�
BD

AD
=
AC

BC
�
1

1
=
AC

BC
(4.1)

Connaissant les projections dans une image des points A, B et C, la projection
dans la même image du point D peut être localis�ee si la valeur de ce rapport est
connue. Une connaissance sur la sc�ene permet de d�eduire la valeur de ce rapport.
Par exemple, si nous savons que C est le milieu de AB alors ce rapport vaudra -1.

Comme le birapport est invariant par transformation projective, le point D
peut ainsi être localis�e dans l'espace projectif d�es lors que les points A, B et C sont
connus (par leurs coordonn�ees projectives).

Il est �evident, que sans aucune connaissance a priori sur la sc�ene, le plan de
l'in�ni ne peut être �x�e, car l'in�ni est une information a�ne. En particulier,
les deux m�ethodes pr�esent�ees ci-dessus pour calculer le plan de l'in�ni supposent
des connaissances a�nes a priori : pr�esence de droites parall�eles dans la sc�ene ou
connaissance de rapports de triplets de points colin�eaires.

D'une reconstruction projective �a une reconstruction a�ne

Supposons �a pr�esent que le plan de l'in�ni �1 a �et�e �x�e par une des deux
m�ethodes cit�ees ci-dessus. En utilisant cette information, comment trouver la re-
construction a�ne de notre sc�ene dont la reconstruction projective est d�ej�a connue ?
Ou encore, comment calculer une collin�eation W qui transformerait notre recons-
truction projective en une reconstruction a�ne ?

Pour ce faire, nous pouvons utiliser 5 points de l'espace pour calculer cette
collin�eation : les 3 points de l'in�ni d�ej�a trouv�es (ou plus g�en�eralement n'importe
quels 3 points non colin�eaires mais appartenant au plan de l'in�ni), un point de
la sc�ene qui peut servir d'origine pour notre rep�ere a�ne et en�n un autre point
quelconque de la sc�ene. Cependant, il faut que les 5 points ainsi choisis ne soient
en aucun cas 4 �a 4 coplanaires. Le dernier point peut prendre n'importe quelles
coordonn�ees non nulles. Il permet de �xer les trois facteurs d'�echelle (pour les trois
axes) ; en particulier nous pouvons prendre le point unitaire.
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P0

P1

P2

P3

P4

Fig. 4.2 - rep�ere a�ne construit avec 5 points dont 3 sont �a l'in�ni.

D'une mani�ere plus formelle, soient 5 points non 4 �a 4 coplanaires : P1, P2

et P3 trois points �a l'in�ni, P0 le point origine et P4 un cinqui�eme point. Soient
(x1; y1; z1; t1), (x2; y2; z2; t2), (x3; y3; z3; t3), (x4; y4; z4; t4) et (x0; y0; z0; t0) les coor-
donn�ees projectives de P1, P2, P3, P4 et P0 respectivement. Ces coordonn�ees sont
connues puisque nous avons d�ej�a une reconstruction projective de la sc�ene.

Les coordonn�ees (homog�enes) a�nes de ces 5 points peuvent être choisis de
la mani�ere suivante : (1; 0; 0; 0) pour P1, (0; 1; 0; 0) pour P2, (0; 0; 1; 0) pour P3,
(1; 1; 1; 1) pour P4 et en�n, (0; 0; 0; 1) pour P0.

Avec ce choix de coordonn�ees, nous avons d�e�ni un rep�ere a�ne OXY Z tel que
P0 est l'origine, P1 d�e�nit l'axe OX et se trouve �a l'in�ni, P2 d�e�nit l'axe OY et se
trouve �a l'in�ni, P3 d�e�ni l'axe OZ et se trouve �a l'in�ni, et en�n P4 �xe les trois
facteurs d'�echelle selon les trois axes ainsi d�e�nis (voir �gure 4.2).

Calcul de la collin�eation W

Soit la matrice W repr�esentant la collin�eation de passage projectif-a�ne �a d�e-
terminer :

W =

0BBB@
w11 w12 w13 w14

w21 w22 w23 w24

w31 w32 w33 w34

w41 w42 w43 w44

1CCCA

W permet de passer pour un point, des coordonn�ees projectives aux coordonn�ees
a�nes. En �ecrivant les �equations pour les 5 points P1, P2, P3, P4 et P0, donn�es ici
par leurs coordonn�ees projectives, nous obtenons le syst�eme d'�equations suivant :
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8>>>>>><>>>>>>:

WP1 = �1
t(1; 0; 0; 0)

WP2 = �2
t(0; 1; 0; 0)

WP3 = �3
t(0; 0; 1; 0)

WP4 = �4
t(1; 1; 1; 1)

WP0 = �0
t(0; 0; 0; 1)

(4.2)

o�u �i, i = 0 : : : 4, sont des facteurs multiplicatifs quelconques (en g�eom�etrie
projective, l'�egalit�e entre deux points est toujours d�e�nie �a un facteur multiplicatif
pr�es).

Chaque ligne du syst�eme (4.2) comporte quatre �equations lin�eaires en les coef-
�cients de W . Ces �equations �etant homog�enes, seules trois d'entre elles sont donc
ind�ependantes. Nous pouvons �eliminer le facteur multiplicatif �i et obtenir trois
�equations ind�ependantes en utilisant des �egalit�es de rapports. D�eveloppons par
exemple la premi�ere �egalit�e W tP1 = �1

t(1; 0; 0; 0) ; ce qui donne les 3 �equations
non homog�enes suivantes :8>>>>>><>>>>>>:

w21x1+w22y1+w23z1+w24 t1
w11x1+w12y1+w13z1+w14 t1

= 0
1 = 0

w31x1+w32y1+w33z1+w34 t1
w11x1+w12y1+w13z1+w14 t1

= 0
1 = 0

w41x1+w42y1+w43z1+w44 t1
w11x1+w12y1+w13z1+w14 t1

= 1
0 = 0

Ce syst�eme d'�equations particulier peut s'�ecrire aussi sous la forme :8><>:
w21x1 + w22y1 + w23z1 + w24t1 = 0
w31x1 + w32y1 + w33z1 + w34t1 = 0
w41x1 + w42y1 + w43z1 + w44t1 = 0

Ainsi, le syst�eme (4.2) fournit 15 �equations lin�eaires ind�ependantes en les coef-
�cients de W qui est donc compl�etement d�e�nie.

4.1.2 De l'a�ne �a l'euclidien

En supposant que la reconstruction a�ne pour une sc�ene donn�ee ait �et�e ob-
tenue �a l'�etape pr�ec�edente, nous voulons �a pr�esent d�eterminer la reconstruction
euclidienne de cette même sc�ene. La g�eom�etrie euclidienne est une restriction de la
g�eom�etrie a�ne ; elle se d�eduit de cette derni�ere en �xant l'invariant tridimensionnel
euclidien : la conique absolu 
 (voir chapitre 1). Pour passer de la g�eom�etrie a�ne
�a la g�eom�etrie euclidienne nous devons donc �xer 5 param�etres qui correspondent
aux 5 degr�es de libert�e de la conique absolue. Rappelons ici que l'espace euclidien
consid�er�e est \l'espace euclidien �etendu" de dimension 3 (voir section 1.1.5). Par
cons�equent, la reconstruction euclidienne recherch�ee sera d�e�nie �a une similitude
pr�es.
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Si nous raisonnons en terme de transformation projective, celle que nous cher-
chons n'a plus que 12 param�etres �a d�eterminer �etant donn�e que nous en avons d�ej�a
�x�e 3 �a l'�etape pr�ec�edente. Ces 12 param�etres correspondent �a la transformation
a�ne qui permet de passer d'une reconstruction a�ne �a une reconstruction eu-
clidien. Puisque notre reconstruction euclidienne est d�e�nie �a une similitude pr�es,
�xer cette derni�ere permet de d�e�nir 7 des 12 param�etres de la transformation
a�ne recherch�ee. Ces 7 param�etres correspondent aux 7 degr�es de libert�e d'une si-
militude de l'espace tridimensionnel. Une fa�con simple de les �xer consiste �a choisir
une orientation du rep�ere euclidien dans lequel sera d�e�nie la reconstruction, et un
facteur d'�echelle. Pour ce faire, il su�t de prendre parmi les points de la sc�ene un
point comme origine (ce point aura les coordonn�ees non homog�enes (0; 0; 0)), un
autre point comme d�e�nissant un des trois axes du rep�ere euclidien (par exemple
l'axe des X et ainsi ce point aura les coordonn�ees non homog�enes (x1; 0; 0)) et
en�n, un troisi�eme point est choisi pour �xer un des trois plans du rep�ere euclidien
(par exemple le plan OXY , ce troisi�eme point aura les coordonn�ees non homog�enes
(x2; y2; 0)). Le facteur d'�echelle est d�e�ni en �xant une distance quelconque de la
sc�ene ; le plus simple, est de consid�erer x1 = 1.

A pr�esent, nous avons d�e�ni 7 des 12 param�etres de la transformation a�ne
recherch�ee. Il reste exactement 5 param�etres �a d�eterminer. Nous retrouvons ainsi
le nombre de param�etres de la conique absolue qui d�e�nit la g�eom�etrie euclidienne
(voir paragraphe 1.1.5).

Il y a donc une �equivalence entre le calcul de la conique absolue et celui des 5
param�etres qui restent �a d�eterminer de la transformation a�ne recherch�ee.

La g�eom�etrie euclidienne poss�ede la notion d'angle, notion absente en g�eom�etrie
a�ne. Il est alors n�ecessaire d'introduire cette notion pour passer de la g�eom�etrie
a�ne �a la g�eom�etrie euclidienne ; ou d'une mani�ere �equivalente pour passer d'une
reconstruction a�ne �a une reconstruction euclidienne. Puisque nous sommes en
d�e�cit de 5 param�etres, au moins 5 connaissances euclidiennes sont �a introduire.

Dans le paragraphe qui suit, nous allons voir comment traduire la connaissance
d'un angle en contrainte sur la conique absolue et sur la transformation a�ne re-
cherch�ee. Il est �a noter que l'angle est l'invariant de base de la g�eom�etrie euclidienne.
Toute autre connaissance euclidienne peut être traduite en contrainte sur la conique
absolue ou sur la transformation a�ne. La section 4.2 pr�esente quelques exemples
de connaissances euclidiennes utilis�ees en pratique pour calculer W .

Contraintes li�ees aux angles

La connaissance de la valeur d'un angle entre deux segments de droites copla-
naires donne une contrainte sur la conique absolue. Cette contrainte est donn�ee par
la formule de Laguerre (1.4) (voir aussi la �gure 1.3 pour plus de d�etails).

D'un autre côt�e, la connaissance de la valeur d'un angle entre deux segments
de droites coplanaires donne une contrainte sur la transformation a�ne. Pour sim-
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pli�er, soient A, B et C 3 points coplanaires de l'espace avec � = ( ~AB; ~AC) connu
et soit W la transformation a�ne recherch�ee :

W =

0BBB@
w11 w12 w13 w14

w21 w22 w23 w24

w31 w32 w33 w34

0 0 0 1

1CCCA
Pour �eviter toute confusion, les points sont not�es avec des indices pour indiquer s'ils
sont donn�es par leurs coordonn�ees a�nes ou par leurs coordonn�ees euclidiennes.
Par exemple,Aa repr�esente le point physique A avec ses coordonn�ees a�nes tandis
que Ae repr�esente le même point avec ses coordonn�ees euclidiennes. Il faut noter
que les coordonn�ees a�nes sont connues puisque la reconstruction a�ne est connue
�a cette �etape. Avec ces notations nous avons l'�egalit�e :

Ae = WAa ou tAe =
tAa

tW (4.3)

La connaissance de l'angle � est li�ee au produit scalaire ~AB � ~AC par la relation
suivante :

~AeBe � ~AeCe =j AeBe jj AeCe j cos� (4.4)

o�u � d�enote le produit scalaire de deux vecteurs.

En utilisant la relation (4.3), le produit scalaire (4.4) s'�ecrit :

~AeBe � ~AeCe =j WAa WBa jj WAa WCa j cos� (4.5)

avec j WAa WBa j le module du vecteur d�e�ni par les deux points : WAa et WBa.

En combinant l'�egalit�e (4.3) avec la relation (4.5) nous obtenons une �equation
non lin�eaire de degr�e 4 en les �el�ements de la matrice W . Nous avons donc obtenu
une contrainte sur la transformation a�ne recherch�ee.

4.2 D'une reconstruction projective �a une recons-

truction euclidienne : aspect pratique

Pour les cas r�eels, il est souvent di�cile d'utiliser les �etapes pr�ec�edentes pour
passer d'une reconstruction projective �a une reconstruction euclidienne. En par-
ticulier, il est tr�es di�cile de faire le passage de la reconstruction a�ne �a la re-
construction euclidienne en utilisant les contraintes li�ees aux angles donn�ees par
les �equations (4.5) dont le degr�e est 4.

Cependant, l'�etude th�eorique du passage projectif-euclidien nous permet de
comprendre quelles sont les informations n�ecessaires pour obtenir une reconstruc-
tion euclidienne �a partir d'une reconstruction projective ; ce qui permet de v�eri�er
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que les contraintes utilis�ees pour calculer la collin�eation de passage W contiennent
toutes les informations requises.

Supposons, par exemple, qu'en plus d'une reconstruction projective, nous avons
les informations suivantes : un ensemble de points appartenant �a un plan (appelons
ce plan �), un faisceau de droites parall�eles ; de plus nous savons que ces droites sont
perpendiculaires au plan �. Il est clair qu'avec ces informations nous ne pouvons
même pas passer �a une reconstruction a�ne. En e�et, la coplanarit�e des points est
une information projective, elle ne nous apporte rien de plus ; savoir que plusieurs
droites sont parall�eles �a une même direction nous donne une seule information
a�ne (un seul point �a l'in�ni) et en�n, savoir que ces même droites sont perpen-
diculaires �a un plan nous donne une seule information euclidienne contraignant la
conique absolue. Le plan �1 n'est pas d�e�ni. Par cons�equent ces informations sont
insu�santes pour passer du projectif �a l'euclidien. Nous sommes en d�e�cit de 2
informations a�nes (pour �xer le plan de l'in�ni) et de 4 informations euclidiennes
(pour �xer la conique absolue).

Si nous consid�erons par exemple la sc�ene donn�ee par la �gure 4.4 : les trois direc-
tions principales peuvent être calcul�ees ; de plus, elles sont orthogonales. Ces trois
directions dont chacune est d�e�nie par un faisceau de droites parall�eles permettent
de trouver trois points de fuite, et ainsi le calcul du plan de l'in�ni est possible.
L'orthogonalit�e de ces trois directions (connaissance de trois angles) apporte trois
contraintes sur la conique absolue. Cette derni�ere n'est pas encore d�e�nie, deux
autres contraintes euclidiennes sont n�ecessaires.

4.2.1 Contraintes euclidiennes utilis�ees en pratique

Ce paragraphe montre comment utiliser en pratique certaines connaissances a
priori sur la sc�ene pour d�eriver des contraintes sur la matriceW . Ces connaissances
sont de nature g�eom�etrique, et ne sont pas exclusivement a�nes ou euclidiennes :
elles peuvent être a�nes et euclidiennes en même temps. Nous allons donc traiter
le passage d'une reconstruction projective �a une reconstruction euclidienne en une
seule �etape en contraignant globalement la collin�eation W .

Le probl�eme, ici, consiste �a transformer une reconstruction projective en une
reconstruction euclidienne d�e�nie �a une similitude pr�es (hypoth�ese de d�epart). En
d'autres termes, nous sommes libre de choisir un rep�ere euclidien quelconque et
�eventuellement un facteur d'�echelle. Par cons�equent, nous pouvons choisir un rep�ere
li�e �a notre sc�ene. Par exemple, pour notre application sur la sc�ene de la maison
(voir �gure 4.4), le sol forme le plan OXY (plan d'�equation Z = 0) et les deux murs
verticaux et perpendiculaires entre eux sont utilis�es comme plan OXZ et OY Z.

Un tel choix peut parâ�tre assez restrictif. Cependant, nous pensons que dans
beaucoup de sc�enes d'int�erieur ou d'ext�erieur la pr�esence d'un plan horizontal est
souvent une cons�equence naturelle li�ee �a la pr�esence du sol. De plus, deux plans
verticaux et perpendiculaires entre eux peuvent être facilement trouv�es (murs d'un
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immeuble, murs d'un bureau: : : ). De tels murs seront utilis�es comme plan OXZ
et OY Z.

Dans ce qui va suivre, nous devons supposer qu'un rep�ere euclidien est d�ej�a
d�e�ni, mais les coordonn�ees tridimensionnelles des points restent inconnues.

Nous utilisons les notations suivantes :A0 = (xA0; yA0; zA0; tA0) est un point donn�e
par ses coordonn�ees projectives (avant l'utilisation des contraintes euclidiennes),
et WA0 � A = t(xA; yA; zA; 1) le même point physique donn�e par ses coordonn�ees
euclidiennes. Avec (wij) les �el�ements de la matrice 4�4 qui repr�esente la collin�eation
de passage projectif-euclidien �a d�eterminer.

Traduction de connaissances en contraintes sur W

Nous pr�esentons dans ce paragraphe quelques exemples illustrant l'obtention
des contraintes �a partir de connaissances g�eom�etriques sur la sc�ene.

{ Connaissance des coordonn�ees 3D d'un point : quand les coordonn�ees eu-
clidiennes d'un point A sont connues, par exemple en choisissant un point
comme origine, ceci donne 3 contraintes lin�eaires sur W . Cela revient �a �ecrire
les �equations r�esultant de l'�egalit�e projective WA0 � A (on rappelle ici que
� est l'�egalit�e d�e�nie �a un facteur multiplicatif pr�es).

Pour obtenir les �egalit�es usuelles, il faut passer par les rapports.

8>>>>>>><>>>>>>>:

xA = w11xA0+w12yA0+w13zA0+w14 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

yA = w21xA0+w22yA0+w23zA0+w24 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

zA = w31xA0+w32yA0+w33zA0+w34 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

(4.6)

Les coordonn�ees euclidiennes d'un point de l'espace sont les connaissances les
plus di�ciles �a obtenir ; cependant, les contraintes qui en r�esultent sont les
plus simples.

{ Un point appartenant �a un des trois plans du rep�ere : quand un point A de
la sc�ene se trouve sur un des trois plans du rep�ere orthonorm�e choisi (OXY ,
OXZ et OY Z sont les 3 plans du rep�ere), une de ses coordonn�ees est alors
nulle. Par exemple, si A appartient au plan horizontal (plan OXY ), ceci se
traduit par zA = 0, ce qui donne une contrainte sur W :

zA =
w31xA0 + w32yA0 + w33zA0 + w34tA0

w41xA0 + w42yA0 + w43zA0 + w44tA0

= 0 (4.7)

{ Deux points formant un segment parall�ele avec un axe du rep�ere : quand un
segment de droite AB est parall�ele �a un des 3 axes du rep�ere orthonorm�e,
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zA-zB=d

zA

zB

A

B

O X

Y

Z

yA=yB

xA=xB

Fig. 4.3 - Le segment AB est vertical (parall�ele �a l'axe OZ).

il en r�esulte que les deux points ont deux de leurs coordonn�ees euclidiennes
�egales.

Par exemple, soient deux points A et B tels que le segment AB soit vertical,
comme le montre la �gure 4.3 (AB est perpendiculaire au sol). Sans que les
coordonn�ees euclidiennes des deux points A et B ne soient connues, nous
avons les �egalit�es suivantes :

xA = xB et yA = yB

Ce qui donne deux contraintes non lin�eaires sur W :

8>><>>:
w11xA0+w12yA0+w13zA0+w14 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

= w11xB0+w12yB0+w13zB0+w14tB0

w41xB0+w42yB0+w43zB0+w44tB0

w21xA0+w22yA0+w23zA0+w24 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

= w21xB0+w22yB0+w23zB0+w24tB0

w41xB0+w42yB0+w43zB0+w44tB0

(4.8)

{ Distance entre deux points : la connaissance d'une distance entre deux points
de la sc�ene entrâ�ne une contrainte non lin�eaire. Soient deux points A et B
telle que la distance du segment AB est connue et vaut d. Dans un espace
euclidien ceci se traduit par l'�equation :

(xA � xB)
2 + (yA � yB)

2 + (zA � zB)
2 = d2

En rempla�cant dans l'�equation ci-dessus les coordonn�ees euclidiennes en fonc-
tion de leurs coordonn�ees projectives et de W , nous obtenons l'�equation non
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lin�eaire suivante :�
w11xA0+w12yA0+w13zA0+w14 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

�
w11xB0+w12yB0+w13zB0+w14 tB0

w41xB0+w42yB0+w43zB0+w44 tB0

�2
+

�
w21xA0+w22yA0+w23zA0+w24 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

�
w21xB0+w22yB0+w23zB0+w24 tB0

w41xB0+w42yB0+w43zB0+w44 tB0

�2
+

�
w31xA0+w32yA0+w33zA0+w34 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

�
w31xB0+w32yB0+w33zB0+w34 tB0

w41xB0+w42yB0+w43zB0+w44 tB0

�2
= d2

(4.9)

{ Deux vecteurs orthogonaux : si 2 vecteurs ~AB et ~CD sont orthogonaux alors
leur produit scalaire est nul. En utilisant les coordonn�ees euclidiennes, le
produit scalaire ~AB � ~CD s'�ecrit :

(xB � xA)(xD � xC) + (yB � yA)(yD � yC) + (zB � zA)(zD � zC) = 0

En rempla�cant dans l'�equation ci-dessus les coordonn�ees euclidiennes en fonc-
tion de leurs coordonn�ees projectives et de W , nous obtenons l'�equation non
lin�eaire suivante :

�
w11xA0+w12yA0+w13zA0+w14 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

�
w11xB0+w12yB0+w13zB0+w14tB0

w41xB0+w42yB0+w43zB0+w44tB0

�
�
w11xC0+w12yC0+w13zC0+w14 tC0

w41xC0+w42yC0+w43zC0+w44 tC0

� w11xD0+w12yD0+w13zD0+w14tD0

w41xD0+w42yD0+w43zD0+w44tD0

�
+�

w21xA0+w22yA0+w23zA0+w24 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

� w21xB0+w22yB0+w23zB0+w24tB0

w41xB0+w42yB0+w43zB0+w44tB0

�
�
w21xC0+w22yC0+w23zC0+w24 tC0

w41xC0+w42yC0+w43zC0+w44 tC0

�
w21xD0+w22yD0+w23zD0+w24tD0

w41xD0+w42yD0+w43zD0+w44tD0

�
+�

w31xA0+w32yA0+w33zA0+w34 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

� w31xB0+w32yB0+w33zB0+w34tB0

w41xB0+w42yB0+w43zB0+w44tB0

�
�
w31xC0+w32yC0+w33zC0+w34 tC0

w41xC0+w42yC0+w43zC0+w44 tC0

� w31xD0+w32yD0+w33zD0+w34tD0

w41xD0+w42yD0+w43zD0+w44tD0

�
= 0

(4.10)

L'�equation (4.10) est hautement non lin�eaire. Cependant, dans certains cas
particuliers elle peut devenir plus simple. Par exemple si nous savons que le
segment AB est vertical l'�equation (4.10) se r�eduit �a la forme :�

w31xA0+w32yA0+w33zA0+w34 tA0

w41xA0+w42yA0+w43zA0+w44 tA0

�
w31xB0+w32yB0+w33zB0+w34tB0

w41xB0+w42yB0+w43zB0+w44tB0

�
�

�
w31xC0+w32yC0+w33zC0+w34tC0

w41xC0+w42yC0+w43zC0+w44tC0

� w31xD0+w32yD0+w33zD0+w34 tD0

w41xD0+w42yD0+w43zD0+w44 tD0

�
= 0
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D'autres contraintes sur W peuvent être trouv�ees, par exemple celles d�ej�a pr�e-
sent�ees dans la section 4.1, l'�egalit�e de deux distances etc. En g�en�eral, toute connais-
sance euclidienne ou a�ne peut se traduire en une ou plusieurs contraintes sur W .
Cependant, certaines contraintes peuvent être si compliqu�ees que leur utilisation
pratique devient impossible (degr�e des �equations trop �elev�e).

4.2.2 R�esolution num�erique

En v�eri�ant que les contraintes utilis�ees sont su�santes pour passer d'une re-
construction projective �a une reconstruction euclidienne, la matrice W peut être
estim�ee. Les connaissances sur la sc�ene se traduisent en contraintes sous forme
d'�equations liant les �el�ements de W . Les �equations sont soit lin�eaires (4.6)(4.7) soit
non lin�eaires (4.8)(4.9)(4.10) ; la r�esolution d'un tel syst�eme d'�equations peut être
faite en utilisant une minimisation au sens des moindres carr�es. L'algorithme de
Levenberg-Marquardt [PFTW88] est bien adapt�e �a notre probl�eme, comme dans le
cas de la reconstruction non lin�eaire. Cependant, ici, le probl�eme est plus simple,
le nombre de param�etres �a estimer �etant de 15 seulement (les �el�ements de W ).

Le probl�eme peut s'�ecrire comme une minimisation de la somme

nX
k=1

 
fk(W11; : : : ;W44)

�k

!2
(4.11)

o�u fk(�) sont les �equations obtenues par traduction des connaissances et les �2k sont
les variances sur les contraintes.

Comme toute m�ethode de r�esolution d'�equations non lin�eaires, l'algorithme de
Levenberg-Marquardt n�ecessite des valeurs initiales pour les inconnues. Bien que
pour toutes nos exp�eriences avec des sc�enes r�eelles et des sc�enes simul�ees la conver-
gence a �et�e obtenue sans estimation pr�ealable de W , l'estimation de cette derni�ere
reste le seul garant pour la convergence de l'algorithme de Levenberg-Marquardt.

Obtenir une premi�ere estimation pour W revient �a obtenir une premi�ere estima-
tion de la structure euclidienne de la sc�ene. Cette derni�ere peut être obtenue avec
la m�ethode de reconstruction sous l'hypoth�ese d'un mod�ele de perspective faible
pour la cam�era (voir chapitre 3). La reconstruction euclidienne ainsi calcul�ee per-
met de trouver une premi�ere estimation de W en r�esolvant un syst�eme d'�equations
lin�eaires du type (4.6).

4.3 Exp�erimentations

Ce paragraphe contient deux types de r�esultats. Le premier, avec une sc�ene
r�eelle, a pour but de valider la m�ethode propos�ee ; le second, avec une sc�ene si-
mul�ee, vise �a �etudier la pr�ecision de la reconstruction euclidienne calcul�ee. Une
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comparaison de la reconstruction euclidienne utilisant 5 points connus de la sc�ene
avec celle utilisant des contraintes g�eom�etriques est r�esum�ee sous forme de courbe.

La reconstruction euclidienne utilisant des contraintes g�eom�etriques est obtenue
en deux �etapes :

1. calcul de la reconstruction projective (section 3.3) : le probl�eme de la recons-
truction est sp�eci��e par les �equations (3.14). Il faut en outre d�e�nir une base
de 5 points pour pouvoir reconstruire. Dans ce cas nous n'avons pas les co-
ordonn�ees euclidiennes des points de la base. Nous avons utilis�e 5 points de
la sc�ene (non quatre �a quatre coplanaires) avec les coordonn�ees projectives :
(0; 0; 0; 1), (1; 0; 0; 1), (0; 1; 0; 1), (0; 0; 1; 1) et (1; 1; 1; 1). La reconstruction
obtenue en minimisant la somme (3.15) est d�e�nie dans cette derni�ere base ;
c'est une reconstruction projective.

2. calcul de W (paragraphe 4.2.2) : des contraintes g�eom�etriques sont utilis�ees
pour calculer W . Cette derni�ere est une collin�eation qui transforme la re-
construction projective en une reconstruction euclidienne. Les coordonn�ees
euclidiennes des points de la sc�ene sont obtenues en calculant pour chaque
point de la sc�ene de coordonn�ees projectives (x0; y0; z0; t0) ses coordonn�ees eu-
clidiennes (x; y; z; 1) donn�ees par t(x; y; z; 1) � W � t(x0; y0; z0; t0).

R�esultats

{ Sc�ene r�eelle (�gure 4.4) : 3 images sont utilis�ees dans cette exp�erience. 49
points sont extraits et mis en correspondance dans les trois images. En uti-
lisant une base projective (voir �gure 4.4), la reconstruction projective est
alors calcul�ee.

Ensuite, pour estimer la collin�eation W , un rep�ere euclidien doit être choisi
dans la sc�ene. Dans ce dernier sont exprim�ees les contraintes g�eom�etriques
utilis�ees pour le calcul de W . Le plus simple est d'utiliser le rep�ere naturel
form�e par les deux murs perpendiculaires et le sol. Les axes de ce rep�ere sont
les intersections des trois plans (les deux murs et le sol).

Dans ce rep�ere o�u aucune coordonn�ee n'est connue, nous avons utilis�e les
contraintes g�eom�etriques suivantes :

1. Deux points qui forment un segment parall�ele �a un des trois axes du
rep�ere euclidien entrâ�ne des contraintes du type (4.8). Un total de douze
couples de points est utilis�e.

Ces contraintes contiennent l'information a�ne de parall�elisme ; elles
permettent de �xer le plan de l'in�ni.

2. Une distance entre deux points entrâ�ne une contrainte du type (4.9).
Nous avons utilis�e 12 distances. Ces contraintes sont de type euclidienne
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image 1 image 2

image 3

Fig. 4.4 - Sc�ene r�eelle : les trois images utilis�ees pour la reconstruction projective
avec les points d'int�erêts d�etect�es et mis en correspondance. Les 5 points utilis�es
comme base projective sont marqu�es par des gros points blancs dans la troisi�eme
image
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coordonn�ees 3D exactes coordonn�ees calcul�ees les erreurs
(cm) (cm) (cm)

X Y Z Xc Yc Zc X �Xc Y � Yc Z � Zc

0,000 0,000 0,500 0,000 0,030 0,478 0,000 0,030 0,022
12,000 0,000 0,500 12,041 0,059 0,504 0,041 0,059 0,004
0,000 0,000 14,500 0,000 0,025 14,458 0,000 0,025 0,042
6,000 18,000 22,500 5,946 17,982 22,431 0,054 0,018 0,069
-1,500 -1,500 0,500 -1,511 -1,526 0,523 0,011 0,026 0,023
-1.500 19.500 0.500 -1.462 19.501 0.505 0.038 0.001 0.005
0.000 6.000 0.500 0.000 6.007 0.554 0.000 0.007 0.054
7.000 0.000 2.500 7.143 0.070 2.440 0.143 0.070 0.060
10.000 0.000 6.500 10.164 0.095 6.466 0.164 0.095 0.034
21.000 -8.000 8.500 21.086 -8.040 8.500 0.086 0.040 0.000

Tab. 4.1 - Les coordonn�ees reconstruites avec les erreurs correspondantes pour 10
points parmi les 60 points de la sc�ene simul�ee.

(la distance est une notion euclidienne). Elles sont su�santes pour �xer
la conique absolue.

3. Un point qui appartient �a un des trois plans du rep�ere que nous avons
choisi entrâ�ne une contrainte lin�eaire du type (4.7) sur les �el�ements de
W . Douze points ont �et�e utilis�es dans ce cas, trois pour chaque plan.
Ces derni�eres contraintes �xent le rep�ere euclidien choisi.

Ces contraintes g�eom�etriques donnent un total de 48 �equations sur les 15
inconnues de W . Une fois W calcul�ee, la structure projective est alors trans-
form�ee en une structure euclidienne. La �gure 4.5 donne le r�esultat de la
reconstruction de 49 points de la sc�ene r�eelle.

{ Sc�ene simul�ee : la sc�ene simul�ee comporte 60 points dont la forme g�eom�etrique
est similaire �a la sc�ene r�eelle avec un volume de 30cm � 40cm � 30cm(voir
�gure 4.6). Quatre images de cette sc�ene sont utilis�ees pour la reconstruction
projective. Les coordonn�ees images ont �et�e perturb�ees avec un bruit uniforme
d'amplitude 1 pixel. Les même types et le même nombre de contraintes que
pour le cas de la sc�ene r�eelle sont utilis�es. Qualitativement, le r�esultat est
parfait (voir �gure 4.6).

Le tableau 4.1 donne pour 10 points les erreurs sur les coordonn�ees eucli-
diennes calcul�ees.

Un deuxi�eme type d'exp�erience avec des donn�ees simul�ees consiste �a comparer
la reconstruction euclidienne utilisant les contraintes g�eom�etriques avec celle
utilisant 5 points connus de la sc�ene.
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vue de dessus vue de côt�e

vue g�en�erale

Fig. 4.5 - Reconstruction euclidienne des points de la sc�ene r�eelle en utilisant les
contraintes g�eom�etriques. Nous avons reli�e les points par des segments de droite
pour mieux illustrer le r�esultat
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Fig. 4.6 - La sc�ene simul�ee : �a gauche la sc�ene exacte et �a droite la même sc�ene
reconstruite en utilisant les contraintes g�eom�etriques

En utilisant la même sc�ene (�gure 4.6), nous avons perturb�e les coordon-
n�ees images avec un bruit (uniforme) de di��erentes amplitudes. Ensuite,
nous avons calcul�e les coordonn�ees euclidiennes de la sc�ene avec les deux
m�ethodes : celle utilisant 5 points avec des coordonn�ees euclidiennes et per-
mettant d'obtenir directement la reconstruction euclidienne et celle utilisant
des contraintes g�eom�etriques. La �gure 4.7 donne l'erreur moyenne sur les
positions tridimensionnelles en fonction de l'amplitude du bruit ajout�e. Sans
bruit les deux m�ethodes donnent une reconstruction parfaite. Mais d�es que
l'amplitude du bruit augmente, l'utilisation des contraintes euclidiennes re-
dondantes prend l'avantage au niveau de la pr�ecision. Cependant, il faut noter
que les deux m�ethodes n'utilisent pas les mêmes informations euclidiennes ou
a�nes. En particulier, la m�ethode utilisant 5 points connus de la sc�ene est
sensible �a leur structure g�eom�etrique. Par exemple si les 5 points connus oc-
cupent une petite zone de la sc�ene la qualit�e de la reconstruction se d�egrade.

Pour la m�ethode utilisant les contraintes g�eom�etriques, nous avons plus de
libert�e pour choisir les 5 points de la base projective, car la connaissance de
leurs coordonn�ees euclidiennes n'est pas n�ecessaire. En pratique, nous choi-
sissons cinq points entourant la sc�ene comme sur la �gure 4.4. Un autre
avantage pour la deuxi�eme m�ethode est la facilit�e d'obtenir des contraintes
g�eom�etriques. Il est plus facile d'avoir des informations telles que : distance,
parall�elisme: : : les coordonn�ees euclidiennes des points �etant di�ciles �a ob-
tenir. Par exemple, la taille d'une fenêtre sur le mur d'une maison peut être
connue plus facilement que les coordonn�ees euclidienne des coins de cette
fenêtre.
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erreur moyenne sur les coordonnees 3D(cm)

avec 5 points connus

avec 48 contraintes geometriques

bruit ajoute aux coordonnees images(pixels)

Fig. 4.7 - Chaque graphe donnne pour chacune des deux m�ethodes les erreurs de
la reconstruction en fonction du bruit (uniforme) ajout�e aux coordonn�ees dans les
images

4.4 Conclusion

Ce chapitre montre qu'il est possible d'obtenir une reconstruction euclidienne
�a partir d'une reconstruction projective �etant donn�e un ensemble de connaissances
g�eom�etriques a priori.

Pour faire ce travail, nous avons �et�e motiv�e par le fait que la reconstruction
projective peut être obtenue uniquement �a partir des points mis en correspondance
dans les images (chapitre 3).

Cependant, la reconstruction projective est pauvre en information (voir �gure
4.1). La reconstruction la plus riche en information et la plus utilis�ee en vision
et en robotique est de type euclidien. Pour une sc�ene donn�ee, la reconstruction
projective est li�ee �a la reconstruction euclidienne par une collin�eation de l'espace.
Cette derni�ere peut être simplement d�etermin�ee si les positions euclidiennes d'au
moins 5 points de la sc�ene dans un rep�ere euclidien sont donn�ees. Cependant, il
n'est pas toujours possible de connâ�tre de telles informations. Nous avons donc
propos�e une alternative permettant de se passer des informations de type position
(coordonn�ees euclidiennes d'un point) et d'utiliser des informations plus faciles �a
obtenir.

La premi�ere partie de ce chapitre se consacre �a l'�etude th�eorique concernant
le passage d'une reconstruction projective �a une reconstruction euclidienne. Ce
passage est d�ecrit par une matrice inversible de taille 4� 4 qui repr�esente une col-
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lin�eation de l'espace.

La deuxi�eme partie du chapitre concerne les aspects pratiques de ce passage.
Nous avons montr�e comment utiliser des connaissances g�eom�etriques a priori sur la
sc�ene pour les traduire en contraintes sur la collin�eation recherch�ee. Ces contraintes
s'�ecrivent sous forme d'�equations dont les inconnues sont les param�etres de la col-
lin�eation recherch�ee ; le probl�eme devient alors un probl�eme d'optimisation non
lin�eaire r�esolu au sens des moindre carr�es.

Les r�esultats exp�erimentaux valident l'approche propos�ee. De plus, par rapport
�a la reconstruction utilisant 5 points connus de l'espace, la reconstruction avec des
contraintes g�eom�etriques redondantes est moins sensible au bruit.
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Chapitre 5

Calcul du mouvement et

reconstruction

Dans la section 3.3, la reconstruction est calcul�ee �a partir d'images issues d'une
ou de plusieurs cam�eras non �etalonn�ees. En particulier, les param�etres intrins�eques
sont suppos�es di��erents pour chaque cam�era.

Avec cette formulation, le probl�eme de la reconstruction comporte deux types
de param�etres : les positions des points dans l'espace et les matrices de projection
dont chacune poss�ede 11 param�etres. Ces derniers correspondent aux param�etres
extrins�eques et intrins�eques d'une cam�era. Les param�etres extrins�eques sont au
nombre de 6 ; ils correspondent �a la position et �a l'orientation d'une cam�era par
rapport �a un rep�ere de r�ef�erence, le rep�ere de la sc�ene par exemple.

Rappelons qu'�a une cam�era est attach�e un rep�ere (voir �gure 1.5) ; l'orientation
d'une cam�era n'est autre que l'orientation de son rep�ere (rotation). Les param�etres
intrins�eques sont au nombre de 5 dont 4 seulement sont pris en compte g�en�eralement
(voir paragraphe 1.2.1).

Quand les images sont issues d'une ou de plusieurs cam�eras dont les param�etres
intrins�eques sont connus, le probl�eme de reconstruction se voit r�eduire le nombre
de ses param�etres. En e�et, �a chaque nouvelle image le nombre des param�etres du
probl�eme de reconstruction augmente de 6 (param�etres extrins�eques) au lieu de 11
(param�etres extrins�eques et intrins�eques).

Ce chapitre traite ce cas particulier, cependant, nous ne supposons pas la
connaissance exacte des param�etres intrins�eques mais seulement une approxima-
tion de ceux-ci. Dans ce chapitre nous adoptons le mod�ele st�enop�e pour la cam�era
et nous ne consid�erons que le cas de la structure euclidienne. Nous supposons aussi
que les mises en correspondance ont d�ej�a �et�e �etablies (voir section 2.2).
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Fig. 5.1 - Le rep�ere de la premi�ere cam�era est utilis�e comme rep�ere de r�ef�erence,
nous avons la relation : ~O1P = � ~O1p, (� : nombre r�eel strictement positif) pour
tout point se trouvant devant la cam�era
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5.1 Principes des m�ethodes classiques

Les approches actuelles pour r�esoudre le probl�eme de la reconstruction �a partir
d'images non �etalonn�ees peuvent être class�ees en deux cat�egories : celles qui cal-
culent la structure d�e�nie dans un rep�ere relatif, g�en�eralement attach�e �a la sc�ene
(chapitre 3) et celles qui calculent la structure d�e�nie dans le rep�ere attach�e �a une
cam�era utilis�ee comme r�ef�erence (voir �gure 5.1). Dans ce dernier cas, l'information
calcul�ee est appel�ee profondeur.

Nous nous int�eressons dans ce chapitre �a cette deuxi�eme cat�egorie de m�ethodes
o�u la position et l'orientation de chaque cam�era sont d�e�nies relativement au rep�ere
d'une cam�era choisie comme r�ef�erence. Ces m�ethodes sont en majorit�e bas�ees sur
la matrice essentielle due �a Longuet-Higgins [LH81]. Nous rappelons donc cette
notion ici.

Matrice essentielle

Quand une cam�era e�ectue un mouvement (d�eplacement) entre deux positions,
celui-ci peut être d�ecompos�e en deux composantes : une rotation et une translation.
Ou d'une mani�ere �equivalente, les deux rep�eres de deux cam�eras di��erentes sont
li�es par un mouvement compos�e d'une rotation et d'une translation.

Pour simpli�er, nous supposons l'existence de deux cam�eras que nous appelons
premi�ere et deuxi�eme cam�era (voir �gure 5.2).

Soient O et O0 les deux origines des rep�eres attach�es �a deux cameras, et soit R
la rotation qui fait passer du rep�ere de la premi�ere cam�era au rep�ere de la seconde
(voir �gure 5.2).

Supposons que les param�etres intrins�eques de la cam�era sont connus, ce qui
nous permet d'utiliser les coordonn�ees normalis�ees des points dans les images.

Soit P un point de l'espace qui se projette dans les deux images en q et q0

respectivement, avec q et q0 donn�es par leurs coordonn�ees normalis�ees. Il est facile
de voir depuis la �gure 5.2 que les trois vecteurs ~O0P , ~OP et ~O0O sont coplanaires.
Aussi, les trois vecteurs ~O0q0, ~Oq et ~O0O sont coplanaires si et seulement si q et
q0 sont les projections du même point de l'espace P . En d'autres termes, pour un
couple d'appariements (q; q0) on peut �ecrire :

~O0q0 � ( ~O0O ^ ~Oq) = 0 (5.1)

o�u � d�enote le produit scalaire et ^ le produit vectoriel.

Les vecteurs de la relation ci-dessus doivent être d�e�nis dans un même rep�ere.

Si on choisit le rep�ere attach�e �a la deuxi�eme cam�era pour �ecrire la relation (5.1),

le vecteur ~Oq connu dans le rep�ere de la premi�ere cam�era (coordonn�ees normalis�ees)

a pour coordonn�ees dans la seconde cam�era R ~Oq, avec R la rotation qui fait passer
du rep�ere de la premi�ere cam�era �a celui de la deuxi�eme cam�era.
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Fig. 5.2 - Deux cam�eras (ou une cam�era en mouvement consid�er�ee �a deux instants
di��erent) observant la même sc�ene : la contrainte de Longuet-Higgins stipule que
les points O; O0; q et q0 sont coplanaires.

D'o�u la nouvelle relation d�e�nie dans le rep�ere attach�e �a la deuxi�eme cam�era :

~O0q0 � ( ~O0O ^R ~Oq) = 0

Notons qu'on peut d�e�nir la matrice antisym�etrique V telle que V ~x = ~v ^ ~x pour
tout vecteur ~x avec :

V =

0B@ 0 �vz vy
vz 0 �vx
�vy vx 0

1CA (5.2)

o�u t(vx; vy; vz) sont les coordonn�ees du vecteur ~v.

En notant ~O0q0 par q0, ~Oq par q et ~O0O par t nous obtenons :

tq0(t ^Rq) = 0 (5.3)

Soit T la matrice antisym�etrique associ�ee �a t selon (5.2). En posant E = TR
nous obtenons �a partir de la relation 5.3 la contrainte de Longuet-Higgins :

tq0Eq = 0 (5.4)

La matrice E, produit d'une matrice antisym�etrique par une matrice de rotation,
est appel�ee matrice essentielle.

Quand elle n'est pas nulle, cette matrice est de rang 2 et est d�e�nie �a un facteur
multiplicatif pr�es. De plus, elle poss�ede une autre propri�et�e [HF89] : ses deux valeurs
singuli�eres non nulles sont �egales.
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La relation (5.4) est similaire �a celle de la matrice fondamentale (2.1) �a la
di��erence qu'ici les coordonn�ees normalis�ees sont utilis�ees. Le lien entre la matrice
fondamentale et la matrice essentielle a �et�e clairement �etablit par Luong [LF92].
Soient p et p0 les projections dans les deux images du point P de l'espace donn�es par
leurs coordonn�ees pixels et soit A la matrice contenant les param�etres intrins�eques
(ici, ils sont suppos�es identiques pour les deux cam�eras). Nous avons les deux
�egalit�es q = pA�1 et q0 = p0A�1. En rempla�cant dans (5.4) nous obtenons :

tp0 tA�1EA�1p = 0

D'o�u le lien de la matrice fondamentale avec la matrice essentielle

F = tA�1EA�1

Les m�ethodes classiques bas�ees sur la matrice essentielle supposent la connais-
sance des param�etres intrins�eques de la cam�era. Ces m�ethodes (voir par exemple
[LH81] [TH84] [TF87] [WHA89]) calculent d'abord la matrice essentielle E puis
d�ecomposent celle-ci en un produit d'une matrice antisym�etrique par une matrice
de rotation.

Même si des m�ethodes plus r�ecentes [Luo92] [Fau93] [WAH93] permettent de
prendre en compte le bruit dans le calcul de E, la d�ecomposition de celle-ci en
un produit d'une matrice antisym�etrique par une matrice de rotation reste probl�e-
matique. En particulier, en pratique E ne v�eri�e pas les propri�et�es n�ecessaires et
su�santes d'une matrice essentielle (le rang et l'�egalit�e des deux valeurs singuli�eres
non nulles). Ceci rend la d�ecomposition de E di�cile et tr�es sensible aux erreurs,
car elle comporte plusieurs minimisations non lin�eaires. Si de plus les valeurs pa-
ram�etres intrins�eques utilis�ees pour obtenir les coordonn�ees normalis�ees sont peu
pr�ecises, le r�esultat est vou�e �a l'�echec.

D'autres m�ethodes n'utilisant pas la matrice essentielle ont �et�e propos�ees [AHP93]
[SPFP93]. Ces derni�eres donnent de bons r�esultats selon leurs auteurs, mais elles
sont r�ecursives et n�ecessitent un grand nombre d'images, typiquement quelques
dizaines.

Nous proposons ici une m�ethode qui n'est pas bas�ee sur le calcul de la matrice
essentielle et qui permet de calculer �a la fois le mouvement et la structure. Dans
la suite, nous supposons que les param�etres intrins�eques de la cam�era ne changent
pas d'une image �a l'autre et sont approximativement connus.

5.2 Les �equations du probl�eme

Rappelons que dans le cas d'une cam�era dont les param�etres intrins�eques restent
inchang�es, une matrice de projection perspective Mj (correspondant �a la j�eme
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image) est d�e�nie par :
Mj = AIDj

avec

A =

0B@ �u 0 u0
0 �v v0
0 0 1

1CA

I =

0B@ 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

1CA

Dj =

0BBBB@
rj11 rj12 rj13 tjx
rj21 rj22 rj23 tjy
rj31 rj32 rj33 tjz
0 0 0 1

1CCCCA
Notons que si la premi�ere cam�era est utilis�ee comme r�ef�erence alors D1 est une
matrice identit�e et donc sa matrice de projection ne poss�ede que 4 inconnues :

M1 =

0B@ �u 0 u0 0
0 �v v0 0
0 0 1 0

1CA
En utilisant le mod�ele st�enop�e, un point de l'espace Pi se projette dans la j�eme

image en un point pij selon la relation :

pij = �MjPi (5.5)

o�u Mj est la matrice de projection de la j�eme image, Pi et pij sont donn�es par
leurs coordonn�ees homog�enes respectives.

Les coordonn�ees non homog�enes des points peuvent être utilis�ees, dans ce cas
nous obtenons les �equations usuelles qui r�esultent du mod�ele st�enop�e :8>>>><>>>>:

xij =
(�ur

j
11+u0r

j
31)Xi+(�ur

j
12+u0r

j
32)Yi+(�ur

j
13+u0r

j
33)Zi+�utx+u0tz

r
j
31Xi+r

j
32Yi+r

j
33Zi+tz

yij =
(�vr

j
21+v0r

j
31)Xi+(�vr

j
22+v0r

j
32)Yi+(�vr

j
23+v0r

j
33)Zi+�vty+v0tz

r
j
31Xi+r

j
32Yi+r

j
33Zi+tz

(5.6)

(Xi; Yi; Zi) et (xij; yij) sont respectivement les coordonn�ees non homog�enes du point
Pi de l'espace et de sa projection pij dans la j�eme image.

Les �equations ci-dessus sont similaires �a celles donn�ees dans (3.10) �a la di��e-
rence qu'ici nous avons utilis�e l'�egalit�e : Mj = AIDj.
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Pour une sc�ene de p points observ�es dans v images, nous avons un total de
2 � p � v �equations. Quand une cam�era est utilis�ee comme r�ef�erence, le nombre
des inconnues est de 3 � p pour les points et 6 � (v � 1) pour les param�etres
extrins�eques. Notons que le facteur d'�echelle ne peut être d�etermin�e �a cause de
l'ambigu��t�e distance-taille. Nous avons donc un total de 3 � p + 6 � (v � 1) � 1
inconnues.

En th�eorie, le probl�eme ainsi pos�e admet une solution d�es que le nombre d'�equa-
tions �egale ou d�epasse le nombre d'inconnues, c'est �a dire, d�es que 2 � p � v �
3 � p + 6� (v � 1) � 1.

Si les param�etres intrins�eques sont inconnus alors une autre condition est �a
ajouter : au moins trois images sont n�ecessaires. Cette condition (v � 3) vient du
fait que les param�etres intrins�eques d'une cam�era ne peuvent être d�etermin�es �a
partir de deux images seulement [May93][LF92]. Un couple d'images donne deux
contraintes ind�ependantes sur les param�etres intrins�eques. Donc au moins trois
images sont n�ecessaires.

Malheureusement, les �equations (5.6) sont hautement non lin�eaires, même avec
une bonne initialisation, nous n'avons pas pu obtenir des r�esultats avec les m�ethodes
d'optimisation standard.

5.3 Param�etrer autrement

G�en�eralement, les param�etres intrins�eques ne sont pas compl�etement inconnus.
Leurs valeurs sont fournies par le constructeur de la cam�era, mais ces derni�eres
sont peu pr�ecises.

Utiliser ces valeurs peu pr�ecises rend les m�ethodes bas�ees sur la matrice essen-
tielle inutilisables. Nous proposons ici une autre fa�con de param�etrer le probl�eme
du calcul de la structure et du mouvement. Les �equations qui en r�esultent sont
simples, ce qui permet d'obtenir des r�esultats qui montrent que même avec des
param�etres intrins�eques connus avec la pr�ecision du constructeur, la structure et le
mouvement calcul�es sont tr�es proches de la solution exacte.

Dans la suite nous supposons que des valeurs approch�ees pour les param�etres
intrins�eques sont disponibles (�a partir des donn�ees constructeur ou d'une estimation
connue en pratique). Comme rep�ere de r�ef�erence, nous choisissons celui attach�e �a
la premi�ere cam�era.

Soit un point p dans une image donn�e par ses coordonn�ees pixels (x; y). Ses
coordonn�ees normalis�ees (voir paragraphe 1.2.1) sont not�ees (u; v). Ces derni�eres
peuvent être calcul�ees si les param�etres intrins�eques de la cam�era sont connus.
En utilisant les valeurs approximatives des param�etres intrins�eques, nous pouvons



120 mouvement

obtenir une approximation des valeurs de u et de v :

8><>:
u = x�u0

�u

v = y�v0
�v

(5.7)

o�u (u0; v0) sont les coordonn�ees du centre de l'image, �u et �v sont les deux
facteurs d'�echelle.

Puisque nous utilisons le rep�ere de la premi�ere cam�era comme rep�ere de r�ef�e-
rence, les coordonn�ees tridimensionnelles des points de la sc�ene sont donc calcul�ees
dans ce rep�ere (voir �gure 5.1).

Dans ce cas, les coordonn�ees (Xi; Yi; Zi) d'un point de l'espace Pi peuvent
s'�ecrire en fonction des coordonn�ees normalis�ees (ui1; vi1) du point pi1, projection
de Pi dans la premi�ere image. 0B@ Xi

Yi
Zi

1CA = �i

0B@ ui1
vi1
1

1CA (5.8)

En supposant que ui1 et vi1 sont connus (5.7), nous r�eduisons ainsi le nombre
de param�etres de la structure. Nous passons de 3 � p �a p inconnues pour tous les
points de la sc�ene. En e�et, la relation (5.8) montre que chaque point de l'espace
Pi poss�ede une seule inconnue �i (la profondeur).

Les �equations des projections des points de la sc�ene dans la j�eme image (j � 2)
s'�ecrivent : 8>>>><>>>>:

uij =
�ir

j
11ui1+�ir

j
12vi1+�ir

j
13+t

j
x

�ir
j
31ui1+�ir

j
32vi1+�ir

j
33+t

j
z

vij =
�ir

j
21ui1+�ir

j
22vi1+�ir

j
23+t

j
y

�ir
j
31ui1+�ir

j
32vi1+�ir

j
33+t

j
z

(5.9)

o�u (tjx; t
j
y; t

j
z) est le vecteur translation, (r

j
kl) la matrice rotation (voir �gure 5.3).

En divisant par �i les num�erateurs et d�enominateurs des �equations (5.9) et en
posant �i =

1
�i

nous obtenons :

8>>>><>>>>:
uij =

r
j
11ui1+r

j
12vi1+r

j
13+�it

j
x

r
j
31ui1+r

j
32vi1+r

j
33+�it

j
z

vij =
r
j
21ui1+r

j
22vi1+r

j
23+�it

j
y

r
j
31ui1+r

j
32vi1+r

j
33+�it

j
z

(5.10)

On peut facilement v�eri�er que les d�enominateurs des �equations ci-dessus ne
s'annulent jamais (sauf pour les points du plan d'�equation Z = 0, mais ces points
ne sont pas devant la cam�era), ce qui nous permet de transformer (5.10) en :
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.

.

p

O1

image de 
reference

P

Oj

image j

j

Tj

la scene‘

R

Fig. 5.3 - Le vecteur translation T j est le vecteur ~OjO1 d�e�ni dans le rep�ere de
la j�eme cam�era, Rj est la rotation qui fait passer du rep�ere de la premi�ere cam�era
au rep�ere de la j�eme cam�era
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8><>:
uij(r

j
31ui1 + rj32vi1 + rj33 + �it

j
z) = rj11ui1 + rj12vi1 + rj13 + �it

j
x

vij(r
j
31ui1 + rj32vi1 + rj33 + �it

j
z) = rj21ui1 + rj22vi1 + rj23 + �it

j
y

(5.11)

Ces �equations, compar�ees avec celles donn�ees par (5.6), sont beaucoup plus simples.
Mais elles restent non lin�eaires. Une nouvelle fois nous sommes donc en pr�esence
d'un probl�eme d�ecrit par un ensemble d'�equations non lin�eaires. Une minimisation
au sens des moindres carr�es permet de r�esoudre un tel probl�eme. Aussi nous avons
utilis�e l'algorithme de Levenberg-Marquardt [PFTW88].

Cependant, une initialisation du processus d'optimisation avec une solution ap-
proch�ee est n�ecessaire pour garantir la convergence de celui-ci. Le paragraphe qui
suit pr�esente notre m�ethode pour calculer une solution approch�ee pour le mouve-
ment et pour la structure.

5.3.1 Calcul d'une solution approch�ee

Pour simpli�er l'expos�e, consid�erons le cas de deux images o�u la premi�ere image
est utilis�ee comme r�ef�erence.

Il est �evident depuis la �gure 5.3 que la projection du point O1 dans la j�eme
image n'est autre que l'�epipole de celle-ci par rapport �a la premi�ere image. Ce
dernier peut être calcul�e avec une m�ethode lin�eaire qui est �eventuellement suivi
par un calcul non lin�eaire plus pr�ecis (section 2.1). Soit e = (ex; ey; et) cet �epipole
donn�e par ses coordonn�ees homog�enes dans l'image. Le point O1 est l'origine du
rep�ere de r�ef�erence (rep�ere de la premi�ere cam�era), il a donc comme coordonn�ees
homog�ene (0; 0; 0; 1). O1 se projette en e dans la deuxi�eme image selon le mod�ele
st�enop�e (5.5), nous avons donc :

0B@ ex
ey
et

1CA = �M2

0BBB@
0
0
0
1

1CCCA (5.12)

avec � un facteur multiplicatif inconnu.

En d�eveloppant (5.12), on peut d�eduire la relation suivante :

0B@ ex
ey
et

1CA = �A

0B@ t2x
t2y
t2z

1CA (5.13)

o�u A est la matrice 3 � 3 des param�etres intrins�eques et (t2x; t
2
y; t

2
z) sont les coor-

donn�ees du vecteur translation T 2 (voir �gure 5.3).
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En supposant que A est connu, la relation (5.13) comporte deux �equations
lin�eaires ind�ependantes en les 3 inconnues t2x; t2y et t2z. Puisque le facteur d'�echelle
ne peut être d�etermin�e, nous pouvons donc �xer le module de la translation, par
exemple en mettant ce dernier �a 1, c'est �a dire, ajouter l'�equation :

(t2x)
2 + (t2y)

2 + (t2z)
2 = 1

Ainsi, la translation peut être calcul�ee s�epar�ement. Les �equations (5.11) devien-
nent maintenant lin�eaires (translation suppos�ee connue) ; ce qui permet de calculer
une solution approch�ee de tous les param�etres du probl�eme.

Cette solution approch�ee garantit la convergence du processus non lin�eaire bas�e
sur les �equations (5.11).

Remarque

Le vecteur translation ne peut être d�etermin�e qu'�a un signe pr�es, c'est dire
que si (t2x; t

2
y; t

2
z) est solution alors (�t2x;�t

2
y;�t

2
z) l'est aussi. Ceci correspond �a

l'existence de deux solutions compatibles avec un ensemble de points mis en cor-
respondance dans deux images [May93]. Ces deux solutions correspondent �a deux
cas de reconstruction : dans un cas les points se trouvent devant la cam�era alors
que dans l'autre cas ils se trouvent derri�ere celle-ci. Une seule de ces deux solutions
est acceptable ; c'est celle o�u les points reconstruits se trouvent devant la cam�era,
c'est �a dire que tous les �i de (5.11) sont strictement positifs. Pour choisir la bonne
solution, nous calculons les �i des points avec (t2x; t

2
y; t

2
z) et avec (�t

2
x;�t

2
y;�t

2
z). La

solution retenue est celle o�u les �i sont positifs. Notons que le calcul est lin�eaire
car les �equations (5.11) sont lin�eaires quand la translation est connue.

5.3.2 R�esum�e de la m�ethode de reconstruction

En supposant que les param�etres intrins�eques sont connus (une approximation
de ceux-ci), le probl�eme de la reconstruction est d�e�ni par les �equations non lin�eaires
(5.11).

En consid�erant le cas de deux images pour simpli�er, soit un ensemble de points
de l'espace (une sc�ene) observ�es par deux cam�eras. Dans ce cas, les param�etres
du probl�eme de la reconstruction sont : une rotation, une translation et en�n, la
structure des points donn�ee par les �i.

La m�ethode de reconstruction propos�ee dans ce chapitre peut se r�esumer aux
deux �etapes suivantes :

1. Calcul d'une solution approch�ee : la translation est d'abord calcul�ee grâce �a
la connaissance de l'�epipole, ensuite une estimation des autres param�etres du
probl�eme (la rotation et les �i) est calcul�e avec un processus lin�eaire.
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Fig. 5.4 - La tête st�er�eo du lifia : les deux cam�eras sont �a environ 35 cm l'une
par rapport �a l'autre.

2. A pr�esent, nous avons une estimation de tous les param�etres du probl�eme de
la reconstruction. Cette estimation est utilis�ee comme solution approch�ee au
calcul non lin�eaire bas�e sur les �equations (5.11). Dans cette derni�ere �etape,
les inconnues du probl�emes sont la translation, la rotation et les �i.

5.4 Exp�erimentation

Deux exp�eriences ont �et�e men�ees. La premi�ere dont le but est de valider notre
approche et de montrer que les r�esultats obtenus sont qualitativement corrects. La
deuxi�eme, plutôt quantitative, s'int�eresse �a la pr�ecision des param�etres du mouve-
ment calcul�e avec notre m�ethode.

Pour chaque exp�erience, nous avons utilis�e deux images seulement. Celles-ci
sont issues de la tête st�er�eo du lifia (voir �gure 5.4). Pour chaque paire d'images,
les mises en correspondances sont calcul�ees automatiquement.

{ premi�ere exp�erience : la sc�ene est compos�ee de deux cubes blancs sur lesquels
nous avons coll�e des motifs polygonaux de couleur noire (voir �gure 5.5). Un
total de 49 points ont �et�e extraits et mis en correspondance dans les deux
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Angles de rotation Translation param�etres intrins�eques

� � 
 tx=tz ty=tz �u �v u0 v0
�Etalonnage -23,56 4,24 -9,83 -0,995 -3,135 -1466,22 997,70 234,38 242,03

Test1 -23,57 6,01 -8,88 -0,884 -2,908 -1500 1000 256 256

Test2 -25,75 7,58 -7,37 -0,820 -2,881 -1600 1100 256 256

Test3 {24,03 2,37 -10,43 -0,846 -2,824 -1500 1000 280 280

Tab. 5.1 - Comparaison des r�esultats : en supposant que les valeurs des param�etres
intrins�eques obtenues par �etalonnage sont une r�ef�erence ; on voit bien que même
avec 10% d'erreur sur ceux-ci, le mouvement calcul�e avec notre m�ethode reste d'une
bonne qualit�e

images. Les valeurs des param�etres intrins�eques utilis�ees sont donn�ees par la
matrice A tel que :

A =

0B@ �1500 0 256
0 1000 256
0 0 1

1CA (5.14)

La �gure 5.6 montre une vue de dessus et une vue g�en�erale des points recons-
truits avec notre m�ethode. La reconstruction est qualitativement bonne, en
particulier, la vue de dessus montre bien les di��erents plans des deux cubes.

{ deuxi�eme exp�erience : ici nous avons utilis�e la mire du lifia, les points d'in-
t�erêt sont les sommets des carr�es noirs (voir �gure 5.7). Une table microm�e-
trique, sur laquelle est �x�ee la mire, permet de d�eplacer celle-ci en translation
pure. Grâce �a cette table microm�etrique, nous pouvons obtenir des sc�ene non
planes en utilisant plusieurs images de la mire �a des positions di��erentes.

Pour cette exp�erience, nous avons utilis�e une sc�ene compos�ee de 3 plans de
la mire, soit un total de 276 points.

En utilisant notre m�ethode de reconstruction avec les valeurs donn�ees dans
(5.14) pour les param�etres intrins�eques, nous obtenons la reconstruction de
la �gure 5.8.

Comme les points de la mire sont connus, l'�etalonnage des deux cam�eras est
alors possible. Nous avons pu comparer les param�etres du mouvement obtenu
par notre m�ethode avec ceux obtenus par �etalonnage des cam�eras. Le tableau
5.1 r�esume cette comparaison, o�u trois tests ont �et�e r�ealis�e en modi�ant �a
chaque fois les valeurs des param�etres intrins�eques.

Les r�esultats obtenus ci-dessus montrent que la reconstruction et le mouvement
calcul�es sont qualitativement bons. La pr�ecision de ces derniers d�epend des erreurs
sur les valeurs des param�etres intrins�eques.
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Fig. 5.5 - La paire st�er�eo des cubes

Fig. 5.6 - Vue de dessus (�a gauche) et vue de face (�a droite) de la reconstruction
des cubes
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Fig. 5.7 - La mire observ�ee par la tête st�er�eo

Fig. 5.8 - Les 3 plans de la mire reconstruits
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5.5 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre une m�ethode qui permet de calculer la
structure et le mouvement d'une cam�era en supposant la connaissance approxi-
mative des param�etres intrins�eques. Ces derniers sont toujours approximativement
connus pour une cam�era donn�ee, soit depuis les donn�ees du constructeur, soit de-
puis une estimation.

Les m�ethodes classiques, bas�ees sur la matrice essentielle, supposent la connais-
sance exacte des param�etres intrins�eques, obtenues par �etalonnage. Quand ces der-
niers sont peu pr�ecis, ces m�ethodes deviennent inutilisables en pratique.

Dans la m�ethode propos�ee, nous avons utilis�e un param�etrage particulier du pro-
bl�eme de la reconstruction. Ce param�etrage a permis d'utiliser un nombre minimal
d'inconnues. Les �equations d�ecrivant le probl�eme sont devenues simples, conduisant
�a de bons r�esultats qualitatifs, même quand les param�etres intrins�eques sont peu
pr�ecis.

La pr�ecision des r�esultats (reconstruction et mouvement) pourra être am�elior�ee
en utilisant une autre �etape d'optimisation o�u les param�etres intrins�eques ne seront
plus suppos�es connus. Ces derniers feront partie des param�etres �a estimer. Les �equa-
tions deviendront plus complexes, car leur degr�e augmente ; aussi, nous n'avons pas
r�eussi �a am�eliorer les r�esultats en utilisant l'algorithme de Levenberg-Marquardt.

Une voie qui nous parâ�t prometteuse et qui reste �a explorer est l'utilisation
des techniques d'optimisation sous contraintes o�u nous supposerons que chaque
param�etre se trouve dans un intervalle limitant son domaine. L'utilisation de telles
techniques est justi��ee par les r�esultats obtenus dans ce chapitre. Ces derniers
montrent que les valeurs calcul�ees sont une bonne approximation des inconnues.
Ces valeurs permettent de d�eduire des intervalles de con�ance qui contraignent le
domaine des inconnues.
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Conclusion

Dans cette th�ese nous avons trait�e principalement le probl�eme de la recons-
truction tridimensionnelle dans un cadre tr�es g�en�eral o�u les images sont issues de
cam�eras non �etalonn�ees. Nous avons �evit�e l'�etalonnage des cam�eras, qui est un
processus d�elicat et parfois impossible �a r�ealiser.

La reconstruction d'une sc�ene contient l'information g�eom�etrique tridimension-
nelle de celle-ci. Cette information peut être de di��erents types. En particulier, elle
peut être projective, a�ne ou euclidienne.

La reconstruction projective est la plus facile �a obtenir ; elle ne n�ecessite aucune
information suppl�ementaire sauf les mises en correspondance des points dans les
images. Cependant, une telle reconstruction est pauvre en information ; elle reste
inutilisable en robotique car on ne dispose pas encore d'une description projective
pour les commandes de d�eplacements des robots. L'utilisation de l'information
projective reste limit�ee �a quelques applications de reconnaissance.

La reconstruction a�ne est plus riche que la reconstruction projective, mais elle
est moins facile �a obtenir que celle-ci.

En�n, la reconstruction euclidienne est la plus utilis�ee dans le domaine de vision
et de la robotique ; elle est la plus riche en information mais la plus di�cile �a
calculer. Cette reconstruction contient les informations dont l'homme mâ�trise la
manipulation. La robotique actuelle utilise exclusivement ce type d'information,
l'information euclidienne.

Des m�ethodes permettant d'obtenir ces trois types de reconstruction ont �et�e
propos�ees dans cette th�ese. En particulier, nous avons clairement d�e�ni les relations
liant ces trois types de reconstruction. En pr�esence d'une reconstruction projective
d'une sc�ene donn�ee, nous avons �enum�er�e les informations n�ecessaires pour obtenir
la reconstruction a�ne ou euclidienne de cette même sc�ene.

Dans cette th�ese, la reconstruction euclidienne, vu son importance, a eu plus
d'int�erêt que les autres reconstructions. Nous avons pr�esent�e plusieurs m�ethodes
pour la calculer :

{ elle peut être obtenue �a partir d'une reconstruction projective en injectant
des informations euclidiennes dans celle-ci,

{ elle peut être obtenue, si les conditions g�eom�etriques le permettent, en sim-
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pli�ant le mod�ele de la cam�era : en utilisant un mod�ele a�ne de projection
sc�ene-image,

{ elle peut être obtenue directement sans passer par une reconstruction projec-
tive et sans simpli�er le mod�ele de la cam�era si les param�etres intrins�eques
des cam�eras sont connus.

Par ailleurs, nous avons apport�e des contributions �a deux sujets li�es �a la recons-
truction :

{ la g�eom�etrie �epipolaire : nous avons propos�e une nouvelle m�ethode pour calcu-
ler la matrice fondamentale, matrice qui d�ecrit la g�eom�etrie �epipolaire. Cette
m�ethode permet de r�eduire le nombre des param�etres �a estimer, les �equations
utilis�ees pour r�esoudre le probl�eme sont plus simples que celles utilis�ees dans
la m�ethode classique. Comme cons�equence, les calculs sont plus stables et un
calcul lin�eaire permet d'obtenir des r�esultats corrects.

{ la mise en correspondance de points dans une s�equence d'images : ce probl�eme
�etant une �etape n�ecessaire pour r�esoudre les probl�emes de reconstruction
ou de calcul de mouvement, nous avons donc r�ealis�e un algorithme robuste
bas�e sur la g�eom�etrie �epipolaire. Cette algorithme traite aussi bien les images
de sc�enes poly�edriques que les images complexes, typiquement les images
d'ext�erieur.

Un probl�eme, d�ej�a soulev�e au chapitre 5, qui m�erite d'être approfondi concerne
le cas de la reconstruction �a partir d'images issues d'une cam�era dont les param�etres
intrins�eques restent inchang�es. Nous n'avons trait�e que le cas o�u ces param�etres sont
suppos�es connus. Cependant, même si ces derniers sont inconnus, th�eoriquement
une solution existe d�es que le nombre d'images utilis�ees est sup�erieur �a 2. Ce cas
est tr�es int�eressant, d'autant plus que nous avons fourni une m�ethode qui permet
d'obtenir une bonne approximation de la solution. Cette voie sera explor�ee dans
un avenir proche.

Ce travail ouvre plusieurs perspectives d'application ; en particulier dans les
domaines de la robotique et de la synth�ese d'images :

{ en robotique l'information relative est souvent la seule information requise
pour certaines tâches. L'utilisation des m�ethodes de reconstruction relative
sans �etalonnage peut servir �a guider et �a �etalonner un robot. En particulier,
pour saisir un objet on a uniquement besoin de sa position par rapport �a la
pince, donc d'une information relative. Nous avons d�ej�a commenc�e �a explorer
cette voie en collaboration avec R. Horaud [HDBM94].

{ les techniques de reconstruction sans �etalonnage peuvent être utilis�ees en
synth�ese d'images. Deux images d'une sc�ene r�eelle permettent de d�eduire
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di��erentes informations tridimensionnelle sur celle-ci. La fabrication d'images
virtuelles correspondant �a des points de vue imaginaires de la cam�era peut
servir �a donner l'illusion de naviguer dans une sc�ene. Une th�ese traitant de
ce sujet vient de d�emarrer au lifia.
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Annexe A

D�etecteur de points d'int�erêt

Nous avons implant�e le d�etecteur de points d'int�erêt d�evelopp�e initialement par
Harris et Stephens [HS88] auquel nous avons apport�e une am�elioration au niveau
de la localisation. Ce travail a �et�e r�ealis�e au sein du laboratoire lifia par J. C.
Cottier, un stagiaire que nous avons encadr�e durant son stage de magist�ere.

Nous commen�cons par la pr�esentation du d�etecteur de points d'int�erêt de Mo-
ravec [Mor77], puis nous pr�esentons celui de Harris et Stephens [HS88], appel�e
d�etecteur de plessey, qui est une am�elioration de celui de Moravec.

A.1 D�etecteur de Moravec

Le d�etecteur de Moravec travaille directement sur l'image �a niveaux de gris. Il
mod�elise les di��erentes r�egions (r�egions uniformes, fronti�eres et points caract�eris-
tiques) en fonction de la mesure de ressemblance locale de la r�egion. C'est �a dire
qu'il consid�ere une r�egion (fenêtre) de l'image, et v�eri�e si elle ressemble ou non
aux r�egions qui l'entourent (la fenêtre e�ectue un faible d�eplacement).

Nous pouvons identi�er les r�egions de la fa�con suivante :

{ Pour une r�egion uniforme, l'intensit�e �a l'int�erieur de la fenêtre reste �a peu
pr�es constante pour tout d�eplacement de la fenêtre.

{ Pour une fronti�ere (contour), quand la fenêtre est d�eplac�ee le long de la
fronti�ere, les intensit�e �a l'int�erieur de la fenêtre ne varient pas beaucoup. Par
contre, quand la fenêtre est d�eplac�ee orthogonalement �a la fronti�ere, alors
l'int�erieur de la fenêtre varie beaucoup.

{ Pour un point d'int�erêt, l'intensit�e �a l'int�erieur de la fenêtre change, pour
tout d�eplacement.

Moravec a donn�e une sp�eci�cation math�ematique �a l'id�ee pr�ec�edente. Soit I re-
pr�esentant l'intensit�e de l'image ; soit E le changement produit par un d�eplacement
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(x; y). Alors,
Ex;y =

X
u;v

wu;v[Ix+u;y+v � Iu;v]
2

o�u w repr�esente un masque de l'image �a 1 sur une certaine r�egion rectangulaire,
et �a 0 ailleurs ( le rectangle rempli de 1 repr�esente �evidemment la r�egion que
nous sommes en train d'analyser). Les d�eplacements (x; y) envisag�es par Moravec
font partie de l'ensemble f(1,0),(1,1),(0,1),(-1,1)g. Moravec calcule les valeurs de
E pour les quatre d�eplacements pr�ec�edents. Ensuite, il cherche les points dont
min(E) d�epasse un certain seuil. Ces points sont les points d'int�erêt de Moravec.
E�ectivement, si nous consid�erons une r�egion uniforme,E est faible pour les quatre
d�eplacements. Donc nous obtenons une valeur tr�es faible pour min(E). Pour un
point de fronti�ere, le d�eplacement le long de celle ci donnera une faible valeur
pour E, donc ce point aussi obtiendra une faible r�eponse au coin. Par contre, pour
un point riche en information, nous savons que, quelque soit le d�eplacement, le
changement est important. Donc mêmemin(E) aura une valeur importante. Ainsi,
les points caract�eristiques sont identi�ables.

Ce d�etecteur fournit des r�esultats globalement satisfaisants. Cependant plu-
sieurs imperfections d�egradent les r�esultats obtenus. C'est pour cela que Harris et
Stephens ont cherch�e �a l'am�eliorer.

A.2 Le d�etecteur de points d'int�erêt de Plessey

Le d�etecteur de Plessey est une am�elioration du d�etecteur de Moravec. L'id�ee
directrice de Moravec est reprise tout en corrigeant les d�efauts de son d�etecteur.
Ces principaux d�efauts sont les suivants :

1. La r�eponse est anisotropique car seules les directions d�e�nies tous les 45
degr�es sont consid�er�ees.

2. La r�eponse est bruit�ee car la fenêtre est rectangulaire et binaire.

3. Certains points situ�es sur des fronti�eres plus ou moins lin�eaires ont des r�e-
ponses aux coins trop �elev�ees. La principale cause est que seul le minimum
de E est pris en compte dans la r�eponse.

Pour �eliminer ces probl�emes, Harris et Stephens [HS88] proposent les corrections
respectives suivantes :

1. Tous les petits d�eplacements possibles doivent être consid�er�es pour ne pas
favoriser certaines directions. Ce probl�eme peut être r�esolu en consid�erant un
d�eveloppement limit�e de la mesure de ressemblance.

Exy =
X
u;v

wu;v[Ix+u;y+v � Iu;v]
2
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s'�ecrit pour de faibles d�eplacements x; y :

Exy =
X
u;v

wu;v[x
@I

@x
+ y

@I

@y
+O(x2; y2)]2

x et y �etant petits, nous n�egligeons le terme O(x2; y2). De plus, les gradients
peuvent être approch�es par

X = I 
 (�1; 0; 1) �
@I

@x

Y = I 
 (�1; 0; 1)T �
@I

@y

La formule s'�ecrit donc

Exy =
X
u;v

wu;v[xX + yY ]2

�nalement :

Exy = Ax2 +By2 + 2Cxy

avec
A = X2 
 w

B = Y 2 
w

C = (XY )
 w

2. Il est pr�ef�erable d'utiliser une fenêtre circulaire plutôt que rectangulaire. Pour
lisser les r�eponses et att�enuer les sources de bruits, il est propos�e de �ltrer le
calcul des d�eriv�ees par une Gaussienne :

wu;v = e�
u2+v2

2�2

3. Il faut re-formuler la mesure du coin en consid�erant la variation de E en
fonction de la direction du d�eplacement. La variation de E pour de faibles
d�eplacements x; y peut être r�e�ecrite de fa�con plus concise :

Ex;y = (x; y)M(x; y)T

o�u M est une matrice 2x2 sym�etrique :

M =
�
A C
C B

�
Consid�erons �; � : les valeurs propres de M . Alors, � et � sont proportion-
nelles aux courbures principales de la fonction de ressemblance locale E. A
ce stade, nous pouvons consid�erer trois cas :
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4. A. Si les deux courbures sont petites, alors quelque soit le d�eplacement en-
visag�e, l'image ne changera pas beaucoup. Donc la r�egion que nous sommes
en train de traiter poss�ede approximativement une intensit�e constante : c'est
une r�egion pauvre en information.

5. B. Si une courbure est grande et l'autre petite, alors la fonction de ressem-
blance locale E a une forme en crête. Ainsi, seuls les d�eplacements le long de
l'arrête de la crête (le long de la fronti�ere) causeront de faibles changements
de l'image. Cela indique une fronti�ere.

6. C. Si les deux courbures sont grandes, alors quelque soit le d�eplacement consi-
d�er�e, E produira une valeur importante. C'est la signature d'un point de type
coin.

Jusqu'ici, nous avons class�e les r�egions comme �etant des coins ou des fronti�eres,
mais il faudrait aussi avoir une mesure de la qualit�e des coins et des r�egions. Les
auteurs proposent un op�erateur int�eressant car il �evite le calcul explicite des valeurs
propres � et � de M . Ceci est possible en utilisant :

Tr(M) = �+ � = A+B

Det(M) = �� = AB � C2

L'op�erateur R propos�e pour la r�eponse aux coins est le suivant :

R = Det � kTr2

k �etant une variable �a d�eterminer exp�erimentalement.

1. SiR est proche de z�ero, alors c'est que nous sommes dans une r�egion uniforme.

2. Si R a une grande valeur, c'est que nous sommes en pr�esence d'un coin.

3. Si R est n�egative alors, c'est que nous sommes sur une fronti�ere.

A.3 Am�elioration du d�etecteur de Plessey

Ce d�etecteur poss�ede tout de même un d�efaut important. La localisation des
points n'est pas tr�es bonne. Il arrive trop souvent que certains points soient d�ecal�es
de trois ou quatre pixels par rapport �a leur position id�eale. Cela risque de nuire �a
la pr�ecision des calculs ult�erieurs en introduisant un bruit important.

Nous savons que le d�etecteur de Plessey n'est pas optimal en ce qui concerne
la �nesse de la localisation. Il n'est pas rare qu'il d�etecte des coins �a plusieurs
pixels de leurs positions id�eales. Notre objectif �etant de r�ealiser des outils stables
et robustes, nous ne pouvons accepter une telle impr�ecision.

Notre solution �a ce probl�eme est une d�etection �a deux �echelles dont le principe
est d�ecrit dans le paragraphe qui suit.
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Une d�etection �a deux �echelles

Pour calculer la r�eponse d'un point d'int�erêt, nous consid�erons la r�egion centr�ee
autour de celui ci. C'est par la mesure de ressemblance de cette r�egion avec celles
qui l'entourent qu'un point est consid�er�e comme point d'int�erêt ou non.

Quand les dimensions de cette r�egion diminuent, alors la localisation est am�elio-
r�ee. A ce stade, cette remarque ne serait en fait qu'un simple r�eglage de param�etres.
Or ce n'est pas le cas. E�ectivement, si la taille de la fenêtre diminue, alors de nom-
breux points sont d�etect�es comme points d'int�erêt alors qu'ils n'en sont pas. Dans
ce cas, nous aurions bien am�elior�e la localisation des points mais nous aurions
fortement perdu en ce qui concerne la qualit�e de d�etection.

Il faut donc faire deux passage :

A Le premier passage d�etecte les points d'int�erêt avec une fenêtre de grande
taille, le r�esultat est un ensemble de points qui sont bien des points d'int�erêt
mais dont la localisation n'est pas encore optimale 1.

B Dans le second passage, nous diminuons la taille de la fenêtre de travail. Par
contre, la recherche des points d'int�erêt se limite cette fois aux voisinages des
points d�etect�es pr�ec�edemment (en pratique, plus ou moins 2 pixels).

Ainsi, la qualit�e de d�etection n'est pas chang�ee et nous augmentons la pr�ecision
de localisation.

1: Même si nous contraignons la recherche qu'aux points de contours
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Annexe B

M�ethode robuste pour trouver la

matrice fondamentale

Etant donn�e un ensemble d'appariements obtenus par corr�elation, typiquement
une centaine pour nos exp�eriences, nous pouvons calculer la matrice fondamentale
avec la m�ethode donn�ee dans la section 2.1. Cependant, la pr�esence de faux ap-
pariements peut d�eformer la solution, conduisant dans certains cas �a des r�esultats
compl�etement faux. Pour rem�edier �a ce probl�eme, nous avons utilis�e une m�ethode
bas�ee sur les statistiques propos�ee par Z. Zhang [ZDFL94]. Si le calcul est fait sans
faux appariements alors la matrice fondamentale trouv�ee est correcte. Donc au lieu
de faire un seul calcul, il propose d'en faire plusieurs. Ainsi, nous pouvons esp�erer
qu'au moins une des matrices trouv�ees est correcte. Dans la pratique voici comment
nous faisons. Nous r�ep�etons 300 fois l'op�eration suivante:

1. nous choisissons dix 1 appariements au hasard,

2. avec ces dix appariements, nous calculons la matrice fondamentale.

Dans nos appariements initiaux, nous n'avions qu'un faible pourcentage d'er-
reurs. Un calcul simple de probabilit�e montre que si 80 % des appariements sont
corrects alors il est quasiment certain qu'au moins un des tirages ne comporte au-
cun faux appariement. Auquel cas, il existe parmi les 300 matrices que nous avons
calcul�ees une matrice correcte. Le probl�eme est donc maintenant de trouver quelle
est la meilleure matrice parmi les 300. Il faut pouvoir quanti�er la qualit�e d'une
matrice fondamentale. Voici comment nous pouvons faire :

Pour chaque appariement (pi; p
0

i), l'erreur est la distance entre le point p0

i et sa
droite �epipolaire F tpi. Par exemple l'erreur pour le point p0

i est donn�ee par :

1: La th�eorie indique que huit appariements su�sent. Mais en pratique, nous obtenons de

meilleurs r�esultats avec quelques appariements de plus
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d(p0

i; F
tpi) =

jp0

iF
tpijq

(F tpi)21 + (F tpi)22

Si nous accumulons cette erreur pour tous les appariements dans les deux
images, la formule g�en�erale devient:

X
i

d(p0

i; F
tpi) + d(pi;

tF tp0

i)

Ainsi plus cette somme est faible plus la matrice est consid�er�ee comme correcte.
Cette �evaluation est valide s'il n'existe pas de faux appariement. Or, ce n'est mal-
heureusement pas notre cas. Il nous faut donc utiliser une m�ethode plus robuste
prenant en compte les faux appariements. C'est le domaine des statistiques num�e-
riques qui donne la solution. La m�ethode des moindres carr�es m�edians [PFTW88]
permet de trouver la meilleure matrice même si dans l'�evaluation, nous utilisons de
faux appariements. Pour chaque matrice, nous calculons le carr�e des erreurs vues
pr�ec�edemment et nous d�eterminons quelle est leur valeur m�ediane. La meilleure
matrice est celle qui aura la valeur m�ediane la plus faible.

E�ectivement, l'�evaluation de la valeur m�ediane des carr�es des erreurs avec
quelques faux appariements, n'est pas tr�es di��erente de celle faite sans faux appa-
riements.
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