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Pr�eface

Le projet Atinf (Boy de la Tour et al., 1988) (Caferra et al., 1991)
(Caferra & Herment, 1993) concerne le d�eveloppement d'un ensemble d'outils
d'inf�erence communiquant entre eux qui permettent la d�ecouverte et la v�eri�cation
de preuves dans diverses logiques. Ces outils doivent être su�samment e�caces
pour pouvoir être utilis�e de fa�con pratique. Or, le traitement de l'�egalit�e modulo un
ensemble �ni d'axiomes pose de s�erieux probl�emes en d�emonstration automatique.
On peut essayer de conserver le m�ecanisme de d�eduction classique et d'ajouter aux
clauses les propri�et�es de l'�egalit�e. Malheureusement, certains axiomes tels que la
commutativit�e et l'associativit�e font rapidement diverger les d�eductions possibles.
L'utilisation d'une nouvelle r�egle de d�eduction incorporant les propri�et�es de l'�egalit�e
permet d'obtenir de bien meilleurs r�esultats. Toutefois, il faut trouver une r�egle
ad�equate pour chaque d�emonstrateur et d�eterminer comment l'appliquer. Ce type
d'approche ne correspond donc pas �a la philosophie d'Atinf.

Or, d�es 1930, Herbrand a introduit la notion de probl�eme d'uni�cation entre
deux termes du premier ordre (Herbrand, 1930). Le but est de d�ecouvrir quelles
sont les valeurs que l'on peut donner �a des variables pour rendre deux termes syn-
taxiquement �egaux. Il a fallu attendre 1965 pour que Robinson prouve l'unicit�e
d'un uni�cateur appel�e uni�cateur le plus g�en�eral, lorsque les deux termes sont uni-
�ables (Robinson, 1965). Le calcul de cet uni�cateur a permis de g�en�eraliser le
principe de r�esolution aux termes du premier ordre. En e�et, Robinson a �etabli
que la compl�etude de la r�efutation est assur�ee si on ne consid�ere que cette sub-
stitution. L'uni�cation est donc le noyau de nombreux syst�emes de d�eduction. On
peut alors �etendre ces d�emonstrateurs en utilisant l'uni�cation modulo une th�eorie
�equationnelle. L'objectif de cette th�ese est l'�etude et l'impl�ementation d'algorithmes
de E-uni�cation utilisables de fa�con pratique au sein d'un logiciel de d�emonstration
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automatique.
Apr�es les travaux de Robinson, les recherches ont �et�e orient�ees vers la d�e-

couverte rapide de l'uni�cateur principal de deux termes dans la th�eorie vide. Les
algorithmes trouv�es ont conduit �a l'utilisation de r�egles de transformation, telles
que d�e�nies par Martelli et Montanari (Martelli & Montanari, 1982). Il
faut souligner queHerbrand avait sugg�er�e l'utilisation de telles r�egles d�es 1930. Ce
formalisme se prête �egalement au traitement de l'uni�cation dans une th�eorie �equa-
tionnelle. De nombreux algorithmes ont �et�e d�evelopp�es pour traiter l'uni�cation
dans des th�eories particuli�eres. La combinaison de ces algorithmes permet d'obte-
nir des programmes plus g�en�eraux. Toutefois, cette approche reste tr�es limit�ee.

En 1979, Fay a donn�e le premier algorithme couvrant une large classe de th�eo-
ries (Fay, 1979). La compl�etude de cette approche, appel�ee surr�eduction1, a �et�e
d�emontr�ee par Hullot sous certaines conditions (Hullot, 1980). Toutefois, la
terminaison n'est pas toujours assur�ee. Une utilisation plus restrictive de la surr�e-
duction a permis de r�eduire l'espace de recherche et d'obtenir des algorithmes plus
e�caces. Malheureusement, ces approches sont bas�ees sur l'existence d'un syst�eme
de r�e�ecriture convergent �equivalent �a la th�eorie.

En 1987, Gallier et Snyder ont r�esolu le cas g�en�eral en utilisant une �evalua-
tion paresseuse (i.e. retard�ee) des uni�cateurs lors de l'application d'un axiome. Le
symbole de tête doit être identique mais l'uni�cation des arguments se fait dans la
th�eorie �equationnelle consid�er�ee.

Leur premi�ere approche, appel�ee Root Rewriting, �etait bas�ee sur l'applica-
tion d'axiomes �a la racine des termes (Gallier & Snyder, 1987). Leur appli-
cation �a toutes les positions non variables d'un terme d�e�nit la Lazy Paramo-

dulation (Gallier & Snyder, 1989). Cette approche a �et�e ensuite ra�n�ee
par Dougherty et Johann en 1990 (Dougherty & Johann, 1990). Au lieu
de reconnâ�tre un seul symbole, un m�ecanisme de d�ecomposition permet de re-
tarder uniquement l'a�ectation des variables. R�ecemment, Socher-ambrosius a
�etendu la m�ethode en coupant certaines branches de l'espace de recherche et en
permettant de ne pas appliquer d'axiomes aux probl�emes d�ej�a r�esolus (Socher-
Ambrosius, 1994). Malheureusement, tous ces algorithmes d'�enum�eration des uni-
�cateurs g�en�erent �enorm�ement de solutions redondantes car leur compl�etude n�e-
cessite de retarder l'a�ectation des variables. En outre, ces algorithmes terminent
rarement, même lorsque la solution est �nie.

En 1985, C. Kirchner avait d�ej�a produit un algorithme e�cace d'uni�cation
couvrant une large classe de th�eories, appel�ees th�eories syntaxiques (Kirchner,
1985). Cette approche est �egalement bas�ee sur l'application de transformations
�a la racine des termes. Toutefois, le symbole de tête est reconnu des deux côt�es
de la mutation. Ceci permet d'am�eliorer grandement l'e�cacit�e, de restreindre la
redondance et d'assurer plus souvent la terminaison.

Comon et Jouannaud ont donn�e un algorithme similaire pour les th�eories

1
� narrowing � outre-mer
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minces (Comon, 1991) (Comon et al., 1992). Ces th�eories peuvent se repr�esenter
par des axiomes dont toutes les variables apparaissent en tête ou en tant que sous-
terme imm�ediat d'un symbole de tête. En outre, ce traitement a permis d'�etendre
le traitement des th�eories syntaxiques en ajoutant la possibilit�e de consid�erer des
r�egles d'e�ondrement.

Ces diverses approches sont pr�esent�ees dans le chapitre 2. Elles nous ont conduit
�a �etudier de fa�con plus approfondie l'ensemble des algorithmes bas�es sur l'applica-
tion plus ou moins paresseuse d'axiomes �a la racine des termes. Nous avons donc
d�evelopp�e un nouveau formalisme permettant d'exprimer de fa�con uni��ee tous ces
algorithmes, appel�es algorithmes maximaux de E-uni�cation. Le chapitre 3 concerne
la nouvelle r�egle de transformation tr�es g�en�erale qui d�e�nit le noyau de cette classe
d'algorithmes. Nous d�ecrivons les propri�et�es de ce nouveau formalisme et nous en
�etablissont la g�en�eralit�e. Il est bas�e sur des syst�emes de r�e�ecriture conditionnelle
particuliers, appel�es syst�emes de r�e�ecriture strictement r�esolvents. Le chapitre 4
pr�esente des r�egles de compl�etion tr�es g�en�erales qui permettent de les construire
progressivement en d�etectant les redondances. L'utilisation de di��erentes strat�egies
conduit �a des pr�esentations vari�ees. �A chaque type de pr�esentation correspond un
algorithme de E-uni�cation plus ou moins e�cace. L'int�erêt de cette nouvelle ap-
proche est �etabli dans le chapitre 5. En e�et, la classe des algorithmes que l'on
peut exprimer avec ce formalisme contient un algorithme complet d'�enum�eration
des uni�cateurs. Elle contient �egalement des algorithmes tr�es e�caces mais moins
g�en�eraux. Ce formalisme conduit �a une impl�ementation ais�ee de toutes ces approches
et permet des recherches th�eoriques communes.

En outre, l'analyse du comportement de ces algorithmes justi�e l'�etude d'une
strat�egie de compl�etion permettant de simpli�er la partie conditionnelle des r�egles.
La pr�esentation obtenue d�e�nit une proc�edure e�cace de g�en�eration d'un sous-
ensemble de E-uni�cateurs, d�ecrite dans le chapitre 6. Les di��erentes annexes d�e-
crivent les r�esultats obtenus avec cet algorithme de compl�etion. Elles mettent �a
nouveau en valeur l'int�erêt du formalisme tr�es g�en�eral qui a permis d'impl�emen-
ter di��erents algorithmes de E-uni�cation et donc de comparer ces approches. De
plus, les r�esultats exp�erimentaux montrent la simplicit�e et la g�en�eralit�e de ce nou-
vel algorithme de E-uni�cation. L'�etude de cas particuliers prouve que l'on obtient
des r�esultats tr�es int�eressants en un temps tout �a fait raisonnable. On peut donc
envisager d'utiliser ce module de E-uni�cation au sein d'un d�emonstrateur.
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Chapitre 1

Pr�eliminaires

Les notations utilis�ees sont compatibles avec celles de (Dershowitz & Jouan-

naud, 1990) et (Dershowitz & Jouannaud, 1991). Les relations bas�ees sur
la r�e�ecriture sont d�e�nies avec plus de soins pour simpli�er l'�etude des s�equences de
r�e�ecritures.

1.1 Notions �el�ementaires

Rappelons d'abord quelques notions math�ematiques tr�es g�en�erales concernant
les relations binaires.

D�e�nition 1.1.1 Soit �! une relation binaire sur un ensemble A .

{ �! est r�eexive si 8a2A a�!a

{ �! est sym�etrique si 8a; b2A a�!b) b�!a

{ �! est transitive si 8a; b; c2A (a�!b^b�!c)) a�!c

2

D�e�nition 1.1.2 Soit �! une relation binaire sur un ensemble A , sa fermeture
transitive +�! et sa fermeture transitive r�eexive ��! sont les plus petites relations
v�eri�ant :
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CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRES

{ 8a; b2A a +�!b , ((a�!b)_(9c2A =(a�!c)^(c +�!b)))

{ 8a; b2A a ��!b , a = b ou a +�!b

2

1.2 Termes

D�e�nition 1.2.1 Une signature est un couple (F ,ar) o�u la fonction ar associe un
entier ar(f) �a chaque �el�ement f de F . Les �el�ements de F sont appel�es symboles
fonctionnels. ar(f) d�e�nit l'arit�e de f et permet de partitionner F . En particu-
lier, les constantes sont les symboles fonctionnel d'arit�e 0. Plus g�en�eralement, les
symboles d'arit�e n sont appel�es symboles n-aires. 2

Par d�efaut, nous utiliserons les premi�eres lettres romanes (a,b,c ...) pour les
constantes et les suivantes (e,f ,g ...) pour les symboles fonctionnels quelconques.
On pourra utiliser la notation in�x�ee pour les symboles binaires.

D�e�nition 1.2.2 Soit T(F;X ) l'ensemble des termes construit avec une signature
F et un ensemble d�enombrable X de variables, disjoint de F . T(F;X ) est le plus
petit ensemble v�eri�ant :(

X�T(F;X )
8f2F 8t1; :::tar(f)2T(F;X ) f(t1; :::tar(f))2T(F;X ):

On appelle termes clos les �el�ements de T(F;;). 2

On assimile les termes �a des arbres ordonn�es �etiquet�es. Leurs feuilles sont des
constantes ou des variables et les noeuds internes sont des symboles fonctionnels
dont l'arit�e correspond au nombre de �ls.

D�e�nition 1.2.3

{ Une position p dans un terme t est repr�esent�ee par la s�equence d'entiers d�e-
crivant le chemin de la racine au sous-terme tjp qu'elle d�ecrit.

{ La s�equence vide se note �.

{ La concat�enation de deux s�equences p et q est not�ee p:q .

{ Une position p est au-dessus d'une position q, p � q, s'il existe une position r
telle que q = p:r .

{ La relation p k q d�enote des positions non comparables, �egalement appel�e po-
sitions disjointes.

{ Le domaine d'un terme t, Pos(t), est l'ensemble de ses positions.

{ Sa taille, jtj, est le cardinal de son domaine.

{ Var(t) est l'ensemble des variables de t.

{ VPos(t) est le sous-ensemble de Pos(t) correspondant aux positions variables.
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1.3. SUBSTITUTIONS

{ FPos(t) contient les positions non variables.

{ Le nombre d'occurrence d'un symbole f dans les terme t se note #(t; f)

{ Un terme t est lin�eaire si et seulement si 8x2Var(t) #(t; x) = 1

2

Par d�efaut, nous utiliserons les lettres romanes (s,t ...) pour les termes, les lettres
(p,q ...) pour les positions et les lettres (x,y,z ...) pour les variables.

D�e�nition 1.2.4 Le sous-terme de t �a la position p, tjp , est donc d�e�ni par :8><
>:

tjp = t si p = �

8i2[1::n] f(t1; : : : ; tn)ji:p = tijp
tjp n'est pas d�e�ni si p62Pos(t)

2

D�e�nition 1.2.5 Le symbole du terme t situ�e �a la position p se note t(p) et la tête
t(�) du terme t peut s'�ecrire plus naturellement Head(t). 2

D�e�nition 1.2.6 Le remplacement du sous-terme de t �a la position p par s, not�e
t[s]p, est d�e�ni par :8><

>:
t[s]p = s si p = �

8i2[1::n] f(t1; : : : ; tn)[s]i:p = f(t1; : : : ; ti[s]p; : : : ; tn)
t[s]p n'est pas d�e�ni si p62Pos(t):

2

On peut utiliser la notation t[s] pour indiquer que s est un sous-terme de t sans
indiquer la position correspondante.

1.3 Substitutions

D�e�nition 1.3.1 Soit une fonction partielle de X vers T(F;X ) telle que le nombre
de variables a�ect�ees est �ni. Son extension �a T(F;X ) d�e�nit une substitution, not�ee
�, si et seulement si 8f2F 8t1; :::tn2T(F;X ) �(f(t1; :::tn)) = f(�(t1); :::�(tn))

{ Nous utiliserons souvent la notation post�x�ee t� pour d�esigner l'application
de � au terme t.

{ Le domaine Dom(�) de la substitution � est l'ensemble des variables modi��ees,
i.e. Dom(�) = fx=�(x) 6= xg.

2

Il en r�esulte qu'une substitution peut être repr�esent�e par un sous-ensemble �ni
de Dom(�)� T(F;X ), not�e � = fx1 7! t1; : : : ; xn 7! tng.

D�e�nition 1.3.2 On appelle � l'ensemble des substitutions. 2
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CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRES

D�e�nition 1.3.3 L'image VRan(�)1 de � est l'ensemble des variables contenues
dans les termes ti. Plus formellement,

VRan(�) =
[

x2Dom(�)

Var(x�):

2

D�e�nition 1.3.4 �jW est la restriction de � �a l'ensemble W de X , d�e�nie par :(
8x2W x�jW = x�
8x62W x�jW = x

2

D�e�nition 1.3.5 Deux substitutions � et � sont �egales sur un sous-ensemble W
de X , � = � [W ], si et seulement si 8x2W x� = x� . 2

D�e�nition 1.3.6 Une substitution injective � telle que x� est une variable pour
tout x de Dom(�) est un renommage. Son application �a un terme donne une variante
de ce terme. 2

La composition des substitutions � � � se d�enote par simple juxtaposition �� .

D�e�nition 1.3.7 La substitution � est idempotente si et seulement si �� = �. 2

D�e�nition 1.3.8

{ Un terme s est une instance de t, not�e t �� s, si et seulement s'il existe une
substitution � telle que s = t�. Dans ce cas, on peut �egalement dire que t est
plus g�en�eral que s ou que t subsume s.

{ Par extension � est une instance de � sur un sous-ensemble W de X not�e
� �� �[W ] si et seulement s'il existe une substitution � telle que � = ��[W ].
On dit �egalement que la substitution � est plus g�en�erale que � ou que � subsume
�.

2

Exemple 1.3.9

Il faut remarquer que la substitution �=fx 7! yg est plus g�en�erale que �=fy 7! xg sur fx, yg. En
e�et, avec �=�, x��=y�=x=x� et y��=y�=x=y�.

Nous utiliserons les lettres grecques (�,� ,�...) pour d�esigner les substitutions.

1pour l'�equivalent anglais \Variable Range"
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1.4. RELATIONS DE R�E�ECRITURE

1.4 Relations de r�e�ecriture

Un syst�eme de r�e�ecriture est un ensemble �ni de paires de termes �ecrites l! r.
De même que pour (Dershowitz & Jouannaud, 1990), nous ne supposons pas
que les variables de r sont toutes des variables de l. De plus, aucune contrainte n'est
impos�ee sur la complexit�e des termes apparaissant dans une s�equence de r�e�ecriture.
On d�e�nit donc deux relations tr�es g�en�erales sur les ensembles de termes bas�ees sur
un syst�eme de r�e�ecriture : la r�e�ecriture et la surr�eduction.

D�e�nition 1.4.1 Un terme s se r�e�ecrit en un terme t par application de la variante
l ! r d'une r�egle de R �a la position p avec la substitution idempotente � si et
seulement si 8>>>>>><

>>>>>>:

p2Pos(s)
Dom(�) = Var(l; r)
sjp = l�
t = s[r�]p
Var(l; r) \ Var(s; t) = ;

Cette relation est not�ee s!p
l!r;� t. 2

La position et la substitution utilis�ee peuvent être omises. On notera s!R t si
la r�egle appliqu�ee est une r�egle quelconque de R. On peut �egalement remplacer
la position par une expression complexe qui doit être v�eri��ee par p. Par exemple,
� 6= � � d�esigne des r�e�ecritures sous la racine et � >q � repr�esente les pas au-dessus
d'une position q donn�ee.

Propri�et�e 1.4.2 Si s!p
l!r;� t alors VRan(�) = Var(sjp) [ Var(tjp)

Un terme s peut se r�e�ecrire vers une in�nit�e de termes t si r contient des variables
qui n'apparaissent pas dans l. La disjonction de Var(r) et Var(t) n'est pas une
restriction habituelle. Toutefois, elle n'a�ecte pas l'ensemble des r�e�ecritures possibles
de s puisque l! r est d�e�ni �a un renommage des variables pr�es. Cette propri�et�e est
tr�es utile pour simpli�er les preuves bas�ees sur l'�etude des s�equences de r�e�ecritures.

Exemple 1.4.3

Par exemple, dans la th�eorie des groupes, e=E x�i(x). Avec notre d�e�nition, on peut utiliser cette
�egalit�e pour construire la r�egle e! x�i(x). Cette r�egle r�e�ecrit e vers l'ensemble des t qui s'�ecrivent
s�i(s). Il su�t d'appliquer une variante e! x0�i(x0) telle que x0 n'apparâ�t pas dans s.

On peut d�e�nir une autre relation bas�ee sur de tels syst�emes de r�e�ecriture. Il
s'agit d'un extension de la r�e�ecriture dans laquelle les variables de s peuvent être
instanci�ees.

D�e�nition 1.4.4 t est une surr�eduction de s par la variante l! r de li ! ri �a la
position p avec la substitution idempotente � si et seulement si
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CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRES

8>>>>>><
>>>>>>:

p2Pos(s)
Var(l; r)�Dom(�)�Var(l; r; s)
sjp� = l�
t = s[r]p�
Var(l; r) \ Var(s; t) = ;

Cette relation s'�ecrit s;p
l!r;� t. 2

Comme pour la r�e�ecriture, les variables de l et de r doivent être instanci�ees dans �.

Exemple 1.4.5

Avec la r�egle donn�ee dans l'exemple 1.4.3, on peut surr�eduire la variable x. Par contre, x re�coit
pour valeur e. Donc, x62VRan(�) puisque la substitution est idempotente. On obtient alors tous
les termes s�i(s) qui ne contiennent pas x.

On d�e�nit quelques propri�et�es sur les r�egles de r�e�ecritures, bas�ees essentiellement
sur l'aspect des termes.

D�e�nition 1.4.6 On dit qu'une r�egle l! r est

lin�eaire si r et l sont lin�eaires

lin�eaire �a gauche si l est lin�eaire

permutative si pour tout symbole f de F [ X #(l; f)=#(r; f)

r�eguli�ere si Var(l)=Var(r)

e�ondrante si r 2 X

sous-terme e�ondrante si r est un sous-terme stricte de l

i-e�ondrante si pour toute substitution � jr�j � jlji�j

2

1.5 Uni�cation �equationnelle

Un axiome orient�e est une paire de termes �ecrite l � r. Il permet de d�e�nir la
relation de paramodulation.

D�e�nition 1.5.1 Soient deux termes s et t, s$p
l�r;� t si et seulement si8>>>>>><

>>>>>>:

sjp = l�
t = s[r�]p
p2Pos(s)
Dom(�) = Var(l; r)
Var(l; r) \ Var(s; t) = ;

2

Propri�et�e 1.5.2 Par d�e�nition, s$p
l�r;� t , s!p

l!r;� t.
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1.5. UNIFICATION �EQUATIONNELLE

Les propri�et�es d�e�nies pour les r�egles de r�e�ecriture s'�etendent naturellement aux
axiomes orient�es.

Un axiome non orient�e l ' r est un multiensemble de deux termes, i.e. l ' r
et r ' l d�esigne le même axiome. La notion de lin�earit�e �a gauche n'a plus de sens
pour les axiomes non orient�es. Les autres propri�et�es s'appliquent en consid�erant
�eventuellement les deux orientations possibles. Par exemple, un axiome l ' r est
e�ondrant si l 2 X ou r 2 X .

D�e�nition 1.5.3 Soit E un ensemble d'axiomes non orient�es, s !Et si et seule-
ment si s$l�r t, o�u l ' r est une variante d'un axiome de E. La th�eorie �equation-
nelle sur E est la fermeture transitive r�eexive de cette relation sym�etrique, appel�ee
�egalement �egalit�e modulo E. On la note � !E, =E ou E par abus de notation. 2

Les d�e�nitions utilisant l'�egalit�e de termes s'�etendent sans probl�eme �a l'�egalit�e
modulo E. Ainsi, t ��E s si et seulement s'il existe une substitution � telle que
s=E t�.

La forme des axiomes permet de d�e�nir des types de th�eories.

D�e�nition 1.5.4 Une th�eorie E est :

lin�eaire si tous ses axiomes sont lin�eaires

permutative si ses axiomes sont tous permutatifs

r�eguli�ere si tous ses axiomes sont r�eguliers

e�ondrante si un de ses axiomes est e�ondrant

stricte si un terme ne peut pas être �egal �a l'un de ses sous-termes

2

D�e�nition 1.5.5 Un probl�eme de E-uni�cation, not�e s=?
E t, consiste �a d�eterminer

s'il existe une substitution idempotente � telle que s�=E t�. Une telle substitution
est un E-uni�cateur de s et t. On dit �egalement que � est une solution du probl�eme
s=?

E t ou qu'elle r�esout ce probl�eme. U�E(s; t), l'ensemble de ces substitutions, est
l'ensemble d'uni�cateurs de s et t sous E. 2

On constate ais�ement que U�E(s; t) est r�ecursivement �enum�erable pour tout s
et t. En e�et, pour toute substitution �, s�=E t� est semi-d�ecidable. Or, � est
r�ecursivement �enum�erable puisque T(F;X ) est r�ecursivement �enum�erable.

Dans la th�eorie vide, � est un uni�cateur le plus g�en�eral de s et t si tous les
uni�cateurs de s et t sont des instances de �. Un tel uni�cateur, appel�e �egalement
uni�cateur principal, existe si les deux termes sont uni�ables. Dans le cas g�en�e-
ral, plus d'une substitution peuvent être n�ecessaires pour subsumer l'ensemble des
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uni�cateurs.

D�e�nition 1.5.6 cU�E(s; t) est un ensemble complet d'uni�cateurs de s et t, d�e�ni
par les propri�et�es suivantes:

correction cU�E(s; t) � U�E(s; t)

compl�etude 8�2U�E(s; t) 9�2cU�E(s; t)=� ��E � [Var(s; t)]

2

Pour des raisons th�eoriques et pratiques, on ajoute la condition suivante :

D�e�nition 1.5.7 Un ensemble d'uni�cateurs U�E(s; t) est hors de l'ensemble de
variables Z, disjoint de Var(s; t), si et seulement si :

8�2U�E(s; t) Dom(�)�Var(s; t) et Z \ VRan(�) = ;:
On dit �egalement que Z est un ensemble prot�eg�e de variables. 2

Pour des questions d'e�cacit�e, on peut ajouter la restriction suivante.

D�e�nition 1.5.8 Un ensemble d'uni�cateurs U�E(s; t) est minimal si et seulement
si

8�; �2U�E(s; t) � ��E � [Var(s; t)]) � = �:

2

Un ensemble complet et minimal d'uni�cateurs de s et t sous E d�e�nit un en-
semble des uni�cateurs les plus g�en�eraux de s et t, not�e �U�E(s; t). Malheureuse-
ment, l'ensemble �U�E(s; t) n'existe pas toujours. Toutefois, lorsqu'il existe, il est
unique �a la relation d'�equivalence modulo E sur les ensembles de substitutions pr�es.
La g�en�eration d'un seul �U�E(s; t) est donc su�sante.

Les d�e�nitions pr�ec�edentes s'�etendent naturellement �a des ensembles de pro-
bl�emes de E-uni�cation. Un tel ensemble est consid�er�e comme une conjonction de
probl�emes de E-uni�cation �a r�esoudre simultan�ement. Donc,

U�E(
[
i2I

fsi
?
=
E
tig) =

\
i2I

fU�E(si; ti)g.

De plus, un ensemble vide de probl�emes est r�esolu par l'ensemble des substitutions
�. On peut alors d�e�nir facilement les ensembles complets et minimaux d'uni�ca-
teurs de ces ensembles de probl�emes de E-uni�cation.

1.6 G�en�eralisation de la r�e�ecriture

Les syst�emes de r�e�ecriture peuvent être �etendus par l'utilisation de conditions
associ�ees �a chaque r�egle, not�ee c j l! r. Dans cette th�ese, les conditions sont com-
pos�ees de conjonctions de probl�emes de E-uni�cation. On les notera sous forme
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d'ensemble de probl�emes de E-uni�cation. La substitution utilis�ee lors d'une �etape
de r�e�ecriture doit v�eri�er ces conditions.

D�e�nition 1.6.1 t est une r�e�ecriture de s par c j l! r �a la position p avec la sub-
stitution � , s!p

cjl!r;� t, si et seulement si8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

p2Pos(s)
sjp = l�
t = s[r�]p
Var(l; r)�Dom(�)�Var(c; l; r)
� r�esout c
Var(c; l; r) \ Var(s; t) = ;

2

Les variables de c qui n'apparaissent pas dans l et r peuvent être instanci�ees
dans � pour satisfaire c.

D�e�nition 1.6.2 t est une surr�eduction de s par la variante c j l! r de ci j li ! ri
�a la position p avec la substitution � si et seulement si8>>>>>>>><

>>>>>>>>:

p2Pos(s)
sjp� = l�
t = s[r]p�
Var(l; r)�Dom(�)�Var(c; l; r; s)
� r�esout c
Var(c; l; r) \ Var(s; t) = ;

Cette relation s'�ecrit s;p

cjl!r;� t. 2

Comme pour la r�e�ecriture, les variables de l et de r doivent être instanci�ees dans
�.

Il faut bien comprendre que c peut contenir tout type de conditions. Lorsqu'il
existe des algorithmes de r�esolutions de ces conditions ind�ependents des syst�emes
de r�e�ecriture, on parle de r�e�ecriture contrainte (ou de r�e�ecriture avec contraintes).
Or, dans cette th�ese, les conditions peuvent être ind�ecidables et contiennent des
probl�emes de E-uni�cation. La d�e�nition usuelle de la r�e�ecriture conditionnelle sup-
pose que les conditions sont r�esolues grâce �a l'ensemble des r�egles conditionnelles.
Toutefois, les d�e�nitions pr�ec�edentes permettent de rester plus g�en�eral. Aucune
restriction n'est impos�ee sur le m�ecanisme de r�esolution des conditions. Un r�egle
c j l! r est correcte dans une th�eorie E si, d'un point de vue formel, c implique
l=E r. En fait, ces d�e�nitions sont un compromis entre les notions usuelles de r�e-
�ecriture contraintes et de r�e�ecriture conditionnelles. Nous n'introduirons pas une
nouvelle notation. Comme nous utiliserons les r�egles de r�e�ecriture pour tenter de
r�esoudre les conditions introduites dans cette th�ese, nous utiliserons la notion de
r�e�ecriture conditionnelle.
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Chapitre 2

Survol des connaissances actuelles

La E-uni�cation a fait l'objet d'�etudes approfondies depuis quelques ann�ees.

2.1 Algorithmes particuliers

2.1.1 Classement des th�eories

L'uni�cation �equationnelle soul�eve trois probl�emes fondamentaux :

1. D�ecidabilit�e : Pour une th�eorie �equationnelle donn�ee, peut on d�ecider pour tout
couple (s,t) si s et t sont uni�ables dans cette th�eorie?

2. Existence : Pour une th�eorie �equationnelle donn�ee E, tout couple uni�able (s,t)
admet-il un ensemble complet d'uni�cateurs?

3. �Enum�erabilit�e: Pour une th�eorie �equationnelle donn�ee E, peut-on �enum�erer
un ensemble complet d'uni�cateur pour tout couple (s,t) uni�able?

Ces di��erentes notions conduisent �a une classi�cation des th�eories selon les r�e-
ponses apport�ees. Pour des raisons d'e�cacit�e, de nombreux travaux ont �et�es e�ec-
tu�es pour tester l'existence de l'ensemble minimal d'uni�cateurs.

D�e�nition 2.1.1 Une th�eorie est signi�cative du point de vue de l'uni�cation si
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Nom Notation D�e�nition
Associativit�e A(+) x+ (y + z) ' (x+ y) + z

Commutativit�e C(+) x+ y ' y + x
Associativit�e-Commutativit�e AC(+) A(+) et C(+)

�El�ement neutre �a gauche 1L(+,0) 0 + x ' x
�El�ement neutre �a droite 1R(+,0) x+ 0 ' x

�El�ement neutre 1(+,0) 1L(+,0) et 1R(+,0)
Inverse �a gauche IL(�,I,1) I(x)�x ' 1
Inverse �a droite IR(�,I,1) x�I(x) ' 1

Groupes G(�,e,I) A(�),1(�,e) et IR(�,I,e)
Groupes ab�eliens AG(�,e,I) G(�,e,I) et C(�)

Distributivit�e �a gauche DL(�,+) (x+ y)�z ' (x�y) + (y�z)
Distributivit�e �a droite DR(�,+) x�(y + z) ' (x�y) + (x�z)

Distributivit�e D(�,+) DL(�,+) et DR(�,+)
Anneaux commutatifs CR(+,0,-,�) AG(+,0,-), AC(+), AC(�), D(�,+)

CR1(+,0,-,�,1) CR(+,0,-,�) et 1(�,1)
Idempotence I(+) x+ x ' x

Associativit�e et idempotence AI

Fig. 2.1 - Th�eories usuelles

�U�E(s; t) existe pour tout couple uni�able. Une th�eorie qui n'est pas signi�cative
est dite nullaire ou de type z�ero. 2

En fait, il n'est pas n�ecessaire d'assurer la minimalit�e de l'ensemble des uni�-
cateurs d'un probl�eme. Nous sommes int�eress�es par des algorithmes qui g�en�erent
un ensemble complet d'uni�cateurs d'un probl�eme donn�e. En se basant sur la car-
dinalit�e minimale de ces ensembles, on distingue les classes suivantes de th�eories
�equationnelles signi�catives :

D�e�nition 2.1.2

{ Une th�eorie est unitaire si tout couple uni�able admet un ensemble complet
d'uni�cateur contenant un seul �el�ement.

{ Une th�eorie est �nitaire si elle n'est pas unitaire mais qu'un ensemble complet
et �ni d'uni�cateurs existe toujours.

{ Une th�eorie est in�nitaire si tout couple admet un ensemble complet d'uni�-
cateurs et s'il existe un couple (s,t) qui n'admet pas d'ensemble complet �ni
d'uni�cateurs

2

La �gure 2.1 pr�esente quelques th�eories couramment employ�ees. Les recherches
e�ectu�ees sur ces th�eories ont permis d'�etablir que la forme des termes �a uni�er joue
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2.1. ALGORITHMES PARTICULIERS

Th�eorie Uni�cation avec constantes D�ecidabilit�e
A in�nitaire oui
C �nitaire oui
AC �nitaire oui
AG unitaire oui
AI nullaire oui
CR1 nullaire non
DL unitaire oui
DR unitaire oui
D in�nitaire ?
DA in�nitaire non

Fig. 2.2 - Uni�cation avec constantes : d�ecidabilit�e et type

un rôle important. Si on n'impose aucune restriction sur les termes consid�er�es, on
parle de E-uni�cation g�en�erale. Ce type de probl�eme apparâ�t d�es que l'on introduit
par exemple des fonctions de Skolem. La E-uni�cation �el�ementaire est bas�ee sur une
utilisation exclusive des symboles qui apparaissent dans les axiomes. Si on ajoute
�a la signature des constantes ne poss�edant pas de propri�et�es, on parle alors de
E-uni�cation avec des constantes.

Il ne faut surtout pas oublier que le probl�eme de la E-uni�cation est ind�e-
cidable dans certaines th�eories. Par exemple, Szabo (Szabo, 1982) a d�emon-
tr�e l'ind�ecidabilit�e des th�eories associative-distributive et associative-commutative-
distributive. De fa�con plus g�en�erale, la �gure 2.2 pr�esente des r�esultats obtenus
pour la E-uni�cation avec des constantes. Elle permet de juger la complexit�e de la
E-uni�cation g�en�erale.

Il est donc illusoire de penser trouver un algorithme r�esolvant le probl�eme fs=?
E tg

pour toute th�eorie �equationnelle E et pour toute paire de termes s et t. En outre,
l'existence de th�eories in�nitaires et de type z�ero empêche d'assurer la compl�etude
de l'ensemble des substitutions trouv�ees. Il faut restreindre les th�eories trait�ees ou
accepter des r�esultats partiels.

2.1.2 Cas de la th�eorie vide

Le probl�eme de l'uni�cation dans la th�eorie vide, soulev�e par Herbrand (Her-
brand, 1930), a �et�e rendu populaire par les travaux de Robinson (Robin-
son, 1965). Il a r�ealis�e le premier algorithme donnant la forme commune associ�ee
�a deux termes et a prouv�e son unicit�e �a une relation d'�equivalence pr�es. D'apr�es
Davis (Davis, 1983),Mc ilroy avait d�ecouvert un algorithme similaire en 1962
et l'avait impl�ement�e au sein d'un d�emonstrateur de th�eor�emes.

De nombreux travaux ont �et�e r�ealis�es depuis pour am�eliorer l'e�cacit�e de l'algo-
rithme. L'utilisation par Corbin et Bidoit de graphes acycliques et non d'arbres
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pour repr�esenter les termes permet de passer d'un coût exponentiel �a une com-
plexit�e quadratique (Corbin & Bidoit, 1983).Huet (Huet, 1976) a introduit
la notion de classe d'�equivalence de termes uni�ables pour obtenir un coût presque
lin�eaire. L'algorithme lin�eaire d�evelopp�e par Paterson et Wegman (Paterson
& Wegman, 1978) n�ecessitant trop de pr�etraitement, la version presque lin�eaire
de Escalada-imaz et Ghallab (Escalada-Imaz & Ghallab, 1988) fournit
de meilleurs r�esultats. Nous d�ecrirons dans la section 2.2 le m�ecanisme d'application
de r�egles de transformation d�e�ni par Martelli et Montanari (Martelli &

Montanari, 1982).

2.1.3 Algorithmes sp�eciaux

De nombreux algorithmes ont �egalement �et�e �ecrits pour des th�eories particu-
li�eres. Pour la th�eorie associative-commutative, Stickel (Stickel, 1975) a pro-
pos�e un algorithme dont Fages (Fages, 1984) a prouv�e ensuite la terminaison.
L'uni�cation AC repose sur la r�esolution d'�equations diophantiennes lin�eaires ho-
mog�enes, probl�eme trait�e par de nombreuses personnes. L'algorithme de Stickel a
�et�e r�ecemment am�elior�e par C. Kirchner (Kirchner, 1989) puis par Boudet
(Boudet, 1989). En outre, Contejant etDevie (Contejean & Devie, 1989)
ont propos�e une m�ethode e�cace pour r�esoudre les �equations diophantiennes, qui
restent le coeur de ces algorithmes.

De même, on peut citer par exemple les travaux de Arnborg et Tiden (Arn-
bog & Tiden, 1985) sur le probl�eme de la distributivit�e �a gauche (ou �a droite) et
ceux de Boudet, Jouannaud et Schmidt-schau� (Boudet et al., 1988) sur
les probl�emes des anneaux bool�eens et des groupes ab�eliens.

On remarque que les m�ethodes utilis�ees sont g�en�eralement tr�es di��erentes d'une
th�eorie �a une autre. Ces algorithmes, souvent tr�es e�caces, reposent malheureu-
sement sur des notions math�ematiques di�cilement utilisables dans un algorithme
g�en�eral.

Il faut tout de même citer les travaux de Nutt et Baader. Nutt (Nutt,
1990) (Nutt, 1992) a abord�e le probl�eme des th�eories mono��dales. Ces th�eories
sont bas�ees sur un symbole associatif-commutatif qui admet un �el�ement neutre et
des symboles unaires qui permutent avec ce symbole et qui n'a�ectent pas l'�el�ement
neutre. Les probl�emes d'uni�cations dans ces th�eories conduisent �a la r�esolution
d'�equations lin�eaires dans une structure alg�ebrique qui d�epend de la th�eorie consi-
d�er�ee. Ces travaux g�en�eralisent les r�esultats obtenus par exemple pour les groupes
ab�eliens et pour la th�eorie AC11. Toutefois, cette approche reste limit�ee. Par contre,
Baader (Baader, 1989) (Baader, 1993) n'utilise pas une caract�erisation syn-
taxique des th�eories qu'il consid�ere. Il engendre une cat�egorie �a partir de la d�e�nition
d'une th�eorie. Par d�e�nition, une th�eorie commutative est une th�eorie qui engendre
une cat�egorie semi-additive. En fait, toutes les th�eories mono��dales sont commu-

1Associativit�e-commutativit�e d'un symbole poss�edant un �el�ement neutre
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tatives. L'inverse n'est pas vrai mais, par transformation de la signature, on peut
construire une th�eorie mono��dale �a partir d'une th�eorie commutative. Toutefois, en
consid�erant d'autres propri�et�es des cat�egories engendr�ees, cette approche devrait
permettre de construire des algorithmes d'uni�cation pour une classe de th�eories �a
partir de notions math�ematiques tr�es g�en�erales.

2.1.4 Combinaison d'algorithmes

Les constatations faites pr�ec�edemment conduisent donc naturellement �a essayer
de combiner des algorithmes pour �etendre leur champ d'application. Stickel (Sti-
ckel, 1975) est le premier �a avoir abord�e le probl�eme de la combinaison d'al-
gorithmes d'uni�cation pour des th�eories bas�ees sur des ensembles de symboles
disjoints. Ses travaux sur les th�eories associatives-commutatives ont �et�e suivis par
Fages (Fages, 1984) puis g�en�eralis�es �a des th�eories dont les axiomes v�eri�ent cer-
taines propri�et�es. Le probl�eme est souvent restreint �a des th�eories non e�ondrantes
ou r�eguli�eres (Kirchner, 1985) (Herold, 1986).

Schmidt-schau� (Schmidt-Schau�, 1987) (Schmidt-Schau�, 1989)
a r�esolu le cas de la combinaison de th�eories pour lesquelles la E-uni�cation avec
constantes est �nitaire.

R�ecemment, Baader et Schulz (Baader & Schulz, 1992) ont trait�e le
probl�eme de la d�ecidabilit�e de la E-uni�cation. La combinaison de deux th�eories
disjointes fournit un algorithme de d�ecision si, dans chaque th�eorie, l'uni�cation avec
une restriction sur l'apparition de nouvelles constantes dans les valeurs des variables2

est d�ecidable. Baader et Schulz ont prouv�e (Baader & Schulz, 1994) que
cette propri�et�e est �equivalente �a la d�ecidabilit�e de la E-uni�cation g�en�erale.

La condition de disjonction des alphabets a �egalement �et�e partiellement a�aiblie.
Apr�es avoir autoris�e des constantes, Domenjoud,Klay et Ringeissen (Domen-
joud et al., 1994) ont abord�e le probl�eme de th�eories qui partagent des construc-
teurs.

Malheureusement les conditions impos�ees sur les th�eories restent beaucoup trop
restrictives. De plus, l'algorithme pour la th�eorie associative-commutative n'a rien
�a voir avec ceux des th�eories commutatives3 et des th�eories associatives4. Il est donc
di�cile de s'inspirer d'algorithmes d�evelopp�es pour des th�eories particuli�eres et de
les �etendre �a un cadre plus g�en�eral.

2appel�ee \E-uni�cation with linear constant restriction" outremer

3par exemple exploration de toutes les possibilit�es
4existence d'un syst�eme de r�e�ecriture convergent
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2.2 Transformation de syst�emes d'�equations

2.2.1 Principe

Toutefois, ces di��erentes �etudes ont conduit �a consid�erer les probl�emes d'uni�-
cation comme la r�esolution d'un ensemble d'�equations. Cette vision uni��ee est une
g�en�eralisation des travaux de Martelli etMontanari e�ectu�es dans le cas de la
th�eorie vide. Elle est bas�ee sur l'utilisation de r�egles pour transformer des syst�emes
d'�equations et obtenir des ensembles particuliers �equivalents au probl�eme initial.

D�e�nition 2.2.1 Un ensemble de probl�emes fx1=?
E t1,...,xn=?

E tng est sous forme
r�esolue si et seulement si

1. 81�i<j�n xi 6=xj

2. 81�i; j�n xi 62Var(tj)

2

A cet ensemble correspond un uni�cateur le plus g�en�eral � = fx1 7! t1; :::; xn 7! tng.
On dit qu'il s'agit de la pr�esentation �equationnelle � de �.

D�e�nition 2.2.2 Par extension, on dira qu'un probl�eme s=?
E t est une paire r�eso-

lue si l'un des termes est une variable qui n'apparâ�t pas dans l'autre terme. 2

Il existe un autre type de forme r�esolue, autorisant l'utilisation dans ti d'une va-
riable dont la valeur est donn�ee ult�erieurement (Jouannaud & Kirchner, 1991).
L'utilisation de ce second type de forme r�esolue permet de gagner en e�cacit�e mais
la d�etection de cycles est plus complexe.

Les algorithmes d'uni�cation reposent donc sur la transformation de probl�emes
d'uni�cation en probl�emes plus simples, jusqu'�a l'obtention de formes r�esolues. Une
proc�edure de E-uni�cation est alors d�ecrite par les r�egles applicables sur ces en-
sembles. Ces r�egles ne sont pas forc�ement d�eterministes. Il faut �eventuellement pr�e-
ciser quels sont les choix valides lors de l'ex�ecution. En outre, certains contrôles
peuvent se r�ev�eler plus e�caces que d'autres. Cette distinction entre les r�egles de
transformation et le contrôle permet de simpli�er la pr�esentation des algorithmes
et de faciliter les preuves.

2.2.2 Propri�et�es

Nous utiliserons la terminologie pr�esent�ee dans (Jouannaud & Kirchner,

1991). Elle permet de dissocier les r�egles de transformations et le m�ecanisme d'ap-
plication de ces r�egles.

correction : les r�egles d�eterministes doivent pr�eserver l'ensemble des uni�cateurs
et r�egles appliqu�ees de mani�ere concurrente doivent produire un ensemble de

24



2.2. TRANSFORMATION DE SYST�EMES D'�EQUATIONS

probl�emes dont l'union des uni�cateurs est �egale �a l'ensemble initial. Nous
distinguerons la validit�e du syst�eme de transformations et sa correction glo-
bale. La validit�e assure que toute solution du probl�eme �nal est solution du
probl�eme initial. Elle repose sur la correction, ou validit�e, de chaque r�egle de
transformation. La correction globale a�rme que l'ensemble g�en�er�e est correct,
c'est �a dire qu'�a chaque solution initiale correspond bien au moins une sub-
stitution �equivalente qui r�esout un des probl�emes obtenus par application des
r�egles avec le contrôle donn�e. Un ensemble de r�egles est globalement conserva-
tif si l'application concurrente de ces r�egles assure la correction globale. Une
r�egle est conservative si aucune contrainte n'est impos�ee pour son application.

compl�etude : en plus de la correction globale, le contrôle utilis�e doit assurer que les
formes sur lesquelles aucune r�egle ne peut s'appliquer sont des formes r�esolues.

terminaison : l'application des r�egles de transformation doit terminer pour le contrôle
donn�e.

�equit�e : toute forme normale correspondant �a une substitution d'un ensemble com-
plet de solutions doit être atteinte en un temps �ni.

Lorsque la terminaison n'est pas assur�ee, l'�equit�e permet d'a�rmer que chaque
solution peut être calcul�ee en un temps �ni. Cette propri�et�e est souvent confondue
avec la compl�etude du syst�eme de r�egles de transformation et du contrôle associ�e.
Comon a d�e�ni une terminologie similaire pour d�ecrire l'application de r�egles conte-
nant le contrôle (Comon, 1988). Il utilise le terme de correction pour d�esigner la
validit�e des r�egles. Si toutes les r�egles sont conservatives et valides, le syst�eme de
transformation est fortement ad�equat. Si certaines r�egles doivent être appliqu�ees de
mani�ere concurrente, la validit�e assure alors l'ad�equation du syst�eme de transfor-
mations

2.2.3 Exemples

Par exemple, l'uni�cation dans la th�eorie vide peut s'exprimer avec les r�egles de
transformation suivantes (Jouannaud & Kirchner, 1991)5. On utilise la nota-
tion =E et non =; car ces r�egles servent �egalement pour la E-uni�cation g�en�erale :

Trivial
P [ fs=?

E sg
P

D�ecomposition
P [ ff(s1; :::; sn)=?

E f(t1; :::; tn)g
P [ fs1=?

E t1; :::; sn=?
E tng

5ici, on identi�e s=?
Et et t=?

Es pour �eviter les probl�emes de bouclage
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Conit
P [ ff(s1; :::; sn)=

?
E g(t1; :::; tm)g

ECHEC
si f 6= g

Test d'occurrence
P [ fx=?

E sg
ECHEC

si x2Var(s) et s 6= x

Remplacement
P [ fx=?

E sg
Pfx 7! sg [ fx=?

E sg
si x2Var(P ); x62Var(s) et (s62X ou s2Var(P ))

Un syst�eme sur lequel aucune r�egle n'est applicable est la solution de notre
probl�eme. Il s'agit soit de la pr�esentation �equationnelle de l'uni�cateur principal
du probl�eme initial soit du mot clef ECHEC lorsque les deux termes ne sont pas
uni�ables.

La th�eorie commutative peut se traiter en ajoutant la r�egle suivante :
Mutation

P [ fs+ t=?
E u+ vg

P [ fs=?
E v; t=?

E ug

Toutefois, pour obtenir toutes les solutions, il faut consid�erer les deux probl�emes
obtenus par application de D�ecomposition ou de Mutation lorsqu'elles sont
toutes deux possibles. Le contrôle doit permettre d'obtenir les formes r�esolues cor-
respondantes �a chaque cas. On r�esout ainsi le probl�eme des th�eories non unitaires,
qui peuvent accepter plusieurs solutions non comparables.

2.3 Algorithmes g�en�eraux

De nombreuses recherches ont �egalement �et�e e�ectu�ees pour r�esoudre le cas de
classes de th�eories. Pour r�esoudre ce probl�eme, appel�e uni�cation universelle, les
r�egles Conflit and Test d'occurrence doivent être remplac�ees par d'autres
r�egles et l'application concurrente de r�egles doit être g�en�eralis�ee.

2.3.1 Approche par surr�eduction

Nous avons �etabli que la recherche d'une preuve �equationelle entre deux termes
est semi-d�ecidable. L'utilisation de la surr�eduction remplace avantageusement la
recherche de cette preuve. On consid�ere les �equations comme des r�egles de simpli-
�cations, utilisable dans une seule direction. Il su�t alors que deux termes �egaux
puissent toujours se r�e�ecrire vers un même terme et que ce processus termine. Il faut
pour cela utiliser une proc�edure de compl�etion qui oriente les axiomes et qui g�en�ere
des r�egles qui assurent la convergence de la r�e�ecriture. Pour trouver les uni�cateurs
de s et de t, il su�t alors de surr�eduire le couple (s,t) de toutes les mani�eres possibles
et d'it�erer jusqu'�a l'obtention de termes uni�ables dans la th�eorie vide. Toutefois,
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les probl�emes de bouclage et d'explosion combinatoire n�ecessitent un contrôle pr�ecis
de l'ex�ecution d'un tel programme.

Fay (Fay, 1979) a donn�e le premier algorithme d'uni�cation universelle bas�e
sur la surr�eduction. La compl�etude de cette approche a �et�e d�emont�ee par Hullot
(Hullot, 1980) sous certaines conditions. Malheureusement, ces approches sont
bas�ees sur l'existence d'un syst�eme de r�e�ecriture convergent �equivalent �a la th�eorie.
De plus, la terminaison n'est pas toujours assur�ee. En outre, la compl�etude n'est
obtenue que pour des th�eories repr�esent�ees par un ensemble �ni et convergent de
r�egles de r�e�ecritures.

Il est possible d'exprimer ces algorithmes en utilisant la pr�esentation par r�egles
de transformation (Nutt et al., 1989).

Surr�eduction
P [ fs=?

E tg
P� [ fs[r]p�=?

E t�g [ �

o�u

8><
>:

p2FPos(s)
� est l'uni�cateur le plus g�en�eral de sjp et de l
l ! r est une variante d'une r�egle de R

Une utilisation plus restrictive de la surr�eduction permet de r�eduire l'espace
de recherche et de limiter la redondance des solutions (Rety, 1987) (Nutt
et al., 1989) (Bosco et al., 1988) (Jounnaud et al., 1983).

2.3.2 Algorithmes complets de E-uni�cation

Le deuxi�eme type d'approche est bas�e sur une relaxation des contraintes d'uni�-
cation avec les parties gauches de r�egles. On parle alors d'�evaluation paresseuse des
uni�cateurs. Ainsi, Gallier et Snyder (Gallier & Snyder, 1989) proposent
de remplacer l'�etape d'uni�cation n�ecessaire �a l'application d'une r�egle par la g�en�e-
ration d'un probl�eme de E-uni�cation suppl�ementaire. Ce probl�eme d�e�nit la partie
retard�ee du m�ecanisme d'uni�cation. Cette m�ethode permet d'appliquer imm�edia-
tement des r�egles qui se trouveraient plus loin dans une preuve �equationnelle.

Lazy Paramodulation
P [ fs=?

E tg
P [ fsjp=?

E l; s[r]p=?
E tg

o�u

8><
>:

p2FPos(s)
l ' r est une variante d'un axiome de E
l2X ou Head(sjp) = Head(l)

Les r�egles Trivial, D�ecomposition, Remplacement et Lazy Paramodu-

lation assurent la compl�etude dans le cas g�en�eral si Lazy Paramodulation
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est appliqu�e �a toutes les positions non variables de s. De plus, chaque applica-
tion de Lazy Paramodulation peut être suivie par une �etape de d�ecomposition
du probl�eme fsjp=?

E lg. Malheureusement, l'�equit�e n'est assur�ee qui si on autorise
�egalement la modi�cation des paires r�esolues. De plus, pour chaque solution du pro-
bl�eme �a uni�er, on peut trouver une d�erivation qui conduit �a une forme r�esolue plus
g�en�erale dans la th�eorie vide. L'ensemble de solutions trouv�ees est donc loin d'être
minimal puisque l'on n'utilise pas la subsumption modulo la th�eorie �etudi�ee.

Il n'est plus n�ecessaire d'e�ectuer une �etape de compl�etion. En outre, cette ap-
proche a l'avantage d'être plus naturelle mais le nombre de r�egles applicables aug-
mente consid�erablement. L'algorithme de E-uni�cation obtenu ne peut pas être uti-
lis�e de fa�con pratique. Quelques am�eliorations ont �et�e apport�ees pour limiter cette
explosion combinatoire mais ce probl�eme reste crucial. Par exemple, Dougherty
et Johann (Dougherty & Johann, 1990) ont introduit la notion de� Relaxed-
Narrowing � bas�ee sur l'application d'axiomes le plus profond�ement possible. Ceci
permet d'imposer l'�egalit�e des symboles de sjp et du terme l �a toutes les positions
non-variables communes et autorise l'application de tous les D�ecomposition cor-
respondant apr�es l'utilisation de Lazy Paramodulation.

D�e�nition 2.3.1 La d�ecomposition totale Dec(fs; tg) du probl�eme fs=?
E tg est d�e-

�nie par

{ si Head(s)=Head(t) alors Dec(fs; tg) =

i=ar(Head(s))[
i=1

Dec(fsji; tjig)

{ sinon Dec(fs; tg) = fs=?
E tg

Deux termes s et t sont uni�able �a la racine si Dec(fs; tg) ne contient que des paires
r�esolues. 2

Relaxed Narrowing
P [ fs=?

E tg
P [Dec(fsjp=?

E lg) [ fs[r]p=?
E tg

o�u

8><
>:

p2FPos(s)
l ' r est une variante d'un axiome de E
sjp et l sont uni�ables �a la racine

La compl�etude est alors assur�ee si Relaxed Narrowing est appliqu�e �a toutes
les positions non variables de s uni�ables �a la racine avec un axiome de la th�eorie.
Il faut �egalement appliquer cette r�egle aux paires r�esolues pour assurer l'�equit�e.
Socher-ambrosius a �etabli que l'application d'axiomes le plus profond�ement pos-
sible permet de restreindre d'avantage l'application de Relaxed Narrowing. En
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e�et, si une variable de l est associ�ee �a plusieurs sous-termes de sjp alors il ne faut
pas appliquer d'axiomes �a ces sous-termes pour prouver leur �egalit�e.

D�e�nition 2.3.2 Deux termes s et t bas�es sur des ensembles de variables disjoints
sont uni�ables �a gauche �a la racine si et seulement si

{ s et t sont uni�ables �a la racine

{ 8x2Var(t) 8 fu=?
E xg; fv=?

E xg 2Dec(fs; tg) u et v sont uni�ables �a la
racine

2

Il faut noter que l'ordre des termes a de l'importance dans la d�e�nition pr�ec�e-
dente.

Exemple 2.3.3

1. f(x; x) et f(a; b) sont uni�ables �a gauche �a la racine car les valeurs associ�ees aux variables du
premier terme ne sont pas prises en compte.

2. f(a; b) et f(x; x) ne sont pas uni�ables �a gauche �a la racine car a et b sont deux valeurs possibles
non uni�ables �a la racine de la variable x du deuxi�eme terme.

3. f(g(y); g(z)) et f(x; x) sont uni�ables �a gauche �a la racine.

La r�egle de transformation, Almost Lazy Paramodulation, est donc une
variante de Relaxed Narrowing Dans laquelle sjp et l doivent être uni�able �a
gauche pour la racine. De plus, il n'est pas n�ecessaire d'appliquer Almost Lazy

Paramodulation aux paires r�esolues. Toutefois, le m�ecanisme d'application des
r�egles est tr�es restrictif et conduit �a un algorithme peu e�cace. En e�et, il faut consi-
d�erer Remplacement uniquement lorsque Almost Lazy Paramodulation ne
s'applique plus. De plus, si une variable apparâ�t dans plusieurs paires fx=?

E tg, il
faut appliquer Remplacement de mani�ere concurrente sur toutes ces paires. On
obtient donc �enorm�ement de solutions �equivalentes modulo la th�eorie �etudi�ee.

La premi�ere version de l'algorithme de Gallier et Snyder �etait bas�ee sur
l'application d'axiomes �a la racine des termes (Gallier & Snyder, 1987). Une
r�egle suppl�ementaire est n�ecessaire pour traiter les th�eories non strictes. Cette r�egle
permet de d�ecomposer les probl�emes contenant une variable.

Root Rewriting
P [ fs=?

E tg
P [ fs=?

E l; r=?
E tg

o�u

8><
>:

s62X
l ' r est une variante d'un axiome de E
l2X ou Head(s) = Head(l)
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Root Imitation
P [ fx=?

E vg
P [ fx=?

E f(x1; :::; xn); x=?
E vg

avec

(
x1; :::; xn sont des nouvelles variables
f = Head(v) si v 62X

Ces r�egles peuvent parâ�tre plus simple car les axiomes ne sont appliqu�ees qu'�a
le racine des termes. Toutefois, Root Imitation s'applique toujours et permet des
pas sous la racine. De plus, un probl�eme liant deux variables distinctes est trans-
form�e par Root Imitation en introduisant les di��erents symboles fonctionnels
L'algorithme obtenu est encore moins e�cace. En conclusion, les m�ethodes pr�ec�e-
dentes ne permettent pas d'impl�ementer un noyau e�cace de E-uni�cation.

2.3.3 Cas des th�eories syntaxiques

La derni�ere approche, propos�ee par C. Kirchner (Kirchner, 1986), per-
met d'obtenir de tr�es bons r�esultats pour une certaine classe de th�eories. Une
th�eorie est syntaxique lorsque toute preuve �equationnelle peut se pr�esenter sous
une forme utilisant au plus une �etape au plus haut niveau. Pour ce faire, il faut
trouver une pr�esentation �equationnelle particuli�ere E de cette th�eorie telle que
+ !E � � !6=�

E
+ !E

� !6=�
E . On dit alors que E est une pr�esentation r�esolvente

ou syntaxique de la th�eorie syntaxique consid�er�ee. On peut construire cette pr�esen-
tation par r�esolution des �equations g�en�erales. Ces �equations sont les probl�emes de
E-uni�cation bas�es sur tous les termes dont l'ensemble des positions non variables
ne peut contenir que la racine. Par exemple, la th�eorie associative-commutative est
syntaxique mais la distributivit�e droite et gauche ne l'est pas.

Par d�e�nition, une th�eorie est syntaxique si et seulement s'il en existe une pr�e-
sentation r�esolvente �nie. Dans ce cas, toutes les �etapes de paramodulation pa-
resseuse peuvent être suivies par une �etape de d�ecomposition en sous-probl�emes
correspondants aux di��erents arguments. Il s'agit donc d'un ra�nement de la m�e-
thode pr�ec�edente permettant d'�eviter d'appliquer successivement plusieurs r�egles �a
la même position. La r�egle Lazy Paramodulation est remplac�ee par Mutation

Syntaxique :

Mutation Syntaxique
P [ ff(s1; :::; sn)=?

E g(t1; :::; tm)g

P [
i=n[
i=1

fsi=?
E uig [

i=m[
i=1

fti=?
E vig

si f(u1; :::; un) � g(v1; :::; vm) est une variante d'un axiome de E

Cette m�ethode est donc moins g�en�erale mais beaucoup plus e�cace puisque les
applications deMutation Syntaxique se font seulement au plus haut niveau. Elle
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a �et�e par la suite �etendue pour pouvoir traiter des th�eories e�ondrantes. En e�et,
C. Kirchner n'a abord�e que le probl�eme des th�eories strictes. On utilise parfois
le terme de th�eories presque syntaxiques pour d�esigner les th�eories e�ondrantes
qui admettent une pr�esentation r�esolvente (Comon, 1988). Les axiomes de cette
pr�esentation qui contiennent une variable sont utilis�es en rempla�cant cette variable
par des termes g�en�eriques dont le symbole de tête est �x�e par les conditions de
d�ecomposition. Il faut introduire la notion de probl�emes prot�eg�es, sur lesquels on
n'applique pas la r�egle de mutation.

Malheureusement, cette approche conduit �a l'application d'un grand nombre
d'axiomes e�ondrants qui conduisent �a des probl�emes insolubles. Comon (Comon,
1991) a abord�e le probl�eme en introduisant la notion de th�eories presque strictes.

D�e�nition 2.3.4 Une pr�esentation �equationnelle E est presque stricte si pour tous
termes t et u et pour toute position p telle que t[u]p=E u il existe une preuve

t[u]p � !
>q
E !

q
l!r
� !Eu

o�u p=q.i.q' et l! r est une r�egle i-e�ondrante telle que l ' r2E. Une th�eorie est
presque stricte si elle admet une pr�esentation presque stricte. 2

Avec cette approche, on peut traiter les probl�emes x=?
E t[x]p par application de

toutes les r�egles i-e�ondrantes pour toutes les positions q telles que p est sous q:i

Lors de l'�etude des th�eories minces, Comon, Haberstrau et Jouannaud

ont utilis�e une notion similaire (Comon et al., 1992). Leur d�e�nition des r�egles
e�ondrantes est plus g�en�erale. Nous appellerons ces r�egles des r�egles d'e�ondrement.
Elles permettent de r�e�ecrire un terme vers un de ses sous-termes.

D�e�nition 2.3.5 l! r est une r�egle d'e�ondrement si pour toute substitution �,
jl�j>jr�j. 2

Les cycles devront être r�esolus par application de ce type d'axiome.

D�e�nition 2.3.6 Une pr�esentation �equationnelle E est syntaxique vis-�a-vis des
cycles si pour tous termes t et u et pour toute position p telle que t[u]p=E u il existe
une preuve

t[u]p � !
>q
E !

q
l!r
� !Eu

o�u q<p et l! r est une r�egle d'e�ondrement telle que l ' r2E. Une th�eorie est
syntaxique vis-�a-vis des cycles si elle admet une pr�esentation qui l'est. 2

Pour les th�eories syntaxique vis-�a-vis des cycles, la r�egles de transformation Cycle
pr�eserve les solutions si elle est appliqu�ee pour toutes les positions q et toutes les
r�egles l! r valables.
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Cycle
P [ ft[x]p=

?
E xg

P [ ft[r]q=?
E xg [

i=ar(Head(tjq))[
i=1

flji=?
E tjq:ig

o�u

8><
>:

q<p
Head(tjq)=Head(l)
l ! r est une variante d'une r�egle d'e�ondrement de E
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Chapitre 3

E-uni�cation �a la racine

L'analyse des approches pr�ec�edentes nous a conduit au d�eveloppement d'une
nouvelle r�egle de transformation. Cette r�egle d�ecrit de mani�ere formelle l'application
d'axiomes �a la racine des termes avec une �evaluation paresseuse des uni�cateurs. Elle
permet de d�e�nir pr�ecis�ement la partie retard�ee du m�ecanisme d'uni�cation avec les
parties gauches de r�egles. Cette partie retard�ee est pr�ecis�ee pour chaque r�egle de
la pr�esentation. Elle remplace une partie de l'uni�cation par l'ajout de contraintes
d'�egalit�e modulo la th�eorie �equationnelle. On peut ainsi utiliser simultan�ement des
comportements di��erents sans avoir un m�ecanisme complexe d'applications de di��e-
rentes r�egles de transformations. Cette r�egle de transformation d�e�nit donc de fa�con
uni��ee un ensemble d'algorithmes de E-uni�cation, appel�es algorithmes maximaux.
Elle est bas�ee sur l'utilisation d'ensembles de r�egles de r�e�ecriture particuliers appel�es
pr�esentations strictement r�esolventes. �A chaque type de pr�esentation correspondra
un algorithme plus ou moins e�cace de E-uni�cation. Avant de pr�esenter formelle-
ment le syst�eme de r�egles de transformation et ses propri�et�es, nous allons d�e�nir ces
pr�esentations et donner quelques exemples montrant leur puissance d'expression.

L'application d'axiomes �a la racine des termes semble tr�es importante pour l'uni-
�cation �equationnelle g�en�erale. En e�et, il est plus naturel d'ignorer les d�etails
lorsque l'on cherche �a reconnâ�tre un objet. On essaye donc de consid�erer d'abord
les symboles de tête. De plus, le travail �a la racine des termes est souvent beaucoup
plus directeur. Cette approche enl�eve le non-d�eterminisme li�e au choix de la position
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�a examiner. Ceci restreint l'espace de recherche grâce �a la prise en compte du but �a
atteindre (i.e. même symbole de tête) et permet �egalement de d�etecter tr�es rapi-
dement des cas d'�echecs. Le gain est similaire �a celui obtenu par Chabin et Rety
avec l'exploitation de graphes de termes dans le cadre de la surr�eduction. (Chabin
& Rety, 1992) L'int�erêt de cette approche sera plus amplement d�evelopp�e dans
le chapitre 5.

3.1 Pr�esentations strictement r�esolventes

3.1.1 Principe

L'�evaluation paresseuse des uni�cateurs produit deux probl�emes : la partie re-
tard�ee et le probl�eme transform�e. Aucune mutation n'est n�ecessaire �a la racine de
ce dernier probl�eme si on consid�ere la derni�ere application d'un axiome �a la ra-
cine. Pour ce qui est de l'�evaluation paresseuse, on l'exprime grâce �a des contraintes
�equationnelles.

D�e�nition 3.1.1 Un ensemble de r�egles de r�e�ecriture conditionnelle R est une
pr�esentation d'une th�eorie E si et seulement s'il est correct, i.e. +�!R�

+ !E, et
ad�equat, i.e. + !E�

+�!R. 2

Pour prot�eger le probl�eme obtenu par r�e�ecriture, on ajoute une condition suppl�e-
mentaire sur R. Il s'agit d'une extension de la notion de r�esolvence de la pr�esentation
d'une th�eorie syntaxique qui autorise une seule r�e�ecriture avant une d�ecomposition.

D�e�nition 3.1.2 Un syst�eme de r�e�ecriture conditionnelle R est strictement r�esol-
vent si et seulement si

+�!R��!R
��! 6=�

R .
2

On utilise des r�egles et non des axiomes car l'orientation est signi�cative dans la
propri�et�e pr�ec�edente. Les sections suivantes donnent des exemples de pr�esentations
strictement r�esolventes. La r�esolution de probl�emes de E-uni�cation se fait par ap-
plication de ces r�egles �a la racine de l'un des termes �a uni�er. Les conditions sont
ajout�ees au nouveaux probl�emes et la stricte r�esolvence permet de d�ecomposer le
probl�eme contenant le terme r�e�ecrit. Ce m�ecanisme est d�e�ni formellement dans la
section 3.2.
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3.1.2 Simulation de Root Rewriting

Certaines pr�esentations conduisent �a un comportement similaire �a la r�egleRoot
Rewriting.

Th�eor�eme 3.1.3 Toute th�eorie

E =
i=n[
i=1

fli ' rig

peut se repr�esenter grâce �a la pr�esentation strictement r�esolvente

R =
i=n[
i=1

ffx=?
Eligjx! ri; fx=?

Erigjx! lig

o�u x est une nouvelle variable.

Preuve: correction : Par d�e�nition, un syst�eme de r�e�ecriture conditionnelle R est
correct si et seulement si pour toute r�egle c j l! r et pour toute solution
� de c, l et r sont �egaux dans la th�eorie consid�er�ee.

Dans notre cas, pour toute r�egle fx=?
Elgjx! r de R et toute substitu-

tion �, fx=?
E lg� ) x�=E l�

) x�=E r� car l ' r2E

ad�equation : Si s$p
l�r;� t alors sjp = l�

t = s[r�]p
Soit x une nouvelle variable, notons � la substitution fx 7! sjpg�.
� est idempotente car x62VRan(�) et x62Var(s).
Donc sjp = x�

t = s[r�]p = s[r� ]p car x62Var(s) et x62Var(r)
x� = sjp = l� = l�

et s!p

fx=?
E
l gjx!r;�

t.

En cons�equence, +�!R �
+ !E.

stricte r�esolvence Il faut �etudier les preuves contenant au moins un pas �a
la racine. Ces preuves s'�ecrivent s ��!Ru!�

fx=?
E
l gjx!r;�

v ��!6=�
R t.

Alors s=E u
u = x�
v = r�
x�=E l�
Var(x; r)�Dom(�)�Var(x; l; r)

v ��!6=�
R t

Consid�erons la substitution �=fx 7! sg�.
� est idempotente car x62VRan(�) et x62Var(s).
De plus, l=E r d'apr�es la d�e�nition de R.
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CHAPITRE 3. E-UNIFICATION �A LA RACINE

Donc, s = x�
v = r� car x62Var(r)
x� = s =E u = x� =E l� = l�
Var(x; r)�Dom(� )�Var(x; l; r)

v ��!6=�
R t

En conclusion, s!�

fx=?
E
l gjx!r;�

v ��! 6=�
R t.

2

La preuve pr�ec�edente montre que le premier pas de r�e�ecriture correspond �a la
derni�ere paramodulation �a la racine dans la preuve �equationnelle. La condition d�e-
crit la preuve menant au terme paramodul�e. La paire obtenue est prot�eg�ee puisqu'il
s'agit du dernier pas �a la racine. Avec cette pr�esentation, le m�ecanisme d�ecrit dans
la section 3.1.1 se comporte donc comme l'algorithme �a la racine de Gallier et
Snyder. On construit les preuves �equationnelles dans l'ordre inverse mais le prin-
cipe reste identique.

3.1.3 Simulation de Mutation Syntaxique

On peut prouver une propri�et�e similaire pour les th�eories syntaxiques.

Th�eor�eme 3.1.4 Toute th�eorie syntaxique dont l'une des pr�esentation r�esolvente
est

E =
i=n[
i=1

ffi(~ui) ' gi(~vi)g

peut se repr�esenter grâce �a la pr�esentation strictement r�esolvente

R =
i=n[
i=1

ff~xi=?
E ~uig jf(~xi)! g(~vi); f~yi=?

E~vigjg(~yi)! f(~ui)g

o�u ~xi et ~yi sont des vecteurs de nouvelles variables

Preuve: correction Pour toute r�egle f~x=?
E~ugjf(~x)! g(~v) de R et toute substitu-

tion �, f~x=?
E ~ug� ) f(~x)�=E f(~u)�

) f(~x)�=E g(~v)� car f(~u) ' g(~v)2E
Donc R est correct.

ad�equation Si s$p

f(~u)�r;� t alors sjp = f(~u)�
t = s[r�]p

Donc sjp s'�ecrit f(~s) o�u ~s d�esigne les arguments de f .
On peut alors introduire des nouvelles variables ~x et la substitution
�=f~x 7! ~sg�.
Maintenant, sjp = f(~x)�

t = s[r�]p = s[r� ]p
~x� = ~s = ~u� = ~u�

D'o�u s!p

f~x=?
E
~ugjf(~x)!r;�

t.

Donc, +�!R �
+ !E.
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stricte r�esolvence R �etant correct, s +�!Rt) s=E t
Donc il existe une preuve r�esolvente s � !6=�

E g$p

f(~u)�r;�d
� !6=�

E t.

Si p 6= �, l'ad�equation de R permet de construire une preuve s +�! 6=�
R t.

Sinon, on a s � !6=�
E g

g = f(~u)�
d = r�

d ! 6=�
E t

Donc Head(s) = Head(g) = f et g et s peuvent s'�ecrire f(~g) et f(~s).

Par d�e�nition, il existe une r�egle f~x=?
E~ugjf(~x)! r dans R.

Consid�erons la substitution idempotente �=f~x 7! ~sg�.
On constate que s = f(~x)�

d = r�
~x� = ~s =E ~g = ~u� = ~u�

r� = r� = d � !6=�
E t

En conclusion, s!�

fx=?
E
l gjx!r;�

d � !6=�
E t.

Comme R est ad�equat, s�!Rd ��!
6=�
R t.

2

R permet de simuler le comportement de l'approche syntaxique. La premi�ere r�e-
�ecriture correspond au pas unique appliqu�e �a la racine. Les conditions d�ecrivent les
pas de paramodulations pr�ec�edents. Le probl�eme prot�eg�e obtenu d�ecrit les pas sui-
vants. Donc, la m�ethode pr�esent�ee dans la section 3.1.1 est �egalement plus g�en�erale
que Mutation Syntaxique.

3.1.4 Ajout d'un axiome �a une th�eorie syntaxique

On peut �egalement utiliser les conditions pour autoriser d'autres pas �a la racine
pour une r�egle donn�ee c j l! r. Il su�t de la remplacer par c [ fx=?

Ergj l! x. Ceci
permet par exemple d'�etendre une th�eorie syntaxique.

Th�eor�eme 3.1.5 Soit R0 une pr�esentation strictement r�esolvente d'une th�eorie
syntaxique E0 (telle que d�e�nie dans la section 3.1.3) et E la th�eorie E0 [ fl ' rg.

R0 [ ffx=?
El; y=

?
Erg jx! y; fx=?

El; y=
?
Erg jy! xg

est une pr�esentation strictement r�esolvente de E.

Preuve: correction Il faut uniquement prouver la correction des nouvelles r�egles.
Or 8� 2 � fx=?

El; y=
?
Erg� ) x�=E l� et y�=E r�

) x�=E y� car l ' r2E
Donc fx=?

El; y=
?
Ergjx! y est correcte.

ad�equation Par d�e�nition, tous les axiomes de E0 s'expriment grâce aux
r�egles de R0. Or, si s$

p
l�r;� t alors s!

p

fx=?
E
l;y=?

E
rgjx!y;fx7!sjp;y 7!tjpg�

t.

Donc R est ad�equat.
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CHAPITRE 3. E-UNIFICATION �A LA RACINE

stricte r�esolvence Consid�erons d'abord les applications des nouvelles r�egles
�a la racine.
Si s ��!Ru!�

fx=?
E
l;y=?

E
rgjx!y;�

v � !Rt alors s!�

fx=?
E
l;y=?

E
rgjx!y;fx7!s;y 7!tg�

t.

Cette construction traite toutes les preuves qui contiennent des appli-
cations de fx=?

El; y=
?
Ergj x! y �a la racine. Comme R0 est strictement

r�esolvent, il su�t maintenant de consid�erer les applications des nouvelles
r�egles sous la racine avant un pas de r�e�ecriture �a la racine dans R0.
D'apr�es la construction donn�ee dans la section 3.1.3, les r�egles de R0

sont de la forme c jf(x1; : : : ; xn)! d.
Or, s!i:p

fx=?
E
l;y=?

E
rgjx!y

u!�

cjf(x1;:::;xn)!d;� t ) s!�

cjf(x1;:::;xn)!d;fxi 7!sjig�
t.

Donc, ces transformations permettent de cr�eer une preuve strictement
r�esolvente �a partir d'une preuve quelconque.

2

L'algorithme d'uni�cation correspondant peut s'exprimer de la mani�ere suivante:
s'il est n�ecessaire d'appliquer le nouvel axiome �a la racine, on introduit toutes ses
applications sans d�ecomposer; sinon, on applique l'unique pas de la preuve r�esol-
vente.

Un algorithme d�eterministe tiendrait compte du fait que l'on peut commencer
par la derni�ere application de cet axiome. On restreint ainsi les mutations du pro-
bl�eme transform�e aux r�egles deR0. Une pr�esentation plus complexe permet d'obtenir
un tel comportement.
Soit Rl!r = fx=?

El jx! rg [
[

c jg! d2R0

� uni�e r et g

fc�[fx=?
El�gjx! d�g

Th�eor�eme 3.1.6 R0 [Rl!r [Rr!l est une pr�esentation strictement r�esolvente de
E.

Sch�ema de preuve:
Rl!r permet de concat�ener les pas de r�e�ecriture allant de la derni�ere applica-
tion de l � r (�a la racine) �a l'unique pas �a la racine bas�e sur un axiome de R0.
2

En g�en�eral, les algorithmes sont construits en cherchant des conditions qui per-
mettent d'assurer l'existence d'une preuve strictement r�esolvente �equivalente. Des
pr�esentations plus complexes permettent d'am�eliorer l'e�cacit�e de la proc�edure de
E-uni�cation. Nous donnerons dans la section 4.2 des outils permettant de cr�eer
automatiquement ces pr�esentations.

3.2 R�egles de transformation

Nous avons �etabli que toutes les th�eories admettent au moins une pr�esentation
strictement r�esolvente. D�esormais, nous supposerons que la th�eorie E est pr�esent�ee
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par un syst�eme de r�e�ecriture strictement r�esolventR. Avant de pouvoir �ecrire la r�egle
de mutation g�en�erale, Il faut encore d�e�nir formellement la notion de probl�emes
prot�eg�es.

D�e�nition 3.2.1 Le probl�eme prot�eg�e fs=?
E tg? est r�esolu par � si et seulement

si

1. Head(s�)=Head(t�)

2. 8i2[1::ar(Head(t�))] s�ji=E t�ji

2

Toutefois, l'a�ectation des variables doit être surveill�ee pour les probl�emes prot�e-
g�es. On distinguera deux types d'instanciations. La premi�ere, not�ee P�, ne modi�e
pas les protections. Par contre, Ins(P; �) enl�eve la protection d'un probl�eme entre
une variable a�ect�ee par � �a un autre terme.

D�e�nition 3.2.2 Soit P un ensemble de probl�emes �eventuellement prot�eg�es.

{ (P [ fs=?
E tg)� = P� [ fs�=?

E t�g

{ (P [ fs=?
E tg?)� = (P� [ fs�=?

E t�g?)

{ Ins((P [ fs=?
E tg); �) = Ins(P; �) [ fs�=?

E t�g

{ Ins((P [ fs=?
E tg?); �) = Ins(P; �)[fs�=?

E t�g? si s62Dom(�) et t62Dom(�)

{ Ins((P [ fs=?
E tg?); �) = Ins(P; �)[fs�=?

E t�g si s2Dom(�) ou t2Dom(�)

2

On peut alors d�e�nir une r�egle de transformation qui utilise les pr�esentations
strictement r�esolventes.

Mutation
P [ fs=?

E tg
P [ fr�=?

E t�g? [ c� [ �

o�u

(
c j l! r est une variante d'une r�egle de R
� est l'uni�cateur principal de s et de l

Le probl�eme fr�=?
E t�g? est prot�eg�e puisque R est strictement r�esolvent. On

autorise la mutation d'une variable pour d�e�nir une r�egle tr�es g�en�erale mais la
compl�etude est conserv�ee si on applique les mutations sur une orientation choisie
d'un probl�eme (cf. Corollaire 3.3.5). On pourrait donc ajouter la contrainte s62X . De
même, comme le probl�eme r�=?

E t� est prot�eg�e, seules les r�egles telles queHead(r�)
et Head(t�) sont �egales doivent être appliqu�ees. Ceci justi�e l'application de la sub-
stitution �a r et t. Ce m�ecanisme permet par exemple d'interdire l'application de
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CHAPITRE 3. E-UNIFICATION �A LA RACINE

f(a; b)! b �a f(x; y) pour r�esoudre le probl�eme f(x; y)=?
E x. Nous prouverons qu'il

est possible d'utiliser une r�egle plus g�en�erale, sans instanciation, puisque Rempla-
cement permet d'obtenir des probl�emes identiques.

Comme d'habitude, il faut conserver des r�egles pour uni�er les deux termes dans
la th�eorie vide. Par exemple, on conserve Trivial et Remplacement. Toutefois,
il faut contrôler l'instantiation des probl�emes prot�eg�es. De plus, on peut restreindre
l'instantiation �a une partie des probl�emes. Ceci d�e�nit une r�egle Remplacement
plus g�en�erale qui permet diverses impl�ementations. D�ecomposition* permet de
d�ecomposer les probl�emes prot�eg�es. On introduit Protect pour pouvoir l'appliquer
aux probl�emes non prot�eg�es. Conflit* d�etecte les cas d'�echecs. La r�egle Imita-
tion* permet de traiter les probl�emes prot�eg�es contenant un seul terme variable.
Comme Trivial et Remplacement ne peuvent s'appliquer aux probl�emes prot�e-
g�es liant deux variables, on ajoute la r�egle Elimination*.

Trivial
P [ fs=?

E sg
P

Remplacement
P1 [ P2 [ fx=?

E sg
P1 [ Ins(P2; fx 7! sg) [ fx=?

E sg

si x2Var(P2); x62Var(s) et (s62X ou s2Var(P2))

Protect
P [ fs=?

E tg
P [ fs=?

E tg?

D�ecomposition*
P [ ff(s1; :::; sn)=?

E f(t1; :::; tn)g?

P [ fs1=?
E t1; :::; sn=?

E tng

Conit*
P [ ff(s1; :::; sn)=?

E g(t1; :::; tm)g?

ECHEC
si f 6= g

Imitation*
P1 [ P2 [ fx=?

E f(t1; :::; tn)g?

P1 [ P2fx 7! f(x1; :::; xn)g [
i=n[
i=1

fxi=?
E tig [ fx=?

E f(x1; :::; xn)g

o�u x1; :::; xn sont des nouvelles variables

Elimination*
P1 [ P2 [ fx=?

E yg?

P1 [ P2fx 7! yg [ fx=?
E yg
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Si la th�eorie est stricte , on conserve Test d'occurrence. Dans le cas g�en�eral,
Protect et Imitation* permettent d'appliquer des r�egles sous la racine lorsque
l'un des termes est une variable. Il faut noter que Imitation* et Elimination*
n'otent pas la protection des probl�emes instanci�es.

Exemple 3.2.3

Consid�erons la transitivit�e avec commutativit�e du symbole interne:
E = f(xRy)�(yRz) ' (xRy)�(xRz); xRy ' yRxg

On peut le repr�esenter avec le syst�eme de r�e�ecriture strictement r�esolvent suivant:

R =

8<
:

(1)fx1=?

Ex; x2=
?

Eyg jx1Rx2 ! yRx

(2)fx1=?

ExRy; x2=
?

EyRzgjx1�x2 ! (xRy)�(xRz)
(3)fx1=?

ExRy; x2=
?

EyRygjx1�x2 ! (xRy)�(xRx)

9=
;

Maintenant, une des d�erivations possibles de f(a�b)�(cRd)=?

E(x1Rx2)�(x3Rx4)g est:
f(a�b)�(cRd)=?

E(x1�x2)R(x3�x4)g
= Mutation(2))

fa�b=?

E xRy; cRd=?

E yRzg [ f(x1Rx2)�(x3Rx4)=
?

E(xRy)�(xRz)g
?

= D�ecomposition*)
fa�b=?

E xRy; cRd=?

E yRz; x1Rx2=
?

E xRy; x3Rx4=
?

E xRzg

La pr�esentation �equationnelle de la substitution utilis�ee n'est pas ajout�ee car seules des va-
riables qui n'appartiennent pas au probl�eme initial ont �et�e instanci�ees.

On applique toujours D�ecomposition* au probl�eme prot�eg�e si aucun de ses termes n'est une
variable. Puisque les r�egles de r�e�ecriture conservent le symbole de tête, le probl�eme a�b=?

E xRy

n'est pas soluble. On peut essayer de d�ecomposer le probl�eme initial ou d'appliquer des mutations
par la troisi�eme r�egle. Ces autres d�erivations conduisent �egalement �a des �echecs. Donc, le processus
termine et r�epond �a juste titre qu'il n'y a pas de E-uni�cateur.

3.3 Propri�et�es th�eoriques

Nous allons maintenant �etablir les propri�et�es th�eoriques de notre syst�eme de
transformation. La validit�e des r�egles Trivial et Remplacement est bien connue
(voir par exemple (Jouannaud & Kirchner, 1991) ou (Gallier & Snyder,

1987)). Celle de D�ecomposition*, Elimination* et Imitation* d�ecoule de la
correction de ces r�egles pour les probl�emes non prot�eg�es. La validit�e deProtect est
imm�ediate car (s � !6=�

E t)) (s � !Et). Celle de Conflit* est �egalement une cons�e-
quence imm�ediate de la d�e�nition des probl�emes prot�eg�es. Les th�eor�emes suivants
�etablissent les propri�et�es th�eoriques de notre syst�eme de r�egles de transformations.

Un lemme pr�eliminaire est n�ecessaire pour manipuler les substitutions.

Lemme 3.3.1 Si � v�eri�e � alors 8t2T(F;X ) t� =E t��

Preuve: 8x2Var(t)

{ Si x2Dom(�) alors fx=?
E x�g� �. Donc x� =E x�� .

{ Si x62Dom(�) alors x�� = (x�)� = x� .
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Donc t� =E t�� 2

Il faut tout de même remarquer que �� ne d�e�nit pas toujours une substitu-
tion idempotente. En e�et, des variables du domaine de � peuvent apparâ�tre dans
l'image de � .

Exemple 3.3.2

Dans la th�eorie E = ff(f(x)) ' xg, le probl�eme fx=?

E f(y)g est r�esolu par fy 7! f(x)g. Le lemme
indique que la substitution fx 7! f(f(x)),y 7! f(x)g est �equivalente moduloE �a fy 7! f(x)g, même
si elle n'est pas idempotente.

Th�eor�eme 3.3.3 (Validit�e) Si R est une pr�esentation de E alors Mutation est
une r�egle de transformation valide.

Preuve:
Soit � une solution du probl�eme P[fr�=?

E t�g?[c�[� obtenu par application
de Mutation. Il faut prouver que � est une solution de P [ fs=?

E tg.
Par d�e�nition, � est une solution de P .
De plus, r�� =E t�� ) t� =E r�� (Lemme 3.3.1)

c�� ) r�� =E l�� (correction de R)
l�� = (l�)�

= (s�)� (d�e�nition de �)
= s��
=E s� (Lemme 3.3.1).

Donc, s� =E t� par transitivit�e. 2

Il faut noter que cette propri�et�e reste vraie que � soit appliqu�ee ou non �a c, r et
t, d'apr�es le lemme 3.3.1.

Th�eor�eme 3.3.4 (Correction globale)

{ Trivial, Remplacement, D�ecomposition*, Conflit*, Imitation* et
Elimination* sont des r�egles de transformations conservatives.

{ si R est une pr�esentation strictement r�esolvente de E, Protect et Muta-

tion (appliqu�ee pour toutes les r�egles de R) sont globalement conservatives.

Sch�ema de preuve:
La d�e�nition des probl�emes prot�eg�es permet de v�eri�er ais�ement la premi�ere
a�rmation. Pour la correction globale, il faut trouver, pour chaque solution �
du probl�eme initial, une solution des probl�emes g�en�er�es qui soit plus g�en�erale
que � sur toutes les variables du probl�eme initial. Comme s� =E t� , il existe
une s�equence de r�e�ecriture strictement r�esolvente entre s� et t� . Si cette s�e-
quence n'utilise pas de pas �a la racine, Protect assure la compl�etude. Sinon,
il existe une r�egle de r�e�ecriture conditionnelle telle que Mutation pr�eserve
la solution. 2
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Preuve: r�egles conservatives Tout d'abord, l'ensemble des uni�cateurs doit être
pr�eserv�e par application des r�egles conservatives.

1. La suppression d'un probl�eme trivial par Trivial n'a�ecte pas la
validit�e d'un uni�cateur.

2. Pour ce qui est deRemplacement, x n'apparâ�t pas dans s. Notons
� la substitution idempotente fx 7! sg. Le lemme 3.3.1 implique que,
pour toute solution � du probl�eme initial, �� =E � . De plus, seule
la valeur de x est a�ect�ee.
Donc, 8fs=?

E tg2P2 s�� =E s�
=E t�
=E t��

) � r�esout fs�=?
E t�g = Ins(fs=?

E tg; �)

8fs=?
E tg?2P2 tel que x 6= s et x 6= t s�� � !6=�

E s�
� !6=�

E t�
� !6=�

E t��
) � r�esout fs�=?

E t�g? = Ins(fs=?
E tg?; �)

8fx=?
E tg?2P2 x�� =E x�

� !6=�
E t�

=E t��
) � r�esout fs�=?

E t�g = Ins(fx=?
E tg?; �)

De plus, � r�esout le probl�eme fx=?
E sg et les probl�emes P1 par d�e-

�nition. Donc, � est une solution des nouveaux probl�emes. Nous
reviendrons dans la section 3.4 sur la complexit�e de la r�esolution du
probl�eme Ins(P2; �) car elle pose des probl�emes d'�equit�e.

3. L'application deD�ecomposition* sur un probl�eme prot�eg�e du type
ff(s1; :::sn)=?

E f(t1; :::tn)g? pr�eserve la compl�etude puisque toutes
les solutions � v�eri�ent si�=E ti�.

4. L'application de Conflit* sur un probl�eme prot�eg�e permet de re-
p�erer qu'un syst�eme n'est pas soluble. Sa correction en assure la
compl�etude.

5. L'application de Imitation* sur un probl�eme prot�eg�e fx=?
E f(t1; :::tn)g?

pr�eserve la compl�etude. En e�et, toutes les solutions � v�eri�ent
Head(x�) = Head(f(t1; :::tn)� ) = f

Notons � la substitution fx 7! f(x1; :::; xn)g o�u les xi d�esignent n
nouvelles variables.
Soit �=�fx1 7! x� j1; :::; xn 7! x� jng.
�� ne di��ere de � que pour les nouvelles variables.
Comme � = � [Var(P1)], � r�esout P1.
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De plus, � est une substitution idempotente
8fs=?

E tg2P2 s�� = s�
=E t�
= t��

) � r�esout fs�=?
E t�g = fs=?

E tg�
8fs=?

E tg?2P2 s�� = s�
� !6=�

E t�
= t��

) � r�esout fs�=?
E t�g? = fs=?

E tg?�
x� = f(x1; :::; xn)� par d�e�nition
xi� = x� ji

=E ti� car x� � !6=�
E f(t1; :::; tn)�

= ti�
La compl�etude alors est pr�eserv�ee puisque � r�esout le probl�eme ob-
tenu par Imitation* et ne di��ere de � que pour des nouvelles va-
riables.

6. Un raisonnement similaire montre que Elimination* est conser-
vatif. Toutes les solutions � de P [ fx=?

E yg? sont des solutions
de fx=?

E yg. De plus, pour tout terme u, ufx 7! yg� � !6=�
E u� car

xfx 7! yg� = y� � !6=�
E x� . Donc � r�esout les probl�emes instanti�es

par fx 7! yg, même en conservant les protections.

r�egles globalement conservatives En outre, les r�egles appliqu�ees de ma-
ni�ere concurrente doivent pr�eserver l'ensemble des uni�cateurs.

Soit � une solution de P[fs=?
E tg, notons W = Var(P )[Var(s)[Var(t).

Comme R est une pr�esentation de E, s� ��!Rt� .
Sa stricte r�esolvence entrâ�ne, s� ��!6=�

R t� ou s��!�

Ru
��!6=�

R t� . Dans le
premier cas, Protect conduit �a un probl�eme r�esolu par � . Dans l'autre
cas, s�!�

cjl!r;� u
��!6=�

R t� .

Par d�e�nition, s� = l�
u = r�
� v�eri�e c
Var(l) [ Var(r)�Dom(�)�Var(l) [ Var(c) [ Var(r)

disjoints de W

� �etant idempotente,Dom(� )\Var(s� =?
E t�) = ;. Les variables a�ect�ees

par � n'apparaissent donc plus dans le probl�eme initial. On peut alors
choisir � telle que VRan(�) \ Dom(� ) = ;.
Par cons�equent, �� = �[Var(l) [ Var(c) [ Var(r)] et �� = � [W ].
D'o�u s�� = s� = l� = l��

8x2W x���� = x��� = x�� = x� = x��
8x2Var(c) [ Var(l) [ Var(r) x���� = x��� = x�� :

Donc �� est une substitution idempotente qui uni�e s et de l.
Soit � leur uni�cateur principal, il existe une substitution � telle que
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�� = ��[W [ Var(l) [ Var(c) [ Var(r)].
Par d�e�nition, ��� =��� =�� =�� .

Alors �� = � [W ]
�� r�esout � car 8x 2 X x��� = x��
P�� = P� vrai par d�e�nition
�� r�esout fr�=?

E t�g? car r��� = r��
= r�
� !6=�

E t�
= t��
= t���

c��� = c�; vrai par d�e�nition:
Donc Mutation g�en�ere un probl�eme r�esolu par �� = � [W ].

2

Il faut noter que si r� et t� sont des variables, leur a�ectation par application
de Remplacement sur une autre paire peut rendre n�ecessaire l'application de
Mutation. Le probl�eme est �evit�e si on applique imm�ediatement Imitation* ou
Elimination*.

Corollaire 3.3.5 Il su�t d'appliquer Mutation �a un seul des deux termes de
s=?

E t pour conserver la compl�etude.

Preuve:
s� =E t� implique �egalement que t� ��!Rs� dans le th�eor�eme 3.3.4. 2

Ceci permet d'�eviter la mutation des variables puisque cette r�egle n'est pas
n�ecessaire lorsque les deux termes sont des variables. On peut �egalement restreindre
les applications des r�egles globalement conservatives.

Th�eor�eme 3.3.6 Tout probl�eme non r�esolu peut être transform�e par les r�egles don-
n�ees dans le th�eor�eme 3.3.4, même si les r�egles globalement conservatives ne sont
pas appliqu�ees aux paires r�esolues.

Preuve:
Par d�e�nition, un probl�eme d�ej�a r�esolu est un probl�eme contenant uniquement
des probl�emes non prot�eg�e du type xi=?

E ti v�eri�ant :

1. 8 1�i<j�n xi 6= xj

2. 8 1�i; j�n xi 62Var(tj)

Un probl�eme non r�esolu contient donc un probl�eme prot�eg�e, une �equation
entre deux termes non variables ou une paire x=?

E t telle que x2Var(t) ou x
apparâ�t ailleurs.

{ si le probl�eme est prot�eg�e, on peut toujours appliquer une (seule) des
r�egles D�ecomposition*, Conflit*, Imitation* et Elimination*.

45



CHAPITRE 3. E-UNIFICATION �A LA RACINE

{ si le probl�eme n'est pas prot�eg�e et si les deux termes ne sont pas des
variables alors la paire n'est pas r�esolue et on peut appliquer les r�egles
globalement conservatives Protect et Mutation.

{ pour les probl�emes non prot�eg�es contenant une variable, il faut consid�erer
les cas suivants.

{ P [ fx=?
E xg : Trivial s'applique

{ P [ fx=?
E t[x]g o�u t di��ere de x : la paire n'est pas r�esolue et les

r�egles globalement conservatives s'appliquent

{ P [ fx=?
E tg o�u x 62 Var(t) : Remplacement s'applique car x ap-

parâ�t ailleurs.

2

Th�eor�eme 3.3.7 (Compl�etude) Si elle termine, la proc�edure de E-uni�cation
bas�ee sur les r�egles de transformations Trivial, Remplacement, D�ecomposi-
tion*, Conflit*, Imitation*, Elimination*, Protect et Mutation g�en�ere
un ensemble complet d'uni�cateurs si Protect et Mutation ne sont appliqu�ees
que sur les paires non r�esolues et ce de mani�ere concurrente.

Preuve:
Ce th�eor�eme est la cons�equence directe des th�eor�emes 3.3.3, 3.3.4 et 3.3.6,
d'apr�es les d�e�nitions donn�ees dans la section 2.2.2 2

L'ensemble d'uni�cateurs g�en�er�e n'est pas minimal. Par contre, la protection
d'un ensemble de variables peut ais�ement s'ajouter. La terminaison ne peut bien
sur pas être assur�ee puisque la E-uni�cation est un probl�eme ind�ecidable dans le
cas g�en�eral.

3.4 �Equit�e

Toutefois, la E-uni�cation est semi-d�ecidable. Or, nous n'avons pas �etabli que
notre algorithme �enum�ere un ensemble complet d'uni�cateurs lorsqu'il ne termine
pas. Il faudrait �etablir que tout uni�cateur peut être g�en�er�e en un temps �ni. Mal-
heureusement, on ne peut prouver cette propri�et�e avec l'algorithme d�ecrit pr�ec�e-
demment. Ceci vient de la strat�egie d'�elimination imm�ediate des variables utilis�ee
dans notre approche.

Les algorithmes d'�enum�eration d�evelopp�es par Gallier et Snyder (Gallier
& Snyder, 1987) (Gallier & Snyder, 1989),Dougherty et Johann (Dou-
gherty & Johann, 1990) et Socher-ambrosius (Socher-Ambrosius, 1994)
n'utilise pas cette strat�egie. La preuve de compl�etude donn�ee par Gallier et
Snyder suppose l'application de la r�egle de mutation sur les paires r�esolues. La
proc�edure de E-uni�cation correspondante est donc particuli�erement ine�cace. L'al-
gorithme de Socher-ambrosius permet de prot�eger les paires r�esolues mais les ap-
plications de Remplacement doivent être e�ectu�ees le plus tard possible et toutes
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les valeurs doivent être test�ees de mani�ere concurrente. La redondance des solutions
trouv�ees est donc importante. De plus, il est bas�e sur une application de r�egles sous
la racine. Nous �etablirons dans le chapitre 5 que ces approches posent d'autres pro-
bl�emes. Le manque d'e�cacit�e des algorithmes complets connus empêche donc leur
utilisation pratique au sein d'un d�emonstrateur automatique.

Pour en revenir �a notre probl�eme, nous n'avons pas pu d�ecouvrir une notion
de complexit�e des preuves associ�ees �a une solution qui d�ecroisse par application de
Remplacement. De nouveaux pas peuvent apparâ�tre dans les preuves des autres
probl�emes, �eventuellement avant un pas �a la racine. Il faut g�en�erer une nouvelle
preuve strictement r�esolvente et �etablir sa complexit�e par rapport �a la preuve ini-
tiale. Ceci suppose la connaissance de propri�et�es suppl�ementaires concernant les
pr�esentations strictement r�esolventes.

On veut �eviter de restreindre d'avantage les pr�esentations strictement r�esol-
ventes. La seule restriction naturelle est l'existence d'une preuve �nie r�ecursivement
strictement r�esolvente entre deux termes �egaux. Dans une telle preuve, un pas de
r�e�ecriture se fait toujours sous les pas pr�ec�edents ou �a des positions non comparables
et les preuves des conditions v�eri�ent la même propri�et�e. On peut alors construire
un algorithme d'�enum�eration complet avec ces r�egles de transformation. On utilise
pour cela un contrôle moins e�cace. Si on autorise la transformation des paires
r�esolues par Mutation et par Protect, les propri�et�es �etablies dans le chapitre 3
restent vraies mais on obtient une proc�edure d'�enum�eration compl�ete. En e�et, on
teste toutes les preuves possibles. Toutefois, l'espace de recherche augmente gran-
dement et de nombreuses solutions redondantes sont g�en�er�ees. Un tel algorithme ne
peut pas être utilis�e de fa�con pratique comme noyau d'un m�ecanisme de d�eduction.
Comme nous sommes motiv�es uniquement par la recherche d'algorithmes e�caces
de E-uni�cation, nous n'�etudierons pas cette proc�edure d'�enum�eration.

Il est int�eressant d'analyser le comportement si on �evite l'utilisation de Rem-
placement, Imitation* et Elimination*. Ce m�ecanisme est similaire a celui
introduit par la r�egle Almost Lazy Paramodulation. La preuve du th�eor�eme
3.3.4 implique que pour toute solution � , l'application de D�ecomposition*, Pro-
tect et Mutation g�en�ere un ensemble de probl�emes entre des variables et leurs
valeurs possibles. On peut ais�ement prouver la terminaison de ce processus par
analyse de la longueur et de la profondeur des preuves. Des probl�emes surviennent
uniquement si une variable poss�ede plus d'une valeur possible ou si un cycle appa-
râ�t. Malheureusement, on ne sait rien des preuves liant les di��erentes valeurs d'une
variable. Si nous voulons �etudier exactement la preuve initiale, il faut g�en�erer la
substitution initiale. Ceci suppose de tester tous les symboles de tête possibles avec
un m�ecanisme similaire �a la r�egle Imitation*. En ajoutant cette r�egle, on obtient
e�ectivement un algorithme complet d'�enum�eration. Toutefois, il est particuli�ere-
ment ine�cace et loin d'être minimal. Nous n'utiliserons donc pas cette approche
pour impl�ementer un noyau e�cace de E-uni�cation.
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Chapitre 4

Compl�etion

Nous allons maintenant d�ecrire des r�egles de d�eduction g�en�erales permettant de
construire ces syst�emes de r�e�ecriture strictement r�esolvents. Nous avons vu dans
la section 3.1 que ces pr�esentations peuvent exprimer des algorithmes tr�es divers.
Les r�egles pr�esent�ees dans cette section permettent de formaliser le m�ecanisme de
construction de ces pr�esentations. Nous ne donnerons pas de mesure de complexit�e
permettant de comparer les preuves bas�ees sur ces pr�esentations et les preuves �equa-
tionnelles bas�ees sur les axiomes initiaux. Les propri�et�es de terminaison et de com-
pl�etude d�ependent fortement de la strat�egie d'application des r�egles de d�eduction.
Nous �etablirons tout de même l'existence d'une strat�egie qui termine et qui g�en�ere
une pr�esentation qui permet d'assurer l'�equit�e de l'algorithme de E-uni�cation pr�e-
sent�ee dans le chapitre 3. Nous pr�esenterons une autre strat�egie dans le chapitre
6.

fli ! ri; ri ! li = i2Ig est une pr�esentation de la th�eorie fli ' ri = i2Ig. Toute-
fois, cette pr�esentation n'est pas strictement r�esolvente. Notre but est de transformer
toute s�equence de r�e�ecriture +�!R en une s�equence valide �!R

��! 6=�
R .

4.1 Permutation de pas de r�e�ecriture

La compl�etion est donc bas�ee sur l'�etude de permutations de pas de r�e�ecriture.
Le lemme suivant rappelle une propri�et�e tr�es connue.
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Fig. 4.1 - Positions disjointes

Lemme 4.1.1 Des pas de r�e�ecriture conditionnelle e�ectu�es �a des positions dis-
jointes peuvent être permut�es.

Preuve: (Fig. 4.1)
Supposons que s!p

cljl!r;� u !q

cg jg!d;� t avec p k q.

s!q

cgjg!d;� s[d� ]q car � v�eri�e cg
ujq = g�
ujq = sjq

De plus, � v�eri�e cl et s[d� ]qjp = sjp = l�.
En cons�equence, s[d� ]q!

p

cljl!r;� s[d� ]q[r�]p.

Or s[d� ]q[r�]p = s[r�]p[d� ]q
= u[d� ]q
= t

.

Donc, s!q

cgjg!d;� s[d� ]q !
p

cljl!r;� t 2

Donc, il su�t d'�etudier la permutation de pas e�ectu�es �a des positions compa-
rables. En cons�equence, on peut supposer que le deuxi�eme pas est appliqu�e �a la
racine. Une �evaluation paresseuse des uni�cateurs semble n�ecessaire lorsque cette
deuxi�eme r�egle n'est pas lin�eaire (Fig. 4.2). En e�et, les pas e�ectu�es sous la racine
permettent de rendre identiques les sous-termes correspondant �a di��erentes occur-
rences de la même variable. Ces pas sont n�ecessaires si l'application de r�egles est
bas�ee sur l'uni�cation et non sur un m�ecanisme similaire �a la d�ecomposition to-
tale introduite par Dougherty et Johann. Toutefois, la lin�earit�e conduit �a une
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?

?

?

Fig. 4.2 - Cas non lin�eaire

propri�et�e int�eressante.

Lemme 4.1.2 Si s!p:q

cljl!r;� u!�

cg jg!d;� t o�u x n'apparâ�t qu'en p dans g et pi d�enote

toutes les occurrences de x dans d alors s!�

cg jg!d u
0 !p1:q

cljl!r : : :!pm:q

cljl!r t.

Preuve: (Fig. 4.3)
l�=E r� puisque � v�eri�e cl.
Donc, x� = ujp

= s[r�]p:qjp
= sjp[r�]q
=E sjp[l�]q
= sjp

On peut alors construire une substitution �equivalente � 0 = fx 7! sjpg� .
En cons�equence, � 0 solutionne cg.
Or, g[x]p� 0 = g[sjp]p� puisque x n'apparâ�t qu'en p.
Donc g[x]p� 0 = g� [sjp]p d'apr�es le domaine de �

= u[sjp]p
= s[r�]p:q[sjp]p
= s:

D'o�u s!�

cg jg!d;� 0 d� 0.

De plus d� 0 = dfx 7! sjpg� ; sjp:q = l� et x� = sjp[r�]q.
En cons�equence, l'application de cl j l ! r �a chaque position pi:q qui v�eri�e
djpi = x conduit �a d� = t. 2
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Fig. 4.3 - R�egles lin�eaires �a gauche

Corollaire 4.1.3 Avec les conditions du lemme 4.1.2, s�!Rd�
0 ��! 6=�

R t si d 6= x ou
q 6= �.

Preuve:
Soit �62Px(d) soit q 6= � donc 8p2Px(d) p:q 6= �. 2

Nous pouvons donc permuter les pas sans recouvrement si les termes gauches
sont lin�eaires. Toutefois, si le terme droit est un variable du terme gauche, il faut
�egalement consid�erer le recouvrement avec cette variable. Le dernier lemme de per-
mutation permet de traiter ces recouvrements.

Lemme 4.1.4 Si s!p

cljl!r;� u !�

cgjg!d;� t avec p2Pos(g), alors r et gjp sont uni-
�ables. De plus, si � est leur uni�cateur principal alors cl� [ cg� jg[l]p� ! d� est une
r�egle correcte qui r�e�ecrit s en t.

Preuve: (Fig. 4.4)

Uni�abilit�e : Dom(� )�Var(cg jg ! d), o�u cg, g et d ne contiennent que des
nouvelles variables. On peut donc supposer que

Dom(� ) \ (VRan(�) [ Var(s) [ Var(t) [ Var(cl j l! r)) = ;:
De même

Dom(�) \ (VRan(� ) [ Var(s) [ Var(t) [ Var(cg jg ! d)) = ;:
Donc, r�� = r� et g�� = g� .

52



4.2. R�EGLES DE COMPL�ETION

Fig. 4.4 - Recouvrement

Or, s[r�]p = u = g� .
En cons�equence, r�� = gjp�� .

Correction : Si � v�eri�e cl�[ cg� alors l��=E r�� et g��=E d�� puisque les
r�egles cl j l! r et cg jg ! d sont correctes.
Donc g[l]p�� =E g[r]p��

= g�[r�]p�
= g�� (g�jp = r� par d�e�nition)
=E d��:

R�e�ecriture : r�� = gjp�� ) 9� = �� = ��[variables du probl�eme].
Or, cl�� = cl�� = cl�

cg�� = cg�� = cg�
d�� = d�� = d� = t
g[l]p�� = g��[l��]p = g� [l�]p = s:

Donc, s!�

cl�[cg�jg[l]p�!d�;� t

2

4.2 R�egles de compl�etion

Les lemmes de permutation indiquent comment g�en�erer une pr�esentation stric-
tement r�esolvente �a partir d'une pr�esentation quelconque. Les r�egles doivent être
lin�eaires �a gauche et le dernier lemme indique quelles r�egles ajouter en cas de re-
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couvrement. Ainsi, une preuve strictement r�esolvente peut être g�en�er�ee �a partir
d'une preuve initiale dans une pr�esentation correcte et ad�equate quelconque. Nous
pouvons par exemple consid�erer les deux orientations des axiomes d�e�nissant la
th�eorie. Comme toutes les r�egles correctes sont �equivalentes �a une s�equence de r�e-
�ecriture dans cette pr�esentation, on peut toujours consid�erer que la premi�ere r�egle
d'un probl�eme de permutation est une orientation d'un axiome de la pr�esentation
initiale de la th�eorie. Cette remarque permet de restreindre le calcul des recouvre-
ments. Le corollaire 4.1.3 prouve qu'il su�t de consid�erer les positions non variables
et celles qui correspondent �a la variable d'une r�egle d'e�ondrement. On �ecrira cet
ensemble OP (g; d)1.

D�e�nition 4.2.1 L'ensemble OP (g; d) des positions de recouvrement de g et d est
d�e�ni par :

{ OP (g; d) = FPos(g) [ fp=gjp = dg si d est une variable

{ OP (g; d) = FPos(g) si d n'est pas une variable

2

On construit progressivement un ensemble P de r�egles pour lesquelles les per-
mutations ont �et�e �etudi�ees.

D�e�nition 4.2.2 Un couple (N;P ) est une compl�etion strictement r�esolvente de
E lorsque s=E t si et seulement s'il existe au moins une preuve d'un des trois types
suivant:

(Type 1) s � !6=�

E t

(Type 2) s�!�

P s
0 � !6=�

E t

(Type 3) s � !Es
0�!�

Ns
00 � !6=�

E t
2

Lemme 4.2.3 Si N0 est une pr�esentation de E alors (N0; ;) est une compl�etion
strictement r�esolvente de E.

Preuve:
La preuve est triviale puisque (2) est impossible et

(s=E t)�s ��!N0
t�((1) ou (3))

en consid�erant l'�eventuel dernier pas �a la racine. 2

Il faut noter que si (;; P ) est une compl�etion strictement r�esolvente de E alors
P est une pr�esentation strictement r�esolvente de E. Nous allons d�emontrer que les
r�egles de d�eduction suivantes pr�eservent cette propri�et�e de stricte r�esolvence. A�n
de justi�er les r�egles de d�eduction qui �eliminent des r�egles de N , il est n�ecessaire
de cr�eer un graphe de d�ependance. Ce graphe se construit par ajout des r�egles
de d�ependance indiqu�ees �a la suite de chaque r�egle de d�eduction appliqu�ee. Ces

1pour l'�equivalent anglais � Overlapping Positions �
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r�egles de d�ependances lient entre elles les r�egles de r�e�ecriture manipul�ees lors de
la compl�etion. Elles indiquent que les preuves bas�ees sur une r�egle particuli�ere ont
�et�e remplac�ees par des preuves bas�ees sur des r�egles accessibles �a partir de celle-ci
dans le graphe de d�ependance. Une r�egle de d�eduction n'est jamais appliqu�ee si
elle cr�ee un cycle dans le graphe de d�ependance. Toutefois, il est inutile de cr�eer
toutes les d�ependances. Grâce �a une mesure de complexit�e des preuves, on peut
restreindre la taille du graphe et autoriser un plus grand nombre de d�eductions.
Cette complexit�e est le nombre de pas de r�e�ecriture ou de paramodulation qui sont
e�ectu�es �a la racine. Les preuves de type (1) sont donc de complexit�e nulle, celle de
type (2) sont de complexit�e 1 et la complexit�e des preuves de types (3) d�epend de
la preuve �equationelle liant s �a s0.

D�e�nition 4.2.4 Une r�egle de d�eduction d�e�nit une d�erivation sûre si et seulement
si:

{ la propri�et�e de stricte r�esolvence est pr�eserv�ee

{ il existe au moins une preuve de s=E t qui ne soit pas plus complexe

{ si la complexit�e est constante alors une r�egle de d�ependance a �et�e ajout�ee entre
les r�egles signi�catives2.

2

Il faut donc v�eri�er deux points lors de l'�ecriture d'une r�egle de d�eduction. Tout
d'abord, les nouvelles r�egles doivent pr�eserver la correction du couple (N;P ). En-
suite, les preuves bas�ees sur des r�egles �elimin�ees doivent pouvoir s'exprimer grâce au
nouveau couple (N;P ). De plus, la preuve obtenue ne doit pas être plus complexe.
Si la complexit�e est constante, des r�egles de d�ependances doivent relier les r�egles de
r�e�ecriture utilis�ees dans les derniers pas �a la racine de ces preuves.

Les deux r�egles suivantes constituent le noyau du m�ecanisme de compl�etion.
Retardement permet la lin�earisation et assure l'existence de strat�egies qui termi-
nent. D�eduction traite les recouvrements. Insistons sur le fait qu'une r�egle ne doit
pas s'appliquer si elle cr�ee une boucle dans le graphe de d�ependance. Les �eventuels
nouveaux liens de ce graphe sont inscrits sous les r�egles de d�eduction.

2i.e. les r�egle utilis�ees pour le dernier pas dans N ou P
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D�eduction

N [ fcg jg! dg; P

N [

[
p2OP(g!d)

 S
l'r2E

cg� j g[l]p�! d�

!
; P [ fcg jg ! dg

o�u

(
r et gjp sont uni�ables avec � comme uni�cateur principal
g est lin�eaire

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

fcg jg! dg;

[
p2OP (g;d);p6=�

 S
l'r2E

cg� j g[l]p�! d�

!

Retardement

N [ fcg jg! dg; P
N [ fcg [ fx=?

E gjpgjg[x]p! dg; P

o�u

(
p2Pos(g)
x est une nouvelle variable

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
fcg jg! dg;fcg [ fx=?

E gjpgjg[x]p! dg

Lemme 4.2.5 D�eduction et Retardement d�e�nissent des d�erivations sûres.

Preuve: { D�eduction : le lemme 4.1.4 prouve la correction des nouvelles r�egles
de r�e�ecriture conditionnelle. De plus, les preuves de type (1) et (2) ne
sont pas a�ect�ees puisque la r�egle �elimin�ee �etait dans N . Une preuve de
type (3) n'est plus valide uniquement si cg jg ! d est la derni�ere r�egle
appliqu�ee �a la racine. Dans ce cas, les permutations avec les pr�ec�edents
pas �equationnels conduisent �a une preuve de type (2) sauf s'il y a recou-
vrement. Dans le premier cas, la nouvelle preuve reste de complexit�e 1
et on n'ajoute pas de liens d'une r�egle vers elle-même. Dans l'autre cas,
s � !Eu�!�

N 0v � !
6=�

E t grâce �a l'une des nouvelles r�egles. Si la r�egle per-
mut�ee �etait appliqu�ee �a la racine, la complexit�e a d�ecru. Sinon, la r�egle
de d�ependance n�ecessaire a �et�e ajout�ee.

{ Retardement :

{ Correction des nouvelles preuves : si u!�

cg[fx=?
E
gjpgjg[x]p!d;�

v

alors cg [ fx=?
E gjpg est r�esolu par �

g[x]p� = u
d� = v:

Donc, ujp=x�=E gjp�.
De plus, �jX�fxg r�esout cg

g�jX�fxg = u[gjp�]p
d�jX�fxg = v:
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D'o�u u � !�p
E u[gjp�]p!�

cgjg!d;�jX�fxg
v:

{ Ad�equation : seules les preuves de type (3) sont a�ect�ees.
Or, si u!�

cgjg!d;� v, alors cg est r�esolu par �
g� = u
d� = v:

Donc, �fx 7! ujpg r�esout cg [ fx=?
E gjpg car ujp = gjp�

g[x]p�fx 7! ujpg = g�[ujp]p = u
d�fx 7! gjpg = d� = v:

D'o�u u!�

cg[fx=?
E
gjpgjg[x]p!d;�fx7!ujpg

v

De plus, la nouvelle preuve a exactement la même complexit�e.

2

Pour am�eliorer l'e�cacit�e, R�esolution et Unification permettent de simpli-
�er les conditions.

Unification

N [ fcg [ fx=?
E tgjg ! dg; P

N [ fcgfx 7! tg jgfx 7! tg ! dfx 7! tgg; P
si x62Var(t), x 6= g et x 6= d

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
fcg [ fx=?

E tgjg ! dg;fcgfx 7! tg jgfx 7! tg ! dfx 7! tgg

R�esolution

N [ fcg jg ! dg; P
N [ fc1 jg! d; c2 jg! dg; P

si cg est �equivalent modulo E �a c1 ou c2

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
fcg jg ! dg;fc1 jg! d; c2 jg! dg

Par exemple, une r�egle conditionnelle peut être remplac�ee par les r�egles corres-
pondant �a un ensemble complet d'uni�cateurs de sa partie conditionnelle.

Lemme 4.2.6 R�esolution et Unification sont des r�egles de compl�etion sûres.

Preuve: { R�esolution : Imm�ediat puisque (s�!cgjg!dt), (s�!fc1jg!d;c2jg!dgt).

{ Unification : Soit � la substitution fx 7! tg et Px(s) les occurrences de
x dans s.

{ Correction : si u!�

cg�jg�!d�;� v alors cg� est r�esolu par �
g�� = u
d�� = v:

Donc cg [ � est r�esolu par ��
g�� = u
d�� = v:

D'o�u, u!�

cg[�jg!d;�� v.
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{ Ad�equation : si u!�

cg[�jg!d;� v alors � r�esout cg [ �
g� = u
d� = v:

Donc, 8p2Px(g); ujp = x� =E t�.
De plus, �jX�fxg r�esout cg�

g��jX�fxg = u[x��]Px(g) = u[t�]Px(g)

d�� = v[x��]Px(d) = v[t�]Px(d):
Et �nalement, 8p2Px(d); ujp = x� =E t�.

Donc, u � !�Px(g)
E u[t�]Px(g)!

�

cg�jg�!d�;�jX�fxg
v[t�]Px(d)

� !�Px(d)
E v

Puisque d est di��erent de x, � n'est pas dans Px(d) et les derniers pas
se font sous la racine. Cette condition est su�sante pour conserver
la notion de compl�etion strictement r�esolvente. De plus puisque g
est di��erent de x les pas suppl�ementaires e�ectu�es avant le pas de
N-r�e�ecriture se font sous la racine et n'augmentent pas la complexit�e.

2

Il faut optimiser l'ensembleP pour am�eliorer l'e�cacit�e du module de E-uni�cation.

P-Trivial

N;P [ fcg jg ! gg
N;P

P-Simplification

N;P [ fcg jg! dg
N;P [ fcg jg! d0g

si 8� cg�) d� + !6=�
E d0�

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
fcg jg ! dg;fcg jg! d0g

P-Redondance

N;P [ fcg jg! dg
N;P

si 8� cg�) 9cl j l! r2N [ P = g��!p

cljl!r
� !6=�

E d�

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
fcg jg ! dg;fcl j l! rg si p = �

Lemme 4.2.7 P-Trivial, P-Simplification et P-Redondance sont des d�eri-
vations sûres.

Preuve:
Seules les preuves de type (2), de complexit�e 1, sont a�ect�ees.

{ P-Trivial : la correction n'est pas a�ect�ee et l'�elimination du pas de
P-r�e�ecriture d'une preuve de type (2) conduit �a une preuve de type (1)
moins complexe.
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{ P-Simplification :

{ Correction : si u!�

cgjg!d0;� v alors cg� est vrai
g� = u
d0� = v:

Comme � r�esout cg, d�
+ !6=�

E d0� .

Donc u!�

cg jg!d;� d�
+ !6=�

E d0� = v.

{ Ad�equation : d et d0 jouant un rôle sym�etrique, la même construction
permet d'�etablir l'ad�equation. De plus, la complexit�e de la preuve
obtenue en rempla�cant le pas de P par un pas de P suivi de pas sous
la racine reste �egale �a 1.

{ P-Redondance : la correction n'est pas a�ect�ee par la suppression d'une
r�egle. Pour ce qui est de l'ad�equation, si u!�

cgjg!d;� v alors cg� est vrai
g� = u
d� = v:

Comme � r�esout cg, il existe une r�egle cl j l! r telle que g��!p

cljl!r
� !6=�

E d� .

Donc u!p

cljl!r
� ! 6=�

E d� = v. Si p 6= �, on obtient une preuve de type
(1), de complexit�e 0. Sinon, la preuve est de type (3) si cl j l! r2N ou
de type (2) si cl j l! r2P . De toute fa�con, une seule r�egle est appliqu�ee
�a la racine et la complexit�e reste �egale �a 1.

2

De même, appliquer des r�egles �a N permet d'am�eliorer le comportement de la
compl�etion.

N-Trivial

N [ fcg jg! gg; P
N;P

N-Simplification

N [ fcg jg! dg; P
N [ fcg jg ! d0g; P

si 8� cg�) d� + !6=�
E d0�

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
fcg jg ! dg;fcg jg! d0g

N-Redondance

N [ fcg jg! dg; P
N;P

si 8� cg�) 9cl j l! r2N [ P = g��!p

cljl!r
� !6=�

E d�

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
fcg jg ! dg;fcl j l! rg si p = �

Lemme 4.2.8 N-Trivial,N-Simplification et N-Redondance d�e�nissent des
d�erivations sûres.
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Preuve:
De même que pour le lemme 4.2.7, la correction est conserv�ee.

L'ad�equation est plus complexe car des preuves de type (3) sont perdues.

{ N-Simplification : La construction �etablie pour P-Simplification

permet d'obtenir une preuve de type (3) en ajoutant des pas de E-
paramodulation sous la racine. La complexit�e reste donc identique.

{ N-Trivial : Puisque le pas de N-r�e�ecriture est �elimin�e, la preuve de
type (3) devient s � !Es

0 = s00 � !6=�
E t. Par d�e�nition, la complexit�e de

la preuve a �et�e d�ecr�ement�ee de 1. Aucune r�egle de d�ependance ne sera
donc n�ecessaire. Toutefois, cette preuve n'est pas valide pour �etablir la
stricte r�esolvence de la compl�etion. Il faut �etudier la s�equence de r�e�ecri-
ture initiale dans N0 correspondant aux pas de E-paramodulation menant
�a s0.

{ Si aucune r�egle n'est appliqu�ee �a la racine, la preuve obtenue est de
type (1).

{ Si la derni�ere r�egle �a la racine est toujours dans N alors la preuve
est de type (3).

{ Le dernier cas vient d'une r�egle qui a �et�e �elimin�ee de N . On peut
prouver que la d�erivation est sûre si les d�erivations pr�ec�edentes le sont
�egalement. Ceci prouve la sûret�e de N-Trivial par induction. Nous
savons que cette r�egle �etait dans N0. Son �elimination a conduit �a des
preuves qui ne peuvent pas être plus complexes. Si la complexit�e n'a
pas d�ecru, une r�egle de d�ependance lie cette r�egle �a la r�egle utilis�ee
dans le nouveau pas de N-r�e�ecriture ou de P-r�e�ecriture. Puisque le
nombre de r�egles �elimin�ees est �ni et que le graphe de d�ependance
ne contient pas de cycles, on peut it�erer jusqu'�a l'obtention d'une
des trois preuves suivantes :

1. preuve bas�ee sur une r�egle pr�esente dans N

2. preuve bas�ee sur une r�egle pr�esente dans un des P

3. preuve moins complexe.

Dans le cas 3, le probl�eme est r�esolu si la preuve est de type (1). Si-
non, on peut continuer cette recherche lorsque la preuve utilise une
r�egle d'un N . Ce processus termine puisque le nombre de pas �a la
racine d�ecrô�t. Dans le cas 1, la preuve obtenue est valide et moins
complexe que la preuve initiale. Dans le cas 2, il faut �etudier les per-
mutations avec les pas pr�ec�edents. S'il y a recouvrement, on obtient
une preuve bas�ee sur une r�egle ajout�ee �a N lors de sa cr�eation et on
peut it�erer comme dans le cas 3. Le graphe de d�ependance assure
�egalement la terminaison de cette recherche. S'il n'y a pas de recou-
vrement, on obtient une preuve de type (2) bas�ee �eventuellement sur
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une r�egle d'un ancien P . Si cette r�egle n'est plus dans P , son ap-
plication peut être remplac�ee par l'application d'une r�egle pr�esente
dans le couple (N;P ) lors de sa suppression ou par une simple d�e-
composition. En it�erant, on obtient une preuve valide bas�ee sur une
r�egle courante ou une preuve de type (1).

{ N-Redondance : La construction donn�ee pour P-Redondance per-
met d'�etablir u!p

cljl!r
� !6=�

E d� = v lorsque u!�

cg jg!d;� v. Si cl j l! r est
dans N , on obtient une preuve valide de complexit�e identique. Si cl j l! r
est dans P , on obtient une preuve de complexit�e identique. Toutefois,
cette preuve peut ne pas être valide. Il faut �etudier les permutations en
appliquant la m�ethode donn�ee pour prouver l'ad�equation de N-Trivial.

2

4.3 R�esultats de terminaison

Les r�egles d'inf�erence pr�ec�edentes d�e�nissent une approche tr�es g�en�erale de la
compl�etion. En e�et, leur d�e�nition ne permet d'assurer ni la terminaison de la
compl�etion ni l'�equit�e de l'algorithme de E-uni�cation donn�e dans le chapitre 3
avec les pr�esentations obtenues. Le graphe de d�ependance et la d�ecroissance de la
complexit�e des preuves permet d'�etablir facilement que toute preuve �equationelle
�nie conduit �a une preuve �nie utilisant un seul pas �a la racine mais les preuves
des parties conditionnelles et les preuves obtenues apr�es d�ecomposition des preuves
suivant le pas �a la racine ne v�eri�ent pas cette propri�et�e. En fait, la r�egle Unifi-
cation empêche d'�etablir l'�equit�e car elle introduit des nouveaux pas en d�ebut de
preuve. Toutefois, nous �etablirons dans les chapitres suivants quelle est n�ecessaire
pour obtenir des algorithmes e�caces. Les pas introduits en �n de preuve par les
r�egles de simpli�cation et de d�etection de redondance peuvent �egalement poser des
probl�emes.

Les algorithmes de compl�etion sont bas�es sur des applications plus restrictives
des r�egles de d�eduction. Le but est d'obtenir un ensemble vide N et une pr�esenta-
tion strictement r�esolvente P . Le point le plus important est l'existence d'au moins
une strat�egie qui termine et qui assure l'�equit�e. Elle est bas�ee sur l'application de
Retardement �a la racine de chaque r�egle de N suivi par D�eduction. Comme
l'ensemble des positions de recouvrement est alors vide, le processus termine im-
m�ediatement et on obtient la pr�esentation donn�ee dans la section 3.1.2. Avec cette
pr�esentation, les r�egles de transformations du chapitre 3 se comporte comme l'ap-
proche de Gallier et Snyder appel�ee Root Rewriting. La compl�etude de
cette approche est bien connue. On pourrait l'�etablir formellement en remarquant
que l'on construit une preuve r�ecursivement strictement r�esolvente qui contient le
même nombre de pas. En e�et, les preuves de validit�e des conditions sont des parties
de la preuve initiale qui ont �et�e ôt�ees grâce �a Retardement. Il su�t de r�ep�eter
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cette op�eration pour obtenir un ensemble de preuves strictement r�esolventes qui
contient la preuve liant les deux termes et les preuves de la validit�e de tous les pas
de r�e�ecriture conditionnelle de toutes ses preuves.

La recherche de nouveaux algorithmes de E-uni�cation peut donc se faire par
l'analyse de nouvelles strat�egies de compl�etion et l'�etude de leur terminaison. L'�equit�e
est plus di�cile �a �etablir d�es qu l'on utilise la r�egle Unification. Il faut �egalement
restreindre les applications des r�egles de simpli�cation et de d�etection de redon-
dance.

4.4 Utilit�e du graphe de d�ependance

Le graphe de d�ependance ne faisait pas partie de notre algorithme de compl�etion
initial. Toutefois, des boucles peuvent apparâ�tre puisque le transfert de r�egles vers
P cr�ee des d�ependances vers les r�egles qui ont �et�e ajout�ees �a N . Il est possible que
ces r�egles soient subsum�ees par la r�egle transf�er�ee.

Seules les r�egles N-Trivial et N-Redondance semblent avoir besoin de ce
graphe pour assurer leur compl�etude. Le probl�eme vient du remplacement d'un
pas dans N par un pas dans P . Il faut alors �etudier les permutations avec les pas
pr�ec�edents pour assurer trouver une preuve de type (2) ou (3). Il faut donc introduire
au fur et �a mesure des r�egles qui ont fait partie du couple (N;P ). Si on assure la
diminution du nombre de pas e�ectu�es avant l'application de ces r�egles, on d�ebouche
sur une r�egle valide. Par exemple, on peut consid�erer une r�egle cn j ln ! rn deN dont
l'application est redondante �a cause de la r�egle cp j lp ! rp de P qui est �a l'origine
de cn j ln ! rn. L'�etude des permutations avec cp j lp ! rp conduit �a cn j ln ! rn mais
le nombre de permutations n�ecessaires a d�ecru. On peut donc remplacer cn j ln ! rn
par cp j lp ! rp et it�erer jusqu'�a l'obtention d'une preuve de type (2).

Malheureusement, on ne peut pas utiliser une complexit�e des preuves qui tien-
nent compte du nombre de r�egles appliqu�ees avant le dernier pas �a la racine car la
r�egle Unification peut augmenter ce nombre de pas. Dans l'exemple pr�ec�edent,
la r�egle cp j lp ! rp de P pourrait d�ependre d'une r�egle ajout�ee �a N qui, apr�es ap-
plication de R�esolution et Unification, a engendr�e une r�egle qui d�epend de
cp j lp ! rp. Les nouveaux pas introduits ne permettent plus d'assurer l'obtention
d'une preuve de type (2).

Par contre, les autres r�egles de compl�etion donn�ees dans la section 4.2 assurent
la d�ecroissance du nombre de permutation �a �etudier. En conclusion, la construction
du graphe de d�ependance parâ�t n�ecessaire si on ne restreint pas l'application de la
r�egle Unification.

4.5 Exemples de d�erivations

Consid�erons la th�eorie d�e�nie par la transitivit�e avec commutativit�e du symbole
interne.
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E=fxRy ' yRx , (xRy)�(yRz) ' (xRy)�(xRz)g

On pourrait utiliser la pr�esentation imm�ediate obtenue par la strat�egie donn�ee
dans la section 4.3 :

8><
>:

w=?
ExRy jw! yRx

w=?
E(xRy)�(yRz) jw! (xRy)�(xRz)

w=?
E(xRy)�(xRz) jw! (xRy)�(yRz)

9>=
>;

On peut obtenir de meilleurs r�esultats en e�ectuant des tests de redondance.

N0 =

8><
>:

(1)xRy ! yRx
(2)(xRy)�(yRz) ! (xRy)�(xRz)
(3)(xRy)�(xRz) ! (xRy)�(yRz)

9>=
>;

1. Application de Retardement sur (1) et (2) �a la racine:

((3)[

(
(4)w=?

ExRy jw!yRx
(5)w=?

E(xRy)�(yRz) jw! (xRy)�(xRz)

)
; ;)

2. Application de N-Redondance sur (3) grâce �a (5) :
(f(4); (5)g; ;)

Justi�cation : (xRy)�(xRz) !�
(50);�0(yRx)�(yRz)

!1
(400);�0 0(xRy)�(yRz)

avec

{ (5') : w0=?
E(x

0Ry0)�(y0Rz0) jw0! (x0Ry0)�(x0Rz0)

{ �0 : fw0 7! (xRy)�(xRz), x0 7! y, y0 7! x, z0 7! zg

{ (4") : w00=?
Ex

00Ry00 jw00!y00Rx00

{ �00 : fw00 7! yRx, x00 7! y, y00 7! xg

3. Application de D�eduction sur (4) et (5) dont les positions de recouvrement
sont vides :

(;; f(4); (5)g)

Donc,

(
(4)w=?

ExRy jw!yRx
(5)w=?

E(xRy)�(yRz) jw! (xRy)�(xRz)

)
est une pr�esentation stric-

tement r�esolvente de E.

On peut g�en�eraliser avec le m�ecanisme de compl�etion suivant:
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Compl�etion Paresseuse

Tant que N n'est pas vide

1. Choisir une r�egle cg jg! d de N

2. Tester son utilit�e par application de N-Redondance

3. Si cette r�egle est utile alors

(a) Appliquer Retardement �a la racine cette r�egle

(b) Appliquer D�eduction �a la r�egle obtenue

Pour tester la redondance, il faut soit prouver la E-�egalit�e des arguments de g et
d soit trouver une r�egle cl j l! r pour chaque substitution � v�eri�ant cg� telle que

g��!p

cljl!r
� !6=�

E d�.

La premi�ere propri�et�e se teste facilement par r�esolution de fg=?
E dg? en prot�egeant

les variables de g et d.
On peut utiliser une version simpli��ee de la deuxi�eme propri�et�e. Il s'agit de la

recherche d'une r�egle cl j l! r qui v�eri�e toujours
g�!�

cljl!ru
� !6=�

E d
Il faut alors chercher un uni�cateur � de l et g puis r�esoudre le probl�eme

� [ cl [ fr� =?
E dg?

en prot�egeant les variables de g et d.
Dans les deux cas, seule la correction est n�ecessaire. La compl�etude permet

uniquement d'am�eliorer les performances de la pr�esentation g�en�er�ee. Cette recherche
est donc un exemple de l'utilit�e d'algorithmes de E-uni�cation e�caces mais non
complets, tels que celui d�ecrit dans le chapitre 6.
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Chapitre 5

Analyse des algorithmes

maximaux

Nous avons impl�ement�e un noyau de E-uni�cation bas�e sur les r�egles d�e�nies
dans le chapitre 3. Son comportement a �et�e �etudi�e lors de l'utilisation de di��erents
types de pr�esentations. Citons notamment celles qui �emulent Root Rewriting

(Gallier & Snyder, 1987) ou Mutation Syntaxique (Kirchner, 1986).
On peut �egalement essayer de restreindre les conditions �a des �egalit�es de variables
exprimant la non-lin�earit�e. Ces approches poss�edent d'int�eressantes propri�et�es com-
munes. Elles justi�ent l'�etude de cette classe d'algorithmes de E-uni�cation.

Des optimisations ont �et�e ajout�ees pour r�eduire la redondance dans l'espace de
recherche et la g�en�eration d'uni�cateurs non minimaux. L'application d'axiomes �a la
racine permet des optimisations particuli�erement e�caces et conduit �a une meilleure
pr�esentation de l'ensemble des E-uni�cateurs d'un probl�eme. Ce m�ecanisme semble
�egalement int�eressant vis �a vis de la parall�elisation. Outre ces consid�erations d'ordre
pratique, ce chapitre pr�esentent quelques recherches th�eoriques plus complexes ef-
fectu�ees grâce �a ce nouveau formalisme.

65



CHAPITRE 5. ANALYSE DES ALGORITHMES MAXIMAUX

5.1 Comportement de l'uni�cation �a la racine

Consid�erons quelques pr�esentations strictement r�esolventes valables pour la tran-
sitivit�e avec commutativit�e du symbole interne.

E=fxRy ' yRx , (xRy)�(yRz) ' (xRy)�(xRz)g
Pour �emuler l'approche de Gallier et Snyder, on devrait utiliser la pr�esenta-

tion strictement r�esolvente suivante.8><
>:

fx0=?
ExRygjx

0 ! yRx
fx0=?

E(xRy)�(yRz)g jx
0 ! (xRy)�(xRz)

fx0=?
E(xRy)�(xRz)gjx

0 ! (xRy)�(yRz)

9>=
>;

On a �etabli dans la section 4.5 que la commutativit�e de R permet d'�etablir
l'�equivalence des deux derni�eres r�egles par permutation de x et de y. Les r�egles
de d�eduction donn�ees dans la section 4.2 permettent de d�etecter automatiquement
ce type de redondance. On obtient alors les r�egles suivantes qui donnent de bien
meilleurs r�esultats.(

(C)fx0=?
ExRygjx

0 ! yRx
(T )fx0=?

E(xRy)�(yRz)g jx
0 ! (xRy)�(xRz)

)

Comme cette th�eorie est syntaxique, on peut �egalement utiliser sa pr�esentation
r�esolvente pour construire les r�egles suivantes.8><

>:
fx1=?

Ex; x2=
?
Eygjx1Rx2 ! yRx

fx1=?
ExRy; x2=

?
EyRzg jx1�x2 ! (xRy)�(xRz)

fx1=?
ExRy; x2=

?
EyRyg jx1�x2 ! (xRy)�(xRx)

9>=
>;

L'algorithme que l'on d�ecrira dans la section 6.1 termine pour cette th�eorie. Il
g�en�ere des pr�esentations strictement r�esolventes dont les conditions ne contiennent
que des variables. Pour cette th�eorie on obtient la pr�esentation suivante.8>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

xRy ! yRx
fx=?

Ezgj (xRy)�(zRw) ! (xRy)�(yRw)
fx=?

Ewg j (xRy)�(zRw)! (xRy)�(yRz)
fy=?

Ezgj (xRy)�(zRw) ! (xRy)�(xRw)
fy=?

Ewg j (xRy)�(zRw)! (xRy)�(xRz)
fx=?

Ez; x=
?
Ewg j (xRy)�(zRw)! (xRy)�(yRy)

fy=?
Ez; y=

?
Ewgj (xRy)�(zRw) ! (xRy)�(xRx)

9>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>;

Le module de E-uni�cation a �et�e test�e avec les pr�esentations pr�ec�edentes. La
derni�ere est la plus e�cace si on remarque l'�equivalence de certaines r�egles lorsque
le terme transform�e contient des variables (cf section 5.7).

De nombreuses autres th�eories ont �et�e test�ees. Nous avons remarqu�e que l'espace
de recherche contient essentiellement des probl�emes non solubles. Avec certaines
pr�esentations, ces probl�emes ne sont pas d�etect�ees et une grande partie du temps
est perdue dans l'exploitation de branches non productives. De plus, ces probl�emes
conduisent souvent �a des branches in�nies dans les proc�edures d'�enum�eration com-
pl�etes et on ne peut jamais assurer la compl�etude de l'ensemble des uni�cateurs
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produit �a un moment donn�e. Il est donc impossible de stopper le processus d'�enu-
m�eration. En cons�equence, il est imp�eratif de d�etecter ces cas d'�echecs pour assurer
l'e�cacit�e et �eviter la non-terminaison.

Le cas d'�echec le plus simple vient d'un conit de symboles. Par exemple,
t1Rt2=?

E(s1Rs2)�(s3Rs4) n'admet aucune solution dans la th�eorie pr�ec�edemment
�etudi�ee. Malheureusement, Root Rewriting ne termine s'il n'y a pas de m�eca-
nisme de d�etection de boucles. L'annexe D montre que les autres pr�esentations se
comportent bien mieux.

Exemple 5.1.1

Il y a deux d�erivations possibles de t1Rt2=?

E(s1Rs2)�(s3Rs4)

Mutation sur t1Rt2 T s'applique et donne, apr�es d�ecomposition,
ft1Rt2=?

E(xRy)�(yRz); xRy=?

E s1Rs2; xRz=?

E s3Rs4g:
On obtient donc un probl�eme sur lequel on peut e�ectuer la même d�erivation.

Mutation sur (s1Rs2)�(s3Rs4) On peut essayer de terminer en appliquant la mutation sur
l'autre terme. C s'applique et donne, apr�es d�ecomposition,

ft1=?

E y; t2=?

E x; xRy=?

E (s1Rs2)�(s3Rs4)g:
Par Remplacement, on retrouve un probl�eme similaire.

Or, aucune r�egle ne s'applique pour les deux autres approches.

Pour ce qui est des approches bas�ees sur la surr�eduction, les sous-termes ti et
sj sont r�e�ecrits pour tenter l'application de r�egles �a la racine. Cette remarque s'ap-
plique aux approches compl�etes bas�ees sur l'application d'axiomes sous la racine,
i.e. Lazy Paramodulation, Relaxed Narrowing et Almost Lazy Para-

modulation. Pour �eviter ces recherches inutiles, il faut imp�erativement utiliser
des structures telles que les graphes de termes de Chabin et Rety (Chabin &

Rety, 1991)(Chabin & Rety, 1992).
Les cas d'�echecs peuvent être plus complexes. Par exemple t1�t2=?

E t3�(t4�t5)
n'est pas soluble. Comme pr�ec�edemment, Root Rewriting boucle. Mutation

Syntaxique s'applique deux fois mais, dans chaque cas, l'un des probl�emes g�en�er�es
contient un conit de symbole. Toutefois, Mutation �echoue imm�ediatement avec
la derni�ere pr�esentation. Il su�t de choisir d'appliquer les mutations sur le second
terme. Comme il n'est uni�able avec aucune des parties gauches, aucun probl�eme
n'est g�en�er�e.

Ces r�esultats prouvent que le nombre de r�egles d'une pr�esentation est beau-
coup moins important que la complexit�e des parties gauches. Ils justi�ent l'�etude
approfondie de l'algorithme de compl�etion donn�e dans le chapitre 6.

5.2 Optimisations des algorithmes maximaux

De nombreuses optimisations ont �et�e ajout�ees au module de E-uni�cation. Comme
le remplacement de sous-termes n'est pas n�ecessaire, aucune structure de donn�ees
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complexe n'est impos�ee. Ceci a permis de tester di��erentes impl�ementations et
d'ajouter ais�ement des optimisations :

{ D�etection de cycles :
si lors de l'exploration des branches concurrentes cr�ees par la transformation
d'un sous-probl�eme Pi on obtient un probl�eme subsum�e par Pi, cette branche
peut être coup�ee.

{ Liens redondants :
si un probl�eme contient un sous-ensemble de probl�emes sous forme r�esolue
d�e�nissant une substitution moins g�en�erale qu'une solution d�ej�a d�ecouverte,
ce probl�eme ne peut conduire qu'�a des uni�cateurs non minimaux.

{ Elimination de choix pour les parties r�esolues communes :
si une des branches g�en�er�ees de mani�ere concurrente �a partir d'un probl�eme P
conduit �a une solution sans devoir modi�er la valeur des variables initiales, les
autres branches sont redondantes. C'est une variante de la d�etection de liens
redondant que l'on peut beaucoup plus facilement exploiter.

Ces optimisations sont tr�es utiles pour certaines th�eories. Elles sont n�ecessaires
si on d�esire assurer de temps en temps la terminaison de Root Rewriting. Elles
justi�ent �egalement la g�en�eration d'ensembles partiels d'uni�cateurs, tel que d�e�nis
dans le chapitre 6 : l'annexe E montre que l'utilisation de solutions initiales permet
d'am�eliorer grandement le comportement d'un algorithme complet d'�enum�eration
des uni�cateurs.

5.3 Parall�elisme and algorithmes maximaux

Les algorithmes maximaux sont �egalement tr�es int�eressants en ce qui concerne
la parall�elisation. La r�egle de d�ecomposition g�en�ere souvent une conjonction de pro-
bl�emes qui ne partagent pas de variables libres. Ces probl�emes peuvent se r�esoudre
ind�ependamment. De plus, le parall�elisme est tr�es utile lorsque l'un de ces probl�emes
�echoue car l'ensemble du processus peut être arrêt�e.

Le parall�elisme est �egalement utile lors de la r�esolution d'une disjonction de
probl�emes. L'�elimination de choix d�ecrite dans la section 5.2 justi�e la recherche
d'une solution ne cr�eant pas de liens suppl�ementaires. La recherche parall�ele de ce
type de solution est tr�es e�cace car le nombre de variables libres d�ecrô�t fortement
et les probl�emes sont souvent ind�ependants.

5.4 Solutions des algorithmes maximaux

Même si on utilise une proc�edure de recherche s�equentielle, l'ind�ependance des
sous-probl�emes peut tout de même être exploit�ee. Elle permet de r�eduire l'espace
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de recherche et de pr�esenter les solutions sous forme de produit de solutions in-
d�ependantes. Cette pr�esentation compacte est particuli�erement utile si le module
de E-uni�cation est utilis�e comme noyau d'un m�ecanisme de d�eduction. Au lieu
de g�en�erer imm�ediatement une branche par uni�cateur, le branchement ne se fera
que lorsque la valeur d'une variable sera n�ecessaire. De plus, seules les solutions
partielles correspondant au sous-probl�eme qui contenait cette variable devront être
d�evelopp�ees.

Exemple 5.4.1

En conservant la même th�eorie, g(x; y1�y2; z1Rz2) =?

E g(f(y3; z3); y3�y4; z3Rz4) conduit �a

x=?

E f(y3; z3), y1�y2=?

E y3�y4 et z1Rz2=?

E z3Rz4.
Le premier probl�eme est r�esolu et les deux autres sont ind�ependants. L'un conduit �a l'ensemble
d'uni�cateurs 8<

:
y1 7! y3 ; y2 7! y4

y1 7! y3 7! u1Ru2 ; y2 7! u1Ru3 ; y4 7! u2Ru3
y1 7! y3 7! u1Ru2 ; y2 7! u1Ru1 ; y4 7! u2Ru2

9=
;

et l'autre �a �
z1 7! z3 ; z2 7! z4
z1 7! z4 ; z2 7! z3

�

Comme y1 est toujours �egal �a y3, on obtient la pr�esentation compacte suivante :
fx 7! f(y3; z3) ; y1 7! y3g o0

@
8<
:

y2 7! y4
y3 7! u1Ru2 ; y2 7! u1Ru3 ; y4 7! u2Ru3
y3 7! u1Ru2 ; y2 7! u1Ru1 ; y4 7! u2Ru2

9=
;x

�
z1 7! z3 ; z2 7! z4
z1 7! z4 ; z2 7! z3

�1A

En conclusion, le second probl�eme n'a �et�e r�esolu qu'une fois. Un algorithme
classique chercherait �a le r�esoudre pour chaque solution du premier probl�eme. En
outre, les solutions sont stock�ees sous une forme compacte qui permet de r�eduire le
facteur de branchement dans la proc�edure appelante. L'exemple donn�e dans l'annexe
C montre l'int�erêt du parall�elisme dans le cas de la th�eorie associative-commutative..
Le partitionnement des probl�emes permet d'obtenir plus de solutions que le nombre
de noeuds de l'espace de recherche.

5.5 �Etude du bouclage de la r�egle d'imitation

Ce nouveau formalisme est �egalement int�eressant pour e�ectuer des recherches
th�eoriques. Lorsque le test d'occurrence �echoue, Imitation* g�en�ere une boucle
car Protect peut prot�eger le nouveau probl�eme pour lequel le test d'occurrence
�echoue. Toutefois, on peut prouver l'inutilit�e d'un tel cycle en construisant des
preuves �equationnelles plus simples.

Par exemple, si x n'apparâ�t qu'une fois dans le terme f(s1; :::; sn), �a une pro-
fondeur d, il su�t d'applique Imitation* d� 1 fois. En e�et, la d-i�eme application
de Imitation* conduit �a un probl�eme �equivalent �a un renommage des variables
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pr�es. De plus, l'application de Imitation* jusqu'�a chaque occurrence de x dans
f(s1; :::; sn) cr�ee des probl�emes lin�eaires en un temps �ni. On peut donc �eviter le
bouclage inh�erent �a la r�egle Imitation* sans perdre la compl�etude.

Toutefois, lors de l'utilisation de Root Rewriting, la lin�earit�e n'est pas n�e-
cessaire. Gallier et Snyder ont prouv�e que l'application de Imitation* jusqu'�a
l'extraction d'une des occurrences de x dans f(s1; :::; sn) su�t �a assurer la compl�e-
tude.

Nous avons donc essay�e de g�en�eraliser ce r�esultat. On peut construire des preuves
particuli�eres pour les probl�emes du type t[x]p=?

E x. Le th�eor�eme suivant permet
d'�etablir la validit�e de la restriction des cycles de Imitation* dans l'approche de
Gallier et Snyder.

Th�eor�eme 5.5.1 Soient � une solution du probl�eme x=?
E t tel que tjp = x et R

une pr�esentation de la th�eorie E. Il existe une position q strictement au-dessus
de p et une substitution � plus g�en�erale que � sur les variables de t telle que
t� ��!>q

R �!
q

cjl!r
��!

kq
R x�

Preuve:
Notons n�p la concat�enation de n s�equences de p. Comme t[x]p�=E x�, il faut
appliquer au moins un axiome �a une position du type (n�p):q telle que n � 0 et
� � q<p. Soit (n�p):q la position la plus haute v�eri�ant ce crit�ere, c j l! r la
premi�ere r�egle appliqu�ee �a cette position et � la substitution correspondante.

Comme aucune r�egle n'est appliqu�ee plus haut, 8p0<(n�p):q t�jp0
� !6=�

E x�jp0.

Donc, t�jq � !6=�
E x�jq

= t�jp:q
� !6=�

E x�jp:q
= t�jp:(p:q)
...
� !6=�

E x�j((n�1)�p):q
= t�j(n�p):q:

Or, comme on consid�ere la premi�ere r�egle appliqu�ee, t�j(n�p):q � !
6=�
E l�.

Donc, t�jq � !
6=�
E l�.

Comme R est une pr�esentation correcte de E, r�=E l�.
Donc, r�=E l�=E t�jq=E x�jq. On peut alors modi�er la valeur de x�jq et
construire la substitution �equivalente �=fx 7! x�[r�]qg�.

En appliquant la preuve liant r� �a x�jq, on construit une preuve t� ��!
>q
R
��!kq

R t�
puisque tous les pas se font sous des occurrence de x dans t et que q est stric-
tement au-dessus d'un des x de t.
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Maintenant, t� ��!>q
E t�[l�]q

�!q

cjl!r;�t�[r�]q
��!kq

R x�[r�]q
= x� :

Il su�t d'appliquer le lemme de permutation 4.1.1 pour retarder les pas ef-
fectu�es �a des positions disjointes de q. On obtient alors la preuve cherch�ee
t� ��!>q

R �!q

cjl!r
��!

kq
R x� . 2

Il faut noter que la pr�esentation R n'a pas besoin d'être strictement r�esolvente.
Finalement, x peut apparâ�tre ailleurs dans le terme t. En conclusion, il su�t d'ap-
pliquer Imitation* pour autoriser les mutations strictement au-dessus d'une oc-
currence choisie de x. Toutefois, comme il est n�ecessaire d'appliquer des pas sous
cette position avant de pouvoir appliquer la r�egle la plus haute, il faut retarder
l'uni�cation avec les arguments de l.

Comme les r�egles qui permettent d'�emuler Root Rewriting sont du type
c jf(x1; :::xn)! y, ce th�eor�eme g�en�eralise leur restriction sur les cycles de Imita-
tion*. En e�et, on applique un seul pas �a la position q. Le probl�eme obtenu apr�es
mutation peut donc être prot�eg�e.

Ce r�esultat n'est plus valable si l'uni�cation avec les arguments n'est pas retar-
d�ee.

Exemple 5.5.2

Soit la th�eorie E = ff(h(a); h(b)) � h(a); a � bg. On peut utiliser la pr�esentation
R = ff(h(a); h(b))! h(a); h(a)! f(h(a); h(b)); a! b; b! ag.

Consid�erons le probl�eme f(x; x)=?

E x.
Avec la restriction pr�ec�edente, on ne pourrait pas appliquer Imitation*. Or, on ne peut

appliquer aucune r�egle car f(x; x) ne s'uni�e pas avec un terme gauche. Donc, ce probl�eme ne
serait pas soluble.

Toutefois, ff(x; x)=?

E xg
= Protect)
= Imitation*)

fx1=?

E f(x1; x2); x2=?

E f(x1; x2); x=?

E f(x1; x2)g
=Mutation )

fh(a)=?

E h(a)g? [ fh(b)=?

E f(h(a); h(b)); x=?

E f(h(a); h(b))g
=Mutation )

fh(a)=?

E h(a)g? [ fh(b)=?

E h(a))g? [ fx=?

E f(h(a); h(b))g
= :::)

fb=?

E ag [ fx=?

E f(h(a); h(b))g
=Mutation )

fa=?

E ag? [ fx=?

E f(h(a); h(b))g
= Trivial)

fx=?

E f(h(a); h(b))g:
Donc, fx 7! f(h(a); h(b))g est une solution de ce probl�eme.

Toutefois, si R est strictement r�esolvent, aucune r�egle n'est n�ecessaire plus haut
qu'une r�egle pr�ec�edente. Nous pensons qu'il est inutile d'autoriser des mutations
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sous les occurrences de x. Nous n'avons malheureusement pu l'�etablir que si toute
s�equence de r�e�ecriture est �equivalente �a une s�equence de r�e�ecriture dont le pas
maximal est �a la même profondeur. C'est une cons�equence directe du pr�ec�edent
th�eor�eme; la preuve introduite est remplac�ee par une preuve strictement r�esolvente
�equivalente dont le premier pas se fait �a la position q.

5.6 Am�elioration du traitement des th�eories e�ondrantes

Nous �etudions �egalement l'application d'axiomes sous la racine lorsque le test
d'occurrence �echoue. On veut �eviter l'utilisation de la r�egle Imitation*. Pour ce
faire, on peut simpli�er le format des preuves introduites par le th�eor�eme 5.5.1 en
ôtant la restriction concernant les pas e�ectu�es apr�es la mutation. Ceci prouve la
compl�etude de la r�egle suivante si on applique toutes les r�egles d'une pr�esentation
(�eventuellement non strictement r�esolvente) �a toutes les positions q au-dessus d'une
occurrence choisie de x.

Variable Mutation
P [ fx=?

E t[x]pg
P [ ft[r]q=?

E xg [ ftjq=?
E lg?

o�u

8><
>:

q<p
l ! r est une variante d'une r�egle de R
l2X ou Head(l) = Head(tjq)

Dans le cas des th�eories quasi-strictes (Comon, 1991), la compl�etude est pr�e-
serv�ee si on utilise uniquement des r�egles d'e�ondrement particuli�eres. En e�et, si x
est une variable du i-�eme argument de tjq, la r�egle l! r appliqu�ee doit assurer que
les instances de r sont plus simples que celle du i-�eme argument de l. On voudrait
obtenir une restriction similaire dans le cas g�en�eral. Malheureusement, il semblerait
qu'il faille même appliquer des r�egles croissantes.

Exemple 5.6.1

Consid�erons la r�esolution de h(x)=?

E x dans la th�eorie E = ff(x) � x; f(h(x)) � xg. Si on consi-
d�ere la pr�esentation R = ff(x)! x; x! f(x); f(h(x))! x; x! f(h(x))g, les r�egles e�ondrantes
ne s'appliquent pas �a h(x). Il faut construire la d�erivation suivante :
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fh(x)=?

E xg
= Variable Mutation )
ff(x1)=?

E xg [ fh(x)=?

E x1g?

= Imitation*)
ff(h(x0))=?

E x; x=?

E x0g
= Remplacement )

ff(h(x))=?

E xg
= Variable Mutation )

fx2=?

E xg [ ff(h(x))=?

E f(h(x2))g?

= :::)
fx2=?

E xg:

Nous pensons que l'application des r�egles e�ondrantes d'une pr�esentation stric-
tement r�esolvente devrait su�re. En fait, nous cherchons une propri�et�e encore plus
g�en�erale.

5.7 Am�elioration de la proc�edure de E-uni�cation

Nous avons vu dans la section 5.1 que les parties gauches de r�egles peuvent être
complexes. Elles sont n�ecessaires pour pouvoir uni�er avec des termes complexes
mais augmentent la redondance pour les termes peu profonds.

Exemple 5.7.1

Consid�erons par exemple la derni�ere pr�esentation donn�ee dans la section 5.1 et le probl�eme

x�(s1Rs2)=
?

E(t1Rt2)�(t3Rt4).
La deuxi�eme r�egle g�en�ere

fx=?

E xRy , z=?

E s1 , w=?

E s2 , x=?

E z , xRy=?

E t1Rt2 , yRw=?

E t3Rt4g
alors que la quatri�eme donne

fx=?

E xRy , z=?

E s1 , w=?

E s2 , y=?

E z , xRy=?

E t1Rt2 , xRw=?

E t3Rt4g.
Or, puisque R est commutatif, ces probl�emes sont �equivalents. Il su�t de permuter x et y. On dira
que la position 1 est un lien inutile pour la quatri�eme r�egle, que l'on notera

(f1g)fy=?

Ezg j (xRy)�(zRw) ! (xRy)�(xRw).

Dans le cas g�en�eral, on associe �a chaque r�egle un ensemble U de liens inutiles
et un utilisera la notation (U)c j l! r si cet ensemble n'est pas vide. On peut les
g�en�erer grâce �a la r�egle D�etection. Cette r�egle de d�eduction n�ecessite �egalement
la cr�eation d'un graphe de d�ependance pour assurer l'applicabilit�e d'une r�egle. Par
d�e�nition,D�etection ne doit pas être appliqu�ee si elle cr�ee un cycle dans le graphe.
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D�etection

R [ f(U)c j l! rg
R [ f(U [ fpg)c j l! rg

si

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

l est lin�eaire,
p2FPos(l),
x est une nouvelle variable,
9c0; � telle que c�c0 [ � et 8y2Dom(�) y�2Var(c),
r 62Dom(�),
9 cg jg ! d variante d'une r�egle de R lin�eaire �a gauche,
9 �, uni�cateur principal de g et l[x]p

tel que Dom(�) � fxg [ Var(g) et d� 62Dom(�),
9 � dont le domaine est dans fxg [ Var(cg jg ! d),

qui r�esout fd��=?
E r�g? [ cg�� [ �� [ fx=?

E l�jpg
avec la pr�esentation R [ f(U [ fpg)c j l! rg

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
cl j l! r;cg jg ! d

Exemple 5.7.2

Sur l'exemple pr�ec�edent, on peut appliquer la r�egle de d�eduction pour la r�egle

fy=?

Ezgj (xRy)�(zRw) ! (xRy)�(xRw).

{ p = 1

{ c0 = ;

{ �= fz 7! yg

{ cg jg ! d = fx0=?

Ew
0gj (x0Ry0)�(z0Rw0)! (x0Ry0)�(y0Rz0)

{ �= fX 7! x0Ry0 , z0 7! y , w0 7! wg

{ �= fX 7! yRx, z0 7! y, w0 7! w, y0 7! x, x0 7! yg.

� est l'uni�cateur principal de X�(yRw) et de (x0Ry0)�(z0Rw0).
� r�esout f(x0Ry0)�(y0Rw)=?

E(xRy)�(xRw)g
? [ fx0 =?

E yg [ �� [ fX =?

E xRyg grâce �a la commu-
tativit�e de R.

On peut donc interdire certaines r�egles lorsque que terme transform�e contient
des variables.

D�e�nition 5.7.3 Une variable est libre lors de l'uni�cation si elle n'a pas encore
re�cu de valeur lors de la reconnaissance des pr�ec�edents symboles des deux termes2

On peut assurer la libert�e des variables par une lin�earisation de termes transfor-
m�es. On obtient un m�ecanisme similaire �a la r�egle de d�ecomposition totale intro-
duite par Dougherty et Johann. On peut �egalement remplacer les occurrences
suivantes d'une variable par la valeur qui leur a �et�e donn�ee pour uni�er les autres
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arguments. On agit alors comme si les variables de ces sous-termes apparaissaient
dans le terme initial. Ce m�ecanisme d'uni�cation est particuli�erement e�cace dans
le cas qui nous int�eresse car les parties gauches des r�egles de r�e�ecritures sont tou-
jours lin�eaires. On peut donc toujours supposer qu'une variable libre n'apparâ�t pas
ailleurs.

Exemple 5.7.4

Si on cherche �a transformer z�z, le premier z re�coit la valeur xRy et le deuxi�eme est cach�e. x
et y sont consid�er�es comme des variables libres du terme transform�e pour la �n du m�ecanisme
d'uni�cation avec les parties gauches de r�egles.

Exemple 5.7.5

Si on applique D�etection �a l'ensemble de la pr�esentation, on peut obtenir :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

xRy ! yRx

fx=?

Ezgj (xRy)�(zRw) ! (xRy)�(yRw)
(f2g)fx=?

Ewgj (xRy)�(zRw) ! (xRy)�(yRz)
(f1g)fy=?

Ezg j (xRy)�(zRw) ! (xRy)�(xRw)
(f1; 2g)fy=?

Ewgj (xRy)�(zRw)! (xRy)�(xRz)
fx=?

Ez; x=
?

Ewg j (xRy)�(zRw) ! (xRy)�(yRy)
(f1g)fy=?

Ez; y=
?

Ewgj (xRy)�(zRw)! (xRy)�(xRx)

9>>>>>>>>=
>>>>>>>>;

Cette pr�esentation est celle qui donne les meilleurs r�esultats.

Th�eor�eme 5.7.6 La compl�etude de l'ensemble de solutions g�en�er�e par l'algorithme
de E-uni�cation d�ecrit dans le chapitre 3 n'est pas a�ect�e si on n'e�ectue pas les
mutations de fs[x]p=?

E s0g, avec s0 6= x, par des r�egles (U)c j l! r telles que p est
dans U et le x situ�e �a p est libre lors de l'uni�cation avec l.

Sch�ema de preuve: On peut consid�erer que la r�egle (U)c j l! r s'applique �a un terme
qui contient une variable libre qui n'apparâ�t pas ailleurs. Dans ce cas, cg jg ! d
s'applique et conduit �a un probl�eme dont les solutions subsument celles du
probl�eme obtenu par application de (U)c j l! r. Si jamais la r�egle cg jg ! d
est associ�ee �a un ensemble d'instances inutiles qui interdit son application, on
proc�ede par induction jusqu'�a la d�ecouverte d'une r�egle r�eellement applicable.
2

Preuve:
La compl�etude est a�ect�ee uniquement si (U)c j l! r s'applique �a un terme
s tel que sjp = y, y n'apparaissant pas ailleurs. Soit fy 7! ljpg� l'uni�cateur
principal de s et l, avec y 62Dom(�) et y 62VRan(�). Notons que, � uni�e s[t]p
et l[t]p pour tout terme t. Consid�erons le probl�eme s=?

E s0 et les solutions
obtenues par (U)c j l! r et par les d�erivations concurrentes.

existence d'une r�egle autoris�ee On voudrait appliquer la r�egle cg jg ! d.
Toutefois, l'application de la r�egle peut être interdite. Dans ce cas, le
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graphe de d�ependance pointe vers une autre r�egle qui est cens�ee s'ap-
pliquer. Il faut alors it�erer jusqu'�a la d�ecouverte d'une r�egle r�eellement
applicable. Puisque le graphe de d�ependance des r�egles est acyclique,
on d�ebouche forcement sur une r�egle dont les instances inutiles ne cor-
respondent pas �a une variable libre de s. Pour assurer l'applicabilit�e de
cette r�egle, il su�t de prouver celle de cg jg ! d et de proc�eder par in-
duction. De même, il su�t d'�etablir la g�en�eralit�e du probl�eme g�en�er�e par
application de cg jg ! d.

Applicabilit�e Il faut prouver que cg jg ! d peut s'appliquer �a s et que cette
r�egle conduit �a un ensemble d'uni�cateurs plus g�en�eral.
Consid�erons la substitution fy 7! xg���.
sfy 7! xg��� = s[x�� ]p� car y apparâ�t uniquement �a p dans s

= l[x�� ]p� par d�e�nition de �
= l[x]p��� d'apr�es les domaines de � et �
= g��� car � uni�e g et l[x]p
= gfy 7! xg��� car y apparâ�t nulle part:

G�en�eralit�e Donc, cg jg ! d s'applique avec une substitution plus g�en�erale
que fy 7! xg��� et conduit, en tenant compte des domaines, �a un pro-
bl�eme plus g�en�eral que :

fd���=?
E s0fy 7! x��g�g? [ cg��� [ fy=

?
E xg [ � [ � [ �:

Il faut prouver que ce probl�eme subsume celui obtenu par application de
c j l! r. Consid�erons une solution � de fc� [ fr�=?

E s0�g? [ fy=?
E ljpg [ �g.

Il faut trouver une substitution E-�equivalente qui soit une solution du
probl�eme pr�ec�edent.

Il est n�ecessaire d'introduire explicitement � et � pour prouver la g�e-
n�eralit�e. Par d�e�nition c) �. Donc � r�esout �� et �. Le lemme 3.3.1
entrâ�ne 8t2T(F;X ) t� =E t�� et t�� =E t��� Par transitivit�e, on en
d�eduit t� =E t���. En particulier, t�� =E t����. Comme � est une sub-
stitution idempotente, t�� =E t�. En conclusion, on peut introduire les
substitutions � et � avant � si n�ecessaire.

De plus x et les variables de cg jg ! d n'apparaissant pas dans le pro-
bl�eme, on peut leur donner n'importe quelle valeur. Donc la substitu-
tion idempotente �� est une solution �equivalente du probl�eme. En outre,
l'existence de � a �et�e prouv�ee sur des probl�emes sur lesquels � a �et�e pr�ea-
lablement appliqu�ee. On peut donc supposer VRan(� ) \ Dom(�) = ;.
Comme VRan(�) \ Dom(� ) = ;, � et � permutent. � peut alors être
appliqu�ee avant ��.

Finalement, � r�esout ��. Donc, 8t2T(F;X ) t�� =E t��� .
En cons�equence, 8t2T(F;X ) t��� =E t���� =E t��� =E t��. � peut
alors être ajout�ee dans le contexte ��.
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Maintenant, on peut prouver que la substitution idempotente �� v�eri�e
le probl�eme obtenu par application de cg jg! d.

{ Par d�e�nition, elle r�esout � [ �

{ On vient de prouver quelle r�esout �.

{ De plus, fy=?
E xg est r�esolu puisque

x�� =E l�jp�� car � r�esout x=?
E l�jp

=E ljp�� d'apr�es le domaine des substitutions
=E ljp�
=E y� par d�e�nition de �
= y�� d'apr�es le domaine des substitutions

{ La substitution r�esout cg��� car � r�esout cg [ �.

{ Il faut encore prouver que �� r�esout le probl�eme fd���=?
E s0fy 7! x��g�g?.

Or il existe une preuve liant r�� �a s0��.
De plus, comme Dom(� )\Dom(�) = ;, ��=����=���.

Or, d����� � !�P (d�;�)
E d������

� !6=�
E r����� d'apr�es la construction de �

= r���� d'apr�es le domaine de �
� !�P (r;�)

E r���
= r����
� !6=�

E s0���� d'apr�es la d�e�nition de �
= s0���
� !

�P (s0;fy 7!x��g)
E s0fy 7! x��g���

car x����� = x���
=E x��
=E y��
=E y���

P (t; �) d�esigne les positions du terme t modi��ees par application de
�, i.e. fp2VPos(t)=tjp2Dom(�)g. Malheureusement, il faut v�eri�er
que les pas se font tous sous la racine. Il faut donc d� 62Dom(�). De
même, il faut r 62Dom(�) et s0 6= y.

2

D�etection assure l'applicabilit�e de cg jg! d �a la place de cl j l! r. Toutefois,
l'application de cette nouvelle r�egle peut être interdite �a cause d'une autre variable
libre. Il faut donc m�emoriser le fait que cl j l! r d�epend de cg jg ! d et surveiller
l'apparition de cycle dans ce graphe de d�ependance.

Il faut remarquer que la lin�earit�e de l et de g n'est pas une restriction puisque
les pr�esentations que nous consid�erons ne contiennent que des r�egles de r�e�ecriture
conditionnelle lin�eaires �a gauches. La construction donn�ee dans la section 6.2 permet
de coder de fa�con e�cace les instances inutiles.
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De plus, le test de redondance se fait par application de la proc�edure de E-
uni�cation �a des instances closes de l (instanci�e par les solutions de c) et de r avec
l'introduction d'une variable �a ljp. Comme pr�ec�edemment, seule la correction est
n�ecessaire. La compl�etude permet uniquement d'am�eliorer les performances de la
pr�esentation. Nous avons donc encore �etabli l'int�erêt d'algorithmes de E-uni�cation
e�caces mais non complets, tels que celui d�ecrit dans le chapitre 6.

78



Chapitre 6

Optimisation des conditions

Nous avons pr�esent�e une strat�egie de compl�etion simple qui conduit �a l'applica-
tion d'axiomes �a la racine �a la Gallier et Snyder. Nous �etudions ici l'algorithme
de E-uni�cation correspondant �a des pr�esentations tr�es e�caces pour toute th�eorie
et les optimisations qui ont �et�e impl�ement�es. Ces pr�esentations ne contiennent que
des variables dans la partie conditionnelle. Ce chapitre d�ecrit la strat�egie de compl�e-
tion permettant d'obtenir ces pr�esentations et analyse le comportement de la phase
de compl�etion, e�ectu�ee une seule fois, et de l'algorithme de E-uni�cation corres-
pondant. Des exemples plus complexes sont d�etaill�es dans les diverses annexes. Bien
que cette approche ne soit pas compl�ete pout toutes les th�eories, elle permet d'ob-
tenir tr�es rapidement un ensemble partiel d'uni�cateurs. Nous avons donn�e dans les
chapitres pr�ec�edents quelques cas o�u un tel algorithme est particuli�erement utile.
De plus, nous �etablirons dans ce chapitre que la compl�etude peut être pr�eserv�ee et
que cette approche constitue donc un axe de recherche important.

6.1 Algorithme de compl�etion optimal

Pour �eliminer des conditions les termes non r�eduits �a des variables, il faut calculer
un ensemble complet d'uni�cateurs de ces conditions grâce �a R�esolution. De
plus, il faut �eviter d'avoir recours �a Retardement pour assurer la terminaison.
La compl�etion peut donc �echouer si on veut restreindre les conditions �a des �egalit�es
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de variables modulo E. L'algorithme de compl�etion est bas�e sur la strat�egie donn�ee
dans la �gure suivante.

Compl�etion optimale

Tant que N , n'est pas vide

1. Choisir une r�egle cg jg! d de N

2. Lin�eariser g par application de Retardement

3. Appliquer D�eduction �a cette r�egle

4. Pour chaque nouvelle r�egle,

(a) Eliminer cette r�egle si N-Redondance r�eussit

(b) R�esoudre les conditions avec R�esolution

(c) Pour chaque solution

i. Eliminer les conditions par application de Unification

ii. Eliminer cette r�egle si N-Redondance r�eussit

iii. Simpli�er cette r�egle grâce �a N-Simplification

On peut appliquer cet algorithme sur notre th�eorie test.

Exemple 6.1.1

La compl�etion d�ebute avec la pr�esentation

N0 =

8<
:

(1)xRy ! yRx

(2)(xRy)�(yRz) ! (xRy)�(xRz)
(3)(xRy)�(xRz)! (xRy)�(yRz)

9=
;

{ (1) ne g�en�ere pas de r�egle int�eressante

{ (2) g�en�ere (4) (xRy)�(zRy) ! (xRy)�(xRz)

{ (3) g�en�ere (5) (xRy)�(zRx)! (xRy)�(yRz)

{ (4) g�en�ere (6) (xRy)�(yRy) ! (xRy)�(xRx)

{ (5) g�en�ere (7) (xRy)�(xRx)! (xRy)�(yRy)

{ (6) et (7) g�en�erent des r�egles redondantes

Exemple : d�erivations issues de (2)

{ Retardement : y=?

E w j (xRy)�(wRz)! (xRy)�(xRz)

{ D�eduction avec (1) en 1 : y=?

E w j (yRx)�(wRz)! (xRy)�(xRz)
enlev�e par N-Redondance avec (3)

{ D�eduction avec (1) en 2 : y=?

E w j (xRy)�(zRw)! (xRy)�(xRz)
R�esolution ) (4) (xRy)�(zRy)! (xRy)�(xRz)
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{ D�eduction avec (2) en � : y=?

E x j (xRy)�(yRz) ! (xRy)�(xRz)
R�esolution : (xRx)�(xRz)! (xRx)�(xRz)
enlev�e par N-Trivial

{ D�eduction avec (3) en � : y=?

E y j (xRy)�(xRz) ! (xRy)�(xRz)
enlev�e par N-Trivial

Les pas de N-Redondance et de N-Simplification sont optionnels mais peu-
vent grandement am�eliorer le comportement de l'algorithme. Malheureusement, le
pas 4b est la r�esolution d'un probl�eme de E-uni�cation. Un tel calcul termine rare-
ment. De plus, les approches compl�etes (proc�edures d'�enum�eration) sont ine�caces.
Un algorithme e�cace de g�en�eration d'ensemble partiels d'uni�cateurs permet d'it�e-
rer avec quelques solutions et d'appliquer un algorithme plus complexe ensuite. En
fait, les r�egles pr�ec�edemment ajout�ees �a P d�e�nissent un tel algorithme. Certaines
permutations de preuves n'ont pas �et�e �etudi�ees et peuvent conduire �a la perte de
solutions. On peut tout de même appliquer les r�egles de transformation d�ecrites
dans le chapitre 3 pour g�en�erer quelques solutions. Le probl�eme initial est m�emoris�e
pour pouvoir �elargir la recherche si P grandit ou si N est vide.

Toutefois, cette �etape peut toujours ne pas terminer. Comme la E-uni�cation
est ind�ecidable, on utilise souvent des restrictions pour assurer la terminaison d'une
proc�edure de E-uni�cation. Par exemple, on peut restreindre la taille des preuves
�equationnelles consid�er�ees ou le nombre d'application de chaque r�egle. Ces restric-
tions peuvent assurer la terminaison de la compl�etion. Pour notre �etude, nous pou-
vons limiter leur application. Un uni�cateur � de s et de t peut être ignor�e s'il n'y
a pas de preuves �equationnelles s� � !Eu � !

6=�
E t� telle que la s�equence permettant

d'obtenir u v�eri�e la restriction choisie. Les deux restrictions pr�ec�edentes assurent
la terminaison de la compl�etion puisque le nombre de pas �a permuter est �ni. Nous
avons choisi un crit�ere plus naturel bas�e sur la taille des termes consid�er�es. On
restreint le nombre de symboles qui sont identi��es �a un symbole d'un axiome. Ce
nombre d�e�nit la taille maximale des parties gauches des r�egles conditionnelles n�e-
cessaires dans N . Il restreint aussi la taille des parties conditionnelles puisqu'elles
ne contiennent que des �egalit�es entre les variables des termes gauches. En ce qui
concerne les termes droits, on peut les remplacer par des termes plus simples par
application de N-Simplification et de P-Simplification. On peut donc souvent
contrôler leur taille. Malheureusement, cette propri�et�e n'est pas vraie pour certaines
th�eories. Il faut donc �egalement restreindre le nombre de symboles de u cr�e�e par la
partie droite d'un axiome dans cette preuve Avec ces conditions, la terminaison de
la proc�edure de compl�etion est assur�ee.

Pour accrô�tre l'e�cacit�e et �eviter le comportement exponentiel, on applique
N-Redondance avant la lin�earisation. La preuve liant g �a d s'obtient par appli-
cation du module de E-uni�cation avec les r�egles de P . Cet algorithme partiel de
E-uni�cation se r�ev�ele de nouveau tr�es e�cace. Pour ce qui est des r�egles de simpli-
�cation, la g�en�eration de r�egles permet de construire progressivement un syst�eme
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de r�e�ecriture contenant une variante des r�egles g�en�er�ees, orient�ees dans le sens d�e-
croissant. On l'utilise au sein d'un module de normalisation a�n de remplacer les
arguments par des termes plus simples. Les r�egles de simpli�cation de P ne sont
appliqu�ees que lorsque les appels au module de E-uni�cation sont trop coûteux.

Il faut noter que cette �etape de compl�etion est tr�es coûteuse mais ne doit être
e�ectu�ee qu'une seule fois pour chaque th�eorie.

6.2 Techniques d'impl�ementation

Cette approche a �et�e impl�ement�e en common lisp dans notre atelier d'inf�erence
(Caferra et al., 1991). Pour g�erer le grand nombre de r�egles g�en�er�ees lors de la
compl�etion, on utilise une technique de \paramodulation concurrente" bas�ee sur un
codage e�cace des pr�esentations. Elle utilise un arbre de discrimination :

{ les termes gauches sont cod�es dans une structure d'arbre ordonn�e telle que les
termes similaires partagent les même entr�ees jusqu'�a l'apparition du premier
symbole di��erent en notation pr�e�x�e.

{ Les r�egles bas�ees sur des termes gauches identiques partagent les mêmes
feuilles. Ceci permet de calculer une seule fois l'uni�cateur correspondant �a
ces r�egles.

f x x x

xf f x x

f x x

f x x x

f x x x

f x x x x

f(f(x1,x2),x3)

f(f(f(x1,x2),x3),x4)

f(f(x1,x2),f(x3,x4))

f(x1,f(x2,x3))

f(f(x1,x2),f(x3,x4))

f(x1,f(f(x2,x3),x4))

Fig. 6.1 - exemple : associativit�e

Par exemple, la �gure 6.1 repr�esente les r�egles g�en�er�ees pour au plus trois occur-
rences du symbole associatif f . Dans cet exemple, les feuilles ne contiennent qu'une
seule r�egle. Il faut remarquer que la lin�earit�e des termes gauches permet de faire
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abstraction des indices des variables et d'�eviter les tests d'occurrence lors de l'uni-
�cation. Les lignes pleines repr�esentent les termes gauches. Les lignes pointill�ees
correspondent aux instances utiles des variables libres, telles que d�e�nie dans la
section 5.7. Dans cet exemple, seuls x et f(x; x) sont n�ecessaires.

On peut utiliser l'algorithme suivant pour reconnâ�tre les parties gauches valides1 :

Proc�edure Paramodulation
(s : liste de termes ; T : arbre ; i : index ; � : substitution)

Si Vide(T )
Alors �Echec
Sinon Si Vide(s)

Alors T est une feuille contenant des r�egles valid�ees par �
Sinon Soit s1 le premier terme de s et s0 les autres termes

Si s1 62 X
Alors Paramodulation(Ajoute(Args(s1), s0), LitSymbole(T , Head(s1)), i, �)

Paramodulation(s0, LitSymbole(T , xi), i+ 1, fxi 7! s1g�)
Sinon Si s1 62Dom(�)
Alors Pour chaque couple (terme; arbre) utile lu �a T

Paramodulation(s0, arbre, i+NbVariables(terme), fs1 7! termeg�)
Sinon Paramodulation(Ajoute(s1�, s0), T , i, �)

6.3 Exemples simples de compl�etions

6.3.1 Transitivit�e avec commutativit�e du symbole interne

L'annexe A montre une partie d'une session de travail permettant de g�en�erer la
pr�esentation optimale pour notre th�eorie test. Pour pouvoir visualiser les instances
inutiles, les têtes des sous-termes du terme gauche correspondant �a des instances
utiles apparaissent en majuscule dans les r�egles donn�ees �a la �n. Nous avons donc
utilis�e les notations in�x�ees et remplac�e � et R par F et G. On a laiss�e au d�ebut
de cette session certains des param�etres du programme. Ces param�etres constituent
l'interface avec l'utilisateur et peuvent être modi��ees pour exp�erimenter certaines
th�eories. Chaque r�egle g�en�er�ee fait l'objet d'un test de redondance avant d'être
ajout�ee �a la pr�esentation. Le choix des r�egles �a �etudier se fait par une augmentation
progressive du nombre de symboles consid�er�es. Toutes les r�egles courantes v�eri�ant
ce crit�ere sont trait�ees avant celles qu'elles g�en�erent. Les r�esultats �naux pr�esentent
le codage interne des instances utiles (sous-termes valables et r�egles exclues pour
ces sous-termes) et l'ensemble des r�egles avec visualisation directe de ces instances.
On peut v�eri�er que l'on obtient la pr�esentation d�ecrite dans l'exemple 5.7.5.

1LitSymbole(T , f) donne le sous-arbre de T dans lequel f vient d'être lu
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6.3.2 Associativit�e-Commutativit�e

L'�etude de ces instances est plus int�eressant dans le cas de la compl�etion de la
th�eorie associative-commutative. Comme la compl�etion diverge, on se restreint aux
r�egles contenant au plus 7 symboles. On utilise �egalement la pr�esentation obtenue
pour g�en�erer la pr�esentation r�esolvente de cette th�eorie syntaxique. Une version
expurg�ee de la session de compl�etion �gure dans l'annexe B. On obtient les r�egles
de la �gure 6.2.

0 F(x0,x1) �! f(x1,x0)
2 F(x0,f(x1,x2)) �! f(f(x0,x1),x2)

10 F(x0,F(x1,x2)) �! f(f(x0,x2),x1)
9 F(x0,f(x1,x2)) �! f(x1,f(x0,x2))
4 F(x0,F(x1,x2)) �! f(x2,f(x0,x1))

42 f(x0,f(x1,f(x2,x3))) �! f(f(x0,x2),f(x1,x3))
26 f(x0,f(x1,F(x2,x3))) �! f(f(x0,x3),f(x1,x2))
25 f(x0,f(x1,f(x2,x3))) �! f(f(x1,x2),f(x0,x3))
41 f(x0,f(x1,F(x2,x3))) �! f(f(x1,x3),f(x0,x2))
8 f(x0,f(x1,f(x2,x3))) �! f(f(f(x0,x1),x2),x3)

22 f(x0,f(x1,F(x2,x3))) �! f(f(f(x0,x1),x3),x2)
21 f(x0,f(x1,f(x2,x3))) �! f(x2,f(f(x0,x1),x3))
7 f(x0,f(x1,F(x2,x3))) �! f(x3,f(f(x0,x1),x2))

12 f(x0,f(f(x1,x2),x3)) �! f(f(x0,x1),f(x2,x3))
40 f(x0,f(F(x1,x2),x3)) �! f(f(x0,x2),f(x3,x1))
11 f(x0,f(f(x1,x2),x3)) �! f(f(x2,x3),f(x0,x1))
39 f(x0,f(F(x1,x2),x3)) �! f(f(x3,x1),f(x0,x2))
38 f(x0,f(f(x1,x2),x3)) �! f(f(f(x0,x1),x3),x2)
24 f(x0,f(F(x1,x2),x3)) �! f(f(x0,f(x2,x3)),x1)
37 f(x0,f(f(x1,x2),x3)) �! f(x2,f(f(x0,x1),x3))
23 f(x0,f(F(x1,x2),x3)) �! f(x1,f(x0,f(x2,x3)))
3 F(f(x0,x1),x2) �! f(f(x1,x2),x0)
6 F(F(x0,x1),x2) �! f(f(x2,x0),x1)
1 F(f(x0,x1),x2) �! f(x0,f(x1,x2))
5 F(F(x0,x1),x2) �! f(x1,f(x2,x0))

48 F(f(x0,x1),f(x2,x3)) �! f(f(x0,x2),f(x1,x3))
34 F(f(x0,x1),F(x2,x3)) �! f(f(x0,x3),f(x1,x2))
33 F(F(x0,x1),f(x2,x3)) �! f(f(x1,x2),f(x0,x3))
47 F(F(x0,x1),F(x2,x3)) �! f(f(x1,x3),f(x0,x2))
19 f(f(x0,f(x1,x2)),x3) �! f(f(x0,x1),f(x2,x3))
46 f(f(x0,F(x1,x2)),x3) �! f(f(x0,x2),f(x1,x3))
45 f(f(x0,f(x1,x2)),x3) �! f(f(x1,x3),f(x0,x2))
20 f(f(x0,F(x1,x2)),x3) �! f(f(x2,x3),f(x0,x1))
36 f(f(x0,f(x1,x2)),x3) �! f(f(f(x3,x0),x2),x1)
32 f(f(x0,F(x1,x2)),x3) �! f(f(x3,f(x0,x1)),x2)
35 f(f(x0,f(x1,x2)),x3) �! f(x1,f(f(x3,x0),x2))
31 f(f(x0,F(x1,x2)),x3) �! f(x2,f(x3,f(x0,x1)))
29 f(f(f(x0,x1),x2),x3) �! f(f(x1,x2),f(x3,x0))
43 f(f(f(x0,x1),x2),x3) �! f(f(x1,x3),f(x2,x0))
44 f(f(F(x0,x1),x2),x3) �! f(f(x2,x0),f(x1,x3))
30 f(f(F(x0,x1),x2),x3) �! f(f(x3,x0),f(x1,x2))
18 f(f(f(x0,x1),x2),x3) �! f(f(f(x1,x2),x3),x0)
28 f(f(F(x0,x1),x2),x3) �! f(f(f(x2,x3),x0),x1)
17 f(f(f(x0,x1),x2),x3) �! f(x0,f(f(x1,x2),x3))
27 f(f(F(x0,x1),x2),x3) �! f(x1,f(f(x2,x3),x0))

Fig. 6.2 - Compl�etion AC pour 7 symboles

Il faut remarquer que les seules instances utiles des variables sont des variables
et des sous-termes constitu�es de f appliqu�e �a deux variables. De plus, ces variables
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sont r�eparties sur les deux arguments du terme gauche et la commutativit�e assure
qu'une seule des deux r�egles est utile.

6.3.3 Th�eorie complexe

Ohlbach nous a propos�e une th�eorie issue de la traduction de logiques mo-
dales. Des exemples d'uni�cation dans cette th�eorie sont donn�ees dans l'annexe F.
La compl�etion diverge mais l'analyse des instances inutiles est particuli�erement in-
t�eressante.

E = ff(x; f(y; z)) ' f(f(x; y); z) ,f(x; f(a(y; p); e)) ' f(x; a(y; p))g
La complexit�e du probl�eme vient du fait que le deuxi�eme axiome est 2-e�ondrant.

L'algorithme de compl�etion g�en�ere la r�egle
f(x; f(y; a(z; p)))! f(f(f(x; y); a(z; p)); e).

On peut prouver que (2) est une instance inutile de cette r�egle par application de
D�etection :8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

c0 = ;
� = ;
cg jg ! d = f(x0; f(y0; z0))! f(f(x0; y0); z0)
� = fX 7! f(y0; z0),x0 7! xg
� = fX 7! f(f(y; a(z; p)); e),x0 7! x,y0 7! f(y; a(z; p)),z0 7! eg
� r�esout e�ectivement
ff(f(x; y0); z0)=?

E f(f(f(x; y); a(z; p)); e)g? [ � [ ff(y0; z0)=?
E f(y; a(z; p))g

Toutefois, X a pris pour valeur f(f(y; a(z; p)); e) au lieu de f(y; a(z; p)). La r�egle
utilis�ee est donc plus complexe. En cons�equence, il faut �eviter d'utiliser cette redon-
dance si on restreint la complexit�e des termes lors de l'uni�cation. Nous g�en�erons
donc deux pr�esentations di��erentes. La premi�ere est bas�ee sur une utilisation contrô-
l�ee de la r�egle D�etection. La deuxi�eme n'impose aucune restriction sur la taille
des termes utilis�es. Les exemples donn�es dans l'annexe F montre que la deuxi�eme
g�en�ere des ensembles minimaux d'uni�cateurs. De plus, les uni�cateurs suppl�emen-
taires trouv�es par la premi�ere approche sont tous redondants. En fait, si on restreint
le temps allou�e au calcul des uni�cateurs, la deuxi�eme pr�esentation trouve plus de
solutions.

6.4 Assurer la compl�etude pour un probl�eme donn�e

La terminaison de l'algorithme d�e�ni dans la section 6.1 n�ecessite une restriction
de la compl�etude. Pour certaines th�eories, cette restriction est inutile. Par exemple,
la compl�etion termine pour la transitivit�e. De plus, l'ajout de propri�et�es permu-
tatives telle que la commutativit�e d'un symbole n'a�ecte pas la terminaison de
l'�etape de compl�etion. Malheureusement, la classe des th�eories admettant une pr�e-
sentation strictement r�esolvente dont les conditions ne contiennent que des �egalit�es
de variables n'est pas tr�es importante. Toutefois, la section 5.7 permet d'assurer la
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compl�etude pour un probl�eme donn�e.

6.4.1 Exemples

Par exemple, la th�eorie associative E = ff(x; f(y; z)) ' f(f(x; y); z)g conduit
�a une pr�esentation in�nie. Or les seules instances utiles des variables libres sont x
et f(x; y). De plus, f(x; y) apparâ�t une seule fois dans chaque terme gauche. On
peut donc assurer la compl�etude �a posteriori si les termes qui ont subi les mutations
contiennent moins de symboles f (�a la racine) que les parties gauches des r�egles
g�en�er�ees.

De même, dans la th�eorie associative-commutative, une variable libre peut n'être
instanci�ee que par x et par f(x; y). Toutefois, f(x; y) peut apparâ�tre plus d'une fois.
Il faut donc v�eri�er que chaque variable des termes ayant subi des mutations avait
la possibilit�e d'être instanci�ee par f(x; y). Il ne faut pas oublier de faire attention
si le terme gauche n'est pas lin�eaire. Lorsqu'une variable a �et�e li�ee �a f(x; y), ces
nouvelles variables doivent �egalement être consid�er�ees pendant la reconnaissance de
la �n de la partie gauche des r�egles valides (cf. section 5.7.)

Exemple 6.4.1

Consid�erons la pr�esentation g�en�er�ee dans la section 6.3.2. Lors de la mutation du terme f(x; y),
la lecture de x nous restreint aux r�egles d�ebutant par f(x0; :::) et aux r�egles 6, 5, 33 et 47. Apr�es
lecture du terme y, seules les r�egles 0, 10, 4, 6, 5 et 47. La r�egle 33 est inutile puisqu'on peut
appliquer la commutativit�e aux valeurs de y.

On obtient donc les mutations suivantes :

{ 0 : f(y; x)

{ 10 : f(f(x0; y); x1) avec fy 7! f(x1; x2)g

{ 4 : f(x2; f(x; x1)) avec fy 7! f(x1; x2)g

{ 6 : f(f(y; x0); x1) avec fx 7! f(x0; x1)g

{ 5 : f(x1; f(y; x0)) avec fx 7! f(x0; x1)g

{ 47 : f(f(x1; x3); f(x0; x2)) avec fx 7! f(x0; x1),y 7! f(x2; x3)g

La compl�etude est assur�ee puisque x et y pouvaient recevoir la valeur f(xi; xj). Toutefois, si
on consid�ere les mutations du terme f(x; x), le deuxi�eme x doit être �eventuellement remplac�e par
f(x0; x1) . L'instanciation de ces variables n�ecessite 2 occurrences suppl�ementaires de f . Il faut
donc g�en�erer les r�egles avec une limite de 9 symboles pour assurer la compl�etude des mutations
de f(x; x).

Pour �eviter de g�en�erer trop de r�egles, il vaut parfois mieux lin�eariser le terme
transform�e et ajouter des contraintes de E-�egalit�e. Ce m�ecanisme, qui permet de
conserver parfois la compl�etude, est similaire �a la d�ecomposition totale introduite
par Dougherty et Johann. Pour certaines th�eories, il est toutefois pr�ef�erable de
ne pas lin�eariser le terme a�n de d�etecter des cas d'�echecs dus �a des conits de
symboles lors de l'uni�cation avec les parties gauches des r�egles de la pr�esentation.
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Ces instances inutiles ont �et�e calcul�ees automatiquement dans les deux cas pr�e-
c�edents. Toutefois, un raisonnement d'ordre sup�erieur est n�ecessaire pour prouver
que les r�egles non g�en�er�ees seraient inutiles. Il faudrait supprimer cette �etape en
tenant compte des instances inutiles lors de la phase de compl�etion. On obtiendrait
ainsi un algorithme e�cace et complet de E-uni�cation.

6.4.2 Compl�etion bas�ee sur un ensemble d'instances

Pour prendre en compte ces instances inutiles, il faut se donner un ensemble
initial F d�e�nissant une fronti�ere. On assurera la compl�etude uniquement si tous
les termes s qui doivent subir des mutations v�eri�ent FPos(s)\F = ;. Dans le cas
contraire, on peut ins�erer une nouvelle variable �a la position qui pose probl�eme. Ce
m�ecanisme permet de conserver la compl�etude.

Il su�t alors de consid�erer uniquement les preuves dont le premier pas est au-
dessus de F . Toutefois, ce premier pas g�en�ere un terme interm�ediaire qui peut
franchir la fronti�ere. Il faudrait donc consid�erer des nouvelles positions pour g�en�erer
des r�egles avec lequel il faudra permuter ce premier pas.

Une premi�erem�ethode pour r�esoudre ce probl�eme est de g�en�erer temporairement
ces r�egles. Malheureusement, ce processus conduit souvent �a la consid�eration de
toutes les positions. Il faut �a nouveau un m�eta-raisonnement pour prouver l'inutilit�e
de la cr�eation de nouvelles r�egles. On peut ais�ement prouver que la r�egleD�eduction
ne doit être appliqu�ee que si les variables libres de l'axiome permut�e sont �a des
positions correspondant �a des instances utiles de la r�egle appliqu�ee �a la racine. Si la
taille maximale des instances utiles est �nie, cette remarque permet de restreindre les
permutations �a des positions situ�ees pr�es des fronti�eres des termes gauches. Comme
les permutations utiles n�ecessitent l'application d'un axiome pr�es de la racine de
ces termes, on peut prouver que la taille des termes gauches utiles est limit�ee. Par
exemple, dans le cas associatif-commutatif, les instances utiles sont au plus de taille
3. Soit t un terme tel que 8p2F p2VPos(t) et n la cardinalit�e de F . Les parties
gauches dont la taille est sup�erieure �a jtj+((3�1)�n) ne sont pas utiles dans la phase
de compl�etion. On retrouve bien la limite de 7 symboles donn�ee dans l'exemple 6.4.1
lors l'on se restreint aux termes de taille 3.

La deuxi�eme approche est plus complexe mais devrait pouvoir se traiter automa-
tiquement. Il su�t d'introduire des nouvelles variables �a ces positions et d'appliquer
une version �etendue de D�eduction traitant le recouvrement avec des r�egles condi-
tionnelles. Cette r�egle reste correcte puisque le lemme 4.1.4 permet de construire ces
interactions. Toutefois, ce m�ecanisme introduit des conditions qu'il faudra r�esoudre
grâce �a R�esolution et Unification.

Exemple 6.4.2

On peut reprendre le cas AC avec F = f1, 2g. Seules les interactions �a la racine nous int�eressent.
Ces interactions ne pose pas de probl�eme pour la commutativit�e. Pour calculer les interactions avec
f(f(x; y); z) ! f(x; f(y; z)), il faut remplacer cet axiome par fX =?

E f(y; z)g jf(f(x; y); z) ! f(x;X)
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a�n de ne pas introduire un symbole fonctionnel �a la profondeur 1. Comme X doit être �a une po-
sition utile de la r�egle avec laquelle on teste la permutation, il faudra r�esoudre des probl�emes
�equivalents �a y0 =?

E f(y; z) et f(y0; z0)=?

E f(y; z). On sait que dans cette th�eorie, ces probl�emes
conduisent respectivement �a 1 et 6 solutions. L'interaction conduit donc au plus �a 7 nouvelles
r�egles dont la taille est limit�ee car la taille des solutions est restreinte et 1 et 2 doivent être des
positions utiles de la r�egle avec laquelle on fait la permutation. Donc, la compl�etion converge.

Dans le cas g�en�eral, on ne sait pas toujours r�esoudre ces conditions. Toutefois,
on peut appliquer notre algorithme partiel avec les r�egles pr�ec�edemment g�en�er�ees.
Comme ces r�egles permettent de construire des preuves de plus en plus longues, nous
pensons que l'on peut assurer la compl�etude si �a un moment donn�e, l'interaction de
tous les axiomes initiaux �a toutes les positions valables ne produit que des r�egles
redondantes.

6.5 �Evaluation des r�esultats obtenus

L'utilisation de ce type de pr�esentation a �et�e test�ee sur de nombreuses th�eories.
Malheureusement, il n'existe pas �a ma connaissance de jeux de tests classiques pour
la E-uni�cation g�en�erale. Nous avons donc surtout �etabli des comparaisons avec les
autres approches bas�ees sur l'application d'axiomes �a la racine.

Pour certaines th�eories, la compl�etion ne diverge pas. Outre la transitivit�e, d�ej�a
amplement �etudi�ee dans cette th�ese, on peut citer les th�eories Cnr introduites dans
(Bibel et al., 1992). Le calcul de permutations termine puisque par d�e�nition les
interactions entre les parties droites et gauches de r�egles ne doivent pas conduire �a
des s�equences de surr�eduction in�nies. En fait, la proc�edure de E-uni�cation bas�ee
sur les pr�esentations obtenues se comporte exactement comme les algorithmes pro-
pos�es par Bibel, H�olldobler etW�urtz. Dans ces th�eories, l'interaction entre les
parties droites et gauches de r�egles ne peut se faire qu'au niveau de la racine. Notre
approche permet d�ej�a de r�esoudre le cas o�u la th�eorie contient plusieurs axiomes.
On peut aussi g�en�eraliser ce traitement en interdisant des s�equences de surr�eduction
in�nies lors des interactions (�eventuellement sous la racine) des parties droites et
gauches de r�egles. Cette condition assure la terminaison de la phase de compl�etion.
En fait, la transitivit�e v�eri�e cette propri�et�e. Nous n'avons pas d�ecouvert d'autres
th�eories int�eressantes qui la v�eri�ent.

Malheureusement, la th�eorie associative-commutative est un exemple de th�eorie
syntaxique dont la compl�etion diverge. Au lieu des 6 axiomes de la pr�esentation
r�esolvente, elle g�en�ere 1133 r�egles si on se restreint �a 12 symboles. Toutefois, le
nombre de r�egles ne permet pas de juger l'e�cacit�e de la proc�edure correspondante.
Cette pr�esentation ne contient pas de conditions et la d�etection des instances inutiles
permet d'�eviter l'utilisation de nombreuses r�egles. En fait, les mutations possibles
d'un terme lin�eaire sont les suivantes :

{ une constante peut rester dans le même argument ou migrer vers l'autre.
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{ une variable peut bouger comme une constante ou se scinder en deux parties

{ chaque argument doit recevoir au moins un sous-terme

On applique ensuite la d�ecomposition et on it�ere. L'approche syntaxique se comporte
de la fa�con suivante:

{ un sous-terme situ�e �a la profondeur 1 peut �eventuellement migrer

{ une variable situ�ee �a la profondeur 1 peut de plus se scinder en deux

{ si une sous-terme situ�e �a la profondeur 1 peut se scinder en deux, on peut
r�epartir ces deux sous-ensembles.

{ chaque argument doit recevoir au moins un sous-terme

Le troisi�eme point constitue une �etape d'uni�cation retard�ee. En fait la premi�ere
approche e�ectue en un seul pas la r�esolution de cette �etape. L'espace de recherche de
notre approche est donc inclus dans l'espace de recherche de l'approche syntaxique.
Ceci explique pourquoi les r�esultats obtenus sont l�eg�erement en faveur de notre
approche même si le gain n'est pas important. Toutefois, lorsque les termes sont de
grande taille, les solutions de l'�etape d'uni�cation retard�ee sont incompl�etes comme
la compl�etion diverge. Cette perte de compl�etude ne nous semble pas importante
puisque dans ce cas le nombre de solutions crô�t tr�es rapidement et empêche toute
utilisation au sein d'un d�emonstrateur.

De plus, notre approche peut être utilis�ee lorsque la th�eorie n'est pas syntaxique.
Par exemple, la distributivit�e est une th�eorie in�nitaire bien connue. Nous avons
g�en�er�e la pr�esentation strictement r�esolventes correspondant �a l'utilisation de 14
symboles. Le nombre de r�egles est toujours aussi important (338) mais la proc�edure
d'uni�cation est tr�es e�cace. Nous avons compar�e cette approche �a une version �eten-
due de l'approche syntaxique correspondant �a une r�esolution partielle des �equations
g�en�erales. En utilisant la même restriction, le nombre de r�egles est beaucoup moins
important (70). Toutefois, la r�esolution des �etapes retard�ees est tr�es coûteuse et
notre approche donne donc de biens meilleurs r�esultats. Quelques exemples �gurent
dans l'annexe E. Nous avons �egalement test�e une th�eorie propos�ee parOhlbach. Un
extrait de cette session �gure dans l'annexe F. On peut remarquer que la d�etection
d'instances inutiles permet de produire des solutions minimales. De plus, les uni�-
cateurs trouv�es permettent souvent de se faire une id�ee de l'ensemble complet des
uni�cateurs. On peut donc envisager de coupler cette proc�edure de E-uni�cation
avec un m�ecanisme de construction de sch�ema de termes. La d�ecouverte rapide
d'un grand nombre d'uni�cateurs devrait permettre de construire des sch�emas de
solutions et de les tester. Cet exemple montre �egalement l'utilit�e de la r�esolution
progressive des probl�emes de E-uni�cation. Ce m�ecanisme permet d'obtenir plus de
solutions en un temps donn�e. De plus, les uni�cateurs trouv�es peuvent être utilis�es
pour am�eliorer un traitement plus complexe grâce aux optimisations d�ecrites dans
la section 5.2.
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On obtient des r�esultats similaires lors du traitement de th�eories e�ondrantes.
Nous avons exp�eriment�e deux m�ecanismes de compl�etion. L'approche classique
conduit �a des pr�esentations contenant �enorm�ement de r�egles car il faut �egalement
calculer les interactions �a toutes les occurrences de x dans g pour toutes les r�egles
cg jg ! x. L'autre approche repose sur le remplacement de la r�egle cg jg ! x par
cg [ fx=?

E yg jg ! y. Ceci permet d'appliquer des r�egles sans d�ecomposition apr�es
l'application d'une r�egle e�ondrante. Les deux approches donnent des r�esultats �equi-
valents. Le facteur de branchement reste faible car le nombre d'instances inutiles est
tr�es important. Toutefois, la r�egle Imitation* conduit �a de nombreuses solutions
redondantes. De plus, lors de la phase de compl�etion, l'interaction avec les r�egles
d'e�ondrement de la pr�esentation initiale est une source de divergence. Ceci justi�e
l'�etude approfondie de la r�egle Variable Mutation d�e�nie dans la section 5.6.
Nous n'avons pas encore d�ecouvert comment restreindre les r�egles applicables. De
plus, cette r�egle de transformation peut boucler tr�es rapidement.
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Chapitre 7

Conclusion

Nous avons pr�esent�e des nouvelles r�egles de transformations qui d�ecrivent de
fa�con uni��ee comment appliquer des axiomes �a la racine des termes. Cette approche,
bas�ee sur la notion de pr�esentations strictement r�esolventes, est plus g�en�erale que
des algorithmes tr�es connus (Root-Rewriting [J.Gallier&W. Snyder], Mutation
Syntaxique [C. Kirchner]). Une analyse du comportement de ces r�egles �a permis
de justi�er l'int�erêt de l'application d'axiomes �a la racine et de d�e�nir le type de
pr�esentations strictement r�esolventes qui devraient fournir les meilleurs r�esultats.

Les recherches th�eoriques e�ectu�ees dans ce formalisme g�en�eral s'appliquent aux
algorithmes subsum�es par cette approche. Par exemple, les avantages vis �a vis du
parall�elisme ont �et�e �etablis. Ils conduisent naturellement �a une pr�esentation com-
pacte de l'ensemble des uni�cateurs. La d�etection de redondance et l'am�elioration
du traitement des th�eories e�ondrantes ont �egalement �et�e abord�ees.

Nous avons introduit des r�egles de d�eduction qui permettent de g�en�erer des
pr�esentations strictement r�esolventes. Ces r�egles permettent de formaliser l'analyse
des redondances lors de l'application d'axiomes. Diverses strat�egies ont �et�e �etu-
di�ees, allant d'une strat�egie qui termine toujours �a la strat�egie (parfois divergente)
conduisant une pr�esentation tr�es e�cace.

Les r�esultats exp�erimentaux mettent en valeur la simplicit�e et la g�en�eralit�e de
cette nouvelle approche. De plus, sa g�en�eralit�e permet de comparer les di��erents
algorithmes et de justi�er l'utilisation de la strat�egie non compl�ete de g�en�eration
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CHAPITRE 7. CONCLUSION

des r�egles. L'�etude de cas particuliers montre que l'on peut ainsi obtenir des r�esul-
tats tr�es int�eressants en un temps tout �a fait raisonnable. Outre l'utilisation de ces
r�esultats partiels pour la d�etection de branches inutiles lors d'un calcul moins res-
treint, ces solutions ont �et�e amplement utilis�ees pour la d�etection de redondance au
sein même de l'algorithme de compl�etion. De plus, il est parfois possible d'�etablir la
compl�etude des solutions donn�ees pour un probl�eme même lorsque la pr�esentation
n'est pas strictement r�esolvente (compl�etion divergente). On peut donc envisager
d'utiliser ce module de E-uni�cation au sein d'un d�emonstrateur.
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Annexe A

Compl�etion : cas convergent

La session suivante est extraite de la compl�etion de la transitivit�e avec commu-
tativit�e du symbole interne. Le processus termine sans restriction et calcule auto-
matiquement les sauts inutiles.

;;; Lucid Common Lisp/SPARC

;;; Loading source file "/home/silene/delsart/LISP/FORET/compile-init.lsp"

...

*COMPUTING-OPTIMIZED-TREE* : T

*CYCLE-DETECTION* : :AT-ONCE

...

*SIZE-LIMIT-FOR-USEFULNESS* : T

;;; Loading source file "/home/silene/delsart/LISP/FORET/THEORIES/th-trans.lsp"

G(X1,X2)->G(X2,X1) added

G(X2,X1)->G(X1,X2) added

F(G(X1,X2),G(X2,X3))->F(G(X1,X2),G(X1,X3)) added

F(G(X1,X2),G(X1,X3))->F(G(X1,X2),G(X2,X3)) added

This theory is not linear and is collapse-free

12 symbols will be considered

Testing F(G(X0,X1),G(X0,X2))->F(G(X0,X1),G(X1,X2))

next-rule (0) [id:0] F(G(X0,X1),G(X0,X2))->F(G(X0,X1),G(X1,X2)) INITIAL RULE

Testing F(G(X0,X1),G(X1,X2))->F(G(X0,X1),G(X0,X2))

next-rule (0) [id:1] F(G(X0,X1),G(X1,X2))->F(G(X0,X1),G(X0,X2)) INITIAL RULE

Testing G(X0,X1)->G(X1,X0)

next-rule (0) [id:2] G(X0,X1)->G(X1,X0) INITIAL RULE

---------------- 3 initial rules ----------------

INITIAL TREES FOR GENERATION

CURRENT TREE

NEXT TREE

F(G(X0,X1),G(X0,X2)) |---> F(G(X0,X1),G(X1,X2)) [id:0] (0) INITIAL RULE

F(G(X0,X1),G(X1,X2)) |---> F(G(X0,X1),G(X0,X2)) [id:1] (0) INITIAL RULE
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G(X0,X1) |---> G(X1,X0) [id:2] (0) INITIAL RULE

Transfering 2

---------- Iteration : 1 (3 symbols max)------------

[ -- TIME FOR ITERATION -- ]

User Run Time = 0.02 seconds

--0 new-rules 1 unification rules --

Transfering 0 1

---------- Iteration : 3 (7 symbols max)------------

Testing F(G(X0,X1),G(X1,X2))->F(G(X1,X0),G(X0,X2))

Testing F(G(X0,X1),G(X2,X0))->F(G(X0,X1),G(X1,X2))

rule (3) [id:3] F(G(X0,X1),G(X2,X0))->F(G(X0,X1),G(X1,X2)) 0 by 2 at 2

Testing F(G(X0,X1),G(X0,X2))->F(G(X1,X0),G(X1,X2))

Testing F(G(X0,X1),G(X2,X1))->F(G(X0,X1),G(X0,X2))

rule (3) [id:4] F(G(X0,X1),G(X2,X1))->F(G(X0,X1),G(X0,X2)) 1 by 2 at 2

[ -- TIME FOR ITERATION -- ]

User Run Time = 0.39 seconds

--2 new-rules 3 unification rules --

---------- Iteration : 4 (7 symbols max)------------

Testing F(G(X0,X1),G(X0,X0))->F(G(X0,X1),G(X1,X1))

rule (4) [id:5] F(G(X0,X1),G(X0,X0))->F(G(X0,X1),G(X1,X1)) 3 by 0 at TOP

Testing F(G(X0,X1),G(X1,X1))->F(G(X0,X1),G(X0,X0))

rule (4) [id:6] F(G(X0,X1),G(X1,X1))->F(G(X0,X1),G(X0,X0)) 4 by 1 at TOP

[ -- TIME FOR ITERATION -- ]

User Run Time = 0.33 seconds

--2 new-rules 5 unification rules --

---------- Iteration : 5 (7 symbols max)------------

Testing F(G(X0,X1),G(X1,X0))->F(G(X0,X1),G(X1,X1))

Testing F(G(X0,X1),G(X1,X1))->F(G(X1,X0),G(X0,X0))

Testing F(G(X0,X1),G(X0,X1))->F(G(X0,X1),G(X0,X0))

Testing F(G(X0,X1),G(X0,X0))->F(G(X1,X0),G(X1,X1))

[ -- TIME FOR ITERATION -- ]

User Run Time = 0.30 seconds

--0 new-rules 7 unification rules --

[ -- GLOBAL GENERATION TIME -- ]

User Run Time = 1.39 seconds

7 rules (5 redundant interactions, 6 instances out of 13)

(0 rules avoided out of 7 in 0.03 seconds (average 0.00 seconds))

(0 rules purged out of 7 in 0.05 seconds (average : 0.01 seconds))

----------- SAVING DAGS ----------------

----------- SAVING NORM ----------------

----- FULL SIMPLIFICATION ----

0 successful out of 7 (average 0.00 seconds)

G(X0,X3) useless in F(G(X0,X1),G(X0,X3)) [(2)] for rule 0

G(X2,X0) useful in F(G(X0,X1),G(X2,X0)) [(2)] for rule 3 (no valid instance)

G(X0,X1) useless in F(G(X0,X1),G(X0,X3)) [(1)] for rule 0

G(X0,X1) useless in F(G(X0,X1),G(X2,X0)) [(1)] for rule 3

G(X0,X1) useless in F(G(X0,X1),G(X0,X0)) [(1)] for rule 5

G(X0,X1) useful in F(G(X0,X1),G(X1,X3)) [(1)] for rule 1 (no instance found)

G(X2,X0) was useful in F(G(X0,X1),G(X2,X0)) [(2)] for rule 3

G(X0,X0) useful in F(G(X0,X1),G(X0,X0)) [(2)] for rule 5 (no valid instance)

G(X1,X3) useless in F(G(X0,X1),G(X1,X3)) [(2)] for rule 1

G(X2,X1) useful in F(G(X0,X1),G(X2,X1)) [(2)] for rule 4 (no valid instance)

G(X1,X1) useful in F(G(X0,X1),G(X1,X1)) [(2)] for rule 6 (no valid instance)

G(X0,X1) was useful in F(G(X0,X1),G(X1,X3)) [(1)] for rule 1

G(X0,X1) useful in F(G(X0,X1),G(X2,X1)) [(1)] for rule 4 (no instance found)

G(X0,X1) useful in F(G(X0,X1),G(X1,X1)) [(1)] for rule 6 (no instance found)

[ -- TIME FOR JUMP OPTIMISATION -- ]

User Run Time = 0.80 seconds

There was 1 ephemeral GC

[ -- TIME FOR FULL SIMPLIFICATION -- ]

User Run Time = 0.93 seconds

There was 1 ephemeral GC

0 successful out of 7 (average 0.00 seconds)

7 rules (5 redundant interactions, 6 instances out of 13)
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(0 rules avoided out of 7 in 0.03 seconds (average 0.00 seconds))

(0 rules purged out of 7 in 0.05 seconds (average : 0.01 seconds))

----------- SAVING UNIFICATION DAG ----------------

***************************************************

* JUMPS

:

G(X0,X1)

F(G(X0,X1),G(X2,X3))

F :

G(X0,X1) (excluding rules 5 3 0)

FGXX :

G(X2,X3) (excluding rules 1 0)

***************************************************

***************************************************

* RULES

RULES:

[0] F(g(x0,x1),g(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x1,x3)) when x0=x2

[3] F(g(x0,x1),G(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x1,x2)) when x0=x3

[5] F(g(x0,x1),G(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x1,x1)) when x0=x3 and x0=x2

[1] F(G(x0,x1),g(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x0,x3)) when x1=x2

[4] F(G(x0,x1),G(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x0,x2)) when x1=x3

[6] F(G(x0,x1),G(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x0,x0)) when x1=x3 and x1=x2

[2] G(x0,x1) -> g(x1,x0)

***************************************************
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Annexe B

Compl�etion : cas divergent

Cette session concerne la compl�etion de la th�eorie associative commutative. On
se restreint aux termes contenant 7 symboles pour assurer la terminaison de la
g�en�eration des r�egles. Les r�egles redondantes ne sont plus a�ch�ees.

F(X1,F(X2,X3))->F(F(X1,X2),X3) added

F(F(X1,X2),X3)->F(X1,F(X2,X3)) added

F(X1,X2)->F(X2,X1) added

F(X2,X1)->F(X1,X2) added

This theory is linear and is collapse-free

7 symbols will be considered

next-rule (0) [id:0] F(X0,X1)->F(X1,X0) INITIAL RULE

next-rule (0) [id:1] F(F(X0,X1),X2)->F(X0,F(X1,X2)) INITIAL RULE

next-rule (0) [id:2] F(X0,F(X1,X2))->F(F(X0,X1),X2) INITIAL RULE

---------------- 3 initial rules ----------------

INITIAL TREES FOR GENERATION

CURRENT TREE

NEXT TREE

F(X0,X1) |---> F(X1,X0) [id:0] (0) INITIAL RULE

F(X0,F(X1,X2)) |---> F(F(X0,X1),X2) [id:2] (0) INITIAL RULE

F(F(X0,X1),X2) |---> F(X0,F(X1,X2)) [id:1] (0) INITIAL RULE

Transfering 0

---------- Iteration : 1 (3 symbols max)------------

next-rule (1) [id:3] F(F(X0,X1),X2)->F(F(X1,X2),X0) 0 by 1 at TOP

next-rule (1) [id:4] F(X0,F(X1,X2))->F(X2,F(X0,X1)) 0 by 2 at TOP

[ -- TIME FOR ITERATION -- ]

User Run Time = 0.29 seconds

--2 new-rules 1 unification rules --

Transfering 2 4 3 1

---------- Iteration : 3 (5 symbols max)------------

rule (3) [id:5] F(F(X0,X1),X2)->F(X1,F(X2,X0)) 4 by 0 at TOP
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rule (3) [id:6] F(F(X0,X1),X2)->F(F(X2,X0),X1) 2 by 0 at TOP

next-rule (3) [id:7] F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(X3,F(F(X0,X1),X2)) 4 by 2 at TOP

next-rule (3) [id:8] F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(F(F(X0,X1),X2),X3) 2 by 2 at TOP

rule (3) [id:9] F(X0,F(X1,X2))->F(X1,F(X0,X2)) 4 by 0 at 2

rule (3) [id:10] F(X0,F(X1,X2))->F(F(X0,X2),X1) 2 by 0 at 2

next-rule (3) [id:11] F(X0,F(F(X1,X2),X3))->F(F(X2,X3),F(X0,X1)) 4 by 1 at 2

next-rule (3) [id:12] F(X0,F(F(X1,X2),X3))->F(F(X0,X1),F(X2,X3)) 2 by 1 at 2

next-rule (3) [id:13] F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(X3,F(X0,F(X1,X2))) 4 by 2 at 2

next-rule (3) [id:14] F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(F(X0,F(X1,X2)),X3) 2 by 2 at 2

next-rule (3) [id:15] F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(X0,F(X1,F(X2,X3))) 1 by 1 at TOP

next-rule (3) [id:16] F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(F(X1,F(X2,X3)),X0) 3 by 1 at TOP

next-rule (3) [id:17] F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(X0,F(F(X1,X2),X3)) 1 by 1 at 1

next-rule (3) [id:18] F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(F(F(X1,X2),X3),X0) 3 by 1 at 1

next-rule (3) [id:19] F(F(X0,F(X1,X2)),X3)->F(F(X0,X1),F(X2,X3)) 1 by 2 at 1

next-rule (3) [id:20] F(F(X0,F(X1,X2)),X3)->F(F(X2,X3),F(X0,X1)) 3 by 2 at 1

[ -- TIME FOR ITERATION -- ]

User Run Time = 2.97 seconds

There was 1 ephemeral GC

--16 new-rules 5 unification rules --

---------- Iteration : 4 (5 symbols max)------------

next-rule (4) [id:21] F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(X2,F(F(X0,X1),X3)) 9 by 2 at TOP

next-rule (4) [id:22] F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(F(F(X0,X1),X3),X2) 10 by 2 at TOP

next-rule (4) [id:23] F(X0,F(F(X1,X2),X3))->F(X1,F(X0,F(X2,X3))) 9 by 1 at 2

next-rule (4) [id:24] F(X0,F(F(X1,X2),X3))->F(F(X0,F(X2,X3)),X1) 10 by 1 at 2

next-rule (4) [id:25] F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(F(X1,X2),F(X0,X3)) 9 by 2 at 2

next-rule (4) [id:26] F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(F(X0,X3),F(X1,X2)) 10 by 2 at 2

next-rule (4) [id:27] F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(X1,F(F(X2,X3),X0)) 5 by 1 at TOP

next-rule (4) [id:28] F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(F(F(X2,X3),X0),X1) 6 by 1 at TOP

next-rule (4) [id:29] F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(F(X1,X2),F(X3,X0)) 5 by 1 at 1

next-rule (4) [id:30] F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(F(X3,X0),F(X1,X2)) 6 by 1 at 1

next-rule (4) [id:31] F(F(X0,F(X1,X2)),X3)->F(X2,F(X3,F(X0,X1))) 5 by 2 at 1

next-rule (4) [id:32] F(F(X0,F(X1,X2)),X3)->F(F(X3,F(X0,X1)),X2) 6 by 2 at 1

[ -- TIME FOR ITERATION -- ]

User Run Time = 3.28 seconds

There were 2 ephemeral GCs

--12 new-rules 9 unification rules --

Transfering 26 25 8 22 14 21 7 13 12 11 24 23 19 20 32 31 29 30 18 28 16 17 27 15

---------- Iteration : 6 (7 symbols max)------------

rule 14 (F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(F(X0,F(X1,X2)),X3)) is useless

rule 13 (F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(X3,F(X0,F(X1,X2)))) is useless

rule (6) [id:33] F(F(X0,X1),F(X2,X3))->F(F(X1,X2),F(X0,X3)) 25 by 1 at TOP

rule (6) [id:34] F(F(X0,X1),F(X2,X3))->F(F(X0,X3),F(X1,X2)) 26 by 1 at TOP

rule (6) [id:35] F(F(X0,F(X1,X2)),X3)->F(X1,F(F(X3,X0),X2)) 21 by 0 at TOP

rule (6) [id:36] F(F(X0,F(X1,X2)),X3)->F(F(F(X3,X0),X2),X1) 22 by 0 at TOP

rule (6) [id:37] F(X0,F(F(X1,X2),X3))->F(X2,F(F(X0,X1),X3)) 21 by 1 at 2

rule (6) [id:38] F(X0,F(F(X1,X2),X3))->F(F(F(X0,X1),X3),X2) 22 by 1 at 2

rule (6) [id:39] F(X0,F(F(X1,X2),X3))->F(F(X3,X1),F(X0,X2)) 25 by 0 at 2

rule (6) [id:40] F(X0,F(F(X1,X2),X3))->F(F(X0,X2),F(X3,X1)) 26 by 0 at 2

rule (6) [id:41] F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(F(X1,X3),F(X0,X2)) 25 by 0 at 2.2

rule (6) [id:42] F(X0,F(X1,F(X2,X3)))->F(F(X0,X2),F(X1,X3)) 26 by 0 at 2.2

rule (6) [id:43] F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(F(X1,X3),F(X2,X0)) 20 by 0 at 1

rule (6) [id:44] F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(F(X2,X0),F(X1,X3)) 19 by 0 at 1

rule (6) [id:45] F(F(X0,F(X1,X2)),X3)->F(F(X1,X3),F(X0,X2)) 20 by 0 at 1.2

rule (6) [id:46] F(F(X0,F(X1,X2)),X3)->F(F(X0,X2),F(X1,X3)) 19 by 0 at 1.2

rule 16 (F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(F(X1,F(X2,X3)),X0)) is useless

rule 15 (F(F(F(X0,X1),X2),X3)->F(X0,F(X1,F(X2,X3)))) is useless

[ -- TIME FOR ITERATION -- ]

User Run Time = 30.16 seconds

There were 3 dynamic GCs

There were 10 ephemeral GCs

--14 new-rules 29 unification rules --

---------- Iteration : 7 (7 symbols max)------------

rule (7) [id:47] F(F(X0,X1),F(X2,X3))->F(F(X1,X3),F(X0,X2)) 41 by 1 at TOP

rule (7) [id:48] F(F(X0,X1),F(X2,X3))->F(F(X0,X2),F(X1,X3)) 42 by 1 at TOP
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[ -- TIME FOR ITERATION -- ]

User Run Time = 16.72 seconds

There were 2 dynamic GCs

There were 4 ephemeral GCs

--2 new-rules 43 unification rules --

---------- Iteration : 8 (7 symbols max)------------

[ -- TIME FOR ITERATION -- ]

User Run Time = 0.30 seconds

--0 new-rules 45 unification rules --

[ -- GLOBAL GENERATION TIME -- ]

User Run Time = 54.12 seconds

There were 5 dynamic GCs

There were 17 ephemeral GCs

45 rules (67 redundant interactions, 116 instances out of 165)

(0 rules avoided out of 49 in 0.29 seconds (average 0.01 seconds))

(4 rules purged out of 49 in 0.6 seconds (average : 0.01 seconds))

----------- SAVING DAGS ----------------

----------- SAVING NORM ----------------

----- FULL SIMPLIFICATION ----

F(X0,X1) useful in F(F(X0,X1),F(X2,X3)) [(1)] for rule 47 (no instance found)

[ -- TIME FOR JUMP OPTIMISATION -- ]

User Run Time = 6.00 seconds

There were 4 ephemeral GCs

[ -- TIME FOR FULL SIMPLIFICATION -- ]

User Run Time = 17.69 seconds

There was 1 dynamic GC

There were 6 ephemeral GCs

0 successful out of 45 (average 0.01 seconds)

45 rules (67 redundant interactions, 116 instances out of 165)

(0 rules avoided out of 49 in 0.29 seconds (average 0.01 seconds))

(4 rules purged out of 49 in 0.6 seconds (average : 0.01 seconds))

----------- SAVING UNIFICATION DAG ----------------

***************************************************

* JUMPS

:

F(F(X0,X1),F(X2,X3))

F(F(X0,X1),X2)

F(X0,F(X1,X2))

F(X0,X1)

FX :

F(X1,X2) (excluding rules 9 2)

FXFX :

F(X2,X3) (excluding rules 21 8 25 42)

FXF :

F(X1,X2) (excluding rules 37 38 11 12)

F :

F(X0,X1) (excluding rules 34 48 1 3)

FFXX :

F(X2,X3) (excluding rules 33 48)

FFX :

F(X1,X2) (excluding rules 35 36 45 19)

FF :

F(X0,X1) (excluding rules 17 18 43 29)

***************************************************

***************************************************

* RULES

[0] F(x0,x1) -> f(x1,x0)

[2] F(x0,f(x1,x2)) -> f(f(x0,x1),x2)

[10] F(x0,F(x1,x2)) -> f(f(x0,x2),x1)

[9] F(x0,f(x1,x2)) -> f(x1,f(x0,x2))

[4] F(x0,F(x1,x2)) -> f(x2,f(x0,x1))
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ANNEXE B. COMPL�ETION : CAS DIVERGENT

[42] f(x0,f(x1,f(x2,x3))) -> f(f(x0,x2),f(x1,x3))

[26] f(x0,f(x1,F(x2,x3))) -> f(f(x0,x3),f(x1,x2))

[25] f(x0,f(x1,f(x2,x3))) -> f(f(x1,x2),f(x0,x3))

[41] f(x0,f(x1,F(x2,x3))) -> f(f(x1,x3),f(x0,x2))

[8] f(x0,f(x1,f(x2,x3))) -> f(f(f(x0,x1),x2),x3)

[22] f(x0,f(x1,F(x2,x3))) -> f(f(f(x0,x1),x3),x2)

[21] f(x0,f(x1,f(x2,x3))) -> f(x2,f(f(x0,x1),x3))

[7] f(x0,f(x1,F(x2,x3))) -> f(x3,f(f(x0,x1),x2))

[12] f(x0,f(f(x1,x2),x3)) -> f(f(x0,x1),f(x2,x3))

[40] f(x0,f(F(x1,x2),x3)) -> f(f(x0,x2),f(x3,x1))

[11] f(x0,f(f(x1,x2),x3)) -> f(f(x2,x3),f(x0,x1))

[39] f(x0,f(F(x1,x2),x3)) -> f(f(x3,x1),f(x0,x2))

[38] f(x0,f(f(x1,x2),x3)) -> f(f(f(x0,x1),x3),x2)

[24] f(x0,f(F(x1,x2),x3)) -> f(f(x0,f(x2,x3)),x1)

[37] f(x0,f(f(x1,x2),x3)) -> f(x2,f(f(x0,x1),x3))

[23] f(x0,f(F(x1,x2),x3)) -> f(x1,f(x0,f(x2,x3)))

[3] F(f(x0,x1),x2) -> f(f(x1,x2),x0)

[6] F(F(x0,x1),x2) -> f(f(x2,x0),x1)

[1] F(f(x0,x1),x2) -> f(x0,f(x1,x2))

[5] F(F(x0,x1),x2) -> f(x1,f(x2,x0))

[48] F(f(x0,x1),f(x2,x3)) -> f(f(x0,x2),f(x1,x3))

[34] F(f(x0,x1),F(x2,x3)) -> f(f(x0,x3),f(x1,x2))

[33] F(F(x0,x1),f(x2,x3)) -> f(f(x1,x2),f(x0,x3))

[47] F(F(x0,x1),F(x2,x3)) -> f(f(x1,x3),f(x0,x2))

[19] f(f(x0,f(x1,x2)),x3) -> f(f(x0,x1),f(x2,x3))

[46] f(f(x0,F(x1,x2)),x3) -> f(f(x0,x2),f(x1,x3))

[45] f(f(x0,f(x1,x2)),x3) -> f(f(x1,x3),f(x0,x2))

[20] f(f(x0,F(x1,x2)),x3) -> f(f(x2,x3),f(x0,x1))

[36] f(f(x0,f(x1,x2)),x3) -> f(f(f(x3,x0),x2),x1)

[32] f(f(x0,F(x1,x2)),x3) -> f(f(x3,f(x0,x1)),x2)

[35] f(f(x0,f(x1,x2)),x3) -> f(x1,f(f(x3,x0),x2))

[31] f(f(x0,F(x1,x2)),x3) -> f(x2,f(x3,f(x0,x1)))

[29] f(f(f(x0,x1),x2),x3) -> f(f(x1,x2),f(x3,x0))

[43] f(f(f(x0,x1),x2),x3) -> f(f(x1,x3),f(x2,x0))

[44] f(f(F(x0,x1),x2),x3) -> f(f(x2,x0),f(x1,x3))

[30] f(f(F(x0,x1),x2),x3) -> f(f(x3,x0),f(x1,x2))

[18] f(f(f(x0,x1),x2),x3) -> f(f(f(x1,x2),x3),x0)

[28] f(f(F(x0,x1),x2),x3) -> f(f(f(x2,x3),x0),x1)

[17] f(f(f(x0,x1),x2),x3) -> f(x0,f(f(x1,x2),x3))

[27] f(f(F(x0,x1),x2),x3) -> f(x1,f(f(x2,x3),x0))

***************************************************

---------- BUILDING EQUIVALENT MUTATION TREE ------------

--------------------- Unifying F(X0,X1) and F(X2,X3) ---------------

User Run Time = 0.01 seconds

0:X0=F(X2,X4) X3=F(X1,X4)

1:X0=F(X3,X4) X2=F(X1,X4)

2:X1=F(X2,X4) X3=F(X0,X4)

3:X1=F(X3,X4) X2=F(X0,X4)

4:X2=X0 X3=X1

5:X2=X1 X3=X0

6:X0=F(X4,X5) X1=F(X6,X7) X2=F(X7,X5) X3=F(X6,X4)

6 rules in mutation tree

F(X0,X1) |---> F(X1,X0) [id:5] (0)

if X0=F(X2,X3) then F(X0,X1) |---> F(F(X1,X3),X2) [id:2] (0)

if X0=F(X2,X3) then F(X0,X1) |---> F(X2,F(X1,X3)) [id:1] (0)

if X0=F(X4,X5) and X1=F(X2,X3) then F(X0,X1) |---> F(F(X3,X5),F(X2,X4)) [id:6] (0)

if X1=F(X2,X3) then F(X0,X1) |---> F(F(X0,X3),X2) [id:4] (0)

if X1=F(X2,X3) then F(X0,X1) |---> F(X2,F(X0,X3)) [id:3] (0)
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Annexe C

E-uni�cation : parall�elisme

Cette session montre l'utilit�e du parall�elisme. L'espace de recherche est fortement
r�eduit si on utilise le partitionnement. De plus, on obtient un codage optimis�e de
l'ensemble des solutions sous forme de produit cart�esien. Dans cet exemple, le
symbole f est associatif et commutatif. On utilise la pr�esentation g�en�er�ee dans
l'annexe B.

;;; Lucid Common Lisp/SPARC

...

F(X1,F(X2,X3))->F(F(X1,X2),X3) added

F(F(X1,X2),X3)->F(X1,F(X2,X3)) added

F(X1,X2)->F(X2,X1) added

F(X2,X1)->F(X1,X2) added

...

[0] f(x0,x1) -> f(x1,x0)

[1] f(x0,x1) -> f(f(x1,x2),x3) when x0=f(x2,x3)

[2] f(x0,x1) -> f(x2,f(x1,x3)) when x0=f(x2,x3)

[5] f(x0,x1) -> f(f(x2,x3),f(x4,x5)) when x0=f(x2,x4) and x1=f(x3,x5)

[3] f(x0,x1) -> f(f(x0,x2),x3) when x1=f(x2,x3)

[4] f(x0,x1) -> f(x2,f(x0,x3)) when x1=f(x2,x3)

G is defined as a function of arity 2

===================================================

WITH *PARTITIONING* EQUAL TO T

===================================================

-------- Unifying G(F(X0,X1),F(X2,X3)) and G(F(X4,X5),F(X6,X7))

User Run Time = 0.05 seconds

Complete with this set of rules

15 unification nodes
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ANNEXE C. E-UNIFICATION : PARALL�ELISME

No cycle detected out of 42 tests

no instance of previous solutions found out of 34 tests

no redundancy found

49 substitutions found

1> ffv :16

2> Product

3> For variable in 5 4 1 0

3> ffv :12

4> X5=F(X8,X9) X4=F(X10,X11) X1=F(X8,X10) X0=F(X9,X11)

4> X4=F(X0,X8) X1=F(X5,X8)

4> X4=F(X1,X8) X0=F(X5,X8)

4> X5=F(X0,X8) X1=F(X4,X8)

4> X5=F(X1,X8) X0=F(X4,X8)

4> X5=X0 X4=X1

4> X5=X1 X4=X0

3> And the additional bindings

3> For variable in 7 6 3 2

3> ffv :16

4> X7=F(X12,X13) X6=F(X14,X15) X3=F(X12,X14) X2=F(X13,X15)

4> X6=F(X2,X12) X3=F(X7,X12)

4> X6=F(X3,X12) X2=F(X7,X12)

4> X7=F(X2,X12) X3=F(X6,X12)

4> X7=F(X3,X12) X2=F(X6,X12)

4> X7=X2 X6=X3

4> X7=X3 X6=X2

2> End Product

===================================================

WITH *PARTITIONING* EQUAL TO NIL

===================================================

-------- Unifying G(F(X0,X1),F(X2,X3)) and G(F(X4,X5),F(X6,X7))

User Run Time = 0.08 seconds

Complete with this set of rules

57 unification nodes

No cycle detected out of 162 tests

no instance of previous solutions found out of 136 tests

no redundancy found

49 substitutions found

0:X0=F(X4,X8) X2=F(X6,X9) X5=F(X1,X8) X7=F(X3,X9)

1:X0=F(X4,X8) X2=F(X7,X9) X5=F(X1,X8) X6=F(X3,X9)

2:X0=F(X4,X8) X3=F(X6,X9) X5=F(X1,X8) X7=F(X2,X9)

3:X0=F(X4,X8) X3=F(X7,X9) X5=F(X1,X8) X6=F(X2,X9)

4:X0=F(X4,X8) X5=F(X1,X8) X6=X2 X7=X3

5:X0=F(X4,X8) X5=F(X1,X8) X6=X3 X7=X2

6:X0=F(X5,X8) X2=F(X6,X9) X4=F(X1,X8) X7=F(X3,X9)

7:X0=F(X5,X8) X2=F(X7,X9) X4=F(X1,X8) X6=F(X3,X9)

8:X0=F(X5,X8) X3=F(X6,X9) X4=F(X1,X8) X7=F(X2,X9)

9:X0=F(X5,X8) X3=F(X7,X9) X4=F(X1,X8) X6=F(X2,X9)

10:X0=F(X5,X8) X4=F(X1,X8) X6=X2 X7=X3

11:X0=F(X5,X8) X4=F(X1,X8) X6=X3 X7=X2

12:X1=F(X4,X8) X2=F(X6,X9) X5=F(X0,X8) X7=F(X3,X9)

13:X1=F(X4,X8) X2=F(X7,X9) X5=F(X0,X8) X6=F(X3,X9)

14:X1=F(X4,X8) X3=F(X6,X9) X5=F(X0,X8) X7=F(X2,X9)

15:X1=F(X4,X8) X3=F(X7,X9) X5=F(X0,X8) X6=F(X2,X9)

16:X1=F(X4,X8) X5=F(X0,X8) X6=X2 X7=X3

17:X1=F(X4,X8) X5=F(X0,X8) X6=X3 X7=X2

18:X1=F(X5,X8) X2=F(X6,X9) X4=F(X0,X8) X7=F(X3,X9)

19:X1=F(X5,X8) X2=F(X7,X9) X4=F(X0,X8) X6=F(X3,X9)

20:X1=F(X5,X8) X3=F(X6,X9) X4=F(X0,X8) X7=F(X2,X9)

21:X1=F(X5,X8) X3=F(X7,X9) X4=F(X0,X8) X6=F(X2,X9)

22:X1=F(X5,X8) X4=F(X0,X8) X6=X2 X7=X3

23:X1=F(X5,X8) X4=F(X0,X8) X6=X3 X7=X2

24:X2=F(X6,X8) X4=X0 X5=X1 X7=F(X3,X8)
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25:X2=F(X6,X8) X4=X1 X5=X0 X7=F(X3,X8)

26:X2=F(X7,X8) X4=X0 X5=X1 X6=F(X3,X8)

27:X2=F(X7,X8) X4=X1 X5=X0 X6=F(X3,X8)

28:X3=F(X6,X8) X4=X0 X5=X1 X7=F(X2,X8)

29:X3=F(X6,X8) X4=X1 X5=X0 X7=F(X2,X8)

30:X3=F(X7,X8) X4=X0 X5=X1 X6=F(X2,X8)

31:X3=F(X7,X8) X4=X1 X5=X0 X6=F(X2,X8)

32:X4=X0 X5=X1 X6=X2 X7=X3

33:X4=X0 X5=X1 X6=X3 X7=X2

34:X4=X1 X5=X0 X6=X2 X7=X3

35:X4=X1 X5=X0 X6=X3 X7=X2

36:X0=F(X4,X8) X2=F(X9,X10) X3=F(X11,X12) X5=F(X1,X8) X6=F(X12,X10) X7=F(X11,X9)

37:X0=F(X5,X8) X2=F(X9,X10) X3=F(X11,X12) X4=F(X1,X8) X6=F(X12,X10) X7=F(X11,X9)

38:X0=F(X8,X9) X1=F(X10,X11) X2=F(X6,X12) X4=F(X11,X9) X5=F(X10,X8) X7=F(X3,X12)

39:X0=F(X8,X9) X1=F(X10,X11) X2=F(X7,X12) X4=F(X11,X9) X5=F(X10,X8) X6=F(X3,X12)

40:X0=F(X8,X9) X1=F(X10,X11) X3=F(X6,X12) X4=F(X11,X9) X5=F(X10,X8) X7=F(X2,X12)

41:X0=F(X8,X9) X1=F(X10,X11) X3=F(X7,X12) X4=F(X11,X9) X5=F(X10,X8) X6=F(X2,X12)

42:X0=F(X8,X9) X1=F(X10,X11) X4=F(X11,X9) X5=F(X10,X8) X6=X2 X7=X3

43:X0=F(X8,X9) X1=F(X10,X11) X4=F(X11,X9) X5=F(X10,X8) X6=X3 X7=X2

44:X1=F(X4,X8) X2=F(X9,X10) X3=F(X11,X12) X5=F(X0,X8) X6=F(X12,X10) X7=F(X11,X9)

45:X1=F(X5,X8) X2=F(X9,X10) X3=F(X11,X12) X4=F(X0,X8) X6=F(X12,X10) X7=F(X11,X9)

46:X2=F(X8,X9) X3=F(X10,X11) X4=X0 X5=X1 X6=F(X11,X9) X7=F(X10,X8)

47:X2=F(X8,X9) X3=F(X10,X11) X4=X1 X5=X0 X6=F(X11,X9) X7=F(X10,X8)

48:X0=F(X8,X9) X1=F(X10,X11) X2=F(X12,X13) X3=F(X14,X15) X4=F(X11,X9) X5=F(X10,X8) X6=F(X15,X13) X7=F(X14,X12)

===================================================

===================================================
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Annexe D

E-uni�cation : cas convergent

La session suivante permet de comparer les trois approches maximales �etudi�ees
dans cette th�ese dans le cas d'une compl�etion convergente. Elle est bas�ee sur l'utili-
sation des r�egles g�en�er�ees dans l'annexe A pour la transitivi�e avec commutativit�e du
symbole interne. Les exemples sont donc r�esolus avec les pr�esentations suivantes :

{ UNIFY-TREE : approche bas�ee sur les conditions optimales

{ MUTATION-TREE : approche syntaxique

{ GS-TREE : proc�edure d'�enum�eration compl�ete

Les r�esultats obtenus sont l�eg�erement en faveur de la premi�ere pr�esentation. De
plus, la compl�etude de la troisi�eme est souvent perdue car il faut utiliser des restric-
tions pour assurer la terminaison de l'uni�cation. En outre, la d�etection de cycles,
relativement coûteuse, ne se r�ev�ele utile que pour cette derni�ere approche.

;;; Lucid Common Lisp/SPARC

G(X1,X2)->G(X2,X1) added

G(X2,X1)->G(X1,X2) added

F(G(X1,X2),G(X2,X3))->F(G(X1,X2),G(X1,X3)) added

F(G(X1,X2),G(X1,X3))->F(G(X1,X2),G(X2,X3)) added

This theory is not linear and is collapse-free

7 rules in unification tree

[0] F(g(x0,x1),g(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x1,x3)) when x0=x2

[3] F(g(x0,x1),G(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x1,x2)) when x0=x3

[5] F(g(x0,x1),G(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x1,x1)) when x0=x3 and x0=x2
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ANNEXE D. E-UNIFICATION : CAS CONVERGENT

[1] F(G(x0,x1),g(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x0,x3)) when x1=x2

[4] F(G(x0,x1),G(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x0,x2)) when x1=x3

[6] F(G(x0,x1),G(x2,x3)) -> f(g(x0,x1),g(x0,x0)) when x1=x3 and x1=x2

[2] G(x0,x1) -> g(x1,x0)

3 rules in mutation tree

[0] f(x0,x1) -> f(g(x2,x3),g(x2,x2)) when x0=g(x2,x3) and x1=g(x3,x3)

[1] f(x0,x1) -> f(g(x2,x3),g(x2,x4)) when x0=g(x2,x3) and x1=g(x3,x4)

[2] g(x0,x1) -> g(x1,x0)

NIL

gs tree

[1] x0 -> f(g(x1,x2),g(x1,x3)) when (protecting 1 conditions) x0=f(g(x1,x2),g(x2,x3))

[0] x0 -> g(x1,x2) when (protecting 1 conditions) x0=g(x2,x1)

A is defined as a constant

===================================================

===================================================

WITH TREE EQUAL TO *UNIFY-TREE*

-------- Unifying F(X0,A) and F(A,X0)

User Run Time = 0.00 seconds

Complete with this set of rules

1 unification nodes

No cycle detected out of 3 tests

no instance of previous solutions found out of 1 tests

no redundancy found

1 substitutions found

0:X0=A

WITH TREE EQUAL TO *MUTATION-TREE*

-------- Unifying F(X0,A) and F(A,X0)

User Run Time = 0.01 seconds

Complete with this set of rules

3 unification nodes

No cycle detected out of 11 tests

no instance of previous solutions found out of 2 tests

no redundancy found

1 substitutions found

0:X0=A

WITH TREE EQUAL TO *GS*

-------- Unifying F(X0,A) and F(A,X0)

User Run Time = 0.00 seconds

Complete with this set of rules

2 unification nodes

No cycle detected out of 7 tests

no instance of previous solutions found out of 1 tests

no redundancy found

1 substitutions found

0:X0=A

===================================================

===================================================

WITH TREE EQUAL TO *UNIFY-TREE*

-------- Unifying F(X0,A) and G(X0,A)

User Run Time = 0.00 seconds

Complete with this set of rules

0 unification nodes

no redundancy found

NO SOLUTIONS

WITH TREE EQUAL TO *MUTATION-TREE*

-------- Unifying F(X0,A) and G(X0,A)

User Run Time = 0.00 seconds

Complete with this set of rules

0 unification nodes

no redundancy found

NO SOLUTIONS
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WITH TREE EQUAL TO *GS*

-------- Unifying F(X0,A) and G(X0,A)

User Run Time = 0.01 seconds

Restricted by the maximum depth : 15

8 unification nodes

No cycle detected out of 40 tests

no redundancy found

NO SOLUTIONS

===================================================

===================================================

WITH TREE EQUAL TO *UNIFY-TREE*

-------- Unifying F(X0,A) and F(X0,X1)

User Run Time = 0.00 seconds

Complete with this set of rules

1 unification nodes

No cycle detected out of 2 tests

no instance of previous solutions found out of 1 tests

no redundancy found

1 substitutions found

0:X1=A

WITH TREE EQUAL TO *MUTATION-TREE*

-------- Unifying F(X0,A) and F(X0,X1)

User Run Time = 0.00 seconds

Complete with this set of rules

3 unification nodes

No cycle detected out of 10 tests

no instance of previous solutions found out of 2 tests

no redundancy found

1 substitutions found

0:X1=A

WITH TREE EQUAL TO *GS*

-------- Unifying F(X0,A) and F(X0,X1)

User Run Time = 0.03 seconds

Restricted by the maximum depth : 15

19 unification nodes

No cycle detected out of 57 tests

no instance of previous solutions found out of 3 tests

no redundancy found

1 substitutions found

0:X1=A

===================================================

===================================================

WITH TREE EQUAL TO *UNIFY-TREE*

-------- Unifying F(X0,A) and F(G(X0,X1),G(X2,X3))

User Run Time = 0.00 seconds

Complete with this set of rules

1 unification nodes

No cycle detected out of 2 tests

no redundancy found

NO SOLUTIONS

WITH TREE EQUAL TO *MUTATION-TREE*

-------- Unifying F(X0,A) and F(G(X0,X1),G(X2,X3))

User Run Time = 0.01 seconds

Complete with this set of rules

3 unification nodes

No cycle detected out of 10 tests

no instance of previous solutions found out of 1 tests

no redundancy found

NO SOLUTIONS

WITH TREE EQUAL TO *GS*

-------- Unifying F(X0,A) and F(G(X0,X1),G(X2,X3))

User Run Time = 0.05 seconds

There was 1 ephemeral GC

Restricted by the maximum depth : 15
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ANNEXE D. E-UNIFICATION : CAS CONVERGENT

19 unification nodes

No cycle detected out of 56 tests

no redundancy found

NO SOLUTIONS

===================================================

===================================================

WITH TREE EQUAL TO *UNIFY-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X0,X0)

User Run Time = 0.02 seconds

Complete with this set of rules

12 unification nodes

No cycle detected out of 33 tests

5 instances eliminated out of 11 (45.45%)

no redundancy found

2 substitutions found

0:X1=X0

1:X0=G(X2,X3) X1=G(X3,X3)

WITH TREE EQUAL TO *MUTATION-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X0,X0)

User Run Time = 0.01 seconds

Complete with this set of rules

12 unification nodes

No cycle detected out of 33 tests

5 instances eliminated out of 11 (45.45%)

no redundancy found

2 substitutions found

0:X1=X0

1:X0=G(X2,X3) X1=G(X2,X2)

WITH TREE EQUAL TO *GS*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X0,X0)

User Run Time = 4.91 seconds

There were 2 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 15

1315 unification nodes

336 cycles detected out of 4950 tests (6.79%)

213 instances eliminated out of 434 (49.08%)

no redundancy found

2 substitutions found

0:X1=X0

1:X0=G(X2,X3) X1=G(X3,X3)

===================================================

===================================================

WITH TREE EQUAL TO *UNIFY-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(G(X4,X5),X6)

User Run Time = 0.02 seconds

Complete with this set of rules

7 unification nodes

No cycle detected out of 18 tests

no instance of previous solutions found out of 14 tests

no redundancy found

5 substitutions found

0:X0=G(X4,X5) X6=X1

1:X0=G(X4,X5) X1=G(X5,X5) X6=G(X4,X4)

2:X0=G(X4,X5) X1=G(X7,X5) X6=G(X4,X7)

3:X0=G(X5,X4) X1=G(X4,X4) X6=G(X5,X5)

4:X0=G(X5,X4) X1=G(X7,X4) X6=G(X5,X7)

WITH TREE EQUAL TO *MUTATION-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(G(X4,X5),X6)

User Run Time = 0.02 seconds

Complete with this set of rules

7 unification nodes

No cycle detected out of 18 tests

no instance of previous solutions found out of 14 tests
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no redundancy found

5 substitutions found

0:X0=G(X4,X5) X6=X1

1:X0=G(X4,X5) X1=G(X4,X4) X6=G(X5,X5)

2:X0=G(X4,X5) X1=G(X7,X4) X6=G(X7,X5)

3:X0=G(X5,X4) X1=G(X5,X5) X6=G(X4,X4)

4:X0=G(X5,X4) X1=G(X7,X5) X6=G(X7,X4)

WITH TREE EQUAL TO *GS*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(G(X4,X5),X6)

User Run Time = 4.98 seconds

There were 2 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 15

945 unification nodes

227 cycles detected out of 3530 tests (6.43%)

16 instances eliminated out of 724 (2.21%)

1 redundant solutions eliminated

7 substitutions found

0:X0=G(X4,X5) X6=X1

1:X0=G(X4,X5) X1=G(X5,X5) X6=G(X4,X4)

2:X0=G(X4,X5) X1=G(X5,X7) X6=G(X4,X7)

3:X0=G(X5,X4) X1=G(X4,X4) X6=G(X5,X5)

4:X0=G(X5,X4) X1=G(X4,X5) X6=G(X4,X4)

5:X0=G(X5,X4) X1=G(X4,X7) X6=G(X4,X7)

6:X0=G(X5,X4) X1=G(X4,X7) X6=G(X5,X7)

===================================================

===================================================
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Annexe E

E-uni�cation : cas divergent

La session suivante permet de comparer les approches �a la racine dans le cas
d'une th�eorie non syntaxique, la distributivit�e. Les exemples sont r�esolus avec les
pr�esentations suivantes :

{ GS-TREE : proc�edure compl�ete d'�enum�eration

{ UNIFY-TREE : conditions optimales usuelles

{ OPT-TREE : conditions optimales sans restriction de taille pour la d�etection
des instances inutiles

{ MUTATION-TREE : approche syntaxique avec r�esolution partielle des �equa-
tions g�en�erales

La premi�ere approche ne d�etecte pas les cas d'�echecs et donne donc de tr�es
mauvais r�esultats. Il faut augmenter peu �a peu la taille des termes autoris�es pour
obtenir des solutions en contrôlant l'explosion combinatoire. UNIFY-TREE fournit
les mêmes r�esultats que MUTATION-TREE mais les trouve plus rapidement. La
version optimis�ee permet d'obtenir encore plus rapidement un ensemble minimal
d'uni�cateurs qui subsume les solutions donn�ees par ces deux approches.

Les solutions redondantes sont indiqu�ees entre crochets pour faciliter l'exploita-
tion de ces r�esultats.

;;; Lucid Common Lisp/SPARC
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ANNEXE E. E-UNIFICATION : CAS DIVERGENT

F(X1,G(X2,X3))->G(F(X1,X2),F(X1,X3)) added

G(F(X1,X2),F(X1,X3))->F(X1,G(X2,X3)) added

F(G(X1,X2),X3)->G(F(X1,X3),F(X2,X3)) added

G(F(X1,X3),F(X2,X3))->F(G(X1,X2),X3) added

This theory is not linear and is collapse-free

338 rules in unification tree

70 rules in mutation tree

A is defined as a constant

B is defined as a constant

===================

==== WITH *UNIFY-TREE*

===================

-------- Unifying F(A,X0) and F(X0,X1)

User Run Time = 0.07 seconds

Complete with this set of rules

35 unification nodes

No cycle detected out of 114 tests

no instance of previous solutions found out of 59 tests

no redundancy found

5 substitutions found

0:X0=G(G(A,A),G(A,A)) X1=A

1:X0=G(G(A,A),A) X1=A

2:X0=G(A,G(A,A)) X1=A

3:X0=G(A,A) X1=A

4:X0=A X1=A

===================

==== WITH *OPT-TREE*

===================

-------- Unifying F(A,X0) and F(X0,X1)

User Run Time = 0.02 seconds

Complete with this set of rules

14 unification nodes

No cycle detected out of 51 tests

no instance of previous solutions found out of 17 tests

no redundancy found

5 substitutions found

0:X0=G(G(A,A),G(A,A)) X1=A

1:X0=G(G(A,A),A) X1=A

2:X0=G(A,G(A,A)) X1=A

3:X0=G(A,A) X1=A

4:X0=A X1=A

===================

==== WITH *MUTATION-TREE*

===================

-------- Unifying F(A,X0) and F(X0,X1)

User Run Time = 0.13 seconds

Complete with this set of rules

147 unification nodes

No cycle detected out of 661 tests

no instance of previous solutions found out of 30 tests

no redundancy found

5 substitutions found

0:X0=G(G(A,A),G(A,A)) X1=A

1:X0=G(G(A,A),A) X1=A

2:X0=G(A,G(A,A)) X1=A

3:X0=G(A,A) X1=A

4:X0=A X1=A

===================

==== WITH *GS*

===================

-------- Unifying F(A,X0) and F(X0,X1)

User Run Time = 0.06 seconds

Restricted by the maximum depth : 6
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Restricted by the maximum size of the terms : 15

42 unification nodes

No cycle detected out of 160 tests

no instance of previous solutions found out of 15 tests

no redundancy found

2 substitutions found

0:X0=G(A,A) X1=A

1:X0=A X1=A

-------- Unifying F(A,X0) and F(X0,X1)

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 0.51 seconds

There was 1 ephemeral GC

Restricted by the maximum depth : 7

Restricted by the maximum size of the terms : 15

342 unification nodes

No cycle detected out of 1123 tests

9 instances eliminated out of 96 (9.37%)

1 redundant solutions eliminated

6 substitutions found

0:X0=G(G(G(A,A),G(A,A)),G(G(A,A),G(A,A))) X1=A

1:X0=G(G(A,A),G(A,A)) X1=A

2:X0=G(G(A,A),A) X1=A

3:X0=G(A,G(A,A)) X1=A

4:X0=G(A,A) X1=A

5:X0=A X1=A

-------- Unifying F(A,X0) and F(X0,X1)

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 0.57 seconds

There was 1 ephemeral GC

Restricted by the maximum depth : 8

Restricted by the maximum size of the terms : 15

283 unification nodes

No cycle detected out of 913 tests

14 instances eliminated out of 109 (12.84%)

no redundancy found

6 substitutions found

-------- Unifying F(A,X0) and F(X0,X1)

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 1.57 seconds

There was 1 ephemeral GC

Restricted by the maximum depth : 9

Restricted by the maximum size of the terms : 15

814 unification nodes

6 cycles detected out of 2959 tests (.20%)

14 instances eliminated out of 184 (7.61%)

no redundancy found

6 substitutions found

-------- Unifying F(A,X0) and F(X0,X1)

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 2.39 seconds

There were 2 ephemeral GCs

Restricted by the maximum depth : 10

Restricted by the maximum size of the terms : 15

821 unification nodes

No cycle detected out of 3193 tests

14 instances eliminated out of 215 (6.51%)

no redundancy found

6 substitutions found

-------- Unifying F(A,X0) and F(X0,X1)

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 4.82 seconds

There were 4 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 11
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ANNEXE E. E-UNIFICATION : CAS DIVERGENT

2363 unification nodes

No cycle detected out of 7588 tests

2 instances eliminated out of 299 (.67%)

no redundancy found

6 substitutions found

TRYING WITHOUT INITIAL SOLUTIONS

-------- Unifying F(A,X0) and F(X0,X1)

User Run Time = 4.82 seconds

There were 4 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 11

2608 unification nodes

No cycle detected out of 8338 tests

no instance of previous solutions found out of 330 tests

no redundancy found

2 substitutions found

0:X0=G(A,A) X1=A

1:X0=A X1=A

===================

==== WITH *UNIFY-TREE*

===================

-------- Unifying F(X0,X1) and G(X2,X3)

User Run Time = 0.02 seconds

Complete with this set of rules

10 unification nodes

No cycle detected out of 30 tests

no instance of previous solutions found out of 30 tests

no redundancy found

10 substitutions found

[*** 0:X0=F(X4,G(X5,X6)) X2=F(F(X4,X5),X1) X3=F(F(X4,X6),X1) ***]

[*** 1:X0=F(G(X4,X5),X6) X2=F(F(X4,X6),X1) X3=F(F(X5,X6),X1) ***]

2:X0=G(X4,X5) X2=F(X4,X1) X3=F(X5,X1)

3:X0=G(G(X4,X4),G(X5,X5)) X2=F(G(X4,X5),X1) X3=F(G(X4,X5),X1)

4:X0=G(G(X4,X5),G(X4,X5)) X2=F(X4,G(X1,X1)) X3=F(X5,G(X1,X1))

[*** 5:X1=F(X4,G(X5,X6)) X2=F(X0,F(X4,X5)) X3=F(X0,F(X4,X6)) ***]

[*** 6:X1=F(G(X4,X5),X6) X2=F(X0,F(X4,X6)) X3=F(X0,F(X5,X6)) ***]

7:X1=G(X4,X5) X2=F(X0,X4) X3=F(X0,X5)

8:X1=G(G(X4,X4),G(X5,X5)) X2=F(X0,G(X4,X5)) X3=F(X0,G(X4,X5))

9:X1=G(G(X4,X5),G(X4,X5)) X2=F(G(X0,X0),X4) X3=F(G(X0,X0),X5)

===================

==== WITH *OPT-TREE*

===================

-------- Unifying F(X0,X1) and G(X2,X3)

User Run Time = 0.01 seconds

The set of rules was optimized

It should be faster next-time

Complete with this set of rules

6 unification nodes

No cycle detected out of 18 tests

no instance of previous solutions found out of 18 tests

no redundancy found

6 substitutions found

0:X0=G(X4,X5) X2=F(X4,X1) X3=F(X5,X1)

1:X0=G(G(X4,X4),G(X5,X5)) X2=F(G(X4,X5),X1) X3=F(G(X4,X5),X1)

2:X0=G(G(X4,X5),G(X4,X5)) X2=F(X4,G(X1,X1)) X3=F(X5,G(X1,X1))

3:X1=G(X4,X5) X2=F(X0,X4) X3=F(X0,X5)

4:X1=G(G(X4,X4),G(X5,X5)) X2=F(X0,G(X4,X5)) X3=F(X0,G(X4,X5))

5:X1=G(G(X4,X5),G(X4,X5)) X2=F(G(X0,X0),X4) X3=F(G(X0,X0),X5)

===================

==== WITH *MUTATION-TREE*

===================

-------- Unifying F(X0,X1) and G(X2,X3)

User Run Time = 0.02 seconds

114



Complete with this set of rules

10 unification nodes

No cycle detected out of 30 tests

no instance of previous solutions found out of 30 tests

no redundancy found

10 substitutions found

[*** 0:X0=F(X4,G(X5,X6)) X2=F(F(X4,X5),X1) X3=F(F(X4,X6),X1) ***]

[*** 1:X0=F(G(X4,X5),X6) X2=F(F(X4,X6),X1) X3=F(F(X5,X6),X1) ***]

2:X0=G(X4,X5) X2=F(X4,X1) X3=F(X5,X1)

3:X0=G(G(X4,X4),G(X5,X5)) X2=F(G(X4,X5),X1) X3=F(G(X4,X5),X1)

4:X0=G(G(X4,X5),G(X4,X5)) X2=F(G(X4,X4),X1) X3=F(G(X5,X5),X1)

[*** 5:X1=F(X4,G(X5,X6)) X2=F(X0,F(X4,X5)) X3=F(X0,F(X4,X6)) ***]

[*** 6:X1=F(G(X4,X5),X6) X2=F(X0,F(X4,X6)) X3=F(X0,F(X5,X6)) ***]

7:X1=G(X4,X5) X2=F(X0,X4) X3=F(X0,X5)

8:X1=G(G(X4,X4),G(X5,X5)) X2=F(X0,G(X4,X5)) X3=F(X0,G(X4,X5))

9:X1=G(G(X4,X5),G(X4,X5)) X2=F(G(X0,X0),X4) X3=F(G(X0,X0),X5)

===================

==== WITH *UNIFY-TREE*

===================

-------- Unifying F(A,B) and G(X0,X1)

User Run Time = 0.00 seconds

Complete with this set of rules

0 unification nodes

no redundancy found

NO SOLUTIONS

===================

==== WITH *OPT-TREE*

===================

-------- Unifying F(A,B) and G(X0,X1)

User Run Time = 0.00 seconds

Complete with this set of rules

0 unification nodes

no redundancy found

NO SOLUTIONS

===================

==== WITH *MUTATION-TREE*

===================

-------- Unifying F(A,B) and G(X0,X1)

User Run Time = 0.01 seconds

Complete with this set of rules

10 unification nodes

No cycle detected out of 40 tests

no redundancy found

NO SOLUTIONS

===================

==== WITH *GS*

===================

-------- Unifying F(A,B) and G(X0,X1)

User Run Time = 0.00 seconds

Restricted by the maximum depth : 6

24 unification nodes

No cycle detected out of 80 tests

no instance of previous solutions found out of 6 tests

no redundancy found

NO SOLUTIONS

...

-------- Unifying F(A,B) and G(X0,X1)

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 1.40 seconds

There were 2 ephemeral GCs

Restricted by the maximum depth : 15

808 unification nodes

No cycle detected out of 2976 tests
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no instance of previous solutions found out of 6 tests

no redundancy found

NO SOLUTIONS
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Annexe F

E-uni�cation : progressivit�e

Cette session montre l'e�cacit�e de la proc�edure pr�esent�ee dans le chapitre 6. La
th�eorie E = ff(x; f(y; z)) ' f(f(x; y); z); f(x; f(a(y; p); e)) ' f(x; a(y; p))g, propo-
s�ee par Ohlbach, intervient lors de la transformation de logiques modales. Les
exemples sont r�esolus avec di��erentes pr�esentations :

{ GS-TREE : proc�edure compl�ete d'�enum�eration

{ MUTATION-TREE : approche syntaxique avec r�esolution partielle des �equa-
tions g�en�erales

{ OPT-TREE : conditions optimales sans restriction de taille pour la d�etection
des instances inutiles

{ UNIFY-TREE : conditions optimales usuelles

Même apr�es normalisation, les solutions obtenues par GS-TREE sont fortement
redondantes. MUTATION-TREE et UNIFY-TREE donnent les mêmes solutions
mais la deuxi�eme approche est beaucoup plus rapide. Elle permet donc de trou-
ver plus de solutions lorsque l'on doit restreindre le temp allou�e �a l'uni�catiom.
Par contre, OPT-TREE fournit encore plus rapidement des ensembles minimaux
d'uni�cateurs.

Les solutions redondantes sont indiqu�ees entre crochets pour faciliter l'exploita-
tion de ces r�esultats.
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ANNEXE F. E-UNIFICATION : PROGRESSIVIT�E

De plus, le dernier exemple montre l'utilit�e d'ensembles partiels d'uni�cateurs
pour am�eliorer le comportement d'une proc�edure de E-uni�cation plus complexe.
Nous nous sommes �x�e un temps limite pour la r�esolution d'un probl�eme. Si on
r�ealise l'uni�cation en augmentant progressivement le nombre de symboles autoris�es,
on trouve plus de solutions qu'en appelant directement la proc�edure de E-uni�cation
avec un grand nombre de symboles. De plus, cet exemple compare les r�esultats
obtenus avec la même restriction. Si on ne proc�ede pas progressivement, on risque
d'utiliser un nombre de symboles trop grand et de se perdre dans des branches
complexes.

F(X1,F(X2,X3))->F(F(X1,X2),X3) added

F(F(X1,X2),X3)->F(X1,F(X2,X3)) added

F(X1,F(A(X2,P),E))->F(X1,A(X2,P)) added

F(X1,A(X2,P))->F(X1,F(A(X2,P),E)) added

454 rules in unification tree

50 rules in mutation tree

*************************************************************************

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *GS-TREE*

-------- Unifying F(X0,A(X1,X2)) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 1.07 seconds

There was 1 ephemeral GC

Restricted by the maximum depth : 6

248 unification nodes

No cycle detected out of 783 tests

12 instances eliminated out of 140 (8.57%)

no redundancy found

18 substitutions found

resulting in 16 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,A(X1,X2))

1:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),A(X1,X2))

[*** 2:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(A(X6,P),A(X1,X2)) ***]

[*** 3:X0=F(F(X4,X6),X7) X5=F(F(X6,X7),A(X1,X2)) ***]

[*** 4:X0=F(F(X4,X6),F(X7,X8)) X5=F(F(F(X6,X7),X8),A(X1,X2)) ***]

5:X4=X0 X5=A(X1,X2)

[*** 6:X0=F(X4,X6) X2=P X5=F(X6,A(X1,P)) ***]

[*** 7:X0=F(F(X4,X6),X7) X2=P X5=F(F(X6,X7),A(X1,P)) ***]

[*** 8:X0=F(F(X6,X7),X8) X4=F(X6,X7) X5=F(X8,A(X1,X2)) ***]

[*** 9:X0=F(F(X6,X7),X8) X4=F(F(X6,X7),X8) X5=A(X1,X2) ***]

[*** 10:X0=F(F(X6,X7),F(X8,X9)) X4=F(X6,X7) X5=F(F(X8,X9),A(X1,X2)) ***]

11:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),E)

12:X2=P X4=X0 X5=F(A(X1,P),E)

13:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=E

[*** 14:X0=F(X6,X7) X2=P X4=F(F(X6,X7),A(X1,P)) X5=E ***]

[*** 15:X0=F(F(X6,X7),X8) X2=P X4=F(X6,X7) X5=F(X8,A(X1,P)) ***]

-------- Unifying F(X0,A(X1,X2)) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 9.13 seconds

There were 2 dynamic GCs

There were 3 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 8

1043 unification nodes

1 cycles detected out of 3383 tests (.03%)

25 instances eliminated out of 410 (6.10%)

no redundancy found

18 substitutions found

resulting in 16 solutions
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TRYING WITHOUT INITIAL SOLUTIONS

-------- Unifying F(X0,A(X1,X2)) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 9.51 seconds

There were 3 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 8

1629 unification nodes

5 cycles detected out of 5227 tests (.10%)

46 instances eliminated out of 747 (6.16%)

no redundancy found

19 substitutions found

resulting in 16 solutions

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *MUTATION-TREE*

-------- Unifying F(X0,A(X1,X2)) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.25 seconds

There was 1 ephemeral GC

Complete with this set of rules

59 unification nodes

No cycle detected out of 215 tests

no instance of previous solutions found out of 51 tests

no redundancy found

20 substitutions found

resulting in 20 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,A(X1,X2))

[*** 1:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),F(F(E,E),A(X1,X2))) ***]

[*** 2:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,A(X1,X2))) ***]

[*** 3:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),A(X1,X2)) ***]

[*** 4:X0=F(F(X4,A(X6,P)),X7) X5=F(F(A(X6,P),E),F(X7,A(X1,X2))) ***]

[*** 5:X0=F(F(X4,A(X6,P)),X7) X5=F(F(A(X6,P),E),F(F(E,X7),A(X1,X2))) ***]

6:X4=X0 X5=A(X1,X2)

[*** 7:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(F(E,E),E),A(X1,X2)) ***]

[*** 8:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,E),A(X1,X2)) ***]

[*** 9:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(E,A(X1,X2)) ***]

[*** 10:X0=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(F(E,E),X8),A(X1,X2)) ***]

[*** 11:X0=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,X8),A(X1,X2)) ***]

12:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),F(F(E,E),E))

13:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),F(E,E))

14:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),E)

15:X2=P X4=X0 X5=F(A(X1,P),E)

16:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(F(E,E),F(E,E))

17:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(F(E,E),E)

18:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(E,E)

19:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=E

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *OPT-TREE*

-------- Unifying F(X0,A(X1,X2)) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.03 seconds

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

10 unification nodes

No cycle detected out of 29 tests

no instance of previous solutions found out of 22 tests

no redundancy found

10 substitutions found

resulting in 10 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,A(X1,X2))

1:X4=X0 X5=A(X1,X2)

2:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),F(E,F(E,E)))

3:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),F(E,E))

4:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),E)

5:X2=P X4=X0 X5=F(A(X1,P),E)

6:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(F(E,E),F(E,E))

7:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(F(E,E),E)

8:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(E,E)
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9:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=E

TRYING WITHOUT RESTRICTING LEFT SHAPES

-------- Unifying F(X0,A(X1,X2)) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 0.03 seconds

Complete with this set of rules

10 unification nodes

No cycle detected out of 29 tests

10 instances eliminated out of 22 (45.45%)

no redundancy found

10 substitutions found

resulting in 10 solutions

TRYING WITHOUT INITIAL SOLUTIONS

-------- Unifying F(X0,A(X1,X2)) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.04 seconds

Complete with this set of rules

10 unification nodes

No cycle detected out of 29 tests

no instance of previous solutions found out of 22 tests

no redundancy found

10 substitutions found

resulting in 10 solutions

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *UNIFY-TREE*

-------- Unifying F(X0,A(X1,X2)) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.03 seconds

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

10 unification nodes

No cycle detected out of 29 tests

no instance of previous solutions found out of 22 tests

no redundancy found

10 substitutions found

resulting in 10 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,A(X1,X2))

1:X4=X0 X5=A(X1,X2)

2:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),F(E,F(E,E)))

3:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),F(E,E))

4:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),E)

5:X2=P X4=X0 X5=F(A(X1,P),E)

6:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(F(E,E),F(E,E))

7:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(F(E,E),E)

8:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(E,E)

9:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=E

TRYING WITHOUT RESTRICTING LEFT SHAPES

-------- Unifying F(X0,A(X1,X2)) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 0.06 seconds

Complete with this set of rules

20 unification nodes

No cycle detected out of 59 tests

10 instances eliminated out of 44 (22.73%)

no redundancy found

20 substitutions found

resulting in 20 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,A(X1,X2))

[*** 1:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,F(E,A(X1,X2)))) ***]

[*** 2:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,A(X1,X2))) ***]

[*** 3:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),A(X1,X2)) ***]

[*** 4:X0=F(F(X4,A(X6,P)),X7) X5=F(F(A(X6,P),E),F(X7,A(X1,X2))) ***]

[*** 5:X0=F(F(X4,A(X6,P)),X7) X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,F(X7,A(X1,X2)))) ***]

6:X4=X0 X5=A(X1,X2)

[*** 7:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(F(E,E),E),A(X1,X2)) ***]

[*** 8:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,E),A(X1,X2)) ***]

[*** 9:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(E,A(X1,X2)) ***]
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[*** 10:X0=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(F(E,E),X8),A(X1,X2)) ***]

[*** 11:X0=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,X8),A(X1,X2)) ***]

12:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),F(E,F(E,E)))

13:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),F(E,E))

14:X2=P X4=X0 X5=F(F(A(X1,P),E),E)

15:X2=P X4=X0 X5=F(A(X1,P),E)

16:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(F(E,E),F(E,E))

17:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(F(E,E),E)

18:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=F(E,E)

19:X2=P X4=F(X0,A(X1,P)) X5=E

TRYING WITHOUT INITIAL SOLUTIONS

-------- Unifying F(X0,A(X1,X2)) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.09 seconds

Complete with this set of rules

20 unification nodes

No cycle detected out of 59 tests

no instance of previous solutions found out of 44 tests

no redundancy found

20 substitutions found

resulting in 20 solutions

*************************************************************************

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *GS-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 1.47 seconds

Restricted by the maximum depth : 6

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

307 unification nodes

2 cycles detected out of 988 tests (.20%)

29 instances eliminated out of 264 (10.98%)

no redundancy found

44 substitutions found

resulting in 40 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,X1)

[*** 1:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),X1) ***]

[*** 2:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(A(X6,P),X1) ***]

[*** 3:X0=F(F(X4,X6),X7) X5=F(F(X6,X7),X1) ***]

[*** 4:X0=F(F(X4,X6),F(X7,X8)) X5=F(F(X6,X7),F(X8,X1)) ***]

5:X1=F(X6,X5) X4=F(X0,X6)

[*** 6:X1=F(F(X6,X7),X5) X4=F(F(X0,X6),X7) ***]

[*** 7:X1=F(F(X6,X7),F(X8,X5)) X4=F(F(X0,X6),F(X7,X8)) ***]

8:X4=X0 X5=X1

[*** 9:X0=F(X4,X6) X1=F(X7,X8) X5=F(F(X6,X7),X8) ***]

[*** 10:X0=F(X4,X6) X1=F(A(X7,P),E) X5=F(X6,A(X7,P)) ***]

[*** 11:X0=F(X4,X6) X1=A(X7,P) X5=F(X6,A(X7,P)) ***]

[*** 12:X0=F(X6,X7) X1=F(X8,X5) X4=F(F(X6,X7),X8) ***]

[*** 13:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=E X5=A(X6,P) ***]

[*** 14:X0=F(F(X4,X6),X7) X1=F(A(X8,P),E) X5=F(F(X6,X7),A(X8,P)) ***]

[*** 15:X0=F(F(X4,X6),X7) X1=A(X8,P) X5=F(F(X6,X7),A(X8,P)) ***]

[*** 16:X0=F(F(X6,X7),X8) X4=F(X6,X7) X5=F(X8,X1) ***]

[*** 17:X0=F(F(X6,X7),X8) X4=F(F(X6,X7),X8) X5=X1 ***]

[*** 18:X0=F(F(X6,X7),F(X8,X9)) X4=F(X6,X7) X5=F(F(X8,X9),X1) ***]

[*** 19:X0=F(F(X4,X6),A(X7,P)) X1=E X5=F(X6,A(X7,P)) ***]

[*** 20:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=X0 X5=F(X6,A(X7,P)) ***]

[*** 21:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X0,X6) X5=F(A(X7,P),E) ***]

[*** 22:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X0,X6) X5=A(X7,P) ***]

[*** 23:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=E ***]

[*** 24:X1=F(F(X6,X7),X8) X4=X0 X5=F(F(X6,X7),X8) ***]

[*** 25:X1=F(F(X6,X7),X8) X4=F(X0,X6) X5=F(X7,X8) ***]

[*** 26:X1=F(F(X6,X7),F(X8,X9)) X4=F(F(X0,X6),X7) X5=F(X8,X9) ***]

[*** 27:X1=F(F(X6,X7),A(X8,P)) X4=F(F(X0,X6),X7) X5=F(A(X8,P),E) ***]

[*** 28:X1=F(F(X6,X7),A(X8,P)) X4=F(F(X0,X6),X7) X5=A(X8,P) ***]

29:X1=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X0,X6) X5=F(F(A(X7,P),E),X8)

[*** 30:X1=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X0,X6) X5=F(A(X7,P),X8) ***]
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31:X1=F(F(A(X6,P),E),X7) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

32:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),X7)

33:X1=F(A(X6,P),E) X4=X0 X5=A(X6,P)

34:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),E)

35:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(A(X6,P),E)

36:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=E

[*** 37:X0=F(X6,X7) X1=A(X8,P) X4=F(F(X6,X7),A(X8,P)) X5=E ***]

[*** 38:X0=F(F(X6,X7),X8) X1=F(A(X9,P),E) X4=F(X6,X7) X5=F(X8,A(X9,P)) ***]

[*** 39:X0=F(F(X6,X7),X8) X1=A(X9,P) X4=F(X6,X7) X5=F(X8,A(X9,P)) ***]

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 9.46 seconds

There were 3 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 8

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

1485 unification nodes

6 cycles detected out of 4887 tests (.12%)

68 instances eliminated out of 899 (7.56%)

no redundancy found

45 substitutions found

resulting in 40 solutions

TRYING WITHOUT INITIAL SOLUTIONS

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 9.32 seconds

There were 3 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 8

1566 unification nodes

6 cycles detected out of 5150 tests (.12%)

40 instances eliminated out of 958 (4.18%)

no redundancy found

26 substitutions found

resulting in 24 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,X1)

[*** 1:X0=F(F(X4,X6),X7) X5=F(F(X6,X7),X1) ***]

[*** 2:X0=F(F(X4,X6),F(X7,X8)) X5=F(F(X6,X7),F(X8,X1)) ***]

3:X1=F(X6,X5) X4=F(X0,X6)

[*** 4:X1=F(F(X6,X7),X5) X4=F(F(X0,X6),X7) ***]

5:X4=X0 X5=X1

[*** 6:X0=F(X4,X6) X1=F(X7,X8) X5=F(F(X6,X7),X8) ***]

[*** 7:X0=F(X4,X6) X1=F(A(X7,P),E) X5=F(X6,A(X7,P)) ***]

[*** 8:X0=F(X4,X6) X1=A(X7,P) X5=F(X6,A(X7,P)) ***]

[*** 9:X0=F(X6,X7) X1=F(X8,X5) X4=F(F(X6,X7),X8) ***]

[*** 10:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=E X5=A(X6,P) ***]

[*** 11:X0=F(F(X4,X6),X7) X1=F(A(X8,P),E) X5=F(F(X6,X7),A(X8,P)) ***]

[*** 12:X0=F(F(X4,X6),X7) X1=A(X8,P) X5=F(F(X6,X7),A(X8,P)) ***]

[*** 13:X0=F(F(X6,X7),X8) X4=F(X6,X7) X5=F(X8,X1) ***]

[*** 14:X0=F(F(X4,X6),A(X7,P)) X1=E X5=F(X6,A(X7,P)) ***]

[*** 15:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=X0 X5=F(X6,A(X7,P)) ***]

[*** 16:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X0,X6) X5=F(A(X7,P),E) ***]

[*** 17:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X0,X6) X5=A(X7,P) ***]

[*** 18:X1=F(F(X6,X7),X8) X4=F(X0,X6) X5=F(X7,X8) ***]

19:X1=F(F(A(X6,P),E),X7) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

20:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),X7)

21:X1=F(A(X6,P),E) X4=X0 X5=A(X6,P)

22:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(A(X6,P),E)

23:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=E

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *MUTATION-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.20 seconds

Complete with this set of rules

51 unification nodes
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No cycle detected out of 152 tests

no instance of previous solutions found out of 124 tests

no redundancy found

51 substitutions found

resulting in 51 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,X1)

[*** 1:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),X1) ***]

[*** 2:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),F(F(E,E),X1)) ***]

[*** 3:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,X1)) ***]

[*** 4:X0=F(F(X4,A(X6,P)),X7) X5=F(F(A(X6,P),E),F(X7,X1)) ***]

[*** 5:X0=F(F(X4,A(X6,P)),X7) X5=F(F(A(X6,P),E),F(F(E,X7),X1)) ***]

6:X1=F(X6,X5) X4=F(X0,X6)

7:X4=X0 X5=X1

8:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),X7) X5=F(A(X6,P),X7)

9:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),F(E,X7)) X5=F(A(X6,P),X7)

10:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),F(E,E)) X5=A(X6,P)

11:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),E) X5=A(X6,P)

12:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(E,X7) X5=F(A(X6,P),X7)

13:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(E,E) X5=A(X6,P)

14:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=E X5=A(X6,P)

[*** 15:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,E),X1) ***]

[*** 16:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,E),F(E,X1)) ***]

[*** 17:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(E,X1) ***]

[*** 18:X0=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,X8),X1) ***]

[*** 19:X0=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,E),F(X8,X1)) ***]

[*** 20:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X0,X6) X5=F(F(A(X7,P),E),F(E,E)) ***]

[*** 21:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X0,X6) X5=F(F(A(X7,P),E),E) ***]

[*** 22:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X0,X6) X5=F(A(X7,P),E) ***]

[*** 23:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=F(F(E,E),E) ***]

[*** 24:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=F(E,E) ***]

[*** 25:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=E ***]

[*** 26:X1=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X0,X6) X5=F(F(A(X7,P),E),X8) ***]

[*** 27:X1=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X0,X6) X5=F(F(A(X7,P),E),F(E,X8)) ***]

[*** 28:X1=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=F(F(E,E),X8) ***]

[*** 29:X1=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=F(E,X8) ***]

30:X1=F(F(A(X6,P),E),X7) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

31:X1=F(F(A(X6,P),E),F(F(E,E),X7)) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

32:X1=F(F(A(X6,P),E),F(F(E,E),E)) X4=X0 X5=A(X6,P)

33:X1=F(F(A(X6,P),E),F(E,X7)) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

34:X1=F(F(A(X6,P),E),F(E,E)) X4=X0 X5=A(X6,P)

35:X1=F(F(A(X6,P),E),E) X4=X0 X5=A(X6,P)

36:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),X7)

37:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(F(E,E),X7))

38:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,X7))

39:X1=F(A(X6,P),X7) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),X7)

40:X1=F(A(X6,P),X7) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),F(E,X7))

41:X1=F(A(X6,P),X7) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(E,X7)

42:X1=F(A(X6,P),E) X4=X0 X5=A(X6,P)

43:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(F(E,E),E))

44:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,E))

45:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),E)

46:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(A(X6,P),E)

47:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),F(E,E))

48:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),E)

49:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(E,E)

50:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=E

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *OPT-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.04 seconds

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

11 unification nodes

No cycle detected out of 32 tests

no instance of previous solutions found out of 25 tests

123



ANNEXE F. E-UNIFICATION : PROGRESSIVIT�E

no redundancy found

11 substitutions found

resulting in 11 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,X1)

1:X1=F(X6,X5) X4=F(X0,X6)

2:X4=X0 X5=X1

3:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,F(E,E)))

4:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,E))

5:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),E)

6:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(A(X6,P),E)

7:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),F(E,E))

8:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),E)

9:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(E,E)

10:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=E

TRYING WITHOUT RESTRICTING LEFT SHAPES

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 0.10 seconds

Complete with this set of rules

31 unification nodes

No cycle detected out of 92 tests

11 instances eliminated out of 80 (13.75%)

no redundancy found

31 substitutions found

resulting in 31 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,X1)

1:X1=F(X6,X5) X4=F(X0,X6)

2:X4=X0 X5=X1

3:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),X7) X5=F(A(X6,P),X7)

4:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),F(E,X7)) X5=F(A(X6,P),X7)

5:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),F(E,E)) X5=A(X6,P)

6:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),E) X5=A(X6,P)

7:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(E,X7) X5=F(A(X6,P),X7)

8:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(E,E) X5=A(X6,P)

9:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=E X5=A(X6,P)

10:X1=F(F(F(F(A(X6,P),E),E),E),X7) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

11:X1=F(F(F(F(A(X6,P),E),E),E),E) X4=X0 X5=A(X6,P)

12:X1=F(F(A(X6,P),E),X7) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

13:X1=F(F(A(X6,P),E),F(E,X7)) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

14:X1=F(F(A(X6,P),E),F(E,E)) X4=X0 X5=A(X6,P)

15:X1=F(F(A(X6,P),E),E) X4=X0 X5=A(X6,P)

16:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),X7)

17:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,X7))

18:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,F(E,X7)))

19:X1=F(A(X6,P),X7) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),X7)

20:X1=F(A(X6,P),X7) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),F(E,X7))

21:X1=F(A(X6,P),X7) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(E,X7)

22:X1=F(A(X6,P),E) X4=X0 X5=A(X6,P)

23:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,F(E,E)))

24:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,E))

25:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),E)

26:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(A(X6,P),E)

27:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),F(E,E))

28:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),E)

29:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(E,E)

30:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=E

TRYING WITHOUT INITIAL SOLUTIONS

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.13 seconds

Complete with this set of rules

31 unification nodes

No cycle detected out of 92 tests

no instance of previous solutions found out of 80 tests

no redundancy found
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31 substitutions found

resulting in 31 solutions

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *UNIFY-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.04 seconds

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

11 unification nodes

No cycle detected out of 32 tests

no instance of previous solutions found out of 25 tests

no redundancy found

11 substitutions found

resulting in 11 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,X1)

1:X1=F(X6,X5) X4=F(X0,X6)

2:X4=X0 X5=X1

3:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,F(E,E)))

4:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,E))

5:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),E)

6:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(A(X6,P),E)

7:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),F(E,E))

8:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),E)

9:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(E,E)

10:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=E

TRYING WITHOUT RESTRICTING LEFT SHAPES

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 0.20 seconds

Complete with this set of rules

51 unification nodes

No cycle detected out of 152 tests

11 instances eliminated out of 124 (8.87%)

no redundancy found

51 substitutions found

resulting in 51 solutions

0:X0=F(X4,X6) X5=F(X6,X1)

[*** 1:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),X1) ***]

[*** 2:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,X1)) ***]

[*** 3:X0=F(X4,A(X6,P)) X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,F(E,X1))) ***]

[*** 4:X0=F(F(X4,A(X6,P)),X7) X5=F(F(A(X6,P),E),F(X7,X1)) ***]

[*** 5:X0=F(F(X4,A(X6,P)),X7) X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,F(X7,X1))) ***]

6:X1=F(X6,X5) X4=F(X0,X6)

7:X4=X0 X5=X1

8:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),X7) X5=F(A(X6,P),X7)

9:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),F(E,X7)) X5=F(A(X6,P),X7)

10:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),F(E,E)) X5=A(X6,P)

11:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(F(E,E),E) X5=A(X6,P)

12:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(E,X7) X5=F(A(X6,P),X7)

13:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=F(E,E) X5=A(X6,P)

14:X0=F(X4,A(X6,P)) X1=E X5=A(X6,P)

[*** 15:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,E),X1) ***]

[*** 16:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,E),F(E,X1)) ***]

[*** 17:X0=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(E,X1) ***]

[*** 18:X0=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,X8),X1) ***]

[*** 19:X0=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X6,A(X7,P)) X5=F(F(E,E),F(X8,X1)) ***]

[*** 20:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X0,X6) X5=F(F(A(X7,P),E),F(E,E)) ***]

[*** 21:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X0,X6) X5=F(F(A(X7,P),E),E) ***]

[*** 22:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(X0,X6) X5=F(A(X7,P),E) ***]

[*** 23:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=F(F(E,E),E) ***]

[*** 24:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=F(E,E) ***]

[*** 25:X1=F(X6,A(X7,P)) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=E ***]

[*** 26:X1=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X0,X6) X5=F(F(A(X7,P),E),X8) ***]

[*** 27:X1=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(X0,X6) X5=F(F(A(X7,P),E),F(E,X8)) ***]

[*** 28:X1=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=F(F(E,E),X8) ***]
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[*** 29:X1=F(F(X6,A(X7,P)),X8) X4=F(F(X0,X6),A(X7,P)) X5=F(E,X8) ***]

30:X1=F(F(F(F(A(X6,P),E),E),E),X7) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

31:X1=F(F(F(F(A(X6,P),E),E),E),E) X4=X0 X5=A(X6,P)

32:X1=F(F(A(X6,P),E),X7) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

33:X1=F(F(A(X6,P),E),F(E,X7)) X4=X0 X5=F(A(X6,P),X7)

34:X1=F(F(A(X6,P),E),F(E,E)) X4=X0 X5=A(X6,P)

35:X1=F(F(A(X6,P),E),E) X4=X0 X5=A(X6,P)

36:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),X7)

37:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,X7))

38:X1=F(A(X6,P),X7) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,F(E,X7)))

39:X1=F(A(X6,P),X7) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),X7)

40:X1=F(A(X6,P),X7) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),F(E,X7))

41:X1=F(A(X6,P),X7) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(E,X7)

42:X1=F(A(X6,P),E) X4=X0 X5=A(X6,P)

43:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,F(E,E)))

44:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),F(E,E))

45:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(F(A(X6,P),E),E)

46:X1=A(X6,P) X4=X0 X5=F(A(X6,P),E)

47:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),F(E,E))

48:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(F(E,E),E)

49:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=F(E,E)

50:X1=A(X6,P) X4=F(X0,A(X6,P)) X5=E

TRYING WITHOUT INITIAL SOLUTIONS

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X4,X5) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.19 seconds

Complete with this set of rules

51 unification nodes

No cycle detected out of 152 tests

no instance of previous solutions found out of 124 tests

no redundancy found

51 substitutions found

resulting in 51 solutions

*************************************************************************

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *GS-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 1.27 seconds

There was 1 ephemeral GC

Restricted by the maximum depth : 6

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

290 unification nodes

2 cycles detected out of 974 tests (.21%)

14 instances eliminated out of 166 (8.43%)

6 redundant solutions eliminated

11 substitutions found

resulting in 9 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X0=F(F(X1,X1),X1)

2:X1=X0

3:X1=F(X0,X0)

4:X1=F(F(X0,X0),X0)

5:X0=F(X2,X2) X1=F(F(X2,X2),X2)

[*** 6:X0=F(X2,X3) X1=F(F(X2,X3),F(X2,X3)) ***]

7:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(X2,X2)

[*** 8:X0=A(X2,P) X1=F(A(X2,P),A(X2,P)) ***]

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 8.79 seconds

There were 4 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 8

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

1543 unification nodes

5 cycles detected out of 5065 tests (.10%)
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64 instances eliminated out of 716 (8.94%)

3 redundant solutions eliminated

13 substitutions found

resulting in 11 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X0=F(F(X1,X1),X1)

2:X1=X0

3:X1=F(X0,X0)

4:X1=F(F(X0,X0),X0)

5:X0=F(X2,X2) X1=F(F(X2,X2),X2)

[*** 6:X0=F(X2,X3) X1=F(F(X2,X3),F(X2,X3)) ***]

7:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(X2,X2)

[*** 8:X0=F(F(A(X2,P),E),A(X2,P)) X1=F(A(X2,P),E) ***]

[*** 9:X0=F(A(X2,P),A(X2,P)) X1=A(X2,P) ***]

[*** 10:X0=A(X2,P) X1=F(A(X2,P),A(X2,P)) ***]

TRYING WITHOUT INITIAL SOLUTIONS

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 9.55 seconds

There were 3 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 8

1480 unification nodes

4 cycles detected out of 4878 tests (.08%)

39 instances eliminated out of 693 (5.63%)

2 redundant solutions eliminated

9 substitutions found

resulting in 9 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X0=F(F(X1,X1),X1)

2:X1=X0

3:X1=F(X0,X0)

4:X1=F(F(X0,X0),X0)

[*** 5:X0=F(X2,X3) X1=F(F(X2,X3),F(X2,X3)) ***]

[*** 6:X0=F(F(A(X2,P),E),A(X2,P)) X1=F(A(X2,P),E) ***]

[*** 7:X0=F(A(X2,P),E) X1=F(F(A(X2,P),E),F(A(X2,P),E)) ***]

[*** 8:X0=F(A(X2,P),A(X2,P)) X1=A(X2,P) ***]

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *MUTATION-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 9.40 seconds

There were 5 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 6

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

2264 unification nodes

No cycle detected out of 7510 tests

22 instances eliminated out of 783 (2.81%)

no redundancy found

2 substitutions found

resulting in 2 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X1=X0

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *OPT-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.04 seconds

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

13 unification nodes

No cycle detected out of 41 tests

4 instances eliminated out of 12 (33.33%)

no redundancy found

3 substitutions found

resulting in 3 solutions

0:X0=F(X1,X1)
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1:X1=X0

2:X1=F(X0,X0)

TRYING WITHOUT RESTRICTING LEFT SHAPES

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 1.65 seconds

There was 1 ephemeral GC

Restricted by the maximum depth : 6

437 unification nodes

No cycle detected out of 1242 tests

11 instances eliminated out of 234 (4.70%)

4 redundant solutions eliminated

7 substitutions found

resulting in 7 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X0=F(F(X1,X1),X1)

2:X1=X0

3:X1=F(X0,X0)

4:X1=F(F(X0,X0),X0)

5:X0=F(X2,X2) X1=F(F(X2,X2),X2)

6:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(X2,X2)

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 0.32 seconds

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

96 unification nodes

No cycle detected out of 288 tests

11 instances eliminated out of 49 (22.45%)

4 redundant solutions eliminated

7 substitutions found

resulting in 7 solutions

TRYING WITHOUT RESTRICTING LEFT SHAPES

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 1.68 seconds

There was 1 ephemeral GC

Restricted by the maximum depth : 8

447 unification nodes

No cycle detected out of 1268 tests

11 instances eliminated out of 234 (4.70%)

4 redundant solutions eliminated

7 substitutions found

resulting in 7 solutions

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 1.17 seconds

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

353 unification nodes

No cycle detected out of 1048 tests

19 instances eliminated out of 149 (12.75%)

4 redundant solutions eliminated

15 substitutions found

resulting in 15 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X0=F(F(X1,X1),X1)

2:X0=F(F(X1,X1),F(X1,X1))

3:X1=X0

4:X1=F(X0,X0)

5:X1=F(F(X0,X0),X0)

6:X1=F(F(X0,X0),F(X0,X0))

7:X0=F(X2,X2) X1=F(F(X2,X2),X2)

8:X0=F(X2,X2) X1=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2))

9:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(X2,X2)

10:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(F(X2,X2),F(X2,X2))
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11:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2))

12:X0=F(F(X2,X2),F(X2,X2)) X1=F(F(X2,X2),X2)

13:X0=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2)) X1=F(X2,X2)

14:X0=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2)) X1=F(F(X2,X2),X2)

TRYING WITHOUT RESTRICTING LEFT SHAPES

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 6.42 seconds

There were 3 ephemeral GCs

Restricted by the maximum depth : 10

1356 unification nodes

No cycle detected out of 3813 tests

23 instances eliminated out of 632 (3.64%)

8 redundant solutions eliminated

15 substitutions found

resulting in 15 solutions

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 4.29 seconds

There were 3 ephemeral GCs

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

1011 unification nodes

No cycle detected out of 2956 tests

43 instances eliminated out of 391 (11.00%)

8 redundant solutions eliminated

31 substitutions found

resulting in 31 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X0=F(F(X1,X1),X1)

2:X0=F(F(X1,X1),F(X1,X1))

3:X0=F(F(F(X1,X1),X1),F(X1,X1))

4:X1=X0

5:X1=F(X0,X0)

6:X1=F(F(X0,X0),X0)

7:X1=F(F(X0,X0),F(X0,X0))

8:X1=F(F(F(X0,X0),X0),F(X0,X0))

9:X0=F(X2,X2) X1=F(F(X2,X2),X2)

10:X0=F(X2,X2) X1=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2))

11:X0=F(X2,X2) X1=F(F(F(X2,F(X2,X2)),F(X2,X2)),F(X2,X2))

12:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(X2,X2)

13:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(F(X2,X2),F(X2,X2))

14:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(F(X2,F(X2,F(X2,X2))),F(X2,F(X2,X2)))

15:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2))

16:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(F(F(X2,X2),F(F(X2,X2),X2)),F(F(X2,X2),X2))

17:X0=F(F(X2,X2),F(X2,X2)) X1=F(F(X2,X2),X2)

18:X0=F(F(X2,X2),F(X2,X2)) X1=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2))

19:X0=F(F(X2,X2),F(X2,X2)) X1=F(F(F(X2,X2),X2),F(F(F(X2,X2),X2),X2))

20:X0=F(F(X2,X2),F(F(X2,X2),F(F(X2,X2),X2))) X1=F(X2,X2)

21:X0=F(F(X2,F(X2,X2)),F(F(X2,F(X2,X2)),F(X2,X2))) X1=F(F(X2,X2),X2)

22:X0=F(F(X2,F(X2,F(X2,X2))),F(X2,F(X2,X2))) X1=F(F(X2,X2),F(X2,X2))

23:X0=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2)) X1=F(X2,X2)

24:X0=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2)) X1=F(F(X2,X2),X2)

25:X0=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2)) X1=F(F(X2,X2),F(X2,X2))

26:X0=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2)) X1=F(F(X2,X2),F(F(X2,X2),F(F(X2,X2),X2)))

27:X0=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2)) X1=F(F(X2,F(X2,X2)),F(F(X2,F(X2,X2)),F(X2,X2)))

28:X0=F(F(F(X2,X2),X2),F(F(F(X2,X2),X2),X2)) X1=F(F(X2,X2),X2)

29:X0=F(F(F(X2,X2),F(F(X2,X2),X2)),F(F(X2,X2),X2)) X1=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2))

30:X0=F(F(F(X2,F(X2,X2)),F(X2,X2)),F(X2,X2)) X1=F(F(F(X2,X2),X2),F(X2,X2))

TRYING WITHOUT RESTRICTING LEFT SHAPES

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 9.45 seconds

There were 4 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed
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ANNEXE F. E-UNIFICATION : PROGRESSIVIT�E

1878 unification nodes

No cycle detected out of 5332 tests

19 instances eliminated out of 813 (2.34%)

4 redundant solutions eliminated

31 substitutions found

resulting in 31 solutions

TRYING WITHOUT INITIAL SOLUTIONS

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 9.18 seconds

There were 4 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

1909 unification nodes

No cycle detected out of 5417 tests

16 instances eliminated out of 831 (1.93%)

no redundancy found

7 substitutions found

resulting in 7 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X0=F(F(X1,X1),X1)

2:X1=X0

3:X1=F(X0,X0)

4:X1=F(F(X0,X0),X0)

5:X0=F(X2,X2) X1=F(F(X2,X2),X2)

6:X0=F(F(X2,X2),X2) X1=F(X2,X2)

*************************************************************************

WITH TREE EQUAL TO *UNIFY-TREE*

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 0.04 seconds

Restricted by the maximum size of the left shapes : 0

13 unification nodes

No cycle detected out of 41 tests

4 instances eliminated out of 12 (33.33%)

no redundancy found

3 substitutions found

resulting in 3 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X1=X0

2:X1=F(X0,X0)

TRYING WITHOUT RESTRICTING LEFT SHAPES

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

--- with an initial set of solutions

User Run Time = 9.44 seconds

There were 4 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 6

1808 unification nodes

No cycle detected out of 4956 tests

42 instances eliminated out of 982 (4.28%)

3 redundant solutions eliminated

13 substitutions found

resulting in 13 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X1=X0

2:X1=F(X0,X0)

[*** 3:X0=F(F(E,E),F(A(X2,P),A(X2,P))) X1=F(F(E,E),A(X2,P)) ***]

[*** 4:X0=F(F(E,E),A(X2,P)) X1=F(F(E,E),F(A(X2,P),A(X2,P))) ***]

[*** 5:X0=F(F(A(X2,P),E),X3) X1=F(F(F(A(X2,P),E),X3),F(A(X2,P),X3)) ***]

[*** 6:X0=F(F(A(X2,P),E),F(E,X3)) X1=F(F(F(A(X2,P),E),F(E,X3)),F(A(X2,P),X3)) ***]

[*** 7:X0=F(F(A(X2,P),E),F(E,E)) X1=F(F(F(A(X2,P),E),F(E,E)),A(X2,P)) ***]

[*** 8:X0=F(F(A(X2,P),E),F(A(X2,P),F(A(X2,P),E))) X1=F(A(X2,P),E) ***]

[*** 9:X0=F(F(A(X2,P),E),E) X1=F(F(F(A(X2,P),E),E),A(X2,P)) ***]

[*** 10:X0=F(F(A(X2,P),E),A(X2,P)) X1=F(A(X2,P),E) ***]

[*** 11:X0=F(A(X2,P),E) X1=F(F(F(A(X2,P),E),A(X2,P)),A(X2,P)) ***]

[*** 12:X0=F(A(X2,P),E) X1=F(F(A(X2,P),E),A(X2,P)) ***]
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TRYING WITHOUT INITIAL SOLUTIONS

-------- Unifying F(X0,X1) and F(X1,X0) searching no more than 2000 solutions

User Run Time = 9.34 seconds

There were 4 ephemeral GCs

E-unification aborted : too much time elapsed

Restricted by the maximum depth : 6

1809 unification nodes

No cycle detected out of 5006 tests

36 instances eliminated out of 999 (3.60%)

no redundancy found

12 substitutions found

resulting in 12 solutions

0:X0=F(X1,X1)

1:X1=X0

2:X1=F(X0,X0)

[*** 3:X0=F(F(E,E),F(A(X2,P),A(X2,P))) X1=F(F(E,E),A(X2,P)) ***]

[*** 4:X0=F(F(E,E),A(X2,P)) X1=F(F(E,E),F(A(X2,P),A(X2,P))) ***]

[*** 5:X0=F(F(A(X2,P),E),X3) X1=F(F(F(A(X2,P),E),X3),F(A(X2,P),X3)) ***]

[*** 6:X0=F(F(A(X2,P),E),F(E,X3)) X1=F(F(F(A(X2,P),E),F(E,X3)),F(A(X2,P),X3)) ***]

[*** 7:X0=F(F(A(X2,P),E),F(E,E)) X1=F(F(F(A(X2,P),E),F(E,E)),A(X2,P)) ***]

[*** 8:X0=F(F(A(X2,P),E),F(A(X2,P),F(A(X2,P),E))) X1=F(A(X2,P),E) ***]

[*** 9:X0=F(F(A(X2,P),E),E) X1=F(F(F(A(X2,P),E),E),A(X2,P)) ***]

[*** 10:X0=F(F(A(X2,P),E),A(X2,P)) X1=F(A(X2,P),E) ***]

[*** 11:X0=F(A(X2,P),E) X1=F(F(A(X2,P),E),A(X2,P)) ***]
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R�esum�e

Depuis les travaux de Martelli et Montanari en 1982, la r�esolution de probl�emes
de E-uni�cation s'e�ectue souvent par transformation de syst�emes d'�equations.
L'objectif de cette th�ese est de pr�esenter des nouvelles r�egles de transformations qui
d�ecrivent de fa�con uni��ee comment appliquer des axiomes �a la racine des termes.
Les propri�et�es th�eoriques de ces r�egles sont �etablies (correction, compl�etude...). Nous
prouvons �egalement que cette approche, bas�ee sur la notion de pr�esentations stricte-
ment r�esolventes, est plus g�en�erale que des algorithmes tr�es connus (Root-Rewriting
[J. Gallier & W. Snyder], Mutation Syntaxique [C. Kirchner]). Une analyse
du comportement de ces r�egles permet d'�etablir l'int�erêt de l'application d'axiomes
�a la racine et de d�e�nir le type de pr�esentations strictement r�esolventes qui devraient
fournir les meilleurs r�esultats.

Ces pr�esentations sont g�en�er�ees automatiquement. Pour ce faire, nous intro-
duisons la notion de compl�etion strictement r�esolvente. Elle permet de d�e�nir les
propri�et�es th�eoriques des r�egles de compl�etion donn�ees. Di��erentes strat�egies sont
�etudi�ees, allant d'une strat�egie qui termine toujours �a la strat�egie (parfois diver-
gente) conduisant �a une pr�esentation tr�es e�cace.

Des recherches th�eoriques peuvent s'e�ectuer dans ce (nouveau) formalisme g�e-
n�eral. Elles s'appliquent aux algorithmes subsum�es par cette approche. Par exemple,
les avantages vis �a vis du parall�elisme sont �etablis et conduisent �a une pr�esentation
compacte de l'ensemble des uni�cateurs. Des optimisations th�eoriques plus com-
plexes sont �egalement �etudi�ees. La d�etection des instanciations inutiles des variables
lors de l'uni�cation d'un terme avec les têtes de r�egles est la plus importante. Elle
permet d'�etablir la compl�etude des solutions donn�ees pour un probl�eme même si la
pr�esentation n'est pas strictement r�esolvente (compl�etion divergente).

Les r�esultats exp�erimentaux mettent en valeur la simplicit�e et la g�en�eralit�e de
cette nouvelle approche. Sa g�en�eralit�e permet �egalement de comparer les di��erents
algorithmes et de justi�er l'utilisation de la strat�egie non compl�ete de g�en�eration
des r�egles. L'�etude de cas particuliers montre que l'on peut ainsi obtenir des r�esul-
tats tr�es int�eressants en un temps tout �a fait raisonnable. On peut donc envisager
d'utiliser ce module de E-uni�cation au sein d'un d�emonstrateur.


