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Introduction

les syst�emes distribu�es

Les syst�emes distribu�es sont la base de la plupart des protocoles de communication qui sont
utilis�es dans les r�eseaux d'ordinateurs et dans les syst�emes de t�el�ecommunications, ainsi que
dans les architectures multi-processeurs. L'importance croissante des protocoles de commu-
nication dans les syst�emes informatiques modernes imposent des contraintes de sûret�e et de
�abilit�e tr�es s�ev�eres : le moindre dysfonctionnement d'un syst�eme de t�el�ecommunications
peut a�ecter des millions de personnes et provoquer la perte de sommes �enormes, voire
mettre en cause la s�ecurit�e de personnes.

Il est donc crucial de pouvoir garantir leur bon fonctionnement avant leur mise en service,
c'est-�a-dire de valider l'ensemble des comportements possibles du syst�eme par rapport aux
services qui lui sont demand�es. Ce genre de validation est en g�en�eral hors de port�ee des
techniques classiques de conception de programmes :

� la description du service demand�e est souvent donn�ee en langage naturel, compl�et�ee
par des diagrammes de transitions. Ce mode de description semi-formel conduit �a des
d�e�nitions impr�ecises, ambigu�es et volumineuses.

� les m�ethodes de validation classiques sont g�en�eralement bas�ees sur une couverture plus
ou moins grande des ex�ecutions possibles, par g�en�eration et validation de s�equences
de test. Ces m�ethodes ne peuvent en g�en�eral pas être exhaustives, et n�ecessitent de
se placer au plus pr�es des conditions r�eelles d'utilisation pour être r�ealistes. Comment
tester dans ce cas un protocole devant g�erer les communications de plusieurs centaines
de machines?

Pour r�epondre �a ces probl�emes, des formalismes de description ont �et�e d�evelopp�es, associ�es
�a des m�ethodes de v�eri�cation formelle. Ces formalismes, d�esign�es sous le nom de Formal
Description Techniques (FDT) sont con�cus pour permettre la sp�eci�cation des syst�emes
distribu�es. Ils sont d'autre part ex�ecutables et peuvent aussi servir �a la programmation de
ces mêmes syst�emes.

1
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+ diagnostic
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syst�eme de transitions
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Figure 0.1: V�eri�cation bas�ee sur les mod�eles

V�eri�cation formelle

La v�eri�cation formelle consiste �a comparer la description d'un syst�eme (l'impl�ementation)
avec la description des services attendus (les sp�eci�cations). Cette comparaison s'e�ectue
selon une relation de satisfaction d�e�nie elle aussi formellement.

Une approche possible de v�eri�cation formelle est l'utilisation de d�emonstrateurs automa-
tiques ou de syst�emes de r�e�ecriture. L'utilisation de ces syst�emes est en g�en�eral ardue et au
mieux semi-automatisable. L'approche que nous consid�erons dans ce travail est bas�ee sur la
comparaison de mod�eles (\model checking"), dont le principe est donn�e par la �gure 0.1. Le
mod�ele couramment consid�er�e pour la v�eri�cation est un syst�eme de transitions �etiquet�ees,
c'est-�a-dire un automate dont les transitions entre �etats sont �etiquet�ees par les actions du
syst�eme. Le processus de v�eri�cation se d�ecompose alors en deux phases : compilation d'un
programme exprim�e dans un langage FDT vers un syst�eme de transitions �etiquet�ees, puis
v�eri�cation des sp�eci�cations sur ce syst�eme de transitions �etiquet�ees. Un int�erêt pratique
de cette approche est qu'elle est compl�etement automatisable. Elle est par contre limit�ee
par la taille des mod�eles g�en�er�es.

La technique de v�eri�cation appliqu�ee d�epend du formalisme utilis�e pour les sp�eci�cations;
on distingue en particulier deux types de sp�eci�cations :

Les sp�eci�cations logiques :
Elles permettent l'expression de propri�et�es globales sur le fonctionnement du pro-
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gramme (comme l'absence de blocages, la terminaison, l'�equit�e, : : : ) �a l'aide d'un
ensemble de formules d'une logique temporelle. Dans ce cas, la v�eri�cation consiste �a
�evaluer la validit�e de l'ensemble de ces formules sur le syst�eme de transitions �etiquet�ees
mod�elisant le programme.

Les sp�eci�cations comportementales :

Elles d�ecrivent un aspect du comportement attendu du programme sous la forme d'un
syst�eme de transitions �etiquet�ees. Ce syst�eme de transitions �etiquet�ees peut provenir
lui-même d'une sp�eci�cation �ecrite dans un langage FDT. La v�eri�cation consiste alors
�a comparer les deux syst�emes de transitions par rapport �a une relation d'�equivalence
ou d'inclusion. Ces relations sont bas�ees sur la bisimulation et la simulation et sont
modul�ees par une notion d'observabitilit�e des actions du programme. Le choix de
la relation �a utiliser d�epend essentiellement du type des propri�et�es que l'on souhaite
pr�eserver lors de la comparaison.

L'application de ces techniques au sein du projet Spectre a donn�e lieu (entre autres) �a
la cr�eation d'une bô�te �a outils d�edi�ee �a la v�eri�cation de programmes Lotos. Le c�ur de
cette bô�te �a outils est constitu�e des logiciels suivants :

C�sar :
Ce compilateur, r�ealis�e par H. Garavel [Gar89] permet de g�en�erer �a partir d'un pro-
gramme Lotos un syst�eme de transitions �etiquet�ees qui mod�elise son comportement.

Ald�ebaran :

Ald�ebaran est un outil de v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales r�ealis�e par
J.C. Fernandez [Fer88, Mou92]. Il permet de r�eduire ou comparer des syst�emes de
transitions �etiquet�ees modulo di��erentes relations d'�equivalence bas�ees sur la notion
de bisimulation.

Explosion des �etats

Un probl�eme li�e aux m�ethodes de v�eri�cation bas�ee sur les mod�eles est li�ee �a la taille de
ce mod�ele. D�es que les programmes �etudi�es sont de complexit�e r�ealiste, la taille du mod�ele
correspondant devient rapidement prohibitive; ce probl�eme est connu sous le nom de probl�eme
de l'explosion des �etats.

Ce probl�eme s'av�ere crucial dans la pratique des outils \classiques" de v�eri�cation, qui tra-
vaille sur le mod�ele compl�etement g�en�er�e. Ces outils se trouvent de fait limit�es �a la v�eri�-
cation de mod�eles ayant environ 1 million d'�etats, ce qui est largement insu�sant pour des
cas r�ealistes.

Une certain nombre de m�ethodes ont �et�e �etudi�ees et mise en �uvre pour tenter de traiter
di��erents aspects du probl�eme de l'explosion des �etats. Ces m�ethodes jouent sur un ou
plusieurs des param�etres suivants :
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La g�en�eration du mod�ele

L'id�ee est alors d'essayer de g�en�erer un mod�ele r�eduit, mais �equivalent au mod�ele orig-
inal du point de vue v�eri�cation des propri�et�es �a valider. D'autre part, nous pouvons
aussi avoir des m�ethodes plus ou moins e�caces de repr�esentation du mod�ele, en fonc-
tion de ses caract�eristiques.

L'exploration du mod�ele

Il est possible d'am�eliorer consid�erablement les performances, en temps ou en m�emoire,
lors de l'exploration du mod�ele, en n'e�ectuant qu'une exploration partielle ou en ne
m�emorisant qu'une partie du mod�ele.

La qualit�e du r�esultat
Le but de la v�eri�cation formelle est de d�emontrer qu'une propri�et�e est correcte ou
fausse pour un syst�eme donn�e. Mais quand une propri�et�e est fausse, il est souvent
possible d'appliquer des m�ethodes plus simples qui se contenteront de la recherche
d'un contre exemple, comme par exemple les di��erentes m�ethodes de test d'un pro-
gramme. Ce sont des m�ethodes de v�eri�cation partielle, permettant de d�emontrer la
non satisfaction d'un propri�et�e, mais pas leur satisfaction.

Les m�ethodes couramment employ�ees sont les suivantes :

V�eri�cation �a la vol�ee [FJJM92, Val93]

Plutôt que de construire compl�etement le mod�ele, puis de v�eri�er la propri�et�e sur ce
mod�ele, la propri�et�e est v�eri��ee �a la vol�ee, pendant un parcours du mod�ele. Pour
parcourir tout le mod�ele, il est en g�en�eral su�sant de ne garder en m�emoire que la
pile permettant un parcours en profondeur. Pour acc�el�erer le calcul, la plupart des
algorithmes �a la vol�ee utilisent au maximum la m�emoire pour garder le plus possible
des �etats d�ej�a atteints.

Les mêmes algorithmes sont souvent utilis�es pour une v�eri�cation partielle , grâce �a
des m�ethodes de codage astucieuses des ensembles d'�etats [Hol89] qui ne garantissent
pas forc�ement l'exploration de tout le mod�ele.

Ordres partiels [GW93, Val93]
Une des causes reconnues de l'explosion des �etats est li�e �a la repr�esentation du paral-
l�elisme par l'entrelacement d'actions parall�eles asynchrones. Une id�ee consiste alors �a
�eviter de parcourir tous les chemins construits par entrelacement d'actions parall�eles,
pour n'en parcourir qu'un sous ensemble caract�eristique pour la propri�et�e �a v�eri�er.
Le mod�ele ainsi parcouru peut être beaucoup plus petit que le mod�ele complet, surtout
si le syst�eme �a v�eri�er contient beaucoup d'actions asynchrones.

Cette technique se combine tr�es bien avec la v�eri�cation �a la vol�ee, chaque m�ethode
tirant parti des avantages o�erts par l'autre.

R�eduction

Puisque la taille du mod�ele pose un probl�eme, une id�ee fr�equemment utilis�ee est de
r�eduire cette taille en tenant compte soit de la relation de comparaison utilis�ee, soit des
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sp�eci�cations �a v�eri�er. S'il s'agit de sp�eci�cations comportementales, la comparaison
s'e�ectue alors pour une relation d'�equivalence R. La r�eduction du mod�ele consiste alors
�a e�ectuer la v�eri�cation sur un mod�ele �equivalent pour R, mais plus petit en nombre
d'�etats (de pr�ef�erence minimal). De nombreux travaux ont abouti �a des algorithmes
de r�eduction performants[PT87, BFH90, LY92].

Abstraction
L'abstraction consiste �a construire un mod�ele abstrait �a partir du mod�ele d'origine dit
mod�ele concret, tel que chaque action du mod�ele concret peut être simul�e par une action
dans le mod�ele abstrait. Cette approche est maintenant utilis�ee dans certains travaux
[Kur89, CGL92, Lon93, Loi94], pour e�ectuer une v�eri�cation partielle de propri�et�es.
Les propri�et�es v�eri�ables par cette m�ethode doivent être pr�eserv�ees par la m�ethode
d'abstraction. Dans ce cas, une propri�et�e v�eri��ee sur le mod�ele abstrait est valide
sur le mod�ele concret. Si la propri�et�e n'est pas v�eri��ee sur le mod�ele abstrait, nous
ne pouvons tirer aucune conclusion, car la m�ethode d'abstraction peut �eventuellement
être trop grossi�ere pour la v�eri�cation de cette propri�et�e.

Composition

Un syst�eme distribu�e �etant construit par mise en parall�ele de sous syst�emes, des m�eth-
odes ont �et�e propos�ees pour tirer parti de cette composition.

En particulier, la construction d'une abstraction du mod�ele peut se faire par la com-
position d'abstractions de chacun des composants parall�eles du mod�ele, l'abstraction
de chaque composante �etant �eventuellement plus facile �a r�ealiser. De même, nous pou-
vons utiliser cette technique pour la r�eduction d'un mod�ele, en construisant le mod�ele
global d'un syst�eme �a partir du mod�ele minimal pour une relation d'�equivalence R de
chacune des composantes de ce syst�eme.

Une autre utilisation de la composition consiste �a v�eri�er une propri�et�e s�epar�ement sur
chaque composant, et �a en d�eduire la validit�e d'une propri�et�e globale.

Un inconv�enient de l'utilisation de la composition est li�e une fois de plus au probl�eme
de l'explosion des �etats. Même si chaque composant ne d�ecrit qu'une partie du com-
portement du syst�eme, le mod�ele correspondant est souvent de taille prohibitive. En
fait, lorsque certains composants sont mod�elis�es sans tenir compte de leurs interactions
avec les autres (relâchement de contraintes de synchronisation) leur mod�ele peut même
être de taille largement sup�erieure au mod�ele du syst�eme complet.

Techniques symboliques

La repr�esentation �enum�erative d'un mod�ele pâtit directement du probl�eme de
l'explosion des �etats, la taille de la repr�esentation m�emoire �etant proportionnelle �a
la taille du mod�ele lui-même. Une id�ee est alors de ne plus repr�esenter chaque �etat
individuellement, mais d'adopter des m�ethodes de repr�esentation e�caces d'ensembles
d'�etats, et d'adapter les op�erateurs utilis�es dans les algorithmes de v�eri�cation clas-
siques pour travailler directement sur des ensembles.

Cette approche a v�eritablement pris son essor avec la d�e�nition par Bryant des Dia-
grammes de D�ecision Binaires (Bdds)[Bry92] , qui permettent la manipulation e�cace
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de fonctions bool�eennes. De nombreux outils de v�eri�cation utilisent les Bdds avec
succ�es, en particulier dans le domaine de la v�eri�cation de circuits. D'autres repr�esen-
tations symboliques plus num�eriques sont aussi utilis�ees dans la v�eri�cation de syst�emes
temporis�es et de syst�emes hybrides [HNSY92, ACHH93, HPR94] ; il s'agit de versions
plus ou moins particuli�eres des poly�edres convexes, que nous pr�esentons plus loin.

Objectifs de ce travail

Le travail que nous pr�esentons a pour objectif l'�etude et la mise en �uvre de certaines m�eth-
odes de repr�esentation symbolique, et d'algorithmes adapt�es �a ces m�ethodes. La combinaison
de ces deux approches va nous permettre de travailler sur un mod�ele qui se situe en amont
des causes principales de l'explosion des �etats, puisque nous pourrons traiter les variables du
programme symboliquement et non plus en extension.

Un algorithme : G�en�eration de mod�ele minimal

Nous nous int�eressons en particulier �a l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal propos�e
par [BFH90]. Cet algorithme permet �a partir d'une repr�esentation symbolique d'un mod�ele
de construire directement un mod�ele r�eduit, suivant une relation d'�equivalence donn�ee. Nous
voulons d�eterminer les conditions n�ecessaires pour une mise en �uvre e�cace de cet algo-
rithme, en tenant compte des caract�eristiques des repr�esentations symboliques du mod�ele
que nous comptons utiliser. Nous voulons d'autre part utiliser cet algorithme pour plusieurs
relations d'�equivalence.

Deux m�ethodes de repr�esentation symbolique

Nous nous int�eressons �a deux m�ethodes de repr�esentation symbolique du mod�ele, une m�eth-
ode bas�e sur la repr�esentation de fonctions bool�eennes, les Diagrammes de D�ecision Binaires
(Bdds) et une m�ethode bas�e sur la repr�esentation d'in�egalit�es lin�eaires sur les variables
rationnelles, les poly�edres convexes.

Les Diagrammes de D�ecision Binaire
Les Bdds sont maintenant utilis�es avec succ�es dans de nombreux domaines informatiques.
Certaines des r�ealisations les plus notables sont du domaine de la v�eri�cation de circuits et
font maintenant l'objet d'une utilisation industrielle.

Beaucoup d'outils de v�eri�cation bas�es sur les Bdds traitent de la v�eri�cation par rapport
�a des sp�eci�cations logiques [BCM+90, CMB90, McM92, Lon93] . Des travaux s'int�eressent
aussi �a leur application pour la v�eri�cation de sp�eci�cations comportementales [BdS92] .
C'est le cas des travaux pr�esent�es ici [FKM93] ; nous nous int�eressons �a l'application des
Bdds pour la g�en�eration de mod�ele minimal, mais aussi pour la comparaison d'un mod�ele
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avec une sp�eci�cation pour une relation d'�equivalence donn�ee.

Les poly�edres convexes
Les poly�edres convexes peuvent être repr�esent�es par des ensembles d'in�egalit�es et �egalit�es
lin�eaires, d�e�nies sur des variables rationnelles. Un int�erêt de cette th�eorie est la possibilit�e
de traiter symboliquement les variables enti�eres d'un programme et les transformations sur
ces variables. Une caract�eristique suppl�ementaire des poly�edres est qu'ils permettent de
traiter des mod�eles ayant un espace d'�etats in�nis.

Les poly�edres ont d�ej�a �et�e utilis�es pour l'analyse s�emantique de programmes imp�eratifs
[Hal79]. Leur utilisation pour la v�eri�cation et l'analyse de syst�emes distribu�es [BW94] , mais
aussi de syst�emes temporis�es [Hal93, HPR94] est un ph�enom�ene r�ecent. Nous pr�esentons ici
une adaptation de ces travaux au mod�ele qui nous int�eresse [Ker94]. Cette adaptation nous
permet de caract�eriser, par une analyse en avant approch�ee, une approximation sup�erieure
des �etats accessibles d'un syst�eme. Ce sur-ensemble des �etats accessibles est donn�e sous la
forme d'un ou plusieurs poly�edres et constitue un invariant du syst�eme. Nous pouvons en
d�eduire des informations int�eressantes sur le syst�eme mod�elis�e, comme les bornes de variation
de variables et l'existence de relations lin�eaires entre variables. Ceci constitue une m�ethode
de v�eri�cation partielle, qui permettra de d�emontrer la satisfaction d'une formule exprim�ee
sur les variables du syst�eme, si cette formule contient l'invariant calcul�e.

Un outil : Magel

L'ensemble des m�ethodes pr�esent�ees dans ce document ont �et�e mises en �uvre au sein d'un
même outil, Magel. Cet outil permet la v�eri�cation, la comparaison et l'analyse de pro-
tocoles. Son format d'entr�ee a �et�e adapt�e pour accepter des R�eseaux de Petri g�en�er�es par
le compilateur C�sar �a partir de description de protocoles en Lotos. L'outil Magel

permet actuellement la g�en�eration d'un mod�ele minimal pour di��erentes relations de bisimu-
lation, directement �a partir d'un R�eseau de Petri restreint �a des variables bool�eennes. Cette
partie correspond �a la mise en �uvre de l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal
avec les Bdds et constitue un module de v�eri�cation comportementale. Magel permet
d'autre part l'analyse de ces R�eseau de Petri �etendus par des variables enti�eres, par cal-
cul d'approximations sup�erieures avec les poly�edres. Cette partie constitue un module de
v�eri�cation partielle de propri�et�es.

L'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal avec les Bdds de Magel a �et�e d'autre part
int�egr�ee avec d'autres algorithmes de v�eri�cation comportementale �a l'outil de v�eri�cation
Ald�ebaran et constitue un �equivalent symbolique �a l'ensemble des m�ethodes �enum�eratives
existantes dans Ald�ebaran.

L'ensemble des m�ethodes a pu ainsi être exp�eriment�e sur une gamme d'exemples allant de
jeux d'essais et de \benchmarks" �a des exemples de sp�eci�cation de protocoles r�eels.
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Organisation du document

L'organisation de ce document re
�ete les di��erents th�emes que nous avons choisis. Pour
chacun de ces th�emes, nous avons une partie de pr�esentation de l'existant, et une partie
d'adaptation et de mise en �uvre qui constitue l'apport de notre travail. Parmi les chapitres
de description de l'existant, nous trouvons les chapitres 1, 3 et 6, ainsi que le d�ebut du
chapitre 2 (description de l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal). Les di��erents
apports de ce travail sont d�ecrits dans les chapitres 4, 5, 7 et 8, ainsi que la �n du chapitre
2 (optimisation et mise en �uvre de l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal). Nous
donnons une description plus pr�ecise du contenu de ces chapitres :

Le chapitre 1 d�e�nit les deux principaux mod�eles sur lesquels sont bas�es les travaux
pr�esent�es dans ce document :

{ le mod�ele syst�eme de transitions �etiquet�ees. C'est le mod�ele sur lequel sont d�e�nies
la plupart des m�ethodes de v�eri�cation que nous utiliserons

{ le mod�ele R�eseau de Petri. C'est le mod�ele �a partir duquel nous construirons un
mod�ele symbolique pour les Bdds, ou semi symbolique pour les poly�edres

Dans le même chapitre, nous pr�esentons le mod�ele semi symbolique automate interpr�et�e
utilis�e avec les poly�edres.

Le chapitre 2 introduit une m�ethode de v�eri�cation de mod�eles pour des relations
d'�equivalence bas�ees sur la notion de bisimulation. Cette m�ethode consiste �a calculer
une partition des �etats du mod�ele compatible avec sa relation de transition. Un algo-
rithme e�cace pour ce genre de calcul connu sous le nom de ra�nement de partition
existe [KS83, PT87] et a fait l'objet de mises en �uvre e�caces dans certains outils de
minimisation et comparaison de mod�eles comme Ald�ebaran, Auto,: : : .

Dans la suite du chapitre, nous pr�esentons un algorithme �elabor�e dans l'�equipe,
l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal[BFH90]. Cet algorithme permet de
combiner le calcul d'accessibilit�e des �etats d'un mod�ele avec le calcul de ra�nement de
partition, permettant de minimiser un mod�ele pendant sa g�en�eration, contrairement
�a l'algorithme de ra�nement de partition plus classique, qui est dissoci�e du calcul de
l'accessibilit�e des �etats du mod�ele.

Nous pr�esentons une mise en �uvre de cet algorithme am�elior�e par certaines optimisa-
tions li�ees �a l'utilisation de repr�esentations symboliques du mod�ele. Nous d�e�nissons
en�n l'adaptation de l'algorithme �a di��erentes relations de bisimulation.

Le chapitre 3 introduit la premi�ere m�ethode de repr�esentation symbolique que nous
allons utiliser. Il s'agit de Diagrammes de D�ecision Binaires (Bdds), qui permettent
de repr�esenter et manipuler e�cacement des expressions bool�eennes. Nous d�e�nissons
les m�ethodes de codage et op�erateurs de base que nous utilisons par la suite.

Dans le chapitre 4 , nous d�e�nissons le codage de notre mod�ele R�eseau de Petri sous la
forme d'un ensemble de Bdds, et les avantages que peuvent apporter les Bdds pour la
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repr�esentation de mod�eles, du point de vue compacit�e de la repr�esentation et e�cacit�e
lors des calculs de points �xes.

Le chapitre 5 contient la pr�esentation de toutes les applications que nous avons r�eal-
is�ees avec le mod�ele symbolique �a base de Bdds. En particulier, nous pr�esentons
l'application �a la minimisation et comparaison par la mise en �uvre de l'algorithme de
g�en�eration de mod�ele minimal avec les Bdds; nous appliquons aussi une m�ethode de
comparaison pour des pr�eordres de simulation, par exploration du produit synchrone
de deux mod�eles �a comparer.

Le chapitre 6 pr�esente la deuxi�eme m�ethode de repr�esentation symbolique utilis�ee dans
ce travail. Il s'agit de poly�edres convexes, qui peuvent être repr�esent�es par des syst�emes
d'in�egalit�es lin�eaires sur les variables du syst�eme. Associ�es avec les poly�edres, nous
pr�esentons une m�ethode de calcul d'approximations de points �xes, utilis�ee couramment
dans des syst�emes d'analyse s�emantique de programmes imp�eratifs ou fonctionnels.
Ces approximations vont permettre de forcer la convergence de calcul de points �xes
�eventuellement in�nis (puisque le treillis des poly�edres est de hauteur in�nie).

Le chapitre 7 pr�esente une utilisation classique de ces poly�edres, pour une analyse ap-
proch�ee en avant d'un programme, que nous adapterons �a notre mod�ele. Cette analyse
va nous permettre de d�eterminer certaines propri�et�es invariantes sur les variables d'un
programme.

Le chapitre 8 est consacr�ee �a l'outil Magel, qui est le r�esultat de la mise en �uvre
des m�ethodes pr�esent�ees dans ce document. Nous pr�esentons l'architecture et les choix
de conception de l'outil, ainsi que son adaptation au R�eseaux de Petri produits par le
compilateur C�sar. Nous pr�esentons ensuite l'adaptation d'une partie des algorithmes
de Magel �a Ald�ebaran, et la cr�eation d'une version symbolique d'Ald�ebaran.
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Partie I

Mod�eles et algorithmes





Notations

0.1 Ensembles

Soient deux ensembles Q et Q0, nous utiliserons pour les op�erateurs ensemblistes les notations
suivantes :

� ensemble vide : ;

� cardinal : j Q j

� union : Q [ Q0

� intersection : Q \Q0

� inclusion : Q � Q0

� inclusion stricte : Q � Q0

� produit cart�esien : Q�Q0

� di��erence : Q nQ0

0.2 Relations

Soit R une relation binaire de Q sur Q (R � Q�Q), R peut v�eri�er les propri�et�es suivantes :

R�e
�exivit�e :
8q 2 Q; (q; q) 2 R

Sym�etrie :

8q; q0 2 Q; (q; q0) 2 R � (q0; q) 2 R

Antisym�etrie :
8q; q0 2 Q; [(q; q0) 2 R ^ (q0; q) 2 R]) q = q0

Transitivit�e :

8q; q0; q00 2 Q; [(q; q0) 2 R ^ (q0; q00) 2 R]) (q; q00) 2 R

Nous utiliserons indi��eremment les notations (q; q0) 2 R et qRq0.

13
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Relation d'ordre et treillis

Une relation r�e
exive et transitive est une relation de pr�eordre.

Une relation r�e
exive, antisym�etrique et transitive est une relation d'ordre partiel. Si cette
relation est telle que deux �el�ements sont toujours comparables, alors la relation est dite
totale.

D�e�nition 0.2-1 (Treillis complet)
Un treillis complet (Q;�;[;\) est un ensemble ordonn�e tel que tout partie X de Q admet
une borne sup�erieure et une borne inf�erieure. En particulier, l'ensemble Q admet > = [Q
comme �el�ement maximal et ? = \Q comme �el�ement minimal.

Pour toute fonction totale, croissante, F de 2Q vers 2Q on appellera :

� point �xe de F l'ensemble X tel que X = F(X)

� post-point �xe de F l'ensemble X tel que F(X) � X

� pre-point �xe de F l'ensemble X tel que X � F(X)

On notera

� ��:F(�) le plus petit point �xe de F par rapport �a �

� ��:F(�) le plus grand point �xe de F par rapport �a �

Relation d'�equivalence et partition

Une relation r�e
exive, sym�etrique et transitive est une relation d'�equivalence.

Une relation d'�equivalence � peut se d�e�nir �a partir d'une relation de pr�eordre � :

8q; q0 2 Q : q � q0 , (q � q0) ^ (q0 � q)

D�e�nition 0.2-2
On appelle partition d'un ensemble Q, un ensemble � de parties de Q tel que :

� Les �el�ements de � sont deux �a deux disjoints :

8X; Y 2 � : X 6= Y ) X \ Y = ;

� � d�e�nit un recouvrement de Q :S
X2�

X = Q

A toute relation d'�equivalence � d�e�nie sur Q, on peut associer une partition �� de Q telle
que :

8p; q 2 Q; p � q , (9X 2 ��p 2 X ^ q 2 X)
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R�eciproquement, �a toute partition d�e�nie sur Q, il est possible d'associer une relation
d'�equivalence �� telle que deux �el�ements de Q soient �equivalents par �� si et seulement
si ils appartiennent au même �el�ement de �.

Les �el�ements de �� sont appel�es les classes d'�equivalence de �. Pour tout �el�ement p de Q,
nous noterons [p]� la classe de �� qui le contient.

0.2.1 Treillis des relations

Nous noterons (Q � Q;�;[;\) le treillis des relations d'�equivalence sur Q � Q. C'est un
treillis complet dont l'�el�ement maximum est la relation universelle (Q � Q) et l'�el�ement
minimum est l'identit�e (f(p; p) j p 2 Qg).

On dira qu'une relation R1 est plus forte qu'une relation R2 si et seulement si R1 est
contenue dans R2 (R1 � R2). Clairement, si R1 est plus forte que R2, alors deux �el�ements
de Q �equivalents modulo R1 seront �equivalents modulo R2 :

R1 � R2 , 8(p; q) 2 Q� Q : p R1 q ) p R2 q

0.2.2 Treillis des partitions

Soit P 2 22
Q

l'ensemble des partitions sur Q, nous pouvons d�e�nir un treillis complet
(P ;v;t;u) de la mani�ere suivante :

D�e�nition 0.2-3

Soient �; �0 2 P des partitions d�e�nies sur Q.

� � v �0 si et seulement si :

8X 2 � : 9X 0 2 �0 : X � X 0

On dit alors que � est un ra�nement de �0.

� �u �0 = fX \X 0 j X 2 � ^ X 0 2 �0g

� �t �0 = u
�00

�00 avec � v �00 ^ �0 v �00

L'�el�ement maximum de ce treillis est la partition universelle � = fQg.

L'�el�ement minimum est la partition identit�e � = ffpg j p 2 Qg.

Si � est un ra�nement de �0, alors la relation d'�equivalence associ�ee �a � est plus forte que la
relation d'�equivalence associ�ee �a �0 :

� v �0 , �� � �0
�
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Chapitre 1

Mod�ele

Nous pr�esentons dans ce chapitre l'ensemble des mod�eles qui sont utilis�es dans ce travail.
Nous commen�cons cette pr�esentation par le mod�ele de base que nous consid�erons pour la
v�eri�cation de syst�emes ; il s'agit de syst�emes de transitions �etiquet�ees. C'est sur ce mod�ele
que seront d�e�nies les m�ethodes de v�eri�cation que nous pr�esentons dans le chapitre suivant.

Les autres mod�eles que nous pr�esentons dans ce chapitre peuvent être consid�er�ees comme
des formes interm�ediaires de repr�esentation du programme. Ces formes interm�ediaires sont
couramment utilis�ees dans des compilateurs. Nous nous int�eressons en particulier �a une forme
interm�ediaire bas�ee sur les R�eseaux de Petri . Les R�eseaux de Petri que nous pr�esentons sont
de plus interpr�et�es, c'est-�a-dire que ses transitions sont d�ecor�es par des tests et des actions
sur les variables du programme repr�esent�e. Les m�ethodes symboliques que nous pr�esentons
en deuxi�eme partie seront appliqu�ees �a partir de ce mod�ele.

Le dernier mod�ele que nous pr�esentons est situ�e �a mi chemin entre de R�eseau de Petri et le
syst�eme de transitions �etiquet�ees. Il s'agit d'un automate interpr�et�e, que nous utiliserons es-
sentiellement comme forme interm�ediaire suppl�ementaire pour une des repr�esentations sym-
boliques utilis�ees.

1.1 Syst�eme de transitions �etiquet�ees

D�e�nition 1.1-1
Un syst�eme de transitions �etiquet�ees S est un quadruplet S = (Q;A; T; init), o�u :

� Q est l'ensemble des �etats de S,

� A est l'ensemble des actions de S. Nous notonsA� l'ensemble A[f�g o�u � est l'�etiquette
repr�esentant une action non observable,

� T est la relation de transition, T � Q�A� �Q,

� init est l'�etat initial de S.

17
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Pour un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; init) et p un �el�ement de Q, nous
utiliserons les notations suivantes :

� La transition (p; a; q) 2 T sera not�ee p
a

�!T q (ou p
a
�! q, s'il n'y a pas ambigu��t�e sur

la relation de transition). L'�etat q est un successeur de p par l'action a. Un �etat sans
successeur est appel�e un �etat puits.

� Nous �etendrons la notation pr�ec�edente �a une s�equence d'actions � = a1 : : : an 2 A�
n;

p
�
�!T q est le pr�edicat d�e�ni par :

� 3 a1 � � �an ^ 9q1; � � � ; qn�1 2 Q : p
a1�! q1 ^ q1

a2�! q2 ^ � � � ^ qn�1
an�! q:

� Nous noterons Act(p) l'ensemble des actions pour lesquelles p admet un successeur par
T (i.e, les actions qui peuvent être e�ectu�ees �a partir de p) :

Act(p) = fa 2 A j 9q 2 Q : p
a
�!T qg

et, pour B � Q,

Act(B) =
S
p2B

Act(p)

Les fonctions de pre- et post-conditions (ou transformateurs de pr�edicats) de 2Q vers 2Q sont
d�e�nies comme suit :

pre�(B) = fq 2 Q j 9p : q
�
�! p ^ p 2 Bg

post�(B) = fq 2 Q j 9p : p
�
�! q ^ p 2 Bg

� En�n, si � d�enote un ensemble de langages � d�e�nis sur A� (� � 2A
�

), l'ensemble
Act�(p) des langages (ou actions abstraites) de � pour lesquelles p admet un successeur
est d�e�ni par :

Act�(p) = f� 2 � j 9q 2 Q : p
�
�!T qg

et, pour B � Q,

Act�(B) =
S
p2B

Act�(p)

1.1.1 Propri�et�es d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees

D�e�nition 1.1-2

Soit S = (Q;A; T; init) un syst�eme de transitions �etiquet�ees :

� S est dit �ni si et seulement si Q est �ni
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� S est dit �a branchement �ni si et seulement si chacun de ses �etats a un nombre �ni
de successeurs.

Pour un syst�eme S �a branchement �ni, on appelle facteur de branchement c de S, le
rapport entre les cardinaux de sa relation de transition et de l'ensemble de ses �etats :

c =
jT j

jQj

� S est d�eterministe si et seulement si chaque �etat de Q a au plus un successeur par une
action donn�ee :

8p 2 Q : 8a 2 A : jposta(fpg)j � 1:

L�a encore, cette notation sera �etendue aux langages d'actions de la fa�con suivante :
si � est un ensemble de langages d�e�nis sur A, S est dit d�eterministe pour � si et
seulement si

8p 2 Q : 8� 2 � : jpost�(fpg)j � 1:

1.1.2 Syntaxe graphique

Nous repr�esenterons graphiquement les syst�emes de transitions �etiquet�ees en tenant compte
des r�egles suivantes :

� un �etat est repr�esent�e par un petit cercle de trait �n. L'�etat initial est repr�esent�e par
un petit cercle de trait �epais.

� une transition est repr�esent�ee par une simple 
�eche, son �etiquette lui �etant accol�ee

Exemple 1-1
Le comportement d'un cycler de l'exemple du scheduler de Milner(voir chapitre 8) est
repr�esent�e par la �gure suivante :

G1

A

G2

�

�

G2
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1.2 R�eseau de Petri Interpr�et�e

Le mod�ele que nous utiliserons comme base avec les m�ethodes de repr�esentations symbol-
iques pr�esent�ees en deuxi�eme partie est d�eriv�e du mod�ele R�eseau de Petri Interpr�et�e utilis�e
par C�sar dans son processus de compilation d'un programme Lotos. Ce mod�ele est parti-
culi�erement adapt�e �a la mise en �uvre des m�ethodes de repr�esentation symbolique; en e�et,
le mod�ele R�eseau de Petri a les caract�eristiques suivantes :

� il permet la mod�elisation du parall�elisme de mani�ere concise

� les variables du programme et op�erations sur ces variables sont repr�esent�ees en com-
pr�ehension, et pas en extension, ce qui se prête mieux �a une repr�esentation symbolique

� il existe des compilateurs (C�sar, Quasar) qui peuvent g�en�erer un mod�ele dans ce
formalisme �a partir d'un langage de haut niveau (Lotos, : : :) .

� il n'est pas li�e �a un langage en particulier.

Les deux premi�eres caract�eristiques expliquent l'int�erêt que nous portons �a ce formalisme.
En e�et, les R�eseaux de Petri se situent en amont du probl�eme de l'explosion des �etats.
Dans le cas de la bô�te �a outils C�sar-Ald�ebaran, c'est l'interpr�etation de ce r�eseau sous
la forme d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees qui va provoquer l'apparition d'un grand
nombre d'�etats.

D�e�nition 1.2-1 (R�eseau de Petri Interpr�et�e)
Un r�eseau de Petri Interpr�et�e est d�e�ni par le tuple (Q;U0; T ;G;V) o�u :

� Q est un ensemble de places

� U0 est une unit�e construite sur Q et appel�ee unit�e racine

� T est un ensemble �ni de transitions construites sur Q, A et V

� A est un ensemble de d'�etiquettes

� V est un ensemble de variables

1.2.1 Unit�es

L'ensemble des places Q est partitionn�e en unit�es :
chaque unit�e est un ensemble de places correspondant �a un comportement s'ex�ecutant en
parall�ele avec d'autres unit�es. Chaque unit�e peut elle-même être compos�ee de sous-unit�es.

Plus formellement, une unit�e U est un triplet ( eQ;Q0; eU) o�u :
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� eQ est l'ensemble des places propres de U , ce sont les places appartenant �a U et �a aucune
sous-unit�es de U . Nous notons places(U) l'ensemble des places propres de U .

� Q0 est la place initiale de U

� eU est l'ensemble des sous-unit�es de U . On note units(U) l'ensemble des sous-unit�es
de U et units�(U) l'ensemble des sous unit�es transitivement incluses dans U .

L'unit�e racine U0 contient l'ensemble de toutes les unit�es et donc toutes les places du r�eseau.
L'ensemble units�(U0) de toutes les unit�es du r�eseau est tel que :

� les unit�es sont organis�ees en une structure arborescente, de racine U0 et tel que chaque
n�ud U a pour �ls Units(U). Nous appellerons unit�es de base les unit�es se situant
aux feuilles de cette arborescence.

� les ensembles places(U) pour tout U de Units�(U0) d�e�nissent une partition de
l'ensemble des places Q.

On notera unit(p) la fonction qui associe �a une place p son unit�e.

1.2.2 Transitions

Une transition t est un tuple (fQi; fQo; G; 
; �) o�u :

� fQi � Q est l'ensemble des places d'entr�ee, que nous noterons �t

� fQo � Q est l'ensemble des places de sortie, not�e t�

� G 2 A est une �etiquette

� 
 est un ensemble de gardes d�e�nies sur l'ensemble V

� A est un ensemble d'a�ectations lin�eaires d�e�nies sur les variables de V

Chaque transition t est compos�ee de deux parties :

� les transformations du contrôle qui sont donn�ees par les ensembles �t et t�

� les transformations des donn�ees, qui sont mod�elis�ees par A.

Le franchissement de t est d'autre part conditionn�e par ces gardes 
.

Avant de d�etailler la syntaxe des actions, nous allons d'abord restreindre le domaine des
donn�ees et d�e�nir les op�erations autoris�ees sur les donn�ees.
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Valeur

Les expressions de valeur utilis�ees dans les actions sont restreintes aux valeurs enti�eres ou
bool�eennes.

S � Bool

j Int

De même, V est partitionn�ee en deux ensembles : l'ensemble VBool des variables bool�eennes
et l'ensemble VInt des variables enti�eres (V = VBool [ VInt). La syntaxe des expressions de
valeur est la suivante :

Les non terminaux V , VBool et VInt d�enotent respectivement une variable, une variable
bool�eenne et une variable enti�ere. Le non terminal n d�enote une valeur enti�ere.

E � EBool

j EInt

Expression de valeur bool�eenne

EBool � true

j false

j VBool

j not EBool

j EBool or EBool

j EBool and EBool

j EBool = EBool

Expression de valeur enti�ere

EInt � n

j VInt

j n:VInt

j EInt + EInt

j EInt � EInt

Une expression de valeur pour les entiers est une combinaison lin�eaire des variables de VInt.
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Gardes

La syntaxe des gardes de l'ensemble 
 est donn�ee par les r�egles suivantes :

Gardes � when Garde

j Gardes ; when Garde

Garde � EBool

j EInt op � comp EInt

op � comp � =

j >

j <

j �

j �

A�ectations

La syntaxe des a�ectations de l'ensemble A est donn�ee par la r�egle suivante :
Affects � V := E

j Affects ; V := E

1.2.3 S�emantique op�erationnelle du r�eseau

La s�emantique op�erationnelle du r�eseau est d�e�nie par un syst�eme de transitions �etiquet�ees.
Les �etats de ce syst�eme de transitions �etiquet�ees sont des couples hM ; Ci o�u M est un
marquage et C est un contexte. Nous d�e�nissons d'abord les notions de marquage et de
contexte et les relations de transition associ�ees, puis nous d�e�nissons la relation de transition
obtenue pour les couples marquage-contexte.

Marquage

Un marquage est un ensemble de places de Q. Le marquage initial est le marquage M0 dans
lequel seule la place initiale de l'unit�e racine U0 est marqu�ee. L'ensemble des marquages
accessibles depuis le marquage initial est not�e M.
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Construire la relation de transition �!m entre marquages revient �a consid�erer le r�eseau sans
tenir compte des donn�ees. Cette relation de transition est d�e�nie par la r�egle suivante :

�t �M;M 0 = M � �t [ t�

[M; t] �!m M 0
[M1]

Contexte

On appelle contexte une application partielle de l'ensemble des variables V vers l'ensemble
des valeurs des variables de V . La valeur d'une variable V 2 V dans un contexte C est
donn�e par l'expression C(V ). De même, on d�e�nit une fonction d'�evaluation d'expression de
valeur :

eval(E;C) =

8><>:
C(V ) siE � V

F (eval(E1; C)) si E � F (E1)
F (eval(E1; C); eval(E2; C)) si E � F (E1; E2)

Le contexte initial C0 du r�eseau est le contexte o�u aucune variable n'a �et�e a�ect�ee. La relation
de transition entre contextes est alors d�e�nie par les r�egles suivantes :

C

[C;none ] �!c C
[C1]

eval(E;C) = true

[C;when E] �!c C
[C2]

C2 = C1[eval(E;C1)=V ]

[C1; V := E] �!c C2
[C3]

Etats

Les �etats sont constitu�es par la combinaison d'un marquage et d'un contexte. La relation de
transition entre �etats est alors d�e�nie �a partir des relations de transition entre marquages et
contextes.

Chaque transition est not�ee q1
G
�! q2 et est d�e�nie comme suit :

[M1; t] �!m M2 ^ [C1; action(t)] �!c C2]

hM1 ; C1i
G
�! hM2 ; C2i

[E1]

o�u G est l'�etiquette de la transition t 2 T correspondante.

1.2.4 Propri�et�es du r�eseau

Le r�eseau que nous consid�erons v�eri�e de plus certaines propri�et�es, que nous exploiterons
plus loin lors de l'utilisation de repr�esentations symboliques.
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Marquage sauf

A tout moment, chaque place contient au plus une marque : ces r�eseaux sont dits saufs.

S�equentialit�e des unit�es

Toute unit�e U v�eri�e la propri�et�e suivante :

8M 2 M; card(M \ places(U)) � 1

Les places propres de U contiennent au plus une marque.

Imbrication des unit�es

Soient U1 et U2 deux unit�es distinctes telles que U1 � U2, alors pour tout marquage accessible
M 2 M :

(M \ places(U1) = ;) ou(M \ places(U2) = ;)

1.2.5 Syntaxe graphique

Nous repr�esentons graphiquement les R�eseaux de Petri en tenant compte des r�egles suivantes :

� une place est repr�esent�ee par un cercle de trait �n. La place initiale est repr�esent�ee
par un cercle de trait �epais

� une unit�e est repr�esent�ee par un cadre en pointill�e, qui contient les places et transitions
de l'unit�e

� une transition est repr�esent�ee par un rectangle d�ecor�e de plusieurs attributs. La rela-
tion entre une transition et ses places de d�epart et d'arriv�ee est repr�esent�ee par une

�eche. Une transition (fQi; fQo; G; A) avec fQi = fQ1; : : : ; Qng et fQo = fQ0

1; : : : ; Q
0
mg

est repr�esent�ee par la �gure :

Q1 Qn

Q0
1 Q0

m

: : :

: : :

G: A

Exemple 1-2

Un exemple de r�eseau structur�e en cinq unit�es dont trois unit�es de base est donn�e par la
�gure suivante :
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"

"

i :

x := x+1
when y � 5

PRINT

when x � 10

1.3 Automate interpr�et�e

Nous allons d�e�nir un mod�ele particulier, qui se situe entre le mod�ele r�eseau et le mod�ele
syst�eme de transitions �etiquet�ees; il s'agit d'un syst�eme de transitions o�u chaque transition
est d�ecor�ee de mani�ere particuli�ere, nous appelons ce syst�eme de transitions un automate
interpr�et�e.

Nous utiliserons ce type d'automate dans un contexte particulier, qui est d�ecrit dans le
chapitre 7. La construction de cet automate se fera �a partir d'un R�eseau de Petri interpr�et�e
; par cons�equent, nous donnons directement sa d�e�nition par rapport �a un r�eseau.

D�e�nition 1.3-1 (Automate interpr�et�e)
Soit un R�eseau de Petri R =(Q;U0; T ;G;V), nous contruisons �a partir de R un automate
interpr�et�e tel que C = (M; T ; init) tel que :

� M est un ensemble de marquages
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� V est un ensemble des variables

� T est un ensemble de transitions. Chaque transition est un tuple (m1; m2; 
; �) tel que
9t = (fQi; fQo; G; 
; �)2 T o�u :

{ m1; m2 2 M et �t � m1 et m2 = m1 � �t [ t� ((m1; m2) 2�!m o�u �!m est la
relation de transition entre les marquages du r�eseau R)

� minit est le marquage initial.

1.3.1 Syntaxe graphique

Nous repr�esentons graphiquement les automates interpr�et�es en tenant compte des r�egles
suivantes :

� un point de contrôle est repr�esent�ee par un rectangle aux coins arrondis. La place
initiale est repr�esent�ee par un rectangle de trait �epais

� une transition est repr�esent�ee par une 
�eche d�ecor�ee par une �etiquette, une liste de
gardes et une liste d'a�ectations

Exemple 1-3

x := 0

y := 0

1

2 3

x � 0 x � 1 x := x+ 1x := x+ 1
y := y + 1
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Chapitre 2

V�eri�cation bas�ee sur les mod�eles

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons �a certaines m�ethodes qui permettent la v�eri�cation
de syst�emes parall�eles par l'interm�ediaire d'un mod�ele de ces syst�emes. Nous pr�esentons en
particulier des m�ethodes de comparaison du mod�ele d'un syst�eme avec une sp�eci�cation
comportementale, et des m�ethodes de minimisation du mod�ele d'un syst�eme.

Pour pouvoir comparer ou minimiser des mod�eles, il faut d�eterminer une relation
d'�equivalence ou de pr�eordre entre mod�eles. La d�e�nition de cette relation d�epend de la
nature des propri�et�es que l'on veut v�eri�er. Elle doit permettre d'identi�er uniquement les
mod�eles v�eri�ant les propri�et�es d�esir�es, mais aussi de ne pas distinguer les mod�eles sur des
crit�eres autres que les propri�et�es voulues. La d�e�nition d'une telle relation introduit une no-
tion d'abstraction, qui permet de ne prendre en compte que les comportements du syst�eme
li�es aux propri�et�es que l'on veut v�eri�er.

Un certain nombre de relations d'�equivalences ont �et�e propos�ees dans di��erents travaux.
Nous nous int�eressons en particulier aux relations entre syst�emes de transitions �etiquet�ees,
qui constituent notre mod�ele de base. Ces relations sont bas�ees sur :

� la comparaison de s�equences d'ex�ecution. C'est le cas de l'�equivalence de trace, qui
correspond �a l'�egalit�e de langages pour deux automates.

� la comparaison d'arbres d'ex�ecution. Ce mode de comparaison contient le pr�ec�edent et
permet en plus de prendre en compte la structure de branchement des syst�emes. C'est
le cas des relations de bisimulation [Par81]

Les relations d'�equivalence qui nous int�eressent dans la suite sont de la famille des relations
de bisimulation. Ces relations poss�edent un certain nombre d'avantages :

� en faisant varier la notion d'observabilit�e des actions du programme, nous pouvons
obtenir des relations de bisimulation adapt�ees �a des classes di��erentes de propri�et�es.

� la prise en compte de la structure de branchement du programme permet la pr�eservation
de certaines classes des logiques temporelles bas�ees sur une notion de temps arborescent.
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� il existe un algorithme e�cace pour la comparaison et la minimisation pour une relation
de bisimulation particuli�ere (la bisimulation forte) [PT87] qui a �et�e �etendu �a d'autres
relations de bisimulation [KS83, Fer88]

Dans la suite de ce chapitre, nous pr�esentons une d�e�nition g�en�erale des relations de bisim-
ulation entre syst�emes de transitions �etiquet�ees. Puis nous pr�esentons le principe g�en�eral
sur lequel repose la plupart des algorithmes classiques de comparaison et de minimisation
de mod�eles par rapport �a une �equivalence de bisimulation.

Nous d�ecrivons ensuite un algorithme particulier de minimisation de mod�ele, bas�e sur le
même principe, mais permettant la minimisation e�cace d'un mod�ele pendant sa g�en�eration,
l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal [BFH90, BFH+92].

2.1 Relations de simulation et bisimulation

Nous pr�esentons une d�e�nition param�etrique de la notion de bisimulation [Mou92].

Soient Si = (Qi; Ai; Ti; initi)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, soit � un ensem-
ble de langages disjoints sur A [ f�g, et soit � un �el�ement de � (� � (A [ f�g)�).

La relation de bisimulation est d�e�nie comme une famille de relations binaires sur Q1 � Q2

param�etr�ee par � :

D�e�nition 2.1-1 (Relation de bisimulation)
Soit l'op�erateur B� : 2Q1�Q2 �! 2Q1�Q2 d�e�ni par :

B�(R) = f(p1; p2) j 8� 2 � : 8q1 : (p1
�
�!T1 q1 ) 9q2 : (p2

�
�!T2 q2 ^ (q1; q2) 2 R))

^ 8q2 : (p2
�
�!T2 q2 ) 9q1 : (p1

�
�!T1 q1 ^ (q1; q2) 2 R))g

Une relation R sur Q1 �Q2 est une bisimulation si et seulement si R � B�(R).

L'�equivalence de bisimulation �� pour le langage � est alors d�e�nie comme le plus grand
point �xe de l'op�erateur B� [Par81] :

�� = �R: ((Q1 �Q2) \ B�(R))

La relation �� peut être d�e�nie comme l'intersection d'une suite d�ecroissante de relations
�k
�(k2N ) [Mil80] :8><>:

�0
�= Q1 � Q2

�k+1
� = B�(�

k
�)

On a alors,

�� =
1\
i=0

(�i
�)

La relation de simulation est obtenue �a partir de la relation de bisimulation en consid�erant
le pr�eordre associ�e. Elle est d�e�nie comme une famille de relations sur Q1 �Q2 param�etr�ee
par � :
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D�e�nition 2.1-2 (Relation de simulation)

Soit l'op�erateur I� : 2Q1�Q2 �! 2Q1�Q2 d�e�ni par :

I�(R) = f(p1; p2) j 8� 2 � : 8q1 : (p1
�
�!T1 q1 ) 9q2 : (p2

�
�!T2 q2 ^ (q1; q2) 2 R))g

Une relation R sur Q1 �Q2 est une simulation si et seulement si R � I�(R).

On appelle pr�eordre de simulation v� pour le langage � le plus grand point �xe de l'op�erateur
I� :

v� = �R: ((Q1 �Q2) \ I�(R))

Comme dans le cas pr�ec�edent, la relation v� peut être d�e�nie comme l'intersection d'une
suite d�ecroissante de relations vk

�(k2N ) :8><>:
v0
�= Q1 � Q2

vk+1
� = I�(vk

�)

On a alors,

v� =
1\
i=0

(vi
�)

2.2 Ra�nement de partition

La comparaison et la r�eduction de syst�emes de transitions �etiquet�ees pour une relation de
bisimulation sont bas�ees sur un même principe; il s'agit de partitionner l'ensemble des �etats
du syst�eme par rapport �a cette relation de bisimulation. Etant donn�e un syst�eme de transi-
tions �etiquet�ees S = (Q;A; T; init), une partition initiale �init de l'ensemble d'�etats Q et �
un ensemble de langages disjoints sur A, le principe de l'algorithme est d'it�erer le ra�nement
de �init en partitions compatibles avec T , jusqu'�a obtention d'une partition stable par rapport
�a elle-même. On parle alors de ra�nement de partition par rapport �a une �equivalence de
bisimulation.

Ce calcul est connu sous le nom de Generalized partitionning [KS83]. Kanellakis et Smolka
ont propos�e un algorithme permettant le calcul de ce ra�nement de partition avec une
complexit�e en temps de O(m:n) et en m�emoire de O(m+ n)(m est le nombre de transitions
et n le nombre d'�etats du syst�eme). Paige et Tarjan [PT87] ont ensuite propos�e une solution
au même probl�eme, qu'ils appellent Relational Coarsest Partition Problem (RCP problem).
Ils proposent une am�elioration de l'algorithme, obtenant une complexit�e de O(m:log(n)) en
temps, gardant la même complexit�e en m�emoire.

Avant de pr�esenter l'algorithme lui-même, nous allons pr�eciser les notions de compatibilit�e,
de stabilit�e et de ra�nement.

Notations
Etant donn�e un ensemble d'�etats Q, nous consid�ererons l'ensemble P de tous les ensembles
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d'ensembles non vides et disjoints deux �a deux de Q :

P = f� 2 2Q j 8X; Y 2 �;X; Y 6= ; ^ (X \ Y 6= ; ) X = Y )g

Soit � 2 P; � est une partition ssi � d�e�nit un recouvrement de Q;Q =
S
fX j X 2 �g.

Nous noterons [q]� la classe de la partition � qui contient l'�etat q.

A partir de la relation de transition T du mod�ele, nous d�e�nissons une relation de transition
entre classes d'une partition � :

�
�!�= f(X; Y ) j X; Y 2 � ^ 9� 2 �; 9(q; q0) 2 Q; q 2 X; q0 2 Y; q

�
�!T q0g

Nous d�e�nissons les fonctions pre et post sur cette nouvelle relation de transition par les
fonctions surcharg�ees de 2P dans 2P :

pre��(X) = f[q]� j q 2 pre�(X)g

pre��(�
0) = fpre��(X) j X 2 �0g

post��(X) = f[q]� j q 2 post�(X)g

post��(�
0) = fpost��(X) j X 2 �0g

Accessibilit�e :

Une classe X 2 � est accessible si et seulement si :

� soit X = [init]�

� soit il existe une s�equence [init]�
�1�!� X1

�2�!� : : :
�n�!� X

Nous noterons Acc = ��:([init]�[post
�
�(�)) l'ensemble des classes accessibles de la partition

�.

Remarque 2-1

Cette d�e�nition de l'accessibilit�e ne garantit pas qu'une classe X 2 Acc contienne un �etat q
accessible depuis l'�etat initial init.

Compatibilit�e:

Soit un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; init), � une partition et � un ensemble
de langages disjoints sur A. On dit que la partition � est compatible avec T pour l'ensemble
de langages � si et seulement si :

8� 2 �; 8X; Y 2 �; 8p; q 2 X; (post�(fpg)\ Y 6= ;), (post�(fqg)\ Y 6= ;)

La notion de partition compatible est li�ee �a celle de bisimulation par la proposition suivante :

Proposition 2.2-1

Soit S = (Q;A; T; init), R une relation binaire d�e�nie sur Q � Q et � un ensemble de
langages d�e�nis sur A.
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R est une bisimulation pour � si et seulement si la partition associ�ee �a R est compatible
avec Tpour �.

La preuve de cette proposition est donn�ee pour des syst�emes non �etiquet�es dans [Fer88]. Elle
se g�en�eralise sans di�cult�es au cas des syst�emes �etiquet�es.

Ra�nement :
L'op�erateur de ra�nement utilis�e pour la g�en�eration de mod�ele minimal est la fonction split

d�e�nie de fa�con surcharg�ee comme suit :

� ra�nement des classes d'une partition entre elles pour un langage donn�e :

8� 2 �; 8X; Y 2 2Q; split� (X; Y ) = fX \ pre�(Y )g [ fX n pre�(Y )g

Cette version de la fonction split est sh�ematis�e dans la �gure 2.1.

� ra�nement des classes d'une partition entre elles :

8X; Y 2 2Q; split� (X; Y ) = u
�2�

split� (X; Y )

� ra�nement d'une classe par rapport �a la partition :

8X 2 2Q; 8� 2 P; split� (X; �) = u
Y 2�

split� (X; Y )

� ra�nement de la partition par rapport �a une classe :

8Y 2 2Q; 8� 2 P; split� (�; Y ) =
S
X2�

split� (X; Y )

� ra�nement d'une partition par rapport �a une autre :

8�; �0 2 P; split� (�; �
0) =

S
X2�

split� (X; �0)

Stabilit�e :

Soit X 2 �, nous dirons que X est stable par rapport �a une classe Y pour � 2 � ssi
split� (X; Y ) = fXg. La stabilit�e de X par rapport �a Y correspond au fait que X n'est pas
ra�nable par Y . Nous noterons cette propri�et�e Stable�(X; Y ). De la même mani�ere que
pour l'op�erateur split, nous surchargeons le pr�edicat Stable :

� Stable�(X; Y ) =
^
�2�

Stable�(X; Y )
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Y

Xpre�(Y )

X \ pre�(Y ) X npre�(Y )

�

Figure 2.1: Ra�nement d'une classe

� Stable�(X; �) =
^
Y 2�

Stable�(X; Y )

� Stable�(�; Y ) =
^
X2�

Stable�(X; Y )

� Stable�(�; �
0) =

^
X2�

Stable�(X; �0)

La notion de stabilit�e est �equivalente �a la notion de compatibilit�e : il est facile de voir que si
une partition � est stable par rapport �a elle même (split� (�; �) = �), alors elle est compatible
avec la relation de transition T . On peut alors dire d'apr�es la proposition 2.2-1 que si la
partition � est stable par rapport �a elle même, alors la relation d'�equivalence � qui lui est
associ�ee est une bisimulation.

Propri�et�es de l'op�erateur split�

1. split� (�; �)v �

2. �1 v �2 ! split� (�1; �) v split� (�2; �)

3. �1 v �2 ! split� (�1; �1) v split� (�2; �2)

4. splitf�1;�2g(�1; �2) = split�1(split�2(�1; �2); �2) = split�1(split�1(�2; �2); �2)

5. �0 = split� (�; �)) �0 = split� (�0; �) (�0 est stable par rapport �a �)

6. � = split� (�;X) ^ X 2 �0 ) split� (�; �0� fXg) = split� (�; �0)
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Preuve

La preuve de ces propri�et�es est donn�ee dans [Fer90].

Si on consid�ere un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; init), et une partition
initiale �init de Q, le calcul de ra�nement de partition pour une relation de bisimulation ��

correspond alors au calcul du plus grand point �xe ��:(�init u split� (�; �)). Dans [Fer90], il
est montr�e que le calcul de ce plus grand point �xe dans le cas des syst�emes �a branchement
�ni correspond �a la limite de la suite d�ecroissante :(

�0 = �init
�n+1 = split� (�n; �n)

A partir de la d�e�nition de cette suite, un premier algorithme de ra�nement de partition
peut être d�eduit.

Algorithme 2-1

� = fQg;
do

�0 = �;
� = split� (�0; �0);

while (� 6= �0);

A l'issue de l'application de cet algorithme, la partition � contient les classes d'�equivalence
du mod�ele pour la relation ��.

2.2.1 Applications \classiques" du ra�nement de partition

Les applications classiques du ra�nement de partition sont bas�ees sur le pr�emisse suivant :
l'ensemble Q des �etats du syst�eme est �ni et la partition initiale �init est d�e�nie sur l'ensemble
des �etats accessibles de Q. La premi�ere ligne � := fQg de l'algorithme 2-1 est remplac�ee par
� = Acc(Q). Cet algorithme va nous permettre de comparer ou de minimiser des syst�emes
de transitions �etiquet�ees suivant ��. La comparaison de syst�emes de transitions �etiquet�ees
va se faire par le calcul du ra�nement de partition sur la r�eunion des deux syst�emes alors
que la minimisation d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees se fait par application directe du
ra�nement de partition. Ces deux points sont d�etaill�es dans les paragraphes suivants.

Comparaison de syst�emes de transitions �etiquet�ees
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Etant donn�es deux syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2, nous voulons d�eterminer si
ces deux syst�emes ont un comportement �equivalent modulo l'�equivalence de bisimulation
��. La comparaison de S1 et S2 est bas�ee sur le principe suivant : nous construisons un
syst�eme de transitions �etiquet�ees S d�e�ni �a partir de l'union de S1 et S2, puis nous calculons
la partition de S associ�ee �a ��. Il su�t alors de v�eri�er que les �etats initiaux de S1 et S2
appartiennent bien �a la même classe de la partition obtenue.

Plus formellement, l'union de deux syst�emes de transitions �etiquet�ees est d�e�nie comme suit :
soient Si = (Qi; A� ; Ti; qi)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, tels que Q1\Q2 = ;.
S = S1 [ S2 est le syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; init) tel que :

� Q = Q1 [ Q2 [ finitg

� T = T1 [ T2

� A = A1 [A2

L'algorithme de ra�nement de partition appliqu�e �a ce probl�eme devient :

Algorithme 2-2

� = Q1 [ Q2;
do

�0 = �;
� = split� (�0; �0);

while (� 6= �0) ^ (9X 2 �; fq01; q02g � X);
si 9X 2 �; fq01; q02g � X alors

a�cher(S1 �� S2)
sinon

a�cher(S1 6�� S2)
fsi

Minimisation de syst�emes de transitions �etiquet�ees
La minimisation d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees S par rapport �a une �equivalence de
bisimulation ��consiste en un calcul du quotient S=��; ce quotient doit respecter deux
contraintes :

� S=�� est le plus petit syst�eme de transitions �etiquet�ees en nombre d'�etats, tel que
S=�� est �equivalent �a S modulo �.

� S=�� est une forme normale de S, pour tout S0 �equivalent �a S modulo �, S0=�� est
identique �a S=�� �a un renommage des �etats pr�es.

La d�e�nition plus pr�ecise du quotient d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees est la suivante :
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D�e�nition 2.2-1

Soit S = (Q;A; T; init) et �� une �equivalence de bisimulation d�e�nie sur Q � Q. Le sys-
t�eme de transitions �etiquet�ees S=�� est le quotient de S modulo �� et est d�e�ni par :
S=�� = (Q�� ; A��; T��; init)

� Q�� = f[q]�� j q 2 Qg, c'est l'ensemble des classes d'�equivalence de la partition la
moins �ne compatible avec T pour �.

� A�� = f�(�) j � 2 �g, o�u � est une fonction injective de � dans un ensemble de
repr�esentants canoniques.

� T�� = f([q]��; �(�); [q
0]��) j q

�
�!T q0g

Pour les �equivalences de bisimulation que nous consid�erons, l'ensemble � est tel que les
langages � 2 � sont construits sur au plus une action visible :

8� = a1 : : :an 2 �; (9i 2 [1::n]; ai 2 A)) (8j 2 [1::n]; j 6= i; aj = �))

La fonction � est alors d�e�nie telle que :

�(�) =

(
ai si (9i 2 [1::n]; ai 2 A)
� sinon

La preuve de la proposition qui justi�e que le syst�eme S=�� d�e�nie en 2.2-1 est bien le
syst�eme minimal �equivalent �a S peut être trouv�ee dans [Mou92], ainsi que la m�ethode de
construction de T��.

2.3 G�en�eration de Mod�ele Minimal

L'application classique de l'algorithme de ra�nement de partition �a un syst�eme de transitions
�etiquet�ees est en g�en�eral bas�ee sur une connaissance pr�ealable de l'ensemble Acc de ses �etats
accessibles. Le calcul de cet ensemble et de la relation de transition qui lui est associ�ee, est
en g�en�eral un calcul explicite, par �enum�eration de Acc. Les performances de ce calcul sont
directement li�ees �a la taille du mod�ele.

A priori, il semble peu productif d'avoir �a g�en�erer le syst�eme de transitions �etiquet�ees com-
plet, qui peut être �enorme, dans le seul but d'obtenir les informations n�ecessaires �a sa r�educ-
tion. Il serait bien plus int�eressant de r�eduire ce syst�eme de transitions �etiquet�ees pendant sa
g�en�eration. Cet objectif est celui de l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal [BFH90]
que nous pr�esentons plus loin.

Nous �enum�erons d'abord les di��erentes strat�egies de r�eduction d'un mod�ele
S = (Q;A; T; init).
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Strat�egies de minimisation

Soit un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; init). Nous voulons construire �a
partir de S un syst�eme S�� = (Q�� ; A�� ; T��; init��) qui soit le syst�eme de transitions
�etiquet�ees minimal par rapport �a une �equivalence de bisimulation ��contenue dans une
partition initiale �init. Une approche possible est de combiner un calcul d'accessibilit�e et un
calcul de ra�nement. L'organisation de ces calculs peut suivre les strat�egies d�e�nies dans
les paragraphes suivants.

Accessibilit�e des �etats puis ra�nement :

L'id�ee classique des algorithmes de r�eduction de mod�ele est d'abord de calculer l'ensemble
des �etats accessibles du mod�ele, puis de ra�ner la partition d�e�nie sur cet ensemble. Si on
consid�ere les fonctions suivantes :

FAcc(X) = init [ post(X)

Refine(�; �) = �init u split� (� u �; �u �)

le calcul de l'ensemble des �etats accessibles de S correspond au calcul du plus petit point
�xe Acc = �X:FAcc(X) Le ra�nement est alors e�ectu�e sur Acc, par le calcul du plus grand
point �xe ��:Refine(fAccg; �).

Le calcul de l'ensemble des �etats accessibles par des m�ethodes �enum�eratives n'est possible
que si cet ensemble est �ni. Même dans le cas �ni, le temps de calcul des �etats accessi-
bles d'un mod�ele �enorme par des m�ethodes �enum�eratives peut être prohibitif. N�eanmoins,
cette approche est celle appliqu�ee dans beaucoup d'outils comme Ald�ebaran, Auto,Mec,
Tav, : : : , soit implicitement, en consid�erant que le syst�eme de transitions �etiquet�ees fourni
en entr�ee est connexe, soit explicitement en e�ectuant le calcul de l'ensemble des �etats ac-
cessibles.

Ra�nement puis accessibilit�e des classes :

Une autre approche est de commencer par calculer le ra�nement de l'ensemble Q, sans con-
sid�eration d'accessibilit�e. Une fois que le quotient Q�� est obtenu, l'ensemble des classes
accessibles depuis la classe initiale est calcul�e. L'inconv�enient de cette m�ethode est la prise
en consid�eration d'�etats inaccessibles dans les calculs de ra�nement, et notamment le raf-
�nement de classes inaccessibles. Le r�esultat de calculs sur des classes inaccessibles est rejet�e
lors du calcul de l'accessibilit�e des classes et reste donc inutile.

La partie inaccessible des �etats d'un mod�ele �etant bien souvent beaucoup plus grande que la
partie accessible, ces calculs inutiles peuvent peser lourdement sur les performances globales
de l'algorithme. D'autre part, il est possible que le ra�nement d'un mod�ele in�ni soit lui-
même un mod�ele in�ni, mais avec une partie accessible �nie. Dans ce cas, le processus de
ra�nement ne termine pas, alors qu'il est possible de calculer un mod�ele minimal �ni.
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Accessibilit�e pendant le ra�nement :

Une id�ee naturelle est de combiner les deux calculs : calculer l'accessibilit�e des classes de la
partition courante et ne ra�ner que les classes accessibles.

Cette strat�egie essaie de combiner le meilleur des strat�egies pr�ec�edentes. De plus, le mod�ele
minimal obtenu est n�ecessairement plus petit que la partition obtenue par simple ra�nement
et aussi plus petit que l'ensemble des �etats accessibles. Ce mod�ele minimal peut même être
�ni, sans que ni l'ensemble des �etats accessibles, ni le ra�nement de l'ensemble de tous les
�etats le soit.

Plus formellement, on peut d�ecrire ce calcul de la mani�ere suivante : soit la fonction

F = ��:�init u split� (�; �)

Cette fonction est monotone d'apr�es la propri�et�e 2 de l'op�erateur split. Le calcul fait par
l'algorithme 2-3 correspond alors au calcul du plus grand point �xe ��:F (Acc(�)). La d�e-
monstration de la validit�e de cette strat�egie est donn�ee dans [BFH+92].

L'impl�ementation de cette id�ee correspond �a l'algorithme 2-3 :

Algorithme 2-3

� = �init;
do

�0 = �;
� = Acc(�) ;
� = split� (�; �);

while (� 6= �0);

2.3.1 Premi�eres optimisations

Cette premi�ere version de l'algorithme n'est �evidemment pas optimale et n�ecessite un certain
nombre d'optimisations. Ces points faibles les plus �evidents sont les suivants :

� l'ensemble des classes accessibles de � est recalcul�e �a chaque �etape. Une possibilit�e est
de recalculer l'accessibilit�e seulement sur l'ensemble des classes cr�e�ees par le dernier
split, c'est �a dire les classes de � n �0.

� il n'est pas n�ecessaire d'essayer de ra�ner toutes les classes de � �a chaque �etape.
En e�et, d'une �etape �a l'autre, un certain nombre de classes de � resteront stables;
la tentative de ra�nement de ces classes est donc inutile. Une premi�ere id�ee permet
d'isoler des classes \candidates" au ra�nement : si une classe X a �et�e ra�n�ee �a l'�etape
n, ces pr�ed�ecesseurs ont de bonnes chances d'être e�ectivement ra�n�es �a l'�etape n+1.
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� la d�e�nition de la fonction Acc ne garantit pas que si une classe appartient �a Acc(�)
alors elle contient au moins un �etat accessible depuis l'�etat initial.

Tous ces points faibles ont la même origine : l'algorithme 2-3 retraite �a chaque �etape la
partition � int�egralement. Il est n�ecessaire de restreindre les traitements de chaque �etape aux
classes nouvellement cr�e�ees et d'isoler parmi celles-ci les classes contenant un �etat accessible
depuis l'�etat initial.

Pour a�ner la notion d'accessibilit�e des classes et limiter le ra�nement aux classes sus-
ceptibles d'être vraiment ra�n�ees, nous devons descendre au niveau du ra�nement d'une
classe et d�e�nir le comportement de l'algorithme en fonction du r�esultat de ce ra�nement.
Consid�erons une �etape n de l'algorithme de ra�nement de la partition � . L'op�eration
�0 = split� (�; �) revient �a remplacer tout X 2 � par split� (X; �). Deux r�esultats sont
possibles :

split� (X; �) = fXg :

la classe X est stable par rapport �a �. La stabilit�e de X implique que tous les �etats de
X m�enent exactement aux mêmes classes dans � :

8q1; q2 2 X; 8Y 2 �; 8� 2 �; (9q0
1 2 Y; q1

�
�! q0

1), (9q0
2 2 Y; q2

�
�! q0

2)

Si la classe X contient un �etat q accessible, alors toutes les classes accessibles depuis
X contiendront au moins un �etat accessible depuis q. Ceci nous permet de dire que si
X contient un �etat accessible et si fXg = split� (X; �), alors nous pouvons calculer la
prochaine �etape de ra�nement sur toutes les classes successeurs de X , car elles sont
accessibles aussi.

split� (X; �) = fX1; X2; : : : ; Xkg :

la classe X est ra�n�ee en un ensemble de sous classes. L'accessibilit�e des sous classes
engendr�ees n'est plus connue, il faut reconsid�erer les pr�ed�ecesseurs deX pour recalculer
cette information. Par contre, les classes pr�ed�ecesseurs de X font maintenant partie
des \bons" candidats au prochain ra�nement, puisque leur stabilit�e vis-�a-vis de X n'a
probablement pas �et�e conserv�ee vis-�a-vis des sous classes de X.

Pour tenir compte de ces remarques, nous garderons �a jour deux ensembles pendant les
di��erentes �etapes du ra�nement :

� un ensemble � des classes dont on sait qu'elles contiennent au moins un �etat accessible.
Cet ensemble contient �a l'origine uniquement la classe [init]�. Lorsqu'�a une �etape don-
n�ee du processus de ra�nement, une classe X de � est ra�n�ee en plusieurs sous classes,
on enl�evera X de �. Si par contre X est stable, on ajoutera les classes successeurs de
X dans �.



2.3. G�en�eration de Mod�ele Minimal 41

�

�

�

Figure 2.2: Ensembles � et � dans �

� un ensemble � des classes stables pour la partition � courante. Lors d'une �etape de
ra�nement, une classe X trouv�ee stable sera incluse dans �. Si par contre X est
ra�n�ee en plusieurs sous classes, les classes pr�ed�ecesseurs de X seront ôt�ees de �.

La connaissance de ces deux ensembles o�re des int�erêts suppl�ementaires : les classes �a
ra�ner sont les classes accessibles et non stables, c'est-�a-dire les classes de � n �. En�n, on
peut pr�evoir que quand toutes les classes accessibles sont stables (� = �), la r�eduction du
mod�ele est termin�ee.

Les ensembles � et � d'une partition courante � sont repr�esent�es par la �gure 2.2

L'introduction des optimisations li�ees �a la connaissance de ces deux ensembles nous donne
l'algorithme 2-4 , qui est l'algorithme propos�e dans [BFH90] :
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Algorithme 2-4

begin

� = �init
� = f[init]�g
� = ;
while � 6= � do

let X in � n � (1)
let �0 = split� (X; �) (2)
if �0 = fXg then

{ { la Classe X est stable {
� := � [ fXg
� := � [ fpost��(X) j � 2 �g

else

� := � n fXg
if 9Y 2 �0 such that init 2 Y then

� := � [ fY g
�

� := � n pre��(X)
� := (� n fXg)[ �0

�
od

end

Maintenant que l'algorithme est d�etermin�e, nous allons nous int�eresser plus particuli�erement
�a deux points pr�ecis :

Le choix de la prochaine classe �a ra�ner :

Ce choix correspond �a la ligne (1) de l'algorithme. Ce choix va d�eterminer en grande
partie le d�eroulement de l'algorithme.

Le ra�nement d'une classe par rapport �a la partition :
Ce point correspond �a la ligne (2) de l'algorithme. Une d�e�nition pr�ecise et optimis�ee
de la fonction split� est importante; cette fonction est l'�el�ement central de l'algorithme.
En particulier, nous nous int�eresserons �a la d�e�nition d'un sous ensemble su�sant de
classes de la partition courante pour le ra�nement d'une classe X donn�ee. Cet ensem-
ble sera appel�e l'ensemble des partitionneurs e�ectifs de X . Nous pr�esenterons d'autre
part quelques optimisations li�ees �a l'enchâ�nement des ra�nements et �a l'utilisation de
m�ethodes de repr�esentation symbolique.

2.4 Choix du candidat au ra�nement

Le bon choix de la prochaine classe �a ra�ner d�etermine en partie le bon comportement de
l'algorithme. Ce choix s'e�ectue parmi les classes de �n�. Pour pouvoir d�e�nir une strat�egie,
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nous allons d�e�nir une relation d'ordre <c sur les classes d'�equivalence telle que :

8X; Y 2 �;X <c Y , X a �et�e cr�e�ee apr�es Y

Comme <c est une relation d'ordre strict, nous choisirons arbitrairement un ordre parmi les
�el�ements de �init. De même, lors de la cr�eation \simultan�ee" de plusieurs classes (lors d'un
ra�nement), un ordre arbitraire sera choisi entre ces nouvelles classes.

Cet ordre va nous permettre de d�eterminer plusieurs strat�egies de choix de la prochaine
classe �a ra�ner; parmi celles-ci nous retenons les strat�egies suivantes :

� choix de la classe la plus r�ecente dans �. Ceci correspond �a un parcours en profondeur
d'abord par rapport �a l'accessibilit�e des classes.

Le choix d'une classe �a ra�ner X se fait alors en prenant la plus petite classe pour
l'ordre <c qui appartiennent �a � n �.

Cette strat�egie privil�egie le ra�nement des nouvelles classes par rapport au ra�nement
de classes �etant d�ej�a pass�ees par un cycle ra�nement-stabilisation-d�estabilisation par
une classe successeur.

� choix de la classe la plus ancienne. Ce choix correspond alors �a un parcours en largeur
d'abord par rapport �a l'accessibilit�e des classes. Le choix de la classe �a ra�ner se fait
alors en prenant la plus grande classe pour l'ordre <c qui appartiennent �a � n �.

2.4.1 Comparaison des deux strat�egies

L'int�erêt d'une strat�egie par rapport �a l'autre d�epend de l'exemple consid�er�e. Les di��erences
de r�esultat pour chaque strat�egie peuvent être sh�ematis�ees par le dessin 2.3.

On consid�ere trois classes X1, X2 et X3 telles que X1 � pre(X2) et X1 � pre(X3) (X1 est
stable par rapport �a X2 et X3) et X3 <c X1. X1 2 � et nous supposerons que X2 et X3 sont
dans �n�. Un ra�nement de la classeX2 a produit les classesX

0
2 etX

00
2 , d�estabilisant la classe

X1. La strat�egie de choix de la classe la plus r�ecente donnerait pr�ef�erence au ra�nement de
X3 (les classes X

0
2 et X

00
2 ne sont pas consid�er�ees, puisqu'elles ne sont pas dans �) alors que la

deuxi�eme strat�egie provoquerait le ra�nement de X1 (et pourrait �eventuellement propager
l'instabilit�e jusqu'�a X0).

A priori, les classes les plus r�ecentes sont celles dont le ra�nement sera le moins productif;
en e�et, nous verrons plus loin (proposition 2.5-3) que ces classes sont stables (mais pas
forc�ement accessibles), sauf si elles sont issues d'un ra�nement de la forme split� (X;X). Il
semble alors que la strat�egie de choix de la classe la plus ancienne soit pr�ef�erable.

En suivant de plus pr�es les enchâ�nements de calcul de l'algorithme, il est facile de se ren-
dre compte qu'une grande part des calculs consiste �a recalculer l'accessibilit�e des nouvelles
classes. Consid�erons le r�esultat fX 0; X 00g du ra�nement d'une classe X . Quelque soit la
strat�egie utilis�ee il va falloir stabiliser de nouveau au moins une classe Y qui menait �a X

pour d�ecider de l'accessibilit�e de X 0 et X 00. Alors seulement nous pourrons continuer �a
ra�ner les successeurs de X 0 et X 00. Il est parfois plus int�eressant de continuer le ra�ne-
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Figure 2.3: Strat�egies de choix de la classe �a ra�ner

ment en profondeur d'abord, pour obtenir un ra�nement plus �n de X avant de chercher �a
restabiliser les classes menant �a X .

Comme la classe X est accessible depuis une classe Y , nous sommes sûr qu'au moins une
classe parmi X 0 et X 00 est accessible depuis Y . Une id�ee serait alors d'avoir un crit�ere
permettant de d�eterminer cette accessibilit�e, sans passer par un nouveau calcul de ra�nement
au niveau de Y .

Dans le cas de la classe contenant l'�etat initial, ce crit�ere est facile a trouver : apr�es chaque
ra�nement productif, il su�t de continuer le ra�nement pour la classe g�en�er�ee qui contient
l'�etat initial. Le coût de d�etermination de cette classe revient au coût de recherche de
l'appartenance d'un �etat �a un ensemble d'�etats. L'extension de ce crit�ere serait alors d'être
capable d'associer �a toute classe au moins un �etat (s'il y en a un) accessible depuis l'etat
initial ; nous appelerons cet �etat le repr�esentant de la classe. C'est l'id�ee qui est exploit�ee
par Lee et Yannakakis [LY92], dans un algorithme d'autre part similaire �a celui pr�esent�e ici.

2.4.2 Algorithme de Lee et Yannakakis

Un algorithme bas�e sur le même principe que l'algorithme de g�en�eration de mod�ele mini-
mal a �et�e d�e�ni dans [LY92]. Sa principale caract�eristique est l'utilisation syst�ematique de
repr�esentants d'accessibilit�e des classes. En particulier, l'algorithme contient une phase de
recherche en profondeur d'abord de toutes les classes accessibles par ce nouveau crit�ere. Cette
recherche en profondeur d'abord est bas�ee sur l'�etape de calcul suivante : soit une classe X
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et son repr�esentant d'accessibilit�e q, soit Succ = post�(fqg) l'ensemble des �etats successeurs
de q par �, pour toute classe Y telle que Y n'a pas de repr�esentants et Y \ Succ 6= ;, on
associe �a Y un �etat (choisi arbitrairement) de Y \ Succ, qui sera son repr�esentant.

Cet algorithme n�ecessite d'être capable de calculer la fonction post�, ce qui n'est pas n�eces-
saire dans l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal. Cette optimisation du calcul
d'accessibilit�e semble attractive; n�eanmoins, il faut consid�erer le coût du calcul des repr�esen-
tants, en particulier quand nous consid�erons des �equivalences de bisimulations pour lesquelles
le coût du calcul de post� peut être assez �elev�e. De plus, l'algorithme pr�esent�e par [LY92]
peut imposer de calculer plusieurs fois l'ensemble des successeurs d'un repr�esentant donn�e
(ou de conserver cet ensemble en m�emoire), puisqu'il est utilis�e lors de la recherche en pro-
fondeur d'abord de l'accessibilit�e, mais aussi lors de la phase de ra�nement, pour le calcul
de repr�esentant des nouvelles classes.

Par cons�equent, le calcul des repr�esentants peut revenir plus cher que calculer l'ensemble
des �etats accessibles. Un exemple est un mod�ele d�ej�a minimal, sur lequel on applique
l'algorithme.

Toutes ces consid�erations nous am�enent au point suivant : le calcul de l'accessibilit�e des
classes �a l'aide de repr�esentants revient souvent �a un calcul d'accessibilit�e des �etats de tout
le mod�ele, en profondeur d'abord. Or, les m�ethodes de repr�esentation symbolique sont plutôt
adapt�ees �a des calculs en largeur d'abord. Par cons�equent, plutôt que de mettre en �uvre un
m�ecanisme de calcul syst�ematique de repr�esentants d'accessibilit�e, il parait plus int�eressant
de calculer �a priori l'ensemble des �etats accessibles. Le calcul des repr�esentants d'accessibilit�e
o�rent surtout un int�erêt dans le cas d'un mod�ele in�ni, dont le mod�ele minimal est �ni.

2.5 D�e�nition de la fonction split�

Nous allons maintenant d�e�nir plus pr�ecis�ement la fonction split� . La version courante de
l'algorithme 2-4 indique que le ra�nement d'une classe se fait par rapport �a l'ensemble de la
partition. N�eanmoins, en fonction des ra�nements pr�ec�edents, il est possible de d�eterminer
pour une classe X un ensemble su�sant de partitionneurs qui soit inclus dans la partition
courante. D'autre part, nous verrons que le ra�nement d'une classe X par rapport �a une
classe Y qui elle-même vient d'être ra�n�ee peut donner lieu �a certaines optimisations.

Pour pouvoir d�eterminer cet ensemble de partitionneurs, nous allons construire et mettre �a
jour des structures de donn�ees permettant de conserver des informations sur le ra�nement en
cours; ce seront respectivement un arbre de ra�nement et une relation de transition d�e�nie
sur la partition courante.

2.5.1 Ensemble de partitionneurs

Le calcul d'un ensemble su�sant de partitionneurs est donn�e dans les deux propositions
suivantes :
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D�e�nition 2.5-1 (Ensemble de partitionneurs e�ectifs)
Soit une classe X, l'ensemble des classes �a consid�erer pour le ra�nement de X par rapport
�a � 2 � est l'ensemble Eff�(X) = fY 2 � j 9� 2 �; X \ pre�(Y ) 6= ; ^ X 6� pre�(Y )g

Nous noterons Eff�(X) =
S
�2�

Eff�(X).

Proposition 2.5-1

Soit � une partition et X 2 �, nous avons alors la propri�et�e suivante :

split� (X; �) = split� (X;Eff�(X))

Preuve D'apr�es la propri�et�e 6 de l'op�erateur split� ,

8 Y 62 Eff�(X); split� (X; Y ) = fXg , split� (X; �) = split� (X; � n fY g)

Le lien entre l'ensemble Eff� et Stable� est facile �a trouver :

Eff�(X) = fY 2 � j :Stable�(X; Y )g

Le nombre de ra�nements �a e�ectuer peut encore être diminu�e, si on s�epare les ra�nements
d'une classe X en fonction du langage � 2 � pour lequel on applique le ra�nement.

On obtient en d�e�nitive la proposition suivante :

Proposition 2.5-2
Soit � une partition, X 2 � et � 2 �, on a la propri�et�e suivante :

split� (X; �) = u
�2�

split� (X;Eff�(X))

Cette derni�ere proposition va nous permettre d'�ecrire une version de la fonction split� qui
e�ectue le ra�nement seulement en fonction des classes pour lesquelles le ra�nement est
e�ectif.

Algorithme 2-5

function split� (X; �)
var P; Z : classeN : set of classeN := fXg

for � 2 � do (1)
for Y 2 Eff�(X) do

for Z 2 eN doeN := eN � fZg [ split� (Z; Y )

split� := eN
end

Nous avons propos�e un ensemble su�sant de partitionneurs. Nous devons maintenant mon-



2.5. D�e�nition de la fonction split� 47

trer comment obtenir cet ensemble d'un ra�nement �a l'autre. Il n'est en e�et pas question
d'\essayer" chaque classe de � pour voir si c'est un partitionneur e�ectif d'une classe X .
Nous allons donc conserver des informations d'un ra�nement �a l'autre, et tirer parti des
propositions suivantes :

Proposition 2.5-3 (Stabilit�e de classes ra�n�ees)

8X; Y 2 �; 8� 2 �

(X 6= Y ^ fX1; X2g = split� (X; Y ))) Stable�(X1; Y ) ^ Stable�(X2; Y )

Preuve

Le r�esultat de l'op�erateur split� (X; Y ) est un couple fX \ pre�(Y ); X n pre�(Y )g.
Supposons que X1 = X \ pre�(Y ) et X2 = X n pre�(Y ).
Alors X1 � pre�(Y ), donc Stable�(X1; Y ) et X2 \ pre�(Y ) = ;
donc nous avons Stable�(X2; Y ).

Proposition 2.5-4 (H�eritage de la stabilit�e par ra�nement)

8X; Y 2 �; 8� 2 �

Stable�(X; Y )) 8Xi 2 split� (X; �); Stable�(Xi; Y )

Preuve

8� 2 �; Stable�(X; Y ) , split� (X; Y ) = fXg

, X � pre�(Y ) _ (X \ pre�(Y ) = ;)

) 8Xi � X;Xi � pre�(Y ) _ (Xi \ pre�(Y ) = ;)

, split� (Xi; Y ) = fXig

, Stable�(Xi; Y )

En particulier, si nous avons Stable�(X; Y ) parce que pre�(Y )\X = ;, il n'est plus n�ecessaire
�a l'avenir de consid�erer Y ou des sous classes de Y pour le ra�nement de X .

Nous pouvons essayer de faire encore mieux, en utilisant l'id�ee de Paige et Tarjan.

2.5.2 Optimisation de Paige et Tarjan

L'id�ee originale de Paige et Tarjan a pour but une diminution du nombre de partitionneurs
utilis�es pour le ra�nement d'une classe. Elle est bas�ee sur la proposition suivante :

Proposition 2.5-5
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Soit � une partition et deux classes X et Y 2 � telles que X � pre�(Y ) (donc Stable�(X; Y ))
pour � 2 �. Soit l'ensemble fY1; Y2g � � obtenu par ra�nement de Y = Y1 [ Y2. On a
alors :

split� (X; Y1)u split� (X; Y2) = fX1; X2; X3g

avec
X1 = (X \ pre�(Y1))� pre�(Y2) = X � pre�(Y2)

X2 = (X \ pre�(Y2))� pre�(Y1) = X � pre�(Y1)

X3 = (X \ pre�(Y1)) \ pre�(Y2)

et

X4 = X � pre�(Y1)� pre�(Y2) = ;

Preuve

On a pre�(Y ) = pre�(Y1 [ Y2) = pre�(Y1) [ pre�(Y2)

donc X � pre�(Y ), X � pre�(Y1) [ pre�(Y2).

donc X � pre�(Y1)� pre�(Y2) = ;.

De cette proposition nous d�eduisons la proposition suivante :

Proposition 2.5-6
Soient � une partition et deux classes X et Y 2 � telles que X soit stable par rapport �a Y

pour � 2 � et Y = Y1 [ Y2. On a alors :

split� (X; fY1; Y2g) = fX1; X2; X3g

o�u X1; X2 et X3 sont calcul�es en deux �etapes :

1.

X 0 = X \ pre�(Y2)

X1 = X � pre�(Y2)

2.

X2 = X 0 \ pre�(Y1)

X3 = X 0 � pre�(Y1)

Le premier r�esultat est qu'il est inutile de chercher �a ra�ner la classe X1 par rapport �a Y1,
faisant ainsi l'�economie d'un calcul de l'op�eration � .

Paige et Tarjan utilisent la proposition 2.5-5 pour construire une fonction de ra�nement
split qui ne consid�ere que la plus petite classe (en nombre d'�etats) parmi Y1 et Y2 pour
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ra�ner X . Leur algorithme n�ecessite d'être capable d'associer �a chaque �etat de l'ensemble
Q le nombre de ses successeurs dans une classe X 2 �, c'est-�a-dire de disposer de la fonction
nb succ� : Q� �! IN qui est telle que :

8q 2 Q; 8X 2 �; nb succ�(q;X) =j post�(q) \X j

Le calcul du ra�nement de X en fX1; X2; X3g se fait alors suivant les r�egles :

nb succ�(p; Y1) = nb succ�(p; Y )

X1 = X1 [ fpg
[R1]

nb succ�(p; Y1) = 0

X2 = X2 [ fpg
[R2]

0 < nb succ�(p; Y1) < nb succ�(p; Y )

X3 = X3 [ fpg
[R3]

Ces r�egles d�ependent uniquement des valeurs de la fonction nb succ par rapport aux classes
Y et Y1. Il su�t donc de choisir Y1 comme �etant la plus \petite" des deux classes Y1 et Y2.

Dans le cas de repr�esentations symboliques, la fonction nb succ peut être coûteuse. D'autre
part, l'algorithme de Paige et Tarjan est habituellement utilis�e pour le calcul de ra�nement
de partition par rapport �a la bisimulation forte; la fonction nb succ est tr�es coûteuse �a
calculer, en particulier pour des relations comme la bisimulation ��a.

Par cons�equent, nous n'utiliserons pas cette optimisation pour notre fonction de ra�nement,
puisque nous voulons travailler avec des repr�esentations symboliques.

Nous avons d�e�ni quelques propositions permettant de construire d'un ra�nement �a l'autre
un ensemble su�sant de partitionneurs. Nous allons maintenant d�ecrire les structures de
donn�ees qui vont nous permettre de garder et mettre �a jour ces informations.

2.5.3 Structure de donn�ees

Pour pouvoir calculer �a chaque �etape l'ensemble minimal de partitionneurs n�ecessaires, tel
qu'il est d�e�ni par la proposition 2.5-2, il faut conserver des informations suppl�ementaires
d'un ra�nement �a l'autre.

Pour cela, nous allons construire et mettre �a jour tout au long du processus de ra�nement
une relation entre chaque classe, qui s'apparente �a une relation de transition. De plus,
nous garderons un arbre de ra�nement qui conservera des informations sur les ra�nements
successifs des classes de �.

Arbre de ra�nement D

Cet arbre va permettre de conserver des informations sur les ra�nements d�ej�a e�ectu�es.
Nous repr�esentons cette arbre sous la forme d'un arbre binaire d�e�ni comme suit :
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D�e�nition 2.5-2 (Arbre de ra�nement)

Un arbre de ra�nement D est un arbre binaire tel que :

� chaque n�ud de D correspond �a une classe X 2 2Q. Nous noterons X ce n�ud.

� un n�ud X de �ls X1 et X2 est tel que 9Y 2 2Q; 9� 2 �; fX1; X2g = split� (X; Y )

� l'ensemble Root des n�uds racines de D est �egal �a �init.

� l'ensemble des feuilles de D correspond �a la partition courante �.

Nous noterons N l'ensemble des n�uds de D, que nous appellerons blocs. Parmi les �el�ements
de N nous distinguons les blocs simples de N , qui sont les feuilles de D et dont l'ensemble
forme la partition courante � et les blocs arbres qui sont les blocs autres que les feuilles de
D. D'autre part, nous utiliserons la fonction Fils : N ! N � N qui pour un n�ud de D
donne ces deux �ls. Nous noterons Fils� : N ! � la fonction qui pour un bloc arbre donn�e
rend l'ensemble de ses feuilles.

Syst�eme de transition Raf

Dans l'algorithme 2-4, il est n�ecessaire de construire et mettre �a jour la relation de transition
induite par le processus de ra�nement et le calcul d'accessibilit�e. Cette relation de transition
permet de conserver les informations utiles pour le calcul des ensembles de partitionneurs,
ainsi que des fonctions pre�� et post�� n�ecessaires pour l'algorithme. De plus, nous verrons
que cette relation de transition co��ncide avec celle du mod�ele minimal, lorsque l'algorithme
termine.

On consid�ere �a chaque �etape le syst�eme de transition suivant, construit sur N :

Raf = (N ;�; TRaf; InitRaf )

� N est l'ensemble des n�uds de D

� � est l'ensemble de langages utilis�e pour ce ra�nement

� TRaf est une relation d�e�nie sur N ���N �f0; 1g. Chaque transition a pour source
une classe de la partition courante et pour destination soit un bloc simple, soit un bloc
arbre de la partition courante.

� InitRaf est la classe de l'�etat initial du mod�ele.

Remarque 2-2

La valeur bool�eenne associ�ee �a chaque transition est un marquage qui indique si une tran-
sition est stable. On a l'implication suivante :
8� 2 �; (X; �; Y; 1)2 TRaf ) Stable�(X; Y )
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2.5.4 Initialisation de Raf et D

L'arbre de ra�nement D est construit avec l'ensemble de ces n�uds r�eduit �a Root = �init.

La relation de transition de Raf est initialis�ee comme suit :

� N = �init

� TRaf = f(X; �; Y; 0) j � 2 �; X; Y 2 �initg

2.5.5 Mise �a jour de Raf et D

La mise �a jour de Raf et D se fait lors de chaque split� , et en particulier lors de chaque
ra�nement par rapport �a une transition non stable. Les m�ethodes de mise �a jour de ces
structures seront d�etaill�ees en section 2.5.6 .

Ensemble de partitionneurs

A partir de la d�e�nition de la relation de transition Raf , nous pouvons d�e�nir l'ensemble
des partitionneurs d'une classe X :

D�e�nition 2.5-3 (Ensemble de partitionneurs)
Nous appellerons ensemble de partitionneurs de X et noterons Part�(X) l'ensemble :

Part �(X) =
S

�2�
Part�(X)

avec

Part�(X) = f(X; �; Y; S) j (X; �; Y; S)2 TRafg

Les �el�ements de Part�(X) peuvent être de 2 natures di��erentes : Soit (X; �; Y; S) 2
Part�(X),

Y est un bloc simple et S = 1
Dans ce cas, X est stable par rapport �a Y pour �, il n'est pas n�ecessaire de ra�ner X
pour cette transition.

Y est un bloc arbre ou S = 0
Y a �et�e ra�n�ee, ou la stabilit�e de X par rapport �a Y n'est pas connue. Dans ce cas,
il faut ra�ner X par rapport �a Y .

Nous allons maintenant nos int�eresser plus particuli�erement au ra�nement par rapport �a un
bloc arbre.

2.5.6 Ra�nement par rapport �a un bloc arbre

Soit X une classe de � et Y une classe correspond �a un bloc arbre de D. Le ra�nement de
X par rapport �a Y est alors d�e�ni par :
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D�e�nition 2.5-4 (Ra�nement par rapport �a un bloc arbre)

split� (X; Y ) = u
B2Fils�(Y )

split� (X;B)

Dans le cas de l'utilisation de techniques symboliques de repr�esentation du mod�ele, le coût
de calcul de la fonction pre� est du même ordre pour toute classe X . En particulier, ce coût
ne d�epend pas du cardinal de l'ensemble repr�esent�e. Il peut donc être int�eressant de calculer
le ra�nement de X par rapport �a des n�uds interm�ediaires (i.e. autre que des feuilles) du
bloc arbre Y . En e�et, consid�erons un n�ud y du bloc arbre Y , tel que Fils(y) 6= ;. Si la
tentative de ra�nement de X par rapport �a y nous montre que X \ pre�(y) = ;, alors il est
inutile de chercher �a ra�ner X par rapport aux �el�ements de Fils�(y). On �evite alors autant
de calculs de pre� qu'il y a d'�el�ements dans Fils�(y).

Remarque 2-3

La consid�eration pr�ec�edente est li�ee �a une notion d'accessibilit�e locale (est ce que y contient
au moins un �etat accessible depuis la classe X?). Nous discutons plus loin des consid�erations
sur l'accessibilit�e globale d'une classe (contient-elle au moins un �etat accessible depuis l'�etat
initial?). En particulier, les avantages et inconv�enients des deux techniques suivantes sont
discut�ees en dehors de consid�erations d'accessibilit�e globale.

Nous pr�esentons deux techniques di��erentes du calcul du ra�nement de X par rapport au
bloc arbre Y . La premi�ere va e�ectuer le calcul uniquement �a partir des feuilles du bloc
arbre Y . La deuxi�eme va parcourir le bloc arbre Y et e�ectuer un ra�nement pour chaque
n�ud.

Remarque 2-4
Suivant le d�eroulement de l'algorithme de ra�nement de partition, il est possible que X � Y .
En particulier, si Y est un bloc arbre, il est possible que X 2 Fils�(Y ). Si l'arbre de
ra�nement D qui permet le calcul de la fonction Fils est mise �a jour au fur et �a mesure du
parcours du bloc arbre Y , alors nous risquons d'e�ectuer le ra�nement de X par rapport
au r�esultat courant du ra�nement de X . Dans ce cas, la propri�et�e d'h�eritage de la stabilit�e
par ra�nement n'est plus v�eri��ee.

Pour �eviter ces probl�emes, nous ajoutons en param�etre de la fonction split� la classe X
originale, pour permettre sa d�etection dans le bloc arbre Y . Si une feuille de Y est �egale �a
X , nous e�ectuons un ra�nement par rapport �a X , mais pas par rapport �a Fils�(X).

Ra�nement pour chaque feuille

L'algorithme suivant est d�eriv�e de la d�e�nition 2.5-4. Nous e�ectuons directement le calcul
de split� (X;B) pour chaque B 2 Fils�(Y ).
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function split� (X : class, Y : bloc) : set of class

eY := Sons�(Y )
{ { l'ensemble des feuilles de Y est d�etermin�e une fois pour toute
{ { il n'est pas n�ecessaire (dans cette version) de tester si une feuille est �egale �a XeX := fXg

for Z 2 eY do

for X 2 eX doeX = eX [ fX \ pre�(Y )g [ fX n pre�(Y )g (1)

return eX
Ra�nement pour chaque n�ud

Le ra�nement par n�ud est calcul�e par l'appel split� (X; Y ) de la fonction suivante :

function split� (X : class, Y : bloc) : set of class
return split� -rec(X,fXg,Y)

function split� -rec (X : class eX : set of class, Y : bloc) : set of class
pY : classfX1,fX2 : set of class

fX1 := fX2 := ;

{ { fX1 est l'ensemble des classes ayant un successeur dans Y { {

{ { fX2 est l'ensemble de celles n'en ayant pas { {
pY := pre�(Y )

for X 2 eX dofX1 := fX1 [ (X \ pY )fX2 := fX2 [ (X n pY )

{ { Seul les �el�ements de X1 sont �a ra�ner pour les descendants de Y

if (fX1 6= ; and Fils(Y ) 6= ; and X 6= Y ) then
fY1; Y2g = Fils(Y )fX1 := split� � rec(fX1; Y1)fX1 := split� � rec(fX1; Y2)

return fX1 [ fX2
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Remarque 2-5

Dans les deux cas, le parcours de l'arbre est n�ecessaire. Ce parcours peut être partiel dans
la solution par n�uds. Dans la solution par feuilles, ce parcours est complet, puisqu'il faut
d�eterminer l'ensemble des feuilles.

Comparaison des deux solutions

La solution par feuilles provoque autant de calculs de ra�nement que de feuilles.

La solution par n�uds peut nous permettre d'�eviter des parties enti�eres de l'arbre et donc
de diminuer le nombre de ra�nements �a e�ectuer. Mais dans le pire des cas, qui correspond
au cas o�u toutes les feuilles de Y permettent un ra�nement productif, nous e�ectuons alors
autant de ra�nements que de n�uds dans l'arbre.

Si nous consid�erons un arbre binaire complet de profondeur l, le nombre de ra�nement pour
la solution par feuilles sera alors �egal �a 2l�1. Dans le cas de la solution par n�ud, le nombre
de calcul de ra�nement est compris entre 2(l � 1) et 2l � 2. La borne inf�erieure 2(l � 1)
correspond au cas o�u une seule feuille de l'arbre produit un ra�nement e�ectif. La borne
sup�erieure 2l�2 correspond au nombre maximum de n�uds dans le bloc arbre, sans compter
la racine. Dans le pire des cas, la solution par n�uds peut provoquer environ 2 fois plus de
calculs de ra�nements que la solution par feuilles.

Solution retenue

Une alternative est de moduler la solution par n�uds en choisissant une valeur r telle que
pour tout n�ud interm�ediaire (qui n'est pas une feuille) le calcul de ra�nement n'est e�ectu�e
que si sa profondeur l0 est telle que l0 � 0mod r (la profondeur l0 est un multiple de r). Le
ra�nement pour chaque feuille continue �a se faire normalement. Cette solution permet de
conserver la possibilit�e d'�eviter le parcours d'une partie du bloc arbre, mais permet aussi
d'�eviter le calcul d'un ra�nement pour chaque n�ud. Nous retrouvons les deux solutions
pr�ec�edentes, en prenant r = 1 pour la solution par n�uds et r > l pour la solution par
feuilles. Le choix de la valeur de r peut se faire en fonction de la profondeur de l'arbre l ( si
cette valeur est connue �a priori) ou arbitrairement.

Cette solution est �a la base de l'algorithme suivant, qui est compl�et�e avec la mise �a jour de
D et de Raf .

Soit r � 1 le nombre de niveaux d�eterminant un ra�nement obligatoire. L'algorithme de
split� est alors :
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function split� (X0 : class, eX : set of class, Y : bloc, P : entier) : set of class

if (P � 0mod r) ou Fils(Y ) = ; thenfX1 := fX2 := ;

{ { fX1 est l'ensemble des classes ayant un successeur dans Y { {

{ { fX2 est l'ensemble de celles n'en ayant pas { {
pY := pre�(Y )

for X 2 eX dofX1 := fX1 [ (X \ pY )fX2 := fX2 [ (X n pY )
if X1 6= ; then

TRaf := TRaf [ f(X; �; Y; 1)g
if X2 6= ; then

Fils(X) = fX1; X2g
�

�
endfor

else fX1 := eX
�

{ { Seul les �el�ements de X1 sont �a ra�ner pour les descendants de Y

if (fX1 6= ; and Fils(Y ) 6= ; and (Y 6= X0) ) then
fY1; Y2g = Fils(Y )fX1 := split� (X0; fX1; Y1; P + 1)fX1 := split� (X0; fX1; Y2; P + 1)

�

return fX1 [ fX2

Cette derni�ere version de la fonction split� est celle que nous utiliserons dans notre mise
en �uvre. C'est la solution la plus g�en�erale (puisqu'elle contient les deux autres) et elle
permet de moduler facilement le ra�nement d'une classe par rapport �a un autre, par simple
variation du param�etre r.

Algorithme de la fonction de ra�nement
Pour compl�eter cette pr�esentation, nous donnons l'algorithme de la fonction split� de

ra�nement d'une classe X par rapport �a un bloc Y .
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Algorithme 2-6

function split� (X : Class)eN : set of class;

eN := fXg
{ { Ra�nement pour toutes les transitions non stables
for (X; �; Y; S)2 Raf do

if Sons(Y ) 6= ; ou S = 0 theneN := split� (X; eN; Y; 0)
�

od
{ { Mise �a jour de Raf pour toutes les transition stables
for (X; �; Y; S)2 Raf do

TRaf := TRaf n f(X; �; Y; S)g
if Sons(Y ) = ; et S = 1 then

for Z 2 eN do

TRaf := TRaf [ f(Z; �; Y; 1)g
od

�

Ce dernier algorithme termine la pr�esentation g�en�erale de l'algorithme de g�en�eration de
mod�ele minimal et des am�enagements que nous y avons apport�es pour son optimisation et
sa mise en �uvre. Nous allons maintenant �etudier l'adaptation de cet algorithme �a di��erentes
�equivalences de bisimulation.

2.6 Application �a di��erentes bisimulations

L'algorithme que nous avons pr�esent�e est d�e�ni par rapport �a une notion g�en�erale de bisim-
ulation. N�eanmoins, une utilisation int�eressante de ce genre d'algorithmes se fait en faisant
varier la notion d'observabilit�e des actions du syst�eme; d'o�u la d�e�nition de di��erentes rela-
tions d'�equivalence, utilis�ees pour la v�eri�cation de di��erentes classes de propri�et�e.

Dans cette section, nous allons nous int�eresser �a l'adaptation de l'algorithme de g�en�eration de
mod�ele minimal �a un nombre limit�e de ces �equivalences de bisimulation : la bisimulation forte,
la bisimulation ��a et la bisimulation de branchement. Ces trois �equivalences permettent une
couverture assez large de l'ensemble des �equivalences de bisimulation couramment utilis�ees
dans les outils de v�eri�cation.
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2.6.1 Bisimulation forte

Cette relation de bisimulation � est obtenue en consid�erant comme observables toutes les
actions de A� , elle est d�e�nie avec l'ensemble :

� = ffag j a 2 A�g

Cette relation ne permet aucune abstraction sur les comportements observ�es. Elle
n'identi�era donc que des syst�emes pr�esentant exactement le même comportement. Elle est
plus forte que les autres relations de bisimulation que nous consid�erons, et pr�eserve en partic-
ulier toutes les propri�et�es exprimables dans des logiques temporelles telles que HML [HM85]
, LTAC[QS83], CTL [CES83] et ses variantes. Du point de vue minimisation, la fonction �
de choix de repr�esentants canoniques est l'identit�e.

Comme l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal est con�cu �a l'origine pour la bisimu-
lation forte, aucune modi�cation des algorithmes pr�ec�edents n'est n�ecessaire.

2.6.2 Les bisimulations \faibles"

Ces relations introduisent une notion d'abstraction, par la distinction d'actions visibles, qui
sont celles apparaissant dans les propri�et�es �a v�eri�er, et d'actions internes, dont l'observation
n'est pas consid�er�ee pertinente pour la v�eri�cation des propri�et�es. Les actions internes sont
alors renomm�ees en � . Du point de vue v�eri�cation, cette notion d'abstraction pr�esente un
int�erêt particulier par rapport �a la bisimulation forte, puisqu'il va être possible d'exprimer
les sp�eci�cations uniquement en terme d'actions pertinentes pour les propri�et�es �a v�eri�er.

Les bisimulations \faibles" que nous consid�erons, introduisent dans leur ensemble de langages
� le langage �� en pr�e�xe et/ou en su�xe d'actions visibles. Le calcul de la fonction de
ra�nement split� (X; Y ) ne repose plus simplement sur le calcul de la fonction prea, mais
doit être �etendu pour tenir compte de langages de la forme f��ag; f��a��g,: : :En pratique,
le calcul d'une fonction pre�

�

, calcul rendu n�ecessaire pour ces bisimulations, peut être tr�es
coûteux.

Pour pallier le coût important du calcul de cette fonction, une solution adopt�ee dans les
outils de v�eri�cation classiques est de pr�e-calculer la relation de transition correspondant �a
la fonction pre�. Ce calcul consiste �a construire un nouveau syst�eme de transitions �etiquet�ees
en rempla�cant dans le mod�ele chaque s�equence correspondant �a un �el�ement � de � par une
transition �etiquet�ee par le repr�esentant canonique �(�). Ce calcul est introduit dans [Fer88]
sous le nom de forme pr�e-normale, que nous noterons PNF�(S).

Grâce au calcul de ces formes pr�e-normales, le quotient du syst�eme de transitions �etiquet�ees
S pour une relation �� revient �a calculer le quotient de PNF�(S) pour la bisimulation forte.
De même, la comparaison de deux syst�emes de transitions �etiquet�ees S1 et S2 se r�eduit �a la
comparaison pour la bisimulation forte de leur forme pr�e-normale. La justi�cation de cette
d�emarche est donn�ee dans [Fer88].

Le calcul de ces formes pr�e-normales peut être coûteux, puisqu'il correspond au calcul de
la fermeture transitive de la relation de transition de S par rapport aux transitions � .
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L'algorithme classique pour ce genre de calcul est en O(n�
3) [AHU74]. Certains algorithmes

plus �elabor�es peuvent am�eliorer cette complexit�e �a O(n�
2:376).

Le coût de ce calcul est un probl�eme important, �etant donn�e que la plupart des syst�emes
de transitions �etiquet�ees rencontr�es en pratique contiennent une proportion importante de
transitions �etiquet�ees � et donc un n� d'autant plus grand. De plus, cette transformation
diminue sensiblement le nombre des �etats du syst�eme entre S et PNF�(S) mais tend �a
augmenter fortement le nombre de transitions.

2.6.3 Equivalence observationnelle

L'�equivalence observationnelle �o est l'�equivalence de bisimulation obtenue pour l'ensemble
� = f��g [ f��a�� j a 2 Ag.

La fonction de choix de repr�esentants canoniques � est d�e�nie comme suit :

�(�) =

(
ai si (9i 2 [1::n]; ai 2 A)
� sinon

Le calcul du ra�nement de partition pour l'�equivalence observationnelle passe par le calcul
de la forme pr�enormale PNFo(S).

2.6.4 Bisimulation � �a

La bisimulation ��a ���a est l'�equivalence de bisimulation obtenue pour l'ensemble � =
f��a j a 2 Ag. La fonction de choix de repr�esentants canoniques � est telle que 8� 2 �; � =
��a) �(�) = fag.

Deux strat�egies d'application du ra�nement de partition sont possibles pour cette bisimu-
lation.

1. La premi�ere strat�egie passe par le calcul de la forme pr�e-normale PNF��a(S) =
(Q0; A; T 0; q0) o�u :

� Q0 = fq 2 Q j 9a 2 A; prea(q) 6= ;g [ fq0g

� T 0 = f(p; a; q) j p 2 Q0 ^ p
��a
�!T qg

Le syst�eme quotient S= ���a est alors �egal �a PNF��a(S)= �.

2. La deuxi�eme strat�egie est bas�ee sur une modi�cation de la fonction de ra�nement entre
classes :

8a 2 A; 8X; Y 2 2Q; split� (X; Y ) = fX \ pre��a(Y )g [ fX n pre��a(Y )g

Les autres op�erateurs de ra�nement sont d�e�nis �a partir de cette version modi��ee de
l'op�erateur split de \base".

Le quotient S= ���a est alors obtenu par le calcul de la partition la moins �ne, avec
ces op�erateurs de ra�nement modi��es.
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2.6.5 Bisimulation de branchement

La bisimulation de branchement [GV90] n'est pas directement exprimable en terme de re-
lation de bisimulation; en e�et, sa d�e�nition ne co��ncide pas directement avec celle donn�ee
en 2.1-1. Une d�e�nition de cette relation peut être donn�ee sous la forme suivante [Mou92] :

D�e�nition 2.6-1 (Bisimulation de branchement)

Soit Bbr : 2Q1�Q2 �! 2Q1�Q2 d�e�ni par :
Bbr(R) = f(p1; p2) j 8a 2 A [ f�g :

8q1 : (p1
a
�!T1 q1 ) (a = � ^ (q1; p2) 2 R) _

(9q2q
0
2 : (p2

��
�!T2 q

0
2 ^ q02

a
�!T2 q2 ^ (p1; q

0
2) 2 R ^ (q1; q2) 2 R)))

8q2 : (p2
a
�!T2 q2 ) (a = � ^ (p1; q2) 2 R) _

(9q1q
0
1 : (p1

��
�!T1 q

0
1 ^ q01

a
�!T1 q1 ^ (q01; p2) 2 R ^ (q1; q2) 2 R)))g

Une relation R sur Q1 � Q2. R est une bisimulation de branchement si et seulement si
R � Bbr(R).

Même si la d�e�nition de la bisimulation de branchement ne co��ncide pas tout a fait avec la
notion classique de bisimulation, certains travaux [GV90] ont introduit une variante du RCP
problem qui donne la partition associ�ee �a la bisimulation de branchement. Cette variante est
connue sous le nom de Relational Coarsest Partition with Stuttering problem(RCPS). Groote
et Vaandrager proposent un algorithme r�esolvant ce probl�eme, suivant une m�ethode similaire
�a celle utilis�ee dans le cas du RCP problem.

L'avantage de cette approche sur celle appliqu�ee dans le cas de relations comme la bisimula-
tion observationnelle est qu'il n'est pas n�ecessaire de calculer une forme pr�e-normale coûteuse
en temps de calcul.

De plus, cette bisimulation o�re un certain nombre d'avantages du point de vue de la v�eri�-
cation :

� elle est plus forte que la majorit�e des �equivalences de bisimulation \usuelles"(hormis
la bisimulation forte), et conserve une proc�edure de d�ecision e�cace.

� elle pr�eserve la structure de branchement des mod�eles.

� elle pr�eserve une extension de la logique de Hennessy-Milner [NV90]

� elle pr�eserve une restriction de la logique CTL (CTL-X)

Nous pr�esentons la notion de compatibilit�e et les op�erateurs de ra�nement associ�es au RCPS
problem.

8a 2 A� ;Fa(X; Y ) = �Z:(X \ pre� (Z) [X \ prea(Y ))

splita(X; Y ) = fFa(X; Y ); X n Fa(X; Y )g ^ (a 6= �)

split�(X; Y ) = fF�(X; Y ); X n F� (X; Y )g ^ (X 6= Y )

split� (X;X) = fXg
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split(X; Y ) = u
a2A�

splita(X; Y )

split(X; �) = u
Y 2�

split(X; Y )

La fonction de choix de repr�esentants canoniques � est l'identit�e.

Les propri�et�es v�eri��ees par Fa sont l�eg�erement di��erentes de celles de l'op�erateur pre� :

Fa(X1 [X2; Y ) � Fa(X1; Y ) [ Fa(X2; Y ); mais l'�egalit�e n'est pas v�eri��ee.

Cette propri�et�e implique que la stabilit�e n'est pas h�erit�ee par ra�nement [GV90]. La propo-
sition 2.5-6 n'est pas v�eri��ee pour la bisimulation de branchement. La mise en �uvre de
l'algorithme pour la bisimulation de branchement implique donc certaines modi�cations.

Boucles de �

La d�e�nition de la fonction split indique qu'il ne faut pas ra�ner une classe X par rapport
�a elle-même si l'�etiquette consid�er�ee est � . Par contre, nous voulons pouvoir ra�ner deux
classes X et Y par rapport �a � , si X 6= Y . Pour pouvoir traiter ce cas particulier, sans
changer profond�ement le d�eroulement de l'algorithme du ra�nement, nous conservons une
boucle � sur chaque classe, par l'introduction dans T� de la transition (X; �;X; 0) pour tout
X 2 �init. Ainsi, nous permettons la cr�eation des transitions (X1; �; X2) et (X2; �; X1) lors
du ra�nement de X en fX1; X2g. L'interdiction du ra�nement de la classe X par rapport
�a elle-même pour � se fait alors par un simple test au niveau de la fonction split� . Lorsque
l'algorithme termine, nous �eliminons alors les transitions (X; �;X; s) 8X 2 � de T�, pour
obtenir le mod�ele minimal pour la bisimulation de branchement.

Non h�eritage de la stabilit�e par ra�nement

La propri�et�e d'h�eritage de la stabilit�e par ra�nement n'est plus v�eri��ee. Par cons�equent,
si nous e�ectuons un ra�nement de X par rapport �a Y avec comme r�esultat fX1; X2g, il
faut alors consid�erer la suite du ra�nement de X par les transitions t0 = (X; a0; Y 0; 1) telle
que Y 0 est un bloc simple, ce qui n'�etait pas le cas pr�ec�edemment. En e�et, la stabilit�e de
X par rapport �a Y 0 qu'indique cette transition n'est plus du tout garantie pour fX1; X2g.
Le ra�nement complet de X passe alors par le ra�nement pour les transitions consid�er�ees
comme stables jusque l�a.
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function split�(X : Class)eN : set of class;

eN := fXg
{ { Ra�nement pour toutes les transitions non stables
for (X; a; Y; S) 2 Raf do

if Sons(Y ) 6= ; ou S = 0 theneN := split� ( eN; a; Y )
�

od
{ { Si le ra�nement a �et�e productif, on continue le ra�nement
{ { pour toutes les transitions qui �etaient stables

if eN 6= fXg then
for (X; a; Y; S)2 Raf do

if (X 6= Y ) etSons(Y ) = ; et S = 1 theneN := split� ( eN; a; Y )
if

od
else

{ { Mise �a jour de Raf pour toutes les transition stables
for (X; a; Y; S)2 Raf do

TRaf := TRaf n f(X; a; Y; S)g
if Sons(Y ) = ; et S = 1 then

for Z 2 eN do

TRaf := TRaf [ f(Z; a; Y; 1)g
od

�

od
if

La fonction split� est d�e�nie en substituant �a la fonction pre� la fonction Fa.

Nous avons d�e�ni l'adaptation de notre mise en �uvre de l'algorithme de g�en�eration de mod-
�ele minimal �a di��erentes bisimulations. Nous allons maintenant illustrer le fonctionnement
de l'algorithme sur petit exemple de protocole.

2.7 Exemple de g�en�eration de mod�ele minimal

Nous allons illustrer le fonctionnement de l'algorithme, ainsi que les mises �a jour des dif-
f�erentes structures. L'exemple suivant est celui d'un protocole r�eunissant un processus Emet-
teur et un processus R�ecepteur. Le processus Emetteur �emet un message par l'interm�ediaire
d'un processus Emet qui va r�ep�eter la transmission jusqu'�a r�ecup�eration d'un accus�e de r�e-
ception. Le r�ecepteur peut simuler la perte d'un message en invalidant l'accus�e de r�eception.
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Figure 2.4: Exemple de g�en�eration de mod�ele minimal

Ces processus sont mod�elis�es par les syst�emes de transitions �etiquet�ees de la �gure 2.4. Ils
sont compos�es parall�element d'apr�es l'expression suivante (syntaxe Lotos) :

hide Tr,Ack,NoAck in
Emetteur[Put,Ack,Tr,NoAck]

j[Ack,Tr,NoAck]j
recepteur[Get,Ack,Tr,NoAck]

Nous notons respectivement S1 = (Q1; A1; T1; init1) le syst�eme de transitions �etiquet�ees de
l'�emetteur et S2 = (Q2; A2; T2; init2) le syst�eme de transitions �etiquet�ees du r�ecepteur; nous
avons alors les ensembles suivants :

� Q1 = Q2 = f0; 1; 2g

� A1 = fPut; Tr; Ack;NoAckg, A2 = fGet; Tr; Ack;NoAckg

� init1 = init2 = f0g

Le syst�eme S = (Q;A; T; init) qui correspond �a la composition parall�ele de Emetteur et
R�ecepteur est d�e�ni comme suit :

� Q = Q1 � Q2

� A = A1 [A2

� init = f(0; 0)g

Dans ce syst�eme, les actions Put et Get sont des actions asynchrones, alors que les actions
Tr; Ack et NoAck sont des actions synchrones. De plus, les actions Tr; Ack et NoAck sont
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consid�er�ees comme internes : dans le mod�ele global de ce syst�eme, elles seront remplac�ees
par � .

La relation de transition de S est la suivante :

�
Put
�!T= f((0; q); (1; q)) j q 2 Q2g

�
Get
�!T= f((q; 1); (q; 2)) j q 2 Q1g

�
�
�!T=

Tr
�!T [

Ack
�!T [

NoAck
�! T

= f((1; 0); (2; 1)); ((2; 1); (1; 0)); ((2; 2); (0; 0))g

2.7.1 Application de la g�en�eration de mod�ele minimal: bisimulation forte

La partition initiale �init est �egale �a fQg.

Le syst�eme de transition Raf est initialis�e comme suit :

� N = �init

� InitRaf = [(0; 0)]� = P0.

� TRaf = f(P0; Put; P0; 0); (P0; Get; P0; 0); (P0; �; P0; 0)g

En�n la fonction de d�ecomposition est telle que D(root) = P0.

Dans la suite, le r�esultat de chaque ra�nement est repr�esent�e par une �gure. Ces �gures
sont compos�ees en partie gauche d'un dessin repr�esentant la partition courante �. Sur ce
dessin seront port�ees les transitions stables menant d'une classe de � �a une autre classe de �.

En partie droite du dessin, nous repr�esentons l'arbre de ra�nement D(traits �epais) d�ecor�e
par les transitions instables ou menant �a des classes ra�n�ees n'appartenant plus �a la partition
courante (trait �ns). Cet arbre de ra�nement est donn�e sous la forme d'un arbre n-aire pour
simpli�er la repr�esentation.

Ces conditions initiales d'application de la g�en�eration de mod�ele minimal sont repr�esent�es
par la �gure 2.5.

Premier ra�nement

Nous allons e�ectuer un premier ra�nement correspondant par rapport aux transitions
(P0; Put; P0; 0); (P0; Get; P0; 0) et (P0; �; P0; 0). Ces transitions sont ôt�ees de D. Nous avons
alors :

P0; Put; P0

prePut(P0) = f(0; q) j q 2 Q2g
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Figure 2.5: Conditions initiales

splitPut(P0; P0) = fP 0
0; P1g avec

P 0
0 = f(0; q) j q 2 Q2g = f(0; 0); (0; 1); (0; 2)g

P1 = f(q1; q2) j (q1; q2) 2 Q; q1 6= 0g

Comme la classe P0 contient init, nous continuons le ra�nement de la classe ayant gard�e
init, c'est-�a-dire P 0

0.

Nous mettons �a jour D pour la classe P1, pour des ra�nements ult�erieurs :

D = D [ f(P1; Get; P0; 0); (P1; �; P0; 0)g

Le ra�nement de P 0
0 continue pour la transition suivante (P0; Get; P0; 0) :

P 0
0; Get; P0

preGet(P0) = f(q; 1) j q 2 Q1g

splitGet(P
0
0; P0) = fP 00

0 ; P2g avec

P2 = f(0; 1)g

P 00
0 = f(0; 0); (0; 2)g

De la même mani�ere, nous isolons P 00
0 , puisqu'elle contient l'�etat initial et nous mettons �a

jour D.

D = D [ f(P2; Put; P0; 1); (P2; Get; P0; 1); (P1; �; P0; 0)g

Ce premier ra�nement se termine pour la transition (P0; �; P0; 0).

P 00
0 ; �; P0

pre�(P0) = f(1; 0); (2; 1); (2; 2)g

split�(P
00
0 ; P0) = P 00

0 carP 00
0 [ pre�(P0) = ;
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Figure 2.6: Premier ra�nement

Nous noterons P3 = P 00
0 . Les transitions pour P3 sont maintenant ins�er�ees dans D :

D = D [ f(P3; Put; P0; 1)g

Le r�esultat �nal de cette premi�ere phase de ra�nement est donn�e en �gure 2.6.

A l'issue de ce premier ra�nement, nous avons

� � = fP1; P2; P3g

� � = fP3g; � = ;

� InitRaf = [(0; 0)]� = P3.

� TRaf = f(P3; Put; P0; 1);
(P2; Put; P0; 1); (P2; �; P0; 0); (P2; Get; P0; 1);
(P1; �; P0; 0); (P1; Get; P0; 0)g

Deuxi�eme ra�nement
La classe contenant l'�etat initial est P3, nous voulons la ra�ner par rapport �a la transition
(P3; Put; P0; 1). Comme P0 est maintenant d�ecompos�ee, cette transition n'est pas stable.
Nous allons donc calculer le ra�nement de P3 par rapport �a l'ensemble fP1; P2; P3g pour
l'action Put.

P3; Put; fP1; P2; P3g

prePut(P2) = prePut(P3) = ;

prePut(P1) = P3

donc P2 est stable. Nous avons maintenant
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� � = fP3; P1g; � = fP3g

� TRaf = TRaf n f(P3; Put; P1; 1)g [ f(P3; Put; P1; 1)g

Troisi�eme ra�nement
Le seul �el�ement de � n � est la classe P1. Le ra�nement de P1 se fait pour les transitions
(P1; �; P0; 0); (P1; Get; P0; 0).

P1; �; fP1; P2; P3g

pre�(P2) = ;

pre�(P3) = f(2; 2)g

pre�(P1) = f(1; 0); (2; 1)g

split�(P1; fP1; P2; P3) = fP4; P5; P6g avec

P4 = f(1; 0); (2; 1)g

P5 = f(2; 2)g

P6 = f(2; 0); (1; 1); (1; 2)g

Comme le ra�nement par rapport �a cette transition a �et�e productif, nous arrêtons le raf-
�nement de P1. La classe P3 est maintenant ôt�ee de �.

L'ensemble des structures mises �a jour devient :

� � = fP2; P3; P4; P5; P6g

� � = fP3g; � = ;

� InitRaf = [(0; 0)]� = P3.

� TRaf = f(P3; Put; P1; 1);
(P4; �; P1; 1); (P4; Get; P0; 0);
(P5; �; P3; 1); (P5; Get; P0; 0);
(P6; Get; P0; 0);
(P2; Put; P0; 0); (P2; �; P0; 0); (P2; Get; P0; 1)g

Quatri�eme ra�nement

La classe P3 devient de nouveau candidate au ra�nement, par rapport �a la transition
(P3; Put; P1; 1). La classe P1 est d�ecompos�ee en fP4; P5; P6g.

P3; Put; fP4; P5; P6g
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Figure 2.7: Troisi�eme ra�nement

prePut(P5) = ;

prePut(P6) = f(0; 1); (0; 2)g

prePut(P4) = f(0; 0)g

splitPut(P3; fP4; P5; P6) = fP7; P8g avec

P7 = f(0; 0)g

P8 = f(0; 1)g
A l'issue de ce ra�nement, la classe P7 qui contient l'�etat initial est stable (car toutes ses
transitions le sont). Nous pouvons donc ins�erer P4 dans �.

� � = fP2; P4; P5; P6; P7; P8g

� � = fP7; P4g; � = fP7g

� InitRaf = [(0; 0)]� = P7.

� TRaf = f(P7; Put; P4; 1);
(P8; Put; P6; 1);
(P4; �; P1; 1); (P4; Get; P0; 0);
(P5; �; P3; 1); (P5; Get; P0; 0);
(P6; Get; P0; 0);
(P2; Put; P0; 0); (P2; �; P0; 0); (P2; Get; P0; 1)g
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Figure 2.8: Quatri�eme ra�nement

Cinqui�eme ra�nement

Le ra�nement de P4 pour la transition (P4; �; P1; 1) ne va pas provoquer de ra�nement
suppl�ementaire. Par contre, le ra�nement pour (P4; Get; P0; 0) va être productif pour la
classe P5 :

P4; Get; fP2; P4; P5; P6; P7; P8g

preGet(P5) = f(2; 1)g

splitGet(P4; P5) = fP9; P10g avec

P9 = f(1; 0)g

P10 = f(2; 1)g

La relation de transition est mise �a jour (�gure 2.9) :

� � = fP2; P5; P6; P7; P8; P9; P10g

� � = fP7g; � = ;

� InitRaf = [(0; 0)]� = P7.

� TRaf = f(P7; Put; P4; 1);
(P9; �; P4; 1);
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Figure 2.9: Cinqui�eme ra�nement

(P10; �; P4; 1); (P10; Get; P5; 1);
(P5; �; P3; 1); (P5; Get; P0; 0);
(P8; Put; P6; 1);
(P6; Get; P0; 0);
(P2; Put; P0; 0); (P2; �; P0; 0); (P2; Get; P0; 1)g

Fin du ra�nement

Les �etapes suivantes ne provoqueront plus aucun ra�nement, mais permettront de stabiliser
les transitions entre les classes accessibles et donc de stabiliser les classes de � .

Le r�esultat du ra�nement est donn�e en �gure 2.10

� � = fP2; P5; P6; P7; P8; P9; P10g

� � = fP7g; � = ;

� InitRaf = [(0; 0)]� = P7.

� TRaf = f(P7; Put; P9; 1);
(P9; �; P10; 1);
(P10; �; P9; 1); (P10; Get; P5; 1);
(P5; �; P7; 1)(P8; Put; P6; 1);
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Figure 2.10: R�esultat �nal

(P6; Get; P0; 0);
(P2; Put; P0; 0); (P2; �; P0; 0); (P2; Get; P0; 1)g

2.7.2 Application de la g�en�eration de mod�ele minimal : bisimulation � �a

Le traitement du même exemple dans le cas de la bisimulation ��a permet de mettre plus
en valeur l'int�erêt de l'algorithme. Nous partons des mêmes conditions initiales que dans
l'exemple pr�ec�edent.

Nous calculons les fonctions pre��Put et pre��Get par composition de la preGet ou prePut et
de la fermeture transitive de la fonction pre� .

premier ra�nement

� pre��Put(P0) = f(0; 0); (2; 2)g

� pre��Get(P0) = f(1; 0); (2; 1)g

split��Put(P0; P0) = fP1; P
0
0g avec

P1 = f(0; 0); (2; 2)g

P 0
0 = f(0; 1); (0; 2); (1; 0); (1; 1); (1; 2); (2; 0); (2; 1)g
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Figure 2.11: Bisimulation ��a : premier ra�nement

pre��Get(P0)\ P1 = ;

split��Get(P
0
0; P0) = fP2; P3g avec

P2 = f(1; 0); (2; 1)g

P3 = f(0; 1); (0; 2); (1; 1); (1; 2); (2; 0)g

A l'issue de ce premier ra�nement, nous avons

� � = fP1; P2; P3g

� � = fP1g; � = ;

� InitRaf = [(0; 0)]� = P1.

� TRaf = f(P1; Put; P0; 1); (P2; Get; P0; 1)g

Le r�esultat de ce premier ra�nement est donn�e en �gure 2.11.

Deuxi�eme ra�nement

La classe contenant l'�etat initial est la classe P1. Le prochain ra�nement se fait donc par
rapport �a la transition (P1; Put; P0; 1). Comme P0 est d�ecompos�ee, cette transition est
instable. Le ra�nement s'e�ectuera par rapport �a l'ensemble de classes fP1; P2; P3g.

pre��Put(P1) = pre��Put(P3) = ;

pre��Put(P2) = P1
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Figure 2.12: Bisimulation ��a : r�esultat de la g�en�eration de mod�ele minimal

Donc la classe P1 est maintenant stable et TRaf est mis �a jour :

TRaf = f(P1; Put; P2; 1); (P2; Get; P0; 1)g

La classe P2 est ins�er�ee dans � et devient la prochaine candidate au ra�nement. Le ra�ne-
ment de P2 s'e�ectue par rapport �a P0, donc par rapport �a l'ensemble fP1; P2; P3g.

pre��Get(P2) = pre��Get(P3) = ;

pre��Get(P1) = P2

La classe P2 est elle aussi stabilis�ee. Nous avons maintenant � = � = fP1; P2g, donc
l'algorithme se termine avec les r�esultats suivants(�gure 2.12) :

� � = fP1; P2; P3g

� InitRaf = [(0; 0)]� = P1.

� TRaf = f(P1; Put; P2; 1); (P2; Get; P1; 1)g

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e une m�ethode classique de minimisation et de com-
paraison de mod�eles par rapport �a une relation de bisimulation. Cette m�ethode est bas�ee
sur le ra�nement d'une partition des �etats du mod�ele, jusqu'�a obtention d'une partition
qui coincide avec la relation consid�er�ee. Les applications classiques de cet algorithme s�epare
les phases de calcul des �etats accessibles d'un mod�ele et calcul du ra�nement de partition
sur ces �etats; nous avons pr�esent�e un algorithme permettant d'e�ectuer les deux calculs
conjointement. La minimisation d'un mod�ele s'e�ectue alors pendant sa g�en�eration.
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A partir de la description g�en�erale de cet algorithme, nous avons approfondi les d�e�nitions
des fonctions et algorithmes n�ecessaires pour sa mise en �uvre. Nous avons �etudi�e des
optimisations pouvant intervenir �a di��erents niveaux du processus de ra�nement.

En�n, nous avons pr�esent�e l'adaptation de l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal �a
di��erentes bisimulations; parmi celles-ci, la bisimulation de branchement a n�ecessit�e certaines
modi�cations dans les algorithmes, mais nous verrons que la particularit�e de son op�erateur
de ra�nement permet d'obtenir des performances tr�es int�eressantes.

Les �el�ements manipul�es par cet algorithme sont des ensembles d'�etats et toutes les op�erations
n�ecessaires pour une impl�ementation sont des op�erations sur des ensembles d'�etats. Cet
algorithme se prête donc particuli�erement bien �a une repr�esentation symbolique du mod�ele.
Dans la suite de ce document, nous pr�esentons deux m�ethodes de repr�esentation symbolique
que nous avons �etudi�ees.
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Partie II

M�ethodes symboliques de

repr�esentation





Chapitre 3

Diagrammes de D�ecision Binaire

Les Diagrammes de D�ecision Binaire(Bdd) [Bry86] sont une m�ethode de repr�esentation
canonique et de manipulation e�cace de fonctions bool�eennes. Ils permettent en g�en�eral
des repr�esentations beaucoup plus compactes que les repr�esentations classiques de fonctions
bool�eennes. Les Bdds sont maintenant utilis�es avec succ�es dans de nombreux outils : un des
premier outils qui a vraiment mis en valeur l'utilisation des Bdds est certainement l'outil
PRIAM [BM88] d�evelopp�e dans le laboratoires de BULL. Cet outil permet de comparer la
machine r�ealis�ee par les concepteurs d'un circuit combinatoire et la machine correspondant
aux sp�eci�cations de ce circuit. Il e�ectue cette comparaison par un parcours en largeur
d'abord du produit de ces deux machines, qui sont d�eterministes.

Des travaux ult�erieurs se sont port�es sur la v�eri�cation de formules logiques �a l'aide de Bdds.
Un exemple est donn�e dans [BCM+90], o�u des m�ethodes d'application des Bdds pour la
v�eri�cation de formules du Mu-Calcul sont propos�ees. A partir d'algorithmes g�en�eraux de
v�eri�cation de formules du Mu-Calcul, ils montrent comment d�eriver des algorithmes de
v�eri�cation pour les logiques CTL et PLTL, ainsi que pour la comparaison de machines
�a �etats �nis pour des relations de bisimulation. Une r�ealisation notable de ces m�ethodes
pour la v�eri�cation de formules de CTL dans le cadre de la validation de circuits est le
syst�eme SMV, �elabor�e par [McM92]. A l'aide de ce syst�eme, qui fait maintenant l'objet
d'une utilisation industrielle, il est maintenant possible de travailler couramment sur des
syst�emes ayant plus de 10100 �etats. La v�eri�cation d'un syst�eme ayant de l'ordre de 101300

�etats est même cit�e dans [McM92].

On retrouve un syst�eme de v�eri�cation de circuits s�equentiels pour des formules de CTL
dans les laboratoires de BULL, le syst�eme SIAM [Cou91].

En dehors de la v�eri�cation formelle, les Bdds ont aussi �et�e utilis�es dans d'autres domaines
comme la simulation symbolique de syst�emes, la maintenance de raisonnement et l'analyse
de �abilit�e de syst�emes [Mad90],: : : [Bry92]
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3.1 D�e�nition

Un Diagramme de D�ecision Binaire est une forme canonique, obtenue par r�eduction d'un
arbre de d�ecision ordonn�e. Nous d�ecrivons rapidement la m�ethode de construction de cet
arbre, puis la m�ethode de r�eduction permettant d'obtenir un Bdd canonique.

3.1.1 Arbre de d�ecision ordonn�e

Un arbre de d�ecision ordonn�e est un arbre binaire orient�e poss�edant une racine unique. La
construction de cet arbre est bas�ee sur le th�eor�eme d'expansion de Shannon [Sha38] des
fonctions bool�eennes.

D�e�nition 3.1-1 (Expansion de Shannon [Sha38])
Soit une fonction bool�eenne f(x1; : : : ; xn) de f0; 1gndans f0; 1g, l'expansion de Shannon de
f par rapport �a la variable xi est le couple de fonctions fxi

: f0; 1gn�1 ! f0; 1g et fxi
:

f0; 1gn�1 ! f0; 1g telles que :
fxi = f(x1; : : : ; xi�1; 0; xi+1; : : : ; xn)

fxi
= f(x1; : : : ; xi�1; 1; xi+1; : : : ; xn)

Nous pouvons aussi d�e�nir la fonction f par rapport �a son expansion de Shannon de la
mani�ere suivante :

f = xi ^ fxi
_ xi ^ fxi

Nous notons ~x = fx1; : : : ; xn) l'ensemble des variables bool�eennes utilis�ees par la fonction.

L'arbre de d�ecision est alors construit de la mani�ere suivante : chaque n�ud de l'arbre de
d�ecision est construit en appliquant l'expansion de Shannon. Un n�ud est �etiquet�e par une
variable bool�eenne (la variable d'expansion) de ~x et les arcs issus d'un n�ud correspondent
aux deux fonctions (les cofacteurs) construites lors de l'expansion.

Les feuilles de cet arbre sont appel�ees n�uds terminaux et sont �etiquet�ees par les valeurs 0
(pour faux) et 1 (pour vrai). L'ensemble ~x est ordonn�e et l'�etiquetage des n�uds de l'arbre
re
�ete cet ordre : si il y a un arc entre un n�ud �etiquet�e xi et un n�ud �etiquet�e xj , alors
xi < xj .

Un exemple de graphe de d�ecision ordonn�e pour la formule (a _ b) ^ (c _ d), et l'ordre a <

b < c < d, est donn�e par la �gure 3.1.

Diagramme de D�ecision Binaire

La construction d'un Bdd �a partir d'un arbre de d�ecision ordonn�e d�epend de deux r�egles de
r�eduction :

1. Si deux n�uds u et v de ce graphe sont isomorphes (même variable, mêmes successeurs),
on �elimine u et on redirige tous les arcs arrivant en u vers v.
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Figure 3.1: Graphe de d�ecision ordonn�e

2. Si un n�ud u a le même successeur v par ces deux arcs de sortie, alors u est �elimin�e
et tous ses arcs incidents sont redirig�es vers v.

Ces deux r�egles sont appliqu�ees dans l'arbre de d�ecision, en partant des feuilles et en remon-
tant jusqu'�a la racine (ordre \bottom-up"), jusqu'�a ce qu'elles ne produisent plus aucune
r�eduction. La �gure 3.2 montre le r�esultat apr�es application des r�egles de r�eduction aux
feuilles et aux parents des feuilles. Dans cette �gure, seuls les arcs menant au n�ud terminal
1 sont repr�esent�es. Les n�uds marqu�es = sont isomorphes et seront donc confondus en un
seul n�ud (r�egle 1), provoquant la disparition du n�ud marqu�e * (r�egle 2).

La �gure 3.3 montre le r�esultat �nal.

3.1.2 Notations

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes :

� Op�erateurs usuels : Les op�erateurs Or, And, Exclusive-Or et Not seront not�es respec-
tivement +, :, � et f . L'�equivalence de deux fonctions est not�ee , . Les op�erateurs
n-aires de conjonction et de disjonction seront not�es � et

P
.

� Les quanti�cateurs universel et existentiel seront not�es 9 et 8.

� la repr�esentation symbolique d'un ensemble E sera not�ee bE. Nous utiliserons cette
notation indi��eremment pour la fonction caract�eristique d'un ensemble et le Bdd cor-
respondant.

Dans la suite, nous utilisons les Bdds pour la repr�esentation de mod�eles. En particulier,
nous voulons repr�esenter des ensembles et des relations.
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Figure 3.2: En cours de r�eduction
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Figure 3.3: Apr�es r�eduction : un Diagramme de D�ecision Binaire
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3.1.3 Repr�esentation d'un ensemble

Soit Q un ensemble tel que card(Q) = N . Nous pouvons repr�esenter un �el�ement de Q
par un vecteur de n valeurs bool�eennes, o�u n = dlog2Ne. Dans la suite, nous noterons
� : Q ! f0; 1gn la fonction qui associe �a un �el�ement de Q son codage en un vecteur de
valeurs bool�eennes. � est en g�en�eral la fonction qui associe �a un nombre son codage binaire.
Nous noterons �i la fonction qui associe �a un �el�ement de Q la valeur du i�eme bit de son
codage binaire.

La repr�esentation d'un ensemble Q se fait par le biais de sa fonction caract�eristique bQ :
f0; 1gn ! f0; 1g telle que 8q 2 Q; bQ(q) = 1; 8q 62 Q; bQ(q) = 0. Cette fonction est construite
sur un vecteur de variables bool�eennes ~x = fx1; x2; : : : ; xng que nous appellerons ensemble
support dans la suite.

D�e�nition 3.1-2 (Fonction caract�eristique de Q)

bQ(~x) = �
q2Q

�
1�i�n

xi , �i(q)

Les op�erations usuelles sur les ensembles peuvent être exprim�ees comme des op�erations
bool�eennes entre leur fonctions caract�eristiques :

�etant donn�es deux ensembles Q1 et Q2 et leur fonction caract�eristique respective cQ1 et cQ2,
nous avons les d�e�nitions suivantes.b; = 0dQ1 \Q2 = cQ1:cQ2dQ1 [Q2 = cQ1+cQ2dQ1 nQ2 = cQ1:cQ2

Une op�eration qui nous sera utile par la suite est la construction d'un BDD bQ(~y) �a partir
d'un BDD �equivalent bQ(~y), c'est-�a-dire la substitution de l'ensemble support ~x par ~y. Nous
noterons l'op�erateur correspondant [~x! ~y] : bQ(~y) = bQ(~x)[~x! ~y]. Si les ordres des variables
de ~x et ~y sont identiques, alors cette substitution se r�esume �a un renommage des n�uds debQ.

3.1.4 Repr�esentation d'une relation

Une relation d'un ensemble Q dans lui-même peut être donn�ee par l'ensemble des couples
d'�el�ements qu'elle met en relation. De la même mani�ere que pour un �el�ement de Q, nous
pouvons repr�esenter un couple d'�el�ements (q1; q2) 2 Q � Q par un vecteur de 2 � n valeurs
bool�eennes.

La fonction caract�eristique de la relation R sera donc bas�ee sur un ensemble de 2�n variables
bool�eennes. Cet ensemble est construit comme l'union de deux ensembles isomorphes de n
variables, que nous noterons ~x et ~y.
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D�e�nition 3.1-3 (Fonction caract�eristique d'une relation binaire)

bR(~x; ~y) = �
(q1;q2)2Q

�
1�i�n

xi , �i(q1): �
1�i�n

yi , �i(q2)

Cette d�e�nition s'�etend facilement aux relations k-aires.

3.1.5 Image d'un ensemble par une relation

Soit Q un ensemble et bQ (~x) le Bdd le repr�esentant, le calcul symbolique de l'image de Q
par la relation R est donn�e par la formule suivante :dR(Q)(~x) = (9~x( bR(~x; ~y) ^ bQ(~x)))[~y! ~x]

Cette d�e�nition nous permet d'exprimer les fonctions pre et post, pour un ensemble d'�etats
Q et une relation de transitions T :dpost( bQ)(~x) = (9~x( bT(~x; ~y) ^ bQ(~x)))[~y! ~x]dpre( bQ)(~x) = 9~y( bT (~x; ~y) ^ ( bQ(~x)[~x! ~y])

De la même mani�ere que pr�ec�edemment, nous omettrons de pr�eciser (~x) quand il n'y a pas
d'ambiguit�e ou de besoin.

3.1.6 Composition de deux relations

Le calcul de la composition de deux relations n�ecessite l'introduction d'un troisi�eme jeu de
variables, que nous noterons ~z. Une relation R = R1oR2 sera repr�esent�ee symboliquement
par : bR(~x; ~y) = 9~z(cR1(~x; ~y)[~y ! ~z] ^ cR2(~x; ~y)[~x! ~z])

Cette op�eration peut se r�ev�eler coûteuse, car les Bdds interm�ediaires produits pendant le
calcul de ^ portent sur les trois ensembles de variables et peuvent donc être �enormes par
rapport �a la taille du Bdd bR �nal.

3.2 Calcul de points �xes

Le calcul d'un plus petit point �xe de la forme �X:(Q[ postT (X)) correspond au calcul de
la suite :( c$0 = bQd$n+1 =d$n+dpost(d$n)

Ce calcul s'e�ectue en largeur d'abord; nous pouvons am�eliorer ce calcul en ne calculant la
fonction post que sur les �etats acc�ed�es pour la premi�ere fois lors du calcul pr�ec�edent. Ces
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�etats constituent la fronti�ere de l'ensemble des �etats accessibles.8>>><>>>:
c$0 = bQc$1 = bQ+dpost( bQ)d$n+1 =d$n+dpost(d$n: d$n�1)

Dans la suite, nous noterons lfp(Q;F )(~x) la fonction caract�eristique correspondant au r�e-
sultat d'un plus petit point-�xe �X(Q [ F (X))

Remarque 3-1
Le calcul de tous les �etats atteignables �a partir d'un ensemble d'�etats Q correspond �a
l'ensemble lfp(Q(~x); dpost(~x; ~y))(~x). Le calcul de l'ensemble des �etats �a partir desquels des
�etats de Q sont accessibles correspond �a lfp(Q(~x);dpre(~x; ~y))(~x).
3.2.1 Optimisations pour le calcul de points �xes

Le calcul de point-�xe est un �el�ement central des algorithmes que nous voulons impl�ementer.
Les optimisations qu'il est possible d'apporter dans le cas des Bdds sont de deux natures :

simpli�cation de la relation de transition T : au fur et �a mesure du calcul d'un
point �xe, il est possible d'agir sur la taille de la repr�esentation de T , en tenant compte
des informations d�ej�a connues, en l'occurrence les r�esultats interm�ediaires du calcul en
cours. Cette optimisation a d�ej�a �et�e �etudi�ee et utilis�ee intensivement, et se ram�ene au
probl�eme plus g�en�eral de simpli�cation de fonctions bool�eennes.

diminution de la profondeur d'it�eration : l'autre param�etre sur lequel nous pou-
vons agir est le nombre d'�etapes de calcul n�ecessaires pour obtenir le r�esultat d�esir�e.
Cette optimisation est r�ealis�ee par un certain nombre de techniques existantes, qui sont
bas�ees sur le calcul d'une relation T � par divers degr�es de composition de la relation
T . Nous pr�esentons plus loin deux techniques de calcul de fermeture transitive. Nous
pr�esenterons dans le chapitre 4 une technique alternative qui est li�ee au mod�ele que
nous utilisons.

3.2.2 Simpli�cation de fonctions

L'id�ee de base de la simpli�cation de fonctions bool�eennes est la suivante : soit deux fonctions
f et g de f0; 1gndans f0; 1g; simpli�er f connaissant g revient �a construire une fonction h

�equivalente �a f sur le domaine de g :

D�e�nition 3.2-1

8q; g(q)) (h(q), f(q))

Traditionnellement, la fonction h est appel�ee la restriction de f par rapport �a g. Etant
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donn�ees deux fonctions f et g, l'ensemble des fonctions h qui sont des restrictions de f par
rapport �a g est caract�eris�e par la proposition suivante :

Proposition 3.2-1
Soient f; g et h trois fonctions de f0; 1gndans f0; 1g, h est une restriction de f par rapport
�a g ssi

(f ^ g)) h

et

h) (:g _ f)

Preuve

La d�e�nition 3.2-1 de la restriction d'une fonction g ) (h, f) peut se r�e�ecrire :

g ) ((h) f) ^ (f ) h))

ce qui nous donne

[(g) (h) f))] ^ [g) (f ) h)]

donc

[h) (g) f)] ^ [(g ^ f)) h]

donc

[g ) h, f ], [h) (:g _ f)] ^ [(f ^ g)) h]

Le probl�eme de la restriction de fonction dans le cas des Bdds revient alors �a choisir la
fonction h comprise entre (f ^ g) et (:g _ f) telle que h soit minimale en nombre de n�uds.
N�eanmoins, la recherche de cette solution optimale est en g�en�eral exponentielle. En pratique,
nous utiliserons certaines heuristiques qui, sans fournir une restriction toujours optimale,
fournissent une \bonne" solution; ces heuristiques sont en particulier utilis�ees par deux
op�erateurs classiques de restriction pour les Bdds, l'op�erateur constrain ou cofacteur [CM90]
not�e " et l'op�erateur restrict [CM90] not�e *.

Nous verrons dans le chapitre 4 comment nous pouvons utiliser ces op�erateurs pour optimiser
le calcul de points �xes avec les Bdds.

3.2.3 Fermeture transitive de la relation de transition

Le calcul de la fermeture transitive d'une relation de transition est couramment util-
is�e dans les outils de calcul d'�equivalence. Il permet notamment de ramener le calcul
d'�equivalence pour des bisimulations faibles comme la bisimulation observationnelle au cal-
cul de l'�equivalence pour la bisimulation forte sur une forme pr�e normale [Fer88]. Un autre
int�erêt est la possibilit�e de diminuer le coût de certains points-�xes calcul�es fr�equemment.

Etant donn�e une relation de transition T , l'id�ee est de calculer la suite :
T1 = T
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Ti+1 = ToTi [ Ti
jusqu��a convergence. On notera alors T � = Tn(Tn = Tn�1) la limite de cette suite.

Le calcul d'un plus petit point �xe est donn�e par T �(?).

3.2.4 Iterative squaring

L'Iterative squaring est une technique mise au point par [BCM+90]. Elle permet d'e�ectuer
le calcul de la fermeture transitive de mani�ere plus e�cace que la mani�ere pr�ec�edente.

Le calcul de points �xes d'une fonction F se fait en deux �etapes :

1. Calculer la suite F; F 2; : : : ; F 2p; : : : jusqu��a ce que F 2p+1 = F 2p

2. le calcul du plus petit point �xe sera donn�e par F 2p(?) et celui du plus grand point
�xe par F 2p(>)

La fonction F 2p co��ncide avec la fonction PostT � , o�u T � est la fermeture transitive de la
relation de transition T . Du point de vue complexit�e du calcul, si n est la longueur de la
plus longue châ�ne pr�esente dans T , nous obtenons p = dlog2(n)e.

3.3 Mod�ele symbolique �a base de Bdds

Nous avons pr�esent�e les Diagrammes de D�ecision Binaires et une m�ethode classique de
repr�esentations d'ensembles et de relations avec les Bdds. Nous avons d'autre part pr�esent�e
certaines techniques classiques pour l'optimisation du calcul de points �xes avec les Bdds.
Ces optimisations reposent soit sur la diminution de la taille de la repr�esentation de la re-
lation utilis�ee dans le calcul (op�erateurs de restriction), soit sur la diminution du nombre
d'it�erations du calcul n�ecessaires pour l'obtention du point �xe (fermeture transitive de la
relation). A partir de ces d�e�nitions assez g�en�erales, nous allons maintenant donner les
m�ethodes de construction d'un mod�ele symbolique, �a partir du mod�ele R�eseau de Petri
pr�esent�e au chapitre 1 .
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Chapitre 4

Mod�ele symbolique avec les Bdds

Nous avons d�e�ni dans le chapitre pr�ec�edent l'ensemble des m�ethodes de codage et des
op�erateurs sur les Bdds dont nous avons besoin. Nous pouvons maintenant nous int�eresser
�a la repr�esentation d'un R�eseau de Petri sauf sous la forme d'un ensemble de Bdds. Plus
pr�ecis�ement, nous allons construire une repr�esentation symbolique de la relation de transition
du graphe d'�etats lui correspondant.

La d�e�nition d'un codage du r�eseau passe par le choix d'ensembles de variables bool�eennes,
les ensembles supports. Ces variables sont celles qui permettront de construire des fonc-
tions bool�eennes qui seront repr�esent�ees par des Bdds. Nous commen�cons par donner des
crit�eres de choix de ces ensembles, puis nous donnons une m�ethode de construction de la
repr�esentation en Bdds de chaque unit�e du r�eseau, ainsi que certaines optimisations li�ees
�a des propri�et�es du r�eseau. Nous pr�esentons ensuite deux m�ethodes de construction de
la repr�esentation symbolique de tout le mod�ele, �a partir des repr�esentations des unit�es. La
deuxi�eme partie importante dans une utilisation e�cace des Bdds est le choix d'un ordre des
variables des ensembles supports. Nous isolons certains crit�eres et d�e�nissons une m�ethode
permettant de choisir un \bon" ordre, pas obligatoirement optimal.

4.1 D�e�nition des ensembles supports

Dans la suite, nous consid�erons un r�eseau (Q;U0; T ;G; ;) compos�e d'une hi�erarchie de u
unit�es, chaque unit�e Ui ayant ses places propres num�erot�ees de 1 �a ni (ni = card(places(Ui))).
Nous noterons n = card(Q) le nombre de places du r�eseau (n =

Pu
i=0 ni).

4.1.1 Marquages

Nous associons �a un ensemble de marquagesM sa fonction caract�eristique cM . Pour optimiser
le choix de l'ensemble support correspondant, et notamment diminuer le nombre de variables
utilis�ees, nous allons tirer parti des propri�et�es particuli�eres du R�eseau de Petri que nous
utilisons.
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Chaque m�ethode que nous pr�esentons ici tire partie de la propri�et�e correspondante, mais
aussi des propri�et�es des m�ethodes de rang inf�erieur.

M�ethode 1 : Marquage sauf

La propri�et�e du marquage sauf nous donne une borne sup�erieure sur le nombre de variables
bool�eennes n�ecessaires pour d�e�nir cM . Comme il y a au plus une marque par place, il su�t
de n variables bool�eennes pour un r�eseau de n places.

La structuration en unit�es du r�eseau nous apporte des informations suppl�ementaires dont
nous pouvons tirer parti pour am�eliorer cette repr�esentation.

M�ethode 2 : S�equentialit�e des unit�es
Chaque unit�e contient au plus une marque dans ses places propres. Il su�t alors de construire
pour chaque unit�e Ui la fonction caract�eristique de l'ensemble de ses places propres. Nous
noterons ~Bi l'ensemble support de la fonction caract�eristique d'une unit�e Ui. Pour chaque
unit�e qui n'est pas une unit�e de base, nous devons mod�eliser la pr�esence ou l'absence de
marque dans ses marques propres. Cette information peut être cod�ee de deux mani�eres
di��erentes :

� En ajoutant un �el�ement dans l'ensemble �a repr�esenter; dans ce cas, l'ensemble support
~Bi est tel que ~Bi = fb1i ; : : : ; b

b
ig avec b = dlog2(ni + 1)e

� En ajoutant une variable bool�eenne dans l'ensemble support; dans ce cas, ~Bi =
fai; b

1
i ; : : : ; b

b
ig avec b = dlog2(ni)e

Même si elle impose l'introduction syst�ematique d'une nouvelle variable, la deuxi�eme solution
est pr�ef�erable dans le cas des Bdds, car elle permettra des optimisations globales ayant une
in
uence importante sur la taille des Bdds cr�e�es.

M�ethode 3 : Imbrication des unit�es
Pour chaque unit�e contenant une marque, soit la marque est dans les places propres de
l'unit�e, soit certaines de ses sous-unit�es contient une marque (les autres sont inactives). Il
est donc possible de r�eutiliser les variables de l'ensemble support associ�e aux places propres
d'un unit�e pour les fonctions caract�eristiques de ces sous-unit�es. Si on consid�ere la relation
d'imbrication des unit�es comme une arborescence, le nombre maximal d'unit�es actives en
même temps est donn�e par les feuilles de cette arborescence, qui correspondent aux unit�es
de base. Chacune de ces unit�es ne contient plus que des places propres, nous pouvons donc
facilement d�e�nir un ensemble support minimal leur correspondant. Ces unit�es pouvant
�eventuellement être actives en même temps, il est n�ecessaire de d�e�nir un ensemble support
particulier �a chacune.

Pour associer �a chaque unit�e Ui un ensemble support utilis�e pour les places propres de Ui et
pour les sous unit�es de Ui, nous partons donc des unit�es de base et synth�etisons les ensembles
support suivant les r�egles suivantes :
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U0

U6U5
U4 U3

U1 U2

Figure 4.1: Unit�es d'un R�eseau de Petri

Ui = ( eQi; Q0i;
eUi); eUi = ;

~Bi = fb1i ; : : : ; b
b
ig; b = dlog2(ni)e

[B1]

Ui = ( eQi; Q0i;
eUi); eUi 6= ;

~Bi =
S

Uj2eUi

Bj [ fai; b1i ; : : : ; b
l
ig; l = dlog2(ni)e �

P
Uj2eUi

card(Bj)
[B2]

L'ensemble fb1i ; : : : ; b
l
ig de la deuxi�eme r�egle est l'ensemble des variables suppl�ementaires

n�ecessaires si l'ensemble des places propres de Ui est trop grand pour être cod�e sur l'union des
ensembles de variables des sous unit�es de Ui. Comme dans la m�ethode de codage pr�ec�edente,
la variable ai permet d'indiquer l'activit�e de l'unit�e Ui.

Exemple 4-1 (Ensembles supports pour les marquages)
Soit un R�eseau de Petri (Q;U0; T ;G;V) compos�e de 7 unit�es fU0; U1; : : : ; U6g imbriqu�ees
suivant la �gure 4.1 :

Le nombre de places propres de chaque unit�e est donn�e par le vecteur suivant :

[1; 2; 5; 3; 7; 2; 2]

pour un nombre total de places de 22. Les unit�es de base sont les unit�es U5; U6; U3; U2. La
m�ethode 1 n�ecessite alors un ensemble support de 22 variables bool�eennes.

~x = fb1; : : :b22g

La m�ethode 2 associe �a chaque unit�e les ensembles supports suivants :
B0 = fb10g

B1 = fb11g
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B2 = fb12; b
2
2; b

3
2g

B3 = fb13; b
2
3g

B4 = fb14; b
2
4; b

3
4g

B5 = fb15g

B6 = fb16g

~x =
[

i = 1 : : :6Bi [ fa0; a1; a4g

soit un total de 12 variables plus 3 variables ai.

Si nous int�egrons une valeur suppl�ementaire pour repr�esenter l'absence de marques, nous
avons alors

B0 = fb10g

B1 = fb11; b
2
1g

B2 = fb12; b
2
2; b

3
2g

B3 = fb13; b
2
3g

B4 = fb14; b
2
4; b

3
4g

B5 = fb15; b
2
5g

B6 = fb16; b
2
6g

~x =
[

i = 1 : : :6Bi

soit un total de 15 variables.

En�n, la m�ethode 3 nous donne les ensembles supports suivants :
B0 = B1 [B2

B1 = B3 [B4

B2 = fb12; b
2
2; b

3
2g

B3 = fb13; b
2
3g

B4 = fb14g [ B5 [ B6

B5 = fb15g

B6 = fb16g

~x = B0 [ fa0; a1; a4g

pour un total de 8 variables plus 3 variables ai.

En pratique, la m�ethode 2 s'av�ere su�sante. En e�et, une unit�e U contenant des sous unit�es a
souvent un ensemble de places propres r�eduit �a une place (qui est la source d'une transition
lan�cant chaque sous unit�e en parall�ele). Par cons�equent, la m�ethode 2 et la m�ethode 3
donnent des r�esultats �equivalents, puisqu'il faut ajouter une variable aU indiquant si l'unit�e
est active ou non. Cette variable peut alors être directement utilis�ee pour indiquer la pr�esence
ou l'absence de marque dans la seule place de U .
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4.1.2 Contextes

La repr�esentation d'un contexte C se fait par la construction de sa fonction caract�eristiquebC. Une di�cult�e particuli�ere li�ee �a notre mod�ele est la pr�esence de variables enti�eres. Pour
pouvoir construire une repr�esentation de ces variables, nous nous limiterons aux variables de
domaine �ni.

De la même mani�ere que pour la repr�esentation des marquages, nous allons associer �a
l'ensemble des variables de V un ensemble de variables bool�eennes ~xc qui serviront de sup-
port aux fonctions caract�eristiques. La construction de l'ensemble ~xc d�epend du domaine
des variables de V ; la fonction caract�eristique d'une variable enti�ere V est construite par
rapport �a son domaine DV . L'ensemble support correspondant �a une variable V est donc
constitu�e de dlog2(j DV j)e variables bool�eennes. Nous noterons ~xVC l'ensemble support de la
variable V .

L'ensemble support d'un contexte est d�e�ni comme l'union des ensembles supports de toutes
les variables :

~xc =
S

V2VBool

fxV g [
S

V2VInt

fx1
V ; x

2
V ; : : :x

dlog2(jDV j)e
V g

4.1.3 Etats

Etant donn�es les ensembles supports n�ecessaires pour la repr�esentation des marquages et des
contextes, nous pouvons construire l'ensemble support ~x pour les �etats :

~x = ~xm [ ~xc

Notations
La fonction surcharg�ee s() nous permet d'associer �a une unit�e ou une variable son ensemble
support particulier :
soit U une unit�e,

sU (~xm) = ~xU tel que ~xU � ~xm

Soit V 2 V ,

sV (~xc) = ~xV tel que ~xV � ~xc

Pour faciliter la repr�esentation des marquages, nous noterons IdleU le pr�edicat qui indique
qu'aucune place propre de U n'est marqu�ee. dIdleU(~x) sera alors la fonction caract�eristique
de ce pr�edicat, cod�ee sur l'ensemble de variables bool�eennes ~x.

Remarque 4-1
Dans le cas des ensembles supports contenant une variable ai indiquant l'activit�e d'une unit�e
Ui, nous avons IdleUi(~x) = ai.

De la même mani�ere, nous d�e�nissons un pr�edicat BusyU qui indique si une unit�e contient
un marquage. La d�e�nition de la fonction caract�eristique de ce pr�edicat va d�ependre de la
d�e�nition des ensembles supports des marquages :
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M�ethodes 1 et 2dBusyU (~x) = dIdleU(~x)
M�ethode 3dBusyU (~x) = dIdleU(~x)+ X

U 02Units�(U)

dBusyU 0

Nous utiliserons l'op�erateur binaire > de projection tel que si m est un marquage et U une
unit�e, alors :8><>:

m > U = fpg si 9p 2 Places(U); p 2 m

m > U = ; sinon

Nous �etendons cet op�erateur aux transitions du r�eseau : Soit t une transition et U une unit�e,

t > U = (�t > U; t� > U)

Dans la même id�ee, nous noterons Affect la fonction qui associe �a une transition t l'ensemble
des variables de V qui apparaissent en partie gauche d'une a�ectation de l'action de t.

Nous noterons Use la fonction qui associe �a une transition t l'ensemble des variables de V
qui apparaissent dans les expressions relationnelles et en partie droite des a�ectations de
l'action de t. L'ensemble Use(t) [ Affect(t) contient toutes les variables qui apparaissent
dans l'action de t.

4.2 Repr�esentation symbolique

Maintenant que les ensembles supports sont d�e�nis, nous pouvons construire la fonction
caract�eristique des ensembles d'�etats que nous voulons repr�esenter.

4.2.1 Repr�esentation des marquages

Le codage des places et des marquages est d�e�ni comme suit :

D�e�nition 4.2-1 (Codage d'une place)

Soit p une place de l'unit�e U et sU (~xm) = fx1; : : : ; xug,bp(~xm) = �
k=1

uxik , �k(p)

D�e�nition 4.2-2 (Codage d'un marquage)

bm(~xm) = �
p2m

bp(sU (~xm)): �
U;m.U=;

IdleU

La fonction caract�eristique d'un ensemble de marquages M est alors donn�e par la d�e�nition
suivante :
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D�e�nition 4.2-3 (Fonction caract�eristique d'un ensemble de marquages)

cM(~x) = �
m2M

bm(~x)

4.2.2 Repr�esentation des contextes

La fonction caract�eristique d'un ensemble I de valeurs d'une variable V est donn�ee sur
l'ensemble support ~xVC = fx1; : : : ; xng par l'expression suivante :bI(~xVC) = �

v2I
�

1�i�n
xi , �i(v)

Comme dans la section 3.1.3, la fonction � : DV ! f0; 1gn associe �a une valeur du domaine
DV son codage binaire.

4.2.3 Repr�esentation des expressions sur les variables

Les actions des transitions peuvent contenir des gardes et des a�ectations d�e�nies sur les
variables du mod�eles. Ces gardes et a�ectations sont donn�ees par des expressions de valeur
sur les variables, dont nous s�eparons la repr�esentation suivant le type des variables impliqu�ees.

Expression de valeur bool�eenne

La construction de la fonction caract�eristique bE d'une expression de valeur bool�eenne E se
construit suivant les r�egles suivantes :

bE(~xc) =

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

0 si E � false

1 si E � true

sV (~xm) si E � vcE1(~xc) si E � not E1cE1(~xc)+cE2(~xc) si E � E1 or E2cE1(~xc):cE2(~xc) si E � E1 and E2cE1(~xc), cE2(~xc) si E � E1 = E2

Expression de valeur enti�ere

Nous avons vu comment d�e�nir la fonction caract�eristique d'une variable V de domaine DV

donn�e. Pour repr�esenter les expressions de valeur d�e�nis sur les entiers, nous pouvons utiliser
une des m�ethodes suivantes :

� Par construction d'une formule en termes d'op�erateurs bool�eens pour chaque op�erateur
sur les entiers. Cette m�ethode permet de traiter de mani�ere g�en�erale toute expression
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de valeur bas�ee sur des entiers. Si cette correspondance est simple �a d�e�nir pour les
op�erateurs =, 6=, ceci devient plus di�cile pour des op�erateurs comme > et +.

� Par construction de la fonction caract�eristique de chaque expression de valeur util-
is�ee dans le syst�eme �a mod�eliser. Cette m�ethode de construction est beaucoup moins
g�en�erale, puisque pour chaque expression de valeur, nous construirons une fonction car-
act�eristique ad-hoc. Nous montrons d'abord comment construire cette fonction pour
une expression relationnelle. Soit R une relation entre n variables enti�eres, la fonction
caract�eristique de R est donn�ee par les expressions :

bR(~xc) = �
(v1;:::;vn)2R

�
1�i�n

dfvig(~xVic )

dfvig est la fonction caract�eristique du singleton contenant vi et ~x
V
c est le sous ensemble

de ~xc qui sert d'ensemble support �a la variable V . La construction de cette fonction
consiste alors �a �enum�erer tous les �el�ements de R, et �a construire une fonction carac-
t�eristique de chacun de ces �el�ements. La somme de ces fonctions nous donne alors la
fonction caract�eristique de R.

La repr�esentation d'une a�ectation de la forme xi := f(x1; : : : ; xn) se fait de mani�ere
similaire, en consid�erant la relation R(x0i; x1; : : : ; xn) et en prenant pour la construction
de l'ensemble caract�eristique de R l'ensemble ~yvic comme ensemble support pour la
variable x0i. L'ensemble support ~yc est d�e�ni plus loin, pour le codage d'une transition.

Cette m�ethode de repr�esentation des expressions de valeur enti�eres est celle utilis�ee dans
une biblioth�eque existante [Kam92], connue sous le nom de Diagrammes de D�ecision Mul-
tivalu�es (Mdd). Le terme multivalu�e ne correspond pas dans le cas de cette biblioth�eque
�a l'utilisation d'arbre de d�ecision n-aires, puisque cette biblioth�eque est bas�ee sur une bib-
lioth�eque de Bdd. Des fonctions pour construire des relations unaires, binaires et ternaires
entre variables enti�eres sont int�egr�ees. De plus, des m�ethodes de construction optimis�ees
(i.e. ne passant pas par l'�enum�eration de tous les �el�ements de la relation) sont utilis�ees, no-
tamment pour la construction de comparaison de variables, ou de relations faisant intervenir
une constante. Les fonctions d�e�nies pour cette biblioth�eque sont ais�ement transposables �a
notre biblioth�eque particuli�ere de Bdds.

4.2.4 Repr�esentation des transitions

A partir de la repr�esentation des marquages et contextes, et des expressions de valeur, nous
pouvons maintenant d�e�nir la repr�esentation symbolique des transitions du r�eseau. Nous
commen�cons par d�e�nir cette repr�esentation du point de vue transformations de marquages
(relation �!m), puis transformations de contextes (relation �!c). Puis nous combinons ces
r�esultats pour construire la repr�esentation de la relation de transition globale du r�eseau.

Transitions de �!m

Soit une transition t = (fQi; fQo; G; eO;A), nous notons tm la partie de cette transition qui
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d�e�nit les transformations de marquages. tm d�e�nit une relation dont le graphe est l'ensemble
f(M1;M2) 2 M j �t �M1;M2 = M1 � �t [ t�g.

La repr�esentation de la fonction caract�eristique d'une relation n�ecessite la duplication des
ensembles supports. Nous notons ~xm l'union des ensembles supports utilis�ees pour le codage
des marquages d'entr�ee d'une transition et ~ym l'union des ensembles support li�es aux mar-
quages de sortie.

La fonction caract�eristique de cette relation est alors construite �a partir des fonctions suiv-
antes :bt#(~xm; ~ym) = �

U2eU;t.U=(fpg;fp0g)

bp(~xm):bp0(~ym)

ct4(~xm; ~ym) = �
U2eU;t.U=(fpg;;)

bp(~xm):IdleU(~ym)

ctr(~xm; ~ym) = �
U2eU;t.U=(;;fp0g)

IdleU(~xm):bp0(~ym):

La fonction bt# correspond aux transformations de marquages internes aux places propres
d'une unit�e. ct4 correspond dans une unit�e au passage de la marque d'une place propre aux
sous unit�es. ctr correspond �a la d�esactivation de sous unit�es d'une unit�e (et �eventuellement
au passage de la marque dans les marques propres de l'unit�e). La fonction ctm est alors �egale
�a la conjonction de ces trois fonctions.

D�e�nition 4.2-4 (Codage d'une transition)ctm(~xm; ~ym) = bt#(~xm; ~ym):ct4(~xm; ~ym):ctr(~xm; ~ym)

Transitions de �!c

Soient ~xc et ~yc les ensembles supports associ�es aux contextes, la fonction caract�eristique
d'une action A est alors construite comme suit :

bA(~xc; ~yc) =

8><>:
bE(~xc) si A � when Ebv(~yc), bE(~xc) si A � v := EcA1(~xc; ~yc):cA2(~xc; ~yc) si A � A1 ; A2

Pour une transition t, nous noterons btc(~xc; ~yx) la fonction caract�eristique de la transformation
de contexte correspondante. Si A est l'action de t, on a btc(~xc; ~yc) = bA(~xc; ~yc).

Repr�esentation des transitions de �!
Etant donn�ee une transition t du r�eseau, sa fonction caract�eristique est construite sur les
ensembles support ~x et ~y, tels que ~x = ~xm [ ~xc et ~y = ~ym [ ~yc. La fonction caract�eristique
de t est alors �egale �a :bt(~x; ~y) = ctm(~xm; ~ym):btc(~xc; ~yc)
La fonction ctm telle qu'elle est construite ici n'impose pas de contraintes sur les unit�es dont
le marquage n'est pas modi��e par t. Cette absence de contraintes se traduit par l'apparition
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de tous les couples de marquages possibles pour ces unit�es.

Pour mod�eliser le fait que le marquage de certaines unit�es doit rester inchang�e, ou que
certaines variables ne changent pas de valeur, nous d�e�nissons la fonction caract�eristiquedStable de la relation identit�e.

D�e�nition 4.2-5 (Stabilit�e)

Soit ~x = fx1; : : : ; xng et ~yfy1; : : : ; yngdStable(~x; ~y) = �
i2[1:::n]

(xk , yk)

Remarque 4-2
La d�e�nition de dStable utilise le fait que l'ordre relatif des variables de ~x et ~y est le même.

La stabilit�e d'une unit�e U peut alors se repr�esenter par le Bdd dStable(sU (~xm),sU (~ym)). De
même, la stabilit�e d'une variable v est repr�esent�ee par le Bdd dStable(sv(~xc),sv(~yc)).
Pour une transition t, nous pouvons alors construire la fonction tstable qui caract�erise le
comportement de toutes les unit�es et toutes les variables qui ne sont pas modi��ees par t.
Cette fonction est donn�ee par l'expression suivante :dtstable(~x; ~y) = Y

t.U=(;;;)

Stable(sU(~xm); sU(~ym)

^ Y
v2(VnUse(t)[Affect(t))

Stable(sv(~xc); sv(~yc)

Nous verrons comment cette fonction est utilis�ee lors de la construction de la relation de
transition globale. En particulier, cette utilisation va d�ependre du mode de composition
utilis�e.

4.3 Repr�esentation de la relation de transition globale

Nous avons d�e�ni la fonction caract�eristique de chaque transition du r�eseau. Nous pouvons
maintenant construire la fonction caract�eristique de la relation de transition globale. Comme
cette relation de transition est �etiquet�ee, nous devons faire apparâ�tre les �etiquettes des tran-
sitions dans la repr�esentation symbolique. Plutôt que de coder les �etiquettes dans les Bdds
repr�esentant les transitions, comme d�ecrit dans [EFT91] , nous avons choisi comme [Bou93]
de partitionner la repr�esentation de la relation de transition globale en fonction des �eti-
quettes. Dans la suite, nous d�e�nissons comment la repr�esentation symbolique de la relation
de transition pour une �etiquette est construite. Puis nous d�etaillons comment le calcul de la
relation de transition globale (ou des fonctions pre et post associ�ees) est fait.
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a

a b

b

Figure 4.2: Composition par entrelacement

4.3.1 Composition entrelac�ee

La m�ethode de construction de la relation de transition globale habituellement utilis�ee cor-
respond �a la s�emantique de l'entrelacement : l'expression de l'ex�ecution possible en parall�ele
de deux actions a et b est repr�esent�ee par le losange de la �gure 4.2.

Ceci correspond en fait �a n'autoriser qu'une action globale �a la fois. Pour chaque transition
t du r�eseau, on impose que toute variable non modi��ee et toute unit�e U active, mais non
impliqu�ee dans la transition reste stable.

La relation de transition correspondant �a une �etiquette a 2 A est donn�ee par la d�e�nition
suivante :

D�e�nition 4.3-1 (Relation de transition pour une �etiquette)

Pour chaque a 2 A, nous d�e�nissons cTa tel que :cTa(~x; ~y) =
X

�(t)=a

bts(~x; ~y)
o�u bts(~x; ~y) = bt(~x; ~y): dtstable(~x; ~y)
La relation de transition globale, sans consid�erations d'�etiquettes est alors :bT (~x; ~y) =X

a2A

bta(~x; ~y)
4.3.2 Composition simultan�ee

Un certain nombre de travaux [BCL91, McM92] proposent une alternative �a la composition
classique que nous avons utilis�ee. L'id�ee de base est de permettre �a plusieurs composantes
parall�eles d'e�ectuer simultan�ement une action asynchrone. Cette id�ee peut être �etendue �a
l'ex�ecution simultan�ee d'actions qui synchronisent deux ensembles de composantes parall�eles,
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a

a b

b

Figure 4.3: Composition simultan�ee

pourvu que ces ensembles soient disjoints.

Intuitivement, cette id�ee correspond au dessin 4.3 : dans le syst�eme de transition correspon-
dant �a deux actions entrelac�ees, on ajoute la transition permettant l'ex�ecution simultan�ee
des deux actions.

Cette id�ee semble aller a contrario des m�ethodes habituellement utilis�ees pour diminuer
l'impact du probl�eme de l'explosion des �etats. En e�et, la composition simultan�ee va encore
ajouter des transitions, donc faire grossir la relation de transition, alors que des m�ethodes
comme l'utilisation d'ordres partiels cherchent �a �eliminer certaines transitions. N�eanmoins,
cette forme alternative de composition poss�ede certains avantages :

� Elle va permettre, �a l'instar de la fermeture transitive ou de l'iterative squaring de
diminuer le nombre d'it�erations dans le calcul d'un point �xe.

� Comme nous utilisons une repr�esentation symbolique de la relation de transition,
l'augmentation du nombre de transitions ne se traduit pas automatiquement par une
augmentation de la taille de la repr�esentation.

Dans le cas des R�eseaux de Petri, ceci correspond �a autoriser l'ex�ecution simultan�ee de
plusieurs transitions du r�eseau. Mais pour que deux transitions puissent s'ex�ecuter simul-
tan�ement, elles ne doivent pas provoquer de modi�cations de marquages dans une même
unit�e.

Pour pouvoir d�eterminer quelles transitions sont composables simultan�ement, nous d�e�nis-
sons une relation de compatibilit�e entre les di��erentes transitions :

D�e�nition 4.3-2 (Relation de compatibilit�e)

Soient deux transitions t1 et t2 2 T

t1Rcompt2 ,

8U; (t1 > U 6= (;; ;)), (t2 > U = (;; ;)) ^

(Use(t1) \ Affect(t2) = ;) ^
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(Use(t2) \ Affect(t1) = ;)

Cette relation indique que l'intersection entre les ensembles d'unit�es synchronis�ees par ces
transitions est vide, et qu'il n'y a pas de relation de causalit�e entre l'a�ectation d'une variable
et son utilisation. Cette relation est sym�etrique, mais n'est ni r�e
exive, ni transitive.

Ensembles maximaux de transitions compatibles
On appelle ensemble de transitions compatibles un ensemble Comp tel que :

Comp = ft 2 T j 8t; t0 2 Comp; t 6= t0 ) tRcompt
0g

Un ensemble maximal d'actions compatibles sera tel que 8t =2 Comp; 9t0 2 Comp : t 6 Rcompt
0.

Un ensemble maximal de transitions compatibles correspond �a une clique(sous graphe com-
plet) du graphe de la relation Rcomp. La recherche de tous les ensembles maximaux de
transitions compatibles revient au calcul de toutes les cliques sur ce graphe. En pratique,
nous nous limiterons �a la recherche d'un recouvrement de ce graphe par un ensemble de
cliques.

Il peut arriver que la composition simultan�ee de trop d'actions en même temps provoque
un accroissement important de la taille de la repr�esentation de la relation. Dans ce cas, il
est int�eressant de disposer d'interm�ediaires entre la composition entrelac�ee et la composition
simultan�ee compl�ete. Nous proposons les deux solutions interm�ediaires suivantes :

Composition simultan�ee limit�ee
Une m�ethode simple pour le calcul des ensembles TComp est de limiter leur taille �a une
certaine constante k, c'est-�a-dire de limiter le nombre maximum de d'actions pouvant
être compos�ees simultan�ement.

Composition mixte
Une autre m�ethode pour simpli�er la composition simultan�ee est de ne l'appliquer que
pour les transitions asynchrones, i.e. les transitions portant sur les places propres d'une
et une seule unit�e. Les autres transitions (transitions synchrones) sont alors compos�ees
par entrelacement. Nous d�esignerons par la suite ce mode de composition sous le nom
de composition mixte.

4.3.3 Calcul de la relation de transition

La relation de transition globale pour la composition simultan�ee se calcule par rapport �a
la partition Comps du graphe G en ensembles de transitions compatibles. Pour chaque
Comp 2 Comps, on d�e�nit bTComp de la mani�ere suivante :bTComp =

Y
t2Comp

(bt+ dtstable)
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Pour chaque transition t qui synchronise un ensemble eU d'unit�es, on donne la possibilit�e
aux unit�es de eU soit de bouger toutes ensembles, soit de rester stables. Le d�eveloppement
du produit

Q
t2Comp(: : :) nous donne alors toutes les combinaisons possibles d'ex�ecution

simultan�ee des transitions de Comp.

On d�e�nit la relation de transition globale obtenue par composition simultan�ee comme �etant
la r�eunion des di��erents bTComp :cTj3 =

X
Comp2Comps

bTComp

Remarque 4-3

L'utilisation de la composition simultan�ee ne permet plus un partitionnement de la relation
de transition par rapport aux �etiquettes. En e�et, la notion d'�etiquette n'a plus le même
sens, puisqu'un �el�ement de TComp peut correspondre �a l'ex�ecution simultan�ee de plusieurs
actions. Cette disparition des �etiquettes ne pose pas de probl�emes pour les applications que
nous faisons de la composition simultan�ee.

4.3.4 Application de la composition simultan�ee

Calcul de l'ensemble des �etats accessibles

Le calcul des �etats accessibles du mod�ele est une application directe de la composition si-
multan�ee. Dans ce cas, la disparition des �etiquettes(remarque 4-3) ne pose pas de probl�emes
particuliers.

Calcul des successeurs et pr�ed�ecesseurs par ��

Le calcul des successeurs d'un ensemble d'�etats Q par les transitions �etiquet�ees � se r�eduit
au calcul du plus petit point �xe �X:(Q [ postT� (X)). De la même mani�ere, le calcul des
pr�ed�ecesseurs d'un ensemble d'�etats par la relation de transition T� se r�eduit au plus petit
point �xe �X:(Q[ preT� (X)).

La composition simultan�ee peut donc être appliqu�ee pour le calcul des fonctions pre��a et
post��a. Ces fonctions jouent un rôle important dans l'algorithme de g�en�eration de mod�ele
minimal, en particulier quand la relation de bisimulation consid�er�ee est la ��a bisimulation.
C'est en g�en�eral la fonction la plus coûteuse, le nombre de transitions �etiquet�ees � d�epassant
souvent largement le nombre de transitions visibles. Par l'application de la composition
simultan�ee dans ce contexte, nous voulons diminuer au maximum l'impact de ce calcul.

Dans le cas de la bisimulation de branchement, la composition simultan�ee des � n'est pas
utilisable, comme le montre l'exemple de la �gure 4.4. Le syst�eme de transitions �etiquet�ees (2)
correspond au syst�eme de transitions �etiquet�ees (1) augment�e d'une transition qui correspond
�a la composition simultan�ee des transitions � . L'ajout de cette transition dans le syst�eme
de transitions �etiquet�ees b rend les deux syst�emes non �equivalents pour la bisimulation de
branchement.
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Figure 4.4: Contre exemple pour la bisimulation de branchement

Composition Fermeture Iterative Composition

entrelac�ee (cT3) Transitive (cT3�
) squaring (cT3�

) simultan�ee (cTj3)

Construction de T Ce Ce Ce Cs

Pr�e traitement 0 L dlog2(L)e 0

Calcul d'un point �xe L 1 1 max(li) �
(T �(?)) � L

4.3.5 Comparaisons

L'avantage principal de la composition simultan�ee est la diminution du nombre d'it�erations
lors du calcul d'un point �xe. Il est donc important de comparer cette technique avec la
m�ethode de fermeture transitive de la relation expos�ee dans le chapitre 3

Nous avons distingu�e comme points de comparaison la construction de la relation T , un
�eventuel pr�e traitement pour calculer T � et le calcul du point �xe. Les coûts de construc-
tion de T sont not�es Ce(composition entrelac�ee) et Cs (composition simultan�ee). Les coûts
des calculs sont donn�es en nombre de composition de relations pour le pr�e traitement et
d'it�erations pour le point �xe. Nous notons L la longueur de la plus longue châ�ne pr�esente
dans T , et li la longueur de la plus longue châ�ne pr�esente dans Ti, Ti �etant la relation de
transition de la composante i du syst�eme (unit�e Ui dans le cas des R�eseaux de Petri). Le
nombre d'it�erations pour le calcul d'un point �xe dans le cas de la composition simultan�ee
est donn�e entre deux extrêmes : le premier correspond au cas d'un syst�eme totalement asyn-
chrone, le deuxi�eme �a un syst�eme totalement synchrone. Dans ce dernier cas, la composition
simultan�ee se ram�ene �a la composition entrelac�ee.

D'apr�es cette table, la composition simultan�ee parait plus int�eressante (pour le calcul de
point �xe) que la composition entrelac�ee, mais moins int�eressante que l'iterative squaring. La
di��erence majeure entre ces deux techniques se situe au niveau du pr�e traitement, n�ecessaire �a
l'it�erative squaring. Ce pr�e traitement n�ecessite de calculer la composition de deux relations.
Le calcul de la composition de relations n�ecessite l'introduction d'un troisi�eme jeu de variables
(voir chapitre 3), ce qui en fait en g�en�eral un calcul tr�es coûteux. D'autre part, T3 � Tj3 �
T3

�, et les tailles des Bdds repr�esentant ces relations ont tendance �a suivre cette ordre. En
particulier, la taille de cT3�

est en g�en�eral prohibitive.

Dans ce cadre, la composition simultan�ee o�re une alternative int�eressante, puisqu'elle per-
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met une diminution du nombre d'it�erations dans le calcul des points �xes (cette diminution
d�ependant du degr�e d'asynchronisme du syst�eme), moyennant une augmentation en g�en�eral
peu gênante de la taille des Bdds. Des comparaisons de performances entre chaque m�ethode
sont donn�es dans le chapitre 8.

4.3.6 Quanti�cation avanc�ee

Pour chacun de ces modes de composition, la relation de transition globale est donn�ee sous
une forme disjonctive. Cette forme disjonctive va permettre d'am�eliorer facilement le calcul
des fonctions pre et post avec les Bdds : en e�et, la fonction pre se calcule par la formule
suivante 3 :dpre( bQ)(~x) = 9(~y)( bT(~x; ~y) ^ ( bQ(~x)[~x! ~y]))

Comme bT s'exprime sous la forme d'une disjonction de sous formules, et que le quanti�ca-
teur 9 est distributif pour l'op�erateur _ , nous allons pouvoir partitionner ce calcul pour
chacune des sous formules de T . Ce partitionnement va être di��erent suivant la m�ethode de
composition utilis�ee :

Composition entrelac�ee
La relation de transition T3 est d�ej�a partitionn�ee pour chaque �etiquette. Nous pouvons
continuer ce partitionnement par rapport �a Ta.cTa =

X
�(ts)=a

bts
doncdprea( bQ)(~x) = 9(~y)(cTa(~x; ~y) ^ ( bQ(~x)[~x! ~y]))

= 9(~y)
X

�(ts)=a

(bts(~x; ~y) ^ ( bQ(~x)[~x! ~y]))

=
X

�(ts)=a

9(~y)(bts(~x; ~y) ^ ( bQ(~x)[~x! ~y]))

Le calcul de prea peut donc se partitionner en une somme de calculs de pre pour chaque
ts �etiquet�e a.

Composition simultan�ee

cTj3 =
X

Comp2Comps

bTComp

doncdpre( bQ)(~x) = 9(~y)(cTj3(~x; ~y) ^ ( bQ(~x)[~x! ~y]))

=
X

Comp2Comps

9(~y)( bTComp(~x; ~y) ^ ( bQ(~x)[~x! ~y]))

= 9(~y)
X

Comp2Comps

( bTComp(~x; ~y) ^ ( bQ(~x)[~x! ~y]))
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Le calcul de pre peut se partitionner par rapport �a chaque ensemble de transitions
compatibles.

Ce partitionnement du calcul permet de transformer un calcul portant sur deux Bdds ( bT etbQ) de taille importante en un ensemble de calculs o�u un op�erande est de taille tr�es inf�erieure,
�evitant ainsi la production de Bdds interm�ediaires de taille prohibitive. Le partitionnement
permet donc de traiter certains exemples qui ne passe pas habituellement par d�efaut de
m�emoire. Par contre, l'exp�erience a montr�e que du point de vue temps d'ex�ecution, il est
pr�ef�erable de regrouper au maximum les relations de transitions, pour limiter le nombre
d'op�erations 9 qui est une op�eration coûteuse sur les Bdds.

4.3.7 Applications des op�erateurs de restriction

Nous s�eparons l'application des op�erateurs de restriction en deux cat�egories : une m�ethode
statique o�u l'ensemble de restriction est calcul�e, et les restrictions par rapport �a cet ensemble
sont e�ectu�ees une fois pour toutes ; une m�ethode dynamique o�u l'ensemble de restriction,
et les restrictions r�esultantes sont appliqu�ees au fur et �a mesure des calculs.

M�ethode statique

L'exp�erience montre que les algorithmes de comparaison de mod�eles et de minimisa-
tion de mod�eles se comportent mieux si on restreint les calculs �a l'ensemble des �etats
accessibles. En pratique, le comportement d'un mod�ele tend �a être plus r�egulier dans
sa partie accessible; en particulier, le degr�e de non d�eterminisme des �etats inaccessibles
tend �a être largement sup�erieur au degr�e de non d�eterminisme dans les �etats accessibles.
Le v�eritable sur-coût se situe au niveau du nombre d'it�erations d'un calcul de point
�xe. Comme ce calcul s'e�ectue en largeur d'abord, le nombre d'it�erations est born�e
par la taille de la plus longue châ�ne. Lorsqu'on consid�ere les �etats inaccessibles, cette
châ�ne peut être de longueur largement sup�erieure �a la plus longue châ�ne existante
dans les �etats accessibles.

Une solution, qui �a l'exp�erience se montre e�cace, est de faire pr�ec�eder l'application
des algorithmes de v�eri�cation par un calcul des �etats accessibles. La connaissance des
�etats accessibles va permettre d'e�ectuer des restrictions �a deux niveaux :

{ Dans le cas d'un algorithme comme la g�en�eration de mod�ele minimal, la partition
initiale est restreinte �a l'ensemble des �etats accessibles. En dehors des am�elio-
rations �eventuelles des performances de calcul des points �xes, cette restriction
permet aussi la simpli�cation de l'algorithme lui-même.

{ Une �etape suppl�ementaire consiste �a restreindre directement les Bdds de bT , pour
qu'ils ne repr�esentent plus que des transitions entre �etats accessibles. L'exp�erience
montre n�eanmoins que cette deuxi�eme restriction peut provoquer un accroisse-
ment cons�equent de la taille des Bdds.
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M�ethode dynamique

Une op�eration int�eressante est la restriction de T pendant le calcul d'un point �xe.
Comme chaque it�eration du calcul d'un point �xe se fait par rapport aux �etats \fron-
ti�eres"du calcul en largeur d'abord (chapitre 3), il est possible de restreindre T de
deux mani�eres :

{ Restriction par rapport �a l'ensemble des �etats pas encore acc�ed�es. Dans ce cas, bT
est restreint �a Reach, o�u Reach est l'ensemble des �etats d�ej�a obtenus.

{ Reconstruction de bT par rapport aux �etats fronti�eres (nouveaux �etats acc�ed�es lors
de la derni�ere it�eration . Comme la relation bT est une disjonction de plusieurs
sous formules, il est possible de r�e�evaluer bT �a chaque �etape, par restriction de ces
sous formules �a l'ensemble des �etats fronti�eres.

Utilisation en pratique

En pratique, nous appliquons syst�ematiquement la premi�ere �etape de l'approche statique,
en particulier pour l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal. Des comparaisons de
performances ont montr�e que ceci apportait toujours une am�elioration dans les temps de
calcul, cette am�elioration �etant tr�es souvent spectaculaire. Un exemple extrême est le cas du
Scheduler de Milner (voir chapitre 8) o�u l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal sans
calcul pr�ealable des �etats accessibles a des performances �a peine meilleures que des m�ethodes
�enum�eratives classiques (limitation �a un syst�eme d'un peu plus de 10 cyclers, environ 100000
�etats). Le calcul des �etats accessibles, et la limitation de la partition initiale �a ces �etats, a
permis de passer �a des syst�emes d'une centaine de cyclers (environ 1030 �etats).

Remarque 4-4

L'utilisation de cette restriction statique est surtout e�cace pour les calculs en arri�ere : les
calculs en avant se font en g�en�eral �a partir d'�etats dont l'accessibilit�e est connue, donc on ne
�nit pas par explorer des parties inaccessibles du mod�ele. Par contre, les calculs en arri�ere
provoquent syst�ematiquement l'exploration d'�etats inaccessibles. Il est alors important de
pouvoir restreindre les calculs en cours aux seul �etats accessibles.

La deuxi�eme �etape de l'approche statique et les deux m�ethodes dynamiques sont bas�ees
sur une restriction de la relation de transition. L'exp�erience a montr�e que tr�es souvent,
la relation de transition avait une repr�esentation plus compacte si nous n'op�erions pas de
restriction. Il n'est donc pas syst�ematiquement int�eressant d'utiliser ces modes de restriction.
L'application se fera alors au choix de l'utilisateur, en fonction de l'exemple.

4.4 Ordre des variables

Le choix de l'ordre des variables support est crucial pour une utilisation e�cace des Bdds.
En e�et, la taille d'un BDD est extrêmement sensible �a l'ordre choisi. Malheureusement, le
choix d'un ordre optimal est un probl�eme NP-di�cile. Il existe un algorithme [FS87] qui
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Figure 4.5: BDD de la fonction Stable

calcule un ordre optimal des variables pour la repr�esentation d'une fonction donn�ee, mais sa
complexit�e O(n23n) (n : nombre de variables) le rend inint�eressant en pratique.

Le choix d'un ordre se fait habituellement par la d�e�nition d'heuristiques qui sont li�ees �a la
classe de fonctions �a repr�esenter.

Les choix d'ordre que nous avons faits sont bas�es sur l'heuristique g�en�erale suivante, qui
consiste �a essayer de rapprocher au maximum dans l'ordre choisi deux variables bool�eennes
en relation l'une avec en l'autre. Cette heuristique se justi�e par les arguments suivants;
consid�erons deux variables xi et xj avec i < j dans l'ordre des variables d'un Bdd, et xi
et xj sont en relation l'une avec l'autre (par exemple, elle v�eri�e xi = xj). Dans ce cas, il
faudra forc�ement introduire le n�ud xj sur tous les chemins du graphe de d�ecision partant
du n�ud xi. Le nombre de ces chemins va d�ependre en partie du nombre de n�uds et donc
du nombre de variables qui sont intercal�ees entre xi et xj . Si j � i = 1, il n'y aura que deux
n�uds xj (ce qui est le minimum). Sinon, si j� i = d, alors nous pouvons avoir jusqu'�a 2d+1

n�uds xj .

L'in
uence d'une relation existante entre variables et la taille du BDD correspondant est
illustr�ee par l'exemple de la �gure 4.5 :

Exemple 4-2

Chacun des deux Bdds repr�esente la fonction bool�eenne (x1 , y1) ^ (x2 , y2) ^ (x3 , y3).
Le premier BDD est construit sur un ordre entrelac�e des variables : x1 < y1 < x2 < y2 < x3 <
y3. Sa taille en nombre de n�uds est donn�e par la formule 3 �n o�u n est le nombre de xi (ici
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~xm ~xc

~sUi
(xm) ~svi(xc)

~x ~y

~svi(yc)
~sUi
(ym)

~ym ~yc

Figure 4.6: D�ecomposition des ensembles supports

n = 3). Le deuxi�eme BDD code la même fonction avec l'ordre x1 < x2 < x3 < y1 < y2 < y3.
Sa taille en nombre de n�uds est alors donn�e par la formule 3 � (2n � 1). Pour une même
formule, nous passons donc �a un codage donnant un BDD de taille lin�eaire par rapport �a la
taille de la formule, �a un codage exponentiel.

En particulier, nous pouvons voir que le nombre de variables intercal�ees entre x1 et y1 est
de 2 dans le deuxi�eme Bdd. Nous avons alors 23 = 8 n�uds y1.

4.4.1 D�ecomposition des ensembles supports

Le codage de la relation de transition repose sur la d�e�nition des ensembles supports ~x et
~y. Chacun de ces ensembles est construit �a partir des ensembles supports d�e�nis pour les
unit�es et les variables, suivant la hi�erarchie donn�ee par l'arbre de la �gure 4.6.

A chaque n�ud de cet arbre, nous associons un ensemble support qui sera repr�esent�e par
une liste ordonn�ee de variables bool�eennes.

Par cons�equent, nous avons �a d�eterminer pour chaque feuille de l'arbre un ordre interne qui
va permettre de construire cette liste de variables. Puis pour chaque n�ud, nous devons
d�ecider d'un ordre qui permette d'e�ectuer l'interclassement des listes des �ls de ce n�ud.

Nous pouvons d�es maintenant d�ecider de l'ordre d'interclassement de ~xm et ~ym, en tenant
compte de l'exemple pr�ec�edent (�gure 4.5). En e�et, les m�ethodes de composition que nous
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avons d�e�nies font un usage intensif de la fonction Stable. L'ordre d'interclassement de ~xm
et ~ym le plus indiqu�e est donc l'ordre entrelac�e.

De la même mani�ere, nous pouvons d�ecider de l'ordre d'interclassement de ~xc et ~yc. En e�et,
la majorit�e des transitions laisse les variables inchang�ees, ce qui s'exprime de nouveau par
l'introduction de Stable(~xc; ~yc). Nous pouvons de la même mani�ere choisir l'ordre entrelac�e
comme ordre d'interclassement de ~xc et ~yc.

Ces deux choix nous donnent alors un ordre entrelac�e pour ~x et ~y. Il nous reste maintenant
�a d�e�nir un ordre interne �a ~x, l'ordre interne de ~y �etant le même que celui de ~x. Pour cela,
nous allons d'abord d�e�nir les ordres internes respectifs de ~xm et ~xc.

4.4.2 Ordre interne de ~xm

Nous voulons d�e�nir un ordre pour les variables de l'ensemble support ~xm utilis�e pour la
repr�esentation des marquages du r�eseau. Pour cela, nous allons d'abord d�e�nir l'ordre interne
des feuilles correspondantes, c'est �a dire l'ordre interne des sU(~xm) pour chaque unit�e U .

Ordre interne aux unit�es

Le codage d'une unit�e est li�e �a la num�erotation de ses places. Cette num�erotation est en
g�en�eral al�eatoire et il parait di�cile de d�e�nir une heuristique satisfaisante quelle que soit
la relation de transition �a repr�esenter. De plus, même si un bon ordre interne pouvait être
construit pour les unit�es, nous n'avons aucune garantie que cet ordre ne se r�ev�ele pas mauvais
pour l'ensemble support de ~xm.

Le seul choix que nous ayons fait �a ce niveau est de placer en premi�ere variable dans l'ordre
celle qui correspond au bit de poids fort de la d�ecomposition binaire des num�eros de place.

Ordre d'interclassement des unit�es

L'ordre interne de ~xm se construit �a partir des ordres internes d�e�nis pour chaque sU (). Le
premier choix que nous avons e�ectu�e est de ne pas faire d'interclassement entre les variables
de deux sUi

(~xm) di��erents. La d�e�nition de l'ordre global se r�eduit alors �a l'ordonnancement
des ensembles sU (~xm) entre eux.

Le choix de cet ordre va d�ependre des synchronisations qui existent entre les di��erentes
unit�es. En e�et, quand deux unit�es sont synchronis�ees, il y a cr�eation d'une relation entre
les marquages de chacune de ces deux unit�es. Cette relation entre marquages se traduit par
une relation entre les variables des ensembles support de ces unit�es . Une optimisation de
l'ordre des variables est d'essayer de rapprocher les ensembles de variables de ces deux unit�es
dans l'ordre global :

Exemple 4-3
Consid�erons un r�eseau compos�e de 4 unit�es U1; U2; U3; U4 en parall�ele, telles que les seules
transitions synchrones sont t1 et t2, avec t1 qui synchronise U1 et U3 et t2 synchronise
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U2 et U4. Si on note sU1
() l'ensemble support de chaque Ui, un ordre tenant compte des

synchronisations sera sU1
() << sU3

() << sU2
() << sU4

().

De mani�ere plus g�en�erale, l'ordre relatif des ensembles supports sera choisi par la m�ethode
suivante :
Soit un R�eseau de Petri (Q;U0; T ;G;V), consid�erons le graphe G = (V;E) avec

� V = U0 [ Units�(U0)

� E est l'ensemble des arcs (Ui; Uj) tels que 9t 2 T ; �t > Ui 6= ; ^ �t > Uj 6= ; (t
synchronise les unit�es Ui et Uj).

Nous voulons associer �a ce graphe une fonction de num�erotation n des sommets qui nous
donnera l'ordre relatif des ensembles supports des unit�es. Pour cela, nous associons �a chaque
arc v = (ei; ej) de G un poids suivant la formule w(v) = abs(n(ei)� n(ej)).

Le choix d'un ordre minimal se fera en d�eterminant la fonction de num�erotation n telle
que la valeur de

P
v=(ei;ej)2V (abs(n(ei) � n(ej))) soit minimale. Pour calculer un ordre

raisonnable, mais pas forc�ement optimal, nous allons utiliser un algorithme de tri topologique
des sommets du graphe G. L'ordre topologique obtenu nous donne alors l'ordre relatif des
ensembles supports sUi

().

4.4.3 Ordre interne de ~xc

De la même mani�ere que pour les unit�es, l'ordre d'interclassement des ensembles supports
pour les variables de V d�epend des relations existantes entre ces variables. En e�et, si deux
variables x et y sont compar�ees, alors il est pr�ef�erable que leurs ensembles supports soient
proches dans l'ordre global. Comme dans le cas pr�ec�edent, nous construisons un graphe
re
�etant les d�ependances entre variables du r�eseau.

4.4.4 Ordre d'interclassement de ~xm et ~xc

Nous pouvons consid�erer deux options pour les ordres relatifs de ~xm et ~xc :

� Mêler les variables de ~xm et celles de ~xc. Dans ce cas, il reste �a d�eterminer comment
les mêler. Une solution classique consiste alors �a les entrelacer.

� Ordonner les deux ensembles s�epar�ement, par exemple en mettant toutes les variables
de ~xm avant celles de ~xc.

La premi�ere solution consiste �a essayer d'optimiser l'ordre, en tenant compte d'�eventuelles
relations entre le codage des donn�ees et le codage du contrôle. Ceci peut être le cas dans
notre mod�ele, si nous consid�erons que certaines variables sont locales �a certaines unit�es (toute
utilisation ou a�ectation d'un variable se fait lors d'une transition propre �a une même unit�e).
Dans ce cas, pour une unit�e donn�ee, il peut être int�eressant de rapprocher dans l'ordre de
~xc l'ensemble support des variables de l'ensemble support des places de l'unit�e.
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La deuxi�eme solution correspond �a consid�erer toutes les variables comme globales, et �a
n'optimiser l'ordre des variables Bdd que pour les relations existantes entre variables du
r�eseau. C'est la solution que nous avons actuellement adopt�ee, essentiellement pour des
raisons de simplicit�e.

Le choix de l'ordre relatif de ~xm et ~xc nous donne l'ordre de ~x. Nous avons ainsi d�e�ni
la construction des ensembles supports pour la repr�esentations des R�eseaux de Petri en
utilisant quelques crit�eres de choix d'un \bon ordre" pour ces ensembles. Ces crit�eres sont
�evidemment li�es �a notre mod�ele, et peuvent de plus se r�ev�eler mauvais pour certains exemples.
N�eanmoins, l'exp�erimentation a montr�e qu'en g�en�eral, les choix que nous avons fait donnaient
des r�esultats satisfaisants.

4.5 Conclusion

Nous avons d�e�ni une m�ethode de construction d'un mod�ele symbolique �a partir du mod�ele
R�eseau de Petri que nous utilisons. Nous avons utilis�e une m�ethode de codage du contrôle en
Bdds qui est maintenant classique [EFT91, Bou93]. Nous avons �etendu cette m�ethode pour
la repr�esentation de la partie donn�ee du r�eseau, et notamment la repr�esentation de variables
enti�eres. Pour que cette repr�esentation soit possible, nous devons �evidemment nous limiter �a
des variables born�ees. Dans le cas de protocoles de communication, cette restriction semble
raisonnable, puisque les variables enti�eres servent soit �a identi�er des composants (num�ero
d'une station, identi�cation d'un jeton,: : :), soit �a repr�esenter la taille de bu�ers, qui sont
born�es dans des impl�ementations r�ealistes de protocoles.

Une �etape suppl�ementaire serait de passer �a la repr�esentation de types de donn�ees structur�es
comme des piles, des tableaux, des enregistrements,: : : Cette approche existe d�ej�a dans des
outils de v�eri�cation jusque l�a d�edi�es �a la v�eri�cation de circuits, comme l'outil Ever du
syst�eme de v�eri�cation Mur'[ADAY92] .



110 Chapitre 4. Mod�ele symbolique avec les Bdds



Chapitre 5

Application des Bdds

Maintenant que nous avons d�e�ni un certain nombre d'op�erateurs classiques (le calcul des
successeurs d'un ensemble d'�etats, le calcul de points �xes, : : :) en terme d'op�erations sur
les Bdds, nous pouvons passer �a des applications plus orient�ees vers la v�eri�cation. Nous
allons d'abord nous int�eresser �a des application simples qui tournent autour du calcul des
�etats accessibles du mod�ele. Puis nous nous int�eresserons �a des applications plus orient�ees
vers la v�eri�cation, en particulier l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal que avons
pr�esent�e au chapitre 2. Nous pr�esentons en �n une m�ethode souvent utilis�ee dans le cas des
Bdds pour la comparaison de mod�eles, par exploration du produit synchrone de ces mod�eles.

5.1 Etats accessibles

Le calcul de l'ensemble des �etats accessibles Acc(Q) correspond au plus petit point-�xe
�X:(fqinitg [ post(X)).

La caract�erisation des �etats accessibles d'un mod�ele est un probl�eme important en pratique,
notamment pour la d�etection d'�etats ind�esir�es. En particulier, l'algorithme de calcul des
�etats accessibles peut lui-même être modi��e pour la recherche d'�etats particuliers. Ce calcul
sera aussi utilis�e par la suite pour restreindre la complexit�e de certains calculs, notamment
les calculs de points �xes en arri�ere.

Dans la suite, nous pr�esentons quelles sont les classes d'�etats particuliers que nous avons
cherch�e �a d�etecter durant les calculs d'accessibilit�e.

5.1.1 Etats puits

La recherche d'�etats puits est un probl�eme classique de la v�eri�cation de protocoles. En
e�et, un grand pourcentage des erreurs dans la conception d'un protocole se traduisent par
un blocage ind�esir�e du protocole (rendez-vous avec un partenaire toujours absent, garde
jamais v�eri��ee, : : : ). Ces blocages s'expriment par la pr�esence d'�etats puits dans le mod�ele
correspondant.
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L'ensemble des puits du mod�ele est l'ensemble Sink = fq 2 Q j (8q0 2 Q; q 62 preT (q
0)g.

L'ensemble des puits accessibles est alors obtenu en faisant l'intersection de Sink avec
l'ensemble des �etats accessibles. La formule caract�eristique correspondante de l'ensemble
des �etats puits accessibles est Sink(~x) = Acc(Q)(~x) ^dpre(Q(~x)).

5.1.2 Etats de divergence

Le calcul des �etats de divergence est important en pratique, notamment pour la d�ecision de
bisimulations telles que la bisimulation de branchement sensible �a la divergence. Ici, nous
nous int�eressons d'abord au simple calcul du pr�edicat Div(q) qui indique pour un �etat q 2 Q

s'il fait partie d'une composante fortement connexe de transitions �etiquet�ees � . Le calcul de
ce pr�edicat peut se faire de mani�ere uniquement ensembliste, en largeur d'abord et correspond
au calcul du plus grand point �xe �X:(Q\(pre�(X)\post� (X))). Ce calcul peut être s�epar�e
en deux calculs distincts : le calcul du plus grand point �xe L1 = �X:(Q\ (pre�(X)) et du
plus grand point �xe L2 = �X:(Q \ (post� (X)). Le pr�edicat Div sera alors �egal �a L1 \ L2.

5.2 G�en�eration de Mod�ele Minimal

Une application particuli�erement int�eressante est la mise en �uvre de l'algorithme de g�en�era-
tion de mod�ele minimal. Nous savons d�ej�a construire une repr�esentation symbolique de notre
mod�ele. En particulier, nous savons d�e�nir les fonctions pre et post n�ecessaires �a l'algorithme.
Pour compl�eter cette impl�ementation, il su�t de construire une repr�esentation de la parti-
tion � et en particulier des classes d'�equivalence. Nous associons �a chaque classe un Bdd qui
repr�esente l'ensemble des �etats de la classe. Toutes les op�erations entre classes se ram�ene
alors �a des op�erations ensemblistes, en termes d'op�erateurs Bdds (voir 3).

Nous avons r�ealis�e une impl�ementation de cet algorithme dans le but de permettre la min-
imisation d'un mod�ele, mais aussi sa comparaison avec un autre. Cette impl�ementation a
permis de mettre en avant une caract�eristique particuli�ere de l'utilisation des Bdds comme
repr�esentation symbolique : l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal permet d'e�ectuer
le calcul de l'accessibilit�e pendant le calcul du ra�nement de partition. L'exp�erimentation
avec les Bdds a con�rm�e qu'il est pr�ef�erable de calculer a priori l'ensemble des �etats acces-
sibles, et d'e�ectuer le ra�nement de partition sur cet ensemble.

Le calcul a priori de cet ensemble a plusieurs avantages :

� la relation de transition peut parfois être simpli��ee par application de l'op�erateur Re-
strict avec l'ensemble des �etats accessibles, permettant �eventuellement d'obtenir des
Bdds plus petits. N�eanmoins, l'exp�erience a montr�e que cette diminution de la taille
des Bdds n'est pas syst�ematique, l'op�erateur de restriction pouvant même compliquer
et faire grossir les Bdds de la relation de transition.

� comme la partition initiale est d�e�nie sur l'ensemble des �etats accessibles, il n'est
plus n�ecessaire de cr�eer et de mettre �a jour des structures sp�eciales pour conserver
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des informations sur l'accessibilit�e des classes. En fait, l'algorithme de G�en�eration de
Mod�ele Minimal peut être ramen�e �a un classique algorithme de ra�nement de partition.

Malgr�e cette consid�eration, notre impl�ementation actuelle permet les deux modes
d'enchâ�nement de calculs.

5.3 Comparaison de syst�emes

Pour e�ectuer la comparaison de deux syst�emes, nous pouvons proc�eder de deux mani�eres
di��erentes :

� Par ra�nement de partition sur l'union des deux syst�emes. Si les �etats initiaux
des deux syst�emes sont �a un moment du calcul s�epar�es dans deux classes di��erentes,
les deux syst�emes sont d�eclar�es non �equivalents et le ra�nement est arrêt�e. Si le
ra�nement de partition se termine correctement (par stabilisation de la partition),
alors les deux syst�emes sont d�eclar�es �equivalents.

� Par exploration de leur produit synchrone. Cette approche est fr�equemment utilis�ee
pour la v�eri�cation de circuits [CBM89]. Dans [Bou93], une adaptation de cette m�eth-
ode est pr�esent�ee pour le calcul de bisimulation entre deux syst�emes non d�eterministes.
L'exploration d'un produit des syst�emes �a comparer est aussi �a la base d'algorithmes
\�a la vol�ee" [Mou92, JJ91]

Ra�nement de partition

Pour e�ectuer la comparaison de syst�emes avec l'algorithme de g�en�eration de mod�ele mini-
mal, il su�t de :

� Construire l'union des deux syst�emes comme mod�ele de d�epart. Pour repr�esenter
l'union de ces deux syst�emes par des Bdds, il n'est pas n�ecessaire (et d'ailleurs pas
souhaitable) de dissocier les ensembles de valeurs bool�eennes avec lesquels sont con-
struites les repr�esentations de S1 et S2. On prendra alors un ensemble de variables
bool�eennes permettant de repr�esenter le plus gros des deux syst�emes. Cet ensemble
sera alors utilis�e comme support pour chacun des syst�emes; on ajoutera �a cet ensemble
une variable qui permettra d'indiquer quel syst�eme est actif.

� Modi�er l'algorithme de ra�nement de partition, par ajout d'une condition d'arrêt.
Cette nouvelle condition d'arrêt intervient lors du ra�nement de la classe contenant
les �etats initiaux des deux syst�emes : si un ra�nement productif de la classe initiale
est tel que les �etats initiaux de S1 et S2 sont s�epar�es dans deux classes di��erentes,
alors le ra�nement de partition est interrompu et les deux syst�emes sont d�eclar�es non
�equivalents. Si le ra�nement de partition se poursuit jusqu'�a stabilisation, alors les
deux syst�emes sont d�eclar�es �equivalents.
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Produit synchrone

Dans notre cas particulier, l'utilisation de cette m�ethode va nous permettre d'�etendre notre
gamme de relations de comparaison, puisqu'elle permet de prendre en compte les pr�eordres
de simulation. En pratique, l'int�erêt des pr�eordres est important :

� Ils permettent de d�ecider de l'inclusion d'un syst�eme dans un autre et constituent
donc un crit�ere de comparaison plus faible, mais souvent bien adapt�e �a la v�eri�cation
de propri�et�es de sûret�e.

� Ils sont en g�en�eral moins coûteux �a calculer que la relation de bisimulation correspon-
dante.

5.3.1 Produit synchrone pour la comparaison

Etant donn�e deux syst�emes S1 et S2, nous d�e�nissons le produit synchrone comme suit :

D�e�nition 5.3-1 (Le produit synchrone S1 �� S2)
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees. On note S1 �� S2,
le syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; (q01; q02)) d�e�ni par :

� Q��
� (Q1 � Q2)

� A � A1 \A2

� T � Q�A� Q

et T et Q sont les plus petits ensembles obtenus par application des r�egles suivantes :

(q01; q02) 2 Q��
[R0]

(q1; q2) 2 Q��
; � 2 �; q1

�
�!T1 q

0
1; q2

�
�!T2 q

0
2

f(q01; q
0
2)g 2 Q��

; f(q1; q2)
�
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R1]

Nous allons nous limiter �a un cas particulier, i.e. nous consid�erons qu'un des deux syst�emes
�a comparer est d�eterministe par rapport au langage �. Ce cas de �gure, qui est celui dans
lequel beaucoup d'outils de v�eri�cation de circuits sont plac�es, permet de d�e�nir un crit�ere
d'�equivalence plus simple :

Proposition 5.3-1 (Cas d�eterministe)
Soient Si = (Qi; Ai; Ti; q0i)(i=1;2) deux syst�emes de transitions �etiquet�ees, tels que S1 ou S2
soit d�eterministe. Pour toute �equivalence de bisimulation ��, on a :

8k � 1 p �k
� q , (Act�(p) = Act�(q) ^ 8p

0 8q0 p
�
�!T1 p

0 ^ q
�
�!T2 q

0 ) p0 �k�1
� q0)
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Cette proposition montre qu'il su�t de d�ecouvrir dans le produit synchrone des �etats n'ayant
pas les mêmes possibilit�es d'�evolution (Act�(p) 6= Act�(q)) pour pouvoir d�eclarer les sys-
t�emes non �equivalents.

Nous d�e�nissons l'ensemble Fail de tous les �etats du produit synchrone qui impliquent la
non �equivalence :

Fail = f(q1; q2) 2 Q��
j 9(q01; q

0
2) 2 Q��

; 9� 2 �; (q1
�
�!T1 q

0
1) 6, (q2

�
�!T2 q

0
2)g

= f(q1; q2) 2 Q��
j Act�(q1) 6= Act�(q2)g

La condition Fail = ; est une condition su�sante pour l'�equivalence de deux syst�emes. Si
un des deux syst�emes est d�eterministe, cette condition devient n�ecessaire et su�sante.

Pr�eordres de simulation

Le calcul de l'inclusion d'un syst�eme dans un autre pour un pr�eordre de simulation se fait
par simple modi�cation de la d�e�nition de l'ensemble Fail :

Proposition 5.3-2 (Etats Fail pour un pr�eordre)

Fail = f(q1; q2) 2 Q��
j 9(q01; q

0
2) 2 Q��

; 9� 2 �; (q1
�
�!T1 q

0
1) 6 ) (q2

�
�!T2 q

0
2)g

= f(q1; q2) 2 Q��
j Act�(q1) 6� Act�(q2)g

5.3.2 Mise en �uvre pour di��erentes relations

Nous donnons maintenant les d�e�nitions du produit synchrone et de l'ensemble Fail pour
di��erentes �equivalences de bisimulation et relation de pr�eordre.

Bisimulation et simulation forte

Le cas de la bisimulation forte se traite par une application directe des d�e�nitions don-
n�ees pr�ec�edemment. Le produit synchrone est d�e�ni pour l'ensemble de langages � =
A1 [ A2 [ f�g :

(q1; q2) 2 Q; 9a 2 A� ; q1
a
�!T1 q

0
1; q2

a
�!T2 q

0
2

f(q01; q
0
2)g 2 Q; f(q1; q2)

a
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R1]

Pr�eordre et �equivalence de sûret�e, bisimulation ��a
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Le pr�eordre de sûret�e vs est le pr�eordre de simulation obtenu pour l'ensemble de langages
suivants :

���a = f��a j a 2 A1 [ A2g

qui est l'ensemble de langages permettant la d�e�nition de la bisimulation ��a(voir chapitre 2).

Ce pr�eordre a une grande importance en pratique, puisqu'il permet de comparer un syst�eme
avec un graphe de sûret�e [Rod88]. Les graphes de sûret�e permettent de mod�eliser exactement
les propri�et�es de sûret�e, qui expriment que toute action e�ectu�ee par un syst�eme est une
action correcte.

Si on consid�ere un syst�eme de transitions �etiquet�ees S et un graphe de sûret�e Ss, alors
S vs Ss si et seulement si S v�eri�e la propri�et�e de sûret�e exprim�ee par Ss.

L'�equivalence de sûret�e �s est d�e�nie �a partir du pr�eordre de sûret�e :

�s=vs \ v
�1
s

Le produit synchrone pour ces relations est d�e�ni de la mani�ere suivante :

(q1; q2) 2 Q���a ; �
�a 2 �; q1

��a
�!T1 q

0
1; q2

��a
�!T2 q

0
2

f(q01; q
0
2)g 2 Q���a

; f(q1; q2)
��a
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R1]

Le calcul de chaque transition (q1; q2)
��a
�!T (q01; q

0
2) correspond donc �a un calcul de la fonction

Post�� dans chacun des syst�emes. N�eanmoins, le calcul de l'ensemble Acc(Q��
) pour la ��a

bisimulation peut se faire d'une autre mani�ere, qui s'av�ere plus performante, en particulier
quand le nombre de transitions visibles dans les syst�emes S1 et S2 est faible devant le nombre
de transitions cach�ees. L'id�ee est de calculer l'ensemble des �etats accessibles du produit
synchrone S1�S2, et de ne conserver de cet ensemble que les couples (q1; q2) accessibles par
une transition visible. Plus formellement, on d�e�nit le produit synchrone S1 � S2 comme
suit :

(q1; q2) 2 Q�; 9a 2 A; q1
a
�!T1 q

0
1; q2

a
�!T2 q

0
2

f(q01; q
0
2)g 2 Q�; f(q1; q2)

a
�!T (q01; q

0
2)g 2 T

[R1]

(q1; q2) 2 Q�; q1
�
�!T1 q

0
1

f(q01; q2)g 2 Q�; f(q1; q2)
�
�!T (q01; q2)g 2 T

[R2]

(q1; q2) 2 Q�; q2
�
�!T2 q

0
2

f(q1; q02)g 2 Q�; f(q1; q2)
�
�!T (q1; q02)g 2 T

[R3]

Les r�egles R2 et R3 correspondent �a la composition asynchrone des � .

Le calcul des �etats accessibles dans Acc(Q�) de ce nouveau produit synchrone va nous
permettre d'obtenir l'ensemble Acc(Q��

). Il su�t de distinguer dans le produit les couples
(q1; q2) accessibles par une transition visible, comme le montre la proposition suivante :
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Proposition 5.3-3

Acc(Q��) = f(q1; q2) 2 Acc(Q�) j 9a 2 A1 [A2; 9(q
0
1; q

0
2) 2 Q�; (q

0
1; q

0
2)

a
�!T (q1; q2)g

Remarque 5-1
L'int�erêt principal du calcul des �etats accessibles dans S1 � S2 par rapport �a S1 �� S2 est
la conservation des �etats du produit qui ne sont pas accessibles par une action visible. En
e�et, conserver ces �etats permet d'�eviter de repasser plusieurs fois par les mêmes �etats du
mod�ele lors de calculs di��erents de la fonction post��a. Le stockage d'�etats suppl�ementaires
ne provoque pas forc�ement une augmentation des besoins m�emoire, puisque nous utilisons
une repr�esentation symbolique. En fait, dans le cas des Bdds, nous pouvons même avoir un
Bdd pour l'ensemble Acc(Q�) plus petit que celui repr�esentant Acc(Q��).

L'ensemble Fail pour ces relations est d�e�ni comme suit :

Pr�eordre de sûret�e

Fail = f(q1; q2) 2 Q� j Act��a(q1) 6� Act��a(q2)g

��a bisimulation
Fail = f(q1; q2) 2 Q� j Act��a(q1) 6= Act��a(q2)g

5.4 Conclusion

Nous avons pr�esent�e plusieurs applications de notre repr�esentation symbolique de R�eseaux
de Petri. La premi�ere application consiste �a calculer les �etats accessibles d'un mod�ele, ce qui
permet aussi de d�eterminer certains �etats caract�eristiques, comme les �etats puits ou les �etats
de divergence. Nous avons d'autre part pr�esent�e l'application de cette repr�esentation pour
la g�en�eration de mod�ele minimal, et pour la comparaison de mod�eles.

L'ensemble de ces applications nous donne toute une gamme de m�ethodes et de relations
pour la v�eri�cation comportementale de syst�emes. De plus, nous avons adapt�e l'algorithme
de minimisation �a di��erentes bisimulations, et les algorithmes de comparaison de mod�eles
aussi bien pour des relations de bisimulation que pour des relations de simulation. Cette
derni�ere application a �et�e faite avec dans l'id�ee d'utiliser au maximum un des points forts
des Bdds, qui est dans notre cas le calcul de points �xes en avant. Nous avons au maximum
�evit�e un des points faibles, qui est la composition de relations. C'est pourquoi nous avons
restreint l'exploration de produit synchrone au cas o�u un des deux syst�emes est d�eterministe.

Dans le chapitre 8, nous d�ecrivons dans quel cadre l'ensemble de ces applications ont �et�e
impl�ement�ees. Les performances des impl�ementations qui sont pr�esent�ees dans le même
chapitre ont montr�e les possibilit�es des Bdds dans une bô�te �a outils de v�eri�cation formelle,
en compl�ement avec des m�ethodes plus classiques.
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Chapitre 6

Poly�edres

Dans le chapitre 3 , nous avons utilis�e une repr�esentation symbolique pour la repr�esen-
tation du contrôle, et nous l'avons adapt�ee la repr�esentation des contextes, dans le cadre
restreint de variables bool�eennes et de variables enti�eres born�ees. Nous allons maintenant
nous int�eresser �a des repr�esentations num�eriques, qui sont naturellement mieux adapt�es �a la
repr�esentation des variables enti�eres. Ces repr�esentations sont habituellement utilis�es dans
le cadre de syst�emes d'analyse s�emantique des programmes; ces syst�emes d'analyse permet-
tent de d�eterminer statiquement des propri�et�es v�eri��ees �a l'ex�ecution par les variables d'un
programme.

Ces analyses peuvent être non relationnelles, i.e. elles ne permettent pas d'�etablir des rela-
tions entre variables. Parmi les analyses non relationnelles, nous trouvons en particulier la
propagation de constantes [Kil73], le calcul des signes de variables [CC76], l'analyse de con-
gruences arithm�etiques et en�n l'analyse des intervalles [Bou92] qui g�en�eralise les m�ethodes
de propagation de constantes.

Les analyses relationnelles permettent d'�etablir des relations lin�eaires entre variables. Parmi
ceux-ci, nous distinguons les syst�emes d'�equations lin�eaires :

nX
i=1

aixi = b

o�u ai et b sont des vecteurs de rationnels. Ces syst�emes sont utilis�es dans [Kar76] pour la
d�ecouverte d'�egalit�es lin�eaires entre variables.

Plus r�ecemment, on trouve un syst�eme d'analyse bas�e sur des �egalit�es lin�eaires de congru-
ence [Gra91] :

nX
i=1

aixi � b[m]

o�u m est un entier naturel. Ce syst�eme contient l'analyse des �egalit�es lin�eaires et l'analyse
des congruences.

En�n, un dernier type de repr�esentation qui g�en�eralise toutes les pr�ec�edentes consiste en des

119



120 Chapitre 6. Poly�edres

syst�emes in�equations lin�eaires, aussi connus sous le nom de poly�edres convexes. Ces syst�emes
sont de la forme :

nX
i=1

aixi � b

Cette repr�esentation est utilis�ee pour l'analyse de relations d'in�egalit�es lin�eaires entre vari-
ables [CH78, Hal79]. Dans ces travaux, cette analyse est utilis�ee pour des programmes
imp�eratifs, en particulier pour calculer des approximations sup�erieures d'invariants du pro-
gramme, ou pour calculer des conditions n�ecessaires (sur les variables du programme) pour
qu'un ensemble d'�etats soit atteint.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous int�eresser aux poly�edres convexes et aux
op�erateurs permettant de les manipuler.

Nous passerons ensuite �a la d�e�nition d'un syst�eme permettant l'analyse de notre mod�ele
R�eseau de Petri, �a l'instar des travaux pr�esent�es dans [Hal79] et [Bou92]

6.1 D�e�nition

Un poly�edre peut être d�e�ni comme l'ensemble des solutions d'un syst�eme d'�equations et
d'in�equations lin�eaires. Même si dans ces solutions, nous pouvons avoir des solutions r�eelles,
nous restreindrons par la suite les poly�edres �a l'espace �a n dimensions des rationnels, Qn.

Un poly�edre convexe peut être repr�esent�e de mani�ere �equivalente par une des deux formes
suivantes :

Un syst�eme de contraintes
Un syst�eme de contraintes est un syst�eme d'�equations et d'in�equations lin�eaires

P = fx j Ax = b; A0x � b0g

avec x = fxi j i 2 [1 : : :n] ^ xi 2 Qg, A et A0 sont des matrices d'entiers relatifs, b et
b0 des vecteurs d'entiers relatifs.

Un syst�eme g�en�erateur
Un syst�eme g�en�erateur est une repr�esentation param�etrique de P :

P = fx j x = S�+ R�+D�; �; � � 0;
X

� = 1g

avec S, R et D sont des ensembles de vecteurs de rationnels.

{ S est l'ensemble des sommets

{ R est l'ensemble des rayons

{ D est l'ensemble des droites
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Figure 6.1: Un exemple de poly�edre

Dans la suite, nous donnerons un poly�edre P soit par son syst�eme de contraintes
(P = fx j Ax � bg), soit par son syst�eme g�en�erateur (P = (S;R;D)).

Aucune de ces repr�esentations n'admet de forme normale. Il est possible n�eanmoins d'en
calculer une forme minimale, i.e. une forme ne poss�edant pas d'�el�ements redondants. Nous
verrons plus loin quel algorithme nous utilisons pour cette minimisation.

6.1.1 Quelques d�e�nitions

Soit un poly�edre P = fx j Ax � bgde syst�eme g�en�erateur P = (S;R;D), nous avons les d�ef-
initions suivantes :

D�e�nition 6.1-1 (Saturation d'une contrainte)

Soit p un point et r un rayon, on dit que p (resp. r) sature une contrainte ax � b si et
seulement si av = b(resp. ar = 0).

D�e�nition 6.1-2 (Contrainte redondante)

Une contrainte c1 est dite redondante par rapport �a une contrainte c2 si et seulement si
tout �el�ement du syst�eme g�en�erateur de P saturant c1 sature aussi c2. Si c1 est redondante
par rapport �a c2, et c2 redondante par rapport �a c1, alors c1 et c2 sont dites mutuellement
redondantes

D�e�nition 6.1-3 (syst�eme de contraintes minimal)

Un syst�eme de contraintes est dit minimal si aucune de ses contraintes n'est redondante par
rapport �a une autre

D�e�nition 6.1-4 (Sommet ou rayon redondant)

Un sommet s1 2 S (resp. rayon r1 2 R) est dit redondant par rapport �a s2 2 S (resp.
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r2 2 R) si et seulement si toute contrainte satur�ee par s1 (resp. r1) l'est aussi par s2 (resp.
r2)

D�e�nition 6.1-5 (syst�eme g�en�erateur minimal)
Un syst�eme de contraintes est dit minimal si aucun de ses sommets (resp. rayons) n'est
redondant par rapport �a un autre sommet (resp. rayon)

Quelques poly�edres particuliers

D�e�nition 6.1-6 (Polytope)

Un polytope est un poly�edre born�e :
son syst�eme g�en�erateur (S;R;D) est tel que R = D = ;

D�e�nition 6.1-7 (Poly�edre entier)
Un poly�edre est dit entier ssi tous ses sommets sont entiers.

6.2 Op�erations sur les poly�edres

La d�e�nition des di��erents op�erateurs agissant sur les poly�edres tirent pro�t de la repr�esen-
tation duale de ceux-ci.

6.2.1 Op�erateurs binaires

Intersection :
L'intersection de deux poly�edres correspond �a l'ensemble des points v�eri�ant les sys-
t�emes de contraintes des deux poly�edres. Autrement dit, l'intersection de deux poly�e-
dres P1 = fx j A1x � b1g et P2 = fx j A2x � b2g est d�e�nie par la r�eunion de leur
syst�eme de contraintes :

P1 \ P2 = fx j A1x � b1; A2x � b2g

Union :

L'union de deux poly�edres n'est en g�en�eral pas un poly�edre. Nous approcherons cette
union par le calcul de l'enveloppe convexe.

Enveloppe convexe :
L'enveloppe convexe d'un ensemble de vecteurs est l'ensemble de toutes les com-
binaisons convexes de ces vecteurs. Pour construire l'enveloppe convexe de deux
poly�edres P1 = (S1; R1; D1) et P2 = (S2; R2; D2), nous calculons la r�eunion des deux
syst�emes g�en�erateurs :

P11[P2 = fx j x = S�+ R�+D�; �; � � 0;
X

� = 1g

o�u
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{ S = S1 [ S2

{ R = R1 [R2

{ D = D1 [D2

6.2.2 Comparaison de poly�edres

Comparaison au vide :
Un poly�edre vide est d�e�ni par un syst�eme de contraintes contenant deux contraintes
incompatibles (ex: x � 4 et x � 0) ou par un syst�eme g�en�erateur sans aucun �el�ements.

Comparaison �a Qn :

Un poly�edre est �egal �a Qn si son syst�eme de contraintes est vide, ou si son
syst�eme g�en�erateur (S;R;D) est tel que : SS est r�eduit �a un sommet quelconque
de Qn,
R = ;
D = f(1; 0; : : : ; 0); (0; 1; 0; : : : ; 0); : : : ; (0; 0; : : : ; 1)g

Inclusion :
Le calcul de l'inclusion d'un poly�edre P1 dans un poly�edre P2 se fait par le calcul de
la satisfaction des contraintes de P2 par chaque �el�ement du syst�eme g�en�erateur de P1 :
Soient P1 = (S1; R1; D1) et P2 = fx j A2x � b2g P1 � P2 ,
8s 2 S1; A2s � b2;
8r 2 R1; A2r � 0;
8d 2 D1; A2d = 0

Egalit�e :
Ni le syst�eme de contraintes, ni le syst�eme de contraintes ne sont des formes normales
pour la repr�esentation de poly�edres. Le calcul de l'�egalit�e de deux poly�edres se fait donc
par le calcul de la double inclusion : Soient P1 et P2, P1 = P2 , P1 � P2 ^ P2 � P1

6.2.3 Transformations

Soit un poly�edre P et une fonction a�ne f telle que f(x) = Cx + d. Nous allons d�e�nir
l'image de P par la transformation f et l'image inverse de P par f . Nous donnons ensuite
la d�e�nition de la projection d'un poly�edre suivant une variable donn�ee.

Image par une transformation a�ne
Ce calcul se fait par application de f sur le syst�eme g�en�erateur de P .

f(P ) = (f(S); f(R); f(D))

Image inverse par une transformation a�ne
L'image inverse se calcule par application de f sur le syst�eme de contraintes de P :

f�1(P ) = fy j f(y) = x; x 2 Pg
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= fy j A:f(y) � bg

= fy j A:C:y � b� Cdg

Projection :

La projection d'un poly�edre suivant une dimension x correspond �a l'�elimination de la
variable x dans le syst�eme de contraintes du poly�edre.

Si P est un poly�edre convexe de Qn, la projection selon la i-�eme variable de Pde Qn�1

est le poly�edre correspondant �a l'ensemble de points suivant :

proj (P; xi) = f(x1; : : :xi�1; xi+1; : : : ; Xn) 2 Rn�1 j

9z 2 R : (x1; : : : ; xi�1; z; xi+1; : : : ; Xn�1) 2 Pg

Le calcul de la projection d'un poly�edre P se fait par modi�cation de son
syst�eme g�en�erateur : soit P = (S;R;D) le syst�eme g�en�erateur de P , alors le syst�eme
(S;R;D [ fxi = 0g) constitue un syst�eme g�en�erateur de proj (P; xi).

6.2.4 Passage d'une repr�esentation �a l'autre

La plupart des op�erateurs pr�esent�es n�ecessitent l'une ou l'autre (voire les deux) des deux
formes de repr�esentation de poly�edres. Pour pouvoir passer d'une forme de repr�esentation
�a l'autre, nous utilisons un algorithme �elabor�e initialement par Chernikova [Che68], puis
am�elior�e et mis en �uvre par [Ver92]

Cet algorithme permet le calcul d'un syst�eme g�en�erateur �a partir d'un syst�eme de contraintes
(et r�eciproquement) et de plus permet la minimisation de chacune des deux repr�esentations.
Son utilisation permet de r�eduire la d�e�nition de la plupart des op�erateurs n�ecessaires �a des
unions ou intersections d'ensembles de vecteurs

6.3 Calcul de points �xes

L'ensemble des m�ethodes propos�ees dans les chapitres pr�ec�edents sont bas�ees essentiellement
sur des calculs de points �xes. Dans le cas des Bdds, ces calculs de points �xes se faisaient
sur un treillis de domaine �ni, puisque la m�ethode de codage que nous avons utilis�ee ne
permettait que de repr�esenter des mod�eles �nis.

L'utilisation de poly�edres comme m�ethode de repr�esentation de mod�eles change les donn�ees
du probl�eme, puisque le treillis des poly�edres est de hauteur in�nie. Les calculs de point �xe
sur de tels mod�eles peuvent ne pas converger. D'autre part, même si les calculs convergent,
il est possible que le nombre d'it�erations (donc le temps de calcul) soit prohibitif pour une
utilisation e�cace.

Pour garder la possibilit�e de travailler sur ces mod�eles, il faut envisager de ne calculer que
des approximations de ces points �xes.
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Un cadre th�eorique permettant le calcul de ces approximations a �et�e d�e�ni par Patrick et
Radhia Cousot [Cou81]. En particulier, ils proposent une m�ethode qui permet une acc�el�era-
tion de la convergence de points �xes et �eventuellement leur calcul en un temps �ni. Cette
m�ethode est bas�ee sur la d�e�nition d'un op�erateur d'�elargissement.

L'id�ee g�en�erale de cette s�equence de calcul est de \sauter au del�a"du plus petit point �xe
grâce �a l'op�erateur d'�elargissement. Ce calcul est souvent compl�et�e par une s�equence de
calcul d�ecroissante, qui permet de revenir au plus pr�es de ce plus petit point �xe grâce �a un
op�erateur de r�etr�ecissement, sans jamais passer en de�c�a. L'ensemble des th�eor�emes rappel�es
dans les sections suivantes ainsi que leur preuve se trouvent dans [Cou81].

6.3.1 Op�erateur d'�elargissement

L'op�erateur d'�elargissement est d�e�ni de la mani�ere suivante :

D�e�nition 6.3-1 (Op�erateur d'�elargissement)

Soit un treillis complet (L;?;>;v;u;t). On appelle op�erateur d'�elargissement l'op�erateur
5 L 7�! L tel que :

8x; y 2 L; xt y v x5y
et pour toute suite croissante x0 v x1 v � � � la suite y0 v y1 v � � � d�e�nie par :(

y0 = x0
yn+1 = yn5xn+1

est croissante, mais constante �a partir d'un certain rang :

9n0 2 IN : 8n 2 IN; n � n0 ) yn = yn0

L'introduction de cet op�erateur dans le calcul d'un point �xe se fait alors comme suit :
soit F une fonction continue sur le treillis complet L et ' son plus petit point �xe. ' est la
limite sup�erieure de la suite croissante :(

'0 = ?
'n+1 = F ('n)

Un exemple d'utilisation de 5 est donn�ee dans le calcul du post-point �xe �, qui est d�e�nie
comme la limite de la suite :(

�0 = ?
�n+1 = �n5F (�n)

Cette d�e�nition peut être l�eg�erement am�elior�ee. En e�et, tout post-point �xe de F est
sup�erieur au plus petit point �xe de F ; on peut donc arrêter le calcul de cette suite d�es
qu'un post-point �xe est atteint.8><>:

�0 = ?
�n+1 = �n si (F (�n) v �n

�n+1 = �n5F (�n) sinon
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Figure 6.2: Op�erateur d'�elargissement

6.3.2 Op�erateur d'�elargissement pour les poly�edres

La d�e�nition d'un op�erateur d'�elargissement adapt�e aux poly�edres est issue de [Hal79]. L'id�ee
de base d'un �elargissement P5 Q est de ne garder comme contraintes que les contraintes de
P v�eri��ees par Q.

Exemple 6-1
Soient P = f(x; y) j 1 � x � 2; x � y � 2xg et Q = f(x; y) j 2 � x � 3; x � y � 3xg alors
(�gure 6.1)

P5Q = f(x; y) j 1 � x; x � yg

Une optimisation apport�ee par [Hal79] consiste �a choisir parmi les di��erents
syst�emes de contraintes minimaux d�e�nissant P1 celui contenant le plus de contraintes sat-
isfaisant P2. Cette optimisation permet d'am�eliorer sensiblement la pr�ecision de l'op�erateur
d'�elargissement, comme le montre l'exemple suivant :

Exemple 6-2

Soit P = f(x; y) j 1 � x � 2; y = 1g(Figure 6.3,(a)) et Q = f(x; y) j 1 � y �
x � 3g(Figure 6.3,(b)). Si nous appliquons directement l'op�erateur d'�elargissement, nous
obtenons (Figure 6.3,(c))

P5Q = f(x; y) j 1 � x; 1 � yg

Consid�erons pour P le syst�eme de contraintes f(x; y) j 1 � y � x � 2; y � 1g. Ce nouveau
syst�eme de contraintes n'est pas minimal, mais �equivalent au pr�ec�edent. Le r�esultat de
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P Q P5Q

(a) (b) (c) (d)

P5Q

Figure 6.3: Elargissement optimis�e

l'�elargissement de P par Q devient alors (Figure 6.3,(d) :

P5Q = f(x; y) j 1 � y � xg

Pour tenir compte de cette optimisation, nous modi�ons le calcul de P15 P2, qui se fait alors
par le calcul des ensembles suivants :

Contraintes de P1 satisfaites par P2 :

Soit l'ensemble d'indices M � f1; : : : ; m1g tel que :
8i 2M; 8x 2 P2; A

i
1x � bi

Cet ensemble correspond �a la d�e�nition de l'�elargissement sans optimisation

Contraintes de P2 mutuellement redondantes avec les contraintes de P1 :

Soit l'ensemble d'indices N � f1; : : : ; m2g tel que :
8i 2 N; 9j 2 f1; : : : ; m1g :
P1 = fx j Ak1 � bk1; k 2 f1; : : : ; j � 1; j + 1; : : : ; m1g; a

i
2x � bi2g

Cet ensemble permet d'am�eliorer l'�elargissement, en ajoutant dans P5Q les contraintes
de P2 mutuellement redondantes avec celles de P1.

Le r�esultat de l'�elargissement est alors donn�e par la r�eunion de ces deux ensembles de con-
traintes, ce qui donne la d�e�nition suivante pour l'�elargissement optimis�e :

P15 P2 =

(
P2 siP1 = ;
fx j AM1 x � bM1 etAN2 x � bN2 g sinon

6.3.3 Repr�esentation du contrôle

Les poly�edres nous servent �a construire une repr�esentation symbolique du mod�ele R�eseau
de Petri. Ils permettent en particulier de repr�esenter plus directement les variables enti�eres
et donc de traiter e�cacement la partie donn�ees de notre mod�ele. Pour compl�eter cette
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repr�esentation symbolique, nous devons aussi introduire le traitement de la partie contrôle.
Pour cela, deux solutions sont possibles :

Codage du contrôle dans les variables :
Cette solution revient �a �etendre la partie donn�ee du mod�ele avec des variables codant le
contrôle. Dans notre cas, l'id�ee est de transformer l'ensemble du r�eseau en syst�emes �a
commandes gard�ees plat, en associant �a chaque unit�e une variable contenant le num�ero
de la place marqu�ee. Cette solution a l'avantage d'uni�er le traitement du contrôle et
des donn�ees dans une même repr�esentation, comme c'�etait le cas pr�ec�edemment dans
le cas des Bdds. N�eanmoins, ceci pr�esente certains inconv�enients :

{ le nombre de variables de d�e�nition des poly�edres est augment�e en proportion de
la complexit�e du contrôle. Or les performances des op�erateurs et la taille de la
repr�esentation m�emoire d�epend beaucoup du nombre de variables.

{ les transformations de contrôle sont des combinaisons gardes-a�ectations qui ne
supportent pas la moindre approximation. Or nous voulons appliquer un op�era-
teur d'�elargissement pour assurer la convergence des calculs de points �xes.

Traitement du contrôle �a part
Une autre solution consiste �a s�eparer le traitement du contrôle et des donn�ees. Le
contrôle peut être repr�esent�e par un mod�ele classique, comme un syst�eme de transi-
tions ou �eventuellement par un mod�ele symbolique �a base de Bdds. La s�eparation
du traitement des donn�ees et du contrôle, qui est dans la lign�ee du choix fait pour le
R�eseau de Petri, est la solution que nous avons adopt�ee.

La repr�esentation symbolique que nous voulons construire est donc partitionn�ee par rapport
au contrôle.

6.4 Mod�ele partitionn�e

Nous avons d�ecrit dans les paragraphes pr�ec�edents un calcul de point �xe avec utilisation
d'un op�erateur d'�elargissement pour assurer la convergence. Nous allons maintenant d�e�nir
un calcul de points �xe avec �elargissement sur un mod�ele partitionn�e par rapport au contrôle.

Soit M l'ensemble des points de contrôle du programme, nous pouvons r�e�ecrire l'�equation
de point �xe � = F (�) comme un syst�eme d'�equations :
�1 = F1(f�m j m 2 Mg)
�2 = F2(f�m j m 2 Mg)
: : :
�jMj = FjMj(f�m j m 2 Mg)

o�u chaque Fi est une restriction de F .

Ce syst�eme se r�esout par application parall�ele des fonctions Fi �a chaque �etape du calcul.
Mais ce calcul syst�ematique du r�esultat de chaque fonction �a chaque �etape peut être partic-
uli�erement ine�cace, pour les raisons suivantes :
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Calculs inutiles :

Chacune de ces �equations correspond �a un point de contrôle du programme. Les �equa-
tions des points de contrôle du d�ebut du programme peuvent en g�en�eral se stabiliser
tr�es tôt, celles de �n de programme se stabilisant en dernier.

Calculs ine�caces :

Il est plus e�cace avant de recalculer une �equation d'attendre qu'un maximum des
termes dont elle d�epend aient d�ej�a chang�es.

Pour am�eliorer l'e�cacit�e globale de ce calcul, il est n�ecessaire de pouvoir d�ecider d'un
ordre des calculs et notamment de pouvoir appliquer le calcul des Fi en s�equence et non pas
seulement en parall�ele. La garantie d'un r�esultat correct pour un ordre de calcul quelconque
est donn�ee par la notion d'it�eration chaotique [Cou78]

D�e�nition 6.4-1 (It�eration chaotique croissante)
Soit F une fonction continue sur un treillis complet (L;?;>;v;u;t), et (Ok)k2IN un en-
semble de sous ensembles de f1,: : : ,j M jg tel que chaque �el�ement de f1,: : : ,j M jg apparâ�t
in�niment souvent, une it�eration chaotique est alors d�e�nie par :

�0 = (?; : : : ;?)

�k+1
i = �k

i si i =2 Ok

�k+1
i = �k

i t Fi(f�
k
m j m 2 Mg) si i 2 Ok

Cette d�e�nition nous assure la convergence du syst�eme d'�equations, quel que soit l'ordre
choisi pour l'application des �equations de ce syst�eme, tant que chaque �equation est appliqu�ee
in�niment souvent.

Nous pouvons g�en�eraliser cette notion aux cas de treillis de hauteur non �nie ou ne v�eri-
�ant pas la condition de châ�ne, par l'introduction comme pr�ec�edemment d'op�erateurs
d'�elargissement. Une utilisation na��ve de l'op�erateur d'�elargissement consisterait �a e�ectuer
un �elargissement dans chaque �equation. Une �equation du syst�eme 6.4-1 serait alors de la
forme :

�k+1
i = �k

i
5Fif�

k
m j m 2 Mg)) si i 2 Ek

Comme l'op�erateur d'�elargissement est une grande source d'impr�ecisions, il est n�ecessaire de
restreindre au maximum son utilisation. Pour pouvoir d�eterminer un ensemble su�sant de
points d'�elargissement, nous devons construire le graphe de d�ependance des �equations :

D�e�nition 6.4-2 (Graphe de d�ependance)

soit � = F (�) le syst�eme d'�equations de la forme :

�1 = F1(f�m jm 2 Mg)
�2 = F2(f�m jm 2 Mg)
: : :

�jMj = FjMj(f�m jm 2 Mg)
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Le graphe de d�ependance de ce syst�eme est un graphe orient�e D = (M; T ) tel que
8m1; m2 2 M; (m1; m2) 2 T ,

le calcul de�m2
= Fm2

(f�m jm 2 Mg) d�epend de la valeur de�m1

En particulier, 8i 2 [1 : : : j M j]; Fi(f�m jm 2Mg) = Fi(f�j j 9(mj ; mi) 2 T g.

Une bonne intuition pour choisir les points d'�elargissement dans ce graphe de d�ependance
est de s'assurer que chaque circuit de ce graphe passe au moins par un point d'�elargissement.

Nous pouvons alors reprendre la d�e�nition de l'it�eration chaotique et en d�eduire la d�e�nition
de l'it�eration chaotique approch�ee sup�erieurement [Cou78].

D�e�nition 6.4-3 (It�eration chaotique croissante approch�ee sup�erieurement)
Soit F une fonction continue sur un treillis complet (L;?;>;v;u;t) et un ordre d'it�eration
(Ok)k2IN , soit W � M un ensemble de points tels que chaque circuit de (M,T ) passe au
moins par un point de W . Une it�eration chaotique croissante approch�ee sup�erieurement est
alors d�e�nie par :

�0 = (?; : : : ;?)

�k+1
i = �k

i if i =2 Ok ouFi(f�m j m 2 Mg) v �k
i

�k+1
i = �k

i if i =2 Ok

�k+1
i = �k

i t Fi(f�m jm 2 Mg) if i 2 Ok �W etFi(f�m jm 2 Mg) 6v �k
i

�k+1
i = �k

i
5Fi(f�m j m 2 Mg) if i 2 W \ Ok etFi(f�m jm 2 Mg) 6v �k

i

Remarque 6-1

Cette d�e�nition nous donne les moyens d'agir sur la vitesse de convergence du calcul, par le
choix d'un bon ensemble de points d'�elargissement et la d�etermination d'un ordre d'it�eration
adapt�e. De plus, si l'op�erateur d'�elargissement n'est pas monotone, alors ces param�etres
vont aussi in
uer sur la pr�ecision du calcul( [Cou78], Remarques 4.1.2.0.7).

6.4.1 Calcul de l'ensemble W des points d'�elargissement

Le calcul de l'ensemble W revient �a trouver un ensemble minimal de sommet de D tel que
chaque circuit de D passe par un de ces sommets. Ce probl�eme se r�eduit au probl�eme du
minimum feedback vertex set [GJ79], qui est un probl�eme NP-complet. Nous devons donc
nous restreindre �a trouver des solutions approch�ees pour pouvoir rester dans le cas de graphes
de d�ependance quelconques.

Chaque circuit du graphe est n�ecessairement contenu dans une composante fortement con-
nexe, donc il y aura au minimum autant de points d'�elargissement que de composantes
fortements connexes. L'id�ee de base est alors de d�ecomposer M en composantes forte-
ments connexes et de choisir dans chaque composante fortement connexe un sommet qui
sera son point d'�elargissement. Mais cette m�ethode ne nous donne pas forc�ement un ensem-
ble su�sant de points d'�elargissement; en e�et, certains circuits d'une composante fortement
connexe peuvent ne pas passer par le point d'�elargissement choisi. Dans l'exemple 6.4, le
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1 2

3

Figure 6.4: Points d'�elargissement

sommet 3 n'est pas su�sant comme point d'�elargissement, puisque le circuit (1 2) ne passe
pas par 3.

Nous pouvons alors continuer la d�ecomposition en composantes fortements connexes, en d�e-
connectant chaque composante fortement connexe d�ej�a obtenue. Il su�t pour cela d'ôter le
sommet choisi comme point d'�elargissement de chaque composante, et d'appliquer de nou-
veau l'algorithme de d�ecomposition r�ecursivement sur chaque composante jusqu'�a ce que la
d�ecomposition ne donne plus que des sommets simples. A chaque �etape de la d�ecomposition,
de nouveaux points d'�elargissement sont choisis et ôt�ees des composantes.

Cet algorithme correspond �a celui propos�e dans [Bou92]; il permet de d�eterminer un ensemble
admissible de points d'�elargissement dans un temps au pire quadratique par rapport au
nombre de sommets du graphe.

Cette d�ecomposition r�ecursive permet d'assurer que chaque circuit du graphe passe bien
par un point d'�elargissement et nous fournit donc un ensemble admissible de points
d'�elargissements. La qualit�e de cet ensemble (et son cardinal) d�epend alors du choix qui est
fait �a chaque �etape d'un sommet dans une composante. Comme le probl�eme de l'optimalit�e
de cet ensemble est NP-complet, on peut suspecter qu'un algorithme permettant un choix
optimal de point d'�elargissement dans une composante est lui-même exponentiel.

Nous pouvons alors d�ecider de choisir arbitrairement un sommet dans la composante, ou alors
de choisir un sommet particulier. Un bon candidat semble alors être le point d'entr�ee de la
composante lors d'un parcours en profondeur d'abord. En e�et, comme le montre [Bou92],
le choix de ce sommet comme point d'�elargissement pour la composante permet de trier
les sommets du graphe suivant un ordre permettant d'assurer que toute �equation qui ne
correspond pas �a un point d'�elargissement sera appliqu�ee apr�es les �equations dont elle d�epend.

L'algorithme est bas�e sur la solution de Tarjan [Tar83] pour le calcul de la partition d'un
graphe en composantes fortements connexes. La description qui en est donn�ee en �gure 6.5
est tir�ee de [Bou92, p.43]. Cet algorithme utilise les variables globales suivantes :

� DFN :M! IN est un tableau qui associe �a chaque sommet son num�ero en profondeur
d'abord

� Numero : integer permet la num�erotation du sommet en cours d'exploration
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� m0 2 M est le sommet initial du graphe

L'appel initial �a cet algorithme est par la fonction Partition.

Nous donnons un exemple de d�ecomposition d'un graphe donn�e suivant cet algorithme.

Exemple 6-3

La d�ecomposition en composantes fortements connexes du graphe de la �gure 6.6 donne le
r�esultat suivant :

0 (1 (2 6 7))(3 (4)) (5)

La notation (: : : ) correspond �a une composante fortement connexe; chaque sommet soulign�e
est le point d'entr�ee d'une composante, l'ensemble des sommets soulign�es correspond donc �a
un ensemble admissible de points d'�elargissement.

Remarque 6-2

L'ensemble minimal de points d'�elargissement est l'ensemble f2 4g dans cet exemple.

Tri topologique

Un avantage de cet algorithme est le tri des sommets du graphe selon un ordre
topologique [Bou92]; si on note <t l'ordre sur les sommets fournis par l'algorithme et W
l'ensemble des point d'�elargissements choisis, alors :

8i; j 2 [1 : : : j M j]; mi �!T mj ^ mj 62 W ) mi <t mj

Ce tri permet d'obtenir un calcul e�cace des �equations :
pour toute �equation �mj

= Fmj
(f�m j m 2 Mg) telle que 9(mi; mj) 2 T (�mj

d�epend de
�mi

), si mj 62 W , alors mi sera calcul�e avant mj .

6.4.2 Strat�egie d'it�eration des calculs

La d�ecomposition en composantes fortements connexes nous donne un ordre avec lequel ef-
fectuer les calculs, puisque elle trie les sommets et composantes suivant un ordre topologique.
Il reste n�eanmoins �a d�eterminer une strat�egie de calculs pour la stabilisation de chaque com-
posante. Nous distinguons deux strat�egies :

Strat�egie it�erative
La strat�egie it�erative consiste �a essayer de stabiliser la composante globalement, sans
consid�eration de ces sous composantes, pour n'en retenir que l'ensemble des points
d'�elargissements calcul�es. L'ordre des it�eration est alors :

0 (1 2 6 7)�(3 4 )� 5

o�u la notation � signi�e qu'il faut it�erer le calcul dans la composante fortement connexe
jusqu'�a stabilisation.
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function Partition
foreach m 2 M do DFN[m] := 0
Numero := 0
P := empty
Visit(m0,P)

endfunc

function Composante(m : sommet)
var

m1 : sommet
P : partition

P := empty
foreach (m;m1) 2 T do

if DFN[m1] = 0 then Visit(m1,P)

return (m^ P)
endfunc

function Visit(m : sommet, P : partition)
var

Numero,min,head : integer
loop : boolean
m1,m2 : sommet

push(m)
head := DFN[S] := ++Numero
Loop := false
foreach (m;m1) 2 T do

if DFN[m1] = 0 then min := Visit(m1,P)
else min := DFN[m1]

if min � head then

head := min
loop := true

�

if head = DFN[m] then
DFN[m] := +1
pop(m2)
if loop then

while m 6= m2 do
DFN[m2] := 0
pop(m2)

od

P := Composante(m)^ P
else

P := m^ P

endfunc

Figure 6.5: Algorithme des sous composantes fortement connexes
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6

3

0 1 2

5

4

7

Figure 6.6: Exemple de calcul de composantes fortements connexes

Strat�egie r�ecursive

La strat�egie r�ecursive consiste �a donner la priorit�e �a la stabilisation des composante
fortement connexe les plus internes. Si nous consid�erons l'exemple 6-3, cette strat�egie
correspond �a l'expression suivante :

0 (1 (2 6 7)�)�(3 (4)� )� 5

Dans chacun des ces ordres, nous utilisons l'ordre topologique <t sur les sommets comme
ordre d'it�eration �a l'int�erieur de chaque composante. Nous pr�esentons en �gure 6.7 un
algorithme d'it�eration des �equations du syst�eme, qui utilise la strat�egie r�ecursive. Dans cet
algorithme, nous utilisons certaines variables dont la signi�cation est la suivante :

� W � 2M est l'ensemble des points d'�elargissements

� l'ordre Ot est l'ordre d'it�eration obtenu par application de l'algorithme de d�ecomposi-
tion

� la fonction CFC : M ! 2M associe �a un sommet la composante fortement connexe
dont elle est la tête dans la d�ecomposition du graphe que nous avons calcul�ee

� Stable � 2M est l'ensemble des sommets marqu�es stable.

� �m et �0m repr�esentent respectivement le contexte courant et le contexte en cours de
calcul d'un sommet m. Ces contexte sont initialement vides, �a l'exception de �0m du
sommet initial

6.5 Conclusion

Nous avons pr�esent�e une repr�esentation symbolique de mod�ele bas�ees sur des poly�edres con-
vexes. Cette m�ethode de repr�esentation, qui permet de d�ecrire des contraintes sur les vari-
ables d'un programme et aussi des relations entre ces variables, est couramment utilis�e
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procedure Stabilise(C : ensemble de sommets)

while C n Stable 6= ; do

Soit m 2 C n Stable tel que m est minimal dans C n Stable pour l'ordre Ot

Stable := Stable[ fmg
if �0

m 6v �m then { { Le nouveau contexte n'est pas inclus dans le pr�ec�edent
if m 2 W then

�m := �m5�0
m

else
�m := �m t �0

m

�
{ { propagation du nouveau contexte
foreach t = (m;m2) 2 T do

if Ft(�m) 6= ? then

�0
m2

:= �0
m2

t Ft(�m)
Stable := Stable n fm2g

�

od
�

�0
m := ?
{ { Stabilisation de la sous composante contenant m
if m est la tête d'une sous composante de C then

Stabilise(CFC(m)-fmg)
�

od

Figure 6.7: Algorithme de stabilisation
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pour l'analyse s�emantique de programmes imp�eratifs. Nous allons dans le chapitre suivant
l'adapter �a l'analyse de programmes d�ecrits par notre mod�ele R�eseau de Petri.

Pour appliquer ces m�ethodes, nous devons être capable de calculer des points �xes. Comme
le treillis des poly�edres est un treillis de hauteur in�nie, ces points �xes peuvent ne pas
converger. Nous avons pr�esent�e des techniques g�en�erales qui permettent de forcer et acc�el�erer
cette convergence et d'am�eliorer la pr�ecision du calcul. L'utilisation de ces techniques peut
être �etendu �a des mod�eles dont l'espace d'�etats est partitionn�e par le contrôle. Le calcul de
point �xe est alors donn�e par un syst�eme d'�equations. Il reste alors �a d�eterminer quelles
sont les �equations �a modi�er, par introduction d'un op�erateur �elargissement, pour forcer la
convergence du calcul.

Pour cela, nous utilisons un algorithme, qui �a partir du graphe de d�ependance des �equations,
est capable de d�ecouper ce graphe en composantes fortements connexes et de fournir un
ensemble admissible de points d'�elargissement. Même si cet ensemble n'est pas optimal,
les r�esultats exp�erimentaux sont satisfaisants. Cet algorithme nous fournit d'autre part un
ordre sur les �equations qui respectent la relation de d�ependance entre �equations du syst�eme.
La combinaison de cet ordre et de la d�ecomposition du graphe nous permet d'am�eliorer
signi�cativement les performances de l'algorithme de stabilisation.



Chapitre 7

Application des poly�edres

Nous pr�esentons dans ce chapitre une application que nous faisons des poly�edres. Il s'agit de
l'analyse en avant, pour des programmes d�ecrits par des R�eseaux de Petri, tels qu'ils ont �et�e
pr�esent�es au chapitre 1. Nous d�e�nissons d'abord la m�ethode de construction d'un syst�eme
d'�equations et de leur graphe de d�ependance �a partir d'un r�eseau. Puis nous pr�esentons
quelques optimisations li�ees �a l'utilisation de l'�elargissement pour ce genre de mod�eles. Nous
donnons en�n deux exemples d'application de ce syst�eme d'analyse approch�ee en avant.

7.1 Analyse d'un automate interpr�et�e

La construction d'un syst�eme d'�equations et de son graphe de d�ependance correspond �a la
construction d'un automate interpr�et�e tel que nous l'avons d�e�ni au chapitre 1.

Si nous consid�erons un automate interpr�et�e C = (M; T ; init), l'analyse en avant consiste
alors �a collecter en chaque marquage m 2 M l'ensemble des valuations que peuvent prendre
les variables. Pour repr�esenter la collection des valuations d'un marquage m, nous util-
isons un poly�edre, qui correspond �a l'enveloppe convexe de cette collection. Par cons�equent,
l'utilisation de poly�edres pour la repr�esentation de ces ensembles constitue une premi�ere
approximation.

Le calcul du contexte d'un marquage m est donn�e par l'�equation associ�ee �a ce marquage :

�m =
F

(m1;m;
;�)2T

f�(�m1
u 
)g

Remarque 7-1
L'op�eration t de cette formule correspond au calcul de l'enveloppe convexe des poly�edres.
Par cons�equent, ce calcul des contextes constitue une approximation sup�erieure.

La relation de transition de cet automate est bâtie sur la relation de transition entre mar-
quages que nous avons d�e�nie au chapitre 1. La construction de l'automate correspond donc
�a une exploration du graphe de marquages et m�emorisation des marquages et transitions

137



138 Chapitre 7. Application des poly�edres

21
x := 0

x < 0

30
x+ +x � 0

Figure 7.1: Exemple de transition inaccessible

rencontr�es. Nous d�etaillerons certaines techniques pour la mise en �uvre de cette g�en�eration
dans la partie Mise en �uvre de ce chapitre.

Dans la suite, nous continuerons �a parler de graphe de d�ependance et de syst�eme d'�equations
lors de la description de la construction et analyse de cet automate interpr�et�e.

7.1.1 Analyse du graphe de d�ependance

Chaque it�eration du syst�eme d'�equations correspond �a un parcours du graphe de d�ependance,
suivant un ordre d'it�eration �x�e. Nous avons vu un algorithme permettant de �xer un tel
ordre ; cet algorithme n�ecessite de connâ�tre a priori tout le graphe de d�ependance, c'est �a dire
d'explorer la relation de transition �!m sur les marquages sans tenir compte des contextes.
Or pendant l'analyse, certaines transitions et donc certaines branches de ce graphe peuvent
se r�ev�eler mortes (gardes infranchissables).

La prise en compte de ces transitions peut diminuer consid�erablement les performances de
l'algorithme de d�ecomposition du graphe. Ce probl�eme peut avoir des cons�equences gênantes
s'il n'est par exemple pas possible de g�en�erer le graphe entier, alors qu'un graphe �elagu�e de
ses branches mortes serait tout �a fait acceptable. De plus, ces branches mortes peuvent
provoquer le choix de points d'�elargissement inutiles, par rapport aux sommets accessibles
du graphe de d�ependance. Un exemple simple d'un tel probl�eme est illustr�e par la �gure 7.1.
Dans cet exemple, la transition entre les sommets 3 et 2 est infranchissable ; si l'algorithme
de d�ecomposition est appliqu�e en prenant en compte cette transition, le sommet 2 sera
inutilement pris comme point d'�elargissement suppl�ementaire.

En�n, cette exploration a priori du graphe de d�ependance est dissoci�ee du processus de r�eso-
lution du syst�eme d'�equations, puisque cette exploration se fait sans consid�erer les r�esultats
des �equations. Il parait int�eressant de combiner la d�ecomposition du graphe de d�ependance
avec les it�erations de r�esolution du syst�eme d'�equations, puisque ces deux calculs font appel
�a des algorithmes similaires de parcours de graphe.

7.1.2 D�ecomposition �a la vol�ee du graphe de d�ependance

Cette m�ethode consiste en une g�en�eration et une d�ecomposition du graphe de d�ependance
au fur et �a mesure des it�erations de r�esolution du syst�eme d'�equations. Chaque it�eration est
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alors r�ealis�ee lors d'un parcours en profondeur d'abord des sommets du graphe de d�ependance.
Si le r�esultat du calcul d'un contexte �m est vide, alors l'exploration n'est pas poursuivie
pour les transitions de �!m issues de m. Ceci permet d'�eviter l'exploration et g�en�eration
de branches mortes. Par contre, lors d'it�erations ult�erieures, des branches jusque l�a mortes
et donc non explor�ees peuvent devenir actives (une garde devient franchissable).

Le calcul des points d'�elargissement et d'un ordre d'it�eration devient plus di�cile; nous
ne pouvons plus appliquer des algorithmes prenant en compte le graphe de d�ependance
dans sa totalit�e comme l'algorithme 6.5. Une possibilit�e est alors de calculer les points
d'�elargissement dynamiquement, en utilisant par exemple l'algorithme de d�ecomposition d'un
graphe en sous composantes fortements connexes de Tarjan [Tar83]. Cet algorithme permet
d'ajouter des sommets et des transitions �a un graphe dont une d�ecomposition est d�ej�a connue
et de recalculer la nouvelle d�ecomposition en temps O(j T j log j M j), �a comparer avec la
complexit�e en O(j M j2) de l'algorithme 6.5. Malheureusement, ceci ne permet pas d'obtenir
un ensemble admissible de points d'�elargissement( [Bou92, p.46]).

Une autre possibilit�e est un algorithme de d�etection des arêtes arri�ere, qui nous fournit
les sommets m tel qu'il existe au moins une transition (m0; m) 2 T et il existe un chemin
menant dem �am0 (m0 est un descendant dem lors du parcours en profondeur d'abord). Cette
m�ethode permet d'obtenir un ensemble admissible de points d'�elargissement, lors d'un simple
parcours en profondeur d'abord. Malheureusement, elle ne fournit pas d'ordre satisfaisant
sur les sommets, puisqu'elle d�epend de l'ordre d'exploration en profondeur d'abord qui est
arbitraire.

Une derni�ere id�ee est d'essayer de guider cette exploration en profondeur d'abord, en tirant
parti de la connaissance que nous avons du r�eseau de Petri qui d�etermine le graphe de
marquages, et en particularit�e de la d�ecomposition en unit�es de ce r�eseau. Pour exploiter
cette d�ecomposition, nous pourrions appliquer l'algorithme 6.5 pour calculer un ordre
d'it�erations et une d�ecomposition ainsi qu'un ensemble de points d'�elargissement locaux
�a chaque unit�e. Comme chaque circuit du graphe de d�ependance contient au moins un
circuit d'une unit�e, nous pouvons d�eduire un point d'�elargissement dans le graphe �a partir
des points d'�elargissement locaux. De même, il semble possible de d�e�nir un ordre global
d'it�eration acceptable, �a partir des ordres locaux.

N�eanmoins, nous nous en tiendrons �a l'algorithme 6.5 sur le graphe de d�ependance global,
en raison des avantages d�ej�a cit�es, mais aussi pour son bon rapport facilit�e de mise en
�uvre/avantages o�erts. De plus, même si certaines branches sont g�en�er�ees (et �eventuelle-
ment certains points d'�elargissement inutilement ajout�es), ces branches mortes ne seront pas
explor�ees durant la stabilisation du syst�eme d'�equations.

7.2 Strat�egie d'�elargissement

Nous avons donn�e une m�ethode de calcul d'un ensemble admissible de points d'�elargissements
et d'un ordre d'it�erations. Cette m�ethode de calcul permet de tenir compte de la structure
du graphe. Associer un ordre d'it�erations appropri�e avec un ensemble su�sant de points



140 Chapitre 7. Application des poly�edres

x := 0
0 21

x � 3! x+ +

Figure 7.2: Exemple d'analyse

d'�elargissement permet de diminuer sensiblement le nombre d'�elargissements e�ectu�es durant
le calcul. Comme l'op�erateur d'�elargissement que nous allons utiliser pour les poly�edres n'est
pas monotone, ces optimisations in
uent aussi sur la pr�ecision des calculs.

Nous pouvons encore essayer d'am�eliorer cette pr�ecision. En e�et, la pr�ecision du r�esultat
d'un �elargissement va d�ependre de la pr�ecision de d�e�nition de ses op�erandes. Une possibilit�e
pour am�eliorer la d�e�nition de ces op�erandes est de retarder l'�elargissement, comme le montre
l'exemple 7-1

Exemple 7-1

Consid�erons le graphe de la �gure 7.2. Si nous calculons les contextes en consid�erant le
sommet 1 comme point d'�elargissement, nous avons comme syst�eme d'�equations :

�0 = f?g

�k+1
1 = �k

1
5(�k

0[0=x]t (�k
1 u fx � 3g[x+ 1=x])

�k+1
2 = �k

1

Conditions initiales

�0
0 = �0

1 = �0
2 = ?

1�ere it�eration

�1
1 = ?5(�0

0[0=x]t (�0
2 u fx � 3g)[x+ 1=x])

= ?5fx = 0g

= fx = 0g

�1
2 = fx = 0g

2�eme it�eration

�2
1 = �1

1
5(�0

0[0=x]t (�1
2 u fx � 3g)[x+ 1=x])

= fx = 0g5f0 � x � 1g

= f0 � xg

�2
2 = �2

1

Le calcul se termine donc avec f0 � xg comme contexte du sommet 1 alors qu'un calcul sans
�elargissement nous donne �1 = f0 � x � 4g.
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Pour am�eliorer ces r�esultats, nous proposons deux solutions :

Commencer les �elargissements apr�es un nombre k d'it�erations
Plus le nombre k sera grand, plus on peut s'attendre �a ce que le calcul tende vers les r�e-
sultats qui seraient obtenus sans �elargissement. Cette m�ethode s'applique globalement,
pour tous les points d'�elargissement. N�eanmoins, le choix de k est compl�etement arbi-
traire, puisque nous ne disposons pas a priori d'informations sur le nombre d'it�erations
n�ecessaires pour assurer que certains contextes soient non vides. La vitesse de conver-
gence des calculs sera d'autant plus basse que k est grand. Il s'agit donc d'un classique
compromis entre vitesse et pr�ecision des calculs. En pratique, nous laisserons la libert�e
�a l'utilisateur de �xer la valeur de k, qui sera prise par d�efaut �a 0.

Elargissement limit�e
Une autre solution est de limiter l'�elargissement par rapport aux gardes des transitions
permettant d'arriver �a un point d'�elargissement. En e�et, ces gardes d�e�nissent les con-
ditions d'acc�es �a ce point et donc les valeurs que peuvent contenir son contexte. Dans
l'exemple pr�ec�edent, ceci consisterait �a limiter le premier �elargissement �a x � 4 (garde
x � 3 sur laquelle est appliqu�ee l'a�ectation x + +). Il ne faut cependant pas limiter
aveugl�ement l'�elargissement, sous peine d'empêcher �eventuellement la convergence du
calcul.

Pour mettre en �uvre la deuxi�eme solution, nous utiliserons une version sp�ecialis�ee de
l'op�erateur d'�elargissement : l'op�erateur d'�elargissement limit�e5C propos�e par Nicolas Halb-
wachs.

D�e�nition 7.2-1 (Elargissement limit�e)
Soit P et Q deux poly�edres, soit C un ensemble de contraintes, soit Cs � C l'ensemble des
contraintes de C v�eri��ees par P et Q. Alors l'�elargissement limit�e est tel que :

(P5CQ) = (P5Q) u Cs

Lors d'un �elargissement limit�e P5CQ, si P et Q v�eri�ent une même contrainte c de C, alors
nous contraignons le poly�edre P5CQ �a respecter c.

Exemple 7-2
Si nous rempla�cons dans l'exemple 7-1 la ligne

�k+1
1 = �k

1
5�k

0[0=x]t (�k
1 u fx � 3g[x+ 1=x]

par

�k+1
1 = �k

1
5C1

�k
0[0=x]t (�k

1 u fx � 3g[x+ 1=x]

avec C1 = fx � 4g alors les r�esultats deviennent :

�2
1 = f0 � x � 4g

qui dans ce cas est le même r�esultat que le calcul obtenu sans �elargissement.
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2 3

0

1

x := 0

y := 0

x+ +

x � 0 x � 1! y ++

x+ +

Figure 7.3: Exemple d'analyse

7.2.1 Collection de contraintes de limitation

Nous avons montr�e comment la collection des gardes des transitions arrivant �a un point
d'�elargissement peut s'associer avec l'utilisation d'un op�erateur d'�elargissement limit�e, pour
am�eliorer la pr�ecision des r�esultats.

N�eanmoins, ce syst�eme n'est pas su�sant, comme le montre l'exemple 7-3.

Exemple 7-3

Consid�erons l'automate �etendu de la �gure 7.3.

Suivant la strat�egie d'�elargissement utilis�ee, nous obtenons les r�esultats d'analyse suivants :

Elargissement normal (k = 0)

�1 = f0 � yg

�2 = fx � 0; 0 � yg

�3 = f1 � x; 1 � yg

Elargissement retard�e (k � 2)

�1 = fx � y + 1; 0 � yg

�2 = fx � 0; 0 � yg

�3 = f1 � x � yg

Elargissement limit�e
Ensemble de limitation pour le sommet 1 :

C = ;

donc nous obtenons les mêmes r�esultats que pour l'�elargissement normal :

�1 = f0 � yg
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�2 = fx � 0; 0 � yg

�3 = f1 � x; 1 � yg

La di��erence entre l'�elargissement normal et l'�elargissement retard�e vient de la premi�ere
it�eration, o�u un �elargissement a lieu alors que le contexte �3 est encore vide. Par cons�equent,
la relation qui s'�etablit entre x et y lors du parcours du cycle (1 3 1) n'est pas encore �etablie,
et l'�elargissement envoie x �a l'in�ni.

L'�elargissement limit�e n'a lui rien chang�e au r�esultat, puisque son ensemble de limitation est
vide.

Sur cet exemple, nous voyons que si l'�elargissement retard�e a permis d'am�eliorer les r�esultats,
l'�elargissement limit�e n'a rien chang�e, car les gardes limitant l'acc�es au sommet 3 �etaient hors
de port�ee. Pour pouvoir traiter de mani�ere plus pr�ecise ce genre d'exemples, nous voulons
g�en�eraliser l'id�ee de collecter des contraintes de limitation aux points d'�elargissement. Une
extension est alors de propager ces contraintes jusqu'aux points d'�elargissements.

Cette propagation de contraintes repose sur les principes suivantes :

Initialisation
A chaque marquage m, nous associons un ensemble de contraintes Cm, initialement
vide.

Propagation

Lors d'une premi�ere exploration d'un marquage (�m = ;) ou si son ensemble de con-
traintes est non vide (Cm 6= ;), l'ensemble des contraintes Cm est propag�e aux suc-
cesseurs de m : pour chaque transition (m;m2; 
; �), nous accumulons dans Cm2

les
contraintes de Cm \ 
 transform�ees par �.

M�emorisation
Si le marquage en cours de traitement est un point d'�elargissement, alors nous calculons
le sous ensemble de Cm des contraintes qui satisfont �m. Ce sous ensemble devient le
nouveau Cm. Si m n'est pas un point d'�elargissement, alors l'ensemble Cm est vid�e �a
la �n du traitement de m. Cette remise �a z�ero permet d'une part d'�eviter le stockage
d'ensembles de contraintes dans un marquage qui ne l'utilise pas, mais aussi de d�etecter
quand de nouvelles contraintes de limitation sont g�en�er�ees (une branche jusque l�a morte
devient franchissable et propage ses contraintes).

Utilisation
Si le marquage m est un point d'�elargissement, alors l'ensemble Cm est utilis�e pour
limiter l'�elargissement.

Remarque 7-2

L'ensemble Cm est bien un ensemble de contraintes et n'est pas forc�ement un poly�edre. En
particulier, il peut contenir des contraintes redondantes, mais aussi des contraintes incom-
patibles.
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Contraintes de limitation globales

Nous pouvons compl�eter les ensembles de contraintes de limitation avec des contraintes
d�etermin�ees a priori. En particulier, nous pouvons fournir des bornes sur certaines variables,
de mani�ere �a \sugg�erer" �a l'op�erateur d'�elargissement de ne pas les d�epasser. Ces limitations
globales pourraient être, dans le cas de protocoles, un nombre de messages maximum dans
un bu�er, un intervalle de variation pour le contenu d'un message,: : : . Nous pouvons même
envisager d'introduire dans cet ensemble certaines relations lin�eaires que nous pensons devoir
être satisfaites par le programme.

Cet ensemble de limitation global est alors introduit �a chaque point d'�elargissement, comme
valeur initiale de leur ensemble de limitation local.

Algorithme avec propagation de contraintes

Une version modi��ee de l'algorithme de stabilisation des �equations est donn�ee en �gure 7.4.
Les lignes contenues dans des bô�tes sont les commandes ajout�ees pour permettre la propa-
gation des contraintes.

7.3 Mise en �uvre

Pour une mise en �uvre compl�ete de l'algorithme d'analyse, nous devons d�etailler certains
points plus pr�ecis de la construction du syst�eme d'�equations et du graphe de d�ependance �a
partir du mod�ele R�eseau de Petri.

7.3.1 Graphe de d�ependance

Pour construire et repr�esenter le graphe de d�ependance, nous pouvons consid�erer les solutions
suivantes :

Utilisation des Bdds

Avec les r�esultats des chapitres pr�ec�edents, nous savons comment �a partir d'un R�eseau
de Petri g�en�erer un mod�ele symbolique sous la forme de Bdds. Nous savons �a partir de
ce mod�ele symbolique calculer l'ensemble des �etats accessibles du mod�ele. Il n'est donc
pas tr�es di�cile de modi�er cet algorithme d'exploration pour se limiter �a l'exploration
du graphe de marquages du r�eseau.

M�ethode �enum�erative \classique"

Nous pouvons r�eutiliser directement certaines m�ethodes de repr�esentations du graphe
utilis�ee par un logiciel comme C�sar, qui permet �a partir d'un R�eseau de Petri de
construire le mod�ele correspondant, mais aussi de g�en�erer son graphe de marquages.
La repr�esentation des �etats et des algorithmes optimis�es sont donn�es dans [Gar89],
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procedure Stabilise(C : ensemble de marquages)

while C n Stable 6= ; do
Soit m 2 C n Stable tel que m est minimal dans C n Stable pour l'ordre Ot

Stable := Stable[ fmg

V ide := (�m = ?)

if �0
m 6v �m then
if m 2 W then

if V ide then Cm := fc 2 Cm j c satisfait�mg

�m := �m5Cm�
0
m

else

�m := �m t �0
m

� { { propagation du nouveau contexte
foreach t = (m;m2; 
; �) 2 T do

if 
 u �m 6= ? then

�0
m2

:= �0
m2

t �(�m u 
)
Stable := Stable n fm2g

if Vide ouCm 6= ; then Cm2
:= Cm2

[ �(Cm) [ �(
)

�

od

if m 62 W then Cm := ;

�0
m := ?
{ { Stabilisation de la sous composante contenant m
if m est la tête d'une sous composante de C then

Stabilise(CFC(m) - fmg)
�

�
od

Figure 7.4: Algorithme de stabilisation avec propagation de contraintes
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dont nous pouvons directement nous inspirer pour la construction de notre graphe de
d�ependance.

L'utilisation des Bdds semble attractive, car nous avons d�ej�a d�e�ni les m�ethodes et algo-
rithmes n�ecessaires pour la repr�esentation des R�eseaux de Petri avec les Bdds. Mais les
algorithmes que nous voulons utiliser pour l'analyse en avant (d�ecomposition du graphe,
algorithme de stabilisation) sont tous bas�es sur une exploration sommet par sommet, en
profondeur d'abord, alors que les algorithmes adapt�es au Bdds travaillent sur des ensembles
et donc en largeur d'abord.

Nous pourrions tenter de transformer nos algorithmes pour les adapter aux Bdds. Mais
lors de l'analyse en avant, il faut aussi e�ectuer des transformations sur les contextes, qui
sont repr�esent�es par des poly�edres. Pour e�ectuer un calcul sur un ensemble de sommets
du graphe, il faut aussi e�ectuer la transformation associ�ee �a tous les contextes. Or nous
ne savons pas e�ectuer ces transformations directement sur un ensemble de poly�edres, mais
seulement poly�edre par poly�edre. Par cons�equent, nous devons travailler sommet par som-
met.

Nous pourrions alors conserver l'utilisation des Bdds, avec les algorithmes que nous avons
actuellement. Chaque calcul e�ectu�e avec les Bdds se ferait alors sommet par sommet, ce
qui est g�en�eralement ine�cace pour ce mode de repr�esentation, puisque le coût de calcul de
l'image d'un sommet est du même ordre que le coût du calcul de l'image d'un ensemble de
sommets.

En�n, un dernier argument en faveur de la deuxi�eme solution est la taille des graphes de
d�ependance que nous serons amen�e �a traiter. Nous pouvons pr�evoir que les performances
de l'algorithme seront davantage conditionn�ees par les transformations de contextes que par
le calcul des successeurs d'un sommet. Le seul cas o�u la repr�esentation du contrôle est un
facteur limitatif est le cas d'un graphe de d�ependance comprenant une proportion importante
de branches mortes. Dans ce cas, il sera probablement plus int�eressant de mettre en �uvre
un algorithme \�a la vol�ee" (voir chapitres pr�ec�edents) qu'une repr�esentation symbolique.

Par cons�equent, nous avons choisi de repr�esenter le graphe de d�ependance sans utiliser les
Bdds, en nous inspirant de solutions propos�ees dans [Gar89] pour la repr�esentation m�emoire
et les algorithmes de construction.

7.3.2 Repr�esentation des variables

Les types de variables autoris�es dans notre mod�ele sont les types bool�eens et entiers relatifs.
La repr�esentation des entiers relatifs ne pr�esentent pas de probl�emes particuliers, puisque
nous utilisons l'enveloppe convexe d'un ensemble de points pour les repr�esenter. Nous pou-
vons n�eanmoins utiliser le fait que ces variables sont enti�eres, et transformer les in�egalit�es
strictes de la forme

P
aix > b en in�egalit�es de la forme

P
aix � b + pgcd(ai; b), qui sont

v�eri��ees par le même ensemble de points entiers.

La repr�esentation des variables bool�eennes peut se faire ind�ependamment des variables en-
ti�eres; nous aurions donc un contexte bool�een et un contexte entier associ�es �a chaque sommet
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du graphe. Ce contexte bool�een peut alors être repr�esent�e par un Bdd, et les op�erations sur
les variables bool�eennes sont e�ectu�ees par les op�erateurs Bdd �equivalents.

Une autre possibilit�e est de repr�esenter les bool�eens par des variables enti�eres, en associant
�a chaque op�erateur des fonctions sur les entiers. Le probl�eme est alors l'impossibilit�e de
repr�esenter les op�erateurs ^ et _ par des expressions lin�eaires.

Quand la deuxi�eme approche est possible, elle permet d'�etendre aux variables bool�eennes une
caract�eristique int�eressante des poly�edres, celle de permettre la repr�esentation de relations
entre variables.

7.4 R�esultats d'analyse

La mise en �uvre de l'analyse en avant va nous permettre de d�eterminer certaines infor-
mations sur le syst�eme analys�e, en particulier une approximation sup�erieure de l'ensemble
des �etats accessibles. Comme cette analyse se fait sur un syst�eme partitionn�e, nous pou-
vons obtenir des r�esultats plus d�etaill�es. En particulier, nous pouvons nous int�eresser aux
r�esultats suivants :

Contexte local �a un marquage

Le r�esultat le plus imm�ediat est le contexte de chaque marquage. Pour chaque mar-
quage, nous avons une approximation sup�erieure de l'ensemble des valeurs que peuvent
prendre les variables en ce point. Ceci permet en particulier de d�eterminer une ap-
proximation inf�erieure de l'ensemble des marquages inaccessibles (contexte vide)

Contextes d'une transition du r�eseau

Un autre r�esultat int�eressant est le calcul des contextes d'entr�ee et de sortie d'une
transition du r�eseau. En e�et, chaque transition du r�eseau correspond �a un ensemble
d'arcs de C. Soit ft1; t2; : : : ; tng � T l'ensemble des transitions correspondant �a une
transition t du r�eseau; le calcul du contexte d'entr�ee (resp. de sortie) d'une transition
du r�eseau se fait alors en calculant l'union de tous les marquages d'entr�ee (resp. de
sortie) :
Contexte d'entr�ee :

F
ti=(mi;m

0

i);1�i�n

�mi

Contexte de sortie :
F

ti=(mi;m0

i
);1�i�n

�m0

i

Ce calcul pr�esente plusieurs int�erêts :

{ Il permet de d�eterminer les conditions de franchissement d'une transition. En
particulier, elle permet de connâ�tre les transitions infranchissables et donc les
branches mortes du r�eseau.

{ Si la transition est d�ecor�ee par une o�re de la forme \! X", ceci permet de
connâ�tre une approximation du domaine de variation de X .

Approximation sup�erieure de l'ensemble des �etats accessibles
Le calcul de l'union de tous les contextes nous donne une approximation sup�erieure des
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domaines de valeurs que peuvent prendre les variables. Cette approximation sup�erieure
nous permet de caract�eriser l'ensemble des �etats accessibles du mod�ele sous-jacent.
De plus, comme nous utilisons un formalisme relationnel, ceci peut nous permettre
de d�ecouvrir des invariants sous la forme d'expressions lin�eaires sur les variables du
programme.

Le principe de notre syst�eme d'analyse en avant peut être synth�etis�e par la �gure suivante :

R�eseau de Petri

Contextes des

des �etats accessibles
sommets de l'automate

Automate interpr�et�e

Simulation du contrôle

Analyse en avant

places, transitions

Contextes des

Approximation

7.5 Exemples d'applications

Nous allons illustrer les possibilit�es o�ertes par l'analyse en avant sur deux exemples. Les
r�esultats d'analyse que nous pr�esentons ci-apr�es ont �et�e calcul�es par l'outil Magel, qui est
le r�esultat de la mise en �uvre des m�ethodes expos�ees dans ce document. Une pr�esentation
plus compl�ete de Magel est faite dans le chapitre 8.

Exemple 7-4
Cet exemple est un protocole de lecteurs-r�edacteurs. Une ressource commune (disque, m�e-
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moire, : : : ) est partag�ee par un ensemble de lecteurs et de r�edacteurs potentiels. L'�ecriture
et la lecture de cette ressource sont mutuellement exclusifs. De plus, seul un r�edacteur peut
�ecrire �a un moment donn�e. Par contre tous les lecteurs qui le d�esirent peuvent lire en même
temps. La priorit�e est donn�ee aux r�edacteurs sur les lecteurs; toutes les demandes de r�e-
daction sont comptabilis�ees (les r�edacteurs sont en attente) et un lecteur ne peut lire que
quand toutes ces demandes de r�edaction sont satisfaites. Nous donnons une description des
variables utilis�ees dans la mod�elisation de ce protocole :

ECRITURE 2 f0; 1g
ECRITURE = 1 un r�edacteur est en train d'�ecrire, 0 sinon

N LECTEURS 2 [0 : : :M ]
N LECTEURS donne le nombre de lecteurs en cours de lecture

N R DEMANDS 2 [0 : : :N ]
N R DEMANDS donne le nombre de redacteurs en attente d'�ecriture

R�esultats de l'analyse
Les r�esultats suivants correspondent au cas g�en�eral de M lecteurs et N r�edacteurs. Ces
r�esultats sont donn�es par le calcul de l'union de tous les contextes obtenus apr�es analyse;
nous avons alors une approximation sup�erieure de l'ensemble des contextes atteignables.

P =

8>>>>><>>>>>:

N R DEMANDS � 0
N LECTEURS � 0
ECRITURE � 0
N R DEMANDS + ECRITURE � N
N LECTEURS +M � ECRITURE � M

9>>>>>=>>>>>;
La variable ECRITURE ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. Par cons�equent, la derni�ere
contrainte de cet invariant montre que la variable N LECTEURS peut prendre une valeur
entre 0 et M si et seulement si ECRITURE est �egal �a 0. Donc l'exclusion mutuelle est
assur�ee.

Une constatation int�eressante sur cet exemple est le calcul d'informations sur les donn�ees �a
partir du contrôle : la plupart des contraintes de l'invariant n'apparaissent nulle part dans
le programme. En particulier, les relations entre variables exprim�ees par les deux derni�eres
contraintes apparaissent uniquement grâce �a l'analyse, ne sont pas triviales �a d�eterminer, et
montrent l'int�erêt d'utiliser un treillis relationnel pour une analyse s�emantique.

Exemple 7-5

Cet exemple est un moniteur de tâches. Ce moniteur g�ere plusieurs classes de tâches, chaque
classe C r�epond aux caract�eristiques suivantes :

� une classe correspond �a un travail sp�eci�que, dont la dur�ee est �xe pour toutes les
tâches d'une même classe,
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Idle

Task2Task1

t2 = TaskL2 ^O2 � 1 ^ o1 = 0

INT1;O1++

t1 = TaskL1 ^ O1 > 1!
O1 � �; l1 := 0

l1 = TaskL1 ^ O1 � 1!

O1 ��; l1 := 0

! O2 � �; l2 := 0

INT2;O2 := 1

O2 ��; l2 := 0
l2 = TaskL2 ^O2 � 2!

l2 = TaskL2 ^O2 � 1 ^ o1 � 1 INT1;O1+ +

INT2;O2 ++

! O2 ��; l2 := 0INT2;O2 := 1INT1;O1 := 1

Figure 7.5: Moniteur de tâches

� �a chaque classe est associ�ee une interruption particuli�ere, ces interruptions sont g�en�er�ees
�a des intervalles de temps dont la dur�ee minimale est constante

A chaque classe C, nous associons un couple de valeurs (TaskLC ; IntLC) qui donnent re-
spectivement la dur�ee de la tâche et l'intervalle INTC entre deux interruptions. En�n, un
ordre est d�e�ni entre les classes : une classe d'ordre n a priorit�e sur toute classe d'ordre
strictement inf�erieur �a n. Son interruption est prioritaire et peut interrompre l'ex�ecution
d'une tâche de classe inf�erieure.

Pour comptabiliser le nombre de tâches en attente, nous associons �a chaque classe C une vari-
able OC . Chaque nouvelle interruption va incr�ementer cette variable, chaque tâche termin�ee
va la d�ecr�ementer.

La �gure 7.5 pr�esente l'automate d'un moniteur de deux classes de tâches, pour lequel les
tâches de classe 2 sont prioritaires.

Nous associons �a ce moniteur un g�en�erateur d'interruptions qui se chargera de produire
les interruptions de chaque classe selon les intervalles de temps �x�es. Pour mod�eliser la
progression du temps, nous utilisons une variable TC pour chaque classe C. Toutes les
variables TC progressent de fa�con synchrone. TC est remise �a z�ero lors de la g�en�eration
d'une interruption de la classe C.

Le g�en�erateur d'interruptions est mod�elis�e par la �gure 7.6.

Nous voulons v�eri�er que si l'intervalle entre deux interruptions de la classe 2 est plus grand
que la dur�ee d'ex�ecution de la tâche de la classe 2 (IntL2 > TaskL2), alors il n'y a jamais
de tâche de la classe 2 en attente (0 � O2 � 1).
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t2 := 0; INT2

t2 � IntL2 !t1 � IntL1 !

t1 := 0; INT1

Ints

T2 ++
T1 ++

Figure 7.6: G�en�erateur d'interruptions

Une remarque importante est que les variables du g�en�erateur d'interruptions ne sont pas
born�ees, une analyse sans extrapolations ne peut pas terminer.

Nous avons �ecrit cet exemple sous la forme d'un programme Lotos, puis nous avons utilis�e
le compilateur C�sar pour produire un R�eseau de Petri interpr�et�e sur lequel nous avons
appliqu�e l'outil Magel. Nous avons essay�e l'exemple pour diverses combinaisons des valeurs
TaskLC et IntLC . Parmi ces combinaisons, nous nous int�eressons �a celle v�eri�ant (IntL2 >
TaskL2).

L'invariant global obtenu s'av�ere inint�eressant, puisque nous obtenons Qn comme r�esultat
de l'analyse. Pour pouvoir obtenir des r�esultats signi�catifs, nous allons nous int�eresser
aux informations calcul�ees pour chaque transition du r�eseau. En e�et, la seule a�ectation
capable de faire crô�tre la valeur de O2 est li�ee �a l'interruption INT2. Nous pouvons donc
particulariser l'analyse en rep�erant dans le R�eseau de Petri les transitions correspondant �a
l'action INT2. Nous pouvons trouver trois transitions de ce type, deux correspondent �a une
premi�ere interruption INT2 et se contentent d'initialiser O2 �a 1. Pour la troisi�eme transition
que nous notons t et qui correspond �a l'incr�ementation de O2, nous obtenons les r�esultats
suivants :

Marquages sources

P =

8>>>>>>><>>>>>>>:

0 � l1
0 � l2 � TaskL2

0 � l1 � TaskL1

t2 = l2
0 � O1

O2 = 1

9>>>>>>>=>>>>>>>;
Marquages cibles

P 0 = ;

Ces r�esultats montrent que :

� quand nous arrivons �a cette transition, nous avons O2 = 1
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� le franchissement de cette transition n'a jamais �et�e autoris�e, puisque le contexte des
marquages successeurs est vide.

Si nous examinons plus attentivement le r�eseau construit, nous pouvons voir que cette
transition a �et�e augment�ee de la garde t2 � IntL2 lors de la composition du moniteur
et du g�en�erateur d'interruptions. Or le contexte des marquages sources nous indique que
0 � t2 � TaskL2. Comme nous avons pris comme hypoth�ese que TasKL2 < IntL2 alors la
garde t2 � IntL2 ne peut pas être satisfaite.

7.6 Conclusion

Nous avons pr�esent�e la construction d'un mod�ele bas�e sur les poly�edres, �a partir de notre
mod�ele R�eseau de Petri. Ce mod�ele peut être consid�er�e comme semi symbolique, puisque le
contrôle y est repr�esent�e explicitement, et les donn�ees symboliquement.

L'utilisation de ce mod�ele est particuli�erement int�eressante dans le cadre d'algorithmes
d'analyse, qui vont permettre de d�eterminer certaines propri�et�es globales ou locales �a cer-
tains points de contrôle. En particulier, l'analyse en avant nous permet de calculer des
approximations sup�erieures d'invariants du programme. Ceci rentre donc dans le cadre de
la v�eri�cation partielle de propri�et�es; si nous exprimons certaines propri�et�es en terme de
contraintes lin�eaires sur les variables du programme, nous pourrons d�emontrer la validit�e
d'une propri�et�e (si le poly�edre correspondant est contenu dans l'approximation sup�erieure
d'un invariant), mais pas son invalidit�e.



Chapitre 8

Mise en �uvre

Nous d�ecrivons maintenant l'ensemble des applications qui ont �et�e r�ealis�ees et le contexte
dans lequel elles sont venues s'int�egrer. Cette mise en �uvre a �et�e e�ectu�ee en deux volets
distincts, mais pr�esentant de larges parties communes. Le premier volet concerne l'outil
Magel, qui permet la minimisation, comparaison ou analyse de programmes Lotos via le
R�eseau de Petri construit par C�sar. Le deuxi�eme volet concerne l'int�egration de certaines
parties de Magel dans l'outil de v�eri�cation Ald�ebaran.

Nous commen�cons par pr�esenter l'architecture et les choix de conception faits pour l'outil
Magel. Nous pr�esentons ensuite les modi�cations n�ecessaires �a l'adaptation des biblio-
th�eques aux formalismes d'entr�ee d'Ald�ebaran.

8.1 L'outil Magel

L'outil Magel est un outil de minimisation, de comparaison ou d'analyse de programmes
�a base de processus communicants. Dans sa version actuelle, il est construit de mani�ere
�a recevoir en entr�ee des R�eseaux de Petri produits par le compilateur C�sar �a partir de
sp�eci�cations Lotos.

8.1.1 Architecture

L'outil Magel se divise en deux parties; une partie de g�en�eration de mod�ele minimal r�eal-
is�ee �a l'aide de Bdds, une partie d'analyse s�emantique utilisant comme repr�esentation des
poly�edres. L'architecture globale de Magel est donn�e en �gure 8.1.

8.1.2 D�ecomposition modulaire

Le fonctionnement deMagel repose sur l'utilisation de certaines biblioth�eques de base, dont
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Codage en

Bdds

Stabilisation

Analyse

avec les

poly�edres

d'invariants

Analyse syntaxique

Analyse structurelle du

avec les Bdds

Minimisation

GMM graphe de d�ependance

Mod�ele minimal

des �equations

Approximations sup�erieures

R�eseau de Petri

Simulation du r�eseau

Figure 8.1: L'outil Magel
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nous d�ecrivons les principales. Toutes ces biblioth�eques ont �et�e d�evelopp�ees en C++.

Les deux premi�eres biblioth�eques impl�ementent les formalismes de repr�esentation symbolique
que nous avons consid�er�es :

Biblioth�eque Bdds (7000 lignes) :

Cette biblioth�eque a �et�e initialement con�cue par Christophe Ratel [Rat92]. Elle impl�e-
mente une version de Bdds particuli�eres, les TDGs (Typed Decision Diagrams) [Bil87] :
il s'agit de Bdds dont chaque arc est d�ecor�e par un signe + ou - qui indique
l'interpr�etation (f ou :f) que l'on doit donner �a la sous formule correspondante. Dans
[BM88], il est montr�e comment conserver la canonicit�e d'une telle forme de Bdds. Les
gains en pratique sont en terme de taille de la repr�esentation, les TDGs �etant toujours
de taille inf�erieure ou �egale �a celle des Bdds. D'autre part, la n�egation d'une formule
s'e�ectue en temps constant (par changement du signe au niveau de la racine), alors
que cet op�erateur est lin�eaire dans le cas des Bdds \ordinaires". Dans la suite, nous
continuerons n�eanmoins �a utiliser la notationBdd pour d�esigner les Bdds ou les TDGs.
Pour les besoins de notre impl�ementation, nous avons �etendu cette biblioth�eque avec
quelques op�erateurs et am�elior�e certains op�erateurs cl�es, notamment au niveau de la
gestion m�emoire.

Biblioth�eque poly�edres (11000 lignes):

Pour r�ealiser cette biblioth�eque, nous avons utilis�e une impl�ementation existante d'un
algorithme qui permet le calcul du syst�eme de contraintes minimal d'un poly�edre �a
partir de son syst�eme g�en�erateur (et vice versa). Cet algorithme a �et�e initialement
con�cu par [Che68], puis a ensuite �et�e am�elior�e et impl�ement�e par [Ver92]. C'est
l'impl�ementation de Herv�e Leverge qui est �a la base de notre r�ealisation. L'ensemble de
la biblioth�eque a �et�e con�cue suivant une hi�erarchie de classes C++, impl�ementant tous
les �el�ements n�ecessaires, de vecteur �a poly�edre, en passant par des matrices g�en�eriques,
matrices de contraintes, matrices d'�el�ements g�en�erateurs.

En dehors de l'utilisation de ces biblioth�eques symboliques, nous avons r�ealis�e deux biblio-
th�eque de v�eri�cation et d'analyse, et une biblioth�eque d'analyse syntaxique du R�eseau de
Petri de C�sar. Une id�ee directrice lors de la r�ealisation de ces biblioth�eques a �et�e de les
rendre les plus ind�ependantes possible du mode de repr�esentation symbolique choisi et de
l'outil dans lequel la biblioth�eque s'int�egre.

Biblioth�eque Analyse syntaxique (1000 lignes)

Cette biblioth�eque permet la lecture et l'analyse syntaxique d'un R�eseau de Petri in-
terpr�et�e. Elle est actuellement d�edi�ee �a l'analyse des r�eseaux produits par C�sar. Elle
construit pendant l'analyse un arbre abstrait qui est destin�e �a être utilis�e indi��erem-
ment par le module de minimisation ou le module d'analyse s�emantique.

Biblioth�eque g�en�eration de mod�ele minimal (3000 lignes) :

Cette biblioth�eque r�ecup�ere un mod�ele symbolique au travers d'une interface ind�epen-
dante du mode de repr�esentation choisi. Cette interface d�ecrit un mod�ele abstrait sous
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la forme d'une ensemble de classes C++ qui h�eritent des classes du mode de repr�esen-
tation choisi. Les op�erations n�ecessaires pour la g�en�eration de mod�ele minimal comme
l'intersection, la compl�ementation et le calcul de la fonction pre sur un ensemble d'�etats
sont d�e�nis au travers de cette interface en terme d'op�erations sur la repr�esentation
symbolique choisie. A partir de ce mod�ele abstrait, la biblioth�eque fournit en sortie un
mod�ele minimal au travers de la même interface.

Biblioth�eque Analyse S�emantique (3000 lignes)

Cette biblioth�eque construit �a partir de l'arbre abstrait fourni par la phase d'analyse
syntaxique un ensemble d'�equations et leur graphe de d�ependance. A partir de ce
graphe et ces �equations, un mod�ele abstrait est construit. Comme dans le cas pr�ec�e-
dent, ce mod�ele est d�ecrit par une interface de classes C++ ind�ependante du mode
de repr�esentation symbolique choisi. En�n, ce module d�elivre en sortie les r�esultats
obtenus apr�es r�esolution du syst�eme d'�equations, au travers de la même interface.

N�eanmoins, dans l'�etat actuel de l'outil, cette biblioth�eque reste fortement d�ependante
du formalisme d'entr�ee R�eseau de Petri utilis�e. D'autre part, la seule utilisation qui
en a �et�e faite pour l'instant est li�ee aux poly�edres. Un petit travail d'adaptation et
de mise au point reste n�ecessaire pour passer �a un autre formalisme de repr�esentation
symbolique.

La r�eunion de ces biblioth�eques avec quelques modules utilitaires nous donne l'outil Magel,
qui correspond donc environ �a 30000 lignes de C++.

Chacune de ces biblioth�eques peut être utilis�ee ind�ependamment des autres dans d'autres
applications. C'est le cas en particulier de la biblioth�eque Bdd, dont la version originale est
utilis�ee dans l'outil Lesar [Rat92] et dont la version courante, utilis�ee dans cette applica-
tion, est aussi int�egr�ee �a un prototype de v�eri�cation symbolique de formules CTL �a l'aide
d'abstractions [Loi94], �a un outil de v�eri�cation de propri�et�es sur des automates bool�eens
Bac[Hal94] et dans le compilateur Argos pour la r�esolution de syst�emes d'�equations
bool�eennes [Jou94].

La biblioth�eque poly�edre que nous avons d�evelopp�ee est aussi utilis�ee dans un outil d'analyse
approch�ee de syst�emes hybrides [HPR94].

En�n, les biblioth�eques Bdd et g�en�eration de mod�ele minimal sont partag�ees par les outils
Magel et Ald�ebaran.

Apr�es cette description de l'outil Magel, nous allons nous int�eresser aux R�eseaux de Petri
tels qu'ils sont produits par C�sar, et en particulier aux di��erences existantes entre les
r�eseaux de C�sar et le mod�ele r�eseau que nous avons consid�er�e jusqu'ici.

8.2 les R�eseaux de Petri de C�sar

Les R�eseaux de Petri produits par C�sar pr�esentent un certain nombre de di��erences par
rapport au formalisme R�eseau de Petri pr�esent�e au chapitre 1. Certaines de ces di��erences
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sont li�es �a l'utilisation du langage Lotos comme langage d'entr�ee, d'autres sont des op�era-
teurs ou combinaison d'op�erateurs suppl�ementaires par rapport au mod�ele que nous utilisons.

Nous pr�esentons ici l'ensemble de ces di��erences, et les choix que nous avons faits pour leur
traitement.

8.2.1 Type des variables

Le langage Lotos est �etendu pour sa partie donn�ee par le langage Act-One, qui est un
langage de description de types abstraits alg�ebriques. L'utilisation des types abstraits permet
de d�e�nir des structures de donn�ees comme des listes, des �les, des tableaux. Nous ne
pouvons pas repr�esenter directement ces structures dans les formalismes de repr�esentation
symbolique que nous avons choisis.

Une m�ethode de traitement de ces types abstraits dans le cadre de l'analyse avec les poly�edres
est pr�esent�e dans [Hal79, p. 93]. Il propose d'associer �a un type abstrait une interpr�etation
num�erique permettant d'exprimer chaque objet d'un type T sous la forme d'un ensemble de
valeurs num�eriques et chaque op�eration sous la forme de relations lin�eaires sur ces valeurs
num�eriques. Cette association se fait par la construction d'une fonction d'abstraction � qui
permet de passer du type T �a sa repr�esentation num�erique et d'une fonction de concr�etisation

 qui permet la transformation inverse. En g�en�eral, ces fonctions d�e�nissent une interpr�eta-
tion approch�ee des objets d'un type donn�e. Cette m�ethode est donc di�cilement applicable
�a la g�en�eration de mod�ele minimal, pour laquelle nous voulons rester dans un cadre exact.

Dans la version courante de Magel, nous avons choisi de limiter les types de variable du
mod�ele R�eseau de Petri que nous utilisons aux entiers et aux bool�eens. Tout r�eseau de
C�sar propos�e en entr�ee de Magel contenant d'autres types de donn�ees sera donc rejet�e.
La construction de ces deux fonctions de construction d'une abstraction num�erique d'un type
abstrait restent donc �a la charge de l'utilisateur, ce qui revient dans ce cas �a r�e�ecrire un type
abstrait T comme un ensemble de valeurs num�eriques et �a modi�er les appels aux op�erateurs
de T pour les transformer en expressions lin�eaires sur les variables de type T .

Exemple 8-1

Consid�erons la d�e�nition du type abstrait suivant, qui correspond aux entier modulo 4.
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(* Type entier dont les op�erateurs + et - sont red�efinis modulo 4 *)

type MODULO_4 is NATURAL

opns

_{+}_

_{-}_ : NAT, NAT -> NAT

eqns

forall X, Y : NAT

ofsort NAT

(X + Y) lt 4 => X {+} Y = X + Y;

(X + Y) ge 4 => X {+} Y = X + Y - 4;

X lt Y => X {-} Y = (X + 4) - Y;

X ge Y => X {-} Y = X - Y;

endtype

Dans ce cas, toutes les occurrences dans un programme Lotos de l'op�erateur f+g n�ecessitent
la duplication de la ligne pour tenir compte des deux �equations du f+g : La ligne [X eq Y]

-> Proc(X + 2)] est alors remplac�ee par

([X eq Y] and ((X + 2) lt 4)] -> Proc(X+2)

[]

([X eq Y] and ((X + 2) ge 4)] -> Proc(X-2)

Exemple 8-2

Un ensemble (resp. une pile, une liste, : : : ) peut être approch�e par son cardinal (resp. sa
hauteur, sa longueur,: : : ). Dans le cas d'un ensemble d'entiers, nous pouvons ajouter comme
informations un intervalle le contenant.

8.2.2 "-transitions

Une particularit�e importante des r�eseaux de C�sar est la pr�esence de transitions sp�eciales,
les "-transitions. Ces transitions ont �et�e introduites dans les r�eseaux de C�sar pour faciliter
leur construction, notamment au niveau de la composition de sous r�eseaux. Elle repr�esentent
une �evolution interne au r�eseau, mais ne correspondent �a aucun comportement, observable
ou non, du syst�eme mod�elis�e par le r�eseau; le franchissement de ces transitions ne doit pas
produire d'arc dans le graphe correspondant au r�eseau.

Nous allons distinguer le traitement des "-transitions suivant l'algorithme que nous voulons
utiliser.
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Analyse avec les poly�edres

En ce qui concerne l'analyse approch�ee avec les poly�edres, nous avons choisi d�elib�er�ement
d'ignorer le caract�ere sp�ecial de ces transitions. Les "-transitions seront donc consid�er�ees
comme les autres transitions lors de la g�en�eration du syst�eme d'�equations et du graphe de
d�ependance de ces �equations. Ce choix s'appuie sur les arguments suivants :

� Les "-transitions sont souvent des transitions d�ecor�ees par des a�ectations de variables
ou par des gardes. Ces "-transitions permettent en quelque sorte de factoriser certaines
des modi�cations de contexte qui nous int�eressent lors de l'analyse avec les poly�edres.

� Garder les "-transitions permet de retrouver ais�ement la correspondance entre �etats du
graphe de d�ependance que nous construisons et places dans le r�eseau. Nous voulons
pouvoir appliquer l'analyse �a un niveau local, c'est �a dire au niveau des places et
transitions du r�eseau. Si nous construisons notre graphe de d�ependance en �eliminant
au passage les "-transitions, la correspondance entre des r�esultats d'analyse locaux et
des places du r�eseau devient plus di�cile �a maintenir.

G�en�eration de Mod�ele Minimal avec les Bdds

Comme les "-transitions ne doivent pas apparâ�tre dans le graphe du r�eseau, elles
n'apparaissent pas non plus dans le mod�ele minimal. Une id�ee pour le traitement de ces
"-transitions est d'appliquer une fermeture transitive de la relation " au niveau du graphe
correspondant au r�eseau. Ceci revient �a calculer la relation de transition entre �etats (voir 1
suivant la nouvelle r�egle :

9a 6= "; 9hM ; Ci; hM1 ; C1i
"�
�! hM ; Ci ^ hM ; Ci

G
�! hM2 ; C2i

hM1 ; C1i
G
�! hM2 ; C2i

[E1]

Cette m�ethode s'apparente au calcul d'une forme pr�e normale du syst�eme, qui est utilis�ee lors
du calcul de ra�nement de partition pour l'�equivalence observationnelle ou la bisimulation
��a (voir le chapitre 5).

N�eanmoins, cette fermeture transitive n'est pas correcte du point de vue de la construction
du graphe correspondant au r�eseau. En e�et, le graphe produit par cette m�ethode peut ne
pas être �equivalent pour la bisimulation forte au graphe correspondant au comportement
d�ecrit par le r�eseau, comme le montre l'exemple suivant, issu de [Gar89, p.84] :

Exemple 8-3

Nous consid�erons le syst�eme correspondant �a la composition parall�ele asynchrone de ces deux
processus. L'expression Lotos qui correspond �a ce syst�eme est la suivante :

(G1; stop[](letX : NAT = 0 in G2; stop))jjjG3; stop
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Le r�eseau construit par C�sar pour la mise en parall�ele sans synchronisation de ces deux
processus est donn�e par la �gure suivante.

x := 0

"

"

G3G1

G2

3

654

7

2

1

Si nous appliquons la r�egle E1 pour la g�en�eration du graphe de ce r�eseau, nous obtenons le
r�esultat suivant :

G1

G1

G3

G3

G2

G3G2

G2

G3

D'apr�es la s�emantique de Lotos, l'ex�ecution de l'action G3 n'a pas d'in
uence sur l'ex�ecution
des actions G1 et G2. Or le graphe obtenu avec l'application de la r�egle E1 contient un
chemin o�u apr�es l'ex�ecution de G3, seule l'ex�ecution de G2 est possible. En fait, l'�evolution
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qui correspond �a ce comportement est la suivante :

f1g
"
�! f2; 3g

"
�! f4; 3g

G3�! f4; 7g

A partir du marquage f4; 7g, la seule �evolution possible est par la transition �etiquet�ee G2.

L'ex�ecution d'"-transitions ne doit pas provoquer de di��erence de comportements au niveau
du graphe. En particulier, le franchissement d'une châ�ne d'"-transitions dans le r�eseau n'a
de sens que si elle est imm�ediatement suivie du franchissement d'une transition signi�cative
(�etiquet�ee par � ou par une �etiquette visible).

Cette contrainte a une cons�equence imm�ediate : l'ex�ecution d'une châ�ne d'"-transitions ne
peut être interrompue par aucune autre transition �evoluant de mani�ere asynchrone dans une
autre unit�e. Nous voyons tout de suite qu'elle n'est pas respect�ee dans le cas de l'exemple 8-
3, car l'ex�ecution de la transition f2; 3g

"
�! f4; 3g n'est pas suivie du franchissement d'une

transition observable dans la même unit�e, ce qui a provoqu�e un comportement observable
dans le graphe du r�eseau.

Par cons�equent, il est plus correct d'e�ectuer le calcul de la fermeture transitive par "� au
niveau du r�eseau. Cette fermeture transitive pourrait se faire �a priori, avant construction
de la repr�esentation symbolique du r�eseau. N�eanmoins, il est pr�ef�erable pour des raisons
d'e�cacit�e d'e�ectuer cette transformation lors de la construction de la repr�esentation sym-
bolique de chaque transition du r�eseau.

8.2.3 Traitement des o�res

Le langage Lotos permet la communication de valeurs lors d'un rendez vous. Ces communi-
cations de valeur sont regroup�ees sous le terme d'o�res et correspondent dans le programme
Lotos �a des �emissions de valeur de la forme \! V" et des r�eceptions de la forme \? X : S"
o�u V est une expression de valeur, X une variable et S une sorte (voir chapitre 1).

Chaque transition du r�eseau produit par C�sar peut donc être d�ecor�ee par une liste d'o�res.
Ces o�res ont une syntaxe standard li�ee �a la m�ethode de construction suivante : �a la �n de
la g�en�eration du r�eseau, chaque o�re de r�eception \? X : S" qui n'a pas �et�e r�esolue par une
synchronisation avec une o�re d'�emission est remplac�ee par l'o�re \! X" et l'it�erateur \for
X among S" est introduit dans l'action de la transition. Par cons�equent, seules des o�res de
la forme \! V" sont pr�esentes dans le r�eseau. Une transition du R�eseau de Petri de C�sar
est donc un tuple (fQi; fQo; G; A; eO), o�u eO est une liste d'o�res de la forme \! V".

La pr�esence d'o�res dans les transitions n�ecessite d'introduire certains changements dans
l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal. En e�et, si nous consid�erons le syst�eme de
transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; init) correspondant �a ce r�eseau, l'ensemble A des actions
de S est construit �a partir de l'ensemble des portes des transitions du r�eseau, mais aussi �a
partir des o�res de ces transitions, grâce �a la fonction eval label suivante : soit une transition
t = (fQi; fQo; G; A; eO) telle que eO = f!V1; : : : ; !Vng, soit C le contexte obtenu apr�es ex�ecution
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de l'action A,

eval label(G;<!V1; : : : ; !Vn >;C) =

8><>:
" siG = "
i si G est cach�ee
\G!eval(V1; C) : : : !eval(Vn; C)00sinon

Exemple 8-4

Soit une transition t de porte G, d�ecor�ee par la liste d'o�res \!B !N " o�u B 2
IB et N 2 [1::2]. Alors les transitions du syst�eme de transitions �etiquet�ees S

correspondant �a t pourront prendre comme �etiquette1 une des valeurs de l'ensemble
f\G !TRUE !100; \G !TRUE !200; \G !FALSE !100; \G !FALSE !200g.

Si il existe des transitions du r�eseau ayant une liste d'o�res non vide, alors l'ensemble A des
actions (et par cons�equent l'ensemble de langages � sur lequel nous d�e�nissons nos relations
de bisimulation) ne peut pas être d�eduit par une simple collection des portes des transitions
du r�eseau.

Cette limitation ne pose pas de probl�emes dans le cadre de l'analyse du r�eseau avec les
poly�edres, puisque nous ne consid�erons pas les labels des transitions. Par contre, nous avons
besoin de connâ�tre l'ensemble A des actions visibles pour l'algorithme de g�en�eration de
mod�ele minimal. Pour d�eterminer cet ensemble, nous avons deux solutions :

Production �a priori de tous les labels possibles :

Comme le domaine des variables que nous consid�erons est �ni, nous pouvons g�en�erer
toutes les combinaisons possibles d'o�res pour toutes les transitions ayant une liste
d'o�res non vides. Un inconv�enient majeur de cette m�ethode est le cardinal de
l'ensemble A des actions ainsi construit; si nous consid�erons pour les naturels l'intervalle
[0: : :255] comme domaine, une simple transition ayant une liste d'o�res de la forme \!
X ! Y" et donc une action contenant \for X,Y among NAT" va provoquer la cr�eation
de 2562 labels. En g�en�eral, cette solution se r�ev�ele praticable seulement si les o�res
sont d�e�nies par des valeurs constantes ou des variables bool�eennes.

Calcul �a priori des �etats accessibles
Lors du calcul des �etats accessibles, le probl�eme de connâ�tre l'ensemble A des actions
ne se pose pas. Une strat�egie possible est donc de calculer l'ensemble des �etats acces-
sibles du mod�ele, puis de d�eduire de cet ensemble les combinaisons d'o�res possibles
pour chaque transition du r�eseau ayant une liste d'o�res non vide. �A partir de ces
informations, il devient possible de construire un ensemble A d'actions et d'appliquer
l'algorithme de g�en�eration de mod�ele minimal sans consid�erer un nombre astronomique
d'actions.

Nous avons vu dans le chapitre 3 que le calcul des �etats accessibles avant de com-
mencer la g�en�eration de mod�ele minimal permettait en g�en�eral d'obtenir de meilleures
performances. Le calcul �a priori des �etats accessibles pour d�eterminer l'ensemble A des

1en fonction des valeurs des variables lors du franchissement de ces transitions
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actions est donc compatible avec de bonnes performances de l'outil pour la minimisa-
tion.

8.3 Int�egration de Magel �a Ald�ebaran

Nous avons int�egr�e une partie des biblioth�eques de Magel dans l'outil de v�eri�cation
Ald�ebaran. En particulier, nous avons adapt�e les biblioth�eques de gestion des Bdds
et de g�en�eration de mod�ele minimal pour leur utilisation avec les formalismes d'entr�ee
d'Ald�ebaran. Cette int�egration a �et�e faite dans le but de fournir une alternative sym-
bolique aux m�ethodes �enum�eratives d'Ald�ebaran.

8.3.1 Ald�ebaran

Ald�ebaran [Fer88] est un outil de v�eri�cation permettant la minimisation et la compara-
ison de syst�emes de transitions �etiquet�ees ou de syst�emes de processus communicants. Ces
op�erations sont bas�ees sur deux g�en�erations d'algorithmes :

� un algorithme de ra�nement de partition bas�e sur la solution de Paige et Tarjan [PT87].
L'impl�ementation de cet algorithme et son adaptation �a diverses relations d'�equivalence
constituent la premi�ere g�en�eration d'Ald�ebaran. En particulier, les relations impl�e-
ment�ees sont la bisimulation forte, l'�equivalence observationnelle, la bisimulation ��a
et l'�equivalence de sûret�e. Les syst�emes �a minimiser ou comparer sont des syst�emes de
transitions �etiquet�ees fournis en extension selon le format Ald�ebaran [Fer88]

En�n, lorsque deux syst�emes compar�es ne sont pas identiques, un diagnostic est fourni
sous la forme de s�equences d'ex�ecution des deux syst�emes, menant �a un couple d'�etats
ne v�eri�ant pas la relation.

� un algorithme de v�eri�cation �a la vol�ee [Mou92]. Cet algorithme permet de comparer
deux syst�emes par exploration �a la vol�ee de leur produit synchrone. Il a �et�e adapt�e
�a certaines relations d�ej�a pr�esentes dans Ald�ebaran comme la bisimulation forte, la
bisimulation ��a, l'�equivalence de sûret�e et �etendus �a d'autres relations comme la bisim-
ulation de d�elai [NMV90], au pr�eordre de sûret�e et �a la bisimulation de branchement2.
De plus cet algorithme a �et�e impl�ement�e pour des syst�emes de transitions �etiquet�ees
mais aussi pour des syst�emes de processus communicants que nous pr�esenterons plus
loin.

En�n, un m�ecanisme de construction de diagnostic a �et�e adapt�e �a cette m�ethode de
v�eri�cation.

Ald�ebaran symbolique

2si un des deux syst�emes n'a pas de transitions �etiquet�ees �
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L'int�egration des modules de g�en�eration de mod�ele minimal et de gestion des Bdds a permis
de construire une version symbolique d'Ald�ebaran. En particulier, cette adaptation permet
de minimiser des syst�emes pour les �equivalences de bisimulation forte, ��a et de branchement,
et de comparer des syst�emes pour les mêmes �equivalences, ainsi que pour les pr�eordres
de simulation forte et de sûret�e3 . Les �equivalences observationnelle, de sûret�e, de d�elai
et par mod�ele d'acceptation n`ont pas �et�e consid�er�ees; les �equivalences d�ej�a impl�ement�ees
permettent une couverture su�sante des besoins pour la comparaison et la minimisation de
syst�emes.

Le plus gros travail dans cette adaptation consiste �a accepter en entr�ee de l'outil les formal-
ismes d'entr�ee existants d'Ald�ebaran. Pour cela, nous allons d'abord pr�esenter de mani�ere
plus pr�ecise les formalismes.

8.3.2 Formalismes d'entr�ee d'Ald�ebaran

Les formalismes d'entr�ee d'Ald�ebaran sont de deux sortes :

� Les syst�emes de transitions �etiquet�ees

� Les syst�emes de processus communicants

L'utilisation de ces formalismes d'entr�ees, qui se situent �a un niveau plus bas dans la châ�ne
de compilation de C�sar, permet d'�etendre la gamme des exemples que nous pouvons traiter
et de passer �a des programmes Lotos qui utilisent des types autres que bool�eens et entiers.
Le prix �a payer pour ceci est que ces formalismes sont sujets au probl�eme de l'explosion
des �etats, puisque les donn�ees sont trait�ees en extension, et que dans le cas des syst�emes de
transitions �etiquet�ees, le parall�elisme des processus Lotos est mod�elis�e explicitement, par
entrelacement des actions.

8.3.3 le formalisme syst�eme de transitions �etiquet�ees

Le mod�ele d'entr�ee de base d'Ald�ebaran est un syst�eme de transitions �etiquet�ees qui est en
g�en�eral le r�esultat de la compilation d'un programme Lotos par C�sar. La repr�esentation
de ce syst�eme de transitions �etiquet�ees par des Bdds passe par la transformation de ce
syst�eme de transitions �etiquet�ees en un R�eseau de Petri. Le principe de cette transformation
est d�ecrit plus loin, pour les syst�emes de processus communicants.

8.3.4 le formalisme syst�eme de processus communicants

Ce mod�ele est constitu�e d'un ensemble de syst�emes de transitions �etiquet�ees
Si = (Qi; Ai; Ti; initi) et d'une expression de composition F qui d�ecrit la composition paral-
l�ele et les synchronisations de ces automates. Ce mod�ele est g�en�eralement obtenu par d�e-
coupage d'un programme Lotos selon ses di��erents processus. Chaque processus est alors

3si un des syst�emes �a comparer est d�eterministe
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compil�e s�epar�ement en un syst�eme de transitions �etiquet�ees. Une expression de composition
de ces syst�emes de transitions �etiquet�ees est extraite �a partir des op�erateurs de composition
parall�ele pr�esents dans le programme Lotos. Cette expression de composition a donc une
structure d'arbre, qui re
�ete l'imbrication des processus les uns dans les autres.

Ce formalisme o�re des possibilit�es int�eressante du point de vue de la minimisation. En
e�et, l'ensemble des relation d'�equivalence utilis�ees par Ald�ebaran pour la comparaison ou
la minimisation d'automates sont des congruences pour l'op�erateur de mise en parall�ele : si
on consid�ere deux syst�emes S1 et S2 et une congruence ��, il est �equivalent de composer S1
et S2, puis d'appliquer un algorithme de ra�nement de partition avec �� sur le r�esultat,
ou de d'abord minimiser S1 et S2 par rapport �a ��, puis de les composer et d'appliquer le
même algorithme de ra�nement de partition.

Lorsque nous travaillons avec des syst�emes de processus communicants, il est donc possible
de minimiser a priori chacune des composantes du syst�eme pour l'�equivalence qu'on veut
utiliser par la suite. Ceci permet de diminuer la taille du mod�ele global correspondant et
donc de traiter des exemples plus importants.

La contrepartie est li�ee �a la taille du mod�ele de chaque composante. En e�et, ces syst�emes
de transitions �etiquet�ees sont sujets au probl�eme de l'explosion des �etats et sont en g�en�eral
beaucoup plus gros que le r�eseau de Petri correspondant. Il peut même arriver que le syst�eme
de transitions �etiquet�ees d'un processus soit plus gros que le syst�eme de transitions �etiquet�ees
global. Ce ph�enom�ene est dû au relâchement de contraintes de synchronisation, un processus
isol�e est donc plus \libre" (plus g�en�eral) que le même processus synchronis�e avec d'autres
processus. Il est possible alors d'e�ectuer la g�en�eration d'une composante sous contraintes
pour limiter la taille de son mod�ele. Ces contraintes sont exprim�ees sous la forme d'un
processus donnant une abstraction de l'environnement.

8.3.5 Modi�cation du formalisme d'entr�ee

Ces nouveaux formalismes peuvent être ais�ement utilis�es comme formalismes d'entr�ee de
notre impl�ementation. Pour cela, nous d�e�nissons une m�ethode de codage de chacun de ces
formalismes en Bdds.

Codage d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees

Un syst�eme de transitions �etiquet�ees S = (Q;A; T; init) peut être consid�er�e comme un R�eseau
de Petri (Q;U0; T ;G;V) o�u U0 ne contient pas de sous unit�es, Q = Q, T = T , G = A et V = ;.

Le codage d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees se fait alors directement avec les m�ethodes
de codage d�e�nies au chapitre 3.

Codage d'un syst�eme de processus communicants
Le mod�ele syst�eme de processus communicants peut être ais�ement traduit en un R�eseau de
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Outil Buts Formalismes M�ethodes de
d'entr�ee composition

Ald�ebaran Comparaison (Bdd) STE entrelac�ee
symbolique GMM (Bdd) syst�eme de simultan�ee

processus communicants mixte

Magel GMM (Bdd) R�eseau de Petri entrelac�ee
Analyse (poly�edre) interpr�et�e

Table 8.1: Di��erences d'impl�ementation

Petri; chaque composante du syst�eme est repr�esent�ee par une unit�e, les di��erents niveaux de
composition parall�ele �etant re
�et�es par une hi�erarchie entre les unit�es.

Dans la version actuelle d'Ald�ebaran, le traitement d'un tel syst�eme se fait di��eremment.
le codage d'un syst�eme de processus communicants (Si = (Qi; Ai; Ti; initi);F)i = 1; : : : ; n
passe par la mise �a plat de son expression de composition F ; le formalisme obtenu correspond
alors �a un produit synchronis�e de syst�emes de transitions �etiquet�ees [Arn92], c'est �a dire un
ensemble de syst�emes de transitions �etiquet�ees dont la mise en parall�ele est d�ecrite par des
vecteurs de synchronisation :

D�e�nition 8.3-1 (Vecteurs de synchronisation)
Un vecteur de synchronisation v est un �el�ement de �

i2I

Ai [ f�g o�u � repr�esente l'inaction. La

i�eme composante de v indique l'action que Si doit e�ectuer, l'ensemble des actions indiqu�ees
par v devant être e�ectu�ees simultan�ement.

Dans le cas de notre traduction, chaque vecteur de synchronisation v est tel que 9a 2
A; 8vi 2 v; vi 2 f�; ag, i.e. toutes les composantes actives e�ectuent la même action. Les
actions globales du syst�eme construites �a l'aide d'un vecteur de synchronisation portent alors
l'�etiquette de l'action a de ce vecteur.

Un vecteur de synchronisation v tel que seul un �el�ement de v est di��erent de � est asynchrone.
Les autres transitions sont des transitions synchrones.

Un produit synchronis�e de syst�emes de transitions �etiquet�ees correspond en quelque sorte
�a un R�eseau de Petri (Q;U0; T ;G;V) o�u seule l'unit�e U0 poss�ede des sous unit�es. Chaque
transition asynchrone correspond �a une transition interne �a une unit�e; nous savons donc
en construire une repr�esentation symbolique 3. Chaque transition synchrone du syst�eme
correspond �a un ensemble de transitions d'un R�eseau de Petri �equivalent. En e�et, un
vecteur de synchronisation v va synchroniser ensemble toutes les transitions �etiquet�ees a des
composantes i telles que vi = a.

8.3.6 Bilan

L'ensemble des impl�ementations e�ectivement r�ealis�ees est indiqu�e dans la table suivante 8.1.

Ces di��erences d'impl�ementation ont essentiellement une origine historique, puisque la partie
Ald�ebaran symbolique a d�ebut�e avant le d�eveloppement de Magel. En particulier, les
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modes de composition simultan�e et mixte(voir chapitre 3) ne sont op�erationnels que dans
Ald�ebaran.

Un point important que nous n'avons pas �etudi�e lors de cette int�egration dans Ald�ebaran
est l'adaptation d'un m�ecanisme de construction de diagnostics lorsque deux syst�emes que
l'on compare ne sont pas identiques. L'adaptation d'un tel syst�eme est un but prioritaire :

� le diagnostic est un outil indispensable �a la compr�ehension, lorsque deux syst�emes ne
sont pas d�eclar�es �equivalents par l'outil. En particulier, il doit fournir des informations
sur les causes de l'erreur, mais aussi sur sa localisation, de pr�ef�erence dans le programme
source

� l'utilisation de m�ethodes symboliques permet d'envisager la construction de diagnos-
tic bas�es sur des ensembles d'�etats, et plus seulement sur des s�equences d'ex�ecution
simples menant �a des �etats invalides. En particulier, l'expression du diagnostic en ter-
mes de pr�edicats sur les �etats est bien adapt�e �a l'explication de la non validit�e d'une
sp�eci�cation logique (donn�ee par des formules d'une logique temporelle).

Nous allons maintenant d�etailler les performances de l'outilMagel et de la partie symbolique
d'Ald�ebaran que nous avons r�ealis�ee.

Nous s�eparons cette �etude de performances entre les algorithmes bas�es sur les Bdds et les
algorithmes bas�es sur les poly�edres.

8.4 Performances avec les Bdds

Nous pr�esentons certains des protocoles pour lesquels nous avons utilis�e nos outils �a base
de Bdds. Pour chaque exemple, nous donnons certaines de ses caract�eristiques de taille du
mod�ele et de taille du mod�ele symbolique.

Certains de ces exemples ont �et�e trait�es avec Magel et d'autres avec Ald�ebaran sym-
bolique (certains avec les deux). Les exemples pouvant être trait�es avec l'impl�ementation
actuelle deMagel sont d�ecrits par des programmes Lotos ne comportant que des variables
bool�eennes. Dans ce cas, nous utilisons le compilateur C�sar pour produire le R�eseau de
Petri qui sera lu par Magel.

Si un programme Lotos contient des variables de type autres que bool�een, et n'est pas facile-
ment traduisible en un programme de cette forme, alors nous pouvons tenter de g�en�erer un
syst�eme de processus communicants au format Ald�ebaran, par d�ecomposition du pro-
gramme Lotos et g�en�eration s�epar�ee de chacune des composantes. Ce travail peut être
r�ealis�e automatiquement par un outil int�egr�e dans la bô�te �a outils C�sar-Ald�ebaran.
Cet outil e�ectue l'analyse d'un programme Lotos, et extrait un syst�eme de processus com-
municants au format Ald�ebaran. Le traitement du protocole sous cette forme se fait alors
avec les algorithmes de la partie symbolique d'Ald�ebaran.

La comparaison de performances entre ces deux alternatives est souvent di�cile, car
l'utilisation des syst�emes de processus communicants donne l'avantage de pouvoir minimiser
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�a priori chaque composante du syst�eme pour la relation d'�equivalence utilis�ee pour la v�eri-
�cation. Par cons�equent, il est fr�equent que pour un même programme Lotos, le mod�ele
global (hors minimisation) g�en�er�e �a partir d'un R�eseau de Petri soit plus gros que le mod�ele
global g�en�er�e �a partir des processus communicants d�ej�a minimis�es.

Tous les chi�res donn�es dans les tableaux ci-apr�es ont �et�e obtenus sur une station de travail
Sparc station 10 avec 128 Mo de m�emoire.

8.4.1 Scheduler de Milner

Le premier exemple que nous consid�erons est un protocole plutôt arti�ciel, mais qui sert assez
souvent de \benchmark" aux outils de v�eri�cation. Il s'agit d'un protocole d'ordonnancement
de processus. Un nombre n de processus, appel�es cyclers sont organis�es en anneau. A chaque
processus est assign�e une tâche particuli�ere. Chaque processus ex�ecute sa tâche, puis passe
le contrôle au processus qui le suit dans l'anneau. Nous pouvons consid�erer ce protocole
comme la version sans panne du protocole de jeton circulant pr�esent�e plus loin.

Ce protocole pr�esente certaines caract�eristiques :

� comme il est utilis�e comme exemple par de nombreux outils, il permet une comparaison
correcte des performances.

� il est simple de le faire grossir : il su�t d'ajouter autant de cyclers que n�ecessaire. De
plus, faire grossir le syst�eme global ne fait pas changer la taille de chaque composante.

Cet exemple est aussi une bonne illustration de l'int�erêt de la composition simultan�ee et de
la composition mixte, comme nous le verrons plus loin.

En�n, la description de ce protocole peut se faire uniquement par du contrôle. Par con-
s�equent, nous avons pu le traiter �a la fois avec Magel et Ald�ebaran symbolique. Nous
donnons les r�esultats en taille et en temps d'ex�ecution pour les deux cas de �gure.

Nous nous int�eressons �a la g�en�eration du mod�ele minimal pour la bisimulation de branche-
ment ou la bisimulation ��a (le mod�ele minimal co��ncide pour ces deux bisimulations, et
les temps d'ex�ecution sont similaires). Le mod�ele minimal pour la bisimulation forte corre-
spond en fait au mod�ele global moins une transition. Par cons�equent, les performances de
la g�en�eration de mod�ele minimal avec les Bdds ne permettent pas de d�epasser des exemples
de plus de 12 processus pour cette bisimulation.

L'utilisation de ce protocole comme benchmark se fait habituellement sous deux versions :

� les actions d�ebut de tâche (ai) et �n de tâche (bi) sont toutes visibles :
Dans ce cas, le mod�ele minimal pour par exemple la bisimulation de branchement a
une taille de l'ordre de 2/3 de celle du mod�ele global.

� les actions �n de tâche sont cach�ees :
dans ce cas, le mod�ele minimal pour la bisimulation de branchement est proportionnel
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au nombre de cyclers. Cette version permet de v�eri�er l'enchâ�nement correct des
tâches.

Comme les performances de la g�en�eration de mod�ele minimal sont li�ees �a la taille du mod�ele
minimal g�en�er�e, les performances obtenus avec la premi�ere version sont peu int�eressantes.
Par cons�equent, nous pr�esentons les performances de notre impl�ementation uniquement pour
la deuxi�eme version.

Dans les tables suivantes, Scn correspond �a une version du Scheduler avec n processus. Nous
donnons en fonction de n la taille du mod�ele global (hors minimisation) en nombre d'�etats
(N) et de transitions (M). La colonne suivante indique le nombre de variables de l'ensemble
support ~x utilis�e pour le codage en Bdds, ainsi que la taille du BddAcc (en nombre de
n�uds du graphe de d�ecision) repr�esentant l'ensemble des �etats accessibles. Le codage de cet
exemple est strictement le même pourMagel et Ald�ebaran, en e�et l'automate de chaque
processus est d�ej�a minimal pour les relations d'�equivalence consid�er�ees. Par cons�equent, les
nombres du tableau suivant sont identiques pour les deux outils.

Nom N M Variables Acc

Sc10 15361 84481 21 77

Sc100 � 1032 � 1034 301 401

Sc200 � 1062 � 1064 601 1597

Sc420 � 10129 � 10132 1261 3357
Param�etres de taille en fonction du nombre de processus

La taille du R�eseau de Petri ou du syst�eme de processus communicants correspondant �a un
Scheduler de n processus est :

R�eseau de Petri :
Chaque unit�e correspondant �a un processus fait 5 places et 5 transitions. Avec l'unit�e
racine et l'unit�e de d�emarrage du protocole, nous avons un r�eseau de n + 2 unit�es,
5 � n+ 2 places, 5 � n+ 2 transitions.

syst�eme de processus communicants :

L'automate de chaque processus comporte 5 �etats et 6 transitions.

Pour chaque cas de cet exemple, nous donnons les performances pour Magel et la com-
position entrelac�ee, et Ald�ebaran avec chaque mode de composition employ�e. Les perfor-
mances sont donn�ees par la taille du Bdd de la relation de transition globale ( bT ) et le temps
d'ex�ecution (Temps, en secondes) de l'algorithme de minimisation. Ce temps comprend le
chargement du mod�ele, la construction du mod�ele symbolique, le calcul de ses �etats accessi-
bles et la g�en�eration et �ecriture sur disque du mod�ele minimal. Dans le cas d'Ald�ebaran
symbolique, nous indiquons en plus les di��erentes performances suivant le mode de compo-
sition employ�e.

En�n, toute case de ce tableau contenant un \-" correspond �a des ex�ecutions interrompues
par une p�enurie de m�emoire, ou par l'utilisateur apr�es un temps exc�edant 10 h.
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Nom Magel Ald�ebaran

T3 T3 T
k
3 Tj3cT3 Temps cT3 Temps

c
T

k
3 Temps cTj3 Temps

Sc10 426 1.6 426 1 536 1 786 1

Sc100 4476 1911 4476 660 5846 600 9561 380

Sc200 8976 - 8976 - 11746 6403 19311 2994

Sc420 - - - - - - 40761 27642
Performances de Magel et Ald�ebaran

Ce tableau montre les possibilit�es de repr�esentation et de calcul o�ertes par les Bdds, puisque
nous avons pu travailler sur un mod�ele ayant jusqu'�a 10129 �etats. Il faut n�eanmoins noter
que ce protocole est tr�es particulier, et en g�en�eral ne permet pas de caract�eriser r�eellement le
comportement d'un algorithme de mani�ere objective. Il nous permet ici plutôt de caract�eriser
les limites de la repr�esentation symbolique Bdd, plutôt que l'int�erêt de l'algorithme de
g�en�eration de mod�ele minimal.

D'autre part, il faut noter que son utilisation en tant que benchmark nous a conduit �a
traiter cet exemple de mani�ere particuli�ere, du moins avec Ald�ebaran; en e�et, cet exemple
se prête bien �a une minimisation de ces composantes avant l'application d'algorithmes de
v�eri�cation sur l'ensemble du syst�eme. En particulier, si nous voulons appliquer l'algorithme
de g�en�eration de mod�ele minimal pour la bisimulation de branchement, nous pouvons alors
minimiser chaque composante du syst�eme pour cette bisimulation. Chaque composante
est alors r�eduite �a un syst�eme de transitions �etiquet�ees de 3 �etats et 3 transitions. Mais
la r�eduction la plus spectaculaire se situe au niveau du syst�eme global, puisque sa partie
accessible est alors de 2n+1 �etats et 2n+1 transitions (n �etant le nombre de cyclers), ce qui
en fait un syst�eme somme toute ais�e �a v�eri�er pour des valeurs importantes de n, la taille du
mod�ele global �etant lin�eaire en fonction du nombre de composantes. Pour rester comparable
aux r�esultats pr�esent�es par d'autres outils, nous n'avons pas utilis�e cette optimisation pour
l'�elaboration de ces tableaux.

8.4.2 Protocole de jeton circulant sur un anneau

Ce protocole correspond �a un algorithme classique permettant �a un r�eseau de processus
de partager une ressource critique. Cet algorithme, propos�e dans [Lan77] repose sur une
connection des processus selon une structure d'anneau. Cet anneau d�e�nit un ordre sur les
processus. Une marque sp�eciale, appel�ee jeton, circule sur cet anneau; le processus ayant en
sa possession ce jeton a le droit d'acc�eder �a la section critique. Si le jeton est unique sur
l'anneau, alors l'exclusion mutuelle est v�eri��ee.

Une caract�eristique importante de cet algorithme est sa r�esistance aux pannes. Il permet de
traiter deux types de pannes, qui se caract�erisent toutes les deux par la perte du jeton :

Erreur de transmission

Lors du passage du jeton entre deux processus, une erreur de transmission se produit
et le jeton est perdu.
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Panne d'un processus

Le site supportant un processus donn�e tombe en panne. La transmission du jeton sera
alors interrompue au niveau de ce processus.

Si le jeton est perdu, il faut le reg�en�erer. Le probl�eme est alors de choisir un et un seul
processus parmi les processus encore actifs qui se chargera de cette reg�en�eration. Ce choix
est e�ectu�e par un algorithme d'�election, qui assure que un et un seul processus sera choisi
pour r�eg�en�erer le jeton.

De la même mani�ere que le protocole de Milner, cet exemple est facile �a faire grossir en
ajoutant des processus dans l'anneau. N�eanmoins, chaque composante est plus complexe
que dans l'exemple pr�ec�edent, et nous verrons que pour un nombre limit�e de processus,
le mod�ele du protocole devient rapidement �enorme. D'autre part, la sp�eci�cation de ce
protocole doit int�egrer une mod�elisation de l'anneau, et en particulier des num�eros de station
sur cet anneau. Cette num�erotation peut se faire �a l'aide d'une variable enti�ere, limit�ee �a un
intervalle d�etermin�e par le nombre de stations. A partir d'une telle sp�eci�cation, il est facile
d'obtenir une sp�eci�cation uniquement bas�ee sur des variables bool�eennes. Par cons�equent,
comme dans le cas du scheduler, nous pouvons utiliser Magel ou Ald�ebaran pour la
g�en�eration de mod�ele minimal.

Contrairement �a l'exemple pr�ec�edent, nous allons minimiser pour la bisimulation forte les
composantes du syst�eme de processus communicants correspondant �a ce protocole. Cette
minimisation permet d'obtenir des am�eliorations de performances consid�erables, comme le
montre les di��erences de taille du mod�ele global, quand il est g�en�er�e �a partir du R�eseau de
Petri ou �a partir du syst�eme de processus communicants.

Nom RdP SdPC

N M Variables dAcc N M Variables dAcc
Jet2 21964 62977 25 1067 680 3460 14 182

Jet3 3.5 106 ?? 43 18576 5040 20976 24 358

Jet4 - - - - 241056 1.2 106 34 669

Jet5 - - - - 3.5 106 1.1 108 43 988

Jet6 - - - - 4.7 107 2.7 109 52 1295
Param�etres de taille en fonction du nombre de processus

Ce tableau montre les di��erences de taille importantes obtenues par minimisation pr�ealable
des composantes du syst�eme. Un point important est que d�es que nous consid�erons la version
3 processus de ce protocole, le mod�ele g�en�er�e directement par C�sar est de taille prohibitive
; une approche soit par d�ecomposition, soit par g�en�eration de mod�ele minimal est n�ecessaire.

Les bonnes performances d'Ald�ebaran sur cet exemple sont en partie �a mettre sur le compte
d'une optimisation qui semble anodine, mais qui permet des am�eliorations de performances
int�eressantes : il s'agit du rapprochement (du point de vue de l'ordre des variables) des
variables Bdds de deux processus se synchronisant(voir chapitre 4). Cette optimisation
n'est pas (actuellement) int�egr�ee �a Magel, mais seulement �a Ald�ebaran.

On retrouve ici la grande importance d'un bon choix de l'ordre des variables Bdds pour
obtenir de bonnes performances.
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Le tableau de performances suivant correspond �a la minimisation pour la bisimulation de
branchement. Cette fois ci, même si le mod�ele minimal obtenu co��ncide avec celui obtenu
par la bisimulation ��a, les performances pour la ��a sont tr�es nettement moins bonnes. Par
cons�equent, la composition mixte ou simultan�ee n'est appliqu�ee que pour le calcul des �etats
accessibles. Nous indiquons n�eanmoins la taille de la relation de transition correspondant �a
ces modes de composition.

Nom Magel Ald�ebaran

Tj3cT3 Temps cT3 Temps
c
T

k
3 Temps cTj3 Temps

Jet2 329 0.4 367 0.4 606 0.3

Jet3 2170 831 21 941 19 2366 20

Jet4 - - 1503 220 1680 270 5118 270

Jet5 - - 2375 2460 2629 2900 9199 1930

Jet6 - - 3345 27420 3659 29500 14149 8740
Performances de Magelet Ald�ebaran

Comme pour l'exemple pr�ec�edent, l'application de la composition simultan�ee permet
d'am�eliorer les performances, surtout quand le nombre d'it�erations devient important. La
composition mixte apporte peu d'am�eliorations, voire même des diminutions de perfor-
mances. Mais quel que soit le mode de composition, l'utilisation des Bdds permet de pro-
duire dans un temps raisonnable un mod�ele minimal pour un syst�eme de plusieurs dizaines
de millions d �etats.

8.4.3 Bus VME

Ce protocole d�ecrit le contrôle d'un bus de type VME (Versa Module Eurocard). Nous util-
isons comme base de travail une sp�eci�cation Lotos de ce protocole �ecrite par H. Garavel. Le
bus VME est un bus asynchrone permettant la communication de processeurs, de m�emoires
et de p�eriph�eriques fonctionnant �a des vitesses di��erentes. L'acc�es au bus est contrôl�e par
une unit�e de gestion sp�ecialis�ee. Chaque p�eriph�erique peut faire une demande de r�eservation
du bus �a cette unit�e. L'acc�es au bus peut aussi se faire sur interruptions, qui sont g�er�ees
par une autre unit�e sp�ecialis�ee. Les demandes de r�eservation comme les interruptions sont
class�ees suivant des niveaux de priorit�e �x�es statiquement.

Comme dans le cas pr�ec�edent, ce protocole est di�cile �a traiter avec la m�ethode directe :
g�en�eration du mod�ele, puis v�eri�cation sur le mod�ele. En e�et, nous n'avons pas pu g�en�erer
compl�etement le graphe avec C�sar (nous avons arrêt�e la g�en�eration �a 17 millions de
transitions). De plus, ce protocole utilise des structures de donn�ees complexes, interdisant
l'utilisation directe de Magel sur le R�eseau de Petri. Par cons�equent, seule l'approche de
traduction de la description Lotos en syst�eme de processus communicants permet d'obtenir
des r�esultats.

Pour la construction de ce syst�eme, plusieurs niveaux de d�ecomposition sont possibles, car
la composition parall�ele des di��erents processus est hi�erarchis�ee suivant un arbre de pro-
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fondeur 3. Pour chaque d�ecomposition utilis�ee, nous avons minimis�e les composantes pour
la bisimulation forte. Si nous voulons produire le mod�ele minimal de tout le syst�eme pour par
exemple la bisimulation de branchement, il est alors possible de minimiser les composantes
pour cette même bisimulation. Mais les gains obtenus sont faibles, car les composantes de
ce syst�eme contiennent peu de � (leurs actions seront cach�ees au fur et �a mesure de leur
composition avec d'autres composantes).

Nous comparons les performances des algorithmes en consid�erant 3 niveaux de d�ecomposition
di��erentes, qui correspondent respectivement �a prendre les n�uds de profondeur 1, 2 et 3 de
l'arbre de d�ecomposition comme processus de base.

Profondeur syst�eme de processus communicants Mod�ele

de Processus Taille min Taille Max

d�ecomposition Nproc n1 m1 n2 m2 N M

1 4 10 17 8110 39715 32187 126618

2 11 8 9 625 3500 48939 200738

3 17 8 9 528 2840 49368 195775
Param�etres de taille en fonction du niveau de d�ecomposition

Les performances du tableau suivant correspondent �a la g�en�eration de mod�ele minimal pour
la bisimulation de branchement, en ne consid�erant visibles que trois actions qui correspon-
dent au niveau haut et au niveau bas d'un signal de demande d'acc�es au bus, et d'un
signal d'autorisation d'acc�es au bus. Le mod�ele minimal r�esultant correspond au cycle
d'enchâ�nement de ses actions, donc un mod�ele de 3 �etats et 3 transitions.

Variables dAcc cT3 Temps (s)

1 36 15004 99603 953

2 54 17152 16627 383

3 69 46661 11101 726
Performances d'Ald�ebaran

Le protocole du bus VME constitue donc en quelque sorte un contre exemple des perfor-
mances jusque l�a bonnes des Bdds, puisque Ald�ebaran met plusieurs minutes �a minimiser
des graphes de taille somme toute faible. Ces performances relativement moyennes sont
essentiellement dûes �a une explosion de la taille des Bdds manipul�es. Cette explosion est
manifestement dûe plus �a la structure de ce protocole qu'�a la mod�elisation que nous en avons
faite. En particulier, nous voyons que pour le niveau de d�ecomposition 1, nous avons un petit
nombre de processus de taille relativement importante. Dans ce cas, ce sont les Bdds de la
relation de transition qui ont tendance �a exploser. Si la d�ecomposition est pouss�ee plus loin,
la relation de transition se mod�elise mieux. Par contre, le nombre de variables des ensembles
support augmente et ce sont les Bdds repr�esentant des ensembles d'�etats (en particulier les
�etats accessibles) qui explosent en taille. L'explosion de la taille des Bdds de cet exemple
est essentiellement dûe �a un facteur : les processus sont fortement synchronis�es entre eux,
ce qui cr�ee beaucoup de d�ependances entre les variables supports des Bdds. De plus, cette
forte synchronisation a une cons�equence suppl�ementaire : la r�eorganisation de l'ordre des
processus pour tenter d'optimiser la taille des Bdds produit peu de r�esultat, car aucun ordre
n'est clairement sup�erieur �a un autre.
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Il faut n�eanmoins noter que ces performances sont probablement plus caract�eristiques du
comportement des Bdds pour la mod�elisation de protocoles \r�eels", comme l'ont con�rm�e
des exp�eriences faites sur d'autres protocoles.

8.5 Discussion

Cette panoplie d'exemples de caract�eristiques assez vari�ees que ce soit en taille ou en complex-
it�e du protocole nous a permis de d�egager les points forts et les points faibles de l'utilisation
des Bdds pour la repr�esentation de mod�eles.

Pour toutes les applications que nous avons r�ealis�ees avec les Bdds, les performances sont
li�ees �a l'existence de synchronisations plus ou moins fortes entre les processus. En e�et, ces
synchronisations imposent la mise en relation de variables des ensembles support des Bdds
du mod�ele symbolique et par cons�equent un accroissement de leur taille.

Les exemples les plus frappants sont d'un côt�e le Scheduler de Milner, qui est r�egulier(tous les
cyclers sont isomorphes) et faiblement synchronis�e (chaque cycler n'est synchronis�e qu'avec
ses voisins), d'o�u les performances particuli�erement bonnes. A l'autre extrême, nous trouvons
le bus VME, qui est constitu�e de beaucoup de processus di��erents, et comprend surtout une
forte synchronisation, puisque tous les processus sont synchronis�es sur le gestionnaire d'acc�es
au bus pour au moins l'action de RESET du bus.

Obtenir de bonnes performances dans le cas de faible synchronisation est en g�en�eral tr�es
int�eressant; en e�et, la composition de processus asynchrones est une des sources majeures
de l'explosion des �etats dans les mod�eles construits par entrelacement des actions. Les Bdds
permettent donc de traiter une cat�egorie de protocoles posant habituellement des probl�emes
�a des m�ethodes �enum�eratives plus classiques. Il serait int�eressant de comparer les r�esultats
obtenus avec les Bdds avec des m�ethodes comme les ordres partiels, qui permettent un
traitement particulier de l'entrelacement des actions pour �eviter de traiter tous les �etats du
mod�ele.

Un point important bien exploit�e dans le cas d'un mod�ele symbolique est l'utilisation de
mod�eles repr�esentant le parall�elisme implicitement (R�eseau de Petri et syst�eme de processus
communicants) et non pas explicitement (syst�eme de transitions �etiquet�ees). Ceci donne
d'une part la possibilit�e d'appliquer certaines m�ethodes de r�eduction �a priori sur chaque
composante d'un mod�ele compos�e. En pratique, cette possibilit�e s'av�ere extrêmement e�cace
pour r�eduire la taille globale du syst�eme. D'autre part, la complexit�e de la repr�esentation
du parall�elisme est report�e au niveau du mod�ele symbolique, qui s'accommode en g�en�eral
beaucoup mieux de l'explosion du nombre d'�etats et de transitions que cela provoque.

En�n, les exp�eriences ont montr�e qu'�a mod�ele �equivalent, il est toujours plus e�cace de
construire la repr�esentation symbolique �a partir d'un syst�eme de processus communicants
qu'�a partir du syst�eme de transitions �etiquet�ees. En e�et, la repr�esentation du contrôle
dans le syst�eme de transitions �etiquet�ees a perdu toute notion de structure du programme
de d�epart. Ceci correspond en fait �a essayer de traduire un programme de C �a Pascal en
passant par la version du programme compil�ee en assembleur. Toute notion de structure
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a disparue, et le code correspondant �a la traduction sera beaucoup plus volumineux que le
code obtenu par une traduction directe du programme.

G�en�eration de Mod�ele Minimal

Dans le cas plus particulier de la g�en�eration de mod�ele minimal, des crit�eres suppl�ementaires
entrent en jeu. En particulier, la relation de bisimulation choisie (et donc la taille du mod�ele
g�en�er�e) a une grande importance. Comme les performances de l'algorithme d�ependent plus
de la taille du mod�ele minimal g�en�er�e que de la taille du mod�ele de d�epart, nous obtenons
de meilleurs r�esultats avec des bisimulations \faibles" qu'avec la bisimulation forte. Ceci est
�a comparer avec des m�ethodes de minimisation �enum�eratives, o�u la minimisation pour la
bisimulation forte est souvent plus performante que pour d'autres bisimulations plus faibles,
pour lesquelles il est souvent n�ecessaire de transformer la relation de transition par des calculs
coûteux de fermeture transitive.

Par cons�equent, la g�en�eration de mod�ele minimal avec les Bdds constituent un bon compl�e-
ment des algorithmes �enum�eratifs de minimisation, comme celui int�egr�e dans Ald�ebaran.

Les Bdds par rapport �a l'�enum�eratif

Les di��erentes exp�erimentations faites avec les Bdds montrent que cette m�ethode de
repr�esentation doit être consid�er�ee comme compl�ementaire des m�ethodes �enum�eratives \clas-
siques", en particulier la v�eri�cation �a la vol�ee. Les di��erences entre ces deux classes de
m�ethodes peuvent être vues selon le type de syst�emes �a v�eri�er ou le r�esultat attendu :

Syst�emes �a v�eri�er :
L'utilisation des Bdds a permis de montrer leur e�cacit�e pour des syst�emes faiblement
synchronis�es. Ce genre de syst�eme est habituellement sujet au probl�eme de l'explosion
des �etats ; les m�ethodes �enum�eratives (hors m�ethodes d'ordre partiel) sont donc di�-
ciles �a mettre en �uvre. Par contre, les m�ethodes �enum�eratives s'av�erent en g�en�eral
plus e�caces pour des syst�emes plus synchronis�es.

R�esultat attendu :
Les m�ethodes symboliques, et les Bdds en particulier permettent de raisonner de
mani�ere plus globale, sur des ensembles d'�etats. Les m�ethodes �enum�eratives permettent
de raisonner plus facilement de mani�ere locale, au niveau de l'�etat. Cette di��erence
s'illustre bien lors de l'utilisation ppour la v�eri�cation de protocoles. Les m�ethodes
�enum�eratives comme la v�eri�cation �a la vol�ee sont tr�es int�eressantes lors de la phase
de mise au point d'un protocole ; les erreurs sont nombreuses, un algorithme de v�eri-
�cation �a la vol�ee tombe alors rapidement sur une erreur, permet sa correction par
la fourniture d'un diagnostic, et le processus continue. Cette phase de mise au point
constitue la partie principale (en temps) du processus de v�eri�cation d'un programme.

Les m�ethodes symboliques interviennent plus e�cacement en phase �nale de mise au
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point. Le protocole est presque correct, les erreurs se situent beaucoup plus loin dans
l'ex�ecution, ou s'expriment de mani�ere globale. Les m�ethodes �enum�eratives peuvent
alors être un peu en bout de course, les m�ethodes symboliques peuvent permettre
d'e�ectuer cette validation �nale.

8.6 Performances avec les poly�edres : Magel

Nous discutons �a pr�esent des performances de notre impl�ementation centr�ee autour de
l'utilisation des poly�edres. Les performances de notre syst�eme d'analyse d�ependent d'une
part d'une bonne impl�ementation des op�erateurs entre poly�edres. Ces performances sont
essentiellement li�ees �a l'utilisation des deux formes duales de repr�esentation des poly�edres.
Deux points sont alors �a prendre en compte :

le calcul d'un repr�esentation �a partir de l'autre :
Comme chaque op�erateur entre poly�edres utilisent de pr�ef�erence l'une ou l'autre des
deux repr�esentations, il est important de disposer d'un algorithme e�cace de passage
d'une forme �a l'autre. Nous avons utilis�e pour cela une impl�ementation optimis�ee par
Herv�e Leverge [LeV92] de l'algorithme de Chernikova [Che68].

la m�emorisation de ces repr�esentations :
Nous pouvons choisir de ne garder en m�emoire qu'une des deux formes, par exemple
le syst�eme de contraintes, et de recalculer la deuxi�eme chaque fois que c'est n�ecessaire.
L'autre solution consiste �a conserver en m�emoire chacune des deux repr�esentations qui
a d�ej�a �et�e calcul�ee, et donc de garder �eventuellement des informations redondantes sur
les poly�edres. Dans ce compromis entre temps d'ex�ecution et espace m�emoire, nous
avons choisi de privil�egier le temps d'ex�ecution et de conserver en m�emoire les deux
repr�esentations du poly�edre.

Les performances de l'analyse d�ependent d'autre part de facteurs li�es au syst�eme �a analyser.
En particulier, nous distinguons les param�etres suivants :

le nombre de variables :
Le nombre de contraintes ou d'�el�ements g�en�erateurs d'un poly�edre est largement d�epen-
dant du nombre de variables sur lesquelles sont d�e�nis les poly�edres. Il est donc in-
t�eressant d'essayer de diminuer au maximum l'ensemble des variables apparaissant
dans le syst�eme. N'eanmoins, il est di�cile d'agir sur ce param�etre sans modi�er
profond�emenet le syst�eme.

le syst�eme d'�equations : Un autre facteur d�eterminant pour les performances est
la taille et la complexit�e du syst�eme d'�equations �a r�esoudre, c'est-�a-dire la taille et la
complexit�e du graphe de d�ependance. Nous distinguons de plus le graphe de d�epen-
dance g�en�er�e et le graphe de d�ependance explor�e. Les performances de l'algorithme
de d�ecomposition du graphe d�ependront de la taille du graphe g�en�er�e, alors que les
performances de l'analyse d�ependent essentiellement de la taille et de la structure du
graphe explor�e.
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Pour illustrer le comportement de notre syst�eme d'analyse en fonction de ces di��erents
param�etres, nous reprenons les deux exemples pr�esent�es au chapitre 7. Nous avons d�eclin�es
ces exemples en plusieurs versions : par ajout de lecteur et r�edacteur dans le cas du premier
exemple ; par ajout de processus dans le cas du moniteur de tâches.

Exemple R�eseau de Petri Graphe g�en�er�e Graphe explor�e Nombre de
places transitions sommets arcs sommets arcs variables temps

3 lecteurs
20 19 320 608 166 250 3 1.3s

2 r�edacteurs

4 lecteurs
25 24 2156 4748 754 1257 3 15s

3 r�edacteurs

5 lecteurs
27 26 4364 10412 1454 2677 3 42s

3 r�edacteurs

Moniteur
17 27 27 51 24 48 8 4.4s

2 tâches

Moniteur
26 46 46 91 43 88 15 25.9s

3 tâches

Performances de l'analyse

Ce tableau fait bien apparâ�tre les deux crit�eres qui in
uent sur les performances de l'analyse,
c'est-�a-dire la taille du graphe de d�ependance (en particulier la partie explor�ee de ce graphe)
et le nombre de variables pr�esentes dans le r�eseau. Ce tableau montre aussi que même pour
des syst�emes de taille importante, les temps d'analyse restent bons. L'exp�erience montre que
la limitation principale actuelle de notre impl�ementation vient essentiellement de probl�emes
de d�ebordement arithm�etique ou d'explosions de la taille des syst�emes de contraintes. Les
d�ebordements arithm�etiques surviennent lors de la minimisation de syst�emes g�en�erateurs
dont certains �el�ements contiennent des coe�cients rationnels non entiers.
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Conclusion

Ce travail se situe dans le cadre de la v�eri�cation formelle de syst�emes distribu�es. Cette
v�eri�cation est bas�ee sur la construction d'un mod�ele du syst�eme �a v�eri�er ; ce mod�ele
est habituellement donn�e sous la forme d'un syst�eme de transitions �etiquet�ees. La taille
importante de ces mod�eles est un facteur limitatif majeur de l'applicabilit�e de ces m�ethodes ;
ce probl�eme est connue sous le nom de probl�eme d'explosion des �etats.

L'objectif de ce travail �etait l'�etude et la mise en �uvre de m�ethodes permettant de rem�edier
au probl�eme de l'explosion des �etats. Pour cela, nous avons consid�er�e di��erentes solutions,
qui sont unies par une caract�eristique commune : l'utilisation de m�ethodes symboliques de
repr�esentation du mod�ele. Les solutions que nous avons �etudi�ees sont les suivantes :

un mod�ele :
Nous avons propos�e de travailler sur un mod�ele permettant la repr�esentation du par-
all�elisme de mani�ere compacte et la repr�esentation des variables en compr�ehension et
non plus en extension. Ce mod�ele est un R�eseau de Petri interpr�et�e, dont les tran-
sitions sont �etendues par des gardes et des a�ectations d�e�nies sur les variables du
programme. Cette cat�egorie de mod�ele est fr�equemment utilis�ee comme forme inter-
m�ediaire de compilateurs, comme le compilateur C�sar. C'est par simulation de ce
r�eseau que C�sar g�en�ere un syst�eme de transitions �etiquet�ees ; le mod�ele r�eseau se
situe en amont des causes principales de l'explosion des �etats.

un algorithme :
Nous avons �etudi�e et mis en �uvre un algorithme qui s'attaque directement au prob-
l�eme de l'explosion des �etats, puisqu'il permet de r�eduire un mod�ele pendant sa g�en�era-
tion. Cet algorithme est connue sous le nom de g�en�eration de mod�ele minimal. Nous
avons modi��e la version existante de l'algorithme pour y int�egrer certaines optimisa-
tions. Certaines de ces optimisations sont directement li�ees �a l'utilisation de repr�esen-
tations symboliques. Nous avons d'autre part d�e�ni les structures de donn�ees n�eces-
saires pour une mise en �uvre e�cace et adapt�e l'algorithme �a di��erentes relations
d'�equivalence de bisimulation.

une premi�ere repr�esentation symbolique :

Nous avons �etudi�e une m�ethode de repr�esentation symbolique d�ej�a largement utilis�ee
dans le monde de la v�eri�cation ; il s'agit des Diagrammes de D�ecision Binaires (Bdds),
qui permettent la repr�esentation et manipulation e�cace de fonctions bool�eennes.
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Nous avons d�e�ni la construction d'un mod�ele symbolique bas�e sur cette repr�esentation,
�a partir de notre mod�ele R�eseau de Petri.. Nous avons d'autre part adapt�e certains
algorithmes standards de v�eri�cation comportementale pour une utilisation avec les
Bdds. En particulier, nous avons mis en �uvre l'algorithme de g�en�eration de mod�ele
minimal pour la r�eduction et la comparaison de mod�eles. Nous avons aussi adapt�e
un algorithme de comparaison bas�e sur la construction d'un produit synchrone des
mod�eles. Ceci permet d'�etendre la gamme des relations de comparaison �a certaines
relations de pr�eordre quand un des deux syst�emes �a comparer est d�eterministe.

une deuxi�eme repr�esentation symbolique :

nous avons �etudi�e une deuxi�eme m�ethode de repr�esentation symbolique ad�equate pour
la repr�esentation de variables num�eriques. Cette repr�esentation est bas�ee sur des sys-
t�emes d'in�egalit�es lin�eaires, et est connue sous le nom de poly�edres convexes.

Pour r�esoudre les probl�emes particuliers pos�es par les poly�edres pour le calcul de points
�xes, nous avons utilis�e des r�esultats d�ej�a �etablis dans le cadre de l'interpr�etation
abstraite [CC77] et utilis�es pour l'analyse de programmes imp�eratifs avec les poly�e-
dres [CH78]. Ces r�esultats permettent en particulier d'approcher le calcul de points
�xes �eventuellement in�nis, par l'introduction d'un op�erateur d'�elargissement dans la
s�equence de calcul.

Nous avons adapt�e ces r�esultats pour une analyse s�emantique sur un mod�ele semi
symbolique, construit �a partir du mod�ele R�eseau de Petri. Ce mod�ele semi symbolique
est un automate interpr�et�e, o�u le contrôle est repr�esent�e en extension et les donn�ees
symboliquement.

Nous avons en particulier appliqu�e un algorithme d'analyse en avant pour d�eterminer
une approximation sup�erieure des �etats du syst�eme. Par la même analyse, nous pou-
vons d�eterminer des r�esultats plus locaux par rapport au contrôle du programme, et
d�eterminer des conditions de franchissement de certaines transitions, des bornes sur
des variables en certains points du programme, : : :

Mise en �uvre

Nous avons int�egr�e l'ensemble de ces m�ethodes au sein d'un même outil, l'outil Magel. Cet
outil permet �a partir d'un R�eseau de Petri d'e�ectuer la minimisation ou la comparaison
du syst�eme de transitions �etiquet�ees correspondant �a l'aide des algorithmes r�ealis�es avec les
Bdds. D'autre part, il permet l'analyse s�emantique du programme repr�esent�e par un R�eseau
de Petri, �a l'aide des algorithmes d'analyse r�ealis�es avec les poly�edres.

L'ensemble des m�ethodes bas�ees sur les Bdds ont de plus �et�e int�egr�ees dans l'outil de v�eri-
�cation Ald�ebaran, a�n de fournir un pendant symbolique �a l'ensemble des m�ethodes
�enum�eratives de cet outil. Cette int�egration a permis de v�eri�er ou de faciliter la v�eri�cation
de certains protocoles. En dehors des exemples jouets comme le Scheduler de Milner, pour
lequel les Bdds o�rent des performances spectaculaires, nous avons pu traiter des exem-
ples de taille respectable, pour lesquels les m�ethodes classiques ont des performances tr�es
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inf�erieures (protocole du Transit Node, qui n'a pas �et�e pr�esent�e ici), ou sont impuissantes
(protocole du Jeton Circulant). N�eanmoins, d'autres exemples ont permis aussi de d�eter-
miner certaines limites des Bdds, comme dans l'exemple du Bus VME, o�u les Bdds ont
des performances inf�erieures �a certaines m�ethodes �enum�eratives comme la v�eri�cation �a la
vol�ee.

L'utilisation de la partie analyse avec les poly�edres deMagel a permis de d�ecouvrir des pro-
pri�et�es int�eressantes sur des exemples non triviaux, comme l'exemple du moniteur de tâches
pr�esent�e au chapitre 7. Les limites de cette m�ethode d'analyse ne sont pas (actuellement) les
temps d'ex�ecution, qui sont en g�en�eral tr�es bons. Ces limites sont li�ees �a la qualit�e du r�esul-
tat (approximations trop fortes), et aussi aux m�ethodes arithm�etiques utilis�ees dans notre
impl�ementation, qui occasionnent certains d�ebordements dans les valeurs des coe�cients.

Par cons�equent, cette m�ethode d'analyse est prometteuse, mais n�ecessite un certain nombre
d'am�eliorations du point de vue th�eorique et pratique, pour pouvoir �etendre la gamme des
probl�emes traitables.

Perspectives

Un certain nombre de perspectives �a court terme sont des extensions des m�ethodes que nous
avons d�ej�a mises en �uvre :

Diagramme de D�ecision Multivalu�es :
une technique que nous avons d�ecrite dans ce document, mais que nous n'avons pas
encore mis en �uvre consiste en la repr�esentation de variables enti�eres born�ees par des
m�ethodes similaires aux Bdds. Ce genre d'application parait particuli�erement adapt�e
au cas des protocoles, puisque ceux-ci utilisent tr�es souvent des entiers born�es, de
domaine relativement restreint. Il existe d�ej�a des techniques permettant ce genre de
repr�esentation, bas�es sur des Diagrammes de D�ecision Multivalu�es (Mdds). Un exem-
ple particulier de biblioth�eque a �et�e r�ealis�e par Timothy Kam [Kam92] , et fait l'objet
d'une utilisation intensive dans le cadre d'outils de v�eri�cation. L'id�ee de base de cette
biblioth�eque est la mise en �uvre des Mdds par codage en Bdds. A chaque variable
enti�ere est alors associ�ee un ensemble support de variables bool�eennes permettant son
codage en Bdds. D'un point de vue pratique, nous envisageons de mettre en �uvre
une technique similaire, en cr�eant une interface Mdd au dessus de notre biblioth�eque
Bdd. La r�ealisation de cette interface pourrait largement s'inspirer des travaux de
T.Kam.

D'un point de vue th�eorique, nous nous int�eressons �a une autre approche de mise
en �uvre des Mdds, par le d�eveloppement d'une th�eorie permettant de construire
des Diagrammes de D�ecision n-aires. Des travaux dans ce sens existent d�ej�a pour
des Diagrammes de D�ecision Ternaires. La di�cult�e est de r�eussir �a retrouver les
caract�eristiques qui font l'e�cacit�e des Bdds, �a savoir la d�e�nition d'une forme nor-
male compacte et la d�etermination d'algorithmes e�caces pour les op�erations sur ces
repr�esentations.
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analyse en arri�ere :

l'analyse s�emantique nous permet de d�eterminer certaines propri�et�es invariantes sur
les variables du programme. Dans Magel, cette analyse repose enti�erement sur une
analyse en avant du programme. Certains syst�emes d'analyse s�emantique combinent
cette analyse en avant avec une analyse en arri�ere. L'analyse en arri�ere permet de
r�epondre �a des questions d'accessibilit�e d'ensembles d'�etats et d'autre part d'a�ner les
r�esultats de l'analyse en avant. Cette combinaison d'analyse avant et arri�ere ne doit pas
poser de probl�emes di�ciles d'adaptation �a notre syst�eme et permettrait d'am�eliorer
les r�esultats obtenus avec Magel.

diagnostic :
Un manque manifeste des outils que nous avons r�ealis�es concerne la production de
diagnostics quand la comparaison de deux syst�emes indiquent qu'ils ne sont pas en
relation l'un avec l'autre. L'utilisation de m�ethodes symboliques permet d'envisager
la production de diagnostics g�en�eraux; en e�et, la construction de diagnostics se fait
alors directement en termes de pr�edicats sur les �etats, et en terme de graphes plutôt
que de s�equences. Certaines exp�erimentations ont montr�e l'int�erêt de cette approche;
lors du calcul des �etats puits d'un mod�ele avec les Bdds, nous avons impl�ement�e un
calcul des s�equences minimales permettant �a partir de l'�etat initial d'acc�eder aux �etats
puits. La construction du graphe complet de toutes ces s�equences s'av�erent du même
ordre de coût que le calcul d'une s�equence particuli�ere.

analyse de syst�emes temporis�es :
une application r�ecente de l'analyse approch�ee avec les poly�edres concerne l'analyse
de syst�emes temporis�es [Hal93] , et en particulier �a l'analyse de syst�emes hybrides
lin�eaires [HPR94]. Ce genre d'applications devient particuli�erement int�eressant dans
notre contexte, avec l'introduction �eventuelle du temps dans le langage Lotos. Une
simple extension de l'outil Magel tenant compte des r�esultats de [HPR94] devrait
permettre d'int�egrer l'analyse de programmes Lotos temporis�es.

Applications des r�esultats de l'analyse s�emantique

Les r�esultats de l'analyse s�emantique vont nous permettre d'am�eliorer et d'optimiser les
di��erents outils de v�eri�cation formelle que nous utilisons.

Un premi�ere application concerne le compilateur C�sar. Les informations obtenus sur des
programmes Lotos grâce aux m�ethodes d'analyse de Magel pourraient être utilis�ees par
le compilateur C�sar pour optimiser la g�en�eration de son graphe en diminuant la taille de
son vecteur d'�etat.

Une autre direction pratique serait d'int�egrer ces m�ethodes d'analyse dans le cadre d'un
d�ebogueur abstrait, dans la même id�ee que le syst�eme expos�e dans [Bou92]. Un tel syst�eme,
qui permet de r�epondre �a des questions telles que \Quelles sont les valeurs possibles de la
variable x en tel point de communication?", \Quelles sont les conditions n�ecessaires pour
arriver �a tel point du programme avec x+y � 5?", viendrait compl�eter avec pro�t un syst�eme
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de d�ebogage bas�e sur un syst�eme plus classique de simulation.

Nous pouvons aussi utiliser les r�esultats de l'analyse s�emantique pour am�eliorer le codage de
notre mod�ele en Bdds, et donc am�eliorer les performances des algorithmes de v�eri�cation
que nous avons mis en �uvre. En particulier, nous pouvons obtenir et utiliser avec pro�t les
informations suivantes :

Bornes des variables enti�eres
L'analyse nous permet de d�eterminer une approximation sup�erieure du domaine de
variation des variables. Cette information permet de rendre possible (si le domaine
des variables �etait inconnu) ou d'optimiser (par diminution du nombre de variables
supports n�ecessaires) le codage des variables enti�eres sous forme de Bdd.

Relations entre variables
Une cause fr�equente d'explosion de la taille des Bdds est l'existence de relations invari-
antes entre les variables du programme repr�esent�e. Une solution habituelle pour limiter
cette explosion est de modi�er (quand c'est possible) l'ordre de codage en Bdds des
variables pour que des variables en relation soient les plus proches possible. D'autres
travaux [HD93] proposent de coder ces relations dans des Bdds particuliers. Ces Bdds,
qui sont g�en�eralement de petite taille, sont consid�er�es comme �etant implicitement en
conjonction avec les Bdds repr�esentant la relation de transition du syst�eme. Les al-
gorithmes de v�eri�cation sont alors adapt�ees pour travailler avec cette conjonction
implicite. Ceci permet de diminuer sensiblement la taille de la relation de transitions.

Quelle que soit la m�ethode utilis�ee pour traiter l'existence de relations entre variables,
il faut pouvoir d�eterminer ces relations a priori, de pr�ef�erence de mani�ere automa-
tique. L'analyse s�emantique nous permet de d�eterminer un sous ensemble des relations
existantes et peut donc servir �a optimiser la repr�esentation �a base de Bdds.
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