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Introduction

les systemes distribués

Les systemes distribués sont la base de la plupart des protocoles de communication qui sont
utilisés dans les réseaux d’ordinateurs et dans les systemes de télécommunications, ainsi que
dans les architectures multi-processeurs. L’importance croissante des protocoles de commu-
nication dans les systemes informatiques modernes imposent des contraintes de sireté et de
fiabilité tres séveres : le moindre dysfonctionnement d’un systeme de télécommunications
peut affecter des millions de personnes et provoquer la perte de sommes énormes, voire
mettre en cause la sécurité de personnes.

Il est donc crucial de pouvoir garantir leur bon fonctionnement avant leur mise en service,
c’est-a-dire de valider I’ensemble des comportements possibles du systeme par rapport aux
services qui lui sont demandés. Ce genre de validation est en général hors de portée des
techniques classiques de conception de programmes :

e la description du service demandé est souvent donnée en langage naturel, complétée
par des diagrammes de transitions. Ce mode de description semi-formel conduit & des
définitions imprécises, ambigués et volumineuses.

¢ les méthodes de validation classiques sont généralement basées sur une couverture plus
ou moins grande des exécutions possibles, par génération et validation de séquences
de test. Ces méthodes ne peuvent en général pas étre exhaustives, et nécessitent de
se placer au plus pres des conditions réelles d’utilisation pour étre réalistes. Comment
tester dans ce cas un protocole devant gérer les communications de plusieurs centaines
de machines?

Pour répondre a ces problemes, des formalismes de description ont été développés, associés
a des méthodes de vérification formelle. Ces formalismes, désignés sous le nom de Formal
Description Techniques (FDT) sont concus pour permettre la spécification des systémes
distribués. Ils sont d’autre part exécutables et peuvent aussi servir a la programmation de
ces mémes systemes.
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implémentation

|

Compilation

spécification

systeme de transitions
étiquetées

comparaison

vrai/faux
+ diagnostic

Figure 0.1: Vérification basée sur les modeles
Vérification formelle

La vérification formelle consiste & comparer la description d’un systeme (I'implémentation)
avec la description des services attendus (les spécifications). Cette comparaison s’effectue
selon une relation de satisfaction définie elle aussi formellement.

Une approche possible de vérification formelle est I'utilisation de démonstrateurs automa-
tiques ou de systemes de réécriture. L utilisation de ces systeémes est en général ardue et au
mieux semi-automatisable. L’approche que nous considérons dans ce travail est basée sur la
comparaison de modeles ( “model checking”), dont le principe est donné par la figure 0.1. Le
modele couramment considéré pour la vérification est un systéme de transitions étiquetées,
c’est-a-dire un automate dont les transitions entre états sont étiquetées par les actions du
systeme. Le processus de vérification se décompose alors en deux phases : compilation d’un
programme exprimé dans un langage FDT vers un systéeme de transitions étiquetées, puis
vérification des spécifications sur ce systeme de transitions étiquetées. Un intérét pratique
de cette approche est qu’elle est completement automatisable. Elle est par contre limitée
par la taille des modeles générés.

La technique de vérification appliquée dépend du formalisme utilisé pour les spécifications;
on distingue en particulier deux types de spécifications :

Les spécifications logiques :
Elles permettent I'expression de propriétés globales sur le fonctionnement du pro-
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gramme (comme ’absence de blocages, la terminaison, 1’équité, ...) a 'aide d’un
ensemble de formules d’une logique temporelle. Dans ce cas, la vérification consiste a
évaluer la validité de I’ensemble de ces formules sur le systeme de transitions étiquetées
modélisant le programme.

Les spécifications comportementales :

Elles décrivent un aspect du comportement attendu du programme sous la forme d’un
systeme de transitions étiquetées. Ce systeme de transitions étiquetées peut provenir
lui-méme d’une spécification écrite dans un langage FDT. La vérification consiste alors
a comparer les deux systemes de transitions par rapport a une relation d’équivalence
ou d’inclusion. Ces relations sont basées sur la bisimulation et la simulation et sont
modulées par une notion d’observabitilité des actions du programme. Le choix de
la relation a utiliser dépend essentiellement du type des propriétés que 'on souhaite
préserver lors de la comparaison.

L’application de ces techniques au sein du projet SPECTRE a donné lieu (entre autres) a
la création d’une boite a outils dédiée a la vérification de programmes LoTO0S. Le cceur de
cette boite a outils est constitué des logiciels suivants :

CESAR :
Ce compilateur, réalisé par H. Garavel [Gar89] permet de générer a partir d’un pro-
gramme LOTOS un systeme de transitions étiquetées qui modélise son comportement.

ALDEBARAN :
ALDEBARAN est un outil de vérification de spécifications comportementales réalisé par
J.C. Fernandez [Fer83, Mou92]. Il permet de réduire ou comparer des systémes de
transitions étiquetées modulo différentes relations d’équivalence basées sur la notion
de bistmulation.

Explosion des états

Un probleme 1ié aux méthodes de vérification basée sur les modeles est liée a la taille de
ce modele. Des que les programmes étudiés sont de complexité réaliste, la taille du modele
correspondant devient rapidement prohibitive; ce probleme est connu sous le nom de probleme
de lexplosion des états.

Ce probleme s’avere crucial dans la pratique des outils “classiques” de vérification, qui tra-
vaille sur le modele complétement généré. Ces outils se trouvent de fait limités & la vérifi-
cation de modeles ayant environ 1 million d’états, ce qui est largement insuffisant pour des
cas réalistes.

Une certain nombre de méthodes ont été étudiées et mise en ceuvre pour tenter de traiter
différents aspects du probleme de ’explosion des états. Ces méthodes jouent sur un ou
plusieurs des parametres suivants :
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La génération du modéle
L’idée est alors d’essayer de générer un modele réduit, mais équivalent au modele orig-
inal du point de vue vérification des propriétés a valider. D’autre part, nous pouvons
aussi avoir des méthodes plus ou moins efficaces de représentation du modele, en fonc-
tion de ses caractéristiques.

L’exploration du modéle
1l est possible d’améliorer considérablement les performances, en temps ou en mémoire,
lors de 'exploration du modele, en n’effectuant qu’une exploration partielle ou en ne
mémorisant qu’une partie du modele.

La qualité du résultat
Le but de la vérification formelle est de démontrer qu'une propriété est correcte ou
fausse pour un systeme donné. Mais quand une propriété est fausse, il est souvent
possible d’appliquer des méthodes plus simples qui se contenteront de la recherche
d’un contre exemple, comme par exemple les différentes méthodes de test d’un pro-
gramme. Ce sont des méthodes de vérification partielle, permettant de démontrer la
non satisfaction d’un propriété, mais pas leur satisfaction.

Les méthodes couramment employées sont les suivantes :

Vérification a la volée [FJIM92, Val93]
Plutot que de construire completement le modele, puis de vérifier la propriété sur ce
modele, la propriété est vérifiée a la volée, pendant un parcours du modele. Pour
parcourir tout le modele, il est en général suffisant de ne garder en mémoire que la
pile permettant un parcours en profondeur. Pour accélérer le calcul, la plupart des
algorithmes a la volée utilisent au maximum la mémoire pour garder le plus possible
des états déja atteints.

Les mémes algorithmes sont souvent utilisés pour une vérification partielle , grace a
des méthodes de codage astucieuses des ensembles d’états [Hol89] qui ne garantissent
pas forcément 'exploration de tout le modele.

Ordres partiels [GW93, Val93]
Une des causes reconnues de 'explosion des états est lié & la représentation du paral-
lélisme par ’entrelacement d’actions paralleles asynchrones. Une idée consiste alors a
éviter de parcourir tous les chemins construits par entrelacement d’actions paralleles,
pour n’en parcourir qu'un sous ensemble caractéristique pour la propriété a vérifier.
Le modele ainsi parcouru peut étre beaucoup plus petit que le modele complet, surtout
si le systeme a vérifier contient beaucoup d’actions asynchrones.

Cette technique se combine tres bien avec la vérification a la volée, chaque méthode
tirant parti des avantages offerts par I'autre.

Réduction
Puisque la taille du modele pose un probleme, une idée fréquemment utilisée est de
réduire cette taille en tenant compte soit de la relation de comparaison utilisée, soit des



Introduction 5

spécifications a vérifier. S’il s’agit de spécifications comportementales, la comparaison
s’effectue alors pour une relation d’équivalence R. La réduction du modele consiste alors
a effectuer la vérification sur un modele équivalent pour R, mais plus petit en nombre

d’états (de préférence minimal). De nombreux travaux ont abouti a des algorithmes
de réduction performants[PT87, BFH90, LY92].

Abstraction

L’abstraction consiste & construire un modele abstrait a partir du modeéle d’origine dit
modele concret, tel que chaque action du modele concret peut étre simulé par une action
dans le modele abstrait. Cette approche est maintenant utilisée dans certains travaux
[Kur89, CGL92, Lon93, Loi%4], pour effectuer une vérification partielle de propriétés.
Les propriétés vérifiables par cette méthode doivent étre préservées par la méthode
d’abstraction. Dans ce cas, une propriété vérifiée sur le modele abstrait est valide
sur le modele concret. Si la propriété n’est pas vérifiée sur le modele abstrait, nous
ne pouvons tirer aucune conclusion, car la méthode d’abstraction peut éventuellement
étre trop grossiere pour la vérification de cette propriété.

Composition
Un systeme distribué étant construit par mise en parallele de sous systemes, des méth-
odes ont été proposées pour tirer parti de cette composition.

En particulier, la construction d’une abstraction du modele peut se faire par la com-
position d’abstractions de chacun des composants paralleles du modele, ’abstraction
de chaque composante étant éventuellement plus facile a réaliser. De méme, nous pou-
vons utiliser cette technique pour la réduction d’un modele, en construisant le modele
global d’un systeme a partir du modele minimal pour une relation d’équivalence R de
chacune des composantes de ce systeme.

Une autre utilisation de la composition consiste a vérifier une propriété séparément sur
chaque composant, et a en déduire la validité d’une propriété globale.

Un inconvénient de I'utilisation de la composition est 1ié une fois de plus au probleme
de ’explosion des états. Méme si chaque composant ne décrit qu’une partie du com-
portement du systeme, le modele correspondant est souvent de taille prohibitive. En
fait, lorsque certains composants sont modélisés sans tenir compte de leurs interactions
avec les autres (relachement de contraintes de synchronisation) leur modeéle peut méme
étre de taille largement supérieure au modele du systéme complet.

Techniques symboliques
La représentation énumérative d’'un modele patit directement du probleme de
I'explosion des états, la taille de la représentation mémoire étant proportionnelle a
la taille du modele lui-méme. Une idée est alors de ne plus représenter chaque état
individuellement, mais d’adopter des méthodes de représentation efficaces d’ensembles
d’états, et d’adapter les opérateurs utilisés dans les algorithmes de vérification clas-
siques pour travailler directement sur des ensembles.

Cette approche a véritablement pris son essor avec la définition par Bryant des Dia-
grammes de Décision Binaires (BpDs)[Bry92] , qui permettent la manipulation efficace
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de fonctions booléennes. De nombreux outils de vérification utilisent les BDDs avec
succes, en particulier dans le domaine de la vérification de circuits. D’autres représen-
tations symboliques plus numériques sont aussi utilisées dans la vérification de systemes
temporisés et de systemes hybrides [HNSY92, ACHH93, HPR94] ; il s’agit de versions
plus ou moins particulieres des polyedres convexes, que nous présentons plus loin.

Objectifs de ce travail

Le travail que nous présentons a pour objectif I’étude et la mise en ceuvre de certaines méth-
odes de représentation symbolique, et d’algorithmes adaptés a ces méthodes. La combinaison
de ces deux approches va nous permettre de travailler sur un modele qui se situe en amont
des causes principales de ’explosion des états, puisque nous pourrons traiter les variables du
programme symboliquement et non plus en extension.

Un algorithme : Génération de modéle minimal

Nous nous intéressons en particulier a ’algorithme de génération de modeéle minimal proposé
par [BFH90]. Cet algorithme permet a partir d’une représentation symbolique d’un modele
de construire directement un modele réduit, suivant une relation d’équivalence donnée. Nous
voulons déterminer les conditions nécessaires pour une mise en ceuvre eflicace de cet algo-
rithme, en tenant compte des caractéristiques des représentations symboliques du modele
que nous comptons utiliser. Nous voulons d’autre part utiliser cet algorithme pour plusieurs
relations d’équivalence.

Deux méthodes de représentation symbolique

Nous nous intéressons a deux méthodes de représentation symbolique du modele, une méth-
ode basé sur la représentation de fonctions booléennes, les Diagrammes de Décision Binaires
(BDpDs) et une méthode basé sur la représentation d’inégalités linéaires sur les variables
rationnelles, les polyedres convexes.

Les Diagrammes de Décision Binaire

Les BDDs sont maintenant utilisés avec succes dans de nombreux domaines informatiques.
Certaines des réalisations les plus notables sont du domaine de la vérification de circuits et
font maintenant ’objet d’une utilisation industrielle.

Beaucoup d’outils de vérification basés sur les BDDs traitent de la vérification par rapport
a des spécifications logiques [BCMT90, CMB90, McM92, Lon93] . Des travaux s’intéressent
aussi a leur application pour la vérification de spécifications comportementales [BdS92] .
C’est le cas des travaux présentés ici [FKM93] ; nous nous intéressons a I'application des
BDDs pour la génération de modele minimal, mais aussi pour la comparaison d’un modéle
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avec une spécification pour une relation d’équivalence donnée.

Les polyédres convexes

Les polyedres convexes peuvent étre représentés par des ensembles d’inégalités et égalités
linéaires, définies sur des variables rationnelles. Un intérét de cette théorie est la possibilité
de traiter symboliquement les variables entieres d’un programme et les transformations sur
ces variables. Une caractéristique supplémentaire des polyedres est qu’ils permettent de
traiter des modeles ayant un espace d’états infinis.

Les polyedres ont déja été utilisés pour 'analyse sémantique de programmes impératifs
[Hal79]. Leur utilisation pour la vérification et I’analyse de systemes distribués [BW94] , mais
aussi de systemes temporisés [Hal93, HPR94] est un phénomene récent. Nous présentons ici
une adaptation de ces travaux au modeéle qui nous intéresse [Ker94]. Cette adaptation nous
permet de caractériser, par une analyse en avant approchée, une approximation supérieure
des états accessibles d’un systéme. Ce sur-ensemble des états accessibles est donné sous la
forme d’un ou plusieurs polyedres et constitue un invariant du systeme. Nous pouvons en
déduire des informations intéressantes sur le systeme modélisé, comme les bornes de variation
de variables et I’existence de relations linéaires entre variables. Ceci constitue une méthode
de vérification partielle, qui permettra de démontrer la satisfaction d’une formule exprimée
sur les variables du systeme, si cette formule contient I'invariant calculé.

Un outil : MAGEL

L’ensemble des méthodes présentées dans ce document ont été mises en ceuvre au sein d’un
méme outil, MAGEL. Cet outil permet la vérification, la comparaison et ’analyse de pro-
tocoles. Son format d’entrée a été adapté pour accepter des Réseaux de Petri générés par
le compilateur CE&SAR a partir de description de protocoles en LoTos. L’outil MAGEL
permet actuellement la génération d’un modele minimal pour différentes relations de bisimu-
lation, directement a partir d’un Réseau de Petri restreint a des variables booléennes. Cette
partie correspond a la mise en ceuvre de ’algorithme de génération de modele minimal
avec les BDDs et constitue un module de vérification comportementale. MAGEL permet
d’autre part ’analyse de ces Réseau de Petri étendus par des variables entieres, par cal-
cul d’approximations supérieures avec les polyedres. Cette partie constitue un module de
vérification partielle de propriétés.

L’algorithme de génération de modele minimal avec les BDDs de MAGEL a été d’autre part
intégrée avec d’autres algorithmes de vérification comportementale a I'outil de vérification
ALDEBARAN et constitue un équivalent symbolique & ’ensemble des méthodes énumératives
existantes dans ALDEBARAN.

ensemble des méthodes a pu ainsi étre expérimenté sur une gamme d’exemples allant de
L’ ble d thod t t d’ les allant d
jeux d’essais et de “benchmarks” a des exemples de spécification de protocoles réels.
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Organisation du document

L’organisation de ce document reflete les différents themes que nous avons choisis. Pour
chacun de ces themes, nous avons une partie de présentation de l'existant, et une partie
d’adaptation et de mise en ceuvre qui constitue ’apport de notre travail. Parmi les chapitres
de description de D’existant, nous trouvons les chapitres 1, 3 et 6, ainsi que le début du
chapitre 2 (description de D'algorithme de génération de modele minimal). Les différents
apports de ce travail sont décrits dans les chapitres 4, 5, 7 et 8, ainsi que la fin du chapitre
2 (optimisation et mise en ceuvre de 'algorithme de génération de modele minimal). Nous
donnons une description plus précise du contenu de ces chapitres :

Le chapitre 1 définit les deux principaux modeles sur lesquels sont basés les travaux
présentés dans ce document :

— le modele systeme de transitions étiquetées. C’est le modele sur lequel sont définies
la plupart des méthodes de vérification que nous utiliserons

— le modele Réseau de Petri. C’est le modele a partir duquel nous construirons un
modele symbolique pour les BDDs, ou semi symbolique pour les polyedres

Dans le méme chapitre, nous présentons le modele semi symbolique automate interprété
utilisé avec les polyedres.

Le chapitre 2 introduit une méthode de vérification de modeles pour des relations
d’équivalence basées sur la notion de bisimulation. Cette méthode consiste a calculer
une partition des états du modele compatible avec sa relation de transition. Un algo-
rithme efficace pour ce genre de calcul connu sous le nom de raffinement de partition
existe [KS83, PT87] et a fait ’'objet de mises en ceuvre efficaces dans certains outils de
minimisation et comparaison de modeéles comme ALDEBARAN, AUTO,. ...

Dans la suite du chapitre, nous présentons un algorithme élaboré dans 1’équipe,
lalgorithme de génération de modele minimal[BFH90]. Cet algorithme permet de
combiner le calcul d’accessibilité des états d’un modele avec le calcul de raffinement de
partition, permettant de minimiser un modele pendant sa génération, contrairement
a lalgorithme de raffinement de partition plus classique, qui est dissocié du calcul de
I’accessibilité des états du modele.

Nous présentons une mise en ceuvre de cet algorithme amélioré par certaines optimisa-
tions liées a l'utilisation de représentations symboliques du modele. Nous définissons
enfin 'adaptation de Dalgorithme & différentes relations de bisimulation.

Le chapitre 3 introduit la premiére méthode de représentation symbolique que nous
allons utiliser. Il s’agit de Diagrammes de Décision Binaires (BDDs), qui permettent
de représenter et manipuler efficacement des expressions booléennes. Nous définissons
les méthodes de codage et opérateurs de base que nous utilisons par la suite.

Dans le chapitre 4 , nous définissons le codage de notre modele Réseau de Petri sous la
forme d’un ensemble de BDDs, et les avantages que peuvent apporter les BDDs pour la
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représentation de modeles, du point de vue compacité de la représentation et efficacité
lors des calculs de points fixes.

Le chapitre 5 contient la présentation de toutes les applications que nous avons réal-
isées avec le modele symbolique & base de BpDs. En particulier, nous présentons
I’application a la minimisation et comparaison par la mise en ceuvre de 'algorithme de
génération de modele minimal avec les BDDs; nous appliquons aussi une méthode de
comparaison pour des préordres de simulation, par exploration du produit synchrone
de deux modeles a comparer.

Le chapitre 6 présente la deuxiéme méthode de représentation symbolique utilisée dans
ce travail. 1l s’agit de polyédres convezxes, qui peuvent étre représentés par des systemes
d’inégalités linéaires sur les variables du systéme. Associés avec les polyedres, nous
présentons une méthode de calcul d’approzimations de points fixes, utilisée couramment
dans des systéemes d’analyse sémantique de programmes impératifs ou fonctionnels.
Ces approximations vont permettre de forcer la convergence de calcul de points fixes
éventuellement infinis (puisque le treillis des polyedres est de hauteur infinie).

Le chapitre 7 présente une utilisation classique de ces polyedres, pour une analyse ap-
prochée en avant d’un programme, que nous adapterons a notre modele. Cette analyse
va nous permettre de déterminer certaines propriétés invariantes sur les variables d’un
programme.

Le chapitre 8 est consacrée a l'outil MAGEL, qui est le résultat de la mise en ceuvre
des méthodes présentées dans ce document. Nous présentons ’architecture et les choix
de conception de Poutil, ainsi que son adaptation au Réseaux de Petri produits par le
compilateur CEsAR. Nous présentons ensuite ’adaptation d’une partie des algorithmes
de MAGEL & ALDEBARAN, et la création d'une version symbolique d’ALDEBARAN.
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Partie 1

Modeles et algorithmes






Notations

0.1 Ensembles

Soient deux ensembles @ et @', nous utiliserons pour les opérateurs ensemblistes les notations
suivantes :

e ensemble vide :

e cardinal : | Q|

e union : QU Q’

e intersection : Q N Q’

e inclusion : @ C Q'

e inclusion stricte : Q C Q'
e produit cartésien : @ x Q'

o différence : Q \ Q'

0.2 Relations

Soit R une relation binaire de @) sur ) (R C () xQ)), R peut vérifier les propriétés suivantes :
Réfléxivité :
Veed.(¢,q) € R
Symétrie :
Ve,d €Q.(¢.d) € R=(¢,q) € R
Antisymétrie :
Ve,q € Q) [(0.4) € RA(d,q) e Rl = qg=¢
Transitivité :

Vg.q'.¢" € Q,[(¢.4) € RA(d.¢") € R]= (¢,¢") € R

Nous utiliserons indifféremment les notations (¢,¢’') € R et ¢Rq’.

13
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Relation d’ordre et treillis

Une relation réflexive et transitive est une relation de préordre.

Une relation réflexive, antisymétrique et transitive est une relation d’ordre partiel. Si cette
relation est telle que deux éléments sont toujours comparables, alors la relation est dite
totale.

Définition 0.2-1 (Treillis complet)

Un treillis complet (@, C,U,N) est un ensemble ordonné tel que tout partie X de @ admet
une borne supérieure et une borne inférieure. Fn particulier, Uensemble ) admet T = U@
comme élément mazimal et L = NG comme élément minimal. [ ]

Pour toute fonction totale, croissante, F de 29 vers 22 on appellera :

e point fire de F I'ensemble X tel que X = F(X)
e post-point fize de F l'ensemble X tel que F(X)C X

e pre-point firze de F I’ensemble X tel que X C F(X)
On notera
o pm.F () le plus petit point fixe de F par rapport a C

o vr.F(7) le plus grand point fixe de F par rapport a C

Relation d’équivalence et partition
Une relation réflexive, symétrique et transitive est une relation d’équivalence.

Une relation d’équivalence ~ peut se définir & partir d’une relation de préordre C :
V. €Q.q~q — (¢S d)N(d Cq)
Définition 0.2-2
On appelle partition d’un ensemble (), un ensemble p de parties de ¢} tel que :
o Les éléments de p sont deux a deux disjoints :
VX, Yep. X£AY=>XNnY =0
o p définit un recouvrement de Q) :
Ux=0
X€p
|

A toute relation d’équivalence ~ définie sur (), on peut associer une partition p. de ¢ telle
que :

Vp,q€Q,p~q— (3X €ppe X Nge X)
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Réciproquement, a toute partition définie sur ¢}, il est possible d’associer une relation
d’équivalence ~, telle que deux éléments de () soient équivalents par ~, si et seulement
si ils appartiennent au méme élément de p.

Les éléments de p. sont appelés les classes d’équivalence de ~. Pour tout élément p de @,
nous noterons [p]~ la classe de p. qui le contient.

0.2.1 Treillis des relations

Nous noterons (@ X @,C,U,N) le treillis des relations d’équivalence sur @ x . C’est un
treillis complet dont I’élément maximum est la relation universelle () x ()) et 1’élément
minimum est identité ({(p,p)|p € Q}).

On dira qu’une relation R; est plus forte qu’une relation R, si et seulement si Ry est
contenue dans Ry (R1 C Ry). Clairement, si Ry est plus forte que Ry, alors deux éléments
de ) équivalents modulo Ry seront équivalents modulo R :

RiCRy—V(p,q)€QxQ .pRig=pRyq

0.2.2 Treillis des partitions

Soit P € 22 l'ensemble des partitions sur ¢, nous pouvons définir un treillis complet
(P,C,u,M) de la maniére suivante :

Définition 0.2-3
Soient p,p’ € P des partitions définies sur Q.

e pC p' siet seulement si
VXep.3X' ep' . X CX'
On dit alors que p est un raffinement de p'.
o pp ={XnNX'|XepnrXe)p}
. pUp = plavecp L p" A p Cp"

P

L’élément maximum de ce treillis est la partition universelle p = {Q}.
L’élément minimum est la partition identité p = {{p} | p € Q}.

Si p est un raffinement de p’, alors la relation d’équivalence associée a p est plus forte que la
relation d’équivalence associée a p’ :

pCp — ~,C~
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Chapitre 1

Modele

Nous présentons dans ce chapitre ’ensemble des modeles qui sont utilisés dans ce travail.
Nous commencons cette présentation par le modele de base que nous considérons pour la
vérification de systemes ; il s’agit de systémes de transitions étiquetées. C’est sur ce modele
que seront définies les méthodes de vérification que nous présentons dans le chapitre suivant.

Les autres modeles que nous présentons dans ce chapitre peuvent étre considérées comme
des formes intermédiaires de représentation du programme. Ces formes intermédiaires sont
couramment utilisées dans des compilateurs. Nous nous intéressons en particulier a une forme
intermédiaire basée sur les Réseaux de Pelri. Les Réseaux de Petri que nous présentons sont
de plus interprétés, c’est-a-dire que ses transitions sont décorés par des tests et des actions
sur les variables du programme représenté. Les méthodes symboliques que nous présentons
en deuxieme partie seront appliquées & partir de ce modele.

Le dernier modele que nous présentons est situé a mi chemin entre de Réseau de Petri et le
systeme de transitions étiquetées. Il s’agit d’un automate interprété, que nous utiliserons es-
sentiellement comme forme intermédiaire supplémentaire pour une des représentations sym-
boliques utilisées.

1.1 Systeme de transitions étiquetées

Définition 1.1-1
Un systeme de transitions étiquetées S est un quadruplet S = (Q, 4, T, init), ou :

o () est 'ensemble des états de 5,

o Aest’ensemble des actions de S. Nous notons A, ’ensemble AU{7} ol T est I’étiquette
représentant une action non observable,

o T est la relation de transition, T C @) X A, X @),

o nit est U'état initial de 5.

17
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Pour un systeme de transitions étiquetées S = (@), A,T,init) et p un élément de @), nous
utiliserons les notations suivantes :

e La transition (p,a,q) € T sera notée p ——1 ¢ (ou p —— ¢, s’il n’y a pas ambiguité sur
la relation de transition). L’état ¢ est un successeur de p par 'action a. Un état sans
successeur est appelé un état puits.

e Nous étendrons la notation précédente a une séquence d’actions A = ay...a, € A"

P LT q est le prédicat défini par :
ASar-ay A3y g1 €Q P U A G = @2 A A gt = g

e Nous noterons Act(p) 'ensemble des actions pour lesquelles p admet un successeur par
T (i.e, les actions qui peuvent étre effectuées a partir de p) :

Act(p)={a€ Al3qeQ .p—1q}
et, pour B C @,

Act(B) = |J Act(p)

pEB

Les fonctions de pre- et post-conditions (ou transformateurs de prédicats) de 2% vers 2% sont
définies comme suit :

A

prex(B) = {¢€Q|3p.q—pApec B}
A

posty(B) = {¢qeQ|3Ip.p—qApe B}

e Enfin, si A dénote un ensemble de langages A définis sur A* (A C 247), T’ensemble
Acta(p) des langages (ou actions abstraites) de A pour lesquelles p admet un successeur
est défini par :

Acta(p)={A €A | eQ.p—1q}
et, pour B C @,

Actp(B) = |J Acta(p)

pEB

1.1.1 Propriétés d’un systéeme de transitions étiquetées

Définition 1.1-2
Soit S = (Q, A, T, init) un systeme de transitions étiquetées :

e 5 est dit fini si et seulement si () est fini



1.1. Systéme de transitions étiquetées 19

e 5 est dit a branchement fini si et seulement si chacun de ses états a un nombre fini
de successeurs.

Pour un systeme S a branchement fini, on appelle facteur de branchement ¢ de 5, le
rapport entre les cardinaux de sa relation de transition et de ’ensemble de ses états :

1Tl
Q]

o 5 est déterministe si et seulement si chaque état de () a au plus un successeur par une
action donnée :

VpeQ .Vae A.|post,({p}) <1

La encore, cette notation sera étendue aux langages d’actions de la fagon suivante :
si A est un ensemble de langages définis sur A, 9 est dit déterministe pour A si et
seulement si

Vpe @ . VA e A . |posta({p}) < 1.

1.1.2 Syntaxe graphique

Nous représenterons graphiquement les systemes de transitions étiquetées en tenant compte
des regles suivantes :

e un état est représenté par un petit cercle de trait fin. L’état initial est représenté par
un petit cercle de trait épais.

e une transition est représentée par une simple fleche, son étiquette lui étant accolée

Exemple 1-1
Le comportement d’un cycler de l'exemple du scheduler de Milner(voir chapitre 8) est
représenté par la figure suivante :




20 Chapitre 1. Modeéle

1.2 Réseau de Petri Interprété

Le modele que nous utiliserons comme base avec les méthodes de représentations symbol-
iques présentées en deuxieme partie est dérivé du modele Réseau de Petri Interprété utilisé
par CESAR dans son processus de compilation d’un programme LoTo0s. Ce modéle est parti-
culierement adapté a la mise en ceuvre des méthodes de représentation symbolique; en effet,
le modele Réseau de Petri a les caractéristiques suivantes :

e il permet la modélisation du parallélisme de maniere concise

o les variables du programme et opérations sur ces variables sont représentées en com-
préhension, et pas en extension, ce qui se préte mieux a une représentation symbolique

e il existe des compilateurs (CESAR, QUASAR) qui peuvent générer un modeéle dans ce
formalisme a partir d’un langage de haut niveau (LoTos, ...) .

e il n’est pas lié & un langage en particulier.

Les deux premieres caractéristiques expliquent I'intérét que nous portons a ce formalisme.
En effet, les Réseaux de Petri se situent en amont du probleme de ’explosion des états.
Dans le cas de la boite & outils CESAR-ALDEBARAN, c’est I'interprétation de ce réseau sous
la forme d’un systéme de transitions étiquetées qui va provoquer apparition d'un grand
nombre d’états.

Définition 1.2-1 (Réseau de Petri Interprété)
Un réseau de Petri Interprété est défini par le tuple (Q,U,,T,G,V) ot :

o Q est un ensemble de places

o U, est une unité construite sur Q et appelée unité racine

o T est un ensemble fini de transitions construites sur Q, A et V
o A est un ensemble de d’étiquettes

o V est un ensemble de variables

1.2.1 Unités

L’ensemble des places Q est partitionné en unités :
chaque unité est un ensemble de places correspondant a un comportement s’exécutant en
parallele avec d’autres unités. Chaque unité peut elle-méme étre composée de sous-unités.

Plus formellement, une unité U est un triplet (@, Qo, [7) ol :
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. @ est I’ensemble des places propres de U, ce sont les places appartenant a U et & aucune
sous-unités de U. Nous notons places(U) ’ensemble des places propres de U.

o (o est la place initiale de U

o U est 'ensemble des sous-unités de U. On note units(U) ensemble des sous-unités
de U et units*(U) 'ensemble des sous unités transitivement incluses dans U.

L’unité racine i, contient ’ensemble de toutes les unités et donc toutes les places du réseau.
L’ensemble units*(i;) de toutes les unités du réseau est tel que :

e les unités sont organisées en une structure arborescente, de racine U, et tel que chaque

neeud U a pour fils Units(U). Nous appellerons unités de base les unités se situant
aux feuilles de cette arborescence.

o les ensembles places(U) pour tout U de Units*(U,) définissent une partition de
I’ensemble des places Q.

On notera unit(p) la fonction qui associe a une place p son unité.

1.2.2 Transitions
Une transition t est un tuple (@,@;, GL,vy,a)ou :

° @ C Q est I'ensemble des places d’entrée, que nous noterons et

° @vo C @Q est I’ensemble des places de sortie, noté te

G € A est une étiquette
e v est un ensemble de gardes définies sur I’ensemble V

A est un ensemble d’affectations linéaires définies sur les variables de V

Chaque transition ¢ est composée de deux parties :

o les transformations du controle qui sont données par les ensembles ot et te
e les transformations des données, qui sont modélisées par A.

Le franchissement de ¢ est d’autre part conditionné par ces gardes 7.

Avant de détailler la syntaxe des actions, nous allons d’abord restreindre le domaine des
données et définir les opérations autorisées sur les données.
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Valeur

Les expressions de valeur utilisées dans les actions sont restreintes aux valeurs entieres ou
booléennes.

S = Bool
| Int

De méme, V est partitionnée en deux ensembles : I’ensemble Vg, des variables booléennes
et I’ensemble Vp,,; des variables entieres (V = Vpoo U Vi,t). La syntaxe des expressions de
valeur est la suivante :

Les non terminaux V, Vg, et V5 dénotent respectivement une variable, une variable
booléenne et une variable entiere. Le non terminal n dénote une valeur entiere.

E = EBool
| EInt

Expression de valeur booléenne

FEp,oy = true

false

VBool

not Fpg,,
EBool or EBool
EBool and EBool

EBool = EBool

EInt = n
ant
n. V]m‘

EInt + EInt
EInt - EInt

Une expression de valeur pour les entiers est une combinaison linéaire des variables de Vy,.
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Gardes
La syntaxe des gardes de ’ensemble 7 est donnée par les regles suivantes :

Gardes = when Garde
| Gardes; when Garde

Garde = FEp.y
| EInt op — comp EInt

op — comp =

VN ANV

Affectations

La syntaxe des affectations de ’ensemble A est donnée par la regle suivante :
Affects = V .=F
| Affects;V:=F

1.2.3 Sémantique opérationnelle du réseau

La sémantique opérationnelle du réseau est définie par un systeme de transitions étiquetées.
Les états de ce systéme de transitions étiquetées sont des couples (M , C) ou M est un
marquage et C' est un contexte. Nous définissons d’abord les notions de marquage et de
contexte et les relations de transition associées, puis nous définissons la relation de transition
obtenue pour les couples marquage-contexte.

Marquage

Un marquage est un ensemble de places de Q. Le marquage initial est le marquage My dans
lequel seule la place initiale de 'unité racine U, est marquée. I’ensemble des marquages
accessibles depuis le marquage initial est noté M.
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Construire la relation de transition —,,, entre marquages revient a considérer le réseau sans
tenir compte des données. Cette relation de transition est définie par la regle suivante :
ot C M, M =M — ot Ute
(M 1] —m M

[M1]

Contexte

On appelle contexte une application partielle de ’ensemble des variables V vers I’ensemble
des valeurs des variables de V. La valeur d’une variable V' € V dans un contexte (' est
donné par I’expression C'(V'). De méme, on définit une fonction d’évaluation d’ezpression de
valeur :
C(V)siE=V
eval(E,C) =< F(eval(Ey,C))si B = F(FEy)
F(eval(Ey,C),eval( by, C))si B = F(Eh, Ey)

Le contexte initial Cy du réseau est le contexte ou aucune variable n’a été affectée. La relation
de transition entre contextes est alors définie par les regles suivantes :

C

[C,none | —. C o
eval(E,C) = true
[C,when F] —_.C -
CQ = Cl[eval(E,Ol)/V] [03]

[Cl,V = E] —ec CQ

Etats

Les états sont constitués par la combinaison d’un marquage et d’un contexte. La relation de
transition entre états est alors définie a partir des relations de transition entre marquages et
contextes.

Chaque transition est notée ¢ S, g2 et est définie comme suit :
[Ml,t] —m M2 A [Cl,action(t)] —— CQ]
G
(My, C1) — (M2, ()

[E1]
ol (G est 'étiquette de la transition ¢t € 7 correspondante.

1.2.4 Propriétés du réseau

Le réseau que nous considérons vérifie de plus certaines propriétés ue nous exploiterons
’
phlS loin lors de I'utilisation de représentations symboliques.
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Marquage sauf
A tout moment, chaque place contient au plus une marque : ces réseaux sont dits saufs.

Séquentialité des unités
Toute unité U vérifie la propriété suivante :

VM € M, card(M N places(U)) < 1

Les places propres de U contiennent au plus une marque.

Imbrication des unités
Soient Uy et Uy deux unités distinctes telles que Uy C Us, alors pour tout marquage accessible

MeM:
(M N places(Uy) = 0) ou(M N places(Us) = ()

1.2.5 Syntaxe graphique

Nous représentons graphiquement les Réseaux de Petri en tenant compte des régles suivantes :

e une place est représentée par un cercle de trait fin. La place initiale est représentée
par un cercle de trait épais

e une unité est représentée par un cadre en pointillé, qui contient les places et transitions
de 'unité

e une transition est représentée par un rectangle décoré de plusieurs attributs. La rela-
tion entre une transition et ses places de départ et d’arrivée est représentée par une
fleche. Une transition (Q;,Q,,G, A) avec Q; = {Q1,...,Qn} et Q, = {Q},..., Q.. }

est représentée par la figure :

Exemple 1-2
Un exemple de réseau structuré en cinq unités dont trois unités de base est donné par la
figure suivante :
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when 2z >

110

1.3 Automate interprété

Nous allons définir un modele particulier, qui se situe entre le modele réseau et le modele
systeme de transitions étiquetées; il s’agit d’un systéme de transitions ou chaque transition
est décorée de maniere particuliere, nous appelons ce systeme de transitions un automate
interprété.

Nous utiliserons ce type d’automate dans un contexte particulier, qui est décrit dans le
chapitre 7. La construction de cet automate se fera a partir d’un Réseau de Petri interprété
; par conséquent, nous donnons directement sa définition par rapport a un réseau.

Définition 1.3-1 (Automate interprété)
Soit un Réseau de Petri R =(Q,U;,T,G,V), nous contruisons a partir de R un automate
interprété tel que C = (M, T, init) tel que :

o M est un ensemble de marquages
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o V est un ensemble des variables

o 7 est un ensemble de transitions. Chaque transition est un tuple (my, ma,7, a) tel que

It =(Qi,Q0, G v,0) €T ot :

— my,my € M et ot C my el my = mq — etU te ((my,my) €E——,, ot —,, est la
relation de transition entre les marquages du réseau R)

o My, est le marquage initial.

1.3.1 Syntaxe graphique

Nous représentons graphiquement les automates interprétés en tenant compte des regles

sulvantes :

e un point de controle est représentée par un rectangle aux coins arrondis. La place
initiale est représentée par un rectangle de trait épais

e une transition est représentée par une fleche décorée par une étiquette, une liste de
gardes et une liste d’affectations

Exemple 1-3

z:=z+1
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Chapitre 2

Vérification basée sur les modeles

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a certaines méthodes qui permettent la vérification
de systemes paralleles par 'intermédiaire d’un modele de ces systemes. Nous présentons en
particulier des méthodes de comparaison du modele d’un systeme avec une spécification
comportementale, et des méthodes de minimisation du modele d’un systeme.

Pour pouvoir comparer ou minimiser des modeles, il faut déterminer une relation
d’équivalence ou de préordre entre modeles. La définition de cette relation dépend de la
nature des propriétés que 'on veut vérifier. Elle doit permettre d’identifier uniquement les
modeles vérifiant les propriétés désirés, mais aussi de ne pas distinguer les modeles sur des
criteres autres que les propriétés voulues. La définition d’une telle relation introduit une no-
tion d’abstraction, qui permet de ne prendre en compte que les comportements du systeme
liés aux propriétés que 'on veut vérifier.

Un certain nombre de relations d’équivalences ont été proposées dans différents travaux.
Nous nous intéressons en particulier aux relations entre systémes de transitions €tiquetées,
qui constituent notre modele de base. Ces relations sont basées sur :

e la comparaison de séquences d’exécution. C’est le cas de 1’équivalence de trace, qui
correspond a 1’égalité de langages pour deux automates.

o la comparaison d’arbres d’exécution. Ce mode de comparaison contient le précédent et
permet en plus de prendre en compte la structure de branchement des systemes. C’est
le cas des relations de bisimulation [Par81]

Les relations d’équivalence qui nous intéressent dans la suite sont de la famille des relations
de bisimulation. Ces relations possédent un certain nombre d’avantages :

e en faisant varier la notion d’observabilité des actions du programme, nous pouvons
obtenir des relations de bisimulation adaptées a des classes différentes de propriétés.

o la prise en compte de la structure de branchement du programme permet la préservation
de certaines classes des logiques temporelles basées sur une notion de temps arborescent.

29
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o il existe un algorithme efficace pour la comparaison et la minimisation pour une relation
de bisimulation particuliere (la bisimulation forte) [PT87] qui a été étendu a d’autres
relations de bisimulation [KS83, Fer88]

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons une définition générale des relations de bisim-
ulation entre systemes de transitions étiquetées. Puis nous présentons le principe général
sur lequel repose la plupart des algorithmes classiques de comparaison et de minimisation
de modeles par rapport a une équivalence de bisimulation.

Nous décrivons ensuite un algorithme particulier de minimisation de modele, basé sur le
méme principe, mais permettant la minimisation efficace d’un modele pendant sa génération,
l’algorithme de génération de modeéle minimal [BFH90, BFHT92].

2.1 Relations de simulation et bisimulation

Nous présentons une définition paramétrique de la notion de bisimulation [Mou92].
Soient S; = (Q, A;, T}, initi)(izlg) deux systemes de transitions étiquetées, soit A un ensems-
ble de langages disjoints sur A U {7}, et soit A un élément de A (A C (AU {7})*).

La relation de bisimulation est définie comme une famille de relations binaires sur ¢J1 X @2
paramétrée par A :

Définition 2.1-1 (Relation de bisimulation)
Soit Uopérateur By : 291%@2 . 2@1%XQ2 défini par :

BA(R) = {(piop2) [VA €A Yo . (0 =21 @1 = 342 - (p2 ==, 2 A (@1, 02) € R))
A Yoy - (2 o1, g2 = 31 - (p1 =1y @1 A (q1.42) € R))}
Une relation R sur Q1 X Q3 est une bisimulation si et seulement si R C Ba(R). [ |

L’ équivalence de bisimulation ~j pour le langage A est alors définie comme le plus grand
point fixe de l'opérateur By [Par81] :

~ = VR ((Q1 X Q2) N Ba(R))
La relation ~, peut étre définie comme l’intersection d’une suite décroissante de relations
k H .

N?\I Q1 X Q2

~ = Ba(~h)

On a alors,
o0 .
~a= () (M)
=0
La relation de simulation est obtenue a partir de la relation de bisimulation en considérant
le préordre associé. Elle est définie comme une famille de relations sur ()1 X )2 paramétrée
par A :
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Définition 2.1-2 (Relation de simulation)
Soit Vopérateur Ty : 291%@2 — 291XQ2 défini par :

TA(R) = {(p1sp2) | VA € A Var . (1 =1, @1 = Fag2 - (2 ==1, @2 A (41, 42) € R))}
Une relation R sur Q1 X Q2 est une simulation si et seulement si R C Za(R). [ |

On appelle préordre de simulation Cp pour le langage A le plus grand point fixe de 'opérateur
T :

Ca = vR (@1 x Q2) N Ix(R))
Comme dans le cas précédent, la relation £, peut étre définie comme I'intersection d’une
suite décroissante de relations Efx(ke/\/) :

Co= Q1 x Q2

Cht'=Za(C)

On a alors,
o0 .
Ca= () (E))
=0

2.2 Raffinement de partition

La comparaison et la réduction de systemes de transitions étiquetées pour une relation de
bisimulation sont basées sur un méme principe; il s’agit de partitionner ’ensemble des états
du systeme par rapport a cette relation de bisimulation. Etant donné un systeme de transi-
tions étiquetées S = (@), A, T, init), une partition initiale p;,;; de 'ensemble d’états @) et A
un ensemble de langages disjoints sur A, le principe de ’algorithme est d’itérer le raffinement
de pinir en partitions compatibles avec T, jusqu’a obtention d’une partition stable par rapport
a elle-méme. On parle alors de raffinement de partition par rapport a une équivalence de
bisimulation.

Ce calcul est connu sous le nom de Generalized partitionning [KS83]. Kanellakis et Smolka
ont proposé un algorithme permettant le calcul de ce raffinement de partition avec une
complexité en temps de O(m.n) et en mémoire de O(m 4+ n)(m est le nombre de transitions
et n le nombre d’états du systeme). Paige et Tarjan [PT87] ont ensuite proposé une solution
au méme probleme, qu’ils appellent Relational Coarsest Partition Problem (RCP problem).
Ils proposent une amélioration de I’algorithme, obtenant une complexité de O(m.log(n)) en
temps, gardant la méme complexité en mémoire.

Avant de présenter 'algorithme lui-méme, nous allons préciser les notions de compatibilité,
de stabilité et de rafinement.

Notations
Etant donné un ensemble d’états (7, nous considérerons ’ensemble P de tous les ensembles
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d’ensembles non vides et disjoints deux a deux de @ :

P={re22|VX,Y e, X,Y#0A(XNY #0=X=Y)}
Soit p € P, p est une partition ssi p définit un recouvrement de @,Q = J{X | X € p}.
Nous noterons [q], la classe de la partition p qui contient 1’état g.

A partir de la relation de transition T' du modele, nous définissons une relation de transition
entre classes d’une partition p :

A =X Y) [ XY epANerIad)EQuae X, d €Y, q 27 ¢}

Nous définissons les fonctions pre et post sur cette nouvelle relation de transition par les
fonctions surchargées de 2 dans 2F :

pref(X) = {ldly | ¢ € prea(X)}

pref(p’) = {pref(X)| X €p'}
posth(X) = {lql, | q € postA(X)}
posti(p') = {posth(X)| X € p'}

Accessibilité :

Une classe X € p est accessible si et seulement si :
e soit X = [init],
e soit il existe une séquence [init], LP X1 —=,...—=, X

Nous noterons Acc = pr.([init], Uposty (7)) ensemble des classes accessibles de la partition
p-
Remarque 2-1

Cette définition de D'accessibilité ne garantit pas qu'une classe X € Acc contienne un état ¢
accessible depuis 1’état initial inet. [ |

Compatibilité:

Soit un systeéme de transitions étiquetées S = (@), A, T, init), p une partition et A un ensemble
de langages disjoints sur A. On dit que la partition p est compatible avec T pour ’ensemble
de langages A si et seulement si :

VA € AVXLY € p,Vp, g€ X, (posta({p})NY #0) — (posta({g})NY #0)
La notion de partition compatible est liée a celle de bisimulation par la proposition suivante :

Proposition 2.2-1
Soit S = (Q,A,T,init), R une relation binaire définie sur @ x ¢ et A un ensemble de
langages définis sur A.
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R est une bisimulation pour A si et seulement si la partition associée a R est compatible
avec Tpour A. [ |

La preuve de cette proposition est donnée pour des systémes non étiquetés dans [Fer88]. Elle
se généralise sans diflicultés au cas des systemes étiquetés.

Raffinement :
L’opérateur de raffinement utilisé pour la génération de modele minimal est la fonction split
définie de facon surchargée comme suit :

o raflinement des classes d’une partition entre elles pour un langage donné :
YA€ AVX,Y €29 splity (X,Y) = {X Nprex(Y)} U{X \ prey(Y)}

Cette version de la fonction split est shématisé dans la figure 2.1.

e raffinement des classes d’une partition entre elles :

VXY €29 splity (X,Y) = [ splity (X,Y)
AEA

e raffinement d’une classe par rapport a la partition :

VX € 29,Vp e P,splity (X,p)= [ splita (X,Y)
Yep

e raffinement de la partition par rapport a une classe :

VY € 29,¥p € P, splity (p,Y) = |J splita (X,Y)
Xep

e raffinement d’une partition par rapport a une autre :

Vp,p' € P splity (p,p') = | splita (X, p')
X€p

Stabilité :

Soit X € p, nous dirons que X est stable par rapport a une classe Y pour A € A ssi
splity (X,Y) = {X}. La stabilité de X par rapport & Y correspond au fait que X n’est pas
raffinable par Y. Nous noterons cette propriété Stable (X ,Y). De la méme maniére que
pour 'opérateur split, nous surchargeons le prédicat Stable :

. Stabley(X,Y) = /\ Stabley(X,Y)
AEA
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Figure 2.1: Raffinement d’une classe

. Stablen(X,p) = /\ Stablea(X,Y)
Yep

. Stablex(p,Y) = /\ Stablep(X,Y)
Xep

. Stable(p,p') = /\ Stablea( X, p')
Xep

La notion de stabilité est équivalente a la notion de compatibilité : il est facile de voir que si
une partition p est stable par rapport & elle méme (splita (p, p) = p), alors elle est compatible
avec la relation de transition 7. On peut alors dire d’apres la proposition 2.2-1 que si la
partition p est stable par rapport & elle méme, alors la relation d’équivalence ~ qui lui est
associée est une bisimulation.

Propriétés de 'opérateur splity

L. splita (p,p) E p

2. p1 C pa — splity (p1,p) C splita (p2,p)

3. p1 & p2 — splity (p1, p1) C splity (p2, p2)

4. split(x, a3 (p1, p2) = splity, (splita,(p1, p2), p2) = splity, (splity, (p2, p2), p2)
5. p' = splity (p,p) = p' = splits (p', p) (p est stable par rapport & p)

6. p=splita (p, X) N X € p' = splity (p,p' — {X}) = splita (p, p')
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Preuve

La preuve de ces propriétés est donnée dans [Fer90].

Si on considére un systéme de transitions étiquetées S = (Q, A, T, init), et une partition
initiale p;n; de @, le calcul de raffinement de partition pour une relation de bisimulation ~y
correspond alors au calcul du plus grand point fixe vp.(pini N splita (p, p)). Dans [Fer90], il
est montré que le calcul de ce plus grand point fixe dans le cas des systemes a branchement
fini correspond a la limite de la suite décroissante :

PO = Pinit
Pnt+1 = SplitA (pnvpn)
A partir de la définition de cette suite, un premier algorithme de raffinement de partition

peut étre déduit.
Algorithme 2-1

p=1{Q};
do

p'=p;

p = splity (p', p');
while (p # p);

A l’issue de P’application de cet algorithme, la partition p contient les classes d’équivalence
du modele pour la relation ~4.

2.2.1 Applications “classiques” du raffinement de partition

Les applications classiques du raffinement de partition sont basées sur le prémisse suivant :
I’ensemble () des états du systeme est fini et la partition initiale p;,;; est définie sur I’ensemble
des états accessibles de (). La premiere ligne p := {@)} de I'algorithme 2-1 est remplacée par
p = Acc(Q). Cet algorithme va nous permettre de comparer ou de minimiser des systemes
de transitions étiquetées suivant ~,. La comparaison de systemes de transitions étiquetées
va se faire par le calcul du raffinement de partition sur la réunion des deux systemes alors
que la minimisation d’un systeme de transitions étiquetées se fait par application directe du
raffinement de partition. Ces deux points sont détaillés dans les paragraphes suivants.

Comparaison de systémes de transitions étiquetées
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Etant donnés deux systemes de transitions étiquetées 57 et S5, nous voulons déterminer si
ces deux systemes ont un comportement équivalent modulo ’équivalence de bisimulation
~a. La comparaison de 57 et 59 est basée sur le principe suivant : nous construisons un
systeme de transitions étiquetées S défini & partir de I'union de 57 et 5o, puis nous calculons
la partition de § associée a ~,. Il suffit alors de vérifier que les états initiaux de 57 et 59
appartiennent bien a la méme classe de la partition obtenue.

Plus formellement, 'union de deux systemes de transitions étiquetées est définie comme suit :
soient S; = (Qq, A-, T3, Qi)(izl 2) deux systemes de transitions étiquetées, tels que Q1NQ2 = .
S = 51U 53 est le systeme de transitions étiquetées S = (@, A, T, init) tel que :

[ ] Q IQ1UQ2U{’LTL’Lt}
OTIT1UT2
OAIA1UA2

L’algorithme de raffinement de partition appliqué a ce probleme devient :

Algorithme 2-2

p=01UQy;
do

p'=p;
p = splity (p', p');
while (p # p') A (3X € p,{qo1, 902} C X);
si 3X € p,{qo1, 902} C X alors
afficher (51 ~x 532)
sinon
afficher (57 #4 52)
fsi

Minimisation de systémes de transitions étiquetées

La minimisation d'un systeme de transitions étiquetées S par rapport a une équivalence de
bisimulation ~,consiste en un calcul du quotient S/~p; ce quotient doit respecter deux
contraintes :

e 5/~p est le plus petit systeme de transitions étiquetées en nombre d’états, tel que
S/~p est équivalent & S modulo A.

e 5/~ est une forme normale de S, pour tout S équivalent & 5 modulo A, §'/~, est
identique a S/~, a un renommage des états pres.

La définition plus précise du quotient d’un systeme de transitions étiquetées est la suivante :
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Définition 2.2-1
Soit S = (Q,A,T,init) et ~5 une équivalence de bisimulation définie sur @ x . Le sys-
teme de transitions étiquetées S/~, est le quotient de S modulo ~p et est défini par :

S/on = (Qrys Ay, Ty s imit)

o Qn, = {l¢l~, | ¢ € Q}, c'est ensemble des classes d’équivalence de la partition la
moins fine compatible avec T" pour A.

o Ao, = {a(A) | A € A}, ol a est une fonction injective de A dans un ensemble de
représentants canoniques.

o Ty = {([@nps (N, [¢)ny) | € 27

Pour les équivalences de bisimulation que nous considérons, 'ensemble A est tel que les
langages A € A sont construits sur au plus une action visible :

VA=ay...a, €A, (Fi€[l.n],q; € A)= (Vj€[l.n],j #1,a;=T))
La fonction «a est alors définie telle que :

a(\) = { a;si(3 € [l.n],a; € A)

T sinon

La preuve de la proposition qui justifie que le systeme S/~, définie en 2.2-1 est bien le
systéme minimal équivalent & S peut étre trouvée dans [Mou92], ainsi que la méthode de
construction de 7., .

2.3 Génération de Modele Minimal

L’application classique de I’algorithme de raffinement de partition & un systeme de transitions
étiquetées est en général basée sur une connaissance préalable de 'ensemble Acc de ses états
accessibles. Le calcul de cet ensemble et de la relation de transition qui lui est associée, est
en général un calcul explicite, par énumération de Acc. Les performances de ce calcul sont
directement liées & la taille du modele.

A priori, il semble peu productif d’avoir a générer le systeme de transitions étiquetées com-
plet, qui peut étre énorme, dans le seul but d’obtenir les informations nécessaires a sa réduc-
tion. Il serait bien plus intéressant de réduire ce systeme de transitions étiquetées pendant sa
génération. Cet objectif est celui de I’algorithme de génération de modéle minimal [BFH90]
que nous présentons plus loin.

Nous énumérons d’abord les différentes stratégies de réduction d'un modele

S =(Q, A, T, init).
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Stratégies de minimisation

Soit un systeme de transitions étiquetées S = (@, A,T,init). Nous voulons construire a
partir de S un systeme S., = (Qn~,, A~ Tn,,init., ) qui soit le systeme de transitions
étiquetées minimal par rapport a une équivalence de bisimulation ~jcontenue dans une
partition initiale p;,;;. Une approche possible est de combiner un calcul d’accessibilité et un
calcul de raffinement. L’organisation de ces calculs peut suivre les stratégies définies dans

les paragraphes suivants.

Accessibilité des états puis raffinement :

L’idée classique des algorithmes de réduction de modele est d’abord de calculer I’ensemble
des états accessibles du modele, puis de raffiner la partition définie sur cet ensemble. Si on
considere les fonctions suivantes :

Fyee(X) = init U post(X)
Refine(p,m) = puma N splita (pNm,pnm)
le calcul de I’ensemble des états accessibles de S correspond au calcul du plus petit point

fixe Acc = pX.Fa..(X) Le raffinement est alors effectué sur Ace, par le calcul du plus grand
point fixe vr.Re fine({Acc}, ).

Le calcul de ’ensemble des états accessibles par des méthodes énumératives n’est possible
que si cet ensemble est fini. Méme dans le cas fini, le temps de calcul des états accessi-
bles d’un modele énorme par des méthodes énumératives peut étre prohibitif. Néanmoins,
cette approche est celle appliquée dans beaucoup d’outils comme ALDEBARAN, AuTO, MEC,
Tav, ..., soit implicitement, en considérant que le systeme de transitions étiquetées fourni
en entrée est connexe, soit explicitement en effectuant le calcul de I’ensemble des états ac-
cessibles.

Raffinement puis accessibilité des classes :

Une autre approche est de commencer par calculer le raffinement de ’ensemble @), sans con-
sidération d’accessibilité. Une fois que le quotient ()., est obtenu, I’ensemble des classes
accessibles depuis la classe initiale est calculé. L’inconvénient de cette méthode est la prise
en considération d’états inaccessibles dans les calculs de raffinement, et notamment le raf-
finement de classes inaccessibles. Le résultat de calculs sur des classes inaccessibles est rejeté
lors du calcul de 'accessibilité des classes et reste donc inutile.

La partie inaccessible des états d’'un modele étant bien souvent beaucoup plus grande que la
partie accessible, ces calculs inutiles peuvent peser lourdement sur les performances globales
de Palgorithme. D’autre part, il est possible que le raflinement d’un modele infini soit lui-
méme un modele infini, mais avec une partie accessible finie. Dans ce cas, le processus de
raffinement ne termine pas, alors qu’il est possible de calculer un modele minimal fini.
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Accessibilité pendant le raffinement :

Une idée naturelle est de combiner les deux calculs : calculer 1’accessibilité des classes de la
partition courante et ne raffiner que les classes accessibles.

Cette stratégie essaie de combiner le meilleur des stratégies précédentes. De plus, le modele
minimal obtenu est nécessairement plus petit que la partition obtenue par simple raffinement
et aussi plus petit que 'ensemble des états accessibles. Ce modeéle minimal peut méme étre
fini, sans que ni ’ensemble des états accessibles, ni le raffinement de ’ensemble de tous les
états le soit.

Plus formellement, on peut décrire ce calcul de la maniere suivante : soit la fonction
F = Ap.pini N splita (p, p)
Cette fonction est monotone d’apres la propriété 2 de lopérateur split. Le calcul fait par

lalgorithme 2-3 correspond alors au calcul du plus grand point fixe vp.F(Ace(p)). La dé-
monstration de la validité de cette stratégie est donnée dans [BFH192].

L’implémentation de cette idée correspond a ’algorithme 2-3 :

Algorithme 2-3

P = Pinits
do
p'=p;
7 = Acc(p) ;

p = splity (m,m);
while (p # p');

2.3.1 Premieres optimisations

Cette premiere version de I’algorithme n’est évidemment pas optimale et nécessite un certain
nombre d’optimisations. Ces points faibles les plus évidents sont les suivants :

o 'ensemble des classes accessibles de p est recalculé & chaque étape. Une possibilité est
de recalculer accessibilité seulement sur I’ensemble des classes créées par le dernier
split, c’est a dire les classes de p \ p'.

o il n’est pas nécessaire d’essayer de raffiner toutes les classes de p a chaque étape.
En effet, d’une étape a l'autre, un certain nombre de classes de p resteront stables;
la tentative de raflinement de ces classes est donc inutile. Une premiere idée permet
d’isoler des classes “candidates” au raffinement : si une classe X a été raffinée a 1’étape
n, ces prédécesseurs ont de bonnes chances d’étre effectivement raffinés a ’étape n + 1.
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e la définition de la fonction Acc ne garantit pas que si une classe appartient & Acc(p)
alors elle contient au moins un état accessible depuis 1’état initial.

Tous ces points faibles ont la méme origine : Dalgorithme 2-3 retraite a chaque étape la
partition p intégralement. Il est nécessaire de restreindre les traitements de chaque étape aux
classes nouvellement créées et d’isoler parmi celles-ci les classes contenant un état accessible
depuis I’état initial.

Pour affiner la notion d’accessibilité des classes et limiter le raffinement aux classes sus-
ceptibles d’étre vraiment raffinées, nous devons descendre au niveau du raffinement d’une
classe et définir le comportement de ’algorithme en fonction du résultat de ce raffinement.
Considerons une étape n de lalgorithme de raffinement de la partition p . L’opération
p' = splita (p, p) revient & remplacer tout X € p par splity (X,p). Deux résultats sont
possibles :

splita (X, p)={X}:

la classe X est stable par rapport & p. La stabilité de X implique que tous les états de
X meénent exactement aux mémes classes dans p :

V(ZDQQ € vay € P7V/\ € Av(HQ1 € Y7q1 _/\_> (]1) - (HQQ € Y7q2 _/\_> (Zé)

Sila classe X contient un état ¢ accessible, alors toutes les classes accessibles depuis
X contiendront au moins un état accessible depuis ¢. Ceci nous permet de dire que si
X contient un état accessible et si {X } = splita (X, p), alors nous pouvons calculer la
prochaine étape de raffinement sur toutes les classes successeurs de X, car elles sont
accessibles aussi.

splita (X, p) = {X1, Xo, ..., Xk} ¢

la classe X est raffinée en un ensemble de sous classes. L’accessibilité des sous classes
engendrées n’est plus connue, il faut reconsidérer les prédécesseurs de X pour recalculer
cette information. Par contre, les classes prédécesseurs de X font maintenant partie
des “bons” candidats au prochain raffinement, puisque leur stabilité vis-a-vis de X n’a
probablement pas été conservée vis-a-vis des sous classes de X.

Pour tenir compte de ces remarques, nous garderons a jour deux ensembles pendant les
différentes étapes du raffinement :

e un ensemble 7 des classes dont on sait qu’elles contiennent au moins un état accessible.
Cet ensemble contient a 'origine uniquement la classe [init],. Lorsqu’a une étape don-
née du processus de raffinement, une classe X de 7 est raffinée en plusieurs sous classes,
on enlévera X de w. Si par contre X est stable, on ajoutera les classes successeurs de
X dans 7.
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Figure 2.2: Ensembles o et © dans p

e un ensemble o des classes stables pour la partition p courante. Lors d’une étape de
raffinement, une classe X trouvée stable sera incluse dans o. Si par contre X est
raffinée en plusieurs sous classes, les classes prédécesseurs de X seront 6tées de o.

La connaissance de ces deux ensembles offre des intéréts supplémentaires : les classes a
raffiner sont les classes accessibles et non stables, c’est-a-dire les classes de 7 \ . Enfin, on
peut prévoir que quand toutes les classes accessibles sont stables (o = ), la réduction du
modele est terminée.

Les ensembles o et © d’une partition courante p sont représentés par la figure 2.2

L’introduction des optimisations liées a la connaissance de ces deux ensembles nous donne
I’algorithme 2-4 , qui est I'algorithme proposé dans [BFH90]
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Algorithme 2-4

begin
P = Pinit
x = {[init],}
o=1{

while 7 # o do
let Xin 7\o (1)
let 7' = splity (X,p) (2)
if 7/ ={X} then
——la Classe X est stable —
o:=cU{X}
T =7 U{posti(X)| XA € A}
else
ri= 7\ {X)

if 3Y € 7’ such that init € Y then

T:=r7U{Y}
fi
o:=o0\pre’,(X)
pi= (A XU
fi
od
end -

Maintenant que lalgorithme est déterminé, nous allons nous intéresser plus particulierement
a deux points précis :

Le choix de la prochaine classe a raffiner :
Ce choix correspond & la ligne (1) de I'algorithme. Ce choix va déterminer en grande
partie le déroulement de I'algorithme.

Le raffinement d’une classe par rapport a la partition :

Ce point correspond a la ligne (2) de 'algorithme. Une définition précise et optimisée
de la fonction splitp est importante; cette fonction est I’élément central de ’algorithme.
En particulier, nous nous intéresserons a la définition d’un sous ensemble suffisant de
classes de la partition courante pour le raffinement d'une classe X donnée. Cet ensem-
ble sera appelé ’ensemble des partitionneurs effectifs de X. Nous présenterons d’autre
part quelques optimisations liées a ’enchainement des raffinements et a 1’utilisation de
méthodes de représentation symbolique.

2.4 Choix du candidat au raffinement

Le bon choix de la prochaine classe a raffiner détermine en partie le bon comportement de
I’algorithme. Ce choix s’effectue parmi les classes de 7\ o. Pour pouvoir définir une stratégie,
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nous allons définir une relation d’ordre <, sur les classes d’équivalence telle que :
VX,V €p, X <. Y — X a été créée aprésY

Comme <. est une relation d’ordre strict, nous choisirons arbitrairement un ordre parmi les
éléments de p;ni;. De méme, lors de la création “simultanée” de plusieurs classes (lors d’un
raffinement), un ordre arbitraire sera choisi entre ces nouvelles classes.

Cet ordre va nous permettre de déterminer plusieurs stratégies de choix de la prochaine
classe a raffiner; parmi celles-ci nous retenons les stratégies suivantes :

o choix de la classe la plus récente dans 7. Ceci correspond a un parcours en profondeur
d’abord par rapport a ’accessibilité des classes.

Le choix d’une classe a raffiner X se fait alors en prenant la plus petite classe pour
Pordre <. qui appartiennent a 7\ o.

Cette stratégie privilégie le raffinement des nouvelles classes par rapport au raflinement
de classes étant déja passées par un cycle raffinement-stabilisation-déstabilisation par
une classe successeur.

e choix de la classe la plus ancienne. Ce choix correspond alors a un parcours en largeur
d’abord par rapport a ’accessibilité des classes. Le choix de la classe a raffiner se fait
alors en prenant la plus grande classe pour 'ordre <. qui appartiennent a 7 \ .

2.4.1 Comparaison des deux stratégies

L’intérét d’une stratégie par rapport a 'autre dépend de ’exemple considéré. Les différences
de résultat pour chaque stratégie peuvent étre shématisées par le dessin 2.3.

On considere trois classes X1, X et X3 telles que X7 C pre(Xz) et Xy C pre(Xs) (Xp est
stable par rapport a X3 et X3) et X5 <. X1. X1 € 0 et nous supposerons que X, et X3 sont
dans w\o. Un raffinement de la classe X a produit les classes X} et X', déstabilisant la classe
X;. La stratégie de choix de la classe la plus récente donnerait préférence au raffinement de
X3 (les classes XJ et X2 ne sont pas considérées, puisqu’elles ne sont pas dans 7) alors que la
deuxieme stratégie provoquerait le raffinement de X (et pourrait éventuellement propager
I'instabilité jusqu’a Xo).

A priori, les classes les plus récentes sont celles dont le raffinement sera le moins productif;
en effet, nous verrons plus loin (proposition 2.5-3) que ces classes sont stables (mais pas
forcément accessibles), sauf si elles sont issues d’un raffinement de la forme splity (X, X ). 1l
semble alors que la stratégie de choix de la classe la plus ancienne soit préférable.

En suivant de plus pres les enchainements de calcul de 'algorithme, il est facile de se ren-
dre compte qu'une grande part des calculs consiste a recalculer 'accessibilité des nouvelles
classes. Considérons le résultat {X’, X'} du raffinement d’une classe X. Quelque soit la
stratégie utilisée il va falloir stabiliser de nouveau au moins une classe Y qui menait a X
pour décider de l'accessibilité de X' et X”. Alors seulement nous pourrons continuer a
raffiner les successeurs de X’ et X”. 1l est parfois plus intéressant de continuer le raffine-
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Figure 2.3: Stratégies de choix de la classe a raffiner

ment en profondeur d’abord, pour obtenir un raffinement plus fin de X avant de chercher a
restabiliser les classes menant & X.

Comme la classe X est accessible depuis une classe Y, nous sommes siir qu’au moins une
classe parmi X' et X' est accessible depuis Y. Une idée serait alors d’avoir un critere
permettant de déterminer cette accessibilité, sans passer par un nouveau calcul de raffinement
au niveau de Y.

Dans le cas de la classe contenant 1’état initial, ce critere est facile a trouver : apres chaque
raffinement productif, il suffit de continuer le raffinement pour la classe générée qui contient
I’état initial. Le cotit de détermination de cette classe revient au coit de recherche de
l'appartenance d’un état & un ensemble d’états. L’extension de ce critere serait alors d’étre
capable d’associer a toute classe au moins un état (s’il y en a un) accessible depuis l’etat
wnitial ; nous appelerons cet état le représentant de la classe. C’est 'idée qui est exploitée
par Lee et Yannakakis [LY92], dans un algorithme d’autre part similaire & celui présenté ici.

2.4.2 Algorithme de Lee et Yannakakis

Un algorithme basé sur le méme principe que l'algorithme de génération de modele mini-
mal a été défini dans [LY92]. Sa principale caractéristique est 1'utilisation systématique de
représentants d’accessibilité des classes. FEn particulier, I’algorithme contient une phase de
recherche en profondeur d’abord de toutes les classes accessibles par ce nouveau critere. Cette
recherche en profondeur d’abord est basée sur ’étape de calcul suivante : soit une classe X
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et son représentant d’accessibilité ¢, soit Suce = posty({q}) ’ensemble des états successeurs
de ¢ par A, pour toute classe YV telle que Y n’a pas de représentants et Y N Suce # @, on
associe & Y un état (choisi arbitrairement) de Y N Suce, qui sera son représentant.

Cet algorithme nécessite d’étre capable de calculer la fonction posty, ce qui n’est pas néces-
saire dans l'algorithme de génération de modele minimal. Cette optimisation du calcul
d’accessibilité semble attractive; néanmoins, il faut considérer le colt du calcul des représen-
tants, en particulier quand nous considérons des équivalences de bisimulations pour lesquelles
le cout du calcul de posty peut étre assez élevé. De plus, l'algorithme présenté par [LY92]
peut imposer de calculer plusieurs fois ’ensemble des successeurs d’un représentant donné
(ou de conserver cet ensemble en mémoire), puisqu’il est utilisé lors de la recherche en pro-
fondeur d’abord de I’accessibilité, mais aussi lors de la phase de raffinement, pour le calcul
de représentant des nouvelles classes.

Par conséquent, le calcul des représentants peut revenir plus cher que calculer ’ensemble
des états accessibles. Un exemple est un modele déja minimal, sur lequel on applique
I’algorithme.

Toutes ces considérations nous amenent au point suivant : le calcul de ’accessibilité des
classes a 1’aide de représentants revient souvent a un calcul d’accessibilité des états de tout
le modele, en profondeur d’abord. Or, les méthodes de représentation symbolique sont plutot
adaptées a des calculs en largeur d’abord. Par conséquent, plutot que de mettre en ceuvre un
mécanisme de calcul systématique de représentants d’accessibilité, il parait plus intéressant
de calculer a priori I’ensemble des états accessibles. Le calcul des représentants d’accessibilité
offrent surtout un intérét dans le cas d’'un modele infini, dont le modele minimal est fini.

2.5 Définition de la fonction split,

Nous allons maintenant définir plus précisément la fonction splity . La version courante de
I’algorithme 2-4 indique que le raffinement d’une classe se fait par rapport a I’ensemble de la
partition. Néanmoins, en fonction des raffinements précédents, il est possible de déterminer
pour une classe X un ensemble suffisant de partitionneurs qui soit inclus dans la partition
courante. D’autre part, nous verrons que le raffinement d’une classe X par rapport a une
classe Y qui elle-méme vient d’étre raffinée peut donner lieu & certaines optimisations.

Pour pouvoir déterminer cet ensemble de partitionneurs, nous allons construire et mettre a
jour des structures de données permettant de conserver des informations sur le raffinement en
cours; ce seront respectivement un arbre de raffinement et une relation de transition définie
sur la partition courante.

2.5.1 Ensemble de partitionneurs

Le calcul d’un ensemble suffisant de partitionneurs est donné dans les deux propositions
suivantes :
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Définition 2.5-1 (Ensemble de partitionneurs effectifs)
Soit une classe X, 'ensemble des classes a considérer pour le raffinement de X par rapport

a A€ N estlensemble Effi(X)={Y ep|I e A, Xnprex(Y)ZDAX L prex(Y)} W

Nous noterons Effa(X) = (J Effi(X).
AEA

Proposition 2.5-1
Soit p une partition et X € p, nous avons alors la propriété suivante :

splita (X, p) = splity (X, Effa(X))

Preuve D’apres la propriété 6 de 'opérateur splity ,

VY & EffiX),splita (X,Y) ={X} — splita (X, p) = splity (X,p\{Y})
|
Le lien entre 'ensemble F f fy et Stabley est facile a trouver :

Effa(X)={Y € p| ~Stablep(X,Y)}

Le nombre de raffinements a effectuer peut encore étre diminué, si on sépare les raffinements
d’une classe X en fonction du langage A € A pour lequel on applique le raffinement.

On obtient en définitive la proposition suivante :

Proposition 2.5-2
Soit p une partition, X € p et A € A, on a la propriété suivante :

splity (X, p) = Al_lA splity (X, Ef fu(X))
€
|

Cette derniere proposition va nous permettre d’écrire une version de la fonction splity qui
effectue le raffinement seulement en fonction des classes pour lesquelles le raffinement est
effectif.

Algorithme 2-5

function splitp (X, p)

var P,7Z : class

N : set of class
N :={X}
for A € A do (1)

for Y e Eff\(X) do

for Z e N do
N := N —{Z}Usplity(Z,Y)

splity = N
end

Nous avons proposé un ensemble suffisant de partitionneurs. Nous devons maintenant mon-



2.5. Définition de la fonction splity 47

trer comment obtenir cet ensemble d’un raffinement a 'autre. Il n’est en effet pas question
d’“essayer” chaque classe de p pour voir si c’est un partitionneur effectif d’une classe X.
Nous allons donc conserver des informations d’un raffinement a ’autre, et tirer parti des
propositions suivantes :

Proposition 2.5-3 (Stabilité de classes raffinées)

VX, Y €p,VA€EA
(X #Y AN{Xq1, X} = splity (X,Y)) = Stabley(X1,Y) A Stabley(X2,Y)

Preuve

Le résultat de l'opérateur splity (X,Y) est un couple {X Npre (Y), X \ prea(Y)}.
Supposons que X1 = X Nprex(Y) et Xo = X \ prea(Y).

Alors Xy C prex(Y), donc Stabley(X1,Y) et Xonprex(Y) =0

donc nous avons Stable(Xq,Y).

Proposition 2.5-4 (Héritage de la stabilité par raffinement)

VX,Y €p, VA€ A
Stable\(X,Y) = VX, € splity (X, p), Stablex(X;,Y)

Preuve

VA € A, Stablex(X,Y) —  splity (X,Y) ={X}
— X Cprex(Y)V (X nprex(Y)=10)
= VX;CX,X;Cprex(Y)V (X;Nprex(Y)=10)
— splity (XZ,Y) = {XZ}
—  Stablex(X;,Y)
|

En particulier, si nous avons Stable)(X,Y') parce que pre (Y )NX = (, il n’est plus nécessaire
a I'avenir de considérer Y ou des sous classes de Y pour le raffinement de X.

Nous pouvons essayer de faire encore mieux, en utilisant 1'idée de Paige et Tarjan.

2.5.2 Optimisation de Paige et Tarjan

L’idée originale de Paige et Tarjan a pour but une diminution du nombre de partitionneurs
utilisés pour le raffinement d’une classe. Elle est basée sur la proposition suivante :

Proposition 2.5-5
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Soit p une partition et deux classes X et Y € p telles que X C pre,(Y') (donc Stabley(X,Y))
pour A € A. Soit I'ensemble {Y7,Y3} C p obtenu par raffinement de ¥ = Y; UY,. On a
alors :

Split/\ (X,Yl) [ Split/\ (X,YQ) = {Xl,XQ,Xg}

avec
X1 = (X nprex(Yy)) —prex(Yy) = X — prey(Ys)
Xo = (X nprexYz)) —prea(Y1) = X — prea(Yr)
X3 = (X nprex(Yy))nprex(Ys)
et

Xy = X —prex(Yr) —prex(Yz) =0

Preuve

On a pre(Y) = prea(Y1 U Yz) = prex(Yr) U prea(Yz)

donc X Coprex(Y)— X Coprex(Yr)Uprex(Ys).

done X — prex(Yy) — prea(Yz) = 0.

|

De cette proposition nous déduisons la proposition suivante :

Proposition 2.5-6
Soient p une partition et deux classes X et Y € p telles que X soit stable par rapport & Y
pour A€ AetY =Y, UY5. On a alors :

splity (X, {Y1,Y2}) = { X1, Xo, X3}

ou X1, X, et X3 sont calculés en deux étapes :

1.

X' = XnpreaYa)
X1 = X —prea(Yz)

Xo = X'npren(Ys)
X3 = X' —prex(V1)

Le premier résultat est qu’il est inutile de chercher a raffiner la classe Xy par rapport a Y7,
faisant ainsi I’économie d’un calcul de 'opération — .

Paige et Tarjan utilisent la proposition 2.5-5 pour construire une fonction de raffinement
split qui ne considére que la plus petite classe (en nombre d’états) parmi Y; et Y, pour
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raffiner X. Leur algorithme nécessite d’étre capable d’associer a chaque état de ’ensemble
() le nombre de ses successeurs dans une classe X € p, c’est-a-dire de disposer de la fonction
nb_succy : ) X p — IV qui est telle que :

Vg € Q,VX € p,nbsucer(q, X) =| postr(q) N X |

Le calcul du raffinement de X en {X, X5, X3} se fait alors suivant les regles :

nb_sucey(p, Y1) = nb_succr(p,Y)

R1
Xi=X1u{p} o
nb_sucey(p, Y1) =0 (12]
Xy = Xo U{p}
0 < nb_succy(p, Y1) < nb_sucer(p,Y) (R3]

X3 =XsU{p}

Ces regles dépendent uniquement des valeurs de la fonction nb_succ par rapport aux classes
Y et Yq. 1l suffit donc de choisir Y7 comme étant la plus “petite” des deux classes Y7 et Y5.

Dans le cas de représentations symboliques, la fonction nb_succ peut étre colteuse. D’autre
part, algorithme de Paige et Tarjan est habituellement utilisé pour le calcul de raflinement
de partition par rapport a la bisimulation forte; la fonction nb_succ est tres colteuse a
calculer, en particulier pour des relations comme la bisimulation 7*a.

Par conséquent, nous n’utiliserons pas cette optimisation pour notre fonction de raffinement
b b
puisque nous voulons travailler avec des représentations symboliques.

Nous avons défini quelques propositions permettant de construire d’un raffinement a 'autre
un ensemble suffisant de partitionneurs. Nous allons maintenant décrire les structures de
données qui vont nous permettre de garder et mettre a jour ces informations.

2.5.3 Structure de données

Pour pouvoir calculer & chaque étape 'ensemble minimal de partitionneurs nécessaires, tel
qu’il est défini par la proposition 2.5-2, il faut conserver des informations supplémentaires
d’un raffinement a I'autre.

Pour cela, nous allons construire et mettre a jour tout au long du processus de raffinement
une relation entre chaque classe, qui s’apparente a une relation de transition. De plus,
nous garderons un arbre de raffinement qui conservera des informations sur les raffinements
successifs des classes de p.

Arbre de raflinement D

Cet arbre va permettre de conserver des informations sur les raflinements déja effectués.
Nous représentons cette arbre sous la forme d’un arbre binaire défini comme suit :
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Définition 2.5-2 (Arbre de raffinement)
Un arbre de raffinement D est un arbre binaire tel que :

o chaque neeud de D correspond a une classe X € 29. Nous noterons X ce neeud.
o un neeud X de fils X1 et Xy est tel que Y € 29, 3IN € A, { X1, Xp} = splity (X,Y)
o lensemble Root des neeuds racines de D est égal a pinss-

o Uensemble des feuilles de D correspond a la partition courante p.

Nous noterons N I’ensemble des noeuds de D, que nous appellerons blocs. Parmi les éléments
de N nous distinguons les blocs simples de N, qui sont les feuilles de D et dont I’ensemble
forme la partition courante p et les blocs arbres qui sont les blocs autres que les feuilles de
D. D’autre part, nous utiliserons la fonction Fils : N — A x A qui pour un nceud de D
donne ces deux fils. Nous noterons Fils* : N' — p la fonction qui pour un bloc arbre donné
rend ’ensemble de ses feuilles.

Systeme de transition Raf

Dans algorithme 2-4, il est nécessaire de construire et mettre a jour la relation de transition
induite par le processus de raflinement et le calcul d’accessibilité. Cette relation de transition
permet de conserver les informations utiles pour le calcul des ensembles de partitionneurs,
ainsi que des fonctions pre! et post] nécessaires pour l'algorithme. De plus, nous verrons
que cette relation de transition coincide avec celle du modele minimal, lorsque I’algorithme
termine.

On considere & chaque étape le systeme de transition suivant, construit sur A :

Raf = (N, A, Tray, Initray)

AN est ’ensemble des nceuds de D

A est 'ensemble de langages utilisé pour ce raflinement

TRays est une relation définie sur V' x A x A" x {0,1}. Chaque transition a pour source
une classe de la partition courante et pour destination soit un bloc simple, soit un bloc
arbre de la partition courante.

Initr,y est la classe de ’état initial du modele.

Remarque 2-2
La valeur booléenne associée a chaque transition est un marquage qui indique si une tran-
sition est stable. On a I'implication suivante :

VA e A (X, A\ Y,1)e Tras = Stablen(X,Y) [ |
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2.5.4 Initialisation de Raf et D

L’arbre de raffinement D est construit avec ’ensemble de ces nceuds réduit a Root = p;piz.

La relation de transition de Raf est initialisée comme suit :
o N = Pinit
. TRaf = {(X,/\,Y,O) | AeMN XY € Pim’t}

2.5.5 Mise a jour de Raf et D

La mise & jour de Raf et D se fait lors de chaque splity , et en particulier lors de chaque
raffinement par rapport a une transition non stable. Les méthodes de mise a jour de ces
structures seront détaillées en section 2.5.6 .

Ensemble de partitionneurs

A partir de la définition de la relation de transition Raf, nous pouvons définir ’ensemble
des partitionneurs d’une classe X :

Définition 2.5-3 (Ensemble de partitionneurs)
Nous appellerons ensemble de partitionneurs de X et noterons Parta(X ) Uensemble :

Party(X) = |J Party(X)
AEA
avec

Party(X) = {(X,\Y,8)](X,\,Y,8) € Tras}
|

Les éléments de Parta(X) peuvent étre de 2 natures différentes : Soit (X, A\, Y,S5) €
Parta(X),

Y est un bloc simple et 5 =1
Dans ce cas, X est stable par rapport a Y pour A, il n’est pas nécessaire de raffiner X
pour cette transition.

Y est un bloc arbre ou 5 =0
Y a été raffinée, ou la stabilité de X par rapport a Y n’est pas connue. Dans ce cas,
il faut raffiner X par rapport a Y.

Nous allons maintenant nos intéresser plus particulierement au raffinement par rapport a un
bloc arbre.

2.5.6 Raffinement par rapport a un bloc arbre

Soit X une classe de p et Y une classe correspond & un bloc arbre de D. Le raffinement de
X par rapport a Y est alors défini par :
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Définition 2.5-4 (Raffinement par rapport & un bloc arbre)

splita (X,Y) = M splita (X, B)
BeFils*(Y)
]

Dans le cas de I'utilisation de techniques symboliques de représentation du modele, le cotit
de calcul de la fonction prey est du méme ordre pour toute classe X. En particulier, ce cotit
ne dépend pas du cardinal de 'ensemble représenté. Il peut donc étre intéressant de calculer
le raffinement de X par rapport a des nceuds intermédiaires (i.e. autre que des feuilles) du
bloc arbre Y. En effet, considérons un nceud y du bloc arbre YV, tel que Fils(y) # 0. Sila
tentative de raffinement de X par rapport & y nous montre que X N prey(y) = 0, alors il est
inutile de chercher a raffiner X par rapport aux éléments de Fils*(y). On évite alors autant
de calculs de prey qu’il y a d’éléments dans Fils*(y).

Remarque 2-3

La considération précédente est liée a une notion d’accessibilité locale (est ce que y contient
au moins un état accessible depuis la classe X?7). Nous discutons plus loin des considérations
sur l'accessibilité globale d’une classe (contient-elle au moins un état accessible depuis 1’état
initial?). En particulier, les avantages et inconvénients des deux techniques suivantes sont
discutées en dehors de considérations d’accessibilité globale. ]

Nous présentons deux techniques différentes du calcul du raffinement de X par rapport au
bloc arbre Y. La premiere va effectuer le calcul uniquement & partir des feuilles du bloc
arbre Y. La deuxieme va parcourir le bloc arbre Y et effectuer un raffinement pour chaque
neeud.

Remarque 2-4

Suivant le déroulement de ’algorithme de raflinement de partition, il est possible que X C Y.
En particulier, si Y est un bloc arbre, il est possible que X € Fils"(Y). Si l’arbre de
raffinement D qui permet le calcul de la fonction Fils est mise a jour au fur et a mesure du
parcours du bloc arbre Y, alors nous risquons d’effectuer le raffinement de X par rapport
au résultat courant du rafinement de X. Dans ce cas, la propriété d’héritage de la stabilité
par raffinement n’est plus vérifiée.

Pour éviter ces problemes, nous ajoutons en parametre de la fonction splity la classe X
originale, pour permettre sa détection dans le bloc arbre Y. Si une feuille de Y est égale a
X, nous effectuons un raffinement par rapport & X, mais pas par rapport a Fils*(X). [ |

Raffinement pour chaque feuille

L’algorithme suivant est dérivé de la définition 2.5-4. Nous effectuons directement le calcul
de splity (X, B) pour chaque B € Fils*(Y).
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function splity (X : class, Y : bloc) : set of class

Y = Sons*(Y)

—— lUensemble des feuilles de Y est déterminé une fois pour toute
X :={X}

for Z €Y do
for X € X do
X=XU{Xnprex(Y)JU{X \ prex(Y)} (1)

return )~(

—— il n'est pas nécessaire (dans cette version) de tester si une feuille est égale a X

Raffinement pour chaque nceud

Le raffinement par nceud est calculé par 'appel splity (X,Y) de la fonction suivante :

function splity (X : class, Y : bloc) : set of class
return splity -rec(X,{X},Y)

function splity -rec (X : classX : set of class, Y : bloc) : set of class
pY : class

)A(;,Xg : set of class

Xp:=Xy:=10
—— X est Uensemble des classes ayant un successeur dans 'Y —-—
~— X, est Uensemble de celles n'en ayant pas —-—
pY = prex(Y)
for X € X do
Xy =X, U(XnpY)
Xy =X, U (X \pY)

—— Seul les éléments de X1 sont a raffiner pour les descendants de Y

if (X, #0 and Fils(Y)# 0 and X #Y ) then
{Y1,Ya} = Fils(Y)
)A(; = splity — rec()z, )
(X1,Y2)

=

)A(; = splity — rec

return )E U E
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Remarque 2-5

Dans les deux cas, le parcours de 'arbre est nécessaire. Ce parcours peut étre partiel dans
la solution par nceuds. Dans la solution par feuilles, ce parcours est complet, puisqu’il faut
déterminer I’ensemble des feuilles. ]

Comparaison des deux solutions

La solution par feuilles provoque autant de calculs de raffinement que de feuilles.

La solution par nceuds peut nous permettre d’éviter des parties entieres de ’arbre et donc
de diminuer le nombre de raffinements a effectuer. Mais dans le pire des cas, qui correspond
au cas ou toutes les feuilles de Y permettent un raffinement productif, nous effectuons alors
autant de raffinements que de noeuds dans 'arbre.

Si nous considérons un arbre binaire complet de profondeur [, le nombre de raflinement pour
la solution par feuilles sera alors égal & 2=, Dans le cas de la solution par nceud, le nombre
de calcul de raffinement est compris entre 2(/ — 1) et 2! — 2. La borne inférieure 2(/ — 1)
correspond au cas ou une seule feuille de ’arbre produit un raffinement effectif. La borne
supérieure 2! —2 correspond au nombre maximum de nceuds dans le bloc arbre, sans compter
la racine. Dans le pire des cas, la solution par nceuds peut provoquer environ 2 fois plus de
calculs de raffinements que la solution par feuilles.

Solution retenue

Une alternative est de moduler la solution par neeuds en choisissant une valeur r telle que
pour tout neeud intermédiaire (qui n’est pas une feuille) le calcul de raffinement n’est effectué
que si sa profondeur I’ est telle que I’ = 0mod r (la profondeur !’ est un multiple de r). Le
raffinement pour chaque feuille continue a se faire normalement. Cette solution permet de
conserver la possibilité d’éviter le parcours d’une partie du bloc arbre, mais permet aussi
d’éviter le calcul d’un raffinement pour chaque nceud. Nous retrouvons les deux solutions
précédentes, en prenant r = 1 pour la solution par nceuds et r > [ pour la solution par
feuilles. Le choix de la valeur de r peut se faire en fonction de la profondeur de I’arbre [ ( si
cette valeur est connue a priori) ou arbitrairement.

Cette solution est a la base de I'algorithme suivant, qui est complété avec la mise a jour de

D et de Raf.

Soit » > 1 le nombre de niveaux déterminant un raffinement obligatoire. L’algorithme de
splity est alors :
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function splity (Xo : class,f( : set of class, Y : bloc, P : entier) : set of class

if (P =0modr) ou Fils(Y) =0 then
X1 = X2 = @
—— )A(; est Uensemble des classes ayant un successeur dans 'Y —-—
~— X, est Uensemble de celles n'en ayant pas —-—
pY = prex(Y)
for X € X do
Xy =X, U(XnpY)
X2 = X2 U (X \pY)
if Xy # 0 then
TRaf = TRaf U {(X, AY, 1)}
if Xy # 0 then
F’LZS(X) = {Xl, X2}
fi
fi
endfor
else
X=X
fi

—— Seul les éléments de X1 sont a raffiner pour les descendants de Y
if (X1#0and Fils(Y)# 0 and (Y # X;) ) then
{Yl,YQ} = FZZS(Y)
X1 := splity (Xo, X1, Y1, P+ 1)
X1 := splity (Xo, X1, Y, P+ 1)
fi
return )E U E

Cette derniere version de la fonction splity est celle que nous utiliserons dans notre mise
en ceuvre. C’est la solution la plus générale (puisqu’elle contient les deux autres) et elle
permet de moduler facilement le raffinement d’une classe par rapport a un autre, par simple

variation du parametre r.

Algorithme de la fonction de raffinement

Pour compléter cette présentation, nous donnons 'algorithme de la fonction splity de

raffinement d’une classe X par rapport a un bloc Y.



56 Chapitre 2. Vérification basée sur les modeéles

Algorithme 2-6

function splitp (X : Class)
N : set of class;

N :={X}
—— Raffinement pour toutes les transitions non stables
for (X,\,Y,5)€ Raf do
if Sons(Y)# 0 ou S =0 then
N := split,, (X,N,Y, 0)
fi
od
—— Mise a jour de Raf pour toutes les transition stables
for (X,\,Y,5)€ Raf do
TRay = TRay V(XA Y, 9))
if Sons(Y) =10 et 5 =1 then
for Z € N do
TRaf = TRaf U {(Z, AY, 1)}
od
fi

Ce dernier algorithme termine la présentation générale de I’algorithme de génération de
modele minimal et des aménagements que nous y avons apportés pour son optimisation et
sa mise en ceuvre. Nous allons maintenant étudier I’adaptation de cet algorithme & différentes
équivalences de bisimulation.

2.6 Application a différentes bisimulations

L’algorithme que nous avons présenté est défini par rapport a une notion générale de bisim-
ulation. Néanmoins, une utilisation intéressante de ce genre d’algorithmes se fait en faisant
varier la notion d’observabilité des actions du systeme; d’ou la définition de différentes rela-
tions d’équivalence, utilisées pour la vérification de différentes classes de propriété.

Dans cette section, nous allons nous intéresser a ’adaptation de ’algorithme de génération de
modele minimal & un nombre limité de ces équivalences de bisimulation : la bisimulation forte,
la bisimulation 7*a et la bisimulation de branchement. Ces trois équivalences permettent une
couverture assez large de ’ensemble des équivalences de bisimulation couramment utilisées
dans les outils de vérification.
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2.6.1 Bisimulation forte

Cette relation de bisimulation ~ est obtenue en considérant comme observables toutes les
actions de A, elle est définie avec ’ensemble :

A={{a}]ac€ A}

Cette relation ne permet aucune abstraction sur les comportements observés. Elle
n’identifiera donc que des systemes présentant exactement le méme comportement. Elle est
plus forte que les autres relations de bisimulation que nous considérons, et préserve en partic-
ulier toutes les propriétés exprimables dans des logiques temporelles telles que HMT [HMS&5]
, LTAC[QS83], CTL [CES83] et ses variantes. Du point de vue minimisation, la fonction «
de choix de représentants canoniques est 1’'identité.

Comme l'algorithme de génération de modele minimal est congu a 'origine pour la bisimu-
lation forte, aucune modification des algorithmes précédents n’est nécessaire.

2.6.2 Les bisimulations “faibles”

Ces relations introduisent une notion d’abstraction, par la distinction d’actions wisibles, qui
sont celles apparaissant dans les propriétés a vérifier, et d’actions internes, dont ’observation
n’est pas considérée pertinente pour la vérification des propriétés. Les actions internes sont
alors renommeées en 7. Du point de vue vérification, cette notion d’abstraction présente un
intérét particulier par rapport a la bisimulation forte, puisqu’il va étre possible d’exprimer
les spécifications uniquement en terme d’actions pertinentes pour les propriétés a vérifier.

Les bisimulations “faibles” que nous considérons, introduisent dans leur ensemble de langages
A le langage 7 en préfixe et/ou en suffixe d’actions visibles. Le calcul de la fonction de
raffinement splity (X,Y’) ne repose plus simplement sur le calcul de la fonction pre®, mais
doit étre étendu pour tenir compte de langages de la forme {7*a}, {7*a7*},...En pratique,
le calcul d’une fonction pre™, calcul rendu nécessaire pour ces bisimulations, peut étre treés
cofiteux.

Pour pallier le cott important du calcul de cette fonction, une solution adoptée dans les
outils de vérification classiques est de pré-calculer la relation de transition correspondant a
la fonction prey. Ce calcul consiste a construire un nouveau systeme de transitions étiquetées
en remplacant dans le modele chaque séquence correspondant a un élément A de A par une
transition étiquetée par le représentant canonique a(A). Ce calcul est introduit dans [Fer88]
sous le nom de forme pré-normale, que nous noterons PN Fy(.5).

Grace au calcul de ces formes pré-normales, le quotient du systéme de transitions étiquetées
S pour une relation ~, revient a calculer le quotient de PN Fo(.9) pour la bisimulation forte.
De méme, la comparaison de deux systémes de transitions étiquetées 57 et S5 se réduit a la
comparaison pour la bisimulation forte de leur forme pré-normale. La justification de cette
démarche est donnée dans [Fer88].

Le calcul de ces formes pré-normales peut étre coiuteux, puisqu’il correspond au calcul de
la fermeture transitive de la relation de transition de S par rapport aux transitions 7.
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L’algorithme classique pour ce genre de calcul est en O(n,?) [AHU74]. Certains algorithmes

plus élaborés peuvent améliorer cette complexité a O(n,237°).

Le cotit de ce calcul est un probleme important, étant donné que la plupart des systemes
de transitions étiquetées rencontrés en pratique contiennent une proportion importante de
transitions étiquetées 7 et donc un n, d’autant plus grand. De plus, cette transformation
diminue sensiblement le nombre des états du systeme entre S et PN F,(S5) mais tend a
augmenter fortement le nombre de transitions.

2.6.3 Equivalence observationnelle

L’équivalence observationnelle ~, est ’équivalence de bisimulation obtenue pour ’ensemble
A={r*}u{r*at™ | a € A}.

La fonction de choix de représentants canoniques « est définie comme suit :

a(\) = { a;si(3 € [l.n],a; € A)

T sinon

Le calcul du raffinement de partition pour 1’équivalence observationnelle passe par le calcul
de la forme prénormale PN F,(5).

2.6.4 Bisimulation 7*a

La bisimulation 7*a ~,+, est I’équivalence de bisimulation obtenue pour ’ensemble A =
{r*a | a € A}. La fonction de choix de représentants canoniques « est telle que YA € A, A =

™a = a(A) = {a}.
Deux stratégies d’application du raffinement de partition sont possibles pour cette bisimu-

lation.

1. La premiere stratégie passe par le calcul de la forme pré-normale PN F.«,(S5) =

(leAlev (]0) ou :
o Q'={q€Q|Jac Apreq) #0}U{q}
o T'={(pa,q)|peQ Ap—=1q}
Le systeme quotient S/ ~;«, est alors égal a PN Fr«,(5)/ ~.

2. La deuxieme stratégie est basée sur une modification de la fonction de rafinement entre
classes :

YVa € A,VX,Y € QQ, splity (X,Y) = {X N preT*a(Y)} U {X \preT*a(Y)}
Les autres opérateurs de raffinement sont définis a partir de cette version modifiée de

lopérateur split de “base”.

Le quotient S/ ~.,«, est alors obtenu par le calcul de la partition la moins fine, avec
ces opérateurs de raffinement modifiés.
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2.6.5 Bisimulation de branchement

La bisimulation de branchement [GV90] n’est pas directement exprimable en terme de re-
lation de bisimulation; en effet, sa définition ne coincide pas directement avec celle donnée
en 2.1-1. Une définition de cette relation peut étre donnée sous la forme suivante [Mou92] :

Définition 2.6-1 (Bisimulation de branchement)
Soit B : 29192 —— 2@1XC2 défini par :
B"(R) = {(p1,p2) |Va€ AU {r}.

VQI . (pl _a_>T1 N = (a =TA (q17p2) € R) \
(3265 - (p2 —1, €4 N @3 —1, @2 N (P1,43) € R A (q1,42) € R)))
Vg . (p2 =1, 2 = (a =7 A (p1,02) € R) V

Gaaq - (1 =1 & Ay —=1, @1 A (q1,p2) € R A (q1,02) € R)))}
Une relation R sur ()1 X 2. R est une bisimulation de branchement si et seulement si

R C B (R). |

Meéme si la définition de la bisimulation de branchement ne coincide pas tout a fait avec la
notion classique de bisimulation, certains travaux [GV90] ont introduit une variante du RCP
problem qui donne la partition associée a la bisimulation de branchement. Cette variante est
connue sous le nom de Relational Coarsest Partition with Stuttering problem(RCPS). Groote
et Vaandrager proposent un algorithme résolvant ce probléme, suivant une méthode similaire
a celle utilisée dans le cas du RCP problem.

L’avantage de cette approche sur celle appliquée dans le cas de relations comme la bisimula-
tion observationnelle est qu’il n’est pas nécessaire de calculer une forme pré-normale cotteuse
en temps de calcul.

De plus, cette bisimulation offre un certain nombre d’avantages du point de vue de la vérifi-
cation :

e elle est plus forte que la majorité des équivalences de bisimulation “usuelles”(hormis
la bisimulation forte), et conserve une procédure de décision efficace.

e elle préserve la structure de branchement des modeles.
e elle préserve une extension de la logique de Hennessy-Milner [NV90]

o elle préserve une restriction de la logique CTL (CTL-X)

Nous présentons la notion de compatibilité et les opérateurs de raffinement associés au RCPS
problem.

) = pZ(Xnpre’(Z)U X npre(Y))

) = {F(XY), X\ F(X, V)P A (a# 7)
) = AFKY), X\ F(X Y AX£Y)
) = X}
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split(X,Y) = [ splity(X,Y)
aEAT

split(X,p) = [ split(X,Y)
Yep

La fonction de choix de représentants canoniques « est 'identité.
Les propriétés vérifiées par F, sont légerement différentes de celles de I'opérateur pre) :
Fo(X1UX2,Y) D Fo(X1,Y) U Fu( X3, Y); mais I’égalité n’est pas vérifiée.

Cette propriété implique que la stabilité n’est pas héritée par raffinement [GV90]. La propo-
sition 2.5-6 n’est pas vérifiée pour la bisimulation de branchement. La mise en ceuvre de
I’algorithme pour la bisimulation de branchement implique donc certaines modifications.

Boucles de 7

La définition de la fonction split indique qu’il ne faut pas raffiner une classe X par rapport
a elle-méme si I’étiquette considérée est 7. Par contre, nous voulons pouvoir raffiner deux
classes X et Y par rapport & 7, si X # Y. Pour pouvoir traiter ce cas particulier, sans
changer profondément le déroulement de I’algorithme du raflinement, nous conservons une
boucle 7 sur chaque classe, par l'introduction dans 7, de la transition (X, 7, X,0) pour tout
X € pinit. Ainsi, nous permettons la création des transitions (X1, 7, X2) et (X2, 7, X7) lors
du raffinement de X en {Xy, X3}. L’interdiction du raffinement de la classe X par rapport
a elle-méme pour 7 se fait alors par un simple test au niveau de la fonction splity . Lorsque
lalgorithme termine, nous éliminons alors les transitions (X, 7,X,s) VX € p de T,, pour
obtenir le modeéle minimal pour la bisimulation de branchement.

Non héritage de la stabilité par raffinement

La propriété d’héritage de la stabilité par raflinement n’est plus vérifiée. Par conséquent,
si nous effectuons un raffinement de X par rapport & Y avec comme résultat { Xy, X5}, il
faut alors considérer la suite du raffinement de X par les transitions ¢’ = (X,a/,Y’, 1) telle
que Y’ est un bloc simple, ce qui n’était pas le cas précédemment. En effet, la stabilité de
X par rapport a Y’ qu’indique cette transition n’est plus du tout garantie pour {Xy, X5}.
Le raffinement complet de X passe alors par le raffinement pour les transitions considérées
comme stables jusque la.
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function splity(X : Class)
N : set of class;

N :={X}
—— Raffinement pour toutes les transitions non stables
for (X,a,Y,95) € Raf do
if Sons(Y)# 0 ou S =0 then
N := splity (N, a,Y)
fi
od
—— 57 le raffinement a été productif, on continue le raffinement
—— pour toutes les transitions qui étaient stables
if N #{X} then
for (X,a,Y,5) € Raf do
if (X #Y)etSons(Y)=10 et S=1then
N := splity (N, a,Y)
if
od
else
—— Mise a jour de Raf pour toutes les transition stables
for (X,a,Y,5) € Raf do
TRay = TRay \{(X,a,Y,5)}
if Sons(Y) =10 et 5 =1 then
for Z € N do
TRaf = TRaf U {(Z, a,Y, 1)}
od
fi
od
if

La fonction splity est définie en substituant a la fonction prey la fonction F,.

Nous avons défini ’adaptation de notre mise en ceuvre de 'algorithme de génération de mod-

ele minimal & différentes bisimulations. Nous allons maintenant illustrer le fonctionnement

de lalgorithme sur petit exemple de protocole.

2.7 Exemple de génération de modele minimal

Nous allons illustrer le fonctionnement de P’algorithme, ainsi que les mises & jour des dif-

férentes structures. L’exemple suivant est celui d’un protocole réunissant un processus Emet-
teur et un processus Récepteur. Le processus Emetteur émet un message par I'intermédiaire
d’un processus Emet qui va répéter la transmission jusqu’a récupération d’un accusé de ré-
ception. Le récepteur peut simuler la perte d’un message en invalidant ’accusé de réception.
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Emetteur Récepteur

Q

Put Tr NoAck
Ac Ack

Tr NoAck Get

@

Figure 2.4: Exemple de génération de modele minimal

Ces processus sont modélisés par les systemes de transitions étiquetées de la figure 2.4. Ils
sont composés parallelement d’aprés I’expression suivante (syntaxe LOTOS) :

hide Tr,Ack,NoAck in
Emetteur[Put, Ack, Tr,NoAck]

|[Ack, Tr,NoAck]|
recepteur[Get, Ack, Tr,NoAck]

Nous notons respectivement 51 = (1, 41,71, tnity) le systéme de transitions étiquetées de
I’émetteur et Sy = (Q2, Az, T3, initz) le systeme de transitions étiquetées du récepteur; nous
avons alors les ensembles suivants :

i Q1:Q2:{07172}
o Ay = {Put,Tr, Ack, NoAck}, Ay = {Get, Tr, Ack, NoAck}
L4 antl = ’Lnltg = {0}

Le systeme S = (Q, A, T,init) qui correspond a la composition parallele de Emetteur et
Récepteur est défini comme suit :

e =01 XQ
OAIA1UA2

o init = {(0,0)}

Dans ce systeme, les actions Put et Get sont des actions asynchrones, alors que les actions
Tr, Ack et NoAck sont des actions synchrones. De plus, les actions T'r, Ack et NoAck sont
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considérées comme internes : dans le modele global de ce systéeme, elles seront remplacées
par 7.

La relation de transition de S est la suivante :

o = {((0.9).(1,9)) | ¢ € Q2}

Get

o —71={((¢,1),(¢,2))] ¢ € Q1}

T Tr Ack NoAck
e — 7 =——T U —T J — T

= {((1,0),(2,1)),((2,1),(1,0)),((2,2),(0,0))}

2.7.1 Application de la génération de modeéle minimal: bisimulation forte

La partition initiale p;,;; est égale & {Q}.

Le systeme de transition Raf est initialisé comme suit :

L4 N: Pinit
. Initnaf = [(0,0)]p =F.
L4 TRaf = {(P07PUt7P070)7(P07 G@t,Pg,O),(Pg, T, Po,O)}

Enfin la fonction de décomposition est telle que D(root) = F.

Dans la suite, le résultat de chaque raffinement est représenté par une figure. Ces figures
sont composées en partie gauche d’un dessin représentant la partition courante p. Sur ce
dessin seront portées les transitions stables menant d’une classe de p a une autre classe de p.

En partie droite du dessin, nous représentons ’arbre de raffinement D(traits épais) décoré
par les transitions instables ou menant a des classes raffinées n’appartenant plus a la partition
courante (trait fins). Cet arbre de raffinement est donné sous la forme d’un arbre n-aire pour
simplifier la représentation.

Ces conditions initiales d’application de la génération de modele minimal sont représentés
par la figure 2.5.

Premier raffinement

Nous allons effectuer un premier raffinement correspondant par rapport aux transitions
(Po, Put, Py,0),(Fo, Get, Py, 0) et (Py, 7, Fo,0). Ces transitions sont 6tées de D. Nous avons

alors :

prepu(Po) = {(0,9)| g€ Q2}
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0.0 1.0 2.0
(7) (7) (7) Put, 7,Get

(0,1) (1,1)

(2,1) Fy

(0,2) (1,2)

Figure 2.5: Conditions initiales

splitpy( Po, Fo) {P}, Py} avec
Pé {(07‘Z) g€ Q)= {(070)7 (07 1)7(072)}
Po= (g, %) | (g,0) € Q,q # 0}

Comme la classe Py contient init, nous continuons le raflinement de la classe ayant gardé
init, c’est-a-dire Pj.

Nous mettons & jour D pour la classe Py, pour des raffinements ultérieurs :
D=DU {(Pl,Get,Po,O),(Pl,T,Po,O)}

Le raffinement de Pj continue pour la transition suivante (P, Get, Pp,0) :

Pé, G@t, PO
preGet(PO) = {(Q7 1) | q < Ql}
splitced( Py, Po) = {P), Py}avec

Py = {(0,1)}

Pél = {(07 0)7 (07 2)}
De la méme maniére, nous isolons P, puisqu’elle contient I’état initial et nous mettons a
jour D.

D=DU {(PQ,PUt,Po,1),(P2,G€t,P0,1),(P1,T,P0,0)}
Ce premier raffinement se termine pour la transition (FPy, 7, Fo,0).
PélvTv PO
preT(Po) = {(17 0)7 (27 1)7 (27 2)}

split,(Py), Py) = P} car Py Upre.(Py) =10
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______________ ,
|
|
(0,0) (1,0) (2,0) Get,r Put
|
: Fo
|
|
|
(0,2) (1,1) (2,1) |
Py l
: : : P1 P2 PS
| | :
P01 1 (1,2) (2,2) Get, T, Pul
l Py 1 P!

Figure 2.6: Premier raffinement

Nous noterons Ps = PJ. Les transitions pour Ps sont maintenant insérées dans D :
D=Du {(P37PUt7P071)}
Le résultat final de cette premiere phase de raffinement est donné en figure 2.6.

A l'issue de ce premier raffinement, nous avons

L4 P:{P17P27P3}
e T={Ps},0=10
. Initnaf:[((),())]png.

[ ] TRaf = {(Pg,PUt,Pg,l),
(P27PUt7P07 1)7(P27T7 POvo)v(P%GetvPOv 1)7
(PlvTv POvo)v(P17G€t7P07O)}

Deuxiéme raffinement

La classe contenant ’état initial est Ps, nous voulons la raffiner par rapport a la transition
(Ps, Put, Pp,1). Comme P, est maintenant décomposée, cette transition n’est pas stable.
Nous allons donc calculer le raffinement de Ps par rapport a I’ensemble { Py, Py, P3} pour
I’action Put.

| P, Put, { Py, Py, Py} |

prePut(PQ) = prePut(PS) = @
prePut(Pl) = D3

donc P, est stable. Nous avons maintenant
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OFI{Pg,Pl},O'I{Pg}
L] TRafITRaf\{(Pg,Put,Pl,l)}U{(Pg,Put,Pl,l)}
Troisiéme raffinement

Le seul élément de 7 \ o est la classe P;. Le raffinement de Py se fait pour les transitions

(Pl, T, Po, 0), (Pl, G@t, Po, 0)

‘Pl,T,{Pl,PQ,Pg}‘

preT(PQ) = @

pre-(Ps) = {(2,2)}

pre-(P1) = {(1,0),(2,1)}
SplitT(Pl,{Pl,PQ,Pg) = {P4,P5,P6}avec

Py = {(170)7(27 1)}
P = {(272)}
Ps = {(270)7(171)7(172)}

Comme le raffinement par rapport a cette transition a été productif, nous arrétons le raf-
finement de P;. La classe P5; est maintenant otée de o.

L’ensemble des structures mises a jour devient :
¢ p= {P27P37P47P57P6}
e T={Ps},0=10
o Inilrqy = [(0,0)]p = Ps.

° TRaf = {(Pg,Put,Pl, 1),
(P4,T, Pl,l),(P4,G€t,P0,0),
(P5,T, P3,1),(P5,G6t,P0,0),
(Ps,Get, P,0),
(PQ,PUt,Po,O),(PQ,T, Po,O),(PQ,Get,Po, 1)}

Quatriéme raffinement

La classe P3; devient de nouveau candidate au raffinement, par rapport a la transition
(Ps, Put, P1,1). La classe Py est décomposée en { Py, Ps, Ps}.

| P, Put, { Py, P5, P} |
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i Get
(0,0) (1,0) (2,0) !
: Get
(0,1) (2,1) (1,1) i P
N WA AN

: I

! |

! |

02 | (221 (12 Py P Ps
B i P P

Figure 2.7: Troisieme raffinement

prepu(Ps) = 0
preput(Ps) = {(0,1).(0,2)}
prepalP1) = {(0,0)}
splitpy(Ps,{Ps, Ps, Ps) = {Pr, Ps}avec
P = {(0,0)}
Py = {(0,1)}

A Tissue de ce raffinement, la classe Pr qui contient ’état initial est stable (car toutes ses
transitions le sont). Nous pouvons donc insérer Py dans 7.

0p:{P2,P4,P57P67P77P8}
o 1 ={P;, Py}, 0 ={P;}
L InitRaf = [(070)]0 = P7'

° TRaf = {(P7,Put,P4, 1),
(Pg,Put,P(;,l),
(P4,T, Pl,l),(P4,G€t,P0,0),
(P5,T, P3,1),(P5,G6t,P0,0),
(Ps,Get, P,0),
(PQ,PUt,Po,O),(PQ,T, Po,O),(PQ,Get,Po, 1)}
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_______ Get, 1. Put
Pt : /_L\
— | Get
(0,0) (1,0) (2,0) |
| Py
Pr I
l
|
|
22) | @1 | @ P
b Py A
: Put l
H |
(0,2) (0,1) i (L2) | Vp, Ps Ps
R W

Figure 2.8: Quatrieme raffinement
Cinquiéme raffinement

Le raffinement de Py pour la transition (Py, 7, P1,1) ne va pas provoquer de raffinement
supplémentaire. Par contre, le raffinement pour (Py,Get, Py, 0) va étre productif pour la
classe Ps :

P47Get7{P27P47P57P67P77P8}
preGet(PS)

{(2, 1)}

splitGe( Py, Ps) = {Ps, Pio}avec
By = {(1,0);
Po = {21}
La relation de transition est mise a jour (figure 2.9):
e p= {P27P57P67P77P87P97P10}
e T={P:},o=10
o Inilrqy = [(0,0)]p = P

° TRaf = {(P7,Put,P4, 1),
(P977—7 P471)7
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—_—
(0,0) (1,0)
P; Py
col" (@
___-__]_3-5 P0

Put

(0,2) ¢ (0,1) |

Pl B

Figure 2.9: Cinquieme raffinement

PlOv T, P47 1)7 (P107 G@t, P57 1)7
P5,T, Pg, 1), (P5,G€t,P0,0),

P6,G€t,P0,
P27PUt7P07

(
(
(Pg, Put, P6, 1),
(
(

0)7
0)

Fin du raffinement

7(P27 T, P07 0)7 (P27 G@t, P07 1)}

Les étapes suivantes ne provoqueront plus aucun raffinement, mais permettront de stabiliser
les transitions entre les classes accessibles et donc de stabiliser les classes de 7 .

Le résultat du raffinement est donné en figure 2.10

,0:{P27P57P67P77P87P97P10}

e T={P:},o=10
o Inilrqy = [(0,0)]p = P

(P97 T, P107 1)7
(P107 T, P97 1)7 (P107 G@t, P57 1)7
(P577—7 P77 1)(P87PUt7P67 1)7

TRaf = {(P7, Put, Py, 1),
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P Py
(0,0)P4t  (1,0) (2,0)

17
\

|
|
|
|
|
i
|
T | T ,
Glet y
2= @0 | (L1 | P
|
Ps P0 : m
; Pt l
0 |
(02) § (0,1) 1 (1,2) Py Ps
nionl nl £\
Py P0

Figure 2.10: Résultat final

(Ps,Get, P,0),
(P27 PUtv P07 0)7 (P27 T, P07 0)7 (P27 G@t, P07 1)}

2.7.2 Application de la génération de modele minimal : bisimulation 7*«

Le traitement du méme exemple dans le cas de la bisimulation 7*a permet de mettre plus
en valeur l'intérét de 'algorithme. Nous partons des mémes conditions initiales que dans
I'exemple précédent.

Nous calculons les fonctions pre,«py; et pre;+ge; par composition de la prege: ou prepy; et
de la fermeture transitive de la fonction pre..

premier raffinement

o prespy(FPo) ={(0,0),(2,2)}

o preqsqe(Po) = {(1,0),(2,1)}

splitspus(Po, Po) = {P1, Pi}avec
Po= {(070)7(272)}
Py = {(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1)}
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(0,0) (1,0) (2,0)

|
|
|
l
|
|
: Put Fo
' Get
22 | @y | o §
|
Py P, i
: l P P, P;
| |
' (0,2) (1,2) (1,1) !
| |
| |

Figure 2.11: Bisimulation 7*a : premier raflinement

preqge(FPo) N Py 0]
splitT*Get(Pé, Py) = {P;, P3}avec
P = {(170)7(27 1)}
Ps {(0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,0)}

A l'issue de ce premier raffinement, nous avons

« p={Pi, Py, Ps}

e 7r={P},o=10

o Initr,s =[(0,0)], = Pr.

o Tray = {(P1, Put, Py, 1), (P, Get, Py, 1)}

Le résultat de ce premier raffinement est donné en figure 2.11.
Deuxiéme raffinement

La classe contenant ’état initial est la classe P;. Le prochain raffinement se fait donc par
rapport & la transition (Pp, Put, Pp,1). Comme Py est décomposée, cette transition est
instable. Le raffinement s’effectuera par rapport a I'ensemble de classes { Py, P, Ps}.

preT*Put(Pl) = preT*Put(PS) = @
preT*Put(PZ) = Pl
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00 [ (o) | 20 ! 7
7 ;
(2,2) (2,1) (0,1)
P P, P P Py
02 (1) (L)
l P

Figure 2.12: Bisimulation 7*a : résultat de la génération de modele minimal

Donc la classe P; est maintenant stable et 7r,y est mis a jour :
TRaf = {(Ph Put, PQ, 1), (PQ, Get, ]307 1)}

La classe P, est insérée dans 7 et devient la prochaine candidate au raffinement. Le raffine-
ment de P, s’effectue par rapport a Fy, donc par rapport a 'ensemble { Py, P, Ps}.

preT*Get(PQ) = preT*Get(PS) = @
preT*Get(Pl) = P2
La classe P, est elle aussi stabilisée. Nous avons maintenant 7 = o = {Py, P,}, donc

I’algorithme se termine avec les résultats suivants(figure 2.12) :

¢ p= {P17P27P3}
o Inilrqy = [(0,0)]p = P.

® TRaf = {(Pl,Put,Pg,1),(P2,Get,P1,1)}

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode classique de minimisation et de com-
paraison de modeles par rapport a une relation de bisimulation. Cette méthode est basée
sur le raffinement d’une partition des états du modele, jusqu’a obtention d’une partition
qui coincide avec la relation considérée. Les applications classiques de cet algorithme sépare
les phases de calcul des états accessibles d’un modele et calcul du raffinement de partition
sur ces états; nous avons présenté un algorithme permettant d’effectuer les deux calculs
conjointement. La minimisation d’un modele s’effectue alors pendant sa génération.
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A partir de la description générale de cet algorithme, nous avons approfondi les définitions
des fonctions et algorithmes nécessaires pour sa mise en ceuvre. Nous avons étudié des
optimisations pouvant intervenir a différents niveaux du processus de raffinement.

Enfin, nous avons présenté I'adaptation de l'algorithme de génération de modele minimal a
différentes bisimulations; parmi celles-ci, la bisimulation de branchement a nécessité certaines
modifications dans les algorithmes, mais nous verrons que la particularité de son opérateur
de raffinement permet d’obtenir des performances tres intéressantes.

Les éléments manipulés par cet algorithme sont des ensembles d’états et toutes les opérations
nécessaires pour une implémentation sont des opérations sur des ensembles d’états. Cet
algorithme se préte donc particulierement bien a une représentation symbolique du modéle.
Dans la suite de ce document, nous présentons deux méthodes de représentation symbolique
que nous avons étudiées.
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Chapitre 3

Diagrammes de Décision Binaire

Les Diagrammes de Décision Binaire(Bpp) [Bry86] sont une méthode de représentation
canonique et de manipulation efficace de fonctions booléennes. Ils permettent en général
des représentations beaucoup plus compactes que les représentations classiques de fonctions
booléennes. Les BDDs sont maintenant utilisés avec succes dans de nombreux outils : un des
premier outils qui a vraiment mis en valeur 1’utilisation des BDDs est certainement 1’outil
PRIAM [BMS8S8] développé dans le laboratoires de BULL. Cet outil permet de comparer la
machine réalisée par les concepteurs d’un circuit combinatoire et la machine correspondant
aux spécifications de ce circuit. Il effectue cette comparaison par un parcours en largeur
d’abord du produit de ces deux machines, qui sont déterministes.

Des travaux ultérieurs se sont portés sur la vérification de formules logiques a ’aide de BDDs.
Un exemple est donné dans [BCM™90], ot des méthodes d’application des BDpDs pour la
vérification de formules du Mu-Calcul sont proposées. A partir d’algorithmes généraux de
vérification de formules du Mu-Calcul, ils montrent comment dériver des algorithmes de
vérification pour les logiques CTL et PLTL, ainsi que pour la comparaison de machines
a états finis pour des relations de bisimulation. Une réalisation notable de ces méthodes
pour la vérification de formules de CTL dans le cadre de la validation de circuits est le
systeme SMV, élaboré par [McM92]. A l'aide de ce systeme, qui fait maintenant ’objet
d’une utilisation industrielle, il est maintenant possible de travailler couramment sur des
systemes ayant plus de 10'°° états. La vérification d'un systéme ayant de I'ordre de 10390
états est méme cité dans [McM92].

On retrouve un systeme de vérification de circuits séquentiels pour des formules de CTL
dans les laboratoires de BULL, le systeme SIAM [Cou91].

En dehors de la vérification formelle, les BDDs ont aussi été utilisés dans d’autres domaines
comme la simulation symbolique de systemes, la maintenance de raisonnement et ’analyse
de fiabilité de systémes [Mad90],... [Bry92]

7
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3.1 Définition

Un Diagramme de Décision Binaire est une forme canonique, obtenue par réduction d’un
arbre de décision ordonné. Nous décrivons rapidement la méthode de construction de cet
arbre, puis la méthode de réduction permettant d’obtenir un BDD canonique.

3.1.1 Arbre de décision ordonné

Un arbre de décision ordonné est un arbre binaire orienté possédant une racine unique. La
construction de cet arbre est basée sur le théoréme d’expansion de Shannon [Sha38] des
fonctions booléennes.

Définition 3.1-1 (Expansion de Shannon [Sha38])
Soit une fonction booléenne f(x1,...,x,) de {0,1}"dans {0,1}, Uexpansion de Shannon de
f par rapport a la variable x; est le couple de fonctions f5 : {0,131 — {0,1} et foy o
{0,131 — {0,1} telles que :
fm = fler, o, 2i21,0,2041, .. @)
fo, = flor, .z, Lo, .0 xn)
|

Nous pouvons aussi définir la fonction f par rapport a son expansion de Shannon de la
maniere suivante :

F=TiNfmVai A fa
Nous notons & = {z1,...,2,) 'ensemble des variables booléennes utilisées par la fonction.

L’arbre de décision est alors construit de la maniere suivante : chaque nceud de arbre de
décision est construit en appliquant 'expansion de Shannon. Un nceud est étiqueté par une
variable booléenne (la variable d’expansion) de & et les arcs issus d’un nceud correspondent
aux deux fonctions (les cofacteurs) construites lors de I'expansion.

Les feuilles de cet arbre sont appelées neeuds terminaur et sont étiquetées par les valeurs 0
(pour fauz) et 1 (pour vrai). L’ensemble @ est ordonné et 1’étiquetage des nceuds de ’arbre
reflete cet ordre : siil y a un arc entre un nceud étiqueté x; et un nceud étiqueté x;, alors
Ty < Zj.

Un exemple de graphe de décision ordonné pour la formule (a V b) A (¢ V d), et l'ordre a <
b < ¢ < d, est donné par la figure 3.1.

Diagramme de Décision Binaire
La construction d’un BDD & partir d'un arbre de décision ordonné dépend de deux regles de
réduction :

1. Sideux nceuds u et v de ce graphe sont isomorphes (méme variable, mémes successeurs),
on élimine u et on redirige tous les arcs arrivant en u vers v.
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1 () 1 () 1 ( 1 () 1 () 1 () 1 () 1

L [ W [ b O OF 0O R 0 0 0L [ [

Figure 3.1: Graphe de décision ordonné

2. Si un neeud u a le méme successeur v par ces deux arcs de sortie, alors u est éliminé
et tous ses arcs incidents sont redirigés vers v.

Ces deux regles sont appliquées dans ’arbre de décision, en partant des feuilles et en remon-
tant jusqu’a la racine (ordre “bottom-up”), jusqu’a ce qu’elles ne produisent plus aucune
réduction. La figure 3.2 montre le résultat apres application des regles de réduction aux
feuilles et aux parents des feuilles. Dans cette figure, seuls les arcs menant au nceud terminal
1 sont représentés. Les nceuds marqués = sont isomorphes et seront donc confondus en un
seul nceud (regle 1), provoquant la disparition du nceud marqué * (regle 2).

La figure 3.3 montre le résultat final.

3.1.2 Notations

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes :

o Opérateurs usuels : Les opérateurs Or, And, Exclusive-Or et Not seront notés respec-
tivement +, ., B et f. L’équivalence de deux fonctions est notée — . Les opérateurs
n-aires de conjonction et de disjonction seront notés Il et .

o Les quantificateurs universel et existentiel seront notés 3 et V.

e la représentation symbolique d’un ensemble F sera notée E. Nous utiliserons cette
notation indifféremment pour la fonction caractéristique d’un ensemble et le BbD cor-
respondant.

Dans la suite, nous utilisons les BDDs pour la représentation de modeles. En particulier,
nous voulons représenter des ensembles et des relations.
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Figure 3.2: En cours de réduction

Figure 3.3: Aprés réduction : un Diagramme de Décision Binaire
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3.1.3 Représentation d’un ensemble

Soit () un ensemble tel que card(Q)) = N. Nous pouvons représenter un élément de ()
par un vecteur de n valeurs booléennes, ot n = [logaN|. Dans la suite, nous noterons
o :@Q — {0,1}" la fonction qui associe & un élément de () son codage en un vecteur de
valeurs booléennes. o est en général la fonction qui associe a un nombre son codage binaire.
Nous noterons o; la fonction qui associe a un élément de @ la valeur du i€ bit de son
codage binaire.

La représentation d’un ensemble ) se fait par le biais de sa fonction caractéristique @ :
{0,1}" — {0,1} telle que Vg € Q,Q(¢) = 1,Y¢ & Q,Q(q) = 0. Cette fonction est construite
sur un vecteur de variables booléennes ¥ = {xy,29,...,2,} que nous appellerons ensemble
support dans la suite.

Définition 3.1-2 (Fonction caractéristique de Q)

Q) =Y II 2i— oiq)

q€Q1<i<n
|

Les opérations usuelles sur les ensembles peuvent étre exprimées comme des opérations
booléennes entre leur fonctions caractéristiques :

étant donnés deux ensembles ()1 et ()2 et leur fonction caractéristique respective QAl et 6/2\2,
nous avons les définitions suivantes.
0 =0

Q1NQ2 = Q1.Q2

Q1UQ2 = Q11Q2

Q1 \Q2 = Q1.0
Une opération qui nous sera utile par la suite est la construction d’un BDD @(37) a partir
d’un BDD équivalent Q(7), c’est-a-dire la substitution de ’ensemble support & par . Nous
noterons ['opérateur correspondant [Z¥ — 7] : Q(7) = Q(&)[Z — ¥]. Siles ordres des variables
de & et ¢ sont identiques, alors cette substitution se résume & un renommage des neeuds de

0.

3.1.4 Représentation d’une relation

Une relation d’un ensemble ¢) dans lui-méme peut étre donnée par I’ensemble des couples
d’éléments qu’elle met en relation. De la méme maniere que pour un élément de ¢J, nous
pouvons représenter un couple d’éléments (¢1,q2) € @ X Q par un vecteur de 2 * n valeurs
booléennes.

La fonction caractéristique de la relation R sera donc basée sur un ensemble de 2+ n variables
booléennes. Cet ensemble est construit comme 'union de deux ensembles isomorphes de n
variables, que nous noterons 7 et 7.



82 Chapitre 3. Diagrammes de Décision Binaire

Définition 3.1-3 (Fonction caractéristique d’une relation binaire)

RZH= S TII vi— oilq). T v — oiq)

(g1,92)€Q1<i<n 1<i<n
Cette définition s’étend facilement aux relations k-aires.

3.1.5 Image d’un ensemble par une relation

Soit ¢) un ensemble et @ (Z) le BpD le représentant, le calcul symbolique de I'image de @
par la relation R est donné par la formule suivante :

R(Q)(¥) = (FF(R(Z, §) A Q(2))[Y — 7]
Cette définition nous permet d’exprimer les fonctions pre et post, pour un ensemble d’états
() et une relation de transitions T :

post(Q)(&) = (3HT(,§) A Q(&))[F — ]

Fre(0)(7) = 3T, 7) A Q@) — 7)
De la méme maniere que précédemment, nous omettrons de préciser (#) quand il n’y a pas
d’ambiguité ou de besoin.

3.1.6 Composition de deux relations

Le calcul de la composition de deux relations nécessite 'introduction d’un troisieme jeu de
variables, que nous noterons Z. Une relation R = RjoR, sera représentée symboliquement
par :

R(Z, ) = JA BT, )[ — 2] A Ro(Z, )T — Z])
Cette opération peut se révéler coliteuse, car les BDDs intermédiaires produits pendant le

calcul de A portent sur les trois ensembles de variables et peuvent donc étre énormes par
rapport a la taille du Bpp R final.

3.2 Calcul de points fixes

Le calcul d’un plus petit point fixe de la forme pX.(Q U postr(X)) correspond au calcul de
la suite :

{ =Q

Bi1 = Bt post(E)

Ce calcul s’effectue en largeur d’abord; nous pouvons améliorer ce calcul en ne calculant la
fonction post que sur les états accédés pour la premiere fois lors du calcul précédent. Ces
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états constituent la frontiere de ’ensemble des états accessibles.

o

wWo

~

+post(Q)

Tt = Entpost(FrFncy)

@1

| Y&y

Dans la suite, nous noterons [ fp(Q, I')(Z) la fonction caractéristique correspondant au ré-
sultat d’un plus petit point-fixe pX(Q U F(X))

Remarque 3-1

Le calcul de tous les états atteignables & partir d’un ensemble d’états () correspond a
I’ensemble lfp(Q(f),ﬁ;t(f, 7))(&). Le calcul de ’ensemble des états a partir desquels des
états de @) sont accessibles correspond a [ fp(Q(&), pre(Z, §))(Z). [ |

3.2.1 Optimisations pour le calcul de points fixes

Le calcul de point-fixe est un élément central des algorithmes que nous voulons implémenter.
Les optimisations qu’il est possible d’apporter dans le cas des BDDs sont de deux natures :

simplification de la relation de transition 7" : au fur et & mesure du calcul d'un
point fixe, il est possible d’agir sur la taille de la représentation de 7', en tenant compte
des informations déja connues, en 'occurrence les résultats intermédiaires du calcul en
cours. Cette optimisation a déja été étudiée et utilisée intensivement, et se ramene au
probleme plus général de simplification de fonctions booléennes.

diminution de la profondeur d’itération : 'autre parametre sur lequel nous pou-
vons agir est le nombre d’étapes de calcul nécessaires pour obtenir le résultat désiré.
Cette optimisation est réalisée par un certain nombre de techniques existantes, qui sont
basées sur le calcul d’une relation T par divers degrés de composition de la relation
T. Nous présentons plus loin deux techniques de calcul de fermeture transitive. Nous
présenterons dans le chapitre 4 une technique alternative qui est liée au modele que
nous utilisons.

3.2.2 Simplification de fonctions

L’idée de base de la simplification de fonctions booléennes est la suivante : soit deux fonctions
f et g de {0,1}"dans {0, 1}; simplifier f connaissant g revient & construire une fonction h
équivalente & f sur le domaine de g :

Définition 3.2-1

Vq.9(q) = (h(q) — f(q))
|

Traditionnellement, la fonction h est appelée la restriction de f par rapport & ¢g. Etant
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données deux fonctions f et g, I’ensemble des fonctions & qui sont des restrictions de f par
rapport & ¢ est caractérisé par la proposition suivante :

Proposition 3.2-1
Soient f, g et h trois fonctions de {0,1}"dans {0, 1}, h est une restriction de f par rapport
a g ssi
(frhg)=nh
et

h=(-gV/[)

Preuve
La définition 3.2-1 de la restriction d’une fonction g = (h — f) peut se réécrire :

g= ((h=f)N(f=h))

ce qui nous donne

[(g=(h=INg=(f=h)

donc

[h= (9= NIN[gN[f)=h
donc

lg=h— fl=[h=(~gVIANSfNg)=h]
|

Le probleme de la restriction de fonction dans le cas des BDDs revient alors a choisir la
fonction h comprise entre (f A g) et (ng V f) telle que h soit minimale en nombre de nceuds.
Néanmoins, la recherche de cette solution optimale est en général exponentielle. En pratique,
nous utiliserons certaines heuristiques qui, sans fournir une restriction toujours optimale,
fournissent une “bonne” solution; ces heuristiques sont en particulier utilisées par deux
opérateurs classiques de restriction pour les BpDs, 'opérateur constrain ou cofacteur [CM90]
noté | et l'opérateur restrict [CM90] noté 1.

Nous verrons dans le chapitre 4 comment nous pouvons utiliser ces opérateurs pour optimiser
le calcul de points fixes avec les BDDs.

3.2.3 Fermeture transitive de la relation de transition

Le calcul de la fermeture transitive d’une relation de transition est couramment util-
isé dans les outils de calcul d’équivalence. Il permet notamment de ramener le calcul
d’équivalence pour des bisimulations faibles comme la bisimulation observationnelle au cal-
cul de I’équivalence pour la bisimulation forte sur une forme pré normale [Fer88]. Un autre
intérét est la possibilité de diminuer le coat de certains points-fixes calculés fréquemment.

Etant donné une relation de transition 7', 'idée est de calculer la suite :
T =T
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Tiy1 = Tol; UT;
jusqua convergence. On notera alors 7% = T™(T™ = T"~1) la limite de cette suite.

Le calcul d’un plus petit point fixe est donné par T(L).

3.2.4 TIterative squaring

L’ Iterative squaring est une technique mise au point par [BCMT90]. Elle permet d’effectuer
le calcul de la fermeture transitive de maniere plus efficace que la maniere précédente.

Le calcul de points fixes d’une fonction F’ se fait en deux étapes :

1. Calculer la suite F, F2,...,F? ... jusqud ce que F2'" = F?
2. le calcul du plus petit point fixe sera donné par F2"(L) et celui du plus grand point
fixe par F2°(T)

La fonction F?* coincide avec la fonction Postps, ot T est la fermeture transitive de la
relation de transition 7. Du point de vue complexité du calcul, si n est la longueur de la
plus longue chaine présente dans 7', nous obtenons p = [logz(n)].

3.3 Modele symbolique a base de BDDs

Nous avons présenté les Diagrammes de Décision Binaires et une méthode classique de
représentations d’ensembles et de relations avec les BDDs. Nous avons d’autre part présenté
certaines techniques classiques pour 'optimisation du calcul de points fixes avec les BDDs.
Ces optimisations reposent soit sur la diminution de la taille de la représentation de la re-
lation utilisée dans le calcul (opérateurs de restriction), soit sur la diminution du nombre
d’itérations du calcul nécessaires pour l'obtention du point fixe (fermeture transitive de la
relation). A partir de ces définitions assez générales, nous allons maintenant donner les
méthodes de construction d’un modele symbolique, a partir du modele Réseau de Petri
présenté au chapitre 1 .
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Chapitre 4

Modele symbolique avec les BDDs

Nous avons défini dans le chapitre précédent ’ensemble des méthodes de codage et des
opérateurs sur les BDDs dont nous avons besoin. Nous pouvons maintenant nous intéresser
a la représentation d’un Réseau de Petri sauf sous la forme d’un ensemble de Bpps. Plus
précisément, nous allons construire une représentation symbolique de la relation de transition
du graphe d’états lui correspondant.

La définition d’un codage du réseau passe par le choix d’ensembles de variables booléennes,
les ensembles supports. Ces variables sont celles qui permettront de construire des fonc-
tions booléennes qui seront représentées par des Bbops. Nous commencons par donner des
criteres de choix de ces ensembles, puis nous donnons une méthode de construction de la
représentation en BDDs de chaque unité du réseau, ainsi que certaines optimisations liées
a des propriétés du réseau. Nous présentons ensuite deux méthodes de construction de
la représentation symbolique de tout le modele, a partir des représentations des unités. La
deuxieme partie importante dans une utilisation efficace des BDDs est le choix d’un ordre des
variables des ensembles supports. Nous isolons certains criteres et définissons une méthode
permettant de choisir un “bon” ordre, pas obligatoirement optimal.

4.1 Définition des ensembles supports

Dans la suite, nous considérons un réseau (Q,U,,7,G,0) composé d’une hiérarchie de u
unités, chaque unité U; ayant ses places propres numérotées de 1 a n; (n; = card(places(U;))).
Nous noterons n = card(Q) le nombre de places du réseau (n = > iy n;).

4.1.1 Marquages

Nous associons a un ensemble de marquages M sa fonction caractéristique M. Pour optimiser
le choix de ’ensemble support correspondant, et notamment diminuer le nombre de variables
utilisées, nous allons tirer parti des propriétés particulieres du Réseau de Petri que nous
utilisons.

87
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Chaque méthode que nous présentons ici tire partie de la propriété correspondante, mais
aussi des propriétés des méthodes de rang inférieur.

Méthode 1 : Marquage sauf

La propriété du marquage sauf nous donne une borne supérieure sur le nombre de variables
booléennes nécessaires pour définir M. Comme il y a au plus une marque par place, il suffit
de n variables booléennes pour un réseau de n places.

La structuration en unités du réseau nous apporte des informations supplémentaires dont
nous pouvons tirer parti pour améliorer cette représentation.

Méthode 2 : Séquentialité des unités

Chaque unité contient au plus une marque dans ses places propres. Il suffit alors de construire
pour chaque unité U; la fonction caractéristique de I’ensemble de ses places propres. Nous
noterons B; lensemble support de la fonction caractéristique d’'une unité U;. Pour chaque
unité qui n’est pas une unité de base, nous devons modéliser la présence ou 'absence de
marque dans ses marques propres. Cette information peut étre codée de deux manieres
différentes :

e En ajoutant un élément dans ’ensemble a représenter; dans ce cas, 'ensemble support
B; est tel que B; = {b},...,b%} avec b = [loga(n; + 1)]

—

e En ajoutant une variable booléenne dans 1’ensemble support; dans ce cas, B; =

{aiv bzlv A b?} avec b = ”092(7%)-‘

Meéme si elle impose I'introduction systématique d’une nouvelle variable, la deuxieme solution
est préférable dans le cas des BDDs, car elle permettra des optimisations globales ayant une
influence importante sur la taille des BDDs créés.

Méthode 3 : Imbrication des unités

Pour chaque unité contenant une marque, soit la marque est dans les places propres de
I'unité, soit certaines de ses sous-unités contient une marque (les autres sont inactives). Il
est donc possible de réutiliser les variables de ’ensemble support associé aux places propres
d’un unité pour les fonctions caractéristiques de ces sous-unités. Si on considere la relation
d’imbrication des unités comme une arborescence, le nombre maximal d’unités actives en
méme temps est donné par les feuilles de cette arborescence, qui correspondent aux unités
de base. Chacune de ces unités ne contient plus que des places propres, nous pouvons donc
facilement définir un ensemble support minimal leur correspondant. Ces unités pouvant
éventuellement étre actives en méme temps, il est nécessaire de définir un ensemble support
particulier a chacune.

Pour associer a chaque unité U; un ensemble support utilisé pour les places propres de U; et
pour les sous unités de U;, nous partons donc des unités de base et synthétisons les ensembles
support suivant les regles suivantes :
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Figure 4.1: Unités d’un Réseau de Petri

Ui = (@i?QOivﬁi)vﬁi = @
Ei = {bzlv .. 7b?}7b = ”092(7%)-‘
Ui = (@inOivﬁi)vﬁi 7£ @

Bi= U BjU{aibl,... b1},1= [loga(ni)] = X, g5 card(B))
UseU;

L’ensemble {bl,.. .,bﬁ»} de la deuxieme reégle est ’ensemble des variables supplémentaires
nécessaires si ’ensemble des places propres de U; est trop grand pour étre codé sur I'union des
ensembles de variables des sous unités de ;. Comme dans la méthode de codage précédente,
la variable a; permet d’indiquer 'activité de 'unité U;.

Exemple 4-1 (Ensembles supports pour les marquages)
Soit un Réseau de Petri (Q,U;,T7,G,V) composé de 7 unités {U;,Un,...,Us} imbriquées
suivant la figure 4.1 :

Le nombre de places propres de chaque unité est donné par le vecteur suivant :
[1,2,5,3,7,2,2]

pour un nombre total de places de 22. Les unités de base sont les unités Us, Ug, Us, Uy. La
méthode 1 nécessite alors un ensemble support de 22 variables booléennes.

F={by,...baa}

La méthode 2 associe a chaque unité les ensembles supports suivants :
Bo = {bo}
By = {bi}
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By = {b3,03,b3}

Bs = {bé,b%}

By = {0303}

Bs = {03}

= {b}
F=\J)i=1...6B;U{ap,a,a4}

soit un total de 12 variables plus 3 variables a;.

Si nous intégrons une valeur supplémentaire pour représenter l'absence de marques, nous
avons alors

By = {bo}

By = {b%,b%}

By = {b3,03,b3}

By = {bé,b%}

By = {by, b3, b3}

Bs = {b,b3}

Bs = {bévbg}
¥=|Ji=1...6B;
soit un total de 15 variables.

Enfin, la méthode 3 nous donne les ensembles supports suivants :
By = BiUB,
By = B3UB,
By = {b3,03,b3}
By = {bé, b%}

By = {bl}UBsU B
Bs = {bi}
Bs = {bs}

f = BO U {ao,al,a4}
pour un total de 8 variables plus 3 variables a;. [ ]

En pratique, la méthode 2 s’avere suffisante. En effet, une unité U contenant des sous unités a
souvent un ensemble de places propres réduit & une place (qui est la source d’une transition
lancant chaque sous unité en parallele). Par conséquent, la méthode 2 et la méthode 3
donnent des résultats équivalents, puisqu’il faut ajouter une variable ay;y indiquant si 'unité
est active ou non. Cette variable peut alors étre directement utilisée pour indiquer la présence
ou 'absence de marque dans la seule place de U.
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4.1.2 Contextes

La représentation d’'un contexte C' se fait par la construction de sa fonction caractéristique
C'. Une difficulté particuliere liée a notre modele est la présence de variables entieres. Pour
pouvoir construire une représentation de ces variables, nous nous limiterons aux variables de
domaine fini.

De la méme maniére que pour la représentation des marquages, nous allons associer a
I’ensemble des variables de V un ensemble de variables booléennes #. qui serviront de sup-
port aux fonctions caractéristiques. La construction de ’ensemble #. dépend du domaine
des variables de V; la fonction caractéristique d’une variable entiere V' est construite par
rapport a son domaine Dy . L’ensemble support correspondant a une variable V est donc
constitué de [logz(| Dy |)] variables booléennes. Nous noterons &% I’ensemble support de la
variable V.

L’ensemble support d’un contexte est défini comme 1'union des ensembles supports de toutes
les variables :

- l D
fe= U {sviu U {x%/,x%/,...x‘[/ogr‘)(' vlﬂ}
VEVpoa VEVInt

4.1.3 Etats

Etant donnés les ensembles supports nécessaires pour la représentation des marquages et des
contextes, nous pouvons construire ’ensemble support & pour les états :

T=Z,Ux,

Notations

La fonction surchargée s() nous permet d’associer a une unité ou une variable son ensemble
support particulier :

soit U une unité,

su(@y) = Zu tel que Ty C &,
Soit V €V,
sv(Z.) = @y tel que @y C 7,

Pour faciliter la représentation des marquages, nous noterons Idler; le prédicat qui indique
qu’aucune place propre de U n’est marquée. Idler (%) sera alors la fonction caractéristique
de ce prédicat, codée sur ’ensemble de variables booléennes ¥.

Remarque 4-1
Dans le cas des ensembles supports contenant une variable a; indiquant 'activité d’une unité
U;, nous avons Idley, (%) = @;. [ |

De la méme maniere, nous définissons un prédicat Busyy qui indique si une unité contient
un marquage. La définition de la fonction caractéristique de ce prédicat va dépendre de la
définition des ensembles supports des marquages :
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Méthodei\l et 2
Busyy (%) = Idley ()

Méthode 3 _
Busyy (%) = Idley(Z)+ Z Busyy
U'eUnits*(U)

Nous utiliserons 'opérateur binaire > de projection tel que si m est un marquage et U une
unité, alors :

m > U = {p}si dp € Places(U),p € m

m > U = (sinon
Nous étendons cet opérateur aux transitions du réseau : Soit ¢ une transition et U une unité,
t>U=(ot >Ute >U)

Dans la méme idée, nous noterons Affect la fonction qui associe a une transition ¢ ’ensemble
des variables de V qui apparaissent en partie gauche d’une affectation de ’action de t.

Nous noterons Use la fonction qui associe a une transition ¢ I’ensemble des variables de V
qui apparaissent dans les expressions relationnelles et en partie droite des affectations de
laction de ¢t. L’ensemble Use(t) U Affect(t) contient toutes les variables qui apparaissent
dans Daction de .

4.2 Représentation symbolique

Maintenant que les ensembles supports sont définis, nous pouvons construire la fonction
caractéristique des ensembles d’états que nous voulons représenter.

4.2.1 Représentation des marquages

Le codage des places et des marquages est défini comme suit :
Définition 4.2-1 (Codage d’une place)
Soit p une place de Uunité U et sy(Z,,) = {z1,...,zu},

P(@m) = TI “zi, — or(p)
k=1

|
Définition 4.2-2 (Codage d’un marquage)
m(Zy,) = J]Psu(@n)). II ldley
peEmM U,mDU:@
|

La fonction caractéristique d'un ensemble de marquages M est alors donné par la définition
suivante :
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Définition 4.2-3 (Fonction caractéristique d’un ensemble de marquages)

4.2.2 Représentation des contextes

La fonction caractéristique d’un ensemble I de valeurs d’une variable V est donnée sur

I’ensemble support fg ={zy,...,2,} par 'expression suivante :
~ v
I7e) =% TI wi— oiv)
vell<i<n

Comme dans la section 3.1.3, la fonction ¢ : Dy — {0,1}" associe & une valeur du domaine
Dy son codage binaire.

4.2.3 Représentation des expressions sur les variables

Les actions des transitions peuvent contenir des gardes et des affectations définies sur les
variables du modeles. Ces gardes et affectations sont données par des expressions de valeur
sur les variables, dont nous séparons la représentation suivant le type des variables impliquées.

Expression de valeur booléenne

La construction de la fonction caractéristique £ d’une expression de valeur booléenne F se
construit suivant les regles suivantes :

0 si F = false
1 si F = true
sy (Zm) si F=vw

E(#.) =1 Fi(T.) si E=not I
E\(Z)+Ey(Z) si E=FE or Fy
Fi(Z.).Ey(Z.) si E=FE and E,
Ey(#.) — Ey(3.) si E=E = FE,

Expression de valeur entiére

Nous avons vu comment définir la fonction caractéristique d’une variable V' de domaine Dy
donné. Pour représenter les expressions de valeur définis sur les entiers, nous pouvons utiliser
une des méthodes suivantes :

e Par construction d’une formule en termes d’opérateurs booléens pour chaque opérateur
sur les entiers. Cette méthode permet de traiter de maniere générale toute expression
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de valeur basée sur des entiers. Si cette correspondance est simple a définir pour les
opérateurs =, #, ceci devient plus difficile pour des opérateurs comme > et +.

e Par construction de la fonction caractéristique de chaque expression de valeur util-
isée dans le systeme & modéliser. Cette méthode de construction est beaucoup moins
générale, puisque pour chaque expression de valeur, nous construirons une fonction car-
actéristique ad-hoc. Nous montrons d’abord comment construire cette fonction pour
une expression relationnelle. Soit R une relation entre n variables entieres, la fonction
caractéristique de R est donnée par les expressions :

~

RZ)= Y I {wh@)

(v140.vn ) ER1<LI<N

{v/i\} est la fonction caractéristique du singleton contenant v; et ¥ est le sous ensemble
de Z. qui sert d’ensemble support & la variable V. La construction de cette fonction
consiste alors a énumérer tous les éléments de R, et a construire une fonction carac-
téristique de chacun de ces éléments. La somme de ces fonctions nous donne alors la
fonction caractéristique de R.

La représentation d’une affectation de la forme z; := f(z1,...,z,) se fait de maniére
similaire, en considérant la relation R(a%, x1,...,2,) et en prenant pour la construction
de I'ensemble caractéristique de R l’ensemble §¥¢ comme ensemble support pour la
variable z!. L’ensemble support ¢, est défini plus loin, pour le codage d’une transition.

Cette méthode de représentation des expressions de valeur entieres est celle utilisée dans
une bibliotheque existante [Kam92], connue sous le nom de Diagrammes de Décision Mul-
tivalués (MpD). Le terme multivalué ne correspond pas dans le cas de cette bibliotheque
a l'utilisation d’arbre de décision n-aires, puisque cette bibliotheque est basée sur une bib-
liotheque de BDD. Des fonctions pour construire des relations unaires, binaires et ternaires
entre variables entiéres sont intégrées. De plus, des méthodes de construction optimisées
(i.e. ne passant pas par ’énumération de tous les éléments de la relation) sont utilisées, no-
tamment pour la construction de comparaison de variables, ou de relations faisant intervenir
une constante. Les fonctions définies pour cette bibliotheque sont aisément transposables a
notre bibliotheque particuliere de BDDs.

4.2.4 Représentation des transitions

A partir de la représentation des marquages et contextes, et des expressions de valeur, nous
pouvons maintenant définir la représentation symbolique des transitions du réseau. Nous
commencons par définir cette représentation du point de vue transformations de marquages
(relation —,,, ), puis transformations de contextes (relation —.). Puis nous combinons ces
résultats pour construire la représentation de la relation de transition globale du réseau.

Transitions de —,,
Soit une transition ¢t = (Q;,Q,,G,0, A), nous notons t,, la partie de cette transition qui
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définit les transformations de marquages. t,, définit une relation dont le graphe est ’ensemble
{(Ml,MQ) S M | of Q Ml,MQ = M1 — of Ut.}.

La représentation de la fonction caractéristique d’une relation nécessite la duplication des
ensembles supports. Nous notons &, 'union des ensembles supports utilisées pour le codage
des marquages d’entrée d’une transition et i, I'union des ensembles support liés aux mar-
quages de sortie.

La fonction caractéristique de cette relation est alors construite a partir des fonctions suiv-

antes : R
W@ Gn) = 11 P(Zm) P (Fom )
UEU,tDU:({p},{p'})
a(Emdn) = I P ddley(iin)
UeU,nU=({p},0)
{G(fmvgm) = H IdleU(fm)p/(gm)

UeU teU=(0,{p'})

La fonction ﬂ correspond aux transformations de marquages internes aux places propres
d’une unité. ix correspond dans une unité au passage de la marque d’une place propre aux
sous unités. fy correspond i la désactivation de sous unités d’une unité (et éventuellement
au passage de la marque dans les marques propres de ['unité). La fonction i, est alors égale
a la conjonction de ces trois fonctions.

Définition 4.2-4 (Codage d’une transition)
tm(fmv gm) = tl(fmv gm)'tA(fmv gm)'tV(fmv gm)

Transitions de —_
Soient Z. et §. les ensembles supports associés aux contextes, la fonction caractéristique
d’une action A est alors construite comme suit :
E(&.) si A=when ¥
A(@er§e) = § B(3) — E(E) si A=v:=E
Al(fcvgc)'AZ(fcvgc) si A= Al ; AZ
Pour une transition ¢, nous noterons tAc(fc, ) la fonction caractéristique de la transformation
de contexte correspondante. Si A est I'action de ¢, on a t.(Zc, J.) = A(Ze, §.).

Représentation des transitions de —

Etant donnée une transition ¢ du réseau, sa fonction caractéristique est construite sur les
ensembles support & et i, tels que & = ¥, U Z. et ¥ = ¥, U ¥.. La fonction caractéristique
de t est alors égale a :

tA(fv 37) = tm(fmv gm){c(fcv gjc)
La fonction {,, telle qu’elle est construite ici n’impose pas de contraintes sur les unités dont
le marquage n’est pas modifié par t. Cette absence de contraintes se traduit par "apparition
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de tous les couples de marquages possibles pour ces unités.

Pour modéliser le fait que le marquage de certaines unités doit rester inchangé, ou que
certaines variables ne changent pas de valeur, nous définissons la fonction caractéristique
Stable de la relation identité.

Définition 4.2-5 (Stabilité)
Soit ¥ ={ax1,....,x,} et Y{y1,-. . Un}
Stable(Z, )= TI (zx — w)
1€[1...n]
|

Remarque 4-2
La définition de Stable utilise le fait que 'ordre relatif des variables de 7 et i est le méme. B

La stabilité d’une unité U peut alors se représenter par le BpD Stable(syr (% ),st(7m)). De
méme, la stabilité d’une variable v est représentée par le BnD Stable(s,(Z.),s,(9.)).

Pour une transition t, nous pouvons alors construire la fonction ts.p. qui caractérise le
comportement de toutes les unités et toutes les variables qui ne sont pas modifiées par t.
Cette fonction est donnée par I'expression suivante :
ts;l;le(fv 37) =
H Stable( sy (@), su(Ym)
tU=(0,0)

H Stable(s,(Z.), su(Ye)
vE(V\Use(t)UAffect(t))
Nous verrons comment cette fonction est utilisée lors de la construction de la relation de
transition globale. Fn particulier, cette utilisation va dépendre du mode de composition
utilisé.

4.3 Représentation de la relation de transition globale

Nous avons défini la fonction caractéristique de chaque transition du réseau. Nous pouvons
maintenant construire la fonction caractéristique de la relation de transition globale. Comme
cette relation de transition est étiquetée, nous devons faire apparaitre les étiquettes des tran-
sitions dans la représentation symbolique. Plutét que de coder les étiquettes dans les BDDs
représentant les transitions, comme décrit dans [EFT91] , nous avons choisi comme [Bou93]
de partitionner la représentation de la relation de transition globale en fonction des éti-
quettes. Dans la suite, nous définissons comment la représentation symbolique de la relation
de transition pour une étiquette est construite. Puis nous détaillons comment le calcul de la
relation de transition globale (ou des fonctions pre et post associées) est fait.
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O

Figure 4.2: Composition par entrelacement

4.3.1 Composition entrelacée

La méthode de construction de la relation de transition globale habituellement utilisée cor-
respond a la sémantique de ’entrelacement : 'expression de ’exécution possible en parallele
de deux actions a et b est représentée par le losange de la figure 4.2.

Ceci correspond en fait a n’autoriser qu’une action globale & la fois. Pour chaque transition
t du réseau, on impose que toute variable non modifiée et toute unité U active, mais non
impliquée dans la transition reste stable.

La relation de transition correspondant & une étiquette @ € A est donnée par la définition
suivante :

Définition 4.3-1 (Relation de transition pour une étiquette)

Pour chaque a € A, nous définissons T; tel que :
T.(&,9) = Y (7,9
£(t)=a
ot

~ —

ts(fv 37) = tA(fv g)-tstable(fv 37)

La relation de transition globale, sans considérations d’étiquettes est alors :

f(fv 37) = Z 51(57 37)

a€A

4.3.2 Composition simultanée

Un certain nombre de travaux [BCL91, McM92] proposent une alternative a la composition
classique que nous avons utilisée. L’idée de base est de permettre a plusieurs composantes
paralleles d’effectuer simultanément une action asynchrone. Cette idée peut étre étendue a
I’exécution simultanée d’actions qui synchronisent deux ensembles de composantes paralleles,
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/b
\

Figure 4.3: Composition simultanée

pourvu que ces ensembles soient disjoints.

Intuitivement, cette idée correspond au dessin 4.3 : dans le systéme de transition correspon-
dant a deux actions entrelacées, on ajoute la transition permettant ’exécution simultanée
des deux actions.

Cette idée semble aller a contrario des méthodes habituellement utilisées pour diminuer
I'impact du probleme de ’explosion des états. En effet, la composition simultanée va encore
ajouter des transitions, donc faire grossir la relation de transition, alors que des méthodes
comme |'utilisation d’ordres partiels cherchent a éliminer certaines transitions. Néanmoins,
cette forme alternative de composition possede certains avantages :

e Elle va permettre, a l'instar de la fermeture transitive ou de 'iterative squaring de
diminuer le nombre d’itérations dans le calcul d’un point fixe.

e Comme nous utilisons une représentation symbolique de la relation de transition,
I’augmentation du nombre de transitions ne se traduit pas automatiquement par une
augmentation de la taille de la représentation.

Dans le cas des Réseaux de Petri, ceci correspond a autoriser 'exécution simultanée de
plusieurs transitions du réseau. Mais pour que deux transitions puissent s’exécuter simul-
tanément, elles ne doivent pas provoquer de modifications de marquages dans une méme
unité.

Pour pouvoir déterminer quelles transitions sont composables simultanément, nous définis-
sons une relation de compatibilité entre les différentes transitions :

Définition 4.3-2 (Relation de compatibilité)
Soient deuz transitions t1 et to € T
thcomth -

VU, (t1 U Z(0,0) — (t2 U = (0,0)) A
(Use(ty) NAffect(ty) = 0) A
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(Use(tz) N Affect(ty) = 0)

Cette relation indique que l'intersection entre les ensembles d’unités synchronisées par ces
transitions est vide, et qu’il n’y a pas de relation de causalité entre ’affectation d’une variable
et son utilisation. Cette relation est symétrique, mais n’est ni réflexive, ni transitive.

Ensembles maximaux de transitions compatibles
On appelle ensemble de transitions compatibles un ensemble C'omp tel que :

Comp={t €T |Vt,t' € Comp,t £t = tReompt'}
Un ensemble mazimal d’actions compatibles sera tel que V¢ ¢ Comp, 3t € Comp 1t Reompt’.

Un ensemble maximal de transitions compatibles correspond a une clique(sous graphe com-
plet) du graphe de la relation R ym,. La recherche de tous les ensembles maximaux de
transitions compatibles revient au calcul de toutes les cliques sur ce graphe. En pratique,
nous nous limiterons a la recherche d’un recouvrement de ce graphe par un ensemble de
cliques.

Il peut arriver que la composition simultanée de trop d’actions en méme temps provoque
un accroissement important de la taille de la représentation de la relation. Dans ce cas, il
est intéressant de disposer d’intermédiaires entre la composition entrelacée et la composition
simultanée complete. Nous proposons les deux solutions intermédiaires suivantes :

Composition simultanée limitée
Une méthode simple pour le calcul des ensembles Ty, st de limiter leur taille a une
certaine constante k, c’est-a-dire de limiter le nombre maximum de d’actions pouvant
étre composées simultanément.

Composition mixte
Une autre méthode pour simplifier la composition simultanée est de ne I'appliquer que
pour les transitions asynchrones, i.e. les transitions portant sur les places propres d’une
et une seule unité. Les autres transitions (transitions synchrones) sont alors composées
par entrelacement. Nous désignerons par la suite ce mode de composition sous le nom
de composition mizte.

4.3.3 Calcul de la relation de transition

La relation de transition globale pour la composition simultanée se calcule par rapport a
la partition C'omps du graphe G en ensembles de transitions compatibles. Pour chaque
Comp € Comps, on définit T, de la maniere suivante :

fComp = H (tA‘I' ts;l;le)

teComp
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Pour chaque transition ¢ qui synchronise un ensemble U d’unités, on donne la possibilité
aux unités de U soit de bouger toutes ensembles, soit de rester stables. Le développement
du produit [];ecomp(---) nous donne alors toutes les combinaisons possibles d’exécution
simultanée des transitions de C'omp.

On définit la relation de transition globale obtenue par composition simultanée comme étant
la réunion des différents fgomp :
= 2 Toom
CompeComps

Remarque 4-3

L’utilisation de la composition simultanée ne permet plus un partitionnement de la relation
de transition par rapport aux étiquettes. En effet, la notion d’étiquette n’a plus le méme
sens, puisqu’un élément de Ty, peut correspondre a I'exécution simultanée de plusieurs
actions. Cette disparition des étiquettes ne pose pas de problemes pour les applications que
nous faisons de la composition simultanée. [ |

4.3.4 Application de la composition simultanée

Calcul de I’ensemble des états accessibles

Le calcul des états accessibles du modele est une application directe de la composition si-
multanée. Dans ce cas, la disparition des étiquettes(remarque 4-3) ne pose pas de probléemes
particuliers.

Calcul des successeurs et prédécesseurs par 7*

Le calcul des successeurs d’un ensemble d’états () par les transitions étiquetées 7 se réduit
au calcul du plus petit point fixe pX.(Q U postr, (X)). De la méme maniere, le calcul des
prédécesseurs d’un ensemble d’états par la relation de transition 7 se réduit au plus petit
point fixe pX.(Q U prer (X)).

La composition simultanée peut donc étre appliquée pour le calcul des fonctions pre,«, et
post,x,. Ces fonctions jouent un réle important dans l'algorithme de génération de modele
minimal, en particulier quand la relation de bisimulation considérée est la 7*a bisimulation.
C’est en général la fonction la plus cotiteuse, le nombre de transitions étiquetées T dépassant
souvent largement le nombre de transitions visibles. Par ’application de la composition
simultanée dans ce contexte, nous voulons diminuer au maximum I'impact de ce calcul.

Dans le cas de la bisimulation de branchement, la composition simultanée des 7 n’est pas
utilisable, comme le montre 'exemple de la figure 4.4. Le systéme de transitions étiquetées (2)
correspond au systeme de transitions étiquetées (1) augmenté d’une transition qui correspond
a la composition simultanée des transitions 7. L’ajout de cette transition dans le systeme
de transitions étiquetées b rend les deux systemes non équivalents pour la bisimulation de
branchement.
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Figure 4.4: Contre exemple pour la bisimulation de branchement
Composition Fermeture Iterative Composition
entrelacée (To) | Transitive (T<\>*) squaring (T<\>*) simultanée (@)
Construction de T’ C. C. C. C
Pré traitement 0 L [loga(L)] 0
Calcul d’un point fixe L 1 1 maz(l;) <
(1T7(L)) <L

4.3.5 Comparaisons

L’avantage principal de la composition simultanée est la diminution du nombre d’itérations
lors du calcul d’un point fixe. Il est donc important de comparer cette technique avec la
méthode de fermeture transitive de la relation exposée dans le chapitre 3

Nous avons distingué comme points de comparaison la construction de la relation T, un
éventuel pré traitement pour calculer T™ et le calcul du point fixe. Les cotuts de construc-
tion de 7" sont notés C(composition entrelacée) et €'y (composition simultanée). Les cotits
des calculs sont donnés en nombre de composition de relations pour le pré traitement et
d’itérations pour le point fixe. Nous notons L la longueur de la plus longue chaine présente
dans T, et [; la longueur de la plus longue chaine présente dans T;, T; étant la relation de
transition de la composante ¢ du systéme (unité U; dans le cas des Réseaux de Petri). Le
nombre d’itérations pour le calcul d’un point fixe dans le cas de la composition simultanée
est donné entre deux extrémes : le premier correspond au cas d’un systeme totalement asyn-
chrone, le deuxieme a un systeme totalement synchrone. Dans ce dernier cas, la composition
simultanée se ramene a la composition entrelacée.

D’apres cette table, la composition simultanée parait plus intéressante (pour le calcul de
point fixe) que la composition entrelacée, mais moins intéressante que l'iterative squaring. La
différence majeure entre ces deux techniques se situe au niveau du pré traitement, nécessaire a
Iitérative squaring. Ce pré traitement nécessite de calculer la composition de deux relations.
Le calcul de la composition de relations nécessite I'introduction d’un troisieme jeu de variables
(voir chapitre 3), ce qui en fait en général un calcul tres coiiteux. D’autre part, T, C 1 C
To™, et les tailles des BDDs représentant ces relations ont tendance a suivre cette ordre. En
particulier, la taille de T<\>* est en général prohibitive.

Dans ce cadre, la composition simultanée offre une alternative intéressante, puisqu’elle per-
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met une diminution du nombre d’itérations dans le calcul des points fixes (cette diminution
dépendant du degré d’asynchronisme du systéme), moyennant une augmentation en général
peu génante de la taille des BDDs. Des comparaisons de performances entre chaque méthode
sont donnés dans le chapitre 8.

4.3.6 Quantification avancée

Pour chacun de ces modes de composition, la relation de transition globale est donnée sous
une forme disjonctive. Cette forme disjonctive va permettre d’améliorer facilement le calcul
des fonctions pre et post avec les BDDs : en effet, la fonction pre se calcule par la formule
suivante 3 : R

pre(Q)(E) = 3DDEF) A (QDIEF — 7))

Comme T s’exprime sous la forme d’une disjonction de sous formules, et que le quantifica-
teur 3 est distributif pour 'opérateur V , nous allons pouvoir partitionner ce calcul pour
chacune des sous formules de T'. Ce partitionnement va étre différent suivant la méthode de
composition utilisée :

Composition entrelacée
La relation de transition T est déja partitionnée pour chaque étiquette. Nous pouvons
continuer ce partitionnement par rapport a 7T,.

o~

Tazzg

donc

~ e~

pre(Q) @) = ADTAZ,§) A (Q(F)]

Le calcul de pre, peut donc se partitionner en une somme de calculs de pre pour chaque
t, étiqueté a.

Composition simultanée

T<I> = g TComp
Comp€Comps
donc

~

Pre(Q)@) = NLTF) A QDT — 7))
= S AN Teomp(E.5) A QDT — 7))

Comp€Comps

= 3D Y Toomp(& 5 A Q@[T — §])

Comp€Comps
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Le calcul de pre peut se partitionner par rapport a chaque ensemble de transitions
compatibles.

Ce partitionnement du calcul permet de transformer un calcul portant sur deux BpDs (f et
@) de taille importante en un ensemble de calculs ot un opérande est de taille tres inférieure,
évitant ainsi la production de BDDs intermédiaires de taille prohibitive. Le partitionnement
permet donc de traiter certains exemples qui ne passe pas habituellement par défaut de
mémoire. Par contre, ’expérience a montré que du point de vue temps d’exécution, il est
préférable de regrouper au maximum les relations de transitions, pour limiter le nombre

d’opérations 3 qui est une opération cotteuse sur les BDDs.

4.3.7 Applications des opérateurs de restriction

Nous séparons I'application des opérateurs de restriction en deux catégories : une méthode
statique ou ’ensemble de restriction est calculé, et les restrictions par rapport a cet ensemble
sont effectuées une fois pour toutes ; une méthode dynamique ou ’ensemble de restriction,
et les restrictions résultantes sont appliquées au fur et a mesure des calculs.

Méthode statique

L’expérience montre que les algorithmes de comparaison de modeles et de minimisa-
tion de modeles se comportent mieux si on restreint les calculs a ’ensemble des états
accessibles. En pratique, le comportement d’un modele tend a étre plus régulier dans
sa partie accessible; en particulier, le degré de non déterminisme des états inaccessibles
tend a étre largement supérieur au degré de non déterminisme dans les états accessibles.
Le véritable sur-coit se situe au niveau du nombre d’itérations d’un calcul de point
fixe. Comme ce calcul s’effectue en largeur d’abord, le nombre d’itérations est borné
par la taille de la plus longue chaine. Lorsqu’on considere les états inaccessibles, cette
chaine peut étre de longueur largement supérieure a la plus longue chaine existante
dans les états accessibles.

Une solution, qui a 'expérience se montre efficace, est de faire précéder I'application
des algorithmes de vérification par un calcul des états accessibles. La connaissance des
états accessibles va permettre d’effectuer des restrictions a deux niveaux :

— Dans le cas d’un algorithme comme la génération de modele minimal, la partition
initiale est restreinte a I’ensemble des états accessibles. FEn dehors des amélio-
rations éventuelles des performances de calcul des points fixes, cette restriction
permet aussi la simplification de I’algorithme lui-méme.

— Une étape supplémentaire consiste a restreindre directement les BDDs de f, pour
qu’ils ne représentent plus que des transitions entre états accessibles. L’expérience
montre néanmoins que cette deuxieme restriction peut provoquer un accroisse-
ment conséquent de la taille des BDDs.
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Méthode dynamique
Une opération intéressante est la restriction de T" pendant le calcul d’un point fixe.
Comme chaque itération du calcul d’un point fixe se fait par rapport aux états “fron-
tieres”du calcul en largeur d’abord (chapitre 3), il est possible de restreindre 7' de
deux manieres :

~

— Restriction par rapport a I’ensemble des états pas encore accédés. Dans ce cas, T
est restreint a Reach, ou Reach est ’ensemble des états déja obtenus.

— Reconstruction de 7 par rapport aux états frontieres (nouveaux états accédés lors
de la derniere itération . Comme la relation T est une disjonction de plusieurs
sous formules, il est possible de réévaluer T A chaque étape, par restriction de ces
sous formules a I’ensemble des états frontieres.

Utilisation en pratique

En pratique, nous appliquons systématiquement la premiere étape de 'approche statique,
en particulier pour 'algorithme de génération de modele minimal. Des comparaisons de
performances ont montré que ceci apportait toujours une amélioration dans les temps de
calcul, cette amélioration étant tres souvent spectaculaire. Un exemple extréme est le cas du
Scheduler de Milner (voir chapitre 8) ol 'algorithme de génération de modele minimal sans
calcul préalable des états accessibles a des performances a peine meilleures que des méthodes
énumératives classiques (limitation & un systeme d’un peu plus de 10 cyclers, environ 100000
états). Le calcul des états accessibles, et la limitation de la partition initiale a ces états, a
permis de passer a des systemes d'une centaine de cyclers (environ 10°0 états).

Remarque 4-4

L’utilisation de cette restriction statique est surtout efficace pour les calculs en arriere : les
calculs en avant se font en général & partir d’états dont ’accessibilité est connue, donc on ne
finit pas par explorer des parties inaccessibles du modele. Par contre, les calculs en arriere
provoquent systématiquement ’exploration d’états inaccessibles. Il est alors important de
pouvoir restreindre les calculs en cours aux seul états accessibles. [ |

La deuxieme étape de ’approche statique et les deux méthodes dynamiques sont basées
sur une restriction de la relation de transition. L’expérience a montré que tres souvent,
la relation de transition avait une représentation plus compacte si nous n’opérions pas de
restriction. Il n’est donc pas systématiquement intéressant d’utiliser ces modes de restriction.
L’application se fera alors au choix de I'utilisateur, en fonction de 'exemple.

4.4 Ordre des variables

Le choix de 'ordre des variables support est crucial pour une utilisation efficace des BDDs.
En effet, la taille d’'un BDD est extrémement sensible a 'ordre choisi. Malheureusement, le
choix d’un ordre optimal est un probleme NP-difficile. Il existe un algorithme [FS87] qui
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Figure 4.5: BDD de la fonction Stable

calcule un ordre optimal des variables pour la représentation d’une fonction donnée, mais sa
complexité O(n?3") (n : nombre de variables) le rend inintéressant en pratique.

Le choix d’un ordre se fait habituellement par la définition d’heuristiques qui sont liées a la
classe de fonctions a représenter.

Les choix d’ordre que nous avons faits sont basés sur I’heuristique générale suivante, qui
consiste a essayer de rapprocher au maximum dans ’ordre choisi deux variables booléennes
en relation 'une avec en 'autre. Cette heuristique se justifie par les arguments suivants;
considérons deux variables z; et z; avec ¢ < j dans 'ordre des variables d’'un BDpD, et z;
et x; sont en relation I'une avec autre (par exemple, elle vérifie z; = ;). Dans ce cas, il
faudra forcément introduire le nceud z; sur tous les chemins du graphe de décision partant
du neeud ;. Le nombre de ces chemins va dépendre en partie du nombre de noeuds et donc
du nombre de variables qui sont intercalées entre z; et ;. Si j —¢ =1, il n’y aura que deux
noeuds z; (ce qui est le minimum). Sinon, si j —¢ = d, alors nous pouvons avoir jusqu’a 2d+1
nceuds z;.

L’influence d’une relation existante entre variables et la taille du BDD correspondant est
illustrée par ’exemple de la figure 4.5

Exemple 4-2

Chacun des deux BDDs représente la fonction booléenne (21 — y1) A (22 — y2) A (23 — y3).
Le premier BDD est construit sur un ordre entrelacé des variables : 1 < 51 < 22 < 72 < 23 <
y3. Sa taille en nombre de nceuds est donné par la formule 3+ n ol n est le nombre de z; (ici
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fm fc gm y_)c
sU () Su; () U (Ym ) Su; (Ye)

Figure 4.6: Décomposition des ensembles supports

n = 3). Le deuxieme BDD code la méme fonction avec 'ordre 21 < 23 < 23 < 11 < y2 < ¥Y3.
Sa taille en nombre de nceuds est alors donné par la formule 3 * (2" — 1). Pour une méme
formule, nous passons donc a un codage donnant un BDD de taille linéaire par rapport a la
taille de la formule, & un codage exponentiel.

En particulier, nous pouvons voir que le nombre de variables intercalées entre z; et 7 est
de 2 dans le deuxiéme BDD. Nous avons alors 2° = 8 nceuds 7. [ ]

4.4.1 Décomposition des ensembles supports

Le codage de la relation de transition repose sur la définition des ensembles supports & et
ij. Chacun de ces ensembles est construit a partir des ensembles supports définis pour les
unités et les variables, suivant la hiérarchie donnée par arbre de la figure 4.6.

A chaque noeud de cet arbre, nous associons un ensemble support qui sera représenté par
une liste ordonnée de variables booléennes.

Par conséquent, nous avons a déterminer pour chaque feuille de ’arbre un ordre interne qui
va permettre de construire cette liste de variables. Puis pour chaque noeud, nous devons
décider d’un ordre qui permette d’effectuer I'interclassement des listes des fils de ce noeud.

Nous pouvons deés maintenant décider de 'ordre d’interclassement de &, et #,,, en tenant
compte de I'exemple précédent (figure 4.5). En effet, les méthodes de composition que nous
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avons définies font un usage intensif de la fonction Stable. L’ordre d’interclassement de ¥,
et 4, le plus indiqué est donc 'ordre entrelacé.

De la méme maniere, nous pouvons décider de I’ordre d’interclassement de Z. et 7.. En effet,
la majorité des transitions laisse les variables inchangées, ce qui s’exprime de nouveau par
Iintroduction de Stable(Z.,§.). Nous pouvons de la méme maniére choisir I'ordre entrelacé
comme ordre d’interclassement de Z. et ..

Ces deux choix nous donnent alors un ordre entrelacé pour et §. Il nous reste maintenant
a définir un ordre interne a &, 'ordre interne de ¥ étant le méme que celui de Z. Pour cela,
nous allons d’abord définir les ordres internes respectifs de &, et Z..

4.4.2 Ordre interne de 7,,

Nous voulons définir un ordre pour les variables de ’ensemble support &, utilisé pour la
représentation des marquages du réseau. Pour cela, nous allons d’abord définir ’ordre interne
des feuilles correspondantes, c’est a dire l'ordre interne des sy(#,,) pour chaque unité U.

Ordre interne aux unités

Le codage d’une unité est lié & la numérotation de ses places. Cette numérotation est en
général aléatoire et il parait difficile de définir une heuristique satisfaisante quelle que soit
la relation de transition a représenter. De plus, méme si un bon ordre interne pouvait étre
construit pour les unités, nous n’avons aucune garantie que cet ordre ne se révele pas mauvais
pour ’ensemble support de &,,.

Le seul choix que nous ayons fait a ce niveau est de placer en premiere variable dans 'ordre
celle qui correspond au bit de poids fort de la décomposition binaire des numéros de place.

Ordre d’interclassement des unités

L’ordre interne de @, se construit & partir des ordres internes définis pour chaque si7(). Le
premier choix que nous avons effectué est de ne pas faire d’interclassement entre les variables
de deux sy, (@, ) différents. La définition de 'ordre global se réduit alors a 'ordonnancement
des ensembles si7(Z,,) entre eux.

Le choix de cet ordre va dépendre des synchronisations qui existent entre les différentes
unités. En effet, quand deux unités sont synchronisées, il y a création d’une relation entre
les marquages de chacune de ces deux unités. Cette relation entre marquages se traduit par
une relation entre les variables des ensembles support de ces unités . Une optimisation de
l'ordre des variables est d’essayer de rapprocher les ensembles de variables de ces deux unités
dans Dordre global :

Exemple 4-3
Considérons un réseau composé de 4 unités Uy, Uy, Us, Uy en parallele, telles que les seules
transitions synchrones sont t; et ty, avec t; qui synchronise U; et Us et t5 synchronise
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Uy et Us. Si on note sy, () 'ensemble support de chaque U;, un ordre tenant compte des
synchronisations sera s, () << sp7,() << st,() << sy7,()- [

De maniere plus générale, 'ordre relatif des ensembles supports sera choisi par la méthode
suivante :

Soit un Réseau de Petri (Q,U,,7,G,V), considérons le graphe GG = (V, F) avec

o V =U,UUnits*(U,)

o I est l'ensemble des arcs (U;,U;) tels que 3t € T,ot > U; # O Aot >U; # 0 (¢
synchronise les unités U; et U;).

Nous voulons associer & ce graphe une fonction de numérotation n des sommets qui nous
donnera ’ordre relatif des ensembles supports des unités. Pour cela, nous associons a chaque
arc v = (e;,€;) de GG un poids suivant la formule w(v) = abs(n(e;) — n(e;)).

Le choix d’'un ordre minimal se fera en déterminant la fonction de numérotation n telle
que la valeur de }7,_, . yev(abs(n(e;) — n(e;))) soit minimale.  Pour calculer un ordre
raisonnable, mais pas forcément optimal, nous allons utiliser un algorithme de tri topologique
des sommets du graphe G. L’ordre topologique obtenu nous donne alors 'ordre relatif des
ensembles supports sy, ().

4.4.3 Ordre interne de 7.

De la méme maniere que pour les unités, 'ordre d’interclassement des ensembles supports
pour les variables de V dépend des relations existantes entre ces variables. En effet, si deux
variables x et y sont comparées, alors il est préférable que leurs ensembles supports soient
proches dans l'ordre global. Comme dans le cas précédent, nous construisons un graphe
reflétant les dépendances entre variables du réseau.

4.4.4 Ordre d’interclassement de 7,, et 7.
Nous pouvons considérer deux options pour les ordres relatifs de 7, et 7. :

e Meéler les variables de &, et celles de #.. Dans ce cas, il reste a déterminer comment
les méler. Une solution classique consiste alors a les entrelacer.

e Ordonner les deux ensembles séparément, par exemple en mettant toutes les variables
de 7, avant celles de ..

La premiere solution consiste & essayer d’optimiser 'ordre, en tenant compte d’éventuelles
relations entre le codage des données et le codage du contréle. Ceci peut étre le cas dans
notre modele, si nous considérons que certaines variables sont locales a certaines unités (toute
utilisation ou affectation d’un variable se fait lors d’une transition propre & une méme unité).
Dans ce cas, pour une unité donnée, il peut étre intéressant de rapprocher dans l'ordre de
Z. 'ensemble support des variables de I’ensemble support des places de 1’unité.



4.5. Conclusion 109

La deuxieme solution correspond a considérer toutes les variables comme globales, et a
n’optimiser 'ordre des variables BDD que pour les relations existantes entre variables du
réseau. C’est la solution que nous avons actuellement adoptée, essentiellement pour des
raisons de simplicité.

Le choix de l'ordre relatif de #,, et Z. nous donne 'ordre de #. Nous avons ainsi défini
la construction des ensembles supports pour la représentations des Réseaux de Petri en
utilisant quelques criteres de choix d’un “bon ordre” pour ces ensembles. Ces critéres sont
évidemment liés a notre modele, et peuvent de plus se révéler mauvais pour certains exemples.
Néanmoins, I'expérimentation a montré qu’en général, les choix que nous avons fait donnaient
des résultats satisfaisants.

4.5 Conclusion

Nous avons défini une méthode de construction d’un modele symbolique a partir du modele
Réseau de Petri que nous utilisons. Nous avons utilisé une méthode de codage du controle en
BDDs qui est maintenant classique [EFT91, Bou93]. Nous avons étendu cette méthode pour
la représentation de la partie donnée du réseau, et notamment la représentation de variables
entieres. Pour que cette représentation soit possible, nous devons évidemment nous limiter a
des variables bornées. Dans le cas de protocoles de communication, cette restriction semble
raisonnable, puisque les variables entieres servent soit a identifier des composants (numéro
d’une station, identification d’un jeton,...), soit a représenter la taille de buffers, qui sont
bornés dans des implémentations réalistes de protocoles.

Une étape supplémentaire serait de passer a la représentation de types de données structurés
comme des piles, des tableaux, des enregistrements,... Cette approche existe déja dans des
outils de vérification jusque la dédiés a la vérification de circuits, comme ’outil EVER du
systéme de vérification MURp[ADAY92] .
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Chapitre 5

Application des BDDs

Maintenant que nous avons défini un certain nombre d’opérateurs classiques (le calcul des
successeurs d’un ensemble d’états, le calcul de points fixes, ...) en terme d’opérations sur
les BDbDs, nous pouvons passer a des applications plus orientées vers la vérification. Nous
allons d’abord nous intéresser a des application simples qui tournent autour du calcul des
états accessibles du modele. Puis nous nous intéresserons a des applications plus orientées
vers la vérification, en particulier I'algorithme de génération de modele minimal que avons
présenté au chapitre 2. Nous présentons en fin une méthode souvent utilisée dans le cas des
BDDs pour la comparaison de modeles, par exploration du produit synchrone de ces modeles.

5.1 Etats accessibles

Le calcul de I’ensemble des états accessibles Acc(Q) correspond au plus petit point-fixe
X ({ginit } U post(X)).

La caractérisation des états accessibles d’un modele est un probleme important en pratique,
notamment pour la détection d’états indésirés. En particulier, I’algorithme de calcul des
états accessibles peut lui-méme étre modifié pour la recherche d’états particuliers. Ce calcul
sera aussi utilisé par la suite pour restreindre la complexité de certains calculs, notamment
les calculs de points fixes en arriere.

Dans la suite, nous présentons quelles sont les classes d’états particuliers que nous avons
cherché a détecter durant les calculs d’accessibilité.

5.1.1 Etats puits

La recherche d’états puits est un probleme classique de la vérification de protocoles. En
effet, un grand pourcentage des erreurs dans la conception d’un protocole se traduisent par
un blocage indésiré du protocole (rendez-vous avec un partenaire toujours absent, garde
jamais vérifiée, ...). Ces blocages s’expriment par la présence d’états puits dans le modele
correspondant.
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L’ensemble des puits du modele est I'ensemble Sink = {qg € @ | (V¢ € Q,q & prer(q’)}.
L’ensemble des puits accessibles est alors obtenu en faisant l'intersection de Sink avec

I’ensemble des états accessibles. La formule caractéristique correspondante de 1’ensemble
des états puits accessibles est Sink(Z) = Ace(Q)(Z) A pre(Q(T)).

5.1.2 Etats de divergence

Le calcul des états de divergence est important en pratique, notamment pour la décision de
bisimulations telles que la bisimulation de branchement sensible & la divergence. Ici, nous
nous intéressons d’abord au simple calcul du prédicat Div(q) qui indique pour un état ¢ € Q)
g’il fait partie d’une composante fortement connexe de transitions étiquetées 7. Le calcul de
ce prédicat peut se faire de maniere uniquement ensembliste, en largeur d’abord et correspond
au calcul du plus grand point fixe v X.(Q N(pre;(X )Npost.(X))). Ce calcul peut étre séparé
en deux calculs distincts : le calcul du plus grand point fixe L1 = vX.(Q N (pre;(X)) et du
plus grand point fixe Ly = vX.(Q N (post-(X)). Le prédicat Div sera alors égal a Ly N L.

5.2 Génération de Modele Minimal

Une application particulierement intéressante est la mise en ceuvre de algorithme de généra-
tion de modele minimal. Nous savons déja construire une représentation symbolique de notre
modele. En particulier, nous savons définir les fonctions pre et post nécessaires a l’algorithme.
Pour compléter cette implémentation, il suffit de construire une représentation de la parti-
tion p et en particulier des classes d’équivalence. Nous associons & chaque classe un BDD qui
représente ’ensemble des états de la classe. Toutes les opérations entre classes se ramene
alors a des opérations ensemblistes, en termes d’opérateurs Bpps (voir 3).

Nous avons réalisé une implémentation de cet algorithme dans le but de permettre la min-
imisation d’un modele, mais aussi sa comparaison avec un autre. Cette implémentation a
permis de mettre en avant une caractéristique particuliere de I'utilisation des BDDs comme
représentation symbolique : ’algorithme de génération de modele minimal permet d’effectuer
le calcul de 'accessibilité pendant le calcul du raffinement de partition. L’expérimentation
avec les BDDs a confirmé qu’il est préférable de calculer a priori ’ensemble des états acces-
sibles, et d’effectuer le raffinement de partition sur cet ensemble.

Le calcul a priori de cet ensemble a plusieurs avantages :

¢ la relation de transition peut parfois étre simplifiée par application de I'opérateur Re-
strict avec ’ensemble des états accessibles, permettant éventuellement d’obtenir des
BDDs plus petits. Néanmoins, 'expérience a montré que cette diminution de la taille
des BDDs n’est pas systématique, opérateur de restriction pouvant méme compliquer
et faire grossir les BDDs de la relation de transition.

e comme la partition initiale est définie sur I’ensemble des états accessibles, il n’est
plus nécessaire de créer et de mettre a jour des structures spéciales pour conserver
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des informations sur ’accessibilité des classes. En fait, ’algorithme de Génération de
Modele Minimal peut étre ramené a un classique algorithme de raffinement de partition.

Malgré cette considération, mnotre implémentation actuelle permet les deux modes
d’enchainement de calculs.

5.3 Comparaison de systemes

Pour effectuer la comparaison de deux systemes, nous pouvons procéder de deux manieres
différentes :

e Par raffinement de partition sur 'union des deux systéemes. Si les états initiaux
des deux systemes sont & un moment du calcul séparés dans deux classes différentes,
les deux systemes sont déclarés non équivalents et le raffinement est arrété. Si le
raffinement de partition se termine correctement (par stabilisation de la partition),
alors les deux systemes sont déclarés équivalents.

e Par exploration de leur produit synchrone. Cette approche est fréquemment utilisée
pour la vérification de circuits [CBM89]. Dans [Bou93], une adaptation de cette méth-
ode est présentée pour le calcul de bisimulation entre deux systemes non déterministes.
L’exploration d’un produit des systémes a comparer est aussi a la base d’algorithmes
“a la volée” [Mou92, JJ91]

Raffinement de partition

Pour effectuer la comparaison de systemes avec l'algorithme de génération de modeéle mini-
mal, il suffit de :

e Construire 'union des deux systemes comme modele de départ. Pour représenter
I'union de ces deux systémes par des BDDs, il n’est pas nécessaire (et d’ailleurs pas
souhaitable) de dissocier les ensembles de valeurs booléennes avec lesquels sont con-
struites les représentations de 57 et S3. On prendra alors un ensemble de variables
booléennes permettant de représenter le plus gros des deux systemes. Cet ensemble
sera alors utilisé comme support pour chacun des systemes; on ajoutera a cet ensemble
une variable qui permettra d’indiquer quel systeme est actif.

e Modifier ’algorithme de raffinement de partition, par ajout d’une condition d’arrét.
Cette nouvelle condition d’arrét intervient lors du raflinement de la classe contenant
les états initiaux des deux systemes : si un raffinement productif de la classe initiale
est tel que les états initiaux de S7 et S5 sont séparés dans deux classes différentes,
alors le raffinement de partition est interrompu et les deux systemes sont déclarés non
équivalents. Si le raffinement de partition se poursuit jusqu’a stabilisation, alors les
deux systemes sont déclarés équivalents.
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Produit synchrone

Dans notre cas particulier, 'utilisation de cette méthode va nous permettre d’étendre notre
gamme de relations de comparaison, puisqu’elle permet de prendre en compte les préordres
de simulation. En pratique, 'intérét des préordres est important :

e IlIs permettent de décider de linclusion d’un systéme dans un autre et constituent
donc un critere de comparaison plus faible, mais souvent bien adapté a la vérification
de propriétés de sureté.

o Ils sont en général moins coiteux a calculer que la relation de bisimulation correspon-
dante.

5.3.1 Produit synchrone pour la comparaison

Etant donné deux systemes 57 et S5, nous définissons le produit synchrone comme suit :

Définition 5.3-1 (Le produit synchrone S| x, 53)
Soient 5; = (Q, A;, T}, qm)(i:lg) deuz systemes de transitions étiquetées. On note 51 X S,
le systéme de transitions étiquetées S = (Q, A, T, (qo1, qo2)) défini par :

* Qx, C(Q1xQ2)
OAgAlﬂAQ
e TTCQPXAXE

et T et () sont les plus petits ensembles obtenus par application des régles suivantes :

(qo1,902) € Qx, [RO]
A A
((Zlqu) € QXAv A € A7 an —T q17 g2 — T, (]é [le

(4 5)} € Qoo (g 02) =7 (4 b)) €T
||

Nous allons nous limiter a un cas particulier, i.e. nous considérons qu’un des deux systemes
a comparer est déterministe par rapport au langage A. Ce cas de figure, qui est celui dans
lequel beaucoup d’outils de vérification de circuits sont placés, permet de définir un critere
d’équivalence plus simple :

Proposition 5.3-1 (Cas déterministe)
Soient S; = (Qi, A, Ti, (]02')(2':1,2) deux systémes de transitions étiquetées, tels que S1 ou S
soit déterministe. Pour toute équivalence de bisimulation ~p, on a :

A A _
Vk>1p Nﬁ q — (Actp(p) = Actpa(q) AV Y p =1, P Ng =1, ¢ =P Nf\ ! q')
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Cette proposition montre qu’il suffit de découvrir dans le produit synchrone des états n’ayant
pas les mémes possibilités d’évolution (Acta(p) # Acta(q)) pour pouvoir déclarer les sys-
temes non équivalents.

Nous définissons ’ensemble Fail de tous les états du produit synchrone qui impliquent la
non équivalence :

Fail = {(q1,42) € Qx, | I} dh) € Qs INE A (g1 =2, ¢) £ (02 =, ¢b)}
= {(q1,92) € Qx, | Acta(q1) # Acta(qa)}

La condition Fail = () est une condition suffisante pour 1’équivalence de deux systeémes. Si
un des deux systemes est déterministe, cette condition devient nécessaire et suffisante.

Préordres de simulation

Le calcul de 'inclusion d’un systeme dans un autre pour un préordre de simulation se fait
par simple modification de la définition de I’ensemble Fail :

Proposition 5.3-2 (Etats Fail pour un préordre)

Fail = {(q1,42) € Qx, | I} dh) € Qs INE A (g1 =, 4) /= (42 ==, ¢)}
= {(q1.92) € Qx, | Acta(qr) € Actp(g2)}

5.3.2 Mise en ceuvre pour différentes relations

Nous donnons maintenant les définitions du produit synchrone et de I’ensemble Fail pour
différentes équivalences de bisimulation et relation de préordre.

Bisimulation et simulation forte

Le cas de la bisimulation forte se traite par une application directe des définitions don-
nées précédemment. Le produit synchrone est défini pour ’ensemble de langages A =

A1UA2U{T}§

((Zlvq2) S Qv Ja S AT? a1 _a_>T1 q17 q2 _a_>T2 QQ [Rl]
{(¢1. )} € Q. {(q1,2) =71 (¢}, ¢,)} €T

Préordre et équivalence de stireté, bisimulation 7%«
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Le préordre de sireté Cy est le préordre de simulation obtenu pour I’ensemble de langages
suivants :

Aprg ={7"a | a € Ay U Ay}
qui est ’ensemble de langages permettant la définition de la bisimulation 7*a(voir chapitre 2).

Ce préordre a une grande importance en pratique, puisqu’il permet de comparer un systeme
avec un graphe de sireté [Rod88]. Les graphes de sireté permettent de modéliser exactement
les propriétés de sureté, qui expriment que toute action effectuée par un systeme est une
action correcte.

Si on considere un systeme de transitions étiquetées S et un graphe de stireté S5, alors
S Cs 55 si et seulement si § vérifie la propriété de sireté exprimée par 9.

L’équivalence de sireté ~; est définie a partir du préordre de streté :
~e=Cs N L
Le produit synchrone pour ces relations est défini de la maniere suivante :
(q1,02) € Qxrvas T"QAEAN, @ 1*—a>T1 Ny ¢ T—%>T2 %
{4 )} € Qv {(a1,02) 20 (. g)} €T

[R1]

Le calcul de chaque transition (¢, g2) l*—a>T (41, q%) correspond donc a un calcul de la fonction
Post® dans chacun des systemes. Néanmoins, le calcul de 'ensemble Ace(Q)«, ) pour la 7*a
bisimulation peut se faire d’une autre maniere, qui s’avere plus performante, en particulier
quand le nombre de transitions visibles dans les systemes .57 et S5 est faible devant le nombre
de transitions cachées. L’idée est de calculer 'ensemble des états accessibles du produit
synchrone Sy x 53, et de ne conserver de cet ensemble que les couples (q1,¢2) accessibles par
une transition visible. Plus formellement, on définit le produit synchrone 57 x 53 comme
suit :

((Zlvq2) € QX? da € -’47 71 _a_>T1 q17 q2 _a_>T2 QQ

Z [R1]
{(d1,45)} € Qx, {(q1,02) — 71 (¢f,45)} €T
(1,02) € Qx> ¢ —T—>T1 0 [R2]
{((Avq2)} € QX?{(QI?Q?) _T_>T (f]{afh)} € T
(01,92) € @x, @2 —T—>T2 5 (R3]

{(q1.85)} € Qu. {(q1,2) =71 (01, 5)} €T

Les regles R2 et R3 correspondent a la composition asynchrone des 7.

Le calcul des états accessibles dans Ace(Q) ) de ce nouveau produit synchrone va nous
permettre d’obtenir 'ensemble Ace(Q«, ). 1l suffit de distinguer dans le produit les couples
(¢1,42) accessibles par une transition visible, comme le montre la proposition suivante :
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Proposition 5.3-3
Aee(Qx ) = {(q1,42) € Ace(Qx) | Fa € Ay U Az, (i, 5) € Qx, (41, 65) ——71 (q1,2)} W

Remarque 5-1

L’intérét principal du calcul des états accessibles dans 57 x S5 par rapport a 51 Xa 57 est
la conservation des états du produit qui ne sont pas accessibles par une action visible. En
effet, conserver ces états permet d’éviter de repasser plusieurs fois par les mémes états du
modele lors de calculs différents de la fonction post.«,. Le stockage d’états supplémentaires
ne provoque pas forcément une augmentation des besoins mémoire, puisque nous utilisons
une représentation symbolique. En fait, dans le cas des BDDs, nous pouvons méme avoir un
BpD pour ensemble Ace(@Q ) plus petit que celui représentant Ace(@x, ). [ |

L’ensemble Fa:l pour ces relations est défini comme suit :

Préordre de sireté

Fail = {(q1,92) € Qx | Actrea(q1) € Actrva(q2)}

7*a bisimulation

Fail = {(q1,92) € Qx | Actreo(q1) # Actrva(q2)}

5.4 Conclusion

Nous avons présenté plusieurs applications de notre représentation symbolique de Réseaux
de Petri. La premiere application consiste a calculer les états accessibles d’un modele, ce qui
permet aussi de déterminer certains états caractéristiques, comme les états puits ou les états
de divergence. Nous avons d’autre part présenté 'application de cette représentation pour
la génération de modele minimal, et pour la comparaison de modeles.

L’ensemble de ces applications nous donne toute une gamme de méthodes et de relations
pour la vérification comportementale de systemes. De plus, nous avons adapté 'algorithme
de minimisation a différentes bisimulations, et les algorithmes de comparaison de modeles
aussi bien pour des relations de bisimulation que pour des relations de simulation. Cette
derniere application a été faite avec dans 'idée d’utiliser au maximum un des points forts
des BDDs, qui est dans notre cas le calcul de points fixes en avant. Nous avons au maximum
évité un des points faibles, qui est la composition de relations. C’est pourquoi nous avons
restreint ’exploration de produit synchrone au cas ou un des deux systemes est déterministe.

Dans le chapitre 8, nous décrivons dans quel cadre 'ensemble de ces applications ont été
implémentées. Les performances des implémentations qui sont présentées dans le méme
chapitre ont montré les possibilités des BDDs dans une boite a outils de vérification formelle,
en complément avec des méthodes plus classiques.
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Chapitre 6

Polyedres

Dans le chapitre 3 , nous avons utilisé une représentation symbolique pour la représen-
tation du controle, et nous ’avons adaptée la représentation des contextes, dans le cadre
restreint de variables booléennes et de variables entieres bornées. Nous allons maintenant
nous intéresser a des représentations numériques, qui sont naturellement mieux adaptés a la
représentation des variables entieres. Ces représentations sont habituellement utilisés dans
le cadre de systemes d’analyse sémantique des programmes; ces systemes d’analyse permet-
tent de déterminer statiquement des propriétés vérifiées a 1’exécution par les variables d’un
programme.

Ces analyses peuvent étre non relationnelles, i.e. elles ne permettent pas d’établir des rela-
tions entre variables. Parmi les analyses non relationnelles, nous trouvons en particulier la
propagation de constantes [Kil73], le calcul des signes de variables [CC76], 'analyse de con-
gruences arithmétiques et enfin ’analyse des intervalles [Bou92] qui généralise les méthodes
de propagation de constantes.

Les analyses relationnelles permettent d’établir des relations linéaires entre variables. Parmi
ceux-ci, nous distinguons les systemes d’équations linéaires :

i3
E a;x; =0
=1

ot a; et b sont des vecteurs de rationnels. Ces systémes sont utilisés dans [Kar76] pour la
découverte d’égalités linéaires entre variables.

Plus récemment, on trouve un systeme d’analyse basé sur des égalités linéaires de congru-
ence [Gra91] :

Z a;x; = blm]
=1

ol m est un entier naturel. Ce systeme contient 'analyse des égalités linéaires et ’analyse
des congruences.

Enfin, un dernier type de représentation qui généralise toutes les précédentes consiste en des
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systemes inéquations linéaires, aussi connus sous le nom de polyédres convezes. Ces systemes
sont de la forme :

i3
Z a;x; <b
=1

Cette représentation est utilisée pour I'analyse de relations d’inégalités linéaires entre vari-
ables [CH78, Hal79]. Dans ces travaux, cette analyse est utilisée pour des programmes
impératifs, en particulier pour calculer des approximations supérieures d’invariants du pro-
gramme, ou pour calculer des conditions nécessaires (sur les variables du programme) pour
qu’un ensemble d’états soit atteint.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous intéresser aux polyedres convexes et aux
opérateurs permettant de les manipuler.

Nous passerons ensuite a la définition d’un systeme permettant 1’analyse de notre modele
Réseau de Petri, a I'instar des travaux présentés dans [Hal79] et [Bou92]

6.1 Définition

Un polyedre peut étre défini comme ’ensemble des solutions d’un systeme d’équations et
d’inéquations linéaires. Méme si dans ces solutions, nous pouvons avoir des solutions réelles,
nous restreindrons par la suite les polyedres & ’espace a n dimensions des rationnels, Q.

Un polyedre convexe peut étre représenté de maniere équivalente par une des deux formes
suivantes :

Un systeme de contraintes
Un systeme de contraintes est un systéme d’équations et d’inéquations linéaires

P={x|Az=0b A2 >0}

avec & = {z; |1 €[l...n] Aax; € Q}, A et A’ sont des matrices d’entiers relatifs, b et
b’ des vecteurs d’entiers relatifs.

Un systeme générateur
Un systeme générateur est une représentation paramétrique de P :

P:{w|x:S/\—|—R,u—|—D1/,/\,,uZO,Z/\:1}

avec 5, R et D sont des ensembles de vecteurs de rationnels.

— § est I'ensemble des sommets
— R est 'ensemble des rayons

— D est ’ensemble des droites
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Figure 6.1: Un exemple de polyedre

Dans la suite, nous donnerons un polyedre P soit par son systeme de contraintes
(P =A{z| Az < b}), soit par son systeme générateur (P = (5, R, D)).

Aucune de ces représentations n’admet de forme normale. Il est possible néanmoins d’en
calculer une forme minimale, i.e. une forme ne possédant pas d’éléments redondants. Nous
verrons plus loin quel algorithme nous utilisons pour cette minimisation.

6.1.1 Quelques définitions

Soit un polyedre P = {z | Az < b}de systéme générateur P = (5, R, D), nous avons les déf-
initions suivantes :

Définition 6.1-1 (Saturation d’une contrainte)
Soit p un point et r un rayon, on dit que p (resp. r) sature une contrainte ax < b si et
seulement si av = b(resp. ar =0). [

Définition 6.1-2 (Contrainte redondante)

Une contrainte ¢y est dite redondante par rapport a une contrainte co si et seulement si
tout élément du systeme générateur de P saturant ¢y sature aussi co. St ¢ est redondante
par rapport a cg, et co redondante par rapport a cq, alors ¢ et ¢o sont dites mutuellement
redondantes ]

Définition 6.1-3 (systéme de contraintes minimal)
Un systéme de contraintes est dit minimal si aucune de ses contraintes n’est redondante par
rapport a une autre ||

Définition 6.1-4 (Sommet ou rayon redondant)
Un sommet sy € S (resp. rayon r1 € R) est dit redondant par rapport a sy € S (resp.
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ro € R) si et seulement si toute contrainte saturée par sy (resp. ri) l'est aussi par sy (resp.
7‘2) |

Définition 6.1-5 (systéme générateur minimal)
Un systéme de contraintes est dit minimal si aucun de ses sommets (resp. rayons) n'est
redondant par rapport a un autre sommet (resp. rayon) [ |

Quelques polyédres particuliers

Définition 6.1-6 (Polytope)
Un polytope est un polyédre borné :

son systéme générateur (S, R, D) est tel que R =D = () |
Définition 6.1-7 (Polyédre entier)
Un polyédre est dit entier ssi tous ses sommels sont entiers. [ |

6.2 Opérations sur les polyedres

La définition des différents opérateurs agissant sur les polyedres tirent profit de la représen-
tation duale de ceux-ci.

6.2.1 Opérateurs binaires

Intersection :
L’intersection de deux polyedres correspond a ’ensemble des points vérifiant les sys-
temes de contraintes des deux polyedres. Autrement dit, I'intersection de deux polye-
dres Py ={z | A1z <by} et Py, ={a| Ayx < by} est définie par la réunion de leur
systeme de contraintes :

PlﬂPQI{$|A1$§b1,A2$§b2}

Union :
L’union de deux polyedres n’est en général pas un polyedre. Nous approcherons cette
union par le calcul de I'enveloppe conveze.

Enveloppe convexe :
L’enveloppe convexe d’un ensemble de vecteurs est ’ensemble de toutes les com-
binaisons convexes de ces vecteurs. Pour construire ’enveloppe convexe de deux
polyedres Py = (51, R1, D1) et Py = (93, Ra, D3), nous calculons la réunion des deux
systemes générateurs :

P11UP2:{96|x:S/\—|—R,u—|—D1/,/\,,uZO,Z/\:1}

ou
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- S=5US52
- R=RiUR,
- D=DyUD,

6.2.2 Comparaison de polyedres

Comparaison au vide :
Un polyedre vide est défini par un systeme de contraintes contenant deux contraintes
incompatibles (ex: # > 4 et z < 0) ou par un systéme générateur sans aucun éléments.

Comparaison a Q" :
Un polyedre est égal a Q7 si son systeme de contraintes est vide, ou si son
systeme générateur (S, R, D) est tel que : S est réduit & un sommet quelconque
de Q",
R=10
D ={(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,..., 1)}

Inclusion :
Le calcul de l'inclusion d’un polyedre P; dans un polyedre P, se fait par le calcul de
la satisfaction des contraintes de P, par chaque élément du systéeme générateur de Py :
Soient P1 = (Sl,Rl,Dl) et P2 = {$ | A2$ S bg} P1 Q P2 —
Vs € 57, Ags < by,
Vr € Ry, Ayr <0,
Vd € Dy,Ad =0

Egalité :
Ni le systeme de contraintes, ni le systeme de contraintes ne sont des formes normales
pour la représentation de polyedres. Le calcul de I’égalité de deux polyedres se fait donc
par le calcul de la double inclusion : Soient Py et Py, L = P, — P1C P, AN P, C Py

6.2.3 Transformations

Soit un polyedre P et une fonction affine f telle que f(z) = Cz + d. Nous allons définir
I'tmage de P par la transformation f et I’tmage inverse de P par f. Nous donnons ensuite
la, définition de la projection d’un polyedre suivant une variable donnée.

Image par une transformation affine
Ce calcul se fait par application de f sur le systeme générateur de P.

f(P) = (f(5), f(R), f(D))

Image inverse par une transformation affine
L’image inverse se calcule par application de f sur le systeme de contraintes de P :

7Py = {ylfly)==z,2€P}
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= {y|Af(y) >0}
= {y|ACy>b-Cd}

Projection :
La projection d’un polyedre suivant une dimension x correspond & ’élimination de la
variable z dans le systeme de contraintes du polyedre.

Si P est un polyedre convexe de Q7, la projection selon la i-eme variable de Pde Q"1
est le polyedre correspondant & I’ensemble de points suivant :

proj(P,xz;) = {(21,...2-1,%i41,...,Xn) € R |
dz € R:(21,...,0i-1,2,Tit1,- -+ Xn-1) € P}

Le calcul de la projection d’un polyedre P se fait par modification de son
systeme générateur : soit P = (5, R, D) le systeme générateur de P, alors le systéme
(S, R,DU{z; = 0}) constitue un systeme générateur de proj( P, z;).

6.2.4 Passage d’une représentation a ’autre

La plupart des opérateurs présentés nécessitent 1'une ou l'autre (voire les deux) des deux
formes de représentation de polyedres. Pour pouvoir passer d’une forme de représentation
a l'autre, nous utilisons un algorithme élaboré initialement par Chernikova [Che68], puis
amélioré et mis en ceuvre par [Ver92]

Cet algorithme permet le calcul d’un systeme générateur a partir d’un systéeme de contraintes
(et réciproquement) et de plus permet la minimisation de chacune des deux représentations.
Son utilisation permet de réduire la définition de la plupart des opérateurs nécessaires a des
unions ou intersections d’ensembles de vecteurs

6.3 Calcul de points fixes

L’ensemble des méthodes proposées dans les chapitres précédents sont basées essentiellement
sur des calculs de points fixes. Dans le cas des BDDs, ces calculs de points fixes se faisaient
sur un treillis de domaine fini, puisque la méthode de codage que nous avons utilisée ne
permettait que de représenter des modeles finis.

L’utilisation de polyedres comme méthode de représentation de modeles change les données
du probleme, puisque le treillis des polyedres est de hauteur infinie. Les calculs de point fixe
sur de tels modeles peuvent ne pas converger. D’autre part, méme si les calculs convergent,
il est possible que le nombre d’itérations (donc le temps de calcul) soit prohibitif pour une
utilisation efficace.

Pour garder la possibilité de travailler sur ces modeles, il faut envisager de ne calculer que
des approximations de ces points fixes.
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Un cadre théorique permettant le calcul de ces approximations a été défini par Patrick et
Radhia Cousot [Cou81]. En particulier, ils proposent une méthode qui permet une accéléra-
tion de la convergence de points fixes et éventuellement leur calcul en un temps fini. Cette
méthode est basée sur la définition d’un opérateur d’élargissement.

L’idée générale de cette séquence de calcul est de “sauter au dela”du plus petit point fixe
grace a lopérateur d’élargissement. Ce calcul est souvent complété par une séquence de
calcul décroissante, qui permet de revenir au plus pres de ce plus petit point fixe grace a un
opérateur de rétrécissement, sans jamais passer en deca. L’ensemble des théoremes rappelés
dans les sections suivantes ainsi que leur preuve se trouvent dans [Cou81].

6.3.1 Opérateur d’élargissement

L’opérateur d’élargissement est défini de la maniére suivante :

Définition 6.3-1 (Opérateur d’élargissement)

Soit un treillis complet (L, L, T,C,MN,U). On appelle opérateur d’élargissement ['opérateur
YV L — L tel que :

Yo,y € LoxUy C zVy
et pour toute suite croissante xg C x1 C - - - la suite yg C y1 C - - - définie par :

Yo = Zo
Yn+1 = ynvxn—l—l
est croissante, mais constante a partir d’un certain rang :
dng € IN :Vn € IN,n > ng = Yn = Un,
|

L’introduction de cet opérateur dans le calcul d’un point fixe se fait alors comme suit :
soit I une fonction continue sur le treillis complet L et ¢ son plus petit point fixe. ¢ est la
limite supérieure de la suite croissante :

wo =1
Pntl = F(S‘Qn)

Un exemple d’utilisation de V est donnée dans le calcul du post-point fixe ¢, qui est définie
comme la limite de la suite :

$y= 1

¢, =90, VF(D,)
Cette définition peut étre légerement améliorée. En effet, tout post-point fixe de F est
supérieur au plus petit point fixe de F’; on peut donc arréter le calcul de cette suite des
qu’un post-point fixe est atteint.

$y= 1

b, =,81(F(P,)C O,

¢, =9,VF(P,)sinon
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Figure 6.2: Opérateur d’élargissement

6.3.2 Opérateur d’élargissement pour les polyédres

La définition d’un opérateur d’élargissement adapté aux polyedres est issue de [Hal79]. L’idée
de base d’un élargissement PV () est de ne garder comme contraintes que les contraintes de
P vérifiées par Q).

Exemple 6-1

Soient P ={(z,y) |1 <a<2,a<y<2z}etQ=A{(z,y)]|2<2<3,z<y <3z} alors
(figure 6.1)

PVQ ={(z,y)[ 1 <2,z <y}
]

Une optimisation apportée par [Hal79] consiste a choisir parmi les différents
systemes de contraintes minimaux définissant P; celui contenant le plus de contraintes sat-
isfaisant P5. Cette optimisation permet d’améliorer sensiblement la précision de I'opérateur
d’élargissement, comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 6-2

Soit P = {(z,y) | 1 < 2 < 2,y = 1}(Figure 6.3,(a)) et Q@ = {(z,y) | 1 < y <
z < 3}(Figure 6.3,(b)). Si nous appliquons directement I'opérateur d’élargissement, nous
obtenons (Figure 6.3,(c))

PVQ ={(z,y)[ 1 <z, 1<y}

Considérons pour P le systeme de contraintes {(z,y) | 1 <y < a2 <2,y < 1}. Ce nouveau
systeme de contraintes n’est pas minimal, mais équivalent au précédent. Le résultat de
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Figure 6.3: Elargissement optimisé

Iélargissement de P par () devient alors (Figure 6.3,(d) :

PVQ ={(z,y)[1<y<a}
|

Pour tenir compte de cette optimisation, nous modifions le calcul de P,V P,, qui se fait alors
par le calcul des ensembles suivants :

Contraintes de P; satisfaites par P, :
Soit I’ensemble d’indices M C {1,...,my} tel que :
Vie M,V e Py, Ajz < b;

Cet ensemble correspond a la définition de I’élargissement sans optimisation

Contraintes de P, mutuellement redondantes avec les contraintes de P; :
Soit I’ensemble d’indices N C {1,...,my} tel que :
Vie N,dje{l,...,m}:
Po={x| A <bi ked{l,...,i—1,7+1,....,mi},abx < bb}

Cet ensemble permet d’améliorer I’élargissement, en ajoutant dans PV () les contraintes
de P; mutuellement redondantes avec celles de P;.

Le résultat de I’élargissement est alors donné par la réunion de ces deux ensembles de con-
traintes, ce qui donne la définition suivante pour I’élargissement optimisé :

PQSiP1:®

PV Pz:{ {2 | AMz < b et ANz < b))} sinon

6.3.3 Représentation du controle

Les polyedres nous servent a construire une représentation symbolique du modele Réseau
de Petri. Ils permettent en particulier de représenter plus directement les variables entieres
et donc de traiter efficacement la partie données de notre modele. Pour compléter cette
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représentation symbolique, nous devons aussi introduire le traitement de la partie controle.
Pour cela, deux solutions sont possibles :

Codage du contréle dans les variables :
Cette solution revient a étendre la partie donnée du modele avec des variables codant le
controle. Dans notre cas, l'idée est de transformer I’ensemble du réseau en systemes a
commandes gardées plat, en associant & chaque unité une variable contenant le numéro
de la place marquée. Cette solution a ’avantage d’unifier le traitement du controle et
des données dans une méme représentation, comme c’était le cas précédemment dans
le cas des BpDs. Néanmoins, ceci présente certains inconvénients :

— le nombre de variables de définition des polyedres est augmenté en proportion de
la complexité du contréle. Or les performances des opérateurs et la taille de la
représentation mémoire dépend beaucoup du nombre de variables.

— les transformations de contréle sont des combinaisons gardes-affectations qui ne
supportent pas la moindre approximation. Or nous voulons appliquer un opéra-
teur d’élargissement pour assurer la convergence des calculs de points fixes.

Traitement du controle a part
Une autre solution consiste a séparer le traitement du controle et des données. Le
controle peut étre représenté par un modele classique, comme un systeme de transi-
tions ou éventuellement par un modele symbolique & base de BpDs. La séparation
du traitement des données et du controle, qui est dans la lignée du choix fait pour le
Réseau de Petri, est la solution que nous avons adoptée.

La représentation symbolique que nous voulons construire est donc partitionnée par rapport
au controle.

6.4 Modele partitionné

Nous avons décrit dans les paragraphes précédents un calcul de point fixe avec utilisation
d’un opérateur d’élargissement pour assurer la convergence. Nous allons maintenant définir
un calcul de points fixe avec élargissement sur un modele partitionné par rapport au controle.

Soit M D’ensemble des points de controle du programme, nous pouvons réécrire ’équation
de point fixe & = F(®) comme un systeme d’équations :

@) = Fiaq({®m | m € M})
ou chaque F; est une restriction de £,

Ce systeme se résout par application parallele des fonctions F; a chaque étape du calcul.
Mais ce calcul systématique du résultat de chaque fonction a chaque étape peut étre partic-
ulierement inefficace, pour les raisons suivantes :
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Calculs inutiles :
Chacune de ces équations correspond a un point de contréle du programme. Les équa-
tions des points de controle du début du programme peuvent en général se stabiliser
tres tot, celles de fin de programme se stabilisant en dernier.

Calculs inefficaces :
1l est plus efficace avant de recalculer une équation d’attendre qu’un maximum des
termes dont elle dépend aient déja changés.

Pour améliorer lefficacité globale de ce calcul, il est nécessaire de pouvoir décider d’un
ordre des calculs et notamment de pouvoir appliquer le calcul des F; en séquence et non pas
seulement en parallele. La garantie d’un résultat correct pour un ordre de calcul quelconque
est donnée par la notion d’itération chaotique [CouT78]

Définition 6.4-1 (Itération chaotique croissante)

Soit I une fonction continue sur un treillis complet (L, L, T,C,M,U), et (Og)ren un en-
semble de sous ensembles de {1,...,| M |} tel que chaque élément de {1,...,| M |} apparait
infiniment souvent, une itération chaotique est alors définie par :

@0 = (J—v 7J-)
<I>f+1 _ <I)f sii ¢ Og
ML = SFUF,({®F |meM}) siicOy

Cette définition nous assure la convergence du systeme d’équations, quel que soit I'ordre
choisi pour "application des équations de ce systeme, tant que chaque équation est appliquée
infiniment souvent.

Nous pouvons généraliser cette notion aux cas de treillis de hauteur non finie ou ne véri-
fiant pas la condition de chaine, par l'introduction comme précédemment d’opérateurs
d’élargissement. Une utilisation naive de 'opérateur d’élargissement consisterait & effectuer
un élargissement dans chaque équation. Une équation du systéeme 6.4-1 serait alors de la
forme :

QML = QEVF{DF | m e MY}))siie By

Comme Dopérateur d’élargissement est une grande source d’imprécisions, il est nécessaire de
restreindre au maximum son utilisation. Pour pouvoir déterminer un ensemble suffisant de
points d’élargissement, nous devons construire le graphe de dépendance des équations :

Définition 6.4-2 (Graphe de dépendance)
soit & = F(®) le systéme d’équations de la forme :

Dpan) = Fiag ({8, | m € M))
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Le graphe de dépendance de ce systéme est un graphe orienté D = (M, T) tel que
Vmy,my € M, (m1,mz) € T —
le calcul de®,,, = F,,,({®y, | m € M}) dépend de la valeur de®,,,

En particulier, Vi € [1...] M ||, F;({®., | m € M}) = Fi({®; | I(m;,m;) € T}.

Une bonne intuition pour choisir les points d’élargissement dans ce graphe de dépendance
est de s’assurer que chaque circuit de ce graphe passe au moins par un point d’élargissement.

Nous pouvons alors reprendre la définition de l'itération chaotique et en déduire la définition
de itération chaotique approchée supérieurement [CouT78|.

Définition 6.4-3 (Itération chaotique croissante approchée supérieurement)

Soit F une fonction continue sur un treillis complet (L, L, T,C,M,U) et un ordre d’itération
(Ok)ken, soit W C M un ensemble de points tels que chaque circuit de (M,T) passe au
moins par un point de W. Une itération chaotique croissante approchée supérieurement est
alors définie par :

il = (L,...,1)
Y ifi ¢ Ox ouF,({®,, | m € M}) C ®F
(I)f—l—l _ <I>f ifi ¢ Oy

ML = SFUF,({®,|meM)) ificOp—WetF({®,, |meM}) Lok
Ml = SFVE({®, | meEM)) ific WNOpetFi({®,, |meM}) L dF
|

Remarque 6-1

Cette définition nous donne les moyens d’agir sur la vitesse de convergence du calcul, par le
choix d’un bon ensemble de points d’élargissement et la détermination d’un ordre d’itération
adapté. De plus, si 'opérateur d’élargissement n’est pas monotone, alors ces parameétres
vont aussi influer sur la précision du calcul( [Cou78], Remarques 4.1.2.0.7). |

6.4.1 Calcul de ’ensemble W des points d’élargissement

Le calcul de 'ensemble W revient a trouver un ensemble minimal de sommet de D tel que
chaque circuit de D passe par un de ces sommets. Ce probleme se réduit au probléeme du
minimum feedback vertex set [GJ79], qui est un probleme NP-complet. Nous devons donc
nous restreindre a trouver des solutions approchées pour pouvoir rester dans le cas de graphes
de dépendance quelconques.

Chaque circuit du graphe est nécessairement contenu dans une composante fortement con-
nexe, donc il y aura au minimum autant de points d’élargissement que de composantes
fortements connexes. L’idée de base est alors de décomposer M en composantes forte-
ments connexes et de choisir dans chaque composante fortement connexe un sommet qui
sera son point d’élargissement. Mais cette méthode ne nous donne pas forcément un ensem-
ble suffisant de points d’élargissement; en effet, certains circuits d’une composante fortement
connexe peuvent ne pas passer par le point d’élargissement choisi. Dans ’exemple 6.4, le



6.4. Modele partitionné 131

Figure 6.4: Points d’élargissement

sommet 3 n’est pas suffisant comme point d’élargissement, puisque le circuit (1 2) ne passe
pas par 3.

Nous pouvons alors continuer la décomposition en composantes fortements connexes, en dé-
connectant chaque composante fortement connexe déja obtenue. Il suffit pour cela d’6ter le
sommet choisi comme point d’élargissement de chaque composante, et d’appliquer de nou-
veau 'algorithme de décomposition récursivement sur chaque composante jusqu’a ce que la
décomposition ne donne plus que des sommets simples. A chaque étape de la décomposition,
de nouveaux points d’élargissement sont choisis et 6tées des composantes.

Cet algorithme correspond a celui proposé dans [Bou92]; il permet de déterminer un ensemble
admissible de points d’élargissement dans un temps au pire quadratique par rapport au
nombre de sommets du graphe.

Cette décomposition récursive permet d’assurer que chaque circuit du graphe passe bien
par un point d’élargissement et nous fournit donc un ensemble admissible de points
d’élargissements. La qualité de cet ensemble (et son cardinal) dépend alors du choix qui est
fait & chaque étape d’'un sommet dans une composante. Comme le probleme de I'optimalité
de cet ensemble est NP-complet, on peut suspecter qu'un algorithme permettant un choix
optimal de point d’élargissement dans une composante est lui-méme exponentiel.

Nous pouvons alors décider de choisir arbitrairement un sommet dans la composante, ou alors
de choisir un sommet particulier. Un bon candidat semble alors étre le point d’entrée de la
composante lors d’un parcours en profondeur d’abord. En effet, comme le montre [Bou92],
le choix de ce sommet comme point d’élargissement pour la composante permet de trier
les sommets du graphe suivant un ordre permettant d’assurer que toute équation qui ne
correspond pas a un point d’élargissement sera appliquée apres les équations dont elle dépend.

L’algorithme est basé sur la solution de Tarjan [Tar83] pour le calcul de la partition d’un
graphe en composantes fortements connexes. La description qui en est donnée en figure 6.5
est tirée de [Bou92, p.43]. Cet algorithme utilise les variables globales suivantes :

o DIFN : M — IN est un tableau qui associe a chaque sommet son numéro en profondeur

d’abord

e Numero : integer permet la numérotation du sommet en cours d’exploration
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o mp € M est le sommet initial du graphe

L’appel initial a cet algorithme est par la fonction Partition.
Nous donnons un exemple de décomposition d’un graphe donné suivant cet algorithme.

Exemple 6-3

La décomposition en composantes fortements connexes du graphe de la figure 6.6 donne le
résultat suivant :

0(L(267))(3(4)) (5)

La notation (...) correspond a une composante fortement connexe; chaque sommet souligné
est le point d’entrée d’'une composante, ’ensemble des sommets soulignés correspond donc a
un ensemble admissible de points d’élargissement. ]

Remarque 6-2
L’ensemble minimal de points d’élargissement est I’ensemble {2 4} dans cet exemple. ]

Tri topologique

Un avantage de cet algorithme est le tri des sommets du graphe selon un ordre
topologique [Bou92]; si on note <; 'ordre sur les sommets fournis par l'algorithme et W
I’ensemble des point d’élargissements choisis, alors :

Yi,5 € [1|./\/l |],m2 —71 mj A my €W2>m2 <y My
Ce tri permet d’obtenir un calcul efficace des équations :

pour toute équation ®,,, = Fp, ({®,, | m € M}) telle que I(m;,m;) € T (®,,, dépend de
b, ), st m; ¢ W, alors m; sera calculé avant m;.

6.4.2 Stratégie d’itération des calculs

La décomposition en composantes fortements connexes nous donne un ordre avec lequel ef-
fectuer les calculs, puisque elle trie les sommets et composantes suivant un ordre topologique.
Il reste néanmoins a déterminer une stratégie de calculs pour la stabilisation de chaque com-
posante. Nous distinguons deux stratégies :

Stratégie itérative
La stratégie itérative consiste a essayer de stabiliser la composante globalement, sans
considération de ces sous composantes, pour n’en retenir que I’ensemble des points
d’élargissements calculés. L’ordre des itération est alors :

0(L267)(34)°5

ol la notation * signifie qu’il faut itérer le calcul dans la composante fortement connexe
jusqu’a stabilisation.
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function Partition
foreach m € M do DFN[m] := 0
Numero := 0
= emply
Visit(mg, P)
endfunc

function Composante(m : sommet)
var
mq : sommet
P : partition

= emply
foreach (m,m;) € 7 do
if DFN[m] = 0 then Visit(mq,P)

return (m— P)
endfunc

function Visit(m : sommet, P : partition)
var
Numero,min,head : integer
loop : boolean
my,me @ sommet

push(m)
head := DFN[S] := ++Numero
Loop := false

foreach (m,m;) € 7 do
if DFN[m4] = 0 then min := Visit(mq,P)
else min := DFN[m,]
if min < head then
head := min
loop := true
fi
if head = DFN[m] then
DFN[m] := +o0
pop(mz)
if loop then
while m # m3 do
DFN[my] := 0
pop(mz)
od
:= Composante(m) — P
else
i=m— P
endfunc

Figure 6.5: Algorithme des sous composantes fortement connexes
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Figure 6.6: Exemple de calcul de composantes fortements connexes

Stratégie récursive
La stratégie récursive consiste a donner la priorité & la stabilisation des composante
fortement connexe les plus internes. Si nous considérons ’exemple 6-3, cette stratégie
correspond a l’expression suivante :

0(L(267))B(4) )5

Dans chacun des ces ordres, nous utilisons 'ordre topologique <; sur les sommets comme
ordre d’itération a l'intérieur de chaque composante. Nous présentons en figure 6.7 un
algorithme d’itération des équations du systeme, qui utilise la stratégie récursive. Dans cet
algorithme, nous utilisons certaines variables dont la signification est la suivante :

o W C 2M est Iensemble des points d’élargissements

e l'ordre O; est l'ordre d’itération obtenu par application de l'algorithme de décomposi-
tion

e la fonction CFC : M — 2M associe & un sommet la composante fortement connexe
dont elle est la téte dans la décomposition du graphe que nous avons calculée

o Stable C 2M est I’ensemble des sommets marqués stable.

o O, et &' représentent respectivement le contexte courant et le contexte en cours de
calcul d’un sommet m. Ces contexte sont initialement vides, a ’exception de @/ du
sommet initial

6.5 Conclusion

Nous avons présenté une représentation symbolique de modele basées sur des polyedres con-
vexes. Cette méthode de représentation, qui permet de décrire des contraintes sur les vari-
ables d’un programme et aussi des relations entre ces variables, est couramment utilisé
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procedure Stabilise(C : ensemble de sommets)

while C'\ Stable # 0 do
Soit m € C'\ Stable tel que m est minimal dans C'\ Stable pour l'ordre O,

Stable := Stable U {m}

if ® [Z &, then —— Le nouveau contexte n'est pas inclus dans le précédent
if m € W then
¢, =9,V
else

¢, =, UP
fi
—— propagation du nouveau contexte
foreach t = (m,my) €T do
if Fy(®,)# L then
@) =0 UF(®,)
Stable := Stable \ {msy}
fi
od
fi
o =1
—— Stabilisation de la sous composante contenant m
if m est la téte d’une sous composante de C' then
Stabilise(CFC(m)-{m})
fi
od

Figure 6.7: Algorithme de stabilisation
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pour 'analyse sémantique de programmes impératifs. Nous allons dans le chapitre suivant
I’adapter a 'analyse de programmes décrits par notre modele Réseau de Petri.

Pour appliquer ces méthodes, nous devons étre capable de calculer des points fixes. Comme
le treillis des polyedres est un treillis de hauteur infinie, ces points fixes peuvent ne pas
converger. Nous avons présenté des techniques générales qui permettent de forcer et accélérer
cette convergence et d’améliorer la précision du calcul. L’utilisation de ces techniques peut
étre étendu & des modeles dont 'espace d’états est partitionné par le controle. Le calcul de
point fixe est alors donné par un systeme d’équations. Il reste alors a déterminer quelles
sont les équations a modifier, par introduction d’un opérateur élargissement, pour forcer la
convergence du calcul.

Pour cela, nous utilisons un algorithme, qui a partir du graphe de dépendance des équations,
est capable de découper ce graphe en composantes fortements connexes et de fournir un
ensemble admissible de points d’élargissement. Méme si cet ensemble n’est pas optimal,
les résultats expérimentaux sont satisfaisants. Cet algorithme nous fournit d’autre part un
ordre sur les équations qui respectent la relation de dépendance entre équations du systeme.
La combinaison de cet ordre et de la décomposition du graphe nous permet d’améliorer
significativement les performances de l'algorithme de stabilisation.



Chapitre 7

Application des polyedres

Nous présentons dans ce chapitre une application que nous faisons des polyedres. Il s’agit de
I’analyse en avant, pour des programmes décrits par des Réseaux de Petri, tels qu’ils ont été
présentés au chapitre 1. Nous définissons d’abord la méthode de construction d’un systeme
d’équations et de leur graphe de dépendance a partir d’un réseau. Puis nous présentons
quelques optimisations liées a I'utilisation de I’élargissement pour ce genre de modeles. Nous
donnons enfin deux exemples d’application de ce systeme d’analyse approchée en avant.

7.1 Analyse d’un automate interprété

La construction d’un systeme d’équations et de son graphe de dépendance correspond a la
construction d’un automate interprété tel que nous ’avons défini au chapitre 1.

Si nous considérons un automate interprété C = (M, 7, init), 'analyse en avant consiste
alors a collecter en chaque marquage m € M ’ensemble des valuations que peuvent prendre
les variables. Pour représenter la collection des valuations d’un marquage m, nous util-
isons un polyedre, qui correspond a "enveloppe convexe de cette collection. Par conséquent,
I'utilisation de polyedres pour la représentation de ces ensembles constitue une premiere
approximation.

Le calcul du contexte d’un marquage m est donné par I’équation associée a ce marquage :

®,, = L {a( @, NY)}
(m1,my,2)€T

Remarque 7-1
L’opération U de cette formule correspond au calcul de ’enveloppe convexe des polyedres.
Par conséquent, ce calcul des contextes constitue une approximation supérieure. [ |

La relation de transition de cet automate est batie sur la relation de transition entre mar-
quages que nous avons définie au chapitre 1. La construction de ’automate correspond donc
a une exploration du graphe de marquages et mémorisation des marquages et transitions
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Figure 7.1: Exemple de transition inaccessible

rencontrés. Nous détaillerons certaines techniques pour la mise en ceuvre de cette génération
dans la partie Mise en cuvre de ce chapitre.

Dans la suite, nous continuerons a parler de graphe de dépendance et de systéme d’équations
lors de la description de la construction et analyse de cet automate interprété.

7.1.1 Analyse du graphe de dépendance

Chaque itération du systeme d’équations correspond a un parcours du graphe de dépendance,
suivant un ordre d’itération fixé. Nous avons vu un algorithme permettant de fixer un tel
ordre ; cet algorithme nécessite de connaitre a priori tout le graphe de dépendance, c’est a dire
d’explorer la relation de transition —,,, sur les marquages sans tenir compte des contextes.
Or pendant I'analyse, certaines transitions et donc certaines branches de ce graphe peuvent
se révéler mortes (gardes infranchissables).

La prise en compte de ces transitions peut diminuer considérablement les performances de
I’algorithme de décomposition du graphe. Ce probléme peut avoir des conséquences génantes
8’il n’est par exemple pas possible de générer le graphe entier, alors qu'un graphe élagué de
ses branches mortes serait tout a fait acceptable. De plus, ces branches mortes peuvent
provoquer le choix de points d’élargissement inutiles, par rapport aux sommets accessibles
du graphe de dépendance. Un exemple simple d’un tel probleme est illustré par la figure 7.1.
Dans cet exemple, la transition entre les sommets 3 et 2 est infranchissable ; si "algorithme
de décomposition est appliqué en prenant en compte cette transition, le sommet 2 sera
inutilement pris comme point d’élargissement supplémentaire.

Enfin, cette exploration a priori du graphe de dépendance est dissociée du processus de réso-
lution du systeme d’équations, puisque cette exploration se fait sans considérer les résultats
des équations. Il parait intéressant de combiner la décomposition du graphe de dépendance
avec les itérations de résolution du systeme d’équations, puisque ces deux calculs font appel
a des algorithmes similaires de parcours de graphe.

7.1.2 Décomposition a la volée du graphe de dépendance

Cette méthode consiste en une génération et une décomposition du graphe de dépendance
au fur et & mesure des itérations de résolution du systéme d’équations. Chaque itération est
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alors réalisée lors d’un parcours en profondeur d’abord des sommets du graphe de dépendance.
Si le résultat du calcul d’un contexte ®,, est vide, alors ’exploration n’est pas poursuivie
pour les transitions de —,, issues de m. Ceci permet d’éviter ’exploration et génération
de branches mortes. Par contre, lors d’itérations ultérieures, des branches jusque 1la mortes
et donc non explorées peuvent devenir actives (une garde devient franchissable).

Le calcul des points d’élargissement et d’un ordre d’itération devient plus difficile; nous
ne pouvons plus appliquer des algorithmes prenant en compte le graphe de dépendance
dans sa totalité comme 'algorithme 6.5. Une possibilité est alors de calculer les points
d’élargissement dynamiquement, en utilisant par exemple 'algorithme de décomposition d’un
graphe en sous composantes fortements connexes de Tarjan [Tar83]. Cet algorithme permet
d’ajouter des sommets et des transitions a un graphe dont une décomposition est déja connue
et de recalculer la nouvelle décomposition en temps O(| 7 | log | M |), a comparer avec la
complexité en O(] M |?) de I’algorithme 6.5. Malheureusement, ceci ne permet pas d’obtenir
un ensemble admissible de points d’élargissement( [Bou92, p.46]).

Une autre possibilité est un algorithme de détection des arétes arriére, qui nous fournit
les sommets m tel qu’il existe au moins une transition (m/,m) € 7 et il existe un chemin
menant de m a m’ (m’ est un descendant de m lors du parcours en profondeur d’abord). Cette
méthode permet d’obtenir un ensemble admissible de points d’élargissement, lors d’un simple
parcours en profondeur d’abord. Malheureusement, elle ne fournit pas d’ordre satisfaisant
sur les sommets, puisqu’elle dépend de 'ordre d’exploration en profondeur d’abord qui est
arbitraire.

Une derniere idée est d’essayer de guider cette exploration en profondeur d’abord, en tirant
parti de la connaissance que nous avons du réseau de Petri qui détermine le graphe de
marquages, et en particularité de la décomposition en wunités de ce réseau. Pour exploiter
cette décomposition, nous pourrions appliquer 'algorithme 6.5 pour calculer un ordre
d’itérations et une décomposition ainsi qu’un ensemble de points d’élargissement locaux
a chaque unité. Comme chaque circuit du graphe de dépendance contient au moins un
circuit d’une unité, nous pouvons déduire un point d’élargissement dans le graphe a partir
des points d’élargissement locaux. De méme, il semble possible de définir un ordre global
d’itération acceptable, a partir des ordres locaux.

Néanmoins, nous nous en tiendrons a l'algorithme 6.5 sur le graphe de dépendance global,
en raison des avantages déja cités, mais aussi pour son bon rapport facilité de mise en
ceuvre/avantages offerts. De plus, méme si certaines branches sont générées (et éventuelle-
ment certains points d’élargissement inutilement ajoutés), ces branches mortes ne seront pas
explorées durant la stabilisation du systeme d’équations.

7.2 Stratégie d’élargissement

Nous avons donné une méthode de calcul d’un ensemble admissible de points d’élargissements
et d’un ordre d’itérations. Cette méthode de calcul permet de tenir compte de la structure
du graphe. Associer un ordre d’itérations approprié avec un ensemble suffisant de points
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r<3—z++

Figure 7.2: Exemple d’analyse

d’élargissement permet de diminuer sensiblement le nombre d’élargissements effectués durant
le calcul. Comme 'opérateur d’élargissement que nous allons utiliser pour les polyedres n’est
pas monotone, ces optimisations influent aussi sur la précision des calculs.

Nous pouvons encore essayer d’améliorer cette précision. En effet, la précision du résultat
d’un élargissement va dépendre de la précision de définition de ses opérandes. Une possibilité
pour améliorer la définition de ces opérandes est de retarder I’élargissement, comme le montre
I’exemple 7-1

Exemple 7-1

Considérons le graphe de la figure 7.2. Si nous calculons les contextes en considérant le
sommet 1 comme point d’élargissement, nous avons comme systeme d’équations :

% = {1}
O = @bV(@h[0/2]U (@4 M {x < 3} + 1/a])
T

Conditions initiales
) =) =07 =1

lére itération

g LV(®g[0/2]U (@51 {o < 3})[x + 1/2])

1V{z =0}
fo=0)
ol = {r=0)

2éme 1tération

o] &1V (®5[0/2] U (3N {z < 3})[z +1/2])
{z=0}vV{0 <2 <1}
= {0<a}
P2 = 2

Le calcul se termine donc avec {0 < 2} comme contexte du sommet 1 alors qu’un calcul sans
élargissement nous donne ®; = {0 < 2 < 4}.
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Pour améliorer ces résultats, nous proposons deux solutions :

Commencer les élargissements aprés un nombre k d’itérations

Plus le nombre k sera grand, plus on peut s’attendre a ce que le calcul tende vers les 1é-
sultats qui seraient obtenus sans élargissement. Cette méthode s’applique globalement,
pour tous les points d’élargissement. Néanmoins, le choix de k est completement arbi-
traire, puisque nous ne disposons pas a priori d’informations sur le nombre d’itérations
nécessaires pour assurer que certains contextes soient non vides. La vitesse de conver-
gence des calculs sera d’autant plus basse que k est grand. Il s’agit donc d’un classique
compromis entre vitesse et précision des calculs. En pratique, nous laisserons la liberté
a 'utilisateur de fixer la valeur de k, qui sera prise par défaut a 0.

Elargissement limité

Une autre solution est de limiter 1’élargissement par rapport aux gardes des transitions
permettant d’arriver a un point d’élargissement. En effet, ces gardes définissent les con-
ditions d’acces a ce point et donc les valeurs que peuvent contenir son contexte. Dans
I’exemple précédent, ceci consisterait a limiter le premier élargissement & z < 4 (garde
z < 3 sur laquelle est appliquée 'affectation « + +). Il ne faut cependant pas limiter
aveuglément I’élargissement, sous peine d’empécher éventuellement la convergence du
calcul.

Pour mettre en ceuvre la deuxieme solution, nous utiliserons une version spécialisée de
Iopérateur d’élargissement : 'opérateur d’élargissement limité Vo proposé par Nicolas Halb-
wachs.

Définition 7.2-1 (Elargissement limité)
Soit P et Q) deux polyédres, soit C' un ensemble de contraintes, soit Cy C C' Uensemble des
contraintes de C' vérifiées par P et Q). Alors Uélargissement limité est tel que :

(PVeQ) = (PVQ)NC;
u

Lors d’un élargissement limité PV (@), si P et () vérifient une méme contrainte ¢ de C', alors
nous contraignons le polyedre PV (@) a respecter c.

Exemple 7-2
Si nous remplagons dans I'exemple 7-1 la ligne

O = SFVRLE0/2] U (5 M {z < 3}z + 1/2]
par

O = 5V F[0/2] L (D5 N {& < 3Y[z + 1/2]
avec C7 = {& < 4} alors les résultats deviennent :

P ={0<x<4}

qui dans ce cas est le méme résultat que le calcul obtenu sans élargissement. [ |
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z <0 r>1—y++

Figure 7.3: Exemple d’analyse

7.2.1 Collection de contraintes de limitation

Nous avons montré comment la collection des gardes des transitions arrivant & un point
d’élargissement peut s’associer avec 'utilisation d’un opérateur d’élargissement limité, pour
améliorer la précision des résultats.

Néanmoins, ce systeme n’est pas suffisant, comme le montre ’exemple 7-3.

Exemple 7-3

Considérons 'automate étendu de la figure 7.3.

Suivant la stratégie d’élargissement utilisée, nous obtenons les résultats d’analyse suivants :

Elargissement normal (k = 0)

& = [{0<y}
&, = {2<0,0<y}
b3 = {1<z,1<y}

Elargissement retardé (k > 2)

o = [{r<y+1,0<y}]
& = {2<0,0<y}
®; = {I1<z<y}

Elargissement limité
Ensemble de limitation pour le sommet 1 :

C=10
donc nous obtenons les mémes résultats que pour I’élargissement normal :

¢, = |[{0<y}
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Y}
Y}

q)z = {$<0,0
q)g = {1§$,1

<
<

La différence entre I’élargissement normal et I’élargissement retardé vient de la premiere
itération, ot un élargissement a lieu alors que le contexte ®3 est encore vide. Par conséquent,
la relation qui s’établit entre & et y lors du parcours du cycle (1 3 1) n’est pas encore établie,
et ’élargissement envoie z & 'infini.

L élargissement limité n’a lui rien changé au résultat, puisque son ensemble de limitation est
vide. ]

Sur cet exemple, nous voyons que si I’élargissement retardé a permis d’améliorer les résultats,
I’élargissement limité n’a rien changé, car les gardes limitant I’acces au sommet 3 étaient hors
de portée. Pour pouvoir traiter de maniere plus précise ce genre d’exemples, nous voulons
généraliser I'idée de collecter des contraintes de limitation aux points d’élargissement. Une
extension est alors de propager ces contraintes jusqu’aux points d’élargissements.

Cette propagation de contraintes repose sur les principes suivantes :

Initialisation
A chaque marquage m, nous associons un ensemble de contraintes C,, initialement
vide.

Propagation
Lors d’une premiére exploration d’un marquage (®,, = @) ou si son ensemble de con-
traintes est non vide (C,, # (), 'ensemble des contraintes C,, est propagé aux suc-
cesseurs de m : pour chaque transition (m,msz,~v,a), nous accumulons dans C,,, les
contraintes de C,, N v transformées par a.

Mémorisation

Sile marquage en cours de traitement est un point d’élargissement, alors nous calculons
le sous ensemble de (', des contraintes qui satisfont ®,,. Ce sous ensemble devient le
nouveau C',. Si m n’est pas un point d’élargissement, alors ’ensemble (', est vidé a
la fin du traitement de m. Cette remise a zéro permet d’'une part d’éviter le stockage
d’ensembles de contraintes dans un marquage qui ne l'utilise pas, mais aussi de détecter
quand de nouvelles contraintes de limitation sont générées (une branche jusque la morte
devient franchissable et propage ses contraintes).

Utilisation
Si le marquage m est un point d’élargissement, alors I’ensemble (', est utilisé pour
limiter I’élargissement.

Remarque 7-2

L’ensemble €, est bien un ensemble de contraintes et n’est pas forcément un polyedre. FEn
particulier, il peut contenir des contraintes redondantes, mais aussi des contraintes incom-
patibles. [ |
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Contraintes de limitation globales

Nous pouvons compléter les ensembles de contraintes de limitation avec des contraintes
déterminées a priori. En particulier, nous pouvons fournir des bornes sur certaines variables,
de maniere & “suggérer” & 'opérateur d’élargissement de ne pas les dépasser. Ces limitations
globales pourraient étre, dans le cas de protocoles, un nombre de messages maximum dans
un buffer, un intervalle de variation pour le contenu d’un message,.... Nous pouvons méme
envisager d’introduire dans cet ensemble certaines relations linéaires que nous pensons devoir
étre satisfaites par le programme.

Cet ensemble de limitation global est alors introduit & chaque point d’élargissement, comme
valeur initiale de leur ensemble de limitation local.

Algorithme avec propagation de contraintes

Une version modifiée de I’algorithme de stabilisation des équations est donnée en figure 7.4.
Les lignes contenues dans des boites sont les commandes ajoutées pour permettre la propa-
gation des contraintes.

7.3 Mise en ceuvre

Pour une mise en ceuvre complete de algorithme d’analyse, nous devons détailler certains
points plus précis de la construction du systeme d’équations et du graphe de dépendance a
partir du modele Réseau de Petri.

7.3.1 Graphe de dépendance

Pour construire et représenter le graphe de dépendance, nous pouvons considérer les solutions
suivantes :

Utilisation des Bpps
Avec les résultats des chapitres précédents, nous savons comment a partir d’un Réseau
de Petri générer un modele symbolique sous la forme de BnDDs. Nous savons a partir de
ce modele symbolique calculer I’ensemble des états accessibles du modele. 1l n’est donc
pas tres difficile de modifier cet algorithme d’exploration pour se limiter a I’exploration
du graphe de marquages du réseau.

Méthode énumérative “classique”
Nous pouvons réutiliser directement certaines méthodes de représentations du graphe
utilisée par un logiciel comme CHESAR, qui permet a partir d’un Réseau de Petri de
construire le modele correspondant, mais aussi de générer son graphe de marquages.
La représentation des états et des algorithmes optimisés sont donnés dans [Gar89],
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procedure Stabilise(C' : ensemble de marquages)

while C'\ Stable # 0 do
Soit m € C'\ Stable tel que m est minimal dans C'\ Stable pour l'ordre O,

Stable := Stable U {m}

Vide := (¢, = 1)

if  Z®,, then
if m € W then

if Vide then C,, := {c € C,, | csatisfait ®,,}

o, =0, Ve,

else
o, =, Ud
fi —— propagation du nouveau contexte
foreach t = (m,my,7,a)€ 7T do
if yN®,, # L then
@ =0 Ua(®,N7y)
Stable := Stable \ {msy}
‘if Vide ouC,, # 0 then C,,, := Cp,, Ua(Cp) U a(y) ‘

fi
od
‘imeW then O, ::(Z)‘
¢! =1
—— Stabilisation de la sous composante contenant m
if m est la téte d’une sous composante de C' then

Stabilise(CFC(m) - {m})

fi

od

Figure 7.4: Algorithme de stabilisation avec propagation de contraintes
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dont nous pouvons directement nous inspirer pour la construction de notre graphe de
dépendance.

L’utilisation des BDDs semble attractive, car nous avons déja défini les méthodes et algo-
rithmes nécessaires pour la représentation des Réseaux de Petri avec les BDDs. Mais les
algorithmes que nous voulons utiliser pour ’analyse en avant (décomposition du graphe,
algorithme de stabilisation) sont tous basés sur une exploration sommet par sommet, en
profondeur d’abord, alors que les algorithmes adaptés au BDDs travaillent sur des ensembles
et donc en largeur d’abord.

Nous pourrions tenter de transformer nos algorithmes pour les adapter aux BpDDs. Mais
lors de ’analyse en avant, il faut aussi effectuer des transformations sur les contextes, qui
sont représentés par des polyedres. Pour effectuer un calcul sur un ensemble de sommets
du graphe, il faut aussi effectuer la transformation associée a tous les contextes. Or nous
ne savons pas effectuer ces transformations directement sur un ensemble de polyedres, mais
seulement polyedre par polyedre. Par conséquent, nous devons travailler sommet par som-
met.

Nous pourrions alors conserver l'utilisation des BDDs, avec les algorithmes que nous avons
actuellement. Chaque calcul effectué avec les BDDs se ferait alors sommet par sommet, ce
qui est généralement ineflicace pour ce mode de représentation, puisque le cotit de calcul de
I'image d’un sommet est du méme ordre que le colt du calcul de "image d’un ensemble de
sommets.

Enfin, un dernier argument en faveur de la deuxieéme solution est la taille des graphes de
épendance que nous serons amené a traiter. Nous pouvons prévoir que les performances
d d trait N 1 f
de l'algorithme seront davantage conditionnées par les transformations de contextes que par
le calcul des successeurs d’un sommet. Le seul cas ou la représentation du controle est un
facteur limitatif est le cas d’'un graphe de dépendance comprenant une proportion importante
de branches mortes. Dans ce cas, il sera probablement plus intéressant de mettre en ceuvre
un algorithme “a la volée” (voir chapitres précédents) qu’une représentation symbolique.

Par conséquent, nous avons choisi de représenter le graphe de dépendance sans utiliser les
BDDs, en nous inspirant de solutions proposées dans [Gar89] pour la représentation mémoire
et les algorithmes de construction.

7.3.2 Représentation des variables

Les types de variables autorisés dans notre modele sont les types booléens et entiers relatifs.
La représentation des entiers relatifs ne présentent pas de problemes particuliers, puisque
nous utilisons 'enveloppe convexe d’un ensemble de points pour les représenter. Nous pou-
vons néanmoins utiliser le fait que ces variables sont entieres, et transformer les inégalités
strictes de la forme " a;x > b en inégalités de la forme 3" a2 > b+ pged(a;, b), qui sont
vérifiées par le méme ensemble de points entiers.

La représentation des variables booléennes peut se faire indépendamment des variables en-
tieres; nous aurions donc un contexte booléen et un contexte entier associés a chaque sommet
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du graphe. Ce contexte booléen peut alors étre représenté par un BDD, et les opérations sur
les variables booléennes sont effectuées par les opérateurs BDD équivalents.

Une autre possibilité est de représenter les booléens par des variables entieres, en associant
a chaque opérateur des fonctions sur les entiers. Le probleme est alors I'impossibilité de
représenter les opérateurs A et V par des expressions linéaires.

Quand la deuxieme approche est possible, elle permet d’étendre aux variables booléennes une
caractéristique intéressante des polyedres, celle de permettre la représentation de relations
entre variables.

7.4 Résultats d’analyse

La mise en ceuvre de 'analyse en avant va nous permettre de déterminer certaines infor-
mations sur le systeme analysé, en particulier une approximation supérieure de I’ensemble
des états accessibles. Comme cette analyse se fait sur un systeme partitionné, nous pou-
vons obtenir des résultats plus détaillés. En particulier, nous pouvons nous intéresser aux
résultats suivants :

Contexte local & un marquage
Le résultat le plus immédiat est le contexte de chaque marquage. Pour chaque mar-
quage, nous avons une approximation supérieure de ’ensemble des valeurs que peuvent
prendre les variables en ce point. Ceci permet en particulier de déterminer une ap-
proximation inférieure de I’ensemble des marquages inaccessibles (contexte vide)

Contextes d’une transition du réseau
Un autre résultat intéressant est le calcul des contextes d’entrée et de sortie d’une
transition du réseau. En effet, chaque transition du réseau correspond a un ensemble
d’arcs de C'. Soit {ty,19,...,1,} C 7 l'ensemble des transitions correspondant a une
transition t du réseau; le calcul du contexte d’entrée (resp. de sortie) d’une transition
du réseau se fait alors en calculant I'union de tous les marquages d’entrée (resp. de

sortie) :

Contexte d’entrée : L (L
t;=(m;,m}),1<i<n

Contexte de sortie : L] b

ti:(m,‘,m;),lgign
Ce calcul présente plusieurs intéréts :

— Il permet de déterminer les conditions de franchissement d’une transition. En
particulier, elle permet de connaitre les transitions infranchissables et donc les
branches mortes du réseau.

«y

— Si la transition est décorée par une offre de la forme X7, ceci permet de

connaitre une approximation du domaine de variation de X.

Approximation supérieure de ’ensemble des états accessibles
Le calcul de 'union de tous les contextes nous donne une approximation supérieure des
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domaines de valeurs que peuvent prendre les variables. Cette approximation supérieure
nous permet de caractériser I’ensemble des états accessibles du modele sous-jacent.
De plus, comme nous utilisons un formalisme relationnel, ceci peut nous permettre
de découvrir des invariants sous la forme d’expressions linéaires sur les variables du
programme.

Le principe de notre systeme d’analyse en avant peut étre synthétisé par la figure suivante :

Réseau de Petri Contextes des

places, transitions

Stmulation du controle

Automate interprété

Analyse en avant

Contextes des

Approximation
sommets de ["automate

des états accessibles

7.5 Exemples d’applications

Nous allons illustrer les possibilités offertes par ’analyse en avant sur deux exemples. Les
résultats d’analyse que nous présentons ci-apres ont été calculés par 'outil MAGEL, qui est
le résultat de la mise en ceuvre des méthodes exposées dans ce document. Une présentation
plus complete de MAGEL est faite dans le chapitre 8.

Exemple 7-4
Cet exemple est un protocole de lecteurs-rédacteurs. Une ressource commune (disque, mé-
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moire, ...) est partagée par un ensemble de lecteurs et de rédacteurs potentiels. L’écriture
et la lecture de cette ressource sont mutuellement exclusifs. De plus, seul un rédacteur peut
écrire a un moment donné. Par contre tous les lecteurs qui le désirent peuvent lire en méme
temps. La priorité est donnée aux rédacteurs sur les lecteurs; toutes les demandes de ré-
daction sont comptabilisées (les rédacteurs sont en attente) et un lecteur ne peut lire que
quand toutes ces demandes de rédaction sont satisfaites. Nous donnons une description des
variables utilisées dans la modélisation de ce protocole :

ECRITURE € {0,1}
FECRITURE = 1 un rédacteur est en train d’écrire, 0 sinon

N_LECTEURS €0...M]
N_LECTEURS donne le nombre de lecteurs en cours de lecture

N_R_DEMANDS € [0...N]
N_R.DEMANDS donne le nombre de redacteurs en attente d’écriture

Résultats de Panalyse

Les résultats suivants correspondent au cas général de M lecteurs et N rédacteurs. Ces
résultats sont donnés par le calcul de ’union de tous les contextes obtenus apres analyse;
nous avons alors une approximation supérieure de ’ensemble des contextes atteignables.

N_R_DEMANDS > 0
N_LECTEURS > 0
P =< ECRITURE > 0
N_R_.DEMANDS + ECRITURE < N
N_LECTEURS + M « ECRITURE < M

La variable ECRITURE ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. Par conséquent, la derniere
contrainte de cet invariant montre que la variable N_.LECTEURS peut prendre une valeur
entre 0 et M si et seulement si ECRITURE est égal & 0. Donc ’exclusion mutuelle est
assurée.

Une constatation intéressante sur cet exemple est le calcul d’informations sur les données a
partir du contréle : la plupart des contraintes de I'invariant n’apparaissent nulle part dans
le programme. En particulier, les relations entre variables exprimées par les deux dernieres
contraintes apparaissent uniquement grace a ’analyse, ne sont pas triviales a déterminer, et
montrent 'intérét d’utiliser un treillis relationnel pour une analyse sémantique.

Exemple 7-5

Cet exemple est un moniteur de taches. Ce moniteur gere plusieurs classes de taches, chaque
classe C' répond aux caractéristiques suivantes :

e une classe correspond a un travail spécifique, dont la durée est fixe pour toutes les
taches d’une méme classe,
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Figure 7.5: Moniteur de taches

e 4 chaque classe est associée une interruption particuliere, ces interruptions sont générées
a des intervalles de temps dont la durée minimale est constante

A chaque classe C, nous associons un couple de valeurs (T'askL¢,IntL¢c) qui donnent re-
spectivement la durée de la tache et l'intervalle I NTy entre deux interruptions. Enfin, un
ordre est défini entre les classes : une classe d’ordre n a priorité sur toute classe d’ordre
strictement inférieur a n. Son interruption est prioritaire et peut interrompre I'exécution
d’une tache de classe inférieure.

Pour comptabiliser le nombre de taches en attente, nous associons a chaque classe ' une vari-
able O¢. Chaque nouvelle interruption va incrémenter cette variable, chaque tache terminée
va la décrémenter.

La figure 7.5 présente ’automate d’un moniteur de deux classes de taches, pour lequel les
taches de classe 2 sont prioritaires.

Nous associons a ce moniteur un générateur d’interruptions qui se chargera de produire
les interruptions de chaque classe selon les intervalles de temps fixés. Pour modéliser la
progression du temps, nous utilisons une variable T pour chaque classe C. Toutes les
variables Ty progressent de facon synchrone. T est remise a zéro lors de la génération
d’une interruption de la classe C'.

Le générateur d’interruptions est modélisé par la figure 7.6.

Nous voulons vérifier que si U'intervalle entre deux interruptions de la classe 2 est plus grand
que la durée d’exécution de la tache de la classe 2 (IntLy > TaskLs), alors il n’y a jamais
de tache de la classe 2 en attente (0 < O < 1).
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tl Z IntL1 — tz Z IntL2 —

t1:=0;INT1 ty:=0;INT?2

Ty + +
Ty + +

Figure 7.6: Générateur d’interruptions

Une remarque importante est que les variables du générateur d’interruptions ne sont pas
bornées, une analyse sans extrapolations ne peut pas terminer.

Nous avons écrit cet exemple sous la forme d’un programme LOTOS, puis nous avons utilisé
le compilateur CESAR pour produire un Réseau de Petri interprété sur lequel nous avons
appliqué 'outil MAGEL. Nous avons essayé 'exemple pour diverses combinaisons des valeurs
TaskLc et IntLc. Parmi ces combinaisons, nous nous intéressons a celle vérifiant (IntlLg >

TaskLsy).

L’invariant global obtenu s’avere inintéressant, puisque nous obtenons Q" comme résultat
de P’analyse. Pour pouvoir obtenir des résultats significatifs, nous allons nous intéresser
aux informations calculées pour chaque transition du réseau. En effet, la seule affectation
capable de faire croitre la valeur de Q5 est liée & Uinterruption I NT5. Nous pouvons donc
particulariser 'analyse en repérant dans le Réseau de Petri les transitions correspondant a
l'action INT5. Nous pouvons trouver trois transitions de ce type, deux correspondent a une
premiere interruption I N'T; et se contentent d’initialiser Oy & 1. Pour la troisieme transition
que nous notons t et qui correspond a l'incrémentation de O,, nous obtenons les résultats
suivants :

Marquages sources

0 < L
0 < 3 <TaskL,
p_ 0 < [ <Taskl,
ly = Iy
0 < Oy
O, = 1

Marquages cibles
P =1

Ces résultats montrent que :

e quand nous arrivons a cette transition, nous avons O, = 1
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e le franchissement de cette transition n’a jamais été autorisé, puisque le contexte des
marquages successeurs est vide.

Si nous examinons plus attentivement le réseau construit, nous pouvons voir que cette
transition a été augmentée de la garde to > Intl, lors de la composition du moniteur
et du générateur d’interruptions. Or le contexte des marquages sources nous indique que
0 <ty <Taskl,. Comme nous avons pris comme hypothese que TasK Ly < IntLs alors la
garde ty > IntLs ne peut pas étre satisfaite.

7.6 Conclusion

Nous avons présenté la construction d’un modele basé sur les polyedres, a partir de notre
modele Réseau de Petri. Ce modele peut étre considéré comme semi symbolique, puisque le
controle y est représenté explicitement, et les données symboliquement.

L’utilisation de ce modele est particulierement intéressante dans le cadre d’algorithmes
d’analyse, qui vont permettre de déterminer certaines propriétés globales ou locales & cer-
tains points de controle. En particulier, 'analyse en avant nous permet de calculer des
approximations supérieures d’invariants du programme. Ceci rentre donc dans le cadre de
la vérification partielle de propriétés; si nous exprimons certaines propriétés en terme de
contraintes linéaires sur les variables du programme, nous pourrons démontrer la validité
d’une propriété (si le polyédre correspondant est contenu dans I’approximation supérieure
d’un invariant), mais pas son invalidité.



Chapitre 8

Mise en ceuvre

Nous décrivons maintenant ’ensemble des applications qui ont été réalisées et le contexte
dans lequel elles sont venues s’intégrer. Cette mise en ceuvre a été effectuée en deux volets
distincts, mais présentant de larges parties communes. Le premier volet concerne 'outil
MAGEL, qui permet la minimisation, comparaison ou analyse de programmes LOTOS via le
Réseau de Petri construit par CESAR. Le deuxieme volet concerne I'intégration de certaines
parties de MAGEL dans 'outil de vérification ALDEBARAN.

Nous commencons par présenter 'architecture et les choix de conception faits pour 'outil
MAGEL. Nous présentons ensuite les modifications nécessaires a ’adaptation des biblio-
theques aux formalismes d’entrée d’ALDEBARAN.

8.1 L’outil MAGEL

L’outil MAGEL est un outil de minimisation, de comparaison ou d’analyse de programmes
a base de processus communicants. Dans sa version actuelle, il est construit de maniere
a recevoir en entrée des Réseaux de Petri produits par le compilateur CESAR & partir de
spécifications LoTOs.

8.1.1 Architecture

L’outil MAGEL se divise en deux parties; une partie de génération de modele minimal réal-
isée a ’aide de BDDs, une partie d’analyse sémantique utilisant comme représentation des
polyedres. L architecture globale de MAGEL est donné en figure 8.1.

8.1.2 Décomposition modulaire

Le fonctionnement de MAGEL repose sur 'utilisation de certaines bibliotheques de base, dont
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Figure 8.1: L’outil MAGEL
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nous décrivons les principales. Toutes ces bibliotheques ont été développées en C4+.

Les deux premieres bibliotheques implémentent les formalismes de représentation symbolique
que nous avons considérés :

Bibliothéque BpDs (7000 lignes) :

Cette bibliotheque a été initialement concue par Christophe Ratel [Rat92]. Elle implé-
mente une version de BpDs particulieres, les TDGs (Typed Decision Diagrams) [Bil87] :
il s’agit de BDDs dont chaque arc est décoré par un signe + ou - qui indique
Iinterprétation (f ou = f) que 'on doit donner a la sous formule correspondante. Dans
[BM88], il est montré comment conserver la canonicité d’une telle forme de BpDs. Les
gains en pratique sont en terme de taille de la représentation, les TDGs étant toujours
de taille inférieure ou égale & celle des BDDs. D’autre part, la négation d’une formule
s’effectue en temps constant (par changement du signe au niveau de la racine), alors
que cet opérateur est linéaire dans le cas des BDDs “ordinaires”. Dans la suite, nous
continuerons néanmoins a utiliser la notation BDD pour désigner les BDDs ou les TDGs.
Pour les besoins de notre implémentation, nous avons étendu cette bibliotheque avec
quelques opérateurs et amélioré certains opérateurs clés, notamment au niveau de la
gestion mémoire.

Bibliothéque polyédres (11000 lignes):

Pour réaliser cette bibliotheque, nous avons utilisé une implémentation existante d’un
algorithme qui permet le calcul du systéme de contraintes minimal d’un polyedre a
partir de son systeéme générateur (et vice versa). Cet algorithme a été initialement
congu par [Che68], puis a ensuite été amélioré et implémenté par [Ver92]. C’est
I'implémentation de Hervé Leverge qui est a la base de notre réalisation. L’ensemble de
la bibliotheque a été concue suivant une hiérarchie de classes C++, implémentant tous
les éléments nécessaires, de vecteur a polyedre, en passant par des matrices génériques,
matrices de contraintes, matrices d’éléments générateurs.

En dehors de I'utilisation de ces bibliotheques symboliques, nous avons réalisé deux biblio-
theque de vérification et d’analyse, et une bibliotheque d’analyse syntaxique du Réseau de
Petri de C£sAR. Une idée directrice lors de la réalisation de ces bibliotheques a été de les
rendre les plus indépendantes possible du mode de représentation symbolique choisi et de
I’outil dans lequel la bibliotheque s’integre.

Bibliothéque Analyse syntazique (1000 lignes)
Cette bibliotheque permet la lecture et 'analyse syntaxique d’un Réseau de Petri in-
terprété. Elle est actuellement dédiée a ’analyse des réseaux produits par CEsAR. Elle
construit pendant ’analyse un arbre abstrait qui est destiné a étre utilisé indifférem-
ment par le module de minimisation ou le module d’analyse sémantique.

Bibliothéque génération de modéle minimal (3000 lignes) :
Cette bibliotheque récupere un modele symbolique au travers d’une interface indépen-
dante du mode de représentation choisi. Cette interface décrit un modele abstrait sous
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la forme d’une ensemble de classes C+4 qui héritent des classes du mode de représen-
tation choisi. Les opérations nécessaires pour la génération de modele minimal comme
I'intersection, la complémentation et le calcul de la fonction pre sur un ensemble d’états
sont définis au travers de cette interface en terme d’opérations sur la représentation
symbolique choisie. A partir de ce modele abstrait, la bibliotheque fournit en sortie un
modele minimal au travers de la méme interface.

Bibliothéque Analyse Sémantique (3000 lignes)
Cette bibliotheque construit a partir de ’arbre abstrait fourni par la phase d’analyse
syntaxique un ensemble d’équations et leur graphe de dépendance. A partir de ce
graphe et ces équations, un modeéle abstrait est construit. Comme dans le cas précé-
dent, ce modele est décrit par une interface de classes C++ indépendante du mode
de représentation symbolique choisi. Enfin, ce module délivre en sortie les résultats
obtenus apres résolution du systeme d’équations, au travers de la méme interface.

Néanmoins, dans I’état actuel de 'outil, cette bibliotheque reste fortement dépendante
du formalisme d’entrée Réseau de Petri utilisé. D’autre part, la seule utilisation qui
en a été faite pour linstant est liée aux polyedres. Un petit travail d’adaptation et
de mise au point reste nécessaire pour passer a un autre formalisme de représentation
symbolique.

La réunion de ces bibliotheques avec quelques modules utilitaires nous donne 'outil MAGEL,
qui correspond donc environ a 30000 lignes de C4+.

Chacune de ces bibliotheques peut étre utilisée indépendamment des autres dans d’autres
applications. C’est le cas en particulier de la bibliotheque BDD, dont la version originale est
utilisée dans I'outil LEsArR [Rat92] et dont la version courante, utilisée dans cette applica-
tion, est aussi intégrée a un prototype de vérification symbolique de formules CTL a l'aide
d’abstractions [Loi94], a un outil de vérification de propriétés sur des automates booléens
Bac[Hal94] et dans le compilateur ARGOS pour la résolution de systemes d’équations
booléennes [Jou94].

La bibliotheque polyedre que nous avons développée est aussi utilisée dans un outil d’analyse
approchée de systemes hybrides [HPR94].

Enfin, les bibliotheques BDD et génération de modele minimal sont partagées par les outils
MAGEL et ALDEBARAN.

Apres cette description de l'outil MAGEL, nous allons nous intéresser aux Réseaux de Petri
tels qu’ils sont produits par CESAR, et en particulier aux différences existantes entre les
réseaux de CESAR et le modele résean que nous avons considéré jusqu’ici.

8.2 les Réseaux de Petri de CESAR

Les Réseaux de Petri produits par CESAR présentent un certain nombre de différences par
rapport au formalisme Réseau de Petri présenté au chapitre 1. Certaines de ces différences
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sont liés a l'utilisation du langage LOTOS comme langage d’entrée, d’autres sont des opéra-
teurs ou combinaison d’opérateurs supplémentaires par rapport au modele que nous utilisons.

Nous présentons ici ’ensemble de ces différences, et les choix que nous avons faits pour leur
traitement.

8.2.1 Type des variables

Le langage LoTOS est étendu pour sa partie donnée par le langage AcT-ONE, qui est un
langage de description de types abstraits algébriques. L utilisation des types abstraits permet
de définir des structures de données comme des listes, des files, des tableaux. Nous ne
pouvons pas représenter directement ces structures dans les formalismes de représentation
symbolique que nous avons choisis.

Une méthode de traitement de ces types abstraits dans le cadre de I’analyse avec les polyedres
est présenté dans [Hal79, p. 93]. Il propose d’associer & un type abstrait une interprétation
numeérique permettant d’exprimer chaque objet d’un type T sous la forme d’un ensemble de
valeurs numériques et chaque opération sous la forme de relations linéaires sur ces valeurs
numériques. Cette association se fait par la construction d’une fonction d’abstraction a qui
permet de passer du type 1" a sa représentation numérique et d’une fonction de concrétisation
~ qui permet la transformation inverse. En général, ces fonctions définissent une interpréta-
tion approchée des objets d'un type donné. Cette méthode est donc difficilement applicable
a la génération de modele minimal, pour laquelle nous voulons rester dans un cadre exact.

Dans la version courante de MAGEL, nous avons choisi de limiter les types de variable du
modele Réseau de Petri que nous utilisons aux entiers et aux booléens. Tout réseau de
CESAR proposé en entrée de MAGEL contenant d’autres types de données sera donc rejeté.
La construction de ces deux fonctions de construction d’une abstraction numérique d’un type
abstrait restent donc a la charge de l'utilisateur, ce qui revient dans ce cas a réécrire un type
abstrait T' comme un ensemble de valeurs numériques et & modifier les appels aux opérateurs
de T pour les transformer en expressions linéaires sur les variables de type T.

Exemple 8-1
Considérons la définition du type abstrait suivant, qui correspond aux entier modulo 4.
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(* Type entier dont les opérateurs + et - sont redéfinis modulo 4 *)

type MODULO_4 is NATURAL

opns
{4
_{-}_ : NAT, NAT -> NAT
eqns
forall X, Y : NAT
ofsort NAT
X +7)1t4=>X{+FY=X+1Y;
X+Y)ged=>X{+}Y=X+7Y -4
X1t Y=>X{-}7=(X+4) -Y;
XgeY=>X{-}Y=X-7Y;
endtype

Dans ce cas, toutes les occurrences dans un programme LOTOS de ['opérateur {+} nécessitent
la duplication de la ligne pour tenir compte des deux équations du {4} : La ligne [X eq Y]
-> Proc(X + 2)] est alors remplacée par

([X eq Y] and ((X + 2) 1t 4)] -> Proc(X+2)
(]
([X eq Y] and ((X + 2) ge 4)] -> Proc(X-2)

Exemple 8-2

Un ensemble (resp. une pile, une liste, ...) peut étre approché par son cardinal (resp. sa
hauteur, sa longueur,. .. ). Dans le cas d’un ensemble d’entiers, nous pouvons ajouter comme
informations un intervalle le contenant. ]

8.2.2 e-transitions

Une particularité importante des réseaux de CHESAR est la présence de transitions spéciales,
les e-transitions. Ces transitions ont été introduites dans les réseaux de CESAR pour faciliter
leur construction, notamment au niveau de la composition de sous réseaux. Elle représentent
une évolution interne au réseau, mais ne correspondent a aucun comportement, observable
ou non, du systeme modélisé par le réseau; le franchissement de ces transitions ne doit pas
produire d’arc dans le graphe correspondant au réseau.

Nous allons distinguer le traitement des e-transitions suivant ’algorithme que nous voulons
utiliser.
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Analyse avec les polyéedres

En ce qui concerne 'analyse approchée avec les polyedres, nous avons choisi délibérément
d’ignorer le caractére spécial de ces transitions. Les e-transitions seront donc considérées
comme les autres transitions lors de la génération du systeme d’équations et du graphe de
dépendance de ces équations. Ce choix s’appuie sur les arguments suivants :

o Les e-transitions sont souvent des transitions décorées par des affectations de variables
ou par des gardes. Ces e-transitions permettent en quelque sorte de factoriser certaines
des modifications de contexte qui nous intéressent lors de "analyse avec les polyedres.

o Garder les e-transitions permet de retrouver aisément la correspondance entre états du
graphe de dépendance que nous construisons et places dans le réseau. Nous voulons
pouvoir appliquer 'analyse & un niveau local, c’est a dire au niveau des places et
transitions du réseau. Si nous construisons notre graphe de dépendance en éliminant
au passage les e-transitions, la correspondance entre des résultats d’analyse locaux et
des places du réseau devient plus difficile a maintenir.

Génération de Modéle Minimal avec les Bbpps

Comme les e-transitions ne doivent pas apparaitre dans le graphe du réseau, elles
n’apparaissent pas non plus dans le modele minimal. Une idée pour le traitement de ces
e-transitions est d’appliquer une fermeture transitive de la relation ¢ au niveau du graphe
correspondant au réseau. Ceci revient a calculer la relation de transition entre états (voir 1
suivant la nouvelle regle :

Ja £ e, M, O), (M, Ch) == (M, C) N (M, C) <% (My, Cy)
(M, C) 5 (Mg, Oy)

[E1]

Cette méthode s’apparente au calcul d’une forme pré normale du systeme, qui est utilisée lors
du calcul de raffinement de partition pour ’équivalence observationnelle ou la bisimulation
T*a (voir le chapitre 5).

Néanmoins, cette fermeture transitive n’est pas correcte du point de vue de la construction
du graphe correspondant au réseau. kn effet, le graphe produit par cette méthode peut ne
pas étre équivalent pour la bisimulation forte au graphe correspondant au comportement
décrit par le réseau, comme le montre I’exemple suivant, issu de [Gar89, p.84]

Exemple 8-3

Nous considérons le systeme correspondant a la composition parallele asynchrone de ces deux
processus. L’expression LOTOS qui correspond a ce systeme est la suivante :

(Gq;stop[](letX : NAT = 0 in G9;stop))|||G's; stop
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Le réseau construit par CESAR pour la mise en parallele sans synchronisation de ces deux
processus est donné par la figure suivante.

Si nous appliquons la regle E1 pour la génération du graphe de ce réseau, nous obtenons le
résultat suivant :

G

G
G

G

D’apres la sémantique de LoTos, ’exécution de 'action G5 n’a pas d’influence sur 'exécution
des actions G et G. Or le graphe obtenu avec I'application de la régle EF1 contient un
chemin ou apres I'exécution de G, seule ’exécution de G5 est possible. En fait, I’évolution
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qui correspond a ce comportement est la suivante :
{1} == {2,3) = {4.3) = (4.7
A partir du marquage {4, 7}, la seule évolution possible est par la transition étiquetée G5. B

L’exécution d’e-transitions ne doit pas provoquer de différence de comportements au niveau
du graphe. En particulier, le franchissement d’une chaine d’e-transitions dans le réseau n’a
de sens que si elle est immédiatement suivie du franchissement d’une transition significative
(étiquetée par T ou par une étiquette visible).

Cette contrainte a une conséquence immédiate : ’exécution d’une chaine d’s-transitions ne
peut étre interrompue par aucune autre transition évoluant de maniere asynchrone dans une
autre unité. Nous voyons tout de suite qu’elle n’est pas respectée dans le cas de 'exemple 8-
3, car I'exécution de la transition {2,3} —— {4,3)} n’est pas suivie du franchissement d’une
transition observable dans la méme unité, ce qui a provoqué un comportement observable
dans le graphe du réseau.

Par conséquent, il est plus correct d’effectuer le calcul de la fermeture transitive par ¢* au
niveau du réseau. Cette fermeture transitive pourrait se faire a priori, avant construction
de la représentation symbolique du réseau. Néanmoins, il est préférable pour des raisons
d’efficacité d’effectuer cette transformation lors de la construction de la représentation sym-
bolique de chaque transition du réseau.

8.2.3 Traitement des offres

Le langage L.oTOS permet la communication de valeurs lors d’un rendez vous. Ces communi-
cations de valeur sont regroupées sous le terme d’offres et correspondent dans le programme
LoTos a des émissions de valeur de la forme “! V7 et des réceptions de la forme “? X : §”
ou V est une expression de valeur, X une variable et S une sorte (voir chapitre 1).

Chaque transition du réseau produit par CESAR peut donc étre décorée par une liste d’offres.
Ces offres ont une syntaxe standard liée a la méthode de construction suivante : a la fin de
la génération du réseau, chaque offre de réception “? X : S” qui n’a pas été résolue par une
synchronisation avec une offre d’émission est remplacée par l'offre “! X7 et l'itérateur “for
X among 5”7 est introduit dans Paction de la transition. Par conséquent, seules des offres de
la forme “! V7 sont présentes dans le réseau. Une transition du Réseau de Petri de CESAR
est donc un tuple (@,@;, G, A,é), ot O est une liste d’offres de la forme “! V7.

La présence d’offres dans les transitions nécessite d’introduire certains changements dans
I’algorithme de génération de modele minimal. En effet, si nous considérons le systeme de
transitions étiquetées S = (Q, A, T, init) correspondant a ce réseau, ’ensemble A des actions
de 5 est construit a partir de 'ensemble des portes des transitions du réseau, mais aussi a
partir des offres de ces transitions, grace a la fonction eval_label suivante : soit une transition
t= (@;,@;,G,A,é) telle que O = {WV1,...,1V,}, soit C le contexte obtenu aprés exécution
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de 'action A,
esiG =¢
eval _label(G,<!WVq,...,!V, >, C) =< isi G est cachée
“Gleval(Vy,C) .. leval(V,, C')"sinon

Exemple 8-4
Soit une transition ¢t de porte G, décorée par la liste d’offres “!B IN 7 ou B €
B et N € [1.2]. Alors les transitions du systéme de transitions étiquetées S

correspondant & ¢ pourront prendre comme étiquette! une des valeurs de l’ensemble

{“GTRUE N “G'TRUE 2" “GFALSE 1", “G'FALSFE 12"}.
|

Si il existe des transitions du réseau ayant une liste d’offres non vide, alors I’ensemble A des
actions (et par conséquent I'ensemble de langages A sur lequel nous définissons nos relations
de bisimulation) ne peut pas étre déduit par une simple collection des portes des transitions
du réseau.

Cette limitation ne pose pas de probléemes dans le cadre de I'analyse du réseau avec les
polyedres, puisque nous ne considérons pas les labels des transitions. Par contre, nous avons
besoin de connaitre I’ensemble A des actions visibles pour 1’algorithme de génération de
modele minimal. Pour déterminer cet ensemble, nous avons deux solutions :

Production d priori de tous les labels possibles :

Comme le domaine des variables que nous considérons est fini, nous pouvons générer
toutes les combinaisons possibles d’offres pour toutes les transitions ayant une liste
d’offres non vides. Un inconvénient majeur de cette méthode est le cardinal de
I’ensemble A des actions ainsi construit; si nous considérons pour les naturels I'intervalle
[0...255] comme domaine, une simple transition ayant une liste d’offres de la forme “!
X 1Y” et donc une action contenant “for XY among NAT” va provoquer la création
de 2562 labels. En général, cette solution se révele praticable seulement si les offres
sont définies par des valeurs constantes ou des variables booléennes.

Calcul a priori des états accessibles

Lors du calcul des états accessibles, le probleme de connailtre I’ensemble A des actions
ne se pose pas. Une stratégie possible est donc de calculer ’ensemble des états acces-
sibles du modele, puis de déduire de cet ensemble les combinaisons d’offres possibles
pour chaque transition du réseau ayant une liste d’offres non vide. A partir de ces
informations, il devient possible de construire un ensemble A d’actions et d’appliquer
I’algorithme de génération de modele minimal sans considérer un nombre astronomique
d’actions.

Nous avons vu dans le chapitre 3 que le calcul des états accessibles avant de com-
mencer la génération de modele minimal permettait en général d’obtenir de meilleures
performances. Le calcul a priori des états accessibles pour déterminer ’ensemble A des

Yen fonction des valeurs des variables lors du franchissement de ces transitions
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actions est donc compatible avec de bonnes performances de 'outil pour la minimisa-
tion.

8.3 Intégration de MAGEL & ALDEBARAN

Nous avons intégré une partie des bibliotheques de MAGEL dans 'outil de vérification
ALDEBARAN. En particulier, nous avons adapté les bibliotheques de gestion des BDDs
et de génération de modele minimal pour leur utilisation avec les formalismes d’entrée
d’ALDEBARAN. Cette intégration a été faite dans le but de fournir une alternative sym-
bolique aux méthodes énumératives d’ALDEBARAN.

8.3.1 ALDEBARAN

ALDEBARAN [Fer88] est un outil de vérification permettant la minimisation et la compara-
1son de systemes de transitions étiquetées ou de systémes de processus communicants. Ces
opérations sont basées sur deux générations d’algorithmes :

e un algorithme de raffinement de partition basé sur la solution de Paige et Tarjan [PT87].
L’implémentation de cet algorithme et son adaptation a diverses relations d’équivalence
constituent la premieére génération d’ALDEBARAN. En particulier, les relations implé-
mentées sont la bisimulation forte, ’équivalence observationnelle, la bisimulation 7*a
et I’équivalence de streté. Les systemes a minimiser ou comparer sont des systemes de
transitions étiquetées fournis en extension selon le format ALDEBARAN [Fer8§]

Enfin, lorsque deux systémes comparés ne sont pas identiques, un diagnostic est fourni
sous la forme de séquences d’exécution des deux systemes, menant a un couple d’états
ne vérifiant pas la relation.

e un algorithme de vérification d la volée [Mou92]. Cet algorithme permet de comparer
deux systemes par exploration d la volée de leur produit synchrone. Il a été adapté
a certaines relations déjd présentes dans ALDEBARAN comme la bisimulation forte, la
bisimulation 7*a, I’équivalence de sireté et étendus a d’autres relations comme la bisim-
ulation de délai [NMV90], au préordre de siireté et & la bisimulation de branchement?.
De plus cet algorithme a été implémenté pour des systemes de transitions étiquetées
mais aussi pour des systemes de processus communicants que nous présenterons plus
loin.

Enfin, un mécanisme de construction de diagnostic a été adapté a cette méthode de
vérification.

ALDEBARAN symbolique

si un des deux systémes n’a pas de transitions étiquetées 7
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L’intégration des modules de génération de modele minimal et de gestion des BDDs a permis
de construire une version symbolique I’ ALDEBARAN. En particulier, cette adaptation permet
de minimiser des systemes pour les équivalences de bisimulation forte, 7*a et de branchement,
et de comparer des systemes pour les mémes équivalences, ainsi que pour les préordres
de simulation forte et de siireté®> . Les équivalences observationnelle, de siireté, de délai
et par modele d’acceptation n‘ont pas été considérées; les équivalences déja implémentées
permettent une couverture suffisante des besoins pour la comparaison et la minimisation de
systemes.

Le plus gros travail dans cette adaptation consiste a accepter en entrée de 'outil les formal-
ismes d’entrée existants ’ALDEBARAN. Pour cela, nous allons d’abord présenter de maniere
plus précise les formalismes.

8.3.2 Formalismes d’entrée d’ALDEBARAN
Les formalismes d’entrée d’ALDEBARAN sont de deux sortes :

o Les systemes de transitions étiquetées

o Les systémes de processus communicants

L’utilisation de ces formalismes d’entrées, qui se situent a un niveau plus bas dans la chaine
de compilation de CESAR, permet d’étendre la gamme des exemples que nous pouvons traiter
et de passer & des programmes LOTOS qui utilisent des types autres que booléens et entiers.
Le prix a payer pour ceci est que ces formalismes sont sujets au probleme de 'explosion
des états, puisque les données sont traitées en extension, et que dans le cas des systemes de
transitions étiquetées, le parallélisme des processus LOTOS est modélisé explicitement, par
entrelacement des actions.

8.3.3 le formalisme sysiéme de transitions éliquetées

Le modele d’entrée de base d’ALDEBARAN est un systéme de transitions étiquetées qui est en
général le résultat de la compilation d’'un programme LOTOS par CESAR. La représentation
de ce systeme de transitions étiquetées par des BDDs passe par la transformation de ce
systeme de transitions étiquetées en un Réseau de Petri. Le principe de cette transformation
est décrit plus loin, pour les systemes de processus communicants.

8.3.4 le formalisme systéme de processus communicants

Ce modele est constitué d'un ensemble de systemes de transitions étiquetées
S =(Qi, Ay, T;, init;) et d’une expression de composition F qui décrit la composition paral-
lele et les synchronisations de ces automates. Ce modele est généralement obtenu par dé-
coupage d’un programme LOTOS selon ses différents processus. Chaque processus est alors

3 N s . .
si un des systémes a comparer est déterministe
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compilé séparément en un systeme de transitions étiquetées. Une expression de composition
de ces systemes de transitions étiquetées est extraite a partir des opérateurs de composition
parallele présents dans le programme LoT0s. Cette expression de composition a donc une
structure d’arbre, qui reflete 'imbrication des processus les uns dans les autres.

Ce formalisme offre des possibilités intéressante du point de vue de la minimisation. En
effet, I’ensemble des relation d’équivalence utilisées par ALDEBARAN pour la comparaison ou
la minimisation d’automates sont des congruences pour I'opérateur de mise en parallele : si
on considere deux systemes 57 et .55 et une congruence ~,, il est équivalent de composer 59
et 5o, puis d’appliquer un algorithme de raffinement de partition avec ~, sur le résultat,
ou de d’abord minimiser 57 et S5 par rapport a ~p, puis de les composer et d’appliquer le
méme algorithme de raffinement de partition.

Lorsque nous travaillons avec des systemes de processus communicants, il est donc possible
de minimiser a priori chacune des composantes du systeme pour 1’équivalence qu’on veut
utiliser par la suite. Ceci permet de diminuer la taille du modele global correspondant et
donc de traiter des exemples plus importants.

La contrepartie est liée a la taille du modele de chaque composante. En effet, ces systemes
de transitions étiquetées sont sujets au probléeme de I’explosion des états et sont en général
beaucoup plus gros que le réseau de Petri correspondant. Il peut méme arriver que le systeme
de transitions étiquetées d’un processus soit plus gros que le systéme de transitions étiquetées
global. Ce phénomene est dii au relachement de contraintes de synchronisation, un processus
isolé est donc plus “libre” (plus général) que le méme processus synchronisé avec d’autres
processus. Il est possible alors d’effectuer la génération d’une composante sous contraintes
pour limiter la taille de son modele. Ces contraintes sont exprimées sous la forme d’un
processus donnant une abstraction de I’environnement.

8.3.5 Modification du formalisme d’entrée

Ces nouveaux formalismes peuvent étre aisément utilisés comme formalismes d’entrée de
notre implémentation. Pour cela, nous définissons une méthode de codage de chacun de ces
formalismes en BDDs.

Codage d’un systéme de transitions étiquetées

Un systeéme de transitions étiquetées S = (@), A, T, init) peut étre considéré comme un Réseau

de Petri (Q,U,, 7,G,V) ol U, ne contient pas de sous unités, @ = Q,7 =T,G = AetV = {).

Le codage d’un systeme de transitions étiquetées se fait alors directement avec les méthodes
de codage définies au chapitre 3.

Codage d’un systéme de processus communicants
Le modele systeme de processus communicants peut étre aisément traduit en un Réseau de
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Outil Buts Formalismes Méthodes de
d’entrée composition
ALDEBARAN || Comparaison (BDD) STE entrelacée
symbolique GMM (Bpbbp) systeme de simultanée
processus communicants mixte
MAGEL GMM (Bpbbp) Réseau de Petri entrelacée
Analyse (polyedre) interprété

Table 8.1: Différences d’implémentation

Petri; chaque composante du systeme est représentée par une unité, les différents niveaux de
composition parallele étant reflétés par une hiérarchie entre les unités.

Dans la version actuelle ’ALDEBARAN, le traitement d’un tel systéeme se fait différemment.
le codage d’un systeme de processus communicants (S; = (Q;, A;, T, init;), Fli = 1,...,n
passe par la mise a plat de son expression de composition F; le formalisme obtenu correspond
alors a un produit synchronisé de systémes de transitions €étiquetées [Arn92], c’est a dire un
ensemble de systemes de transitions étiquetées dont la mise en parallele est décrite par des
vecteurs de synchronisation :

Définition 8.3-1 (Vecteurs de synchronisation)
Un vecteur de synchronisation v est un élément de T[] A; U {k} ou k représente l'inaction. La
\ €1
1M composante de v indique 'action que S; doit effectuer, ensemble des actions indiquées
par v devant étre effectuées simultanément. [ |

Dans le cas de notre traduction, chaque vecteur de synchronisation v est tel que da €
AVv; € v,v; € {k,a}, i.e. toutes les composantes actives effectuent la méme action. Les
actions globales du systeme construites a I’aide d’'un vecteur de synchronisation portent alors
I’étiquette de 'action a de ce vecteur.

Un vecteur de synchronisation v tel que seul un élément de v est différent de s est asynchrone.
Les autres transitions sont des transitions synchrones.

Un produit synchronisé de systemes de transitions étiquetées correspond en quelque sorte
a un Réseau de Petri (Q,U;,7,G,V) ou seule I'unité I, possede des sous unités. Chaque
transition asynchrone correspond a une transition interne a une unité; nous savons donc
en construire une représentation symbolique 3. Chaque transition synchrone du systéme
correspond a un ensemble de transitions d’un Réseau de Petri équivalent. En effet, un
vecteur de synchronisation » va synchroniser ensemble toutes les transitions étiquetées a des
composantes 1 telles que v; = a.

8.3.6 Bilan

L’ensemble des implémentations effectivement réalisées est indiqué dans la table suivante 8.1.

Ces différences d’implémentation ont essentiellement une origine historique, puisque la partie
ALDEBARAN symbolique a débuté avant le développement de MAGEL. En particulier, les
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modes de composition simultané et mixte(voir chapitre 3) ne sont opérationnels que dans
ALDEBARAN.

Un point important que nous n’avons pas étudié lors de cette intégration dans ALDEBARAN
est "adaptation d’un mécanisme de construction de diagnostics lorsque deux systemes que
I’on compare ne sont pas identiques. L’adaptation d’un tel systeme est un but prioritaire :

o le diagnostic est un outil indispensable a la compréhension, lorsque deux systemes ne
sont pas déclarés équivalents par ’outil. En particulier, il doit fournir des informations
sur les causes de I’erreur, mais aussi sur sa localisation, de préférence dans le programme
source

o l'utilisation de méthodes symboliques permet d’envisager la construction de diagnos-
tic basés sur des ensembles d’états, et plus seulement sur des séquences d’exécution
simples menant & des états invalides. En particulier, I’expression du diagnostic en ter-
mes de prédicats sur les états est bien adapté a 'explication de la non validité d’une
spécification logique (donnée par des formules d’une logique temporelle).

Nous allons maintenant détailler les performances de ’outil MAGEL et de la partie symbolique
d’ALDEBARAN que nous avons réalisée.

Nous séparons cette étude de performances entre les algorithmes basés sur les BDDs et les
algorithmes basés sur les polyedres.

8.4 Performances avec les BDDs

Nous présentons certains des protocoles pour lesquels nous avons utilisé nos outils & base
de BpDs. Pour chaque exemple, nous donnons certaines de ses caractéristiques de taille du
modele et de taille du modele symbolique.

Certains de ces exemples ont été traités avec MAGEL et d’autres avec ALDEBARAN sym-
bolique (certains avec les deux). Les exemples pouvant étre traités avec 'implémentation
actuelle de MAGEL sont décrits par des programmes LLOTOS ne comportant que des variables
booléennes. Dans ce cas, nous utilisons le compilateur CESAR pour produire le Réseau de
Petri qui sera lu par MAGEL.

Siun programme LOTOS contient des variables de type autres que booléen, et n’est pas facile-
ment traduisible en un programme de cette forme, alors nous pouvons tenter de générer un
systeme de processus communicants au format ALDEBARAN, par décomposition du pro-
gramme LOTOS et génération séparée de chacune des composantes. Ce travail peut étre
réalisé automatiquement par un outil intégré dans la boite a outils CESAR-ALDEBARAN.
Cet outil effectue ’analyse d’un programme LOTOS, et extrait un systeme de processus com-
municants au format ALDEBARAN. Le traitement du protocole sous cette forme se fait alors
avec les algorithmes de la partie symbolique d’ALDEBARAN.

La comparaison de performances entre ces deux alternatives est souvent difficile, car
I'utilisation des systeémes de processus communicants donne ’avantage de pouvoir minimiser
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a priori chaque composante du systeme pour la relation d’équivalence utilisée pour la véri-
fication. Par conséquent, il est fréquent que pour un méme programme LOTOS, le modele
global (hors minimisation) généré a partir d’'un Réseau de Petri soit plus gros que le modele
global généré a partir des processus communicants déja minimisés.

Tous les chiffres donnés dans les tableaux ci-apres ont été obtenus sur une station de travail
SPARC station 10 avec 128 Mo de mémoire.

8.4.1 Scheduler de Milner

Le premier exemple que nous considérons est un protocole plutot artificiel, mais qui sert assez
souvent de “benchmark” aux outils de vérification. Il s’agit d’un protocole d’ordonnancement
de processus. Un nombre n de processus, appelés cyclers sont organisés en anneau. A chaque
processus est assigné une tiche particuliere. Chaque processus exécute sa tache, puis passe
le contréle au processus qui le suit dans ’anneau. Nous pouvons considérer ce protocole
comme la version sans panne du protocole de jeton circulant présenté plus loin.

Ce protocole présente certaines caractéristiques :

e comme il est utilisé comme exemple par de nombreux outils, il permet une comparaison
correcte des performances.

o il est simple de le faire grossir : il sufflit d’ajouter autant de cyclers que nécessaire. De
plus, faire grossir le systeme global ne fait pas changer la taille de chaque composante.

Cet exemple est aussi une bonne illustration de l'intérét de la composition simultanée et de
la, composition mixte, comme nous le verrons plus loin.

Enfin, la description de ce protocole peut se faire uniquement par du contrdle. Par con-
séquent, nous avons pu le traiter & la fois avec MAGEL et ALDEBARAN symbolique. Nous
donnons les résultats en taille et en temps d’exécution pour les deux cas de figure.

Nous nous intéressons a la génération du modele minimal pour la bisimulation de branche-
ment ou la bisimulation 7*a (le modéle minimal coincide pour ces deux bisimulations, et
les temps d’exécution sont similaires). Le modéle minimal pour la bisimulation forte corre-
spond en fait au modeéle global moins une transition. Par conséquent, les performances de
la génération de modele minimal avec les BDDs ne permettent pas de dépasser des exemples
de plus de 12 processus pour cette bisimulation.

L’utilisation de ce protocole comme benchmark se fait habituellement sous deux versions :

e les actions début de tache (a;) et fin de tache (b;) sont toutes visibles :
Dans ce cas, le modele minimal pour par exemple la bisimulation de branchement a
une taille de I'ordre de 2/3 de celle du modeéle global.

¢ les actions fin de tache sont cachées :
dans ce cas, le modele minimal pour la bisimulation de branchement est proportionnel
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au nombre de cyclers. Cette version permet de vérifier 'enchainement correct des
taches.

Comme les performances de la génération de modele minimal sont liées & la taille du modéle
minimal généré, les performances obtenus avec la premiere version sont peu intéressantes.
Par conséquent, nous présentons les performances de notre implémentation uniquement pour
la deuxieme version.

Dans les tables suivantes, S¢, correspond & une version du Scheduler avec n processus. Nous
donnons en fonction de n la taille du modeéle global (hors minimisation) en nombre d’états
(N) et de transitions (M). La colonne suivante indique le nombre de variables de I’ensemble
support & utilisé pour le codage en BDDs, ainsi que la taille du BpDAcc (en nombre de
neeuds du graphe de décision) représentant ’ensemble des états accessibles. Le codage de cet
exemple est strictement le méme pour MAGEL et ALDEBARAN, en effet 'automate de chaque
processus est déja minimal pour les relations d’équivalence considérées. Par conséquent, les
nombres du tableau suivant sont identiques pour les deux outils.

Nom N M || Variables | Acc
Scio 15361 | 84481 21 77
Scioo |~ 10%2 | ~ 103 301 | 401
Scaoo ||~ 1092 | ~ 10%¢ 601 | 1597
Scazo || ~ 10729 | ~ 10152 1261 | 3357

Parameétres de taille en fonction du nombre de processus

La taille du Réseau de Petri ou du systeme de processus communicants correspondant a un
Scheduler de n processus est

Réseau de Petri :
Chaque unité correspondant a un processus fait 5 places et 5 transitions. Avec 'unité
racine et I'unité de démarrage du protocole, nous avons un réseau de n + 2 unités,
5% n + 2 places, 5 * n + 2 transitions.

systéme de processus communicants :
L’automate de chaque processus comporte 5 états et 6 transitions.

Pour chaque cas de cet exemple, nous donnons les performances pour MAGEL et la com-
position entrelacée, et ALDEBARAN avec chaque mode de composition employé. Les perfor-
mances sont données par la taille du BpD de la relation de transition globale (f) et le temps
d’exécution (Temps, en secondes) de 'algorithme de minimisation. Ce temps comprend le
chargement du modele, la construction du modele symbolique, le calcul de ses états accessi-
bles et la génération et écriture sur disque du modeéle minimal. Dans le cas ’ALDEBARAN
symbolique, nous indiquons en plus les différentes performances suivant le mode de compo-
sition employé.

“w_»

Enfin, toute case de ce tableau contenant un correspond a des exécutions interrompues

par une pénurie de mémoire, ou par 'utilisateur apres un temps excédant 10 h.
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Nom MAGEL ALDEBARAN
T T | 7l | T
@ Temps @ Temps Tg Temps j}; Temps
Seig 426 1.6 426 1 536 1 786 1
Scigo || 4476 1911 || 4476 660 | 5846 600 9561 380
Secogo || 8976 - || 8976 - | 11746 6403 || 19311 2994
S'¢a20 - - - - - - | 40761 | 27642

Performances de MAGEL et ALDEBARAN

Ce tableau montre les possibilités de représentation et de calcul offertes par les BDDs, puisque
nous avons pu travailler sur un modele ayant jusqu’a 10'%9 états. Il faut néanmoins noter
que ce protocole est tres particulier, et en général ne permet pas de caractériser réellement le
comportement d’un algorithme de maniere objective. Il nous permet ici plutét de caractériser
les limites de la représentation symbolique BDD, plutét que I'intérét de l'algorithme de

génération de modele minimal.

D’autre part, il faut noter que son utilisation en tant que benchmark nous a conduit a
traiter cet exemple de maniere particuliere, du moins avec ALDEBARAN; en effet, cet exemple
se préte bien a une minimisation de ces composantes avant 'application d’algorithmes de
vérification sur ’ensemble du systeme. En particulier, si nous voulons appliquer I’algorithme
de génération de modele minimal pour la bisimulation de branchement, nous pouvons alors
minimiser chaque composante du systeme pour cette bisimulation. Chaque composante
est alors réduite a un systeme de transitions étiquetées de 3 états et 3 transitions. Mais
la réduction la plus spectaculaire se situe au niveau du systeme global, puisque sa partie
accessible est alors de 2n+ 1 états et 2n + 1 transitions (n étant le nombre de cyclers), ce qui
en fait un systéeme somme toute aisé a vérifier pour des valeurs importantes de n, la taille du
modele global étant linéaire en fonction du nombre de composantes. Pour rester comparable
aux résultats présentés par d’autres outils, nous n’avons pas utilisé cette optimisation pour
I’élaboration de ces tableaux.

8.4.2 Protocole de jeton circulant sur un anneau

Ce protocole correspond a un algorithme classique permettant a un réseau de processus
de partager une ressource critique. Cet algorithme, proposé dans [Lan77] repose sur une
connection des processus selon une structure d’anneau. Cet anneau définit un ordre sur les
processus. Une marque spéciale, appelée jeton, circule sur cet anneau; le processus ayant en
sa possession ce jeton a le droit d’accéder a la section critique. Si le jeton est unique sur
I’anneau, alors ’exclusion mutuelle est vérifiée.

Une caractéristique importante de cet algorithme est sa résistance aux pannes. Il permet de
traiter deux types de pannes, qui se caractérisent toutes les deux par la perte du jeton :

Erreur de transmission
Lors du passage du jeton entre deux processus, une erreur de transmission se produit
et le jeton est perdu.
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Panne d’un processus
Le site supportant un processus donné tombe en panne. La transmission du jeton sera
alors interrompue au niveau de ce processus.

Si le jeton est perdu, il faut le regénérer. Le probleme est alors de choisir un et un seul
processus parmi les processus encore actifs qui se chargera de cette regénération. Ce choix
est effectué par un algorithme d’élection, qui assure que un et un seul processus sera choisi
pour régénérer le jeton.

De la méme maniere que le protocole de Milner, cet exemple est facile a faire grossir en
ajoutant des processus dans ’anneau. Néanmoins, chaque composante est plus complexe
que dans ’exemple précédent, et nous verrons que pour un nombre limité de processus,
le modele du protocole devient rapidement énorme. D’autre part, la spécification de ce
protocole doit intégrer une modélisation de I’anneau, et en particulier des numéros de station
sur cet anneau. Cette numérotation peut se faire a "aide d’une variable entiere, limitée & un
intervalle déterminé par le nombre de stations. A partir d’une telle spécification, il est facile
d’obtenir une spécification uniquement basée sur des variables booléennes. Par conséquent,
comme dans le cas du scheduler, nous pouvons utiliser MAGEL ou ALDEBARAN pour la
génération de modele minimal.

Contrairement a ’exemple précédent, nous allons minimiser pour la bisimulation forte les
composantes du systeme de processus communicants correspondant a ce protocole. Cette
minimisation permet d’obtenir des améliorations de performances considérables, comme le
montre les différences de taille du modele global, quand il est généré a partir du Réseau de
Petri ou a partir du systeme de processus communicants.

Nom RdAP SdPC

N M || Variables Acce N M || Variables Acce
Jety | 21964 | 62977 25 | 1067 680 3460 14| 182
Jets || 3.5 10° 77 43 | 18576 5040 | 20976 24 | 358
Jety - - - - | 241056 | 1.2 10° 34 | 669
Jets - - - -13.510° | 1.1 10® 43| 988
Jets - - - - 4.7 107 | 2.7 10° 52 | 1295

Paramétres de taille en fonction du nombre de processus

Ce tableau montre les différences de taille importantes obtenues par minimisation préalable
des composantes du systeme. Un point important est que dés que nous considérons la version
3 processus de ce protocole, le modele généré directement par CESAR est de taille prohibitive
; une approche soit par décomposition, soit par génération de modele minimal est nécessaire.

Les bonnes performances d’ALDEBARAN sur cet exemple sont en partie & mettre sur le compte
d’une optimisation qui semble anodine, mais qui permet des améliorations de performances
intéressantes : il s’agit du rapprochement (du point de vue de l'ordre des variables) des
variables BpDs de deux processus se synchronisant(voir chapitre 4). Cette optimisation
n’est pas (actuellement) intégrée & MAGEL, mais seulement & ALDEBARAN.

On retrouve ici la grande importance d’un bon choix de 'ordre des variables BDDs pour
obtenir de bonnes performances.
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Le tableau de performances suivant correspond a la minimisation pour la bisimulation de
branchement. Cette fois ci, méme si le modeéle minimal obtenu coincide avec celui obtenu
par la bisimulation 7*a, les performances pour la 7*a sont trés nettement moins bonnes. Par
conséquent, la composition mixte ou simultanée n’est appliquée que pour le calcul des états
accessibles. Nous indiquons néanmoins la taille de la relation de transition correspondant a
ces modes de composition.

Nom MAGEL ALDEBARAN ‘
Iy

@ Temps @ Temps Tg Temps 1/21; Temps
Jety 329 0.4 | 367 0.4 606 0.3
Jets 2170 831 21 | 941 19 2366 20
Jety - - || 1503 220 | 1680 270 5118 270
Jets - - || 2375 2460 | 2629 2900 9199 1930
Jetg - - || 3345 | 27420 | 3659 | 29500 || 14149 8740

Performances de MAGELet ALDEBARAN

Comme pour ’exemple précédent, 'application de la composition simultanée permet
d’améliorer les performances, surtout quand le nombre d’itérations devient important. La
composition mixte apporte peu d’améliorations, voire méme des diminutions de perfor-
mances. Mais quel que soit le mode de composition, ['utilisation des BDDs permet de pro-
duire dans un temps raisonnable un modele minimal pour un systeme de plusieurs dizaines
de millions d états.

8.4.3 Bus VME

Ce protocole décrit le controle d’un bus de type VME ( Versa Module Furocard). Nous util-
isons comme base de travail une spécification LOoTO0S de ce protocole écrite par H. Garavel. Le
bus VME est un bus asynchrone permettant la communication de processeurs, de mémoires
et de périphériques fonctionnant a des vitesses différentes. L’acces au bus est controlé par
une unité de gestion spécialisée. Chaque périphérique peut faire une demande de réservation
du bus a cette unité. L’acces au bus peut aussi se faire sur interruptions, qui sont gérées
par une autre unité spécialisée. Les demandes de réservation comme les interruptions sont
classées suivant des niveaux de priorité fixés statiquement.

Comme dans le cas précédent, ce protocole est difficile a traiter avec la méthode directe :
génération du modele, puis vérification sur le modele. En effet, nous n’avons pas pu générer
complétement le graphe avec C&SAR (nous avons arrété la génération a 17 millions de
transitions). De plus, ce protocole utilise des structures de données complexes, interdisant
I'utilisation directe de MAGEL sur le Réseau de Petri. Par conséquent, seule ’approche de
traduction de la description LoTOS en systeme de processus communicants permet d’obtenir
des résultats.

Pour la construction de ce systeme, plusieurs niveaux de décomposition sont possibles, car
la. composition parallele des différents processus est hiérarchisée suivant un arbre de pro-
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fondeur 3. Pour chaque décomposition utilisée, nous avons minimisé les composantes pour
la bisimulation forte. Si nous voulons produire le modeéle minimal de tout le systéme pour par
exemple la bisimulation de branchement, il est alors possible de minimiser les composantes
pour cette méme bisimulation. Mais les gains obtenus sont faibles, car les composantes de
ce systeme contiennent peu de 7 (leurs actions seront cachées au fur et & mesure de leur
composition avec d’autres composantes).

Nous comparons les performances des algorithmes en considérant 3 niveaux de décomposition
différentes, qui correspondent respectivement a prendre les neeuds de profondeur 1, 2 et 3 de
I’arbre de décomposition comme processus de base.

Profondeur || systeme de processus communicants Modele
de || Processus | Taille min | Taille Max
décomposition Noproe | M1 m Ty My N M
1 4|10 17 | 8110 | 39715 | 32187 | 126618
2 1] 8 91 625 | 3500 | 48939 | 200738
3 171 8 9| 528 | 2840 | 49368 | 195775

Parameétres de taille en fonction du niveau de décomposition

Les performances du tableau suivant correspondent & la génération de modeéle minimal pour
la bisimulation de branchement, en ne considérant visibles que trois actions qui correspon-
dent au niveau haut et au niveau bas d’un signal de demande d’acces au bus, et d’un
signal d’autorisation d’acces au bus. Le modele minimal résultant correspond au cycle
d’enchainement de ses actions, donc un modele de 3 états et 3 transitions.

Variables Ace Te | Temps (s)

1 36 | 15004 || 99603 953
54 | 17152 || 16627 383

3 69 | 46661 || 11101 726

Performances d’ALDEBARAN

Le protocole du bus VME constitue donc en quelque sorte un contre exemple des perfor-
mances jusque 14 bonnes des BDDs, puisque ALDEBARAN met plusieurs minutes & minimiser
des graphes de taille somme toute faible. Ces performances relativement moyennes sont
essentiellement dies a une explosion de la taille des BDDs manipulés. Cette explosion est
manifestement due plus a la structure de ce protocole qu’a la modélisation que nous en avons
faite. En particulier, nous voyons que pour le niveau de décomposition 1, nous avons un petit
nombre de processus de taille relativement importante. Dans ce cas, ce sont les BDDs de la
relation de transition qui ont tendance a exploser. Si la décomposition est poussée plus loin,
la relation de transition se modélise mieux. Par contre, le nombre de variables des ensembles
support augmente et ce sont les BDDs représentant des ensembles d’états (en particulier les
états accessibles) qui explosent en taille. L’explosion de la taille des BpDs de cet exemple
est essentiellement die a un facteur : les processus sont fortement synchronisés entre eux,
ce qui crée beaucoup de dépendances entre les variables supports des Bbps. De plus, cette
forte synchronisation a une conséquence supplémentaire : la réorganisation de l'ordre des
processus pour tenter d’optimiser la taille des BDDs produit peu de résultat, car aucun ordre
n’est clairement supérieur a un autre.
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Il faut néanmoins noter que ces performances sont probablement plus caractéristiques du
comportement des BDDs pour la modélisation de protocoles “réels”, comme 'ont confirmé
des expériences faites sur d’autres protocoles.

8.5 Discussion

Cette panoplie d’exemples de caractéristiques assez variées que ce soit en taille ou en complex-
ité du protocole nous a permis de dégager les points forts et les points faibles de 1’utilisation
des BDDs pour la représentation de modeles.

Pour toutes les applications que nous avons réalisées avec les BDDs, les performances sont
liées a D’existence de synchronisations plus ou moins fortes entre les processus. En effet, ces
synchronisations imposent la mise en relation de variables des ensembles support des BpDs
du modele symbolique et par conséquent un accroissement de leur taille.

Les exemples les plus frappants sont d’un c6té le Scheduler de Milner, qui est régulier(tous les
cyclers sont isomorphes) et faiblement synchronisé (chaque cycler n’est synchronisé qu’avec
ses voisins), d’ol les performances particulierement bonnes. A I'autre extréme, nous trouvons
le bus VME, qui est constitué de beaucoup de processus différents, et comprend surtout une
forte synchronisation, puisque tous les processus sont synchronisés sur le gestionnaire d’acces
au bus pour au moins action de RESFET du bus.

Obtenir de bonnes performances dans le cas de faible synchronisation est en général tres
intéressant; en effet, la composition de processus asynchrones est une des sources majeures
de I'explosion des états dans les modeles construits par entrelacement des actions. Les BDDs
permettent donc de traiter une catégorie de protocoles posant habituellement des problemes
a des méthodes énumeératives plus classiques. Il serait intéressant de comparer les résultats
obtenus avec les BDDs avec des méthodes comme les ordres partiels, qui permettent un
traitement particulier de 'entrelacement des actions pour éviter de traiter tous les états du
modeéle.

Un point important bien exploité dans le cas d’un modele symbolique est 1'utilisation de
modeles représentant le parallélisme implicitement (Réseau de Petri et systeme de processus
communicants) et non pas explicitement (systéme de transitions étiquetées). Ceci donne
d’une part la possibilité d’appliquer certaines méthodes de réduction a priori sur chaque
composante d’'un modele composé. En pratique, cette possibilité s’avere extrémement efficace
pour réduire la taille globale du systeme. D’autre part, la complexité de la représentation
du parallélisme est reporté au niveau du modele symbolique, qui s’accommode en général
beaucoup mieux de ’explosion du nombre d’états et de transitions que cela provoque.

Enfin, les expériences ont montré qu’a modele équivalent, il est toujours plus efficace de
construire la représentation symbolique & partir d’un systeme de processus communicants
qu’a partir du systeme de transitions étiquetées. En effet, la représentation du contréle
dans le systeme de transitions étiquetées a perdu toute notion de structure du programme
de départ. Ceci correspond en fait a essayer de traduire un programme de C a Pascal en
passant par la version du programme compilée en assembleur. Toute notion de structure
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a disparue, et le code correspondant a la traduction sera beaucoup plus volumineux que le
code obtenu par une traduction directe du programme.

Génération de Modéle Minimal

Dans le cas plus particulier de la génération de modele minimal, des critéres supplémentaires
entrent en jeu. En particulier, la relation de bisimulation choisie (et donc la taille du modele
généré) a une grande importance. Comme les performances de ’algorithme dépendent plus
de la taille du modeéle minimal généré que de la taille du modele de départ, nous obtenons
de meilleurs résultats avec des bisimulations “faibles” qu’avec la bisimulation forte. Ceci est
a comparer avec des méthodes de minimisation énumératives, ot la minimisation pour la
bisimulation forte est souvent plus performante que pour d’autres bisimulations plus faibles,
pour lesquelles il est souvent nécessaire de transformer la relation de transition par des calculs
cotiteux de fermeture transitive.

Par conséquent, la génération de modele minimal avec les BDDs constituent un bon complé-
ment des algorithmes énumératifs de minimisation, comme celui intégré dans ALDEBARAN.

Les BpDs par rapport a I’énumératif

Les différentes expérimentations faites avec les BDDs montrent que cette méthode de
représentation doit étre considérée comme complémentaire des méthodes énumératives “clas-
siques”, en particulier la vérification a la volée. Les différences entre ces deux classes de
méthodes peuvent étre vues selon le type de systemes a vérifier ou le résultat attendu :

Systémes a vérifier :
L’utilisation des BDDs a permis de montrer leur efficacité pour des systemes faiblement
synchronisés. Ce genre de systeme est habituellement sujet au probleme de I’explosion
des états ; les méthodes énumératives (hors méthodes d’ordre partiel) sont donc diffi-
ciles & mettre en ceuvre. Par contre, les méthodes énumératives s’averent en général
plus efficaces pour des systemes plus synchronisés.

Résultat attendu :
Les méthodes symboliques, et les BDDs en particulier permettent de raisonner de
maniere plus globale, sur des ensembles d’états. Les méthodes énumératives permettent
de raisonner plus facilement de maniere locale, au niveau de ’état. Cette différence
s’illustre bien lors de 'utilisation ppour la vérification de protocoles. Les méthodes
énumeératives comme la vérification a la volée sont tres intéressantes lors de la phase
de mise au point d’un protocole ; les erreurs sont nombreuses, un algorithme de véri-
fication a la volée tombe alors rapidement sur une erreur, permet sa correction par
la fourniture d’un diagnostic, et le processus continue. Cette phase de mise au point
constitue la partie principale (en temps) du processus de vérification d’un programme.

Les méthodes symboliques interviennent plus efficacement en phase finale de mise au
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point. Le protocole est presque correct, les erreurs se situent beaucoup plus loin dans
I’exécution, ou s’expriment de maniere globale. Les méthodes énumératives peuvent
alors étre un peu en bout de course, les méthodes symboliques peuvent permettre
d’effectuer cette validation finale.

8.6 Performances avec les polyedres : MAGEL

Nous discutons a présent des performances de notre implémentation centrée autour de
I'utilisation des polyedres. Les performances de notre systeme d’analyse dépendent d’une
part d’une bonne implémentation des opérateurs entre polyedres. Ces performances sont
essentiellement liées a 'utilisation des deux formes duales de représentation des polyedres.
Deux points sont alors a prendre en compte :

le calcul d’un représentation a partir de ’autre :

Comme chaque opérateur entre polyedres utilisent de préférence I'une ou 'autre des
deux représentations, il est important de disposer d’un algorithme efficace de passage
d’une forme a ’autre. Nous avons utilisé pour cela une implémentation optimisée par
Hervé Leverge [LeV92] de I'algorithme de Chernikova [Che68].

la mémorisation de ces représentations :

Nous pouvons choisir de ne garder en mémoire qu’'une des deux formes, par exemple
le systeme de contraintes, et de recalculer la deuxieme chaque fois que c’est nécessaire.
L’autre solution consiste a conserver en mémoire chacune des deux représentations qui
a déja été calculée, et donc de garder éventuellement des informations redondantes sur
les polyedres. Dans ce compromis entre temps d’exécution et espace mémoire, nous
avons choisi de privilégier le temps d’exécution et de conserver en mémoire les deux
représentations du polyedre.

Les performances de ’analyse dépendent d’autre part de facteurs liés au systeme a analyser.
En particulier, nous distinguons les parametres suivants :

le nombre de variables :

Le nombre de contraintes ou d’éléments générateurs d’'un polyedre est largement dépen-
dant du nombre de variables sur lesquelles sont définis les polyedres. 1l est donc in-
téressant d’essayer de diminuer au maximum l’ensemble des variables apparaissant
dans le systeme. N’eanmoins, il est difficile d’agir sur ce parametre sans modifier
profondéemenet le systeme.

le systéme d’équations : Un autre facteur déterminant pour les performances est

la taille et la complexité du systeme d’équations a résoudre, c’est-a-dire la taille et la
complexité du graphe de dépendance. Nous distinguons de plus le graphe de dépen-
dance généré et le graphe de dépendance exploré. Les performances de 1’algorithme
de décomposition du graphe dépendront de la taille du graphe généré, alors que les
performances de ’analyse dépendent essentiellement de la taille et de la structure du
graphe exploré.
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Pour illustrer le comportement de notre systeme d’analyse en fonction de ces différents
parametres, nous reprenons les deux exemples présentés au chapitre 7. Nous avons déclinés
ces exemples en plusieurs versions : par ajout de lecteur et rédacteur dans le cas du premier
exemple ; par ajout de processus dans le cas du moniteur de taches.

Exemple Réseau de Petri Graphe généré Graphe exploré || Nombre de
places | transitions || sommets | arcs sommets | arcs variables temps

3 lecteurs
20 19 320 608 166 250 3

2 rédacteurs

4 lecteurs
25 24 2156 4748 754 1257 3

3 rédacteurs

5 lecteurs
27 26 4364 10412 1454 2677 3

3 rédacteurs

Moniteur
17 27 27 51 24 48 8

2 taches

Moniteur
26 46 46 91 43 88 15

3 taches

Performances de I’analyse

Ce tableau fait bien apparaitre les deux critéres qui influent sur les performances de I’analyse,
c’est-a-dire la taille du graphe de dépendance (en particulier la partie explorée de ce graphe)
et le nombre de variables présentes dans le réseau. Ce tableau montre aussi que méme pour
des systemes de taille importante, les temps d’analyse restent bons. L’expérience montre que
la limitation principale actuelle de notre implémentation vient essentiellement de problemes
de débordement arithmétique ou d’explosions de la taille des systemes de contraintes. Les
débordements arithmétiques surviennent lors de la minimisation de systeémes générateurs
dont certains éléments contiennent des coeflicients rationnels non entiers.
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Conclusion

Ce travail se situe dans le cadre de la vérification formelle de systemes distribués. Cette
vérification est basée sur la construction d’un modele du systeme a vérifier ; ce modele
est habituellement donné sous la forme d’un systéme de transitions étiquetées. La taille
importante de ces modeles est un facteur limitatif majeur de Papplicabilité de ces méthodes ;
ce probleme est connue sous le nom de probléme d’explosion des €tats.

L’objectif de ce travail était I’étude et la mise en ceuvre de méthodes permettant de remédier
au probleme de 'explosion des états. Pour cela, nous avons considéré différentes solutions,
qui sont unies par une caractéristique commune : ’utilisation de méthodes symboliques de
représentation du modele. Les solutions que nous avons étudiées sont les suivantes :

un modele :

Nous avons proposé de travailler sur un modele permettant la représentation du par-
allélisme de maniere compacte et la représentation des variables en compréhension et
non plus en extension. Ce modele est un Réseau de Petri interprété, dont les tran-
sitions sont étendues par des gardes et des affectations définies sur les variables du
programme. Cette catégorie de modele est fréquemment utilisée comme forme inter-
médiaire de compilateurs, comme le compilateur CaEsaR. C’est par simulation de ce
réseau que CESAR génere un systeme de transitions étiquetées ; le modele réseau se
situe en amont des causes principales de ’explosion des états.

un algorithme :

Nous avons étudié et mis en ceuvre un algorithme qui s’attaque directement au prob-
leme de l'explosion des états, puisqu’il permet de réduire un modeéle pendant sa généra-
tion. Cet algorithme est connue sous le nom de génération de modele minimal. Nous
avons modifié la version existante de l'algorithme pour y intégrer certaines optimisa-
tions. Certaines de ces optimisations sont directement liées & 'utilisation de représen-
tations symboliques. Nous avons d’autre part défini les structures de données néces-
saires pour une mise en ceuvre efficace et adapté algorithme a différentes relations
d’équivalence de bisimulation.

une premiére représentation symbolique :
Nous avons étudié une méthode de représentation symbolique déja largement utilisée
dans le monde de la vérification ; il s’agit des Diagrammes de Décision Binaires (BDDs),
qui permettent la représentation et manipulation efficace de fonctions booléennes.

179
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Nous avons défini la construction d’un modéle symbolique basé sur cette représentation,
a partir de notre modele Réseau de Petri.. Nous avons d’autre part adapté certains
algorithmes standards de vérification comportementale pour une utilisation avec les
BpbDs. En particulier, nous avons mis en ceuvre 'algorithme de génération de modele
minimal pour la réduction et la comparaison de modeles. Nous avons aussi adapté
un algorithme de comparaison basé sur la construction d’un produit synchrone des
modeles. Ceci permet d’étendre la gamme des relations de comparaison a certaines
relations de préordre quand un des deux systémes a comparer est déterministe.

une deuxiéme représentation symbolique :
nous avons étudié une deuxieme méthode de représentation symbolique adéquate pour
la représentation de variables numériques. Cette représentation est basée sur des sys-
temes d’inégalités linéaires, et est connue sous le nom de polyédres convezes.

Pour résoudre les problemes particuliers posés par les polyedres pour le calcul de points
fixes, nous avons utilisé des résultats déja établis dans le cadre de linterprétation
abstraite [CCTT7] et utilisés pour I'analyse de programmes impératifs avec les polye-
dres [CHT78]. Ces résultats permettent en particulier d’approcher le calcul de points
fixes éventuellement infinis, par 'introduction d’un opérateur d’élargissement dans la
séquence de calcul.

Nous avons adapté ces résultats pour une analyse sémantique sur un modele sem:
symbolique, construit a partir du modele Réseau de Petri. Ce modele semi symbolique
est un automate interprété, ou le controle est représenté en extension et les données
symboliquement.

Nous avons en particulier appliqué un algorithme d’analyse en avant pour déterminer
une approzimation supérieure des états du systeme. Par la méme analyse, nous pou-
vons déterminer des résultats plus locaux par rapport au controle du programme, et
déterminer des conditions de franchissement de certaines transitions, des bornes sur
des variables en certains points du programme, ...

Mise en ceuvre

Nous avons intégré ’ensemble de ces méthodes au sein d’un méme outil, I'outil MAGEL. Cet
outil permet & partir d’un Réseau de Petri d’effectuer la minimisation ou la comparaison
du systeme de transitions étiquetées correspondant a ’aide des algorithmes réalisés avec les
BpbDs. D’autre part, il permet ’analyse sémantique du programme représenté par un Réseau
de Petri, a ’aide des algorithmes d’analyse réalisés avec les polyedres.

L’ensemble des méthodes basées sur les BDDs ont de plus été intégrées dans 'outil de véri-
fication ALDEBARAN, afin de fournir un pendant symbolique & ’ensemble des méthodes
énumératives de cet outil. Cette intégration a permis de vérifier ou de faciliter la vérification
de certains protocoles. En dehors des exemples jouets comme le Scheduler de Milner, pour
lequel les BpDs offrent des performances spectaculaires, nous avons pu traiter des exem-
ples de taille respectable, pour lesquels les méthodes classiques ont des performances tres
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inférieures (protocole du Transit Node, qui n’a pas été présenté ici), ou sont impuissantes
(protocole du Jeton Circulant). Néanmoins, d’autres exemples ont permis aussi de déter-
miner certaines limites des BDDs, comme dans I’exemple du Bus VME, ou les BDDs ont
des performances inférieures a certaines méthodes énumeératives comme la vérification a la
volée.

L’utilisation de la partie analyse avec les polyedres de MAGEL a permis de découvrir des pro-
priétés intéressantes sur des exemples non triviaux, comme ’exemple du moniteur de taches
présenté au chapitre 7. Les limites de cette méthode d’analyse ne sont pas (actuellement) les
temps d’exécution, qui sont en général tres bons. Ces limites sont liées a la qualité du résul-
tat (approximations trop fortes), et aussi aux méthodes arithmétiques utilisées dans notre
implémentation, qui occasionnent certains débordements dans les valeurs des coefficients.

Par conséquent, cette méthode d’analyse est prometteuse, mais nécessite un certain nombre
d’améliorations du point de vue théorique et pratique, pour pouvoir étendre la gamme des
problemes traitables.

Perspectives

Un certain nombre de perspectives a court terme sont des extensions des méthodes que nous
avons déja mises en ceuvre :

Diagramme de Décision Multivalués :
une technique que nous avons décrite dans ce document, mais que nous n’avons pas
encore mis en ceuvre consiste en la représentation de variables entieres bornées par des
méthodes similaires aux BpDs. Ce genre d’application parait particulierement adapté
au cas des protocoles, puisque ceux-ci utilisent tres souvent des entiers bornés, de
domaine relativement restreint. Il existe déja des techniques permettant ce genre de
représentation, basés sur des Diagrammes de Décision Multivalués (MpDs). Un exem-
ple particulier de bibliotheque a été réalisé par Timothy Kam [Kam92] , et fait I'objet
d’une utilisation intensive dans le cadre d’outils de vérification. L’idée de base de cette
bibliotheque est la mise en ceuvre des MDDs par codage en BDDs. A chaque variable
entiere est alors associée un ensemble support de variables booléennes permettant son
codage en BDDs. D’un point de vue pratique, nous envisageons de mettre en ceuvre
une technique similaire, en créant une interface MDD au dessus de notre bibliotheque

BpbD. La réalisation de cette interface pourrait largement s’inspirer des travaux de
T.Kam.

D’un point de vue théorique, nous nous intéressons a une autre approche de mise
en ceuvre des MDDs, par le développement d’une théorie permettant de construire
des Diagrammes de Décision n-aires. Des travaux dans ce sens existent déja pour
des Diagrammes de Décision Ternaires. La difficulté est de réussir a retrouver les
caractéristiques qui font Defficacité des BDDs, a savoir la définition d’une forme nor-
male compacte et la détermination d’algorithmes efficaces pour les opérations sur ces
représentations.
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analyse en arriére :

I'analyse sémantique nous permet de déterminer certaines propriétés invariantes sur
les variables du programme. Dans MAGEL, cette analyse repose entierement sur une
analyse en avant du programme. Certains systémes d’analyse sémantique combinent
cette analyse en avant avec une analyse en arriére. L’analyse en arriere permet de
répondre a des questions d’accessibilité d’ensembles d’états et d’autre part d’affiner les
résultats de 'analyse en avant. Cette combinaison d’analyse avant et arriere ne doit pas
poser de problemes difficiles d’adaptation a notre systeme et permettrait d’améliorer
les résultats obtenus avec MAGEL.

diagnostic :

Un manque manifeste des outils que nous avons réalisés concerne la production de
diagnostics quand la comparaison de deux systemes indiquent qu’ils ne sont pas en
relation 'un avec I'autre. L’utilisation de méthodes symboliques permet d’envisager
la production de diagnostics généraux; en effet, la construction de diagnostics se fait
alors directement en termes de prédicats sur les états, et en terme de graphes plutot
que de séquences. Certaines expérimentations ont montré I'intérét de cette approche;
lors du calcul des états puits d’un modele avec les BDDs, nous avons implémenté un
calcul des séquences minimales permettant a partir de I’état initial d’accéder aux états
puits. La construction du graphe complet de toutes ces séquences s’averent du méme
ordre de cott que le calcul d’une séquence particuliere.

analyse de systémes temporisés :
une application récente de l’analyse approchée avec les polyedres concerne 1’analyse
de systémes temporisés [Hal93] , et en particulier a I’analyse de systémes hybrides
linéaires [HPR94]. Ce genre d’applications devient particulierement intéressant dans
notre contexte, avec 'introduction éventuelle du temps dans le langage L.oTOs. Une
simple extension de I'outil MAGEL tenant compte des résultats de [HPR94] devrait
permettre d’intégrer I'analyse de programmes LOTOS temporisés.

Applications des résultats de ’analyse sémantique

Les résultats de ’analyse sémantique vont nous permettre d’améliorer et d’optimiser les
différents outils de vérification formelle que nous utilisons.

Un premiere application concerne le compilateur CESAR. Les informations obtenus sur des
programmes LLOTOS grace aux méthodes d’analyse de MAGEL pourraient étre utilisées par
le compilateur CESAR pour optimiser la génération de son graphe en diminuant la taille de
son vecteur d’état.

Une autre direction pratique serait d’intégrer ces méthodes d’analyse dans le cadre d’un
débogueur abstrait, dans la méme idée que le systéme exposé dans [Bou92]. Un tel systeme,
qui permet de répondre & des questions telles que “Quelles sont les valeurs possibles de la
variable x en tel point de communication?”, “Quelles sont les conditions nécessaires pour
arriver a tel point du programme avec z+y < 577, viendrait compléter avec profit un systeme
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de débogage basé sur un systeme plus classique de simulation.

Nous pouvons aussi utiliser les résultats de I'analyse sémantique pour améliorer le codage de
notre modele en BDDs, et donc améliorer les performances des algorithmes de vérification
que nous avons mis en ceuvre. En particulier, nous pouvons obtenir et utiliser avec profit les
informations suivantes :

Bornes des variables entiéres
L’analyse nous permet de déterminer une approximation supérieure du domaine de
variation des variables. Cette information permet de rendre possible (si le domaine
des variables était inconnu) ou d’optimiser (par diminution du nombre de variables
supports nécessaires) le codage des variables entieres sous forme de Bpb.

Relations entre variables
Une cause fréquente d’explosion de la taille des BDDs est I’existence de relations invari-
antes entre les variables du programme représenté. Une solution habituelle pour limiter
cette explosion est de modifier (quand c’est possible) I'ordre de codage en BpDs des
variables pour que des variables en relation soient les plus proches possible. D’autres
travaux [HD93] proposent de coder ces relations dans des BpDs particuliers. Ces BDDs,
qui sont généralement de petite taille, sont considérés comme étant implicitement en
conjonction avec les BDDs représentant la relation de transition du systeme. Les al-
gorithmes de vérification sont alors adaptées pour travailler avec cette conjonction
implicite. Ceci permet de diminuer sensiblement la taille de la relation de transitions.

Quelle que soit la méthode utilisée pour traiter ’existence de relations entre variables,
il faut pouvoir déterminer ces relations a priori, de préférence de maniere automa-
tique. L’analyse sémantique nous permet de déterminer un sous ensemble des relations
existantes et peut donc servir a optimiser la représentation a base de BDDs.
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