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Pr�esentation de la th�ese 1

Pr�esentation de la th�ese

Le parall�elisme est n�e d'une id�ee tr�es simple : si diverses parties d'un algo-
rithme sont ind�ependantes et si on dispose de plusieurs unit�es de traitement,
alors ces parties peuvent être ex�ecut�ees simultan�ement sur les diverses unit�es.

D�es le d�ebut de l'informatique, les concepteurs d'ordinateurs ont eu cette id�ee,
mais les contraintes mat�erielles de l'�epoque ne leur permettaient pas de l'exploi-
ter. Dans les ann�ees 80, le d�eveloppement de nouvelles technologies ont permis
de construire les premi�eres machines multiprocesseurs vraiment utilisables. Deux
types de machines sont apparus, que l'on distingue suivant l'organisation de la
m�emoire : partag�ee ou distribu�ee. L'alternative m�emoire distribu�ee est sans au-
cun doute le meilleur compromis performance/prix et permet d'envisager de tr�es
grands nombres de processeurs. Sur ce type d'architecture, chaque processeur
dispose de son propre code et de ses propres donn�ees. Les �echanges de donn�ees
entre les processeurs se font par envoi de messages sur le r�eseau d'interconnexion
qui relie les processeurs.

Les algorithmes parall�eles peuvent être alors d�ecompos�es en une succession de
phases de calcul et de phases de communication. Mais les phases de communica-
tion sont g�en�eralement tr�es coûteuses, et empêchent les utilisateurs d'obtenir les
puissances de crête des machines. A�n de r�eduire les temps d'ex�ecutions, il est
donc important de disposer de proc�edures de communications e�caces. Toutefois,
la r�ealisation de telles biblioth�eques est tr�es li�ee �a l'architecture du r�eseau d'in-
terconnexion et aux modes de communication utilis�es pour r�ealiser ces �echanges.

Dans le même temps, de nombreuses biblioth�eques de calcul se sont d�evelop-
p�ees augmentant encore les performances des phases de calculs. A�n de ne pas
r�eduire �a n�eant les performances obtenues par les noyaux de calcul, en gardant
des temps d'attente de donn�ees trop prohibitifs, une bonne solution est d'anti-
ciper les mouvements de donn�ees a�n de recouvrir les communications par du
calcul.

Le but de cette th�ese est donc d'abord d'�etudier les sch�emas de communi-
cation les plus utilis�es, et plus particuli�erement la di�usion, pour en proposer
des impl�ementations e�caces sur des machines parall�eles dont le r�eseau d'inter-
connexion est une grille torique. Nous nous int�eressons ensuite au probl�eme du
recouvrement calcul/communication sur l'exemple du produit matrice-vecteur.
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En�n nous abordons l'extension �a d'autres mod�eles de communication corres-
pondant aux machines actuelles.

Les deux premiers chapitres sont des synth�eses sur les machines parall�eles
actuelles, et sur les protocoles de communication utilis�es dans ces machines. Ils
sont largement inspir�es des textes �ecrits en collaboration avec Michel Syska, pour
l'�ecole d'�et�e RUMEUR (1992) et compl�et�e pour le livre [3].

Plus pr�ecis�ement, le premier chapitre a pour but de pr�esenter les orientations
prises en mati�ere d'architecture parall�ele, et de les justi�er. Les limites technolo-
giques des circuits VLSI, les contraintes de fabrication et de coût ont oblig�e les
constructeurs de machines parall�eles �a faire des choix entre m�emoire partag�ee et
m�emoire distribu�ee, ou encore dans leurs r�eseaux d'interconnexion. Nous faisons
ressortir ces choix dans la pr�esentation des processeurs et des machines parall�eles
qui sont commercialis�es �a ce jour. Il en ressort que les machines �a m�emoire dis-
tribu�ee de type MIMD semblent être la solution o�rant le meilleur compromis
coût/puissance et que les r�eseaux d'interconnexion multi-�etages semblent être
une solution d'avenir. D�esormais les grands constructeurs ont pour objectif de
construire des machines capables d'e�ectuer mille milliards d'op�erations par se-
conde (le TeraFlops).

Dans le deuxi�eme chapitre, nous pr�esentons les di��erents protocoles de com-
munication utilis�es dans les machines parall�eles ainsi que leur mod�elisation. Si il
y a encore deux ans la commutation de message store and forward �etait utilis�ee
dans la majorit�e des machines, de nos jours ce sont la commutation de circuit
et le routage wormhole qui se retrouvent le plus fr�equemment. En wormhole les
messages traversent les processeurs interm�ediaires sans y être stock�es comme en
commutation de message, d'o�u la n�ecessit�e de mod�eliser di��eremment le temps
d'une communication. Lorsqu'on r�ealise des communications entre deux ou plu-
sieurs processeurs il faut aussi tenir compte de la topologie du r�eseau d'intercon-
nexion. En e�et, chaque r�eseau poss�ede ses propres param�etres comme le degr�e,
le diam�etre etc.

Dans le chapitre trois nous pr�esentons les principaux sch�emas de communica-
tions globales et nous montrons sur deux exemples la n�ecessit�e de tels sch�emas. En
e�et, pour parall�eliser une application num�erique, une bonne d�emarche consiste
�a r�epartir ses donn�ees initiales, identi�er les proc�edures de calculs locaux et e�ec-
tuer les rencontres entre les donn�ees en utilisant des sch�emas de communication.

Le chapitre quatre est consacr�e �a l'�etude de la di�usion dans les grilles toriques
dans le mode commutation de message. Pour cela on utilise une mod�elisation
temps lin�eaire du coût des communications. La premi�ere partie de ce chapitre
traite le cas de la di�usion sous l'hypoth�ese de liens full-duplex. Ce probl�eme
est r�esolu en construisant des arbres de recouvrement �a arcs disjoints. Pour les
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grilles toriques carr�ees, nous pr�esentons une nouvelle famille de quatre arbres de
recouvrement �a arcs disjoints dont la profondeur est minimale. Ce r�esultat a fait
l'objet d'un article [6]. Ces arbres �etant arcs disjoints, ils permettent d'obtenir
une di�usion pipeline en temps optimal. Nous g�en�eralisons ensuite ce r�esultat au
cas des grilles toriques rectangulaires. Dans la deuxi�eme partie de ce chapitre nous
�etendons notre �etude au cas des grilles torique poss�edant des liens half-duplex.
Nous montrons que pour ce type de grilles il existe deux arbres de recouvrement
disjoints de profondeur minimale qui pourront être utilis�es pour e�ectuer des
di�usions. Ceci fait l'objet de l'article [1].

Dans le chapitre cinq, nous pr�esentons l'ensemble des sch�emas de communica-
tion globales dans la grille torique. Cette �etude permet de pr�esenter les meilleurs
algorithmes connus pour chaque sch�ema. Les communications �etant tr�es coûteuses
par rapport aux calculs, il est n�ecessaire de disposer de sch�emas de communica-
tions e�caces. Pour chaque sch�ema nous pr�esentons l'algorithme avant d'en cal-
culer le temps d'ex�ecution. Ces r�esultats de synth�ese ont �et�e pr�esent�es au cours
des �Rencontres sur le Parall�elisme�. [5]

Lors des �etudes th�eoriques nous supposons que les processeurs peuvent com-
muniquer simultan�ement avec plusieurs voisins, ce qui est vrai sur la plupart des
machines parall�eles. Mais la th�eorie ne tient pas compte du fait que le coût des
communications d�epend du nombre de communications r�ealis�ees simultan�ement.
Dans le chapitre six nous mettons en �evidence ce ph�enom�ene et nous proposons
une nouvelle mod�elisation des communications �a partir d'une machineMegaNode.
Nous appliquons ce nouveau mod�ele �a la di�usion sur la grille torique et nous
montrons que les r�esultats exp�erimentaux con�rment les r�esultats th�eoriques. De
plus comme cette machine est con�gurable, nous comparons les di�usions sur
di��erentes topologies et nous en d�eduisons la meilleure topologie en fonction de
la taille du message. Ces r�esultats font l'objet d'un article [4].

Le chapitre sept est consacr�e �a l'�etude du recouvrement des communications
par du calcul. En e�et on constate les processeurs restent souvent inoccup�es �a
attendre des donn�ees, d'o�u l'id�ee lorsque cela est possible, d'anticiper les com-
munications, en pipelinant l'envoi de petits messages. Toutefois la taille des mes-
sages �a envoyer n'est pas facile �a calculer. Elle d�epend de la taille du probl�eme,
du nombre de processeurs dans le r�eseau, du coût d'une op�eration arithm�etique
et du coût d'une communication. Ceci est illustr�e par l'�etude du produit matrice-
vecteur sur un anneau de processeurs. L'article correspondant �a ce r�esultat est
soumis �a publication [2].

Avant de conclure et de d�egager les perspectives de ce travail, nous proposons,
dans le chapitre huit, une �etude du sch�ema d'�echange total sur la grille torique
en mode commutation de circuit. L'algorithme est inspir�e du d�ecoupage r�ecursif
de la grille torique. Il permet d'obtenir un nombre d'�etapes plus faible que les
algorithmes traditionnels en store and forward, ce qui est int�eressant lorsque
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le start-up est pr�epond�erant dans l'envoi d'un message. De plus cet algorithme
fournit de bon r�esultat avec des messages de petites tailles.
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Chapitre 1

Des circuits VLSI aux machines
parall�eles

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de pr�esenter de mani�ere syst�ematique la technologie
et les techniques mises en �uvre dans les machines parall�eles. Mais aussi de
montrer combien il est n�ecessaire d'�etudier les �echanges de donn�ees et fournir
des algorithmes de communication et de routage e�caces, vue la complexit�e de
ces machines et le coût �elev�e de celles-ci par rapport au coût des calculs. En
e�et, l'augmentation constante de la demande de puissance de calcul a donn�e
lieu lors de la derni�ere d�ecennie au d�eveloppement des ordinateurs parall�eles.
Dans ces machines parall�eles, les constructeurs utilisent des processeurs qui sont
de plus en plus puissants (c'est-�a-dire qui calculent de plus en plus rapidement)
et en plus grand nombre. Or la puissance de ces processeurs a augment�e plus
vite que le d�ebit des liens de communication, ce qui n�ecessite des algorithmes
de communication e�caces a�n de r�eduire les temps d'attente des processeurs.
Ce chapitre est extrait du l'ouvrage collectif communications dans les r�eseaux de
processeurs [24].

Apr�es un rappel sur les limites technologiques de la conception de circuits
int�egr�es, ainsi qu'une description des param�etres permettant de comparer et de
classi�er les machines parall�eles, nous pr�esenterons les principaux processeurs
du moment, ainsi que les principales machines existantes et leurs di��erents r�e-
seaux d'interconnexion. Malgr�e la di�cult�e de pr�edire �a long terme les r�eseaux
et les technologies qui seront utilis�es dans les futures machines parall�eles, nous
conclurons ce chapitre par les grandes lignes qui se dessinent pour les prochaines
ann�ees.

5
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1.2 Limites technologiques des VLSI

Les machines parall�eles sont construites dans l'espace �a trois dimensions, ce
qui implique, pour les r�eseaux multidimensionnels comme les hypercubes, d'être
plong�es dans ces trois dimensions physiques. On distingue �egalement plusieurs ni-
veaux d'int�egration des composants, ou pour certains niveaux, comme les circuits
int�egr�es, seulement deux dimensions sont possibles (avec �eventuellement plusieurs
couches pour relâcher cette contrainte). Ainsi, la meilleure fa�con d'interconnecter
entre eux des processeurs, d�epend non seulement de lois math�ematiques, mais
aussi de contraintes dues aux proc�ed�es de fabrication disponibles.

1.2.1 Circuits int�egr�es

Les n�uds d'un r�eseau (processeurs ou organes de routage) sont r�ealis�es en
technologie VLSI (Very Large Scale Integration : technologie de construction de
circuits int�egr�es [36, 61, 72]), et doivent respecter les contraintes de l'int�egration
en deux dimensions (planaire).

Un circuit int�egr�e est en fait un graphe de connexions entre des composants
�el�ementaires (transistors, ampli�cateurs op�erationnels, diodes, r�esistances, etc.)
grav�es dans une plaquette de silicium. Certains types de circuit (circuits logiques)
permettent de r�ealiser des fonctions bool�eennes. Un circuit int�egr�e est appel�e
commun�ement puce. Ces puces sont plus ou moins complexes suivant l'usage
qu'il en est fait, ainsi on les retrouve aussi bien dans les cartes t�el�ephoniques
qu'au c�ur même des ordinateurs.

Pour fonctionner, une puce a besoin d'être aliment�ee en courant et en don-
n�ees. De plus, s'il s'agit d'un processeur, il faut le connecter �a une m�emoire, ce
qui n�ecessite beaucoup de liens depuis la puce. Or, celle-ci mesure de l'ordre d'un
centim�etre carr�e, d'o�u une impossibilit�e technique de la connecter sur une carte
(circuit imprim�e sur lequel on met des circuits int�egr�es) qui mesure de l'ordre de
la centaine de centim�etres carr�es. Pour r�ealiser la connexion entre ces deux �el�e-
ments d'�echelles di��erentes, on �xe la puce sur un module (bô�tier) en c�eramique
disposant de pattes qui relient le module en c�eramique �a la carte.

La �gure 1.1 montre les trois niveaux � d'encapsulage� : la puce, le module
et la carte [6].

Pattes

Carte

Puce Module en c�eramique
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Fig. 1.1 : Di��erents niveaux d'encapsulage en VLSI

Un n�ud peut être constitu�e de plusieurs modules assembl�es sur une même
carte. On doit noter qu'il peut y avoir (rarement) plusieurs n�uds par puce ; on
parle alors de Multi-Chip Module. Certaines technologies, comme la Wafer Scale
Integration, rentrent aussi dans ce concept (sur une même tranche de silicium, on
imprime un grand nombre de circuits identiques, qui peuvent communiquer avec
leurs voisins. Ce nombre est limit�e par l'�epaisseur des substrats r�ealisables).

Le r�eseau des n�uds doit lui aussi être con�cu sur une surface �a deux dimen-
sions au niveau des cartes sur lesquelles sont pos�es les modules.

De nombreux articles ont �et�e publi�es sur le probl�eme de la conception des
circuits int�egr�es (graphe des connexions entre les cellules �el�ementaires [67]) sur
une surface �a deux dimensions la plus petite possible. Plus le dessin du circuit
est compact, plus le d�elai �ecoul�e entre l'entr�ee et la sortie des donn�ees (temps
de calcul du circuit) est court. Ainsi, un graphe tr�es complexe, qui n�ecessite une
surface plus grande, peut s'av�erer moins e�cace qu'un graphe de calcul plus
simple que l'on sait concevoir sur une surface plus petite. Un circuit de taille
r�eduite consomme moins de puissance �electrique, accepte une fr�equence d'horloge
plus �elev�ee, est plus �able, occupe moins de volume et p�ese moins lourd. De plus,
le coût de fabrication diminue avec la taille ! Ces consid�erations s'appliquent aux
r�eseaux de processeurs des machines que nous pr�esentons dans ce chapitre.

On peut consulter les articles de Valiant [78], Karchmer [52], Lengauer [57]
pour une introduction �a ces probl�emes et pour des r�ef�erences compl�etes sur la
th�eorie des VLSI.

1.2.2 Contraintes sur le nombre de liens

Il se pose �egalement le probl�eme de la connexion de ces puces entre elles. En
e�et, pour construire une machine parall�ele on ne peut pas relier les processeurs
comme on veut. Des contraintes physiques et mat�erielles nous empêchent de relier
autant de processeurs que l'on veut �a un seul, comme nous allons le voir mainte-
nant.

Les puces comportent aujourd'hui environ trois millions de transistors dispo-
s�es sur un peu plus d'un centim�etre carr�e, alors que le nombre de pattes issues
du module est beaucoup plus faible (par exemple, �egal �a 208 sur le T9000 d'In-
mos). La plupart des processeurs sont destin�es �a �equiper des stations de travail
et les ordinateurs personnels, et n'o�rent pas de gestion interne (on chip) des
communications, le coût �etant prohibitif. C'est le nombre de liens (de pattes)
que l'on peut tirer d'un module et non les terminaisons (liens) de la puce qui
limite l'interconnexion des VLSI, �a cause de la di��erence d'�echelle entre ces deux
niveaux [75, p. 141]. Comme la surface des circuits doit être minimis�ee pour les
raisons �evoqu�ees ci-dessus, la portion r�eserv�ee aux communications externes ne
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peut être augment�ee sans entrâ�ner des pertes de performances globales du circuit.
Un transistor de technologie MOS (Metal Oxyde Semiconductor) peut changer
d'�etat en 0; 10 ns, mais si l'on ajoute quelques centaines de microns sur sa ligne
de connexion, ce d�elai est augment�e de plusieurs nanosecondes [69] !

De plus, la di��erence d'�echelle entre puce et carte impose aussi l'ampli�cation
des signaux qui doivent sortir de la puce : le d�elai dû �a cette ampli�cation est du
même ordre qu'une p�eriode de l'horloge interne du circuit [76].

Parmi ces pattes en nombre limit�e, une grande partie est r�eserv�ee �a la con-
nexion avec la m�emoire externe du processeur et une autre partie �a la transmission
des signaux utiles au syst�eme et �a la synchronisation des processeurs entre eux.

Il reste donc un nombre tr�es limit�e de pattes pour r�ealiser les liens de com-
munication entre processeurs [19]. Ceci explique en partie la pr�ef�erence pour les
liens � s�erie�, o�u l'on transmet une suite de bits sur une patte, aux liens paral-
l�eles o�u l'on transmet des mots, mais sur un nombre de pattes �egal �a la taille du
mot (sans compter les signaux de contrôle de la transmission : parit�e, accus�e de
r�eception, ...).

Il faut aussi trouver un �equilibre entre le nombre de liens par n�ud et la largeur
(bande passante unitaire) de ces liens. La bande passante d'un lien correspond
au nombre maximum d'octets transitant sur ce lien par unit�e de temps, ou par
cycle d'horloge.

De fa�con plus concr�ete, vaut-il mieux construire une machine avec un r�eseau
en hypercube et des liens d'un bit de large ou bien une machine avec un r�eseau
en grille, et donc un diam�etre (distance maximale entre deux n�uds quelconques
du r�eseau) plus grand, mais avec des liens de 16 bits de large?

Des �etudes men�ees par Dally [22] montrent que sous certaines hypoth�eses, les
r�eseaux en grille de faibles dimensions sont plus performants que les hypercubes
pour un même nombre de processeurs. Pour cette comparaison, Dally normalise
la taille des canaux de communication par rapport �a la bissection (nombre mi-
nimum de liens qu'il faut couper pour partager le r�eseau en deux parties ayant
le même nombre de n�uds) du r�eseau consid�er�e. Il montre que, pour 256 pro-
cesseurs, la grille �a deux dimensions est optimale. Cependant, cette �etude porte
sur les grilles multidimensionnelles (k-ary-n-cubes) et ne prend pas en compte
des r�eseaux moins courants comme les r�eseaux de De Bruijn ou les r�eseaux cube-
connected-cycles, qui o�rent pourtant un faible diam�etre pour un degr�e (nombre
de liens) constant.

Si l'on augmente consid�erablement le nombre de processeurs, le diam�etre r�e-
sultant va augmenter de fa�con d�efavorable dans le cas des grilles. Par exemple,
pour un peu plus d'un million de processeurs (220) et un nombre de liens par pro-
cesseur �egal �a 4, il faut traverser au plus 20 n�uds dans un De Bruijn B(2; 20),
et 2048 dans une grille carr�ee 1024�1024 pour joindre deux n�uds quelconques !

Certains travaux r�ecents ([15, 14, 73]) ont montr�e que la r�ealisation d'un r�eseau
de processeurs avec une topologie de De Bruijn �etait possible. Un d�ecodeur de
codes de Viterbi a �et�e r�ealis�e dans le cadre de la mission Galileo pour la NASA.
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Le r�eseau utilis�e est un graphe de De Bruijn B(2; 13) dont chaque n�ud est un
circuit arithm�etique �el�ementaire du d�ecodeur. Dans une r�ealisation plus g�en�erale,
un n�ud pourrait être un vrai processeur de calcul. D'ailleurs, on a a�aire ici
plus �a une v�eritable machine MIMD qu'�a un simple d�ecodeur, car chaque circuit
poss�ede sa propre horloge et sa propre m�emoire. La construction est modulaire, et
est compos�ee de 16 cartes. Chaque carte comporte 16 puces, une puce implantant
32 � papillons� (op�erations �el�ementaires). Il su�rait de dupliquer les cartes pour
obtenir un r�eseau plus grand. Pour ce qui est des connexions, 56 % sont internes
(entre � papillons� de la même puce), 17 % sont sur une même carte (entre des
puces reposant sur la même carte) et 27 % sont entre des cartes di��erentes. Si le
r�eseau �etait une grille, on aurait de fa�con �equivalente des valeurs de 82 %, 14 %
et 4 %, qui sont meilleures dans l'absolu, mais pour d�ecoder des donn�ees sur une
grille, il y aurait beaucoup plus d'�echanges de donn�ees. Dans les deux cas, on a
le même degr�e pour les n�uds (nombre de liens).

Quoi qu'il en soit, les r�eseaux de faible degr�e semblent être les meilleurs candi-
dats pour interconnecter un tr�es grand nombre de processeurs dans une machine
parall�ele.

1.2.3 Densit�e du r�eseau et bande passante globale

Pour comparer l'e�cacit�e des r�eseaux, il faut �egalement tenir compte de la
longueur des liens requise par leur implantation physique. Cette longueur inter-
vient dans le d�elai de transmission d'un message entre deux n�uds voisins du
r�eseau.

Pour des liens � tr�es courts� on consid�ere que le d�elai est constant ; si le lien
est simplement � court�, le d�elai est une fonction logarithmique de la longueur ;
s'il est� long�, le d�elai devient une fonction lin�eaire de cette longueur. Les notions
de � tr�es court�, � court� et � long� d�ependent de la technologie [21].

Les coûts de communication d�ependent aussi de la densit�e des liens du r�eseau.
Une mesure de cette densit�e des liens est donn�ee par une analyse �a bissection
constante [75, p. 143].

1.3 N�ecessit�e d'une m�emoire distribu�ee

Plus la m�emoire est grande, plus le d�elai moyen d'acc�es aux donn�ees est im-
portant. La technique employ�ee pour diminuer ce temps d'acc�es est bas�ee sur
l'utilisation de caches (un cache est une m�emoire interm�ediaire �a acc�es tr�es ra-
pide et de faible taille, qui est plac�ee entre le processeur et la m�emoire. On parle
aussi d'ant�em�emoire) encapsul�es avec le CPU (unit�e de traitement ou Central
Processing Unit) dans la même puce. Cela est rendu possible par l'int�egration
d'un plus grand nombre de transistors dans les puces. Parfois, on utilise plu-
sieurs niveaux de caches entre le processeur et la m�emoire [44]. Cependant, la
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taille adressable directement par un processeur reste faible si l'on veut garder un
temps de cycle r�eduit. Cela implique l'utilisation d'une m�emoire distribu�ee.

1.3.1 Les machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee

L'utilisation ou non de ce concept dans les machines parall�eles a coup�e les
machines parall�eles en deux familles : les machines �a m�emoire distribu�ee et les
machines �a m�emoire partag�ee. Sur les machines �a m�emoire partag�ee, les pro-
cesseurs acc�edent tous �a une m�emoire commune, par l'interm�ediaire du r�eseau
d'interconnexion qui g�ere les acc�es concurrents �a la m�emoire. Au contraire, sur
les machines �a m�emoire distribu�ee, chaque processeur poss�ede sa propre m�emoire,
les �echanges de donn�ees entre processeurs s'e�ectuant par �echange de messages
sur le r�eseau d'interconnexion.

Aujourd'hui, en raison des coûts trop �elev�es et de la complexit�e de r�ealisa-
tion des m�emoires partag�ees, (il est tr�es di�cile de g�erer une m�emoire partag�ee �a
laquelle pourraient acc�eder plusieurs dizaines de processeurs), de nombreux cons-
tructeurs ont opt�e pour le � distribu�e�. Notons que ce choix pourrait être remis
en cause en raison d'�evolutions technologiques, mais semble le plus �a même, pour
l'heure, de r�epondre au d�e� que repr�esente une vitesse de calcul du TeraFlop.

1.3.2 Mod�elisation d'un n�ud

Les ordinateurs parall�eles sont compos�es de plusieurs unit�es de calcul dupli-
qu�ees pouvant participer �a plusieurs applications di��erentes. De fait, les unit�es de
calcul ne sont pas les seules �a être dupliqu�ees, toutes les autres unit�es n�ecessaires
au fonctionnement d'un processeur peuvent l'être �egalement. Nous appellerons
n�ud, tout ensemble d'unit�es (processeurs, registres, horloges, m�emoire locale,
etc.) qui est dupliqu�e au sein de la machine.

Les �echanges de donn�ees entre les n�uds s'e�ectuent en utilisant les liens
d'un r�eseau d'interconnexion, cela n�ecessite de trouver sur chacun des n�uds un
ensemble d'unit�es n�ecessaires aux communications.

Un n�ud pourra donc être constitu�e des �el�ements suivants :

{ unit�e de calcul scalaire ;

{ unit�e de calcul ottant (parfois vectorielles) ;

{ unit�e de contrôle (s�equenceur, etc.) ;

{ m�emoire locale ;

{ horloge interne ;

{ liens de communication ;

{ unit�es de gestion des messages, etc.
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Aujourd'hui il existe des n�uds encore plus complexes, int�egrant des m�emoires

caches et un analyseur de performances. Celui-ci enregistre certains �ev�enements

qui se d�eroulent sur le n�ud (acc�es m�emoire, communications, etc.). Ceci permet

de visualiser sur un �ecran le d�eroulement du programme en chaque n�ud du

r�eseau. Les m�emoires caches de donn�ees et d'instructions sont des organes de

m�emoire �a acc�es tr�es rapide, mais de faible capacit�e, dans lesquels sont stock�ees

des informations tr�es souvent utilis�ees ou que l'on va utiliser imm�ediatement. Ils

servent de tampons entre la m�emoire principale d'acc�es plus lent et le processeur

plus rapide. Sans ces caches il faudrait attendre plusieurs cycles pour charger les

donn�ees dans les registres du processeur.

Voici un exemple de type de n�ud que l'on peut trouver sur les machines

parall�eles �a m�emoire distribu�ee.
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Fig. 1.2 : Synopsis de n�ud.

Par abus de langage, on assimile un n�ud �a un processeur, surtout lors de

la description des algorithmes sur ces machines. Cependant un n�ud peut com-

porter plusieurs processeurs (ces processeurs communiquant via leur m�emoire

commune, par exemple la Concerto et le Cray T3D), ou encore en simuler un

grand nombre, on parle alors de processeurs virtuels.
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1.3.3 Les di��erents types de r�eseaux

Pour r�ealiser les communications entre les n�uds, il existe deux types de
r�eseaux :

{ Point-�a-point : chaque n�ud peut communiquer directement avec ses voi-
sins (qui sont les n�uds avec lesquels il est physiquement reli�e). Pour com-
muniquer avec des n�uds �a une distance sup�erieure, le message doit passer
par une s�erie de n�uds interm�ediaires.

{ Multi-�etages : ces r�eseaux sont constitu�es de n�uds tels que ceux d�ecrits
ci-dessus, et d'unit�es d�edi�ees aux communications. Ces derni�eres sont g�e-
n�eralement des commutateurs (switches). Elles servent soit �a acheminer les
messages entre les unit�es de calculs dans les machines �a m�emoire distribu�es,
soit �a acheminer les messages entre les unit�es de calculs et la m�emoire dans
les machines �a m�emoire partag�ee.

Il existe d'autres types de r�eseaux. En particulier, les r�eseaux con�gurables,
o�u la topologie n'est pas �g�ee et peut être d�e�nie en fonction de l'application
par l'utilisateur. Si de plus, cette topologie est modi�able en cours d'ex�ecution
du programme, elle est dite recon�gurable. Dans les deux cas, une fois la machine
con�gur�ee, elle se comporte comme une architecture point-�a-point. Les temps
de con�guration restant encore �elev�es, ce type de machine n'a pas �et�e retenu
actuellement pour la conception de machines massivement parall�eles.

1.4 Architectures des processeurs

Le temps moyen d'ex�ecution T d'un programme sur un processeur est donn�e
par : NI �NC � TC [37], o�u NI est le nombre d'instructions machine qui cons-
tituent le programme, NC le nombre de cycles d'horloge n�ecessaires en moyenne
pour ex�ecuter une instruction, et TC le temps de cycle de l'horloge du processeur.

Lors de la conception d'une architecture, on vise �a minimiser cette fonction.
Les types d'architectures les plus employ�ees dans les processeurs actuels sont :
RISC, pipeline, superpipeline, superscalaire et VLIW. Nous donnons dans la suite
les caract�eristiques principales de ces divers types d'architectures.

{ RISC : les ann�ees 80 ont vu l'apparition des architectures RISC (Reduced
Instruction Set Computer) [37]. L'objectif de ces architectures est de pou-
voir ex�ecuter une instruction par cycle (NC = 1). Dans les architectures
de la g�en�eration pr�ec�edente (CISC : Complex Instruction Set Computer),
le jeu d'instructions propos�e �etait tr�es �etendu, et ceci avait au moins deux
cons�equences :

{ les compilateurs avaient des probl�emes pour exploiter au mieux ce jeu
d'instructions (90 % du temps �etait consacr�e �a l'utilisation d'un en-
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semble d'instructions repr�esentant seulement 10 % du jeu total d'ins-
tructions).

{ la partie contrôle du processeur �etait microprogramm�ee, et utilisait
une surface importante du composant (60 % dans le cas du 68000 de
Motorola).

Au contraire, le RISC a un jeu d'instructions plus r�eduit, ce qui permet
un contrôle câbl�e plus rapide (cela consiste en un automate �a nombre
�ni d'�etats), et la surface ainsi lib�er�ee permet d'implanter des caches plus
grands. De plus, les modes d'adressage plus simples (du type registre �a
registre au lieu de registre �a m�emoire) autorisent l'implantation de pipe-
lines d'instructions.

{ Pipeline : le principe consiste �a d�ecomposer les instructions en n phases
de longueur �egale �a un cycle [53]. Ainsi, on peut ex�ecuter n instructions
simultan�ement. Pendant un cycle d'horloge, la phase k de l'instruction i
est ex�ecut�ee en même temps que la phase k � 1 de l'instruction i + 1, ...
Par exemple, dans le cas du processeur MicroSparc de Sun, ces phases sont,
pour une instruction simple (en un cycle) :

1. lecture de l'instruction point�ee par le compteur de programme ;

2. d�ecodage, lecture des op�erandes et mise �a jour du compteur de pro-
gramme ;

3. ex�ecution de l'instruction par l'unit�e arithm�etique et logique ;

4. rangement du r�esultat.

Chaque circuit qui ex�ecute une phase d'une instruction est appel�e �etage du
pipeline. Dans l'exemple d�ecrit ci-dessus, le pipeline poss�ede quatre �etages.
On parlera aussi d'un pipeline de profondeur quatre.

Le bon fonctionnement du pipeline peut être perturb�e par des interruptions,
mais surtout par des conits d'acc�es aux donn�ees, des d�ependances de don-
n�ees ou des sauts dans le programme (r�esolus en partie par anticipation).

{ Superpipeline : en subdivisant �a l'extrême les phases �el�ementaires dans un
pipeline, on obtient un pipeline plus profond dont chaque phase est plus �ne,
ce qui permet d'augmenter la vitesse d'horloge du processeur (par exemple
l'Alpha de DEC).

{ Superscalaire : ce type d'architecture se trouve sur les processeurs poss�e-
dant plusieurs unit�es de traitement pouvant op�erer simultan�ement. Typi-
quement un processeur superscalaire poss�ede une unit�e enti�ere et une unit�e
ottante.
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Une architecture superscalaire n�ecessite de fournir les instructions aux uni-
t�es de traitement avec un d�ebit su�sant pour exploiter pleinement le pa-
rall�elisme. Ceci est automatique si chaque unit�e est lente, mais si les unit�es
sont rapides (1 cycle par op�eration) il faut lire et d�ecoder plusieurs instruc-
tions par cycle (sans compter la recherche en m�emoire et le chargement des
op�erandes). Ceci peut être r�ealis�e de di��erentes fa�cons :

{ 1) VLIW : dans le VLIW (Very Long Instruction Word) chaque mot
d'instruction est divis�e en champs, chaque champ codant l'instruction
d'une unit�e. Cette technique est tr�es en vogue dans les processeurs
destin�es au traitement du signal (par exemple les DSP). Ce type de
technique correspond �a une programmation tr�es proche du mat�eriel.

{ 2) multiplication des caches et des ports internes : en utilisant un cache
d'instructions, un bus interne �elargi et des caches de donn�ees �a acc�es
multiples, il est possible de lire et de coder plusieurs instructions avec
leurs arguments dans un seul cycle d'horloge. Par exemple, le T9000
lit sur 32 bits quatre instructions de 8 bits.

1.5 Performances des machines

Les performances de crête d'une machine sont obtenues lors de l'utilisation
optimale de celle-ci, c'est-�a-dire en utilisant au mieux les m�emoires caches, les
registres, les unit�es de calculs ottants, et en n'utilisant pas ou peu de commu-
nications. Les performances de crête sont impossibles �a atteindre en pratique,
la compilation d'applications r�eelles ne permettant pas l'utilisation optimale des
ressources. Les compilateurs de langages de haut niveau (comme C, Fortran)
donnent en g�en�eral des performances bien en-dessous de celles annonc�ees par les
constructeurs (c'est un ph�enom�ene bien connu pour le i860 ou l'Alpha), et de plus,
la plupart des algorithmes parall�eles n�ecessitent de nombreuses communications
qui limitent les performances.

Mots cl�es pour l'�etude des performances

{ MFlops (Million of Floating point operations per second) : million d'op�era-
tions ottantes e�ectu�ees en une seconde (notons queM est aussi l'initiale de
Mega). Actuellement, on mesure plutôt le nombre d'op�erations en GFlops,
ce qui correspond au milliard d'op�erations ottantes par seconde (G pour
Giga). La prochaine �etape sera le TFlops qui correspondra au millier de
milliards (ou billion) d'op�erations ottantes par seconde (T pour Tera).

{ MIPS (Million of Instructions Per Second) : million d'instructions r�ealis�ees
en une seconde. De même, il existe le GIPS et le TIPS.
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{ Bande passante d'un lien : taux de transfert en octets par seconde. La bande
passante d'un n�ud est la somme des transferts r�ealisables de fa�con concur-
rente par tous ses liens. La bande passante d'un r�eseau est la somme de la
bande passante de tous les liens. Ce d�ebit se mesure en Megaoctets par
seconde que l'on note Mo/s. On parlera aussi de Gigaoctets par seconde
que l'on notera Go/s.

{ MHz : unit�e de mesure de la fr�equence de l'horloge interne du processeur ;
son inverse, la p�eriode, est �egale �a la dur�ee d'un cycle. Le coût d'une ins-
truction est un nombre entier de cycles, sauf en superscalaire o�u l'on peut
ex�ecuter des instructions en parall�ele. Par exemple, une fr�equence d'horloge
de 40 MHz correspond �a un cycle de 25 nanosecondes.

{ Benchmark : programme standard dont le but est de comparer les perfor-
mances de di��erentes machines ou processeurs. Les principaux benchmarks
pr�esent�es ci-dessous sont : Whestone, Dhrystone, les boucles de Livermore,
LINPACK, NAS kernel, SPEC.

{ Le benchmark Whestone a �et�e le premier, �elabor�e en 1976 au National
Physical Laboratory (Grande-Bretagne). Il est constitu�e de plusieurs
modules �ecrits en FORTRAN, chacun contenant des instructions de
di��erents types (arithm�etique sur des entiers, arithm�etique sur des
ottants, des instructions conditionnelles, des appels de fonctions, etc.)
[81]. Ces modules sont pond�er�es, et ex�ecut�es plusieurs millions de fois,
ce qui donne des r�esultats en MWIPS (MegaWhestone Instructions
Per Second).

{ Le benchmark Dhrystone est une am�elioration du Whestone. Il est ap-
paru en 1984. Les r�esultats sont donn�es en MegaDhrystone par seconde
[81].

{ Les boucles de Livermore consistent en 24 boucles FORTRAN qui
ont �et�e r�ealis�ees au Lawrence Livermore National Laboratory (USA).
Ces boucles sont constitu�ees par des noyaux d'ex�ecutions que l'on re-
trouve dans la majeure partie des applications num�eriques. Cela va
des noyaux d'alg�ebre lin�eaire (produit de matrices, gradient conjugu�e,
etc.) aux noyaux de tri ou de recherche [39]. Ces boucles sont utili-
s�ees pour �evaluer les performances en MFlops des processeurs et des
machines parall�eles.

{ Le benchmark LINPACK (LINear PACKage) est une biblioth�eque de
proc�edures �ecrite en FORTRAN, facilement transportable, contenant
les principales proc�edures d'alg�ebre lin�eaire [12] [27]. Cette biblio-
th�eque a �et�e r�ealis�ee �a Argonne National Laboratory �a partir de 1977
et deux proc�edures en ont �et�e extraites a�n de constituer une s�erie
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de tests [32]. Les performances sont alors exprim�ees en MFlops LIN-
PACK, ce qui permet de comparer les performances des di��erents or-
dinateurs (Jack Dongarra a r�ealis�e une telle �etude, qu'il tient p�eriodi-
quement �a jour [31]).

{ Le NAS kernel benchmark a �et�e d�evelopp�e lors du programme NAS
(Numerical Aerodynamic Simulation ) au centre de recherche d'Ames
de la NASA. Ce programme est constitu�e de sept noyaux de calcul
(�ecrits en FORTRAN) utilis�es par la NASA. Il y a des codes d'alg�ebre
lin�eaire (comme le produit de matrices, la factorisation de Cholesky,
l'�elimination de Gauss, etc.), du traitement de signal (FFT bidimen-
sionnelle) et des codes de turbulence (�el�ements �nis). De plus, la NASA
a d�e�ni quatre niveaux de test. Le niveau 0 o�u le code est port�e sur la
machine cible sans optimisation, le niveau 20 o�u on peut optimiser le
code, sans modi�er ou ajouter plus de 20 lignes de code, le niveau 50
o�u l'on peut mieux optimiser le code (modi�cation ou ajoût d'au plus
50 lignes de code), et le niveau 1000 o�u l'on optimise l'application pour
une machine (modi�cation ou ajout d'un nombre illimit�e de lignes). En
fait, ces di��erents niveaux permettent de di��erencier les performances
du compilateur de celles du mat�eriel. Si le compilateur est e�cace, la
di��erence entre le niveau 0 et le niveau 1000 sera faible. Les r�esultats
de ce benchmark sont donn�es en MFlops et en temps CPU [5].

{ Le benchmark SPECmark a �et�e cr�e�e par l'organisme SPEC (System
Performance Evaluation Consortium) et les fabricants IBM et Hewlett-
Packard en 1989. Puis en 1992, SPECint et SPECfp lui ont succ�ed�e. Le
SPECmark est bas�e sur un ensemble standard d'applications r�eelles.
Il est constitu�e de dix programmes de tests (six en FORTRAN et
quatre en C), comme la simulation d'un r�eacteur nucl�eaire ou de cir-
cuits analogiques, ou des programmes �evaluant les performances du
syst�eme, comme la compilation d'une application donn�ee avec GNU
C [42]. Les programmes sont ex�ecut�es sur la machine cible, avec me-
sure des temps d'ex�ecution. Le rapport du temps d'ex�ecution sur la
machine cible �a celui d'un DEC VAX 11=780 donne une mesure que
l'on exprime en SPECmark (ou SPECmark 89). Mais le SPECmark a
�et�e souvent critiqu�e pour son manque de pr�ecision entre les di��erents
types de mesures et pour le ph�enom�ene d'ination qu'il subissait. En
e�et, les constructeurs se sont lanc�es dans la course au SPECmark
en am�eliorant le compilateur de leurs machines a�n que ces derni�eres
r�eussissent parfaitement les tests [43]. C'est pour cela que SPEC a
cr�e�e en 1992 le SPECint et le SPECfp. SPECint est compos�e de six
benchmarks �ecrits en C repr�esentant des applications de simulation de
circuits logiques, de compression de donn�ees ou d'interpr�eteur Lisp. Il
teste essentiellement les performances en calcul entier de l'unit�e cen-
trale, alors que SPECfp mesure les capacit�es de calcul ottant. SPECfp
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est constitu�e de quatorze benchmarks scienti�ques ou techniques dont
deux sont �ecrits en C et le reste en FORTRAN [43]. Les performances
ainsi obtenues s'expriment en SPECint92 et SPECfp92.

Ces �echelles permettent de comparer les di��erents processeurs et sys-
t�emes du march�e. Ce benchmark est le plus utilis�e actuellement, car il
permet de tester des machines sur des applications concr�etes.

Le num�ero sp�ecial Benchmarking of high performance supercomputers de
Parallel Computing [34], fait un tour d'horizon de toutes les m�ethodes uti-
lis�ees pour �evaluer les performances des ordinateurs.

Un exemple pratique de calcul de performances

{ Soit un processeur dot�e d'une fr�equence d'horloge de 40 Mhz. Ce proces-
seur dispose d'un additionneur et d'un multiplieur. Il faut trois cycles pour
calculer une addition ou une multiplication.

{ Soit deux matrices A et B de taille 100 par 100, dont on veut calculer le
produit A�B, not�e C. L'algorithme est le suivant :

Algorithme 1.1 Produit matriciel

pour i 1 �a 100 faire
pour j  1 �a 100 faire

C[i; j] 0;
pour k  1 �a 100 faire

C[i; j] C[i; j] + A[i; k] � B[k; j];

Ce produit n�ecessite 106 multiplications et 106 additions.
Un cycle prend 25 nanosecondes, ce qui donne 75 nanosecondes pour une

addition ou une multiplication.
Donc le temps total est de : (75� 106 +75� 106)� 10�9 = 0; 15 seconde pour

r�ealiser 2 � 106 op�erations, ce qui fait 13 millions d'op�erations par seconde soit
13 MFlops.

Notons que si l'on dispose d'un multiplieur et d'un additionneur pipeline et
qu'on les utilise de fa�con conjointe, on peut avoir une multiplication plus une
addition par cycle, ce qui permet d'obtenir de l'ordre de 80 millions d'op�erations
par seconde, soit 80 MFlops.

On notera que, dans les deux cas, on ne tient pas compte du temps d'acc�es
�a la m�emoire, et dans le cas des architectures pipelines, du temps d'amor�cage
(temps de travers�ee du pipeline par le premier �el�ement entr�e) des pipelines, ce
qui est d'autant plus n�egligeable que la dimension du probl�eme est grande.
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1.6 Classi�cation des di��erents types de ma-

chines

La grande diversit�e des machines parall�eles [2] a donn�e lieu, de la part de
Flynn, �a une taxinomie [40] �a laquelle on fait toujours r�ef�erence même si au-
jourd'hui elle semble un peu d�epass�ee. En e�et cette classi�cation ne prend en
compte que deux crit�eres : le type du ot d'instructions et le type du ot des don-
n�ees trait�ees par les processeurs �el�ementaires. Les ots sont soit simples (single)
soit multiples (multiple). De ce fait on a du mal �a classer certaines machines (par
exemple celles �a ot de donn�ees) et �a distinguer les machines �a m�emoire distribu�ee
des machines �a m�emoire globale.

Les ordinateurs parall�eles qui nous concernent ici sont ceux �a m�emoire distri-
bu�ee type SIMD (Single Instruction Multiple Data ow) et type MIMD (Multiple
Instruction Multiple Data ow).

Notons que les machines de type SISD (Single Instruction Single Data ow)
correspondent aux machines s�equentielles (mod�ele de Von Neuman) et que les
machines de type MISD (Multiple Instruction Single Data ow) peuvent être
assimil�ees aux unit�es pipeline, en e�et dans une telle unit�e plusieurs instructions
sont e�ectu�ees simultan�ement sur un même ot de donn�ees.

{ SIMD : sur ce type de machine, le programme s'ex�ecute sur un frontal
et les instructions traitant des donn�ees parall�eles sont di�us�ees �a tous les
processeurs pour être appliqu�ees aux donn�ees r�eparties dans les m�emoires
locales de ces processeurs. Ainsi, tous les processeurs e�ectuent la même
instruction, mais sur des donn�ees di��erentes. Le fonctionnement de ce type
de machines est synchrone.

L'avantage des machines SIMD tient �a ce que seules les unit�es de calcul
doivent être dupliqu�ees. En e�et, une seule unit�e de contrôle su�t �a d�ecoder
les instructions pour tous les processeurs (voir �gure 1.3).

Dans la pratique, de tels ordinateurs sont utilis�es pour des probl�emes r�egu-
liers, c'est-�a-dire manipulation de vecteurs, de matrices, etc. La Connection
Machine 2 de Thinking Machines Corporation, la MP-1 de MasPar ou les
DAP (Digital Array Processors) de AMT et la Zephir de Wavetracer font
partie de ce type de machines. Elles ont un point commun : assembler un
grand nombre de processeurs simples (64 K processeurs 1 bit sur la CM-
2, et 8K processeurs 4 bits pour la MasPar). C'est ce que l'on appelle un
parall�elisme �a grain �n (le ratio nombre de donn�ees trait�ees / nombre de
processeurs utilis�es est proche de 1).
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Fig. 1.3 : Architecture SIMD

{ MIMD : ce type de machines permet non seulement aux di��erents proces-
seurs �el�ementaires de travailler sur des donn�ees di��erentes, mais, de plus,
chaque processeur �el�ementaire peut ex�ecuter des instructions di��erentes.
Ces machines n'ont pas d'horloge globale et op�erent donc en mode asyn-
chrone.

L'architecture se compose de plusieurs unit�es de contrôle et d'autant de pro-
cesseurs, d'une m�emoire (qui peut être commune ou distribu�ee sur chaque
processeur), d'un r�eseau d'interconnexion permettant les �echanges entre
unit�es de contrôle ou entre m�emoires dans le cas o�u celles-ci seraient distri-
bu�ees, et d'un r�eseau d'interruption (voir �gure 1.4).

Les iPSC/2, iPSC/860, la Paragon d'Intel, les machines �a base de Transpu-
ters Inmos (T-Node et MegaNode de Telmat, Computing Surface de Meiko,
...) sont des machines MIMD. Ces machines ont un nombre plus faible de
processeurs que dans le cas des SIMD (parall�elisme �a grain moyen et gros),
mais ceux-ci sont beaucoup plus performants. Ce nombre varie de 8 proces-
seurs superscalaires 64 bits sur le Cray 2 �a 2048 n�uds (avec 2 processeurs
64 bits par n�ud) sur la machine Paragon d'Intel.
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Fig. 1.4 : Architecture MIMD

Les iPSC/2, iPSC/860, la Paragon d'Intel, les machines �a base de Transpu-
ters Inmos (T-Node et MegaNode de Telmat, Computing Surface de Meiko,
...) sont des machines MIMD. Ces machines ont un nombre plus faible de
processeurs que dans le cas des SIMD (parall�elisme �a grain moyen et gros),
mais ceux-ci sont beaucoup plus performants. Ce nombre varie de 8 proces-
seurs superscalaires 64 bits sur le Cray 2 �a 2048 n�uds (avec 2 processeurs
64 bits par n�ud) sur la machine Paragon d'Intel.

Le mode de programmation SPMD (Simple Program Multiple Data) consiste
�a ex�ecuter, sur une machineMIMD, un mêmeprogramme sur tous les processeurs,
mais chaque processeur travaille sur ses propres donn�ees. La distinction entre les
di��erents processeurs ne se fait qu'�a l'aide d'une variable locale contenant le
num�ero du processeur. En fait ce type de programmation est une extension du
mode de programmation sur une machine SIMD. Par ailleurs les communications
sont vues, en mode SPMD, comme un r�earrangement de donn�ees. Il n'existe
plus d'instruction du type send ou receive. Les programmes se d�ecomposent en
une succession de phases de calcul et de communication bien distinctes, ce qui
n�ecessite des outils de synchronisation sur les machines MIMD.
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Ce type de programmation se d�eveloppe du fait de sa facilit�e de r�ealisation
et des langages tr�es performants existent comme le FORTRAN 90, le C*, qui
permettent de r�ealiser du parall�elisme sur les donn�ees (data parallelism).

1.7 Historique des machines parall�eles

Les projets de construction des premi�eres machines parall�eles remontent aux
ann�ees 70. C'est �a l'universit�e de Carnegie-Mellon (USA) qu'a d�ebut�e un de ces
projets (C.mmpComputer with multiple mini-processors). Ce projet a donn�e nais-
sance �a l'Illiac IV [77]. Devant les probl�emes rencontr�es (�abilit�e, techniques mal
mâ�tris�ees, absence de langage de programmation et d'outils de d�eveloppement,
etc.) il y eut peu d'autres projets durant cette d�ecennie. Par contre, les id�ees d�e-
velopp�ees au cours de ces ann�ees se sont retrouv�ees par la suite dans la conception
des processeurs.

Dans les ann�ees 80, avec l'�evolution des technologies et une meilleure connais-
sance des probl�emes, sont apparues les premi�eres machines parall�eles. En Grande-
Bretagne, ICL a produit le DAP (Distributed Array Processor) contenant 4096
processeurs 1 bit. Mais la machine qui a fait date est le Cosmic Cube [70], con�cue
sous la direction de Seitz �a Caltech en 1981. Le Cosmic Cube �etait constitu�e de
64 processeurs Intel 8086 organis�es en hypercube de dimension 6. Elle a �et�e �a
l'origine de la machine iPSC/1 d'Intel, dans laquelle les communications �etaient
assur�ees par des interfaces�Ethernet�. Rapidement, on a vu l'�emergence d'autres
machines en hypercube comme celles produites par les soci�et�es Ametek [68] et
nCUBE [63]. La taille moyenne de ces machines �etait, en 1985, d'une centaine de
processeurs.

D'autre part, certains constructeurs comme FPS misaient sur la construction
de machines parall�eles �a base de processeurs poss�edant des facilit�es de communi-
cation (quatre liens bidirectionnels). FPS proposait les s�eries T dont chaque n�ud
�etait constitu�e de Transputers T414 d'Inmos coupl�es avec des co-processeurs vec-
toriels. Les quatre liens des Transputers permettaient de construire des hyper-
cubes de dimension 4 et, pour les hypercubes de taille sup�erieure, les liens �etaient
multiplex�es, d'o�u une baisse de performance des communications entre proces-
seurs. Du fait que les calculs vectoriels �etaient tr�es rapides, l'�equilibre entre les
communications et les calculs a �et�e rompu.

La caract�eristique essentielle de ces machines �etait l'�echange de donn�ees entre
processeurs par communication le long de liens physiques. Le routage �etait de
type store-and-forward (voir le chapitre 2).

Vers la �n des ann�ees 80 sont apparues des machines issues des mêmes tech-
nologies, mais avec des processeurs plus performants (80386 et i860 �a la place des
8086 pour Intel et les T800 �a la place des T414 pour Inmos). Les communica-
tions �etaient plus performantes mais restaient toujours p�enalisantes par rapport
au potentiel de calcul. C'�etait le cas des iPSC/2 et iPSC/860 d'Intel. Un certain
nombre de machines telles que la s�erie T-Node de Telmat [50], Computing Sur-
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face de Meiko, ou Volvox d'Archipel sont construites autour du Transputer T800,
ou parfois de processeurs i860 pour le calcul et d'un ou plusieurs T800 pour les
communications.

Les machines �a base de Transputers utilisent des crossbars pour interconnecter
les processeurs. Si l'on veut relier un grand nombre de processeurs comme dans le
cas du MegaNode (ensemble de T-Node), il faut un deuxi�eme niveau de crossbars
[62].

Grâce �a un crossbar sp�ecialis�e (le SN-switch) qui �equipe les machines de la s�erie
T-Node, est apparue la notion de recon�guration dynamique (en cours d'ex�ecu-
tion d'un programme). En e�et, au cours d'un algorithme, il peut être int�eressant
d'ex�ecuter une partie du programme sur une grille, puis une autre sur un hyper-
cube, sans avoir �a sauvegarder les r�esultats interm�ediaires, recon�gurer, et rechar-
ger le programme sur la nouvelle topologie. Mais pour des raisons de di�cult�e et
de coût lorsque le nombre de processeurs devient trop �elev�e, cette technique est
devenue rapidement caduque.

A la �n des ann�ees 80, le routage restait encore du type store-and-forward (lo-
giciel) sauf pour Intel qui a introduit le direct-connect (d�eriv�e de la commutation
de circuit), qui est r�ealis�e de fa�con mat�erielle. Ce mode, pr�esent�e plus en d�etail
dans le chapitre 2, permet de diminuer le temps de transfert d'un message entre
deux n�uds �eloign�es. A cette �n, deux techniques sont exploit�ees : le contrôle est
ind�ependant du processeur de calcul et est de type mat�eriel (routeur implant�e
avec des m�emoires programmables : gate array CMOS), de plus, il n'y a pas de
stockage dans les n�uds interm�ediaires comme en store-and-forward.

Les constructeurs de machines ont adopt�e ce type de routage, comme les ver-
sions iPSC/2 et iPSC/860 de l'hypercube d'Intel, la Simult (ex Ametek) 2010, en
collaboration avec Caltech [75, chap. 1] ou encore le Torus Routing Chip (Message
Driven Processor du MIT [20]) qui autorisait un routage wormhole (voir chapitre
2) sans interblocage sur un k-ary-n-cube, de pr�ef�erence de dimension n = 2. On
y exploitait des techniques mises au point par Dally et Seitz [23].

A peu pr�es �a la même �epoque est apparue la machine Buttery TC2000 de
BBN (Bolt, Beranek and Newman Inc.). Cette machine �etait constitu�ee de pro-
cesseurs 68020 de Motorola interconnect�es par un r�eseau multi-�etages en forme
de buttery. Les communications interprocesseurs se faisaient par commutation
de paquets (voir chapitre 2), ce qui permettait d'avoir de bonnes performances
[4].

D�es le d�ebut des ann�ees 90, une nouvelle g�en�eration de processeurs est apparue
sur le march�e, et la g�en�eralisation des communications par commutation de circuit
a donn�e naissance �a une nouvelle�gamme� de machines parall�eles. Ces machines
se retrouvent commun�ement appel�ees MPP (Massively Parallel Processing).

Mais avant de d�ecrire bri�evement ces nouvelles machines, nous allons nous
int�eresser aux composants qui les constituent.
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1.8 Description des composants

1.8.1 Les processeurs

A l'heure actuelle, les processeurs int�egrent une grande puissance de calcul
(de l'ordre de plusieurs dizaines de MFlops). G�en�eralement, ces processeurs per-
formants ne poss�edent pas de gestion interne des liens de communication. En
e�et, l'int�erêt �economique des machines parall�eles reste faible, et ces processeurs
sont d'abord con�cus pour �equiper les stations de travail et les micro-ordinateurs.
Pour construire des machines parall�eles avec de tels processeurs, les constructeurs
vont associer, au sein du même n�ud, un deuxi�eme processeur qui ne s'occupera
que des communications (comme par exemple sur la Paragon d'Intel, la Com-
puting Surface de Meiko, la Volvox d'Archipel, etc.). Voici une pr�esentation des
processeurs les plus utilis�es :

{ Alpha

Le processeur Alpha est la nouvelle architecture RISC 64 bits propos�ee par
DEC [28][29]. Comme Sun avec le Sparc, DEC propose une architecture
ouverte �a diverses implantations, en particulier aux implantations parall�eles.
L'architecture de ce processeur devrait �evoluer au cours des vingt prochaines
ann�ees, et les performances devraient être am�elior�ees d'un facteur 1000 [46].
Dans un premier temps, les performances de ce processeur sont de l'ordre
de 200 SPECmark, 400 MIPS, et 200 MFlops. DEC annonce jusqu'�a 200
MHz mais l'horloge est �a une phase (tic), au lieu de deux (tic-tac). De plus,
on ne sait pas encore fabriquer des caches externes qui supportent 200 MHz.

Fin 1992, DEC a pr�esent�e sa nouvelle gamme de stations de travail �a base
d'Alpha. La plus puissante de ces stations est �equip�ee d'un processeur d�e-
veloppant 125 SPECmark, et ayant une fr�equence d'horloge de 150 MHz.

Cray, qui est un partenaire industriel de DEC dans ce projet, utilise l'Alpha
pour construire une machine massivement parall�ele : le T3D.

{ i860 XR/XP

Ce processeur est sorti vers la �n des ann�ees 80. Il poss�ede une architecture
RISC 32 bits ayant une fr�equence d'horloge de 40 MHz. Il existe une version
am�elior�ee, l'i860 XP, avec coh�erence de cache ; il poss�ede une horloge �a 50
MHz et peut fournir une puissance de crête de 75 MFlops et 42 MIPS. Le
i860 poss�ede, en plus des composants courants d'un processeur �el�ementaire,
une unit�e de contrôle des pipelines qui g�ere une unit�e graphique, et une unit�e
de calcul ottant, le tout sur le même bô�tier. L'originalit�e du processeur
vient du fait que les unit�es pipelines peuvent travailler en parall�ele avec le
reste du processeur [54].

Sa conception ne pr�evoyant pas de liens de communication, les cartes utili-
s�ees sur les machines Meiko ou Archipel sont dot�ees de Transputers pour
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pallier cette lacune. Les communications entre le i860 et les Transputers se
font via la m�emoire. Pour l'iPSC/860, Intel a mis au point un composant
de communication sp�ecial, le DCRM (Direct Connect Routing Module), qui
est connect�e au i860 via la m�emoire.

On notera que ce processeur est le seul qui n'�equipe pas de stations de
travail.

{ PA-Risc

Hewlett-Packard d�eveloppe des composants PA-Risc (PA pour Precision
Architecture). Ces composants forment une s�erie de processeurs RISC 64
bits. Le haut de gamme a une fr�equence d'horloge de 99 MHz, et d�eve-
loppe 124 MIPS pour une puissance de 40 MFlops. Ce processeur �equipe
les stations de travail de la gamme HP9000 s�erie 700 [26].

Convex utilise ce processeur dans la fabrication d'une machine parall�ele. De
plus HP propose des clusters (groupe de stations connect�ees par exemple
par r�eseau Ethernet) compos�es de huit stations de travail.

{ R4000

Ce processeur est d�evelopp�e par la soci�et�e Mips ; il a une architecture RISC
64 bits. Sa fr�equence d'horloge est de 100 MHz, pour une puissance de 70
SPECmark. Le R5000 devrait succ�eder au R4000. Le R5000 devrait avoir
une fr�equence de 150 MHz et d�evelopper 140 SPECmark.

On retrouve ce processeur dans les machines de Silicon Graphics, o�u ces
processeurs sont connect�es jusqu'au nombre de huit.

{ RS/6000

Ce processeur, d�evelopp�e par IBM, �equipe les stations de travail RS/6000.
Il a une fr�equence d'horloge de 62; 5 MHz, et d�eveloppe 125 MFlops. Ce
processeur 32/64 bits a �et�e choisi par IBM pour constituer les n�uds de la
nouvelle machine parall�ele SP1.

{ MicroSparc

Sun a d�evelopp�e le concept de processeur �a architecture extensible, avec la
gamme de ses processeurs de la s�erie Sparc (en fait, Sparc est l'acronyme
de Scalable Processor Architecture). Le MicroSparc est un processeur qui
suit les sp�eci�cations Sparc. C'est un processeur RISC 32 bits [48], utilis�e
par Sun dans la construction de ses stations de travail (Sun 4).

Actuellement, ce processeur a une fr�equence d'horloge de 40 Mhz, et peut
fournir 40 MIPS, avec une puissance de crête de l'ordre de 5 MFlops. Grâce
�a sa MMU (Memory Management Unit) tr�es performante, le processeur
MicroSparc est capable de changer tr�es rapidement de contexte entre dif-
f�erents processus, ce qui lui permet de g�erer les applications de plusieurs
utilisateurs.
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{ SuperSparc ou Viking

Sun s'est associ�e avec Texas Instruments, pour construire un processeur �a
architecture Sparc. Le nom de ce processeur est le Viking ou SuperSparc
(c'est une �evolution du MicroSparc). C'est un processeur RISC 64 bits,
ayant une fr�equence d'horloge de 40 MHz, et ayant une puissance de 100
MIPS. Ce processeur devrait �evoluer pour atteindre, en 1994, une puissance
de 150 SPECint92 et 200 SPECfp92 pour une fr�equence d'horloge de 90
MHz. C'est le seul processeur pr�esent�e ici qui soit construit en technologie
BICMOS (bipolaire CMOS).

Le Viking est utilis�e par le consortium PCI, regroupant Meiko, Parsys et
Telmat, pour la construction de la nouvelle machine CS-2. De plus, ce pro-
cesseur est utilis�e par Sun pour sa nouvelle gamme de stations de travail :
SparcStation 10. La plus grosse de ces stations regroupe 4 Viking connect�es
par un bus.

Pour 1995, Sun pr�evoit une nouvelle gamme de processeurs appel�es Ultra-
Sparc. Ces processeurs auront des fr�equences d'horloge variant de 140 �a 275
MHz, pour une puissance maximale de 475 SPECint92 et 750 SPECfp92.
Pour r�ealiser de tels processeurs, Sun va devoir augmenter consid�erablement
le nombre de transistors de ses puces. Ce qui va n�ecessiter l'utilisation de
technologies d'int�egration plus performantes.

1.8.2 Les processeurs avec facilit�es de communication

{ Texas Instrument TMS320C40

Ce processeur 32 bits est construit pour le traitement parall�ele du signal
(Digital Signal Processor). Il poss�ede une unit�e centrale de calcul (CPU)
d�eveloppant 25 MIPS et 50 MFlops avec une fr�equence d'horloge de 25
MHz [49]. Il comporte des instructions de transfert de blocs avec l'adres-
sage bit-reverse utile dans le calcul de la FFT (transform�ee de Fourier ra-
pide). Il poss�ede six co-processeurs DMA (Direct Memory Access) et six
ports de communication bidirectionnels parall�eles, ce qui lui permet d'avoir
une bande passante totale de 320 Mo/s [41]. Rappelons qu'un DMA est
une unit�e d�edi�ee aux transferts de donn�ees entre les diverses m�emoires et
les ports de communications, les transferts s'e�ectuant sans intervention
du CPU. Les DMA permettent donc un traitement concurrentiel des en-
tr�ees/sorties et des op�erations du CPU.

Texas Instruments propose aussi un Digital crossbar switch, qui o�re 16
connexions de liens. Son d�elai de recon�guration est de 20 ns.

{ T800

Ce processeur RISC 32 bits, r�ealis�e par Inmos, d�eveloppe 1; 5 MFlops, 30
MIPS et a une fr�equence de 25 MHz. Il dispose de 4 liens bidirectionnels,
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ayant chacun un d�ebit de 2; 5 Mo/s. Ces liens fonctionnent de mani�ere
autonome par l'interm�ediaire d'un DMA par lien et par direction. Ces pro-
cesseurs peuvent être interconnect�es par un crossbar (C004) [51]. Le T800
d�ej�a ancien est peu performant, et sert surtout dans les syst�emes embar-
qu�es, ou il est coupl�e �a des processeurs plus performants. Dans ce dernier
cas, le T800 ne s'occupe alors plus que des communications. C'est le plus
utilis�e parmi les processeurs poss�edant des facilit�es de communication.

{ T9000 et C104

{ T9000

Le T9000 est le processeur qui succ�ede au T800 dans la gamme In-
mos. Tout comme le T800, il sera destin�e �a la construction de ma-
chines MIMD, chacun de ses quatre liens bidirectionnels pouvant être
connect�e �a un composant de routage : le C104. Le T9000 est un pro-
cesseur 32 bits, dot�e d'une unit�e ottante sur 64 bits et dont les per-
formances annonc�ees sont 200 MIPS et 25 MFlops. L'architecture est
du type superscalaire et comporte un pipeline. Un groupeur d'instruc-
tions est charg�e d'ordonnancer au mieux les instructions en attente
[65], a�n d'en faire ex�ecuter certaines en parall�ele, mais sans modi�er
l'ordre dans le ot d'instructions.

Comme dans le T800, il y a un ordonnanceur int�egr�e qui permet un
temps de changement des processus actifs tr�es faible (de l'ordre de la
microseconde). De plus, les processus inactifs ne consomment pas de
temps CPU. Ceci permet d'�ecrire des programmes parall�eles perfor-
mants (en Occam ou en C) [13] [58].

Les principales �evolutions par rapport au T800 sont :

{ la fr�equence d'horloge qui passe de 25 �a 50 MHz ;

{ le d�ebit des liens de communication qui passe de 2:5 Mo/s �a 12; 5
Mo/s.

{ la gestion de canaux virtuels qui va grandement faciliter la pro-
grammation. Une unit�e interne g�ere le multiplexage des liens phy-
siques, c'est le Virtual Channel Processor. Il g�ere l'envoi des mes-
sages entre processus, de fa�con locale ou �a travers le C104. Les
envois sont mis dans une �le d'attente pour ne pas bloquer le
CPU. Ce VCP g�ere les quatre liens du T9000 et leurs contrôleurs
DMA associ�es.

On peut construire de grands syst�emes �a base de T9000, par des liai-
sons point �a point, ou bien les interconnecter avec des C104.

{ C104

Le C104 est un composant de routage incluant un crossbar 32�32 non
bloquant, qui permet d'interconnecter des liens de T9000 ou des liens
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de C104. Les messages transmis sur ces liens sont d�ecoup�es en paquets
de 32 octets et sont rout�es en mode wormhole dans le C104 [59]. Ce
routage de paquets permet la gestion des canaux virtuels autoris�es par
le T9000. Ainsi, les messages peuvent être multiplex�es sur les liens par
le Virtual Channel Processor.

Cette notion de wormhole est quelque peu di��erente de celle utilis�ee
�a propos des r�eseaux point �a point. En e�et, il n'y a pas de liens
dans un C104, ni de n�uds interm�ediaires �a traverser. Le principe
du wormhole est expliqu�e en d�etail dans le chapitre 2, mais on peut
pr�eciser ici qu'il di��ere de la commutation de circuit du fait que l'on
n'attend pas d'accus�e de r�eception dans ce mode de commutation. On
transmet les donn�ees en même temps que l'on �etablit le chemin.

Le protocole de communication choisi permet d'�eviter les interblocages
dans les C104. Il consiste �a attribuer �a chaque lien de sortie d'un C104
un intervalle qui permet de s�electionner un lien en fonction de l'adresse
de destination du message. L'algorithme d'�etiquetage ne permet pas
toujours de donner un routage optimal, mais il fonctionne bien sur les
topologies courantes.

On peut aussi utiliser un mode de routage universel [79] qui permet
d'�eviter les goulots d'�etranglement dans le r�eseau. Ces deux fonctions
sont assur�ees par des composants internes du C104 : l'interval selector
et le random header generator.

On peut connecter ces crossbars programmables soit �a des T9000, soit
�a d'autres C104 pour construire de plus grands r�eseaux.

Les simulations faites par Inmos donnent des d�elais moyens de trans-
mission entre deux n�uds de 27 �a 64 �s, selon la taille du r�eseau
(hypercubes de 64 �a 16384 n�uds).

Notons qu'il existe plusieurs composants sp�ecialis�es dans le routage, d�evelop-
p�es par les constructeurs pour �equiper leurs machines. Mais chaque constructeur
garde secret ses composants.

Voici un tableau r�ecapitulatif des di��erents types de processeurs commercia-
lis�es, qui permet de comparer les performances et les optiques de chaque cons-
tructeur.
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Processeurs Alpha i860 XP PA-7100 R4000 RS/6000 MicroSparc Viking
Architecture
RISC OUI OUI OUI OUI OUI OUI OUI
superscalaire OUI OUI OUI NON OUI NON OUI
pipeline OUI OUI OUI OUI OUI OUI OUI
superpipeline OUI NON NON OUI NON NON NON
Performances

MHz 200 50 99 100 62 50 40
MIPS 300 42 124 - - 40 109
MFlops 150 75 80 - 125 5 50
SPECint92 107 - 80 57 59 26 52
SPECfp92 196 - 150 61 128 21 65

Tableau r�ecapitulatif des processeurs sans facilit�es de communication

Processeurs TI C40 T800 T9000
Architecture

RISC OUI OUI OUI
superscalaire OUI OUI OUI
pipeline OUI OUI OUI
superpipeline NON NON NON
Performances
MHz 25 25 50
MIPS 25 30 200
MFlops 50 1,5 25
SPECint92 - - -
SPECfp92 - - -
nombre de liens de communication 6 4 4

Tableau r�ecapitulatif des processeurs int�egrant des facilit�es de communication

1.9 Les machines parall�eles actuelles

1.9.1 La derni�ere g�en�eration de machines MIMD

Dans ce paragraphe, nous pr�esentons les principales machines parall�eles qui
sont apparues sur le march�e ces quatre derni�eres ann�ees.

{ Campus FX800 [1]. Cette machine interconnecte jusqu'�a 800 processeurs
via un r�eseau de clusters. Elle est d'une puissance totale de 32 GFlops.
C'est une machineMIMD, �a m�emoire distribu�ee entre clusters, et �a m�emoire
partag�ee �a l'int�erieur d'un même cluster. La Campus FX800 est constitu�ee
de 32 clusters. Chaque cluster comporte 25 processeurs �el�ementaires i860
et 4 Go de m�emoire partag�ee. Les clusters sont interconnect�es par un HMI
(High-speed Memory Interconnect) d'un d�ebit de 2; 56 Go/s. A l'int�erieur
d'un cluster, l'acc�es �a la m�emoire partag�ee se fait par un crossbar avec un
d�ebit de 1; 28 Go/s.
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{ CM-5

C'est la derni�ere-n�ee de Thinking Machines Corporation (TMC) [17]. Elle
est pr�evue pour interconnecter de 32 �a 2048 processeurs. Le but de TMC
est d'augmenter le nombre de processeurs �el�ementaires jusqu'�a 16384, a�n
d'obtenir 2 TFlops de performance de crête. Cette machine est du type
MIMD �a m�emoire distribu�ee. Dans sa con�guration actuelle, elle a une
puissance maximale de 262 GFlops.

Les processeurs �el�ementaires sont constitu�es d'un processeur Sparc, d'une
m�emoire de 32 Mo, et de quatre unit�es de calcul ottant de 32 MFlops
chacune.

Une des principales originalit�es de la CM-5 r�eside dans l'existence de trois
r�eseaux. Un r�eseau de donn�ees (Data Network) g�ere les communications
point �a point, un r�eseau de contrôle (Control Network) permet des op�era-
tions globales (telles que les di�usions, r�eductions, synchronisations, etc.)
par pipeline des messages, et en�n un r�eseau de diagnostic (Diagnostic Net-
work) transmet les messages d'erreur.

La topologie adopt�ee pour le r�eseau de donn�ees est un fat-tree (voir �-
gure 1.5) d�e�ni par Leiserson dans [55]. Les feuilles sont les processeurs
�el�ementaires, et les n�uds interm�ediaires sont des contrôleurs-routeurs (re-
pr�esent�es en noir sur la �gure 1.5). Une telle topologie o�re �a la machine
une bonne r�esistance aux pannes, en permettant de doubler chaque lien et
chaque contrôleur-routeur.

PE PE PE PE PEPE PE PE PE PE PE PE PE PE PE PE

Fig. 1.5 : Fat-tree du r�eseau de donn�ees de la CM-5 �a 16 processeurs

La �gure 1.6 montre comment est r�ealis�e un des contrôleurs-routeurs du fat-
tree [56]. Chaque cellule de routage a quatre �ls, et deux ou quatre parents
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suivant le nombre d'�etages du r�eseau (ou plus exactement suivant le nombre
de processeurs). Un lien du contrôleur a un d�ebit de 20 Mo/s et les 4 liens
peuvent fonctionner en parall�ele.

Vers les �ls

Vers les parents

Fig. 1.6 : Un contrôleur du fat-tree

Le d�ebit des liens du r�eseau de donn�ees d�epend de la proximit�e des pro-
cesseurs �el�ementaires, c'est-�a-dire du nombre de contrôleurs que le message
doit traverser. Pour un contrôleur, le d�ebit des liens est de 20 Mo/s ; pour
deux contrôleurs, le d�ebit est de 10 Mo/s ; pour plus de deux contrôleurs, le
d�ebit tombe �a 5 Mo/s. Lors d'une communication point-�a-point, le message
utilise la technique suivante : remonter de fa�con al�eatoire dans le r�eseau de
contrôleurs-routeurs jusqu'�a trouver celui qui permettra la redescente vers
le destinataire, de fa�con d�eterministe.
La bande passante globale est de 0; 5 Go/s.

La topologie du r�eseau de contrôle est beaucoup plus simple. En e�et, il
s'agit d'un arbre binaire complet [56] dont les feuilles sont les processeurs,
et les autres n�uds des contrôleurs. Ce r�eseau permet de r�ealiser toutes les
op�erations globales (di�usion, synchronisation, ou logique, ou exclusif, etc.).
Les algorithmes utilis�es sont des plus simples, comme pour la di�usion par
exemple : le message �a di�user remonte jusqu'au contrôleur racine, avant de
redescendre le long de toutes les branches.
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{ Concerto

Cette machine est le fruit de l'association de trois constructeurs europ�eens
Meiko, Parsys et Telmat, qui forment le consortium PCI (Performant Com-
puting Industry) [60]. La Concerto est une machine MIMD �a m�emoire dis-
tribu�ee poss�edant de 2 �a 76 processeurs �el�ementaires, ce qui lui permet
d'avoir une puissance de crête de l'ordre de 5 GFlops. Chaque processeur
�el�ementaire est constitu�e d'un processeur de calcul qui peut être soit un i860
soit un Sparc, et de deux T800 qui assurent les communications entre pro-
cesseurs �el�ementaires. Ces processeurs �el�ementaires sont reli�es entre eux par
un r�eseau d'interconnexion appel�e CSN (Computing Surface Network), dont
les constructeurs ne veulent rien d�evoiler. Chaque processeur �el�ementaire a
une bande passante de 16 Mo/s.

La particularit�e de cette machine est d'être recon�gurable. En e�et, on
peut cr�eer sur cette machine n'importe quelle topologie de degr�e 8 avec les
huit liens des deux Transputers. Notons que la soci�et�e fran�caise Archipel
propose aussi des machines mixtes en m�elangeant des i860 et des T800 qui
�echangent leurs donn�ees via la m�emoire locale du n�ud.

{ Cray MPP: T3D

Le dernier supercalculateur de Cray Research [18, 30] se nomme le T3D.
Il a une architecture MIMD, avec une m�emoire distribu�ee, mais accessible
globalement par tous les processeurs. Chaque n�ud du r�eseau est consti-
tu�e de deux processeurs Alpha. Le r�eseau de communication est une grille
tridimensionnelle. Elle devrait être capable d'atteindre 100 GFlops dans le
courant 1994 et 1 TFlops en 1995.

{ CS-2

La CS-2 est la derni�ere machine n�ee du consortium PCI. Elle permet d'inter-
connecter 1024 processeurs. Tout commeTMC, le but de PCI est d'augmen-
ter le nombre de processeurs jusqu'�a 4096 a�n d'obtenir une machine ca-
pable de d�evelopper 2 TFlops de puissance de crête.

C'est une machine MIMD, �a m�emoire distribu�ee. Le r�eseau de communi-
cation (voir �gure 1.7) adopt�e est un r�eseau om�ega. Les commutateurs qui
constituent le r�eseau sont des crossbars 8� 8, d�evelopp�es par PCI (appel�es
Elite). En fait, ce composant ressemble au C104 dans son fonctionnement.

Un Elite est coupl�e avec quatre n�uds. Chaque n�ud est constitu�e par
quatre processeurs : deux processeurs vectoriels Fujitsu d�eveloppant 200
MFlops chacun, un processeur Viking d�eveloppant 150 SPECmarks et 30
MFlops LINPACK et le dernier processeur est un composant de routage,
se nommant Elan, et construit par PCI. Ce processeur a une architecture
RISC, et poss�ede le même jeu d'instructions que le Viking.
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Fig. 1.7 : R�eseau d'interconnexion de la CS-2 �a 32 processeurs

Les communications se font en mode wormhole. Comme sur la CM-5, la dif-
fusion se fait en remontant au niveau d'Elite le plus haut avant de s'�etendre
�a tout le r�eseau. Entre l'Elan et l'Elite le d�ebit est de 50 Mo/s.

{ Fujitsu AP1000

Cette machine MIMD comporte jusqu'�a 1024 n�uds. Un programme est
compos�e d'une partie qui se d�eroule sur l'hôte (station Sun qui g�ere toutes
les entr�ees/sorties), et de tâches charg�ees sur les n�uds. Chaque n�ud est
dot�e d'un processeur MicroSparc et est reli�e �a trois r�eseaux de communica-
tion distincts :

{ Le T-net est le tore qui assemble les n�uds. Il o�re des communications
�a 25 Mo/s et des liens larges de 16 bits. Le routage des messages entre
n�uds est de type wormhole.

{ le B-net est un r�eseau d�edi�e �a la di�usion d'un message d'un n�ud �a
tous les autres (broadcast). Il connecte les n�uds, par paquets de 32, �a
un anneau. Chaque paquet a la structure d'un arbre dont la racine est
un n�ud de l'anneau. Le B-net o�re une bande passante de 50 Mo/s
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qui permet de le consid�erer comme un bus partag�e malgr�e sa structure
multicouches.

{ Le S-net permet d'�etablir des points de synchronisation entre les n�uds
du r�eseau. C'est un arbre dont les arêtes sont des lignes porteuses de
signaux et les n�uds sont des portes logiques ET. Chaque n�ud �ecrit
son signal sur le S-Net et re�coit en retour le ET de tous les n�uds.

Cette machine exploite e�cacement les caches des processeurs RISC en per-
mettant d'�echanger directement leurs donn�ees avec le routeur, sans utiliser
d'acc�es DMA [71].

{ iWarp d'Intel (de l'expression warp speed utilis�ee dans Star Trek)

C'est une machine destin�ee aux applications temps r�eel embarqu�ees (traite-
ment du signal, traitement d'images). Elle est constitu�ee de 8 �a 1024 cellules
iWarp connect�ees en tore bidimensionnel. Chaque cellule est un processeur
de type VLIW (20 MIPS et 20 MFlops en simple pr�ecision) qui peut ex�e-
cuter jusqu'�a neuf op�erations en parall�ele. Un module de communication
dot�e de quatre liens de communication parall�eles bidirectionnels conf�ere �a
la cellule une bande passante totale de 320 Mo/s (4�2�40 Mo/s) [7]. Vingt
canaux virtuels, multiplex�es sur les ports physiques, peuvent être g�er�es en
parall�ele. Le routage est de type wormhole.

Les liens de type parall�ele (o�u l'on transmet des octets) sont di�ciles �a
utiliser pour des syst�emes embarqu�es �a la di��erence des liens de type s�e-
rie (o�u l'on transmet des bits) des DSP (Texas Instruments) ou des T800
(Inmos). Il existe un mode communication systolique qui est tr�es e�cace
quand l'algorithme s'y prête et que les messages sont bien ordonn�es.

{ KSR

La KSR de Kendall Square Research est une machine pouvant poss�eder de
32 �a 1088 processeurs, et d�eveloppant une puissance totale de 43 GFlops.
Le r�eseau de processeurs est un anneau d'anneaux (voir �gure 1.8). Sur
la machine �a 1088 processeurs, il existe un premier niveau constitu�e d'un
anneau de 32 processeurs, et un deuxi�eme niveau constitu�e de 34 contrôleurs
eux-mêmes connect�es en anneau. Sur chaque contrôleur vient se connecter
un anneau de premier niveau. C'est une machine MIMD �a m�emoire dite
all-cache, c'est-�a-dire distribu�ee sur le r�eseau, mais virtuellement partag�ee
par l'ensemble des processeurs. En fait chaque processeur dispose d'une
m�emoire cache locale not�ee LC sur la �gure 1.8. Les processeurs, construits
par Sharp, poss�edent une architecture RISC 64 bits et chacun est coupl�e �a
trois co-processeurs, une unit�e de calcul ottant (FPU), une IPU (Integer
and logical Operation Unit) et un co-processeur g�erant les entr�ees/sorties.
Ce processeur d�eveloppe une puissance de 40 MFlops et 20 MIPS. Les
communications se font par acc�es �a des sous-pages m�emoire de taille 128
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Ko [66]. Lorsqu'un processeur veut acc�eder �a une donn�ee qu'il ne poss�ede
pas, il lance une requête sur son anneau de niveau 1. Si celle-ci n'aboutit
pas, elle passe au niveau 2. En retour, le processeur demandeur obtient sa
page.
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Fig. 1.8 : Anneau d'anneaux de la KSR

{ nCUBE 2

Cette machine permet d'interconnecter jusqu'�a 8192 processeurs assembl�es
en hypercube (13-cube) et d�eveloppe une puissance maximale de 27 GFlops.
C'est une machine MIMD �a m�emoire distribu�ee. Les processeurs �el�emen-
taires sont r�ealis�es par nCUBE et ont une puissance de crête de 2; 4 MFlops
pour une fr�equence d'horloge de 20 Mhz. Chaque processeur �el�ementaire
peut disposer jusqu'�a 32 Mo de m�emoire. Le d�ebit de chaque lien est de
2; 22 Mo/s [63].

Le nCUBE 2 pr�esente deux particularit�es. La premi�ere est que chaque pro-
cesseur �el�ementaire poss�ede un lien directement connect�e avec l'ext�erieur, ce
qui permet de r�ealiser tr�es facilement des entr�ees/sorties. La deuxi�eme est
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l'existence d'une horloge globale. En e�et, peu de machines MIMD ont cette
particularit�e et on peut ainsi introduire de vrais points de synchronisation
dans les programmes.

Le routage est r�ealis�e par le mat�eriel, selon le mode wormhole.

En attendant sa future machine, nCUBE a annonc�e, en septembre 1992, le
nCUBE 2S qui o�re un gain de performance de 50% par rapport au nCUBE
2.

{ nCUBE 3

Le nCUBE 3 (connu sous le nom de code Whopper) est le futur ordina-
teur parall�ele de nCUBE, et sa commercialisation est pr�evue pour 1994.
Cette machine sera MIMD et permettra d'interconnecter jusqu'�a 65536
processeurs 64 bits. Comme sur son pr�ed�ecesseur, les processeurs seront
connect�es en hypercube (16-cube), mais cette fois-ci nCUBE utilisera des
processeurs construits par Hewlett-Packard. Jusqu'�a ce jour, nCUBE utili-
sait des processeurs �maison�. Ces processeurs seront cadenc�es �a 50 Mhz
et d�evelopperont de l'ordre de 100 MFlops et 3 GIPS. Chaque processeur
disposera de 18 canaux de communication et de 1 Go de m�emoire locale.
La machine dans sa version compl�ete aurait une puissance de crête de 6; 5
TFlops.

{ Paragon

Cette machine est la version commerciale du projet Delta-Touchstone men�e
par Intel. Elle dispose de 56 �a 4096 n�uds connect�es physiquement en
grille bidimensionnelle (voir �gure 1.9) et d�eveloppe une puissance de crête
de 4 �a 300 GFlops. C'est une machine MIMD �a m�emoire distribu�ee [16].
Chaque n�ud est constitu�e d'un processeur de calcul i860 XP, d'une m�e-
moire pouvant aller jusqu'�a une capacit�e de 128 Mo, et d'un deuxi�eme
i860 XP charg�e de la pr�eparation des messages lors des r�eceptions ou des
�emissions. Ce deuxi�eme i860 permet de lib�erer le processeur de calcul de
cette tâche. Chaque n�ud contient aussi un PMRC (Paragon Mesh Rou-
ting Chip), l'ensemble des PMRC constituant les sommets de la grille. Ces
PMRC ont pour rôle de router les informations dans le r�eseau. Ce routage
est e�ectu�e en wormhole. Chaque PMRC poss�ede 4 liens bidirectionnels
avec ses 4 voisins et chaque lien a un d�ebit de 200 Mo/s en full duplex.

{ SP1

Apr�es avoir d�evelopp�e des r�eseaux de stations de travail RS/6000, reli�ees
entre elles par des interconnexions en �bre optique, IBM produit une ma-
chine parall�ele : le SP1 (Scalable Parallel) [47]. Cette machine peut avoir
de 8 �a 64 processeurs, pour une puissance maximale de 8 GFlops. Chaque
processeur est un RS/6000 ayant une fr�equence d'horloge de 62; 5 MHz et
d�eveloppant 125 MFlops de puissance de crête. Il existe sur le SP1 deux
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r�eseaux de communication. Le premier permet de connecter les processeurs
via Ethernet, avec un d�ebit de 10 Mo/s, ou via FDDI (Fiber Distributed
Data Interface), avec un d�ebit de 100 Mo/s. Le second est un r�eseau multi-
�etages en om�ega. Les liens de ce r�eseau ont un d�ebit de 40 Mo/s (full-duplex).
Le SP1 �a 64 processeurs est constitu�e de quatre clusters contenant chacun
16 processeurs RS/6000 (rectangles gris�es sur la �gure 1.10) et deux �etages
de commutateurs (petits rectangles blancs sur la �gure 1.10). De chaque
cluster sortent seize liens, douze vers les trois autres clusters, et les quatre
restant servent �a des connexions externes (disques par exemple).



1.9. Les machines parall�eles actuelles 37

4

4

4

4
4

4

Fig. 1.10 : R�eseau d'interconnexion du SP1 �a 64 processeurs

{ SUN

Sun ne propose pas encore proprement dit une machine parall�ele, mais plu-
tôt un r�eseau de stations tr�es performant. Sun groupe un ensemble de sta-
tions SuperSparc mod�ele 40 ayant chacune une puissance de 23 MFlops. Ces
stations sont reli�ees entre elles par un r�eseau ATM (Asynchronous Trans-
port Mode) �a 155 Mbits/s. Ce r�eseau a une structure globale en �etoile. A�n
de pouvoir utiliser ce r�eseau comme une v�eritable machine MIMD, il est
n�ecessaire d'utiliser une sur-couche logicielle (style PVM).

{ Projets autour du T9000

Les Transputers T9000 d'Inmos et leurs composants d'interconnexion (C104),
bien que prometteurs au vu des annonces, tardent �a entrer en phase de
production. Ils devraient permettre la construction de grands calculateurs
MIMD europ�eens.

Les programmes europ�eens GPMIMD et GENESIS II regroupent les cons-
tructeurs Meiko, Parsys et Telmat, et ont pour but la construction d'une
machine parall�ele �a base de T9000 et de C104.

Un autre projet de machine r�ealis�e cette fois par Parsytec, associe le T9000
et le C104 [64]. Cette machine aurait pour nom CG et aurait jusqu'�a 16384
processeurs T9000, ce qui permettrait de d�evelopper une puissance de crête
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de 400 GFlops. Son architecture serait une grille tridimensionnelle form�ee
de 8� 8� 16 clusters. Chaque cluster formerait un n�ud de la grille tridi-
mensionnelle, contenant 16 T9000 et 44 C104, o�u chaque T9000 aurait un
lien connect�e �a chaque C104.

En�n, le projet LHPC (Laboratoire de Hautes Performances en Calcul)
r�ealis�e par la soci�et�e Archipel et des universitaires, a pour objet la cons-
truction d'une machine modulaire �a base de T9000 et de C104 pour les
communications et de processeurs sp�eci�ques pour les calculs.

1.9.2 La derni�ere g�en�eration de machines SIMD

Il est �a noter toutefois que ce type de machine tend �a disparâ�tre au pro�t
des machines MIMD. En e�et, les machines SIMD sont constitu�ees d'un grand
nombre de processeurs peu performants, souvent incapables de r�ealiser �a eux
seuls une op�eration sur des ottants. De plus ce type de machine �etait �etudi�e
uniquement pour du parall�elisme �a grain �n.

{ CM-2

La Connection Machine 2 [45] est une machine du constructeur Thinking
Machines Corporation (TMC). Elle est constitu�ee de cartes identiques, re-
groupant 16 modules de 32 processeurs �el�ementaires 1 bit �a 10 MHz. Dans
sa con�guration maximale elle contient 65536 processeurs �el�ementaires et
a une puissance de crête de 40 GFlops. Un module contient deux circuits
constitu�es de 16 processeurs �el�ementaires plus une unit�e de communication,
auxquels s'ajoutent une m�emoire locale et une unit�e de calcul ottant. L'en-
semble des modules est reli�e �a l'ordinateur frontal �a travers un s�equenceur
par un bus d'instruction et un bus d'adresse. Les circuits sont reli�es entre
eux par un r�eseau de type hypercube (de degr�e 12 pour la con�guration
maximale). Les liaisons internes d'un groupe de 16 processeurs �el�emen-
taires sont r�ealis�ees par un r�eseau d'interconnexion. Il s'agit d'un buttery
�a quatre �etages [25]. L'essentiel des applications test�ees sur la CM-2 �etant
de type scienti�que, une unit�e de calcul ottant a �et�e ajout�ee a�n d'ac-
c�el�erer les calculs sur les nombres r�eels. Sur les derni�eres versions de la
machine (CM-200), il est possible d'utiliser des processeurs travaillant en
format double pr�ecision (64 bits) pour am�eliorer la pr�ecision. Le gain de
temps obtenu grâce �a l'apport de l'unit�e ottante est de l'ordre de 20 par
rapport au calcul s�erie (addition bit �a bit) sur les processeurs �el�ementaires.

Les communications possibles sont de trois types :

{ les communications g�en�erales qui servent �a envoyer un message d'un
processeur �a n'importe quel autre. Elles utilisent une unit�e de com-
munication interne (un routeur �a la CM-2), ce qui entrâ�ne une perte
sensible au niveau des performances.
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{ les communications NEWS (North, East, West, South) qui permettent
d'envoyer un message sur un processeur voisin dans la topologie choisie.
Les processeurs ex�ecutant la même instruction, il n'existe pas de conit
de liens. Ces communications sont donc tr�es rapides.

{ les communications avec recombinaison. Elles permettent de commu-
niquer entre les processeurs d'une même dimension de la topologie
choisie. Elles associent �a la fois communications et op�erations de re-
combinaison binaire des messages. Ces communications utilisent les
liens de l'hypercube reliant tous les circuits (groupe de 16 processeurs).
Par exemple, elles permettent de r�ealiser un produit scalaire sur une
ligne de matrice.

{ DAP (Distributed Array of Processors)

La DAP est une machine SIMD commercialis�ee par le constructeur anglais
AMT. Elle est constitu�ee de processeurs 1 bit connect�es en grille 64 � 64,
soit 4096 processeurs au total. Ces processeurs ont une fr�equence d'horloge
de 10 MHz. La DAP �a 4096 processeurs a une puissance de 560 MFlops. Les
communications se font selon les lignes et les colonnes de la grille. La bande
passante totale de la machine est de 5; 2 Go/s. De plus, AMT a d�evelopp�e
des biblioth�eques de communications et de calculs qui permettent �a la DAP
d'être particuli�erement bien adapt�ee au traitement du signal et d'images.

{ MasPar MP-1 et MP-2

La MasPar MP-1 est une machine de type SIMD dont les processeurs cons-
tituent une grille torique octogonale [10], chaque processeur �etant reli�e �a
huit autres processeurs suivant les directions de la rose des vents. Les pro-
cesseurs �el�ementaires sont des processeurs 4 bits ; ils fonctionnent avec une
fr�equence d'horloge de base de 12; 5 Mhz, et poss�edent chacun 16 Ko de m�e-
moire. La MP-1 interconnecte de 1024 �a 16384 processeurs. La MP-1216,
c'est-�a-dire la MasPar �a 16384 processeurs, a une puissance de 1; 5 GFlops.
Chaque processeur de la grille est connect�e �a un s�equenceur ou ACU (Array
Control Unit). Ce s�equenceur est un processeur 4 bits poss�edant ses propres
registres, sa propre m�emoire pour les donn�ees et les instructions. C'est lui
qui re�coit le code ex�ecutable, et qui est charg�e, lors de l'ex�ecution, d'envoyer
le code, ainsi que les donn�ees, aux processeurs de la grille.

Il y a trois types de communication sur la MP-1 :

{ Les communications X-Net permettent �a tous les processeurs �el�emen-
taires actifs d'envoyer un message �a tous les processeurs se trouvant �a
une distance donn�ee dans une des huit directions d�e�nies par les liens.

{ Les communications via un routeur permettent de faire communiquer
entre eux n'importe quels processeurs. Le routage est r�ealis�e grâce �a
trois niveaux de crossbars.
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{ Les communications de type�proc� qui permettent d'�etablir des com-
munications entre les processeurs �el�ementaires et l'ACU (Array Control
Unit).

Digital vient d'annoncer la MasPar MP-2. Cette machine est une �evolution
de la MP-1 et poss�ede entre 1024 et 16384 processeurs 32 bits capables
chacun de r�ealiser 133 MIPS et 12; 5 MFlops suivant les mêmes principes.

{ Zephir

C'est la premi�ere machine de Wavetracer [80]. Zephir est du type SIMD
et poss�ede jusqu'�a 8192 processeurs. La topologie adopt�ee par Wavetracer
est la grille tridimensionnelle, ce qui permet de traiter plus facilement les
probl�emes dans l'espace, tels que la di�usion de la chaleur ou encore le
traitement d'images tridimensionnelles. Un des avantages de cette machine
r�eside dans le d�eploiement de la grille tridimensionnelle, a�n d'obtenir une
grille bidimensionnelle. Avec 8192 processeurs on peut donc avoir soit une
grille tridimensionnelle (16� 32� 16) soit une grille bidimensionnelle (64�
128). Les processeurs de cette machine sont des processeurs �el�ementaires
1 bit ayant une fr�equence d'horloge de 10 Mhz. Cette machine d�eveloppe
700 MIPS pour 120 MFlops. Le but de Wavetracer est de construire des
machines massivement parall�eles bas de gamme, et ne prenant pas de place.
En e�et cette machine tient sur un bureau (elle n'est gu�ere plus grosse
qu'une station de travail).

R�ecapitulatif

Les tableaux suivants r�esument les principales caract�eristiques des machines
parall�eles �enum�er�ees pr�ec�edemment ainsi qu'un tableau comparatif des perfor-
mances r�eelles de ces machines (ces performances ont �et�e obtenues avec un bench-
mark LINPACK par J. Dongarra [33]).
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Nom de la Puissance Nombre Mode de Topologie
machine de de contrôle du r�eseau de

crête processeurs communication
Campus FX800 32 GFlops 800 MIMD � r�eseau complet�

CM-5 262 GFlops 1024 MIMD fat-tree et
arbre binaire

Concerto 5 GFlops 76 MIMD recon�gurable
CS-2 51 GFlops 256 MIMD om�ega
Fujitsu AP1000 4 GFlops 1024 MIMD tore
KSR 43 GFlops 1088 MIMD anneau d'anneaux
nCUBE2 27 GFlops 8192 MIMD hypercube
Paragon 300 GFlops 4096 MIMD grille 2D
SP1 8 GFlops 64 MIMD om�ega
T3D 4.8 GFlops 32 MIMD grille 3D torique
CM-2 40 GFlops 65536 SIMD hypercube
MasPar 1,5 GFlops 16384 SIMD tore 2D
Zephir 120 MFlops 16384 SIMD grille 3D

R�ecapitulatif des principales machines parall�eles existantes

Type de nombre de Rmax Nmax N1=2 Rpeak
machine processeurs GFlops GFlops
Thinking Machines CM-5 1024 59,7 52224 24064 131
Intel Delta (40 MHz) 512 13,9 25000 7500 20
Thinking Machines CM-200 (10 MHz) 2048 9,0 28672 11264 20
Alliant Campus FX800 (40 MHz) 192 4,8 17024 5768 7,7
SP1 128 3,8 26500 8000 16
KSR 256 3,4 10240 1824 10,2
Paragon 206 3,3 10000 - 10,4
Fujitsu AP1000 512 2,3 25600 2500 2,8
nCUBE 2 (20 MHz) 1024 1,9 21376 3193 2,4
MasPar MP-2216 16384 1,6 11264 1920 2,4
Intel iPSC/860 (40 MHz) 72 1,4 9000 3500 2,9
Meiko Computing Surface (40 MHz) 62 1,3 8500 3500 2,5
IBM RS/6000 Cluster (62,5 MHz) 8 0,694 10000 1500 1,0
MasPar MP-1216 16384 0,473 11264 1280 0,55

Performances des principales machines parall�eles existantes

Les colonnes du tableau pr�ec�edent donnent les quantit�es suivantes :

{ Rmax est la performance en GFlops pour le plus grand probl�eme pouvant
être ex�ecut�e sur la machine.

{ Nmax est la taille en octets (du nombre de donn�ees) du plus grand probl�eme
pouvant être ex�ecut�e sur la machine.

{ N1=2 est la taille en octets pour laquelle les performances obtenues sont
moiti�e de Rmax.
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{ Rpeak est la performance de crête de la machine.

1.9.3 Les grandes lignes actuelles

Les tendances qui se d�egagent des nouvelles machines pr�esent�ees ci-dessus
sont la g�en�eralisation du routage de type wormhole ou commutation de circuit
(avec l'apparition de routeurs mat�eriels performants), et la disparition des ordina-
teurs frontaux (comme pour la CM-5 ou la Paragon o�u les utilisateurs se connec-
tent directement sur un processeur de la machine, vu qu'un certain nombre de
n�uds ont un noyau syst�eme). Une autre tendance est la disparition des r�eseaux
� classiques� (hypercube, anneau, grille, etc.) au pro�t de r�eseaux multi-�etages
comme sur la CS-2 de PCI, la SP1 d'IBM. L'avantage de ces r�eseaux est de garan-
tir le choix entre de nombreux chemins pour faire communiquer deux processeurs
quelconques. De plus, vues les m�ethodes de routage utilis�ees dans ces machines, le
coût de communication entre deux processeurs reste sensiblement le même, quel
que soit l'emplacement de ces processeurs dans la machine. On voit �egalement
apparâ�tre la notion de machines extensibles (scalable) : en ajoutant des cartes on
peut augmenter le nombre de processeurs de la machine, sans que les utilisateurs
aient �a modi�er leurs applications pour travailler sur la machine compl�ete.

De plus, il �emerge deux strat�egies : la premi�ere consiste �a chercher la plus
grande puissance de calcul : c'est celle adopt�ee par les grands constructeurs tels
que Cray, Intel, Thinking Machines Corporation, etc. ; la deuxi�eme consiste �a
maximiser la puissance �a prix constant : c'est le cas des machines �a base de Trans-
puter, des constructeurs Wavetracer et Alliant, etc.

En marge de ces machines d�evelopp�ees par des industriels (souvent en col-
laboration �etroite avec des universit�es), de nombreux projets universitaires ont
pour objet la construction de machines parall�eles d�edi�ees �a la programmation
fonctionnelle, au traitement d'images, etc.

Outre ces machines parall�eles � traditionnelles�, on voit apparâ�tre une uti-
lisation des r�eseaux de stations de travail comme machines parall�eles, grâce �a
des logiciels tels que PVM (Parallel Virtual Machines) [8], Express, P4 [11]. Les
stations de travail sont reli�ees entre elles par un r�eseau Ethernet ou FDDI (Fiber
Distributed Data Interface) ou par un Token-ring [74].

Un probl�eme subsiste : le refroidissement

De tous temps, les constructeurs ont multipli�e la puissance des processeurs par
le nombre de processeurs de leur machine parall�ele, pour annoncer sa puissance
maximale. Cependant, il ne su�t pas d'assembler ind�e�niment des processeurs
pour avoir des syst�emes toujours plus puissants. Un premier probl�eme est la lon-
gueur des connexions (c'est la raison principale de la limite �a 16384 n�uds de
la CM-5). Un autre probl�eme est le refroidissement du syst�eme. On ne peut pas
regrouper un grand nombre de processeurs dans un espace r�eduit sans connâ�tre
des probl�emes de surchau�e. Ces probl�emes n'�etaient �a pr�esent connus que dans
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le cadre des supercalculateurs (par exemple, Cray). Les techniques de refroidis-
sement liquide employ�ees par Cray ne sont sûrement pas applicables directement
sur des machines de la taille d'un gymnase (taille de la CM-5 �a 16384 processeurs),
et il faudra donc reconsid�erer certains param�etres des r�eseaux. Par l'augmenta-
tion du nombre de composants dans les processeurs, plus de courant circule et
donc plus de chaleur se d�egage. Sur son dernier processeur, le Pentium (destin�e
pour le moment �a succ�eder au 80486), Intel a dû installer un ventilateur sur le
processeur a�n d'�eviter que celui-ci ne fonde apr�es un quart d'heure d'utilisation.
DEC a rencontr�e ce type de probl�eme avec l'Alpha.

1.10 Perspectives

Certains constructeurs annoncent pour leurs machines des performances de
l'ordre d'une centaine de GFlops, mais, sur des applications r�eelles, les machines
que nous avons pr�esent�ees ne d�epassent gu�ere quelques dizaines de GFlops. Ceci
est dû aux communications entre processeurs, et �a la non-optimisation du code
pour chaque processeur. En e�et, la puissance des processeurs a augment�e plus
vite que les performances des liens de communication, actuellement les proces-
seurs calculent �a des vitesses de l'ordre de 100 MFlops alors que les d�ebits des
liens sont de l'ordre 15 Mo/s ! ce qui fait que les processeurs passent une grande
partie de leur temps �a attendre des donn�ees. De plus, les applications doivent
rester portables pour �eviter de r�e�ecrire le code chaque fois que l'on change de
machine. Ceci implique qu'il est di�cile de tirer parti des sp�eci�cit�es des proces-
seurs sur lesquels on travaille. Comme, les applications sont �ecrites en langage
de haut niveau, il faut donc fournir rapidement des compilateurs ad�equats avec
chaque nouvelle machine.

Ainsi, pour r�epondre �a la demande croissante de puissance de calcul, un certain
nombre de constructeurs tels que Cray, Intel ou Thinking Machines Corporation
envisagent de construire prochainement des machines atteignant les 3T (Tera-
Flops, Teraoctets, Teraoctets/seconde). Pour atteindre les 3T, les constructeurs
pr�evoient d'une part de m�elanger des techniques SIMD et MIMD, et d'autre part
de rendre les processeurs plus performants. Le CMOS et le BICMOS n'ont pas
encore atteint leurs limites physiques (on parle moins de l'ars�eniure de gallium
GaAs), et le � tout optique� [38] ne semble pas recueillir beaucoup de su�rages.
On compte sur les supraconducteurs, la �bre optique, ou encore l'augmentation
des possibilit�es d'int�egration pour augmenter les performances. Par exemple, In-
tel a r�eussi �a int�egrer quatre processeurs �el�ementaires sur un seul substrat en
laboratoire (Micro 2000), mais seulement deux en pratique (Pentium, o�u il y a
deux processeurs 80486 sur le même substrat). Ces technologies restent encore
exp�erimentales et sont tr�es on�ereuses. Cependant, NEC a r�eussi �a produire, avec
ces techniques, des processeurs d�eveloppant 0; 2 GFlops [82]. Une production �a
grande �echelle devrait pouvoir r�eduire les coûts de fabrication.

Les processeurs RISC comportent de plus en plus d'instructions (par exemple
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168 pour le Alpha, 155 pour le HP, 118 pour le Viking, etc.), ce qui les �eloigne
radicalement du concept de jeu d'instructions r�eduit. Par ailleurs, les proces-
seurs CISC utilisent des instructions de plus en plus simples. L'id�ee est donc de
fusionner ces deux principes. Par exemple, Intel est arriv�e �a ex�ecuter plusieurs
instructions par cycle d'horloge sur ses processeurs 80486 �a architecture CISC.
Les derniers processeurs d'Intel comme le i960 et le Pentium combinent les tech-
niques RISC et CISC : ce sont des processeurs de type superscalaire.

Les super-machines parall�eles ne remplaceront pas des calculateurs moins am-
bitieux, mais plus e�caces, pour les applications courantes. Ces super-machines
seront d�edi�es �a une classe d'applications qui n�ecessitent les 3T : les pr�evisions
m�et�eorologiques sur de longues p�eriodes, la mod�elisation du g�enome humain, ou
encore la dynamique des battements du c�ur (actuellement un jour de CPU Cray
mod�elise un battement).

Des machines plus communes pourront connecter de 4 �a 20 processeurs per-
formants sur un bus, limite probable due aux probl�emes pos�es par la coh�erence
des caches. Un gain en performance �evident devrait être obtenu en mode multi-
utilisateurs par r�epartition de la charge des utilisateurs sur les processeurs. En�n,
des r�eseaux locaux �a haut d�ebit permettront d'acc�eder �a ces di��erentes machines
depuis les stations individuelles.
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Chapitre 2

Mod�eles de communications et
topologies

2.1 Introduction

Lorsque l'on ex�ecute un programme sur une machine parall�ele �a m�emoire
distribu�ee, le temps d'ex�ecution de ce programme d�epend du temps de cal-
cul et de la dur�ee des communications entre les processeurs. Pour minimiser le
temps d'ex�ecution d'un processeur il est donc en particulier n�ecessaire de toujours
� alimenter� les unit�es de calcul, c'est-�a-dire de r�eduire les temps d'attente de
donn�ees provenant d'autres processeurs. Il faut donc d'abord minimiser le volume
global de donn�ees �a �echanger entre les processeurs, puis minimiser le coût de ces
�echanges en d�eveloppant des strat�egies, c'est-�a-dire des algorithmes de communi-
cation e�caces (voir livre livre communications dans les r�eseaux de processeurs
[7]).

Il existe de nombreux articles sur le sujet des communications. Le groupe
�RUMEUR� (op�eration de C3) dispose d'une bibliographie de plus de deux
cents articles ! Cependant l'�etude de ces articles montre que les hypoth�eses utili-
s�ees di��erent souvent, ce qui rend di�cile une quelconque comparaison de l'e�ca-
cit�e des solutions propos�ees. De plus, de nombreuses �etudes utilisent des mod�eles
abstraits et les r�esultats sont parfois peu exploitables sur des machines distri-
bu�ees. A�n de r�ealiser par la suite une �etude comparative des di��erents algo-
rithmes de communication, nous prendrons le mod�ele qui correspond le mieux
aux communications dans les machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee de ces
derni�eres ann�ees.

Le but de ce chapitre est de pr�esenter les di��erents modes de routage utilis�es
dans les machines �a m�emoire distribu�ee actuelles, ainsi que les mod�elisations des
coûts de communication qui leur sont associ�ees. En outre, la topologie du r�eseau
sous-jacent est un param�etre important pour les communications. La derni�ere
partie de ce chapitre sera consacr�ee �a la pr�esentation des topologies les plus
utilis�ees �a l'heure actuelle.
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2.2 Communications dans un n�ud

Dans le chapitre 1 nous avons pr�esent�e la mod�elisation d'un n�ud, sans en
expliquer la gestion ni les contraintes associ�ees. C'est ce que nous allons exposer
maintenant.

2.2.1 Gestion des messages

Dans ce paragraphe, nous pr�esentons sommairement la gestion de la recep-
tion ou de l'emission de messages entre deux processeurs: lorsqu'un n�ud veut
communiquer avec un autre, il utilise un de ses liens connect�es au r�eseau d'in-
terconnexion. Il est alors important pour les performances des algorithmes que
les unit�es de traitement ne soient pas interrompues. Pour cela chaque lien est
coupl�e �a une interface du type DMA (Direct Memory Access). Cette interface
peut acc�eder �a la m�emoire ou aux caches de donn�ees sans interrompre les autres
unit�es du n�ud.

Du fait que les n�uds deviennent de plus en plus puissants, et qu'ils disposent
de syst�emes multi-tâches, il n'est pas rare que plusieurs processus s'ex�ecutent sur
un même n�ud. Le nombre de processus peut donc être tr�es largement sup�erieur
au nombre de liens du n�ud, ce qui pose un probl�eme lorsque les processus veulent
communiquer avec d'autres processus se trouvant sur d'autres n�uds du r�eseau.
Pour r�esoudre ce probl�eme, on consid�ere que les n�uds communiquent avec leurs
voisins en �echangeant des messages sur des canaux. Un canal est une liaison point
�a point, uni-directionnelle, entre deux n�uds reli�es par un lien physique. Plusieurs
canaux peuvent partager un même lien physique, on parle alors de multiplexage.

Sur chaque n�ud peut être install�e un routeur. Le rôle de ce routeur est
d'acheminer les messages entre n�uds non voisins. Les routeurs r�ealisent de fa�con
distribu�ee un algorithme de routage qui sp�eci�e le chemin �a suivre dans le r�eseau
pour se rendre de tout n�ud x vers tout n�ud y. Cet algorithme est d�ecrit par
une fonction de routage. Localement, le routeur choisit, pour chaque message
qui arrive sur un des canaux d'entr�ee du n�ud, le canal de sortie qui convient.
Pour cela, il peut utiliser des tables. Ce genre de m�ethode n'est cependant pas
couramment utilis�e dans les machines multiprocesseurs (au contraire des grands
r�eseaux plan�etaires comme par exemple le routage du courrier �electronique sur
Internet), et les multiprocesseurs utilisent le plus souvent une m�ethode de routage
bas�ee sur une arithm�etique simple qui peut être implant�ee avec une m�emoire
programmable (en technologie CMOS) sur le n�ud.

2.2.2 Les contraintes de communication

Malheureusement, pour les utilisateurs on ne peut pas r�ealiser des commu-
nications aussi facilement sur une machine parall�ele �a m�emoire distribu�ee. En
e�et, suivant les technologies et les techniques employ�ees un certain nombre de



2.2. Communications dans un n�ud 51

restrictions existent sur les fa�cons et les possibilit�es de faire communiquer deux
n�uds ensemble.

Une premi�ere restriction peut provenir du type même des liens utilis�es dans
le r�eseau. Consid�erons deux processeurs voisins p1 et p2 reli�es entre eux par un
lien.

{ Si les communications entre ces deux processeurs ne peuvent se faire dans
un sens, c'est-�a-dire que p1 peut envoyer un message �a p2 mais p2 ne pourra
jamais envoyer de message �a p1 par ce lien alors ce type de lien est dit
monodirectionnel.

{ Si les communications entre ces deux processeurs peuvent se faire dans
les deux sens c'est-�a-dire que p1 peut envoyer un message �a p2 et que p2
peut aussi envoyer un message �a p1 par ce lien alors ce type de lien est dit
bidirectionnel.

Une deuxi�eme restriction peut avoir trait �a l'�echange simultan�e de donn�ees
entre deux n�uds voisins. Consid�erons deux processeurs p1 et p2 reli�es par un
lien de communication bi-directionnel.

{ Si un seul message �a la fois peut circuler entre p1 et p2, soit de p1 vers p2,
soit de p2 vers p1, le lien est dit half-duplex.

{ Si deux messages peuvent circuler au même instant sur le même lien, l'un
transitant de p1 vers p2 et l'autre de p2 vers p1, le lien est dit full-duplex.
C'est le cas le plus fr�equent en pratique.

Une autre restriction pourra être dûe aux limitations des possibilit�es de com-
munication entre l'interface m�emoire et les liens de communication pour chaque
n�ud.

{ Si, lors d'une communication, chaque n�ud ne peut envoyer ou recevoir un
message que sur un seul lien �a la fois, les communications sont dites 1-port.
Cette contrainte qui limite les �echanges est donc aussi appel�ee processor-
bound ou whispering (litt�eralement en murmurant). C'�etait le cas pour
l'iPSC/1 d'Intel.

{ Au contraire, si chaque n�ud peut utiliser simultan�ement tous ses liens,
alors les communications sont dites �-port, o�u � fait r�ef�erence au nombre
de liens maximum des n�uds du r�eseau. C'est maintenant le nombre de
liens qui limite les communications. Ce sch�ema est aussi appel�e link-bound
ou shouting (litt�eralement en criant). C'est le cas des syst�emes �a base de
Transputers (T800 ou T9000), l'iWARP, CM2 : : :

{ Entre ces deux cas les plus fr�equents, il y a celui o�u seulement k liens de
communication parmi les � disponibles sont simultan�ement utilisables. On
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se trouve alors dans un sch�ema k-port. Les communications sont limit�ees
par le nombre maximum de DMA g�erant les transferts de donn�ees entre la
m�emoire des processeurs et leurs liens de communication. On trouve donc
aussi l'appellation DMA-bound. Exemples de machine : les syst�emes �a base
de Transputers avec multiplexage comme les FPS s�erie T.

2.3 Di��erents modes de commutation

La transmission d'un message entre deux n�uds non directement li�es s'e�ectue
grâce aux routeurs des n�uds interm�ediaires. Chaque routeur re�coit une adresse
de destination, qu'il d�ecode pour d�eterminer le canal de sortie, et envoie cette
adresse sur ce canal. C'est ce qu'on appelle la commutation du routeur. Le temps
mis par le routeur pour r�ealiser sa commutation est appel�e la latence.

Il existe di��erentes techniques de commutation, voici la description des plus
utilis�ees.

2.3.1 Commutation de circuit (circuit-switched)

La commutation de circuit consiste �a �etablir un chemin entre les deux n�uds
qui veulent communiquer, avant d'envoyer le message. Le fonctionnement est le
suivant : l'�emetteur envoie un en-tête (header) en direction du r�ecepteur. Dans
chaque n�ud travers�e l'en-tête r�eserve un canal a�n de construire un circuit. Une
fois l'en-tête arriv�ee �a destination, un accus�e de r�eception (acknowledgement) est
�emis par le r�ecepteur en direction de l'�emetteur. Cet accus�e de r�eception emprunte
le circuit pr�ec�edemment �etabli. A la r�eception de cet accus�e, l'�emetteur envoie le
message en une seul fois [12]. La �gure 2.1 d�ecrit ce fonctionnement. Sur cette
�gure l'en-tête est not�e h et l'accus�e de r�eception a.

Il est impossible �a d'autres messages d'emprunter une partie d'un circuit d�ej�a
�etabli tant que le circuit n'est pas lib�er�e. Ce mode de fonctionnement correspond
au principe du t�el�ephone.

Exemple. Le direct connect qui est propos�e par Intel sur les hypercubes de la
s�erie iPSC/2 et iPSC/860 est un routage de type commutation de circuit.
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Fig. 2.1 : Commutation de circuit.

2.3.2 Commutation de messages (store-and-forward)

Dans ce mode de commutation, l'�emetteur envoie en une seule fois le message
et l'en-tête. Le message avance alors vers sa destination en �etant stock�e dans
chaque n�ud interm�ediaire.A chaque �etape, le canal emprunt�e est aussitôt lib�er�e.
Cette technique est connue sous le nom de store-and-forward [12].

Le d�efaut de cette technique est de n�ecessiter une taille de registre importante
pour stocker le message sur les processeurs interm�ediaires. En fait, ces messages
sont g�en�eralement stock�es en m�emoire, or les acc�es m�emoire sont proportionnels
�a la taille des messages d'o�u un ralentissement des communications. Par contre
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l'avantage de cette technique est que tous les processeurs interm�ediaires ont eu
connaissance du message, ce qui est fort utile dans les sch�emas de communication
globaux comme la di�usion (voir chapitre 5).

Exemple. La Computing Surface de Meiko, les T-Node et Mega-Node de Tel-
mat, ou les Volvox d'Archipel utilisent un routage par commutation de messages.

2.3.3 Commutation de paquets (packet-switched)

Ce mode est une adaptation du mode store-and-forward : en e�et le message
initial est d�ecoup�e en paquets de taille �xe, chaque paquet poss�ede un en-tête et
est sont envoy�es les uns �a la suite des autres, ce qui permet de b�en�e�cier d'un
e�et pipeline (voir description pr�ecise �a la section 2.5.1).

Ce mode de commutation pr�esente deux avantages. Le premier est dû �a la
taille �xe des paquets et �a leur petite taille. En e�et, les paquets vont pouvoir
être stock�es dans les registres du routeur au lieu que le message complet soit
stock�e en m�emoire. La capacit�e de stockage n�ecessaire sur un n�ud pour un
canal se limite donc �a la taille d'un paquet. Comme chaque paquet poss�ede un
en-tête, le deuxi�eme avantage est de pouvoir router les paquets ind�ependamment
les uns des autres, les paquets peuvent même emprunter des chemins di��erents.

Notons que ceci implique un surplus de communications engendr�e par le sup-
pl�ement d'information ajout�e �a chaque paquet, notament pour la recomposition
du message �a partir des di��erents paquets.

Ceci est sch�ematis�e par la �gure 2.2.

hM1

h h hM1M2M3

h hM1

h

M2

M3

Emetteur R�ecepteur

Fig. 2.2 : Commutation de paquets.
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2.3.4 Routage wormhole

Dans ce mode de routage, le message est d�ecoup�e en paquets de petite taille
que l'on appelle its (ow control digit) [6, 8] (�egals �a la taille de la queue d'un
canal). Le premier it contient l'adresse de destination, et les autres des morceaux
du message. Le premier it avance dans le r�eseau et �etablit le chemin, il est
directement suivi par les autres its (voir �gure 2.3). Une fois que le dernier it
a travers�e un canal, ce dernier est alors disponible pour un nouveau message.

Si le premier it ne peut plus avancer car le canal qu'il doit emprunter est oc-
cup�e, il attend que ce canal se lib�ere. Les its qui le suivaient sont stock�es dans les
queues des canaux qu'ils occupaient, bloquant ainsi le chemin. On peut comparer
le cheminement d'un message dans ce mode �a celui d'un ver qui progresse sous
la terre. Notons qu'une fois que le it de tête a �et�e a�ect�e �a un canal, ce canal
ne peut transmettre aucun it d'un autre message tant que le message originel
n'est pas pass�e : � on ne peut pas couper le ver�.
Remarque.
Cette technique de routage permet au r�ecepteur de recevoir des morceaux du
message avant que l'�emission du message ne soit termin�ee, ce qui se produit pour
des messages longs. Mais elle permet aussi, dans le cas de messages tr�es courts de
lib�erer les canaux proches de l'�emetteur avant le d�ebut de la r�eception du premier
it par le destinataire. Un probl�eme se pose si la distance entre les deux n�uds est
grande, en e�et, des erreurs de transmission peuvent se produire, d'o�u la n�ecessit�e
d'introduire un protocole d'accus�e de r�eception des its dans ce cas-l�a.

Il est important de bien distinguer ce mode de routage des routages par com-
mutation de paquets et des routages par commutation de circuit (ou circuit-
switched). En e�et, dans le routage par commutation de paquets, chaque paquet
contient en en-tête l'adresse de destination et peut donc être rout�e ind�ependam-
ment des autres paquets. Au contraire, dans le cas du wormhole, seul le premier
it contient l'adresse de destination et tous les its suivent le même chemin. Dans
le routage par commutation de circuit, il faut �etablir un circuit physique entre
les correspondants. Dans le cas du wormhole, il n'y a pas construction de circuit
physique : le circuit n'est que virtuel et n'existe qu'entre le premier et le dernier
it.

Exemple. Le wormhole a �et�e choisi par Inmos pour la nouvelle s�erie des Trans-
puters T9000 et des crossbars C104. La CM-5 de Thinking Machine Corp., la
Paragon d'Intel, la CS-2 de PCI utilisent aussi ce type de routage.
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Fig. 2.3 : Routage wormhole

2.3.5 Virtual-cut-through

Le virtual-cut-through a �et�e introduit par Kermani et Kleinrock [12]. Ce mode
de routage est identique au wormhole sauf quand la propagation du premier it
d'un message est impossible. Cette fois-ci les its contenant le corps du message
continuent �a avancer et sont tous stock�es sur le n�ud o�u le premier it s'est
trouv�e bloqu�e, ce qui pr�esente l'avantage de lib�erer des canaux qui peuvent être
ainsi utilis�es par d'autres messages. Le routeur doit donc disposer de queues de
tailles arbitrairement grandes, ce qui ne permet pas de l'int�egrer facilement sur
un n�ud.
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2.3.6 Le mode transparence

Le probl�eme commun �a la commutation de circuit et �a la commutation de
paquets, du wormhole et du virtual-cut-through est que les n�uds interm�ediaires
ne peuvent pas lire les its qui transitent par leur routeur. En e�et, en mode
wormhole par exemple, lorsqu'un message est �emis par un n�ud x �a destination
de z, et que ce message transite par un n�ud y lors du routage, le message n'a
pas �et�e stock�e dans la m�emoire de y, mais seulement dans les registres du routeur.
Ceci pose des probl�eme lors de sch�emas de communication tels que la di�usion.
C'est pourquoi le mode transparence fait l'objet d'�etudes de la part de C. T. Ho,
dans ce mode les n�uds interm�ediaires pourraient lire les its qui transitent par
leur routeur.

2.4 Mod�elisation du temps de communication

Pour �evaluer le coût d'un algorithme sur une machine �a m�emoire distribu�ee
il est n�ecessaire de connâ�tre le coût des communications. A�n, de le d�eterminer
di��erents mod�eles, des plus simples aux plus proches des machines, du coût d'une
communication ont �et�e propos�es.

Notons que les mod�eles cit�es dans cette section ne tiennent pas compte des
probl�emes de congestion, c'est-�a-dire que l'on consid�ere que tous les canaux sont
libres.

2.4.1 Mod�ele temps constant

Dans ce mod�ele, on consid�ere qu'une communication entre deux n�uds voisins
coûte une unit�e de temps et ne d�epend pas de la taille du message communiqu�e.

T1 = 1: (2:1)

De même la communication entre deux n�uds distants de d va coûter d unit�es
de temps.

Td = d: (2:2)

Dans ce mod�ele, les messages peuvent être d�ecoup�es et recombin�es sans a�ec-
ter le temps de transfert. Comme le coût de la communication ne d�epend pas de
la taille du message, un n�ud qui a re�cu pr�ec�edemment deux messages a int�erêt
�a combiner les deux messages au lieu de faire deux envois s�epar�es. A l'inverse,
le d�ecoupage d'un message en petits paquets coûtera plus cher, car l'envoi de
chaque paquet coûtera 1 unit�e. Ce mod�ele est peu r�ealiste et n'a gu�ere qu'un
int�erêt th�eorique.
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2.4.2 Mod�ele temps lin�eaire

Dans ce mod�ele le temps de transmission d'un message de taille L entre deux
processeurs voisins est mod�elis�e par la somme :

{ d'un temps d'initialisation (start-up) � repr�esentant le temps des initiali-
sations de registres m�emoire, ou le temps de proc�edures d'envoi/accus�e de
r�eception ;

{ et d'un temps de propagation L� proportionnel �a la taille L du message
communiqu�e. � repr�esente le temps de propagation d'une unit�e de message.
La bande passante d'un lien est donc l'inverse de � .

T1 = � + L�: (2:3)

Ce mod�ele [16, 18] se rapproche plus de la r�ealit�e des machines �a m�emoire
distribu�ee [3, 17] que le mod�ele temps constant. Mais comme on le verra au
chapitre 6, il peut être encore am�elior�e.

Voici pour quelques machines les valeurs de � et de � :

� �sec � �sec=octet
Ametek 2010 0.08 0.035

CM-2 - 0.100
CM-5 73 0.1

Fujitsu AP 1000 0.04 0.040
iPSC/1 1000 1.000
iPSC/2 136 0.384
iPSC/860 350 0.2
MegaNode 4.85 1.125
Meiko CS-1 250 1.000
nCUBE 446 2.500
FPS T40 830 1.430

Il convient de faire plusieurs remarques relatives �a ce tableau :

{ il faut se garder de comparer de fa�con brutale les valeurs du tableau pour
en d�eduire une hi�erarchie entre les machines. En e�et, certaines valeurs de
start-up par exemple ne sont pas directement comparables car elles pro-
viennent de mesures e�ectu�ees dans des environnements logiciels di��erents.
C'est le cas pour les iPSC et le MegaNode.

{ sur les iPSC [4, 3], le temps de propagation est plus important pour les
messages longs que pour les courts (limites respectives �a 1Ko dans le cas
de l'iPSC/1, et �a 100 octets dans le cas de l'iPSC/2). Ceci est dû �a un pro-
cessus de v�eri�cation de l'espace m�emoire disponible chez le destinataire
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avant l'�emission de gros messages. La mod�elisation temps lin�eaire ne s'ap-
plique pas directement, il faut modi�er le mod�ele a�n de consid�erer cette
discontinuit�e des param�etres.

Dans ce mod�ele, la communication entre deux n�uds distants de d va d�ependre
du mode de routage.

Commutation de messages

Dans le mode store-and-forward simple, le message est transmis de voisins en
voisins, ce qui revient �a faire d communications de voisin �a voisin, d'o�u un temps
de communication �egal �a :

Td = d(� + L� ): (2:4)

Commutation de circuit et wormhole

Pour ces deux modes de routage, le param�etre � se d�ecompose en un start-up
� dû au protocole de communication dans le n�ud et �a la somme des temps �
n�ecessaires pour commuter chaque routeur des n�uds interm�ediaires [14], d'o�u
un temps de communication �egal �a :

Td = �+ d� + L�: (2:5)

On peut remarquer que si l'on fait une communication entre deux voisins
suivant ces modes de routage on trouve que � = � + �.

2.4.3 Les autres mod�eles

Les mod�eles expos�es jusqu'�a pr�esent sont les plus utilis�es, mais il existe dans
la litt�erature d'autres mod�eles dont voici les principaux :

{ Une �etude men�ee par Bertsekas et al. [2] sur les communications dans les
hypercubes utilise les hypoth�eses suivantes : le transfert d'informations sur
les liens se fait par paquets de taille �xe. Il n'est pas possible de d�ecouper, ni
de combiner les paquets entre eux. Envoyer un paquet prend un temps 1, et
envoyer p paquets prend un temps p. Plus g�en�eralement, on peut mod�eliser
le temps voisin �a voisin par :

T1 =
�
L

m

�
�

L �etant la longueur du message �a envoyer, m la taille des paquets, et 1
�
la

bande passante des liens.
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{ Touzene et Plateau [19] ont �etudi�e les communications dans le tore en sup-
posant que le temps d'initialisation des communications �etait nul. Les mes-
sages peuvent ainsi être d�ecoup�es et recombin�es si n�ecessaire. Cela corres-
pond au mod�ele :

T1 = L�

o�u L est la longueur du message �a envoyer, et 1
�
est la bande passante des

liens. Ce mod�ele est utilisable sur des messages de grande taille, c'est-�a-dire
L� � �.

{ Il est possible d'a�ner le mod�ele temps lin�eaire. En e�et ce mod�ele ne tient
pas compte du nombre de liens utilis�es �a la fois sur chaque n�ud. Des
exp�erimentations [9] montrent que le temps d'initialisation et le temps de
propagation peuvent tous deux d�ependre du nombre de liens utilis�es par un
processeur �a un instant donn�e. En e�et, il faut payer le prix de la gestion
logicielle du parall�elisme des liens. Le mod�ele est de la forme :

T1 = �k + L�k

o�u L est la longueur du message �a envoyer, et �k et �k sont respectivement les
temps d'initialisation et de propagation lorsque le processeur communique
en utilisant k liens. Faire varier � est aussi la m�ethode que l'on peut utilis�ee
pour mod�eliser les communications dans les machines �a communications
hi�erarchiques.

2.5 Comparaison des principaux modes de rou-

tage

Comme nous l'avons vu au chapitre 1 les trois modes de routage les plus
r�epandus dans les machines �a m�emoire distribu�ee sont le store-and-forward, la
commutation de circuit et le wormhole, c'est pourquoi il est int�eressant de com-
parer rapidement ces di��erents modes de routage.

Comme le montrent les �equations 2.4 et 7.2, le routage store-and-forward
s'e�ectue approximativement d fois plus lentement que dans le routage wormhole
ou par commutation de circuit.

Voici un tableau r�ecapitulatif, rappelant les principales di��erences entre le
mode store-and-forward et les modes wormhole et commutation de circuit. Ce
tableau indique aussi des valeurs exp�erimentales des param�etres caract�eristiques



2.5. Comparaison des principaux modes de routage 61

des communications.

Store-and-forward Wormhole ou Circuit
Un n�ud stocke tout le message 1 it

en m�emoire sur un registre du routeur

Blocage possible sur un n�ud sur un chemin

Communication
�a distance d d(� + L� ) �+ d� + L�

Exemples de T-node, iPSC/1, iPSC/2, iPSC/860, T9000
machines nCUBE, Cosmic-cube nCUBE-2, MDP (MIT)

Valeurs iPSC/1 : � = 1000 �s iPSC/860 : � = 350 �s
� = 1 �s=octet � = 10 �s; � = 0:2 �s=octet

Il existe cependant des techniques logicielles qui peuvent être utilis�ees pour
acc�el�erer les communications dans le mode store-and-forward, en particulier la
technique du pipeline ou encore la technique du pipeline coupl�ee �a l'utilisation de
chemins disjoints.

2.5.1 La technique du pipeline

Pour r�eduire le temps de transmission dans le mode de routage store-and-
forward, on peut d�ecouper le message de longueur L en paquets, et les transmettre
les uns �a la suite des autres. C'est la technique du pipeline. Pour pouvoir utiliser
cette technique il est n�ecessaire de travailler en mode 2-port, car chaque n�ud
interm�ediaire doit pouvoir �emettre et recevoir sur deux canaux di��erents.

Soit d la distance entre la source et la destination. On d�ecoupe le message
de longueur L en paquets de taille q. Supposons pour simpli�er l'expos�e, que L
est divisible par q. Les paquets sont alors transmis les uns apr�es les autres sur
le chemin de routage entre la source et la destination. Le premier paquet arrive
apr�es un temps d(� + q� ). Puis il arrive un paquet �a chaque �etape, et comme il
reste L

q
� 1 paquets de taille q, il est n�ecessaire d'attendre encore (L

q
� 1)(�+ q� )

pour que la destination ait re�cue la totalit�e du message. Le temps de transmission
est alors :

Td = d(� + q� ) + (
L

q
� 1)(� + q� )

= (d+
L

q
� 1)(� + q� ):
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Le temps Td est une fonction de q. La taille de paquet q qui minimise Td(q)

est qmin =
q

L�
(d�1)�

. On obtient, pour cette taille de paquet, un coût de

�q
(d� 1)� +

p
L�
�2

:

Ainsi, pour un L tr�es grand, on obtient un temps de communication dans le
mode store-and-forward en L� + o(L), ce qui masque l'inuence de la distance.
En cas de messages longs, ce temps devient comparable �a celui de l'�equation 2.5
obtenue dans le mode de routage wormhole et de même, le chemin complet devient
inutilisable pour le transfert d'autres messages.

2.5.2 La technique des chemins disjoints

Parmi tous les chemins reliant une source et une destination, il s'agit de
trouver un certain nombre de chemins disjoints et de router certains paquets sur
ces chemins disjoints [11].

Soit � le nombre de ces chemins disjoints de longueur au plus d0 � d, on peut
d�ecouper le message initial de longueur L en � blocs et router chaque bloc de
longueur L

�
(suppos�ee ici aussi enti�ere pour simpli�er la pr�esentation) ind�epen-

damment sur chacun des chemins. Le temps de transmission devient :

Td = d0(� +
L

�
� )

dans le mode store-and-forward, et

Td = � + d0� +
L

�
�

dans le mode wormhole.
De plus, dans le mode de routage store-and-forward, on peut pipeliner ind�e-

pendamment les � blocs sur chacun des chemins pour obtenir un temps de :

0
@q(d0 � 1)� +

s
L

�
�

1
A2

;

ce qui reste comparable au mode wormhole pour des messages assez grands.
Pour conclure, l'utilisation simultan�ee de � chemins sur � parties di��erentes

du message sous l'hypoth�ese multi-ports, revient �a augmenter la bande passante.

2.6 Description des principales topologies

Pour minimiser le temps de communication entre deux n�uds, un des premiers
param�etres �a minimiser est la longueur du chemin que le message va parcourir
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entre les deux n�uds. Une bonne mod�elisation des architectures �a m�emoire dis-
tribu�ee est alors donn�ee par un graphe G = (V;E), o�u l'ensemble V des sommets
du graphe repr�esente les n�uds, et l'ensemble E des arêtes repr�esente les liens de
communication entre les n�uds. La th�eorie des graphes [1] est tr�es utile dans ce
cadre-l�a.

Comme nous l'avons vu au chapitre 1 et dans le chapitre 2, il existe deux
types de r�eseaux : les r�eseaux point �a point et les r�eseaux multi-�etages. Du point
de vue des communications les r�eseaux multi-�etages posent moins de probl�emes
du fait que chaque n�ud est reli�e �a tous les autres (le r�eseau peut être vu comme
un r�eseau complet). Mais il reste des probl�emes de congestion lorsque l'on veut
r�ealiser des sch�emas de communications globales. De plus, dans ces r�eseaux l'uti-
lisateur n'a pas acc�es aux commutateurs du r�eseau, c'est-�a-dire qu'il ne peut pas
agir sur les chemins emprunt�es par ses messages. C'est pour cela que nous nous
sommes plus particuli�erement int�eress�es aux r�eseaux point �a point.

Parmi les r�eseaux existant, les hypercubes, les grilles, les grilles toriques et
les De Bruijn ont �et�e les plus utilis�es et les plus �etudi�es. La description de ces
r�eseaux va permettre de mettre en valeur leur degr�e, leur diam�etre, leur nombre
de n�uds et leur nombre de liens, des param�etres qui leurs sont caract�eristiques.

2.6.1 Les hypercubes

L'hypercube est sans doute le r�eseau qui a d'abord �et�e le plus �etudi�e [11, 18, 16]
et le plus utilis�e dans des machines parall�eles. Ce type de r�eseau a �et�e employ�e
par Intel dans la s�erie des iPSC, par nCUBE, par FPS et dans les Connection
Machines 1 et 2.

On appelle hypercube de dimension n et on noteH(n), le graphe dont les som-
mets sont les mots de longueur n sur un alphabet �a deux lettres 0 et 1, et dont deux
sommets sont adjacents si et seulement si ils di��erent en une seule coordonn�ee.
Un sommet, not�e x1x2 � � �xi � � �xn, est donc reli�e aux sommets x1x2 � � � xi � � �xn,
avec i = 1; 2; : : : ; n [15].

H(n) est de degr�e n, de diam�etre n, il poss�ede 2n sommets et n2n�1 arêtes.

H(n) peut être d�e�ni r�ecursivement �a partir de deux copies de H(n � 1). Il
su�t de relier entre eux les sommets de même num�ero. Les sommets du nouvel
hypercube sont obtenus en pr�e�xant les sommets des deux copies respectivement
par 0 et par 1. Cette propri�et�e est tr�es int�eressante du point de vue algorithmique
[13].
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Fig. 2.4 : Hypercube de dimension 4

2.6.2 Les grilles

Ce r�eseau a lui aussi �et�e tr�es �etudi�e. Grâce �a ces �etudes Intel a construit la
Paragon.

La grille de dimension 2, not�ee M(p1; p2), est la somme cart�esienne de 2
châ�nes ayant pi sommets, avec i = 1; 2.

M(p1; p2) est de degr�e 4 ( sauf sur les bords) de diam�etre (p1 � 1) + (p2 � 1)
et poss�ede p1 � p2 sommets, et 2p1p2 � p1 � p2 arêtes.

Du fait de son diam�etre �elev�e, il faut des liens de communication tr�es rapides
pour compenser l'�eloignement des n�uds.

Fig. 2.5 : Grille M(5,4)

2.6.3 Les grilles toriques

Intel a aussi construit une machine parall�ele ayant un r�eseau en grille torique :
il s'agit du iWarp. Des �etudes sur ce r�eseau ont �et�e men�ees par Y. Saad et M.H.
Schultz [16].
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La grille torique de dimension n, not�ee TM(p1; p2; : : : ; pn), est la somme car-
t�esienne de n cycles Ci, avec i = 1; 2; : : : ; n.

TM(p1; p2) est de degr�e 4, de diam�etre bp12 c+bp2
2
c et poss�ede p1�p2 sommets,

et 2p1p2 arêtes.
L'avantage de ce r�eseau par rapport �a la grille est de diviser le diam�etre par

un facteur 2 et d'être un graphe plus r�egulier.

Fig. 2.6 : Grille torique TM(5,4)

2.6.4 Les de Bruijn

Le graphe de De Bruijn orient�e, not�e B(d;D), est le graphe dont les sommets
sont tous les mots de longueur D sur un alphabet de d lettres.
Pour tout sommet x1x2 � � �xD, il existe un arc de x1x2 � � �xD vers chaque sommet
x2x3 � � � xD�, � �etant une lettre quelconque de l'alphabet. En pratique, on se
limite souvent �a d = 2.

B(d;D) est de degr�e d, de diam�etreD et poss�ede dD sommets, et dD+1 arêtes
[7, 10].

L'avantage de ce r�eseau est de poss�eder un grand nombre de n�uds pour un
diam�etre tr�es faible. Pour le moment, ce r�eseau a �et�e utilis�e uniquement par la
NASA en traitement du signal [5].
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110100

000 111
101

Fig. 2.7 : De Bruijn B(2,3)
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A�n d'obtenir la version non orient�ee du de Bruijn, il faut supprimer les
boucles des n�uds (000:::0), (111:::1) et ne plus tenir compte de l'orientation des
arcs.

2.7 Conclusion

Sur les machines parall�eles les communications sont tr�es coûteuses, car la
vitesse de transfert sur les liens de communications est nettement inf�erieure �a
la vitesse de calcul des processeurs (vitesse de transfert de l'ordre de 10 Mo/s
alors que la vitesse de calcul est de l'ordre de 80 MFlops cf. chapitre 1). Le
fait de connâ�tre le mode communication, sa mod�elisation, le type de liens et la
topologie du r�eseau que l'on utilise va nous permettre de d�evelopper des strat�egies
de communications les moins on�ereuses possibles.
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Chapitre 3

Communications globales

3.1 Introduction

Le passage de l'algorithmique s�equentielle ou parall�ele sur architecture �a m�e-
moire partag�ee, �a l'algorithmique parall�ele distribu�ee ne se fait pas sans quelques
probl�emes. Dans le cas des machines �a m�emoire partag�ee, le programmeur ne
s'occupe que du d�ecoupage de son probl�eme en tâches ind�ependantes, tandis que
sur les machines �a m�emoire distribu�ee le programmeur doit en plus s'occuper des
�echanges de donn�ees entre les processeurs. Ces �echanges peuvent être r�ealis�es avec
des communications point �a point, comme nous l'avons vu dans le chapitre pr�e-
c�edent. Cependant en �etudiant des algorithmes num�eriques (d'alg�ebre lin�eaire,
traitement d'images etc.), il apparâ�t des mouvements de donn�ees impliquant
l'ensemble des processeurs, ce qui n�ecessite d'autres sch�emas de communication.
On appellera ces types de mouvements de donn�ees des communications globales.

Face au manque d'outils de programmation parall�ele (logiciels de d�ebogage,
d'analyse de performances, et a fortiori de compilateurs parall�eles !) une d�emarche
raisonnable pour parall�eliser des applications - en particulier dans le domaine
num�erique - est de choisir une r�epartition initiale des donn�ees, d'identi�er des
proc�edures de calculs locaux et de mettre en �uvre de sch�emas de communica-
tion pour organiser les rencontres entre ces donn�ees. A�n de faciliter la tâche
du programmeur, les constructeurs ont cr�e�e des biblioth�eques de calculs et de
communications.

Apr�es une pr�esentation des biblioth�eques de calculs et de communications dis-
ponibles sur les machines �a m�emoire distribu�ee, nous d�ecrirons plus pr�ecis�ement
les sch�emas de communications globales, et nous montrerons sur deux exemples,
l'algorithme d'�elimination de Gauss et le gradient conjugu�e, la n�ecessit�e de tels
sch�emas de communications.
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3.2 Les Biblioth�eques de calculs et de commu-

nications

Pour un programmeur non sp�ecialiste des architectures et de l'algorithmique
parall�eles, il s'agit de trouver un bon compromis entre l'investissement �a fournir
pour �ecrire ses programmes et l'obtention de bonnes performances. Les biblio-
th�eques parall�eles permettent de jouer ce rôle. Elles doivent être assez simples
d'utilisation, et sont port�ees sur la plupart des machines parall�eles, ce qui permet
d'avoir un code portable d'une machine �a une autre, et d'être optimis�ees pour
chaque machine parall�ele.

3.2.1 Les biblioth�eques d'alg�ebre lin�eaire

Il existe toutes sortes de biblioth�eques de calcul tr�es sp�ecialis�ees (par exemple
pour le traitement du signal, traitement de l'image, etc.), mais au cours de cette
th�ese, nous nous sommes plus particuli�erement int�eress�es aux biblioth�eques g�e-
n�erales d'alg�ebre lin�eaire. En voici les principales :

{ les BLAS (Basic Linear Algebra Subroutines) [11, 18] sont des noyaux d'ex�e-
cution fondamentaux d'alg�ebre lin�eaire. L'ensemble de ces proc�edures per-
met d'�ecrire de fa�con simple les algorithmes, �a condition de bien identi�er
les noyaux de calculs. Il existe trois niveaux de BLAS. Le niveau 1 cor-
respond aux op�erations vecteur-vecteur (mise �a jour de vecteurs : AXPY,
somme avec accumulation :DOT). Le niveau 2 permet de faire des op�era-
tions de type matrice-vecteur, et le niveau 3 permet de r�ealiser des op�e-
rations de type matrice-matrice. Toutefois, il faut noter que les BLAS ne
fonctionnent pas encore totalement sur les machines �a m�emoire distribu�ee.
Le projet PUMMA [3] en cours de r�ealisation a pour but de r�ealiser des
BLAS distribu�ees de niveau 3.

{ LAPACK (Linear Algebra PACKage) [9] est une biblioth�eque de haut ni-
veau qui comprend la r�esolution de syst�emes lin�eaires, le calcul des valeurs
propres d'une matrice, des factorisations de matrices type LU, Cholesky
etc. Cette biblioth�eque est le r�esultat de la fusion de deux autres biblio-
th�eques EISPACK (sp�ecialis�ee dans la r�esolution des probl�emes de valeurs
propres) et LINPACK (biblioth�eque de proc�edures d'alg�ebre lin�eaire), et est
sp�ecialement con�cue pour les machines vectorielles et parall�eles �a m�emoire
partag�ee. Cette biblioth�eque est �ecrite �a partir de BLAS de niveau 3.

{ ScaLAPACK (Scalable Linear Algebra PACKage) [10] est la version LA-
PACK pour machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee. ScaLAPACK utilise
les BLAS distribu�ees de niveau 3, la biblioth�eque de communication BLACS
(voir paragraphe 3.2.2), ainsi que des BLAS s�equentielles.
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{ chaque constructeur poss�ede, �a des variantes pr�es, des impl�ementations de
ces biblioth�eques.

3.2.2 Les biblioth�eques de communications

De nombreuses biblioth�eques de communications existent, en e�et chaque
constructeur de machines parall�eles d�eveloppe des biblioth�eques e�caces pour
ses machines, par exemple NX pour Intel ou CMMD pour Thinking Machines
Corporation. Malheureusement les applications �ecrites avec de telles biblioth�eques
ne sont pas portables d'une machine �a une autre (les mod�eles de communication
�etant en g�en�eral di��erents). C'est pourquoi des universitaires ont d�evelopp�e des
biblioth�eques de communication au plus haut niveau d'abstraction, que l'on peut
utiliser sur une grande majorit�e de machines parall�eles. Devant le succ�es de ces
biblioth�eques, les constructeurs ont d�ecid�e de les optimiser pour leurs machines,
ce qui permet d'obtenir d'assez bonnes performances avec ces outils. Du fait du
grand nombre de biblioth�eques existantes, il est impossible de toutes les pr�esenter,
voici les plus �populaires�.

{ BLACS (Basic Linear Algebra Communication Subroutines) [1] est une
biblioth�eque de communication sp�ecialis�ee, utilis�ee pour la parall�elisation
des BLAS de niveau 3 et de la biblioth�eque LAPACK. En fait, c'est une
biblioth�eque e�cace, appliqu�ee aux calculs matriciels.

{ MPI (Message Passing Interface) [13] n'est pas encore une biblioth�eque de
communication, mais plutôt une liste de sp�eci�cations pour l'�echange des
messages sur les machines �a m�emoire distribu�ee. Les gens qui ont travaill�e �a
ces sp�eci�cations sont des universitaires, des industriels (essentiellement des
constructeurs de machines), et des sp�ecialistes du domaine des applications.
Cela a permi de d�e�nir au mieux les besoins et les outils que la future
biblioth�eque devra poss�eder. De plus, comme tous les grands constructeurs
de machines parall�eles participent �a MPI, cette biblioth�eque sera port�ee et
optimis�e'e sur les machines courante.

{ PICL (Portable Instrumented Communication Library) [15] est bas�ee sur
trois niveaux de primitives, un niveau bas, un niveau haut incluant la syn-
chronisation, la di�usion, et un troisi�eme niveau qui permet de g�en�erer des
traces utilisables par la suite avec ParaGraph (logiciel de visualisation de
traces).

{ PVM (Parallel Virtual Machine) [12] est un environnement de gestion de
processus plus une biblioth�eque de communication utilisable sur r�eseau de
stations de travail. L'avantage de cette biblioth�eque est de pouvoir utiliser
des machines h�et�erog�enes se trouvant sur des sites di��erents. De plus, PVM
permet d'inclure des machines parall�eles dans un r�eseau. Nous avons vu au
chapitre 1 que la nouvelle g�en�eration de machines parall�eles �etait construite
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avec les mêmes processeurs que ceux des stations de travail. Comme les
n�uds des machines parall�eles fonctionnent avec des noyaux UNIX, il est
facile d'utiliser PVM sur ces machines. Avec PVM, on peut mettre au point
une application sur un r�eseau de stations, et la transf�erer directement sur
une machine parall�ele a�n d'obtenir de la puissance de calcul sans avoir �a
changer une seule ligne de code.

3.3 Les sch�emas de communications globales

Dans les biblioth�eques de communications, on trouve un certain nombre de
primitives qui permettent de r�ealiser des communications globales [7].

{ La di�usion (one to all, broadcasting) : un processeur envoie un message
�a tous les autres processeurs.

{ L'�echange total (all to all, gossiping, total exchange) : di�usion simultan�ee
�a partir de chacun des processeurs.

{ La distribution (personalized one to all, scattering) : un processeur envoie
un message di��erent �a chacun des autres processeurs.

{ La multidistribution (personalized all to all, complete exchange, multis-
cattering) : distribution simultan�ee �a partir de chacun des processeurs.

{ Le regroupement (all to one, gathering) : tous les processeurs envoient
leur message �a un processeur donn�e (c'est l'inverse de la distribution). On
parle de combinaison lorsqu'il y a des calculs �a chaque �etape interm�ediaire.

Toutefois, d'autres sch�emas de communications, ne mettant pas en jeu l'en-
semble des processeurs existent comme, par exemple, le one-to-many o�u un pro-
cesseur envoie un même message �a un groupe particulier de processeurs. On peut
�egalement consid�erer toutes les extensions du type many-to-many. Mais dans
cette th�ese nous nous limiterons �a l'�etude des sch�emas classiques, c'est-�a-dire :
di�usion, �echange total, distribution, multidistribution et regroupement, en in-
sistant sur la di�usion.

3.4 Utilisation des sch�emas de communications

globales

Dans cette section, nous allons montrer comment peuvent être parall�elis�es
l'�elimination de Gauss et le gradient conjugu�e sur une architecture parall�ele �a
m�emoire distribu�ee et surtout comment les sch�emas de communications globales
interviennent dans cette parall�elisation.
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Pour cela nous allons consid�erer un ensemble de p processeurs P0; P1; :::; Pp�1.
Ces processeurs sont reli�es entre eux par un r�eseau physique (par exemple arbre
binaire, grille, hypercube, De Bruijn etc.). Avant toute chose, lorsqu'on traite
un probl�eme sur une machine parall�ele �a m�emoire distribu�ee il faut se poser la
question du placement des donn�ees. En alg�ebre lin�eaire, trois types de placements
de matrices sont employ�es : r�epartition par lignes, par colonnes ou par blocs [14].
Dans les trois types d'allocation, il est fait une r�epartition �equitable des donn�ees
entre les processeurs. Quant aux vecteurs, eux aussi sont r�epartis �equitablement.

3.4.1 L'�elimination de Gauss

L'algorithme d'�elimination de Gauss permet de r�esoudre des syst�emes lin�eaires
denses. Le principe consiste �a transformer la matrice de d�epart en une matrice
triangulaire sup�erieure en e�ectuant des combinaisons lin�eaires entre les lignes.
On r�esout le syst�eme triangulaire par substitution arri�ere [16]. Dans l'�etude qui
va suivre nous nous limiterons �a un placement par colonnes de la matrice. On
trouvera dans [6, 8, 20] des �etudes similaires avec les autres types de placement.

Soit un syst�eme lin�eaire Ax = b, o�u A est une matrice dense n � n et x et b
deux vecteurs, l'algorithme de l'�elimination de Gauss est le suivant :

Algorithme 3.1 Elimination de Gauss

Pour k  1 jusqu'�a n� 1 faire
pivot  1

Ak;k
;

Pour i k + 1 jusqu'�a n faire
Ai;k  pivot�Ai;k;

Pour j  k + 1 jusqu'�a n faire
Pour i k + 1 jusqu'�a n faire

Ai;j  Ai;j �Ai;k �Ak;j;

On constate qu'il y a un seul noyau de calcul qui correspond �a un AXPY
(BLAS 2). La parall�elisation de cet algorithme a �et�e tr�es �etudi�ee [5, 6, 19, 22]. Le
processeur qui poss�ede �a l'�etape k l'�el�ement Ak;k doit calculer le pivot et mettre
�a jour sa colonne k, avant de la di�user �a tous les processeurs. L'algorithme
parall�ele est le suivant :



74 Chapitre 3. Communications globales

Algorithme 3.2 Elimination de Gauss en parall�ele

Pour k  1 jusqu'�a n� 1 faire
Si le processeur est en charge de l'�el�ement Ak;k alors

pivot 1
Ak;k

;

Pour i k + 1 jusqu'�a n faire
Ai;k  pivot�Ai;k;

Di�user la colonne k;
Sinon

Recevoir la colonne k;
Mettre �a jour ses colonnes;

Remarque.
On notera que lors de la parall�elisation de cet algorithme, le placement des don-
n�ees initiales de la matrice est important. En e�et, si on a�ecte les n

p
premi�eres

colonnes au premier processeur, les n
p
suivantes au second, etc., il est clair qu'au

bout de la n
p
�etape le premier processeur n'aura plus rien �a faire. La solution

consiste �a r�epartir les colonnes de fa�con circulaire : 1, n
p
, 2n

p
, etc. sur le premier

processeur, 2, n
p
+ 1, 2n

p
+ 1, etc. sur le deuxi�eme...

3.4.2 Le gradient conjugu�e

L'algorithme du gradient conjugu�e [17] est une m�ethode it�erative pour r�e-
soudre des syst�emes lin�eaires. Cette m�ethode a �et�e tr�es �etudi�ee pour r�esoudre
des grands syst�emes creux �a matrice d�e�nie positive sym�etrique [2, 16]. De plus,
coupl�e �a un pr�econditionnement, cette m�ethode converge tr�es rapidement. Dans
l'�etude qui va suivre nous nous limiterons �a un placement par lignes de la matrice.

Pour un syst�eme lin�eaire Ax = b, o�u A est une matrice sym�etrique d�e�nie
positive n � n et x et b deux vecteurs, l'algorithme du gradient conjugu�e avec
pr�econditionnement est le suivant :
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Algorithme 3.3 Gradient conjugu�e

Initialisation(x; d; r; z;M);
old =< r; z >;
new = 0;
Faire

� = old
<Ad;d

;
x = x+ �d;
r = r + �Ad;
R�esoudre Mz = r;
old = new;
new =< r; z >;
� = new

old
;

d = �z + �d;
Tant que < r; r > � tol�erance;

o�u <;> correspond au produit scalaire, et M correspond �a la matrice de
pr�econditionnement. Il existe plusieurs choix possibles pour M, soit M est la
diagonale de A, soit un polynôme de faible degr�e en A, soit une d�ecomposition
triangulaire de A.

Du point de vue s�equentiel, si on identi�e les noyaux de calcul, on obtient
l'algorithme suivant :

Algorithme 3.4 Noyaux de calcul du gradient conjugu�e

H(1) calcul du produit matrice-vecteur v = Ad;
(2) calcul du produit scalaire < v; d >;
(3) calcul du scalaire �;
(4) calcul de 2 AXPY x = x+ �d et r = r + �v;
(5) r�esoudre Mz = r;
(6) calculer le produit scalaire < r; z >;
(7) calcul du scalaire �;
(8) calcul d'un AXPY d = �z + �d;

Cette pr�esentation permet d'identi�er huit noyaux de calculs. Le noyau (1)
est le plus coûteux O(n2) et correspond �a des BLAS de niveau 2 [11]. Les noyaux
(2), (4), (6) et (8) correspondent �a des BLAS de niveau 1 (DOT ou AXPY)
de complexit�e O(n). Les noyaux (3) et (7) correspondent �a deux divisions. La
complexit�e du noyau (5) d�epend du choix fait pour M au d�epart, mais dans le
pire des cas ce noyau de calcul coûte O(n2).
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parall�elisation de l'�etape (1)

Cette �etape correspond �a un produit matrice-vecteur. A�n que chaque pro-
cesseur puisse calculer les composantes du vecteur v = Ad, il faut que tous les
�el�ements ai;j rencontrent les �el�ements dj. Comme nous avons r�ealis�e un placement
par lignes de la matrice, tous les processeurs poss�edent des lignes compl�etes. Mal-
heureusement, il n'en n'est pas de même pour les composantes du vecteur d. Il est
donc n�ecessaire d'e�ectuer un �echange total, a�n que les processeurs poss�edent
les composantes du vecteur d.

parall�elisation de l'�etape (2)

Cette �etape consiste �a calculer un produit scalaire distribu�e. Dans un premier
temps chaque processeur va calculer un produit scalaire partiel avec les com-
posantes dont il dispose, puis chaque processeur va envoyer le r�esultat de son
produit scalaire �a un processeur particulier (P0 par exemple) par un sch�ema de
communication de regroupement. Ce processeur e�ectue la somme des produits
scalaires partiels, puis di�use le r�esultat �a tous les processeurs.

Remarque.
Il est possible de parall�eliser cette �etape d'une autre fa�con. En e�et, chaque
processeur peut calculer son produit scalaire partiel, mais au lieu d'e�ectuer un
regroupement puis une di�usion, l'ensemble des processeurs e�ectue un �echange
total. Ainsi, chaque processeur e�ectue la somme des produits scalaires partiels
a�n d'obtenir le r�esultat. Cette deuxi�eme solution est d'autant meilleure, qu'elle
est r�ealisable en un nombre d'�etapes de communication �egal au diam�etre de la
topologie du r�eseau, alors que la premi�ere solution est en deux fois le diam�etre.

parall�elisation de l'�etape (5)

En fait la parall�elisation du pr�econditionnement d�epend du choix de celui-ci.

{ si M est la diagonale de A, le syst�eme de pr�econditionnement peut être
r�esolu en e�ectuant une division sur chaque composante. En parall�ele, cela
peut se faire uniquement par des calculs locaux sur les morceaux de vecteurs
que poss�ede chaque processeur : AXPY locaux.

{ si M est un polynôme de faible degr�e en A, il faut calculer successivement
Ar, A(Ar), A(A2r), etc. En stockant les calculs pr�ec�edents, �a chaque it�era-
tion il n'y a qu'un produit matrice-vecteur �a e�ectuer. Du point de vue de
la parall�elisation, cette �etape est identique �a l'�etape (1).

{ si M est une matrice triangulaire sup�erieure, ou inf�erieure, ou le produit de
deux matrices triangulaires M = LLt, le syst�eme de pr�econditionnement
met en �uvre la r�esolution d'un ou de deux syst�emes triangulaires. Dans
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le pire des cas, il faut e�ectuer deux r�esolutions successives Ly = r et
Ltz = y o�u y est un vecteur interm�ediaire. Nous ne d�etaillerons pas cette
phase de parall�elisation (pour cela se r�ef�erer aux articles de Coleman et Li
[4] et Ortega et Romine [21] sur hypercube), mais nous allons juste donner
le principe de la r�esolution d'un syst�eme triangulaire sup�erieur. Comme
dans l'�elimination de Gauss, nous consid�erons, une allocation circulaire des
lignes par processeur a�n que ceux-ci travaillent le plus longtemps possible.
A l'�etape k de la r�esolution triangulaire, on calcule l'�el�ement xn�k. A�n que
l'ensemble des processeurs puissent e�ectuer la mise �a jour de leur solution
partielle, il est n�ecessaire que le processeur qui vient de calculer xn�k le
di�use �a l'ensemble des processeurs.

Les noyaux (3), (4), (7) et (8) sont des calculs locaux que tous les processeurs
e�ectuent sur leurs donn�ees. Le noyau (6) est identique au noyau (2), donc pour sa
parall�elisation se r�ef�erer �a la parall�elisation du noyau (2). L'algorithme parall�ele
est le suivant :

Algorithme 3.5 Algorithme parall�ele du gradient conjugu�e

Echange total de taille (n
p
) avec les composantes de d;

Calculer n
p
produits scalaires de taille n;

Calculer un produit scalaire de taille n
p
;

Regroupement de taille 1 vers le processeur P0

Si processeur P0 alors calculer la somme de tous les morceaux re�cus;
Di�usion de taille 1 depuis le processeur P0;

Calculer le scalaire �;

Calculer x = x+ �d;
Calculer r = r + �v;

Calculer un produit scalaire de taille n
p
;

Regroupement de taille 1 vers le processeur P0

Si processeur P0 alors calculer la somme de tous les morceaux re�cus;
Di�usion de taille 1 depuis le processeur P0;

Calculer le scalaire �;

calculer d = �z + �d;

A�n de simpli�er l'algorithme nous avons omis la phase de pr�econditionne-
ment. De plus, pour cet algorithme nous avons consid�er�e la matrice A comme
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dense, ce qui n'est pas toujours vrai. Dans le cas o�u la matrice A est creuse, il
n'est pas n�ecessaire d'e�ectuer un �echange total, mais seulement un �echange total
partiel (many-to-many). Il en va de même pour le regroupement et la di�usion.

R�ecapitulatif

A�n de r�esumer l'importance des sch�emas de communications globales, voici
un tableau r�ecapitulatif, donnant une liste (non exhaustive) d'applications num�e-
riques utilisant ces sch�emas.

di�usion r�esolution de syst�emes lin�eaires,
�elimination de Gauss, etc.

�echange total produit matrice-vecteur (placement par lignes),
algorithme de Durand-Kerner, etc.

distribution chargement de code,
chargement de donn�ees

multidistribution produit matrice-vecteur (placement par colonnes),
transposition, etc.

regroupement produit scalaire distribu�e,
calcul de test d'arrêt

3.5 Conclusion

Nous venons de montrer que les sch�emas de communications globales sont
n�ecessaires �a la parall�elisation des algorithmes num�eriques tels que l'�elimination
de Gauss, le gradient conjugu�e et le produit matrice-vecteur. C'est pour cela que
l'�etude et l'optimisation de tels sch�emas de communications sont importantes.
En e�et c'est en utilisant des noyaux de calculs optimis�es (BLAS,LAPACK) et
des biblioth�eques de communications optimis�ees que les utilisateurs de machines
parall�eles �a m�emoire distribu�ee obtiendront de bonnes performances. Mais du fait
du grand nombre de topologies des machines parall�eles, il est n�ecessaire de cr�eer
des biblioth�eques de communications e�caces pour toutes ces topologies. Actuel-
lement ces biblioth�eques mettent en �uvre des m�ecanismes de gestion logicielle
des messages, qui sont encore fort p�enalisant, a�n de r�eduire ces coûts de gestion,
une solution serait des m�ecanismes de gestion mat�erielle.
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Chapitre 4

Di�usion dans les grilles toriques

Au cours de la derni�ere d�ecennie, beaucoup d'�etudes ont �et�e r�ealis�ees sur les
communications dans les hypercubes. Ceci �etait dû au fait qu'un grand nombre
de machines parall�eles utilisaient ce type de r�eseau d'interconnexion. Mais l'aug-
mentation de la demande en puissance de calcul a conduit les constructeurs de
machines parall�eles �a assembler plusieurs centaines de n�uds performants, ce qui
posait de gros probl�emes lors de la conception de machines ayant une topologie
en hypercube. En e�et, comme nous l'avons vu au chapitre 1 le nombre de liens
sortants d'un processeur n'est pas in�ni, ce qui limite le nombre de connexions et
par l�a même, le nombre de n�uds de la machine. De plus, ces derni�eres ann�ees est
apparue la notion de machine extensible (scalable), c'est-�a-dire qu'�a partir d'une
machine de taille donn�ee, on peut augmenter le nombre de n�uds de celle-ci, en
rajoutant simplement des cartes. Ceci n'est r�ealisable mat�eriellement que sur des
topologies dont le degr�e de chaque n�ud est ind�ependant du nombre de n�uds
du r�eseau, ce qui n'est pas le cas de l'hypercube. C'est pourquoi les r�eseaux d'in-
terconnexion �a degr�e faible et �x�e (comme les grilles et les grilles toriques) se sont
d�evelopp�es. Ce type de r�eseau d'interconnexion est la base de machines telles que
la Paragon et le iWarp d'Intel, l'AP1000 de Fujitsu et plus r�ecemment le Cray
T3D (voir chapitre 1).

Mais en contrepartie ces r�eseaux ont l'inconv�enient d'avoir des diam�etres �ele-
v�es, c'est pourquoi l'�etude de sch�emas de communications globales est importante.
Dans ce chapitre, nous allons nous int�eresser au probl�eme de la di�usion dans les
grilles toriques. Dans un premier temps nous d�ecrirons la construction d'arbres de
recouvrement deux �a deux disjoints de profondeur minimale dans la grille torique
orient�ee. Nous pouvons utiliser ces arbres pour r�ealiser des di�usions pipeline
avec des communications store and forward full-duplex. En�n une �etude similaire
est r�ealis�ee pour la grille torique non-orient�ee.

81
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4.1 Notations et mod�ele de communication

Dans ce paragraphe nous consid�erons des grilles toriques ayant p processeurs,
o�u p est un carr�e parfait. Chaque n�ud est rep�er�e par ses coordonn�ees cart�esiennes
(i; j) telles que :

jij � b
p
p

2
c et jjj � b

p
p

2
c si pp est impair ;

�b
p
p

2
c+ 1 � i � b

p
p

2
c et �b

p
p

2
c � j � b

p
p

2
c � 1 si

p
p est pair ;

L'initiateur de la di�usion est en position (0; 0). Il sera repr�esent�e en gris�e et
sera positionn�e au centre des di��erentes �gures.

Pour simpli�er les notations, on notera xmin, xmax, ymin, ymax, les bornes
sup�erieures et inf�erieures atteintes par i et j.

Rappelons que le diam�etre D d'une grille torique
p
p �p

p est �egal �a 2b
p
p

2
c

c'est-�a-dire
p
p si

p
p est pair, ou

p
p � 1 si

p
p est impair.

Pour que cette �etude soit utilisable sur des machines parall�eles �a m�emoire
distribu�ee, nous avons choisi le mod�ele de communication le plus r�epandu sur
ces machines, c'est-�a-dire un mod�ele �-port (link-bounded) [5] avec des liens de
communication full-duplex, et une transmission de messages entre n�uds par com-
mutation de messages (store and forward) [6, 8, 10]. Le temps de communication
d'un message de taille L entre deux n�uds voisins est : �+L� o�u � est le start-up
et � le taux de transmission (voir chapitre 2).

Par abus, on dira qu'un n�ud (i; j) appartient au bord de la grille torique si
i � xmin � 1 ou xmax + 1 � i ou j � ymin � 1 ou ymax + 1 � j.

4.2 Les outils de la di�usion

Les techniques utilis�ees pour l'�etude des communications dans un r�eseau d'in-
terconnexion proviennent de la th�eorie des graphes [2]. En e�et, le r�eseau peut
être mod�elis�e par un graphe G = (V;E), o�u l'ensemble V des sommets du graphe
repr�esente les n�uds, et l'ensemble E des arêtes repr�esente les liens de commu-
nication entre les processeurs.

A�n de bien comprendre les autres outils n�ecessaires �a la di�usion dans les
grilles toriques, examinons ceux utilis�es lors de la communication entre deux
n�uds (OTO). Lors du chapitre 2 on a vu que l'utilisation de la technique du
pipeline coupl�ee �a l'utilisation de chemins disjoints permettait de r�eduire consid�e-
rablement le temps de communication entre deux n�uds. Pour les grilles toriques,
une �etude r�ealis�ee par Saad et Schultz aboutit �a la proposition suivante :
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Proposition 4.2.1 Il existe quatre chemins disjoints deux �a deux reliant tout
couple de n�uds A et B dans une grille torique. De plus si A et B ne sont pas
align�es, on peut choisir ces chemins de longueur �egale �a d(A,B)+2 ; si A et B sont
align�es mais non voisins, alors on peut choisir ces chemins de longueur distance
�egale �a d(A,B)+4 ; et si A et B sont voisins, alors on peut choisir ces chemins
de longueur 7.

La �gure 4.1 illustre cette proposition.

Fig. 4.1 : Envoi en utilisant quatre chemins de longueur distance(A,B)+2 .

De plus, dans le mod�ele store and forward, les n�uds interm�ediaires gardent
trace en m�emoire de tous les messages qui les traversent, d'o�u l'id�ee, pour di�user
dans la grille torique, de construire �a partir de la racine R (initiatrice de la
di�usion) le plus grand nombre possible d'arbres de recouvrement (spanning trees)
arcs disjoints.

Rappels :

{ Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un arbre orient�e T de racine x
(x 2 V ), on dit que T est un arbre de recouvrement ou couvrant s'il contient
tous les n�uds du graphe.

{ Deux arbres de recouvrement de G sont dit arcs disjoints s'ils n'ont pas
d'arc en commun.

Le nombre d'arbres de recouvrement peut être donn�e par le th�eor�eme d'Ed-
monds [3]. Dans son th�eor�eme Edmonds utilise l'arc-connexit�e, cette notion est
d�e�nie de la fa�con suivante :

D�e�nition. L'arc-connexit�e d'un graphe connexe G, not�e �(G), est le nombre
minimum d'arcs qu'il faut supprimer pour que G ne soit plus connexe.
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Th�eor�eme 4.2.2 Soit G = (V;E) un graphe orient�e d'arc-connexit�e � et soit x
un sommet quelconque de V. Il existe au moins � arbres de recouvrement arcs
disjoints dans G de racine x.

Comme dans la grille torique l'arc-connexit�e est �egale au degr�e, nous en d�e-
duisons qu'�a partir de chaque n�ud de la grille torique il existe quatre arbres de
recouvrement arcs disjoints.

Les quatre arêtes incidentes �a chaque n�ud sont caract�eris�ees par les quatre
points cardinaux N , E, S, W . Comme les liens sont orient�es nous distinguerons
Ni, Ei, Si, Wi les arcs entrants d'un n�ud, et No, Eo, So, Wo les arcs sortants
d'un n�ud (voir �gure 4.2).

Ni No

Si So

Wi Ei Wo Eo

Fig. 4.2 : Les quatre arcs entrants et sortants d'un n�ud.

Chaque arbre est �etiquet�e par ces mêmes points cardinaux. L'arbre de re-
couvrement �a arcs disjoints not�e EST pour East Spanning Tree (respectivement
NST , SST , WST ) correspond �a l'arbre qui utilise l'arc Eo (respectivement No,
So, Wo) de la racine.

4.3 Une premi�ere solution

En utilisant le principe des arbres de recouvrement �a arcs disjoints, Fraigniaud
[4] donne la construction de quatre arbres de profondeur 2

p
p. En fait il s'agit l�a

de la formalisation d'un r�esultat de Saad et Schultz [8]. La �gure 4.3 montre la
construction de l'arbre EST .

Les trois autres arbres sont obtenus par rotations successives de �
2 de l'arbre

EST. Il est facile de v�eri�er qu'ils sont arcs disjoints.
En pipelinant l'envoi des messages sur les quatre arbres [8], on obtient alors

un temps de di�usion de :

Tdiffusion =

0
@q(2

p
p� 1)� +

s
L

4
�

1
A2

(4:1)

La profondeur de ces arbres est grande, ce qui a pour cons�equence de produire
un start-up important et de rendre coûteuse cette technique de di�usion pour des
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Fig. 4.3 : Arbre de recouvrement EST de profondeur 2
p
p.

messages de petite taille, d'o�u l'id�ee de trouver la profondeur minimale des arbres
de recouvrement que l'on peut construire dans les grilles toriques, et de construire
de tels arbres.

4.4 Des arbres de recouvrement de profondeur

minimale

Le diam�etre d'une grille torique �etant D = 2b
p
p

2 c, il �etait possible d'esp�erer
trouver quatre arbres ayant cette profondeur, mais la proposition suivante montre
que ceci est impossible et donne une borne inf�erieure sur la profondeur de tels
arbres.

Proposition 4.4.1 Dans une grille torique de diam�etre D quatre arbres de re-
couvrement �a arcs disjoints ayant la même racine sont de profondeur au moins
D + 1.

Preuve. Soit R la racine des quatre arbres, et Pi (1 � i � 4) ses quatre voisins
directs. Sous l'hypoth�ese d'avoir des arcs disjoints, chaque arbre utilise exacte-
ment 1 arc sortant de R, ce qui � force� une direction de d�epart pour chaque
arbre. Les n�uds �a distance D des Pi dans la grille torique, sont donc dans l'arbre
correspondant �a distance D + 1 de la racine R.

2

Pour esp�erer atteindre cette borne lors de la construction des arbres de recou-
vrement, il faut aller au plus vite aux n�uds les plus �eloign�es. De plus chaque
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arbre ne doit pas utiliser plus d'un quart des arcs du graphe. En�n pour des
raison de simplicit�e nous cherchons des arbres qui se d�eduisent les un des autres
par rotations ou sym�etries. Ces trois remarques nous ont permis de construire
un principe de base applicable pour toutes les tailles de grilles toriques. Apr�es
avoir pr�esent�e ce principe, nous pr�esenterons la construction des arbres pour les
di��erentes tailles de grilles toriques, et nous montrerons que ces arbres sont arcs-
disjoints.

4.4.1 Le principe de base

Le principe de base que nous allons pr�esenter s'applique �a tous les n�uds sauf
ceux situ�es sur les bords. A�n de mieux comprendre ce principe, et de d�emontrer
plus facilement par la suite que ce principe permet de construire des arbres dis-
joints, la grille (grille torique �a laquelle on a supprimer les bords) est divis�ee en
six zones (voir �gure 4.4).

IV

III II

I

V V

VI

VI

Fig. 4.4 : Repr�esentation des six zones.

Expliquer en d�etail la construction des arbres (arcs entrants et sortants pour
chaque n�ud) nuirait �a la clart�e du document, c'est pourquoi nous ne d�etaillons
que les arcs entrants de chaque n�ud. Voici la construction du principe de base
dans chacune des zones, pour un arbre de recouvrement EST dans une grille
torique pour les n�uds non situ�es sur le bord.

{ Dans la zone I, tous les n�uds des colonnes impaires sont atteints par leur
lien Si, et les n�uds des colonnes paires, par leur lien Ei ;

{ Dans la zone II, les liens Ni sont utilis�es pour atteindre les n�uds des
colonnes impaires et les liens Ei pour atteindre les n�uds des colonnes
paires ;
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{ Dans la zone III, tous les n�uds des lignes paires sont atteints par leur lien
Ei, et les n�uds des lignes impaires par leur lien Si ;

{ Dans la zone IV, les liens Ei sont utilis�es pour atteindre les n�uds des lignes
paires et les liens Ni pour atteindre les n�uds des lignes impaires ;

{ Dans la zone V, tous les n�uds sont atteints par leur lien Ei ;

{ Dans la zone VI, tous les n�uds sont atteints par leur lien Wi ;

La �gure 4.5 illustre cette construction.

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

Fig. 4.5 : Le principe de base pour l'arbre EST.

2 4 6 8

7531

Fig. 4.6 : Liste des � crochets � possibles.

En appliquant le principe de base nous n'utilisons qu'une colonne sur deux
dans les zones I et II, et une ligne sur deux dans les zones III et IV, il est facile
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de constater que les bords vont demander un traitement particulier. Une solution
pour atteindre ces bords est l'utilisation de � crochets�. Les � crochets� pos-
sibles sont au nombre de huit, ils sont issus de motifs du principe de base. La
�gure 4.6 montre les huit types possibles.

De plus si
p
p est pair, l'�emetteur ne peut plus être vu comme le centre de la

grille torique. Il s'av�ere que nous devons �etudier quatre cas : 4k + 1, 4k + 3 pourp
p impair, et 4k, 4k + 2 pour

p
p pair.

4.4.2 Cas 1 : 4k+1

Pour ce type de grilles toriques il est facile d'obtenir des arbres de recou-
vrement de profondeur D + 2. En e�et il su�t de continuer le principe de base
jusqu'aux derni�eres lignes, c'est-�a-dire j = ymin et j = ymax. Par contre, les
n�uds de la derni�ere colonne i = xmax sont atteints par des � crochets� de
types 7 et 8. Si on regarde plus pr�ecis�ement le � crochet� de type 8 entre les
n�uds (xmax� 1; ymax); (xmax; ymax); (xmax; ymax� 1) on constate que ce � cro-
chet� se transforme par rotation en � crochet� de type 5 entre les n�uds
(xmin; ymax�1); (xmin; ymax); (xmin+1; ymax), en� crochet� de type 2 entre les
n�uds (xmax; ymin+1); (xmax; ymin); (xmax� 1; ymin), et en � crochet� de type
3 entre les n�uds (xmin+1; ymin); (xmin; ymin); (xmin; ymin+1). Comme �a aucun
moment deux arcs ne se superposent, l'utilisation du � crochet� de type 8 pour
atteindre la colonne i = xmin est possible. En e�ectuant le même raisonnement
on peut justi�er l'utilisation des autres � crochets� de types 7 et 8.

Les n�uds de la premi�ere colonne i = xmin sont atteints depuis les n�uds
de la colonne i = xmax par les arcs Wi, ceci est possible car les autres arbres
sont obtenus par rotations successives. En e�et le seul arbre qui utilise ce lien est
l'arbre WST , mais comme il l'utilise dans l'autre sens, il n'y a pas de probl�eme.
La �gure 4.7 donne la construction de l'arbre EST . Les trois autres arbres sont
obtenus par des rotations successives de �

2 de l'arbre EST .

Si l'on d�esire r�eduire le diam�etre de ces arbres, tout en conservant la construc-
tion obtenue par le principe de base, il faut � casser� les chemins les plus longs.
La �gure 4.8 montre ces chemins, et les quatre n�uds �a distance D + 2 (en noir
sur la �gure). Ces quatre n�uds sont : (xmin; ymax� 1); (xmin; ymin+1); (xmin+
1; ymax � 1); (xmin + 1; ymax � 1).
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Fig. 4.7 : L'arbre EST de profondeur D + 2 dans une grille torique 9� 9.

Fig. 4.8 : Les chemins de longueur D + 2 de l'arbre EST .

Pour r�eduire la distance entre l'�emetteur (0; 0) et (xmin; ymax�1), il est n�eces-
saire de modi�er le chemin entre ces deux points. On constate que le� crochet� de
type 8 entre les n�uds (xmax� 1; ymax); (xmax; ymax); (xmax; ymax� 1) augmente
la longueur du chemin, d'o�u la n�ecessit�e de supprimer ce � crochet�.

La solution consiste �a atteindre ces n�uds depuis le n�ud (xmax; ymax � 2)
en remontant le long du bord droit (i = xmax) jusqu'�a (xmax; ymax). Les n�uds
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(xmax � 1; ymax) et (xmax � 1; ymax � 1) sont atteints depuis les n�uds du bord
par leur lien Ei. Par ailleurs, comme on d�esire construire des arbres de recouvre-
ment arcs disjoints par rotation, les arcs (xmax; ymax � 2) vers (xmax; ymax � 1)
et (xmax; ymax � 1) vers (xmax � 1; ymax) nous obligent �a supprimer les arcs
(xmin +2; ymax) vers (xmin +1; ymax) et (xmin +1; ymax) vers (xmin + 1; ymax� 1)
de l'arbre EST . En e�et, ces arcs sont maintenant utilis�es par l'arbre NST .

La même op�eration doit être faite sur le � crochet � de type 7 form�e par les
n�uds (xmax�1; ymin); (xmax; ymin); (xmax; ymin+1). Ces nouvelles modi�cations
ont, pour les mêmes raisons que pr�ec�edemment, des cons�equences sur les arcs
entre les n�uds (xmin + 2; ymin) vers (xmin + 1; ymin) et (xmin + 1; ymin) vers
(xmin + 1; ymin + 1).

L'ensemble de ces modi�cations permet de r�eduire d'1 la distance entre les
n�uds (xmin; ymin + 1); (xmin; ymax � 1) et l'�emetteur. Le fait supprimer les arcs
(xmax� 1; ymax� 2) vers (xmax� 1; ymax� 1) et (xmax� 1; ymax� 1) vers (xmax�
1; ymax), nous permet d'utiliser les arcs (xmin+1; ymax�2) vers (xmin+1; ymax�1)
et (xmin + 1; ymax � 1) vers (xmin + 1; ymax), sinon ces arcs auraient �et�e utilis�es
par l'arbre WST . De même, il est possible d'utiliser les arcs (xmin + 1; ymin + 2)
vers (xmin + 1; ymin + 1) et (xmin + 1; ymin + 1) vers (xmin + 1; ymin).

Apr�es cette premi�ere s�erie de modi�cations, certains n�uds (au nombre de
quatre) se trouvent isol�es (c'est-�a-dire qu'il n'appartiennent plus �a l'arbre EST )
comme le montre la �gure 4.9. Ces n�uds sont repr�esent�es en noirs.

Fig. 4.9 : Arbre EST apr�es la premi�ere s�erie de modi�cations.

Pour atteindre les n�uds (xmax� 2; ymax) et (xmax� 2; ymax� 1) une solution
consiste �a utiliser un � crochet� de type 8 �a partir du n�ud (xmax � 3; ymax).
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Mais ceci �a pour cons�equence d'interdire l'utilisation des arcs (xmin+3; ymin) vers
(xmin+2; ymin) et (xmin+2; ymin) vers (xmin+2; ymin+1) dans l'arbre EST , car
ces arcs sont utilis�es dans l'arbre WST .

Si on applique le même proc�ed�e (c'est-�a-dire un � crochet � de type 7) aux
n�uds (xmax�2; ymin) et (xmax�2; ymin+1) il va y avoir des r�epercutions sur les
n�uds (xmin + 2; ymax) et (xmin + 2; ymax � 1), ce qui ne change pas le probl�eme
(toujours quatre n�uds isol�es et surtout positionn�es de la même fa�con!). D'o�u la
n�ecessit�e d'atteindre le n�ud (xmax � 2; ymin) d'une autre mani�ere. La solution
que nous allons d�ecrire maintenant s'applique aussi au n�ud (xmin + 2; ymin).
En fait, il s'agit d'atteindre ces deux n�uds par leur lien Si, depuis les n�uds
(xmax � 2; ymax) et (xmin + 2; ymax). Cela �a pour cons�equence de � casser� les
arcs (xmax; ymax � 2) vers (xmin; ymax � 2) et (xmax; ymin + 2) vers (xmin; ymin +
2), car ceux-ci seront utilis�es dans l'arbre SST par les arcs derni�erement cr�ees.
Ces modi�cations, font apparâ�tre deux nouveaux n�uds isol�es que l'on peut
facilement rattacher �a l'arbre EST . Le n�ud (xmin; ymax � 2) peut être atteint
par son lien Ni depuis le n�ud (xmin; ymax� 1), et le n�ud (xmin; ymin + 2) peut
quant a lui être atteint par son lien Si depuis (xmin; ymin+1). Cette op�eration est
possible, grâce �a la toute premi�ere modi�cation e�ectu�ee sur EST . Apr�es cette
deuxi�eme s�erie de modi�cations, il reste plus que deux n�uds isol�es, repr�esent�es
en noir sur la �gure 4.10.

Fig. 4.10 : Arbre EST apr�es la deuxi�eme s�erie de modi�cations.
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Pour atteindre le n�ud (xmin+2; ymin+1) il semble exister quatre possibilit�es
que nous allons maintenant d�etailler :

{ acc�es parNi, c'est-�a-dire utiliser l'arc (xmin+2; ymin+2) vers (xmin+2; ymin+
1). Ceci est impossible car cet arc se transforme en (xmin+2; ymax�2) vers
(xmin + 1; ymax � 2) dans l'arbre SST , or EST utilise d�ej�a cet arc.

{ acc�es par Ei, c'est-�a-dire utiliser l'arc (xmin+3; ymin+1) vers (xmin+2; ymin+
1). Ceci est impossible car cet arc se transforme en (xmax�1; ymin+3) vers
(xmax � 1; ymin + 2) dans l'arbre NST , or EST utilise d�ej�a cet arc.

{ acc�es par Si, c'est-�a-dire utiliser l'arc (xmin+2; ymin) vers (xmin+2; ymin+
1). Ceci est impossible car cet arc se transforme en (xmax � 2; ymax) vers
(xmax � 2; ymax � 1) dans l'arbre WST , or EST utilise d�ej�a cet arc.

{ Il reste donc l'acc�es par Wi, c'est-�a-dire l'arc (xmin+1; ymin+1) vers (xmin+
2; ymin + 1). En e�ectuant les divers rotations par rapport �a l'�emetteur
(�2 ; �;

3�
2 ) on constate que cet arc ne se superpose avec aucun autre.

En e�ectuant le même type de raisonnement on peut monter que la seule possi-
bilit�e pour atteindre (xmax � 2; ymin + 1) est son lien Ei, c'est-�a-dire cr�eer l'arc
de (xmax � 1; ymin + 1) vers (xmax � 2; ymin + 1).

La �gure 4.11 montre l'arbre de recouvrement ainsi obtenu. Cet arbre est de
profondeur minimale �egale �a D + 1.

Les trois autres arbres s'obtiennent facilement par rotations successives de �
2

de l'arbre EST.

La construction de tels arbres est g�en�eralisable �a toutes les valeurs de k > 1.
En e�et, pour passer d'une grille torique 4k + 1 �a une de taille 4(k + 1) + 1 il
faut ajouter 2 colonnes �a droite, 2 colonnes �a gauche, 2 lignes en haut, et 2 lignes
en bas. Donc lors de la construction de l'arbre de recouvrement EST il su�t de
prolonger le principe de base sur les n�uds suppl�ementaires. Une construction
syst�ematique plus rigoureuse de ces arbres est donn�ee dans les tableaux qui se
trouvent en annexe �a la �n de ce document. Ces tableaux d�etaillent les conditions
sur i et j pour qu'un n�ud (i; j) ait des arcs entrants Ni, Ei, Si, Wi.

Remarque.
Pour k = 1, c'est-�a-dire pour les grilles toriques de taille 5 � 5, il existe quatre
arbres de recouvrement de profondeur D + 2 soit 6. Il ne nous a pas �et�e possible
de construire des arbres de profondeur plus faible avec ce mode de construction.
Comme le montre la �gure 4.12 la grille torique de taille 5�5 poss�ede deux n�uds
� int�erieurs� (repr�esent�es en noir sur la �gure) pour l'arbre de recouvrement
EST, qui sont �a une distance (6 par construction) sup�erieure �a celle du diam�etre
(D = 4).
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Fig. 4.11 : L'arbre EST de profondeur D + 1 dans une grille torique 9� 9.

N�uds int�erieurs

Fig. 4.12 : L'arbre EST de profondeur D + 2 dans une grille torique 5� 5.

4.4.3 Cas 2 : 4k+3

Comme pr�ec�edemment, il est facile d'obtenir des arbres de recouvrement de
profondeurD+2. Du fait de la parit�e de

p
p, le principe de base peut être appliqu�e

jusqu'�a la derni�ere colonne i = xmax, pour la construction de l'arbre EST (voir
�gure 4.13). Les n�uds de la colonne i = xmin sont alors atteints depuis les
n�uds de la colonne i = xmax, par les arcs Wi. Pour atteindre les n�uds des
lignes j = ymin et j = ymax il faut utiliser des � crochets� de types 5 et 7.

Les trois autres arbres s'obtiennent facilement par rotations successives de �
2

de l'arbre EST .
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En r�ealisant des modi�cations sur cet arbre, on peut construire un arbre de
profondeur minimale D + 1, comme le montre la �gure 4.14. Les modi�cations
consistent �a rompre les chemins de longueur D+ 2. Ces modi�cations entrâ�nent
un jeu de taquin entre les arcs, comme nous l'avons vu dans le cas pr�ec�edent.

Fig. 4.13 : L'arbre EST de profondeur D + 2 dans une grille torique 11� 11.

La construction de tels arbres est g�en�eralisable �a toutes les valeurs de k. En
e�et, pour passer d'une grille torique 4k + 3 �a une de taille 4(k + 1) + 3 il faut
ajouter 2 colonnes �a droite, 2 colonnes �a gauche, 2 lignes en haut, et 2 lignes en
bas. Donc, lors de la construction de l'arbre de recouvrement EST il su�t de
prolonger le principe de base et les modes de construction sur les bords pour les
n�uds suppl�ementaires.
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Fig. 4.14 : L'arbre EST de profondeur D + 1 dans une grille torique 11� 11.

Une construction compl�ete de ces arbres est de même donn�ee en annexe.

4.4.4 Cas 3 : 4k

Du fait que les grilles toriques de taille paire ne poss�edent pas de centre, les
arbres doivent couvrir quatre zones de tailles di��erentes. Par cons�equent, dans
chaque zone le principe de base va être appliqu�e sur des nombres de lignes et de
colonnes di��erents. Les arbres de recouvrement ne peuvent pas se d�eduire par
simples rotations �a partir d'un seul arbre. On s'aper�coit que la construction de
deux arbres est su�sante, et que les deux autres se d�eduisent des premiers par
rotations et sym�etries. La construction des arbres de profondeur D + 1 EST et
NST se fait de la fa�con suivante :

{ pour l'arbre EST on applique le principe de base tant que cela est possible.
Puis on utilise des� crochets� de type 5 pour atteindre les n�uds de la ligne
j = ymax et des � crochets� de types 7 et 8 pour les n�uds de la colonne
i = xmax. Toutefois le n�ud (xmax; ymax) n'est pas atteint. Il peut l'être
facilement par son lien Si depuis le n�ud (xmax; ymax� 1) . A�n de r�eduire
la profondeur de l'arbre la même strat�egie peut être appliqu�ee aux n�uds
(xmax; ymin) et (xmax; ymin+1). En e�et, le n�ud (xmax; ymin+1) est atteint
par son lien Ni depuis le n�ud (xmax; ymin+2), et le n�ud (xmax; ymin) est
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atteint par son lien Ni depuis le n�ud (xmax; ymin + 1). Les n�uds de la
colonne i = xmin sont atteints depuis la colonne i = xmax par les arcs Wi.

{ pour l'arbre NST le principe de base est appliqu�e le plus longtemps pos-
sible, et l'utilisation de � crochets� de types 3 et 4 permet d'atteindre les
n�uds de la colonne i = xmin. Mais le n�ud (xmin; ymin + 1) ne peut être
atteint de cette fa�con, il peut l'être facilement par son arc Si depuis le
n�ud (xmin; ymin). Du fait de la construction de l'arbre EST , les n�uds
(xmax; ymin+1) et (xmax� 1; ymin+1) ne peuvent pas être atteints par des
� crochets�. La solution consiste �a atteindre ces deux n�uds par leur arc
Si depuis les n�uds (xmax; ymin) et (xmax� 1; ymin). Par ailleurs, les n�uds
de la ligne j = ymin sont atteints depuis la ligne j = ymax par les arcs Si.

La �gure 4.15 illustre cette construction.

Fig. 4.15 : Les arbres EST et NST de profondeur D + 1 dans une grille torique 8� 8.

L'arbre SST se d�eduit de l'arbre EST , par une rotation de ��
2 et une sym�etrie

par rapport �a l'axe (i = 0). De même l'arbre WST se d�eduit de l'arbre NST ,
par une rotation de ��

2 et une sym�etrie par rapport �a l'axe (j = 0). Comme dans
les deux cas pr�ec�edents, la construction de tels arbres se g�en�eralise facilement �a
toutes les valeurs de k. Une construction compl�ete de ces arbres est donn�ee dans
les tableaux qui se trouvent en annexe.

4.4.5 Cas 4 : 4k+2

Comme nous l'avons fait au paragraphe pr�ec�edent pour les tailles paires, il
est n�ecessaire de construire deux arbres de recouvrement (NST et EST ). La
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construction des ces arbres de profondeur D+1 EST et NST se fait de la fa�con
suivante :

{ pour l'arbre EST le principe de base est appliqu�e le plus longtemps possible,
et l'utilisation de � crochets� de type 4 permet d'atteindre les n�uds de
la ligne j = ymin. Mais le n�ud (xmin + 1; ymin) ne peut pas être atteint
par ces moyens, cependant il peut l'être facilement par son arc Si depuis le
n�ud (xmin + 1; ymax). Par ailleurs les n�uds de la colonne i = xmin sont
atteints depuis la colonne i = xmax par les arcs Wi.

{ pour l'arbre NST l'utilisation du principe de base et des � crochets� de
types 3, 4, 6 permettent de couvrir presque toute la grille. Mais le n�ud
(xmax; ymax) ne peut pas être atteint. La solution consiste �a l'atteindre de-
puis le n�ud (xmax� 1; ymax) par son arc Wi. A�n de r�eduire la profondeur
de l'arbre le n�ud (xmax; ymin+2) ne peut être atteint par un� crochet� de
type 4, mais depuis le n�ud (xmin; ymin +2) par son arc Ei. Cet arc et cer-
tains autres de l'arbre EST obligent le n�ud (xmin+1; ymin) �a être atteint
par son arc Wi depuis le n�ud (xmin; ymin) et le n�ud (xmax � 2; ymin) �a
être atteint par son arc Ei depuis le n�ud (xmax�1; ymin). En�n, les autres
n�uds de la ligne j = ymin sont atteints depuis la ligne j = ymax par les
arcs Si.

La �gure 4.16 illustre cette construction.

Fig. 4.16 : Les arbres EST et NST de profondeur D + 1 dans une grille torique 10� 10.

Comme dans le cas pr�ec�edent l'arbre SST (respectivement WST ) se d�eduit
facilement de l'arbre EST (respectivement NST ) par une rotation et une sy-
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m�etrie. Comme dans les trois cas pr�ec�edents la construction de tels arbres se
g�en�eralise facilement �a toutes les valeurs de k. Une construction compl�ete de ces
arbres est donn�ee dans les tableaux qui se trouvent en annexe.

4.4.6 Etude th�eorique des arbres

Les arbres que nous avons construits l'ont �et�e en deux phases : une applica-
tion syst�ematique du principe de base et une s�erie d'ajustements sur les bords.
Pour d�emontrer que ces arbres sont arcs disjoints, nous allons montrer que les
parties obtenues par le principe de base de chaque arbre sont disjointes, et que
les ajustements locaux sont disjoints.

Lemme 4.4.2 Si un n�ud (i; j) est tel que le principe de base lui soit applicable
pour chaque arbre construit, alors les arcs entrants de ces quatre arbres sont
disjoints.

Preuve. Rappelons les di��erents types d'arcs entrants qui se trouvent dans
chaque zone, pour l'arbre EST .

zone I Ei pour les colonnes paires
Si pour les colonnes impaires

zone II Ni pour les colonnes impaires
Ei pour les colonnes paires

zone III Ei pour les lignes paires
Si pour les lignes impaires

zone IV Ni pour les lignes impaires
Ei pour les lignes paires

zone V Wi

zone IV Ei

Il nous faut prouver que les arbres construits avec le principe de base sont
disjoints dans les six zones. Pour cela, regardons ce qui se passe dans la zone I.

Pour les tailles de grilles toriques impaires les arbres se d�eduisent les un des
autres par des rotations successives et pour les tailles impaires par des rotations
et des sym�eties. Comme le principe de base est r�egulier et poss�ede un axe de
sym�etrie suivant lequel on e�ectue des sym�etries sur les arbres pour les tailles
impaires, il n'y a pas di��erence pour le principe de base entre les tailles paires et
impaire.

{ L'arbre NST est obtenu par une rotation de �
2 de l'arbre EST , c'est-�a-dire

que les arcs entrants de la zone II vont subir une rotation de �
2 avant de

venir se placer dans la zone I. Apr�es rotation, les arcs Ni deviennent Wi et
les arcs Ei deviennent Ni. Les arcs Wi et Ni ne sont pas utilis�es par EST
dans la zone I, donc EST et NST sont disjoints dans la zone I.
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{ L'arbre SST est obtenu par une rotation de ��
2

de l'arbre EST , c'est-�a-dire
que les arcs entrants de la zone IV vont subir une rotation de ��

2
avant de

venir se placer dans la zone I. Apr�es rotation, les arcs Ni deviennent Ei

et les arcs Ei deviennent Si. Les arcs Ni concernaient les n�uds des lignes
impaires, donc par rotation les arcs Ei vont atteindre les n�uds des colonnes
impaires. De même les arcs Ei concernaient les n�uds des lignes impaires,
donc par rotation les arcs Si vont atteindre les n�uds des colonnes paires.
Comme EST utilisait les arcs Ei pour atteindre les n�uds des colonnes
paires et les arcs Si pour atteindre les n�uds des colonnes impaires,EST et
SST sont disjoints dans la zone I. De plus, comme SST et NST n'utilisent
pas le même type d'arc (Ei et Si pour SST et Wi et Ni pour NST ), SST
et NST sont disjoints dans la zone I.

{ L'arbre WST est obtenu par une rotation de � de l'arbre EST , c'est-�a-dire
que les arcs entrants de la zone III vont subir une rotation de � avant de
venir se placer dans la zone I. Apr�es rotation, les arcs Ei deviennent Wi et
les arcs Si deviennent Ni. Comme WST n'utilise pas le même type d'arc
que EST et SST (Ei et Si pour EST et SST ), WST est disjoint de EST
et de SST dans la zone I.

Mais il nous reste �a v�eri�er que WST et NST sont disjoints.
Les arcs Ei concernaient les n�uds des lignes paires, donc par rotation les
arcs Wi vont atteindre les n�uds des colonnes paires, de même les arcs Si

concernaient les n�uds des lignes impaires, donc par rotation les arcs Ni

vont atteindre les n�uds des colonnes impaires. Comme l'arbre NST utilise
les arcs Ni pour atteindre les n�uds des colonnes paires, et les arcs Wi pour
atteindre les n�uds des colonnes impaires, les arbres WST et NST sont
disjoints dans la zone I.

Donc les arbres construits avec le principe de base sont arcs disjoints dans la
zone I. Du fait de la sym�etrie du probl�eme, on d�eduit facilement que les arbres
construits avec le principe de base dans les zones II, III, et IV sont arcs disjoints.

Dans la zone V l'arbre EST utilise les arcs Wi, l'arbre NST utilise les arcs Ni

(rotation de �
2 des arcs de la zone VI), l'arbre SST utilise les arcs Si (rotation de

��
2 des arcs de la zone VI), et l'arbre WST utilise les arcs Ei (rotation de � des
arcs de la zone VI), ils sont donc disjoints. En e�ectuant le même raisonnement
sur la zone VI on montre que les arbres construits avec le principe de base sont
arcs disjoints dans les zones V et VI.

2

Nous venons de d�emontrer que la partie des arbres cr�ee avec le principe de
base �etait arcs disjoints. Il nous reste donc �a monter que la construction des bords
est aussi arcs disjoints.
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Nous avons vu lors de la construction des arbres pour la grille torique de taillep
p = 4k + 1 (avec k=2) que le bord de la grille est disjoint, et de plus comme

sur les autres n�uds le principe de base s'applique et d'apr�es le lemme 4.4.2,
les quatre arbres de recouvrement sont arcs disjoints. La �gure 4.17 permet de
con�rmer ce fait.

Fig. 4.17 : Les quatre arbres de recouvrement de profondeur D + 1 dans une grille

torique 9� 9.

En e�ectuant le même travail sur les bords lors de la construction des autres
arbres, pour les di��erentes tailles de grilles toriques on montre que les arbres
pr�esent�es sont arcs disjoints pour k = 2.

Maintenant il s'agit de montrer que pour tout k sup�erieur �a deux, nous avons
une construction arcs disjoints. Pour cela nous allons proc�eder par r�ecurrence.

Supposons que les arbres soient disjoints pour une grille torique de taille 4k0+1
(respectivement 4k0 +3, 4k0,4k0 +2) avec k0 � 2, montrons que pour 4(k0 +1)+1
(respectivement 4(k0 +1)+3, 4(k0 +1),4(k0 +1)+2) les arbres de recouvrements
sont toujours disjoints. Pour un type de taille donn�e (par exemple 4k0 + 1) le
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passage �a la taille sup�erieure du même type (c'est-�a-dire 4(k + 1)0 + 1) s'e�ectue
en rajoutant deux lignes en haut de la grille torique, deux lignes en bas, deux
colonnes �a droite et deux colonnes �a gauche.

Il est possible de d�ecomposer la grille torique en sept zones (voir �gure 4.18) :

{ zone 1 : partie centrale de la grille torique o�u s'applique le principe de base ;

{ zone 2 : constitu�ee par les n�uds du bord nord-est ;

{ zone 3 : constitu�ee par les n�uds du bord sud-est ;

{ zone 4 : constitu�ee par les n�uds du bord sud-ouest ;

{ zone 5 : constitu�ee par les n�uds du bord nord-ouest ;

{ zone 6 : constitu�ee par les n�uds du bord ayant pour abscisses 0 ;

{ zone 7 : constitu�ee par les n�uds du bord ayant pour ordonn�ees 0 ;

zone 1

zone 5 zone 2

7 7

6

zone 4 6 zone 3

Fig. 4.18 : Localisation des sept zones.

En enlevant les bords de la grille torique de taille 4k0 + 1 (respectivement
4k0 +3, 4k0, 4k0 +2) on obtient la zone 1, que l'on retrouve dans la grille torique
de taille 4(k0 + 1) + 1 (respectivement 4(k0 + 1) + 3, 4(k0 + 1), 4(k0 + 1) + 2). De
la même fa�con on peut r�eutiliser les six autres zones (voir �gure 4.19).
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6

7 7

6

zone 4

zone 5 zone 2

zone 3

zone 1

Fig. 4.19 : Localisations des sept zones pour la taille sup�erieure.

Ceci nous donne un recouvrement partiel de la grille torique de taille sup�e-
rieure. Dans la zone comprise entre la zone 1 et les bords, il est possible d'�etendre
le principe de base, puisque cette zone ne fait pas partie des bords de la grille
torique 4(k0 +1)+ 1 (respectivement 4(k0 +1)+ 3, 4(k0 +1), 4(k0 +1)+ 2). Donc
par construction la zone centrale de grille torique de taille sup�erieure est arcs
disjoints. Pour combler les trous qui restent dans le bord nous allons prendre
des patterns d�ej�a utilis�es dans le bord. En fait, dans chaque trou du bord nous
avons quatre n�uds que nous allons atteindre par le pattern d�e�ni par les quatre
derniers n�uds de chaque zone. Comme le montre la �gure 4.20 chaque zone du
bord poss�ede deux patterns que nous allons appeler a et b. Pour boucher les trous,
il su�t de dupliquer les patterns a et b comme le montre la �gure 4.20.

Remarque.
Il est tr�es important de noter le passage de la grille torique 9�9 �a la grille torique
13 � 13 ne se fait pas aussi simplement. Du fait de la tr�es grande irr�egularit�e
des arbres, et du faible nombre de lignes et de colonnes de cette grille torique,
les patterns a et b n'ont pas une forme stable. Mais d�es la taille 13, nous ne
rencontrons plus de probl�eme pour la r�ecurrence.
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zone 5 6

zone 3

zone 2

5a

5a

7

4b

4b

4a 4a 6 3b 3b

3a

3a

2a

2b

7

2b

2a5b5b

zone 4

Fig. 4.20 : Construction de la taille sup�erieure.

Or, par hypoth�ese de r�ecurrence les bords sont arcs disjoints, donc les arbres
de recouvrements dans la grille torique de taille 4(k0 + 1) + 1 (respectivement
4(k0 + 1) + 3, 4(k0 + 1),4(k0 + 1) + 2) sont arcs disjoints.

Comme la r�ecurrence est vrai pour k = 2; ::; k0; k0 + 1 pour les grilles torique
du type 4k + 3; 4k; 4k + 2 et pour k = 3 pour les grilles torique du type 4k + 1
elle est vraie pour tout k � 3 .

Ceci nous permet d'�enoncer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 4.4.3 Il existe dans une grille torique
p
p�pp quatre arbres disjoints

de profondeurs minimale 2
jp

p

2

k
+ 1.

4.4.7 Algorithme de di�usion

Pour r�ealiser la di�usion, nous consid�erons une grille torique de taille
p
p�pp,

dans laquelle les communications sont en mode commutation de messages (store
et forward) full-duplex,�-ports. L'utilisation des quatre arbres de recouvrement
disjoints va permettre de d�ecouper le message �a di�user en quatre parties �egales
(LN ; LE; LS; LW ), et de pipeliner l'envoi de chacun de ces paquets dans l'arbre
de recouvrement correspondant. L'algorithme s'�ecrit de la fa�con suivante :
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Algorithme 4.1 Di�usion optimale dans les grilles toriques

si racine alors
Couper L en quatre partie �egales LN ; LE; LS; LW ;
Pipeliner LN ; LE; LS; LW dans l'arbre de recouvrement de racine R cor-
respondant ;

sinon
Faire en parall�ele

Recevoir de son p�ere dans chaque arbre ;
Envoyer �a ses �ls dans chaque arbre ;

Du fait que cet algorithme utilise des arbres de recouvrement de profondeur
minimale, et un nombre maximal de ces arbres, on peut �enoncer la proposition
suivante :

Proposition 4.4.4 Il existe une di�usion optimale en mode pipeline sous les
hypoth�eses communication en commutation de message �-ports, full-duplex, dans
les grilles toriques de taille

p
p�p

p. Le temps de cette di�usion est de :

Tdiffusion =

0
@
s
2b
p
p

2
c� +

s
L

4
�

1
A2

: (4:2)

Preuve. D'apr�es le r�esultat 2.6 nous savons que le temps n�ecessaire pour envoyer
un message de taille L �a une distance d en utilisant � chemins disjoints est de :

0
@q(d � 1)� +

s
L

�
�

1
A2

(4.3)

Les quatre arbres utilis�es ont une profondeur de 2
jp

p

2

k
+1, d'o�u en rempla�cant

dans la formule ci-dessus, on obtient le temps de la proposition.
Cette di�usion est optimale en mode pipeline, car nous utilisons le maximum

d'arbre que permet la grille torique et chaque arbre est de profondeur minimale.
2

4.5 G�en�eralisation

Il est facile d'�etendre le principe de base �a des grilles toriques de taille arbi-
traire

p
p �p

q, toutefois le probl�eme des n�uds situ�es sur les bords subsiste.
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Pour les tailles telles que
p
p = 4k+ s et

p
q = 4k0+ s, il n'y pas de probl�eme

sur les bords, les arbres� s'embô�tent� bien. On peut v�eri�er grâce aux tables qui
se trouvent en �n de document, que la construction est toujours �a arcs disjoints.
Mais pour les autres tailles cela se passe moins bien. En e�et, pour les tailles telles
que

p
p = 4k + s et

p
q = 4k0 + t, avec s 6= t, cela conduit �a la construction de

plusieurs arbres (en g�en�eral trois, et le quatri�eme se d�eduit d'un des trois autres).
L'utilisation des arbres de profondeur minimale n'�etant pas possible, la solution
consiste �a utiliser comme pr�ec�edemment des arbres de profondeur minimale plus
un et de r�ealiser des adaptations au cas par cas. Une pr�esentation de ces arbres
est donn�ee dans [7]. Le tableau suivant est une synth�ese des r�esultats obtenus.

p
p

p
q profondeur des arbres

de recouvrement

4k 4k b
p
p

2 c+ b
p
q

2 c+ 1

4k+1 4k+1 b
p
p

2
c+ b

p
q

2
c+ 1

4k+2 4k+2 b
p
p

2 c+ b
p
q

2 c+ 1

4k+3 4k+3 b
p
p

2 c+ b
p
q

2 c+ 1

4k 4k' b
p
p

2
c+ b

p
q

2
c+ 1

4k+1 4k'+1 b
p
p

2 c+ b
p
q

2 c+ 1

4k+2 4k'+2 b
p
p

2 c+ b
p
q

2 c+ 1

4k+3 4k'+3 b
p
p

2 c+ b
p
q

2 c+ 1
4k'+1

4k 4k'+2 b
p
p

2 c+ b
p
q

2 c+ 2
4k'+3

4k+1 4k'+2 b
p
p

2 c+ b
p
q

2 c+ 2
4k'+3

4k+2 4k'+3 b
p
p

2 c+ b
p
q

2 c+ 2

G�en�eralisation au half-duplex

Une �etude similaire a �et�e r�ealis�ee en gardant un mod�ele �-port (link-bounded),
une transmission de messages entre n�uds par commutation de messages (store
and forward), mais avec des liens de communication half-duplex. Cette �etude a
�et�e r�ealis�ee avec Jean-Claude Bermond et Denis Trystram [1].

Apr�es avoir pr�esent�e les di��erentes constructions d'arbres de recouvrement
existantes ainsi que les temps de di�usion pipeline dans ces arbres, nous d�ecrirons
la construction d'une nouvelle famille d'arbres de profondeurs minimales, ce qui
nous permettra de r�ealiser la di�usion pipeline de fa�con quasi optimale.
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4.5.1 Les solutions existantes

Ici nous allons pr�esenter les di��erentes constructions propos�ees par Saad et
Schultz [8] et Simmen [9].

Une premi�ere solution

La premi�ere solution, consiste �a construire un seul arbre de recouvrement,
comme le montre la �gure 4.21

Fig. 4.21 : Un arbre couvrant de la grille torique.

La profondeur de cet arbre est minimale et est �egal au diam�etre 2
jp

p

2

k
. Cet

arbre permet de r�ealiser un di�usion pipeline en un temps de :

Tdiffusion = (

vuut(2

$p
p

2

%
� 1)� +

p
�L)2: (4.4)

L'algorithme de Saad et Schultz

Saad et Schultz ont propos�e dans [8] une solution bas�ee sur l'utilisation de

deux arbres de recouvrant partiels de profondeur
jp

p

2

k
comme le montre la �gure

4.22. On constate que ces arbres ressemblent beaucoup �a l'arbre donn�e par la
�gure 4.21.
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Fig. 4.22 : Deux arbres de recouvrement partiels.

Le deuxi�eme arbre de recouvrant partiel est obtenu par rotation de �
2
du

premier. On peut remarquer que ces deux arbres sont arêtes disjointes.
Saad et Schultz utilisent ces deux arbres pour r�ealiser la di�usion pipeline

du message, en pipelinant l'envoie de la moiti�e du message dans chaque arbres.
Toutefois, comme chaque arbre ne couvre pas totalement la grille torique, certain
n�uds ne connâ�tront que la moiti�e du message. Ces n�uds ont pour abscisse
0 ou pour ordonn�ee 0. Pour rem�edier �a ce probl�eme Saad et Schultz propose
de di�user de fa�con pipeline la moiti�e de message manquante durant la phase
de vidage du pipeline. En e�et d�es que le dernier paquet du message de taille
L
2 est envoy�e, l'�emetteur commence �a envoyer le message de taille L

2 manquant.
Malheureusement, ceci ne fonctionne pas aussi simplement. Simmen a montr�e [9]
que pour de grandes tailles de L cette m�ethode �etait mauvaise. En e�et la premi�ere
di�usion s'e�ectue sur une distance de 2

jp
p

2

k
alors que la deuxi�eme s'e�ectue sur

une distance de 2
jp

p

2

k
. Du fait du d�ecoupage du message en paquets de taille

optimal (voir chapitre 2), dans les deux phases cons�ecutive de pipeline la taille
des paquets est di��erente, ce qui inue sur la vitesse de progression des paquets
dans le r�eseau.

En fait pour L � L0 (o�u L0 = �
2�

D2

D�1 ) la deuxi�eme phase de pipeline �a le
temps de �nir avant la premi�ere. D'o�u le temps de di�usion est de :

Tdiffusion =

0
@
vuut(2

$p
p

2

%
� 1)� +

s
�L

2

1
A

2

: (4.5)

Par contre pour L � L0, la deuxi�eme phase n'a pas le temps de �nir, ce qui
donne un temps d'ex�ecution de :

 s
(2

�p
p

2

�
� 1)� +

r
�L

2

!2

+
�L

2
+

vuut��L(2
jp

p
2

k
� 1)

2
�

2
jp

p
2

k
2

0
B@� +

vuut ��L

2(2
jp

p
2

k
� 1)

1
CA :(4.6)
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L'algorithme de Simmen

Simmen [9] propose deux arbres de recouvrement de profondeur 4
jp

p

2

k
+ 1.

La �gure 4.23 montre un de ces arbres. Le deuxi�eme arbre s'obtient en e�ectuant
une rotation de �

2
du premier suivit par une sym�etrie axiale (op�eration miroir).

Fig. 4.23 : Un des deux arbres de Simmen.

Le temps de di�usion pipeline avec ces arbres est donc de :

Tdiffusion =

0
@
vuut4

$p
p

2

%
� +

s
�L

2

1
A

2

: (4.7)

4.5.2 Quelques am�eliorations

Nous allons pr�esenter de nouveaux algorithmes issus de modi�cations e�ec-
tu�ees sur la construction des arbres.

Dans le cas du full-duplex, nous avons pr�esent�e des arbres de profondeur mi-
nimale qu'il est possible d'utilis�e dans le cas half-duplex. En e�et, il su�t de
d�ecomposer chaque �etape de communication en deux sous-�etapes. Durant la pre-
mi�ere on e�ectue les communications dans un sens, et durant la seconde, on
e�ectue les communications dans l'autre sens. Ceci revient �a doubler le diam�etre.
Avec cet algorithme le temps de di�usion est �egale �a :

Tdiffusion

0
@
vuut(2

$p
p

2

%
+ 1)� +

s
�L

4

1
A

2

: (4.8)

Parmi les r�esultats pr�esent�es pr�ec�edemment, il est possible d'e�ectuer une
am�elioration aux arbres de Simmen (voir �gure 4.24). Cette am�elioration consiste
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en une meilleure utilisation des particularit�es de la grille torique. Les arbres ainsi
obtenus ont une profondeur de 3D

2
soit 3

jp
p

2

k
.

Fig. 4.24 : Un des arbres de profondeur 3D
2
.

Le deuxi�eme arbre de recouvrement est obtenu par une rotation �
2 suivie par

une sym�etrie axiale. La di�usion pipeline le long de ces arbres donne un temps
de :

Tdiffusion =

0
@
vuut(3

$p
p

2

%
� 1)� +

s
�L

2

1
A

2

: (4.9)

Du fait que nous cherchons �a r�ealiser une di�usion pipeline en temps minimum,
il est n�ecessaire d'avoir le nombre maximum d'arbres c'est-�a-dire deux, et d'avoir
des arbres de profondeur minimale

4.5.3 Construction d'arbres de profondeur minimale

A�n de construire des arbres de profondeur minimale, il faut connâ�tre celle-
ci. Le th�eor�eme 4.5.1 donne une borne sur la profondeur minimale de deux arbres
disjoints dans une grille torique de taille

p
p �pp

Th�eor�eme 4.5.1 Dans une grille torique de taille
p
p�pp, il existe deux arbres

de recouvrement de profondeur minimale
p
p.

Preuve. Les arbres ont au moins une profondeur de D, donc ce r�esultat est
optimal dans le cas o�u

p
p est pair, puisque D =

p
p. Pour le cas o�u

p
p est

impair, le diam�etre est
p
p�1, mais il est impossible de construire deux arbres de

recouvrement arêtes disjointes de profondeur D. Il y a quatre n�uds (xmin; ymin),
(xmin; ymax), (xmax; ymin), (xmax; ymax) qui sont �a distance D de l'�emetteur ,de
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plus il y a quatre arêtes entre ces quatre n�uds. Ces arêtes ne peuvent pas être
utilis�ees si on d�esir construire des arbres de recouvrement de profondeur D. Ainsi
nous pouvons utiliser au plus 2n2 � 4 arêtes pour ces deux arbres. Mais n2 � 1
arêtes sont au minimumn�ecessaire pour construire un arbre, donc nous avons une
contradiction. Donc pour les tailles impaires la profondeur minimale est D + 1
soit

p
p. 2

A�n de construire les arbres de profondeur minimale, nous allons diviser la
grille torique en quatre parties �egales (ou quasi �egale) (voir �gure 4.25). Pour
faciliter la construction nous allons imposer que ces arbres soient sym�etriques par
rapport �a l'�emetteur et de plus que le deuxi�eme se d�eduise du premier par une
simple rotation de �

2
. Le premier arbre contient tous les n�uds dont l'ordonn�ee est

nulle (c'est-�a-dire (i,0)) et le second contient donc tous les n�uds dont l'abscisse
est nulle (c'est-�a-dire (0,j)).

domaine 3

domaine 4 domaine 1

domaine 2

Fig. 4.25 : Id�ee de construction du premier arbre.

Pour construire un arbre, l'id�ee de base consiste �a utiliser deux domaines
di��erents pour deux colonnes cons�ecutives. Par exemple, si l'on consid�ere la partie
droite de la grille torique par rapport �a l'�emetteur, l'arbre utilise les colonnes
impaires dans le domaine 1 et les colonnes paires dans le domaine 2. (voir �gure
4.25) Les n�uds des colonnes non utilis�ees par l'arbre dans chaque domaine, sont
atteints par des � crochets� identiques �a ceux d�e�nis dans le cas full-duplex.
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Comme pour le cas full-duplex la construction des bords di��erent, elle d�epend de
la congruence de

p
p modulo 4.

Les �gures 4.26, 4.27, 4.28, 4.29 donne la construction des arbres pour les
taille

p
p = 10; 11; 12; 13.

Fig. 4.26 : Construction d'un arbre de recouvrement pour
p
p = 10.

Fig. 4.27 : Construction d'un arbre de recouvrement pour
p
p = 11.
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Fig. 4.28 : Construction d'un arbre de recouvrement pour
p
p = 12.

Fig. 4.29 : Construction d'un arbre de recouvrement pour
p
p = 13.

La construction de ces arbres peut facilement s'�etendre, en e�et il su�t de ra-
jouter quatre lignes interm�ediaires et quatre colonnes interm�ediaires (deux dans
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chaque domaine).

L'utilisation de ces arbres pour e�ectu�e une di�usion pipeline donne le temps :

Tdiffusion =

0
@q(

p
p� 1)� +

s
�L

2

1
A2

(4.10)

L'�etude que nous venons de mener nous a permis de pr�esenter une s�erie d'al-
gorithmes de di�usion pipeline dans les grilles toriques en mode half-duplex. Cette
�etude s'est termin�ee par la pr�esentation d'une nouvelle famille d'arbres de recou-
vrement arêtes disjointes de profondeur minimale.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre des nouvelles familles d'arbres couvrants de profondeur mi-
nimale ont �et�e pr�esent�ees. Ces familles permettent de r�ealiser des di�usions dans
les grilles toriques carr�ees en mode pipeline de fa�con optimale. De plus, une g�e-
n�eralisation du m�ecanisme de construction de ces arbres permet d'obtenir des
r�esultats sur les grilles toriques rectangulaires.

A�n qu'un utilisateur puisse cr�eer sa propre biblioth�eque de communication
dans les grilles toriques, nous allons pr�esenter dans le chapitre suivant une syn-
th�ese des meilleurs algorithmes pour les autres sch�emas de communications.
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Chapitre 5

Communications globales dans
les grilles toriques

Dans le chapitre pr�ec�edent, nous avons �etudi�e en d�etail la di�usion dans les
grilles toriques de processeurs, sous l'hypoth�ese de communication par commuta-
tion de message. Au cours de cette �etude nous avons d�ecrit et utilis�e un outil : les
arbres de recouvrement �a arcs-disjoints. Dans ce chapitre, nous allons r�ealiser une
�etude similaire, sous les mêmes hypoth�eses (c'est-�a-dire commutation de message
avec temps lin�eaire et liens full-duplex), qui correspondent au mod�ele de machine
dont nous disposons, par les autres sch�emas de communications globales. Le but
de cette �etude est de fournir un outil pour chaque sch�ema de communication.

Dans un premier temps, nous d�ecrirons les di��erentes fa�cons de r�ealiser un
�echange total. Puis nous pr�esenterons des algorithmes qui permettent de r�ealiser
la distribution, le regroupement et la multidistribution. En�n, nous conclurons
ce chapitre par un tableau r�ecapitulatif des principaux r�esultats.

5.1 L'�echange total

Comme nous l'avons vu au chapitre 3, l'�echange total est un sch�ema de com-
munication o�u chaque processeur du r�eseau envoie le même message �a tous les
autres processeurs. Une borne inf�erieure de cet algorithme est donn�ee dans la
proposition suivante [1, 2] :

Proposition 5.1.1 Soit un r�eseau d'interconnexion de degr�e �, de diam�etre D,
poss�edant p processeurs.

Sous les hypoth�eses d'une mod�elisation temps lin�eaire et de liens parall�eles
full-duplex, une borne inf�erieure du temps d'�echange total en mode commutation
de circuit est :

max
�
�D; �L

�
p� 1

�

��
(5.1)
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Preuve. La distance maximale entre deux processeurs �etant D, il faudra donc
au moins D �etapes pour �echanger des messages entre ces deux processeurs.

Chaque processeur doit recevoir p � 1 messages, donc en supposant que le
processeur puisse recevoir sur ses � liens simultan�ement, le temps de propagation
minimal sera de

l
p�1
�

m
.

2

Comme nous �etudions les grilles toriques TM(
p
p;
p
p), le nombre minimal

d'�etapes sera de
jp

p

2

k
et le temps minimal de propagation sera de

l
p�1
4

m
.

Pour ce sch�ema de communication, il est �evident que nous ne pouvons pas
utiliser des arbres de recouvrement disjoints comme pour la di�usion. Toutefois
il est possible, comme nous allons le voir, d'utiliser encore des arbres, mais cette
fois ayant des arcs disjoints dans le temps, de fa�con �a �eviter les conits d'acc�es
sur les liens de communication.

Parmi les algorithmes qui r�ealisent l'�echange total, nous allons pr�esenter trois
m�ethodes qui permettent d'atteindre soit le temps de propagation minimal (D�+

terme), soit le nombre d'�etapes minimal (�L
l
p�1
�

m
+ terme), soit la somme du

temps minimumde propagation et du temps de start-upminimal (D�+�L
l
p�1
�

m
).

Du fait de la r�egularit�e du probl�eme (chaque processeur envoie le même mes-
sage �a tout le monde), on consid�ere qu'�a chaque �etape tous les processeurs e�ec-
tuent la même chose. Ceci permet de consid�erer l'algorithme en un seul proces-
seur, le 0, tout en faisant attention aux probl�emes de conits entre les liens de
communication.

5.1.1 D�ecomposition de la grille torique

Dans le chapitre 2 nous avons vu que la grille torique (torus mesh) TM(
p
p;
p
p)

pouvait se d�ecomposer en somme cart�esienne de cycles de longueur
p
p, d'o�u l'id�ee

d'�etudier l'�echange total sur un anneau (ou cycle) de taille
p
p a�n d'�etendre ce

r�esultat �a la grille torique.

Pr�eliminaire: �echange total sur un anneau

L'�evolution des messages re�cus par le processeur 0, ainsi que la progression
du message �emis par ce processeur sont illustr�ees par la �gure 5.1. A l'�etape 1
tous les processeurs �echangent leur message avec leurs voisins, puis aux �etapes
suivantes ils �echangent les messages qu'ils ont re�cus �a l'�etape pr�ec�edente et ainsi
de suite [1, 3].
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�etape 3

Fig. 5.1 : Echange total sur un anneau de 7 processeurs.

Soit Lq le message du processeur q et L(q+1 modulo
p
p) (respectivementL(q�1 modulo

p
p))

le message que le processeur q re�coit de son voisin (q + 1 modulo
p
p) (respecti-

vement (q � 1 modulo
p
p)). L'algorithme du processeur q est le suivant :
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Algorithme 5.1 Echange total sur un anneau (
p
p impair)

Faire en parall�ele
Envoyer L au processeur (q + 1 modulo

p
p);

Envoyer L au processeur (q � 1 modulo
p
p);

Recevoir L(q+1 modulo
p
p) du processeur (q + 1 modulo

p
p);

Recevoir L(q�1 modulo
p
p) du processeur (q � 1 modulo

p
p);

Pour i 2 jusqu'�a
jp

p

2

k
Faire en parall�ele

Envoyer L(q�1 modulo
p
p) au processeur (q + 1 modulo

p
p);

Envoyer L(q+1 modulo
p
p) au processeur (q � 1 modulo

p
p);

Recevoir L(q+1 modulo
p
p) du processeur (q + 1 modulo

p
p);

Recevoir L(q�1 modulo
p
p) du processeur (q � 1 modulo

p
p);

Proposition 5.1.2 Le temps n�ecessaire �a l'�echange total sur un anneau de
p
p

processeurs est de :

TEchange total =

$p
p

2

%
� +

p
p � 1

2
L� (5.2)

Preuve. Il est facile de constater que cet algorithme n�ecessite
jp

p

2

k
envois et

r�eceptions, ce qui donne un temps d'ex�ecution de
jp

p

2

k
(� + L� ).

Dans le cas o�u
p
p est impair, le r�esultat est imm�ediat. Mais dans le cas o�u

p
p

est pair, il est n�ecessaire de modi�er l�eg�erement l'algorithme. En e�et, dans ce
cas-l�a, apr�es

p
p

2 � 1 �etapes chaque processeur a re�cu tous les messages sauf celui

du processeur �a distance
p
p

2 . Mais le message manquant �a chaque processeur se
trouve sur ses deux voisins, et dans la derni�ere �etape, chaque processeur re�coit de
chacun de ses voisins la moiti�e du message. Le temps d'ex�ecution de l'algorithme
est donc :

�p
p

2 � 1
�
(� + L� ) + � + L

2 � ce qui correspond au temps �enonc�e dans
la proposition.

2

Application �a la grille torique

L'algorithme qui permet de r�ealiser l'�echange total sur la grille torique est
une g�en�eralisation de l'�echange total sur l'anneau. En e�et, sur la grille torique
l'algorithme peut se d�ecomposer en deux phases successives :

1. sur les anneaux verticaux, r�ealiser un �echange total avec des messages de
taille L.
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2. sur les anneaux horizontaux, e�ectuer un �echange total avec des messages
de taille

p
pL.

Le temps de cet algorithme est :

TEchange total = 2

$p
p

2

%
� +

p � 1

2
L� (5.3)

Toutefois on constate que, lors de chaque phase, seule la moiti�e des liens est
utilis�ee, ce qui ne permet pas d'obtenir une propagation optimale du message.
Il est possible d'e�ectuer des �echanges totaux avec des moiti�es de messages sur
les anneaux verticaux et horizontaux simultan�ement. Les deux phases deviennent
alors [1, 3, 5] :

1. sur les anneaux verticaux et horizontaux, r�ealiser un �echange total avec des
messages de taille L

2
.

2. sur les anneaux verticaux et horizontaux, e�ectuer un �echange total avec
des messages de taille

p
pL
2 .

L'algorithme d'un processeur q de la grille torique est le suivant :

Algorithme 5.2 Echange total sur grille torique (somme cart�esienne d'anneaux)

Faire en parall�ele
Echange total sur les anneaux verticaux de messages de taille L

2 ;
Echange total sur les anneaux horizontaux de messages de taille L

2
;

Faire en parall�ele
Echange total sur les anneaux verticaux de messages de taille

p
pL
2 ;

Echange total sur les anneaux horizontaux de messages de taille
p
pL
2 ;

Proposition 5.1.3 Le temps de l'�echange total de messages de longueur L dans
une grille torique

p
p �pp processeurs de l'algorithme pr�ec�edent est �egal �a :

TEchange total = 2

$p
p

2

%
� +

p� 1

4
L� (5.4)

Preuve. Ce temps est la somme des dur�ees de chacune des deux phases :

1. un �echange total avec des messages de taille L
2 soit :jp

p

2

k
� +

p
p�1
2

L
2 �

2. un �echange total avec des messages de taille
p
pL
2
soit :jp

p

2

k
� +

p
p�1
2

p
pL
2
�
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En e�ectuant la somme on retrouve bien le temps �enonc�e dans la proposition.
2

Remarque.
L'impl�ementation de cet algorithme est assez complexe, et n�ecessite une zone
m�emoire assez importante pour stocker les messages. Toutefois il permet d'obtenir
un temps de propagation et un nombre d'�etapes minimaux.

5.1.2 Les chemins hamiltoniens

Comme pour la di�usion, il est possible d'utiliser des arbres de recouvrement
orient�es pour r�ealiser l'�echange total. Mais cette fois-ci les arbres utilis�es sont arcs
disjoints dans le temps.

D�e�nition. � arbres de recouvrement orient�es de profondeur d1; d2; :::; d�, dans
un graphe orient�e sont arcs disjoints dans le temps si et seulement si :
quel que soit h, 1 � h � max(d1; d2; :::; d�), tout arc du graphe appartient au plus
au niveau h d'un seul arbre.

Du fait du rôle identique jou�e par tous les n�uds de la grille, chaque processeur
ne peut être la racine que d'un seul arbre. De plus, pour exploiter au mieux
le degr�e de chaque n�ud, chaque arbre va être constitu�e de quatre branches
parcourant chacune une zone de

l
p�1
4

m
processeurs. Ces conditions tr�es fortes

imposent l'utilisation de chemins hamiltoniens dans chaque zone [6].

Fig. 5.2 : Parcours de chaque r�egion par un chemin hamiltonien.

Localement chaque processeur doit g�erer les envois qu'il e�ectue �a chaque
�etape. En fait, chaque processeur doit connâ�tre le parcours de son message dans
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un seul chemin hamiltonien, et en e�ectuant des rotations et/ou des translations
il sait ce qu'il doit faire �a une �etape donn�ee dans chaque chemin. A�n d'�eliminer
le coût de cette gestion locale, il faut pouvoir calculer des tables de routage lors
de la compilation.

L'algorithme d'un processeur q de la grille torique est le suivant :

Algorithme 5.3 Echange total sur grille torique (chemins hamiltoniens)

Faire en parall�ele
Envoyer son message de taille L sur les quatre chemins hamiltoniens;
Recevoir les messages de taille L de ses quatre voisins;

Pour i 2 jusqu'�a
l
p�1
4

m
Faire en parall�ele

Envoyer les quatre messages de taille L re�cus �a
l'�etape pr�ec�edente sur le bon chemin;
Recevoir les messages de taille L de ses quatre voisins;

Proposition 5.1.4 Le temps de l'�echange total dans les grilles toriques de l'al-
gorithme utilisant les chemins hamiltoniens est :

TEchange total =
�
p � 1

4

�
(� + L� ) (5.5)

Preuve.Chaque chemin hamiltonien a une longueur de
l
p�1
4

m
, et comme�a chaque

�etape, on envoie un message de taille L, le temps de l'algorithme est bien celui
de la proposition.

2

Remarque.
Cet algorithme a un start-up prohibitif pour de petits messages, mais a un coût
quasi identique celui de l'algorithme pr�ec�edent pour de grands messages. De plus,
cet algorithme ne n�ecessite pas de stockage interm�ediaire des messages en m�e-
moire.

Notons que Plateau et Trystram [7] donnent une extension de cette m�ethode
pour les grilles toriques 3-D.

5.1.3 Strat�egie gloutonne

Dans cette strat�egie, �a chaque �etape un processeur re�coit et envoie quatre
messages. Mais en plus, �a une �etape donn�ee i, chaque processeur doit recevoir
les messages des processeurs situ�es �a distance i. Il est clair que cette strat�egie
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n�ecessite une concat�enation des messages [5, 9]. La �gure 5.3 illustre les deux
premi�eres �etapes de cet algorithme pour le processeur dessin�e au centre.

Etape 1 Etape 2

Fig. 5.3 : Les premi�eres �etapes de l'algorithme glouton.

Il est facile de constater que si l'on applique l'algorithme tel quel, il y a
redondance des messages. A�n de supprimer cette redondance, chaque message
doit suivre un chemin bien pr�ecis. Une solution qui permet de recevoir �a l'�etape i
tous les messages des processeurs situ�es �a distance i est de diviser la grille torique
en quatre zones de

l
p�1
4

m
processeurs, et de recevoir �a chaque �etape un message

depuis chaque zone. Sur la �gure 5.3, on peut voir �a l'�etape 2 les messages que le
processeur central re�coit de chaque zone. Ces messages �etaient la possession des
processeurs entour�es d'un trait noir gras.

Fig. 5.4 : L'arbre couvrant �equilibr�e.
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En analysant les chemins que doivent suivre les messages dans une zone, on
s'aper�coit que ces messages transitent sur un arbre couvrant �equilibr�e de cette
zone (voir �gure 5.4). Par simple rotation de cet arbre, on couvre les trois autres
zones. Il est possible de voir cet algorithme comme un regroupement s'e�ectuant
le long d'arbres de recouvrement �equilibr�es, enracin�es en chaque n�ud de la grille.
Remarque.
Notre �etude se limitera au cas des grilles toriques de dimension impaire. En e�et,
pour une grille torique de taille paire, de nombreux probl�emes se posent, du fait
que chaque processeur ne peut pas être consid�er�e comme le centre de la grille
torique.

Algorithme 5.4 Echange total sur grille torique (arbres �equilibr�es)

Faire en parall�ele
Envoyer son message de taille L �a ses quatre voisins;
Recevoir les messages de taille L de ses quatre voisins;

Pour i 2 jusqu'�a 2
jp

p

2

k
Faire en parall�ele

Faire la gestion des messages et la concat�enation des messages
re�cus �a l'�etape pr�ec�edente;
Envoyer les quatre nouveaux messages sur les bons arbres;
Recevoir les messages de ses quatre voisins;

La gestion et la concat�enation des messages consiste �a faire le tri des messages.
E�ectivement �a chaque �etape, un processeur re�coit quatre messages, qu'il va
devoir devoir analyser a�n d'extraire des morceaux de message de taille L et
de reconstituer quatre nouveaux messages que le processeur enverra �a l'�etape
suivante.

Proposition 5.1.5 Le temps de l'�echange total dans les grilles toriques de l'al-
gorithme utilisant les arbres de recouvrement �equilibr�es est :

TEchange total = 2

$p
p

2

%
� +

�
p� 1

4

�
L� (5.6)

Preuve. La taille des messages varie au cours de l'algorithme : �a l'�etape 1 un
processeur re�coit quatre messages de taille L, �a l'�etape 2 il re�coit quatre messages
de taille 2L, etc. La taille de chaque message va crô�tre jusqu'�a

jp
p

2

k
, puis va

d�ecrô�tre jusqu'�a L. Donc cet algorithme s'ex�ecute en :

2

bpp=2cX
i=1

(� + iL� )
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soit, en d�eveloppant, le r�esultat de la proposition.
2

Remarque.
Cet algorithme permet d'obtenir un temps de propagation et un nombre d'�etapes
minimaux. Toutefois une zone m�emoire importante est n�ecessaire pour stocker
les messages interm�ediaires.

Nous venons de pr�esenter trois algorithmes permettant de r�ealiser l'�echange
total sur la grille torique dans un temps de propagation minimum. Impl�ementer
l'algorithme glouton et l'algorithme �a base de chemins disjoints est assez di�cile
du fait de la gestion locale des chemins �a suivre pour chaque message. A�n de
faciliter la tâche du programmeur, il faut pouvoir calculer les tables de routage
lors de la compilation a�n de pouvoir les utiliser lors de l'ex�ecution. Mais la
solution id�eale serait d'avoir de telles proc�edures câbl�ees sur les processeurs de
routage a�n de supprimer le start-up logiciel et ainsi r�eduire consid�erablement le
coût de ces algorithmes pour de petits messages.

5.2 La distribution

La distribution correspond �a l'envoi d'un message di��erent �a tous les proces-
seurs �a partir d'un seul n�ud. La borne inf�erieure de cet algorithme est identique
�a celle de l'�echange total. En e�et, la distance maximale entre deux processeurs
�etant D, il faudra au moins D �etapes avant que le message �emis par la source
atteigne le processeur le plus �eloign�e. Par ailleurs la source ne peut pas �emettre
plus de � messages �a la fois, or il faut qu'elle �emette p � 1 messages, donc le
temps de propagation minimal sera de

l
p�1
�

m
L� .

Dans ce paragraphe nous allons consid�erer le processeur indic�e par 0, comme
le processeur initiateur de la distribution.

Comme dans le paragraphe pr�ec�edent, nous allons �etudier auparavant la dis-
tribution dans l'anneau.

Pr�eliminaire : distribution dans l'anneau

L'algorithme consiste pour le processeur 0 �a envoyer �a l'�etape k les messages
destin�es aux processeurs �a distance D � k. A l'�etape 1 le processeur 0 envoie
au processeur 1 le message destin�e au processeur

jp
p�1
2

k
et envoie au processeur

p
p� 1 le message destin�e au processeur

jp
p�1
2

k
+ 1. A l'�etape 2 les processeurs

1 et
p
p � 1 propagent les messages re�cus �a l'�etape 1 et re�coivent les messages

destin�es aux processeurs
lp

p�1
2

m
� 1 et

jp
p�1
2

k
+ 2, etc. La �gure 5.5 illustre ce

principe sur un anneau �a sept processeurs.
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Fig. 5.5 : Distribution dans un anneau.

Voici l'algorithme d'un processeur q avec 0 < q �
jp

p

2 :
k
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Algorithme 5.5 Distribution sur un anneau (
p
p impair)

Pour i q + 1 jusqu'�a
jp

p

2

k
faire

faire en parall�ele
Recevoir L du processeur q � 1 modulo

p
p;

Envoyer L au processeur q + 1 modulo
p
p;

Recevoir L du processeur q � 1 modulo
p
p;

Remarque.
Pour les anneaux de taille paire il su�t de modi�er la premi�ere �etape de l'al-
gorithme, en envoyant la moiti�e du message destin�e au processeur

jp
p�1
2

k
dans

chacune des directions, puis d'ex�ecuter l'algorithme normalement.

Fraigniaud, Miguet et Robert [4] ont montr�e que cet algorithme �etait optimal.

Proposition 5.2.1 Le temps n�ecessaire pour r�ealiser une distribution sur l'an-
neau est :

TDistribution =

$p
p

2

%
� +

p
p� 1

2
L� (5.7)

5.2.1 Application aux grilles toriques

Comme pour l'�echange total, il est possible de g�en�eraliser ce r�esultat �a la
grille torique [8]. En gardant l'id�ee qui consistait �a utiliser les anneaux verticaux
et horizontaux simultan�ement, on trouve un algorithme de distribution, qui se
d�ecompose en deux �etapes successives :

1. Le processeur 0 r�ealise une distribution simultan�ee sur son anneau vertical
et son anneau horizontal avec des messages de taille

p
pL
2 .

2. Tous les processeurs ayant re�cu des messages sur leur anneau vertical (res-
pectivement horizontal) e�ectuent une distribution sur leur anneau hori-
zontal (respectivement vertical). Comme chacun de ces processeurs a re�cu
lors de la premi�ere �etape, un message de taille

p
pL
2
contenant

p
p messages

de taille L
2 (destin�es aux

p
p processeurs de l'anneau), la distribution se fait

avec des messages de taille L
2 .

La �gure 5.6 illustre ces deux �etapes. Les processeurs qui e�ectuent dans
chaque �etape des distributions sont repr�esent�es en gris�e. On notera que le pro-
cesseur 0 e�ectue lors de l'�etape 2 une nouvelle distribution, en e�et lors de la
premi�ere �etape seulement la moiti�e des messages a �et�e distribu�ee dans chaque
anneau, d'o�u la distribution de la seconde moiti�e.
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Etape 1 Etape  2

Fig. 5.6 : Les deux phases d'une distribution dans une grille torique.

Proposition 5.2.2 Le temps n�ecessaire pour r�ealiser une distribution sur la
grille torique est :

TDistribution = 2

$p
p

2

%
� +

p � 1

4
L� (5.8)

Preuve. Cette proposition se d�emontre facilement, car c'est la somme des dur�ees
de chaque phase :

1. une distribution avec des messages de taille
p
pL
2
soit :jp

p

2

k
� +

p
p�1
2

p
pL
2 �

2. une distribution avec des messages de taille L
2 soit :jp

p

2

k
� +

p
p�1
2

L
2 �

ce qui donne bien le r�esultat de la proposition en additionnant les deux temps.
2

5.3 Le regroupement

Le regroupement correspond �a l'op�eration inverse de la distribution, c'est-�a-
dire que tous les processeurs envoient un message �a un processeur donn�e.

La fa�con la plus simple de r�ealiser un regroupement consiste �a couper la grille
torique en quatre zones et d'e�ectuer un regroupement dans chaque zone en
r�ealisant une remont�ee selon un arbre couvrant. Les arbres utilis�es ici sont les
mêmes que ceux pr�esent�es lors de la strat�egie gloutonne de l'�echange total.
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A l'�etape 1 la racine re�coit les quatre messages de ses quatre voisins, �a l'�etape
2 la racine re�coit les messages des processeurs situ�es �a distance 2, etc.

Proposition 5.3.1 Le temps d'un regroupement sur la grille torique est de :

TRegroupement = 2

$p
p

2

%
� +

�
p � 1

4

�
L� (5.9)

La preuve de cette proposition est identique �a la preuve 5.1.1.

Remarque.
Le temps d'un regroupement est identique au temps d'un �echange total.

G�en�eralement le regroupement est utilis�e pour e�ectuer le calcul d'un maxi-
mum ou encore le produit scalaire de vecteurs distribu�es, ce qui n�ecessite �a chaque
�etape des calculs interm�ediaires sur les donn�ees contenues dans les messages. Nous
allons �etudier les di��erentes fa�cons de r�ealiser une telle op�eration sur le produit
scalaire distribu�e. Consid�erons deux vecteurs de taille n r�epartis chacun �equita-
blement sur les p processeurs de la grille torique, et soit �a le coût d'une op�eration
arithm�etique.

La premi�ere chose �a faire, quelle que soit la strat�egie, est de calculer sur chaque
processeur le produit scalaire de taille n

p
, puis d'e�ectuer le regroupement avec

des messages de taille 1.

Une premi�ere solution consiste �a e�ectuer un regroupement selon l'algorithme
d�ecrit pr�ec�edemment. Mais on va remplacer la concat�enation des messages par
une phase de calcul, en e�et les processeurs qui re�coivent plusieurs messages vont
faire la somme des donn�ees contenues dans les messages, avant de renvoyer la
nouvelle donn�ee sous forme de message. Le temps d'une phase correspond au
temps du processeur le plus lent. A chaque �etape la racine re�coit quatre donn�ees,
qu'elle additionne avec la sienne, soit au total quatre additions. Dans le reste
du r�eseau, les processeurs les plus lents sont ceux qui re�coivent deux donn�ees et
qui les additionnent �a leur donn�ee, soit deux additions. Le temps d'une �etape est
donc �egal �a max(� + � + 2�a; 4�a). Il y a exactement

jp
p

2

k
� 1 �etapes comme

celle-ci.

La derni�ere phase de l'algorithme correspond �a l'envoi par les quatre voisins
de la racine des quatre derni�eres donn�ees, et �a leur somme sur la racine. Cette
derni�ere phase coûte �+� +4�a. La �gure 5.7 illustre cette solution sur une grille
torique de 25 processeurs.
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Phase 3 Phase 4

Phase 2Phase 1

Fig. 5.7 : Les quatre phases du regroupement.

Etant donn�ees les caract�eristiques des machines actuelles, � � � et � � �a,
max(� + � + 2�a; 4�a) est �egal �a � + � + 2�a.

Cette solution permet de r�ealiser un regroupement en :�
2
jp

p

2

k
� 1

�
(� + � + 2�a) + (� + � + 4�a)

soit

2

$p
p

2

%
(� + � ) + �a

 
4

$p
p

2

%
+ 2

!
(5.10)

Une deuxi�eme solution consiste �a ex�ecuter l'algorithme de distribution en sens
inverse, c'est-�a-dire que le regroupement va s'e�ectuer en deux temps. Dans un
premier temps, la racine e�ectue un regroupement des donn�ees situ�ees sur les
deux anneaux qui les contiennent, et simultan�ement les processeurs sur ces deux
anneaux e�ectuent un regroupement sur les autres anneaux (plus pr�ecis�ement sur

des� demi-anneaux�). Cela prend un temps de :
jp

p

2

k
max(�+�+�a; 4�a). Dans

un deuxi�eme temps, les deux anneaux contenant la racine e�ectuent un deuxi�eme
regroupement, ce qui coûte

�jp
p

2

k
� 1

�
max(� + � + �a; 4�a) + (� + � + 4�a).
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La �gure 5.8 illustre cette solution o�u les di��erents regroupements sont repr�e-
sent�es par des �eches en traits pleins et pointill�es.

Fig. 5.8 : Le principe du regroupement en utilisant les anneaux.

Du fait que � est tr�es sup�erieur aux autres param�etres (�; �a), le max(� +
� + �a; 4�a) est �egal �a � + � + �a. Donc cette solution permet de r�ealiser un
regroupement en :

2

$p
p

2

%
(� + � ) + �a

 $p
p

2

%
+ 4

!
(5.11)

On constate que cette deuxi�eme solution permet de r�eduire le coût des calculs.
De plus cette solution est plus facile �a impl�ementer, car elle s'ex�ecute en deux
phases distinctes tr�es simples �a programmer.

En pratique lorsque l'on calcule un produit scalaire distribu�e, tous les pro-
cesseurs ont besoin du r�esultat (voir l'algorithme du gradient conjugu�e dans le
chapitre 3), ce qui oblige apr�es le regroupement �a une di�usion de ce r�esultat.
Comme le r�esultat est de taille 1 il est impossible de pipeliner cette di�usion,
donc il faut rajouter au coût du regroupement le coût de la di�usion qui est de :
2
jp

p

2

k
(� + � ) ce qui donne dans le meilleur des cas un temps de regroupement-

di�usion �egal �a :

4

$p
p

2

%
(� + � ) + �a

 $p
p

2

%
+ 4

!
(5.12)

L'utilisation de deux sch�emas de communication successifs conduit �a un start-
up prohibitif. Comme nous l'avons remarqu�e auparavant, le coût d'un regroupe-
ment �etant le même que celui d'un �echange total, on peut donc e�ectuer un
�echange total plutôt qu'un sch�ema de regroupement-di�usion. Comme le mes-
sage est de taille 1, on ne peut pas couper le message, donc le temps de l'�echange
total est de : 2

jp
p

2

k
� + p�1

2
� (voir formule 5.3).



5.4. La multidistribution 131

Il est possible de r�ealiser des calculs lors de l'�echange total, mais nous n'envi-
sagerons pas cet aspect, car �a l'heure actuelle il n'existe pas de sch�ema de ce type.
Donc, apr�es avoir e�ectu�e l'�echange total chaque processeur a (p � 1) additions
�a r�ealiser, ce qui donne un temps de :

2

$p
p

2

%
� +

p� 1

2
� + �a(p � 1) (5.13)

Malgr�e l'augmentation du nombre d'op�erations, cette strat�egie reste la meil-
leure, du fait que � � �a. A l'heure actuelle, il existe un facteur 100 entre ces
deux param�etres, ce qui implique que pour les tailles de machines existantes on
a toujours (p� 1)�a <

jp
p

2

k
�.

Si on compare cette derni�ere formule avec celle donn�ee par (5.10), on constate
que le coût de la transmission des messages est plus �elev�e et que le start-up est
identique. Mais avec cette derni�ere solution, tous les processeurs poss�edent le
r�esultat du regroupement, ce qui �evite d'e�ectuer une di�usion par la suite (ce
qui est souvent le cas lorsqu'on calcule la norme d'un vecteur distribu�e ou encore
un test d'arrêt). La di�usion va doubler le coût du start-up, ce qui va fortement
p�enaliser le premier algorithme.

5.4 La multidistribution

La multidistribution est une distribution simultan�ee �a partir de tous les pro-
cesseurs. Comme pour les autres sch�emas, le r�esultat de la multidistribution dans
les grilles toriques se d�eduit du r�esultat dans l'anneau.

Pr�eliminaire : multidistribution dans l'anneau

La multidistribution dans l'anneau correspond �a une extension du r�esultat
de la distribution sur l'anneau. A la premi�ere �etape chaque processeur envoie,
dans chaque direction, les messages destin�es aux processeurs situ�es �a distancejp

p

2

k
[3]. Lors de la deuxi�eme �etape chaque processeur doit envoyer ses messages

aux processeurs situ�es �a distance
jp

p

2

k
� 1. De plus, chaque processeur doit en-

voyer �a ceux-ci les messages re�cus �a l'�etape pr�ec�edente, d'o�u la concat�enation des
messages, et l'envoi d'un message de taille double. En r�ep�etant ce processus, on
obtient une multidistribution dont le temps est donn�e par la proposition suivante :

Proposition 5.4.1 Le temps de la multidistribution sur l'anneau est de :

TMultidistribution =

(
(
p
p � 1)� + (p�1)

8 L� si
p
p est impairp

p� + p
8L� si

p
p est pair

(5.14)
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Preuve. Durant la premi�ere �etape, un message est �echang�e entre chaque pro-
cesseur, pendant la deuxi�eme phase deux messages sont �echang�es, etc. d'o�u un
temps d'ex�ecution donn�e par (pour

p
p impair) :

jp
p

2

k
X
i=1

(� + iL� )

Pour les tailles paires, comme pour l'�echange total, la premi�ere �etape consiste
�a envoyer la moiti�e du message destin�e au processeur le plus �eloign�e dans cha-
cune des directions. Puis il su�t d'appliquer l'algorithme normalement, en tenant
compte qu'�a chaque �etape nous avons une moiti�e de message suppl�ementaire, soit :

p
p

2
�1X

i=1

(� + (i+
1

2
L� )

En d�eveloppant on obtient le temps de la proposition. 2

L'algorithme d'un processeur q de l'anneau est :

Algorithme 5.6 Multidistribution dans l'anneau

Pour i 1 jusqu'�a
jp

p

2

k
Faire en parall�ele

Envoyer les messages de taille iL destin�es
aux processeurs �a distance

jp
p

2

k
� i� 1;

Recevoir de chacun de ses voisins un message de taille iL;

Remarque.
Saad et Schultz [8] proposent un algorithme similaire. A l'�etape 1 chaque pro-
cesseur envoie la totalit�e des messages, puis �a l'�etape 2 chaque processeur garde
le message qui lui est destin�e et propage le reste. Au lieu d'avoir une taille de
message qui va en augmentant �a chaque �etape, dans cet algorithme la taille di-
minue. On constate, que cette strat�egie donne le même temps d'ex�ecution que
l'algorithme pr�esent�e ci-dessus.

5.4.1 Application aux grilles toriques

L�a encore, ce sch�ema de communication se d�ecompose en deux phases succes-
sives sur les anneaux verticaux et horizontaux.
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La premi�ere phase consiste en une multidistribution sur les anneaux verticaux
et horizontaux avec des messages de taille

p
pL
2
. Pendant cette phase chaque

processeur a re�cu des messages sur chacun de ses anneaux.

Lors de la deuxi�eme phase chaque processeur va r�ealiser une nouvelle multidis-
tribution avec des messages de taille

p
pL
2
. Les messages re�cus lors de la premi�ere

�etape sur les anneaux verticaux vont être distribu�es sur les anneaux horizontaux
et vice-versa.

Le coût total de la multidistribution dans la grille torique correspond �a la
somme des deux multidistributions dans les anneaux.

Proposition 5.4.2 Le temps de la multidistribution dans une grille torique est
de :

TMultidistribution =

(
(
p
p � 1)� + (p�1)pp

8
L� si

p
p est impairp

p� +
p
p
p

8 L� si
p
p est pair

(5.15)

L'algorithme de multidistribution dans les grilles toriques se d�eduit facilement
de celui dans l'anneau.

5.5 Synth�ese des r�esultats

Dans ce paragraphe nous allons faire une synth�ese des r�esultats pr�esent�es
dans ce chapitre. A�n d'avoir tous les meilleurs r�esultats concernant les sch�emas
de communications globales dans les grilles toriques sous les hypoth�eses com-
mutation de messages (mod�elis�e par le temps lin�eaire), liens full-duplex et mode
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�-port, nous les avons r�eunis dans le tableau suivant :

Types de communication Temps de l'algorithme

Di�usion pipeline (
r
2
jp

p

2

k
� +

q
L
4
� )2

Echange total

Produit cart�esien 2
jp

p

2

k
� + p�1

4
L�

ou glouton

Distribution 2
jp

p

2

k
� + p�1

4
L�

Regroupement 2
jp

p

2

k
� +

l
p�1
4

m
L�

Regroupement avec 2
jp

p

2

k
� + p�1

2 � + �a(p � 1)

accumulation-di�usion

Multidistribution
p
p� + (p�1)pp

8
L� si

p
p est impairp

p� +
p
p
p

8 L� si
p
p est pair

Tableau r�ecapitulatif des temps des sch�emas de communications globales

5.6 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons d�ecrit les sch�emas de communications
globales dans les grilles toriques, tout en mettant en valeur les outils utilis�es tels
que les arbres de recouvrement disjoints dans le temps, les chemins hamiltoniens,
la d�ecomposition en somme cart�esienne d'anneaux. Les algorithmes pr�esent�es ici
sont les meilleurs connus, même s'ils ne sont pas tous optimaux. Ils atteignent
tous au moins une des bornes inf�erieures soit en nombre d'�etapes, soit en temps
de propagation, soit les deux en même temps.

L'ensemble de ces algorithmes peuvent être plus ou moins facilement impl�e-
ment�es sur une machine parall�ele. Toutefois lors de notre �etude nous n'avons pas
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tenu compte des coûts de gestion m�emoire ni des coûts r�eels des communica-
tions en mode �-ports. Ce dernier point va être abord�e dans le chapitre suivant
sur l'exemple de la di�usion. Toutefois, a�n de diminuer ces temps, une solution
consisterait �a calculer les tables de gestion des messages lors de la compilation,
ou �a impl�ementer mat�eriellement ces algorithmes.
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Chapitre 6

Exp�erimentations sur machine �a
base de Transputers

6.1 Introduction

L'�etude th�eorique des sch�emas de communications globales sur di��erentes
topologies permet d'obtenir des algorithmes optimaux. Mais lorsque l'on d�esire
utiliser ces algorithmes sur une machine parall�ele, divers probl�emes se posent :

{ d'abord celui de la programmation : en e�et tous ces algorithmes utilisent
localement une gestion de la m�emoire, une gestion des chemins utilis�es par
les messages, et �eventuellement une gestion des messages (concat�enation,
d�ecoupage du messages en plusieurs morceaux, etc.) qui ne sont pas toujours
faciles �a r�ealiser ;

{ il faut ensuite bien connâ�tre le mod�ele de communication qui correspond �a
la machine, a�n de choisir l'algorithme appropri�e. En e�et, dans la pratique,
un processeur ne peut pas communiquer simultan�ement sur tous ses liens
sans une perte de performance. Or les �etudes et les algorithmes existants
ont �et�e r�ealis�es en mode d-ports, ce qui peut avoir des cons�equences sur le
comportement de certains algorithmes avec des messages de petite taille,
o�u le start-up est pr�epond�erant.

Le Laboratoire de Mod�elisation et de Calcul dispose d'une machine MIMD
con�gurable �a 128 Transputers. Apr�es en avoir mod�elis�e les communications, nous
avons impl�ement�e et exp�eriment�e divers algorithmes de di�usion sur plusieurs
topologies. Les r�esultats obtenus permettent de comparer et de choisir la meilleure
topologie pour r�ealiser une di�usion sur cette machine en fonction de la taille du
message.

137
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6.2 Pr�esentation du M�egaNode

6.2.1 Les machines SuperNode

Le projet Esprit P1085 [13], regroupant les Universit�es de Liverpool, Sou-
thampton, l'Institut d'Informatique et de Math�ematiques Appliqu�ees de Gre-
noble, des entreprises priv�ees allemandes, britanniques et fran�caises avait pour
but de d�evelopper une architecture multiprocesseurs �a hautes performances �a
faible coût. Ce projet s'est concr�etis�e par un processeur, le T800, et par la fa-
mille des machines SuperNode (T-Node, TandemNode et M�egaNode) bas�ees sur
ce processeur. Ce sont des machines MIMD recon�gurables (statiquement et dy-
namiquement). Une machine SuperNode poss�ede entre 16 et 1024 processeurs
qui lui permettent d'atteindre des performances de crête variant de 24 �a 1500
MFlops.

Ces ordinateurs sont constitu�es de plusieurs unit�es modulaires, appel�ees nodes.
Le T-Node poss�ede 16 ou 32 processeurs regroup�es dans un node, le TandemNode
poss�ede 64 processeurs et 2 nodes. Le M�egaNode est la v�eritable machine multi-
nodes. Elle comprend un nombre variable de nodes, permettant de disposer de 128
�a 1024 processeurs. Les nodes sont reli�es entre eux par un InterNode Switch, ce
qui la di��erencie du TandemNode o�u les 2 nodes sont connect�es switch �a switch.

La machine dont dispose le Laboratoire de Mod�elisation et de Calcul est une
machine �a 128 processeurs, que nous allons d�ecrire plus en d�etail maintenant.

6.2.2 Le M�egaNode

Le M�egaNode est une machine mono-utilisateur reli�ee �a un ordinateur hôte
(station de travail) qui contient une carte multiprocesseurs �a base de Transputers.
Cette carte assure toutes les entr�ees/sorties (y compris le chargement des pro-
grammes) avec le M�egaNode. C'est aussi sur ces Transputers que sont compil�es
les programmes destin�es au M�egaNode.

Le M�egaNode poss�ede 128 Transputers r�epartis en 4 tandems. Chaque tan-
dem contient 32 Transputers (T800) de travail, des contrôleurs (T414) et des
gestionnaires de switches (T212). Les processeurs de travail d'un même tandem
sont reli�es entre eux par un crossbar RSRE 72 � 72 (de chez NEC) enti�erement
recon�gurable grâce au contrôleur (voir �gure 6.1). Les communications entre
tandems sont assur�ees par l'InterNode Switch. Ce composant est constitu�e de 4
crossbars C004 32� 32. Ce crossbar int�egre en sortie un dispositif de recalibrage
des signaux. Ce dispositif permet aux messages de parcourir une plus grande dis-
tance sur les �ls et de traverser un second niveau de commutation. Ceci augmente
de fa�con importante le temps de travers�ee du C004 [12, 7].
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Fig. 6.1 : Architecture du M�egaNode 128 processeurs.

6.2.3 L'environnement logiciel

L'utilisation d'une telle machine n'est pas simple, c'est pourquoi des outils
ont �et�e d�evelopp�es au sein du laboratoire [2].

{ T�eNOR RITA : les deux niveaux de commutateurs, et les 128 Transputers
rendent p�enible la con�guration du r�eseau, de plus il faut une bonne connais-
sance de l'architecture M�egaNode pour savoir quel Transputer est connect�e
�a quel autre et par quel lien ! C'est pour r�esoudre tous ces probl�emes que le
logiciel T�eNOR [1] a �et�e con�cu pour le C de Logical System. Mais pour des
raisons de facilit�e d'utilisation nous avons d�ecid�e de travailler en C de 3L.
Pour cela il a fallu adapter T�eNOR, ce qui a donn�e T�eNOR RITA. Il o�re
�a l'utilisateur la possibilit�e de d�ecrire �a un niveau algorithmique l'ensemble
de ses tâches ainsi que le r�eseau �a utiliser.

{ OUF : il s'agit d'une biblioth�eque de fonctions C, qui permet la program-
mation du Transputer et qui int�egre des primitives de parall�elisme comme
la notion de canal, la gestion des communications et des processus. Les
communications se font selon le principe du rendez-vous, comme en Oc-
cam. Il n'existe aucune primitive permettant directement d'e�ectuer des
communications sur plusieurs canaux en parall�ele, il faut pour cela cr�eer
des processus (suivant le mode fork and join) qui e�ectuent chacun une
communication, puis se synchronisent avant d'être d�etruits par le processus
p�ere.

La mod�elisation et l'�etude qui vont être faites ont �et�e r�ealis�ees avec OUF
et en langage C de 3L.
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6.3 Mod�elisation des communications

Du fait de l'utilisation de Transputers dans cette machine, les communica-
tions se font en commutation de messages (store and forward), et la mo-
d�elisation du temps de communication entre deux voisins est de la forme :
� + L� , o�u � est le start-up et � le temps de propagation. D'apr�es Inmos
[10] � est �egal �a 1�s et � est �egal �a 1,1�s/octet quand le langage utilis�e est
OCCAM.

Apr�es quelques exp�eriences r�ealis�ees sur le M�egaNode, on s'aper�coit que
la mod�elisation du temps de communication est plus complexe. En e�et,
ce temps d�epend du nombre de liens utilis�es, de la fa�con de les utiliser
(half-duplex ou full-duplex) et de l'emplacement physique des processeurs.
Le temps de communication entre deux processeurs se trouvant dans deux
tandems di��erents est nettement plus �elev�e que s'ils sont situ�es dans le
même tandem.

Des �etudes similaires ont �et�e faites sur les hypercube FPS T20 par [6, 8].
Desprez et Tourancheau [4] ont �etudi�e la mod�elisation des communications
en Logical C sur T-Node. Cette mod�elisation n'est pas applicable sur le
M�egaNode pour deux raisons. Premi�erement, le langage de programmation
est di��erent, ce qui inue sur les performances de communication. En e�et
les compilateurs sont plus ou moins optimis�es. Deuxi�emement, les deux
niveaux de switch du M�egaNode, qui n'existent pas sur T-Node, sont ignor�es
dans cette mod�elisation.

A�n de prendre en compte le maximum de crit�eres nous proposons [11] le
mod�ele suivant :

�i;j;k + �i;jL (6.1)

o�u

{ l'indice i indique l'existence ou non de communication entre di��erents
tandems (0 dans le même tandem, et 1 dans di��erents tandems);

{ l'indice j repr�esente le type de communication (0 pour half-duplex et
1 pour full-duplex);

{ l'indice k est le nombre de processus parall�eles qu'il a fallu cr�eer pour
la gestion des liens en parall�ele.

Coût des communications monodirectionnelles en parall�ele

La �gure 6.2 montre les di��erents coûts des communications dans un tandem
en fonction de la taille du message envoy�e. La courbe seq1 correspond �a
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l'envoi d'un message sur un seul lien entre deux processeurs voisins, les
r�esultats obtenus donnent �0;0;0 = 11; 5 �s et �0;0 = 1; 125 �s/octet.
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Fig. 6.2 : Comparaison des communications monodirectionnelles dans un tandem.

Sur la même �gure, les courbes parn correspondent �a l'envoi d'un message �a
n voisins en parall�ele. L'exp�erience r�ev�ele que le taux de transmission reste
identique (même pente), mais que les start-ups sont di��erents :
�0;0;0 = 11; 5 �s.
�0;0;k = 100 + 176k �s pour k=1,2,3.

Les di��erences entre �0;0;0 et �0;0;k sont dues �a la gestion des processus
parall�eles qui e�ectuent les envois. Les Transputers poss�edent 2 DMA par
lien (un pour les entr�ees et un pour les sorties) et toutes les DMA peuvent
fonctionner ind�ependamment les unes des autres, mais l'initialisation de ces
DMA est g�er�ee par des processus qui s'ex�ecutent plus ou moins s�equentiel-
lement du fait du scheduler du Transputer. Le temps d'initialisation est
donc d'autant plus grand que le nombre de liens �a initialiser est grand. Une
fois les communications initialis�ees les DMA g�erent les processus d'envoi
de fa�con ind�ependante, ce qui explique que le taux de transmission reste le
même.
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Remarque.
Pour r�ealiser quatre communications en parall�ele, il su�t de cr�eer trois
processus, en e�et le processus qui a besoin de r�ealiser ces quatre commu-
nications en parall�ele peut en g�erer une.

Coût des communications bidirectionnelles en parall�ele

Lorsque l'on veut r�ealiser des communications bidirectionnelles il faut cr�eer
plus de processus, en e�et il en faut un pour la r�eception et un pour l'�emis-
sion. La �gure 6.3 compare l'envoi et la r�eception d'un message de même
taille en s�equentiel et en parall�ele. Cette �gure montre qu'�a partir d'une cer-
taine taille de message (420 octets) il est pr�ef�erable de faire la r�eception et
l'�emission en parall�ele. Pour des messages de taille inf�erieure la gestion des
processus devient trop coûteuse. Dans ces cas-l�a, on peut faire une r�eception
et une �emission en s�equentiel, c'est-�a-dire l'une apr�es l'autre.
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Fig. 6.3 : Communications bidirectionnelles dans un tandem.

La valeur du taux de transmission devient �0;1 = 1; 65 �s/octet. Cette aug-
mentation est due au protocole de communication. L'envoi d'un message
entre deux Transputers voisins se fait octet par octet avec accus�e de r�e-
ception pour chaque octet [9] ce qui provoque des ralentissements dans le
d�ebit des liens. Dans le cas de communications monodirectionnelles, les ac-
cus�es de r�eception se font sur un lien non utilis�e, ce qui ne perturbe pas les
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transmissions.

Comme pour le cas monodirectionnel, les start-ups des communications
bidirectionnelles en parall�ele sont di��erents. Pour utiliser k liens simultan�e-
ment en bidirectionnel, il faut 2k op�erations simultan�ees, ce qui n�ecessite
la cr�eation et la gestion de 2k � 1 processus. Cela conduit �a des start-ups
de :
�0;1;k = 100 + 176k �s pour k=1,3,5 et 7.

Coût des communications entre tandems

Du fait du deuxi�eme niveau de switch entre les tandems, le taux de trans-
mission entre deux tandems est plus faible. La �gure 6.4 montre la perte
de performance des communications inter-tandems. Comme le start-up ne
d�epend pas du switch, il reste inchang�e.

120000800000
0

1E+5

2E+5

3+5

inter-tandems

intra-tandem

40000

temps (�sec.)

L

Fig. 6.4 : Comparaison des communications inter et intra tandem.

Pour les communications monodirectionnelles inter-tandem on obtient les
r�esultats suivants :
�1;0;0 = 11; 5 �s.
�1;0 = 2; 17 �s/octet.

Comme pour le cas des communications �a l'int�erieur d'un tandem, le fait
d'e�ectuer plusieurs communications en parall�ele entre des processeurs se
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trouvant dans deux tandems di��erents inue uniquement sur le start-up
comme le montre la �gure 6.5.
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Fig. 6.5 : Communications parall�eles monodirectionnelles inter tandems.

Ces start-ups sont identiques �a ceux du cas intra-tandem :
�1;0;k = 100 + 176k �s pour k=1,2,3.

La �gure suivante (�gure 6.6) montre qu'il existe peu de di��erences entre
le taux de transmission entre deux tandems en monodirectionnel et en bidi-
rectionnel, on trouve �1;1 = 2; 2 �s/octet. En e�et, lors de la communication
monodirectionnelle entre deux tandems le taux de transmission a diminu�e,
c'est-�a-dire qu'il y a un peu plus de temps entre deux octets, ce qui permet
pour des communications bidirectionnelles de faire circuler les accus�es de
r�eception sans trop gêner les envois de messages.

Comme pour les communications bidirectionnelles intra-tandem, il est n�e-
cessaire de g�en�erer 2k � 1 processus pour r�ealiser simultan�ement des com-
munications sur k liens, d'o�u les start-ups suivants :
�1;1;k = 100 + 176k �s pour k=1,3,5 and 7.

Nous allons faire un tour d'horizon des algorithmes de di�usion sur les
diverses topologies de degr�e quatre que l'on peut r�ealiser sur le M�egaNode.
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Fig. 6.6 : Comparaison entre les communications mono et bidirectionnelles inter tandems.

6.4 Description des algorithmes de di�usion

L'�etude des communications sur le M�egaNode a permis de montrer que
le mod�ele temps lin�eaire n'�etait pas valide sur cette machine. En e�et les
param�etres d'une communication (start-up, taux de transmission) changent
avec les caract�eristiques du r�eseau et des communications. Par exemple,
si les chemins sont trop longs on va devoir changer de tandem, et si l'on
utilise au maximum le degr�e d'un n�ud, on va se retrouver avec un start-up
prohibitif.

Dans les chapitres 2 et 4, on a vu que le temps minimal pour envoyer
un message de taille L �a deux n�uds �a distance H, avec la technique du
pipeline, en utilisant � arbres disjoints, est de :

b(
L

�
;H) = (

q
(H � 1)� +

s
�
L

�
)2 (6.2)

d'o�u en utilisant notre mod�ele :

b(
L

�
;H) = (

q
(H � 1)�i;j;k +

s
�i;j

L

�
)2 (6.3)

En regardant de plus pr�es l'�equation 7.1, on constate que si le param�etre
1
� d�ecrô�t, les param�etres �i;j;k et �i;j augmentent ! Le M�egaNode �etant re-
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con�gurable, on peut tester di��erents algorithmes de di�usion sur diverses
topologies, a�n de proposer un algorithme qui r�ealise le meilleur compromis
possible.

Remarque.
Du fait que l'on utilise la technique du pipeline, c'est le processeur qui
communique le plus lentement qui va donner la cadence. En e�et, si deux
processeurs P1 et P2 communiquent ensemble sur un lien, et si P1 commu-
nique simultan�ement sur l1 liens (n�ecessitant la cr�eation de k1 processus),
et si P2 communique aussi sur l2 liens (n�ecessitant la cr�eation de k2 pro-
cessus), alors le temps de transfert d'un message de taille L entre ces deux
processeurs va être : �i;j;k + L�i;j o�u k = max(k1; k2).

Cas des arbres ternaires et binaires

Un arbre ternaire permet de construire le r�eseau de degr�e quatre ayant la
plus faible profondeur. Comme nous ne pouvons utiliser qu'un seul arbre
dans cette topologie, � est �egal �a 1. La racine d�ecoupe le message initial
en paquets de taille optimale, et les envoie en parall�ele �a ses trois �ls. Les
autres processeurs du r�eseau re�coivent un paquet et envoient en parall�ele �a
leurs trois �ls le paquet re�cu �a l'�etape pr�ec�edente. Sur cette topologie les
liens sont donc utilis�es en monodirectionnel, et la cr�eation de trois processus
est n�ecessaire pour g�erer les communications en parall�ele. Le temps de la
di�usion dans un arbre �a p processeurs est :

b(L; dlog3(2p + 1)� 1e) = (
q
(dlog3(2p + 1)� 1e � 1)�x;0;3 +

q
�x;0L)

2(6.4)

x varie suivant le nombre de n�uds consid�er�es dans le r�eseau. Si le nombre
de processeurs utilis�es est sup�erieur �a 32 alors x = 1 sinon x = 0. Dans la
suite de ce chapitre, nous garderons la même convention.

A�n de g�erer moins de processus parall�eles, il est possible de r�ealiser la
di�usion sur un arbre binaire. Le temps de la di�usion devient alors :

b(L; dlog2(p + 1)� 1e) = (
q
(dlog2(p+ 1) � 1e � 1)�x;0;2 +

q
�x;0L)

2 (6.5)

Cas des grilles toriques

La di�usion dans les grilles toriques a �et�e �etudi�ee au chapitre 4 o�u nous
avons d�ecrit des algorithmes pour le cas monodirectionnel et pour le cas
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bidirectionnel. Il est int�eressant de comparer ces deux modes de di�usion.
En e�et la di�usion monodirectionnelle utilise moins le parall�elisme du r�e-
seau et n�ecessite moins de processus pour les communications, par contre
l'algorithme bidirectionnel dispose d'une meilleure bande passante.

Le coût de la di�usion bidirectionnelle est de :

b

 
L

4
; 2b

p
p

2
c+ 1

!
=

0
@
s
2b
p
p

2
c�x;1;7 +

s
�x;1

L

4

1
A2

(6.6)

Le coût de la di�usion monodirectionnelle est de :

b
�
L

2
;
p
p
�
=

0
@q(

p
p� 1)�x;1;3 +

s
�x;0

L

2

1
A2

(6.7)

Remarque.
Il est possible de r�ealiser une grille torique sur le M�egaNode, mais du fait
que tous les n�uds ont un degr�e quatre, plus aucun lien ne reste libre
pour relier la grille torique avec le frontal ! A�n de rem�edier �a ce probl�eme,
il a fallu ajouter un n�ud suppl�ementaire �a la grille torique. Le choix de
l'adjonction de ce n�ud suppl�ementaire est fait de fa�con �a ne pas augmenter
la profondeur des arbres.

Cas du De Bruijn

Bermond et Fraigniaud [3] ont montr�e pour les graphes de De Bruijn (2; log2(p)),
avec des liens bidirectionnels, qu'il existe deux arbres de recouvrement dis-
joints. Si la racine est (000:::0) ou (111:::1) la profondeur de ces arbres est
log2(p) + 1 sinon la profondeur est 2log2(p) + 1 pour n'importe quelle autre
racine.

Le temps de la di�usion dans ce r�eseau est de :

b
�
L

2
; 2log2(p) + 1

�
=

0
@q2log2(p)�x;1;5 +

s
�x;1

L

2

1
A2

(6.8)

De ces divers temps th�eoriques, on peut pr�evoir qu'asymptotiquement l'al-
gorithme de di�usion bidirectionnelle sur la grille torique sera le meilleur,
du fait de l'exploitation maximale du degr�e de chaque n�ud. Mais pour
ce qui est des messages de petite taille ou encore de taille moyenne l'�etude
th�eorique ne permet pas de conclure.
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6.5 Exp�erimentations

Dans cette section, nous pr�esentons les r�esultats obtenus avec les di��erents
algorithmes de di�usion sur le M�egaNode. De ces r�esultats, nous allons
pouvoir d�eduire la topologie et l'algorithme le mieux adapt�e au M�egaNode
pour r�ealiser une di�usion, en fonction de la taille du message �a di�user.

Mais avant cela, v�eri�ons sur la di�usion bidirectionnelle dans les grilles
toriques si la mod�elisation que nous avons faite concorde avec les r�esultats
exp�erimentaux que nous obtenons. La �gure 6.7 montre les r�esultats obtenus
pour di��erentes tailles de grilles.

grille tor. 7*7

grille tor. 11*11
grille tor. 9*9

grille tor. 5*5

0
0 20000 60000 100000 140000

2E+4

6E+4

10E+4

14E+4

temps (�sec.)

L

Fig. 6.7 : Di�usion bidirectionnelle dans les grilles toriques.

Remarque.
La bonne performance relative pour la grille torique 5 � 5 est due au fait
que cette grille est contenue dans un seul tandem.

La �gure 6.8 compare pour une grille torique 9 � 9 la courbe th�eorique et
la courbe exp�erimentale. On constate que les r�esultats obtenus sont tr�es
proches des valeurs th�eoriques. Les petites di��erences sont dues au coût des
gestions m�emoires et surtout aux probl�emes de synchronisation. En e�et il
est impossible de synchroniser l'ensemble des processeurs sur le M�egaNode.
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Fig. 6.8 : Comparaison des courbes th�eorique et exp�erimentale pour la grille torique 9� 9.

La �gure 6.9 permet de voir les r�esultats des exp�eriences de di�usion dans
les grilles toriques en mode half-duplex. Comme pr�ec�edemment les r�esultat
exp�erimentaux sont tr�es proches de ceux th�eoriques.
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Fig. 6.9 : Di�usion monodirectionnelle dans les grilles toriques.
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Fig. 6.10 : Comparaison des strat�egies de di�usion pour des petits messages.

Les �gures 6.10 et 6.11 montrent les r�esultats obtenus avec les di��erents
algorithmes et topologies. A�n d'avoir des r�eseaux ayant quasiment le même
nombre de n�uds, notre �etude est r�ealis�ee sur les grilles toriques et l'arbre
ternaire �a 121 n�uds, sur l'arbre binaire �a 127 n�uds, et sur le De Bruijn
�a 128 n�uds.

En accord avec l'�etude th�eorique, les exp�eriences montrent que pour des
messages tr�es grands, l'algorithme de di�usion bidirectionnelle sur les grilles
toriques est le meilleur. Mais pour des messages de taille inf�erieure �a 8192
octets l'arbre ternaire est id�eal. Quant aux messages de taille sup�erieure
�a 8192 octets mais inf�erieure �a 15000 octets la meilleure performance est
obtenue par l'algorithme de di�usion monodirectionnelle sur grille torique.

En fait l'id�eal serait de con�gurer son r�eseau en cours de programme, ainsi
l'utilisateur pourrait choisir la meilleure topologie et le meilleur algorithme
de di�usion en fonction de la taille de son message. Mais encore faut-il
tenir compte du temps pris par la recon�guration du r�eseau. Une �etude du
coût de recon�guration du r�eseau a �et�e r�ealis�ee par Desprez et Tourancheau
[5] sur un T-Node. Mais cette �etude n'est pas applicable au M�egaNode du
fait des deux niveaux de switch �a recon�gurer. De plus la recon�guration en
cours d'ex�ecution d'un programme n'a jamais fonctionn�e sur notre machine.
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Fig. 6.11 : Comparaison des strat�egies de di�usion pour des grands messages.

6.6 Conclusion

La mod�elisation que nous avons pr�esent�ee dans ce chapitre permet de mon-
trer que les performances des algorithmes de di�usion d�ependent de l'archi-
tecture de la machine. Le fait de comparer ces di��erents algorithmes avec
le mod�ele de communication lin�eaire n'est pas su�sant. Il ressort de cette
�etude exp�erimentale que l'arbre ternaire o�re le meilleur compromis entre
performances et facilit�e d'utilisation pour des petits et moyens messages.
Cependant les arbres de recouvrement dans les grilles toriques peuvent être
tr�es utiles dans de nombreuses applications (comme le chargement de pro-
gramme) traitant de gros messages.
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Chapitre 7

Recouvrements
calculs/communications

7.1 Introduction

La plupart des applications parall�eles sont du domaine scienti�que (phy-
sique, m�et�eorologie, m�edecine, etc.) et leur parall�elisation est souvent r�eali-
s�ee avec des biblioth�eques de calculs et de communications (voir chapitre 3).
Ces parall�elisations sont e�ectu�ees en d�ecomposant l'application en phases
de calculs et de communications bloquantes. Ce type de programmation est
facile �a mettre en �uvre, mais ne donne pas les meilleurs r�esultats (faible
e�cacit�e). En e�et, les processeurs n'e�ectuent pas de calculs pendant les
phases de communications, d'o�u la n�ecessit�e d'utiliser des biblioth�eques
de communications non-bloquantes. Mais dans certains cas, il subsiste des
probl�emes, notamment quand le processeur �emetteur a plus de calculs �a ef-
fectuer que le processeur r�ecepteur. Le processeur �emetteur peut, d�es qu'il
a calcul�e une certaine quantit�e de donn�ees, les envoyer au r�ecepteur qui
pourra commencer ces calculs. Ainsi, en pipelinant les envois, on arrive �a
recouvrir les communications par des calculs.

Toutefois le choix de la taille des donn�ees �a envoyer n'est pas simple. Ce
choix va d�ependre de la taille du probl�eme, de la vitesse de calcul des
processeurs et du coût des communications. Nous illustrerons la di�cult�e
du calcul de la meilleure taille de paquets �a envoyer �a chaque �etape sur un
exemple simple tel que le produit matrice vecteur sur un anneau.

7.2 Pourquoi faire du recouvrement?

Le temps d'ex�ecution d'un programme sur une machine parall�ele �a m�emoire
distribu�ee est fonction du temps de calcul et du temps de communication. Si

153
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dans ce programme il n'y a pas de recouvrement calculs/communications,
alors le temps total d'ex�ecution est �egal �a la somme des temps de calcul
et de communication. Ce type de programme est facile �a mettre en �uvre,
mais si on observe le comportement d'un tel programme avec un outil de
visualisation, on constate que les processeurs perdent du temps �a attendre
des donn�ees, d'o�u l'id�ee de faire du calcul pendant que les processeurs com-
muniquent, c'est-�a-dire faire du recouvrement calculs/communications.

A�n de mieux comprendre la d�emarche qui a conduit King, Chu et Ni [7]
�a proposer une solution pipeline des envois de donn�ees, nous allons prendre
un exemple, et analyser les probl�emes qui se posent.

Nous allons consid�erer deux processeurs P1 et P2 sur lesquels s'ex�ecute un
programme parall�ele. Sur chaque processeur il va s'ex�ecuter un noyau de
communication et deux noyaux de calcul T j

i o�u i est le num�ero du proces-
seur et j, le num�ero du noyau de calcul. A�n de simpli�er le probl�eme, on
consid�erera que seul le deuxi�eme noyau de calcul d'un des processeurs a
besoin des r�esultats du premier noyau s'ex�ecutant sur l'autre processeur.

Si l'on consid�ere des communications bloquantes, sur cet exemple on obtient
le sch�ema d'ex�ecution repr�esent�e sur la �gure 7.1.
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Fig. 7.1 : Ex�ecution avec des communications bloquantes.

Dans le cas 1 le processeur P2 a �ni ses calculs avant le processeur P1, mais il
est oblig�e d'attendre la �n de la phase de calcul de P1 (T 1

1 ) avant de recevoir
des donn�ees, puis de recommencer une seconde phase de calcul (T 2

2 ). Dans
le cas 2 c'est le processeur P1 qui ne peut pas envoyer ses donn�ees tant
que le processeur P2 n'a pas �ni sa phase de calcul. Dans les deux cas, on
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remarque qu'un des processeurs attend que l'autre arrive dans une phase
de communication pour envoyer ou recevoir un message, ce qui cr�ee des
p�eriodes d'inactivit�e du processeur.

A�n de r�eduire les p�eriodes d'inactivit�e des processeurs et de permettre
aux utilisateurs de faire du recouvrement calculs/communications, des bi-
blioth�eques de communication non-bloquantes se sont d�evelopp�ees (NX/2,
PVM, PICL, etc.). L'utilisation de ces biblioth�eques permet de supprimer
les p�eriodes d'inactivit�e des processeurs P1 et P2 dans le cas 2. Le proces-
seur P1 peut commencer T 2

1 sans attendre la �n de la communication, et le
processeur P2 peut enchâ�ner ses deux noyaux de calcul, puisqu'il a re�cu les
donn�ees n�ecessaires au noyau T 2

2 pendant le calcul de T 1
2 (voir �gure 7.2),

d'o�u recouvrement calculs/communications.
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Fig. 7.2 : Ex�ecution avec des communications non-bloquantes.

Mais l'utilisation de communications non-bloquantes ne permet pas d'e�ec-
tuer du recouvrement dans le cas 1. En e�et, dans ce cas le processeur P1

ne peut pas envoyer son message avant d'avoir �ni ses calculs. Mais est-ce
que le deuxi�eme noyau de calcul T 2

2 a besoin de toutes les donn�ees de T 1
1

pour commencer? Si oui, il est clair que l'on ne pourra pas r�ealiser de re-
couvrement calculs/communications plus �n. Mais dans le cas contraire, il
est possible de couper le noyau T 1

1 en n noyaux plus petits qui s'ex�ecuteront
les uns �a la suite des autres. Ainsi, chaque petit noyau peut envoyer �a T 2

2

les donn�ees qu'il vient de calculer. De cette fa�con, T 2
2 peut commencer ses

calculs avec les donn�ees qu'il vient de recevoir.
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temps
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Fig. 7.3 : Ex�ecution avec des communications non-bloquantes pipelin�ees.

De nombreux chercheurs ont �etudi�e le probl�eme du recouvrement calculs/com-
munications [1, 4, 7] pour ne citer qu'eux.Mais personne n'a propos�e d'outils
faciles �a utiliser pour le programmeur. Desprez et Tourancheau [3, 4] tra-
vaillent sur une biblioth�eque permettant de g�erer les pipelines et d'exprimer
plus facilement les programmes parall�eles. A�n de rendre cet outil perfor-
mant et facilement utilisable par tout programmeur sp�ecialiste ou non, il
est n�ecessaire d'avoir un calcul automatique de la taille des messages �a en-
voyer. L'id�eal serait que cette taille soit calcul�ee lors de la compilation ou
se fasse de mani�ere dynamique au cours de l'ex�ecution de l'algorithme. Le
probl�eme qui se pose est de savoir comment d�ecouper ces donn�ees et quelle
doit être la taille des envois a�n que les deux processeurs n'aient pas de
p�eriode d'inactivit�e? En e�et si les paquets sont trop gros, le recouvrement
ne sera pas assez e�cace, et au contraire si les paquets sont trop petits il
va y avoir beaucoup trop d'initialisations, ce qui nuira aux performances
de l'algorithme. Comme nous allons le voir dans la section suivante sur un
exemple simple et r�egulier, ce choix n'est pas si facile.

7.3 Probl�eme du choix de la taille des pa-

quets

L'exemple que nous avons choisi d'�etudier pour illustrer le probl�eme de
la taille des paquets �a �echanger est le produit matrice-vecteur, sur une
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architecture �a m�emoire distribu�ee connect�ee en anneau [2] (cette �etude a �et�e
r�ealis�ee avec Laurent Colombet et Denis Trystram). Nous allons montrer,
en fonction des param�etres de la machine, comment calculer la taille des
paquets, et ainsi obtenir un algorithme avec un coût de communication le
plus petit possible.

Nous nous sommes int�eress�es au produit matrice-vecteur, car c'est une des
op�erations les plus simples et des plus utilis�ees de l'alg�ebre lin�eaire [5]. Le
probl�eme consiste �a calculer v = Ax o�u A est une matrice (n; n) et x,
v deux vecteurs de dimension n. Chaque composante du vecteur v est le
r�esultat du produit scalaire suivant :

v[i] =
nX

j=1

A[i; j] x[j]: (7:1)

Notations et mod�eles

Si l'on consid�ere un anneau de p processeurs (num�erot�es de 1 �a p), il est
possible de r�ealiser une r�epartition �equilibr�ee de la matrice A en p blocs
de dn

p
e ou bn

p
c lignes. Le type d'allocation choisi des lignes (cons�ecutives,

cyclique,wrap) n'inue pas sur l'�etude qui va suivre. De même on e�ectue
une r�epartition �equilibr�ee du vecteur x (chaque processeur poss�ede dn

p
e ou

bn
p
c composantes du vecteur). De fa�con �a simpli�er les formules, nous allons

consid�erer que n
p
est entier.

A�n de simpli�er le probl�eme, nous allons utiliser des liens half-duplex, [8],
et un mode 2�ports (voir chapitre 2). De plus, un processeur peut r�ealiser
simultan�ement des communications et du calcul. L'�echange de messages
entre deux processeurs est r�ealis�e par commutation de messages (ou store-
and-forward) [6, 8] que l'on mod�elise par : �c + L�c (voir chapitre 2).

Le coût d'une op�eration �el�ementaire (multiplication suivie d'une addition)
est donn�e par : �a

Apr�es avoir pr�esenter l'impl�ementation standard du produit matrice-vecteur,
un principe de recouvrement est donn�e. Nous �etudierons alors, le coût de
ce nouvel algorithme et �etendrons le mod�ele aux liens full-duplex.

7.3.1 Analyse du produit matrice-vecteur

Comme nous l'avons pr�esent�e dans le chapitre 3, la m�ethode pour parall�eli-
ser une application num�erique consiste �a identi�er le d�ecoupage des donn�ees
(d�ecomposition de matrices par ligne, colonnes ou blocs), d'organiser les
mouvements de donn�ees en utilisant des biblioth�eques de communications.
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La solution standard

L'�equation 7.1 montre que le calcul de chaque composante du vecteur v
requi�ere la connaissance de tout le vecteur x, donc chaque processeur doit
envoyer ses n

p
composantes du vecteur x �a tous les autres processeurs. Ce

type de mouvement de donn�ees correspond �a un �echange total, plus souvent
appel�e ATA (pour All To All) [8]. L'algorithme du produit matrice-vecteur
est le suivant :

Algorithme 7.1 produit matrice-vecteur standard

ATA de taille n
p
(partie du vecteur x);

Faire en parall�ele sur chaque processeur
Calcul de n

p
produits scalaires de taille n (lignes de A et vecteur x);

L'�echange total de taille n
p
coûte (p � 1)(�c + n

p
�c) unit�es de temps (voir

chapitre 5). Le calcul des n
p
produits scalaires de taille n n�ecessite n2

p
�a

unit�es de temps. Ainsi l'algorithme standard du produit matrice-vecteur
sur un anneau poss�edant des liens half-duplex a un coût de :

Tstand =
n2

p
�a + (p � 1)

 
�c +

n

p
�c

!
(7:2)

Sans recouvrement calculs/communications, cet algorithme est optimal, et
il atteint le temps minimal d'ex�ecution.

Recouvrement des communications

A�n de r�eduire le temps d'ex�ecution, la solution consiste �a masquer au
maximum les communications par du calcul.

Durant l'�echange total de l'algorithme pr�ec�edent, il est facile de voir que les
processeurs perdent du temps. Ainsi tous les processeurs peuvent commen-
cer les calculs sur leurs donn�ees initiales pendant l'�echange total. Mais le
temps d'un �echange total sur un anneau est plus grand que (n

p
)2 op�erations

ottantes. Une id�ee consiste �a d�ecomposer l'�echange total en une s�erie de
communications de voisin �a voisin, de fa�con �a masquer le plus possible les
communications. En e�et, �a une �etape donn�ee un processeur peut recevoir
de nouvelles donn�ees alors qu'il calcule avec les donn�ees re�cues �a l'�etape
pr�ec�edente.
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Principe de la m�ethode

Au d�ebut chaque processeur poss�ede n
p
lignes de la matrice A et n

p
compo-

santes du vecteur x et peut ainsi calculer n
p
produits scalaires partiels vi.

Ainsi, un processeur peut ex�ecuter (n
p
)2 op�erations ottantes et recevoir si-

multan�ement au plus n
p
donn�ees de ses voisins. En fonction des param�etres

de la machine (p; �c; �c and �a) et de la taille du probl�eme, nous pouvons
observer deux cas :

{ �c +
n
p
�c � n2

p2
�a (recouvrement total)

{ �c +
n
p
�c>

n2

p2
�a (recouvrement partiel)

Dans le premier cas, comme le temps de communication des n
p
�el�ements

est plus petit qu'un calcul local, toutes les communications peuvent être
masqu�ees.

Dans le deuxi�eme cas, le temps des calculs locaux correspond �a une com-
munication d'un nombre de donn�ees plus petit que n

p
. Soit �1 le plus grand

entier tel que �c + �1�c � n2

p2
�a, ainsi toutes les communications de taille �1

donn�ees peuvent être masqu�ees (�1 <
n
p
).

Maintenant chaque processeur a �1 nouvelles op�erations locales �a ex�ecuter.
On it�ere ce principe jusqu'�a ce qu'il ne soit plus possible de r�ealiser des
communications. Ce principe permet de construire une s�erie de �t (t =
0; :::N) de �0 = n

p
�a �N+1 = 0 tel que l'on puisse calculer un maximum

d'op�erations locales, tout en masquant les communications.

7.3.2 Description des algorithmes

Recouvrement total (�c +
n
p
�c � n2

p2
�a)

Dans ce cas toutes les communications peuvent être masqu�ees. L'algorithme
parall�ele du produit matrice-vecteur devient :
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Algorithme 7.2 produit matrice-vecteur parall�ele avec recouvrement total

/* Algorithme du processeur q avec q=1...p */
Pour t 1 �a p � 1 faire en parall�ele

Envoyer �a (q+1 modulo p) les n
p
�el�ements de x re�cus �a l'�etape pr�ec�edente;

Calculer les n
p
produits scalaires locaux;

Recevoir de (q-1 modulo p) les nouveaux n
p
�el�ements de x;

Calcul des n
p
derniers produits scalaires;

Il y a (p�1) �etapes o�u les communications sont totalement masqu�ees par les
calculs locaux d'un coût de n2

p2
�a, plus une derni�ere �etape de calculs locaux

sans communication. Cet algorithme a un coût total de n2

p
�a.

Recouvrement partiel (�c +
n
p
�c>

n2

p2
�a)

� Phase I: recouvrement total

Dans ce cas �a l'�etape t un processeur calcule �t�1
n
p
et re�coit (envoit) �t

donn�ees. La valeur de �t est donn�ee par la formule suivante :

�t =

$
n

p

�a
�c
�t�1 � �c

�c

%
(7:3)

.

t=0

Phase I

temps

n2

p2
�a

n
p
�1�a

n2

p2
�a

n
p
�1�a

n2

p2
�a

n
p
�1�a

�c + �1�c

�c + �2�c

�c + �N�c
n
p
�N�1�a n

p
�N�1�a n

p
�N�1�a

Processeur 2 Processeur pProcesseur 1

Fig. 7.4 : Sch�ema d'ex�ecution de la Phase I.

Nous pouvons facilement v�eri�er par induction que la s�erie des �t est stricte-
ment d�ecroissante. Pendant les N premi�eres �etapes les communications sont
totalement masqu�ees. Apr�es, il ne reste plus assez de donn�ees localement
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pour e�ectuer des calculs permettant de masquer une communication (voir
�gure 7.4). Par la suite nous nommerons Phase I l'ex�ecution des N pre-
mi�eres �etapes. Apr�es avoir calcul�e au pr�ealable la s�erie des �t, l'agorithme
de la Phase I est le suivant :

Algorithme 7.3 Phase I

/* algorithme du processeur q avec q=1...p */
t 1;
Tant que �[t] � 1 faire en parall�ele

Envoyer au processeur (q+1 modulo p) les �[t] �el�ements de x re�cus �a l'�etape
pr�ec�edente;
Calculer les �[t� 1] produits scalaires locaux;
Recevoir du processeur (q-1 modulo p) les nouveaux �[t] �el�ements de x;
t t+ 1;

Fin tant que

� Le reste des calculs

Apr�es la Phase I, il reste �N calcul locaux �a e�ectuer en parall�ele sur chaque
processeur. Pendant ces calculs, chaque processeur peut communiquer le
maximum de donn�ees (c'est-�a-dire n

p
) �a son voisin. Ainsi, il est possible de

red�emarrer une nouvelle phase de recouvrement total (voir �gure 7.5 o�u les
p�eriodes d'inactivit�e des processeurs sont repr�esent�ees en gris). On constate
facilement que pour de grand �c, cette strat�egie est la meilleure que l'on
puisse r�ealiser.

Phase I

Phase I

Phase I

recouvrement total

recouvrement total

recouvrement total

n
p
�N �a

n
p
�N �a

�c + n
p
�c

�c + n
p
�c

Fig. 7.5 : Phases successives.
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Nous r�ep�etons
�

nPN�1
i=0

�i

�
fois la succession de Phase I.

L'algorithme de recouvrement partiel est donc :

Algorithme 7.4 Les phases successives

/* algorithme du processeur q avec q=1...p */
Ex�ecuter la Phase I;

Pour k  1 �a
�

nPN�1
i=0

�i

�
Faire en parall�ele

Envoyer au processeur (q+1 modulo p) les n
p
�el�ements de x re�cus �a

l'�etape pr�ec�edente;
Calculer les �[N ] produits scalaires locaux;
Recevoir du processeur (q-1 modulo p) les nouveaux n

p
�el�ements de x;

Fin faire en parall�ele;
Ex�ecuter la Phase I;

Fin faire;

Remarque.
Dans le pire des cas, la derni�ere ex�ecution de la Phase I se termine avant
la N th �etape. Donc avant d'ex�ecuter la derni�ere phase de recouvrement il
est possible de trouver un �t plus petit que n

p
a�n de minimiser le temps

d'inactivit�e des processeurs, mais ceci est tr�es di�cile �a r�ealiser automa-
tiquement. La solution consiste �a tester pendant la Phase I le nombre de
produits scalaire locaux, et de stopper l'algorithme lorsque tous les produits
scalaires ont �et�e calcul�es. Ceci peut être r�ealis�e en ajoutant un test dans
l'algorithme 7.3.

Evolution de l'allocation des donn�ees

Comme �a chaque �etape tous les processeurs ex�ecutent la même tâche n'im-
porte quel processeur peut être choisi comme r�ef�erence. Notons RP ce pro-
cesseur.

A une �etape t un processeur ex�ecute �t�1
n
p
op�erations, envoie et re�coit �t

�el�ements du vecteur x.

On rappel que la s�erie des �i d�ecroit, et la Phase I s'arrête �a l'�etape N .
En fait �a cette �etape �N+1 est plus petit que 1. De plus, �a cette �etape le
processeur RP n'a pas encore re�cu toutes ses donn�ees. Avant de continuer
il est n�ecessaire de connâ�tre la distance entre RP et le processeur le plus
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�eloign�e qui poss�ede encore des donn�ees destin�ees �a RP ainsi, que le nombre
d'�el�ements contenus dans ce processeur. A chaque �etape t de l'algorithme,
nous pouvons calculer la distance entre RP et ce processeur. Nous noterons
dt cette distance, et �c le nombre de composantes du vecteur x n�ecessaire
aux calculs locaux de RP qui se trouvent dans ce processeur (processeur
�a distance dt de RP). La proposition 7.3.1 donne le nombre d'�el�ements
destin�es �a RP restant sur chaque processeurs.

Dans un �echange total, le processeur RP doit recevoir (p � 1) mes-
sages de taille n

p
c'est-�a-dire un message de taille n

p
�a chaque �etape, d'o�u

dt+1 = dt � 1. Mais dans notre algorithme �a chaque �etape RP re�coit un
message de taille �t, ce qui complique l'expression de dt, qui est donn�ee par
la proposition 7.3.2. Cette valeur nous permettra de calculer le temps �nal
de l'algorithme.

Proposition 7.3.1
Les processeurs situ�es �a une distance sup�erieure �a dt ne poss�edent pas d'�el�e-
ments destin�es �a RP.
Le processeur situ�e �a une distance dt poss�ede �c �el�ements destin�es �a RP.
Les processeurs situ�es �a une distance inf�erieure �a dt poss�edent n

p
�el�ements

destin�es �a RP.

Preuve. On peut facilement v�eri�er que la proposition est vraie pour
l'�etape 1, lorsque tous les processeurs envoient �1 �el�ements.

Supposons que cette proposition soit vraie pour l'�etape t�1, montrons
qu'elle est aussi vraie pour l'�etape t+1.

Nous avons deux cas �a consid�erer �t+1 < �c ou �t+1 � �c.

� si �t+1 < �c alors nous avons dt+1 = dt et �c  �c � �t+1:

n
p �c

�t+1
dt+1 = dt

Processeur �a distance :Donn�ees pour RP

Donn�ees utilis�ees par RP

RP

Fig. 7.6 : Cas : �t+1 < �c.
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Les processeurs �a distance plus petites que dt envoient �t+1 et re�coivent
�t+1 donn�ees utiles �a RP, ainsi ils poss�edent toujours n

p
donn�ees destin�ees

�a RP. En utilisant le même argument on prouve que les processeurs situ�es
�a une distance sup�erieure �a dt ne poss�edent plus de donn�ees destin�ees �a RP
(voir �gure 7.6). Le processeur situ�e �a la distance dt envoie �t+1 donn�ees
destin�ees �a RP et il ne re�coit pas de donn�ees. Donc il reste �c  �c � �t+1

donn�ees sur ce processeur. Dans ce cas on a dt+1 = dt.

� si �t+1 � �c alors nous avons dt+1 = dt � 1:

Le processeur �a distance dt+1 re�coit �c �el�ements de x n�ecessaire �a RP et
�t+1 � �c ont d�ej�a �et�e utilis�ees par RP.

Ce processeur dispose maintenant de �c =
n
p
+ �c � �t+1 donn�ees et il est

facile de voir que les processeurs �a distance inf�erieure �a dt+1 poss�edent
n
p
�el�e-

ments et que ceux �a distance sup�erieure �a dt+1 ne poss�edent plus d'�el�ements
destin�es �a RP (voir �gure 7.7).

n
p �c

dt+1 = dt � 1�t+1

Processeur �a distance :Donn�ees pour RP

Donn�ees utilis�ees par RP

RP

Fig. 7.7 : Cas : �t+1 � �c.

2

Proposition 7.3.2 La distance dt est �egale �a :

dt = p � 1�
$
p

n

tX
i=1

�i

%
(7:4)

Preuve.QuandRP re�coit un message de taille �t+1, le nombre de messages
de taille n

p
d�ej�a re�cu augmente et dt+1 = dt � 1 ou alors le nombre de
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messages re�cus de taille n
p
reste le même et dans ce cas dt+1 = dt. Donc

nous devons consid�erer deux cas.

{ cas �t+1 < �c Nous avons

$
p

n

t+1X
i=1

�i

%
=

$
p

n

tX
i=1

�i

%
.

Alors dt+1 = dt = p � 1 �
$
p

n

tX
i=1

�i

%
= p � 1�

$
p

n

t+1X
i=1

�i

%
.

{ cas �t+1 � �c Nous avons

$
p

n

t+1X
i=1

�i

%
= 1 +

$
p

n

tX
i=1

�i

%
.

Alors dt+1 = dt � 1 = p � 1 �
$
p

n

tX
i=1

�i

%
� 1 = p �1�

$
p

n

t+1X
i=1

�i

%
.

2

La proposition suivante nous permet de connâ�tre la valeur de �c �a chaque
�etape.

Proposition 7.3.3 A une �etape t, la valeur de �c est �egale �a n
p
� (

Pt
i=1 �i) mod

n
p
.

Preuve. Si nous consid�erons l'�etape 1, tous les processeurs envoient �1
�el�ements de x et masquent le coût �c + �1�c des communications. Alors le
processeur �a distance dt = d1 poss�ede �c =

n
p
� �1 or �1 <

n
p
donc on peut

�ecrire �c =
n
p
� (�1 mod

n
p
).

La formule est v�eri��ee pour l'�etape 1, supposons la vraie �a l'�etape t et
prouvons qu'elle est vraie �a l'�etape t+1 quand nous envoyons �t+1 �el�ements.

{ Si �t+1 < �c

Nous savons que dt+1 = dt et le nouveau �c = �c � �t+1.
Donc

new�c =
n

p
�
 

tX
i=1

�i

!
mod

n

p
� �t+1mod

n

p

Alors la valeur de �c �a l'�etape t+1 est :

new�c =
n

p
�
 

t+1X
i=1

�i

!
mod

n

p

{ Si �t+1 � �c

Nous savons que dt+1 = dt � 1 et le nouveau �c =
n
p

+ �c � �t+1.
Donc

new�c =
n

p
+

n

p
�
  

tX
i=1

�i

!
mod

n

p
+ �t+1

!
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Ainsi

new�c =
n

p
+

n

p
�
 
n

p
+

 
t+1X
i=1

�i

!
mod

n

p

!
=

n

p
�
 
t+1X
i=1

�i

!
mod

n

p
(7:5)

En utilisant la formule suivante dans l'�equation 7.5, on d�emontre la
proposition.

 
tX

n=1

�i

!
mod

n

p
+ �t+1 =

n

p
+

 
t+1X
i=1

�i

!
mod

n

p

2

7.3.3 Calcul du temps d'ex�ecution

Apr�es la Phase I, les processeurs doivent envoyer des donn�ees sans recou-
vrement. A�n de terminer le calcul du vecteur v, l'algorithme consiste �a
r�ep�eter tant que cela est n�ecessaire la phase I (voir 7.3.2). D'o�u le temps
�nal de :

Texec =
n2

p
�a +

6664 n
n
p
+
PN�1

i=1 �i

7775 (�c + n

p
�c) (7:6)

o�u

$
n

n
p
+
PN�1

i=1
�i

%
repr�esente le nombre de communications (�c +

n
p
�c) non

masqu�ees n�ecessaires �a la r�e-initialisation des Phases I.

7.3.4 Adaptation au lien full-duplex

Nous allons maintenant consid�erer qu'un processeur peut envoyer et recevoir
en parall�ele sur chacun de ses liens, et allons r�ealiser la même �etude que
pr�ec�edemment.

On constate que dans ce cas un processeur re�coit deux fois plus de donn�ees.
Pendant le temps n2

p2
�a correspondant aux calculs locaux un processeur peut

envoyer �1 =
j
n2

p2
�a
�c
� �c

�c

k
�a ses deux voisins et recevoir 2�1 �el�ements du

vecteur x.
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Ainsi nous obtenons deux cas:

� 2�1 � n
p

A l'�etape suivante, chaque processeur a plus de calculs locaux �a ex�e-
cuter, et peut envoyer un nombre d'�el�ements de x plus grand que �1.
D'o�u �a la prochaine �etape chaque processeur pourra envoyer �a son
voisin de droite (gauche) les donn�ees re�cues de son voisin de gauche
(droite) �a l'�etape pr�ec�edente, plus une partie des donn�ees initiales res-
tantes. On notera toutefois qu'un processeur ne peut pas envoyer plus
de n

p
donn�ees dans la même direction.

Le nombre d'�el�ements de x qui doivent être envoy�es �a l'�etape t est
donn�e par : �t = min

�j
n
p
�a
�c
2�t�1 � �c

�c

k
; n

p

�
. On constate que cette

s�erie de �i crô�t et atteint la borne sup�erieure n
p
. Dans ce cas, toutes

les communications sont masqu�ees (voir algorithme 7.5).

Algorithme 7.5

/* algorithme du processeur q avec q=1...p */
�[0] n

p
;

�[1] 
$
n

p

�a
�c

n

p
� �c

�c

%
;

t 1;
Tant que (n

p
+ 2

Pt�1
i=1 �i � n) faire en parall�ele

Envoyer au processeur (q+1 modulo p) les �[t] �el�ements
de x utilis�es par le processeur (q-1 modulo p);
Envoyer au processeur (q-1 modulo p) les �[t] �el�ements
de x utilis�es par le processeur (q+1 modulo p);
Si (t=1) alors calculer les �[t � 1] produits scalaires sinon calculer les
2�[t� 1] produits scalaires;
Recevoir du processeur (q+1 modulo p) et processeur (q-1 modulo p)
les nouveaux �[t] �el�ements de x;
t t+ 1;

�[t] min

 $
n

p

�a
�c
2�[t� 1] � �c

�c

%
;
n

p

!
;

Fin tant que;

Le temps total d'ex�ecution de cette algorithme est :

Texec =
n2

p
�a
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� 2�1 <
n
p

Dans ce cas la s�erie des �t =
j
n
p
�a
�c
2�t�1 � �c

�c

k
est strictement d�ecrois-

sante. Nous ne pouvons pas avoir un recouvrement total, mais une suc-
cession de Phase I entrecoup�ees de communications d'un coût de �c +
n
p
�c permettant la r�e-initialisation des Phases I. Apr�es la premi�ere r�e-

initialisation, chaque processeur doit e�ectuer 2n2

p2
calculs locaux (voir

�gure 7.8). Ainsi il est possible de commencer une nouvelle Phase I avec

�
0
1 = min

�j
2n2

p2
�a
�c
� �c

�c

k
; n
p

�
plus grand que �1 =

j
n2

p2
�a
�c
� �c

�c

k
. La

nouvelle s�erie de �
0
t est d�e�nie par :�

0
t = min

�j
n
p
�a
�c
2�

0
t�1 � �c

�c

k
; n
p

�
.

Du fait des coûts des communications et du coût des calculs locaux, il
faut distinguer deux cas.

.

Phase I

n2

p2
�a

n2

p2
�a n2

p2
�a�c + �1�c

�c + �2�c

�c + �N �c

n
p
2�1�a

n
p
2�N�a

�c + �
0

1
�c

n
p
2�N�1�a

n
p
2�N�1�a

n
p
2�N�a

2n
2

p2
�a2n

2

p2
�a2n

2

p2
�a

n
p
2�N�1�a

�c + n
p
�c

Processeur 2 Processeur p

n
p
2�N�a

n
p
2�1�an

p
2�1�a

Processeur 1

Fig. 7.8 : Le nouvel enchainement des phases.

� Si �c +
n
p
�c � 2n2

p2
�a alors �a chaque �etape un processeur peut cal-

culer 2n
p
produits scalaires et recevoir 2n

p
�el�ements. Dans ce cas le

temps total d'ex�ecution est :

Texec =
�
n2

p
� n

p
�N

�
�a +

�
�c +

n
p
�c
�

� Si �c +
n
p
�c > 2n2

p2
�a alors la s�erie des �

0
i est strictement d�ecrois-

sante, et nous avons une succession de Phase I, entrecoup�ees de
communications ayant un coût de �c +

n
p
�c. Le temps total d'ex�e-

cution est :

Texec =
n2

p
�a +

$
n�
PN

i=0
�iPN

0
i=0

�
0
i

% �
�c +

n
p
�c
�
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7.3.5 Simulations

Apr�es avoir fait une �etude th�eorique, nous allons pr�esenter des r�esultats
obtenus par simulation dans le cas des liens half-duplex et full-duplex. Les
param�etres utilis�es correspondent au coût des nouvelles machines parall�eles
avec des processeurs puissants et une faible latence. Dans le reste de notre
�etude nous consid�erons le nombre de processeurs �egal �a 100.

La �gure 7.9 compare l'algorithme sans recouvrement avec le nouvel algo-
rithme pr�esent�e pr�ec�edemment sur un anneau en utilisant des liens half-
duplex.
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Fig. 7.9 : Comparaison des algorithmes (liens half-duplex).

Pour des petites tailles de n, il n'y a pas de recouvrement car le coût du
start-up est tr�es �elev�e. La s�erie des �[i] est d�eg�en�er�ee (r�eduite �a un terme).
Pour des tailles moyennes de n nous avons un nombre important de termes
dans la s�erie des �[i]. Les �gures 7.10 et 7.11 repr�esentent l'�evolution de
la s�erie des �[i] pour des tailles �egales �a 2000 er 2625 r�eels. En�n pour les
grandes tailles de n, il y a un recouvrement total, car les calculs locaux sont
tr�es importants.
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Fig. 7.10 : La s�erie des �[i] pour n = 2000.
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Fig. 7.11 : La s�erie des �[i] pour n = 2500.

La �gure 7.12 montre les r�esultats obtenus avec des liens full-duplex. Comme
les processeurs re�coivent plus de donn�ees, nous obtenons un recouvrement
pour de plus petites valeurs de n.
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Fig. 7.12 : Comparaison des algorithmes (liens full-duplex)

Ce nouvel algorithme permet de masquer au mieux les communications. Les
simulations montrent que sur les machines actuelles, il est possible d'obtenir
des gains importants en e�ectuant du recouvrement calculs/communications.

7.4 Conclusion

L'utilisation de biblioth�eques de communications non-bloquantes permet
de r�ealiser des recouvrements calculs/communications. Ceci est d'autant
plus facile sur les machines actuelles que tous les n�uds poss�edent un pro-
cesseur d�edi�e aux communications. On a cherch�e �a masquer au mieux les
communications, pour cela nous avons �etudi�e, sur un algorithme simple, la
taille des messages que nous devons envoyer dans chaque communication.
L'�etude r�ev�ele que ce calcul n'est pas simple et qu'il risque de devenir tr�es
compliqu�e pour des probl�emes plus complexes.

A�n que ce type de m�ethode soit utilisable il est n�ecessaire que le d�ecoupage
des messages soit calcul�e lors de la compilation.
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Chapitre 8

Communications globales en
commutation de circuit

Dans le mode de communication de message (store and forward) le temps
des communications globales est proportionnel au diam�etre du r�eseau, ce
qui nuit �a l'utilisation de r�eseaux tels que les grilles toriques et plus g�en�e-
ralement les r�eseaux poss�edant un grand diam�etre. Comme nous l'avons vu
dans le premier chapitre, les constructeurs de machines parall�eles utilisent
de plus en plus la commutation de circuit, ou le wormhole pour e�ectuer
les communications entre les processeurs. Or le coût des communications
ne d�epend plus que faiblement de la distance entre les processeurs dans le
mode commutation de circuit, ce qui permet l'utilisation de r�eseaux poss�e-
dant un diam�etre �elev�e telles que les grilles ou de grilles toriques. Certains
constructeurs comme Intel et Cray ont d�ej�a mis en application ce mode de
routage sur ce type de r�eseaux (Paragon, iWarp, T3D, cf. chapitre 1).

Dans ce chapitre nous allons pr�esenter dans un premier temps la di�usion
dans la grille torique, travaux de Peters et Syska [11]. La solution propos�ee
permet de r�ealiser une di�usion en un nombre minimal d'�etapes de commu-
nication. Puis, nous utiliserons cet algorithme pour en d�eduire une m�ethode
permettant de r�ealiser l'�echange total dans les grilles toriques. En�n nous
comparerons les di��erents algorithmes de di�usion et d'�echange total en
commutation de circuit, a�n de d�eduire, en fonction de la taille du mes-
sage, l'algorithme le mieux adapt�e.

8.1 R�esultat pr�eliminaire

Depuis les ann�ees 90, avec l'apparition de nouveaux modes de communica-
tion dans certaines machines, les communications globales en commutation
de circuit ou en wormhole [5] sont tr�es �etudi�ees, notamment dans les grilles
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et les grilles toriques de processeurs. Barnett et al. proposent des solutions
pour la di�usion et le regroupement avec accumulation (global combine)
dans les grilles [1, 2]. Fraigniaud et Peters pr�esentent des algorithmes de
di�usion et d'�echange total dans les grilles toriques en mode 1-port [7]. Le
probl�eme de la transposition a donn�e lieu aussi �a beaucoup d'�etudes, no-
tamment de la part de Ho [8] et Choi, Dongarra, Walker [4]. Lin et Ni se
sont int�eress�es au probl�eme du multicast dans les grilles. Ceci consiste �a
di�user un message �a un sous-ensemble de processeurs du r�eseau [9, 10].
L'�etude des communications globales en commutation de circuit est aussi
r�ealis�ee exp�erimentalement [3, 13] sur des machines telles que les iPSC, la
Paragon, etc.

Dans ce chapitre nous consid�erons des grilles toriques ayant p processeurs,
dans lesquelles les communications se font en mode commutation de circuit
ou wormhole, �-ports, full-duplex (voir chapitre 2). Dans ce mode de com-
munication, les n�uds interm�ediaires par lesquels passe un message qui ne
leur est pas destin�e ne le m�emorisent pas. Le temps pour communiquer un
message de taille L entre deux processeurs distants de d est de :

Td = �+ d� + L� (8.1)

o�u � est le temps de start-up, � le temps de routage dans un n�ud, et L�
le temps de transmission du message.

Comme que ce mode de communication permet d'envoyer en une seule �etape
un message �a � n�uds situ�es �a une distance d, l'�emetteur peut envoyer ce
même message �a � autres n�uds lors de l'�etape suivante, chose qui est
impossible de r�ealiser en store and forward. Le nombre maximal de n�uds
que l'on peut informer en k �etapes est donn�e par la proposition suivante :

Proposition 8.1.1 [15] Dans un graphe G de degr�e maximum � et dans
un routage de type commutation de circuit, sous les hypoth�eses ��port et
full-duplex, le nombre maximum de n�uds qui peuvent être inform�es d'un
même message en k �etapes est (�+ 1)k.

Preuve. Consid�erons qu'un n�ud poss�ede un message �a di�user �a tous les
autres n�uds du graphe. Apr�es la premi�ere �etape de communication �+ 1
n�uds auront eu l'information (� plus l'initiateur). Lors de la deuxi�eme
�etape chaque n�ud d�ej�a inform�e peut envoyer son message �a � autres
n�uds. Au bout de la deuxi�eme �etape on aura �+1+�(�+1) = (�+1)2

n�uds inform�es. En e�ectuant un raisonnement par r�ecurrence on obtient
le r�esultat �enonc�e dans la proposition. 2
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D'apr�es cette proposition, on peut esp�erer trouver des algorithmes de dif-
fusion �-port en commutation de circuit ou en wormhole n�ecessitant seule-
ment log�+1p �etapes. Ce r�esultat est �a opposer au nombre d'�etapes (le
diam�etre) du mode store and forward, ce qui n'est pas n�egligeable sur les
r�eseaux tels que les anneaux ou les grilles toriques. Le mode commutation
de circuit ou wormhole permet de r�eduire le coût de start-up, ce qui est ap-
pr�eciable quand on connâ�t l'importance de ce param�etre par rapport aux
autres (voir chapitre 2). C'est pourquoi il est important de construire des
algorithmes n�ecessitant le plus petit nombre d'�etapes possibles. En fait, il
s'agit de trouver le meilleur compromis entre tous les param�etres de com-
munication, car avoir un faible start-up peut entrâ�ner une augmentation
du coût de transmission pr�ejudiciable pour des messages de grande taille.

8.2 La di�usion

Le probl�eme de la di�usion �-port en mode commutation de circuit ou
wormhole a �et�e �etudi�e par Peters et Syska dans [11]. L'algorithme de di�u-
sion dans les grilles toriques se d�eduit de celui de la di�usion dans l'anneau.

Dans ce chapitre nous allons donner le principe des ces algorithmes seule-
ment, pour obtenir la preuve de ces algorithmes se r�ef�erer �a [6, 11].

8.2.1 Di�usion dans l'anneau

Si l'on consid�ere un anneau de p processeurs (avec p = 3k), num�erot�es de 1
�a p, nous allons voir qu'il est possible de r�ealiser la di�usion en un nombre
minimal d'�etapes.

L'�etape i de l'algorithme consiste, pour les n�uds d�ej�a inform�es, en un
envoi aux deux processeurs situ�es �a distance p

3i
. La �gure 8.1 illustre cet

algorithme dans le cas o�u p = 27 et le processeur num�ero 1 est l'initiateur
de la di�usion.

Chaque �etape de cet algorithme coûte un temps de start-up (�), p
3i

commu-
tations de liens, et une transmission de message de taille L. Au total il y a
log3p �etapes, donc cet algorithme a un coût total de :

Plog3
i=1

�
�+ p

3i � + L�
�

soit :

Tdiffusion = 1
2(p� 1)� + (log3p)(� + L� )

On constate que cet algorithme atteint le nombre optimum d'�etapes et de
commutations de circuit (le diam�etre de l'anneau), mais que le coût de
transmission est �elev�e compar�e au temps des algorithmes point �a point en
store and forward (voir chapitre 5). Par contre le coût de la transmission
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est plus �elev�ee que dans les algorithmes point �a point (L2 � ) [12]. Donc, si
le temps de commutation d'un circuit est faible, cet algorithme sera parti-
culi�erement e�cace pour des messages de petite taille, par contre pour les
messages de grande taille les algorithmes point �a point permettent d'obtenir
de meilleurs r�esultats (L�2 [12] au lieu de (log3p)(L� )).

Remarque.
Il est possible d'adapter cet algorithme aux anneaux qui n'ont pas un
nombre de processeurs multiple d'une puissance de trois.
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Fig. 8.1 : Di�usion wormhole dans un anneau �a 27 processeurs
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8.2.2 Di�usion dans la grille torique

D'apr�es la proposition 8.1.1, il est possible d'esp�erer trouver un algorithme
de di�usion en log5p �etapes, pour cela consid�erons une grille torique de p
processeurs (avec p = 52k).

Dans la grille torique 5 � 5, la solution est imm�ediate, et est donn�ee par
la �gure 8.2. Pour cette grille il est donc possible de r�ealiser la di�usion en
deux �etapes (log525).

Etape 1 Etape 2

Fig. 8.2 : Di�usion wormhole dans une grille torique �a 25 processeurs

Cet algorithme peut être vu comme un pavage r�ecursif de la grille torique
[11, 14]. Pour la grille torique 5 � 5 il faut d�ecomposer la grille en cinq
croix, de cinq processeurs, comme le montre la �gure 8.3. La croix centrale
est constitu�e par l'initiateur de la di�usion (centre de la croix) et de ses
quatre voisins. Les quatre autres croix sont construites sur le même mod�ele
et assembl�ees de fa�con �a paver la grille torique.



178 Chapitre 8. Communications globales en commutation de circuit

Fig. 8.3 : Pavage d'une grille torique �a 25 processeurs

En utilisant le pavage de la grille torique, les deux �etapes de l'algorithme
de di�usion correspondent donc �a :

{ �etape 1 : l'initiateur de la di�usion envoie son message au centre des
quatre autres croix ;

{ �etape 2 : chaque centre envoie le message �a ses quatre voisins.

Il est possible de continuer le pavage en construisant des croix de tailles
sup�erieures de fa�con r�ecursive. En e�et, pour l'�etape suivante nous n'allons
plus consid�erer des croix de cinq processeurs mais des croix de vingt cinq
processeurs. En fait la �gure 8.3 forme une nouvelle croix. En dupliquant
quatre fois cette croix, on obtient une nouvelle croix de cent vingt cinq
processeurs. Si l'on it�ere encore une fois ce proc�ed�e on obtient cinq croix de
125 processeurs qui r�ealisent le pavage de la grille torique 25 � 25.

En utilisant ce pavage Peters et Syska ont d�emontr�e la proposition suivante :

Proposition 8.2.1 [11] La di�usion dans une grille torique 5k � 5k (avec
k � 1), n�ecessite un temps d'au plus :

2k� + (5k � 1)� + 2kL� .



8.3. L'�echange total 179

Cet algorithme permet de minimiser les termes en � et �. Comme pour la
di�usion dans l'anneau, cet algorithme a un coût de transmission �elev�e, ce
qui le rend p�enalisant pour les messages de grande taille. Pour ce type de
message, les algorithmes point �a point restent les meilleurs (L�4 voir chapitre
4 au lieu de (log5p)(L� )).

8.3 L'�echange total

L'�echange total fait partie des sch�emas de communication pr�esent�es dans
les chapitres 3 et 5. Chaque processeur poss�ede un message qu'il envoie �a
tous les autres.

Apr�es avoir pr�esent�e les bornes inf�erieures escompt�ees avec chacun des pa-
ram�etres inuen�cant le coût des communications, nous d�ecrirons un algo-
rithme d'�echange total sur la grille torique directement inspir�e des algo-
rithmes point �a point du chapitre 5. Puis nous pr�esenterons une m�ethode
bas�ee sur l'algorithme de di�usion permettant de r�ealiser l'�echange total.

8.3.1 Coût minimal suivant chaque param�etre

Soit un r�eseau de p processeurs, ayant un degr�e �, de diam�etre D, poss�e-
dant des liens parall�eles full-duplex, les coûts minimaux pour chacun des
param�etres de communication (�; �; � ) pour r�ealiser un �echange total en
mode commutation de circuit sont obtenus de la même fa�con que ceux du
mode store and forward (voir chapitre 5 et [6]).

{ Le coût de start-up : comme l'�echange total correspond �a une di�usion
simultan�ee depuis tous les processeurs, il est possible d'esp�erer le même
coût de start-up que celui d'une di�usion (voir proposition 8.1.1) c'est-
�a-dire log5(p)�.

{ Le coût de commutation : la distance maximale entre deux processeurs
du r�eseau �etant le diam�etre D, il faut donc au moins D commutations,
donc le coût minimal est de D�.

{ Le coût de transmission : chaque processeur doit recevoir (p� 1) mes-
sages de taille L, en supposant que tous les processeurs puissent rece-
voir simultan�ement sur leurs � liens, le temps de propagation minimal
sera donc de dp�1� eL� .

8.3.2 Di��erents algorithmes

Suivant le type d'algorithme que l'on utilise, on va pouvoir minimiser le
terme correspondant �a tel ou tel param�etre. En e�et comme pour la di�usion
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les algorithmes point �a point permettent d'obtenir le meilleur temps de
transmission, alors l'algorithme bas�e sur le pavage de la grille torique permet
de r�eduire le coût de start-up.

Une solution point �a point

Dans le chapitre 5, nous avons pr�esent�e plusieurs algorithmes d'�echange
total point �a point. Parmi ces algorithmes, le plus simple est sans nul doute
celui qui utilise les dimensions successives de la grille torique. Cet algorithme
se d�ecompose en deux phases d'�echange total sur des anneaux, une phase
avec des messages de taille L

2
, et une autre avec des messages de taille L

2

p
p.

Cet algorithme peut directement s'adapter en mode commutation de circuit,
en e�et il su�t de faire des communications �a distance un, ce qui permet
de faire correspondre le terme �+ � de la communication en commutation
au terme � du store and forward. Le temps d'ex�ecution de cet algorithme
se d�eduit donc directement de celui en store and forward :

$p
p

2

%
(� + �) +

�
p � 1

4

�
L� (8.2)

Cet algorithme permet d'atteindre le temps minimal de commutation de
circuit et de transmission, mais poss�ede un coût de start-up �elev�e.

Une solution regroupement-di�usion

L'algorithme de regroupement-di�usion est bas�e sur le pavage r�ecursif de
la grille torique pr�esent�e dans 8.2.2. Cet algorithme s'applique aux grilles
toriques dont le nombre de processeurs est une puissance de cinq. Il se
d�ecompose en deux phases que nous allons d�etailler :

{ le regroupement : en fait cette phase correspond �a l'op�eration inverse
de la di�usion, avec une taille de message augmentant �a chaque �etape.
Lors de la premi�ere �etape, toutes les croix form�ees de cinq processeurs
envoient leur message au processeur central de la croix (�gure 8.4). A
l'�etape deux, chaque centre envoie un message de taille 5L au centre
de la croix de vingt cinq processeurs dont il fait partie (�gure 8.4).
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Etape 1 Etape 2

Fig. 8.4 : Les deux premi�eres �etapes du regoupement.

Fig. 8.5 : Etape 3 du regoupement.

A l'�etape 3 chaque centre de croix de l'�etape deux envoie le message
au centre de la croix de taille sup�erieure comme le montre la �gure
8.5.
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On it�ere ce proc�ed�e jusqu'�a ce que les message soient tous centralis�es
sur un seul processeur.

{ la di�usion : le processeur qui vient de recevoir les p messages e�ectue
une di�usion avec un message de taille pL, selon le principe d�ecrit
pr�ec�edemment.

Durant la premi�ere phase, �a une �etape i (i variant de 1 �a log5p), il y a des
communications de messages de taille 5i�1 entre les processeurs soit :

� + (
p
p � 1)� +

Plog5(p)
i=1 (5i�1L� ).

Le coût de la seconde phase correspond �a une di�usion d'un message de
longueur pL soit :

log5(p)� + (
p
p� 1)� + log5(p)pL� .

Le coût total de cet algorithme est donc :

2 log5(p)� + 2(
p
p � 1)� + (

p

4
+ log5(p)p)L�: (8.3)

Cet algorithme permet de diminuer le nombre d'�etapes, c'est-�a-dire le start-
up, mais augmente consid�erablement le temps de transmission.

8.4 Comparaison des di��erents algorithmes

Lorsque l'on d�esire obtenir des performances sur une machine parall�ele �a
m�emoire distribu�ee, il est n�ecessaire d'optimiser les calculs ainsi que les
communications. Comme nous l'avons vu dans le chapitre 4 pour les algo-
rithmes de di�usion dans les grilles toriques en store en forward, le choix
de l'algorithme est inuenc�e par la taille du message que l'on di�use.

A�n d'illustrer les �ecarts entre les di��erents algorithmes, nous allons les
comparer sur une con�guration donn�ee. Nous allons consid�erer une grille
torique de 625 processeurs, avec des liens full-duplex, �-port, utilisant le
mode de commutation de circuit. Nous prendrons � = 350 �sec, � = 10 �sec
et � = 0:2 �sec=octect (ces valeurs correspondent aux param�etres de com-
munication de l'iPSC860).
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Cas de la di�usion

Nous allons comparer les algorithmes de di�usion pipeline (voir chapitre
4) et de Peters-Syska. Dans le cas de la di�usion pipeline, on e�ectue des
communications point �a point avec � = �+ �. Le tableau suivant donne la
borne inf�erieure de chacun des param�etres pour la di�usion.

� � �

Borne inf�erieure log5(p) 2
jp

p

2

k
L
4

Peters-Syska oui oui non
pipeline non oui oui asymptotiquement

On constate que les deux algorithmes atteignent la borne inf�erieure en coût
de commutation, et que la version pipeline, �etant asymptotiquement opti-
male permettra d'obtenir de bons r�esultats avec des messages de grande
taille.

L

Peters & Syska
version pipeline

5000

10000

15000

20000

25000

0
0 5000 10000 15000 20000 25000

0
0 20000 25000

temps (�sec:)

1500010000

Fig. 8.6 : Comparaison des deux strat�egies de di�usion.

L'algorithme de Peters-Syska est meilleur jusqu'�a des tailles de message
de l'ordre de 15100 octets (soit 1888 r�eels double pr�ecision). En fait cet
algorithme n'est pas seulement utilisable pour les petits messages, mais
aussi pour les messages de taille moyenne.
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Cas de l'�echange total

Les deux algorithmes d'�echange total pr�esent�es auparavant, atteignent les
bornes inf�erieures pour certains param�etres, comme le montre le tableau
ci-dessous.

� � �

Borne inf�erieure log5(p) 2
jp

p

2

k l
p�1
4

m
L

regroupement-di�usion non oui non
point �a point non oui oui

Comme pour la di�usion, on peut constater que pour des messages de
grande taille l'algorithme point �a point sera meilleur, puisqu'il atteint la
borne inf�erieure en coût de transmission.

La �gure 8.7 permet de comparer les deux algorithmes d'�echange total en
commutation de circuit pr�esent�es pr�ec�edemment.

regroupement-diffusion
point \‘a point

0
0 50 100 150 200

temps (�sec)

L

14E+4

10E+4

6E+4

2E+4

Fig. 8.7 : Comparaison des deux strat�egies d'�echange total.

L'algorithme de regroupement-di�usion est meilleur pour des petites tailles
de l'ordre de quelques octets. L'algorithme point �a point est tr�es rapidement
meilleur du fait de son faible coût de transmission, de l'ordre de p

4
L� contre

p log5(p)L� pour le regroupement-di�usion.



8.5. Conclusion 185

Ces deux exemples montrent bien que sur une topologie donn�ee, �a p �x�e,
�a param�etres de communication connus, le bon choix des algorithmes de
communication est essentiel, le choix d'une strat�egie regroupement-di�usion
se r�ev�elant catastrophique pour de grands messages.

8.5 Conclusion

L'utilisation des communications en commutation de circuit se g�en�eralisant
dans les machines �a m�emoire distribu�ee, il est n�ecessaire de connâ�tre les
meilleurs algorithmes de communications globales avec ce mode de commu-
nication a�n d'obtenir de bonnes performances sur ces nouvelles machines.

Nous avons pr�esent�e des algorithmes qui diminuaient le nombre d'�etapes
de communications, c'est-�a-dire le start-up, ce qui les rend particuli�erement
performants pour des messages de petite taille.

Il est di�cile �a l'utilisateur de choisir entre les di��erents algorithmes, la so-
lution consisterait �a inclure se choix dans le compilateur ce qui garantirait
�a l'utilisateur d'obtenir toujours les meilleurs performances de communica-
tion.
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Chapitre 9

Conclusion

Conclusions et perspectives

La parall�elisation sur machines �a m�emoire distribu�ee d'applications num�e-
riques, fait appel �a des mouvements de donn�ees qui impliquent tous les
processeurs : ce type de mouvement de donn�ees est appel�e communication
globale. Avec l'�evolution des machines, le rapport coût de communication
sur coût de calcul devient de plus en plus grand, c'est pourquoi il est n�e-
cessaire de d�evelopper des algorithmes de communications e�caces.

Les �etudes que nous avons pr�esent�ees se situaient dans ce cadre-l�a et plus
sp�ecialement sur les machines parall�eles poss�edant un r�eseau de proces-
seurs connect�es en grille torique. Nous avons d�evelopp�e une s�erie d'outils
th�eoriques, comme les arbres de recouvrement �a arcs disjoints ou les che-
mins hamiltoniens, pour �etudier et mettre en �uvre les principaux sch�emas
de communications globales sur ces machines. En particulier nous avons
pr�esent�e de nouvelles familles d'arbres de recouvrements �a arcs disjoints
de profondeur minimale, qui sont utilisables pour e�ectuer des di�usions
optimales en mode pipeline. De nombreuses exp�erimentations r�eelles ont
�et�e d�evelopp�ees sur ces sch�emas en mode commutation de messages pour
valider les r�esultats th�eoriques.

L'identi�cation de noyaux de calculs et de communications lors de la pa-
rall�elisation d'applications num�eriques permet d'inclure facilement de telles
proc�edures. Dans le cadre d'un groupe de travail qui r�eunit des utilisateurs
et des informaticiens, nous avons commenc�e �a d�evelopper des applications
avec ces outils.
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188 Conclusion

Les processeurs calculant de plus en plus vite, il devient n�ecessaire de d�eve-
lopper des outils permettant d'e�ectuer du recouvrement calcul/communication,
a�n de r�eduire le temps d'inactivit�e des processeurs.

L'�etude e�ectu�ee au d�ebut de ce document sur les machines parall�eles
montre que les nouvelles tendances des machines sont les communications
en mode wormhole et des r�eseaux d'interconnexion multi-�etages.

{ En wormhole il existe peu de r�esultats, nous donnons une solution pour
l'�echange total dans la grille torique. L'�etude des autres sch�emas de
communication s'av�ere être une perspective int�eressante. Il serait aussi
souhaitable d'e�ectuer le même type d'analyse sur d'autres topologies.

{ Dans les r�eseaux multi-�etages se pose le probl�eme de savoir comment
r�ealiser des sch�emas de communications globales. Pour cela il va falloir
�etudier les mouvements de donn�ees structur�es comme par exemple
certains types de permutations.
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A
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Tables des arcs entrants pour les grilles toriques (4k +1)� (4k +1)
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190 Annexe A. A

Pour ce cas on a : xmin = ymin = �b
p
p

2
c; xmax = ymax = b

p
p

2
c

arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni i 6= 0 0 � j < y

max
� 2; j mod 2 = 0

xmin + 1 < i < xmax; i 6= 0 j = ymax � 2
i = xmin; xmin + 1; xmax � 1; xmax j = ymax � 1
xmin < i < xmax; i 6= 0; i mod 2 = 0 ymin < j < 0

i = xmin ymin + 1 < j < 0
i = xmax ymin + 2 < j < 0

Ei xmin � i < 0 0 < j < ymax; j mod 2 = 1
xmin + 2 � i < 0 j = ymax � 1
i = xmin; xmin + 1 j = ymax
i = xmin; xmin + 1 j = ymin + 1

i = xmax j = ymin + 2; ymax � 2
i = xmax � 2 j = ymin

0 < i < xmax � 2; i mod 2 = 1 ymin < j < 0
i = xmax � 1 ymin + 2 < j < 0

0 < i < xmax � 2; i mod 2 = 1 j = ymax
Si i = 0 j 6= 0

i = xmin j = ymax � 2
i 6= xmin + 2; xmax � 2 j = ymin

i = xmax � 1 j = ymin + 2
xmin < i < xmax; i 6= ; i mod 2 = 0 j = ymax

Wi 0 < i � xmax 0 < j < ymax � 1; j mod 2 = 1
0 < i < xmax � 1 j = ymax � 1
i = xmax � 1; xmax j = ymax
i = xmax � 1; xmax j = ymin + 1

i = xmin + 2 j = ymin
xmin + 2 < i < 0; i mod 2 = �1 j = ymax

i = xmin + 1 j = ymin � 2
xmin + 1 < i < 0; i mod 2 = �1 ymin < j < 0

i = xmin + 1 ymin + 1 < j < 0

Table de l'arbre NST
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arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni i = xmax � 2 j = ymax � 1

i = xmin + 1 j = ymin; ymin + 1
i = xmin j = ymax � 2
i = xmax 0 < j < ymax � 2; j mod 2 = 1

0 < i < xmax � 1; i mod 2 = 1 ymin � j < 0
i = xmax � 1 ymin + 1 < j < 0
xmin < i < 0 0 < j < ymax � 1; j mod 2 = 1

xmin + 1 < i < 0 j = ymax � 1
i = xmax j = ymin; ymin + 1

Ei xmin < i < 0 ymin < j < ymax; j 6= 0; j mod 2 = 0
xmin + 1 < i < 0 j = ymax
xmin + 2 < i < 0 j = ymin

0 � i < xmax � 2; i mod 2 = 0 j 6= 0
i = xmax � 2 ymin < j < ymax � 1; j 6= 0
i = xmax � 1 j = ymin; ymin + 1; ymax � 1; ymax

Si 0 < i < xmax � 1; i mod 2 = 1 0 < j � ymax
i = xmax � 1 0 < j < ymax � 1
i = xmax j = ymax � 1; ymax
i = xmax ymin � 2 < j < 0; j mod 2 = �1

i = xmin + 2; xmax � 2 j = ymin
i = xmin j = ymin + 2

i = xmin + 1 j = ymax � 1; ymax
xmin < i < 0 ymin + 1 < j < 0; j mod 2 = �1

xmin + 2 < i < 0 j = ymin + 1
Wi i 6= 0 j = 0

i = xmax � 2 j = ymax
i = xmax ymin < j < ymax; j 6= 0; j mod 2 = 0

i = xmin + 2 j = ymin + 1
i = xmin j 6= ymin + 2; ymax � 2

Table de l'arbre EST
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arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni i = 0 j 6= 0

i 6= xmin + 2; xmax � 2 j = ymax
i = xmax j = ymin + 2

i = xmin + 1 j = ymax � 2
xmin < i < xmax; i 6= 0; i mod 2 = 0 j = ymin

Ei xmin � i < 0 ymin + 1 < j < 0; j mod 2 = �1
xmin + 1 < i < 0 j = ymin + 1
i = xmin; xmin + 1 j = ymin
i = xmin; xmin + 1 j = ymax � 1
i = xmax � 2 j = ymax
i = xmax � 1 j = ymin + 2

0 < i < xmax � 1; i mod 2 = 1 0 < j < ymax � 1
i = xmax � 1 0 < j < ymax � 1

0 < i < xmax � 2; i mod 2 = 1 j = ymin
Si i 6= 0 ymin � 2 < j � 0; j mod 2 = 0

xmin + 1 < i < xmax; i 6= 0 j = ymin + 2
i = xmin; xmin + 1; xmax � 1; xmax j = ymin + 1
xmin < i < xmax; i 6= 0; i mod 2 = 0 0 < j < ymax

i = xmin 0 < j < ymax � 2
i = xmax 0 < j < ymax � 1

Wi 0 < i � xmax ymin < j < 0; j mod 2 = �1
0 < i < xmax � 1 j = ymin + 1
i = xmax � 1; xmax j = ymin
i = xmax � 1; xmax j = ymax � 1

xmin + 2 < i < 0; i mod 2 = �1 j = ymin
i = xmin j = ymin + 2; ymax � 2

i = xmin + 2 j = ymax
xmin + 1 < i < 0; i mod 2 = �1 0 < j < ymax

i = xmin + 1 0 < j < ymax � 2

Table de l'arbre SST
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arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni xmin + 1 < i < 0; i mod 2 = �1 ymin � j < 0

i = xmin + 1 ymin + 1 < j < 0
i = xmin j = ymin; ymin + 1

i = xmax � 1 j = ymin; ymin + 1
i = xmin 0 < j < ymax � 2; j mod 2 = 1

0 < i < xmax 0 < j < ymax � 1; j mod 2 = 1
0 < i < xmax � 2 j = ymax � 1

i = xmax j = ymax � 1
i = xmin + 2; xmax � 2 j = ymax

Ei i 6= 0 j = 0
i = xmax j 6= ymin + 2; ymax � 2

i = xmax � 2 j = ymax � 1
i = xmin + 2 j = ymin
i = xmin ymin < j < ymax; j 6= 0 : j mod 2 = 0

Si xmin + 1 < i < 0; i mod 2 = �1 0 < j � ymax
i = xmin + 1 0 < j < ymax � 1
i = xmin j = ymax � 1; ymax

i = xmax � 1 j = ymax � 1; ymax
i = xmax j = ymin + 2

i = xmin + 2 j = ymin + 1
i = xmin ymin + 2 < j < 0; j mod 2 = �1

0 < i < xmax ymin + 1 < j < 0; j mod 2 = �1
0 < i < xmax � 1 j = ymin + 1

Wi xmin + 2 < i � 0; i mod 2 = 0 j 6= 0
i = xmin + 2 ymin + 1 < j < ymax; j 6= 0
i = xmin + 1 j = ymin; ymin + 1; ymax � 1; ymax
0 < i < xmax ymin < j < ymax; j 6= 0; j mod 2 = 0

0 < i < xmax � 2 j = ymax
0 < i < xmax � 1 j = ymin

Table de l'arbre WST
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Table des arcs entrants pour les grilles toriques (4k + 3)� (4k + 3)

Pour ce cas on a : xmin = ymin = �b
p
p

2
c; xmax = ymax = b

p
p

2
c.

arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni i 6= 0 � j < ymax; j mod 2 = 0

i 6= 0; i mod 2 = 0 ymin < j < 0
Ei xmin � i < 0 0 < j � ymax; j mod 2 = 1

0 < i < xmax; i mod 2 = 1 ymin � j < 0
i = xmax ymin < j < ymax; jjj mod 2 = 1
i = xmin ymin < j < 0

Si i = 0 j 6= 0
i = xmin; xmax j = ymin

i 6= 0; i mod 2 = 0 j = ymin
Wi 0 < i < xmax 0 < j < ymax; j mod 2 = 1

xmin < i < 0; i mod 2 = �1 ymin � j < 0
i = xmax ymin < j < 0; j mod 2 = 0
i = xmax j = ymax

Table de l'arbre NST

arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni 0 � i < xmax; i mod 2 = 1 ymin < j < 0

i = xmax j = ymin
xmin � i < 0 0 < j < ymax; j mod 2 = 1

xmin < i < 0; i mod 2 = 0 j = ymin
Ei 0 � i < xmax; i mod 2 = 0 j 6= 0

xmin < i < 0 j 6= 0; j mod 2 = 0
Si 0 < i � xmax; i mod 2 = 1 0 < j < ymax

xmin � i < 0 ymin < j < 0; j mod 2 = �1
xmin < i < 0 j = ymax

xmin < i < ymax; jij mod 2 = 1 j = ymin
Wi i 6= 0 j = 0

i = xmin j = ymin; ymax
i = xmin j 6= 0; j mod 2 = 0

Table de l'arbre EST
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arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni i = 0 j 6= 0

i = xmin; xmax j = ymax
i 6= 0; i mod 2 = 0 j = ymax

Ei xmin < i < 0 ymin � j < 0; j mod 2 = �1
i = xmin 0 < j < ymax; j mod 2 = 0
i = xmin j = ymin

0 < i < xmax; i mod 2 = 1 0 � j < ymax
Si i 6= 0 ymin < j � 0; j mod 2 = 0

i 6= 0; i mod 2 = 0 0 < j < ymax
Wi 0 < i � xmax ymin � j < 0; j mod 2 = �1

xmin < i < 0; i mod 2 = �1 0 < j � ymax
i = xmax 0 < j < ymax
i = xmin ymin < j < ymax; jjj mod 2 = 1

Table de l'arbre SST

arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni xmin � i < 0; i mod 2 = �1 ymin � j < 0

0 < i � xmax 0 < j < ymax; j mod 2 = 1
0 < i < xmax j = ymin

xmin < i < xmax; jij mod 2 = 1 j = ymax
Ei i 6= 0 j = 0

i = xmax j = ymin; ymax
i = xmax j 6= 0; j mod 2 = 0

Si xmin � i < 0; i mod 2 = �1 0 < j < ymax
i = xmin j = ymax

0 < i � xmax ymin < j < 0; j mod 2 = �1
0 < i � xmax; i mod 2 = 0 j = ymax

Wi xmin < i � 0; i mod 2 = 0 j 6= 0
0 < i < xmax j 6= 0; j mod 2 = 0

Table de l'arbre WST
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Table des arcs entrants pour les grilles toriques (4k)� (4k)

Pour ce cas on a :
xmin = �b

p
p

2
c+ 1; ymin = �b

p
p

2
c; xmax = b

p
p

2
c; ymax = b

p
p

2
c � 1.

arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni i 6= 0; i 6= xmax; i mod 2 = 0 j = ymin + 1

i 6= 0 0 � j < ymax; j mod 2 = 0
i 6= 0; i mod 2 = 0 ymin + 1 < j < 0

Ei xmin � i < 0 0 < j � ymax; j mod 2 = 1
i = xmin ymin < j < 0; j mod 2 = 0

0 < i < xmax � 1; i mod 2 = 1 ymin < j < 0
i = xmax � 1 ymin + 1 < j < 0

Si i = 0 j 6= 0
i = xmin ymin < j < 0; j mod 2 = �1
i 6= 0 j = ymin

i = xmin; xmax � 1; xmax j = ymin + 1
Wi 0 < i � xmax 0 < j � ymax; j mod 2 = 1

xmin < i < 0; i mod 2 = �1 ymin < j < 0

Table de l'arbre NST

arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni 0 < i < xmax; i mod 2 = 1 ymin � j < 0

i = xmax j = ymin; ymin + 1
i = xmax 0 < j < ymax; j mod 2 = 1

xmin < i < 0 0 < j < ymax; j mod 2 = 1
Ei 0 � i < xmax; i mod 2 = 0 ymin � j � ymax; j 6= 0

xmin < i < 0 ymin � j < ymax; j 6= 0; j mod 2 = 0
Si 0 < i < xmax; i mod 2 = 1 0 < j � ymax

i = xmax j = ymax
i = xmax ymin + 1 < j < 0; j mod 2 = �1

xmin < i < 0 ymin < j < 0; j mod 2 = �1
xmin < i < 0; i mod 2 = 0 j = ymax

Wi i 6= 0 j = 0
xmin < i < 0; i mod 2 = �1 j = ymin

i = xmax ymin + 1 < j < ymax � 1; j 6= 0; j mod 2 = 0
i = xmin j 6= 0

Table de l'arbre EST
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arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni i = 0 j 6= 0

i = xmin 0 < j < ymax; j mod 2 = 0
i 6= 0 j = ymax

xmin < i < xmax; i 6= 0; i mod 2 = 0 j = ymin
i 6= 0 j = ymax

Ei xmin � i < 0 ymin < j < 0; j mod 2 = �1
i = xmin 0 < j < ymax; j mod 2 = 0

0 < i < xmax; i mod 2 = 1 0 < j < ymax
i = xmin j = ymin

0 < i < xmax � 1; i mod 2 = 1 j = ymin
Si xmin � i � xmax; i 6= 0 ymin < j � 0; j mod 2 = 0

xmin � i < xmax; i 6= 0; i mod 2 = 0 0 < j < ymax
Wi 0 < i � xmax ymin < j < 0; j mod 2 = �1

i = xmax � 1; xmax j = ymin
xmin < i < 0; i mod 2 = �1 j = ymin
xmin < i < 0; i mod 2 = �1 0 < j < ymax

Table de l'arbre SST

arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni 0 < i < xmax 0 < j < ymax; j mod 2 = 1

xmin � i < 0; i mod 2 = �1 ymin � j < 0
Ei i 6= 0 j = 0

i = xmax j 6= 0
i = xmax � 1 j = ymin; ymax � 1; ymax

0 < i < xmax; i mod 2 = 1 j = ymax
Si 0 < i < xmax ymin + 1 < j < 0; j mod 2 = �1

0 < i < xmax � 1 j = ymin + 1
0 < i < xmax � 1; i mod 2 = 0 j = ymax
xmin � i < 0; i mod 2 = �1 0 < j � ymax

Wi xmin < i � 0; i mod 2 = 0 j 6= 0
0 < i < xmax ymin + 1 < j < ymax; j 6= 0; j mod 2 = 0

0 < i < xmax � 1 j = ymin

Table de l'arbre WST
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Table des arcs entrants pour les grilles toriques (4k + 2)� (4k + 2)

Pour ce cas on a :
xmin = �b

p
p

2
c+ 1; ymin = �b

p
p

2
c; xmax = b

p
p

2
c; ymax = b

p
p

2
c � 1.

arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni i 6= 0 0 � j < 0; j mod 2 = 0

i 6= 0; i mod 2 = 0 ymin < j < 0
Ei xmin � i < 0 0 < j < ymax; j mod 2 = 1

0 < i < xmax; i mod 2 = 1 j = ymax
0 < i < xmax; i mod 2 = 1 ymin < j < 0

i = xmax � 2 j = ymin
i = xmax j = ymin + 2

Si i = 0 j 6= 0
i = xmax ymin + 2 < j < 0; j mod 2 = �1

i 6= 0; i 6= xmin + 1; i 6= xmax � 2 j = ymin
i 6= 0; i mod 2 = 0 j = ymax

Wi 0 < i � xmax 0 < j < ymax; j mod 2 = 1
xmin < i < 0; i mod 2 = �1 ymin < j < 0
xmin < i < 0; i mod 2 = �1 j = ymax

i = xmax j = ymax
i = xmin + 1 j = ymin

xmax ymin < j < 0; j mod 2 = 0

Table de l'arbre NST

arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni 0 � i < xmax; i mod 2 = 0 j 6= 0

xmin < i < 0 0 < j < ymax; j mod 2 = 1
xmin < i < 0; i mod 2 = 0 j = ymin

Ei 0 � i < xmax; i mod 2 = 0 j 6= 0
xmin < i < 0 j 6= 0; j mod 2 = 0

Si 0 < i � xmax; i mod 2 = 1 0 < j � ymax
xmin < i < 0 ymin < j < 0; j mod 2 = �1
i = xmin + 1 j = ymin

Wi i 6= 0 j = 0
i = xmin j 6= 0

xmin < i < 0; i mod 2 = �1 0 < j � ymax

Table de l'arbre EST
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arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni i = 0 j 6= 0

i 6= 0 j = ymin
i = xmax 0 < j < ymax; j mod 2 = 1

Ei xmin � i < 0 xmin � j < 0; j mod 2 = �1
0 < i < xmax; j mod 2 = 1 0 < j < ymax

i = xmax j = ymax � 1
Si i 6= 0 ymin < j 6= 0; j mod 2 = 0

i 6= 0; i mod 2 = 0 0 < j < ymax
Wi 0 < i � xmax ymin � j < 0; j mod 2 = �1

xmin < i < 0; i mod 2 = �1 0 < j < ymax
i = xmax 0 < j < ymax; j mod 2 = 0

Table de l'arbre SST

arc entrant par contrainte sur i contrainte sur j
Ni xmin < i < 0; i mod 2 = �1 ymin � j < 0

i = xmin j = ymin
i = xmin 0 < j < ymax : j mod 2 = 1

0 < i < xmax 0 < j < ymax : j mod 2 = 1
i = xmax j = ymax � 1

0 < i < xmax; i mod 2 = 0 j = ymin
Ei i 6= 0 j = 0

i = xmin j 6= 0; j mod 2 = 0
i = xmax j 6= 0; j 6= ymin + 2; j 6= ymax � 1

0 < i < xmax � 2; i mod 2 = 1 j = ymin
Si xmin < i < 0; i mod 2 = �1 0 < j � ymax

i = xmin ymin < j < 0; j mod 2 = �1
i = xmax j = ymin + 2

0 < i < xmax ymin < j < 0; j mod 2 = �1
i = xmax � 2 j = ymin

Wi xmin < i � 0; i mod 2 = �1 j 6= 0
0 < i < xmax j 6= 0; j mod 2 = 0

Table de l'arbre WST


