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Introduction

En parallélisme, utiliser efficacement les ordinateurs dédiés requiert la construction d’al-
gorithmes spécifiques. Un cadre général pour I’algorithmique parallele est le modele PRAM.
Ce modele, bien que théorique, est toujours valide, d’une part parce qu’il permet de séparer
les problemes tres paralleles des autres et d’autre part parce que les schémas algorithmiques
associés a ce modele sont utilisés et validés pour I’écriture d’algorithmes sur des machines
paralleles réelles. Par exemple, le schéma « diviser pour paralléliser » est utilisé dans Atha-
pascan (le langage des Apaches, développé au Laboratoire de Modélisation et Calcul et au
Laboratoire de Génie Informatique de 'IMAG) afin d’adapter la granularité du probleme au
grain de la machine et donc de permettre une portabilité des programmes.

Le modele PRAM n’est certes pas la panacée en matiere de parallélisation effective;
par exemple, seuls les algorithmes efficaces et optimaux (ou asymptotiquement efficaces et
optimaux) peuvent étre candidats a un usage pratique, parce qu’ils effectuent un nombre
d’opérations comparable au nombre d’opérations d’un algorithme séquentiel résolvant le
méme probleme: les machines actuelles ne sont pas surdimensionnées, en nombre de proces-
seurs, par rapport au probleme a traiter. Par ailleurs, il existe des problemes qui admettent
une solution parallele théorique excellente, mais cette solution ne s’étend pas aux machines
a mémoire distribuée, comme le probleme de I'indicage des éléments d’une liste.

Les algorithmes paralleles théoriques n’offrent donc pas des solutions idéales pour la pa-
rallélisation sur machine réelle ; cependant, ils ont prouvé et prouvent encore leur intérét, ne
serait-ce que par leur indépendance par rapport a toute machine, qui les rend indémodables.
Bien plus, certains schémas classiques en algorithmique PRAM, de type réduction et autres
opérations globales, permettent de construire des programmes efficaces (méme si I'identi-
fication de ces motifs dans un programme est parfois difficile). La meilleure preuve en est
leur intégration comme « fonctions intrinseques » dans les langages paralleles modernes:
la réduction est une fonction intrinsic de HPF (High Performance Fortran), I’extension de
Fortran pour le parallélisme en cours de définition et appelée a devenir un standard.

Parvenir a repérer, dans un algorithme donné, ces schémas dont le parallélisme peut étre
efficacement exploité, peut étre source de nouveaux algorithmes paralleles pratiques plus
performants. Dans ce domaine, 'exemple de 'addition d’entiers par 1’algorithme de Brent
et Kung [BKS82] est caractéristique: cet algorithme repose sur la mise en évidence d’une
réduction dans ce probleme, séquentiel de prime abord. De maniere générale, de nombreux
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algorithmes P RAM sont basés sur une méme idée : ’anticipation. Que ce soit pour le produit
itéré, I'indicage de liste ou le saut de pointeur, c’est toujours cette idée d’anticipation, liée
dans les cas cités a ’associativité d’une opération, qui est exploitée. Elle peut s’étendre a des
structures algébriques plus complexes que celles ne possédant qu’une seule loi associative.
Des techniques ont été proposées pour les semi-anneaux, le cas des treillis est traité dans ce
mémoire.

Le modele d’algorithme sous-jacent est celui des circuits arithmétiques, introduit par
von zur Gathen dans le cadre de la complexité parallele. Historiquement, le probleme de
I’évaluation des expressions a été examiné en premier, des 1974 [Bre74], ensuite le cas des
programmes sans boucle dans les semi-anneaux ou dioides a été étudié a partir de 1986
[MRKS6]. La premiere partie de ce mémoire présente tous ces algorithmes. Nous proposons
des adaptations pour les structures de corps, souvent utilisés aussi bien en calcul formel
qu’en calcul numérique. Nous nous intéressons ensuite a la structure de treillis. L’intérét de
cette derniere est double: d’une part il y a de nombreuses applications (en arithmétique par
exemple) et d’autre part ’évaluation de circuits booléens est le probleme de référence en
complexité parallele. (Ce probleme, P-complet, est I’analogue du probleme de la satisfaisa-
bilité, N P-complet, pour la complexité séquentielle).

Cette these est structurée de la facon suivante:
un chapitre introductif met en place les notions de base en complexité séquentielle (problemes
P-complets en particulier), en algorithmique parallele et en complexité parallele, puis définit
les structures algébriques utilisées: monoide, groupe, semi-anneau ou dioide, anneau, corps,
treillis. Nous nous limiterons a I’étude des expressions dans des corps et a celle des circuits
(programmes sans test) dans des semi-anneaux unitaires integres et des treillis distributifs.

Dans un deuxieme chapitre, les différents algorithmes d’évaluation pour les expressions
sont présentés de maniere synthétique et sont replacés dans un canevas général.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’évaluation de circuits dans des semi-anneaux ou
dioides. Nous rappelons 1’algorithme pour les semi-anneaux de Miller, Ramachandran et
Kaltofen, puis nous proposons une extension pour les corps et montrons son application
a la résolution de systemes linéaires triangulaires. Par ailleurs, d’autres extensions de ces
algorithmes (corps, anneaux finis non commutatifs, (R, min, max, +)) sont présentées.

Le quatrieme chapitre concerne le cas des circuits dans des treillis distributifs. Les al-
gorithmes précédemment proposés pour évaluer ces circuits sont de simples adaptations de
I’algorithme pour les dioides. Nous proposons un nouvel algorithme dédié a la structure
de treillis distributif, dont nous déterminons la complexité. Dans tous les cas, ce nouvel
algorithme améliore les résultats obtenus précédemment.

Le cinquieme chapitre présente quelques applications (calcul formel, réseaux de Petri
temporisés) et des simulations (arithmétique). La définition d’un simulateur est importante,
parce que les bornes de complexité qui sont données sont toujours au pire. Cette simulation
permet, sur un cas plus spécifique, d’affiner et de vérifier ces bornes. Il n’y a pas, a notre
connaissance, d’autres implémentations effectuées dans le cas des circuits, mais seulement
des travaux sur les expressions.

Enfin, le dernier chapitre traite d’un prototype de compilateur basé sur ces techniques.
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Un accent particulier est mis sur les produits de matrices (qui constituent 'opération centrale
de I’algorithme en terme de cotit, temporel comme en nombre de processeurs), d’un point de
vue aussi bien théorique que pratique. Une autre application possible est I'aide a la recherche
de schéma de type réduction en parallélisation automatique: ces opérations ne peuvent étre
décelées que par une analyse de la sémantique des opérations.

Ce travail de these rassemble les différents travaux sur le theme de I’évaluation parallele de
programmes sans boucle. Notre contribution essentielle est I’algorithme, présenté au chapitre
4, d’évaluation de ces programmes quand les opérations s’effectuent dans des treillis, qui a
une meilleure complexité que les algorithmes précédemment connus pour ce probleme.



A d

A4 L LUV LS LS LRSS LY



e

Chapitre 1

Probleme - Définitions

Résumé

Ce chapitre introductif pose le probleme de I’évaluation parallele des expressions et
des circuits arithmétiques. Il contient également les définitions utiles pour la suite: du
c6té complexité séquentielle, problemes P-complets; modele de parallélisme — PRAM
et circuits booléens — ainsi que la classification associée des programmes paralleles et
la classe NC'; les principes de base de l'algorithmique parallele: étudier le graphe de
dépendance, diviser pour paralléliser, équilibrer les travaux, introduire de la redondance
et penser parallele. Enfin, les structures algébriques de monoide, groupe, semi-anneau,
anneau, corps et treillis sont définies.

1.1 Position du probleme

Dans cette these, le probleme central est la recherche d’algorithmes paralleles rapides afin
d’évaluer certains programmes séquentiels. La classe de programmes séquentiels traitée est
celle des expressions et des programmes sans boucle. Pour les expressions, il existe des algo-
rithmes paralleles tres performants qui les évaluent. Quant aux programmes sans boucle, il
s’agit de programmes ou les seuls tests autorisés portent sur la taille des entrées uniquement
et jamais sur la valeur de celles-ci. Actuellement, les algorithmes d’évaluation parallele de ces
programmes ont des performances tres dépendantes du programme a évaluer. De fait, évaluer
un tel programme est un probleme connu pour étre (assez) difficile en séquentiel et difficile en
parallele, puisqu’il s’agit d’un probleme P-complet et qu’il est conjecturé que les problemes
P-complets n’admettent pas de solution parallele rapide. Le choix de cette classe de pro-
grammes (expressions et programmes sans boucle) est motivé par le désir de représenter une
assez grande classe de programmes, sans s’imposer de problemes insurmontables: les tests
quelconques — qui sont une contrainte de séquentialité puisqu’il faut avoir calculé la valeur
testée avant de savoir sur quelle branche du programme s’engager — constituent un probleme
que l'on ne sait pas résoudre de fagon exacte (a moins d’explorer en parallele toutes les
branches possibles, mais la taille du programme est alors exponentielle, ce qui sera exclu par
les modeles de complexité choisis).
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Savoir évaluer rapidement en parallele un programme signifie qu’il est possible de pro-
duire un programme parallele calculant le méme résultat, en construisant le graphe de taches
de I'algorithme d’évaluation appliqué a ce programme (cf. chapitre 6). Il faut cependant que
cette compilation ne soit pas dépendante d’une machine parallele spécifique. Les modeles de
machines paralleles abstraites, tels que le modele PRAM et le modele des circuits booléens,
sont assez généraux. Le modele des circuits arithmétiques, qui sera utilisé pour représenter les
programmes sans boucle, généralise le modele des circuits booléens. La compilation présentée
dans ce mémoire reprend, de facon automatique, quelques-uns des paradigmes de la program-
mation parallele, comme I'introduction de redondance (calculs superflus en séquentiel) afin
de briser des dépendances entre taches, ou comme l'identification de schémas connus pour
appliquer leur solution parallele rapide. Enfin, il reste a savoir comment mesurer la qua-
lité d’un programme parallele. Les criteres usuels sont les suivants: d’une part on espere
que le programme parallele calculera beaucoup plus vite que les programmes séquentiels qui
résolvent le méme probleme, d’autre part le nombre de processeurs ne doit pas étre irréaliste.
En complexité parallele, on estime qu’un temps polylogarithmique en la taille des entrées est
satisfaisant et on limite le nombre de processeurs a étre polynomial en la taille des entrées
également, méme si a ’heure actuelle les machines paralleles existantes sont loin d’offrir de
telles ressources. On impose enfin aux programmes paralleles d’étre faciles a décrire; dans
ce mémoire, cela sous-entend qu’il doit étre possible, pour toute taille possible n des entrées,
de construire en temps polynomial en n un programme parallele résolvant le probleme a n
entrées.

Les techniques présentées ici utilisent un algorithme séquentiel résolvant le probleme
ainsi que des informations supplémentaires sur ce probleme ou, plus précisément, sur une
modélisation de ce probleme conduisant a cette résolution séquentielle, a savoir la sémantique
des opérations effectuées. Par sémantique, nous entendons les propriétés algébriques de ces
opérations et la structure algébrique qu’elles utilisent. [’associativité des opérations par
exemple est une propriété fondamentale et déja utilisée pour construire explicitement des
algorithmes paralleles, comme le calcul de préfixe. L’utilisation de ces propriétés permet
d’anticiper certains calculs, en remplagant par exemple 2 + (3 4+ x) par (2+3)+2 =5+,
et également de mettre en évidence certains schémas, comme celui du préfixe, qui ne sont
pas détectables facilement, comme dans le probleme de 1’addition de deux nombres a n bits.

Une derniere remarque sur les techniques de compilation du chapitre 6, qui répond a
une critique possible sur le temps de compilation assez important et sur le fait qu’il faille
compiler un programme pour chaque taille possible des entrées, concerne leur application a
la compilation de circuits VLSI: dans ce domaine, le probleme est de concevoir un circuit le
plus rapide possible, dédié a un seul calcul et pour lequel la taille des entrées est fixée (par
exemple, un additionneur flottant 64 bits). Le temps de conception n’est pas limité (dans
la mesure ou il reste raisonnable, c’est-a-dire polynomial), seul le résultat importe. C’est
typiquement ce que sait faire notre compilateur.

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions usuelles en complexité séquentielle, puis
nous définissons précisément le modele de machine parallele utilisé, ainsi que les quantités



L= AVEAS AL S Y e B B e

mesurant les performances d’un algorithme. Une classification des problemes paralleles sera
présentée a I'aide des classes NC* et NC', qui seront définies dans la prochaine section ; cette
classification sera comparée a la classification analogue des problemes séquentiels, la classe
P. Les principes généraux de 'algorithmique parallele seront ensuite présentés et illustrés
par les problemes classiques du calcul des préfixes et de l'indicage des éléments d’une liste.
Ces deux algorithmes seront réutilisés par la suite. Un dernier exemple sera présenté pour
illustrer la différence qui peut exister entre un algorithme séquentiel classique, celui de calcul
du rang d’une matrice par ’élimination de Gauss, et l'algorithme parallele de Chistov qui
résout le méme probleme. Enfin, les définitions des structures algébriques utilisées seront
rappelées: monoide, groupe, semi-anneau et anneau unitaires integres, corps et treillis. Ce
chapitre s’inspire des cours de parallélisme de B. Plateau, A. Rasse, J.L.. Roch et J.P. Verjus
[PRRVI1] et de J.L. Roch[Roc94].

1.2 Modele séquentiel

Nous allons tout d’abord rappeler la classe P des problemes séquentiels envisagés et,
parmi ces problemes, en isoler quelques-uns particulierement représentatifs, les problemes
P-complets, auxquels tout autre probleme appartenant a P peut se réduire.

1.2.1 Définitions: P, problemes P-complets

Commencons par définir la classe des problemes qui peuvent étre résolus en séquentiel

avec des ressources raisonnables. Le modele de machine séquentielle le plus simple et le plus
couramment adopté est le modele des machines de Turing a une seule bande (il est suivi de
pres par le modele RAM). 11 s’agit d’une machine disposant d’une bande de longueur infinie,
découpée en cases ou cellules, chaque cellule pouvant contenir un symbole d’un alphabet
fini, et d’'une téte de lecture/écriture se déplacant sur cette bande. Cette téte est gérée par
un automate a nombre fini d’états, qui, selon I’état courant dans lequel elle se trouve et le
symbole écrit dans la case qu’elle est en train de lire, écrit un symbole, effectue éventuellement
un déplacement d’une case sur la droite ou sur la gauche et change d’état. L.’espace mémoire
est le nombre de cases utilisées et le temps est le nombre de changements d’états.
Une machine de Turing est supposée répondre uniquement a des problemes de décision, i.e.
les seules réponses sont « oui » ou « non ». Cependant, il est possible de transformer le calcul
d’une fonction f : X" — X" ou X est un ensemble fini et ou f résout un probleme P,
en un probleme de décision. Par abus de langage, on dira que la machine de Turing résout
le probleme P. On distingue deux catégories de machine de Turing: celle ou chaque couple
(état courant, symbole lu), également appelé configuration, conduit & au plus un nouvel état,
et les autres, i.e. celles ou une configuration peut avoir plusieurs successeurs. Une machine
de Turing appartenant a la premiere catégorie est dite déterministe, elle est non déterministe
sinon. Tous les outils nécessaires a la définition des classes de complexité séquentielle sont
maintenant réunis.

Définition 1 La classe P est ['ensemble des problemes résolus en temps polynomial par une
machine de Turing déterministe.
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Remarque
Si le temps est polynomial, 'espace utilisé sera également au plus polynomial, puisqu’a
chaque pas de temps, le déplacement est au plus d’une case.

Dans cette classe de problemes, la relation d’ordre indiquant qu’un probleme est plus
« difficile » qu’un autre est la réductibilité en espace logarithmique.

Définition 2 Un probléeme de décision A est réductible en espace logarithmique a un probleme
B si et seulement s’il existe une fonction f calculable en espace logarithmique sur une ma-
chine de Turing déterministe, telle que

[z est la réponse au probléme A <= f(x) est la réponse au probléme B].

On note cect A < B.

Remarque

La notion de NC'-réductibilité, qui sera définie au §1.3.5 et qui permet de comparer des algo-
rithmes paralleles, aurait pu étre utilisée, mais ce n’est pas la notion classique en complexité
séquentielle ; les démonstrations utilisent la notion de réductibilité en espace logarithmique.

On omettra désormais le terme « en espace logarithmique ». Il existe des problemes plus
difficiles que tous ceux de P; ce sont les problemes auxquels tout probleme de P peut se
réduire.

Définition 3 Un probleme P est P-dur si et seulement siVQ € P, Q est réductible a P.
Théoreme 1 La classe P est close par réduction.

Ce théoreme signifie que P contient tous les problemes qui se réduisent a un probleme

de P.

Les problemes les plus intéressants pour étudier les relations entre P et d’autres classes
de complexité sont les problemes P-durs appartenant a P. Ils servent de représentants ca-
ractéristiques de P.

Définition 4 Un probleme P est P-complet si et seulement s’il appartient a P et il est
P-dur.

Remarque
Pour prouver qu’un probleme P est P-complet, on montre qu’il appartient a P et qu’'un
probleme P-complet déja connu se réduit a P.
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1.2.2 Exemples de problemes P-complets
Le CVP

Parmi ces problemes représentatifs de P, certains vont jouer un role important dans cette
these. Le premier qu’il faut mentionner est celui de la valeur d’un circuit (ou Circuit Value
Problem) : il s’agit de déterminer le résultat d’un circuit booléen donné en entrée.

Définition 5 Le probleme de la valeur d’un circuit ou Circuit Value Problem, noté C'V P,
est le probleme dont

— lentrée est la donnée d’un circuit booléen a n enirées, une sortie et un nombre de
2
portes polynomial en n, ainsi qu’un jeu de valeurs pour les entrées;

— la sortie est la valeur du neud de sortie (ou, pour avoir un probléme de décision, « oui»
st la valeur de sortie est égale a Vrai, « non » sinon).

Théoréeme 2 Le CV P est un probléme P-complet [Lad75].

DEMONSTRATION

— Un circuit booléen, étant un programme sans boucle, dont les portes sont de fan-in
égal a 2 et possédant un nombre polynomial de nceuds, est évalué en temps polynomial.
Le C'V P appartient a P.

— Montrons que le C'V P est P-complet. Pour cela, réduisons un programme quelconque
écrit pour une machine de Turing, qui s’exécute en temps polynomial, ¢.e. qui appar-
tient a P, en un circuit booléen. Calculer le résultat du programme reviendra alors a
déterminer la valeur du circuit booléen.

Soit & une entrée de la machine de Turing. La machine de Turing peut étre caractérisée
(pour cette entrée ) a ’étape ¢ par sa position sur la bande et par le symbole qui s’y
trouve.

— caleul de la position. Le tableau booléen T' = (T} ;) défini par T;; = Vrai si et
seulement si a I’étape ¢, la téte de la machine de Turing se trouve sur la 7° case
de la bande, peut étre calculé par des fonctions booléennes simples. Si 2 = 0 ou
1 est supérieur a la durée du calcul, ou si j est supérieur au plus grand numéro
de case utilisée ou inférieur au plus petit numéro de case, la valeur de 7} ; est une
constante. Pour les autres valeurs de T, la remarque permettant de conclure est
que T; ; ne dépend que du contenu de la case 7 ou des cases adjacentes 7 — 1 et
Jt+1lalétaper—1, i.e. T; ; ne dépend que de Ty ;_1, Ti—1 ; et de T;_; j11. Chaque
fonction booléenne qui calcule T} ; n’a que trois entrées, elle peut étre codée en
utilisant un espace logarithmique.

— calcul du symbole. Une machine de Turing utilise un alphabet fini. Tout symbole
de cet alphabet peut donc étre codé en binaire avec une longueur finie m. De
méme que précédemment, on définit un tableau S = (5; ;) avec i le numéro de
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I’étape, 7 le numéro de la case, k représente le £ bit du codage du symbole qui se
trouve sur la case j a I’étape 7. La méme observation que précédemment permet
d’affirmer que les fonctions qui calculent les S; ; , ne dépendent que de 3m valeurs:
S¢_17]‘_171 ce SZ'_L]‘_Lm, Si—l,j,l ce Si—l,j,m et Si—l,j-l-l,l ce Si—l,j-l-l,m' Elles peuvent
étre codées en utilisant un espace logarithmique.

Puisque le programme s’exécute en temps polynomial sur la machine de Turing (et
donc il utilise un espace polynomial), il y a un nombre polynomial de telles fonctions
qui calculent I’état de la machine, ce qui nous permet de conclure que tout programme
d’une machine de Turing se réduit, en espace logarithmique, a un circuit booléen de
taille polynomiale.

Le MCVP

Le probleme de la valeur d’un circuit monotone est un sous-cas du C'V P, ou les portes
NON sont interdites. Le qualificatif de monotone provient du fait que les seules portes
autorisées, KT et OU, sont des fonctions monotones croissantes (si on prend pour convention
Vrai > Faux).

Définition 6 Le probleme du caleul de la valeur d’un circuit monotone, ou Monotone Circuit

Value Problem, noté MCVP, est le probleme dont

— lentrée est la donnée d’un circuit booléen monotone a n entrées, une sortie et un
nombre de portes polynomial en n, ainsi qu’un jeu de valeurs pour les entrées;

— la sortie est la valeur du neud de sortie.

Théoréeme 3 Le MCV P est un probleme P-complet [GolT7].

DEMONSTRATION

— Tout d’abord, le MC'V P appartient a P, puisqu’il se réduit trivialement au C'V P et
que P est close par réduction.

— Pour montrer que le C'V P est réductible au MC'V P, on construit un circuit monotone
m qui calcule la méme valeur que le circuit en entrée ¢ du C'V P. On suppose d’abord
que le circuit monotone équivalent m dispose en entrée des mémes variables que le
circuit ¢: (a;)1<i<n €t de leur négation ; la procédure de réduction peut le réaliser en
espace logarithmique (il faut bien lire un codage de n). Ensuite, le circuit ¢ est en
quelque sorte dupliqué en une copie qui calcule la négation de chacune des portes de
¢, a I’aide des lois de De Morgan :

—(aVb) = (—a)A(-b),
~(aAb) = (—a)V(=b).
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e

La transformation est la suivante: pour chaque porte de ¢; ¢ g; V gi, deux portes, h;

correspondant a ¢; et h; correspondant a —g;, sont créées, i.e.

et de méme, pour chaque porte g; < g; A g, deux portes, h; et h;, sont créées:

< >
> S

T7
> S

> S

e,

Enfin, pour chaque porte g; < —g;, les portes h; et h; sont :

Al
7T
> o
s

.
e,

Si g, est la porte de sortie du circuit ¢, la porte h, sera la porte de sortie du circuit m

correspondant.

Chaque porte ¢g; est transformée indépendamment des autres et nécessite pour cela
un espace logarithmique, pour stocker les indices ¢, j, k écrits en binaire. Le C'V P se

réduit donc bien au MCV P.

Ces transformations sont illustrées sur la figure 1.1.
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=
9 9k h] hg ZL] Ek
i h; h;
=
9j 9k h] hy ZL] Ek
Gi
O O
9 h; h;

Fia. 1.1 - Transformation d’un circuit en circuil monotone.

Ensemble indépendant lexicographiquement maximal

Le dernier exemple détaillé de probleme P-complet, qui servira d’exemple et de pire
cas a l'algorithme de contraction sur les treillis, est le probleme du calcul de I’ensemble
lexicographiquement maximal de sommets indépendants d’un graphe.

Définition 7 Soit G = (V, E) un graphe non orienté, avec V = {vy,vs,...v,} totalement
ordonné par ordre lexicographique vi>vy> ... >v,. Le probléeme du calcul de ['ensemble lexi-
cographiquement mazximal de sommets indépendants, ou Lexicographic Maximal Independent
Set Problem, noté LMISP, est 'ensemble LM IS, mazimal pour ['ordre lexicographique, des
sommets indépendants de G, i.e. le sous-graphe engendré par cet ensemble n’a pas d’aréte.

Théoréme 4 [Coo81, GR88a, KRIO] Le LMISP est P-complet.

DEMONSTRATION

— Ici encore, le LMISP, écrit sous la forme booléenne du §5.2.2, est une instance du
CV P il 8’y réduit donc trivialement, ce qui prouve son appartenance a P.

— Montrons maintenant comment le MC'V P, probleme P-complet, se réduit au LMISP.
La construction est un peu « parachutée », une preuve par récurrence sur le nombre
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de sommets prouve qu’elle est correcte. Soit un MCV P:

go + 0,

g 1,

g < gV 2<i<n,j<i, k<i
ou

g — g Ngr, 2<1<n, j<i, k<t

Le résultat de la réduction est un graphe GG = (V, E) avec V = {vy, ... v, } U {wy, ... w,},
{v;} correspondant aux portes du MCV P dont la valeur est vraie et {w;} aux portes
dont la valeur est fausse. On définit 'ordre total de V' par

.o Ly < vy, Wy
Vi, g, sii<j, o
w; < vy, wj.
[’ensemble F est initialisé a F « {(v;,w;)}.
Il reste maintenant a ordonner v; et w;, et a construire ’ensemble £ des arétes de G.

wy < o,

U1 < w17
81 g < g; \ 9k,

w, < v,

B EU{(vj,wi), (op, wi) },
81 g < g; A 9k,

v, < wy,

E o EU{(w;, vi), (wg, vi) }-

Chaque transformation utilisant seulement les indices d’'un nombre constant de neeuds,
elle nécessite un espace de travail logarithmique en n.
Le LMIS contiendra un nceud v; si et seulement si ¢g; vaut Vrai et un neeud w; sinon.

a

Exemple

go < 07
g1 17
g2 < JoNgi,
gs < GoVagi.

Le graphe correspondant est représenté figure 1.2.
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ordre

décroissant

V3@

Fic. 1.2- Le LMIS = {woq, vy, we, v3}.

1.2.3 D’autres exemples de problemes P-complets

Pour mémoire, citons d’autres problemes P-complets, sans détailler la preuve de leur
P-complétude. (Pour plus de détails sur les problemes précédents, cf. [GR88a, KR90] et
pour un exposé plus complet de la complexité, cf. [BDG90, Pap94]). Le probleme du calcul
de la valeur d’un circuit planaire (i.e. qui admet une représentation dans un plan sans que
les arétes ne se croisent) est un probleme P-complet. Un probleme analogue au LMISP
appartient a cette catégorie, celui de déterminer une clique lexicographiquement maximale,
i.e. un ensemble de sommets qui engendrent un sous-graphe complet du graphe donné en
entrée.

Dans un autre registre, le probleme de la programmation linéaire est peut-étre ’exemple
le plus connu de probleme P-complet. Il s’énonce de la fagon suivante:
soient une matrice et deux vecteurs a composantes entieres

D = (di,...d,) € Z" qui définit les contraintes,
C = (c1y...¢,) € Z" qui définit la fonction de cott,
bez

et dont le résultat est « Vrai » si et seulement si 3X € "/

b

10X ,

(A.X);

IN TV



LS L lAECLAEJEJE /AR JAVELE S L AVEARS AL /AL AL L0/ LAYV L L LR LT ke

1.3 Parallélisme: modele et définitions

1.3.1 Le modele PRAM

Un modele de machine parallele est le modele PRAM (Parallel RAM ), défini a partir du
modele RAM (Random Access Machine) de machine séquentielle. Ce modele RAM est une
adaptation du modele de la machine de Turing, plus facile a utiliser en pratique pour décrire
des algorithmes. Le modele PRAM est un modele de machine parallele synchrone, ou les
processeurs communiquent via une mémoire partagée. Il correspond assez bien a la notion
intuitive de machine parallele. Ce modele a été adapté afin de prendre en compte de maniere
plus fine les caractéristiques des ordinateurs paralleles (par exemple, les machines a réseau
d’interconnexion sont modélisées par les X RAM , ou X est une description du réseau d’inter-
connexion [CT93]). Développer des algorithmes paralleles étant une tache parfois complexe,
il est plus facile de ne pas tenir compte des contraintes d’interconnexion des processeurs
dans un premier temps. Nous utiliserons donc le modele PRAM pour la description et la
complexité des algorithmes.

Définition 8 [BDGI0]
Une machine PRAM consiste en un ensemble indicé infini de processeurs (de type RAM ),
une mémoire globale infinie et un programme fini.

— Chaque processeur dispose d’une mémoire locale infinie, de son propre compteur ordinal
et d’un drapeau indiquant s’il est actif ou non.

— Un programme est une suite d’instructions étiquetées, qui peuvent étre : ne rien faire,
une lecture ou une écriture en mémoire (locale ou globale), un caleul arithmétique (ad-
dition de deux valeurs, ou division entiére par 2 de la valeur d’une des cases) ou un
branchement conditionnel a une étiquette (puisque les instructions sont étiquetées). La
multiplication ne fait pas partie des instructions d’'une PRAM pour éviter le grossisse-
ment de la taille des données ; ceci permet de prendre pour hypothése de travail le fait
que chaque instruction peut €tre exécutée en une unité de temps. Cet ensemble d’ins-
tructions est celui d’'une RAM classique. Linstruction de parallélisme est ['instruction
fork : si un processeur p; exécute l'instruction fork(m), le processeur inactif de plus
petit numéro commencera un calcul a Uétiquette m.

Le déroulement d’un programme est totalement synchrone. Au début du programme,
tous les processeurs initialisent leur compteur ordinal. A chaque pas de temps, chaque
processeur effectue instruction correspondant a son compteur ordinal.

Le temps t d’exécution de ce programme est le nombre de pas du programme et son
nombre de processeurs est le nombre maximal de processeurs actifs simultanément.
Il existe des variantes classiques du modele PRAM pour préciser comment s’effectuent

les acces a la mémoire ! :

— le modele FREW — PRAM (Exclusive Read Exclusive Write), ot les lectures comme

les écritures sont exclusives (lecture simultanée d’une méme case mémoire interdite et

1. Un processeur peut écrire dans une case de la mémoire globale en méme temps qu’un processeur la lit.
Par convention, ’écriture s’effectue « apreés » la lecture, i.e. la lecture délivre ’ancienne valeur.
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écriture simultanée interdite).

— le modele CREW — PRAM (Concurrent Read Exclusive Write), ot plusieurs proces-
seurs peuvent lire en méme temps la méme case de la mémoire globale. En revanche,
les écritures concurrentes sont interdites.

— le modele CRCW — PRAM (Concurrent Read Concurrent Write), ou les lectures
concurrentes sont autorisées, ainsi que les écritures concurrentes. Il faut alors préciser
comment se reglent les écritures concurrentes. Pour cela, il y a trois sous-modeles,
présentés par puissance croissante :

- COMMUNE CRCW — PRAM : une écriture concurrente n’est effectuée que si

tous les processeurs essaient d’écrire la méme valeur.

— ARBITRAIRE CRCW —PRAM : un processeur au hasard parmi tous les pro-

cesseurs qui essaient d’écrire impose sa valeur.

— PRIORITAIRECRCW—PRAM :le processeur qui a le plus petit numéro parmi

tous les processeurs qui essalent d’écrire impose sa valeur.

Ces sous-modeles du modele PRAM sont assez proches et il est possible de simuler
I’exécution d’un programme con¢u pour un modele sur un autre avec un surcout limité:
un programme qui s’exécute sur une PRIORITAIRE CRCW —PRAM (le modele le plus
puissant), en temps ¢ avec p processeurs, peut étre exécuté sur une EREW—-PRAM (le moins
puissant) en temps tO(log p) avec p processeurs. Par ailleurs, toutes les CRCW — PRAM
sont équivalentes pour ce qui est du temps parallele: le programme précédent peut ainsi
s’exécuter sur une COMMUNE CRCW — PRAM en temps t avec p? processeurs. Ces
résultats ont pour conséquence que, lors de la conception d'un algorithme? parallele, on n’a
pas a se soucier du modele dans un premier temps, puisqu’il est toujours possible de passer de
I'un a 'autre. Ensuite, une modification « a la main » du premier algorithme peut permettre
de construire un algorithme pour un modele moins puissant.

1.3.2 Algorithmes paralleles efficaces et optimaux

A partir du modele PRAM, deux quantités définissent les performances d’un programme
parallele. La premiere est évidemment le temps: soit un probleme P, qui est une « famille »
de problemes (P, )en, avec P, linstance du probleme P qui a n®W) entrées. P est résolu
par un algorithme parallele A qui est une famille (A, ),ey d’algorithmes, A, résolvant P,,.
Le temps séquentiel de résolution de P, est au moins linéaire en n®W
car il faut au moins le temps de les lire (les entrées sont supposées étre toutes utiles). On
espere donc que t/(A,), le temps de 'algorithme parallele, sera beaucoup plus petit : poly-

, la taille des entrées

logarithmique en la taille des entrées, i.e. t;,(A,) = O(log®V)n. Une deuxieme grandeur est
importante : I’algorithme parallele doit utiliser une ressource matérielle raisonnable, ¢.e. un

2. Dans cette these, le terme d’algorithme désigne plutot le principe abstrait, la méthode employée pour
résoudre un probléme; et celui de programme 1’écriture effective sur machine. Cependant cette distinction
ne sera pas toujours scrupuleusement respectée.
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nombre de processeurs p(A,) raisonnable. « Raisonnable » signifie, en complexité, « polyno-
mial en la taille des entrées », p,/(A,) = O(n°M). Ces deux grandeurs associées définissent
la complexité d’un algorithme.

Remarque

Pour les programmes séquentiels, deux grandeurs analogues sont utilisées: I’espace mémoire
d’une part, qui matérialise la longueur des dépendances entre les calculs et correspond
donc au temps d’un algorithme parallele; le temps d’autre part, qui est le nombre total
d’opérations réalisées. Le temps séquentiel, lui, est lié au nombre de processeurs d’un pro-
gramme parallele.

Souvent, « 'activité » d’'un programme parallele est représentée par un diagramme bi-
dimensionnel ou, sur un premier axe, est porté le nombre de processeurs et sur l'autre, le
temps: on coche les cases (7, j) correspondant a un processeur j actif a 1’étape i. Ce dia-
gramme s’inscrit dans un rectangle ayant pour cotés le nombre de processeurs p,/(A,) et le
temps parallele t,,(A,). L’aire de ce rectangle est appelée travail de Ualgorithme. Elle sera
supérieure au temps séquentiel de ’algorithme, du fait de I'inactivité de certains processeurs.

numéro du processeur D ]
un processeur est actif

I:] travail du programme
parallele

O = N W RO

123456789 temps

FiG. 1.3 - Diagramme schématisant lactivité d’un programme paralléle.

Définition 9 Le travail W(A,) d’un algorithme est le produit du temps de son exécution
paralléle et du nombre de processeurs utilisés

W(AR) = 1/(An) * pyy(An).
1l correspond a la quantité totale de ressources consommées par ['algorithme.

Pour un algorithme parallele rapide (¢,/(A,) = log®Mn, p//(A,) = nW) il est intéressant
d’effectuer une comparaison avec les algorithmes séquentiels résolvant le méme probleme.
Ceci conduit a la définition d’algorithme efficace et d’algorithme optimal.

Définition 10 Un algorithme parallele A = (A,) est (asymptotiquement) efficace si et
seulement si son temps d’exécution est polylogarithmique

ty(An) = log"Wn
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et son travail est le produit du temps t(n) du meilleur algorithme séquentiel connu qui résout
le méme probleme par un facteur de surcout polylogarithmique

W (A,) = t(n) * log®Vn.

Un algorithme paralléle A = (A,,) est (asymptotiquement) optimal si et seulement si son
temps d’exécution est polylogarithmique

ty(An) = log"Wn

et son travail est du méme ordre que le temps t(n) du meilleur algorithme séquentiel connu
qui résout le méme probleme

Remarque

— Attention, la notion d’algorithme efficace est différente de efficacité d’un programme
parallele, qui est une valeur mesurable. L’efficacité d’'un programme est utilisée en
parallélisation sur machines « réelles », elle vaut :

tséq

c = —.
Ly *pyy

— Dans tout ce qui suit, les complexités temporelles et matérielles seront indiquées en
ordre de grandeur, avec des O. Pour cette raison, les notions d’algorithme efficace et
d’algorithme optimal définies ici correspondent en fait aux notions d’asymptotiquement
efficace et d’asymptotiquement optimal. Le mot « asymptotiquement » sera toujours
en ellipse.

— La convention de notation suivante est adoptée: pour un algorithme parallele A =
(Ay), qui s’exécute en temps ¢,/(Ay) avec p;/(A,) processeurs sur une machine M
(M = EREW —PRAM, CREW —PRAM ou CRCW —PRAM), sa complexité sera
notée M(p,/(n),t;/(n)). Cette notation est inspirée de Karp et Ramachandran [KR90].

1.3.3 Modele booléen

Le modele booléen est un modele de machine parallele beaucoup plus simple, mais plus
éloigné de la notion intuitive de machine parallele. Il sera utilisé au chapitre 4, lors de
I’évaluation de circuits arithmétiques sur des treillis.

Définition 11 Dans le modele booléen, une machine parallele est un ensemble de circuits
booléens, composés de portes logiques E'T, OU et NON.

Plus formellement, une machine paralléle est une famille uniforme B = (B )nen de graphes
booléens orientés et sans circuit telle que B, posséde n®Y entrées et sorties. Un neeud du
circuit est ici une porte logique effectuant une opération booléenne (et, ou, négation).
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L’uniformité permet de limiter la complexité architecturale du circuit [Ruz81]. On uti-
lise le plus souvent la « log-uniformité », qui signifie que la description du circuit B,, (pour
n € N) peut étre calculée sur une machine de Turing avec un espace logarithmique. Cette
machine de Turing dispose en outre d'une bande de sortie de longueur non précisée?® sur
laquelle elle décrit le circuit parallele. Il lui serait difficile sinon de décrire un circuit ayant
un nombre polynomial de portes. La contrainte d’espace logarithmique ne porte donc que

sur la longueur de la bande de travail.

On distingue essentiellement deux sous-modeles, selon que le nombre d’entrées d’une
porte (fan-in) est borné (par convention, il est fixé & 2) ou non borné. Le nombre de sorties
d’une porte (fan-out) est, quant a lui, non borné*. Les noeuds d’entrée (respectivement de
sortie) ont un fan-in (respectivement fan-out) de 0.

Le nombre de processeurs est ici défini comme le nombre de nceuds du circuit B, et le
temps comme sa profondeur, i.e. le plus long chemin entre une porte d’entrée et une porte
de sortie.

Il s’avere que 'utilisation de cette log-uniformité ne permet pas de trancher au sujet de
I'inclusion stricte ou de 1’égalité de NC et de P (cf. §1.3.7). Il parait 1égitime de relaxer la
condition de log-uniformité en une condition plus souple, pour tenter de cerner les liens entre
la classe obtenue avec cette nouvelle uniformité et P. On peut penser a gravir I’échelle des
fonctions logarithmiques, polynomiales puis exponentielles. Considérons tout d’abord le cas
de I'exp-uniformité: soit f une fonction non calculable, qui, pour une valeur de n donnée,
répond soit toujours « Vrai », soit toujours « Faux » quelle que soit la valeur des entrées, il y
a 2" valeurs possibles pour les entrées et une machine de Turing déterministe peut tres bien,
en espace exponentiel, tabuler la table de vérité de f, déterminer son écriture booléenne et
renvoyer un circuit de taille constante. Cette notion d’uniformité n’est donc pas une notion
satisfaisante et elle n’est jamais utilisée. En particulier, pour les circuits envisagés dans ce
travail, elle n’entrera pas en ligne de compte.

Reste maintenant la notion de P-uniformité, i.e. de description en temps polynomial
des circuits. Cette notion signifie que la compilation d’un circuit en un autre circuit en
temps polynomial, comme celle présentée au chapitre 6, est autorisée. Von zur Gathen a
utilisé cette notion pour comparer le modele arithmétique, sur des corps finis de différentes
caractéristiques par exemple, au modele booléen [GS89a]. Les classes de complexité utilisées
sont alors les classes (P-uniforme) NC* et (P-uniforme)NC.

Définition 12 (P-uniforme)NC*, k > 0, est ’ensemble des problémes résolus par une fa-
mille de circuits C = (C,) de taille n°Y, de profondeur O(loghn) et décrits en temps

3. Comme le temps est polynomial, la machine ne pourra pas parcourir plus qu’une longueur polynomiale
de cette bande de sortie.

4. Un circuit de fan-in borné et de fan-out non borné peut en effet étre transformé en un circuit de méme
surface et de méme temps — en ordre de grandeur — qui soit de fan-in et de fan-out bornés [HKP8&4].
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polynomial par une machine de Turing déterministe.

+oo
(P-uniforme)NC = | J (P-uniforme)NC*.

k=0

Dans cette these, la notion d’uniformité désignera la log-uniformité, le recours a d’autres
notions d’uniformité sera explicitement mentionné. Cependant, cette notion signifie que,
pour un circuit de profondeur O(log n), la machine de Turing qui construit le circuit est plus
puissante, en termes de problemes qu’elle peut traiter, que le circuit construit. Pour éviter
cela, la notion rigoureuse d uniformité qui doit étre employée est la Ug«-uniformité : un circuit
est Ugx-uniforme si un langage défini a partir de son programme, son langage de connexion
étendu, est reconnu par une machine de Turing alternative, en temps proportionnel a sa
profondeur et en espace proportionnel a son nombre de portes.

Définition 13 [Ruz81]

Le langage de connexion étendu d’une famille de circuits C = (C,,) est 'ensemble des chaines
de la forme <n,g,p,t>, avec n € N, g € N un numéro de porte (g comme gate), p € {L, R}*
et la longueur de p est inférieure au nombre de portes de C, (p comme path, avec L pour
Left et R pour Right), et t € {x,V,\, =} (t comme type, x désignant une feuille), telles que :

— p=c¢ et la porte numéro g de C,, est du type t;

— p # ¢ et la porte de C,, atteinte a partir de la porte g en suivant le chemin p est du
type L.

Définition 14 [Ruz81]

Une famille de circuits C = (C,,), de taille (ou nombre de portes) P, et de profondeur (ou
temps paralléle) T, est Ugx-uniforme si et seulement si son langage de connexion étendu est
reconnu @ Uaide d’une machine de Turing alternative en temps O(T,) a Uaide d’un espace
mémoire O(log P,,).

1.3.4 Classes de complexité

Maintenant que les notions de machine et de programme paralleles sont explicitées ainsi
que celles de performances d’'un programme, il est possible de classifier les problemes. Les
problemes P = (P,), dits paralleles, sont ceux qui admettent un temps de résolution pa-
rallele polylogarithmique, en utilisant un nombre polynomial de processeurs. Ces problemes
constituent la classe NC, comme « Nick’s Class », du prénom de Nicholas Pippenger qui
établit cette définition. La classification au sein de NC' s’effectue sur le degré du polynéme
en logn qui correspond au temps. Selon le modele de machine choisi, différentes classifica-
tions sont obtenues, les plus usitées étant les classes NC* et AC*,

Pour les modeles PRAM, on définit ainsi les classes (pour k > 1)
EREW?* des problemes qui s’exécutent en temps O(log” n)
sur une EREW —PRAM, ce qui se note EREW (n®M,log" n)
CREW?* des problemes dont la complexité parallele est C REW (n®M), log" n)
CRCW?* des problemes dont la complexité parallele est C RCW (n®M), log” n)
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Comme il est possible de simuler n'importe laquelle de ces machines sur une autre, avec
éventuellement une perte de temps logarithmique, il est possible d’établir les relations sui-
vantes entre ces classes:

EREW* c CREW* c CRCW* ¢ EREW*+!,

Il est possible de définir le méme type de classes a 'intérieur du modele booléen.

~ La classe NC* (k > 0) est I’ensemble des problemes résolus par des familles Ugx-
uniformes de circuits de fan-in borné et de profondeur O(logk n).

~ La classe AC* (k > 0) est ’ensemble des problemes résolus par des familles uniformes
de circuits de fan-in non borné et de profondeur O(logk n).

Remarque

[Ruz81]

Pour k > 2, les classes NC* définies & 'aide de la Ug+-uniformité ou de la log-uniformité
sont identiques. De facon informelle, ces classes sont les mémes pour la plupart des notions
classiques d’uniformité, tant que le temps de construction des circuits appartenant a ces
classes est limité par un logarithme de leur taille. NC reste la méme quelle que soit la notion
d’uniformité employée, NC' est dite résistante.

Les classes NC* sont naturellement incluses dans les classes AC* et les classes AC* sont
elles-mémes incluses dans les classes NC*t1.

NC* c AC* ¢ NCF*!,

Enfin, les classes de complexité définies a I'aide des deux modeles de machines paralleles
peuvent étre comparées, pour k > 2:

NC* = EREW* c CREW* c CRCW* = AC* ¢ NC*t!,

La classe NC est maintenant définie rigoureusement comme 'union de toutes ces classes:

+oo
NC = |J NC*.

k=0

1.3.5 Comparaison de deux problemes

Soient deux problemes P = (P,,) et Q@ = (Q,). Le probleme P est NC'-réductible a Q si,
quand on sait résoudre Q, il est possible de résoudre P en temps logarithmique, en utilisant
des « portes oracles » qui résolvent Q.

Définition 15 [Coo85]

Une porte oracle pour Q est un neud qui a pour entrées iy,...1, et pour sorties o,...o0s,
dont les valeurs sont (01,...05) = Q(i1,...14,) et dont la profondeur compte pour [log(r+ )]
dans la profondeur du circuit ou elle est employée.
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Définition 16 [Coo85]

P est NCl-réductible ¢ Q: P <N Q, si et seulement s’il existe une famille uniforme
C = (C,) de circuits qui résout P, de profondeur O(logn) et qui contient des portes oracles
pour Q.

La relation <V est réflexive et transitive. La cloture C* d’une classe de complexité C

est Pensemble des problemes P tels que 3Q € €, P <N Q. La classe C' est fermée par
NC'-réduction si et seulement si C* = C.

Théoréeme 5 [Coo85H]
La classe NC* est fermée par NC'-réduction, Yk > 1.

DEMONSTRATION

Soient P et Q deux problemes, P <N Q et Q € NC™. Soit A = (A,), la famille de circuits
qui réalise la réduction de P en Q et soit B = (B,), la famille de circuits de profondeur
O(log" n) qui résout Q.

Une famille de circuits C = (C,,) € NC* qui résout P est construite en remplagant chaque
porte oracle pour @,,, dans A,, par le circuit B,, correspondant. Le nombre de portes de C,
est polynomial. Il reste & vérifier que sa profondeur est d(C,) = O(log" n): soit un chemin
~ dans (', si v rencontre les instances By, , By, ... des circuits qui ont été substitués aux
portes oracles dans A,, alors la longueur de ~ est au plus:

S d(B,,) +logn = O(Xlog"m;) + O(logn)
O((3: log mi)*) + O(log 1)
O(log" n).

En effet, la convention choisie pour déterminer la profondeur de A,,, dans la définition de la
NC*'-réductibilité, implique que 3" log m; = O(logn). O

Il existe des problemes auxquels tous les problemes d’une classe sont réductibles, i.e. des
problemes plus durs que tous ceux de cette classe.

Définition 17 Un probléme P est NC'-dur pour une classe C si et seulement si VQ € C,
Q<N P,

Un probléme P est NC'-complet pour une classe C' si et seulement si P € C el P est
NCY-dur pour C.

Les problemes NC'-complets pour une classe sont les problemes les plus difficiles de cette
classe.

Théoréme 6 Le probléme de ['évaluation d’une formule booléenne est NC-complet pour

NC* [Bus87, Bus93].

L’évaluation en temps logarithmique d’une expression fera ’objet du chapitre 2.
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1.3.6 Modeles arithmétique et arithmétique booléen

Le modele arithmétique a été introduit par von zur Gathen [Gat86, Gat88]. 1l s’agit des
familles uniformes de circuits arithmétiques qui ont n®(1) entrées. Les nceuds de ces circuits
sont des portes arithmétiques, effectuant des opérations arithmétiques sur une structure
algébrique donnée S. Par hypothese, chaque opération est effectuée en une unité de temps.
La structure peut étre ’ensemble des rationnels, des polynémes a coefficients rationnels,
des matrices a coefficients polynomiaux...et méme des réels. Nous redéfinirons ces circuits
arithmétiques au chapitre 3, afin d’adapter leur définition a nos besoins.

Le modele arithmétique booléen est une extension du modele arithmétique, dans lequel les
circuits ont des portes arithmétiques, des portes de test d’égalité a 0: « =0 qui prennent en
entrée un élément arithmétique et qui renvoient un booléen, des portes logiques ET', OU,
NON et des portes de sélection qui prennent en entrée deux éléments arithmétiques a et b
et un booléen ¢ et qui, suivant la valeur du booléen ¢, renvoient a ou b: sel(a,b,c) = a si
¢ = Vrai et b sinon.

Remarque

Sile modele choisi est le modele arithmétique, il est possible de définir des classes d’équivalence
analogues & NC* et & NC. Pour les distinguer, on les indice par le nom de la structure S':
NC]; et NCS

Ces classes sont différentes ; par exemple, 'addition de deux n-uplets d’entiers a n bits s’ef-
fectue en une unité de temps dans N; elle appartient a NCJ, mais elle appartient & NC*
quand les opérations sont des opérations logiques.

Les circuits arithmétiques sur des corps finis de cardinal p par exemple peuvent étre
simulés par des circuits booléens dont la taille et la profondeur sont multipliées par un fac-
teur logo(l) p [GS89a]. Le modele booléen apparait méme supérieur au modele arithmétique,
si naturellement, pour pouvoir comparer ce qui est comparable, on se limite aux circuits
arithmétiques simulés par des circuits booléens de taille polynomiale en la longueur des
entrées et des sorties, c’est-a-dire que n’entrent pas en considération les circuits arithmétiques
dont le codage binaire est de longueur exponentielle ou infinie. Sur @) par exemple, avec un
circuit booléen de taille polynomiale et de profondeur polylogarithmique, il est possible de
décider, étant donnés deux entiers a et b # 0 de longueur < n, si ¥ € Z ou non. Pour cela, on
effectue la division euclidienne de a par b. Ce probleme appartient & NC? [Rei86, KRI0] et
admet un circuit non log-uniforme, mais seulement uniforme en espace polynomial, de taille
n°M et de profondeur O(log n) [BCHS6]. En revanche, il n’existe pas de circuit arithmétique
a opérations dans @) de taille polynomiale en n qui réponde a ce probleme, quelle que soit la
notion d’uniformité choisie, méme si on autorise de plus des portes de test a = 0. La seule
solution aujourd’hui connue est de construire un circuit contenant la réponse pour tous les
couples (a,b) possibles; ce circuit est de taille exponentielle.

1.3.7 Problemes séquentiels et problemes paralleles

La théorie de la complexité parallele s’attache non seulement a classifier les problemes
selon leur degré de parallélisme, mais également a établir des liens entre les différentes classes
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de complexité, ce dernier theme étant loin d’étre complet. Dans ce domaine, une question
intéressante est de savoir quels sont les problemes admettant une solution séquentielle qui
peuvent étre traités rapidement en parallele. Telle quelle, cette question est mal posée. Tout
d’abord, il est impératif que ces problemes soient résolus en séquentiel avec des ressources
raisonnables, en 'occurrence qu’ils appartiennent a la classe P, la classe des problemes pa-
ralleles considérée étant la classe NC'. Savoir quels sont les problemes admettant une solution
séquentielle raisonnable qui ont une solution parallele rapide revient a établir les liens entre
P et NC'. On sait que P contient NC': une simulation séquentielle d’un algorithme parallele
de temps polylogarithmique utilisant un nombre polynomial de processeurs s’effectue en
temps polynomial. En 1985, Cook a conjecturé une inclusion stricte de NC dans P [Coo85],
mais cecl n’admet jusqu’a présent ni confirmation ni démenti. La méme question reste sans
réponse si on affaiblit certaines hypotheses, par exemple si on autorise des descriptions P-
uniformes (définies au §1.3.3) des programmes paralleles.

Cette these n’a pas la prétention de résoudre ce probleme, ni méme de s’y attaquer. Cepen-
dant, les techniques de transformation d’un programme séquentiel sans boucle présentées aux
chapitres 3 et 4 s’inserent dans le cadre des transformations P-uniformes. Elles ont permis
d’établir que si F' est un corps et si D Pr note ’ensemble des fonctions polynomiales de degré
polynomial en n sur Flzq, x4, ... x,], alors

Pr ﬂ D Pr = (P-uniforme) NCg* ﬂ DPr.

Elles contribuent a établir des majorants non triviaux de la complexité parallele d’un algo-
rithme, comme les résultats du chapitre 5. Bien sir, ces techniques ne sont pas en mesure
de fournir des majorants pour un probleme donné dans toute sa généralité et si "algorithme
séquentiel fourni pour le résoudre ne s’y préte pas, sa transformation par ’outil de compila-
tion du chapitre 6 ne donnera pas un programme tres parallele.

1.4 Algorithmique parallele

Maintenant que le modele de machines et celui des programmes paralleles sont définis et
que la comparaison de deux programmes paralleles est rendue possible par 'introduction de la
classe NC et de ses sous-classes, nous montrons comment on peut construire des algorithmes
paralleles « a la main ». En ce domaine, il n’existe pas réellement de méthodologie, simplement
quelques principes et quelques schémas connus auxquels on essaie de se ramener.

1.4.1 Etude du graphe de précédence

Une idée naturelle est de prendre pour base un algorithme séquentiel et de déterminer
quelles sont les taches indépendantes. Une représentation de ’algorithme par son graphe
de précédence permet d’établir clairement les contraintes de séquentialité et les possibilités
de parallélisme. Sa profondeur fournit une estimation du temps parallele de I"algorithme
parallele que I"on peut dériver de cet algorithme, sa largeur indiquant le nombre de taches
exécutables simultanément et donc une borne sur le nombre de processeurs requis.



et LA ELE S ALY ESE VY X~ Ao AR A A A A S e

Prenons I'exemple de la résolution d’un systeme triangulaire inférieur Ax = b par 1’algo-
rithme de descente triangulaire :

i-1

. bi — >y Aij x

- Y
Aii

1=1...n.

Ty

Il s’agit d’un algorithme séquentiel optimal : sa complexité est linéaire en la taille des données
(n? & cause de la matrice A). Comme le calcul de z; utilise les valeurs des z; précédents,
1 < j<u, il semble que le seul parallélisme consiste a découper cet algorithme en n phases
séquentielles, une pour chaque x;. Le calcul d’un x; fait intervenir un calcul dont la so-
lution parallele est connue (cf. §1.4.3), le calcul d’un produit itéré, qui a pour complexité

EREW (==, log1). La complexité globale de cet algorithme est alors

log?

n

EREW( ,nlogn).

log n

Cet algorithme est un bon algorithme, puisque son travail est O(n?); cependant il n’est pas
tres parallele.

On peut remarquer que le calcul de chaque somme 3; = Z;;ll A; jxx; peut étre effectuée
au fur et a mesure du calcul des x;: des que z; est calculé, les sommes partielles ¥;, ¢>7
accumulent A; ; * x; en parallele. A chaque étape de calcul de x;, il reste donc un nombre
constant d’opérations a effectuer:

Aii

T, =

Le temps parallele de cet algorithme est O(n). Le nombre de processeurs est également
O(n), puisqu’il faut un processeur par accumulateur ¥;. Ce nouvel algorithme est encore
intéressant, plus rapide que le précédent, mais il ne permet pas de conclure sur I’appartenance
a NC' de ce probleme, i.e. on ne sait pas encore si ce probleme admet une solution parallele
rapide. En utilisant une autre approche, Csanki a proposé un algorithme d’inversion de
matrices en temps O(log® n) dans le cas des corps de caractéristique finie [Csa76] et Chistov a
généralisé ce résultat en présentant un algorithme (exposé au §1.4.6) avec la méme complexité
temporelle valable pour les corps de caractéristique quelconque [Chi85]. Ce probleme est
donc dans NC'. Au chapitre 3, §3.5, une construction automatique (et P-uniforme) d’un
programme parallele de résolution de systemes triangulaires de temps O(log” n) sera exposée.

1.4.2 Diviser pour paralléliser

Il s’agit d’une restriction du paradigme « diviser pour régner » de ’algorithmique séquentielle,
qui consiste a scinder un probleme en plusieurs sous-problemes de taille moindre, qui se-
ront traités de la méme maniere. Fn algorithmique parallele, une contrainte supplémentaire
s’impose, a savoir que les sous-problemes doivent étre traités indépendamment. Le principe
algorithmique consiste en un découpage du probleme en sous-problemes indépendants, une
résolution parallele (récursive) de ces sous-problemes, puis la construction du résultat final a
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partir des solutions aux sous-problemes. Le temps parallele d’un tel algorithme est de facon

générale :
n
1)/(0) = T 1) + T/ (5) + T,
L’exemple type dans ce domaine est le calcul des préfixes: soient n valeurs ay, as,...a, et

+ une opération associative, calculer m; = Z;Zl a;, 1 <1 <n. Le graphe de dépendance est
de profondeur n, il n’est d’aucune utilité dans ce cas. Ce probleme peut se découper en deux

sous-problemes de taille 5 : le calcul des préfixes ay,...az — m,... 72 et un autre calcul de
préfixes sur les données by = azgyq1,...b2 = a, — p1,...pz qui sont effectués en parallele,
puis une derniere ¢tape ou les préfixes ma4q,. .. m, sont obtenus en additionnant en parallele

chaque p; a 7.
La complexité temporelle T),(n) de cet algorithme est :
Ty/(n) = Ty(5) + 1 = Olog ).
Le nombre de processeurs utilisés P;/(n) est
Pyy(n) = max(O(n),2F;/(5)) = O(n).

Comme 7z est utilis¢ par tous les processeurs lors de la dernicre phase, cet algorithme
nécessite une C REW—PRAM. Par abus de langage, on dira que cet algorithme est C REW .

Cet algorithme de calcul des préfixes a pour complexité
CREW (n,logn).

Il est possible de modifier cet algorithme pour qu’il puisse s’exécuter sur une KEREW —
PRAM. Pour cela, la phase de réduction du probleme en sous-problemes est rendue plus
complexe: on calcule en parallele les sommes b, = agr_1 + az, 1 < k < 5. Le sous-probleme
est maintenant le calcul des préfixes sur les by. Il est résolu (récursivement) en parallele. Les
résultats sont les préfixes d’indice pair: mo. Les préfixes d’indice impair sont obtenus en
effectuant en parallele les sommes mor + agp41. Il 0’y a plus de lecture concurrente, ce nouvel
algorithme est donc FREW . Sa complexité est:

EREW (n,logn).

Il est efficace. Il est possible de le rendre optimal par la technique d’équilibrage des travaux.

1.4.3 Equilibrer les travaux

Etant donné un algorithme parallele qui utilise p processeurs, il est possible de 'exécuter
sur ¢ < p processeurs de la facon suivante: les ¢ processeurs exécutent les opérations du
premier pas de calcul en se répartissant équitablement les taches, méme vides; par exemple,
le processeur ¢ effectue les opérations des processeurs ié—j, (i 1)2—7 — 1, ou bien celles des
processeurs j tels que jmodqg = 1. Il faut un temps (’)(2—7). De la méme fagon, les opérations du
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deuxieme pas sont effectuées, puis celles des pas suivants. .. Cette répartition peut nécessiter
la mise a plat de I'algorithme initial ; le nouveau programme sera alors décrit par une ma-
chine de Turing utilisant un espace polynomial et ne sera donc plus uniforme. C’est pour
cette raison que le passage d’un algorithme efficace a un algorithme optimal, quand il est
possible, est souvent réalisé par une description explicite du nouveau programme, cette des-
cription étant uniforme.

On a donc un algorithme parallele utilisant moins de processeurs et, a la limite, si ¢ = 1,
une simulation séquentielle d’'un algorithme parallele. On prouve ainsi I'inclusion NC C P.
Si ’algorithme parallele original s’exécute en temps 7', la simulation sur ¢ < p processeurs
s’exécute en temps (’)(sT). Si g = 1, le temps d’une simulation séquentielle est égal au travail
de I’algorithme parallele. Pour ¢ < p quelconque, le travail de 1’algorithme parallele sur ¢
processeurs reste du méme ordre que le travail de ’algorithme pour p processeurs.

Ce mécanisme de simulation est connu sous le nom de principe de Brent. Il permet de re-
grouper les opérations effectuées par un algorithme parallele pour les calculer séquentiellement.
Lorsqu’un algorithme efficace, mais non optimal, est connu, ce principe est souvent appliqué
pour réduire le nombre de processeurs tout en conservant la méme complexité temporelle,
de facon a rendre 1’algorithme optimal. Cette technique s’appelle équilibrage des travaux
[Kal89]. Tllustrons-la sur 'exemple des préfixes, pour lequel le dernier algorithme obtenu est
EREW et efficace, mais pas optimal.

Si la répartition des taches est du type « le processeur i effectue les opérations des
processeurs 12, ... (1 + 1)2 — 1 », avec ¢ = -~ processeurs®, cela revient a faire calculer en
: q’ q ? logn ?
séquentiel, a chaque processeur 7, les préfixes correspondant a

7 7
bl7 ce blogn — Ailogny - - - a(i-l—l)logn—l'

en temps O(logn).

Ensuite, le calcul de préfixe du §1.4.2 s’applique sur les bfogn, 1 < < 2, avec une

— logn?
complexité EREW(@, log(logn)) = EREW(IOZn,log n); enfin, on additionne en séquentiel
chacun de ces préfixes p; = Z;lzolgn a; par les préfixes bit!, ... bfjgln calculés lors de la premiere

phase par le processeur ¢ + 1 afin d’obtenir tous les préfixes, en temps O(logn), avec (’)(logn)

processeurs seulement. La complexité de cet algorithme est

EREW(IL, log n).

ogn
C’est un algorithme optimal [LF80].
Remarque

L’hypothese d’associativité de l'opération + est essentielle ici. Les numériciens arguent
parfois de la non-associativité des opérations flottantes sur les ordinateurs, en citant des

5. n est supposé étre a la fois une puissance de 2 et divisible par logn pour simplifier les formules.
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exemples comme 10" + [(—10") 4+ 1] =~ 10" + (—=10") = 0 si n est assez grand, alors que
[10" + (=10")]+1 =041 = 0. Cependant nier Iassociativité des opérations, pour préserver
la stabilité numérique d’'un programme, revient a rendre l'ordre séquentiel des opérations
intangible, et toute tentative de parallélisation est alors vouée a 1’échec. Or des procédures
de préfixe (réduction ou scan) existent dans les nouveaux langages paralleles, ce qui signifie
qu’elles correspondent a un compromis acceptable entre le parallélisme d'un programme et
sa stabilité numérique.

1.4.4 Introduire de la redondance

Une idée intéressante en parallélisme est I'introduction de calculs redondants pour per-
mettre de briser des dépendances. Cette idée est une hérésie en algorithmique séquentielle,
ou les compilateurs s’efforcent plutot de factoriser des parties de code communes pour ne les
calculer qu'une seule fois. Ajouter des calculs redondants peut faire craindre de supprimer
tout espoir d’optimalité pour I'algorithme. Or, rien n’est moins sur puisque la notion d’op-
timalité utilisée ici est en ordre de grandeur, multiplier par deux le nombre de calculs par
exemple ne change rien a 'optimalité d’un algorithme. FEn outre, I'introduction de redon-
dance peut étre considérée comme une étape dans la démarche de parallélisation : elle peut
conduire a des algorithmes exempts de redondance et tres paralleles.

L’exemple de 'addition de deux entiers de n bits illustrera cette idée. Soient

A = (Gp1,ln_g,...a0) = Y4 a2,

B — (bn—h bn_g, e bo) — Z?:_Ol 6222

deux entiers, écrits en binaire poids fort a gauche, dont on veut connaitre la somme. Le
graphe de dépendance de ce probleme a une profondeur O(n), du fait des propagations
de retenues. Une découpe de ce probleme en une somme de Ap + By et Ay + By avec
Ap = (Clg—h ...ap), By, = (bg—h cobo)y A= (an—1, . .. ag) et By = (by-1,.. .bg), n’est pas
possible: on ne connait pas la valeur de la retenue générée par le calcul de A + Br. On sait
cependant qu’elle ne peut prendre que deux valeurs, 0 ou 1. Les calculs redondants qui vont
étre effectués vont étre Ay + By et Ay + By +1 en parallele avec Ay, 4+ By, on sélectionnera
le calcul utile selon la valeur de la retenue générée par Ay 4+ By et le résultat sera obtenu en
recollant les deux valeurs, par une simple concaténation.

Algorithme 1 Addition de deux entiers a n bits

— Séparer Aen Ay et Ay, Ben By et By,
— Calculer (récursivement) en parallele
AL+ By,
Ap + By,
Ag + By + 1.

- Si Ap + By a produit une retenue, alors
le résultat est la concaténation de Ay + By + 1 et de Ay, + By,
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sinon
c’est la concaténation de Ay + By et de Ap, + By

fin

Calculons la complexité de cet algorithme.

Tyyn) = Ty(3)+1
= Oflogn),

P//(n) = max(nagp//(%))
O(n10g23)
O(n1.58)‘

Cette complexité temporelle est tres intéressante et permet de conclure a 'appartenance a
la classe NC'! du probleme de I’addition. Cependant, I’algorithme n’est pas efficace.

Brent et Kung [BK82] ont proposé un algorithme optimal d’addition de deux nombres de
n bits, dont le principe est de reconnaitre un probleme de préfixe. Les équations booléennes

correspondant a ’addition sont, si r = r,,...rg est le résultat et ¢ = ¢,_1,...co le vecteur
des retenues qui existent apres 'addition de a;,...aq et de b;, ... by,

Cy = 0,

C; = (ai A bz) vV ((CLZ @ bz) A Ci—1)7

i o= a; Db Dy,

'm = Cp_1.

Quand tous les ¢; sont calculés, les r; peuvent tous étre calculés en parallele sans probleme.
Concentrons-nous donc sur les c;.

¢; dépend d’une composante g; = a; A b; qui est une condition de génération de retenue, et
de p; = a; & b; qui est une condition de propagation de retenue précédemment créée. Tous
les g; et tous les p; peuvent étre calculés en parallele au début de I'algorithme.

L’idée de Brent et Kung est de reconnaitre dans le calcul des ¢; un probleme de préfixe
utilisant les couples (g;, p;) et 'opération associative © définie par:

(9.9) 0 P)=(@V (NG )pAD).

On a alors '
ci = (g pi)-
j=1
On applique I'algorithme optimal de calcul des préfixes du §1.4.3 pour calculer les ¢;. 1l est
possible de calculer, grace au principe d’équilibrage des travaux, les ¢;, les p; et les r; en
temps O(logn) avec O(@) processeurs. Cet algorithme d’addition a donc pour complexité
n

EREW( ,logn).

logn

Au chapitre 5, §5.2.1, des résultats expérimentaux seront présentés, dans lesquels 1’ad-
dition est effectuée en temps O(logn), avec O(n) processeurs, grace a une parallélisation
automatique de ’algorithme séquentiel.
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1.4.5 Le saut de pointeur

Le probleme considéré ici est I'indicage d’une liste (list ranking). 11 s’agit d’une variante
du probleme des préfixes, ou les éléments sont rangés dans une liste simplement chainée,
plutét que dans un tableau, et ou 1'on veut effectuer toutes les accumulations partielles de
ces éléments a 'aide d’une loi associative notée 4. Ces accumulations partielles seront ici
>i—; aj, puisque I'élément en ° position ne pointe que sur les éléments en plus grande po-
sition. Si chaque élément a pour valeur 1 et que 'opération est I'addition, ce probleme est
celui du calcul du rang de chaque élément dans la liste, en partant de la fin, ce qui justifie
son nom d’indicage de liste.

Chaque élément de la liste connait sa valeur et un pointeur vers son successeur dans
la liste. La liste est supposée se terminer par un élément artificiel qui pointe sur lui-méme
et qui a pour valeur 0, 0 désignant le neutre de la loi associative. La technique utilisée
ici consiste a faire sauter les pointeurs par-dessus un nombre croissant d’éléments: chaque
élément de la liste additionne sa valeur avec celle de son successeur puis pointe vers le
successeur de son successeur. Le pointeur saute maintenant deux cases. On recommence
avec, pour chaque élément, un nombre deux fois plus petit d’éléments apres lui dans sa
liste chainée. (La structure de liste chainée est conservée, mais il y a désormais deux listes).
Comme la longueur de chaque liste est divisée par 2, on appliquera récursivement cette idée
log n fois. L’algorithme est le suivant:

Algorithme 2 Indicage de liste C REW

faire log n fois
faire en parallele pour chaque élément
accumulateur < accumulateur + valeur(successeur)

SucCcCesseur <— successeur (SUCCGSSGUI’).

fin

Cet algorithme est C REW puisque de plus en plus de processeurs vont lire les données
du dernier élément de la liste. Pour chaque processeur, il est possible de tester s’il pointe sur
un élément de la liste qui a fini son calcul ; il s’arréte alors, en pointant sur lui-méme.

Algorithme 3 Indicage de liste FEREW

faire log n fois
faire en parallele pour chaque élément ¢
sauvegarde < successeur

si (sauvegarde = ¢) alors
{ I'élément pointe sur lui-méme, i.e. il a fini son calcul }
ne rien faire

sinon
accumulateur < accumulateur + valeur(successeur)
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SucCcCesseur <— successeur (SUCCGSSGUI’).

si (sauvegarde = successeur) alors
{ le successeur pointe sur lui-méme, c’est qu’il a fini son calcul }
sauvegarde <— ¢

fin

Enfin, il est possible de rendre cet algorithme optimal, en utilisant % processeurs

lo
[CVs].

1.4.6 Inversion de matrice et calcul de déterminant

Ce dernier paragraphe est destiné a mettre en évidence la différence entre un algorithme
parallele rapide et un algorithme destiné a résoudre le méme probleme en séquentiel. Si
I’algorithme de Chistov qui est présenté ici est simulé en séquentiel, il s’exécutera en un
temps bien supérieur a celui de n’importe lequel des algorithmes séquentiels classiques qui
résolvent ce probleme. Cependant il permet de conclure a ’appartenance & NC? du probleme
de I'inversion d’une matrice, alors que « penser séquentiel » avait conduit a un algorithme au
temps parallele linéaire pour le probleme a priori plus simple de la résolution d’un systeme
triangulaire inférieur.

Ce paragraphe s’intitule « Inversion de matrice et calcul de déterminant » parce que ces
deux problemes sont équivalents. En effet, si on sait calculer le déterminant d’une matrice
n X n inversible a coefficients dans un corps de caractéristique quelconque, on sait également
calculer A™!, I'inverse d’une matrice A n x n inversible, a ’aide de det(X 1 — A), en utilisant
le théoreme de Cayley-Hamilton : si on note P4(X) = det(X [ — A), alors

Pi(X) = X"+ ...+ a1 X + det(A),

Pa(A) = 0,
Pa(A) = Ax (A" '+ .. 4+ al+det(A)A™1),
= A-1l — _A"_l—l—...-l—all‘

det(A)

Réciproquement, si on sait inverser une matrice, on sait calculer son déterminant : si on note
A; la sous-matrice carrée ¢ X 1 de A obtenue en ne gardant que les ¢ dernieres lignes et
colonnes de A (la sous-matrice « en bas a droite » de A), on a la formule

- 1

[[(A7)1 = det(A)’

=1

Chistov [Chi85] a montré comment calculer en temps O(log® n) avec un nombre polyno-
mial de processeurs le déterminant d’une matrice n x n. La derniere égalité permet d’écrire

1 -1
m = E[((]k — AR i

On utilise des développements en série formelle pour inverser [, — x Ay :

+OO . .
([k — J}Ak)_l = Z J}ZAz
=0
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Comme le déterminant det(/ — 2 A) est un polynome de degré n, apres avoir calculé I'inverse
du premier coefficient (en haut a gauche) grace a un nouveau développement en série, on
peut tronquer toutes ces séries a 'ordre n pour obtenir le résultat exact.

Il reste & calculer les puissances de matrices (A})o<i<n, ce que l'on sait faire avec un
produit itéré ou l'opération associative est le produit de matrices. Comme chaque produit
de matrices a une complexité temporelle O(log n) et utilise un nombre polynomial de pro-
cesseurs, on obtient un temps total O(log®n) et un nombre de processeurs polynomial.

Cette section a offert un rapide tour d’horizon des grands types de programmes paralleles
les plus courants. Les algorithmes de calcul de préfixe et d’indicage de liste seront utilisés
pour résoudre des sous-problemes a plusieurs reprises par la suite.

Au cours de cette section, certaines techniques de parallélisation se sont appuyées sur les
propriétés algébriques des opérations mises en jeu par les programmes. Nous rappelons les
définitions de ces structures afin de pouvoir les utiliser plus tard.

1.5 Structures algébriques

Afin de faciliter la compréhension de la suite de ce travail, les définitions des structures
algébriques utilisées par la suite sont rappelées dans cette derniere section. Ces définitions se
trouvent dans tout livre d’algebre de DEUG ou de classes préparatoires. Nous nous sommes
basés sur les livres d’Arnaudies et Fraysse [AF87], ainsi que sur celui de Carvallo en ce qui
concerne les treillis [Car66]

1.5.1 Monoides et groupes

Commencons par les structures ayant une seule loi, appelée addition et notée +. La
structure la plus simple qui sera envisagée est le monoide.

Définition 18 Un monoide est un triplet (E,+,0), ou
~ F est un ensemble ;
— 0 est un élément de E ;
~ + est une loi de composition interne sur I,
— associative : ¥Y(a,b,c) € E?, (a+b)+c=a+ (b+¢);
~ 0 est élément neutre pour +:VYa € K, a+0=0+a = a.

Le monoide est dit commutatif ou abélien si la loi + est de plus commutative : ¥(a,b) €

E* a+b=b+a

La condition d’associativité a déja été implicitement utilisée dans 1’algorithme parallele du
préfixe 1.4.3, pour regrouper les calculs. L’existence d’un élément neutre montrera son im-
portance pour tous les algorithmes d’évaluation, que ce soit des expressions ou des circuits
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arithmétiques dans les semi-anneaux ou dans les treillis.

Exemples

— (I, 4, 0) est un monoide commutatif;
— (I, *, 1) est un monoide commutatif;

~ si F est un ensemble et P(F) est I'ensemble des parties de E, alors (P(FE),U,0) et
(P(E),N, E) sont des monoides commutatifs ;

— si F est un ensemble et F(F) est I'ensemble des fonctions de £ dans E, (F(F),o, 1)
est un monoide non commutatif.

Si chaque élément de £ admet un symétrique, i.e. siVa € F, Ja € K /a+a=a+a =0,
la structure est un groupe.
Définition 19 Un groupe est un triplet (E,+,0), ou

- (E,+,0) est un monoide ;

~ tout élément de E admet un symétrique.

Le groupe est dit commutatif ou abélien si la loi + est de plus commutative.

Exemples

(NN, 4,0) n’est pas un groupe;

— (I, *,1) n’est pas un groupe;

(Z,4+,0) est un groupe commutatif (Z est d’ailleurs construit pour étre le groupe en-
gendré par N) ;

— si F est un ensemble, P(F) est I'ensemble des parties de £ et A est la différence
symétrique: AAB = (A\ B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B), alors (P(E),A, ) est un

groupe commutatif. Chaque élément est son propre symétrique.

1.5.2 Semi-anneaux, dioides et anneaux

Passons maintenant aux structures munies d'une deuxieme loi, appelée multiplication et
notée *.

Définition 20 Un semi-anneau est un quadruplet (FE, +, %, 0), tel que

~ F est un ensemble ;
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— 0 est un élément de F ;

— (E,+, 0) est un monoide commutatif;
— * est assoctative ;

— 0 est un élément absorbant pour x ;

— % est distributive par rapport @ +: ¥(a,b,c) € E® (a+b)xc = (axc)+ (bxc) et
c*(a+b)=(cxa)+ (c*xb).

Le semi-anneau est dit commutatif si la lot x est de plus commutative.

Définition 21 Un semi-anneau unitaire est un quintuplet (E, 4+, *, 0, 1), tel que (E, +,
«, 0) est un semi-anneau et la loi x admet un élément neutre noté 1, i.e. (K, *, 1) est un
monoide.

Définition 22 Un semi-anneau unitaire (F, 4+, %, 0, 1) est intégre si

— il est non nul (un semi-anneau nul est un anneaw dont Uensemble de base est réduit a

un seul élément, 0, e¢0+0=0,0%x0=0);
— la multiplication est commutative ;

— il ne contient pas de diviseur de z€ro®, i.e. V(a,b) € E?, sia # 0 el b # 0, alors
a*xb#0.

Par convention, * est prioritaire par rapport a +, i.e. axb+c s’interprete comme (a*b)+c.
Dans ce qui suit, seuls les semi-anneaux unitaires seront utilisés et I’adjectif unitaire
pourra étre omis.

Exemples

— (N, 4+, *, 0, 1) est un semi-anneau commutatif unitaire integre;
- (Z, 4+, #, 0, 1) est un semi-anneau commutatif unitaire integre

— (B, +, *, 0, 1) est un semi-anneau commutatif unitaire integre;

~ si E est un ensemble, P(F) est I’ensemble des parties de E, alors (P(F), U, N, 0, E)
est un semi-anneau commutatif unitaire non integre. ;

- (P({a,b,...2}*), U, ., 0, {e}) est un semi-anneau non commutatif unitaire, avec

— {a,b,...z}" est 'ensemble des mots formés a 'aide de 'alphabet (usuel) a,b,...z

?

6. Un diviseur de 0 est un élément a 0 € E tel que Ix 20 € £, axxz = 0.
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— U est encore 'union ensembliste, ;

— . est une extension de la concaténation de chaines: A.B est 'ensemble contenant
les concaténations de toutes les chaines de A avec toutes les chaines de B;

— ¢ est la chaine vide (qui ne comporte aucune lettre).

Définition 23 Un dioide est un quintuplet (FE, 4+, %, 0, 1), tel que
—- (E, +, %, 0) est un semi-anneau unitaire ;
~ laddition est idempotente : Y a € F, a+a = a.

Le dioide est dit commutatif si la loi * est de plus commutative.
Exemples

— Le dernier exemple de semi-anneau est un dioide;;
- ([0, 1], max, min, 0, 1) est un semi-anneau commutatif unitaire;
~ (B, max, +, —o0, 0) et son équivalent avec les réels positifs, (R*, max, *, 0, 1) sont des

semi-anneaux commutatifs unitaires.

[’anneau est une structure tres ressemblante a celle de semi-anneau, mais 'addition est
une loi de groupe.
Définition 24 Un anneau est un quintuplet (E, 4, %, 0) ot

- (E,+,0) est un groupe commutatif

- (E,+,*,0) est un semi-anneau.

Un anneau est dit commutatif si la loi x est de plus commutative.

Définition 25 Un anneau (E, 4, *, 0, 1) est unitaire si le semi-anneau sous-jacent est
unitaire.

Définition 26 Un anneau unitaire (E, +, %, 0, 1) est intégre si le semi-anneau unitaire
sous-jacent est integre.

Nous n’utiliserons que les anneaux unitaires et pour cette raison il se peut que nous
omettions le qualificatif « unitaire ».

Exemples

- (Z, 4+, #, 0, 1) est un anneau commutatif unitaire integre
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— (R, +, *, 0, 1) est un anneau commutatif unitaire integre ;

— (", 4, %, (0,...0), (1,...1)) avec (x1,...24) * (Y1,-.-Yn) = (T1Y1,. .. TpYn) €st un
anneau commutatif unitaire non integre;

— si (A, +, *, 0, 1) est un anneau et si X est un ensemble, alors (AX, @, @, 0, 1) est un
anneau, qui est commutatif si et seulement si A est commutatif, avec

— AX Tensemble des fonctions de X dans A:

?

R = flz) +g(x)
X — A
- ®: 7R : ;
TO0 0 s fo) (o)
. X — A
-0 : ;
z = 0
. X — A
-1 :
z = 1

— si (A, +, #, 0, 1) est un anneau commutatif, alors I’ensemble des applications linéaires
de Ax A dans A X A, noté M3(A), est également un anneau, qui n’est pas commutatif,
mais qui est unitaire. Il contient des diviseurs de zéro.

1.5.3 Corps

Derniere catégorie de structure dans la lignée des précédentes: les corps. Il s’agit des
structures ou tout élément non nul admet un inverse pour *.

Définition 27 Un corps est un quintuplet (E, +, %, 0, 1) qui vérifie les propriétés suivantes :
- (E, 4+, %, 0, 1) est un anneau unitaire ;
— (E\ {0}, *, 1) est un groupe: ¥z € E\ {0}, o~/ zxa~! = 1.
Un corps est dit commutatif si la loi x est de plus commutative.

En particulier un corps n’a pas de diviseur de zéro.

Nous noterons parfois un corps par F', comme mnémonique du terme anglais pour corps:

field.

Exemples

- (Z/pzZ, +, *, 0, 1) est un corps commutatif si p est un nombre premier ;
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- (@, +, *,0, 1) est un corps commutatif. (Il a d’ailleurs été construit pour étre le corps
engendré par Z);

(", +, %, (0,...0), (1,...1)) est un corps commutatif;

(@Q(V2),+,%,0,1), (Q(:), 4, %,0, 1) et toutes les extensions de la forme (Q(ay, ... a,), +, *,0,1)

sont des corps commutatifs ;

~ (Fla], 4+, *, 0, 1) est un corps, ou (F, +, *, 0, 1) est un corps et ou « est algébrique
sur F', puisqu’alors Fla] = F(a);

— (A, +, %, 0, 1), avec A = {a € U/ « est algébrique sur @}, est un corps; c’est la
cléture algébrique de @).

1.5.4 Treillis

Ce dernier type de structure est assez différent des précédents, en ce sens qu’il n’y a
pas d’opération prioritaire. Un treillis admet deux définitions équivalentes, I'une qui le ca-
ractérise par un ordre partiel et 'autre qui est algébrique. Nous n’utiliserons que la définition
algébrique, mais il est parfois utile de penser a un treillis en terme d’ensemble ordonné pour
faciliter la compréhension.

Nous appellerons souvent I’ensemble de base L, pour le terme anglais lattice. Pour dis-
tinguer les opérations d’un treillis de celles d’'un monoide, d’un groupe, d’un semi-anneau,
d’un anneau ou d’un corps, 'addition sera représentée par @ et la multiplication par ©.

Définition 28 Définition algébrique
Un treillis (L, &, @) est un ensemble L muni de deux lois de composition internes, & et @ :

— elles sont commutatives : YVa, b€ L, ab=bPaeta@b=b®a;
— elles sont associatives: Va,b,c€ L, a®(bBe)=(aBb)dcet a@(b@c)=(a@b)@c;
— elles vérifient la loi d’absorption:Va,be L, (a®b)@a=(a®@b)Pa=a.

De la loi d’absorption, on peut déduire Uidempotence de & et de @:Va € L, a® a =
a@a=a

Définition a ’aide d’un ensemble partiellement ordonné
Un treillis est un ensemble partiellement ordonné tel que, pour tout couple d’éléments (a, b),
il existe un plus petit majorant de {a, b}, noté a ® b, et un plus grand minorant de {a, b},
noté a @ b.

Définition 29 Un treillis distributif est un treillis (L, &, @) tel que l'une des lois est dis-
tributive par rapport a ['autre.
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En effet, si @ est distributive par rapport a @, alors & sera distributive par rapport a .

Définition 30 Un treillis complémenté est un treillis (L, &, @, —, €, €) tel que € est le plus
petit élément du treillis et e est le plus grand élément. e est alors élément neutre pour @ et ¢
est élément neutre . La loi — est une loi unaire, telle que Vo € L, mx @ax = ¢ et ~x D ax = e.

On peut en déduire les lois de De Morgan :

~(a®b) = (ma)@(7b),
—(a®b) = (—a)® (—b).

Définition 31 Un treillis de Boole est un treillis distributif complémenté.

Remarque

Dans ce travail, nous nous restreindrons d’une part aux treillis distributifs, et d’autre part
aux treillis qui ont un plus grand élément e et un plus petit élément e. Cette derniere
condition n’est pas réellement contraignante, puisqu’il est toujours possible d’ajouter deux
éléments artificiels qui conviennent, les lois s’étendant « naturellement » a ces deux éléments :
Vo € f, edr=ceet e®ar=cegrace a la loi d’absorption.

Exemples

— ([0, 1], min, max, 1, 0) est un treillis distributif;
— (B, max, min, —oo, +00) est un treillis distributif;

— (N, pged, ppem, +o0, 1) est un treillis; ordre sur N est 'ordre induit par la relation
de divisibilité;

— l’algebre de Boole ({Vrai, Faux}, A, V, Vrai, Fauz) est en fait un treillis distributif;

— certaines logiques excluant le principe du tiers exclu comme axiome de base ont un
ensemble de valeurs de vérité qui forment un treillis dont Vra: est le plus grand élément
et Faux le plus petit. En particulier, les mathématiques constructives sont basées sur
de telles logiques.

1.6 Conclusion

Ce premier chapitre nous a permis de replacer le probleme étudié dans cette these dans un
cadre général. Il sert également de boite a outils pour la suite du mémoire. En particulier, il
contient les définitions de base de ’algorithmique parallele, comme les définitions de machine
et de programme paralleles, et celles des classes de complexité qui permettent d’évaluer la
qualité d’un programme parallele et de le comparer a d’autres programmes. Enfin, les grands
principes de I'algorithmique parallele, comme « diviser pour paralléliser » et I'introduction
de redondance, ont été présentés et illustrés par des problemes dont I'importance apparaitra
par la suite. Ce chapitre se termine par la liste des définitions des structures algébriques
utiles, dont les propriétés s’avéreront fondamentales pour les techniques de parallélisation
qui constituent le cceur de ce travail.
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Chapitre 2

Evaluation parallele des expressions

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme efficace d’évaluation parallele d’expres-
sions arithmétiques, puis une amélioration le rendant optimal. Quelques variantes sont
également présentées, qui permettent de calculer dans des ensembles finis ou d’évaluer
toutes les sous-expressions d’une expression, avec la méme complexité. Cet algorithme
est ensuite appliqué a la reconnaissance de langages hors-contexte parenthésés: il
s’agit d’une version parallele de 'algorithme de Cocke, Younger et Kasami, qui est
déterministe dans le cas des langages parenthésés. Ces algorithmes d’évaluation uti-
lisent une représentation arborescente des expressions. Dans le but de présenter une
solution compléte au probleme de I’évaluation parallele des expressions, 'algorithme de
construction parallele de arbre correspondant a une expression — dii a Bar-On et Vi-
shkin — est développé ainsi que celui de numérotation parallele des feuilles. Enfin, nous
rappelons les complexités obtenues pour une parallélisation sur machines a mémoire
distribuée.

Les expressions arithmétiques forment un modele de programmes assez simple. Le probleme
de I’évaluation parallele des expressions arithmétiques, qui est NCj-complet [Bus87], est 'un
des problemes traités dans ce mémoire, avec celui de 1’évaluation des circuits arithmétiques,
qui est un probleme P-complet. Les expressions arithmétiques, également appelées for-
mules [Bus87, BCGR92] seront définies au début de ce chapitre. Elles sont formées a par-
tir de valeurs et d’opérations arithmétiques (4, %, —, /) sur un corps; cette structure
algébrique présente "avantage d’étre assez générale, de posséder les propriétés des monoides,
des groupes, des semi-anneaux et des anneaux commutatifs unitaires integres et par conséquent
de permettre de déduire facilement, a partir d’un algorithme d’évaluation d’expressions sur
un corps, un algorithme pour n’importe laquelle de ces structures, si elle est commutative.
Pour un groupe par exemple, un nouvel algorithme d’évaluation est obtenu en supprimant
tout ce qui concerne * et / dans 'algorithme d’évaluation pour les corps. Le probleme du
traitement des divisions par zéro se regle un peu brutalement, en essayant d’effectuer cette
division et en retournant une erreur (comme l'algorithme évalue toutes les opérations de
Pexpression, cf. §2.4.3, cette division ne pourra pas étre éludée).
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Une parallélisation gloutonne, ot une opération est évaluée des que ses opérandes sont
évalués, ne donnant pas de bons résultats, Brent, en 1974 [Bre74], propose d’utiliser les pro-
priétés algébriques des opérations mises en jeu, telles que I’associativité, la commutativité
et surtout la distributivité, pour établir des bornes supérieures théoriques. Son algorithme
nécessite un pré-traitement de 'expression, pour la découper en sous-expressions de com-
plexités comparables. En 1985, Miller et Reif [MR85] ont proposé un algorithme d’évaluation
parallele des expressions arithmétiques, sans pré-traitement, qui utilise les idées de Brent. Cet
algorithme a alors donné naissance, apres simplification puis divers raffinements et reformu-
lations, a un algorithme efficace et simple d’évaluation parallele dynamique des expressions
arithmétiques. Le méme algorithme a été proposé, avec différentes variantes, par Kosaraju et
Delcher [KD88], Abrahamson, Dadoun, Kirkpatrick et Przytycka [ADKP89], Cole et Vishkin
[CV88] et Gibbons et Rytter [GR86, GR88b]. Le premier algorithme, proposé par Miller et
Reif [MR85], est efficace: il permet d’évaluer le résultat d’'une expression arithmétique sur
une CREW — PRAM a n processeurs en temps O(logn), si n est le nombre d’opérations
et d’opérandes. Il a ensuite été montré que ’hypothese « lecture concurrente » était super-
flue dans cet algorithme [ADKP89], ce qui donne une complexité EREW (n,logn) pour ce
probleme. Une modification de cet algorithme fournit un nouvel algorithme qui permet en
deux fois plus de temps seulement d’évaluer le résultat de toutes les sous-expressions [GR86].
Enfin, une application du principe de Brent, associée a la technique d’équilibre des travaux,
conduit & un algorithme optimal de complexité EREW(&, log n) [GR88b].

Dans un souci didactique, nous présenterons tout d’abord 1’algorithme le plus simple pour
les expressions. Différentes variantes du méme algorithme seront ensuite esquissées, soit pour
calculer dans un ensemble fini non commutatif, soit pour déterminer tous les résultats par-
tiels, i.e. le résultat de toutes les opérations apparaissant dans ’expression, soit enfin pour
obtenir un algorithme optimal. Nous montrerons ensuite les résultats de cet algorithme ap-
pliqué a divers problemes, en particulier a la reconnaissance de langages hors-contexte: il
s’agit d’'une parallélisation de 'algorithme (rendu déterministe) de Cocke, Younger et Ka-
sami. Les solutions aux problemes préliminaires de la construction parallele d’un arbre a
partir d’une expression (algorithme de Bar-On et Vishkin [BOV85]) ou de la numérotation
des feuilles de ’arbre seront exposées, afin de compléter la présentation de I’évaluation dyna-
mique des expressions arithmétiques. Des résultats de complexité pour machines a mémoire
distribuée seront ensuite rappelés ; en général, les communications induisent un surcotut (mul-
tiplicatif) de la taille du diametre du réseau d’interconnexion.

Cependant, les expressions arithmétiques ne permettent de représenter qu’une classe
assez limitée de programmes. C’est ce que nous illustrerons dans un dernier paragraphe qui
nous servira de transition vers I’évaluation dynamique de programmes arithmétiques plus
généraux, les programmes sans boucle.

2.1 Position du probleme

Rappelons la définition d’une expression arithmétique et sa représentation sous forme
d’arbre, avant de travailler avec ces objets.
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2.1.1 Expressions et arbres: définitions

De fagon générale, la structure algébrique utilisée dans ce chapitre sera un corps (F, +,*,0,1).
Une expression arithmétique est une formule mathématique usuelle, une alternance d’éléments
de F' et d’opérations 4+, —, * ou /. L’expression est supposée étre completement parenthésée,
pour éviter toute ambiguité dans le choix de sa représentation arborescente. De facon plus
formelle, on peut définir une expression a 1’aide de la grammaire suivante, valeur étant un
symbole terminal représentant un élément quelconque du corps F':

expr — expr)
expr * expr)
expr/expr)

expr <+ (expr+ expr)
|
|
|
| (valeur).

(
(
(
(

Une expression admet une représentation sous forme d’arbre orienté binaire, ou chaque
neeud a zéro ou deux fils. Définissons ces arbres.

Définition 32 [Ber73]
— Un arbre est un graphe non orienté connexe sans cycle.

— Un arbre orienté (ou arborescence) est un graphe orienté possédant un sommet parti-
culier appelé racine et tel que pour tout sommet, il existe un unique chemin liant ce
sommet a la racine.

Définition 33 Un arbre orienté est binaire si toul neud a 2éro ou deux fils'.

Dans ce chapitre, seuls les arbres binaires orientés seront utilisés.

2.1.2 Représentation arborescente des expressions

On obtient ’arbre orienté binaire associé a une expression en construisant ’arbre syn-
taxique a l'aide de la grammaire précédente: les valeurs sont les feuilles de 1’arbre, les nceuds
internes (non feuilles) sont les opérations, chaque opération a pour fils ses deux opérandes.
La racine est la derniere opération effectuée par ’expression, appelée résultat de 'expression.
Dans ce qui suit, les expressions seront représentées uniquement par des arbres. Le probleme
de la construction parallele d’un arbre a partir d’une expression donnée sous forme de ta-
bleau a été résolu par Bar-On et Vishkin en 1985 [BOV85]. Nous présenterons leur technique
a la fin de ce chapitre.

Rappelons quelques propriétés élémentaires des arbres, utiles par la suite.

Propriété 1 Un arbre a n sommets a n — 1 arcs. Un arbre orienté binaire a [ feuilles a
2f — 1 sommets au total.

1. La définition donnée ici est une restriction de la définition générale: un arbre binaire général est un
arbre ol chaque nceud a zéro, un ou deux fils.
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Il est également intéressant de connaitre les opérations qui peuvent étre effectuées rapide-
ment en parallele sur les arbres. On sait construire un circuit eulérien d’un arbre binaire a n
neeuds en temps constant avec n processeurs ou en temps O(logn) avec Togn Processeurs, sur
une FREW—PRAM [TVS85]. Pour cela, chaque aréte (non orientée) est remplacée par deux
arcs orientés opposés et le circuit eulérien est un circuit qui passe une fois et une seule par
tous ces arcs (ou une fois dans chaque sens par chaque aréte). A T'aide de ce circuit eulérien,
on peut numéroter de facon pré-ordonnée ou post-ordonnée les nocuds de ’arbre, calculer les
niveaux des nceuds ou le nombre de descendants de chaque noeud, i.e. le nombre de neeuds
dans le sous-arbre dont il est racine, avec la méme complexité, en utilisant un algorithme
d’indicage de liste simple, de complexité EREW(&, logn).

Par la suite, nous abrégerons « arbre orienté binaire » par « arbre ».

2.2 Algorithme d’évaluation des expressions

2.2.1 Position du probleme

Le probleme est de savoir comment évaluer rapidement en parallele une expression donnée
sous forme d’arbre. Une évaluation parallele gloutonne, qui évalue une opération des que la
valeur de ses opérandes est connue, s’avere particulierement inefficace dans le cas du produit
itéré par exemple (il s’agit de calculer -7 v;) si 'expression est donnée sous la forme
v1 4 (va+ ... 4 (Vo1 + v,) .. .) (figure 2.1). Le temps d’évaluation est égal a la profondeur
de I'arbre, en O(n).

/+\
_I_
U1 /\_I_
vz /N n
U3 .
_I_
AN
Un—1 Up

FiG. 2.1 - Produit itéré vy + (va + ... + (V1 +v,) .. .) 2 Uarbre est ici déséquilibré.

Dans ce cas précis, en utilisant I"associativité de 4+, on aurait pu écrire I’expression sous
la forme (... ((vy + v2) + (v3+ v4)) + ... + (Va1 + va) .. .); cette expression est représentée
par un arbre équilibré (figure 2.2), de profondeur log n. Le temps d’évaluation devient alors

O(logn).
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_|_

/N

A +

K
N\ ~
AN AN

01 U2 U3 V4 Up—1 VUn

[log, n]

F1G. 2.2 - Produit itéré (...((v14+v2) + (v3+va))+ ...+ (Va1 +vn) . ..) s Uarbre est ici équilibré.

Si maintenant, on considere un « peigne » ot I'on alterne les deux opérations + et * (a
dessein, pour empécher tout rééquilibrage) (figure 2.3), on ne peut pas construire un arbre
équilibré équivalent et le temps d’évaluation par un algorithme glouton est encore O(n).

+
7N
TN
vy N\
U3 /
N
Upn—1 VYn

Fi1G. 2.3 - Un peigne déséquilibré.

L’idée de Brent, en 1974, a été de considérer que le résultat d’une expression peut s’écrire
sous la forme d’une fraction rationnelle de numérateur et de dénominateur aflines

av; +b
cv; +d’

ou 'on considere la feuille v; comme une indéterminée, et de montrer que 'on peut calcu-
ler — récursivement, en utilisant les autres feuilles — les coefficients a, b, ¢ et d en temps
O(logn). Les travaux ultérieurs ont porté sur le découpage de 'expression, c’est-a-dire sur
la détermination de la feuille qui conduit a des calculs de méme importance pour chacun des
coefficients a, b, ¢ et d. 1.’idée de Brent, appliquée telle quelle, conduisait a un découpage en
O(log n) a chaque étape, ce qui donnait un algorithme d’évaluation en temps O(log® n). Buss,
Cook, Gupta et Ramachandran [BCGR92] ont proposé un nouvel algorithme permettant de
précalculer toutes les découpes en temps O(logn) avant d’appliquer une phase d’évaluation,
ce qui donnait un temps d’évaluation parallele de O(logn).
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Il n’y a pas eu d’avancée notable dans la décennie qui a suivi le résultat de Brent. En 1985,
Miller et Reif [MR85] ont eu Iidée de considérer chaque opération comme étant une fonction

az+b
At be Ly °s P
plication par une constante, et par composition, on peut alors « anticiper » des calculs en

de son opérande x. De plus, ces fonctions étant stables par addition et multi-

attendant que la valeur de z soit connue en « propageant » cette fonction.

(C’est ce mécanisme qui est employé de facon systématique et qui permet d’évaluer n’im-
porte quel arbre en temps logarithmique. Définissons algorithmiquement la procédure de
ratissage (I’anticipation).

2.2.2 Fonctions de pondération des arcs

La structure algébrique utilisée dans ce chapitre est un corps (F, +,#,0,1). Dans toute la

suite, a chaque arc v — —v’ de 'arbre, avec v’ fils ou opérande de v, est associée une fonction
d’arc?,
axx—+b
o) = eva

représentée par le quadruplet (a,b,c,d) € F*. La valeur du nceud v, val(v), est alors liée a
la valeur f(val(v')), plutét qu’a la valeur de v’ (figure 2.4): si v est un opérateur o, avec ©
représentant + ou *, v’ a pour valeur « et v” a pour valeur 3, alors v vaudra f'(«) o f"(3).

o) = & /()
ANVA

FiGg. 2.4 - Fonction d’arc.

A Tinitialisation, c’est-a-dire lors de la construction de la représentation arborescente de

I’expression, on associe a chaque arc la fonction Identité ; L:2+0
? Oxx+1"7

(1,0,0,1). C’est ici qu’apparait I'importance de 'existence d’un élément neutre pour la

représentée par le quadruplet

multiplication, i.e. de ’hypothese semi-anneau ou anneau unitaire.

Un autre avantage des fonctions d’arcs proposées est de simplifier les arbres, en considérant
que les neeuds opérateurs ne sont que de type + ou . A cette fin, on remplace tout noeud
— par un nceud + ayant les mémes fils et on pondere 'arc vers le fils droit par la fonction
=140 . de Ja méme facon, on remplace tout noeud / par un nceud * ayant les mémes

Oxz+1 ?
fils, en pondérant ’arc vers le fils droit par la fonction L = 92+l
T 1xx+0

—xr =

2. Convention de notation: on appelle les noeuds « v » comme « vertex » et on désigne les éléments du
corps F' par des lettres grecques ou les premieéres lettres de ’alphabet latin.
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Fi1G. 2.5 - Suppression des opérations non commutatives.

A Tavenir, nous supposerons donc que les seuls nceuds de 'arbre sont des noeuds + et
des neeuds *, alors que les fonctions d’arcs sont des fractions rationnelles de numérateur et
de dénominateur affines.

Remarque

Si 'expression initiale est a évaluer dans un semi-anneau commutatif unitaire integre ou
dans un treillis, il n’y aura ni soustraction ni division. Les fonctions d’arcs seront donc des
fonctions affines de la forme a *  + b. Dans un anneau commutatif unitaire integre, il y aura
des soustractions, mais les fonctions d’arcs seront également affines. Si la structure de base
est un monoide commutatif ou un groupe, avec une opération +, les fonctions d’arcs seront
de la forme z + a.

2.2.3 L’opération de ratissage

Soient w un nceud interne de ’arbre et v un de ses fils, par exemple son fils gauche.
Quand I'un des fils de v connait sa valeur, w ne dépend (pour ce qui est de son opérande
gauche) que de la valeur de Iautre fils de v, valeur supposée non encore connue. v et son
fils évalué ne sont plus d’aucune utilité et ils peuvent étre supprimés de ’arbre. Le ratissage
effectue cette opération, en mettant a jour les fonctions d’arcs pour préserver la valeur de
w: f'(x) = flg(a) o h(x)), avec les notations de la figure 2.6. On vérifie aisément que la
nouvelle fonction d’arc f'(x) est encore de la forme %.
d’arcs est stable par composition, par addition d’un élément du corps et par multiplication

par un élément du corps. Voici ce que donne cette opération dans le cas du ratissage d’un

En effet, I’ensemble des fonctions
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noeud *:

J'(x) = [(g(e) * h(x)) = 28,

agatby apx+by
1 _ f(Cga-I-dg*ch.r-I-dh )+bf
f'(x)
- B (aga-l-bg apz+by
f cgatdg  cpa+tdy

)+ds

f/(l') _ as(agatbg)(ape+bn)+bs(cgatdy)(cprtdy)
clagatby)(apw+bp)+ds(cgatdy)(cprtdy)’

= agslagaay + byap) + bs(cyaey, + dyep),

ClgOébh + bgbh) + bf(CgOédh + dgdh),
agoap + byap) + dp(c ey + dyep),
d = Cy ClgOébh + bgbh) + df(CgOédh + dgdh).

De facon algorithmique générale, 'opération de ratissage d’'un nceud v par son pere w

avec

I
o
~

o O Q
Il
Q
—
SN TN N N

s’écrit :

Algorithme 4 Ratissage, premiére version

en parallele
si v, fils gauche, a un fils qui est une feuille, alors
calculer la nouvelle fonction de w vers 'autre fils de v,

déconnecter w de v
connecter w au fils de v qui n’est pas une feuille

si v, fils droit, a un fils qui est une feuille, alors

idem

fin

Cet algorithme présente cependant un inconvénient : il transforme implicitement 1’arbre
initial en un graphe orienté sans circuit, ot les nceuds ont un degré entrant quelconque (figure
2.6) et donc I'objet manipulé n’est plus un arbre. Comme le noeud v ainsi que son fils feuille
ne sont plus utiles, un neeud ratissé et sa feuille sont détruits.

w .
OV N
v ho) — © flgla) o h(z)) = f'(x)
9(1’77)/ % / o
C)

« \ /\

F1G. 2.6 - Finalement v a un degré entrant nul et v" a un degré entrant égal a 2.
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On remarque que si ratissage est effectué simultanément sur tous les nceuds, il y aura
des conflits d’acces mémoire ; par exemple, si un noeud v a ses deux fils a et § qui sont des
feuilles, son pere w essayera de se connecter simultanément a (3 en ratissant v grace a o et
a « en ratissant v grace a ( (figure 2.7).

VAN
a f
Fig. 2.7 - Comment ratisser v ?

Ce probleme est résolu en supprimant la ligne « en parallele » dans ratissage, donc en
traitant séquentiellement les fils gauches puis les fils droits. On suppose que ’algorithme est
synchrone. Toutes les sources de conflit (acces concurrents a des ressources communes) ne
sont pas encore éliminées car si un nceud v a un fils feuille et un fils v” qui a un fils feuille,
larc v — —v” sera utilisé pour deux ratissages (figure 2.8). 1l sera utilisé par w, le pere de v,
(pour le ratissage de son fils v), en méme temps qu’il sera détruit par v lors du ratissage de
son fils v”.

Fi1G. 2.8 - Ratissage simultané de v et v".

De facon a remédier a ces problemes, les feuilles de I’arbre sont numérotées consécutivement
de gauche a droite avant toute opération de ratissage: lors du ratissage, seuls les peres des
feuilles de numéro impair sont ratissés. Une telle numérotation des feuilles s’obtient en fait
facilement a partir d’une opération d’indicage de liste. Dans un premier temps, on construit
un circuit eulérien de ’arbre, qui permet de parcourir tous les nocuds et de rencontrer les
feuilles de gauche a droite. On affecte alors un poids entier a chaque neeud, qui vaut 1 pour
les feuilles et 0 pour les nceuds internes, la numérotation des feuilles désirée est obtenue par
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un calcul d’indicage de liste en utilisant ces poids (cf. section 2.6.2 pour une description
plus détaillée). Apres cela, il n’est pas tres difficile de numéroter toutes les feuilles, sauf la
premiere et la derniere. On peut les ranger dans un tableau en temps constant, ce qui permet
d’y accéder en temps constant lors du ratissage et lors de la premiere phase de I’algorithme
optimal de la section 2.4.

Pour renuméroter les feuilles en temps constant apres chaque ratissage, il suffit de remar-
quer que toutes les feuilles de numéro impair ont été supprimées, alors que toutes les feuilles
de numéro pair sont conservées, puisque 'opération de ratissage détruit seulement la feuille
de numéro impair et son pere. Une division par 2 du numéro des feuilles restantes permet
donc de renuméroter les feuilles.

Ces modifications de l'algorithme de ratissage permettent d’éviter tout conflit d’acces
mémoire. Pour le démontrer, on identifie I’ensemble des objets (nceuds et arcs) affectés
par le ratissage d’une feuille et on vérifie que les ratissages simultanés des peres de deux
feuilles différentes utilisent deux ensembles disjoints. Il n’y a désormais plus de conflit d’acces
mémoire, si on considere que 1’acces concurrent a deux arcs incidents a un méme nceud est
possible. Pour les besoins de la démonstration, on définit impliqué(v) 'ensemble (hétéroclite)
des noeuds et des arcs impliqués par le ratissage de v.

/U7

fils feuille de v,

impliqué(v) = { arc(pere de v — —v),
arc(v — —fils feuille de v),

arc(v — — autre fils de v)

On vérifie qu’il n’y a pas de probleme lors du ratissage des peres w; et wy de deux feuilles
gauches (resp. droites) vy et vy de numéro impair: puisque I'arbre est binaire et que vy et
vy sont des feuilles gauches distinctes, leurs peres w; et wy sont distincts et non adjacents.
Si wy et wy étaient adjacents — ce qui poserait probleme, cf. figure 2.8 —, par exemple si w,
était le pere de ws, on aurait la situation schématisée figure 2.9.

Fia. 2.9 - vy et vy sont des feuilles consécutives.

Or les feuilles sont numérotées consécutivement de gauche a droite, donc il est impossible
que vy et vy aient des numéros conséeutifs impairs. On a donc impliqué(vy ) () impliqué(ve) = 0.
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Méme si wy et wy sont freres, leur ratissage modifiera des arcs distincts issus de leur pere
commun, ce qui ne pose pas probleme.

Comme cela a déja été mentionné, le ratissage des peres des feuilles gauches de numéro
impair ne détruit que ces feuilles. On peut appliquer le méme argument sur les feuilles
droites de numéro impair pour finir de démontrer que 'opération de ratissage peut s’effec-
tuer sur une FREW —PRAM. La durée d’une opération de ratissage est le temps nécessaire
pour additionner une valeur a une fonction d’arc, ou pour la multiplier par une valeur, puis
pour composer deux fonctions d’arcs; cela se réalise en temps constant, il suffit pour s’en
convaincre d’examiner les formules de composition de fractions rationnelles de numérateur
et de dénominateur affines.

2.2.4 Algorithme de contraction

La procédure fondamentale de ’algorithme d’évaluation parallele des expressions est
maintenant définie de facon satisfaisante. La seule inconnue de cet algorithme est désormais
le nombre d’étapes de ratissage a effectuer afin d’évaluer la racine de ’arbre. Le décompte
du nombre de feuilles de I"arbre a chaque étape permet de répondre. Puisque le nombre de
neeuds d’un arbre est 2f —1 si le nombre de feuilles est f (propriété 1, §2.1.2), la décroissance
du nombre de feuilles correspond directement a la décroissance du nombre total de neeuds
de l’arbre. On a vu que l'opération de ratissage supprimait toutes les feuilles de numéro
impair et aucune feuille de numéro pair. On en déduit que le nombre de feuilles numérotées
est divisé par 2 par une application de ratissage sur ’arbre. Pour réduire ’arbre a la racine
et ses deux fils feuilles, O(logn) passages dans la boucle sont donc suffisants. 1l ne reste
plus qu’a évaluer la racine. Comme le temps d’un ratissage est constant, on en déduit que
I’algorithme d’évaluation d’arbres a une complexité EREW (n,logn).

Le principe de Brent avec un nombre de processeurs Togn Lous conduit a une complexité

(non log-uniforme) optimale EREW(@, logn). En effet, la complexité séquentielle est mi-
norée par n: il faut bien lire chaque opéerande, et chaque opérateur pour calculer sa valeur!
Elle vaut d’ailleurs n. Nous verrons a la section 2.4 un algorithme effectif et uniforme per-
mettant d’atteindre cette complexité parallele optimale.

Le théoreme suivant récapitule ces résultats.

Théoreme 7 Toute expression arithmétique sur un corps commutatif ' peut étre évaluée
n
en temps O(logn) avec Togn Processeurs.

Corollaire 1 Toule expression arithmétique sur un monoide commutatif, un groupe, un
semi-anneaw ou un anneay commutatif unitaire intégre peut étre évaluée en temps O(logn)

avec IL Processeurs.
ogn

DEMONSTRATION

La remarque 2.2.2 signale que dans le cas d’un semi-anneau ou d’un anneau, les fonctions
d’arcs sont des fonctions affines. Dans le cas d’'un groupe ou d’un monoide, les fonctions
d’arcs sont de la forme 2 4+ a. O
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Voici maintenant I’algorithme de contraction d’expressions [KD88], illustré par un exemple.

Algorithme 5 Contraction d’arbre

faire [logn] fois
ratisser les peres de toutes les feuilles gauches de numéro impair
ratisser les peres de toutes les feuilles droites de numéro impair
diviser le numéro des feuilles restantes par 2

Evaluer la racine.

fin

Remarque

— Chaque étape de ratissage s’effectue en temps constant, qui est 26 fois le temps d’une
opération® (supposée en temps unitaire) dans le corps de base. Le temps exact de
I’algorithme est donc 26 fois le temps d’une évaluation séquentielle de I'expression. Pour
de petits exemples, le temps parallele, qui est 26logn + o(logn), peut étre supérieur
au temps d’une évaluation gloutonne. Cependant, des que l'on a des exemples assez
importants a traiter, 26 log n est tres inférieur a n (la valeur de n pour laquelle il y a
égalité se situe aux alentours de 200).

— Si cet algorithme est utilisé comme compilateur (cf. chapitre 5) pour transformer un
arbre quelconque en arbre équilibré, le programme parallele obtenu est SIMD : il est
synchrone et chaque tache consiste en une composition de fonctions d’arcs.

2.3 Un exemple

Lexpression 22+ (34+2) % (h* 3% 24+ 4% (0% 7+ (44 3)*3)), ou plutot ((2+2)+ ((3+
2) % (((h*3)*6)+ (4*((0x7)+((44+3)*3)))))) puisque les expressions sont completement
parenthésées, est représentée par ’arbre de la figure 2.10 qui comporte 12 nceuds. Les feuilles
sont numérotées consécutivement de gauche a droite, sauf la premiere et la derniere.

3. Cela peut étre vérifié sur la formule donnée pour le ratissage d’un nceud * ; la formule pour le ratissage
d’un neeud + est similaire.
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FiG. 2.10 - Exemple.

Etape 1: le pere de la seule feuille gauche de numéro impair, la feuille numéro 7 (dont
le grand-pere est grisé) est ratissé: figure 2.11. La feuille 7 a été supprimée et on note
I’apparition de la fonction 4z sur le nouvel arc entre son grand-pere et son frere. Les peres
des feuilles droites de numéro impair, i.e. les feuilles numéro 1, 3, 5, 9 et 11 (dont les grand-
peres sont grisés), sont alors ratissés: figure 2.12. Apres cette étape de ratissage, il ne reste

que des feuilles de numéro pair. La renumérotation des feuilles est obtenue en divisant leur
numéro par 2: figure 2.13.

/\

ZX /\
%ﬁ
/xﬁ
sz S
YA

7777
Vo U1
4 3

Fia. 2.11 - Etape 1: ratissage des peres des feuilles gauches de numéro impair.



NS

~AiLi i L L ALUVES & A4 ¥4 XA/ L AR/ LY L LAV A/ JEiEd AL LA LU L AN ERS LN S

jx/@K
5 /\
Aty
N

V10 3
4

F1G. 2.12 - Etape 1: ratissage des péres des feuilles droites de numéro impair.

FiG. 2.13 - Etape 1: renumérotation.

Etape 2 : apres la renumérotation des feuilles, une nouvelle étape de ratissage commence.
Les peres des feuilles gauches de numéro impair, les feuilles 1 et 5, sont ratissés: figure 2.14. 11
ne reste qu’une seule feuille droite de numéro impair, la feuille 3, dont le pere est alors ratissé:
figure 2.15. A la fin de cette nouvelle phase de ratissage, les feuilles sont renumérotées : figure

2.16.
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/\
/&, ixm

FiG. 2.14 - Etape 2: ratissage des péres des feuilles gauches de numéro impair.

/\
/\
/\”

FiG. 2.15 - Etape 2: ratissage des péres des feuilles droites de numéro impair.

/\
/\
/\”

FIG. 2.16 - Etape 2: renumérotation.

Etape 3: le pere de la feuille gauche de numéro impair numéro 1 est ratissé: figure 2.17.
Comme il n’y a pas de feuilles droites de numéro impair, le ratissage se termine par une
renumérotation : figure 2.18.
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W?@@x + 150

i 777/@%77
U3 3
0

FiGc. 2.17 - Etape 3: ratissage des péres des feuilles gauches de numéro impair.

772/@\201‘ + 150

i 777/6—)%
(5] 3
0

FiG. 2.18 - Etape 3: pas de feuilles droites de numéro impair, renumérotation.

Etape 4: la derniere étape de ratissage se résume a ratisser le pere de la derniere feuille
numérotée de 'arbre : figure 2.19.

2 3

FiG. 2.19 - Etape 4 : ratissage des peres des feuilles gauches de numéro impair.

Etape 5: il ne reste plus que la racine et les deux feuilles extrémes, on évalue la racine:

figure 2.20.

574

Fi1G. 2.20 - 5 étapes ont suffi pour évaluer Uarbre.

Cette présentation de I'algorithme est inspirée de Kosaraju et Delcher [KD88]. Elle res-
semble a celle d’Abrahamson, Dadoun, Kirkpatrick et Przytycka [ADKP89]. Cet algorithme
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a également été proposé par Gibbons et Rytter en 1988, qui expliquent comment utiliser
effectivement 2= processeurs (cf. section 2.4). Chez Miller et Reif [MR85] se trouve une
version un peu différente du premier algorithme, ou 'opération de ratissage est décomposée
en deux temps, le premier ou 'on détache la feuille de 'arbre, et le second ou son pere,
devenu unaire, se fait « compresser ». D’autres précurseurs, Cole et Vishkin [CV88], ont
proposé essentiellement le méme algorithme que Miller et Reif, mais en le noyant sous des
définitions et des découpages algorithmiques complexes (travail par niveaux centroides, ap-
plication d'une décomposition centroide accélérée) et apparemment devenus inutiles depuis,
puisque leurs résultats sont les mémes. Nous ne détaillerons pas cette version de I’algorithme.

2.4 Variantes

Nous allons maintenant présenter quelques variantes de cet algorithme, qui permettent de
calculer dans des structures algébriques différentes, comme des structures non commutatives
ou des ensembles finis, ou qui évaluent toutes les sous-expressions avec la méme complexité.
Enfin, nous présenterons un algorithme optimal effectif, qui ne nécessite que @ processeurs
pour évaluer une expression en temps log n.

2.4.1 Calculs dans des structures non commutatives

Dans le cas des expressions sur un corps, nous avons vu que ’évaluation était basée sur
un mécanisme de composition des fonctions d’arcs, qui constituent une représentation fine
des dépendances algébriques entre les nceuds.

Si les calculs s’effectuent dans une structure ou la multiplication n’est pas commutative,
mais ou elle reste associative et distributive par rapport a 1’addition et ou elle conserve
un élément neutre, il reste possible d’évaluer une expression avec la méme complexité que
précédemment. Pour cela, il faut tenir compte du fait qu’une feuille est fils droit ou fils gauche
lors du ratissage d’un neeud *, c’est-a-dire que pour un fils gauche (resp. droit), la compo-
sition de fonctions d’arcs utilisera la valeur de cette feuille comme opérande gauche (resp.
droit). De plus, il apparait que les fonctions d’arcs doivent respecter la non-commutativité de

axxxb4c

la multiplication. La forme générale qu’elles prennent est f(x) = esecy o @VeC une constante

multiplicative a gauche de x et une a droite. L’ensemble de ces fonctions d’arcs est stable par

composition et par addition et multiplication, aussi bien a gauche qu’a droite, par une valeur.

Si maintenant les hypotheses de commutativité a la fois de la multiplication et de 1’ad-
dition sont levées, c’est-a-dire si on ne conserve que les propriétés d’associativité, celle de
distributivité de la multiplication par rapport a l'addition, ainsi que ’existence de neutre
pour chacune de ces opérations, toute expression arithmétique sur un monoide, un groupe,
un semi-anneau ou un anneau unitaire integre ou un corps peut encore étre évaluée en temps
O(logn), avec fogn Processeurs. Les fonctions d’arcs sont de la forme f(x) = % pour
un corps, ou @ + b* x * ¢+ d pour un semi-anneau ou un anneau et le ratissage tient compte

du fait que la feuille utilisée est un fils droit ou un fils gauche.
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2.4.2 Calculs dans un ensemble fini

Supposons maintenant que les calculs aient lieu dans un ensemble fini [GR86, ADKP89].
Dans un tel ensemble, les opérations seront remplacées par des fonctions binaires quelconques
et les fonctions sur un ensemble fini (quelle que soit leur arité) sont représentables par une
table de valeurs de taille finie. Par exemple, une fonction unaire : F — F (comme nos
fonctions d’arcs précédentes) peut étre représentée par une table qui consiste en une seule
ligne (figure 2.21) et une fonction binaire : F' x F' — F peut étre représentée par une table
bidimensionnelle (figure 2.22).

Fia. 2.21 - Table d’une fonction unaire.

Fia. 2.22 - Table d’une fonction binaire.

Le mécanisme d’anticipation de 1’algorithme de contraction de la section 2.2 peut s’appli-
quer, si on utilise encore des fonctions binaires en guise d’opérateurs et des fonctions unaires
comme fonctions d’arcs. En effet, ce qui importe dans ce mécanisme est d’une part que les
fonctions d’arcs soient simples (comme les fonctions unaires) et d’autre part, que 1’on sache
déterminer facilement le résultat de la composition d’une fonction binaire par une fonction
constante et une fonction unaire. Or, dans un ensemble fini, ces compositions peuvent étre
effectuées en temps constant a 1’aide des tables de valeurs de ces fonctions.

Supposons que 1’on ait une expression, dont les opérateurs sont des fonctions binaires,
représentées par leur table de valeurs qui est de taille finie puisque ’ensemble est lui-méme
de cardinal fini. Les fonctions d’arcs seront encore des fonctions unaires. Dans ce cas, on
stocke sur chaque arc la table de sa fonction d’arc.
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Q) h(f(g1(a), g2(x)))

VAW
. A n

F1G. 2.23 - Ratissage dans un ensemble fini.

Par exemple, dans le schéma 2.23, L, g1, go sont unaires, f est binaire et on conserve
pour f(g1(«a),g2(x)) la ligne du tableau bidimensionnel de f représentée figure 2.24.

f ga(21) | ga(3) 92(Tcarar)

gi(a)

Fia. 2.24 - la ligne correspondante de la table de f.

On peut méme généraliser ceci au cas ou l’ensemble des fonctions est indicé et ou une
fonction peut étre évaluée en temps constant, les compositions du type h(f(g1(a), g2(2)))
pouvant étre remplacées par des calculs d’indices effectués en temps également constant

[ADKP89].

2.4.3 Evaluation de toutes les sous-expressions

On peut avoir besoin du résultat de toutes les opérations effectuées dans une expression
(i.e. résultats partiels) et pas seulement de la valeur de la racine. C’est ce qui se produit pour
les calculs de type préfixe. L’arbre correspondant ne fournit que le résultat du probleme de
produit itéré associé (figure 2.1).

L’opération de ratissage de la section 2.2 supprime des nceuds de I’arbre pour préserver
la structure arborescente de ’expression. Pour pouvoir calculer tous les résultats partiels, il
est impératif de ne pas supprimer ces nceuds, mais simplement de les déconnecter de leur
pere et de laisser intacts leurs arcs pondérés vers leurs fils. Chaque neceud ratissé mémorise
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de plus un pointeur vers son pere, ainsi que la fonction d’arc au moment du ratissage. Cela
permet de calculer le résultat de chaque nceud, en rétablissant les pointeurs d’un neeud vers
ses fils et son pere des que les fils sont évalués. Une phase de « descente », symétrique de la
phase de contraction de la racine, réalise cela. Cette phase s’appelle phase d’expansion.

Plus précisément, on traite les noeuds dans 'ordre inverse de la remontée: si un noeud
a été ratissé a I’étape i, sa valeur pourra étre calculée a I'étape (logn) — ¢ de la procédure
d’expansion et il rétablira les pointeurs vers ses fils et son pere pour se retrouver dans le méme
état qu’avant son ratissage. On peut utiliser la méme astuce de renumérotation des feuilles
(a Penvers) pour écrire I’algorithme d’expansion. Un raisonnement simple, par induction sur
le numéro ¢ de I’étape, permet de montrer qu’un nceud ratissé a 1’étape ¢ de la contraction
aura ses deux fils évalués au début de 'étape (logn) — i de 'expansion et qu’il pourra alors
calculer sa valeur.

Comme cette procédure est absolument symétrique de la procédure de contraction, sa
complexité est la méme.

Théoreme 8 Le calcul de tous les résultats partiels d’une expression a pour complexité

EREW(@,log n).

2.4.4 Algorithme optimal d’évaluation d’expressions

Le principe de Brent permet de calculer le temps parallele d’exécution d’un algorithme
prévu pour p processeurs, quand on ne dispose que de ¢ processeurs, avec ¢ < p.

Principe de Brent [Bre73, CT93] (Rappel)
Tout algorithme parallele qui s’exécute en 7 phases, ou chaque phase ¢ nécessite p; processeurs
(p = max(p;)) et s’exécute en ¢; unités de temps, peut étre implanté sur ¢ < p processeurs

et s’exécuter en
i

tip; .
Z[ P ] + 7 unités de temps.
=1 q

Ici, t; =1, p; = 5, ™ = log n. On suppose que n est a la fois une puissance de 2 et divisible
par logn (sinon il faut surcharger les formules avec des parties entieres supérieures). Si on
prend g = @, on obtient un temps d’exécution de

logn  n logn

Y 2 tlogn=logn Yy 5 +logn < 3logn.

=1 logn =1

Gibbons et Rytter ont proposé I’algorithme suivant pour p < n processeurs, qui est une
version du principe de Brent, effective et uniforme (1’équilibrage des travaux s’effectue par des
calculs d’indices et non pas en écrivant toutes les taches de I’étape 7, puis en les « repliant » sur
les processeurs disponibles). On peut remarquer qu’avant 1’étape ¢ + 1, le nombre de feuilles

est 7. Ils partitionnent ces feuilles en p segments de longueur [;—ph en temps constant
puisque les feuilles sont numérotées, le dernier processeur a 2 — (p — 1)[;}})} feuilles. Ce

découpage s’effectue en temps constant puisque les feuilles sont rangées dans un tableau
(cf. section 2.2.4), de fagon uniforme. Chaque processeur effectue alors séquentiellement le
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ratissage correspondant aux feuilles qu’il possede, donc en temps U}p] Quand il reste moins
de 2p feuilles, on applique 'algorithme 2.2.4.

Si p = 2 et si on note [log %W = k, on effectue k étapes modifiées, dont le temps

logn
d’exécution Cimulé est
k
n 1 n 1 1 n

puis l'algorithme 2.2.4 avec 2p feuilles, en temps O(log p) = O(logn). L’algorithme restant
applicable sur une EREW — PRAM , sa Complexité est donc

EREW(——,logn).

log n
Il s’agit d’un algorithme optimal.

Toutes les variantes de 'algorithme autorisent la méme réduction du nombre de proces-
seurs et sont donc rendues optimales de la méme maniere.

2.4.5 Conclusion

On a vu qu’il est possible d’évaluer une expression a n opérations et opérandes sur
un semi-anneau, un anneau, un corps ou une structure algébrique quelconque de cardi-
nal fini, ainsi que toutes ses sous-expressions, en parallele avec une complexité optimale

EREW( —,logn).

2.5 Application: langages hors-contexte parenthésés

Les applications de cet algorithme sont variées: il permet de déterminer différentes ca-
ractéristiques des arbres, telles que 1'isomorphisme de deux arbres (ce qui permet ensuite de
repérer et d’éliminer des sous-expressions communes dans du code, en vue de son optimi-
sation) ou de résoudre le probleme associé de I’étiquetage canonique d’arbres, de fagon non
déterministe [GR88D].

On peut également travailler sur des co-graphes, donnés par leur arbre syntaxique, pour
calculer leur nombre chromatique, qui est également la taille de leur plus grande clique, et
déterminer une clique de taille maximale [ADKP89]. Un co-graphe est un graphe défini induc-
tivement : un graphe composé d’un seul sommet est un co-graphe, I’'union de deux co-graphes
est un co-graphe, le complément d’un co-graphe est un co-graphe. L’arbre syntaxique d’un
co-graphe a pour feuilles les sommets du graphe et pour nceuds internes des nceuds union ou
complément-union. Une clique est un sous-graphe complet.

Une autre application est la reconnaissance de langages hors-contexte parenthésés. 1.’al-
gorithme d’évaluation correspond a celui de Cocke, Younger et Kasami, rendu déterministe :
en effet, le parenthésage indique quel sera I'unique arbre syntaxique possible.

Algorithme de Cocke-Younger-Kasami [AUT2]

On suppose que l'on a une grammaire, sous forme normale de Chomsky, et une chaine w a
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reconnaitre. Une grammaire est un quadruplet G = (N, T, R, S). T est I'alphabet du langage,
ou ensemble des symboles terminaux. C’est I’ensemble des lettres qui composent les mots du
langage. Les terminaux sont notés par des minuscules. NV est un ensemble de symboles dits
non-terminaux, ce qui signifie qu’ils n’apparaissent pas dans les mots du langage mais qu’ils
servent seulement a écrire les regles de la grammaire. Les éléments de N sont représentés par
des majuscules. R est I’ensemble des regles de la grammaire. Pour une grammaire sous forme
normale de Chomsky, les regles sont de la forme A — BC', avec A, B, (' non-terminaux, ou
A — a avec a terminal. Enfin S| 'axiome de la grammaire, est un élément distingué de N :
c’est le non-terminal d’ou débutent toutes les dérivations, i.e. pour tout mot w du langage,
S =T w.

L’algorithme de Cocke-Younger-Kasami effectue une analyse ascendante: on part de la
chaine a reconnaitre w et on essaie de remonter jusqu’a 5. Si w est de longueur n, ’algo-
rithme nécessite n étapes séquentielles; a I'étape j — de durée O(n — j) — on construit les
ensembles de non-terminaux qui permettent de dériver chaque sous-chaine de longueur j
de la chaine initiale w. La premiere étape remplace chaque terminal a par ’ensemble des
non-terminaux A qui permettent de dériver a, i.e. tels que A — a € R. A I’étape 7, on essaie
de combiner deux a deux tous les non-terminaux qui ont permis de dériver une sous-chaine
de longueur k avec ceux qui permettent de dériver la sous-chaine de longueur j — k qui la
¢ étape, il reste un seul ensemble inclus dans N, puisque w n’admet
qu’'une seule sous-chaine de longueur n, elle-méme. 5i S appartient a cet ensemble, alors il

suit dans w. A la n*™™

existe une dérivation S —% w, i.e. w appartient au langage.

Algorithme 6 Cocke-Younger-Kasami

Entrée: G = (N, T, R, S)
w=aay...a, €TT
Sortie: 7 un tableau n x n a éléments dans P(N) (I’ensemble des parties de N), tel que
T.; D Asiet seulementsi A T ;... a1, 1 <j<n, 1<i<n—j+1
{ La chaine w sera reconnue si S € 71, }
Algorithme:

71 ={A/A = a; € R}

pour j = 2 a n faire
{ Onacalculé 7, ;y avec 1 <j'<j, 1 <i<n—j5"+1}

pourt =1 an—j+1 faire
., ={A/3Fk,1 < k<j, A— BC € R,
B e Ti ks
C e Ti+k,j—k}
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ce que nous noterons

i = UZ) Ton * Tivk ok

avec,si Sy C N\ T et S CN\T

SixS ={A/A— BCe€ R, Be Sy, C € S}

fin

Si on le représente sous forme de graphe, on obtient un graphe orienté sans circuit ayant
pour opérations * et |J (section 3.7.2). Cela est dit au fait que la grammaire est ambigué. Pour
lever les ambiguités, on utilise des grammaires completement parenthésées. C’est d’ailleurs
ce type de grammaire que l'on a utilisé pour définir les expressions (§2.1.1). Un langage
parenthésé est un langage pour lequel toutes les regles sont de la forme A — (BC') avec
A, B, C des non terminaux, ou A — (a) avec A non terminal et ¢ terminal. Si on effectue
uniquement la premiere étape de ’algorithme de Cocke-Younger-Kasami, en remplacant la
concaténation de lettres par I'opération *, on obtient une expression dont les n opérandes sont
des parties de N et ou le seul opérateur est *. Le résultat est un calcul dans un ensemble
fini P(N), avec la fonction binaire % qui peut étre tabulée, et la version de ’algorithme
d’évaluation d’expressions donnée a la section 2.4 s’applique.

L’algorithme est le suivant:

— Pré-traitement : on effectue, en parallele et en temps constant avec n processeurs,
n , . . . N

en temps O(logn) avec Jogn Processeurs, un pré-traitement qui consiste a remplacer
chaque sous-chaine « (a;) » de w = ay...a;...a, — ou a; est un terminal qui n’est
pas une parenthese — par « X; » = {A/A — (a;) € R}; puis, chaque fois que deux
ensembles sont adjacents, i.e. on a « X;X;4; » dans la chaine ainsi obtenue, on les
sépare par *: « X; * X;11 ». De plus, on remplace chaque occurrence de « (X;( » par
« (X * ( » et chaque occurrence de « ) X) » par « ) * Xj) ».

— Evaluation parallele: on est alors ramené a ’évaluation d’une expression sur une

structure de cardinal fini. Ce probleme se résout en temps log n avec @ processeurs.

~ Conclusion : on sait si la chaine a été reconnue en testant, en temps constant, si S

appartient au résultat de I’évaluation.

Exemple

La grammaire est G = ({5, A, B}, {a,b}, R, S) avec

S <+ (AB)
R=<X A « (a)
B « (AB)|(b)

La chaine a reconnaitre, w = ((a)((a)(b))), est d’abord transformée en ({A}({A}H{B})), puis
en ({A}* ({A} *{B})), avant d’étre évaluée par I’algorithme 2.2.4 (figure 2.25).
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f(z) {SfWB}
{A} {A} {B}

{4} {B}

X

0 (st (ar] By (5.4 | (s, By A, BY {5, 4, )

avec

fle) [ 0| 0| 0 |{5,B}| O |{S,B}|{S,B}| {5,B}

Fi1G. 2.25 - Exemple.

2.6 Compléments pratiques

Pour étre (presque) complet sur ce probleme, il reste a préciser comment construire la
représentation arborescente d’une expression en parallele, puisque c’est rarement sous cette
forme qu’une expression est fournie. Bar-On et Vishkin [BOV85] ont proposé un algorithme
effectuant cette transformation avec la méme complexité que I’algorithme d’évaluation. Nous
montrerons également comment numéroter les feuilles, a partir d’un circuit eulérien construit
par I'algorithme de Tarjan et Vishkin [TV85]. Nous finirons par les résultats de parallélisation
sur machine a mémoire distribuée.

2.6.1 Mise sous forme arborescente

On s’intéresse a une expression non completement parenthésée sur un corps F', avec les
précédences classiques sur les opérations. L’arbre correspondant a ’expression doit étre tel
que son évaluation directe fournisse le méme résultat que 'expression initiale. Les problemes
liés a la construction d’un tel arbre ont deux origines: tout d’abord, tel quel, le probleme est
ambigu ; plusieurs arbres sont possibles, comme les arbres des figures 2.1 et 2.2 pour 'expres-
sion vy + vg + ...+ v,. Un parenthésage artificiel préliminaire levera cette ambiguité, en ne
conservant entre les mémes parentheses que des opérateurs de méme précédence (+ et —, ou
« et /) ; une telle expression est appelée expression simple. Le second probleme, également lié
a ’ambiguité de la grammaire, est de savoir comment traiter des conventions d’associativité
adoptées pour les opérateurs non associatifs — et /, a savoir a — b — ¢ = (a —b) — ¢, i.e.
’associativité est a gauche. Il faut donc interdire une écriture du type a —b—c=a—(b—¢)
(associativité a droite).
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Dans un premier temps, l'algorithme de Bar-On et Vishkin [BOV85] effectue un pa-
renthésage de ’expression en tenant compte des regles de précédence, mais pas des regles d’as-
sociativité. Ce parenthésage permet d’identifier des sous-expressions, qui correspondront a
des sous-arbres, ces sous-arbres étant uniques, modulo les regles d’associativité choisies (asso-
ciativité a gauche). L’appariement des parentheses permet une description logique de I’arbre
et également de supprimer les parentheses inutiles créées par le parenthésage préliminaire.
Enfin, I'arbre est construit, le probleme essentiel par rapport a la description précédemment
obtenue étant de prendre en compte les regles d’associativité a gauche. Cet algorithme per-
met de démontrer de facon constructive le théoreme suivant :

Théoreme 9 [l est possible de construire l'arbre correspondant a une expression (donnée
sous forme de tableau) en paralléle en temps O(logn) avee O(r—) processeurs sur une

lo
CREW —PRAM. ®

DEMONSTRATION
L’expression est supposée rangée dans un tableau, chaque case du tableau contenant une
parenthese, une valeur ou une opération. Ce tableau est de longueur n. L’algorithme qui
suit va tout d’abord (en temps constant avec n processeurs, ou en temps logn avec ;—
ogn
processeurs) parenthéser completement 'expression, puis le cceur de 'algorithme consistera
a établir les correspondances entre parentheses ouvrantes et fermantes ; ensuite, il sera facile
de construire (en temps O(logn) avec =~ processeurs) la représentation arborescente de
ogn

I’expression donnée en entrée.

Le schéma de 1’algorithme est le suivant :

Algorithme 7 Construction paralléle de arbre

Passage de I’expression initiale a une expression simple: parenthéser 1’expression

Construction de ’arbre logique : apparier les parentheses et supprimer les parentheses
inutiles

Construction de ’arbre, en prenant en compte les associativités

fin



Premieére étape: passage a une expression simple, par parenthésage

Pour assurer que * et / sont prioritaires par rapport a + et —, on parenthese I'expression
de telle sorte que plusieurs opérateurs se trouvent entre les mémes parentheses si et seule-

~AiLi i L L ALUVES & A4 ¥4 XA/ L AR/ LY L LAV A/ JEiEd AL LA LU L AN ERS LN S

ment s’ils ont la méme priorité.

On insere des parentheses dans 'expression :

1.

Le fait d’ajouter deux parentheses autour de 4+ et — et une seule autour de * et / permet
d’assurer le respect des précédences. L’exemple qui suit permettra de s’en convaincre.

Pour chaque opération 4+ ou —, on insere deux parentheses ouvrantes a sa droite et

deux parentheses fermantes a sa gauche: a +b — a)) + ((b.

Pour chaque opération * ou /, on insere une parenthese ouvrante a sa droite et une

parenthese fermante a sa gauche: g« h — g) * (h.

Pour chaque parenthese ouvrante initiale, on insere deux parentheses ouvrantes a sa
droite et pour chaque parenthese fermante initiale, on insere deux parentheses fer-
mantes a sa gauche. Ces parentheses sont notées par des crochets dans I'exemple qui

suit, pour plus de clarté.

On ajoute également deux parentheses ouvrantes au début de la chaine et deux pa-

rentheses fermantes & la fin.

Exemple

2222

a+b+cexdle—f—gxhx[i+]]

(@) 4+ ((6) + ((e) * (d)/(e)) = ((£)) = ((g) * (h)  ([((2)) + ((G))]))

F1G. 2.26 - Exzemple de parenthésage de l'expression a + b+ cxdjfe — f —g*xh*[i+ j].
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On a décomposé ce parenthésage en quatre phases successives pour illustrer séparément
chacune des actions énumérées ci-dessus, mais cela ne doit pas faire oublier qu’elles s’exécutent
en parallele dans ’algorithme.

Pour effectuer ce parenthésage, chaque élément du tableau initial est remplacé par un
pointeur sur une liste contenant cet élément et les parentheses éventuellement ajoutées.
Chaque liste est de longueur au plus 5. La nouvelle expression est donc de longueur O(n).
Il n’est pas nécessaire de ranger la nouvelle expression dans un tableau, tout élément sera
repéré par la position de la liste qui le contient dans le tableau initial et par sa position dans
cette liste. Cette premiere étape est bien réalisée en temps constant avec O(n) processeurs.

Deuxieéme étape: passage a un arbre logique, par appariement des parenthéses

On applique l'algorithme d’appariement des parentheses, qui est assez long a décrire
et qui, pour cette raison, se trouve placé en exergue apres ’algorithme proprement dit de
construction de I’arbre. Pour cela, on découpe le tableau initial en @ segments de longueur
logn et on applique I'algorithme d’appariement des parentheses. Chaque processeur traite
log n éléments de I'expression initiale, soit au plus 5log n éléments de la nouvelle expression.
Il parcourt son segment — en parcourant les listes chainées qui remplacent ses éléments —
et effectue I'algorithme d’appariement. A la fin de cet algorithme, une parenthese ouvrante
(resp. fermante) connait la position de la parenthese fermante (resp. ouvrante) qui lui corres-
pond par sa position dans le tableau initial et sa position dans la liste située a cette position
du tableau.

La complexité de ’algorithme d’appariement des parentheses est CREW(@, log n) si 'ex-
pression a n éléments. Comme ici elle en a au plus 5n, parentheses comprises, la complexité
de cette étape est CREW(@, logn).

Remarque

Suppression de parentheses inutiles

Cette étape est facultative. Elle permet de supprimer des parentheses inutiles, de remplacer
((a 4 b)) par (¢ +b) et (a)+ b par a + b par exemple. Une parenthese fermante se détruit (ou
se remplace par un caractere blanc ou nul) s’il y a une autre parenthese fermante a sa gauche
et que leurs parentheses ouvrantes correspondantes sont voisines aussi. Une parenthese ou-
vrante se détruit selon la méme regle. Une paire de parentheses se détruit si elle contient
seulement une valeur.

Ces suppressions de parentheses ne font intervenir que des informations locales. Cette étape
est réalisée en temps constant avec O(n) processeurs, ou en temps logn avec O(@) pro-
cesseurs.

Troisieme étape: construction de ’arbre

Il reste a déterminer, pour chaque sous-expression délimitée par des parentheses, 'arbre
correspondant ; pour cela, il faut repérer la racine de cette sous-expression, puis, pour chaque
opérateur, son fils gauche et son fils droit. Dans un premier temps, seules les parentheses
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donnent lieu a un traitement. Une paire de parentheses délimite une sous-expression, dont
la représentation arborescente admet pour racine 'opérateur le plus a droite (pour étre
compatible avec I'interprétation usuelle des opérations — et /, on convient que les opérateurs
sont associatifs a gauche, i.e. a—b—c—d = (((a—b)—¢)—d). Chaque parenthese, ouvrante ou
fermante, détermine cet opérateur racine de la sous-expression qu’elle délimite. Cet opérateur
est trouvé en temps constant: il est situé a gauche du dernier opérande. A gauche de la
parenthese fermante en cours de traitement, on trouve:

— une valeur. L’opérateur cherché est a gauche de cette valeur: ... ¢ a), ¢ est la racine
cherchée.

— une parenthese fermante. Le dernier opérande est une sous-expression, ¢ 'opérateur
cherché est a gauche de la parenthese ouvrante correspondante: ... o (...)).

On procede de méme pour une parenthese ouvrante. Chaque processeur détermine, pour
chaque parenthese ouvrante ou fermante, la racine de la sous-expression qu’elle délimite.

Dans un deuxieme temps, seuls les opérateurs donnent lieu a un traitement. Chaque
opérateur recherche ses deux fils. Comme on a adopté pour convention 'associativité a
gauche pour les opérations, cela signifie que 'opérateur a gauche de l'opérateur en cours
de traitement est son fils gauche et que 'opérande a sa droite est son fils droit dans ’arbre.
Pour trouver son fils gauche, 'opérateur teste si, a sa gauche, il y a une valeur ou une sous-
expression ; il teste également s’il est le premier opérateur de sa sous-expression (le plus a
gauche) ou §’il y a un autre opérateur susceptible de devenir son fils gauche. A gauche de
I'opérateur ¢ en cours de traitement, on trouve:

— une valeur a. A gauche de cette valeur, il y a:

— une parenthese ouvrante: le fils gauche est a: (a o ...

— un opérateur o. Le fils gauche de o est @: ... 0a o ...
— une parenthese fermante. A gauche de la parenthese ouvrante correspondante, il y a:

— une parenthese ouvrante. Le fils gauche de ¢ est o, la racine de la sous-expression
a sa gauche: ((...e...) 0. ..

— un opérateur . Le fils gauche de o est @: ... 0 (...) 0. ..
Quant au fils droit, il s’agit simplement de la racine de "opérande droit: s’il y a une valeur

a droite de 'opérateur, elle devient son fils droit, sinon il y a une sous-expression entre
parentheses et la racine de cette sous-expression devient le fils droit cherché.
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Recherche du fils gauche

Recherche du fils droit

R R
@ b ® (.. )

F1G. 2.27 - Recherche des fils gauche et droit.

Pour que l'algorithme soit optimal, on affecte a chaque processeur un segment de lon-
gueur logn du tableau initial, ce qui correspond a au plus 5logn éléments de I'expression
parenthésée, pour qu’il les traite en séquentiel. Le traitement d’une parenthese ou d’un
opérateur s’effectue en temps constant. Chaque processeur ayant O(logn) éléments & trai-

ter, le temps d’exécution de cette étape est O(logn), avec O(@) processeurs.
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Exemple

atbt(cxd/e)=f—(grhx[i+j])

C Recherche des racines
o]

Iﬁ
atb+(cxd/e (gxhx[i4]]

Y

Construction de ’arbre

N
NN
\g/&@

€

/
AN

FiG. 2.28 - Construction de Uarbre correspondant a Uexpression a+b+cxdfe— f —gxh*[i+ j].

AN

d

9

Sur la figure 2.28, les racines de chaque sous-expression sont repérées par des fleches.

Appariement des parentheses

Il nous reste a voir comment on calcule, pour chaque parenthese, la position de la pa-

renthese associée.



i e e e e A A

On partage le tableau en @ segments de longueur O(logn), chaque processeur traite un

segment. Cela permet d’obtenir un algorithme optimal, en utilisant seulement O(@) pro-
cesseurs. Dans un premier temps, chaque processeur trouve les paires de parentheses incluses
dans son segment en temps O(log n). On néglige maintenant ces parentheses appariées, ainsi
que les opérateurs et les valeurs.
Chaque processeur est alors en possession d’une séquence de parentheses du type « )) ...)(
.((», que 'on appellera sa sous-suite. Il cherche la parenthese fermante correspondant a la
parenthese ouvrante la plus a gauche de sa sous-suite (ou la plus englobante) et la parenthese
ouvrante correspondant a sa parenthese fermante la plus a droite. Pour déterminer les autres
correspondances, il cherchera ensuite parmi les voisines des parentheses déja appariées: si,
dans (()), les parentheses extrémes sont mises en correspondance, la deuxieme parenthese
ouvrante trouvera sa parenthese fermante a gauche de celle appariée a la premiere parenthese
ouvrante.

Pour apparier les parentheses extrémes (les plus englobantes), on calcule le niveau d’im-

brication de chaque parenthese. La correspondante d’une parenthese ouvrante, par exemple,
est la parenthese fermante, située a droite, la plus proche qui a le méme niveau d’imbri-
cation, d’ou l'intérét de connaitre ces niveaux. On les calcule grace a un produit itéré: a
chaque parenthese ouvrante, on associe la valeur 4+1 et a chaque parenthese fermante, la va-
leur —1. Si la parenthese en position ¢ est une parenthese ouvrante, son niveau d’imbrication
est L[i] = Y'_, vallj], sinon c’est L[i] + 1.
Pour réaliser ce préfixe parallele, on a construit un arbre binaire équilibré, dont les feuilles
sont les sous-suites. On 'utilise a nouveau pour déterminer les correspondances. Pour chaque
neeud interne de 'arbre, on calcule deux quantités, MINg et MINp, qui sont les minima
sur ses descendants des valeurs L[i] pour les i parentheses ouvrantes et les 7 parentheses fer-
mantes respectivement. Il suffit d’une phase ascendante de calcul. Ces quantités serviront de
« panneaux indicateurs » pour savoir ou se trouve une parenthese, ouvrante ou fermante, d’'un
niveau donné. Il reste maintenant a trouver, pour une parenthese fermante la plus a droite
dans sa sous-suite, la parenthese ouvrante qui lui correspond. Si cette parenthese fermante est
en position ¢, on cherche le plus grand j<u tel que L[j] = L[i{]+ 1. Si, contrairement a ['usage
établi dans la nature, on représente les arbres avec la racine en haut et les feuilles en bas, on
commence par « grimper » dans [’arbre, en partant de la feuille ¢, tant que dans le sous-arbre
en dessous il n’y a pas de parenthese ouvrante de méme niveau d’imbrication, i.e. jusqu’a ce
que 'on atteigne le fils droit d’un nceud dont le fils gauche k vérifie MINg(k) < L[i] + 1.
On passe en k, puis on dégringole dans ’arbre, en se dirigeant vers la parenthese ouvrante
de méme niveau, c’est-a~dire en allant a droite, si M 1Ny < L[i] 4 1 sur le fils droit, a gauche
sinon. On finit par atterrir sur la sous-suite contenant la parenthese ouvrante correspondant
a notre parenthese fermante. On marque ces parentheses. On procede de méme pour la pa-
renthese ouvrante la plus a gauche. Cette promenade dans I’arbre prend un temps O(logn)
et chaque processeur a au plus deux parentheses a traiter.

Il reste alors a trouver les parentheses correspondant aux autres parentheses de la sous-
suite. On part de la parenthese fermante la plus a droite et on établit les correspondances
pour les parentheses fermantes a sa gauche, en les parcourant de droite a gauche. Les pa-
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rentheses ouvrantes recherchées se trouvent a droite de la correspondante de la parenthese
fermante « extréme ». Quand on rencontre une parenthese fermante déja marquée, on cherche
alors a droite de sa parenthese ouvrante correspondante. Un processeur s’arréte quand il a
fini de traiter les parentheses fermantes de sa sous-suite. Il procede de méme pour les pa-
rentheses ouvrantes. L’appariement de chaque parenthese non extréme est effectué en temps
constant. Comme chaque processeur a O(logn) parentheses a traiter, cela prend un temps

O(logn). O

Exemple
Sur cet exemple (figure 2.29), les parentheses appartenant a I'expression initiale sont représentées
par des crochets ([ et ]), pour étre distinguées des parentheses ajoutées par ’algorithme.

(OO0 )« ) ) ( ))))) )

Recherche des correspondances pour les parentheses extrémes

I ] 1
(C ) ( ))))) )

—
(OO0 )

( Elimination des paires a l'intérieur de chaque segment

Recherche des correspondances pour les parentheses restantes

— ] |
CCOC( )« ))( ))))) )

Fi1G. 2.29 - Un exemple avec 26 parenthéses, soit 6 segments de longueur < 5.

On vient de voir un algorithme de construction parallele de 1’arbre correspondant a une
expression, si cette expression est donnée sous forme d’un tableau.

_n

Si le tableau est de longueur n, on peut construire ’arbre en temps O(log n) avec (’)(logn) pro-
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cesseurs. On vérifie facilement que cet algorithme n’entraine jamais d’écritures concurrentes.
Cependant, il peut y avoir des lectures concurrentes d’'une méme donnée, par exemple lors de
la recherche dans ’arbre des correspondances pour les parentheses extrémes. [’algorithme
de Bar-On et Vishkin a donc pour complexité

n

C’REI/V(1 ,logn).

ogn

2.6.2 Numérotation des feuilles

Il ne nous reste plus qu’a montrer comment on numérote les feuilles consécutivement de
gauche a droite, pour compléter la présentation de cet algorithme d’évaluation d’expressions
arithmétiques.

Pour cela, on construit un circuit eulérien de I'arbre, supposé non orienté ici [TV85]:
on remplace chaque aréte par deux arcs anti-paralleles et le circuit parcourt une fois et une
seule chaque arc. Quand il arrive, par ’arc le connectant a son pere, sur un nceud interne,
la premiere fois, il se dirige vers le fils gauche, la deuxieme, vers le fils droit et la troisieme
fois, il retourne vers le pere. S’il arrive sur la racine, comme il n’existe pas de pere et qu’il
s’agit d’un circuit, il retourne toujours vers les fils. Si enfin, il arrive sur une feuille, il repart
vers le pere de cette feuille. Par convention, le point de départ de ce circuit est la racine, et
le parcours du circuit commence en se dirigeant vers le fils gauche. Pour éviter de rencontrer
trois fois chaque noeud interne, on remplace chaque noeud interne v, de pere u et de fils w; et
wq, par trois copies de lui-méme, vy, v9 et v3: vy a pour arc entrant I'arc issu de u et pour arc
sortant 'arc dirigé vers wy ; vy a pour arc entrant ’arc issu de w; et pour arc sortant 1’arc
dirigé vers wy; enfin v3 a pour arc entrant I'arc issu de w, et pour arc sortant 1’arc dirigé
vers u. La racine n’a que deux copies et les feuilles ne sont pas copiées. Cette transformation
est illustrée par le schéma 2.30. Elle s’effectue en temps constant avec O(n) processeurs, ou

en temps O(logn) avec O(@) processeurs.

w

FiG. 2.30 - Duplication des sommets et des arcs.
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FiG. 2.31 - Un petit exemple.

A partir de ce circuit eulérien on numérote les feuilles : on affecte a chaque feuille la valeur
1 et a chaque nceud interne, la valeur 0. Grace a un indicage de liste, chaque feuille connait
ensuite son numéro. Pour éviter de numéroter la premiere feuille, on supprime le numéro de
la feuille numéro 1 et on soustrait 1 aux numéros des autres feuilles. Pour éviter de numéroter
la derniere feuille, soit on connait le nombre de feuilles et celle qui a le numéro correspondant
supprime son numéro, soit on effectue un nouvel indicage de liste — ou un produit itéré —
avec 'opération max, afin de déterminer le plus grand numéro et le supprimer.

2.6.3 Réalisations pratiques

Il y a eu peu de travaux sur I'implantation effective de cet algorithme théorique sur une
machine parallele a mémoire distribuée, méme en supposant que celle-ci a n processeurs

[Bau92].

En fait, comme d’une part, on ne sait pas placer un arbre quelconque sur une architecture
donnée et que d’autre part, les communications qui auront lieu ne respectent pas cette
localité, il est difficile d’établir des résultats de complexité. Par exemple, I'information la plus
précise que I'on possede sur les communications est qu’a ’étape ¢, elles ne feront intervenir que
des processeurs & distance au plus 2°. Méme en supposant que ’on ait une sorte d’hypercube
enrichi, oll chaque processeur de numéro p a pour voisins les processeurs de numéro p2¢, 0 <
1<logn, on n’arrive pas a borner le temps d’exécution plus finement que par

logn i—1

St

=1

On a donc intérét a appliquer des résultats tres généraux sur les routages de permutations
quelconques dans le réseau choisi [Bau92]:
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O(logn) avec une forte probabilité avec un algorithme
probabiliste pour un hypercube ou un CCC*[Val90],
O(lognloglogn) avec un algorithme déterministe
pour les mémes architectures [CP90],

O(y/n) pour une grille v/n x \/n [GS89b].
A chaque étape, les communications peuvent étre assimilées a une permutation des
données entre les processeurs; on obtient alors comme bornes :

O(log® n) avec une forte probabilité avec un algorithme
probabiliste pour un hypercube ou un CCC,
O(log” nloglogn) avec un algorithme déterministe
pour les mémes architectures,
O(log ny/n) pour une grille \/n x /n.

Si on veut ensuite étudier le cas ou 1’on n’a que p processeurs, on constate que les commu-
nications sont encore plus imprévisibles et par conséquent, les résultats plus durs a établir.
On obtient un surcout di aux communications, a chaque étape, de O(% log p), ce qui fait au
total O(% logn log p).

Sin = Q(p'*e), Ryu et JaJa [RJ9I0] décrivent un algorithme en temps optimal O(%) sur un

hypercube.

2.7 Bilan

Nous avons présenté ’algorithme de Kosaraju et Delcher, ou d’Abrahamson, Dadoun,

Kirkpatrick et Przytycka, d’évaluation parallele d’expressions arithmétiques. Nous avons
également détaillé une version optimale de cet algorithme, due a Gibbons et Rytter, dont la
complexité est EREW(&, logn), si I'expression effectue n opérations. L’existence d’algo-
rithmes en temps sous-logarithmique pour des machines C RCW — PRAM est une question
ouverte.
Nous avons ensuite vu que, dans le cadre de la reconnaissance de langages hors-contexte
parenthésés, une parallélisation de ’algorithme de Cocke, Younger et Kasami pouvait étre
considérée comme |’évaluation parallele d'une expression avec des opérations bien choisies.
Ce probleme se résout donc avec la méme complexité EREW(&, logn), si n est la longueur
de la chaine a reconnaitre.

L’algorithme de Bar-On et Vishkin permet de construire ’arbre correspondant a une
expression fournie sous forme de tableau avec une complexité CREW(@, logn). 1l faut
relaxer les hypotheses portant sur la machine, ¢’est-a-dire lever I’hypothese lecture exclusive

et passer a une machine CREW —PRAM.

4. Cycle Connected Cube: hypercube dans lequel chaque processeur est remplacé par un anneau de logn
processeurs ; le diametre du réseau ainsi obtenu est encore log n, alors que le degré est constant et égal & 3,
n désignant le nombre de processeurs.
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Des études portant sur 'implantation de ces algorithmes sur des machines a mémoire
distribuée a n processeurs mettent en évidence la difficulté que cela représente, du fait de
schémas de communications inconnus. Il s’avere qu’un surcott did a ces communications
de 'ordre du diametre du réseau est a prévoir: O(logn) pour un hypercube ou un CCC,
O(y/n) pour une grille. Si le nombre de processeurs est réduit, les complexités sont encore
plus difficiles a prévoir.

2.8 Limitations

Les expressions arithmétiques forment une classe de programmes certes simples, mais trop
simples pour exprimer les programmes les plus courants. Prenons I’exemple de la résolution
de systemes triangulaires (inférieurs) par la technique classique dite de descente triangulaire :

Algorithme 8 Résolution de systemes triangulaires inférieurs

pour ¢ = 1 a n faire
z[k] = b[k]
pour j =1 a1 —1 faire

w[k] = w[k] = Alk, j] * z[j]

fin

On peut transformer ce programme en une forét de n arbres, chacun fournissant un
élément du vecteur x résultat de Az = b. Comptons le nombre de nceuds nj de I’arbre per-
mettant de calculer z[k], par induction sur k.

Y _
z[l] = ALy = mo= 3
blk]=D .21 Alk,g)xa[f] -
z[k] = S =  np = 443(k—1)—1+Y2n;,
notons s, = Zf;ll n;,
sp = 3k 4 2554,

sk = 6%2F—3k—6,

ne = Sk—Sk_lzg*Qk—g.

On obtient des arbres avec un nombre exponentiel de nceuds, que 1’on peut donc évaluer
en temps linéaire avec un nombre exponentiel de processeurs! Il est clair que ce n’est pas
tres raisonnable.

On constate donc que le modele des expressions arithmétiques forme une classe de pro-
grammes trop restreinte par rapport a celle que 1’on utilise couramment ; on décide alors de
se tourner vers le modele plus puissant des circuits arithmétiques.
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Chapitre 3

Evaluation de circuits arithmétiques

Résumé

Dans ce chapitre, la définition de la nouvelle classe de programmes que nous utilisons,
la classe des circuits arithmétiques, sera donnée. L’algorithme d’évaluation pour les
expressions peut étre appliqué aux circuits arithmétiques, mais il ne donne pas tou-
jours de bons résultats. Une solution plus performante & ce probleme d’évaluation des
circuits arithmétiques a opérations dans un semi-anneau est l'algorithme de Miller,
Ramachandran et Kaltofen. La section 3.4 contient la preuve de sa complexité, qui est
CREW (M (n),lognlog(nd)), si n est le nombre de nceuds du circuit et d son degré, et
si M(n) est le nombre de processeurs nécessaires pour multiplier deux matrices n x n
en temps O(logn) sur une CREW — PRAM. Le probleme de 'extension de cet algo-
rithme au cas des corps sera ensuite étudié. Le calcul du déterminant et de 'inverse
d’une matrice illustreront ces résultats.

A la fin du chapitre 2, 'exemple de la résolution de systemes triangulaires a mis en
évidence la faille du modele des expressions arithmétiques: I'impossibilité de réutiliser le
résultat d’un calcul. Pour obvier a cet inconvénient, I’'utilisation multiple d’un méme résultat
est autorisée. Les programmes ainsi obtenus forment la classe des circuits arithmétiques, i.e.
la classe des programmes représentables par des DAGs (directed acyclic graphs ou graphes
orientés sans circuit). La définition des circuits arithmétiques est introduite par von zur Ga-
then [Gat86, Gat88]. Cette classe est encore assez restreinte, puisqu’elle n’autorise pas les
tests.

L’évaluation parallele dynamique d’un programme sans test est un probleme fondamental :
en effet, nous verrons dans le chapitre 4 que le probleme, dans le cas des booléens, est P-
complet. La présence de tests (dont la valeur dépend des entrées) empéche ’anticipation des
calculs. Il n’est pas possible de calculer simultanément I’évaluation de la partie « alors » et
de la partie « sinon » liées au test sans entrainer un grossissement exponentiel de la taille du
circuit (sauf bien str lorsque le nombre de tests est borné par une constante indépendante
de la taille du circuit). Un algorithme naif d’évaluation des circuits arithmétiques s’obtient
en adaptant ’algorithme conc¢u pour les expressions. On verra les faiblesses de cette ap-
proche. En 1986, Miller, Ramachandran et Kaltofen [MRKS86] ont proposé un algorithme
d’évaluation des circuits arithmétiques a opérations dans un semi-anneau, qui a pour com-
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plexité CREW (M (n),log(n)log(nd)), avec n le nombre de nceuds du circuit, d le degré du
circuit, qui est proche du degré algébrique de la fonction calculée par le circuit, et M(n), le
nombre de processeurs nécessaires pour effectuer le produit de deux matrices n X n en temps
O(logn) dans ce semi-anneau, M(n) < O(n?). La preuve de cette complexité s’effectue par
récurrence sur la taille du circuit (son nombre de nceuds). Elle est détaillée car, au chapitre
4, la complexité de I’algorithme pour les treillis sera démontrée suivant un schéma analogue.
Des extensions possibles au cas d’opérations dans des corps seront présentées. Quelques
exemples classiques en complexité parallele serviront d’illustrations pour cet algorithme.

3.1 Circuits arithmétiques

Ce modele a été introduit et étudié par von zur Gathen [Gat86, Gat88]. Un circuit est une
représentation sous forme de graphe orienté d’un programme sans boucle. Un programme
sans boucle sur un semi-anneau (.5, 4, *,0,1) est une succession d’affectations de la forme:

v; ¢ wvale S

ou

v, 4 vt 1< k<, 1<0<n
ou

v, 4 vikvg, 1< g k<, 1<i<n.

L’existence du programme sous-jacent est souvent oubliée, et les circuits arithmétiques
servent directement de modele de programme (cf. chapitre 1).

Définition 34 Un circuit arithmétique sur un semi-anneau est un graphe orienté sans cir-
cuit ou DAG (directed acyclic graph), dont les neeuds (ou les sommets, en termes exacts de
la théorie des graphes) sont étiquetés comme étant des neuds d’entrée (valeur appartenant
au semi-anneau ou variable), des neuds + ou des neuds *, + et % étant les opérations d’ad-
dition et de multiplication du semi-anneau. Les arcs sont orientés des neuds opérateurs vers
leurs opérandes.

Nous adoptons la convention inverse de la convention d’orientation usuelle, mais ceci
nous simplifie I’écriture (et la programmation) des algorithmes. L’orientation des arcs sera
rarement représentée sur les figures. Un nceud de sortie (c’est-a-dire un neeud dont le résultat
n’est utilisé dans aucun calcul, ou neeud sans pere) se retrouve donc étrangement avec un
degré entrant nul: c’est un nceud qui contiendra un résultat du programme. Pour la méme
raison d’inversion de convention, un nceud d’entrée (c’est-a-dire une valeur, ou nceud sans
fils) a un degré sortant égal a zéro. Les nceuds * ont un degré sortant égal a 2 et les neeuds
+ ont un degré sortant > 1. Ces choix se justifient grace a la remarque suivante: quand le
point de vue adopté est celui du calcul formel par exemple, il s’avere que 1’addition de n
entiers de n bits a la méme complexité parallele que 'addition de deux entiers de n bits.
L’opération la plus pénalisante est donc la multiplication. I'algorithme — aujourd’hui connu
— utilisé. Comme ce DAG sera représenté par sa matrice d’adjacence, les multi-arcs sont
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interdits. Ce n’est pas réellement restrictif, puisque I’on peut toujours intercaler un nceud +
unaire (figure 3.1).

O O

Fia. 3.1 - On insére un neud + unaire pour éviter un multi-arc.

Pour des raisons exposées plus loin, qui tiennent a I’algorithme d’évaluation, il est également
interdit a deux noeuds * d’étre adjacents. Ici encore, il suffit d’intercaler un nceud + unaire
entre les deux. L’introduction de ces nceuds artificiels n’entraine pas un grossissement exagéré
du circuit initial ; il y en a au plus O(n).

Avant d’aller plus loin, définissons la taille d’un circuit et sa profondeur.

Définition 35 La taille d’un circuit arithmétique est son nombre de neuds.

Définition 36 La profondeur d’un circuil arithmétique est la longueur du plus long chemin
de ce graphe.

Un circuit arithmétique est donc une représentation d’un programme sans boucle (straight-
line code). A titre d’exemple, le programme sans boucle suivant :

v — T+ 29
Vg — v+ x3
V3 <$— T *x T4
Vg < U3k Tg
Vs < U]+ 9
Vg < U3+ Us
Ur 4 U4+ Vg

est représenté par le circuit arithmétique de la figure 3.2.
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vr+
Ve+
U5+
—+v9 *Uy

U1 + V3*

€1 T2 T3 Tyq Ts5

FiG. 3.2 - Un exemple de circuit arithmétique.

Plus généralement, considérons un algorithme A qui résout un probleme P en n’effectuant
que des opérations arithmétiques sur une structure £, ou des opérations entieres liées a la
taille n des entrées du probleme. Si A ne contient pas d’autres branchements que ceux
portant éventuellement sur n (comme par exemple une boucle pour i =1 a n), U'instance de
A permettant de résoudre le probleme pour une taille fixée n des entrées peut étre représentée
par un programme sans boucle, de taille liée a n, et donc par un circuit arithmétique sur
F, indépendant de la valeur des entrées. A titre d’exemple, le produit de deux matrices de
tailles ny X ny et ny X ng, par algorithme standard de produit de matrices peut étre décrit
par un circuit de taille nynons. La figure 3.3 présente le circuit arithmétique qui effectue le
produit d'une matrice 2 x 3, A = (a, ), par une matrice 3 x 2, B = (b; ;).

La figure 3.4 présente le circuit correspondant a l'instanciation de 1’algorithme usuel de
descente triangulaire pour la résolution de systemes triangulaires inférieurs 4 x 4. Sur cet
exemple, les opérations appartiennent a un corps. Nous verrons au §3.5 comment traiter ce
cas.

3.2 Un algorithme de type contraction d’arbre

L’algorithme concu pour les arbres s’applique pour les circuits. Il faut modifier la définition
des circuits arithmétiques: I'interdiction a deux noeuds * d’étre adjacents peut étre levée, en
revanche il faut imposer aux noeuds + d’étre binaires pour pouvoir les ratisser.

Le premier algorithme d’évaluation de circuits arithmétiques est alors le suivant.

Algorithme 9 Evaluation de circuits de type contraction d’arbre

tant qu’il reste des nceuds non évalués faire
en parallele pour tous les noeuds faire
si le fils gauche d’un des fils est une feuille, le ratisser

si le fils droit d’un des fils est une feuille, le ratisser

fin
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Fi1G. 3.3 - Produit de matrices 2 x 3 par 3 x 2.
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Tyq

T3

*
2 ©)
/®
1 — |

1,1 d21 d22 431 d32 W33 (41 A42 A43 A44

F1G. 3.4 - Résolution d’un systéme triangulaire 4 x 4.
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Cet algorithme ne permet pas d’évaluer rapidement le circuit de la figure 3.5.

777777 n+1
777777 n
ffffff n—1
/\
4z G}G} L 3
20 (P @ 2z  ------ 2
777777 1
x x

Fi1G. 3.5 - Circuit évalué en temps n avec Ualgorithme de type contraction d’arbre.

Ce circuit a 2n + 1 nceuds et calcule 2"z. Si on applique 1’algorithme 9, on supprime
deux « niveaux » a chaque ratissage; il faut par conséquent appliquer [ %] fois ratissage pour
évaluer completement ce circuit. Au paragraphe suivant, I’algorithme 13 permettra d’évaluer
ce circuit en temps O(log® n).

3.3 L’algorithme de Miller, Ramachandran et Kaltofen

Miller, Ramachandran et Kaltofen [MRKS86] ont proposé un algorithme qui utilise 'opération
de ratissage, fondamentale pour anticiper des calculs et donc gagner du temps; ils ont ce-
pendant restreint ce ratissage, en ce sens que seuls les opérateurs * peuvent étre ratissés.
Pour traiter les opérateurs +, ils ont eu I'idée de regrouper des opérateurs 4 séquentiels en
un seul opérateur + d’arité variable. Il est a noter que les noeuds * n’ayant pas de fils %, ils
ne ratissent jamais leurs fils. L’intérét qu’il y a a interdire a un nceud #* de ratisser un de
ses fils est d’éviter une situation ou un multi-arc est créé entre ce nceud et son fils, ce qui
revient a pondérer un arc simple par une fonction polynomiale et a perdre les propriétés de
composition en temps constant de ces fonctions (figure 3.6).
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G w w w

v’ = ou a:z;2+...

£

F1G. 3.6 - Ratisser les nceuds x pose probléeme.

Qv O v v

Une conséquence de ce ratissage des seuls nceuds * est que les fonctions d’arcs se simpli-
fient encore et deviennent linéaires, d’affines qu’elles étaient. Elles peuvent étre représentées
par un simple coefficient, que I'on stocke dans la matrice d’adjacence du DAG, U, avec U, ,,
le coefficient de I’arc d’origine v et d’extrémité w.

3.3.1 Shunt

On définit la procédure de ratissage qui, dans le cas des circuits arithmétiques, s’appelle
Shunt [MRKS86], par les formules suivantes (bien que U, ,, et U, ,, soient égaux a 1, ils sont
mentionnés pour plus d’homogénéité):

si v est un noeud % qui a pour fils w; et wy,
si w; est une feuille, alors
pour tous les peres u de v, Uy < Upsy + Un % Uyyy * Uy, * val(wy),
it Uy,  Uppsy + Uy * val(w)
et U,, <+ 0.

En effet, les nceuds * ne « shuntant » jamais leurs fils, leurs arcs vers leurs fils restent pondérés
par la fonction Identité tout au long de I'algorithme. On représente ce Shunt sur la figure

3.7.

u u
. \ \
v = v (¥
b a-+b
wq W wq W

Fia. 3.7 - Shunt.
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Cette procédure ne modifie pas les nceuds du graphe, elle supprime certains arcs et
éventuellement en crée, s’il n’y en avait pas entre le pere et son petit-fils. Elle modifie
les fonctions d’arcs et éventuellement I’arité des noeuds +, mais jamais celle des neeuds *,
puisqu’elle ne touche pas a ces derniers. Comme les nceuds « shuntés » ont exactement deux
fils, le nombre de processeurs est majoré par le nombre de couples (nceud +, fils *); ce
nombre est majoré par le nombre d’arcs du graphe, qui est au maximum de 'ordre de n?.
Cette majoration grossiere nous suffit. La procédure de Shunt s’exécute en temps O(logn):
pour chaque nceud +, il y aura une accumulation Uy, ¢ Uyw, + Uy * val(w), chaque
accumulation s’effectuant en temps O(logn) avec O(n) processeurs (et méme O(ﬁ), mais
ce raffinement n’est pas utile, les autres procédures étant beaucoup plus gourmandes en
processeurs) et il y a moins de n — 1 telles accumulations. Un majorant, assez large, de la
complexité de la procédure Shunt est donc C REW (n? logn).

3.3.2 Eval+ et Eval,

Pour faire « disparaitre » les nceuds +, il faut rétablir 'opération d’évaluation d’un neeud
dont tous les fils sont évalués, qui remplace un nceud, aussi bien 4+ que *, dont tous les fils
sont des feuilles, par une feuille. Cette opération est I'opération de base d’une parallélisation
gloutonne, déja mentionnée dans 'introduction du chapitre 2, qui est inefficace si elle est
utilisée seule.

On définit les procédures Eval+ et Fval, d’évaluation des nceuds + et * respectivement.

Algorithme 10 Eval,

si v, un neeud +, a m fils tous feuilles (w; pour ¢ € [1,...m]), alors
val(v) « Y7 Uy, * val(w;)
pour ¢ = 1 a m faire
Uy <0

v devient une feuille

fin

Algorithme 11 Eval*

si v, un neeud *, a ses deux fils wy et w, feuilles, alors
val(v) < Uy, * val(wy) * U, * val(ws)
Upy <0
Uy, <0
v devient une feuille

fin
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Ces procédures transforment certains neeuds en feuilles et elles suppriment les arcs sor-
tants de ces nceuds évalués, mais elles ne modifient pas le nombre de neeuds. Eval+ effectue
une accumulation par noeud + dont tous les fils sont des feuilles, sa complexité est donc
majorée par celle de n calculs de sommes itérées, i.e. C REW (n?,logn). Ici encore, une ma-
joration assez grossiere nous suffit. Eval, s'effectue en temps constant avec O(n) processeurs,

sur une CREW —PRAM.

3.3.3 Group

Enfin, pour se débarrasser du circuit génant de la figure 3.5, 'apport de Miller, Rama-
chandran et Kaltofen est de regrouper plusieurs opérateurs + successifs en un seul, comme

ORI

F1G. 3.8 - Regroupement de neuds +.

Cette opération ressemble a un pas de calcul d’une fermeture transitive, qui serait ap-
pliquée au sous-graphe engendré par les noceuds +. A cet effet, deux autres matrices sont
créées a partir de la matrice d’adjacence U du DAG:

— U™t la matrice d’adjacence entre les noeuds +,
Utt,; =U;;siiest un neeud + et jest un noeud 4, 0 sinon;

)

— U™ la matrice d’adjacence entre les noeuds + et les autres,
Ut ;="U;;siiestun nceud 4 et j n’est pas un noeud +, 0 sinon.

Ce pas d’un calcul de fermeture transitive est effectué par un produit de matrices usuel :
il est clair que la composition de fonctions linéaires équivaut au produit des coefficients qui
les représentent. Group est défini a I'aide des produits de matrices suivants:

Algorithme 12 Group

U+t o [ttt
Ut « Ut xU™+U"

fin
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Cette procédure ne modifie pas les nceuds du circuit, mais seulement la structure des
arcs et les fonctions d’arcs. Elle modifie également 1’arité des noeuds + mais pas celle des
neeuds *. Sa complexité est C REW (M (n),logn), ou M(n) est le nombre de processeurs
nécessaires pour effectuer un produit de matrices dans un semi-anneau en temps O(logn).
Cette notation M(n) aura toujours la méme signification dans la suite. A priori, dans un
semi-anneau M(n) = O(n?).

Remarque

Lorsqu'un nceud +, v, a deux fils + qui ont tous les deux un fils commun w, 'opération
Group (et la somme itérée qu’elle effectue) permet de rassembler les fonctions d’arcs pour
qu’il n’y ait qu’un seul arc entre v et w (cf. figure 3.8).

3.3.4 Algorithme d’évaluation des circuits arithmétiques sur un
semi-anneau
L’algorithme de Miller, Ramachandran et Kaltofen [MRK86] combine ces quatre opérations

dans 'ordre présenté dans I'algorithme 13. La succession des procédures Group, Fvaly, Eval,
et Shunt sera désignée sous le nom de Phase.

Algorithme 13 Algorithme d’évaluation des circuits arithmétiques sur un semi-anneau

tant qu’il reste un noeud non évalué faire
Phase:
Group

Eval+
Eval*
Shunt

fin

On peut montrer, par induction sur la taille du circuit, que chacune de ces opérations et
Phase également, ne modifie pas la valeur d’un nceud, si la valeur d’'un neceud v est définie
inductivement par

sa valeur si v est une feuille,
val(v) _ Pt Vo * val(w) si v est un nceud 4+ et les w sont ses fils,

Uy oy *val(wy) * Uy, * val(ws)
si v est un nceud * dont les fils sont wy et ws

et si les fonctions d’arc sont initialisées a la fonction Identité, représentée par le coefficient
1. L’hypothese « semi-anneau unitaire » intervient ici pour ’existence de ce 1.

Pour le montrer, on utilise les propriétés algébriques de la structure de semi-anneau.
Grace a la commutativité de la multiplication, les fonctions d’arcs sont de la forme a * x.
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La distributivité de * par rapport a + permet de simplifier a * @ + b * 2 en (a + b) * z,
lors des opérations Group et Shunt. La commutativité de I"addition permet de simplifier
a*xx+bxy+cxaxen (a+c)*ax+b*y,lors du Group également. Enfin, ’associativité et
la commutativité des deux opérations permet d’échanger 'ordre des calculs sans modifier le
résultat, ce qui est réalisé aussi bien par Shunt que par Group.

La complexité de la procédure Phase est déterminée par celle de Group, qui est 'opération
la plus cotteuse a réaliser, c’est-a-dire C REW (M (n),logn).

3.3.5 Exemple

Considérons a titre d’exemple le circuit arithmétique dans le semi-anneau (Z,+, *, 0, 1)
unitaire integre de la figure 3.9. Pour simplifier le déroulement de 1’algorithme, nous avons
associé aux entrées de I’algorithme des valeurs. Le déroulement de ’algorithme est cependant
indépendant des valeurs en entrée.

15 16

Fi1G. 3.9 - Fzemple.
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La matrice d’adjacence correspondante est :

0 .

0 0 .

0 0 0 .

000 0 .

00000 .

0 00O0O0O0 .

1100 0 0 0 .

00110000 .

U_OOOOllOOO.

000O0O0OO0OT1TT1TTGO0OTO0.

000O0O0O0OO0OT1T1TTGO0OTO0O.

000O0O0O0OO0OT1TT1TTPO0OTGO0OO0.

0 00010O0O0O1TO0O0O0OO0O.

0O00O0O0O0OO0OO0OO0OT1TTG0OO0OO0OO0O.

0O 000O0O0OO0OO0OO0OO0OOOTOOTO 0.

0000O0O0OO0OO0OO0OCOTILTILITI1TO0OOQO0OTGO0O.

0O 000O0O0OO0OO0OOCOOOTILII1T0O0OGCO0O.

0o0000O0O0OO0OO0OO0OO0OODO0OCODTILIT1TO0TQ0.

0O00O0O0O0OO0OOOODOODODODOOTITI1II1
Etapel:

La procédure Group concerne les noeuds griseés: figure 3.10. Eval+ évalue les nceuds + dont
tous les fils sont des feuilles: figure 3.11. Fval, évalue les nceuds * dont les deux fils sont des
feuilles : figure 3.12. On applique Shunt sur les nceuds * dont un fils est une feuille: figure

3.13.

Fi1G. 3.10 - Phase 1: Group.
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345 6 7%

FIG. 3.11 - Phase 1: Fval,.

324 \
2
2

14 18 18 18 9
77277 7 11 56
345 6 7%

Fi1G. 3.12 - Phase 1: FEval.,.
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~1y

3456

FiG. 3.13 - Phase 1: Shunt.

Etape 2:
On applique Phase une deuxieme fois, Group ne concerne que le seul nceud de sortie: figure
3.14. On applique Fvaly, les noceuds concernés sont les nceuds grisés: figure 3.15. Le dernier
neeud, qui est un neeud *, est évalué grace a Fval, : figure 3.16.

5 7 11 56

~1
o0

3456

Fi1G. 3.14 - Phase 2: Group.
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878
” & \
[T T T T TR 9
Y 7T 56
F O S
FIG. 3.15 - Phase 2: Fval,.
878
32 324 504
418 18 18 56 i
A 56

ER O S
F1G. 3.16 - Phase 2: Fval.,.

Il a donc suffi de deux applications de Phase pour évaluer ce circuit, alors que la profon-
deur du circuit initial était 4.

3.4 Complexité

De facon générale, on aimerait connaitre une borne sur le nombre d’applications de la
procédure Phase pour évaluer un circuit. Pour le circuit de la figure 3.5, il suffit de calculer
une fermeture transitive complete du graphe, ce qui requiert O(logn) produits de matrices,
soit O(logn) applications de Phase. Si on remplace chaque nceud interne de ce circuit par un
noeud * et que I’on intercale des noeuds + unaires, le circuit obtenu calcule 22" ; ce polynéme
a un degré d exponentiel. Chaque application de Phase remplace le niveau de * le plus bas,

ou le plus proche des feuilles, par des feuilles. Il faut donc O(n) = O(log2") = O(log d)
applications de Phase.
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3.4.1 Résultats préliminaires

Miller, Ramachandran et Kaltofen ont montré que le nombre d’applications de Phase
dépend a la fois du nombre de nceuds du circuit et du degré d de la fonction calculée
par le circuit; ce nombre est O(lognd). Pour cela, ils définissent une « hauteur » h pour
chaque noeud du circuit et une hauteur pour le circuit, qui est le maximum des hauteurs
de ses nceuds. Ils montrent que h < %nzd. Ensuite, par récurrence sur la taille du circuit,
ils montrent qu’une application de Phase divise cette hauteur par 2. Nous allons détailler
leur preuve ici et nous nous inspirerons de ce schéma au chapitre 4 pour la preuve de la
complexité de I'algorithme pour les treillis.

Définition 37 Pour chaque neud v d’un circuit, sa hauteur est définie inductivement par:

1 si v est une feuille,

S h(w fils de v)
= h(w; fils gauche de v)
h(v) =< +h(ws fils droit de v) si v est un neud *,

h(w fils feuille)
max,, | h(w fils %) st v est un neud + .

h(w fils +) + 1

La hauteur h d’un circuit est le maximum des hauteurs de ses neuds.

Définition 38 Un fils w d’un neud + v est dominant si h(v) = h(w) si w est une feuille
ou un neud *, ou si h(v) = h(w) + % et w est un neud +.

On peut considérer Phase, Group, Eval+, Ewval, et Shunt comme des fonctions sur les
circuits, qui ne modifient pas les sommets (mais elles changent les étiquettes « nceud + »,
« noeud * » ou « feuille » de ces sommets) et qui changent la structure des arcs. On parlera
donc de I'image d’un circuit ou d’un neceud et de leur antécédent par Phase. On notera avec
des primes les images des circuits U ou des nceuds v :

Phase(U) = U’,
Phase(v) = v

De plus, pour un neeud v’, w’ notera de fagon générique un de ses fils. Le lemme qui suit est
primordial car c¢’est lui qui permet d’établir un majorant non trivial sur la complexité.

Lemme 1 Si U est un circuit et U' est son image par Phase, si v’ est un neud de U qui
n'est ni une fewille ni un neud de sortie et si v est son antécédent, alors h(v) > 2h(v').

DEMONSTRATION
On le démontre par induction sur la taille (le nombre de nceuds) de U/, le sous-circuit induit
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par v, ou le sous-circuit qui calcule v’. Plus formellement, U], est le sous-graphe de U’ en-
gendré par {2’ € U’ / 3 un chemin allant de v" & 2'}.

INITIALISATION DE LA RECURRENCE
Soit v" un nceud de U’, qui n’est ni une feuille ni un neeud de sortie, ou neeud sans pere.
(On élimine ces deux cas parce que Phase peut ne pas les modifier beaucoup, du fait de leur
position « extréme » dans le circuit et il n’est pas certain que la hauteur soit divisée par 2
dans ces cas.) Le cas initial est celui ou v’ n’a que des fils feuilles. Soit v I'antécédent de v,
montrons que h(v) > 2h(v’).

Supposons que v" est un nceud +: h(v') = 1. v est également un nceud +. Montrons que
h(v) > 2, par 'absurde.

Supposons donc que h(v)<2: les seules possibilités sont h(v) =1 ou h(v) = 2

5"

— Si h(v) =1, v est un nceud + dont tous les fils sont des feuilles. Group le laisse inchangé,
Fvaly en fait une feuille et par conséquent, v’ est une feuille, ce qui est contraire a
I’hypothese.

— Si h(v) = %, v est alors un nceud + dont le fils dominant w est un noeud + de hauteur
1, i.e. w n’a que des fils feuilles. Les autres fils éventuels de v sont des feuilles, ou des
neeuds semblables a w (figure 3.17).

A
AWAN -

Apres Group, v se déconnecte de w (et de tous ses fils +) et se connecte a ses petits-fils,
qui sont des feuilles. Apres Fvaly, v devient une feuille et donc v’ est une feuille, ce
qui est contraire a I’hypothese.

On a montré par I'absurde que si v’ est un neeud + de hauteur 1, alors h(v) > 2 = 2h(v’).

Examinons le cas ou v’ est un neeud * dont les deux fils sont des feuilles. h(v') = 2. v,
son antécédent, est également un nceud *. Montrons, par ’absurde encore, que chacun des
fils de v a une hauteur > 2.



e L AL AVLE L /L /oA L L e

Si w, un des fils de v, a une hauteur <2, alors 1’étude du cas précédent indique que w est
une feuille apres Fval,.

— Siles deux fils de v étaient de hauteur <2, alors, apres Eval+, v a ses deux fils qui sont
des feuilles, et apres Fval,, v est lui-méme une feuille, ce qui contredit I’hypothese que
v’ n’est pas une feuille.

— Si un seul des fils de v est de hauteur <2, apres Eval+, v est un nceud dont 'un des
fils est une feuille et v est « shunté ». Apres Shunt, v" devient un nceud de sortie (il n’a
pas de pere), ce qui est encore contraire a I’hypothese émise sur v’.

On a donc montré par 'absurde que si v’ est un nceud * de hauteur 2, alors h(v) > 4 = 2h(v’).
Le cas initial est vérifié.

CAS GENERAL

Hypotheése de récurrence au rang k : on suppose que pour tout sous-circuit U/, de taille < k
(i.e. avec moins de k nceuds) qui calcule w’, tel que w' n’est ni une feuille ni un nceud de
sortie, la hauteur de w, I’antécédent de w’ par Phase, est divisée par 2 par une application
de Phase, i.e. h(w) > 2h(w').

Montrons que cela est encore vrai pour les sous-circuits de taille £ + 1. Supposons que 1’on
ait un neeud v’, qui n’est ni une feuille ni un nceud de sortie et dont le sous-circuit associé
U/, est de taille k + 1. Montrons que la hauteur de son antécédent v est divisée par 2 par
une application de Phase.

Si v’ est un neeud +, soit w’ son fils dominant.

— Siw' est une feuille, v’ n’a que des fils feuilles et on se retrouve dans un des cas initiaux
Y q
déja traités.

— Si w’ est un neeud *, h(v') = h(w'). v est également un nceud + et h(v) > h(w),
ou w est 'antécédent de w’. On applique I'hypothese de récurrence a U/, et on a

h(v) > h(w) > 2h(w") = 2h(v").

— Si w' est un neeud +, h(v') = h(w') + % v et w sont également des nceuds + et il suffit
de montrer qu’il existe un chemin de longueur au moins 2 entre v et w, "antécédent
de w', dans U,. Si w est un fils de v, Group supprime cet arc entre v et w et le seul
moyen d’en recréer un (pour qu’il existe un arc entre v’ et w’ dans U},) est qu’il y ait un
neeud + entre v et w, ou un nceud * a « shunter ». Dans les deux cas, il y a un chemin
de longueur au moins 2 entre v et w. Comme chaque nceud sur un chemin rajoute au
moins 3 a la hauteur, on a h(v) > h(w) + 1. On applique I’hypothese de récurrence a

Ul h(w) > 2h(w'), ce qui finalement donne

h(v) > h(w) +1 > 2h(w') + 1 = 2(h(w') +
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Etudions le dernier cas, celui ou v’ est un neeud *. Si ses deux fils w'y et w'y ne sont pas
des feuilles, on applique I’hypothese de récurrence a U}, et a U], et on a

h(v) > h(wy) + h(wz) > 2h(w'y) + 2h(w'y) = 2h(v").

Sil'un des deux fils est une feuille, on utilise un résultat démontré pour le cas initial, a savoir
que si un neeud * a un fils feuille et n’a pas été « shunté » par Phase, alors I’antécédent de
ce fils feuille était de hauteur > 2.

Ceci complete notre démonstration. O

Miller, Ramachandran et Kaltofen ont relié la hauteur & d’un circuit a son nombre de
neeuds n et a son degré formel, qui ressemble au degré algébrique de la fonction calculée par
le circuit. Tout d’abord, ils majorent i par %ad + d, ou a est le nombre d’arcs connectant
deux neceuds + et d le degré formel du circuit.

Définition 39 Le degré formel d’'un neud v est défini inductivement par :

1 si v est une feuille,
dv) =< >, d(w fils de v) si v est un neud *,

max,(d(w fils de v) siv est un neud + .

Le degré formel d’un circuit est le maximum des degrés de ses neuds.

Le degré formel d’un circuit n’est pas tout a fait le méme que le degré algébrique de la
fonction qu’il calcule. Par exemple le circuit qui calcule x % * + ¢ — = *  a un degré formel
égal a 2, alors que la fonction calculée est = et a un degré algébrique égal a 1. La distinction
entre ces deux degrés permet de traiter correctement ces cas pathologiques.

Lemme 2 S5i U est un circuit arithmétique de degré formel d qui posséde a arcs connectant
deur neuds 4, alors sa hauteur h vérifie

hg%ad—l—d.

DEMONSTRATION

On le démontre par récurrence sur la taille de tout sous-circuit U,, v étant un neeud du circuit
U. Le cas initial est celui ou v est une feuille:ona h=1,a=0etd=1,1< %*0* 1+1.
Supposons que cela soit vrail pour tout sous-circuit de taille < k. Soit U, un sous-circuit a
k 4+ 1 neeuds. Si v a pour fils vy, vs,...v;, de hauteur hy, hy, ... h;, de degré dy,ds,...d; et
avec dap, ds,...a; arcs +—+, I’hypothese de récurrence est que

hi < —a;d; + d;.

[N
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Si v est un neeud *,

h(v)

(v1) + h(v2) < (%G1d1 +di)+ (%szz + dy)
(ardy + azdsy) + (di + dy)

(ardy + ards 4 axdy + azxdy) + (dy + dy)
d+d.

RO R0 [0 [ = ™

VANVANEI
2

Si v est un neeud 4+, soit vy son fils dominant.
— Si vy est une feuille,a = 0, h = 1,d = 1, les valeurs sont les mémes que pour une feuille.

— Si vy est un neeud *:
1 1 1
h(v) = h(vi) < §G1d1 +d; < §a1d—|— d < §ad—|— d.

—~ Si vy est un noeud +, a > a; + 1,
h(v) h(vy) + % < %Chdl +dy + %

tard +d+ 3

%(Ch + 1)d+d

%ad—l—d.

VANVARVANT

On a montré, par récurrence sur la taille du sous-circuit, que pour tout sous-circuit U,,
1
hUy S iaUyde + de'

Si on considere maintenant un circuit quelconque U et v le nceud tel que hyy = h(v), alors
hy = h(v) < tay,du, + dy, < apdy + dy. O

3.4.2 Complexité

Comme on peut majorer a par O(n?), on a h = O(n?d). Le lemme 1 indique que O(log h)
applications de Phase suffisent a évaluer un circuit ; or, O(log h) = O(log nd) grace au lemme
2, d’ou le théoreme:

Théoreme 10 La complexité de ['algorithme 13 est
CREW (M (n),lognlognd),

n étant le nombre de neeuds du circuit a €valuer et d son degré.

3.4.3 Exemples

Grace a cet algorithme, on peut estimer théoriquement le temps d’évaluation du circuit
de la figure 3.2. Ce circuit a 20 nceuds et un degré égal a 3. Sa hauteur est aussi égale a 3.
Il est donc évalué en temps [log 3] = 2, ce qui confirme le résultat obtenu.
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L’algorithme 13, appliqué au circuit correspondant a l'instance du produit de matrices
carrées de taille n x n, évalue tous les nceuds de ce circuit en temps O(log® n) avec M(n?)
processeurs. Pour évaluer ce produit de matrices n xn, il effectue paradoxalement des produits
de matrices de taille n®!

Sion considere maintenant le probleme de la résolution de systemes triangulaires inférieurs
n x n, ou les feuilles a; ; sont remplacées par aj—l pour faire disparaitre les divisions, le circuit

correspondant comporte O(n?) nceuds. Les formules sont :

1, = 5
T =

Calculons le degré de ce circuit:

dl — 1,
dp = 24dp_y =2k—1.

le degré formel du circuit est donc 2n — 1. Ce circuit est évalué par ’algorithme 13 en temps
O(log® n) avec M(n?) processeurs, soit environ n® processeurs.

3.5 Calcul dans des corps

Quand le circuit est a opérations dans un corps, i.e. il a des nceuds — et /, les fonctions
d’arcs ne peuvent plus étre de la forme a * . On peut penser a utiliser des fonctions du
type a x x + g et a étendre les produits de matrices: la matrice d’adjacence U aurait pour
coefficients des fonctions et un produit de deux telles matrices A et B aurait pour élément

(AB)%] = ]i:ai7k($) o] bk,j(l')-

axx+b

2 he sont pas stables

Il est aisé de vérifier que les fonctions du type a * x + g, ou meéme
par composition ou addition.
On ne peut donc appliquer cette idée que si 'on est stir que chaque nceud du circuit n’inter-

vient que sous une seule des deux formes a * & ou g dans le circuit.

Théoreme 11 Si un circuit a n neuds, de degré formel d, a opérations dans un corps,
vérifie la propriété qu’aucun de ses neuds ne calcule une fraction rationnelle d’un autre
neud du circuit, ou la valeur de cet autre neud apparait simultanément au numérateur et
au dénominateur, alors il peut étre évalué avec une complexité C REW (n®,lognlog nd).

DEMONSTRATION
Si cette condition est vérifiée, le produit de matrices dans un semi-anneau, dont la complexité
est O(n?), peut encore étre utilisé. O

Théoreme 12 Si un circuit an neuds, de degré formel d, a opérations dans un corps, vérifie
la propriété que le Shunt des neuds [ ne s’effectue qu’en utilisant le fils droit (le diviseur)
de ces neeuds, alors il peut étre évalué avec une complexité C REW (n*®%® lognlog nd).
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DEMONSTRATION

Si cette condition est vérifiée, les seules fonctions d’arcs qui apparaitront lors de I’évaluation
seront des fonctions linéaires. Le produit de matrices dans un anneau, dont la complexité est
O(n*®%8) [Str69], peut étre utilisé. Remplacer a; x * by ; par a;x o b ; ne perturbe pas cette
technique. O

Corollaire 2 Sous les mémes hypothéses que le théoreme précédent, si de plus le corps
admet une topologie autorisant les calculs approchés et si les résultats désirés peuvent étre
des valeurs approchées, alors un circuit a n neuds, de degré formel d, a opérations dans ce
corps, peut étre évalué avec une complexité C REW (n*3™5 logn log nd).

DEMONSTRATION
Dans ce cas, on peut utiliser le meilleur algorithme (approché) connu actuellement pour les
produits de matrices, celui de Coppersmith et Winograd [CW90]. O

Par exemple, si on se penche a nouveau sur le probleme de la résolution de systemes
triangulaires dans R, il apparait que les nceuds / seront « shuntés » grace aux feuilles ay
et donc les coefficients d’arcs resteront linéaires. Dans ce cas, on peut utiliser le meilleur
algorithme (approché) connu actuellement pour les produits de matrices n x n dans un corps
muni d’une topologie adéquate — puisque effectuer des calculs approchés dans R a un sens.
L’algorithme étendu au cas des corps permet donc d’évaluer ce circuit avec une complexité

CREW (n*™! log*n).
Cependant, ces conditions ne sont pas faciles a vérifier et il est préférable d’avoir un
algorithme qui traite tous les cas. Ce n’est pas si évident et la seule solution actuelle consiste

plutot a éviter les divisions, en utilisant la technique de Strassen [Str73].

Le résultat obtenu par Strassen est le suivant:

Théoréme 13 Elimination des divisions Soit F un corps et soient f; € Flay, ... 2]
les fonctions polynomiales calculées par les k neuds n — k<i < n dun circuit a n neuds
avec divisions, dont les feuilles sont les variables x1,...x,,. Si on connail une borne § sur

le degré algébrique des f; et que l"on connait la valeur de tous les neuds du circuit pour
un jeu de valeurs vy < a1 € F,...xp < a, € F (qui n'entraine pas de divisions par
z€ro), alors on sait construire un circuit sans division qui calcule les f;, n — k<i < n, avec
O(ndlogdloglog ) neuds et un degré < 6.

L’idée est d’introduire les fonctions auxiliaires en une indéterminée z

Gty Ymy2) = filiz + a1y o Ymz + am)
et d’écrire les g; sous forme de série de Laurent en z:

+0oo )
91y Ym, 2) = Z ¢ i(Yy e ym)z?, 1 >0,

J==0
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en remplacant chaque division par un développement en série au voisinage de z = 0, du style
(1 —2)7t = £% 2%, Les quelques remarques qui suivent permettent de conclure:

— ¢io= (Y1, Ym,0) = filar,...an).

— Si le neeud 4, qui calcule f;, est le diviseur d’un autre nceud, alors ¢; o # 0 (pas de
?
division par zéro). Dans ce cas, on sait remplacer une division par une série.

— Comme les f; sont des fonctions polynomiales de degré < 4, ¢;; = 0 pour j<0 et 7>4.
— Comme les f; sont des fonctions polynomiales, les ¢; ; sont des polynémes en yq, ... y,.

Il suffit donc de tronquer les séries a 'ordre § + 1. Pour récupérer les f; a partir des g,
on écrit
filee, o cxm) = giler —ar, .. 2m — ay)
Z?:o cijley —ap, ... xm — am)
= filay,...an)+ Z?Zl ¢ (T —ap, .o Ty — ).

Il reste alors deux problemes a régler:

— comment trouver ay,...a, pour qu’il n’y ait pas de divisions par zéro, ainsi que les
valeurs des nceuds en ay,...a,?

— comment fait-on si le circuit calcule des fractions rationnelles a la place de polynémes?

Pour le premier probleme, Kaltofen [[Kal88] a proposé un algorithme (séquentiel, probabiliste)
de type Monte-Carlo, basé sur un lemme de Schwartz, qui est polynomial en temps. Le
maximum des degrés des f;, d, est déterminé par un algorithme séquentiel (probabiliste de
type Monte-Carlo) également. Ces algorithmes sont séquentiels, en particulier parce qu’ils
nécessitent I’évaluation du circuit en des valeurs aléatoires et qu’on ne sait pas encore évaluer
le circuit en parallele. En réponse a la seconde question, Kaltofen [Kal88] et Kaltofen et
Trager [K'T90] ont montré qu’en utilisant des approximants de Padé, on obtient un résultat
ressemblant a celui de Strassen :

Théoreéme 14 Soient [ et g € Flxy...x,,] deux polynomes premiers entre eux de degré

inférieur a d, tels que § soit calculé par un circuit a n neuds, alors § peut étre calculé par

un circuit sans division avee (nd)°Y neuds et une profondeur O(log*(nd)).

3.6 Exemple: déterminant et inverse d’une matrice

Au paragraphe 3.5, il a été montré que 'algorithme 13 permet de résoudre un systeme
triangulaire en temps O(log” n). Si on utilise I’algorithme d’élimination de Gauss pour obtenir
ces systemes triangulaires, on se retrouve avec un circuit avec divisions, auquel on ne peut
pas appliquer notre algorithme déterministe étendu ; en effet, dans la formule

Ali, k] * Alj, 1]
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le terme A[z, 1] provient d’'une multiplication du méme type, faisant intervenir par exemple
At — 1,7 — 1]. Ce méme Afi — 1,7 — 1] est apparu comme dénominateur dans le calcul de
Ali, k], il apparait donc a la fois au numérateur et au dénominateur de la fraction rationnelle
sur les coefficients de la matrice A qui permet de calculer A[j, k] avec j>i, k>i.

Seule la méthode de Strassen pour éliminer les divisions s’applique. Il existe une matrice
connue pour laquelle ne se produit pas de division par zéro: la matrice Identité. On obtient
alors un circuit sans division, qui est évalué en temps O(log”n) avec M(n*logn loglogn)
processeurs [Kal88].

Il est a noter qu’il est possible, avec la méme complexité, de calculer le déterminant
d’une matrice: c’est le produit des éléments diagonaux de la matrice triangulaire supérieure
résultat. Avec 4 fois plus de noeuds et la méme complexité, il est également possible d’inverser
A en effet,

e (—1)”7 § ODel A
DetA 8:1;2»7]4

et il est possible de calculer toutes les dérivées partielles de la fonction calculée par un
circuit qui a la méme complexité. Pour dériver par rapport a une seule variable, le circuit
est modifié pour calculer la dérivée en méme temps que la fonction, en appliquant les regles
usuelles de dérivation : pour chaque noeud 4 v, sa dérivée étant la somme des dérivées des
fils de v, on crée un nceud v’ qui additionne toutes ces dérivées; pour chaque nceud * v
qui a pour fils wy et wy, v/ = w] * wy + wy * wh, on crée le circuit partiel correspondant.
Baur et Strassen [BS83, Str90], cités par Kaltofen dans [Kal88], ont montré qu’il est possible
de calculer toutes les dérivées partielles avec un circuit ayant 4 fois plus de nceuds, celui-ci
étant évalué avec la méme complexité que le circuit initial. Il existe donc un circuit de calcul
du déterminant et de I'inverse d’une matrice n x n & n°M nceuds, qui est évalué en temps
O(log® n). Cette complexité temporelle est la méme que celle de Chistov [Chi85], mais la
transformation décrite ici, appliquée sur le circuit, n’est absolument pas log-uniforme (elle
est P-uniforme), contrairement & la construction de Chistov.

3.7 Extensions

Miller et Teng [MT87] ont montré qu’il était possible d’adapter I’algorithme 13 pour trai-
ter des structures plus variées. Les structures (R, min, max, +) ou les semi-anneaux unitaires
integres finis non-commutatifs entrent dans ce cadre.

3.7.1 (m,min, max, +)

Ces opérations apparaissent fréquemment dans les problemes de programmation dyna-
mique et encore plus en intelligence artificielle, en théorie des jeux, d’autant plus qu’il est
possible de remplacer sans probleme + par #*, si ’ensemble de base est BT ou tout autre
ensemble de nombres positifs (si 'ensemble contient des nombres négatifs, * cesse d’étre
distributive par rapport a min et a max: (—1) * min(2,3) # min((—1) * 2, (—1) * 3)).
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min ou max est choisi — a priori arbitrairement — pour jouer le réle de 'addition et "autre
comparateur ainsi que * jouent le role de la multiplication. [’algorithme 13 ne combinant
jamais les opérateurs * entre eux, il est effectivement possible d’utiliser plusieurs « multipli-
cations » différentes sans qu’elles interferent. En revanche, les additions étant combinées par
I'opération Group, cela impose de n’avoir qu'une seule opération d’addition. Les fonctions
d’arcs de la forme max(a 4 x,b) vérifient toutes les propriétés requises de stabilité par min
et composition. Ces modifications conduisent a un nouvel algorithme, dont la complexité est
encore C REW (M (n), lognlognd), avec la définition du degré d également adaptée pour
prendre en compte ces deux multiplications.

3.7.2 Semi-anneaux unitaires integres finis non commutatifs

On se place dans un semi-anneau (.5, +, *, 0, 1) non-commutatif ou S est fini. Le probleme
est de trouver les fonctions d’arcs qui permettent de prendre en compte la non-commutativité.
Pour respecter la non-commutativité de 'opération *, il faut prendre garde, lors du Shunt
d’un nceud #, a lorigine du fils et utiliser une composition qui respecte la place du fils. Les
fonctions d’arcs créées sont du type Y5, a; % x * b;, avec k < Card(S)?: elles sont stables
par addition et par composition. Le seul véritable probleme vient de ’addition; comme il
n’y a pas plus de C'ard(S)?* fonctions a; * x x b; différentes, on ne peut pas en trouver plus
de C'ard(S)? dans une somme et toute somme

ky kg

f—l—g:Zai*x*bi—l—Zci*x*di

s’écrira comme une somme avec k < C'ard(S)? termes. L algorithme 13 s’étend donc, moyen-
nant ces adaptations, au cas des semi-anneaux unitaires integres non commutatifs finis.

Une application de ce résultat est la reconnaissance de langages hors-contexte, donnés
par une grammaire sous forme normale de Chomsky éventuellement ambigué, en temps
O(log®n). Pour cela, il faut reprendre les transformations présentées au chapitre 2 pour
convertir l'algorithme de Cocke-Younger-Kasami en une expression. Comme ’hypothese de
non-ambiguité a été levée, on fait se rencontrer les ensembles de non-terminaux selon tous
les parenthésages possibles: si les ensembles de non-terminaux obtenus par le pré-traitement
sont Xy * Xy * X5..., le circuit correspondant contiendra les nceuds (X7 * X3) * X3 et les
neeuds Xj * (X3 % X3), ainsi que le nceud qui réalise I'union de ces ensembles.

L’opération d’union ensembliste joue le role de 'addition et 'opération * joue le role de
la multiplication. Ce circuit a O(n?) nceuds et un degré linéaire, ce qui donne la complexité

CREW (M (n?),log® n) annoncée.
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3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, le modele des circuits arithmétiques sur les semi-anneaux a été défini.

L’algorithme d’évaluation des expressions arithmétiques peut étre adapté afin d’évaluer ces
circuits, mais il se révele inefficace sur certains problemes. Miller, Ramachandran et Kaltofen
ont proposé un algorithme d’évaluation des circuits arithmétiques, dans lequel 1"opération
précédente de ratissage, rebaptisée Shunt dans ce contexte, ne s’applique plus qu’aux neeuds
*. Une opération de regroupement des nceuds 4+ en un seul permet d’accélérer les calculs
concernant ces neeuds. Il est démontré, par récurrence sur la taille du circuit, que la com-
plexité de cet algorithme est C REW (M (n),lognlognd) avec n le nombre de neeuds du
circuit et d son degré.
Une extension au cas des corps est proposée, avec certaines conditions imposées sur les fonc-
tions calculées par le circuit ; si ces conditions ne sont pas remplies, la technique d’élimination
des divisions de Strassen permet de transformer le circuit initial avec divisions en un circuit
sans division. Enfin, des extensions a d’autres structures algébriques, proposées par Miller
et Teng, sont présentées.
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Chapitre 4

Evaluation de circuits dans des treillis

Résumé

Dans ce chapitre, un nouvel algorithme est proposé pour I’évaluation parallele des
circuits a opérations dans un treillis distributif. Son efficacité réside dans 'exploitation
intensive de la symétrie des opérations & et ®. Sa complexité est

CREWL(M(n), min[log nd, h, + log n]logn),

avec n le nombre de neeuds du circuit, d son degré et h, le nombre maximal d’alter-
nances de & et @ sur un chemin du circuit. L’algorithme est explicité, sa complexité
est démontrée puis I'exemple du tri par insertion est donné. Une adaptation au cas
du treillis distributif complémenté ({Vrai, Fauz},V, A, Vrai, Fauz,—) est ensuite dis-
cutée.

L’évaluation parallele de circuits arithmétiques a opérations dans un treillis distributif est
traitée dans ce chapitre. La structure de treillis distributif apparait fréquemment en infor-
matique, que ce soit en conception de circuits ou en arithmétique pour I'algebre de Boole, ou
en théorie des jeux avec les treillis distributifs dont les opérations sont min et max. L’algebre
de Boole est également utilisée comme structure de base dans les études théoriques de com-
plexité et les circuits booléens en particulier constituent I'un des modeles de parallélisme (cf.
chapitre 1). De plus, la structure algébrique de treillis distributif est riche de propriétés que
les structures précédemment étudiées, comme les semi-anneaux ou les corps, ne possedent
pas: la double distributivité et I'idempotence (qui découle de 1’absorption) des opérations
jouent un grand role dans 1’algorithme présenté dans ce chapitre.

Seuls Miller et Teng se sont intéressés au probleme de ’évaluation des circuits sur un
treillis distributif et ont proposé un algorithme qui consiste a exécuter 1’algorithme 13 de
Miller, Ramachandran et Kaltofen en alternant, a chaque application de la procédure Phase,
I'utilisation de I'une ou 'autre loi du treillis comme multiplication. Le probleme majeur posé
par cet algorithme est la différence de traitement des deux lois, alors que dans un treillis
elles ont exactement les mémes propriétés.
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Nous proposons un nouvel algorithme d’évaluation des circuits sur des treillis distribu-
tifs, qui est une généralisation de 1’algorithme de Miller, Ramachandran et Kaltofen. Nous
démontrons que la complexité de cet algorithme est

CREWL(M(n),lognd.logn),

avec d le minimum des degrés calculés en considérant & puis @ comme multiplication, si &
et @ sont les opérations du circuit. Nous introduisons ensuite une nouvelle mesure, h,, le
nombre d’alternances d’un circuit, qui est le nombre maximal d’alternances de @ et de ®
sur un chemin du circuit et nous montrons que la complexité est également bornée par

CREWL(M(n), [k, + logn]logn).

Nous discutons la complexité de cet algorithme sur une C RCW — PRAM si le treillis est
totalement ordonné: le facteur logn de la complexité temporelle disparait, éventuellement
au prix d’un accroissement du nombre de processeurs. Nous illustrons cela sur 'exemple du
tri par insertion, pour lequel la complexité temporelle est O(log® n) sur une C REW—PRAM
et O(logn) sur une CRCW —PRAM ; la complexité des meilleurs algorithmes paralleles de
tri est prédite automatiquement. Enfin, I’algorithme est adapté au cas du treillis de Boole

{Vrai, Faux}, VvV, A, Vrar, Fauz, ).

4.1 Algorithmes existants

Un treillis distributif (L, &, @, ¢, €) peut étre considéré comme 1'un des semi-anneaux
unitaires (L, ®, ®,¢,e) ou (L, @, P, e, ¢€). 1l est donc possible d’appliquer Ialgorithme 13 en
utilisant le treillis comme 'un de ces semi-anneaux. Pour savoir lequel de ces deux semi-
anneaux choisir, il faut pré-calculer les degrés correspondant a chaque cas. Ce pré-calcul
étant une tache aussi complexe qu’évaluer le circuit, cette solution est a proscrire.

Il est également possible d’exécuter en parallele deux versions de 1’algorithme, une pour
chaque semi-anneau. L’exécution qui se termine la premiere arréte 'autre ; par exemple, une
exécution peut signaler sa fin en mettant a 1 un drapeau initialisé a 0 et consulté avant
chaque application de la procédure Phase par "autre calcul.

Apres avoir discuté ces solutions, Miller et Teng [MT87] ont proposé un algorithme qui
alterne les applications de Phaseg et Phaseg, ou Phaseg (resp. Phaseg) est opération de
Phase avec & (resp. @) comme multiplication.

Dans tous les cas, ces algorithmes n’exploitent pas la symétrie des opérations & et ®.
Leur complexité est

CREWL(M(n),lognd.logn)

si d = min(dg, dg), ou dg (resp. dg) est le degré du circuit avec & (resp. @) considéré comme
multiplication.
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4.2 Un nouvel algorithme

Les treillis distributifs (L, &, @, €, €) sont des structures ou les deux lois & et @ possedent
les mémes propriétés de distributivité, d’absorption et d’idempotence. Une idée naturelle est
d’étendre chacune des procédures de 'algorithme 13 pour symétriser le traitement de ces
deux opérations. Cela permettra par exemple de traiter les circuits de la figure 4.1 en temps
polylogarithmique, bien que leur degré soit exponentiel.

@ ® @ © ®@ ©
- N ><

. \- -/ \- \ /
@ 0 Q@ © A

®@ ©

Fi1G. 4.1 - Des circuits avec un degré exponentiel.

4.2.1 Les fonctions d’arcs

Tout d’abord, il est clair que si 'on peut « shunter » a la fois les nceuds @ et @, les
fonctions d’arcs vont étre affines: (¢ & 2) @ b ou (¢ ® x) & b, ces deux notations étant
équivalentes: (¢ @ ) Bb=(a B b) @ (x B b) = (bP v) ® ¢ avec ¢ = a G b. Choisissons-en
une au hasard, par exemple la deuxieme, qui est plus conforme a la représentation habituelle
d’une fonction affine: f(x) = (a ® x) & b. Ces fonctions sont stables par composition, par &
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et par @ :

si flz) = (a@x)Bb
et g(z) = (c®z)Dd,
alors (fog)e) = lac(lcorod]ab

(f@g)(z) = [(a

(f@g)(z) = [(e@z)Bb@[(cr)bd
= ([a@z]@[c0a]) s (a@2)@d)
BbR[c@2]) B (b®d)
(idempotence) = ([(a@ec)B(a@d) B (bRe)@x)d (bR d).

4.2.2 L’opération de regroupement : Group

Tout comme des nceuds + successifs sont regroupés en un seul nceud + n-aire dans
Iopération Group de I'algorithme 13, les nceuds & et @ peuvent étre regroupés. Cela impose
tout d’abord que les noeuds @ tout comme les nocuds @ puissent étre d’arité quelconque.
Ensuite, les regroupements de nceuds vont encore s’effectuer a 1’aide de produits de matrices;
pour cela il faut tenir compte des fonctions affines d’arcs et les produits de matrices sont
modifiés en conséquence. Soit U la matrice d’adjacence du circuit, quatre matrices sont
définies a partir de U :

— U%? est la matrice d’adjacence des noeuds @ :

Ues — { Ui, sitet jsont des noeuds @,
i =

€ sinon ;

U® est la matrice des arcs connectant un nceud & & un nceud non & :

Us: — Ui ; si 1 est un neeud @ et 7 est un noceud @ ou une feuille,
“ 7] €sinon;

— U®® est la matrice d’adjacence des noeuds @ :

ee — { Ui, sitet jsont des noeuds @,
0

€ sinon ;

U® est la matrice des arcs connectant un nceud @ a un neeud non & :

Ue: — Ui ; sit est un nceud @ et 7 est un neeud @ ou une feuille,
“ 7] e sinon.
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Ces quatre matrices forment une partition de la matrice d’adjacence U. Pour regrouper les
neeuds @ (resp. @), on effectue un pas de calcul de fermeture transitive sur les sous-graphes
engendrés par ces nceuds:

Use . e oo
{U@' — U U + U,

avec comme produit de matrices

n

(A.B)ij = P(Aix o Byj)(x)

k=1
pour regrouper les nceuds & et

Ue® . 98 98
{U®' — UBPU® +U%,

avec comme produit de matrices

n

(A.B)ij = Q(Aix 0 Byj)()

k=1

pour regrouper les nceuds ©@. Cette procédure de regroupement, appelée Group, a par conséquent
la méme complexité qu'un produit de matrices dans la structure considérée, soit

CREWL(M(n),logn)

si M(n) est le nombre minimum de processeurs nécessaires pour effectuer un produit de
matrices modifié dans L, sur une CREW—PRAM, en temps O(log n). Une borne classique
est M(n) = O(n?).

Dans certains treillis, il est possible d’effectuer ces produits de matrices en temps constant
sur une C RCW —PRAM, au prix éventuellement d’un accroissement du nombre de proces-
seurs. Si M'(n) est ce nombre de processeurs, la complexité de Group est C RCW(M'(n),1).
Plus précisément, si le treillis considéré est un ensemble totalement ordonné, i.e. V(a,b) €
L* a®b e {a,b} et a @b € {a,b}, alors les produits de matrices de 1'opération Group
peuvent étre effectués en temps constant avec O(n*) processeurs: pour calculer

C=AxB, C=(Cijhcijn = (O Aip-Byj)i<ijcn

k=1

avec O = @ ou @ et . = @, ® ou o, on affecte n? processeurs au calcul de chaque coefficient
Cj; tout d’abord tous les C;;, = A;. By, sont calculés en parallele avec n processeurs,
ensuite on cherche a déterminer « le plus grand » des C;;; si © = @, « le plus petit »
sinon. Pour cela, chacun des n® processeurs se charge d'un couple (C; 1, ,Ciix,) et écrit
1 en case mémoire ky (resp. k1) si Cijx, © Cijk, = Cigg, (resp. Cijpy © Cijn, = Ciik,),
pour signaler que C;jx, (resp. C; k) n'est pas le résultat cherché. Les cases mémoires sont
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supposées étre initialisées a 0. Ensuite les cases mémoire k contenant la valeur 0 écrivent
Cijk dans la case (; ;. Cela fonctionne quel que soit le modele C RCW — PRAM utilisé;
en particulier cet algorithme est valable pour une COMMUNE CRCW — PRAM : lors
du premier pas, les processeurs qui écrivent en mémoire écrivent tous 1, ensuite les cases
mémoire qui contiennent 0 correspondent au résultat € ;; comme ce résultat est unique,
elles écrivent toutes la méme valeur. La complexité de 'opération Group est donc sur une
CRCW—PRAM
CRCWr(M'(n),1).

Dans 'algebre de Boole ({Vrai, Faux},V, A, Vrai, Faux), les produits de matrices peuvent
meéme s’effectuer en temps constant sans augmentation du nombre de processeurs: par
exemple si & = V, les processeurs qui ont calculé un produit A;;.By; n’ont qu’a écrire
Vrai dans C;; si A; . Bi; = Vrae et rien sinon, les cases étant initialisées a Fauz.

4.2.3 L’opération d’évaluation: Eval

Cette procédure est la plus naturelle, elle n’est pas modifiée par rapport a I’algorithme
13 et elle peut encore se décomposer en une évaluation des nceuds & et une évaluation des
neeuds ®, ces deux procédures étant effectuées en parallele.

Algorithme 14 Eval,

si v, un neeud @, a m fils tous feuilles (w; pour ¢ € [1,...m]) alors
val(v) «+ @y Uy, (val(w;))
pour ¢ = 1 a m faire
Upi €
v devient une feuille

fin

Algorithme 15 Eval®

si v, un neeud @, a m fils tous feuilles (w; pour ¢ € [1,...m]) alors
val(v) + Q7 Uy, (val(w;))
pour ¢ = 1 a m faire
Upuw; €
v devient une feuille

fin

Algorithme 16 Eval

en parallele faire
FEvalg
Evalg

fin
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Cette procédure effectue, au pire, un calcul de produit itéré sur chaque nceud, sa com-
plexité est par conséquent

CREWL(n? logn).

Il s’agit d’'une majoration grossiere, mais suffisante puisqu’ici encore la complexité de I'opération
Group domine.

Dans un treillis totalement ordonné, la technique de calcul d’'un & (ou d’'un ®) de n
termes en temps constant présentée pour Group peut encore étre utilisée. La complexité de
la procédure Fuval est dans ce cas

CRCWr(n® 1).

4.2.4 L’opération d’évaluation partielle : EvalPartiel

Il reste désormais a adapter la procédure de Shunt de 1’algorithme de Miller, Ramachan-
dran et Kaltofen. Le probleme est que les nceuds & comme les nceuds @ ne sont pas binaires.
Il est cependant possible de « shunter » un nceud n-aire, des qu’un seul de ses fils n’est
pas une feuille. Pour faciliter la tache, "adaptation de 'opération de Shunt est réalisée en
deux temps. Tout d’abord, chaque noeud qui a des fils feuilles calcule son résultat partiel a
partir de leur valeur et met le résultat sur un seul des arcs vers ses fils. Il parait judicieux
d’effectuer cette évaluation partielle pour tous les nceuds et non seulement pour les neeuds
n’ayant qu’un seul fils non feuille, pour homogénéiser le traitement des nceuds opérateurs. 11
est ensuite facile de déterminer si un nceud a un seul ou plusieurs fils non feuilles. Reste a
déterminer sur quel arc stocker le résultat de I’évaluation partielle. Comme cette opération
tend a supprimer les fils feuilles, une stratégie possible est de stocker le résultat sur I'un des
arcs vers les fils non feuilles s’il en existe, ou sur tous les arcs pour ne pas avoir de probleme
de choix (grace a I'idempotence des opérations & et @); si tous les fils sont des feuilles, un
arc vers un neceud artificiel réservé a cet usage, le nceud de numéro 0 ou —1 par exemple, est
créé pour conserver le résultat partiel.

L’algorithme d’évaluation partielle, appelé Evalpartiel, réalise cela:

Algorithme 17 EvalPartiel

pour tous les nceuds internes v faire en parallele
{ On calcule le résultat partiel. }
ResPartiel «+ @ _, U,w(val(w)) si v est un nceud &
ResPartiel + @7 _, U, ,(val(w)) si v est un nceud @

{ On détruit les arcs de v vers ses fils feuilles. }

€ sivest un noeud @ et w est une feuille,
e sl vest un nceud @ et w est une feuille.

Uy {
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{ On compose le résultat partiel avec les arcs de v vers ses fils non feuilles. }

Uyw @ ResPartiel si v est un noeud @,
w n’est pas une feuille et

U’U7w % 67
' Uyw @ ResPartiel  si v est un neeud @,
w n’est pas une feuille et

Upw 7 €.

fin

Cette procédure est schématisée sur la figure 4.2.

©
x aofog(x
a [

©
AN -
a B A acfoq

0

FIG. 4.2 - Evaluation partielle.

La mise a jour des arcs peut s’effectuer en temps constant avec O(n?) processeurs, puisque
le nombre d’arcs est inférieur a O(n?), qui est le nombre d’arcs d’un circuit complet. Cette
procédure a donc la méme complexité que la procédure Eval, c’est-a-dire

CREWTL(n*, logn)

et
CRCW(n® 1)

si le treillis est totalement ordonné.

4.2.5 L’opération de suppression des noeuds unaires : Suppress

Enfin, il est possible de « shunter » les nceuds @ et @ si, apres 'opération d’évaluation
partielle, ces neeuds sont devenus unaires. Une technique de saut de pointeur (cf. §1.4.5) ap-
pliquée a ’ensemble du circuit permet de supprimer tous les nceuds unaires du circuit, sauf
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éventuellement les noeuds de sortie. Il est particulierement important de supprimer les nceuds
unaires du circuit parce qu’ils introduisent de facon totalement artificielle une séquentialité
dans le circuit : une chaine de nceuds unaires @ et @ alternés étant de hauteur 1, sa suppres-
sion est impérative.

L’opération de suppression des nceuds unaires, Suppress, s’écrit :

Algorithme 18 Suppress

tant qu’il reste des nceuds unaires faire
pour tous les nceuds internes v faire en parallele
pour tous les fils w de v faire en parallele
si w est unaire et a pour fils = alors

5 - Uy ® (UywoUyy) sivestun neeud &,
v Upr @ (UpwoUyyz) sivestun neeud @ .
€ sivest un neeud @,
Upw +

' e sl v estun noeud ® .

fin

Cette procédure a pour complexité C' REW(n? logn), puisque le nombre de passages
dans l'instruction d’itération tant qu’il reste des neeuds unaires faire est majoré par logn.
Sur une CRCW — PRAM 1l est possible de tester en temps constant s’il reste des nceuds
unaires : chaque neeud teste son nombre de fils (1 ou plus), écrit 1 dans une case spéciale de
la mémoire s’il est unaire et le processus sera répété tant qu’il y aura un 1 dans cette case
(supposée étre remise a 0 au début de chaque itération).

La procédure Suppress aura pour complexité pour ['ensemble de Uévaluation du circuit

C RCWp(n? logn).

4.2.6 L’algorithme d’évaluation

L’algorithme d’évaluation est constitué de 1’application, autant de fois qu’il le faut, de
la séquence Group — Eval — EvalPartiel — Suppress. Cette séquence portera encore le nom
de Phase, par analogie avec 1’algorithme 13. Cela pourrait suffire mais, pour les besoins du
calcul de la complexité, un pré-traitement est effectué sur le circuit pendant lequel une fer-
meture transitive complete des noeuds @ et @, assortie de la suppression de tous les nceuds
unaires, est réalisée a ’aide d’une opération Group* qui consiste en [logn]| applications de
la procédure Group, suivie de Suppress.
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L’algorithme s’écrit alors:

Algorithme 19 Evaluation des circuits sur un treillis

pré-traitement

Group* = [logn]| Group

Suppress
tant qu’il reste des nceuds non évalués répéter
Phase

Group

Eval

EvalPartiel

Suppress

fin

La complexité du pré-traitement est bornée par celle de [logn| applications de Phase.
La procédure Phase a pour complexité

CREWL(M(n),logn)

et
CROWL(M'(n),1)

si le treillis est totalement ordonné.

Ici encore, le probleme est de déterminer le nombre d’applications de la procédure Phase.
Avant le calcul de cette complexité, illustrons 1’algorithme 19 par un exemple.

4.3 Exemple

Pour I'exemple de la figure 4.3, les feuilles sont repérées par des lettres grecques et les
fonctions d’arcs (méme constantes) seront notées par des lettres latines. Le pré-traitement
n’est pas appliqué sur cet exemple.
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FiG. 4.5 - Aprés Uopération Eval.
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az)=a@fdyDa e(x) =(BD7) QIR (D)
bz)=(BBy)0io flz)=d2 o)
(z)=a®BOydv glx)=nd¢

d(z) = (BB 7) @4

Fi1G. 4.6 - Aprés l'opération Evalpartiel.
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h(z) =a® 3@y k() =(BD7) @060 (noe)
(r)=a®Bdy l(z)=n®y

je)=(Bay)ed

Fi1G. 4.7 - Aprés Uopération Suppress.
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Tout d’abord, les nceuds grisés ont regroupé leurs fils et leurs petits-fils grace a l'opération
Group (figure 4.4). Les nceuds dont tous les fils étaient des feuilles ont alors calculé leur valeur
avec 'opération Eval (figure 4.5). Les nceuds qui avaient des fils feuilles ont ensuite calculé
leur résultat partiel (opération Evalpartiel) et 'ont stocké sur un arc vers un fils non feuille
sils en ont, sur un arc vers un neeud artificiel (au centre de la figure) sinon (figure 4.6). Apres
Suppress qui a déconnecté les noceuds unaires, tous les nceuds n’ont qu’un seul fils, qui est la
feuille artificielle. Une seule application de Eval suffira pour que ce circuit soit totalement
évalué. Deux applications de Phase suffisent donc pour évaluer ce circuit.

4.4 Complexité

Tout d’abord, la technique de preuve du §3.4 permet de montrer que le nombre d’appli-
cations de la procédure Phase est borné par log nd, ou d est le minimum des degrés dg et d
du circuit. Cependant cette borne est beaucoup trop large pour les circuits de la figure 4.1,
qui sont évalués en au plus quatre applications de Phase. Nous introduisons une quantité f,,
le nombre d’alternances du circuit, qui permet d’affiner cette borne: le nombre d’itérations
est également majoré par h, + logn, or h, vaut 4 pour les circuits de degré exponentiel de
la figure 4.1.

Définition 40 Soit un circuit a opérations dans un treillis (L, &, @, €, €). Le degré formel d
de ce circuit est le minimum des degrés dg, et dg, avec

1 si v est une feuille,
de(v) =< Y, dg(w fils de v) si v est un neud &,
max,(dg(w fils de v)) st v est un neud @,

1 si v est une feuille,
de(v) =13 S, dg(w fils de v) si v est un neud @,
max,(dg(w fils de v)) siv est un neud & .

4.4.1 Premiere majoration

Cette premiere majoration s’obtient en reprenant la preuve 3.4. Soit un circuit compor-
tant n nceuds, qui est évalué par 1’algorithme 19. Tout d’abord, montrons que le nombre
d’applications de Phase est majoré par log nd = log n + log d. Pour cela, deux hauteurs cor-
respondant a la hauteur du §3.4, hg et hg, sont définies pour chaque nceud du circuit et les
hauteurs hg et hg d’un circuit sont les maxima des hauteurs correspondantes de ses nceuds.
Ces hauteurs vérifient deux propriétés essentielles pour le calcul de la complexité:

1 1
h@ S §n2d@ et h@ S §n2d®
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et elles sont divisées par 2 par chaque application de 'opération Phase.

Définition 41 hg est définie pour tout neud v du circuil par:

he(v) = 1 siv est une feuille,
he(w fils & de v) + %,
hg(v) = max, | he(w fils @ de v), st v est un neud &

he(w fils feuille de v)
el
he(v) = Y., he(w fils de v) siv est un neud @ .

Un fils dominant w d’un neud & v est un fils de v tel que hg(v) = hg(w) + + si w est

2
un neud B, hg(v) = hg(w) sinon.

Définition 42 hy est définie pour tout neud v du circuil par:

hg(v) = 1 siv est une feuille,
hg(w fils @ de v) + %,
hg(v) = max, | hglw fils & de v), st v est un neud @

hg(w fils feuille de v)
el
hg(v) = Y, he(w fils de v) siv est un neud & .

Un fils dominant w d’un neud @ v est un fils de v tel que hg(v) = hg(w) + % si w est
un neud @, hg(v) = hg(w) sinon.

Définition 43 La hauteur hg d’un circuit est le mazimum des hauteurs hg de ses neuds.
La hauteur hg d’un circuit est le maximum des hauteurs hg de ses neuds.

Remarque

Les circuits considérés par la suite sont supposés avoir subi ’étape de pré-traitement. Ceci
permet d’assurer, dans la premiere partie du calcul de complexité, qu’il n’y a pas de neeuds
unaires dans le circuit et, dans la seconde partie, que tous les nceuds & et @ ont été regroupés.

Les procédures Phase, Group, Eval, EvalPartiel et Suppress peuvent étre considérées
comme des fonctions sur les circuits, qui laissent inchangés les sommets (mis a part le fait
qu’une étiquette « nceud @ » ou « neeud @ » peut se transformer en « feuille »), mais qui
modifient la structure des arcs. On parlera donc de I'image d’un nceud ou d’un circuit par
Phase et, de maniere un peu abusive, de leur antécédent par Phase. Dans ce dernier cas, il
existe un circuit, sur lequel la procédure Phase a été appliquée, qui fait référence. On notera
désormais v’ I'image d’un neeud v et U’ I'image d’un circuit U. Par convention, w’ désignera
de facon générique 1'un des fils d’un noeud v’ et w son antécédent par Phase.

Si v est un neceud @ et & un de ses fils est un noeud @, si de plus 'image 2’ de a n’est
pas un fils de v" 'image de v, le seul cas de figure possible est que x soit devenu un neceud
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unaire apres EvalPartiel et qu’il ait été déconnecté de v par Suppress. L’arc v—z a donc été
remplacé par un seul arc v—w ou w est le seul fils de = apres FvalPartiel. Cette remarque
justifie le lemme suivant :

Lemme 3 Si v’ est un neud @, sa hauteur est
he(v') = hg(w' fils de v')

et la hauteur de son antécédent v est

he(v) > > hg(w antécédent de w').

Echcmger les signes @ et @ conduit a un résultat vrai également.

Le lemme qui suit est essentiel pour conclure a la premiere majoration de la complexité
de cet algorithme.

Lemme 4 Si U est un circuit et U' est son image par Phase, si v’ est un neud de U' qui
n'est ni une feuille ni un neud de sortie (un neud sans pére) et si v est son antécédent dans

{ ha(v)

> 2hg
ho(v) = 2hg(v').

U, alors

DEMONSTRATION

Comme les roles et le traitement des opérations & et @ sont symétriques, seul le cas de hg
sera traité. La démonstration se fait par récurrence sur la taille de U], le sous-circuit de U’
qui calcule v/, avec v’ qui n’est ni une feuille ni un neeud de sortie. U/, est le sous-graphe
de U’ engendré par 1’ensemble des nceuds z’ de U’ pour lesquels un chemin allant de v’ a 2
existe. Le cas des feuilles et des nceuds de sortie est exclu parce qu’il n’est pas certain que
leurs hauteurs soient divisées par 2 par Phase, du fait de leur position extréme dans le circuit.

INITIALISATION DE LA RECURRENCE
Le cas initial de la récurrence est celui d’'un neeud v’ n’ayant que des fils feuilles. Soit v
I’antécédent de v’, montrons que hg(v) > 2hg(v'):

— si v est un noeud @G, v est également un neeud G et la hauteur hg(v') de v' vaut
1. Montrons par l'absurde que hg(v) > 2. Si hg(v)<2, les seules possibilités sont
hg(v) =1 ou hg(v) = 2:

2

— si hg(v) = 1, alors v est un nceud & dont tous les fils sont des feuilles puisqu’il n’y
a pas de nceuds unaires. Apres Fval, v est devenu une feuille et v" est une feuille
également, ce qui est contraire a I’hypothese.

— si hg(v) = %, alors v est un noeud @ dont les fils dominants sont des nceuds @
qui n’ont que des fils feuilles, ses autres fils étant des feuilles, toujours grace a
I’absence de nceuds unaires. Apres Group, v n’a donc que des fils feuilles et apres
Eval v est une feuille. v’ est donc également une feuille, ce qui contredit encore

I’hypothese sur v’.
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Il vient donc d’étre montré par "absurde que si v’ est un nceud @ qui n’a que des fils
feuilles, son antécédent v vérifie:

he(v) = 2he (V).

si v’ est un neeud ® dont tous les fils sont des feuilles, alors

he(v') = Y hg(w') = > 1= Card{w fils de v'}.
w' fils de v w fils de v

I1 suffit de vérifier que chaque antécédent w de w' fils de v’ a une hauteur hg supérieure
ou égale a 2, le lemme 3 permettra alors de conclure. Montrons-le par ’absurde. Sup-
posons que hg(w)<2 avec w antécédent de w'. Comme dans le cas précédent, w est un
neeud @ avec hg(w) = 1 ou hg(w) = 3 et w se retrouve étre une feuille apres Eval.

Mais alors FvalPartiel déconnecte v de w et w' ne peut donc pas étre fils de v, hg(w)
ne pouvant pas étre strictement inférieure a 2, on a donc, grace au lemme 3,

he(v) > > hg(w antécédent de w') > 23 hg(w') = 2hg(v').

w/

Le cas initial de la récurrence étant établi, passons au cas général.

CAS GENERAL
L’hypothese de récurrence est que pour tout circuit U], de taille inférieure a k, tel que w’
n’est ni une feuille ni un nceud de sortie, la hauteur hg(w) de w 'antécédent de w’ est divisée

par 2 par Phase: hg(w) > 2hg(w').

Soit v un neeud de U tel que U], comporte k 4+ 1 nceuds et que v’ I'image de v ne soit

ni une feuille ni un nceud de sortie, montrons que la hauteur hg de v est divisée par 2 par

Phase: hg(v) > 2hg(v') -

— si v est un noeud @, son image v’ est également un neeud @. Soit w’ le fils dominant de

v’ et soit w 'antécédent de w. w’ n’est pas un nceud de sortie puisqu’il a v’ pour pere.

— si w’ est une feuille, on se retrouve dans le cas initial de la récurrence.

— si w’ est un neeud @, alors hg(v') = hg(w') et 2hg(w') < hg(w) par hypothese de
récurrence. Comme w est un descendant de v, hg(v) > hg(w) et donc

ha(v) > 2ha (V).

— si w’ est un neeud @, hg(v') = hg(w’) + 3; il suffit de montrer qu’il existe un
chemin de longueur au moins 2 connectant v a w. Si ce chemin n’existait pas, v et
w seralent deux nceuds & adjacents et la procédure Group les aurait déconnectés.
Il existe donc un nceud @ sur un chemin entre v et w. Si x est un nceud @, alors
he(v) > hg(x) + % > hg(w) + 1. Si 2 est un neeud @, @ ne peut pas étre un
neeud unaire (ils sont déconnectés de leurs peres par la procédure Suppress), donc
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he(x) > he(w)+1 et alors he(v) > hg(x) > hg(w)+1. On a done, en appliquant
I’hypothese de récurrence a w,

<

3 < 3lhs(w) + 11 < She(o).

La propriété est vraie pour les nceuds 4.

— si v est un nceud @, son image v’ est également un neeud @ et hg(v') = 3, hg(w'
fils de v’). Grace au lemme 3, on sait que hg(v) > 3 hg(w antécédent de w’). Il reste
a vérifier que hg(w) > 2hg(w’) pour chaque fils w’ de v’. w’ n’est pas un neeud de
sortie puisqu’il a v’ pour pere. Si w’ est un noeud @ ou @, 'hypothese de récurrence
s’applique:
(1) > 2 ().

Si w’ est une feuille, il a été montré lors de 'initialisation de la récurrence que son
antécédent w est de hauteur supérieure a 2, sinon il est déconnecté de v'; donc hg(w) >
2hg(w'). Dans tous les cas,

he() = Y he(w)< s Y ha(w) < She(o)

w Tils de w antécédent de w’

Nous avons montré par récurrence que pour tout nceud du circuit qui n’est pas transformé
en feuille ou en neeud de sortie par la procédure Phase, sa hauteur est divisée par 2.

Il en est de méme pour la hauteur hg, grace a la symétrie des opérations & et @ et des
traitements qui leur sont appliqués. O

Définition 44 La hauteur h d’un circuit est le minimum de ses hauteurs hg et hg.
h = min(h@, h@)
Corollaire 3 Chaque application de Phase sur un circuit divise sa hauteur h par 2.

Ce corollaire permet de déduire qu’apres [log k] applications de la procédure Phase, tout
circuit de hauteur h est transformé en un circuit constitué exclusivement de feuilles et de
neeuds de sortie. Une application de 'opération Fval suffit alors pour évaluer completement
ce circuit.

Pour relier la hauteur d’un circuit a d’autres grandeurs plus usuelles, établissons le lemme
suivant :

Lemme 5 Soit U un circuit de degrés formels dg et dg et qui posséde ag arcs connectant
deuxr neuds & et ag arcs connectant deux neuds @, les hauteurs hg et hg de U vérifient

he < tagds + ds,
h@ S %Cl@d@ + d@.
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DEMONSTRATION

Démontrons-le uniquement pour hg, une preuve analogue permettant de conclure pour hg,.
On le démontre par récurrence sur la taille de tout sous-circuit U,, ou v est un nceud du
circuit U. Le cas initial étant celui ou v est une feuille, on a

h@(v) = 17
a@(v) = 07
dg(v) = 1
et 1 < % *0x14+ 1.

Si cette relation est vérifiée pour tout sous-circuit U, de taille inférieuure ou égale a k,
montrons qu’elle est vérifiée pour tout sous-circuit de taille £+1. Soit donc U, un sous-circuit
de U comportant k + 1 neeuds. Si v a pour fils vy, vy, ... v, de hauteur hg,, hg,,...hg,, , de
degré dg,,dg,,...ds,, et dont les sous-circuits comportent respectivement ag, , ag,,. .. as,,
arcs b—@, 'hypothese de récurrence indique que

1
h@i S §a@id@i + d@m 1 S J S m.

~ si v est un neeud @,

he(v) = L he(vi)
= XL h@i
S % Zﬁl(aﬂ%d@i) + Z;ﬁ;l d@m
or ag(v) > max/’, ag, puisque v est un noeud @,
d@(v) = Z;ﬁ;l d@i
et ag(v)dg(v) = (maxilag, )L, ds,)
> %Z?L(aeaid@i)a
donc  hg(v) < ag(v)ds(v) + dg(v).

— si v est un neeud @, soit v; son fils dominant,

— si v; est une feuille, alors

h@(U) = 1,
a@(v) = 07
d@(U) = 1
et ho(v) < Las(v)ds(v) +do(v).
— 51 v; est un neeud ®
G, S a@(v),
d@l S CllGB(U)
et hg(v) =hg, < jag,de, + dg,
< Sag(v)ds(v) + dg(v).
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— si vy est un noeud @,

a@(v) + 17

dg(v)

%aﬂﬂzd@z + d@l + %
slag, + 1)ds, + ds,
30e(v)dg (v) + dg (v).

On a donc montré par récurrence que, pour tout sous-circuit U,,

he(U) < San(Uuds(U) + ds (L),

ag,
d@l

et h@(U) = h@l —|— %

VAN VAR VA VAN VAN

Soit v un nceud du circuit U tel que hg(U) = hg(v), on a

he = ha(U) = ho(v) < 5as(0)ds(v) + do(0) < Sasds +ds.

1

2

Corollaire 4 Pour tout circuit U a n neuds, de hauteur h et de degré d,
Ly

DEMONSTRATION
Si d = dg par exemple,

1
h = min(h@,h@)) S h@ S a@d@ + d@ S §a@d—|— d.

[N

et ag est majoré par le nombre d’arcs d’un graphe complet, c’est-a-dire n?

(ou plus exac-

2 . , s .
tement “-, mais les calculs étant tous en ordre de grandeur, une telle précision n’est pas

indispensable), donc

1
h§§n2d+d

D’apres le lemme 4, O(log h) applications de Phase suffisent & évaluer completement un
circuit de hauteur h. Or O(log h) = O(logn + logd) grace au corollaire 4, d’ou ce premier

théoreme:
Théoreme 15 La complexité de 'algorithme 19 est
CREWL(M(n), [logn + log d]log n)

et
CRCWL(M'(n),logn + log d)

st le treillis est totalement ordonné.
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4.4.2 Seconde majoration

De facon intuitive, ce qui limite la vitesse d’évaluation d’un circuit est 1’alternance de
neeuds @ et @. Cette alternance peut étre rompue par une évaluation partielle suivie d’une
suppression uniquement dans le cas ou I’'un de ces nceuds a des fils feuilles. Nous introduisons
donc une derniere quantité, le nombre d’alternances d’un circuit, qui permet de prendre ceci
en compte. Cette quantité h, est le plus grand nombre d’alternances de nceuds & et @ sur
tout chemin allant d’un noeud de sortie a une feuille. Plus formellement, h, est défini comme
suit :

Définition 45 Pour tout neeud v d’un circuit, son nombre d’alternances hq(v) vaut

he(v) =1 si v est une feuille,
ho(w fils @ de v)+ 1,

ho(w fils & de v), si v est un neud @,

ho(w fils feuille de v) + 1)

ho(w fils & de v)+ 1,

ho(w fils @ de v), st v est un neud & .

ho(w

fils feuille de v) + 1)

he(v) = max, a

a

Le nombre d’alternances h, d’un circuit est le mazimum des nombres d’alternances de ses
neuds.

Montrons que h, + logn applications de Phase, ou un pré-traitement suivi de h, appli-
cations de Phase, suffisent a évaluer un circuit.

Tout d’abord, aucune des différentes procédures Group, Eval, EvalPartiel ou Suppress
ne fait augmenter h,. Fnsuite, 'importance du pré-traitement apparait: apres l'opération
Group® du pré-traitement, h, est la longueur du plus long chemin du circuit. Il est alors
clair que I’évaluation parallele de ce circuit nécessitera un temps inférieur a h,, puisque h,
applications de la procédure Eval suffisent & évaluer le circuit, ce qui revient a appliquer un
algorithme glouton d’évaluation. A fortiori, h, applications de la procédure Phase suffisent
a évaluer le circuit.

Remarque

La complexité du pré-traitement est bornée par la complexité de logn applications de
I'opération Phase; il est méme possible de remplacer ce pré-traitement par logn applica-
tions de Phase pour obtenir un algorithme plus homogene. Ceci revient a dire qu’avec un
algorithme « homogene », sans pré-traitement, h, 4+ logn applications de Phase suffisent a
évaluer le circuit.

Quel que soit le point de vue choisi, le théoreme suivant est vérifié :
Théoreme 16 La complexité de 'algorithme 19 est

CREWL(M(n), [ha +logn]logn)
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et
CRCWL(M'(n),h, + logn)

st le treillis est totalement ordonné.

4.4.3 Complexité

Les résultats des §4.4.1 et §4.4.2 permettent d’énoncer un théoreme récapitulatif de la
complexité de I'algorithme d’évaluation parallele des circuits sur un treillis.

Théoreme 17 La complexité de 'algorithme 19 est
CREWL(M(n), [min(logd, h,) + logn]logn)

avec M(n) le nombre minimal de processeurs nécessaires pour multiplier en paralléle deux
matrices n X n dans ce treillis en temps O(logn) et

CRCWL(M'(n),min(log d, h,) + logn)

st le treillis est totalement ordonné et si M'(n) est le nombre de processeurs nécessaires pour
effectuer un produit de matrices en parallele dans ce treillis en temps constant.

Remarque
Ceci nous permet de prouver que les circuits de la figure 4.1 sont évalués en temps polylo-
garithmique, puisque h, est une constante pour ces circuits.

Sur "'exemple détaillé au §4.3, le nombre de nceuds est 21, le degré vaut 9 et le nombre d’al-
ternances 5. Le nombre d’applications de la procédure Phase est donc majoré par min(9,5)+
log21 =5+ 5 = 10. Deux applications ont suffi.

Remarque
Au cours de la démonstration du lemme 4, toutes les procédures qui composent I’algorithme
19 ont révélé leur utilité.

4.5 L’exemple du tri par insertion

Le tri par insertion est ’algorithme de tri le plus facile a concevoir, méme s’il n’est pas
le plus rapide en séquentiel. De plus il semble ne pas contenir de parallélisme, puisque les
éléments sont rangés, « insérés », successivement dans un tableau trié. La structure utilisée
est basée sur les opérations min et Max ; il s’agit d’un treillis distributif.

En entrée sont donnés n nombres x1, x4, ... 1, supposés deux a deux distincts, en sortie est
retourné un tableau [y1, s, ...y,] contenant les éléments (z;)1<;<, triés par ordre croissant.
L’algorithme est récursif; un peu de parallélisme est introduit, en ce sens qu’a chaque étape
le nouvel élément cherche en parallele entre quels éléments s’insérer: si a la fin de I’étape
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(i—-1) (i-1) (i—1)

i — 1, les éléments 1, x2, ... ;-1 sont triés dans un tableau [y ' ys ,...y;,; ], 'étape @
consiste a insérer I’élément z; dans ce tableau.

Algorithme 20 Tri par insertion

pour ¢ = 1 a n faire
sit =1 alors

"] ¢ [21]
sit =2 alors
[y?)? ygz)] < [min(xlv 1’2), Ma:z;(:z;l, 1’2)]
si ¢ > 2 alors
i : i1
vy min(ag,yi V)
y) = Maz(ySY, )
pour 7 = 2 a ¢ — 1 faire en parallele

(i—1) (i—1)

sl a;<yj_q <Y, alors

sinon si y;izl)<xi<y§i_1) alors
y](‘l) T
sinon si y§i}1)<y

() -1

;i_l) <z, alors

Y; Y;

fin
(¥)

On remarque que y;,
N

nant x;, y](l__1 y; . 1l suffit donc de réaliser un circuit triant trois éléments (dont
deux déja triés) et qui rend ce deuxieme élément, puis de le dupliquer pour chaque triplet

(y](i__ll), y](i_l), x;). Un circuit possible est celui de la figure 4.8.

est le deuxieme élément du tableau trié a trois éléments conte-

M
m
i—1 i—1
e
Fi1G. 4.8 - Le circuit rendant le deuxieme élément parmi (yﬁ}”, y](i_l), z;).

Le circuit obtenu a partir de l'algorithme de tri par insertion, en utilisant ce circuit, a

(i-1) (i-1)

un nombre d’alternances au moins linéaire: la formule ygl) — Max(yy 7, min(y; 7, ;)

entraine ha(ygi)) =2+ ha(ygi_l)), ce qui donne ha(ygz)) = 2(1 — 1) et le nombre d’alternances
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du circuit est supérieur a ha(yg )).

Le degré dpys,., noté dys, du circuit vérifie pour 2 <1 < n:

dM(yY)) = dM(yY 2 ,

7 1—1 . .
dM(y](")) = dy (y; 1)) ‘|‘dM(y]( 1 )), 2<5<i—1,
du(y?) = du(y! ™) + 1.

On reconnait les coefficients du triangle de Pascal et leur maximum est plus qu’exponentiel
en n.

Le degré d,,;,, noté d,,, du circuit vérifie pour 2 <1 < n:

b)) = du(yi™)+1,
A (y") max(d <y§ Nt Ld (), 2 < <i—1,
dn(y") = dn(yl™).

Ce degré est donc linéaire.

Remarque
Il est possible de définir un algorithme ou dp; est linéaire alors que d,, est exponentiel, en
inversant les opérateurs Max et min dans le circuit de la figure 4.8.

On peut donc prédire une complexité
CREWL(M(n),log*n)

et méme

CRCWpr(M'(n),logn)

pour le probleme du tri, a partir de I’algorithme du tri par insertion. Cette complexité rejoint
les meilleures complexités connues pour ce probleme [Col88, CT93, KR90], et ce de fagon
automatique, sans mettre en ceuvre de techniques sophistiquées.

4.6 Le treillis de Boole ({Vrai, Fauz}, A, V, )

Un treillis qui présente un intérét particulier pour les informaticiens, qu’ils soient théoriciens
en parallélisme, concepteurs de circuit ou arithméticiens, est ’algebre de Boole ({Vrai, Faux},
A, V, Vrai, Fauz, —). Cependant, il existe une loi unaire, la loi =, qui n’est pas prise en
compte par notre algorithme. Il est possible de transformer un circuit quelconque sur un
treillis de Boole en un circuit sans portes =, qui a deux fois plus de portes, avec la technique
du §7?. Il est également possible d’adapter ’algorithme 19 au cas du treillis de Boole B =
({Vrai, Faux}, A, V, Vrar, Fauz, —).
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En ce qui concerne le traitement des nceuds —, l'opération de Group n’a pas d’effet
puisqu’elle est concue pour augmenter le nombre de fils d’un opérateur et que = n’a de signi-
fication que comme noeud unaire. L’opération d’évaluation peut étre complétée pour prendre
en compte cet opérateur, il suffit pour cela d’ajouter un appel, en parallele des appels a
Eval@ et Eval®, a une procédure Eval_, dont la signification est immédiate: elle évalue tous
les nceuds — dont le fils est une feuille. La procédure d’évaluation partielle EvalPartiel peut
soit ne pas toucher aux nceuds —, soit les connecter au nceud artificiel si leur fils est une
feuille, sans que cela change quoi que ce soit. La procédure de suppression des nceuds unaires,
Suppress, est particulierement indiquée pour traiter ces nceuds et les déconnecter de leurs
peres. Les fonctions d’arcs qui sont utilisées sont alors de la forme (a @ ) & (b ® —a) & ¢;
dans le cas du treillis B, les seules fonctions d’arcs possibles sont Vrai, Fauzx, x et —x.

Il faut alors en tenir compte dans le traitement des opérateurs A et V: en effet un nceud
V connecté a un autre nceud V par un arc -z « verra » ce dernier comme un nceud A du fait

des lois de De Morgan :
~(aVb) = (ma)A(=b),
=(aNb) = (—a)V(-b).
Pour respecter la sémantique des opérations, il ne faut pas regrouper ces deux neceuds. En

revanche, un nceud V connecté a un nceud A par un arc -z aura la méme signification qu’un
neeud V connecté a un autre nceud V et il est possible de les regrouper.

La signification des matrices d’adjacence est modifiée, pour tenir compte de ces change-
ments, U restant la matrice d’adjacence du circuit :

— UYY est la matrice des arcs différents de —x connectant deux nceuds V et des arcs
portant la fonction -z connectant un nceud V a un neeud A:
U = Usjsiiet jsont des noeuds V et U j(x) est différent de —a, ou si 7 est un neeud
V, j un nceud A et U; () = —a;

— UY est la matrice des arcs —x connectant deux noeuds V, des arcs portant une fonction
différente de =z connectant un nceud V a un nceud A et les arcs connectant un nceud
V a un nceud — ou a une feuille:
Ui = Ui siiet jsont des nceuds V et U; j(x) = —a, si i est un nceud V, j un neeud
A et U j(x) # -, ousi i est un neeud V et j est un nceud — ou une feuille;

— UM est la matrice des arcs différents de —x connectant deux nceuds A et des arcs
portant la fonction - connectant un nceud A a un neeud V:
UPN = Us jsiiet jsont des nceuds A et U; j(x) est différent de =z, ou si 7 est un noeud
A, j un neeud V et U; () = —a;

— U™ est la matrice des arcs =x connectant deux nceuds A, des arcs portant une fonction
différente de =z connectant un nceud A a un nceud V et les arcs connectant un nceud
A a un nceud — ou a une feuille:
Ui =Usjsiiet jsont des neeuds A et Us j(x) = —w, sid est un nceud A, j un neeud V
et U; j(x) est différent de —a, ou si 7 est un nceud A et j est un neeud = ou une feuille.
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Ces quatre matrices ne forment plus une partition de U puisque les arcs issus d’un neeud
= ne sont pas répertoriés. Il ne nous semble pas utile de définir une nouvelle matrice pour
ces arcs, puisqu’une seule application de Suppress, lors du pré-traitement s’il existe, ou a la
premiere application de Phase sinon, suffit a déconnecter tous les nceuds — de leurs peres
et rendent ces noeuds inutiles, I'information qu’ils représentent étant alors stockée sur les arcs.

Ces nouvelles matrices sont congues pour que l'opération de Group puisse s’écrire avec
les mémes produits matriciels. L’utilisation de ces nouvelles fonctions d’arcs n’entrainent pas
de modification des autres procédures, ni de I'algorithme.

En ce qui concerne les grandeurs caractéristiques du circuit, elles nécessitent également
un aménagement pour prendre en compte cet opérateur supplémentaire. Les nouveaux degrés
dg et dg sont définis par:

1 si v est une feuille,
do(v) = Yow dg(w fils de v) si v est un neeud @,
© max,(dg(w fils de v) si v est un nceud &,
dg (w fils de v) si v est un neeud —,

1 si v est une feuille,
do(v) = >ow da(w fils de v) si v est un neeud &,
@ max,(dg(w fils de v) si v est un nceud @,
dg(w fils de v) si v est un neeud —.

Le degré d’un circuit est le maximum des degrés de ses nceuds.

De la méme fagon le nombre d’alternances d’un nceud v devient :

ho(w @ fils de v) + 1,

ho(w & Afils de v),
he(v) = max | hy(w fils feuille de v) + 1,
ho(x @ petit-fils de v et fils de w =),
ho(x & petit-fils de v et fils de w =) + 1

si v est un nceud P et

ho(w & Afils de v) + 1,
ho(w @ fils de v),

he(v) = max | hy(w fils feuille de v) + 1,
ho(x

o

o(x @ petit-fils de v et fils de w =)
(2 @ petit-fils de v et fils de w =) + 1

si v est un noeud ®. Le nombre d’alternances A, d’un circuit est le maximum des nombres
d’alternances h, de ses nceuds.

La complexité de I’algorithme reste inchangée. Au §1.2.2, la transformation d’un circuit
booléen quelconque en circuit monotone (sans portes —) équivalent a été détaillée, et il est
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facile de vérifier que cette adaptation 19 correspond a l’algorithme original appliqué a un
circuit monotone, et que les nouveaux degrés et nombre d’alternances sont les degrés et
nombre d’alternances du circuit monotone.

Remarque

Dans le cas ou l'algorithme 19 et son adaptation pour les treillis de Boole sont réellement
utilisés comme interpréteurs, et non pas comme prédicteurs de complexité (cf. chapitre 5) ou
comme compilateurs (cf. chapitre 6.1), il est possible d’utiliser la valeur effective des fonctions
d’arcs: si une fonction d’arc est une fonction constante, le noeud pere peut considérer son fils
comme une feuille lors des procédures d’évaluation et d’évaluation partielle. Par conséquent,
la procédure Suppress peut déconnecter les noeuds plus tot et éventuellement « gagner du
temps ».

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté notre contribution a 1’évaluation parallele de cir-
cuits arithmétiques, en proposant un algorithme d’évaluation des circuits sur des treillis. Les
deux caractéristiques majeures de cet algorithme sont tout d’abord le traitement symétrique
des opérations @ et @ et le fait qu’une nouvelle borne de complexité, le nombre d’alternances
du circuit, permette d’affiner les bornes déja connues pour ce probleme.

Cet algorithme permet de montrer par exemple que le probleme du tri admet une solution
parallele, simplement en évaluant une version du tri par insertion, qui n’est pourtant pas
connu pour étre un modele de tri parallele.

Nous avons également adapté cet algorithme au cas du treillis de Boole ({Vrai, Fauz},
V, A, Vrai, Faux, —) afin de gérer les noeuds — des circuits booléens, qui servent de modele
en parallélisme.
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Chapitre 5

Expérimentations

Résumé

Des simulations, destinées a valider les algorithmes de la partie I, ont été effectuées
sur deux problemes tests: le probleme de 'addition de deux entiers a n bits et le
probleme P-complet du calcul de I’ensemble lexicographiquement maximal de som-
mets indépendants d’un graphe. Pour ces deux problemes, la complexité théorique est
linéaire ; en pratique, le circuit d’addition de deux entiers est évalué en temps polylo-
garithmique et le second en temps linéaire. L’algorithme 19 est ensuite utilisé comme
prédicteur de complexité pour différents problemes issus du calcul booléen et du calcul
formel. Enfin, d’autres champs d’application sont mentionnés.

5.1 Introduction

La premiere partie de cette these a été consacrée a l’étude d’algorithmes paralleles
théoriques d’évaluation des expressions ou des circuits arithmétiques, ainsi qu’au calcul de
leur complexité. Il est légitime de s’interroger sur la précision de ces complexités: s’agit-
il de surestimations grossieres systématiques ou bien y a-t-il concordance entre la borne
calculée et la durée observée du calcul? Le meilleur moyen de s’assurer de la validité des
bornes théoriques sur la complexité des algorithmes d’évaluation est de les expérimenter sur
différents problemes. Dans ces calculs de complexité, la durée de la procédure Phase est lo-
garithmique en n puisque les produits de matrices sont effectués, méme s’ils sont totalement
inutiles. Le nombre d’applications de cette procédure Phase est par contre inconnu. Pour me-
surer ce nombre, nul besoin d’exécuter un algorithme parallele, une simulation séquentielle
suffit, ce qui simplifie considérablement le travail de programmation. Pour s’assurer que la
simulation séquentielle respectera bien I'exécution parallele de I'algorithme d’évaluation, on
travaille sur deux copies du circuit, I’'une contenant le circuit dans 1’état ou il se trouvait a
la fin de l'itération précédente et une copie de travail, qui est modifiée. Ce fonctionnement
respecte la convention PRAM de lecture puis écriture de la mémoire et il évite également
d’évaluer completement (et séquentiellement) le circuit en une seule passe. Le programme de
simulation incrémente également un compteur qui mémorise le nombre d’applications déja
effectuées de la procédure Phase.
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Comme 'algorithme 19 est indépendant de la valeur des feuilles du circuit, il est clair que
toutes les valeurs des entrées conduiront a des exécutions identiques. Une seule exécution du
programme, sur un jeu de valeurs quelconques, suffit donc a déterminer le nombre cherché.

Pour vérifier les complexités déterminées dans la premiere partie de cette these, nous
avons tout d’abord choisi un probleme simple a programmer « en booléen » et tel que
le résultat soit facile a vérifier, ce qui permet de détecter les erreurs de programmation.
L’addition de deux entiers de n bits est un probleme qui répond a ces criteres. Les entiers
sont supposés positifs et écrits en base deux. L’addition s’effectue des poids faibles vers les
poids forts, en propageant la retenue, une démarche intrinsequement séquentielle.

Ensuite, nous nous sommes demandé quelle était la puissance de notre algorithme d’évaluation.
Nous avons donc décidé de 'essayer sur un probleme réputé difficile, le calcul de ’ensemble
lexicographiquement maximal de sommets d’un graphe ou LMISP. Ce probleme est en effet
un probleme P-complet [Coo81] et Cook [Coo85] conjecture que ces problemes n’appar-
tiennent pas a NC. Comme les algorithmes d’évaluation utilisent la connaissance du circuit
entierement déroulé pour transformer ce circuit en un circuit moins profond, qui est leur
graphe de taches, ils peuvent étre vus comme des transformations P-uniformes sur ces cir-
cuits. Si cet algorithme permettait d’évaluer le circuit booléen correspondant au LMISP en
temps polylogarithmique!, un élément de réponse serait que tout algorithme séquentiel poly-
nomial peut étre transformé — par une transformation polynomiale en temps — en un circuit
booléen de profondeur polylogarithmique.

Les résultats obtenus confirment ces prévisions et réhabilitent méme 1'usage de 1’algo-
rithme de type contraction d’arbre 9 dans certains cas. Pour le probleme de 1’addition, le
nombre d’applications de la procédure Phase est un logarithme ou un logarithme au carré
du nombre de chiffres selon 1’algorithme booléen choisi, il est linéaire pour le LMISP. La fia-
bilité des estimations de complexité confirmée, nous avons alors testé la puissance de notre
algorithme sur divers problemes issus du calcul booléen ou du calcul formel. Pour la plupart
des cas, nous retrouvons la complexité déja connue pour ces problemes. Pour le probleme
du calcul d’un pged, les bornes données ne sont pas les meilleures connues, cependant elles
indiquent que la parallélisation ne sera pas évidente.

Enfin, deux domaines ou ces algorithmes d’évaluation parallele pourraient s’appliquer
avec succes, sont les recherches de chemins dans les graphes et la simulation de systemes a
événements discrets modélisés par des réseaux de Petri temporisés.

5.2 Présentation des simulations

5.2.1 Addition

[’addition de deux entiers de n bits

dp_1 ... Qo
+ b1 ... b
'n Th=1 ... To

1. On peut toujours espérer !



esis L

a pour résultat un entier d’au plus n + 1 bits, r,r,—1...79 (r comme résultat). A chaque
couple (a;,b;) est associé un couple (r;,¢;) ou r; est le chiffre correspondant au résultat et
¢; est la retenue (ou carry) qui va entrer en compte dans le calcul de r;41. Les équations
booléennes s’écrivent a 1’aide des fonctions ET', OU et NON sous la forme non simplifiée:

ri

Co

Le degré et le nombre d’alternances du circuit correspondant sont déterminés par ceux
de ¢,. Le degré dy de ¢; vérifie dy(c¢;) = 3 % dy(ci—1) + da(ciz1), et le degré d, de ¢; est
da(ci) = max(2 + da(ciz1),2 + dy(ci—1)), ce qui donne un degré exponentiel. De plus, le
nombre d’alternances est linéaire. La complexité parallele théorique de 1’évaluation de ce

LUV AnJrJ0 Y LA A L ARSLY LSS WAL

YL Lo AlJii A L RS LN

= ((mai) A(=bi) Aciy)
vV ((_'Cli) A bZ A (_‘Ci—l))
Vo (a; A (=) A (—eiz))
vV (ai A b; A Ci—1)7

= Fauzx,

= ((ma;) Nbi A eiq)
vV (ai A (ﬁbz) A Ci—l)
vV (Cli A bZ A (_‘Ci—l))
vV (ai A b; A Ci—l)

circuit par 'algorithme 19 est par conséquent CRCW (M (n),n).

nombre d’étapes
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FiG. 5.1 - Evaluation par Ualgorithme de type contraction d’arbre.
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nombre d’étapes
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Algorithme pour les treillis ¢

60 1.8%(log(x) /log(2))**2""* 1
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0000550

10 > |
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nombre de bits

FIG. 5.2 - FEvaluation par Ualgorithme pour les treillis.

La figure 5.2 représente la complexité temporelle pour une C RCW — PRAM. Elle offre
’agréable surprise d’étre un logarithme au carré (tres exactement (|logn| +2)* = (i 4 1)?
pour n €]2°71 21 et ([logn] + 1)(logn +2) = i(: + 1) pour n = 2°). Ceci signifie que I’algo-
rithme fonctionne au-dela de toute espérance, mais également que ni le degré ni le nombre
d’alternances ne permettent de détecter toutes les possibilités de Shunt.

Remarque
On peut également utiliser les équations du chapitre 1:

C; = (ai A bz) vV ([CLZ vV bz] A Ci—l)-

Dans ce cas, les degrés dy et d, sont linéaires en n et donc la complexité théorique est

CRCW(M(n),logn).

Les résultats expérimentaux confirment ces résultats: le nombre d’applications de Phase est
exactement [logn]| + 1 (cf. courbe 5.3).
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nombre d’étapes
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nombre de bits

FiG. 5.3 - Evaluation & partir d’un algorithme plus pertinent.

L’algorithme de type contraction d’arbre appliqué a ce circuit donne également de tres
bons résultats: expérimentalement, le circuit est évalué en temps 1,35logn (figure 5.1). 1l
conduit a un temps optimal pour ce circuit. Il rejoint ’algorithme de Brent et Kung, présenté
au chapitre 1, en ce sens qu’il « reconnait » et réalise une opération de préfixe des que le
premier Eval et le premier Shunt sont effectués.

Sur ce probleme simple et néanmoins tres séquentiel, si on se contente de rechercher le
parallélisme sur le graphe de dépendance des calculs, les algorithmes d’évaluation de la partie
I permettent d’atteindre de tres bons résultats, méme quand l’écriture de ’algorithme ne
favorise pas la détection du parallélisme. Il est a noter que le probleme de "addition « bien
écrite » représente un « meilleur cas » pour ces algorithmes d’évaluation, puisque sa com-
plexité coincide avec le minimum des complexités possibles. En effet, par construction de
I’algorithme 19, il est impossible — sur le modele C REW — PRAM — de passer sous la barre
d’un logarithme élevé au carré. Comme de plus les constantes multiplicatives sont proches
de 1, ces résultats de complexité sont tres encourageants.

Remarque

Des statistiques sur le remplissage de la matrice d’adjacence utilisée par 1’algorithme 19
mettent en évidence une structure tres creuse, avec en moyenne moins de 5 éléments par
ligne et au maximum une fonction qui ressemble a un logarithme.
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5.2.2 LMISP

Ce probleme est un probleme P-complet (cf. chapitre 1), il est donc un mauvais can-
didat a la parallélisation. Le probleme est de calculer, dans un graphe dont les sommets
sont totalement ordonnés, un ensemble, lexicograhiquement maximal pour cet ordre et de
cardinal maximal, de sommets du graphe qui ne sont pas connectés. Ce probleme joue I’ana-
logue du probleme de la satisfaisabilité dans I’étude de I'inclusion P C NP, ou NP est la
classe définie en remplacant « machine de Turing déterministe » dans la définition de P par
« machine de Turing non déterministe ». Ce probleme a été choisi parce qu’il s’agit d’un
probleme P-complet tres précis, beaucoup plus que le CV P et le MCV P par exemple, ou il
faut travailler sur un circuit quelconque.

Définition 46 Soit ¢ = (V. E) un graphe non orienté, avec V. = {vy,vq,...0,} totale-
ment ordonné par lordre lexicographique vy > vy > ... > v,. L’ensemble, noté LMIS, est
l’ensemble maximal pour Uordre lexicographique des sommets indépendants de G, i.e. le sous-

graphe engendré par cet ensemble n’a pas d’aréte. Le probleme du calcul de cet ensemble est
noté LMISP, pour Lexicographic Mazimal Independent Set Problem.

Un algorithme séquentiel glouton permet de résoudre ce probleme: si ’ensemble de som-
mets cherché est noté LMIS, un parcours selon 'ordre lexicographique décroissant de 1’en-
semble des sommets remplit le LMIS, en ajoutant un neeud si ce nceud n’est adjacent a aucun
des nceuds dont 'appartenance au LMIS a déja été déterminée.

Algorithme 21 Algorithme glouton

LMIS <0
pour ¢ = 1 a n faire
si v; n’est connecté a aucun sommet appartenant au LMIS alors

LMIS < LMISU{v;}

fin

Cet algorithme s’écrit sous une forme booléenne n’utilisant que des portes ET et OU,
ainsi que la matrice d’adjacence G du graphe et cette matrice complémentée G = (=G, ;).
Si S est la table de vérité du LMIS et S son complément, alors le circuit correspondant est
défini par:

Algorithme 22 Algorithme booléen pour le LMISP
pour ¢ = 1 a n faire

5:2' — Faux
S; «— Vrar
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5:1 — Vrar
S, — Faux

pour ¢ = 2 a n faire
pour j =1 ai—1 faire
SZ' — SZ A (S] vV gm‘)
SZ' — SZ vV (S] A gm‘)

fin

Cette écriture s’explique par la transformation d’un circuit en circuit monotone détaillée au
chapitre 1.

Remarque
Le nombre de nceuds du circuit est quadratique en le nombre de sommets du graphe.

Ce circuit est assez enchevétré, comme le montre la figure 5.4 pour un graphe a quatre
sommets.

(S,
W)
S ¥ , 51
Faux GQJ Gon Vra

FiG. 5.4 - Le circuit du LMISP pour un graphe a } sommets.
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Calculons le degré de ce circuit. Comme il est absolument symétrique (et pas uniquement
a cause de la construction d’un circuit monotone a partir d'un circuit quelconque), on a

dy = dn. Calculons dy :

dS = 1,

dpaS, = 1,

A5, = 2,

d\Sy; = 2,

S = NS VG,

dpS; = 22;11 max(daS;, daG; ;)
— Z;;ll d/\Sjv

Si = ViZiSiAGi,

daS; = maxici<i—1(daS; + daGij)
= d,S;_1 + 1.

On remplace d/\gj dans d,.5;:

dpS; > (1 —1) ZdA

Notons '
¥ = 22;21 d/\Sjv
23 - d/\Sl - 1,
24 = daS1+dpS2 =3,
Yipr1 = dpaSici + Y 1> 3
> (1—=2)+ %1+ 3%
> 2X 1.

Séparons les cas 1 pair et ¢ impair.

1 =2k+1 = Yoy 2 2Xsp-1)41
= Yoy > 261N, i >3k>1,
= Yopy1 2 2k-1
i — Qk = sz Z 222(k—1)
= Ny > 26N, Yi>4, k>2,
= Yopt1 =2 2k-1
d’ou ‘
3 > 218t
et

dnSi = (i— 1)+ 5; > 2l8=,
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donc le degré de ce circuit est exponentiel.
Calculons maintenant le nombre d’alternances de ce circuit :

ha(’gl) = 17

ha( 1) — 1,

ha(’??) - 3,

ha( 2) - 3,

Si = /\] 1 \/ gz,yy
ho(S;) = 2+4+h SZ 1,
Si = Vi1 55 A Gij,

ha( 2) — 2+ha5i—17

(S = 26 —1)+1,
JAS) = 26 —1)+1.

h, est linéaire en n. La complexité est donc linéaire en n :
CRCW(M(n),n).

Ceci signifie que cette technique ne permet pas de conclure quant au lien entre P et (P-
uniforme) NC': ce probleme P-complet est évalué en parallele en temps linéaire.

Quand on applique I’algorithme, on remarque qu’au début de I’évaluation, un seul Shunt
a effectivement lieu, sur les coefficients de G et G. Si les portes du circuit sont n-aires, Group
ne modifie pas le circuit et, grosso modo, les seules procédures actives sont Eval+ et Eval, et
Shunt « tout en bas » du circuit. On calcule un seul S[i] et un seul S[i] & chaque application
de Phase. L’étude fine de ce qui se passe lors de I’évaluation du circuit correspondant au
LMISP met cependant en évidence des motifs qui peuvent étre simplifiés algébriquement.
Par exemple, il y a des motifs du type

(S;AS;ANG V...,
(S]‘\/S]‘\/g.,.)/\...7

qui pourraient étre simplifiés, ce qui permettrait de supprimer des termes. Tres exactement
on a

Si - [ dyi— ( i— 1/\g2 1,0— 2)\/ ]A[gi,i—ngi—l]
- ([gzz 1 V. ] [gzz 2\/52 1]) 3
VI[(Si—1 A gz 1i—2) A G im2) V[(Sic1t AGic1i-2) A Sizi]
V.

= ([ ] .. VI[..]V[Faux NGy ;2]
Il semble donc que I'utilisation de propriétés algébriques supplémentaires permettrait d’accélérer

I’évaluation parallele du circuit. Il est cependant difficile de prédire leur action exacte: les
formules & manipuler deviennent rapidement complexes (de longueur au moins polynomiale,
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puisqu’il s’agit de transformations polynomiales!). Quoi qu’il en soit, 1’équivalence des cir-
cuits booléens et des circuits booléens monotones sur le plan de la complexité laisse présager
que les gains obtenus ne permettront pas de conclure sur le lien entre P et (P-uniforme)NC'.

Les figures 5.5 et 5.6 présentent les résultats des simulations avec les deux algorithmes
testés. Sur la figure correspondant a 1’algorithme 5.6 nous avons représenté le nombre d’ap-
plications de Phase, i.e. la complexité sur une C RCW—-PRAM. 1’algorithme 9 tout comme
I’algorithme 19 évalue ce circuit en temps linéaire.

nombre d’étapes

250 T T T T T T T T T
Algorithme de type contraction d’arbre ©
x+1 -
200 - A
o
,'O"
o
,—0"
150 - g N
.07
s
o
,‘0"
100 [ o _
o
i
Lo
,"O"
50 - e N
s
,"O"
o
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FiG. 5.5 - Evaluation par Ualgorithme de type contraction d’arbre.
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Algorithme pour les treillis ¢

30 + x/242 ---- a
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FIG. 5.6 - FEvaluation par Ualgorithme pour les treillis.

Ici, les complexités théoriques sont atteintes, et les constantes multiplicatives sont encore
de l'ordre de 1. Ce probleme nous a permis d’atteindre les maxima possibles de complexité.
Il s’agit donc bien d’un pire cas pour nos algorithmes.

5.2.3 Commentaires

L’expérimentation des algorithmes d’évaluation sur deux problemes tres différents a per-
mis de mettre en évidence plusieurs points.

Tout d’abord, les bornes de complexité calculées dans les chapitres précédents, qui sont «
priori seulement des majorations, sont souvent assez fines, mais elles méritent d’étre vérifiées
expérimentalement. Quoi qu’il en soit, si les prévisions sont optimistes, il est certain qu’une
solution parallele existe, sinon la surprise ne peut qu’étre agréable. [’expérimentation permet
de raffiner ces bornes théoriques. De plus, les constantes multiplicatives qui apparaissent (et
qui étaient cachées par les calculs en ordre de grandeur) sont proches de 1.

Ces expérimentations ont confirmé que le probleme P-complet du LMISP est un pire cas
pour notre algorithme.

Enfin, ces deux exemples extrémes ont réhabilité ’algorithme de type contraction d’arbre du
chapitre 3, qui est tout a fait utilisable dans certains cas: pour ’addition avec I'une ou I'autre
écriture booléenne, ou les opérations de Shunt ont réalisé la majeure partie des calculs, et
pour le LMISP, pour lequel il est presque certain qu'une évaluation en temps sous-linéaire
est impossible.



~AiLid i L L ALUVES LS ALt /LG ELVEL /LY L LA L ERS LYV

La distinction entre I'algorithme de Miller et Teng [MT87] et le notre n’a pas pu se faire
sur ces deux problemes. En effet, les calculs sont essentiellement réalisés par 1'opération de
Shunt sur des neeuds A dans le probleme de I'addition (quelle que soit 1’écriture choisie), et
par les évaluations pour le LMISP. Les constantes multiplicatives sont les mémes pour les
deux algorithmes dans ces deux cas.

En ce qui concerne la réalisation des expériences, il s’avere que les matrices sont tres
creuses et que si on ne les stocke pas comme telles, alors la taille des problemes traitables est
tres petite (12 bits maximum pour 1'addition de deux entiers). Avec un stockage creux, seul
le circuit est conservé en mémoire. Le temps des simulations est important aussi: chaque
exécution de Phase est réalisée en séquentiel en temps O(n?), ou au minimum O(rn?) en
tenant compte du remplissage de la matrice, et ce temps est encore multiplié par le nombre

de Phase.

5.3 Application au calcul booléen

5.3.1 Addition de n bits

Le probleme est ici de calculer la somme de n bits:

Ce probleme intervient notamment dans la multiplication de deux entiers par ’algorithme
standard. Nous présentons deux algorithmes pour ce probleme: le premier consiste a utiliser
un produit standard de produit itéré en prenant garde au grossissement des résultats des
calculs. Le second utilise une astuce pour ramener ce probleme a celui de 'addition de deux
(grands) entiers.

1. Avec un produit itéré, ’algorithme est le suivant :
Algorithme 23 Addition de n bits par un produit itéré

BitAdd(bg,...b,—1,n) :=
ro = BitAdd(bo,...bz_1,%)
ry = BitAdd(bg,...b,-1, %)
res = Addition (rg,r,logn)
{Cette procédure effectue ’addition de deux nombres de logn bits.}

fin

Si on suppose que l'on utilise ’algorithme de degré linéaire pour additionner deux

nombres (sinon il n’y a aucun espoir de prédire une complexité parallele intéressante), il

apparait que le degré, aussi bien dy que dx, du circuit est multiplié par flog(taille des operandes)
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a chaque addition. Le degré total du circuit est donc O(4l°g2”). En ce qui concerne le
nombre d’alternances h, du circuit, la contribution de chaque addition étant I'ajout
de log(taille des opérandes), le nombre total d’alternances du circuit est O(log® n). Cela
permet de prédire une complexité O(log”n), qui est effectivement la complexité pa-
rallele de cet algorithme. Le prédicteur n’a pas permis d’affiner cette borne.

La regle du « 2 pour 3» permet de remplacer I’addition de trois nombres a = aj_1,.. . aq,
b =by_1,...00 et ¢ = cp_1...¢o par 'addition de deux nombres u = ugiq,...ug et
v = vg,...00 tels que a + b+ ¢ = 2u+v. Les calculs sont simples: a; + b; + ¢; = 2u; + v;,
u; est donc le chiffre de la retenue générée par a; + b; + ¢; et v; est le chiffre de poids
faible de cette somme. On peut calculer u et v en temps constant en parallele, avec
k processeurs. L’application récursive de cette regle transforme en temps log% n, le

©(1) chiffres en une addition de deux nombres

probleme de 'addition de n nombres a n
O() chiffres, ce qui prend un temps log n.

Tres clairement, sur cet algorithme le nombre d’alternances sera O(logn) et le degré
O(n), ce qui donnera une complexité parallele logarithmique. Les calculs sont suffisam-

ment bien équilibrés pour que les techniques d’anticipation ne puissent pas jouer.

an

5.3.2 Puissance de matrices booléennes

Il s’agit d’élever a la puissance n une matrice a coefficients booléens de taille n x n. Sur

une C RCW—PRAM, le produit de deux matrices booléennes s’effectue en temps constant :
les produits sur les coefficients s’effectuent en parallele en temps 1, ensuite la matrice résultat
est initialisée a Faux et les processeurs qui ont calculé une valeur Vra: I’écrivent dans la
case mémoire correspondant a 1’élément calculé. Cet algorithme fonctionne quel que soit
le modele de CRCW — PRAM choisi. Un algorithme parallele possible est d’effectuer ces
produits de matrices, qui sont associatifs, selon un schéma produit itéré, en temps log n. La
complexité parallele de ce probleme est donc majorée par log n pour une C RCW —PRAM.
Calculons la complexité prédite par notre algorithme de contraction. L’algorithme séquentiel
est le suivant ;

Algorithme 24 Puissance n'*™° de matrices

pour ¢ = 1 a n faire

fin

Al AT x A

Le degré d, du circuit correspondant est 2 pour chaque produit de matrices. Comme n

produits sont enchainés, cela donne un degré 2n, la complexité de ’évaluation de ce circuit
par algorithme 19 est donc C RCW (M (n*),logn). Dans ce cas également, la complexité
parallele du probleme est prédite automatiquement.
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5.4 Application au calcul formel

5.4.1 Puissance de matrices a coefficients entiers

Le probleme est de calculer 1’élévation a la puissance n d’une matrice n x n dont les coeffi-
cients sont des entiers a n bits. Dans le décompte des opérations interviennent les opérations
booléennes réalisant les opérations arithmétiques en précision infinie.

Une solution parallele en temps O(log®n) existe: comme I’addition de n entiers de lon-
gueur n a la méme complexité que celle de deux entiers de n®() bits, grace a la regle du « 2
pour 3 » du §5.3.1, on en déduit qu’un produit de matrices prend un temps O(log n). Comme
il s’agit d’un calcul de produit itéré faisant intervenir I'opération matricielle associative de
produits de matrices, ce produit itéré se réalise en temps O(logn) fois la complexité du
produit de matrices. Cela signifie que O(log®n) est le temps parallele nécessaire pour élever
une matrice a coefficients entiers a la puissance n.

Cherchons s’il est possible d’améliorer cet algorithme parallele. Rompre ce découpage en
« niveau haut » (opérations matricielles) et « niveau bas » (opérations sur les entiers), en
autorisant le mécanisme d’anticipation a jouer a travers ces niveaux de conception logique,
pourrait améliorer encore le temps parallele, au moins pour une CRCW —PRAM. ‘
Calculons le nombre d’alternances du circuit parallele : pour chaque calcul A2« A2 % A",
au niveau d’un calcul de coefficient, la contribution de la multiplication a h, est de O(logn)
si les calculs sont organisés en arbre équilibré. Il est en de méme pour les additions. Comme
il y a logn calculs de produits de matrices dans un plus long chemin de I’arbre, on en déduit
que hy = O(log? n).
Calculons maintenant le degré du circuit parallele: pour une multiplication, le degré des
opérandes (aussi bien d, que dy) est multiplié par O(4!°6™): il en va de méme pour les n
additions qui suivent chaque multiplication (on peut le vérifier a partir du calcul de degré
de 'addition). Le degré total de ce circuit est O(4'°8 ).
Ces deux mesures conduisent & une complexité parallele temporelle de O(log®n). La com-
plexité de ce probleme n’est donc pas affinée (mais pas dégradée non plus) par les estimations
automatiques.

5.4.2 Calcul du pgcd d’entiers

Ce probleme n’admet pas a I’heure actuelle de solution parallele rapide. Soient A et
B deux entiers, de taille m et n respectivement, le probleme est de calculer d le plus grand
diviseur commun de A et B. L’algorithme systolique de Brent et Kung [BK83] est le suivant :

Algorithme 25 Calcul de PGCD [Brent et Kung]

accu < 0 { cet accumulateur conserve le nombre de décalages effectués simultanément sur
les opérandes. }
pour (i =1 am+n)etsi fini = Faux faire
1.diviser A et B par 2, jusqu’a ce que 1'un des deux soit impair.
Cette opération est réalisée par o décalages et accu < accu + a.
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2.diviser le nombre pair par 2 jusqu’a ce qu’il soit impair également, le pged d’un
nombre pair et d’un nombre impair étant toujours impair. Cette opération se
réalise également a ’aide de décalages.

3.

4
[A-B] :
1 sinon

{M si A4+ B=0mod4
A~

Cette opération requiert le calcul de A + B et éventuellement de |A — B, la
division par 4 s’effectue par des décalages.
4.s1 % < B, échanger A et B.
5.81 A— B <0 alors
d+— A
fint « Vras
d + d 2%

fin

Le nombre d’alternances de ce circuit sera linéaire, ne serait-ce qu’a cause de I’écriture
sous forme de boucle séquentielle de I’algorithme.
A chaque étape, le degré du circuit est multiplié par log n a chaque opération arithmétique, et
par n par le comparateur. Le degré cumulé est finalement O(n"), ce qui donne une complexité
superlinéaire. Sur ce probleme, notre estimateur de complexité s’avere moins performant
qu'une expertise humaine: Kannan, Miller et Rudolph ont proposé un algorithme sous-
linéaire pour ce probleme [KMR®&4]. Il indique cependant que la parallélisation de ce probleme
n’est pas a priori évidente; ¢’est d’ailleurs un probleme ouvert.

5.5 Autres domaines d’application

Il existe deux domaines ou les calculs dans les semi-anneaux unitaires integres du type
(R, max, +, —00,0), avec R = R{J{—o00} ou (R*, max, *,0, 1) sont monnaie courante [CGT9].

5.5.1 Cheminements dans les graphes

Le premier est celui de la théorie des graphes, ou le probleme est de parcourir un graphe
a la recherche d’une solution vérifiant un critere donné. Les problemes d’optimisation font
intervenir le plus souvent les opérateurs min ou max et +, mais également pour tester la
fiabilité d’un réseau, les opérateurs A et x. Les problemes d’énumération sont résolus par
des parcours a la recherche de toutes les solutions résolvant un probleme donné, I'une des
opérations étant alors I'union ensembliste, I’autre permettant de vérifier si I’ensemble trouvé
répond a la question. Les problemes de connexité et de dénombrement enfin utilisent des
ensembles de nombres > 0 sur lesquels agissent min et max. Dans ce contexte, les structures
algébriques de semi-anneaux et de treillis sont regroupées sous le vocable d’« algebre de

chemins » [GMT79].
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5.5.2 Réseaux de Petri temporisés

La simulation de systemes a événements discrets, ou divers problemes de production
(étude et optimisation d’ateliers de production par exemple), sont modélisés par des réseaux
de Petri temporisés [CMQV85]. Ils peuvent étre représentés a l’aide de la structure algébrique
(R, max, +, —o0, 0), noté (R, P, ., €,0), qui est un semi-anneau.

Un réseau de Petri est basé sur un graphe dont les sommets sont de deux sortes, les
places et les transitions, tels que tout chemin est formé d’une alternance de places et de
transitions. Le fonctionnement d’un réseau de Petri est le suivant : chaque place contient des
jetons, appelés marques, et les jetons circulent dans le réseau selon une regle simple: quand
toutes les places en amont d’une place considérée possedent au moins un jeton chacune (on
dit alors qu’elles sont actives ou marquées) et que ceux-ci ont séjourné un certain temps
dans leur place, ils franchissent la transition les séparant de la place étudiée. Les places en
amont perdent alors un jeton chacune, on dit qu’elles ont consommé un jeton. Ces réseaux
sont temporisés, ce qui signifie que chaque jeton doit passer une certaine durée dans une
place, durée dépendant uniquement de la place ou ils se trouvent, et qu’a chaque transition
est également associée une durée. Si chaque place est liée a au plus une transition en amont
et une transition en aval (pour que 'on sache quelles sont les places qui activent une place
donnée, et quelle sera la place activée par une place qui consomme son jeton) et si la regle de
fonctionnement adoptée est le déclenchement au plus tot des transitions, tout indéterminisme
quant au fonctionnement de ces réseaux est supprimé.

Un tel réseau permet de décrire des événements discrets. Les événements étudiés ne sont
pas, en général, ’évolution au cours du temps de I’ensemble des marques accessibles, mais
ieme

plutot les dates d’occurrence des transitions. Si XZ»(n) est la date de la n occurrence de

la transition ¢, XZ»(n) dépend linéairement des dates X](n ) d’occurrences précédentes de la
meéme transition et des autres transitions; il est possible d’écrire ces dépendances par une

suite de transformations linéaires
XM = XM A m . p XA,

ott X est le vecteur formé par les x™

., o est une donnée du réseau et les A; sont des

matrices dépendant des conditions initiales. Le probleme est de résoudre le systeme linéaire
définissant XM, En général, la symétrisation de la loi max, c’est-a-dire I'introduction d’une
soustraction, détruit le lien entre 'opération max et I’existence d’un ordre total et n’aide
pas a la résolution des problemes. Il existe une théorie des pseudo-inverses A* de matrices
dans cette structure, A* = A° + A 4+ ... A”~! ol n est le nombre de transitions du réseau.
La solution au probleme précédent est alors X = X(”_l).Al.Ag D...0 X(”_a).An_a.Ag.
Ceci est un exemple de calcul possible dans ce formalisme. Les graphes étant souvent impor-
tants, il est intéressant de paralléliser les calculs. Les algorithmes d’évaluation, utilisés dans
un compilateur comme celui qui sera présenté au chapitre suivant, trouvent la une utilité
supplémentaire. De plus, méme si les réseaux de Petri utilisés admettent plutot des tempori-
sations variables au cours du temps, la structure des matrices ne varie pas et la compilation
reste possible.
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5.6 Conclusion

Les algorithmes présentés en premiere partie de ce mémoire permettent de fournir faci-
lement des estimations pas trop grossieres de la complexité parallele d’un probleme. Si une
estimation ainsi produite est polylogarithmique, elle signifie que le probleme donné admet
une bonne parallélisation et que les recherches en ce sens ont de bonnes chances d’aboutir
(ne serait-ce qu’en utilisant les outils de parallélisation automatique présentés au chapitre
6.1). Si en revanche Iestimation est une quantité trop grande, tout espoir de parallélisation
n’est pas perdu, mais la tache risque d’étre plus complexe.
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Chapitre 6

Compilation et parallélisation

Résumé

Ce chapitre présente les modalités d’emploi des algorithmes d’évaluation pour une
compilation /parallélisation des programmes sans boucle. La compilation de tels pro-
grammes fournit des programmes paralleles dont la structure est connue et sur laquelle
un placement est possible. Dans cette optique, une extension du langage C a été étudiée
et un prototype de compilateur a été réalisé. L’opération la plus colteuse de ce compi-
lateur, le produit de matrices, a été étudiée tant du point de vue théorique que du point
de vue pratique. Une autre approche, qui s’insere dans les travaux classiques en pa-
rallélisation automatique, est aide & l'identification de réductions dans un programme
parallele.

Les algorithmes d’évaluation présentés dans la premiere partie de cette these peuvent étre
utilisés comme interpréteurs. Cependant, les résultats temporels obtenus sur des machines
paralleles a mémoire distribuée ne sont pas encore établis, a cause des communications qui
ne sont pas structurées. L'idée est d’utiliser les algorithmes d’évaluation pour compiler des
circuits en d’autres circuits moins profonds, qui calculent encore les mémes résultats. Nous
avons défini une extension du langage C, dans laquelle il est possible d’annoter les parties
de programmes a paralléliser par une indication sur la nature de la structure algébrique uti-
lisée. Un prototype de compilateur a été réalisé. La grammaire définie pour ce langage sera
présentée, ainsi que l’organisation du compilateur.

Le probleme majeur se révele alors étre le produit de matrices: le temps de compila-
tion devient tres dépendant du temps de ce produit. Les algorithmes rapides de produit de
matrices ont été étudiés; un algorithme applicable dans les anneaux est celui de Strassen
[Str69] ou celui de Strassen-Winograd [Win73] et ils sont programmables. D’autres algo-
rithmes plus rapides ont été proposés, mais il s’agit d’algorithmes approchés (donc dans R
ou C') et théoriques, dont la raison d’étre est de fournir une majoration de w, avec w I’expo-
sant qui apparailt dans la complexité du produit de matrices: O(n®). A Pheure actuelle, la
meilleure majoration, déterminée par Coppersmith et Winograd, est de 2,376. Cependant,
la démonstration de cette borne n’est pas constructive. De plus, ces produits s’appliquent
a des matrices pleines, alors que 1’étude statistique réalisée au chapitre 5 montre que les
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matrices sont tres creuses et pas structurées. Nous décrirons I'implémentation réalisée pour
ces matrices.

Nous tracerons ensuite les grandes tendances en parallélisation automatique et plus par-
ticulierement les travaux d’identification de réduction (opération de préfixe) dans des nids
de boucles. Ces techniques sont fragiles, souvent dépendantes de ’écriture du programme,
et mettent en ccuvre des techniques sophistiquées pour résoudre ce probleme. Notre utilisa-
tion des bornes de complexité des algorithmes d’évaluation permet d’estimer le degré et le
nombre d’alternances du programme et cela relativement indépendamment de ’écriture du
programme. Une interprétation immédiate de ces valeurs fournit une prédiction de I'existence
ou non de réductions et méme de réductions pour lesquelles la fonction associative mise en
jeu n’est pas simplement 1’addition.

6.1 Compiler: pourquoi, comment ?

6.1.1 Pourquoi compiler plutot qu’interpréter?

Tels qu’ils sont présentés dans la premiere partie de cette these, les algorithmes d’évaluation
de circuits sont utilisés comme interpréteurs paralleles pour machines abstraites. Leur intérét
est théorique, mais leur utilisation comme interpréteurs sur des machines paralleles a mémoire
distribuée nécessite une étude fine des communications pour parvenir a une implémentation
efficace. En effet les communications ne sont absolument pas structurées. Supposons que le
circuit a évaluer a n noeuds et que la machine parallele cible a n processeurs. Dans le cas des
expressions, chaque nceud n’a qu’un seul pere susceptible d’utiliser sa valeur, il ne la commu-
nique qu’a un seul neeud et les communications peuvent étre assimilées a des permutations.
Sur la plupart des réseaux d’interconnexion classiques, une permutation est réalisable en un
temps proportionnel au diametre du réseau (cf. chapitre 2, §2.6.3). Dans le cas des circuits,
on ne dispose plus d’une information aussi précise sur ’allure des communications et le seul
schéma général que 'on puisse appliquer est un échange total (all-to-all), dont le temps
d’exécution est minoré par le quotient du nombre de processeurs par le degré du réseau’.
Le degré d’un réseau a n processeurs est limité pour des raisons architecturales et il est égal
a une constante ou au plus au logarithme de n dans le cas d’un hypercube par exemple
[CT93]. Le temps parallele théorique de I’algorithme d’évaluation sera donc multiplié par un

n

terme au moins égal a *—, autant dire que le temps parallele réel sera supérieur au temps
ogn
séquentiel.

Ceci nous incite donc a utiliser les algorithmes d’évaluation parallele pour compiler des
programmes. En effet, a la compilation la structure du circuit parallele est connue et, comme
il n’y a pas de contrainte de temps, il est possible de calculer un placement du programme
et méme, éventuellement, de précalculer le routage des données. De plus, les matrices qui
interviennent dans ces calculs sont tres creuses et il est également possible de déterminer a

1. Le degré d’un réseau d’interconnexion est le nombre — supposé identique pour tous les processeurs du
réseau — de voisins d’un processeur.
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I’avance quels seront les produits a; i * by ; a calculer et comment les effectuer rapidement.
Les statistiques effectuées au chapitre 5 indiquent que si seuls les calculs utiles sont effectués
alors le nombre d’opérations induites par les produits de matrices va diminuer de facon
spectaculaire. Méme pour le calcul de ’ensemble lexicographiquement maximal de sommets

indépendants, qui est 'un des problemes les plus durs a paralléliser, le nombre d’opérations
d’un produit de matrices sera O(y/nn?) au lieu de O(n?).

Remarque

Le niveau de parallélisation sera ici celui des opérations, ou grain fin, le grain étant défini
comme le rapport du nombre de taches a effectuer et du nombre de processeurs. Comme
les machines actuelles sont prévues pour fonctionner avec des programmes a gros grain,
il faut soit paralléliser des circuits effectuant des opérations couteuses, comme celles qui
interviennent en calcul formel (opérations sur des polynoémes a coefficients rationnels, ou
matrices a coefficients polynomiaux sur @), ... ), soit utiliser des techniques de regroupement
de taches, ou clustering. Ces dernieres tiennent compte des relations de précédence et des
communications qui existent entre les taches pour les regrouper selon différentes heuristiques

[GY92].

6.1.2 Comment compiler avec des algorithmes d’évaluation?

Maintenant que nous avons souligné 'importance des algorithmes d’évaluation de la
partie I pour compiler des circuits arithmétiques plutot que pour les interpréter, nous allons
préciser de quelle maniere cela peut étre réalisé. Le principe ici consiste a tracer le graphe de
taches de I'algorithme d’évaluation appliqué au circuit a compiler. Ce graphe de taches peut
étre produit facilement en remplacant, dans I'algorithme d’évaluation, chaque calcul par une
fonction de construction de taches qui précise les envois et les réceptions de messages (valeur
ou fonction d’arc) et les opérations a effectuer sur ces données. On obtient alors, selon les
substitutions effectuées, la description d’un graphe de précédence et de communication qui
sera pris en entrée d’un outil d’ordonnancement et de placement, ou un programme parallele.

6.2 Le prototype de compilateur

Décrivons 'outil de compilation de fagon plus précise et technique. On suppose dans la
suite de cette section que le lecteur est un familier du langage C.

6.2.1 Un langage pour la parallélisation des programmes sans boucle

Nous avons tout d’abord défini un langage pour la parallélisation de programmes sans
boucle, basé sur une version restreinte de C (pour simplifier 'analyse lexicale et syntaxique)
et qui ’étend, pour comprendre des déclarations de structures algébriques et des instructions
de parallélisation qui signifient qu’un bloc de calcul devra étre parallélisé en accord avec la
structure algébrique spécifiée au début de ce bloc.
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Dans ce langage, quatre points sont a souligner :
— la définition de structures algébriques.

— le découpage du programme en parties séquentielles et en parties paralleles, le lien
étant assuré par des variables qui « traversent » cette séparation, nommeées variables
input ou output.

— la parallélisation s’effectue au niveau des blocs Par (...){ ... }. Ces blocs sont signalés
par le programmeur comme étant les parties a paralléliser dans son programme.

— le modele de machine parallele est a I’heure actuelle un modele ou les processus commu-
niquent par envoi de message. Ce modele pourra étre un modele fonctionnel (création
de processus fils) comme en Athapascan, le langage parallele développé par 1’équipe
APACHE (Algorithmique parallele et partage de charge, LMC-LGI), sans changement

dans le principe du compilateur. Il suffira de modifier la génération finale de code.

Remarque

Nous avons choisi C comme langage de base pour étre en adéquation avec les machines
paralleles dont nous disposions (le MegaNode de Telmat essentiellement). Il est clair qu’une
implémentation dans un langage orienté objet (par exemple C4+) aurait apporté plus de
flexibilité, les structures algébriques pouvant étre définies comme des classes génériques.

Un sous-langage de C

De C, notre langage reprend les caractéristiques les plus simples.

Déclarations Pour ce qui est des déclarations, les possibilités sont restreintes aux types
de base: void, char, short, int, long, float et double. Les types qui se définissent en deux
mots ne sont pas acceptés, comme par exemple long int, signed int ou unsigned long.
A partir de ces types de base, les seuls constructeurs de types autorisés sont les pointeurs,
les tableaux et les fonctions, union et struct ne sont pas autorisés.

Les classes de stockage autorisées pour ces objets sont les classes extern, static, auto et
typedef. Le spécificateur const, présent dans la norme ANSI, n’est pas traité.

Les déclarations de fonctions doivent étre sous forme ANSI, comme par exemple int somme_iter
(int *res, int aln]).

On ne peut déclarer qu'une variable a la fois, par exemple int a, b; n’est pas autorisé, il
faut écrire

int a;
int b;

Les initialisations des variables lors de leur déclaration ne sont pas autorisées.
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Instructions L’ensemble des instructions traitées reprenant presque toutes les instructions
du C, nous allons procéder par exclusion: les instructions de sélection multiples (switch),
les instructions de branchement (goto) et les définitions d’étiquettes (label) ne sont pas
incluses dans le langage, de méme que les opérateurs de pré- et post-décrémentation -- et de
pré- et post-incrémentation ++, les opérateurs d’indirection => et . pour accéder aux champs
des structures (ce qui est cohérent avec le fait que les structures ne sont pas autorisées) et
les manipulations de chaines de caracteres.

Ce qui a motivé nos choix est la recherche de simplicité pour I’écriture de 1’analyseur
lexical et syntaxique, tout en laissant la possibilité d’exprimer la plupart des algorithmes.
Les instructions omises représentant, pour une large part, des sucres syntaxiques, il reste
effectivement possible de programmer avec ce sous-ensemble de C.

Une extension de C

Nous avons essentiellement ajouté un typedefalgstruct pour définir les structures
algébriques (au sens mathématique du terme et non pas au sens du struct de C) et un
délimiteur de bloc a paralléliser qui, dans sa syntaxe, inclut le nom de la structure algébrique
employée.

Déclaration d’une structure algébrique La définition d’une structure s’écrit a laide
du mot clé typedefalgstruct, suivi du nom de la structure et, entre accolades, les noms
(précédés d’un mot clé pour indiquer de quoi il s’agit) du type des éléments, de la fonction
d’affectation, facultativement de la fonction de test d’égalité (nous avons également rajouté le
type BOOLEAN et les deux valeurs TRUE et FALSE, pour pouvoir définir ces fonctions d’égalité)
et ensuite, une liste des noms des opérations d’addition, de soustraction, de multiplication,
de division, des neutres pour 1’addition et la multiplication, si tous ces objets sont définis
pour la structure en question. Par exemple, pour définir le semi-anneau des entiers naturels,
typedefalgstruct SemiRing {

type TypeNaturel,

affect AffectNaturel,

equality EgalNaturel,
en précision infinie, on écrira: plusneutral Zero,

plus Plus,

multneutral Un,

mult Mult

} Naturel;

Les mots clés pour déclarer une structure algébrique sont Monoide, Group, SemiRing, Ring,
Field et Lattice.
Les prototypes de fonctions doivent étre compatibles avec leur sémantique d’opérations sur
la structure, par exemple, la fonction d’addition Plus a comme prototype TypeNaturel
*Plus (TypeNaturel *a, TypeNaturel *b) et les éléments neutres doivent appartenir a
la structure, par exemple Zero est déclaré comme TypeNaturel Zero;.
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Le délimiteur de bloc s’appelle Par, il s’utilise suivi, entre parentheses, du nom de la struc-
ture algébrique utilisée, qui a été définie a I’aide du mot clé typedefalgstruct, puis, entre ac-
colades, du bloc d’instructions: Par (< nom de la structure algébrique >) {< Bloc

> 1.

Par exemple, pour définir un bloc utilisant le semi-anneau Naturel, on écrira
Par(Naturel) { Bloc }

A Tintérieur d’un bloc, les variables sont obligatoirement définies avec 'une des trois
classes de stockage suivantes:

input: il s’agit d’une feuille, il faudra générer le code de réception
de sa valeur au début du programme parallele
output: le noeud correspondant du circuit est un neeud de sortie,

il faudra générer le code d’envoi de sa valeur
a la fin du programme parallele
parallel: le nceud correspondant est un neeud interne,

il sera détruit en fin de calcul parallele

(cette classe est la classe par défaut, analogue a la classe auto)
Pour que le programme puisse recevoir les valeurs et envoyer les résultats, il faut que les
variables input et output soient déclarées a 'extérieur du bloc parallele. Seules les variables
de classe parallel sont déclarées a I'intérieur du bloc.

Ensuite viennent les instructions. Pour que les instructions correspondent a un circuit,
les tests portant sur des expressions non évaluables a la compilation sont interdits, ainsi que
les appels a des fonctions autres que celles définissant la structure algébrique et dont la liste
est donnée lors de la déclaration de la structure.

Exemple
Par exemple, le produit de matrices sur des doubles, de taille 100 x 100 s’écrit :

/* Ce programme effectue un produit de matrices 100x100. */

/* Le produit de matrices sera parallelise. */
double NeutreMult; /* A initialiser avant *
double NeutrePlus; /* d’utiliser la structure */
/* L’addition dans la structure */
double *Plus (double *a, double *b)

{

t

/* La multiplication dans la structure */
double *Mult (double *a, double *b)

{
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/* L’affectation dans la structure */
double *Affect(double *a, double *b)
{

/* Definition d’un semi-anneau base sur les doubles */
typedefalgstruct SemiRing {

type double;

affect Affect;

plusneutral NeutrePlus;

multneutral NeutreMult;

plus Plus;

multiply Mult
} doubleSR;
/* L’ordre n’a pas d’importance dans typedefalgstruct. */
/* La procedure de produit de matrices */
/* Elle contient un bloc a paralleliser. */

void Produit_Mat_Par(double A[100] [100], double B[100] [100],
double C[100][100])

Par(doubleSR){
input A;
input B ;
output C ;
int 1 ; int j ; int k ;

for (i=0 ; i<100; i=i+1 )
{
for (j=0 ; j<100; j=j+1)
{
/*CLil1[3] = 0 ;*/
Affect(&(C[i][j]1), &NeutrePlus);
for (k=0 ; k<100; k=k+1 )
/*CLil1[3] = c[il[j] + A[il[k] * B[k][i]l ;*/
Affect(&(Cli]1[j1),
Plus(&(c[il1[;1),
Mult (& (ALl [k1), &(BLkI[j1))));
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Maintenant que le langage est défini, passons a l'architecture du compilateur.

6.2.2 L’organisation du compilateur

Détaillons chacune des phases du compilateur, dont le schéma général est représenté sur

la figure 6.1:

— la phase d’analyse. Elle contient les analyses lexicale, syntaxique et sémantique du
programme source. [’analyseur lexical et syntaxique a été réalisé a 'aide de LEX a
pour I"analyse lexicale et de BISON pour I’analyse syntaxique.

— la phase d’expansion. Elle s’effectue en trois temps: tout d’abord, le programme cor-
respondant a la partie séquentielle est produit, sans le code pour les envois de données
et les réceptions de résultats qui sera généré a la fin de la phase de contraction. Dans
un deuxieme temps, un autre programme est obtenu a partir des blocs Par: chaque
opération +, *,...est remplacée par une fonction de construction d’un nceud du DAG
correspondant au bloc parallele. Par exemple, input a sera remplacé par « nom pa-
rallele associé = MakeLeaf (); », et Plus(a,b) sera remplacé par « variable parallele
associée a ce nceud = MakeNode(+, la variable désignant le code de a, la variable
désignant le code associé a b) ; ». Ces deux étapes logiques sont réalisées simultanément,
en une seule passe sur le programme source. Finalement, le programme correspondant
a la partie parallele est compilé par un compilateur C classique et exécuté. Le résultat
est le graphe d’exécution correspondant a la partie parallele du programme source.

— la phase de contraction. Cette phase utilise de fagcon symbolique I’algorithme d’évaluation
qui correspond a la structure spécifiée. Ce compilateur opere donc sur un graphe de
calcul (construit par la phase d’expansion), a 1’aide d’une fonction de contraction qui
prend un DAG en argument. Comme le modele de machine est un modele par proces-
sus communicants, il y a génération de code pour les communications. Avec un modele
par lancement de processus fils, le code généré serait une création de thread.

Cet algorithme symbolique fabrique les taches du graphe d’exécution de ’algorithme
d’évaluation, ainsi que le code pour les communications. (Pour les corps, la seule
opération appliquée aux divisions est la procédure Eval*.) A DPheure actuelle, cette
partie n’étant réalisée que pour les arbres, le probleme des produits de matrices ne
s’est pas encore posé.

Cette phase de contraction génere également le code pour les communications effectuées
par la partie séquentielle vers la partie parallele (correspondant aux variables input
et output)). La phase de contraction peut étre complétée pour générer également
un graphe de taches correspondant au programme parallele produit, sous un for-
mat acceptable par un outil de clustering si le besoin s’en fait sentir, puis de pla-
cement /ordonnancement.
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Analyse

lexicale, syntaxique

et sémantique

EXPANSION fonctions
compilation de construction
et exécution \ du DAG
DAG du programme
source
TRANSFORMATION algorithme
contraction symbolique du DAG symbolique
génération de code d’évaluation
Programme parallele
1= - - - - T T T
| Clustering :
: Ordonnancement |
|
' _ _Placement _ _,
Légende :

Programme Code pour la machine

séquentiel parallele cible

Programme parallele

Fi1G. 6.1 - Schéma du compilateur.

Le langage cible de ce prototype est OUF (Occam Users Frustration) [BFP*91], une
bibliotheque développée au LMC qui permet de s’affranchir de la machine cible, en offrant
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la possibilité d’écrire les communications comme pour une machine a réseau complet et qui
s’occupe de l'interface avec un routeur. Le modele de programme parallele est un modele par
taches communicantes, les synchronisations entre taches s’effectuant par envoi de message.
Il existe une tache reliée au monde extérieur, qui gere les réceptions de données et les envois
de message.

Ce compilateur a été réalisé avec Thierry Gautier, en stage de DEA, sous une premiere
forme, restreinte aux semi-anneaux [Gau92]. Son développement a été stoppé par I'attente de
I’avenement d’un langage nouveau et plus expressif. Ce prototype est donc voué a une exten-
sion prochaine vers la production de programmes paralleles en langage Athapascan, puisque
ce langage est désormais disponible sur réseau de stations comme sur la derniere recrue de
I’équipe, un SP1 IBM. Il devra étre augmenté, de facon a traiter les circuits arithmétiques
généraux.

6.3 Les produits de matrices

Comme cela a été mentionné, les produits de matrices induits par l'opération Group ne
sont pas gérés actuellement dans ce compilateur. Pourtant cette partie du programme est
la plus couteuse a la fois en temps et en espace, parce que les matrices d’adjacence sont
rapidement de grande taille, méme pour de petits problemes. Pour pallier a ces problemes,
nous avons étudié les algorithmes rapides de produits de matrices et nous avons porté nos
efforts sur la gestion de matrices creuses, en vue de leur intégration au compilateur.

6.3.1 Algorithmes théoriques de produits de matrices rapides

Une premiere idée, en présence de produits de matrices gourmands en temps, est de
chercher une réponse parmi la panoplie des produits de matrices rapides. En effet, de-
puis 1969, il existe un produit de matrices simple,proposé par Strassen [Str69], dont la
complexité est O(n?®%®). En vingt-cinq ans, la recherche dans ce domaine a été active
[Gas71, Lad76, BCRL79, Pan80, Sch81, CW82, Pan84a] — voir la présentation de [Pan84b] sur
ce sujet — et en 1987 Coppersmith et Winograd [CW90] ont proposé une borne de O(n?37°)
pour le produit de matrices.

L’algorithme de Strassen est un algorithme tres simple dans son écriture. Il suppose
seulement que les opérations s’effectuent dans un anneau plutét qu’un semi-anneau. Nous
présentons uniquement ’algorithme de Strassen-Winograd [Win73], qui réduit la constante
multiplicative qui est cachée dans le O par rapport a ’algorithme original de Strassen. Si les
matrices a multiplier sont deux matrices 2 x 2, A et B et que C' + A.B, 'algorithme s’écrit :
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O — AB = ( My + M, MO‘|‘M4‘|‘M5_M6)
' My — My + Mz — Mg Mo+ Mz + My — Mg
avec
My = Ai1.Big,
M, = Ai.Byy,
My = Ass.(Big— Bia— Bai+ Baa),
Ms = (Aiq— Azq).(B22— Bia),
My = (Asqx+ As2).(Bi2— Bia),
Ms = (Aiqx+ A12— A — As2).Bao,
Ms = (A1q— Asq— As2).(Bia— Bia+ Bao).

On peut "appliquer pour des matrices de taille quelconque, en découpant les matrices en 4
blocs. Cet algorithme est récursivement appliqué aux blocs plus petits. La complexité de cet
algorithme récursif est, si ¢,,(n) est le nombre de multiplications effectuées pour un produit
de matrices de taille n x n et t,(n) est le nombre d’additions:

ta(n) = Tta(5) + 157,
ce qui donne finalement :

tm(n) _ nlog2 77

tu(n) = bBnle” —5n2.

Cet algorithme, ainsi que plusieurs variantes, ont été expérimentés sur le MegaNode et il
apparait que pour des tailles de matrices supérieures a 100, ce produit devient intéressant
[RT92]. En séquentiel, la valeur a partir de laquelle il devient plus rapide que le produit
classique est également de 50.

Remarque

La restriction portant sur la structure d’anneau peut étre levée, en considérant qu’il est
possible de symétriser un semi-anneau pour ajouter une loi — par la méthode dite justement
de symétrisation (sous certaines conditions algébriques, la régularité par exemple). Si la
structure est un semi-anneau (5, +, *,0) régulier par exemple, la relation d’équivalence R
est définie par (a,b)R(c,d) si et seulement si a« + d = ¢+ b. Chaque couple représente la
différence a — b. Si on travaille modulo R, I’addition s’étend sur S/R:

(@b)+ () = (a+e,b+ )
et la multiplication également :
(a,b)* (¢,d) =(axc+bxd,axd+bxc)

En appliquant cette symétrisation, la soustraction est implantée comme (a,b) — (¢,d) =
(a + d,b+ c¢) et I'algorithme de Strassen est utilisable.

Si maintenant on s’intéresse aux produits de matrices plus rapides, on s’apercoit tres
vite qu’ils ne sont pas concus pour fournir des algorithmes effectifs, mais pour approcher au
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plus pres la complexité intrinseque du produit de matrices, le w de la complexité en O(n®).
Trivialement, on a 2 < w < 3 et méme, grace a ’algorithme de Strassen, 2 < w < 2, 808.
Les méthodes employées reposent sur des calculs de rang approché du tenseur correspon-
dant au produit de matrices plutot que sur des réorganisations des calculs. Coppersmith et
Winograd ont ainsi déterminé une valeur de 2,376 pour w [CW90]. Une version simple de
leur démonstration fournit pour w la valeur 2,41. Cette démonstration sera esquissée dans
le seul but de convaincre le lecteur de 'aspect mathématique théorique pur de ce w. L’idée
consiste a utiliser un algorithme qui multiplie des matrices 1 x 1 par des matrices 1 x ¢ et
des matrices ¢ x 1 par des matrices 1 x 1 simultanément avec ¢ + 2 multiplications, pour
multiplier des matrices carrées. On effectue des produits de matrices carrées de taille quel-
conque en appliquant récursivement 1’« algorithme » précédent a des matrices 3 x 3, avec 3N
niveaux de récursion. On obtient 33V
si on sait calculer ces 3*N produits, de calculer (§)V3%Y = (

produits de blocs élémentaires. Il est alors possible,
24—7)N produits indépendants de
blocs élémentaires, grace au théoreme de Salem et Spencer qui permet d’assurer 'existence
d’un ensemble d’indices tel que, si on suppose que les blocs dont le numéro n’appartient pas
a cet ensemble sont nuls, alors tout produit restant n’utilise jamais le méme bloc qu’un autre
produit. Si les blocs élémentaires sont de taille ¢¥ et sont multipliés en temps ¢"“, alors le

7-théoreme de Schonhage conduit a 'inégalité
27
(a+2)" > ()™
Pour ¢ = 8, on obtient la valeur minimale de w, soit 2,404.

Les autres algorithmes conduisant a des valeurs de w intermédiaires entre 2,808 et 2,376
sont basés sur des calculs du méme type et ne sont pas, par conséquent, plus programmables.

6.3.2 Implémentation des matrices et de leurs produits

Lors des simulations séquentielles, des statistiques sur le nombre de coefficients non nuls
par ligne dans les matrices d’adjacence des circuits ont été réalisées. Pour les problemes
simples, comme 1’addition ou la multiplication de deux entiers de n bits, ce nombre de co-
efficients est en moyenne de 2, au maximum de 5 et le produit de matrices correspondant,
ot seuls les coefficients non nuls sont pris en compte, a une complexité en O(n?). Pour
le probleme plus complexe du LM ISP, le nombre de coefficients est une racine carrée du
nombre de neeuds du circuit, ce qui donne pour complexité O(y/nn?) = O(n*").

Les matrices d’adjacence sont donc tres creuses, c’est entendu, mais également tres
peu structurées. Comme les circuits sont des graphes orientés sans circuit?, il existe une
numérotation des nceuds qui rend cette matrice triangulaire. En particulier, quand le circuit
est construit a partir d’un programme sans boucle, la numérotation des nceuds dans leur
ordre d’apparition permet d’obtenir des matrices triangulaires inférieures. Cependant, cette
structure triangulaire mise a part, il ne se dégage pas de structure plus fine de la matrice.

2. Le vocabulaire de la théorie des graphes et celui de la complexité parallele interferent parfois
facheusement.
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Le stockage qui nous a paru adéquat a été un stockage par listes d’adjacence, par ligne et
par colonne pour pouvoir multiplier facilement une matrice par elle-méme, et doublement
chainées pour permettre d’insérer et de supprimer facilement un élément (sinon il faut par-
courir a la fois la ligne et la colonne contenant cet élément pour mettre les pointeurs a jour).
Une matrice est représentée figure 6.2 pour illustrer ce stockage.

colonnes

HEEEEEEENEEEN

-

N L

F1G. 6.2 - Stockage des matrices par listes d’adjacence.

Chaque coefficient de la matrice est composé de:

— un pointeur vers son prédécesseur et son successeur dans la méme ligne;

— un pointeur vers son prédécesseur et son successeur dans la méme colonne ;
— les numéros de la ligne et de la colonne auxquelles il appartient ;

le type d’arc qu’il représente; ceci nous permet de stocker toutes les matrices d’adja-
cence UTT U*T* ... en une seule, sans risque de conflit puisque ces matrices sont, de

par leur définition, disjointes ;

le codage de la fonction d’arc portée par l'arc représenté par cet élément de matrice.

Cette gestion de matrices devient un peu complexe mais elle a permis de nous affranchir
des limitations dues a la mémoire utilisée, qui apparaissaient tres rapidement avec des ma-
trices pleines.

Enfin, il est possible de prédéterminer, a la compilation, quels seront les produits a;  * by, ;
a effectuer et de ne générer que le code qui leur est propre. La génération de code ne devrait
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pas devenir beaucoup plus ardue, en revanche le nombre de taches du programme parallele
s’en trouvera considérablement diminué.

6.3.3 Utilisation d’autres outils

Le compilateur fournit en sortie un programme dont les taches sont de la granularité
des opérations de base. Cette granularité peut ne pas correspondre a la granularité de la
machine parallele: par exemple, si les taches sont des opérations booléennes et que la ma-
chine cible est le SP1. Si la granularité des taches est beaucoup trop importante, comme des
opérations sur des rationnels en précision infinie alors que les processeurs sont des proces-
seurs élémentaires, du style Connection Machine 2, on ne peut rien faire, a part recompiler
en remplacant les opérations rationnelles par les opérations booléennes qui effectuent ces
opérations rationnelles. Le cas de figure inverse est plus probable. Il sera donc utile d’utiliser
soit un outil dédié au regroupement de taches, ou clustering, soit un outil de placement qui
inclut cette phase de clustering, pour obtenir des taches de granularité désirée. Un outil de
placement /ordonnancement permettra ensuite d’améliorer le programme produit.

L’utilisation de ces outils implique une génération du graphe de taches correspondant
au programme parallele, dans le format d’entrée de 1'outil, et ensuite de savoir exploiter les
résultats pour réécrire les taches en des taches plus importantes.

6.3.4 Critiques

Une critique souvent formulée a ’encontre de ce type de compilateur est le fait qu’il
déroule entierement le graphe d’exécution du programme séquentiel. Cette méthodologie im-
plique des limites sur la taille des programmes traités: il faut pouvoir stocker ces derniers
completement déroulés et, pour cela, il faut que le compilateur dispose d’une mémoire assez
grande. Elle implique aussi que chaque changement de taille des données donne lieu a une
nouvelle compilation.

A cela, plusieurs réponses sont possibles:

— tout d’abord, comme la possibilité de ne paralléliser que des parties de code est of-
ferte, il est possible de découper le programme séquentiel en plusieurs blocs paralleles
séparés par des frontieres de synchronisation, les blocs paralleles étant effectués I'un
apres 'autre. Ceci permet de compiler de gros programmes sans saturer la mémoire
du compilateur. Pour les gros programmes, pour lesquels 1’on désire changer la taille
des données, il est raisonnable d’espérer que le programme est écrit a 1’aide de boucles
imbriquées, en particulier s’il s’agit d’un programme de calcul numérique. Il est donc
possible de découper une boucle exécutée n fois, ou n est un multiple de 1000 :

pour i=1 a n faire

(1)
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pour il=1 a (n/1000) faire
pour i12=1 a 1000 faire
£(1000*(i1-1)+12)

On pourra ne paralléliser que le bloc de taille 1000 et faire varier n sans tout recompiler.

— On peut enfin n’utiliser que les bornes de complexité obtenues pour les algorithmes
d’évaluation parallele, pour ajouter un peu d’expertise dans les compilateurs qui pro-
posent de la parallélisation automatique. C’est ce qui sera détaillé au prochain para-
graphe.

6.4 Utilisation en parallélisation automatique

En parallélisation automatique, plusieurs approches coexistent, qui reprennent les grands
principes de ’algorithmique parallele énoncés au chapitre 1.

Deux techniques peuvent étre regroupées sous un méme dénominateur: le travail sur le
graphe de précédence des taches. Les études en ordonnancement prennent en entrée un graphe
de précédence et un nombre de processeurs, qui sont supposés totalement connectés; elles
ont pour but de fournir une date d’exécution pour chaque tache, 'objectif étant de minimiser
le temps total d’exécution [Chr92]. Le graphe de taches est supposé entierement déroulé et
la durée de chacune d’entre elles connue. Les critiques adressées a notre compilateur sont
donc encore de mise ici.

La deuxieme grande famille de travaux sur les graphes de précédence est celle sur les nids
de boucle [Lam74, Pol88, DR92, Fea92]. Un programme constitué de boucles imbriquées?
et d'une série d’instructions placées au cceur de ce nid de boucles est donné en entrée; ce
programme est représenté par un graphe de dépendance condensé, ou une dépendance du
type

Aliy...1,]) < B[j1 ... ja]

se représente dans Z™ par un vecteur (j; — i1,...Jn — in) €t ces vecteurs sont supposés
indépendants des valeurs particulieres de j1,...7,,%1,...1,. On évite ainsi de dérouler le
graphe de précédence de tout le programme. Les travaux portent sur le choix d’une per-
mutation de boucles valide (telle que le programme transformé calcule les mémes résultats
que le programme initial) qui ait un graphe de dépendance condensé contenant plus de pa-
rallélisme. On peut également interpréter géométriquement ce travail comme la recherche
d’un hyperplan A, qui contienne un maximum de sommets indépendants et d’un vecteur =
de translation de h, tel qu’a I’étape t, on exécute toutes les taches d’indices 71, .. .1, tels que
m.(i1...1,) =t (7 est appelé vecteur de temps). Le choix de I'hyperplan correspond a une
réécriture aisée des bornes pour les indices de boucle (cf. figure 6.3).

3. Les bornes des boucles internes sont supposées étre des fonctions affines des indices des boucles englo-
bantes, ou des extrema (max pour la borne inférieure, min pour la borne supérieure) d’un ensemble fini de
fonctions affines.
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Fi1G. 6.3 - Interprétation géométrique.

Dans ces travaux sur les nids de boucles, I'introduction de redondance permet souvent
d’améliorer grandement la qualité de la parallélisation, en dupliquant certaines variables
temporaires qui servent d’accumulateur comme dans un produit scalaire par exemple, ou en
dupliquant certains calculs; souvent des dépendances sont ainsi brisées.

Enfin, des travaux de recherche de réductions sont menés par [JD89, PP91, Cal91, Red94,
RF94]. Les réductions sont des calculs de préfixe et le probleme est de les détecter et d’iden-
tifier la fonction associative mise en jeu. Ces réductions sont des schémas de calculs qui sont
bien parallélisés, a tel point qu’ils font partie intégrante des nouveaux langages paralleles:
MPI, HPF, ou les scatter<op> sont désormais des fonctions intrinseques (intrinsic) du lan-
gage, avec <op> qui peut étre max, min, sum, product, all, any, count,. ..l est cependant
assez difficile de les détecter. Plusieurs méthodes ont été proposées. Jouvelot et Dehbonei
[JD89] remplacent chaque donnée utilisée au cceur de la boucle par un symbole, puis essaient
d’identifier le motif obtenu avec un motif connu correspondant a une fonction associative.
Pinter et Pinter [PP91] travaillent sur le graphe de dépendance condensé respectant le nid de
boucles et le déroulent jusqu’a ce que toutes les dépendances lient des instructions calculées
a la méme itération ou a l'itération précédente. De nouveau, une recherche du motif obtenu
dans une base de données contenant les motifs correspondants a un certain nombre de fonc-
tions associatives permet de conclure. Enfin, Redon et Feautrier [Red94, RF94] ont mis au
point un prototype qui transforme un tel programme en un ensemble d’équations linéaires
de récurrence portant sur les variables et les indices (pour indiquer les bornes des indices),
ensuite le compilateur normalise, en un certain sens, le systeme d’équations de récurrence,
puis il réécrit cette récurrence avec un formalisme inspiré du A-calcul (le prototype est écrit
en Lisp, ce qui éclaire ce choix) et enfin compare le résultat a une base de données d’exemples
connus.

Toutes ces techniques de recherche de motifs déja connus sont basées sur des transforma-
tions assez lourdes (6000 lignes de Lisp pour I'outil de X. Redon, sans compter I'utilisation de
logiciels de description de polyedres par leurs sommets a partir d’une caractérisation par des
inégalités par exemple). Il serait alors possible d’aiguiller les outils de recherche de réduction
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en effectuant une premiere passe, ou chaque opération dans la boucle d’indice ¢y, .. .17, serait
remplacée par les calculs du degré et du nombre d’alternances h, correspondants. On obtien-
drait deux relations de récurrence simples qui peuvent étre résolues par les outils adéquats de
X. Redon ou tout simplement par la fonction rsolve de résolution d’équations de récurrence
de Maple. Les ordres de grandeur du degré et du nombre d’alternances en fonction des bornes
des boucles fourniraient une indication sur I’existence possible ou non de ces réductions et
leur type. Si h, est petit, il y aura certainement des réductions possibles. Si le degré aussi
est petit, elles impliqueront des additions, sinon il faut rechercher des fonctions associatives
a base de multiplications. Cette technique présente ’avantage d’éviter de dérouler le graphe
de précédence et d’étre assez insensible a 1’écriture du corps de la boucle, ce qui constitue
un des handicaps fréquents des méthodes plus classiques. De plus, elle indique I'existence de
réductions méme dans le cas ou la fonction associative n’est pas réduite a +, par exemple
dans le programme de produit scalaire,
pour ¢ =1 & n faire

7(0) © (1) + a(i) = (i)
ou a et b sont des vecteurs de valeurs, le degré est égal a 2 et h, vaut 3, ce qui signifie
que l'opération effectuée utilisera additivement la variable sur laquelle porte I'itération, f
en l'occurrence. Si seul le degré est petit (par exemple linéaire), le schéma a rechercher sera
vraisemblablement de la forme
pour ¢ =1 & n faire

f@) <« fe—1)*a(z)+b(z).
Utiliser ce précalcul simple permettrait de guider la recherche de récurrences ou éventuellement
de la décourager.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté notre principe d’utilisation des algorithmes d’évaluation
pour une compilation des programmes sans boucle. Un compilateur, basé sur ce principe,
est présenté. Tout d’abord, le langage choisi est précisé: il s’agit d’un sous-ensemble du C,
auquel ont été ajoutés une déclaration de structures algébriques et un délimiteur de bloc
parallele. Puis l'organisation du compilateur est détaillée: une compilation consiste en une
phase usuelle d’analyse et une séparation des parties séquentielles et paralleles. Une premiere
compilation, suivie de I’exécution du programme compilé, permet de construire le circuit as-
socié au programme initial. Enfin, une évaluation symbolique de ce circuit génere le code
final pour le programme parallele.

Les produits de matrices limitant la capacité du compilateur, a cause de la place mémoire
requise pour les matrices et du temps de calcul de ces produits, nous avons donc étudié les
algorithmes rapides. Nous avons conclu — 'algorithme de Strassen mis a part — qu’ils ne
sont pas applicables en pratique; une implantation de ces matrices creuses a ’aide de listes
d’adjacence a permis en revanche de repousser les limites du compilateur.

Enfin, on peut reprocher a ce compilateur son manque de souplesse dii a l'obligation de
fixer a la compilation toutes les tailles de données. Cependant, les principes qui prévalent
dans un tel compilateur fournissent des bornes sur la complexité parallele de programmes
séquentiels et ces connaissances peuvent étre intégrées dans les paralléliseurs existants. En
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particulier, il existe des schémas dont la parallélisation est bien maitrisée, les réductions (ou

préfixes). Identifier de tels schémas dans un programme est une tache assez ardue. Or calculer
e degré et le nombre d’alternances d’un circuit sous forme d’équations de récurrence et les

le d t1 bre d’alt d’ t f d’équat d t1

estimer fournit des indications sur la présence — ou l’absence — de réductions dissimulées
ans un programme, y compris des réductions non triviales.

d p ,V pris d duct t 1
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Conclusion

Les études en complexité parallele et notamment sur la classe NC' se sont révélées et se
révelent encore d’une grande importance pratique, et ce pour plusieurs raisons: la premiere
est que cette classe comprend les problemes dont la parallélisation sur machine réelle admet
une accélération significative; ensuite, méme si les temps polylogarithmiques ne peuvent
pas étre atteints sur des machines concretes pour certains problemes, pour des raisons de
contention liées aux communications, leur appartenance a NC' implique néanmoins 1’exis-
tence d’un vaste spectre de décompositions possibles en sous-taches indépendantes ; enfin, de
nombreux algorithmes paralleles dont I'intérét pratique n’est plus a démontrer, comme le tri
et de nombreux problemes de mathématiques discretes, d’arithmétique ou d’algebre linéaire,
appartiennent a NC.

Dans ce contexte, les techniques de contraction des expressions et des circuits arithmétiques
peuvent étre vues comme des extracteurs du parallélisme intrinseque contenu dans les pro-
grammes séquentiels, parallélisme qui dépasse celui qui peut étre lu sur le graphe de précédence
et qui tient a la sémantique des opérateurs utilisés. La connaissance des propriétés algébriques,
comme |’associativité ou la distributivité, permet une réorganisation des calculs qui n’affecte
pas les résultats. Plus la structure algébrique utilisée sera riche en propriétés, plus il sera
possible d’en tirer parti pour améliorer les algorithmes d’évaluation. Généralisant les al-
gorithmes congus pour les semi-anneaux, nous proposons un algorithme qui améliore les
majorations précédemment connues pour la contraction de circuits arithmétiques dans un
treillis. En prolongement de ce travail, il parait intéressant d’élargir la palette des structures
algébriques utilisées afin de profiter des propriétés additionnelles qui les caractérisent et par
exemple d’évaluer la classe des circuits booléens en prenant en compte la loi d’absorption
et le principe du tiers exclu, la classe des circuits arithmétiques booléens, ou une structure
arithmétique est couplée a ’algebre de Boole, ou bien la classe des RAM, qui comporte
quelques instructions arithmétiques ainsi que des instructions booléennes.

Ces algorithmes consistent en une réorganisation profonde des calculs. Cette réorganisation
est explicitement effectuée grace a un prototype de compilateur, qui permet d’une part de
générer le code associé et d’autre part d’obtenir des estimations de la complexité parallele
du probleme traité. Une extension possible de ce prototype, ou le compilateur effectue une
parallélisation explicite a gros grain (opérations matricielles pour ’évaluation d’un polynéme
en une matrice par exemple), est le couplage avec Athapascan, langage parallele développé
dans le cadre du projet IMAG APACHE, qui a partir d’un programme a parallélisme expli-
cite, permet une exécution parallele sur une machine donnée, le placement étant réalisé de
maniere implicite (statique et dynamique) grace a des techniques de régulation de charge.

Par ailleurs, la voie de ’expertise en parallélisation des nids de boucles, pour guider la
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recherche de réductions cachées dans ces nids, est prometteuse, parce qu’elle est peu cotiteuse
a mettre en ceuvre et fournit des informations de qualité. En cela aussi, les recherches en
algorithmique parallele théorique rejoignent les préoccupations de la parallélisation effective.

Finalement, les techniques d’anticipation permettent d’obtenir une bonne approximation
de la complexité parallele accessible a partir d’'un programme donné, qu’il soit séquentiel
ou déja parallele; par la-méme, elles guident le programmeur dans le vaste domaine de 1’al-
gorithmique parallele pour I’étude algorithmique préliminaire a la phase de programmation
pratique sur une machine donnée.
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Résumé
Les algorithmes d’évaluation parallele des expressions et des circuits arithmétiques peuvent
étre vus comme des extracteurs du parallélisme intrinseque contenu dans les programmes
séquentiels, parallélisme qui dépasse celui qui peut étre lu sur le graphe de précédence et
qui tient a la sémantique des opérateurs utilisés. La connaissance des propriétés algébriques,
comme l’associativité ou la distributivité, permet une réorganisation des calculs qui n’af-
fecte pas les résultats. Plus la structure algébrique utilisée sera riche en propriétés, plus il
sera possible d’en tirer parti pour améliorer les algorithmes d’évaluation. Généralisant les
algorithmes congus pour les semi-anneaux, nous proposons un algorithme qui améliore les
majorations précédemment connues pour la contraction de circuits arithmétiques dans un
treillis.

Des simulations de cet algorithme ont permis de mettre en évidence ses qualités de
« prédicteur automatique de complexité ». Réorganiser explicitement les calculs a 1’aide de
ces algorithmes, c’est-a-dire réaliser un compilateur complet, permet de comparer la réalité
des algorithmes paralleles sur machines a mémoire distribuée et la puissance des algorithmes
théoriques. Un prototype a été réalisé, basé sur une simplification/extension du langage C.
Enfin, 'intérét de ces techniques dans le domaine de la parallélisation des nids de boucles,
pour guider la recherche de réductions cachées dans ces nids, semble prometteuse, parce
qu’elle est peu couteuse a mettre en ceuvre et fournit des informations de qualité. En cela,
les recherches en algorithmique parallele théorique rejoignent les préoccupations de la pa-
rallélisation effective.

Abstract

Algorithms for the parallel evaluation of expressions and arithmetic circuits may be consi-
dered as extractors of the intrinsic parallelism contained in sequential programs; far beyond
the parallelism that can be read from the dependence graph, this parallelism comes from the
meaning of the operators that are employed. The knowledge of their algebraic properties,
such as associativity or distributivity, allows the reorganization of the computations without
affecting the results. The more the algebraic structure used in the program possesses such
properties, the more they can be taken into account to speed up the parallel evaluation of
the program. We generalize the algorithms designed for programs over semi-rings in order
to propose an algorithm, the complexity of which improves previously known upper bounds
for the evaluation of arithmetic circuits over lattices.

Simulations of this algorithm highlight its power as an “automatic complexity predictor”.
Furthermore, the explicit reorganization of the computations by means of these evaluation
algorithms, by means of a complete compilation, helps to compare real algorithms for dis-
tributed memory machines with theoretical parallel ones. A prototype of the compiler has
been developed, based on a simplification/extension of the C language. Then, the use of
these techniques in the area of automatic parallelization of nested loops is discussed: they
can help the detection of hidden reductions in these nested loops in an easy and efficient
way, by providing relevant information on the probability of the existence of reductions. This
last point proves that the design of theoretical parallel algorithms is related to the search
for effective parallelization.



