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Introduction

En parall�elisme, utiliser e�cacement les ordinateurs d�edi�es requiert la construction d'al-
gorithmes sp�eci�ques. Un cadre g�en�eral pour l'algorithmique parall�ele est le mod�ele PRAM .
Ce mod�ele, bien que th�eorique, est toujours valide, d'une part parce qu'il permet de s�eparer
les probl�emes tr�es parall�eles des autres et d'autre part parce que les sch�emas algorithmiques
associ�es �a ce mod�ele sont utilis�es et valid�es pour l'�ecriture d'algorithmes sur des machines
parall�eles r�eelles. Par exemple, le sch�ema (( diviser pour parall�eliser )) est utilis�e dans Atha-
pascan (le langage des Apaches, d�evelopp�e au Laboratoire de Mod�elisation et Calcul et au
Laboratoire de G�enie Informatique de l'IMAG) a�n d'adapter la granularit�e du probl�eme au
grain de la machine et donc de permettre une portabilit�e des programmes.

Le mod�ele PRAM n'est certes pas la panac�ee en mati�ere de parall�elisation e�ective ;
par exemple, seuls les algorithmes e�caces et optimaux (ou asymptotiquement e�caces et
optimaux) peuvent être candidats �a un usage pratique, parce qu'ils e�ectuent un nombre
d'op�erations comparable au nombre d'op�erations d'un algorithme s�equentiel r�esolvant le
même probl�eme : les machines actuelles ne sont pas surdimensionn�ees, en nombre de proces-
seurs, par rapport au probl�eme �a traiter. Par ailleurs, il existe des probl�emes qui admettent
une solution parall�ele th�eorique excellente, mais cette solution ne s'�etend pas aux machines
�a m�emoire distribu�ee, comme le probl�eme de l'indi�cage des �el�ements d'une liste.

Les algorithmes parall�eles th�eoriques n'o�rent donc pas des solutions id�eales pour la pa-
rall�elisation sur machine r�eelle ; cependant, ils ont prouv�e et prouvent encore leur int�erêt, ne
serait-ce que par leur ind�ependance par rapport �a toute machine, qui les rend ind�emodables.
Bien plus, certains sch�emas classiques en algorithmique PRAM , de type r�eduction et autres
op�erations globales, permettent de construire des programmes e�caces (même si l'identi-
�cation de ces motifs dans un programme est parfois di�cile). La meilleure preuve en est
leur int�egration comme (( fonctions intrins�eques )) dans les langages parall�eles modernes :
la r�eduction est une fonction intrinsic de HPF (High Performance Fortran), l'extension de
Fortran pour le parall�elisme en cours de d�e�nition et appel�ee �a devenir un standard.

Parvenir �a rep�erer, dans un algorithme donn�e, ces sch�emas dont le parall�elisme peut être
e�cacement exploit�e, peut être source de nouveaux algorithmes parall�eles pratiques plus
performants. Dans ce domaine, l'exemple de l'addition d'entiers par l'algorithme de Brent
et Kung [BK82] est caract�eristique : cet algorithme repose sur la mise en �evidence d'une
r�eduction dans ce probl�eme, s�equentiel de prime abord. De mani�ere g�en�erale, de nombreux
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algorithmes PRAM sont bas�es sur une même id�ee : l'anticipation. Que ce soit pour le produit
it�er�e, l'indi�cage de liste ou le saut de pointeur, c'est toujours cette id�ee d'anticipation, li�ee
dans les cas cit�es �a l'associativit�e d'une op�eration, qui est exploit�ee. Elle peut s'�etendre �a des
structures alg�ebriques plus complexes que celles ne poss�edant qu'une seule loi associative.
Des techniques ont �et�e propos�ees pour les semi-anneaux, le cas des treillis est trait�e dans ce
m�emoire.

Le mod�ele d'algorithme sous-jacent est celui des circuits arithm�etiques, introduit par
von zur Gathen dans le cadre de la complexit�e parall�ele. Historiquement, le probl�eme de
l'�evaluation des expressions a �et�e examin�e en premier, d�es 1974 [Bre74], ensuite le cas des
programmes sans boucle dans les semi-anneaux ou dio��des a �et�e �etudi�e �a partir de 1986
[MRK86]. La premi�ere partie de ce m�emoire pr�esente tous ces algorithmes. Nous proposons
des adaptations pour les structures de corps, souvent utilis�es aussi bien en calcul formel
qu'en calcul num�erique. Nous nous int�eressons ensuite �a la structure de treillis. L'int�erêt de
cette derni�ere est double : d'une part il y a de nombreuses applications (en arithm�etique par
exemple) et d'autre part l'�evaluation de circuits bool�eens est le probl�eme de r�ef�erence en
complexit�e parall�ele. (Ce probl�eme, P -complet, est l'analogue du probl�eme de la satisfaisa-
bilit�e, NP -complet, pour la complexit�e s�equentielle).

Cette th�ese est structur�ee de la fa�con suivante :
un chapitre introductif met en place les notions de base en complexit�e s�equentielle (probl�emes
P -complets en particulier), en algorithmique parall�ele et en complexit�e parall�ele, puis d�e�nit
les structures alg�ebriques utilis�ees : mono��de, groupe, semi-anneau ou dio��de, anneau, corps,
treillis. Nous nous limiterons �a l'�etude des expressions dans des corps et �a celle des circuits
(programmes sans test) dans des semi-anneaux unitaires int�egres et des treillis distributifs.

Dans un deuxi�eme chapitre, les di��erents algorithmes d'�evaluation pour les expressions
sont pr�esent�es de mani�ere synth�etique et sont replac�es dans un canevas g�en�eral.

Le troisi�eme chapitre est consacr�e �a l'�evaluation de circuits dans des semi-anneaux ou
dio��des. Nous rappelons l'algorithme pour les semi-anneaux de Miller, Ramachandran et
Kaltofen, puis nous proposons une extension pour les corps et montrons son application
�a la r�esolution de syst�emes lin�eaires triangulaires. Par ailleurs, d'autres extensions de ces
algorithmes (corps, anneaux �nis non commutatifs, (R;min;max;+)) sont pr�esent�ees.

Le quatri�eme chapitre concerne le cas des circuits dans des treillis distributifs. Les al-
gorithmes pr�ec�edemment propos�es pour �evaluer ces circuits sont de simples adaptations de
l'algorithme pour les dio��des. Nous proposons un nouvel algorithme d�edi�e �a la structure
de treillis distributif, dont nous d�eterminons la complexit�e. Dans tous les cas, ce nouvel
algorithme am�eliore les r�esultats obtenus pr�ec�edemment.

Le cinqui�eme chapitre pr�esente quelques applications (calcul formel, r�eseaux de Petri
temporis�es) et des simulations (arithm�etique). La d�e�nition d'un simulateur est importante,
parce que les bornes de complexit�e qui sont donn�ees sont toujours au pire. Cette simulation
permet, sur un cas plus sp�eci�que, d'a�ner et de v�eri�er ces bornes. Il n'y a pas, �a notre
connaissance, d'autres impl�ementations e�ectu�ees dans le cas des circuits, mais seulement
des travaux sur les expressions.

En�n, le dernier chapitre traite d'un prototype de compilateur bas�e sur ces techniques.
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Un accent particulier est mis sur les produits de matrices (qui constituent l'op�eration centrale
de l'algorithme en terme de coût, temporel comme en nombre de processeurs), d'un point de
vue aussi bien th�eorique que pratique. Une autre application possible est l'aide �a la recherche
de sch�ema de type r�eduction en parall�elisation automatique : ces op�erations ne peuvent être
d�ecel�ees que par une analyse de la s�emantique des op�erations.

Ce travail de th�ese rassemble les di��erents travaux sur le th�eme de l'�evaluation parall�ele de
programmes sans boucle. Notre contribution essentielle est l'algorithme, pr�esent�e au chapitre
4, d'�evaluation de ces programmes quand les op�erations s'e�ectuent dans des treillis, qui a
une meilleure complexit�e que les algorithmes pr�ec�edemment connus pour ce probl�eme.



12 INTRODUCTION



13

Chapitre 1

Probl�eme - D�e�nitions

R�esum�e

Ce chapitre introductif pose le probl�eme de l'�evaluation parall�ele des expressions et

des circuits arithm�etiques. Il contient �egalement les d�e�nitions utiles pour la suite : du

côt�e complexit�e s�equentielle, probl�emes P -complets ; mod�ele de parall�elisme { PRAM

et circuits bool�eens { ainsi que la classi�cation associ�ee des programmes parall�eles et

la classe NC ; les principes de base de l'algorithmique parall�ele : �etudier le graphe de

d�ependance, diviser pour parall�eliser, �equilibrer les travaux, introduire de la redondance

et penser parall�ele. En�n, les structures alg�ebriques de mono��de, groupe, semi-anneau,

anneau, corps et treillis sont d�e�nies.

1.1 Position du probl�eme

Dans cette th�ese, le probl�eme central est la recherche d'algorithmes parall�eles rapides a�n
d'�evaluer certains programmes s�equentiels. La classe de programmes s�equentiels trait�ee est
celle des expressions et des programmes sans boucle. Pour les expressions, il existe des algo-
rithmes parall�eles tr�es performants qui les �evaluent. Quant aux programmes sans boucle, il
s'agit de programmes o�u les seuls tests autoris�es portent sur la taille des entr�ees uniquement
et jamais sur la valeur de celles-ci. Actuellement, les algorithmes d'�evaluation parall�ele de ces
programmes ont des performances tr�es d�ependantes du programme �a �evaluer. De fait, �evaluer
un tel programme est un probl�eme connu pour être (assez) di�cile en s�equentiel et di�cile en
parall�ele, puisqu'il s'agit d'un probl�eme P -complet et qu'il est conjectur�e que les probl�emes
P -complets n'admettent pas de solution parall�ele rapide. Le choix de cette classe de pro-
grammes (expressions et programmes sans boucle) est motiv�e par le d�esir de repr�esenter une
assez grande classe de programmes, sans s'imposer de probl�emes insurmontables : les tests
quelconques { qui sont une contrainte de s�equentialit�e puisqu'il faut avoir calcul�e la valeur
test�ee avant de savoir sur quelle branche du programme s'engager { constituent un probl�eme
que l'on ne sait pas r�esoudre de fa�con exacte (�a moins d'explorer en parall�ele toutes les
branches possibles, mais la taille du programme est alors exponentielle, ce qui sera exclu par
les mod�eles de complexit�e choisis).
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Savoir �evaluer rapidement en parall�ele un programme signi�e qu'il est possible de pro-
duire un programme parall�ele calculant le même r�esultat, en construisant le graphe de tâches
de l'algorithme d'�evaluation appliqu�e �a ce programme (cf. chapitre 6). Il faut cependant que
cette compilation ne soit pas d�ependante d'une machine parall�ele sp�eci�que. Les mod�eles de
machines parall�eles abstraites, tels que le mod�ele PRAM et le mod�ele des circuits bool�eens,
sont assez g�en�eraux. Le mod�ele des circuits arithm�etiques, qui sera utilis�e pour repr�esenter les
programmes sans boucle, g�en�eralise le mod�ele des circuits bool�eens. La compilation pr�esent�ee
dans ce m�emoire reprend, de fa�con automatique, quelques-uns des paradigmes de la program-
mation parall�ele, comme l'introduction de redondance (calculs superus en s�equentiel) a�n
de briser des d�ependances entre tâches, ou comme l'identi�cation de sch�emas connus pour
appliquer leur solution parall�ele rapide. En�n, il reste �a savoir comment mesurer la qua-
lit�e d'un programme parall�ele. Les crit�eres usuels sont les suivants : d'une part on esp�ere
que le programme parall�ele calculera beaucoup plus vite que les programmes s�equentiels qui
r�esolvent le même probl�eme, d'autre part le nombre de processeurs ne doit pas être irr�ealiste.
En complexit�e parall�ele, on estime qu'un temps polylogarithmique en la taille des entr�ees est
satisfaisant et on limite le nombre de processeurs �a être polynomial en la taille des entr�ees
�egalement, même si �a l'heure actuelle les machines parall�eles existantes sont loin d'o�rir de
telles ressources. On impose en�n aux programmes parall�eles d'être faciles �a d�ecrire ; dans
ce m�emoire, cela sous-entend qu'il doit être possible, pour toute taille possible n des entr�ees,
de construire en temps polynomial en n un programme parall�ele r�esolvant le probl�eme �a n
entr�ees.

Les techniques pr�esent�ees ici utilisent un algorithme s�equentiel r�esolvant le probl�eme
ainsi que des informations suppl�ementaires sur ce probl�eme ou, plus pr�ecis�ement, sur une
mod�elisation de ce probl�eme conduisant �a cette r�esolution s�equentielle, �a savoir la s�emantique
des op�erations e�ectu�ees. Par s�emantique, nous entendons les propri�et�es alg�ebriques de ces
op�erations et la structure alg�ebrique qu'elles utilisent. L'associativit�e des op�erations par
exemple est une propri�et�e fondamentale et d�ej�a utilis�ee pour construire explicitement des
algorithmes parall�eles, comme le calcul de pr�e�xe. L'utilisation de ces propri�et�es permet
d'anticiper certains calculs, en rempla�cant par exemple 2 + (3 + x) par (2 + 3) + x = 5 + x,
et �egalement de mettre en �evidence certains sch�emas, comme celui du pr�e�xe, qui ne sont
pas d�etectables facilement, comme dans le probl�eme de l'addition de deux nombres �a n bits.

Une derni�ere remarque sur les techniques de compilation du chapitre 6, qui r�epond �a
une critique possible sur le temps de compilation assez important et sur le fait qu'il faille
compiler un programme pour chaque taille possible des entr�ees, concerne leur application �a
la compilation de circuits VLSI : dans ce domaine, le probl�eme est de concevoir un circuit le
plus rapide possible, d�edi�e �a un seul calcul et pour lequel la taille des entr�ees est �x�ee (par
exemple, un additionneur ottant 64 bits). Le temps de conception n'est pas limit�e (dans
la mesure o�u il reste raisonnable, c'est-�a-dire polynomial), seul le r�esultat importe. C'est
typiquement ce que sait faire notre compilateur.

Dans ce chapitre, nous rappelons les d�e�nitions usuelles en complexit�e s�equentielle, puis
nous d�e�nissons pr�ecis�ement le mod�ele de machine parall�ele utilis�e, ainsi que les quantit�es
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mesurant les performances d'un algorithme. Une classi�cation des probl�emes parall�eles sera
pr�esent�ee �a l'aide des classes NCk et NC, qui seront d�e�nies dans la prochaine section ; cette
classi�cation sera compar�ee �a la classi�cation analogue des probl�emes s�equentiels, la classe
P . Les principes g�en�eraux de l'algorithmique parall�ele seront ensuite pr�esent�es et illustr�es
par les probl�emes classiques du calcul des pr�e�xes et de l'indi�cage des �el�ements d'une liste.
Ces deux algorithmes seront r�eutilis�es par la suite. Un dernier exemple sera pr�esent�e pour
illustrer la di��erence qui peut exister entre un algorithme s�equentiel classique, celui de calcul
du rang d'une matrice par l'�elimination de Gauss, et l'algorithme parall�ele de Chistov qui
r�esout le même probl�eme. En�n, les d�e�nitions des structures alg�ebriques utilis�ees seront
rappel�ees : mono��de, groupe, semi-anneau et anneau unitaires int�egres, corps et treillis. Ce
chapitre s'inspire des cours de parall�elisme de B. Plateau, A. Rasse, J.L. Roch et J.P. Verjus
[PRRV91] et de J.L. Roch[Roc94].

1.2 Mod�ele s�equentiel

Nous allons tout d'abord rappeler la classe P des probl�emes s�equentiels envisag�es et,
parmi ces probl�emes, en isoler quelques-uns particuli�erement repr�esentatifs, les probl�emes
P -complets, auxquels tout autre probl�eme appartenant �a P peut se r�eduire.

1.2.1 D�e�nitions : P , probl�emes P -complets

Commen�cons par d�e�nir la classe des probl�emes qui peuvent être r�esolus en s�equentiel
avec des ressources raisonnables. Le mod�ele de machine s�equentielle le plus simple et le plus
couramment adopt�e est le mod�ele des machines de Turing �a une seule bande (il est suivi de
pr�es par le mod�ele RAM). Il s'agit d'une machine disposant d'une bande de longueur in�nie,
d�ecoup�ee en cases ou cellules, chaque cellule pouvant contenir un symbole d'un alphabet
�ni, et d'une tête de lecture/�ecriture se d�epla�cant sur cette bande. Cette tête est g�er�ee par
un automate �a nombre �ni d'�etats, qui, selon l'�etat courant dans lequel elle se trouve et le
symbole �ecrit dans la case qu'elle est en train de lire, �ecrit un symbole, e�ectue �eventuellement
un d�eplacement d'une case sur la droite ou sur la gauche et change d'�etat. L'espace m�emoire
est le nombre de cases utilis�ees et le temps est le nombre de changements d'�etats.
Une machine de Turing est suppos�ee r�epondre uniquement �a des probl�emes de d�ecision, i.e.
les seules r�eponses sont (( oui )) ou (( non )). Cependant, il est possible de transformer le calcul
d'une fonction f : �n ! �n, o�u � est un ensemble �ni et o�u f r�esout un probl�eme P,
en un probl�eme de d�ecision. Par abus de langage, on dira que la machine de Turing r�esout
le probl�eme P. On distingue deux cat�egories de machine de Turing : celle o�u chaque couple
(�etat courant, symbole lu), �egalement appel�e con�guration, conduit �a au plus un nouvel �etat,
et les autres, i.e. celles o�u une con�guration peut avoir plusieurs successeurs. Une machine
de Turing appartenant �a la premi�ere cat�egorie est dite d�eterministe, elle est non d�eterministe
sinon. Tous les outils n�ecessaires �a la d�e�nition des classes de complexit�e s�equentielle sont
maintenant r�eunis.

D�e�nition 1 La classe P est l'ensemble des probl�emes r�esolus en temps polynomial par une
machine de Turing d�eterministe.
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Remarque
Si le temps est polynomial, l'espace utilis�e sera �egalement au plus polynomial, puisqu'�a
chaque pas de temps, le d�eplacement est au plus d'une case.

Dans cette classe de probl�emes, la relation d'ordre indiquant qu'un probl�eme est plus
(( di�cile )) qu'un autre est la r�eductibilit�e en espace logarithmique.

D�e�nition 2 Un probl�eme de d�ecision A est r�eductible en espace logarithmique �a un probl�eme
B si et seulement s'il existe une fonction f calculable en espace logarithmique sur une ma-
chine de Turing d�eterministe, telle que

[x est la r�eponse au probl�eme A() f(x) est la r�eponse au probl�eme B] :

On note ceci A � B.

Remarque
La notion de NC1-r�eductibilit�e, qui sera d�e�nie au x1.3.5 et qui permet de comparer des algo-
rithmes parall�eles, aurait pu être utilis�ee, mais ce n'est pas la notion classique en complexit�e
s�equentielle ; les d�emonstrations utilisent la notion de r�eductibilit�e en espace logarithmique.

On omettra d�esormais le terme (( en espace logarithmique )). Il existe des probl�emes plus
di�ciles que tous ceux de P ; ce sont les probl�emes auxquels tout probl�eme de P peut se
r�eduire.

D�e�nition 3 Un probl�eme P est P -dur si et seulement si 8Q 2 P , Q est r�eductible �a P.

Th�eor�eme 1 La classe P est close par r�eduction.

Ce th�eor�eme signi�e que P contient tous les probl�emes qui se r�eduisent �a un probl�eme
de P .

Les probl�emes les plus int�eressants pour �etudier les relations entre P et d'autres classes
de complexit�e sont les probl�emes P -durs appartenant �a P . Ils servent de repr�esentants ca-
ract�eristiques de P .

D�e�nition 4 Un probl�eme P est P -complet si et seulement s'il appartient �a P et il est
P -dur.

Remarque
Pour prouver qu'un probl�eme P est P -complet, on montre qu'il appartient �a P et qu'un
probl�eme P -complet d�ej�a connu se r�eduit �a P.
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1.2.2 Exemples de probl�emes P -complets

Le CV P

Parmi ces probl�emes repr�esentatifs de P , certains vont jouer un rôle important dans cette
th�ese. Le premier qu'il faut mentionner est celui de la valeur d'un circuit (ou Circuit Value
Problem) : il s'agit de d�eterminer le r�esultat d'un circuit bool�een donn�e en entr�ee.

D�e�nition 5 Le probl�eme de la valeur d'un circuit ou Circuit Value Problem, not�e CV P ,
est le probl�eme dont

{ l'entr�ee est la donn�ee d'un circuit bool�een �a n entr�ees, une sortie et un nombre de
portes polynomial en n, ainsi qu'un jeu de valeurs pour les entr�ees ;

{ la sortie est la valeur du n�ud de sortie (ou, pour avoir un probl�eme de d�ecision, (( oui ))
si la valeur de sortie est �egale �a Vrai, (( non )) sinon).

Th�eor�eme 2 Le CV P est un probl�eme P -complet [Lad75].

D�emonstration

{ Un circuit bool�een, �etant un programme sans boucle, dont les portes sont de fan-in
�egal �a 2 et poss�edant un nombre polynomial de n�uds, est �evalu�e en temps polynomial.
Le CV P appartient �a P .

{ Montrons que le CV P est P -complet. Pour cela, r�eduisons un programme quelconque
�ecrit pour une machine de Turing, qui s'ex�ecute en temps polynomial, i.e. qui appar-
tient �a P , en un circuit bool�een. Calculer le r�esultat du programme reviendra alors �a
d�eterminer la valeur du circuit bool�een.
Soit x une entr�ee de la machine de Turing. La machine de Turing peut être caract�eris�ee
(pour cette entr�ee x) �a l'�etape i par sa position sur la bande et par le symbole qui s'y
trouve.

{ calcul de la position. Le tableau bool�een T = (Ti;j) d�e�ni par Ti;j = V rai si et
seulement si �a l'�etape i, la tête de la machine de Turing se trouve sur la je case
de la bande, peut être calcul�e par des fonctions bool�eennes simples. Si i = 0 ou
i est sup�erieur �a la dur�ee du calcul, ou si j est sup�erieur au plus grand num�ero
de case utilis�ee ou inf�erieur au plus petit num�ero de case, la valeur de Ti;j est une
constante. Pour les autres valeurs de T , la remarque permettant de conclure est
que Ti;j ne d�epend que du contenu de la case j ou des cases adjacentes j � 1 et
j+1 �a l'�etape i�1, i.e. Ti;j ne d�epend que de Ti�1;j�1, Ti�1;j et de Ti�1;j+1. Chaque
fonction bool�eenne qui calcule Ti;j n'a que trois entr�ees, elle peut être cod�ee en
utilisant un espace logarithmique.

{ calcul du symbole. Une machine de Turing utilise un alphabet �ni. Tout symbole
de cet alphabet peut donc être cod�e en binaire avec une longueur �nie m. De
même que pr�ec�edemment, on d�e�nit un tableau S = (Si;j;k) avec i le num�ero de
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l'�etape, j le num�ero de la case, k repr�esente le ke bit du codage du symbole qui se
trouve sur la case j �a l'�etape i. La même observation que pr�ec�edemment permet
d'a�rmer que les fonctions qui calculent les Si;j;k ne d�ependent que de 3m valeurs :
Si�1;j�1;1 : : : Si�1;j�1;m, Si�1;j;1 : : : Si�1;j;m et Si�1;j+1;1 : : : Si�1;j+1;m. Elles peuvent
être cod�ees en utilisant un espace logarithmique.

Puisque le programme s'ex�ecute en temps polynomial sur la machine de Turing (et
donc il utilise un espace polynomial), il y a un nombre polynomial de telles fonctions
qui calculent l'�etat de la machine, ce qui nous permet de conclure que tout programme
d'une machine de Turing se r�eduit, en espace logarithmique, �a un circuit bool�een de
taille polynomiale.

2

Le MCV P

Le probl�eme de la valeur d'un circuit monotone est un sous-cas du CV P , o�u les portes
NON sont interdites. Le quali�catif de monotone provient du fait que les seules portes
autoris�ees, ET et OU , sont des fonctions monotones croissantes (si on prend pour convention
Vrai > Faux).

D�e�nition 6 Le probl�eme du calcul de la valeur d'un circuit monotone, ou Monotone Circuit
Value Problem, not�e MCVP, est le probl�eme dont

{ l'entr�ee est la donn�ee d'un circuit bool�een monotone �a n entr�ees, une sortie et un
nombre de portes polynomial en n, ainsi qu'un jeu de valeurs pour les entr�ees ;

{ la sortie est la valeur du n�ud de sortie.

Th�eor�eme 3 Le MCV P est un probl�eme P -complet [Gol77].

D�emonstration

{ Tout d'abord, le MCV P appartient �a P , puisqu'il se r�eduit trivialement au CV P et
que P est close par r�eduction.

{ Pour montrer que le CV P est r�eductible au MCV P , on construit un circuit monotone
m qui calcule la même valeur que le circuit en entr�ee c du CV P . On suppose d'abord
que le circuit monotone �equivalent m dispose en entr�ee des mêmes variables que le
circuit c : (ai)1�i�n et de leur n�egation ; la proc�edure de r�eduction peut le r�ealiser en
espace logarithmique (il faut bien lire un codage de n). Ensuite, le circuit c est en
quelque sorte dupliqu�e en une copie qui calcule la n�egation de chacune des portes de
c, �a l'aide des lois de De Morgan :

:(a _ b) = (:a) ^ (:b);
:(a ^ b) = (:a) _ (:b):
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La transformation est la suivante : pour chaque porte de gi  gj _ gk, deux portes, hi

correspondant �a gi et �hi correspondant �a :gi, sont cr�e�ees, i.e.

hi  hj _ hk;
�hi  �hj ^ �hk;

et de même, pour chaque porte gi  gj ^ gk, deux portes, hi et �hi, sont cr�e�ees :

hi  hj ^ hk;
�hi  �hj _ �hk:

En�n, pour chaque porte gi  :gj, les portes hi et �hi sont :

hi  �hj;
�hi  hj:

Si gp est la porte de sortie du circuit c, la porte hp sera la porte de sortie du circuit m
correspondant.
Chaque porte gi est transform�ee ind�ependamment des autres et n�ecessite pour cela
un espace logarithmique, pour stocker les indices i; j; k �ecrits en binaire. Le CV P se
r�eduit donc bien au MCV P .

2

Ces transformations sont illustr�ees sur la �gure 1.1.
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_ _ ^

^ ^ _

:

gj gk hj hk
�hj

�hk

gi hi
�hi

gj gk

gi hi

hj hk
�hj

�hk

�hi

)

gi

gj

hi

�hj

�hi

hj

)
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Fig. 1.1 - Transformation d'un circuit en circuit monotone.

Ensemble ind�ependant lexicographiquement maximal

Le dernier exemple d�etaill�e de probl�eme P -complet, qui servira d'exemple et de pire
cas �a l'algorithme de contraction sur les treillis, est le probl�eme du calcul de l'ensemble
lexicographiquement maximal de sommets ind�ependants d'un graphe.

D�e�nition 7 Soit G = (V;E) un graphe non orient�e, avec V = fv1; v2; : : : vng totalement
ordonn�e par l'ordre lexicographique v1>v2> : : :>vn. Le probl�eme du calcul de l'ensemble lexi-
cographiquement maximal de sommets ind�ependants, ou Lexicographic Maximal Independent
Set Problem, not�e LMISP , est l'ensemble LMIS, maximal pour l'ordre lexicographique, des
sommets ind�ependants de G, i.e. le sous-graphe engendr�e par cet ensemble n'a pas d'arête.

Th�eor�eme 4 [Coo81, GR88a, KR90] Le LMISP est P -complet.

D�emonstration

{ Ici encore, le LMISP , �ecrit sous la forme bool�eenne du x5.2.2, est une instance du
CV P ; il s'y r�eduit donc trivialement, ce qui prouve son appartenance �a P .

{ Montrons maintenant comment leMCV P , probl�eme P -complet, se r�eduit au LMISP .
La construction est un peu (( parachut�ee )), une preuve par r�ecurrence sur le nombre
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de sommets prouve qu'elle est correcte. Soit un MCV P :

g0  0;
g1  1;
gi  gj _ gk; 2 � i � n; j < i; k<i
ou
gi  gj ^ gk; 2 � i � n; j<i; k<i:

Le r�esultat de la r�eduction est un graphe G = (V;E) avec V = fv1; : : : vngS fw1; : : : wng,
fvig correspondant aux portes du MCV P dont la valeur est vraie et fwig aux portes
dont la valeur est fausse. On d�e�nit l'ordre total de V par

8i; j; si i<j;
vi < vj; wj;
wi < vj; wj:

L'ensemble E est initialis�e �a E  f(vi; wi)g:
Il reste maintenant �a ordonner vi et wi, et �a construire l'ensemble E des arêtes de G.

w0 < v0;
v1 < w1;

si gi  gj _ gk;
wi < vi;
E  E

Sf(vj; wi); (vk; wi)g;
si gi  gj ^ gk;
vi < wi;
E  E

Sf(wj; vi); (wk; vi)g:

Chaque transformation utilisant seulement les indices d'un nombre constant de n�uds,
elle n�ecessite un espace de travail logarithmique en n.
Le LMIS contiendra un n�ud vi si et seulement si gi vaut Vrai et un n�ud wi sinon.

2

Exemple

g0  0;
g1  1;
g2  g0 ^ g1;
g3  g0 _ g1:

Le graphe correspondant est repr�esent�e �gure 1.2.
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ordre

d�ecroissant

v3

w3

v1

v0

w0

w1

v2

w2

Fig. 1.2 - Le LMIS = fw0; v1; w2; v3g.

1.2.3 D'autres exemples de probl�emes P -complets

Pour m�emoire, citons d'autres probl�emes P -complets, sans d�etailler la preuve de leur
P -compl�etude. (Pour plus de d�etails sur les probl�emes pr�ec�edents, cf. [GR88a, KR90] et
pour un expos�e plus complet de la complexit�e, cf. [BDG90, Pap94]). Le probl�eme du calcul
de la valeur d'un circuit planaire (i.e. qui admet une repr�esentation dans un plan sans que
les arêtes ne se croisent) est un probl�eme P -complet. Un probl�eme analogue au LMISP
appartient �a cette cat�egorie, celui de d�eterminer une clique lexicographiquement maximale,
i.e. un ensemble de sommets qui engendrent un sous-graphe complet du graphe donn�e en
entr�ee.

Dans un autre registre, le probl�eme de la programmation lin�eaire est peut-être l'exemple
le plus connu de probl�eme P -complet. Il s'�enonce de la fa�con suivante :
soient une matrice et deux vecteurs �a composantes enti�eres

A = (ai;j) 2 Mm;n(Z);
D = (d1; : : : dn) 2 Zn qui d�e�nit les contraintes,
C = (c1; : : : cn) 2 Zn qui d�e�nit la fonction de coût,
b 2 Z

et dont le r�esultat est (( Vrai )) si et seulement si 9X 2 =Qn=

tC:X � b;
(A:X)i � di; 1 � i � m:
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1.3 Parall�elisme : mod�ele et d�e�nitions

1.3.1 Le mod�ele PRAM

Un mod�ele de machine parall�ele est le mod�ele PRAM (Parallel RAM), d�e�ni �a partir du
mod�ele RAM (Random Access Machine) de machine s�equentielle. Ce mod�ele RAM est une
adaptation du mod�ele de la machine de Turing, plus facile �a utiliser en pratique pour d�ecrire
des algorithmes. Le mod�ele PRAM est un mod�ele de machine parall�ele synchrone, o�u les
processeurs communiquent via une m�emoire partag�ee. Il correspond assez bien �a la notion
intuitive de machine parall�ele. Ce mod�ele a �et�e adapt�e a�n de prendre en compte de mani�ere
plus �ne les caract�eristiques des ordinateurs parall�eles (par exemple, les machines �a r�eseau
d'interconnexion sont mod�elis�ees par les XRAM , o�u X est une description du r�eseau d'inter-
connexion [CT93]). D�evelopper des algorithmes parall�eles �etant une tâche parfois complexe,
il est plus facile de ne pas tenir compte des contraintes d'interconnexion des processeurs
dans un premier temps. Nous utiliserons donc le mod�ele PRAM pour la description et la
complexit�e des algorithmes.

D�e�nition 8 [BDG90]
Une machine PRAM consiste en un ensemble indic�e in�ni de processeurs (de type RAM),
une m�emoire globale in�nie et un programme �ni.

{ Chaque processeur dispose d'une m�emoire locale in�nie, de son propre compteur ordinal
et d'un drapeau indiquant s'il est actif ou non.

{ Un programme est une suite d'instructions �etiquet�ees, qui peuvent être : ne rien faire,
une lecture ou une �ecriture en m�emoire (locale ou globale), un calcul arithm�etique (ad-
dition de deux valeurs, ou division enti�ere par 2 de la valeur d'une des cases) ou un
branchement conditionnel �a une �etiquette (puisque les instructions sont �etiquet�ees). La
multiplication ne fait pas partie des instructions d'une PRAM pour �eviter le grossisse-
ment de la taille des donn�ees ; ceci permet de prendre pour hypoth�ese de travail le fait
que chaque instruction peut être ex�ecut�ee en une unit�e de temps. Cet ensemble d'ins-
tructions est celui d'une RAM classique. L'instruction de parall�elisme est l'instruction
fork : si un processeur pi ex�ecute l'instruction fork(m), le processeur inactif de plus
petit num�ero commencera un calcul �a l'�etiquette m.
Le d�eroulement d'un programme est totalement synchrone. Au d�ebut du programme,
tous les processeurs initialisent leur compteur ordinal. �A chaque pas de temps, chaque
processeur e�ectue l'instruction correspondant �a son compteur ordinal.

Le temps t d'ex�ecution de ce programme est le nombre de pas du programme et son
nombre de processeurs est le nombre maximal de processeurs actifs simultan�ement.

Il existe des variantes classiques du mod�ele PRAM pour pr�eciser comment s'e�ectuent
les acc�es �a la m�emoire 1 :

{ le mod�ele EREW�PRAM (Exclusive Read Exclusive Write), o�u les lectures comme
les �ecritures sont exclusives (lecture simultan�ee d'une même case m�emoire interdite et

1: Un processeur peut �ecrire dans une case de la m�emoire globale en même temps qu'un processeur la lit.
Par convention, l'�ecriture s'e�ectue (( apr�es )) la lecture, i.e. la lecture d�elivre l'ancienne valeur.
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�ecriture simultan�ee interdite).

{ le mod�ele CREW�PRAM (Concurrent Read Exclusive Write), o�u plusieurs proces-
seurs peuvent lire en même temps la même case de la m�emoire globale. En revanche,
les �ecritures concurrentes sont interdites.

{ le mod�ele CRCW �PRAM (Concurrent Read Concurrent Write), o�u les lectures
concurrentes sont autoris�ees, ainsi que les �ecritures concurrentes. Il faut alors pr�eciser
comment se r�eglent les �ecritures concurrentes. Pour cela, il y a trois sous-mod�eles,
pr�esent�es par puissance croissante :

{ COMMUNE CRCW�PRAM : une �ecriture concurrente n'est e�ectu�ee que si
tous les processeurs essaient d'�ecrire la même valeur.

{ ARBITRAIRE CRCW�PRAM : un processeur au hasard parmi tous les pro-
cesseurs qui essaient d'�ecrire impose sa valeur.

{ PRIORITAIRECRCW�PRAM : le processeur qui a le plus petit num�ero parmi
tous les processeurs qui essaient d'�ecrire impose sa valeur.

Ces sous-mod�eles du mod�ele PRAM sont assez proches et il est possible de simuler
l'ex�ecution d'un programme con�cu pour un mod�ele sur un autre avec un surcoût limit�e :
un programme qui s'ex�ecute sur une PRIORITAIRE CRCW�PRAM (le mod�ele le plus
puissant), en temps t avec p processeurs, peut être ex�ecut�e sur une EREW�PRAM (le moins
puissant) en temps tO(log p) avec p processeurs. Par ailleurs, toutes les CRCW�PRAM
sont �equivalentes pour ce qui est du temps parall�ele : le programme pr�ec�edent peut ainsi
s'ex�ecuter sur une COMMUNE CRCW �PRAM en temps t avec p2 processeurs. Ces
r�esultats ont pour cons�equence que, lors de la conception d'un algorithme 2 parall�ele, on n'a
pas �a se soucier du mod�ele dans un premier temps, puisqu'il est toujours possible de passer de
l'un �a l'autre. Ensuite, une modi�cation (( �a la main )) du premier algorithme peut permettre
de construire un algorithme pour un mod�ele moins puissant.

1.3.2 Algorithmes parall�eles e�caces et optimaux

�A partir du mod�ele PRAM , deux quantit�es d�e�nissent les performances d'un programme
parall�ele. La premi�ere est �evidemment le temps : soit un probl�eme P, qui est une (( famille ))

de probl�emes (Pn)n2N, avec Pn l'instance du probl�eme P qui a nO(1) entr�ees. P est r�esolu
par un algorithme parall�ele A qui est une famille (An)n2Nd'algorithmes, An r�esolvant Pn.
Le temps s�equentiel de r�esolution de Pn est au moins lin�eaire en nO(1), la taille des entr�ees
car il faut au moins le temps de les lire (les entr�ees sont suppos�ees être toutes utiles). On
esp�ere donc que t==(An), le temps de l'algorithme parall�ele, sera beaucoup plus petit : poly-

logarithmique en la taille des entr�ees, i.e. t==(An) = O(logO(1))n. Une deuxi�eme grandeur est
importante : l'algorithme parall�ele doit utiliser une ressource mat�erielle raisonnable, i.e. un

2: Dans cette th�ese, le terme d'algorithme d�esigne plutôt le principe abstrait, la m�ethode employ�ee pour
r�esoudre un probl�eme, et celui de programme l'�ecriture e�ective sur machine. Cependant cette distinction
ne sera pas toujours scrupuleusement respect�ee.
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nombre de processeurs p(An) raisonnable. (( Raisonnable )) signi�e, en complexit�e, (( polyno-
mial en la taille des entr�ees )), p==(An) = O(nO(1)). Ces deux grandeurs associ�ees d�e�nissent
la complexit�e d'un algorithme.

Remarque
Pour les programmes s�equentiels, deux grandeurs analogues sont utilis�ees : l'espace m�emoire
d'une part, qui mat�erialise la longueur des d�ependances entre les calculs et correspond
donc au temps d'un algorithme parall�ele ; le temps d'autre part, qui est le nombre total
d'op�erations r�ealis�ees. Le temps s�equentiel, lui, est li�e au nombre de processeurs d'un pro-
gramme parall�ele.

Souvent, (( l'activit�e )) d'un programme parall�ele est repr�esent�ee par un diagramme bi-
dimensionnel o�u, sur un premier axe, est port�e le nombre de processeurs et sur l'autre, le
temps : on coche les cases (i; j) correspondant �a un processeur j actif �a l'�etape i. Ce dia-
gramme s'inscrit dans un rectangle ayant pour côt�es le nombre de processeurs p==(An) et le
temps parall�ele t==(An). L'aire de ce rectangle est appel�ee travail de l'algorithme. Elle sera
sup�erieure au temps s�equentiel de l'algorithme, du fait de l'inactivit�e de certains processeurs.

travail du programme
parall�ele

un processeur est actif

temps

num�ero du processeur

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4

5

Fig. 1.3 - Diagramme sch�ematisant l'activit�e d'un programme parall�ele.

D�e�nition 9 Le travail W (An) d'un algorithme est le produit du temps de son ex�ecution
parall�ele et du nombre de processeurs utilis�es

W (An) = t==(An) � p==(An):

Il correspond �a la quantit�e totale de ressources consomm�ees par l'algorithme.

Pour un algorithme parall�ele rapide (t==(An) = logO(1) n; p==(An) = nO(1)), il est int�eressant
d'e�ectuer une comparaison avec les algorithmes s�equentiels r�esolvant le même probl�eme.
Ceci conduit �a la d�e�nition d'algorithme e�cace et d'algorithme optimal.

D�e�nition 10 Un algorithme parall�ele A = (An) est (asymptotiquement) e�cace si et
seulement si son temps d'ex�ecution est polylogarithmique

t==(An) = logO(1) n
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et son travail est le produit du temps t(n) du meilleur algorithme s�equentiel connu qui r�esout
le même probl�eme par un facteur de surcoût polylogarithmique

W (An) = t(n) � logO(1) n:

Un algorithme parall�ele A = (An) est (asymptotiquement) optimal si et seulement si son
temps d'ex�ecution est polylogarithmique

t==(An) = logO(1) n

et son travail est du même ordre que le temps t(n) du meilleur algorithme s�equentiel connu
qui r�esout le même probl�eme

W (An) = O(t(n)):

Remarque

{ Attention, la notion d'algorithme e�cace est di��erente de l'e�cacit�e d'un programme
parall�ele, qui est une valeur mesurable. L'e�cacit�e d'un programme est utilis�ee en
parall�elisation sur machines (( r�eelles )), elle vaut :

e =
ts�eq

t== � p== :

{ Dans tout ce qui suit, les complexit�es temporelles et mat�erielles seront indiqu�ees en
ordre de grandeur, avec des O. Pour cette raison, les notions d'algorithme e�cace et
d'algorithme optimal d�e�nies ici correspondent en fait aux notions d'asymptotiquement
e�cace et d'asymptotiquement optimal. Le mot (( asymptotiquement )) sera toujours
en ellipse.

{ La convention de notation suivante est adopt�ee : pour un algorithme parall�ele A =
(An), qui s'ex�ecute en temps t==(An) avec p==(An) processeurs sur une machine M
(M = EREW�PRAM , CREW�PRAM ou CRCW�PRAM), sa complexit�e sera
not�eeM(p==(n); t==(n)). Cette notation est inspir�ee de Karp et Ramachandran [KR90].

1.3.3 Mod�ele bool�een

Le mod�ele bool�een est un mod�ele de machine parall�ele beaucoup plus simple, mais plus
�eloign�e de la notion intuitive de machine parall�ele. Il sera utilis�e au chapitre 4, lors de
l'�evaluation de circuits arithm�etiques sur des treillis.

D�e�nition 11 Dans le mod�ele bool�een, une machine parall�ele est un ensemble de circuits
bool�eens, compos�es de portes logiques ET , OU et NON .
Plus formellement, une machine parall�ele est une famille uniforme B = (Bn)n2Nde graphes
bool�eens orient�es et sans circuit telle que Bn poss�ede nO(1) entr�ees et sorties. Un n�ud du
circuit est ici une porte logique e�ectuant une op�eration bool�eenne (et, ou, n�egation).
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L'uniformit�e permet de limiter la complexit�e architecturale du circuit [Ruz81]. On uti-
lise le plus souvent la (( log-uniformit�e )), qui signi�e que la description du circuit Bn (pour
n 2 N) peut être calcul�ee sur une machine de Turing avec un espace logarithmique. Cette
machine de Turing dispose en outre d'une bande de sortie de longueur non pr�ecis�ee 3 sur
laquelle elle d�ecrit le circuit parall�ele. Il lui serait di�cile sinon de d�ecrire un circuit ayant
un nombre polynomial de portes. La contrainte d'espace logarithmique ne porte donc que
sur la longueur de la bande de travail.

On distingue essentiellement deux sous-mod�eles, selon que le nombre d'entr�ees d'une
porte (fan-in) est born�e (par convention, il est �x�e �a 2) ou non born�e. Le nombre de sorties
d'une porte (fan-out) est, quant �a lui, non born�e 4. Les noeuds d'entr�ee (respectivement de
sortie) ont un fan-in (respectivement fan-out) de 0.

Le nombre de processeurs est ici d�e�ni comme le nombre de n�uds du circuit Bn et le
temps comme sa profondeur, i.e. le plus long chemin entre une porte d'entr�ee et une porte
de sortie.

Il s'av�ere que l'utilisation de cette log-uniformit�e ne permet pas de trancher au sujet de
l'inclusion stricte ou de l'�egalit�e de NC et de P (cf. x1.3.7). Il parâ�t l�egitime de relaxer la
condition de log-uniformit�e en une condition plus souple, pour tenter de cerner les liens entre
la classe obtenue avec cette nouvelle uniformit�e et P . On peut penser �a gravir l'�echelle des
fonctions logarithmiques, polynomiales puis exponentielles. Consid�erons tout d'abord le cas
de l'exp-uniformit�e : soit f une fonction non calculable, qui, pour une valeur de n donn�ee,
r�epond soit toujours (( Vrai )), soit toujours (( Faux )) quelle que soit la valeur des entr�ees, il y
a 2n valeurs possibles pour les entr�ees et une machine de Turing d�eterministe peut tr�es bien,
en espace exponentiel, tabuler la table de v�erit�e de f , d�eterminer son �ecriture bool�eenne et
renvoyer un circuit de taille constante. Cette notion d'uniformit�e n'est donc pas une notion
satisfaisante et elle n'est jamais utilis�ee. En particulier, pour les circuits envisag�es dans ce
travail, elle n'entrera pas en ligne de compte.

Reste maintenant la notion de P -uniformit�e, i.e. de description en temps polynomial
des circuits. Cette notion signi�e que la compilation d'un circuit en un autre circuit en
temps polynomial, comme celle pr�esent�ee au chapitre 6, est autoris�ee. Von zur Gathen a
utilis�e cette notion pour comparer le mod�ele arithm�etique, sur des corps �nis de di��erentes
caract�eristiques par exemple, au mod�ele bool�een [GS89a]. Les classes de complexit�e utilis�ees
sont alors les classes (P -uniforme)NCk et (P -uniforme)NC.

D�e�nition 12 (P -uniforme)NCk, k � 0, est l'ensemble des probl�emes r�esolus par une fa-
mille de circuits C = (Cn) de taille nO(1), de profondeur O(logk n) et d�ecrits en temps

3: Comme le temps est polynomial, la machine ne pourra pas parcourir plus qu'une longueur polynomiale
de cette bande de sortie.

4: Un circuit de fan-in born�e et de fan-out non born�e peut en e�et être transform�e en un circuit de même
surface et de même temps { en ordre de grandeur { qui soit de fan-in et de fan-out born�es [HKP84].
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polynomial par une machine de Turing d�eterministe.

(P -uniforme)NC =
+1[
k=0

(P -uniforme)NCk:

Dans cette th�ese, la notion d'uniformit�e d�esignera la log-uniformit�e, le recours �a d'autres
notions d'uniformit�e sera explicitement mentionn�e. Cependant, cette notion signi�e que,
pour un circuit de profondeur O(log n), la machine de Turing qui construit le circuit est plus
puissante, en termes de probl�emes qu'elle peut traiter, que le circuit construit. Pour �eviter
cela, la notion rigoureuse d'uniformit�e qui doit être employ�ee est la UE�-uniformit�e : un circuit
est UE�-uniforme si un langage d�e�ni �a partir de son programme, son langage de connexion
�etendu, est reconnu par une machine de Turing alternative, en temps proportionnel �a sa
profondeur et en espace proportionnel �a son nombre de portes.

D�e�nition 13 [Ruz81]
Le langage de connexion �etendu d'une famille de circuits C = (Cn) est l'ensemble des châ�nes
de la forme <n; g; p; t>, avec n 2 N, g 2 N un num�ero de porte (g comme gate), p 2 fL;Rg�
et la longueur de p est inf�erieure au nombre de portes de Cn (p comme path, avec L pour
Left et R pour Right), et t 2 fx;_;^;:g (t comme type, x d�esignant une feuille), telles que :

{ p = " et la porte num�ero g de Cn est du type t ;

{ p 6= " et la porte de Cn atteinte �a partir de la porte g en suivant le chemin p est du
type t.

D�e�nition 14 [Ruz81]
Une famille de circuits C = (Cn), de taille (ou nombre de portes) Pn et de profondeur (ou
temps parall�ele) Tn, est UE�-uniforme si et seulement si son langage de connexion �etendu est
reconnu �a l'aide d'une machine de Turing alternative en temps O(Tn) �a l'aide d'un espace
m�emoire O(logPn).

1.3.4 Classes de complexit�e

Maintenant que les notions de machine et de programme parall�eles sont explicit�ees ainsi
que celles de performances d'un programme, il est possible de classi�er les probl�emes. Les
probl�emes P = (Pn), dits parall�eles, sont ceux qui admettent un temps de r�esolution pa-
rall�ele polylogarithmique, en utilisant un nombre polynomial de processeurs. Ces probl�emes
constituent la classe NC, comme (( Nick's Class )), du pr�enom de Nicholas Pippenger qui
�etablit cette d�e�nition. La classi�cation au sein de NC s'e�ectue sur le degr�e du polynôme
en log n qui correspond au temps. Selon le mod�ele de machine choisi, di��erentes classi�ca-
tions sont obtenues, les plus usit�ees �etant les classes NCk et ACk.

Pour les mod�eles PRAM , on d�e�nit ainsi les classes (pour k � 1)
EREW k des probl�emes qui s'ex�ecutent en temps O(logk n)

sur une EREW�PRAM , ce qui se note EREW (nO(1); logk n)
CREW k des probl�emes dont la complexit�e parall�ele est CREW (nO(1); logk n)

CRCW k des probl�emes dont la complexit�e parall�ele est CRCW (nO(1); logk n)
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Comme il est possible de simuler n'importe laquelle de ces machines sur une autre, avec
�eventuellement une perte de temps logarithmique, il est possible d'�etablir les relations sui-
vantes entre ces classes :

EREW k � CREW k � CRCW k � EREW k+1:

Il est possible de d�e�nir le même type de classes �a l'int�erieur du mod�ele bool�een.

{ La classe NCk (k � 0) est l'ensemble des probl�emes r�esolus par des familles UE�-
uniformes de circuits de fan-in born�e et de profondeur O(logk n).

{ La classe ACk (k � 0) est l'ensemble des probl�emes r�esolus par des familles uniformes
de circuits de fan-in non born�e et de profondeur O(logk n).

Remarque
[Ruz81]
Pour k � 2, les classes NCk d�e�nies �a l'aide de la UE�-uniformit�e ou de la log-uniformit�e
sont identiques. De fa�con informelle, ces classes sont les mêmes pour la plupart des notions
classiques d'uniformit�e, tant que le temps de construction des circuits appartenant �a ces
classes est limit�e par un logarithme de leur taille. NC reste la même quelle que soit la notion
d'uniformit�e employ�ee, NC est dite r�esistante.

Les classes NCk sont naturellement incluses dans les classes ACk et les classes ACk sont
elles-mêmes incluses dans les classes NCk+1 :

NCk � ACk � NCk+1:

En�n, les classes de complexit�e d�e�nies �a l'aide des deux mod�eles de machines parall�eles
peuvent être compar�ees, pour k � 2 :

NCk = EREW k � CREW k � CRCW k = ACk � NCk+1:

La classe NC est maintenant d�e�nie rigoureusement comme l'union de toutes ces classes :

NC =
+1[
k=0

NCk:

1.3.5 Comparaison de deux probl�emes

Soient deux probl�emes P = (Pn) et Q = (Qn). Le probl�eme P est NC1-r�eductible �a Q si,
quand on sait r�esoudre Q, il est possible de r�esoudre P en temps logarithmique, en utilisant
des (( portes oracles )) qui r�esolvent Q.

D�e�nition 15 [Coo85]
Une porte oracle pour Q est un n�ud qui a pour entr�ees i1; : : : ir et pour sorties o1; : : : os,
dont les valeurs sont (o1; : : : os) = Q(i1; : : : ir) et dont la profondeur compte pour dlog(r+s)e
dans la profondeur du circuit o�u elle est employ�ee.
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D�e�nition 16 [Coo85]
P est NC1-r�eductible �a Q : P �NC1 Q, si et seulement s'il existe une famille uniforme
C = (Cn) de circuits qui r�esout P, de profondeur O(log n) et qui contient des portes oracles
pour Q.

La relation �NC1

est r�eexive et transitive. La clôture C� d'une classe de complexit�e C
est l'ensemble des probl�emes P tels que 9Q 2 C; P �NC1 Q. La classe C est ferm�ee par
NC1-r�eduction si et seulement si C� = C.

Th�eor�eme 5 [Coo85]
La classe NCk est ferm�ee par NC1-r�eduction, 8k � 1.

D�emonstration

Soient P et Q deux probl�emes, P �NC1 Q et Q 2 NC1. Soit A = (An), la famille de circuits
qui r�ealise la r�eduction de P en Q et soit B = (Bn), la famille de circuits de profondeur
O(logk n) qui r�esout Q.
Une famille de circuits C = (Cn) 2 NCk qui r�esout P est construite en rempla�cant chaque
porte oracle pour Qm, dans An, par le circuit Bm correspondant. Le nombre de portes de Cn
est polynomial. Il reste �a v�eri�er que sa profondeur est d(Cn) = O(logk n) : soit un chemin
 dans Cn, si  rencontre les instances Bm1

; Bm2
; : : : des circuits qui ont �et�e substitu�es aux

portes oracles dans An, alors la longueur de  est au plus :

P
d(Bmi) + log n = O(

P
logkmi) +O(log n)

= O((
P

logmi)k) +O(log n)

= O(logk n):

En e�et, la convention choisie pour d�eterminer la profondeur de An, dans la d�e�nition de la
NC1-r�eductibilit�e, implique que

P
logmi = O(log n). 2

Il existe des probl�emes auxquels tous les probl�emes d'une classe sont r�eductibles, i.e. des
probl�emes plus durs que tous ceux de cette classe.

D�e�nition 17 Un probl�eme P est NC1-dur pour une classe C si et seulement si 8Q 2 C,
Q �NC1 P.
Un probl�eme P est NC1-complet pour une classe C si et seulement si P 2 C et P est
NC1-dur pour C.

Les probl�emesNC1-complets pour une classe sont les probl�emes les plus di�ciles de cette
classe.

Th�eor�eme 6 Le probl�eme de l'�evaluation d'une formule bool�eenne est NC1-complet pour
NC1 [Bus87, Bus93].

L'�evaluation en temps logarithmique d'une expression fera l'objet du chapitre 2.
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1.3.6 Mod�eles arithm�etique et arithm�etique bool�een

Le mod�ele arithm�etique a �et�e introduit par von zur Gathen [Gat86, Gat88]. Il s'agit des
familles uniformes de circuits arithm�etiques qui ont nO(1) entr�ees. Les n�uds de ces circuits
sont des portes arithm�etiques, e�ectuant des op�erations arithm�etiques sur une structure
alg�ebrique donn�ee S. Par hypoth�ese, chaque op�eration est e�ectu�ee en une unit�e de temps.
La structure peut être l'ensemble des rationnels, des polynômes �a coe�cients rationnels,
des matrices �a coe�cients polynomiaux: : :et même des r�eels. Nous red�e�nirons ces circuits
arithm�etiques au chapitre 3, a�n d'adapter leur d�e�nition �a nos besoins.
Le mod�ele arithm�etique bool�een est une extension du mod�ele arithm�etique, dans lequel les

circuits ont des portes arithm�etiques, des portes de test d'�egalit�e �a 0 : a
?
= 0 qui prennent en

entr�ee un �el�ement arithm�etique et qui renvoient un bool�een, des portes logiques ET , OU ,
NON et des portes de s�election qui prennent en entr�ee deux �el�ements arithm�etiques a et b
et un bool�een c et qui, suivant la valeur du bool�een c, renvoient a ou b : sel(a; b; c) = a si
c = V rai et b sinon.
Remarque
Si le mod�ele choisi est le mod�ele arithm�etique, il est possible de d�e�nir des classes d'�equivalence
analogues �a NCk et �a NC. Pour les distinguer, on les indice par le nom de la structure S :
NCk

S et NCS.
Ces classes sont di��erentes ; par exemple, l'addition de deux n-uplets d'entiers �a n bits s'ef-
fectue en une unit�e de temps dans N ; elle appartient �a NC0

N
, mais elle appartient �a NC1

quand les op�erations sont des op�erations logiques.

Les circuits arithm�etiques sur des corps �nis de cardinal p par exemple peuvent être
simul�es par des circuits bool�eens dont la taille et la profondeur sont multipli�ees par un fac-
teur logO(1) p [GS89a]. Le mod�ele bool�een apparâ�t même sup�erieur au mod�ele arithm�etique,
si naturellement, pour pouvoir comparer ce qui est comparable, on se limite aux circuits
arithm�etiques simul�es par des circuits bool�eens de taille polynomiale en la longueur des
entr�ees et des sorties, c'est-�a-dire que n'entrent pas en consid�eration les circuits arithm�etiques
dont le codage binaire est de longueur exponentielle ou in�nie. Sur =Q par exemple, avec un
circuit bool�een de taille polynomiale et de profondeur polylogarithmique, il est possible de
d�ecider, �etant donn�es deux entiers a et b 6= 0 de longueur � n, si a

b
2 Zou non. Pour cela, on

e�ectue la division euclidienne de a par b. Ce probl�eme appartient �a NC2 [Rei86, KR90] et
admet un circuit non log-uniforme, mais seulement uniforme en espace polynomial, de taille
nO(1) et de profondeur O(log n) [BCH86]. En revanche, il n'existe pas de circuit arithm�etique
�a op�erations dans =Q de taille polynomiale en n qui r�eponde �a ce probl�eme, quelle que soit la

notion d'uniformit�e choisie, même si on autorise de plus des portes de test a
?
= 0. La seule

solution aujourd'hui connue est de construire un circuit contenant la r�eponse pour tous les
couples (a; b) possibles ; ce circuit est de taille exponentielle.

1.3.7 Probl�emes s�equentiels et probl�emes parall�eles

La th�eorie de la complexit�e parall�ele s'attache non seulement �a classi�er les probl�emes
selon leur degr�e de parall�elisme, mais �egalement �a �etablir des liens entre les di��erentes classes
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de complexit�e, ce dernier th�eme �etant loin d'être complet. Dans ce domaine, une question
int�eressante est de savoir quels sont les probl�emes admettant une solution s�equentielle qui
peuvent être trait�es rapidement en parall�ele. Telle quelle, cette question est mal pos�ee. Tout
d'abord, il est imp�eratif que ces probl�emes soient r�esolus en s�equentiel avec des ressources
raisonnables, en l'occurrence qu'ils appartiennent �a la classe P , la classe des probl�emes pa-
rall�eles consid�er�ee �etant la classe NC. Savoir quels sont les probl�emes admettant une solution
s�equentielle raisonnable qui ont une solution parall�ele rapide revient �a �etablir les liens entre
P et NC. On sait que P contient NC : une simulation s�equentielle d'un algorithme parall�ele
de temps polylogarithmique utilisant un nombre polynomial de processeurs s'e�ectue en
temps polynomial. En 1985, Cook a conjectur�e une inclusion stricte de NC dans P [Coo85],
mais ceci n'admet jusqu'�a pr�esent ni con�rmation ni d�ementi. La même question reste sans
r�eponse si on a�aiblit certaines hypoth�eses, par exemple si on autorise des descriptions P -
uniformes (d�e�nies au x1.3.3) des programmes parall�eles.
Cette th�ese n'a pas la pr�etention de r�esoudre ce probl�eme, ni même de s'y attaquer. Cepen-
dant, les techniques de transformation d'un programme s�equentiel sans boucle pr�esent�ees aux
chapitres 3 et 4 s'ins�erent dans le cadre des transformations P -uniformes. Elles ont permis
d'�etablir que si F est un corps et si DPF note l'ensemble des fonctions polynomiales de degr�e
polynomial en n sur F [x1; x2; : : : xn], alors

PF
\
DPF = (P -uniforme)NCF

2
\
DPF :

Elles contribuent �a �etablir des majorants non triviaux de la complexit�e parall�ele d'un algo-
rithme, comme les r�esultats du chapitre 5. Bien sûr, ces techniques ne sont pas en mesure
de fournir des majorants pour un probl�eme donn�e dans toute sa g�en�eralit�e et si l'algorithme
s�equentiel fourni pour le r�esoudre ne s'y prête pas, sa transformation par l'outil de compila-
tion du chapitre 6 ne donnera pas un programme tr�es parall�ele.

1.4 Algorithmique parall�ele

Maintenant que le mod�ele de machines et celui des programmes parall�eles sont d�e�nis et
que la comparaison de deux programmes parall�eles est rendue possible par l'introduction de la
classe NC et de ses sous-classes, nous montrons comment on peut construire des algorithmes
parall�eles (( �a la main )). En ce domaine, il n'existe pas r�eellement de m�ethodologie, simplement
quelques principes et quelques sch�emas connus auxquels on essaie de se ramener.

1.4.1 �Etude du graphe de pr�ec�edence

Une id�ee naturelle est de prendre pour base un algorithme s�equentiel et de d�eterminer
quelles sont les tâches ind�ependantes. Une repr�esentation de l'algorithme par son graphe
de pr�ec�edence permet d'�etablir clairement les contraintes de s�equentialit�e et les possibilit�es
de parall�elisme. Sa profondeur fournit une estimation du temps parall�ele de l'algorithme
parall�ele que l'on peut d�eriver de cet algorithme, sa largeur indiquant le nombre de tâches
ex�ecutables simultan�ement et donc une borne sur le nombre de processeurs requis.
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Prenons l'exemple de la r�esolution d'un syst�eme triangulaire inf�erieur Ax = b par l'algo-
rithme de descente triangulaire :

xi =
bi �Pi�1

j=1Ai;j � xj

Ai;i
; i = 1 : : : n:

Il s'agit d'un algorithme s�equentiel optimal : sa complexit�e est lin�eaire en la taille des donn�ees
(n2 �a cause de la matrice A). Comme le calcul de xi utilise les valeurs des xj pr�ec�edents,
1 � j<i, il semble que le seul parall�elisme consiste �a d�ecouper cet algorithme en n phases
s�equentielles, une pour chaque xi. Le calcul d'un xi fait intervenir un calcul dont la so-
lution parall�ele est connue (cf. x1.4.3), le calcul d'un produit it�er�e, qui a pour complexit�e
EREW ( i

log i
; log i). La complexit�e globale de cet algorithme est alors

EREW (
n

log n
; n log n):

Cet algorithme est un bon algorithme, puisque son travail est O(n2) ; cependant il n'est pas
tr�es parall�ele.

On peut remarquer que le calcul de chaque somme �i =
Pi�1

j=1Ai;j �xj peut être e�ectu�ee
au fur et �a mesure du calcul des xj : d�es que xj est calcul�e, les sommes partielles �i, i>j

accumulent Ai;j � xj en parall�ele. �A chaque �etape de calcul de xi, il reste donc un nombre
constant d'op�erations �a e�ectuer :

xi =
bi � �i

Ai;i

:

Le temps parall�ele de cet algorithme est O(n). Le nombre de processeurs est �egalement
O(n), puisqu'il faut un processeur par accumulateur �i. Ce nouvel algorithme est encore
int�eressant, plus rapide que le pr�ec�edent, mais il ne permet pas de conclure sur l'appartenance
�a NC de ce probl�eme, i.e. on ne sait pas encore si ce probl�eme admet une solution parall�ele
rapide. En utilisant une autre approche, Csanki a propos�e un algorithme d'inversion de
matrices en tempsO(log2 n) dans le cas des corps de caract�eristique �nie [Csa76] et Chistov a
g�en�eralis�e ce r�esultat en pr�esentant un algorithme (expos�e au x1.4.6) avec la même complexit�e
temporelle valable pour les corps de caract�eristique quelconque [Chi85]. Ce probl�eme est
donc dans NC. Au chapitre 3, x3.5, une construction automatique (et P -uniforme) d'un
programme parall�ele de r�esolution de syst�emes triangulaires de tempsO(log2 n) sera expos�ee.

1.4.2 Diviser pour parall�eliser

Il s'agit d'une restriction du paradigme (( diviser pour r�egner )) de l'algorithmique s�equentielle,
qui consiste �a scinder un probl�eme en plusieurs sous-probl�emes de taille moindre, qui se-
ront trait�es de la même mani�ere. En algorithmique parall�ele, une contrainte suppl�ementaire
s'impose, �a savoir que les sous-probl�emes doivent être trait�es ind�ependamment. Le principe
algorithmique consiste en un d�ecoupage du probl�eme en sous-probl�emes ind�ependants, une
r�esolution parall�ele (r�ecursive) de ces sous-probl�emes, puis la construction du r�esultat �nal �a
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partir des solutions aux sous-probl�emes. Le temps parall�ele d'un tel algorithme est de fa�con
g�en�erale :

T==(n) = Td�ecoupage(n) + T==(
n

2
) + Tfusion(n):

L'exemple type dans ce domaine est le calcul des pr�e�xes : soient n valeurs a1; a2; : : : an et
+ une op�eration associative, calculer �i =

Pi
j=1 aj; 1 � i � n. Le graphe de d�ependance est

de profondeur n, il n'est d'aucune utilit�e dans ce cas. Ce probl�eme peut se d�ecouper en deux
sous-probl�emes de taille n

2 : le calcul des pr�e�xes a1; : : : an
2
! �1; : : : �n

2
et un autre calcul de

pr�e�xes sur les donn�ees b1 = an
2
+1; : : : bn

2
= an ! �1; : : : �n

2
qui sont e�ectu�es en parall�ele,

puis une derni�ere �etape o�u les pr�e�xes �n
2
+1; : : : �n sont obtenus en additionnant en parall�ele

chaque �i �a �n
2
.

La complexit�e temporelle T==(n) de cet algorithme est :

T==(n) = T==(
n

2
) + 1 = O(log n):

Le nombre de processeurs utilis�es P==(n) est

P==(n) = max(O(n); 2P==(
n

2
)) = O(n):

Comme �n
2
est utilis�e par tous les processeurs lors de la derni�ere phase, cet algorithme

n�ecessite une CREW�PRAM . Par abus de langage, on dira que cet algorithme est CREW .
Cet algorithme de calcul des pr�e�xes a pour complexit�e

CREW (n; log n):

Il est possible de modi�er cet algorithme pour qu'il puisse s'ex�ecuter sur une EREW �
PRAM . Pour cela, la phase de r�eduction du probl�eme en sous-probl�emes est rendue plus
complexe : on calcule en parall�ele les sommes bk = a2k�1+ a2k; 1 � k � n

2 . Le sous-probl�eme
est maintenant le calcul des pr�e�xes sur les bk. Il est r�esolu (r�ecursivement) en parall�ele. Les
r�esultats sont les pr�e�xes d'indice pair : �2k. Les pr�e�xes d'indice impair sont obtenus en
e�ectuant en parall�ele les sommes �2k+ a2k+1. Il n'y a plus de lecture concurrente, ce nouvel
algorithme est donc EREW . Sa complexit�e est :

EREW (n; log n):

Il est e�cace. Il est possible de le rendre optimal par la technique d'�equilibrage des travaux.

1.4.3 �Equilibrer les travaux

�Etant donn�e un algorithme parall�ele qui utilise p processeurs, il est possible de l'ex�ecuter
sur q � p processeurs de la fa�con suivante : les q processeurs ex�ecutent les op�erations du
premier pas de calcul en se r�epartissant �equitablement les tâches, même vides ; par exemple,
le processeur i e�ectue les op�erations des processeurs ip

q
; : : : (i + 1)p

q
� 1, ou bien celles des

processeurs j tels que jmodq = i. Il faut un tempsO(p
q
). De la même fa�con, les op�erations du
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deuxi�eme pas sont e�ectu�ees, puis celles des pas suivants: : :Cette r�epartition peut n�ecessiter
la mise �a plat de l'algorithme initial ; le nouveau programme sera alors d�ecrit par une ma-
chine de Turing utilisant un espace polynomial et ne sera donc plus uniforme. C'est pour
cette raison que le passage d'un algorithme e�cace �a un algorithme optimal, quand il est
possible, est souvent r�ealis�e par une description explicite du nouveau programme, cette des-
cription �etant uniforme.

On a donc un algorithme parall�ele utilisant moins de processeurs et, �a la limite, si q = 1,
une simulation s�equentielle d'un algorithme parall�ele. On prouve ainsi l'inclusion NC � P .
Si l'algorithme parall�ele original s'ex�ecute en temps T , la simulation sur q � p processeurs
s'ex�ecute en tempsO(p

q
T ). Si q = 1, le temps d'une simulation s�equentielle est �egal au travail

de l'algorithme parall�ele. Pour q � p quelconque, le travail de l'algorithme parall�ele sur q
processeurs reste du même ordre que le travail de l'algorithme pour p processeurs.

Ce m�ecanisme de simulation est connu sous le nom de principe de Brent. Il permet de re-
grouper les op�erations e�ectu�ees par un algorithme parall�ele pour les calculer s�equentiellement.
Lorsqu'un algorithme e�cace, mais non optimal, est connu, ce principe est souvent appliqu�e
pour r�eduire le nombre de processeurs tout en conservant la même complexit�e temporelle,
de fa�con �a rendre l'algorithme optimal. Cette technique s'appelle �equilibrage des travaux
[Kal89]. Illustrons-la sur l'exemple des pr�e�xes, pour lequel le dernier algorithme obtenu est
EREW et e�cace, mais pas optimal.

Si la r�epartition des tâches est du type (( le processeur i e�ectue les op�erations des
processeurs ip

q
; : : : (i + 1)p

q
� 1 )), avec q = n

logn processeurs 5, cela revient �a faire calculer en
s�equentiel, �a chaque processeur i, les pr�e�xes correspondant �a

bi1; : : : b
i
logn  ai logn; : : : a(i+1) logn�1:

en temps O(log n).

Ensuite, le calcul de pr�e�xe du x1.4.2 s'applique sur les bilogn; 1 � i � n
logn , avec une

complexit�eEREW ( n
logn ; log(

n
logn )) = EREW ( n

logn ; log n) ; en�n, on additionne en s�equentiel

chacun de ces pr�e�xes �i =
Pi logn

j=1 aj par les pr�e�xes b
i+1
1 ; : : : bi+1logn calcul�es lors de la premi�ere

phase par le processeur i+1 a�n d'obtenir tous les pr�e�xes, en temps O(log n), avec O( n
logn

)
processeurs seulement. La complexit�e de cet algorithme est

EREW (
n

log n
; log n):

C'est un algorithme optimal [LF80].

Remarque
L'hypoth�ese d'associativit�e de l'op�eration + est essentielle ici. Les num�ericiens arguent
parfois de la non-associativit�e des op�erations ottantes sur les ordinateurs, en citant des

5: n est suppos�e être �a la fois une puissance de 2 et divisible par logn pour simpli�er les formules.
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exemples comme 10n + [(�10n) + 1] ' 10n + (�10n) = 0 si n est assez grand, alors que
[10n+(�10n)]+ 1 = 0+1 = 0. Cependant nier l'associativit�e des op�erations, pour pr�eserver
la stabilit�e num�erique d'un programme, revient �a rendre l'ordre s�equentiel des op�erations
intangible, et toute tentative de parall�elisation est alors vou�ee �a l'�echec. Or des proc�edures
de pr�e�xe (r�eduction ou scan) existent dans les nouveaux langages parall�eles, ce qui signi�e
qu'elles correspondent �a un compromis acceptable entre le parall�elisme d'un programme et
sa stabilit�e num�erique.

1.4.4 Introduire de la redondance

Une id�ee int�eressante en parall�elisme est l'introduction de calculs redondants pour per-
mettre de briser des d�ependances. Cette id�ee est une h�er�esie en algorithmique s�equentielle,
o�u les compilateurs s'e�orcent plutôt de factoriser des parties de code communes pour ne les
calculer qu'une seule fois. Ajouter des calculs redondants peut faire craindre de supprimer
tout espoir d'optimalit�e pour l'algorithme. Or, rien n'est moins sûr puisque la notion d'op-
timalit�e utilis�ee ici est en ordre de grandeur, multiplier par deux le nombre de calculs par
exemple ne change rien �a l'optimalit�e d'un algorithme. En outre, l'introduction de redon-
dance peut être consid�er�ee comme une �etape dans la d�emarche de parall�elisation : elle peut
conduire �a des algorithmes exempts de redondance et tr�es parall�eles.

L'exemple de l'addition de deux entiers de n bits illustrera cette id�ee. Soient

A = (an�1; an�2; : : : a0) =
Pn�1

i=0 ai2i;
B = (bn�1; bn�2; : : : b0) =

Pn�1
i=0 bi2i

deux entiers, �ecrits en binaire poids fort �a gauche, dont on veut connâ�tre la somme. Le
graphe de d�ependance de ce probl�eme a une profondeur O(n), du fait des propagations
de retenues. Une d�ecoupe de ce probl�eme en une somme de AL + BL et AH + BH avec
AL = (an

2
�1; : : : a0), BL = (bn

2
�1; : : : b0), AH = (an�1; : : : an

2
) et BH = (bn�1; : : : bn

2
), n'est pas

possible : on ne connâ�t pas la valeur de la retenue g�en�er�ee par le calcul de AL+BL. On sait
cependant qu'elle ne peut prendre que deux valeurs, 0 ou 1. Les calculs redondants qui vont
être e�ectu�es vont être AH +BH et AH +BH +1 en parall�ele avec AL+BL, on s�electionnera
le calcul utile selon la valeur de la retenue g�en�er�ee par AL+BL et le r�esultat sera obtenu en
recollant les deux valeurs, par une simple concat�enation.

Algorithme 1 Addition de deux entiers �a n bits

{ S�eparer A en AH et AL, B en BH et BL

{ Calculer (r�ecursivement) en parall�ele
AL +BL;
AH +BH;
AH +BH + 1:

{ Si AL +BL a produit une retenue, alors
le r�esultat est la concat�enation de AH +BH + 1 et de AL +BL,
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sinon
c'est la concat�enation de AH +BH et de AL +BL.

�n

Calculons la complexit�e de cet algorithme.

T==(n) = T==(
n
2
) + 1

= O(log n);

P==(n) = max(n; 3P==(
n
2
))

= O(nlog2 3)
= O(n1:58):

Cette complexit�e temporelle est tr�es int�eressante et permet de conclure �a l'appartenance �a
la classe NC1 du probl�eme de l'addition. Cependant, l'algorithme n'est pas e�cace.

Brent et Kung [BK82] ont propos�e un algorithme optimal d'addition de deux nombres de
n bits, dont le principe est de reconnâ�tre un probl�eme de pr�e�xe. Les �equations bool�eennes
correspondant �a l'addition sont, si r = rn; : : : r0 est le r�esultat et c = cn�1; : : : c0 le vecteur
des retenues qui existent apr�es l'addition de ai; : : : a0 et de bi; : : : b0,

c0 = 0;
ci = (ai ^ bi) _ ((ai � bi) ^ ci�1);

ri = ai � bi � ci�1;
rn = cn�1:

Quand tous les ci sont calcul�es, les ri peuvent tous être calcul�es en parall�ele sans probl�eme.
Concentrons-nous donc sur les ci.
ci d�epend d'une composante gi = ai ^ bi qui est une condition de g�en�eration de retenue, et
de pi = ai � bi qui est une condition de propagation de retenue pr�ec�edemment cr�e�ee. Tous
les gi et tous les pi peuvent être calcul�es en parall�ele au d�ebut de l'algorithme.
L'id�ee de Brent et Kung est de reconnâ�tre dans le calcul des ci un probl�eme de pr�e�xe
utilisant les couples (gi; pi) et l'op�eration associative � d�e�nie par :

(g; p)� (g0; p0) = (g _ (p ^ g0); p ^ p0):
On a alors

ci =
iK

j=1

(gj; pj):

On applique l'algorithme optimal de calcul des pr�e�xes du x1.4.3 pour calculer les ci. Il est
possible de calculer, grâce au principe d'�equilibrage des travaux, les gi, les pi et les ri en
temps O(log n) avec O( n

logn) processeurs. Cet algorithme d'addition a donc pour complexit�e

EREW (
n

log n
; log n):

Au chapitre 5, x5.2.1, des r�esultats exp�erimentaux seront pr�esent�es, dans lesquels l'ad-
dition est e�ectu�ee en temps O(log n), avec O(n) processeurs, grâce �a une parall�elisation
automatique de l'algorithme s�equentiel.
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1.4.5 Le saut de pointeur

Le probl�eme consid�er�e ici est l'indi�cage d'une liste (list ranking). Il s'agit d'une variante
du probl�eme des pr�e�xes, o�u les �el�ements sont rang�es dans une liste simplement châ�n�ee,
plutôt que dans un tableau, et o�u l'on veut e�ectuer toutes les accumulations partielles de
ces �el�ements �a l'aide d'une loi associative not�ee +. Ces accumulations partielles seront iciPn

j=i aj, puisque l'�el�ement en ie position ne pointe que sur les �el�ements en plus grande po-
sition. Si chaque �el�ement a pour valeur 1 et que l'op�eration est l'addition, ce probl�eme est
celui du calcul du rang de chaque �el�ement dans la liste, en partant de la �n, ce qui justi�e
son nom d'indi�cage de liste.

Chaque �el�ement de la liste connâ�t sa valeur et un pointeur vers son successeur dans
la liste. La liste est suppos�ee se terminer par un �el�ement arti�ciel qui pointe sur lui-même
et qui a pour valeur 0, 0 d�esignant le neutre de la loi associative. La technique utilis�ee
ici consiste �a faire sauter les pointeurs par-dessus un nombre croissant d'�el�ements : chaque
�el�ement de la liste additionne sa valeur avec celle de son successeur puis pointe vers le
successeur de son successeur. Le pointeur saute maintenant deux cases. On recommence
avec, pour chaque �el�ement, un nombre deux fois plus petit d'�el�ements apr�es lui dans sa
liste châ�n�ee. (La structure de liste châ�n�ee est conserv�ee, mais il y a d�esormais deux listes).
Comme la longueur de chaque liste est divis�ee par 2, on appliquera r�ecursivement cette id�ee
log n fois. L'algorithme est le suivant :

Algorithme 2 Indi�cage de liste CREW

faire log n fois
faire en parall�ele pour chaque �el�ement

accumulateur accumulateur + valeur(successeur)

successeur  successeur (successeur).

�n

Cet algorithme est CREW puisque de plus en plus de processeurs vont lire les donn�ees
du dernier �el�ement de la liste. Pour chaque processeur, il est possible de tester s'il pointe sur
un �el�ement de la liste qui a �ni son calcul ; il s'arrête alors, en pointant sur lui-même.

Algorithme 3 Indi�cage de liste EREW

faire log n fois
faire en parall�ele pour chaque �el�ement i

sauvegarde  successeur

si (sauvegarde = i) alors
f l'�el�ement pointe sur lui-même, i.e. il a �ni son calcul g
ne rien faire

sinon
accumulateur  accumulateur + valeur(successeur)
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successeur  successeur (successeur).

si (sauvegarde = successeur) alors
f le successeur pointe sur lui-même, c'est qu'il a �ni son calcul g
sauvegarde  i

�n

En�n, il est possible de rendre cet algorithme optimal, en utilisant n
logn

processeurs

[CV88].

1.4.6 Inversion de matrice et calcul de d�eterminant

Ce dernier paragraphe est destin�e �a mettre en �evidence la di��erence entre un algorithme
parall�ele rapide et un algorithme destin�e �a r�esoudre le même probl�eme en s�equentiel. Si
l'algorithme de Chistov qui est pr�esent�e ici est simul�e en s�equentiel, il s'ex�ecutera en un
temps bien sup�erieur �a celui de n'importe lequel des algorithmes s�equentiels classiques qui
r�esolvent ce probl�eme. Cependant il permet de conclure �a l'appartenance �a NC2 du probl�eme
de l'inversion d'une matrice, alors que (( penser s�equentiel )) avait conduit �a un algorithme au
temps parall�ele lin�eaire pour le probl�eme a priori plus simple de la r�esolution d'un syst�eme
triangulaire inf�erieur.

Ce paragraphe s'intitule (( Inversion de matrice et calcul de d�eterminant )) parce que ces
deux probl�emes sont �equivalents. En e�et, si on sait calculer le d�eterminant d'une matrice
n�n inversible �a coe�cients dans un corps de caract�eristique quelconque, on sait �egalement
calculer A�1, l'inverse d'une matrice A n�n inversible, �a l'aide de det(XI �A), en utilisant
le th�eor�eme de Cayley-Hamilton : si on note PA(X) = det(XI �A), alors

PA(X) = Xn + : : :+ a1X + det(A);
PA(A) = 0;
PA(A) = A � (An�1 + : : :+ a1I + det(A)A�1);

) A�1 = �An�1+:::+a1I
det(A) :

R�eciproquement, si on sait inverser une matrice, on sait calculer son d�eterminant : si on note
Ai la sous-matrice carr�ee i � i de A obtenue en ne gardant que les i derni�eres lignes et
colonnes de A (la sous-matrice (( en bas �a droite )) de A), on a la formule

nY
i=1

(A�1i )1;1 =
1

det(A)
:

Chistov [Chi85] a montr�e comment calculer en temps O(log2 n) avec un nombre polyno-
mial de processeurs le d�eterminant d'une matrice n� n. La derni�ere �egalit�e permet d'�ecrire

1

det(I � xA)
=
Y
k

((Ik � xAk)
�1)1;1:

On utilise des d�eveloppements en s�erie formelle pour inverser Ik � xAk :

(Ik � xAk)
�1 =

+1X
i=0

xiAi
k:
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Comme le d�eterminant det(I�xA) est un polynôme de degr�e n, apr�es avoir calcul�e l'inverse
du premier coe�cient (en haut �a gauche) grâce �a un nouveau d�eveloppement en s�erie, on
peut tronquer toutes ces s�eries �a l'ordre n pour obtenir le r�esultat exact.

Il reste �a calculer les puissances de matrices (Ai
k)0�i�n, ce que l'on sait faire avec un

produit it�er�e o�u l'op�eration associative est le produit de matrices. Comme chaque produit
de matrices a une complexit�e temporelle O(log n) et utilise un nombre polynomial de pro-
cesseurs, on obtient un temps total O(log2 n) et un nombre de processeurs polynomial.

Cette section a o�ert un rapide tour d'horizon des grands types de programmes parall�eles
les plus courants. Les algorithmes de calcul de pr�e�xe et d'indi�cage de liste seront utilis�es
pour r�esoudre des sous-probl�emes �a plusieurs reprises par la suite.

Au cours de cette section, certaines techniques de parall�elisation se sont appuy�ees sur les
propri�et�es alg�ebriques des op�erations mises en jeu par les programmes. Nous rappelons les
d�e�nitions de ces structures a�n de pouvoir les utiliser plus tard.

1.5 Structures alg�ebriques

A�n de faciliter la compr�ehension de la suite de ce travail, les d�e�nitions des structures
alg�ebriques utilis�ees par la suite sont rappel�ees dans cette derni�ere section. Ces d�e�nitions se
trouvent dans tout livre d'alg�ebre de DEUG ou de classes pr�eparatoires. Nous nous sommes
bas�es sur les livres d'Arnaudi�es et Fraysse [AF87], ainsi que sur celui de Carvallo en ce qui
concerne les treillis [Car66]

1.5.1 Mono��des et groupes

Commen�cons par les structures ayant une seule loi, appel�ee addition et not�ee +. La
structure la plus simple qui sera envisag�ee est le mono��de.

D�e�nition 18 Un mono��de est un triplet (E;+; 0), o�u

{ E est un ensemble ;

{ 0 est un �el�ement de E ;

{ + est une loi de composition interne sur E,

{ associative : 8(a; b; c) 2 E3; (a+ b) + c = a+ (b+ c) ;

{ 0 est �el�ement neutre pour + : 8a 2 E; a+ 0 = 0 + a = a.

Le mono��de est dit commutatif ou ab�elien si la loi + est de plus commutative : 8(a; b) 2
E2; a+ b = b+ a

La condition d'associativit�e a d�ej�a �et�e implicitement utilis�ee dans l'algorithme parall�ele du
pr�e�xe 1.4.3, pour regrouper les calculs. L'existence d'un �el�ement neutre montrera son im-
portance pour tous les algorithmes d'�evaluation, que ce soit des expressions ou des circuits
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arithm�etiques dans les semi-anneaux ou dans les treillis.

Exemples

{ (N;+; 0) est un mono��de commutatif ;

{ (N; �; 1) est un mono��de commutatif ;

{ si E est un ensemble et P(E) est l'ensemble des parties de E, alors (P(E);[; ;) et
(P(E);\; E) sont des mono��des commutatifs ;

{ si E est un ensemble et F(E) est l'ensemble des fonctions de E dans E, (F(E); �; Id)
est un mono��de non commutatif.

Si chaque �el�ement de E admet un sym�etrique, i.e. si 8a 2 E; 9�a 2 E =a+�a = �a+ a = 0,
la structure est un groupe.

D�e�nition 19 Un groupe est un triplet (E;+; 0), o�u

{ (E;+; 0) est un mono��de ;

{ tout �el�ement de E admet un sym�etrique.

Le groupe est dit commutatif ou ab�elien si la loi + est de plus commutative.

Exemples

{ (N;+; 0) n'est pas un groupe ;

{ (N; �; 1) n'est pas un groupe ;

{ (Z;+; 0) est un groupe commutatif (Zest d'ailleurs construit pour être le groupe en-
gendr�e par N) ;

{ si E est un ensemble, P(E) est l'ensemble des parties de E et � est la di��erence
sym�etrique : A�B = (A nB) [ (B nA) = (A [B) n (A \B), alors (P(E);�; ;) est un
groupe commutatif. Chaque �el�ement est son propre sym�etrique.

1.5.2 Semi-anneaux, dio��des et anneaux

Passons maintenant aux structures munies d'une deuxi�eme loi, appel�ee multiplication et
not�ee �.

D�e�nition 20 Un semi-anneau est un quadruplet (E, +, �, 0), tel que
{ E est un ensemble ;
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{ 0 est un �el�ement de E ;

{ (E,+, 0) est un mono��de commutatif ;

{ � est associative ;

{ 0 est un �el�ement absorbant pour � ;
{ � est distributive par rapport �a + : 8(a; b; c) 2 E3; (a + b) � c = (a � c) + (b � c) et

c � (a+ b) = (c � a) + (c � b).

Le semi-anneau est dit commutatif si la loi � est de plus commutative.

D�e�nition 21 Un semi-anneau unitaire est un quintuplet (E, +, �, 0, 1), tel que (E, +,
�, 0) est un semi-anneau et la loi � admet un �el�ement neutre not�e 1, i.e. (E, �, 1) est un
mono��de.

D�e�nition 22 Un semi-anneau unitaire (E, +, �, 0, 1) est int�egre si

{ il est non nul (un semi-anneau nul est un anneau dont l'ensemble de base est r�eduit �a
un seul �el�ement, 0, et 0 + 0 = 0; 0 � 0 = 0) ;

{ la multiplication est commutative ;

{ il ne contient pas de diviseur de z�ero 6, i.e. 8(a; b) 2 E2, si a 6= 0 et b 6= 0, alors
a � b 6= 0.

Par convention, � est prioritaire par rapport �a +, i.e. a�b+c s'interpr�ete comme (a�b)+c.
Dans ce qui suit, seuls les semi-anneaux unitaires seront utilis�es et l'adjectif unitaire

pourra être omis.

Exemples

{ (N, +, �, 0, 1) est un semi-anneau commutatif unitaire int�egre ;

{ (Z, +, �, 0, 1) est un semi-anneau commutatif unitaire int�egre ;

{ (R, +, �, 0, 1) est un semi-anneau commutatif unitaire int�egre ;

{ si E est un ensemble, P(E) est l'ensemble des parties de E, alors (P(E), [, \, ;, E)
est un semi-anneau commutatif unitaire non int�egre. ;

{ (P(fa; b; : : : zg�), [, :, ;, f"g) est un semi-anneau non commutatif unitaire, avec

{ fa; b; : : : zg� est l'ensemble des mots form�es �a l'aide de l'alphabet (usuel) a; b; : : : z
;

6:Un diviseur de 0 est un �el�ement a 6= 0 2 E tel que 9x 6= 0 2 E; a � x = 0.
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{ [ est encore l'union ensembliste, ;

{ : est une extension de la concat�enation de châ�nes : A:B est l'ensemble contenant
les concat�enations de toutes les châ�nes de A avec toutes les châ�nes de B ;

{ " est la châ�ne vide (qui ne comporte aucune lettre).

D�e�nition 23 Un dio��de est un quintuplet (E, +, �, 0, 1), tel que
{ (E, +, �, 0) est un semi-anneau unitaire ;

{ l'addition est idempotente : 8 a 2 E; a+ a = a.

Le dio��de est dit commutatif si la loi � est de plus commutative.

Exemples

{ Le dernier exemple de semi-anneau est un dio��de ;

{ ([0; 1], max, min, 0, 1) est un semi-anneau commutatif unitaire ;

{ (R, max, +, �1, 0) et son �equivalent avec les r�eels positifs, (R+, max, �, 0, 1) sont des
semi-anneaux commutatifs unitaires.

L'anneau est une structure tr�es ressemblante �a celle de semi-anneau, mais l'addition est
une loi de groupe.

D�e�nition 24 Un anneau est un quintuplet (E, +, �, 0) o�u

{ (E;+; 0) est un groupe commutatif ;

{ (E;+; �; 0) est un semi-anneau.

Un anneau est dit commutatif si la loi � est de plus commutative.

D�e�nition 25 Un anneau (E, +, �, 0, 1) est unitaire si le semi-anneau sous-jacent est
unitaire.

D�e�nition 26 Un anneau unitaire (E, +, �, 0, 1) est int�egre si le semi-anneau unitaire
sous-jacent est int�egre.

Nous n'utiliserons que les anneaux unitaires et pour cette raison il se peut que nous
omettions le quali�catif (( unitaire )).

Exemples

{ (Z, +, �, 0, 1) est un anneau commutatif unitaire int�egre ;
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{ (R, +, �, 0, 1) est un anneau commutatif unitaire int�egre ;

{ (=Cn, +, �, (0; : : : 0), (1; : : :1)) avec (x1; : : : xn) � (y1; : : : yn) = (x1y1; : : : xnyn) est un
anneau commutatif unitaire non int�egre ;

{ si (A; +; �; 0; 1) est un anneau et si X est un ensemble, alors (AX ; �; 
; _0; _1) est un
anneau, qui est commutatif si et seulement si A est commutatif, avec

{ AX l'ensemble des fonctions de X dans A ;

{ � : f � g :
X ! A
x 7! f(x) + g(x)

;

{ 
 : f 
 g :
X ! A
x 7! f(x) � g(x) ;

{ _0 :
X ! A
x 7! 0

;

{ _1 :
X ! A
x 7! 1

;

{ si (A; +; �; 0; 1) est un anneau commutatif, alors l'ensemble des applications lin�eaires
de A�A dans A�A, not�eM2(A), est �egalement un anneau, qui n'est pas commutatif,
mais qui est unitaire. Il contient des diviseurs de z�ero.

1.5.3 Corps

Derni�ere cat�egorie de structure dans la lign�ee des pr�ec�edentes : les corps. Il s'agit des
structures o�u tout �el�ement non nul admet un inverse pour �.
D�e�nition 27 Un corps est un quintuplet (E, +, �, 0, 1) qui v�eri�e les propri�et�es suivantes :

{ (E, +, �, 0, 1) est un anneau unitaire ;

{ (E n f0g; �; 1) est un groupe : 8x 2 E n f0g; 9x�1= x � x�1 = 1.

Un corps est dit commutatif si la loi � est de plus commutative.

En particulier un corps n'a pas de diviseur de z�ero.

Nous noterons parfois un corps par F , comme mn�emonique du terme anglais pour corps :
�eld.

Exemples

{ (Z=pZ; +; �; 0; 1) est un corps commutatif si p est un nombre premier ;
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{ (=Q; +; �; 0; 1) est un corps commutatif. (Il a d'ailleurs �et�e construit pour être le corps
engendr�e par Z) ;

{ (=Cn; +; �; (0; : : : 0); (1; : : : 1)) est un corps commutatif ;

{ (=Q(
p
2);+; �; 0; 1), (=Q(i);+; �; 0; 1) et toutes les extensions de la forme (=Q(�1; : : : �n);+; �; 0; 1)

sont des corps commutatifs ;

{ (F [�]; +; �; 0; 1) est un corps, o�u (F; +; �; 0; 1) est un corps et o�u � est alg�ebrique
sur F , puisqu'alors F [�] = F (�) ;

{ (A; +; �; 0; 1), avec A = f� 2 =C = � est alg�ebrique sur =Qg, est un corps ; c'est la
clôture alg�ebrique de =Q.

1.5.4 Treillis

Ce dernier type de structure est assez di��erent des pr�ec�edents, en ce sens qu'il n'y a
pas d'op�eration prioritaire. Un treillis admet deux d�e�nitions �equivalentes, l'une qui le ca-
ract�erise par un ordre partiel et l'autre qui est alg�ebrique. Nous n'utiliserons que la d�e�nition
alg�ebrique, mais il est parfois utile de penser �a un treillis en terme d'ensemble ordonn�e pour
faciliter la compr�ehension.

Nous appellerons souvent l'ensemble de base L, pour le terme anglais lattice. Pour dis-
tinguer les op�erations d'un treillis de celles d'un mono��de, d'un groupe, d'un semi-anneau,
d'un anneau ou d'un corps, l'addition sera repr�esent�ee par � et la multiplication par 
.

D�e�nition 28 D�e�nition alg�ebrique
Un treillis (L; �; 
) est un ensemble L muni de deux lois de composition internes, � et 
 :

{ elles sont commutatives : 8a; b 2 L; a� b = b� a et a
 b = b
 a ;

{ elles sont associatives : 8a; b; c 2 L; a� (b� c) = (a� b)� c et a
 (b
 c) = (a
 b)
 c ;

{ elles v�eri�ent la loi d'absorption : 8a; b 2 L; (a� b)
 a = (a
 b)� a = a.

De la loi d'absorption, on peut d�eduire l'idempotence de � et de 
: 8a 2 L; a � a =
a
 a = a

D�e�nition �a l'aide d'un ensemble partiellement ordonn�e
Un treillis est un ensemble partiellement ordonn�e tel que, pour tout couple d'�el�ements (a; b),
il existe un plus petit majorant de fa; bg, not�e a� b, et un plus grand minorant de fa; bg,
not�e a
 b.

D�e�nition 29 Un treillis distributif est un treillis (L; �; 
) tel que l'une des lois est dis-
tributive par rapport �a l'autre.
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En e�et, si 
 est distributive par rapport �a �, alors � sera distributive par rapport �a 
.

D�e�nition 30 Un treillis compl�ement�e est un treillis (L; �; 
; :; �; e) tel que � est le plus
petit �el�ement du treillis et e est le plus grand �el�ement. e est alors �el�ement neutre pour 
 et �
est �el�ement neutre �. La loi : est une loi unaire, telle que 8x 2 L; :x
x = � et :x�x = e.

On peut en d�eduire les lois de De Morgan :

:(a� b) = (:a)
 (:b);
:(a
 b) = (:a)� (:b):

D�e�nition 31 Un treillis de Boole est un treillis distributif compl�ement�e.

Remarque
Dans ce travail, nous nous restreindrons d'une part aux treillis distributifs, et d'autre part
aux treillis qui ont un plus grand �el�ement e et un plus petit �el�ement �. Cette derni�ere
condition n'est pas r�eellement contraignante, puisqu'il est toujours possible d'ajouter deux
�el�ements arti�ciels qui conviennent, les lois s'�etendant (( naturellement )) �a ces deux �el�ements :
8x 2 L; e� x = e et �
 x = � grâce �a la loi d'absorption.

Exemples

{ ([0; 1]; min; max; 1; 0) est un treillis distributif ;

{ (R; max; min; �1; +1) est un treillis distributif ;

{ (N; pgcd; ppcm; +1; 1) est un treillis; l'ordre sur N est l'ordre induit par la relation
de divisibilit�e ;

{ l'alg�ebre de Boole (fV rai; Fauxg; ^; _; V rai; Faux) est en fait un treillis distributif ;

{ certaines logiques excluant le principe du tiers exclu comme axiome de base ont un
ensemble de valeurs de v�erit�e qui forment un treillis dont V rai est le plus grand �el�ement
et Faux le plus petit. En particulier, les math�ematiques constructives sont bas�ees sur
de telles logiques.

1.6 Conclusion

Ce premier chapitre nous a permis de replacer le probl�eme �etudi�e dans cette th�ese dans un
cadre g�en�eral. Il sert �egalement de bô�te �a outils pour la suite du m�emoire. En particulier, il
contient les d�e�nitions de base de l'algorithmique parall�ele, comme les d�e�nitions de machine
et de programme parall�eles, et celles des classes de complexit�e qui permettent d'�evaluer la
qualit�e d'un programme parall�ele et de le comparer �a d'autres programmes. En�n, les grands
principes de l'algorithmique parall�ele, comme (( diviser pour parall�eliser )) et l'introduction
de redondance, ont �et�e pr�esent�es et illustr�es par des probl�emes dont l'importance apparâ�tra
par la suite. Ce chapitre se termine par la liste des d�e�nitions des structures alg�ebriques
utiles, dont les propri�et�es s'av�ereront fondamentales pour les techniques de parall�elisation
qui constituent le c�ur de ce travail.



47

Premi�ere partie

�Evaluation parall�ele de programmes

sans boucle
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Chapitre 2

�Evaluation parall�ele des expressions

R�esum�e

Dans ce chapitre, nous pr�esentons un algorithme e�cace d'�evaluation parall�ele d'expres-

sions arithm�etiques, puis une am�elioration le rendant optimal. Quelques variantes sont

�egalement pr�esent�ees, qui permettent de calculer dans des ensembles �nis ou d'�evaluer

toutes les sous-expressions d'une expression, avec la même complexit�e. Cet algorithme

est ensuite appliqu�e �a la reconnaissance de langages hors-contexte parenth�es�es : il

s'agit d'une version parall�ele de l'algorithme de Cocke, Younger et Kasami, qui est

d�eterministe dans le cas des langages parenth�es�es. Ces algorithmes d'�evaluation uti-

lisent une repr�esentation arborescente des expressions. Dans le but de pr�esenter une

solution compl�ete au probl�eme de l'�evaluation parall�ele des expressions, l'algorithme de

construction parall�ele de l'arbre correspondant �a une expression { dû �a Bar-On et Vi-

shkin { est d�evelopp�e ainsi que celui de num�erotation parall�ele des feuilles. En�n, nous

rappelons les complexit�es obtenues pour une parall�elisation sur machines �a m�emoire

distribu�ee.

Les expressions arithm�etiques forment un mod�ele de programmes assez simple. Le probl�eme
de l'�evaluation parall�ele des expressions arithm�etiques, qui est NC1-complet [Bus87], est l'un
des probl�emes trait�es dans ce m�emoire, avec celui de l'�evaluation des circuits arithm�etiques,
qui est un probl�eme P -complet. Les expressions arithm�etiques, �egalement appel�ees for-
mules [Bus87, BCGR92] seront d�e�nies au d�ebut de ce chapitre. Elles sont form�ees �a par-
tir de valeurs et d'op�erations arithm�etiques (+; �; �; =) sur un corps ; cette structure
alg�ebrique pr�esente l'avantage d'être assez g�en�erale, de poss�eder les propri�et�es des mono��des,
des groupes, des semi-anneaux et des anneaux commutatifs unitaires int�egres et par cons�equent
de permettre de d�eduire facilement, �a partir d'un algorithme d'�evaluation d'expressions sur
un corps, un algorithme pour n'importe laquelle de ces structures, si elle est commutative.
Pour un groupe par exemple, un nouvel algorithme d'�evaluation est obtenu en supprimant
tout ce qui concerne � et = dans l'algorithme d'�evaluation pour les corps. Le probl�eme du
traitement des divisions par z�ero se r�egle un peu brutalement, en essayant d'e�ectuer cette
division et en retournant une erreur (comme l'algorithme �evalue toutes les op�erations de
l'expression, cf. x2.4.3, cette division ne pourra pas être �elud�ee).
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Une parall�elisation gloutonne, o�u une op�eration est �evalu�ee d�es que ses op�erandes sont
�evalu�es, ne donnant pas de bons r�esultats, Brent, en 1974 [Bre74], propose d'utiliser les pro-
pri�et�es alg�ebriques des op�erations mises en jeu, telles que l'associativit�e, la commutativit�e
et surtout la distributivit�e, pour �etablir des bornes sup�erieures th�eoriques. Son algorithme
n�ecessite un pr�e-traitement de l'expression, pour la d�ecouper en sous-expressions de com-
plexit�es comparables. En 1985, Miller et Reif [MR85] ont propos�e un algorithme d'�evaluation
parall�ele des expressions arithm�etiques, sans pr�e-traitement, qui utilise les id�ees de Brent. Cet
algorithme a alors donn�e naissance, apr�es simpli�cation puis divers ra�nements et reformu-
lations, �a un algorithme e�cace et simple d'�evaluation parall�ele dynamique des expressions
arithm�etiques. Le même algorithme a �et�e propos�e, avec di��erentes variantes, par Kosaraju et
Delcher [KD88], Abrahamson, Dadoun, Kirkpatrick et Przytycka [ADKP89], Cole et Vishkin
[CV88] et Gibbons et Rytter [GR86, GR88b]. Le premier algorithme, propos�e par Miller et
Reif [MR85], est e�cace : il permet d'�evaluer le r�esultat d'une expression arithm�etique sur
une CREW �PRAM �a n processeurs en temps O(log n), si n est le nombre d'op�erations
et d'op�erandes. Il a ensuite �et�e montr�e que l'hypoth�ese (( lecture concurrente )) �etait super-
ue dans cet algorithme [ADKP89], ce qui donne une complexit�e EREW (n; log n) pour ce
probl�eme. Une modi�cation de cet algorithme fournit un nouvel algorithme qui permet en
deux fois plus de temps seulement d'�evaluer le r�esultat de toutes les sous-expressions [GR86].
En�n, une application du principe de Brent, associ�ee �a la technique d'�equilibre des travaux,
conduit �a un algorithme optimal de complexit�e EREW ( n

logn
; log n) [GR88b].

Dans un souci didactique, nous pr�esenterons tout d'abord l'algorithme le plus simple pour
les expressions. Di��erentes variantes du même algorithme seront ensuite esquiss�ees, soit pour
calculer dans un ensemble �ni non commutatif, soit pour d�eterminer tous les r�esultats par-
tiels, i.e. le r�esultat de toutes les op�erations apparaissant dans l'expression, soit en�n pour
obtenir un algorithme optimal. Nous montrerons ensuite les r�esultats de cet algorithme ap-
pliqu�e �a divers probl�emes, en particulier �a la reconnaissance de langages hors-contexte : il
s'agit d'une parall�elisation de l'algorithme (rendu d�eterministe) de Cocke, Younger et Ka-
sami. Les solutions aux probl�emes pr�eliminaires de la construction parall�ele d'un arbre �a
partir d'une expression (algorithme de Bar-On et Vishkin [BOV85]) ou de la num�erotation
des feuilles de l'arbre seront expos�ees, a�n de compl�eter la pr�esentation de l'�evaluation dyna-
mique des expressions arithm�etiques. Des r�esultats de complexit�e pour machines �a m�emoire
distribu�ee seront ensuite rappel�es ; en g�en�eral, les communications induisent un surcoût (mul-
tiplicatif) de la taille du diam�etre du r�eseau d'interconnexion.

Cependant, les expressions arithm�etiques ne permettent de repr�esenter qu'une classe
assez limit�ee de programmes. C'est ce que nous illustrerons dans un dernier paragraphe qui
nous servira de transition vers l'�evaluation dynamique de programmes arithm�etiques plus
g�en�eraux, les programmes sans boucle.

2.1 Position du probl�eme

Rappelons la d�e�nition d'une expression arithm�etique et sa repr�esentation sous forme
d'arbre, avant de travailler avec ces objets.
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2.1.1 Expressions et arbres : d�e�nitions

De fa�con g�en�erale, la structure alg�ebrique utilis�ee dans ce chapitre sera un corps (F ;+; �; 0; 1).
Une expression arithm�etique est une formulemath�ematique usuelle, une alternance d'�el�ements
de F et d'op�erations +, �, � ou =. L'expression est suppos�ee être compl�etement parenth�es�ee,
pour �eviter toute ambigu��t�e dans le choix de sa repr�esentation arborescente. De fa�con plus
formelle, on peut d�e�nir une expression �a l'aide de la grammaire suivante, valeur �etant un
symbole terminal repr�esentant un �el�ement quelconque du corps F :

expr  (expr + expr)
j (expr � expr)
j (expr � expr)
j (expr=expr)
j (valeur):

Une expression admet une repr�esentation sous forme d'arbre orient�e binaire, o�u chaque
n�ud a z�ero ou deux �ls. D�e�nissons ces arbres.

D�e�nition 32 [Ber73]

{ Un arbre est un graphe non orient�e connexe sans cycle.

{ Un arbre orient�e (ou arborescence) est un graphe orient�e poss�edant un sommet parti-
culier appel�e racine et tel que pour tout sommet, il existe un unique chemin liant ce
sommet �a la racine.

D�e�nition 33 Un arbre orient�e est binaire si tout n�ud a z�ero ou deux �ls 1.

Dans ce chapitre, seuls les arbres binaires orient�es seront utilis�es.

2.1.2 Repr�esentation arborescente des expressions

On obtient l'arbre orient�e binaire associ�e �a une expression en construisant l'arbre syn-
taxique �a l'aide de la grammaire pr�ec�edente : les valeurs sont les feuilles de l'arbre, les n�uds
internes (non feuilles) sont les op�erations, chaque op�eration a pour �ls ses deux op�erandes.
La racine est la derni�ere op�eration e�ectu�ee par l'expression, appel�ee r�esultat de l'expression.
Dans ce qui suit, les expressions seront repr�esent�ees uniquement par des arbres. Le probl�eme
de la construction parall�ele d'un arbre �a partir d'une expression donn�ee sous forme de ta-
bleau a �et�e r�esolu par Bar-On et Vishkin en 1985 [BOV85]. Nous pr�esenterons leur technique
�a la �n de ce chapitre.

Rappelons quelques propri�et�es �el�ementaires des arbres, utiles par la suite.

Propri�et�e 1 Un arbre �a n sommets a n � 1 arcs. Un arbre orient�e binaire �a f feuilles a
2f � 1 sommets au total.

1: La d�e�nition donn�ee ici est une restriction de la d�e�nition g�en�erale : un arbre binaire g�en�eral est un
arbre o�u chaque n�ud a z�ero, un ou deux �ls.
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Il est �egalement int�eressant de connâ�tre les op�erations qui peuvent être e�ectu�ees rapide-
ment en parall�ele sur les arbres. On sait construire un circuit eul�erien d'un arbre binaire �a n
n�uds en temps constant avec n processeurs ou en temps O(log n) avec n

logn
processeurs, sur

une EREW�PRAM [TV85]. Pour cela, chaque arête (non orient�ee) est remplac�ee par deux
arcs orient�es oppos�es et le circuit eul�erien est un circuit qui passe une fois et une seule par
tous ces arcs (ou une fois dans chaque sens par chaque arête). �A l'aide de ce circuit eul�erien,
on peut num�eroter de fa�con pr�e-ordonn�ee ou post-ordonn�ee les n�uds de l'arbre, calculer les
niveaux des n�uds ou le nombre de descendants de chaque n�ud, i.e. le nombre de n�uds
dans le sous-arbre dont il est racine, avec la même complexit�e, en utilisant un algorithme
d'indi�cage de liste simple, de complexit�e EREW ( n

logn
; log n).

Par la suite, nous abr�egerons (( arbre orient�e binaire )) par (( arbre )).

2.2 Algorithme d'�evaluation des expressions

2.2.1 Position du probl�eme

Le probl�eme est de savoir comment�evaluer rapidement en parall�ele une expression donn�ee
sous forme d'arbre. Une �evaluation parall�ele gloutonne, qui �evalue une op�eration d�es que la
valeur de ses op�erandes est connue, s'av�ere particuli�erement ine�cace dans le cas du produit
it�er�e par exemple (il s'agit de calculer

Pn
i=1 vi) si l'expression est donn�ee sous la forme

v1 + (v2 + : : :+ (vn�1 + vn) : : :) (�gure 2.1). Le temps d'�evaluation est �egal �a la profondeur
de l'arbre, en O(n).

vnvn�1

. . .
v3

v2

v1

+

+
+

+

n

Fig. 2.1 - Produit it�er�e v1 + (v2 + : : :+ (vn�1 + vn) : : :) : l'arbre est ici d�es�equilibr�e.

Dans ce cas pr�ecis, en utilisant l'associativit�e de +, on aurait pu �ecrire l'expression sous
la forme (: : : ((v1 + v2) + (v3 + v4)) + : : :+ (vn�1 + vn) : : :) ; cette expression est repr�esent�ee
par un arbre �equilibr�e (�gure 2.2), de profondeur log n. Le temps d'�evaluation devient alors
O(log n).
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+

+

+

+ + +

+

v1 v2 v3 v4 vn�1 vn

dlog2 ne

Fig. 2.2 - Produit it�er�e (: : :((v1+ v2)+ (v3+ v4))+ : : :+(vn�1+ vn) : : :) : l'arbre est ici �equilibr�e.

Si maintenant, on consid�ere un (( peigne )) o�u l'on alterne les deux op�erations + et � (�a
dessein, pour empêcher tout r�e�equilibrage) (�gure 2.3), on ne peut pas construire un arbre
�equilibr�e �equivalent et le temps d'�evaluation par un algorithme glouton est encore O(n).

+

*
-

/
v2

v1

v3

vn�1 vn

Fig. 2.3 - Un peigne d�es�equilibr�e.

L'id�ee de Brent, en 1974, a �et�e de consid�erer que le r�esultat d'une expression peut s'�ecrire
sous la forme d'une fraction rationnelle de num�erateur et de d�enominateur a�nes

avi + b

cvi + d
;

o�u l'on consid�ere la feuille vi comme une ind�etermin�ee, et de montrer que l'on peut calcu-
ler { r�ecursivement, en utilisant les autres feuilles { les coe�cients a, b, c et d en temps
O(log n). Les travaux ult�erieurs ont port�e sur le d�ecoupage de l'expression, c'est-�a-dire sur
la d�etermination de la feuille qui conduit �a des calculs de même importance pour chacun des
coe�cients a, b, c et d. L'id�ee de Brent, appliqu�ee telle quelle, conduisait �a un d�ecoupage en
O(log n) �a chaque �etape, ce qui donnait un algorithme d'�evaluation en tempsO(log2 n). Buss,
Cook, Gupta et Ramachandran [BCGR92] ont propos�e un nouvel algorithme permettant de
pr�ecalculer toutes les d�ecoupes en temps O(log n) avant d'appliquer une phase d'�evaluation,
ce qui donnait un temps d'�evaluation parall�ele de O(log n).
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Il n'y a pas eu d'avanc�ee notable dans la d�ecennie qui a suivi le r�esultat de Brent. En 1985,
Miller et Reif [MR85] ont eu l'id�ee de consid�erer chaque op�eration comme �etant une fonction
du type ax+b

cx+d
de son op�erande x. De plus, ces fonctions �etant stables par addition et multi-

plication par une constante, et par composition, on peut alors (( anticiper )) des calculs en
attendant que la valeur de x soit connue en (( propageant )) cette fonction.

C'est ce m�ecanisme qui est employ�e de fa�con syst�ematique et qui permet d'�evaluer n'im-
porte quel arbre en temps logarithmique. D�e�nissons algorithmiquement la proc�edure de
ratissage (l'anticipation).

2.2.2 Fonctions de pond�eration des arcs

La structure alg�ebrique utilis�ee dans ce chapitre est un corps (F;+; �; 0; 1). Dans toute la
suite, �a chaque arc v��v0 de l'arbre, avec v0 �ls ou op�erande de v, est associ�ee une fonction
d'arc 2,

f(x) =
a � x+ b

c � x+ d
;

repr�esent�ee par le quadruplet (a; b; c; d) 2 F 4. La valeur du n�ud v, val(v), est alors li�ee �a
la valeur f(val(v0)), plutôt qu'�a la valeur de v0 (�gure 2.4) : si v est un op�erateur �, avec �
repr�esentant + ou �, v0 a pour valeur � et v00 a pour valeur �, alors v vaudra f 0(�) � f 00(�).

f 0(x) = ax+b
cx+d

v

f 00(x)

v0 v00

Fig. 2.4 - Fonction d'arc.

�A l'initialisation, c'est-�a-dire lors de la construction de la repr�esentation arborescente de
l'expression, on associe �a chaque arc la fonction Identit�e : 1�x+0

0�x+1
, repr�esent�ee par le quadruplet

(1; 0; 0; 1). C'est ici qu'apparâ�t l'importance de l'existence d'un �el�ement neutre pour la
multiplication, i.e. de l'hypoth�ese semi-anneau ou anneau unitaire.

Un autre avantage des fonctions d'arcs propos�ees est de simpli�er les arbres, en consid�erant
que les n�uds op�erateurs ne sont que de type + ou �. �A cette �n, on remplace tout n�ud
� par un n�ud + ayant les mêmes �ls et on pond�ere l'arc vers le �ls droit par la fonction
�x = �1�x+0

0�x+1 ; de la même fa�con, on remplace tout n�ud = par un n�ud � ayant les mêmes

�ls, en pond�erant l'arc vers le �ls droit par la fonction 1
x
= 0�x+1

1�x+0.

2: Convention de notation : on appelle les n�uds (( v )) comme (( vertex )) et on d�esigne les �el�ements du
corps F par des lettres grecques ou les premi�eres lettres de l'alphabet latin.
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devient

devient 1
x

xx

x
-

x x
+

�x

x
= �

Fig. 2.5 - Suppression des op�erations non commutatives.

�A l'avenir, nous supposerons donc que les seuls n�uds de l'arbre sont des n�uds + et
des n�uds �, alors que les fonctions d'arcs sont des fractions rationnelles de num�erateur et
de d�enominateur a�nes.

Remarque
Si l'expression initiale est �a �evaluer dans un semi-anneau commutatif unitaire int�egre ou
dans un treillis, il n'y aura ni soustraction ni division. Les fonctions d'arcs seront donc des
fonctions a�nes de la forme a �x+ b. Dans un anneau commutatif unitaire int�egre, il y aura
des soustractions, mais les fonctions d'arcs seront �egalement a�nes. Si la structure de base
est un mono��de commutatif ou un groupe, avec une op�eration +, les fonctions d'arcs seront
de la forme x+ a.

2.2.3 L'op�eration de ratissage

Soient w un n�ud interne de l'arbre et v un de ses �ls, par exemple son �ls gauche.
Quand l'un des �ls de v connâ�t sa valeur, w ne d�epend (pour ce qui est de son op�erande
gauche) que de la valeur de l'autre �ls de v, valeur suppos�ee non encore connue. v et son
�ls �evalu�e ne sont plus d'aucune utilit�e et ils peuvent être supprim�es de l'arbre. Le ratissage
e�ectue cette op�eration, en mettant �a jour les fonctions d'arcs pour pr�eserver la valeur de
w : f 0(x) = f(g(�) � h(x)), avec les notations de la �gure 2.6. On v�eri�e ais�ement que la
nouvelle fonction d'arc f 0(x) est encore de la forme ax+b

cx+d . En e�et, l'ensemble des fonctions
d'arcs est stable par composition, par addition d'un �el�ement du corps et par multiplication
par un �el�ement du corps. Voici ce que donne cette op�eration dans le cas du ratissage d'un
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n�ud � :
f 0(x) = f(g(�) � h(x)) = ax+b

cx+d
;

f 0(x) =
af(

ag�+bg
cg�+dg

�
ahx+bh
chx+dh

)+bf

cf (
ag�+bg
cg�+dg

�
ahx+bh
chx+dh

)+df
;

f 0(x) = af(ag�+bg)(ahx+bh)+bf (cg�+dg)(chx+dh)

cf (ag�+bg)(ahx+bh)+df (cg�+dg)(chx+dh)
;

avec

8>>><
>>>:

a = af(ag�ah + bgah) + bf (cg�ch + dgch);
b = af(ag�bh + bgbh) + bf (cg�dh + dgdh);
c = cf (ag�ah + bgah) + df (cg�ch + dgch);
d = cf (ag�bh + bgbh) + df (cg�dh + dgdh):

De fa�con algorithmique g�en�erale, l'op�eration de ratissage d'un n�ud v par son p�ere w
s'�ecrit :

Algorithme 4 Ratissage, premi�ere version

en parall�ele
si v, �ls gauche, a un �ls qui est une feuille, alors

calculer la nouvelle fonction de w vers l'autre �ls de v,
d�econnecter w de v
connecter w au �ls de v qui n'est pas une feuille

si v, �ls droit, a un �ls qui est une feuille, alors
idem

�n

Cet algorithme pr�esente cependant un inconv�enient : il transforme implicitement l'arbre
initial en un graphe orient�e sans circuit, o�u les n�uds ont un degr�e entrant quelconque (�gure
2.6) et donc l'objet manipul�e n'est plus un arbre. Comme le n�ud v ainsi que son �ls feuille
ne sont plus utiles, un n�ud ratiss�e et sa feuille sont d�etruits.

�
v0 v00

h(x)g(x)

v

f(x)

w w

v00

f(g(�) � h(x)) = f 0(x)

Fig. 2.6 - Finalement v a un degr�e entrant nul et v00 a un degr�e entrant �egal �a 2.
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On remarque que si ratissage est e�ectu�e simultan�ement sur tous les n�uds, il y aura
des conits d'acc�es m�emoire ; par exemple, si un n�ud v a ses deux �ls � et � qui sont des
feuilles, son p�ere w essayera de se connecter simultan�ement �a � en ratissant v grâce �a � et
�a � en ratissant v grâce �a � (�gure 2.7).

w

v

� �

Fig. 2.7 - Comment ratisser v?

Ce probl�eme est r�esolu en supprimant la ligne (( en parall�ele )) dans ratissage, donc en
traitant s�equentiellement les �ls gauches puis les �ls droits. On suppose que l'algorithme est
synchrone. Toutes les sources de conit (acc�es concurrents �a des ressources communes) ne
sont pas encore �elimin�ees car si un n�ud v a un �ls feuille et un �ls v00 qui a un �ls feuille,
l'arc v��v00 sera utilis�e pour deux ratissages (�gure 2.8). Il sera utilis�e par w, le p�ere de v,
(pour le ratissage de son �ls v), en même temps qu'il sera d�etruit par v lors du ratissage de
son �ls v00.

w

v

v00�

�

Fig. 2.8 - Ratissage simultan�e de v et v00.

De fa�con �a rem�edier �a ces probl�emes, les feuilles de l'arbre sont num�erot�ees cons�ecutivement
de gauche �a droite avant toute op�eration de ratissage : lors du ratissage, seuls les p�eres des
feuilles de num�ero impair sont ratiss�es. Une telle num�erotation des feuilles s'obtient en fait
facilement �a partir d'une op�eration d'indi�cage de liste. Dans un premier temps, on construit
un circuit eul�erien de l'arbre, qui permet de parcourir tous les n�uds et de rencontrer les
feuilles de gauche �a droite. On a�ecte alors un poids entier �a chaque n�ud, qui vaut 1 pour
les feuilles et 0 pour les n�uds internes, la num�erotation des feuilles d�esir�ee est obtenue par
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un calcul d'indi�cage de liste en utilisant ces poids (cf. section 2.6.2 pour une description
plus d�etaill�ee). Apr�es cela, il n'est pas tr�es di�cile de num�eroter toutes les feuilles, sauf la
premi�ere et la derni�ere. On peut les ranger dans un tableau en temps constant, ce qui permet
d'y acc�eder en temps constant lors du ratissage et lors de la premi�ere phase de l'algorithme
optimal de la section 2.4.

Pour renum�eroter les feuilles en temps constant apr�es chaque ratissage, il su�t de remar-
quer que toutes les feuilles de num�ero impair ont �et�e supprim�ees, alors que toutes les feuilles
de num�ero pair sont conserv�ees, puisque l'op�eration de ratissage d�etruit seulement la feuille
de num�ero impair et son p�ere. Une division par 2 du num�ero des feuilles restantes permet
donc de renum�eroter les feuilles.

Ces modi�cations de l'algorithme de ratissage permettent d'�eviter tout conit d'acc�es
m�emoire. Pour le d�emontrer, on identi�e l'ensemble des objets (n�uds et arcs) a�ect�es
par le ratissage d'une feuille et on v�eri�e que les ratissages simultan�es des p�eres de deux
feuilles di��erentes utilisent deux ensembles disjoints. Il n'y a d�esormais plus de conit d'acc�es
m�emoire, si on consid�ere que l'acc�es concurrent �a deux arcs incidents �a un même n�ud est
possible. Pour les besoins de la d�emonstration, on d�e�nit impliqu�e(v) l'ensemble (h�et�eroclite)
des n�uds et des arcs impliqu�es par le ratissage de v.

impliqu�e(v) =

8>>>>>><
>>>>>>:

v;
�ls feuille de v;
arc(p�ere de v ��v);
arc(v ���ls feuille de v);
arc(v �� autre �ls de v)

9>>>>>>=
>>>>>>;

:

On v�eri�e qu'il n'y a pas de probl�eme lors du ratissage des p�eres w1 et w2 de deux feuilles
gauches (resp. droites) v1 et v2 de num�ero impair : puisque l'arbre est binaire et que v1 et
v2 sont des feuilles gauches distinctes, leurs p�eres w1 et w2 sont distincts et non adjacents.
Si w1 et w2 �etaient adjacents { ce qui poserait probl�eme, cf. �gure 2.8 {, par exemple si w1

�etait le p�ere de w2, on aurait la situation sch�ematis�ee �gure 2.9.

w1

w2v1

v2

Fig. 2.9 - v1 et v2 sont des feuilles cons�ecutives.

Or les feuilles sont num�erot�ees cons�ecutivement de gauche �a droite, donc il est impossible
que v1 et v2 aient des num�eros cons�ecutifs impairs. On a donc impliqu�e(v1)

T
impliqu�e(v2) = ;.
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Même si w1 et w2 sont fr�eres, leur ratissage modi�era des arcs distincts issus de leur p�ere
commun, ce qui ne pose pas probl�eme.

Comme cela a d�ej�a �et�e mentionn�e, le ratissage des p�eres des feuilles gauches de num�ero
impair ne d�etruit que ces feuilles. On peut appliquer le même argument sur les feuilles
droites de num�ero impair pour �nir de d�emontrer que l'op�eration de ratissage peut s'e�ec-
tuer sur une EREW�PRAM . La dur�ee d'une op�eration de ratissage est le temps n�ecessaire
pour additionner une valeur �a une fonction d'arc, ou pour la multiplier par une valeur, puis
pour composer deux fonctions d'arcs ; cela se r�ealise en temps constant, il su�t pour s'en
convaincre d'examiner les formules de composition de fractions rationnelles de num�erateur
et de d�enominateur a�nes.

2.2.4 Algorithme de contraction

La proc�edure fondamentale de l'algorithme d'�evaluation parall�ele des expressions est
maintenant d�e�nie de fa�con satisfaisante. La seule inconnue de cet algorithme est d�esormais
le nombre d'�etapes de ratissage �a e�ectuer a�n d'�evaluer la racine de l'arbre. Le d�ecompte
du nombre de feuilles de l'arbre �a chaque �etape permet de r�epondre. Puisque le nombre de
n�uds d'un arbre est 2f�1 si le nombre de feuilles est f (propri�et�e 1, x2.1.2), la d�ecroissance
du nombre de feuilles correspond directement �a la d�ecroissance du nombre total de n�uds
de l'arbre. On a vu que l'op�eration de ratissage supprimait toutes les feuilles de num�ero
impair et aucune feuille de num�ero pair. On en d�eduit que le nombre de feuilles num�erot�ees
est divis�e par 2 par une application de ratissage sur l'arbre. Pour r�eduire l'arbre �a la racine
et ses deux �ls feuilles, O(log n) passages dans la boucle sont donc su�sants. Il ne reste
plus qu'�a �evaluer la racine. Comme le temps d'un ratissage est constant, on en d�eduit que
l'algorithme d'�evaluation d'arbres a une complexit�e EREW (n; log n).

Le principe de Brent avec un nombre de processeurs n
logn nous conduit �a une complexit�e

(non log-uniforme) optimale EREW ( n
logn ; log n). En e�et, la complexit�e s�equentielle est mi-

nor�ee par n : il faut bien lire chaque op�erande, et chaque op�erateur pour calculer sa valeur !
Elle vaut d'ailleurs n. Nous verrons �a la section 2.4 un algorithme e�ectif et uniforme per-
mettant d'atteindre cette complexit�e parall�ele optimale.

Le th�eor�eme suivant r�ecapitule ces r�esultats.

Th�eor�eme 7 Toute expression arithm�etique sur un corps commutatif F peut être �evalu�ee
en temps O(log n) avec n

logn processeurs.

Corollaire 1 Toute expression arithm�etique sur un mono��de commutatif, un groupe, un
semi-anneau ou un anneau commutatif unitaire int�egre peut être �evalu�ee en temps O(log n)
avec n

logn processeurs.

D�emonstration

La remarque 2.2.2 signale que dans le cas d'un semi-anneau ou d'un anneau, les fonctions
d'arcs sont des fonctions a�nes. Dans le cas d'un groupe ou d'un mono��de, les fonctions
d'arcs sont de la forme x+ a. 2
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Voici maintenant l'algorithmede contraction d'expressions [KD88], illustr�e par un exemple.

Algorithme 5 Contraction d'arbre

faire dlog ne fois
ratisser les p�eres de toutes les feuilles gauches de num�ero impair
ratisser les p�eres de toutes les feuilles droites de num�ero impair
diviser le num�ero des feuilles restantes par 2

�Evaluer la racine.

�n

Remarque

{ Chaque �etape de ratissage s'e�ectue en temps constant, qui est 26 fois le temps d'une
op�eration 3 (suppos�ee en temps unitaire) dans le corps de base. Le temps exact de
l'algorithme est donc 26 fois le temps d'une �evaluation s�equentielle de l'expression. Pour
de petits exemples, le temps parall�ele, qui est 26 log n + o(log n), peut être sup�erieur
au temps d'une �evaluation gloutonne. Cependant, d�es que l'on a des exemples assez
importants �a traiter, 26 log n est tr�es inf�erieur �a n (la valeur de n pour laquelle il y a
�egalit�e se situe aux alentours de 200).

{ Si cet algorithme est utilis�e comme compilateur (cf. chapitre 5) pour transformer un
arbre quelconque en arbre �equilibr�e, le programme parall�ele obtenu est SIMD : il est
synchrone et chaque tâche consiste en une composition de fonctions d'arcs.

2.3 Un exemple

L'expression 2 � 2+ (3+ 2) � (5 � 3 � 2+ 4 � (0 � 7+ (4+ 3) � 3)), ou plutôt ((2 � 2) + ((3+
2) � (((5 � 3) � 6) + (4 � ((0 � 7) + ((4 + 3) � 3)))))) puisque les expressions sont compl�etement
parenth�es�ees, est repr�esent�ee par l'arbre de la �gure 2.10 qui comporte 12 n�uds. Les feuilles
sont num�erot�ees cons�ecutivement de gauche �a droite, sauf la premi�ere et la derni�ere.

3: Cela peut être v�eri��e sur la formule donn�ee pour le ratissage d'un n�ud � ; la formule pour le ratissage

d'un n�ud + est similaire.
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Fig. 2.10 - Exemple.

�Etape 1 : le p�ere de la seule feuille gauche de num�ero impair, la feuille num�ero 7 (dont
le grand-p�ere est gris�e) est ratiss�e : �gure 2.11. La feuille 7 a �et�e supprim�ee et on note
l'apparition de la fonction 4x sur le nouvel arc entre son grand-p�ere et son fr�ere. Les p�eres
des feuilles droites de num�ero impair, i.e. les feuilles num�ero 1, 3, 5, 9 et 11 (dont les grand-
p�eres sont gris�es), sont alors ratiss�es : �gure 2.12. Apr�es cette �etape de ratissage, il ne reste
que des feuilles de num�ero pair. La renum�erotation des feuilles est obtenue en divisant leur
num�ero par 2 : �gure 2.13.
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5 3
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� �

Fig. 2.11 - �Etape 1 : ratissage des p�eres des feuilles gauches de num�ero impair.
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Fig. 2.12 - �Etape 1 : ratissage des p�eres des feuilles droites de num�ero impair.
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Fig. 2.13 - �Etape 1 : renum�erotation.

�Etape 2 : apr�es la renum�erotation des feuilles, une nouvelle �etape de ratissage commence.
Les p�eres des feuilles gauches de num�ero impair, les feuilles 1 et 5, sont ratiss�es : �gure 2.14. Il
ne reste qu'une seule feuille droite de num�ero impair, la feuille 3, dont le p�ere est alors ratiss�e :
�gure 2.15. �A la �n de cette nouvelle phase de ratissage, les feuilles sont renum�erot�ees : �gure
2.16.
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Fig. 2.14 - �Etape 2 : ratissage des p�eres des feuilles gauches de num�ero impair.
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Fig. 2.15 - �Etape 2 : ratissage des p�eres des feuilles droites de num�ero impair.
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Fig. 2.16 - �Etape 2 : renum�erotation.

�Etape 3 : le p�ere de la feuille gauche de num�ero impair num�ero 1 est ratiss�e : �gure 2.17.
Comme il n'y a pas de feuilles droites de num�ero impair, le ratissage se termine par une
renum�erotation : �gure 2.18.
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Fig. 2.17 - �Etape 3 : ratissage des p�eres des feuilles gauches de num�ero impair.
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Fig. 2.18 - �Etape 3 : pas de feuilles droites de num�ero impair, renum�erotation.

�Etape 4 : la derni�ere �etape de ratissage se r�esume �a ratisser le p�ere de la derni�ere feuille
num�erot�ee de l'arbre : �gure 2.19.

2 3

140x+ 1502x
+

Fig. 2.19 - �Etape 4 : ratissage des p�eres des feuilles gauches de num�ero impair.

�Etape 5 : il ne reste plus que la racine et les deux feuilles extrêmes, on �evalue la racine :
�gure 2.20.

574

Fig. 2.20 - 5 �etapes ont su� pour �evaluer l'arbre.

Cette pr�esentation de l'algorithme est inspir�ee de Kosaraju et Delcher [KD88]. Elle res-
semble �a celle d'Abrahamson, Dadoun, Kirkpatrick et Przytycka [ADKP89]. Cet algorithme
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a �egalement �et�e propos�e par Gibbons et Rytter en 1988, qui expliquent comment utiliser
e�ectivement n

logn
processeurs (cf. section 2.4). Chez Miller et Reif [MR85] se trouve une

version un peu di��erente du premier algorithme, o�u l'op�eration de ratissage est d�ecompos�ee
en deux temps, le premier o�u l'on d�etache la feuille de l'arbre, et le second o�u son p�ere,
devenu unaire, se fait (( compresser )). D'autres pr�ecurseurs, Cole et Vishkin [CV88], ont
propos�e essentiellement le même algorithme que Miller et Reif, mais en le noyant sous des
d�e�nitions et des d�ecoupages algorithmiques complexes (travail par niveaux centro��des, ap-
plication d'une d�ecomposition centro��de acc�el�er�ee) et apparemment devenus inutiles depuis,
puisque leurs r�esultats sont les mêmes. Nous ne d�etaillerons pas cette version de l'algorithme.

2.4 Variantes

Nous allons maintenant pr�esenter quelques variantes de cet algorithme, qui permettent de
calculer dans des structures alg�ebriques di��erentes, comme des structures non commutatives
ou des ensembles �nis, ou qui �evaluent toutes les sous-expressions avec la même complexit�e.
En�n, nous pr�esenterons un algorithme optimal e�ectif, qui ne n�ecessite que n

logn
processeurs

pour �evaluer une expression en temps log n.

2.4.1 Calculs dans des structures non commutatives

Dans le cas des expressions sur un corps, nous avons vu que l'�evaluation �etait bas�ee sur
un m�ecanisme de composition des fonctions d'arcs, qui constituent une repr�esentation �ne
des d�ependances alg�ebriques entre les n�uds.

Si les calculs s'e�ectuent dans une structure o�u la multiplication n'est pas commutative,
mais o�u elle reste associative et distributive par rapport �a l'addition et o�u elle conserve
un �el�ement neutre, il reste possible d'�evaluer une expression avec la même complexit�e que
pr�ec�edemment. Pour cela, il faut tenir compte du fait qu'une feuille est �ls droit ou �ls gauche
lors du ratissage d'un n�ud �, c'est-�a-dire que pour un �ls gauche (resp. droit), la compo-
sition de fonctions d'arcs utilisera la valeur de cette feuille comme op�erande gauche (resp.
droit). De plus, il apparâ�t que les fonctions d'arcs doivent respecter la non-commutativit�e de
la multiplication. La forme g�en�erale qu'elles prennent est f(x) = a�x�b+c

d�x�e+f
, avec une constante

multiplicative �a gauche de x et une �a droite. L'ensemble de ces fonctions d'arcs est stable par
composition et par addition et multiplication, aussi bien �a gauche qu'�a droite, par une valeur.

Si maintenant les hypoth�eses de commutativit�e �a la fois de la multiplication et de l'ad-
dition sont lev�ees, c'est-�a-dire si on ne conserve que les propri�et�es d'associativit�e, celle de
distributivit�e de la multiplication par rapport �a l'addition, ainsi que l'existence de neutre
pour chacune de ces op�erations, toute expression arithm�etique sur un mono��de, un groupe,
un semi-anneau ou un anneau unitaire int�egre ou un corps peut encore être �evalu�ee en temps
O(log n), avec n

logn processeurs. Les fonctions d'arcs sont de la forme f(x) = a+b�x�c+d
e+f�x�g+h

pour
un corps, ou a+ b � x � c+ d pour un semi-anneau ou un anneau et le ratissage tient compte
du fait que la feuille utilis�ee est un �ls droit ou un �ls gauche.
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2.4.2 Calculs dans un ensemble �ni

Supposons maintenant que les calculs aient lieu dans un ensemble �ni [GR86, ADKP89].
Dans un tel ensemble, les op�erations seront remplac�ees par des fonctions binaires quelconques
et les fonctions sur un ensemble �ni (quelle que soit leur arit�e) sont repr�esentables par une
table de valeurs de taille �nie. Par exemple, une fonction unaire : F ! F (comme nos
fonctions d'arcs pr�ec�edentes) peut être repr�esent�ee par une table qui consiste en une seule
ligne (�gure 2.21) et une fonction binaire : F � F ! F peut être repr�esent�ee par une table
bidimensionnelle (�gure 2.22).

f �

f(�)

Fig. 2.21 - Table d'une fonction unaire.

f �

� f(�; �)

Fig. 2.22 - Table d'une fonction binaire.

Le m�ecanisme d'anticipation de l'algorithme de contraction de la section 2.2 peut s'appli-
quer, si on utilise encore des fonctions binaires en guise d'op�erateurs et des fonctions unaires
comme fonctions d'arcs. En e�et, ce qui importe dans ce m�ecanisme est d'une part que les
fonctions d'arcs soient simples (comme les fonctions unaires) et d'autre part, que l'on sache
d�eterminer facilement le r�esultat de la composition d'une fonction binaire par une fonction
constante et une fonction unaire. Or, dans un ensemble �ni, ces compositions peuvent être
e�ectu�ees en temps constant �a l'aide des tables de valeurs de ces fonctions.

Supposons que l'on ait une expression, dont les op�erateurs sont des fonctions binaires,
repr�esent�ees par leur table de valeurs qui est de taille �nie puisque l'ensemble est lui-même
de cardinal �ni. Les fonctions d'arcs seront encore des fonctions unaires. Dans ce cas, on
stocke sur chaque arc la table de sa fonction d'arc.
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h

f

g1

�

g2

)
h(f(g1(�); g2(x)))

Fig. 2.23 - Ratissage dans un ensemble �ni.

Par exemple, dans le sch�ema 2.23, h; g1; g2 sont unaires, f est binaire et on conserve
pour f(g1(�); g2(x)) la ligne du tableau bidimensionnel de f repr�esent�ee �gure 2.24.

f g2(x1) g2(x2)

g1(�)

g2(xCardF )

Fig. 2.24 - la ligne correspondante de la table de f .

On peut même g�en�eraliser ceci au cas o�u l'ensemble des fonctions est indic�e et o�u une
fonction peut être �evalu�ee en temps constant, les compositions du type h(f(g1(�); g2(x)))
pouvant être remplac�ees par des calculs d'indices e�ectu�es en temps �egalement constant
[ADKP89].

2.4.3 �Evaluation de toutes les sous-expressions

On peut avoir besoin du r�esultat de toutes les op�erations e�ectu�ees dans une expression
(i.e. r�esultats partiels) et pas seulement de la valeur de la racine. C'est ce qui se produit pour
les calculs de type pr�e�xe. L'arbre correspondant ne fournit que le r�esultat du probl�eme de
produit it�er�e associ�e (�gure 2.1).

L'op�eration de ratissage de la section 2.2 supprime des n�uds de l'arbre pour pr�eserver
la structure arborescente de l'expression. Pour pouvoir calculer tous les r�esultats partiels, il
est imp�eratif de ne pas supprimer ces n�uds, mais simplement de les d�econnecter de leur
p�ere et de laisser intacts leurs arcs pond�er�es vers leurs �ls. Chaque n�ud ratiss�e m�emorise
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de plus un pointeur vers son p�ere, ainsi que la fonction d'arc au moment du ratissage. Cela
permet de calculer le r�esultat de chaque n�ud, en r�etablissant les pointeurs d'un n�ud vers
ses �ls et son p�ere d�es que les �ls sont �evalu�es. Une phase de (( descente )), sym�etrique de la
phase de contraction de la racine, r�ealise cela. Cette phase s'appelle phase d'expansion.

Plus pr�ecis�ement, on traite les n�uds dans l'ordre inverse de la remont�ee : si un n�ud
a �et�e ratiss�e �a l'�etape i, sa valeur pourra être calcul�ee �a l'�etape (log n) � i de la proc�edure
d'expansion et il r�etablira les pointeurs vers ses �ls et son p�ere pour se retrouver dans le même
�etat qu'avant son ratissage. On peut utiliser la même astuce de renum�erotation des feuilles
(�a l'envers) pour �ecrire l'algorithme d'expansion. Un raisonnement simple, par induction sur
le num�ero i de l'�etape, permet de montrer qu'un n�ud ratiss�e �a l'�etape i de la contraction
aura ses deux �ls �evalu�es au d�ebut de l'�etape (log n)� i de l'expansion et qu'il pourra alors
calculer sa valeur.

Comme cette proc�edure est absolument sym�etrique de la proc�edure de contraction, sa
complexit�e est la même.

Th�eor�eme 8 Le calcul de tous les r�esultats partiels d'une expression a pour complexit�e
EREW ( n

logn
; log n).

2.4.4 Algorithme optimal d'�evaluation d'expressions

Le principe de Brent permet de calculer le temps parall�ele d'ex�ecution d'un algorithme
pr�evu pour p processeurs, quand on ne dispose que de q processeurs, avec q � p.

Principe de Brent [Bre73, CT93] (Rappel)
Tout algorithme parall�ele qui s'ex�ecute en � phases, o�u chaque phase i n�ecessite pi processeurs
(p = max(pi)) et s'ex�ecute en ti unit�es de temps, peut être implant�e sur q � p processeurs
et s'ex�ecuter en

�X
i=1

dtipi
q
e+ � unit�es de temps.

Ici, ti = 1; pi =
n
2i
; � = log n. On suppose que n est �a la fois une puissance de 2 et divisible

par log n (sinon il faut surcharger les formules avec des parties enti�eres sup�erieures). Si on
prend q = n

logn , on obtient un temps d'ex�ecution de

lognX
i=1

n
2i
n

logn

+ log n = log n
lognX
i=1

1

2i
+ log n � 3 log n:

Gibbons et Rytter ont propos�e l'algorithme suivant pour p � n processeurs, qui est une
version du principe de Brent, e�ective et uniforme (l'�equilibrage des travaux s'e�ectue par des
calculs d'indices et non pas en �ecrivant toutes les tâches de l'�etape i, puis en les (( repliant )) sur
les processeurs disponibles). On peut remarquer qu'avant l'�etape i+ 1, le nombre de feuilles
est n

2i
. Ils partitionnent ces feuilles en p segments de longueur d n

2ip
e, en temps constant

puisque les feuilles sont num�erot�ees, le dernier processeur a n
2i � (p � 1)d n

2ipe feuilles. Ce
d�ecoupage s'e�ectue en temps constant puisque les feuilles sont rang�ees dans un tableau
(cf. section 2.2.4), de fa�con uniforme. Chaque processeur e�ectue alors s�equentiellement le
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ratissage correspondant aux feuilles qu'il poss�ede, donc en temps d n
2ip
e. Quand il reste moins

de 2p feuilles, on applique l'algorithme 2.2.4.
Si p = n

logn
et si on note dlog n

p
e = k, on e�ectue k �etapes modi��ees, dont le temps

d'ex�ecution cumul�e est

kX
i=0

dn
p
e 1
2i

= dn
p
e(1 + 1

2
+ : : :+

1

2k
) = O(

n

p
) = O(log n);

puis l'algorithme 2.2.4 avec 2p feuilles, en temps O(log p) = O(log n). L'algorithme restant
applicable sur une EREW�PRAM , sa complexit�e est donc

EREW (
n

log n
; log n):

Il s'agit d'un algorithme optimal.
Toutes les variantes de l'algorithme autorisent la même r�eduction du nombre de proces-

seurs et sont donc rendues optimales de la même mani�ere.

2.4.5 Conclusion

On a vu qu'il est possible d'�evaluer une expression �a n op�erations et op�erandes sur
un semi-anneau, un anneau, un corps ou une structure alg�ebrique quelconque de cardi-
nal �ni, ainsi que toutes ses sous-expressions, en parall�ele avec une complexit�e optimale
EREW ( n

logn
; log n).

2.5 Application : langages hors-contexte parenth�es�es

Les applications de cet algorithme sont vari�ees : il permet de d�eterminer di��erentes ca-
ract�eristiques des arbres, telles que l'isomorphisme de deux arbres (ce qui permet ensuite de
rep�erer et d'�eliminer des sous-expressions communes dans du code, en vue de son optimi-
sation) ou de r�esoudre le probl�eme associ�e de l'�etiquetage canonique d'arbres, de fa�con non
d�eterministe [GR88b].

On peut �egalement travailler sur des co-graphes, donn�es par leur arbre syntaxique, pour
calculer leur nombre chromatique, qui est �egalement la taille de leur plus grande clique, et
d�eterminer une clique de taille maximale [ADKP89]. Un co-graphe est un graphe d�e�ni induc-
tivement : un graphe compos�e d'un seul sommet est un co-graphe, l'union de deux co-graphes
est un co-graphe, le compl�ement d'un co-graphe est un co-graphe. L'arbre syntaxique d'un
co-graphe a pour feuilles les sommets du graphe et pour n�uds internes des n�uds union ou
compl�ement-union. Une clique est un sous-graphe complet.

Une autre application est la reconnaissance de langages hors-contexte parenth�es�es. L'al-
gorithme d'�evaluation correspond �a celui de Cocke, Younger et Kasami, rendu d�eterministe :
en e�et, le parenth�esage indique quel sera l'unique arbre syntaxique possible.

Algorithme de Cocke-Younger-Kasami [AU72]
On suppose que l'on a une grammaire, sous forme normale de Chomsky, et une châ�ne w �a
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reconnâ�tre. Une grammaire est un quadruplet G = (N;T;R; S). T est l'alphabet du langage,
ou ensemble des symboles terminaux. C'est l'ensemble des lettres qui composent les mots du
langage. Les terminaux sont not�es par des minuscules. N est un ensemble de symboles dits
non-terminaux, ce qui signi�e qu'ils n'apparaissent pas dans les mots du langage mais qu'ils
servent seulement �a �ecrire les r�egles de la grammaire. Les �el�ements de N sont repr�esent�es par
des majuscules. R est l'ensemble des r�egles de la grammaire. Pour une grammaire sous forme
normale de Chomsky, les r�egles sont de la forme A! BC, avec A; B; C non-terminaux, ou
A! a avec a terminal. En�n S, l'axiome de la grammaire, est un �el�ement distingu�e de N :
c'est le non-terminal d'o�u d�ebutent toutes les d�erivations, i.e. pour tout mot w du langage,
S !+ w.

L'algorithme de Cocke-Younger-Kasami e�ectue une analyse ascendante : on part de la
châ�ne �a reconnâ�tre w et on essaie de remonter jusqu'�a S. Si w est de longueur n, l'algo-
rithme n�ecessite n �etapes s�equentielles ; �a l'�etape j { de dur�ee O(n � j) { on construit les
ensembles de non-terminaux qui permettent de d�eriver chaque sous-châ�ne de longueur j
de la châ�ne initiale w. La premi�ere �etape remplace chaque terminal a par l'ensemble des
non-terminaux A qui permettent de d�eriver a, i.e. tels que A! a 2 R. �A l'�etape j, on essaie
de combiner deux �a deux tous les non-terminaux qui ont permis de d�eriver une sous-châ�ne
de longueur k avec ceux qui permettent de d�eriver la sous-châ�ne de longueur j � k qui la
suit dans w. �A la n�eme �etape, il reste un seul ensemble inclus dans N , puisque w n'admet
qu'une seule sous-châ�ne de longueur n, elle-même. Si S appartient �a cet ensemble, alors il
existe une d�erivation S !+ w, i.e. w appartient au langage.

Algorithme 6 Cocke-Younger-Kasami

Entr�ee : G = (N;T;R; S)
w = a1a2 : : : an 2 T+

Sortie : � un tableau n � n �a �el�ements dans P(N) (l'ensemble des parties de N), tel que
�i;j 3 A si et seulement si A!+ ai : : : ai+j�1; 1 � j � n; 1 � i � n� j + 1

f La châ�ne w sera reconnue si S 2 �1;n g
Algorithme :

�i;1 = fA=A! ai 2 Rg

pour j = 2 �a n faire
f On a calcul�e �i;j0 avec 1 � j0<j; 1 � i � n� j0 + 1 g

pour i = 1 �a n� j + 1 faire
�i;j = fA=9k; 1 � k<j; A! BC 2 R;

B 2 �i;k;
C 2 �i+k;j�kg
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ce que nous noterons

�i;j =
Sj�1

k=1 �i;k � �i+k;j�k

avec, si S1 � N n T et S2 � N n T
S1 � S2 = fA=A! BC 2 R; B 2 S1; C 2 S2g.

�n

Si on le repr�esente sous forme de graphe, on obtient un graphe orient�e sans circuit ayant
pour op�erations � et S (section 3.7.2). Cela est dû au fait que la grammaire est ambigu�e. Pour
lever les ambigu��t�es, on utilise des grammaires compl�etement parenth�es�ees. C'est d'ailleurs
ce type de grammaire que l'on a utilis�e pour d�e�nir les expressions (x2.1.1). Un langage
parenth�es�e est un langage pour lequel toutes les r�egles sont de la forme A ! (BC) avec
A; B; C des non terminaux, ou A ! (a) avec A non terminal et a terminal. Si on e�ectue
uniquement la premi�ere �etape de l'algorithme de Cocke-Younger-Kasami, en rempla�cant la
concat�enation de lettres par l'op�eration �, on obtient une expression dont les n op�erandes sont
des parties de N et o�u le seul op�erateur est �. Le r�esultat est un calcul dans un ensemble
�ni P(N), avec la fonction binaire � qui peut être tabul�ee, et la version de l'algorithme
d'�evaluation d'expressions donn�ee �a la section 2.4 s'applique.

L'algorithme est le suivant :

{ Pr�e-traitement : on e�ectue, en parall�ele et en temps constant avec n processeurs,
en temps O(log n) avec n

logn processeurs, un pr�e-traitement qui consiste �a remplacer

chaque sous-châ�ne (( (ai) )) de w = a1 : : : ai : : : an { o�u ai est un terminal qui n'est
pas une parenth�ese { par (( Xi )) = fA=A ! (ai) 2 Rg ; puis, chaque fois que deux
ensembles sont adjacents, i.e. on a (( XiXi+1 )) dans la châ�ne ainsi obtenue, on les
s�epare par � : (( Xi �Xi+1 )). De plus, on remplace chaque occurrence de (( (Xj( )) par
(( (Xj � ( )) et chaque occurrence de (( )Xk) )) par (( ) �Xk) )).

{ �Evaluation parall�ele : on est alors ramen�e �a l'�evaluation d'une expression sur une
structure de cardinal �ni. Ce probl�eme se r�esout en temps log n avec n

logn
processeurs.

{ Conclusion : on sait si la châ�ne a �et�e reconnue en testant, en temps constant, si S
appartient au r�esultat de l'�evaluation.

Exemple
La grammaire est G = (fS;A;Bg; fa; bg; R; S) avec

R =

8><
>:
S  (AB)
A  (a)
B  (AB)j(b)

9>=
>; :

La châ�ne �a reconnâ�tre, w = ((a)((a)(b))), est d'abord transform�ee en (fAg(fAgfBg)), puis
en (fAg � (fAg � fBg)), avant d'être �evalu�ee par l'algorithme 2.2.4 (�gure 2.25).
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fAg

fAg

*

* )

*

fAg

f(x)

)
fS;Bg

fBg

fBg

avec
; fSg fAg

;

x

f(x)

fS;A;Bg

fS;BgfS;Bg

fA;BgfS;Bg

fS;Bg

fS;Ag

;; ;

fBg

fS;Bg

Fig. 2.25 - Exemple.

2.6 Compl�ements pratiques

Pour être (presque) complet sur ce probl�eme, il reste �a pr�eciser comment construire la
repr�esentation arborescente d'une expression en parall�ele, puisque c'est rarement sous cette
forme qu'une expression est fournie. Bar-On et Vishkin [BOV85] ont propos�e un algorithme
e�ectuant cette transformation avec la même complexit�e que l'algorithme d'�evaluation. Nous
montrerons �egalement comment num�eroter les feuilles, �a partir d'un circuit eul�erien construit
par l'algorithme de Tarjan et Vishkin [TV85]. Nous �nirons par les r�esultats de parall�elisation
sur machine �a m�emoire distribu�ee.

2.6.1 Mise sous forme arborescente

On s'int�eresse �a une expression non compl�etement parenth�es�ee sur un corps F , avec les
pr�ec�edences classiques sur les op�erations. L'arbre correspondant �a l'expression doit être tel
que son �evaluation directe fournisse le même r�esultat que l'expression initiale. Les probl�emes
li�es �a la construction d'un tel arbre ont deux origines : tout d'abord, tel quel, le probl�eme est
ambigu ; plusieurs arbres sont possibles, comme les arbres des �gures 2.1 et 2.2 pour l'expres-
sion v1 + v2 + : : :+ vn. Un parenth�esage arti�ciel pr�eliminaire l�evera cette ambigu��t�e, en ne
conservant entre les mêmes parenth�eses que des op�erateurs de même pr�ec�edence (+ et �, ou
� et =) ; une telle expression est appel�ee expression simple. Le second probl�eme, �egalement li�e
�a l'ambigu��t�e de la grammaire, est de savoir comment traiter des conventions d'associativit�e
adopt�ees pour les op�erateurs non associatifs � et =, �a savoir a � b � c = (a � b) � c, i.e.
l'associativit�e est �a gauche. Il faut donc interdire une �ecriture du type a� b� c = a� (b� c)
(associativit�e �a droite).
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Dans un premier temps, l'algorithme de Bar-On et Vishkin [BOV85] e�ectue un pa-
renth�esage de l'expression en tenant compte des r�egles de pr�ec�edence,mais pas des r�egles d'as-
sociativit�e. Ce parenth�esage permet d'identi�er des sous-expressions, qui correspondront �a
des sous-arbres, ces sous-arbres �etant uniques, modulo les r�egles d'associativit�e choisies (asso-
ciativit�e �a gauche). L'appariement des parenth�eses permet une description logique de l'arbre
et �egalement de supprimer les parenth�eses inutiles cr�e�ees par le parenth�esage pr�eliminaire.
En�n, l'arbre est construit, le probl�eme essentiel par rapport �a la description pr�ec�edemment
obtenue �etant de prendre en compte les r�egles d'associativit�e �a gauche. Cet algorithme per-
met de d�emontrer de fa�con constructive le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 9 Il est possible de construire l'arbre correspondant �a une expression (donn�ee
sous forme de tableau) en parall�ele en temps O(log n) avec O( n

logn
) processeurs sur une

CREW�PRAM .

D�emonstration

L'expression est suppos�ee rang�ee dans un tableau, chaque case du tableau contenant une
parenth�ese, une valeur ou une op�eration. Ce tableau est de longueur n. L'algorithme qui
suit va tout d'abord (en temps constant avec n processeurs, ou en temps log n avec n

logn

processeurs) parenth�eser compl�etement l'expression, puis le c�ur de l'algorithme consistera
�a �etablir les correspondances entre parenth�eses ouvrantes et fermantes ; ensuite, il sera facile
de construire (en temps O(log n) avec n

logn processeurs) la repr�esentation arborescente de
l'expression donn�ee en entr�ee.

Le sch�ema de l'algorithme est le suivant :

Algorithme 7 Construction parall�ele de l'arbre

Passage de l'expression initiale �a une expression simple : parenth�eser l'expression

Construction de l'arbre logique : apparier les parenth�eses et supprimer les parenth�eses
inutiles

Construction de l'arbre, en prenant en compte les associativit�es

�n
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Premi�ere �etape : passage �a une expression simple, par parenth�esage

Pour assurer que � et = sont prioritaires par rapport �a + et �, on parenth�ese l'expression
de telle sorte que plusieurs op�erateurs se trouvent entre les mêmes parenth�eses si et seule-
ment s'ils ont la même priorit�e.

On ins�ere des parenth�eses dans l'expression :

1. Pour chaque op�eration + ou �, on ins�ere deux parenth�eses ouvrantes �a sa droite et
deux parenth�eses fermantes �a sa gauche : a+ b! a)) + ((b.

2. Pour chaque op�eration � ou =, on ins�ere une parenth�ese ouvrante �a sa droite et une
parenth�ese fermante �a sa gauche : g � h! g) � (h.

3. Pour chaque parenth�ese ouvrante initiale, on ins�ere deux parenth�eses ouvrantes �a sa
droite et pour chaque parenth�ese fermante initiale, on ins�ere deux parenth�eses fer-
mantes �a sa gauche. Ces parenth�eses sont not�ees par des crochets dans l'exemple qui
suit, pour plus de clart�e.

4. On ajoute �egalement deux parenth�eses ouvrantes au d�ebut de la châ�ne et deux pa-
renth�eses fermantes �a la �n.

Le fait d'ajouter deux parenth�eses autour de + et � et une seule autour de � et = permet
d'assurer le respect des pr�ec�edences. L'exemple qui suit permettra de s'en convaincre.

Exemple

a+ b+ c � d=e� f � g � h � [i+ j]

a)) + ((b)) + ((c � d=e))� ((f))� ((g � h � [i)) + ((j]

a)) + ((b)) + ((c) � (d)=(e))� ((f))� ((g) � (h) � ([i)) + ((j]

a)) + ((b)) + ((c) � (d)=(e))� ((f))� ((g) � (h) � ([((i)) + ((j))]

((a)) + ((b)) + ((c) � (d)=(e))� ((f))� ((g) � (h) � ([((i)) + ((j))]))

Fig. 2.26 - Exemple de parenth�esage de l'expression a+ b+ c � d=e� f � g � h � [i+ j].



2.6. COMPLEMENTS PRATIQUES 75

On a d�ecompos�e ce parenth�esage en quatre phases successives pour illustrer s�epar�ement
chacune des actions �enum�er�ees ci-dessus, mais cela ne doit pas faire oublier qu'elles s'ex�ecutent
en parall�ele dans l'algorithme.

Pour e�ectuer ce parenth�esage, chaque �el�ement du tableau initial est remplac�e par un
pointeur sur une liste contenant cet �el�ement et les parenth�eses �eventuellement ajout�ees.
Chaque liste est de longueur au plus 5. La nouvelle expression est donc de longueur O(n).
Il n'est pas n�ecessaire de ranger la nouvelle expression dans un tableau, tout �el�ement sera
rep�er�e par la position de la liste qui le contient dans le tableau initial et par sa position dans
cette liste. Cette premi�ere �etape est bien r�ealis�ee en temps constant avec O(n) processeurs.

Deuxi�eme �etape : passage �a un arbre logique, par appariement des parenth�eses

On applique l'algorithme d'appariement des parenth�eses, qui est assez long �a d�ecrire
et qui, pour cette raison, se trouve plac�e en exergue apr�es l'algorithme proprement dit de
construction de l'arbre. Pour cela, on d�ecoupe le tableau initial en n

logn
segments de longueur

log n et on applique l'algorithme d'appariement des parenth�eses. Chaque processeur traite
log n �el�ements de l'expression initiale, soit au plus 5 log n �el�ements de la nouvelle expression.
Il parcourt son segment { en parcourant les listes châ�n�ees qui remplacent ses �el�ements {
et e�ectue l'algorithme d'appariement. �A la �n de cet algorithme, une parenth�ese ouvrante
(resp. fermante) connâ�t la position de la parenth�ese fermante (resp. ouvrante) qui lui corres-
pond par sa position dans le tableau initial et sa position dans la liste situ�ee �a cette position
du tableau.
La complexit�e de l'algorithme d'appariement des parenth�eses est CREW ( n

logn ; log n) si l'ex-
pression a n �el�ements. Comme ici elle en a au plus 5n, parenth�eses comprises, la complexit�e
de cette �etape est CREW ( n

logn
; log n).

Remarque
Suppression de parenth�eses inutiles
Cette �etape est facultative. Elle permet de supprimer des parenth�eses inutiles, de remplacer
((a+ b)) par (a+ b) et (a)+ b par a+ b par exemple. Une parenth�ese fermante se d�etruit (ou
se remplace par un caract�ere blanc ou nul) s'il y a une autre parenth�ese fermante �a sa gauche
et que leurs parenth�eses ouvrantes correspondantes sont voisines aussi. Une parenth�ese ou-
vrante se d�etruit selon la même r�egle. Une paire de parenth�eses se d�etruit si elle contient
seulement une valeur.
Ces suppressions de parenth�eses ne font intervenir que des informations locales. Cette �etape
est r�ealis�ee en temps constant avec O(n) processeurs, ou en temps log n avec O( n

logn) pro-
cesseurs.

Troisi�eme �etape : construction de l'arbre

Il reste �a d�eterminer, pour chaque sous-expression d�elimit�ee par des parenth�eses, l'arbre
correspondant ; pour cela, il faut rep�erer la racine de cette sous-expression, puis, pour chaque
op�erateur, son �ls gauche et son �ls droit. Dans un premier temps, seules les parenth�eses
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donnent lieu �a un traitement. Une paire de parenth�eses d�elimite une sous-expression, dont
la repr�esentation arborescente admet pour racine l'op�erateur le plus �a droite (pour être
compatible avec l'interpr�etation usuelle des op�erations � et =, on convient que les op�erateurs
sont associatifs �a gauche, i.e. a�b�c�d = (((a�b)�c)�d). Chaque parenth�ese, ouvrante ou
fermante, d�etermine cet op�erateur racine de la sous-expression qu'elle d�elimite. Cet op�erateur
est trouv�e en temps constant : il est situ�e �a gauche du dernier op�erande. �A gauche de la
parenth�ese fermante en cours de traitement, on trouve :

{ une valeur. L'op�erateur cherch�e est �a gauche de cette valeur : : : : � a), � est la racine
cherch�ee.

{ une parenth�ese fermante. Le dernier op�erande est une sous-expression, � l'op�erateur
cherch�e est �a gauche de la parenth�ese ouvrante correspondante : : : : � (: : :)).

On proc�ede de même pour une parenth�ese ouvrante. Chaque processeur d�etermine, pour
chaque parenth�ese ouvrante ou fermante, la racine de la sous-expression qu'elle d�elimite.

Dans un deuxi�eme temps, seuls les op�erateurs donnent lieu �a un traitement. Chaque
op�erateur recherche ses deux �ls. Comme on a adopt�e pour convention l'associativit�e �a
gauche pour les op�erations, cela signi�e que l'op�erateur �a gauche de l'op�erateur en cours
de traitement est son �ls gauche et que l'op�erande �a sa droite est son �ls droit dans l'arbre.
Pour trouver son �ls gauche, l'op�erateur teste si, �a sa gauche, il y a une valeur ou une sous-
expression ; il teste �egalement s'il est le premier op�erateur de sa sous-expression (le plus �a
gauche) ou s'il y a un autre op�erateur susceptible de devenir son �ls gauche. �A gauche de
l'op�erateur � en cours de traitement, on trouve :

{ une valeur a. �A gauche de cette valeur, il y a :

{ une parenth�ese ouvrante : le �ls gauche est a : (a � : : :

{ un op�erateur �. Le �ls gauche de � est � : : : : � a � : : :

{ une parenth�ese fermante. �A gauche de la parenth�ese ouvrante correspondante, il y a :

{ une parenth�ese ouvrante. Le �ls gauche de � est �, la racine de la sous-expression
�a sa gauche : ((: : : � : : :) � : : :

{ un op�erateur �. Le �ls gauche de � est � : : : : � (: : :) � : : :

Quant au �ls droit, il s'agit simplement de la racine de l'op�erande droit : s'il y a une valeur
�a droite de l'op�erateur, elle devient son �ls droit, sinon il y a une sous-expression entre
parenth�eses et la racine de cette sous-expression devient le �ls droit cherch�e.
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++1er cas

+a(

++ )( : : :

+( : : : ))(

+ ( : : : )+ b

Recherche du �ls gauche

2e cas

Recherche du �ls droit

Fig. 2.27 - Recherche des �ls gauche et droit.

Pour que l'algorithme soit optimal, on a�ecte �a chaque processeur un segment de lon-
gueur log n du tableau initial, ce qui correspond �a au plus 5 log n �el�ements de l'expression
parenth�es�ee, pour qu'il les traite en s�equentiel. Le traitement d'une parenth�ese ou d'un
op�erateur s'e�ectue en temps constant. Chaque processeur ayant O(log n) �el�ements �a trai-
ter, le temps d'ex�ecution de cette �etape est O(log n), avec O( n

logn) processeurs.



78 CHAPITRE 2. EVALUATION PARALLELE DES EXPRESSIONS

Exemple

+ + c d e � � g h i ja b ( � = ) f ( � [� + ] )

+ c d � �+a b ( � e= ) f ( g h + ]� � [ i j )

( a( ) )+( ( b ) )+( ) � (( c d ) = ( e ) )�( ( f ) )� ( ( g ) � ( h ) � ( [ ( ( i ) )+( ( j ) ) ] ) )

Recherche des racines

Construction de l'arbre

((a)) + ((b)) + ((c) � (d)=(e))� ((f)) � ((g) � (h) � ([((i)) + ((j))]))

a+ b+ c � d=e� f � g � h � [i+ j]

�

�

+

+

a b

=

�

c d

e

f

�

� +

g h i j

Fig. 2.28 - Construction de l'arbre correspondant �a l'expression a+ b+ c �d=e� f � g �h � [i+ j].

Sur la �gure 2.28, les racines de chaque sous-expression sont rep�er�ees par des �eches.

Appariement des parenth�eses

Il nous reste �a voir comment on calcule, pour chaque parenth�ese, la position de la pa-
renth�ese associ�ee.
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On partage le tableau en n
logn

segments de longueur O(log n), chaque processeur traite un

segment. Cela permet d'obtenir un algorithme optimal, en utilisant seulement O( n
logn

) pro-
cesseurs. Dans un premier temps, chaque processeur trouve les paires de parenth�eses incluses
dans son segment en temps O(log n). On n�eglige maintenant ces parenth�eses appari�ees, ainsi
que les op�erateurs et les valeurs.
Chaque processeur est alors en possession d'une s�equence de parenth�eses du type (( )) : : : )(
: : : (( )), que l'on appellera sa sous-suite. Il cherche la parenth�ese fermante correspondant �a la
parenth�ese ouvrante la plus �a gauche de sa sous-suite (ou la plus englobante) et la parenth�ese
ouvrante correspondant �a sa parenth�ese fermante la plus �a droite. Pour d�eterminer les autres
correspondances, il cherchera ensuite parmi les voisines des parenth�eses d�ej�a appari�ees : si,
dans (()), les parenth�eses extrêmes sont mises en correspondance, la deuxi�eme parenth�ese
ouvrante trouvera sa parenth�ese fermante �a gauche de celle appari�ee �a la premi�ere parenth�ese
ouvrante.

Pour apparier les parenth�eses extrêmes (les plus englobantes), on calcule le niveau d'im-
brication de chaque parenth�ese. La correspondante d'une parenth�ese ouvrante, par exemple,
est la parenth�ese fermante, situ�ee �a droite, la plus proche qui a le même niveau d'imbri-
cation, d'o�u l'int�erêt de connâ�tre ces niveaux. On les calcule grâce �a un produit it�er�e : �a
chaque parenth�ese ouvrante, on associe la valeur +1 et �a chaque parenth�ese fermante, la va-
leur �1. Si la parenth�ese en position i est une parenth�ese ouvrante, son niveau d'imbrication
est L[i] =

Pi
j=1 val[j], sinon c'est L[i] + 1.

Pour r�ealiser ce pr�e�xe parall�ele, on a construit un arbre binaire �equilibr�e, dont les feuilles
sont les sous-suites. On l'utilise �a nouveau pour d�eterminer les correspondances. Pour chaque
n�ud interne de l'arbre, on calcule deux quantit�es, MINO et MINF , qui sont les minima
sur ses descendants des valeurs L[i] pour les i parenth�eses ouvrantes et les i parenth�eses fer-
mantes respectivement. Il su�t d'une phase ascendante de calcul. Ces quantit�es serviront de
(( panneaux indicateurs )) pour savoir o�u se trouve une parenth�ese, ouvrante ou fermante, d'un
niveau donn�e. Il reste maintenant �a trouver, pour une parenth�ese fermante la plus �a droite
dans sa sous-suite, la parenth�ese ouvrante qui lui correspond. Si cette parenth�ese fermante est
en position i, on cherche le plus grand j<i tel que L[j] = L[i]+1. Si, contrairement �a l'usage
�etabli dans la nature, on repr�esente les arbres avec la racine en haut et les feuilles en bas, on
commence par (( grimper )) dans l'arbre, en partant de la feuille i, tant que dans le sous-arbre
en dessous il n'y a pas de parenth�ese ouvrante de même niveau d'imbrication, i.e. jusqu'�a ce
que l'on atteigne le �ls droit d'un n�ud dont le �ls gauche k v�eri�e MINO(k) � L[i] + 1.
On passe en k, puis on d�egringole dans l'arbre, en se dirigeant vers la parenth�ese ouvrante
de même niveau, c'est-�a-dire en allant �a droite, si MINO � L[i]+1 sur le �ls droit, �a gauche
sinon. On �nit par atterrir sur la sous-suite contenant la parenth�ese ouvrante correspondant
�a notre parenth�ese fermante. On marque ces parenth�eses. On proc�ede de même pour la pa-
renth�ese ouvrante la plus �a gauche. Cette promenade dans l'arbre prend un temps O(log n)
et chaque processeur a au plus deux parenth�eses �a traiter.

Il reste alors �a trouver les parenth�eses correspondant aux autres parenth�eses de la sous-
suite. On part de la parenth�ese fermante la plus �a droite et on �etablit les correspondances
pour les parenth�eses fermantes �a sa gauche, en les parcourant de droite �a gauche. Les pa-
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renth�eses ouvrantes recherch�ees se trouvent �a droite de la correspondante de la parenth�ese
fermante (( extrême )). Quand on rencontre une parenth�ese fermante d�ej�a marqu�ee, on cherche
alors �a droite de sa parenth�ese ouvrante correspondante. Un processeur s'arrête quand il a
�ni de traiter les parenth�eses fermantes de sa sous-suite. Il proc�ede de même pour les pa-
renth�eses ouvrantes. L'appariement de chaque parenth�ese non extrême est e�ectu�e en temps
constant. Comme chaque processeur a O(log n) parenth�eses �a traiter, cela prend un temps
O(log n). 2

Exemple
Sur cet exemple (�gure 2.29), les parenth�eses appartenant �a l'expression initiale sont repr�esent�ees
par des crochets ([ et ]), pour être distingu�ees des parenth�eses ajout�ees par l'algorithme.

( ( ( ( ( ) (( ( ) ) ( ) ) ) ) ) )

((( ( ( ( ) ) ( ( ( ( ( ) ) ) ) ( ( ) ) ) ) ) ) )

(( ( ( ( ( ) ) ( ( ( ( ( ) ) ) ) ( ( ) ) ) ) ) ) )

Recherche des correspondances pour les parenth�eses restantes

( ( ( ( ( ( ) ) ) ) )() ( ) ( ) )

( ( ( ( ( ( ) ) ) ) )() ( ) ( ) )

Recherche des correspondances pour les parenth�eses extrêmes

�Elimination des paires �a l'int�erieur de chaque segment

Fig. 2.29 - Un exemple avec 26 parenth�eses, soit 6 segments de longueur � 5.

On vient de voir un algorithme de construction parall�ele de l'arbre correspondant �a une
expression, si cette expression est donn�ee sous forme d'un tableau.
Si le tableau est de longueur n, on peut construire l'arbre en tempsO(log n) avecO( n

logn ) pro-
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cesseurs. On v�eri�e facilement que cet algorithme n'entrâ�ne jamais d'�ecritures concurrentes.
Cependant, il peut y avoir des lectures concurrentes d'une même donn�ee, par exemple lors de
la recherche dans l'arbre des correspondances pour les parenth�eses extrêmes. L'algorithme
de Bar-On et Vishkin a donc pour complexit�e

CREW (
n

log n
; log n):

2.6.2 Num�erotation des feuilles

Il ne nous reste plus qu'�a montrer comment on num�erote les feuilles cons�ecutivement de
gauche �a droite, pour compl�eter la pr�esentation de cet algorithme d'�evaluation d'expressions
arithm�etiques.

Pour cela, on construit un circuit eul�erien de l'arbre, suppos�e non orient�e ici [TV85] :
on remplace chaque arête par deux arcs anti-parall�eles et le circuit parcourt une fois et une
seule chaque arc. Quand il arrive, par l'arc le connectant �a son p�ere, sur un n�ud interne,
la premi�ere fois, il se dirige vers le �ls gauche, la deuxi�eme, vers le �ls droit et la troisi�eme
fois, il retourne vers le p�ere. S'il arrive sur la racine, comme il n'existe pas de p�ere et qu'il
s'agit d'un circuit, il retourne toujours vers les �ls. Si en�n, il arrive sur une feuille, il repart
vers le p�ere de cette feuille. Par convention, le point de d�epart de ce circuit est la racine, et
le parcours du circuit commence en se dirigeant vers le �ls gauche. Pour �eviter de rencontrer
trois fois chaque n�ud interne, on remplace chaque n�ud interne v, de p�ere u et de �ls w1 et
w2, par trois copies de lui-même, v1, v2 et v3 : v1 a pour arc entrant l'arc issu de u et pour arc
sortant l'arc dirig�e vers w1 ; v2 a pour arc entrant l'arc issu de w1 et pour arc sortant l'arc
dirig�e vers w2 ; en�n v3 a pour arc entrant l'arc issu de w2 et pour arc sortant l'arc dirig�e
vers u. La racine n'a que deux copies et les feuilles ne sont pas copi�ees. Cette transformation
est illustr�ee par le sch�ema 2.30. Elle s'e�ectue en temps constant avec O(n) processeurs, ou
en temps O(log n) avec O( n

logn) processeurs.

)

u

w1 w2

v

u

w1 w2

v1

v2

v3

Fig. 2.30 - Duplication des sommets et des arcs.
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)

Fig. 2.31 - Un petit exemple.

�A partir de ce circuit eul�erien on num�erote les feuilles : on a�ecte �a chaque feuille la valeur
1 et �a chaque n�ud interne, la valeur 0. Grâce �a un indi�cage de liste, chaque feuille connâ�t
ensuite son num�ero. Pour �eviter de num�eroter la premi�ere feuille, on supprime le num�ero de
la feuille num�ero 1 et on soustrait 1 aux num�eros des autres feuilles. Pour �eviter de num�eroter
la derni�ere feuille, soit on connâ�t le nombre de feuilles et celle qui a le num�ero correspondant
supprime son num�ero, soit on e�ectue un nouvel indi�cage de liste { ou un produit it�er�e {
avec l'op�eration max, a�n de d�eterminer le plus grand num�ero et le supprimer.

2.6.3 R�ealisations pratiques

Il y a eu peu de travaux sur l'implantation e�ective de cet algorithme th�eorique sur une
machine parall�ele �a m�emoire distribu�ee, même en supposant que celle-ci a n processeurs
[Bau92].

En fait, comme d'une part, on ne sait pas placer un arbre quelconque sur une architecture
donn�ee et que d'autre part, les communications qui auront lieu ne respectent pas cette
localit�e, il est di�cile d'�etablir des r�esultats de complexit�e. Par exemple, l'information la plus
pr�ecise que l'on poss�ede sur les communications est qu'�a l'�etape i, elles ne feront intervenir que
des processeurs �a distance au plus 2i. Même en supposant que l'on ait une sorte d'hypercube
enrichi, o�u chaque processeur de num�ero p a pour voisins les processeurs de num�ero p�2i; 0 �
i< log n, on n'arrive pas �a borner le temps d'ex�ecution plus �nement que par

lognX
i=1

bi� 1

2
c ' log2 n

4
:

On a donc int�erêt �a appliquer des r�esultats tr�es g�en�eraux sur les routages de permutations
quelconques dans le r�eseau choisi [Bau92] :
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O(log n) avec une forte probabilit�e avec un algorithme
probabiliste pour un hypercube ou un CCC 4[Val90],

O(log n log log n) avec un algorithme d�eterministe
pour les mêmes architectures [CP90],

O(pn) pour une grille
p
n�pn [GS89b].

�A chaque �etape, les communications peuvent être assimil�ees �a une permutation des
donn�ees entre les processeurs ; on obtient alors comme bornes :

O(log2 n) avec une forte probabilit�e avec un algorithme
probabiliste pour un hypercube ou un CCC,

O(log2 n log log n) avec un algorithme d�eterministe
pour les mêmes architectures,

O(log npn) pour une grille
p
n�pn.

Si on veut ensuite �etudier le cas o�u l'on n'a que p processeurs, on constate que les commu-
nications sont encore plus impr�evisibles et par cons�equent, les r�esultats plus durs �a �etablir.
On obtient un surcoût dû aux communications, �a chaque �etape, de O(n

p
log p), ce qui fait au

total O(n
p
log n log p).

Si n = 
(p1+"), Ryu et J�aJ�a [RJ90] d�ecrivent un algorithme en temps optimal O(n
p
) sur un

hypercube.

2.7 Bilan

Nous avons pr�esent�e l'algorithme de Kosaraju et Delcher, ou d'Abrahamson, Dadoun,
Kirkpatrick et Przytycka, d'�evaluation parall�ele d'expressions arithm�etiques. Nous avons
�egalement d�etaill�e une version optimale de cet algorithme, due �a Gibbons et Rytter, dont la
complexit�e est EREW ( n

logn
; log n), si l'expression e�ectue n op�erations. L'existence d'algo-

rithmes en temps sous-logarithmique pour des machines CRCW�PRAM est une question
ouverte.
Nous avons ensuite vu que, dans le cadre de la reconnaissance de langages hors-contexte
parenth�es�es, une parall�elisation de l'algorithme de Cocke, Younger et Kasami pouvait être
consid�er�ee comme l'�evaluation parall�ele d'une expression avec des op�erations bien choisies.
Ce probl�eme se r�esout donc avec la même complexit�eEREW ( n

logn ; log n), si n est la longueur
de la châ�ne �a reconnâ�tre.

L'algorithme de Bar-On et Vishkin permet de construire l'arbre correspondant �a une
expression fournie sous forme de tableau avec une complexit�e CREW ( n

logn ; log n). Il faut
relaxer les hypoth�eses portant sur la machine, c'est-�a-dire lever l'hypoth�ese lecture exclusive
et passer �a une machine CREW�PRAM .

4: Cycle Connected Cube : hypercube dans lequel chaque processeur est remplac�e par un anneau de logn
processeurs ; le diam�etre du r�eseau ainsi obtenu est encore logn, alors que le degr�e est constant et �egal �a 3,
n d�esignant le nombre de processeurs.
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Des �etudes portant sur l'implantation de ces algorithmes sur des machines �a m�emoire
distribu�ee �a n processeurs mettent en �evidence la di�cult�e que cela repr�esente, du fait de
sch�emas de communications inconnus. Il s'av�ere qu'un surcoût dû �a ces communications
de l'ordre du diam�etre du r�eseau est �a pr�evoir : O(log n) pour un hypercube ou un CCC,
O(pn) pour une grille. Si le nombre de processeurs est r�eduit, les complexit�es sont encore
plus di�ciles �a pr�evoir.

2.8 Limitations

Les expressions arithm�etiques forment une classe de programmes certes simples, mais trop
simples pour exprimer les programmes les plus courants. Prenons l'exemple de la r�esolution
de syst�emes triangulaires (inf�erieurs) par la technique classique dite de descente triangulaire :

Algorithme 8 R�esolution de syst�emes triangulaires inf�erieurs

pour i = 1 �a n faire
x[k] = b[k]
pour j = 1 �a i� 1 faire

x[k] x[k]�A[k; j] � x[j]

x[k] x[k]
A[k;k]

�n

On peut transformer ce programme en une forêt de n arbres, chacun fournissant un
�el�ement du vecteur x r�esultat de Ax = b. Comptons le nombre de n�uds nk de l'arbre per-
mettant de calculer x[k], par induction sur k.

x[1] = b[1]
A[1;1] ) n1 = 3;

x[k] =
b[k]�
Pk�1

j=1
A[k;j]�x[j]

A[k;k] ) nk = 4 + 3(k � 1)� 1 +
Pk�1

j=1 nj ;

notons sk =
Pk�1

j=1 nj;
sk = 3k + 2sk�1;
sk = 6 � 2k � 3k � 6;

nk = sk � sk�1 = 3 � 2k � 3:

On obtient des arbres avec un nombre exponentiel de n�uds, que l'on peut donc �evaluer
en temps lin�eaire avec un nombre exponentiel de processeurs ! Il est clair que ce n'est pas
tr�es raisonnable.

On constate donc que le mod�ele des expressions arithm�etiques forme une classe de pro-
grammes trop restreinte par rapport �a celle que l'on utilise couramment ; on d�ecide alors de
se tourner vers le mod�ele plus puissant des circuits arithm�etiques.
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Chapitre 3

�Evaluation de circuits arithm�etiques

R�esum�e

Dans ce chapitre, la d�e�nition de la nouvelle classe de programmes que nous utilisons,

la classe des circuits arithm�etiques, sera donn�ee. L'algorithme d'�evaluation pour les

expressions peut être appliqu�e aux circuits arithm�etiques, mais il ne donne pas tou-

jours de bons r�esultats. Une solution plus performante �a ce probl�eme d'�evaluation des

circuits arithm�etiques �a op�erations dans un semi-anneau est l'algorithme de Miller,

Ramachandran et Kaltofen. La section 3.4 contient la preuve de sa complexit�e, qui est

CREW (M(n); logn log(nd)), si n est le nombre de n�uds du circuit et d son degr�e, et

si M(n) est le nombre de processeurs n�ecessaires pour multiplier deux matrices n � n

en temps O(logn) sur une CREW�PRAM . Le probl�eme de l'extension de cet algo-

rithme au cas des corps sera ensuite �etudi�e. Le calcul du d�eterminant et de l'inverse

d'une matrice illustreront ces r�esultats.

�A la �n du chapitre 2, l'exemple de la r�esolution de syst�emes triangulaires a mis en
�evidence la faille du mod�ele des expressions arithm�etiques : l'impossibilit�e de r�eutiliser le
r�esultat d'un calcul. Pour obvier �a cet inconv�enient, l'utilisation multiple d'un même r�esultat
est autoris�ee. Les programmes ainsi obtenus forment la classe des circuits arithm�etiques, i.e.
la classe des programmes repr�esentables par des DAGs (directed acyclic graphs ou graphes
orient�es sans circuit). La d�e�nition des circuits arithm�etiques est introduite par von zur Ga-
then [Gat86, Gat88]. Cette classe est encore assez restreinte, puisqu'elle n'autorise pas les
tests.
L'�evaluation parall�ele dynamique d'un programme sans test est un probl�eme fondamental :
en e�et, nous verrons dans le chapitre 4 que le probl�eme, dans le cas des bool�eens, est P -
complet. La pr�esence de tests (dont la valeur d�epend des entr�ees) empêche l'anticipation des
calculs. Il n'est pas possible de calculer simultan�ement l'�evaluation de la partie (( alors )) et
de la partie (( sinon )) li�ees au test sans entrâ�ner un grossissement exponentiel de la taille du
circuit (sauf bien sûr lorsque le nombre de tests est born�e par une constante ind�ependante
de la taille du circuit). Un algorithme na��f d'�evaluation des circuits arithm�etiques s'obtient
en adaptant l'algorithme con�cu pour les expressions. On verra les faiblesses de cette ap-
proche. En 1986, Miller, Ramachandran et Kaltofen [MRK86] ont propos�e un algorithme
d'�evaluation des circuits arithm�etiques �a op�erations dans un semi-anneau, qui a pour com-
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plexit�e CREW (M(n); log(n) log(nd)), avec n le nombre de n�uds du circuit, d le degr�e du
circuit, qui est proche du degr�e alg�ebrique de la fonction calcul�ee par le circuit, et M(n), le
nombre de processeurs n�ecessaires pour e�ectuer le produit de deux matrices n�n en temps
O(log n) dans ce semi-anneau, M(n) � O(n3). La preuve de cette complexit�e s'e�ectue par
r�ecurrence sur la taille du circuit (son nombre de n�uds). Elle est d�etaill�ee car, au chapitre
4, la complexit�e de l'algorithme pour les treillis sera d�emontr�ee suivant un sch�ema analogue.
Des extensions possibles au cas d'op�erations dans des corps seront pr�esent�ees. Quelques
exemples classiques en complexit�e parall�ele serviront d'illustrations pour cet algorithme.

3.1 Circuits arithm�etiques

Ce mod�ele a �et�e introduit et �etudi�e par von zur Gathen [Gat86, Gat88]. Un circuit est une
repr�esentation sous forme de graphe orient�e d'un programme sans boucle. Un programme
sans boucle sur un semi-anneau (S;+; �; 0; 1) est une succession d'a�ectations de la forme :

vi  val 2 S
ou
vi  vj + vk; 1 � j; k<i; 1 � i � n
ou
vi  vj � vk; 1 � j; k<i; 1 � i � n:

L'existence du programme sous-jacent est souvent oubli�ee, et les circuits arithm�etiques
servent directement de mod�ele de programme (cf. chapitre 1).

D�e�nition 34 Un circuit arithm�etique sur un semi-anneau est un graphe orient�e sans cir-
cuit ou DAG (directed acyclic graph), dont les n�uds (ou les sommets, en termes exacts de
la th�eorie des graphes) sont �etiquet�es comme �etant des n�uds d'entr�ee (valeur appartenant
au semi-anneau ou variable), des n�uds + ou des n�uds �, + et � �etant les op�erations d'ad-
dition et de multiplication du semi-anneau. Les arcs sont orient�es des n�uds op�erateurs vers
leurs op�erandes.

Nous adoptons la convention inverse de la convention d'orientation usuelle, mais ceci
nous simpli�e l'�ecriture (et la programmation) des algorithmes. L'orientation des arcs sera
rarement repr�esent�ee sur les �gures. Un n�ud de sortie (c'est-�a-dire un n�ud dont le r�esultat
n'est utilis�e dans aucun calcul, ou n�ud sans p�ere) se retrouve donc �etrangement avec un
degr�e entrant nul : c'est un n�ud qui contiendra un r�esultat du programme. Pour la même
raison d'inversion de convention, un n�ud d'entr�ee (c'est-�a-dire une valeur, ou n�ud sans
�ls) a un degr�e sortant �egal �a z�ero. Les n�uds � ont un degr�e sortant �egal �a 2 et les n�uds
+ ont un degr�e sortant � 1. Ces choix se justi�ent grâce �a la remarque suivante : quand le
point de vue adopt�e est celui du calcul formel par exemple, il s'av�ere que l'addition de n
entiers de n bits a la même complexit�e parall�ele que l'addition de deux entiers de n bits.
L'op�eration la plus p�enalisante est donc la multiplication. l'algorithme { aujourd'hui connu
{ utilis�e. Comme ce DAG sera repr�esent�e par sa matrice d'adjacence, les multi-arcs sont
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interdits. Ce n'est pas r�eellement restrictif, puisque l'on peut toujours intercaler un n�ud +
unaire (�gure 3.1).

+)

Fig. 3.1 - On ins�ere un n�ud + unaire pour �eviter un multi-arc.

Pour des raisons expos�ees plus loin, qui tiennent �a l'algorithmed'�evaluation, il est �egalement
interdit �a deux n�uds � d'être adjacents. Ici encore, il su�t d'intercaler un n�ud + unaire
entre les deux. L'introduction de ces n�uds arti�ciels n'entrâ�ne pas un grossissement exag�er�e
du circuit initial ; il y en a au plus O(n).

Avant d'aller plus loin, d�e�nissons la taille d'un circuit et sa profondeur.

D�e�nition 35 La taille d'un circuit arithm�etique est son nombre de n�uds.

D�e�nition 36 La profondeur d'un circuit arithm�etique est la longueur du plus long chemin
de ce graphe.

Un circuit arithm�etique est donc une repr�esentation d'un programme sans boucle (straight-
line code). �A titre d'exemple, le programme sans boucle suivant :

v1  x1 + x2
v2  v1 + x3
v3  x2 � x4
v4  v3 � x5
v5  v1 + v2
v6  v3 + v5
v7  v4 + v6

est repr�esent�e par le circuit arithm�etique de la �gure 3.2.
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x1 x2 x3 x4 x5

+ �

+

+ �

+

+

v3

v4v2

v5

v6

v7

v1

Fig. 3.2 - Un exemple de circuit arithm�etique.

Plus g�en�eralement, consid�erons un algorithmeA qui r�esout un probl�emeP en n'e�ectuant
que des op�erations arithm�etiques sur une structure F , ou des op�erations enti�eres li�ees �a la
taille n des entr�ees du probl�eme. Si A ne contient pas d'autres branchements que ceux
portant �eventuellement sur n (comme par exemple une boucle pour i = 1 �a n), l'instance de
A permettant de r�esoudre le probl�eme pour une taille �x�ee n des entr�ees peut être repr�esent�ee
par un programme sans boucle, de taille li�ee �a n, et donc par un circuit arithm�etique sur
F , ind�ependant de la valeur des entr�ees. �A titre d'exemple, le produit de deux matrices de
tailles n1 � n2 et n2 � n3, par l'algorithme standard de produit de matrices peut être d�ecrit
par un circuit de taille n1n2n3. La �gure 3.3 pr�esente le circuit arithm�etique qui e�ectue le
produit d'une matrice 2� 3, A = (ai;j), par une matrice 3� 2, B = (bj;k).

La �gure 3.4 pr�esente le circuit correspondant �a l'instanciation de l'algorithme usuel de
descente triangulaire pour la r�esolution de syst�emes triangulaires inf�erieurs 4 � 4. Sur cet
exemple, les op�erations appartiennent �a un corps. Nous verrons au x3.5 comment traiter ce
cas.

3.2 Un algorithme de type contraction d'arbre

L'algorithme con�cu pour les arbres s'applique pour les circuits. Il faut modi�er la d�e�nition
des circuits arithm�etiques : l'interdiction �a deux n�uds � d'être adjacents peut être lev�ee, en
revanche il faut imposer aux n�uds + d'être binaires pour pouvoir les ratisser.
Le premier algorithme d'�evaluation de circuits arithm�etiques est alors le suivant.

Algorithme 9 �Evaluation de circuits de type contraction d'arbre

tant qu'il reste des n�uds non �evalu�es faire
en parall�ele pour tous les n�uds faire

si le �ls gauche d'un des �ls est une feuille, le ratisser

si le �ls droit d'un des �ls est une feuille, le ratisser

�n
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a1;1 a1;2 a1;3 a2;1 a2;2 a2;3

c1;1

c1;2

c2;1

c2;2

b1;1

b1;2

b2;1

b2;2

b3;1

b3;2

Fig. 3.3 - Produit de matrices 2� 3 par 3� 2.
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b4

b3

b2

b1

a1;1 a2;1 a2;2 a3;1 a3;2 a3;3 a4;1 a4;2 a4;3 a4;4

x1

x2

x3

x4

Fig. 3.4 - R�esolution d'un syst�eme triangulaire 4� 4.
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Cet algorithme ne permet pas d'�evaluer rapidement le circuit de la �gure 3.5.

+

+ +

+

+

+

++

+

+

+

... ...

x

4x 4x

2x2x

2n�1x2n�1x

2nx

x
1

2

3

n � 1

n

n + 1

Fig. 3.5 - Circuit �evalu�e en temps n avec l'algorithme de type contraction d'arbre.

Ce circuit a 2n + 1 n�uds et calcule 2nx. Si on applique l'algorithme 9, on supprime
deux (( niveaux )) �a chaque ratissage ; il faut par cons�equent appliquer dn2 e fois ratissage pour
�evaluer compl�etement ce circuit. Au paragraphe suivant, l'algorithme 13 permettra d'�evaluer
ce circuit en temps O(log2 n).

3.3 L'algorithme de Miller, Ramachandran et Kaltofen

Miller, Ramachandran et Kaltofen [MRK86] ont propos�e un algorithme qui utilise l'op�eration
de ratissage, fondamentale pour anticiper des calculs et donc gagner du temps ; ils ont ce-
pendant restreint ce ratissage, en ce sens que seuls les op�erateurs � peuvent être ratiss�es.
Pour traiter les op�erateurs +, ils ont eu l'id�ee de regrouper des op�erateurs + s�equentiels en
un seul op�erateur + d'arit�e variable. Il est �a noter que les n�uds � n'ayant pas de �ls �, ils
ne ratissent jamais leurs �ls. L'int�erêt qu'il y a �a interdire �a un n�ud � de ratisser un de
ses �ls est d'�eviter une situation o�u un multi-arc est cr�e�e entre ce n�ud et son �ls, ce qui
revient �a pond�erer un arc simple par une fonction polynomiale et �a perdre les propri�et�es de
composition en temps constant de ces fonctions (�gure 3.6).
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�

) ou

v

w

v

w w

ax2 + : : :

v

v0

� � �

Fig. 3.6 - Ratisser les n�uds � pose probl�eme.

Une cons�equence de ce ratissage des seuls n�uds � est que les fonctions d'arcs se simpli-
�ent encore et deviennent lin�eaires, d'a�nes qu'elles �etaient. Elles peuvent être repr�esent�ees
par un simple coe�cient, que l'on stocke dans la matrice d'adjacence du DAG, U , avec Uv;w

le coe�cient de l'arc d'origine v et d'extr�emit�e w.

3.3.1 Shunt

On d�e�nit la proc�edure de ratissage qui, dans le cas des circuits arithm�etiques, s'appelle
Shunt [MRK86], par les formules suivantes (bien que Uv;w1

et Uv;w2
soient �egaux �a 1, ils sont

mentionn�es pour plus d'homog�en�eit�e) :

si v est un n�ud � qui a pour �ls w1 et w2;
si w1 est une feuille, alors
pour tous les p�eres u de v; Uu;w2

 Uu;w2
+ Uu;v � Uv;w1

� Uv;w2
� val(w1);

i.e. Uu;w2
 Uu;w2

+ Uu;v � val(w1)
et Uu;v  0:

En e�et, les n�uds � ne (( shuntant )) jamais leurs �ls, leurs arcs vers leurs �ls restent pond�er�es
par la fonction Identit�e tout au long de l'algorithme. On repr�esente ce Shunt sur la �gure
3.7.

)

+

*

+

a

b

�
+

*

+

a+ b

�

w1

v

u

w2

u

v

w1 w2

Fig. 3.7 - Shunt.
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Cette proc�edure ne modi�e pas les n�uds du graphe, elle supprime certains arcs et
�eventuellement en cr�ee, s'il n'y en avait pas entre le p�ere et son petit-�ls. Elle modi�e
les fonctions d'arcs et �eventuellement l'arit�e des n�uds +, mais jamais celle des n�uds �,
puisqu'elle ne touche pas �a ces derniers. Comme les n�uds (( shunt�es )) ont exactement deux
�ls, le nombre de processeurs est major�e par le nombre de couples (n�ud +, �ls �) ; ce
nombre est major�e par le nombre d'arcs du graphe, qui est au maximum de l'ordre de n2.
Cette majoration grossi�ere nous su�t. La proc�edure de Shunt s'ex�ecute en temps O(log n) :
pour chaque n�ud +, il y aura une accumulation Uu;w2

 Uu;w2
+ Uu;v � val(w1), chaque

accumulation s'e�ectuant en temps O(log n) avec O(n) processeurs (et mêmeO( n
logn

), mais
ce ra�nement n'est pas utile, les autres proc�edures �etant beaucoup plus gourmandes en
processeurs) et il y a moins de n � 1 telles accumulations. Un majorant, assez large, de la
complexit�e de la proc�edure Shunt est donc CREW (n2; log n).

3.3.2 �Eval+ et �Eval�

Pour faire (( disparâ�tre )) les n�uds +, il faut r�etablir l'op�eration d'�evaluation d'un n�ud
dont tous les �ls sont �evalu�es, qui remplace un n�ud, aussi bien + que �, dont tous les �ls
sont des feuilles, par une feuille. Cette op�eration est l'op�eration de base d'une parall�elisation
gloutonne, d�ej�a mentionn�ee dans l'introduction du chapitre 2, qui est ine�cace si elle est
utilis�ee seule.

On d�e�nit les proc�edures �Eval+ et �Eval� d'�evaluation des n�uds + et � respectivement.

Algorithme 10 �Eval+

si v, un n�ud +, a m �ls tous feuilles (wi pour i 2 [1; : : :m]), alors
val(v) Pm

i=1 Uv;wi � val(wi)
pour i = 1 �a m faire

Uv;wi  0
v devient une feuille

�n

Algorithme 11 �Eval�

si v, un n�ud �, a ses deux �ls w1 et w2 feuilles, alors
val(v) Uv;w1

� val(w1) � Uv;w2
� val(w2)

Uv;w1
 0

Uv;w2
 0

v devient une feuille

�n
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Ces proc�edures transforment certains n�uds en feuilles et elles suppriment les arcs sor-
tants de ces n�uds �evalu�es, mais elles ne modi�ent pas le nombre de n�uds. �Eval+ e�ectue
une accumulation par n�ud + dont tous les �ls sont des feuilles, sa complexit�e est donc
major�ee par celle de n calculs de sommes it�er�ees, i.e. CREW (n2; log n). Ici encore, une ma-
joration assez grossi�ere nous su�t. �Eval� s'e�ectue en temps constant avecO(n) processeurs,
sur une CREW�PRAM .

3.3.3 Group

En�n, pour se d�ebarrasser du circuit gênant de la �gure 3.5, l'apport de Miller, Rama-
chandran et Kaltofen est de regrouper plusieurs op�erateurs + successifs en un seul, comme
sur la �gure 3.8.

+ +

+

) + +

+

2x

Fig. 3.8 - Regroupement de n�uds +.

Cette op�eration ressemble �a un pas de calcul d'une fermeture transitive, qui serait ap-
pliqu�ee au sous-graphe engendr�e par les n�uds +. �A cet e�et, deux autres matrices sont
cr�e�ees �a partir de la matrice d'adjacence U du DAG :

{ U++ la matrice d'adjacence entre les n�uds +,
U++

i;j = Ui;j si i est un n�ud + et j est un n�ud +; 0 sinon ;

{ U+: la matrice d'adjacence entre les n�uds + et les autres,
U+:

i;j = Ui;j si i est un n�ud + et j n'est pas un n�ud +; 0 sinon.

Ce pas d'un calcul de fermeture transitive est e�ectu�e par un produit de matrices usuel :
il est clair que la composition de fonctions lin�eaires �equivaut au produit des coe�cients qui
les repr�esentent. Group est d�e�ni �a l'aide des produits de matrices suivants :

Algorithme 12 Group

U++  U++ � U++

U+:  U++ � U+: + U+:

�n
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Cette proc�edure ne modi�e pas les n�uds du circuit, mais seulement la structure des
arcs et les fonctions d'arcs. Elle modi�e �egalement l'arit�e des n�uds + mais pas celle des
n�uds �. Sa complexit�e est CREW (M(n); log n), o�u M(n) est le nombre de processeurs
n�ecessaires pour e�ectuer un produit de matrices dans un semi-anneau en temps O(log n).
Cette notation M(n) aura toujours la même signi�cation dans la suite. A priori, dans un
semi-anneau M(n) = O(n3).

Remarque
Lorsqu'un n�ud +, v, a deux �ls + qui ont tous les deux un �ls commun w, l'op�eration
Group (et la somme it�er�ee qu'elle e�ectue) permet de rassembler les fonctions d'arcs pour
qu'il n'y ait qu'un seul arc entre v et w (cf. �gure 3.8).

3.3.4 Algorithme d'�evaluation des circuits arithm�etiques sur un

semi-anneau

L'algorithme deMiller, Ramachandran et Kaltofen [MRK86] combine ces quatre op�erations
dans l'ordre pr�esent�e dans l'algorithme 13. La succession des proc�edures Group, �Eval+, �Eval�
et Shunt sera d�esign�ee sous le nom de Phase.

Algorithme 13 Algorithme d'�evaluation des circuits arithm�etiques sur un semi-anneau

tant qu'il reste un n�ud non �evalu�e faire
Phase :

Group

�Eval+
�Eval�

Shunt

�n

On peut montrer, par induction sur la taille du circuit, que chacune de ces op�erations et
Phase �egalement, ne modi�e pas la valeur d'un n�ud, si la valeur d'un n�ud v est d�e�nie
inductivement par

val(v) =

8>>><
>>>:

sa valeur si v est une feuille,Pn
w=1 Uv;w � val(w) si v est un n�ud + et les w sont ses �ls,

Uv;w1
� val(w1) � Uv;w2

� val(w2)
si v est un n�ud � dont les �ls sont w1 et w2

et si les fonctions d'arc sont initialis�ees �a la fonction Identit�e, repr�esent�ee par le coe�cient
1. L'hypoth�ese (( semi-anneau unitaire )) intervient ici pour l'existence de ce 1.

Pour le montrer, on utilise les propri�et�es alg�ebriques de la structure de semi-anneau.
Grâce �a la commutativit�e de la multiplication, les fonctions d'arcs sont de la forme a � x.
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La distributivit�e de � par rapport �a + permet de simpli�er a � x + b � x en (a + b) � x,
lors des op�erations Group et Shunt. La commutativit�e de l'addition permet de simpli�er
a � x+ b � y + c � x en (a+ c) � x+ b � y, lors du Group �egalement. En�n, l'associativit�e et
la commutativit�e des deux op�erations permet d'�echanger l'ordre des calculs sans modi�er le
r�esultat, ce qui est r�ealis�e aussi bien par Shunt que par Group.

La complexit�e de la proc�edure Phase est d�etermin�ee par celle de Group, qui est l'op�eration
la plus coûteuse �a r�ealiser, c'est-�a-dire CREW (M(n); log n).

3.3.5 Exemple

Consid�erons �a titre d'exemple le circuit arithm�etique dans le semi-anneau (Z;+; �; 0; 1)
unitaire int�egre de la �gure 3.9. Pour simpli�er le d�eroulement de l'algorithme, nous avons
associ�e aux entr�ees de l'algorithme des valeurs. Le d�eroulement de l'algorithme est cependant
ind�ependant des valeurs en entr�ee.

*

+

+

* *

+ + + +

+ + *

3 4 5 6 7 8

9

2

1 2 4 5 6

7 8 9

11 12

17 18

13 14 15 16

19

20

10

3

Fig. 3.9 - Exemple.
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La matrice d'adjacence correspondante est :

U =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

:
0 :
0 0 :
0 0 0 :
0 0 0 0 :
0 0 0 0 0 :
0 0 0 0 0 0 :
1 1 0 0 0 0 0 :
0 0 1 1 0 0 0 0 :
0 0 0 0 1 1 0 0 0 :
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 :
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 :
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 :
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 :
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 :
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 :
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 :
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 :
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 :
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 :

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

�Etape 1 :
La proc�edure Group concerne les n�uds gris�es : �gure 3.10. �Eval+ �evalue les n�uds + dont
tous les �ls sont des feuilles : �gure 3.11. �Eval� �evalue les n�uds � dont les deux �ls sont des
feuilles : �gure 3.12. On applique Shunt sur les n�uds � dont un �ls est une feuille : �gure
3.13.

*

+

+

* *

+ + + +

+ + *

3 4 5 6 7 8

9

2

2 2

Fig. 3.10 - Phase 1 : Group.
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*

+

+

* *

+

*

3 4 5 6 7 8

9

2 7 11

181818

2
2

Fig. 3.11 - Phase 1 : �Eval+.

+

+
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+
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Fig. 3.12 - Phase 1 : �Eval�.
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+

+

*

+

3 4 5 6 7 8

9

2

2
2

9

7 11 56

18181814

324

Fig. 3.13 - Phase 1 : Shunt.

�Etape 2 :
On applique Phase une deuxi�eme fois, Group ne concerne que le seul n�ud de sortie : �gure
3.14. On applique �Eval+, les n�uds concern�es sont les n�uds gris�es : �gure 3.15. Le dernier
n�ud, qui est un n�ud �, est �evalu�e grâce �a �Eval� : �gure 3.16.

+

+

*

+

3 4 5 6 7 8

9

2

2
2

9

7 11 56

18181814

324

Fig. 3.14 - Phase 2 : Group.
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*

3 4 5 6 7 8

9

2

32

56

7 11 56

18181814

324

878

Fig. 3.15 - Phase 2 : �Eval+.

3 4 5 6 7 8

2

50432 324

878

11

181814

7 56

5618 9

Fig. 3.16 - Phase 2 : �Eval�.

Il a donc su� de deux applications de Phase pour �evaluer ce circuit, alors que la profon-
deur du circuit initial �etait 4.

3.4 Complexit�e

De fa�con g�en�erale, on aimerait connâ�tre une borne sur le nombre d'applications de la
proc�edure Phase pour �evaluer un circuit. Pour le circuit de la �gure 3.5, il su�t de calculer
une fermeture transitive compl�ete du graphe, ce qui requiert O(log n) produits de matrices,
soit O(log n) applications de Phase. Si on remplace chaque n�ud interne de ce circuit par un
n�ud � et que l'on intercale des n�uds + unaires, le circuit obtenu calcule x2

n
; ce polynôme

a un degr�e d exponentiel. Chaque application de Phase remplace le niveau de � le plus bas,
ou le plus proche des feuilles, par des feuilles. Il faut donc O(n) = O(log 2n) = O(log d)
applications de Phase.
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3.4.1 R�esultats pr�eliminaires

Miller, Ramachandran et Kaltofen ont montr�e que le nombre d'applications de Phase
d�epend �a la fois du nombre de n�uds du circuit et du degr�e d de la fonction calcul�ee
par le circuit ; ce nombre est O(log nd). Pour cela, ils d�e�nissent une (( hauteur )) h pour
chaque n�ud du circuit et une hauteur pour le circuit, qui est le maximum des hauteurs
de ses n�uds. Ils montrent que h � 1

2
n2d. Ensuite, par r�ecurrence sur la taille du circuit,

ils montrent qu'une application de Phase divise cette hauteur par 2. Nous allons d�etailler
leur preuve ici et nous nous inspirerons de ce sch�ema au chapitre 4 pour la preuve de la
complexit�e de l'algorithme pour les treillis.

D�e�nition 37 Pour chaque n�ud v d'un circuit, sa hauteur est d�e�nie inductivement par :

h(v) =

8>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

1 si v est une feuille,

P
w h(w �ls de v)

= h(w1 �ls gauche de v)
+h(w2 �ls droit de v) si v est un n�ud �;

maxw

0
B@ h(w �ls feuille)

h(w �ls �)
h(w �ls +) + 1

2

1
CA si v est un n�ud + :

La hauteur h d'un circuit est le maximum des hauteurs de ses n�uds.

D�e�nition 38 Un �ls w d'un n�ud + v est dominant si h(v) = h(w) si w est une feuille
ou un n�ud �, ou si h(v) = h(w) + 1

2 et w est un n�ud +.

On peut consid�erer Phase, Group, �Eval+, �Eval� et Shunt comme des fonctions sur les
circuits, qui ne modi�ent pas les sommets (mais elles changent les �etiquettes (( n�ud + )),
(( n�ud � )) ou (( feuille )) de ces sommets) et qui changent la structure des arcs. On parlera
donc de l'image d'un circuit ou d'un n�ud et de leur ant�ec�edent par Phase. On notera avec
des primes les images des circuits U ou des n�uds v :

Phase(U) = U 0;
Phase(v) = v0:

De plus, pour un n�ud v0, w0 notera de fa�con g�en�erique un de ses �ls. Le lemme qui suit est
primordial car c'est lui qui permet d'�etablir un majorant non trivial sur la complexit�e.

Lemme 1 Si U est un circuit et U 0 est son image par Phase, si v0 est un n�ud de U 0 qui
n'est ni une feuille ni un n�ud de sortie et si v est son ant�ec�edent, alors h(v) � 2h(v0).

D�emonstration

On le d�emontre par induction sur la taille (le nombre de n�uds) de U 0
v0 le sous-circuit induit
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par v0, ou le sous-circuit qui calcule v0. Plus formellement, U 0
v0 est le sous-graphe de U 0 en-

gendr�e par fx0 2 U 0 = 9 un chemin allant de v0 �a x0g.

Initialisation de la r�ecurrence

Soit v0 un n�ud de U 0, qui n'est ni une feuille ni un n�ud de sortie, ou n�ud sans p�ere.
(On �elimine ces deux cas parce que Phase peut ne pas les modi�er beaucoup, du fait de leur
position (( extrême )) dans le circuit et il n'est pas certain que la hauteur soit divis�ee par 2
dans ces cas.) Le cas initial est celui o�u v0 n'a que des �ls feuilles. Soit v l'ant�ec�edent de v0,
montrons que h(v) � 2h(v0).

Supposons que v0 est un n�ud + : h(v0) = 1. v est �egalement un n�ud +. Montrons que
h(v) � 2, par l'absurde.
Supposons donc que h(v)<2 : les seules possibilit�es sont h(v) = 1 ou h(v) = 3

2
.

{ Si h(v) = 1, v est un n�ud + dont tous les �ls sont des feuilles.Group le laisse inchang�e,
�Eval+ en fait une feuille et par cons�equent, v0 est une feuille, ce qui est contraire �a
l'hypoth�ese.

{ Si h(v) = 3
2
, v est alors un n�ud + dont le �ls dominant w est un n�ud + de hauteur

1, i.e. w n'a que des �ls feuilles. Les autres �ls �eventuels de v sont des feuilles, ou des
n�uds semblables �a w (�gure 3.17).

+

+ ++

v

www

Fig. 3.17 - h(v) = 3
2 .

Apr�es Group, v se d�econnecte de w (et de tous ses �ls +) et se connecte �a ses petits-�ls,
qui sont des feuilles. Apr�es �Eval+, v devient une feuille et donc v0 est une feuille, ce
qui est contraire �a l'hypoth�ese.

On a montr�e par l'absurde que si v0 est un n�ud + de hauteur 1, alors h(v) � 2 = 2h(v0).

Examinons le cas o�u v0 est un n�ud � dont les deux �ls sont des feuilles. h(v0) = 2. v,
son ant�ec�edent, est �egalement un n�ud �. Montrons, par l'absurde encore, que chacun des
�ls de v a une hauteur � 2.
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Si w, un des �ls de v, a une hauteur <2, alors l'�etude du cas pr�ec�edent indique que w est
une feuille apr�es �Eval+.

{ Si les deux �ls de v �etaient de hauteur <2, alors, apr�es �Eval+, v a ses deux �ls qui sont
des feuilles, et apr�es �Eval�, v est lui-même une feuille, ce qui contredit l'hypoth�ese que
v0 n'est pas une feuille.

{ Si un seul des �ls de v est de hauteur <2, apr�es �Eval+, v est un n�ud dont l'un des
�ls est une feuille et v est (( shunt�e )). Apr�es Shunt, v0 devient un n�ud de sortie (il n'a
pas de p�ere), ce qui est encore contraire �a l'hypoth�ese �emise sur v0.

On a donc montr�e par l'absurde que si v0 est un n�ud � de hauteur 2, alors h(v) � 4 = 2h(v0).

Le cas initial est v�eri��e.

Cas g�en�eral

Hypoth�ese de r�ecurrence au rang k : on suppose que pour tout sous-circuit U 0
w0 de taille � k

(i.e. avec moins de k n�uds) qui calcule w0, tel que w0 n'est ni une feuille ni un n�ud de
sortie, la hauteur de w, l'ant�ec�edent de w0 par Phase, est divis�ee par 2 par une application
de Phase, i.e. h(w) � 2h(w0).
Montrons que cela est encore vrai pour les sous-circuits de taille k + 1. Supposons que l'on
ait un n�ud v0, qui n'est ni une feuille ni un n�ud de sortie et dont le sous-circuit associ�e
U 0
v0 est de taille k + 1. Montrons que la hauteur de son ant�ec�edent v est divis�ee par 2 par

une application de Phase.

Si v0 est un n�ud +, soit w0 son �ls dominant.

{ Si w0 est une feuille, v0 n'a que des �ls feuilles et on se retrouve dans un des cas initiaux
d�ej�a trait�es.

{ Si w0 est un n�ud �, h(v0) = h(w0). v est �egalement un n�ud + et h(v) � h(w),
o�u w est l'ant�ec�edent de w0. On applique l'hypoth�ese de r�ecurrence �a U 0

w0 et on a
h(v) � h(w) � 2h(w0) = 2h(v0).

{ Si w0 est un n�ud +, h(v0) = h(w0)+ 1
2. v et w sont �egalement des n�uds + et il su�t

de montrer qu'il existe un chemin de longueur au moins 2 entre v et w, l'ant�ec�edent
de w0, dans Uv. Si w est un �ls de v, Group supprime cet arc entre v et w et le seul
moyen d'en recr�eer un (pour qu'il existe un arc entre v0 et w0 dans U 0

v0) est qu'il y ait un
n�ud + entre v et w, ou un n�ud � �a (( shunter )). Dans les deux cas, il y a un chemin
de longueur au moins 2 entre v et w. Comme chaque n�ud sur un chemin rajoute au
moins 1

2 �a la hauteur, on a h(v) � h(w) + 1. On applique l'hypoth�ese de r�ecurrence �a
U 0
w0 : h(w) � 2h(w0), ce qui �nalement donne

h(v) � h(w) + 1 � 2h(w0) + 1 = 2(h(w0) +
1

2
) = 2h(v0):
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�Etudions le dernier cas, celui o�u v0 est un n�ud �. Si ses deux �ls w0
1 et w

0
2 ne sont pas

des feuilles, on applique l'hypoth�ese de r�ecurrence �a U 0
w0

1
et �a U 0

w0
2
et on a

h(v) � h(w1) + h(w2) � 2h(w0
1) + 2h(w0

2) = 2h(v0):

Si l'un des deux �ls est une feuille, on utilise un r�esultat d�emontr�e pour le cas initial, �a savoir
que si un n�ud � a un �ls feuille et n'a pas �et�e (( shunt�e )) par Phase, alors l'ant�ec�edent de
ce �ls feuille �etait de hauteur � 2.

Ceci compl�ete notre d�emonstration. 2

Miller, Ramachandran et Kaltofen ont reli�e la hauteur h d'un circuit �a son nombre de
n�uds n et �a son degr�e formel, qui ressemble au degr�e alg�ebrique de la fonction calcul�ee par
le circuit. Tout d'abord, ils majorent h par 1

2
ad + d, o�u a est le nombre d'arcs connectant

deux n�uds + et d le degr�e formel du circuit.

D�e�nition 39 Le degr�e formel d'un n�ud v est d�e�ni inductivement par :

d(v) =

8><
>:

1 si v est une feuille,P
w d(w �ls de v) si v est un n�ud �;

maxw(d(w �ls de v) si v est un n�ud + :

Le degr�e formel d'un circuit est le maximum des degr�es de ses n�uds.

Le degr�e formel d'un circuit n'est pas tout �a fait le même que le degr�e alg�ebrique de la
fonction qu'il calcule. Par exemple le circuit qui calcule x � x+ x� x � x a un degr�e formel
�egal �a 2, alors que la fonction calcul�ee est x et a un degr�e alg�ebrique �egal �a 1. La distinction
entre ces deux degr�es permet de traiter correctement ces cas pathologiques.

Lemme 2 Si U est un circuit arithm�etique de degr�e formel d qui poss�ede a arcs connectant
deux n�uds +, alors sa hauteur h v�eri�e

h � 1

2
ad+ d:

D�emonstration

On le d�emontre par r�ecurrence sur la taille de tout sous-circuit Uv, v �etant un n�ud du circuit
U . Le cas initial est celui o�u v est une feuille : on a h = 1, a = 0 et d = 1, 1 � 1

2 � 0 � 1 + 1.
Supposons que cela soit vrai pour tout sous-circuit de taille � k. Soit Uv un sous-circuit �a
k + 1 n�uds. Si v a pour �ls v1; v2; : : : vl, de hauteur h1; h2; : : : hl, de degr�e d1; d2; : : : dl et
avec a1; a2; : : : al arcs +{+, l'hypoth�ese de r�ecurrence est que

hi � 1

2
aidi + di:
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Si v est un n�ud �,
h(v) = h(v1) + h(v2) � (12a1d1 + d1) + (1

2
a2d2 + d2)

= 1
2
(a1d1 + a2d2) + (d1 + d2)

� 1
2
(a1d1 + a1d2 + a2d1 + a2d2) + (d1 + d2)

� 1
2
ad+ d:

Si v est un n�ud +, soit v1 son �ls dominant.

{ Si v1 est une feuille, a = 0; h = 1; d = 1, les valeurs sont les mêmes que pour une feuille.

{ Si v1 est un n�ud � :

h(v) = h(v1) � 1

2
a1d1 + d1 � 1

2
a1d+ d � 1

2
ad+ d:

{ Si v1 est un n�ud +, a � a1 + 1,

h(v) = h(v1) +
1
2
� 1

2
a1d1 + d1 +

1
2� 1

2a1d + d+ 1
2� 1

2(a1 + 1)d + d
� 1

2
ad+ d:

On a montr�e, par r�ecurrence sur la taille du sous-circuit, que pour tout sous-circuit Uv,
hUv � 1

2aUvdUv + dUv.

Si on consid�ere maintenant un circuit quelconque U et v le n�ud tel que hU = h(v), alors
hU = h(v) � 1

2aUvdUv + dUv � 1
2aUdU + dU . 2

3.4.2 Complexit�e

Comme on peut majorer a par O(n2), on a h = O(n2d). Le lemme 1 indique que O(log h)
applications de Phase su�sent �a �evaluer un circuit ; or, O(log h) = O(log nd) grâce au lemme
2, d'o�u le th�eor�eme :

Th�eor�eme 10 La complexit�e de l'algorithme 13 est

CREW (M(n); log n log nd);

n �etant le nombre de n�uds du circuit �a �evaluer et d son degr�e.

3.4.3 Exemples

Grâce �a cet algorithme, on peut estimer th�eoriquement le temps d'�evaluation du circuit
de la �gure 3.2. Ce circuit a 20 n�uds et un degr�e �egal �a 3. Sa hauteur est aussi �egale �a 3.
Il est donc �evalu�e en temps dlog 3e = 2, ce qui con�rme le r�esultat obtenu.
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L'algorithme 13, appliqu�e au circuit correspondant �a l'instance du produit de matrices
carr�ees de taille n � n, �evalue tous les n�uds de ce circuit en temps O(log2 n) avec M(n3)
processeurs. Pour �evaluer ce produit de matrices n�n, il e�ectue paradoxalement des produits
de matrices de taille n3 !

Si on consid�ere maintenant le probl�eme de la r�esolution de syst�emes triangulaires inf�erieurs
n�n, o�u les feuilles ai;i sont remplac�ees par 1

ai;i
pour faire disparâ�tre les divisions, le circuit

correspondant comporte O(n2) n�uds. Les formules sont :

x1 = b1
a1;1

;

xk =
b1�
Pk�1

j=1
ak;j�xj

ak;k
:

Calculons le degr�e de ce circuit :

d1 = 1;
dk = 2 + dk�1 = 2k � 1:

le degr�e formel du circuit est donc 2n� 1. Ce circuit est �evalu�e par l'algorithme 13 en temps
O(log2 n) avec M(n2) processeurs, soit environ n6 processeurs.

3.5 Calcul dans des corps

Quand le circuit est �a op�erations dans un corps, i.e. il a des n�uds � et =, les fonctions
d'arcs ne peuvent plus être de la forme a � x. On peut penser �a utiliser des fonctions du
type a � x + b

x
et �a �etendre les produits de matrices : la matrice d'adjacence U aurait pour

coe�cients des fonctions et un produit de deux telles matrices A et B aurait pour �el�ement

(A:B)i;j =
nX

k=1

ai;k(x) � bk;j(x):

Il est ais�e de v�eri�er que les fonctions du type a � x+ b
x
, ou même a�x+b

c�x+d
ne sont pas stables

par composition ou addition.
On ne peut donc appliquer cette id�ee que si l'on est sûr que chaque n�ud du circuit n'inter-
vient que sous une seule des deux formes a � x ou b

x
dans le circuit.

Th�eor�eme 11 Si un circuit �a n n�uds, de degr�e formel d, �a op�erations dans un corps,
v�eri�e la propri�et�e qu'aucun de ses n�uds ne calcule une fraction rationnelle d'un autre
n�ud du circuit, o�u la valeur de cet autre n�ud apparâ�t simultan�ement au num�erateur et
au d�enominateur, alors il peut être �evalu�e avec une complexit�e CREW (n3; log n log nd).

D�emonstration

Si cette condition est v�eri��ee, le produit de matrices dans un semi-anneau, dont la complexit�e
est O(n3), peut encore être utilis�e. 2

Th�eor�eme 12 Si un circuit �a n n�uds, de degr�e formel d, �a op�erations dans un corps, v�eri�e
la propri�et�e que le Shunt des n�uds = ne s'e�ectue qu'en utilisant le �ls droit (le diviseur)
de ces n�uds, alors il peut être �evalu�e avec une complexit�e CREW (n2;808; log n log nd).



3.5. CALCUL DANS DES CORPS 107

D�emonstration

Si cette condition est v�eri��ee, les seules fonctions d'arcs qui apparâ�tront lors de l'�evaluation
seront des fonctions lin�eaires. Le produit de matrices dans un anneau, dont la complexit�e est
O(n2;808) [Str69], peut être utilis�e. Remplacer ai;k � bk;j par ai;k � bk;j ne perturbe pas cette
technique. 2

Corollaire 2 Sous les mêmes hypoth�eses que le th�eor�eme pr�ec�edent, si de plus le corps
admet une topologie autorisant les calculs approch�es et si les r�esultats d�esir�es peuvent être
des valeurs approch�ees, alors un circuit �a n n�uds, de degr�e formel d, �a op�erations dans ce
corps, peut être �evalu�e avec une complexit�e CREW (n2;3755; log n log nd).

D�emonstration

Dans ce cas, on peut utiliser le meilleur algorithme (approch�e) connu actuellement pour les
produits de matrices, celui de Coppersmith et Winograd [CW90]. 2

Par exemple, si on se penche �a nouveau sur le probl�eme de la r�esolution de syst�emes
triangulaires dans R, il apparâ�t que les n�uds = seront (( shunt�es )) grâce aux feuilles ak;k

et donc les coe�cients d'arcs resteront lin�eaires. Dans ce cas, on peut utiliser le meilleur
algorithme (approch�e) connu actuellement pour les produits de matrices n�n dans un corps
muni d'une topologie ad�equate { puisque e�ectuer des calculs approch�es dans R a un sens.
L'algorithme �etendu au cas des corps permet donc d'�evaluer ce circuit avec une complexit�e
CREW (n4:751; log2 n).

Cependant, ces conditions ne sont pas faciles �a v�eri�er et il est pr�ef�erable d'avoir un
algorithme qui traite tous les cas. Ce n'est pas si �evident et la seule solution actuelle consiste
plutôt �a �eviter les divisions, en utilisant la technique de Strassen [Str73].

Le r�esultat obtenu par Strassen est le suivant :

Th�eor�eme 13 �Elimination des divisions Soit F un corps et soient fi 2 F [x1; : : : xm]
les fonctions polynomiales calcul�ees par les k n�uds n � k<i � n d'un circuit �a n n�uds
avec divisions, dont les feuilles sont les variables x1; : : : xm. Si on connâ�t une borne � sur
le degr�e alg�ebrique des fi et que l'on connâ�t la valeur de tous les n�uds du circuit pour
un jeu de valeurs x1  a1 2 F; : : : xm  am 2 F (qui n'entrâ�ne pas de divisions par
z�ero), alors on sait construire un circuit sans division qui calcule les fi, n � k<i � n, avec
O(n� log � log log �) n�uds et un degr�e � �.

L'id�ee est d'introduire les fonctions auxiliaires en une ind�etermin�ee z

gi(y1; : : : ym; z) = fi(y1z + a1; : : : ymz + am)

et d'�ecrire les gi sous forme de s�erie de Laurent en z :

gi(y1; : : : ym; z) =
+1X

j=�li

ci;j(y1; : : : ym)z
j; li � 0;
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en rempla�cant chaque division par un d�eveloppement en s�erie au voisinage de z = 0, du style
(1� z)�1 =

P+1
i=0 z

i. Les quelques remarques qui suivent permettent de conclure :

{ ci;0 = gi(y1; : : : ym; 0) = fi(a1; : : : am).

{ Si le n�ud i, qui calcule fi, est le diviseur d'un autre n�ud, alors ci;0 6= 0 (pas de
division par z�ero). Dans ce cas, on sait remplacer une division par une s�erie.

{ Comme les fi sont des fonctions polynomiales de degr�e � �, ci;j = 0 pour j<0 et j>�.

{ Comme les fi sont des fonctions polynomiales, les ci;j sont des polynômes en y1; : : : ym.

Il su�t donc de tronquer les s�eries �a l'ordre � + 1. Pour r�ecup�erer les fi �a partir des gi,
on �ecrit

fi(x1; : : : xm) = gi(x1 � a1; : : : xm � am)
=
P�

j=0 ci;j(x1 � a1; : : : xm � am)
= fi(a1; : : : am) +

P�
j=1 ci;j(x1 � a1; : : : xm � am):

Il reste alors deux probl�emes �a r�egler :

{ comment trouver a1; : : : an pour qu'il n'y ait pas de divisions par z�ero, ainsi que les
valeurs des n�uds en a1; : : : an?

{ comment fait-on si le circuit calcule des fractions rationnelles �a la place de polynômes?

Pour le premier probl�eme, Kaltofen [Kal88] a propos�e un algorithme (s�equentiel, probabiliste)
de type Monte-Carlo, bas�e sur un lemme de Schwartz, qui est polynomial en temps. Le
maximum des degr�es des fi, �, est d�etermin�e par un algorithme s�equentiel (probabiliste de
type Monte-Carlo) �egalement. Ces algorithmes sont s�equentiels, en particulier parce qu'ils
n�ecessitent l'�evaluation du circuit en des valeurs al�eatoires et qu'on ne sait pas encore �evaluer
le circuit en parall�ele. En r�eponse �a la seconde question, Kaltofen [Kal88] et Kaltofen et
Trager [KT90] ont montr�e qu'en utilisant des approximants de Pad�e, on obtient un r�esultat
ressemblant �a celui de Strassen :

Th�eor�eme 14 Soient f et g 2 F [x1 : : : xm] deux polynômes premiers entre eux de degr�e
inf�erieur �a d, tels que f

g
soit calcul�e par un circuit �a n n�uds, alors f

g
peut être calcul�e par

un circuit sans division avec (nd)O(1) n�uds et une profondeur O(log2(nd)).

3.6 Exemple : d�eterminant et inverse d'une matrice

Au paragraphe 3.5, il a �et�e montr�e que l'algorithme 13 permet de r�esoudre un syst�eme
triangulaire en tempsO(log2 n). Si on utilise l'algorithme d'�elimination de Gauss pour obtenir
ces syst�emes triangulaires, on se retrouve avec un circuit avec divisions, auquel on ne peut
pas appliquer notre algorithme d�eterministe �etendu ; en e�et, dans la formule

A[j; k] A[j; k]� A[i; k] �A[j; i]
A[i; i]

;
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le terme A[i; i] provient d'une multiplication du même type, faisant intervenir par exemple
A[i � 1; i � 1]. Ce même A[i � 1; i � 1] est apparu comme d�enominateur dans le calcul de
A[i; k], il apparâ�t donc �a la fois au num�erateur et au d�enominateur de la fraction rationnelle
sur les coe�cients de la matrice A qui permet de calculer A[j; k] avec j>i; k>i.

Seule la m�ethode de Strassen pour �eliminer les divisions s'applique. Il existe une matrice
connue pour laquelle ne se produit pas de division par z�ero : la matrice Identit�e. On obtient
alors un circuit sans division, qui est �evalu�e en temps O(log2 n) avec M(n4 log n log log n)
processeurs [Kal88].

Il est �a noter qu'il est possible, avec la même complexit�e, de calculer le d�eterminant
d'une matrice : c'est le produit des �el�ements diagonaux de la matrice triangulaire sup�erieure
r�esultat. Avec 4 fois plus de n�uds et la même complexit�e, il est �egalement possible d'inverser
A : en e�et,

A�1 =

"
(�1)i+j

DetA
� @DetA

@xi;j

#

et il est possible de calculer toutes les d�eriv�ees partielles de la fonction calcul�ee par un
circuit qui a la même complexit�e. Pour d�eriver par rapport �a une seule variable, le circuit
est modi��e pour calculer la d�eriv�ee en même temps que la fonction, en appliquant les r�egles
usuelles de d�erivation : pour chaque n�ud + v, sa d�eriv�ee �etant la somme des d�eriv�ees des
�ls de v, on cr�ee un n�ud v0 qui additionne toutes ces d�eriv�ees ; pour chaque n�ud � v
qui a pour �ls w1 et w2, v0 = w0

1 � w2 + w1 � w0
2, on cr�ee le circuit partiel correspondant.

Baur et Strassen [BS83, Str90], cit�es par Kaltofen dans [Kal88], ont montr�e qu'il est possible
de calculer toutes les d�eriv�ees partielles avec un circuit ayant 4 fois plus de n�uds, celui-ci
�etant �evalu�e avec la même complexit�e que le circuit initial. Il existe donc un circuit de calcul
du d�eterminant et de l'inverse d'une matrice n � n �a nO(1) n�uds, qui est �evalu�e en temps
O(log2 n). Cette complexit�e temporelle est la même que celle de Chistov [Chi85], mais la
transformation d�ecrite ici, appliqu�ee sur le circuit, n'est absolument pas log-uniforme (elle
est P -uniforme), contrairement �a la construction de Chistov.

3.7 Extensions

Miller et Teng [MT87] ont montr�e qu'il �etait possible d'adapter l'algorithme 13 pour trai-
ter des structures plus vari�ees. Les structures (R;min;max;+) ou les semi-anneaux unitaires
int�egres �nis non-commutatifs entrent dans ce cadre.

3.7.1 (R;min; max; +)

Ces op�erations apparaissent fr�equemment dans les probl�emes de programmation dyna-
mique et encore plus en intelligence arti�cielle, en th�eorie des jeux, d'autant plus qu'il est
possible de remplacer sans probl�eme + par �, si l'ensemble de base est R+ ou tout autre
ensemble de nombres positifs (si l'ensemble contient des nombres n�egatifs, � cesse d'être
distributive par rapport �a min et �a max : (�1) �min(2; 3) 6= min((�1) � 2; (�1) � 3)).
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min ou max est choisi { a priori arbitrairement { pour jouer le rôle de l'addition et l'autre
comparateur ainsi que � jouent le rôle de la multiplication. L'algorithme 13 ne combinant
jamais les op�erateurs � entre eux, il est e�ectivement possible d'utiliser plusieurs (( multipli-
cations )) di��erentes sans qu'elles interf�erent. En revanche, les additions �etant combin�ees par
l'op�eration Group, cela impose de n'avoir qu'une seule op�eration d'addition. Les fonctions
d'arcs de la forme max(a+ x; b) v�eri�ent toutes les propri�et�es requises de stabilit�e par min
et composition. Ces modi�cations conduisent �a un nouvel algorithme, dont la complexit�e est
encore CREW (M(n); log n log nd), avec la d�e�nition du degr�e d �egalement adapt�ee pour
prendre en compte ces deux multiplications.

3.7.2 Semi-anneaux unitaires int�egres �nis non commutatifs

On se place dans un semi-anneau (S;+; �; 0; 1) non-commutatif o�u S est �ni. Le probl�eme
est de trouver les fonctions d'arcs qui permettent de prendre en compte la non-commutativit�e.
Pour respecter la non-commutativit�e de l'op�eration �, il faut prendre garde, lors du Shunt
d'un n�ud �, �a l'origine du �ls et utiliser une composition qui respecte la place du �ls. Les
fonctions d'arcs cr�e�ees sont du type

Pk
i=1 ai � x � bi, avec k � Card(S)2 : elles sont stables

par addition et par composition. Le seul v�eritable probl�eme vient de l'addition ; comme il
n'y a pas plus de Card(S)2 fonctions ai � x � bi di��erentes, on ne peut pas en trouver plus
de Card(S)2 dans une somme et toute somme

f + g =
kfX
i=1

ai � x � bi +
kgX
i=1

ci � x � di

s'�ecrira comme une somme avec k � Card(S)2 termes. L'algorithme 13 s'�etend donc, moyen-
nant ces adaptations, au cas des semi-anneaux unitaires int�egres non commutatifs �nis.

Une application de ce r�esultat est la reconnaissance de langages hors-contexte, donn�es
par une grammaire sous forme normale de Chomsky �eventuellement ambigu�e, en temps
O(log2 n). Pour cela, il faut reprendre les transformations pr�esent�ees au chapitre 2 pour
convertir l'algorithme de Cocke-Younger-Kasami en une expression. Comme l'hypoth�ese de
non-ambigu��t�e a �et�e lev�ee, on fait se rencontrer les ensembles de non-terminaux selon tous
les parenth�esages possibles : si les ensembles de non-terminaux obtenus par le pr�e-traitement
sont X1 � X2 � X3 : : :, le circuit correspondant contiendra les n�uds (X1 � X2) � X3 et les
n�uds X1 � (X2 �X3), ainsi que le n�ud qui r�ealise l'union de ces ensembles.

L'op�eration d'union ensembliste joue le rôle de l'addition et l'op�eration � joue le rôle de
la multiplication. Ce circuit a O(n2) n�uds et un degr�e lin�eaire, ce qui donne la complexit�e
CREW (M(n2); log2 n) annonc�ee.
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3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, le mod�ele des circuits arithm�etiques sur les semi-anneaux a �et�e d�e�ni.
L'algorithme d'�evaluation des expressions arithm�etiques peut être adapt�e a�n d'�evaluer ces
circuits, mais il se r�ev�ele ine�cace sur certains probl�emes. Miller, Ramachandran et Kaltofen
ont propos�e un algorithme d'�evaluation des circuits arithm�etiques, dans lequel l'op�eration
pr�ec�edente de ratissage, rebaptis�ee Shunt dans ce contexte, ne s'applique plus qu'aux n�uds
�. Une op�eration de regroupement des n�uds + en un seul permet d'acc�el�erer les calculs
concernant ces n�uds. Il est d�emontr�e, par r�ecurrence sur la taille du circuit, que la com-
plexit�e de cet algorithme est CREW (M(n); log n log nd) avec n le nombre de n�uds du
circuit et d son degr�e.
Une extension au cas des corps est propos�ee, avec certaines conditions impos�ees sur les fonc-
tions calcul�ees par le circuit ; si ces conditions ne sont pas remplies, la technique d'�elimination
des divisions de Strassen permet de transformer le circuit initial avec divisions en un circuit
sans division. En�n, des extensions �a d'autres structures alg�ebriques, propos�ees par Miller
et Teng, sont pr�esent�ees.
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Chapitre 4

�Evaluation de circuits dans des treillis

R�esum�e

Dans ce chapitre, un nouvel algorithme est propos�e pour l'�evaluation parall�ele des
circuits �a op�erations dans un treillis distributif. Son e�cacit�e r�eside dans l'exploitation
intensive de la sym�etrie des op�erations � et 
. Sa complexit�e est

CREWL(M(n);min[lognd; ha + logn] logn);

avec n le nombre de n�uds du circuit, d son degr�e et ha le nombre maximal d'alter-

nances de � et 
 sur un chemin du circuit. L'algorithme est explicit�e, sa complexit�e

est d�emontr�ee puis l'exemple du tri par insertion est donn�e. Une adaptation au cas

du treillis distributif compl�ement�e (fV rai; Fauxg;_;^; V rai; Faux;:) est ensuite dis-

cut�ee.

L'�evaluation parall�ele de circuits arithm�etiques �a op�erations dans un treillis distributif est
trait�ee dans ce chapitre. La structure de treillis distributif apparâ�t fr�equemment en infor-
matique, que ce soit en conception de circuits ou en arithm�etique pour l'alg�ebre de Boole, ou
en th�eorie des jeux avec les treillis distributifs dont les op�erations sont min et max. L'alg�ebre
de Boole est �egalement utilis�ee comme structure de base dans les �etudes th�eoriques de com-
plexit�e et les circuits bool�eens en particulier constituent l'un des mod�eles de parall�elisme (cf.
chapitre 1). De plus, la structure alg�ebrique de treillis distributif est riche de propri�et�es que
les structures pr�ec�edemment �etudi�ees, comme les semi-anneaux ou les corps, ne poss�edent
pas : la double distributivit�e et l'idempotence (qui d�ecoule de l'absorption) des op�erations
jouent un grand rôle dans l'algorithme pr�esent�e dans ce chapitre.

Seuls Miller et Teng se sont int�eress�es au probl�eme de l'�evaluation des circuits sur un
treillis distributif et ont propos�e un algorithme qui consiste �a ex�ecuter l'algorithme 13 de
Miller, Ramachandran et Kaltofen en alternant, �a chaque application de la proc�edure Phase,
l'utilisation de l'une ou l'autre loi du treillis comme multiplication. Le probl�eme majeur pos�e
par cet algorithme est la di��erence de traitement des deux lois, alors que dans un treillis
elles ont exactement les mêmes propri�et�es.
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Nous proposons un nouvel algorithme d'�evaluation des circuits sur des treillis distribu-
tifs, qui est une g�en�eralisation de l'algorithme de Miller, Ramachandran et Kaltofen. Nous
d�emontrons que la complexit�e de cet algorithme est

CREWL(M(n); log nd: log n);

avec d le minimum des degr�es calcul�es en consid�erant � puis 
 comme multiplication, si �
et 
 sont les op�erations du circuit. Nous introduisons ensuite une nouvelle mesure, ha, le
nombre d'alternances d'un circuit, qui est le nombre maximal d'alternances de � et de 

sur un chemin du circuit et nous montrons que la complexit�e est �egalement born�ee par

CREWL(M(n); [ha + log n] log n):

Nous discutons la complexit�e de cet algorithme sur une CRCW �PRAM si le treillis est
totalement ordonn�e : le facteur log n de la complexit�e temporelle disparâ�t, �eventuellement
au prix d'un accroissement du nombre de processeurs. Nous illustrons cela sur l'exemple du
tri par insertion, pour lequel la complexit�e temporelle est O(log2 n) sur une CREW�PRAM
et O(log n) sur une CRCW�PRAM ; la complexit�e des meilleurs algorithmes parall�eles de
tri est pr�edite automatiquement. En�n, l'algorithme est adapt�e au cas du treillis de Boole
(fV rai; Fauxg; _; ^; V rai; Faux; :).

4.1 Algorithmes existants

Un treillis distributif (L;�;
; �; e) peut être consid�er�e comme l'un des semi-anneaux
unitaires (L;�;
; �; e) ou (L;
;�; e; �). Il est donc possible d'appliquer l'algorithme 13 en
utilisant le treillis comme l'un de ces semi-anneaux. Pour savoir lequel de ces deux semi-
anneaux choisir, il faut pr�e-calculer les degr�es correspondant �a chaque cas. Ce pr�e-calcul
�etant une tâche aussi complexe qu'�evaluer le circuit, cette solution est �a proscrire.

Il est �egalement possible d'ex�ecuter en parall�ele deux versions de l'algorithme, une pour
chaque semi-anneau. L'ex�ecution qui se termine la premi�ere arrête l'autre ; par exemple, une
ex�ecution peut signaler sa �n en mettant �a 1 un drapeau initialis�e �a 0 et consult�e avant
chaque application de la proc�edure Phase par l'autre calcul.

Apr�es avoir discut�e ces solutions, Miller et Teng [MT87] ont propos�e un algorithme qui
alterne les applications de Phase� et Phase
, o�u Phase� (resp. Phase
) est l'op�eration de
Phase avec � (resp. 
) comme multiplication.

Dans tous les cas, ces algorithmes n'exploitent pas la sym�etrie des op�erations � et 
.
Leur complexit�e est

CREWL(M(n); log nd: log n)

si d = min(d�; d
), o�u d� (resp. d
) est le degr�e du circuit avec � (resp. 
) consid�er�e comme
multiplication.
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4.2 Un nouvel algorithme

Les treillis distributifs (L;�;
; �; e) sont des structures o�u les deux lois � et 
 poss�edent
les mêmes propri�et�es de distributivit�e, d'absorption et d'idempotence. Une id�ee naturelle est
d'�etendre chacune des proc�edures de l'algorithme 13 pour sym�etriser le traitement de ces
deux op�erations. Cela permettra par exemple de traiter les circuits de la �gure 4.1 en temps
polylogarithmique, bien que leur degr�e soit exponentiel.
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Fig. 4.1 - Des circuits avec un degr�e exponentiel.

4.2.1 Les fonctions d'arcs

Tout d'abord, il est clair que si l'on peut (( shunter )) �a la fois les n�uds � et 
, les
fonctions d'arcs vont être a�nes : (a � x) 
 b ou (a 
 x) � b, ces deux notations �etant
�equivalentes : (a 
 x) � b = (a � b) 
 (x � b) = (b � x) 
 c avec c = a � b. Choisissons-en
une au hasard, par exemple la deuxi�eme, qui est plus conforme �a la repr�esentation habituelle
d'une fonction a�ne : f(x) = (a
 x)� b. Ces fonctions sont stables par composition, par �
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et par 
 :

si f(x) = (a
 x)� b
et g(x) = (c
 x)� d;

alors (f � g)(x) = [a
 ([c
 x]� d)]� b
= (a
 [c
 x])� (a
 d) � b
= ([a
 c]
 x)� ([a
 d]� b);

(f � g)(x) = [(a
 x)� b]� [(c
 x)� d]
= ([a� c]
 x)� (b� d);

(f 
 g)(x) = [(a
 x)� b]
 [(c
 x)� d]
= ([a
 x]
 [c
 x])� ([a
 x)
 d)

�(b
 [c
 x])� (b
 d)
(idempotence) = ([(a
 c)� (a
 d) � (b
 c)]
 x)� (b
 d):

4.2.2 L'op�eration de regroupement : Group

Tout comme des n�uds + successifs sont regroup�es en un seul n�ud + n-aire dans
l'op�eration Group de l'algorithme 13, les n�uds � et 
 peuvent être regroup�es. Cela impose
tout d'abord que les n�uds 
 tout comme les n�uds � puissent être d'arit�e quelconque.
Ensuite, les regroupements de n�uds vont encore s'e�ectuer �a l'aide de produits de matrices ;
pour cela il faut tenir compte des fonctions a�nes d'arcs et les produits de matrices sont
modi��es en cons�equence. Soit U la matrice d'adjacence du circuit, quatre matrices sont
d�e�nies �a partir de U :

{ U�� est la matrice d'adjacence des n�uds � :

U��i;j =

(
Ui;j si i et j sont des n�uds �,
� sinon ;

{ U�: est la matrice des arcs connectant un n�ud � �a un n�ud non � :

U�:
i;j =

(
Ui;j si i est un n�ud � et j est un n�ud 
 ou une feuille,
� sinon ;

{ U

 est la matrice d'adjacence des n�uds 
 :

U

i;j =

(
Ui;j si i et j sont des n�uds 
,
e sinon ;

{ U
: est la matrice des arcs connectant un n�ud 
 �a un n�ud non 
 :

U
:
i;j =

(
Ui;j si i est un n�ud 
 et j est un n�ud � ou une feuille,
e sinon.
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Ces quatre matrices forment une partition de la matrice d'adjacence U . Pour regrouper les
n�uds � (resp. 
), on e�ectue un pas de calcul de fermeture transitive sur les sous-graphes
engendr�es par ces n�uds :

(
U��  � U��:U��;
U�:  � U��:U�: + U�:;

avec comme produit de matrices

(A:B)i;j =
nM

k=1

(Ai;k �Bk;j)(x)

pour regrouper les n�uds � et

(
U

  � U

:U

;
U
:  � U

:U
: + U
:;

avec comme produit de matrices

(A:B)i;j =
nO

k=1

(Ai;k �Bk;j)(x)

pour regrouper les n�uds 
. Cette proc�edure de regroupement, appel�eeGroup, a par cons�equent
la même complexit�e qu'un produit de matrices dans la structure consid�er�ee, soit

CREWL(M(n); log n)

si M(n) est le nombre minimum de processeurs n�ecessaires pour e�ectuer un produit de
matrices modi��e dans L, sur une CREW�PRAM , en temps O(log n). Une borne classique
est M(n) = O(n3).

Dans certains treillis, il est possible d'e�ectuer ces produits de matrices en temps constant
sur une CRCW�PRAM , au prix �eventuellement d'un accroissement du nombre de proces-
seurs. SiM 0(n) est ce nombre de processeurs, la complexit�e de Group est CRCWL(M 0(n); 1).
Plus pr�ecis�ement, si le treillis consid�er�e est un ensemble totalement ordonn�e, i.e. 8(a; b) 2
L2; a � b 2 fa; bg et a 
 b 2 fa; bg, alors les produits de matrices de l'op�eration Group
peuvent être e�ectu�es en temps constant avec O(n4) processeurs : pour calculer

C = A�B; C = (Ci;j)1�i;j�n = (
nK

k=1

Ai;k:Bk;j)1�i;j�n

avec � = � ou 
 et : = �, 
 ou �, on a�ecte n2 processeurs au calcul de chaque coe�cient
Ci;j ; tout d'abord tous les Ci;j;k = Ai;k:Bk;j sont calcul�es en parall�ele avec n processeurs,
ensuite on cherche �a d�eterminer (( le plus grand )) des Ci;j;k si � = �, (( le plus petit ))

sinon. Pour cela, chacun des n2 processeurs se charge d'un couple (Ci;j;k1 ; Ci;j;k2) et �ecrit
1 en case m�emoire k2 (resp. k1) si Ci;j;k1 � Ci;j;k2 = Ci;j;k1 (resp. Ci;j;k1 � Ci;j;k2 = Ci;j;k2),
pour signaler que Ci;j;k2 (resp. Ci;j;k1) n'est pas le r�esultat cherch�e. Les cases m�emoires sont
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suppos�ees être initialis�ees �a 0. Ensuite les cases m�emoire k contenant la valeur 0 �ecrivent
Ci;j;k dans la case Ci;j. Cela fonctionne quel que soit le mod�ele CRCW �PRAM utilis�e ;
en particulier cet algorithme est valable pour une COMMUNE CRCW �PRAM : lors
du premier pas, les processeurs qui �ecrivent en m�emoire �ecrivent tous 1, ensuite les cases
m�emoire qui contiennent 0 correspondent au r�esultat Ci;j ; comme ce r�esultat est unique,
elles �ecrivent toutes la même valeur. La complexit�e de l'op�eration Group est donc sur une
CRCW�PRAM

CRCWL(M
0(n); 1):

Dans l'alg�ebre de Boole (fV rai; Fauxg;_;^; V rai; Faux), les produits de matrices peuvent
même s'e�ectuer en temps constant sans augmentation du nombre de processeurs : par
exemple si � = _, les processeurs qui ont calcul�e un produit Ai;k:Bk;j n'ont qu'�a �ecrire
V rai dans Ci;j si Ai;k:Bk;j = V rai et rien sinon, les cases �etant initialis�ees �a Faux.

4.2.3 L'op�eration d'�evaluation : �Eval

Cette proc�edure est la plus naturelle, elle n'est pas modi��ee par rapport �a l'algorithme
13 et elle peut encore se d�ecomposer en une �evaluation des n�uds � et une �evaluation des
n�uds 
, ces deux proc�edures �etant e�ectu�ees en parall�ele.

Algorithme 14 �Eval�

si v, un n�ud �, a m �ls tous feuilles (wi pour i 2 [1; : : :m]) alors
val(v) Ln

i=1 Uv;wi(val(wi))
pour i = 1 �a m faire

Uv;wi  �
v devient une feuille

�n

Algorithme 15 �Eval


si v, un n�ud 
, a m �ls tous feuilles (wi pour i 2 [1; : : :m]) alors
val(v) Nm

i=1 Uv;wi(val(wi))
pour i = 1 �a m faire

Uv;wi  e
v devient une feuille

�n

Algorithme 16 �Eval

en parall�ele faire
�Eval�
�Eval


�n
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Cette proc�edure e�ectue, au pire, un calcul de produit it�er�e sur chaque n�ud, sa com-
plexit�e est par cons�equent

CREWL(n
2; log n):

Il s'agit d'une majoration grossi�ere, mais su�sante puisqu'ici encore la complexit�e de l'op�eration
Group domine.

Dans un treillis totalement ordonn�e, la technique de calcul d'un � (ou d'un 
) de n
termes en temps constant pr�esent�ee pour Group peut encore être utilis�ee. La complexit�e de
la proc�edure �Eval est dans ce cas

CRCWL(n
3; 1):

4.2.4 L'op�eration d'�evaluation partielle : �EvalPartiel

Il reste d�esormais �a adapter la proc�edure de Shunt de l'algorithme de Miller, Ramachan-
dran et Kaltofen. Le probl�eme est que les n�uds � comme les n�uds 
 ne sont pas binaires.
Il est cependant possible de (( shunter )) un n�ud n-aire, d�es qu'un seul de ses �ls n'est
pas une feuille. Pour faciliter la tâche, l'adaptation de l'op�eration de Shunt est r�ealis�ee en
deux temps. Tout d'abord, chaque n�ud qui a des �ls feuilles calcule son r�esultat partiel �a
partir de leur valeur et met le r�esultat sur un seul des arcs vers ses �ls. Il parâ�t judicieux
d'e�ectuer cette �evaluation partielle pour tous les n�uds et non seulement pour les n�uds
n'ayant qu'un seul �ls non feuille, pour homog�en�eiser le traitement des n�uds op�erateurs. Il
est ensuite facile de d�eterminer si un n�ud a un seul ou plusieurs �ls non feuilles. Reste �a
d�eterminer sur quel arc stocker le r�esultat de l'�evaluation partielle. Comme cette op�eration
tend �a supprimer les �ls feuilles, une strat�egie possible est de stocker le r�esultat sur l'un des
arcs vers les �ls non feuilles s'il en existe, ou sur tous les arcs pour ne pas avoir de probl�eme
de choix (grâce �a l'idempotence des op�erations � et 
) ; si tous les �ls sont des feuilles, un
arc vers un n�ud arti�ciel r�eserv�e �a cet usage, le n�ud de num�ero 0 ou �1 par exemple, est
cr�e�e pour conserver le r�esultat partiel.

L'algorithme d'�evaluation partielle, appel�e �EvalPartiel, r�ealise cela :

Algorithme 17 �EvalPartiel

pour tous les n�uds internes v faire en parall�ele
f On calcule le r�esultat partiel. g
ResPartiel Ln

w=1 Uv;w(val(w)) si v est un n�ud �
ResPartiel Nn

w=1 Uv;w(val(w)) si v est un n�ud 


f On d�etruit les arcs de v vers ses �ls feuilles. g

Uv;w  
(

� si v est un n�ud � et w est une feuille,
e si v est un n�ud 
 et w est une feuille.



120 CHAPITRE 4. EVALUATION DE CIRCUITS DANS DES TREILLIS

f On compose le r�esultat partiel avec les arcs de v vers ses �ls non feuilles. g

Uv;w  

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

Uv;w �ResPartiel si v est un n�ud �,
w n'est pas une feuille et
Uv;w 6= �;

Uv;w 
ResPartiel si v est un n�ud 
,
w n'est pas une feuille et
Uv;w 6= e:

�n

Cette proc�edure est sch�ematis�ee sur la �gure 4.2.

����f(x)

� �

!

!

����g(x)

� �

f(x)

����

0

g(x)

Fig. 4.2 - �Evaluation partielle.

La mise �a jour des arcs peut s'e�ectuer en temps constant avecO(n2) processeurs, puisque
le nombre d'arcs est inf�erieur �a O(n2), qui est le nombre d'arcs d'un circuit complet. Cette
proc�edure a donc la même complexit�e que la proc�edure �Eval, c'est-�a-dire

CREWL(n
2; log n)

et
CRCWL(n

3; 1)

si le treillis est totalement ordonn�e.

4.2.5 L'op�eration de suppression des n�uds unaires : Suppress

En�n, il est possible de (( shunter )) les n�uds � et 
 si, apr�es l'op�eration d'�evaluation
partielle, ces n�uds sont devenus unaires. Une technique de saut de pointeur (cf. x1.4.5) ap-
pliqu�ee �a l'ensemble du circuit permet de supprimer tous les n�uds unaires du circuit, sauf
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�eventuellement les n�uds de sortie. Il est particuli�erement important de supprimer les n�uds
unaires du circuit parce qu'ils introduisent de fa�con totalement arti�cielle une s�equentialit�e
dans le circuit : une châ�ne de n�uds unaires � et 
 altern�es �etant de hauteur 1, sa suppres-
sion est imp�erative.

L'op�eration de suppression des n�uds unaires, Suppress, s'�ecrit :

Algorithme 18 Suppress

tant qu'il reste des n�uds unaires faire
pour tous les n�uds internes v faire en parall�ele

pour tous les �ls w de v faire en parall�ele
si w est unaire et a pour �ls x alors

Uv;x  
(
Uv;x � (Uv;w � Uw;x) si v est un n�ud �;
Uv;x 
 (Uv;w � Uw;x) si v est un n�ud 
 :

Uv;w  
(
� si v est un n�ud �;
e si v est un n�ud 
 :

�n

Cette proc�edure a pour complexit�e CREWL(n2; log n), puisque le nombre de passages
dans l'instruction d'it�eration tant qu'il reste des n�uds unaires faire est major�e par log n.
Sur une CRCW�PRAM il est possible de tester en temps constant s'il reste des n�uds
unaires : chaque n�ud teste son nombre de �ls (1 ou plus), �ecrit 1 dans une case sp�eciale de
la m�emoire s'il est unaire et le processus sera r�ep�et�e tant qu'il y aura un 1 dans cette case
(suppos�ee être remise �a 0 au d�ebut de chaque it�eration).

La proc�edure Suppress aura pour complexit�e pour l'ensemble de l'�evaluation du circuit
CRCWL(n2; log n).

4.2.6 L'algorithme d'�evaluation

L'algorithme d'�evaluation est constitu�e de l'application, autant de fois qu'il le faut, de
la s�equence Group { �Eval { �EvalPartiel { Suppress. Cette s�equence portera encore le nom
de Phase, par analogie avec l'algorithme 13. Cela pourrait su�re mais, pour les besoins du
calcul de la complexit�e, un pr�e-traitement est e�ectu�e sur le circuit pendant lequel une fer-
meture transitive compl�ete des n�uds � et 
, assortie de la suppression de tous les n�uds
unaires, est r�ealis�ee �a l'aide d'une op�eration Group� qui consiste en dlog ne applications de
la proc�edure Group, suivie de Suppress.
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L'algorithme s'�ecrit alors :

Algorithme 19 �Evaluation des circuits sur un treillis

pr�e-traitement
Group� = dlog ne Group
Suppress

tant qu'il reste des n�uds non �evalu�es r�ep�eter
Phase

Group
�Eval
�EvalPartiel
Suppress

�n

La complexit�e du pr�e-traitement est born�ee par celle de dlog ne applications de Phase.
La proc�edure Phase a pour complexit�e

CREWL(M(n); log n)

et

CRCWL(M
0(n); 1)

si le treillis est totalement ordonn�e.

Ici encore, le probl�eme est de d�eterminer le nombre d'applications de la proc�edure Phase.
Avant le calcul de cette complexit�e, illustrons l'algorithme 19 par un exemple.

4.3 Exemple

Pour l'exemple de la �gure 4.3, les feuilles sont rep�er�ees par des lettres grecques et les
fonctions d'arcs (même constantes) seront not�ees par des lettres latines. Le pr�e-traitement
n'est pas appliqu�e sur cet exemple.
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Fig. 4.3 - Exemple.
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Fig. 4.4 - Apr�es l'op�eration Group.

�

� 

�

� '

�

�

�

�

�



 











�

� �

�

� = � � � � 

� = � � 

� = � � '

� = � � '� �

Fig. 4.5 - Apr�es l'op�eration �Eval.
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Fig. 4.6 - Apr�es l'op�eration �Evalpartiel.
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Fig. 4.7 - Apr�es l'op�eration Suppress.
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Tout d'abord, les n�uds gris�es ont regroup�e leurs �ls et leurs petits-�ls grâce �a l'op�eration
Group (�gure 4.4). Les n�uds dont tous les �ls �etaient des feuilles ont alors calcul�e leur valeur
avec l'op�eration �Eval (�gure 4.5). Les n�uds qui avaient des �ls feuilles ont ensuite calcul�e
leur r�esultat partiel (op�eration �EvalPartiel) et l'ont stock�e sur un arc vers un �ls non feuille
s'ils en ont, sur un arc vers un n�ud arti�ciel (au centre de la �gure) sinon (�gure 4.6). Apr�es
Suppress qui a d�econnect�e les n�uds unaires, tous les n�uds n'ont qu'un seul �ls, qui est la
feuille arti�cielle. Une seule application de �Eval su�ra pour que ce circuit soit totalement
�evalu�e. Deux applications de Phase su�sent donc pour �evaluer ce circuit.

4.4 Complexit�e

Tout d'abord, la technique de preuve du x3.4 permet de montrer que le nombre d'appli-
cations de la proc�edure Phase est born�e par log nd, o�u d est le minimum des degr�es d� et d

du circuit. Cependant cette borne est beaucoup trop large pour les circuits de la �gure 4.1,
qui sont �evalu�es en au plus quatre applications de Phase. Nous introduisons une quantit�e ha,
le nombre d'alternances du circuit, qui permet d'a�ner cette borne : le nombre d'it�erations
est �egalement major�e par ha + log n, or ha vaut 4 pour les circuits de degr�e exponentiel de
la �gure 4.1.

D�e�nition 40 Soit un circuit �a op�erations dans un treillis (L;�;
; �; e). Le degr�e formel d
de ce circuit est le minimum des degr�es d� et d
, avec

d�(v) =

8><
>:

1 si v est une feuille,P
w d�(w �ls de v) si v est un n�ud �;

maxw(d�(w �ls de v)) si v est un n�ud 
;

d
(v) =

8><
>:

1 si v est une feuille,P
w d
(w �ls de v) si v est un n�ud 
;

maxw(d
(w �ls de v)) si v est un n�ud � :

4.4.1 Premi�ere majoration

Cette premi�ere majoration s'obtient en reprenant la preuve 3.4. Soit un circuit compor-
tant n n�uds, qui est �evalu�e par l'algorithme 19. Tout d'abord, montrons que le nombre
d'applications de Phase est major�e par log nd = log n+ log d. Pour cela, deux hauteurs cor-
respondant �a la hauteur du x3.4, h� et h
, sont d�e�nies pour chaque n�ud du circuit et les
hauteurs h� et h
 d'un circuit sont les maxima des hauteurs correspondantes de ses n�uds.
Ces hauteurs v�eri�ent deux propri�et�es essentielles pour le calcul de la complexit�e :

h� � 1

2
n2d� et h
 � 1

2
n2d
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et elles sont divis�ees par 2 par chaque application de l'op�eration Phase.

D�e�nition 41 h� est d�e�nie pour tout n�ud v du circuit par :

h�(v) = 1 si v est une feuille,

h�(v) = maxw

0
B@ h�(w �ls � de v) + 1

2
;

h�(w �ls 
 de v);
h�(w �ls feuille de v)

1
CA si v est un n�ud �

et
h�(v) =

P
w h�(w �ls de v) si v est un n�ud 
 :

Un �ls dominant w d'un n�ud � v est un �ls de v tel que h�(v) = h�(w) +
1
2
si w est

un n�ud �, h�(v) = h�(w) sinon.

D�e�nition 42 h
 est d�e�nie pour tout n�ud v du circuit par :

h
(v) = 1 si v est une feuille,

h
(v) = maxw

0
B@ h
(w �ls 
 de v) + 1

2
;

h
(w �ls � de v);
h
(w �ls feuille de v)

1
CA si v est un n�ud 


et
h
(v) =

P
w h
(w �ls de v) si v est un n�ud � :

Un �ls dominant w d'un n�ud 
 v est un �ls de v tel que h
(v) = h
(w) +
1
2 si w est

un n�ud 
, h
(v) = h
(w) sinon.

D�e�nition 43 La hauteur h� d'un circuit est le maximum des hauteurs h� de ses n�uds.
La hauteur h
 d'un circuit est le maximum des hauteurs h
 de ses n�uds.

Remarque
Les circuits consid�er�es par la suite sont suppos�es avoir subi l'�etape de pr�e-traitement. Ceci
permet d'assurer, dans la premi�ere partie du calcul de complexit�e, qu'il n'y a pas de n�uds
unaires dans le circuit et, dans la seconde partie, que tous les n�uds � et 
 ont �et�e regroup�es.

Les proc�edures Phase, Group, �Eval, �EvalPartiel et Suppress peuvent être consid�er�ees
comme des fonctions sur les circuits, qui laissent inchang�es les sommets (mis �a part le fait
qu'une �etiquette (( n�ud � )) ou (( n�ud 
 )) peut se transformer en (( feuille ))), mais qui
modi�ent la structure des arcs. On parlera donc de l'image d'un n�ud ou d'un circuit par
Phase et, de mani�ere un peu abusive, de leur ant�ec�edent par Phase. Dans ce dernier cas, il
existe un circuit, sur lequel la proc�edure Phase a �et�e appliqu�ee, qui fait r�ef�erence. On notera
d�esormais v0 l'image d'un n�ud v et U 0 l'image d'un circuit U . Par convention, w0 d�esignera
de fa�con g�en�erique l'un des �ls d'un n�ud v0 et w son ant�ec�edent par Phase.

Si v est un n�ud 
 et x un de ses �ls est un n�ud �, si de plus l'image x0 de x n'est
pas un �ls de v0 l'image de v, le seul cas de �gure possible est que x soit devenu un n�ud
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unaire apr�es �EvalPartiel et qu'il ait �et�e d�econnect�e de v par Suppress. L'arc v{x a donc �et�e
remplac�e par un seul arc v{w o�u w est le seul �ls de x apr�es �EvalPartiel. Cette remarque
justi�e le lemme suivant :

Lemme 3 Si v0 est un n�ud 
, sa hauteur est

h�(v
0) =

X
w0

h�(w
0 �ls de v0)

et la hauteur de son ant�ec�edent v est

h�(v) �
X
w

h�(w ant�ec�edent de w0):

�Echanger les signes � et 
 conduit �a un r�esultat vrai �egalement.

Le lemme qui suit est essentiel pour conclure �a la premi�ere majoration de la complexit�e
de cet algorithme.

Lemme 4 Si U est un circuit et U 0 est son image par Phase, si v0 est un n�ud de U 0 qui
n'est ni une feuille ni un n�ud de sortie (un n�ud sans p�ere) et si v est son ant�ec�edent dans
U , alors (

h�(v) � 2h�(v0);
h
(v) � 2h
(v0):

D�emonstration

Comme les rôles et le traitement des op�erations � et 
 sont sym�etriques, seul le cas de h�
sera trait�e. La d�emonstration se fait par r�ecurrence sur la taille de U 0

v0 le sous-circuit de U 0

qui calcule v0, avec v0 qui n'est ni une feuille ni un n�ud de sortie. U 0
v0 est le sous-graphe

de U 0 engendr�e par l'ensemble des n�uds x0 de U 0 pour lesquels un chemin allant de v0 �a x0

existe. Le cas des feuilles et des n�uds de sortie est exclu parce qu'il n'est pas certain que
leurs hauteurs soient divis�ees par 2 par Phase, du fait de leur position extrême dans le circuit.

Initialisation de la r�ecurrence

Le cas initial de la r�ecurrence est celui d'un n�ud v0 n'ayant que des �ls feuilles. Soit v
l'ant�ec�edent de v0, montrons que h�(v) � 2h�(v0) :

{ si v0 est un n�ud �, v est �egalement un n�ud � et la hauteur h�(v0) de v0 vaut
1. Montrons par l'absurde que h�(v) � 2. Si h�(v)<2, les seules possibilit�es sont
h�(v) = 1 ou h�(v) =

3
2 :

{ si h�(v) = 1, alors v est un n�ud � dont tous les �ls sont des feuilles puisqu'il n'y
a pas de n�uds unaires. Apr�es �Eval, v est devenu une feuille et v0 est une feuille
�egalement, ce qui est contraire �a l'hypoth�ese.

{ si h�(v) = 3
2, alors v est un n�ud � dont les �ls dominants sont des n�uds �

qui n'ont que des �ls feuilles, ses autres �ls �etant des feuilles, toujours grâce �a
l'absence de n�uds unaires. Apr�es Group, v n'a donc que des �ls feuilles et apr�es
�Eval v est une feuille. v0 est donc �egalement une feuille, ce qui contredit encore
l'hypoth�ese sur v0.
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Il vient donc d'être montr�e par l'absurde que si v0 est un n�ud � qui n'a que des �ls
feuilles, son ant�ec�edent v v�eri�e :

h�(v) � 2h�(v
0):

{ si v0 est un n�ud 
 dont tous les �ls sont des feuilles, alors

h�(v
0) =

X
w0 �ls de v0

h�(w
0) =

X
w0 �ls de v0

1 = Cardfw0 �ls de v0g:

Il su�t de v�eri�er que chaque ant�ec�edent w de w0 �ls de v0 a une hauteur h� sup�erieure
ou �egale �a 2, le lemme 3 permettra alors de conclure. Montrons-le par l'absurde. Sup-
posons que h�(w)<2 avec w ant�ec�edent de w0. Comme dans le cas pr�ec�edent, w est un
n�ud � avec h�(w) = 1 ou h�(w) = 3

2
et w se retrouve être une feuille apr�es �Eval.

Mais alors �EvalPartiel d�econnecte v de w et w0 ne peut donc pas être �ls de v0. h�(w)
ne pouvant pas être strictement inf�erieure �a 2, on a donc, grâce au lemme 3,

h�(v) �
X
w

h�(w ant�ec�edent de w0) � 2
X
w0

h�(w
0) = 2h�(v

0):

Le cas initial de la r�ecurrence �etant �etabli, passons au cas g�en�eral.

Cas g�en�eral

L'hypoth�ese de r�ecurrence est que pour tout circuit U 0
w0 de taille inf�erieure �a k, tel que w0

n'est ni une feuille ni un n�ud de sortie, la hauteur h�(w) de w l'ant�ec�edent de w0 est divis�ee
par 2 par Phase : h�(w) � 2h�(w0).

Soit v un n�ud de U tel que U 0
v0 comporte k + 1 n�uds et que v0 l'image de v ne soit

ni une feuille ni un n�ud de sortie, montrons que la hauteur h� de v est divis�ee par 2 par
Phase : h�(v) � 2h�(v0) :

{ si v est un n�ud �, son image v0 est �egalement un n�ud �. Soit w0 le �ls dominant de
v0 et soit w l'ant�ec�edent de w. w0 n'est pas un n�ud de sortie puisqu'il a v0 pour p�ere.

{ si w0 est une feuille, on se retrouve dans le cas initial de la r�ecurrence.

{ si w0 est un n�ud 
, alors h�(v0) = h�(w0) et 2h�(w0) � h�(w) par hypoth�ese de
r�ecurrence. Comme w est un descendant de v, h�(v) � h�(w) et donc

h�(v) � 2h�(v
0):

{ si w0 est un n�ud �, h�(v0) = h�(w0) + 1
2 ; il su�t de montrer qu'il existe un

chemin de longueur au moins 2 connectant v �a w. Si ce chemin n'existait pas, v et
w seraient deux n�uds � adjacents et la proc�edure Group les aurait d�econnect�es.
Il existe donc un n�ud x sur un chemin entre v et w. Si x est un n�ud �, alors
h�(v) � h�(x) +

1
2 � h�(w) + 1. Si x est un n�ud 
, x ne peut pas être un

n�ud unaire (ils sont d�econnect�es de leurs p�eres par la proc�edure Suppress), donc
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h�(x) � h�(w)+1 et alors h�(v) � h�(x) � h�(w)+1. On a donc, en appliquant
l'hypoth�ese de r�ecurrence �a w,

h�(v
0) = h�(w

0) +
1

2
� 1

2
[h�(w) + 1] � 1

2
h�(v):

La propri�et�e est vraie pour les n�uds �.
{ si v est un n�ud 
, son image v0 est �egalement un n�ud 
 et h�(v0) =

P
w0 h�(w0

�ls de v0). Grâce au lemme 3, on sait que h�(v) � P h�(w ant�ec�edent de w0). Il reste
�a v�eri�er que h�(w) � 2h�(w0) pour chaque �ls w0 de v0. w0 n'est pas un n�ud de
sortie puisqu'il a v0 pour p�ere. Si w0 est un n�ud � ou 
, l'hypoth�ese de r�ecurrence
s'applique :

h�(w) � 2h�(w
0):

Si w0 est une feuille, il a �et�e montr�e lors de l'initialisation de la r�ecurrence que son
ant�ec�edent w est de hauteur sup�erieure �a 2, sinon il est d�econnect�e de v0 ; donc h�(w) �
2h�(w0). Dans tous les cas,

h�(v
0) =

X
w0 �ls de v0

h�(w
0) � 1

2

X
w ant�ec�edent de w0

h�(w) � 1

2
h�(v):

Nous avons montr�e par r�ecurrence que pour tout n�ud du circuit qui n'est pas transform�e
en feuille ou en n�ud de sortie par la proc�edure Phase, sa hauteur est divis�ee par 2.

Il en est de même pour la hauteur h
, grâce �a la sym�etrie des op�erations � et 
 et des
traitements qui leur sont appliqu�es. 2

D�e�nition 44 La hauteur h d'un circuit est le minimum de ses hauteurs h� et h
.

h = min(h�; h
):

Corollaire 3 Chaque application de Phase sur un circuit divise sa hauteur h par 2.

Ce corollaire permet de d�eduire qu'apr�es dlog he applications de la proc�edure Phase, tout
circuit de hauteur h est transform�e en un circuit constitu�e exclusivement de feuilles et de
n�uds de sortie. Une application de l'op�eration �Eval su�t alors pour �evaluer compl�etement
ce circuit.

Pour relier la hauteur d'un circuit �a d'autres grandeurs plus usuelles, �etablissons le lemme
suivant :

Lemme 5 Soit U un circuit de degr�es formels d� et d
 et qui poss�ede a� arcs connectant
deux n�uds � et a
 arcs connectant deux n�uds 
, les hauteurs h� et h
 de U v�eri�ent(

h� � 1
2a�d� + d�;

h
 � 1
2a
d
 + d
:
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D�emonstration

D�emontrons-le uniquement pour h�, une preuve analogue permettant de conclure pour h
.
On le d�emontre par r�ecurrence sur la taille de tout sous-circuit Uv, o�u v est un n�ud du
circuit U . Le cas initial �etant celui o�u v est une feuille, on a

h�(v) = 1;
a�(v) = 0;
d�(v) = 1

et 1 � 1
2
� 0 � 1 + 1:

Si cette relation est v�eri��ee pour tout sous-circuit Uw de taille inf�erieuure ou �egale �a k,
montrons qu'elle est v�eri��ee pour tout sous-circuit de taille k+1. Soit donc Uv un sous-circuit
de U comportant k + 1 n�uds. Si v a pour �ls v1; v2; : : : vm, de hauteur h�1

; h�2
; : : : h�m , de

degr�e d�1
; d�2

; : : : d�m et dont les sous-circuits comportent respectivement a�1
; a�2

; : : : a�m

arcs �{�, l'hypoth�ese de r�ecurrence indique que

h�i �
1

2
a�id�i + d�i ; 1 � i � m:

{ si v est un n�ud 
,

h�(v) =
Pm

i=1 h�(vi)
=
Pm

i=1 h�i

� 1
2

Pm
i=1(a�id�i) +

Pm
i=1 d�i ;

or a�(v) � maxmi=1 a�i puisque v est un n�ud 
;
d�(v) =

Pm
i=1 d�i

et a�(v)d�(v) � (maxmi=1 a�i)(
Pm

i=1 d�i)
� 1

2

Pm
i=1(a�id�i);

donc h�(v) � 1
2a�(v)d�(v) + d�(v):

{ si v est un n�ud �, soit vl son �ls dominant,

{ si vl est une feuille, alors

h�(v) = 1;
a�(v) = 0;
d�(v) = 1

et h�(v) � 1
2a�(v)d�(v) + d�(v):

{ si vl est un n�ud 


a�l
� a�(v);

d�l
� d�(v)

et h�(v) = h�l
� 1

2a�l
d�l

+ d�l

� 1
2a�(v)d�(v) + d�(v):
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{ si vl est un n�ud �,
a�l

� a�(v) + 1;
d�l

� d�(v)
et h�(v) = h�l

+ 1
2
� 1

2
a�l

d�l
+ d�l

+ 1
2

� 1
2
(a�l

+ 1)d�l
+ d�l

� 1
2
a�(v)d�(v) + d�(v):

On a donc montr�e par r�ecurrence que, pour tout sous-circuit Uv,

h�(Uv) � 1

2
a�(Uv)d�(Uv) + d�(Uv):

Soit v un n�ud du circuit U tel que h�(U) = h�(v), on a

h� = h�(U) = h�(v) � 1

2
a�(v)d�(v) + d�(v) � 1

2
a�d� + d�:

2

Corollaire 4 Pour tout circuit U �a n n�uds, de hauteur h et de degr�e d,

h � 1

2
n2d+ d:

D�emonstration

Si d = d� par exemple,

h = min(h�; h
) � h� � 1

2
a�d� + d� � 1

2
a�d+ d:

et a� est major�e par le nombre d'arcs d'un graphe complet, c'est-�a-dire n2 (ou plus exac-
tement n2

2
, mais les calculs �etant tous en ordre de grandeur, une telle pr�ecision n'est pas

indispensable), donc

h � 1

2
n2d + d

2

D'apr�es le lemme 4, O(log h) applications de Phase su�sent �a �evaluer compl�etement un
circuit de hauteur h. Or O(log h) = O(log n + log d) grâce au corollaire 4, d'o�u ce premier
th�eor�eme :

Th�eor�eme 15 La complexit�e de l'algorithme 19 est

CREWL(M(n); [log n+ log d] log n)

et
CRCWL(M

0(n); log n+ log d)

si le treillis est totalement ordonn�e.
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4.4.2 Seconde majoration

De fa�con intuitive, ce qui limite la vitesse d'�evaluation d'un circuit est l'alternance de
n�uds � et 
. Cette alternance peut être rompue par une �evaluation partielle suivie d'une
suppression uniquement dans le cas o�u l'un de ces n�uds a des �ls feuilles. Nous introduisons
donc une derni�ere quantit�e, le nombre d'alternances d'un circuit, qui permet de prendre ceci
en compte. Cette quantit�e ha est le plus grand nombre d'alternances de n�uds � et 
 sur
tout chemin allant d'un n�ud de sortie �a une feuille. Plus formellement, ha est d�e�ni comme
suit :

D�e�nition 45 Pour tout n�ud v d'un circuit, son nombre d'alternances ha(v) vaut

ha(v) = 1 si v est une feuille;

ha(v) = maxw

0
B@ ha(w �ls 
 de v) + 1;
ha(w �ls � de v);
ha(w �ls feuille de v) + 1)

1
CA si v est un n�ud �;

ha(v) = maxw

0
B@ ha(w �ls � de v) + 1;
ha(w �ls 
 de v);
ha(w �ls feuille de v) + 1)

1
CA si v est un n�ud 
 :

Le nombre d'alternances ha d'un circuit est le maximum des nombres d'alternances de ses
n�uds.

Montrons que ha + log n applications de Phase, ou un pr�e-traitement suivi de ha appli-
cations de Phase, su�sent �a �evaluer un circuit.

Tout d'abord, aucune des di��erentes proc�edures Group, �Eval, �EvalPartiel ou Suppress
ne fait augmenter ha. Ensuite, l'importance du pr�e-traitement apparâ�t : apr�es l'op�eration
Group� du pr�e-traitement, ha est la longueur du plus long chemin du circuit. Il est alors
clair que l'�evaluation parall�ele de ce circuit n�ecessitera un temps inf�erieur �a ha, puisque ha
applications de la proc�edure �Eval su�sent �a �evaluer le circuit, ce qui revient �a appliquer un
algorithme glouton d'�evaluation. A fortiori, ha applications de la proc�edure Phase su�sent
�a �evaluer le circuit.

Remarque
La complexit�e du pr�e-traitement est born�ee par la complexit�e de log n applications de
l'op�eration Phase ; il est même possible de remplacer ce pr�e-traitement par log n applica-
tions de Phase pour obtenir un algorithme plus homog�ene. Ceci revient �a dire qu'avec un
algorithme (( homog�ene )), sans pr�e-traitement, ha + log n applications de Phase su�sent �a
�evaluer le circuit.

Quel que soit le point de vue choisi, le th�eor�eme suivant est v�eri��e :

Th�eor�eme 16 La complexit�e de l'algorithme 19 est

CREWL(M(n); [ha + log n] log n)
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et
CRCWL(M

0(n); ha + log n)

si le treillis est totalement ordonn�e.

4.4.3 Complexit�e

Les r�esultats des x4.4.1 et x4.4.2 permettent d'�enoncer un th�eor�eme r�ecapitulatif de la
complexit�e de l'algorithme d'�evaluation parall�ele des circuits sur un treillis.

Th�eor�eme 17 La complexit�e de l'algorithme 19 est

CREWL(M(n); [min(log d; ha) + log n] log n)

avec M(n) le nombre minimal de processeurs n�ecessaires pour multiplier en parall�ele deux
matrices n� n dans ce treillis en temps O(log n) et

CRCWL(M
0(n);min(log d; ha) + log n)

si le treillis est totalement ordonn�e et si M 0(n) est le nombre de processeurs n�ecessaires pour
e�ectuer un produit de matrices en parall�ele dans ce treillis en temps constant.

Remarque
Ceci nous permet de prouver que les circuits de la �gure 4.1 sont �evalu�es en temps polylo-
garithmique, puisque ha est une constante pour ces circuits.

Sur l'exemple d�etaill�e au x4.3, le nombre de n�uds est 21, le degr�e vaut 9 et le nombre d'al-
ternances 5. Le nombre d'applications de la proc�edure Phase est donc major�e par min(9; 5)+
log 21 = 5 + 5 = 10. Deux applications ont su�.

Remarque
Au cours de la d�emonstration du lemme 4, toutes les proc�edures qui composent l'algorithme
19 ont r�ev�el�e leur utilit�e.

4.5 L'exemple du tri par insertion

Le tri par insertion est l'algorithme de tri le plus facile �a concevoir, même s'il n'est pas
le plus rapide en s�equentiel. De plus il semble ne pas contenir de parall�elisme, puisque les
�el�ements sont rang�es, (( ins�er�es )), successivement dans un tableau tri�e. La structure utilis�ee
est bas�ee sur les op�erations min et Max ; il s'agit d'un treillis distributif.

En entr�ee sont donn�es n nombres x1; x2; : : : xn suppos�es deux �a deux distincts, en sortie est
retourn�e un tableau [y1; y2; : : : yn] contenant les �el�ements (xi)1�i�n tri�es par ordre croissant.
L'algorithme est r�ecursif ; un peu de parall�elisme est introduit, en ce sens qu'�a chaque �etape
le nouvel �el�ement cherche en parall�ele entre quels �el�ements s'ins�erer : si �a la �n de l'�etape
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i� 1, les �el�ements x1; x2; : : : xi�1 sont tri�es dans un tableau [y
(i�1)
1 ; y

(i�1)
2 ; : : : y

(i�1)
i�1 ], l'�etape i

consiste �a ins�erer l'�el�ement xi dans ce tableau.

Algorithme 20 Tri par insertion

pour i = 1 �a n faire
si i = 1 alors

[y(1)1 ] [x1]
si i = 2 alors

[y
(2)
1 ; y

(2)
2 ] [min(x1; x2);Max(x1; x2)]

si i > 2 alors
y
(i)
1  min(xi; y

(i�1)
1 )

y
(i)
i  Max(y

(i�1)
i�1 ; xi)

pour j = 2 �a i� 1 faire en parall�ele
si xi<y

(i�1)
j�1 <y

(i�1)
j alors

y
(i)
j  y

(i�1)
j�1

sinon si y(i�1)
j�1 <xi<y

(i�1)
j alors

y
(i)
j  xi

sinon si y
(i�1)
j�1 <y

(i�1)
j <xi alors

y
(i)
j  y

(i�1)
j

�n

On remarque que y
(i)
j est le deuxi�eme �el�ement du tableau tri�e �a trois �el�ements conte-

nant xi, y
(i�1)
j�1 et y

(i�1)
j . Il su�t donc de r�ealiser un circuit triant trois �el�ements (dont

deux d�ej�a tri�es) et qui rend ce deuxi�eme �el�ement, puis de le dupliquer pour chaque triplet

(y
(i�1)
j�1 ; y

(i�1)
j ; xi). Un circuit possible est celui de la �gure 4.8.

m

M

y
(i�1)
j�1 y

(i�1)
j xi

Fig. 4.8 - Le circuit rendant le deuxi�eme �el�ement parmi (y
(i�1)
j�1 ; y

(i�1)
j ; xi).

Le circuit obtenu �a partir de l'algorithme de tri par insertion, en utilisant ce circuit, a
un nombre d'alternances au moins lin�eaire : la formule y(i)2  Max(y(i�1)

1 ; min(y(i�1)
2 ; xi))

entrâ�ne ha(y
(i)
2 ) = 2+ ha(y

(i�1)
2 ), ce qui donne ha(y

(i)
2 ) = 2(i� 1) et le nombre d'alternances
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du circuit est sup�erieur �a ha(y
(i)
2 ).

Le degr�e dMax, not�e dM , du circuit v�eri�e pour 2 � i � n :

8>><
>>:
dM(y

(i)
1 ) = dM (y

(i�1)
1 );

dM(y(i)j ) = dM (y(i�1)
j ) + dM(y(i�1)

j�1 ); 2 � j � i� 1;

dM(y
(i)
i ) = dM (y

(i�1)
i ) + 1:

On reconnâ�t les coe�cients du triangle de Pascal et leur maximum est plus qu'exponentiel
en n.

Le degr�e dmin, not�e dm, du circuit v�eri�e pour 2 � i � n :

8>><
>>:
dm(y

(i)
1 ) = dm(y

(i�1)
1 ) + 1;

dm(y
(i)
j ) = max(dm(y

(i�1)
j ) + 1; dm(y

(i�1)
j�1 )); 2 � j � i� 1;

dm(y
(i)
i ) = dm(y

(i�1)
i ):

Ce degr�e est donc lin�eaire.

Remarque
Il est possible de d�e�nir un algorithme o�u dM est lin�eaire alors que dm est exponentiel, en
inversant les op�erateurs Max et min dans le circuit de la �gure 4.8.

On peut donc pr�edire une complexit�e

CREWL(M(n); log2 n)

et même

CRCWL(M
0(n); log n)

pour le probl�eme du tri, �a partir de l'algorithme du tri par insertion. Cette complexit�e rejoint
les meilleures complexit�es connues pour ce probl�eme [Col88, CT93, KR90], et ce de fa�con
automatique, sans mettre en �uvre de techniques sophistiqu�ees.

4.6 Le treillis de Boole (fV rai; Fauxg;^;_;:)

Un treillis qui pr�esente un int�erêt particulier pour les informaticiens, qu'ils soient th�eoriciens
en parall�elisme, concepteurs de circuit ou arithm�eticiens, est l'alg�ebre de Boole (fV rai; Fauxg;
^; _; V rai; Faux; :). Cependant, il existe une loi unaire, la loi :, qui n'est pas prise en
compte par notre algorithme. Il est possible de transformer un circuit quelconque sur un
treillis de Boole en un circuit sans portes :, qui a deux fois plus de portes, avec la technique
du x??. Il est �egalement possible d'adapter l'algorithme 19 au cas du treillis de Boole B =
(fV rai; Fauxg; ^; _; V rai; Faux; :).
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En ce qui concerne le traitement des n�uds :, l'op�eration de Group n'a pas d'e�et
puisqu'elle est con�cue pour augmenter le nombre de �ls d'un op�erateur et que : n'a de signi-
�cation que comme n�ud unaire. L'op�eration d'�evaluation peut être compl�et�ee pour prendre
en compte cet op�erateur, il su�t pour cela d'ajouter un appel, en parall�ele des appels �a
�Eval� et �Eval
, �a une proc�edure �Eval: dont la signi�cation est imm�ediate : elle �evalue tous
les n�uds : dont le �ls est une feuille. La proc�edure d'�evaluation partielle �EvalPartiel peut
soit ne pas toucher aux n�uds :, soit les connecter au n�ud arti�ciel si leur �ls est une
feuille, sans que cela change quoi que ce soit. La proc�edure de suppression des n�uds unaires,
Suppress, est particuli�erement indiqu�ee pour traiter ces n�uds et les d�econnecter de leurs
p�eres. Les fonctions d'arcs qui sont utilis�ees sont alors de la forme (a 
 x) � (b
 :x) � c ;
dans le cas du treillis B, les seules fonctions d'arcs possibles sont V rai, Faux, x et :x.

Il faut alors en tenir compte dans le traitement des op�erateurs ^ et _ : en e�et un n�ud
_ connect�e �a un autre n�ud _ par un arc :x (( verra )) ce dernier comme un n�ud ^ du fait
des lois de De Morgan : (

:(a _ b) = (:a) ^ (:b);
:(a ^ b) = (:a) _ (:b):

Pour respecter la s�emantique des op�erations, il ne faut pas regrouper ces deux n�uds. En
revanche, un n�ud _ connect�e �a un n�ud ^ par un arc :x aura la même signi�cation qu'un
n�ud _ connect�e �a un autre n�ud _ et il est possible de les regrouper.

La signi�cation des matrices d'adjacence est modi��ee, pour tenir compte de ces change-
ments, U restant la matrice d'adjacence du circuit :

{ U__ est la matrice des arcs di��erents de :x connectant deux n�uds _ et des arcs
portant la fonction :x connectant un n�ud _ �a un n�ud ^ :
U__

i;j = Ui;j si i et j sont des n�uds _ et Ui;j(x) est di��erent de :x, ou si i est un n�ud
_, j un n�ud ^ et Ui;j(x) = :x ;

{ U_: est la matrice des arcs :x connectant deux n�uds _, des arcs portant une fonction
di��erente de :x connectant un n�ud _ �a un n�ud ^ et les arcs connectant un n�ud
_ �a un n�ud : ou �a une feuille :
U_:

i;j = Ui;j si i et j sont des n�uds _ et Ui;j(x) = :x, si i est un n�ud _, j un n�ud
^ et Ui;j(x) 6= :x, ou si i est un n�ud _ et j est un n�ud : ou une feuille ;

{ U^^ est la matrice des arcs di��erents de :x connectant deux n�uds ^ et des arcs
portant la fonction :x connectant un n�ud ^ �a un n�ud _ :
U^^

i;j = Ui;j si i et j sont des n�uds ^ et Ui;j(x) est di��erent de :x, ou si i est un n�ud
^, j un n�ud _ et Ui;j(x) = :x ;

{ U^: est la matrice des arcs :x connectant deux n�uds ^, des arcs portant une fonction
di��erente de :x connectant un n�ud ^ �a un n�ud _ et les arcs connectant un n�ud
^ �a un n�ud : ou �a une feuille :
U_:

i;j = Ui;j si i et j sont des n�uds ^ et Ui;j(x) = :x, si i est un n�ud ^, j un n�ud _
et Ui;j(x) est di��erent de :x, ou si i est un n�ud ^ et j est un n�ud : ou une feuille.
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Ces quatre matrices ne forment plus une partition de U puisque les arcs issus d'un n�ud
: ne sont pas r�epertori�es. Il ne nous semble pas utile de d�e�nir une nouvelle matrice pour
ces arcs, puisqu'une seule application de Suppress, lors du pr�e-traitement s'il existe, ou �a la
premi�ere application de Phase sinon, su�t �a d�econnecter tous les n�uds : de leurs p�eres
et rendent ces n�uds inutiles, l'information qu'ils repr�esentent �etant alors stock�ee sur les arcs.

Ces nouvelles matrices sont con�cues pour que l'op�eration de Group puisse s'�ecrire avec
les mêmes produits matriciels. L'utilisation de ces nouvelles fonctions d'arcs n'entrâ�nent pas
de modi�cation des autres proc�edures, ni de l'algorithme.

En ce qui concerne les grandeurs caract�eristiques du circuit, elles n�ecessitent �egalement
un am�enagement pour prendre en compte cet op�erateur suppl�ementaire. Les nouveaux degr�es
d� et d
 sont d�e�nis par :

d
(v) =

8>>><
>>>:

1 si v est une feuille,P
w d
(w �ls de v) si v est un n�ud 
;

maxw(d
(w �ls de v) si v est un n�ud �;
d�(w �ls de v) si v est un n�ud :;

d�(v) =

8>>><
>>>:

1 si v est une feuille,P
w d�(w �ls de v) si v est un n�ud �;

maxw(d�(w �ls de v) si v est un n�ud 
;
d
(w �ls de v) si v est un n�ud ::

Le degr�e d'un circuit est le maximum des degr�es de ses n�uds.

De la même fa�con le nombre d'alternances d'un n�ud v devient :

ha(v) = max

0
BBBBBB@

ha(w 
 �ls de v) + 1;
ha(w � �ls de v);
ha(w �ls feuille de v) + 1;
ha(x
 petit-�ls de v et �ls de w :);
ha(x� petit-�ls de v et �ls de w :) + 1

1
CCCCCCA

si v est un n�ud � et

ha(v) = max

0
BBBBBB@

ha(w � �ls de v) + 1;
ha(w 
 �ls de v);
ha(w �ls feuille de v) + 1;
ha(x� petit-�ls de v et �ls de w :)
ha(x
 petit-�ls de v et �ls de w :) + 1

1
CCCCCCA

si v est un n�ud 
. Le nombre d'alternances ha d'un circuit est le maximum des nombres
d'alternances ha de ses n�uds.

La complexit�e de l'algorithme reste inchang�ee. Au x1.2.2, la transformation d'un circuit
bool�een quelconque en circuit monotone (sans portes :) �equivalent a �et�e d�etaill�ee, et il est
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facile de v�eri�er que cette adaptation 19 correspond �a l'algorithme original appliqu�e �a un
circuit monotone, et que les nouveaux degr�es et nombre d'alternances sont les degr�es et
nombre d'alternances du circuit monotone.

Remarque
Dans le cas o�u l'algorithme 19 et son adaptation pour les treillis de Boole sont r�eellement
utilis�es comme interpr�eteurs, et non pas comme pr�edicteurs de complexit�e (cf. chapitre 5) ou
comme compilateurs (cf. chapitre 6.1), il est possible d'utiliser la valeur e�ective des fonctions
d'arcs : si une fonction d'arc est une fonction constante, le n�ud p�ere peut consid�erer son �ls
comme une feuille lors des proc�edures d'�evaluation et d'�evaluation partielle. Par cons�equent,
la proc�edure Suppress peut d�econnecter les n�uds plus tôt et �eventuellement (( gagner du
temps )).

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e notre contribution �a l'�evaluation parall�ele de cir-
cuits arithm�etiques, en proposant un algorithme d'�evaluation des circuits sur des treillis. Les
deux caract�eristiques majeures de cet algorithme sont tout d'abord le traitement sym�etrique
des op�erations � et 
 et le fait qu'une nouvelle borne de complexit�e, le nombre d'alternances
du circuit, permette d'a�ner les bornes d�ej�a connues pour ce probl�eme.

Cet algorithme permet de montrer par exemple que le probl�eme du tri admet une solution
parall�ele, simplement en �evaluant une version du tri par insertion, qui n'est pourtant pas
connu pour être un mod�ele de tri parall�ele.

Nous avons �egalement adapt�e cet algorithme au cas du treillis de Boole (fV rai; Fauxg;
_; ^; V rai, Faux, :) a�n de g�erer les n�uds : des circuits bool�eens, qui servent de mod�ele
en parall�elisme.
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Deuxi�eme partie

Applications
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Chapitre 5

Exp�erimentations

R�esum�e

Des simulations, destin�ees �a valider les algorithmes de la partie I, ont �et�e e�ectu�ees
sur deux probl�emes tests : le probl�eme de l'addition de deux entiers �a n bits et le
probl�eme P -complet du calcul de l'ensemble lexicographiquement maximal de som-
mets ind�ependants d'un graphe. Pour ces deux probl�emes, la complexit�e th�eorique est
lin�eaire ; en pratique, le circuit d'addition de deux entiers est �evalu�e en temps polylo-
garithmique et le second en temps lin�eaire. L'algorithme 19 est ensuite utilis�e comme
pr�edicteur de complexit�e pour di��erents probl�emes issus du calcul bool�een et du calcul
formel. En�n, d'autres champs d'application sont mentionn�es.

5.1 Introduction

La premi�ere partie de cette th�ese a �et�e consacr�ee �a l'�etude d'algorithmes parall�eles
th�eoriques d'�evaluation des expressions ou des circuits arithm�etiques, ainsi qu'au calcul de
leur complexit�e. Il est l�egitime de s'interroger sur la pr�ecision de ces complexit�es : s'agit-
il de surestimations grossi�eres syst�ematiques ou bien y a-t-il concordance entre la borne
calcul�ee et la dur�ee observ�ee du calcul? Le meilleur moyen de s'assurer de la validit�e des
bornes th�eoriques sur la complexit�e des algorithmes d'�evaluation est de les exp�erimenter sur
di��erents probl�emes. Dans ces calculs de complexit�e, la dur�ee de la proc�edure Phase est lo-
garithmique en n puisque les produits de matrices sont e�ectu�es, même s'ils sont totalement
inutiles. Le nombre d'applications de cette proc�edure Phase est par contre inconnu. Pour me-
surer ce nombre, nul besoin d'ex�ecuter un algorithme parall�ele, une simulation s�equentielle
su�t, ce qui simpli�e consid�erablement le travail de programmation. Pour s'assurer que la
simulation s�equentielle respectera bien l'ex�ecution parall�ele de l'algorithme d'�evaluation, on
travaille sur deux copies du circuit, l'une contenant le circuit dans l'�etat o�u il se trouvait �a
la �n de l'it�eration pr�ec�edente et une copie de travail, qui est modi��ee. Ce fonctionnement
respecte la convention PRAM de lecture puis �ecriture de la m�emoire et il �evite �egalement
d'�evaluer compl�etement (et s�equentiellement) le circuit en une seule passe. Le programme de
simulation incr�emente �egalement un compteur qui m�emorise le nombre d'applications d�ej�a
e�ectu�ees de la proc�edure Phase.
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Comme l'algorithme 19 est ind�ependant de la valeur des feuilles du circuit, il est clair que
toutes les valeurs des entr�ees conduiront �a des ex�ecutions identiques. Une seule ex�ecution du
programme, sur un jeu de valeurs quelconques, su�t donc �a d�eterminer le nombre cherch�e.

Pour v�eri�er les complexit�es d�etermin�ees dans la premi�ere partie de cette th�ese, nous
avons tout d'abord choisi un probl�eme simple �a programmer (( en bool�een )) et tel que
le r�esultat soit facile �a v�eri�er, ce qui permet de d�etecter les erreurs de programmation.
L'addition de deux entiers de n bits est un probl�eme qui r�epond �a ces crit�eres. Les entiers
sont suppos�es positifs et �ecrits en base deux. L'addition s'e�ectue des poids faibles vers les
poids forts, en propageant la retenue, une d�emarche intrins�equement s�equentielle.

Ensuite, nous nous sommes demand�e quelle �etait la puissance de notre algorithme d'�evaluation.
Nous avons donc d�ecid�e de l'essayer sur un probl�eme r�eput�e di�cile, le calcul de l'ensemble
lexicographiquement maximal de sommets d'un graphe ou LMISP. Ce probl�eme est en e�et
un probl�eme P -complet [Coo81] et Cook [Coo85] conjecture que ces probl�emes n'appar-
tiennent pas �a NC. Comme les algorithmes d'�evaluation utilisent la connaissance du circuit
enti�erement d�eroul�e pour transformer ce circuit en un circuit moins profond, qui est leur
graphe de tâches, ils peuvent être vus comme des transformations P -uniformes sur ces cir-
cuits. Si cet algorithme permettait d'�evaluer le circuit bool�een correspondant au LMISP en
temps polylogarithmique 1, un �el�ement de r�eponse serait que tout algorithme s�equentiel poly-
nomial peut être transform�e { par une transformation polynomiale en temps { en un circuit
bool�een de profondeur polylogarithmique.

Les r�esultats obtenus con�rment ces pr�evisions et r�ehabilitent même l'usage de l'algo-
rithme de type contraction d'arbre 9 dans certains cas. Pour le probl�eme de l'addition, le
nombre d'applications de la proc�edure Phase est un logarithme ou un logarithme au carr�e
du nombre de chi�res selon l'algorithme bool�een choisi, il est lin�eaire pour le LMISP. La �a-
bilit�e des estimations de complexit�e con�rm�ee, nous avons alors test�e la puissance de notre
algorithme sur divers probl�emes issus du calcul bool�een ou du calcul formel. Pour la plupart
des cas, nous retrouvons la complexit�e d�ej�a connue pour ces probl�emes. Pour le probl�eme
du calcul d'un pgcd, les bornes donn�ees ne sont pas les meilleures connues, cependant elles
indiquent que la parall�elisation ne sera pas �evidente.

En�n, deux domaines o�u ces algorithmes d'�evaluation parall�ele pourraient s'appliquer
avec succ�es, sont les recherches de chemins dans les graphes et la simulation de syst�emes �a
�ev�enements discrets mod�elis�es par des r�eseaux de Petri temporis�es.

5.2 Pr�esentation des simulations

5.2.1 Addition

L'addition de deux entiers de n bits

an�1 : : : a0
+ bn�1 : : : b0
rn rn�1 : : : r0

1: On peut toujours esp�erer !



5.2. PRESENTATION DES SIMULATIONS 143

a pour r�esultat un entier d'au plus n + 1 bits, rnrn�1 : : : r0 (r comme r�esultat). �A chaque
couple (ai; bi) est associ�e un couple (ri; ci) o�u ri est le chi�re correspondant au r�esultat et
ci est la retenue (ou carry) qui va entrer en compte dans le calcul de ri+1. Les �equations
bool�eennes s'�ecrivent �a l'aide des fonctions ET , OU et NON sous la forme non simpli��ee :

ri = ((:ai) ^ (:bi) ^ ci�1)
_ ((:ai) ^ bi ^ (:ci�1))
_ (ai ^ (:bi) ^ (:ci�1))
_ (ai ^ bi ^ ci�1);

c0 = Faux;
ci = ((:ai) ^ bi ^ ci�1)

_ (ai ^ (:bi) ^ ci�1)
_ (ai ^ bi ^ (:ci�1))
_ (ai ^ bi ^ ci�1):

Le degr�e et le nombre d'alternances du circuit correspondant sont d�etermin�es par ceux
de cn. Le degr�e d_ de ci v�eri�e d_(ci) = 3 � d_(ci�1) + d^(ci�1), et le degr�e d^ de ci est
d^(ci) = max(2 + d^(ci�1); 2 + d_(ci�1)), ce qui donne un degr�e exponentiel. De plus, le
nombre d'alternances est lin�eaire. La complexit�e parall�ele th�eorique de l'�evaluation de ce
circuit par l'algorithme 19 est par cons�equent CRCW (M(n); n).
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Fig. 5.1 - �Evaluation par l'algorithme de type contraction d'arbre.
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Fig. 5.2 - �Evaluation par l'algorithme pour les treillis.

La �gure 5.2 repr�esente la complexit�e temporelle pour une CRCW�PRAM . Elle o�re
l'agr�eable surprise d'être un logarithme au carr�e (tr�es exactement (blog nc + 2)2 = (i + 1)2

pour n 2]2i�1; 2i[ et (blog nc+ 1)(log n+ 2) = i(i+ 1) pour n = 2i). Ceci signi�e que l'algo-
rithme fonctionne au-del�a de toute esp�erance, mais �egalement que ni le degr�e ni le nombre
d'alternances ne permettent de d�etecter toutes les possibilit�es de Shunt.

Remarque
On peut �egalement utiliser les �equations du chapitre 1 :

ci = (ai ^ bi) _ ([ai _ bi] ^ ci�1):

Dans ce cas, les degr�es d_ et d^ sont lin�eaires en n et donc la complexit�e th�eorique est

CRCW (M(n); log n):

Les r�esultats exp�erimentaux con�rment ces r�esultats : le nombre d'applications de Phase est
exactement dlog ne+ 1 (cf. courbe 5.3).
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Fig. 5.3 - �Evaluation �a partir d'un algorithme plus pertinent.

L'algorithme de type contraction d'arbre appliqu�e �a ce circuit donne �egalement de tr�es
bons r�esultats : exp�erimentalement, le circuit est �evalu�e en temps 1; 35 log n (�gure 5.1). Il
conduit �a un temps optimal pour ce circuit. Il rejoint l'algorithme de Brent et Kung, pr�esent�e
au chapitre 1, en ce sens qu'il (( reconnâ�t )) et r�ealise une op�eration de pr�e�xe d�es que le
premier �Eval et le premier Shunt sont e�ectu�es.

Sur ce probl�eme simple et n�eanmoins tr�es s�equentiel, si on se contente de rechercher le
parall�elisme sur le graphe de d�ependance des calculs, les algorithmes d'�evaluation de la partie
I permettent d'atteindre de tr�es bons r�esultats, même quand l'�ecriture de l'algorithme ne
favorise pas la d�etection du parall�elisme. Il est �a noter que le probl�eme de l'addition (( bien
�ecrite )) repr�esente un (( meilleur cas )) pour ces algorithmes d'�evaluation, puisque sa com-
plexit�e co��ncide avec le minimum des complexit�es possibles. En e�et, par construction de
l'algorithme 19, il est impossible { sur le mod�ele CREW�PRAM { de passer sous la barre
d'un logarithme �elev�e au carr�e. Comme de plus les constantes multiplicatives sont proches
de 1, ces r�esultats de complexit�e sont tr�es encourageants.

Remarque
Des statistiques sur le remplissage de la matrice d'adjacence utilis�ee par l'algorithme 19
mettent en �evidence une structure tr�es creuse, avec en moyenne moins de 5 �el�ements par
ligne et au maximum une fonction qui ressemble �a un logarithme.
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5.2.2 LMISP

Ce probl�eme est un probl�eme P -complet (cf. chapitre 1), il est donc un mauvais can-
didat �a la parall�elisation. Le probl�eme est de calculer, dans un graphe dont les sommets
sont totalement ordonn�es, un ensemble, lexicograhiquement maximal pour cet ordre et de
cardinal maximal, de sommets du graphe qui ne sont pas connect�es. Ce probl�eme joue l'ana-
logue du probl�eme de la satisfaisabilit�e dans l'�etude de l'inclusion P � NP , o�u NP est la
classe d�e�nie en rempla�cant (( machine de Turing d�eterministe )) dans la d�e�nition de P par
(( machine de Turing non d�eterministe )). Ce probl�eme a �et�e choisi parce qu'il s'agit d'un
probl�eme P -complet tr�es pr�ecis, beaucoup plus que le CV P et le MCV P par exemple, o�u il
faut travailler sur un circuit quelconque.

D�e�nition 46 Soit G = (V;E) un graphe non orient�e, avec V = fv1; v2; : : : vng totale-
ment ordonn�e par l'ordre lexicographique v1 > v2 > : : : > vn. L'ensemble, not�e LMIS, est
l'ensemble maximal pour l'ordre lexicographique des sommets ind�ependants de G, i.e. le sous-
graphe engendr�e par cet ensemble n'a pas d'arête. Le probl�eme du calcul de cet ensemble est
not�e LMISP, pour Lexicographic Maximal Independent Set Problem.

Un algorithme s�equentiel glouton permet de r�esoudre ce probl�eme : si l'ensemble de som-
mets cherch�e est not�e LMIS, un parcours selon l'ordre lexicographique d�ecroissant de l'en-
semble des sommets remplit le LMIS, en ajoutant un n�ud si ce n�ud n'est adjacent �a aucun
des n�uds dont l'appartenance au LMIS a d�ej�a �et�e d�etermin�ee.

Algorithme 21 Algorithme glouton

LMIS  ;
pour i = 1 �a n faire

si vi n'est connect�e �a aucun sommet appartenant au LMIS alors
LMIS  LMIS

Sfvig

�n

Cet algorithme s'�ecrit sous une forme bool�eenne n'utilisant que des portes ET et OU ,
ainsi que la matrice d'adjacence G du graphe et cette matrice compl�ement�ee �G = (:Gi;j).
Si S est la table de v�erit�e du LMIS et �S son compl�ement, alors le circuit correspondant est
d�e�ni par :

Algorithme 22 Algorithme bool�een pour le LMISP

pour i = 1 �a n faire
Si  Faux
�Si  V rai
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S1  V rai
�S1  Faux

pour i = 2 �a n faire
pour j = 1 �a i� 1 faire

Si  Si ^ ( �Sj _ �Gi;j)

�Si  �Si _ (Sj ^ Gi;j)

�n

Cette �ecriture s'explique par la transformation d'un circuit en circuit monotone d�etaill�ee au
chapitre 1.

Remarque
Le nombre de n�uds du circuit est quadratique en le nombre de sommets du graphe.

Ce circuit est assez enchevêtr�e, comme le montre la �gure 5.4 pour un graphe �a quatre
sommets.
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Fig. 5.4 - Le circuit du LMISP pour un graphe �a 4 sommets.
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Calculons le degr�e de ce circuit. Comme il est absolument sym�etrique (et pas uniquement
�a cause de la construction d'un circuit monotone �a partir d'un circuit quelconque), on a
d_ = d^. Calculons d^ :

d^S1 = 1;
d^ �S1 = 1;
d^S2 = 2;
d^ �S2 = 2;

Si =
Vi�1

j=1
�Sj _ �Gi;j;

d^Si =
Pi�1

j=1max(d^ �Sj; d^ �Gi;j)
=
Pi�1

j=1 d^
�Sj;

�Si =
Wi�1

j=1 Sj ^ Gi;j;
d^ �Si = max1�j�i�1(d^Sj + d^Gi;j)

= d^Si�1 + 1:

On remplace d^ �Sj dans d^Si :

d^Si � (i� 1) +
i�2X
j=1

d^Sj:

Notons
�i =

Pi�2
j=1 d^Sj;

�3 = d^S1 = 1;
�4 = d^S1 + d^S2 = 3;
�i+1 = d^Si�1 + �i i � 3

� (i� 2) + �i�1 + �i

� 2�i�1:

S�eparons les cas i pair et i impair.

i = 2k + 1 ) �2k+1 � 2�2(k�1)+1

) �2k+1 � 2k�1�3

) �2k+1 � 2k�1

9>=
>; i � 3 k � 1;

i = 2k ) �2k � 2�2(k�1)

) �2k � 2k�2�4

) �2k+1 � 2k�1

9>=
>; i � 4; k � 2;

d'o�u

�i � 2b
i
2
c�1

et

d^Si = (i� 1) + �i � 2b
i
2
c�1;
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donc le degr�e de ce circuit est exponentiel.
Calculons maintenant le nombre d'alternances de ce circuit :

ha(S1) = 1;
ha( �S1) = 1;
ha(S2) = 3;
ha( �S2) = 3;

Si =
Vi�1

j=1
�Sj _ �Gi;j;

ha(Si) = 2 + ha
�Si�1;

�Si =
Wi�1

j=1 Sj ^ Gi;j;
ha( �Si) = 2 + haSi�1;

ha(Si) = 2(i� 1) + 1;
ha( �Si) = 2(i� 1) + 1:

ha est lin�eaire en n. La complexit�e est donc lin�eaire en n :

CRCW (M(n); n):

Ceci signi�e que cette technique ne permet pas de conclure quant au lien entre P et (P -
uniforme)NC : ce probl�eme P -complet est �evalu�e en parall�ele en temps lin�eaire.

Quand on applique l'algorithme, on remarque qu'au d�ebut de l'�evaluation, un seul Shunt
a e�ectivement lieu, sur les coe�cients de G et �G. Si les portes du circuit sont n-aires, Group
ne modi�e pas le circuit et, grosso modo, les seules proc�edures actives sont �Eval+ et �Eval� et
Shunt (( tout en bas )) du circuit. On calcule un seul S[i] et un seul �S[i] �a chaque application
de Phase. L'�etude �ne de ce qui se passe lors de l'�evaluation du circuit correspondant au
LMISP met cependant en �evidence des motifs qui peuvent être simpli��es alg�ebriquement.
Par exemple, il y a des motifs du type

(Sj ^ �Sj ^ G:;:) _ : : : ;
(Sj _ �Sj _ �G:;:) ^ : : : ;

qui pourraient être simpli��es, ce qui permettrait de supprimer des termes. Tr�es exactement
on a

Si = [ �Gi;i�1 _ (Si�1 ^ Gi�1;i�2) _ : : :] ^ [ �Gi;i�2 _ �Si�1]
= ([ �Gi;i�1 _ : : :] ^ [ �Gi;i�2 _ �Si�1])

_[(Si�1 ^ Gi�1;i�2) ^ �Gi;i�2] _ [(Si�1 ^ Gi�1;i�2) ^ �Si�1]
_ : : :

= ([: : :] ^ [: : :]) _ [: : :] _ [Faux^ Gi�1;i�2]
= ([: : :] ^ [: : :]) _ [: : :]:

Il semble donc que l'utilisation de propri�et�es alg�ebriques suppl�ementaires permettrait d'acc�el�erer
l'�evaluation parall�ele du circuit. Il est cependant di�cile de pr�edire leur action exacte : les
formules �a manipuler deviennent rapidement complexes (de longueur au moins polynomiale,



150 CHAPITRE 5. EXPERIMENTATIONS

puisqu'il s'agit de transformations polynomiales !). Quoi qu'il en soit, l'�equivalence des cir-
cuits bool�eens et des circuits bool�eens monotones sur le plan de la complexit�e laisse pr�esager
que les gains obtenus ne permettront pas de conclure sur le lien entre P et (P -uniforme)NC.

Les �gures 5.5 et 5.6 pr�esentent les r�esultats des simulations avec les deux algorithmes
test�es. Sur la �gure correspondant �a l'algorithme 5.6 nous avons repr�esent�e le nombre d'ap-
plications de Phase, i.e. la complexit�e sur une CRCW�PRAM . L'algorithme 9 tout comme
l'algorithme 19 �evalue ce circuit en temps lin�eaire.
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Fig. 5.5 - �Evaluation par l'algorithme de type contraction d'arbre.
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Fig. 5.6 - �Evaluation par l'algorithme pour les treillis.

Ici, les complexit�es th�eoriques sont atteintes, et les constantes multiplicatives sont encore
de l'ordre de 1. Ce probl�eme nous a permis d'atteindre les maxima possibles de complexit�e.
Il s'agit donc bien d'un pire cas pour nos algorithmes.

5.2.3 Commentaires

L'exp�erimentation des algorithmes d'�evaluation sur deux probl�emes tr�es di��erents a per-
mis de mettre en �evidence plusieurs points.

Tout d'abord, les bornes de complexit�e calcul�ees dans les chapitres pr�ec�edents, qui sont a
priori seulement des majorations, sont souvent assez �nes, mais elles m�eritent d'être v�eri��ees
exp�erimentalement. Quoi qu'il en soit, si les pr�evisions sont optimistes, il est certain qu'une
solution parall�ele existe, sinon la surprise ne peut qu'être agr�eable. L'exp�erimentation permet
de ra�ner ces bornes th�eoriques. De plus, les constantes multiplicatives qui apparaissent (et
qui �etaient cach�ees par les calculs en ordre de grandeur) sont proches de 1.
Ces exp�erimentations ont con�rm�e que le probl�eme P -complet du LMISP est un pire cas
pour notre algorithme.
En�n, ces deux exemples extrêmes ont r�ehabilit�e l'algorithme de type contraction d'arbre du
chapitre 3, qui est tout �a fait utilisable dans certains cas : pour l'addition avec l'une ou l'autre
�ecriture bool�eenne, o�u les op�erations de Shunt ont r�ealis�e la majeure partie des calculs, et
pour le LMISP, pour lequel il est presque certain qu'une �evaluation en temps sous-lin�eaire
est impossible.
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La distinction entre l'algorithme de Miller et Teng [MT87] et le nôtre n'a pas pu se faire
sur ces deux probl�emes. En e�et, les calculs sont essentiellement r�ealis�es par l'op�eration de
Shunt sur des n�uds ^ dans le probl�eme de l'addition (quelle que soit l'�ecriture choisie), et
par les �evaluations pour le LMISP. Les constantes multiplicatives sont les mêmes pour les
deux algorithmes dans ces deux cas.

En ce qui concerne la r�ealisation des exp�eriences, il s'av�ere que les matrices sont tr�es
creuses et que si on ne les stocke pas comme telles, alors la taille des probl�emes traitables est
tr�es petite (12 bits maximum pour l'addition de deux entiers). Avec un stockage creux, seul
le circuit est conserv�e en m�emoire. Le temps des simulations est important aussi : chaque
ex�ecution de Phase est r�ealis�ee en s�equentiel en temps O(n3), ou au minimum O(n2) en
tenant compte du remplissage de la matrice, et ce temps est encore multipli�e par le nombre
de Phase.

5.3 Application au calcul bool�een

5.3.1 Addition de n bits

Le probl�eme est ici de calculer la somme de n bits :

nX
i=1

bi:

Ce probl�eme intervient notamment dans la multiplication de deux entiers par l'algorithme
standard. Nous pr�esentons deux algorithmes pour ce probl�eme : le premier consiste �a utiliser
un produit standard de produit it�er�e en prenant garde au grossissement des r�esultats des
calculs. Le second utilise une astuce pour ramener ce probl�eme �a celui de l'addition de deux
(grands) entiers.

1. Avec un produit it�er�e, l'algorithme est le suivant :

Algorithme 23 Addition de n bits par un produit it�er�e

BitAdd(b0; : : : bn�1; n) :=
r0 = BitAdd(b0; : : : bn

2
�1;

n
2
)

r1 = BitAdd(bn
2
; : : : bn�1;

n
2 )

res = Addition (r0; r1; log n)
fCette proc�edure e�ectue l'addition de deux nombres de log n bits.g

�n

Si on suppose que l'on utilise l'algorithme de degr�e lin�eaire pour additionner deux
nombres (sinon il n'y a aucun espoir de pr�edire une complexit�e parall�ele int�eressante), il

apparâ�t que le degr�e, aussi bien d_ que d^, du circuit est multipli�e par 4log(taille des op�erandes)
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�a chaque addition. Le degr�e total du circuit est donc O(4log2 n). En ce qui concerne le
nombre d'alternances ha du circuit, la contribution de chaque addition �etant l'ajout
de log(taille des op�erandes), le nombre total d'alternances du circuit est O(log2 n). Cela
permet de pr�edire une complexit�e O(log2 n), qui est e�ectivement la complexit�e pa-
rall�ele de cet algorithme. Le pr�edicteur n'a pas permis d'a�ner cette borne.

2. La r�egle du (( 2 pour 3 )) permet de remplacer l'addition de trois nombres a = ak�1; : : : a0,
b = bk�1; : : : b0 et c = ck�1 : : : c0 par l'addition de deux nombres u = uk+1; : : : u0 et
v = vk; : : : v0 tels que a+ b+ c= 2u+v. Les calculs sont simples : ai+ bi+ ci = 2ui+vi,
ui est donc le chi�re de la retenue g�en�er�ee par ai + bi + ci et vi est le chi�re de poids
faible de cette somme. On peut calculer u et v en temps constant en parall�ele, avec
k processeurs. L'application r�ecursive de cette r�egle transforme en temps log 3

2

n, le

probl�eme de l'addition de n nombres �a nO(1) chi�res en une addition de deux nombres
�a nO(1) chi�res, ce qui prend un temps log n.
Tr�es clairement, sur cet algorithme le nombre d'alternances sera O(log n) et le degr�e
O(n), ce qui donnera une complexit�e parall�ele logarithmique. Les calculs sont su�sam-
ment bien �equilibr�es pour que les techniques d'anticipation ne puissent pas jouer.

5.3.2 Puissance de matrices bool�eennes

Il s'agit d'�elever �a la puissance n une matrice �a coe�cients bool�eens de taille n� n. Sur
une CRCW�PRAM , le produit de deux matrices bool�eennes s'e�ectue en temps constant :
les produits sur les coe�cients s'e�ectuent en parall�ele en temps 1, ensuite la matrice r�esultat
est initialis�ee �a Faux et les processeurs qui ont calcul�e une valeur V rai l'�ecrivent dans la
case m�emoire correspondant �a l'�el�ement calcul�e. Cet algorithme fonctionne quel que soit
le mod�ele de CRCW �PRAM choisi. Un algorithme parall�ele possible est d'e�ectuer ces
produits de matrices, qui sont associatifs, selon un sch�ema produit it�er�e, en temps log n. La
complexit�e parall�ele de ce probl�eme est donc major�ee par log n pour une CRCW�PRAM .
Calculons la complexit�e pr�edite par notre algorithme de contraction. L'algorithme s�equentiel
est le suivant ;

Algorithme 24 Puissance ni�eme de matrices

pour i = 1 �a n faire
Ai  Ai�1 �A

�n

Le degr�e d^ du circuit correspondant est 2 pour chaque produit de matrices. Comme n
produits sont enchâ�n�es, cela donne un degr�e 2n, la complexit�e de l'�evaluation de ce circuit
par l'algorithme 19 est donc CRCW (M(n4); log n). Dans ce cas �egalement, la complexit�e
parall�ele du probl�eme est pr�edite automatiquement.
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5.4 Application au calcul formel

5.4.1 Puissance de matrices �a coe�cients entiers

Le probl�eme est de calculer l'�el�evation �a la puissance n d'une matrice n�n dont les coe�-
cients sont des entiers �a n bits. Dans le d�ecompte des op�erations interviennent les op�erations
bool�eennes r�ealisant les op�erations arithm�etiques en pr�ecision in�nie.

Une solution parall�ele en temps O(log2 n) existe : comme l'addition de n entiers de lon-
gueur n a la même complexit�e que celle de deux entiers de nO(1) bits, grâce �a la r�egle du (( 2
pour 3 )) du x5.3.1, on en d�eduit qu'un produit de matrices prend un temps O(log n). Comme
il s'agit d'un calcul de produit it�er�e faisant intervenir l'op�eration matricielle associative de
produits de matrices, ce produit it�er�e se r�ealise en temps O(log n) fois la complexit�e du
produit de matrices. Cela signi�e que O(log2 n) est le temps parall�ele n�ecessaire pour �elever
une matrice �a coe�cients entiers �a la puissance n.

Cherchons s'il est possible d'am�eliorer cet algorithme parall�ele. Rompre ce d�ecoupage en
(( niveau haut )) (op�erations matricielles) et (( niveau bas )) (op�erations sur les entiers), en
autorisant le m�ecanisme d'anticipation �a jouer �a travers ces niveaux de conception logique,
pourrait am�eliorer encore le temps parall�ele, au moins pour une CRCW�PRAM .
Calculons le nombre d'alternances du circuit parall�ele : pour chaque calcul A2i+1  A2i �A2i

,
au niveau d'un calcul de coe�cient, la contribution de la multiplication �a ha est de O(log n)
si les calculs sont organis�es en arbre �equilibr�e. Il est en de même pour les additions. Comme
il y a log n calculs de produits de matrices dans un plus long chemin de l'arbre, on en d�eduit
que ha = O(log2 n).
Calculons maintenant le degr�e du circuit parall�ele : pour une multiplication, le degr�e des
op�erandes (aussi bien d^ que d_) est multipli�e par O(4logn) ; il en va de même pour les n
additions qui suivent chaque multiplication (on peut le v�eri�er �a partir du calcul de degr�e
de l'addition). Le degr�e total de ce circuit est O(4log2 n).
Ces deux mesures conduisent �a une complexit�e parall�ele temporelle de O(log2 n). La com-
plexit�e de ce probl�eme n'est donc pas a�n�ee (mais pas d�egrad�ee non plus) par les estimations
automatiques.

5.4.2 Calcul du pgcd d'entiers

Ce probl�eme n'admet pas �a l'heure actuelle de solution parall�ele rapide. Soient A et
B deux entiers, de taille m et n respectivement, le probl�eme est de calculer d le plus grand
diviseur commun de A et B. L'algorithme systolique de Brent et Kung [BK83] est le suivant :

Algorithme 25 Calcul de PGCD [Brent et Kung]

accu 0 f cet accumulateur conserve le nombre de d�ecalages e�ectu�es simultan�ement sur
les op�erandes. g
pour (i = 1 �a m+ n) et si fini = Faux faire

1.diviser A et B par 2, jusqu'�a ce que l'un des deux soit impair.
Cette op�eration est r�ealis�ee par � d�ecalages et accu accu+ �.
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2.diviser le nombre pair par 2 jusqu'�a ce qu'il soit impair �egalement, le pgcd d'un
nombre pair et d'un nombre impair �etant toujours impair. Cette op�eration se
r�ealise �egalement �a l'aide de d�ecalages.

3.

A 
(

A+B
4

si A+B = 0mod 4
jA�Bj
4

sinon

Cette op�eration requiert le calcul de A + B et �eventuellement de jA � Bj, la
division par 4 s'e�ectue par des d�ecalages.

4.si A�B
2

< B, �echanger A et B.

5.si A�B < 0 alors
d A
fini V rai

d d � 2accu

�n

Le nombre d'alternances de ce circuit sera lin�eaire, ne serait-ce qu'�a cause de l'�ecriture
sous forme de boucle s�equentielle de l'algorithme.
�A chaque �etape, le degr�e du circuit est multipli�e par log n �a chaque op�eration arithm�etique, et
par n par le comparateur. Le degr�e cumul�e est �nalementO(nn), ce qui donne une complexit�e
superlin�eaire. Sur ce probl�eme, notre estimateur de complexit�e s'av�ere moins performant
qu'une expertise humaine : Kannan, Miller et Rudolph ont propos�e un algorithme sous-
lin�eaire pour ce probl�eme [KMR84]. Il indique cependant que la parall�elisation de ce probl�eme
n'est pas a priori �evidente ; c'est d'ailleurs un probl�eme ouvert.

5.5 Autres domaines d'application

Il existe deux domaines o�u les calculs dans les semi-anneaux unitaires int�egres du type
(�R;max;+;�1; 0), avec �R= R

Sf�1g ou (R+;max; �; 0; 1) sont monnaie courante [CG79].

5.5.1 Cheminements dans les graphes

Le premier est celui de la th�eorie des graphes, o�u le probl�eme est de parcourir un graphe
�a la recherche d'une solution v�eri�ant un crit�ere donn�e. Les probl�emes d'optimisation font
intervenir le plus souvent les op�erateurs min ou max et +, mais �egalement pour tester la
�abilit�e d'un r�eseau, les op�erateurs � et �. Les probl�emes d'�enum�eration sont r�esolus par
des parcours �a la recherche de toutes les solutions r�esolvant un probl�eme donn�e, l'une des
op�erations �etant alors l'union ensembliste, l'autre permettant de v�eri�er si l'ensemble trouv�e
r�epond �a la question. Les probl�emes de connexit�e et de d�enombrement en�n utilisent des
ensembles de nombres � 0 sur lesquels agissent min et max. Dans ce contexte, les structures
alg�ebriques de semi-anneaux et de treillis sont regroup�ees sous le vocable d'(( alg�ebre de
chemins )) [GM79].
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5.5.2 R�eseaux de Petri temporis�es

La simulation de syst�emes �a �ev�enements discrets, ou divers probl�emes de production
(�etude et optimisation d'ateliers de production par exemple), sont mod�elis�es par des r�eseaux
de Petri temporis�es [CMQV85]. Ils peuvent être repr�esent�es �a l'aide de la structure alg�ebrique
(�R;max;+;�1; 0), not�e (�R;�; :; �; 0), qui est un semi-anneau.

Un r�eseau de Petri est bas�e sur un graphe dont les sommets sont de deux sortes, les
places et les transitions, tels que tout chemin est form�e d'une alternance de places et de
transitions. Le fonctionnement d'un r�eseau de Petri est le suivant : chaque place contient des
jetons, appel�es marques, et les jetons circulent dans le r�eseau selon une r�egle simple : quand
toutes les places en amont d'une place consid�er�ee poss�edent au moins un jeton chacune (on
dit alors qu'elles sont actives ou marqu�ees) et que ceux-ci ont s�ejourn�e un certain temps
dans leur place, ils franchissent la transition les s�eparant de la place �etudi�ee. Les places en
amont perdent alors un jeton chacune, on dit qu'elles ont consomm�e un jeton. Ces r�eseaux
sont temporis�es, ce qui signi�e que chaque jeton doit passer une certaine dur�ee dans une
place, dur�ee d�ependant uniquement de la place o�u ils se trouvent, et qu'�a chaque transition
est �egalement associ�ee une dur�ee. Si chaque place est li�ee �a au plus une transition en amont
et une transition en aval (pour que l'on sache quelles sont les places qui activent une place
donn�ee, et quelle sera la place activ�ee par une place qui consomme son jeton) et si la r�egle de
fonctionnement adopt�ee est le d�eclenchement au plus tôt des transitions, tout ind�eterminisme
quant au fonctionnement de ces r�eseaux est supprim�e.

Un tel r�eseau permet de d�ecrire des �ev�enements discrets. Les �ev�enements �etudi�es ne sont
pas, en g�en�eral, l'�evolution au cours du temps de l'ensemble des marques accessibles, mais
plutôt les dates d'occurrence des transitions. Si X

(n)
i est la date de la ni�eme occurrence de

la transition i, X(n)
i d�epend lin�eairement des dates X

(n�k)
j d'occurrences pr�ec�edentes de la

même transition et des autres transitions ; il est possible d'�ecrire ces d�ependances par une
suite de transformations lin�eaires

X(n) = X(n)A0 � : : :�X(n��)A�;

o�u X(n) est le vecteur form�e par les X
(n)
i , � est une donn�ee du r�eseau et les Aj sont des

matrices d�ependant des conditions initiales. Le probl�eme est de r�esoudre le syst�eme lin�eaire
d�e�nissant X(n). En g�en�eral, la sym�etrisation de la loi max, c'est-�a-dire l'introduction d'une
soustraction, d�etruit le lien entre l'op�eration max et l'existence d'un ordre total et n'aide
pas �a la r�esolution des probl�emes. Il existe une th�eorie des pseudo-inverses A� de matrices
dans cette structure, A� = A0 + A1 + : : : An�1 o�u n est le nombre de transitions du r�eseau.
La solution au probl�eme pr�ec�edent est alors X(n) = X(n�1):A1:A

�
0 � : : : �X(n��):An��:A

�
0.

Ceci est un exemple de calcul possible dans ce formalisme. Les graphes �etant souvent impor-
tants, il est int�eressant de parall�eliser les calculs. Les algorithmes d'�evaluation, utilis�es dans
un compilateur comme celui qui sera pr�esent�e au chapitre suivant, trouvent l�a une utilit�e
suppl�ementaire. De plus, même si les r�eseaux de Petri utilis�es admettent plutôt des tempori-
sations variables au cours du temps, la structure des matrices ne varie pas et la compilation
reste possible.
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5.6 Conclusion

Les algorithmes pr�esent�es en premi�ere partie de ce m�emoire permettent de fournir faci-
lement des estimations pas trop grossi�eres de la complexit�e parall�ele d'un probl�eme. Si une
estimation ainsi produite est polylogarithmique, elle signi�e que le probl�eme donn�e admet
une bonne parall�elisation et que les recherches en ce sens ont de bonnes chances d'aboutir
(ne serait-ce qu'en utilisant les outils de parall�elisation automatique pr�esent�es au chapitre
6.1). Si en revanche l'estimation est une quantit�e trop grande, tout espoir de parall�elisation
n'est pas perdu, mais la tâche risque d'être plus complexe.
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Chapitre 6

Compilation et parall�elisation

R�esum�e

Ce chapitre pr�esente les modalit�es d'emploi des algorithmes d'�evaluation pour une

compilation/parall�elisation des programmes sans boucle. La compilation de tels pro-

grammes fournit des programmes parall�eles dont la structure est connue et sur laquelle

un placement est possible. Dans cette optique, une extension du langage C a �et�e �etudi�ee

et un prototype de compilateur a �et�e r�ealis�e. L'op�eration la plus coûteuse de ce compi-

lateur, le produit de matrices, a �et�e �etudi�ee tant du point de vue th�eorique que du point

de vue pratique. Une autre approche, qui s'ins�ere dans les travaux classiques en pa-

rall�elisation automatique, est l'aide �a l'identi�cation de r�eductions dans un programme

parall�ele.

Les algorithmes d'�evaluation pr�esent�es dans la premi�ere partie de cette th�ese peuvent être
utilis�es comme interpr�eteurs. Cependant, les r�esultats temporels obtenus sur des machines
parall�eles �a m�emoire distribu�ee ne sont pas encore �etablis, �a cause des communications qui
ne sont pas structur�ees. L'id�ee est d'utiliser les algorithmes d'�evaluation pour compiler des
circuits en d'autres circuits moins profonds, qui calculent encore les mêmes r�esultats. Nous
avons d�e�ni une extension du langage C, dans laquelle il est possible d'annoter les parties
de programmes �a parall�eliser par une indication sur la nature de la structure alg�ebrique uti-
lis�ee. Un prototype de compilateur a �et�e r�ealis�e. La grammaire d�e�nie pour ce langage sera
pr�esent�ee, ainsi que l'organisation du compilateur.

Le probl�eme majeur se r�ev�ele alors être le produit de matrices : le temps de compila-
tion devient tr�es d�ependant du temps de ce produit. Les algorithmes rapides de produit de
matrices ont �et�e �etudi�es ; un algorithme applicable dans les anneaux est celui de Strassen
[Str69] ou celui de Strassen-Winograd [Win73] et ils sont programmables. D'autres algo-
rithmes plus rapides ont �et�e propos�es, mais il s'agit d'algorithmes approch�es (donc dans R
ou =C) et th�eoriques, dont la raison d'être est de fournir une majoration de !, avec ! l'expo-
sant qui apparâ�t dans la complexit�e du produit de matrices : O(n!). �A l'heure actuelle, la
meilleure majoration, d�etermin�ee par Coppersmith et Winograd, est de 2,376. Cependant,
la d�emonstration de cette borne n'est pas constructive. De plus, ces produits s'appliquent
�a des matrices pleines, alors que l'�etude statistique r�ealis�ee au chapitre 5 montre que les
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matrices sont tr�es creuses et pas structur�ees. Nous d�ecrirons l'impl�ementation r�ealis�ee pour
ces matrices.

Nous tracerons ensuite les grandes tendances en parall�elisation automatique et plus par-
ticuli�erement les travaux d'identi�cation de r�eduction (op�eration de pr�e�xe) dans des nids
de boucles. Ces techniques sont fragiles, souvent d�ependantes de l'�ecriture du programme,
et mettent en �uvre des techniques sophistiqu�ees pour r�esoudre ce probl�eme. Notre utilisa-
tion des bornes de complexit�e des algorithmes d'�evaluation permet d'estimer le degr�e et le
nombre d'alternances du programme et cela relativement ind�ependamment de l'�ecriture du
programme. Une interpr�etation imm�ediate de ces valeurs fournit une pr�ediction de l'existence
ou non de r�eductions et même de r�eductions pour lesquelles la fonction associative mise en
jeu n'est pas simplement l'addition.

6.1 Compiler : pourquoi, comment?

6.1.1 Pourquoi compiler plutôt qu'interpr�eter?

Tels qu'ils sont pr�esent�es dans la premi�ere partie de cette th�ese, les algorithmes d'�evaluation
de circuits sont utilis�es comme interpr�eteurs parall�eles pour machines abstraites. Leur int�erêt
est th�eorique,mais leur utilisation comme interpr�eteurs sur des machines parall�eles �a m�emoire
distribu�ee n�ecessite une �etude �ne des communications pour parvenir �a une impl�ementation
e�cace. En e�et les communications ne sont absolument pas structur�ees. Supposons que le
circuit �a �evaluer a n n�uds et que la machine parall�ele cible a n processeurs. Dans le cas des
expressions, chaque n�ud n'a qu'un seul p�ere susceptible d'utiliser sa valeur, il ne la commu-
nique qu'�a un seul n�ud et les communications peuvent être assimil�ees �a des permutations.
Sur la plupart des r�eseaux d'interconnexion classiques, une permutation est r�ealisable en un
temps proportionnel au diam�etre du r�eseau (cf. chapitre 2, x2.6.3). Dans le cas des circuits,
on ne dispose plus d'une information aussi pr�ecise sur l'allure des communications et le seul
sch�ema g�en�eral que l'on puisse appliquer est un �echange total (all-to-all), dont le temps
d'ex�ecution est minor�e par le quotient du nombre de processeurs par le degr�e du r�eseau 1.
Le degr�e d'un r�eseau �a n processeurs est limit�e pour des raisons architecturales et il est �egal
�a une constante ou au plus au logarithme de n dans le cas d'un hypercube par exemple
[CT93]. Le temps parall�ele th�eorique de l'algorithme d'�evaluation sera donc multipli�e par un
terme au moins �egal �a n

logn , autant dire que le temps parall�ele r�eel sera sup�erieur au temps
s�equentiel.

Ceci nous incite donc �a utiliser les algorithmes d'�evaluation parall�ele pour compiler des
programmes. En e�et, �a la compilation la structure du circuit parall�ele est connue et, comme
il n'y a pas de contrainte de temps, il est possible de calculer un placement du programme
et même, �eventuellement, de pr�ecalculer le routage des donn�ees. De plus, les matrices qui
interviennent dans ces calculs sont tr�es creuses et il est �egalement possible de d�eterminer �a

1: Le degr�e d'un r�eseau d'interconnexion est le nombre { suppos�e identique pour tous les processeurs du
r�eseau { de voisins d'un processeur.
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l'avance quels seront les produits ai;k � bk;j �a calculer et comment les e�ectuer rapidement.
Les statistiques e�ectu�ees au chapitre 5 indiquent que si seuls les calculs utiles sont e�ectu�es
alors le nombre d'op�erations induites par les produits de matrices va diminuer de fa�con
spectaculaire. Même pour le calcul de l'ensemble lexicographiquement maximal de sommets
ind�ependants, qui est l'un des probl�emes les plus durs �a parall�eliser, le nombre d'op�erations
d'un produit de matrices sera O(

p
nn2) au lieu de O(n3).

Remarque
Le niveau de parall�elisation sera ici celui des op�erations, ou grain �n, le grain �etant d�e�ni
comme le rapport du nombre de tâches �a e�ectuer et du nombre de processeurs. Comme
les machines actuelles sont pr�evues pour fonctionner avec des programmes �a gros grain,
il faut soit parall�eliser des circuits e�ectuant des op�erations coûteuses, comme celles qui
interviennent en calcul formel (op�erations sur des polynômes �a coe�cients rationnels, ou
matrices �a coe�cients polynomiaux sur =Q, : : : ), soit utiliser des techniques de regroupement
de tâches, ou clustering. Ces derni�eres tiennent compte des relations de pr�ec�edence et des
communications qui existent entre les tâches pour les regrouper selon di��erentes heuristiques
[GY92].

6.1.2 Comment compiler avec des algorithmes d'�evaluation?

Maintenant que nous avons soulign�e l'importance des algorithmes d'�evaluation de la
partie I pour compiler des circuits arithm�etiques plutôt que pour les interpr�eter, nous allons
pr�eciser de quelle mani�ere cela peut être r�ealis�e. Le principe ici consiste �a tracer le graphe de
tâches de l'algorithme d'�evaluation appliqu�e au circuit �a compiler. Ce graphe de tâches peut
être produit facilement en rempla�cant, dans l'algorithme d'�evaluation, chaque calcul par une
fonction de construction de tâches qui pr�ecise les envois et les r�eceptions de messages (valeur
ou fonction d'arc) et les op�erations �a e�ectuer sur ces donn�ees. On obtient alors, selon les
substitutions e�ectu�ees, la description d'un graphe de pr�ec�edence et de communication qui
sera pris en entr�ee d'un outil d'ordonnancement et de placement, ou un programme parall�ele.

6.2 Le prototype de compilateur

D�ecrivons l'outil de compilation de fa�con plus pr�ecise et technique. On suppose dans la
suite de cette section que le lecteur est un familier du langage C.

6.2.1 Un langage pour la parall�elisation des programmes sans boucle

Nous avons tout d'abord d�e�ni un langage pour la parall�elisation de programmes sans
boucle, bas�e sur une version restreinte de C (pour simpli�er l'analyse lexicale et syntaxique)
et qui l'�etend, pour comprendre des d�eclarations de structures alg�ebriques et des instructions
de parall�elisation qui signi�ent qu'un bloc de calcul devra être parall�elis�e en accord avec la
structure alg�ebrique sp�eci��ee au d�ebut de ce bloc.
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Dans ce langage, quatre points sont �a souligner :

{ la d�e�nition de structures alg�ebriques.

{ le d�ecoupage du programme en parties s�equentielles et en parties parall�eles, le lien
�etant assur�e par des variables qui (( traversent )) cette s�eparation, nomm�ees variables
input ou output.

{ la parall�elisation s'e�ectue au niveau des blocs Par (: : :)f : : : g. Ces blocs sont signal�es
par le programmeur comme �etant les parties �a parall�eliser dans son programme.

{ le mod�ele de machine parall�ele est �a l'heure actuelle un mod�ele o�u les processus commu-
niquent par envoi de message. Ce mod�ele pourra être un mod�ele fonctionnel (cr�eation
de processus �ls) comme en Athapascan, le langage parall�ele d�evelopp�e par l'�equipe
APACHE (Algorithmique parall�ele et partage de charge, LMC-LGI), sans changement
dans le principe du compilateur. Il su�ra de modi�er la g�en�eration �nale de code.

Remarque
Nous avons choisi C comme langage de base pour être en ad�equation avec les machines
parall�eles dont nous disposions (le MegaNode de Telmat essentiellement). Il est clair qu'une
impl�ementation dans un langage orient�e objet (par exemple C++) aurait apport�e plus de
exibilit�e, les structures alg�ebriques pouvant être d�e�nies comme des classes g�en�eriques.

Un sous-langage de C

De C, notre langage reprend les caract�eristiques les plus simples.

D�eclarations Pour ce qui est des d�eclarations, les possibilit�es sont restreintes aux types
de base : void, char, short, int, long, float et double. Les types qui se d�e�nissent en deux
mots ne sont pas accept�es, comme par exemple long int, signed int ou unsigned long.
�A partir de ces types de base, les seuls constructeurs de types autoris�es sont les pointeurs,
les tableaux et les fonctions, union et struct ne sont pas autoris�es.
Les classes de stockage autoris�ees pour ces objets sont les classes extern, static, auto et
typedef. Le sp�eci�cateur const, pr�esent dans la norme ANSI, n'est pas trait�e.
Les d�eclarations de fonctions doivent être sous forme ANSI, commepar exemple int somme_iter
(int *res, int a[n]).
On ne peut d�eclarer qu'une variable �a la fois, par exemple int a, b; n'est pas autoris�e, il
faut �ecrire

int a;

int b;

Les initialisations des variables lors de leur d�eclaration ne sont pas autoris�ees.
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Instructions L'ensemble des instructions trait�ees reprenant presque toutes les instructions
du C, nous allons proc�eder par exclusion : les instructions de s�election multiples (switch),
les instructions de branchement (goto) et les d�e�nitions d'�etiquettes (label) ne sont pas
incluses dans le langage, de même que les op�erateurs de pr�e- et post-d�ecr�ementation -- et de
pr�e- et post-incr�ementation ++, les op�erateurs d'indirection -> et . pour acc�eder aux champs
des structures (ce qui est coh�erent avec le fait que les structures ne sont pas autoris�ees) et
les manipulations de châ�nes de caract�eres.

Ce qui a motiv�e nos choix est la recherche de simplicit�e pour l'�ecriture de l'analyseur
lexical et syntaxique, tout en laissant la possibilit�e d'exprimer la plupart des algorithmes.
Les instructions omises repr�esentant, pour une large part, des sucres syntaxiques, il reste
e�ectivement possible de programmer avec ce sous-ensemble de C.

Une extension de C

Nous avons essentiellement ajout�e un typedefalgstruct pour d�e�nir les structures
alg�ebriques (au sens math�ematique du terme et non pas au sens du struct de C) et un
d�elimiteur de bloc �a parall�eliser qui, dans sa syntaxe, inclut le nom de la structure alg�ebrique
employ�ee.

D�eclaration d'une structure alg�ebrique La d�e�nition d'une structure s'�ecrit �a l'aide
du mot cl�e typedefalgstruct, suivi du nom de la structure et, entre accolades, les noms
(pr�ec�ed�es d'un mot cl�e pour indiquer de quoi il s'agit) du type des �el�ements, de la fonction
d'a�ectation, facultativement de la fonction de test d'�egalit�e (nous avons �egalement rajout�e le
type BOOLEAN et les deux valeurs TRUE et FALSE, pour pouvoir d�e�nir ces fonctions d'�egalit�e)
et ensuite, une liste des noms des op�erations d'addition, de soustraction, de multiplication,
de division, des neutres pour l'addition et la multiplication, si tous ces objets sont d�e�nis
pour la structure en question. Par exemple, pour d�e�nir le semi-anneau des entiers naturels,

en pr�ecision in�nie, on �ecrira :

typedefalgstruct SemiRing f
type TypeNaturel,

affect AffectNaturel,

equality EgalNaturel,

plusneutral Zero,

plus Plus,

multneutral Un,

mult Mult

g Naturel;
Les mots cl�es pour d�eclarer une structure alg�ebrique sont Monoide, Group, SemiRing, Ring,
Field et Lattice.
Les prototypes de fonctions doivent être compatibles avec leur s�emantique d'op�erations sur
la structure, par exemple, la fonction d'addition Plus a comme prototype TypeNaturel

*Plus (TypeNaturel *a, TypeNaturel *b) et les �el�ements neutres doivent appartenir �a
la structure, par exemple Zero est d�eclar�e comme TypeNaturel Zero;.
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Le d�elimiteur de bloc s'appelle Par, il s'utilise suivi, entre parenth�eses, du nom de la struc-
ture alg�ebrique utilis�ee, qui a �et�e d�e�nie �a l'aide du mot cl�e typedefalgstruct, puis, entre ac-
colades, du bloc d'instructions : Par (< nom de la structure alg�ebrique >) f< Bloc

>g.
Par exemple, pour d�e�nir un bloc utilisant le semi-anneau Naturel, on �ecrira

Par(Naturel) f Bloc g
�A l'int�erieur d'un bloc, les variables sont obligatoirement d�e�nies avec l'une des trois

classes de stockage suivantes :
input : il s'agit d'une feuille, il faudra g�en�erer le code de r�eception

de sa valeur au d�ebut du programme parall�ele
output : le n�ud correspondant du circuit est un n�ud de sortie,

il faudra g�en�erer le code d'envoi de sa valeur
�a la �n du programme parall�ele

parallel : le n�ud correspondant est un n�ud interne,
il sera d�etruit en �n de calcul parall�ele
(cette classe est la classe par d�efaut, analogue �a la classe auto)

Pour que le programme puisse recevoir les valeurs et envoyer les r�esultats, il faut que les
variables input et output soient d�eclar�ees �a l'ext�erieur du bloc parall�ele. Seules les variables
de classe parallel sont d�eclar�ees �a l'int�erieur du bloc.

Ensuite viennent les instructions. Pour que les instructions correspondent �a un circuit,
les tests portant sur des expressions non �evaluables �a la compilation sont interdits, ainsi que
les appels �a des fonctions autres que celles d�e�nissant la structure alg�ebrique et dont la liste
est donn�ee lors de la d�eclaration de la structure.

Exemple
Par exemple, le produit de matrices sur des doubles, de taille 100 � 100 s'�ecrit :

/* Ce programme effectue un produit de matrices 100x100. */

/* Le produit de matrices sera parallelise. */

double NeutreMult; /* A initialiser avant *

double NeutrePlus; /* d'utiliser la structure */

/* L'addition dans la structure */

double *Plus (double *a, double *b)

{

...

}

/* La multiplication dans la structure */

double *Mult (double *a, double *b)

{

...

}
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/* L'affectation dans la structure */

double *Affect(double *a, double *b)

{

...

}

/* Definition d'un semi-anneau base sur les doubles */

typedefalgstruct SemiRing {

type double;

affect Affect;

plusneutral NeutrePlus;

multneutral NeutreMult;

plus Plus;

multiply Mult

} doubleSR;

/* L'ordre n'a pas d'importance dans typedefalgstruct. */

/* La procedure de produit de matrices */

/* Elle contient un bloc a paralleliser. */

void Produit_Mat_Par(double A[100][100], double B[100][100],

double C[100][100])

{

Par(doubleSR){

input A;

input B ;

output C ;

int i ; int j ; int k ;

for (i=0 ; i<100; i=i+1 )

{

for (j=0 ; j<100; j=j+1)

{

/*C[i][j] = 0 ;*/

Affect(&(C[i][j]), &NeutrePlus);

for (k=0 ; k<100; k=k+1 )

/*C[i][j] = C[i][j] + A[i][k] * B[k][i] ;*/

Affect(&(C[i][j]),

Plus(&(C[i][j]),

Mult(&(A[i][k]), &(B[k][j]))));

}

}

}

}
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Maintenant que le langage est d�e�ni, passons �a l'architecture du compilateur.

6.2.2 L'organisation du compilateur

D�etaillons chacune des phases du compilateur, dont le sch�ema g�en�eral est repr�esent�e sur
la �gure 6.1 :

{ la phase d'analyse. Elle contient les analyses lexicale, syntaxique et s�emantique du
programme source. L'analyseur lexical et syntaxique a �et�e r�ealis�e �a l'aide de LEX a
pour l'analyse lexicale et de BISON pour l'analyse syntaxique.

{ la phase d'expansion. Elle s'e�ectue en trois temps : tout d'abord, le programme cor-
respondant �a la partie s�equentielle est produit, sans le code pour les envois de donn�ees
et les r�eceptions de r�esultats qui sera g�en�er�e �a la �n de la phase de contraction. Dans
un deuxi�eme temps, un autre programme est obtenu �a partir des blocs Par : chaque
op�eration +, �,: : : est remplac�ee par une fonction de construction d'un n�ud du DAG
correspondant au bloc parall�ele. Par exemple, input a sera remplac�e par (( nom pa-
rall�ele associ�e = MakeLeaf (); )), et Plus(a,b) sera remplac�e par (( variable parall�ele
associ�ee �a ce n�ud = MakeNode(+, la variable d�esignant le code de a, la variable
d�esignant le code associ�e �a b); )). Ces deux �etapes logiques sont r�ealis�ees simultan�ement,
en une seule passe sur le programme source. Finalement, le programme correspondant
�a la partie parall�ele est compil�e par un compilateur C classique et ex�ecut�e. Le r�esultat
est le graphe d'ex�ecution correspondant �a la partie parall�ele du programme source.

{ la phase de contraction. Cette phase utilise de fa�con symbolique l'algorithmed'�evaluation
qui correspond �a la structure sp�eci��ee. Ce compilateur op�ere donc sur un graphe de
calcul (construit par la phase d'expansion), �a l'aide d'une fonction de contraction qui
prend un DAG en argument. Comme le mod�ele de machine est un mod�ele par proces-
sus communicants, il y a g�en�eration de code pour les communications. Avec un mod�ele
par lancement de processus �ls, le code g�en�er�e serait une cr�eation de thread.

Cet algorithme symbolique fabrique les tâches du graphe d'ex�ecution de l'algorithme
d'�evaluation, ainsi que le code pour les communications. (Pour les corps, la seule
op�eration appliqu�ee aux divisions est la proc�edure �Eval�.) �A l'heure actuelle, cette
partie n'�etant r�ealis�ee que pour les arbres, le probl�eme des produits de matrices ne
s'est pas encore pos�e.
Cette phase de contraction g�en�ere �egalement le code pour les communications e�ectu�ees
par la partie s�equentielle vers la partie parall�ele (correspondant aux variables input
et output)). La phase de contraction peut être compl�et�ee pour g�en�erer �egalement
un graphe de tâches correspondant au programme parall�ele produit, sous un for-
mat acceptable par un outil de clustering si le besoin s'en fait sentir, puis de pla-
cement/ordonnancement.
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Fig. 6.1 - Sch�ema du compilateur.

Le langage cible de ce prototype est OUF (Occam Users Frustration) [BFP+91], une
biblioth�eque d�evelopp�ee au LMC qui permet de s'a�ranchir de la machine cible, en o�rant
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la possibilit�e d'�ecrire les communications comme pour une machine �a r�eseau complet et qui
s'occupe de l'interface avec un routeur. Le mod�ele de programme parall�ele est un mod�ele par
tâches communicantes, les synchronisations entre tâches s'e�ectuant par envoi de message.
Il existe une tâche reli�ee au monde ext�erieur, qui g�ere les r�eceptions de donn�ees et les envois
de message.

Ce compilateur a �et�e r�ealis�e avec Thierry Gautier, en stage de DEA, sous une premi�ere
forme, restreinte aux semi-anneaux [Gau92]. Son d�eveloppement a �et�e stopp�e par l'attente de
l'av�enement d'un langage nouveau et plus expressif. Ce prototype est donc vou�e �a une exten-
sion prochaine vers la production de programmes parall�eles en langage Athapascan, puisque
ce langage est d�esormais disponible sur r�eseau de stations comme sur la derni�ere recrue de
l'�equipe, un SP1 IBM. Il devra être augment�e, de fa�con �a traiter les circuits arithm�etiques
g�en�eraux.

6.3 Les produits de matrices

Comme cela a �et�e mentionn�e, les produits de matrices induits par l'op�eration Group ne
sont pas g�er�es actuellement dans ce compilateur. Pourtant cette partie du programme est
la plus coûteuse �a la fois en temps et en espace, parce que les matrices d'adjacence sont
rapidement de grande taille, même pour de petits probl�emes. Pour pallier �a ces probl�emes,
nous avons �etudi�e les algorithmes rapides de produits de matrices et nous avons port�e nos
e�orts sur la gestion de matrices creuses, en vue de leur int�egration au compilateur.

6.3.1 Algorithmes th�eoriques de produits de matrices rapides

Une premi�ere id�ee, en pr�esence de produits de matrices gourmands en temps, est de
chercher une r�eponse parmi la panoplie des produits de matrices rapides. En e�et, de-
puis 1969, il existe un produit de matrices simple,propos�e par Strassen [Str69], dont la
complexit�e est O(n2;808). En vingt-cinq ans, la recherche dans ce domaine a �et�e active
[Gas71, Lad76, BCRL79, Pan80, Sch81, CW82, Pan84a] { voir la pr�esentation de [Pan84b] sur
ce sujet { et en 1987 Coppersmith et Winograd [CW90] ont propos�e une borne de O(n2;376)
pour le produit de matrices.

L'algorithme de Strassen est un algorithme tr�es simple dans son �ecriture. Il suppose
seulement que les op�erations s'e�ectuent dans un anneau plutôt qu'un semi-anneau. Nous
pr�esentons uniquement l'algorithme de Strassen-Winograd [Win73], qui r�eduit la constante
multiplicative qui est cach�ee dans le O par rapport �a l'algorithme original de Strassen. Si les
matrices �a multiplier sont deux matrices 2�2, A et B et que C  A:B, l'algorithme s'�ecrit :
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C = A:B =

 
M0 +M1 M0 +M4 +M5 �M6

M0 �M2 +M3 �M6 M0 +M3 +M4 �M6

!

avec
M0 = A1;1:B1;1;
M1 = A1;2:B2;1;
M2 = A2;2:(B1;1 �B1;2 �B2;1 +B2;2);
M3 = (A1;1 �A2;1):(B2;2 �B1;2);
M4 = (A2;1 +A2;2):(B1;2 �B1;1);
M5 = (A1;1 +A1;2�A2;1 �A2;2):B2;2;
M6 = (A1;1 �A2;1 �A2;2):(B1;1�B1;2 +B2;2):

On peut l'appliquer pour des matrices de taille quelconque, en d�ecoupant les matrices en 4
blocs. Cet algorithme est r�ecursivement appliqu�e aux blocs plus petits. La complexit�e de cet
algorithme r�ecursif est, si tm(n) est le nombre de multiplications e�ectu�ees pour un produit
de matrices de taille n � n et ta(n) est le nombre d'additions :

tm(n) = 7tm(
n
2
);

ta(n) = 7ta(
n
2
) + 15n

2

4
;

ce qui donne �nalement :
tm(n) = nlog2 7;
ta(n) = 5nlog2 7 � 5n2:

Cet algorithme, ainsi que plusieurs variantes, ont �et�e exp�eriment�es sur le MegaNode et il
apparâ�t que pour des tailles de matrices sup�erieures �a 100, ce produit devient int�eressant
[RT92]. En s�equentiel, la valeur �a partir de laquelle il devient plus rapide que le produit
classique est �egalement de 50.

Remarque
La restriction portant sur la structure d'anneau peut être lev�ee, en consid�erant qu'il est
possible de sym�etriser un semi-anneau pour ajouter une loi � par la m�ethode dite justement
de sym�etrisation (sous certaines conditions alg�ebriques, la r�egularit�e par exemple). Si la
structure est un semi-anneau (S;+; �; 0) r�egulier par exemple, la relation d'�equivalence R
est d�e�nie par (a; b)R(c; d) si et seulement si a + d = c + b. Chaque couple repr�esente la
di��erence a� b. Si on travaille modulo R, l'addition s'�etend sur S=R :

(a; b) + (c; d) = (a+ c; b+ d)

et la multiplication �egalement :

(a; b) � (c; d) = (a � c+ b � d; a � d+ b � c)
En appliquant cette sym�etrisation, la soustraction est implant�ee comme (a; b) � (c; d) =
(a+ d; b+ c) et l'algorithme de Strassen est utilisable.

Si maintenant on s'int�eresse aux produits de matrices plus rapides, on s'aper�coit tr�es
vite qu'ils ne sont pas con�cus pour fournir des algorithmes e�ectifs, mais pour approcher au
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plus pr�es la complexit�e intrins�eque du produit de matrices, le ! de la complexit�e en O(n!).
Trivialement, on a 2 � ! � 3 et même, grâce �a l'algorithme de Strassen, 2 � ! � 2; 808.
Les m�ethodes employ�ees reposent sur des calculs de rang approch�e du tenseur correspon-
dant au produit de matrices plutôt que sur des r�eorganisations des calculs. Coppersmith et
Winograd ont ainsi d�etermin�e une valeur de 2,376 pour ! [CW90]. Une version simple de
leur d�emonstration fournit pour ! la valeur 2,41. Cette d�emonstration sera esquiss�ee dans
le seul but de convaincre le lecteur de l'aspect math�ematique th�eorique pur de ce !. L'id�ee
consiste �a utiliser un algorithme qui multiplie des matrices 1 � 1 par des matrices 1 � q et
des matrices q � 1 par des matrices 1 � 1 simultan�ement avec q + 2 multiplications, pour
multiplier des matrices carr�ees. On e�ectue des produits de matrices carr�ees de taille quel-
conque en appliquant r�ecursivement l'(( algorithme )) pr�ec�edent �a des matrices 3�3, avec 3N
niveaux de r�ecursion. On obtient 33N produits de blocs �el�ementaires. Il est alors possible,
si on sait calculer ces 33N produits, de calculer (14)

N33N = (27
4
)N produits ind�ependants de

blocs �el�ementaires, grâce au th�eor�eme de Salem et Spencer qui permet d'assurer l'existence
d'un ensemble d'indices tel que, si on suppose que les blocs dont le num�ero n'appartient pas
�a cet ensemble sont nuls, alors tout produit restant n'utilise jamais le même bloc qu'un autre
produit. Si les blocs �el�ementaires sont de taille qN et sont multipli�es en temps qN!, alors le
� -th�eor�eme de Sch�onhage conduit �a l'in�egalit�e

(q + 2)3N � (
27

4
)NqN!:

Pour q = 8, on obtient la valeur minimale de !, soit 2; 404.

Les autres algorithmes conduisant �a des valeurs de ! interm�ediaires entre 2,808 et 2,376
sont bas�es sur des calculs du même type et ne sont pas, par cons�equent, plus programmables.

6.3.2 Impl�ementation des matrices et de leurs produits

Lors des simulations s�equentielles, des statistiques sur le nombre de coe�cients non nuls
par ligne dans les matrices d'adjacence des circuits ont �et�e r�ealis�ees. Pour les probl�emes
simples, comme l'addition ou la multiplication de deux entiers de n bits, ce nombre de co-
e�cients est en moyenne de 2, au maximum de 5 et le produit de matrices correspondant,
o�u seuls les coe�cients non nuls sont pris en compte, a une complexit�e en O(n2). Pour
le probl�eme plus complexe du LMISP , le nombre de coe�cients est une racine carr�ee du
nombre de n�uds du circuit, ce qui donne pour complexit�e O(pnn2) = O(n2;5).

Les matrices d'adjacence sont donc tr�es creuses, c'est entendu, mais �egalement tr�es
peu structur�ees. Comme les circuits sont des graphes orient�es sans circuit 2, il existe une
num�erotation des n�uds qui rend cette matrice triangulaire. En particulier, quand le circuit
est construit �a partir d'un programme sans boucle, la num�erotation des n�uds dans leur
ordre d'apparition permet d'obtenir des matrices triangulaires inf�erieures. Cependant, cette
structure triangulaire mise �a part, il ne se d�egage pas de structure plus �ne de la matrice.

2: Le vocabulaire de la th�eorie des graphes et celui de la complexit�e parall�ele interf�erent parfois
fâcheusement.
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Le stockage qui nous a paru ad�equat a �et�e un stockage par listes d'adjacence, par ligne et
par colonne pour pouvoir multiplier facilement une matrice par elle-même, et doublement
châ�n�ees pour permettre d'ins�erer et de supprimer facilement un �el�ement (sinon il faut par-
courir �a la fois la ligne et la colonne contenant cet �el�ement pour mettre les pointeurs �a jour).
Une matrice est repr�esent�ee �gure 6.2 pour illustrer ce stockage.

colonnes

lignes

Fig. 6.2 - Stockage des matrices par listes d'adjacence.

Chaque coe�cient de la matrice est compos�e de :

{ un pointeur vers son pr�ed�ecesseur et son successeur dans la même ligne ;

{ un pointeur vers son pr�ed�ecesseur et son successeur dans la même colonne ;

{ les num�eros de la ligne et de la colonne auxquelles il appartient ;

{ le type d'arc qu'il repr�esente ; ceci nous permet de stocker toutes les matrices d'adja-
cence U++; U+�; : : : en une seule, sans risque de conit puisque ces matrices sont, de
par leur d�e�nition, disjointes ;

{ le codage de la fonction d'arc port�ee par l'arc repr�esent�e par cet �el�ement de matrice.

Cette gestion de matrices devient un peu complexe mais elle a permis de nous a�ranchir
des limitations dues �a la m�emoire utilis�ee, qui apparaissaient tr�es rapidement avec des ma-
trices pleines.

En�n, il est possible de pr�ed�eterminer, �a la compilation, quels seront les produits ai;k �bk;j
�a e�ectuer et de ne g�en�erer que le code qui leur est propre. La g�en�eration de code ne devrait
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pas devenir beaucoup plus ardue, en revanche le nombre de tâches du programme parall�ele
s'en trouvera consid�erablement diminu�e.

6.3.3 Utilisation d'autres outils

Le compilateur fournit en sortie un programme dont les tâches sont de la granularit�e
des op�erations de base. Cette granularit�e peut ne pas correspondre �a la granularit�e de la
machine parall�ele : par exemple, si les tâches sont des op�erations bool�eennes et que la ma-
chine cible est le SP1. Si la granularit�e des tâches est beaucoup trop importante, comme des
op�erations sur des rationnels en pr�ecision in�nie alors que les processeurs sont des proces-
seurs �el�ementaires, du style Connection Machine 2, on ne peut rien faire, �a part recompiler
en rempla�cant les op�erations rationnelles par les op�erations bool�eennes qui e�ectuent ces
op�erations rationnelles. Le cas de �gure inverse est plus probable. Il sera donc utile d'utiliser
soit un outil d�edi�e au regroupement de tâches, ou clustering, soit un outil de placement qui
inclut cette phase de clustering, pour obtenir des tâches de granularit�e d�esir�ee. Un outil de
placement/ordonnancement permettra ensuite d'am�eliorer le programme produit.

L'utilisation de ces outils implique une g�en�eration du graphe de tâches correspondant
au programme parall�ele, dans le format d'entr�ee de l'outil, et ensuite de savoir exploiter les
r�esultats pour r�e�ecrire les tâches en des tâches plus importantes.

6.3.4 Critiques

Une critique souvent formul�ee �a l'encontre de ce type de compilateur est le fait qu'il
d�eroule enti�erement le graphe d'ex�ecution du programme s�equentiel. Cette m�ethodologie im-
plique des limites sur la taille des programmes trait�es : il faut pouvoir stocker ces derniers
compl�etement d�eroul�es et, pour cela, il faut que le compilateur dispose d'une m�emoire assez
grande. Elle implique aussi que chaque changement de taille des donn�ees donne lieu �a une
nouvelle compilation.

�A cela, plusieurs r�eponses sont possibles :

{ tout d'abord, comme la possibilit�e de ne parall�eliser que des parties de code est of-
ferte, il est possible de d�ecouper le programme s�equentiel en plusieurs blocs parall�eles
s�epar�es par des fronti�eres de synchronisation, les blocs parall�eles �etant e�ectu�es l'un
apr�es l'autre. Ceci permet de compiler de gros programmes sans saturer la m�emoire
du compilateur. Pour les gros programmes, pour lesquels l'on d�esire changer la taille
des donn�ees, il est raisonnable d'esp�erer que le programme est �ecrit �a l'aide de boucles
imbriqu�ees, en particulier s'il s'agit d'un programme de calcul num�erique. Il est donc
possible de d�ecouper une boucle ex�ecut�ee n fois, o�u n est un multiple de 1000 :

pour i=1 a n faire

f(i)
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en

pour i1=1 a (n/1000) faire

pour i2=1 a 1000 faire

f(1000*(i1-1)+i2)

On pourra ne parall�eliser que le bloc de taille 1000 et faire varier n sans tout recompiler.

{ On peut en�n n'utiliser que les bornes de complexit�e obtenues pour les algorithmes
d'�evaluation parall�ele, pour ajouter un peu d'expertise dans les compilateurs qui pro-
posent de la parall�elisation automatique. C'est ce qui sera d�etaill�e au prochain para-
graphe.

6.4 Utilisation en parall�elisation automatique

En parall�elisation automatique, plusieurs approches coexistent, qui reprennent les grands
principes de l'algorithmique parall�ele �enonc�es au chapitre 1.

Deux techniques peuvent être regroup�ees sous un même d�enominateur : le travail sur le
graphe de pr�ec�edence des tâches. Les �etudes en ordonnancement prennent en entr�ee un graphe
de pr�ec�edence et un nombre de processeurs, qui sont suppos�es totalement connect�es ; elles
ont pour but de fournir une date d'ex�ecution pour chaque tâche, l'objectif �etant de minimiser
le temps total d'ex�ecution [Chr92]. Le graphe de tâches est suppos�e enti�erement d�eroul�e et
la dur�ee de chacune d'entre elles connue. Les critiques adress�ees �a notre compilateur sont
donc encore de mise ici.
La deuxi�eme grande famille de travaux sur les graphes de pr�ec�edence est celle sur les nids
de boucle [Lam74, Pol88, DR92, Fea92]. Un programme constitu�e de boucles imbriqu�ees 3

et d'une s�erie d'instructions plac�ees au c�ur de ce nid de boucles est donn�e en entr�ee ; ce
programme est repr�esent�e par un graphe de d�ependance condens�e, o�u une d�ependance du
type

A[i1 : : : in] B[j1 : : : jn]

se repr�esente dans Zm par un vecteur (j1 � i1; : : : jn � in) et ces vecteurs sont suppos�es
ind�ependants des valeurs particuli�eres de j1; : : : jn; i1; : : : in. On �evite ainsi de d�erouler le
graphe de pr�ec�edence de tout le programme. Les travaux portent sur le choix d'une per-
mutation de boucles valide (telle que le programme transform�e calcule les mêmes r�esultats
que le programme initial) qui ait un graphe de d�ependance condens�e contenant plus de pa-
rall�elisme. On peut �egalement interpr�eter g�eom�etriquement ce travail comme la recherche
d'un hyperplan h, qui contienne un maximum de sommets ind�ependants et d'un vecteur �
de translation de h, tel qu'�a l'�etape t, on ex�ecute toutes les tâches d'indices i1; : : : in tels que
�:(i1 : : : in) = t (� est appel�e vecteur de temps). Le choix de l'hyperplan correspond �a une
r�e�ecriture ais�ee des bornes pour les indices de boucle (cf. �gure 6.3).

3: Les bornes des boucles internes sont suppos�ees être des fonctions a�nes des indices des boucles englo-
bantes, ou des extrema (max pour la borne inf�erieure, min pour la borne sup�erieure) d'un ensemble �ni de
fonctions a�nes.
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�

h

Fig. 6.3 - Interpr�etation g�eom�etrique.

Dans ces travaux sur les nids de boucles, l'introduction de redondance permet souvent
d'am�eliorer grandement la qualit�e de la parall�elisation, en dupliquant certaines variables
temporaires qui servent d'accumulateur comme dans un produit scalaire par exemple, ou en
dupliquant certains calculs ; souvent des d�ependances sont ainsi bris�ees.

En�n, des travaux de recherche de r�eductions sont men�es par [JD89, PP91, Cal91, Red94,
RF94]. Les r�eductions sont des calculs de pr�e�xe et le probl�eme est de les d�etecter et d'iden-
ti�er la fonction associative mise en jeu. Ces r�eductions sont des sch�emas de calculs qui sont
bien parall�elis�es, �a tel point qu'ils font partie int�egrante des nouveaux langages parall�eles :
MPI, HPF, o�u les scatter<op> sont d�esormais des fonctions intrins�eques (intrinsic) du lan-
gage, avec <op> qui peut être max, min, sum, product, all, any, count,: : :Il est cependant
assez di�cile de les d�etecter. Plusieurs m�ethodes ont �et�e propos�ees. Jouvelot et Dehbonei
[JD89] remplacent chaque donn�ee utilis�ee au c�ur de la boucle par un symbole, puis essaient
d'identi�er le motif obtenu avec un motif connu correspondant �a une fonction associative.
Pinter et Pinter [PP91] travaillent sur le graphe de d�ependance condens�e respectant le nid de
boucles et le d�eroulent jusqu'�a ce que toutes les d�ependances lient des instructions calcul�ees
�a la même it�eration ou �a l'it�eration pr�ec�edente. De nouveau, une recherche du motif obtenu
dans une base de donn�ees contenant les motifs correspondants �a un certain nombre de fonc-
tions associatives permet de conclure. En�n, Redon et Feautrier [Red94, RF94] ont mis au
point un prototype qui transforme un tel programme en un ensemble d'�equations lin�eaires
de r�ecurrence portant sur les variables et les indices (pour indiquer les bornes des indices),
ensuite le compilateur normalise, en un certain sens, le syst�eme d'�equations de r�ecurrence,
puis il r�e�ecrit cette r�ecurrence avec un formalisme inspir�e du �-calcul (le prototype est �ecrit
en Lisp, ce qui �eclaire ce choix) et en�n compare le r�esultat �a une base de donn�ees d'exemples
connus.

Toutes ces techniques de recherche de motifs d�ej�a connus sont bas�ees sur des transforma-
tions assez lourdes (6000 lignes de Lisp pour l'outil de X. Redon, sans compter l'utilisation de
logiciels de description de poly�edres par leurs sommets �a partir d'une caract�erisation par des
in�egalit�es par exemple). Il serait alors possible d'aiguiller les outils de recherche de r�eduction
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en e�ectuant une premi�ere passe, o�u chaque op�eration dans la boucle d'indice i1; : : : in serait
remplac�ee par les calculs du degr�e et du nombre d'alternances ha correspondants. On obtien-
drait deux relations de r�ecurrence simples qui peuvent être r�esolues par les outils ad�equats de
X. Redon ou tout simplement par la fonction rsolve de r�esolution d'�equations de r�ecurrence
de Maple. Les ordres de grandeur du degr�e et du nombre d'alternances en fonction des bornes
des boucles fourniraient une indication sur l'existence possible ou non de ces r�eductions et
leur type. Si ha est petit, il y aura certainement des r�eductions possibles. Si le degr�e aussi
est petit, elles impliqueront des additions, sinon il faut rechercher des fonctions associatives
�a base de multiplications. Cette technique pr�esente l'avantage d'�eviter de d�erouler le graphe
de pr�ec�edence et d'être assez insensible �a l'�ecriture du corps de la boucle, ce qui constitue
un des handicaps fr�equents des m�ethodes plus classiques. De plus, elle indique l'existence de
r�eductions même dans le cas o�u la fonction associative n'est pas r�eduite �a +, par exemple
dans le programme de produit scalaire,
pour i = 1 �a n faire

f(i) f(i� 1) + a(i) � b(i)
o�u a et b sont des vecteurs de valeurs, le degr�e est �egal �a 2 et ha vaut 3, ce qui signi�e
que l'op�eration e�ectu�ee utilisera additivement la variable sur laquelle porte l'it�eration, f
en l'occurrence. Si seul le degr�e est petit (par exemple lin�eaire), le sch�ema �a rechercher sera
vraisemblablement de la forme
pour i = 1 �a n faire

f(i) f(i� 1) � a(i) + b(i).
Utiliser ce pr�ecalcul simple permettrait de guider la recherche de r�ecurrences ou �eventuellement
de la d�ecourager.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e notre principe d'utilisation des algorithmes d'�evaluation
pour une compilation des programmes sans boucle. Un compilateur, bas�e sur ce principe,
est pr�esent�e. Tout d'abord, le langage choisi est pr�ecis�e : il s'agit d'un sous-ensemble du C,
auquel ont �et�e ajout�es une d�eclaration de structures alg�ebriques et un d�elimiteur de bloc
parall�ele. Puis l'organisation du compilateur est d�etaill�ee : une compilation consiste en une
phase usuelle d'analyse et une s�eparation des parties s�equentielles et parall�eles. Une premi�ere
compilation, suivie de l'ex�ecution du programme compil�e, permet de construire le circuit as-
soci�e au programme initial. En�n, une �evaluation symbolique de ce circuit g�en�ere le code
�nal pour le programme parall�ele.

Les produits de matrices limitant la capacit�e du compilateur, �a cause de la place m�emoire
requise pour les matrices et du temps de calcul de ces produits, nous avons donc �etudi�e les
algorithmes rapides. Nous avons conclu { l'algorithme de Strassen mis �a part { qu'ils ne
sont pas applicables en pratique ; une implantation de ces matrices creuses �a l'aide de listes
d'adjacence a permis en revanche de repousser les limites du compilateur.

En�n, on peut reprocher �a ce compilateur son manque de souplesse dû �a l'obligation de
�xer �a la compilation toutes les tailles de donn�ees. Cependant, les principes qui pr�evalent
dans un tel compilateur fournissent des bornes sur la complexit�e parall�ele de programmes
s�equentiels et ces connaissances peuvent être int�egr�ees dans les parall�eliseurs existants. En
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particulier, il existe des sch�emas dont la parall�elisation est bien mâ�tris�ee, les r�eductions (ou
pr�e�xes). Identi�er de tels sch�emas dans un programme est une tâche assez ardue. Or calculer
le degr�e et le nombre d'alternances d'un circuit sous forme d'�equations de r�ecurrence et les
estimer fournit des indications sur la pr�esence { ou l'absence { de r�eductions dissimul�ees
dans un programme, y compris des r�eductions non triviales.
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Conclusion

Les �etudes en complexit�e parall�ele et notamment sur la classe NC se sont r�ev�el�ees et se
r�ev�elent encore d'une grande importance pratique, et ce pour plusieurs raisons : la premi�ere
est que cette classe comprend les probl�emes dont la parall�elisation sur machine r�eelle admet
une acc�el�eration signi�cative ; ensuite, même si les temps polylogarithmiques ne peuvent
pas être atteints sur des machines concr�etes pour certains probl�emes, pour des raisons de
contention li�ees aux communications, leur appartenance �a NC implique n�eanmoins l'exis-
tence d'un vaste spectre de d�ecompositions possibles en sous-tâches ind�ependantes ; en�n, de
nombreux algorithmes parall�eles dont l'int�erêt pratique n'est plus �a d�emontrer, comme le tri
et de nombreux probl�emes de math�ematiques discr�etes, d'arithm�etique ou d'alg�ebre lin�eaire,
appartiennent �a NC.

Dans ce contexte, les techniques de contraction des expressions et des circuits arithm�etiques
peuvent être vues comme des extracteurs du parall�elisme intrins�eque contenu dans les pro-
grammes s�equentiels, parall�elisme qui d�epasse celui qui peut être lu sur le graphe de pr�ec�edence
et qui tient �a la s�emantique des op�erateurs utilis�es. La connaissance des propri�et�es alg�ebriques,
comme l'associativit�e ou la distributivit�e, permet une r�eorganisation des calculs qui n'a�ecte
pas les r�esultats. Plus la structure alg�ebrique utilis�ee sera riche en propri�et�es, plus il sera
possible d'en tirer parti pour am�eliorer les algorithmes d'�evaluation. G�en�eralisant les al-
gorithmes con�cus pour les semi-anneaux, nous proposons un algorithme qui am�eliore les
majorations pr�ec�edemment connues pour la contraction de circuits arithm�etiques dans un
treillis. En prolongement de ce travail, il parâ�t int�eressant d'�elargir la palette des structures
alg�ebriques utilis�ees a�n de pro�ter des propri�et�es additionnelles qui les caract�erisent et par
exemple d'�evaluer la classe des circuits bool�eens en prenant en compte la loi d'absorption
et le principe du tiers exclu, la classe des circuits arithm�etiques bool�eens, o�u une structure
arithm�etique est coupl�ee �a l'alg�ebre de Boole, ou bien la classe des RAM , qui comporte
quelques instructions arithm�etiques ainsi que des instructions bool�eennes.

Ces algorithmes consistent en une r�eorganisation profonde des calculs. Cette r�eorganisation
est explicitement e�ectu�ee grâce �a un prototype de compilateur, qui permet d'une part de
g�en�erer le code associ�e et d'autre part d'obtenir des estimations de la complexit�e parall�ele
du probl�eme trait�e. Une extension possible de ce prototype, o�u le compilateur e�ectue une
parall�elisation explicite �a gros grain (op�erations matricielles pour l'�evaluation d'un polynôme
en une matrice par exemple), est le couplage avec Athapascan, langage parall�ele d�evelopp�e
dans le cadre du projet IMAG APACHE, qui �a partir d'un programme �a parall�elisme expli-
cite, permet une ex�ecution parall�ele sur une machine donn�ee, le placement �etant r�ealis�e de
mani�ere implicite (statique et dynamique) grâce �a des techniques de r�egulation de charge.

Par ailleurs, la voie de l'expertise en parall�elisation des nids de boucles, pour guider la
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recherche de r�eductions cach�ees dans ces nids, est prometteuse, parce qu'elle est peu coûteuse
�a mettre en �uvre et fournit des informations de qualit�e. En cela aussi, les recherches en
algorithmique parall�ele th�eorique rejoignent les pr�eoccupations de la parall�elisation e�ective.

Finalement, les techniques d'anticipation permettent d'obtenir une bonne approximation
de la complexit�e parall�ele accessible �a partir d'un programme donn�e, qu'il soit s�equentiel
ou d�ej�a parall�ele ; par l�a-même, elles guident le programmeur dans le vaste domaine de l'al-
gorithmique parall�ele pour l'�etude algorithmique pr�eliminaire �a la phase de programmation
pratique sur une machine donn�ee.
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R�esum�e
Les algorithmes d'�evaluation parall�ele des expressions et des circuits arithm�etiques peuvent
être vus comme des extracteurs du parall�elisme intrins�eque contenu dans les programmes
s�equentiels, parall�elisme qui d�epasse celui qui peut être lu sur le graphe de pr�ec�edence et
qui tient �a la s�emantique des op�erateurs utilis�es. La connaissance des propri�et�es alg�ebriques,
comme l'associativit�e ou la distributivit�e, permet une r�eorganisation des calculs qui n'af-
fecte pas les r�esultats. Plus la structure alg�ebrique utilis�ee sera riche en propri�et�es, plus il
sera possible d'en tirer parti pour am�eliorer les algorithmes d'�evaluation. G�en�eralisant les
algorithmes con�cus pour les semi-anneaux, nous proposons un algorithme qui am�eliore les
majorations pr�ec�edemment connues pour la contraction de circuits arithm�etiques dans un
treillis.

Des simulations de cet algorithme ont permis de mettre en �evidence ses qualit�es de
(( pr�edicteur automatique de complexit�e )). R�eorganiser explicitement les calculs �a l'aide de
ces algorithmes, c'est-�a-dire r�ealiser un compilateur complet, permet de comparer la r�ealit�e
des algorithmes parall�eles sur machines �a m�emoire distribu�ee et la puissance des algorithmes
th�eoriques. Un prototype a �et�e r�ealis�e, bas�e sur une simpli�cation/extension du langage C.
En�n, l'int�erêt de ces techniques dans le domaine de la parall�elisation des nids de boucles,
pour guider la recherche de r�eductions cach�ees dans ces nids, semble prometteuse, parce
qu'elle est peu coûteuse �a mettre en �uvre et fournit des informations de qualit�e. En cela,
les recherches en algorithmique parall�ele th�eorique rejoignent les pr�eoccupations de la pa-
rall�elisation e�ective.

Abstract
Algorithms for the parallel evaluation of expressions and arithmetic circuits may be consi-
dered as extractors of the intrinsic parallelism contained in sequential programs; far beyond
the parallelism that can be read from the dependence graph, this parallelism comes from the
meaning of the operators that are employed. The knowledge of their algebraic properties,
such as associativity or distributivity, allows the reorganization of the computations without
a�ecting the results. The more the algebraic structure used in the program possesses such
properties, the more they can be taken into account to speed up the parallel evaluation of
the program. We generalize the algorithms designed for programs over semi-rings in order
to propose an algorithm, the complexity of which improves previously known upper bounds
for the evaluation of arithmetic circuits over lattices.

Simulations of this algorithm highlight its power as an \automatic complexity predictor".
Furthermore, the explicit reorganization of the computations by means of these evaluation
algorithms, by means of a complete compilation, helps to compare real algorithms for dis-
tributed memory machines with theoretical parallel ones. A prototype of the compiler has
been developed, based on a simpli�cation/extension of the C language. Then, the use of
these techniques in the area of automatic parallelization of nested loops is discussed: they
can help the detection of hidden reductions in these nested loops in an easy and e�cient
way, by providing relevant information on the probability of the existence of reductions. This
last point proves that the design of theoretical parallel algorithms is related to the search
for e�ective parallelization.


