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R�esum�e

Cette th�ese traite d'un ensemble de probl�emes li�es �a l'acheminement des mes-
sages dans les machines parall�eles �a m�emoire distribu�ee. L'accent est mis sur des
solutions extensibles qui n�ecessitent un nombre de ressources ind�ependant de la
taille de la machine.
A travers l'exemple des machines Supernodes (dont les processeurs sont inter-

connect�es par un r�eseau de Clos 3-�etages) nous montrons que l'acheminement des
messages par recon�guration dynamique est di�cilement envisageable dans des
machines de grande taille. Nous nous int�eressons ensuite au routage des messages
dans des r�eseaux �a topologie quelconque, et proposons une nouvelle m�ethode de
g�en�eration de fonctions de routage sans interblocage.
La nouvelle g�en�eration des machines parall�eles int�egre de plus en plus de fonc-

tions dans le mat�eriel, notamment le routage des messages. Pour que cette in-
t�egration soit la plus e�cace possible, des m�ethodes nouvelles de repr�esentation
compacte de l'information de routage sont n�ecessaires.
Santoro et Khatib ont propos�e une m�ethode, le routage par intervalles, bien

adapt�ee aux r�eseaux g�en�eraux. La deuxi�eme partie de cette th�ese s'inscrit dans
la continuit�e de ce type de travail et propose de nouvelles m�ethodes de g�en�eration
de fonctions de routage par intervalles. Deux cas sont consid�er�es : le tore, et les
r�eseaux g�en�eraux. Nous insistons plus particuli�erement sur des solutions sans
interblocage, caract�eristique rarement prise en compte. De plus dans le cas du
tore, les longueurs des chemins sont proches des optima.
En�n, nous proposons une extension de la notion de routage par intervalles,

le sch�ema d'�etiquetage �etendu (SEE), qui permet de repr�esenter un spectre plus
large de fonctions de routage.

Mots cl�es : Architectures parall�eles, syst�emes parall�eles, �echange de mes-
sages, r�eseaux d'interconnexion, processeurs de communication, interblocage, routage,
routage par intervalles.





Abstract

Massivelly parallel computers with thousand and more processors are considered
one of today's promising technologies to achieve high performance computing.
Such large-scale multiprocessors machines are usually organized as sets of nodes,
where each node has its own processor and local memory, connected by some
interconnection network. As generally nodes do not share memory, they commu-
nicate by passing messages through the network. In this dissertation, we adress
the problem of messages routing in massivelly parallel computers. The stress is
put on scalable algorithms which require an amount of resources independent of
the network size and shape.
Through the example of the supernode architecture (dynamically recon�gurable

networks of transputers) we show that the complexity of handling the message
exchanges by dynamically connecting processors is high in large scale machines.
Our study focusses then on the problem of deadlock-free routing in non regular
networks and we propose a novel algorithm.
Recently the trend in parallel computer architectures is to o�er hardware sup-

port for handling messages exchanges within nodes. To e�ciently achieve this
objective for massivelly parallel computers, new methods for compacting routing
information on a node are required.
A technique well suited for non regular networks is the interval routing intro-

duced by Santoro and Khatib. For this kind of methods we propose deadlock-free
solutions for k-ary ncubes and general networks. For the k-ary ncube our method
gives moreover nearly optimal paths.
Finally, we propose an original extension for interval labelling which needs rout-

ing tables of size O(d2) (where d is the number of neighbors) for a node. This
extension allows to represent more routing functions than the original interval
labelling.

Key words : Parallel architectures, parallel systems, message passing, in-
terconnection networks, communication processors, deadlock, message routing,
interval routing, interval labelling.





Chapitre 1

INTRODUCTION

1.1 Du s�equentiel au parall�ele

Depuis l'av�enement des ordinateurs modernes une des principales motivations de
la recherche en informatique est l'am�elioration des performances a�n de pouvoir
ex�ecuter les applications toujours plus vite. Les recherches ont �et�e men�ees sur
trois fronts :

� algorithmique : en recherchant les algorithmes les plus e�caces,

� compilation : en cherchant �a faire des optimisations lors de la traduction
des programmes (compilateurs optimiseurs), et

� mat�eriel.

Augmenter les performances des machines au niveau mat�eriel peut se faire de
deux fa�cons. Soit par l'utilisation de nouvelles technologies pour faire des circuits
de plus en plus rapides, on am�eliore ainsi les performances d'un seul proces-
seur (machine s�equentielle). La deuxi�eme solution consistant �a utiliser plusieurs
processeurs et diviser le probl�eme �a r�esoudre en plusieurs sous probl�emes qui sont
trait�es en parall�ele.

C'est la premi�ere approche qui a longtemps �et�e utilis�ee, mais les limites physiques
d'une part, le rapport coût/performances de l'approche s�equentielle et les applica-
tions demandeurs en puissances de calcul (m�ecaniques des uides, pr�evisions
m�et�eorologiques, etc.) d'autre part, ont fait nâ�tre un int�erêt pour de nouvelles
solutions moins ch�eres et plus puissantes. Le parall�elisme est alors une solu-
tion activement �etudi�ee pour augmenter les performances des machines. Ainsi,
d'abord dans les laboratoires de recherche, puis chez les industriels a t-on vu des
machines parall�eles construites. A. Trew et G. Wilson font une pr�esentation assez
compl�ete de toutes les r�ealisations dans ce domaine [Trew91].
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1.2 Les architectures parall�eles

Parmi les diverses architectures parall�eles propos�ees, nous consid�erons une classe
d'architectures dites �a parall�elisme massif : les machines comportant un nombre
important de n�uds de calcul autonomes ayant chacun un processeur et une m�e-
moire locale priv�ee. Ces n�uds sont interconnect�es par un ensemble de liaisons
point �a point (le r�eseau d'interconnexion) et, en l'absence d'une m�emoire com-
mune, communiquent et se synchronisent par �echanges de messages. De par le
fait que chaque processeur est connect�e �a un petit nombre de voisins, ces machines
sont facilement extensibles et permettent des con�gurations avec aujourd'hui des
milliers de processeurs.

Les performances de ce type d'architectures sont tributaires de la vitesse des
communications entre les processeurs, qui d�epend, entre autres param�etres, de la
topologie du r�eseau d'interconnexion choisie lors de la construction de la machine.
On distingue les machines �a r�eseau d'interconnexion �xe dont la topologie est
�x�ee une fois pour toutes, et les machines dites recon�gurables dont le r�eseau
d'interconnexion permet de r�ealiser par programme plusieurs types de topologies.

Machines �a r�eseau d'interconnexion �xe

Ce furent les premi�eres machines parall�eles construites. Le r�eseau d'interconnexion
id�eal est sans conteste le r�eseau compl�etement connect�e dans lequel chaque pro-
cesseur est directement connect�e �a tous les autres. Ce r�eseau devient irr�ealisable
d�es qu'on d�epasse la dizaine de processeurs. On se contente alors de r�eseaux o�u
un processeur n'est reli�e qu'�a un ensemble limit�e de voisins, la communication
avec les autres processeurs se faisant par routage �a travers des processeurs inter-
m�ediaires.
Les r�eseaux d'interconnexions �xes sont souvent class�es par rapport �a un ensemble
de caract�eristiques que sont [Wittie81, Agrawal86] :

� le diam�etre du r�eseau

� la distance moyenne

� le nombre de liens de communication par processeur (degr�e)

� les algorithmes de routage qui doivent être les plus simples possibles et ne
doivent pas requ�erir une connaissance totale du r�eseau.

� la tol�erance aux pannes : il faut avoir au moins deux chemins di��erents
entre chaque paire de processeurs. Cette "redondance " est utilis�ee en cas
d'erreur

� la possibilit�e d'expansion, c'est �a dire, pouvoir �etendre le r�eseau sans "d�e-
faire" ce qui existe. Ceci suppose notamment que les composants de base
doivent rester les mêmes.
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Machines �a r�eseau d'interconnexion programmable

Les machines �a r�eseaux �xes ont des caract�eristiques de communication qui peu-
vent convenir tr�es bien �a certaines applications et moins bien �a d'autres. Un
r�eseau d'interconnexion programmable (encore appel�e dynamique ou recon�gu-
rable), en permettant de r�ealiser plusieurs types de topologies, est plus souple et
permet de prendre en compte les besoins des applications. Les r�eseaux d'intercon-
nexion programmables ont d'abord �et�e utilis�es dans les multiprocesseurs �a m�e-
moire partag�ee. Mais ces derni�eres ann�ees on commence �a les utiliser dans les
machines sans m�emoire commune.

Le r�eseau d'interconnexion programmable le plus simple est un commutateur
matriciel (crossbar) permettant de relier N entr�ees �a N sorties �a l'aide de N2

points de croisements (commutateurs �el�ementaires).
Le nombre de commutateurs �el�ementaires utilis�es dans les crossbars les rend rapi-
dement irr�ealisables lorsque on envisage des machines de tailles importantes. De
plus, ces composants sont limit�es par le nombre de pattes qu'on peut mettre sur
un seul circuit. La technologie actuelle ne permet que des crossbars dont la taille
est de l'ordre 200 � 200. Pour des r�eseaux de tailles sup�erieures, on a recours �a
des r�eseaux multi-�etages.

Les principales caract�eristiques d'une machine �a r�eseau d'interconnexion program-
mable sont :

� le degr�e des processeurs,

� la capacit�e du r�eseau d'interconnexion, c'est �a dire le nombre de connexions
qu'il peut r�ealiser sans conit,

� la simplicit�e du contrôle, c'est �a dire la possibilit�e de rajouter de nouvelles
connexions en cours de fonctionnement,

� le d�elai de travers�ee du r�eseau.

1.3 Programmation et contrôle des machines par-

all�eles

Même si beaucoup de machines parall�eles ont �et�e construites, leur programmation
reste di�cile. Elles partagent toutes la caract�eristique suivante : peu ou pas de
fonctions syst�emes o�rant une virtualisation de la machine.

Le syst�eme d'exploitation d'une machine s�equentielle a pour principal objectif de
d�e�nir une machine virtuelle qui, non seulement �etend l'architecture mat�erielle
sous-jacente, mais aussi cache les sp�eci�cit�es de celle-ci qui sont contraignantes
pour l'utilisateur. Une telle machine virtuelle doit notamment o�rir un ensemble
de services comme la gestion des ressources, l'ordonnancement, la tol�erance aux
pannes, etc.
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Dans le cas d'une machine parall�ele, la machine virtuelle d�e�nie par le syst�eme
d'exploitation doit o�rir, en plus des services cit�es ci-dessus, un support pour
l'ordonnancement des tâches parall�eles, la communication et synchronisation en-
tre n�uds distants, la tol�erance aux pannes des n�uds, etc.

L'utilisation des machines parall�eles pose le probl�eme du formalisme d'expression
du parall�elisme, c'est �a dire le choix d'un langage de programmation, ainsi que
celui de l'implantation du programme sur la machine parall�ele. L.C. Chang et B.
T. Smith font une classi�cation des outils pour la programmation des machines
parall�eles dans [Chang90]. D'une mani�ere g�en�erale deux optiques ont �et�e suivies
pour l'expression du parall�elisme :
Le besoin de pr�eserver l'investissement pousse �a l'utilisation des langages clas-
siques avec des compilateurs capables de d�etecter les traitements ind�ependants.
Beaucoup de travaux ont �et�e men�es notamment sur la parall�elisation automatique
de FORTRAN [Kennedy80, Allen88, Cytron89, Tawbi89, Wolfe89, Blume92, Hall93].
Cette approche est toutefois limit�ee. En e�et, il arrive souvent qu'un bon algo-
rithme parall�ele pour un probl�eme donn�e soit substantiellement di��erent d'un
algorithme s�equentiel e�cace pour le même probl�eme[Anderson84] ; ceci explique
notamment le grand int�erêt port�e sur l'algorithmique parall�ele par de nombreuses
�equipes de recherche �a travers le monde.

L'autre optique est l'utilisation des langages parall�eles permettant �a l'utilisateur
d'exprimer le parall�elisme. Ceci peut être fait implicitement, c'est le cas de la plu-
part des langages logiques, et fonctionnels [Kelly89, Foster90], ou explicitement,
c'est le cas de la plupart des langages imp�eratifs comme OCCAM [Occam2], ou
d'autres langages parall�eles issus des langages s�equentiels avec des extensions ad
hoc permettant d'exprimer l'ind�ependance des traitements (Fortran parall�ele, C
parall�ele, etc.).

Quel que soit le mode d'expression du parall�elisme utilis�e, l'implantation d'un
programme sur une machine parall�ele pose des probl�emes nouveaux. A la tra-
ditionnelle châ�ne de traduction (compilation, �edition des liens, chargement) sur
une machine s�equentielle viennent s'ajouter de nouvelles tâches dont d�ependent
les performances de l'application [Eudes87]. Nous en citons les trois plus impor-
tantes �a notre point de vue :

� L'application doit d'abord être partag�ee en plusieurs tâches (processus)
pouvant s'ex�ecuter en parall�ele : c'est le probl�eme de partitionnement.

� Les divers processus composant l'application doivent être a�ect�es aux divers
processeurs de la machine : c'est le probl�eme d'allocation.

� Comme en g�en�eral les divers processus de l'application ne sont pas com-
pl�etement ind�ependants, on doit s'occuper de la coordination de leurs ex�e-
cutions respectives : c'est le probl�eme du contrôle des communications et
synchronisations.
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1.3.1 Le probl�eme de partitionnement

Le partitionnement d'un programme parall�ele a pour but d'identi�er et sp�eci�er
des parties du programme pouvant s'ex�ecuter en parall�ele, et d'extraire un cer-
tain nombre d'informations sur la structure du programme. Chaque partie de
programme, que nous appelerons indi��eremment tâche ou processus, s'ex�ecute
s�equentielilement sur un processeur. Une tâche est souvent caract�eris�ee par :

� Son temps d'ex�ecution s�equentiel, nous parlerons aussi de sa taille

� Les autres tâches avec lesquelles elle communique et la quantit�e d'informations
�echang�ees

� Les contraintes de pr�ec�edence entre tâches qui d�e�nissent le parall�elisme
dans le programme partitionn�e.

Le partitionnement de programmes n'est pas un probl�eme facile et peut d�epen-
dre de l'architecture cible. Exposer tout le parall�elisme d'une application peut
conduire �a une situation o�u l'on a beaucoup de tâches de petite taille et un coût
de communication entre les tâches relativement important. Suivant l'importance
relative des coûts de communications et des coûts d'ex�ecution sur une machine
parall�ele, on peut ne pas am�eliorer le temps d'ex�ecution parall�ele. Le temps
d'ex�ecution parall�ele �etant minimum pour une certaine granularite interm�ediaire
des partitions. Le choix de la granularit�e optimale doit r�esulter d'un compromis
entre l'extraction d'un maximum de parall�elisme et la minimisation des informa-
tions �echang�ees entre les tâches. Le probl�eme de partitionnement de programmes
est NP-Complet [Sarkar89b].

1.3.1.1 Extraction des coûts de communication

L'�evaluation quantitative des communications entre deux processus communi-
cants n'est pas facile. Certaines communications sont non d�eterministes ou d�epen-
dent des entr�ees du programme. On cherchera donc une approximation qui doit
être expressive, c'est �a dire qui garde l'importance relative des coûts exacts. Plu-
sieurs approximations peuvent être utilis�ees :

Nombre de canaux de communication

Dans une application o�u le volume des donn�ees �echang�ees sur les divers canaux
de communication est identique (c'est le cas par exemple de quelques applications
dans le calcul scienti�que), le nombre de canaux de communication peut servir
comme mesure de la quantit�e de communications entre 2 processus.

Types des donn�ees �echang�es sur les canaux

Si les types des donn�ees �echang�ees sur les canaux sont di��erents, ceux ci peuvent
être pris en compte.
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Fr�equences des communications sur les canaux

Les deux m�ethodes d'�evaluation des coûts de communication ci-dessus devien-
nent inad�equates d�es que les processus contiennent des communications dans des
boucles pour lesquelles on ne connait pas le nombre de pas d'it�erations. Il en est
de même lorsque le programme contient des communications dans les branches
d'un choix.

Antonelli et Vannechi dans [Antonelli89] proposent u ne m�ethode empirique pour
des programmes g�en�eraux �ecrits en ECSP et comportant des boucles. Cette
m�ethode est bas�ee sur une observation (que les auteurs disent largement admise)
que tous les programmes passent une partie du temps dans les boucles. On utilise
alors une �evaluation du temps de communication comme d�ependant du niveau
d'imbrication de la boucle.
Sarkar dans [Sarkar89a] propose une m�ethode bas�ee sur les fr�equences d'ex�ecution
pour l'�evaluation quantitative du volume des communications et des temps d'ex�e-
cution. Les fr�equences d'ex�ecution sont obtenues par "pro�ling". L'auteur utilise
des compteurs mis directement dans le programme. Ces compteurs sont incre-
ment�es �a l'ex�ecution et stock�es dans une base de donn�ees associ�ee au programme
�a la �n de chaque ex�ecution.

1.3.1.2 Evaluation des coûts d'ex�ecution

Le temps d'ex�ecution d'une tâche est en g�en�eral �evalu�e en nombre d'instructions
�el�ementaires. Comme pour les communications, le temps d'ex�ecution d'une tâche
peut d�ependre du jeu de donn�ees en entr�ee et donc varier d'une ex�ecution �a
l'autre.

Les m�ethodes d'�evaluation du temps d'ex�ecution les plus courantes utilisent des
techniques de pro�ling qui collectent des donn�ees sur plusieurs ex�ecutions et cal-
culent un temps moyen d'ex�ecution pour les tâches. Une telle m�ethode est d�ecrite
dans [Sarkar89a]. On peut aussi utiliser des techniques de pro�ling qui mesurent
le temps r�eel d'ex�ecution des tâches. Cette technique a �et�e utilis�ee par Boillat
et al. dans leurs outils de con�guration automatique de programmes OCCAM,
MARC et PFY [Boillat91].

1.3.2 L'allocation - l'ordonnancement

L'allocation consiste �a a�ecter les diverses tâches aux divers processeurs dans
le but de minimiser le temps d'ex�ecution parall�ele du programme. Le temps
d'ex�ecution parall�ele d�epend du taux d'utilisation des processeurs et de la sur-
charge induite par la communication entre les processeurs.

Le probl�eme d'allocation d'un ensemble de tâches sans communications a �et�e
�etudi�ee par divers auteurs et une pr�esentation d�etaill�ee en est faite dans [Graham79].

6



On sait par exemple que l'allocation d'un ensemble de tâches sans communica-
tions et sous des contraintes de pr�ec�edence a �et�e montr�e NP-Complet si les tailles
des tâches sont quelconques [Garey79, Sarkar89b].

Le probl�eme d'allocation devient plus compliqu�e lorsqu'on prend en compte les
communications. Alors que l'exploitation du parall�elisme pousse �a utiliser des
processeurs di��erents chaque fois que des tâches peuvent être ex�ecut�ees en paral-
l�ele, la charge induite par les communications pousse �a a�ecter sur le même pro-
cesseur les tâches qui communiquent beaucoup. Les deux objectifs �etant contra-
dictoires, l'allocation s'e�orcera de trouver un bon compromis entre parall�elisme
et surcharge des communications [Talbi93].

1.3.3 Contrôle des communications et synchronisations

Le compromis entre parall�elisme et communication fait qu'�a la �n de l'�etape
d'allocation, des tâches qui communiquent peuvent être a�ect�ees sur des pro-
cesseurs non directement connect�es. D'autre part, les divers langages de pro-
grammation utilis�es o�rent un ensemble de mod�eles d'interaction (protocoles) qui
impliquent une coordination entre tâches localis�ees sur des processeurs distants.

La coordination entre tâches distantes n�ecessite un contrôle de leurs communica-
tions et synchronisations. La mise en �uvre de ce contrôle se ram�ene �a quelques
m�ecanismes de base dont les plus importants sont :

� un m�elange de synchronisation et de di�usion sur tout ou partie de l'ensemble
des processeurs,

� une communication point �a point e�cace pour permettre l'acc�es distant �a
l'environnement mis en commun lors de l'interaction,

� des m�ecanismes e�caces d'�equilibrage de charge permettant d'assurer que
les participants d'une interaction arriveront �a leur point de synchronisation
commune au même moment.

Une bonne r�ef�erence o�u l'on peut trouver les divers mod�eles d'interaction entre
entit�es d'une application parall�ele ainsi qu'un panorama des langages pour la
programmation parall�ele est l'article de Bal et al. [Bal89]. Deux mod�eles de base
y sont discut�es : l'�echange de messages et les donn�ees partag�ees. Leur mise en
�uvre sur une architecture parall�ele y est aussi analys�ee.

L'�eventail des mod�eles d'interaction conduit �a la n�ecessit�e pour un syst�eme d'ex-
ploitation d'o�rir un support pour la construction e�cace de plusieurs protocoles;
un protocole a deux fonctions principales : le "transport" d'un message entre
l'�emetteur et le r�ecepteur, et le respect d'un certain mode de synchronisation. La
construction e�ective du protocole sur une machine parall�ele va donc se traduire
par deux types de messages : ceux transportant les donn�ees e�ectives, et ceux de
contrôle utilis�es pour le respect du protocole.
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Un noyau de communication d'un syst�eme d'exploitation pour machines parall�eles
doit donc assurer les deux fonctions suivantes :

� virtualisation du r�eseau d'interconnexion de la machine en proposant un
service d'acheminement des messages entre les processeurs, et

� mise en �uvre e�ective des protocoles en g�en�erant au besoin les divers
messages de contrôle.

La premi�ere fonction correspond �a la communication entre processeurs et est
fortement d�ependante de l'architecture de la machine cible. La deuxi�eme fonction
est d'un niveau plus haut et correspond �a la communication entre les processus
d'une application.

Communication entre processus : protocoles

La communication entre processus repose sur le service d'acheminement et doit
o�rir une interface transparente ind�ependante de l'architecture. Elle n�ecessite les
op�erations suivantes :

� Une d�esignation des entit�es du syst�eme (processus et objets de communi-
cation) ind�ependante de la localisation. La mise en �uvre de ce service
implique des communications syst�emes.

� Le d�ecoupage et r�eassemblage des messages en paquets.

� Le respect de la s�emantique des protocoles, en g�en�erant des messages de
contrôle comme les requêtes d'�etablissement de communication et les ac-
cus�es de r�eception.

Communication entre processeurs : routage des messages

Le routage consiste �a o�rir un service d'acheminement des messages entre n'importe
quelle paire de processeurs. La virtualisation du r�eseau d'interconnexion en un
r�eseau logique compl�etement connect�e convient tr�es bien �a des protocoles qui ne
n�ecessitent que des communications point �a point. Lorsque le protocole implique
plus de deux entit�es, la communication point �a point pour envoyer un message
�a plusieurs destinataires introduit un encombrement du r�eseau par des messages
transitant plusieurs fois sur les mêmes processeurs.
Pour optimiser l'utilisation des ressources, il est n�ecessaire pour le service d'ache-
minement de supporter, en même temps que la communication point �a point,
l'envoi d'un même message �a plusieurs processeurs (di�usion).
Plus g�en�eralement, on pourrait s'int�eresser �a un acheminement o�rant des services
plus �elabor�es tels que ceux o�erts dans le mat�eriel pour la synchronisation, la
combinaison de donn�ees, le "piggy-backing" (r�eponses aux messages) etc.
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ParX : un noyau de syst�eme pour syst�emes parall�eles

ParX est un noyau de syst�eme parall�ele d�evelopp�e au sein de notre �equipe de
recherche [Gonzalez91, Langue91, Balaniuk93, Castro93]. Le noyau de commu-
nication de Parx, comme le montre la �gure 1.1, comporte deux niveaux. Le
premier niveau, appel�e couche de routage, est une extension du mat�eriel et r�ealise
la communication entre les processeurs. Deux types d'acheminement sont sup-
port�es dans ParX : la communication point �a point et la di�usion d'un message
�a un groupe de processeurs. Les deux types d'acheminement de ParX cohabitent
et sont bas�es sur une même fonction de routage g�en�erale qui garantit l'abscence
d'interblocage.

Le second niveau assure l'interpr�etation des messages et la communication entre
les processus suivant un protocole donn�e.

processus utilisateurs

reponses
aux requêtes 

    requêtes
aux protocoles

récepteur 
   de lien

messages
 venant
du réseau

messages
    vers
le réseau

R
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T
A
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O
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O
C
O
L
E
S

émetteur
    de lien

émetteur
   de lien

récepteur
   de lien

serveur de 
protocole

requêtes
d’émission

messages 
arrivés à
destination

récepteur de
  protocole

émetteur de
   protocole

Matériel

Figure 1.1: Noyau de communication de Parx

La r�ealisation du niveau d'interpr�etation des protocoles dans ParX est d�ecrite
dans [Gonzalez91] et [Langue91]. Le travail pr�esent�e dans ce rapport concerne la
partie acheminement point �a point, et plus particuli�erement l'�etude des fonctions

9



de routage qui est notre principale contribution dans ParX.

1.4 Contribution de cette th�ese

L'objet de l'�etude pr�esent�ee ici est l'acheminement des messages dans les machines
massivement parall�eles. L'accent est mis sur des solutions extensibles utilisant
un nombre de ressources ind�ependant de la taille de la machine.
Nous avons �etudi�e le probl�eme sur deux volets : le routage sur un r�eseau d'inter-
connexion �xe, et la communication par recon�guration dynamique d'un r�eseau
d'interconnexion programmable en reliant �a la demande les processeurs voulant
communiquer.

La communication par recon�guration dynamique pose le probl�eme du coût du
r�eseau d'interconnexion. A travers l'exemple des machines hi�erarchiques super-
nodes dont le r�eseau d'interconnexion est bas�e sur des r�eseaux de Clos 3-�etages,
nous montrons que la complexit�e du contrôle des r�eseaux d'interconnexion multi-
�etages est grande, et que donc la communication par recon�guration dynamique
est di�cilement envisageable dans des machines de grande taille. La recon�gu-
ration est alors utilis�ee par phases �a l'int�erieur desquelles on utilise le routage
sur des r�eseaux d'interconnexion �xes dont la topologie peut être quelconque car
celle-ci d�epend uniquement des besoins des applications et des possibilit�es o�ertes
par la machine recon�gurable consid�er�ee.

Le routage comporte essentiellement deux composantes : une technique d'achemi-
nement des messages qui d�e�nit les traitements appliqu�es dans chaque n�ud et
la fonction de routage qui d�e�nit les chemins suivis par les messages. Quelle que
soit la technique d'acheminement utilis�ee, on est amen�e �a partager un ensemble
de ressources (tampons de stockage ou liens physiques) et donc �a des risques
d'interblocage. Nous proposons une nouvelle m�ethode de g�en�eration de fonctions
de routage sans interblocage pour r�eseaux g�en�eraux. Notre m�ethode, contraire-
ment aux m�ethodes classiques qui proc�edent par ordonnancement des tampons,
n�ecessite un nombre de tampons par processeur ind�ependant de la taille de la
machine.

La nouvelle g�en�eration des machines parall�eles int�egre de plus en plus de fonctions
dans le mat�eriel, notamment la fonction d'acheminement des messages. Pour
que cette int�egration soit la plus e�cace possible, des m�ethodes nouvelles de
repr�esentation compacte de l'information de routage doivent être utilis�ees.
Nous nous sommes int�eress�es �a une technique de repr�esentation compacte de
l'information de routage qui utilise, pour chaque processeur, une table de routage
dont la taille est de l'ordre du nombre de ses voisins. Cette technique dite du
routage par intervalles a �et�e propos�ee en 1983 par Santoro et Khatib [Santoro82].
Elle consiste �a �etiqueter les processeurs du r�eseau et �a associer un intervalle de
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l'ensemble des �etiquettes �a chaque voisin d'un processeur ; l'intervalle associ�e �a un
voisin repr�esentant l'ensemble des processeurs que l'on peut atteindre en passant
par ce voisin.

Malgr�e le fait que le routage par intervalles ait �et�e choisi par INMOS pour ses
nouveaux processeurs de communication C104 [INMOS91], peu de m�ethodes de
g�en�eration de tables de routage par intervalles existent. Notamment, tr�es peu
de travaux ont �et�e men�es sur les m�ethodes de g�en�eration de fonctions de routage
qui sont sans interblocage. Dans un premier temps, nous consid�erons le cas
d'un tore et proposons une nouvelle m�ethode de routage par intervalles. Tout en
garantissant l'abscence d'interblocage, notre m�ethode conduit �a des chemins dont
la longueur est proche de l'optimum. Nous nous int�eressons ensuite aux r�eseaux
g�en�eraux, et l�a aussi nous proposons une m�ethode de g�en�eration de tables de
routage par intervalles qui sont sans interblocage.

En�n, la classe des fonctions de routage qui peuvent être d�ecrites par des tables
de routage par intervalles est r�eduite par rapport �a celle des fonctions qui utilisent
des tables de routage non compactes. Tout en gardant une information de routage
par processeur d�ependant uniquement du nombre de voisins, nous proposons une
extension du routage par intervalle, le sch�ema d'�etiquetage �etendu (SEE). Le SEE
permet, entre autres choses, de d�ecrire des fonctions de routage adaptatives et
contient le routage par intervalle classique. Une m�ethode de g�en�eration de SEE
pour r�eseaux g�en�eraux est aussi propos�ee.

1.5 Organisation de la suite du rapport

La suite de ce rapport est divis�e en deux parties.

La premi�ere, regroupant les chapitres 2, 3 et 4, vise �a pr�esenter les probl�emes de
l'acheminement de messages. Le chapitre 2 �etudie �a travers l'exemple des ma-
chines supernodes l'acheminement de messages par recon�guration dynamique.
Les chapitres 3 et 4 concernent l'acheminement de messages par routage. Au
chapitre 3 nous faisons un �etat de l'art sur les techniques d'acheminement et
les m�ethodes de pr�evention de l'interblocage. Notre m�ethode de g�en�eration de
fonctions de routage sans interblocage est pr�esent�ee au chapitre 4.

La deuxi�eme partie traite du compactage de l'information de routage et regroupe
les chapitres 5, 6 et 7. Au chapitre 5 nous posons le probl�eme du compactage de
l'information de routage et faisons un �etat de l'art sur la technique de routage par
intervalles. Le chapitre 6 pr�esente de nouvelles m�ethodes de g�en�eration de fonc-
tions de routage par intervalles, et au chapitre 7 nous pr�esentons notre nouvelle
technique de repr�esentation compacte de l'information de routage, le SEE.
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Partie I

Un m�ecanisme de base pour la
communication : l'acheminement

des messages
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Chapitre 2

Acheminement des messages par
recon�guration dynamique

2.1 Introduction

Les machines recon�gurables ont pour objectif de faciliter une communication
e�cace entre processeurs non voisins grâce �a un dispositif de commutation des
liens. Celui-ci permet en e�et de r�ealiser par programme divers types de r�eseaux
d'interconnexion.

La r�ealisation d'un r�eseau d'interconnexion sur une machine recon�gurable com-
prend deux phases :

� Le choix du placement des sommets du graphe du r�eseau d'interconnexion
sur les processeurs physiques,

� Le contrôle de la con�guration qui consiste �a d�eterminer les commandes de
connexion �a ex�ecuter par le dispositif de commutation.

Les dispositifs de commutation des machines parall�eles sont inspir�es de ceux des
r�eseaux de t�el�ephones ; �a ce titre ce sont des r�eseaux de permutation compos�es
de points de connexion �el�ementaires dont les performances attendues sont :

1. un faible coût mat�eriel,

2. un faible d�elai de travers�ee,

3. la r�earrangeabilit�e : r�ealisation de n'importe quelle permutation,

4. la simplicit�e du contrôle

En g�en�eral les propri�et�es 3 et 4 sont couvertes par des r�eseaux dits non bloquants
dont la caract�eristique est de pouvoir �etablir une nouvelle connexion ind�epen-
damment de celles qui existent.
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Le coût mat�eriel d'un r�eseau de permutation est souvent �evalu�e par le nombre
de points de connexions �el�ementaires (crosspoints). Le r�eseau de permutation
le plus simple est un commutateur matriciel �a N entr�ees et M sorties (encore
appel�e crossbar N �M). Le crossbar v�eri�e les propri�et�es 2, 3, et 4 ; par contre
la propri�et�e 1 d�epend du nombre de processeurs �a interconnecter. En e�et un
crossbar N �M connectant N entr�ees �a M sorties n�ecessite NM points de con-
nexion �el�ementaires. Ce coût est trop �elev�e pour les r�eseaux de grande taille. A
titre d'exemple la technologie actuelle ne permet de construire que des crossbars
de l'ordre de 200X200, ce qui permet, en consid�erant des processeurs �a 4 liens
bidirectionnels, de construire de machines avec une quarantaine de processeurs.

L'optimisation du nombre de points de connexion �el�ementaires d'un crossbar pour
des r�eseaux de grande taille se fait souvent au d�etriment de son caract�ere non
bloquant et donc de son contrôle ; on se contente alors de la propri�et�e de r�ear-
rangeabilit�e. Des �etudes d'optimisation, men�ees notamment par Clos [Clos53], ont
abouti entre autres �a des dispositifs �a base de crossbars dits r�eseaux multi-�etages
au nombre desquels on compte les r�eseaux de Clos, de Benes, les "Baselines",
"shu�e exchange ", "data manipulator", etc.. On trouvera une �etude d�etaill�ee
de tous ces r�eseaux dans [Feng81].

Parmi les machines recon�gurables, nombreuses sont celles dont le dispositif de
commutation est un simple crossbar [Waille90, Bhatkar90]. Pour construire de
grosses machines on utilise des r�eseaux multi-�etages [Waille90, Beeten87].

Dans ce chapitre nous nous int�eressons �a l'acheminement des messages dans les
machines recon�gurables dont le dispositif de commutation est un r�eseau multi-
�etages. Nous prenons comme exemple les machines hi�erarchiques supernodes
(supernodes dans la suite) issues du projet europ�een ESPRIT P1085 auquel notre
�equipe a particip�e d�es sa proposition en 1985, et aujourd'hui construites par les
soci�et�es Telmat et Parsys. Le dispositif de commutation des supernodes est bas�e
sur le principe des r�eseaux de Clos r�earrangeables �a 3 �etages.

Ce chapitre est organis�e de la fa�con suivante : dans la section 2.2, apr�es quelques
rappels sur les r�eseaux de Clos �a 3 �etages, nous donnons une description sch�ema-
tique et succincte de l'architecture des supernodes ; une description plus compl�ete
est pr�esent�ee dans [Waille90]. Dans la section 2.3, nous mod�elisons le probl�eme
du contrôle des r�eseaux de Clos en termes de coloriage des arêtes d'un graphe
biparti r�egulier, puis pr�esentons et analysons les algorithmes de contrôle.
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2.2 Architectures des supernodes

2.2.1 R�eseaux de Clos �a 3 �etages

Un r�eseau de Clos �a 3 �etages C(n;m; r) connectant N = nr entr�ees �a N sorties
est compos�e de r crossbars n�m au premier �etage (blocs d'entr�ees), m crossbars
r � r au deuxi�eme �etage (blocs interm�ediaires), r crossbars m � n au troisi�eme
�etage (blocs de sorties). Les �etages sont interconnect�es selon la r�egle suivante
illustr�ee par la �gure 2.1.

� la sortie j du bloc d'entr�ees i est reli�ee �a l'entr�ee i du bloc interm�ediaire j.

� la sortie k du bloc interm�ediaire p est reli�ee �a l'entr�ee p du bloc de sorties
k.
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Figure 2.1: R�eseau de Clos C(4; 4; 4)

Deux r�esultats fondamentaux sur les r�eseaux de Clos sont :

Th�eor�eme 2.1 (Clos) [Clos53] : Une condition n�ecessaire et su�sante pour
qu'un r�eseau de Clos C(n;m; r) soit non bloquant est : m � 2n� 1.

Th�eor�eme 2.2 (Sl�epian-Duguid) [Paull62] : Une condition n�ecessaire et suf-
�sante pour qu'un r�eseau de Clos C(n;m; r) soit r�earrangeable est : m � n.
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On trouvera dans [Clos53] une �etude d�etaill�ee des coûts des r�eseaux de Clos
multi-�etages en fonction des caract�eristiques de fonctionnement souhait�ees. On y
trouve notamment les plages des valeurs des param�etres pour lesquelles le r�eseau
de Clos, en dehors du d�elai de travers�ee, devient sup�erieur au crossbar.

2.2.2 Dispositif de commutation des supernodes

Les supernodes sont une famille de machines parall�eles recon�gurables �a base de
transputers comprenant :

� 16 �a 1024 processeurs

� des processeurs de service,

� des processeurs de contrôle,

� Un dispositif de commutation permettant de connecter les di��erents pro-
cesseurs entre eux,

� Un bus servant �a l'�echange d'informations de contrôle (signaux de contrôle,
de synchronisation etc.) entre les processeurs de contrôle, de travail et de
service.

L'organisation g�en�erale (g�en�erique) de toutes ces composantes est donn�ee par la
�gure 2.2 pour une machine supernode �a 256 processeurs.

Le dispositif de commutation des supernodes comprend quatre r�eseaux de permu-
tation identiques et ind�ependants (r�eseaux de base). Chacun de ces quatre
r�eseaux de base r�ealise l'un des quatre types de connexion suivants : Nord vers
Sud (N=S), Sud vers Nord (S=N), Est vers Ouest (E=O) et Ouest vers Est
(O=E) o�u Nord, Sud, Est et Ouest sont des �etiquettes des 4 liens d'un trans-
puter (�gure 2.3). Dans un supernode �a N transputers, chacun des quatre r�eseaux
de base connecte donc N entr�ees �a N sorties.

La con�guration du supernode consiste �a r�ealiser un r�eseau d'interconnexion
donn�e �a l'aide des quatre r�eseaux de base. Elle n�ecessite donc une �etape pr�elimi-
naire d'�etiquetage des arêtes du graphe du r�eseau d'interconnexion comme Nord-
Sud ou Est-Ouest. Cet �etiquetage, qui d�etermine les connexions devant être
faites dans chacun des quatres r�eseaux de base, pourra être r�ealis�e par la m�eth-
ode de partage par cycle eul�erien d�ecrite dans [Nicole88]. Les r�esultats de cet
�etiquetage sont deux permutations �1 et �2 sur les sommets du graphe du r�eseau
d'interconnexion correspondant respectivement aux connexions �etiquet�ees N=S et
E=O. Chaque transputer �etant connect�e �a la même entr�ee sur chacun des quatre
r�eseaux de base, et les connexions �a r�ealiser �etant bidirectionnelles, les r�eseaux
N=S (S=N) r�ealisent �1 (�1

�1) et les r�eseaux E=O (O=E) �2 (�2
�1).
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Figure 2.2: Architecture d'un supernode �a 256 processeurs.
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Figure 2.3: Connexion d'un transputer aux 4 r�eseaux de base
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Le r�eseau de base d'un supernode comportant N = nr transputers est un r�eseau
de Clos "3 �etages - 2 niveaux" compos�e de r crossbars 2n� 2n au premier niveau
(jouant le rôle des 1er et 3me �etages) et de m crossbars r�r au 2me niveau (jouant
le rôle de l'�etage interm�ediaire). Remarquons que la fusion des blocs d'entr�ees
et de sorties n � n en des blocs 2n � 2n du 1er niveau permet de connecter les
processeurs appartenant �a un même bloc en ne traverssant qu'un crossbar au lieu
de 3 pour un r�eseau de Clos.

2.3 Algorithmes de con�guration des supernodes

La con�guration d'un supernode comportant N = nr transputers se ram�ene �a
r�esoudre le probl�eme de la con�guration d'un r�eseau de base sachant que celui-ci
contient un r�eseau de Clos C(n; n; r). En vertu du th�eor�eme de Sl�epian-Duguid,
celle-ci est toujours possible quelle que soit la permutation �a r�ealiser. Par contre,
parce que les param�etres du r�eseau de base ne remplissent pas les conditions du
th�eor�eme de Clos, il est des con�gurations dont les connexions ne peuvent être
�etablies ind�ependamment les unes des autres.
Dans cette section nous consid�erons le r�eseau de Clos contenu dans un r�eseau
de base et examinons les algorithmes pour son contrôle. Nous supposons que
les connexions �a r�ealiser impliquent toutes les entr�ees et sorties du r�eseau. Nous
commen�cons par pr�esenter une mod�elisation du probl�eme, les algorithmes sont
ensuite d�ecrits et analys�es. Avant de pr�esenter le mod�ele, rappelons quelques
notions de la th�eorie des graphes.

2.3.1 D�e�nitions

Pour les propri�et�es relatives aux concepts d�e�nis, le lecteur pourra consulter
[Berge83]. Soit G = (V;E) un graphe non orient�e, o�u V est l'ensemble des
sommets et E celui des arêtes.

� Un couplage de G est un ensemble d'arêtes non adjacentes 2 �a 2

� Un couplage est dit maximum si et seulement si son cardinal est maximum.

� Un couplage est dit maximal s'il n'est contenu dans aucun autre.

� Un sommet v est dit satur�e par un couplage M s'il existe une arête de M
incident �a v.

� Un couplage est dit parfait s'il sature tous les sommets.

� G est dit simple s'il admet au plus une arête entre deux sommets.

� On appelle châ�ne altern�ee par rapport �a un couplage M , une châ�ne simple
(n'utilisant pas 2 fois la même arête) dont les arêtes sont alternativement
dans M et E �M .
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� Nous appelons extenseur par rapport �a un couplage M , une châ�ne altern�ee
par rapport �aM et allant d'un sommet insatur�e �a un autre sommet insatur�e.

2.3.2 Mod�elisation du contrôle

Soit � la permutation de f0; : : : ; N � 1g, o�u N = nr, correspondant �a une
con�guration d'un r�eseau de Clos C(n; n; r). Associons �a � le graphe biparti
G� = (X;Y;E) o�u X = fx0; : : : ; xr�1g est l'ensemble des blocs d' entr�ees,
Y = fy0; : : : ; yr�1g est l'ensemble des blocs de sorties, et une arête de E repr�esente
une connexion entre un bloc d'entr�ees et un bloc de sorties. Il y a autant d'arcs
entre un bloc d'entr�ees et un bloc de sorties qu'il y a d'entr�ees de l'un �a re-
lier aux sorties de l'autre. Chaque arc peut être �etiquet�e par la connexion qu'il
repr�esente. G� est r�egulier de degr�e n. La �gure 2.4 montre le graphe G� associ�e
�a la r�ealisation sur un r�eseau de Clos C(4; 4; 4) d'une con�guration d�e�nie par la
permutation � = (13; 7; 3; 12; 8; 9; 5; 10; 14; 1; 0; 4; 6; 2; 15; 11) de f0,: : : ,15g:

x0

1x

2x

3x

0y

1y

2y

3y

Figure 2.4: Graphe biparti G�.

La r�ealisation de la permutation � consiste �a a�ecter chaque arête deG� �a un bloc
interm�ediaire par lequel la connexion sera r�ealis�ee. Sous la contrainte mat�erielle
du r�eseau de Clos que deux connexions �a un même bloc (d'entr�ees ou de sorties)
ne peuvent être a�ect�ees au même bloc interm�ediaire, on retrouve le probl�eme
du coloriage des arêtes du graphe biparti G� en autant de couleurs qu'il y a de
blocs interm�ediaires, ou ce qui est �equivalent, le probl�eme de l'extraction de n
couplages parfaits deux �a deux disjoints. Les �gures 2.5 et 2.6 indiquent un
coloriage du graphe G� de l'exemple pr�ec�edent et la con�guration induite sur le
r�eseau de Clos.

Une autre mod�elisation consiste �a consid�erer la matrice d'interconnexion de
G� : H� = (H�(i; j)) 0 � i; j � r � 1 o�u H�(i; j) est le nombre de connexions
entre les blocs xi et yj et �a en �etudier la d�ecomposition en une somme de n ma-
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Figure 2.5: Graphe biparti G� colori�e.
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trices de permutation (une matrice de permutation correspondant �a un couplage)
[Neiman69, Tsaowu74]. Pour l'exemple pr�ec�edent on a :

H� =

2
6664
1 1 0 2
0 1 3 0
2 1 0 1
1 1 1 1

3
7775

Les matrices de permutation associ�ees au coloriage de la �gure 2.5 sont respec-
tivement

2
6664
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

3
7775
2
6664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

3
7775
2
6664
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

3
7775 et

2
6664
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0

3
7775

pour le 1er, 2me, 3me et 4me blocs du 2me �etage.
Notons en�n qu'une variante de l'approche matrice d'interconnexion a �et�e util-
is�ee par Ramanujam dans [Ramanujan73] sous l'appellation "allocator matrix".
Il s'agit de la matrice d'interconnexion enrichie des �etiquettes des connexions :
l'�el�ement H�(i; j) est cette fois-ci l'ensemble des arêtes reliant xi �a yj .
Tous ces formalismes conduisent aux mêmes algorithmes que nous pr�esentons
ci-dessous en termes d'extraction de couplages parfaits dans un graphe biparti
r�egulier de degr�e n.

2.3.3 Algorithmes de con�guration

A la base de tous les algorithmes de calcul d'un couplage maximum des sommets
d'un graphe se trouve le th�eor�eme de Berge qui s'�enonce comme suit :

Th�eor�eme 2.3 (Berge) [Berge83] : Une condition n�ecessaire et su�sante pour
qu'un couplage M soit maximum est qu'il n'existe pas d'extenseur par rapport �a
M .

Ce th�eor�eme conduit �a un algorithme it�eratif d'extraction d'un couplage maxi-
mum. En e�et, soitM un couplage non maximum. D'apr�es le th�eor�eme de Berge,
G contient un extenseur par rapport �a M , appelons le C. On peut alors constru-
ire un couplage M' tel que jM 0j = jM j + 1. Il su�t de prendre M 0 = M

L
C,

c'est �a dire de substituer dans C toutes les arêtes de E �M �a celles de M et
inversement1. Sur cette it�eration, appel�ee dans la suite it�eration de Berge, est
bas�ee une proc�edure d'extraction d'un couplage parfait qu'on peut �ecrire comme
suit :

1M 0 = (M �C)
S
(C
T
(E �M))
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Proc�edure Couplage Parfait(X,Y,E)
d�ebut

on a�ecte les arêtes �a M de fa�con gloutonne �/
1. M := couplage initial maximal

2. Tant Que jM j 6= r faire
2.1 C := Extenseur(X;Y;E;M)
2.2 M := M

L
C

Fin Tant que
RETURN(M)

�n

L'�etape �etiquet�ee 1 consiste �a calculer un premier couplage maximal, en a�ectant
les arêtes au couplage M d'une fa�con gloutonne (sans remise en cause des choix
d�ej�a faits). On montre (voir [Tsaowu74]) qu'�a la �n de cette �etape jM j � r=2
quelque soit la technique gloutonne utilis�ee. Le corps de la boucle 2 (lignes
�etiquet�ees 2:1 et 2:2) n'est rien d'autre que l'it�eration de Berge d�ecrite plus haut.

La recherche d'un extenseur par rapport �a un couplage M s'e�ectue en constru-
isant tous les arbres dont la racine, sommet de niveau 0, est insatur�ee et dont les
arêtes reliant les sommets de niveau pair (impair) �a ceux de niveau impair (pair)
sont dans E �M (M). En d'autres termes, dans ces arbres, les chemins menant
de la racine aux feuilles sont des châ�nes altern�ees par rapport �a M . M �etant
non maximum, le th�eor�eme de Berge nous dit qu'un des arbres ainsi construits
contient un sommet feuille insatur�e. Mais, le graphe G consid�er�e �etant biparti
r�egulier, on montre ais�ement que quel que soit le sommet insatur�e choisi comme
racine son arbre contient une feuille insatur�ee. Il su�t donc de construire un seul
arbre, et nous avons l'algorithme suivant pour la recherche d'un extenseur. Pour
en simpli�er la description, nous supposons que le graphe (X,Y,E) est simple.

Proc�edure Extenseur(X,Y,E,M)
/*
- marque est un tableau de bool�eens index�e sur Y initialis�e �a faux
marque[y] = vrai ssi le sommet y a �et�e visit�e
- prcdent est un tableau index�e sur X

S
Y servant �a repr�esenter

les châ�nes altern�ees.
- S est une �le, l'op�eration d'entr�ee en �le sera l'union (

S
)

- La fonction premier(S) donne le premier �el�ement de S et le supprime de S
�/
d�ebut

x := un sommet de X insatur�e par M
S := ft 2 Y=(x; t) 2 E et marque[t] = fauxg
prcdent[x] := NIL
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y := premier(S)
Tant que y satur�e par M faire

marque[y] := vrai
prcdent[y] := x
x := le sommet s 2 X=(s; y) 2M
prcdent[x] := y
S := S

S
ft 2 Y tel que (x; t) 2 (E �M) et marque[t] = fauxg

y := premier(S)
�n Tanque
C := ;
Tant que prcdent[y] 6= NIL faire

C := C
S
f(y; prcdent[y])g

y := prcdent[y]
�n Tanque
RETURN(C)

�n

Les proc�edure d'extraction de couplage parfait et de recherche d'extenseur sont
�a la base des algorithmes de contrôle des r�eseaux de Clos que nous pr�esentons
ci-dessous et dont nous �evaluons la complexit�e.

2.3.3.1 Algorithme de Neiman

L'algorithme de Neiman [Neiman69, Tsaowu74] consiste �a extraire les couplages
parfaits un �a un. On a la proc�edure suivante :

Proc�edure Neiman
/*
- G = (X;Y;E) est le graphe biparti r�egulier de degr�e n
- La proc�edure Neiman extrait n couplages parfaits de G
�/
d�ebut

Pour i = 1 �a n faire
Mi := Couplage Parfait(X,Y,E)
E := E �Mi

Fin Pour
�n

Complexit�e

L'algorithme de Neiman comporte une boucle externe Pour s'ex�ecutant n fois
et dont corps consiste en un appel �a la proc�edure Couplage Parfait. Dans cette
proc�edure, l'�etape �etiquet�ee 1 a une complexit�e en O(r2) et l'�etape �etiquet�ee 2
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a pour composante principale la recherche d'un extenseur dont la complexit�e est
en O(r2). La boucle Tant que s'ex�ecutant au plus r=2 fois, le corps de la boucle
Pour a un coût total en O(r3). Ce qui donne un coût en O(n r3) pour l'algorithme
de Neiman.

2.3.3.2 Algorithme de Vizing

Contrairement �a l'algorithme de Neiman, l'algorithme de Vizing [Gabow76] m�ene
tous les couplages de front. Aussi, apr�es avoir construit de fa�con gloutonne n
couplages maximaux, se pose le probl�eme de leur r�eorganisation pour augmenter
leur cardinalit�e. Soit donc e = (x; y) une arête non a�ect�ee. Soit deux couplages
Mi saturant x et ne saturant pas y et Mj saturant y et ne saturant pas x. De
tels couplages existent sinon e aurait �et�e a�ect�e �a un couplage. Pour a�ecter e,
par exemple �a Mi, il su�t, sur la plus longue châ�ne C d'origine x alternant des
arêtes de Mi et de Mj , de r�ea�ecter �a Mi (resp. Mj) les arêtes de Mj (resp. Mi).
La proc�edure est la suivante :

Proc�edure Vizing
/*
- T est l'ensemble des arêtes non encore a�ect�ees �a un couplage
- La fonction premier(T ) donne le premier �el�ement de T et le supprime de T
�/
d�ebut
1. Pour i = 1 �a n faire

/* A�ecter les arêtes �a Mi de fa�con gloutonne */
Mi := Couplage maximal initial

Fin Pour
T := E �

S
1�i�mMi

2. Tant que jT j > 0 faire
e := premier(T ) /* e = (x; y) */

2.1 i := num�ero du couplage saturant x et ne saturant pas y
2.2 j := num�ero du couplage saturant y et ne saturant pas x

C := la plus longue châ�ne partant de x et construite en
alternant les arêtes de Mi et celles de Mj.

2.3 Mj := Mj
L
C

2.4 Mi := (Mi
L
C)
S
feg

T := T � feg
Fin tant que

Fin

Complexit�e

L'�etape 1 consiste �a a�ecter les arêtes aux couplages sans remettre en cause les
d�ecisions d�ej�a prises. On montre (voir [Tsaowu74]) qu'�a la �n de cette �etape
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chaque couplage Mi contient au moins r=2 arêtes. A la �n de l'�etape 1 au moins
nr=2 arêtes ont donc �et�e a�ect�ees �a des couplages. La recherche d'un couplage
initial maximal a un coût en O(r2). L'�etape 1 de l'algorithme de Vizing a donc
un coût en O(nr2). L'�etape 2 consiste en une boucle Tant que s'ex�ecutant au plus
nr=2 fois. Seules les lignes �etiquet�ees 2:1 �a 2:4 ont un coût non constant. 2:1 et
2:2 ont un coût en O(n). Le coût de 2:3 et 2:4 est la longueur de la chaine C et
est donc en O(r). L'algorithme de Vizing a donc un coût en O(max(nr2; n2r)):

2.3.3.3 Algorithmes bas�es sur le principe du "divide and conquer"

Il est bien connu que tout graphe biparti G dont les sommets sont de degr�e pair n
peut être partitionn�e en deux sous graphes bipartisG0 etG" dont les sommets sont
de degr�e n=2. Il su�t pour cela de proc�eder �a une partition par cycle eul�erien c'est
�a dire, pour chaque composante connexe de G, parcourir un des cycles eul�eriens
associ�es en a�ectant alternativement ses arêtes �a G0 et G" [Nicole88]. Donc si
G� = (X;Y;E) est un graphe biparti r�egulier dont les sommets sont de degr�e
pair n alors G0 = (X;Y;E 0) et G" = (X;Y;E") sont bipartis r�eguliers de degr�e
n=2. Cette propri�et�e est exploit�ee par les algorithmes bas�es sur le principe du
"divide and conquer". On distingue 2 cas :

Cas n = 2k avec k > 0

On g�en�ere au bout de k partitions par cycle eul�erien des graphes bipartis (Gi =
(X;Y;Ei); 1 � i � n) dont les sommets sont de degr�e 1, donc des couplages
parfaits de G�. Cet algorithme est en O(nr log2 n). Connue �egalement sous
le nom de "looping algorithm" [Andresen77], cette technique a �et�e utilis�ee par
Waksman dans [Waksman68] pour une d�ecomposition optimale, en crossbars 2�2,
d'un r�eseau de permutation .

Cas g�en�eral : Algorithme de Gabow

Dans le cas o�u n n'est pas une puissance de 2, la technique pr�ec�edente g�en�ere
des graphes interm�ediaires Gi dont le degr�e est impair et on ne peut donc pas
proc�eder �a une partition par cycle eul�erien. Gabow dans [Gabow76] propose alors
d'appliquer un algorithme d'extraction de couplage parfait pour se ramener �a un
graphe de degr�e pair. L'algorithme de Gabow s'�ecrit comme suit :

Proc�edure Gabow(G)
/*
- i est une variable globale initialis�ee �a 0 avant l'appel initial
- G = (V;E)
- La proc�edure partition Euler appliqu�ee �a un graphe G de degr�e
pair, retourne deux Graphe G0 et G" resultats d'une partition de
G par cycle eul�erien. */
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d�ebut
i := i+ 1
si n = 1 alors Mi := E
sinon
si n impair alors

1. Mi := Couplage Parfait(G)
E := E �Mi

�n si
2. (G0; G") = partition Euler(G)
3. Gabow(G0)
4. Gabow(G")

�n si
�n

Complexit�e

Dans le pire des cas, on a des graphes de degr�e impair apr�es chaque partition
par cycle eul�erien. Ce cas se pr�esente quand n = 2k � 1. Soit Ui le coût de
l'algorithme de Gabow appliqu�e �a un graphe de degr�e 2i � 1. On a Ui = r3 +
(2i� 2)r+2Ui� 1 avec U1 = 0. La r�esolution de cette �equation r�ecurrente donne
un coût en O(max(r3n; nr log2 n)):

2.4 Acheminement de messages par recon�gu-

ration

Les algorithmes pr�esent�es dans ce chapitre, même celui bas�e sur la technique
du "divide and conquer", ont en commun la remise en cause d'une d�ecision
d'a�ectation d'une arête de G �a tel ou tel couplage dont les cons�equences d�epen-
dent de la nature des applications. Dans une application au comportement d�eter-
ministe, dont toutes les con�gurations sont connues, celles-ci peuvent être cal-
cul�ees �a l'avance et on pourra s'y r�ef�erer comme biblioth�eque. Ainsi il n'y a pas
de d�egradation de performance des applications du fait d'un calcul des comman-
des de con�guration �a l'ex�ecution.

Toutefois, la synth�ese d'un r�eseau d'interconnexion r�epondant exactement aux
besoins d'une application donn�ee n'est pas un probl�eme facile [Talbi93], et en
g�en�eral on devra être ammen�e �a changer les connexions dans le r�eseau en cours
de fonctionnement. La recon�guration comme m�ecanisme d'acheminement peut
alors s'av�erer fort pr�ejudiciable car elle peut impliquer l'interruption d'un en-
semble de communications en cours. Le reste de ce rapport est consacr�e au
routage.
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Chapitre 3

Acheminement des messages par
routage

3.1 Introduction

Dans le chapitre pr�ec�edent nous avons montr�e sur un exemple les limites de
l'acheminement des messages par recon�guration dynamique. Nous nous int�eres-
sons ici au routage.
Le routage comporte essentiellement deux composantes :

� une technique d'acheminement des messages qui d�e�nit les traitements ap-
pliqu�es dans chaque n�ud, et

� une fonction de routage qui d�etermine les chemins suivis par les messages.

Apr�es une analyse des probl�emes pos�es par la r�ealisation du routage et un �etat
de l'art sur les techniques d'acheminement commun�ement utilis�ees, nous nous
int�eressons �a la fonction de routage. Nous en d�eterminons les caract�eristiques
essentielles �a la correction et aux performances du noyau de communication d'une
machine massivement parall�ele.

3.2 Organisation et fonctionnement d'un rou-

teur

La solution la plus simple pour l'organisation du routeur consiste �a consid�erer
un groupe de tampons qui servent pour stocker tout message transitant sur le
processeur avant sa retransmission. Le sch�ema d'un tel routeur est donn�e par la
�gure 3.1. Chaque lien d'entr�ee a un processus r�ecepteur dont le programme
consiste �a recevoir un message, l'�etiqueter avec un lien de sortie fourni par la
fonction de routage, et le d�eposer dans un tampon. Le processus associ�e au lien
de sortie va chercher dans le groupe de tampons les messages qui lui sont destin�es
et les retransmet sur le lien.
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Figure 3.1: Organisation d'un routeur avec une seule classe de tampons
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Figure 3.2: Organisation d'un routeur avec une classe de tampons par lien
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Cette organisation du routeur couple fortement les liens alors qu'en g�en�eral ils
peuvent fonctionner ind�ependamment. L'organisation la plus couramment util-
is�ee consiste �a utiliser une classe de tampons par lien de sortie (�gure 3.2). Le
processus de r�eception sur un lien d�epose cette fois-ci le message directement dans
les tampons associ�es au lien de sortie donn�e par la fonction de routage.
Dans la suite, sauf pour des raisons de simpli�cation de la pr�esentation, nous
consid�ererons un routeur avec une classe de tampons par lien.

3.3 Techniques d'acheminement

Le routage des messages n'a pas ses origines dans les machines parall�eles qui
nous int�eressent ici, il apparâ�t d�ej�a vers les ann�ees 70 dans les premiers r�eseaux
d'ordinateurs[Quillan77, Sunshine77, Ahuja79a, Ahuja79b, Quillan80]. Depuis
cette �epoque, les techniques d'acheminement des messages ont fait l'objet de
nombreuses recherches. Les solutions propos�ees peuvent être class�ees en deux
cat�egories : la commutation des circuits, et la commutation des messages.

3.3.1 La commutation de circuits

La commutation des circuits est bas�ee sur le principe de la t�el�ephonie. Elle
consiste en une r�eservation compl�ete du chemin entre deux processeurs avant que
l'�echange ne commence. Un signal de r�eservation est envoy�e par le processeur
source vers le processeur destination. Passant d'un processeur �a un autre, le
signal r�eserve le lien travers�e. Si �a un instant donn�e il ne trouve aucun lien libre,
suivant la strat�egie de r�eservation utilis�ee, il en attend un ou signale au processeur
source que la r�eservation est impossible. La transmission e�ective du message ne
commence que quand le signal de r�eservation a atteint le processeur destination
et que ce dernier renvoie un acquittement �a la source. Le chemin n'est lib�er�e
qu'apr�es r�eception compl�ete du message.

On distingue la commutation des circuits logiques et la commutation de circuits
physiques. La commutation de circuits physiques implique que le processeur a
un moyen mat�eriel de connecter directement un lien d'entr�ee �a un lien de sortie
pour que les messages puissent traverser le n�ud sans être m�emoris�es.

Quoique la commutation de circuits puisse se r�ev�eler e�cace pour l'acheminement
de tr�es longs messages, le taux d'utilisation des liens reste faible notamment pour
la commutation de circuits logiques. C'est pour r�esoudre ce probl�eme de la faible
utilisation des liens que la commutation des messages a �et�e propos�ee.
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3.3.2 La commutation de paquets et de messages

3.3.2.1 La technique "store-and-forward"

La commutation de messages consiste �a acheminer les messages pas �a pas d'un
processeur �a un autre. A chaque processeur le message est m�emoris�e et retransmis
vers le processeur suivant. Cette technique, connue dans la litt�erature sous le nom
de "store and forward", pr�esente l'inconv�enient que si le prochain lien est libre,
le message doit être enti�erement re�cu avant d'être retransmis.

Pour r�esoudre ce probl�eme, la commutation de paquets implique simplement que
le message �a acheminer est d�ecoup�e en plusieurs morceaux (paquets) de même
taille. Ceci permet d'am�eliorer le temps de transmission dans le cas de tr�es longs
messages en pro�tant de l'e�et pipeline. D'autre part, chaque paquet pouvant
être achemin�e ind�ependamment des autres, plusieurs paquets d'un même message
peuvent être envoy�es sur des liens di��erents, pro�tant ainsi de l'existence de
plusieurs chemins entre deux n�uds.

Le d�ecoupage des messages en paquets implique un assemblage lorsque les mes-
sages sont arriv�es �a destination. L'assemblage des messages est simple dans le cas
o�u les paquets entre deux n�uds donn�es suivent le même chemin et ne se doublent
pas. Dans le cas o�u l'une des deux conditions n'est pas veri��ee l'assemblage des
messages n�ecessite la num�erotation des paquets.

Le d�elai de transmission d'un paquet est �sf = (L=B)D o�u L est la longueur du
paquet, B la bande passante d'un lien et D la longueur du chemin suivi par le
paquet.

3.3.2.2 Le "virtual cut-through", le "wormhole", et le "double sto-
ckage "

Même si le d�ecoupage des messages en paquets permet une bonne utilisation des
liens de communication, le probl�eme des liens libres non utilis�es reste toujours
pos�e dans le cas d'un paquet, ici encore il faut attendre la r�eception compl�ete du
paquet avant de le retransmettre.

Trois variantes ont �et�e propos�ees dans la litt�erature pour r�esoudre ce probl�eme
: les techniques dites du "virtual cut-through" [Kermani79], du "wormhole "
[Dally87], et du "double stockage " [Whobrey88]. Elles sont toutes bas�ees sur le
principe que si le prochain lien est libre on retransmet le paquet d�es r�eception
de l'entête. Si le r�eseau est peu charg�e, la probabilit�e de trouver un lien libre est
grande et on se rapproche de la commutation de circuits. Par contre, si la charge
du r�eseau est grande, le paquet va être bloqu�e plusieurs fois et on se rapproche
du store-and-forward.
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Le d�elai de transmission est cette fois-ci � = (Lh=B) � D + L=B) o�u Lh est la
longueur de l'entête et L la longueur du paquet.

Les trois variantes di��erent dans le cas o�u le lien de sortie n'est pas libre. Alors
que la technique "virtual cut-through " stocke le paquet dans le n�ud o�u il est
bloqu�e, le routage "wormhole " arrête la progression du paquet et le stocke donc
dans plusieurs n�uds, et la technique du "double stockage " stocke le paquet �a
la source et tente de le r�e�emettre plus tard.

Les techniques wormhole et virtual cut-through sont �equivalentes lorsque le r�eseau
est peu charg�e. Lorsque le r�eseau devient charg�e la technique virtual cut-through
devrait être meilleure. En e�et, un paquet dont la progression est stopp�ee ne peut
bloquer que les paquets qui traversent le n�ud o�u il y a eu blocage, alors que pour
la technique wormhole d'autres paquets dans des n�uds interm�ediaires peuvent
être bloqu�es. Par contre, la technique wormhole a l'avantage de ne n�ecessiter que
peu de tampons de stockage par n�ud et est donc plus facile �a implanter dans
le mat�eriel. La technique du double stockage pr�esente le grand inconv�enient que
rien ne garantit qu'un paquet ne sera pas toujours recal�e.

3.3.2.3 La technique dite du "mad-postman"

La technique du "mad-postman" [Jesshope89a, Jesshope89b, Miller91, Jesshope91],
vise �a supprimer le d�elai de stockage de l'entête du paquet. Elle a �et�e jusqu'�a
pr�esent utilis�ee par dans les grilles multi-dimensionnelles. Elle fonctionne de la
fa�con suivante :

� Le r�eseau d'interconnexion comporte un ensemble de directions de routage.

� Sans attendre la r�eception compl�ete de l'entête, le paquet est retransmis sur
le lien de sortie dans la même direction que celle d'o�u il vient.

� D�es que l'entête est compl�etement re�cue, la d�ecision de routage est prise.
Si elle est di��erente de celle anticip�ee, le paquet est �emis dans la nouvelle
direction. Si la d�ecision �etait bonne, l'entête a d�ej�a �et�e transmise sans d�elai
au niveau du n�ud.

L'avantage de cette technique est que si l'anticipation sur la direction du paquet
�etait bonne, le paquet traverse le n�ud pratiquement sans d�elai. Le d�elai de
transmission est alors L=B o�u L est la longueur du paquet et B la bande passante
d'un lien. Dans le pire des cas, c'est �a dire si le paquet change de direction �a
chaque pas, le d�elai de transmission est le même que pour les techniques wormhole
et virtual cut-through.

L'inconv�enient majeure de la technique du mad-postman est la g�en�eration d'entêtes
errantes dans le r�eseau. Une proc�edure pour les reconnâ�tre et les �eliminer doit
être mise en �uvre. Dans la r�ealisation d�ecrite dans [Miller91] pour les grilles non
reboucl�ees, les entêtes errantes peuvent être facilement identi��ees soit quand elles
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sont bloqu�ees lorsque le lien �a emprunter est occup�e, soit quand elles arrivent au
bord de la grille.

3.3.3 Sur la mise en �uvre des techniques

La technique du store-and-forward a �et�e la plus utilis�ee car ne n�ecessitant pas
un support mat�eriel. Les autres techniques, quoiqu'elles puissent être simul�ees
par logiciel, ne sont vraiment e�caces que si l'on dispose d'un support mat�eriel
permettant de connecter directement un lien d'entr�ee �a un lien de sortie sans
m�emorisation.

La technique store-and-forward est notamment �a la base des routeurs logiciels des
premi�eres g�en�erations de machines parall�eles comme le cosmic-cube (prototype de
recherche du caltech) et toutes les versions commerciales qui en d�ecoulent (IPSC,
Ncube1), et r�eseaux de transputers T400 et T800. Les machines plus r�ecentes
disposent d'un support mat�eriel. Ainsi, l'Intel IPSC-2 et IPSC/860 utilisent la
commutation de circuits, le Ncube, le paragon, la J-machine et le processeur de
routage C104 de INMOS utilisent le wormhole.

La technique du mad-postman a �et�e implant�ee dans un processeur de communi-
cation pour la grille [Miller91, Jesshope91].
Peu d'implantations de la technique virtual cut-through ont �et�e r�ealis�ees, citons
tout de même le processeur de communication con�cu dans le projet Haartz [Dolter89].
Une �evaluation des performances de ce processeur sur un r�eseau en grille avec des
connexions diagonales (hexagonal mesh) est pr�esent�ee dans [Dolter91].

3.4 Les principaux probl�emes du routage

La mise en �uvre de l'une ou l'autre des techniques d'acheminement implique le
partage des ressources physiques du r�eseau d'interconnexion, �a savoir les tampons
de stockage et les liens physiques. On doit donc assurer un ensemble de propri�et�es
essentielles �a la correction et �a un bon fonctionnement d'un syst�eme distribu�e
au nombre desquelles l'absence d'interblocage, l'absence de famine, l'�equit�e de
service, la tol�erance aux pannes, l'�equilibre de charge, l'absence de bouclages
in�nis, etc.

3.4.1 Abscence de famine et �equit�e

La famine et l'�equit�e sont li�ees. On dit qu'il y a situation de famine lorsqu'un
paquet ne peut acc�eder �a un tampon alors que celui-ci devient de temps en temps
libre mais est toujours pris par d'autres paquets en comp�etition.

Garantir l'�equit�e consiste �a traiter tous les paquets de la même fa�con sans qu'il
y en ait qui soient privil�egi�es. Dans le cas g�en�eral, l'�equit�e entre tous les paquets
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transitant sur le r�eseau n'est pas n�ecessaire, plusieurs niveaux de priorit�e sont
utilis�es et on cherche �a assurer l'�equit�e �a un niveau de priorit�e donn�e et l'absence
de famine entre les divers niveaux de priorit�e.

Les probl�emes de famine et d'�equit�e de service sont assez facilement r�esolus par le
service d'acheminement en utilisant des strat�egies de service telles que "premier
arriv�e - premier servi " pour une priorit�e donn�ee et le partage �a la proportionnelle
entre les priorit�es.

3.4.2 interblocage

On dit qu'il y a interblocage lorsqu'un ensemble de paquets est bloqu�e et ne
peut avancer que si un paquet de l'ensemble lib�ere un tampon. Gunther dans
[Gunther81] distingue au moins 6 types d'interblocage dans un syst�eme de com-
munication : direct, indirect, dû �a l'assemblage des paquets, dû �a l'attente
d'accus�e de r�eception (piggy-back deadlock), dû �a des priorit�es pour certains
paquets, et caus�e par les processus utilisateurs. Seuls les interblocages direct et
indirect concernent le service de routage, les autres sont en g�en�eral r�esolus par les
niveaux sup�erieurs. Nous supposerons notamment que ces niveaux sup�erieures
(protocoles) consomment les paquets arriv�es �a destination au bout d'un temps
�ni.

L'interblocage direct ne met en jeu que deux processeurs. Les tampons de l'un
sont pleins de paquets dont la prochaine �etape est l'autre processeur. Cet inter-
blocage se r�esout facilement en utilisant deux groupes de tampons dans chaque
n�ud et en r�eservant un groupe pour les paquets en entr�ee et l'autre pour les
paquets en sortie. L'interblocage direct ne peut donc pas se produire pour le
type de routeur que nous consid�erons.

L'interblocage indirect peut survenir même si les pr�ecautions pour la pr�evention
de l'interblocage direct ont �et�e prises. Il concerne au moins trois processeurs. Il
consiste en une attente cyclique entre N processeurs ; le processeur i attendant
que son voisin (i+1) mod N lib�ere un tampon pour pouvoir lui envoyer un paquet.
Ce type de situation est illustr�e par la �gure 3.3 o�u les processeurs impliqu�es dans
l'interblocage forment un anneau de 5 processeurs. Dans la suite, lorsque nous
parlerons d'interblocage, c'est seulement �a l'interblocage indirect que nous ferons
r�ef�erence.

Interblocage et graphe de d�ependance des liens

L'interblocage est dû �a la fonction de routage car c'est elle qui d�etermine les
chemins suivis par les paquets. Il y a deux conditions n�ecessaires et su�santes �a
l'interblocage :

1. La pr�esence d'un cycle dans la demande d'utilisation des tampons, et

35



2. Tous les tampons sur le cycle sont pleins.

3

0 0 0

4 1 1 1 24 4 4

1

33 3

0

2 22

Figure 3.3: Un exemple d'interblocage indirect : chaque tampon est plein de
messages destin�es �a son voisin �a distance 2.

Les m�ethodes de lutte contre l'interblocage s'attachent �a assurer que l'une ou
l'autre des deux conditions ne soit pas veri��ee. Dans le cas d'un routeur o�u �a
chaque lien de sortie est associ�e un groupe de tampons banalis�es, Dally et Seitz
[Dally87] ont introduit la notion de graphe de d�ependances associ�e �a une fonction
de routage pour mod�eliser la demande d'utilisation des tampons.

D�e�nition 3.1 (Graphe de d�ependances) Soit G le graphe d'un r�eseau d'inter-
connexion. Le graphe de d�ependances associ�e �a une fonction de routage R est un
graphe orient�e dont les sommets sont les liens (unidirectionnels) de G dans lequel
il y a un arc (l1; l2) entre de l1 vers l2 si et seulement si l1 est un pr�ed�ecesseur
direct de l2 dans un chemin induit par R.

Le graphe de d�ependances permet donc d'exprimer la premi�ere condition n�eces-
saire �a l'interblocage. Nous y aurons souvent recours pour montrer que les solu-
tions propos�ees sont sans interblocage.

3.4.3 Validit�e

Contrairement �a l'interblocage o�u un ensemble de paquets sont bloqu�es et ne
peuvent plus progresser, il peut arriver qu'un paquet tourne ind�e�niment dans
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le r�eseau sans pouvoir atteindre la destination. Garantir la propri�et�e de validit�e
consiste �a assurer qu'en l'absence d'interblocage tous les paquets arriveront �a
destination.

Comme l'interblocage la propri�et�e de validit�e est li�ee �a la fonction de routage.
Des fonctions de routages non valides peuvent être utilis�ees si chaque processeur
n'a pas besoin de communiquer avec tous les autres. Dans la suite nous ne faisons
aucune hypoth�ese sur les besoins de communication, nous nous int�eressons donc
uniquement �a des fonctions de routage valides.

3.5 La fonction de routage

3.5.1 Les modes de routage

Il y a principalement deux modes de routage, d�eterministe et adaptatif. Le
routage d�eterministe n'utilise qu'un seul chemin (calcul�e a priori), entre chaque
paire de processeurs.

Le routage adaptatif, lui, tient compte des variations du tra�c dans le r�eseau. Le
chemin suivi par un paquet est construit au fur et �a mesure que celui-ci progresse
en fonction du tra�c r�eel. Le routage adaptatif n�ecessite donc le maintien et la
mise �a jour de l'�etat de charge des liens.

Un routage adaptatif peut être pur, dans ce cas il n'y a pas de restrictions sur
les liens de retransmission d'un paquet. Il peut aussi choisir le prochain lien sur
le chemin dans un ensemble de liens calcul�e �a l'avance, on parle alors de routage
semi-adaptatif.

3.5.2 Repr�esentation de la fonction de routage

La fonction de routage d�etermine les chemins que doivent suivre les paquets.
A chaque couple (source, destination), elle associe donc l'ensemble de tous les
chemins entre la source et la destination. Cette fa�con de repr�esenter la fonction
de routage est la plus g�en�erale mais n�ecessite beaucoup de place. En g�en�eral on
se ram�ene �a une fonction qui, au lieu de l'ensemble de tous les chemins, donne
l'ensemble de tous les successeurs possibles. La repr�esentation d'un chemin est
donc r�epartie sur le r�eseau. On a donc une fonction R qui, en chaque n�ud in-
term�ediaire (appel�e dans la suite processeur courant) et pour chaque destination,
fournit les liens par lesquels le paquet peut sortir pour atteindre la destination.

R(processeur courant; destination) = lien de sortie

Dans sa mise en �uvre e�ective, la fonction de routage peut utiliser d'autres
param�etres comme le processeur source, le lien d'entr�ee du paquet et la charge
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des liens. Ceci pour atteindre divers objectifs comme l'absence d'interblocage et
l'�equilibrage de la charge sur le r�eseau. Par exemple, la m�ethode de g�en�eration de
fonctions de routage sans interblocage que nous proposons au chapitre 4 utilise,
en plus du processeur courant et de la destination, le lien par lequel le paquet est
entr�e.

3.6 M�ethodes de r�esolution du probl�eme d'inter-

blocage

L'utilisation de la concurrence dans les ordinateurs s'est accompagn�ee de nom-
breuses recherches sur la r�esolution du probl�eme d'interblocage. Les princi-
pales situations d'interblocage dans la gestion des ressources des syst�emes in-
formatiques sont pr�esent�ees dans [Isloor80]. Deux �ecoles de pens�ee pr�evalent ;
l'une proc�ede par d�etection-gu�erison [Chan87, Cidon87], et l'autre par pr�evention
[Gopal85, Gunther81]. Nous pr�esentons bri�evement la technique de d�etection-
gu�erison ; la pr�evention de l'interblocage est �etudi�ee dans la section suivante.

3.6.1 Techniques de d�etection-gu�erison

Les techniques de d�etection-gu�erison de l'interblocage fonctionnent de la fa�con
suivante :

� Aucune mesure n'est prise "a priori " pour �eviter l'interblocage.

� Un algorithme de d�etection des cas d'interblocage est mis en �uvre en même
temps que les proc�edures normales de routage.

� Lorsque un interblocage est d�etect�e, un m�ecanisme de gu�erison est activ�e
pour l'�eliminer.

Une telle m�ethode est d�ecrite dans [Chan87]. Ces techniques ne sont pas adapt�ees
pour les machines massivement parall�eles pour les principales raisons suivantes :

� Elles requi�erent l'�echange de paquets de contrôle contenant des listes de
liens pouvant être impliqu�es dans un interblocage. La taille de ces listes
peut être grande et être de l'ordre du nombre de processeurs dans le r�eseau.

� Les algorithmes de d�etection utilis�es sont complexes car ils se ram�enent
toujours �a la recherche de cycles dans le r�eseau. Cette recherche devient
coûteuse dans le cas des r�eseaux de grande taille.

� La d�etection est bas�ee sur une observation du comportement des �les d'attente.
Des d�elais de garde sont souvent utilis�es pour v�eri�er l'activit�e des �les. La
d�etermination d'un d�elai de garde qui convient �a toutes les situations n'est
pas simple, car devant prendre en compte l'activit�e r�eelle du r�eseau.

De par la surcharge qu'elles introduisent �a l'ex�ecution, les m�ethodes de d�etection-
gu�erison de l'interblocage ne sont pas adapt�ees aux machines parall�eles. Dans la
suite nous nous int�eresserons uniquement �a la pr�evention de l'interblocage.
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3.7 Techniques de pr�evention de l'interblocage

Les techniques de pr�evention de l'interblocage assurent que l'une au moins des
deux conditions n�ecessaires �a l'interblocage ne peut pas être remplie. Elle sont
toutes bas�ees sur des restrictions dans l'utilisation des tampons. Les techniques
de pr�evention de l'interblocage peuvent être class�ees en deux cat�egories suiv-
ant qu'elles n�ecessitent un contrôle dynamique de l'admission des paquets dans
les tampons ou que l'utilisation des tampons est enti�erement d�etermin�ee avant
l'ex�ecution.

3.7.1 M�ethode n�ecessitant un contrôle �a l'ex�ecution

Ces m�ethodes visent surtout �a assurer que la deuxi�eme condition n�ecessaire �a
l'interblocage ne soit pas remplie. Une discipline r�egit l'admission des paquets
dans la couche de routage et assure qu'il y a au moins un tampon libre sur tout
ensemble de processeurs pouvant être impliqu�e dans une situation d'interblocage.
Trois techniques utilisent ce principe : la m�ethode de Gelernter, la m�ethode de
Roscoe, et une m�ethode propos�ee par Blazewics et al. bas�ee sur l'estampillage.

3.7.1.1 M�ethode de Gelernter

Soit G le graphe bidirectionnel du r�eseau d'interconnexion. La m�ethode de Gel-
ernter [Gelernter81] consiste �a orienter G de fa�con �a ce qu'il n'y ait pas de cycle et
que tous les processeurs puissent être atteignables �a partir d'un processeur source
r. L'orientation consiste �a construire un graphe (orient�e) G1 comme suit:

� Partant de r, on construit un arbre recouvrant en orientant les liens de la
racine vers les feuilles

� Un lien qui n'appartient pas �a l'arbre est orient�e du n�ud le plus pr�es de
la racine vers le n�ud le plus �eloign�e

� Un lien entre deux n�uds �a �egale distance de la racine est orient�e dans un
sens ou dans l'autre en �evitant de former un cycle

La �gure 3.4 donne un exemple de graphe G1 sur une grille 3� 3 dont les 4 coins
sont reli�es en anneau, la racine �etant le n�ud �etiquet�e r.
Lors du routage, un paquet est class�e de type G1 s'il doit emprunter un lien dans
le sens donn�e par G1, de type G2 dans le cas contraire. Si le paquet a le choix
entre plusieurs liens de sortie (routage adaptatif) dont l'un au moins est �a contre
sens de G1, il est class�e de type G2.

L'absence d'interblocage est garantie en imposant que chaque n�ud contienne
�a tout moment un tampon vide ou un paquet de type G2. Cette contrainte est
assur�ee par les deux r�egles de routage suivantes :

� Si, apr�es avoir accept�e un nouveau paquet, un n�ud non racine trouve que
tous ses tampons contiennent des paquets de type G1, un paquet doit être
choisi et rerout�e sur un lien de type G2.
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r

Figure 3.4: un graphe acyclique orient�e G1

� La racine r ne pouvant contenir que des paquets de type G1, doit toujours
avoir un tampon de libre même si c'est au prix de la perte d'un paquet

La m�ethode de Gelernter n'utilise que 2 classes de tampons par n�ud. Par
contre elle a deux inconv�enients : la perte potentielle des paquets �a la racine,
et le reroutage des paquets. De par le fait qu'elle n�ecessite un reroutage des
paquets, elle ne peut pas être utilis�ee dans le cadre d'un routage d�eterministe o�u
les chemins sont calcul�es statiquement.

3.7.1.2 M�ethode de Roscoe

La m�ethode de Roscoe [Roscoe87] est bas�ee sur une discipline d'admission des
paquets dans le service d'acheminement. Dans le cas d'un anneau unidirectionnel,
chaque n�ud est muni de deux tampons et l'absence d'interblocage est assur�e en
imposant la contrainte qu'un n�ud n'accepte un paquet venant d'un utilisateur
que si les deux tampons sont libres.

Dans le cas d'un r�eseau g�en�eral, l'auteur propose de reconstruire la structure
cyclique par l'utilisation, soit d'un circuit hamilitonien 1, soit en construisant un
circuit hamilitonien virtuel sur un arbre recouvrant dans lequel on introduit des
n�uds virtuels. La �gure 3.5 illustre la construction d'un tel circuit sur une grille
4-4. Chaque n�ud virtuel correspond �a une classe de tampons et donc, dans le
cas g�en�eral, chaque n�ud physique est muni de 2 classes de tampons contenant
chacune au moins deux tampons.
L'absence d'interblocage est assur�ee par les r�egles suivantes :

� Un n�ud n'accepte un paquet venant d'un utilisateur que si les deux tam-
pons sont libres

1Dans le cas o�u le r�eseau consid�er�e en admet un.
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r

Figure 3.5: Circuit hamilitonien sur un arbre

� Les liens qui n'appartiennent pas au circuit peuvent être utilis�es �a condition
que les paquets transmis dessus soient consid�er�es comme ceux venant des
utilisateurs. Un paquet �emis sur un lien qui n'est pas dans le circuit peut
donc être refus�e. Il est alors r�e�emis sur le circuit.

On doit donc attendre un accus�e de r�eception pour les paquets envoy�es sur les
liens qui n'appartiennent pas au cycle. La technique de Roscoe est essentielle-
ment dynamique et ne peut donc pas être utilis�ee dans le cadre d'un routage
d�eterministe.

3.7.1.3 Methode bas�ee sur l'estampillage

La m�ethode bas�ee sur l'estampillage propos�ee par Blazewicz et al. [Blazewicz87]
associe aux paquets une date d'arriv�ee dans le r�eseau. L'absence d'interblocage
est assur�ee en imposant la contrainte qu'un paquet ne doit pas être bloqu�e par
des paquets plus r�ecents. Pour cela, �a chaque fois qu'un paquet est bloqu�e par des
paquets plus r�ecents, un paquet est choisi et est �echang�e avec le "vieux" paquet
en utilisant des tampons sp�eciaux r�eserv�es �a cet e�et.
Cette technique n�ecessite donc au moins un tampon pour l'acheminement dans
chaque n�ud, et au moins un tampon pour l'�echange �a chaque fois qu'on a deux
processeurs connect�es.
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Le m�ecanisme d'�echange implique un reroutage du paquet le plus r�ecent qui peut
être �eloign�e de sa destination. Notons toutefois que le paquet arrivera forc�ement
�a destination puisque dans le pire des cas il arrivera un moment o�u il sera le plus
"vieux" dans le r�eseau.

Comme dans les deux autres techniques, le contrôle �a l'ex�ecution peut amener �a
d�evier un paquet de sa route ; la m�ethode de Blazewicz ne peut donc pas être
utilis�ee dans le cas du routage d�eterministe.

3.7.2 M�ethodes bas�ees sur les graphes de tampons

Les m�ethodes bas�ees sur des graphes acycliques de tampons sont les plus util-
is�ees. Elles consistent �a r�epartir les tampons d'un n�ud en plusieurs classes. On
construit alors un graphe orient�e de classes de tampons et les paquets ne sont
transmis d'un tampon vers un autre que s'il y a un arc de la classe du premier
vers celle du second. Le graphe des tampons doit avoir les propri�et�es suivantes :

� Pour chaque route dans le r�eseau, il y a au moins un chemin dans le graphe
de tampons.

� Le graphe de tampons ne contient aucun cycle.

Bien que le nom ait �et�e utilis�e pour la premi�ere fois par Merlin et Schweitzer dans
[Merlin80], cette m�ethode regroupe un ensemble de techniques qui ne di��erent
que par la technique de construction du graphe de tampons. La plus ancienne,
le "structured bu�er pool", a �et�e propos�ee par Gunther dans le cadre du projet
GMD-net [Gunther75]. Nous d�ecrivons ci-dessous les diverses m�ethodes de cons-
truction du graphe de tampons.

3.7.2.1 Comptage de sauts (hops so far)

Dans la m�ethode dite du "comptage de sauts" [Giessler78], les paquets arrivant
sur un processeur sont r�epartis par classes en fonction, par exemple, de la distance
parcourue depuis le processeur source. On construit alors un graphe orient�e sans
cycle sur l'ensemble des classes. Pour garantir l'absence d'interblocage, chaque
fois qu'un paquet traverse un lien physique sa classe est incr�ement�ee de 1.
La m�ethode de comptage de sauts n�ecessite donc un nombre de classes de tampons
�egal �a la longueur du plus long chemin plus 1. Si le routage est e�ectu�e sur les
chemins les plus courts, au moins D+1 classes de tampons sont n�ecessaires dans
chaque n�ud, o�u D est le diam�etre du r�eseau. Les �gures 3.6 et 3.7 illustrent,
pour les deux types de routeur, la construction du graphe de tampons par la
m�ethode de comptage de sauts pour un r�eseau o�u la longueur maximum des
chemins est 2.
Une variante de cette m�ethode d�ecrite dans [Merlin80] consiste �a consid�erer la
distance qui reste �a parcourir au lieu de la distance d�eja parcourue.
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Figure 3.6: Graphe de tampons : m�ethode de comptage de sauts. Cas du routeur
avec tampons communs aux liens de sortie.

3.7.2.2 Comptage de vall�ees

La technique dite de "comptage de vall�ees" a �et�e propos�ee par Gunther et est
d�ecrite dans [Gunther81, Merlin80]. Les n�uds du r�eseau re�coivent un num�ero
di��erent chacun. Un chemin dans le r�eseau peut être repr�esent�e par la suite des
num�eros des n�uds travers�es. Un n�ud est dit vall�ee sur un chemin donn�e, s'il
est suivi et pr�ec�ed�e par des n�uds de num�eros plus grands. Un n�ud est dit pic
s'il est pr�ec�ed�e et suivi par des n�uds de num�eros plus petits.
Soit K le plus grand nombre de vall�ees sur un chemin. Le graphe de tampons est
construit en associant 2K+2 classes de tampons ( u0; u1; : : : ; uK ; d0; d1; : : : ; dK) �a
chaque n�ud. Les tampons de la classe ui (di) seront occup�es par les paquets qui
"montent" vers un pic ("descendent" vers une vall�ee). Etant donn�es deux n�uds
ns et nt (ns < nt) entre lesquels il existe un lien, on a les r�egles de connexion
suivantes pour la construction du graphe de tampons :

� Dans chaque n�ud, la classe ui (0 � i � K) est connect�e �a la classe di sur
le même n�ud

� Dans chaque n�ud, di (0 � i < K � 1) est connect�e �a ui+1 sur le même
n�ud

� La classe ui (0 � i � K) de ns est connect�e �a la classe ui de nt

� La classe di (0 � i � K) de nt est connect�e �a la classe di de ns

Le routage se fait donc de la fa�con suivante :

43



0

1

2

0

1

2

1 0 2

2 1 0

0

1

2

01 2

0

1

2

0
1

2

0 1 2

Figure 3.7: Graphe de tampons : m�ethode de comptage de sauts. Cas du routeur
avec tampons di��erents pour les liens de sortie.
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� Le paquet est introduit dans u0.

� Les pas d'un n�ud non vall�ee vers un n�ud de num�ero sup�erieur se font
dans les tampons de classe ui.

� Les pas d'un n�ud non pic vers un n�ud de num�ero inf�erieur se font dans
les tampons de classe di.

� Un paquet qui quitte un pic passe d'un tampon de classe ui vers le un
tampon dans la classe di du n�ud suivant.

� Un paquet qui quitte une vall�ee passe de la classe di vers la classe ui du
n�ud suivant.

Le nombre de classes de tampons requises par cette m�ethode est de 2(K + 1),
o�u K est le plus grand nombre de vall�ees qu'on peut trouver sur un chemin. La
minimisation de K repose sur une m�ethode d'�etiquetage des n�uds du r�eseau qui
minimise le nombre de vall�ees sur un chemin.
En�n, cette m�ethode n�ecessite que l'ensemble des chemins soit connu �a l'avance.
Elle ne peut donc être utilis�ee que dans un mode de routage d�eterministe ou un
mode semi-adaptatif o�u le choix est fait dans un ensemble de chemins �x�es �a
l'avance.

3.7.2.3 Comptage de sauts n�egatifs

La m�ethode dite de "comptage de sauts n�egatifs" ("negative hop scheme ") pro-
pos�ee par Gopal dans [Gopal85] consiste �a partionner l'ensemble des n�uds du
r�eseau de telle sorte que deux n�uds adjacents ne soient pas dans la même par-
tition. Ceci revient au probl�eme classique de coloriage des n�uds d'un graphe.
Une telle partition est illustr�ee par la �gure 3.8 o�u trois couleurs (0, 1, et 2) sont
n�ecessaires pour une grille 3-3 dont les coins sont en plus connect�es en anneau.

0 1 2

101

2 1 2

Figure 3.8: Coloriage d'une grille 3-3 (3 couleurs sont n�ecessaires)
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On dit qu'un saut est n�egatif s'il permet de passer d'un n�ud appartenant �a une
partion i vers un n�ud d'une partion j avec j < i. Dans le cas contraire le saut
est dit positif.
SoitM le nombre maximun de sauts n�egatifs que l'on peut trouver sur un chemin.
Le graphe des tampons est construit de la fa�con suivante :

� Chaque n�ud est muni de M + 1 classes de tampons.

� Entre deux n�uds A et B connect�es, la classe i dans A a un arc vers la
classe i+ 1 dans B si le passage de A vers B est un saut n�egatif, et un arc
vers la classe i dans le cas contraire.

Les paquets sont introduits dans la classe 0 ; dans un n�ud donn�e la classe i est
donc r�eserv�e aux paquets qui ont d�ej�a e�ectu�e i sauts n�egatifs.

La minimisation du nombre de classes de tampons consiste �a minimiser le nombre
de sauts n�egatifs sur un chemin. Le nombre de sauts n�egatifs peut être born�e
en fonction du nombre P de partitions et de la longueur du plus long chemin D.
Dans [Gopal85] on montre que M < ((P � 1)=P )D. Une fa�con de minimiser le
nombre de classes de tampons consiste donc �a minimiser P . Pour un r�eseau quel-
conque, la d�etermination du nombre minimum P de partitions est un probl�eme
NP-complet (probl�eme de coloration d'un graphe [Garey79]). L'auteur propose
une am�elioration de la m�ethode qui consiste �a attribuer les �etiquettes aux n�uds
de telle sorte que tous les sous-graphes induits par les n�uds ayant la même
�etiquette soient sans cycle.

Remarquons que dans cette technique un protocole d'�echange doit être utilis�e �a
l'ex�ecution pour pr�evenir l'interblocage direct dans le cas d'un routeur o�u les liens
de sorties partagent les mêmes tampons.
La �gure 3.9 montre un �etiquetage de la même grille que dans la �gure 3.8. Cette
fois-ci deux �etiquettes su�sent. Malheureusement dans le cas g�en�eral on ne sait
pas borner le nombre de couleurs.

3.7.2.4 M�ethode dite du "Class climbing"

La m�ethode du "Class climbing" propos�ee par Annot et al. [Annot87] consiste
�a construire K graphes orient�es acycliques. Le graphe des tampons est construit
de la fa�con suivante :

� Chaque n�ud est muni de K classes de tampons (une classe de tampons
par graphe acyclique)

� Entre deux n�uds connect�es il y a un arc entre les classes i et un arc de la
classe i vers la classe i+ 1

46



0 1 2

101

2 1 2

Figure 3.9: Etiquetage d'une grille 3-3 (2 �etiquettes su�sent)

Le routage des paquets se fait de la fa�con suivante :

� A la source, un paquet est introduit dans un tampon de la classe 0

� A chaque fois qu'un paquet doit emprunter un arc en sens inverse de celui
indiqu�e par le graphe associ�e �a sa classe courante, au n�ud suivant il passe
dans la classe directement sup�erieure.

Le nombre K de classes de tampons n�ecessaires est born�e par la plus grande
distance que doit parcourir un paquet avant d'atteindre sa destination. Mais il
devrait être inf�erieur puisque tant qu'un paquet reste dans la direction indiqu�ee
par le graphe associ�e �a sa classe, il ne change pas de classe. Cependant, les auteurs
ne donnent pas de m�ethode pour d�eterminer le nombre de classes ni la fa�con d'y
associer les graphes orient�es acycliques.

3.7.2.5 M�ethodes des graphes virtuels et canaux virtuels

La m�ethode dite des graphes virtuels propos�ee par Jesshope et al. [Jesshope89a]
consiste �a diviser le r�eseau en un ensemble de graphes virtuels ind�ependants.
Chaque graphe virtuel est orient�e et acyclique et dispose de sa propre classe de
tampons. Un paquet est introduit sur l'un des graphes virtuels et y reste jusqu'�a
destination. Il faut donc pouvoir trouver le bon graphe virtuel d�es le d�epart. Le
graphe des tampons dans cette technique est donc la r�eunion des graphes virtuels.

Pour ce qui est du nombre de classes de tampons par n�ud, il n' y a pas de
m�ethode g�en�erale pour d�eterminer un nombre minimun de graphes virtuels pour
un r�eseau quelconque muni d'une fonction de routage. Les auteurs ont d�emontr�e
la m�ethode sur des grilles en montrant comment elles peuvent être couvertes par
quatre graphes virtuels, ainsi que des tores pour lesquels seize graphes virtuels
sont n�ecessaires.
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La technique des canaux virtuels [Dally86, Dally87] consiste �a multiplexer sur un
lien physique plusieurs canaux virtuels disposant chacun d'une classe de tampons
propre. L'absence d'interblocage est assur�ee en construisant un graphe acyclique
de canaux virtuels.

Dally et Seitz [Dally87] ont montr�e que des solutions utilisant un petit nombre de
canaux virtuels par lien physique existent pour quelques r�eseaux r�eguliers. Ainsi
2 canaux su�sent pour les grilles ayant des connexions de rebouclage (grilles
toriques), et 3 canaux sont n�ecessaire pour le CCC ("cube connected cycles").
Mais, comme pour la technique des graphes virtuels, dans le cas g�en�eral il n'y a
pas de de m�ethode pour d�eterminer le nombre minimum de canaux sur un lien
physique.

3.8 Pr�evention de l'interblocage avec un nom-

bre constant de classes de tampons

3.8.1 Les solutions d�edi�ees

Parmi les solutions d�edi�ees, on peut citer le "e-cube routing" [Dally86, Wittie81]
utils�ee pour les hypercubes binaires et les grilles non reboucl�ees. Elles sont en
g�en�erale optimales mais ceci n'est pas une r�egle car pour certains r�eseaux, comme
les grilles reboucl�ees (tores) et le CCC, les solutions optimales n'existent pas.

Si on consid�ere un cas pr�ecis, en g�en�eral on doit pouvoir trouver une solution avec
un nombre constant de classes de tampons en appliquant certaines des m�ethodes
ci-dessus [Alhafez91]. On pro�te alors des propri�et�es particuli�eres du graphe
r�egulier pour trouver une bonne solution. C'est le cas par exemple de la m�ethode
des graphes virtuels appliqu�ee aux grilles et aux tores [Jesshope89a].

3.8.2 Les solutions g�en�erales

Les solutions g�en�erales sont souvent bas�ees sur l'existence d'un "r�eseau recouv-
rant" pour lequel on connait une solution. Nous entendons ici par r�eseau r�e-
couvrant, un r�eseau connexe ayant les mêmes n�uds que le r�eseau original, et
dans lequel un lien n'existe que s'il existe dans le r�eseau original. Par exemple,
une grille peut être utilis�ee comme r�eseau recouvrant d'un tore, mais dans le
cas g�en�eral il y'a qu'un r�eseau recouvrant qu'on peut trouver dans tout r�eseau
connexe : l'arbre. Le routage sur un arbre recouvrant pr�esente n�eanmoins les
inconv�enients suivants:

� la racine de l'arbre est un goulet d'�etranglement,

� les chemins sont trop rallong�es,
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� les liens n'appartenant pas �a l'arbre ne sont pas utilis�es. Par exemple, dans
le cas o�u tous les n�uds sont de degr�e quatre, la moiti�e des liens ne sont
pas utilis�es. Cette proportion augmente avec le degr�e des n�uds.

Pour un r�eseau quelconque, on ne peut pas trouver une fonction de routage poss�e-
dant les trois caract�eristiques absence d'interblocage, nombre de classes de tam-
pons constant, et chemins les plus courts. L'absence d'interblocage �etant n�eces-
saire �a la correction du routage, il y a un compromis �a faire entre l'espace m�emoire
et la longueur des chemins.
Deux solutions originales ont �et�e propos�ees pour ParX. La premi�ere, propos�ee par
Gonzalez et d�ecrite dans [Gonzalez91], est bas�ee sur un arbre recouvrant et des
r�egles d'utilisation des liens qui n'appartiennent pas �a l'arbre (extra-liens). Nous
avons propos�e une deuxi�eme solution que nous pr�esentons au chapitre suivant.

49



50



Chapitre 4

Une nouvelle m�ethode de routage
sans interblocage utilisant un
nombre constant de tampons

4.1 Introduction

Dans le chapitre pr�ec�edent nous avons d�egag�e les caract�eristiques souhaitables
pour une "bonne " fonction de routage. Ces caract�eristiques sont id�eales et ne
peuvent pas être satisfaites toutes en même temps sauf pour quelques r�eseaux
r�eguliers. Dans le cas g�en�eral on doit donc chercher un compromis.

Le probl�eme de la taille de l'information de routage sera abord�e dans la derni�ere
partie de ce rapport (chapitres 5, 6 et 7). Nous nous int�eressons ici �a l'abscence
d'interblocage et aux tampons de stockage. Nous proposons une m�ethode pour le
calcul de fonctions de routage sans interblocage et n�ecessitant un nombre constant
de classes de tampons de stockage par n�ud. Une premi�ere version de notre
m�ethode, d�ecrite dans [Mugwaneza90], a �et�e utilis�ee dans MARC, un outil d'aide
au placement et au routage pour r�eseaux de transputers d�ev�elopp�e �a l'universit�e
de Berne [Boillat91]. La version impl�ement�ee dans PARX, d�ecrite section 4.5.1,
en est est une version optimis�ee. Nous consid�erons les r�eseaux de degr�e pair

ou ayant seulement deux n�uds de degr�e impair. La m�ethode ne n�ecessite alors
qu'un seule classe de tampons par lien de sortie. Lorsque les hypoth�eses faites sur
la parit�e du nombre de liens par n�ud ne sont pas v�eri��ees, on peut s'y ramener
en introduisant des canaux virtuels ; il su�t d'utiliser deux canaux virtuels sur
chaque lien physique. On obtient un graphe virtuel dont les sommets sont de
degr�e pair, et notre m�ethode revient �a l'utilisation de deux classes de tampons
par lien de sortie.

Les fonctions de routage issues de notre m�ethode assurent que les paquets sont
d�elivr�es �a leurs destinataires. Peu de restrictions sont plac�ees sur les chemins.
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Dans les limites de ces restrictions, les paquets peuvent être achemin�es sur les
plus courts chemins. On peut aussi envisager un routage semi-adaptatif pour
�equilibrer le taux d'utilisation des liens.

L'id�ee est de choisir comme structure de routage un cycle ou un chemin1 eul�erien
du graphe du r�eseau d'interconnexion. Supposant que les liens qui assurent le
parcours du cycle dans les deux sens sont ind�ependants, on garantit par une
partition appropri�ee de l'ensemble des communications susceptibles de s'�etablir,
l'absence d'interblocage.

Le chapitre est organis�e de la fa�con suivante : dans la section 4.2 nous rappelons
quelques notions de la th�eorie des graphes et donnons quelques d�e�nitions et
notations. La section 4.3 donne le principe de notre m�ethode sur un exemple tr�es
simple, celui de l'anneau bidirectionnel. La m�ethode est ensuite d�evelopp�ee et
�evalu�ee dans la section 4.5.

4.2 Notations et d�e�nitions

Soit G = (V;E) le graphe d'un r�eseau d'interconnexion ; V d�esigne l'ensemble des
n�uds 2, et E l'ensemble des liens de communication. Les liens de communication
sont suppos�es bidirectionnels. E d�esignera l'ensemble des arêtes (non orient�ees),
et nous utiliserons A pour d�esigner l'ensemble des arcs de G. A chaque arc reliant
un n�ud v1 �a un n�ud v2 correspond un arc en sens inverse reliant v2 �a v1. Les
deux arcs correspondent �a un lien bidirectionnel entre v1 et v2 et sont confondus
en une seule arête du graphe non orient�e.

Notation 4.1 Dans ce chapitre,

� Nous noterons N le nombre de n�uds, et M le nombre de liens de communi-
cation. On a donc N = jV j et M = jEj

� Un arc reliant deux sommets a et b est not�e (a; b), a et b sont respectivement
dits extr�emit�es initiale et terminale de l'arc.

� Soit s un n�ud de V , nous noterons I(s) l'ensemble des arcs ayant s comme
extr�emit�e terminale (arcs entrants), et O(s) l'ensemble des arcs ayant s
comme extr�emit�e initiale (arcs sortants).

Le routage dans le r�eseau de graphe G consiste �a d�e�nir au moins un chemin
entre chaque paire de n�uds. Formellement nous consid�ererons les fonctions de
routage qui sont sous la forme d'une application

R : A �V � V�! P(A)
(i; s; d) 7�! S

1Pour ne pas r�ep�eter �a chaque fois cycle ou chemin, dans la suite nous parlerons de cycle
2Les termes processeur et sommet seront aussi utilis�es indi��erement
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o�u i est l'arc par lequel le paquet est arriv�e �a s, et S l'ensemble des arcs par
lesquels le paquet peut sortir pour atteindre la destination d.

D�e�nition 4.1 (table de routage) : On appelle table de routage du n�ud s
par rapport �a la fonction de routage R la restriction de R au n�ud s, c'est �a dire
la matrice (R(i; s; d) ; i 2 I(s) et d 2 V ).

Nous avons vu au chapitre 3 que toute paire d'arcs dont l'extr�emit�e terminale
de l'un est extr�emit�e initiale de l'autre correspond �a une d�ependance potentielle.
La fonction de routage R ci-dessus choisit de mat�erialiser directement les d�epen-
dances autoris�ees. On d�e�nit la relation de d�ependance associ�ee �a la fonction de
routage de la fa�con suivante :

D�e�nition 4.2 (relation de d�ependance) : Un arc i est dit d�ependant d'un
arc o par rapport �a une fonction de routage R si et seulement si il existe un
sommet d pour lequel o 2 R(i; s; d) o�u s est le sommet d'adjacence de i et o.

Le graphe de d�ependances est d�e�ni de la même fa�con qu'au chapitre 3.

Nous consid�erons maintenant le graphe non orient�e, et d�e�nissons la notion de
cycle ou chemin eul�erien qui va nous servir comme support pour la d�e�nition de
notre m�ethode de routage.

D�e�nition 4.3 (cycle, chemin eul�eriens) : Un cycle eul�erien de G est un
cycle passant une et une seule fois par chaque arête. Un chemin eul�erien est un
chemin passant une et une seule fois par chaque arête.

Evidemment tout graphe G n'admet pas de cycle eul�erien. Une condition n�eces-
saire et su�sante pour ce faire est que tous les sommets de G soient de degr�e
pair. Si dans G il y a exactement deux sommets de degr�e impair alors G admet
un chemin eul�erien.
A chaque graphe muni d'un cycle eul�erien nous associons un anneau de la fa�con
suivante :

D�e�nition 4.4 (graphe associ�e �a un cycle eul�erien) : Nous appelons graphe
associ�e �a un cycle eul�erien du graphe G = (V;E), le graphe orient�e G0 = (V 0; E 0)
construit de la fa�con suivante :

� on cr�ee un n�ud nomm�e 0 appel�e "origine " du cycle, E 0 est initialis�e �a
l'ensemble vide, et on initialise un compteur k �a 1

� �a chaque fois qu'on rencontre un n�ud dans le parcours du cycle eul�erien
sur G et que l'on peut repartir du n�ud ou que le n�ud est di��erent de
l'origine, on cr�ee un nouveau sommet k dans G0, on ajoute l'arc (k � 1; k)
dans E 0 et on incr�emente k de 1.

� si on ne peut pas repartir du n�ud origine (cas d'un cycle eul�erien), on
ajoute l'arc (k � 1; 0) dans E 0.
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Sur le graphe G0 d'un cycle eul�erien de G, les n�uds de G peuvent donc apparâ�tre
plusieurs fois. G et G0 sont reli�es par les relations f et g suivantes :

f : V 0 �! V
k 7�! f(k)

g : A �! E 0

a 7�! g(a)

o�u f(k) est le sommet de V visit�e lors de la cr�eation de k, et g(a) est l'arc de E 0

qui a �et�e cr�e�e apr�es le parcours de a. Nous dirons que k est une occurrence de
f(k) dans G0 et que g(a) est un correspondant sur G0 de a.

D�e�nition 4.5 (arcs directs, arcs indirects) : Nous appelerons arcs directs
de G, les arcs dont les correspondants sur G0 sont dans le sens du cycle (c'est �a
dire relient un n�ud k au n�ud (k+1) mod N). Les arcs qui ne sont pas directs
seront dits indirects.

Les arcs de G0 sont num�erot�es par leur extr�emit�e initiale. Les arcs de G sont
num�erot�es par le num�ero de leur correspondant sur G0. Il y a donc une num�ero-
tation pour les arcs directs et une num�erotation pour les arcs indirects. Deux
arcs (direct et indirect) formant la même arête ont donc le même num�ero.

Pour illustrer ces d�e�nitions et notations, consid�erons le r�eseau G de la �gure 4.1.
Les identi�cations des n�uds sont �a l'int�erieur des carr�es qui les repr�esentent,
et sur chaque n�ud �gure les num�eros des ports physiques qui le relient �a ses
voisins. G est un tore r�ealis�e sur la machine supernode, o�u le contrôleur (n�ud
17) a �et�e ins�er�e entre les n�uds 1 et 13. Le contrôleur est reli�e au n�ud 0 qui
permet la communication avec le monde ext�erieur. Sur la �gure 4.1, nous avons
mat�erialis�e le parcours d'un chemin eul�erien d'origine le n�ud 17 en reliant �a
l'int�erieur de chaque n�ud travers�e le port d'entr�ee au port de sortie. Ainsi, le
chemin eul�erien visite les sommets 17, 1, 2, 14, 10, etc.

Le graphe G0 associ�e au chemin eul�erien est donn�e par la �gure 4.2. Les n�uds
de G dont les sommets de G0 sont des occurrences sont mis �a côt�e. Les sommets
de G0 occurrence d'un même n�ud sont reli�es par une ligne pointill�ee. Ainsi, les
sommets 0 et 33 de G0 sont occurrences du n�ud 17 ; de même, les sommets 15
et 11 sont occurrences du n�ud 3. Nous avons omis l'orientation sur G0, les arcs
sont orient�es dans le sens des aiguilles d'une montre et c'est ce sens qui d�e�nit
les arcs directs sur G, le sens inverse d�e�nissant les arcs indirects.
La �gure 4.3 donne la classi�cation des arcs du n�ud 6 ainsi que leur num�erotation
par le chemin eul�erien.
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Figure 4.1: Un graphe d'interconnexion G et un chemin eul�erien associ�e

4.3 Routage sans interblocage sur un anneau

bidirectionnel

Consid�erons G = (V;E) le graphe de l'anneau bidirectionnel de la �gure 4.4.
Nous avons vu au chapitre pr�ec�edent que le routage sur les plus courts chemins
dans G n'est pas sans interblocage. On peut obtenir une fonction de routage sans
interblocage de la fa�con suivante :

� on choisit une arête e 2 E (par exemple celle reliant les n�uds 0 et 4) qu'on
d�ecide de ne pas utiliser ni dans un sens ni dans l'autre, et

� on route sur les plus courts chemins sur le nouveau r�eseau G� feg

Il est imm�ediat que le routage sur G � feg est sans interblocage et ne n�ecessite
qu'un tampon de stockage par lien de sortie. Par contre, ceci est au d�etriment de
la longueur des chemins dont certains sont rallong�es.

Toutefois, il n'est pas n�ecessaire d'interdire compl�etement l'utilisation de l'arête e.
La fonction de routage sans interblocage sur un anneau peut subir une premi�ere
am�elioration en remarquant que les cycles dans le graphe de d�ependances ne
peuvent r�esulter que des chemins de longueur au moins �egale �a 2. L'arête e
peut donc être utilis�ee mais seulement pour acheminer les paquets entre les deux
sommets connect�es. Les chemins �a partir des n�uds 0 et 4 tiennent donc compte
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Figure 4.2: Graphe du chemin eul�erien associ�e au r�eseau de la �gure 4.1
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Figure 4.4: Routage sans interblocage sur un anneau bidirectionnel
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non seulement de la destination, mais aussi de l'origine des paquets (locaux ou
en transit).

En�n, remarquons qu'une d�ependance est une succession d'un arc entrant et
d'un arc sortant, et que pour l'anneau il su�t d'interdire une d�ependance dans
chaque sens pour pr�evenir l'interblocage. On peut donc n'interdire que les d�epen-
dances ((4; 0); (0; 1)) et ((1; 0); (0; 4))3. La m�ethode de routage sans interblocage
propos�ee dans la section suivante est bas�ee sur cette notion de d�ependances in-
terdites.

4.4 Une nouvelle classe de m�ethodes de routage

sans interblocage

Dans un r�eseau donn�e toute paire (lien entrant; lien sortant) est une d�ependance
potentielle notamment si la fonction de routage doit donner les chemins les plus
courts. La m�ethode tr�es simple que nous venons d'appliquer sur le cycle a consist�e
�a �eliminer des d�ependances (2 dans le cas pr�esent) de telle sorte que le graphe de
d�ependances r�esultant soit sans cycle. L'approche de construction de fonctions de
routage sans interblocage que nous proposons part de cette id�ee. Le probl�eme est
alors de trouver un ensemble de d�ependances �a interdire pour avoir des fonctions
de routage sans interblocage ayant de bonnes caract�eristiques en ce qui concerne
la longueur des chemins et/ou le taux d'utilisation des liens.

Nous commen�cons par formaliser le probl�eme de routage correspondant �a l'approche
propos�ee. Notre solution est ensuite d�ecrite dans la section 4.5. La m�ethode pro-
pos�ee est illustr�ee et �evalu�ee �a la section 4.5.4 pour la g�en�eration d'une fonction
de routage d�eterministe.

4.4.1 Une formulation du probl�eme de routage sans inter-
blocage

Les notations et d�e�nitions utilis�ees ici sont celles de la section 4.2. Le probl�eme
du routage sans interblocage dans G peut être formul�e de la fa�con suivante :

Probl�eme 4.1 (P) Trouver un ensemble F de d�ependances potentielles �a inter-
dire tel que tout routage sur G qui n'induit pas de d�ependance appartenant �a F
soit sans interblocage et ait de bonnes propri�et�es.

Le probl�eme P pos�e tel que nous venons de le faire n'est pas compl�etement d�e�ni.
Pour a�ner sa d�e�nition, un ensemble de param�etres doivent être �x�es. Ils d�epen-
dent du type de fonction de routage d�esir�ee. En e�et, suivant le mode de routage

3Evidement il n'est pas n�ecessaire que les deux d�ependances interdites soient au même n�ud.
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utilis�e (d�eterministe ou adaptatif) plusieurs instances du probl�eme P peuvent
être consid�er�ees.

Dans le cas o�u l'on s'int�eresse �a un routage adaptatif, il est important d'avoir le
maximun de libert�e dans le choix du lien de sortie. On peut alors s'int�eresser �a
l'un des deux probl�emes suivants, P2 charchant �a exprimer une notion d'�equilibre
de charge.

Probl�eme 4.2 (P1) Trouver un ensemble minimun F de d�ependances �a inter-
dire tel que toute fonction de routage qui n'utilise pas F soit sans interblocage.

Probl�eme 4.3 (P2) Trouver un ensemble F compos�e d'�a peu pr�es le même
nombre de d�ependances potentielles sur tous les n�uds, et de cardinalit�e mini-
mal tel que toute fonction de routage qui n'utilise pas F soit sans interblocage.

Par contre, si on s'int�eresse �a un routage d�eterministe, le probl�eme du routage
sans interblocage peut être formul�e de la fa�con suivante :

Probl�eme 4.4 (P3) Trouver un ensemble de d�ependances potentielles F tel que
le routage d�eterministe qui n'induit pas de d�ependance appartenant �a F et qui
utilise les chemins les plus courts soit sans interblocage et fournisse des chemins
de bonne qualit�e. La qualit�e des chemins �etant mesur�ee par les crit�eres tel que la
distance entre les n�uds, et la charge des liens de communication 4.

Ces probl�emes sont des probl�emes NP-complets. En e�et on peut montrer qu'ils
contiennent le probl�eme de la recherche de chemins dans un graphe orient�e muni
de paires de sommets interdites, probl�eme r�epertori�e NP-Complet dans [Garey79].

Les solutions optimales ne sont donc pas envisageables, nous nous contenterons
d'une m�ethode de d�etermination de l'ensemble F de d�ependances �a interdire
qui assure que le graphe orient�e r�esultant de la suppression des d�ependances
appartenant �a F reste fortement connexe et que tout routage sur ce graphe est
sans interblocage. Les autres crit�eres sont �evalu�es a posteriori par une mesure de
la qualit�e d'un routage d�eterministe sur les chemins les plus courts.

Deux telles solutions ont �et�e d�evelopp�ees pour le noyau de communication de
ParX. Gonzalez dans [Gonzalez91] propose une solution bas�ee sur un arbre re-
couvrant pour d�eterminer l'ensemble F des d�ependances interdites. Nous avons
propos�e une autre m�ethode bas�ee sur un cycle eul�erien qui interdit la même pro-
portion de d�ependances dans les n�uds.

Nous terminons cette section en pr�esentant bri�evement la m�ethode de Gonzalez.
La section 4.5 est consacr�ee �a la pr�esentation et �a l'�evaluation de notre m�ethode
de routage.

4Nous donnons une d�e�nition plus pr�ecise de la qualit�e des chemins �a la section 4.5.4
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4.4.2 M�ethode bas�ee sur un arbre recouvrant

A partir d'un n�ud racine r, on construit un arbre recouvrant en suivant un
parcours en largeur d'abord. A chaque n�ud du r�eseau on associe son niveau qui
correspond �a la distance qui le s�epare de la racine.

D�e�nition 4.6 Un arc est dit descendant s'il va d'un n�ud de niveau i vers un
n�ud de niveau i + 1, ascendant s'il va d'un n�ud de niveau i vers un n�ud de
niveau i� 1, horizontal s'il relie deux n�uds ayant le même niveau.

La m�ethode de Gonzalez introduit les r�egles de routage suivantes :

R�egle 4.1 Un arc descendant ne peut d�ependre d'un arc ascendant

R�egle 4.2 Un arc horizontal ne peut d�ependre d'un arc ascendant

R�egle 4.3 Il ne peut y avoir de cycle d'arcs horizontaux d�ependants.

On montre aisement (cf. [Gonzalez91]) qu'en respectant les r�egles 4.1, 4.2 et
4.3 on peut toujours trouver un chemin entre chaque paire de n�uds, et que les
fonctions de routage r�esultantes sont sans interblocage. Cette m�ethode pr�esente
n�eanmoins l'inconv�enient de ne pas interdire uniformement les d�ependances dans
les n�uds.

4.5 M�ethode du cycle eul�erien

4.5.1 Principe de la solution

Soit G le graphe d'un r�eseau d'interconnexion. Nous supposons qu'au plus deux
n�uds de G sont de degr�es impairs, au besoin chaque arête du graphe est rem-
plac�ee par deux arêtes virtuelles pour avoir un graphe dont tous les n�uds sont
de degr�es pairs. Au niveau du routage, cela revient �a associer deux classes in-
d�ependantes de tampons �a chaque lien de sortie.

Soit G0 le graphe d'un cycle eul�erien de G. Nous supposons que les arcs de G
sont class�es en arcs directs et arcs indirects et num�erot�es comme indiqu�e �a la
section 4.2. La m�ethode de routage que nous proposons consiste �a observer les
trois r�egles suivantes 5:

R�egle 4.4 Aucun arc direct ne peut d�ependre d'un arc indirect.

R�egle 4.5 Aucun arc direct ne peut d�ependre d'un arc direct de num�ero inf�erieur.

R�egle 4.6 Aucun arc indirect ne peut d�ependre d'un arc indirect de num�ero
sup�erieur.

Les r�egles 4.4, 4.5 et 4.6 d�e�nissent donc, �a l'aide du cycle eul�erien, un ensemble
de d�ependances interdites. Elles sont illustr�ees sur la �gure 4.5 pour le n�ud 6
de l'exemple de la section 4.2.

5Les r�egles pr�esent�ees ici am�eliorent celles de [Mugwaneza90] qui n'autorisaient pas de d�epen-
dance (arc indirect, arc direct).
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Figure 4.5: D�ependances interdites et d�ependances autoris�ees au n�ud 6 de �gure
4.1 en utilisant le chemin eul�erien de la �gure 4.2

4.5.2 Correction de la m�ethode

Pour prouver la correction de notre m�ethode, nous montrons qu'en respectant
les r�egles 4.4, 4.5, et 4.6 on peut toujours trouver un chemin entre n'importe
quelle paire de processeurs et que les fonctions de routage produites sont sans
interblocage.

Proposition 4.1 L'application des r�egles 4.4, 4.5, et 4.6 laisse G fortement con-
nexe.

Demonstration : Soit s et d deux n�uds de G. Il nous faut montrer qu'on peut
trouver un chemin reliant s �a d qui ne contiene pas de d�ependance interdite.
Soit k et l deux sommets de G0 tels que f(k) = s et f(l) = d 6 . Deux cas sont
possibles : k < l ou k > l.

� 1) Supposons k < l. Consid�erons la suite C d'arcs directs de G correspon-
dant aux arcs du chemin sur G0 reliant k �a l. Il est imm�ediat que C est
un chemin reliant s �a d et que C ne contient pas de d�ependance interdite.
Remarquons que C n'est pas forc�ement un chemin simple, c'est �a dire qu'il
peut passer plusieurs fois par un même n�ud. Pour trouver un chemin
simple il su�t d'�eliminer les circuits les uns apr�es les autres jusqu'�a ce qu'il
n'en reste plus.

� 2) Consid�erons maintenant le cas k > l. On proc�ede de la même fa�con que
pour le cas k < l en prenant cette fois-ci un chemin C qui est une suite
d'arcs indirects.

Donc dans tous les cas on trouve un chemin de s �a d.J
6Rappelons que f(k) donne le sommet de G dont k est une occurrence
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Proposition 4.2 Toute fonction de routage qui n'induit pas de d�ependance inter-
dite par les r�egles 4.4, 4.5, et 4.6 est sans interblocage.

D�emonstration : Soit R une fonction de routage respectant les r�egles 4.4, 4.5, et
4.6. Nous devons montrer qu'il ne peut pas y avoir de cycle dans le graphe de
d�ependances associ�e �a R.
D'apr�es les r�egles de routage, R ne peut induire que des chemins de l'un des trois
types suivants :

� une suite croissante d'arcs directs (r�egle 4.5),

� une suite d�ecroissante d'arcs indirects (r�egle 4.6),

� une suite d�ecroissante d'arcs indirects suivie d'une suite croissante d'arcs
directs (r�egles 4.4, 4.5, et 4.6).

Supposons qu'il y ait un cycle dans le graphe de d�ependances associ�e �a R. Ce
cycle ne peut pas être compos�e exclusivement d'arcs directs, car dans ce cas il y
aurait un arc direct d�ependant d'un autre arc direct de num�ero inf�erieur ce qui
violerait la r�egle 4.5. Ce cycle ne peut pas non plus être compos�e exclusivement
d'arcs indirects car il y aurait violation de la r�egle 4.6. Le cycle comprend donc
forc�ement des arcs directs et des arcs indirects, et donc forc�ement une d�ependance
compos�ee d'un arc direct suivi d'un arc indirect. Or ce type de d�ependance est
interdite par la r�egle 4.4. Le graphe de d�ependances associ�e �a R ne peut donc
pas contenir de cycle ; R est donc sans interblocage.J

4.5.3 Evaluation de la m�ethode

Une fa�con d'appr�ecier la qualit�e de la m�ethode de routage propos�ee est d'�evaluer
le nombre de d�ependances interdites. Le nombre de d�ependances interdites dans
chaque n�ud est donn�ee par la proposition 4.3 suivante :

Proposition 4.3 La proportion de d�ependances autoris�ees par la m�ethode de
routage d�e�nie par les r�egles de routage 4.4, 4.5 et 4.6 ci-dessus est de i�2

2(i�1)
pour

le n�ud origine du cycle eul�erien et de i
2(i�1)

pour tout autre n�ud, o�u i est le
nombre de voisins du n�ud.

Demonstration : Le nombre total de d�ependances possibles7 dans un n�ud de
degr�e i est i(i� 1).

1) Cas d'un n�ud non origine.
Soit s un n�ud non origine du cycle eul�erien et i son degr�e. Les d�ependances
autoris�ees se r�epartissent en trois groupes :

7Nous consid�erons le cas o�u l'on n'autorise pas qu'un paquet entr�e par un arc ressorte par
l'arc en sens inverse
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� Les d�ependances compos�ees de deux arcs directs : il y en a

i=2X
j=0

j =
i

4
(
i

2
+ 1)

� Les d�ependances compos�ees de deux arcs indirects : il y en a aussi i
4
( i
2
+1)

� Les d�ependances compos�ees d'un arc indirect suivi d'un arc direct. Il y en
a i

2
( i
2
� 1)

Le nombre total de d�ependances autoris�ees dans un n�ud de degr�e i qui n'est
pas l'origine du cycle est donc

i

4
(
i

2
+ 1) +

i

4
(
i

2
+ 1) +

i

2
(
i

2
� 1) =

{2

2

et la proportion des d�ependances autoris�ees par rapport au nombre total des
d�ependances possiles est de i

2(i�1)
.

2) Cas du n�ud origine du cycle.
Comme pour les autres n�uds les d�ependances autoris�ees dans chaque n�ud se
r�epartissent en 3 groupes :

� Les d�ependances compos�ees de deux arcs directs : il y en a cette fois-ci

i=2�1X
j=0

j =
i

4
(
i

2
� 1)

� Les d�ependances compos�ees de deux arcs indirects : il y en a aussi i
4
( i
2
� 1)

� Les d�ependances compos�ees d'un arc indirect suivi d'un arc direct. Il y en
a i

2
( i
2
� 1) comme pour tout autre n�ud.

Le nombre total de d�ependances autoris�ees au n�ud origine du cycle est donc
i( i

2
� 1). Ce qui donne bien une proportion de i�2

2(i�1)
.J

Notre m�ethode interdit donc pratiquement la même proportion de d�ependances
dans tous les n�uds. L'impact de l'interdiction de ces d�ependances sur la longueur
des chemins est �evalu�e ci-apr�es sur une fonction de routage d�eterministe.

4.5.4 Application : une fonction de routage d�eterministe

Nous venons d'�evaluer notre m�ethode de routage en calculant la proportion des
d�ependances autoris�ees par rapport au nombre total de d�ependances. Nous allons
maintenant �evaluer l'�evaluer par rapport �a la longueur des chemins. Pour cela,
nous consid�erons une fonction de routage d�eterministe qui route sur les chemins
les plus courts respectant les r�egles de routage. Nous commen�cons par d�e�nir
les param�etres que nous utilisons pour �evaluer la longueur des chemins induits
par la fonction de routage. Ces param�etres ont �et�e calcul�es et compar�es aux
caract�eristiques id�eales du r�eseau.
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4.5.4.1 Calcul d'une fonction de routage d�eterministe

Un fonction de routage sur les plus courts chemins issue de notre m�ethode de
routage correspond tout simplement �a la recherche des plus courts chemins dans
un graphe orient�e muni de paires interdites d'arcs (les d�ependances interdites). Il
su�t donc d'adapter les algorithmes classiques de calcul des plus courts chemins
comme ceux d�ecrites dans [Berge83].

4.5.4.2 Evaluation de la fonction de routage d�eterministe

En g�en�eral les crit�eres d'appr�eciation d'une fonction de routage sont en plus
des crit�eres de correction (validit�e, abscence d'interblocage), la longueur des
chemins produits et la fa�con dont ces chemins sont sur l'ensemble des liens. Nous
n'avons consid�er�e ici que la longueur des chemins que nous �evaluons par la notion
d'�elongation des chemins d�e�nie par Peleg et al. dans [Peleg89].
Nous commen�cons par donner quelques d�e�nitions.
Soit G le graphe d'un r�eseau d'interconnexion.

Notation 4.2 Nous noterons dG(x; y) la distance entre les n�uds x et y, et DG

le diam�etre de G.

D�e�nition 4.7 (distance par rapport �a une fonction de routage) : Soit R une
fonction de routage, nous d�e�nissons la distance par rapport �a R entre deux n�uds
x et y et notons dR;G(x; y), la longueur d'un des plus courts chemins de x �a y
induits par R 8.

D�e�nition 4.8 (�elongation d'un chemin) : On d�e�nit l'�elongation du chemin9

entre deux n�ud x et y par rapport �a une fonction de routage R, et on note
%R;G(x; y), le rapport dR;G(x; y)=dG(x; y) entre la distance par rapport �a R et la
distance sur le r�eseau original.

L'�elongation permet donc de comparer les chemins induits par une fonction de
routage aux distances id�eales sans contraintes.

D�e�nition 4.9 (diam�etre d'une fonction de routage) : On appelle diam�etre d'une
fonction de routage R, et on note DR;G, le maximum dans G des distances par
rapport �a R. DR;G = maxx;y(dR;G(x; y))

D�e�nition 4.10 (facteur d'�elongation) : On appelle facteur d'�elongation d'une
fonction de routage R, et on note �R;G le maximun des �elongations des chemins
(�R;G = maxx;y(%R;G(x; y))).

8dR;G n'est pas une distance au sens math�ematique du terme. En e�et, le graphe du r�eseau
d'interconnexion �etant consid�er�e orient�e et muni de paires interdites d'arcs, il n' y a aucune
raison que dR;G(x; y) = dR;G(y; x) pour tout couple (x; y)

9du plus court chemin
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D�e�nition 4.11 (�elongation moyenne d'une fonction de routage) : On appelle
�elongation moyenne d'une fonction de routage R, et on note �R;G, la moyenne
arithm�etique des �elongations des chemins.

Le diam�etre d'une fonction de routage, ainsi que le facteur d'�elongation sont des
caract�eristiques qui �evaluent le pire des cas. Par contre, l'�elongation moyenne
re�ete un comportement moyen de la fonction de routage.
Nous avons �evalu�e les trois caract�eristiques sur un jeu de tests pr�eliminaire com-
pos�e des grilles reboucl�ees �a n dimensions et k n�uds par dimension (k-ary n-
cubes). Les r�esultats sont donn�ees par les tables des �gures 4.6, 4.7 et 4.8.
Dans les �evaluations faites nous avons utilis�e deux cycles eul�eriens di��erents.
L'algorithme utilis�e pour construire les deux cycles est celui d�ecrit par Sakarovitch
dans [Sakarovitch77]. Nous en donnons ci-dessous les grandes lignes.

� On part d'un sommet a quelconque, et l'on suit une châ�ne C sans jamais
utiliser deux fois la même arête jusqu'�a ce que l'on ne puisse plus continuer.

� It�erer :
{ Si toutes les arêtes ont �et�e visit�es on s'arrête.

{ Sinon on choisit un n�ud sur C qui a encore aumoins une arête non
encore visit�ee et l'on construit une nouvelle châ�ne C 0.

{ Ins�erer la châ�ne C 0 dans la châ�ne C.

Les deux cycles di��erent par le choix de l'arête �a suivre lors de la construction
d'une châ�ne. Le cycle R1 choisit toujours l'arête ayant le plus petit num�ero,
tandis que le cycle R2 choisit l'arête qui conduit au voisin ayant encore le plus
grand nombre d'arêtes non encore visit�ees.

Notre m�ethode est compar�ee avec une fonction de routage sur un arbre recouvrant
utilisant un parcours en largeur d'abord (colonne arbre), ainsi qu'�a la m�ethode
de Gonzalez bas�ee sur le même arbre recouvrant (colonne arbre+).

La �gure 4.6 montre le rapport DR;G=DG. La �gures 4.7 et 4.8 donnent le facteur
d'�elongation et l'�elongation moyenne.
Les �evaluations faites sur le nombre de d�ependances interdites montrent que le
choix de l'origine du cycle n'est pas pertinent. Un probl�eme qui cependant m�erite
d'être examin�e est le choix du cycle eul�erien car celui-ci semble avoir une inuence
sur les longueurs des chemins comme le montrent les �evaluations. Intuitivement, le
meilleur cycle serait celui qui r�epartirait uniformement les occurrences de chacun
des sommets sur G0, mais une tel cycle est di�cile (sinon impossible) �a construire
car d�ecrit par une propri�et�e globale.
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Figure 4.6: Rapport diam�etre du routage/ diam�etre du r�eseau
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Figure 4.7: Facteur d'�elongation du routage
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Figure 4.8: Elongation moyenne du routage

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons propos�e une nouvelle classe de m�ethode pour la
g�en�eration de fonctions de routage sans interblocage. Notre m�ethode induit un
nombre de tampons par n�ud ind�ependant de la taille du r�eseau. Sauf pour
des fonctions telles le "e-cube routing", adapt�ees �a une connectique donn�ee, le
routage sur les plus courts chemins et l'ind�ependance du nombre de tampons
par processur de la taille du r�eseau sont en g�en�eral incompatibles. Toutefois on
aurait pu acheminer les messages sans restrictions sur les plus courts chemins.
Mais alors la pr�evention de l'interblocage aurait coût�e un tampon par n�ud
rencontr�e apr�es chaque passage par l'arc interdit e. Cette p�enalit�e ne pouvant
être raisonnablement born�ee, une alternative en train d'être �evalu�ee est l'impact
sur la longueur des chemins d'une introduction incr�ementale de canaux virtuels.
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Partie II

Compactage de l'information de
routage
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Pr�esentation

Nous avons vu au chapitre 3 que le routage a deux principales composantes,
l'acheminement et la fonction de routage. Chacune de ces composantes n�eces-
site la ressource m�emoire. Au chapitre 4, nous avons �etudi�e les m�ethodes de
pr�evention de l'interblocage dans le routage qui n�ecessitent un nombre de classes
de tampons par processeur constant. Dans cette partie, nous consid�erons la
deuxi�eme composante et �etudions le probl�eme de la r�eduction de l'information
n�ecessaire pour repr�esenter la fonction de routage.
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Chapitre 5

Introduction et �etat de l'art

5.1 Motivations

Pourquoi r�eduire l'information de routage?

La recherche de fonctions de routage pouvant être repr�esent�ees par une infor-
mation de routage compacte peut avoir plusieurs motivations. La plus signi�cat-
icative �a notre point de vue �etant l'utilisation d'un processeur de communication
qui r�ealise par le mat�eriel toutes les fonctions du routeur. Il est alors n�eces-
saire que l'espace m�emoire n�ecessaire pour repr�esenter la fonction de routage soit
ind�ependante de la taille du r�eseau.
On pourrait imaginer un processeur de routage qui fait un acc�es m�emoire pour
consulter une fonction de routage, mais cette approche pour être utilisable n�eces-
siterait une m�emoire rapide. Bien que la technologie des m�emoires ait fait des
grands progr�es on arrivera toujours �a des situations o�u la taille des tables de
routage d�epassera la capacit�e d'une m�emoire cache interne �a un processeur.
L'utilisation de la m�emoire externe augmente le nombre de broches du proces-
seur de communication, celui-ci ayant une limite de l'ordre de la centaine, cette
augmentation est au d�etriment du nombre de liens du processeur de commu-
nication. Nous nous int�eresserons donc �a des techniques de repr�esentation des
fonctions de routage qui n�ecessitent un espace m�emoire ind�ependant du nombre
de processeurs.

Quelle information de routage r�eduire?

Nous consid�erons les r�eseaux d'interconnexion dans lesquels chaque processeur
de calcul est coupl�e avec un processeur de communication par le biais d'une voie
de communication que nous appelerons lien interne, les processeurs de commu-
nication sont reli�es entre eux suivant une topologie statique. Notre but �etant
l'int�egration dans le mat�eriel de toutes les fonctions du processeur de communi-
cation, seule l'information de routage n�ecessaire au processeur de communication
est �a compacter. Notamment, toute m�ethode de repr�esentation de l'information
de routage qui utilise des tables de routage g�en�erales au niveau du processeur de
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calcul et une information synth�etique de taille constante dans le processeur de
communication r�epond �a notre crit�ere de compactage de l'information de routage.
On pourrait dans un premier temps croire qu'on ne fait que transf�erer le prob-
l�eme du processeur de communication au processeur de calcul ; il n'en est rien car
l'information non synth�etique ne sera consult�ee qu'�a l'initialisation de la commu-
nication et dans certains cas peut être incorpor�ee dans les applications dans une
phase de compilation et �edition des liens.

M�ethodes de r�eduction de l'information de routage

Une des premi�eres m�ethodes de r�eduction de l'information de routage consiste
�a utiliser des fonctions de routage calcul�ees. La fonction de routage est alors
donn�ee par une expression math�ematique qui est �evalu�ee chaque fois qu'un paquet
doit être retransmis. Dans certains cas, l'expression math�ematique repr�esentant
l'information de routage est su�samment simple pour être impl�ement�ee dans le
mat�eriel (ex : grilles multi-dimensionnelles et routage "e-cube " [Dally86]).

Les fonctions de routage calcul�ees ne peuvent être trouv�ees que pour des r�eseaux
r�eguliers. Dans le cas g�en�eral, la fonction de routage est tabul�ee. L'information de
routage non r�eduite consiste �a maintenir dans chaque n�ud une table de routage
dans laquelle chaque n�ud du r�eseau a une entr�ee qui donne, soit le premier
lien sur le chemin entre les deux n�uds, soit tout autre type d'information sur
ce chemin. Trois m�ethodes g�en�erales de r�eduction de l'information de routage
ont �et�e propos�ees dans la litt�erature : le routage hi�erarchique, le routage par
pr�e�xes, et le routage par intervalles. Nous nous int�eressons au routage par
intervalles, la seule technique utilisant une information de routage dont la taille
est ind�ependante du nombre de processeurs dans le r�eseau.

Organisation du chapitre

Dans ce chapitre nous pr�esentons un �etat de l'art sur les techniques de g�en�eration
de fonctions de routage avec une information de routage compacte. La section 2
pr�esente trois techniques de compactage de l'information de routage : le routage
hi�erarchique, le routage par pr�e�xes, et le routage par intervalles. Dans la section
3 nous nous int�eressons au routage par intervalles et pr�esentons les m�ethodes de
g�en�eration de tables de routage par intervalles de la litt�erature.
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5.2 M�ethodes de compactage de l'information

de routage

5.2.1 Routage hi�erarchique

Principe

L'id�ee du routage hi�erarchique propos�e par Kleinrock et Kamoun dans [Kleinrock77]
est de maintenir en chaque n�ud une information de routage compl�ete pour des
n�uds qui lui sont "proches" (en termes de distance sur le r�eseau ou en util-
isant tout autre crit�ere), et une information synth�etique pour les n�uds plus
"�eloign�es". Ceci peut être r�ealis�e en utilisant une table de routage ayant une
entr�ee pour chaque n�ud proche et une entr�ee par ensemble de n�uds �eloign�es.
La taille des ensembles de n�uds �eloign�es pouvant crô�tre au fur et �a mesure que
l'on s'�eloigne du n�ud.

La m�ethode propos�ee par Kleinrock et Kamoun consiste �a organiser l'ensemble
des n�uds du r�eseau sous forme hi�erarchique. Chaque n�ud est consid�er�e comme
�etant un groupe de niveau d'hi�erarchie 0 (0-cluster), les 0-clusters sont regroup�es
en 1-clusters, et plus g�en�eralement, les (i�1)-clusters sont regroup�es en un certain
nombre de i-clusters, ceci jusqu'�a un niveau d'hi�erarchie m pour lequel il n'y a
qu'un seul m-cluster repr�esentant tout le r�eseau.

La table de routage d'un n�ud contient une entr�ee pour chaque n�ud dans le
même 1-cluster, une entr�ee pour chaque 1-cluster dans le même 2-cluster, et plus
g�en�eralement, une entr�ee pour chaque (k � 1)-cluster dans le même k-cluster
(k = 1; 2; : : : ;m).

La �gure 5.1 montre un exemple de r�eseau hi�erarchis�e sur 3 niveaux (m = 2). La
table de routage pour le n�ud 2.2 de la �gure 5.1 est donn�ee par la �gure 5.2.
On peut constater que 6 entr�ees sont n�ecessaires au lieu de 10 pour une table de
routage classique.

Taille de l'information de routage

La taille des tables de routage d�epend de la fa�con dont le r�eseau est organis�e en
clusters. Le probl�eme �etant de trouver une organisation du r�eseau qui entrâ�ne
une table de routage de taille minimum sur un n�ud. Kleinrock et Kamoun
[Kleinrock77] ont montr�e que pour un nombre m donn�e de niveaux d'hi�erarchie,
la table de routage a au moins O(m � N1=m) entr�ees, o�u N est le nombre de
n�uds du r�eseau.
De plus, cette borne inf�erieure de [Kleinrock77] n'est atteinte que pour une cer-
taine structure de l'hi�erarchie de clusters dont les auteurs ne donnent aucune
indication sur la fa�con de la construire.
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Figure 5.1: Un r�eseau hi�erarchis�e sur 3 niveaux
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Figure 5.2: Table de routage du n�ud 2.2 pour le r�eseau de la �gure 5.1.
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Le probl�eme de l'organisation du r�eseau en hi�erarchie de clusters a �et�e �etudi�e
par Bouloutas et Gopal dans [Bouloutas89]. Les crit�eres de formation de clusters
consid�er�es sont la connectivit�e, le diam�etre d'un cluster (distance maximale entre
deux n�uds du cluster), le nombre de n�uds d'un cluster, et le nombre de con-
nexions internes �a un cluster. Bouloutas et Gopal montrent que pour des r�eseaux
g�en�eraux, le probl�eme de construction des clusters en respectant des contraintes
utilisant un ou deux des ces crit�eres est NP-complet.

La taille de la table de routage d'un n�ud d�epend donc du nombre de n�uds
dans le r�eseau. La m�ethode de routage hi�erarchique ne r�epond donc pas �a notre
crit�ere de compactage de l'information de routage.

5.2.2 Routage par pr�e�xes (Pre�x-Routing)

Principe

Le routage par pr�e�xes a �et�e introduit par Bakker et al. [Bakker90] pour la
minimisation de l'information de routage dans des r�eseaux pouvant �evoluer dy-
namiquement par ajout ou suppression de n�uds ou de liens. L'id�ee du routage
par pr�e�xes est d'attribuer �a chaque n�ud x, une �etiquette �(x) qui est un mot
sur un alphabet � ( �(x) 2 ��, � contenant au moins deux symboles). Chaque
lien est aussi �etiquet�e par un mot de �� qui est un pr�e�xe de quelques �etiquettes
de n�uds. Le routage se fait de la fa�con suivante : un paquet destin�e au n�ud x
est transmis sur le lien dont l'�etiquette est le plus long pr�e�xe de �(x).

Bakker et al. [Bakker90] ont montr�e que tout r�eseau admet un routage par
pr�e�xes et proposent une m�ethode de construction de fonctions de routage par
pr�e�xes. Notons cependant que leur m�ethode ne consid�ere pas le crit�ere d'absence
d'interblocage.

Taille de l'information de routage

D'un premier abord, puisqu'on associe une �etiquette �a chaque lien, la table de
routage d'un n�ud a une taille de l'ordre de son degr�e. Mais comme les �etiquettes
des n�uds peuvent devenir trop grandes (de l'ordre du diam�etre du r�eseau),
cette technique ne peut pas être consid�er�ee comme r�epondant �a notre crit�ere
d'information de routage compacte.

5.2.3 Routage par intervalles

Principe

La table de routage classique consiste �a repr�esenter l'information de routage dans
chaque n�ud x par une relation Rx � P�Lx o�u P est l'ensemble des processeurs,
et Lx l'ensemble des liens de communication du processeur x. Un couple (d; l) 2
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Rx indique qu'au n�ud x, le premier lien sur un chemin menant �a d est l. Un
lien utilis�e pour plusieurs destinations va donc �gurer plusieurs fois dans la table
de routage repr�esentant la relation Rx.

Une autre fa�con de voir l'information de routage est de consid�erer la relation Rx
�1,

inverse de Rx. Rx
�1 associe �a chaque lien l 2 Lx l'ensemble Pl des processeurs

dont le chemin y menant a l comme premier lien. On peut donc repr�esenter
l'information de routage dans le n�ud x par une table ayant autant d'entr�ees
qu'il y a de liens dans Lx, l'entr�ee correspondant au lien l contenant l'ensemble
Pl. Pour une destination d, la proc�edure de routage consiste alors �a rechercher le
lien i pour lequel d 2 Pi et �a envoyer le paquet sur i.

Dans le cas g�en�eral, cette deuxi�eme repr�esentation de la fonction de routage
occupera sensiblement la même place que la repr�esentation classique. Par contre
il y a un surcoût pour la proc�edure de routage car cette fois, au lieu d'une simple
consultation de table, il faut proc�eder �a une recherche.
Un cas o�u l'on peut r�eduire la taille de l'information de routage et le temps de
recherche pour la proc�edure de routage est celui o�u les processeurs peuvent être
renomm�es en utilisant des noms appartenant �a un ensemble totalement ordonn�e,
et o�u chaque ensemble Pl est constitu�e d'�el�ements cons�ecutifs. Pl est alors un
intervalle et ses plus petit et plus grand �el�ements sont ses bornes. Dans ce cas
pour repr�esenter Pl il su�t de stocker ses bornes. On parle alors de routage par
intervalles.

La recherche d'un �el�ement dans l'intervalle se fait par simple comparaison avec
les deux bornes. Comme le montre la �gure 5.3 le calcul du lien de sortie est tr�es
rapide car les diverses comparaisons peuvent être e�ectu�ees en parall�ele.

Taille de l'information de routage

La taille de l'information de routage n�ecessaire dans un n�ud x est doncO(j Lx j),
c'est �a dire de l'ordre du degr�e de x. La technique du routage par intervalles
r�epond donc �a notre crit�ere de compactage de l'information de routage ; nous
l'�etudions dans la suite.

5.2.4 Probl�ematique du routage par intervalles

Plusieurs fa�cons de poser le probl�eme du routage par intervalles peuvent être
consid�er�ees :

Probl�eme 5.1 (RI1) : Etant donn�e une fonction de routage, trouver une m�eth-
ode pour renommer les n�uds d'un r�eseau de telle sorte que pour chaque proces-
seur x et chaque lien l 2 Lx, l'ensemble Pl soit un intervalle.
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Figure 5.3: Calcul du lien de sortie pour une fonction de routage par intervalles

Si on sait r�esoudre le probl�eme RI1, on peut utiliser tous les r�esultats sur les
techniques de routage avec des tables de routage classiques. Malheureusement,
le probl�eme RI1 n'a pas toujours une solution. Par exemple, pour un tore de
dimension sup�erieure �a 4, si on consid�ere une fonction de routage qui utilise les
chemins les plus courts1, on ne sait pas renommer les n�uds du tore de telle sorte
que chaque ensemble Pl soit un intervalle [vLeeuwen87].
Dans le cas du tore, van Leeuwen et Tan [vLeeuwen87] ont montr�e que si on ne
renomme pas les n�uds, deux intervalles sont n�ecessaires pour d�ecrire le routage
sur les plus courts chemins. Ceci conduit �a consid�erer le probl�eme RI2 ci-dessous.

Probl�eme 5.2 (RI2) : Etant donn�e une fonction de routage et un entier k,
trouver une m�ethode pour renommer les n�uds du r�eseau de telle sorte que pour
chaque processeur x et chaque lien l 2 Lx, l'ensemble Pl soit une union d'au plus
k intervalles.

Le probl�eme RI2 est un probl�eme di�cile car le nombre d'intervalles utilis�e d�epend
�a la fois de l'�etiquetage des n�uds et de la fonction de routage consid�er�ee, et en
g�en�eral c'est la fonction de routage qui �xera la valeur de k.

L'approche du routage par intervalles que nous consid�erons consiste �a partir
d'un r�eseau et �a rechercher des fonctions de routage ayant certaines propri�et�es

1Nous rappelons qu'une telle fonction de routage peut conduire �a l'interblocage
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de correction et pouvant être directement repr�esent�ees par intervalles. Nous
rechercherons essentiellement les propri�et�es d'absence d'interblocage et de va-
lidit�e. Nous nous int�eressons donc au probl�eme suivant :

Probl�eme 5.3 (RI3) : Etant donn�es un r�eseau et un entier k, trouver une
m�ethode pour renommer les n�uds du r�eseau et associer au plus k intervalles �a
chaque lien, de telle sorte que le routage induit par ces intervalles soit valide et
sans interblocage.

Le probl�eme RI3 a des solutions, nous les pr�esentons dans le reste de ce chapitre
pour ce qui concerne l'�etat de l'art, et au chapire suivant pour notre contribution.
Nous commen�cons par donner quelques d�e�nitions et notations.

5.2.5 D�e�nitions et notations

La m�ethode de routage par intervalles a �et�e introduite par Santoro et Khatib
[Santoro82, Santoro85]. Les auteurs utilisaient de fa�con implicite la notion d'inter-
valle associ�e �a un lien. van Leeuwen et Tan [vLeeuwen83, vLeeuwen86, vLeeuwen87]
ont introduit le terme de routage par intervalles et clari��e les concepts. La plupart
des d�e�nitions que nous donnons ci-dessous leur appartiennent.

Soit G = (V;E) le graphe d'un r�eseau d'interconnexion. Notons N =j V j le
nombre de n�uds du r�eseau. Pour tout n�ud x 2 V , nous noterons Lx l'ensemble
des liens bidirectionnels du processeur x, et dx le nombre d'�el�ements de Lx. Soit
A = f�0; �1; : : : ; �N�1g un ensemble �a N �el�ements muni d'une relation d'ordre <
telle que �0 < �1 < : : : < �N�1.

D�e�nition 5.1 (Intervalle) : Soit a et b deux �el�ements de A. On appelle inter-
valle de borne inf�erieure a et de borne sup�erieure b et on note [a, b), l'ensemble
d�e�ni comme suit :

� si a = b : [a; b) = A

� si a < b : [a; b) = f�j=a � �j < bg

� si b < a : [a; b) = f�j=a � �jg [ f�j=�j < bg

Cette d�e�nition d'intervalle recouvre donc la notion classique d'intervalle math�e-
matique sur un ensemble �ni, �a la quelle on rajoute une notion d'ordre cyclique2.

D�e�nition 5.2 (sch�ema d'�etiquetage par intervalles) : Un sch�ema d'�eti-
quetage par intervalles3 S d'un r�eseau G = (V;E) est la donn�ee d'une num�ero-
tation des n�uds de G par les �el�ements de A et d'une num�erotation des liens �a
chaque n�ud telles que :

2Le premier �el�ement est successeur du dernier
3appel�e aussi sch�ema d'�etiquetage dans la suite
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� (a) chaque n�ud x re�coit un num�ero (�etiquette) SV (x) 2 A,

� (b) tous les n�uds re�coivent des �etiquettes di��erentes 4,

� (c) en chaque n�ud x, chaque lien l 2 Lx re�coit un ensemble d'�etiquettes
SE(l) qui est, soit vide, soit compos�e de une ou plusieurs �etiquettes dis-
tinctes, et

� (d) en chaque n�ud x, les �etiquettes attribu�ees aux liens de Lx sont dis-
tinctes; c'est �a dire, si l1 2 Lx, l2 2 Lx et l1 6= l2 alors SE(l1)

T
SE(l2) = ;.

Interpr�etation d'un sch�ema d'�etiquetage en termes de routage par in-
tervalles

Un sch�ema d'�etiquetage par intervalles induit une fonction de routage par inter-
valles de la fa�con suivante. Soit e0; e1; : : : ; ei�1 les �etiquettes associ�ees aux liens
d'un n�ud x. Sans perte de g�en�eralit�e on peut supposer e0 < e1 < : : : < ei�1.
On associe les intervalles aux liens de la fa�con suivante :

� �a chaque lien non �etiquet�e on associe l'ensemble vide.

� au lien ayant re�cu les r �etiquettes en0; : : : ; enj ; : : : ; enr�1, on associe les in-
tervalles ([enj ; e(nj+1)mod i), 0 � j < r).

Les intervalles associ�es aux liens d'un n�ud sont alors disjoints deux �a deux et
leur union couvre l'ensemble A des �etiquettes.

Exemple

Consid�erons le r�eseau simple de la �gure 5.4. L'ensemble A des �etiquettes est
f0; 1; 2; 3; 4g La �gure 5.4 donne deux exemples de sch�emas d'�etiquetage, pour
chaque lien les �etiquettes et les intervalles correspondants sont indiqu�es.
Dans le cas du sch�ema d'�etiquetage (a), un message �emis par le n�ud 2 �a des-
tination du n�ud 1 passera par le n�ud 4. Toutefois on peut remarquer que
ce sch�ema d'�etiquetage ne permet pas de d�eterminer un chemin entre toutes les
paires de n�uds. Par exemple, tout paquet destin�e au n�ud 4 passe par le n�ud
2 quelle que soit sa source et le n�ud 2 envoie le paquet au n�ud 3. Le paquet
va donc d�ecrire ind�e�niment le cycle 0; 1; 2; 3 sans jamais atteindre la destination.
Le sch�ema d'�etiquetage (a) ne d�ecrit donc pas une fonction de routage correcte.
Comme le montre la �gure 5.4 (b), sur cet exemple simple on peut rem�edier
facilement �a cette situation, en donnant au lien de 2 vers 4 l'�etiquette 4 au lieu
de 1.

Tout �etiquetage r�epondant �a la d�e�nition 5.2 ne donne donc pas une fonction de
routage valide. Dans la section suivante nous donnons un ensemble de d�e�nitions
permettant de caract�eriser un sch�ema d'�etiquetage.

4L'�etiquette d'un n�ud x �etant unique, dans la suite nous la noterons x au lieu de calSV (x)

81



[0,1)

0 1

23

4

1 0

1
0 3

1

2
0

3
2

[1,1) [0,2)

[1,0)

[3,0)

[0,1)

[1,3)

[2,0)

[0,2)

[2,3)

0

[3,0)

(a)

0 1

23

4

1 0

1
0 3

4

2
0

3
2

[1,1) [0,2)

[0,1)

[1,0)

[3,4)

[0,3)

[4,3)

[2,0)

[0,2)

[2,3)

0

[3,0)

(b)

Figure 5.4: Exemples de sch�emas d'�etiquetage par intervalles

5.2.6 Caract�erisation des sch�emas d'�etiquetage

Les d�e�nitions suivantes permettent de caract�eriser le routage induit par un
sch�ema d'�etiquetage.

D�e�nition 5.3 (validit�e) : Un sch�ema d'�etiquetage est dit valide, si le routage
induit est valide

D�e�nition 5.4 (absence d'interblocage) : Un sch�ema d'�etiquetage est dit
sans interblocage, si le routage induit est sans interblocage.

D�e�nition 5.5 (optimalit�e) : Un sch�ema d'�etiquetage est dit optimal si le
routage qu'il induit est optimal.

D�e�nition 5.6 (conservation du voisinage) : On dit qu'un sch�ema d'�etiquetage
conserve le voisinage, si dans le routage qu'il induit tout n�ud atteint tous ses
voisins par des chemins de longueur 1.

La propri�et�e de conservation du voisinage est int�eressante car elle assure que la
fonction de routage garde une certaine localit�e du r�eseau. Ceci peut être utile
pour d'autres types d'acheminement de messages que la communication point �a
point, la di�usion par exemple.

Les d�e�nitions qui suivent permettent de caract�eriser l'espace m�emoire n�ecessaire
pour repr�esenter l'information de routage.

D�e�nition 5.7 (�etiquetage simple) : Un sch�ema d'�etiquetage est dit simple
si chaque lien re�coit au plus une �etiquette.

D�e�nition 5.8 (k-�etiquetage) : Un sch�ema d'�etiquetage est dit k-�etiquetage,
si chaque lien recoit au plus k �etiquettes.
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D�e�nition 5.9 (�etiquetage normal) : Un sch�ema d'�etiquetage pour lequel l'en-
semble A des �etiquettes est l'ensemble des N premiers entiers est dit normal.

On peut utiliser des �etiquettes autres que les N premiers entiers si, pour les be-
soins d'autres services syst�eme, ces �etiquettes sont indispensables. En utilisant
une table de correspondance maintenue en d�ehors du processeur de communi-
cation, on peut toujours se ramener �a un �etiquetage normal. Dans la suite nous
ne consid�erons que les sch�emas d'�etiquetage normaux.

D�e�nition 5.10 (�etiquetage s�equentiel) : Un sch�ema d'�etiquetage est dit s�e-
quentiel si dans chaque n�ud x �etiquet�e �i, il y a un lien ayant l'�etiquette
�(i+1) modN .

Un �etiquetage s�equentiel permet de simpli�er la structure du routeur en traitant
comme les autres recherches le test pour savoir si le paquet est arriv�e �a destination.
Ceci se fait simplement en consid�erant un lien interne auquel on associera toujours
l'�etiquette du n�ud.

Les sch�emas d'�etiquetage qui nous int�eressent sont donc des k-�etiquetages valides
et sans interblocage avec k ind�ependant de la taille du r�eseau pour garder le
crit�ere de compactage de l'information de routage. Les autres crit�eres ne seront
pas n�eanmoins oubli�es. Nous utiliserons le crit�ere de conservation de voisinage et
des mesures sur les longueurs des chemins pour comparer les sch�emas propos�es.

5.3 M�ethodes de routage par intervalles

5.3.1 Une famille de r�eseaux r�eguliers : grilles et hyper-
cubes

La grille �a n dimensions avec Ki �el�ements dans la dimension i est d�e�nie par la
r�egle de connexion suivante : chaque n�ud x est repr�esent�e par ses n coordonn�ees
dans l'espace, x = (x0; x1; : : : ; xn�1) avec 0 � xi < Ki. Dans la dimension i,

� si 0 < xi < Ki, x est connect�e aux n�uds y et z d�e�nis par yj = zj = xj si
j 6= i , yi = xi � 1, et zi = xi + 1

� si xi = 0, x est connect�e au n�ud z tel que zj = xj si j 6= i, et zi = xi+1 = 1

� si xi = Ki � 1, x est connect�e au n�ud y tel que yj = xj si j 6= i, et
yi = xi � 1 = Ki � 2

L'hypercube binaire est un cas particulier de la grille �a n dimensions pour lequel
Ki = 2 pour tout i.

La grille admet une fonction de routage optimale et sans interblocage, connue
sous le nom du "routage e-cube " ou encore "routage en XY ", qui consiste �a
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ordonner les dimensions, et �a router tous les paquets dimension par dimension en
suivant cet ordre.

Pour le routage "e-cube " on sait r�esoudre le probl�eme RI2 ci-dessus. Le routage
"e-cube " peut être r�epresent�e par le sch�ema d'�etiquetage G suivant propos�e par
van Leeuwen et Tan [vLeeuwen83] pour la grille �a 2 dimensions et g�en�eralis�e par
May et Thompson dans [May90, May93].
L'ensemble A des �etiquettes est donn�e par A = f0; : : : ; (

Q
0�i<nKi) � 1g. Un

n�ud x re�coit l'�etiquette GV (x) avec

GV (x) =
n�1X
i=0

(xi
i�1Y
j=0

Kj)

avec les conventions usuelles
P�1

i=0 xi = 0, et
Q�1
i=0 xi = 1

S'ils existent,

� le lien reliant x �a (x0; : : : ; xi�1; xi � 1; xi+1; : : : ; xn�1) est �etiquet�e GV (b) o�u
bj = xj si i < j � n � 1, et bj = 0 si 0 � j � i.

� le lien reliant x �a (x0; : : : ; xi�1; xi + 1; xi+1; : : : ; xn�1) est �etiquet�e GV (h) o�u
hj = xj si i < j � n � 1, hi = (xi + 1) mod Ki, et hj = 0 si 0 � j < i.

La �gure 5.5 illustre le sch�ema d'�etiquetage G sur une grille 5 � 5. On peut
facilement v�eri�er que cet �etiquetage correspond �a l'algorithme de routage "e-
cube " par dimensions d�ecroissantes [Sakho93].

5.3.2 Etiquetage pour r�eseaux g�en�eraux

5.3.2.1 Routage sur un arbre : m�ethode de Santoro et Khatib

Santoro et Khatib [Santoro82, Santoro85] sont les premiers �a avoir introduit la
notion de routage par intervalles bien que le terme n'apparait que dans les travaux
de van Leuwen et Tan [vLeeuwen83, vLeeuwen86] qui ont suivi.

Santoro et Khatib utilisent le routage sur un arbre recouvrant des distances min-
imales (parcours en largeur d'abord) et donnent une m�ethode pour repr�esenter
ce routage en utilisant une information de routage compacte. Nous d�ecrivons ici
leur m�ethode en utilisant les concepts du routage par intervalles.

Etiquetage des n�uds

L'ensemble A des �etiquettes est l'intervalle [0; N) o�u N est le nombre de n�uds
du r�eseau. L'�etiquetage des n�uds est r�ealis�e de la fa�con suivante :
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Figure 5.5: Sch�ema d'�etiquetage G pour la grille 5� 5

� �a partir d'un n�ud c centre5 du r�eseau on construit un arbre recouvrant T
en utilisant un parcours en largeur d'abord.

� on parcourt ensuite T en profondeur d'abord en attribuant une �etiquette
�(x) au n�ud x la premi�ere fois que celui-ci est visit�e.

� les �etiquettes sont attribu�ees dans l'ordre d�ecroissant en commen�cant par
N � 1

Etiquetage des liens

A chaque n�ud x, les liens sont �etiquet�es de la fa�con suivante :

� les liens qui n'appartiennent pas �a l'arbre T ne sont pas �etiquet�es

� un lien reliant x �a un de ses �ls y, est �etiquet�e par minz2Ty �(z) o�u Ty est
le sous-arbre de T de racine y.

� le lien reliant x �a son p�ere, est �etiquet�e �(x) + 1

La �gure 5.6 illustre la m�ethode de Santoro et Khatib, les liens de l'arbre T sont
repr�esent�es en gras.

5Le centre d'un graphe est le n�ud pour lequel le maximum de la distance par rapport �a
tout autre n�ud du graphe est le plus petit (n�ud d'�ecartement minimum).
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Figure 5.6: Un exemple d'�etiquetage par la m�ethode de Santoro et Khatib

La m�ethode de Santoro et Khathib fournit des sch�emas d'�etiquetage valides et
sans interblocage mais elle pr�esente les inconv�enients du routage sur un arbre
recouvrant : elle n'utilise que N � 1 liens dans un r�eseau �a N n�uds, et la
racine ainsi que les n�uds qui lui sont proches sont des goulots d'�etranglements.
van Leeuwen et Tan essayent d'am�eliorer l'�etiquetage de Santoro et Khatib en
utilisant tous les liens du r�eseau6 mais leur m�ethode peut conduire �a des sch�emas
d'�etiquetage avec interblocage.

5.3.2.2 M�ethode de van Leeuwen et Tan

On choisit un n�ud racine c �a partir duquel on construit un arbre recouvrant en
suivant un parcours en profondeur d'abord. Les n�uds et les liens sont �etiqu�et�es
pendant le parcours de la fa�con suivante :

� l'ensemble A des �etiquettes est l'ensemble des N premiers entiers

� les �etiquettes sont attribu�ees aux n�uds lors de la premi�ere visite et dans
l'ordre croissant

� lors d'une visite du n�ud x,
{ un lien vers un voisin y d�ej�a �etiquet�e (y di��erent du p�ere de x) re�coit
l'�etiquette �(y)

6La m�ethode de van Leeuwen et Tan ne marche que quand il y a au plus un lien entre 2
n�uds. S'il y a plus d'un lien entre 2 n�uds, un seul d'entre eux est consid�er�e.
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{ un lien vers un voisin y non encore visit�e, est �etiquet�e par la valeur de
la prochaine �etiquette qui est attribu�ee �a y imm�ediatement apr�es.

� le lien d'un n�ud x vers son p�ere est �etiquet�e lors du retour en arri�ere en
distinguant deux cas :
{ (a) si tous les n�uds n'ont pas encore �et�e �etiquet�es, le lien de retour en
arri�ere est �etiquet�e par la valeur de la prochaine �etiquette �a attribuer

{ (b) si tous les n�uds ont d�ej�a �et�e visit�es, le lien de retour en arri�ere
est �etiquet�e 0, sauf si le n�ud a d�ej�a un lien �etiquet�e 0, auquel cas le
lien de retour en arri�ere re�coit l'�etiquette du p�ere de x

La �gure 5.7 illustre la m�ethode de Van Leeuwen et Tan, l'arbre recouvrant utilis�e
est repr�esent�e en gras.
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Figure 5.7: Un �etiquetage par la m�ethode de Van Leeuwen et Tan

La m�ethode d'�etiquetage de van Leeuwen et Tan induit un routage sur l'arbre en
profondeur d'abord avec la possibilit�e de prendre certains raccourcis. Les auteurs
ont montr�e qu'elle fournit un sch�ema d'�etiquetage valide [vLeeuwen86]. Nous
prouvons ci-dessous que la m�ethode ne fournit pas des sch�emas d'�etiquetage sans
interblocage.

Proposition 5.1 La m�ethode de van Leeuwen et Tan n'est pas sans interblocage

D�emonstration :
Il su�t d'exhiber un exemple de r�eseau pour lequel le sch�ema d'�etiquetage fournit
par la m�ethode a un cycle dans le graphe des d�ependances.
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Pour cela consid�erons l'�etiquetage de la �gure 5.8. Cet �etiquetage induit le cycle
((0; 2); (2; 1); (1; 3); (3; 5); (5; 4); (4; 0); (0; 2)).
Pour s'en convaincre il su�t de consid�erer les chemins de 0 vers 3, 1 vers 6, et 5
vers 2. Les d�ependances induites par chacun des chemins sont indiqu�es par une
�eche �a cot�e du n�ud.J
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Figure 5.8: Exemple d'interblocage sur un r�eseau �etiquet�e par la m�ethode de van
Leeuwen et Tan

5.4 Conclusion : bilan de l'�etat de l'art

Dans ce chapitre nous avons introduit le routage par intervalles, la seule technique
g�en�erale de g�en�eration de tables de routage compactes. Malgr�e le fait que cette
technique se prête bien �a une int�egration dans le mat�eriel, peu de travaux ont
�et�e r�ealis�es pour trouver des m�ethodes de g�en�eration de tables de routage par
intervalles qui sont sans interblocage. La plupart des travaux n'ont consid�er�e que
le crit�ere de validit�e.

Dans le chapitre suivant nous consid�erons le crit�ere d'absence d'interblocage et
proposons de nouvelles m�ethodes de g�en�eration de sch�emas d'�etiquetage.
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Chapitre 6

Nouveaux sch�emas d'�etiquetage
par intervalles

Dans ce chapitre nous pr�esentons de nouvelles m�ethodes d'�etiquetage par inter-
valles. Les sch�emas propos�es sont valides et sans interblocage. La section 2 est
consacr�ee au tore pour lequel nous proposons une m�ethode d'�etiquetage qui utilise
les liens de rebouclage. Dans la section 3 nous consid�erons les r�eseaux g�en�eraux
et pr�esentons une m�ethode d'�etiquetage qui utilise chacun des liens au moins dans
un sens. Les sch�emas g�en�er�es par nos m�ethodes sont �evalu�es et compar�es avec les
sch�emas pr�esent�es au chapitre pr�ec�edent.

6.1 Un r�eseau r�egulier tr�es utilis�e : le tore

Le tore de dimension n est une grille de dimension n �a laquelle on rajoute des
liens de rebouclage dans chaque dimension.
Dans la dimension i, un n�ud x est donc connect�e �a deux voisins y et z d�e�nis
par yj = zj = xj si j 6= i, zi = (xi + 1) mod Ki, zi = (xi +Ki � 1) mod Ki

1.

6.1.1 Sch�emas d'�etiquetage

Si pour au moins une dimension i Ki > 4, van Leeuwen et Tan [vLeeuwen87]
ont montr�e que même sans consid�erer le crit�ere d'abscence d'interblocage, on ne
peut pas trouver de sch�ema d'�etiquetage simple, valide et optimal. Sakho et al.
montrent dans [Sakho93] qu'on peut trouver un 2-�etiquetage valide et optimal
mais que ce sch�ema n'est pas sans interblocage.

Un sch�ema d'�etiquetage simple et sans interblocage, mais non optimal existe
pour le tore, il su�t d'utiliser le sch�ema d'�etiquetage G de la grille pr�esent�e
au chapitre pr�ec�edent. N�eammoins, cette solution a l'inconv�enient de ne pas

1Pour simpli�er, dans la suite nous noterons xi + 1 et xi � 1 �a la place de (xi + 1) mod Ki

et (xi +Ki � 1) mod Ki.
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utiliser les liens de rebouclage. Nous proposons ci-dessous un nouveau sch�ema
d'�etiquetage simple pour la grille qui utilise tous les liens. Les �evaluations sur
les longueurs des chemins montrent un gain notable apport�e par l'utilisation des
liens de rebouclage.

6.1.2 Un nouveau sch�ema d'�etiquetage pour le tore

Soit le sch�ema d'�etiquetage T d�e�ni de la fa�con suivante :
L'ensemble A des �etiquettes est donn�e par A = f0; : : : ; (

Qn�1
i=0 Ki)� 1g.

Un n�ud x re�coit l'�etiquette

TV (x) =
n�1X
i=0

(xi
i�1Y
j=0

Kj)

Pour ce qui est de l'�etiquetage des liens,

� le lien reliant x �a (x0; : : : ; xi�1; xi + 1; xi+1; : : : ; xn�1) est �etiquet�e TV (h) o�u
hj = xj si i < j � n � 1, hi = xi + 1, et hj = 0 si 0 � j < i.

� le lien reliant x �a (x0; : : : ; xi�1; xi � 1; xi+1; : : : ; xn�1) est �etiquet�e TV (b) o�u
bj = xj si i < j � n� 1, bj = 0 si 0 � j < i, bi = 0 si xi 6= 0 et xi 6= Ki � 1,
bi = dKi=2e si xi = 0, et bi = dKi=2e � 1 si xi = Ki � 1.

La �gure 6.1 illustre l'�etiquetage T sur un tore 5� 5. Les liens de rebouclage sur
les lignes et les colonnes ne sont pas compl�etement trac�es.

6.1.3 Preuve de correction du sch�ema T

Nous allons montrer que le sch�ema d'�etiquetage T est valide et sans interblocage.
Pour cela nous commen�cons par �enoncer et prouver les 3 r�esultats suivant.

Lemme 6.1 Les intervalles induits par T sont des intervalles au sens math�ema-
tique du terme, c'est �a dire que tout n�ud x 6= 0 a un de ses liens �etiquet�e 0, et
le n�ud 0 a un lien �etiquet�e 1.

D�emonstration : Soit x = (x0; : : : ; xn�1). Si x = 0 le lien de 0 vers 1 a bien
l'�etiquette 1.
Si x 6= 0, soit d le plus grande dimension telle que xd 6= 0.

� si xd 6= Kd � 1 le lien de x vers y (avec yi = xi si i 6= d et yd = xd � 1) a
l'�etiquette 0.

� si xd = Kd � 1 le lien de x vers z (avec zi = xi si i 6= d et zd = xd + 1 = 0)
a l'�etiquette 0.J

Le lemme 6.2 assure qu'un paquet ne fera pas ind�e�niment des allers et venues
entre deux n�uds.
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Figure 6.1: Etiquetage T d'un tore 5� 5

Lemme 6.2 Soit u et v deux n�uds voisins, l'intervalle associ�e au lien de u vers
v et l'intervalle associ�e au lien de v vers u sont disjoints, ou leur intersection se
r�eduit �a l'un des deux n�uds u ou v.

D�emonstration :
Soit u et v deux n�uds voisins dans une certaine dimension d. Sans perte de
g�en�eralit�e nous supposerons que vi = ui si i 6= d et vd = ud + 1.
Nous distinguons les trois cas : ud = Kd � 1, ud = Kd � 2, et ud < Kd � 2.

Consid�erons d'abord le cas o�u ud = Kd � 1.
On a Euv = (0; : : : ; 0; 0; ud+1; : : : ; un�1), et
Evu = (0; : : : ; 0; dKd=2e; ud+1; : : : ; un�1).
Nous montrons que les deux intervalles sont disjoints. Pour cela, comme Euv <
Evu et que d'apr�es le lemme 6.1 tous les intervalles sont des intervalles math�ema-
tiques, il su�t d'exiber une �etiquette E au n�ud u telle que Euv <E� Evu.
En consid�erant w le voisin de u tel que wd = ud � 1, on a
Euw = (0; : : : ; 0; dKd=2e � 1; ud+1; : : : ; un�1).
Et donc Euv <Euw < Evu.

Consid�erons maintenant les deux autres cas ( ud � Kd � 2 ).

� Si ud = Kd � 2, on a Euv = (0; : : : ; 0;Kd � 1 = ud + 1; ud+1; : : : ; un�1), et
Evu = (0; : : : ; 0; dKd=2e � 1; ud+1; : : : ; un�1).
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� Si ud < Kd � 2, L'�etiquette associ�e au lien de u vers v
est Euv = (0; : : : ; 0; ud+1; ud+1; : : : ; un�1), celle associ�ee au lien de v vers u
est
Evu = (0; : : : ; 0; 0; ud+1; : : : ; un�1).

Dans les deux cas on a donc Euv = (0; : : : ; 0; ud + 1; ud+1; : : : ; un�1) > Evu.
Nous distinguons deux sous cas suivant que d = 0 ou d 6= 0.

� (1) : d = 0
On a Euv = v > Evu.
En consid�erant w le voisin de v tel que w0 = v0+1 on a Evw = v+1. Donc
l'intersection des deux intervalles de bornes inf�erieures Euv et Evu est, soit
vide, soit r�eduite au seul n�ud v.

� (2) : d 6= 0
Consid�erons les voisins de v dans la direction d� 1. Nous distinguons trois
sous-cas suivant la valeur de vd�1 = ud�1.
{ (2.1) : vd�1 2]0;Kd�1 � 1[
En consid�erant w voisin de v tel que wd�1 = vd�1 � 1 on a Evw =
(0; : : : ; 0; ud + 1; ud+1; : : : ; un�1), donc on a Evu < Evw = Euv et les
deux intervalles sont disjoints.

{ (2.2) : vd�1 = Kd�1 � 1
On consid�ere w le voisin de v tel que wd�1 = vd�1 + 1 et on a Evw =
(0; : : : ; 0; ud + 1; ud+1; : : : ; un�1) = Euv. Donc Evu < Evw = Euv, et
les deux intervalles sont disjoints.

{ (2.3) : vd�1 = 0
Soit q la plus grande dimension inf�erieure �a d telle que vq 6= 0.
� Si q n'existe pas, on consid�ere w le voisin de v dans la direction 0
tel que w0 = v0 + 1 = 1 et on a Evu < Euv = v < Evw = v + 1.
Donc l'intersection entre les deux intervalles contient au plus le
n�ud v.

� Si q existe nous distinguons les deux cas : 0 < vq < Kq � 1 et
vq = Kq � 1
Si 0 < vq < Kq�1 on consid�ere w le voisin de v tel que wq = vq�1,
Si vq = Kq � 1 on consid�ere w tel que wq = vq + 1 = 0.
Dans les deux cas on a Evw = (0; : : : ; 0; vq+1 = 0; : : : ; 0; ud +
1; ud+1; : : : ; un�1) = Euv. Donc Evu < Evw = Euv et les deux
intervalles sont disjoints.

J
Lemme 6.3 Soit x et y deux n�uds di��erents. Soit d la plus grande dimension
pour laquelle xd 6= yd. Au n�ud x les paquets destin�es �a y sont transmis sur l'un
des deux voisins de x dans la dimension d.

D�emonstration : Il nous faut montrer que y se trouve dans l'un des deux inter-
valles associ�es aux liens de x vers ses voisins dans la dimension d.
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On a x = (x0; : : : ; xd�1; xd; xd+1; : : : ; xn�1) et y = (y0; : : : ; yd�1; yd; xd+1; : : : ; xn�1)
avec yd 6= xd.
Soit u et v les deux voisins de x dans la dimension d. Nous supposerons ui = vi =
xi si i 6= d, ud = xd+1 et vd = xd� 1. Suivant la valeur de xd nous distinguerons
les trois cas suivants : (1) xd = 0, (2) xd = Kd � 1, et (3) xd 6= 0 et xd 6= Kd � 1.

Cas (1) : xd = 0

Les deux �etiquettes associ�ees aux liens de x dans la dimension d sont Exu =
(0; : : : ; 0; 1; xd+1; : : : ; xn�1) et Exv = (0; : : : ; 0; dKd=2e; xd+1; : : : ; xn�1). Comme
yd 6= 0, y est sup�erieur ou �egal �a Exu la plus petite des deux �etiquettes. Pour
montrer que y est dans l'un des deux intervalles associ�es �a la dimension d, il
su�t de montrer que tout autre �etiquette est soit strictement sup�erieure �a y, soit
strictement inf�erieure �a Exu la plus petite des deux �etiquettes dans la dimension
d.

Soit donc i une dimension di��erente de d.

� Si i < d, une �etiquette E d'un lien de x vers un de ses voisins dans la
dimension i est de la forme E = (e0; : : : ; ed�1; 0; xd+1; : : : ; xn�1). Et donc
E < Exu < Exv.

� Si i > d, suivant la valeur de xi, nous distinguons 3 cas.
{ (1.1) xi = 0 : les deux �etiquettes dans la dimension i sont alors
E1 = (0; : : : ; 1; xi+1; : : : ; xn�1) et E2 = (0; : : : ; dKi=2e; xi+1; : : : ; xn�1).
Comme yi = xi = 0, on a E2 > E1 > y.

{ (1.2) xi = Ki � 1 : les deux �etiquettes dans la dimension i sont E1 =
(0; : : : ; 0; xi+1; : : : ; xn�1) et E2 = (0; : : : ; dKi=2e � 1; xi+1; : : : ; xn�1).
Comme xi = Ki � 1, on a E1 < E2 < Exu < Exv.

{ (1.3) xi 6= 0 et xi 6= Ki�1 : les deux �etiquettes dans la dimension i sont
E1 = (0; : : : ; xi + 1; xi+1; : : : ; xn�1) et E2 = (0; : : : ; 0; xi+1; : : : ; xn�1).
Et donc E1 > y et E2 < Exu < Exv.

Cas (2) : xd = Kd � 1

Les deux �etiquettes associ�ees aux liens de x dans la dimension d sont Exu =
(0; : : : ; 0; 0; xd+1; : : : ; xn�1) et Exv = (0; : : : ; 0; dKd=2e � 1; xd+1; : : : ; xn�1). Nous
utilisons le même raisonnement que dans le cas (1).
y est sup�erieur ou �egal �aExu la plus petite des deux �etiquettes. Pour montrer que y
est dans l'un des deux intervalles associ�es �a la dimension d, il su�t de montrer que
tout autre �etiquette est soit strictement sup�erieure �a y, soit strictement inf�erieure
�a Exu la plus petite des deux �etiquettes dans la dimension d.

Soit i une dimension di��erente de d.
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� Si i < d, une �etiquette E de x vers un de ses voisins dans la dimension i est
de la forme (e0; : : : ; ed�1;Kd � 1; xd+1; : : : ; xn�1). Comme yd < Kd � 1, on
a E > y. y ne peut donc pas appartenir �a un intervalle de la dimension i.

� Si i > d nous distinguons 3 cas suivant la valeur de xi.
{ (2.1) xi = 0 : Les deux �etiquettes dans la dimension i sont E1 =
(0; : : : ; 1; xi+1; : : : ; xn�1) et E2 = (0; : : : ; dKi=2e; xi+1; : : : ; xn�1). Comme
yi = xi = 0 on a E2 > E1 > y.

{ (2.2) xi = Ki � 1 : Les deux �etiquettes dans la dimension i sont E1 =
(0; : : : ; 0; xi+1; : : : ; xn�1) et E2 = (0; : : : ; dKi=2e � 1; xi+1; : : : ; xn�1).
Comme xi = Ki � 1 on a E1 < E2 < Exu < Exv.

{ (2.3) xi 6= 0 et xi 6= Ki � 1 : Les deux �etiquettes dans la dimension i
sontE1 = (0; : : : ; xi+1; xi+1; : : : ; xn�1) etE2 = (0; : : : ; 0; xi+1; : : : ; xn�1).
Et donc E1 > y et E2 < Exu < Exv.

Cas (3) : xd 6= 0 et xd 6= Kd � 1

Les deux �etiquettes associ�ees aux liens de x dans la dimension d sont Exu =
(0; : : : ; 0; xd + 1; xd+1; : : : ; xn�1) et Exv = (0; : : : ; 0; 0; xd+1; : : : ; xn�1). Soit i une

dimension di��erente de d.

� Si i < d, une �etiquette E de x vers un de ses voisins dans la dimension i est
de la forme (e0; : : : ; ed�1; xd; xd+1; : : : ; xn�1). Suivant les valeurs de xd et yd
on a :
{ E > y si xd > yd, et

{ Exv < E < Exu < y si xd < yd.

Dans les deux cas y est dans l'un des deux intervalles de borne inf�erieure
Exu ou Exv.

� Si i > d nous distinguons 3 cas suivant la valeur de xi.
{ (3.1) xi = 0 : Les deux �etiquettes dans la dimension i sont E1 =
(0; : : : ; 1; xi+1; : : : ; xn�1) et E2 = (0; : : : ; dKi=2e; xi+1; : : : ; xn�1). Comme
yi = xi = 0, on a E2 > E1 > y.

{ (3.2) xi = Ki � 1 : Les deux �etiquettes dans la dimension i sont E1 =
(0; : : : ; 0; xi+1; : : : ; xn�1) et E2 = (0; : : : ; dKi=2e � 1; xi+1; : : : ; xn�1).
Comme xi = Ki � 1, on a E1 < E2 < Exv < Exu.

{ (3.3) xi 6= 0 et xi 6= Ki � 1 : Les deux �etiquettes dans la dimension i
sontE1 = (0; : : : ; xi+1; xi+1; : : : ; xn�1) etE2 = (0; : : : ; 0; xi+1; : : : ; xn�1).
Et donc E1 > y et E2 < Exv < Exu.

Donc dans tous les cas de �gure on montre donc que y ne peut pas appartenir �a
un intervalle associ�e �a un lien dans une dimension di��erente de d. Donc le lemme
6.2 est vrai.J
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Proposition 6.1 Le sch�ema d'�etiquetage T est valide.

D�emonstration : La validit�e de T d�ecoule directement des lemmes 6.2 et 6.3. En
e�et, d'apr�es ces deux lemmes, T induit un routage par dimensions d�ecroissantes
(lemme 6.3) et sur une dimension un paquet ne peut pas retourner en arri�ere
(lemme 6.2). Donc le paquet arrive �a destination au bout d'un nombre �ni de
pas et T est valide.J
Proposition 6.2 Le sch�ema d'�etiquetage T est sans interblocage.

D�emonstration : Il nous faut montrer que le graphe de d�ependances associ�e �a T
n'admet pas de cycles.
Supposons que ce ne soit pas le cas.
Soit donc C un cycle dans le graphe de d�ependances associ�e �a T . Comme le
routage est fait par dimensions d�ecroissantes, C ne peut contenir que des liens
d'une et une seule dimension d. C est forc�ement de longueur Kd et implique
tous les n�uds (uj; 0 � j � Kd � 1) avec uji = ui si i 6= d et ujd = j. Nous
montrons que C ne peut exister car les d�ependances ((u1; u0); (u0; uKd�1)) et
((uKd�2; uKd�1); (uKd�1; u0)) ne sont pas possibles.

Notons Ep;q l'�etiquette associ�ee au lien de up vers uq.
Consid�erons d'abord la d�ependance ((u1; u0); (u0; uKd�1)).
Il nous faut montrer que l'intervalle associ�e au lien de u1 vers u0 et l'intervalle
associ�e au lien de u0 vers uKd�1 sont disjoints. Nous avons
E1;0 = (0; : : : ; 0; 0; ud+1; : : : ; un�1) et
E0;Kd�1 = (0; : : : ; 0; dKd=2e; ud+1; : : : ; un�1)
Consid�erons l'�etiquette E1;2, on a E1;2 = (0; : : : ; 0; 2; ud+1; : : : ; un�1). Comme par
hypoth�ese Kd � 5, on a E1;0 <E1;2 < E0;Kd�1. Et comme d'apr�es le lemme 6.1
les intervalles induits par T sont des intervalles au sens math�ematique du terme,
l'intervalle associ�e au lien de u1 vers u0 et l'intervalle associ�e au lien de u0 vers
uKd�1 sont disjoints, et la d�ependance ((u1; u0); (u0; uKd�1)) ne peut pas exister.

Consid�erons maintenant la d�ependance ((uKd�2; uKd�1); (uKd�1; u0)).
Nous avons :
EKd�2;Kd�1 = (0; : : : ; 0;Kd � 1; ud+1; : : : ; un�1) et
EKd�1;0 = (0; : : : ; 0; 0; ud+1; : : : ; un�1).
En consid�erant l'�etiquette EKd�1;Kd�2, nous avons :
EKd�1;Kd�2 = (0; : : : ; 0; dKd=2e � 1; ud+1; : : : ; un�1).
Et donc EKd�1;0 < EKd�1;Kd�2 < EKd�2;Kd�1, et toujours d'apr�es le lemme 6.1
l'intervalle associ�e au lien de uKd�2 vers uKd�1 et l'intervalle associ�e au lien de
uKd�1 vers u0 sont disjoints.
Donc la d�ependance ((uKd�2; uKd�1); (uKd�1; u0)) ne peut pas exister.
Donc le cycle C ne peut pas exister et le sch�ema d'�etiquetage T est sans inter-
blocage.J
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6.1.4 Qualit�e des chemins induits par T

Pour appr�ecier l'apport de l'utilisation des liens de rebouclage nous avons compar�e
le sch�ema d'�etiquetage T , �a la simple utilisation de l'�etiquetage de la grille non
reboucl�ee ( �etiquetage G). Les param�etres mesur�es sont le diam�etre, le facteur
d'�elongation et l'�elongation moyenne. La �gure 6.2 montre une comparaison des
deux �etiquetages sur des tores comportant le même nombre k de n�uds dans
chacune des n dimensions (Ki = k pour tout i). Le tableau (a) donne le rapport
entre le diam�etre du routage et le diam�etre du r�eseau, le tableau (b) le facteur
d'�elongation, et le tableau (c) l'�elongation moyenne. On peut noter un gain
appr�eciable apport�e par l'utisation des liens de rebouclage. En e�et, le rapport
DR;G=DG est diminu�e de 40%, le facteur d'�elongation de 60%, et l'�elongation
moyenne de 20%.
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Figure 6.2: Performances de l'�etiquetage T (colonne T) compar�e �a l'utilisation
de l'�etiquetage de la grille non reboucl�ee (colonne G). (a) : rapport DR;G=DG,
(b) : �R;G, (c) : �R;G

6.2 Une nouvelle m�ethode d'�etiquetage pour r�e-

seaux g�en�eraux

La m�ethode de g�en�eration de tables de routage par intervalles propos�ee par San-
toro et Khatib dans la section pr�ec�edente est bas�ee sur un arbre recouvrant. Elle
a donc l'inconv�enient de ne pas utiliser tous les liens du r�eseau. La m�ethode de
van Leeuwen et Tan se propose de rem�edier �a cet inconv�enient en utilisant tous
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les liens, mais nous avons montr�e que cette m�ethode peut conduire �a des sch�emas
avec interblocage.

Dans cette section nous proposons une m�ethode de g�en�eration de sch�emas d'�etiquetage
par intervalles qui combine les avantages d'un arbre recouvrant de parcours en
largeur d'abord et l'utilisation de tous les liens. Le sch�ema GS propos�e est simple
et les liens n'appartenant pas �a l'arbre sont utilis�es dans un sens.
Nous commen�cons par pr�esenter l'�etiquetage des n�uds. La proc�edure d'�etiquetage
des liens est ensuite pr�esent�ee et les sch�emas d'�etiquetages g�en�er�es par notre m�eth-
ode sont prouv�es valides et sans interblocage. La m�ethode est ensuite compar�ee
�a celles de Santoro et Khatib et van Leeuwen et Tan.

6.2.1 Etiquetage des n�uds

L'ensemble A des �etiquettes est l'ensemble des N premiers entiers. L'�etiquetage
des n�uds est r�ealis�e de la fa�con suivante :

� �a partir d'un n�ud c centre du r�eseau, construire un arbre recouvrant T en
suivant un parcours en largeur d'abord,

� les �etiquettes sont attribu�ees dans l'ordre croissant en commen�cant par 0,

� parcourir T en profondeur d'abord en attribuant une �etiquette GSV (x) au
n�ud x la premi�ere fois qu'il est acc�ed�e2.

Notation 6.1 Soit x un n�ud de G, nous noterons Tx le sous-arbre de T de
racine x, max(x) la plus grande �etiquette attribu�ee �a un n�ud dans Tx, et P (x)
le p�ere de x dans l'arbre T .

6.2.2 Etiquetage des liens

Soit l = (u; v) un lien du r�eseau. Du côt�e du n�ud u, l'�etiquette associ�ee �a l est
d�e�nie comme suit :

� si u > v et l n'est pas une arête de T , GSE(l) = v

� si u > v et l est une arête de T (on a alors v = P (u)), GSE(l) = max(u)+1

� si u < v et l est une arête de T (v est alors un �ls de u), GSE(l) = v

La �gure 6.3 donne l'�etiquetage GS pour le r�eseau qui nous a servi d'exemple
pour illustrer les m�ethodes de Santoro et Khatib, et van Leeuwen et Tan.
Les liens qui n'appartiennent pas �a T ne sont donc utilis�es que dans un sens, du
n�ud ayant l'�etiquette la plus grande vers celui ayant l'�etiquette la plus petite.

2Dans la suite l'�etiquette d'un n�ud �etant unique, nous confondrons les �etiquettes avec noms
des n�uds et parlerons tout simplement de x au lieu de GSV (x)
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Figure 6.3: Un exemple d'�etiquetage par la m�ethode GS

6.2.3 Preuve de correction

Avant de montrer que GS1 est valide et sans interblocage nous prouvons le lemme
6.4 ci-dessous.

Lemme 6.4 Soit u un n�ud de G et v un �ls de u dans l'arbre T . L'intervalle
associ�e au lien de u vers v est [v;max(v) + 1), et l'intervalle associ�e au lien de v
vers u contient [max(v) + 1; 0) si max(v) + 1 6= 0.

D�emonstration :
Consid�erons d'abord l'intervalle associ�e au lien de u vers v.
Soit f1; : : : ; fk les �ls de u. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer f1 < f2 <
: : : < fk. D'apr�es la construction de l'arbre T et la r�egle d'�etiquetage des n�uds
on a :

� u+ 1 = f1 < max(f1) + 1 = f2 < : : : < max(fk�1) + 1 = fk et max(fk) =
max(u).

� Les liens de u n'appartenant pas �a l'arbre T peuvent être de deux types :
(u; b) avec b < u et (u; h) avec h > max(u).

Un lien de type (u; b) est �etiquet�e b et un lien de type (u; h) n'est pas �etiquet�e.
Il n'y a donc pas une �etiquette de lien qui vient s'intercaler entre les �el�ements de
la suite fi. L'intervalle associ�e au lien de u vers fi est donc [fi;max(fi)].

Consid�erons maintenant l'intervalle associ�e au lien de v vers u.
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On a u = P (v). L'�etiquette associ�e au lien de v vers P (v) est max(v) + 1. Pour
montrer que l'intervalle associ�e au lien de v vers P (v) contient [max(v) + 1; 0) il
nous faut montrer que si max(u)+ 1 6= 0 tout autre �etiquette attribu�ee �a un lien
de v vers un de ses voisins est inf�erieure �a max(u) + 1.
Or ceci est garanti par la r�egle d'�etiquetage. En e�et, un lien de v vers w 6= P (v)

� est �etiquet�e w si w < v ou w 2 Tu,

� n'est pas �etiquet�e dans tous les autres cas.

Donc dans le cas o�u le lien a une �etiquette celle-ci est bien inf�erieure �a max(u)+1.J

Proposition 6.3 GS est valide

D�emonstration : Soit s et d deux n�uds di��erents. Il nous faut montrer que tout
paquet envoy�e de s �a destination de d arrive apr�es un nombre �ni de pas. Suivant
les valeurs relatives de s et d, on peut avoir l'un des trois cas suivants :

� (1) s < d � max(s) (d est alors dans le sous-arbre Ts)

� (2) max(s) < d < N � 1

� (3) 0 � d < s

Cas (1): s < d � max(s)

Soit v le �ls de s tel que v � d � max(v). D'apr�es le lemme 6.4, s transmet le
paquet vers v. Si d = v le paquet est arriv�e �a destination et il est d�elivr�e, sinon on
se retrouve dans le même cas avec cette fois-ci d dans le sous-arbre Tv. Comme
Tv est strictement contenu dans Ts ce processus d'it�eration s'arrêtera apr�es au
plus jTvj pas.

Cas (2): max(s) < d � N � 1

D'apr�es le lemme 6.4, s transmet le paquet vers P (s) et on a P (s) < s � max(s) <
d � N � 1. d est donc di��erent de P (s) et on peut avoir deux cas : (2.1)
P (s) < d � max(P (s)), et (2.2) max(P (s)) < d < N � 1.
Dans le cas (2.1), on retrouve le cas (1) et le paquet arrivera donc �a destination.
Dans le cas (2.2), le paquet est transmis sur le lien (P (s); P (P (s))). Comme �a
chaque n�ud interm�ediaire t, P (t) < t, apr�es un nombre �ni de pas, on va se
retrouver dans le cas (1).

Cas (3): 0 � d < s

On distingue les deux sous-cas suivants :
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� (3.1) : s a des voisins bi (b1 < b2 < : : : < bk < s) et b1 < d < s. Il existe
alors une indice i tel que d appartient �a l'intervalle associ�e au lien de s vers
bi, le paquet est retransmis sur ce lien. Dans bi, soit d = bi et on a �ni, soit
bi < d < N � 1 et on retrouve donc l'un des cas (1) ou (2) d�ej�a trait�es.

� (3.2) : s n'a pas de voisins de type bi ci-dessus ou d < b1. Dans ce cas le
paquet est retransmis vers P (s). Dans P (s), soit d = P (s) et on a �ni, soit
P (s) < d et on est donc dans l'un des cas (1) ou (2), soit 0 � d < P (s) et on
est dans le cas (3). Dans ce dernier cas on atteindra la destination au bout
d'un nombre �ni de pas car �a chaque fois l'�etiquette du n�ud interm�ediaire
d�ecroit.

Dans tous les cas le paquet atteindra donc sa destination d.J

Proposition 6.4 GS est sans interblocage

D�emonstration : Il nous faut montrer que le graphe de d�ependances de GS
n'admet pas de cycles.

Supposons que ce ne soit pas le cas.
Soit donc ((v1; v2); (v2; v3); : : : ; (vq�1; vq); (vq; v1); (v1v2)) un cycle dans le graphe
de d�ependances. On supposera v0 = vq et vq+1 = v1.
Comme le graphe G n'a pas de boucles, vj 6= vj+1 et il existe donc un indice i tel
que vi�1 < vi et vi > vi+1. L'arête (vi�1; vi) est alors une arête de l'arbre T car
tout autre arête (u; v) avec u < v n'est pas �etiquet�ee et ne peut pas être utilis�ee
par le routage induit par GS.
L'arête (vi; vi+1), elle, peut ne pas appartenir �a l'arbre.

� Si (vi; vi+1) est une arête de l'arbre on a vi+1 = vi�1 = P (vi). Comme GS
est valide, la d�ependance ((P (vi); vi); (vi; P (vi))) ne peut pas exister.

� Si (vi; vi+1) n'est pas une arête de l'arbre, un n�ud d atteignable en emp-
runtant la d�ependance ((vi�1; vi); (vi; vi+1)) doit appartenir �a l'intervalle
[vi;max(vi)] associ�e au lien de vi�1 vers vi et �a l'intervalle associ�e au lien de
vi vers vi+1. Or ce dernier intervalle est de la forme [vi+1; �) avec � � vi si
vi a des �ls, et � = max(vi) + 1 = vi + 1 si vi est une feuille de T . Comme
vi+1 < vi, les deux intervalles [vi;max(vi)] et [vi+1; �) sont disjoints3.
Donc la d�ependance ((vi�1; vi); (vi; vi+1)) ne peut pas exister.

Le graphe de d�ependances ne peut donc pas admettre de cycle et GS est sans
interblocage.J

3En fait leur intersection peut aussi être r�eduit au seul n�ud vi

100



6.2.4 Qualit�e des sch�emas GS1

Comme pour le sch�ema d'�etiquetage du tore, nous avons �evalu�e le diam�etre
du routage, le facteur d'�elongation et l'�elongation moyenne. Les r�esultats sont
pr�esent�es dans les tableaux de la �gure 6.4. Les sch�emas obtenus en utilisant
GS1 (colonne GS1) sont compar�es avec ceux fournis par les m�ethodes de van
Leeuwen et Tan (colonnes vLT), et Santoro et Khatib (colonnes SK). Les �evalua-
tions ont �et�e faites sur les tores dont la structure parfaitement r�eguli�ere fait que
la qualit�e des sch�emas fournis par les m�ethodes utilisant un parcours en largeur
d'abord (Santoro et Khatib, et GS1) ne d�epend pas de l'ordre de parcours des
listes d'adjacence. Par contre, pour la m�ethode de van Leeuwen et Tan qui utilise
un parcours en profondeur d'abord, la qualit�e des sch�emas d�epend de l'ordre de
parcours. Les resultats pr�esent�es ici sont pour un parcours des voisins d'un n�ud
par ordre croissant des dimensions.

(c)

(n,k)

(2,5)

(2,6)

(2,7)

(2,8)

(2,9)

(2,10)

(3,5)

(3,6)

(3,7)

1,29

1,55

1,75

2,02

2,25

2,55

2,81

1,64

2,42 1,93

1,78

1,84

1,83

1,81

1,79

1,75

1,71

1,55

vLT SK GS1

(2,4)

(3,4)

3,41

4,97 1,96

1,95

1,90

1,90

1,88

1,87

1,85

1,82

1,79

1,73

1,87

1,89

1,91

(b)

(n,k)

(2,5)

(2,6)

(2,7)

(2,8)

(2,9)

(2,10)

(3,5)

(3,6)

(3,7)

vLT SK GS1

(2,4)

(3,4)

142,50

5

9

14

20

27

35

44

21

46.5

86

12

18

17

11

19

16

15

12

11

8

7

(a)

(n,k)

(2,5)

(2,6)

(2,7)

(2,8)

(2,9)

(2,10)

(3,5)

(3,6)

(3,7)

2,50

4,50

4,67

6,67

6,75

8,75

8,80

7

15,50 2

1,83

1,90

2

1,87

2

1,83

2

1,75

vLT SK GS1

(2,4)

(3,4)

19,11

32,78 2

1,89

1,83

1,90

2

1,87

2

1,83

2

1,75

2,17

1,89

2,11

12

18

17

11

19

16

15

12

11

8

7

Figure 6.4: Comparaison des sch�emas g�en�eraux d'�etiquetage : longueur des
chemins. (a) : rapport DR;G=DG, (b) : �R;G, (c) : �R;G

Ces �evaluations montrent que notre m�ethode et la m�ethode de Santoro et Khatib
ont �a peu pr�es les mêmes caract�eristiques en ce qui concerne les longueurs des
chemins et, comme on pouvait s'y attendre, sont de loin meilleures que la m�ethode
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de van Leeuwen et Tan. Notre m�ethode, �a longueurs des chemins similaires,
devrait mieux r�epartir les chemins sur les liens du r�eseau que la m�ethode de
Santoro et Khatib

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes int�eress�es �a de nouvelles m�ethodes de g�en�e-
rations de sch�emas d'�etiquetage par intervalles. La m�ethode pour le tore montre
un gain notable apport�e par l'utilisation des liens de rebouclage. La m�ethode
g�en�erale, quoiqu'am�eliorant celle de Santoro et Khatib, manque les propri�etes
souhaitables suivantes :

� conservation du voisinage,

� utilisation de tous les liens dans les deux sens.

Le probl�eme de savoir si pour un r�eseau quelconque, ces propri�et�es peuvent être
satisfaites par un k-�etiquetage (k ind�ependant de la taille du r�eseau) sans inter-
blocage est un probl�eme ouvert dans le cas g�en�eral.

Dans le chapitre qui suit nous proposons une extension du routage par inter-
valles et une m�ethode de g�en�eration de tables de routage compactes qui sont sans
interblocage et ont la propri�et�e de conservation de voisinage.
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Chapitre 7

Une nouvelle technique de
repr�esentation compacte de
l'information de routage : le
sch�ema d'�etiquetage �etendu
(SEE)

7.1 Introduction

La notion de sch�ema d'�etiquetage d�e�nie au chapitre 5 induit des fonctions de
routage d�eterministes qui ne tiennent compte que de la destination pour choisir le
lien de sortie. En outre, la question du nombre minimum d'�etiquettes n�ecessaires
pour repr�esenter, par des intervalles, une fonction de routage donn�ee reste ouverte.
En e�et, nous avons vu au chapitre 6 que toutes les fonctions de routage, même
si elles sont d�eterministes et n'utilisent que la destination, ne peuvent pas être
repr�esent�ees par des tables de routage compactes en utilsant des k-�etiquetages
avec k ind�ependant de la taille du r�eseau.

Nous proposons une extension de la notion de sch�ema d'�etiquetage, le sch�ema
d'�etiquetage �etendu (SEE), qui assure toujours une information de routage com-
pacte pour le processeur de communication et qui couvre un spectre plus large de
fonctions de routage que le sch�ema d'�etiquetage par intervalles classique. Nous
nous int�eressons notamment �a des fonctions de routage du même type que celle
propos�ee au chapitre 4 qui tiennent compte du lien par lequel le paquet est entr�e
pour d�eterminer le lien de sortie.

Le sch�ema d'�etiquetage par intervalles classique n'utilise qu'une seule �etiquette
et un seul jeu d'intervalles par n�ud. Le SEE �etend la notion d'�etiquetage en
utilisant plusieurs �etiquettes par n�ud et en associant autant de jeu d'intervalles
�a un n�ud qu'il a de connexions avec ses voisins. Chaque jeu d'intervalles est
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alors utilis�e pour le routage des paquets rentr�es par le lien auquel il est associ�e.
Le SEE permet donc de d�ecrire des fonctions de routage qui utilisent le lien
d'entr�ee et la destination d'un paquet pour d�eterminer le lien de sortie. En
utilisant plusieurs �etiquettes par n�ud il permet aussi une certaine exibilit�e
en ce sens que les couches sup�erieures du syst�eme de communication peuvent
inuer sur le choix d�e�nitif d'un chemin entre deux n�uds (fonctions de routage
semi-adaptatives).

Ce chapitre est organis�e de la fa�con suivante :
Dans la section 7.2 nous introduisons la notion de SEE. La section 7.3 est con-
sacr�ee aux m�ethodes de g�en�eration de SEE. Nous montrons notamment que la
notion de SEE contient le routage par intervalles classique, et nous proposons
une m�ethode g�en�erale de g�en�eration de SEE. En�n dans la section 7.4 nous con-
sid�erons le routage adaptatif. Nous y d�e�nissons la notion de SEE adaptatif et
montrons comment g�en�erer un SEE adaptatif pour un r�eseau quelconque.

7.2 Sch�ema d'�etiquetage �etendu (SEE)

7.2.1 D�e�nitions et notations

Nous reprenons la plupart des d�e�nitions et notations introduites aux chapitres 5
et 6 pour le r�eseau d'interconnexion et la notion d'intervalle. Rappelons que Lx

d�esigne l'ensemble des liens de communication de x vers ses voisins, et � d�enote
le lien interne par lequel arrivent les paquets issus des processus locaux.

L'ensemble A des �etiquettes est cette fois-ci un ensemble �a Q �el�ements A =
f�0; �1; : : : ; �Q�1g avec Q � N . Comme au chapitre 5, A est muni d'une relation
d'ordre total < telle que �0 < �1 < : : : < �Q�1.
Nous avons vu au chapitre 5 qu'on peut toujours se ramener �a des sch�emas
d'�etiquetage normaux, dans ce chapitre nous prendrons donc A = f0; : : : ; Q� 1g
l'ensemble des Q premiers entiers.

Notation 7.1 : Nous noterons P(A) l'ensemble des parties de A, et P+(A)
l'ensemble des parties non vides de A.

D�e�nition 7.1 (num�erotation multiple des n�uds d'un graphe) : Soit G =
(V;E) un graphe, nous appelons num�erotation multiple des n�uds de G, toute ap-
plication f de V dans P+(A) telle que si x 6= y alors f(x) \ f(y) = ;.
f(x) est alors appel�e l'ensemble des �etiquettes du n�ud x.

Une num�erotation multiple associe donc une ou plusieurs �etiquettes �a chaque
n�ud.

D�e�nition 7.2 (jeu d'�etiquettes relatif �a un n�ud) : Soit G = (V;E) un
graphe et x un n�ud de G. Nous appelons jeu d'�etiquettes relatif �a x une ap-
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plication J de Lx dans P(A) qui �a chaque lien l 2 Lx associe un ensemble J(l)
d'�etiquettes tel que si l1 6= l2 alors J(l1) \ J(l2) = ;

Un jeu d'�etiquettes peut donc associer l'ensemble vide �a un lien ; dans la pratique
il y aura au moins un lien dont l'ensemble des �etiquettes associ�e est non vide.

D�e�nition 7.3 (sch�ema d'�etiquetage �etendu, SEE) : Un sch�ema d'�etiquetage
�etendu (SEE) du r�eseau G est la donn�ee de

� une num�erotation multiple des n�uds de G, et

� pour chaque n�ud x, j Lx [ f�g j jeux d'�etiquettes relatifs �a x associ�es
chacun �a un lien.

Notation 7.2 Soit S un SEE du graphe G = (V;E) et x un n�ud de G. Nous
noterons SV (x) l'ensemble des �etiquettes de x dans la num�erotation multiple de
S, et SE(x; l1; l2) l'ensemble des �etiquettes associ�ees au lien l2 2 Lx par le jeu
d'�etiquettes du lien l1 2 Lx [ f�g.

7.2.2 exemple

Consid�erons le SEE S repr�esent�e sur la �gure 7.1. Sur cette �gure nous avons
repr�esent�e un graphe G �a 5 sommets a, b, c, d et e. Les �etiquettes des n�uds
sont not�ees �a l'int�erieur des carr�es repr�esentant les n�uds, et les jeux d'�etiquettes
associ�es aux liens sont donn�es par les tables �a cot�e. Dans la table d'un n�ud,
chaque colonne repr�esente le jeu d'�etiquettes associ�e au lien indiqu�e dans l'entête
de la colonne par le nom du n�ud voisin.
L'ensemble des �etiquettes est A = f0; : : : ; 6g.
La num�erotation multiple des sommets est donn�ee par :

SV (a) = f4g

SV (b) = f0; 3g

SV (c) = f1g

SV (d) = f2; 6g

SV (e) = f5g

Les jeux d'�etiquettes associ�es au n�ud e sont :
- lien (e; a) :

SE(e; (e; a); (e; a)) = f0; 2g

SE(e; (e; a); (e; d)) = f1; 6g

- lien (e; d) :
SE(e; (e; d); (e; a)) = f0g

SE(e; (e; d); (e; d)) = f3g

- lien interne � :
SE(e; �; (e; a)) = f0; 2g

SE(e; �; (e; d)) = f1; 6g
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Figure 7.1: Un exemple de SEE (S)

7.2.3 Interpr�etation d'un SEE en termes de routage

La notion de SEE permet de d�e�nir de fa�con naturelle une fonction de routage
par intervalles de la fa�con suivante :

� Chaque entête de paquet contient une �etiquette de la destination,

� On associe les intervalles �a un jeu d'�etiquettes de la même mani�ere qu'au
chapitre 5. La �gure 7.2 donne les intervalles associ�es aux liens des n�uds
a et e par le SEE S de la �gure 7.1.

� Pour le routage d'un paquet on proc�ede de la même fa�con que pour le
sch�ema d'�etiquetage classique, mais cette fois-ci on utilise les intervalles
correspondant au lien interne si la source du paquet est le n�ud courant,
et les intervalles associ�es au lien par lequel le paquet est entr�e si le paquet
est en transit.

� Chaque n�ud reconnâ�t les �etiquettes qui lui ont �et�e attribu�ees et donc les
paquets qui lui sont destin�es.

Pour illustrer la proc�edure de routage, consid�erons sur la �gure 7.1 le cas o�u
le n�ud a veut envoyer un paquet vers d. a chosit une �etiquette de d, 6 par
exemple, et consulte le jeu d'�etiquettes associ�e au lien interne � (colonne a). Il
trouve que l'�etiquette 6 est dans l'intervalle [5; 0) associ�e au lien vers e (voir �gure
7.2), et le paquet est envoy�e vers e. Pour retransmettre le paquet, e utilise le jeu

106



b

e

b e

[0,5)

[5,0)

[0,5) [0,5)

[5,0)[5,0)

nœud a

d

d

a

a [0,3)[0,1), [2,6)

[1,2), [6,0) [3,0)

[0,1), [2,6)

[1,2), [6,0)

nœud e

a

e

Figure 7.2: Intervalles associ�es aux liens des n�uds a et e dans le SEE S de la
�gure 7.1

d'�etiquettes du lien par lequel le paquet est entr�e (colonne a). L'�etiquette 6 est
contenue dans l'un des deux intervalles [6,0) et [1,2) associ�es au lien vers d. Le
paquet est donc retransmis vers d qui reconnâ�tra 6 comme �etant l'une de ses
�etiquettes et d�elivrera le paquet.

7.2.4 Caract�erisation d'un SEE

Un SEE induit une fonction de routage, nous reprendrons donc les di��erentes
propri�et�es pour caract�eriser une fonction de routage. Comme pour un sch�ema
d'�etiquetage classique on distinguera les propri�et�es relatives �a la qualit�e des
chemins(validit�e, optimalit�e, absence d'interblocage et conservation de voisinage)
de celles qui caract�erisent la repr�esentation de l'information de routage.
Nous rappelons d'abord les 4 propri�et�es relatives �a la qualit�e des chemins.

D�e�nition 7.4 (validit�e) : Un SEE est dit valide s'il induit une fonction de
routage valide.

D�e�nition 7.5 (optimalit�e) : Un SEE est dit optimal s'il induit une fonction
de routage optimale.

D�e�nition 7.6 (absence d'interblocage) : Un SEE est dit sans interblocage
s'il induit une fonction de routage sans interblocage

D�e�nition 7.7 (conservation de voisinage) : Un SEE conserve le voisinage
s'il induit une fonction de routage qui conserve le voisinage.
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Pour caract�eriser la taille de l'information de routage n�ecessaire �a la repr�esenta-
tion de la fonction de routage, les notions de SEE simple et de k-SEE sont d�e�nies
de la même mani�ere qu'au chapitre 5. Nous rajoutons une propri�et�e sp�eci�que
aux SEE, la valence.

D�e�nition 7.8 (valence d'un SEE) : La valence d'un SEE est le nombre ma-
ximum d'�etiquettes attribu�ees par le SEE �a un n�ud.

Les �etiquettes d'un n�ud sont les divers noms sous lesquels il est connu par
les autres n�uds du r�eseau, et le processeur de communication dans chaque
n�ud doit pouvoir les reconnâ�tre. Ces �etiquettes constituent donc une partie de
l'information n�ecessaire au routage qui doit être maintenue par le processeur de
communication. Notre but �etant la recherche de fonctions de routage n�ecessitant
une information de routage compacte, seuls les k-SEE �a valence ind�ependante du
nombre de n�uds dans le r�eseau retiendront notre attention.

La notion de SEE permet de repr�esenter l'information de routage de fa�con com-
pacte. Pour d�emontrer qu'elle est e�ectivement utilisable, il nous reste �a montrer
comment g�en�erer des fonctions de routage sous forme de SEE valide, sans inter-
blocage et �a valence ind�ependante de la taille du r�eseau. C'est l'objet de la section
suivante.

7.3 M�ethodes de g�en�eration de SEE

On peut reprendre la probl�ematique du routage par intervalles du chapitre 5 et
la transposer dans le cas du routage par SEE. On se posera alors la question
de savoir si une fonction de routage repr�esent�ee par des tables de routage non
compactes peut être repr�esent�ee �a l'aide d'un SEE (probl�eme RI1 du chapitre 5).
De même, on pourra consid�erer les probl�emes analogues aux probl�emes RI2 et
RI3.

Pour les mêmes raisons qu'au chapitre 5, nous nous int�eresserons aux probl�emes
de typeRI3, c'est �a dire �a des m�ethodes qui permettent de g�en�erer une fonction de
routage en même temps que sa repr�esentation sous forme de SEE. Nous montrons
d'abord que la notion de SEE contient le routage par intervalles classique, nous
proposons ensuite une m�ethode g�en�erale de g�en�eration de SEE

7.3.1 SEE et routage par intervalles classique

La notion de SEE propos�ee contient la notion de sch�ema d'�etiquetage par inter-
valles. Ceci est �enonc�e par la proposition 7.1 ci-dessous.

Proposition 7.1 A tout sch�ema d'�etiquetage par intervalles correspond un SEE
de valence 1 qui induit la même fonction de routage.
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D�emonstration : Soit S, un sch�ema d'�etiquetage par intervalles. Consid�erons le
SEE SE construit �a partir de S de la fa�con suivante :

� pour tout n�ud x, SEV (x) = fSV (x)g

� pour tout n�ud x et tout lien l1 2 Lx
S
f�g, l2 2 Lx, SEE(x; l1; l2) = SE(l2)

Dans le sch�ema �etendu SE tout n�ud a donc une seule �etiquette (la même que
pour le sch�ema d'�etiquetage par intervalles), et tous les liens d'un n�ud ont
le même jeu d'�etiquettes (le jeu d'�etiquettes attribu�e au n�ud par S). Il est
imm�ediat que SE et S d�e�nissent la même fonction de routage.J
La proposition 7.1 nous fournit donc une premi�ere m�ethode pour la g�en�eration
de SEE, celle qui consiste �a utiliser les solutions connues pour le routage par
intervalles. N�eanmoins une telle approche n'utilise pas toutes les possibilit�es
o�ertes par un routeur bas�e sur la notion de SEE. Nous proposons ci-dessous
une m�ethode g�en�erale de g�en�eration de fonctions de routage qui utilise mieux la
puissance de repr�esentation d'un SEE.

7.3.2 Une m�ethode de g�en�eration de SEE

Consid�erons l'anneau bidirectionnel de la �gure 7.3. Pour construire une fonction
de routage sans interblocage sur l'anneau, nous partons sur la même id�ee qu'au
chapitre 4. Si on coupe la liaison entre les n�uds 0 et 6, on a un r�eseau lin�eaire
pour lequel on connait un sch�ema d'�etiquetage par intervalles sans interblocage.
En e�et, il su�t de garder les num�eros des n�uds comme �etiquettes des n�uds,
et en chaque n�ud i, d'associer l'�etiquette i + 1 au lien vers le n�ud i + 1, et
l'�etiquette 0 au lien vers le n�ud i � 1 (voir �gure 7.3). La liaison entre 0 et 6
�etant coup�ee, les liens de 0 vers 6 et de 6 vers 0 ne sont pas �etiquet�es.
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Figure 7.3: Sch�ema d'�etiquetage par intervalles d'un anneau bidirectionnel
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Nous montrons comment, �a partir du sch�ema d'�etiquetage par intervalles de
l'anneau, construire un SEE valide et sans interblocage pour tout r�eseau ad-
mettant un cycle ou un chemin eul�erien. Pour simpli�er nous nous pla�cons dans
le cas ou un tel cycle ou chemin existe ; au besoin, comme au chapitre 4, chaque
arête du r�eseau est remplac�ee par deux arêtes virtuelles pour avoir un graphe
dont tous les sommets sont de degr�e pair.

Nous construisons d'abord un premier SEE valide et sans interblocage mais qui
peut conduire �a des chemins contenant des cycles. Nous montrons ensuite com-
ment les cycles peuvent être supprim�es en gardant les propri�et�es de validit�e et
d'absence d'interblocage.

7.3.2.1 Un premier SEE qui peut donner des chemins avec cycles

Soit G = (V;E) le graphe d'un r�eseau d'interconnexion. Rappelons que nous
supposons que G admet un cycle eul�erien. Consid�erons G0 le graphe d'un cycle
eul�erien de G tel que d�e�ni au chapitre 4. D'apr�es la d�e�nition de G0, un n�ud de
G a plusieurs occurrences sur G0 qui sont les sommets qui ont �et�e cr�e�es lors de la
visite du n�ud dans le parcours du cycle eul�erien. G0 est un anneau bidirectionnel
sur lequel nous pouvons appliquer le sch�ema d'�etiquetage par intervalles introduit
ci-dessus. Nous montrons comment le sch�ema d'�etiquetage par intervalles sur G0

peut être transform�e en un SEE sur G. Nous commen�cons par introduire quelques
notations.

Notation 7.3 : Soit x un n�ud de G, et x1 <x2 < : : : < xk les occurrences de
x sur G0. Nous noterons li � (x) (resp. li + (x)) le lien de xi �a xi � 1 (resp.
xi + 1)1. Dans la suite lorsqu'il ne peut y avoir de confusion sur le n�ud x nous
l'omettrons et utiliserons li� et li+ tout simplement.

Ces notations sont illustr�ees par la �gure 7.5 pour le r�eseau et le cycle eul�erien
de la �gure 7.4.

Soit SE le SEE sur G d�e�ni comme suit :

� l'ensemble A des �etiquettes est V 0 l'ensemble des sommets de G0

� pour tout n�ud x 2 V , l'ensemble des �etiquettes attribu�ees �a x est SEV (x) =
fx0 2 V 0 j x0occurrence de xg

� pour tout n�ud x 2 V ,
SEE(x; li�; li+) =SEE(x; li+; li+) = fxi + 1g,
SEE(x; li�; li�) = SEE(x; li+; li�) = f0g

� Pour tout n�ud x 2 V , le jeu d'�etiquettes associ�e au lien interne � est le
même que celui du lien d�e�nissant la plus petite2 occurrence de x.

1Les op�erations �etant faites modulo j V 0 j.
2Ce choix est arbitraire, on peut choisir n'importe quelle autre occurrence
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La �gure 7.6 illustre SE sur le r�eseau et le cycle eul�erien de la �gure 7.4.

a

b

c

d

e

b d

b

d

a

c

d

e

a c d e

b d

b

d

a

c

e

a c e

b

b

{2,6}

{3} {5}{0}

{1,4}

1 1

0 0 0

2

0 0

2

5 5

2

4 4 4

0 0 0

0 0

3 3

0

0

3

c

l1
+

l1
-

l2
+

l2
-

l1
-

l2
-

l1
+

l2
+

b d

b

d

0 0 0

6 6 6

l1
-

l1
-

l1
+

l1
+

l1
-

l1
-

l1
+

l1
+

l1
-

l2
-

l1
+

l2
+

l2
+

l1
-

l1
+

l2
-

l1
-

l1
+

l1
-

l1
+

a

b

e

d

c

Figure 7.6: Un exemple de SEE SE (r�eseau de la �gure 7.4)

Il est facile de voir que SE est simple et de valence d=2 o�u d est le degr�e maximum
dans le r�eseau. Nous montrons maintenant qu'il est valide et sans interblocage.

Proposition 7.2 SE est valide et sans interblocage.

D�emonstration : La proposition est �evidente, en e�et une fois que le paquet est
introduit dans le r�eseau, le routage est rigoureusement identique au routage sur
G0 �a la seule exception que quand un paquet arrive �a destination il est d�elivr�e
même si l'occurrence sur G0 ne correspond pas �a l'�etiquette de destination dans
l'entête du paquet.J
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Le SEE SE pr�esente donc toutes les caract�eristiques de correction. Cependant,
un paquet peut passer plusieurs fois par un n�ud interm�ediaire avant d'arriver �a
destination. Dans le pire des cas, chaque n�ud interm�ediaire sera visit�e autant de
fois qu'il a d'�etiquettes. Par exemple, si on consid�ere le SEE de la �gure 7.6, un
paquet �emis par le n�ud a �a destination du n�ud e d�ecrira le chemin abdcbe et
passera donc 2 fois par le n�ud b. Même si le nombre de fois qu'un paquet peut
passer par un n�ud est born�e par le nombre d'�etiquettes du n�ud, les chemins
sont inutilement rallong�es.

Le probl�eme avec SE est que dans chaque jeu d'�etiquettes deux liens seulement
sont �etiquet�es sans tenir compte du nombre de liens du n�ud, et ceci a pour
cons�equence que tout chemin induit par SE est une sous châ�ne du cycle eul�erien.
Nous montrons dans la section suivante comment, en �etiquetant plus de deux liens
dans un jeu d'�etiquettes, d�eriver �a partir de SE un SEE qui induit des chemins
acycliques.

7.3.2.2 un SEE donnant des chemins sans cycles

Consid�erons un r�eseau d'interconnexion G pour lequel on a construit un SEE SE
comme dans la section pr�ec�edente.
Soit ASE le SEE d�e�ni de la fa�con suivante :

� les �etiquettes attribu�ees aux n�uds sont les mêmes que ceux de SE

� Les �etiquettes associ�ees aux liens en un n�ud x sont donn�ees par les rela-
tions suivantes :

ASEE(x; li�; lj�) = f0g si j = i

ASEE(x; li�; lj+) = fxj + 1g si xj 6= Q � 1 et j � i

ASEE(x; li+; lj�) =

(
fxj�1g si j � i et j 6= 1
f0g si j = 1 et x1 6= 0

ASEE(x; li+; lj+) = fxj + 1g si j = i et xj 6= Q� 1

� en chaque n�ud x le jeu d'�etiquettes associ�e au lien interne � par ASE est
le même que celui associ�e �a � par SE.

La �gure 7.7 donne une illustration de ASE obtenu �a partir du SEE de la �gure
7.6. Les �etiquettes encercl�ees dans les jeux d'�etiquettes du n�ud b correspondent
aux liens �etiquet�es par ASE mais pas par SE. L'ajout de ces nouvelles �etiquettes
permet de supprimer les cycles tout en conservant les propri�et�es de validit�e et
d'absence d'interblocage. Avant d'�enoncer et prouver ce r�esultat nous prouvons
les trois lemmes suivants.

Lemme 7.1 Soit s un n�ud de G. Un paquet qui rentre en s par un lien li+(s)
et dont la destination est �etiquet�ee d0 avec d0 < si, est retransmis sur le lien
lj � (s) o�u sj est la plus petite �etiquette de s sup�erieure �a d0.

113



a

b

c

d

e

b d

b

d

a

c

d

e

a c d e

b d

b

d

a

c

e

a c e

b

b

{2,6}

{3} {5}{0}

{1,4}

1 1

0 0 0

2

0 0

2

5 5

2

4 4 4

0 0 0

0 0

3 3

0

0

3

c

l1
+

l1
-

l2
+

l2
-

l1
-

l2
-

l1
+

l2
+

b d

b

d

0 0 0

6 6 6

l1
-

l1
-

l1
+

l1
+

l1
-

l1
-

l1
+

l1
+

l1
-

l2
-

l1
+

l2
+

l2
+

l1
-

l1
+

l2
-

l1
-

l1
+

l1
-

l1
+

55

2

d

b

c

e

a

Figure 7.7: SEE acyclique

114



D�emonstration : Il nous faut montrer que d0 est dans l'intervalle associ�e �a lj� (s)
par le jeu d'�etiquettes de li+ (s). Nous distinguons deux cas suivant la valeur de
s1.

Cas (1) : s1 6= 0.
Le jeu d'�etiquettes associ�e �a li+ est compos�e des singletons f0g, fs1g, : : :, fsi�1g,
fsig associ�es respectivement aux liens l1�, l2�, : : :, li�, et li+. Ce jeu d'�etiquettes
conduit aux intervalles [0; s1), [s1; s2), : : : [si�1; si) et [si; 0), et d0 appartient �a
l'intervalle [0; s1) associ�e au lien l1� si j = 1, ou �a l'intervalle [sj�1; sj) associ�e �a
lj� si j 6= 1. Donc dans l'un ou l'autre cas d0 appartient bien �a l'intervalle associ�e
au lien lj�.

Cas (2) : s1 = 0
Le jeu d'�etiquettes associ�e �a li+ est cette fois-ci compos�e des singletons f0 = s1g,
fs2g, : : :, fsi�1g, fsig associ�es respectivement aux liens l2�, l3�, : : :, li�, et li+.
Ce jeu d'�etiquettes conduit aux intervalles [0; s2), [s2; s3), : : : [si�1; si) et [si; 0).
Et donc d'apr�es la d�e�nition de sj, d

0 appartient �a l'intervalle [sj�1; sj) associ�e �a
lj�.J

Lemme 7.2 Soit s un n�ud de G. Un paquet arriv�e en s par le lien li � (s) et
dont la destination est �etiquet�ee d0 avec d0 > si est retransmis par le lien lj + (s)
o�u sj est la plus grande �etiquette de s inf�erieure �a d0.

D�emonstration : Comme pour le lemme 7.1, il nous faut montrer que d0 est dans
l'intervalle associ�e �a lj + (s) par le jeu d'�etiquettes de li � (s).
Appelons sk la plus grande �etiquette attribu�ee �a s. Nous distinguons deux cas
suivant que sk = Q� 1 ou sk 6= Q � 1.

Cas (1) : sk 6= Q � 1
Le jeu d'�etiquettes associ�e �a li� est f0g, fsi + 1g, : : :, fsk + 1g correspondants
respectivement aux liens li�, li+, li+1+, : : :, lk+. Ce jeu d'�etiquettes conduit
aux intervalles [0; si + 1), [si + 1; si+1 + 1), : : : , [sk�1 + 1; sk + 1) et [sk + 1; 0). d0

�etant sup�erieur �a si, d
0 est dans l'intervalle [sj + 1; sj+1 + 1) si sj 6= sk, et dans

l'intervalle [sk + 1; 0) si sj = sk.

Cas (2) : sk = Q � 1
Le jeu d'�etiquettes associ�e �a li� est cette fois-ci f0g, fsi+1g, : : :, fsk�1+1g. Ce
jeu d'�etiquettes induit les intervalles [0; si+1), [si+1; si+1+1), : : : , [sk�1+1; 0),
et comme au cas (1), on montre que d0 est dans le bon intervalle c'est �a dire
[sj + 1; sj+1 + 1) si sj 6= sk�1 , ou [sk�1 + 1; 0) si sj = sk�1.J

Proposition 7.3 Le routage d�e�ni par ASE induit des chemins sans cycles.
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D�emonstration : La proposition est une cons�equence des lemmes 7.1 et 7.2. En
e�et, d'apr�es ces deux lemmes, le routage induit par ASE utilise soit un sens du
cycle eul�erien, soit l'autre; et �a chaque fois il n'y a pas d'autres occurrences du
n�ud courant entre le voisin choisi pour retransmettre le paquet et la destination.J
Proposition 7.4 ASE est sans interblocage.

D�emonstration : SE �etant sans interblocage, pour montrer que ASE est sans
interblocage il nous su�t de montrer que les chemins induits par ASE sont des
sous-chemins de ceux induits par SE et que les arcs sont emprunt�es dans le même
ordre.
Etant donn�es les lemmes 7.1 et 7.2, il su�t de montrer qu'au d�epart le paquet
est envoy�e dans la bonne direction. Ceci est garanti par le fait qu'en tout n�ud
le jeu d'�etiquettes associ�e au lien interne par les deux sch�emas SE et ASE est le
même.J
Proposition 7.5 ASE est valide

D�emonstration : Il nous faut montrer que tout paquet �emis par un n�ud s
vers un n�ud d arrive �a destination au bout d'un nombre �ni de pas. Comme
d'apr�es la proc�edure de routage chacune des �etiquettes de la destination peut être
utilis�ee dans l'entête d'un paquet, cela revient �a montrer que toute �etiquette de
la destination conduit �a un chemin de longueur �ni.
Soit d0 une �etiquette de la destination. Nous distinguons les deux cas d0 < s1 et
d0 > s1.

� Si d0 < s1, s transmet le paquet sur l1 � (s). Soit on arrive �a destination
auquel cas le paquet est d�elivr�e, soit on arrive en un n�ud u par un lien
li+(u) avec ui > d0 et, d'apr�es le lemme 7.1, le paquet arrivera �a destination.

� Si d0 > s1, consid�erons sj la plus grande �etiquette de s qui est inf�erieure �a
d0. D'apr�es le jeu d'�etiquettes associ�e au lien interne de s, s retransmettra
le paquet sur lj+(s). On arrive alors en un n�ud v par le lien lr� (v) avec
vr � d0. Si v est une des �etiquettes de la destination le paquet est d�elivr�e,
dans le cas contraire le lemme 7.2 nous garantit que le paquet arrivera �a
destination au bout d'un nombre �ni de pas.

J

7.3.3 Qualit�e du SEE ASE

Pour �evaluer le SEE propos�e nous avons calcul�e les mêmes param�etres qu'aux
chapitres 4 et 6. Pour calculer le meilleur chemin entre un n�ud source et un
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n�ud destination, nous avons simul�e le routage en utilisant toutes les �etiquettes
de la destination et nous avons retenu celle qui donne le chemin le plus court.
Les r�esultats sont donn�es par les tables de la �gure 7.8. Nous avons utilis�e les
mêmes cycles eul�eriens qu'au chapitre 4.
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Figure 7.8: Qualit�e du SEE acyclique : (a) : rapport DR;G=DG, (b) : �R;G, (c) :
�R;G

Ces caract�eristiques montrent que le SEE donne des chemins de meilleure qualit�e
que les sch�emas d'�etiquetage par intervalles du chapitre 6. N�eanmoins, comme
l'on pouvait s'y attendre, la qualit�e des chemins fournis par le SEE est moins
bonne que celle des chemins donn�es par la fonction de routage pr�esent�ee au
chapitre 4 qui, elle aussi, est bas�ee sur un cycle eul�erien mais utilise une infor-
mation de routage non compacte. Ceci peut s'expliquer par le fait que l'utilisation
de tables de routage classiques permet de repr�esenter plus de fonctions que
l'utilisation d'une information de routage compacte. Avec des tables de routage
non compactes on peut, notamment dans le cas ou il y a plusieurs chemins, faire
un calcul pr�ealable pour ne garder que les meilleurs chemins. En g�en�eral on ne
pourra pas toujours trouver un SEE pour repr�esenter le resultat d'un tel calcul.
La notion de SEE adaptatif que nous introduisons ci-dessous permet de garder
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les diverses possibilit�es en laissant la d�ecision �a l'ex�ecution.

7.4 SEE adaptatif

Jusqu'�a maintenant les techniques de repr�esentation compacte de l'information de
routage que nous avons examin�ees ne permettent de repr�esenter que des fonctions
de routage d�eterministes. Ceci est dû au fait que, pour le sch�ema d'�etiquetage
classique et le SEE, les intervalles correspondant �a un jeu d'�etiquettes sont dis-
joints deux �a deux. Dans cette section, nous proposons une extension de la notion
de SEE qui, pour prendre en compte le routage adaptatif, utilise des intervalles
non forc�ement disjoints.

7.4.1 D�e�nitions

D�e�nition 7.9 (jeu d'intervalles) : Soit A un ensemble d'�etiquettes. Un jeu
d'intervalles associ�e �a un n�ud x est la donn�ee d'une application I de Lx dans
P(A� A) qui, �a un lien l 2 Lx associe un ensemble I(l) de couples d'�etiquettes.
Chaque couple (a; b) correspondant aux deux bornes de l'intervalle [a; b).

Contrairement �a un jeu d'�etiquettes dans lequel les intervalles induits sont dis-
joints deux �a deux, les intervalles d'un jeu d'intervalles peuvent se recouvrir.

D�e�nition 7.10 : Un jeu d'intervalles est dit d�eterministe si les intervalles
associ�es �a un n�ud sont disjoints deux �a deux. Dans le cas contraire, le jeu
d'intervalles est dit adaptatif.

La notion de jeu d'intervalles adaptatif nous permet d'�etendre la notion de SEE
pour prendre en compte le routage adaptatif.

D�e�nition 7.11 (SEE adaptatif) : Un SEE adaptatif est la donn�ee de

� une num�erotation multiple des n�uds de G, et

� pour chaque n�ud x, j Lx [ f�g j jeux d'intervalles adaptatifs relatifs �a x
associ�es chacun �a un lien l 2 Lx.

Un SEE adaptatif induit un routage adaptatif de fa�con suivante. En chaque
n�ud, on choisit un lien parmi ceux dont les intervalles associ�es contiennent
l'�etiquette de la destination.

Un SEE adaptatif r�epond au crit�ere de compactage de l'information de routage.
Les intervalles se recouvrant, il est seulement n�ecessaire de repr�esenter les deux
bornes.

La notion de SEE adaptatif contient celle de SEE. En e�et, un SEE est un SEE
adaptatif dans lequel les intervalles d'un jeu d'intervalles sont disjoints deux �a
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Figure 7.9: Un exemple de SEE adaptatif

deux et forment donc une partition de A ; ils ne sont alors repr�esent�es que par
leurs bornes inf�erieures qui servent comme �etiquettes des liens.
La �gure 7.9 montre un exemple de SEE adaptatif. Pour illustrer la proc�edure
de routage, reprenons l'exemple de la section pr�ec�edente dans lequel le n�ud a
veut envoyer un message au n�ud d et choisit 6 comme �etiquette de destination.
Le routage est e�ectu�e de la mani�ere suivante : a consulte le jeu d'intervalles
associ�e au lien interne � et trouve que l'�etiquette 6 est dans l'intervalle [5; 0)
associ�e au lien vers e. a retransmet donc le paquet vers e. Au n�ud e, le jeu
d'intervalles associ�e au lien d'entr�ee du paquet (colonne a) est adaptatif car un
des deux intervalles associ�es au lien vers a ([2; 0)) a une intersection non vide avec
les deux intervalles [1; 3) et [4; 0) associ�es au lien vers d. Notamment l'�etiquette
6 est �a la fois dans l'intervalle [2; 0) et [4; 0) ; e a donc le choix soit de renvoyer
le paquet vers a, soit de le retransmettre vers d.

Comme pour les SEE, un SEE adaptatif ne d�e�nit pas forc�ement une fonction
de routage correcte. Pour caract�eriser les fonctions de routage repr�esent�ees par
un SEE adaptatif les propri�et�es de validit�e, optimalit�e, absence d'interblocage,
et conservation de voisinage sont d�e�nies de la même mani�ere que pour le SEE.
De même, pour caract�eriser la taille de l'information de routage, les notions de
SEE adaptatif simple, k-SEE adaptatif, et de valence d'un SEE adaptatif sont
naturellement d�eduites de celles concernant le SEE.
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7.4.2 M�ethodes de g�en�eration de SEE adaptatifs

La notion de SEE adaptatif contient toutes les techniques de repr�esentation com-
pacte de l'information de routage que nous avons examin�ees jusqu'�a pr�esent.
Toutes les m�ethodes de g�en�eration de sch�emas d'�etiquetage par intervalles et de
SEE que nous avons propos�ees peuvent donc être utilis�ees dans un fonctionnement
"d�egrad�e " d'un routeur bas�e sur le SEE adaptatif. Dans cette section, nous mon-
trons comment la m�ethode de g�en�eration de SEE de la section pr�ec�edente peut
être �etendue pour g�en�erer des SEE adaptatifs.

Consid�erons un r�eseau d'interconnexion G sur lequel on a construit un SEE SE
comme dans le section 7.3.2.1. Soit DSE le SEE adaptatif d�e�ni de la fa�con
suivante :

� les �etiquettes attribu�ees aux n�uds sont les mêmes que ceux de SE

� Soit x un n�ud de G, et x1, : : :, xk ses �etiquettes. Nous prendrons comme
convention xk+1 = 0 et x0 = Q � 1, et les op�erations sur les xi sont faites
modulo Q.
Les intervalles associ�es aux liens du n�ud x sont donn�es par les relations
suivantes :

DSEE(x; li�; lj�) =

(
f[0; xi)g si j = i
f[xj�1 + 1; xj)g si j > i

DSEE(x; li�; lj+) = f[xj + 1; xj+1g si xj 6= Q� 1 et j � i

DSEE(x; li+; lj�) =

(
f[xj�1 + 1; xj)g si j � i et j 6= 1
f[0; x1)g si j = 1 et x1 6= 0

DSEE(x; li+; lj+) = f[xj + 1; 0)g si j = i et xj 6= Q� 1

� en chaque n�ud x le jeu d'�etiquettes associ�e au lien interne � par DSE est
le même que celui associ�e �a � par SE.

Le SEE adaptatif DSE correspond donc au SEE d�eterministe ASE auquel on a
rajout�e certains intervalles pour autoriser, en plus des chemins induits par ASE,
des chemins qui sont compos�es d'une suite d'arcs directs suivie d'une suite d'arcs
indirects3. Ceci est fait en autorisant un paquet arriv�e au n�ud x par le lien li�
(arc direct) et dont l'�etiquette de destination est comprise entre les �etiquettes xj
et xj+1 d'emprunter au choix l'un des deux liens lj+ et lj+1�. Il est imm�ediat
que DSE est valide et sans interblocage.
La �gure 7.10 illustre la m�ethode sur le r�eseau qui nous a servi d'exemple tout
au long de ce chapitre. Les intervalles encercl�es correspondent aux intervalles qui
ont �et�e rajout�es par rapport �a ASE.

3Voir chapitre 4 pour les d�e�nitions
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Figure 7.10: SEE adaptatif DSE pour le r�eseau de la �gure 7.4
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7.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons propos�e une nouvelle technique de repr�esentation
compacte de l'information de routage (le SEE) et avons pr�esent�e des m�ethodes
g�en�erales de g�en�eration de tables de routage pour cette technique. Les �evaluations
de notre m�ethode de g�en�eration de SEE montrent un certain gain par rapport
aux m�ethodes de g�en�eration de sch�emas d'�etiquetage par intervalles classiques
�etudi�ees aux chapitres 5 et 6. Pour prendre en compte le routage adaptatif, nous
avons d�e�ni la notion de SEE adaptatif et montr�e comment on peut g�en�erer des
SEE adaptatifs. N�eanmoins des investigations plus pouss�ees sont �a faire pour
trouver des sch�emas qui utilisent mieux la puissance de repr�esentation des SEE.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Conclusion : Bilan de la contribution sur le routage

L'objectif de ce travail �etait l'�etude du contrôle des communications dans les
machines massivement parall�eles. Apr�es avoir montr�e �a travers un exemple les
limites de l'utilisation de la recon�guration dynamique pour la communication
dans les machines parall�eles de grande taille, nous avons consid�er�e l'alternative du
routage. Nous nous sommes int�eress�es aux techniques de routage sans interblo-
cage en nous attachant �a une caract�eristique essentielle des machines massivement
parall�eles, l'extensibilit�e.

Pour la g�en�eration actuelle des machines parall�eles disposant de peu de support
mat�eriel pour la communication, nous avons propos�e une nouvelle m�ethode de
g�en�eration de fonctions de routage sans interblocage qui, contrairement aux tech-
niques classiques de pr�evention de l'interblocage bas�ees sur l'ordonnancement
des tampons, n�ecessite un nombre de tampons par processeur ind�ependant de la
taille de la machine. Notre m�ethode, bas�ee sur l'interdiction de certaines d�epen-
dances, est su�samment g�en�erale et permet de g�en�erer aussi bien des fonctions
de routage adaptatives que d�eterministes. Les �evaluations faites de la fonction
de routage d�eterministe utilisant les chemins les plus courts montrent que les
chemins fournis sont proches de l'optimum. En�n, signalons que notre m�ethode
a �et�e implant�ee dans le noyau de communication de ParX ainsi que dans MARC,
un outil d'aide au placement pour r�eseaux de transputers d�ev�elopp�e �a l'universit�e
de Berne [Boillat91].

La deuxi�eme partie de notre �etude a port�e sur les techniques de repr�esentation
compacte de l'information de routage. Nous avons d'abord consid�er�e la technique
du routage par intervalles qui utilise une table de routage par processeur dont la
taille est de l'ordre du nombre de voisins. Le sch�ema d'�etiquetage par intervalles
T que nous avons propos�e pour les tores permet d'utiliser les liens de rebouclage
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sans introduire l'interblocage et donne des chemins proches de l'optimum.
Pour les r�eseau g�en�eraux, la m�ethode d'�etiquetage GS1 am�eliore le routage sur un
arbre recouvrant de Santoro et Khatib en utilisant tous les liens au moins dans
un sens.

Partant de la constatation que la classe des fonctions qui peuvent être repr�esent�ees
par des tables de routage par intervalles est plus r�eduite que celle des fonctions
d�ecrites par des tables de routage classiques, nous avons �etendu la notion de
sch�ema d'�etiquetage par intervalles et propos�e le SEE. Le SEE utilise des tables
de routage par processeur de communication dont la taille est de l'ordre du carr�e
du nombre de voisins, et peut repr�esenter des fonctions de routage adaptatives.
L'�evaluation de la m�ethode de g�en�eration de SEE propos�ee montre un gain notable
par rapport aux autres m�ethodes de routage par intervalles �etudi�ees.

Perspectives

Dans le domaine de l'architecture des machines parall�eles, la tendance actuelle
est l'int�egration dans le mat�eriel de la plupart des fonctions de communication.
Les perspectives de notre travail porterons donc essentiellement sur les m�ethodes
de routage utilisant une repr�esentation compacte de l'information de routage.

Peu de travaux ont port�e sur la g�en�eration de tables de routage par intervalles.
Nous pensons que ce point m�erite de continuer �a être �etudi�e surtout avec l'arriv�ee
prochaine sur le march�e d'un processeur de communication, le C104 d'INMOS,
utilisant le routage par intervalles. Les recherches peuvent porter notamment sur
les sch�emas d'�etiquetage par intervalles qui r�epartissent "le plus �equitablement
possible" les chemins entre les liens, et sur le routage adaptatif en utilisant des
intervalles recouvrants.

La technique de routage par SEE que nous avons propos�ee est su�samment
simple pour être int�egr�ee dans le mat�eriel, et être donc �a la base d'un processeur
de communication. Le travail sur ce point doit être poursuivi pour trouver de
nouvelles m�ethodes de g�en�eration de SEE notamment pour les r�eseaux r�eguliers
les plus couramment utilis�es pour la construction des machines parall�eles.

Le travail pr�esent�e dans ce rapport ne concerne que la communication point
�a point impliquant uniquement deux processeurs en même temps. Beaucoup
de mod�eles de programmation n�ecessitent des sch�emas de communication plus
complexes faisant intervenir plusieurs processeurs. Il serait int�eressant d'�etudier
la mise en �uvre de ces sch�emas en recherchant des solutions qui puissent être
e�cacement int�egr�ees dans le mat�eriel.
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En�n, en revenant au probl�eme plus g�en�eral de la programmation des machines
parall�eles, parmi les trois points que nous avons �evoqu�es dans l'introduction, on
peut consid�erer que les �etudes sur les m�ecanismes de base pour la communication
sont les plus avanc�ees. Une large utilisation, non �esot�erique, des machines paral-
l�eles n�ecessitera un e�ort important sur des techniques d'extraction automatique
du parall�elisme et les m�ethodes de placement des tâches sur les processeurs.
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