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R�esum�e

Cette th�ese pr�esente des travaux sur les aspects th�eoriques de la transformation en ondelettes et

quelques applications en imagerie et en calcul de surface.

Nous pr�esentons trois approches de construction d'une base d'ondelettes, �a savoir l'approche

th�eorie des groupes, l'approche analyse multir�esolution et l'approche banc de �ltres.

Les applications de la transform�ee en ondelettes portent sur la compression d'image, la repr�esen-

tation de courbes discr�etes et le calcul de l'approximation d'une surface par les fonctions radiales.

Nous commen�cons par un survol de di��erentes techniques de compression. Nous montrons graphique-

ment et num�eriquement que les transformations en ondelettes, comparativement aux autres m�ethodes

pyramidales (Burt et Adelson) permettent d'envisager de tr�es bons r�esultats de compression.

On montre que parmi les repr�esentations hi�erarchiques, la repr�esentation par ondelettes est celle

qui permet de pr�eserver au mieux les indices visuels dans le cadre de la construction d'un mod�ele

num�erique de terrain par exemple.

En ce qui concerne la repr�esentation des courbes discr�etes, nous avons mis au point un algorithme

d'analyse et de synth�ese multi-�echelles. Ce nouvel algorithme s'applique �a des directions �el�ementaires

correspondant �a une suite de Freeman repr�esentant un contour discret ou une courbe discr�ete. On

montre que l'ondelette de Haar permet d'obtenir une bonne repr�esentation multi-�echelle d'une courbe

discr�ete avec une taille m�emoire faible et un coût de calcul minimal.

En�n, apr�es avoir pos�e dans le cadre g�en�eral le probl�eme d'interpolation par les fonctions radiales

et pr�esent�e une analyse des conditions d'existence de la solution, nous proposons une nouvelle approche

de r�esolution du syst�eme lin�eaire qui d�e�nit les param�etres du probl�eme. Notre approche est fond�ee

sur la transformation en ondelettes et permet de rendre creuse la matrice du syst�eme. Nous montrons

la performance de cette approche surtout quand le nombre de donn�ees est important. Les r�esultats

d'interpolation d'une surface par une spline de type plaque mince ou multiquadrique sont pr�esent�es.

En particulier, nous avons test�e les ondelettes splines, les ondelettes �a support compact et les

ondelettes biorthogonales. Les r�esultats graphiques sont accompagn�es des estimations num�eriques des

erreurs, ceci permettant une meilleure appr�eciation des d�emarches propos�ees.

Mots Cl�es : Ondelettes, transform�ee en ondelettes, th�eorie des groupes, analyse multir�esolution,

bancs de �ltres, compression d'image, algorithme pyramidal, repr�esentation multi-�echelle, contour

discret, interpolation, fonction radiale, spline de type plaque mince, multiquadrique.
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Abstract

This thesis is a theorical and numerical contribution to wavelet transform in image

processing and surface computing. Group theory approach, multiresolution approach

and �lters banc approach of wavelets basis are reviewed.

The wavelet transform applications concern image compression, discrete curve

representation and surface approximation by radial functions.

We begin by reviewing di�erent image compression techniques. Grap- hically and

numericallywe illustrate that wavelet transform, compared to other pyramidalmethods

such as Burt and Adelson scheme performed better for image compression.

We illustrate also that among hierarchical representations, edges are well preserved

between scales by the wavelet representation.

We develop an original multi-scale algorithm for synthesis and analysis of discrete

curve. Our algorithm is applied to discrete curves or contours starting from its Freeman

chain code, in order to obtain discrete approximations at several levels of resolution.

The best results are obtained with Haar wavelet at minimal cost of time and memory.

Last, after a review of interpolation problem by radial functions and a remainder

about existence of solutions, we propose a new approach to solve the linear system

which de�nes the parameters of the problem. The approach is based on wavelet trans-

form and allows the conversion of a dense matrix to a sparse one. The linear system

can then be easily solved by an iterative procedure. We show that the approach is

more e�cient as the amount of data grows. Results of surface interpolation by thin

plate spline and multiquadrics are presented.

In the implementations developed in this thesis, we used three families of wavelets :

spline wavelets, wavelets with compact support and biorthogonal wavelets. The graph-

ical and numerical presentation of results illustrate the e�ciency of the proposed ap-

proaches.

Keys words : Wavelets, wavelet transform, group theory, multiresolution analysis,

�lters banc, image compression, pyramidal algorithm, multiscale representation, discret

contour, interpolation, radial functions, thin plate spline, multiquadrics.



Introduction

Les travaux que nous pr�esentons dans ce m�emoire de th�ese portent sur les aspects

th�eoriques et quelques applications de la transformation en ondelettes.

Cette th�ese se pr�esente en quatre parties. Dans la premi�ere partie r�eduite �a un

chapitre, nous rappelons apr�es un bref rappel historique, di��erentes approches de con-

structions des bases d'ondelettes. Il s'agit de l'approche th�eorie des groupes, l'approche

fonctionnelle (multir�esolution) et l'approche discr�ete (bancs de �ltres). Nous avons con-

struit quelques courbes : ondelettes, fonction d'�echelle, �ltres associ�es : : :pour illustrer

cette partie.

Dans la deuxi�eme partie, apr�es avoir fait un survol de quelques algorithmes de com-

pression d'image, nous insisterons sur ceux qui procedent par transformation. Nous

d�ecrivons le formalisme et les d�etails de l'impl�ementation de l'algorithme d'analyse et

de synth�ese d'images de S. Mallat d'un point de vue plus global. Les r�esultats de

l'impl�ementation sont pr�esent�es en analysant l'e�et du nombre de coe�cients du �ltre

et de la r�esolution. L'algorithme en quinconce, bas�e sur une analyse multir�esolution

non dyadique est ensuite pr�esent�e. La repr�esentation d'une image par la pyramide

laplacienne et/ou gaussienne de Burt et Adelson est explicit�ee. Nous analysons la

construction des noyaux de convolution correspondants �a la g�en�eration de telles pyra-

mides. La pr�esentation des r�esultats obtenus �a l'impl�ementation met en relief l'e�et

du param�etre ind�ependant du noyau de convolution 5 � 5: Dans la perspective de la

compression d'images par ondelettes, nous utilisons la technique de mise �a z�ero d'un

certain pourcentage de coe�cients d'ondelette apr�es l'analyse. Nous pr�esentons les

r�esultats de l'impl�ementation de l'algorithme de Mallat avec di��erentes ondelettes, de

même que celui de Burt et Adelson, en mettant di��erents pourcentages de coe�cients

de d�etail �a z�ero. La pr�esentation des r�esultats se fait autant que ce peut num�eriquement

et graphiquement. Ces deux aspects de l'appr�eciation des r�esultats �etant compl�emen-

taires surtout en imagerie. Ni le crit�ere visuel, ni le crit�ere num�erique ne rend compte

3



INTRODUCTION 4

�a lui tout seul de la complexit�e du r�esultat d'un traitement sur une image. Cette partie

se termine par l'�etude de la stabilit�e d'indices visuels dans une structure hi�erarchique

ceci par exemple lors d'un pr�etraitement. Nous comparons les r�esultats obtenus avec

di��erentes ondelettes et ceux obtenus avec la pyramide laplaciennne.

La troisi�eme partie, assez originale porte sur l'analyse multi-�echelle d'une courbe

discr�ete ou d'un contour discret. Nous pr�esentons les caract�eristiques et les propri�et�es

d'une repr�esentation ou codage d'une courbe discr�ete notamment avec le code de Free-

man. Les algorithmes d'analyse et de synth�ese propos�es sont d�ecrits. Notons que la

phase de quanti�cation, souvent implicite est tr�es d�eterminante pour rester dans un en-

vironnement discret. Nous terminons par une pr�esentation et une analyse des r�esultats

de l'impl�ementation.

La quatri�eme partie de cette th�ese est consacr�ee �a l'utilisation des ondelettes en

interpolation/approximation de surface par des fonctions radiales. Cette m�ethode

d'interpolation �etant l'une des meilleurs, mais tr�es peu utilis�ee en raison de la struc-

ture tr�es dense du syst�eme lin�eaire �a r�esoudre pour d�eterminer les param�etres du prob-

l�eme. Nous pr�esentons le probl�eme g�en�eral, ensuite quelques conditions d'existence

et d'unicit�e de la solution seront pass�ees en revue. Il est bien connu que la matrice

du syst�eme lin�eaire associ�e �a la r�esolution de ce probl�eme est tr�es dense et souvent

mal conditionn�ee. Nous proposons de rendre creuse cette matrice apr�es d�ecomposition

dans une base ad�equate d'ondelettes. Nous envisageons di��erentes grilles de repr�esen-

tation des donn�ees. La nouvelle approche propos�ee est pr�esent�ee ainsi que les r�esultats

obtenus en consid�erant di��erentes familles d'ondelettes.

La conclusion est suivie des perpectives et d'orientations futures sur l'aspect des

applications des ondelettes. En imagerie, on portera l'accent sur l'aspect compression,

robustesse de fronti�eres en d�etection et repr�esentation discr�ete d'un contour ou d'une

courbe. Le probl�eme d'interpolation pourra être remplac�e par celui d'approximation

avec choix de param�etres ajustant le compromis entre le lissage et la �d�elit�e aux don-

n�ees.



Chapitre 1

Pr�esentation des ondelettes

1.1 Introduction

Depuis quelques ann�ees se d�eveloppent un ensemble de travaux tant th�eoriques

que pratiques sur une famille de fonctions appel�ees ondelettes [27, 50, 53, 69]. Ces

recherches ont eu un regain d'int�erêt d'une part parce qu'elles proposent des algo-

rithmes plus e�caces pour des probl�emes pratiques pour lesquels les techniques clas-

siques avaient montr�e leurs limites et d'autre part parce qu'elles apportent un forma-

lisme math�ematique attrayant dans la reformulation de plusieurs probl�emes dans dif-

f�erents domaines scienti�ques [97]. Cette reformulation entrâ�ne de nouvelles approches

de solutions et des interpr�etations bien au del�a de ce qui avait �et�e obtenu jusqu'alors.

Un fait remarquable dans ce d�eveloppement est la multiplicit�e des disciplines qui

sont concern�ees et dont les techniques propres ont contribu�e �a �elargir le champ d'investi-

gation. En traitement du signal par exemple o�u la premi�ere application (signaux sis-

miques) est apparue [18], la transformation de Fourier, malgr�e sa version FFT (Fast

Fourier Transform) voit sa pr�epond�erance discut�ee par la nouvelle transformation qui

poss�ede d�ej�a un algorithme rapide [67, 73, 75]. La transformation en ondelettes permet

une repr�esentation temps-fr�equence, meilleure que celle induite par la transformation

de Gabor [1] o�u la fenêtre i.e plage temporelle d'observation est �xe. La possibilit�e

du contrôle des variables temps et fr�equence permet �a la transform�ee en ondelettes

de conforter l'utilit�e de ce nouvel espace de repr�esentation [80, 88]. Dans cet espace,

le principe d'incertitude d'Heiseinberg sur la limite num�erique de la localisation de

la position et de la fr�equence d'une particule est am�elior�e [34]. Les m�ethodes temps-

fr�equence ou temps-�echelle qui tentent de palier aux insu�sances de l'espace de Fourier

5
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sont compl�et�ees par cette nouvelle approche [80, 97].

L'ensemble de ces d�eveloppements a conduit comme le remarque Y. Meyer [34], �a

une th�eorie coh�erente permettant de r�eunir dans une synth�ese harmonieuse les algo-

rithmes pyramidaux de Burt et Adelson [25], de S. Mallat [53] en traitement num�erique

des images, les �ltres miroirs en quadrature utilis�es en codage [28, 65], l'analyse et la

caract�erisation de quelques espaces fonctionnels classiques [69] etc: : :

D'un point de vue formel, les d�eveloppements sur les ondelettes visent �a trouver

des bases hilbertiennes et en particulier celles de L2(Rn), pour la mod�elisation des

applications [50, 49, 53] ou en g�en�eral des bases des espaces de Sobolev, de Banach

et ainsi que ceux qui s'en d�eduisent pour l'�etude des op�erateurs qui y sont d�e�nis

[42, 31, 69].

Pour la construction de ces bases d'ondelettes, plusieurs approches ont �et�e d�evelop-

p�ees : l'approche th�eorie des groupes [64] o�u l'on montre qu'une ondelette est un vecteur

admissible d'une repr�esentation de carr�e int�egrable d'un groupe localement compact.

La transform�ee en ondelettes est obtenue en consid�erant le groupe a�ne [27, 55, 64]

alors que le groupe de Weil-Heiseinberg conduit �a la transform�ee de Gabor [1, 55] sur

la droite r�eelle.

Une approche plus fonctionnelle vient de l'analyse gradu�ee [45] ou analyse multir�e-

solution [53] dans laquelle les bases d'ondelettes sont caract�eris�ees en recherchant les

bases des espaces compl�ementaires de la suite d'espaces vectoriels de multir�esolution

[69]. Cette approche est �a la base de l'algorithme de S. Mallat en traitement du sig-

nal et de l'image [49, 53]. Notons au passage que Mallat a donn�e une interpr�etation

remarquable �a la multir�esolution en th�eorie du signal.

I. Daubechies [50] a construit des bases d'ondelettes �a support compact en partant

des �el�ements discrets que sont les coe�cients d'un �ltre en quadrature. Cette con-

struction a relanc�e les recherches en th�eorie de bancs de �ltres [28, 65] et a permis

une meilleure compr�ehension et une reformulation math�ematique plus rigoureuse [65].

La construction de Daubechies a marqu�e une �etape tr�es importante dans les inves-

tigations sur les bases d'ondelettes. Les bases orthonormales d'ondelettes �a support

compact qu'elle a construites sont pr�ef�er�ees �a celles obtenues par Lemari�e [42] et Battle

[41] pour certaines applications num�eriques telles que l'analyse et la synth�ese des sig-

naux en codage [62], en analyse num�erique [74] etc: : :La notion de base est g�en�eralis�ee

�a celle de rep�ere ou frame dans un espace hilbertien [50, 55]. Le lien est fait entre un

rep�ere et les �etats coh�erents de la physique. Cohen et al. [83] construisent en partant



CHAPITRE 1. PR�ESENTATION DES ONDELETTES 7

de l'approche de Daubechies des rep�eres duaux qui fournissent des bases biorthogonales

d'ondelettes.

1.2 Approche th�eorie des groupes

1.2.1 Notions �el�ementaires sur des groupes

Nous commen�cons par quelques d�e�nitions :

D�e�nition 1 (Groupe localement compact) On dit qu'un groupe G est localement

compact si G est un espace topologi-que localement compact muni d'une op�eration de

groupe et tel que les applications suivantes :

(x; y) 7�! x:y de G�G dans G

x 7�! x�1 de G dans G

soient continues.

D�e�nition 2 (Repr�esentation ou Action d'un groupe sur un ensemble) Soit

G un groupe quelconque, X un ensemble quelconque et GL(X), le groupe lin�eaire de

X. L'action de G sur X (la repr�esentation de G sur X) est d�e�nie par l'application :

� : G 7�! GL(X)

g 7�! �(g) = �g : X 7�! X

x 7�! �g(x) = �g:x

satisfaisant aux propri�et�es suivantes :

� �g(�g0x) = �gg0x 8 g; g0 2 G; 8x 2 X

� �ex = x 8x 2 X ; o�u e est l'�el�ement neutre de G:

Remarques 1 (i) On dit que l'action � de G sur X est transitive ssi

8x; x0 2 X; 9g 2 G tel que x0 = �g:x.

(ii) Si G est un groupe localement compact et X, un ensemble muni d'une struture

d'espace vectoriel topologique alors :

8g 2 G; l'application �g : X 7�! X

x 7�! �g:x est continue:
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(iii) Quand il existe une repr�esentation du groupe G sur un espace X, on dit que X

est un G-groupe.

(iv) Si X est un espace fonctionnel �a valeurs dans G, on peut d�e�nir la multiplication

�a gauche �L (resp. �a droite �R) par :

�Lg0(f)(g) = f(g0�1g)

�Rg0(f)(g) = f(gg0) 8g; g0 2 G; 8f 2 X

D�e�nition 3 (Produit semi-direct)

Soient G1 et G2 deux groupes localement compacts et �g1, une action de G1 sur G2,

(munissant G2 d'une structure de G1-groupe) i.e :

�g1 : G2 7�! G1

g2 7�! �g1:g2 v�eri�e les propri�et�es de la d�e�nition (2) ci-dessus

On appelle produit semi-direct de G1 par G2, not�e G = G1
V
G2, le groupe d�e�ni par :

8 g1; g01 2 G1; 8g2; g02 2 G2; (g1; g2):(g01; g
0
2) = (g1:g01; g2:�g1(g

0
2))

L'inverse de (g1; g2) est (g1; g2)�1 = (g�11 ; �g�1
1
(g�12 ))

Exemple 1 G1 = (R�
+; :), groupe multiplicatif et G2 = (R;+) , groupe additif. L'action

de G1 sur G2 est d�e�nie par : �a:b = a:b; a 2 G1; b 2 G2. Le produit semi-direct de

G1 par G2 est d�e�ni par :

8a; a0 2 R�
+ ;8b; b0 2 R (a; b):(a0; b0) = (a:a0; b+ ab0)

L'inverse de (a; b) est (a; b)�1 = (a�1;�a�1b)

Le groupe obtenu est le groupe de translation-dilatation sur R ou le groupe \ax+ b00 ou

encore le groupe a�ne sur R.

1.2.2 Notion de mesure dans un groupe

Dans la suite, G d�esignera un groupe localement compact.

C0(G) (resp. C+
0 (G)) d�esignera l'espace des fonctions continues (resp. continues

positives) �a support compact sur G.

D�e�nition 4 (Mesure de Radon)

Une mesure de Radon sur G, not�ee � est une forme lin�eaire positive sur C+
0 (G).
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D�e�nition 5 (Mesure de Haar)

On appelle mesure de Haar �a gauche (resp. droite) not�ee �L (resp. �R) la mesure

de Radon invariante �a gauche (resp. droite). Ceci se traduit par :

�(�Lg0f) = �(f) o�u (�Lg0f)(g) = f(g0�1g)

�(�Rg0f) = �(f) o�u (�Rg0f)(g) = f(gg0)

avec g; g0 2 G et f 2 C+
0 (G):

Soit X un sous ensemble mesurable de G, la mesure de X est celle de la fonction

indicatrice de X. De cette notion de mesure d'ensemble, la mesure de Haar �a gauche

�L (resp. �a droite �R ) satisfait �a la relation d'invariance suivante :

�L(g
�1X) = �L(X) (resp. �R(Xg) = �R(X))

qui peut aussi s'exprimer par :

d�L(g
�1x) = d�L(x) (resp. d�R(xg) = d�R(x)) pour x 2 X; g 2 G:

On montre [5, 16] que dans un groupe localement compact, toutes les mesures de Haar

�a gauche (resp. �a droite) sont identiques �a une constante pr�es. De cette unicit�e, on

parlera de la mesure de Haar �a gauche ou de la mesure de Haar �a droite. Des relations

entre une mesure de Haar �a gauche �a droite, on a notamment :

d�R(g) = d�L(g
�1); g 2 G;

d�R(g) = �(g�1)d�L(g) g 2 G:

o�u � est un isomorphisme de G dans R�
+ et est appel�e fonction modulaire de G.

D�e�nition 6 (Groupe unimodulaire)

On dit qu'un groupe est unimodulaire si sa fonction modulaire est

constante et est �egale �a l'unit�e. Un groupe sera dit non unimodulaire dans le cas

contraire.

Exemples 1 (a) G = (Rn;+), groupe des translations dans Rn

{ G est unimodulaire et la mesure de Haar sur G est simplement la mesure

de Lebesgue :
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{ On a alors :

�L(f) =
Z
R
n
f(t+ x) dx ; �R(f) =

Z
R
n
f(x+ t) dx

et par cons�equent on note : �L(f) = �R(f) = �(f); 8f 2 C+
0 (R

n)

(b) G = (R�+;�), groupe des dilatations dans R�+

{ G est unimodulaire;

{ La mesure de Haar est d�e�nie par:

�(f) =
Z
R

�

+

f(x)
dx

x
8f 2 C+

0 (R
�
+):

(c) G = (R�+;�)
V
(R;+), groupe des dilatations et translations ou groupe \ax+ b"

{ G est non unimodulaire;

{ Les mesures de Haar sont d�e�nies par :

d�L(g) =
dadb

a2
;

d�R(g) =
dadb

a
o�u g = (a; b); (a 2 R�+; b 2 R)

1.2.3 Repr�esentation de carr�e int�egrable d'un groupe G dans

un espace de Hilbert H

Soit H un espace de Hilbert, <;>H le produit scalaire d�e�nit sur H et qui induit la

norme k:kH. SoitG un groupe localement compact etGL(H), l'ensemble des op�erateurs

unitaires de H.

Rappelons quelques d�e�nitions utiles

Soit 
, une repr�esentation de G dans H.

On dit que 
 est :

(i) Unitaire si : 8f1; f2 2 H; 8g 2 G; < 
gf1;
gf2 >=< f1; f2 >

(ii) Fortement continue si : 8f 2 H, l'application kf : g 7�! kf (g) = 
(g)f v�eri�e

lim
g 7�!g0

kkf (g) � kf (g0)k = 0
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(iii) Irr�eductibe si :

Pour tout � non nul de H, on a :

span(D) = H o�u D = f
g�; g 2 Gg est l'orbite de � sur G:

ou de mani�ere �equivalente :

Le seul vecteur ' 2 H pour lequel < ';
g� >= 0 pour tout g 2 G est ' = 0, ce

qui se traduit litt�eralement par : tout vecteur non nul de H est cyclique.

D�e�nition 7 (Vecteur admissible)

Soit 
 une repr�esentation d'un groupe localement compact G, dans un espace de

Hilbert H. Un vecteur � non nul de H est dit admissible si :Z
G
j < 
g�; � > j2 d�L(g) < +1 (1)

Nous avons aussi :

D�e�nition 8 (Repr�esentation de carr�e int�egrable)

Une repr�esentation 
 d'un groupe G dans un espace de Hilbert H est de carr�e

int�egrable si elle est irr�eductible et poss�ede au moins un vecteur non nul admissible.

C'est cette notion de repr�esentation de carr�e int�egrable qui est le point central de

la construction des ondelettes par l'approche th�eorie des groupes [27, 55, 64]. En fait il

s'agit d'une formulation assez g�en�erale de caract�erisation dans la quelle se retrouve la

transformation de Gabor [1] ou transform�ee de Fourier �a fenêtre glissante qui se d�eduit

du groupe de Weil-Heisenberg. La transformation en ondelettes quant �a elle se d�eduit

du groupe a�ne sur la droite r�eelle.

Dans sa formulation analytique, la transform�ee de Gabor d'un signal ou d'une

fonction de L2(R) est un op�erateur : Tg qui �a f 2 L2(R) associe :

Tgf(a; b) =
Z +1

�1
f(x) g(x� a) e�2�ibx dx

avec a; b 2 R. On note que si la fonction g est centr�ee autour de 0 pour les variables

temps et fr�equence, alors Tg repr�esente l'image de f au temps a et �a la fr�equence b. La

fonction f est caract�eris�ee par les valeurs de Tgf(a; b) lorsque a et b parcourent l'axe

des r�eels. Elle peut être reconstruite par la formule :

f(x) =
Z +1

�1

Z +1

�1
Tgf(a; b) e

2�ibx g(x� a) da db
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Le choix fait par Gabor [1] pour la fonction g est une gaussienne.

La transformation en ondelettes suit la même philosophie et consid�ere une fonction

g sp�eci�que et l'op�erateur Tg est d�e�ni par :

Tgf(a; b) =
Z +1

�1
f(x) a�1=2g(

x� b

a
) dx

avec a 2 R�+; b 2 R. De même que ci-dessus la fonction f peut se reconstruire �a l'aide

des coe�cients Tgf(a; b) lorsque a parcourt R�+ et b parcourt R par :

f(x) =
Z +1

�1

Z +1

0
Tgf(a; b) a

�1=2g(
x� b

a
) da db

�a une constante multiplicative pr�es.

En consid�erant l'espace de Hardy, sous espace vectoriel de L2(R) contenant les

fonctions dont la transform�ee de Fourier s'annule pour les fr�equences n�egatives, Gross-

mann et Morlet [27] montrent que l'op�erateur Tg n'est un isomorphisme dans le cas de

la transformation en ondelettes que si g satisfait �a : la condition d'admissibilit�e

i.e

Cg =
1

2�

Z +1

0

jĝ(!)j2
!

d! < +1 (2)

o�u ĝ repr�esente la transform�ee de Fourier de g. Cette condition est simplement celle

que doit satisfaire un vecteur pour être admissible dans la repr�esentation du groupe

a�ne sur R. Elle est alors �equivalente �a la condition (1). On montre facilement que

pour une fonction de carr�e int�egrable, cette condition est �equivalente �a dire qu'elle a le

moment d'ordre 0 nul [50].

On peut retenir pour cette approche, qu'une ondelette est simplement un vecteur

admissible d'une repr�esentation de carr�e int�egrable du groupe a�ne sur R. La condition

d'admissibilit�e est la condition qui doit être satisfaite par une fonction pour être appel�ee

ondelette. On a une g�en�eralisation de cette approche dans [64] o�u l'on �etudie le cas du

groupe inhomog�ene IG(n) obtenu par le produit semi-direct du groupe additif Rn et

du groupe des matrices r�eelles v de la forme v = ar o�u a 2 R�+ et r 2 SO(n), groupe

orthogonal sp�ecial de dimension n.

1.3 Approche multir�esolution

La r�esolution d'un probl�eme d'analyse fonctionnelle passe par la sp�eci�cation et la

caract�erisation d'une part du cadre fonctionnel de recherche des solutions et d'autre

part des solutions elles mêmes.
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Pour ce qui est de la sp�eci�cation, il s'agit de trouver des crit�eres qui privil�egient

un espace ou une solution par rapport aux autres. La caract�erisation revient �a trouver

des arguments permettant de reconnâ�tre assez facilement si un �el�ement appartient �a

un espace et savoir comment l'exprimer, le repr�esenter ou l'�evaluer num�eriquement.

Pour ce qui est de l'espace vectoriel, la caract�erisation revient �a trouver des bases

satisfaisant certains crit�eres tels l'orthogonalit�e, la facilit�e de repr�esentation d'un �el�e-

ment de l'espace, la r�eduction du volume de calcul n�ecessaire etc : : : .

Ici, nous nous int�eressons �a la caract�erisation de l'espace des fonctions de carr�e int�e-

grables sur Rn. Il s'agit de l'espace vectoriel des signaux dits d'�energie �nie, tr�es utilis�e

dans la formalisation des probl�emes concrets notamment en traitement du signal et de

l'image. Nous allons carat�eriser une base bien particuli�ere de cet espace vectoriel en

passant par un cadre fonctionnel qui est l'analyse gradu�ee ou l'analyse multir�esolution,

d�evelopp�ee par Y. Meyer [69] et S. Mallat [49, 53].

Dans la section qui va suivre, nous allons rappeler d'une part ce qu'est l'analyse

multir�esolution en tant que cadre fonctionnel et d'autre part la construction des on-

delettes qu'o�re ce formalisme.

1.3.1 Analyse multir�esolution ou Analyse gradu�ee

L'analyse multir�esolution est un cadre fonctionnel qui permet de repr�esenter une

fonction comme une limite de ses approximations �a di��erents niveaux de r�esolutions

ou �a des �echelles successives [49, 50, 53].

Cette notion est tr�es li�ee �a celle de l'analyse temps-fr�equence ou temps-�echelle util-

is�ee en traitement du signal [1, 88]. La repr�esentation temps-fr�equence qui se d�eduit de

cette analyse permet d'observer un signal dans un espace interm�ediaire entre l'espace

temps et l'espace des fr�equences. Elle cherche �a pallier dans une certaine mesure

aux insu�sances des repr�esentations [80] dans l'espace temps ou l'espace fr�equence,

tout en combinant les avantages [69, 88]. C'est le cas notamment pour ce qui est du

principe d'incertitude d'Heiseinberg o�u l'on s'int�ere �a la pr�ecision num�erique de la lo-

calisation d'une particule en temps et en fr�equence en m�ecanique quantique [34]. Une

notion aussi proche de l'analyse multir�esolution est la notion d'espace �echelle telle que

d�ecrite par Witkin [24, 53] dans le cadre de l'imagerie. Il s'agit d'une approche assez

naturelle en traitement d'images qui consiste �a analyser une sc�ene selon plusieurs vues
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ou plusieurs �echelles, notamment de la plus grossi�ere �a la plus �ne. La caract�erisa-

tion de l'espace temps-�echelle peut se d�eduire de celle de l'espace temps fr�equence en

consid�erant l'�echelle repr�esent�ee par la variable (a), comme l'inverse de la fr�equence

repr�esent�ee par la variable (�) i.e a = �0
�

o�u �0 est une fr�equence non nulle.

L'analyse multir�esolution dont nous allons donner la d�e�nition ci-dessous est qua-

li��ee de dyadique, ce terme provenant du facteur de r�esolution ou d'�echelle qui est

pris �egale �a 2 [53, 69]. La valeur
p
2 a �et�e utilis�ee par Feauveau [65] pour obtenir

une d�ecomposition plus �ne. Cette analyse multir�esolution est dite en quinconce.

On montre d'ailleurs que ce facteur de r�esolution peut être choisi arbitrairement en

imagerie [50] et caract�erise alors le facteur de r�eduction ou de sous-�echantillonnage

dans un processus de compression. En th�eorie des op�erateurs, ce facteur de r�esolution

caract�erise les valeurs propres qui doivent être de module sup�erieur �a l'unit�e [34].

1.3.2 Analyse multir�esolution de L2(Rn)

Nous donnons ici la d�e�nition g�en�erale de l'analyse multir�esolution de L2(Rn) telle

que l'�enonce Y. Meyer [69].

D�e�nition 9 (Analyse multir�esolution)

On appelle analyse multir�esolution de L2(Rn), une suite croissante Vj ; j 2 Z de

sous-espaces vectoriels ferm�es de L2(Rn) ayant les propri�et�es suivantes :

1. 8j 2 Z; Vj � Vj+1;

2.
Tj=+1
j=�1 Vj est r�eduit �a f0g; Sj=+1

j=�1 Vj est dense dans L2(Rn);

3. 8j 2 Z; f(x) 2 Vj () f(2x) 2 Vj+1;

4. 8k 2 Zn; f(x) 2 V0 () f(x� k) 2 V0;

5. Il existe une fonction g(x) 2 V0 telle que (g(x � k))
k2Zn soit une base incondi-

tionnelle de V0.

D�e�nition 10 (Meyer [69])

Une analyse multir�esolution Vj ; j 2 Z de L2(Rn) est r-r�eguli�ere (r 2 N) si l'on

peut choisir la fonction g(x) de la d�e�nition (9) de mani�ere �a satisfaire :

j@�g(x)j � Cm(1 + jxj)�m
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pour tout multi-indice � = (�1; � � � ; �n) tel que j�j � r et tout m 2 N . Avec les

notations classiques : @� = ((@=@x1)�1; � � � ; (@=@xn)�n) et j�j = �1 + � � � + �n.

On trouvera dans [69] quelques exemples de construction d'analyse multir�esolution,

notamment l'analyse multir�esolution spline d'ordre r et l'analyse multir�esolution de

LittleWood-Paley.

Dans [53, 65], l'analyse multir�esolution est d�e�nie en terme de suite Ej; j 2 Z

d'op�erateurs de projection de L2(Rn) dans un sous espace vectoriel Vj ; j 2 Z. Dans

le cas orthogonal, il y a �equivalence entre les deux d�e�nitions. Mais dans le cas non

orthogonal trait�e dans [65] il faut associer �a l'op�erateur Ej, un autre op�erateur Zj indi-

quant la direction de projection. On a une �etroite association entre l'aspect r�esolution

(niveau d'�echelle) et l'espace de projection Vj . Ej est l'op�erateur d'approximation d'une

fonction f �a la r�esolution 2�j ou �a l'�echelle 2j , alors que Vj est l'ensemble de toutes les

approximations possible de la fonction f �a la r�esolution 2�j . Ej : L2(Rn) 7�! Vj est

un op�erateur lin�eaire. La r�egularit�e de l'approximation fj 2 Vj de f est fortement li�ee

�a celle de l'analyse multir�esolution (r-r�egularit�e). Pour caract�eriser l'approximation fj

ou le projecteur Ej, il est n�ecessaire de d�e�nir une base du sous-espace Vj . Dans la

d�e�nition de l'analyse multir�esolution, on a une base de Riesz de Vj , mais pour sim-

pli�er les calculs de l'approximation d'une fonction dans l'un des espaces Vj , une base

orthonormale est plus int�eressante.

Nous allons rappeler la d�e�nition d'une base de Riesz ou base inconditionnelle et le

processus de construction d'une base orthonorm�ee qui s'en d�eduit.

D�e�nition 11 (Base inconditionnelle)

Une suite (ek)k2Z d'�el�ements d'un espace de Hilbert H; constituent une base de

Riesz de H si :

(a) Il existe deux constantes C1 et C2 avec C2 > C1 > 0 telles que pour toute suite

de scalaires (�k)k2Z, on ait :

C1(
X
k

j�kj1=2) � kX
k

�kekkH � C2(
X
k

j�kj1=2)

(b) L'ensemble des combinaisons lin�eaires �nies de (ek)k2Z est dense dans H.

D'une analyse multir�esolution qui permet d'obtenir la base de Riesz, on peut con-

struire une base orthonorm�ee par le th�eor�eme ci-dessous :
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Th�eor�eme 1 Soit (Vj)j2Z, une suite d'analyse multir�esolution de L2(Rn). Il existe

alors C2 > C1 > 0 tels que l'on ait pour presque tout � 2 R,

C1 � (
X
k

jĝ(� + 2k�)j2)1=2 � C2

o�u ĝ est la transform�ee de Fourier de g. On d�e�nit ensuite � 2 L2(Rn) par :

�̂(!) = ĝ(!)(
X
k2Zn

jĝ(! + 2k�)j2)�1=2

Alors �(x� k); k 2 Zn est une base orthonorm�ee de V0.

Si f , est une autre fonction de V0 telle que f(x�k); k 2 Zn soit une base orthonormale

de V0, alors la relation qui existe entre f̂ et �̂ est :

f̂ (!) = �(!)�̂(!) o�u �(!) 2 L1(Rn) est 2�-p�eriodique et j�(!)j = 1

presque partout.

Le lecteur int�eress�e trouvera dans [69] la d�emonstration de ce r�esultat. La r�egu-

larit�e de la base orthonorm�ee ainsi obtenue est la même que celle de la base de

Riesz correspondante. Moyennant quelques propri�et�es suppl�ementaires sur la d�e�-

nition de l'analyse multir�esolution, notamment l'existence d'un isomorphisme entre

Vj et l2(2�jZn), Mallat [49, 53] a d�emontr�e qu'on peut obtenir directement une base

orthonorm�ee de Vj et se passer donc de la construction que sugg�ere le th�eor�eme (1).

Th�eor�eme 2 (Mallat [53])

Soit (Vj)j2Z une analyse multir�esolution de L2(Rn). Il existe une fonction �(x) 2
L2(Rn) telle que : si l'on note �jk(x) = 2nj=2�(2j=2x � k); j 2 Z, alors (�jk)k2Zn est

une base orthonorm�ee de Vj .

Dans la litt�erature sur l'analyse multir�esolution d�edi�ee �a la construction des on-

delettes, la fonction � est appel�ee fonction de graduation, ou fonction d'�echelle ou

encore l'ondelette p�ere . Une approximation multir�esolution d'une fonction quelconque

f(x) 2 L2(Rn) �a la r�esolution 2�j est obtenue par projection orthogonale de f(x) dans

Vj . Ceci s'exprime par :

fj(x) = Ejf(x) =
X
k2Zn

�jk�jk(x) o�u �jk = 2nj
Z
R
n
f(y)�(2jy � k) dy

et Ej l'op�erateur de projection orthogonale dans Vj.
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Les �jk repr�esentent les moyennes des approximations de f aux points 2�jk; k 2 Zn
et �a l'�echelle 2j. On peut ainsi obtenir un �echantillonnage de f 2 L2(Rn) sur le r�eseau

r�egulier �j = 2�jZn de Zn.

L'analyse multir�esolution (Vj)j2Z d�e�nie ci-dessus dans le cadre formel de L2(Rn),

reste valable dans le cas d'autres espaces fonctionnels [69].

En fait les op�erateurs Ej permettent d'obtenir une approximation d'une fonction f

de L2(Rn) �a la r�esolution 2�j . On peut se demander comment se pr�esente la di��erence

entre deux approximations successives de la même fonction? Ou encore comment

�ecrire cette di��erence et dans une base ad�equate ? C'est en apportant une r�eponse �a

ces interrogations que l'on trouve l'ondelette par l'approche analyse multir�esolution.

Soit (Vj)j2Z, une analyse multir�esolution de L2(Rn). Si l'on note Wj, le compl�e-

mentaire orthogonal de Vj dans Vj+1, on a en terme ensembliste Vj+1 = Vj �Wj, ce

qui peut se traduire sur les op�erateurs par la relation : Ej+1 = Ej + Dj o�u Dj est

l'op�erateur de projection orthogonale de L2(Rn) sur Wj. De la d�e�nition de l'analyse

multir�esolution, on a L2(Rn) =
Lj=+1

j=�1Wj , ce qui signi�e qu'une base de L2(Rn) peut

être constitu�ee des bases des di��erents sous-espaces Wj. On montre [69] que les bases

orthogonales d'ondelettes de L2(Rn) sont des bases inconditionnelles de la plupart des

espaces fonctionnels classiques tels Lp(Rn) (1 < p < +1), les espaces de Sobolev, les

espaces de Besov : : :

De même l'appartenance d'une fonction f �a l'un de ces espaces fonctionnels peut

se d�eduire sans di�cult�e du comportement ou de la repr�esentation de cette fonction

sur les bases ainsi obtenues. C'est �a dire par l'analyse des coe�cients d'ondelettes de

la fonction.

Dans un cadre assez g�en�eral Y. Meyer [69], a d�emontr�e l'existence d'une base or-

thonormale d'ondelettes. Notons qu'il s'agit en fait d'un cas particulier, mais tr�es

important, obtenu par produit tensoriel. C'est d'ailleurs le cas le plus souvent utilis�e

dans la pratique. Nous rappelons ici le th�eor�eme d'existence.

Th�eor�eme 3 (Meyer [69])

Soit (Vj)j2Z une analyse multir�esolution r-r�eguli�ere de L2(Rn). Il existe q = 2n� 1

fonctions  1; : : : ;  q appartenant �a V1 et ayant les deux propri�et�es suivantes :

(a) j@� l(x)j � CN (1 + jxj)�N

pour tout multi-indice � 2 Nn tel que j�j � r; tout x 2 Rn et tout N � 1:

(b) Les fonctions  l(x� k); 1 � l � q; k 2 Zn; j 2 Z forment une base
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orthonorm�ee de W0. Les fonctions 2nj=2 l(2
jx � k); 1 � l � q; k 2 Z

n forment une

base orthonorm�ee de L2(Rn).

Exemple de construction d'ondelettes (1-D et 2-D)

Nous allons rappeler [53] ici la construction explicite d'une ondelette en partant de

la caract�erisation de la fonction de graduation par un �ltre discret. Dans les applica-

tions num�eriques, c'est d'ailleurs cet aspect �ltrage qui est fondamental. Le th�eor�eme

(2) nous donne l'existence d'une fonction d'�echelle qui constitue pour chaque j (apr�es

modulation et translation) la base d'un de Vj , l'un des sous-espaces vectoriels de mul-

tir�esolution. En dimension 1, la fonction de graduation est li�ee �a un �ltre discret d�e�ni

sur R par :

Th�eor�eme 4 (Mallat [53])

Soit �(x), une fonction d'�echelle d'une analyse multir�esolution de L2(R) et H, un

�ltre discret de r�eponse impulsionnelle h(n) =< ��10; �0n > avec �jk(x) = 2j=2�(2jx�
k). En fait on a : h(n) = 1p

2

R
�(x2x)�(x�n) dx. On suppose que j�(x)j et j�0(x)j sont

de l'ordre de x�2 �a l'in�ni.

Consid�erons H(!) la s�erie de Fourier d�e�nie par :

H(!) =
X

h(n) e�in!

alors H(!) satisfait les deux propri�et�es suivantes :

jH(0)j = 1 et h(n) = 0(n�2) �a l'in�ni (3)

jH(!)j2 + jH(! + �)j2 = 1 (4)

R�eciproquement, soit H(!), une s�erie de Fourier satisfaisant �a (3) et (4) ci-dessus telle

que :

jH(!)j 6= 0 ; 8 ! 2 [0; �=2]:

alors la fonction d�e�nie par :

�̂(!) =
p=+1Y
p=1

H(2�p!)

est la transform�ee de Fourier de la fonction d'�echelle d'une analyse multir�esolution de

L2(R).
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En fait, dans la pratique, on n'utilise pas explicitement la fonction d'�echelle �, mais le

�ltre H(!) associ�e. Etant donn�e que la fonction � est �a d�ecroissance rapide, mais de

support in�ni, il existe une in�nit�e non nulle de r�eponses impulsionnelles h(n) corre-

spondant �a H(!). Ces h(n) sont en fait les coe�cients du d�eveloppement de H(!) en

s�erie de Fourier.

Nous avons e�ectu�e le calcul de ces coe�cients en double pr�ecision que nous pr�esen-

tons dans l'Annexe A. Notons que ceux publi�es dans [53] contiennent deux erreurs de

signe. En r�ealit�e h(5) est de signe positif alors que h(6) est de signe n�egatif con-

trairement �a ce qui se trouve dans [53]. Notons que le �ltre h(n) est sym�etrique

i.e h(�n) = h(n), ce qui n'est pas le cas de g(n) qui s'en d�eduit par la relation

g(n) = (�1)1�nh(1 � n).

En rappelant que nous avons not�e Wj, le compl�ementaire orthogonal de Vj dans

Vj+1 et que
Lj=+1

j=�1Wj = L2(R), la construction de l'ondelette est donn�ee par :

Th�eor�eme 5 (Mallat [53]) Soit (Vj)j2Z une analyse multir�esolution de L2(R), �(x),

la fonction de graduation et H, le �ltre associ�e. L'ondelette est la fonction dont la

transform�ee de Fourier est donn�ee par :

 ̂(2!) = G(!)�̂(!) avec G(!) = e�i!H(! + �)

Si l'on note  jk(x) = 2j=2�(2jx � k), alors ( jk)k2Z est une base orthonorm�ee de Wj

et ( jk)j;k2Z est une base orthonorm�ee de L2(R).

En d�e�nissant Vj comme l'espace des fonctions splines (polynômes par morceaux), on

peut construire une analyse multir�esolution correspondante [42, 41] et en d�eduire une

fonction d'�echelle �(x), sa transform�ee de Fourier �̂(!), le �ltre H(!) associ�e, ainsi que

h(n) sa r�eponse impulsionnelle (Cf. Figure (1)).

Du th�eor�eme (5), on peut d�eduire la transform�ee de Fourier  ̂(!) d'une ondelette

et le �ltre passe haut G(!) associ�e d�es qu'on a  ̂ et H(!). La transform�ee de Fourier

inverse nous permet alors d'obtenir une ondelette spline  (x) (Cf. Figure (2)).

En fait l'attribut spline donn�e �a l'ondelette ici vient simplement du fait que la suite

des espaces de multir�esolution est constitu�ee par des espaces de fonctions splines.

En dimension 2; une construction peut se faire par produit tensoriel des fonctions

obtenues en dimension 1. Cette construction a d'ailleurs la particularit�e de privil�egier

les orientations directionnelles, ce qui peut être important dans le cas d'une d�etection

qui tient compte de l'orientation (verticale, horizontale ou diagonale) des structures
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fonction �ltre H

(c)

fourier du �ltre h(n)

(d)

fonction �(x)

(a)

fourier de fonction �(x)

(b)

Figure 1: (a) : Fonction d'�echelle �(x); (b) : Transform�ee de Fourier de �(x); (c) : Fil-

tre passe bas H(!); (d) : R�eponse impulsionnelle de H(!) i.e h(n)
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recherch�ees. L'analyse multir�esolution (V
(2)
j )

j2Z correspondante est dite s�eparable et

exprime le fait que la fonction d'�echelle Phi(x; y) associ�ee est obtenue par produit

tensoriel de fonction d'�echelles 1-D. De même qu'en 1-D, on a la relation V
(2)
j+1 =

V
(2)
j �W (2)

j o�uW
(2)
j est le compl�ementaire orthogonal de V

(2)
j dans V

(2)
j+1. Pour expliciter

la construction 2-D (construction par produit tensoriel) on a besoin d'une extension

fonction �ltre G

(c)

fourier de fonction  (!)

(d)

fonction  (x)

(a)

Module de TF de  (x)

(b)

Figure 2: (a) : Ondelette  (x); (b) : Module de la Transform�ee de Fourier de  (x);

(c) : Filtre passe haut G(!); (d) : R�eponse impulsionnelle de G(!).

du th�eor�eme (5) d'o�u :

Th�eor�eme 6 Soit (V
(2)
j )

j2Z une analyse multir�esolution s�eparable de L2(R2). Soit

�(x; y) = �(x)�(y) la fonction d'�echelle 2-D associ�ee et  (x) l'ondelette 1-D associ�ee
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�a �(x). On peut alors construire les trois ondelettes suivantes :

	(1)(x; y) = �(x) (y); 	(2)(x; y) =  (x)�(y) et 	(3)(x; y) =  (x) (y):

En notant fjnm(x; y) = 2jf1(2jx� n)f2(2jy �m) pour f(x; y) = f1(x)f2(y) et

j; n; m; 2 Z, on a le syst�eme :

f	(1)
jnm; 	

(2)
jnm; 	

(3)
jnm g

(n;m)2Z2 qui forme une base orthonorm�ee de W
(2)
j et

f	(1)
jnm; 	

(2)
jnm; 	

(3)
jnm g

(j;n;m)2Z3 qui constitue une base orthonorm�ee de L2(R2):

Observant que les ondelettes permettent de construire des algorithmes discrets,

malgr�e l'approche fonctionnelle de l'analyse multir�esolution ou alg�ebrique de la th�eorie

des groupes qui a permis de les construire jusqu'alors, I. Daubechies [50] s'est demand�e

si l'on ne pouvait pas obtenir une analyse multir�esolution, et par cons�equent une on-

delette �a partir d'�el�ements discrets ? La r�eponse �a cette question passe par l'�etude des

conditions de convergence des algorithmes de Mallat [53] et d'autres algorithmes du

même type tel celui de Burt et Adelson [25, 89] pour la construction des pyramides

gaussienne et laplacienne.

Elle a montr�e que l'on peut construire une analyse multir�esolution de L2(R) et par

cons�equent les bases d'ondelettes en partant des �el�ements discrets qui sont alors les

r�eponses impulsionnelles d'un �ltre miroir en quadrature. Cette approche lui a permis

de construire des ondelettes orthonormales �a support compact. Nous rappelons ici le

th�eor�eme fondamental d'I. Daubechies [50].

Th�eor�eme 7 (Daubechies [50])

Soit h(n), la r�eponse impulsionnelle d'un �ltre t.q :

(i)
X
n

jh(n)jjnj�< +1 ; pour � > 0;

(ii)
X
n

h(n� 2k)h(n � 2l) = �kl;

(iii)
X
n

h(n) = 21=2:

Supposons aussi que m0(!) = 2�1=2
P

n h(n)e
+in! peut se mettre sous la forme :

m0(!) =
h1
2
(1 + ei!)

iNhX
n

f(n)e+in!
i
; pour N 2 N
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o�u

(iv)
X
n

jf(n)jjnj�< +1; pour � > 0;

(v) sup
!2Rj

X
n

f(n)ein!j < 2N�1:

D�e�nissons

g(n) = (�1)nh(1 � n)

�̂(!) = (2�)�1=2
+1Y
j=1

m0(2
�j!)

 (x) = 21=2
X
n

g(n)�(2x� n)

Alors �jk(x) = 2�j=2�(2�jx� k) d�e�ni la fonction d'�echelle d'une analyse multir�e-

solution de L2(R) et  jk(x) = 2j=2 (2jx� k) est la base d'ondelettes associ�ee.

Ce th�eor�eme est d�emontr�e dans [50] o�u l'on montre qu'une cons�equence de ce r�e-

sultat revient �a dire que les fonctions � et  sont born�ees et uniformement continues

car leurs transform�ees de Fourier sont dans L1 \ L1: Quand la suite (h(n))n2Z est

stationnaire i.e si l'on choisit un �ltre �a r�eponse impulsionnelle �nie ou encore s'il

9 Ni; Nf 2 N t.q h(n) = 0 8n < Ni ou n > Nf ; alors la base d'ondelette correspon-

dante est �a support compact. Les supports de � et  sont tels que :

(i) supp(�) � [Ni; Nf ]

(ii) supp( ) � [
1

2
(1 �Nf �Ni);

1

2
(1 +Nf �Ni)]

Nous pr�esentons (Cf. Figure (3)) quelques exemples d'ondelettes �a support compact.

Notons que les ondelettes �a support compact se caract�erisent par le nombre de moments

nuls. On rappelle que le moment d'ordre k d'une fonction f(x) est d�e�ni par : mk =R
xkf(x) dx ou de mani�ere �equivalentemk =

P
l l

k�l o�u �l est la r�eponse impulsionnelle

associ�ee au �ltre d�eduit de f .

Dans la d�emonstration du th�eor�eme (7), Daubechies introduit un �ltre H(!) ayant

h(n) pour coe�cients dans le d�eveloppement en s�erie de Fourier et montre alors que

ce �ltre satisfait aux �equations :

jH(!)j2 + jH(! + �)j2 = 2 (5)

H(0) =
p
2
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Ondelette de Haar

(a)

Ondelette ayant 3 moments nuls

(b)

Ondelette ayant 5 moments nuls

(c)

Ondelette ayant 7 moments nuls

(d)

Figure 3: Graphes de quelques ondelettes �a support compact ayant respectivement (a)-

(1), (b)-(3), (c)-(5), (d)-(7) moments nuls [50]. La r�egularit�e crô�t avec le nombre de

moments nuls de l'ondelette.
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Ces relations sont utilis�ees par Y. Meyer [34, 69] pour d�emontrer la d�eduction d'une base

orthonorm�ee d'une base inconditionnelle dans un sous-espace vectoriel Vj , intervenant

dans la d�e�nition de l'analyse multir�esolution. Elles font partie des conditions que S.

Mallat [49, 53] imposent �a un �ltre qui permet de caract�eriser la transform�ee de Fourier

de la fonction d'�echelle.

Une relation similaire �a (5) ci-dessus avait d�ej�a �et�e impos�ee par Smith et al. [28]

dans le cadre de la construction des �ltres pour le codage en sous bandes �a reconstruc-

tion exacte d'un signal de parole ou d'image [36].

Nous pr�esentons en Annexe A quelques coe�cients d'ondelettes �a support compact

utilis�es dans nos applications num�eriques.

1.4 Approche bancs de �ltres

L'id�ee du codage d'un signal en sous bandes revient �a d�e�nir une autre repr�esen-

tation de ce signal en utilisant un nombre pr�ed�e�ni de symboles [28]. La nouvelle

repr�esentation est obtenue par d�ecomposition suivant di��erentes bandes de fr�equences.

Le codage i.e la repr�esentation par un nombre �ni de symboles ou codes est ensuite

obtenu en utilisant au mieux les propri�et�es statistiques du signal dans chaque bande de

fr�equences [28, 52] pour permettre en cas de besoin une meilleure reconstruction. Un

syst�eme de codage en sous bandes peut se diviser en deux sous syst�emes di��erents : le

sous syst�eme de codage de canaux comprenant les op�erations de codage et de d�ecodage

du signal, le sous syst�eme d'analyse et de synth�ese qui est constitu�e de la d�ecomposition

et de la reconstruction par di��erents bancs de �ltres avec notamment une op�eration

de sous-�echantillonnage ou d�ecimation �a la d�ecomposition et de sur-�echantillonnage ou

interpolation �a la reconstruction.

Les recherches sur les bancs de �ltres visent �a am�eliorer la phase d'analyse et de

synth�ese en �eliminant au mieux les e�ets d'aliasing ou repliement de spectre et en

s'assurant une reconstruction exacte. Les �ltres H satisfaisant �a une relation du type

(5) rappel�ee ci-dessus sont appel�es �ltres conjugu�es et sont en fait une am�elioration des

�ltres miroirs en quadrature introduits par Esteban et Galand [10] en 1-D et g�en�eralis�e

par Vetterli [26]. Dans cette g�en�eralisation, on note un cas particulier tr�es important :

les �ltres miroirs en quadrature s�eparables qui r�eduisent le probl�eme de recherche des

�ltres performants (selon des crit�eres pr�ed�e�nis), au cas 1-D. L'un des aspects pratiques

et tr�es int�eressant pour ce type de g�en�eralisation est le faible coût de calcul en plusieurs
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dimensions via le concept de s�erabilit�e.

Pour l'analyse et la synth�ese en codage sous bandes, on part de deux �ltres h0(n)

et h1(n) pour la d�ecomposition du signal en 2 bandes. Les fonctions de transfert asso-

ci�ees H0(!) et H1(!) sont l'une passe bas et l'autre passe haut respectivement. Apr�es

la d�ecomposition suit la phase de d�ecimation qui compl�ete ainsi l'analyse. Pour la re-

construction, on consid�ere deux autres �ltres g0(n) et g1(n) ayant G0(!) et G1(!) pour

fonctions de transfert. On proc�ede d'abord �a une interpolation ou sur-�echantillonnage

de chaque canal et le r�esultat de la reconstruction est obtenue par sommation des deux

canaux pr�ealablement �ltr�es.

On impose aux �ltres H0; H1; G0 et G1 de satisfaire les conditions suivantes :

H0(! + �)G0(!) +H1(! + �)G1(!) = 0 (6)

H0(!)G0(!) +H1(!)G1(!) = 2 e�in! (n 2 Z) (7)

La condition (6) garanti l'�elimination du ph�enom�ene de repliement de spectre et (7)

l'exactitude de la reconstruction du signal original.

On obtient les �ltres miroirs en quadrature commun�ement appel�e QMF (Quadra-

ture mirror Filters) en imposant aux �ltres H0; H1; G0; G1 les conditions suivantes :

H1(!) = H0(! + �);

G0(!) = H0(!);

G1(!) = �H0(! + �):

Pour les �ltres conjugu�es en quadrature ou CQF (Conjugate Quadrature Filters) on

impose les conditions :

H1(!) = �H0(! + �) e�in!;

G0(!) = H1(! + �);

G1(!) = �H0(! + �):

et la relation de recontruction exacte est alors donn�ee par :

jH0(!)j2 + jH0(! + �)j2 = 2

De même que pour les �ltres miroirs en quadrature, les autres �ltres conjugu�es en

quadrature se d�eduisent d'un seul H0; par transformation ou modulation. En fait, il

s'agit de d�e�nir 4 �ltres H0; H1; G0 et G1 (H0 et H1 pour l'analyse et G0 et G1 pour
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la synth�ese). Des relations ci-dessus, il ressort que si l'on d�e�ni H0, on en d�eduit les

trois autres tels que :

G1(!) = �H0(! + �) et

si H1(!) = H0(! + �) avec G0(!) = H0(!) c'est un QMF, alors que

si H1(!) = �H0(! + �)e�in! avec G0(!) = H0(! + �) c'est un CQF.

Remarquons qu'on peut souhaiter obtenir des �ltres causaux, �a r�eponses impulsion-

nelles �nies et/ou sym�etriques. La causalit�e s'exprime par le fait que les r�eponses

impulsionnelles associ�ees aux indices n�egatifs sont nuls. Tout ceci se traduit sur un

�ltre H par :

H(!) =
k=2p+1X
k=0

hk e
ik! avec hp+k+1 = hp�k pour k = 1 : : : p

D'apr�es les travaux de Daubechies [50], on peut construire une analyse multir�eso-

lution et par cons�equent une ondelette �a partir des r�eponses impulsionnelles d'un �ltre

(Cf. th�eor�eme (7) ci-dessus). D'o�u l'approche bancs de �ltre pour la construction des

ondelettes. Il s'agit de construire les r�eponses impulsionnelles h(n) d'un �ltre H et

de d�eduire les �ltres d'analyse et de synth�ese correspondants. On d�eduit par exemple

g(n), (r�eponse impulsionnelle de G) de h(n) dans le cas des ondelettes splines d'ordre 3

par la relation g(n) = (�1)nh(1�n). Cette approche de construction est tr�es similaire

des CQF (Cf. th�eor�eme (5)).

Pour l'extension de cette approche bancs de �ltres en dimension 2 et dans la per-

spective du rapprochement avec la notion d'analyse multir�esolution, on peut consulter

[65]. On y rappelle notamment les sch�emas des algorithmes utilisant des bancs de

�ltres non s�eparables, ainsi que l'algorithme pyramidal en quinconce sur lequel nous

reviendrons dans le chapitre deux de cette th�ese. L'auteur d�e�nit une nouvelle famille

de bancs de �ltres �a deux canaux : �ltres miroirs conjugu�es. Cette famille est ex-

plicitement �etudi�ee pour son impl�ementation algorithmique en vue de l'analyse et de

la synth�ese d'un signal ou d'une image. Un r�esultat th�eorique assez remarquable pour

cette famille de �ltres est le suivant : si �a chaque �ltre on associe un op�erateur, alors

l'ensemble de ces op�erateurs muni de l'addition usuelle, de la composition des applica-

tions et du produit par un scalaire forment une alg�ebre non commutative. On montre

alors que le �ltre miroir de reconstruction est l'inverse au sens de la composition des

applications du �ltre d'analyse.
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1.5 Extension de la construction des ondelettes

Les travaux sur les ondelettes ont conduit �a di��erentes g�en�eralisations. On a con-

struit entre autres des bases biorthogonales d'ondelettes en partant de la notion de

rep�ere [55, 68, 69, 83, 84]. Cette construction permet de s�eparer les �el�ements d'analyse

de ceux de synth�ese dans un processus de compression d'image ou simplement de d�e-

composition en sous bandes par exemple. Un lien a �et�e �etabli par I. Daubechies entre

les bases d'ondelettes et la notion d'�etats coh�erents tr�es utilis�ee en physique quantique

[64, 68]. Il en est de même avec l'espace des phases en physique th�eorique [68]. Les

paquets d'ondelettes ont �et�e construits par V. Wickerhauser [81] et sont obtenu par

l'approche bancs de �ltresou alg�ebrique [79]. L'id�ee est de construire une biblioth�eque

de base de fonctions, dans laquelle on extrait celle qui est la mieux adapt�ee �a une

application pr�ecise [81].

Dans cette section, nous rappelerons di��erentes notions n�ecessaires �a la construction

des ondelettes biorthogonales qui seront utiles pour les applications dans les chapitres

suivants. La notion de paquet d'ondelettes sera bri�evement abord�ee.

1.5.1 Notion de rep�ere et bases biorthogonales

La notion de rep�ere g�en�eralise celle de base dans un espace vectoriel. Il est bien

connu que l'orthonormalit�e est une contrainte qui peut faciliter le calcul des coe�cients

de la repr�esentation d'une fonction dans un espace poss�edant une base ad�equate, mais

elle reste assez restrictive. On peut se passer de cette contrainte d'orthogonalit�e et

obtenir des r�esultats tout �a fait satisfaisants pour certaines applications [62].

D�e�nition et propri�et�es d'un rep�ere

Nous nous limitons ici au cas d'un espace Hilbertien que nous noterons H, muni

d'une norme k:kH d�eduit du produit scalaire <;>. La g�en�eralisation de cette notion

dans un espace de Banach a �et�e obtenue par Feichtinger et Grochenig [57].

D�e�nition 12 (Daubechies [68])

Une suite (en)n2N d'�el�ements de H est un rep�ere s'il existe A;B > 0 tel que :

Akfk2H �X
n2J

j < f; en > j2 � Bkfk2H

pour tout f 2 H.
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Remarques 2 (i) Une suite (en)n2N d'�el�ements de H est un rep�ere exact s'il n'existe

pas d'entier n0 tel que (en)n2N�fn0g cesse d'être un rep�ere.

(ii) Les nombres A et B sont les bornes du rep�ere.

(iii) Un rep�ere est strict (tight frame) si A = B.

(iv) Du th�eor�eme de Plancherel, on d�eduit qu'une base orthonorm�ee est un rep�ere

strict et exact, avec A = B = 1:

Exemple 2 Existence de rep�ere [68]

Si (e1 ; e2) est la base canonique ou standard de R2, on d�e�nit :

u1 = e1; u2 = �1

2
e1 +

p
3

2
e2; u3 = �1

2
e1 �

p
3

2
e2

Un calcul simple montre que pour tout f 2 L2(R2), on a :

n=3X
n=1

j < f; un > j2 = 3

2
kfk2:

Cette relation montre bien que (u1; u2; u3) est un rep�ere de L2(R2):

Si l'on note I, l'op�erateur identit�e deH, une propri�et�e qui permet ensuite de trouver

le rep�ere dual est donn�ee par :

Th�eor�eme 8 (Heil et al. [55])

Soit (en)n2J , une suite d'�el�ements de H, alors on a l'�equivalence entre :

(a) (en)n2J est un rep�ere de bornes A et B.

(b) Sf =
P
n2J < f; en > en est un op�erateur lin�eaire born�e avec AI � S � BI.

De même on a le corollaire suivant :

Corollaire 1 (1) S est inversible et on a B�1I � S�1 � A�1I.

(2) (S�1en)n2J est un rep�ere de bornes B�1; A�1 et est appel�e rep�ere dual de (en)n2J .

(3) Pour tout f 2 H, on a f =
P
n2J < f; S�1en > en =

P
n2J < f; en > S�1en

(4) Si (en)n2J est un rep�ere exact, alors (en)n2J et (S�1en)n2J sont biorthogonaux i.e

< en; S
�1em >= �nm o�u �nm est le symbole de Kronecker.



CHAPITRE 1. PR�ESENTATION DES ONDELETTES 30

Ce corollaire nous indique formellement l'existence et la construction d'un rep�ere

biorthogonal. En explicitant la relation entre un rep�ere et une base, on pourra mettre

en �evidence la construction par cette approche d'une base biorthogonale.

En fait, le corollaire (1) du th�eor�eme (8), nous donne une d�ecomposition d'une

fonction de H i.e pour tout f 2 H, nous avons :

f =
X
n2J

cnen

Si (en)n2J est une base, alors on a l'unicit�e des cn, ce qui n'est pas le cas pour un rep�ere.

D'apr�es le (iv) de la remarque (2), un rep�ere est une base orthonorm�ee s'il est strict

et exact. Notons que la notion de rep�ere permet de donner une formulation discr�ete

de la d�ecomposition de l'unit�e en th�eorie de repr�esentation des groupes [64, 68]. Elle

se retrouve en th�eorie des �etats coh�erents de la m�ecanique quantique dans le cadre de

l'espace des phases dont le rep�ere est le cas particulier o�u les param�etres de l'espace

sont r�epartis sur une grille r�eguli�ere [68].

Bases biorthogonales d'ondelettes

La n�ecessit�e de la construction des bases biorthogonales d'ondelettes s'est accrue

pour deux raisons :

� Obtenir une base de repr�esentation dans laquelle on s'est a�ranchi de la contrainte

d'orthogonalit�e des premi�eres bases d'ondelettes,

� Utilit�e au codage par bancs de �ltres o�u dans la conception initiale [28], les �ltres

d'analyse sont di��erents des �ltres de synth�ese.

Il s'agit dans tous les cas d'introduire une exibilit�e dans la construction des bases

d'ondelettes. Cette construction commence par la construction des fonctions qui d�e�nis-

sent une analyse multir�esolution �a partir des r�eponses impulsionnelles des �ltres [83].

Notons qu'une telle base i.e biorthogonale avait d�ej�a �et�e construite par Tchamitchian

[37] par une approche di��erente.

Cohen et al. [83] ont d�emontr�e le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 9 (Existence de bases biorthogonales)

Soient (h(n); ~h(n))
n2N deux suites de r�eels tels que :X

n

h(n)~h(n+ 2k) = �0kX
n

h(n) =
p
2 et
X
n

~h(n) =
p
2
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D�e�nissons :

m0(!) = 2�1=2
P

n h(n)e
�in!; ~m0(!) = 2�1=2

X
n

~h(n)e�in!

�̂(!) = (2�)�1=2
Qj=+1

j=1 m0(2
�j!); ~̂�(!) = (2�)�1=2

j=+1Y
j=1

~m0(2
�j!)

Supposons que pour C; � > 0, on ait :

j~�(!)j � C(1 + j!j)�1=2��; j ~̂�(!)j � C(1 + j!j)�1=2��

D�e�nissons en�n :

 (x) =
p
2
P

n(�1)n~h(1� n)�(2x+ n)

~ (x) =
p
2
P

n(�1)nh(1� n)~�(2x+ n)

Alors  jk(x) = 2j=2 (2jx� k); j; k 2 Z est un rep�ere de L2(R). Le rep�ere dual associ�e

est d�e�ni par : ~ jk(x) = 2j=2 ~ (2jx� k); j; k 2 Z. Pour tout f 2 L2(R), on a :

f(x) =
X
jk2Z

< f; ~ jk >  jk(x) =
X
jk2Z

< f; jk > ~ jk(x)

o�u les s�eries convergent fortement.

De plus  jk; ~ jk constituent deux bases inconditionnelles duales, avec

<  jk; ~ j0k0 >= �jj0�kk0 ssi
Z +1

�1
�(x)~�0k(x) dx = �0k

Remarques 3 1. On montre que si  et ~ du th�eor�eme (9) ci-dessus sont tels que

 jk; ~ j0k0 constituent une base de Riesz, alors :

 2 CL =) m0 est divisible par (1 + e�i!)L+1

~ 2 C ~L =) ~m0 est divisible par (1 + e�i!)
~L+1

2. Pour les applications num�eriques, on consid�ere g�en�eralement les ondelettes �a sup-

port compact. La compacit�e du support de l'ondelette se traduit ici par le fait que

les �ltres m0 et ~m0 aient un nombre �ni de r�eponses impulsionnelles. On dit

aussi en th�eorie du �ltrage que m0 et ~m0 sont des �ltres FIR (Finite Impulse

Response). En d'autres termes :

Il existe N1; N2; ~N1 et ~N2 tel que :

m0(!) = 2�1=2
n=N2X
n=N1

h(n) e�i! et ~m0(!) = 2�1=2
n= ~N2X
n= ~N1

~h(n) e�i!
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avec h(N1) 6= 0 6= h(N2) et ~h( ~N1) 6= 0 6= ~h( ~N2)

Dans ces conditions on a supp(�) = [N1; N2] et supp(~�) = [ ~N1; ~N2]:

Ce qui implique comme dans le cas orthogonale (Cf. th�eor�eme (7)) que :

supp( ) = [
1

2
(N1� ~N2 � 1);

1

2
(N2 � ~N1� 1)]

supp( ~ ) = [
1

2
( ~N1 �N2� 1);

1

2
( ~N2�N1 � 1)]:

et par cons�equent : jsupp( )j = jsupp( ~ )j = 1
2
(N2 + ~N2 �N1 � ~N1)

Nous donnons en Annexe A quelques exemples de suites associ�ees aux ondelettes

biorthogonales. Ces suites sont caract�eris�ees par le nombre de coe�cients non nuls.

Dans la terminologie de ces types d'ondelettes, on parle d'ondelette �-�, pour dire qu'il

s'agit d'ondelettes dont les �ltres associ�es �a savoir h et ~h ont respectivement � et �

coe�cients non nuls.

1.5.2 Notion de paquets d'ondelettes

Les paquets d'ondelettes ont �et�e d�evelopp�es par Wickerhauser [81]. Ils repr�esentent

sur R, une famille de fonctions de carr�e int�egrable avec des r�egularit�es et quelques

propri�et�es pr�ed�e�nies. On peut distinguer deux approches de construction :

� l'approche th�eorie des groupes qui conduit �a l'obtention des paquets d'ondelettes

continues [79],

� l'approche th�eorie des bancs de �ltres qui donne des ondelettes discr�etes plus

adapt�ees aux traitements num�eriques [81].

L'id�ee de base est tr�es s�eduisante car il s'agit de construire une librairie de bases

de fonctions dans laquelle on extrait celle qui correspond le mieux �a une application

donn�ee. Nous nous limitons ici �a la pr�esentation des paquets d'ondelettes dans L2(R).

La g�en�eralisation se d�eduisant par produit tensoriel.

Comme l'a fait Daubechies [50], on part de deux �ltres miroirs en quadrature dont

les r�eponses impulsionnelles satisfont les conditions du th�eor�eme (7) i.e :

X
n

h(n� 2k)~h(n� 2l) = �kl et
X
n

h(n) =
p
2
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et on d�e�nit g(n) = (�1)nh(1� n). Et de mani�ere r�ecursive on consid�ere :

W2n(x) =
p
2
P

k h(k)Wn(2x� k)

W2n+1(x) =
p
2
P

k g(k)Wn(2x� k)

En faitW0 repr�esente la fonction d'�echelle etW1 l'ondelette associ�ee exactement comme

d�e�ni par I. Daubechies [50] et not�e respectivement � et  . Si l'on d�e�nit 
n =

ff=f(x) = Pk �kWn(x�k)g, alors fWn(x�k); k 2 Zg est une base orthogonale de 
n.

Cette d�e�nition est �a rapprocher de celle de l'espace V0 de la d�e�nition de l'analyse

multir�esolution [50, 53, 69]. On montre alors que fWn(x� k); n 2 N; k 2 Zg est une

base orthonorm�ee de L2(R).

D�e�nissons �f(x) =
p
2f(2x), pour tout f 2 L2(R). On a alors �
n = 
2n

L

2n+1

et de mani�ere r�ecurrente �k
n = 
2kn

L
: : :
L


2k(n+1)�1. En observant queL
n 
n = L2(R), on a :

Th�eor�eme 10 (Wickerhauser [81])

Pour toute partition P de l'ensemble N en sous-ensembles de la forme Ijk =

f2jk; : : :2j(k + 1) � 1g, la collection de fonctions f2j=2Wn(2x � k); Ijk 2 P ; k 2 Zg
est une base orthonorm�ee de L2(R).

La d�emonstration porte sur le fait que fWn(x�k); k 2 Zg est une base orthonorm�ee

de 
n et sur la relation
L

j 
j =
P

Ijk2P �
k
j = L2(R).

De tout ce qui pr�ec�ede, on a la d�e�nition suivante :

D�e�nition 13 (Wickerhauser [81])

Une base de paquet d'ondelettes de L2(R), est toute base orthonorm�ee s�election�ee

parmi les fonctions f2j=2Wn(2jx� k); j; k 2 Z; n 2 Ng.

Remarques 4 Etant donn�e que ceci constitue une g�en�eralisation de di��erentes bases,

on a :

(i) Base de type Wash si : 
0
L


1
L
: : :
L


k
L
: : :

(ii) Base d'ondelettes habituelle si : 
0
L


1
L
�
1 : : :

L
�k
1

L
: : :

(iii) Base de type sous bandes si : �K
0
L
�K
1

L
: : :
L
�K
n

L
: : :
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Etant donn�e qu'on obtient une famille de bases, on peut se demander quelle est la

meilleure base de la librairie pour d�ecrire une suite x = (xn)n2N. On d�e�nit alors la

fonction coût de l'information qui devra être minimale pour la meilleure base. Cette

fonction doit mesurer le coût de la description d'une suite dans la base prise en compte.

D�e�nition 14 (Fonction coût additive)

Une application C de l2(Z) dans R est appel�ee fonction coût additive de l'information

si elle v�eri�e :

(a) C(0) = 0

(b) C(x) =
X
n

C(xn)

Il s'agit bien d'une fonction qui permet de d�ecrire une suite le plus �economique-

ment possible i.e avec le plus petit nombre de coe�cients en concervant le minimum

d'information. On a les exemples suivants de fonctions coût [81] :

(i) Fonction seuil : On ne garde pour d�e�nir la suite que les coe�cients qui sont en

valeur absolue au dessus d'un certain seuil. Elle permet d'obtenir le nombre de

coe�cients n�ecessaire pour transmettre par exemple un signal avec la pr�ecision

de ce seuil.

(ii) Norme lp(Z) : m(x) = (
P

n jxnjp)1=p, pour p < 2, on mesure la concentration

de l'�energie du signal. On remarque que plus m(x) est petit, plus l'�energie est

concentr�ee sur un petit nombre de coe�cients.

(ii) L'entropie : H(x) = �Pj pj log pj o�u pj = jxjj2
kxk2 avec pj log pj = 0 si pj = 0.

D�e�nie par Shannon, elle n'est pas strictement une fonction coût additive de

l'information, mais de mani�ere classique, exp(H(x)) est proportionnel au nom-

bre de coe�cients n�ecessaire pour repr�esenter convenablement le signal avec une

erreur quadratique �x�ee. H mesure en fait la quantit�e d'informations contenue

dans le signal.

Pour caract�eriser la meilleure base, on a :

D�e�nition 15 (Meilleure base)

Si B est une base dans un espace vectoriel V et Bx, la description de la suite

x = (xn)n2N dans cette base, on dira que B est la meilleure base pour x, relativement

�a C, si C(Bx) est minimale.
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De la librairie de bases qu'o�re un paquet d'ondelettes, on peut ainsi choisir en utilisant

un crit�ere de coût minimal celle qui permet mieux que d'autres la repr�esentation d'un

signal ou de son �echantillon dans l2(Z).

La notion de paquet d'ondelettes a �et�e g�en�eralis�ee en plusieurs dimensions par

produit tensoriel, avec des applications en compression d'images et en calcul matriciel

notamment [81].

1.6 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre di��erentes approches de construction d'une

base d'ondelettes. On distingue l'approche th�eorie des groupes, l'approche multir�eso-

lution, l'approche discr�ete ou approche bancs de �ltres. Les d�eveloppements de ces

approches ont souvent pour origine l'analyse des techniques propres de l'application

trait�ee par cette famille de fonctions. Les extensions en plusieurs dimensions se font

le plus souvent par produits tensoriels, ce qui dans certains cas est motiv�e par des

consid�erations num�eriques (s�eparabilit�e des �ltres par exemple) d'o�u r�eduction de coût

de calcul. La g�en�eralisation en dimension deux sans utilisation du produit tensoriel

dans la perpective du traitement des images est d�evelopp�ee dans [86].



Chapitre 2

Compression d'images : Survol

2.1 Introduction

La compression d'un signal (1-D, 2-D, 3-D, : : : ) consiste �a minimiser la quantit�e

d'information n�ecessaire �a sa repr�esentation, ceci en vu d'un stockage, d'une trans-

mission ou simplement pour l'acc�el�eration des traitements ult�erieurs. En traitement

d'images, les applications sont nombreuses et en rapide d�eveloppement. Citons par

exemple : image satellite, vid�eo-conf�erence, transmission par fac-simil�es de documents,

image t�el�evision. Ceci n'est certes possible que sur des images digitales, on dit aussi

images num�eriques qui peuvent être obtenues par digitalisation d'images analogiques

en utilisant notamment un scanner ou tout autre instrument de num�erisation.

Il existe plusieurs strat�egies d'acquisition d'une image num�erique. Elles se ram�enent

g�en�eralement �a l'�echantillonnage d'une image analogique sur une grille de Zn. Une

image analogique �etant une repr�esentation fonctionnelle associ�ee �a une variable continue

dans Rn. Pour n = 2, on a par exemple une photographie ou une fonction f(x; y) et

une sc�ene pour n = 3 qui peut être mod�elis�ee par f(x; y; z). Pour qu'une image

num�erique obtenue par �echantillonnage repr�esente assez �d�element l'image originale, il

faut respecter les conditions du th�eor�eme de Wittaker-Shannon (tr�es connu en th�eorie

de l'information [12]) qui caract�erise le pas d'�echantillonnage par rapport �a la fr�equence

de coupure de l'image. De f(x; y), par exemple, on calcule f(xj; yj) avec xi = ih; yj =

jk si l'on consid�ere une grille o�u h (resp. k) sont les pas d'�echantillonnage en x (resp.

y). Dans le cas d'une grille r�eguli�ere ou d'un maillage carr�e, ce qui est souvent le

cas, on a h = k. On obtient alors une matrice de valeurs appel�ees pixels, qui sont

g�en�eralement cod�es par 0 ou 1 pour les images binaires ou par des entiers entre 0

36



CHAPITRE 2. COMPRESSION D'IMAGES : SURVOL 37

et 255 pour les images �a niveaux de gris. Cette matrice constitue la repr�esentation

num�erique de f(x; y). Notons qu'il existe di��erentes grilles ou maillages [77] possibles

pour l'�echantillonnage, mais le maillage carr�e est le plus utilis�e car il correspond au

codage fourni par la plupart des capteurs et co��ncide avec la structure de donn�ee d'une

matrice.

Les images digitales peuvent être acquises directement �a partir de la sc�ene observ�ee,

c'est le cas des images satellitaires, d�elivr�ees par des satellites tel Landsat ou Spot par

exemple. Il en est de même des images m�edicales obtenues par un syst�eme tomo-

graphique ou d'imagerie par r�esonnance magn�etique nucl�eaire. Les images de synth�ese

se composent sous forme num�erique et l'utilisation de ce type d'images en cr�eation

artistique, en animation dans le domaine de la publicit�e n'est plus �a d�emontrer.

Une image num�erique s'acquiert �a l'aide d'un capteur s'il s'agit d'une imagemonochro-

matique ou de plusieurs s'il s'agit d'une image couleur ou d'une image multicanaux.

Dans ce dernier cas, un pixel ne sera pas une valeur comme pr�ec�edemment, mais un

vecteur de trois composantes repr�esentant les composantes RGB du pixel. Une image

de dimension M �N est g�en�eralement repr�esent�ee par une matrice ayant M lignes et

N colonnes. Si chaque pixel de l'image est cod�e sur b bits, alors elle poss�ede 2b niveaux

de gris et le nombre total de bits n�ecessaire �a sa repr�esentation est Nbm = M �N � b.
Pour illustrer la taille des images �a traiter, nous avons par exemple :

i) Une image classique �a basse r�esolution de taille 512 � 512 pixels et cod�ee sur 8

bits par pixel n�ecessite : 512 � 512 � 8 bits pour une image �a niveaux de gris et

512 � 512 � 8� 3 si elle est en couleur.

ii) Une image de radiographie obtenue par scanner et de r�esolution 70�m de taille

5000� 6000 pixels et cod�ee sur 12 bits par pixel n�ecessite : 5000� 6000� 12 bits

pour une image �a niveaux de gris et 5000 � 6000 � 12 � 3 si elle est en couleur.

iii) Une image spot �a 20 m, approximativement de taille 6000�6000 pixels par bande

spectrale et cod�ee sur 8 bits par pixel , elle n�ecessite : 6000 � 6000 � 8 � 3 bits

pour 3 bandes spectrales.

De toute �evidence, au travers de ces donn�ees, on observe qu'une banque d'archives doit

n�ecessiter un espace tr�es important. Ceci est notamment le cas pour un service m�edical

qui doit conserver des donn�ees images pour des patients. Il en est de même pour la

conservation des images satellitaires qui seront utilis�ees ult�erieurement pour �etablir des

cartes g�eographiques ou m�et�eorologiques.
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En dehors du probl�eme de stockage, si les donn�ees images doivent être transmises

en utilisant un modem classique de 1200 ou 9600 bauds (bits/seconde), on se rend

bien compte de la lenteur de la transmission, ce qui est inacceptable pour certaines

applications en temps r�eel.

La pr�ef�erence des images num�eriques au d�etriment des autres formes de repr�esen-

tation vient de la facilit�e de leur manipulation par ordinateur dont les puissances de

calcul ou de traitement suivent une croissance exponentielle. Le probl�eme crucial qui

se pose pour l'utilisation de ce type d'image est la grande quantit�e d'information ou de

donn�ees n�ecessaires �a leur repr�esentation. En fait, le nombre de bits n�ecessaire pour

repr�esenter une information image peut être substantiellement r�eduit en raison de la re-

dondance pr�esente dans l'image. La redondance peut être dûe au pas d'�echantillonnage,

au nombre de niveaux de quanti�cation ou �a la qualit�e de la source (bruit�ee ou non)

d'acquisition. La redondance d'une image num�erique peut être spatiale et se caract�erise

par la d�ependance (corr�elation) entre des pixels voisins de l'image. On peut noter une

redondance spectrale dûe �a la corr�elation entre di��erents plans des composantes RGB

pour une image couleur ou une redondance temporelle entre di��erentes images pour

une s�equence d'images. Pour une animation ou pour un spot publicitaire avec des im-

ages couleurs, on peut avoir une redondance spatiale, spectrale et temporelle. Tous ces

types de redondance expriment l'int�erêt de la minimisation de la quantit�e de donn�ees

n�ecessaire pour la repr�esentation de l'information image. C'est pour ces raisons et bien

d'autres que de multiples techniques de r�eduction de redondance ou encore de com-

pression sont d�evelopp�ees [20, 25, 78] et d�ependent des applications. Plusieurs crit�eres

d�eterminent la technique �a mettre en �uvre : le type d'image (image t�el�evision, image

m�edicale etc: : : ), l'utilisation (statique/archivage ou transmission/dynamique), le type

de traitement (temps r�eel ou non) etc: : : . L'e�cacit�e de ces techniques est mesur�ee par

leur habilet�e �a la compression avec ou sans distorsion signi�cative et par la complexit�e

de l'impl�ementation des algorithmes qui en d�ecoulent. Parmi les techniques de com-

pression, on peut citer les techniques pr�edictives, les techniques directes, les techniques

de transformations et les techniques hybrides.

Toutes les techniques ci-dessus peuvent se classer en deux grands groupes en fonc-

tion de la qualit�e de l'image reconstitu�ee. On a d'abord le groupe des techniques de

compression sans perte d'information dites aussi r�eversibles ou �a reconstruction exacte

[20, 28, 36, 52]. Ces techniques sont id�eales et di�cilement r�ealisables si on veut acceder
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�a des taux de compression signi�catifs. L'autre groupe avec perte d'information, con-

tient des techniques dites irr�eversibles, permettent d'obtenir des images reconstruites

de moyenne qualit�e [20, 78]. En r�ealit�e, le crit�ere d'appr�eciation de la bonne qualit�e

de l'image reconstruite est surtout visuel et par cons�equent subjectif. Cependant les

techniques de reconstruction exacte conduisent �a des taux de compression moins im-

portant. Il existe des domaines, la m�edecine par exemple o�u les techniques r�eversibles

sont presque impos�ees. Ceci est dû au risque important qu'entrâ�nerait un mauvais

diagnostic caus�e par une image de mauvaise qualit�e obtenue �a la reconstruction. Ceci

n'est pas le cas pour une image satellitaire devant servir �a �etablir un mod�ele num�erique

de terrain.

Dans ce chapitre, nous allons faire un survol de quelques techniques de compression

d'images [20, 78], avec des �el�ements d'�evaluation ou d'appr�eciation autres que la qualit�e

visuelle de l'image restitu�ee.

2.2 Evaluation de la qualit�e de la compression

2.2.1 Taux de compression

Etant donn�e que l'objectif d'une compression est de minimiser la quantit�e d'information

n�ecessaire �a la repr�esentation d'une image, on d�e�nit la quantit�e :

�c =
Nombre de bits de l'image originale

Nombre de bits de l'image compress�ee

appel�ee taux de compression. Par d�e�nition on se rend compte que si l'on ne r�eduit pas

le nombre de bits n�ecessaire �a la repr�esentation de l'image originale, alors �c = 1. Si

l'on imagine, ce qui est utopique qu'il existe une technique de compression permettant

de repr�esenter l'image compress�ee avec seulement un bit par exemple, alors le taux de

compression sera �egal au nombre de bits de la repr�esentation de l'image. Par exemple

pour une image monochromatique de taille 256 � 256 cod�ee sur 8 bits par pixel, on

aura un taux de compression 256�256�8 ! Il existe une autre quantit�e permettant de

d�e�nir le taux de compression maximal ceci sans perte d'information, c'est l'entropie,

que nous d�e�nissons ci-dessous.
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2.2.2 Taux d'information

Il faut noter la di��erence entre la qualit�e de l'information et la quantit�e d'information

dans une image. D'un ensemble de pixels, il est bien �evident qu'une valeur moins prob-

able c'est �a dire moins repr�esent�ee, porte une information tr�es importante car on se

rendra tr�es vite compte de sa disparition. La qualit�e de l'information est repr�esent�ee

par une grandeur appel�ee entropie (en bits) qui se calcule par la formule :

H = �
i=NX
i=1

pi log2 pi (bits)

o�u pi est la probabilit�e de pr�esence de niveau de gris ri dans l'image qui est suppos�ee

quanti��ee sur N niveaux. En fait, il s'agit ici de l'entropie d'ordre z�ero car cette formule

ne tient pas compte d'une relation �eventuelle entre des pixels voisins. On peut d�e�nir

des entropies d'ordre sup�erieur. Par exemple, l'entropie d'ordre 1 se d�e�nit par :

H = �
i=NX
i=1

j=NX
j=1

pij log2(pij=pj) (bits)

o�u pi est la probabilit�e de pr�esence de niveau de gris ri et pij est la probabilit�e marginale

de pr�esence de rj sachant que ri est pr�esent. Cet entropie represente l'information

moyenne que contient le pixel rj, connaissant l'�etat du pixel ri. Il est �a remarquer que

l'exponentielle de l'entropie est proportionnelle au nombre de coe�cients n�ecessaires

pour repr�esenter de mani�ere minimale un signal image. Nous reviendrons sur cette

notion quand il s'agira de mesurer l'information perdue d'une r�esolution �a l'autre dans

une repr�esentation discr�ete dans le chapitre 6 de cette th�ese.

L'importance de cette quantit�e i.e de l'entropie se retrouve aussi dans le th�eor�eme

de codage de Shannon, qui pr�ecise qu'une source image S, ayant une entropie H(S)

peut être cod�ee sans perte d'information avec des pixels ayant un nombre L de bits si

H(S) � L � H(S)+� o�u � est une quantit�e relativement faible. On peut dans le cas du

codage sans perte d'information, d�e�nir le taux de compression maximal par �cmax =
b
L

pour une image cod�ee sur b bits. Ceci ne peut �eventuellement être r�ealis�e qu'avec des

techiques sans perte d'information. Avec les autres techniques, on a �c > �cmax, avec

d'autant plus de perte que �c est grand. Cette perte qui se traduit par la d�egradation

de l'aspect visuel de l'image peut se quanti�er par des mesures de �d�elit�e de la qualit�e

de la reconstruction.
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2.2.3 Mesures de �d�elit�e

Il s'agit de d�e�nir des quantit�es permettant d'�evaluer num�eriquement la qualit�e de

l'image reconstruite. Si l'on note f0 l'image originale de taille M �N , et f l'image de

même taille obtenue apr�es reconstruction, on peut d�e�nir :

� L'erreur moyenne quadratique (MSE : Mean Square Error) :

MSE2 =
1

M �N

i=NX
i=1

j=MX
j=1

(f0(i; j)� f(i; j))2

� Le rapport signal sur bruit (PSNR : Peak Signal to Noise Ratio) :

PSNR = 10 log10
(Dynamique de l0image)2

MSE2
(dB)

Etant donn�e que g�en�eralement une image est cod�ee sur 8 bits et est repr�esent�ee par

256 niveaux de gris qui varient entre 0 et 255, l'�etendue ou la dynamique de l'image

est alors de 255 d'o�u :

PSNR = 10 log10(
255

MSE
)2 (dB)

Notons que si les valeurs de niveaux de gris varient entre ngmin et ngmax, la dy-

namique de l'image est de ngmax � ngmin: Cette formulation utilis�ee en imagerie a

une expression di��erente en traitement du signal �a savoir [20] :

PSNR
0

= 10 log10(
�

MSE
)2 (dB)

o�u �2 est la variance du signal original. Cette formule est probablement plus expres-

sive car PSNR
0

prend la valeur 0 quand le bruit de reconstruction est identique �a la

variance du signal original et est in�ni quand la recontruction est exacte i.e bruit de la

reconstruction nul.

Etant donn�e que l'image reconstruite doit s'appr�ecier visuellement, on peut com-

pl�eter l'information donn�ee par l'erreur quadratique moyenne, en pr�esentant \l'image

di��erence" entre l'originale et la reconstruite qui est alors d�e�nie par :

g(i; j) = 2(f0(i; j)� f(i; j)) + 128

o�u le 2 est mis pour r�ehausser la dynamique et 128 rendant l'erreur g positive pour des

raisons de visualisation. Cette image di��erence devrait être uniforme pour une image
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parfaitement reconstruite. Dans l'algorithme pyramidal de Burt et Adelson [25] sur

lequel nous reviendrons, cette di��erence est en fait appel�ee image laplacienne. Dans

[20], on propose de calculer l'erreur quadratique pond�er�ee du contraste de l'image et

non de l'intensit�e lumineuse.

En fait, l'image num�erique peut prendre toute valeur sur la droite r�eelle, mais la

repr�esentation d'une image sur la plupart des �ecrans d'ordinateurs n�ecessite une phase

de traitement appel�e quanti�cation. Quand on parle d'une image cod�ee sur 256 niveaux

de gris, il s'agit des valeurs quanti��ees qui sont alors enti�eres. La plupart des algo-

rithmes de compression [20, 78] ont une phase implicite ou explicite de quanti�cation,

qui est indispensable quand on veut visualiser les r�esultats.

2.3 Quanti�cation

La quanti�cation est un processus qui permet d'associer �a un nombre r�eel (resp.

vecteur de r�eels) un nombre entier (resp. vecteur d'entiers). Dans un certain sens on

peut consid�erer qu'elle r�ealise une compression implicite (passage des r�eels aux entiers)

i.e r�eduction du nombre de bits n�ecessaire �a la repr�esentation de l'information image.

On distingue en g�en�eral deux types de quanti�cation : la quanti�cation scalaire et la

quanti�cation vectorielle.

2.3.1 Quanti�cation scalaire

Soit u une variable al�eatoire de densit�e de probabilit�e pu(x). Une quanti�cation

est alors une application Q d�e�nie sur R et �a valeurs dans N qui �a u associe ~u. En

g�en�eral, l'image de Q est un ensemble �ni i.e fqj; j = 1 : : : Lg o�u L est le nombre de

niveaux de quanti�cation (on dit aussi de reconstruction). On choisit souvent pour Q,

une fonction en escalier (Cf. Figure (4)).

La r�egle de quanti�cation est alors la suivante : on d�e�nit fdj ; j = 1 : : : L + 1g,
un ensemble croissant de niveaux de transition ou de d�ecision et l'application Q est

alors d�e�nie par Q((dj ; dj+1]) = qj; j = 1 : : : L. Ceci revient �a subdiviser l'ensemble des

valeurs de u en L intervalles (dj ; dj+1] et �a associer �a chaque u 2 (dj ; dj+1], la valeur qj.

L'objet de la quanti�cation scalaire revient �a d�eterminer les niveaux de transition

dj et de quanti�cation qj optimums, connaissant la densit�e de probabilit�e et se �xant

un crit�ere d'optimisation. De toute �evidence, l'application ainsi d�e�nie introduit par
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Figure 4: Exemple de fonction de quanti�cation : foncion en escalier.

cons�equent une distorsion entre les valeurs de v et Q(v) qu'il faut rendre minimale.

Si l'on prend pour crit�ere d'optimisation, la minimisation de l'erreur quadratique

moyenne, pour un nombre donn�e de niveaux de transition, on obtient un quanti�cateur

optimal au sens des moindres carr�es. On obtient le quanti�cateur de Lloyd-Max [20].

En d�esignant par dj ; (j = 1 : : : L+1), (resp. qj; (j = 1 : : : L)) les niveaux de transition

(resp. de quanti�cation) et par pu(x) la fonction de densit�e de probabilit�e, l'erreur

quadratique se d�e�nit par :

Err =
j=LX
j=1

Z dj+1

dj
(x�Q(x))2pu(x) dx (8)

La minimisation de cette fonctionnelle revient �a trouver les quantit�es dj et qj solutions

du syst�eme d�equations suivant :

dj =
1

2
(qj + qj�1)

qj =

R dj+1
dj

xpu(x) dxR dj+1
dj

pu(x) dx

Notons que ces 2L � 1 �equations �a 2L � 1 inconnues se d�eduisent par annulation des

d�eriv�ees obtenues par di��erenciation de (8) par rapport �a dj d'une part et qj d'autre
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part. Ces �equations sont non lin�eaires et par cons�equent n�ecessitent la mise en �uvre

d'algorithmes sp�eci�ques �a des syst�emes non lin�eaires.

Elles montrent que les niveaux de d�ecision sont les centres des intervalles d�elimit�es

par les niveaux de reconstruction et que les niveaux de quanti�cation sont les moyennes

normalis�ees dans chaque intervalle de d�ecision. Pour cette quanti�cation, on montre

[20] que l'erreur de distorsion est donn�ee par :

Errd =
1

12L2

 Z dL+1

d1
pu

1=3(x) dx

!3

On mod�elise le plus souvent la distribution de densit�e des niveaux de gris par une

gaussienne ou une laplacienne [20, 63]. Ces deux densit�es de probabilit�e sont des cas

particuliers de la gaussienne g�en�eralis�ee dont la loi est donn�ee par [20, 62] :

pu(x) = � exp(�j�xjr)

avec � =
�r

2�(1
r
)

et � =
1

�

"
�(3

r
)

�(1
r
)

#1=2

o�u �2 est la variance de l'image et �(:), la fonction Gamma classique. Notons que pour

r = 1, on a la densit�e de probabilit�e laplacienne et celle de la gaussienne pour r = 2.

Si l'on suppose que la densit�e de probabilit�e est uniforme, les niveaux de d�ecision

dj et de quanti�cation qj du quanti�cateur optimal sont alors d�e�nis par :

dj = d1 + (j � 1)p

qj = dj + p=2

p = (dL+1 � d1)=L

Ce quanti�cateur est souvent appel�e quanti�cateur lin�eaire. Au lieu de la fonction

densit�e de probabilit�e, on peut utiliser l'histogramme de l'image �a quanti�er. En

g�en�eral, les lois ne sont pas connues ou sont complexes �a �evaluer, ce qui complique les

calculs de dj et qj. Pour certaines lois classiques (loi normale, loi de laplace : : : ), ces

valeurs sont tabul�ees, ce qui facilite la mise en �uvre de la quanti�cation quand on

prend en compte ces mod�eles.

2.3.2 Quanti�cation vectorielle

Le principe g�en�eral du quanti�cateur vectoriel revient �a quanti�er une suite d'�echan-

tillons (vecteur) d'une image au lieu de quanti�er chaque valeur comme c'est le cas pour
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la quanti�cation scalaire. Pour r�ealiser ceci, on commence par cr�eer un catalogue de

vecteurs ~Xi; i = 1 : : : Nc de r�eference appel�e codebook ou dictionnaire �a partir d'un

ensemble d'images tests par un algorithme d'apprentissage. On utilise habituellement

l'algorithme con�cu par Linde, Buzo et Gray commun�ement appel�e algorithme LBG

[62, 78]. L'image �a quanti�er est d�ecompos�ee en un ensemble de vecteurs Xi, de même

taille que ceux du codebook. Ensuite, utilisant une m�etrique d; chaque vecteur Xi de

l'image �a quanti�er est compar�e, �a tous les vecteurs ~Xi de la s�equence d'apprentissage

g�en�er�ee pr�ec�edemment. Il s'agit de choisir dans le codebook le vecteur ~Xk tel que

d(Xj ; ~Xk) � d(Xj ; ~Xi) i = 1 : : : Nc. La distorsion mesur�ee par d doit être minimale et

permettre d'obtenir une image de bonne qualit�e visuelle. La m�etrique commun�ement

utilis�ee pour ce type de quanti�cation est la m�etrique euclidienne qui correspond �a :

d2(X; ~X) =
i=NX
i=1

(X(i)� ~X(i))2

On peut envisager, pour mieux tenir compte de la valeur de chaque pixel, une pond�era-

tion de cette m�etrique :

d2!(X; ~X) =
i=NX
i=1

!i(X(i)� ~X(i))2

o�u les !i sont des poids pouvant être identiques. Apr�es avoir s�electionn�e parmi les

vecteurs du codebook le vecteur le plus proche (au sens de la m�etrique choisie) du

vecteur �a quanti�er, ce dernier est repr�esent�e par son indice qui peut alors être transmis

ou stock�e en vue de la reconstruction de l'image originale. En fait si l'on a une image de

taille N �N = 512� 512, on peut la d�ecomposer en 512 vecteurs de taille 512 chacun.

Son indice est alors cod�e sur log2N bits i.e 9 bits. On se rend ainsi compte que si au lieu

de manipuler (stocker ou transmettre) l'image toute enti�ere on ne travaille que sur les

indices, on r�ealise un gain important au niveau de la quantit�e d'information �a traiter.

A la r�eception d'un processus de transmission, l'image originale est reconstruite en

utilisant simplement une table de correspondance. Il est �a noter que soit le codebook

est transmis en même temps que les index ou bien un codebook est construit de mani�ere

identique i.e en utilisant la même m�etrique et les mêmes images dans la s�equence

d'apprentissage que celles utilis�ees pour la quanti�cation. Nous illustrons ce processus

de quanti�cation par le sch�ema de la Figure (5).

Les di�cult�es principales (que nous n'abordons pas ici) pour l'utilisation de ce type

de quanti�cation sont :
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Figure 5: Illustration d'un sch�ema de quanti�cation vectorielle dans un processus de

compression (stockage ou transmission) en utilisant la transformation en ondelettes.

i) La g�en�eration du codebook ou dictionnaire [78]. Cette phase permettant la cr�ea-

tion du catalogue de r�ef�erence est tr�es importante et d�epend de la structure et

de la nature de l'image.

ii) Structuration du dictionnaire pour une recherche e�cace et rapide des index de

r�ef�erence.

S'il est vrai que la mise en �uvre de cette quanti�cation est complexe, elle permet

d'obtenir des taux de compression importants. Par exemple, si l'on consid�ere comme

indiqu�e ci-dessus un dictionnaire form�e de vecteurs de taille 512 chacun, avec les in-

dex cod�es sur 9 bits, ceci donne un codage de 9
512

bit/pixel (bpp), soit un taux de

compression de 512�8
9 pour une image ayant 28 niveaux de gris. Remarquons que ce

taux ne d�epend pas de la taille de l'image, mais de la longeur des mots (ici vecteurs)

du dictionnaire. En g�en�eral, si l'on veut coder un bloc de taille n �m pixels avec un

dictionnaire ayant des mots sur d bits, on a un rapport de d
n�m bit/pixel d'o�u un taux

de compression de n�m�b
d

pour une image cod�ee sur 2b bits.

Les exp�eriences num�eriques r�ealis�ees dans [66, 78] montrent que la quanti�cation
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vectorielle est meilleure que la quanti�cation scalaire dans la mesure o�u elle donne de

meilleurs taux de compression. Le processus de quanti�cation n'�etant qu'une partie

d'une châ�ne de traitements, nous allons maintenant pr�esenter quelques techniques de

compression (en fait de d�ecomposition et de reconstruction) d'images.

2.4 Quelques techniques de compression d'images

2.4.1 Introduction

Le but de la compression est de r�eduire la quantit�e d'information n�ecessaire pour

repr�esenter une image [20, 62, 78] en exploitant au mieux les redondances contenues

dans l'image pr�esent�ee sous forme canonique.

Cette r�eduction peut être e�ectu�ee dans le domaine spatial (directement sur les

�echantillons) ou dans un domaine transform�e (transformation lin�eaire) d'o�u l'existence

de plusieurs techniques de compression avec ou sans perte d'information �a la recon-

struction. En fait apr�es une d�ecomposition, ce qui se fait souvent par produits de

convolution, les valeurs obtenues sont r�eelles or pour une repr�esentation graphique, il

faut des entiers d'o�u la n�ecessit�e d'une quanti�cation.

Nous pr�esenterons quelques algorithmes de compression dans le domaine spatial

d'abord et dans le domaine transform�e ensuite.

2.4.2 Techniques spatiales

Les m�ethodes spatiales ou directes sont celles qu'on applique directement sur les

valeurs des niveaux de gris de l'image, soit pixel par pixel, soit par blocs. On peut

citer : les m�ethodes di��erentielles et pr�edictives [20], quelques techniques de codage (de

Hu�man, de Freeman, par "Quadtree", par plans de bits etc : : : ). Nous allons rappeler

bri�evement le principe de quelques unes ici. On pourra consulter [78] pour d'autres

techniques de compression spatialess. Nous expliciterons le codage de Freeman dans le

chapitre 5.

M�ethodes di��erentielles et m�ethodes pr�edictives

Les m�ethodes di��erentielles et pr�edictives [12, 78] sont class�ees parmi les m�ethodes

spatiales qui sont bas�ees sur le fait que des �echantillons voisins sont corr�el�es. Pour une
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image en niveaux de gris ceci se traduit par le fait que les pixels voisins ont des valeurs

tr�es proches.

L'id�ee de ces m�ethodes est de construire une suite ~x(k; l) �a partir de la suite

d'�echantillons originale x(i; j) par di��erentiation ou par pr�ediction. Une valeur de

la nouvelle suite est obtenue par une r�egle de pr�ediction qui se pr�esente g�en�eralement

comme une combinaison des valeurs voisines dans la suite initiale. Cette combinai-

son peut être lin�eaire ou non. Th�eoriquement, les combinaisons non lin�eaires, du fait

qu'elles rendent mieux compte des relations avec les points voisins, devraient donner

de meilleurs r�esultats, mais elles sont di�ciles �a mettre en �uvre et plus on�ereuses en

temps de calcul.

Dans la pratique, on utilise des combinaisons lin�eaires qui sont d'un coût de calcul

faible et s'impl�ementent tr�es rapidement. Le nombre de voisins pris en compte et

les coe�cients de la combinaison lin�eaire caract�erisent la pr�ediction. On dira que

la pr�ediction est d'ordre p, si le nombre de voisins pris en compte pour calculer la

nouvelle valeur est p. D�es que ~x(k; l) est obtenue �a partir des x(i; j), la di��erence

e(i; j) = ~x(i; j)�x(i; j) est l'erreur de pr�ediction. On obtient alors une image di��erence

d'une dynamique plus faible que l'image originale et qui, par cons�equent peut être

repr�esent�ee de mani�ere plus �economique.

Pour illustrer une application de cette technique, supposons que l'on veuille obtenir

la valeur de x(j; k), et que l'on ait d�ej�a obtenu x(j � 1; k � 1); x(j � 1; k); x(j; k � 1)

alors x(j; k) s'obtient par x(j; k) = �1x(j � 1; k � 1) + �2x(j � 1; k) + �3x(j; k � 1).

Pour un syst�eme de transmission, on a les �equations suivantes :

a) Pr�ediction : ~x(j; k) = �1x(j � 1; k � 1) + �2x(j � 1; k) + �3x(j; k � 1)

b) Erreur de pr�ediction : e(j; k) = x(j; k)� ~x(j; k) (quanti�cation)

c) Reconstruction : x(j; k) = ~x(j; k) + ~e(j; k)

On a consid�er�e ici un pr�edicteur d'ordre 3 o�u les coe�cients �i indiquent l'importance

relative accord�ee au voisin sur la ligne (�3), sur la colonne (�2) ou sur la diagonale

(�1).

Le gain en compression de ces m�ethodes d�epend de l'image, des coe�cients (leurs

valeurs) utilis�es et de l'ordre de pr�ediction consid�er�e. Il n'existe pas de crit�ere objectif

pour appr�ecier num�eriquement la qualit�e de ces m�ethodes de compression. On se

limite le plus souvent, comme pour beaucoup de m�ethodes de �ltrage bas�ees sur le
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même principe, �a une appr�eciation visuelle. Ces m�ethodes ne sont pas enti�erement

r�eversibles.

M�ethodes par plages et m�ethodes des plans de bits

La m�ethode par plage (Run-Length Coding) [20], est bas�ee sur le fait que plusieurs

pixels voisins ont des valeurs identiques et ceci de mani�ere fr�equente. Une s�equence de

valeurs est appel�ee plage et est caract�eris�ee par 3 param�etres : l'adresse du d�ebut de

la plage i.e premier pixel, sa longeur et sa valeur. Si toute l'image n'est repr�esent�ee

que par deux valeurs, cas d'une image binaire, les valeurs ne sont sp�eci��ees qu'une

seule fois et sont d�etermin�ees alternativement par la suite. La compression revient

alors �a repr�esenter l'ensemble des trois param�etres ci-dessus pour toute l'image. Cette

m�ethode est d'autant plus e�cace que le nombre de niveaux de gris dans l'image est

faible. Elle est r�eversible et est particuli�erement adapt�ee pour les images binaires.

Comme l'indique le nom, la m�ethode par plans de bits consid�ere la repr�esentation

bit par bit de l'image [12]. En e�et dans une image de taille N � N chaque pixel

peut être repr�esent�e par un certain nombre de mots binaires e.g b bits ou simplement

cod�e sur b bits. Pour N = 256 ou 512, on peut prendre b = 8, on a alors une image

classique cod�ee sur 28 niveaux de gris. Si dans une telle repr�esentation, le k�eme bit

de chaque mot repr�esentant un �echantillon est pr�elev�e, on obtient alors une image

binaire appel�e plan de bits. Pour b = 8, l'image toute enti�ere est alors repr�esent�ee

par un ensemble de 8 plans de bits. Une fois cette repr�esentation obtenue, on peut

alors utiliser une m�ethode de compression adapt�ee aux images binaires pour r�eduire la

quantit�e d'information n�ecessaire au stockage de l'image.

L'e�cacit�e de ces m�ethodes de compression d�epend du type d'image. Si elles peu-

vent être int�eressantes pour des images ne pr�esentant que deux niveaux de gris, elles

sont en g�en�eral mauvaises pour une image quelconque. Elles permettent cependant

une reconstruction exacte.

2.4.3 Techniques de compression par transformation

Les m�ethodes de compression par transformation n'agissent pas directement sur

l'image num�erique dans sa repr�esentation canonique, mais dans le domaine transform�e.

Cette transformation pouvant être lin�eaire ou non. Il est bien connu qu'une transfor-

mation peut permettre de mettre en �evidence certaines propri�et�es de l'image que la
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repr�esentation originale ou canonique ne laisse pas apparâ�tre.

En partant d'un ensemble de valeurs num�eriques corr�el�ees d'une image, le but

est d'obtenir un autre ensemble de valeurs le moins corr�el�ees possible dans l'espace

transform�e. En g�en�eral, les sch�emas de codage par transformation subdivisent l'image

de taille N � N en sous-images de taille plus petites avant de faire subir �a ces sous

images une transformation. On privil�egie les transformations qui sont unitaires et

conservent l'�energie. La transformation consiste en la d�ecomposition de l'image dans

une base ad�equate de fonctions telles que les coe�cients de la transformation soient

ind�ependants et qu'un nombre minimum de ces coe�cients contienne une proportion

importante de l'�energie de l'image. Ainsi, on pourra mettre �a z�ero certains d'entre eux

sans nuire de mani�ere signi�cative ni �a la quantit�e d'�energie, ni �a l'aspect visuel de

l'image reconstruite.

Une transformation ad�equate pour la compression d'image devrait permettre la

d�ecorr�elation des coe�cients transform�es, la conservation d'�energie ou sa condensation

dans un nombre minimum de coe�cients et en�n poss�eder un algorithme rapide. Les

transformations lin�eaires sont les plus utilis�ees car ayant des expressions analytiques

simples et s'impl�ementant assez vite. Pour satisfaire la contrainte de d�ecorr�elation,

on utilise les bases orthogonales. On sait aussi que le nombre d'op�erations dans un

algorithme issu d'une transformation 2-D non s�eparable pour une image est de O(N4),

alors qu'il est de l'ordre de O(Nlog2 N) si la transformation est s�eparable, d'o�u la

pr�ef�erence aux algorithmes utilisant des bases s�eparables de fonctions. En g�en�eral, une

transformation lin�eaire de l'image x(i; j) en une image X(k; l) se formule par :

X(k; l) =
X
i

X
j

n(i; j; k; l)x(i; j) (9)

o�u n(i; j; k; l) est le noyau de la transformation. On dit que la transformation 2-D

est s�eparable si le noyau associ�e l'est i.e si : n(i; j; k; l) = n1(i; k)n2(j; l) o�u n1 et

n2 d�esignent les noyaux associ�es �a une transformation �a une dimension. Le noyau

de convolution de la transformation est souvent invariant en translation de mani�ere

�a ce que l'on ait : n(i; j; k; l) = ~n1(i � k; j � l). Ce qui signi�e que le r�esultat de

la transformation ne d�epend pas du point o�u elle est appliqu�ee, mais des valeurs du

noyau en ces points. Si la transformation est s�eparable et invariante en translation, on

a : n(i; j; k; l) = ~n1(i � k)~n2(j � l). Cette invariance est une caract�eristique discr�ete

du produit de convolution. L'invariance et la s�eparabilit�e sont caract�eristiques de la

plupart des syst�emes de �ltrage.
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Transformation de Karhunen-Loeve

On appelle transform�ee de Karhunen-Loeve [20, 78], la transformation optimale au

sens o�u tous les coe�cients obtenus sont d�ecorr�el�es et que la quasi-totalit�e de l'�energie

est conserv�ee par un minimum de coe�cients. Malheureusement les �el�ements de la

transformation, notamment la matrice, d�ependent de l'image dont il faut entre autres

calculer la moyenne et la covariance. Par ailleurs, il n'existe pas d'algorithme rapide

pour le calcul de la transformation de Karhunen-Loeve. Toutes ces raisons font que

cette transformation soit tr�es peu utilis�ee dans la pratique. On lui pr�ef�ere des trans-

formations qui sont ind�ependantes des images et qui ont des algorithmes rapides, tels

les transformations spectrales, en ondelettes : : :

Transformations spectrales ou sinuso��dales

La transformation de Fourier et celles qui s'en d�eduisent, telles la transformation en

sinus, la transformation en cosinus, sont tr�es utilis�ees en analyse et en �ltrage du signal

[12]. Ces transformations poss�edent des algorithmes rapides comme la FFT et ses

variantes. La variable de l'espace transform�e �etant la fr�equence, une telle d�ecomposition

permet de mieux observer la r�epartition fr�equentielle de l'image. Etant donn�e que ce

sont les premi�eres harmoniques qui contiennent la quasi-totalit�e de l'�energie, il est donc

possible de mettre �a z�ero une proportion importante des coe�cients et de coder l'image

�a moindre coût.

Malgr�e la rapidit�e de la transformation de Fourier, elle d�ecompose l'image en une

partie r�eelle et une partie imaginaire pouvant se convertir en module et argument

ce qui n'est pas facile �a manipuler ou �a interpr�eter. Les traitements de ces donn�ees

peuvent s'av�erer lourds, d'o�u la pr�ef�erence accord�ee �a la transformation en cosinus

qui b�en�e�cie de toutes les caract�eristiques de la FFT . La transform�ee en cosinus a

�et�e choisie comme standard par JPEG (Joint Photographic Experts Group) pour le

codage d'images �xes. Nous rappelons les formules d�e�nissant la transform�ee en cosinus

discr�ete [78]. On commence par la d�ecomposition avec :

X(k; l) =
4c(k)c(l)

N2

i=N�1X
i=0

j=N�1X
j=0

x(i; j)cos[
(2i+ 1)k�

2k
]cos[

(2j + 1)l�

2l
]

et la reconstruction se fait par :

x(i; j) =
k=N�1X
k=0

l=N�1X
l=0

c(k)c(l)X(k; l)cos[
(2i+ 1)k�

2k
]cos[

(2j + 1)l�

2l
]
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o�u

c(u) =

8<:
1p
2

si u = 0;

1 si u = 1 : : : N � 1;

On montre que la performance de la transform�ee en cosinus discr�ete est proche d'une

transformation de Karhunen-Loeve en utilisant une image mod�elis�ee par un processus

de Markov du premier ordre.

Transformations quasi-spectrales

Les transformations de Haar et de Walsh-Hadamard sont souvent utilis�ees pour

la compression d'image. Elles ne sont pas optimales au sens de la concentration de

l'�energie de l'image dans une faible proportion de coe�cients, mais leur grand avan-

tage est l'extrême simplicit�e de calcul. Ceci facilite une impl�ementation mat�erielle ou

logicielle. Ces transformations utilisent des matrices ou des noyaux dont les valeurs

sont +1 ou �1. La construction de la matrice de transformation de Walsh-Hadamard

se fait de mani�ere r�ecurrente. La plus petite �etant une matrice 2� 2 qui repr�esente la

matrice d'une sym�etrie d'angle �=4 par rapport �a l'origine. De

H2 =
1p
2

24 1 1

1 �1

35
on d�eduit

H2n =
1p
2

24 H2n H2n

H2n �H2n

35
qui est la matrice de Hadamard de taille 2n� 2n.

On obtient la matrice des coe�cients de la transformation en faisant le produit de

la matrice image par la matrice de Hadamard de taille correspondante. Ce calcul peut

être acc�el�er�e en proc�edant d'abord �a une partition de l'image originale en blocs de taille

plus petite et chacun de ces blocs est trait�e de mani�ere ind�ependante.

2.4.4 Techniques hybrides

Les techniques hybrides de compression d'une image combinent de mani�ere ad�equate

des m�ethodes par pr�ediction et des m�ethodes par transformation [20]. Il peut être in-

t�eressant par exemple de proc�eder d'abord �a une transformation de l'image ensuite

d'utiliser l'une des m�ethodes de pr�ediction pour la compression e�ective. Il reste clair

que cette d�emarche n'est int�eressante que si l'image transform�ee poss�ede de bonnes
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propri�etes pour justi�er l'une des m�ethodes de pr�ediction. Si par exemple la trans-

formation permet d'obtenir une image binaire ou une image ayant des valeurs tr�es

voisines, alors les m�ethodes di��erentielles ou par plages peuvent être mises en �uvre

pour r�eduire la quantit�e d'information.

Nous classons dans ces techniques les m�ethodes de codage : de Hu�man, arithm�e-

tique, de Freeman, par Quadtree, par contours et textures etc: : : [20, 78].

Le codage de Hu�man et le codage arithm�etique [78] sont fond�es sur les probabilit�es

de pr�esence des niveaux de gris ou de mots de la source �a coder. On associe �a chaque

mot une probabilit�e d'apparition proportionnelle �a sa longeur. Ainsi, �a l'information

ou au mot du code de taille minimale est a�ect�e la plus grande probabilit�e. Ceci

permet d'obtenir un nombre moyen de bits/pixel proche de l'entropie de la source

originale. Ces codages sont r�eversibles, mais le taux de compression est tr�es faible. Ils

sont complexes �a mettre en �uvre, vu les calculs de probalilit�e �a e�ectuer. Un des

inconv�enients majeure est cette d�ependance �a la statistique de la source �a coder.

Le code de Freeman [3] sur lequel nous reviendrons au chapitre 5 est plus adapt�e �a

la description des courbes, tout en r�ealisant une r�eduction de donn�ees.

Le codage par Quadtree ou arbre quaternaire [77] est li�e �a la propri�et�e de r�ecursivit�e

du maillage carr�e. C'est une structuration hi�erarchique des donn�ees image construite

par codage binaire des quadrants uniformes de l'image. Une image (on dit souvent

"n�ud") est divis�ee en 4 quadrants (appel�e "�ls") de tailles �egales. Chaque �ls non

uniforme ou mixte r�esultant est consid�er�e commenouveau n�ud et est encore subdivis�e,

ainsi de suite jusqu'�a l'obtention de �ls "parfaitement" uniformes ou homog�enes. Le

codage se fait �a chaque niveau de la subdivision. Ce codage est tr�es adapt�e �a la

description ou �a la repr�esentation des formes binaires ayant plusieurs zones homog�enes.

Pour le cas d'une image non binaire ou pour certains quadrants mixtes, on consid�ere

qu'il y a homog�en�eit�e si la variance est inf�erieure �a un certain seuil �x�e �a l'avance. Le

taux de compression est fonction de la nature de l'image.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait un survol de quelques m�ethodes de compression

d'images. Il s'agit souvent des techniques de d�ecomposition d'images qui permettent

d'obtenir des coe�cients justi�ant de par leurs propri�et�es une r�eduction de l'espace

n�ecessaire pour leur repr�esentation ou stockage. De ces techniques, celles qui passent
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par les transformations doivent non seulement conserver l'�energie mais �egalement pos-

s�eder des algorithmes rapides et si possible que le nouvel espace puisse permettre une

interpr�etation des images obtenues.

La liste des m�ethodes est loin d'être exhaustive, mais constitue un aper�cu de la

diversit�e des techniques de compression des donn�ees image.

Les techniques de quanti�cation sont souvent class�ees parmi les techniques de com-

pression, en ce sens qu'elles r�eduisent le nombre de bits n�ecessaire �a la repr�esentation

des donn�ees (passage du r�eel en entier). En fait, ces techniques de même que les

di��erentes m�ethodes de codage sont des transformations [8] qui donnent une autre

repr�esentation de l'image par un ensemble de donn�ees ou de param�etres qui peuvent

permettre de reconstruire l'image. On peut d'ailleurs classer la m�ethode par plages

dans cette cat�egorie (codage des param�etres) de même que la technique de compres-

sion fractale qui code un ensemble de transformations a�nes. Nous n'avons pas �evoqu�e

les techniques de d�ecomposition en sous-bandes [36, 65], ni les techniques pyramidales

[25] car elles s'int�egrent dans les techniques de transformations par ondelettes qui font

l'objet du chapitre suivant.



Chapitre 3

Ondelettes et compression d'images

3.1 Introduction

Nous avons, dans le chapitre pr�ec�edent, fait un survol sur plusieurs types de tech-

niques permettant d'obtenir des coe�cients d�ecorr�el�es d'une image, ce qui entrâ�ne

une r�eduction des donn�ees n�ecessaires �a son stockage ou �a sa transmission. En fait, les

transformations sont obtenues par projection du signal image sur des bases de fonc-

tions appropri�ees. Les propri�et�es d'une transformation sont �etroitement li�ees �a celles

des fonctions qui constituent la base de la transformation.

La transformation de Haar et celle de Walh-Hadamard ont une tr�es bonne loca-

lisation spatiale, alors que les transformations spectrales sont caract�eris�ees par une

localisation fr�equentielle assez nette.

Il peut être tr�es int�eressant de consid�erer une transformation qui soit interm�edaire

des transformations pr�ec�edentes, en ce sens qu'elle soit localis�ee avec pr�ecision en temps

et en fr�equence. C'est ce que fait la transformation en ondelettes qui permet d'obtenir

une repr�esentation temps-fr�equence [80] ou temps-�echelle [88]. Elle a des propri�et�es

d'adaptativit�e ou de exibilit�e tr�es attrayantes notamment au niveau du choix des

fonctions de bases i.e des ondelettes (orthogonales ou non, �a support compact ou in�ni

etc : : : ) et des param�etres de dilatation et de translation [50, 53, 83]. Les transform�ees

en ondelettes conservent l'�energie du signal et poss�edent notamment des algorithmes

rapides [73, 75] et sont donc bien adapt�ees �a la compression d'image [53, 65, 66].

Nous allons dans ce chapitre d�ecrire deux algorithmes �a structure pyramidale qui se

d�eduisent de l'analyse multir�esolution. Nous pr�esenterons d'abord les �el�ements de con-

struction de l'algorithme de S. Mallat [53], ainsi que les r�esultats de l'impl�ementation.

55
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L'algorithme en quinconce d�evelopp�e par Feauveau [65] sera formellement pr�esent�e.

Celui de Burt et Adelson [25] sera d�ecrit avec une analyse des caract�eristiques des �l-

tres utilis�es. Les propri�et�es importantes des ondelettes qui conduisent au choix de la

meilleure pour une application en imagerie seront discut�ees.

Nous pr�esenterons ensuite les r�esultats de l'impl�ementation de l'algorithme de Mal-

lat avec di��erentes familles d'ondelettes. Dans une perpective de compression, nous

mettrons di��erents pourcentages de coe�cients d'ondelettes de l'image �a z�ero et nous

examinerons graphiquement et num�eriquement les erreurs de reconstruction. Nous

�etudierons l'inuence du nombre de niveaux de r�esolution sur les erreurs de reconstruc-

tion. Avec l'algorithme pyramidal de Burt, nous examinerons l'inuence du param�etre

ind�ependant a , ainsi que le niveau de la pyramide sur les erreurs �a la synth�ese. Nous

avons calcul�e l'entropie, qui tout en mesurant la quantit�e d'information, permet de

donner une estimation th�eorique du taux de compression dans le cas d'un codage sans

perte d'information. Nous proposons une formule pour calculer de mani�ere approxi-

mative le taux de compression de la repr�esentation en ondelettes d'une image, apr�es

avoir mis un certain pourcentage de coe�cients �a z�ero.

Dans le cadre d'une application pratique, nous nous sommes int�eress�es �a la con-

servation d'indices visuels (fronti�eres) dans les repr�esentations hi�erarchiques. Il s'agit

d'�etudier parmi di��erentes approches de repr�esentations multi-�echelles celle qui permet

�a di��erents niveaux d'�echelles ou de la pyramide de conserver les indices visuels. Les

r�esultats de cette �etude de stabilit�e des contours avec l'algorithme pyramidal de Burt

et celui de Mallat utilisant di��erentes ondelettes sont ensuite pr�esent�es sur une image

synth�etique et sur une image r�eelle.

3.2 Quelques algorithmes de transformation en on-

delettes

Le premier algorithme de transformation en ondelettes utilis�e dans le cadre de

l'imagerie est celui de S. Mallat [53], bas�e sur une analyse multir�esolution dyadique.

Partant de la formulation fonctionnelle de l'�ecriture d'une fonction de L2(R2) dans

une base de cet espace, la structure particuli�ere de ces espaces de projection (espaces

embô�t�es de multir�esolution) permet de d�eduire un algorithme ayant une structure

pyramidale.
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3.2.1 Introduction

L'id�ee est de repr�esenter un signal image �a plusieurs niveaux de r�esolution, la r�e-

solution �etant ici la plus petite distance entre deux �el�ements tels que ceux-ci puissent

être s�epar�es par un instrument d'observation qui peut être l'oeil. En fait, la pr�ecision

que notre oeil a �a d�eceler les d�etails dans une sc�ene est fonction de la distance qui nous

s�epare de ce qui est observ�e. Ainsi, plus la r�esolution d'une image est faible, plus il

faut être pr�es pour mieux observer les l�eg�eres variations ou de petits d�etails. Soient

deux plans, l'un celui de l'image et l'autre celui de l'observateur, pouvant se d�eplacer.

Si le plan de l'observateur se d�eplace alors que celui de l'image est immobile, on a un

e�et de zoom, avec agrandissement si le plan s'�eloigne et r�eduction s'il se rapproche.

On a un e�et similaire si c'est le plan de l'image qui subit un d�eplacement. Le terme

d�eplacement est utilis�e ici pour une translation simple, on ne prend pas en compte les

�eventuelles rotations.

En terme de traitement d'image, on peut se demander quelle transformation faire

subir �a une image ou �a une repr�esentation adopt�ee de celle-ci pour que la visibilit�e soit la

même quel que soit le d�eplacement que subit le plan d'observation ? La repr�esentation

de l'image �a plusieurs niveaux de r�esolution en extrayant notamment les di��erences

d'information entre les images de di��erentes r�esolution parâ�t un cadre adapt�e. Nous

allons pr�esenter l'analyse multir�esolution dyadique d'une image par ondelettes [50, 53]

et l'algorithme qui s'en d�eduit. L'ondelette agit sur une image comme un miscroscope

math�ematique �a e�et de zoom.

3.2.2 El�ements de construction de l'algorithme de Mallat

Nous avons d�ej�a indiqu�e le concept g�en�eral de construction d'une ondelette par une

analyse multir�esolution au chapitre un, nous nous limitons ici aux �el�ements essentiels

pour la compr�ehension de l'algorithme de S. Mallat [53]. Rappelons qu'une analyse

multir�esolution de L2(R2) est constitu�ee par une suite (V (2)
j )

j2Z de sous espace vecto-

riels embô�t�es et ferm�es de L2(R2). Chaque V (2)
j a une base constitu�ee des dilatations

et des translations de la fonction d'�echelle.

Une analyse multir�esolution (V (2)
j )

j2Z de L2(R2) peut être obtenue par produit

tensoriel d'une analyse multir�esolution (V (1)
j )

j2Z de L2(R) . Il en est de même pour

une base de V (2)
j . On peut alors d�eduire trois ondelettes qui constituent une base de

W
(2)
j . Pour expliciter ceci, consid�erons (V

(1)
j )

j2Z une analyse multir�esolution de L2(R),
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alors un sous-espace V
(2)
j de L2(R2) peut être obtenu par : V

(2)
j = V

(1)
j 
 V

(1)
j . En fait,

la notation rigoureuse est V (2)
j = V

(1)
j 
 V

(1)
j , qui repr�esente la fermeture dans L2(R2)

du produit tensoriel de V (1)
j par V (1)

j . Si l'on note W (1)
j (resp. W (2)

j ) le compl�ementaire

orthonorm�e de V
(1)
j (resp. V

(2)
j ) dans L2(R) (resp. L2(R2)), alors de :

V
(2)
j+1 = V

(2)
j+1 
 V

(2)
j+1 et V (1)

j+1 = V
(1)
j �W

(1)
j

on a :

V
(2)
j+1 = (V

(1)
j �W

(1)
j )
 (V

(1)
j �W

(1)
j )

= (V (1)
j 
 V

(1)
j )� ((V (1)

j 
W
(1)
j )� (W (1)

j 
 V
(1)
j )� (W (1)

j 
W
(1)
j ))

d'o�u W
(2)
j = (V

(1)
j 
W

(1)
j )� (W

(1)
j 
 V

(1)
j )� (W

(1)
j 
W

(1)
j )

Si �(x) est une fonction d'�echelle de (V
(1)
j )

j2Z, alors �(x; y) = �(x)�(y) est une

fonction d'�echelle de (V (2)
j )

j2Z et d'apr�es le th�eor�eme (6) du Chapitre I, nous avons

une base de W (2)
j constitu�ee de trois ondelettes.

Soit f(x; y) 2 L2(R2), repr�esentant une image analogique et Pj (resp. Qj) la pro-

jection de f dans V
(2)
j (resp. W

(2)
j ). Consid�erant les bases de V

(2)
j (resp. W

(2)
j ) d�e�nies

dans le th�eor�eme (6) du Chapitre I, la projection de f(x; y) dans V (2)
j est :

Pjf(x; y) =
X
nm

< f;�jnm > �jnm(x; y)

et peut donc être caract�eris�ee par : AIj(f) = ((< f;�jnm >))
(n;m)2Z2 qu'on appelle

approximation de l'image f �a la r�esolution 2�j . De plus on a :

< f;�jnm > =
Z
f(x; y)2j�((2jx; 2jy)� (n;m))dxdy

=
Z
f(x; y)2j�[�2+j((2�jn; 2�jm)� (x; y))]dxdy

= (f � �j)(2
�jn; 2�jn) avec �j(x; y) = 2j�(�2j(x; y))

L'approximation de f �a la r�esolution 2�j peut donc être obtenue comme produit de

convolution d'o�u l'interpr�etation [53] du calcul de l'approximation discr�ete d'un signal

en terme de �ltrage.

De même, la projection de f(x; y) dans W (2)
j se d�ecompose en :

Projection dans V (1) 
W (1) : Q01
j f(x; y) =

X
nm

< f;	(1)
jnm > 	(1)

jnm(x; y)

Projection dans W (1) 
 V (1) : Q10
j f(x; y) =

X
nm

< f;	(2)
jnm > 	(2)

jnm(x; y)

Projection dans W (1) 
W (1) : Q11
j f(x; y) =

X
nm

< f;	
(3)
jnm > 	

(3)
jnm(x; y)
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et se caract�erise par les coe�cients qui peuvent de la même mani�ere que < f;�jnm >

s'�ecrire sous la forme de produits de convolution.

Formules d'impl�ementation

Du point de vue de l'impl�ementation comme de l'analyse ci-dessus, c'est le caract�ere

embô�t�e des sous-espaces V (2)
j qui est fondamental. En e�et, on a V

(2)
j � V

(2)
j+1 d'o�u

l'�ecriture de tout �el�ement de V (2)
j dans une base de V (2)

j+1 et en particulier l'�ecriture de

tout �el�ement de base soit :

�jnm(x; y) =
X
k l

< �jnm;�j+1kl > �j+1kl(x; y) (10)

En calculant le produit scalaire de f(x; y) avec les deux membres de (10), on obtient :

< f;�jnm >=
X
k l

< �jnm;�j+1kl >< f;�j+1kl > (11)

Par un simple changement de variables et en tenant compte de la notation de

l'approximation de f; (11) devient :

AIj(n;m) =
X
k l

� � ��1(2n � k; 2m� l)AIj+1(k; l) (12)

Cette �equation montre qu'�etant donn�eAIj+1, l'approximation d'une image f �a la r�esolu-

tion 2�(j+1), on peut en d�eduire AIj, l'approximation de la même image �a la r�esolution

2�j , par �ltrage. La qualit�e de l'image obtenue �a la r�esolution suivante d�epend des

propri�et�es du �ltre mis en �uvre.

On montre aussi que si l'on note DI(1)j ; DI
(2)
j et DI(3)j les coe�cients des projec-

tions de l'image f(x; y) respectivement dans : V (1)
j 
W

(1)
j ; W

(1)
j 
V

(1)
j et W (1)

j 
W
(1)
j

alors on a les �equations suivantes :

DI
(1)
j (n;m) =

X
k l

	(1) �	(1)
�1(2n � k; 2m� l)AIj+1(k; l)

DI
(2)
j (n;m) =

X
k l

	(2) �	(2)
�1(2n � k; 2m� l)AIj+1(k; l)

DI
(3)
j (n;m) =

X
k l

	(3) �	(3)
�1(2n � k; 2m� l)AIj+1(k; l)

qui donnent les formules explicites de calcul des projections dans di��erentes bases.

Notons que la formulation adopt�ee ici s'�ecarte un peu de celle de Mallat [49, 53] dans

la mesure o�u le �ltre consid�er�e peut être formellement non s�eparable. En ce sens, cette
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formulation est plus proche du cas g�en�eral des �ltres non s�eparables et en particulier du

cas de la multir�esolution avec un facteur de r�esolution
p
2 [65]. La s�eparabilit�e adopt�ee

par Mallat a pour avantage de permettre un calcul plus rapide. Elle permet aussi

d'interpr�eter les images DI
(k)
j k = 1 : : : 3 comme les hautes fr�equences s�electives en

direction. DI(1)j ; DI
(2)
j et DI(3)j sont repectivement les d�etails dans les directions ho-

rizontale, verticale et \diagonale". La Figure (6) repr�esente le sch�ema formel d'analyse

et de sous-�echantillonnage de l'algorithme de Mallat o�u ~H (resp. ~G) repr�esente le �ltre

miroir de H (resp. G) :

Lignes Colonnes

X : Convolution (lignes ou colonnes) avec le �ltre X:

1 # 2
: Conserver une ligne sur deux.2 # 1

: Conserver une colonne sur deux.

DI
(3)
j f

DI
(2)
j f

DI
(1)
j f

AIjf-

-

-

-

1 # 2

1 # 2

1 # 2

1 # 2

-

-

-

-

~H

~G

~H

~G-

-

-

-

-

-

2 # 1

2 # 1

-

-

~H

~G

-

-

-AIj+1f

Figure 6: Sch�ema de d�ecomposition de l'image AIj+1f en AIjf , DI
(1)
j f , DI

(2)
j f et

DI
(3)
j f: Il est bas�e sur les produits de convolution 1-D des lignes et des colonnes de

AIj+1f:

En fait, une image AI0 est apr�es d�ecomposition �equivalente �a (AIJ ; (DI
(k)
j )k=1:::3j=1:::J )

qui est sa repr�esentation en ondelettes . On remarque que si AI0 occupe une place

m�emoire de N �N , il en est de même de sa repr�esentation formelle en ondelettes (Cf.

Figure (7)), ce qui n'est pas le cas pour toutes les repr�esentations de type pyramidal.

Par exemple, la repr�esentation d'une image par la pyramide laplacienne [25] occupe

1=3 de place en plus vis �a vis de sa repr�esentation originale.

De la repr�esentation par ondelettes, il est possible de reconstruire l'image originale.

Ceci vient du simple fait que W
(2)
j �etant le compl�ementaire orthogonal de V

(2)
j dans
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DV1

DH1

DD1

DV2

DH2

DD2

DV3

DH3

DD3

AI3

Image originale AI0

(a) (b)

Figure 7: Sch�ema de repr�esentation de l'algorithme dyadique. (a) Image originale; (b)

D�ecomposition en j = 3 niveaux de r�esolution o�u DVj : d�etails verticaux, DHj : d�etails

horizontaux, DDj : d�etails diagonaux et AIj : approximation de AI0 �a la r�esolution j.

V
(2)
j+1, une fonction de V (2)

j+1 peut s'exprimer dans la base constitu�ee de la r�eunion des

bases de V (2)
j et W (2)

j . Du fait de l'orthogonalit�e des bases, on a :

�j+1nm(x; y) =
X
k l

< �j+1nm;�jkl > �jkl(x; y) +
X
k l

< �j+1nm;	
(1)
jkl > 	(1)

jkl(x; y) +X
k l

< �j+1nm;	
(2)
jkl > 	

(2)
jkl(x; y) +

X
k l

< �j+1nm;	
(3)
jkl > 	

(3)
jkl(x; y)

= Pj�j+1nm(x; y) +Q01
j �j+1nm(x; y) +Q10

j �j+1nm(x; y) +Q11
j �j+1nm(x; y)

En calculant le produit scalaire de cette expression avec la fonction f(x; y), repr�esentant

l'image, nous avons :

< f;�j+1nm > =
X
k l

< �j+1nm;�jkl >< f;�jkl >+
X
k l

< �j+1nm;	
(1)
jkl >< f;	(1)

jkl >

+
X
k l

< �j+1nm;	
(2)
jkl >< f;	(2)

jkl >+
X
k l

< �j+1nm;	
(3)
jkl >< f;	(3)

jkl >

Ce qui peut encore s'�ecrire :

AIj+1(n;m) =
X
k l

� � �1(2k � n; 2l �m)AIj(k; l)

+
X
k l

� �	(1)
1 (2k � n; 2l �m)DI

(1)
j (k; l)
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+
X
k l

� �	(2)
1 (2k � n; 2l �m)DI

(2)
j (k; l)

+
X
k l

� �	(3)
1 (2k � n; 2l �m)DI

(3)
j (k; l)

qui montre que l'image AIj+1 peut être reconstruite �a partir de AIj; DI
(1)
j ; DI

(2)
j et

DI
(3)
j apr�es un sur-�echantillonnage ou une interpolation. Formellement la reconstruc-

tion de l'image originale se fait par le sch�ema de la Figure (8).

Lignes Colonnes

X : Convolution (lignes et colonnes) avec le �ltre X:

1 " 2 : Ins�erer une ligne de z�eros entre 2 lignes

2 " 1 : Ins�erer une colonne de z�eros entre 2 colonnes

�4 : Multiplier par 4

DI3j f

DI2j f

DI1j f

AIjf -

-

-

-

2 " 1

2 " 1

2 " 1

2 " 1

-

-

-

-

H

G

H

G

-

-

-

-

-

-

1 " 2

1 " 2

-

-

H

G

-

-

-�4 - AIj+1f

Figure 8: Sch�ema de reconstruction de l'image AIj+1f �a partir de AIjf , DI
(1)
j f , DI

(2)
j f

et DI
(3)
j f . De même que dans le sch�ema de d�ecomposition, il s'agit ici de produits de

convolution des lignes et colonnes.

Notons une fois de plus que cette pr�esentation de l'algorithme de Mallat sous une

forme un peu plus g�en�erale a pour but de montrer que dans sa conception, il peut

être impl�ement�e pendant la phase d'analyse ou de synth�ese en utilisant des �ltres non

s�eparables.

R�esultats de l'impl�ementation

Nous pr�esentons �a la Figure (9) une image originale (9; (a)) et sa repr�esentation en

ondelettes (9; (b)) suivant la disposition du sch�ema de la Figure (7). On remarquera la
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s�electivit�e directionnelle des d�etails (coe�cients d'ondelettes) qui est due �a la construc-

tion par produit tensoriel des bases d'ondelettes en dimension 2: Nous avons en (9; (d)),

l'image di��erence pixel �a pixel et (9; (c)) la reconstruction de l'image (9; (a)) �a partir

de sa repr�esentation en ondelettes. L'homog�en�eit�e de (9; (d)) prouve que visuellement,

la reconstruction est bonne. Ceci est en parfait accord avec la formulation math�ema-

tique en consid�erant la r�eversibilit�e de la transformation. Mais num�eriquement, les

mesures d'�ecarts (Cf. Tableau (1)) montrent une di��erence entre l'image originale et

l'image reconstruite. En fait, l'algorithme de S. Mallat est formellement tr�es attrayant

dans sa formulation math�ematique. Dans l'impl�ementation, on n'utilise pas les fonc-

tions � et les ondelettes 	(1); 	(2) et 	(3) associ�ees, mais les �ltres H; G ainsi que les

�ltres miroirs correspondants. Les propri�et�es de ces �ltres se d�eduisent de celles des

ondelettes et de la fonction d'�echelle. Le �ltre H associ�e �a � est un passe bas, alors

que celui associ�e �a l'ondelette, le �ltre G est un passe haut. On utilise par exemple des

ondelettes splines qui ont certes une d�ecroissance exponentielle, mais �a support in�ni,

ce qui pose le probl�eme de taille optimale du support pour l'impl�ementation. Notons

que la taille du support �etant li�ee au nombre de coe�cients du �ltre associ�e, on parle

alors du choix de la taille du �ltre �a utiliser. En fait, de la sym�etrie du �ltre passe bas,

on se donne un nombre n0 et on utilise alors les coe�cients h(n) tels que jnj < n0: Dans

l'impl�ementation originale, Mallat a utilis�e 15 coe�cients i.e n0 = 8. Mais, les calculs

montrent que pr�ecision de la reconstruction augmente avec n0 (Cf: Tableau (1)):

n0 Err: Abs: Err: Moy: Err:Qua: PSNR Entropie

6 42:3 7:06 8:85 29:2 7:44

8 14:8 2:88 3:61 37:0 7:52

11 10:8 5:32 5:63 39:1 7:47

14 1:83 0:32 0:41 55:3 7:40

16 0:87 0:16 0:20 61:8 7:40

25 8:85:10�2 4:81:10�2 4:96:10�2 74:2 7:40

40 7:73:10�3 4:52:10�3 4:60:10�3 94:9 7:40

Tableau 1: La pr�ecision augmente avec le nombre de coe�cients du �ltre. L'analyse

est faite sur 3 niveaux de r�esolution.

Dans ce tableau, on consid�ere une image originale et l'image reconstruite apr�es
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Image originale Repr�esentations en ondelettes de (a)

(a) (b)

Image di��erence entre (a) et (c) Image reconstruite

(d) (c)

Figure 9: (a) : Image originale; (b) : D�ecomposition de (a) en 3 niveaux de r�esolution

i.e repr�esentation en ondelettes de (a); (c) : Reconstruction de (a) �a partir de (b); (d) :

Di��erence entre (a) et (c).
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une d�ecomposition sur trois niveaux de r�esolution. On �evalue alors l'erreur absolue,

l'erreur moyenne, l'erreur quadratique, le rapport signal sur bruit des deux images qui

sont repr�esent�ees par des valeurs de 0 �a 255 et l'entropie de l'image reconstruite.

Les valeurs de ces mesures d'�ecarts attestent que l'image reconstruite est d'autant

plus proche (num�eriquement) de l'image originale que le nombre de coe�cients du �ltre

est �elev�e. L'entropie qui permet de mesurer la quantit�e d'information se stabilise �a 7:40

pour les valeurs de n0 > 16: Ceci montre qu'aucune information n'est ajout�ee en plus

quel que soit n0 au del�a de cette valeur. Les erreurs obtenues con�rment ce fait. Etant

donn�e que les valeurs des niveaux de gris sont des entiers compris entre 0 et 255; une

di��erence �a 10�2 pr�es est pratiquement insigni�ante.

Visuellement, on ne per�coit pratiquement plus de di��erence entre les deux images

pour n0 = 6, malgr�e la valeur de l'erreur absolue. Le choix du nombre de coe�cients

d�epend de ce qui est privil�egi�e dans le traitement consid�er�e. Si l'accent est simplement

mis sur l'aspect visuel (reconnaissance par exemple), on gagne en temps de calcul en

utilisant peu de coe�cients. Mais si c'est l'aspect num�erique qui est le plus important,

la pr�ecision sera obtenue au prix d'un sacri�ce en temps de calcul.

R�esolutions Err: Abs: Err: Moy: Err: Qua: PSNR Entropie

1 0:42 0:07 0:10 64:2 7:40

2 0:57 0:01 0:15 64:2 7:40

3 0:87 0:16 0:20 61:8 7:40

4 1:13 0:21 0:27 59:5 7:41

5 1:44 0:30 0:37 56:6 7:42

6 1:79 0:42 0:52 53:8 7:43

7 2:09 0:52 0:64 52:0 7:43

8 2:14 0:56 0:67 51:6 7:43

Tableau 2: La pr�ecision diminue avec l'augmentation du nombre de niveaux de r�esolu-

tion. Nous avons utilis�e la même image que ci-dessus avec n0 = 16:

L'autre param�etre de l'algorithme est le nombre de niveaux de r�esolution i.e j.

Nous avons �etabli le Tableau (2) pour montrer que la pr�ecision num�erique, ind�epen-

damment du nombre de coe�cients, diminue quand l'analyse est pouss�ee �a de tr�es

basses r�esolutions. On observe par exemple que quand on d�ecompose l'image �a une
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seule r�esolution, l'erreur absolue est de 0:42, cette même erreur est de 2:14 si l'on est �a

8 niveaux de r�esolution, soit une augmentation de l'erreur de 509% ! Il est �a remarquer

que, malgr�e la rapidit�e inh�erente �a la structure pyramidale de l'algorithme, le temps de

calcul augmente avec la taille du �ltre. Ce fait s'observe en remarquant, comme nous

l'avons bien fait apparâ�tre dans la formulation de l'algorithme, qu'il s'agit d'e�ectuer

un ensemble de produits de convolution. Il est bien connu que le temps de calcul d'un

produit de convolution crô�t avec le nombre de coe�cients du �ltre ou avec la taille

du masque de convolution mis en �uvre. On pourrait, vue la structure pyramidale

de l'algorithme, consid�erer un �ltre de taille adaptative i.e tel que la taille du masque

d�ecrô�t au fur et �a mesure que la taille de l'image trait�ee diminue. Mais alors quels

seraient les coe�cients �a conserver ? Seront-ils choisis en fonction de leurs positions

dans le masque de convolution ou en fonction de leurs valeurs num�eriques ? Le crit�ere

de choix pourra-t-il être objectif et ind�ependant de l'image ? Ce sont des questions

assez complexes, �etant donn�e qu'il n'existe pas de crit�eres objectifs et universellement

reconnus autres que visuels pour appr�ecier la qualit�e d'une image.

En conclusion pour l'analyse de l'e�et de ces deux param�etres de l'algorithme,

on peut dire que si l'on s'int�eresse surtout �a l'aspect visuel, il n'est pas n�ecessaire

d'utiliser beaucoup de coe�cients du �ltre. Les calculs se font alors plus rapidement,

ce qui peut être tr�es int�eressant pour des applications en temps r�eel ou l'aspect visuel

est pr�epond�erant comme dans le cas du traitement des images de t�el�evision ou de

m�et�eorologie. Par contre, s'il s'agit d'une analyse m�edicale, on peut sacri�er le temps

et veiller �a la pr�ecision des r�esultats obtenus pour �eviter toute erreur d'interpr�etation

qui peut entrâ�ner un faux dignostic. Le nombre de niveaux de r�esolution d�epend

du volume de l'image �a traiter. A la r�esolution la plus faible (dernier niveau de la

pyramide) l'image de texture est constitu�ee d'au moins un pixel. La qualit�e visuelle

(bonne ou mauvaise) de l'image �a une r�esolution donn�ee varie selon les applications.

Une image m�edicale doit être de tr�es haute r�esolution permettant de distinguer tous

les d�etails, alors qu'une image n�ecessaire pour la construction d'un Mod�ele Num�erique

de Terrain (MNT) peut être moins pr�ecise.

Pour passer d'une r�esolution �a une autre, on utilise un facteur de r�esolution de 2.

On peut s'imaginer qu'en changeant ce facteur, on puisse obtenir une autre pr�ecision.

C'est ce qui est fait dans [65], en consid�erant le facteur
p
2 pour rendre plus �ns les

d�etails inter-�echelles. En consid�erant ce facteur d'�echelle, on obtient un algorithme

pyramidal en quinconce que nous pr�esentons dans la section suivante.
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3.2.3 Algorithme pyramidal non s�eparable en quinconce

Il s'agit d'un algorithme pyramidal qui peut se d�eduire d'une analyse multir�esolution

avec un facteur de r�esolution
p
2 [65] et non de 2 comme dans le cas pr�ec�edent dit

dyadique. L'analyse est alors plus �ne car le facteur de r�esolution est plus petit, mais

les �ltres induits sont non s�eparables. Pour plus de d�etails sur les relations entre la

fonction d'�echelle et l'ondelette comme ce fut le cas ci-dessus, nous renvoyons le lecteur

int�eress�e �a la th�ese de J. C. Feauveau [65]. Ce type de construction a �et�e introduit

par Vetterli [26] dans le cadre du codage par bancs de �ltres, mais n'a pas eu d'�echo

important du fait de la non s�eparabilit�e des �ltres.

Vu sous l'aspect banc de �ltres, la phase de d�ecomposition consiste �a �ltrer l'image

par un banc de deux �ltres 2-D et �a la sortie, les images obtenues sont sous-�echantillonn�ees

de la fa�con suivante : on garde un point sur deux sur toutes les lignes et d'une ligne

�a l'autre, on e�ectue un d�ecalage d'un pixel vers la droite. La phase de reconstruction

est pr�ec�ed�ee d'une interpolation qui consiste habituellement �a intercaler un z�ero entre

les �echantillons et le r�esultat est obtenu en additionnant la sortie des deux canaux ainsi

interpol�es et �ltr�es. Pour obtenir de bons r�esultats �a la reconstruction, les �ltres uti-

lis�es doivent satisfaire les conditions de reconstruction exacte que nous avons rappel�ees

dans le chapitre premier de cette th�ese. L'un des �ltres devra être un passe bas pour

assurer le passage de basses fr�equences et l'autre un passe haut.

Vu sous l'aspect multir�esolution, la d�ecomposition est �a peu pr�es la même que

dans le cas dyadique, sauf qu'on introduit une �etape suppl�ementaire dans cette phase

et qu'on utilise une seule ondelette au lieu de trois comme pr�ec�edemment. L'�etape

suppl�ementaire consiste simplement en un changement d'orientation permettant une

r�eorganisation plus compacte de l'image haute fr�equence.

Sous forme algorithmique, si l'on appelle AI0 l'image originale, l'application des

deux �ltres permet d'obtenirAI1=2 etDI1=2. Ensuite de AI1=2, on d�eduitAI1 etDI1 par

convolution avec les mêmes �ltres que pr�ec�edemment, mais ayant chang�e d'orientation.

DI1=2 est r�eorganis�ee de mani�ere plus compacte en ~DI1=2. A ce stade de la d�ecom-

position, AI0 est repr�esent�ee par AI1, image d�egrad�ee 'basses r�esolutions) de AI0 et

(DI1;DI1=2) qui sont les d�etails ou di��erences entre AI0 et AI1. On peut recommencer

le processus sur la sous-image AI1 qui repr�esente la texture de l'image �a une r�esolu-

tion inf�erieure. L'image AI0 peut alors être repr�esent�ee par (AIJ=2; (DIj=2)j=1:::J) (Cf.

Figure (10)) au lieu de (AIJ; (DI
(1)
j ;DI

(2)
j ;DI

(3)
j )j=1:::J) comme dans le cas dyadique.

On montre [65] qu'en fait si l'on d�e�nit un traitement s�eparable comme tout traite-
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~DI1=2

DI1

AI3=2

DI2

~DI5=2
DI3

AI3

AI0

(a) (b)

Figure 10: Sch�ema de repr�esentation de l'algorithme en quinconce. (a) Image originale;

(b) D�ecomposition de (a) en quinconce pour j = 3 r�esolutions.

ment pouvant se ramener au produit de deux traitements 1-D, alors on peut obtenir la

s�eparabilit�e des bancs de �ltres qui d�e�nissent l'algorithme en quinconce.

3.2.4 Remarques sur les algorithmes d�eduits d'une analyse

multir�esolution

Les techniques de �ltrage et d'optimisation des �ltres en fonction des crit�eres

comme l'exactitude de la reconstruction, le caract�ere �ni des r�eponses impulsionnelles

etc: : :pour l'analyse ou la synth�ese des signaux en codage ou en compression sont bien

connues [28, 36]. G�en�eralement, l'optimisation, les caract�erisations et les interpr�eta-

tions se font dans l'espace de Fourier. L'introduction de l'outil math�ematique qu'est

l'analyse multir�esolution a conduit pratiquement aux mêmes algorithmes proc�edant

par �ltrage avec cet avantage que les propri�et�es des �ltres peuvent être analys�ees dans

l'espace temporel [50, 65]. Nous avons vu que dans l'algorithme de Mallat par exem-

ple, les coe�cients de la combinaison lin�eaire qui caract�erisent l'�ecriture (projection)

d'une fonction dans l'espace vectoriel de multir�esolution peuvent se pr�esenter comme

un produit de convolution en des points discrets d'une grille d'�echantillonnage. On a

ainsi d'une mani�ere quasi-automatique le passage d'une image analogique �a une image
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num�erique dans une même formulation. Ceci permet une meilleure compr�ehension et

par cons�equent une interpr�etation am�elior�ee du �ltrage introduit. L'analyse des coef-

�cients obtenus par l'analyse multir�esolution se fait donc �a partir des propri�et�es de la

fonction d'�echelle ou de l'ondelette. L'ensemble des choix possibles de ces fonctions

�etant tr�es vaste, on peut obtenir des e�ets de lissage ou de d�erivation de plusieurs

ordres, ce qui permet de s'a�ranchir des notions discr�etes correspondantes qui ne sont

pas toujours d�e�nies sans �equivoque [77].

L'un des aspects importants du point de vue num�erique est la s�eparabilit�e qui r�eduit

les coûts de calcul. La s�electivit�e directionnelle dans le cas de l'algorithme dyadique,

peut être int�eressante si l'on recherche ou si l'on traite des entit�es g�eom�etriques form�ees

de segments de droites. L'approche non dyadique est non orient�ee en direction et

introduit des espaces interm�ediaires de projection. Elle peut être utile si l'on veut faire

par exemple du z�ero-crossing en perspective de d�etection ou de localisation des objets

dont on ne connait pas a priori les caract�eristiques g�eom�etriques.

3.3 Algorithme pyramidal de Burt et Adelson

3.3.1 Introduction et �ltres associ�es

La structure pyramidale pour la repr�esentation des images a �et�e introduite par Burt

et Adelson [25]. En fait, il s'agit d'une m�ethode de d�ecomposition de l'image en vue

d'un codage qui peut être class�ee parmi les techniques pr�edictives. Elle a cependant

quelques avantages des techniques de transformation. C'est une m�ethode pr�edictive

parce que la valeur d'un pixel est obtenue (moyennage pond�er�e) �a partir de celles des

pixels voisins. Elle rejoint les m�ethodes de transformation dans la mesure o�u on peut

consid�erer les op�erateurs locaux (i.e masques de convolution) comme des fonctions qui

constituent une base dans laquelle on d�ecompose l'image. Burt et Adelson indiquent

d'ailleurs que la di��erence entre leur technique et les autres r�eside dans le fait que

les �el�ements cod�es sont localis�es en espace et en fr�equence. On note ici l'intuition

visionnaire qu'avaient les auteurs sur la puissance de leur algorithme en �evoquant

notamment la notion d'espace-fr�equence [80] qui est l'un des atouts de l'analyse par

transformation en ondelettes.

Dans l'approche construction des ondelettes par banc de �ltres, Barlaud et al. [63]

d�eduisent une ondelette associ�ee au masque utilis�e par Burt et Adelson. La famille
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d'ondelettes ainsi obtenue ne constitue pas une base orthonorm�ee, mais une base

biorthogonale [86]. Ceci est encore un argument de poids pour consid�erer cet algo-

rithme comme une technique de compression par transformation.

L'algorithme de Burt et Adelson plus connu sous le nom de pyramide laplacienne

est donc int�eressant en tant que technique pr�edictive, car il s'impl�emente facilement.

L'inconv�enient majeur de cette m�ethode de d�ecomposition, par rapport �a la d�ecom-

position par analyse multir�esolution dyadique par exemple, est que la taille m�emoire

n�ecessaire au stockage du r�esultat est plus importante. En outre les images de d�etail

n'ont pas d'interpr�etation pr�ecise. On peut cependant noter qu'en consid�erant une

laplacienne comme la di��erence de deux gaussiennes, les images de d�etails peuvent

permettre de d�etecter les passages par z�ero.

L'algorithme utilise un masque de convolution qui fait partie d'un ensemble

d'op�erateurs ou de masques permettant de construire les algorithmes de g�en�eration de

pyramides passe bas et laplaciennes [89].

Nous rappellerons les contraintes impos�ees par Burt et Adelson [25, 89] pour obtenir

les noyaux de �ltrage en faisant si possible une analogie avec l'aspect fonctionnel (trans-

formation) de l'approche :

i) La s�eparabilit�e : Dans le but de r�eduire les coûts de calculs. Cette propri�et�e

est obtenue en consid�erant en 2-D, un produit tensoriel d'espace vectoriel.

ii) La normalisation : En terme de �ltrage, ceci assure l'obtention d'un �ltre

passe bas et peut être interpr�et�e en terme de normalisation d'une base pour

assurer l'homog�en�eit�e des calculs.

iii) La sym�etrie : Cette propri�et�e garantit d'une part une r�eponse impulsionnelle

r�eelle et d'autre part est en harmonie avec la sym�etrisation qu'il faut souvent

imposer �a une image lors du traitement a�n de r�eduire les e�ets de bords.

iv) L'unimodalit�e : La r�eponse impulsionnelle doit être unimodale. Il s'agit

d'approximer au mieux un �ltre gaussien. Dans une perspective de d�etection

de contour (par z�ero crossing), ceci permet d'�eviter la d�etection de faux contours.

v) L'�equi-contribution : La contribution de chaque pixel de l'image originale �a

une image d'un niveau quelconque de la pyramide doit être identique �a tous les

niveaux. Ceci se traduit par le fait que la somme de toutes les contributions �a un

pixel donn�e est ind�ependante du pixel. On peut exprimer ceci en indiquant que
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la somme des contributions de rangs pairs doit être �egale �a celle des contributions

de rangs impairs.

La taille du masque de convolution n'est pas d�e�nie a priori, mais habituellement

elle est choisie petite. Burt et Adelson proposent un noyau de taille 3 � 3 ou 5 � 5

justi�ant ce choix par le gain en temps de calcul si le �ltre est court. Dans [89], la

condition iii) est compl�et�ee par le caract�ere impair de la taille du �ltre, ce qui assure

une parfaite sym�etrie dans le domaine discret.

Si l'on consid�ere (w(n))
n2N comme l'�el�ement unidimensionnel du noyau, la traduc-

tion des contraintes ci-dessus donne [25, 50].

w(n) = w(�n) : sym�etrieX
n

w(n) = 1 : normalisationX
n

w(2n) =
X
n

w(2n + 1) : �equicontribution

Le masque 3 � 3 est enti�erement d�etermin�e par la r�esolution du syst�eme ci-dessus

pour n = 1. Pour n = 2, on obtient un masque qui n'introduit pas de d�ephasage

[89] et permet un �ltrage �a moindre coût de calcul. En 1-D, il s'agit de d�eterminer

w(�2); w(�1); w(0); w(1) et w(2) satisfaisant aux contraintes ci-dessus. La traduction

explicite de ces conditions donne un syst�eme de trois �equations �a quatre inconnues que

l'on peut r�esoudre en consid�erant w(0) =a comme param�etre ind�ependant. On obtient

alors les solutions suivantes :

w(0) = a

w(�1) = w(1) =
1

4

w(�2) = w(2) =
1

4
� 1

2
� a

Le choix du param�etre a est fait de mani�ere �a ce que la condition d'unimodalit�e se

r�ealise au mieux. D'ailleurs, on discute dans [25] des valeurs possibles de a, en tra�cant

les courbes correspondantes �a di��erentes valeurs, ainsi que les histogrammes des distri-

butions associ�ees. Pour a = 0:4, on a une meilleure approximation d'une gaussienne.

La valeur a = 0:5, donne une courbe d'une forme plutôt triangulaire, alors qu'avec

a= 0:3, la courbe est aplatie par rapport �a une gaussienne. En consid�erant la valeur

a = 0:6, la courbe obtenue a des lobes n�egatifs et oscille comme une ondelette ! Cette

valeur permet d'apr�es Burt et Adelson d'obtenir un bon taux de compression. C'est
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probablement ce qui a motiv�e son utilisation pour d�eduire les coe�cients permettant

de construire une ondelette biorthogonale [63] (Cf. Annexe A). De mani�ere analytique

et en se basant notamment sur la fr�equence de coupure de Nyquist (pour �eviter la

cr�eation de faux contours), on donne dans [50, 89] les bornes de validit�e du param�etre

a.

3.3.2 Description et impl�ementation

L'algorithme de Burt et Adelson construit en fait deux suites d'images �a structure

hi�erarchique : la pyramide laplacienne et la pyramide gaussienne.

De l'image initiale not�ee G0 (premier niveau de la pyramide gaussienne), on con-

struit l'image G1 par convolution de G0 avec un masque (�ltre passe bas) ayant en une

dimension les propri�et�es indiqu�ees ci-dessus et approximant au mieux une gaussienne.

Ceci est suivi d'un sous-�echantillonnage : on garde un coe�cient sur deux. G1 est

l'image du niveau 1 de la pyramide gaussienne et est de taille moiti�ee de celle de G0.

Etant donn�e que la di��erence de deux gaussiennes peut être approxim�ee par une lapla-

cienne, on obtient l'image du premier niveau de la pyramide laplacienne en prenant la

di��erence entre G0 et ~G1, o�u ~G1 est l'image G1 dilat�ee d'un facteur de 2 pour que la

di��erence puisse être possible (G1 est de taille moiti�ee de G0). On a donc L1 = G0� ~G1.

On recommence le processus sur G1. De Gk�1 on construit respectivement Gk et

Lk jusqu'au dernier niveau de la pyramide o�u l'on consid�ere que Ln = Gn. Le nombre

de niveaux maximum de la pyramide d�epend de la taille de l'image. Ainsi pour une

image de taille N � N = 2b � 2b, on a n = b, ce qui signi�e qu'au niveau n, Ln = Gn

est constitu�ee d'un seul pixel.

L'ensemble (G0; G1; � � �Gn) constitue la pyramide gaussienne et repr�esente l'image

de texture �a di��erents niveaux de r�esolution, alors que (L0; L1; � � �Ln) est la pyramide

laplacienne qui est en fait la repr�esentation de G0. Il est bien connu que la repr�esen-

tation d'une image par sa pyramide laplacienne augmente le volume de donn�ees. En

e�et �etant donn�e que la taille de l'image diminue de moiti�e �a chaque niveau, l'image

laplacienne au niveau k est de taille N=2k�N=2k d'o�u pour une image N�N = 2n�2n

on a :

N �N +N=21 �N=21 + � � �+N=2k �N=2k + � � � = N �N(1 + � � �+ 1=22n)

� 4=3(N �N)
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Les images de d�etails n'ont pas de caract�eristiques particuli�eres, mais devraient être

homog�enes. Nous illustrons les r�esultats de cet algorithme �a la Figure (11).

Nous avons �evalu�e quelques �el�ements num�eriques Tableau (3) d'appr�eciation de la

qualit�e de la reconstruction �a partir de sa repr�esentation par la pyramide laplacienne,

ceci en fonction de a. Nous avons consid�er�e quelques valeurs de a pr�esent�ees ci-dessus.

La valeur a = 0:375 est propos�ee par Daubechies comme celle qui permet d'obtenir dans

sa construction des ondelettes �a support compact une fonction d'�echelle de r�egularit�e

l�eg�erement inf�erieure �a 3. Cette fonction d'�echelle se construit r�ecursivement et est

obtenue comme produit de convolution de la fonction indicatrice de l'intervalle [0; 1[

par elle même �a l'ordre 4.

a Err: Abs: Err: Moy: Err: Qua: PSNR

0:3 2:84 � 10�14 8:97 � 10�17 7:77 � 10�16 3:50 � 102

0:375 � � � 1
0:6 1:14 � 10�13 5:86 � 10�16 3:61 � 10�15 3:37 � 102

0:9 1:31 � 10�11 1:61 � 10�13 3:85 � 10�13 2:96 � 102

0:95 1:37 � 10�11 1:75 � 10�13 4:39 � 10�13 2:95 � 102

Tableau 3: Erreur de reconstruction d'une image �a partir de sa repr�esentation par une

pyramide laplacienne en fonction du param�etre ind�ependant a.

Dans le Tableau (3), les tirets (dans la ligne correspondante �a a = 0:375) indiquent

que les donn�ees sont tr�es faibles. On remarque que le �ltre propos�e par Burt et Adelson

est �a reconstruction exacte pour certaines valeurs de a, �a la pr�ecision machine pr�es et

que les erreurs tout en restant tr�es faibles, diminuent avec les valeurs du param�etre a,

que nous avons consid�er�e dans [0; 1[:

G�en�eralement, pour obtenir la repr�esentation par la pyramide laplacienne d'une

image, la d�ecomposition est faite de sorte que la derni�ere image laplacienne qui est la

gaussienne soit r�eduite �a un seul pixel. Une image de taille 256 � 256 par exemple est

d�ecompos�ee sur 8 niveaux. L'analyse de l'inuence du nombre de niveaux de d�ecom-

position sur les erreurs de reconstruction nous a permis d'�etablir le Tableau (4) qui

montre l'�evolution des �ecarts. On observe une d�ecroissance des erreurs du niveau 1 �a

4 et une stabilisation �a partir du niveau 5:
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L0

L1

L2
L3

L4

(L0) (L1) (L2) (L3) (L4)

G0

G1

G2
G3

G4

(G0) (G1) (G2) (G3) (G4)

Figure 11: Exemple de pyramide Gaussienne et Laplacienne d'une image avec la valeur

du param�etre ind�ependant a �egale �a 0:375. Les Gi sont les di��erents niveaux de la

pyramide Gaussienne et les Li sont ceux de la pyramide Laplacienne.
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R�esolutions Err: Abs: Err: Moy: Err: Qua: PSNR

1 7:11 � 10�15 8:67� 10�19 6:51� 10�17 3:72� 102

2 1:42 � 10�14 3:63� 10�18 1:75� 10�16 3:63� 102

3 1:42 � 10�14 7:81� 10�18 2:40� 10�16 3:61� 102

4 2:84 � 10�14 1:00� 10�16 1:26� 10�15 3:46� 102

j => 5 1:14 � 10�13 3:86� 10�16 3:25� 10�15 3:38� 102

Tableau 4: Evolution de la pr�ecision en fonction du nombre de niveaux de la pyramide

laplacienne pour le param�etre a = 0:6:

3.4 Choix d'une ondelette en traitement d'image

Etant donn�e la grande vari�et�e d'ondelettes [50, 69, 83], la question fondamentale

�a se poser lors de l'utilisation de ces fonctions est : Quelle est la meilleure ondelette

pour cette application ? La question ainsi formul�ee est tr�es vaste et n'a pas de r�eponse

absolue. Une approche de proposition de solution est l'�etude des propri�et�es sp�eci�ques

des ondelettes et d'analyser leurs inuences sur le traitement envisag�e. Cohen [86]

s'est d�ej�a pench�e sur ce probl�eme, dans le cadre du traitement num�erique des images.

Nous pr�esentons ici les principales observations pour un signal 1-D. Le cas d'une image

(signal 2-D s'en d�eduit) facilement.

Une ondelette est surtout caract�eris�ee par les trois propri�et�es : localisation, os-

cillation et r�egularit�e.

* Localisation : Elle est obtenue en faisant varier deux param�etres, l'un d'�echelle

et l'autre de translation. L'ajustement de ces deux param�etres lors de l'analyse

d'un signal par exemple, fait agir une ondelette comme un zoom �a e�et de r�e-

duction ou d'agrandissemment. Cette propri�et�e est tr�es int�eressante dans le cas

de l'imagerie �etant donn�e qu'il faut pouvoir caract�eriser assez pr�ecis�ement les

ph�enom�enes locaux, ou les singularit�es en g�en�eral, dans des applications comme

la segmentation, la d�etection d'indices visuels.

Dans la pratique, cette propri�et�e est li�ee �a la taille du support de la fonction

d'�echelle et par cons�equent �a celle de l'ondelette. En e�et si supp(�) � [Ni; Nf ]

alors supp( ) � [1
2(1�Nf �Ni);

1
2(1 +Nf �Ni)]. A l'�echelle 2�j , correspondant

�a la r�esolution j, si l'on consid�ere une translation discr�ete de k, alors Cjk, le
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coe�cient d'ondelette associ�e, caract�erise ce qui se passe autour du point k2�j :

* Oscillation : Ceci se traduit graphiquement par plusieurs passages par z�ero de

l'ondelette. Elle peut aussi s'exprimer en terme de nombre de moments nuls de

la fonction  . Plus pr�ecis�ement ceci signi�e qu'il existe un entierM tel que :Z
xk (x) dx = 0 0 � k �M (13)

Si l'on consid�ere une fonction assez r�eguli�ere (zone homog�ene dans une image),

le coe�cient Cjk(f) caract�erisant la projection de f sur une base d'ondelettes

est Cjk(f) = < f; jk >. En consid�erant le d�eveloppement de Taylor de f au

voisinage de 0 et en tenant compte de (13), on a :

Cjk(f) =
Z
f(x) jk dx � O(2�j(M+1=2))

Cette relation montre bien que dans une image analys�ee par une ondelette ayant

plusieurs moments nuls, les coe�cients obtenus sur les r�egions r�eguli�eres sont

d'autant plus petits que M est grand. Ceci permet de mettre �a z�ero une grande

proportion de coe�cients d'une repr�esentation en ondelettes sans nuire de mani�ere

signi�cative �a la pr�ecision de la reconstruction.

Cette propri�et�e s'exprime aussi par les valeurs nulles que prennent les d�eriv�ees du

�ltre associ�e �a la fonction d'�echelle au point �. Notons qu'�etant donn�e que l'on

e�ectue des produits de convolution, le temps de calcul augmente avec la taille

des �ltres qui est proportionnelle au nombre de moments nuls de l'ondelette. Ceci

impose l'utilisation de �ltres de tailles raisonnables.

* R�egularit�e : Elle peut être �evalu�ee �a partir de l'exposant de H�older, de Sobolev

ou simplement de la puissance Lipschitzienne de la fonction d'�echelle. La r�egu-

larit�e de la fonction d'�echelle est la même que celle de l'ondelette associ�ee. La

propri�et�e de r�egularit�e est surtout importante dans la phase de synth�ese �a cause

de la sensibilit�e de l'oeil �a l'introduction de nouvelles singularit�es. En d'autres

termes, si l'on fait simplement de l'analyse i.e de la d�ecomposition, il n'est pas

n�ecessaire de disposer d'une ondelette tr�es r�eguli�ere. Dans l'utilisation des on-

delettes biorthogonales (de di��erentes r�egularit�es), il est souhaitable de disposer

de la plus r�eguli�ere �a la reconstruction. En fait, si l'ondelette n'est pas du tout

r�eguli�ere (cas de l'ondelette de Haar), on a simplement un moyennage de pixels
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voisins, ce qui introduit des e�ets de blocs dans les basses �echelles. Par contre si

elle est d'une r�egularit�e tr�es forte, on a l'apparition des e�ets de bords due �a un

lissage tr�es important.

On ajoute �a ces propri�et�es sp�eci�ques aux ondelettes, l'aspect phase lin�eaire des

�ltres qui est tr�es important en traitement num�erique des images. La lin�earit�e de la

phase d'un �ltre se caract�erise par la sym�etrie de ses coe�cients. Pour les �ltres d�eduits

de la spline d'ordre 3 utilis�es par S. Mallat, cette propri�et�e est v�eri��ee pour l'un des

�ltres (passe bas). Pour ce qui est des �ltres issus des ondelettes �a support compact,

Daubechies a montr�e que seul celui correspondant �a l'ondelette de Haar est �a phase

lin�eaire.

C'est la volont�e d'associer les �ltres �a phases lin�eaires au traitement d'image qui a

conduit au d�eveloppement des ondelettes biorthogonales [83]. On obtient des �ltres de

tailles tr�es variables. Il s'agit en fait de s'autoriser �a employer des �ltres �a la synth�ese

di��erents de ceux de l'analyse, principe d�ej�a fort ancien en codage en sous bandes [28].

3.5 R�esultats de l'impl�ementation

Nous pr�esentons ici un ensemble de r�esultats tant graphiques que num�eriques pour

illustrer la faisabilit�e de la compression d'images en utilisant la transformation en

ondelettes. Apr�es d�ecomposition, nous mettons �a z�ero les coe�cients inf�erieurs �a un

certain seuil et la reconstruction de l'image est faite ensuite avec les coe�cients restant.

Il a d�ej�a �et�e exp�erimentalementmontr�e [63] que la transformation en ondelettes associ�ee

�a la quanti�cation vectorielle donne de bons taux de compression. Nous allons utiliser

3 familles d'ondelettes : les ondelettes splines, les ondelettes �a support compact et les

ondelettes biorthogonales.

Les r�esultats qui sont pr�esent�es proviennent du traitement de l'image de la Figure (12)

de taille 256 � 256 cod�ee sur 8 bits avec 256 niveaux de gris.

Nous avons accompagn�e les r�esultats graphiques des Tableaux contenant quelques

�el�ements num�eriques d'appr�eciation de la qualit�e de la reconstruction. Ces r�esultats

sont constitu�es d'une part par l'image reconstruite apr�es avoir mis une certaine pro-

portion de coe�cients d'ondelettes �a z�ero et d'autre part par l'image de di��erence

pixel �a pixel entre l'image originale et de l'image reconstruite. L'homog�en�eit�e de cette

di��erence indique visuellement la bonne qualit�e de la reconstruction.
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(a)

Figure 12: Image originale utilis�ee dans les exp�eriences num�eriques ci-dessous.

Avec des ondelettes splines

Nous avons utilis�e les �ltres d�eduits des ondelettes splines d'ordre 3 dont nous

donnons quelques coe�cients en Annexe A. Ici, nous avons pris n0 = 16, mais en fait

on obtient d�ej�a de bons r�esultats avec n0 = 13. Les r�esultats (Cf. Figure (13))montrent

que visuellement on ne fait pas de di��erence entre l'image reconstruite en utilisant tous

les coe�cients d'ondelettes et celle obtenue avec seulement 50% de coe�cients.

Mais on observe une d�egradation signi�cative de l'image (lissage) quand on met

tous les coe�cients �a z�ero. Rappelons ici que la d�ecomposition est faite sur 3 niveaux

de r�esolution. Ceci signi�e que la reconstruction obtenue en mettant tous les coef-

�cients d'ondelettes �a z�ero revient �a utiliser seulement l'image d'approximation �a la

r�esolution 3. Une image 256 � 256 par exemple est alors reconstruite avec seulement

son approximation �a la r�esolution 3 i.e l'image de texture de taille 32 � 32.

Num�eriquement le Tableau (5) montre l'�evolution des erreurs en fonction du pour-

centage de coe�cients d'ondelette mis �a z�ero. On observe par exemple que malgr�e

l'apparence visuelle que l'on a en mettant 0% ou 50% d'�el�ements �a z�ero, les �ecarts

num�eriques de reconstruction ne sont pas les mêmes. De même l'entropie montre une

variation consid�erable de la quantit�e d'information contenue dans les deux images.

Le rapport signal sur bruit d�ecrô�t au fur et �a mesure qu'on met plus d'�el�ements �a
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Figure 13: Synth�ese avec une ondelette spline d'ordre 3 et di��erents pourcentages de

coe�cients mis �a z�ero. (a); (c) et (e) repr�esentent respectivement les r�esultats de

la reconstruction avec 100%; 50% et 0% de coe�cients d'ondelettes. (b); (d) et (f)

repr�esentent les di��erences entre l'image originale et les images (a); (c) et (e) respec-

tivement.
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Er: Abs: Er: Moy: Err:Qua: Entropie PSNR

0% 0:87 0:16 7:40 61:8

50% 7:56 1:11 7:44 45:1

100% 1:54 � 102 1:11 � 101 7:52 23:4

Tableau 5: Evolution des erreurs en fonction du pourcentage de coe�cients mis �a z�ero

pour une ondelette spline d'ordre 3: L'image est d�ecompos�ee sur 3 niveaux de r�esolution.

z�ero. Cette d�ecroissance montre simplement que plus on reconstruit l'image sans ses d�e-

tails (coe�cients d'ondelette) obtenus �a l'analyse, plus le bruit (di��erence quadratique

entre l'image originale et l'image reconstruite) est grand. Rappelons que le rapport sig-

nal sur bruit varie comme l'inverse du logarithme du bruit comme l'indique la formule

Cf. Chapitre II de cette grandeur.

Avec des ondelettes �a support compact

Les �ltres ici proviennent des ondelettes �a support compact construites par I.

Daubechies [50] (Cf. Annexe A). Comme nous l'avons remarqu�e dans l'analyse du

choix des ondelettes en traitement d'image, un nombre tr�es petit de coe�cients fait

apparâ�tre des e�ets de bloc. Et on obtient un lissage tr�es important avec un �ltre tr�es

long.

Pour illustrer ceci, nous avons e�ectu�e des calculs avec l'ondelette de Haar (on-

delette d�eg�en�er�ee qui a un seul moment nul) (Cf. Figure (14)) et avec une ondelette

ayant 6 moments nuls (Cf. Figure (15)).

En ne mettant aucun coe�cient obtenu par l'ondelette de Haar �a z�ero, le Tableau

(6) montre que la reconstruction peut être assez pr�ecise.

On observe bien un e�et de blocs avec l'ondelette de Harr et un lissage avec une

ondelette ayant 6 moments nuls quand on met tous les coe�cients �a z�ero. Avec moins

de 50% de coe�cients �a z�ero, on ne se rend pas visuellement bien compte de la perte

d'information. Mais les Tableaux (6) et (7) montrent que num�eriquement, il existe

bien des �ecarts entre l'image originale et l'image reconstruite.
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Figure 14: Synth�ese avec l'ondelette de Haar et di��erents pourcentages de coe�cients

mis �a z�ero. (a); (c) et (e) repr�esentent respectivement les r�esultats de la reconstruction

avec 100%; 50% et 0% de coe�cients d'ondelettes. (b); (d) et (f) repr�esentent les

di��erences entre l'image originale et les images (a); (c) et (e) respectivement.
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Figure 15: Synth�ese avec une ondelette �a support compact ayant 6 moments nuls et

di��erents pourcentages de coe�cients mis �a z�ero. (a); (c) et (e) repr�esentent re-

spectivement les r�esultats de la reconstruction avec 100%; 50% et 0% de coe�cients

d'ondelettes. (b); (d) et (f) repr�esentent les di��erences entre l'image originale et les

images (a); (c) et (e) respectivement.
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Er: Abs: Er: Moy: Err:Qua: Entropie PSNR

0% 4:54� 10�13 1:63� 10�13 7:40 3:02� 102

50% 8:53 1:13 7:42 4:46� 101

100% 1:96 � 102 1:29 � 101 7:28 2:09� 101

Tableau 6: Evolution des erreurs en fonction du pourcentage de coe�cients mis �a z�ero

avec l'ondelette de Haar. L'image est d�ecompos�ee sur 3 niveaux de r�esolution.

Er: Abs: Er: Moy: Err:Qua: Entropie PSNR

0% 2:34 � 10�9 1:32� 10�9 7:40 2:25 � 102

50% 6:96 1:11 7:44 45:0

100% 1:56 � 102 1:08 � 101 7:46 23:4

Tableau 7: Evolution des erreurs en fonction du pourcentage de coe�cients mis �a z�ero

avec une ondelette ayant 6 moments nuls. L'image est d�ecompos�ee sur 3 niveaux de

r�esolution.

Avec des ondelettes biorthogonales

Les coe�cients utilis�es sont �a phase lin�eaire. Etant donn�e qu'on consid�ere des �ltres

associ�es �a deux ondelettes de r�egularit�es di��erentes, nous avons dans nos exp�eriences

num�eriques privil�egi�e l'ondelette la plus r�eguli�ere pour la phase de reconstruction. No-

tons que la r�egularit�e augmente avec le nombre de coe�cients du �ltre associ�e. Le

Tableau (8) donne une indication num�erique sur les r�esultats de la Figure (16). La

premi�ere ligne du Tableau (8) , celle correspondant �a 0% de coe�cient mis �a z�ero,

indique qu'il n'y a pratiquement pas d'erreur de calcul �a la pr�ecision machine pr�es.

Les remarques concernant les e�ets de blocs ou de lissage en fonction du nombre de

coe�cients des �ltres utilis�es faites ci-dessus restent valables. Il existe des ondelettes

biorthogonales �a reconstruction exacte comme celle que nous avons utilis�e pour les ex-

p�eriences du Tableau (8) et d'autres qui permettent une reconstruction de moins bonne

qualit�e, du moins num�eriquement.
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Figure 16: Synth�ese avec di��erents pourcentages de coe�cients mis �a z�ero avec des

ondelettes biorthogonales 3-3. (a); (c) et (e) repr�esentent respectivement les r�esultats

de la reconstruction avec 100%; 50% et 0% de coe�cients d'ondelettes. (b); (d) et

(f) repr�esentent les di��erences entre l'image originale et les images (a); (c) et (e)

respectivement.
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Er: Abs: Er: Moy: Err:Qua: Entropie PSNR

0% � � � 1
50% 7:97 1:29 1:67 43:6

100% 1:67 � 102 1:28� 101 2:09� 101 2:17 � 101

Tableau 8: Evolution des erreurs en fonction du pourcentage de coe�cients mis �a

z�ero avec des ondelettes biorthogonales 3-3. L'image est d�ecompos�ee sur 3 niveaux de

r�esolution.

Avec la pyramide laplacienne

Nous avons analys�e l'e�et de la mise �a z�ero d'un certain nombre de coe�cients de

d�etails sur la pyramide laplacienne. Cela revient �a annuler une proportion de coe�-

cients repr�esentant les niveaux de la pyramide qui sont les d�etails entre les images de

deux niveaux di��erents et cons�ecutifs de la pyramide gaussienne.

Le Tableau (9) donne des pr�ecisions num�eriques sur les r�esultats graphiques de

la Figure (9). La remarque en ce qui concerne la premi�ere ligne est la même que

ci-dessus. Contrairement �a ce qui se passe avec des ondelettes, on observe d�ej�a une

alt�eration signi�cative de l'image reconstruite en mettant 50% de coe�cients de d�etails

�a z�ero. Ceci se traduit naturellement sur les grandeurs num�eriques (Cf. Tableau (9)).

Er: Abs: Er: Moy: Err:Qua: Entropie PSNR

0% � � � 1
50% 7:92 1:28 1:77 4:32 � 101

100% 1:98 � 102 1:64� 101 2:46� 101 2:03 � 101

Tableau 9: Evolution des erreurs en fonction du pourcentage de d�etails mis �a z�ero.

Le param�etre a est pris ici �egal �a 0:375. L'image est d�ecompos�ee sur 3 niveaux de

r�esolution.

Taux de compression

Pour �evaluer le taux de compression, il faut pouvoir d�eterminer en nombre de bits

l'espace occup�e d'une part par l'image originale et d'autre part par l'image reconstruite
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Figure 17: Synth�ese avec di��erents pourcentages de coe�cients mis �a z�ero dans la pyra-

mide laplacienne avec le param�etre ind�ependant a = 0:375. (a); (c) et (e) repr�esentent

respectivement les r�esultats de la reconstruction avec 100%; 50% et 0% de coe�cients.

(b); (d) et (f) repr�esentent les di��erences entre l'image originale et les images recon-

struites (a); (c) et (e) respectivement.



CHAPITRE 3. ONDELETTES ET COMPRESSION D'IMAGES 87

ou tout au moins par les coe�cients qui permettent cette reconstruction. D'apr�es la

th�eorie de Shannon, une image cod�ee sur b bits par pixel ayant une entropie du premier

ordre approximativement �egale �a H, peut être cod�ee sans perte d'information avec un

taux maximal �max = b
H
. L'image de la Figure (12) est cod�ee sur 8 bits et a une

entropie de 7:40 bits. Elle peut donc être cod�ee avec �max = 8
7:40

� 1:08 sans perte

d'information. Un taux sup�erieur �a celui-ci est forc�ement accompagn�e de distorsion.

Quand on dit ici (et dans la suite) cod�e sur b bits, il s'agit en fait de b bits par pixel.

Nous consid�erons une technique rudimentaire de mise �a z�ero des coe�cients d'ondelet-

tes, pour estimer le taux de compression. Quand on d�ecompose l'image N �N cod�ee

sur b bits en k niveaux de r�esolution, elle est repr�esent�ee par son approximation de

taille N
2k
� N

2k
qui peut être cod�ee sur s bits et des d�etails (coe�cients d'ondelettes) de

taille 3� (N
2k � N

2k ) qui peuvent être cod�ee sur d bits. En mettant �% de coe�cients �a

z�ero, nous proposons d'estimer le taux de compression �Comp: avec la formule :

�Comp: =
N �N � b

(N2k � N
2k )� s+ (3� (N2k � N

2k ))(1� �
100)� d

Par exemple si l'on prend N = 256; b = 8; k = 3; s = 8; d = 5 et � = 50, alors

�Comp: = 33:03. Ce qui revient �a consid�erer que l'analyse est faite sur 3 niveaux de

r�esolution et que nous avons mis 50% de coe�cients d'ondelettes �a z�ero. L'image de

texture est cod�ee sur 8 bits et les coe�cients d'ondelette sur 5 bits. Les param�etres s

et d de cette formule se d�eduisent de l'analyse des valeurs extrêmales des coe�cients

obtenus �a l'analyse.

Observations g�en�erales sur les r�esultats

Avec cette approche rudimentaire de mise �a z�ero des coe�cients d'ondelettes de

petites valeurs et notre formule, on obtient une estimation interessante et r�ealiste du

taux de compression. Notons que ce taux est obtenu sans distorsion visuelle perceptible

pour certaines familles d'ondelettes. Dans cette formulation du calcul du taux de

compression, nous n'avons pas pris en compte le codage de la position du pixel non mis

�a z�ero. En fait, en tenant compte du codage de la position du pixel, on obtient un taux

de compression plus important et ceci permet d'e�ectuer des calculs plus rapidement

(en �evitant des produits par des valeurs nulles), avec une gestion d�elicate des indices

ou des pointeurs de positions.

Avec plusieurs familles d'ondelettes, nous avons montr�e �a travers ces r�esultats tant

graphiques que num�eriques qu'il est possible de d�ecomposer une image en ondelettes et
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d'obtenir une reconstruction de \ bonne qualit�e" apr�es avoir mis un certain pourcentage

de coe�cients d'ondelettes �a z�ero. En faisant une d�ecomposition sur trois niveaux de

r�esolution et la reconstruction avec moins de 50% de coe�cients d'ondelettes, l'�il

humain ne distingue pas la di��erence entre les deux images. On sait qu'en fonction

de la r�egularit�e des ondelettes, les coe�cients obtenus peuvent être tr�es petits et par

cons�equent être cod�es en utilisant un tr�es petit nombre de bits. C'est ce qui explique que

la transformation en ondelettes soit un outil puissant pour la compression d'image. En

fait, pour une compression e�ective, il faut associer �a la phase d'analyse et de synth�ese

une phase de quanti�cation pour mieux appr�ecier l'e�cacit�e de ce nouvel outil.

Nous avons �etablit une formule qui permet de calculer le taux de compression en

mettant simplement un certain pourcentage de coe�cients d'ondelettes mis �a z�ero.

Nous obtenons des taux de pr�es de 30, ce qui atteste de l'e�cacit�e de la compression

par ondelettes.

En fonction de la famille d'ondelettes utilis�ee et du nombre de coe�cients on a

plus ou moins un e�et de lissage. Num�eriquement on observe que la pr�ecision de

la reconstruction augmente avec le nombre de coe�cients du �ltre et que les �ecarts

entre l'image originale et l'image reconstruite augmentent avec le nombre de niveaux

de r�esolution. La repr�esentation d'une image par une pyramide laplacienne est plus

sensible que les repr�esentations par ondelettes quand on met �a z�ero des coe�cients de

d�etails.

3.6 Robustesse d'une repr�esentation hi�erarchique

dans la perspective d'une localisation d'indices

visuels

3.6.1 Introduction

Le but de ce paragraphe est d'analyser l'�evolution des indices visuels �a travers dif-

f�erentes �echelles dans une repr�esentation hi�erarchique. Il s'agit d'�etudier la robustesse

ou la stabilit�e (en un sens �a pr�eciser) d'une repr�esentation des fronti�eres ou contours

qui peuvent être d�etect�es par un op�erateur de type Deriche [40] . Une partie de ce

travail a d�ej�a �et�e pr�esent�ee dans [90].

Dans le cadre de l'�etude de mod�ele num�erique de terrain par exemple et ceci dans



CHAPITRE 3. ONDELETTES ET COMPRESSION D'IMAGES 89

le but de l'�etablissement des cartes g�eographiques ou pour l'am�enagement du territoire

on doit souvent traiter un tr�es grand volume de donn�ees image. En g�en�eral, il s'agit

de sp�eci�er les indices caract�eristiques permettant de reconnâ�tre les habitations, les

r�eseaux routiers, les cours d'eau ou des zones homog�enes. Ce qui se r�ealisent par la

mise en correspondance ou en correlation de plusieurs images prises par des satellites

�a di��erentes altitudes ou �a des angles de vue di��erents. Il est alors important de

consid�erer une technique de pr�etraitement qui tout en permettant la r�eduction du

volume de donn�ees conserve les indices visuels qui sont les �el�ements fondamentaux �a

pr�eserver. Les techniques de r�eduction de volume de donn�ees vont d'un simple sous-

�echantillonnage (garder un point sur deux) aux m�ethodes de transformations qui par un

sous-�echantillonnage implicite induisent la compression (Cf. Chapitre II), ceci tout en

conservant l'aspect hi�erarchique de la repr�esentation et pour certaines transformations

l'avantage de permettre une reconstruction sans d�egradation perceptible de l'image.

Il s'agit ici de d�eterminer parmi les techniques pyramidales (laplacienne et on-

delettes) l'approche hi�erarchique qui permet la conservation des fronti�eres et donc apte

�a être mise en �uvre pour un pr�etraitement et ceci dans une perspective d'extraction

de contours.

3.6.2 Repr�esentations hi�erarchiques et localisation d'indices

visuels

Les repr�esentations hi�erarchiques du type pyramidal de Burt et Adelson [25] per-

mettent de structurer l'information �a di��erents niveaux de la pyramide ou �a di��erentes

�echelles dans une approche multi-�echelles [53]. Au fur et �a mesure que l'on progresse

dans la hi�erarchie (niveau de la pyramide ou d'�echelle) on a une r�eduction de volume

de donn�ees par �elimination de d�etails. Il est bien �evident que la r�eduction du volume

des donn�ees introduite par l'�elimination des d�etails entrâ�ne une perte de r�esolution i.e

de qualit�e visuelle. Dans un processus d'analyse d'un MNT, cette r�eduction de donn�ees

doit être stable pour les contours ou les fronti�eres.

La stabilit�e ou la robustesse est vue ici au sens de la conservation, �a chaque niveau

de la hi�erarchie, des indices visuels. Les approches de r�eduction de volumes de don-

n�ees consid�er�ees ici sont d'une part la repr�esentation par la pyramide laplacienne et

d'autre part les repr�esentations par ondelettes. Nous avons consid�er�e trois familles

d'ondelettes : splines, �a support compact et biorthogonales. En fait les approches par
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ondelettes di��erent de l'approche pyramidale laplacienne par la mani�ere (Cf. Sections

ci-dessus) dont les d�etails sont extraits. On sait que si la famille d'ondelettes est s�e-

parable par exemple, on a une s�electivit�e directionnelle. Ceci peut être int�eressant si

on a a priori des informations sur la structure �a analyser. Nous avons aussi montr�e

dans la section pr�ec�edente que la repr�esentation par la pyramide laplacienne est plus

sensible que les repr�esentations par ondelettes aux pertes de d�etails.

3.6.3 R�esultats exp�erimentaux

Etant donn�e une image, nous la repr�esentons par une pyramide gaussienne (i.e

texture de la pyramide laplacienne) et par di��erentes repr�esentations en ondelettes. En

fait, c'est l'image de texture qui nous int�eresse dans cette carat�erisation de robustesse.

Ensuite, nous extrayons les contours de l'image originale et ceux de chacune des sous-

images obtenues par di��erentes repr�esentations. En observant l'�evolution des contours,

il s'agit de d�eterminer la repr�esentation qui les a mieux conserv�es.

Nous illustrons cette analyse de stabilit�e ou de robustesse d'une repr�esentation

hi�erarchique sur deux types d'images : une image synth�etique (Cf. Figure (18)) et

une image r�eelle (Cf. Figure (19)).

La Figure (18) pr�esente l'image originale, les sous-images obtenues par les di��erentes

repr�esentations (premi�ere ligne), ainsi que les contours extraits (deuxi�eme ligne).

Quand on observe les contours de di��erentes sous-images, on voit que dans l'image

de contour (g) de la sous-image (b) (obtenue par la pyramide laplacienne), les con-

tours sont moins bien ressortis que ceux extraits des repr�esentations par di��erentes

ondelettes. Parmi les contours d�eduits des repr�esentations par ondelettes, ceux is-

sus de la repr�esentation par des ondelettes biorthogonales sont mieux localis�es et les

raccordements sont plus pr�ecis.

La Figure (19) montre les r�esultats obtenus sur une image satellitaire d'une zone de

montagne. C'est en fait pour ce type d'image ou pour une image de zone urbaine qu'il

est vraiment int�eressant d'observer l'�evolution des contours. Les indices visuels sont

alors plus nombreux et ont un sens bien pr�ecis. On peut ainsi suivre l'�evolution d'un

trac�e routier, d'un euve ou d'une zone foresti�ere. De même que dans la Figure (18) les

contours (g) de la sous-image (b) (obtenue par la pyramide laplacienne) sont moins bien

localis�es. Certains contours ont subi un l�eger d�eplacement et la connexion n'est pas

toujours assur�ee. En fait on peut observer qu'avec les ondelettes splines ou �a support
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(a) (b) (c) (d) (e)

Image originale

laplacienne Ond. orth. Ond.comp. Ond.bior.

Indices visuels de (a)

laplacienne Ond. orth. Ond.comp. Ond.bior.

(f) (g) (h) (i) (j)
Figure 18: Sur la premi�ere ligne on a : (a) l'image originale et ((b) � (e)) les sous-

images de basse r�esolution obtenues respectivement par (b) : pyramide laplacienne; (c) :

ondelette orthogonale; (d) : ondelette �a support compact et (e) : ondelette biortho-

gonale. Sur la 2eme ligne, on a de mani�ere correspondante (en colonne), les indices

visuels extraits des images de la premi�ere ligne.
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compact, les contours se pr�ecisent d�ej�a mieux. Avec les ondelettes biorthogonales,

(sous-images (e) et (j)), on retrouve pratiquement tous les contours, mais �a une �echelle

r�eduite.

(a) (b) (c) (d) (e)

Image originale

laplacienne Ond.orth. Ond.comp. Ond.bior.

Indices visuels de (a)

laplacienne On.orth. Ond.comp. Ond.bior.

(f) (g) (h) (i) (j)
Figure 19: Sur la premi�ere ligne on a : (a) l'image originale et ((b) � (e)) les sous-

images de basse r�esolution obtenues respectivement par (b) : pyramide laplacienne; (c) :

ondelette orthogonale; (d) : ondelette �a support compact et (e) : ondelette biortho-

gonale. Sur la 2eme ligne, on a de mani�ere correspondante (en colonne), les indices

visuels extraits des images de la premi�ere ligne.

De l'analyse ce cet aspect pr�etraitement par approches hi�erarchiques en vue de la

d�etection d'indices visuels, on peut conclure que les r�esulats obtenus en utilisant les

ondelettes sont meilleurs. Les contours issus de la repr�esentation par la pyramide lapla-

cienne sont moins bien connect�es. L'un des avantages non n�egligeable de l'approche

ondelette est, comme nous l'avons remarqu�e dans la section pr�ec�edente, la r�eversibilit�e

même si l'on \ perd" 50% de coe�cients.

Notons que les approches di��erent d'une part par la mani�ere de g�en�erer les d�e-

tails et d'autre part par les valeurs des coe�cients du noyau de convolution ou des
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�ltres associ�es. Les ondelettes biorthogonales sont donc bien indiqu�ees pour ce type de

pr�etraitement.

3.7 Conclusion

Nous avons illustr�e dans ce chapitre la puissance de la transformation en ondelettes

dans l'optique de la compression d'image. En fait la phase compl�ete pour le codage

du signal ou de l'image n�ecessite une quanti�cation vectorielle et notamment di��erents

codebooks selon les directions des d�etails dans le cas d'une ondelette qui privil�egie les

directions [53]. Les r�esultats que nous avons obtenus en mettant un certain pourcentage

de coe�cients �a z�ero, montrent graphiquement et num�eriquement qu'on peut atteindre

des taux de compression tr�es importants en utilisant la transform�ee en ondelettes. Avec

la formule que nous avons propos�ee, nous calculons de mani�ere approximative les taux

de compression qui peuvent être obtenus simplement en annulant certains coe�cients.

L'analyse de l'inuence du nombre de coe�cients du �ltre et du niveau de r�esolution

de la d�ecomposition est fonction de l'application. Si l'aspect visuel est pr�epond�erant,

on peut utiliser peu de coe�cients. L'aspect pr�ecision num�erique demande beaucoup

plus de coe�cients et donc de temps de calcul.

Dans le cadre de l'�etude de la stabilit�e d'une rep�esentation hi�erarchique en vue de la

d�etection d'indices visuels dans une image satellitaire, nous avons compar�e di��erentes

ondelettes de même que la repr�esentation par la pyramide laplacienne. Les meilleurs

r�esultats sont obtenus avec des ondelettes. Actuellement, dans le cadre du r�eechan-

tillonnage des images satellitaires, ces ondelettes sont en phase de test et des r�esulats

tr�es encourageants sont obtenus.



Chapitre 4

Repr�esentation de formes discr�etes

4.1 Introduction

La vision par ordinateur a pour but notamment de d�evelopper des techniques

d'analyse, de reconnaissance et/ou d'interpr�etation d'images. Ces traitements se font

sur la base des formes pr�esentes dans l'image qui peut être r�eelle ou synth�etique. Il

s'agit de construire des algorithmes pour des tâches comme la reconnaissance de formes,

l'analyse de l'�ecriture etc: : :Un objet ou une forme dans une image peuvent être d�e�ni

par la r�egion occup�ee, par son contour ou par sa fronti�ere qui peut être repr�esent�e

par des courbes. Nous consid�ererons ici le cas o�u la forme est caract�eris�ee par son

contour ou sa fronti�ere. Ce cas particulier est cependant tr�es important en traitement

d'images. En e�et dans le domaine de l'imagerie, divers traitements fondamentaux

tels : segmentation, transformations g�eom�etriques, reconnaissance se font en exploitant

l'information contour.

Nous nous proposons de pr�esenter ici, quelques techniques de repr�esentation d'un

contour ou d'une courbe contenue dans une image qui a la sp�eci�cit�e d'être une entit�e

discr�ete. Partant de la repr�esentation discr�ete d'une courbe, nous allons rappeler com-

ment elle peut être cod�ee en utilisant le codage de Freeman [3] ou les g�en�eralisations

de ce dernier [61]. Du codage de Freeman, on d�eduira une autre repr�esentation de

la même courbe par des suites de d�eplacements associ�es au code. Nous terminerons

par l'analyse des propri�et�es de ce type de codage qui nous permettrons d'introduire au

chapitre suivant une nouvelle repr�esentation de courbe discr�ete.

94
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4.2 Repr�esentation d'un contour discret

Un contour �etant un cas particulier d'une courbe [2], il peut être trait�e en utilisant

les �el�ements d�e�nis pour une courbe. Commen�cons par :

D�e�nition 16 (Courbe ferm�ee) Toute courbe ferm�ee simple s�epare le plan en deux

domaines (ensembles connexes) qui sont : le domaine int�erieur et le domaine ext�erieur

de la courbe.

Ce th�eor�eme de Jordan donne le concept formel de courbe, mais ne permet pas de

d�egager rapidement une repr�esentation explicite [2, 77]. En fait, il existe plusieurs

repr�esentations possibles : analytique, param�etrique, g�eom�etrique, discr�ete: : :Le choix

d'une repr�esentation est motiv�e par la nature de l'information et par le traitement

envisag�e [13, 51].

4.2.1 Repr�esentations analytique et param�etrique

La repr�esentation d'un contour peut être implicite ou explicite. Elle est implicite

(analytique) lorsqu'on donne une relation du type polynômiale ou rationnelle entre les

coordonn�ees des points contour. On parle de repr�esentation explicite (param�etrique)

lorsque les coordonn�ees des points d�e�nissant le contour d�ependent d'un param�etre. Ce

param�etre est souvent le temps si le contour d�e�nit la trajectoire d'un point mat�eriel

par exemple.

Soit f , un polynôme de deux variables d�e�ni par : f(x; y) = (x�a)2+(y� b)2�R2

o�u a; b 2 R et R > 0 . La relation f(x; y) = 0 d�e�nit analytiquement le cercle de centre

(a; b) et de rayon R, contour du disque (x � a)2 + (y � b)2 < R2. La repr�esentation

param�etrique d'une courbe plane est g�en�eralement d�e�nie par :

r(t) = (x(t); y(t)); t 2 [a; b]

Cette repr�esentation met en �evidence le fait qu'une courbe peut être d�e�nie par un

ensemble de points du plan, o�u l'abscisse et l'ordonn�ee s'expriment en fonction d'un

param�etre. Une repr�esentation param�etrique du cercle ci-dessus est :

(R cos(t) + a;R sin(t) + b); t 2 [0; 2�]

Notons que la repr�esentation param�etrique d'une courbe n'est pas unique [2]. Cette

repr�esentation est tr�es utilis�ee en g�eom�etrie di��erentielle pour la d�e�nition et le calcul
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des �el�ements caract�eristiques d'une courbe tels : la tangente, la normale, la courbure: : :On

passe de la repr�esentation analytique �a la repr�esentation explicite par une param�etrisa-

tion. L'op�eration inverse est tr�es d�elicate et souvent impossible [2]. Ces deux repr�esen-

tations sont surtout utilis�ees pour la d�emonstration des th�eor�emes et des propri�et�es

g�en�erales sur la th�eorie des courbes [2].

4.2.2 Repr�esentations g�eom�etrique et discr�ete

La repr�esentation g�eom�etrique d'un contour peut être obtenue par concat�enation

de segments de droites ayant pour extr�emit�es les points caract�eristiques du contour.

On obtient un contour polygonal dont les sommets sont les extr�emit�es des segments

[13, 51].

Les fonctions splines, qui sont des polynômes par morceaux, avec des contraintes

de r�egularit�e aux points de raccordement, ainsi que les polynômes de Bernstein qui

permettent d'obtenir des courbes de B�ezier, sont des �el�ements simples et e�caces qui

fournissent des repr�esentations g�eom�etriques d'un contour [13]. La jonction des courbes

se fait en des points appel�es n�uds, dont les positions caract�erisent la forme du con-

tour. Des n�uds, on obtient des polygones de contrôle qui donnent une approximation

polygonale de la forme �a construire. La repr�esentation g�eom�etrique est �a la base des

d�eveloppements aussi bien th�eoriques (�enonc�e et d�emonstration de th�eor�emes) que

pratiques (impl�ementation d'algorithmes) de la g�eom�etrie algorithmique [51]. Dans

l'industrie automobile, a�eronautique et en g�en�eral en conception assist�ee par ordina-

teur, on utilise largement ce type de repr�esentation. De même que la repr�esentation

g�eom�etrique a pour �el�ement de base les points dont les coordonn�ees sont des nombres

r�eels quelconques, il en est de même de la repr�esentation discr�ete o�u les coordonn�ees

des points sont des entiers.

La repr�esentation discr�ete d'une courbe ou d'un contour est fond�ee sur la notion

de connexit�e qui d�epend du voisinage pris en consid�eration dans le pavage adopt�e du

plan. On consid�ere habituellement un r�eseau r�egulier de Z
2. Ce r�eseau, form�e par

un maillage carr�e du plan, est le plus utilis�e car il correspond �a la g�eom�etrie de la

plupart des capteurs de num�erisation d'images et �a un codage matriciel o�u l'�el�ement

aij repr�esente 0 ou 1 si l'image est binaire ou un niveau de gris si on a une image de

densit�e. Une courbe est d�e�nie comme un ensemble non vide et connexe de points S tel

que chaque point poss�ede exactement deux points adjacents dans S. Plus pr�ecis�ement
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on a :

D�e�nition 17 (Courbe discr�ete) Une courbe discr�ete est un ensemble de points

P0; P1; P2; : : : ; Pn�1; Pn tel que pour chaque indice i, Pi soit adjacent �a strictement Pi�1
et Pi+1 pour i = 0 : : : n (les indices i �etant calcul�es modulo (n + 1)).

Si la courbe repr�esente un contour, la propri�et�e de fermeture est alors d�e�ni par :

Pn+1 = P0. La repr�esentation discr�ete a conduit �a repenser et �a reformuler la plupart

des concepts g�eom�etriques : orthogonalit�e, parall�elisme: : :dans l'espace discret don-

nant ainsi naissance �a la g�eom�etrie discr�ete [77]. Elle est �a la base de la plupart des

algorithmes dans le domaine de la reconnaissance de forme et de la visualisation en

imagerie.

Les repr�esentations �evoqu�ees ici sont les plus courantes. Il existe naturellement bien

d'autres types de repr�esentations auxquelles nous n'avons pas fait allusion, permettant

de caract�eriser une courbe ou un contour dans une image [2, 77]. On peut citer la

repr�esentation en coordonn�ees polaires utilis�ee dans la transformation de Hough, la

repr�esentation par Quadtree qui est adapt�ee �a la description d'une r�egion : : : . En fait,

la repr�esentation par Quadtree est plutôt un codage qui, comme celui de Freeman qui

sera d�evelopp�e dans la section suivante, r�ealise une compression de donn�ees et permet

en quelque sorte de changer d'espace de repr�esentation.

4.3 Codage en imagerie : cas dun contour discret

Le codage est en fait une transformation qui fournit une repr�esentation di��erente

de la repr�esentation initiale. Il peut souvent s'accompagner d'une r�eduction du nombre

de bits de repr�esentation d'o�u une compression implicite. Freeman [3] a �enonc�e trois

caract�eristiques permettant d'�evaluer une telle transformation en imagerie :

a) Conservation de l'information ou tout au moins de l'information pertinente dans

le cadre de l'application d�evelopp�ee ;

b) R�eduction de la place m�emoire n�ecessaire au stockage du r�esultat ;

c) Facilit�e de l'application des op�erateurs de traitement sur la nouvelle repr�esention.

A ces caract�eristiques, on associe de mani�ere naturelle les crit�eres d'appr�eciation des

r�esultats obtenus. Ainsi, on peut faire correspondre respectivement : la quantit�e
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d'information perdue et la r�eversibilit�e, le taux de compression et en�n l'adaptativit�e

des op�erateurs de traitement aux nouvelles donn�ees.

Il est di�cile de trouver un codage qui donne enti�ere satisfaction �a ces trois con-

traintes simultan�ement. C'est la raison pour laquelle dans une application pr�ecise,

on consid�ere un compromis mettant en valeur les aspects importants de l'application

d�evelopp�ee.

Un codage repr�esentatif d'une courbe discr�ete ou d'un contour discret d'une forme

devrait en plus des contraintes ci-dessus, avoir les carat�eristiques suivantes [70] :

Invariance : Deux contours ayant la même forme devraient avoir le même

codage;

Unicit�e : Si deux contours n'ont pas la même forme, ils devraient avoir des

codages di��erents;

Stabilit�e : Si deux contours ont des formes voisines, alors leurs codages de-

vraient être voisins. Ceci revient �a dire qu'�a deux codages voisins sont associ�es

des formes assez proches.

Dans le cadre de la vision, on peut consid�erer des crit�eres additionnels. Par exem-

ple pour des probl�emes de reconnaissance/traitement de formes, on aura besoin d'un

codage performant, facile �a impl�ementer et permettant de d�eduire tr�es simplement

quelques propri�et�es de l'entit�e trait�ee.

L'e�cacit�e ou la performance d'un codage peut se mesurer par une �etude de com-

plexit�e en liaison avec l'aisance de l'impl�ementation tant du point de vue du stockage

des donn�ees que de la rapidit�e des traitements.

4.4 Codage de Freeman

Le codage de Freeman [3] fait partie d'un ensemble de techniques de codage [61, 85]

de courbes ou de formes du plan qui peuvent être repr�esent�ees par leurs fronti�eres. Ces

techniques utilisent le maillage carr�e de Z2 pour l'�echantillonnage qui est suivi d'une

quanti�cation. Elles sont utilis�ees pour la repr�esentation, l'analyse et la reconnais-

sance de toutes entit�es ne pouvant s'exprimer sous forme analytique : contour d'un

terrain, d'une cellule biologique, empreinte digitale, signature, etc: : :On exploite alors

les caract�eristiques d'adjacence qui existent implicitement entre les points voisins de
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l'entit�e �a repr�esenter. La notion d'adjacence est li�ee �a celle de connexit�e qui d�epend du

voisinage i.e de la topologie discr�ete consid�er�ee. Une �etude comparative de ces notions

en relation avec di��erents maillages du plan peut être consult�ee dans [77].

4.4.1 Pr�esentation du codage de Freeman

Consid�erant le maillage carr�e par exemple du plan, on peut d�e�nir une distance

entre un point discret P de coordonn�ees (iP ; jP ) et le point discret Q de coordonn�ees

(iQ; jQ). La d�e�nition de la distance discr�ete ici est fonction du nombre de points qui

peuvent être atteint en partant d'un point de r�eference. Les distances couramment

utilis�ees sont not�ees d4 et d8 et sont d�e�nies par :

d4(P;Q) = jiP � iQj+ jjP � jQj
d8(P;Q) = max(jiP � iQj; jjP � jQj)

L'appelation anglaise de d4 est City Block Distance (ou Square Distance) et Chessboard

Distance (ou Diamond Distance) d�esigne d8. On peut grâce �a ces distances d�e�nir un

voisinage discret i.e l'ensemble des points voisins Q (Cf. Figure (20)) admissibles d'un

point P (point de ref�erence) par les relations :

i) 4 � voisinage d4(P;Q) = 1

ii) 8 � voisinage d8(P;Q) = 1

iii) 16 � voisinage d8(P;Q) = 2

iv) 24 � voisinage d8(P;Q) = 1 ou 2

En exploitant la caract�eristique d'adjacence d'un point sur une courbe, on peut la con-

sid�erer commeayant implicitement son propre moyen de parcours sans ordonnancement

pr�ealable. On peut alors, partant de cette observation d�evelopper un codage sp�eci�que

�a une courbe, �a un arc ou �a la fronti�ere d'un objet en consid�erant les points discrets.

4.4.2 Code de Freeman et G�en�eralisations

Code de Freeman

Pour la repr�esentation d'une courbe, on peut au lieu de consid�erer la liste des

coordonn�ees des points de la courbe, exploiter la caract�eristique d'adjacence et indiquer

la direction qui permet de passer d'un point �a un autre. Une courbe discr�ete �etant
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Figure 20: Illustration de 4 types de voisinages : (a)-4, (b)-8, (c)-16, (d)-24

d�e�nie par la suite de points (Pi)i=0:::n o�u Pi est adjacent �a Pi�1 et �a Pi+1, Freeman [3]

a propos�e de stocker le point P0 (point de d�epart) et la direction qui permet de passer

de Pi �a Pi+1. A chaque direction, on associe un code � dont les valeurs admissibles

d�ependent de la connexit�e i.e du voisinage consid�er�e. Par exemple pour la 4-connexit�e,

� peut prendre les valeurs 0; 2; 4 ou 6, alors que pour la 8-connexit�e, � est issu de

l'ensemble f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g (Cf. Figure (21)).

On appelle code de Freeman [3, 8] ou suite de Freeman d'une courbe discr�ete

(Pi)i=0:::n, l'ensemble d�e�ni par le point P0 et la s�equence des (�i)i=0:::n o�u �i est la

direction suivant laquelle Pi+1 est obtenu �a partir de Pi (Cf. Figure (22)).

La repr�esentation discr�ete de la courbe de la Figure (22) est :

((2; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5); (2; 6); (3; 7); (4; 7); (5; 8); (6; 8); (7; 8); (8; 8); (9; 9)
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Figure 21: Directions de Freeman : (a) en 4 connexit�e et (b) en 8 connexit�e.

(10; 8); (11; 7); (11; 6); (11; 5); (10; 4); (11; 3); (10; 2); (9; 2); (8; 2); (7; 3); (6; 4)

(5; 3); (4; 3); (3; 2)):

C'est simplement l'�enum�eration des points discrets qui d�e�nit la courbe. Le code de

Freeman associ�e �a cette courbe discr�ete est une un point et un ensemble de directions.

A partir de ce point (arbitraire) pris comme r�ef�erence l'ensemble de directions permet

de suivre la courbe point par point et de revenir au point (si la courbe est ferm�ee).

Les valeurs de la suite sont dans l'ensemble discret f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g, puisque nous

consid�erons la 8-connexit�e (Cf. Figure (22)).

((2; 2); 5; 6; 6; 7; 7; 0; 7; 0; 0; 0; 7; 1; 1; 2; 2; 3; 1; 4; 4; 5; 5; 3; 4; 3; 4):

G�en�eralisation du codage de Freeman

Le Code de Freeman, de par sa simplicit�e et les autres propri�et�es qui seront d�etaill�ees

par la suite, a fait l'objet de beaucoup d'investigations. Sur ce sujet, on peut consulter

[19, 85] et les r�ef�erences qui s'y trouvent. Il a notamment �et�e g�en�eralis�e [61] en terme

d'anneau sur lequel l'espacement de la grille est un nombre entier quelconque q au lieu

d'être 1 comme c'est g�en�eralement le cas. Ces g�en�eralisations excluent souvent le cas

de la 4-connexit�e.

On d�e�nit un anneau n(n 2 N
�) comme un carr�e de côt�e 2nq ayant 8n n�uds

�equi-espac�es sur sa p�eriph�erie et situ�es de tel sorte qu'il y ait un n�ud �a chacun des

quatre sommets du carr�e. Un vecteur partant du centre du carr�e et orient�e vers un

n�ud est appel�e lien, ce qui constitue une direction de d�eplacement �a laquelle on

associe un code �. Les anneaux concentriques forment une châ�ne de codes. Un codage

est alors identi��e par les anneaux s�electionn�es. Le codage le plus petit dans cette
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Figure 22: Exemple de contour avec les d�eplacements de Freeman

formulation est obtenu en retenant le plus petit anneau. C'est le (1)-code qui est

identique �a celui d�eduit avec la topologie de 8-connexit�e. Le 16-voisinage est obtenu

avec le second anneau et est donc appel�e (2)-code. En s�electionnant le premier et

le deuxi�eme anneau, on a alors le (1; 2)-code qui constitue un voisinage �a 24 points.

L'un des buts de la g�en�eralisation est l'�etude de la pr�ecision de l'approximation d'une

courbe ou d'un contour avec di��erentes châ�nes de codes i.e en consid�erant plusieurs

voisinages.

On montre dans [19] que du point de vue de la pr�ecision de l'approximation,

la 8-connexit�e donne de tr�es bons r�esultats. Cette pr�ecision n'est modi��ee qu'avec

l'espacement de la grille d'�echantillonnage. C'est d'ailleurs cette topologie de 8-connexit�e

qui est couramment utilis�ee dans les descriptions de la g�eom�etrie discr�ete [77]. Dans

toute la suite, sauf mention explicite, nous utiliserons cette connexit�e et les valeurs des

directions de Freeman correspondantes.
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4.4.3 D�eplacements associ�es au code de Freeman et quelques

propri�et�es

D�eplacements associ�es

Dans le codage de Freeman d'une courbe ou de toute entit�e, une direction � corre-

spond �a un d�eplacement �el�ementaire (vertical, horizontal ou diagonal). Si nous notons

dx le d�eplacement horizontal et dy le d�eplacement vertical, le d�eplacement diagonal est

obtenu en consid�erant dx puis dy ou vice-versa. A un code �, on peut donc associer

un couple de d�eplacements (dx; dy) (Cf. Figure (23)).
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(a) (b)

Code 0 1 2 3 4 5 6 7

dx 1 1 0 -1 -1 -1 0 1

dy 0 -1 -1 -1 0 1 1 1

Figure 23: (a) Directions de Freeman; (b) D�eplacements en 8-connexit�e associ�es �a (a).

Avec cette notion de d�eplacement, nous pouvons obtenir une autre repr�esentation

d'une courbe discr�ete cod�ee par une suite de Freeman. Ainsi �a (P0; (�)i=1:::n) on peut

faire correspondre :

(P0; (dxi; dyi)i=1:::n)

Etant donn�e que les d�eplacements et les codes sont associ�es de mani�ere univoque, les

deux repr�esentations sont �equivalentes (Cf. Figure (23)). La particularit�e de la suite

des d�eplacements est que les valeurs possibles sont -1, 0 et 1. Un traitement sur un

contour dans une image peut être envisag�e soit sur sa repr�esentation discr�ete, soit sur

la suite de Freeman correspondante ou sur les d�eplacements �el�ementaires associ�es.

Code de Freeman associ�ee �a la courbe de la Figure (22) :

((2; 2); 5; 6; 6; 7; 7; 0; 7; 0; 0; 0; 7; 1; 1; 2; 2; 3; 1; 4; 4; 5; 5; 3; 4; 3; 4):

D�eplacements en x correspondants : dx

(�1; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 0; 0; �1; 1; �1; �1; �1; �1; �1; �1;
�1; �1; �1):
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D�eplacements en y correspondants : dy

(1; 1; 1; 1; 1; 0; 1; 0; 0; 0; 1; �1; �1; �1; �1; �1; �1; �1; 0; 0; 1; 1; �1;
0; �1; 0):

Quelques propri�et�es

Soit (P0; (�i)i=1:::n), une courbe ou un contour discret repr�esent�e par la suite de

Freeman.

* Compression : Le codage de Freeman assure une r�eduction du volume de

donn�ees n�ecessaire �a la repr�esentation d'une courbe ou d'un contour. Au lieu

de conserver toutes les coordonn�ees des points qui repr�esentent un contour, la

repr�esentation avec les coordonn�ees du premier point et la suite des directions

est plus avantageuse car une direction � se code simplement sur 3 bits en 8-

connexit�e. Il est �a noter que si l'on consid�ere d'autres topologies, le nombre de

bits n�ecessaire au codage d'une direction peut être plus important.

* Cacul d'un p�erim�etre : Si l'on a un contour cod�e par la suite de Freeman, le

p�erim�etre se calcule simplement par la formule :

L = npair +
p
2 � nimpair

o�u npair (resp. nimpair) est le nombre de directions de valeur pair (resp. impair)

de la suite. Ceci est vrai si la grille d'�echantillonnage est d'espacement unit�e

car dans ce cas la diagonale est de longueur
p
2. Si la grille reste carr�ee et est

d'espacement q, alors le p�erim�etre sera qL.

* Distance entre deux points Pi et Pj : Le calcul de la distance entre deux

points Pi et Pj se fait par la formule :

d(Pi; Pj) = [(
k=jX
k=i

dxk)
2 + (

k=jX
k=i

dyk)
2]1=2

o�u dxk et dyk sont les d�eplacements �el�ementaires associ�es �a la direction �k. On

obtient alors une approximation de la distance d8(Pi; Pj) ou de la distance eucli-

dienne. Si les d�eplacements sont d�e�nis par rapport �a une autre distance, cette

formule donne une approximation de la distance correspondante.
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* Fermeture d'une courbe discr�ete : La propri�et�e de fermeture d'une courbe

qui caract�erise un contour se traduit �a l'aide des d�eplacements �el�ementaires par :

k=NX
k=1

dxk = 0 et
k=NX
k=1

dyk = 0

* Translation : Pour translater un contour cod�e par une suite de Freeman, il su�t

de translater le point P0 et de conserver les directions correspondantes. Cette

propri�et�e peut être tr�es utile pour la reconnaissance de forme : deux formes seront

identiques �a une translation pr�es si leurs fronti�eres ont les mêmes valeurs de code

de Freeman.

On r�ealise ainsi la facilit�e avec laquelle on peut v�eri�er certaines propri�et�es ou e�ectuer

certains calculs sur une courbe ou un contour quand il est se pr�esente sous la forme de

suite de Freeman ou des d�eplacements correspondants.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons indiqu�e quelques repr�esentations d'une courbe ou d'un

contour. La repr�esentation discr�ete est celle qui est adapt�ee au contexte de l'imagerie

num�erique. Le code de Freeman a �et�e pr�esent�e comme faisant partie d'un ensemble de

techniques de codage permettant la description des entit�es qui ne peuvent pas n�eces-

sairement se mettre sous forme analytique. Le code de Freeman qui utilise la topologie

des 8-voisins donne de bons r�esultats d'approximation [19], par rapport aux autres

topologies prenant en compte un voisinage plus important i.e un plus grand nombre de

points. C'est d'ailleurs cette topologie qui est g�en�eralement utilis�ee en imagerie.

Au code de Freeman, nous avons associ�e des d�eplacements �el�ementaires, ce qui per-

met une repr�esentation d'un contour discret en termes de d�eplacements en abcisses

et en ordonn�ees. Les d�eplacements �el�ementaires ne prennent que trois valeurs possi-

bles �a savoir : �1, 0 et 1. Il est �a noter que ceci est vrai pour une grille r�eguli�ere

d'espacement l'unit�e. Si l'espacement est q, alors les valeurs possibles sont �q, 0 et

q. Nous avons donn�e quelques propri�et�es et param�etres facilement accessibles d�es que

l'on a la repr�esentation d'une courbe ou d'un contour en une suite de Freeman.



Chapitre 5

Ondelettes et repr�esentation de

formes discr�etes

5.1 Introduction

Nous avons indiqu�e au d�ebut de ce m�emoire de th�ese que la construction des on-

delettes s'est faite initialement par l'approche th�eorie des groupes. Depuis les travaux

d'I. Daubechies [50], les ondelettes les plus utilis�ees dans la pratique se construisent

par une approche discr�ete ou approche bancs de �ltre. Il s'agissait pour Daubechies de

se passer de l'approche fonctionnelle ou th�eorie des groupes pour la construction des

ondelettes dont l'utilisation e�ective est la construction d'algorithmes discrets1.

Dans le domaine de la reconnaissance de forme, de l'�ecriture ou de l'identi�cation

d'une signature, les entit�es �a traiter ne peuvent souvent pas se mettre sous la forme

analytique. On se trouve alors dans un contexte discret qui est d'ailleurs celui de

l'imagerie dans lequel les notions analogiques doivent être repr�esent�ees de mani�ere �a

correspondre au mieux aux d�e�nitions des mêmes notions dans l'espace discret [77].

Nous proposons dans ce chapitre de consid�erer le contour d'un objet dans une image

comme une courbe discr�ete repr�esent�ee sous forme de code de Freeman [3, 8]. Ensuite,

nous proposons d'appliquer �a cette courbe une analyse et une synth�ese par ondelettes.

Il s'agit de d�evelopper un nouvel algorithme de repr�esentation en multir�esolution ou

multi-�echelle d'une courbe discr�ete en utilisant l'outil ondelette dans son aspect �ltrage.

Dans la section deux, nous allons rappeler la connection entre l'ondelette et la

1L'adjectif discret intervient ici au sens num�erique. Lorsque cet adjectif est utilis�e en association
avec une des notions g�eom�etriques, il doit être vu sous le sens de la repr�esentation discr�ete.

106
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multir�esolution. Un bref survol sur quelques algorithmes de repr�esentation de courbes

discr�etes en multir�esolution fera l'objet de la section trois. La nouvelle approche que

nous proposons [82, 90] sera explicit�ee dans la section quatre o�u nous donnerons les

formules explicites de calculs. Apr�es la phase de sp�eci�cation de l'ondelette adapt�ee �a

cette approche, nous proposons d'utiliser les coe�cients des �ltres d�eduits de l'ondelette

et de la fonction d'�echelle pour calculer les approximations et les d�etails d'un contour

discret �a di��erents niveaux de r�esolution. Ceci constitue l'analyse qui peut être com-

pl�et�ee par une phase de synth�ese consistant �a r�ealiser la reconstruction du contour

initial. Les r�esultats de l'impl�ementation de notre approche seront pr�esent�es avec une

analyse quantitative et qualitative de ceux-ci.

Les principaux r�esultats que nous pr�esentons dans ce chapitre ont fait l'objet de

plusieurs publications, notamment �a divers congr�es nationaux et internationaux [82,

87, 96, 92] et une dans la revue Traitement du Signal et Images [95].

5.2 Ondelettes et multir�esolution

L'approche multir�esolution pour la r�esolution d'un probl�eme, la description d'une

sc�ene ou la repr�esentation de donn�ees a �et�e largement abord�ee dans la litt�erature et

ceci dans di��erentes disciplines [76, 80]. En vision par ordinateur par exemple, l'un

des objectifs est d'obtenir une description simple d'une sc�ene en termes de primitives

g�eom�etriques aux quelles on peut acc�eder facilement et qui se prêtent bien �a di��erents

traitements. La multir�esolution est un cadre de repr�esentation qui peut induire une

analyse et/ou une interpr�etation en tenant compte d'un param�etre qui exprimera le

degr�e de pr�ecision de l'analyse ou de l'interpr�etation.

L'id�ee de ce contexte de repr�esentation est de d�evelopper la notion d'espace-�echelle

introduite en imagerie [24]. Il s'agit d'associer �a l'image originale un param�etre et

d'obtenir les images d�eriv�ees par convolution de l'image originale avec un noyau gaussien.

L'�ecart-type de la gaussienne est alors dans ce cas le param�etre qui exprime la r�esolu-

tion ou l'�echelle. Notons que Koendering [70] a formul�e ces images d�eriv�ees en termes

de solutions de l'�equation de la chaleur avec pour condition initiale : retrouver l'image

originale. Cette formulation est notamment motiv�ee par le principe de causalit�e selon

lequel dans une repr�esentation �a di��erentes r�esolutions aucun d�etail suppl�ementaire ne

peut être g�en�er�e d'une r�esolution �ne �a une r�esolution grossi�ere. En d'autres termes,

les images d�eriv�ees doivent contenir au plus ce qui se trouve dans l'image originale.
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Une autre formulation de ce principe de causalit�e dans le domaine du traitement

du signal et de l'image a �et�e adopt�ee par Mallat [53]. Il s'agit alors de consid�erer une

image dans sa formulation analogique comme une fonction dans un espace vectoriel en

occurence L(Rn) et d'obtenir les images d�eriv�ees par projection de l'image originale

dans une suite de sous espaces vectoriels embô�t�es. La r�esolution est caract�eris�ee par

le niveau d'embô�tement de l'espace de projection. On extrait les d�etails du signal

au fur et �a mesure que la r�esolution augmente. Les ondelettes sont alors obtenues en

cherchant une base pour la repr�esentation de ces d�etails.

La formalisation fonctionnelle de l'approche multi-�echelle ou multir�esolution a le

m�erite de poser les fondements math�ematiques stables et surtout permet d'obtenir une

repr�esentation compl�ete i.e r�eversible.

5.3 Multir�esolution et courbes discr�etes

La repr�esentation multi-�echelle d'une courbe ou d'un contour revient �a repr�esen-

ter celui-ci de mani�ere �a pouvoir extraire facilement des caract�eristiques importantes.

Plusieurs approches multi-�echelles [70, 71, 80] ont �et�e mises au point en se basant

sur l'id�ee de Witkin [24] de repr�esentation temps-�echelle o�u le passage par z�ero de la

d�eriv�ee seconde de l'image obtenue par convolution avec une gaussienne est examin�ee

pour plusieurs valeurs de l'�ecart type de la gaussienne. On peut distinguer deux types

d'approches principales.

La premi�ere consid�ere une courbe dans une image en tant que donn�ee bi-dimensionnelle

[71] et l'autre extrait la courbe de l'image et utilise une repr�esentation sp�eci�que �a la

courbe. Ceci revient �a transformer un traitement naturellement en 2-D (traitement de

l'image) en deux traitements 1-D. Cette approche est tr�es int�eressante car permettant

de mettre en �uvre les outils mieux adapt�es �a la repr�esentation ou au traitement d'un

contour. Dans [70], on consid�ere la repr�esentation param�etrique d'une courbe dans

une image et on d�eduit une repr�esentation �a di��erents niveaux de r�esolution par con-

volution avec une gaussienne suivie d'un passage par z�ero. Le niveau de r�esolution est

ici encore la valeur de l'�ecart-type de la gaussienne. Bengtson et al. [76] proposent

une repr�esentation �a di��erents niveaux de r�esolution en extrayant �a chaque r�esolution

les d�etails redondants. Il s'agit simplement d'une approximation successive du con-

tour par des polynômes de degr�e 2 ou 3 en passant par les calculs des tangentes, des

points d'inexion, des courbures �a chaque �echelle. Par ailleurs, Ferm�uller et Kropatsch
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[84] donnent une description d'une courbe plane en plusieurs niveaux de r�esolutions en

utilisant l'information courbure pour d�eterminer notamment les points de changement

de concavit�e (points caract�eristiques). Ils prennent en compte la nature discr�ete de

l'image et l'aspect discret de la multir�esolution pour obtenir une pyramide de courbes.

C'est en �etudiant le comportement des angles �a di��erents niveaux de la pyramide qu'ils

d�eduisent des informations permettant d'obtenir une repr�esentation stable. En g�en�eral,

on prend en compte le calcul de courbure dont l'�evaluation et la manipulation dans le

domaine discret ne sont pas toujours tr�es pr�ecises.

La nouvelle approche de traitement par ondelette d'une courbe discr�ete que nous

proposons se pr�esente en deux phases : l'analyse et la synth�ese. En consid�erant une

courbe discr�ete comme un signal, l'analyse revient �a le d�ecomposer en ses �el�ements

caract�eristiques. On obtient alors une repr�esentation par ondelettes du contour discret.

La synth�ese revient �a reconstituer le signal �a partir de ses �el�ements caract�eristiques

obtenus �a l'analyse.

5.3.1 Approche analytique de description d'une courbe dis-

cr�ete

Consid�erant l'espace vectoriel L2(R), l'analyse multir�esolution d'un tel espace nous

permet d'obtenir une base de fonctions d'�echelle et une base d'ondelettes. La d�ecom-

position multi-�echelle d'un signal revient �a projeter ce signal d'une part sur la base des

fonctions d'�echelle, ce qui nous donne des approximations �a di��erentes r�esolutions et

d'autre part sur la base d'ondelettes, ce qui permet d'obtenir les d�etails n�ecessaires �a la

synth�ese. Une base de Vj est donn�ee par les (�(j)k )
k2Z (Cf. th�eor�eme (2) Chapitre I):

Les coe�cients d'approximation sont obtenus par s(j) = (< f; �j
k >)k2Z (Cf. th�eor�eme

(4) Chapitre I): On consid�ere ensuite une base de Wj donn�ee par les ( (j)
k )

k2Z. Les

d�etails sont alors caract�eris�es par les coe�cients d(j) = (< f; j
k >)k2Z.

Soit (P0; (�i)i=0:::n), le codage de Freeman (tel que rappel�e dans le chapitre pr�ecedant)

d'un contour discret (Pi)i=0:::n. A chaque direction �i, correspond un d�eplacement

X(0)(i) en x (resp. Y (0)(i) en y), ayant des valeurs dans f�1; 0; 1g. Ainsi �a la suite

(�i)i=0:::n, on associe deux suites (X(0)(i); Y (0)(i))i=0:::n, appel�ees suites des d�eplace-

ments. L'algorithme que nous proposons traite s�epar�ement les deux suites de d�eplace-

ments (Cf. figure (22)). Une particularit�e de ce codage fond�e sur les d�eplacements est

qu'il ne fait intervenir que des valeurs �1; 0 et +1. On peut remarquer que l'ondelette



CHAPITRE 5. ONDELETTES ET REPR�ESENTATIONDE FORMESDISCR�ETES 110

de Haar dont nous rappelons la d�e�nition dans le paragraphe suivant prend les valeurs

�1; 0 et 1 par intervalle. Une des di�cult�es de l'approche propos�ee ici est d'obtenir des

approximations tenant compte de la particularit�e des valeurs utilis�ees pour le codage

(�a savoir �1; 0 et 1), d'o�u le recours �a une op�eration de quanti�cation [66, 20] �a chaque

niveau de r�esolution.

5.3.2 Sp�eci�cation de l'ondelette

Il est bien connu qu'il existe une in�nit�e de bases d'ondelettes, pouvant être con-

struites notamment par analyse multir�esolution. La sp�eci�cation de l'ondelette revient

alors �a d�eterminer la fonction  appropri�ee pour l'application en vue. Si nous consid-

�erons une analyse multir�esolution telle que les sous-espaces (Vj)j2Z soient constitu�es

des fonctions constantes par morceaux, alors nous pouvons prendre pour � la fonction

d�e�nie par :

�(x) =

8<: +1 si x 2 [0; 1[;

0 ailleurs.

L'ondelette associ�ee �a cette fonction d'�echelle est alors :

 (x) =

8>>><>>>:
+1 si x 2 [0; 1=2[;

�1 si x 2 [1=2; 1[;

0 ailleurs.

qui n'est autre que la fonction de Haar. Notons que ce choix se justi�e dans la mesure

o�u l'objectif est de traiter des contours dans le domaine discret qui comme nous l'avons

remarqu�e fait intervenir les d�eplacements �el�ementaires �a valeurs dans f�1; 0; 1g. De

l'ondelette de Haar et de la fonction d'�echelle, on d�eduit les �ltres H et G de r�eponses

impulsionnelles respectives h(n) et g(n) d�e�nies par :

h(0) = h(1) =
1

2
; h(n) = 0; 8 jnj > 1 et

g(0) = �g(1) = 1

2
; g(n) = 0; 8 jnj > 1:

Les propri�et�es liant les fonctions � et  , aux �ltres H et G, ont �et�e largement

�etudi�ees par I. Daubechies [50] et J. C. Feauveau [65]. On sait que la r�egularit�e des

fonctions � et  est �etroitement li�ee �a la taille des �ltres associ�es.
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5.4 Algorithmes d'analyse et de synth�ese

Nous pr�esentons ici notre algorithme de repr�esentation en multir�esolution d'un con-

tour discret ou d'une courbe discr�ete. Il s'agit dans un premier temps d'extraire une

courbe ou un contour dans une image. Ces donn�ees qui sont en fait 2-D sont repr�esen-

t�ees comme deux entit�es 1-D en associant notamment au contour les directions de

d�eplacements. Le traitement se fait alors de mani�ere ind�ependante sur chacune des

entit�es 1-D i.e d�eplacements.

5.4.1 Algorithme d'analyse

Soit (S(0)(n))n=1:::N l'une des suitesX(0) ou Y (0) de d�eplacements de Freeman associ�e

�a une courbe discr�ete. La phase d'analyse nous permet d'obtenir l'approximation dis-

cr�ete du signal not�e S(j) et le coe�cient d'ondelette not�eeD(j). On parlera d'approximation

pour S(j) et de d�etail pour D(j) �a la r�esolution j. Pour le calcul de S(j) et celui de D(j)

�a la phase d'analyse, nous avons les formules suivantes :

S(j)(n) = 1
2(S

(j�1)(2n) + S(j�1)(2n+ 1))

D(j)(n) = 1
2(S

(j�1)(2n) � S(j�1)(2n + 1))

que nous proposons de g�en�eraliser en :

S(j)(n) =
Pk=2M�1

k=0 h(k)S(j�1)(k + 2n)

D(j)(n) =
Pk=2M�1

k=0 g(k)S(j�1)(k + 2n)

pour une ondelette ayant M moments nuls i.e plus r�eguli�ere que celle de Haar. Cette

formulation met bien en �evidence le fait que la sommation (de 0 �a 2M � 1) est faite

seulement autant de fois que le �ltre associ�e �a l'ondelette a de coe�cients non nuls.

Apr�es cette phase de calcul, les valeurs de S(j) sont dans f�1;�1
2; 0;

1
2 ; 1g. Or les

d�eplacements de Freeman ne pouvant prendre que les valeurs �1, 0, ou 1, c'est ici

qu'intervient une op�eration de quanti�cation.

5.4.2 Phase de quanti�cation

Ici, la quanti�cation revient �a associer �a une valeur de la suite : �1;�1
2 ; 0;

1
2; 1

calcul�ee par d�ecomposition en ondelettes, un �el�ement de l'ensemble f�1; 0; 1g. Il s'agit
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d'obtenir les valeurs enti�eres ~uk �a partir de uk en respectant les contraintes du codage

de Freeman, de fermeture de contour et de r�eversibilit�e de la transformation. Il est

important de remarquer que si S(j)(n) n'est pas entier alors, il en sera de même de

D(j)(n). Ceci est ais�ement v�eri��e par l'�etude de la d�e�nition des fonctions d'�echelle et

de l'ondelette. Concr�etement, nous proc�edons de la mani�ere suivante :

Si uk(n) est entier alors ~uk(n) := uk(n) sinon, nous consid�erons un r�esidu r qui prend

alternativement les valeurs �0:5 ou +0:5 et ensuite la valeur de ~uk(n) est obtenue par

la somme de uk(n) et r. Rappelons ici que le but de cette quanti�cation est d'obtenir

des valeurs enti�eres et appartenant �a l'ensemble discret : f�1; 0; 1g. Cette op�eration

est r�ealis�ee par la s�equence d'instructions :

a) r := �0:5; n := 0;

b) tant que (n < Nmax) faire

d�ebut

si uk(n) est entier alors ~uk(n) := uk(n)

sinon faire

d�ebut

i) ~uk(n) := uk(n) + r

ii) r := �r
fin

n := n+ 1

aller en b)

fin

Cette op�eration nous permet d'approximer un contour discret d'une r�esolution don-

n�ee �a des r�esolutions inf�erieures, tout en conservant notamment la propri�et�e de ferme-

ture d'un contour discret que nous avons rappel�e dans le chapitre pr�ec�edent.

En r�esum�e, une �etape d'analyse d'un niveau j � 1 au niveau j se d�ecompose

dans un premier temps par l'application des �ltres d�eduis de la fonction �echelle et de

l'ondelette de Haar, suivi dans un second temps par la phase de quanti�cation. Si

S(j�1) et D(j�1) repr�esentent respectivement l'approximation du signal et le signal de

d�etail obtenus �a la r�esolution j � 1, on note les r�esultats apr�es application des �ltres

par S(j)
r et D(j)

r . On obtient ensuite S(j) et D(j) par quanti�cation. Il est �a pr�eciser

que D(j)
r et D(j) sont identiques, alors que S(j)

r est �a valeurs r�eelles et S(j) �a valeurs

dans f�1; 0;+1g. Nous illustrons sur la Figure (24) les di��erentes �etapes (trois) pour
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le passage de la r�esolution j = 0 �a la r�esolution j = 2 correspondant �a l'exemple de la

Figure (22).

Ces trois �etapes sont :

(i) Calcul des coe�cients d'approximation et coe�cients d'ondelettes,

(ii) Quanti�cation des coe�cients d'approximation,

(iii) Passage des d�eplacements repr�esent�es par les coe�cients d'approximation en al-

phabet du code de Freeman correspondant.

Dans la Figure (24), nous avons :

� SX(0) (resp. SY (0)) suite des d�eplacements en x (resp. y) �a la r�esolution 0,

� SX(j)
r ; DX(j)

r (resp. SY (j)
r ; DY (j)

r ) suites des approximations et des d�etails en x

(resp. y) apr�es application de la fonction d'�echelle et de l'ondelette de Haar,

� S(j) et D(j) suites des approximations et des d�etails apr�es quanti�cation �a la

r�esolution j.

La suite des d�eplacements (X(0)(n); Y (0)(n))n=1:::2p associ�es �a un contour discret a

pour repr�esentation en ondelettes la suite ((SX(p);DX(j)), (SY (p), DY (j))j=1:::p). La

capacit�e m�emoire n�ecessaire pour le stockage des deux repr�esentations est la même.

Notons que notre algorithme traite un contour ayant un nombre N quelconque (pas

n�ecessairement une puissance de 2) de points, ce qui n'est pas toujours le cas pour la

transform�ee en ondelettes standard ou la transform�ee de Fourier.

5.4.3 Algorithme de synth�ese

La synth�ese revient �a reconstruire (X(0)(n); Y (0)(n))n=1:::2p , �a partir de (SX(p),

(SY (p)) et des suites, (DX(j), DY (j))j=1:::p obtenues �a l'analyse. Avant cette phase

de synth�ese, nous proc�edons �a une quanti�cation inverse. Ici, cette op�eration nous

permet de retrouver les valeurs enti�eres des codes d�e�nissant les d�eplacements avant

la reconstruction selon les formules (14). Cette quanti�cation inverse nous permet de

passer de S(j�1) �a S(j�1)
r par la s�equence d'instructions suivantes :
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Figure 24: Illustration des di��erentes �etapes de la phase d'analyse.
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(a) (b) (c) (d)

C0 C1 C2 C3

C4 C5 C6

(e) (f) (g)

Figure 25: (a) : est le contour initial et de (b) �a (g), on a la repr�esentation de (a) �a

di��erents niveaux (6) de r�esolution.

a) r := +0:5; n := 0;

b) tant que (n < Nmax) faire

d�ebut

si ~uk(n) est entier alors uk(n) := ~uk(n)

sinon faire

d�ebut

i) uk(n) := ~uk(n) + r

ii) r := �r
fin

n := n+ 1

aller en b)

fin

Des valeurs enti�eres f�1; 0; 1g, de S(j�1) on obtient des valeurs f�1;�1
2; 0;

1
2 ; 1g, de

S(j�1)
r qui sont ensuite utilis�ees pour la reconstruction.

La reconstruction est obtenue par les formules suivantes :

S(j)(2n) = (S(j�1)(n) +D(j�1)(n))
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(14)

S(j)(2n+ 1) = (S(j�1)(n) �D(j�1)(n))

que nous proposons de g�en�eraliser en :

S(j�1)(2n) = (
k=MX
k=1

h(2k)S(j)(n� k + 1) +
k=MX
k=1

g(2k)D(j)(n� k + 1))

S(j�1)(2n + 1) = (
k=MX
k=1

h(2k + 1)S(j)(n� k + 1) +
k=MX
k=1

g(2k + 1)D(j)(n� k + 1))

pour une ondelette ayant M moments nuls. Notons que, comme ci-dessus, une op�era-

tion de quanti�cation est e�ectu�ee pour que les valeurs de S(j)(n) soient dans f�1; 0; 1g
avant de passer �a l'alphabet du code de Freeman.

(a) (b) (c) (d) (e)

C0 C1 C2 C3 C4

C00 C10 C20 C30

(a0) (b0) (c0) (d0)

Figure 26: (a) : Contour initial. De (b) �a (e), on a la repr�esentation de (a) �a dif-

f�erents (4) niveaux de r�esolution dans la phase d'analyse. (a0) est le contour original

reconstruit. De (d0) �a (b0) sont repr�esent�ees les reconstructions successives de (a0):

5.5 Analyse des r�esultats de l'impl�ementation

Consid�erant un contour discret, nous appliquons notre algorithme pour obtenir des

approximations et des d�etails de ce contour �a plusieurs niveaux de r�esolution pendant la
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phase d'analyse. La seconde phase qui est la synth�ese consiste �a reconstruire le contour

initial avec les �el�ements obtenus �a l'analyse. Notons que la phase de quanti�cation est

indispensable pour concerver le caract�ere discret du traitement.

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

C0 C1 C2 C3 C4 C5

C00 C1 C2 C3 C4

(a0) (b0) (c0) (d0) (e0)

Figure 27: (a) : Contour initial. De (b) �a (f), on a la repr�esentation de (a) �a dif-

f�erents (5) niveaux de r�esolution dans la phase d'analyse. (a0) est le contour original

reconstruit. De (e0) �a (b0) sont repr�esent�ees les reconstructions successives de (a0):

� Calcul de l'entropie

Les valeurs des directions de Freeman qui repr�esentent un contour discret �etant

consid�er�ees comme statistiquement ind�ependantes, nous calculons l'entropie �a

chaque r�esolution par la formule : entropie = �Pi=7
i=0 pilog2 (pi); o�u pi est la

probabilit�e de pr�esence de la direction �i dans le contour. C'est en fait l'entropie

d'ordre 0. Cette quantit�e mesure la diversit�e des directions pr�esentes dans le

contour. Les calculs montrent que l'entropie d�ecrô�t �a partir d'un certain seuil

d'une r�esolution �a la r�esolution inf�erieure quand le contour est tr�es `complexe'

i.e pr�esente de nombreux changements de direction. On observe un l�eger e�et de

lissage du contour discret par approximations successives. Nous pr�esentons dans

le Tableau (10), l'entropie des contours discrets des Figures (25) et (26) .

� Calcul du rapport signal sur bruit (PSNR)

Pour appr�ecier num�eriquement les r�esultats, nous avons calcul�e l'erreur quadra-

tique moyenne �a la reconstruction par la formule : ems2 = 1
N

Pi=N
i=1 (x(i)� ~x(i))2
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R�esolution 0 1 2 3 4 5 6

Entropie F ig: (25) 2:91 2:90 2:92 2:90 2:85 2:76 2:66

Entropie F ig: (26) 2:80 2:81 2:85 2:86 2:79 2:56 �

Tableau 10: Entropies �a di��erentes r�esolutions pour les deux contours discrets cit�es.

o�u x et ~x repr�esentent respectivement le contour discret initial et le contour dis-

cret reconstruit. En fait, il s'agit des directions correspondantes Les r�esultats

du calcul de ems observ�es sont approximativement nuls �a la pr�ecision de la ma-

chine pr�es et attestent de la bonne qualit�e visuelle du contour discret obtenu �a

la reconstruction.

Le rapport signal sur bruit est donn�e par la formule : PSNR = 10log10(
�2m
ems2

) (dB)

o�u �m est l'�ecart type du signal initial. Cette quantit�e est in�nie, �etant donn�e

la valeur de ems et montre qu'il n'y a pas de distorsion �a la reconstruction. En

r�ealit�e, l'�ecart-type est souvent remplac�e (cas du signal image) par la dynamique

du signal qui ici est 2.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e une nouvelle approche de repr�esentation

d'un contour ou d'une courbe discr�ete [92]. Cette nouvelle repr�esentation discr�ete est

fond�ee sur le code de Freeman et exploite l'aspect multir�esolution de la construction

des ondelettes.

L'algorithme propos�e s'impl�emente facilement et comporte une phase de quanti�ca-

tion qui est indispensable dans le processus d'analyse pour retrouver les valeurs admises

pour les d�eplacements �el�ementaires. Apr�es la sp�eci�cation de l'ondelette, on obtient

une repr�esentation d'un contour discret �a plusieurs niveaux de r�esolution et une com-

pression du volume de donn�ees pendant la phase d'analyse. Une phase de synth�ese

incluant implicitement une quanti�cation inverse permet de reconstruire le contour

initial ou la courbe discr�ete initiale. Le calcul du rapport signal sur bruit atteste de

la tr�es bonne qualit�e de la reconstruction. Elle est exacte et montre qu'aucune infor-

mation n'est perdue quand on passe de la repr�esentation par l'alphabet du code de

Freeman �a la repr�esentation par ondelettes propos�ee.



Chapitre 6

Interpolation par des fonctions

radiales

6.1 Introduction

Les techniques d'interpolation ou d'approximation multivariables par des fonctions

radiales sont fr�equemment utilis�ees pour l'ajustement de donn�ees bruit�ees [11, 17, 32,

44, 59]. Ces techniques qui suscitent beaucoup d'int�erêt se mettent en �uvre pour

r�esoudre des probl�emes pratiques dans plusieurs domaines de la recherche scienti�que.

Il peut s'agir de d�eterminer en tout point d'un domaine la valeur d'une fonction (ou

de ses d�eriv�ees), alors que la fonction n'est connue que sur un nombre tr�es limit�e de

points. Ceci peut être vu comme un probl�eme de reconstruction souvent rencontr�e en

imagerie. Le probl�eme peut être celui de la d�etermination de la r�eponse �a un syst�eme

quand on lui soumet en entr�ee des valeurs quelconques d'un param�etre, en supposant

connue la r�eponse pour certaines valeurs du param�etre, d�etermin�ees par des mesures

sur des �echantillons. Ces valeurs connues peuvent être entâch�ees d'erreur dont les

caract�eristiques statistiques peuvent être ou non d�etermin�ees. C'est souvent le cas du

probl�eme classique de d�econvolution.

La r�esolution de ces probl�emes peut se ramener �a la recherche de l'expression ana-

lytique d'une fonction pour ensuite l'�evaluer en di��erents points. D'une expression

analytique, on peut facilement exprimer la d�eriv�ee ou calculer la tangente ou dif-

f�erents �el�ements permettant d'appr�ecier notamment la courbure en un point donn�e.

L'interpolation par les fonctions radiales repr�esente un cadre appropri�e pour ce type

de traitement.

119
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Les techniques d'interpolation ou d'approximation par les fonctions radiales [56,

59] peuvent être vues comme une g�en�eralisation des techniques utilisant les fonctions

splines polyharmoniques [17] dans une formulation explicite. Les fonctions de base i.e

les fonctions radiales sont obtenues par construction [7] (dans la plupart des cas) ou

comme solutions fondamentales des it�er�es de certains op�erateurs elliptiques [17] (cas

des splines de type plaque mince).

Il est bien �etabli [35, 56, 59] que ces m�ethodes d'approximation donnent de meilleurs

r�esultats que celles issues des m�ethodes classiques, surtout quand les donn�ees sont

entach�ees d'erreurs. Les fonctions de bases les plus utilis�ees sont les multiquadriques

de Hardy [7] et les splines de type plaque mince de Duchon [17].

Malgr�e leurs performances, ces m�ethodes s'utilisent peu quand le nombre de donn�ees

est important (N � 150), ce qui est souvent le cas. En e�et, quand le volume de

donn�ees est important, le syst�eme lin�eaire d'�equations d�e�nissant les inconnues du

probl�eme d'interpolation est mal conditionn�e [59] d'o�u une instabilit�e num�erique. Les

algorithmes it�eratifs de r�esolution mis en �uvre convergent lentement ou pas du tout

[14, 15]. Ces inconv�enients font que dans la pratique, on pr�ef�ere d'autres m�ethodes

d'interpolation (bilin�eaire, polynomiale : : : ) moins performantes, mais assez rapides.

Nous proposons ici d'acc�el�erer le calcul de la r�esolution du syst�eme lin�eaire issu de la

formulation du probl�eme d'interpolation/approximation par les fonctions radiales. Ceci

consiste en la mise en �uvre d'un algorithme bas�e sur la d�ecomposition en ondelettes

pour rendre creuse la matrice du syst�eme [74, 91].

Dans la deuxi�eme section nous allons pr�esenter dans un cadre g�en�eral, le probl�eme

d'interpolation par des fonctions radiales [59]. La troisi�eme section sera consacr�ee au

cas particulier des fonctions splines de type plaque mince [17]. Dans la quatri�eme

section, nous nous int�eresserons �a la formulation matricielle et quelques approches de

solution.

6.2 Interpolation par les fonctions radiales : Cas

g�en�eral

Le probl�eme d'interpolation par les fonctions radiales se formule simplement et se

pr�esente de la mani�ere suivante [59] :
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Soient :

g : R+ ! R; une fonction r�eelle d'une variable r�eelle,

m; un entier positif.

Le probl�eme d'interpolation des donn�ees :

(xi; Fi); x
i 2 Rd; Fi 2 R; i = 1 : : : N (15)

par la fonction radiale g, consiste �a chercher une fonction de la forme :

S(x) =
i=NX
i=1

�ig(kx� xik) + Pm(x)

(16)

avec Pm 2 �m et
i=NX
i=1

�iq(x
i) = 0; q 2 �m

satisfaisant �a :

S(xi) = Fi ; i = 1 : : : N (17)

o�u �m est l'ensemble des polynômes alg�ebriques de degr�e inf�erieur �a m sur Rd; et k:k
la norme euclidienne sur Rd. L'entier m est l'ordre de positivit�e de la fonction radiale

g: Cette m�ethode d'interpolation est exacte i.e reproduit les polynômes de �m quand

les conditions de solvabilit�e que nous rappelons ci-dessous sont v�eri��ees.

En fait, on peut exprimer Pm(x) comme combinaison lin�eaire des fonctions qj, base

de �m et alors (16) peut encore s'�ecrire :

S(x) =
i=NX
i=1

�ig(kx� xik) +
i=mX
i=1

djqj(x) m < N

avec la condition
i=NX
i=1

�iqj(x
i) = 0; j = 1 : : :m:

6.2.1 Conditions de solvabilit�e

Les conditions de solvabilit�e du probl�eme (16); (17) sont l'une g�eom�etrique, li�ee �a la

formulation variationnelle du probl�eme [17, 59] et l'autre alg�ebrique li�ee au caract�ere

conditionnel de la positivit�e (n�egativit�e) [30] de la fonction radiale ou du noyau (semi-

noyau) hilbertien dans le cas d'une fonction spline de type plaque mince notamment

[17].
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6.2.2 Condition g�eom�etrique et Positivit�e conditionnelle

Condition g�eom�etrique

D�e�nition 18 (Ensemble unisolvant) Soit A un ensemble de points de Rd et �m

l'ensemble des polynômes alg�ebriques de degr�e inf�erieur �a m sur Rd. On dit que A est

�m-unisolvant si tout polynôme de �m qui s'annule sur A est identiquement nul.

Cette d�e�nition peut s'exprimer simplement sur l'ensemble �niX = fx1; x2; x3; � � � ; xNg
de points d'interpolation du probl�eme (16); (17) par la relation :

dim �mjX = dim �m

qui exprime le caract�ere unisolvant de l'ensemble X:

Positivit�e conditionnelle

D�e�nition 19 (Positivit�e conditionnelle) Une fonction radiale g 2 C(R+) est dite

\conditionnellement positive (d�e�nie positive) d'ordre m" sur Rd si pour tout N � 1

et tout ensemble de points distincts X = fx1; x2; x3; � � � ; xNg � R
d, la matrice :

GX = fg(kxi � xjk)gNi;j=1

est positive (d�e�nie positive) sur le sous-espace :

�mj?X = fv 2 RN ;
i=NX
i=1

viq(x
i) = 0; q 2 �mg:

i.e vtGXv � 0 (vtGXv > 0; v 6= 0); v 2 �mj?X

En fait, la caract�erisation d'une fonction radiale d�e�nie positive d'ordre m = 0 a �et�e

donn�ee par Schoenberg et g�en�eralis�ee par Micchelli [30] pour m � 1: Cette propri�et�e

provient de l'extension de la d�e�nition d'un noyau reproduisant �a un espace Hilbertien

contenu dans un espace vectoriel topologique localement compact et s�epar�e.

Th�eor�eme 11 (Micchelli [30]) Une fonction g(t) est conditionnellement positive

d'ordre m sur Rd; pour d � 1 si et seulement si :

(�1)j
dj

dtj
g(
p
t) � 0; t > 0; j � m:

De plus si dm

dtm
g(
p
t) 6 �Constante, alors g(t) est d�e�nie positive d'ordre m.
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En plus de ce th�eor�eme qui caract�erise simplement la positivit�e conditionnelle ou la

positivit�e stricte d'une fonction radiale, nous avons aussi le corollaire suivant :

Corollaire 2 (Micchelli [30]) Le probl�eme d'interpolation (16); (17) sur un ensem-

ble de points distincts X peut être r�esolu avec m = 0 et g(t) d�e�nie positive d'ordre 1

et si l'on a :

g(t) < 0; t > 0

Ce corollaire justi�e une conjecture de Franke [35] sur la solvabilit�e du probl�eme

d'interpolation par les fonctions radiales sans terme polynomial additif en utilisant

une multiquadrique de Hardy [7]. La preuve du th�eor�eme (11) ci-dessus ainsi que celle

du corollaire est bas�ee sur la notion de monotonie d'une fonction radiale et sur la

repr�esentation de Bernstein d'une fonction monotone [30].

Parmi les fonctions radiales satisfaisant aux conditions du th�eor�eme ci-dessus, on a

notamment :

* Les multiquadriques de Hardy [7] :

g(t) = (�1)m(t2 + c2)�=2; � > �d; � 62 2Z ou 2m� 2 < � < 2m

* Les noyaux gaussiens :

g(t) = e�c
2t2

et celles qui engendrent les splines de type plaque mince que nous expliciterons dans

la section suivante.

Comme nous l'avons indiqu�e dans l'introduction, l'interpolation par les fonctions

radiales est une g�en�eralisation de l'interpolation par les splines polyharmoniques (dont

la spline de type plaque mince) qui d�ecoule dans sa formulation variationnelle de la

minimisation d'une fonctionnelle [17].

6.3 Cas des splines de type plaque mince

6.3.1 Introduction

Les fonctions splines de type plaque mince se retrouvent dans le cadre d'un for-

malisme abstrait d�e�ni par Atteia [4]. Une contribution remarquable par la suite est

celle de Duchon [17] qui a explicit�e les noyaux semi-reproduisants et les fonctionnelles
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�a minimiser, ainsi que les espaces ad-hoc pour obtenir ces fonctions. On sait qu'�a

un espace Hilbertien est associ�e de mani�ere biunivoque un noyau reproduisant qui est

d�e�ni positif. La positivit�e conditionnelle d'un noyau (de la fonction radiale associ�ee)

est d�e�nie �a partir d'un espace semi-hilbertien caract�eris�e par une semi-norme d'o�u

est d�eduite la fonctionnelle �a minimiser. Rappelons que la relation qui existe entre

un noyau d'espace Hilbertien ou semi-hilbertien et la fonction radiale associ�ee est :

k(x; y) = g(kx� yk) �a une constante multiplicative pr�es.

6.3.2 Cas g�en�eral

En minimisant la fonctionnelle :

Rk(f) =
Z
R

d

X
j�j=k

(D�f)2(x) dx (18)

o�u � = (�1; �2; : : : ; �d) 2 Z
d
+; D

� =
@j�j

@x�11 : : : @x�dd
; j�j =

i=dX
i=1

�i

sur l'espace :

�k = ff 2 C(Rd); D�f 2 L2(Rd); j�j = kg:
Duchon [17] a obtenu pour k > d=2, la fonction :

g(t) =

8>>><>>>:
t2k�d log t; si d pair,

t2k�d; si d impair.

(19)

Les fonctions radiales ainsi obtenues sont les solutions de la ki�eme it�er�es de l'op�erateur

laplacien i.e :

�kg(kxk) = c�(x) (20)

On obtient ainsi une fonction radiale appel�ee spline de type plaque mince . Notons que

l'espace �k ci-dessus est souvent not�e D�kL2(Rd) et est l'espace de Beppo-Levi d'ordre

k. Une extension [17] de la classe fonctionnelle du type (18) est obtenue en consid�erant

les d�eriv�ees d'ordre fractionnaire :

Rs;k(f) =
Z
R

d
k�k2s X

j�j=k

( dD�f)2(�) d�; 0 < s < 1



CHAPITRE 6. INTERPOLATION PAR DES FONCTIONS RADIALES 125

sur l'espace des distributions v dont la d�eriv�ee d'ordre k a une transform�ee de Fourier

v̂ qui v�eri�e une relation de la forme :Z
R

d
k�k2sjv̂(�)j2 d� < +1

Cette extension permet �a Duchon d'obtenir pour 2s + 2k > d; des fonctions radiales

de la forme :

g(t) =

8>>><>>>:
t2k+2s�d log t; si 2k + 2s� d pair,

t2k+2s�d; ailleurs.

qui sont positives d'ordre k et encore appel�ee spline de type plaque mince. Dyn et al.

[32, 59] ont introduit les fonctions radiales d�e�nies par :

g(t) =

8>>><>>>:
(t2 + c2)(2k�d)=2 log (t2 + c2)1=2; si 2k � d � 0; d pair

c > 0;

(t2 + c2)(2k�d)=2; ailleurs k � 1:

qui sont en fait les translat�ees de (19). L'avantage de cette nouvelle classe de fonctions

est d'être d�e�nies en 0; ce qui n'est pas le cas des fonctions (19) quand d est pair.

6.3.3 Cas particulier d'une surface 2-D

En pratique, c'est le cas 2-D qui est le plus utilis�e [6, 11, 14] d'o�u l'appelation

surface spline. Duchon a d�emontr�e le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 12 (Duchon [17]) Soient xi; i = 1 : : : N , un ensemble de points de R2,

�k�unisolvant, alors parmi toutes les fonctions continues sur R2, prenant les valeurs

Fi en xi, il en existe une et une seule not�ee � qui minimise la fonctionnelle :

Rk(f) =
Z
R

d

X
j�j=k

(D�f)2(x) dx

et � s'�ecrit de mani�ere unique sous la forme :

�(x) =
i=NX
i=1

�i(kx� xik)2k�2 log (kx� xik) + Pk(x)

o�u

Pk 2 �k et
i=NX
i=1

�iq(x
i) = 0; q 2 �k:
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Pour obtenir les coe�cients �i et les coe�cients du polynôme Pk, il su�t de r�esoudre

le syst�eme lin�eaire suivant :8>>><>>>:
Pi=N

i=1 �i(kxj � xik)2k�2 log (kxj � xik) + Pk(xj) = �(xj); j = 1 : : :M

Pi=N
i=1 �iqj(xi) = 0; j = 1 : : :M o�u M = dim(�k)

Remarques 5 1. Cette caract�erisation de la spline de type plaque mince a l'avantage

de pr�esenter un noyau simple �a calculer par rapport �a celui obtenu par Thomann

[6] qui est un d�eveloppement en s�erie enti�ere.

2. Les conditions
Pi=N

i=1 �iqj(x
i) = 0impos�ees aux coe�cients �i; i = 1 : : : N expri-

ment la positivit�e conditionnelle du noyau semi-hilbertien (et par cons�equent celui

de la fonction radiale associ�ee).

6.4 Formulation matricielle et approches de solu-

tions

6.4.1 Formulation matricielle

Consid�erant la formulation analytique du probl�eme d'interpolation par les fonctions

radiales tel que pr�esent�e dans la deuxi�eme section, on peut �ecrire :

GX =
�
g(kxi � xjk)Ni;j=1

�

Q =
�
qj(xi)

j=1:::M

i=1:::N

�

avec q1; : : : ; qM base de �m

et � = [�i]; F = [Fi]; � = [�j]; i = 1 : : : N ; j = 1 : : :M:

La r�esolution de (16); (17) revient �a trouver les param�etres �i; i = 1 : : : N et �j; j =

1 : : :M , solution du syst�eme lin�eaire :"
GX Q

Qt 0

# "
�

�

#
=

"
F

0

#
(21)

de taille (N +M) � (N +M).
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La matrice que nous notons G, du syst�eme lin�eaire (21) est tr�es dense et sym�etrique.

GX v�eri�e la propri�et�e de positivit�e conditionnelle dont l'ordre est celui de la fonction

radiale ou du noyau semi-reproduisant associ�e.

Le syst�eme lin�eaire (21) est de grande taille si le nombre de donn�ees �a interpoler est

important. Pour �xer les id�ees, si l'on consid�ere les points d'interpolation r�eguli�erement

r�epartis sur une grille de taille 32�32 par exemple, la partie principaleGX de la matrice

G du syst�eme sera de taille 1024 � 1024 ! Quand le nombre de donn�ees �a interpoler

est tr�es grand, le syst�eme (21) est tr�es mal conditionn�e [59] et le caract�ere dense de

la matrice correspondante ne fait qu'accrô�tre les di�cult�es de r�esolution du syst�eme

[32, 59].

Pour le cas des splines de type plaque mince et quand le nombre de donn�ees est

raisonnable (N < 150), plusieurs m�ethodes sont propos�ees dans [14, 15, 32] pour r�e-

soudre le syst�eme (21). Ceci se fait en exploitant au mieux les propri�et�es de la sous

matrice GX , caract�erisant la fonction radiale.

Nous indiquons bri�evement une m�ethode directe et une m�ethode it�erative. Ce sont

les plus performantes pour ce type de probl�eme [14]; Cette derni�ere est une m�ethode

du gradient restreint �a un sous-espace. D'autres m�ethodes n�ecessitant un pr�econdion-

nement de la matrice du syst�eme sont propos�ees dans [33].

6.4.2 Pr�esentation d'une m�ethode directe et d'une m�ethode

it�erative

Plusieurs m�ethodes de r�esolutions des syst�emes du type (21) sont propos�ees dans

[6, 14, 33]. Nous pr�esentons ici, l'adaptation des deux m�ethodes les plus performantes

utilis�ees [14] pour les fonctions splines de type plaque mince.

M�ethode directe

Elle est bas�ee sur la construction d'une base r1; r2; : : : ; rN�M de �mj?X qui permet

par un changement de variables de ramener le syst�eme (21) de (N +M) inconnues �a

un syst�eme �a (N �M) inconnues avec une matrice d�e�nie positive. Si l'on d�esigne par

P , la matrice dont les colonnes sont form�ees des ri, alors (21) devient :8>>><>>>:
P tGXPz = P tz

� = Pz

(22)
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La matrice P tGXP est alors d�e�nie positive et est de taille (N�M)�(N�M). Quand

le nombre de points d'interpolation est raisonnable (N < 150), on peut appliquer au

syst�eme (22) une d�ecomposition de Cholesky par exemple [14, 33, 59] et obtenir ensuite

les �i en consid�erant M relations ind�ependantes du syst�eme (21).

M�ethode it�erative

Il s'agit d'une m�ethode de descente dans la direction du gradient sur un sous-espace

orthogonal �a �mjX. Notons que dans ce sous-espace la matrice GX est conditionnelle-

ment d�e�nie positive. Cette m�ethode it�erative est appel�ee gradient projet�e car la

direction du gradient est restreinte (par projection) au sous-espace �mj?X:
On consid�ere une base vj; j = 1 : : :M orthonorm�ee de �mjX , ce qui s'obtient assez

facilement en orthonormalisant (proc�ed�e de Gram-Schmidt) lesM vecteurs qui forment

les colonnes de la sous-matrice Q du syst�eme (21). Soit V = [v1; v2; : : : ; vM ], cette

base. En posant P = I � V V t o�u I est la matrice identit�e, on obtient un op�erateur de

projection de RN dans �mjX:
Le syst�eme (21) peut se mettre de mani�ere explicite sous la forme :8>>><>>>:

GX� + Q� = F

Qt� = 0

(23)

En consid�erant l'op�erateur de projection P d�e�ni ci-dessus, un vecteur � 2 �mj?X est

tel que P� = �. Une solution (celle de norme minimale) de (23) appartenant �a �mj?X
s'obtient en r�esolvant d'abord le syst�eme :

PGXP� = PF (24)

La solution �� du syst�eme (24) est report�ee dans (23) et le vecteur � est obtenu par :

� = (QtQ)�1Qt(F �GX��)

o�u (QtQ) est une matrice de taille M �M:

La suite d'instructions permettant de r�esoudre le syst�eme (24) est donn�ee par :

�1 2 �mj?X ; U1 = ~r1

�j+1 = �j + �jUj; Uj+1 = ~rj+1 + �jUj; j = 1 : : :

avec

rj = GX�j � F; ~rj = Projection de rj sur �mj?X
�j = � U t

jGX ~rj

U t
j
GXUj

; �j = �U t
jGX ~rj+1

U t
j
GXUj
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Cet algorithme qui est tr�es proche du gradient conjugu�e converge assez rapidement.

Quand le nombre de donn�ees est faible (N < 150), tout se passe tr�es bien. Mais quand

la taille du syst�eme augmente, on constate des formules ci-dessus que l'�evaluation de

�j et �j pose des probl�emes en raison des produits matrice-vecteur n�ecessaires pendant

les it�erations.

En plus de ce probl�eme de temps de calcul, les syst�emes (22); (23) sont mal condi-

tionn�es [32, 59] d'o�u une instabilit�e des solutions.

Pour faire face au probl�eme d'interpolation quand le syst�eme est de grande taille,

on propose dans [14, 15] de partitionner les donn�ees (15) et d'obtenir la fonction

d'interpolation (qui est alors globale) par combinaisons connexes de celles calcul�ees

localement. En d'autres termes, il s'agit de subdiviser le domaine d'interpolation

D = [a; b] � [c; d] en rectangles Rij = [ai; ai+1] � [cj; cj+1] contenant un nombre nij

raisonnable de points, de mani�ere que les Rij forment une partition de D: On calcule

dans [14], pour le cas des splines de type plaque mince les fonctions poids (polynômes

de 2 variables) permettant d'obtenir des combinaisons de r�egularit�e sensiblement �egale

�a celle de l'interpolant global. La comparaison des temps de calcul obtenu [15] par ce

proc�ed�e par rapport �a l'estimation du temps n�ecessaire pour �evaluer la spline globale

milite en faveur de cette d�emarche par subdivision. Mais les probl�emes qui restent

ouverts sont notamment la fa�con d'obtenir un partitionnement optimal en fonction de

la r�epartition initiale des points dans D et le contrôle de la r�egularit�e aux fronti�eres

des rectangles Rij :

Dyn et al. [32, 44, 59] ont propos�e une m�ethode de pr�econditionnement des syst�emes

(22); (23), fond�e sur le fait que certaines fonctions radiales sont solutions fondamentales

des it�er�es de l'op�erateur laplacien. Pour être plus explicite, il s'agit de construire une

matrice � = fijgNi;j=1 qui satisfait �a :

(�mf) �
i=NX
i=1

ijf(x
j) tel que

j=NX
j=1

ijp(x
j) = 0

(25)

p 2 �m; f 2 C2m(Rd)

Avec cette matrice �, on a par construction �Q = 0 et le syst�eme (23) devient :8>>><>>>:
�GX� = �F

Qt� = 0

(26)
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Ce dernier syst�eme est mieux conditionn�e que les pr�ec�edents [44] surtout quand la

matrice GX provient d'une fonction radiale qui approxime au mieux la relation (20).

La construction de la matrice de conditionnement � satisfaisant aux conditions

(25) est la principale di�cult�e et de tr�es bons r�esultats ne sont obtenus que pour les

fonctions radiales solutions exactes de (20) [59].

6.4.3 Convergence et ordre de l'erreur d'interpolation

Dans un calcul d'interpolation ou d'approximation en g�en�eral, l'�etude de la vitesse

de convergence et de l'ordre d'erreur est fondamentale. S'il est bien connu que l'interpola-

tion par des fonctions radiales donne de meilleurs r�esultats, c'est surtout la pratique

qui le con�rme [6, 7, 32, 35].

Pour le cas des splines polyharmoniques, Duchon [17] donne quelques r�esultats

th�eoriques, en sp�eci�ant l'espace et l'ordre d'erreur surtout en terme de conjecture.

Wu et Schabak [58] ont donn�e une estimation de l'erreur d'interpolation pour les

fonctions f dont la transform�ee de Fourier f̂ et celle ĝ de la fonction radiale satisfont

�a une relation du type :
R jf̂ j2jĝj�1 dt < +1: Ils obtiennent des ordres de convergence

arbitraires pour une interpolation par des multiquadriques [7] de même qu'avec des

noyaux gaussiens. L'erreur d'interpolation pour les fonctions radiales de type plaque

mince : g(t) = t2k+1 (resp. g(t) = t2k log t) est de l'ordre de O(hk=2) (resp. O(hk)) o�u

h mesure la densit�e des points d'interpolation et tend vers 0 pour une surface.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pos�e et indiqu�e des approches existantes de r�esolution

du probl�eme d'interpolation par les fonctions radiales. Il ressort de ceci que malgr�e

la puissance de cette m�ethode d'interpolation, son utilisation demeure peu fr�equente

dans la pratique. Ceci est dû au caract�ere tr�es dense de la matrice et �a l'instabilit�e

des solutions quand le nombre de donn�ees est important. On pr�ef�ere des m�ethodes peu

performantes, mais rapides.

Nous proposons ici, une nouvelle approche de r�esolution �a ce probl�eme surtout

quand le nombre de donn�ees est grand. Il s'agit de rendre la matrice du syst�eme

lin�eaire (24) creuse apr�es une d�ecomposition dans une base d'ondelettes.

L'approche propos�ee est d'autant plus performante que le syst�eme �a r�esoudre est



CHAPITRE 6. INTERPOLATION PAR DES FONCTIONS RADIALES 131

de grande taille et a un caract�ere g�en�eral. Cette nouvelle approche est bas�ee sur un

algorithme dû �a Beylkin, Coifman et Rokhlin [74], commun�ement appel�e algorithme

BCR et qui fait l'objet du chapitre suivant.



Chapitre 7

Algorithme BCR

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous pr�esentons quelques �el�ements de construction et de l'impl�ementation

de l'algorithme de Beyklin, Coifman et Rokhlin BCR [74]. Cet algorithme permet de

rendre creuses certaines matrices apr�es d�ecomposition dans une base d'ondelettes. On

tient ensuite compte de l'avantage de cette structure creuse pour acc�el�erer les calculs

du produit de la matrice ainsi obtenue avec un vecteur. Les m�ethodes it�eratives qui

sont tr�es coûteuses pour les produits matrice-vecteurs, pourront alors être mises en

�uvre de mani�ere plus e�cace.

Nous commen�cons dans la deuxi�eme section par pr�esenter la d�ecomposition d'un

op�erateur quelconque T �a noyau dans une base de fonctions. En consid�erant une

base bien adapt�ee (base d'ondelettes), nous montrerons dans la troisi�eme section que

l'application d'un op�erateur T en un point f (une fonction) peut se ramener (être

approxim�e) au calcul d'un produit d'une matrice A par un vecteur X. La description

de l'algorithme fera l'objet de la quatri�eme section. Nous indiquerons les ondelettes

adapt�ees �a ce type de calcul dans la cinqui�eme section.

7.2 Repr�esentation d'un op�erateur T

L'algorithme BCR [74] a �et�e con�cu et mis en �uvre pour acc�el�erer le calcul de la

valeur d'un op�erateur T (�a noyau k(x; y)) en un point f: Les op�erateurs qui ont surtout

�et�e utilis�es pour tester l'e�cacit�e de l'algorithme sont ceux de la classe de Calderon-

Zygmund [69, 74] et la fonction f , un vecteur al�eatoire de norme unit�e. Pour �evaluer

132
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num�eriquement les solutions de certaines �equations int�egrales ou pour calculer la valeur

d'un op�erateur T en un point f , cela n�ecessite la repr�esentation ou l'approximation du

noyau de l'op�erateur par une matrice qui est g�en�eralement tr�es dense. Cette repr�esen-

tation peut être obtenue en d�ecomposant k(x; y) dans une base ad�equate de fonctions.

En d'autres termes soit T un op�erateur, ayant k(x; y) pour noyau et f , une fonction

quelconque. Il peut s'agir simplement de calculer :

T (f)(x) =
Z
k(x; y)f(y) dy (27)

ou de r�esoudre l'�equation int�egrale :Z
k(x; y)h(y) dy = q(x) (28)

Dans l'�equation (28), q(x) est une fonction connue et le probl�eme est de d�eterminer la

fonction inconnue h(y). On peut envisager une solution analytique, ce qui n'est pas

toujours possible et d�epend de la nature du noyau k et de h:

7.2.1 Repr�esentation du noyau k(x; y) d'un op�erateur T

Soient I = Ijk = [2�j(k � 1); 2�jk[ et I
0

= Ijl = [2�j(l � 1); 2�j l[ deux intervalles

dyadiques de R. A chaque carr�e I � I 0

, (o�u I et I
0

sont de même longueur) on associe

les trois fonctions :

 
(1)

II
0 (x; y) =  I(x) I 0 (y)

 
(2)

II
0 (x; y) =  I(x)�I

0 (y) (29)

 
(3)

II 0 (x; y) = �I(x) I
0(y)

Quand I � I 0

parcourt l'ensemble des carr�es dyadiques du plan, on obtient un syst�eme

qui forme une base orthonorm�ee de L2(R2). Un noyau k(x; y) peut donc s'exprimer

formellement dans cette base par :

k(x; y) =
X
II

0

�II
0 I(x) I

0(y) +
X
II

0

�II
0 I(x)�I

0(y) +
X
II

0

II 0�I(x) I
0 (y)

o�u la sommation est faite sur tous les carr�es dyadiques I � I
0

avec les coe�cients

�II
0 ; �II

0 ; et II 0 d�e�nis par les formules :

�II
0 =

R R
k(x; y) I(x) I

0 (y) dxdy

�II
0 =

R R
k(x; y)�I(x) I

0(y) dxdy (30)

II 0 =
R R

k(x; y) I(x)�I 0 (y) dxdy
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Le coe�cient d'approximation est d�e�ni par :

sII 0 =
Z Z

k(x; y)�I(x)�I
0 (y) dxdy

En consid�erant I = Iji et I
0

= Ijk, les coe�cients �II
0 ; �II

0 et II 0 (qui sont en fait

des matrices) peuvent se noter : �(j) = f�j
i;kg ; �(j) = f�j

ikg ; (j) = fj
ikg j = 1 : : : p;

i; k = 1 : : : 2p�j . La matrice d'approximation qui repr�esente sII 0 �a chaque r�esolution se

note A(j).

7.2.2 Coe�cients de la repr�esentation d'une fonction f

Soit f , une fonction de L2(R).

Si � est la fonction d'�echelle d'une analyse multir�esolution de L2(R) et  , l'ondelette

associ�ee, la repr�esentation de la fonction f peut se mettre sous la forme :

f(x) =
X
I

sI(f)�I (x) +
X
I

cI(f) I(x) (31)

o�u les coe�cients sI et cI s'obtiennent par les formules :

sI(f) =
Z
f(x)�I(x)d x et cI(f) =

Z
f(x) I(x)d x (32)

De même que ci-dessus, en consid�erant I = Ijk, les coe�cients sI(f) et cI(f) (qui sont

en fait des vecteurs) peuvent se noter : s(j) = fsjkg; d(j) = fdjkg; j = 1 : : : p; k =

1 : : : 2p�j , o�u 2p est le nombre d'�echantillons qui repr�esente la fonction f:

7.2.3 Approximation de T au point f

Avec la repr�esentation de k(x; y) d�e�nie par (30) et les coe�cients de f d�e�nis en

(32), T (f)(x) =
R
k(x; y)f(y)d y peut se mettre sous la forme :

T (f)(x) =
X
I

 I(x)
X
I

0

�II
0dI 0 +

X
I

 I(x)
X
I

0

�II
0sI 0 +

X
I

�I(x)
X
I

0

II 0dI 0 (33)

D�es que l'on obtient les sous-matrices �(j); �(j) et (j); j = 1 : : : p correspondant �a

l'op�erateur T , on calcule les produits (vecteurs) ŝ(j) = fŝjkg; d̂(j) = fd̂jkg par les formules

:

d̂(j) = �(j)(d(j)) + �(j)(s(j))

(34)

ŝ(j) = (j)(d(j))
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o�u les d(j) = fdjkg; s(j) = fsjkg; j = 1 : : : p; k = 1 : : : 2p�j repr�esentent la fonction f .

L'approximation de T (f) dans un sous-espace de dimension �nie de L2(R2) est alors

donn�ee par la formule :

TN(f)(x) =
j=pX
j=1

k=2p�jX
k=1

(d̂(k) jk(x) + ŝ(k)�jk(x)) (35)

On trouvera les d�etails de cette repr�esentation dans [74], ainsi que les formules (qui

sont en fait des produits de convolution num�eriques) pour obtenir les sous-matrices

�(j); �(j); (j) en 2-D et les vecteurs d(j); s(j) en 1-D.

7.2.4 Approximation de T (f) par AX

Du point de vue purement num�erique, �etant donn�e une fonction k 2 L2(R2), la

discr�etisation de k peut se mettre sous la forme d'une matrice A telle que A(i; j) =

k(xi; yj), avec (i; j) 2 Z
2. Consid�erons donc une matrice A de taille N � N o�u N =

2p; p > 1: La repr�esentation de k dans une base de fonctions d'un sous-espace de

dimension �nie de L2(R2), revient �a calculer les coe�cients �II
0 ; �II 0 et II 0 qui sont,

comme nous l'avons remarqu�e, des sous-matrices �(j); �(j) et (j); j = 1 : : : p; plus un

terme r�esiduel A(p): Ces sous-matrices s'obtiennent en d�ecomposant la matrice A en

lignes, puis en colonnes, si la base consid�er�ee est s�eparable. Ceci se fait par un algo-

rithme ayant une structure pyramidale i.e la taille de la matrice d�ecompos�ee diminue

�a chaque �etape de la d�ecomposition.

Apr�es discr�etisation, la fonction f peut se mettre sous la forme d'un vecteur X

et se repr�esenter par : (s(0)(n))n=1:::N o�u N = 2p; p > 1. Ceci constitue une certaine

approximation �nie de f dans l2(Z). En fait s(0) repr�esente la fonction f �a la r�esolution

1 et les coe�cients �a la r�esolution suivante s'obtiennent par le sch�ema suivant :

fs(0)g �! fs(1)g �! fs(2)g : : : fs(p�1)g �! fs(p)g
& & &

fd(1)g fd(2)g : : : fd(p)g
En fait les coe�cients s(j) et d(j); j = 1 : : : p sont obtenus par �ltrage et sous-

�echantillonnage de s(j�1) et repr�esentent respectivement les approximations et les d�e-

tails de f �a di��erents niveaux de r�esolution. Chaque d(j) est la di��erence d'information

qui existe entre les approximations s(j) et s(j�1) i.e entre deux niveaux de r�esolution

cons�ecutifs. A chaque niveau du sch�ema pyramidal, la taille de l'�echantillon permet-

tant d'approximer la fonction f �a une r�esolution plus basse est r�eduite de moiti�e. Le
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nombre d'�el�ements de s(0) �etant de N = 2p; p > 1 , la suite (s(j); d(j)); j = 1 : : : p a

2(N � 1) �el�ements et se calcule en O(N).

Inversement, �etant donn�e les coe�cients s(j) et d(j); j = 1 : : : p; on peut reconstruire

le signal (s(0)(n))n=1:::N par les formules suivantes :

fs(p)g �! fs(p�1)g �! fs(p�2)g : : : fs(1)g �! fs(0)g
% % %

fd(p)g fd(p�1)g fd(p�2)g : : : fd(1)g
Cette reconstruction peut se faire �egalement enO(N), en utilisant seulement la suite des

coe�cients (s(p); d(j)); j = 1 : : : p qui a N �el�ements et est la repr�esentation en ondelettes

i.e de (s(0)(n))n=1:::N .

Le calcul de T (f)(x) =
R
k(x; y)f(y) dy peut donc être approxim�e par celui de AX

o�u A est la repr�esentation matricielle de T et X la repr�esentation de f sous forme de

vecteur.

Si la repr�esentation indiqu�ee ci-dessus est valable pour des bases quelconques de

fonctions s�eparables, les bases d'ondelettes sont les mieux adapt�ees [74] de par leur

propri�et�es de localisation , d'oscillation et de r�egularit�e .

En e�et, les propri�et�es d'oscillation et de r�egularit�e (qui se caract�erisent par le nom-

bre M de moments nuls) permettent d'estimer l'amplitude des coe�cients d'ondelettes

d'une fonction ou d'une fonctionnelle. Pour certains op�erateurs int�egraux (classe de

Calderon-Zygmund) [69] et pseudo-di��erentiels, on a une estimation pr�ecise du com-

portement de leurs coe�cients obtenus apr�es repr�esentation dans une base d'ondelettes.

Ainsi de ces estimations, on peut mettre �a z�ero les coe�cients dont les valeurs

absolues sont inf�erieures �a un certain seuil et obtenir une matrice tr�es creuse [74,

91]. La matrice obtenue peut ensuite être utilis�ee de mani�ere ad�equate comme une

approximation de la matrice initiale avec de bonnes pr�ecisions de calcul. Dans le cas

o�u l'op�erateur (et par cons�equent la matrice) a des singularit�es localis�ees, par exemple

sur une bande, on donne dans [74] des bornes de l'erreur faite en rempla�cant l'op�erateur

par son approximation dans laquelle certains �el�ements ont �et�e mis �a z�ero.

7.3 Description de l'algorithme BCR

De la matrice A, de taille N �N o�u N = 2p avec p > 1, nous obtenons une matrice

~A = f�(j), �(j), (j), j = 1 : : : p, A(p)g par d�ecomposition de A en plusieurs niveaux de
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r�esolution dans une base d'ondelettes. En utilisant une base d'ondelettes s�eparables et

un algorithme �a structure pyramidale en 2-D, cette phase se r�ealise en O(N2):

De même, �a partir du vecteur X, de taille N = 2p; p > 1 nous obtenons le vecteur

~X = fs(j); d(j); j = 1 : : : pg.
Le but de l'algorithme BCR est d'approcher le produit AX par le produit ~A ~X , ce

qui n�ecessite une r�eorganisation particuli�ere des calculs �etant donn�e les tailles et les

structures de ~A et de ~X (obtenues apr�es d�ecomposition en coe�cients d'ondelettes).

La matrice ~A est repr�esent�ee sous la \forme �etir�ee " pour mieux mettre en �evidence

la disposition des calculs du produit ~A ~X. Cette forme �etir�ee, peut se voir comme

une d�ecomposition de l'op�erateur T sur les bases orthonorm�ees des di��erents sous

espaces vectoriels Vj et Wj fournis par l'analyse multir�esolution correspondante avec

des changements de bases quand on passe d'une r�esolution �a une autre. La �gure (28)

pr�esente un exemple de disposition des calculs avec la matrice ~A sous la forme �etir�ee,

pour N = 23.

Dans cette repr�esentation, les sous-matrices (�(j), �(j), (j), j = 1 : : : p) et A(p) sont

les seuls �el�ements �eventuellement non nuls du tableau. On observe une structure creuse

a priori de la matrice dûe �a la r�eorganisation.

7.3.1 D�etails de l'impl�ementation de l'algorithme

L'impl�ementation de l'algorithme BCR peut se subdiviser en quatre proc�edures :

(P1) D�ecomposition du vecteur X en ~X = fs(j)k ; d
(j)
k ; j = 1 : : : p; k = 1 : : : 2p�jg;

(P2) D�ecomposition de la matrice A en ~A = f�(j); �(j); (j) ; j = 1 : : : p; A(p)g, suivie
d'une mise �a z�ero des �el�ements inf�erieurs �a un certain seuil � ou de mani�ere

�equivalente mise �a z�ero d'un certain poucentage de coe�cients ;

(P3) Produit de la matrice ~A rendue creuse par le vecteur ~X (en fait un ensemble de

sous produits) ;

(P4) Reconstruction du vecteur r�esultat �a partir de sa d�ecomposition obtenue en (P3).

La premi�ere proc�edure (P1) : Consiste �a d�ecomposer le vecteur X en coe�-

cients d'ondelettes d(j) et en coe�cients d'approximation s(j) correspondant �a chaque

niveau de r�esolution par �ltrage et sous-�echantillonnage. Le vecteur X est alors

repr�esent�e par : ~X = fs(j); d(j); j = 1 : : : pg.
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Figure 28: Organisation de la matrice (\forme �etir�ee") en blocs et du vecteur d�ecompos�e

pour N = 23:
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La seconde proc�edure (P2) : Permet de d�ecomposer la matrice A dans

une base d'ondelettes s�eparable de L2(R2). Cette d�ecomposition se fait en appli-

quant plusieurs fois la proc�edure ci-dessus �a chaque ligne, puis �a chaque colonne de

A. On obtient ainsi les coe�cients d'ondelettes �(j) = f�j
klg ; �(j) = f�j

klg ; (j) =

fj
klg j = 1 : : : p ; k; l = 1 : : : 2p�j et le terme r�esiduel A(p) qui constituent la matrice ~A.

Apr�es ce calcul, nous proc�edons �a une compression ou seuillage de ~A. Ceci est mo-

tiv�e par l'observation suivante : quand on d�ecompose une structure (fonction,

fonctionnelle) dans une base d'ondelettes, les coe�cients obtenus sont

tr�es petits dans les zones o�u la structure est r�eguli�ere et le sont moins

dans les zones de discontinuit�e.

On montre d'ailleurs [39] que la transformation en ondelettes permet de d�etecter

les discontinuit�es dans un signal. La compression ici, revient �a mettre �a z�ero tous les

coe�cients qui sont en valeur absolue inf�erieure �a un seuil � �x�e �a l'avance en tenant

compte des pr�ecisions de calcul souhait�ees.

La troisi�eme proc�edure (P3) : Permet de calculer les produits des sous-

matrices ~�(j), ~�(j), ~(j) j = 1 : : : p et ~A(p) (obtenus de �(j); �(j); (j) et A(p) apr�es com-

pression i.e seuillage) avec les vecteurs s(j); d(j) j = 1 : : : p. On obtient alors les vecteurs
~s(j); ~d(j) j = 1 : : : p qui constituent la r�ealisation de la formule (34) et la repr�esentation

sous forme d�ecompos�ee du r�esultat de la sommation dans (33) sur l'intervalle I
0

= I
0

jl

i.e par rapport �a l'indice l �a chaque r�esolution. Il reste donc, pour r�ealiser enti�erement

(33) ce qui se fait par la sommation sur chaque intervalle I = Ijk i.e par rapport �a

l'indice k.

La quatri�eme proc�edure (P4) : Reconstruction du r�esultat du calcul de ~A ~X en

utilisant les coe�cients d'ondelettes repr�esent�es par ~s(j); ~d(j) j = 1 : : : p obtenus dans

la proc�edure (P3). Notons que la proc�edure quatre, n'est pas identique �a une proc�e-

dure classique (standard) de reconstruction d'un signal dont on connait sa repr�esen-

tation en d'ondelettes. Ici, cette proc�edure utilise tous les �el�ements des vecteurs

s(j); d(j); j = 1 : : : p, compte tenu de la sommation sur l'indice k (Cf: Formule(35)).

Cette reconstruction se fait recursivement sur l'indice j qui caract�erise le niveau de

r�esolution.

Remarques

(i) En fait les proc�edures (P1) et (P2) sont des produits de convolution et deman-

dent pr�ecis�ement un nombre d'op�erations proportionnel �a la taille des �ltres mis

en �uvre. Typiquement si le �ltre utilis�e est de longeur p, alors le nombre
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d'op�erations est de l'ordre de pN:

(ii) La proc�edure (P3) s'e�ectue en O(N2) i.e pratiquement le temps n�ecessaire pour

calculer le produit d'une matrice par un vecteur. Ce qui est remarquable,

c'est qu'apr�es avoir mis des �el�ements �a z�ero, la matrice est tr�es

creuse et les produits ult�erieurs se font en un temps proportionnel

au nombre d'�el�ements non nuls. Or ce nombre �etant tr�es petit (du

fait de la structure creuse), les produits se font tr�es rapidement d'o�u

l'acc�el�eration souhait�ee. Et alors l'int�erêt de cet algorithme quand on a un

nombre important de produits matrice-vecteur �a r�ealiser. Ce qui est le cas dans

la plupart de techniques it�eratives pour la r�esolution de syst�emes d'�equations.

(iii) Les probl�emes de bords qui sont in�evitables se r�esolvent simplement par p�eriodi-

sation de la structure (matrice ou vecteur) dans la phase de d�ecomposition ou de

reconstruction. Ceci peut être vu (remarque d'Yves Meyer) comme l'utilisation

d'une base d'ondelettes p�eriodiques.

La remarque (ii) ci-dessus est le point central de l'algorithme et par cons�equent

de l'approche que nous proposons pour accel�erer le calcul de l'interpolation ou de

l'approximation d'une surface par une fonction radiale. Dans une proc�edure it�erative

par exemple, la matrice des it�erations est d�ecompos�ee une seule fois et les produits

matrice-vecteur suivants, au lieu d'être en O(N2), ont un coût proportionnel au nombre

d'�el�ements non nuls de la matrice rendue creuse.

7.3.2 Ondelettes pour l'algorithme BCR

La sp�eci�cation de l'ondelette tient compte ici de deux motivations : la rapidit�e des

calculs et le maximum de \creux" �a obtenir. La longueur du �ltre de convolution est

li�ee au nombre M de moments nuls de l'ondelette. Si le nombre de moments nuls est

tr�es petit, ce qui exprime une faible r�egularit�e (cas de l'ondelette de Harr o�u M = 1),

les calculs sont extrêmement rapides, mais la matrice obtenue ne peut pas être rendue

tr�es creuse sans nuire �a la pr�ecision des r�esultats. L'ondelette de Meyer [69] ou celles

construites par P. J. Lemari�e [42] et G. Battle [41, 47] sont certe tr�es r�eguli�eres, mais

leur support est in�ni, d'o�u un temps de calcul �elev�e. En fait les ondelettes construites

�a partir des fonctions splines de r�egularit�e arbitraire, sont �a d�ecroissance exponentielle

et num�eriquement consid�er�ees comme �a support �ni (Cf. Annexe A) mais, elles ne sont
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pas adapt�ees �a ce type de calcul [93] pour la simple raison que le nombre de coe�cients

n�ecessaire l'obtention des erreurs de même ordre est 4 �a 5 fois plus important que

dans le cas des ondelettes �a support compact par construction d'I. Daubechies [50] qui

sont les mieux adapt�ees �a l'algorithme BCR. Ceci sera plus explicite dans le chapitre

suivant o�u nous pr�esentons les r�esultats num�eriques de di��erentes impl�ementations.

On indique dans [74] que l'utilisation des ondelettes qui sont telles que les trans-

lat�es de la fonction d'�echelle associ�ee aient des moments nuls permettent d'obtenir un

meilleur taux de creux. Mais l'inconv�enient est que le nombre de coe�cients �a utiliser

est 3M au lieu de 2M comme dans le cas classique. On peut utiliser les ondelettes

biorthogonales [93]. Nous avons repris quelques exp�eriences num�eriques de [74] et nous

avons constat�e que les erreurs obtenues sont du même ordre. Ce qui nous a encourag�e

�a nous attaquer au probl�eme d'interpolation par les fonctions radiales.

7.4 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre l'algorithmeBCR qui permet de rendre creuse

une matrice (provenant de la discr�etisation d'un op�erateur �a noyau) pour acc�el�erer le

calcul du produit d'une matrice par un vecteur. Ceci permet d'envisager �a tr�es faible

coût la r�esolution d'�equations int�egrales dont la formulation fait intervenir un op�era-

teur �a noyau ou l'acc�el�eration des m�ethodes it�eratives qui sont coûteuses en produits

matrice-vecteur.

Le cadre de r�ealisation et les exp�eriences num�eriques de l'algorithme que nous

venons de pr�esenter sur le probl�eme du chapitre pr�ec�edent font l'objet du chapitre

suivant.



Chapitre 8

Exp�eriences num�eriques

8.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de pr�esenter quelques exp�erimentations num�eriques sur

l'utilisation de l'algorithme BCR pour acc�el�erer la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire

qui d�etermine les param�etres du probl�eme d'interpolation par les fonctions radiales.

Nous avons pr�esent�e bri�evement deux m�ethodes (les plus performantes) [14, 15] qui

ont �et�e d�evelopp�ees dans le cas de la spline de type plaque mince. D'autres approches

n�ecessitant un pr�econditionnement de la matrice du syst�eme lin�eaire sont propos�ees

dans [32, 33, 59].

L'int�erêt de l'approche que nous proposons ici r�eside dans le caract�ere global (fonc-

tions radiales en g�en�eral) et surtout dans le fait que l'approche est d'autant plus per-

formante que le syst�eme �a r�esoudre est de grande taille.

Dans la deuxi�eme et la troisi�eme section, nous d�e�nissons le cadre exp�erimental et

des �el�ements num�eriques d'appr�eciation de la qualit�e des r�esultats obtenus. La qua-

tri�eme section est consacr�ee �a la sp�eci�cation de l'ondelette par l'analyse des propri�et�es

et les tests sur trois familles d'ondelettes. Nous r�ealisons ensuite quelques exemples

de produits matrice-vecteur, avec des matrices provenant de diverses fonctions radi-

ales (di��erents ordre de positivit�e). Le calcul e�ectif de quelques surfaces par cette

approche fera l'objet de la cinqui�eme section. Nous utilisons une multiquadrique et

une spline de type plaque mince pour interpoler des donn�ees en consid�erant plusieurs

types de distributions.

142
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8.2 Cadre des exp�eriences num�eriques

Dans les donn�ees (15) (Cf. Chapitre 6) :

(xi; Fi) 2 R2 � R; i = 1 : : : N

du probl�eme d'interpolation par les fonctions radiales, les points xi 2 D � R
2 sont

soit sur une grille, soit r�epartis de mani�ere irr�eguli�ere dans un domaine d�e�ni par D:

Notons que les probl�emes de convergence ne se posent pas en des termes identiques

selon que les points sont r�epartis sur tout le plan ou dans un domaine born�e [58]. Nous

consid�erons ici un domaine rectangulaire D = [a; b] � [c; d]; avec a; b; c; d 2 R. D

est born�e, ce qui est g�en�eralement le cas dans la pratique [6, 14]. Nous utiliserons

principalement deux types de grilles : une grille r�eguli�ere not�ee (GI)(Cf. Figure (29));

-

6

a b

c

d

Figure 29: Exemple de grille r�eguli�ere (GI)

et une grille (GII) obtenue �a partir de (GI) par la transformation non lin�eaire :

(x; y) 7�! Max(jxj; jyj)p
x2 + y2

(x; y)
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Cette grille (GII) a d�ej�a �et�e utilis�ee par Dyn et al. [33, 59] pour simuler le com-

portement de la matrice d'interpolation ou d'approximation en pr�esence de donn�ees

irr�eguli�erement r�eparties.

Les Fi 2 R peuvent être les valeurs Fi = f(xi) d'une fonction r�eguli�ere connue ou le

r�esultat d'une mesure exp�erimentale. En fait les Fi sont souvent connues avec une erreur

dont les caract�eristiques statistiques (moyenne, �ecart-type : : : ) sont inconnues, cas des

erreurs al�eatoires, ou alors connues, cas o�u l'erreur suit une loi classique (processus de

poissonnien, gaussien : : : ).

8.3 Mesures de �d�elit�e et d'e�cacit�e de l'approche

Pour appr�ecier num�eriquement les r�esultats ou �evaluer l'e�cacit�e de la d�emarche

propos�ee, nous avons d�e�ni quelques mesures de �d�elit�e. En fait, ces quantit�es nous

permettent d'�evaluer l'�ecart entre les r�esultats obtenus par un calcul classique et ceux

obtenus par l'approche que nous proposons.

8.3.1 Mesures de �d�elit�e

Dans un premier temps, il s'agit de calculer le produit d'une matrice pleine par

un vecteur (produit standard). Ensuite on e�ectue le même produit mais, avec la

matrice et le vecteur d�ecompos�es dans une base d'ondelettes, suivi d'une mise �a z�ero

de certains �el�ements de la matrice d�ecompos�ee. Nous mesurons alors l'�ecart entre le

r�esultat standard et son approximation.

Pour être plus pr�ecis, soit f0 le r�esultat du produit d'une matrice et d'un vecteur

calcul�e de mani�ere standard et f , le r�esultat obtenu en utilisant la matrice rendue

creuse, alors la di��erence entre f0 et f en chaque point x = (xi; xj) est "(i; j) :=

jf0(xi; xj) � f(xi; xj)j. De cette d�e�nition nous avons :

� La moyenne des erreurs : (Er. Moy.)

Er: Moy: :=
1

N �N

NX
i=1

NX
j=1

"(i; j)

� L'erreur maximale : (Er. Max.)

Er: Max: := max("(i; j))i=1:::N ;j=1:::N
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� L'erreur quadratique (ou en norme L2) : (Er. L2.)

Er: L2 :=
1

N

vuuut NX
i=1

NX
j=1

"(i; j)2

� L'erreur quadratique relative : (Er. Rel.)

Er: Rel: :=

qPN
i=1

PN
j=1"(i; j)

2qPN
i=1

PN
j=1jf0(xi; xj)j2

� La d�eviation standard : (Dev. Stand.)

Dev: Stand: :=
1

N

vuuut NX
i=1

MX
j=1

"(i; j)2 �
h NX
i=1

NX
j=1

"(i; j)
i2

Dans un second temps, il s'agira d'interpoler une surface que nous noterons f0

(surface initiale). On note f , le r�esultat de l'interpolation de f0, et les quantit�es

d�e�nies ci-dessus sont des erreurs d'interpolation classiques qui permettent d'appr�ecier

la performance de la technique d'interpolation mise en �uvre.

Dans un troisi�eme temps, la mesure de �d�elit�e porte sur la surface interpol�ee en

utilisant toutes les donn�ees (i.e matrice d'interpolation pleine), que nous notons f0 et

la même surface interpol�ee apr�es avoir d�ecompos�e la matrice d'interpolation (partie

principale) dans une base d'ondelettes et mis �a z�ero un certain pourcentage de coef-

�cients. Cette surface obtenue apr�es avoir rendu la matrice creuse est not�ee f et les

mesures de �d�elit�e sont alors les mêmes que celles d�e�nies ci-dessus.

8.3.2 Mesure de l'e�cacit�e de l'approche

On sait que l'utilisation d'une matrice creuse dans une proc�edure it�erative r�ealisant

plusieurs produits matrice-vecteur permet un calcul rapide. Le but de l'approche que

nous proposons est d'acc�el�erer le temps de calcul de l'interpolant en rendant creuse la

matrice du syst�eme lin�eaire �a r�esoudre. Cette acc�el�eration passe par :

i) la r�eduction du temps de calcul de la matrice creuse d'o�u choix d'une base appro-

pri�ee d'ondelettes : probl�eme de sp�eci�cation de l'ondelette,

ii) l'obtention du maximum de \creux" dans la matrice tout en pr�eservant de bonnes

pr�ecisions de calcul.
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Pour r�eduire la charge de calcul (de la transformation de la matrice pleine en matrice

creuse), il faut utiliser des ondelettes \assez r�eguli�eres". Rappelons que la r�egularit�e

d'une ondelette crô�t son nombre de moments nuls. En e�et, les ondelettes qui ne sont

pas r�eguli�eres ne permettent pas la r�ealisation du second crit�ere d'e�cacit�e qui est de

maximiser le \taux de creux" (d�e�nit ci-dessous). Plus le taux de creux est important,

moins on a d'�el�ements non nuls dans la matrice. En consid�erant une structure de

donn�ee ou une impl�ementation dans laquelle on �evite les produits par z�ero, on obtient

une certaine acc�el�eration.

Des ondelettes trop r�eguli�eres augmentent le temps de calcul qui est proportionnel

�a la taille du �ltre associ�e �a l'ondelette. Il s'agit de trouver un compromis entre la

r�egularit�e de l'ondelette et l'optimisation du taux de creux en un temps raisonnable.

Taux de creux

Pour caract�eriser l'acc�el�eration de l'approche, on d�e�nit le \taux de creux", not�e

�comp de la matrice ~A obtenue apr�es d�ecomposition de A dans une base d'ondelettes

par :

�comp( ~A) =
Nombre de coe�cients de ~A mis �a z�ero

N �N
que nous ramenons �a un pourcentage. En fait, une fois qu'on a mis �a z�ero un certain

nombre de coe�cients de ~A, le produit d'un vecteur avec cette matrice est proportionnel

au nombre d'�el�ements \non nuls", si l'on �evite des produits par z�ero. On pourra dont

e�ectuer tr�es rapidement le produit de cette matrice par un vecteur et ainsi obtenir une

bonne approximation du produit initial. Etant donn�e que les proc�edures it�eratives sont

tr�es gourmandes en produits de ce type, elles peuvent être mise en �uvre de mani�ere

tr�es �economique.

Choix des coe�cients �a mettre �a z�ero

Etant donn�e que les coe�cients d'ondelettes peuvent être \tr�es petits", on peut

mettre un certain nombre d'entre eux �a z�ero sans nuire �a la pr�ecision des r�esultats. On

obtient ainsi une bonne approximation du r�esultat avec transformation de la matrice

et du vecteur. Pour choisir les �el�ements de la matrice qui sont petits i.e les coe�cients

d'ondelettes �a n�egliger), nous avons adopt�e deux strat�egies :
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i) Ceux qui sont inf�erieurs �a un certain seuil �. Il su�t de parcourir la liste de tous

les coe�cients d'ondelette de la matrice d�ecompos�ee et de mettre �a z�ero ceux qui

sont plus petits en valeur absolue que �.

ii) Un certain pourcentage, disons �. Il faut alors commencer par classer les valeurs

absolues des coe�cients d'ondelettes de la matrice. Ensuite d�eterminer la valeur

�a donc l'index repr�esente �% des �el�ements de la matrice d�ecompos�ee et en�n

mettre �a z�ero les coe�cients dont la valeur absolue est inf�erieure �a �a.

Il y a correspondance bi-univoque entre les deux mani�eres de choisir les �el�ements \pe-

tits", car un seuil d�e�nit implicitement un pourcentage de la matrice et vice-versa. On

peut cependant remarquer que le choix en terme de pourcentage est plus expressif. Car

si l'on choisit de mettre �% d'�el�ements �a z�ero, cela signi�e que l'on utilise ensuite seule-

ment �% = (100��)% d'�el�ements pour e�ectuer les calculs ult�erieurs d'o�u un gain de

temps de �
100. Typiquement ceci signi�e que si l'on d�ecide de mettre 80% d'�el�ements �a

z�ero, on utilise alors seulement les 20% restant pour les calculs. Le temps de calcul est

alors r�eduit de 4=5�eme !

8.4 Sur le choix de l'ondelette

Nous pr�esentons ici quelques �el�ements num�eriques qui, sans être exhaustifs donnent

une indication sur le type d'ondelettes �a mettre en �uvre pour ce type de calcul [93].

Nous avons test�e trois familles d'ondelettes :

i) Les ondelettes �a d�ecroissance exponentielle [42] qui ne sont �a support compact

que par des consid�erations num�eriques,

ii) Les ondelettes �a support compact par construction d'I. Daubechies [50],

iii) Les ondelettes biorthogonales [83] construites �a partir des bancs de �ltres.

Dans les tableaux de cette section, la premi�ere colonne indique le nombre n0 de

coe�cients du �ltre utilis�e pour le cas des ondelettes �a d�ecroissance exponentielle, le

nombreM de moments nuls de l'ondelette �a support compact et le nombre n0 (resp. ~n0)

de coe�cients du �ltre h (resp. ~h, son dual) dans le cas des ondelettes biorthogonales.

Nous pr�esentons sur la Figure (30) deux exemples de matrice d'interpolation de

taille 256 � 256: La matrice est donc obtenue en prenant les valeurs de la fonction
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radiale en des points t = (xi; yj) r�epartis sur la grille (GI) de taille 16 � 16. En fait

sur la Figure (30; (a)) est seulement la partie principale de la matrice d'interpolation

par une spline de type plaque mince alors que (30; (b)) repr�esente toute la matrice

d'interpolation pour le cas d'un multiquadrique. Rappelons que l'interpolation avec

Spline de type plaque mince (GI) Multiquadrique (GI)

(a) (b)

Figure 30: Partie principale GX de la matrice d'interpolation par une spline de type

plaque mince (a) et matrice d'interpolation pour une multiquadrique (b) sur la grille

(GI).

une multiquadrique ne n�ecessite pas l'ajout d'un terme polynomial. Avec di��erentes

familles d'ondelettes, nous avons d�ecompos�e la matrice d'interpolation et mis �a z�ero

80% des coe�cients d'ondelettes de la matrice.

La d�ecomposition de la matrice, contrairement au cas des images est faite de mani�ere

�a ce que la plus petite approximation de la matrice ait un seul �el�ement. Cette d�ecom-

position suit le sch�ema de l'algorithme de Mallat. Les �ltres utilis�es sont s�eparables

d'o�u une r�eduction de la charge de calcul. La d�ecomposition se fait en O(pN2) o�u p

est le nombre de coe�cients du �ltre pour une matrice de taille N �N:

Pour ces exp�eriences num�eriques, nous e�ectuons le produit d'une matrice ainsi

obtenue (rendue creuse) par un vecteur al�eatoire de norme unit�e. Rappelons qu'il

s'agit dans cette section de mesurer l'�ecart entre d'une part le r�esultat du produit d'une

matrice pleine par un vecteur al�eatoire et d'autre part le r�esultat du même produit,
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mais dans lequel la matrice a �et�e rendue creuse.

Avec les ondelettes splines

Avec les ondelettes splines, les Tableaux (11) et (12) montrent la pr�ecision des

r�esultats obtenus avec cette famille d'ondelettes sur di��erentes r�epartitions de donn�ees.

Les erreurs sont d'autant plus faibles que le �ltre utilis�e a de coe�cients. On observe

n0 Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: Dev: Stand: Temps (s)

6 3:30:10�1 2:17:10�1 2:22:10�1 2:90:10�1 5:01:10�1 6:4000

10 7:96:10�2 3:52:10�2 3:93:10�2 5:12:10�2 1:75:10�2 10:0170

15 4:82:10�2 2:77:10�2 2:97:10�2 3:87:10�2 1:05:10�2 14:6500

20 4:82:10�2 1:68:10�2 2:04:10�2 2:66:10�2 1:15:10�2 19:1170

25 4:86:10�2 1:60:10�2 2:02:10�2 2:64:10�2 1:23:10�2 23:2330

30 4:78:10�2 1:63:10�2 2:02:10�2 2:64:10�2 1:19:10�2 27:4000

Tableau 11: Ondelette �a d�ecroissance exponentielle sur (GI):

pratiquement une stabilisation des erreurs pour les valeurs de n0 sup�erieures �a 15 sur

les grilles (GI) et (GII): En fait, les valeurs des coe�cients des �ltres deviennent de

plus en plus petits au fur et �a mesure que n crô�t (Cf: Annexe A). C'est d'ailleurs

en les consid�erant comme nuls �a un certain rang qu'on dit que ces ondelettes sont

num�eriquement �a support compact.

n0 Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: Dev: Stand: Temps (s)

6 3:19:10�1 2:05:10�1 2:11:10�1 2:81:10�1 4:86:10�1 6:5000

10 9:07:10�2 3:93:10�2 4:60:10�2 6:14:10�2 2:39:10�2 9:9840

15 7:94:10�2 2:95:10�2 3:72:10�2 4:97:10�2 2:28:10�2 14:7160

20 5:70:10�2 2:54:10�2 2:93:10�2 3:91:10�2 1:45:10�2 19:2000

25 5:52:10�2 2:56:10�2 2:93:10�2 3:91:10�2 1:43:10�2 23:2830

30 5:60:10�2 2:56:10�2 2:93:10�2 3:92:10�2 1:44:10�2 28:0000

Tableau 12: Ondelette �a d�ecroissance exponentielle sur (GII):
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Le temps de calcul (derni�ere colonne) augmente avec la taille du �ltre, ce qui est

normal �etant donn�e que l'on e�ectue un ensemble de produits de convolution. Les

erreurs de calcul sur (GI) sont dans l'ensemble plus faible que sur (GII). Ce r�esultat

indique que la matrice (du moins la partie principale) d'interpolation pour les donn�ees

r�eguli�eremment r�eparties a une structure plus \lisse" que celle obtenue �a partir de

donn�ees non r�eguli�erement distribu�ees.

Avec les ondelettes �a support compact

Les ondelettes �a support compact sont caract�eris�ees par le nombre M de moments

nuls. Remarquons que plus M est grand, plus r�eguli�ere est l'ondelette correspondante

(Cf. Chapitre I).

Les Tableaux (13) et (14) donnent les pr�ecisions obtenues avec des ondelettes �a

support compact pour les deux grilles consid�er�ees (GI) et (GII):

M Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: Dev: Stand: Temps (s)

2 1:06:10�2 3:35:10�3 4:17:10�3 5:45:10�3 2:49:10�3 2:6670

3 1:74:10�3 2:10:10�3 3:15:10�3 4:11:10�3 2:35:10�3 3:4830

4 9:06:10�3 2:20:10�3 2:72:10�3 3:55:10�3 1:61:10�3 4:5000

5 7:55:10�3 2:20:10�3 2:78:10�3 3:63:10�3 1:71:10�3 4:5000

6 5:93:10�3 1:80:10�3 2:28:10�3 2:97:10�3 1:39:10�3 6:7170

7 7:07:10�3 1:87:10�3 2:40:10�3 3:13:10�3 1:50:10�3 7:5830

8 8:02:10�3 2:61:10�3 3:22:10�3 4:20:10�3 1:89:10�3 8:6170

Tableau 13: Ondelette �a support compact sur (GI):

Nous observons en g�en�eral que les erreurs sont plus faibles que ceux obtenues avec

des ondelettes splines.

Ce qui est tr�es remarquable, c'est que l'on utilise un nombre tr�es petit de coe�cients

par rapport au cas pr�ec�edent pour des erreurs de même ordre de grandeur. Rappelons

que quand on se �xe n0, en fait on utilise un nombre ncoef de coe�cients du �ltres tel

que jnj < n0 i.e ncoef = 2n0 � 1 pour le cas de l'ondelette spline. Avec les ondelettes

�a support compact, se �x�e M , le nombre de moment nul, revient �a faire un produit

de convolution avec un �ltre de taille 2M d'o�u ncoef = 2M pour une ondelette de

Daubechies. Le temps de calcul reste proprotionnel �a la taille (nombre) des coe�cients
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M Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: Dev: Stand: Temps (s)

2 1:64:10�2 3:05:10�3 4:07:10�3 5:43:10�3 2:69:10�3 2:6830

3 1:12:10�2 2:60:10�3 3:29:10�3 4:39:10�3 2:02:10�3 3:4660

4 9:72:10�3 2:25:10�3 2:98:10�3 3:98:10�3 1:96:10�3 4:4830

5 1:30:10�2 2:66:10�3 3:51:10�3 4:68:10�3 2:29:10�3 5:5170

6 1:42:10�2 2:67:10�3 3:44:10�3 4:59:10�3 2:16:10�3 6:6670

7 1:44:10�2 2:68:10�3 3:55:10�3 4:7410�3 2:34:10�3 7:5660

8 1:30:10�2 2:89:10�3 3:68:10�3 4:91:10�3 2:27:10�3 8:6000

Tableau 14: Ondelette �a support compact sur (GII):

des �ltres et la pr�ecision des r�esultats augmente avec leur nombre. Les r�esultats obtenus

sur (GI) sont meilleurs que ceux obtenus sur (GII). Pour les ondelettes ayant jusqu'�a 8

moments nuls, on constate sur (GI) que celle qui a 6 moments nuls donne de meilleurs

r�esultats, alors que sur (GII), c'est celle qui a 4 moments nuls.

Nous pr�esentons Figure (31) deux exemples de la structure \creuse et �etir�ee" de

la partie principale de la matrice d'interpolation par une spline de type plaque mince

Figure (31; (a)) et par une multiquadrique Figure (31; (b)) sur la grille (GI), apr�es la

d�ecomposition dans une base d'ondelettes �a support compact suivie d'une mise �a z�ero

des coe�cients de valeur absolue inf�erieure �a 10�3: En fait, le taux de creux que nous

�evaluons est caract�eris�e dans cette repr�esentation matricielle par la pr�esence de zone

blanche dans les sous matrices de coe�cients d'ondelettes.

On observe sur les deux matrices de la Figure (31) les \creux" a priori dûs �a

la r�eorganisation de la matrice et ceux engendr�es par la mise �a z�ero des coe�cients

d'ondelettes de tr�es faibles valeurs num�eriques.

Avec des ondelettes biorthogonales

On utilise en fait deux ondelettes (�ltres associ�es) qui peuvent être de r�egularit�e

di��erentes. Ici, n0 (resp: ~n0) repr�esente le nombre de coe�cient du �ltre h (resp: ~h),

associ�e �a l'ondelette  (resp: ~ ; son dual). Les convolutions sont e�ectu�ees avec

ncoef = n0 (resp: mcoef = ~n0) �el�ements. Avec des ondelettes biorthogonales, nous

obtenons des r�esultats qui sont pr�esent�es dans les Tableaux (15) et (16).

Sur les grilles (GI) et (GII), les Tableaux (15) et (16) montrent que les meilleurs
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Matrice d�ecompos�ee plaque mince sur GI

Matrice d�ecompos�ee multiquadrique sur GI

(b)

(a)

Figure 31: Structure \�etir�ee et creuse" de la matrice d'interpolation sur la grille (GI).

Apr�es d�ecomposition, nous avons mis 80% de coe�cients d'ondelettes �a z�ero. (a) Spline

de type plaque mince; (b) Multiquadrique.
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n0-~n0 Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: D�ev: Stand: Temps (s)

3-3 1:51:10�1 5:42:10�2 6:70:10�2 8:74:10�2 3:94:10�2 3:0000

5-5 7:88:10�1 7:44:10�1 7:45:10�1 9:72:10�1 3:57:10�2 4:2160

5-7 9:68:10�3 2:96:10�3 3:63:10�3 4:74:10�3 2:11:10�3 4:8500

9-7 1:21:10�2 3:82:10�3 4:66:10�3 6:08:10�3 2:68:10�3 6:0340

11-9 3:18:10�2 8:87:10�3 1:19:10�2 1:55:10�2 7:93:10�3 7:2500

Tableau 15: Ondelettes biorthogonales sur (GI):

r�esultats sont obtenus avec les ondelettes biortogonales 5-7:

n0-~n0 Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: D�ev: Stand: Temps (s)

3-3 1:48:10�1 4:76:10�2 5:58:10�2 7:45:10�2 2:93:10�2 2:9480

5-5 8:22:10�1 7:27:10�1 7:29:10�1 9:73:10�1 5:24:10�2 4:2160

5-7 1:71:10�2 2:93:10�3 3:99:10�3 5:33:10�3 2:71:10�3 4:8000

9-7 1:87:10�2 3:73:10�3 4:56:10�3 6:09:10�3 2:62:10�3 6:0340

11-9 2:51:10�2 7:35:10�3 9:27:10�2 1:24:10�2 5:65:10�3 7:2500

Tableau 16: Ondelettes biorthogonales sur (GII):

Quand les ondelettes ne sont pas de même r�egularit�e, nous utilisons la plus r�eguli�ere

dans la phase de reconstruction du vecteur solution du produit matrice-vecteur. Sur les

r�esultats obtenus en mettant les faibles coe�cients �a z�ero, on a pratiquement les mêmes

remarques que ci-dessus concernant le temps de calcul et la pr�ecision num�erique.

Rappelons que les matrices proviennent de la fonction radiale g(t) = t2 log t et que

les vecteurs qui sont de norme unit�e sont obtenus par un processus al�eatoire.

De la sp�eci�cation des ondelettes, on peut conclure que les ondelettes �a support

compact sont, des trois familles test�ees, celles qui donnent les meilleurs r�esultats pour

le probl�eme pos�e. D'une part la taille du �ltre mis en �uvre est raisonnable et par

cons�equent le temps de calcul et d'autre part les r�esultats obtenus avec les di��erents

�el�ements de mesure d'�ecarts que nous avons d�e�nis dans la Section (8:3:1) sont plus

pr�ecis. Pour les ondelettes ayant jusqu'�a 8 moments nuls, celle de 4 moments nuls est

su�sante pour le probl�eme d'interpolation consid�er�e sur (GII), alors que sur (GI), il
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faut utiliser celle qui a 6 moments nuls. Les ondelettes biorthogonales peuvent être

utilis�ees. De ceux que nous avons test�es, les ondelettes 5-7 donnent bons r�esultats sur les

deux con�gurations de donn�ees. Les ondelettes splines sont simplement �a d�econseiller

�etant donn�e le rapport entre le nombre de coe�cients du �ltre utilis�e et les erreurs

obtenues.

8.4.1 Sur la taille des donn�ees

La r�esolution du probl�eme d'interpolation par les fonctions radiales est particuli�ere-

ment di�cile quand le nombre de donn�ees est important et alors la matrice est tr�es

dense, de grande taille et mal conditionn�ee [33, 59].

Avec les ondelettes �a support compact, nous avons calcul�e le taux de creux pour

di��erentes tailles de matrices sur (GI) et (GII). Nous pr�esentons dans les Tableaux

(17) et (18) les r�esultats obtenus en utilisant les ondelettes �a support compact ayant

six momemts nuls. Notons que la matrice est construite de la même mani�ere que

pr�ecedemment et le produit est e�ectu�e avec un vecteur al�eatoire de taille correspon-

dante.

N Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: D�ev: Stand: �Comp:

64 8:77:10�3 2:68:10�3 3:30:10�3 8:79:10�3 1:93:10�3 66:02%

256 8:69:10�3 3:42:10�3 4:08:10�3 5:32:10�3 3:22:10�3 83:76%

1024 1:20:10�2 2:65:10�3 3:45:10�3 2:21:10�3 2:20:10�3 92:07%

Tableau 17: �Comp: augmente avec la taille des donn�ees sur (GI):

N Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: D�ev: Stand: �Comp:

64 1:06:10�2 3:04:10�3 3:83:10�3 1:02:10�2 2:34:10�3 66:36%

256 1:61:10�3 3:25:10�3 4:24:10�3 5:67:10�3 2:73:10�3 83:82%

1024 2:49:10�2 3:65:10�3 4:94:10�3 3:27:10�3 3:33:10�3 91:89%

Tableau 18: �Comp: augmente avec la taille des donn�ees sur (GII):

Ici, au lieu de consid�erer un pourcentage, nous avons mis �a z�ero, tous les coe�cients

de valeur absolue inf�erieure �a 10�2. Les erreurs que nous obtenons sont de l'ordre de
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10�3. Ce qui est surtout int�eressant est la croissance du taux de creux avec la taille

de la matrice. On peut par exemple mettre 92:07% de coe�cients d'ondelette d'une

matrice 1024 � 1024 �a z�ero et obtenir des erreurs de l'ordre de 10�3 comme indiqu�e

dans le Tableau (17) ! Ayant mis cette proportion de coe�cients �a z�ero, les calculs se

font plus rapidemment avec le peu de coe�cients non nuls qui constitue la matrice.

L'approche que nous proposons pour r�esoudre de mani�ere �economique les probl�emes

d'interpolation par des fonctions radiales sera donc d'autant plus performante que le

nombre de donn�ees est important. Les Tableaux (17) et (18) nous montrent que les

taux de creux sont alors plus important quand les donn�ees augmentent. Les meilleurs

r�esultats sont obtenus sur la grille (GI) avec des ondelettes �a support compact.

8.4.2 Sur quelques fonctions radiales

Avec di��erentes fonctions radiales (di��erents ordres de positivit�e) nous avons com-

par�e les erreurs obtenues apr�es une d�ecomposition dans une base d'ondelettes et un

seuillage avec di��erentes tailles de matrice. Sur 64 et 256 points, nous donnons dans

le Tableau (19) les �ecarts de calcul pour les fonctions radiales d'ordre de positivit�e

0; 1 et 2 sur (GI). On observe en g�en�eral que pour le même ordre de positivit�e, les

Fonctions radiales N Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: �comp

64 7:38:10�1 3:05:10�1 3:62:10�1 2:33:10�2 1:94:10�1

g(t) = (t2 + c2)�1=2

256 5:85:10�1 1:97:10�1 2:40:10�1 6:48:10�3 1:37:10�1

64 2:18:10�1 1:10:10�1 1:23:10�1 3:38:10�2 5:40:10�2

g(t) = �t
256 1:02:10�1 3:52:10�2 4:20:10�2 6:14:10�3 2:29:10�2

64 1:72:10�2 4:97:10�3 6:30:10�3 1:68:10�2 3:87:10�3

g(t) = t2 log t

256 5:93:10�3 1:80:10�3 2:28:10�3 2:97:10�3 1:39:10�3

Tableau 19: Fonctions radiales de di��erents ordre de positivit�e sur (GI).

erreurs sont faibles quand on a plus de points d'interpolation. Plus l'ordre de positivit�e

est �elev�e, plus les erreurs sont faibles. Ainsi, les meilleures pr�ecisions sont obtenues
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avec la spline de type plaque mince qui est d'ordre de positivit�e 2 et sur 256 points. Re-

marquons que cet ordre de positivit�e d�e�nit de mani�ere implicite le degr�e du polynôme

qui est reproduit par l'interpolant. Avec la spline de type plaque mince mise en �uvre,

l'interpolation est exacte pour les polynômes �a deux variables et de degr�e deux.

8.5 Calcul des surfaces

Dans cette section, nous pr�esentons les r�esultats des surfaces interpol�ees, d'une

part avec la matrice pleine et d'autre part avec la matrice d�ecompos�ee dans une base

d'ondelettes suivie d'un seuillage. Nous avons utilis�e des ondelettes �a support compact

et les grilles (GI) et (GII). Notons que pour l'interpolation par une multiquadrique,

toute la matrice est d�ecompos�ee dans la base d'ondelettes alors que pour le cas d'une

spline de type plaque mince, c'est la partie principale GX de la matrice G qui est

d�ecompos�ee. En e�et, c'est cette partie (Cf. Chapitre 6) qui est la plus dense et pr�esente

une \certaine r�egularit�e" par rapport �a toute la matrice G du syst�eme. La proc�edure

it�erative mise en �uvre est le gardient conjugu�e dans le cas de la multiquadrique. Il

est bien connu qu'elle converge en O(N): Pour la spline de type plaque mince, nous

avons eu recourt au gradient project�e, �etant donn�e que la matrice du syst�eme n'est

pas d�e�nie positive. Le test d'arrêt des it�erations porte sur la norme du r�esidu que

nous rendons inf�erieure �a 10�6: Nous avons sur chaque type de grille consid�er�e une

surface non bruit�ee et une surface bruit�ee. Le bruit (5%) est obtenu par un g�en�erateur

al�eatoire. La fonction interpol�ee est :

f(x; y) = 0:75 � e�
1
2
(x�0:30)2+(y�0:70)2

�2 + 0:25 � e�
1
2
(x�0:70)2+(y�0:30)2

2�2

sur D = [0; 1]� [0; 1]:

Les Figures (32); (33); (34) et (35) repr�esentent les r�esultats de cette approximation.

Nous avons pour chaque Figure en (a), la surface originale, en (b) la surface bruit�ee.

Ensuite (c) (resp. (d)) repr�esente l'interpolant de la surface originale (a) (resp. surface

bruit�ee (b)) avec la matrice pleine i.e sans d�ecomposition dans une base d'ondelettes.

En�n (e) (resp. (f)) repr�esente l'interpolant de la surface (a) (resp. surface (b)) avec

la matrice d�ecompos�ee dans une base d'ondelettes et un pourcentage de coe�cients

mis �a z�ero. En fait, (e) (resp. (f)) est en fait une approximation de (c) (resp. (d)),

obtenue en rendant creuse la matrice du syst�eme lin�eaire apr�es une d�ecomposition dans

une base d'ondelettes.
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Les surfaces non bruit�ees sont parfaitement interpol�ees sur les grilles (GI) et (GII)

avec la multiquadrique et la spline de type plaque mince. On observe cependant que

les surfaces interpol�ees sur (GII) ont une dynamique plus faible que sur (GI).

En ce qui est des surfaces bruit�ees, on observe un e�et de lissage de l'interpolant.

L'e�et de ce lissage tend �a �eliminer le bruit.

Quand on compare les surfaces interpolantes (c) (resp. (d)) aux surfaces interpol�ees

(a) (resp. (b)), on se rend compte de l'e�cacit�e de la m�ethode d'interpolation par les

fonctions radiales. On sait aussi que cette m�ethode reproduit (est exacte) pour les

polynômes dont l'ordre est celui de la positivit�e de la fonction radiale consid�er�ee.

C'est pour palier aux di�cult�es de r�esolution du syst�eme lin�eaire intervenant dans

cette m�ethode d'interpolation ou d'approximation que nous proposons de rendre creuse

la matrice du syst�eme. Il s'agit donc d'approximer les r�esultats de l'interpolation avec

une charge de calcul minimale, sans grande perte de pr�ecision num�erique. La surface

(e) (resp. (f)) approxime la surface (c) (resp. (d)), mais le calcul est fait apr�es

d�ecomposition de la matrice dans une base d'ondelettes.

Dans le cas des surfaces non bruit�ees, on peut mettre jusqu'�a 80% de coe�cients

d'ondelettes de la matrice �a z�ero et obtenir une bonne approximation de l'interpolant.

On gagne ainsi 4=5�eme du temps de calcul, sans nuire de mani�ere signi�cative �a la

pr�ecision des r�esultats. Par contre quand la surface est bruit�ee, les r�esultats sont

moins bons. Il faut souvent mettre seulement 25% de coe�cients �a z�ero pour obtenir

la convergence du processus it�eractif. Le lissage de l'approximation n'est pas toujours

r�egulier.

8.5.1 Avec une multiquadrique de Hardy

La fonction radiale est la multiquadrique de Hardy [7] qui a une positivit�e d'ordre

0 et dont l'expression analytique est : g(t) = (t2 + c2)�1=2: L'interpolant ne contient

pas de terme polynômial. Nous pr�esentons dans les Tableaux (20) et (21) les erreurs

de calcul entre les surfaces interpol�ees avec la matrice pleine d'une part et la matrice

rendue creuse apr�es d�ecomposition dans une base d'ondelettes d'autre part.

8.5.2 Avec une spline de type plaque mince

Rappelons que la spline de type plaque mince [17] est associ�ee �a la fonction radiale

g(t) = t2 log t qui est de positivit�e 2: La formule explicite de la surface correspondante
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Surfaces Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: D�ev: Stand:

(a)� (c) 3:55:10�3 2:44:10�4 4:59:10�4 2:65:10�3 3:88:10�4

(a)� (e) 1:76:10�2 4:47:10�3 5:70:10�3 3:30:10�2 3:54:10�3

(b)� (d) 2:93:10�2 1:03:10�2 1:23:10�2 7:10:10�2 6:64:10�3

(b)� (f) 1:06:10�1 2:53:10�2 3:36:10�2 1:94:10�1 2:20:10�2

Tableau 20: Les erreurs de calcul sur les surfaces interpol�ees/approxim�ees par une

multiquadrique sur (GI) repr�esent�ees sur la Figure (32) .

Surfaces Er:Max: Er:Moy: Er: L2 Er:Rel: D�ev: Stand:

(a)� (c) 2:63:10�3 2:53:10�4 5:22:10�4 2:76:10�3 4:57:10�4

(a)� (e) 3:05:10�2 1:08:10�2 1:30:10�2 6:84:10�2 7:19:10�3

(b)� (d) 1:75:10�1 4:52:10�2 5:48:10�2 2:90:10�1 3:10:10�2

(b)� (f) 3:88:10�2 1:09:10�2 1:34:10�2 7:08:10�2 7:83:10�3

Tableau 21: Les erreurs de calcul sur les surfaces interpol�ees/approxim�ees par une

multiquadrique sur (GII) repr�esent�ees sur la Figure (33 .
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contient un polynôme �a deux variables d'ordre 2:

8.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e les r�esultats exp�erimentaux de l'approche de

l'interpolation par les fonctions radiales que nous avons propos�ee. Les ondelettes �a sup-

port compact de Daubechies donnent de meilleurs r�esultats. Les erreurs d'approximation

sur la grille (GI) sont plus faibles que celles obtenues sur (GII). L'approche propos�ee

est assez g�en�erale (fonction radiale de di��erents ordre de positivit�e) et d'autant plus

performante que le nombre de donn�ees est important. On observe que les surfaces

interpol�ees en utilisant seulement 30% de coe�cients d'ondelettes approximent assez

bien les surfaces interpol�ees sans d�ecomposition matricielle. Notons que nous n'avons

pas consid�er�e que le taux de creux pour appr�ecier l'acc�el�eration de notre approche.

En fait, il faut dans l'impl�ementation utiliser une structure sp�eci�que aux codages de

matrices creuses, ceci a�n d'�eviter les produits par z�ero.
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Surf. Inter. avec ss bruit75%

(e)

Surf. Inter. avec ss bruit 75%

(f)

Surf. Inter. sb

(c)

Surf. Inter. avec bruit

(d)

Surf. originale

(a)

Surf. bruit�ee

(b)

Figure 32: Interpolation avec une multiquadrique sur (GI). (a) : Surface originale; (c)

: Interpolation de (a); (e) : Interpolation de (a) avec �comp = 80%; (b) : Surface bruit�ee

(5% de bruit); (d) : Interpolation de (b); (f) : Interpolation de (b) avec �comp = 75%.
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Surf. Inter. avec ss bruit75%

(e)

Surf. Inter. avec ss bruit 75%

(f)

Surf. Inter. sb

(c)

Surf. Inter. avec bruit

(d)

Surf. originale

(a)

Surf. bruit�ee

(b)

Figure 33: Interpolation avec une multiquadrique sur (GII): (a) : Surface originale; (c)

: Interpolation de (a); (e) : Interpolation de (a) avec �comp = 75%; (b) : Surface bruit�ee

(5% de bruit); (d) : Interpolation de (b); (f) : Interpolation de (b) avec �comp = 50%.



CHAPITRE 8. EXP�ERIENCES NUM�ERIQUES 162

Surf. Inter. avec ss bruit75%

(e)

Surf. Inter. avec ss bruit 75%

(f)

Surf. Inter. sb

(c)

Surf. Inter. avec bruit

(d)

Surf. originale

(a)

Surf. bruit�ee

(b)

Figure 34: Interpolation avec une spline de type plaque mince sur (GI). (a) : Surface

originale; (c) : Interpolation de (a); (e) : Interpolation de (a) avec �comp = 75%; (b)

: Surface bruit�ee (5% de bruit); (d) : Interpolation de (b); (f) : Interpolation de (b)

avec �comp = 50%.
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Surf. Inter. avec ss bruit75%

(e)

Surf. Inter. avec ss bruit 75%

(f)

Surf. Inter. sb

(c)

Surf. Inter. avec bruit

(d)

Surf. originale

(a)

Surf. bruit�ee

(b)

Figure 35: Interpolation avec une spline de type plaque mince sur (GII). (a) : Surface

originale; (c) : Interpolation de (a); (e) : Interpolation de (a) avec �comp = 60%; (b)

: Surface bruit�ee (5% de bruit); (d) : Interpolation de (b); (f) : Interpolation de (b)

avec �comp = 25%.



Conclusion

Dans ce m�emoire de th�ese, nous avons pr�esent�e dans le chapitre 1, la construc-

tion des ondelettes par di��erentes approches �a savoir : l'approche th�eorie des groupes,

l'approche multir�esolution ou analyse gradu�ee et l'approche bancs de �ltres. Nous avons

signal�e quelques extensions de la notion d'ondelettes en tant que familles de fonctions

qui engendrent un espace fonctionnel : notions de rep�ere, de paquet d'ondelettes. De

par leurs propri�et�es, ces fonctions sont tr�es �etudi�ees tant du point de vue pratique

que th�eorique. Elles ont permis des reformulations et des �enonc�es (th�eor�emes, d�emon-

strations) plus simples en th�eorie des op�erateurs et souvent une meilleure analyse et

interpr�etation en traitement du signal et image.

Nous nous sommes ensuite int�eress�es aux applications des ondelettes d'abord en

imagerie et ensuite au probl�eme d'interpolation par des fonctions radiales.

En imagerie, nous avons consid�er�e deux probl�emes : la compression d'images et la

repr�esentation multi-�echelle d'un contour ou d'une courbe dans le domaine discret.

Nous avons fait un survol des di��erentes techniques de compression d'images �xes

en insistant sur les techniques de compression par transformation dans le chapitre

2. On privil�egie, pour la compression, les transformations qui conservent l'�energie,

permettent d'obtenir des coe�cients d�ecorr�el�es et qui poss�edent un algorithme rapide.

Le chapitre 3 est consacr�e �a la pr�esentation de quelques algorithmes �a structure

pyramidale, aux r�esultats de l'impl�ementation dans une perspective d'une compression

et �a l'analyse de la stabilit�e des contours ou indices visuels dans les repr�esentations

hi�erarchiques.

Nous avons commenc�e par pr�esenter deux algorithmes d'analyse et de synth�ese

par transformations en ondelettes, puis par l'algorithme pyramidal de Burt et Adelson.

L'algorithme de Mallat est pr�esent�e d'un point de vu g�en�eral i.e tel que l'impl�ementation

puisse se faire avec un �ltre non s�eparable. En ce sens, notre pr�esentation est plus

164
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proche des algorithmes de codage par bancs de �ltres. L'impl�ementation de cet algo-

rithme donne de tr�es bons r�esultats visuels. Les deux param�etres qu'il faut prendre

en compte sont la taille du �ltre et le nombre de niveaux de r�esolution. Nous avons

montr�e que les erreurs de reconstruction diminuent avec le nombre de coe�cients du

�ltre. Pour une même ondelette (�ltre) ces erreurs augmentent avec le nombre de

niveaux de r�esolution. Nous nous sommes int�eress�es ensuite �a la repr�esentation d'une

image par la pyramide laplacienne qui est assez proche dans son aspect hi�erarchique

de la repr�esentation par ondelettes. L'�etude de l'e�et du param�etre ind�ependant a de

cette pyramide nous a permis de montrer entre autres que pour les valeurs de a dans

[0; 1[, la pr�ecision num�erique de l'image reconstruite diminue quand a augmente.

Dans la perpective de l'utilisation de la transformation en ondelettes dans un proces-

sus de compression d'images, nous avons consid�er�e simplement les phases d'analyse et

de synth�ese. Apr�es avoir d�ecompos�e l'image dans une base d'ondelettes (trois niveaux

de r�esolution), nous avons mis un certain pourcentage de coe�cients d'ondelettes de

l'image �a z�ero avant la synth�ese. On montre par exemple que si visuellement, pour

certaines ondelettes, on ne fait pas de di��erence entre une image reconstruite avec tous

les coe�cients (d'ondelettes) et celle reconstruite avec seulement 50% des coe�cients,

il y a num�eriquement perte de pr�ecision. On observe qu'il faut souvent annuler plus de

80% des coe�cients d'ondelettes pour se rendre compte de la d�egradation de l'image

reconstruite. Pour certaines ondelettes (�a support compact et biorthogonales), nous

obtenons �a la pr�ecision de la machine pr�es une reconstruction exacte. Nous avons

montr�e que la reconstruction est d'autant plus pr�ecise que le nombre de coe�cients du

�ltre est important et que cette pr�ecision diminue quand on augmente la r�esolution ou

le niveau de la pyramide.

Nous avons �etabli une formule qui nous donne une estimation du taux de compres-

sion qui peut être atteint en mettant un certain pourcentage de coe�cients d'ondelettes

�a z�ero. Cette estimation d�epend du nombre s de bits n�ecessaire pour coder l'image

de texture �a la r�esolution k ainsi que du nombre de bits d pour le codage des d�etails

successifs.

Nous avons montr�e que la repr�esentation d'une image par la pyramide laplacienne

est plus sensible que la repr�esentation par ondelettes �a la perte des coe�cients de

d�etails.

Dans le cadre de l'analyse de la stabilit�e ou de la robustesse d'indices visuels dans
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une structure hi�erarchique, nous avons �etudi�e la repr�esentation par la pyramide lapla-

cienne et l'algorithme multir�esolution avec plusieurs familles d'ondelettes. Nous avons

montr�e que la repr�esentation par ondelettes est plus stable. Les ondelettes biorthogo-

nales donnent de meilleurs r�esultats.

Le chapitre 4 est consacr�e aux repr�esentations d'une forme ou d'un contour discret

cod�e notamment par la suite de Freeman. Nous avons fait un rappel sur quelques

notions de repr�esentation de courbes et de codage en imagerie. Nous avons ensuite

explicit�e le codage de Freeman, ainsi que quelques propri�et�es.

Nous avons propos�e un algorithme d'analyse et de synth�ese d'un contour ou d'une

courbe dans le domaine discret, bas�e sur la repr�esentation en ondelettes, dans le

chapitre 5. L'impl�ementation de notre algorithme avec l'ondelette de Haar donne

de tr�es bons r�esultats. Notons qu'une phase de quanti�cation est indispensable pour

garantir le caract�ere discret du traitement.

Les chapitres 6; 7 et 8 sont consacr�es �a l'application des ondelettes au probl�eme

d'interpolation par les fonctions radiales.

Nous avons commenc�e par poser le probl�eme d'interpolation/approximation par les

fonctions radiales en g�en�eral dans le chapitre 6. Les conditions d'existence et d'unicit�e

de la solution sont rappel�ees. Ensuite, nous avons pr�esent�e quelques approches de

solutions et leurs limites. Dans le chapitre 7, nous d�ecrivons l'algorithme BCR; qui

utilise la d�ecomposition en ondelettes pour rendre creuses des matrices issues de certains

op�erateurs.

L'algorithme BCR est ensuite mis en �uvre pour rendre creuse la matrice du sys-

t�eme lin�eaire intervenant dans la r�esolution du probl�eme d'interpolation par les fonc-

tions radiales dans le chapitre 8: En testant plusieurs familles d'ondelettes, nous avons

montr�e que les ondelettes �a support compact sont mieux adapt�ees �a ce probl�eme. Les

r�esultats obtenus sur la grille r�eguli�ere (GI), sont meilleurs que ceux obtenus sur celle

modi��ee (GII). Le taux de creux qui caract�erise l'e�cacit�e de l'algorithme BCR aug-

mente avec la taille de la matrice d'interpolation. En consid�erant di��erentes fonctions

radiales, nous montrons que la pr�ecision des r�esultats augmente avec l'ordre de

positivit�e de la fonction. Nous montrons par le calcul des interpolants/approximants

avec di��erentes fonctions radiales et di��erentes grilles que l'on peut utiliser seulement

25% de coe�cients d'ondelettes de la matrice d�ecompos�ee et obtenir de bons r�esultats.

Ceci permet d'acc�el�erer le temps de calcul des interpolants par cette nouvelle approche.

Notons que le pourcentage de coe�cients �a conserver pour l'interpolation diminue avec
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la taille de la matrice.

Ce travail de th�ese peut être poursuivi notamment en :

� Compression d'images par ondelettes

i) Impl�ementation d'une quanti�cation vectorielle pour mieux appr�ecier l'apport

des ondelettes dans le processus de compression ou de transmission d'images.

ii) Faire varier dans la formule que nous avons propos�ee le nombre d de bits

pour le codage des d�etails : consid�erer un dj par niveau de r�esolution. Ou

mieux, au niveau de chaque r�esolution, prendre un dk
j suivant la direction

k; k = 1 : : : 3 (horizontale, verticale ou diagonale), si l'ondelette privil�egie

les directions.

� Repr�esentation de formes dans le domaine discret

i) Mettre en �uvre la g�en�eralisation propos�ee. Notons que l'�etape d�elicate est

la phase de quanti�cation permettant de rester dans le domaine discret.

ii) Faire un traitement directement sur les codes de Freeman et non sur les

directions associ�ees. Ceci demande un calcul sur les entiers d'o�u d�ej�a des

coe�cients de �ltres qui soient entiers !

� Interpolation par des fonctions radiales

i) Consid�erer le probl�eme d'approximation qui se formule en de mêmes ter-

mes, la di��erence �etant au niveau du remplissage de la matrice du syst�eme

lin�eaire.

ii) Etudier le conditionnement de la matrice rendue creuse apr�es d�ecomposition

dans une base d'ondelettes.

iii) On peut envisager de mettre un certain pourcentage de coe�cients d'ondelettes

du vecteur d�ecomposer �a z�ero, utiliser une structure de donn�ees adapt�ee �a la

repr�esentation des matrices creuses.



Annexe A

Coe�cients de �ltres d�eduits des

ondelettes

n h(n) n h(n) n h(n)

0 0:541735756214 10 �0:003078629404 20 0:000103267196

1 0:306829636681 11 �0:002745289232 21 0:000083175275

2 �0:035497979938 12 0:001546239145 22 �0:000053031895
3 �0:077807921874 13 0:001330869378 23 �0:000042341088
4 0:022684620145 14 �0:000780461912 24 0:000027317063

5 0:029746816573 15 �0:000655628510 25 0:000021651998

6 �0:012145489159 16 0:000395934998 26 �0:000014108582
7 �0:012715421105 17 0:000326764811 27 �0:000011114197
8 0:006141430858 18 �0:000201796763 28 0:000007303693

9 0:005799320147 19 �0:000164294347 29 0:000005723380

Tableau 22: Coe�cients du �ltre associ�e �a une ondelette spline d'ordre 3
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N = 2 0 0:482962913145 N = 7 0 0:077852054085
1 0:836516303738 1 0:396539319482
2 0:224143868042 2 0:729132090846
3 �0:129409522551 3 0:469782287405

N = 3 0 0:332670552950 4 �0:143906003929
1 0:806891509311 5 �0:224036184994
2 0:459877502118 6 0:071309219267
3 �0:135011020010 7 0:080612609151
4 �0:085441273882 8 �0:038029936935
5 0:035226291882 9 �0:016574541631

N = 4 0 0:230377813309 10 0:012550998556
1 0:714846570553 11 0:000429577973
2 0:630880767930 12 �0:001801640704
3 �0:027983769417 13 0:000353713800
4 �0:187034811719 14 0:000675449406
5 0:030841381836 15 �0:000117476784
6 0:032883011667 N = 8 0 0:054415842243
7 �0:010597401785 1 0:312871590914

N = 5 0 0:160102397974 2 0:675630736277
1 0:603829269797 3 0:585354683654
2 0:724308528438 4 �0:015829105256
3 0:138428145901 5 �0:284015542962
4 �0:242294887066 6 0:000472484574
5 �0:032244869585 7 0:128747426620
6 0:077571493840 8 �0:017369301002
7 �0:006241490213 9 �0:044088253931
8 �0:012580751999 10 0:013981027917
9 0:003335725285 11 0:008746094047

N = 6 0 0:111540743350 12 �0:004870352993
1 0:494623890398 13 �0:000391740373
2 0:751133908021 14 0:001847646883
3 0:315250351709 15 0:000230385764
4 �0:226264693965
5 �0:129766867567
6 0:097501605587
7 0:027522865530
8 �0:031582039318
9 0:000553842201
10 0:004777257511
11 �0:001077301085

Tableau 23: Quelques coe�cients d'ondelettes �a support compact
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5-7 n h(n) ~h(n) 9-7 n h(n) ~h(n)

�4 0:026748757411

�3 � 3
280

�3 �0:016864118443 �0:045635881557
�2 � 1

20
� 3

56
�2 �0:078223266529 �0:028771763114

�1 1
4

73
280

�1 0:266864118443 0:295635881557

0 3
5

17
28 0 0:602949018236 0:557543526229

1 1
4

73
280

1 0:266864118443 0:295635881557

2 1
20

� 3
56

2 �0:078223266529 �0:028771763114
3 3 �0:016864118443 �0:045635881557
4 4 0:026748757411

9-15 n h(n) ~h(n) 3-3 n h(n) ~h(n)

�0 0:575 0:575291895604 0 0:75 0:25

�1 0:28125 0:286392513736 1 0:5 0:5

�2 �0:05 �0:052305116758 2 �0:25 0:25

�3 �0:03125 �0:039723557692 5-5 �2 1

�4 0:0125 0:015925480769 �1 0 3

�5 0:003837568681 0 10 8

�6 �0:001266311813 1 8 6

�7 �0:000506524725 2 �3 6

3 �1
Tableau 24: Coe�cients du �ltre associ�e �a quelques ondelettes biorthogonales



Annexe B

Construction d'ondelettes splines

d'ordre k

Dans cet annexe, il s'agit d'expliciter la d�emarche �a suivre pour construire une

ondelette spline de r�egularit�e quelconque k: Cette construction est dûe �a P. J. Lemari�e

[42] et G. Battle [41, 47]. C'est l'ondelette qu'utilise S. Mallat [53] dans son algorithme

d'analyse et de synth�ese d'images. Elle se fait par l'approche multir�esolution telle que

nous l'avons rappel�ee au Chapitre I:

Il faut d�e�nir une suite (Vj)j2Z d'espace vectoriel de multir�esolution, construire une

fonction d'�echelle �, un �ltre en quadrature H associ�e. Ensuite d�eduire du �ltre H ou

calculer le �ltre miroir en quadrature G et en�n l'ondelette spline  correspondante.

Soit V0; l'espace des fonctions splines (polynômes splines) d'ordre k = 2p + 1.

C'est en fait un sous espace vectoriel de L2(R), form�e de fonctions p fois continuement

di��erentiable et �egale �a un polynôme d'ordre 2p+1 sur chaque intervalle [l; l+1]; l 2 Z:
De ceci, on d�eduit d'apr�es la propri�et�e 3 de la d�e�nition de l'analyse multir�esolution

(Cf:Chapitre I) que Vj est l'espace des fonctions spline d'ordre 2p+1 sur [2�j l; 2�j(l+

1)]:

Lemari�e a montr�e que la transform�ee de Fourier de la fonction d'�echelle � peut

s'exprimer par :

�̂(!) =
1

!n
qP

2n(!)
avec

X
2n

(!) =
l=+1X
l=�1

1

(! + 2l�)n

o�u n = 2p+ 2: On commence par calculer �̂ en partant de la s�erie
P
2n(!). Rappelons
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que la s�erie est convergente et qu'il s'agit s'agit de calculer une somme partielle. Cette

somme devient num�eriquement stationnaire �a partir de l = 15: Ensuite une transfor-

mation de Fourier inverse permet d'obtenir �:

D'apr�es le th�eor�eme (1) du Chapitre I, �̂(!) est li�ee au �ltre en quadrature H(!)

par :

�̂(2!) = H(!)�̂(!)

or d'apr�es l'expression de �̂(!); ci-dessus H(!) peut alors s'�ecrire :

H(!) =

vuut P
2n(!)

22n
P
2n(2!)

De même d'apr�es le th�eor�eme (4), le d�eveloppement de H(!) en s�erie de Fourier se

pr�esente sous la forme :

H(!) =
n=+1X
n=�1

h(n)e�i!n (36)

En consid�erant que le support de H(!) est l'intervalle [��;+�], un calcul du produit

scalaire des deux membres de (36) avec e+i!m donne :

h(n) =
1

2�

Z +�

��
H(!)ei!n d!

d'o�u les r�eponses impulsionnelles du �ltre en quadrature H: Le �ltre miroir G; associ�e

est alors caract�eris�e par :

� son gabarit : G(!) = e�i!H(! + �)

� sa r�eponse impulsionnelle : g(n) = (�1)1�nh(1� n)

D'apr�es le th�eor�eme (5) duChapitre I, la transform�ee de Fourier  ̂ de l'ondelette

 ; s'exprime par la formule :

 ̂(!) = G(!) ^�(!) avec G(!) = ei!H(! + �)

En consid�erant les expressions de H(!) et �̂(!) en fonction de
P
2n; on peut encore

exprimer  ̂ par :

 ̂(!) =
e�i

!
2

!n

qP
2n(

!
2 + �)qP

2n(!)
P
2n(

!
2 )

Un simple transformation de Fourier permet d'obtenir l'ondelette spline dont l'ordre

i.e la r�egularit�e est associ�ee �a celle de la fonction d'�echelle correspondante.
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Pour construire par exemple les graphes des Figures (1) et (2) du Chapitre I,

nous avons consid�er�e V0, comme l'espace des fonctions splines d'ordre k = 3 i.e spline

cubique. On obtient alors une ondelette spline cubique (Cf. Figure (2) du Chapitre

I).

L'extension en plusieurs dimensions de cette construction se fait par produit ten-

soriel.
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