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R�esum�e
Cette th�ese contribue �a l'�etude des s�emantiques pour la sp�eci�cation et la v�eri�cation des syst�emes r�eactifs. Plus
pr�ecis�ement, nous comparons des s�emantiques comportementales, bas�ees sur la bisimulation avec celles induites par
des logiques modales du temps arborescent.

Dans la premi�ere partie, nous consid�erons les mod�eles d'entrelacement pour les syst�emes s�equentiels non-
d�eterministes. Plusieurs travaux r�ecents ont montr�e que dans le cadre des syst�emes �a branchement in�ni (c-�a-d.
non-d�eterminisme in�ni), l'�equivalence de bisimulation (forte), reconnue comme l'�equivalence s�emantique de base
pour le temps arborescent, est strictement plus �ne que celles induites par les logiques du temps arborescent (nous
savons depuis longtemps qu'elles co��ncident sous l'hypoth�ese de branchement �ni). Nous utilisons les Processus

Ordinaux de Klop, et, en d�erivant une notion de pouvoir de distinction d'une �equivalence s�emantique, nous montrons
dans un cadre parfaitement uni��e que la bisimulation est plus �ne que les logiques du temps arborescent, mais aussi
que pour une large classe de combinateurs, les congruences engendr�ees par les logiques restent strictement plus
faibles que la bisimulation.

Dans la deuxi�eme partie de la th�ese, nous consid�erons les mod�eles d'ordre partiel pour les syst�emes parall�eles,
dans lesquels on dispose d'une d�e�nition satisfaisante de l'op�eration de ra�nement de programme (cette notion est
li�ee �a la m�ethode classique de conception hi�erarchique des programmes).

Parmi les �equivalences s�emantiques de la litt�erature, la history preserving bisimulation est particuli�erement
int�eressante car c'est une congruence pour l'op�eration de ra�nement quand les syst�emes n'ont pas d'action invisible.
En utilisant une caract�erisation de cette �equivalence en termes d'une bisimulation avant-arri�ere, nous exhibons deux
caract�erisations logiques, ainsi qu'un algorithmede traductionentre ces deux logiques. Nous �etudions aussi plusieurs
variantes de cette bisimulation avant-arri�ere.

En�n, nous �elargissons le champ de travail en consid�erant les mod�eles d'ordre partiel avec actions invisibles.
Nous montrons que la bisimulation avant-arri�ere susmentionn�ee, adapt�ee �a ce cadre, co��ncide avec la branching
bisimulation sur les arbres causaux, mais aussi avec deux nouvelles �equivalences : l'�equivalence de mixed-ordering
branching et la history preserving branching bisimulation, que nous �etudions.

Abstract
This thesis contributes to the study of semantics for the speci�cation and the veri�cation of reactive systems. More
precisely, we compare behavioral equivalences, based on bisimulation with those induced by branching-time modal
logics.

In the �rst part of the thesis, we consider interleaving models for sequential non-deterministic systems. Few
recent works have shown that, in the framework of in�nite branching systems (i.e. in�nite non-determinism),
bisimulation equivalence, acknowledged as the basic branching-time semantic equivalence, is strictly �ner than
those induced by branching-time logics (we already know that they coincide under the �nite branching hypothesis).
We use Ordinal Processes of Klop, and by deriving a notion of distinguishing power of a semantic equivalence, we
show in a uni�ed framework that bisimulation is �ner than branching-time logics, but also that for a wide class of
program combinators, the generated congruences by the logics are still weaker than bisimulation.

In the second part of the thesis, we consider partial order based models for concurrent systems, and in which
we have a satisfactory de�nition of program re�nement operation (this notion is related to the classical method of
hierarchical design of programs).

Among the semantic equivalences of the literature, history preserving bisimulation is particularly interesting
since it is a congruence w.r.t. the re�nement of systems without invisible actions. We use a characterisation of
this equivalence by means of a back and forth bisimulation to exhibit adequate modal logics, and we also give a
translating algorithm between those logics.

We enlarge the �eld of our work by considering partial order based models with invisible actions. We show
that the above-mentionned back and forth bisimulation, adapted to this framework, coincides with branching
bisimulation over causal trees, but also with two new equivalences : the branching mixed-ordering equivalence and
the history preserving branching bisimulation, we study in details.
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Introduction

La v�eri�cation des programmes est une pr�eoccupation majeure, surtout quand les
programmes se substituent �a l'homme pour des tâches d�elicates, e.g. le contrôle
d'appareils d'assistance m�edicale, de r�egulation thermique de centrales nucl�eaires,
etc. Mais, de nos jours, la complexit�e des programmes crô�t avec celle des tâches
qui leur sont con��ees. Pour aider �a la conception et �a la compr�ehension de syst�emes
complexes on utilise les m�ethodes de conception modulaire et/ou hi�erarchique.

La conception hi�erarchique consiste �a concevoir le programme par analyse de-
scendante. A chaque �etape de cette analyse, un programme abstrait est remplac�e
par un programme plus complexe �a un niveau d'abstraction plus concret. Cette
m�ethode est connue sous le nom de ra�nement de programmes.

La conception modulaire consiste �a construire le programme en assemblant des
sous-programmes et en d�ecrivant la mani�ere dont ils interagissent, par exemple en
fonctionnant en parall�ele, en communiquant par message, etc.

Lorsque l'on consid�ere un programme, pris isol�ement, son ex�ecution est in
u-
enc�ee par l'environnement, e.g. l'ex�ecution des autres sous-programmes, et elle in-

uence elle-même cet environnement. Pnueli a introduit le concept de Syst�eme
R�eactif [Pnu77] pour quali�er les programmes dont le rôle est de maintenir une
interaction avec leur environnement. Le probl�eme de connâ�tre la r�eaction de ces
programmes vis �a vis de leur environnement et la mani�ere dont ils in
uencent cet
environnement est tr�es complexe. Cette complexit�e augmente encore lorsque le pro-
gramme englobant est lui-même un sous-programme d'un programme plus large.

Pour prouver des propri�et�es sur le comportement d'un syst�eme r�eactif, il faut
être capable de formaliser ce comportement. Habituellement, on utilise un domaine
math�ematique appropri�e d'objets concrets (ou encore de mod�eles op�erationnels, o�u
pour chaque objet du domaine, on d�erive une d�e�nition formelle de la notion de
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8 Introduction

comportement. Chaque d�e�nition induit alors une identi�cation sur les objets selon
le crit�ere \avoir le même comportement". Cette identi�cation s'appelle une �equiv-
alence s�emantique, et on d�e�nit la s�emantique d'un programme, c'est �a dire son
comportement, comme une classe d'�equivalence.

La d�e�nition du comportement d'un syst�eme doit re
�eter les m�ethodes de con-
struction modulaire et/ou hi�erarchique qui sont utilis�ees pour concevoir les pro-
grammes, c'est �a dire que le comportement du syst�eme doit pouvoir être d�eduit
des comportements de ses sous-syst�emes. On veut donc d�e�nir une s�emantique qui,
d'une part, se comporte bien vis �a vis des combinateurs de programmes (on dit
qu'elle doit être compositionnelle) et qui d'autre part, soit compatible avec le raf-
�nement de programmes, c'est �a dire qu'elle autorise �a changer le niveau de d�etail de
description des programmes (on dit alors que cette s�emantique doit être compatible
avec le ra�nement de programmes).

Donner une s�emantique satisfaisante pour les syst�emes r�eactifs n'est pas simple.
Les premiers travaux sur ce sujet ont repris le cadre de la s�emantique d�enotationnelle
qui a fait ses preuves pour les syst�emes transformationnels1. Malheureusement, ce
type de s�emantique se prête mal aux syst�emes r�eactifs : la simple introduction du
non-d�eterminisme dans un langage comme Pascal n�ecessite la construction d'outils
math�ematiques tr�es compliqu�es et tr�es lourds �a manipuler (les \power-domains");
on peut en voir un exemple dans [Mos90]. L'approche d�enotationnelle est toutefois
encore �etudi�ee (voir par exemple [BR92]).

Une approche adopt�ee aujourd'hui consiste �a d�e�nir le comportement d'un pro-
gramme en termes des actions observables de l'ext�erieur qu'il peut e�ectuer (une
action repr�esente n'importe quelle activit�e, par exemple un acte de communication).

Dans la litt�erature, les s�emantiques pour les syst�emes r�eactifs peuvent être or-
donn�ees selon deux dimensions. La premi�ere dimension distingue les s�emantiques
d'entrelacement des s�emantiques bas�ees sur la causalit�e, la deuxi�eme dimension
s�epare les s�emantiques du temps lin�eaire des s�emantiques du temps arborescent.
Prenons un exemple : d�e�nissons le comportement d'un syst�eme comme l'ensemble
des suites d'actions qu'il peut e�ectuer (cette s�emantique correspond �a la s�eman-
tique de traces de Hoare [Hoa85]). La s�emantique de traces ne fait aucune di��erence
entre le calcul d'actions en parall�ele et celui d'un entrelacement arbitraire de ces
mêmes actions. C'est une s�emantique d'entrelacement (d'autres exemples de s�e-
mantiques d'entrelacement sont la s�emantique de refus de [BHR84], la s�emantique
de readiness de [OH86]). En opposition, on pourrait explicitement repr�esenter le
parall�elisme en d�ecrivant le comportement du syst�eme au moyen d'une relation de
causalit�e entre les actions e�ectu�ees, ce qui correspond aux s�emantiques bas�ees sur

1Ces syst�emes transforment l'�etat initial du programme en un �etat �nal.



Introduction 9

la causalit�e [Pra86].

La s�emantique de traces ne prend pas en compte le moment o�u le syst�eme e�ectue
ses choix non-d�eterministes. On dit d'une telle s�emantique qu'elle est du temps
lin�eaire. Les s�emantiques qui tiennent compte des calculs du syst�eme, mais aussi
de ses alternatives de choix (ou d'une information partielle sur ces alternatives) au
cours de ces calculs sont appel�ees les s�emantiques du temps arborescent, comme par
exemple la s�emantique de refus de [BHR84] pour le langage CSP et la bisimulation
de [Mil80] et [Par81] pour le langage CCS. [Pnu85] a mis en �evidence la di��erence
entre les s�emantiques du temps lin�eaire et les s�emantiques du temps arborescent.

L'existence de tous ces types de s�emantiques montre que l'on ne cherche pas �a
d�e�nir le comportement d'un syst�eme. On choisit une s�emantique plutôt qu'une
autre en fonction des propri�et�es comportementales auxquelles on s'int�eresse. Par
exemple, si la propri�et�e pertinente est \le syst�eme ne se bloquera jamais", il est
inutile de tenir compte du moment o�u sont faits les choix internes du syst�eme.

Il existe aussi d'autres crit�eres pour choisir une s�emantique. Ces crit�eres sont
bas�es sur les propri�et�es th�eoriques attendue pour cette s�emantique. Par exemple,
l'�equivalence observationnelle de Milner, dans sa version faible, c-�a-d. avec prise en
compte de pas silencieux du syst�eme, n'induit pas une \bonne" �equivalence parce
qu'elle n'est pas une congruence pour le combinateur de choix non-d�eterministe.
La congruence observationnelle pose �egalement des probl�emes car elle ne peut être
pr�esent�ee sous la forme d'un syst�eme de r�e�ecriture canonique, c-�a-d. �a terminaison
�nie et con
uent, etc.

La n�ecessit�e de choisir telle ou telle s�emantique provient du fait que l'on ne sait
pas d�e�nir le comportement d'un syst�eme r�eactif, auquel cas cette d�e�nition du
comportement s'appliquerait toujours.

Parall�element aux travaux visant �a d�e�nir la s�emantique des syst�emes r�eactifs, se
sont d�evelopp�es des langages formels de description de propri�et�es comportementales
des programmes. Dans un programme s�equentiel ordinaire, comme le tri d'une liste
d'entiers, la correction s'exprime en termes d'une paire Pr�econdition/Postcondition
dans un formalisme tel que la logique de Hoare. On peut trouver dans [Apt85] une
utilisation de la logique de Hoare dans un cadre de syst�emes r�eactifs. Mais la logique
est tr�es lourde �a manipuler dans le cadre des syst�emes r�eactifs et ne permet pas de
s'exprimer au bon niveau d'abstraction.

Comme l'a soulign�e Pnueli dans [Pnu77], les logiques temporelles, et plus g�en�erale-
ment les logiques modales, sont un formalisme appropri�e pour exprimer les propri�et�es
des syst�emes r�eactifs : elles permettent d'inclure le Temps dans les raisonnements
formels et d'exprimer des propri�et�es sur le comportement du syst�eme au cours du
temps, comme les propri�et�es de sûret�e, de vivacit�e, etc. (voir [MP92]). La Logique
Temporelle a donn�e naissance �a un domaine de recherche tr�es actif pour de nom-
breux aspects de la conception des syst�emes r�eactifs, tels que la sp�eci�cation, la
v�eri�cation ou la synth�ese de programmes. Nous renvoyons �a [Eme90] et [MP92]
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pour l'�etude th�eorique des logiques temporelles et leur utilisation pour des syst�emes
r�eactifs.

Les deux approches, logique et s�emantique comportementale, ne sont pas op-
pos�ees : lorsque l'on adopte une logique pour d�ecrire les propri�et�es comportemen-
tales d'un programme, il faut être certain qu'elle est coh�erente avec la d�e�nition du
comportement, c'est �a dire l'�equivalence s�emantique que l'on a choisie. Autrement
dit, la logique ne doit en aucun cas distinguer deux objets s�emantiquement �equiva-
lents. On parle de compatibilit�e de la logique avec la s�emantique comportementale.

Si la logique est su�samment expressive pour distinguer des programmes qui
ne sont pas s�emantiquement �equivalents, on dit que la logique est compl�etement
expressive pour la s�emantique. Si les deux conditions, compatibilit�e et expressivit�e
compl�ete, sont r�eunies pour une logique, on dit qu'elle caract�erise la s�emantique ou
qu'elle est ad�equate pour l'�equivalence s�emantique.

Il existe de nombreux r�esultats d'ad�equation. Le plus c�el�ebre est dû �a [HM80]
qui proposent une caract�erisation de la bisimulation forte par la logique modale
connue sous le nom de logique de Hennessy-Milner, ou encore HML.

Toutes les approches pour d�e�nir une s�emantique des syst�emes r�eactifs ont donn�e
naissance �a une multitude d'�equivalences parfois d�e�nies de fa�con tellement dif-
f�erente qu'il est di�cile de savoir quelle s�emantique est appropri�ee �a quelle applica-
tion. Le domaine de recherche appel�e \Comparative Concurrency Semantics", qui
s'est consid�erablement d�evelopp�e ces derni�eres ann�ees, vise �a classi�er ces �equiva-
lences. Le principe est d'ordonner les �equivalences s�emantiques selon la relation \fait
au moins autant d'identi�cation que". On peut par exemple trouver dans [Gla90a]
une classi�cation des �equivalences s�emantiques d'entrelacement.

Dans cette th�ese nous nous int�eressons �a une famille d'�equivalences s�emantiques
du temps arborescent bas�ees sur la bisimulation. Informellement, l'existence d'une
bisimulation entre deux syst�emes signi�e que les deux syst�emes font les mêmes choix
au même moment.

La premi�ere �equivalence de bisimulation, appel�ee bisimulation forte, a �et�e pro-
pos�ee par [Mil80] pour son langage CCS, mais c'est la d�e�nition de [Par81] qu'on
utilise habituellement. Aujourd'hui, le nom \bisimulation" recouvre plus une famille
d'�equivalences qu'une �equivalence particuli�ere. Elles peuvent toutes être ramen�ees
�a une bisimulation forte sur des mod�eles d�eriv�es.

Cette th�ese est compos�ee de deux parties. La premi�ere se situe dans le cadre
des s�emantiques d'entrelacement, et la deuxi�eme dans celui des s�emantiques d'ordre
partiel, plus r�ecemment �etudi�ees que celles d'entrelacement. Les deux parties con-
tiennent chacune une introduction qui en pr�ecise le contenu.



Partie I

Les mod�eles d'entrelacement du
temps arborescent
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Les mod�eles d'entrelacement (traduit du terme anglais \interleaving") sont bien
adapt�es pour d�ecrire les syst�emes s�equentiels non-d�eterministes.

Conceptuellement, un syst�eme est dans un �etat donn�e, appelons le q. Chaque
fois qu'il e�ectue une action a, il �evolue et \passe" dans un autre �etat q0. Nous
notons q

a! q0 ce changement d'�etat, aussi appel�e transition d'�etat.

Un syst�eme est s�equentiel s'il peut e�ectuer au plus une action �a la fois.

Les syst�emes de transitions sont reconnus comme �etant des bons mod�eles pour
repr�esenter les syst�emes s�equentiels non-d�eterministes [Kel76]. L'utilisation de ces
mod�eles math�ematiques pour l'�etude des syst�emes r�eactifs s'est r�epandue depuis
les travaux de Plotkin [Plo81] dans lesquels il propose une m�ethode simple pour
d�e�nir la s�emantique op�erationnelle des langages de programmation. Cette m�ethode
connue sous le nom SOS (pour Structural Operational Semantics) consiste �a d�e�nir
des r�egles structurelles sur la forme des programmes. On d�erive du langage de
programmation et des r�egles SOS associ�ees, un syst�eme de transitions dont les �etats
sont les termes d'un langage formel qui correspond au (ou �etend le) langage de
programmation auquel on veut donner une s�emantique et les transitions entre les
�etats sont d�etermin�ees par les r�egles SOS.

De nos jours, la m�ethode de Plotkin est tr�es largement utilis�ee, et on compte de
nombreux langages munis d'une s�emantique SOS, e.g. pour CCS voir [Mil80], d'o�u
l'int�erêt g�en�eral pour �etudier les s�emantiques bas�ees sur les r�egles \�a la Plotkin".

De fa�con tout �a fait surprenante, peu de travaux ont �et�e d�evelopp�es pour �etudier
une th�eorie \du style de r�egles �a la Plotkin" ([Sim85], [BIM88] et [GV88], [GV92]).
A ce sujet, [Vaa89b] fait remarquer : \Maybe one reason why semantists have almost
paid no attention to a general theory of Plotkin style rules is the fact that they are

13
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so simple to use."

Mais, les travaux de [GV88] (voir aussi [GV92]) d�emontrent que ce format de
r�egles a des propri�et�es tr�es int�eressantes que nous mentionnons plus loin dans cette
premi�ere partie.

Les �equivalences s�emantiques sur les mod�eles d'entrelacement ont d�ej�a �et�e beau-
coup �etudi�ees, nous renvoyons �a [Gla90a] o�u sont r�epertori�ees les �equivalences s�e-
mantiques di��erentes pour les syst�emes s�equentiels non-d�eterministes concrets �a
branchement �ni. Un syst�eme est dit concret si tous ses calculs sont observables de
l'ext�erieur. Un syst�eme est �a branchement �ni (ou encore �a non-d�eterminisme �ni)
si �a tout instant il n'a qu'un nombre �ni d'alternatives pour e�ectuer une action
donn�ee. La plupart des langages de programmation ne donnent lieu qu'�a ce type de
syst�emes.

Dans cette premi�ere partie, nous nous int�eressons �a la plus �ne des �equivalences
s�emantiques d'entrelacement (celle qui fait le moins d'identi�cation) : la bisimula-
tion. Cette �equivalence est d�esormais reconnue comme la s�emantique d'entrelacement
de base du temps arborescent : elle se contente d'identi�er les syst�emes de transi-
tions qui ont la même structure arborescente.

La bisimulation a �et�e introduite par Milner pour son langage CCS [Mil80], sous
le nom d'�equivalence observationnelle, mais c'est �a Park [Par81] que l'on doit son
nom ainsi que sa d�e�nition uniform�ement utilis�ee.

La bisimulation a de nombreuses propri�et�es. Nous en citons quelques unes.

Premi�erement, elle est compositionnelle. Ainsi, lorsque les programmes sont
construits de fa�con modulaire (e.g. par composition parall�ele de sous-programmes),
l'utilisation de la bisimulation permet de substituer �a tout sous-programme un pro-
gramme �equivalent sans changer les propri�et�es comportementales du programme
englobant. Plus g�en�eralement, les travaux de [GV88] (voir aussi [GV92]) ont mis en
�evidence une classe tr�es g�en�erale de combinateurs de programmes, appel�es combi-
nateurs tyft, contenant ceux du langage CCS, pour lesquels la bisimulation est une
congruence (Nous rappelons ce r�esultat au Chapitre 2).

Deuxi�emement, la bisimulation poss�ede des caract�erisations logiques. On connait
les tr�es classiques travaux de [HM85] qui ont montr�e la compatibilit�e et l'expressivit�e
compl�ete de la logique modale de Hennessy-Milner pour la bisimulation dans le cas
o�u les syst�emes sont �a branchement �ni ( Nous le rappelons au Chapitre 3) Depuis
ce r�esultat, d'autres r�esultats d'ad�equation entre une logique et la bisimulation ont
�et�e �etablis (voir p. ex. [Pnu85], [BCG87], [DV90]).

En�n, en utilisant la bisimulation comme �equivalence s�emantique, on peut d�eter-
miner un repr�esentant canonique minimal (en son nombre d'�etats) de chacune des
classes d'�equivalence modulo bisimulation, ce qui d'un point de vue pratique permet
certaines fois de simpli�er les programmes.
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La plupart des travaux en rapport avec la bisimulation font l'hypoth�ese de sys-
t�emes �a branchement �ni. A notre connaissance, seuls [BR83], [BT85], [Her87]
et [SP90] se sont attaqu�es au cas du branchement in�ni : [BR83] montre que
l'ad�equation des logiques HML [HM80], PDL [FL79] et RTL (de Rounds et
Gurevich)2 pour la bisimulation s'a�aiblit en compatibilit�e, et que la bisimulation
est strictement plus �ne que l'�equivalence observationnelle de [Mil80]. [BT85] ren-
force le r�esultat pour la logique RTL en montrant qu'il en est de même pour la
classe des logiques C�TL. Les r�esultats de [BR83] et [BT85] sont bas�es sur des
contre-exemples ad hoc et relativement compliqu�es.

[Her87] a �etudi�e le �-calcul propositionnel de [Koz83], ainsi que la logique PDL
de [FL79], en utilisant un mod�ele simple, qui fait partie de la famille des Processus
Ordinaux de Klop [Klo88] (Il a compar�e la bisimulation avec plusieurs variantes de
l'�equivalence observationnelle).

Ces mod�eles sont particuli�erement int�eressants car les classes d'�equivalence mod-
ulo bisimulation sont des singletons.

[SP90] reprennent l'id�ee de Klop et utilisent les Processus Ordinaux pour montrer
que la logique CTL de [CE81] n'est plus compl�etement expressive pour la bisimu-
lation.

Dans cette partie, nous utilisons le cadre uni��e des Processus Ordinaux pour
montrer que toutes les logiques cit�ees plus haut, ainsi que la logique CTL� de [EH86]
sont seulement compatibles avec la bisimulation. Bien entendu, notre r�esultat ne
portent que sur des logiques �nitaires, c-�a-d. n'autorisant que des combinaisons
bool�eennes �nies. Dans le cas g�en�eral des logiques in�nitaires, comme par exemple
HML in�nitaire consid�er�ee dans [Mil89], il n'est �evidemment pas n�ecessaire de
faire la moindre hypoth�ese sur le degr�e de branchement des syst�emes pour garantir
l'ad�equation.

Les r�esultats de notre �etude montrent que, sauf �a se restreindre au cas branche-
ment �ni, il n'existe pas de r�esultat d'ad�equation entre d'une part une s�emantique
bas�ee sur la bisimulation et d'autre part des logiques (�nitaires) comme HML,
CTL, CTL�, le �-calcul, RTL, etc: : : Il est alors naturel d'�etudier les propri�et�es
des �equivalences induites par ces logiques pour d�eterminer si elles ne pourraient pas
elles-mêmes être utilis�ees comme s�emantique. Mais alors, il faut v�eri�er que ces
�equivalences sont compositionnelles, c-�a-d. si, comme la bisimulation, elles sont des
congruences pour les combinateurs de programmes.

Nous savons d�ej�a partiellement r�epondre �a la question pour la logique CTL :
[Sch90a] a montr�e que l'�equivalence qu'elle induit n'est pas une congruence pour la
composition parall�ele. Nous montrons qu'il en est de même pour la logique CTL�

et le �-calcul.

Dans notre travail, au lieu de consid�erer un ensemble particulier de combinateurs,

2Nous ne connaissons pas de r�ef�erence exacte pour la d�e�nition originelle de cette logique.
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comme on le fait habituellement, nous �etudions les congruences engendr�ees par les
logiques CTL, CTL� et le �-calcul vis �a vis de tous les combinateurs tyft de [GV88].

Bien que l'ajout de contextes tyft augmente de fa�con signi�cative le pouvoir de
distinction des �equivalences consid�er�ees, nous �etablissons qu'aucune des congruences
�etudi�ees n'est aussi �ne que la bisimulation.

Finalement, nous isolons, au moyen d'un crit�ere syntaxique, une sous-classe des
contextes tyft, appel�es contextes sans copie, qui contient ceux de CCS. Intuitive-
ment, un contexte sans copie n'autorise pas la duplication du programme que l'on
\teste" dans ce contexte. Nous montrons que la restriction aux contextes sans copie
est r�eelle, au sens o�u la congruences de traces pour ces contextes identi�e plus de
mod�eles que la congruence de traces pour les contextes tyft.



Chapitre 1

Rappels sur les Syst�emes de
Transitions

Nous introduisons les notions de graphes d'�etats (�etiquet�es) et de syst�emes de transi-
tions (�etiquet�es) [Kel76]. Un graphe �etiquet�e repr�esente un syst�eme r�eactif (ou une
machine) s�equentiel non-d�eterministe dont les changements d'�etats sont accompag-
n�es d'actions, e.g. communiquer avec un autre syst�eme ou r�ecup�erer de la m�emoire
vive, a�cher un message �a l'�ecran, recevoir un message, etc.

Dans cette th�ese, nous appelons syst�eme de transitions (�etiquet�e) un graphe
d'�etats enracin�e, c-�a-d. un graphe d'�etats dans lequel on privil�egie un �etat, interpr�et�e
comme l'�etat courant du syst�eme.

Dans certains contextes, certaines actions peuvent être consid�er�ees comme in-
observables de l'ext�erieur. On parle aussi d'action silencieuse. C'est le cas, par
exemple, de la r�ecup�eration de m�emoire dans un ordinateur lorsque le syst�eme est
observ�e par le programmeur.

1.1 Graphes d'�etats, Syst�emes de transitions (�etiquet�es)

D�e�nition 1.1.1 (Graphe d'�etats (�etiquet�e)) Soit un ensemble A = fa; : : :g
de noms d'actions.

Un graphe d'�etats (�etiquet�e sur A) est une structure G = (QG; A;!G), o�u

17
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� QG est un ensemble fq; q1; : : :g d'�etats,

� !G� QG �A�QG, est la relation de transition entre les �etats de QG.

Pour faciliter la lecture, on �ecrira souvent \graphe" au lieu de \graphe d'�etats".

Dans la suite, l'ensemble d'actions A est le même pour tous les graphes que nous
consid�erons. Nous notons G la classe des graphes d'�etats �etiquet�es sur A, et nous
�ecrivons plus simplement G = (Q;!) au lieu de G = (Q;A;!).

Pour G = (Q;!) 2 G, un �el�ement (q; a; q0) 2! d�enote un changement d'�etat
de la machine repr�esent�e par G et donnant lieu �a \l'�ev�enement" (ou encore action)
a. Nous appelons ce changement d'�etat une a-transition, que nous notons q

a! q0.
Nous notons q ! q0 lorsque q

a! q0 pour une certaine action a 2 A. Un �etat q
n'ayant pas de successeur est appel�e �etat terminal. Cette terminologie exprime que
le syst�eme r�eactif, dans cet �etat, ne peut plus �evoluer.

La relation ! se prolonge naturellement en la relation !� Q � A� � Q : si
w 2 A� est le mot a1a2 : : : an, nous notons q

w! q0 lorsqu'il existe une suite de tran-
sitions q

a1! q1
a2! q2 : : :

an! qn = q0. Par cons�equent, si � d�esigne le mot vide de A�,
q

�! q pour tout �etat q.

Nous pr�esentons ici une op�eration de combinaison de graphes, appel�ee somme,
qui nous servira dans la suite pour simpli�er techniquement certaines d�e�nitions.

D�e�nition 1.1.2 (Somme) Pour tous Gi = (Qi;!i) 2 G, i = 1; 2, tels que
Q1 \Q2 = ;, on d�e�nit

G1 �G2
def
= (Q1 [Q2;!1 [ !2)

On distingue parfois, dans l'ensemble des �etats d'un graphe G, un �etat particulier
qui correspond �a l'�etat courant du syst�eme que repr�esente G.

D�e�nition 1.1.3 Un syst�eme de transitions (�etiquet�e sur A) est une structure
S = (GS ; rS), o�u

� GS est un graphe d'�etats, appel�e graphe d'�etats de S,

� rS 2 QGS , est la racine ou encore l'�etat initial de S.

Nous noterons en abr�eg�e ST pour \syst�eme de transitions (�etiquet�e sur A)".

Dans la suite ST d�esigne la classe des ST.

Notations 1 Soit S = ((QS;!S); rS) un ST de graphe d'�etats (QS;!S) et de
racine rS. Nous le notons plus simplement (QS;!S; rS) ou encore (GS ; rS).
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q1

q2
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a b
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S

Figure 1.1: Un exemple de syst�eme de transitions

Exemple 1 La Figure 1.1 repr�esente graphiquement un ST S, sur un alphabet
d'actions AS = fa; b; cg. Son graphe d'�etats GS a trois �etats. Formellement, QS =
fq1; q2; q3g et !S= f(q1; a; q2); (q2; b; q3); (q3; c; q2)g.

L'�etat initial de S est l'�etat q1, ce que nous repr�esentons graphiquement par une

�eche incidente vers cet �etat.

Dans certaines des �gures nous omettons de nommer certains �etats s'ils ne sont
pas pertinents pour nos exemple.

1.2 Chemins et traces

Nous introduisons �a pr�esent la notion d'ex�ecution dans un ST. Une ex�ecution cor-
respond �a un calcul du syst�eme. Puisque les syst�emes sont non-d�eterministes,
plusieurs ex�ecutions sont possibles. De plus, puisque l'activit�e du syst�eme n'a pas
forc�ement pour vocation de se terminer un jour, les ex�ecutions peuvent être in�nies.

Soit G 2 G, et q 2 QG.

D�e�nition 1.2.1 (Chemins et ex�ecutions) Un chemin (ou calcul) dans G
partant de q est une s�equence de transitions de la forme q

a1!G q1
a2!G : : :.

Une ex�ecution partant de q est un chemin maximal partant de q. Il peut donc
être �ni (et s'achever dans un �etat terminal), ou in�ni.

Nous d�esignons par �G(q) (ou plus simplement �(q)) l'ensemble de tous les
chemins dans G qui partent de l'�etat q, et ExG(q) (ou plus simplement Ex(q))
l'ensemble des ex�ecutions qui partent de q. Ex(G) d�esigne l'ensemble

S
q2QG ExG(q).

Nous utilisons les symboles �; �1; : : : pour d�esigner des chemins dans un graphes,
et �; �1; : : : pour d�esigner les ex�ecutions.
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Soit S 2 ST, q 2 QS. Une ex�ecution de S est une ex�ecution � dans GS partant
de l'�etat initial de S, i.e. � 2 ExGS

(rS). On note Ex(S) l'ensemble des ex�ecutions
de S.

Etant donn�e � = q0
a1! q1

a2! : : : un chemin dans S, j� j d�enote sa longueur, i.e.
le nombre de transitions de �; on pose j � j= ! si � est in�ni. Pour i �j � j, �(i)
d�enote l'�etat qi et �i le chemin qi

ai+1! qi+1
ai+2! : : : (c-�a-d. le i-�eme su�xe de �).

Pour chaque calcul s�equentiel e�ectu�e par le syst�eme, on extrait une observation
externe constitu�ee de la suite des actions qui ont eu lieu. Cette suite (�eventuellement
in�nie) est appel�ee une trace et se d�e�nit formellement par :

D�e�nition 1.2.2 (Trace) Soit G 2 G. Etant donn�ee une ex�ecution � = q0
a1!

q1
a2! : : : dans G, nous d�e�nissons la trace de �, not�ee tr(�), par

tr(�)
def
= a1a2 : : :

Lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e, nous notons Tr(q) au lieu de TrG(q).
Cette notion de trace est celle de [Hoa85] et de [Gla90b], mais elle di��ere des

traces compl�etes de [Gla90b] pour lesquelles on ne consid�ere que les calculs achev�es,
i.e. � 2 Ex(S).

1.3 Notion de branchement in�ni

En pratique, comme par exemple dans le langage CCS avec r�ecursivit�e gard�ee, de
nombreux programmes ne donnent lieu qu'�a un type restreint de non-d�eterminisme :
le branchement �ni, qui a des propri�et�es math�ematiques tr�es int�eressantes comme
nous le verrons dans les Sections 2.5 et 3.4.

D�e�nition 1.3.1 (Graphe d'�etats et Syst�eme de transitions �a branche-
ment �ni) G 2 G est �a branchement �ni1, not�e b.f. en abr�eg�e, si pour tous
q 2 QG, l'ensemble fq0 2 QG j q a! q0g est �ni.
S 2 ST est �a branchement �ni si GS est �a branchement �ni.

Intuitivement, pour de tels syst�emes, le nombre de choix possibles pour e�ectuer
une action donn�ee dans chaque �etat est �ni.

Si S n'est pas �a b.f. nous disons alors qu'il est �a branchement in�ni (not�e b.i.).
C'est le cas par exemple du ST de la Figure 1.2.

Dans la suite, nous notons Gbf (resp. STbf ) la sous classe de G (resp. ST)
form�ee des graphes (resp. ST) �a b.f.

1La terminologie \�a image �nie" est utilis�ee dans [HM85] [Mil81].
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Figure 1.2: Un exemple de ST �a branchement in�ni.





Chapitre 2

Equivalences comportementales

Nous rappelons les principales �equivalences s�emantiques du temps arborescent pour
les ST. Parmi ces �equivalences, l'�equivalence de bisimulation forte, introduite par
Milner, est reconnue comme l'�equivalence s�emantique de base : elle se contente
d'identi�er des syst�emes qui ont la même structure arborescente.

Apr�es avoir pr�esent�e la bisimulation forte et certaines de ses propri�et�es, nous
d�e�nissons la classe de combinateurs de programmes tyft de [GV88] et nous rap-
pelons la compositionalit�e de la bisimulation vis �a vis de ces combinateurs.

Nous rappelons �egalement que la bisimulation et l'�equivalence observationnelle
de Milner (ainsi qu'une variante) co��ncident sur la classe des graphes �a b.f..

En�n, nous rappelons bri�evement les variantes de l'�equivalences de bisimulation
propos�ees dans la litt�erature pour le cas o�u des actions silencieuses sont consid�er�ees.

La premi�ere section introduit l'�equivalence de traces de [Hoa85] qui nous servira
�a plusieurs reprises dans la suite.

2.1 Notion d'�equivalence de traces

Prenons un syst�eme S qui �evolue par changement d'�etat, et que l'on peut inter-
rompre �a tout instant. L'observation d'un tel syst�eme consiste simplement en une
s�equence d'actions qu'il peut e�ectuer. Cette s�equence peut être in�nie si l'ex�ecution
n'est jamais interrompue. L'�equivalence de trace identi�e les syst�emes qui admettent
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le même ensemble d'observations.
Soit G 2 G. Pour tout q 2 QG, nous d�e�nissons l'ensemble des traces dans G

partant de q par

TrG(q)
def
= ftr(�) j � 2 �(q)g

Pour tout S 2 ST, on d�e�nit l'ensemble des traces de S par

Tr(S)
def
= TrGS(rS)

D�e�nition 2.1.1 (�equivalence de traces) Deux ST, S1; S2 sont �equivalents de
trace, not�e S1 �Tr S2 si ils ont les mêmes traces, i.e. Tr(S1) = Tr(S2).

�Tr induit clairement une �equivalence sur ST.

a

b c

p

S1

a a

b c

q0q

S2

�Tr

Figure 2.1: Le moment des choix.

Par exemple, les ST de la Figure 2.1 admettent le même ensemble de traces
f�; a; ab; acg, o�u � d�enote le mot vide. Cependant, il est clair que ces deux syst�emes
n'ont pas la même arborescence de choix : les deux syst�emes peuvent choisir entre
e�ectuer ab ou ac, mais ce choix ne se fait pas au même moment. S1 choisit de faire
ab ou ac apr�es avoir e�ectu�e a, alors que S2 choisit avant.

Les �equivalences s�emantiques du temps arborescent ont �et�e introduites pour
prendre aussi en compte la similitude des syst�emes en termes des choix possibles
dans chacun de leurs �etats. Autrement dit, ces �equivalences respectent l'arborescence
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de choix des syst�emes, aussi connue sous le nom de structure de branchement ou
plus simplement branchement1. Elles sont en g�en�eral plus �ne que l'�equivalence de
trace.

2.2 Equivalence de bisimulation (forte)

La bisimulation forte a �et�e introduite par Milner pour son langage CCS [Mil80], mais
c'est la d�e�nition propos�ee par Park [Par81] que l'on consid�ere habituellement.

Une bisimulation est une relation binaire entre les �etats de graphes d'�etats.

D�e�nition 2.2.1 (Bisimulation (forte) sur les graphes)
Etant donn�es G1; G2 2 G, une relation R � QG1 � QG2 est une bisimulation

entre G1 et G2, not�e R : G1$G2, ssi pour tous q1Rq2,

1. pour toute transition q1
a!G1 q

0
1, il existe un �etat q0

2 de G2 tel que q2
a!G2 q

0
2

et q0
1Rq

0
2, et

2. r�eciproquement, pour toute transition q2
a!G2 q

0
2, il existe un �etat q0

1 de G1 tel
que q1

a!G1 q
0
1 et q0

1Rq
0
2.

Nous disons d'une relation R ayant les propri�et�es 1 et 2 de la D�e�nitions 2.2.1
qu'elle a la propri�et�e de transfert de la bisimulation forte.

Si R : G$G, on dit que R est une auto-bisimulation de G.

D�e�nition 2.2.2 (Bisimulation (forte) sur les ST) Soient S1; S2 2 ST.
Une relation R est une bisimulation entre S1 et S2, not�e R : S1$S2, si R est une
bisimulation entre GS1 et GS2 qui relie les �etats initiaux, i.e.

� R : GS1$GS2 , et

� rS1RrS2

On note S1$S2 si il existe une relation R telle que R : S1$S2, et on dit que S1 et
S2 sont bisimilaires2.

Exemple 2 La relation R de la Figure 2.2 dessin�ee en lignes pointill�ees est une
bisimulation entre S1 et S2. Par contre, les ST de la Figure 2.1 ne sont pas bisim-
ilaires : l'�etat p de S1 n'a pas d'�equivalent possible dans S2 puisque partant p on
peut choisir entre e�ectuer l'action b ou l'action c, ce qui n'est pas vrai des �etats q
et q0 dans S2.

1Cette terminologie sera adopt�ee dans la suite

2Cette terminologie est maladroite, on devrait plutôt dire bisimulants, mais c'est celle qui s`est imposer
dans la pratique.
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R
b

a

a

b b

b

a

S1
S2

Figure 2.2: Un exemple de bisimulation forte.

Proposition 2.2.1 Pour tous G;G1; G2; G3 2 G :

(1) IdQG : G$G,

(2) R : G1$G2 implique R�1 : G2$G1,

(3) R : G1$G2 et R0 : G2$G3 impliquent (R0 �R) : G1$G3,

(4) R : G1$G2 et R0 : G1$G2 impliquent (R [R0) : G1$G2.

Ces propri�et�es sont des cons�equences imm�ediates de la D�e�nition 2.2.1. Il est
facile de voir que les propri�et�es de (1) �a (4) peuvent tout aussi bien être exprim�ees
sur les ST. Ce qui nous montre que $ est une relation d'�equivalence sur ST.

On peut clairement g�en�eraliser (4) �a des unions arbitraires; autrement dit, pour
I un ensemble quelconque,

8i 2 I;Ri : G1$G2 implique
[

i2I
Ri : G1$G2

Comme cons�equence, il existe une plus grande bisimulation entre G1 et G2. En
particulier, on peut d�e�nir $G, la plus grande auto-bisimulation de G par:

$G

def
=
[fR � QG �QG j R : G$Gg

En g�en�eral, une auto-bisimulation de G n'est pas forc�ement une �equivalence
sur QG. Cependant, d'apr�es la Proposition 2.2.1 si R : G$G alors la fermeture
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sym�etrique, transitive et r�e
exive de R est aussi une auto-bisimulation de G3, et
donc, $G est une �equivalence sur QG.

Si q1; q2 sont deux �etats d'un même graphe G, on dira qu'ils sont bisimilaires
(not�e q1$q2) si q1$Gq2. De même on dira que deux �etats q1 2 Q1; q2 2 Q2 de deux
graphes di��erents G1 et G2 sont bisimilaires si ils sont bisimilaires dans G1 � G2.
Par cons�equent, pour tous S1; S2 2 ST, on a

R : S1$S2 ssi rS1$GS1�GS2 rS2 ;

qui montre que $ est une relation d'�equivalence sur ST.
La d�e�nition ci-dessus nous autorise, sans perdre de g�en�eralit�e, �a exprimer les

relations d'�equivalences soit entre les �etats d'un graphe, pouvant être compris comme
la somme de deux graphes, soit entre deux graphes distincts. Suivant le contexte,
pour faciliter la lecture, nous adopterons l'un ou l'autre de ces points de vue.

Remarque 1 Dans ST, Chaque classe d'�equivalence modulo bisimulation poss�ede
des repr�esentants canoniques. Nous ne rentrons pas dans les d�etails, et nous ren-
voyons par exemple �a [AD89].

La bisimulation forte peut aussi être vue comme une relations entre les chemins

dans un graphe. Formellement, si � = q0
a1! q1

a2! q2 : : : qn : : : et �0 = q00
a0
1! q01

a0
2!

q02 : : : q
0
n : : : sont deux chemins de même longueur dans un graphe G, on dit que �

et �0 sont bisimilaires, not�e �$�0, si qi$q0i et ai = a0i pour tout i.

Soit G 2 G, q; q0 2 QS. Si q$q0, alors pour tout chemin � 2 �(q), on peut
construire pas �a pas un chemin �0 2 �(q0) tel que �$�0.

Corollaire 2.2.2 Pour tous S; S0 2 ST,

S$S0 implique S �Tr S
0

La r�eciproque est �evidemment fausse, voir l'Exemple 2.

2.2.1 Propri�et�es de congruence de la bisimulation (forte)

Comme nous l'avons d�ej�a dit dans notre introduction, la bisimulation est com-
positionnelle pour une large classe de combinateurs de programmes, voir [Sim85]
et [GV88]. Plus pr�ecis�ement, la bisimulation est une congruence pour tous les com-
binateurs dont la s�emantique op�erationnelle est d�ecrite au moyen de r�egles SOS
�a la Plokin qui respectent un format syntaxique appel�e format tyft. En consi-
d�erant l'exemple particulier d'un sous-langage L du langage CCS de Milner (avec
les op�erations de pr�e�xage, de composition parall�ele asynchrone et de choix non-
d�eterministe), nous �enon�cons la compatibilit�e de l'�egalit�e s�emantique induite par

3voir aussi [Sif83] pour une g�en�eralisation des propri�et�es alg�ebriques des relations de simulation.



28 Chapitre 2. Equivalences comportementales

la bisimulation vis �a vis du combinateur de mise en parall�ele de CCS, puis nous
d�e�nissons formellement le format tyft de [GV88].

Le langage L est d�e�ni par la grammaire suivante : soit Act un ensemble de
noms d'actions, et nil une constante particuli�ere n'appartenant pas �a Act.

L(2 p; q) ::= nilja(p)jp+ qjp jj q
o�u a 2 Act.

La d�e�nition op�erationnelle de L est donn�ee par les r�egles conditionnelles suiv-
antes (il y a une r�egle pour chaque a 2 Act):

(pr�e�xage) a(p)
a! p

(choix non d�eterministe)
p

a! p0

p + q
a! p0

q
a! q0

p + q
a! q0

(composition parall�ele)
p

a! p0

p jj q a! p0 jj q
q

a! q0

p jj q a! p jj q0

Ces r�egles d�e�nissent les transitions d'un terme de L en fonction des transitions pos-
sibles de ses sous-termes. C'est en ce sens qu'elles sont conditionnelles. L'expression
p

a! p0 se lit \le programme p peut e�ectuer l'action a et apr�es ex�ecution de cette
action, il se comporte comme le programme p0". Par exemple, la premi�ere r�egle de
composition parall�ele se lit \si un programme p peut e�ectuer une action a et devenir
le programme p0, alors la composition parall�ele de ce programme p et de n'importe
quel autre programme q peut e�ectuer cette même action a et se transformer en
p0 jj q". L'expression p

a! p0 est appel�ee la pr�emisse (ou encore condition) de la
r�egle, et l'expression p jj q a! p0 jj q sa conclusion.

On peut associer au langage L un graphe d'�etats GL �etiquet�e sur Act d�e�ni par :

� l'ensemble des �etats de GL est l'ensemble des termes du langage L,
� la relation de transition dans GL est l'ensemble des transitions q

a! q0, o�u
a 2 Act et q; q0 2 L, que l'on peut prouver en utilisant les r�egles op�era-
tionnelles de pr�e�xage, de choix non-d�eterministe et de composition parall�ele.

Il est alors facile d'associer �a chaque terme p 2 L un ST, ST (p)
def
= (GL; p).

Consid�erons l'�egalit�e s�emantique des programmes de L bas�ee sur la bisimulation
forte, c-�a-d. deux programmes p1 et p2 de L sont dits \�egaux" ssi ST (p1)$ST (p2),
ce que nous notons p1$p2. Cette �egalit�e s�emantique est compositionnelle pour le
combinateur de programmes jj , i.e. pour tout q 2 L,

p1$p2 implique (p1 jj q)$(p2 jj q)
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Ce type de r�esultat est tr�es classique : en utilisant qu'il existe une bisimula-
tion R : ST (p1)$ST (p2), on montre qu'il existe R0 : ST (p1 jj q)$ST (p2 jj q), en
raisonnant sur les transitions possibles des programmes p1 jj q et p2 jj q, qui sont
compl�etement d�ecrites par les r�egles de composition parall�ele.
Cette technique de preuve s'applique aussi aux autres combinateurs de programmes
de L, ainsi qu'�a tous les op�erateurs du langage CCS.
Comme l'on montr�e [GV88] (voir aussi la version journal [GV92]), ces preuves se
g�en�eralisent �a une large classe de combinateurs de programmes (contenant �evidem-
ment les combinateurs de CCS) : il su�t que ces combinateurs soient d�ecrits au
moyen de r�egles SOS �a la Plotkin respectant le format tyft que nous d�e�nissons
formellement dans la suite.

Nous supposons donn�e un ensemble (d�enombrable) X de variables, d'�el�ements
typiques x; y; x1; y1; : : :.

Notations 2 Soit une signature (�a une sorte) � = (F;r) o�u F est un ensemble
de noms de fonctions disjoint de X, et r : F ! N est l'arit�e des noms de fonctions
de F .

� T� d�enote l'ensemble des termes clos (i.e. ne contenant pas de variable) sur
la signature �.

� Nous notons T�(X)
def
= T�[X l'ensemble des termes sur � pouvant contenir

des variables de X.

� Si t 2 T�(X), V ar(t) � X d�enote l'ensemble des variables qui apparaissent
dans le terme t.

De fa�con g�en�erale, on peut montrer que pour une tr�es large classe d'ensembles
de r�egles SOS, il est possible de d�eriver un graphe (d'�etats). Nous appelons ici
de tels ensembles de r�egles des sp�eci�cations de graphe (voir aussi la terminologie
sp�eci�cation de syst�emes de transitions dans [GV88]). Comme l'ont �etudi�e [GV88] et
[Gro90], les sp�eci�cations utilisant des r�egles SOS contenant des pr�emisses n�egatives,
comme on le trouve dans le format ntyxt=ntyft de [Gro90] ou encore dans le format
GSOS de [BIM88], posent de s�erieux probl�emes pour montrer l'existence d'un ST
canonique associ�e �a cette sp�eci�cation.

Dans notre th�ese nous ne consid�erons que des r�egles sans pr�emisses n�egatives.

D�e�nition 2.2.3 (Sp�eci�cation de graphe (d'�etats)) Une sp�eci�cation de
graphe (d'�etats) (SG) est une structure P = (�; A;R) o�u

� � est une signature,

� A est un ensemble de noms d'actions,
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� R est un ensemble de r�egles de la forme

fti ai! t0i j i 2 Ig
t

a! t0

o�u I est un ensemble �ni, ti; t0i; t; t
0 2 T�(X), a; ai 2 A.

Les expressions ti
ai! t0i s'appellent les pr�emisses de la r�egle, et t

a! t0 sa conclusion.
Les r�egles sans pr�emisses sont appel�ees des axiomes.

Nous supposons connue la notion de preuve d'une transition t
a! t0 (o�u t et t0

sont des termes clos) �a partir de P : la preuve est bas�ee sur les r�egles de R et sur
des instantiations des variables qui apparaissent dans ces r�egles.
Classiquement, nous notons P ` t

a! t0 si il existe une preuve de la transition t
a! t0.

Nous �etendons canoniquement le sens de l'expression P ` : : : �a toute s�equence de
transitions de la forme t

a1! t1
a2! : : :.

Soit P = (�; A;R) une SG. Le graphe d'�etats sp�eci��e par P est le graphe d'�etats
�etiquet�e sur A, not�e G(P ), d'ensemble d'�etats T� et de relation de transition !P�
T� �A� T� d�e�nie par : pour tous t; t0 2 T�,

t
a!P t0 i� P ` t

a! t0

Dans la suite, nous �ecrivons plus simplement! au lieu de !P .
Ainsi, �a tout terme t0 2 T� on associe le ST, not�e ST (t0), de graphe d'�etats G(P ) et
d'�etat initial t0. Clairement, si � est une ex�ecution dans G(P ) partant de t0, alors,
par d�e�nition des transitions dans G(P ), il existe une preuve de �. Cette preuve
est in�nie si � est in�nie.

Les travaux de [GV88] ont mis en �evidence un crit�ere syntaxique sur les r�egles
d'une SG, appel�e format tyft (pur) qui permet d'�enoncer :

Th�eor�eme 2.2.3 [GV88] Si P = (�; A;R) est une SG en format tyft, alors la
bisimulation forte est une congruence pour tous les noms de fonctions, i.e. pour tout
f 2 F et tous termes clos ui; vi 2 T� (1 � i � r(f)),

8i; ui$G(P )vi impliquent f(u1; : : : ; un)$G(P )f(v1; : : : ; vn)

Nous d�e�nissons formellement le format tyft de la fa�con suivante :

D�e�nition 2.2.4 Une r�egle est en format tyft si elle est de la forme :

fti ai! yi j i 2 Ig
f(x1; : : : ; xn)

a! t

o�u I est un ensemble �ni d'indices, xj(1 � j � n); yi(i 2 I) sont des variables
distinctes, a; ai 2 A, ti; t 2 T�(X).
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On remarquera en particulier que les r�egles de CCS sont toutes de ce format. Il
est important de mentionner que [GV92] ne se restreignent pas �a un ensemble de
pr�emisses �nies, mais autorisent un ensemble I in�ni.

Il faut cependant rajouter quelques contraintes syntaxiques sur les r�egles en for-
mat tyft pour ne d�e�nir que des combinateurs compatibles avec la bisimulation. Ces
contraintes sont en particulier respect�ees par les r�egles de CCS :

Nous notons V ar(r) l'ensemble des variables qui apparaissent dans la r�egle r.
Une variable dans V ar(r) est libre si elle n'apparâ�t pas dans le membre gauche de
la conclusion de r ou dans le membre droit d'une pr�emisse de r.

L'Exemple 3, tir�e de [GV88], est un exemple de r�egle dite circulaire dans laquelle
y1 d�epend de y2 et r�eciproquement. [GV88] excluent de telles r�egles pour lesquelles
l'existence d'un ST canonique (en accord avec un ensemble de r�egles donn�e) est
di�cile �a prouver.

Exemple 3 Circularit�e.

f(x; y2)
a! y1 g(x0; y1)

b! y2

x
c! x0

Dans [GV88], la circularit�e d'une r�egle est d�e�nie par le biais du graphe de
d�ependance de celle-ci. Nous d�e�nissons formellement cette notion qui nous servira
aussi au Chapitre 4.

Pour t
a! t0 une transition dans G(P ), nous notons V ar(t

a! t0) l`ensemble de
variables V ar(t) [ V ar(t0). La D�e�nition 2.2.5 est extraite de [GV88].

x y1 y2 x0

Figure 2.3: Un exemple de graphe de d�ependance de r�egle SOS

D�e�nition 2.2.5 (Graphe de d�ependance et Circularit�e) Soit P = (�; A;R)

une SG et soit S
def
= fti a! t0iji 2 Ig l'ensemble des transitions dans G(P ). Le graphe

de d�ependance de S est le graphe (dirig�e, non �etiquet�e) dont l'ensemble des �etats
est

S
i2I V ar(ti

a! t0i) et l'ensemble des transitions est donn�e par x ! y si il existe
un i 2 I tel que x 2 V ar(ti) et y 2 V ar(t0i).

Un ensemble de transitions est circulaire si son graphe de d�ependance contient
un cycle.

Une r�egles est circulaire si l'ensemble de ses pr�emisses est circulaire.
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Un ensemble de r�egles est circulaire si une des r�egles est circulaire.
En�n, une SG est circulaire si l'ensemble de ses r�egles est circulaire.

La Figure 2.3 repr�esente le graphe de d�ependance de la r�egle de l'Exemple 3.

D�e�nition 2.2.6 (SG en format tyft) Une SG P = (�; A;R) est en format
tyft si pour toute r 2 R, r est une r�egle en format tyftet r est pure, c-�a-d. r ne
contient pas de variable libre et n'est pas circulaire.

Au Chapitre 4, nous proposons une sous-classe syntaxique du format tyft, peu
restrictive dans la mesure o�u l'on peut encore exprimer tous les combinateurs de
CCS. Ce format est appel�e tyft sans copie ou plus simplement sans copie. Nous
montrons que cette restriction syntaxique est r�eelle au sens o�u la congruence de
trace induite par les contextes tyft est strictement plus �ne que celle induite par les
contextes sans copie.

2.3 D�e�nition par point-�xe de la bisimulation (forte)

La bisimulation forte de la D�e�nition 2.2.1 peut être caract�eris�ee comme un point-
�xe. Nous adoptons les notations de [Mil88].

Soit G = (Q;!) 2 G. On note (2Q�Q;�) le treillis complet des relations de Q
dans Q et ordonn�e par l'inclusion. Nous d�e�nissons F : 2Q�Q ! 2Q�Q par :
q1F(R)q2 ssi pour tout a 2 A,

1. si q1
a! q01, alors il existe q2

a! q02 telle que q
0
1Rq

0
2, et

2. si q2
a! q02, alors il existe q1

a! q01 telle que q
0
1Rq

0
2.

La D�e�nition 2.2.1 exprime qu'une auto-bisimulation R de G v�eri�e R � F(R).
Il est facile de v�eri�er que la fonction F est monotone (i.e.R1 � R2 implique F(R1) �
F(R2)); la plus grande relation R telle que R � F(R) est donc

[fRjR � F(R)g
autrement dit, d'apr�es le Th�eor�eme de Tarski [Tar55], le plus grand point-�xe de
F .

Par cons�equent, si pgpf f d�enote le plus grand point �xe d'une application f ,
alors

$G = pgpfF
On peut �egalement d�e�nir une fonction G : 2Q�Q ! 2Q�Q en �etendant la relation

! aux mots de A� dans les clauses 1: et 2: de la d�e�nition de F . Cette fonction
G nous servira �a comparer la bisimulation forte �a une variante de l'�equivalence
observationnelle d�e�nie en Section 2.4. On peut montrer que G admet des propri�et�es
similaires �a F et que
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$G = pgpfG
Dans [HM85], il est montr�e que si le graphe G est �a b.f. alors la transformation

F est \-continue. Ce r�esultat se d�emontre aussi pour G, car la propri�et�e d'être
�a b.f. reste vraie lorsque la relation de transition est �etendue aux mots de A�.
Nous rappelons qu'une fonction f est \-continue si pour toute suite d�ecroissante
R0 � R1 � : : : Rn : : :,

f(
\

i<!

Ri) =
\

i<!

f(Ri)

Dans la section suivante, nous pr�esentons l'�equivalence observationnelle telle
que [Mil80] l'a d�e�nie, ainsi qu'une variante, que nous comparons �a la bisimulation.

2.4 Equivalences projectives

Les �equivalences projectives que sont l'�equivalence simple et l'�equivalence double,
sont aussi bas�ees sur un principe de simulation entre les syst�emes. La premi�ere est
l'�equivalence observationnelle de Milner [Mil80] ; la seconde en est une variante.
Les d�e�nitions et les r�esultats sont extraits de [SP90].

D�e�nition 2.4.1 (�Equivalence simple) Soit G = (Q;!) 2 G. On d�e�nit les
relations �n� QG �QG pour n < ! par:

� q1 �0 q2 pour tous q1; q2 2 Q,

� q1 �n+1 q2 ssi

{ pour tout q1
a! q01, il existe q2

a! q02 tel que q01 �n q
0
2,

{ et r�eciproquement, pour tout q2
a! q02, il existe q1

a! q01 tel que q01 �n q
0
2.

On d�e�nit � par

� q1 � q2 ssi q1 �n q2 pour tout n < !.

Les relations �n sont des �equivalences sur Q.
Si S1; S2 2 ST, on pose

S1 �n S2
def, rS1 �n rS2 dans GS1 �GS2

S1 � S2
def, rS1 � rS2 dans GS1 �GS2

Intuitivement, l'�equivalence � de la D�e�nition 2.4.1 distingue deux �etats q1 et q2
s'ils peuvent être distingu�es �a un niveau n �ni, e.g. si q1 peut e�ectuer une transition
q1

a! q01 et si q01 est distingu�e au niveau n � 1 de tous les a-successeurs de q2. En
particulier, �1 distingue des �etats �a partir desquels il n'est pas possible d'ex�ecuter
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les mêmes actions.

Une variante imm�ediate de l'�equivalence simple peut être propos�ee en consi-
d�erant la relation de transition �etendue aux mots dans la D�e�nition 2.4.1.

D�e�nition 2.4.2 (�Equivalence double)
Soit G = (Q;!) 2 G. On d�e�nit les relations �n pour n < ! par:

� q1 �0 q2 pour tous q1; q2 2 Q,

� q1 �n+1 q2 ssi
- pour tout q1

w! q01 (o�u w 2 A�), il existe q2
w! q02 tel que q01 �n q

0
2

- et r�eciproquement, pour tout q2
w! q02 (o�u w 2 A�), il existe q1

w! q01 tel que
q01 �n q

0
2.

On d�e�nit � par

� q1 � q2 ssi q1 �n q2 pour tout n < !.

De même que �, la relation � d�e�nie une �equivalence entre les �etats d'un graphe,
et peut être �etendue de la même fa�con en une �equivalence sur ST par :

S1 � S2
def, rS1 � rS2 dans GS1 �GS2

Comme l'�equivalence simple, l'�equivalence double distingue deux �etats q1 et q2
s'ils sont distingu�es �a un niveau �ni, mais la notion de niveau change. Ici, deux
�etats q1 et q2 sont �equivalents au niveau n si ils ont les mêmes pr�e�xes de traces
et si pour chaque mot w qui soit un pr�e�xe �ni d'une trace partant de q1, et pour
tout w-successeur q01 de q1, on peut trouver un w-successeur de q2 �equivalent �a q01
au niveau n� 1.

Nous verrons dans la Section 2.5 que � est plus �ne que �.

La bisimulation forte est en g�en�eral plus �ne que ses deux variantes � et � que
nous venons de pr�esenter. C'est ce que nous rappelons dans la section qui suit.

2.5 Bisimulation et �equivalences projectives

Nous �etudions les liens entre la bisimulation et les �equivalences projectives de la
Section 2.4. Elles co��ncident dans les classes Gbf des graphes �a b.f. Les r�esultats
qui relient ces �equivalences sont classiques, nous renvoyons par exemple �a [Mil88]:

Proposition 2.5.1 Pour tous S1; S2 2 G, on a

S1$S2 ) S1 � S2 ) S1 � S2 (2:1)

si de plus S1; S2 2 Gbf ,

S1 � S2 , S1 � S2 , S1$S2 (2:2)
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Preuve D'apr�es les D�e�nitions 2.4.1 et 2.4.2, si S1 � S2, alors S1 � S2.

Soit G 2 G. Nous utilisons les assertions suivantes :

(1) Pour tout n;$G = Fn($G)
(2) �= T

n<! Fn(Q�Q)
(3) �= T

n<! Gn(Q�Q)
(4) Si G 2 Gbf ;F et G sont \-continues.

L'assertion (1) se justi�e par le fait que$G = pgpfF . (2) et (3) sont respectivement
les d�e�nitions de � et �. Nous renvoyons �a [HM85] pour le point (4).

Les points (1) et (3) montrent que si q$q0, alors q � q0.
Supposons maintenant G 2 Gbf . D'apr�es (4) F est \-continue, et donc �=

\n<!Fn(Q� Q) = F(
T
n<! Fn(Q�Q)) = F(�). D'apr�es le Th�eor�eme de Kleene,

� est le plus grand point-�xe de F , c-�a-d. $G, ce qui prouve le Point (2.2) de la
proposition.

Remarque 2 � Il existe une autre preuve du Point (2.2) de la Proposition 2.5.1,
propos�ee dans [BBK87], n'utilisant pas la d�e�nition par point-�xe de $. Dans
ce même article, il est montr�e que le Point (2.2) reste vrai lorsque l'un des
deux graphes seulement est �a b.f.

L'hypoth�ese de graphes �a b.f. est fondamentale pour montrer que les �equiva-
lences $, � et � co��ncident. En e�et, consid�erons l'exemple d�esormais classique
de la Figure 2.4 : S1 et S2 ne sont pas bisimilaires puisqu'ils n'ont pas les mêmes
traces (S2 admet la trace in�nie a!, ce qui n'est pas le cas pour S1). En revanche,
S1 � S2. Il su�t de remarquer que la branche a! de S2 peut être simul�ee �a chaque
niveau n par une des branches de S1.

L'�equivalence double � ne co��ncide pas non plus avec$ lorsque les graphes sont
�a b.i. Le premier contre-exemple propos�e se trouve dans [San82] page 117 et reste
tr�es compliqu�e. Nous renvoyons au Chapitre 4 qui propose un cadre plus simple
pour �etablir ce r�esultat.

2.6 Bisimulations modulo �

Dans les syst�emes que nous avons consid�er�es jusqu'�a pr�esent, une transition ne peut
avoir lieu sans être observ�ee.

Nous introduisons dans cette section le concept classique d'action invisible de
l'ext�erieur (ou encore d'action \silencieuse")4. Par exemple, dans l'alg�ebre de pro-
cessus ACP� de [BK85], l'abstraction apparâ�t par le renommage des actions en une

4Nous traiterons �egalement l'introduction d'actions invisibles dans les structures d'�ev�enements, voir la
Partie 2.
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Figure 2.4: S1 � S2 mais S1 6 $S2.

action silencieuse appel�ee � . Dans le calcul CCS de Milner [Mil81], la transition si-
lencieuse r�esulte de la synchronisation dans la communication des processus.

Pour cela nous ajoutons �a l'alphabet d'actions A un �el�ement particulier � pour
d�enoter les actions invisibles5.

Nous notons A� = f�; : : :g l'ensemble A [ f�g et nous consid�erons dans la suite
de ce chapitre la classe des graphes (resp. ST) sur l'ensemble d'actions A� , que nous
notons encore G (resp. ST).

Nous supposons donn�e un �el�ement � 62 A� , et nous notons A� l'ensembleA[f�g.
Les �el�ement typiques de A� seront not�es �; �

0; : : :
Soit G 2 G. Pour tout � 2 A� nous notons q

�) q0 lorsqu'il existe n;m � 0 tels

que q
�n��m! q0. Intuitivement, une transition

�) permet d'absorber un nombre �ni

de � avant ou apr�es ex�ecution de l'action �; nous �ecrivons q
�) q0 lorsque q

�n! q0

pour n � 0.

5Il est clair qu'il n'est pas n�ecessaire d'introduire une constante pour chaque action invisible, voir [Mil81].
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L'introduction du � , c-�a-d. des action silencieuses, dans les mod�eles conduit
naturellement �a d�e�nir de nouvelles �equivalences comportementales.

2.6.1 � -bisimulation, �equivalence observationnelle

La � -bisimulation de [BK85] (ou encore �equivalence observationnelle de Milner) est
une bisimulation qui prend en compte l'invisibilit�e de certaines des actions. Pour

cela, on d�e�nit sa propri�et�e de transfert pour les relations de transition
�), o�u � 2 A�

au lieu de
�!, o�u � 2 A� , comme pour la bisimulation forte.

D�e�nition 2.6.1 (�-bisimulation) Etant donn�e G 2 G, une relation R �
QG �QG est une � -bisimulation de G, not�e R : G$�G, ssi pour tous q1Rq2,

1. pour toute transition q1
�) q0

1, il existe un �etat q0
2 de G2 tel que q2

�) q0
2 et

q0
1Rq

0
2,

2. r�eciproquement, pour toute transition q2
�) q0

2, il existe un �etat q0
1 de G1 tel

que q1
�) q0

1 et q0
1Rq

0
2.

Une � -bisimulation entre S1 et S2 (2 ST) est une relation R telle que :

� R : GS1 �GS2$�GS1 �GS2 , et

� rS1RrS2 ,

ce que nous notons R : S1$�S2. Nous notons S1$�S2 si il existe une relation R
telle que R : S1$�S2.

Des propri�et�es analogues �a celles de la Proposition 2.2.1 sont faciles �a obtenir ; il
existe toujours une plus grande � -bisimulation entre les �etats d'un graphe G donn�e.
Cette � -bisimulation est une �equivalence sur les �etats de G, ce qui garantit que $�

est une relation �equivalence sur la classe ST.

La d�e�nition de $� est clairement moins stricte que celle de $ puisque nous
exigeons simplement d'une action � qu'elle soit simul�ee par z�ero ou plusieurs actions
� (alors que pour $ chaque action � 2 A� doit être simul�ee par exactement une
action � même si il s'agit d'un � ). Remarquons que si G ne contient pas de � -
transition, R : G$�G ssi R : G$G.

Exemple 4 La Figure 2.5 nous montre deux ST � -bisimilaires. En e�et, il su�t
de v�eri�er que la transition q

a! q0 de S2 est peut être imit�ee dans S1, puisque c'est
la seule di��erence entre les deux graphes. Clairement, cette transition est imit�ee
dans S1 par la suite de transitions p

�a! p0, et on a bien p0 bisimilaire �a q0 puisque
ces deux �etats sont terminals.

Comme le souligne [GW89a], la � -bisimulation ne pr�eserve pas la structure ar-
borescente des syst�emes. C'est la raison pour laquelle la branching bisimulation a
�et�e propos�ee.

La section qui suit indique les bisimulation \avec �" les plus connues.



38 Chapitre 2. Equivalences comportementales

ττ

S1 S2

a

b

a

b

a

q

q0

p

p0

p1

Figure 2.5: Un exemple de � -bisimulation.

2.6.2 Bisimulations modulo �

Les bisimulations modulo � propos�ees dans la litt�erature sont les suivantes :

� La tau-bisimulation, ou encore �equivalence observationnelle de [Mil80] et [BK85],

� La branching bisimulation [GW89a], que nous notons $b,

� La �-bisimulation [BG87],

� La �-bisimulation [Wei89] ou delay-bisimulation [Wal88], d�ej�a consid�er�ee dans [Mil81].

� La quasi-branching bisimulation de [Che92b].

Nous renvoyons �a [Wei89] pour une comparaison exhaustive des bisimulations
modulo � .
Cependant, nous d�e�nissons formellement la branching bisimulation de [GW89a] qui
nous servira au Chapitre 9.

D�e�nition 2.6.2 (Branching bisimulation) Etant donn�e G 2 G, une relation
sym�etrique R � Q�Q est une branching bisimulation de G, not�ee R : G$bG, ssi

pour tous q1Rq2, si q1
�! q0

1, alors

1. � = � et q0
1Rq2, ou

2. il existe q2
�) p2

�! q0
2 tels que q1Rp2 et q0

1Rq
0
2.
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Soient S1; S2 2 ST. On pose R : S1$bS2 ssi :

� R : GS1 �GS2$bGS1 �GS2 , et

� rS1RrS2 .

On note S1$bS2 lorsque qu'il existe R : S1$bS2.

L'�equivalence $b induit une �equivalence sur ST, et il existe toujours une plus
grande branching bisimulation.

Intuitivement, cette �equivalence autorise d'imiter une transition visible, �etiquet�ee
par exemple par a, par une suite de transitions comprenant d'abord un nombre
�ni de � -transitions (�eventuellement aucune) puis une a-transition. La di��erence
majeure avec la � -bisimulation est que l'�etat que l'on atteint juste avant d'imiter
l'action a (dans la D�e�nition 2.6.2, il s'agit de l'�etat p2) doit être bisimilaire �a l'�etat
de d�epart. En fait, on montre facilement que lors de l'ex�ecution des � -transitions
qui pr�ec�edent la a-transition, les �etats interm�ediaires sont tous �equivalents en terme
de leur branchement, d'o�u la terminologie \branching".

Exemple 5 Dans la Figure 2.5, S1 6$bS2. En e�et, pour imiter la transition q
a! q0

de S2, le syst�eme S1 passe par l'�etat interm�ediaire p1 ; mais p1 n'est pas �equivalent
�a q puisque seul q admet un b-successeur.





Chapitre 3

Equivalences logiques

Comme l'a soulign�e Pnueli dans [Pnu77], les logiques temporelles, et plus g�en�erale-
ment les logiques modales constituent un formalisme appropri�e pour exprimer les
propri�et�es des syst�emes r�eactifs (voir p. ex. [MP92] pour une synth�ese). [Lam83] fait
remarquer qu'une propri�et�e exprim�ee en logique temporelle a un sens �a n'importe
quel niveau d'abstraction sur le programme.

Dans cette th�ese, nous nous int�eressons aux logiques modales et temporelles en
temps que langages de description de propri�et�es comportementales des syst�emes, la
notion de comportement �etant induite par l'�equivalence s�emantique, dans notre cas
la bisimulation. L'approche classique pour montrer qu'un langage logique donn�e
exprime des propri�et�es comportementales consiste �a comparer l'�equivalence s�eman-
tique �a l'�equivalence induite par la logique, que l'on appelle plus simplement �equiva-
lence logique dans la suite (Nous rappelons que deux syst�emes sont �equivalents pour
la logique s'ils satisfont les mêmes formules. Voir la Section 3.3 pour les d�e�nitions
formelles). Selon les r�esultats de cette comparaison on peut en d�eduire l'int�erêt
d'utiliser ce langage de propri�et�es : par exemple, si on montre que l'�equivalence
s�emantique \implique" l'�equivalence logique, nous sommes certains que les formules
de la logique expriment bien les propri�et�es comportementales des syst�emes. On dit
que la logique est compatible avec la s�emantique. Si ce n'est pas le cas, la logique
est trop expressive, c-�a-d. qu'elle permet de \parler" de certaines di��erences entre

41
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les syst�emes que l'on a d�eclar�es super
ues par la s�emantique.
Ou encore, si les deux �equivalences co��ncident, la logique est su�samment ex-

pressive pour distinguer deux syst�emes dont les comportements di��erent. On dit
alors que la logique est ad�equate pour la s�emantique ou encore que la logique carac-
t�erise l'�equivalence s�emantique (voir [Pnu85] par exemple). On peut alors expliquer
dans la logique pourquoi deux programmes ne sont pas s�emantiquement �egaux (voir
p. ex. les travaux de [Cle90], [Hil87]).

3.1 La logique HML

Dans cette section, nous pr�esentons la logique modale HML introduite par Hen-
nessy et Milner dans [HM80], ainsi que sa version pour la pr�esence d'actions silen-
cieuses, HML� . Puis nous d�e�nissons l'�equivalence logique induite par HML, et
nous rappelons ses liens avec l'�equivalence s�emantique de bisimulation forte.

3.1.1 Syntaxe de HML

Nous supposons donn�e un ensemble A = fa; : : :g de noms d'actions.

D�e�nition 3.1.1 (Syntaxe de HML) Les formules de HML sont donn�ees par
la grammaire suivante :

'; (2 HML) ::= > j :' j ' ^  j hai'
o�u a 2 A.

L'ensemble des formules de HML est strati��e en fonction de la profondeur d(')
des formules, suivant la d�e�nition inductive :

d(>) = 0 d(:') = d(')
d(' ^  ) = max(d('); d( )) d(hai') = d(') + 1

Par exemple, d(hai(hbi> _ hci>)) = 2. Intuitivement, la profondeur de ' est
d�e�nie comme le nombre maximum d'embô�tements de modalit�es de la forme h:i
dans '.

Nous noterons HMLn l'ensemble des formules de HML de profondeur au plus

�egale �a n, i.e. HMLn
def
= f' 2 HMLjd(') � ng.

3.1.2 S�emantique de HML

Une formule deHML s'interpr�ete sur les �etats dans un graphe �etiquet�e sur l'alphabet
d'actions A. C'est donc une logique \du temps arborescent" au sens de [Lam80],
on dit aussi logique d'�etats.
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HML contient les connecteurs standards de la logique propositionnelle: > corre-
spond �a la proposition \vrai", : �a la n�egation et ^ �a la conjonction. Les op�erateurs
modaux sont les hai, o�u a 2 A dont voici la s�emantique informelle: la formule hai'
est vraie d'un �etat q 2 Q si il existe un a-successeur de q dans lequel la formule '
est vraie.

Formellement, �etant donn�e G = (Q;A;!) 2 G, nous d�e�nissons une relation de
satisfaction j=G� Q�HML. On �ecrit q j=G ' (ou q j= ' lorsqueG est sous-entendu)
et on dit \q satisfait la formule '" ou encore que \la formule ' est vraie dans l'�etat
q". La d�e�nition de j=G se fait par induction sur la structure des formules :

D�e�nition 3.1.2 (S�emantique de HML) Pour tous q 2 Q et '; 2 HML,

� q j=G > toujours,

� q j=G ' ^  ssi q j=G ' et q j=G  

� q j=G :' ssi q 6j=G '

� q j=G hai' ssi il existe une transition dans G de la forme q
a! q0 telle que

q0 j=G '.

Pour tout S 2 ST , on d�erive une notion de \S satisfait '", not�e S j= ', par

S j= '
def, rS j=GS '

Notations 3

� ' _  def
= :(:' ^ : ) est la disjonction entre les formules ' et  .

� Pour tout a 2 A, [a]' def
= :hai:' est l'op�erateur dual de hai. Un �etat satisfait

[a]' si tous ses a-successeurs satisfont '.

Exemple 6 Les ST de la Figure 2.1 ne satisfont pas les mêmes formules de HML.

En e�et, soit '
def
= hai:(hbi> ^ hci>), alors S2 j= ' mais S1 6j= '. La formule '

exprime qu'il existe une a-transition atteignant un �etat qui n'a pas �a la fois un
b-successeur et un c-successeur.

3.2 La logique HML�

On �etend naturellement la d�e�nition deHML en incluant l'action silencieuse � dans
le comportement. La logique obtenue, not�ee HML� , a la syntaxe suivante :

'; (2 HML� ) ::= > j :' j ' ^  j h�i'
o�u � 2 A�.

Les modalit�es h�i sont interpr�et�ees modulo � . Formellement :

q j=G h�i' 2 HML� ssi il existe une transition q
�) q0 telle que q0 j=G '
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3.3 Equivalence induite par une logique

Etant donn�ee une logique d'�etats L, G = (Q;!) 2 G, q 2 Q, on d�e�nit la L-th�eorie
de q par

ThL(q) def
= f' 2 L j q j= 'g

Toute logique d'�etats L d�e�nit alors une �equivalence sur les �etats de G par : deux
�etats sont �equivalents ssi ils ont la même L-th�eorie, c-�a-d. s'ils satisfont exactement
le même ensemble de formules de L1.

Formellement, cette �equivalence, appel�ee L-�equivalence, est d�e�nie par

q1 �L q2
def, ThL(q1) = ThL(q2)

Nous �etendons �a tout sous-ensemble de formules � � L, la d�e�nition de �L par

q1 �� q2
def, pour toute ' 2 �(q1 j= ' ssi q2 j= ')

Lorsque � est un singleton f'g, nous �ecrivons plus simplement �' au lieu de
�f'g.

3.4 Caract�erisation logique de la bisimulation

Les premiers travaux portant sur la comparaison d'une �equivalence induite par une
logique modale avec une �equivalence comportementale se trouvent dans [HM80] et
�etudient pr�ecis�ement le cas de la bisimulation forte et de l'�equivalence induite par
HML. Nous en rappelons les r�esultats.

Th�eor�eme 3.4.1 [HM80] Pour tout G = (Q;!) 2 Gbf , et tous �etats q1; q2 2 Q,

q1$q2 ssi q1 �HML q2

Preuve Nous adoptons la preuve de [HM85] qui est bas�ee sur le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 3.4.2 [HM85] Pour tout ST G = (Q;!) 2 Gbf et �etats q; q0 2 Q,

q �n q
0 ssi q �HMLn q

0 (3:3)

Preuve La preuve se fait par induction sur n. Dans cette preuve, on notera Thn(q)
au lieu de ThHMLn(q) pour plus de lisibilit�e.

� n = 0 : les seules formules de HML (aux op�erations bool�eennes pr�es) sont >
et :>. Ainsi, pour tous q; q0 2 Q, Th0(q) = Th0(q), et comme �0= Q�Q, la
Propri�et�e (3.3) est vraie pour n = 0.

1C'est la notion classique de structures \�el�ementairement �equivalentes" [Kei77]
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� q �n+1 q
0 implique Thn+1(q) = Thn+1(q0) : on montre par induction struc-

turelle sur les formules de ' 2 HMLn+1 que si q j= ', alors q0 j= '.

{ l'induction est claire si ' est de la forme : ou de la forme  1 ^  2.
{ pour le cas o�u ' = hai avec  2 HMLn. q j= ' signi�e qu'il existe q

a!
p tel que p j=  . Comme q �n+1 q

0, il existe (d'apr�es la D�e�nition 2.4.1)
q0 a! p0 tel que p �n p

0. Par hypoth�ese d'induction sur n, p �HMLn p
0;

par cons�equent p0 j=  , donc q0 j= '.

� q 6�n+1 q
0 implique Thn+1(q) 6= Thn+1(q0) : puisque q 6�n+1 q

0, on peut sup-
poser sans perdre de g�en�eralit�e, qu'il existe une transition q

a! p telle que pour
tout q0 a! p0, p0 6�n q

0. Puisque G est �a b.f. l'ensemble fp0jq0 a! p0g est �ni.
Notons le fp01; : : : ; p0kg. Par hypoth�ese d'induction sur n, Thn(p) 6= Thn(p0i)
pour i = 1; : : : k. Il existe donc f 1; : : : ;  kg � HMLn telles que p j=  i et

p0i 6j=  i pour tout i. Par cons�equent, la formule  
def
=  1^ : : :^ k est telle que

p j=  et p0i 6j=  pour tout i. Donc q j= hai et q0 6j= hai , pour une formule
 telle que d(hai ) � n+ 1; ce qui montre que Thn+1(q) 6= Thn+1(q0).

Le Th�eor�eme 3.4.2 montre que dans le cas b.f. � et�HML co��ncident. Le Th�eor�eme 3.4.1
d�ecoule alors de ce point et du point 2.2 de la Proposition 2.5.1.

Remarque 3 � L'hypoth�ese de branchement �ni n'intervient dans la preuve
du Th�eor�eme 3.4.1 que pour montrer que l'�equivalence HML implique �.
Nous verrons dans le Chapitre 4 les liens entre ces �equivalences (et des �equiv-
alences induites par des logiques plus riches que HML, e.g. CTL [CE81],
CTL� [EH86], L� [Koz83]) sans l'hypoth�ese de branchement �ni.

� Lorsque l'ensemble A des noms d'actions est �ni, on peut aussi montrer que
�HML et � co��ncident dans le cas b.i. Ce r�esultat est classique, nous ren-
voyons �a [HM85] pour sa preuve.

Il est clair que la preuve du Th�eor�eme 3.4.1 peut être adapt�ee pour la logique
HML� et la � -bisimulation. Ce r�esultat ne peut se montrer que dans le cas o�u les
graphes consid�er�es sont �a b.f. pour la relation ). Nous quali�ons de graphe

Th�eor�eme 3.4.3 [HM80] Pour tout G = (Q;!) tel que (Q;)) soit �a b.f. et
tous �etats q1; q2 2 Q,

q1$�q2 ssi q1 �HML� q2

Preuve Elle est similaire �a celle du Th�eor�eme 3.4.1.

Le Chapitre suivant est consacr�e �a l'�etude des liens entre la bisimulation forte
et des logiques (du temps arborescent) sans l'hypoth�ese de branchement �ni.





Chapitre 4

Etude du branchement in�ni

Nous �etudions �a pr�esent les liens entre les logiques du temps arborescent et la
bisimulation, dans le cadre g�en�eral des syst�emes �a branchement in�ni. Notre prin-
cipale motivation pour ce travail r�eside dans le fait que peu de travaux portent sur
l'utilisation des logiques pour les syst�emes �a b.i., alors que ces syst�emes sont tr�es
utiles, soit parce qu'ils existent d�ej�a avec leur non-d�eterminisme in�ni, soit parce
que le b.i. apparâ�t apr�es l'application d'une op�eration sur un syst�eme a b.f. (e.g. le
renommage), soit parce que le b.i. d�ecoule d'une abstraction que l'on veut faire sur
le syst�eme (e.g. lorsque l'on abstrait la valeur des message sur un canal), etc.

Dans le cas g�en�eral du b.i., les Th�eor�emes d'ad�equation 3.4.1 et 3.4.3 sont faux;
on conserve seulement la compatibilit�e de HML pour la bisimulation. Dans [BR83],
le cas de HML et d'autres logiques sont �etudi�es. Les contre-exemples pour prou-
ver que les logiques consid�er�ees ne sont pas ad�equates pour la bisimulation (mais
seulement compatibles) sont souvent compliqu�es et ad hoc.

Dans ce chapitre, nous proposons une m�ethode simple pour engendrer des contre-
exemples, eux-mêmes tr�es simples. Nous utilisons une classe particuli�ere de graphes
appel�es graphes ordinaux [Klo88]. Ces graphes sont �etiquet�es par une seule action
et leur relation de transition est transitive et bien fond�ee. Dans ce cadre, les classes
d'�equivalence modulo bisimulation sont r�eduites �a des singletons.

La classe de processus ordinaux contient une in�nit�e de mod�eles �a b.i. dont on
peut extraire les contre-exemples qui prouvent que les �equivalences induites par les

47
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logiques du temps arborescent sont plus faibles que la bisimulation.

Plus pr�ecis�ement, nous traitons le cas des �equivalences induites par les logiques
HML, CTL [CE81], CTL� [EH86] et le �-calcul [Koz83]. Pour les logiques HML
et CTL, le r�esultat est extrait de [SP90]. Pour le �-calcul, nous retrouvons les r�esul-
tats obtenus par [Her87]. Nous consid�erons �egalement la classe des logiques modales
C�TL de [BT85] qui contient la logique RTL (Regular Trace Logic) de Rounds et
Gurevich, ainsi que le fragment de RTL appel�e PDL (pour Propositional Dynamic
Logic) de [FL79] (la version propositionnelle de la Dynamic Logic de [Pra76]). Pour
ces logiques, nous montrons des r�esultats qui rejoignent les conclusions de [BR83]
et [BT85], �a savoir que PDL et la classe des logiques C�TL ne sont pas ad�equates
pour la bisimulation dans le cas b.i.

Certains des r�esultats de ce chapitre sont extraits de [Pin91] et [Pin92].

4.1 Les processus ordinaux

Nous supposons que le lecteur connait les ordinaux. Nous renvoyons par exemple �a
[Ros82].

Les Processus Ordinaux de Klop sont des ST �etiquet�es par une seule action (que
nous consid�erons �x�e pour la suite du chapitre). Nous rappelons leur d�e�nition ainsi
que leurs principales propri�et�es.

D�e�nition 4.1.1 (Graphes et Processus Ordinaux) A tout ordinal �, on

associe le graphe ordinal G�

def
= (�+ 1; >). Autrement dit, la relation de transition

de G� est d�e�nie par : pour tous �; � � � (i.e. �; � 2 � + 1), �! � ssi � > �.
On note GO la classe des graphes ordinaux.

Le processus ordinal associ�e �a � est le ST S�
def
= (G�; �). Nous notons PO la classe

des processus ordinaux.

Exemple 7 A l'ordinal 3 correspond le ST S3 = (f0; 1; 2; 3g;�; 3) dessin�e en Fig-
ure 4.1.

2 30 1

S3

Figure 4.1: Le processus ordinal S3
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A l'ordinal ! (premier ordinal in�ni) correspond le ST �a b.i. S!
def
= (f0; 1; : : :g[

f!g;�; !) dont la repr�esentation graphique est donn�ee en Figure 4.2.

n n+1

..... .....

.........

2 30 1

!

S!

Figure 4.2: Le processus ordinal x!
Il faut remarquer que d�es que � � !, le graphe G� est �a b.i. De plus, la relation

de transition de G� �etant l'ordre < sur les ordinaux � � �, on en d�eduit :

� ! est transitive, et

� il n'existe aucun chemin in�ni dans G� (puisque < est bien fond�ee).

Nous rappelons des ordinaux particuliers qui apparaissent dans nos r�esultats.

� ! � 2 d�enote l'ordinal ! +!, et plus g�en�eralement ! � n d�enote ! + : : :+ !, n
fois. Ces ordinaux sont tous d�enombrables.

� !2 est ! + : : :, ! fois, i.e. !2 =
S
n2! ! � n; il est d�enombrable.

� !1 est le plus petit ordinal non d�enombrable, i.e. !1 =
Sf�j� d�enombrableg

4.2 Notion de pouvoir de distinction

A toute relation d'�equivalence� sur la classe PO des processus ordinaux, on associe
un ordinal appel�e pouvoir de distinction de �. D'une certaine fa�con, cet ordinal
mesure l'�equivalence �.

D�e�nition 4.2.1 (Pouvoir de distinction) Soit � une relation d'�equivalence
sur PO. Le pouvoir de distinction (d.p.)1 de �, not�e dp(�), est le plus petit ordinal

 tel que pour tous ordinaux 
 � �; �, � � �.

1Pour \distinguishing power".
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Remarque 4 Dans la D�e�nition 4.2.1, � et � sont vus comme les processus or-
dinaux qu'ils induisent canoniquement, c'est �a dire S� et S�.

Dans le cas o�u l'�equivalence que nous consid�erons est celle induite par une logique
L, nous notons dp(L) au lieu de dp(�L), et nous disons plus simplement le \pouvoir
de distinction de L" au lieu du \pouvoir de distinction de l'�equivalence induite par
L".

Remarque 5 Le terme \pouvoir de distinction" est un abus de langage, car en
r�ealit�e nous mesurons seulement ce qu'une �equivalence identi�e dans la classe PO
et non dans la classe ST toute enti�ere.

Par exemple, le d.p. de la relation triviale sur PO (i.e. celle qui identi�e tous les
processus ordinaux) est 0.

Il est important de noter que le d.p. d'une �equivalence n'existe pas toujours.
C'est le cas par exemple de la bisimulation forte dont les classes d'�equivalences sur
PO sont des singletons :

Proposition 4.2.1 [Klo88] [SP90] Pour tous ordinaux �0; �1,

S�0$S�1 ssi �0 = �1

Preuve Soient deux ordinaux distincts �0 > �1. Pla�cons nous dans un graphe
ordinal G� contenant �0 et �1, i.e. �1 < �0 � �. Ainsi, pour tous �; � � �, on a S�
et S� et on a �$G�

� ssi S�$S�.
Supposons que �0$�1; la transition �0 ! �1 (cette transition existe puisque

�0 > �1) est imit�ee par une transition �1 ! �2 telle que �1$�2. En r�ep�etant ce
raisonnement, on peut construire pas �a pas un chemin in�ni �0 ! �1 ! �2 ! : : :,
ce qui est absurde puisque! est bien fond�ee.

Corollaire 4.2.2 Soit � une relation d'�equivalence sur PO. Si dp(�) existe, alors
l'�equivalence � n'est pas plus �ne que la bisimulation.

Preuve Soit 
 = dp(�). Par d�e�nition du d.p., on a S
 � S
+1, mais d'apr�es la
Proposition 4.2.1, S
 6 $S
+1.

L'introduction de la notion de pouvoir de distinction permet parfois de montrer
que deux �equivalences sont distinctes : Prenons deux �equivalences � et �0 de d.p.
respectifs 
 et 
0. Si 
 < 
0, alors 
 � 
0, mais 
 6�0 
0.

Toujours dans [Klo88] (et [SP90]), il est montr�e que

Proposition 4.2.3 dp(�) = ! et dp(�) = !2.

Preuve Nous renvoyons par exemple �a [SP90].
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Corollaire 4.2.4 Les �equivalences $, � et � qui co��ncident dans la classe des
graphes �a b.f. sont en g�en�eral distinctes.

Concernant le pouvoir de distinction d'une logique L, il est possible de le re-
formuler en termes du pouvoir de distinction des formules de la logique, que nous
appelons la hauteur.

D�e�nition 4.2.2 (Hauteur d'une formule) Soit L une logique d'�etats. Nous
appelons hauteur de la formule f , not�ee h(f), le d.p. de l'�equivalence �f , autrement
dit le plus petit ordinal 
 tel que pour tous 
 � � � �, � �f �.

Dans ce cas, on voit clairement que

dp(L) =
[

f2L
h(f)

Dans la Section 4.3.3, nous �etudions en d�etail la hauteur des formules des logiques
HML, CTL, CTL�, du �-calcul propositionnel, etc.

4.3 Pouvoir de distinction des logiques d'�etats

Les logiques temporelles et modales utilis�ees pour raisonner sur les syst�emes r�eactifs
peuvent être classi��ees selon di��erents axes. Nous renvoyons �a [Eme90] pour une
�etude g�en�erale des logiques pour le parall�elisme.

Lorsqu'on d�e�nit une logique temporelle, il existe deux fa�cons de repr�esenter la
structure du temps. La premi�ere approche est d'attribuer au temps une structure
lin�eaire. Cela signi�e qu'�a chaque instant, il n'existe qu'un seul futur possible.
Les logiques bas�ees sur ce principe sont appel�ees logiques du temps lin�eaire. La
seconde approche est d'attribuer au temps une structure arborescente, ce qui signi�e
qu'�a chaque instant, il existe plusieurs futurs possibles. Les logiques bas�ees sur ce
principe sont appel�ees logiques du temps arborescent.

Dans l'utilisation que l'on fait de ces logiques, la nature du temps est induite
par les �equivalences s�emantiques que l'on adopte. Si cette �equivalence est du temps
arborescent (resp. lin�eaire) on choisira d'utiliser une logique du temps arborescent
(resp. lin�eaire). Dans cette th�ese, notre attention est centr�ee sur la bisimulation,
par cons�equent, nous ne consid�ererons que des logiques du temps arborescent. Les
logiques que nous utilisons sont toutes propositionnelles.

Nous �etudions d'abord le cas des logiques HML, CTL, CTL� et du �-calcul
qui caract�erisent toutes la bisimulation sous l'hypoth�ese de b.f. comme nous le
rappelons. Nous montrons que le d.p. de HML, CTL, CTL� et du �-calcul est
!, en utilisant la preuve que les hauteurs des formules de ces logiques sont des
ordinaux �nis. Il est alors imm�ediat que dans le cas g�en�eral, ces logiques ne sont
pas ad�equates pour la bisimulation.
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Une d�emarche analogue est adopt�ee dans la Section 4.3.5 pour montrer que le
d.p. des logiques C�TL est au plus �egal �a !2. Nous en d�eduirons que ces logiques
ne sont pas ad�equates pour la bisimulation.

4.3.1 Les logiques CTL et CTL�

La logique CTL (Computation Tree Logic) de [CE81] et [CES83] est tr�es proche
des logiques propos�ees par [EC80] et [QS83]. Elle contient les op�erateurs de base
8 (\pour tous les futurs") ou 9 (\il existe un futur") qui permettent de quanti�er
sur les futurs possibles, et les modalit�es temporelles X (\�a l'instant suivant") ou
U (\jusqu'�a"). Pour la logique CTL, la mani�ere de combiner les op�erateurs est
restreinte : les modalit�es X et U sont toujours imm�ediatement pr�ec�ed�ees d'un
quanti�cateur 8 ou 9. Cette restriction syntaxique limite consid�erablement le pou-
voir d'expressivit�e de CTL; en particulier on ne peut l'utiliser pour exprimer cer-
taines propri�et�es d'�equit�e [EH86]. Le relâchement de cette contrainte syntaxique
(i.e. les quanti�cateurs sur les ex�ecutions sont suivis de formules arbitraires) per-
met de m�elanger la logique CTL et la logique du temps lin�eaire PTL. On obtient
la logique CTL� de [EH86]. CTL constitue n�eanmoins une logique relativement
expressive puisqu'elle est capable d'exprimer les propri�et�es les plus importantes de
blocage (ou d'absence de blocage), de vivacit�e, etc (voir par exemple [CE81]).

Formellement, la syntaxe de CTL� est donn�ee par la grammaire suivante :

(CTL� 3) f; g ::= > j f ^ g j :f j X f j f U g j 8f

Notations 4 Nous introduisons les abr�eviations classiques suivantes :

� Soit 9 l'op�erateur d�e�ni par 9f def
= :8:f .

� On note F f
def
= >U f et Gf

def
= :F :f .

D�e�nition 4.3.1 Pour tout sous-ensemble de formules F � CTL� nous d�e�nis-
sons SF (F ) le plus petit ensemble de formules de CTL� qui contient F et qui soit
ferm�e par sous-formules.
Nous d�e�nissons BC(F ) comme le plus petit ensemble de formules (modulo �equiv-
alence s�emantique, au sens de (a) page 54) qui soit ferm�e par sous-formules et
combinaison bool�eennes.
Lorsque l'ensemble F est un singleton ffg, nous notons SF (f) (resp. BC(f)) au
lieu de SF (ffg) (resp. BC(ffg)).

On peut remarquer que SF (F ) � BC(F ) et que lorsque F est �ni, les ensembles
SF (F ) et BC(F ) le sont aussi.
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Exemple 8 Prenons l'ensemble de formules F0 = f>;X X >g, alors SF (F0) =
f>;X >;X X >g et BC(F0) = f>;X >;X X >;:>;:X >;:X X >;X >^:X X >;
:(X > ^ :X X >)g.

La formule X > ^ X X > ne �gure pas dans l'ensemble BC(F0) puisqu'elle est
�equivalente �a X X >.

Les formules de CTL� sont interpr�et�ees sur les ex�ecutions d'un graphe G =
(Q;!). La s�emantique formelle de CTL� est donn�ee par la relation de satisfaction
j=� Ex(G) � CTL�, d�e�nie par induction sur les formules. La phrase � j= f , o�u
� 2 Ex(G) et f 2 CTL� se lit \f est vraie dans l'ex�ecution �" ou encore \l'ex�ecution
� satisfait la propri�et�e f". Nous d�e�nissons � j= f par induction sur la structure
des formules de CTL� :

Pour tous � 2 Ex(G) et f; g 2 CTL�,

� � j= > toujours,

� � j= f ^ g ssi � j= f et � j= g,

� � j= :f ssi � 6j= f ,

� � j= X f ssi �1 j= f (o�u �1 est le premier pr�e�xe de �),

� � j= f U g ssi il existe n 2 N tel que �n j= g et �i j= f pour tout i < n,

� � j= 8f ssi pour toute ex�ecution �0 de G, partant de l'�etat �(0), �0 j= f

Intuitivement, si � j= 8f , alors toutes les ex�ecutions partant de �(0) satisfont
f ; � j= 9f si il existe une ex�ecution, partant de l'�etat �(0), qui satisfait f . Une
ex�ecution � satisfait F f si il existe un moment le long de � o�u la propri�et�e f est
satisfaite; une ex�ecution � satisfait Gf si �a tout moment le long de � la propri�et�e f
est vraie. Par exemple, la propri�et�e G F f exprime que la formule f est vraie une
in�nit�e de fois le long de l'ex�ecution. De telles formules permettent d'exprimer des
propri�et�es d'�equit�e (faibles, fortes, etc.).

Si une ex�ecution � satisfait une formule de la forme 8f ou 9f , il est clair que
satisfaire une telle propri�et�e ne d�epend que de �(0), de l'�etat de d�epart de l'ex�ecution
�, et de G. Les formules de la forme 8f et 9f sont appel�ees des formules d'�etats.

On peut alors facilement interpr�eter CTL� sur les �etats d'un graphe par

q j= f
def, pour tout � 2 ExG(q); � j= f

Soit CTL le fragment syntaxique de CTL� constitu�e des formules d'�etats dans
lesquelles tous les op�erateurs X et U sont imm�ediatement pr�ec�ed�es d'un op�erateur
8 ou 9. Par exemple, si f; g 2 CTL, 8f U g 2 CTL mais 9X X (f ^ g) 62 CTL.
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Habituellement, pour la logique CTL, on note A et E les op�erateurs 8 et 9.
Nous utilisons ces notations pour d�e�nir sa syntaxe.

(CTL 3) f; g ::= > j f ^ g j :f j EX f j E f U g j Af U g

Intuitivement, les formules de CTL peuvent être comprises de la fa�con suivante :

� E X f se lit \il existe un �etat successeur qui satisfait f". Par exemple, la for-
mule EX > caract�erise les �etats qui poss�edent des successeurs dans le graphe,
et donc, :EX > est vraie de tous les �etats terminaux du graphe.

� E f U g signi�e qu'\il existe un chemin le long duquel f est vraie jusqu'�a ce
que g soit vraie". La formule E>U f exprime qu'il est possible d'atteindre
(en z�ero ou plusieurs �etapes) un �etat qui satisfait f .

� Af U g se lit \pour tous les chemins, la formule f est vraie le long de ce
chemin jusqu'�a ce que g le soit". Par exemple, A>U:EX > est vraie d'un
�etat �a partir duquel on ne peut atteindre que des �etats terminaux ; autrement
dit, tous les chemins qui partent de cet �etat sont �nis. Ainsi, :A>U :EX >
caract�erise les �etats du graphes qui appartiennent �a un chemin in�ni.

La s�emantique formelle de CTL peut être d�e�nie sur les �etats d'un graphe G
par, pour tous q; q0 2 QG et f; g 2 CTL,

� q j= >; q j= f ^ g; q j= :f ont des d�e�nitions �evidentes,

� q j= EX f ssi il existe une transition q!G q
0 telle que q0 j= f ,

� q0 j= E f U g ssi il existe une ex�ecution partant de q0, q0 ! q1 ! q2 ! : : : et
un n 2 N tel que qn j= g et qi j= f pour tout i < n,

� q0 j= Af U g ssi pour toute ex�ecution partant de q0, q0 ! q1 ! q2 ! : : :, il
existe un n 2 N tel que qn j= g et qi j= f pour tout i < n.

Pour les graphes �etiquet�es sur un alphabet d'actions de cardinal 1, commepar ex-
emple les graphes ordinaux, on peut voir la logique HML de [HM85] du Chapitre 3
comme le fragment de CTL form�e des op�erateurs >, ^, :, et EX . En e�et, si
G est un graphe �etiquet�e sur l'alphabet A = fag, la modalit�e hai de HML est
s�emantiquement �equivalente �a la modalit�e EX de CTL.

Habituellement, on compare des logiques par leur expressivit�e, ou �a travers les
�equivalences qu'elles induisent.

La notation L � L0 signi�e que la logique L n'est pas plus expressive que la
logique L, ce qui se d�e�nit formellement par :

(a) pour toute formule f 2 L, il existe une formule f 0 2 L0 s�emantiquement �equiva-
lente �a f , i.e. telle que pour tout G 2 G, et tout �etat q 2 QG, q j= f ssi q j= f 0.
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Par inclusion syntaxique, il est clair que HML � CTL � CTL�.

Nous notons L < L0 si L � L0 et L 6� L0, et nous disons que L est stricte-
ment moins expressive que L0. En particulier, HML < CTL < CTL�. Ce r�e-
sultat est classique (voir [Eme90] pour une classi�cation des logiques temporelles
selon leur expressivit�e). Par exemple, la logique HML ne permet pas d'exprimer
l'existence de chemins in�nis dans un graphe, ce que CTL peut faire. On peut
trouver dans [Eme90], un exemple d'une formule de CTL� qui n'est pas exprimable
en CTL.

Il est clair que
L � L0 implique �L��L0 (4:4)

Dans [BCG87], il est montr�e que si deux �etats sont bisimilaires, alors ils satisfont
les mêmes formules de CTL�. De [BCG87] et de l'�equation (4.4) on en d�eduit

$ ��CTL���CTL��HML (4:5)

Les inclusions de l'�equation (4.5) se r�eduisent �a des �egalit�es lorsque l'on se
restreint �a la classe Gbf des graphes �a b.f. : nous savons, d'apr�es le Th�eor�eme
d'ad�equation 3.4.1 de Hennessy-Milner, que dans ce cadre, les �equivalences �HML

et$ co��ncident. On en d�eduit : pour tout graphe G 2 Gbf , et tous �etats q; q0 2 QG,

q$q0 ssi q �CTL� q0 ssi q �CTL q
0 ssi q �HML q

0

Les �egalit�es ci-dessus montre que la r�eciproque de (4.4) est fausse en g�en�eral.

4.3.2 Le �-calcul

Le �-calcul propositionnel, que nous notons L� dans cette th�ese, a �et�e introduit
par [SB69], et �etudi�e entre autre par [Pra81] et [Koz83]. Dans cette logique, les
modalit�es ne sont pas d�e�nies �a l'avance, mais peuvent être exprim�ees par des
op�erateurs de point-�xe. Le �-calcul existe sous les deux formes arborescentes et
lin�eaires. En ce qui nous concerne, c'est sa version arborescente qui nous int�eresse.

Nous supposons donn�e un ensemble V = fY;Z; : : :g de variables. La syntaxe de
la logique L� est donn�ee par la grammaire suivante :

(L� 3) f; g ::= > j f ^ g j :f j 3f j Y j �Y:f(Y )
o�u Y 2 V et �Y:f(Y ) d�esigne la plus petite solution de Y � f(Y ). En consid�erant
le symbole � comme un quanti�cateur, nous utilisons, comme pour le calcul des
pr�edicats du premier ordre, la terminologie de variable libre et de variable li�ee. Soit
Ŷ = (Y1; Y2; : : : ; Yn) 2 Vn. La notation f(Ŷ ) signi�e que les variables ayant des
occurrences libres dans f appartiennent �a Ŷ . Une formule de L� est dite ferm�ee si
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elle ne contient pas d'occurrence d'une variable libre.

Nous n'autorisons pour L� que les formules f pour lesquelles toute occurrence
de la variable Y est :

� gard�ee, c-�a-d. dans la port�ee d'au moins un op�erateur 3, et

� positive, c-�a-d. dans la port�ee d'un nombre pair d'op�erateurs :.
Les formules de L� s'interpr�etent sur les �etats d'un graphe G = (Q;!). Les

op�erateurs >, : et ^ ont leur sens habituel. L'op�erateur 3 �a le même sens que
l'op�erateur EX de CTL. Toute formule ferm�ee de L� peut être interpr�et�ee comme
un �el�ement du treillis complet (2Q;�) form�e des parties de Q et ordonn�e par
l'inclusion : par exemple, la formule > correspond �a 2Q. Les formules non ferm�ees
sont alors vues comme des fonctions totales sur (2Q;�) : soit Ŷ = (Y1; Y2; : : : ; Yn) 2
Vn. La formule f(Ŷ ) est interpr�et�ee comme une fonction de (2Q)n ! 2Q, et la lettre
� d�esigne l'op�erateur de plus petit point �xe. Ainsi, la formule �Y:f(Y ) repr�esente
l'�el�ement de (2Q;�) qui est le plus petit point-�xe de la fonction f . L'existence
de �Y:f(Y ) est garantie par la restriction syntaxique d'occurrences positives des
variables libres : en e�et, dans ce cas, f(Y ) est une fonction monotone en Y et,
d'apr�es le Th�eor�eme de Knaster-Tarski [Tar55], le plus petit point-�xe de f existe.

Les sous-formules ferm�ees d'une formule ferm�ee f de L� se d�e�nissent �a partir
de la fermeture de Fischer-Ladner de f [FL79].

D�e�nition 4.3.2 (Fermeture de Fischer-Ladner) Soit f 2 L�, une formule
ferm�ee. La fermeture de Fischer-Ladner de f , est le plus petit ensemble, not�ee
FL(f), tel que

FL(>) = f>g FL(:f) = f:fg [ FL(f)
FL(f ^ g) = ff ^ gg [ FL(f) [ FL(g) FL(3f) = f3fg [ FL(f)
FL(�Y:f(Y )) = f�Y:f(Y )g [ FL(f(�Y:f(Y )))

Par exemple, FL(�Y:h _ g ^3Y ) = f�Y:h _ g ^3Y; h; g;3(�Y:h _ g ^3Y )g.
Pour permettre des raisonnement par induction sur les formules de L�, nous

d�e�nissons un ordre bien fond�e : � est le plus petit ordre tel que

f � :f; f � f ^ g; f � g ^ f; f(�Y:f(Y )) � �Y:f(Y )

Puisque les formules de L� sont gard�ees, le fait que nous ne demandions pas que
\f � 3f" nous garantit que � est bien fond�e : en e�et, il n'est pas possible
de d�eplier ind�e�niment une formule (gard�ee) (i.e. d'utiliser in�niment souvent que
f(�Y:f(Y )) � f) sans jamais rencontrer une occurrence de la forme 3g.

La s�emantique formelle de L� est donn�ee pour une valuation v : V ! 2Q par la
relation de satisfaction j=v� Q� L� suivante : pour tous q 2 Q et f; g 2 L�,
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� q j=v >; q j=v f ^ g; q j=v :f ont des d�e�nitions �evidentes,

� q j=v Y ssi q 2 v(Y ),

� q j=v 3f ssi il existe une transition q !G q0 telle que q0 j=v f ,

� q j=v �Y:f(Y ) ssi q j=v0 f pour toute valuation v0 telle que

(1) v0(Z) = v(Z) si Z 6= Y , et

(2) v0(Y ) � f(v0(Y )).

La logique L� est tr�es expressive. Elle contient trivialement CTL en remarquant
que

E f U g = �Y:(g _ f ^3Y ) Af U g = �Y:(g _ f ^3> ^ :3:Y )

[Dam90] propose une traduction de la logique CTL� dans L�, avec une complexit�e
exponentielle.

L� est strictement plus expressive que CTL�. Notre preuve est une adaptation
de celle de [Koz83] o�u il est montr�e que L� est strictement plus expressive que
la logique �PDL [Str81] (un fragment syntaxique de la \Propositional Dynamic
Logic" de [FL79]). Consid�erons le graphe d'�etats in�ni de la Figure 4.3.

.....
2 30 1

Figure 4.3:

On montre facilement que :

Lemme 4.3.1 La formule �Y:(:3>_33Y ) caract�erise les �etats de G de la forme
2 � n o�u n 2 N .

Nous montrons que cette formule n'a pas d'�equivalent en CTL� en utilisant :

Lemme 4.3.2 Pour toute formule f 2 CTL�, l'ensemble des �etats de G qui satis-
font f est soit �ni, soit co�ni (i.e. de compl�ementaire �ni).

Preuve La preuve se fait par induction sur la structure de la formule. Remarquons
que dans G, une formule 8f est �equivalente �a f , car de chaque �etat ne part qu'une
seule ex�ecution. Nous notons �n l'unique ex�ecution partant de l'�etat n. Dans cette

preuve, nous posons Sat(f)
def
= fn 2 QGj�n j= fg. Nous disons d'une formule f

qu'elle est �nie si Sat(f) est �ni, et qu'elle est co�nie si QG n Sat(f) est �ni. Nous
traitons �a titre d'exemple le cas des formules f U g. Pour cela, il su�t de consid�erer
trois cas.
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1. si g est co�nie, comme Sat(g) � Sat(f U g), f U g est co�nie.

2. si g et f sont �nies, comme Sat(f U g) � Sat(f) [ Sat(g), f U g est �nie.

3. en�n, si g est �nie et f est co�nie, nous d�e�nissons k le plus petit entier tel
que pour tout n � k, �n j= f ^ :g. Si k = 0, alors Sat(f U g) = ; et on a
termin�e. Sinon (k � 1), il est facile de voir que que selon que �k�1 j= f U g
ou non, la formule f U g est �nie ou co�nie.

Les autres cas sont simples, nous omettons la preuve.

Corollaire 4.3.3 CTL� < L�.

On peut de plus montrer que l'�equivalence �L� contient $. On en d�eduira que
dans le cas de graphes �a b.f. L� caract�erise $ puisque c'est d�ej�a le cas pour la
logique CTL�, moins expressive que L�.

Proposition 4.3.4 $��L�

Preuve Nous utilisons l'id�ee de [HS85] qui introduisent une version in�nitaire
de la logique HML. Nous notons HML1 l'extension de la logique HML dans
laquelle on autorise des conjonctions et disjonctions arbitraires (i.e. �eventuellement
non d�enombrables). Dans [HS85], il est montr�e que pour tout graphe G et tous
�etats q; q0 de G

q$q0 ssi q �HML1 q0

Il su�t donc de montrer que toute formule de L� est �equivalente �a une formule de
HML1. Seul le cas des formules de L� de la forme �Y:f(Y ) est �a traiter en d�etail.
Pour une telle formule, si f est interpr�et�ee comme la fonction de 2Q vers 2Q qui �a
Y fait correspondre f(Y ), le plus petit point �xe de f est contenu dans

S
� f

�(;),
o�u f� est d�e�ni par :

� f0(;) = ;,
� f�+1(;) = f(f�(;)),
� f�(;) = S

�<� f
�(;)

De plus, pour chaque graphe G, il existe un ordinal � tel que �Y:f(Y ) = f�(;).
Par cons�equent, pour tout �etat q de G, q j= �Y:f(Y ) ssi q j= f�(?), o�u ?def

= :>.
Autrement dit, la formule �Y:f(Y ) est �equivalente �a la conjonction in�nie f1 �S
� f

�(?). La formule f1 in�nitaire contient un op�erateur � de moins que la formule
�Y:f(Y ). En it�erant ce proc�ed�e, on aboutit �a une formule fn ne contenant aucun
op�erateur �, c-�a-d. �a une formule fn 2 HML1.
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4.3.3 Hauteurs des formules

Pour chacune des logiques HML, CTL, CTL� et L�, nous �etudions une borne pour
la hauteur des formules. Les Propositions 4.3.5 et 4.3.12 nous montrent que les
hauteurs de formules sont des ordinaux �nis.

Consid�erons dans un premier temps les logiques HML et CTL. Nous g�en�era-
lisons �a la logique CTL la notion de profondeur d'une formule telle que propos�ee
pour HML au Chapitre 3 (i.e. d(f) est �egale au nombre maximumd'op�erateurs EX
embô�t�es dans f). Formellement, nous d�e�nissons d : CTL! N par induction sur
la structure des formules de CTL :

d(>) = 0 d(EX f) = d(f) + 1
d(f ^ g) = max(d(f); d(g)) d(E f U g) = max(d(f); d(g))
d(:f) = d(f) d(Af U g) = max(d(f); d(g))

Proposition 4.3.5 [SP90] Pour toute f 2 CTL, h(f) � d(f).

Preuve Par d�e�nition de h(f), il faut montrer que pour tous ordinaux �; � � d(f),
� �f �. Pour cela, il su�t de montrer que l'ordinal d(f) est �f -�equivalent �a tout
� � d(f). La preuve se fait par induction sur la structure de f :

� Les cas >, :f et f ^ g sont �evidents.

� Supposons que f soit de la forme EX g. Soit n = d(g) et � � d(f) = n + 1.
Si n + 1 j= EX g, il existe n + 1 ! � tel que � j= g (o�u � < n + 1 � �).
Comme � < �, on a �! �, ce qui prouve que � j= EX g.
Sinon, n+ 1 6j= EX g, c-�a-d. qu'aucun des successeurs de n+ 1 ne satisfait g.
En particulier n 6j= g. Par hypoth�ese d'induction, pour tout � � n, � 6j= g,
car � � n = d(g). Par cons�equent, � 6j= EX g.

� Supposons f de la forme E g U h. Soit n = d(f) et � � n.
Si n j= f , alors ou bien n j= g ou bien n j= h.

{ si n j= h, par hypoth�ese d'induction � j= h, donc � j= f .

{ sinon n j= g et il existe k < n tel que k j= h (puisqu'il existe n !
k1 ! : : : ! kn tels que kn j= h et ki j= g pour tout 1 � i < n, et que
! est transitive). Comme � � n � d(g) et que n j= g, par hypoth�ese
d'induction � j= g. De plus, comme �! k, on obtient � j= f .

� Sinon n 6j= f , donc n 6j= h qui implique, par hypoth�ese d'induction que � 6j= h.
Par cons�equent, � j= f implique que � j= g et qu'il existe � ! � tel que
� j= h. Comme � < n (sinon on aurait n j= h), nous avons n ! �, ce qui
contredit n 6j= f .

� Un raisonnement similaire permet de traiter les formules f de la formeAg U h.
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Il est clair que d(f) est la meilleur borne que l'on puisse atteindre car pour les
formules de la forme EX n> qui contient n op�erateurs EX embô�t�es. Notons que
ces formules appartiennent �a la logique HML.

Avant de traiter la hauteur des formules de CTL� et de L�, nous �xons quelques
d�e�nitions et notations.

D�e�nition 4.3.3 Un graphe G = (Q;!) est transitif si ! est transitive.
Dans un tel graphe, si q1; q2 sont deux �etats tels que q1 ! q2, nous notons [q1; q2]
l'ensemble fq 2 Qjq1 !� q !� q2g, o�u !� est la fermeture r�e
exive de !. Un
ensemble de la forme [q1; q2] est appel�e un intervalle.

Les logiques CTL� et L� v�eri�ent le Th�eor�eme de l'Intervalle qui exprime que
les propri�et�es temporelles sont pr�eserv�ees dans les intervalles d'un graphe transitif.
Plus pr�ecis�ement, pour toute formule f , pour tout �etat q1 d'un graphe transitif, si
il existe q1 ! q2 tels que q1 �F q2 pour un ensemble F de sous-formules de f , ferm�e
par sous-formules, alors tout �etat interm�ediaire q 2 [q1; q2] v�eri�e q1 �F q. Nous le
prouvons d'abord pour la logique L� :

Th�eor�eme 4.3.6 (Th�eor�eme de l'Intervalle pour L�) Pour tout graphe tran-
sitif G = (Q;!), toute formule f 2 L�, tous �etats q1; q2 2 Q,

q1 �FL(f) q2 implique q1 �FL(f) q; pour tout q 2 [q1; q2]

Preuve Il su�t de montrer que pour toute formule g 2 FL(f), q1 �FL(g) q2
implique pour tout q 2 [q1; q2], q1 �g q. Soit q 2 [q1; q2]. Nous proposons une
preuve par induction sur la formule g (pour l'ordre �) :

� Les cas >, f ^ g et :g sont �evidents.

� �Y:g(Y ) : q1 �FL(�Y:g(Y )) q2 implique q1 �FL(g(�Y:g(Y ))) q2, qui par hypoth�ese
d'induction, entrâ�ne q1 �g(�Y:g(Y )) q. Comme les formules g(�Y:g(Y )) et
�Y:g(Y ) sont �equivalentes, on en d�eduit que q1 ��Y:g(Y ) q.

� 3g : l'hypoth�ese d'un graphe transitif s'utilise �a cet endroit de la preuve.
Si q2 j= 3g, alors il existe q2 ! q02 tel que q02 j= g. Comme q 2 [q1; q2], et
comme! est transitive, on a q! q02 et donc q j= 3g.
Sinon, q2 6j= 3g, et donc q1 6j= 3g. Puisque tous les successeurs de q dans G
sont des successeurs de q1, on obtient q 6j= g.

Le Th�eor�eme de l'Intervalle pour la logique CTL� se d�emontre de mani�ere si-
milaire, mais la preuve est compliqu�ee par l'interpr�etation des formules de CTL�

sur les �etats : en g�en�eral, q1 �f q2 n'implique pas q1 �:f q2, car q1 j= :f n'est
pas �equivalent �a q1 6j= f . Par exemple, l'�etat 2 du graphe ordinal G3 ne satisfait ni
XX > ni :X X >.
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Th�eor�eme 4.3.7 Pour tout graphe transitif G = (Q;!), tout ensemble F �
CTL� ferm�e par sous formules, tous �etats q1; q2 2 Q,

q1 �F q2 implique 8q 2 [q1; q2]; q1 �F q

Preuve Nous montrons d'abord le Lemme 4.3.8 qui �etablit des propri�et�es sur les
ex�ecutions dans un graphe transitif G.

Lemme 4.3.8 Pour tout graphe transitif G = (Q;!), toute f 2 CTL�, pour tous
�; �0 2 Ex(G), si � 6�f �

0 et �1 �SF (f) �
01, alors il existe une sous-formule de f de

la forme 8g telle que �(0) 6�g �
0(0)

Preuve La preuve se fait par induction sur la structure de f .

� Les cas >, :f et f ^ g sont �evidents.

� f = X g est exclu, car dans ce cas il est impossible que �1 et �01 satisfassent les
mêmes sous-formules de f . En e�et, si par exemple � j= X g et �0 6j= X g, alors
�1 j= g mais ou bien �01 n'existe pas, ou bien �01 6j= g, et donc � 6�SF (f) �

01.

� f = g U h : comme f est �equivalente �a h_ g^X f , si � 6�f �
0 et �1 �SF (f) �

01,
en particulier � �f U g �

0. Donc � 6�f �
0 implique ou bien (1) � 6�h �

0, ou bien
(2) � 6�g �

0. Autant pour (1) que pour (2), il su�t d'appliquer l'hypoth�ese
d'induction pour conclure.

� f = 8g : par d�e�nition de l'op�erateur 8 et de la s�emantique des formules de
CTL� sur les �etats d'un graphe, f est la sous-formule cherch�ee.

Nous pouvons maintenant prouver le Th�eor�eme 4.3.7 par induction sur la struc-
ture des formules de F : soit f 2 F et supposons q1 j= f . Etant donn�e q 2 [q1; q2],
nous montrons que pour tout � 2 Ex(q), � j= f .

Puisque q 2 [q1; q2], pour tout � 2 Ex(q), il existe �1 2 Ex(q1) tel que �1 = �1
1

(il su�t de prendre �1 = q1:�
1). Par hypoth�ese �1 j= f (car q1 j= f). Supposons

� 6j= f . D'apr�es le Lemme 4.3.8, on peut exhiber une sous-formule g de f telle que
q1 6�g q, ce qui contredit l'hypoth�ese d'induction.
De même, on montre que q j= f implique q2 j= f , et donc q1 j= f .

Que ce soit pour la logique CTL� ou pour la logique L�, le Th�eor�eme de
l'Intervalle permet d'�etablir que pour toute formule f , l'ensemble des �etats d'un
graphe ordinal peut être partitionn�e en parties convexes qui caract�erisent les classes
d'�equivalences induites par l'ensemble des sous-formules de f .

Notations 5 Etant donn�e deux ordinaux � et � tels que � < �, nous posons

[�; �[
def
= f
j� � 
 < �g.
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Proposition 4.3.9 Soit G� un graphe ordinal.
Pour toute formule ferm�ee f0 2 L�, l'ensemble des �etats de G� peut être partitionn�e
en [0; �[= [�0; �1[+[�1; �2[+ : : :+ [�k; �+ 1[ avec :

� 0 = �0 < �1 < : : : < �k � �,

� �i �FL(f0) �j ssi i = j,

� pour tout i = 0; : : : ; k � 1, et tous x; y 2 [�i; �i+1[; x �FL(f0) y,

� pour tous x; y 2 [�k; �+ 1[; x �FL(f0) y

Si f0 2 CTL�, il faut remplacer l'ensemble FL(f0) par BC(f0).

Preuve Pour L� La relation �FL(f0) induit au plus 2jFL(f0)j classes d'�equivalences
non vides. PuisqueG� est un graphe transitif, le Th�eor�eme de l'Intervalle 4.3.6
nous dit que ces classes d'�equivalences sont convexes et nous les ordonnons
canoniquement.

Pour CTL� L'argument est le mêmeque pr�ec�edemment,mais en utilisant le Th�eor�eme
4.3.7.

La Proposition 4.3.9 exprime que la formule f0 est toujours vraie ou toujours
fausse \au dessus" de l'ordinal �k. Ce qui nous fournit un majorant pour h(f0).
En r�ealit�e, le majorant �k est pr�ecis�ement �egal �a k, comme le montre la Proposi-
tion 4.3.10.

Proposition 4.3.10 � Pour tout f0 2 L�, i �FL(f0) �i, pour tout i 2 f0; : : : ; kg.
� Pour tout f0 2 CTL�, i = �i, pour tout i 2 f0; : : : ; kg.

Preuve � f0 2 L� : nous montrons que i �f �i pour tout f 2 FL(f0), par
une double induction sur i et sur f (pour l'ordre �).

Le cas i = 0 est clair puisque 0 = �0.

Les cas des formules f^g, :f et �Y:f(Y ) sont simples puisque leurs fermetures
de Fischer-Ladner s'expriment en termes des fermetures de Fischer-Ladner de
formules plus petites.

Il reste donc �a traiter le cas de 3f . Si i j= 3f , alors �i j= 3f car i � �i.
Sinon, i.e. i 6j= 3f , on a pour tout j < i, j 6j= f . Par hypoth�ese d'induction,
�j 6j= f , pour tout j < i, impliquant �i 6j= 3f .

� f0 2 CTL� : nous disons d'un ensemble F de formules qu'il est �niment
engendr�e si toute combinaison bool�eenne de formules de F est �equivalente �a
une combinaison bool�eenne �nie de formules de F .
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Lemme 4.3.11 Soient G = (Q;!) un graphe d'�etats, et F un ensemble de
formules de CTL� ferm�e par sous-formules, par combinaisons bool�eennes, et
�niment engendr�e. Pour tous �etats q; q0 2 Q, si q �F q0 alors pour toute
ex�ecution � 2 Ex(q), il existe �0 2 Ex(q0) telle que � �F �0.

Preuve Supposons qu'un tel �0 n'existe pas. Alors, pour tout �0 2 Ex(q0),
il existe une formule f�0 telle que � 6�f�0 �

0. On peut supposer que � 6j= f�0 et
�0 j= f�0 (car F est ferm�e pour l'op�eration :). Par construction des formules
f�0 , on a q0 j= W

�0 f�0 et q 6j= W
�0 f�0. Cette disjonction peut-être in�nie, mais

comme F est �niment engendr�e, il existe une formule g 2 F �equivalente �aW
�0 f�0 . Mais alors q 6�g q

0 contredit l'hypoth�ese.

Nous montrons que i = �i par induction sur i et sur le nombre de formules de
la forme 8h dans BC(f0).
On a bien 0 = �0.
Supposons qu'il existe i tel i < �i et prenons le minimal. Il est clair que i 6= 0.
Alors, i 2 [i � 1; �i[ et par construction de la partition, i �BC(f0) i � 1 et
i 6�BC(f0) �i. Il existe donc f 2 BC(f0) telle que i 6�f �i. Comme l'ensemble
BC(f0) est ferm�e pour l'op�erateur :, on peut choisir f telle que i j= f et
�i 6j= f . Puisque �i 6j= f , il existe une ex�ecution � 2 Ex(�i) telle que � 6j= f .
Puisque �1(0) < �i, il existe j � i � 1 tel que �1(0) �BC(f0) j. Comme
BC(f0) est �niment engendr�e, le Lemme 4.3.11 nous garantit l'existence d'une
ex�ecution � 2 Ex(j) telle que � �BC(f0) �1. Puisque i j= f , l'ex�ecution

�0 def
= i:� j= f . Mais alors en appliquant le Lemme 4.3.8 �a � et �0, on peut

exhiber une formule de la forme 8g 2 BC(f0) telle que �(0) 6�g �0(0), i.e.
i 6�g �i. On en d�eduit que i 6�G0 �i pour un sous-ensemble G0 � BC(f0)
contenant moins de formules de la forme 8h, ce qui contredit l'hypoth�ese.

Les Propositions 4.3.9 et 4.3.10 nous permettent d'a�rmer que :

Corollaire 4.3.12 � Pour toute formule f0 2 CTL�, h(f0) � 2jBC(f0)j

� Pour toute formule ferm�ee f0 2 L�, h(f0) � 2jFL(f0)j,

La borne 2jFL(f0)j pour L� peut être grandement am�elior�ee en consid�erant les
Lemmes 4.3.13 et 4.3.14 qui suivent.

Lemme 4.3.13 Pour tout i = 1; : : : k, il existe une formule gi telle que

� 3gi 2 FL(f0),

� i� 1 6j= 3gi,
� i j= 3gi.
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Preuve Puisque i 6�FL(f0) i�1, il existe une formule g 2 FL(f0) telle que i 6�g i�1.
Prenons g minimale pour �. Alors g ne peut être de la forme >, :f , f ^ g, ou
�Y:f(Y ), donc g est une formule 3gi et donc, i j= 3gi et i� 1 6j= 3gi.

Lemme 4.3.14 Les formules gi sont toutes distinctes.

Preuve Supposons que gi = gj avec j < i. Mais alors, d'une part, j j= 3gi car
gi = gj , et d'autre part, j 6j= 3gi car j � i� 1 et i� 1 6j= 3gi par construction des
gi, ce qui m�ene �a une contradiction.

En �enum�erant les formules gi, on en d�eduit que :

Corollaire 4.3.15 Pour tout f0 2 L�, h(f0) �jf3g 2 FL(f0)g j
[Her87] montre que pour le �-calcul positif (i.e. ne contenant pas l'op�erateur :, mais
l'op�erateur 2 dual de 3 et la constante ?) la hauteur d'une formule f0 est born�ee
par Max(j f3g 2 FL(f0)g j; j f2g 2 FL(f0)g j).

Concernant la hauteur d'une formule f0 de CTL�, nous n'avons pas actuelle-
ment de meilleur majorant que 2jBC(f0)j. Nous donnons l'exemple d'une suite de
formules (fn)n2N telle que h(fn) soit strictement plus grande que le nombre maxi-
mum d'op�erateurs X embô�t�es dans fn, not�e d(fn).

Notations 6 Nous introduisons les abr�eviations suivantes :
f d�e�nition d(f)

(� n) 9Xn> n

(< n) :(� n) n

(= n) (� n) ^ :(� n+ 1) n+ 1
(9n) >U (= n) n+ 1

Pour tout n > 0, on pose fn
def
= 9(n � 1) _X (< n � 1). Clairement, pour tout

n > 0,
n j= 8fn et n+ 1 6j= 8fn

Par cons�equent h(fn) � n + 1, et pourtant d(fn) = n.

4.3.4 Pouvoir de distinction de HML, CTL, CTL� et L�

Les r�esultats de la section pr�ec�edente montrent que la hauteur des formules de
HML, CTL, CTL� et L� est un ordinal �ni. Par cons�equent, pour toute logique
L 2 fHML;CTL;CTL�; L�g, dp(L) � !.

Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e, on peut trouver des formules de HML
de hauteur arbitrairement grande : il su�t de consid�erer les formules EX n> de
hauteur n, d'o�u le corollaire :

Corollaire 4.3.16 Pour toute logique L 2 fHML;CTL;CTL�; L�g, dp(L) = !
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Les r�esultats de cette section mettent donc en �evidence que dans le cas g�en�eral
des ST �a branchement in�ni aucune des logiques HML, CTL, CTL� et L� n'est
ad�equate pour la bisimulation.

En r�ealit�e, il nous aurait su�t de prouver ce r�esultat pour la logique L� pour
borner le d.p. de toutes les logiques moins expressives (e.g. HML, CTL et CTL�).
Nous pensons cependant que nos r�esultats pr�esentent un int�erêt en eux-mêmes dans
la mesure o�u ils fournissent une notion de complexit�e des formules et indiquent
les coûts des traduction entre ces logiques, lorsque les traductions existent. Par
exemple, si on peut montrer qu'il existe des formules de CTL� pour lesquelles la
hauteur atteint la borne du Corollaire 4.3.12, on en d�eduira que toute traduction
de CTL� dans L� est au moins de complexit�e doublement exponentielle.

4.3.5 R�esultats brefs pour les logiques C�TL et PDL

Les logiques C�TL de [BT85] sont des g�en�eralisations de la logique RTL de Rounds
et Gurevich. [BR83] a montr�e que pour les syst�emes �a b.i., la logique RTL n'est pas
ad�equate pour la bisimulation (mais compatible seulement). Les travaux de [BT85]
g�en�eralisent ce r�esultat �a toutes les logiques C�TL, en montrant que l'�equivalence
double (voir le Chapitre 2) (moins �ne que la bisimulation) est strictement plus �ne
que les �equivalence induites par ces logiques. Dans tous ces travaux, les contre-
exemples utilis�es sont ad hoc. Nous proposons ici d'utiliser les processus ordinaux
pour �etablir ces r�esultats.

Nous d�e�nissons une logique TL (pour Trace Logic) qui contient toutes les
logiques C�TL de [BT85] lorsque les graphes sont �etiquet�es par une seule action.
Dans le cas g�en�eral les logiques C�TL sont beaucoup plus riches. Nous renvoyons �a
cet article pour les d�e�nitions exactes de ces logiques.

La logique TL a la syntaxe suivante :

TL(3 f; g) ::= >j:f jf ^ gj8P hfij8P [f ]
o�u P � N .

Les formules de TL s'interpr�etent dans un graphe G = (Q;!). Pour p 2 N , et

tous q; q0 2 Q, nous notons q
p) q0 si il existe une suite q = q0 ! q1 ! : : : qp = q0.

En particulier on a q
0) q. La relation de satisfaction j=� Q� TL est d�e�nie par :

� >, :f , f ^ g ont des d�e�nitions �evidentes,

� q j= 8P hfi ssi pour tout p 2 P , il existe q p) q0 tel que q0 j= f ,

� q j= 8P [f ] ssi pour tout p 2 P et tout q
p) q0, q0 j= f .

La logique RTL est le fragment de TL obtenu en restreignant la classe des en-

sembles P � N : il doit exister un langage r�egulier L tel que P
def
= fjw j jw 2 Lg.
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Par exemple, RTL admet la modalit�e 8N h:i, car N = fjw j jw 2 fag�g, o�u fag�
est le langage (r�egulier) des mots �nis sur l'alphabet fag.

Plus g�en�eralement et de mani�ere adapt�ee �a notre cadre, [BT85] d�e�nissent pour
chaque classe C de parties de N , la logique C�TL dans laquelle les ensembles P des
modalit�es 8P h:i et 8P [:] doivent appartenir �a C. Par exemple, lorsque la classe C
est form�ee de toutes les parties de N , on retrouve la logique TL (appel�ee U � TL
dans [BT85]).

La logique PDL de [FL79] est le fragment de RTL obtenu en enlevant les for-

mules de la forme 8P hfi. En posant 9P hfi def
= :8P [:f ], on a q j= 9P hfi ssi il

existe p 2 P et q
p) q0 tels que q0 j= f . Les formules EX n> de CTL se traduisent

donc facilement en PDL par 9fngh>i ou 9f1gh9f1g : : :9f1gh>i : : :i.

Nous montrons que le d.p. de la logique TL est �egale �a !2, et que celui de son
fragment PDL est !.

Pour borner le d.p. de TL, nous proc�edons comme pour la logique CTL en
d�e�nissant pour chaque formule f 2 TL une notion de profondeur, et en mon-
trant une proposition similaire �a la Proposition 4.3.5. La profondeur de f , not�ee
d(f), d�epend du nombre maximum de modalit�es 8P h:i et 8P [:] embô�t�ees dans f .
Formellement :

d(>) = 0 d(:f) = d(f)
d(f ^ g) = max(d(f); d(g))
d(8P hfi) = d(f) + ! d(8P [f ]) = d(f) +Minfp 2 Pg

Proposition 4.3.17 Pour tout f 2 TL et tout ordinal � � d(f), � �f d(f).

Preuve Elle se fait par induction sur la structure de f :

� Les cas >, :f et f ^ g sont �evidents.

� f = 8P hgi : soit 
 = d(g) + ! et � � 
.

Puisque ! est transitive, pour tout p 2 N , 

p) 
0 implique �

p) 
0. On en
d�eduit que 
 j= 8P hgi implique � j= 8P hgi.
Supposons 
 6j= 8P hgi. Il existe donc p 2 P tel que pour tout 


p) 
0, 
0 6j= g.

En particulier, 

p) d(g) (car 
 � d(g)+!) implique d(g) 6j= g. Par hypoth�ese

d'induction, pour tout � � d(g), � 6j= g, donc � 6j= 8P hgi.
� f = 8P [g] : soit p0 def

= Minfp 2 Pg, 
 = d(g) + p0 et � � 
.

Si 
 j= 8P [g], alors pour tout p 2 P et tout 

p) 
0, 
0 j= g. De plus, p0 2 P

et 

p0) d(g), impliquent d(g) j= g. Donc, par hypoth�ese d'induction, pour

tout � � d(g), � j= g. Donc � j= 8P [g].
Sinon, 
 6j= 8P [g]. Il existe donc p 2 P et 


p) 
0 tels que 
0 6j= g. Comme on

a aussi �
p) 
0, on conclut facilement.
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Remarquons que pour le fragment PDL, la hauteur des formules est born�ee par

!. Comme de plus, la hauteur de la formule fn
def
= 9fngh>i PDL est �egale �a n (car

elle est �equivalente �a la formule EX n> 2 HML), on en d�eduit

Corollaire 4.3.18 dp(PDL) = !

Remarque 6 Nous savons (voir [EH86]) que le fragment �PDL [Str81] de PDL
est strictement plus expressif que CTL�, ce qui fournit une autre preuve pour le d.p.
de CTL�.

La Proposition 4.3.17 montre que la hauteur d'une formule f de TL est born�ee
par sa profondeur, elle même born�ee par !2.

Nous montrons maintenant que pour tout n 2 N , il existe une formule fn de TL

qui distingue jusqu'�a ! � n. Soit (fn)n2N la suite de formules d�e�nie par f0
def
= >,

fn+1
def
= 8N hfni. Alors,

� ! � n j= fn, car d(f) = ! � n

� pour tout ordinal �, � 6j= fn implique � 6j= fn+1 (car 0 2 N et �
0) �).

Nous montrons par induction sur n que pour tout � < ! � n, � 6j= fn. Le cas
n = 0 est �evident. Soit � < ! �n+!. Si � < ! �n, alors par hypoth�ese d'induction
� 6j= fn, donc � 6j= fn+1. Sinon, ! � n � � < ! � n + !. Alors � est de la forme

! � n + k, mais alors pour tout �
k+1) �0, �0 < ! � n, et par hypoth�ese d'induction

�0 6j= fn, donc � 6j= fn+1.
Remarquons que seule la modalit�e 8N h:i est utilis�ee.

Corollaire 4.3.19 Pour toute classe C de parties de N , si N 2 C, alors dp(C�
TL) = !2. En particulier dp(RTL) = dp(TL) = !2.

Les r�esultats de cette section montrent que sauf �a se restreindre au cas du
branchement �ni, il n'existe pas de r�esultat d'ad�equation entre d'une part une
s�emantique bas�ee sur la bisimulation et d'autre part les logiques d'�etats, comme
HML, CTL, CTL�, L�, PDL, RTL, etc: : :

4.4 Pouvoir de distinction des congruences engendr�ees par
les logiques d'�etats

Suite aux r�esultats obtenus jusqu'ici, il est naturel de se demander si les �equi-
valences induites par les logiques ne pourraient être elles-mêmes utilis�ees comme
�equivalences s�emantiques. Dans l'esprit de trouver des s�emantiques compatibles
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avec la construction modulaire des programmes, l'utilisation d'une de ces �equiva-
lences n'est int�eressante que si l'on montre que cette �equivalence est en fait une
congruence pour les combinateurs classiques de programmes, tels que ceux de CCS,
CSP,: : : . Dans [Sch90a], il est �etabli que l'�equivalence induite par la logique CTL
n'est pas une congruence pour la composition parall�ele \�a la CSP". Dans cette sec-
tion, nous r�epondons globalement pour les �equivalences induites par CTL et CTL�,
en montrant qu'aucune d'entre elles n'est une congruence. La preuve repose sur le
fait que le d.p. des plus grandes congruences induites par les logiques (vis �a vis des
combinateurs tyft de [GV88]) est strictement plus grand que !, c-�a-d. que le d.p.
des �equivalences logiques.

De plus nous �etudions une sous-classe des combinateurs tyft, appel�es combina-
teurs sans copie (qui contient tous les combinateurs usuels de CCS), vis �a vis de
laquelle les congruences induites par CTL et CTL� ont encore un d.p. strictement
plus grand que !.

En�n, nous montrons que la congruence de trace induite par les contextes tyft
est strictement plus �ne que celle induite par la sous-classe des contextes sans copie.
Ce dernier r�esultat met en �evidence une di��erence d'expressivit�e entre les formats
des r�egles SOS qui d�ecrivent les contextes tyft et les contextes sans copie.

4.4.1 Notre d�emarche

Comme indiqu�e ci-dessus, nous consid�erons dans cette section deux classes de com-
binateurs : celle des combinateurs tyft d�e�nie pr�ec�edemment en Section 2.2.1, et sa
sous-classe form�ee des combinateurs sans copie, d�e�nie plus loin en D�e�nition 4.4.1.
Ces combinateurs sont utilis�es pour construire des contextes dans lesquels seront
plac�es les processus ordinaux. Informellement, si C[:] est un contexte �a 1 place (c-
�a-d. un terme avec 1 trou) construit �a partir de combinateurs tyft, et si � est un
ordinal, le terme C[�] d�enote le processus qui peut �evoluer par des transitions que
l'on prouve, d'une part, au moyen des r�egles qui d�ecrivent les combinateurs de C[:]
et d'autre part, en utilisant que �! � pour tout � < �.

Etant donn�ee une �equivalence s�emantique �, nous �etudions le d.p. s'il existe, de
la plus grande congruence contenue dans � relativement �a tous les combinateurs
tyft (resp. sans copie). Cette congruence identi�e deux ordinaux � et �0 ssi pour
tout contexte tyft (resp. sans copie) C[:], C[�] � C[�0].

Informellement notre d�emarche est la suivante : soit � un ordinal plac�e dans un
contexte tyft C[:] et � une ex�ecution partant de C[�]. A cette ex�ecution est associ�ee
une preuve P�, construite �a partir de transitions entre ordinaux et d'instances des
r�egles SOS. Nous expliquons ensuite comment, �a partir de P�, il est possible de
construire une preuve P�0 d'une ex�ecution qui imite � et qui part d'un �etat de la
forme C[�0], �a condition que l'ordinal �0 soit \su�samment" grand.

Un tel r�esultat nous permet :
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1) de borner le d.p. des congruences de trace induites par les contextes tyft et les
contextes sans copie,

2) de d�e�nir une nouvelle notion de profondeur des formules de CTL et CTL�,
�a partir de laquelle nous d�eduirons une borne pour le d.p. des congruences
induites par CTL et CTL�.

Nous n'avons pas trait�e le cas de L� qui s'av�ere beaucoup moins trivial.

4.4.2 D�e�nitions pr�eliminaires

Soit � = (F; ar) une signature (�a une sorte). Nous d�e�nissons ~� l'extension de �
obtenue en ajoutant toutes les constantes ordinales. Un terme de l'alg�ebre T~� est
construit �a partir des symboles de fonction de � et d'ordinaux. Par exemple, si
C[:; : : : ; :] est un contexte tyft �a n places, c-�a-d. un terme de T� �a n trous, et que
�1; �2; : : : ; �n sont n ordinaux, le terme t = C[�1; �2; : : : ; �n] appartient �a T~�.

Si P = (�; A;R) est une SG, nous notons ~P l'extension de P obtenue en �etendant
la signature � en ~� et en ajoutant �a R tous les axiomes � ! � (pour � < �). En
reprenant l'exemple ci-dessus, le terme t = C[�1; : : : ; �n] est un �etat du graphe
sp�eci��e par ~P , et les transitions partant de t sont toutes les transitions de la forme
t

a! ~P t0 que l'on pourra prouver en utilisant les r�egles de R et les axiomes � ! �.
Pour des raisons de lisibilit�e, et lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e, nous noterons P

au lieu de ~P .

Exemple 9 Consid�erons les r�egles tyft suivantes :

x! y

g(x)! f(x; y)

x! y

f(x; z) ! f(x; y)

x ! y

f(x; z)! f(f(x; z); y)
f(x; y)! y

On peut facilement prouver la transition g(!) ! f(!; 0), en utilisant la premi�ere
r�egle, et l'axiome ! ! 0. Il est facile de voir que l'on peut aussi prouver l'existence
d'un chemin in�ni g(!) ! f(!; 0) ! f(f(!; 0); 0) ! f(f(f(!; 0); 0); 0) : : : Une
preuve de ce chemin est bien sûr in�nie.

L'Exemple 9 pr�ec�edent nous montre que des ordinaux plac�es dans des contextes
tyft peuvent avoir des comportements in�nis, mais aussi que le nombre d'occurrences
d'ordinaux dans les termes le long d'un chemin peut augmenter. Nous d�e�nissons
dans la suite une sous-classe des combinateurs tyft pour laquelle ce nombre ne peut
que stagner ou diminuer le long de toute ex�ecution.

D�e�nition 4.4.1 (R�egles sans copie) Soit r une r�egle tyft (pure) de la forme

fti ai! yi j i 2 Ig
f(x1; : : : ; xn)

a! t

La r�egle r est sans copie si pour chaque xk il existe au plus un y 2 V ar(t) atteignable
�a partir de xk dans le graphe de d�ependance de r.
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Nous disons d'une SG P = (�; A;R) qu'elle est sans copie si toute r�egle r 2 R
est sans copie.

Remarque 7 � Informellement, une r�egle sans copie ne permet pas de produire
des duplicata de l'�etat du syst�eme plac�e dans le contexte.

� Une r�egle est sans copie si et seulement si son graphe d�ependance ne contient
aucun branchement.

� Toutes les r�egles de la Section 2.2.1 et plus g�en�eralement toutes celles de CCS
sont sans copie.

� Les axiomes �! � sont des r�egles sans copie. Il en r�esulte que si P est une
SG sans copie, alors ~P est aussi sans copie.

4.4.3 R�esultats pr�eliminaires

Nous consid�erons un exemple simple qui nous servira pour illustrer nos d�e�nitions
et nos r�esultats.

Exemple 10 Soit P une SG en format tyft dont les r�egles sont les suivantes :

x! y x! z z! u

f(x)! g(y; z)

x! y x! z

h(x)! l(z; y)

Consid�erons maintenant l'ordinal 4 plac�e dans le contexte h(f(:)). On peut alors
prouver la transition h(f(4)) ! l(g(2; 2); g(3; 1)) en utilisant par exemple la preuve
P0 suivante :

4! 2 4! 2 2! 0

f(4) ! g(2; 2)

4! 3 4! 2 2! 1

f(4)! g(3; 1)

h(f(4))! l(g(2; 2); g(3; 1))

Il est clair que si dans cette preuve on remplace toutes les occurrences de l'ordinal
4 par l'ordinal 6, on obtient une preuve de la transition h(f(6))! l(g(2; 2); g(3; 1)).
Il en serait de même de tout ordinal � � 4.

Nous �etudions dans la suite un r�esultat tr�es g�en�eral, �enonc�e en Proposition 4.4.1,
qui exprime les liens qu'il faut exiger entre deux ordinaux � et �0 pour que dans
tout contexte tyftC[:], si on peut prouver une ex�ecution � partant de C[�] alors on
peut aussi prouver une ex�ecution �0 partant de C[�0] qui dans un certain sens est
\similaire" �a �.

Avant d'�enoncer ce r�esultat, nous introduisons une famille d'�equivalences sur les
ordinaux qui permet de parler de pouvoir de distinction, sans pour autant d�esigner
une �equivalence particuli�ere.

D�e�nition 4.4.2 A tout ordinal 
, nous associons la relation 


^ sur les ordinaux,
d�e�nie par :

�



^�
def, � = � ou �; � � 


�



^� se lit \� et � sont �egaux jusqu'�a 
".
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Clairement, dp( 


^) = 
, et si 
 � 
0 alors � 


^� implique � 
0

^�.

Nous �etendons la d�e�nition de 


^ sur T~� et sur les ex�ecutions de G(P ) par :

� pour tous f; g 2 �,

f(u1; : : : ; un)



^g(v1; : : : ; vn) ssi f = g et ui



^vi pour tout i = 1; : : : n:

� si � et �0 sont des ex�ecutions de G(P ),

�



^�0 ssi tr(�) = tr(�0) et �(i) 


^�0(i); pour tout i <j� j :

La Proposition 4.4.1 qui suit exprime que pourvu que des ordinaux �i et �0
i,

i = 1; : : : ; n, soient assez grands (ou �egaux), pour tout contexte tyft C[:; : : : ; :] �a
n-places, toute ex�ecution partant de C[�1; : : : ; �n] peut \être imit�ee modulo 


^" en
partant de C[�0

1; : : : ; �
0
n].

Proposition 4.4.1 Soit C[:; : : : ; :] un contexte tyft �a n places et 
 un ordinal.

1. Si t0 = C[�1; : : : ; �n]

+!1
^ C[�0

1; : : : �
0
n] = t00, alors pour tout � 2 Ex(t0), il existe

�0 2 Ex(t00) tel que �



^�0.

2. Si de plus on se restreint �a des contextes sans copie, !1 peut être remplac�e par
! si � est �nie, et par ! � 2 sinon.

Pour prouver la Proposition 4.4.1, nous montrons comment il est possible de
modi�er la preuve de l'ex�ecution � pour obtenir une preuve de �0.

Supposons pour simpli�er que le contexte C[:; : : : ; :] est �a 1 place. Soit P une
preuve de �. Nous extrayons de cette preuve P un arbre de d�ependance T �etiquet�e
par les occurrences des ordinaux qui apparaissent dans la preuve P et qui caract�erise
les d�ependances entre ces occurrences.

Par exemple, nous extrayons de la preuve P0 de l'Exemple 10 l'arbre T0 de la
Figure 4.4.

Il est facile de g�en�eraliser la construction d'un tel arbre dans le cas g�en�eral, même
si l'ex�ecution � est in�nie. Nous ne donnons pas la d�e�nition formelle de cette con-
struction puisque, premi�erement, elle n'apporte rien d'essentiel et que, deuxi�eme-
ment, sa description serait de toute fa�con tr�es lourde �a formaliser. Il faut seulement
bien comprendre que pour construire cet arbre, il faut se souvenir de toutes les
r�egles utilis�ees dans la preuve P et des substitutions qui leur sont appliqu�ees a�n
de reconnâ�tre les occurrences d'un même ordinal dans P. Remarquons simplement
que l'arbre T est d�e�ni de fa�con univoque modulo l'ordre de ses branches.

Dans le cas d'un contexte �a n place, une preuve P de � 2 Ex(C[�1; : : : ; �n])
engendre non plus un arbre, mais une forêt d'arbres T1; : : : ; Tn, chaque Ti ayant
pour racine l'ordinal �i.

Nous d�e�nissons dans la suite la notion d'�-arbre, o�u � est un ordinal, qui sert
techniquement �a prouver la Proposition 4.4.1.
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D�e�nition 4.4.3 (�-arbre) Un �-arbre est une structure T = (L;!; E) o�u

� L � N � est ferm�e par pr�e�xe, � 2 L est le mot vide, appel�e la racine de T ,

� !� L� L est telle que pour tous p; q 2 L; (p; q) 2! si 9n; q = p:n,

� E : L ! � + 1 est telle que E(�) = � et E(p) � E(q) pour tous p; q 2 L tels
que (p; q) 2!.

Informellement, un �-arbre T = (L;!; E) est un arbre dont la racine est �etiquet�ee
par � et dont les autres n�uds (i.e. les �el�ements de L n f�g) sont �etiquet�es par
des ordinaux inf�erieurs ou �egaux �a �, qui ne peuvent que d�ecrô�tre ou stagner le
long d'un chemin dans l'arbre. Puisque < l'ordre sur les ordinaux est bien fond�e,
pour tout chemin in�ni p1 ! : : : ! pn ! : : : dans T , il existe un entier m tel que
E(pk) = E(pm) pour tout k � m.

Reprenons maintenant l'Exemple 10. La preuve P0 peut être modi��ee en une
preuve de la transition h(f(6)) ! l(g(2; 2); g(3; 1)). Il su�t de renommer dans P0

toutes les occurrences de 4 par 6. On obtient alors la preuve :

6! 2 6! 2 2! 0

f(6) ! g(2; 2)

6 ! 3 6 ! 2 2 ! 1

f(6) ! g(3; 1)

h(f(6))! l(g(2; 2); g(3; 1))

En fait, il est su�sant pour construire cette preuve de donner un nouvel �etiquetage
de l'arbre T0 (associ�e �a la preuve P0) de sorte que 4, la racine de T0, est renomm�ee
en 6 et que ce nouvel �etiquetage respecte la d�ecroissance des �etiquettes le long des
branches de T0. Si un tel �etiquetage existe, nous disons que l'arbre T0 peut être
�etiquet�e en dessous de 6. Plus formellement :

D�e�nition 4.4.4 (Re�etiquetage2 d'un �-arbre en dessous de � modulo

) Soient T = (L;!; E) un �-arbre, � et 
 deux ordinaux. L'�-arbre T peut être

2Au sens o�u l'on donne un autre �etiquetage.
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Figure 4.4: L'arbre T0 extrait de la preuve P0 de l'Exemple 10
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re�etiquet�e sous � modulo 
 (par E0), en abr�eg�e r.s. � mod 
 (par E0) si il existe
une fonction d'�etiquetage E0 : L! � + 1 telle que pour tous p; q 2 L,

1. E0(p) � � (sous �)
2. E0(p) > E0(q) ssi E(p) > E(q) (respect des d�ecroissances strictes dans T )
3. E0(p) 


^E(p) (modulo 


^)

D'apr�es la D�e�nition 4.4.4,

� Si T peut être r.s. � mod 
 par E0, alors T 0 def
= (L;!; E0) est un �-arbre.

� Si �0 � � et si T peut être r.s. � mod 
, alors que T peut être r.s. �0 mod 
.

L'arbre T0 de l'Exemple 10 peut être r.s. 6 mod 0, mais aussi r.s. � mod 0 pour tout
� � 4.

Dans la suite nous �etudions sous quelles hypoth�eses, un �-arbre peut être re�eti-
quet�e. Remarquons que lorsqu'un arbre est extrait d'une preuve �a partir de r�egles
sans copie, cet arbre contient au plus un chemin in�ni.

D�e�nition 4.4.5 Un �-arbre est primaire si il contient au plus un chemin in�ni.

Proposition 4.4.2 Soient �; �; 
 des ordinaux.

1. Si �
+!1
^ �, alors tout �-arbre T peut être r.s. � mod 
.

2. On peut remplacer !1 par ! � 2 si on ne consid�ere que des �-arbres primaires,

3. On peut remplacer !1 par ! si on ne consid�ere que des �-arbres primaires
�nis.

Preuve 1. On peut supposer sans perdre de g�en�eralit�e que � > � >� 
 + !1.
Soit T = (L;!; E) un �-arbre. Puisque � > 
+!1, il est su�sant de montrer
que T peut être r.s. 
+!1 mod 
. Ce qui peut se faire en montrant qu'il existe
un ordinal d�enombrable � (< !1) tel que T peut être r.s. 
+� mod 
 par une
fonction d'�etiquetage E0.
Nous d�e�nissons E0 par:

� E0(p) = E(p) pour tout p tel que E(p) < 
,

� Il ne reste alors qu'un ensemble d�enombrableR de positions dans l'arbre
T sur lequel E0 n'est pas encore d�e�nie. Soit � le sous-ordre qui corre-
spond aux �etiquettes (par E) f�0; �1 : : :g associ�e �a R. Soit f�0; �1 : : :g la
repr�esentation de �. Nous posons alors E0(p) = 
 + �i si E(p) = �i. Par
construction, E0(�) < 
 + !1.

2. Il est su�sant de montrer que chaque �-arbre primaire T = (L;!; E) peut
être r.s. ! + k mod 
 o�u k 2 N . Consid�erons l'unique chemin in�ni de T
partant de sa racine p0 ! p1 : : :. Il existe m 2 N minimal tel que E(pi) =
E(pm), pour tout i � m. Mais alors il est facile de voir que le sous-arbre



74 Chapitre 4. Etude du branchement in�ni

de T �a la position pm peut être r.s. ! mod 
 par un E0 (car toutes les autres
branches sont �nies). Il reste �a �etendre E0 sur un nombre �ni k de positions
dans T , ce qui peut facilement être fait, donnant un �etiquetage de T sous !+k
modulo 
.
Si l'�-arbre T est �ni, on voit que ! su�t.

Nous pouvons maintenant prouver la Proposition 4.4.1. Pour simpli�er l'expos�e
de la preuve, nous ne consid�erons qu'un contexte C[:] �a 1 place. Nous supposons
donn�es �0 et �0

0 tels que �0

+!1
^ �0

0.

1. Soit P une preuve de � = C0[�0]! t1 ! : : : (o�u les ti sont des �el�ements de T~�).
Nous extrayons de P un �0-arbre T = (L;!; E). D'apr�es la Proposition 4.4.2,
comme �0


+!1
^ �0

0, T peut être r.s. �0
0 mod 
 par une fonction d'�etiquetage E0.

On obtient un �0
0-arbre T

0 tel que E0(p) 


^E(p) pour tout p 2 L. En utilisant
l'arbre T 0 et les r�egles utilis�es dans la preuve P, on peut construire une preuve
P 0 d'une ex�ecution �0 partant de C[�0

0], �
0 = C0[�0

0]! t01 ! : : :. Par construc-
tion de T 0, ti




^t0i, pour tout i (toutes les instances des variables dans ti et t
0
i

sont des ordinaux 


^-�equivalents). Comme les r�egles utilis�ees dans la preuve
P 0 sont les mêmes que dans P, on a tr(�) = tr(�0), d'o�u on d�eduit � 


^�0.

2. Un raisonnement analogue s'applique aux contextes sans copie, en remar-
quant, d'apr�es la Proposition 4.4.2 que l'ordinal ! � 2 peut être ramen�e �a ! si
l'ex�ecution est �nie, car alors T est �ni.

La Proposition 4.4.1 est un r�esultat fondamental pour la suite de notre �etude.
Elle permet de savoir sous quelles conditions deux ordinaux plac�es dans les mêmes
contextes tyft (et sans copie) peuvent (1) engendrer les mêmes traces (c'est l'objet
de la section suivante),et (2) satisfaire les mêmes formules des logiques CTL et
CTL� (c'est l'objet de la Section 4.4.5).

4.4.4 Congruences de traces

Nous �etablissons ici quelques r�esultats suppl�ementaires qui nous serviront par la
suite. Nous en d�eduirons en particulier le d.p. des deux congruences de traces
qu'induisent respectivement les contextes tyft et sans copie.

D�e�nition 4.4.6 Un �-arbre T est �a largeur born�ee si il contient au plus un
nombre �ni de chemins in�nis. En particulier les arbres primaires sont �a largeur
born�ee.

Dans la suite nous utilisons les d�e�nitions suivantes :

D�e�nition 4.4.7 Soit � un ordinal.
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� U(�) d�enote le plus petit ordinal � tel que tout �-arbre peut être r.s. � mod 0.

� U 0(�) d�enote le plus petit ordinal � tel que tout �-arbre �a largeur born�ee peut
être r.s. � mod 0.

Lemme 4.4.3 Pour tout ordinal �,

1. U(�) = min(�; !1),

2. U 0(�) = min(�; ! � 2)

Preuve 1. Pour chaque � < !1, nous exhibons un �-arbre (binaire) T� et nous
montrons par induction sur les ordinaux la propri�et�e (�) suivante : T� ne peut
être re�etiquet�e sous un ordinal plus petit que �, ce qui prouve que U(�) = �.
Comme � est d�enombrable, nous pouvons le noter f�0; �1; �2; : : :g. T� est
alors l'arbre �etiquet�e par � �a toutes les positions 1k (k 2 N ), et tel que le
sous-arbre �a la position 1k0 est T�k .
Clairement, la propri�et�e (�) est vraie pour � = 0.
Supposons � 6= 0 et qu'il existe 
 < � tel que T� peut être r.s. 
 mod 0 par
E0. L'ordinal 
 est un �i. Nous pouvons supposer que c'est �0. Comme � > 

le nouvel �etiquetage E0 de T� doit respecter les d�ecroissances dans T�, c-�a-d-.

 = E0(�) > E0(0). Par cons�equent, E0(0) est un ordinal � < 
 tel que T
 peut
être r.s. � mod 0, ce qui contredit l'hypoth�ese d'induction. Donc U(�) = �.

Pour tout � � !1, nous montrons d'abord que pour chaque �-arbre T , il
existe un ordinal �T d�enombrable tel que T peut être r.s. �T mod 0. Soit T
un �-arbre. Le sous-ordre de � form�e des occurrences d'ordinaux dans T est
bien �evidemment d�enombrable, puisqu'il est born�e par le nombre de position
dans l'arbre T . Son type d'ordre nous d�e�nit l'ordinal �T cherch�e. Donc
U(�) � !1. Clairement, si � � !1, alors pour tout � < !1, on peut construire

un �-arbre T 0
� qui ne peut être r.s. � mod 0; il su�t de poser T 0

�

def
= �:T�,

o�u T� est l'arbre associ�e �a l'ordinal d�enombrable � comme indiqu�e plus haut.
Donc U(�) = !1.

2. Remarquons que dans le cas o�u � < ! � 2, l'�-arbre T� est �a largeur born�ee.
Si � < ! � 2, la preuve de U(�) = � pour � d�enombrable s'applique.
Si � � ! � 2, soit T = (L;!; E) un �-arbre �a largeur born�ee, et soit l le
nombre de chemins in�nis de T . En descendant su�samment bas le long de
chacun des l chemins in�nis de T , il existe une position pi dans T telle que

Ti
def
= T=pi, le sous-arbre de T �a la position pi, ne contient qu'un seul chemin

in�ni et tel que l'�etiquetage le long de ce chemin soit constant. On v�eri�e
facilement que chaque Ti peut être r.s. ! mod 0. En remarquant qu'il ne reste
�a �etiqueter qu'un nombre �ni kT de positions dans T , il est clair que T peut
être r.s. !+kT mod 0, ce qui implique que T peut être r.s. ! �2 mod 0. Donc
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U 0(�) � ! � 2. De plus, il est clair pour chaque � < ! � 2, on peut construire
un �-arbre qui ne peut être r.s. � mod 0.

Le Lemme 4.4.3, nous permet d'exhiber des arbres qui di��erencient les ordinaux.
A partir de ces arbres, nous savons construire des contextes tyft qui les \codent".

Soient deux ordinaux �0 < �0
0, tels que �0 6!1^�0

0. Alors �0 < U(�0
0) =Min(�; !1)

et le Lemme 4.4.3 impliquent qu'il existe un �0
0-arbre T = (L;!; E) tel que T ne

peut pas être r.s. �0 mod 0. Sans perdre de g�en�eralit�e, nous pouvons supposer que
T est un arbre binaire complet, i.e. L = f0; 1g�. A partir de T nous construisons
un contexte �a une place CT [:] tel que t00 = CT [�0

0] 6�Tr CT [�0] = t0 car t00 poss�ede une
trace in�nie, mais pas t0.

�0
0

�
�
�
�

�
�

P
P
P
P
P
P

�0
1 �0

0
P
P
P
P

�
�
�

�

�
�
�
�

P
P
P
P

�0
2 �0

0�0
2 �0

3

...
...

Figure 4.5: L'�0
0-arbre T

Supposons, par exemple, que T a la forme de la Figure 4.4.4, o�u �0
2 < �0

1 < �0
0 et

�0
3 < �0

0. Nous d�e�nissons la famille d'op�erateurs (Oi)i2N par les r�egles tyft (Ri)i2N
suivantes :

R0
x1 ! y1

O0(x1)
a! O1(y1; x1)

R1
x1

a! y1 x2
a! y2

O1(x1; x2)
a! O2(y1; y1; x2; y2)

R2 : : :

o�u l'ensemble des pr�emisses de Ri pour Oi(x1; : : : ; x2i)
a! Oi+1(x1; y1; : : : ; x2i; y2i)

est donn�e par les lien de d�ependances entre les occurrences d'ordinaux dans l'arbre
T entre le niveau i et le niveau i+ 1. Par construction, seul O0(�0

0) admet la trace
in�nie aaa : : :.

Un raisonnement similaire peut être appliqu�e au cas des arbres �a largeur born�ee,
dont on peut alors exhiber des contextes sans copie.
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Nous pouvons ainsi montrer que l'ajout des contextes tyft, mais aussi des con-
textes sans copie, peut ajouter strictement du pouvoir de distinction. C'est le cas
pour l'�equivalence de trace, �Tr. Il est clair que dp(�Tr) = ! : deux entiers n < m
n'ont pas les mêmes traces (seul m admet une trace de longueur m). Par contre
tous les ordinaux �a partir de ! admettent des traces de longueur arbitrairement
longues. On peut cependant d�eduire de ce qui pr�ec�ede que des ordinaux au-del�a de
! peuvent être distingu�es par cette �equivalence si on les place dans des contextes.

Proposition 4.4.4 1) Le d.p. de la congruence de trace engendr�ee par les con-
textes tyft est �egal �a !1,

2) Le d.p. de la congruence de trace engendr�ee par les contextes sans copie est �egal
�a ! � 2.

3) La congruence de trace engendr�ee par les contextes tyft est strictement plus �ne
que celle engendr�ee par les contextes sans copie.

Preuve Pour les contextes tyft (resp. sans copie), le pouvoir de distinction est
born�e par !1 (resp. ! � 2) comme le montre la Proposition 4.4.1 dans le cas o�u 

vaut 0. Ce pouvoir de distinction atteint au moins !1 (resp. !�2), comme le montre
la construction des op�erateurs Oi ci-dessus.

Ces premiers r�esultats indiquent une r�eelle di��erence d'expressivit�e entre les
contextes tyft et les contextes sans copie. Dans la section suivante, nous consid�erons
les congruences induites par les logiques CTL et CTL� pour les deux classes de
contextes tyft et sans copie, et nous montrons que ces congruences n'atteignent pas
la bisimulation.

4.4.5 Congruences induites par CTL et CTL�

Nous introduisons les notations suivantes :

D�e�nition 4.4.8 (Congruence induite par une logique) Soit L une logique
d'�etats. Nous d�e�nissons les �equivalences 'L et �=L entre les �etats d'un graphe
(obtenu par une SG) par : pour tous q; q0 2 QG ,

q 'L q
0 def, pour tout contexte tyft C[:]; C[q]�L C[q0]

q �=L q
0 def, pour tout contexte sans copieC[:]; C[q]�L C[q0]

Clairement, q 'L q0 implique q �=L q0. D'autre part, si L et L0 sont deux logiques
d'�etats telles que l'�equivalence �L0 est plus �ne que l'�equivalence �L, on a

q 'L0 q0(resp. q �=L0 q0) implique q 'L q
0(resp. q �=L q

0)
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Nous �etudions tout d'abord le d.p. des congruences 'CTL et 'CTL�, en montrant
qu'il vaut !1 �!, voir la Proposition 4.4.5. Pour cela, il su�t d'�etablir (1) que cette
valeur est une borne pour le d.p. de 'CTL�, puis (2) nous exhibons des contextes
tyft et des formules CTL pour montrer que cette borne est atteinte.

Une d�emarche similaire est adopt�ee pour les congruences �=CTL et �=CTL�, mon-
trant le r�esultat de la Proposition 4.4.7.

Proposition 4.4.5 dp('CTL) = dp('CTL�) = !1 � !
Preuve Nous d�e�nissons par induction sur les formules de CTL� une notion de
profondeur, not�ee �, par :

�(>) = 0
�(f ^ g) = max(�(f); �(g))
�(:f) = �(f)
�(X f) = �(f)
�(f U g) = max(�(f); �(g))
�(8f) = �(f) + !1

Par d�e�nition de �, on a �(f) � !1 � n o�u n est le nombre maximum d'op�erateurs
8 embô�t�es dans f . Par cons�equent, pour toute formule f 2 CTL�, �(f) < !1 � !.
Lemme 4.4.6 Soit G� un graphe ordinal. Pour toute f 2 CTL�, et toutes ex�ecu-
tions � et �0 de G�,

�
�(f)

^�0 implique � �f �
0

Preuve On le montre par induction sur la structure de f . Les cas >, :f , f ^ g
sont �evidents.

� f = X g : soit 
 = �(f). Si � j= X g, alors �1 existe et satisfait g. Comme
�




^�0, alors par d�e�nition de 


^ sur les ex�ecutions, �01 existe et �1 


^�01.
Comme 
 = �(g), par hypoth�ese d'induction �01 j= g, donc �0 j= X g.

� Un raisonnement analogue s'applique au cas g U h.

� f = 8g : soit 
 = �(g) et �
+!1
^ �0. Supposons que � 6j= 8g, alors il existe une

ex�ecution �0 partant de �(0), telle que �0 6j= g. Mais comme �(0)
+!1^ �0(0),
d'apr�es la Proposition 4.4.1, il existe une ex�ecution �0

0 partant de �0(0) telle
que �0




^�0
0. Par hypoth�ese d'induction �0

0 6j= g, donc �0 6j= 8g.

On montre tr�es facilement, en utilisant le lemme pr�ec�edent, que pour toute
f 2 CTL�, et tous ordinaux �i; �

0
i (i = 1; : : : ; n),

�i
�(f)

^�0
i pour tout i = 1; : : : ; n implique C[�1; : : : ; �n] �f C[�0

1; : : : ; �
0
n]
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Une formule f de CTL� ne peut donc pas distinguer des ordinaux au dessus de
�(f), même lorsqu'on les place dans des contextes tyft. Par cons�equent, on a

dp('CTL) � dp('CTL�) � !1 � !

Nous montrons maintenant que cette borne est atteinte en exhibant une suite
de contextes C�n [:] (n � 0) et de formules fn de CTL tels que que pour tout n et
tout ordinal � < !1,

C�n [!1 � (n+ 1)] j= fn (4:6)

C�n [�] 6j= fn; pour tout � � !1 � n+ � (4:7)

Pour faciliter la pr�esentation, nous enrichissons la logique CTL par des propo-
sitions atomiques de la forme after a, o�u a 2 A et A est un ensemble de noms
d'actions. La s�emantique de ces propositions est donn�ee par :

q j= after a ssi il existe un �etat q0 tel que q0 a! q

D'apr�es le Lemme 4.4.3, pour tout � < !1, il existe un !1-arbre T � qui ne peut
être r.s. � mod 0 quel que soit � � � (car U(!1) = !1). On peut supposer comme
en section pr�ec�edente que l'arbre T � est binaire et complet. Nous lui associons la
famille d'op�erateurs fO�

0;i[:]gi<!, dont les r�egles R0;i d�ecrivent les d�ependances des
ordinaux �a chaque �etage de l'arbre T � (chaque r�egle R0;i est calqu�ee sur la r�egle Ri

de la page 76). Par construction des op�erateurs O�
0;i, il est clair que dans le contexte

C�0 [:] def= O�
0;0(:), on a :

� O�
0;0(!1) n'admet qu'une ex�ecution aaaa : : : qui est in�nie, en appliquant la

suite de r�egles R0;0; R0;1; : : :, et

� pour tout � < �, O�
0;0(�) n'admet qu'une ex�ecution qui elle, est �nie, car une

des r�egles R0;p n'est plus applicable.

Nous ajoutons �a ce syst�eme de r�egles les familles de r�egles suivante ;

Rn;i

x1 ! y11 : : :

O�
n;i[x1; : : :]

a! O�
n;i+1[y11 : : :]

(0 < n < !; i < !; � < !1)

Dn

xj ! yj

O�
n;i[x1; : : : ; x2i]

p
! O�

n�1;0[xj]
(0 < n < !; i < !; j 2 f1; : : : ; 2ig; � < !1)

Pour chaque � et chaque n � 1, les r�egles Rn;i pour les op�erateurs O�
n;i sont

calqu�es sur les r�egles R0;i des op�erateurs O�
0;i construits �a partir de l'arbre T �.

Pour chaque �, les op�erateurs O�
n;i sont strati��es selon n � 0.

Pour tout n � 1 �x�e, l'�etat O�
n;0(!1�(n+1)) admet une l'ex�ecution in�nie aaa : : : en
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appliquant la suite de r�egles Rn;0; Rn;1; : : : (construite �a partir des d�ependances des
occurrences d'ordinaux dans l'arbre T �). De plus, dans tout �etat, le long de cette
ex�ecution (i.e. de la forme O�

n;i(:; : : : ; :)), et pour tout
p
-successeur de cet �etat (i.e.

de la forme O�
n�1;0(:)), il existe aussi une ex�ecution in�nie aaa : : : telle que, dans

tout �etat le long de cette ex�ecution, et pour tout
p
-successeur, etc: : :

Nous proposons donc les formules fn (n � 0), d�e�nies r�ecursivement par :

f0
def
= AG(EX >)

o�u la modalit�e AG (:) est une abr�eviation pour :E>U :(:). Elle appartient �a la
logique CTL. Intuitivement, AGf signi�e que la formule f est globalement vraie.
Par cons�equent f0 exprime qu'il n'existe pas de chemin �ni.

Pour n � 1, on pose

fn
def
= EG (EX > ^AX ((after

p
)) fn�1)

o�u la modalit�e EG (:) est une abr�eviation pour :A>U :(:). Elle appartient �a la
logique CTL. Intuitivement, EGf signi�e qu'il existe un chemin le long duquel la
formule f est toujours vraie. La connective ) est l'implication classique, i.e.|
f ) g est �equivalente �a :f _ g.

Par construction, chaque �etat O�
n;0(!1 � n+ !1) satisfait la formule fn.

Nous montrons par induction sur n � 0, qu'un �etat de la forme O�
n;0(�), o�u

� � !1 � n + �, ne satisfait pas fn. Nous avons d�ej�a constat�e que c'est le cas pour
n = 0 (c'est l'argument de la section pr�ec�edente pour les traces).

Soit n � 1. Pour un �etat O�
n;0(�), avec � � !1 � n + �, l'application des r�egles

Rn;i conduit forc�ement �a un �etat de la forme O�
n;p(�1; : : : ; �2p), o�u l'un des �j est

strictement inf�erieur �a !1 � (n� 1) (puisque � ne peut �etiquet�e T � �a la racine, par
construction). Pour un tel �etat, le

p
-successeur O�

n�1;0(�j) ne satisfait pas fn�1 par
hypoth�ese d'induction. Par cons�equent, O�

n;0(�) 6j= fn.

Il su�t pour conclure de poser C�n [:] def
= O�

n;0(:) pour tout n � 0. Ainsi les
Assertions (4.6) et (4.7) sont v�eri��ees.

Une proposition similaire �a la Proposition 4.4.7 permet de caract�eriser les con-
gruences induites par les contextes sans copie.

Proposition 4.4.7 dp(�=CTL) = dp(�=CTL�) = !2

Preuve Le fait de ne consid�erer que des contextes sans copie, nous permet, d'apr�es
la Proposition 4.4.1, de d�e�nir une nouvelle notion de profondeur �0 des formules de
CTL� (moins grande que pr�ec�edemment) pour laquelle le Lemme 4.4.6 reste vrai.
�0 est d�e�nie comme � dans la preuve pr�ec�edente, sauf que �0(8f) = (f)+!�2 su�t.
Nous pouvons �enoncer :
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Lemme 4.4.8 Soit G� un graphe ordinal.

Pour toute f 2 CTL�, et toutes ex�ecutions � et �0 de G�

�
�(f)

^�0 implique � �f �
0

Nous omettons la preuve qui est similaire �a celle du Lemme 4.4.6.

La profondeur des formules �etant born�ee par !2, nous terminons notre preuve
en montrant qu'il existe une suite de contextes sans copie (Cp[:])p2N et de formules
(fp)p2N 2 CTL telles que, pour tout p � 0,

Cp[! � (p+ 1)] j= fp mais Cp[! � p] 6j= fp (4:8)

Pour cela nous utilisons des contextes CCS construits �a partir de nil et des
combinateurs a(:) et + d�e�nis en Section 2.2.1. Nous supposons donn�ee une fonction
� : A�A! A telle que pour tous a; a0; b; b0 2 A, a� b = a0� b0 ssi a = a0 et b = b0.
Nous introduisons le combinateur de composition parall�ele d�e�ni par les r�egles sans
copie suivantes :

x
e! x0

x jy e! x0 jy
y

e! y0

x jy e! x jy0
x

e! x0 y e0! y0

x jy e�e0! x0 jy0

Nous supposons que les graphes ordinaux sont �etiquet�es sur l'alphabet A = fag.
Nous d�e�nissons les termes

� G0
def
= nil

� Gp
def
= �n2N an(b(Gp�1)) pour tout p � 1.

Nous posons alors

� C0[:] def= nil et f0
def
= >, et

� Cp[:] def= Gp j : et fp def
= AX [E (after a� c)U ((after b� c)^fp�1)], pour p � 1

On v�eri�e facilement l'Assertion (4.8) par induction sur p. Nous omettons cette
preuve.

La Proposition 4.4.7 implique que pour toute L 2 fCTL;CTL�; L�g,

dp(L) < dp(�=L) < dp('L)

Corollaire 4.4.9 L'�equivalence induite par la logique L 2 fCTL;CTL�; L�g n'est
ni une congruence pour les contextes tyft ni pour les contextes sans copie.
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4.4.6 Congruences induites par les logiques C�TL
Nous n'avons pas �etudi�e en d�etail les congruences induites par les logiques C�TL
de [BT85]. Dans le cas o�u l'on consid�ere des contextes, les graphes consid�er�es ne
sont plus forc�ement �etiquet�es sur un alphabet singleton. Il faut alors prendre en
compte la d�e�nition d'origine de ces logiques. Quoiqu'il en soit, il est semble possible
de traduire leurs formules en des conjonctions ou disjonctions d�enombrables de
formules plus �el�ementaires pour lesquelles on sait d�e�nir une notion de profondeur
permettant de borner le d.p. de ces logiques (par des techniques similaires �a celles
que nous avons utilis�ees).



Conclusion

Dans cette premi�ere partie de la th�ese, nous avons montr�e comment la bisimula-
tion et les logiques du temps arborescent sont �etroitement (mais imparfaitement)
li�ees. Dans le cadre g�en�eral du branchement in�ni, les logiques que nous avons con-
sid�er�ees induisent des �equivalences plus faibles que la bisimulation. La d�emarche
utilis�ee pour montrer nos r�esultats est exclusivement bas�ee sur l'utilisation des Pro-
cessus Ordinaux de Klop, dans le même esprit que [SP90].

On peut r�esumer les derniers r�esultats du dernier chapitre par : plus la logique
utilis�ee est expressive (en restant compatible avec la bisimulation), et plus on con-
sid�ere un large jeu d'op�erateurs (pour lequel la bisimulation reste une congruence),
plus la congruence associ�ee �a la logique utilis�ee est proche de la bisimulation. Il
faut noter que nous avons consid�er�e toute la classe des combinateurs tyft, qui ne
peut être �etendue de fa�con triviale. De ce point de vue, notre travail est optimal
et il g�en�eralise les travaux de [Sch90b] dans lesquels, seules la logique CTL et une
sous-classe des combinateurs tyft sont consid�er�ees.

Les techniques de preuves que nous avons utilis�ees pour traiter les di��erentes
logiques sont sensiblement les mêmes. La m�ethode consiste �a trouver la \bonne"
d�e�nition de la profondeur d'une formule, pour borner sa hauteur. Nous pensons
que cette m�ethode s'applique �a beaucoup d'autres logiques.

Nous aimerions interpr�eter ce r�esultat de fa�con plus g�en�erale, en faisant abstrac-
tion du fait que les �equivalences �etudi�ees sont induites par des logiques. En e�et, le
fait que le pouvoir de distinction d'une �equivalence existe devrait su�r �a montrer
que la congruence associ�ee (vis �a vis de la classe de combinateurs tyft de [GV88])
admet elle aussi un pouvoir de distinction d'o�u nous d�eduirons qu'elle reste plus
faible que la bisimulation. Dans cette optique, il parâ�t n�ecessaire de g�en�eraliser
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aux chemins les d�e�nitions des �equivalences et de leur pouvoir de distinction pour
tirer avantage de la Proposition 4.4.1 qui constitue un �el�ement cl�e de nos r�esultats.

D'autres perspectives pour g�en�eraliser nos travaux peuvent être envisag�ees. Par
exemple, en consid�erant le format GSOS de [BIM88], ou plus g�en�eralement le format
ntyft/ntyxt de [Gro89] (qui autorisent des pr�emisses n�egatives dans les r�egles SOS
tyft). Dans le cas du branchement �ni, la congruence de traces induite par les con-
textes ntyft/ntyxt co��ncide avec la bisimulation. On peut alors envisager d'�etudier
ce format de r�egles dans le cadre plus g�en�eral du branchement in�ni.



Partie II

Les mod�eles d'ordre partiel
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Introduction

Le ra�nement des programmes fait partie des op�erations que l'on utilise naturelle-
ment pour concevoir les programmes : il consiste �a remplacer une unit�e \�el�emen-
taire" �a un niveau d'abstraction �elev�e par un programme plus complexe �a un niveau
d'abstraction moins �elev�e3. Les mod�eles d'entrelacement, pr�esent�es en Partie 1,
sont incompatibles avec le concept intuitif que l'on cherche �a mod�eliser, ou tout
du moins, il est n�ecessaire d'imposer des restrictions sur les ra�nements pour que
les s�emantiques d'entrelacement soient compositionnelles pour cette op�eration. Ces
consid�erations ont �et�e observ�ees par [CMP87], qui ont mis en �evidence l'int�erêt
d'utiliser des s�emantiques d'ordre partiel.

Le principe g�en�eral des mod�eles d'ordre partiel est bas�e sur l'id�ee de Petri.
On repr�esente explicitement la d�ependance causale entre les actions e�ectu�ees, et
par compl�ementarit�e l'ind�ependance entre les actions, c'est �a dire le parall�elisme.
Les mod�eles les plus connus sont les traces de Mazurkievich [AR88], les structures
d'�ev�enements de [NPW81], les r�eseaux de Petri (voir [Rei85] pour une introduc-
tion sur les r�eseaux de Petri) et les syst�emes de transitions asynchrones de [Bed87].
Dans certains de ces mod�eles, comme par exemple les structures d'�ev�enements, on
repr�esente aussi explicitement les choix non-d�eterministes du syst�eme.

Les structures d'�ev�enements [NPW81], [WN92] sont des mod�eles de base pour les
s�emantiques d'ordre partiel du temps arborescent. Il existe plusieurs cat�egories de
structures d'�ev�enements ([NPW81], [DD92], [BC88], [Win89], [NPW81], [Lan92]).
Dans cette th�ese, pour simpli�er les preuves, nous ne consid�erons que les struc-
tures d'�ev�enements les plus �el�ementaires, c-�a-d. les structures d'�ev�enements pre-
mi�eres. Nous les pr�esentons au Chapitre 5. Nous justi�ons le choix des structures

3C'est la construction hi�erarchique de syst�emes ou l'analyse descendante en g�enie logiciel.
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d'�ev�enements premi�eres par le fait qu'elles sont les mod�eles de base pour �etudier en
th�eorie les liens entre les s�emantiques d'ordre partiel et les s�emantiques du temps
arborescent. Nous sommes cependant convaincus que nos r�esultats se g�en�eralisent
aux structures d'�ev�enements stables.

Au Chapitre 6, nous nous pla�cons dans le cadre simple des structures d'�ev�enements
sans action invisible. Nous pr�esentons les �equivalences classiques qui tentent de com-
biner les bonnes propri�et�es de la bisimulation et les s�emantiques d'ordre partiel bien
adapt�ees au ra�nement de programmes. Les �equivalences les plus na��ves, comme
la pomset bisimulation de [BC87] ne sont pas satisfaisantes.

Nous introduisons ensuite une combinaison entre bisimulation et ordre partiel
particuli�erement int�eressante: la history preserving bisimulation de [GG89a]. Cette
�equivalence a �et�e originellement introduite par [RT88] pour les r�eseaux de Petri
sous le nom de Behavior Structure bisimulation (voir aussi la Fully Concurrent
bisimulation de [BDKP91]). Nous rappelons que cette �equivalence s�emantique
co��ncide avec

� l'�equivalence de mixed-ordering, de [DDM89],

� l'�equivalence causale de [DD89],

� la pomset bisimulation avant-arri�ere (sur les histoires des calculs) de [Che92a].

La pomset bisimulation avant-arri�ere de [Che92a] a �et�e propos�ee tr�es r�ecemment,
et n'a donc pas beaucoup �et�e �etudi�ee. Nous montrons au Chapitre 7, comment cette
�equivalence permet de d�eriver une caract�erisation de la history preserving bisimula-
tion par une logique \�a laHML" avec des modalit�es du pass�e. A notre connaissance,
il s'agit de la premi�ere caract�erisation logique de la history preserving bisimulation.
De plus, nous exhibons un algorithme de traduction entre notre logique, not�ee Lpbf ,
et la logique LP de [DF90]. Pour traduire LP dans Lpbf , nous utilisons une technique
de s�eparation \�a la Gabbay" des formules de LP . Le fait que la logique LP s'injecte
dans Lpbf prouve qu'elle ne caract�erise pas la weak history preserving bisimulation
comme le pr�etendent [DF90].

Le Chapitre 8 �etudie des variantes de la pomset bisimulation avant-arri�ere.
Nous obtenons une classi�cation des bisimulations avant-arri�ere pour les structures
d'�ev�enements premi�eres sans action invisible.

Finalement, au Chapitre 9, nous �etendons la pomset bisimulation avant-arri�ere
de [Che92a] en la pomset � -bisimulation avant-arri�ere qui prend en compte les ac-
tions invisibles. Nous montrons que cette nouvelle �equivalence co��ncide avec la
branching bisimulation sur les arbres causaux de [DD89]. De plus, nous introduisons
deux nouvelles �equivalences : l'�equivalence de mixed-ordering branching et la his-
tory preserving branching bisimulation et nous montrons qu'elles co��ncident avec la
pomset � -bisimulation avant-arri�ere.
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Finalement nous �etudions plus en d�etail la history preserving branching bisim-
ulation, en particulier en la comparant aux versions d�ej�a existantes de la history
preserving bisimulation telles que dans [Ace91] et [Vog91].





Chapitre 5

Rappels sur les Structures
d'�Ev�enements (premi�eres)

Les structures d'�ev�enements premi�eres1 ont �et�e introduites par [NPW81].
Dans ces mod�eles, les calculs sont mod�elis�es par des occurrences d'actions,

appel�ees �ev�enements, entre lesquelles on d�ecrit une relation de d�ependance, ap-
pel�ee causalit�e, qui est simplement formalis�ee par un ordre partiel. Une fonction
d'�etiquetage permet d'associer �a chaque �ev�enement l'action �a laquelle il correspond.
De plus, on mod�elise le non-d�eterminisme par une relation entre les �ev�enements, ap-
pel�ee con
it. Cette relation est h�erit�ee entre les cons�equences de deux �ev�enements
en con
it2.

5.1 D�e�nitions

Dans toute la suite, nous supposons donn�e un ensemble Act = fa; b; c; : : :g de noms
d'actions. Nous utilisons les notations de [Win89].

1La terminologie premi�ere est due au fait qu'il existe d'autres classes de structures d'�ev�enements, voir
l'introduction de la Partie 2.

2Cette propri�et�e est caract�eristique des structures d'�ev�enements premi�eres.
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D�e�nition 5.1.1 Une structure d'�ev�enements premi�ere �etiquet�ee sur Act est une
structure E = (EE ;�E;#E; lE) compos�ee d'un ensemble EE d'�ev�enements, d'un or-
dre partiel �E� EE � EE appel�e relation de causalit�e, et d'une relation binaire
sym�etrique, irr�e
exive #E � EE � EE, appel�ee relation de con
it telle que

(1) � \# = ;
(2) fe0 j e0 � eg est �ni
(3) e#e0 � e00 implique e#e00

pour tous e; e0; e00 2 EE. La Condition (2) s'appelle l'hypoth�ese de causes �nies, et
la Condition (3) exprime la propri�et�e d'h�eritage de la relation de con
it.

l : EE ! Act est la fonction d'�etiquetage.

Dans toute la suite SE d�esigne la classe des SE premi�eres (�etiquet�ees sur Act).
Nous �ecrivons plus simplement SE au lieu de structure d'�ev�enements premi�eres
�etiquet�ees sur Act.

Nous dirons que deux �ev�enements e et e0 sont concurrents, not�e e co e0, si
:(e � e0 _ e0 � e _ e#e0), c-�a-d. s'ils ne sont ni causalement d�ependants ni en
con
it.

On dit que E 2 SE est sans-con
it si la relation #E est vide.

Notations 7 � ;SE d�esigne la SE vide.

� Dans la repr�esentation graphique des SE, nous �ecrivons les noms des �ev�ene-
ments ainsi que leurs �etiquettes selon e(a), o�u e 2 E et a = l(e). Seuls les
con
its imm�ediats, et pas ceux obtenus par h�er�edit�e, sont indiqu�es. En�n,
la relation de causalit�e est repr�esent�ee par des arcs orient�es, en omettant les
causes d�eriv�ees par transitivit�e.

e1(a) e2(a) e3(b)

e4(b)

# #

E

Figure 5.1: Un exemple de structure d'�ev�enements: E = a+ (a; b) + b

Exemple 11 La Figure 5.1 repr�esente une SE dans laquelle les �ev�enements e1 et
e3 sont concurrents. Ces deux �ev�enements sont en con
it avec l'�ev�enement e2 et,par
h�er�edit�e du con
it, avec l'�ev�enement e4 dont e2 est la cause.
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Habituellement, on souhaite faire abstraction du nom des �ev�enements d'une SE
donn�ee : seule la structure sous-jacente a de l'importance. Formellement, on d�e�nit
la notion d'isomorphisme par

D�e�nition 5.1.2 Soient E;F 2 SE. Un isomorphisme de E vers F est une bijec-
tion f : EE ! EF qui pr�eserve les relations de causalit�e, de con
it et la fonction
d'�etiquetage, c-�a-d. pour tous e; e0 2 EE ,

� e �E e0 ssi f(e) �F f(e0)

� e#Ee0 ssi f(e)#Ff(e0)

� lF (f(e)) = lE(e)

5.2 Comportement des SE

Un �etat de calcul d'une SE est un ensemble C d'�ev�enements qui ont eu lieu, que
l'on nomme habituellement, une con�guration. Si un �ev�enement a eu lieu, alors
toutes ses causes doivent �egalement avoir eu lieu. Autrement dit, l'ensemble C est
ferm�e �a gauche pour �. De plus, deux �ev�enements en con
it (c-�a-d. s'excluant
mutuellement) ne peuvent appartenir au même �etat de calcul C, alors C est sans-
con
it. Formellement, si

D�e�nition 5.2.1 (Con�gurations) Une con�guration de E 2 SE est un en-
semble C � EE tel que

� (ferm�e �a gauche): si e 2 C et e0 � e alors e0 2 C, et

� (sans-con
it): si e; e0 2 C alors :(e#e0)

Nous notons C(E) l'ensemble de toutes les con�gurations de E.

L'ensemble d'�ev�enements vide ; est toujours une con�guration de E qui corre-
spond �a l'�etat initial du syst�eme.

Remarque 8 Toute C 2 C(E) est canoniquement munie d'un ordre partiel et d'une
fonction d'�etiquetage - en prenant �jC�C et ljC les restrictions3 de � et de l �a C.
Par cons�equent, toute con�guration C peut être vue comme une SE sans-con
it.

Nous d�e�nissons �a pr�esent l'�evolution d'une SE, c-�a-d. la mani�ere dont on passe
d'un �etat de calcul �a un autre, ce qui se d�ecrit par des transitions entre les con�-
gurations (c'est le même principe que dans les Syst�emes de Transition).

D�e�nition 5.2.2 (Transitions d'une SE) Soit E 2 SE. Une transition dans
E est un triplet (C; �;C 0) 2 C(E) �P(EE)� C(E) tel que

3La notation fjX d�enotera la restriction de la fonction f �a l'ensemble X.
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� C � C 0, et

� � = C 0 n C
Il faut remarquer que dans la D�e�nition 5.2.2, les con�gurations C et C 0 sont

distinctes.
Nous notons C

�!E C 0 si (C; �;C 0) est une transition de E, et C !E C 0 s'il existe
� � E tel que C

�!E C 0.

Notations 8 Pour simpli�er la lecture, nous �ecrivons C
e!E C 0 au lieu de C

feg!E
C 0, et nous omettons l'indice E de !E lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e.

;

fe1gfe3g

fe3g

fe4g

fe1; e3g

fe1; e3g fe2; e4g

fe1g fe2gfe3g

fe2; e4g

fe1g fe2g

Figure 5.2: Un exemple de ST des con�gurations

D�e�nition 5.2.3 (Syst�eme de transitions des con�gurations)

Soit E 2 SE. Le ST des con�gurations de E est d�e�ni par Conf(E) def
= (C(E);P(EE );!E

; ;) o�u !E est d�ecrite en D�e�nition 5.2.2.

Exemple 12 La Figure 5.2 nous montre le ST des con�gurations de la SE E de
la Figure 5.1. Le syst�eme d�ecrit par E se comporte de la fa�con suivante : il peut

e�ectuer les �ev�enements e1 et e3 en parall�ele par la transition ; fe1;e3g! fe1; e3g,
ainsi que les deux entrelacements de ces deux �ev�enements ; fe1g! fe1g fe3g! fe1; e3g
et ; fe3g! fe3g fe1g! fe1; e3g ; il peut aussi e�ectuer l'�ev�enement e2. Dans ce cas,
les possibilit�es d'e�ectuer e1 ou e3 sont exclues. Si le syst�eme commence par e2,
l'unique �ev�enement suivant possible est e4.

L'�evolution d'une SE �etant d�e�nie, il faut maintenant d�e�nir l'observation ex-
t�erieure de cette �evolution. L'observation d'un �ev�enement e est son action corre-
spondante lE(e) d�e�nie par la fonction d'�etiquetage.

Dans l'Exemple 12, l'observation du calcul \e2 suivi de e4" est \a suivi de b".
Dans la section suivante, nous formalisons cette notion d'observation.
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5.3 Observation des transitions, Pomsets

L`observation d'un calcul (ou d'une transition) est repr�esent�ee par un \multiset
partiellement ordonn�e" [Pra86], plus simplement appel�e pomset4 (ou encore \partial
word dans [Gra81]), c-�a-d. la donn�ee d'�etiquettes et d'une relation de causalit�e entre
ces �etiquettes. Formellement,

D�e�nition 5.3.1 Un pomset5 est une classe d'isomorphisme de SE sans-con
it.
Si E est sans-con
it, pom(E) d�esigne sa classe d'isomorphisme, et on note ; le
pomset vide.

Une con�guration C �etant une SE sans con
it, si on abstrait le nom des �ev�ene-
ments de C, l'objet obtenu est le multiset des actions correspondant aux �ev�enements,

reli�ees par la relation de causalit�e. De fa�con g�en�erale, pour une transition C
�!E C 0,

la classe d'isomorphisme pom(�) de � correspond �a l'observation du calcul e�ectu�e
lors de ce changement d'�etat.

Notations 9 � Dans la suite, a;b d�enote la classe d'isomorphisme de la SE
sans con
it E = (fe1; e2g; f(e1; e2); (e2; e1)g; ;; f(e1; a); (e2; b)g). C'est donc
un pomset qui d�ecrit un calcul dans lequel l'action a est une cause de l'action
b.

� a jb d�enote la classe d'isomorphisme de la SE d'ensembles d'�ev�enements EE =
fe1; e2g, sans lien de causalit�e entre eux, et d'�etiquettes respectives a et b. Le
pomset a jb exprime que les actions a et b ont lieu en parall�ele. Nous renvoyons
�a la Section 5.4 pour la d�e�nition de l'op�erateur j dans les SE.

Nous utiliserons les lettres p; p0; q; q0; : : : pour d�esigner les pomsets, et nous

noterons C
p! C 0 si C �! C 0 avec pom(�) = p.

Exemple 13 Consid�erons le ST des con�gurations de la SE, Figure 5.2. On peut
d�eriver de ce ST, un ST dans lequel les transitions sont �etiquet�ees par les pomsets.
Nous obtenons alors le graphe de la Figure 5.3.

Certains pomsets pr�esentent des caract�eristiques particuli�eres, comme par ex-
emple de ne contenir aucun lien de causalit�e entre ses �el�ements. On les appelle des
step (ou encore pas). Par exemple \a jb jc" est un step. L'origine du mot \step" et
due �a la th�eorie des r�eseaux de Petri ; il d�enote un ensemble (ou un multi-ensemble)
de transitions ex�ecutables en parall�ele. Un pomset de cardinal 1, c-�a-d. une action,
est un cas particulier de step.

Dans la suite, les lettres s; s0; : : : d�esignent des step.
4pomset vient de l'anglais pour \partially ordered multiset".
5Pomset signi�e partially ordered multiset.
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;

a

b

a

bab

fe1g fe3g
a jb

a;b

fe2g

fe2; e4gfe1; e3g

Figure 5.3:

5.4 Op�erations sur les SE, ra�nement d'actions

Nous ne d�ecrivons que bri�evement deux op�erations sur les SE : celle de composition
parall�ele et celle de choix-d�eterminisme, qui sont utiles pour nos exemples.

Nous renvoyons par exemple �a [Win89] qui propose une s�emantique d�enotation-
nelle dans les SE pour un langage de programmes parall�eles.

Dans ce qui suit, si A et B sont des ensembles, A ] B d�enote l'union disjointe
de A et B.

Nous supposons donn�ees E;F 2 SE.
La mise en parall�ele de E et F , not�ee E jF , est d�e�nie par

E jF def
= (EE ] EF ;�E ] �F ;#E ]#F ; lE ] lF)

de sorte que tous les �el�ements de EE sont en parall�ele avec tous ceux de EF .

Le choix non-d�eterministe entre E et F , not�e E + F est d�e�ni par

E + F def
= (EE ] EF ;�E ] �F ;#E+F ; lE ] lF )

o�u #E+F
def
= #E ]#F ] (EE � EF ) ] (EF � EE).

Ainsi, le syst�eme repr�esent�e par E +F n'�evolue que comme E ou que comme F .

Nous pr�esentons maintenant l'op�eration de ra�nement d'actions [CMP87] dans
les SE (premi�eres) en utilisant la d�e�nition de [GG89b]. Cette op�eration permet de
descendre le niveau de description en rempla�cant une action soit par une s�equence
de sous-actions, soit par des sous-actions s'ex�ecutant en parall�ele, soit par un pom-
set quelconque. Il est par contre exclu de remplacer a par une structure contenant
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des con
its car en g�en�eral la SE obtenue n'est plus premi�ere. Ce probl�eme technique
peut être surmont�e, mais la formalisation d'un tel ra�nement �etant tr�es lourde, on
a plutôt int�erêt �a se placer dans une classe plus large de SE, par exemple les SE �a

ot de [BC88]. Nous renvoyons �a [DG92] pour un exemple de s�emantique d�enota-
tionnelle et op�erationnelle d'un langage simple dans les SE �a 
ot (voir aussi [GG89b]
pour la d�e�nition formelle du ra�nement dans les SE �a 
ot et dans les r�eseaux de
Petri).

Nous n'autorisons pas non plus les ra�nements dits d'oubli qui remplacent cer-
taines actions par la SE vide ;SE.

Un ra�nement d'action est formellement d�e�ni comme une fonction ref 6 sp�eci�-
ant pour chaque action a une SE ref(a) que l'on substitue �a a. Dans la pratique, on
ne ra�ne que certaines actions ; cependant, pour simpli�er la d�e�nition, nous con-
sid�erons, comme dans [GG89b], des ra�nements o�u toutes les actions sont ra�n�ees,
certaines ne l'�etant que par elles-mêmes.

Soient E 2 SE et ref une fonction de ra�nement. La SE ref(E) est alors cons-
truite en rempla�cant chaque �ev�enement e 2 EE d'�etiquette a par une copie disjointe
Ee de ref(a). Les relations de causalit�e et de con
it sont alors h�erit�ees de E.

La d�e�nition qui suit est emprunt�ee �a [GG89b].

D�e�nition 5.4.1 (Ra�nement d'actions) Une fonction ref : Act ! SE est
un ra�nement d'actions si pour toute action a 2 Act, ref(a) est non vide, �nie et
sans con
it.

Soient E 2 SE et ref un ra�nement d'actions, alors le SE ref(E) est d�e�nie par :

� Eref(E)
def
= f(e; e0)je 2 EE ; e0 2 Eref(lE(e))g,

� (d; d0) �ref(E) (e; e0) ssi d < e ou (d = e et d0 �ref(lE(d)) e
0),

� (d; d0)#ref(E)(e; e0) ssi d#Ee,

� lref(E)(e; e0) = lref(lE(e))(e
0).

Nous renvoyons �a [GG89b] o�u il est montr�e que le ra�nement est une op�eration
bien d�e�nie sur SE (premi�eres) et que l'isomorphisme entre SE est une congruence
pour cette op�eration.

6\ref" provient de \re�nement of actions" en anglais.





Chapitre 6

Equivalences comportementales
sans action invisible

Les �equivalences s�emantiques qui ont �et�e �etudi�ees sur les SE cherchent �a com-
biner les bonnes propri�et�es de la bisimulation, et les s�emantiques d'ordre partiel
qui s'adaptent bien au ra�nement d'actions.

Les motivations pour d�e�nir des �equivalences s�emantiques compatibles avec le
ra�nement d'actions (on dit aussi pr�eserv�ees par le ra�nement d'actions) sont
multiples. Ces �equivalences s'appliquent dans le cas o�u les programmes sont con�cus
�a di��erents niveaux d'abstraction car elles sont insensibles au niveau d'atomicit�e
des actions.

Les �equivalences o�u l'on combine \na��vement" bisimulation et s�emantique d'ordre
partiel (e.g. [BC87]) ne poss�edent pas les propri�et�es attendues. Les travaux de [GG89a]
ont permis d'exhiber, pour les SE sans action invisible, une combinaison particuli�ere-
ment int�eressante : la history preserving bisimulation.

A l'origine, cette �equivalence a �et�e propos�ee par [RT88] pour les r�eseaux de
Petri sous le nom de Behavior Structure bisimulation (ou encore BS-bisimulation).
[GG89a] ont rephras�e la d�e�nition pour les SE (premi�eres) et ont prouv�e sa com-
patibilit�e avec le ra�nement d'actions1.

1[BDKP91] g�en�eralisent ce r�esultat dans les r�eseaux de Petri
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Ce chapitre est consacr�e �a introduire la history preserving bisimulation qui est
l'�equivalence principalement �etudi�ee dans les chapitres suivants de cette th�ese.

Apr�es avoir rappel�e quelques �equivalences de la litt�erature ainsi que leurs d�efauts
majeurs, nous consid�erons la history preserving bisimulation, puis nous rappelons
qu'elle co��ncide avec l'�equivalence de mixed-ordering de [DDM89], la pomset bisi-
mulation avant-arri�ere de [Che92a] et l'�equivalence causale de [DD89].

6.1 Bisimulations d'ordre partiel

La premi�ere �equivalence bas�ee �a la fois sur les ordres partiels et sur la bisimulation
est la bisimulation de pomset (ou encore pomset bisimulation) de [BC87]. Elle cor-
respond �a la combinaison la plus directe entre la bisimulation et les ordres partiels.
Intuitivement, cette �equivalence identi�e deux SE dont les ST des con�gurations,
�etiquet�es par les pomsets, sont fortement bisimilaires.

Deux variantes a�aiblies de l'�equivalence de [BC87] peuvent être d�e�nies en
exigeant une propri�et�e de transfert dans laquelle les transitions �a imiter sont �eti-
quet�ees par des steps ou des par actions. On parlera alors de bisimulation de step et
de bisimulation d'action (ou de step bisimulation et de bisimulation interleaving).

D�e�nition 6.1.1 (Bisimulations de pomset, de step et d'action) Soient
E;F 2 SE. Une relation sym�etrique R � C(E) � C(F) [ C(F) � C(E) est une
bisimulation de pomset (resp. de step, d'action) entre E et F si (;; ;) 2 R et pour

tout (C;D) 2 R et tout pomset (resp. step, action) �, si C
�! C 0, alors il existe

D
�0! D0 tel que pom(�) = pom(�0) et (C 0;D0) 2 R.
On note R : E �p F (resp. �s, �i) si R est une bisimulation de pomset (resp.

step, action) entre E et F .
On note E �p F si R : E �p F pour une relation R, et de même pour les

�equivalences �s et �i.

On v�eri�e facilement que �p, �s et �i sont des relations d'�equivalence sur SE.
L'�equivalence �i g�en�eralise la bisimulation forte des mod�eles d'entrelacement.

Exemple 14 Les SE de la Figure 6.4 et de la Figure 6.1 sont pomset �equivalentes
[GG89a].

Il est clair que tous E;F 2 SE, E �p F implique E �s F implique E �i F .
De plus ces implications sont strictes comme le montrent les Figures 6.3 et 6.2.

L'�equivalence �p est largement criticable : [GV87] remarque qu'elle ne respecte
pas la combinaison entre la causalit�e et l'arborescence de choix ; en e�et, dans la
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Figure 6.1: Un exemple de SE pomset bisimilaires
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E F

6�s

�i

Figure 6.2: �i n'implique pas �s. E = a ja, F = a;a

Figure 6.1, seul le premier syst�eme a la propri�et�e que toute action a qui pr�ec�ede
causalement une action b pr�ec�ede �egalement un choix entre cette action b et une
action c.

Ces premi�eres lacunes grossi�eres de�p ont �et�e corrig�ees par [GV89] qui proposent
la pomset bisimulation g�en�eralis�ee. Malheureusement, ni �p ni sa version g�en�eralis�ee
ne sont pr�eserv�ees par le ra�nement d'actions, au sens o�u l'on peut exhiber deux SE
�equivalentes qui ne le sont plus lorsqu'on les ra�ne. Pour le cas de l'�equivalence�p,
nous renvoyons au cas de l'exemple de la Figure 6.1 dans lequel on ra�ne l'action
a par a1;a2 et pour l'�equivalence pomset g�en�eralis�ee, nous signalons l'Exemple 4.2
page 225 de [Gla90a].

Nous d�e�nissons formellement la propri�et�e \d'être pr�eserv�ee par le ra�nement
d'actions" par

D�e�nition 6.1.2 Soit � une relation d'�equivalence sur SE. On dit que � est
pr�eserv�ee par le ra�nement d'actions si pour toute fonction de ra�nement d'actions
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F

e01(a)

E

e1(a) e2(b)

e03(b) # e02(b)

6�p

�s

Figure 6.3: �s n'implique pas �p

ref et pour toutes E;F 2 SE,

E � F implique ref(E) � ref(F)

Notons qu'il existe une d�e�nition plus g�en�erale de la propri�et�e \d'être pr�eserv�e
par le ra�nement" : au lieu d'appliquer le même ra�nement �a E et F , on applique
deux ra�nements ref et ref0 �equivalents pour �. Deux ra�nements ref et ref0 sont
�equivalents pour � si pour toute action a, on a ref(a) � ref0(a).

Dans la section suivante nous introduisons la history preserving bisimulation.
Cette �equivalence a l'avantage incontestable d'être compatible avec le ra�nement,
tout en �etant contenu dans la pomset bisimulation. C'est en ce sens qu'elle a de
bonnes propri�et�es de base.

6.2 La history preserving bisimulation

Une history preserving bisimulation entre E et F est une relation entre les con�gura-
tions de E et F qui met en jeu un isomorphisme entre les con�gurations reli�ees. Pour
chaque �ev�enement d'une des con�gurations, cet isomorphisme indique l'�ev�enement
correspondant dans l'autre con�guration par lequel il a �et�e imit�e dans l'histoire du
calcul. Cette histoire n'est pas explicite dans la d�e�nition. Formellement,

D�e�nition 6.2.1 (History preserving bisimulation) Soient E;F 2 SE.
Une relation sym�etrique2 R � C(E)�C(F)�P(EE�EE)

S C(F)�C(E)�P(EF�EE)
est une history preserving bisimulation (h.p.b.) entre E et F , not�e R : E �hp F ,
si (;E; ;F ; ;) 2 R et si pour tout (C;D; f) 2 R,

� f : C ! D est un isomorphisme, et

� si C
e! C 0, il existe D0; f 0 tels que D ! D0, f 0

jC = f et (C 0;D0; f 0) 2 R.

On note E �hp F lorsque R : E �hp F pour une relation R, et on dit que E et F
sont history preserving bisimilaires.

2\sym�etrique" signi�e (C;D; f) 2 R implique (D;C; f�1) 2 R
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Il est facile de v�eri�er que �hp est une relation d'�equivalence sur SE.

La propri�et�e de transfert de la D�e�nition 6.2.1 ne porte pas sur des transitions
quelconques, mais �etiquet�ees par des actions; il est cependant facile de d�emontrer
que les deux variantes (transitions d'action ou transition quelconque) co��ncident.
Notre choix n'est ici motiv�e que par des consid�erations techniques.

En revanche la clause qui exige que l'isomorphisme f 0 soit une extension de f
est fondamentale. Observons au passage que c'est justement cette clause qui per-
met de prouver que les deux variantes susmentionn�ees sont �equivalentes. Lorsque
cette clause d'extension de l'isomorphisme est retir�ee de la d�e�nition, nous obtenons
alors la weak history preserving bisimulation de [GG89a] ou NMS partial ordering
de [DDM87]. Cette �equivalence, qui contient �hp, est alors incomparable avec �p

et en g�en�eral, elle n'est pas pr�eserv�ee par le ra�nement (voir par exemple [GG89a]).

La history preserving bisimulation est une �equivalence tr�es �ne, mais toutefois
distincte de l'isomorphisme, comme le montre l'Exemple 15. Cet exemple est sou-
vent d�esign�e sous le nom de \Loi d'absorption".

Notons que [GKP92] ont r�ecemment d�e�ni une �equivalence plus �ne que �hp

qui en particulier distingue les SE de l'Exemple 15. Mais, pour cet �equivalence
[GKP92] ne proposent aucun exemple non trivial.

Exemple 15 ([Gla90a] page 228)

(a j (b+ c)) + ((a+ c) jb) �hp (a j (b+ c)) + ((a+ c) jb) + (a jb)
La \branche" a j b n'est pr�esente que dans la SE de droite. Si la transition �a

imiter provient de cette branche, il y a 3 cas �a consid�erer, dont deux sym�etriques :

la transition de la forme
a! (et sym�etriquement

b!) et la transition de la forme
ajb!. Dans le dernier cas, la transition peut être indi��eremment imit�ee par l'une des

branches (a j (b + c)) ou ((a + c) j b). Par contre la transition
a! (resp.

b!) doit
obligatoirement être imit�ee par la branche (a + c) j b (resp. a j (b + c)) a�n exclure
toute possibilit�e d'ex�ecuter une transition

c! qui n'aurait pas de correspondant dans
la branche a jb.
Proposition 6.2.1 [GW89b] Pour toutes E;F 2 SE,

E �hp F implique E �p F
Nous omettons la preuve qui est simple. Elle est bas�ee sur l'assertion :

si R : E �hp F alors f(C;D)j(C;D; f) 2 Rg : E �p F
Nous renvoyons �a [GW89b] pour les d�etails; il y est �egalement montr�e que la weak
history preserving bisimulation et �p ne sont pas comparables.

La Figure 6.4 nous montre que l'implication de la Proposition 6.2.1 est stricte. En
e�et, la transition ;F a!F fe001g, E doit être imit�ee par ;E a!E fe1g. Si maintenant,
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E e�ectue fe1g b!E fe1; e3g, seule la transition fe001g b!F fe001; e02g peut l'imiter, mais
alors les con�gurations fe1; e3g et fe001; e02g ne sont pas isomorphes.

# #

E

#

e1(a)

e2(b) e3(b)

F

e01(a) e001(a) e03(b)

e02(b)
�p

6�hp

Figure 6.4: �p n'implique pas �hp

6.3 Les caract�erisations de �hp

La D�e�nition 6.2.1 de la history preserving bisimulation peut parfois sembler lourde
et peu intuitive. En r�ealit�e, cette �equivalence est tr�es naturelle, surtout si on consi-
d�ere les quatre formulations de cette derni�ere qui existent dans la litt�erature. Dans
cette section, nous pr�esentons d'autres alternatives pour d�e�nir �hp. Nous �etablis-
sons �egalement l'�egalit�e entre ces multiples d�e�nitions.

Plus pr�ecisement, nous consid�erons l'�equivalence de mixed-ordering, �mo,
de [DDM89], l'�equivalence causale, �c, de [DD89], et la pomset bisimulation avant-
arri�ere, �pbf , de [Che92a].

Dans [Vaa89a], il est montr�e que�hp et �c co��ncident dans les SE premi�eres, puis
dans le cadre plus g�en�eral des SE stables avec actions invisibles, [Ace91] prouve que
�hp, �c et �mo sont �egales. En�n, nous renvoyons �a [Che92a] o�u �hp est caract�eris�ee
par une bisimulation avant-arri�ere [Che92a] le long des histoires du calcul. Dans
cette th�ese, cette �equivalence s'appelle la pomset bisimulation avant-arri�ere et est
not�ee �pbf .

6.3.1 L'�equivalence de mixed-ordering

Consid�erons une relation R : E �hp F , et un triplet (C;D; f) 2 R. L'isomorphisme
f est une mani�ere de d�esigner pour chaque �ev�enement de la con�guration C, par
quel �ev�enement de la con�guration D il a �et�e imit�e dans l'histoire du calcul qui a
men�e �a C et D.

L'histoire3 du calcul d'un syst�eme consiste en la liste des �ev�enements qui ont eu

3On trouvera aussi dans la litt�erature le nom de trace ou s�equence d'�ev�enements.
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lieu dans leur ordre d'apparition. Plus formellement, une histoire est alors repr�esen-
t�ee par un ordonnancement d'�ev�enements (ayant eu lieu), c-�a-d. un ordre lin�eaire,
et cet ordre est bien entendu coh�erent avec l'ordre partiel de causalit�e.

D�e�nition 6.3.1 (Histoires et ex�ecutions) Une histoire de E est une s�equence

� = e1 : : : en 2 E�
E telle que ;E e1!E fe1g e2!E : : :

en!E fe1; : : : ; eng def
= C�.

Hist(E) d�esigne l'ensemble des histoires de E, et �E l'histoire vide.

Une histoire � est une ex�ecution si � est une histoire maximale, c-�a-d. que la
con�guration C� est un �etat terminal dans Conf(E).

Les lettres �; �0; �; �0; : : : d�esignent les histoires, alors que �; �0; �; : : : d�esignent
les ex�ecutions.

Les histoires correspondent �nalement �a des chemins dans le ST des con�gura-
tions. Ceci nous permet dans la suite d'utiliser toutes les notations introduites en
Section 1.2 pour les chemins et les ex�ecutions.

L'isomorphisme f dans la D�e�nition 6.2.1 doit, par d�e�nition pouvoir s'�etendre
au fur et �a mesure que les deux syst�emes s'imitent, tout comme l'histoire du calcul
est une extension de l'histoire pr�ec�edente. C'est en ce sens que l'isomorphisme
pr�eserve l'histoire. La history preserving bisimulation peut ainsi être reformul�ee
en termes des histoires de calcul des SE et de leur possibilit�es d'�evolution. C'est
pr�ecis�ement ce qu'exprime l'�equivalence de mixed-ordering.

L'�equivalence de mixed-ordering de [DDM89] est bas�ee sur une relation entre
les histoires de SE. Elle exprime une propri�et�e de nature statique : deux histoires
reli�ees ont la même structure, et une propri�et�e dynamique qui garantit que les deux
syst�emes ont les mêmes possibilit�es d'�evolution.

Notations 10 Si � 2 Hist(E) et � 2 Hist(F) sont telles que j� j=j � j= n, alors
f�� d�enote la fonction de graphe f(�(i); �(i))j1 � i � ng.

D�e�nition 6.3.2 (Equivalence de mixed-ordering)

Une (�equivalence de) mixed-ordering entre E et F est une relation sym�etrique
R � Hist(E) �Hist(F)

S
Hist(F)�Hist(E), not�ee R : E �mo F , telle que :

� �ER�F ,

� pour tous �R�,

{ f�� : C� ! C� est un isomorphisme,

{ si �0 = �:e 2 Hist(E), il existe �0 = �:e0 2 Hist(F) tel que �0R�0

Nous notons E �mo F , lorsqu'il existe une �equivalence de mixed-ordering entre
E et F .
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Il est facile de v�eri�er que la relation �mo est une relation �equivalence sur SE.

Observons que l'isomorphisme f�� de la D�e�nition 6.3.2 est pr�ecis�ement le même
que celui de la D�e�nition 6.2.1, �a la di��erence pr�es qu'il est cette fois compl�etement
d�etermin�e. Ceci n'est pas �etonnant puisque l'on dispose explicitement des histoires
� et � qui ont men�ees aux con�gurations C� et C�. On peut ainsi �etablir

Proposition 6.3.1 Pour tous E;F 2 SE,

E �hp F ssi E �mo F

Preuve La preuve est bas�ee sur les deux assertions suivantes (dont nous omettons
la preuve) :

� si R : E �mo F , alors S
def
= f(C�; C�; f

�
�)j�R�g est une history preserving

bisimulation.

� si S : E �hp F , alors R
def
= f(�; �)j(C�; C�; f

�
�) 2 Sg est une �equivalence de

mixed-ordering.

Il faut remarquer que si deux histoires � et � sont reli�ees par une �equivalence de
mixed-ordering, il est possible de mettre en �evidence des propri�et�es tr�es int�eressantes
sur le pass�e du calcul.
Soient donc � et � deux histoires �equivalentes. On peut montrer que si l'on remonte
au mêmemoment dans les histoires � et �, les pomsets calcul�es par les deux SE entre
ce moment pass�e et le moment pr�esent sont �egaux. Dans la suite, nous dirons que
\l'�equivalence de mixed-ordering pr�eserve les pomsets en arri�ere"; ce qu'exprime le
Lemme 6.3.2 qui suit.

Lemme 6.3.2 Soient R : E �mo F et �:!R�:!0. Si j ! j=j !0 j, alors pom(!) =
pom(!0).

Preuve La preuve est imm�ediate par d�e�nition d'une �equivalence de mixed-ordering :
en e�et, si �:!R�:!0, alors par d�e�nition f�:!

0

�:! est un isomorphisme, et en partic-
ulier, sa restriction �a ! est aussi un isomorphisme dont le codomaine est �evidemment
!0.

L'�equivalence de mixed-ordering pr�eservant les pomsets en arri�ere, il semble assez
naturel de proposer une nouvelle d�e�nition pour cette �equivalence dans laquelle la
clause sur l'isomorphisme serait remplac�ee par une clause de propri�et�e de transfert
pour les transitions en arri�ere, le long de l'histoire des calculs. En proc�edant ainsi,
nous obtenons la d�e�nition de la pomset bisimulation avant-arri�ere de [Che92a].
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6.3.2 Pomset bisimulation avant-arri�ere

Le principe est similaire �a l'approche d�evelopp�ee par [DMV90] qui introduisent
les \back and forth bisimulations" (que nous traduisons de l'anglais par bisimula-
tions avant-arri�ere) dans le cadre des syst�emes de transitions. Les bisimulations
avant-arri�ere sont des relations entre les histoires. Elles poss�edent une propri�et�e de
transfert pour les transitions vers l'avant, on dira aussi \transitions en avant", mais
aussi pour les transitions \en arri�ere" le long des histoires. Remarquons que les
transitions en arri�ere sont d�eterministes.

Notations 11 Par abus de notation, nous notons �
p!E �0 lorsque C�

p!E C�0.

D�e�nition 6.3.3 (Pomset bisimulation avant-arri�ere) Soient E;F 2 SE.
Une relation sym�etrique R � Hist(E)�Hist(F)

S
Hist(F)�Hist(E) est une pom-

set bisimulation avant-arri�ere entre E et F , not�e R : E �pbf F (�pbf signi�e \pomset
back and forth"), si

� �ER�F , et

� pour tous �R�,

{ (en avant): si �
a! �0 alors il existe �

a! �0 tel que �0R�0,

{ (en arri�ere): si �0 p! � alors il existe �0
p! � tel que �0R�0.

On note E �pbf F si il existe une relation R telle que R : E �pbf F .

On v�eri�e facilement que �pbf est une relation d'�equivalence sur SE et qu'il
existe toujours une plus grande pomset bisimulation avant-arri�ere entre deux SE.

Notons que la D�e�nition 6.3.3 est di��erente de celle de [Che92a] dans laquelle
les clauses \en avant" et \en arri�ere" portent sur des transitions �etiquet�ees par des
pomsets. Toutefois, comme pour le cas des �equivalences�hp et �mo, il su�t d'exiger
la propri�et�e de transfert \en avant" pour des transitions �etiquet�ees par des actions
(Nous renvoyons �a la Proposition 8.2.2 du Chapitre 8).

Exemple 16 Dans la Figure 6.4, les SE E et F ne sont pas �pbf-�equivalentes.
En e�et, supposons qu'il existe R : E �pbf F . Alors en particulier �ER�F et la
transition �F

a!F e001 ne peut être imit�ee dans E que par �E
a!E e1. Puis la transition

e1
b!E � = e1:e3, forc�ement imit�ee dans F par e001

b!F � = e001:e
0
2, nous conduit �a

une contradiction puisque pour les transitions en arri�ere �
ajb!E � et �

a;b!F � nous
observons des pomsets di��erents.

Proposition 6.3.3 Pour tous E;F 2 SE,

R : E �mo F ssi R : E �pbf F
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Preuve ) ) : Imm�ediate d'apr�es la Proposition 6.3.2.
() : Nous reprenons l'id�ee de la preuve de [Che92a]. Soit R : E �pbf F . Il su�t
de montrer que pour tous �R�, la fonction f�

� est un isomorphisme. Si ce n'est pas

le cas pour un couple (�; �), nous d�e�nissons n
def
= j � j et j

def
= Maxfij(�(i) �E

�(n) et �(i) 6�F �(n)) ou (�(i) 6�E �(n) et �(i) �F �(n))g. Par construction,
pom(�j) 6= pom(�j) et pom(�j+1) = pom(�j+1). Mais alors pour les transitions en

arri�ere �(1) : : : �(j�1)
p! � et �(1) : : : �(n)

q! �, p 6= q, ce qui contredit �R�.

Les Propositions 6.3.1 et 6.3.3 nous permettent alors d'�enoncer que

Corollaire 6.3.4 [Che92a] Pour tous E;F 2 SE,

E �pbf F ssi E �hp F

La caract�erisation de �hp par �pbf est montr�ee dans [Che92a] par une preuve di-
recte de l'�egalit�e entre ces deux �equivalences. Mais en r�ealit�e, cette preuve construc-
tive s'appuie sur une relation interm�ediaire entre �hp et �pbf qui est pr�ecisement
une �equivalence de mixed-ordering.

6.3.3 L'�equivalence causale

La history preserving bisimulation se caract�erise aussi par l'�equivalence causale
de [DD89]. Elle est bas�ee sur les arbres causaux qui sont des variantes des ar-
bres de synchronisation de Milner : l'�etiquetage est enrichi de sorte qu'il permet
de retrouver les indications de d�ependances causales entre les actions qui ont lieu.
Cette approche a le gros avantage d'utiliser des mod�eles d'entrelacement, qui ont
�et�e beaucoup �etudi�es dans la litt�erature, et pour lesquels on dispose de nombreuses
�equivalences s�emantiques.

A toute E 2 SE on associe un arbre causal CT (E), bas�e sur les histoires, et qui
contient toute l'information pour retrouver la SE (�a isomorphisme pr�es)4.

La d�e�nition qui suit est extraite de [DD89].

D�e�nition 6.3.4 (Arbre causal et �equivalence causale) Soit E 2 SE.
L'arbre causal de E, not�e CT (E), est d�e�ni de la fa�con suivante :

� l'ensemble des n�uds de CT (E) est Hist(E),
� les arcs sont les paires (�; �:e),

� l'�etiquetage d'un arc (�; �:e) est (l(e); C(e; �)), o�u C(e; �) est l'ensemble des
r�ef�erences relatives des causes de e dans �, o�u

la r�ef�erence relative de ei dans e1 : : : ei : : : en est le nombre d'�ev�enements du fac-
teur ei : : : en.

4Cette approche se g�en�eralise aux SE dites free qui g�en�eralisent les SE premi�eres.
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#

e1(a)

e2(b) e3(b)

�E

(b; ;)
(a; ;)(a; ;)

e1 e3 e1

(b; f1g)(a; ;)(b; ;)

e1e3 e3e1 e1e2

E CT (E)

Figure 6.5: Un arbre example d'arbre causal

L'ensemble C(e; �) doit être compris comme un ensemble de pointeurs en arri�ere
dans l'arbre CT (E) vers les causes de e.

L'�equivalence causale sur SE est alors d�e�nie par :

E �c F def, CT (E)$CT (F)

o�u $ est la bisimulation forte sur les ST.

Dans la Figure 6.5, nous avons repr�esent�e l'arbre causal de la SE E de la Fig-
ure 6.4.

Proposition 6.3.5 [Vaa89a] Pour tous E;F 2 SE,

E �hp F ssi E �c F

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappel�e les di��erentes mani�eres d'exprimer la history
preserving bisimulation. Plus pr�ecis�ement, il est rappel�e que pour tous E;F 2 SE,

E �hp F ssi E �mo F ssi E �pbf F ssi E �c F (6:9)

Concernant les �equivalences �hp, �mo et �c, le r�esultat a aussi �et�e �etabli par
[Ace91] dans le cadre plus g�en�eral des SE stables avec actions invisibles.

Au Chapitre 9 nous montrons que les �equivalences de [Ace91] ne sont pas les
bonnes g�en�eralisations de �hp, �mo et �c. En e�et, nous �etablissons que la qua-
tri�eme �equivalence �pbf lorsqu'on l'�etend trivialement �a la pr�esence de � (l'action
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invisible) est alors strictement plus �ne que celles de [Ace91].

Les r�esultats du Chapitre 9 montrent clairement l'int�erêt de disposer d'une d�ef-
inition de l'�equivalence �hp en termes d'une bisimulation avant-arri�ere. Dans le
chapitre suivant, le Chapitre 7, nous exploitons d'une autre fa�con la bisimulation
avant-arri�ere de [Che92a]. En e�et, cette �equivalence �a l'avantage de n'être d�e�nie
que sur des crit�eres comportementaux, ou encore observationnels, tout comme �c,
mais pas �hp ou �mo. De plus, l'observation utilis�ee pour �pbf est bas�ee sur des
actions locales, les pomsets, ce qui rend cette �equivalence plus \naturelle" et ce qui
nous permet d'en d�eriver une logique ad�equate.



Chapitre 7

Caract�erisations logiques

Une multitude de logiques modales ont �et�e propos�ees pour les mod�eles d'ordre
partiel1. Cependant, toutes ces logiques ne sont pas utilis�ees dans la même op-
tique. Certaines sont introduites pour fournir un formalisme de description de la
structure des mod�eles (e.g. ESL [Pen88], DESL [Pen89], ESL[�] [Pen91], ESL[C]
de [MT89]), d'autres pour d�ecrire la structure des calculs (e.g. POTL [PW84],
POTL[U,S] de [KP86], ISTL [KP87]), ou encore pour d�ecrire les propri�et�es com-
portementales des syst�emes (e.g. LT et LP [DF90], POL [Sin90]).

Notre utilisation des logiques se base sur les mêmes motivations que dans la
premi�ere partie de la th�ese. A savoir que les logiques nous fournissent un for-
malisme bien adapt�e �a la d�e�nition s�emantique du comportement. Puisque notre
int�erêt porte sur les s�emantiques du temps arborescent, nous justi�ons dans la suite
l'exclusion de nombreuses logiques modales qui existent dans la litt�erature.

Consid�erons les deux SE :

e1(a)#e2(a) e(a)

E F
1Nous excluons de la discussion les logiques d�e�nies pour d'autres mod�eles que les Structures
d'Ev�enements (premi�eres), e.g. la logique F(B) de Reisig pour les r�eseaux de Petri ou encore SESL
de [LT87] pour les agents s�equentiels

111
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Il est clair que du point de vue comportemental, E et F sont les mêmes : la seule
ex�ecution possible est d'e�ectuer l'action a. Nous n'autorisons donc pas aux logiques
qui nous int�eressent de distinguer ces deux mod�eles. Ceci est un argument su�sant
pour exclure les logiques ESL [Pen88], DESL [Pen89], ESL[�] [Pen91],: : : , dans
lesquelles on peut exprimer qu'il existe deux �ev�enements en con
it.

Les logiques comme POTL [PW84], POTL[U,S] de [KP86], ISTL [KP87] sont
exclues car elles font partie des logiques du temps lin�eaire.

En r�ealit�e, il n'existe pas dans la litt�erature beaucoup d'exemples de logiques
ayant �et�e propos�ees pour �etudier leur lien avec des �equivalences s�emantiques. A
notre connaissance, seuls [DF90] et [GKP92] ont abord�e cette question.

[DF90] proposent deux logiques LT et LP . La premi�ere caract�erise la weak
history preserving bisimulation et la seconde, la history preserving bisimulation
comme nous le montrons en Section 7.4).

[GKP92] �etudie des logiques temporelles existantes en comparant les �equiva-
lences qu'elles induisent, et en �etablissant des liens entre ces �equivalences et des
�equivalences comportementales.

Les r�esultats de cette partie sont extraits de [CLP92]. Nous proposons une
logique avec des op�erateurs du pass�e, Lpbf , d�eriv�ee de la logiqueHML du Chapitre 3,
de sorte qu'elle caract�erise la pomset bisimulation avant-arri�ere, �pbf , de la Sec-
tion 6.3.2. Ce r�esultat est prouv�e en Section 7.2 Th�eor�eme 7.2.1. Comme corollaire
imm�ediat de ce th�eor�eme, nous obtenons une caract�erisation logique par Lpbf de la
history preserving bisimulation. Nous proposons en Section 7.4, une comparaison de
l'expressivit�e de Lpbf et de la logique LP de [DF90]. Il est montr�e que leur pouvoir
d'expression est le même puisque l'on peut traduire toute formule de Lpbf en une
formule �equivalente de LP , et r�eciproquement.

7.1 La logique Lpbf

Nous visons �a d�e�nir une logique modale qui permette d'exprimer les propri�et�es des
histoires dans une SE, et dont le pouvoir de distinction co��ncide avec celui de la
pomset bisimulation avant-arri�ere.

Dans la litt�erature, on retrouve de multiples versions du Th�eor�eme de Hennessy-
Milner (voir Th�eor�eme 3.4.1 du Chapitre 3 qui relie une bisimulation �a une logique
\�a la HML"). En r�ealit�e, ce th�eor�eme supporte toute version dans laquelle la
nature de l'observation que l'on consid�ere pour la bisimulation (e.g. une action, une
action modulo � , un pomset) est transport�ee �d�element dans les op�erateurs de la
logique. Si de plus la bisimulation est avant-arri�ere, il su�t de rajouter �a HML des
modalit�es du pass�e. C'est ce que nous nous proposons d'utiliser pour d�e�nir Lpbf .

La syntaxe de Lpbf est d�e�nie par :

'; (2 Lpbf) ::= > j :' j ' ^  j h qi' j hai'
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o�u a 2 Act et q est un pomset sur Act.
Pour tout A � Act et ' 2 Lpbf , nous utilisons les abr�eviations h Ai' pourW

a2Ah ai', hAi' pour
W
a2Ahai' et [A]' pour :hAi:'.

Une formule de Lpbf s'interpr�ete sur les histoires d'une SE. Intuitivement, hai' se
lit \il est possible d'e�ectuer l'action a en atteignant un �etat dans lequel la formule
' est vraie". h qi' se lit \il y a eu un moment dans l'histoire o�u la formule '
�etait vraie et tel que le pomset q est le calcul e�ectu�e entre ce moment dans le pass�e
et notre pr�esent".

Formellement, �etant donn�ee E 2 SE, nous d�e�nissons j=E� Hist(E) � Lpbf , la
relation de satisfaction par :

� � j=E > toujours

� � j=E :' ssi � 6j=E '

� � j=E ' ^  ssi � j=E ' et � j=E  

� � j=E h qi' ssi il existe �0
q!E � tel que �0 j=E '

� � j=E hai' ssi il existe �
a!E �0 tel que �0 j=E '

Nous disons alors que E (2 SE) satisfait ' (2 Lpbf ), not�e E j= ', si �E j=E '.
Pour all�eger les notations, nous omettrons l'indice E dans j=E quand il n'y a pas
d'ambigu��t�e.

Comme dans la Section 3.3, nous d�erivons de notre logique une �equivalence sur
SE par :

E �Lpbf
F ssi pour toute ' 2 Lpbf (E j= ' ssi F j= ')

Exemple 17 Les deux SE de la Figure 6.4, page 104 ne sont pas �equivalentes pour
�Lpbf

. En e�et, seule F satisfait la formule hai[b]h a;bi>. Elle exprime qu'il
existe une action a qui est une cause de toutes les actions b qui suivent.

7.2 Caract�erisation de �pbf par Lpbf

Nous pr�esentons le Th�eor�eme 7.2.1, une variante du Th�eor�eme de Hennessy-Milner.
Pour que notre bisimulation co��ncide avec notre logique, il nous faut consid�erer
une hypoth�ese \de branchement �ni". Les SE que nous consid�erons sont �nies, ce
qui nous garantit qu'il n'existe qu'un nombre �ni de transitions possibles �a chaque
�etape. Ce nombre est born�e par le nombre d'�ev�enements de la SE.

Cependant, il est possible d'�etablir la preuve sous des hypoth�eses moins strictes :
il su�t en fait d'exiger que pour tout n 2 N , la troncature de la SE au niveau n soit
�nie. Intuitivement, cette hypoth�ese nous limite �a des SE poss�edant un branchement
�ni pour leur non-d�eterminisme et leur parall�elisme. Soit SEf la sous-classe de SE
form�ee des SE �nies.
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Th�eor�eme 7.2.1 (Ad�equation) Soient E;F 2 SEf

E �pbf F ssi E �Lpbf
F

Preuve � )): Soit R : E �pbf F . Nous montrons par induction sur la
structure des formules de Lpbf que �R� implique (� j=E ' ssi � j=F ') pour
toute ' 2 Lpbf .
Les cas >;:';' ^  sont �evidents. Supposons � j=E h qi'. Il existe donc

�0
q!E � tel que �0 j= '. Puisque �R�, il existe une transition en arri�ere

�0
q!F � avec �0R�0. Par hypoth�ese d'induction, �0 j=F '. Donc � j= h qi'.

Le cas des formules de la forme hai' se traite de fa�con analogue.
Finalement, �ER�F implique E �Lpbf

F .
� (): Notons � � � lorsque � et � satisfont les même formules de Lpbf . Nous
montrons que � : E �pbf F .
1. E �Lpbf

F implique �E � �F .
2. Supposons que � � �, et �

a!E �0. Soit f'1; '2; : : :g une �enum�eration des
formules de Lpbf . Nous d�e�nissons ( i)i2N par :

 0
def
= >

 i+1
def
=  i ^ 'i si �0 j=E 'i

 i+1
def
=  i ^ :'i si �0 6j=E '

Par construction, � j=E hai i pour tout i. Puisque � � �, � j=F hai i. Donc
pour chaque i, il existe un �i tel que �

a!F �0i et �
0
i j=F  i. Puisque F 2 SEf ,

les �i sont en nombre �ni. Il existe donc �0 2 Hist(F) tel que �
a!F �0 et

�0 j=F  i pour une in�nit�e de i, de sorte que �0 � �0.
3. La propri�et�e de transfert en arri�ere se d�emontre de mani�ere analogue, mais
cette fois, l'hypoth�ese de branchement �ni n'intervient pas puisque que les
pr�ed�ecesseurs sont uniques le long de l'histoire.

Remarque 9 Le Th�eor�eme 7.2.1 n'utilise l'hypoth�ese de b.f. que pour montrer que
Lpbf implique �pbf .

Le Corollaire 6.3.4 du Chapitre 6 et le Th�eor�eme 7.2.1 nous permettent d'�enoncer
que

Corollaire 7.2.2 Dans les SE �nies (ou plus g�en�eralement �a branchement �ni),
la logique Lpbf est ad�equate pour l'�equivalence de history preserving bisimulation.

Notons que dans la litt�erature, nous disposons d�ej�a \gratuitement" d'une car-
act�erisation modale tr�es simple de la history preserving bisimulation au moyen de
sa reformulation en la bisimulation forte sur l'arbre causal d�eriv�e de la SE. En ef-
fet, pour le faire, il su�t de consid�erer la logique HML (pr�esent�ee au Chapitre 3)
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dans laquelle les modalit�es EX a sont substitu�ees par des modalit�es de la forme
EX (a;K), o�u les (a;K) sont les �etiquettes des branches de l'arbre causal, puis
d'utiliser le tr�es classique th�eor�eme d'ad�equation de [HM85] entreHML et la bisim-
ulation forte. Il est d'ailleurs int�eressant de noter que cette logique �etendue est bien
une g�en�eralisation de la logique HML de [HM85] (les �etiquettes des arbres causaux
d�eriv�es des ST - qui sont s�equentiels - sont toutes de la forme (a; 1), avec a 2 Act).

En �etudiant les autres r�esultats de la litt�erature, nous avons cherch�e �a comparer
Lpbf avec d'autres logiques qui caract�erisent �hp. [DF90] propose la logique LP que
nous rappelons dans la Section 7.3. En r�ealit�e, dans cet article, il est a�rm�e que
LP caract�erise non pas �hp mais la weak history preserving bisimulation. Nous
prouvons dans ce qui suit que cette assertion est fausse.

Nous n'avons pas trait�e dans cette th�ese la comparaison entre Lpbf et la logique
HML \�etendue" avec les modalit�es de la formeEX (a;K) comme indiqu�e plus haut.
Il est clair que ces deux logiques ont le même pouvoir de distinction puisqu'elles
caract�erisent la même�equivalence s�emantique. Une comparaison de leur expressivit�e
reste �a poursuivre.

7.3 La logique LP

La logique LP de [DF90] est une logique \�a la CTL�" (voir le Chapitre 4), �a laquelle
on a rajout�e des modalit�es du pass�e. Notre pr�esentation de la logique LP est l�eg�ere-
ment di��erente de celle d'origine : nous consid�erons des propositions atomiques.
Cependant, il est imm�ediat de v�eri�er que notre d�e�nition et celle de [DF90] sont
�equivalentes.

7.3.1 D�e�nition de LP

La syntaxe de LP est la suivante :

�;	 (2 LP ) ::= > j q j :� j � ^	 j X�1� j X� j 8�
o�u q est un pomset sur Act.

Comme pour CTL�, une formule de LP s'interpr�ete dans un �etat le long d'une
ex�ecution du syst�eme, i.e. un futur choisi. De plus, puisque l'on consid�ere des
modalit�es du pass�e, il est n�ecessaire de garder l'information de l'histoire du calcul
qui a men�e �a l'�etat courant. Par cons�equent, pour E 2 SE, les formules de LP sont
interpr�et�ees sur des couples de la forme (�; �), o�u � 2 Hist(E), et � 2 Hist(E) est
une extension maximale de �, i.e. une ex�ecution extension de �.

Intuitivement, X�1 est la modalit�e permettant d'exprimer des propri�et�es du
pr�ed�ecesseur imm�ediat de l'�etat courant C� dans l'histoire �. X est la modalit�e
\sym�etrique"; elle fait r�ef�erence au successeur de C� le long du futur �. Le quan-
ti�cateur 8 munit la logique LP du pouvoir d'expression des logiques arborescentes,
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en quanti�ant sur tous les futurs possibles, i.e. toutes les extensions possibles de
l'histoire �. La proposition atomique q signi�e qu'il a exist�e un �etat dans l'histoire
� tel que le pomset calcul�e entre cet �etat et l'�etat C� soit q.

Soit E 2 SE, � 2 Hist(E), et � 2 Hist(E) une ex�ecution telle que � � �. Nous
d�e�nissons j=E la relation de satisfaction par :

� (�; �) j=E > toujours,

� (�; �) j=E q ssi � = �0:� avec pom(�) = q,

� (�; �) j=E :� ssi (�; �) 6j=E �,

� (�; �) j=E � ^	 ssi (�; �) j=E � et (�; �) j=E 	

� (�; �) j=E X�1� ssi � = �0:e et (�; �0) j=E �,

� (�; �) j=E X� ssi � = �:e:� et (�; �:e) j=E �,

� (�; �) j=E 8� ssi pour toute ex�ecution �0 telle que � � �0, (�0; �) j=E �.

Notations 12 On note 9� pour :8:� et X�n (resp. Xn) pour un embô�tement
de n op�erateurs X�1 (resp. X).

On interpr�ete les formules de LP sur les histoires (c-�a-d. les �etats de calcul avec
pass�e) selon :

� j=E �
def, (�; �) j=E � pour toutes les ex�ecutions � telles que � � �.

On note E j= � lorsque �E j=E �. L'�equivalence induite par LP sur SE est alors
d�e�nie par :

E �LP F def, (E j= � ssi F j= �) pour toute � 2 LP

Exemple 18 [RT88] L'exemple des SE de la Figure 7.1 montre que LP caract�erise
une �equivalence strictement plus �ne que la weak history preserving bisimulation.
En e�et, on peut montrer que E et F sont �equivalentes pour cette bisimulation, mais
seule E satisfait la formule � � 8X(9X9Xa;b) 2 LP . Cette formule exprime que
quelque soit le premier pas de calcul (ici, c'est toujours le pomset a), le syst�eme
pourra toujours e�ectuer le pomset a;b, ce qui n'est pas vrai de F si on e�ectue
d'abord l'�ev�enement e02.
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e1(a) e2(a) e3(a)

e4(b) e5(b)

#

#

e01(a) e02(a) e03(a)

e04(b) e05(b)

#

#

FE

6�LP

Figure 7.1: �LP est strictement plus �ne que la weak history preserving bisimulation

7.3.2 Une traduction simple de Lpbf vers LP

Th�eor�eme 7.3.1 Toute � 2 Lpbf peut être transform�ee en une formule �� 2 LP

�equivalente, i.e.
� j=E � ssi � j=E ��

pour toutes E 2 SE et � 2 Hist(E).
Preuve Dans cette preuve, j q j d�enote la taille du pomset q, i.e. le cardinal du
multiset q.

Nous exhibons la transformation ( )� : Lpbf ! LP , d�e�nie par induction sur la
structure des formules de Lpbf :

(>)� = >
(:�)� = :(�)�
(� ^	)� = (�)� ^ (	)�

(h qi�)� = q ^X�jqj(�)�

(hai�)� = 9X((�)� ^ a)
Il est imm�ediat de montrer que cette transformation v�eri�e le Th�eor�eme 7.3.1.

Exemple 19 En utilisant la transformation ( )�, la formule hai[b]h a;bi> 2 Lpbf

de l'Exemple 17 se traduit en 9X(a ^ 8X(a;b)).

Un corollaire imm�ediat du Th�eor�eme 7.3.1 est que la logique LP est au moins
aussi discriminante que Lpbf et donc que �hp. Ce qui d�emontre que l'assertion du
Th�eor�eme 4:19 de [DF90] est bien fausse.

7.4 Une traduction de LP vers Lpbf

Dans cette section nous montrons que la logique LP caract�erise exactement la history
preserving bisimulation. Pour y parvenir, nous prouvons (Corollaire 7.4.7) qu'on
peut traduire toute formule de LP en une formule �equivalente de Lpbf .
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La traduction de LP vers Lpbf n'est pas triviale dans la mesure o�u LP n'apparâ�t
pas comme un fragment de Lpbf . Si l'on esp�ere transformer les formules de LP dans
Lpbf , il est clair que l'on ne consid�erera que des formules qui ne d�ependent pas d'un
futur choisi; nous les appelons formules d'histoire.

Formellement, � 2 LP est d'histoire si pour tout (�; �),

(�; �) j= � ssi (�; �) j= 8�
autrement dit si la valeur de v�erit�e de � en (�; �) ne d�epend que de �.

Une formule � 2 LP est arborescente si toutes les occurrences de la modalit�e X
dans � sont imm�ediatement pr�ec�ed�ees d'un quanti�cateur 8 ou 9. C'est le cas de
la formule de l'Exemple 18.

Nous d�esignons par Larb
P le sous-ensemble de LP form�e des formules arbores-

centes.

Par d�e�nition, Larb
P ne contient que des formules d'histoire. Ce fragment de LP

est facile �a traduire dans Lpbf .
Le probl�eme de traduire LP dans Lpbf peut donc être ramen�e �a deux sous-

probl�emes : le premier consiste �a traduire Larb
P dans Lpbf , ce que nous faisons dans

la section suivante. Le second probl�eme consiste �a montrer comment toute formule
d'histoire de LP peut être traduite dans Larb

P , ce que nous traitons en Section 7.4.2.

7.4.1 De Larb
P vers Lpbf

Proposition 7.4.1 Toute formule � 2 Larb
P est �equivalente �a une formule ' 2

Lpbf .

Preuve Il su�t de remplacer dans � 2 LP toute occurrence

� des proposition atomique q par h qi>,
� de X�1 par h Acti,
� de 8X par [Act] et 9X par hActi.

Puisque les formules de Larb
P se traduisent facilement en formules de Lpbf , nous

allons montrer comment transformer toute formule (d'histoire) de LP en une formule
de Larb

P �equivalente.

7.4.2 De LP vers Larb
P

Notations 13 Nous �ecrivons � au lieu :X>. Ainsi, � j=E � ssi � est une ex�ecu-
tion.

D�e�nition 7.4.1 (Formules lin�eaires, du pass�e, du futur)
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� Une formule de LP est lin�eaire si elle ne contient aucun 8 (ni 9).
� Une formule de LP est du pass�e (resp. futur) si elle ne contient aucun X

(resp. X�1).

� Une formule de LP est du futur strict si elle est du futur et si toutes les
propositions atomiques q apparaissent sous la port�ee d'un X.

Les noms \du futur" et \du pass�e" n'expriment que des propri�et�es syntaxiques
des formules. Il ne faut pas leur attribuer un sens s�emantique selon que la formule
d�ecrit une propri�et�e dans le pass�e, dans le pr�esent ou dans le futur de l'�etat courant.

Cependant, toute formule du pass�e est une formule d'histoire ; comme de plus
une formule du pass�e ne contient aucun op�erateur X, elle est �evidemment arbores-
cente.

La m�ethode que l'on utilise pour transformer toute formule d'histoire LP , i.e.
de la forme 8�, en une formule arborescente est de remplacer � par une formule
�equivalente ~� dans laquelle l'op�erateur 8 se propage devant toutes les modalit�es X.

Le Th�eor�eme 7.4.3 permet de traiter le cas o�u � est une formule lin�eaire � :
il est bas�e sur le Lemme de s�eparation 7.4.2 qui transforme � en une combinaison
bool�eenne ~� de formules du pass�e et du futur. L'op�erateur 8 �etant sans e�et sur les
formules du pass�e (puisqu'elles sont d'histoire), il se propage trivialement dans les
formules du futur (voir les Lemmes 7.4.4 et 7.4.5).

Lemme 7.4.2 Toute formule lin�eaire � 2 LP est �equivalente �a une formule lin�eaire
~� de la forme ^

i

(
_

j

��i;j _
_

k

�+i;k)

o�u les ��i;j sont du pass�e et les �+i;k sont du futur.

Preuve Nous utilisons des r�egles de r�e�ecriture qui s�eparent les modalit�es du pass�e
de celles du futur :

XX�1� �! X> ^ � (1)
X:X�1� �! X> ^ :� (2)
X�1X� �! X�1> ^ � (3)
X�1:X� �! X�1> ^ :� (4)

X(� ^	) �! X� ^X	 (5)
X(� _	) �! X� _X	 (6)
X�1(� ^	) �! X�1� ^X�1	 (7)
X�1(� _	) �! X�1� _X�1	 (8)
:(� ^	) �! :� _ :	 (9)
:(� _	) �! :� ^ :	 (10)
::� �! � (11)
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Nous consid�erons un ordre lexicographique (�1;�2;�3) sur le triplet (M1;M2; n3)
o�u :

1. M1 est le multiset du nombre de modalit�es X�1 et X dans chaque branche
maximale de la formule,

2. M2 est le multiset des profondeurs des connectifs ^ et _ dans la formule,

3. n3 est le nombre d'op�erateurs : dans la formule.

Toute r�egle du syst�eme de r�e�ecriture d�e�ni ci-dessus fait d�ecrô�tre strictement
cet ordre. En e�et, les r�egles 1 �a 4 font d�ecrô�tre strictement M1 ; les r�egles 5 �a 10
laissent inchang�e M1 et font d�ecrô�tre strictement M2 ; en�n, la r�egle 11 n'accrô�t
ni M1, ni M2, et fait d�ecrô�tre strictement n3.
L'ordre choisi est bien fond�e2 car les ordres �1, �2 et �3 le sont. Par cons�equent,
le syst�eme termine.

Il reste �a montrer sa compl�etude, c-�a-d. que toute formule dans laquelle un
op�erateur X (resp. X�1) est dans la port�ee d'un X�1 (resp. X) est r�eductible par
une des r�egles. Pour cela, on montre que toute formule irr�eductible est s�epar�ee.

Consid�erons � une formule irr�eductible. Les r�egles de 5 �a 11 garantissent qu'il
ne peut y avoir de ^ ou de _ dans la port�ee d'un X ou d'un X�1. � est donc une
combinaison bool�eenne de formules compos�ees des seuls op�erateurs X, X�1, :, q et
>. Les r�egles 1 �a 4 excluent le cas o�u � contient des alternances de modalit�es du
futur et de modalit�es du pass�e. � est donc s�epar�ee, ce qui termine la preuve.

Le Lemme 7.4.2, qui d�ecompose une formule en parties du pass�e et du futur,
est inspir�e des techniques de preuves utilis�ees dans le \th�eor�eme de s�eparation"
de [Gab87], mais il porte sur des logiques du temps arborescent au lieu du temps
lin�eaire.

Th�eor�eme 7.4.3 Toute formule lin�eaire 8� 2 LP , est �equivalente �a une formule
arborescente de la forme ^

i

_

j

(��i;j _ 	i]

o�u les ��i;j sont du pass�e et les 	i sont du futur et arborescentes.

Preuve Grâce au Lemme 7.4.2, on peut supposer � de la forme
V

i(
W

j �
�
i;j_
W

k �
+
i;k).

Puisque l'op�erateur 8 se distribue sur les conjonctions, on sait que

8� � ^
i

8(_
j

��i;j _
_

k

�+i;k) (7:10)

D'autre part, le fait que chaque ��i;j soit une formule d'histoire, puisque c'est
une formule du pass�e, le 8 devant chaque disjonction peut être propag�e devant les
formules du futur comme suit :
2i.e. il n'existe pas de suite in�nie d�ecroissante.
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8� � ^
i

(
_

j

��
i;j _ 8_

k

�+i;k) (7:11)

En e�et, on peut montrer que

Lemme 7.4.4 Pour toute formule � et toute formule d'histoire ��,

8(�� _ �) � �� _ 8�
Preuve Soit (�; �) j= 8(�� _ �). Cela signi�e que pour chaque ex�ecution �0, ou
bien (�0; �) j= ��, ou bien (�0; �) j= 8�.

Si il existe �1 telle que (�1; �) j= ��, alors comme �� � 8��, (�0; �) j= �� pour
tout �0, donc en particulier (�; �), ce qui implique (�; �) j= �� _ 8�.

Sinon, toutes les ex�ecution �0 v�eri�ent (�0; �) j= 8�, en particulier pour � et on
conclut facilement.

Nous omettons la preuve pour l'autre direction, qui est plus simple.

Il reste �a montrer comment on peut transformer chaque 8Wk �
+
i;k en une formule

arborescente. Il su�t d'utiliser le lemme qui suit :

Lemme 7.4.5 Toute formule 8	, o�u 	 est du futur, est �equivalente �a une formule
arborescente.

Preuve La preuve se fait par induction sur la profondeur de la formule 	, i.e. le
nombre maximal d'op�erateurs X embô�t�es dans 	, qu'on note d(	) (Cette notion
a d�ej�a �et�e introduite dans le Chapitre 3 pour les formules de HML).

Le cas d(	) = 0 est �evident. Soit 	 avec d(	) > 0. La formule peut être
repr�esent�ee sous la forme g�en�erale :

	 � ^
r

(qr;1_qr;2_: : :_:q0r;1_:q0r;2_: : :_X	r;1_X	r;2_: : :_:X	0
r;1_:X	0

r;2_: : :)

o�u les qr;k sont des propositions atomiques, et donc des formules d'histoire. En
utilisant le fait que :X	0

r;i � � _ X:	0
r;i, et que X� _ X�0 � X(� _ �0), on

obtient :

	 �^
s

(qs;1 _ qs;2 _ : : : _ :q0s;1 _ :q0s;2 _ : : : _X(	s;1 _	s;2 _ : : :))

o�u certains qs;i sont �eventuellement �egaux �a �.
Alors, en appliquant le Lemme 7.4.4 on obtient :

8	 �^
s

(qs;1 _ qs;2 : : : _ 8X8(	s;1 _ 	s;2 _ : : :))

Puisque d(	s;1_	s;2 : : :) =Maxfd(	s;i)g < d(	), nous pouvons utiliser l'hypoth�ese
d'induction. 8(	s;1_	s;2_ : : :) est alors �equivalente �a une formule arborescente 	s,
pour chaque s. Ainsi 8	 � Vs(qs;1 _ : : : _ 8X	s) qui est arborescente.
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Les formules ��
i;j et 	i du Th�eor�eme 7.4.3 sont donc arborescentes, ce qui termine

la preuve.

Le Th�eor�eme 7.4.3, muni d'une strat�egie d'application, permet de transformer
toute formule d'histoire 8� en une formule arborescente. C'est l'objet du Th�eor�eme
7.4.6.

Pour transformer 8�, quand � n'est pas lin�eaire, on applique le Th�eor�eme 7.4.3
�a toutes les sous-formules 8�i de �, telles que �i soit lin�eaire. Soit 	i la formule
de Larb

P �equivalente �a 8�i obtenue. 	i peut alors être temporairement consid�er�ee
comme une proposition atomique pi; ceci permet de d'appliquer le Th�eor�eme 7.4.3
�a une formule contenant moins d'op�erateurs 8. Cette formule est 8� dans laquelle
les sous-formules 	i sont remplac�ees par les propositions pi.

Th�eor�eme 7.4.6 Toute formule 8� 2 LP est �equivalente �a une formule arbores-
cente.

Preuve On proc�ede par induction sur les sous-formules de la forme 8�0.
Si � ne contient sous-formule de la forme 8�0, alors � est une formule lin�eaire et il
su�t d'appliquer le Th�eor�eme 7.4.3.
Sinon, � contient des sous-formules 8�i, i = 1; : : :. Ces 8�i sont des formules
d'histoire et peuvent donc être consid�er�ees comme des nouvelles propositions ato-
miques pi. Le Th�eor�eme 7.4.3 s'applique alors �a 8�, car � est consid�er�ee comme
lin�eaire, grâce aux pi. Nous obtenons alors une formule arborescente 	 modulo les
sous-formules 8�i. Par hypoth�ese d'induction, chaque 8�i est �equivalente �a une
formule arborescente 	i. En rempla�cant dans 	 chaque 8�i par 	i, on construit
une formule 	0 �equivalente �a 8� et arborescente. Ce qui termine la preuve.

D'apr�es les Th�eor�emes 7.4.1 et 7.4.6, on peut �enoncer :

Corollaire 7.4.7 Toute formule � 2 LP peut être transform�ee en une formule
�� 2 Lpbf de sorte que

� j=E � ssi � j=E ��

pour toutes E 2 SE et � 2 Hist(E).

La logique Lpbf est tr�es simple. Elle pourrait par exemple être utilis�ee comme
langage d'explication dans un v�eri�cateur automatique pour �hp. En e�et, d'apr�es
le Th�eor�eme 7.2.1, si deux syst�emes ne sont pas �equivalents pour �hp, i.e. �pbf , alors
il existe une formule de Lpbf qui les distinguent.

En revanche, la logique LP semble plus naturelle pour la sp�eci�cation de pro-
pri�et�es. Comme nous disposons d'algorithmes de traduction de  LP vers Lpbf (et
vice versa), la logique LP peut être utilis�ee comme le langage d'entr�ee d'un �eventuel
v�eri�cateur automatique bas�e sur la logique Lpbf .



Chapitre 8

Bisimulations avant-arri�ere

La pomset bisimulation avant-arri�ere �pbf , d�e�nie en Section 6.3.2, poss�ede la pro-
pri�et�e de transfert \en avant" pour des transitions �etiquet�ees par des actions et \en
arri�ere" pour des transitions �etiquet�ees par des pomsets. En fait, cette d�e�nition
bien qu'apparemment plus faible que celle de [Che92a] est �equivalente.

Dans ce chapitre, nous introduisons quinze variantes de la D�e�nition 6.3.3 de
�pbf . Dans ces variantes, les propri�et�es de transfert (en avant et en arri�ere) portent
sur des pomsets restreints, comme par exemple des steps ou des actions. Nous
obtenons �nalement une classi�cation des bisimulations avant-arri�ere, illustr�ee par
la Figure 8.3 page 127.

8.1 D�e�nitions et r�esultats pr�eliminaires

Notations 14 Soient p et q deux pomsets. On dira que q est moins s�equentiel que
p, not�e q v p, si le pomset q contient moins de liens de causalit�e que p. Par exemple
a jb v a;b.

La D�e�nition 8.1.1 regroupe seize d�e�nitions d'�equivalences, dont la D�e�ni-
tion 6.3.3 de �pbf et celle de [Che92a].

D�e�nition 8.1.1 (Bisimulations x-avant y-arri�ere) Soient E;F 2 SE. Une
relation sym�etrique R � Hist(E) �Hist(F)

S
Hist(F) �Hist(E) est une bisimu-

123
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lation x-avant y-arri�ere entre E et F , not�e R : E �xbyf F , pour x; y 2 fi; s; pw; pg,
si �ER�F , et si pour tous �R�,

� (en avant): si �
�! �0 o�u selon x :

{ x = i : pom(�) est une action1

{ x = s : pom(�) est un step

alors il existe �0 et �0 tels que �
�0! �0 avec �0R�0 et selon x :

{ x 2 fi; s; pg : pom(�) = pom(�0)

{ x = pw : pom(�0) v pom(�)

� (en arri�ere): si �0 �! � o�u selon y :

{ y = i : pom(�) est une action,

{ y = s : pom(�) est un step

alors il existe �0 et �0 tels que �0 �0! � avec �0R�0 et selon y :

{ y 2 fi; s; pg : pom(�) = pom(�0)

{ y = pw : pom(�0) v pom(�)

On montre facilement que pour tous x; y 2 fi; s; pw; pg, �xbyf est une relation
d'�equivalence sur SE et que pour toutes E;F 2 SE et tous x; y 2 fi; s; pw; pg il
existe une plus grande relation R : E �xbyf F .

Certaines �equivalences de la D�e�nition 8.1.1, ont d�ej�a �et�e propos�ees dans la
litt�erature. Nous pouvons d�ej�a reconnâ�tre en �pbpf la pomset bisimulation avant-
arri�ere de [Che92a].

Nous verrons plus loin que l'�equivalence �ibpwf n'est autre que la partial word
bisimulation de [Vog91] (voir la D�e�nition 8.1.3). Cette �equivalence est une version
a�aiblie de la pomset bisimulation de [BC87] puisque dans l'imitation d'une transi-
tion il n'est pas n�ecessaire d'observer exactement le même pomset, mais un pomset
�eventuellement plus \parall�ele", c-�a-d. contenant moins de d�ependances causales
entre ces occurrences d'actions.

Nous donnons tout d'abord la d�e�nition d'un homomorphisme que nous utilisons
en D�e�nition 8.1.3.

D�e�nition 8.1.2 Soient E = (EE ;�E;#E; lE) et F = (EF ;�F ;#F ; lF) deux SE
sans-con
it. Un homomorphisme entre E et F est une bijection f : EE 7! EF
qui pr�eserve l'�etiquetage, i.e. pour tout e 2 EE , lF(f(e)) = lF(e), et la relation de
causalit�e, i.e. pour tous e1; e2 2 EE , e1 �E e2 implique f(e1) �F f(e2).

1Les transitions �etiquet�ees par une action sont celles que l'on consid�ere habituellement dans les mod�eles
d'entrelacement ou encore \interleaving", d'o�u le label i correspondant.
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D�e�nition 8.1.3 (Partial word bisimulation) [Vog91] Soient E;F 2 SE.
Une relation sym�etrique R � C(E)�C(F)�P(EE�EF )

S C(F)�C(E)�P(EF�EE)
est une partial word bisimulation entre E et F , ce que l'on note R : E �pw F , si

� (;; ;; ;) 2 R,

� pour tout (C;D; f) 2 R, f : C ! D est une bijection qui respecte l'�etiquetage,

� si C ! C 0 alors il existe D0; f 0 tels que D ! D0, (C 0;D0; f 0) 2 R, f 0jC = f et

f 0�1jD0�D est un homomorphisme de D0 �D vers C 0 � C.

Nous �ecrivons E �pw F si R : E �pw F pour une relation R.

Dans la D�e�nition 8.1.3, la bijection f 0�1 se r�eduit �a un homomorphisme de
D0 �D vers C 0 � C. Cette condition exprime exactement que pomset(D0 �D) v
pomset(C 0 � C).

e1(a) e2(b)

#

e01(a)

e02(b) e002(b)

6�p

�pw

FE

Figure 8.1: �pw n'implique pas �p

Nous rappelons au passage les r�esultats de [Vog91] qui situent �pw par rapport
aux �equivalences de la Section 6.1.

Proposition 8.1.1 [Vog91] Pour tous E;F 2 SE,

E �p F implique E �pw F implique E �s F

[Vog91] montre que ces implications sont strictes. On peut voir en Figures 8.1
et 8.4.

8.2 Classi�cation des bisimulations avant-arri�ere

Par d�e�nition, les �equivalences introduites en D�e�nition 8.1.1 peuvent être organ-
is�ees de la mani�ere suivante : pour simpli�er l'�enonc�e de l'Equation (8.12), nous
introduisons un ordre sur l'ensemble fp; pw; s; ig. Soit � le plus petit ordre con-
tenant i � s � pw � p. Alors pour tous x; x0; y; y0 2 fi; s; pw; pg,
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x � x0 et y � y0 impliquent �x0by0f��xbyf (8:12)

et de plus,

Proposition 8.2.1 [Che92c] Pour tous E;F 2 SE,

E �pbpf F ssi E �pwbpwf F implique E �sbsf F implique E �ibif F
o�u les deux derni�eres implications sont strictes. De plus,

E �ibif F ssi E �i F
La Proposition 8.2.2 qui suit exprime que si des SE peuvent e�ectuer les mêmes

actions en avant et les mêmes pomsets (resp. partial words, steps) en arri�ere, alors
elles peuvent e�ectuer les mêmes pomsets (resp. partial words, steps) en avant. Un
aspect pratique de ce r�esultat est qu'il su�t d�esormais pour montrer que deux SE
sont, par exemple, �pbpf de ne v�eri�er \en avant" que les transitions �a une action.

Proposition 8.2.2 Pour tout x 2 fi; s; pw; pg, et tous E;F 2 SE,

E �xbif F implique E �xbxf F
Preuve Le r�esultat est �evident pour x = i.

Nous traitons �a titre d'exemple le cas x = p.
Soit R : E �pbif F . On montre que R : E �pbpf F . Il su�t de v�eri�er la clause \en

avant" de la D�e�nition 8.1.1. Soit �R� et supposons �
p! �0. La suite de transitions

qui m�enent de � �a �0 peut être pas �a pas imit�ee par une suite de transitions partant
de � et menant �a un certain �0 tel que �0R�0. Il faut v�eri�er que le pomset calcul�e
de � �a �0 est bien p : c'est clairement le cas en utilisant la propri�et�e de transfert \en
arri�ere" de R.

Des raisonnements analogues permettent de traiter les deux derniers cas x = s
et x = pw.

Il nous sera utile dans la suite de notre �etude de remarquer que les �equivalences
�ibif , �ibsf , �ibpf et �ibpwf co��ncident respectivement avec les �equivalences �i, �s,
�p et �pw. Nous omettons cette preuve qui est une g�en�eralisation de [DMV90] o�u
il est montr�e que la bisimulation forte co��ncide avec sa version avant-arri�ere. Ce
r�esultat exprime que l'on ne gagne rien �a exiger de pouvoir imiter les transitions
d'actions en arri�ere si on peut d�ej�a les imiter en avant.

Les r�esultats obtenus jusqu'ici sont r�esum�es par la Figure 8.2 o�u les bô�tes en
pointill�es regroupent les �equivalences qui co��ncident et les 
�eches expriment les
implications imm�ediates (celles obtenues par transitivit�e ne sont pas repr�esent�ees).
Nous simpli�ons cette �gure en la Figure 8.3 pour laquelle nous montrons qu'aucune

�eche ne peut y être ajout�ee (hormis celles obtenues par transitivit�e).

Quand nous le pourrons, nous utiliserons le formalisme de la logique Lpbf (pr�esen-
t�ee au Chapitre 7) pour expliquer nos contre-exemples.
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pbpf pbpwf pbsf pbif

pwbpf pwbpwf pwbsf pwbif

sbpf sbpwf sbsf sbif

ibpf ibpwf ibsf ibif

p pw s i

Figure 8.2: Les liens entre les bisimulations avant-arri�ere

sbpf

p

sbpwf

pw

sbsf

s i

pbpf

Figure 8.3: Classi�cation des bisimulations avant-arri�ere

� D'apr�es [Vog91], les implications qui relient �p, �pw, �s et �i sont strictes.

� La Figure 6.4 montre que �p n'implique pas �sbsf . En e�et, E �p F , mais
seule la SE E satisfait la formule de Lpbf [a]hbih a j bi> qui montre que
E 6�sbsf F .
Nous en d�eduisons qu'aucune 
�eche dans la Figure 8.3 ne peut remonter de la
derni�ere ligne �a l'avant-derni�ere ligne.

� La Figure 8.4 prouve que �sbsf n'implique pas �pw.

On en d�eduit alors que �sbsf n'implique pas �sbpwf .

� La Figure 8.5 montre que �sbpwf n'implique pas �p. En e�et, seule E peut
e�ectuer le pomset (a jb);c.
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Cet exemple montre �egalement que �sbpwf n'implique pas �sbpf .

Des deux points pr�ec�edents, nous d�eduisons qu'aucune autre 
�eche ne peut
descendre vers la derni�ere ligne de la Figure 8.3.

� Observons que les SE de la Figure 8.6 sont �sbpf -�equivalentes mais que seule
E satisfait la formule de Lpbf [a;a]hbih (a;a) j bi>. Par cons�equent, �sbpf

n'implique pas �pbpf .

On peut alors d�eduire que �sbpwf n'implique pas �pbpf et que �sbsf n'implique
pas �pbpf (ce qui a d�ej�a �et�e �etabli par [Che92c]).

e2(b)

#

e1(a)

e3(c) e4(c)#

#

# e5(c) e6(c)

e0
1(a) e0

2(b)

e0
3(c) e0

4(c)

E

�s

F

6�pw

�sbsf

Figure 8.4: �sbsf n'implique pas �pw

3’’ : c

F

e0
1(a) e0

2(b)

e0
3(c) #

E

e1(a) e2(b)

# #

#

e3(c)e4(c) e5(c)

6�p

�sbsf

�sbpwf

Figure 8.5: �sbpwf n'implique pas �p

Nous venons de classi�er les bisimulations avant-arri�ere dans les structures d'�ev�enements
(premi�eres) sans action invisible.
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F

e0
1(a)

e0
3(b) e0

2(a)# # #

#

e00
2(a) e0

4(b)

E

e3(b)

e1(a)

e2(a)

#

e4(b)

6�pbpf

�sbpf

Figure 8.6: �sbpf n'implique pas �pbpf

Sur les 16 �equivalences consid�er�ees dans la D�e�nition 8.1.1, nous obtenons 8
�equivalences distinctes. Dans la section suivante, nous �etudions les propri�et�es de
ces 8 �equivalences vis-�a-vis du ra�nement d'actions.

8.3 Ra�nement d'actions

Cette classi�cation des bisimulations avant-arri�ere sur les SE (sans action invisible)
nous �eclaire un peu plus sur la situation g�en�erale. La plupart de ces �equivalences
existent d�ej�a dans la litt�erature et ont �et�e tr�es largement �etudi�ees, et il est possible
de r�epondre si oui ou non elle est pr�eserv�ee par le ra�nement d'actions. Seules les
deux �equivalences �sbpf et �sbpwf n'ont pas, �a notre connaissance, �et�e d�e�nies dans
la litt�erature.

Rappelons que dans [Vog91], les �equivalences �i, �s, �pw, �p et �hp (i.e. �pbf )
sont �etudi�ees pour le ra�nement d'actions. Il est montr�e que seule �hp se comporte
bien vis-�a-vis de cette op�eration. De plus, [Che92c] a montr�e que �sbsf n'est pas
pr�eserv�ee par le ra�nement et nous empruntons son contre-exemple pour notre
�etude.

Proposition 8.3.1 L'�equivalence �sbpwf n'est pas pr�eserv�ee par le ra�nement
d'actions.

Preuve Reprenons l'exemple de [Che92c] dessin�e en Figure 8.7. Ces SE sont aussi
�sbpwf -�equivalentes. On peut facilement v�eri�er que les transitions en arri�ere, o�u
seuls des steps sont consid�er�es, sont toutes imitables dans l'une et l'autre des SE.

Le seul cas �a v�eri�er est celui o�u E calcule le pomset q
def
= (a j b);c. Si E e�ectue
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e04(a)

e06(c)

e05(b) e07(a) e08(b)

e09(c)

+

e4(a) e5(b)

e6(c)

e7(a) e8(b)

e9(c)e3(c)

e1(a) e2(b)

�sbsf

�pw

�sbpwf+ +

E F

Figure 8.7: F = ((a;c) jb)+ (a j (b;c)) et E = F + ((a jb);c)

�E
q! e1e2e3, alors F peut l'imiter par le pomset moins s�equentiel �F

aj(b;c)! e01e
0
2e

0
3.

Sinon, c-�a-d. si E e�ectue �E
q! e2e1e3, F l'imite par �F

(a;c)jb! e02e
0
1e

0
3.

Si maintenant on ra�ne E et F par ref(a) = a1;a2, alors, comme [Che92a] le
remarque, ref(E) 6�i ref(F), et donc ref(E) 6�sbpwf ref(F).

Corollaire 8.3.2 Aucune �equivalence comprise entre �sbpwf et �i n'est compatible
avec le ra�nement d'actions.

Le tableau ci-dessus r�ecapitule les propri�et�es des bisimulations avant-arri�ere sur
SE vis �a vis du ra�nement d'actions :

est pr�eserv�ee par le ra�nement
�pbf oui
�sbpf ?
�sbpwf non
�sbsf non
�p non
�pw non
�s non
�i non

Nous n'avons pas r�esolu la question pour l'�equivalence �sbpf . Nous conjecturons
qu'elle n'est pas pr�eserv�ee par le ra�nement d'actions.



Chapitre 9

Equivalences comportementales
avec action invisible

Dans ce Chapitre, nous g�en�eralisons l'�equivalence �pbf du Chapitre 6 au cas de
la pr�esence d'actions inobservables. L'�equivalence obtenue est appel�ee la � -pomset
bisimulation avant-arri�ere1 et est not�ee ��

bf .
Comme nous le verrons, l'�equivalence ��

bf ne correspond �a aucune �equivalence
d�ej�a propos�ee dans la litt�erature.

A partir de cette �equivalence, nous �etablissons une �equation similaire �a l'Equation
(6.9) du Chapitre 6 : nous g�en�eralisons de fa�con ad�equate les �equivalences �c, �mo

et �hp en respectivement �b
c, �b

mo et �b
hp, voir la Section 9.2. Par exemple, la

g�en�eralisation de l'�equivalence �c est la branching bisimulation [GW89a] (voir le
Chapitre 2) sur les arbres causaux, not�ee �b

c. Pour les g�en�eralisations des �equiva-
lences �hp et �mo nous introduisons leur version "branching" obtenant l'�equivalence
de mixed-ordering branching, �b

mo, et la history preserving branching bisimulation,
�b

hp.
Concernant la history preserving branching bisimulation, nous pensons que cette

�equivalence est d'une certaine mani�ere la bonne g�en�eralisation de�hp dans la mesure
o�u elle satisfait l'Equation (9.13) qui g�en�eralise (6.9).

Nous consacrons le reste du chapitre �a son �etude. Dans un premier temps, nous

1que l'on pourrait traduire en anglais par pomset weak bisimulation.

131
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situons cette nouvelle �equivalence par rapport aux g�en�eralisations d�ej�a existantes
de la history preserving bisimulation.

Il est par exemple imm�ediat de voir que�b
hp est plus �ne que la history preserving

� -bisimulation de [Ace91], en comparant soit directement leurs d�e�nitions, soit les
�equivalences causales associ�ees.

En revanche, nous �etablissons que �b
hp et la history preserving ST bisimulation

de [Vog91], ici not�ee �ST
hp , sont incomparables. Le fait que �ST

hp ne soit pas plus
�ne que �b

hp est assez naturel. Par contre le r�esultat inverse est surprenant si l'on
sait que dans le cas des syst�emes s�equentiels, l'�equivalence de [Vog91], aussi connue
comme la maximality preserving bisimulation [Dev90], co��ncide avec la delay bisim-
ulation elle-même contenue dans la branching bisimulation.

Nous tenons �a pr�eciser que le contre-exemple de la Figure 9.8, qui
montre que �b

hp n'est pas plus �ne que l'�equivalence �ST
hp de [Vog91], a

�et�e propos�e par Robert van Glabbeek apr�es la soutenance de la th�ese
([Gla93].

A partir de ce contre-exemple, il est imm�ediat de d�eduire que �b
hp n'est pas

compatible avec le ra�nement car sinon elle impliquerait la plus grande congruence
pour le ra�nement contenue dans la history preserving � -bisimulation, �a savoir
l'�equivalence �ST

hp (voir [Vog91]).
De plus le contre-exemple pour le ra�nement est obtenu en appliquant un raf-

�nement tr�es simple aux SE de la Figure 9.8.

Nous consid�erons dans la suite un alphabet d'actions Act, auquel nous ajoutons
l'action invisible � . Act� d�esigne l'ensemble Act [ f�g.

Soit E 2 SE et � � EE. Nous d�e�nissons la partie visible de � par

vis(�)
def
= fe 2 �jl(e) 6= �g

L'ensemble vis(�) est canoniquement muni de l'ordre �E.

Notations 15 Pour all�eger les notations, nous posons

� visE
def
= vis(EE), et

� pomvis(�)
def
= pom(vis(�)).

Nous d�e�nissons )� C(E) � P(visE) � C(E) la relation de transition modulo �
dans Conf(E) par : pour tous C;C 0 2 C(E),

C
�) C 0 ssi C �! C 0 et vis(�) = �

et pour tout pomset p sur Act,

C
p) C 0 ssi C �! C 0 et pomvis(�) = p
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Lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e, nous �ecrivons C ) C 0 au lieu de C
;) C 0.

Nous �etendons canoniquement les d�e�nitions de vis,
�! et

p) aux histoires.

9.1 La pomset � -bisimulation avant-arri�ere

La d�e�nition de la pomset � -bisimulation avant-arri�ere g�en�eralise canoniquement
celle de �pbf : les propri�et�es de transfert \en avant" et \en arri�ere" portent cette
fois sur les transitions modulo � .

D�e�nition 9.1.1 (pomset �-bisimulation avant-arri�ere) Soient E;F 2 SE.
Une relation sym�etrique R � Hist(E)�Hist(F)

S
Hist(F)�Hist(E) est une pom-

set � -bisimulation avant-arri�ere entre E et F , not�e R : E ��
bf F , si :

� �ER�F ,

� pour tous �R�,

{ (en avant): si �
a) �0 alors il existe �

a) �0 tel que �0R�0

{ (en arri�ere): si �0 p) � alors il existe �0
p) � tel que �0R�0,

On note E ��
bf F lorsqu'il existe R : E ��

bf F .

Remarque 10 On peut proposer une d�e�nition �equivalente �a la D�e�nition 9.1.1
en autorisant dans la clause \en avant" des transitions (modulo �) quelconques. Ce
r�esultat g�en�eralise la Proposition 8.2.2.

e01(a)

e02(b)

e03(c)

F

#

#e002(b)

e1(a)

e2(b) e3(c)

E

# ��
bf

e04(� )

Figure 9.1: Un exemple de SE �equivalentes pour ��
bf .

Il est facile de montrer que ��
bf est une relation d'�equivalence sur SE, et qu'il

existe toujours une plus grande pomset � -bisimulation avant-arri�ere entre deux SE.
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Nous notons simplement ��
bf la plus grande pomset � -bisimulation avant-arri�ere

entre deux SE. Ainsi, dans la suite commepar exemple dans l'�enonc�e du Lemme9.1.1,
une expression telle que � ��

bf � signi�e que les histoires � et � sont reli�ees par la
plus grande pomset � -bisimulation avant-arri�ere (entre E et F).

Exemple 20 Les SE de la Figure 9.1 sont �equivalentes pour ��
bf . Par contre celles

de la Figure 9.7 sont distingu�ees par ��
bf . En e�et, la transition �F

;!F e001 est

forc�ement imit�ee dans E par �E
;!E e1e2. Mais alors la transition en arri�ere e1

;!
e1e2 n'a pas de correspondant dans F :

� elle ne peut pas être imit�ee dans F sans bouger, car e1 et e001 ne sont pas des

histoires bisimilaires ; e1 peut �evoluer en e1
b) e1e3 qui n'est pas imitable en

partant de e001.

� elle ne pas non plus être imit�ee par la transition arri�ere �F
;! e001 car e1 et

�F ne sont pas bisimilaires ; seule �F peut e�ectuer une a-transition.

Dans la suite nous prouvons que l'�equivalence ��
bf poss�ede la propri�et�e du

X-lemma (voir la X-propri�et�e dans [DMV90] ou encore le stuttering lemma dans
[GW89a]) tout comme la plupart des �equivalences modulo � . Cette propri�et�e nous
servira pour simpli�er certaines preuves. Elle est illustr�ee en Figure 9.2.

Intuitivement, la propri�et�e du X-lemma exprime que l'on peut identi�er des �etats
appartenant �a une même boucle de � .

Lemme 9.1.1 (X-lemma)

Soit R : E ��
bf F . Pour tous �; �0 2 Hist(E) et tous �; �0 2 Hist(F), si � ;) �0,

�
;) �0, �R�0 et �0R�, alors � ��

bf � et �0 ��
bf �0.

�0

�

�0

�

R

Figure 9.2: X-lemma

Preuve Elle est classique, nous renvoyons par exemple �a [DMV90] pour la tech-
nique de preuve.
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9.2 Caract�erisations de ��
bf

Nous proposons dans cette section d'autres fa�cons d'exprimer l'�equivalence ��
bf .

En particulier, il est possible de la caract�eriser par une �equivalence causale : la
branching bisimulation de [GW89a] dans les arbres causaux. Pour �etablir ce r�esultat,
nous d�ecomposons la preuve en deux �etapes.

La premi�ere �etape consiste �a montrer qu'elle co��ncide avec l'�equivalence demixed-
ordering branching que nous introduisons �a cette occasion. Cette approche est tr�es
similaire aux travaux de [DMV90] pour les syst�emes de transitions.

La deuxi�eme �etape �etablit l'�egalit�e entre l'�equivalence de mixed-ordering branch-
ing et la branching bisimulation dans les arbres causaux.

Finalement, l'�equivalence �b
mo conduit naturellement �a proposer la history pre-

serving branching bisimulation, que nous �etudions ensuite.

9.2.1 L'�equivalence de mixed-ordering branching

Notations 16 Si � 2 Hist(E) et � 2 Hist(F) sont telles que jvis(�) j=jvis(�) j=
n, g�� d�enote la fonction de vis(C�) dans vis(D�) de graphe f(vis(�)(i); vis(�)(i))j1 �
i � ng. Dans le cas sans � , g�� co��ncide avec f�� , la fonction d�e�nie en Section 6.3.1.

La D�e�nition qui suit est la version \branching" de l'�equivalence de mixed-
ordering de [Ace91].

D�e�nition 9.2.1 (L'�equivalence de mixed-ordering branching)
Une �equivalence de mixed-ordering branching entre E et F est une relation

sym�etrique R � Hist(E)�Hist(F)[Hist(F)�Hist(E) telle que �ER�F , et pour
tout �R�,

� g�� : vis(C�)! vis(D�) est un isomorphisme,

� si �
e! �0, alors

{ ou bien l(e) = � et �0R�,

{ ou bien il existe �) �00 ! �0 tels que �R�00 et �0R�0.

On note R : E �b
mo F , lorsque R est une �equivalence de mixed-ordering branch-

ing entre E et F , et E �b
mo F si il existe R telle que R : E �b

mo F .

Notons que dans la D�e�nition 9.2.1, nous avons forc�ement �
;) �00.

Proposition 9.2.1 Pour tous E; E1; E2; E3 2 SE :

(1) IdQ : E �b
mo E ,

(2) R : E1 �b
mo E2 implique R�1 : E2 �b

mo E1,
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R

a

� �

�0 �00

�0

a

� �

Figure 9.3: Propri�et�e de transfert de �b
mo.

(3) R : E1 �b
mo E2 et R0 : E2 �b

mo E3 impliquent (R0 �R) : E1 �b
mo E3,

(4) R : E1 �b
mo E2 et R0 : E1 �b

mo E2 impliquent (R [R0) : E1 �b
mo E2.

La propri�et�e (4) se g�en�eralise aux unions arbitraires. Par cons�equent, il existe
toujours une plus grande �equivalence de mixed-ordering branching, que l'on note
simplement �b

mo.

Proposition 9.2.2 Pour tous E;F 2 SE,

E �b
mo F ssi E ��

bf F

Preuve Nous introduisons les notations suivantes :
Pour toute E 2 SE et toute � = e1 : : : en 2 Hist(E), nous notons

�
def
= f�0 2 Hist(E)j� �b

mo �
0g

la classe d'�equivalence de � dans Hist(E) pour la plus grande �equivalence de
mixed-ordering branching de E dans E.

Nous d�e�nissons alors la trace de � par :

t(�)
def
= �:l(e1):�1:l(e2):�2 : : : �n�1:l(en):�n

En abstrayant les � \ino�ensifs", c-�a-d. en enlevant de t(�) les sous-châ�nes �:�i

pour lesquelles �i�1 �b
mo �i, nous obtenons la trace de � modulo stuttering, not�ee

stutt(�).
Cette notion est exactement celle de la trace color�ee dans [DMV90], o�u il est

montr�e que (dans les syst�emes de transitions), la � -bisimulation avant-arri�ere et la
branching bisimulation co��ncident.
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Nous pouvons maintenant d�emontrer la Proposition 9.2.2.

)) : Soit R : E �b
mo F et soient � 2 Hist(E) et � 2 Hist(F). Si stutt(�) =

C1:a1:C2 : : : Cn�1:an:Cn et stutt(�) = C01:b1:C02 : : :C0m�1:bm:C0m, nous notons stutt(�) �
stutt(�) si :

� n = m,

� ai = bi pour tout i = 1; : : : ; n,

� pour tous �0 2 Ci, �0 2 C0i, �0 �b
mo �

0.

Nous montrons alors que S
def
= f(�; �)jstutt(�)� stutt(�)g : E ��

bf F .

Par construction, S � R et �ES�F .
Soient �S�. Puisque S � R, S a �evidemment la propri�et�e de transfert en avant.

Supposons maintenant donn�ee une transition en arri�ere �0
p) �. Alors �0 2 Ci,

pour un i 2 f1; : : : ; ng. Puisque stutt(�) � stutt(�), la classe d'�equivalence Ci a un
correspondant C0k dans stutt(�), et donc le k-i�eme pr�e�xe de � satisfait �0S�k. Il

reste �a v�eri�er que dans la transition arri�ere �k
q) � le pomset q est �egal �a p. Pour

cela, il su�t d'utiliser que g�� et g�
k

�0 sont des isomorphismes.

() : Nous reprenons l'id�ee de la preuve du Th�eor�eme 2:3:3 de [DMV90].
Nous montrons que si R : E ��

bf F , alors R : E �b
mo F .

Evidemment �ER�F .
Soient �R� et �

e! �0. Nous distinguons deux cas :

1) l(e) 6= � . Puisque �R�, il existe �
f1:::fn) �1

f! �2
f 0
1:::f

0
m) �0, tels que �0R�0, l(f) = a

et l(fi) = l(f 0j) = � pour tous 1 � i � n; 1 � j � m.
La transition arri�ere �0 ) �2 est forc�ement imit�ee �a partir de �0 en ne faisant
rien, donc �0R�2. Il reste �a montrer que �R�1. Pour cela, on consid�ere la

transition en arri�ere �1
f! �2. Elle est imit�ee en partant de �0 par �̂ ;) �

e! �0

avec �̂R�1. En appliquant le X-Lemme 9.1.1 �a �R� et �̂R�1, nous obtenons
�R�1.

2) l(e) = � : La transition est imit�ee en partant de � par un certain nombre de
� -transitions (� =)�0

�! �1
�! : : :

�! �n = (�0). Si n = 0, nous avons prouv�e
la propri�et�e de transfert. Si n > 0, on peut e�ectuer la transition en arri�ere
�n�1

�! �n. Une premi�ere possibilit�e est que �0 simule cette transition en
ne faisant rien. Dans ce cas, ou bien n = 1 et c'est termin�e, ou bien on
peut e�ectuer la transition arri�ere �n�2

�! �n�1. En it�erant le raisonnement,
soit �0R�0, alors la propri�et�e de transfert de l'�equivalence de mixed-ordering
branching est v�eri��ee, soit il existe m > 0 avec �0R�m pour lequel la tran-

sition arri�ere �m�1
�! �m est imit�ee par �̂

;) �
�! �0 avec �̂R�m�1. Le
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(X-)Lemme 9.1.1 nous permet de conclure que �R�m�1, ce qu'illustre la Fig-
ure 9.4.

R

a

� �

�0

a

�m�1

�m

�0

Figure 9.4:

9.2.2 La branching �equivalence causale

[DD89] d�e�nissent les arbres causaux dans le cas o�u les SE consid�er�ees contien-
nent des actions invisibles. Intuitivement, l'arbre causal est construit selon le même
principe qu'en Section 6.3.3, sauf que les r�ef�erences en arri�ere vers les causes d'un
�ev�enement le long du chemin dans l'arbre ne portent que sur les �ev�enements visi-
bles. Par cons�equent, pour les �ev�enements d'�etiquette � , aucune r�ef�erence en arri�ere
n'est indiqu�ee et aucune r�ef�erence en arri�ere ne pointe vers eux. Formellement, (la
d�e�nition qui suit est extraite de [DD89])

D�e�nition 9.2.2 Si E est une SE sur l'alphabet d'actions Act� , l'arbre causal de
E, CT (E), est d�e�ni par :

� l'ensemble des n�uds de CT (E) est Hist(E),
� les arcs sont les paires (�; �:e),

� la fonction d'�etiquetage des arcs v�eri�e

l(�; �:e) = � si l(e) = �
l(�; �:e) = (l(e); C(e; �)) sinon

o�u C(e; �) est l'ensemble des r�ef�erences en arri�ere des causes visibles de e le
long de �.
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Exemple 21 L'arbre causal correspondant �a la SE de droite de la Figure 9.1 a la
forme de la Figure 9.5.

e01(a)

e02(b)

e03(c)

#

#e002(b)

e04(� )

�F

CT (F)

(a; ;)

e01

e01e
0
2e01e

0
4

� (b; f1g)

(c; f1g)

e01e
0
4e

00
2 e01e

0
4e

0
3

(b; f1g)

F

Figure 9.5: Un example d'arbre causal avec � .

Les arbres causaux pour les SE avec actions invisibles sont donc des ST avec
actions invisibles. On peut ainsi d�e�nir toutes les bisimulations modulo � pr�esent�ees
au Chapitre 2 dans la Section 2.6.2.

Par exemple, la branching �equivalence causale d�eriv�ee de la branching bisimula-
tion sur les ST (voir la Section 2.6.2) est d�e�nie par :

D�e�nition 9.2.3 (branching �equivalence causale)
Soient E;F 2 SE. On pose

E �b
c F def, CT (E)$bCT (F)

Proposition 9.2.3 Pour tous E;F 2 SE,

E �b
c F ssi E �b

mo F
Preuve Nous l'omettons, mais elle est bas�ee principalement sur le fait qu'il existe
une bijection entre l'ensemble des n�uds de CT (E) et Hist(E).

Suite aux Propositions 9.2.2 et 9.2.3 que nous venons d'�etablir, nous obtenons
le r�esultat suivant :

Corollaire 9.2.4 Pour tous E;F 2 SE,

E ��
bf F ssi E �b

c F
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9.2.3 La history preserving branching bisimulation

En nous inspirant des r�esultats pr�ec�edents, nous d�e�nissons la history preserving
branching bisimulation. Cette �equivalence co��ncide trivialement avec la history
preserving bisimulation dans le cas sans � .

D�e�nition 9.2.4 (history preserving branching bisimulation) Soient E;F 2
SE. Une relation sym�etrique2 R � C(E)� C(F)�P(visE � visF )

S C(F)� C(E)�
P(visF�visE) est une history preserving branching bisimulation entre E et F , not�e
R : E �b

hp F , si (;; ;; ;) 2 R et pour tout (C;D; g) 2 R,

� g : vis(C)! vis(D) est un isomorphisme,

� si C
e! C 0, alors

{ ou bien l(e) = � et (C 0;D; g) 2 R

{ ou bien il existe D0;D00; g0 tels que D ) D00 ! D0, g0jvis(C) = g, (C;D00; g) 2
R et (C 0;D0; g0) 2 R

Nous notons E �b
hp F lorsque R : E �b

hp F pour une relation R, et nous disons
que E et F sont history preserving branching bisimilaires.

On v�eri�e facilement que �b
hp est une relation d'�equivalence sur SE.

Notons que dans la D�e�nition 9.2.4, nous avons forc�ement D
;) D00.

Proposition 9.2.5 Pour tous E;F 2 SE,

E �b
hp F ssi E �b

mo F
Preuve )) : Soit S : E �b

hp F , on d�e�nit R � Hist(E) �Hist(F)
S
Hist(F)�

Hist(E) par :
R

def
= f(�; �)j(C�;D�; g

�
�) 2 Sg

On montre facilement que R : E �b
mo F .

() : Soit R : E �b
mo F , on d�e�nit S � C(E) � C(F)

S C(F)� C(E) par :
S

def
= f(C�;D�; g

�
�)j�R�g

On v�eri�e facilement que S : E �b
hp F .

En r�esum�e de cette section, nous avons �etabli le r�esultat suivant : pour toutes
E;F 2 SE,

E �b
hp F ssi E �b

mo F ssi E ��
bf F ssi E �b

c F (9:13)

l'Equation (9.13) g�en�eralise l'Equation (6.9) du Chapitre 6, ce qui justi�e de
consid�erer l'�equivalence de history preserving branching bisimulation. La section
suivante est consacr�ee �a son �etude.
2(C;D; f) 2 R implique (D;C; f�1) 2 R
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9.3 Les history preserving bisimulations

L'�equivalence de history preserving bisimulation a d�ej�a �et�e �etudi�ee dans les SE avec
� , voir [Vog91] et [Ace91]. Suivant la fa�con de g�en�eraliser la d�e�nition pour abstraire
les actions invisibles, on obtient di��erentes �equivalences. Notre �equivalence �b

hp en
est un exemple.

[Ace91] consid�ere la history preserving � -bisimulation (qui est la g�en�eralisation
la plus imm�ediate de �hp), not�ee �hp dans la suite. Il montre qu'elle co��ncide avec la
� -bisimulation sur les arbres causaux, ainsi qu'avec l'�equivalence de mixed-ordering
dans sa version faible, c-�a-d. comme � -bisimulation.

D�e�nition 9.3.1 (history preserving �-bisimulation)
Soient E;F 2 SE. Une relation sym�etrique3 R � C(E) � C(F) � P(visE �

visF )
S C(F) � C(E) � P(visF � visE) est une history preserving � -bisimulation

entre E et F , not�e R : E �hp F , si (;; ;; ;) 2 R et si pour tout (C;D; g) 2 R,

� g : vis(C)! vis(D) est un isomorphisme, et

� si C
e) C 0, il existe D0; g0 tels que D ) D0, g0jvis(C) = g et (C 0;D0; g0) 2 R.

Exemple 22 Les SE de la Figure 9.6 sont �hp �equivalentes. Observons cependant
qu'elles ne sont plus �equivalentes si on ra�ne l'action a en a1;a2. En e�et, les
SE obtenues ne sont alors même plus �equivalentes pour la � -bisimulation : F peut
e�ectuer e04(a1) imit�e dans E par e1(a1). Mais les con�gurations atteintes ne sont
pas bisimilaires puisque �a partir de fe1g on a toujours la possibilit�e dans le futur
d'e�ectuer un b ce qui n'est pas le cas en partant de fe04g.

L'exemple de la Figure 9.6 est emprunt�e �a [Vog90] qui, pour pallier les lacunes de
l'�equivalence �hp vis-�a-vis du ra�nement, propose sa version \ST", appel�ee history
preserving ST bisimulation. Nous la notons �ST

hp dans la suite.
Les ST-bisimulations ont �et�e introduites par [GV87]. Contrairement aux �equi-

valences consid�er�ees jusqu'ici, elles ne sont pas bas�ees sur l'atomicit�e des actions.
Nous renvoyons �a [Gla90c] pour leur d�e�nitions, o�u il est de plus montr�e qu'elles
sont pr�eserv�ees par le ra�nement d'actions.

La D�e�nition de �ST
hp est bas�ee sur la notion de ST-con�gurations. Nous ne ju-

geons pas n�ecessaire de rappeler la d�e�nition formelle de ST-con�gurations puisque
nous disposons dans [Dev90] d'une d�e�nition �equivalente de �ST

hp , appel�ee maxima-
lity preserving bisimulation, qui est directement d�e�nie sur les con�gurations.

D�e�nition 9.3.2 [Dev90] (hST bisimulation) Soient E;F 2 SE. Une rela-
tion sym�etrique R � C(E)�C(F)�P(visE � visF)

S C(F)�C(E)�P(visF � visE)
est une history preserving ST bisimulation entre E et F , not�e R : E �ST

hp F , si
(;; ;; ;) 2 R et si pour tout (C;D; g) 2 R,

3(C;D; g) 2 R implique (D;C; g�1) 2 R
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E F

#

#e2(� ) e3(b)#

e1(a)
e01(a) e04(a)

e02(� ) e03(b)
�hp

6�ST
hp

Figure 9.6: E = a; (� + b) et F = E + a

� g : vis(C)! vis(D) est un isomorphisme, et

� si C ) C 0, il existe D0; g0 tels que

{ D ) D0, (C 0;D0; g0) 2 R et g0jvis(C) = g,

{ si e 2 vis(C 0) est un �el�ement maximal de C 0, alors g0(e) est maximal
dans D0 ou e 2 C et g(e) n'est pas maximal dans D.

[Vog91] remarque que dans la D�e�nition 9.3.2 on peut restreindre les transitions
C ) C 0 au cas o�u C 0 n C contient au plus un �ev�enement visible.

Nous rappelons la propri�et�e principale de la history preserving ST bisimulation :

Proposition 9.3.1 [Vog90]
L'�equivalence �ST

hp est la plus grande congruence pour le ra�nement d'actions
qui soit contenue dans �hp.

En particulier, l'�equivalence �ST
hp co��ncide avec la history preserving bisimula-

tion �hp dans le cas sans � . L'Exemple 22 su�t �a prouver qu'en g�en�eral �ST
hp est

strictement plus �ne que �hp : les SE de la Figure 9.6 ne sont pas �ST
hp -�equivalente.

En e�et, la transition ; !F fe04g est forc�ement imit�ee par ; !E fe1; e2g avec
l'isomorphisme qui associe e1 �a e04 ; mais alors e04 est un �el�ement visible maximal, ce
qui n'est pas le cas de e1 puisque e1 � e2.

Les rappels sur les history preserving bisimulations avec � �etant termin�es, nous
nous proposons dans la section qui suit d'�etudier la compatibilit�e de notre �equiva-
lence �b

hp vis-�a-vis du ra�nement d'actions.

9.4 Ra�nement d'actions

Dans cette section nous �etablissons que �b
hp est strictement plus �ne que �hp et

qu'elle est incomparable avec �ST
hp , ce qui nous permettra d'�enoncer que, en g�en�eral,
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l'�equivalence �b
hp n'est pas pr�eserv�ee par le ra�nement d'actions.

Par d�e�nition, �b
hp implique �hp ; on peut aussi retrouver ce r�esultat en con-

sid�erant les �equivalences causales associ�ees qui sont respectivement la branching
bisimulation (voir section pr�ec�edente) et la � -bisimulation [Ace91].

Remarquons au passage que le fait de pouvoir caract�eriser des �equivalences
d'ordre partiel dans les arbres causaux, qui sont des mod�eles d'entrelacement,
donne un excellent moyen pour reconnâ�tre ces �equivalences dans la sous-famille
des syst�emes s�equentiels. Par exemple, pour de tels syst�emes, �b

hp et �hp co��nci-
dent respectivement avec la branching bisimulation (voir section pr�ec�edente) et la
� -bisimulation [Ace91]. Il est alors facile d'exhiber des contre-exemples qui prouvent
que l'implication de �b

hp vers �hp est stricte, tout simplement en les empruntant �a
la litt�erature qui traite les �equivalences des mod�eles d'entrelacement. Dans notre
cas, il su�t de trouver deux mod�eles � -bisimilaires mais pas branching bisimilaires;
c'est par exemple le cas des deux ST de la Figure 2.5 du Chapitre 2.

De même pour la history preserving ST bisimulation, [Vog91] remarque qu'elle
co��ncide avec la delay bisimulation pour le cas des syst�emes s�equentiels. Nous
pouvons alors d�eduire que �ST

hp n'implique pas �b
hp. Par exemple, les SE de la

Figure 9.7 ne sont pas �b
hp-�equivalentes. En revanche, elles sont �ST

hp -�equivalentes
puisque tous les �ev�enements visibles sont maximaux dans toutes les histoires.

e1(� )

e2(� ) e3(b)

e4(a) e0
1(� ) e0

4(a)

e0
3(b)

E F

# # #

# #

e00
1(� )

e0
2(� )

#

6�b
hp

�ST
hp

�hp

Figure 9.7: E = (� ;(� + b)) + a et F = E + �

Curieusement nous n'avons pas non plus �b
hp implique �ST

hp . Nous devons ce
contre-exemple �a Robert van Glabbeek [Gla93].

Consid�erons les deux SE de la Figure 9.8. Elles ne sont pas �ST
hp -�equivalentes.

En e�et, si F e�ectue l'�ev�enement \c" le plus �a droite, alors E l'imite en e�ectuant
son unique �ev�enement �etiquet�e par c. Si maintenant E poursuit en e�ectuant son
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�ev�enement a le plus �a droite, il faut dans F exclure toute possibilit�e d'ex�ecuter une
action b dans le futur : pour cela il est n�ecessaire d'ex�ecuter une action � , con-
s�equence imm�ediate de c dans F . Mais alors, la maximalit�e de c dans E n'est pas
pr�eserv�ee dans F . Les deux SE ne sont donc pas �ST

hp -�equivalentes.

La preuve que ces deux SE de la Figure 9.8 sont �b
hp-�equivalentes s'appuie sur

les observations suivantes : premi�erement, les con�gurations de E et F ne peuvent
contenir deux �ev�enements ayant la même�etiquette. Deuxi�emement, les d�ependances
causales entre les �ev�enements sont compl�etement d�etermin�ees par les �etiquettes de
ces �ev�enements - tout �ev�enement �etiquet�e par a ou par c n'a aucune cause et tout
�ev�enement �etiquet�e par b a une unique cause �etiquet�ee par a.

+

E

F

#

aa

b �#

#

aa

b �#

�� b#

c c

Figure 9.8: �b
hp n'implique pas �ST

hp

Lemme 9.4.1 Les SE de la Figure 9.8 sont history preserving branching bisimi-
laires si et seulement si elles sont interleaving branching bisimilaires.

Preuve Le sens ) est �evident.
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Pour l'autre sens, il su�t de remarquer que si R est une branching bisimulation
entre E et F , c-�a-d. une relation binaire entre leurs con�gurations, alors R restreinte
aux paires de con�gurations ayant les mêmes ensembles d'�ev�enements visibles est
encore une branching bisimulation qui peut de plus être relev�ee en une relation de
history preserving branching bisimulation entre E et F .

Le Lemme ci-dessus montre qu'il su�t de prouver que E et F sont (interleav-
ing) branching bisimilaires. Nous omettons cette d�emonstration qui n'est pas tr�es
di�cile.

En r�esum�e, nous venons d'�etablir que les �equivalences �ST
hp et �b

hp sont incom-
parables. De l�a et �a partir de la Proposition 9.3.1, nous pouvons �enoncer

Corollaire 9.4.2 L'�equivalence �b
hp n'est pas compatible avec le ra�nement

d'actions.

On peut aussi donner une preuve directe du corollaire : consid�erons les SE E et
F de la Figure 9.8 et soit ref la fonction de ra�nement qui remplace l'action c par
c1;c2.

Alors les SE ref(E) et ref(F) ne sont mêmes plus interleaving � -bisimilaires.

Pour l'expliquer nous donnons la formule de HML �
def
= [c1]hai[b]:>.

Nous avons ref(E) j= � mais ref(F) 6j= �.
Remarquons qu'avant de leur appliquer le ra�nement, les deux SE satisfont la

formule [c]hai[b]:>. Dans F , il su�t d'e�ectuer \rapidement" un � juste avant le a.

De cet exemple, nous pouvons aussi d�eduire

Corollaire 9.4.3 Aucune �equivalence contenue entre la history preserving branch-
ing bisimulation et la (interleaving) � -bisimulation n'est pr�eserv�ee par le ra�nement
d'actions.

La Figure 9.4 r�esume les r�esultats obtenus dans ce chapitre.
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�ST
hp

�hp�mo�c

�b
hp

�b
mo

�b
c ��

bf



Conclusion

Dans cette deuxi�emepartie de la th�ese, nous avons contribu�e �a �eclaircir les liens entre
les di��erentes �equivalences s�emantiques pour les structures d'�ev�enements premi�eres.

Nous avons propos�e au Chapitre 6 une pr�esentation uni��ee des �equivalences �hp

de [GG89a], �mo de [DDM89], �c de [DD89] et �pbf de [Che92a].

En utilisant l'�equivalence�pbf , nous avons d�eriv�e une caract�erisation de la history
preserving bisimulation par la logique Lpbf . Ce r�esultat est inspir�e du Th�eor�eme
d'ad�equation de Hennessy-Milner qui relie une bisimulation (avant-arri�ere) �a une
logique (avec des modalit�es du pass�e).

Nous avons utilis�e la logique Lpbf pour montrer que la logique LP de [DF90] car-
act�erise elle aussi la history preserving bisimulation, contrairement �a ce qu'a�rme
[DF90]. Notre m�ethode est bas�ee sur une technique \�a la Gabbay" de s�eparation
des formules de la logique LP en une combinaison bool�eenne de formules du futur et
du pass�e. A notre connaissance, cette technique n'a �et�e utilis�ee jusqu'ici que pour
des logiques temporelles. Nous pensons que cette m�ethode s'applique �a d'autres cas.
Par exemple, elle peut servir �a montrer que les formules d'une logique modale avec
des op�erateurs du pass�e sont initialement �equivalentes �a des formules sans op�erateur
du pass�e.

Le Chapitre 8 �etablit une classi�cation des bisimulations avant-arri�ere pour les
structures d'�ev�enements premi�eres sans action invisible, qui compl�ete celle de [Che92c].

En�n, en consid�erant les actions invisibles dans les structures d'�ev�enements,
nous avons �etudi�e la pomset � -bisimulation avant-arri�ere, qui g�en�eralise la pomset
bisimulation avant-arri�ere. Nous avons montr�e que la pomset � -bisimulation avant-
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arri�ere co��ncide avec la branching bisimulation dans les arbres causaux, et nous avons
propos�e deux nouvelles caract�erisations : l'�equivalence de mixed-ordering branching
et la history preserving branching bisimulation. Ces deux �equivalences n'ont pas, �a
notre connaissance �et�e propos�ees dans la litt�erature.

A la soutenance de la pr�esente th�ese, nous n'�etions pas en mesure
de dire si l'�equivalence �b

hp �etait ou non pr�eserv�ee par le ra�nement
d'actions.

Depuis, et grâce �a un travail en collaboration avec Robert van Glabbeek,
nous avons pu exhiber un exemple de deux SE �equivalentes mais qui ne
le sont plus lorsqu'on les ra�ne.

Remarquons que ce r�esultat n�egatif a un caract�ere surprenant si l'on sait que, et
la history preserving bisimulation (dans les SE sans � ) et la branching bisimulation
(dans les syst�emes de transitions) sont compatibles avec le ra�nement d'actions.

Les r�esultats de cette partie o�rent plusieurs perspectives de travail.

Tout d'abord, nous pensons que nos r�esultats peuvent être g�en�eralis�es aux struc-
tures d'�ev�enements stables de [Win89], tout comme [Ace91] l'a fait pour la history
preserving � -bisimulation. Nous travaillons actuellement dans des mod�eles plus
g�en�eraux, les Asynchronous Transition Systems [Bed87], dans lesquels nous �etu-
dions une g�en�eralisation de la pomset bisimulation avant-arri�ere et de l'�equivalence
de mixed-ordering.

D'autre part, nous n'avons pas �etudi�e de caract�erisations logiques de la pomset
� -bisimulation avant-arri�ere, mais il parâ�t clair qu'une g�en�eralisation avec � de la
logique Lpbf est ad�equate.

L'�equivalence �b
hp n'�etant pas compatible avec le ra�nement, il semble naturel

d'en d�e�nir sa version \ST". L'�equivalence alors obtenue, que nous appelons la his-
tory preserving branching ST bisimulation et que nous notons �bST

hp , serait �evidem-
ment pr�eserv�ee par le ra�nement et en s'inspirant des r�esultats de [Vog91] nous
obtiendrons la plus grande congruence qui contienne �b

hp (voir la Figure 9.9).

D'autres approches pour d�e�nir des bisimulations avant-arri�ere ont �et�e consi-
d�er�ees dans la litt�erature :
[GKP92] proposent une bisimulation avant-arri�ere dans le graphe des con�gura-
tions, o�u les transitions en arri�ere se font aussi le long de l'histoire du calcul, mais
pour une autre notion d'histoire. Cette �equivalence est d�e�nie dans les structures
d'�ev�enements sans auto-concurrence (l'absence d'auto-concurrence garantit le d�eter-
minisme pour les transitions en arri�ere dans le graphe des con�gurations).

[GKP92] ont montr�e que dans ce cadre, l'�equivalence qu'ils d�e�nissent est une
congruence pour le ra�nement et qu'elle est plus �ne que la history preserving
bisimulation. Il reste �a �etudier, dans le cadre des structures d'�ev�enements avec
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auto-concurrence, la di��erence entre l'approche de [GKP92] et celle de [Che92a].

�ST
hp�b

hp

�bST
hp

�hp

Figure 9.9:
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