N

N

Des bisimulations pour la sémantique des systemes
réactifs
Sophie Pinchinat

» To cite this version:

Sophie Pinchinat. Des bisimulations pour la sémantique des systémes réactifs. Génie logiciel [cs.SE].
Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG, 1993. Frangais. NNT: . tel-00005141

HAL Id: tel-00005141
https://theses.hal.science/tel-00005141
Submitted on 26 Feb 2004

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00005141
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE

présentée par

Sophie Pinchinat

pour obtenir le titre de Docteur
de I'Institut National Polytechnique de Grenoble

(Arrété ministériel du 23 novembre 1988)

Spécialité : Informatique

Des Bisimulations pour la Sémantique
des Systemes Réactits

These soutenue le 8 janvier 1993 devant le jury :

J. Sifakis président
P. Degano

F. Vaandrager  rapporteurs
M. Hennessy

Ph. Jorrand

P. Schnoebelen examinateurs

Theése préparée au sein du Laboratoire d’Informatique Fondamentale et d’Intelligence Artificielle.



Résumé

Cette thése contribue a 1'étude des sémantiques pour la spécification et la vérification des systémes réactifs. Plus
précisément, nous comparons des sémantiques comportementales, basées sur la bisimulation avec celles induites par
des logiques modales du temps arborescent.

Dans la premiére partie, nous considérons les modéles d’entrelacement pour les systémes séquentiels non-
déterministes. Plusieurs travaux récents ont montré que dans le cadre des systémes & branchement infini (c-a-d.
non-déterminisme infini), 1’équivalence de bisimulation (forte), reconnue comme 1’équivalence sémantique de base
pour le temps arborescent, est strictement plus fine que celles induites par les logiques du temps arborescent (nous
savons depuis longtemps qu’elles coincident sous 1'hypothése de branchement fini). Nous utilisons les Processus
Ordinauz de Klop, et, en dérivant une notion de pouvoir de distinction d'une équivalence sémantique, nous montrons
dans un cadre parfaitement unifié que la bisimulation est plus fine que les logiques du temps arborescent, mais aussi
que pour une large classe de combinateurs, les congruences engendrées par les logiques restent strictement plus
faibles que la bisimulation.

Dans la deuxiéme partie de la thése, nous considérons les modéles d’ordre partiel pour les systémes paralléles,
dans lesquels on dispose d'une définition satisfaisante de 'opération de raffinement de programme (cette notion est
liée & la méthode classique de conception hiérarchique des programmes).

Parmi les équivalences sémantiques de la littérature, la history preserving bisimulation est particulierement
intéressante car c’est une congruence pour l'opération de raffinement quand les systémes n’ont pas d’action invisible.
En utilisant une caractérisation de cette équivalence en termes d’une bisimulation avant-arriére, nous exhibons deux
caractérisations logiques, ainsi qu’un algorithme de traduction entre ces deux logiques. Nous étudions aussi plusieurs
variantes de cette bisimulation avant-arriére.

Enfin, nous élargissons le champ de travail en considérant les modéles d’ordre partiel avec actions invisibles.
Nous montrons que la bisimulation avant-arriére susmentionnée, adaptée & ce cadre, coincide avec la branching
bisimulation sur les arbres causaux, mais aussi avec deux nouvelles équivalences : 1’équivalence de mixed-ordering
branching et la history preserving branching bisimulation, que nous étudions.

Abstract

This thesis contributes to the study of semantics for the specification and the verification of reactive systems. More
precisely, we compare behavioral equivalences, based on bisimulation with those induced by branching-time modal
logics.

In the first part of the thesis, we consider interleaving models for sequential non-deterministic systems. Few
recent works have shown that, in the framework of infinite branching systems (i.e. infinite non-determinism),
bisimulation equivalence, acknowledged as the basic branching-time semantic equivalence, is strictly finer than
those induced by branching-time logics (we already know that they coincide under the finite branching hypothesis).
We use Ordinal Processes of Klop, and by deriving a notion of distinguishing power of a semantic equivalence, we
show in a unified framework that bisimulation is finer than branching-time logics, but also that for a wide class of
program combinators, the generated congruences by the logics are still weaker than bisimulation.

In the second part of the thesis, we consider partial order based models for concurrent systems, and in which
we have a satisfactory definition of program refinement operation (this notion is related to the classical method of
hierarchical design of programs).

Among the semantic equivalences of the literature, history preserving bisimulation is particularly interesting
since it is a congruence w.r.t. the refinement of systems without invisible actions. We use a characterisation of
this equivalence by means of a back and forth bisimulation to exhibit adequate modal logics, and we also give a
translating algorithm between those logics.

We enlarge the field of our work by considering partial order based models with invisible actions. We show
that the above-mentionned back and forth bisimulation, adapted to this framework, coincides with branching
bisimulation over causal trees, but also with two new equivalences : the branching mixed-ordering equivalence and
the history preserving branching bisimulation, we study in details.



Remerciements

Premier essal

Vraiment merci.

Deuxiéme essai
Je tiens a remercier les membres du jury:
o J. Sifakis qui a accepté de présider ce juryl’

e M. Hennessy qui a bien voulu s’intéresser a ce travail et a accepté de participer
au juryl’

o P. Degano et F. Vaandrager qui ont accepté d’étre rapporteurs. Cette tache
habituellement ingrate était encore alourdie par I’état inachevé du manuscrit.

Je veux aussi remercier Ph. Jorrand qui a encadré cette thesel' et surtout
Ph. Schnoebelen qui m’a forméelassistée et supportée pendant toutes ces années de
recherche. Sa disponibilité et son esprit critique (il n’y a qu’a lui demander ce qu’il
pense de ces remerciements !) m’ont permis de réaliser ce travail. J'ai pul'grace a
ses compétences scientifiques et ses qualités humainesI'prendre un immense plaisir
a effectuer ma recherche.

Je tiens aussi a remercier J. Echague quil'par ses connaissances et son enthousi-
asme permanentlI'm’a soutenue et aidée jusqu’a la fin.

Je remercie tous les membres de I’équipe “parallélisme” pour leur gentillesse et
I'intérét qu’ils m’ont porté.

Enfinl'je remercie Renéel'Joell'KarimI'Sami et tous ceux qui ont eu la patience
de me soutenir (et de me supporter) dans la réalisation de ce travail.






Sommaire

Introduction

I Les modeles d’entrelacement du temps arborescent
Introduction

1 Rappels sur les Systémes de Transitions

1.1 Graphes d’états, Systémes de transitions (étiquetés) . . . ... .. ... ... ...
1.2 Chemins et traces . . . . . . . . . . .
1.3 Notion de branchement infini . . . . . . . .. ... ... ... ..

Equivalences comportementales
2.1 Notion d’équivalence de traces . . . . . . . . ... ..
2.2 Equivalence de bisimulation (forte) . . . . .. ... ... oL L
2.2.1 Propriétés de congruence de la bisimulation (forte) . . . . ... ... .. ..
2.3 Définition par point-fixe de la bisimulation (forte) . . . . . ... . ... ... .. ..
2.4 Equivalences projectives . . . . . . . . .. e
2.5 Bisimulation et équivalences projectives . . . . . . . ... oL
2.6 Bisimulationsmodulo T . . . . .. ..o L
2.6.1 7-bisimulation, équivalence observationnelle . . . . . .. . ... ... ...
2.6.2 Bisimulationsmodulo 7 . . .. .. ..o

Equivalences logiques

3.1 Lalogique HML . . . . . . . o e
3.1.1 Syntaxede HML . . . . . ..
3.1.2 Sémantiquede HML . . . .. ...

3.2 Lalogique HM L, . . . . . . e

3.3 Equivalence induite par une logique . . . . . ... ... 0L

3.4 Caractérisation logique de la bisimulation . . . . . . ... ... ... 00

11
13

17
17
19
20

23
23
25
27
32
33
34
35
37
38



Sommaire

4 Etude du branchement infini

4.1 Les processus ordinaux . . . . . . . . . .. ...

4.2 Notion de pouvoir de distinction . . . . .. .. ... ... ....

4.3  Pouvoir de distinction des logiques d’états . . . . . . .. ... ..
4.3.1 Les logiques CTL et CTL* . . . ... ... ... . ...
4.32 Lep-caleul . . .. . oo oo
4.3.3 Hauteurs des formules . . . . . . ... ...
4.3.4 Pouvoir de distinction de ML, CTL, CTL* et L,
4.3.5 Résultats brefs pour les logiques C—T'L et PDL

4.4 Pouvoir de distinction des congruences engendrées par les logiques d’états
44.1 Notre démarche . . . . .. .. ...
4.4.2 Définitions préliminaires . . . . . . . . . .. ... ...
4.4.3 Résultats préliminaires . . . . . . . .. ...
4.4.4 Congruences de traces . . . . . ... ... L.
4.4.5 Congruences induites par CT'L et CTL* . . . . . . . ...
4.4.6 Congruences induites par les logiques C=T'L . . . . . . ..

Conclusion

II Les modeles d’ordre partiel

Introduction

5 Rappels sur les Structures d’Evénements (premiéres)

5.1
5.2
5.3
5.4

Définitions . . . . . . ... L
Comportement des SE . . . . . . . ..o
Observation des transitions, Pomsets . . . . . . .. ... ... ..
Opérations sur les SE, raffinement d’actions . . . . . . . . .. ..

6 Equivalences comportementales sans action invisible

6.1
6.2
6.3

6.4

Bisimulations d’ordre partiel . . . .. . ... ... ...
La history preserving bisimulation . . . . .. ... ... ... ..
Les caractérisations de mepp . . . . . . ..o
6.3.1 L’équivalence de mixed-ordering . . . . .. .. ... ...
6.3.2 Pomset bisimulation avant-arriere . . . .. .. .. ...
6.3.3 L’équivalence causale . . . . . . . ... ... L.
Conclusion . . . . . . .. ..

7 Caractérisations logiques

7.1
7.2
7.3

7.4

Lalogique Lppe . . . . . oo o000
Caractérisation de ~spyr par Lpyp . . . o o 0 0 00000
Lalogique Lp . . . . . . . . . ..
7.3.1 Définitionde Lp . . . . . . .. ...
7.3.2 Une traduction simple de Ly vers Lp . . . . . . . .. ..
Une traduction de Lp vers Lppe . . . . . . . . . ... L.
7.4.1 De Lj’!b vers Lppr o o o o 0oL
7.4.2 De Lp vers Lf!b .......................

47

.......... 48
.......... 49
.......... 51
.......... 52
.......... 99
.......... 59
............. 64
.......... 65

..... 67

.......... 68
.......... 69
.......... 70
.......... 74
.......... 77
.......... 82

83

85

87

91

.......... 91
.......... 93
.......... 95
.......... 96

99

.......... 100
.......... 102
.......... 104
.......... 104
.......... 107
.......... 108
.......... 109



Sommaire 5
8 Bisimulations avant-arriére 123
8.1 Définitions et résultats préliminaires . . . . . . . . . .. ... 123
8.2 Classification des bisimulations avant-arriére . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 125
8.3 Raffinement d’actions . . . . . . ... 129

9 Equivalences comportementales avec action invisible 131
9.1 La pomset m-bisimulation avant-arriere . . . . . . . ... ..o 133
9.2 Caractérisations de 7 135
9.2.1 L’équivalence de mixed-ordering branching . . . . ... .. ... ... ... 135

9.2.2 La branching équivalence causale . . . . . ... ... .. 0oL 138

9.2.3 La history preserving branching bisimulation . . . ... ... ... ... .. 140

9.3 Les history preserving bisimulations . . . . . . ... ... 00 0L 141
9.4 Raffinement d’actions . . . . . . ... 142
Conclusion 147






Introduction

La vérification des programmes est une préoccupation majeurel'surtout quand les
programmes se substituent a ’homme pour des taches délicatesl'e.g. le contréle
d’appareils d’assistance médicalel'de régulation thermique de centrales nucléairesl’
etc. MaisI'de nos joursI'la complexité des programmes croit avec celle des taches
qui leur sont confiées. Pour aider a la conception et a la compréhension de systemes
complexes on utilise les méthodes de conception modulaire et/ou hiérarchique.

La conception hiérarchique consiste a concevoir le programme par analyse de-
scendante. A chaque étape de cette analysel'un programme abstrait est remplacé
par un programme plus complexe a un niveau d’abstraction plus concret. Cette
méthode est connue sous le nom de raffinement de programmes.

La conception modulaire consiste a construire le programme en assemblant des
sous-programmes et en décrivant la maniere dont ils interagissentl'par exemple en
fonctionnant en parallelel'en communiquant par messagel'etc.

Lorsque ’on considere un programmel'pris isolémentI'son exécution est influ-
encée par ’environnementl'e.g. I'exécution des autres sous-programmeslet elle in-
fluence elle-méme cet environnement. Pnueli a introduit le concept de Systéme
Réactif [PnuT7] pour qualifier les programmes dont le role est de maintenir une
interaction avec leur environnement. Le probleme de connaitre la réaction de ces
programmes vis a vis de leur environnement et la maniere dont ils influencent cet
environnement est tres complexe. Cette complexité augmente encore lorsque le pro-
gramme englobant est lui-méme un sous-programme d’un programme plus large.

Pour prouver des propriétés sur le comportement d’un systeme réactifl'il faut
étre capable de formaliser ce comportement. HabituellementI'on utilise un domaine
mathématique approprié d’objets conerets (ou encore de modéles opérationnelsl'ou
pour chaque objet du domainel'on dérive une définition formelle de la notion de
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comportement. Chaque définition induit alors une identification sur les objets selon
le critere “avoir le méme comportement”. Cette identification s’appelle une équiv-
alence sémantiquel’ et on définit la sémantiqgue d’'un programmel c’est a dire son
comportementI'comme une classe d’équivalence.

La définition du comportement d'un systeme doit refléter les méthodes de con-
struction modulaire et/ou hiérarchique qui sont utilisées pour concevoir les pro-
grammesl ' c’est a dire que le comportement du systeme doit pouvoir étre déduit
des comportements de ses sous-systemes. On veut donc définir une sémantique quil’
d’une partl'se comporte bien vis a vis des combinateurs de programmes (on dit
qu’elle doit étre compositionnelle) et qui d’autre partI'soit compatible avec le raf-
finement de programmesl'c’est a dire qu’elle autorise a changer le niveau de détail de
description des programmes (on dit alors que cette sémantique doit étre compatible
avec le raffinement de programmes).

Donner une sémantique satisfaisante pour les systemes réactifs n’est pas simple.
Les premiers travaux sur ce sujet ont repris le cadre de la sémantique dénotationnelle
qui a fait ses preuves pour les systémes transformationnels'. MalheureusementI'ce
type de sémantique se préte mal aux systemes réactifs : la simple introduction du
non-déterminisme dans un langage comme Pascal nécessite la construction d’outils
mathématiques tres compliqués et tres lourds a manipuler (les “power-domains”);
on peut en voir un exemple dans [Mos90]. L’approche dénotationnelle est toutefois
encore étudiée (voir par exemple [BR92]).

Une approche adoptée aujourd’hui consiste a définir le comportement d’un pro-
gramme en termes des actions observables de 'extérieur qu’il peut effectuer (une
action représente n’importe quelle activitéI'par exemple un acte de communication).

Dans la littératurel'les sémantiques pour les systemes réactifs peuvent étre or-
données selon deux dimensions. La premiere dimension distingue les sémantiques
d’entrelacement des sémantiques basées sur la causalitél’ la deuxieme dimension
sépare les sémantiques du temps linéaire des sémantiques du temps arborescent.
Prenons un exemple : définissons le comportement d’un systeme comme ’ensemble
des suites d’actions qu’il peut effectuer (cette sémantique correspond a la séman-
tique de traces de Hoare [Hoa85]). La sémantique de traces ne fait aucune différence
entre le calcul d’actions en parallele et celui d’un entrelacement arbitraire de ces
mémes actions. C’est une sémantique d’entrelacement (d’autres exemples de sé-
mantiques d’entrelacement sont la sémantique de refus de [BHR84|['la sémantique
de readiness de [OH86]). En oppositionl'on pourrait explicitement représenter le
parallélisme en décrivant le comportement du systeme au moyen d’une relation de
causalité entre les actions effectuéesl'ce qui correspond aux sémantiques basées sur

!Ces systémes transforment I’état initial du programme en un état final.
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la causalité [Pra86].

La sémantique de traces ne prend pas en compte le moment ot le systeme effectue
ses choix non-déterministes. On dit d’une telle sémantique qu’elle est du temps
lin€aire. Les sémantiques qui tiennent compte des calculs du systemel'mais aussi
de ses alternatives de choix (ou d’une information partielle sur ces alternatives) au
cours de ces calculs sont appelées les sémantiques du temps arborescentl’comme par
exemple la sémantique de refus de [BHR84] pour le langage CSP et la bisimulation
de [Mil80] et [Par81] pour le langage CCS. [Pnu85] a mis en évidence la différence
entre les sémantiques du temps lincaire et les sémantiques du temps arborescent.

L’existence de tous ces types de sémantiques montre que 1’on ne cherche pas a
définir le comportement d’un systeme. On choisit une sémantique plutét qu’une
autre en fonction des propriétés comportementales auxquelles on s’intéresse. Par
exemplel'si la propriété pertinente est “le systeme ne se bloquera jamais”I'il est
inutile de tenir compte du moment ou sont faits les choix internes du systeme.

Il existe aussi d’autres criteres pour choisir une sémantique. Ces criteres sont
basés sur les propriétés théoriques attendue pour cette sémantique. Par exemplel’
I’équivalence observationnelle de MilnerI'dans sa version faiblel'c-a-d. avec prise en
compte de pas silencieux du systemel'n’induit pas une “bonne” équivalence parce
qu’elle n’est pas une congruence pour le combinateur de choix non-déterministe.
La congruence observationnelle pose également des problemes car elle ne peut étre
présentée sous la forme d’un systeme de réécriture canoniquel’c-a-d. a terminaison
finie et confluentl'etc.

La nécessité de choisir telle ou telle sémantique provient du fait que ’on ne sait
pas définir le comportement d’un systeme réactifl’ auquel cas cette définition du
comportement s’appliquerait toujours.

Parallelement aux travaux visant a définir la sémantique des systemes réactifsI’se
sont développés des langages formels de description de propriétés comportementales
des programmes. Dans un programme séquentiel ordinaire[’comme le tri d’une liste
d’entierslla correction s’exprime en termes d’une paire Précondition/Postcondition
dans un formalisme tel que la logique de Hoare. On peut trouver dans [Apt85] une
utilisation de la logique de Hoare dans un cadre de systemes réactifs. Mais la logique
est tres lourde a manipuler dans le cadre des systemes réactifs et ne permet pas de
s’exprimer au bon niveau d’abstraction.

Comme’a souligné Pnueli dans [Pnu77]|Tles logiques temporelleslet plus générale-
ment les logiques modalesI'sont un formalisme approprié pour exprimer les propriétés
des systemes réactifs : elles permettent d’inclure le Temps dans les raisonnements
formels et d’exprimer des propriétés sur le comportement du systeme au cours du
tempsl'comme les propriétés de siretél'de vivacitél'etc. (voir [MP92]). La Logique
Temporelle a donné naissance a un domaine de recherche tres actif pour de nom-
breux aspects de la conception des systemes réactifsl'tels que la spécificationlla
vérification ou la synthese de programmes. Nous renvoyons a [Eme90] et [MP92]
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pour 1’étude théorique des logiques temporelles et leur utilisation pour des systemes
réactifs.

Les deux approchesl'logique et sémantique comportementalel'ne sont pas op-
posées : lorsque 1'on adopte une logique pour décrire les propriétés comportemen-
tales d’un programmel’il faut étre certain qu’elle est cohérente avec la définition du
comportementI'c’est a dire I’équivalence sémantique que 'on a choisie. Autrement
ditl'la logique ne doit en aucun cas distinguer deux objets sémantiquement équiva-
lents. On parle de compatibilité de la logique avec la sémantique comportementale.

Si la logique est suffisamment expressive pour distinguer des programmes qui
ne sont pas sémantiquement équivalentsI'on dit que la logique est complétement
expressive pour la sémantique. Si les deux conditionsI'compatibilité et expressivité
completel'sont réunies pour une logiquel'on dit qu’elle caractérise la sémantique ou
qu’elle est adéquate pour ’équivalence sémantique.

Il existe de nombreux résultats d’adéquation. Le plus célebre est di a [HMS80]
qui proposent une caractérisation de la bisimulation forte par la logique modale
connue sous le nom de logique de Hennessy-Milnerl’ou encore HM L.

Toutes les approches pour définir une sémantique des systemes réactifs ont donné
naissance a une multitude d’équivalences parfois définies de facon tellement dif-
férente qu’il est difficile de savoir quelle sémantique est appropriée a quelle applica-
tion. Le domaine de recherche appelé “Comparative Concurrency Semantics’I'qui
s’est considérablement développé ces dernieres annéesl'vise a classifier ces équiva-
lences. Le principe est d’ordonner les équivalences sémantiques selon la relation “fait
au moins autant d’identification que”. On peut par exemple trouver dans [Gla90a]
une classification des équivalences sémantiques d’entrelacement.

Dans cette these nous nous intéressons a une famille d’équivalences sémantiques
du temps arborescent basées sur la bisimulation. InformellementIl’existence d’une
bisimulation entre deux systemes signifie que les deux systemes font les mémes choix
au méme moment.

La premiere équivalence de bisimulationl'appelée bisimulation fortel'a été pro-
posée par [Mil80] pour son langage CCSI'mais c’est la définition de [Par81] qu’on
utilise habituellement. Aujourd’huille nom “bisimulation” recouvre plus une famille
d’équivalences qu’une équivalence particuliere. Elles peuvent toutes étre ramenées
a une bisimulation forte sur des modeles dérivés.

Cette these est composée de deux parties. La premiere se situe dans le cadre
des sémantiques d’entrelacementlet la deuxieme dans celui des sémantiques d’ordre
partiell'plus récemment étudiées que celles d’entrelacement. Les deux parties con-
tiennent chacune une introduction qui en précise le contenu.
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Les modeles d’entrelacement du
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Introduction

Les modeles d’entrelacement (traduit du terme anglais “interleaving”) sont bien
adaptés pour décrire les systemes séquentiels non-déterministes.

Conceptuellementl'un systeme est dans un état donnél’appelons le ¢. Chaque
fois qu’il effectue une action al'il évolue et “passe” dans un autre état ¢’. Nous
notons ¢ — ¢’ ce changement d’étatl'aussi appelé transition d’état.

Un systeme est séquentiel s’il peut effectuer au plus une action a la fois.

Les systémes de transitions sont reconnus comme étant des bons modeles pour
représenter les systemes séquentiels non-déterministes [Kel76]. L’utilisation de ces
modeles mathématiques pour I'étude des systemes réactifs s’est répandue depuis
les travaux de Plotkin [Plo81] dans lesquels il propose une méthode simple pour
définir la sémantique opérationnelle des langages de programmation. Cette méthode
connue sous le nom SOS (pour Structural Operational Semantics) consiste a définir
des regles structurelles sur la forme des programmes. On dérive du langage de
programmation et des regles SOS associées['un systeme de transitions dont les états
sont les termes d’un langage formel qui correspond au (ou étend le) langage de
programmation auquel on veut donner une sémantique et les transitions entre les
états sont déterminées par les regles SOS.

De nos joursl'la méthode de Plotkin est tres largement utiliséel'et on compte de
nombreux langages munis d’une sémantique SOST'e.g. pour CCS voir [Mil80]I'd’ou
I'intérét général pour étudier les sémantiques basées sur les regles “a la Plotkin”.

De facon tout a fait surprenantel’peu de travaux ont été développés pour étudier
une théorie “du style de regles a la Plotkin” ([Sim85]'[BIMS88] et [GV8S|I[GVI2]).
A ce sujetIVaa89b] fait remarquer : “Maybe one reason why semantists have almost
paid no attention to a general theory of Plotkin style rules is the fact that they are

13



14 Introduction

so simple to use.”

MaisI'les travaux de [GV88] (voir aussi [GV92]) démontrent que ce format de
regles a des propriétés tres intéressantes que nous mentionnons plus loin dans cette
premiere partie.

Les équivalences sémantiques sur les modeles d’entrelacement ont déja été beau-
coup étudiées'nous renvoyons a [Gla90a] ou sont répertoriées les équivalences sé-
mantiques différentes pour les systemes séquentiels non-déterministes concrets a
branchement fini. Un systeme est dit concret si tous ses calculs sont observables de
Pextérieur. Un systeme est a branchement fini (ou encore a non-déterminisme fini)
si a tout instant il n’a qu’un nombre fini d’alternatives pour effectuer une action
donnée. La plupart des langages de programmation ne donnent lieu qu’a ce type de
systemes.

Dans cette premiere partiel'nous nous intéressons a la plus fine des équivalences
sémantiques d’entrelacement (celle qui fait le moins d’identification) : la bisimula-
tion. Cette équivalence est désormais reconnue comme la sémantique d’entrelacement
de base du temps arborescent : elle se contente d’identifier les systemes de transi-
tions qui ont la méme structure arborescente.

La bisimulation a été introduite par Milner pour son langage CCS [Mil80]I'sous
le nom d’équivalence observationnellel' mais c’est a Park [Par81] que I'on doit son
nom ainsi que sa définition uniformément utilisée.

La bisimulation a de nombreuses propriétés. Nous en citons quelques unes.

PremierementI'elle est compositionnelle. Ainsil'lorsque les programmes sont
construits de fagcon modulaire (e.g. par composition parallele de sous-programmes)I’
I'utilisation de la bisimulation permet de substituer a tout sous-programme un pro-
gramme équivalent sans changer les propriétés comportementales du programme
englobant. Plus généralementlles travaux de [GV88] (voir aussi [GV92]) ont mis en
évidence une classe tres générale de combinateurs de programmes[’appelés combi-
nateurs tyftl'contenant ceux du langage CCSI'pour lesquels la bisimulation est une
congruence (Nous rappelons ce résultat au Chapitre 2).

DeuxiemementIla bisimulation possede des caractérisations logiques. On connait
les tres classiques travaux de [HM85] qui ont montré la compatibilité et 'expressivité
complete de la logique modale de Hennessy-Milner pour la bisimulation dans le cas
ou les systemes sont a branchement fini ( Nous le rappelons au Chapitre 3) Depuis
ce résultatl’d’autres résultats d’adéquation entre une logique et la bisimulation ont
été établis (voir p. ex. [Pnu85]I'[BCG87]I'[DV90]).

Enfinl'en utilisant la bisimulation comme équivalence sémantiquelon peut déter-
miner un représentant canonique minimal (en son nombre d’états) de chacune des
classes d’équivalence modulo bisimulationl'ce qui d’un point de vue pratique permet
certaines fois de simplifier les programmes.
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La plupart des travaux en rapport avec la bisimulation font I’hypothese de sys-
temes a branchement fini. A notre connaissancel seuls [BR83]T' [BT85]I" [Her87]
et [SP90] se sont attaqués au cas du branchement infini : [BR83] montre que
I’adéquation des logiques HM L [HM80|[I'PDL [FL79] et RT'L (de Rounds et
Gurevich)? pour la bisimulation s’affaiblit en compatibilitél'et que la bisimulation
est strictement plus fine que ’équivalence observationnelle de [Mil80]. [BT85] ren-
force le résultat pour la logique RTL en montrant qu’il en est de méme pour la
classe des logiques C—T'L. Les résultats de [BR83] et [BT85] sont basés sur des
contre-exemples ad hoc et relativement compliqués.

[Her87] a étudié le p-calcul propositionnel de [Koz83]lainsi que la logique PDL
de [FL79]l'en utilisant un modele simplel'qui fait partie de la famille des Processus
Ordinauz de Klop [K1o88] (Il a comparé la bisimulation avec plusieurs variantes de
I’équivalence observationnelle).

Ces modeles sont particulierement intéressants car les classes d’équivalence mod-
ulo bisimulation sont des singletons.

[SP90] reprennent I'idée de Klop et utilisent les Processus Ordinaux pour montrer
que la logique CT'L de [CE81] n’est plus completement expressive pour la bisimu-
lation.

Dans cette partiel'nous utilisons le cadre unifié des Processus Ordinauz pour
montrer que toutes les logiques citées plus hautTainsi que la logique C'T'L* de [EH86]
sont seulement compatibles avec la bisimulation. Bien entendul'notre résultat ne
portent que sur des logiques finitairesl c-a-d. n’autorisant que des combinaisons
booléennes finies. Dans le cas général des logiques infinitairesI'comme par exemple
HML infinitaire considérée dans [Mil89]'il n’est évidemment pas nécessaire de
faire la moindre hypothese sur le degré de branchement des systemes pour garantir
I’adéquation.

Les résultats de notre étude montrent quel'sauf a se restreindre au cas branche-
ment finil'il n’existe pas de résultat d’adéquation entre d’'une part une sémantique
basée sur la bisimulation et d’autre part des logiques (finitaires) comme HM LT’
CTLTCTL*T le p-caleull' RT' LT etc. .. 1l est alors naturel d’étudier les propriétés
des équivalences induites par ces logiques pour déterminer si elles ne pourraient pas
elles-mémes étre utilisées comme sémantique. Mais alorsI'il faut vérifier que ces
équivalences sont compositionnellesI'c-a-d. sil'comme la bisimulationl'elles sont des
congruences pour les combinateurs de programmes.

Nous savons déja partiellement répondre a la question pour la logique CTL :
[Sch90a] a montré que 1’équivalence qu’elle induit n’est pas une congruence pour la
composition parallele. Nous montrons qu’il en est de méme pour la logique C'T'L*
et le p-calcul.

Dans notre travaill’au lieu de considérer un ensemble particulier de combinateursl’

?Nous ne connaissons pas de référence exacte pour la définition originelle de cette logique.
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comme on le fait habituellementI'nous étudions les congruences engendrées par les
logiques C'T LTCT L* et le p-calcul vis a vis de tous les combinateurs tyft de [GV8S].

Bien que I'ajout de contextes tyft augmente de facon significative le pouvoir de
distinction des équivalences considéréesI'nous établissons qu’aucune des congruences
étudiées n’est aussi fine que la bisimulation.

FinalementI'nous isolons’au moyen d’un critere syntaxiquel'une sous-classe des
contextes tyftl’appelés contextes sans copiel’qui contient ceux de CCS. Intuitive-
mentl'un contexte sans copie n’autorise pas la duplication du programme que 'on
“teste” dans ce contexte. Nous montrons que la restriction aux contextes sans copie
est réellel'au sens ou la congruences de traces pour ces contextes identifie plus de
modeles que la congruence de traces pour les contextes tyft.



Chapitre 1

Rappels sur les Systemes de
Transitions

Nous introduisons les notions de graphes d’états (étiquetés) et de systémes de transi-
tions (étiquetés) [Kel76]. Un graphe étiqueté représente un systeme réactif (ou une
machine) séquentiel non-déterministe dont les changements d’états sont accompag-
nés d’actionsl'e.g. communiquer avec un autre systeme ou récupérer de la mémoire
vivel'afficher un message a 1’écranl'recevoir un messagel'etc.

Dans cette thesel nous appelons systéme de transitions (€tiqueté) un graphe
d’états enracinél'c-a-d. un graphe d’états dans lequel on privilégie un étatlinterprété
comme ’état courant du systeme.

Dans certains contextesl'certaines actions peuvent étre considérées comme in-
observables de l'extérieur. On parle aussi d’action silencieuse. C’est le casl par
exemplel'de la récupération de mémoire dans un ordinateur lorsque le systeme est
observé par le programmeur.

1.1 Graphes d’états, Systémes de transitions (étiquetés)

Définition 1.1.1 (Graphe d’états (étiqueté)) Soit un ensemble A ={a,...}
de noms d’actions.
Un graphe d’états (étiqueté sur A) est une structure G = (Qa, A, —q), ot

17
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o (i est un ensemble {q,q,...} d’élats,

o —>C Qg X AXQq, est la relation de transition entre les états de QQ¢.

Pour faciliter la lecturel'on écrira souvent “graphe” au lieu de “graphe d’états”.

Dans la suitel1’ensemble d’actions A est le méme pour tous les graphes que nous
considérons. Nous notons G la classe des graphes d’états étiquetés sur Al'et nous
écrivons plus simplement G = (@), —) au lieu de G = (@, A, —).

Pour GG = (Q,—) € Gl'un élément (¢, a,q’) €E— dénote un changement d’état
de la machine représenté par (¢ et donnant lieu a “I’événement” (ou encore action)
a. Nous appelons ce changement d’état une a-transition'que nous notons ¢ — ¢'.
Nous notons ¢ — ¢’ lorsque ¢ - ¢’ pour une certaine action @ € A. Un état ¢
n’ayant pas de successeur est appelé état terminal. Cette terminologie exprime que
le systeme réactifl'dans cet étatI'ne peut plus évoluer.

La relation — se prolonge naturellement en la relation —C ) x A* x @) : si
w € A* est le mot aqay . .. a,I'mous notons ¢ — ¢ lorsqu’il existe une suite de tran-
sitions ¢ 2 ¢ 3 ¢3... 2 ¢, = ¢'. Par conséquentl'si ¢ désigne le mot vide de A*I
q = ¢ pour tout état gq.

Nous présentons ici une opération de combinaison de graphesI'appelée sommel’
qui nous servira dans la suite pour simplifier techniquement certaines définitions.

Définition 1.1.2 (Somme) Pour tous G; = (Q;,—) € G, i = 1,2, tels que
Q1N Qy =0, on définit

d
G & Gy :ef(Ql UQ2,—1 U —2)

On distingue parfoisI'dans I’ensemble des états d’un graphe GTun état particulier
qui correspond a l’état courant du systeme que représente (.

Définition 1.1.3 Un systeme de transitions (étiqueté sur A) est une structure
S = (Gg,rs), ou

o (/g est un graphe d’états, appelé graphe d’états de S,

o 15 € (D, est la racine ou encore [état initial de S.

Nous noterons en abrégé ST pour “systéme de transitions (étiqueté sur A)”.

Dans la suite ST désigne la classe des ST.

Notations 1 Soit S = ((Qs,—s),rs) un ST de graphe d’états (Qs,—s) et de
racine rs. Nous le notons plus simplement (Qs,—s,rs) ou encore (Gg,rs).
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Figure 1.1: Un exemple de systéme de transitions

Exemple 1 La Figure 1.1 représente graphiqguement un ST S, sur un alphabet
d’actions As = {a,b,c}. Son graphe d’éltats Gs a trois états. Formellement, Qs =
{41, 92,43} et —=s5= {(q1,0,92),(q2,0,43), (g3, ¢, q2) }-

L état initial de S est Uétat q1, ce que nous représentons graphiquement par une
fleche incidente vers cet état.

Dans certaines des figures nous omettons de nommer certains états s’ils ne sont
pas pertinents pour nos exemple.

1.2 Chemins et traces

Nous introduisons a présent la notion d’ezécution dans un ST. Une exécution cor-
respond a un calcul du systeme. Puisque les systemes sont non-déterministesl’
plusieurs exécutions sont possibles. De plusl'puisque I'activité du systeme n’a pas
forcément pour vocation de se terminer un jourl'les exécutions peuvent étre infinies.

Soit G € Gl'et ¢ € Qg.

Définition 1.2.1 (Chemins et exécutions) Un chemin (ou calcul) dans G
partant de q est une séquence de transitions de la forme ¢ S ¢ B .. ..

Une exécution partant de q est un chemin mazimal partant de q. Il peut donc
étre fini (et s’achever dans un état terminal), ou infini.

Nous désignons par 1lg(q) (ou plus simplement 11(q)) Uensemble de tous les
chemins dans G qui partent de Uétat q, et Fxg(q) (ou plus simplement Fx(q))
Uensemble des exécutions qui partent de q. Ex(G) désigne Uensemble Ueq. Fra(q).

Nous utilisons les symboles 0,01, ... pour désigner des chemins dans un graphes,
et 7,71, ... pour désigner les exécutions.
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Soit S € ST, g € Qs. Une exécution de S est une exécution © dans G's partant
de Uétat initial de S, i.e. m € Exg.(rs). On note Fx(S) Uensemble des exécutions
de S.

Etant donné o = ¢ =% ¢1 =3 ... un chemin dans ST|o| dénote sa longueurli.e.
le nombre de transitions de o; on pose | o |= w si o est infini. Pour ¢ <| o |I'o(7)

dénote 1’état ¢; et o' le chemin ¢; s Git1 R (c-a-d. le i-eme suffixe de o).

Pour chaque calcul séquentiel effectué par le systemel'on extrait une observation
externe constituée de la suite des actions qui ont eu lieu. Cette suite (éventuellement
infinie) est appelée une trace et se définit formellement par :

Définition 1.2.2 (Trace) Soit G € G. Etant donnée une exécution @ = qo —>
@ 3 ... dans G, nous définissons la trace de 7, notée tr(xw), par

def

tr(r) = aas. ..

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguitéI'nous notons T'r(¢) au lieu de Trg(q).
Cette notion de trace est celle de [Hoa83] et de [Gla90b]['mais elle differe des
traces complétes de [Gla90b] pour lesquelles on ne considere que les calculs achevésl’

ie me Fx(S).

1.3 Notion de branchement infini

En pratiquel'’comme par exemple dans le langage CCS avec récursivité gardéel'de
nombreux programmes ne donnent lieu qu’a un type restreint de non-déterminisme :
le branchement finil'qui a des propriétés mathématiques tres intéressantes comme
nous le verrons dans les Sections 2.5 et 3.4.

Définition 1.3.1 (Graphe d’états et Systéme de transitions d branche-
ment fini) (G € G est & branchement fini', noté b.f. en abrégé, si pour tous
q € Qg, Uensemble {¢' € Qg | ¢ = ¢'} est fini.

S € ST est a branchement fini si G's est a branchement fini.

IntuitivementI'pour de tels systemesI'le nombre de choix possibles pour effectuer
une action donnée dans chaque état est fini.

Si S n’est pas a b.f. nous disons alors qu’il est @ branchement infini (noté b.1i.).
C’est le cas par exemple du ST de la Figure 1.2.

Dans la suitel'nous notons Gys (resp. STyys) la sous classe de G (resp. ST)
formée des graphes (resp. ST) a b.f.

! La terminologie “a image finie” est utilisée dans [HM85] [MilS1].
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Figure 1.2: Un exemple de ST a branchement infini.






Chapitre 2

Equivalences comportementales

Nous rappelons les principales équivalences sémantiques du temps arborescent pour
les ST. Parmi ces équivalencesI'l’équivalence de bisimulation fortel'introduite par
MilnerI'est reconnue comme ’équivalence sémantique de base : elle se contente
d’identifier des systemes qui ont la méme structure arborescente.

Apres avoir présenté la bisimulation forte et certaines de ses propriétésl'nous
définissons la classe de combinateurs de programmes tyft de [GV88] et nous rap-
pelons la compositionalité de la bisimulation vis a vis de ces combinateurs.

Nous rappelons également que la bisimulation et 1’équivalence observationnelle
de Milner (ainsi qu’une variante) coincident sur la classe des graphes a b.f..

EnfinI'nous rappelons brievement les variantes de I’équivalences de bisimulation
proposées dans la littérature pour le cas ou des actions silencieuses sont considérées.

La premiere section introduit 1"équivalence de traces de [Hoa85] qui nous servira
a plusieurs reprises dans la suite.

2.1 Notion d’équivalence de traces

Prenons un systeme S qui évolue par changement d’étatl’et que l'on peut inter-
rompre a tout instant. L’observation d’un tel systeme consiste simplement en une
séquence d’actions qu’il peut effectuer. Cette séquence peut étre infinie si I’exécution
n’est jamais interrompue. L’équivalence de traceidentifie les systemes qui admettent

23
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le méme ensemble d’observations.
Soit GG € G. Pour tout ¢ € Q¢'nous définissons ’ensemble des traces dans G
partant de ¢ par

def
Tro(q) = {tr(o) | o € (g)}
Pour tout S € STTI'on définit I’ensemble des traces de S par

Tr(S) ¥ Pre_(rs)

Définition 2.1.1 (équivalence de traces) Deux ST, Sy, 53 sont équivalents de
trace, noté Sy ~r, Sy si ils ont les mémes traces, i.e. Tr(Sy) = Tr(Sz).

~7, induit clairement une équivalence sur ST.

N /

O O

Sl 52

Figure 2.1: Le moment des choix.

Par exemplel'les ST de la Figure 2.1 admettent le méme ensemble de traces
{¢,a,ab,ac}Tou ¢ dénote le mot vide. Cependantl'il est clair que ces deux systemes
n’ont pas la méme arborescence de choix : les deux systemes peuvent choisir entre
effectuer ab ou acl’'mais ce choix ne se fait pas au méme moment. S choisit de faire
ab ou ac apres avoir effectué al’alors que S, choisit avant.

Les équivalences sémantiques du temps arborescent ont été introduites pour
prendre aussi en compte la similitude des systemes en termes des choix possibles
dans chacun de leurs états. Autrement ditl'ces équivalences respectent I’arborescence
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de choir des systemesl'aussi connue sous le nom de structure de branchement ou
plus simplement branchement'. Elles sont en général plus fine que I"équivalence de
trace.

2.2 Equivalence de bisimulation (forte)

La bisimulation forte a été introduite par Milner pour son langage CCS [Mil80]'mais
c’est la définition proposée par Park [Par81] que 'on considere habituellement.
Une bisimulation est une relation binaire entre les états de graphes d’états.

Définition 2.2.1 (Bisimulation (forte) sur les graphes)
Etant donnés Gy,Gy € G, une relation R C Qg X Qg, est une bisimulation
entre (G et Gy, noté R : Gye=Gq, ssi pour tous g1 Rqs,

1. pour toute transition ¢ g, ¢, il existe un état ¢ de Gy tel que ¢z —q, ¢}
et ¢ Rqy, et

2. réciproquement, pour toute transition gy —>q, ¢, il existe un état ¢} de Gy tel
que 1 =, 4 et ¢ Raj.

Nous disons d’une relation R ayant les propriétés 1 et 2 de la Définitions 2.2.1
qu’elle a la propriété de transfert de la bisimulation forte.

Si R: GeGlon dit que R est une auto-bisimulation de (.

Définition 2.2.2 (Bisitmulation (forte) sur les ST) Soient 5,5, € ST.
Une relation R est une bisimulation entre Sy et Sy, noté R : 5155, si R est une
bisimulation entre Gs, el Gg, qui relie les états initiauz, i.e.

o R:Gg Gy, et

® g RTS2

On note S1.55 si il existe une relation R telle que R : S1.5;, et on dit que Sy et

Sy sont bisimilaires?.

Exemple 2 La relation R de la Figure 2.2 dessinée en lignes pointillées est une
bisimulation entre Sy et So. Par contre, les ST de la Figure 2.1 ne sont pas bisim-
ilaires : Uétat p de Sy n'a pas d’équivalent possible dans Sy puisque partant p on
peut choisir entre effectuer Uaction b ou laction ¢, ce qui n’est pas vrai des états g
et ¢' dans S,.

! Cette terminologie sera adoptée dans la suite

2 Cette terminologie est maladroite, on devrait plutét dire bisimulants, mais ¢’est celle qui s‘est imposer
dans la pratique.
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S, 52

Figure 2.2: Un exemple de bisimulation forte.

Proposition 2.2.1 Pour tous G,G,G,,Gs € G -

(1) ]dQG : GﬁG,

(2) R: GGy implique R™' : GoeGhy,

(3) R:G1oGy et R GyeGs impliquent (R o R) : GioGs,

(4) R:GioGy et R GGy impliquent (RU R') : GG,

Ces propriétés sont des conséquences immédiates de la Définition 2.2.1. Il est

facile de voir que les propriétés de (1) a (4) peuvent tout aussi bien étre exprimées
sur les ST. Ce qui nous montre que < est une relation d’équivalence sur ST.

On peut clairement généraliser (4) a des unions arbitraires; autrement ditI'pour
I un ensemble quelconquel’

Vi e I, R; : Gi=G5 implique U R; : GGy
el
Comme conséquencel'il existe une plus grande bisimulation entre Gy et Gy, En

particulierl'on peut définir «,I'la plus grande auto-bisimulation de G par:

o0 YR C Qo x Qo | R: GoG)

En générall’ une auto-bisimulation de (G n’est pas forcément une équivalence
sur (). Cependantl'd’apres la Proposition 2.2.1 si B : G« alors la fermeture
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symétriquel'transitive et réflexive de R est aussi une auto-bisimulation de G°Tet
doncl' - est une équivalence sur Q¢.

Si ¢1,q2 sont deux états d'un méme graphe GT'on dira qu’ils sont bisimilaires
(noté ¢1¢2) si 1=qqge. De méme on dira que deux états ¢1 € 1, ¢z € Q2 de deux
graphes différents Gy et (5 sont bisimilaires si ils sont bisimilaires dans Gy § Gs.
Par conséquentI'pour tous Sy, .5, € STl'on a

R :S|<5), ssi TSI Gs @G, TS

qui montre que « est une relation d’équivalence sur ST.

La définition ci-dessus nous autorisel'sans perdre de généralitél’a exprimer les
relations d’équivalences soit entre les états d’un graphel')pouvant étre compris comme
la somme de deux graphesI'soit entre deux graphes distincts. Suivant le contextel’
pour faciliter la lecturel'nous adopterons I’'un ou ’autre de ces points de vue.

Remarque 1 Dans ST, Chaque classe d’équivalence modulo bisimulation posséde
des représentants canoniques. Nous ne rentrons pas dans les détails, et nous ren-
voyons par exemple a [ADS9].

La bisimulation forte peut aussi étre vue comme une relations entre les chemins

!

dans un graphe. FormellementI'si ¢ = g0 2 ¢1 22 q2...¢n... et o/ = ¢}, 4, q1 %
qy...q. ... sont deux chemins de méme longueur dans un graphe Gl'on dit que ¢

et ¢’ sont bisimilairesI'noté o«0'I'si ¢;<=¢. et a; = a’ pour tout 2.

Soit G € Gl'q,¢' € Qs. Si ge=g'Talors pour tout chemin o € I(¢)I'on peut
construire pas a pas un chemin o’ € ll(¢’) tel que o0’

Corollaire 2.2.2 Pour tous S, 5" € ST,
S« S implique S ~71, S

La réciproque est évidemment faussel'voir I’Exemple 2.

2.2.1 Propriétés de congruence de la bisimulation (forte)

Comme nous ’avons déja dit dans notre introductionl’la bisimulation est com-
positionnelle pour une large classe de combinateurs de programmesl voir [Sim85]
et [GV88]. Plus précisémentlla bisimulation est une congruence pour tous les com-
binateurs dont la sémantique opérationnelle est décrite au moyen de regles SOS
a la Plokin qui respectent un format syntaxique appelé format tyft. En consi-
dérant 'exemple particulier d’un sous-langage £ du langage CCS de Milner (avec
les opérations de préfixagel'de composition parallele asynchrone et de choix non-
déterministe)'nous énoncons la compatibilité de 1’égalité sémantique induite par

voir aussi [Sif83] pour une généralisation des propriétés algébriques des relations de simulation.
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la bisimulation vis a vis du combinateur de mise en parallele de CCSI puis nous
définissons formellement le format tyft de [GV88].

Le langage £ est défini par la grammaire suivante : soit Act un ensemble de
noms d’actionsl'et nil une constante particuliere n’appartenant pas a Act.

L(€ p,q) == nilla(p)lp +qlp || ¢

ol a € Act.

La définition opérationnelle de £ est donnée par les regles conditionnelles suiv-
antes (il y a une regle pour chaque a € Act):

(préfizage) a(p) = p
BN N
(choix non déterministe) # #
/ !
ptq—p Ptqg—gq
p=p =4

composition paralléle
P P a a
plla=rlla plla=rplld

Ces regles définissent les transitions d’un terme de £ en fonction des transitions pos-
sibles de ses sous-termes. C’est en ce sens qu’elles sont conditionnelles. L’expression
p = p se lit “le programme p peut effectuer I'action a et apres exécution de cette
actionl'il se comporte comme le programme p’”. Par exemplel'la premiere regle de
composition paralléle se lit “si un programme p peut effectuer une action a et devenir
le programme p'T'alors la composition parallele de ce programme p et de n’importe
quel autre programme ¢ peut effectuer cette méme action a et se transformer en
P || ¢". Lexpression p = p’ est appelée la prémisse (ou encore condition) de la

reglelet I'expression p || ¢ = p' || q sa conclusion.

On peut associer au langage £ un graphe d’états GG étiqueté sur Act défini par :
o l'ensemble des états de G est 'ensemble des termes du langage LI°

e la relation de transition dans Gz est ’ensemble des transitions ¢ — ¢'T'oil
a € Act et q,q € LI que l'on peut prouver en utilisant les regles opéra-
tionnelles de préfizagel’de choix non-déterministe et de composition paralléle.

def
= (

Il est alors facile d’associer a chaque terme p € £ un STI'ST(p) G, p).

Considérons 1’égalité sémantique des programmes de £ basée sur la bisimulation
fortel'c-a-d. deux programmes p; et py de £ sont dits “égaux” ssi ST (p1)<=ST (po)I
ce que nous notons py<py. Cette égalité sémantique est compositionnelle pour le
combinateur de programmes || I'i.e. pour tout ¢ € LI’

pre=py implique (py || ¢)e=(p2 || q)
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Ce type de résultat est tres classique : en utilisant qu’il existe une bisimula-
tion R : ST(p1)=ST(p2)l'on montre qu’il existe R : ST(py || ¢)=ST(p2 || ¢)Ten
raisonnant sur les transitions possibles des programmes p; || ¢ et py || ¢I'qui sont
completement décrites par les regles de composition paralléle.

Cette technique de preuve s’applique aussi aux autres combinateurs de programmes
de LTainsi qu’a tous les opérateurs du langage CCS.

Comme 'on montré [GV88] (voir aussi la version journal [GV92])['ces preuves se
généralisent a une large classe de combinateurs de programmes (contenant évidem-
ment les combinateurs de CCS) : il suffit que ces combinateurs soient décrits au
moyen de regles SOS a la Plotkin respectant le format tyft que nous définissons
formellement dans la suite.

Nous supposons donné un ensemble (dénombrable) X de variablesI'd’éléments
typiques ., y, T1, Y1, .- ..

Notations 2 Soilt une signature (a une sorte) ¥ = (F,V) ou F est un ensemble
de noms de fonctions disjoint de X, et V : ' — N est arité des noms de fonctions

de I'.

o I dénote l'ensemble des termes clos (i.e. ne contenant pas de variable) sur
la signature 3.

d .
e Nous notons Tx(X) :ef Txux lensemble des termes sur X pouvant contenir

des variables de X.

o Sit e Tu(X), Var(t) C X dénote l'ensemble des variables qui apparaissent
dans le terme t.

De facon généralel'on peut montrer que pour une tres large classe d’ensembles
de regles SOST'il est possible de dériver un graphe (d’états). Nous appelons ici
de tels ensembles de regles des spécifications de graphe (voir aussi la terminologie
spécification de systémes de transitions dans [GV88]). Comme 'ont étudié [GV88] et
[Gro90]Tles spécifications utilisant des regles SOS contenant des prémisses négativesl’
comme on le trouve dans le format ntyat/nty ft de [Gro90] ou encore dans le format
GSOS de [BIM88]|I'posent de sérieux problemes pour montrer I'existence d'un ST
canonique associé a cette spécification.

Dans notre these nous ne considérons que des regles sans prémisses négatives.

Définition 2.2.3 (Spécification de graphe (d’états)) Une spécification de
graphe (d’états) (SG) est une structure P = (X, A, R) ou

o Y est une signature,

o A est un ensemble de noms d’actions,
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o R est un ensemble de régles de la forme
{t; Bt ]iel}
tS

ou [ est un ensemble fini, t;,t;, 1,1 € Tx(X), a,a;, € A.

[

. a, ’ . 1 a .
Les expressions t; — t s’appellent les prémisses de la régle, et t — t' sa conclusion.
Les regles sans prémisses sont appelées des axiomes.

Nous supposons connue la notion de preuve d'une transition ¢ = ' (ot ¢ et ¢/
sont des termes clos) a partir de P : la preuve est basée sur les regles de R et sur
des instantiations des variables qui apparaissent dans ces regles.
ClassiquementI'nous notons P F t % #' si il existe une preuve de la transition ¢ % #'.
Nous étendons canoniquement le sens de 'expression P F ... a toute séquence de

P a a
transitions de la forme t = t; = .. ..

Soit P = (X, A, R) une SG. Le graphe d’états spécifié par P est le graphe d’états
étiqueté sur Al'moté G(P)I'd’ensemble d’états Tx, et de relation de transition —pC
Ty, x A x Ty définie par : pour tous ¢,t' € T’

tSptiff PHES Y

Dans la suitel'nous écrivons plus simplement — au lieu de —p.

Ainsil’a tout terme ¢ty € Ty, on associe le STI'noté ST (f9)'de graphe d’états G/(P) et
d’état initial tg. ClairementI'si 7 est une exécution dans G/(P) partant de tol'alors’
par définition des transitions dans G/(P)I'il existe une preuve de 7. Cette preuve
est infinie si 7 est infinie.

Les travaux de [GV88] ont mis en évidence un critere syntaxique sur les regles
d’une SGTlappelé format tyft (pur) qui permet d’énoncer :

Théoréme 2.2.8 [GVE88] Si P = (X, A, R) est une SG en format tyft, alors la
bisimulation forte est une congruence pour tous les noms de fonctions, i.e. pour tout
f € F et tous termes clos u;,v; € Tx (1 <@ < V(f)),

Vi, uggopyvr impliquent f(uy, ... un) gy f(v1, .0, 00)
Nous définissons formellement le format tyft de la facon suivante :
Définition 2.2.4 Une regle est en format tyft si elle est de la forme :
{t: By |}
flag, .. a,) =5t

ot I est un ensemble fini d’indices, x;(1 < j < n),y:(1 € I) sont des variables
distinctes, a,a; € A, t;,t € Te(X).
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On remarquera en particulier que les regles de CCS sont toutes de ce format. Il
est important de mentionner que [GV92] ne se restreignent pas a un ensemble de
prémisses finiesI'mais autorisent un ensemble [ infini.

Il faut cependant rajouter quelques contraintes syntaxiques sur les regles en for-
mat tyft pour ne définir que des combinateurs compatibles avec la bisimulation. Ces
contraintes sont en particulier respectées par les regles de CCS :

Nous notons Var(r) 'ensemble des variables qui apparaissent dans la regle r.
Une variable dans Var(r) est libre si elle n’apparait pas dans le membre gauche de
la conclusion de r ou dans le membre droit d’une prémisse de r.

L’Exemple 3T'tiré de [GV88]Test un exemple de regle dite circulaire dans laquelle
y1 dépend de y, et réciproquement. [GV88] excluent de telles regles pour lesquelles
Iexistence d’un ST canonique (en accord avec un ensemble de regles donné) est
difficile a prouver.

Exzemple 3 Curcularité.

a b
f(xva) — W g(fl?layl) — Y2
St

Dans [GV88]I'la circularité d’une regle est définie par le biais du graphe de
dépendance de celle-ci. Nous définissons formellement cette notion qui nous servira
aussi au Chapitre 4.

Pour ¢ - #' une transition dans G(P)I'nous notons Var(t = t') I‘ensemble de

variables Var(t) U Var(t'). La Définition 2.2.5 est extraite de [GV88].

r —= yl\/ Y = T

Figure 2.3: Un exemple de graphe de dépendance de regle SOS

Définition 2.2.5 (Graphe de dépendance et Circularité) Soit P = (¥, A, R)

une SG' et soit S d:ef{ti % th)i € I} Uensemble des transitions dans G(P). Le graphe
de dépendance de S est le graphe (dirigé, non étiqueté) dont I'ensemble des états
est Uier Var(t; = t1) et Uensemble des transitions est donné par v — y si il existe
un © € I tel que @ € Var(t;) et y € Var(t)).

Un ensemble de transitions est circulaire si son graphe de dépendance contient
un cycle.

Une régles est circulaire st ['ensemble de ses prémisses est circulaire.
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Un ensemble de regles est circulaire si une des régles est circulaire.
Enfin, une SG est circulaire si ['ensemble de ses régles est circulaire.

La Figure 2.3 représente le graphe de dépendance de la regle de I’Exemple 3.

Définition 2.2.6 (SG en format tyft) Une SG P = (X, A, R) est en format
tyft si pour toute r € R, r est une regle en format tyftet r est pure, c-a-d. r ne
contient pas de variable libre et n'est pas circulaire.

Au Chapitre 4I'nous proposons une sous-classe syntaxique du format tyftl'peu
restrictive dans la mesure ou 'on peut encore exprimer tous les combinateurs de
CCS. Ce format est appelé tyft sans copie ou plus simplement sans copie. Nous
montrons que cette restriction syntaxique est réelle au sens ou la congruence de
trace induite par les contextes tyft est strictement plus fine que celle induite par les
contextes sans copie.

2.3 Définition par point-fixe de la bisimulation (forte)

La bisimulation forte de la Définition 2.2.1 peut étre caractérisée comme un point-
fixe. Nous adoptons les notations de [Mil88].

Soit GG = (Q,—) € G. On note (29%% C) le treillis complet des relations de @
dans Q et ordonné par I'inclusion. Nous définissons F : 29%X¢ — 29%@ par :
@1 F(R)gz ssi pour tout a € Al

1. si ¢ = ¢\Talors il existe g = ¢4 telle que ¢} Rq,let
2. si qa = ¢4Talors il existe ¢; — ¢/ telle que ¢} Rq).

La Définition 2.2.1 exprime qu’une auto-bisimulation R de G vérifie R C F(R).
[l est facile de vérifier que la fonction F est monotone (i.e. Ry € Ry implique F(Ry) C
F(Rz)); la plus grande relation R telle que R C F(R) est donc

\U{RIR C F(R)}

autrement ditI'd’apres le Théoreme de Tarski [Tarb5]I'le plus grand point-fixe de
F.

Par conséquentI'si pgpf f dénote le plus grand point fixe d’une application fI’
alors

= pgpfF

On peut également définir une fonction G : 29%? — 29%% en étendant la relation
— aux mots de A* dans les clauses 1. et 2. de la définition de F. Cette fonction
G nous servira a comparer la bisimulation forte a une variante de l’équivalence
observationnelle définie en Section 2.4. On peut montrer que G admet des propriétés
similaires a F et que
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=6 =pgpfG

Dans [HMS85]I'i] est montré que si le graphe G est a b.f. alors la transformation
F est N-continue. Ce résultat se démontre aussi pour GI'car la propriété d’étre
a b.f. reste vraie lorsque la relation de transition est étendue aux mots de A*.
Nous rappelons qu’une fonction f est N-continue si pour toute suite décroissante

RyORiD...R,...T
FO) R = () f(R:)
1<w <w
Dans la section suivantel'nous présentons I’équivalence observationnelle telle
que [Mil80] I’a définiel'ainsi qu'une variantel'que nous comparons a la bisimulation.

2.4 Equivalences projectives

Les équivalences projectives que sont 1'équivalence simple et 1’équivalence doublel’
sont aussi basées sur un principe de simulation entre les systemes. La premiere est
I’équivalence observationnelle de Milner [Mil80] ; la seconde en est une variante.
Les définitions et les résultats sont extraits de [SP90].

Définition 2.4.1 (Equivalence stmple) Soit G = (Q,—) € G. On définit les
relations =,C Qg X Qg pour n < w par:
® 1 =0 g2 pour tous q1,qz € ¢,
® (1 =,41 G2 SSU
— pour tout ¢, > ¢}, il existe g5 > ¢} tel que ¢} =, ¢b,
— el réciproquement, pour tout g — ¢, il existe q1 — ¢} lel que ¢} =, ¢b.
On définit = par

® (1 = g3 S8t 1 =, 2 pour toul n < w.

Les relations =, sont des équivalences sur ().

Si 51,52 € STTon pose

def
S1 =, 52 — rs, =, rs, dans Gg, & G,

S =5, def rs, =rs, dans Gg, & G,
IntuitivementI1’équivalence = de la Définition 2.4.1 distingue deux états ¢; et ¢o
s’ils peuvent étre distingués a un niveau n finil'e.g. si ¢; peut effectuer une transition
@1 = q) et si ¢} est distingué au niveau n — 1 de tous les a-successeurs de ¢,. En
particulierl'’=y distingue des états a partir desquels il n’est pas possible d’exécuter
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les mémes actions.

Une variante immédiate de 1’équivalence simple peut étre proposée en consi-
dérant la relation de transition étendue aux mots dans la Définition 2.4.1.

Définition 2.4.2 (Equivalence double)
Soit G = (Q,—) € G. On définit les relations ~,, pour n < w par:

® ¢ R g2 pour tous q1,q2 € Q)
[ ] q1 %n-l—l q2 SSi
- pour tout ¢ — ¢} (ot w € A*), il existe g3 — ¢}, tel que ¢} =, q}
- et réciproquement, pour tout g3 — ¢ (ou w € A*), il existe ¢ — ¢, tel que
a1 R q5-
On définit =~ par

® (1 R gy SSL G Ry, Go pour tout n < w.

De méme que =I'la relation ~ définie une équivalence entre les états d’un graphel’
et peut étre étendue de la méme facon en une équivalence sur ST par :

S~ S, def rs, ~rg, dans Gg, & Gg,

Comme 1’équivalence simplel'l’équivalence double distingue deux états ¢; et ¢
s’ils sont distingués a un niveau finil'mais la notion de niveau change. Icil'deux
états g1 et ¢o sont équivalents au niveau n si ils ont les mémes préfixes de traces
et si pour chaque mot w qui soit un préfixe fini d’une trace partant de ¢;I'et pour
tout w-successeur ¢; de ¢;I'on peut trouver un w-successeur de ¢, équivalent a ¢
au niveau n — 1.

Nous verrons dans la Section 2.5 que = est plus fine que =.

La bisimulation forte est en général plus fine que ses deux variantes = et &~ que
nous venons de présenter. C’est ce que nous rappelons dans la section qui suit.

2.5 Bisimulation et équivalences projectives

Nous étudions les liens entre la bisimulation et les équivalences projectives de la
Section 2.4. Elles coincident dans les classes Gy des graphes a b.f. Les résultats
qui relient ces équivalences sont classiquesI'nous renvoyons par exemple a [Mil88]:

Proposition 2.5.1 Pour tous 51,5, € G, on a

S1e5 = S1a 5 = 51 =9 (2.1)
st de plus 51,57 € Gyy,

Si=85, — S1~S5 — S5 (2.2)
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Preuve D’apres les Définitions 2.4.1 et 2.4.2I'si 57 ~ S3l’alors 57 = 95.
Soit GG € G. Nous utilisons les assertions suivantes :

) Pour tout n, o5 = F'(<=4)
2) == mn<w FH(Q X Q)
) ~= mn<w gn(Q X Q)
) Si G € Gy, F et G sont N-continues.

[’assertion (1) se justifie par le fait que <o = pgpfF. (2) et (3) sont respectivement
les définitions de = et ~. Nous renvoyons a [HM85] pour le point (4).

Les points (1) et (3) montrent que si g«<=¢'Talors ¢ & ¢'.

Supposons maintenant ¢ € Gyy. D’apres (4) F est N-continuel'et donc ==
Npcw F(Q X Q) = F(Nhew F(Q x Q)) = F(=). D’apres le Théoreme de Kleenel’
= est le plus grand point-fixe de Fl'c-a-d. < I'ce qui prouve le Point (2.2) de la

proposition. []

Remarque 2 o [lexiste une autre prewve du Point (2.2) de la Proposition 2.5.1,
proposée dans [BBKS7], n’utilisant pas la définition par point-fire de <. Dans
ce méme article, il est montré que le Point (2.2) reste vrai lorsque Uun des
deux graphes seulement est a b.f.

L’hypothese de graphes a b.f. est fondamentale pour montrer que les équiva-
lences «I'= et & coincident. En effetl’considérons 'exemple désormais classique
de la Figure 2.4 : 5§ et 5, ne sont pas bisimilaires puisqu’ils n’ont pas les mémes
traces (S5 admet la trace infinie a*I'ce qui n’est pas le cas pour S1). En revanchel
S1 = 5y. 1l suffit de remarquer que la branche a de S5 peut étre simulée a chaque
niveau n par une des branches de 5.

L’équivalence double & ne coincide pas non plus avec < lorsque les graphes sont
a b.i. Le premier contre-exemple proposé se trouve dans [San82] page 117 et reste
tres compliqué. Nous renvoyons au Chapitre 4 qui propose un cadre plus simple
pour établir ce résultat.

2.6 Bisimulations modulo 7

Dans les systemes que nous avons considérés jusqu’a présentl'une transition ne peut
avoir lieu sans étre observée.

Nous introduisons dans cette section le concept classique d’action invisible de
’extérieur (ou encore d’action “silencieuse”)?. Par exemplel'dans ’algebre de pro-
cessus AC P. de [BK85]IT'abstraction apparait par le renommage des actions en une

*Nous traiterons également l’introduction d’actions invisibles dans les structures d’événements, voir la
Partie 2.
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o ¥ o ¥
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Figure 2.4: S; = S5 mais 57 /5.

action silencieuse appelée 7. Dans le calcul CCS de Milner [Mil81]I'la transition si-
lencieuse résulte de la synchronisation dans la communication des processus.

Pour cela nous ajoutons a l’alphabet d’actions A un élément particulier 7 pour
dénoter les actions invisibles®.

Nous notons A, = {v,...} 'ensemble A U {7} et nous considérons dans la suite
de ce chapitre la classe des graphes (resp. ST) sur I'ensemble d’actions A,I'que nous
notons encore G (resp. ST).

Nous supposons donné un élément ¢ ¢ A, l'et nous notons A, I’ensemble AU {¢}.
Les élément typiques de A, seront notés A\, X', ...

Soit G € G. Pour tout v € A, nous notons ¢ = ¢’ lorsqu’il existe n,m > 0 tels
que ¢ T q'. IntuitivementI'une transition = permet d’absorber un nombre fini
de 7 avant ou apres exécution de 'action v; nous écrivons ¢ = ¢’ lorsque ¢ K q'
pour n > 0.

°1l est clair qu’il n’est pas nécessaire d’introduire une constante pour chaque action invisible, voir [Mil81].
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L’introduction du 7I'c-a-d. des action silencieusesI'dans les modeles conduit
naturellement a définir de nouvelles équivalences comportementales.

2.6.1 7-bisimulation, équivalence observationnelle

La 7-bisimulation de [BK85] (ou encore équivalence observationnelle de Milner) est
une bisimulation qui prend en compte 'invisibilité de certaines des actions. Pour
celal’'on définit sa propriété de transfert pour les relations de transition ATou ) € A,
au lien de STon v € A I'comme pour la bisimulation forte.

Définition 2.6.1 (t-bisitmulation) FEtant donné G € G, une relation R C
Qa X Qg est une T-bisimulation de G, noté R: G _G, ssi pour tous ¢ Rqs,

1. pour toute transition ¢ 2 qy, il existe un é€tat ¢, de Gy tel que g 2 qh et
g1 R,

2. réciproquement, pour toute transition ¢ 2 qh, il existe un €tat q; de Gy tel
que ¢ = g} et ¢; Rej.

Une 7-bisimulation entre Sy et Sy (€ ST) est une relation R telle que :

o R:Gg ®Gs,=.Gs, &Gy, et

o rg Rrg,,

ce que nous notons R : S1.53. Nous notons S1<.5; si il existe une relation R
telle que R : S1.95;.

Des propriétés analogues a celles de la Proposition 2.2.1 sont faciles a obtenir ; il
existe toujours une plus grande 7-bisimulation entre les états d’un graphe G donné.
Cette 7-bisimulation est une équivalence sur les états de GI'ce qui garantit que <
est une relation équivalence sur la classe ST.

La définition de . est clairement moins stricte que celle de <« puisque nous
exigeons simplement d’une action 7 qu’elle soit simulée par zéro ou plusieurs actions
7 (alors que pour « chaque action A € A, doit étre simulée par exactement une
action A meéme si il s’agit d'un 7). Remarquons que si G ne contient pas de 7-

transition'R : G=_G ssi R : Geod.

Exemple 4 La Figure 2.5 nous montre deux ST 7-bisimilaires. En effet, il suffit
de vérifier que la transition ¢ = ¢' de Sy est peut étre imitée dans Sy, puisque ¢’est
la seule différence entre les deux graphes. Clairement, cette transition est imitée
dans Sy par la suite de transitions p =5 p', et on a bien p' bisimilaire a ¢’ puisque
ces deux états sont terminals.

Comme le souligne [GW89a|l'la 7-bisimulation ne préserve pas la structure ar-
borescente des systemes. C’est la raison pour laquelle la branching bisimulation a
été proposée.

La section qui suit indique les bisimulation “avec 7”7 les plus connues.
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Figure 2.5: Un exemple de 7-bisimulation.
2.6.2 Bisimulations modulo 7
Les bisimulations modulo 7 proposées dans la littérature sont les suivantes :

e La tau-bisimulationTou encore équivalence observationnelle de [Mil80] et [BK85]I"

o La branching bisimulation [GW89a]l'que nous notons «,I’

La n-bisimulation [BG87|T
e La A-bisimulation [Wei89] ou delay-bisimulation [Wal88]['déja considérée dans [Mil81].

e La quasi-branching bisimulation de [Che92b].

Nous renvoyons a [Wei89] pour une comparaison exhaustive des bisimulations
modulo 7.
Cependant'nous définissons formellement la branching bisimulation de [GW89a] qui
nous servira au Chapitre 9.

Définition 2.6.2 (Branching bisimulation) Etant donné G € G, une relation
symétrique B C () X ) est une branching bisimulation de G, notée R : G, G, ssi

pour tous q1 Rqs, st ¢ A qy, alors
1. X=1 et ¢} Rqs, ou

2. il existe g3 = po 2 q5 tels que g1 Rp,y et ¢i Rql.
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Soient S1,5; € ST. On pose R : S1,5; ssi :

o I: G51 D Gs2ﬁbG51 D G52, et

® rs; RTS2 .

On note S1,5; lorsque qu’il existe R : S1,55.

L’équivalence <, induit une équivalence sur STTet il existe toujours une plus
grande branching bisimulation.

IntuitivementIcette équivalence autorise d’imiter une transition visiblel'étiquetée
par exemple par al'par une suite de transitions comprenant d’abord un nombre
fini de 7-transitions (éventuellement aucune) puis une a-transition. La différence
majeure avec la 7-bisimulation est que ’état que 'on atteint juste avant d’imiter
I’action a (dans la Définition 2.6.2T'il s’agit de I’état py) doit étre bisimilaire a I’état
de départ. En faitI’on montre facilement que lors de ’exécution des T-transitions
qui précédent la a-transitionl'les états intermédiaires sont tous équivalents en terme
de leur branchementI'd’ou la terminologie “branching”.

Ezemple 5 Dans la Figure 2.5, Sy £,5,. En effet, pour imiter la transition ¢ > ¢’
de Sy, le systéme Sy passe par U'état intermédiaire p; ; mais p; n'est pas équivalent
a q puisque seul ¢ admet un b-successeur.






Chapitre 3

Equivalences logiques

Comme l'a souligné Pnueli dans [Pnu77]'les logiques temporellesl'et plus générale-
ment les logiques modales constituent un formalisme approprié pour exprimer les
propriétés des systemes réactifs (voir p. ex. [MP92] pour une synthese). [Lam83] fait
remarquer qu'une propriété exprimée en logique temporelle a un sens a n’importe
quel niveau d’abstraction sur le programme.

Dans cette thesel'nous nous intéressons aux logiques modales et temporelles en
temps que langages de description de propriétés comportementales des systemeslla
notion de comportement étant induite par I’équivalence sémantiquel'dans notre cas
la bisimulation. L’approche classique pour montrer qu’un langage logique donné
exprime des propriétés comportementales consiste a comparer 1’équivalence séman-
tique a I’équivalence induite par la logiquel'que 'on appelle plus simplement équiva-
lence logique dans la suite (Nous rappelons que deux systemes sont équivalents pour
la logique s’ils satisfont les mémes formules. Voir la Section 3.3 pour les définitions
formelles). Selon les résultats de cette comparaison on peut en déduire I'intérét
d’utiliser ce langage de propriétés : par exemplel'si on montre que I’équivalence
sémantique “implique” I’équivalence logiquel'nous sommes certains que les formules
de la logique expriment bien les propriétés comportementales des systemes. On dit
que la logique est compatible avec la sémantique. Si ce n’est pas le casl'la logique
est trop expressivel'c-a-d. qu’elle permet de “parler” de certaines différences entre
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les systemes que 'on a déclarés superflues par la sémantique.

Ou encorel'si les deux équivalences coincidentl'la logique est suffisamment ex-
pressive pour distinguer deux systemes dont les comportements different. On dit
alors que la logique est adéquate pour la sémantique ou encore que la logique carac-
térise équivalence sémantique (voir [Pnu85] par exemple). On peut alors expliquer
dans la logique pourquoi deux programmes ne sont pas sémantiquement égaux (voir

p. ex. les travaux de [Cle90]I'[Hil87]).

3.1 La logique HML

Dans cette sectionl'nous présentons la logique modale HM L introduite par Hen-
nessy et Milner dans [HM80]"ainsi que sa version pour la présence d’actions silen-
cieusesI' HM L. Puis nous définissons 1’équivalence logique induite par HM LT et
nous rappelons ses liens avec 1’équivalence sémantique de bisimulation forte.

3.1.1 Syntaxe de HML

Nous supposons donné un ensemble A = {a,...} de noms d’actions.

Définition 3.1.1 (Syntaxe de HM L) Les formules de HM L sont données par

la grammaire suivante :

e, (€ HML) =T [ =p | At | (a)p

ouac€ A.

L’ensemble des formules de H M L est stratifié en fonction de la profondeur d(¢p)
des formulesI'suivant la définition inductive :

d(T)=0 d(—¢) = d(e)
d(e Ap) = max(d(p),d(1)) d({a)p) = d(p) +1

Par exemplel'd({(a)((b)T V (¢)T)) = 2. IntuitivementI'la profondeur de ¢ est
définie comme le nombre maximum d’emboitements de modalités de la forme (.)
dans .

Nous noterons HM L, ’ensemble des formules de HM L de profondeur au plus

égale a nlie. HML, ¥ {0 € HML|d(y) < n).

3.1.2 Sémantique de HML

Une formulede HM L s’interprete sur les états dans un graphe étiqueté sur I’alphabet
d’actions A. C’est donc une logique “du temps arborescent” au sens de [Lam80]|"
on dit aussi logique d’états.
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HM L contient les connecteurs standards de la logique propositionnelle: T corre-
spond a la proposition “vrai”l'= a la négation et A a la conjonction. Les opérateurs
modaux sont les (a)['ot @ € A dont voici la sémantique informelle: la formule (@)
est vraie d’un état ¢ € () si il existe un a-successeur de ¢ dans lequel la formule ¢
est vraie.

FormellementIétant donné GG = (@, A, —) € GI'nous définissons une relation de
satisfaction FC QX HM L. On écrit ¢ =¢ ¢ (ou g = ¢ lorsque G est sous-entendu)
et on dit “q satisfait la formule ©” ou encore que “la formule ¢ est vraie dans I’état
q”. La définition de =g se fait par induction sur la structure des formules :

Définition 3.1.2 (Sémantique de HML ) Pour tous ¢ € Q) et p,vb € HML,
o ¢ Ec T toujours,
* FEc P NY ssiqgEay et qFa Y
* ¢ [FG e ssiqlFay
¢ ¢ = (a)p ssi il existe une transition dans G de la forme ¢ = ¢ telle que
¢ Fa e
Pour tout S € ST, on dérive une notion de “S satisfait ¢”, noté S = ¢, par

def
SEe = rskEas e

Notations 3

d .. .
o oV :ef—'(—wp A =) est la disjonction entre les formules ¢ et .

d C e
o Pour tout a € A, [a]e zef—'<a>—|c,o est Uopérateur dual de (a). Un état satisfait

[a]e si tous ses a-successeurs satisfont ¢.

Exemple 6 Les ST de la Figure 2.1 ne satisfont pas les mémes formules de HM L.

. d )
En effet, soit ¢ bef (@)=((b)T A (e)T), alors Sy = ¢ mais Sy = ¢. La formule ¢
exprime qu’il existe une a-transition atteignant un état qui n’a pas a la fois un
b-successeur et un c-successeur.

3.2 La logique HML,

On étend naturellement la définition de H M L en incluant 1’action silencieuse T dans
le comportement. La logique obtenuel'notée HM L I'a la syntaxe suivante :

o0 (EHML:) =T | = | A | (M)
ou A € A..

Les modalités () sont interprétées modulo 7. Formellement :

q =¢ (N € HM L, ssi il existe une transition ¢ 2 q telle que ¢' =g ¢
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3.3 Equivalence induite par une logique

Etant donnée une logique d’états LI'G = (Q, —) € GI'q € Qlon définit la L-théorie
de ¢q par

Thi(e) Y {p el gk )

Toute logique d’états L définit alors une équivalence sur les états de (G par : deux
états sont équivalents ssi ils ont la méme L-théoriel'c-a-d. s’ils satisfont exactement
le méme ensemble de formules de L'.

FormellementI'cette équivalencel’appelée L-équivalencel’est définie par

def
q1 ~L g2 = 77LL(91) = 77lL(Q2)

Nous étendons a tout sous-ensemble de formules ® C LI'la définition de ~j, par

def .
qi~o gz = pour toute p € (g1 | o ssi g [ @)
Lorsque @ est un singleton {¢}I'nous écrivons plus simplement ~, au lieu de

el

3.4 Caractérisation logique de la bisimulation

Les premiers travaux portant sur la comparaison d’'une équivalence induite par une
logique modale avec une équivalence comportementale se trouvent dans [HM80] et
étudient précisément le cas de la bisimulation forte et de ’équivalence induite par
HML. Nous en rappelons les résultats.

Théoréme 3.4.1 [HM80] Pour tout G = (Q),—) € Gy, et tous états q1,q2 € Q,

Gq152G2 851 ¢ ~HMI §2

Preuve Nous adoptons la preuve de [HM85] qui est basée sur le théoreme suivant:

Théoréme 3.4.2 [HM85] Pour tout ST G = (Q,—) € Gy et états q,q' € Q,
q=nq ss1q~pumL, ¢ (3.3)

Preuve La preuve se fait par induction sur n. Dans cette preuvel'on notera 7h,(q)
au lieu de Thyr, () pour plus de lisibilité.

e n =0 : les seules formules de HM L (aux opérations booléennes pres) sont T
et = T. Ainsil'pour tous ¢, ¢ € QU Tho(q) = Tho(g)l'et comme =q= @ x QTla
Propriété (3.3) est vraie pour n = 0.

1’est la notion classique de structures “élémentairement équivalentes” [Kei77]
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e ¢ =41 ¢ implique Th,41(q) = Thyu1(¢') : on montre par induction struc-
turelle sur les formules de ¢ € HM L, 11 que si g |E ¢lalors ¢ | .

— l'induction est claire si ¢ est de la forme = ou de la forme 1y A t)s.

— pour le cas ot ¢ = (a)p avec ) € HML,,. q |=  signifie qu’il existe ¢ =
p tel que p 1. Comme g =,41 ¢'Til existe (d’apres la Définition 2.4.1)
q % p' tel que p =, p’. Par hypothese d’induction sur nI'p ~marr, P
par conséquent p’ = ¢ I'donc ¢ = .

o ¢ #np1 ¢ implique Thyyi(q) # Thyya(q') @ puisque ¢ #n41 ¢'Ton peut sup-
poser sans perdre de généralitél'qu’il existe une transition ¢ — p telle que pour
tout ¢’ = p'T'p’ #, ¢/. Puisque G est a b.f. 'ensemble {p'|¢’ = p'} est fini.
Notons le {p},...,pl.}. Par hypothese d’induction sur nI'Th,(p) # Th,(p})

pour ¢ = 1,... k. Il existe donc {tq,..., 0} € HML, telles que p £ ¢; et

pi = 1 pour tout 7. Par conséquentIla formule def 1 N\ ANy est telle que

p | et pl = ¢ pour tout i. Donc ¢ = (a)y et ¢’ = (a)I'pour une formule
Y telle que d({a)y) < n 4+ 1; ce qui montre que Thy,41(q) # Thut1(q).
[]

Le Théoreme 3.4.2 montre que dans le cas b.f. = et ~gpsp, coincident. Le Théoreme 3.4.1
découle alors de ce point et du point 2.2 de la Proposition 2.5.1. []

Remarque 3 o L’hypothese de branchement fini n’intervient dans la preuve
du Théoreme 3.4.1 que pour montrer que [équivalence HML tmplique =.
Nous verrons dans le Chapitre / les liens entre ces équivalences (et des équiv-
alences induites par des logiques plus riches que HML, e.g. CTL [CES81],
CTL* [EH86], L, [Koz83]) sans Uhypothése de branchement fini.

o Lorsque l'ensemble A des noms d’actions est fini, on peut aussi montrer que
~pmr et = coincident dans le cas b.i. Ce résultat est classique, nous ren-
voyons a [HM85] pour sa preuve.

Il est clair que la preuve du Théoreme 3.4.1 peut étre adaptée pour la logique
HML, et la 7-bisimulation. Ce résultat ne peut se montrer que dans le cas ou les
graphes considérés sont a b.f. pour la relation =. Nous qualifions de graphe

Théoréme 3.4.3 [HM80] Pour tout G = (Q,—) tel que (Q,=) soit a b.f. et
tous états q1,q2 € @,
Q12792 SSUGL ~HML, 2

Preuve Elle est similaire a celle du Théoréeme 3.4.1. []

Le Chapitre suivant est consacré a I’étude des liens entre la bisimulation forte
et des logiques (du temps arborescent) sans 1’hypothese de branchement fini.






Chapitre 4

Etude du branchement infini

Nous étudions a présent les liens entre les logiques du temps arborescent et la
bisimulation'dans le cadre général des systemes a branchement infini. Notre prin-
cipale motivation pour ce travail réside dans le fait que peu de travaux portent sur
I'utilisation des logiques pour les systemes a b.i.['alors que ces systemes sont tres
utilesI'soit parce qu’ils existent déja avec leur non-déterminisme infinil'soit parce
que le b.i. apparait apres 'application d’une opération sur un systeme a b.f. (e.g. le
renommage)l'soit parce que le b.i. découle d’une abstraction que 'on veut faire sur
le systeme (e.g. lorsque 1'on abstrait la valeur des message sur un canal)l'etc.

Dans le cas général du b.i.I'les Théoremes d’adéquation 3.4.1 et 3.4.3 sont faux;
on conserve seulement la compatibilité de H M L pour la bisimulation. Dans [BR83]I
le cas de HM L et d’autres logiques sont étudiés. Les contre-exemples pour prou-
ver que les logiques considérées ne sont pas adéquates pour la bisimulation (mais
seulement compatibles) sont souvent compliqués et ad hoc.

Dans ce chapitrel'nous proposons une méthode simple pour engendrer des contre-
exemples['eux-mémes tres simples. Nous utilisons une classe particuliere de graphes
appelés graphes ordinaux [Klo88]. Ces graphes sont étiquetés par une seule action
et leur relation de transition est transitive et bien fondée. Dans ce cadrel'les classes
d’équivalence modulo bisimulation sont réduites a des singletons.

La classe de processus ordinauz contient une infinité de modeles a b.i. dont on
peut extraire les contre-exemples qui prouvent que les équivalences induites par les
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48 Chapitre 4. Etude du branchement infini

logiques du temps arborescent sont plus faibles que la bisimulation.

Plus précisémentI'nous traitons le cas des équivalences induites par les logiques
HMLTCTL [CESLI'CT L* [EH86] et le p-calcul [Koz83]. Pour les logiques HM L
et C'T LTle résultat est extrait de [SP90]. Pour le p-calcull'nous retrouvons les résul-
tats obtenus par [Her87]. Nous considérons également la classe des logiques modales
C—TL de [BT85] qui contient la logique RT'L (Regular Trace Logic) de Rounds et
Gurevichl'ainsi que le fragment de RT' L appelé PDL (pour Propositional Dynamic
Logic) de [FL79] (la version propositionnelle de la Dynamic Logic de [Pra76]). Pour
ces logiquesI'nous montrons des résultats qui rejoignent les conclusions de [BR33]
et [BT85]'a savoir que PDL et la classe des logiques C—T'L ne sont pas adéquates
pour la bisimulation dans le cas b.i.

Certains des résultats de ce chapitre sont extraits de [Pin91] et [Pin92].

4.1 Les processus ordinaux

Nous supposons que le lecteur connait les ordinaux. Nous renvoyons par exemple a
[Ros82].

Les Processus Ordinaux de Klop sont des ST étiquetés par une seule action (que
nous considérons fixé pour la suite du chapitre). Nous rappelons leur définition ainsi
que leurs principales propriétés.

Définition 4.1.1 (Graphes et Processus Ordinauxr) A tout ordinal X\, on
def

associe le graphe ordinal G\ = (A +1,>). Autrement dit, la relation de transition
de Gy est définie par : pour tous a, f < X (i.e. a, B E XN+ 1), o — 3 ssi a > 3.
On note GO la classe des graphes ordinauz.

def

Le processus ordinal associ€ a A est le ST Sy = (G, X). Nous notons PO la classe
des processus ordinauz.

Ezemple 7 A Uordinal 3 correspond le ST S5 = ({0,1,2,3},<,3) dessiné en Fig-
ure 4.1.

O O O O S

Figure 4.1: Le processus ordinal S
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A Uordinal w (premier ordinal infini) correspondle ST a b.i. S, def({() L,...}uU
{w}, < w) dont la représentation graphique est donnée en Figure 4.2.
w
\ \ Sw
O O O IIIIIO%O EEEEN
0 1 2 3 n n+l

Figure 4.2: Le processus ordinal §

Il faut remarquer que des que A > wl'le graphe GG est a b.i. De plusl'la relation
de transition de ¢y étant 'ordre < sur les ordinaux o < Al'on en déduit :

o — est transitivel'et
e il n’existe aucun chemin infini dans () (puisque < est bien fondée).
Nous rappelons des ordinaux particuliers qui apparaissent dans nos résultats.

o w x 2 dénote l'ordinal w + wl'et plus généralement w * n dénote w + ... 4+ wln
fois. Ces ordinaux sont tous dénombrables.

o w?est w+...TwfoisTi.e. w? =, w *n; il est dénombrable.

e w; est le plus petit ordinal non dénombrablel'i.e. w; = J{a|a dénombrable}

4.2 Notion de pouvoir de distinction

A toute relation d’équivalence ~ sur la classe PO des processus ordinauxl'on associe
un ordinal appelé pouvoir de distinction de ~. D’une certaine faconl'cet ordinal
mesure 1’équivalence ~.

Définition 4.2.1 (Pouvoir de distinction) Soit ~ une relation d’équivalence
sur PO. Le pouvoir de distinction (d.p.)' de ~, noté dp(~), est le plus petit ordinal
~ tel que pour tous ordinauzr v < a, 3, a ~ 3.

Y Pour “distinguishing power”.
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Remarque 4 Dans la Définition 4.2.1, o et  sont vus comme les processus or-
dinaux qu’ils induisent canoniquement, c¢’est a dire S, et Sg.

Dans le cas ou I’équivalence que nous considérons est celle induite par une logique
LI'nous notons dp(L) au lieu de dp(~p,)l'et nous disons plus simplement le “pouvoir
de distinction de L” au lieu du “pouvoir de distinction de I’équivalence induite par

L.

Remarque 5 Le terme “pouvoir de distinction” est un abus de langage, car en
réalité nous mesurons seulement ce qu’une équivalence identifie dans la classe PO
et non dans la classe ST toute entiere.

Par exemplelle d.p. de la relation triviale sur PO (i.e. celle qui identifie tous les
processus ordinaux) est 0.

Il est important de noter que le d.p. d'une équivalence n’existe pas toujours.
(C’est le cas par exemple de la bisimulation forte dont les classes d’équivalences sur
PO sont des singletons :

Proposition 4.2.1 [Klo88] [SP90] Pour tous ordinaux oy, o,
Sap2 S0, ST g = o

Preuve Soient deux ordinaux distincts oy > «ay. Plagons nous dans un graphe
ordinal Gy contenant ag et ajli.e. a1 < ag < A. Ainsil'pour tous «a, 3 < Al'on a S,
et Sg et on a g, B ssi Sae=255.

Supposons que ag«raq; la transition ag — «q (cette transition existe puisque
ap > o) est imitée par une transition a3 — ay telle que ajaz. En répétant ce
raisonnementl'on peut construire pas a pas un chemin infini ag — a3 — az — ...I
ce qui est absurde puisque — est bien fondée. []

Corollaire 4.2.2 Soit ~ une relation d’équivalence sur PO. Sidp(~) existe, alors
l’équivalence ~ n’est pas plus fine que la bistmulation.

Preuve Soit v = dp(~). Par définition du d.p.I'on a S, ~ 5, ;1I'mais d’apres la
Proposition 4.2.1I'S,, f=.5,41. []

L’introduction de la notion de pouvoir de distinction permet parfois de montrer
que deux équivalences sont distinctes : Prenons deux équivalences ~ et ~' de d.p.
respectifs v et 7/, Si v < y'Talors v ~ 7' I'mais v ¢/ +'.

Toujours dans [Klo88] (et [SPI0])T'il est montré que
Proposition 4.2.3 dp(=) = w el dp(r) = w?.

Preuve Nous renvoyons par exemple a [SP90]. []
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Corollaire 4.2.4 Les équivalences <, ~ el = qui coincident dans la classe des
graphes a b.f. sont en général distinctes.

Concernant le pouvoir de distinction d’une logique LI'il est possible de le re-
formuler en termes du pouvoir de distinction des formules de la logiquel'que nous
appelons la hauteur.

Définition 4.2.2 (Hauteur d’une formule) Soit L une logique d’états. Nous
appelons hauteur de la formule f, notée h(f), le d.p. de Uéquivalence ~;, autrement
dit le plus petit ordinal v tel que pour tous v < a < 3, oo~y f3.

Dans ce casl'on voit clairement que

dp(L) = |J h(f)

feL

Dans la Section 4.3.3I'nous étudions en détail la hauteur des formules des logiques

HMLUCTLTCTL*I'du p-calcul propositionnell'etc.

4.3 Pouvoir de distinction des logiques d’états

Les logiques temporelles et modales utilisées pour raisonner sur les systemes réactifs
peuvent étre classifiées selon différents axes. Nous renvoyons a [Eme90] pour une
étude générale des logiques pour le parallélisme.

Lorsqu’on définit une logique temporellel'il existe deux facons de représenter la
structure du temps. La premiere approche est d’attribuer au temps une structure
linéaire. Cela signifie qu’a chaque instantl'il n’existe qu'un seul futur possible.
Les logiques basées sur ce principe sont appelées logiques du temps linéaire. La
seconde approche est d’attribuer au temps une structure arborescentel'ce qui signifie
qu’a chaque instantl'il existe plusieurs futurs possibles. Les logiques basées sur ce
principe sont appelées logiques du temps arborescent.

Dans l'utilisation que l'on fait de ces logiquesI'la nature du temps est induite
par les équivalences sémantiques que ’on adopte. Si cette équivalence est du temps
arborescent (resp. linéaire) on choisira d’utiliser une logique du temps arborescent
(resp. linéaire). Dans cette thesel'notre attention est centrée sur la bisimulationl’
par conséquentl'nous ne considérerons que des logiques du temps arborescent. Les
logiques que nous utilisons sont toutes propositionnelles.

Nous étudions d’abord le cas des logiques HMLU'CTLI'CTL* et du p-calcul
qui caractérisent toutes la bisimulation sous 1’hypothese de b.f. comme nous le
rappelons. Nous montrons que le d.p. de HM LU CTLIU CTL” et du p-calcul est
wl'en utilisant la preuve que les hauteurs des formules de ces logiques sont des
ordinaux finis. Il est alors immédiat que dans le cas générall'ces logiques ne sont
pas adéquates pour la bisimulation.
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Une démarche analogue est adoptée dans la Section 4.3.5 pour montrer que le
d.p. des logiques C—T'L est au plus égal & w?. Nous en déduirons que ces logiques
ne sont pas adéquates pour la bisimulation.

4.3.1 Les logiques CTL et CTL*

La logique CTL (Computation Tree Logic) de [CE81] et [CES83] est tres proche
des logiques proposées par [EC80] et [QS83]. Elle contient les opérateurs de base
Y (“pour tous les futurs”) ou 3 (“il existe un futur”) qui permettent de quantifier
sur les futurs possiblesI'et les modalités temporelles X (“a I'instant suivant”) ou
U (“jusqu’a”). Pour la logique CT'LI'la maniere de combiner les opérateurs est
restreinte : les modalités X et U sont toujours immédiatement précédées d'un
quantificateur V ou 4. Cette restriction syntaxique limite considérablement le pou-
voir d’expressivité de C'T'L; en particulier on ne peut 1'utiliser pour exprimer cer-
taines propriétés d’équité [EH86]. Le relachement de cette contrainte syntaxique
(i.e. les quantificateurs sur les exécutions sont suivis de formules arbitraires) per-
met de mélanger la logique C'T'L et la logique du temps linéaire PT'L. On obtient
la logique CTL* de [EH86]. CTL constitue néanmoins une logique relativement
expressive puisqu’elle est capable d’exprimer les propriétés les plus importantes de
blocage (ou d’absence de blocage)l'de vivacitéletc (voir par exemple [CES1]).

FormellementI'la syntaxe de C'T'L* est donnée par la grammaire suivante :
(CTL™2) fgu=TI|fAg|~fIXfIfUg|Vf
Notations 4 Nous introduisons les abréviations classiques suivantes :

o Soit 3 lopérateur défini par Af 1o/ -V f.

e On note F' f dzefTUf et G f . - f.

Définition 4.3.1 Pour tout sous-ensemble de formules F' C CTL* nous définis-
sons SF(F) le plus petit ensemble de formules de CTL* qui contient F' el qui soit
fermé par sous-formules.
Nous définissons BC(F') comme le plus petit ensemble de formules (modulo équiv-
alence sémantique, au sens de (a) page 54) qui soit fermé par sous-formules et
combinaison booléennes.

Lorsque Uensemble F' est un singleton {f}, nous notons SF(f) (resp. BC(f)) au
liew de SF({f}) (resp. BC({f})).

On peut remarquer que SF(F) C BC(F') et que lorsque F' est finil'les ensembles
SF(F)et BCO(F) le sont aussi.
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Ezemple 8 Prenons lensemble de formules Fo = {T,X X T}, alors SF(Fy) =
{T, XT,XXT}et BCHo)={T,XT,XXT,-T,-XT, - XXT,XTA-XXT,
S(XTA-XXT)}

La formule X T AN X X T ne figure pas dans U'ensemble BC(Fy) puisqu’elle est
cquivalente a X X T.

Les formules de C'T'L* sont interprétées sur les exécutions d’'un graphe G =
(@, —). La sémantique formelle de C'T'L* est donnée par la relation de satisfaction
EC Fx(G) x CTL*T définie par induction sur les formules. La phrase = = fTou
7w € Fa(G)et f € CTL selit “f est vraie dans ’exécution 7”7 ou encore “I’exécution
7 satisfait la propriété 7. Nous définissons = = [ par induction sur la structure

des formules de CTL* :

Pour tous 7 € Ex(G) et f,g € CTLT

o 7 = T toujoursl’

TEfANgssitEfetnEgl

rE-fssix [T

7 X fssiwl | f (ot 7! est le premier préfixe de 7)I"

o 7= fUgssiil existen € N tel que 7" |= g et 7' |= f pour tout ¢ < nI’
e 7 |= V[ ssi pour toute exécution ' de GI'partant de I'état 7(0)I'zx’' = f

IntuitivementI'si # |= VfTalors toutes les exécutions partant de x(0) satisfont
f; = = 3f si il existe une exécution'partant de 1’état #(0)I'qui satisfait f. Une
exécution 7 satisfait F'f si il existe un moment le long de 7 ou la propriété f est
satisfaite; une exécution 7 satistait G f si a tout moment le long de 7 la propriété f
est vraie. Par exemplel'la propriété GG F'f exprime que la formule f est vraie une
infinité de fois le long de I'exécution. De telles formules permettent d’exprimer des
propriétés d’équité (faiblesI'fortesl'etc.).

Si une exécution 7 satisfait une formule de la forme Vf ou JfT'il est clair que
satisfaire une telle propriété ne dépend que de 7 (0)I'de I’état de départ de I'exécution
mwlet de (. Les formules de la forme Vf et 3f sont appelées des formules d’états.

On peut alors facilement interpréter C'T'L* sur les états d’un graphe par

q |: f Ckef pour tout 7 € EQ?G(Q)HT |: f

Soit C'T'L le fragment syntaxique de C'T'L* constitué des formules d’états dans
lesquelles tous les opérateurs X et U sont immédiatement précédés d’un opérateur

YV ou 3. Par exemplel'si f,g € CTLIVfU g€ CTL mais 3X X (fAg) & CTL.
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HabituellementI'pour la logique C'T'LT'on note A et E les opérateurs V et 4.
Nous utilisons ces notations pour définir sa syntaxe.

(CTL3) figu=TI|fAg|~fI|EXfIEfUg[AfUg
IntuitivementIles formules de C'T'L peuvent étre comprises de la facon suivante :

o [/ X f selit “il existe un état successeur qui satisfait f”. Par exemplel'la for-
mule £ X T caractérise les états qui possedent des successeurs dans le graphel’
et doncI'=EX T est vraie de tous les états terminaux du graphe.

o F fU g signifie qu’“il existe un chemin le long duquel f est vraie jusqu’a ce
que ¢ soit vraie”. La formule £ T U f exprime qu’il est possible d’atteindre
(en zéro ou plusieurs étapes) un état qui satisfait f.

o AfUyg se lit “pour tous les cheminsl'la formule f est vraie le long de ce
chemin jusqu’a ce que ¢ le soit”. Par exemple'! A TU-EX T est vraie d'un
état a partir duquel on ne peut atteindre que des états terminaux ; autrement
ditI'tous les chemins qui partent de cet état sont finis. Ainsil—ATU-EX T
caractérise les états du graphes qui appartiennent a un chemin infini.

La sémantique formelle de C'T'L peut étre définie sur les états d’un graphe G
parl'pour tous ¢,qo € Qg et f,g € CTLD

e ET,.qE fANg,q E—f ont des définitions évidentesl’
o ¢ E EX [ ssiil existe une transition ¢ —¢ ¢’ telle que ¢’ = [T

o ¢o E E fU g ssi il existe une exécution partant de ¢ol'go — ¢1 — g2 — ... et
un n € N tel que ¢, | g et ¢; |E f pour tout ¢ < nl’

o ¢o = A fU g ssi pour toute exécution partant de ¢ol'qp — ¢1 — ¢ — .. .T'il
existe un n € N tel que ¢, = g et ¢; | f pour tout ¢ < n.

Pour les graphes étiquetés sur un alphabet d’actions de cardinal 1I'comme par ex-
emple les graphes ordinauxl'on peut voir la logique HM L de [HM85] du Chapitre 3
comme le fragment de CTL formé des opérateurs TI'AI'-T'et KX . En effetI'si
(i est un graphe étiqueté sur l'alphabet A = {a}I'la modalité (a) de HML est
sémantiquement équivalente a la modalité £ X de C'TL.

Habituellementl'on compare des logiques par leur expressivitél'ou a travers les
équivalences qu’elles induisent.

La notation L < L' signifie que la logique L n’est pas plus expressive que la
logique LI'ce qui se définit formellement par :

(a) pour toute formule f € LTil existe une formule f" € L' sémantiquement équiva-
lente a fTi.e. telle que pour tout G € Glet tout état ¢ € Qal'qg = f ssi ¢ = .



4.3. Pouvoir de distinction des logiques d’états 55

Par inclusion syntaxiquel'il est clair que HML < CTL < CTL*.

Nous notons L < L' si L < L' et L. £ L'T'et nous disons que L est stricte-
ment moins expressive que L'. En particulieel’ HML < CTL < CTL*. Ce 1é-
sultat est classique (voir [Eme90] pour une classification des logiques temporelles
selon leur expressivité). Par exemplel'la logique HM L ne permet pas d’exprimer
I’existence de chemins infinis dans un graphel'ce que CTL peut faire. On peut
trouver dans [Eme90]I'un exemple d'une formule de C'T'L* qui n’est pas exprimable

en CTL.

Il est clair que
L < L' implique ~;Cr~p, (4.4)

Dans [BCG8T7]Il est montré que si deux états sont bisimilaireslalors ils satisfont
les mémes formules de CTL*. De [BCG8T7] et de I'équation (4.4) on en déduit

< Cr~erpsC~ernS~mumL (4.5)

Les inclusions de 1’équation (4.5) se réduisent a des égalités lorsque 'on se
restreint a la classe Gy des graphes a b.f. : nous savonsl d’apres le Théoreme
d’adéquation 3.4.1 de Hennessy-MilnerI'que dans ce cadrel'les équivalences ~parr
et < coincident. On en déduit : pour tout graphe G € Gyslet tous états ¢, ¢’ € Qal’

I I I /
qs=q SS1 g ~orp+ q SS1 ¢ ~cTL § SS1. 4 ~OML ¢

Les égalités ci-dessus montre que la réciproque de (4.4) est fausse en général.

4.3.2 Le p-calcul

Le p-calcul propositionnell’ que nous notons L, dans cette thesel'a été introduit
par [SB69]I"et étudié entre autre par [Pra8l] et [Koz83]. Dans cette logiquel'les
modalités ne sont pas définies a ’avancel mais peuvent étre exprimées par des
opérateurs de point-fixe. Le p-calcul existe sous les deux formes arborescentes et
linéaires. En ce qui nous concernel'c’est sa version arborescente qui nous intéresse.

Nous supposons donné un ensemble ¥V = {Y, Z, ...} de variables. La syntaxe de
la logique L, est donnée par la grammaire suivante :

(Ly3) Lgu=TIfAgl~f [OFIY | pY f(Y)

ou Y € Vet uY.f(Y) désigne la plus petite solution de Y = f(Y). En considérant
le symbole p comme un quantificateurl'nous utilisonsl’comme pour le calcul des
prédicats du premier ordrel'la terminologie de variable libre et de variable li€e. Soit
YV = (Y1,Y5,...,Y,) € V. La notation f(f/) signifie que les variables ayant des
occurrences libres dans f appartiennent a Y. Une formule de L, est dite fermée si
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elle ne contient pas d’occurrence d’une variable libre.

Nous n’autorisons pour L, que les formules f pour lesquelles toute occurrence
de la variable Y est :

o gardéel'c-a-d. dans la portée d’au moins un opérateur Cl'et

o positivel'c-a-d. dans la portée d’'un nombre pair d’opérateurs —.

Les formules de L, s’interpretent sur les états d’un graphe G = (Q,—). Les
opérateurs TI'— et A ont leur sens habituel. L’opérateur <& a le méme sens que
l'opérateur FX de C'T'L. Toute formule fermée de L, peut étre interprétée comme
un élément du treillis complet (29,C) formé des parties de @ et ordonné par
I'inclusion : par exemplella formule T correspond & 2%. Les formules non fermées
sont alors vies comme des fonctions totales sur (29, C) : soit Y = (Y1,Ys,...,Y,) €
V", La formule f(f/) est interprétée comme une fonction de (29)" — 29Tet la lettre
1 désigne I'opérateur de plus petit point fixe. Ainsillla formule pY.f(Y') représente
I’élément de (29, C) qui est le plus petit point-fixe de la fonction f. L’existence
de pY.f(Y') est garantie par la restriction syntaxique d’occurrences positives des
variables libres : en effetl'dans ce casl' f(Y') est une fonction monotone en Y etl’

d’apres le Théoreme de Knaster-Tarski [Tar55]I'le plus petit point-fixe de f existe.

es sous-formules fermées d’une formule fermée e se définissent a partir
L f les f d’ f le fi de L, défi t & part

de la fermeture de Fischer-Ladner de f [FL79].

Définition 4.3.2 (Fermeture de Fischer-Ladner) Soit f € L,, une formule
fermée. La fermeture de Fischer-Ladner de f, est le plus petit ensemble, notée

FL(f), tel que
FL(T) =A{T} FL(=f) ={=f} UFL(])
FL(fNg)={fAgt UFL(f)U FL(g) FL(Cf) ={Cf} U FL(f)
FLpY. f(Y)) = {pY. f(Y)} U FL(f(pY.f(Y)))

Par exemple, FL(pY . hV g ANOY ) ={uY.hV g ANOY by g, O(pY RV gAY}

Pour permettre des raisonnement par induction sur les formules de L,I'nous
définissons un ordre bien fondé : < est le plus petit ordre tel que

F==f, F=fNg f=gnf f(pY fIY)) <pY f(Y)

Puisque les formules de L, sont gardéesI'le fait que nous ne demandions pas que
“f < Of” nous garantit que < est bien fondé : en effetl'il n’est pas possible
de déplier indéfiniment une formule (gardée) (i.e. d’utiliser infiniment souvent que
F(pY. f(Y)) < f) sans jamais rencontrer une occurrence de la forme <g.

La sémantique formelle de L, est donnée pour une valuation v : ¥ — 29 par la
relation de satisfaction =,C @) x L, suivante : pour tous ¢ € Q et f,g € L,I'



4.3. Pouvoir de distinction des logiques d’états 57

qgE. T.qE. fANg,q . —f ont des définitions évidentesI’

¢, Y ssigen(Y)l

q o, Of ssi il existe une transition ¢ —¢ ¢’ telle que ¢’ =, fT

q o pY. f(Y) ssi ¢ =y f pour toute valuation v’ telle que
(1) o'(Z)=v(Z)si Z # YTet
(2) v'(Y) € f('(Y)).

La logique L, est tres expressive. Elle contient trivialement C'T'L en remarquant
que

EfUg=pY(gV fAOY) AfUg=uY.(gV fAOT A=ORY)

am ropose une traduction de la logique ans avec une complexité
Dam90| prop traduction de la logique C'T'L* d L,r plexité
exponentielle.

L, est strictement plus expressive que C'T'L*. Notre preuve est une adaptation
de celle de [Koz83] ou il est montré que L, est strictement plus expressive que
la logique APDL [Str81] (un fragment syntaxique de la “Propositional Dynamic
Logic” de [FL79]). Considérons le graphe d’états infini de la Figure 4.3.

O O O O E R EERBR
0 1 2 3
Figure 4.3:

On montre facilement que :

Lemme 4.3.1 La formule pY.(~OTVOOY) caractérise les états de G de la forme
2xnouné€N.

Nous montrons que cette formule n’a pas d’équivalent en C'T'L* en utilisant :

Lemme 4.3.2 Pour toute formule f € CTL*, Uensemble des états de G qui satis-
font [ est soit fini, soit cofini (i.e. de complémentaire fini).

Preuve La preuve se fait par induction sur la structure de la formule. Remarquons
que dans GTune formule V f est équivalente a fI'car de chaque état ne part qu’une

seule exécution. Nous notons 7, I'unique exécution partant de 1’état n. Dans cette

preuvel'nous posons Sat(f) def {n € Qg|r, E f}. Nous disons d’une formule f

qu’elle est finie si Sat(f) est finil'et qu’elle est cofinie si Q¢ \ Sat(f) est fini. Nous
traitons a titre d’exemple le cas des formules f U g. Pour celal'il suffit de considérer
trois cas.
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1. si g est cofiniel'comme Sat(g) C Sat(fU g)I'fU g est cofinie.
2. si g et f sont finiesl'comme Sat(fU g) C Sat(f)U Sat(g)['f U g est finie.

3. enfinl'si ¢ est finie et f est cofiniel'nous définissons k le plus petit entier tel
que pour tout n > kI'm, = f A —g. Si k = 0lalors Sat(fUg) =0 et on a
terminé. Sinon (k > 1)I'il est facile de voir que que selon que 741 = fU g
ou nonl'la formule f U ¢ est finie ou cofinie.

Les autres cas sont simplesI'nous omettons la preuve. []
Corollaire 4.3.3 CTL* < L,.

On peut de plus montrer que I’équivalence ~p, contient +». On en déduira que
dans le cas de graphes a b.f. L, caractérise < puisque c’est déja le cas pour la
logique C'T'L*I'moins expressive que L.

Proposition 4.3.4 < Cr~rp,

Preuve Nous utilisons 'idée de [HS85] qui introduisent une version infinitaire
de la logique HM L. Nous notons HML* D'extension de la logique HM L dans
laquelle on autorise des conjonctions et disjonctions arbitraires (i.e. éventuellement
non dénombrables). Dans [HS85]I'il est montré que pour tout graphe G et tous
états ¢,¢" de G

qe=q ssi g ~mpare ¢

Il suffit donc de montrer que toute formule de L, est équivalente a une formule de
HML>. Seul le cas des formules de L, de la forme pY.f(Y) est a traiter en détail.
Pour une telle formulel'si f est interprétée comme la fonction de 2% vers 29 qui a
Y fait correspondre f(Y')I'le plus petit point fixe de f est contenu dans U, f*(0)T

ot f* est défini par :

o f2(0)=0r
o fITHD) = f(fP(0)T
o [A0)=Uscr fP(0)

De plusI'pour chaque graphe GT'il existe un ordinal « tel que pY.f(Y) = fo(0).

Par conséquentI'pour tout état ¢ de GI'q = pY.f(Y) ssi ¢ E f*(L)Tou JRC.

Autrement ditI'la formule Y. f(Y) est équivalente a la conjonction infinie f; =
Us f¥(L). La formule f; infinitaire contient un opérateur x de moins que la formule
Y. f(Y). En itérant ce procédél'on aboutit a une formule f, ne contenant aucun

opérateur pl'c-a-d. a une formule f, € HM L>. []
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4.3.3 Hauteurs des formules

Pour chacune des logiques HM LI'CTLICTL* et L,I'nous étudions une borne pour
la hauteur des formules. Les Propositions 4.3.5 et 4.3.12 nous montrent que les
hauteurs de formules sont des ordinaux finis.

Considérons dans un premier temps les logiques HM L et C'T'L. Nous généra-
lisons a la logique C'T'L la notion de profondeur d’une formule telle que proposée
pour HM L au Chapitre 3 (i.e. d(f) est égale au nombre maximum d’opérateurs £.X
emboités dans f). FormellementI'nous définissons d : CT'L, — N par induction sur
la structure des formules de C'T'L :

d(T) =0 dEX ) =d(f)+1
d(f A g)=maz(d(f),d(g)) d(E fUg)=maz(d(f),d(g))
d(—f) = d(f) d(A fUg) = maz(d(f),d(g))

Proposttion 4.3.5 [SP90] Pour toute f € CTL, h(f) < d(f).

Preuve Par définition de A( f)I1l faut montrer que pour tous ordinaux a, 8 > d(f)I'
a ~¢ 3. Pour celal'il suffit de montrer que l'ordinal d(f) est ~-équivalent a tout
a > d(f). La preuve se fait par induction sur la structure de f :

o Les cas TI'-f et f A g sont évidents.

e Supposons que f soit de la forme £ X g. Soit n = d(g) et o > d(f) =n+ 1.
Sin+ 1 EXglilexisten+1 — g tel que =g (ou f<n+1< a)
Comme 3 < al'on a o — fSl'ce qui prouve que a E £ X g¢.

Sinonl'n + 1 £ FX gl'c-a-d. qu’aucun des successeurs de n + 1 ne satisfait ¢.
En particulier n £ g. Par hypothese d’inductionl'pour tout g > nl'g = gI'
car > n =d(g). Par conséquentl'a [ EX g¢.

e Supposons [ de la forme £ gU h. Soit n = d(f) et o > n.
Si n | fTalors ou bien n = ¢ ou bien n |= h.

— si n | hl'par hypothese d’induction o = Al'donc a = f.

— sinon n = ¢ et il existe & < n tel que k = h (puisqu’il existe n —
ki — ... — k, tels que k, = h et k; |E= g pour tout 1 < ¢ < nl'et que
— est transitive). Comme o > n > d(g) et que n |= gl'par hypothese
d’induction a = ¢g. De plusl'comme o — kl'on obtient o = f.

e Sinon n £ fI'donc n [£ h qui impliquel’par hypothese d’induction que « [~ h.
Par conséquentl’'a = f implique que a | ¢ et qu’il existe & — [ tel que
S E h. Comme # < n (sinon on aurait n = h)['nous avons n — fl'ce qui
contredit n [~ f.

e Un raisonnement similaire permet de traiter les formules f de la forme A g U h.

]
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Il est clair que d(f) est la meilleur borne que 'on puisse atteindre car pour les
formules de la forme EX "T qui contient n opérateurs £X emboités. Notons que
ces formules appartiennent a la logique HM L.

Avant de traiter la hauteur des formules de C'T'L* et de L,I'nous fixons quelques
définitions et notations.

Définition 4.3.3 Un graphe G = (Q,—) est transitif si — est transitive.

Dans un tel graphe, si q1,qs sont deux élats tels que ¢ — ¢2, nous notons [qq, ¢z]
Uensemble {q € Qg —=* ¢ —* ¢}, ou —* est la fermeture réflexive de —. Un
ensemble de la forme [q1,qz] est appelé un intervalle.

Les logiques C'T'L* et L, vérifient le Théoreme de I'Intervalle qui exprime que
les propriétés temporelles sont préservées dans les intervalles d’un graphe transitif.
Plus précisémentI'pour toute formule fI'pour tout état ¢; d’un graphe transitifl'si
il existe g1 — g3 tels que g1 ~p g2 pour un ensemble F' de sous-formules de fI'fermé
par sous-formulesl'alors tout état intermédiaire g € [qq, q2] Vérifie ¢ ~z ¢. Nous le
prouvons d’abord pour la logique L, :

Théoréme 4.3.6 (Théoréme de ’Intervalle pour L, ) Pour tout graphe tran-
sitif G = (Q, —), toute formule f € L,, tous états q1,q2 € @,

q1 ~rL(p) 92 tmpliqgue g1 ~pr(py q, pour tout q € [qu, g2

Preuve I suffit de montrer que pour toute formule ¢ € FL(f)I'¢y ~rry) ¢2
implique pour tout ¢ € [¢1,¢2]['¢1 ~, q. Soit ¢ € [¢1,¢2]. Nous proposons une
preuve par induction sur la formule g (pour l'ordre <) :

o Les cas TI'f A g et =g sont évidents.

o Y. g(Y): g1 ~Fruvg(v)) 92 implique g1 ~Fpr(y(uv,(v)) ¢2l'qui par hypothese
d’inductionl’ entraine ¢; ~yvg)) ¢- Comme les formules g(uY.g(Y)) et
1Y.g(Y') sont équivalentesI'on en déduit que ¢ ~,y.4v) ¢

o Og : 'hypothese d’un graphe transitif s’utilise a cet endroit de la preuve.
Si g2 | Oglalors il existe ¢ — ¢} tel que ¢} E ¢g. Comme ¢ € [¢1, ¢zl et
comme — est transitivel'on a ¢ — ¢} et donc ¢ | Og.
Sinonl'¢z = Ogllet donc ¢ = Og. Puisque tous les successeurs de ¢ dans G
sont des successeurs de ¢;'on obtient ¢ £ g.
[]

Le Théoreme de 'Intervalle pour la logique C'T'L* se démontre de maniere si-
milaire['mais la preuve est compliquée par l'interprétation des formules de C'T'L*
sur les états : en générall'qg; ~; g2 n'implique pas ¢1 ~~5 gal'car ¢1 = —f nest
pas équivalent a ¢ = f. Par exemplel'l’état 2 du graphe ordinal G5 ne satisfait ni
XXTn-XXT.
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Théoréme 4.3.7 Pour tout graphe transitif G = (Q,—), tout ensemble F C
C'TL* fermé par sous formules, tous états ¢1,q2 € @,

q1 ~r qz implique Yq € [q1,q2], 1 ~F q

Preuve Nous montrons d’abord le Lemme 4.3.8 qui établit des propriétés sur les
exécutions dans un graphe transitif G.

Lemme 4.3.8 Pour tout graphe transitif G = (Q,—), toute f € CTL*, pour tous
m ' € Bx(G), sim oy’ et ' ~gpipy 7', alors il existe une sous-formule de f de

la forme Yq telle que w(0) 5, 7'(0)
Preuve La preuve se fait par induction sur la structure de f.

o Les cas TI'-f et f A g sont évidents.

o f = X g est exclul'car dans ce cas il est impossible que 7! et 7! satisfassent les
mémes sous-formules de f. En effetl'si par exemple 7 | X g et 7' £ X glalors
n

7' |= ¢ mais ou bien 7'' n’existe pasI'ou bien 7" & gl'et donc 7 ogpsy 7.

o [ =gUh: comme f est équivalente a hV gAX fIsiw oy 7’ et 7' ~gppy 7T
en particulier 7 ~¢, #'. Donc 7 o4¢ 7’ implique ou bien (1) 7 #), #'T'ou bien
(2) m 4, 7', Autant pour (1) que pour (2)I'il suffit d’appliquer 'hypothese
d’induction pour conclure.

o [ = Vg : par définition de 'opérateur V et de la sémantique des formules de
CTL* sur les états d'un graphel f est la sous-formule cherchée.
[]

Nous pouvons maintenant prouver le Théoreme 4.3.7 par induction sur la struc-
ture des formules de F': soit f € I et supposons ¢; = f. Ftant donné ¢ € [¢1, ¢2]'
nous montrons que pour tout 7 € Fa(¢)I'r | f.

Puisque ¢ € [q1, ¢2]'pour tout # € Fz(q)Til existe 71 € Ex(q1) tel que 7 = 7]
(il suffit de prendre 7y = ¢y.7'). Par hypothese 7, = f (car ¢1 = f). Supposons
7 £ f. D’apres le Lemme 4.3.8'on peut exhiber une sous-formule ¢ de f telle que
¢1 %4 ql'ce qui contredit ’hypothese d’induction.

De mémel'on montre que ¢ |= f implique ¢2 | fTet done ¢; = f. []

Que ce soit pour la logique C'T'L* ou pour la logique L,I'le Théoreme de
I'Intervalle permet d’établir que pour toute formule fI'l’ensemble des états d’un
graphe ordinal peut étre partitionné en parties convexes qui caractérisent les classes
d’équivalences induites par I’ensemble des sous-formules de f.

Notations § Etant donné deux ordinaur o et 3 tlels que o« < [3, nous posons

. 81 {4]a < 7 < 8}
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Proposition 4.3.9 Soit G\ un graphe ordinal.
Pour toute formule fermée fo € L,, Uensemble des états de Gy peut étre partitionné

en [0, A[= [Ao, M[+[ 1, Aa[+ oo+ [Ak, A+ 1] avee -

e 0= )< M <...< A <,

o pourtout 1 =0,...,k—1, et tous x,y € [Aj, N1 [, @ ~FL(fo) Y5
o pour tous x,y € [, A+ 1], ~FL(fo) Y

Si fo € CTL*, il faut remplacer Uensemble F L(fo) par BC(fo).

Preuve Pour [, Larelation ~pp s, induit au plus 2FLo)l classes d’équivalences
non vides. Puisque (& est un graphe transitifl'le Théoreme de I’'Intervalle 4.3.6
nous dit que ces classes d’équivalences sont convexes et nous les ordonnons
canoniquement.

Pour CTL* L’argument est le méme que précédemmentlimais en utilisant le Théoreme

4.3.7.
]

La Proposition 4.3.9 exprime que la formule fy est toujours vraie ou toujours
fausse “au dessus” de l'ordinal Az. Ce qui nous fournit un majorant pour h(fo).
En réalitél’le majorant A\; est précisément égal a kI'comme le montre la Proposi-
tion 4.3.10.

Proposition 4.3.10 o Pourtout fo € L, 1 ~pr(s) Mi, pourtouts € {0,..., k}.
o Pour tout fo € CTL*, i = X;, pour tout 1 € {0,... k}.

Preuve e fo € L, : nous montrons que i ~y A; pour tout f € FL(fy)'par
une double induction sur ¢ et sur f (pour 'ordre <).
Le cas ¢ = 0 est clair puisque 0 = ).
Les cas des formules fAgI'—f et pY. f(Y') sont simples puisque leurs fermetures
de Fischer-Ladner s’expriment en termes des fermetures de Fischer-Ladner de
formules plus petites.
II reste donc a traiter le cas de Of. Si ¢ | OfTalors A, E Of car @ < AL
Sinonl'i.e. ¢ £ O fTon a pour tout j < i['j & f. Par hypothese d’inductionl’
A; & fTpour tout j < iIimpliquant A; = O f.

o fo € CTL* : nous disons d’un ensemble F' de formules qu’il est finiment
engendré si toute combinaison booléenne de formules de F' est équivalente a
une combinaison booléenne finie de formules de F'.
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Lemme 4.8.11 Soient G = (Q,—) un graphe d’états, et F' un ensemble de
formules de C'TL* fermé par sous-formules, par combinaisons booléennes, et
finiment engendré. Pour tous états q,¢' € Q, st ¢ ~r ¢ alors pour toute
exécution © € Fa(q), il existe #" € Ex(q') telle que 7 ~p 7',

Preuve Supposons qu’un tel 7/ n’existe pas. Alorsl'pour tout " € Ex(¢)['
il existe une formule f, telle que 7 s , 7’. On peut supposer que 7 [~ fr et
7' = fo (car F est fermé pour 'opération —). Par construction des formules
foTon a ¢ =V fret ¢ =V fr. Cette disjonction peut-étre infiniel'mais
comme [ est finiment engendrél'il existe une formule ¢ € F' équivalente a
V. fr. Mais alors ¢ 7, ¢’ contredit I’hypothese. []

Nous montrons que ¢ = \; par induction sur ¢ et sur le nombre de formules de
la forme ¥h dans BC( fo).

On a bien 0 = Ag.

Supposons qu’il existe ¢ tel ¢ < A; et prenons le minimal. Il est clair que ¢ # 0.
AlorsI'i € [ — 1, A et par construction de la partitionl's ~pg(s) 7 — 1 et
i LBo(sy) Mi- 1 existe done [ € BC(fo) telle que ¢ 45 A;. Comme I'ensemble
BC(fo) est fermé pour I'opérateur —I'on peut choisir f telle que ¢ = f et
Ai = f. Puisque \; £ fTl existe une exécution 7 € Ex();) telle que = [~ f.
Puisque 7(0) < ATl existe j < i — 1 tel que 7'(0) ~pc(s) J. Comme
BC(fo) est finiment engendrél'le Lemme 4.3.11 nous garantit I’existence d’une
exécution o € Fu(j) telle que 0 ~pc(s) 7. Puisque ¢ = fT'l'exécution

o s E f. Mais alors en appliquant le Lemme 4.3.8 & 7 et #'T'on peut

exhiber une formule de la forme Vg € BC(fy) telle que 7(0) £, #'(0)I'i.e.
i oy A On en déduit que ¢ g, A\; pour un sous-ensemble Gy C BC(fy)
contenant moins de formules de la forme Vhil'ce qui contredit I’hypothese.

]

Les Propositions 4.3.9 et 4.3.10 nous permettent d’affirmer que :

Corollaire 4.3.12 o Pour toute formule fo € CTL*, h(fy) < 2BC¢(o)
o Pour toute formule fermée fo € L, h( fo) < 2FHF),

La borne 2FE)l pour L, peut étre grandement améliorée en considérant les
Lemmes 4.3.13 et 4.3.14 qui suivent.

Lemme 4.3.13 Pour tout1=1,...k, il existe une formule g; telle que

o OglEFL(fO);
[} i—l |7$<>gi,
® Z|: <>g2'.
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Preuve Puisquei oprs,) t—1Til existe une formule g € FL( fo) telle que ¢ o4, i—1.
Prenons ¢ minimale pour <. Alors ¢ ne peut étre de la forme TI'=fI' f A gl'ou
Y. f(Y)['donc g est une formule Gg; et doncl's = Og; et @ — 1 [ g, []

Lemme 4.3.14 Les formules g; sont toutes distinctes.

Preuve Supposons que ¢; = ¢; avec j < 1. Mais alorsI'd’une partl'y = Og; car
g; = g;let d’autre partl'y £ Cg; car j < i — 1 et 1 — 1 £ Og; par construction des
g:I'ce qui mene a une contradiction. []

En énumérant les formules ¢;I'on en déduit que :
Corollaire 4.3.15 Pour tout fo € L, h(fo) <|{Cg € FL(fo)}|

[Her87] montre que pour le p-calcul positif (i.e. ne contenant pas I'opérateur =I'mais
Popérateur O dual de < et la constante L) la hauteur d’une formule f; est bornée
par Max(| {Og € PL(fo)} .| {0 € FL(fo)} .

Concernant la hauteur d’une formule fo de C'T'L*I'nous n’avons pas actuelle-
ment de meilleur majorant que 2P¢(). Nous donnons l'exemple d’une suite de
formules (f,,)nen telle que A(f,,) soit strictement plus grande que le nombre maxi-
mum d’opérateurs X emboités dans f,I'noté d(f,).

Notations 6 Nous introduisons les abréviations suivantes :

f définition d(f)
(>n) IxX*T n
(<n) =(>n) n
ERED I S
(3n) TU(=n) n-4+1

Pour tout n > 0l'on pose f, def dn —1)V X (< n—1). ClairementI'pour tout
n > 0l
nlEYf,etn+1EVS,

Par conséquent h(f,) > n + 1let pourtant d(f,) = n.

4.3.4 Pouvoir de distinction de HM L, CTL, CTL* et L,

Les résultats de la section précédente montrent que la hauteur des formules de
HMLUCTLICTL et L, est un ordinal fini. Par conséquentI'pour toute logique
Le{HML,CTL,CTL* L,}l'dp(L) < w.

Comme nous l'avons déja remarquél’on peut trouver des formules de HM L
de hauteur arbitrairement grande : il suffit de considérer les formules FX " T de
hauteur nI'd’ou le corollaire :

Corollaire 4.3.16 Pour toute logique L ¢ {HML,CTL,CTL* L,}, dp(L) = w
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Les résultats de cette section mettent donc en évidence que dans le cas général
des ST a branchement infini aucune des logiques HMLI'CTLT'CTL* et L, n’est
adéquate pour la bisimulation.

En réalitél'il nous aurait suffit de prouver ce résultat pour la logique L, pour
borner le d.p. de toutes les logiques moins expressives (e.g. HMLI'CTL et CTL*).
Nous pensons cependant que nos résultats présentent un intérét en eux-meémes dans
la mesure ou ils fournissent une notion de complexité des formules et indiquent
les couts des traduction entre ces logiquesl'lorsque les traductions existent. Par
exemplel'si on peut montrer qu’il existe des formules de C'T'L* pour lesquelles la
hauteur atteint la borne du Corollaire 4.3.12I'on en déduira que toute traduction
de CTL* dans L, est au moins de complexité doublement exponentielle.

4.3.5 Résultats brefs pour les logiques C—T'L et PDL

Les logiques C—1'L de [BT85] sont des généralisations de la logique RT'L de Rounds
et Gurevich. [BR83] a montré que pour les systemes a b.i.I'la logique RT'L n’est pas
adéquate pour la bisimulation (mais compatible seulement). Les travaux de [BT85]
généralisent ce résultat a toutes les logiques C—T'LI'en montrant que I’équivalence
double (voir le Chapitre 2) (moins fine que la bisimulation) est strictement plus fine
que les équivalence induites par ces logiques. Dans tous ces travauxl'les contre-
exemples utilisés sont ad hoc. Nous proposons ici d’'utiliser les processus ordinaux
pour établir ces résultats.

Nous définissons une logique T'L (pour Trace Logic) qui contient toutes les
logiques C—T'L de [BT85] lorsque les graphes sont étiquetés par une seule action.
Dans le cas général les logiques C—T'L sont beaucoup plus riches. Nous renvoyons a
cet article pour les définitions exactes de ces logiques.

La logique T'L a la syntaxe suivante :

TL(> f,g) == TI=f1f AglVP()IVPLS]
ou PCN.
Les formules de T'L s’interpretent dans un graphe G = (@), —). Pour p € N T'et

tous ¢,¢' € QI'nous notons ¢ = ¢’ si il existe une suite ¢ = ¢o — ¢ — ... ¢, = ¢'.

En particulier on a ¢ = q. La relation de satisfaction =C () x T'L est définie par :
o TI'=fI'f A g ont des définitions évidentesI’
e ¢ |= VP(f) ssi pour tout p € Plil existe ¢ & ¢’ tel que ¢ = fT
e ¢ |= YP[f] ssi pour tout p € P et tout ¢ = ¢'I'¢’ |= f.

La logique RT'L est le fragment de T'L obtenu en restreignant la classe des en-

sembles P C N : il doit exister un langage régulier L tel que P def {Jw] Jw € L}.
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Par exemple['RT L. admet la modalité VN ()I'car N = {|w]| |w € {a}*}T'ou {a}*
est le langage (régulier) des mots finis sur 'alphabet {a}.

Plus généralement et de maniere adaptée a notre cadrel' [BT85] définissent pour
chaque classe C de parties de N I'la logique C—T'L dans laquelle les ensembles P des
modalités VP(.) et VP|.] doivent appartenir a C. Par exemplel'lorsque la classe C
est formée de toutes les parties de N 'on retrouve la logique T'L (appelée U — T'L
dans [BT85]).

La logique PDL de [FL79] est le fragment de RTL obtenu en enlevant les for-

mules de la forme YP(f). En posant IP(f) def =YP[-f]l'on a ¢ E JP(f) ssi il

existe p € P et ¢ 2 ¢ tels que ¢’ |= f. Les formules EX " T de C'TL se traduisent
donc facilement en PDL par IH{n}(T) ou I{1}(3F{1}... I{1}(T)...).

Nous montrons que le d.p. de la logique T'L est égale & w?T'et que celui de son
fragment PDL est w.

Pour borner le d.p. de T'LI'nous procédons comme pour la logique C'T'L en
définissant pour chaque formule f € TL une notion de profondeurl’et en mon-
trant une proposition similaire a la Proposition 4.3.5. La profondeur de fI'notée

d(f)I'dépend du nombre maximum de modalités VP(.) et ¥ P[.] emboitées dans f.
Formellement :

d(T) =0 d(=f) = d(f)
d(f A g) =maz(d(f),d(g))
d(VP(f)) =d(f)+w d(VP[f]) =d(f) + Min{p € P}

Proposition 4.3.17 Pour tout f € T'L et tout ordinal o > d(f), o~ d(f).

Preuve Elle se fait par induction sur la structure de f :

o Les cas TI'-f et f A g sont évidents.

o [=VYP(g): soit y=d(g)+weta>r.
Puisque — est transitivelpour tout p € NI'y £ ~' implique o £ 4’. On en
déduit que v |= VP{g) implique a = VP (g).
Supposons v £ VP (g). 1l existe donc p € P tel que pour tout v 2 4Ty [ g.
En particulierl'y & d(g) (car v > d(g)+w) implique d(g) [~ g. Par hypothese
d’induction'pour tout g > d(g)I'3 £ gl'donc a = VP(g).

o [ =VP[g]: soit pg def Min{p € P}I'y =d(g) + po et a > 7.
Si v = VP[g|Talors pour tout p € P et tout v = 4Ty |= ¢g. De plusI'py € P
et v £ d(g)T'impliquent d(g) = g. DoncI'par hypothese d’inductionl pour
tout 8 > d(¢g)I'f = ¢g. Donc o = VP[g].
Sinonl'y £ VP[g]. 1l existe donc p € P et v & 4’ tels que 4/ £ g. Comme on
a aussi o = 4'Ton conclut facilement.
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]

Remarquons que pour le fragment P D LI'la hauteur des formules est bornée par

w. Comme de plusl'la hauteur de la formule f, def Hn}(T) PDL est égale a n (car
elle est équivalente a la formule EX"T € HML)l'on en déduit

Corollaire 4.3.18 dp(PDL) =w

Remarque 6 Nous savons (voir [EH86]) que le fragment APDL [Str81] de PDL
est strictement plus expressif que C'T'L*, ce qui fournit une autre preuve pour le d.p.

de C'TL*.

La Proposition 4.3.17 montre que la hauteur d’une formule f de T'L est bornée
par sa profondeurl'elle méme bornée par w?.

Nous montrons maintenant que pour tout n € N I'il existe une formule f,, de T'L
qui distingue jusqu’a w * n. Soit (f,)nen la suite de formules définie par f def 1

fri1 def VYN (f.). AlorsI’

e wixn | f,l'car d(f) =w=*n

e pour tout ordinal al'a [= f,, implique a £ fo41 (car 0 € N et « 2 a).

Nous montrons par induction sur n que pour tout g < w * nl'g = f,. Le cas
n = 0 est évident. Soit f < w*n+w. 51 f < w*nlalors par hypothese d’induction
B ¥ ful'done B~ fur1. Sinonl'w xn < 3 < w*n 4 w. Alors 3 est de la forme

w * n + kI'mais alors pour tout 3 ! BT 3" < w+*nlet par hypothese d’induction

B fuldone B [~ fopr.

Remarquons que seule la modalité VIV (.) est utilisée.

Corollaire 4.3.19 Pour toute classe C de parties de N, si N € C, alors dp(C—
TL)=w? En particulier dp(RTL) = dp(TL) = w?.

Les résultats de cette section montrent que sauf a se restreindre au cas du
branchement finil'il n’existe pas de résultat d’adéquation entre d’une part une
sémantique basée sur la bisimulation et d’autre part les logiques d’étatsI’comme

HMLICTLICTL*TL,I’PDLI'RT LTetc. ..

4.4 Pouvoir de distinction des congruences engendrées par
les logiques d’états

Suite aux résultats obtenus jusqu’icil'il est naturel de se demander si les équi-
valences induites par les logiques ne pourraient étre elles-mémes utilisées comme
équivalences sémantiques. Dans 'esprit de trouver des sémantiques compatibles
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avec la construction modulaire des programmesI'l'utilisation d’une de ces équiva-
lences n’est intéressante que si I’on montre que cette équivalence est en fait une
congruence pour les combinateurs classiques de programmesI'tels que ceux de CCST’
CSPL'... Dans [Sch90a|l'il est établi que I’équivalence induite par la logique CT'L
n’est pas une congruence pour la composition parallele “a la CSP”. Dans cette sec-
tionI'nous répondons globalement pour les équivalences induites par C'T'L et CT L*T
en montrant qu’aucune d’entre elles n’est une congruence. La preuve repose sur le
fait que le d.p. des plus grandes congruences induites par les logiques (vis a vis des
combinateurs tyft de [GV88]) est strictement plus grand que wl'c-a-d. que le d.p.
des équivalences logiques.

De plus nous étudions une sous-classe des combinateurs tyftl’appelés combina-
teurs sans copie (qui contient tous les combinateurs usuels de CCS)I'vis a vis de
laquelle les congruences induites par C'T'L et C'T'L* ont encore un d.p. strictement
plus grand que w.

Enfin'nous montrons que la congruence de trace induite par les contextes tyft
est strictement plus fine que celle induite par la sous-classe des contextes sans copie.
Ce dernier résultat met en évidence une différence d’expressivité entre les formats
des regles SOS qui décrivent les contextes tyft et les contextes sans copie.

4.4.1 Notre démarche

Comme indiqué ci-dessusI'nous considérons dans cette section deux classes de com-
binateurs : celle des combinateurs tyft définie précédemment en Section 2.2.1Tet sa
sous-classe formée des combinateurs sans copiel'définie plus loin en Définition 4.4.1.
Ces combinateurs sont utilisés pour construire des contextes dans lesquels seront
placés les processus ordinaux. InformellementI'si C[.] est un contexte a 1 place (c-
a-d. un terme avec 1 trou) construit a partir de combinateurs tyftl'et si o est un
ordinall'le terme C[a] dénote le processus qui peut évoluer par des transitions que
I'on prouvel'd’une partI’au moyen des regles qui décrivent les combinateurs de C|.]
et d’autre partl'en utilisant que @ — 3 pour tout 3 < a.

Etant donnée une équivalence sémantique ~I'nous étudions le d.p. s’il existel'de
la plus grande congruence contenue dans ~ relativement a tous les combinateurs
tyft (resp. sans copie). Cette congruence identifie deux ordinaux « et o ssi pour
tout contexte tyft (resp. sans copie) C[.]IC[a] ~ C[a/].

Informellement notre démarche est la suivante : soit « un ordinal placé dans un
contexte tyft C[.] et ® une exécution partant de Cla]. A cette exécution est associée
une preuve P ['construite a partir de transitions entre ordinaux et d’instances des
regles SOS. Nous expliquons ensuite commentl’a partir de P,I'il est possible de
construire une preuve P, d'une exécution qui imite = et qui part d’un état de la
forme C[o/]T'a condition que I'ordinal o soit “suffisamment” grand.

Un tel résultat nous permet :
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1) de borner le d.p. des congruences de trace induites par les contextes tyft et les
contextes sans copiel’

2) de définir une nouvelle notion de profondeur des formules de CTL et CTL*T
a partir de laquelle nous déduirons une borne pour le d.p. des congruences

induites par CT L et CTL".

Nous n’avons pas traité le cas de L, qui s’avere beaucoup moins trivial.

4.4.2 Définitions préliminaires

Soit ¥ = (F,ar) une signature (i une sorte). Nous définissons ¥ I'extension de ¥
obtenue en ajoutant toutes les constantes ordinales. Un terme de I'algebre 75 est
construit a partir des symboles de fonction de ¥ et d’ordinaux. Par exemplel'si
Cl.,...,.] est un contexte tyft a n placesl'c-a-d. un terme de Ty a n trousl'et que
a1, 02, ..., a, sont n ordinauxl'le terme ¢ = Clay, aa, . .., o, ] appartient a Tk.

Si P = (¥, A, R) est une SGI'nous notons P 'extension de P obtenue en étendant
la signature ¥ en ¥ et en ajoutant & R tous les axiomes a@ — 3 (pour 8 < ). En
reprenant 'exemple ci-dessusl'le terme ¢ = Clay,...,«,] est un état du graphe
spécifié par PTet les transitions partant de ¢ sont toutes les transitions de la forme
t %5 ' que l'on pourra prouver en utilisant les regles de R et les axiomes a — 3.

Pour des raisons de lisibilitélet lorsqu’il n’y a pas d’ambiguitél’'nous noterons P

au lieu de P.
Exzemple 9 Considérons les régles tytt suivantes :
r—y r—y r—y
g(x) = fle,y)  flez) = fley)  fla,2) = f(f(x,2),y)

On peut facilement prouver la transition g(w) — f(w,0), en utilisant la premiére
regle, et Uaxiome w — 0. Il est facile de voir que ['on peut aussi prouver ['existence

dun chemin infini g(w) — f(w,0) — f(f(w,0),0) — f(f(f(w,0),0),0)... Une

preuve de ce chemin est bien sur infinie.

flz,y) —y

L’Exemple 9 précédent nous montre que des ordinaux placés dans des contextes
tyft peuvent avoir des comportements infinisI'mais aussi que le nombre d’occurrences
d’ordinaux dans les termes le long d’'un chemin peut augmenter. Nous définissons
dans la suite une sous-classe des combinateurs tyft pour laquelle ce nombre ne peut
que stagner ou diminuer le long de toute exécution.

Définition 4.4.1 (Régles sans copie) Soilt r une régle tyft (pure) de la forme

{tzgy2|Z€]}
floy, oo z,) St

La régle r est sans copie si pour chaque xy, il existe au plus un y € Var(t) atteignable
a partir de xy dans le graphe de dépendance de r.
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Nous disons d’'une SG P = (X, A, R) qu’elle est sans copie si toute régle r € R
est sans copie.

Remarque 7 o [nformellement, une régle sans copie ne permet pas de produire
des duplicata de Uétat du systéme placé dans le contexte.

o Une régle est sans copie si et seulement si son graphe dépendance ne contient
aucun branchement.
o Toutes les regles de la Section 2.2.1 et plus généralement toutes celles de CCS

sont sans copie.

o Les aviomes a — 3 sont des régles sans copie. Il en résulte que si P est une
SG sans copie, alors P est aussi sans copie.

4.4.3 Résultats préliminaires

Nous considérons un exemple simple qui nous servira pour illustrer nos définitions
et nos résultats.

Exemple 10 Soit P une SG en format tytt dont les régles sont les suivantes :
Ty T—z z—u Ty T —z
f@) = gly, z) h(z) = U(z,y)
Considérons maintenant Uordinal 4 placé dans le contexte h(f(.)). On peut alors

prouver la transition h(f(4)) — 1(¢9(2,2),9(3,1)) en utilisant par exemple la preuve
Po suivante :

4—-24—-22—-04—-34—-22-—>1
f(4) —9(2,2) f(4) = 9(3,1)
WD) — [9(2:2),9(3, 1))
1l est clair que si dans cette preuve on remplace toutes les occurrences de ['ordinal

4 par Uordinal 6, on obtient une preuve de la transition h(f(6)) — 1(¢(2,2),9(3,1)).
Il en serait de méme de tout ordinal 3 > 4.

Nous étudions dans la suite un résultat tres générall'‘énoncé en Proposition 4.4.1T
qui exprime les liens qu’il faut exiger entre deux ordinaux « et o' pour que dans
tout contexte tyfiC[.]I'si on peut prouver une exécution 7 partant de Cla] alors on
peut aussi prouver une exécution 7’ partant de C[a’] qui dans un certain sens est
“similaire” a .

Avant d’énoncer ce résultatI'nous introduisons une famille d’équivalences sur les
ordinaux qui permet de parler de pouvoir de distinctionI'sans pour autant désigner
une équivalence particuliere.

Définition 4.4.2 A tout ordinal v, nous associons la relation . sur les ordinauz,
définie par :

d
alf Y a=pouapzn

allp selit “a et 3 sont égauxr jusqu’a v”.
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Clairementl'dp( ) = yl'et si v > 4 alors a3 implique ozll/ﬂ.

Nous étendons la définition de . sur T et sur les exécutions de G(P) par :
e pour tous f,g € XI'

Flur, oo uy,) lg(vr, ... v,) ssi f =g et u; Lo, pour tout ¢t =1,...n.

e si et 7' sont des exécutions de G(P)I'

m ' ssitr(r) =tr(x') et #(i)_x'(¢), pour tout ¢ <|7|.
La Proposition 4.4.1 qui suit exprime que pourvu que des ordinaux «; et il
i = 1,...,nl'soient assez grands (ou égaux)l pour tout contexte tyft C[.,...,.] a

n-placesI'toute exécution partant de Claq, ..., a,] peut “étre imitée modulo .7 en

/

partant de Clag, ..., al].

Proposition 4.4.1 Soit C[.,...,.] un contexte tyft a n places et v un ordinal.

1. Sity=Clay,...,a,] 2 Clad,...al] =1}, alors pour tout © € Ex(ty), il existe
7' € Fa(ty) tel que m# x'.

2. St de plus on se restreint a des contextes sans copie, wy peut étre remplacé par
w si w est finie, et par w * 2 sinon.

Pour prouver la Proposition 4.4.11'nous montrons comment il est possible de
modifier la preuve de ’exécution 7= pour obtenir une preuve de 7’.

Supposons pour simplifier que le contexte C[.,...,.] est a 1 place. Soit P une
preuve de w. Nous extrayons de cette preuve P un arbre de dépendance T' étiqueté
par les occurrences des ordinaux qui apparaissent dans la preuve P et qui caractérise
les dépendances entre ces occurrences.

Par exemplel'nous extrayons de la preuve Py de I'Exemple 10 'arbre T de la
Figure 4.4.

Il est facile de généraliser la construction d’un tel arbre dans le cas générall'méme
si ’exécution 7 est infinie. Nous ne donnons pas la définition formelle de cette con-
struction puisquel premierementl'elle n’apporte rien d’essentiel et quel'deuxieme-
mentI'sa description serait de toute facon tres lourde a formaliser. Il faut seulement
bien comprendre que pour construire cet arbrel'il faut se souvenir de toutes les
regles utilisées dans la preuve P et des substitutions qui leur sont appliquées afin
de reconnaitre les occurrences d’un méme ordinal dans P. Remarquons simplement
que arbre T est défini de facon univoque modulo 'ordre de ses branches.

Dans le cas d’un contexte a n placel'une preuve P de 7 € Fx(Cloq,...,a,))
engendre non plus un arbrel'mais une forét d’arbres T7,...,T,['chaque T; ayant
pour racine 'ordinal «;.

Nous définissons dans la suite la notion d’a-arbrel’ot « est un ordinall'qui sert
techniquement a prouver la Proposition 4.4.1.
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Définition 4.4.3 (a-arbre) Un a-arbre est une structure T' = (L, —, F) o

o [ C N~ est fermé par préfive, € € L est le mot vide, appelé la racine de T,
o —C [ x L est telle que pour tous p,q € L,(p,q) €= si In,q = p.n,

o F: L — a+1 esttelle que E(e) = a et E(p) > E(q) pour tous p,q € L tels
que (p,q) €.

Informellementl'un a-arbre T'= (L, —, ) est un arbre dont la racine est étiquetée
par « et dont les autres nceuds (i.e. les éléments de L \ {e}) sont étiquetés par
des ordinaux inférieurs ou égaux a al'qui ne peuvent que décroitre ou stagner le
long d’un chemin dans I"arbre. Puisque < ’ordre sur les ordinaux est bien fondél’
pour tout chemin infini py — ... — p, — ... dans TTil existe un entier m tel que
E(pr) = E(pm) pour tout k > m.

Reprenons maintenant I’Exemple 10. La preuve Py peut étre modifiée en une
preuve de la transition A(f(6)) — 1(¢(2,2),9(3,1)). 1l suffit de renommer dans Py
toutes les occurrences de 4 par 6. On obtient alors la preuve :

6—-26—222—-06—-36—-22-—=1

f(6) = g(2,2) f(6) = g(3,1)
h(f(6)) — 1(9(2,2),9(3,1))

En faitl'il est suffisant pour construire cette preuve de donner un nouvel étiquetage
de 'arbre Ty (associé a la preuve Py) de sorte que 4I'la racine de Tpl'est renommée
en 6 et que ce nouvel étiquetage respecte la décroissance des étiquettes le long des
branches de Ty. Si un tel étiquetage existel'nous disons que l'arbre Ty peut étre

étiqueté en dessous de 6. Plus formellement :

Définition 4.4.4 (Reétiquetage’ d’un a-arbre en dessous de 3 modulo
v) Soient T' = (L, —, E) un a-arbre, 3 et v deux ordinauz. L 'a-arbre T peut étre

2 Ay sens o% Uon donne un autre étiquetage.

4
4 / \4
4/ \4 4/ \2
| . J
i i

Figure 4.4: L’arbre Tj extrait de la preuve Py de I’Exemple 10
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reétiqueté sous [ modulo v (par E'), en abrégé r.s. 3 mod ~ (par E') si il existe
une fonction d’étiquetage ' : L — (B + 1 telle que pour tous p,q € L,

LB < § fsous )
2. E'(p) > E'(q) ssi E(p) > FE(q) (respect des décroissances strictes dans T')
3. K

"(p) 2 E(p) (modulo )

D’apres la Définition 4.4.4T°

e Si T peut étre r.s. # mod v par E'Talors T" def (L,—, E'") est un -arbre.
o Si 3> fetsiT peut étre r.s. f mod ylalors que T peut étre r.s. 3’ mod ~.

L’arbre Tj) de ’'Exemple 10 peut étre r.s. 6 mod 0'mais aussi r.s.  mod 0 pour tout
B >4

Dans la suite nous étudions sous quelles hypothesesI'un a-arbre peut étre reéti-
queté. Remarquons que lorsqu’un arbre est extrait d’une preuve a partir de regles
sans copiel'cet arbre contient au plus un chemin infini.

Définition 4.4.5 Un a-arbre est primaire si il contient au plus un chemin infini.

Proposition 4.4.2 Soient «, 3,7 des ordinauz.

1. Si a1 3, alors tout a-arbre T peut étre r.s. 3 mod .
2. On peut remplacer wy par w*2 si on ne considére que des a-arbres primaires,

3. On peut remplacer wy par w si on ne considere que des a-arbres primaires

finis.

Preuve 1. On peut supposer sans perdre de généralité que o > § >> v + wy.
Soit T'= (L, —, E) un a-arbre. Puisque 3 > v+ w Il est suffisant de montrer
que T peut étrer.s. 74wy mod ~. Ce qui peut se faire en montrant qu’il existe
un ordinal dénombrable i (< wy) tel que T' peut étre r.s. v 4+ 71 mod 7 par une
fonction d’étiquetage F'.

Nous définissons F’ par:

e ['(p) = E(p) pour tout p tel que F(p) < ~I'

o Il ne reste alors qu’un ensemble dénombrable R de positions dans ’arbre
T sur lequel £’ n’est pas encore définie. Soit ¢ le sous-ordre qui corre-
spond aux étiquettes (par F) {ag, ay ...} associé a R. Soit {6, 61...} la
représentation de 6. Nous posons alors E'(p) = v+ 6, si F(p) = ;. Par
construction'E’(€) < v + wy.

2. 1l est suffisant de montrer que chaque a-arbre primaire T' = (L, —, F) peut
étre r.s. w + kmod v ou £ € N. Considérons 'unique chemin infini de T'
partant de sa racine pg — py.... Il existe m € N minimal tel que E(p;) =
E(pm)l pour tout ¢ > m. Mais alors il est facile de voir que le sous-arbre
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de T a la position p,, peut étre r.s. w mod v par un £’ (car toutes les autres
branches sont finies). Il reste a étendre F’ sur un nombre fini k de positions
dans TT'ce qui peut facilement étre faitl'donnant un étiquetage de 7' sous w+k
modulo ~.

Si 'a-arbre T est finil'on voit que w suffit.

]

Nous pouvons maintenant prouver la Proposition 4.4.1. Pour simplifier I’exposé

de la preuvel'nous ne considérons qu'un contexte C[.] & 1 place. Nous supposons

/ / Ttwr 1
donnés ag et af tels que ap' = ay.

1. Soit P une preuve de 7 = Co[ag] — t; — ... (ou les ¢; sont des éléments de Tk ).
Nous extrayons de P un ag-arbre T' = (L, —, ). D’apres la Proposition 4.4.2I"
Ytwi

comme «g 't agl'T peut étre r.s. af mod v par une fonction d’étiquetage E'.
On obtient un ag-arbre T tel que E'(p)_ FE(p) pour tout p € L. En utilisant
I’arbre T" et les regles utilisés dans la preuve Pl'on peut construire une preuve
P’ d’une exécution 7’ partant de Clog|I's" = Colag] — t; — .. .. Par construc-
tion de T'I't; _t:I'pour tout ¢ (toutes les instances des variables dans ; et ¢/
sont des ordinaux . -équivalents). Comme les regles utilisées dans la preuve
P’ sont les mémes que dans Pl'on a tr(r) = tr(x’)['d’ou on déduit = . x".

2. Un raisonnement analogue s’applique aux contextes sans copiel'en remar-
quantl'd’apres la Proposition 4.4.2 que l'ordinal w * 2 peut étre ramené a w si
I’exécution est finiel'car alors T' est fini.

La Proposition 4.4.1 est un résultat fondamental pour la suite de notre étude.
Elle permet de savoir sous quelles conditions deux ordinaux placés dans les mémes
contextes tyft (et sans copie) peuvent (1) engendrer les mémes traces (c’est 'objet
de la section suivante)lét (2) satisfaire les mémes formules des logiques CT'L et

CTL* (c’est 'objet de la Section 4.4.5).

4.4.4 Congruences de traces

Nous établissons ici quelques résultats supplémentaires qui nous serviront par la
suite. Nous en déduirons en particulier le d.p. des deux congruences de traces
qu’induisent respectivement les contextes tyft et sans copie.

Définition 4.4.6 Un a-arbre T est a largeur bornée si il contient au plus un
nombre fini de chemins infinis. En particulier les arbres primaires sont a largeur
bornée.

Dans la suite nous utilisons les définitions suivantes :

Définition 4.4.7 Soit a un ordinal.
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o U(a) dénote le plus petit ordinal 6 tel que tout a-arbre peut étre r.s. & mod 0.

o U'(«) dénote le plus petit ordinal 6 tel que tout a-arbre a largeur bornée peut
étre r.s. 6 mod 0.

Lemme 4.4.3 Pour tout ordinal «,

1. U(a) = min(a,wy),

2. U'la) = min(a,w * 2)

Preuve 1. Pour chaque a < wiI'nous exhibons un a-arbre (binaire) T, et nous
montrons par induction sur les ordinaux la propriété (*) suivante : T, ne peut
étre reétiqueté sous un ordinal plus petit que al'ce qui prouve que U(a) = a.
Comme « est dénombrablel'nous pouvons le noter {ag, ay,aq,...}. T, est
alors 'arbre étiqueté par a a toutes les positions 1% (k € N )Tet tel que le
sous-arbre a la position 1%0 est T,, .

ClairementI'la propriété (*) est vraie pour a = 0.

Supposons « # 0 et qu’il existe v < « tel que T, peut étre r.s. ¥ mod 0 par
E’. Lordinal v est un «;. Nous pouvons supposer que c’est apg. Comme @ > ~y
le nouvel étiquetage £’ de T, doit respecter les décroissances dans T,I'c-a-d-.
v = E’'(€) > E’(0). Par conséquentI'E’(0) est un ordinal 5 < ~ tel que T, peut
étre r.s. 3 mod OI'ce qui contredit I’hypothese d’induction. Donc U(a) = a.

Pour tout a > wi['nous montrons d’abord que pour chaque a-arbre TT1'il
existe un ordinal 7 dénombrable tel que T' peut étre r.s. fr mod 0. Soit T'
un a-arbre. Le sous-ordre de a formé des occurrences d’ordinaux dans 1" est
bien évidemment dénombrablel'puisqu’il est borné par le nombre de position
dans ’arbre T'. Son type d’ordre nous définit 'ordinal g7 cherché. Donc
U(a) < wq. ClairementIsi @ > wyTalors pour tout 8 < wil'on peut construire

un a-arbre Ty qui ne peut étre r.s. # mod 0; il suffit de poser T def a1l
ou T est I'arbre associé a l'ordinal dénombrable 3 comme indiqué plus haut.

Donc U(a) = wy.

2. Remarquons que dans le cas ou o < w * 2I'’a-arbre T, est a largeur bornée.
Si o < w *2l'la preuve de U(a) = a pour o dénombrable s’applique.
Si o > wx*2lsoit T = (L,—, E) un a-arbre a largeur bornéel'et soit [ le
nombre de chemins infinis de 7. En descendant suffisamment bas le long de

chacun des [ chemins infinis de TT'il existe une position p; dans 1" telle que

T; def T/p;T'le sous-arbre de T" a la position p;I'ne contient qu’un seul chemin

infini et tel que I'étiquetage le long de ce chemin soit constant. On vérifie
facilement que chaque T; peut étre r.s. w mod 0. En remarquant qu’il ne reste
a étiqueter qu’un nombre fini k7 de positions dans TTil est clair que T' peut
étre r.s. w+ k7 mod 0l'ce qui implique que T peut étre r.s. w+*2 mod 0. Donc
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U'{a) < w 2. De pluslil est clair pour chaque 3 < w * 2['on peut construire

]

un a-arbre qui ne peut étre r.s. 5 mod 0.

Le Lemme 4.4.3T'nous permet d’exhiber des arbres qui différencient les ordinaux.
A partir de ces arbresI'nous savons construire des contextes tyft qui les “codent”.

Soient deux ordinaux ag < agltels que ag L ag. Alors g < U(ag) = Min(a,w)
et le Lemme 4.4.3 impliquent qu’il existe un ag-arbre T' = (L, —, E) tel que T ne
peut pas étre r.s. g mod 0. Sans perdre de généralitéI'nous pouvons supposer que
T est un arbre binaire completl'i.e. L = {0,1}*. A partir de T' nous construisons
un contexte a une place Cr[.] tel que t;, = Crlag] 71 Crlag] = to car 1}, possede une

trace infiniel'mais pas tg.
Of\
// |
al\ O{O\
Q3 Q3 Qo Qa3

Figure 4.5: L’aj-arbre T

Supposonsl'par exemplel'que T a la forme de la Figure 4.4.41'ou of, < o < of et
o < af. Nous définissons la famille d’opérateurs (O;);en par les regles tyft (R;)ien
suivantes :

L1 —
Ro -
Oo(l'}l) — Ol(%hxl)
1 = Y1 T2 — Y2
Ry p
Ol(xla 1}2) - O?(?Jh Y1, T2, y2)
Ry
ot I'ensemble des prémisses de RB; pour O;(z1,..., 7)) — Op1(T1, Y15+ -, Tois Yai)

est donné par les lien de dépendances entre les occurrences d’ordinaux dans ’arbre
T entre le niveau ¢ et le niveau ¢ + 1. Par construction'seul Og(ay)) admet la trace
infinie aaa . . ..

Un raisonnement similaire peut étre appliqué au cas des arbres a largeur bornéel’
dont on peut alors exhiber des contextes sans copie.
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Nous pouvons ainsi montrer que 1’ajout des contextes tyftl'mais aussi des con-
textes sans copiel'peut ajouter strictement du pouvoir de distinction. C’est le cas
pour 1’équivalence de tracel'~g,. 1l est clair que dp(~7,) = w : deux entiers n < m
n’ont pas les mémes traces (seul m admet une trace de longueur m). Par contre
tous les ordinaux a partir de w admettent des traces de longueur arbitrairement
longues. On peut cependant déduire de ce qui précede que des ordinaux au-dela de
w peuvent étre distingués par cette équivalence si on les place dans des contextes.

Proposition 4.4.4 1) Le d.p. de la congruence de trace engendrée par les con-
textes tyft est égal a wq,

2) Le d.p. de la congruence de trace engendrée par les contextes sans copie est €gal
a w2,

3) La congruence de trace engendrée par les contextes tyft est strictement plus fine
que celle engendrée par les contextes sans copie.

Preuve Pour les contextes tyft (resp. sans copie)l'le pouvoir de distinction est
borné par wy (resp. w * 2) comme le montre la Proposition 4.4.1 dans le cas ou ~
vaut 0. Ce pouvoir de distinction atteint au moins wy (resp. w*2)I'comme le montre
la construction des opérateurs O; ci-dessus. []

Ces premiers résultats indiquent une réelle différence d’expressivité entre les
contextes tyft et les contextes sans copie. Dans la section suivantel'nous considérons
les congruences induites par les logiques C'T'L et C'TL* pour les deux classes de
contextes tyft et sans copiel'et nous montrons que ces congruences n’atteignent pas
la bisimulation.

4.4.5 Congruences induites par CT'L et CTL*

Nous introduisons les notations suivantes :
Définition 4.4.8 (Congruence induite par une logique) Soit L une logique

d’états. Nous définissons les équivalences ~j et =5 entre les états d’un graphe
(obtenu par une SG) par : pour tous ¢,q' € Qa |

q~rq def pour tout contexte tyft C[.],Clq] ~1 Clq]

d :
q=rq aef pour tout contexte sans copieCl.],Clq] ~1 Clq]

Clairement, q ~p, ¢' implique ¢ =1, ¢'. D’autre part, si L et L' sont deuz logiques
d’états telles que l'équivalence ~pi est plus fine que équivalence ~y, on a

7 ~ 7 . . 7 ~ 7
q >~ q'(resp. ¢ =1 q") implique q >, ¢'(resp. ¢ =1, ¢')
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Nous étudions tout d’abord le d.p. des congruences ~crp et ~crp«I'en montrant
qu’il vaut wq *wl'voir la Proposition 4.4.5. Pour celal’il suffit d’établir (1) que cette
valeur est une borne pour le d.p. de ~¢rp+I'puis (2) nous exhibons des contextes
tyft et des formules C'T' pour montrer que cette borne est atteinte.

Une démarche similaire est adoptée pour les congruences Zorp et Zepp«I'mon-
trant le résultat de la Proposition 4.4.7.

Proposttion 4.4.5 dp(~crr) = dp(~crr+) = w1 ¥ w

Preuve Nous définissons par induction sur les formules de C'T'L* une notion de
profondeurl'notée é1'par :

6(T)=0

6(f N g)=max(6(f),0(g))
o(=f)=0o(f)

6(X f)=0o(f)

6(fUg) = max(é(f),6(g))
O(Vf)=06(f) +wr

Par définition de 6l'on a 6(f) < wq * n ou n est le nombre maximum d’opérateurs
Y emboités dans f. Par conséquentI'pour toute formule f € CTL Té(f) < wy * w.

Lemme 4.4.6 Soit G\ un graphe ordinal. Pour toute f € CTL*, et toutes exécu-
tions ™ et 7' de Gy,

D! implique © ~y
Preuve On le montre par induction sur la structure de f. Les cas TI'=fI'f A g
sont évidents.

o [ =Xg: soit vy =208(f). Siwp Xglalors 7! existe et satisfait g. Comme

7. 7'l alors par définition de . sur les exécutionsl 7'l existe et 7wt ="t

1 |:

Comme v = §(g)'par hypothese d’induction = gl'donc 7" = X g.

e Un raisonnement analogue s’applique au cas g U h.

o f=Vg: soit vy =46(g)et 777, Supposons que 7 £ Vglalors il existe une
exécution 1o partant de 7(0)['telle que 7o £ ¢g. Mais comme 7(0)" 2 #/(0)T
d’apres la Proposition 4.4.1T'1] existe une exécution n partant de #'(0) telle
que 7o 7. Par hypothese d’induction =) £ gl'donc ' £ V.

]

On montre tres facilementI'en utilisant le lemme précédentl’ que pour toute
f € CTL*Tet tous ordinaux a;,af (¢ =1,...,n)l

o’ Dal pour tout i = 1,...,n implique Clay, ..., a,] ~; Cla}, ..., o]
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Une formule f de C'T'L* ne peut donc pas distinguer des ordinaux au dessus de
6(f)I'méme lorsqu’on les place dans des contextes tyft. Par conséquentl'on a

dp(~crr) < dp(~orps) < wi *w

Nous montrons maintenant que cette borne est atteinte en exhibant une suite
de contextes C2[.] (n > 0) et de formules f, de CTL tels que que pour tout n et
tout ordinal a < wy I’

Colwr (n+1)] = [ (4.6)

CX[B3] V£ fn, pour tout f <w*n+ « (4.7)

Pour faciliter la présentationl'nous enrichissons la logique C'T'L par des propo-
sitions atomiques de la forme afteral’ou a € A et A est un ensemble de noms
d’actions. La sémantique de ces propositions est donnée par :

q | afterassi il existe un état ¢ tel que ¢ = ¢

D’apres le Lemme 4.4.3'pour tout o < wyl'il existe un wy-arbre T qui ne peut
étre r.s. # mod 0 quel que soit # < «a (car U(w;) = wy). On peut supposer comme
en section précédente que 'arbre T est binaire et complet. Nous lui associons la
famille d’opérateurs {Og[.]}i<.I'dont les regles Ry ; décrivent les dépendances des
ordinaux a chaque étage de I'arbre T (chaque regle Ry, est calquée sur la regle R,
de la page 76). Par construction des opérateurs OF;Til est clair que dans le contexte

or 1 def . .
Co[.] = Ofo()Ton a:
o Ofy(wr) n’admet qu'une exécution aaaa... qui est infiniel'en appliquant la
suite de regles Ry, Roq,...Tet

e pour tout 3 < al'Ofy(3) n’admet qu'une exécution qui ellelest finiel'car une
des regles Ry, n’est plus applicable.

Nous ajoutons a ce systeme de regles les familles de regles suivante ;

L1 — Y1 ... .

L a <n<wi<w,f<uw)
Og,i[xlv“'] - 057“_1[?}11...] ’ ’
T — Y . . '

D LY O<n<wi<w,jed{l,....2'},f<w)

Og,i[xlv SRR 1}21‘] i 05_170[1']‘]

Pour chaque « et chaque n > 1I'les regles R,; pour les opérateurs O; ; sont
calqués sur les regles Ry ; des opérateurs OF ; construits a partir de I’arbre 7.
Pour chaque al'les opérateurs Oy ; sont stratifiés selon n > 0.

Pour tout n > 1 fixélT'état O%O(wl *(n+1)) admet une I'exécution infinie aaa . .. en
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appliquant la suite de regles R, o, R 1, ... (construite a partir des dépendances des
occurrences d’ordinaux dans I'arbre 7). De plusl'dans tout étatl'le long de cette
exécution (i.e. de la forme Of ,(.,...,.))let pour tout \/-successeur de cet état (i.e.

de la forme Oj_; o(.))I'il existe aussi une exécution infinie aaa ... telle quel'dans
tout état le long de cette exécutionTet pour tout y/-successeurletc. . .
Nous proposons donc les formules f,, (n > 0)['définies récursivement par :

fo ¥ AGEXT)

ou la modalité AG (.) est une abréviation pour —=F T U —(.). Elle appartient a la
logique C'T'L. IntuitivementI’AG f signifie que la formule f est globalement vraie.
Par conséquent f; exprime qu’il n’existe pas de chemin fini.

Pour n > 1Tl'on pose

£ ¥ BG(EX T AAX ((after /) = fui)

ou la modalité FG (.) est une abréviation pour =A T U —(.). Elle appartient a la
logique C'T'L. IntuitivementI' KG f signifie qu’il existe un chemin le long duquel la
formule f est toujours vraie. La connective = est 'implication classiquel'i.e.—
f = g est équivalente a = f V ¢.

Par constructionI'chaque état O%O(wl *n 4 wq) satisfait la formule f,,.

Nous montrons par induction sur n > 0I'qu'un état de la forme Of (3)I' ol
B < wy *n + al'ne satisfait pas f,. Nous avons déja constaté que c’est le cas pour
n =0 (c’est 'argument de la section précédente pour les traces).

Soit n > 1. Pour un état Oy ((8)l'avec B < wi * n + al'l'application des regles
R,; conduit forcément a un état de la forme O (B1,...,Bw)lou 'un des j3; est
strictement inférieur a wy * (n — 1) (puisque « ne peut étiqueté T a la racinel'par
construction). Pour un tel étatl'le /-successeur O5_, o(/;) ne satisfait pas f,_y par
hypothese d'induction. Par conséquentl'O o(3) = fn.

I suffit pour conclure de poser C2|.] det O o(.) pour tout n > 0. Ainsi les

Assertions (4.6) et (4.7) sont vérifiées. []

Une proposition similaire a la Proposition 4.4.7 permet de caractériser les con-
gruences induites par les contextes sans copie.

Proposition 4.4.7 dp(Zcrr) = dp(Zerps) = w?

Preuve Le fait de ne considérer que des contextes sans copiel'nous permetl'd’apres
la Proposition 4.4.1I'de définir une nouvelle notion de profondeur 6’ des formules de
CTL* (moins grande que précédemment) pour laquelle le Lemme 4.4.6 reste vrai.
6" est définie comme 6 dans la preuve précédentelsauf que ¢'(Vf) = (f)+w =2 suffit.
Nous pouvons énoncer :
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Lemme 4.4.8 Soit G\ un graphe ordinal.
Pour toute f € C'TL*, et toutes exécutions 7 et ©' de G

D! implique © ~y

Nous omettons la preuve qui est similaire a celle du Lemme 4.4.6.
La profondeur des formules étant bornée par w?I'nous terminons notre preuve

en montrant qu’il existe une suite de contextes sans copie (C,[.]),en et de formules
(fo)pen € CTL telles quel'pour tout p > 0

Colw * (p+ D] = f, mais Clw +p] [~ f, (4.8)

Pour cela nous utilisons des contextes CCS construits a partir de nzl et des
combinateurs a(.) et + définis en Section 2.2.1. Nous supposons donnée une fonction
X : Ax A — Atelle que pour tous a,a’,b,0' € Alaxb=a xb ssia=aetb=1"V.
Nous introduisons le combinateur de composition parallele défini par les regles sans
copie suivantes :

! !

y oy
x|y = 'y wly = x|y :1;|y6§/:1;’|y’

€ ! € ! €
T =z y— Yy T =z

Nous supposons que les graphes ordinaux sont étiquetés sur l'alphabet A = {a}.
Nous définissons les termes

o Go X il

o G, def Ynen a™(b(Gp_1)) pour tout p > 1.

Nous posons alors

o Col.] def il et fo el e

e C,[] det Gy. et fp def 4 x [E (afteraxc)U ((afterbxc)A f,o1)|T'pour p > 1

On vérifie facilement I’ Assertion (4.8) par induction sur p. Nous omettons cette
preuve. []

La Proposition 4.4.7 implique que pour toute L € {CTL,CTL*, L,}I'
dp(L) < dp(=L) < dp(~L)

Corollaire 4.4.9 L’équivalence induite par la logique L € {CTL,CTL* L,} n’est
ni une congruence pour les contextes tytt ni pour les contextes sans copie.
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4.4.6 Congruences induites par les logiques C—T'L

Nous n’avons pas étudié en détail les congruences induites par les logiques C—T'L
de [BT85]. Dans le cas ou 1'on considere des contextesI'les graphes considérés ne
sont plus forcément étiquetés sur un alphabet singleton. Il faut alors prendre en
compte la définition d’origine de ces logiques. Quoiqu’il en soitl'il est semble possible
de traduire leurs formules en des conjonctions ou disjonctions dénombrables de
formules plus élémentaires pour lesquelles on sait définir une notion de profondeur
permettant de borner le d.p. de ces logiques (par des techniques similaires a celles
que nous avons utilisées).



Conclusion

Dans cette premiere partie de la thesel' nous avons montré comment la bisimula-
tion et les logiques du temps arborescent sont étroitement (mais imparfaitement)
liées. Dans le cadre général du branchement infinil'les logiques que nous avons con-
sidérées induisent des équivalences plus faibles que la bisimulation. La démarche
utilisée pour montrer nos résultats est exclusivement basée sur 1'utilisation des Pro-
cessus Ordinauz de KlopI'dans le méme esprit que [SP90].

On peut résumer les derniers résultats du dernier chapitre par : plus la logique
utilisée est expressive (en restant compatible avec la bisimulation)l'et plus on con-
sidere un large jeu d’opérateurs (pour lequel la bisimulation reste une congruence)l’
plus la congruence associée a la logique utilisée est proche de la bisimulation. Il
faut noter que nous avons considéré toute la classe des combinateurs tyftl'qui ne
peut étre étendue de fagon triviale. De ce point de vuel'notre travail est optimal
et il généralise les travaux de [Sch90b] dans lesquelsl'seules la logique C'T'L et une
sous-classe des combinateurs tyft sont considérées.

Les techniques de preuves que nous avons utilisées pour traiter les différentes
logiques sont sensiblement les mémes. La méthode consiste a trouver la “bonne”
définition de la profondeur d’'une formulel'pour borner sa hauteur. Nous pensons
que cette méthode s’applique a beaucoup d’autres logiques.

Nous aimerions interpréter ce résultat de facon plus généralel'en faisant abstrac-
tion du fait que les équivalences étudiées sont induites par des logiques. En effetl'le
fait que le pouvoir de distinction d’une équivalence existe devrait suffir a montrer
que la congruence associée (vis a vis de la classe de combinateurs tyft de [GV88])
admet elle aussi un pouvoir de distinction d’ou nous déduirons qu’elle reste plus
faible que la bisimulation. Dans cette optiquel'il parait nécessaire de généraliser
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aux chemins les définitions des équivalences et de leur pouvoir de distinction pour
tirer avantage de la Proposition 4.4.1 qui constitue un élément clé de nos résultats.

D’autres perspectives pour généraliser nos travaux peuvent étre envisagées. Par
exemplelen considérant le format GSOS de [BIM88]|Tou plus généralement le format
ntyft/ntyat de [Gro89] (qui autorisent des prémisses négatives dans les regles SOS
tyft). Dans le cas du branchement finil'la congruence de traces induite par les con-
textes ntyft/ntyxt coincide avec la bisimulation. On peut alors envisager d’étudier
ce format de regles dans le cadre plus général du branchement infini.



Partie 11

Les modeles d’ordre partiel
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Introduction

Le raffinement des programmes fait partie des opérations que 1’on utilise naturelle-
ment pour concevoir les programmes : il consiste a remplacer une unité “élémen-
taire” a un niveau d’abstraction élevé par un programme plus complexe a un niveau
d’abstraction moins élevé®. Les modeles d’entrelacementl' présentés en Partie 1T
sont incompatibles avec le concept intuitif que 'on cherche a modéliserI'ou tout
du moinsl'il est nécessaire d’imposer des restrictions sur les raffinements pour que
les sémantiques d’entrelacement soient compositionnelles pour cette opération. Ces
considérations ont été observées par [CMP87]I'qui ont mis en évidence 'intérét
d’utiliser des sémantiques d’ordre partiel.

Le principe général des modeles d’ordre partiel est basé sur l'idée de Petri.
On représente explicitement la dépendance causale entre les actions effectuées'et
par complémentarité I'indépendance entre les actionsl'c’est a dire le parallélisme.
Les modeles les plus connus sont les traces de Mazurkievich [AR88|'les structures
d’événements de [NPW81]I'les réseaur de Petri (voir [Rei85] pour une introduc-
tion sur les réseaux de Petri) et les systémes de transitions asynchrones de [Bed87].
Dans certains de ces modelesI'comme par exemple les structures d’événementsl’'on
représente aussi explicitement les choix non-déterministes du systeme.

Les structures d’événements [NPW81]ITWNO92] sont des modeles de base pour les
sémantiques d’ordre partiel du temps arborescent. Il existe plusieurs catégories de
structures d’événements ([NPWSI|'[DD92]'[BC88|I'[Win89]I'[NPWS81]I"'[Lan92]).
Dans cette thesel pour simplifier les preuvesI'nous ne considérons que les struc-
tures d’événements les plus élémentairesl’c-a-d. les structures d’événements pre-
mieres. Nous les présentons au Chapitre 5. Nous justifions le choix des structures

3Cest la construction hiérarchique de systémes ou ’analyse descendante en génie logiciel.
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d’événements premieres par le fait qu’elles sont les modeles de base pour étudier en
théorie les liens entre les sémantiques d’ordre partiel et les sémantiques du temps
arborescent. Nous sommes cependant convaincus que nos résultats se généralisent
aux structures d’événements stables.

Au Chapitre 6I'nous nous placons dans le cadre simple des structures d’événements
sans action invisible. Nous présentons les équivalences classiques qui tentent de com-
biner les bonnes propriétés de la bisimulation et les sémantiques d’ordre partiel bien
adaptées au raffinement de programmes. Les équivalences les plus naivesl'comme
la pomset bisimulation de [BC8T] ne sont pas satisfaisantes.

Nous introduisons ensuite une combinaison entre bisimulation et ordre partiel
particulierement intéressante: la history preserving bisimulation de [GG89a]. Cette
équivalence a été originellement introduite par [RT88] pour les réseaux de Petri
sous le nom de Behavior Structure bisimulation (voir aussi la Fully Concurrent
bisimulation de [BDKP91]). Nous rappelons que cette équivalence sémantique
coincide avec

o 'équivalence de mized-orderingl’de [DDMS8I|T
o 'équivalence causale de [DD8I|I

e la pomset bisimulation avant-arriére (sur les histoires des calculs) de [Che92a).

La pomset bisimulation avant-arriere de [Che92a] a été proposée tres récemment I’
et n’a donc pas beaucoup été étudiée. Nous montrons au Chapitre Tl'comment cette
équivalence permet de dériver une caractérisation de la history preserving bisimula-
tion par une logique “ala HM L” avec des modalités du passé. A notre connaissancel’
il s’agit de la premiere caractérisation logique de la history preserving bisimulation.
De plusI'nous exhibons un algorithme de traduction entre notre logiquel'notée L, I'
et la logique Lp de [DF90]. Pour traduire Lp dans LyI'nous utilisons une technique
de séparation “a la Gabbay” des formules de Lp. Le fait que la logique Lp s’injecte
dans L,y prouve qu’elle ne caractérise pas la weak history preserving bisimulation
comme le prétendent [DF90].

Le Chapitre 8 étudie des variantes de la pomset bisimulation avant-arriere.
Nous obtenons une classification des bisimulations avant-arriere pour les structures
d’événements premieres sans action invisible.

Finalementl'au Chapitre 9'nous étendons la pomset bisimulation avant-arriere
de [Che92a] en la pomset 7-bisimulation avant-arriere qui prend en compte les ac-
tions invisibles. Nous montrons que cette nouvelle équivalence coincide avec la
branching bisimulation sur les arbres causauz de [DD89]. De plusI'nous introduisons
deux nouvelles équivalences : "équivalence de mixed-ordering branching et la his-
tory preserving branching bisimulation et nous montrons qu’elles coincident avec la
pomset 7-bisimulation avant-arriere.
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Finalement nous étudions plus en détail la history preserving branching bisim-
ulation]’en particulier en la comparant aux versions déja existantes de la history
preserving bisimulation telles que dans [Ace91] et [Vog9l].






Chapitre 5

Rappels sur les Structures
d’Evénements (premieres)

Les structures d’événements premieres' ont été introduites par [NPW81].

Dans ces modelesI'les calculs sont modélisés par des occurrences d’actionsl’
appelées ¢événementsl’ entre lesquelles on décrit une relation de dépendancel” ap-
pelée causalitél’ qui est simplement formalisée par un ordre partiel. Une fonction
d’étiquetage permet d’associer a chaque événement ’action a laquelle il correspond.
De plusl'on modélise le non-déterminisme par une relation entre les événementsl'ap-
pelée conflit. Cette relation est héritée entre les conséquences de deux événements
en conflit?.

5.1 Définitions

Dans toute la suitel'nous supposons donné un ensemble Act = {a,b,¢,...} de noms
d’actions. Nous utilisons les notations de [Win89].

'Ta terminologie premiére est due an fait qu’il existe d’autres classes de structures d’événements, voir
Pintroduction de la Partie 2.

2 criz AR ;o .n
Cette propriété est caractéristique des structures d’événements premieres.

91



92 Chapitre 5. Rappels sur les Structures d’Evénements (premiéres)

Définition 5.1.1 Une structure d’événements premiere étiquetée sur Act est une
structure € = (Eg, <g, #e,le) composée d’un ensemble Ee dévénements, d’un or-
dre partiel <cC Fe¢ X FEe appelé relation de causalité, et d’une relation binaire
symétrique, irréflevive #¢ C Ee X Fe, appelée relation de conflit telle que

(1) <nN#=10
(2) {e'| € < e} estfini
(3) e#e <€’ implique e#e”

pour tous e, e, e’ € Ee. La Condition (2) s’appelle I'hypothese de causes finies, et
la Condition (3) exprime la propriété d’héritage de la relation de conflit.
[: Ee — Act est la fonction d’étiquetage.

Dans toute la suite SE désigne la classe des SE premieres (étiquetées sur Act).
Nous écrivons plus simplement SE au lieu de structure d’événements premieres
étiquetées sur Act.

Nous dirons que deux événements e et e’ sont concurrentsl' noté e co €'I'si
(e < € Ve < eVe#e) c-a-d. s'ils ne sont ni causalement dépendants ni en
conflit.

On dit que & € SE est sans-conflit si la relation #¢ est vide.

Notations 7 e | gp désigne la SE vide.

o Dans la représentation graphique des SE, nous écrivons les noms des €véne-
ments ainsi que leurs étiquettes selon e(a), ou e € K et a = l(e). Seuls les
conflits immédiats, et pas ceuxr obtenus par hérédité, sont indiqués. Enfin,
la relation de causalité est représentée par des arcs orientés, en omettant les
causes dérivées par transitivité.

er(a) # eala) # es(d)

|

e4(b)

Figure 5.1: Un exemple de structure d’événements: € = a + (a;b) + b

Exemple 11 La Figure 5.1 représente une SE dans laquelle les événements ey et
es sont concurrents. Ces deur €vénements sont en conflit avec Uévénement ey et,par
hérédité du conflit, avec l'événement ¢4 dont ey est la cause.
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Habituellementl'on souhaite faire abstraction du nom des événements d’une SE
donnée : seule la structure sous-jacente a de I'importance. Formellementl'on définit
la notion d’isomorphisme par

Définition 5.1.2 Soient £, F € SE. Un isomorphisme de £ vers F est une bijec-
tion f : Ee — Er qui préserve les relations de causalité, de conflit et la fonction
d’étiquetage, c-a-d. pour tous e, e’ € Kg,

o ¢ <g¢ ssif(e) <r f(€)
o ctec’ ssi f(e)#rf(€)
o I7(f(e)) = le(e)

5.2 Comportement des SE

Un état de calcul d’une SE est un ensemble C' d’événements qui ont eu lieul'que
I’on nomme habituellementI'une configuration. Si un événement a eu lieul’alors
toutes ses causes doivent également avoir eu lieu. Autrement ditI'l’ensemble C est
fermé a gauche pour <. De plusl'deux événements en conflit (c-a-d. s’excluant
mutuellement) ne peuvent appartenir au méme état de calcul CTalors C' est sans-
conflit. FormellementI’si

Définition 5.2.1 (Configurations) Une configuration de £ € SE est un en-
semble C C K¢ tel que

o (fermé a gauche): sie € C et € < e alors e’ € C, et

o (sans-conflit): si e, e’ € C alors —(efte’)

Nous notons C(E) Uensemble de toutes les configurations de E.

L’ensemble d’événements vide () est toujours une configuration de £ qui corre-
spond a I’état initial du systeme.

Remarque 8 Toute C € C(E) est canoniquement munie d’un ordre partiel et d’une
fonction d’étiquetage - en prenant <icxc et lio les restrictions® de < et de l a C.
Par conséquent, toute configuration C' peut étre vue comme une SE sans-conflit.

Nous définissons a présent 1’évolution d’une SEI'c-a-d. la maniere dont on passe
d’un état de calcul a un autrel'ce qui se décrit par des transitions entre les confi-
gurations (c’est le méme principe que dans les Systemes de Transition).

Définition 5.2.2 (Transitions d’une SE) Soit £ € SE. Une transition dans
E est un triplet (C,0,C") € C(E) x P(Eg) x C(E) tel que

® La notation fix dénotera la restriction de la fonction f a I’ensemble X .
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o U C(', et
e 0=C"\C

Il faut remarquer que dans la Définition 5.2.2I'les configurations C' et C’ sont

distinctes.
Nous notons €' ¢ C” si (C,0,C") est une transition de ET'et C' —¢ €' §’il existe

QgEtelqueCi@ .

Notations 8 Pour simplifier la lecture, nous écrivons C =¢ C' au liev de C {—>6}g
', et nous omettons lindice £ de —¢ lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

0
e}
{ea}

{e} {e1, €3} {ea}

{es} /{61} {eq, €4}

{e1,es} {e2, e}

{ez}

{e2}
{ea}

Figure 5.2: Un exemple de ST des configurations

Définition 5.2.3 (Systéme de transitions des configurations)

Soit £ € SE. Le ST des configurations de & est défini par Conf(E) 1ef (C(E),P(Fe), —¢

,0) ot —¢ est décrite en Définition 5.2.2.

Exemple 12 La Figure 5.2 nous montre le ST des configurations de la SE & de
la Figure 5.1. Le systéme décrit par € se comporte de la facon suivante : il peut

;o . " {e1,ea}
effectuer les événements ey et ez en paralléle par la transition ) "7 {ey,es},

. o {e1} {ea}
ainsi que les deux entrelacements de ces deux €vénements ) — {e;} — {eq,e3}

et () tesd {es} e {e1,e3} ; il peut aussi effectuer 'événement ey. Dans ce cas,

les possibilités d’effectuer e; ou ez sont exclues. Si le systéme commence par e,
lunique événement suivant possible est ey.

L’évolution d’une SE étant définiel'i]l faut maintenant définir 'observation ex-
térieure de cette évolution. L’observation d’un événement e est son action corre-
spondante [¢(e) définie par la fonction d’étiquetage.

Dans I’Exemple 12I'’observation du calcul “e; suivi de ey’
Dans la section suivantel'nous formalisons cette notion d’observation.

” est “a suivi de b”.
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5.3 Observation des transitions, Pomsets

Lobservation d’un calcul (ou d’une transition) est représentée par un “multiset
partiellement ordonné” [Pra86]'plus simplement appelé pomset* (ou encore “partial
word dans [Gra81])['c-a-d. la donnée d’étiquettes et d’une relation de causalité entre
ces étiquettes. FormellementI’

Définition 5.3.1 Un pomset® est une classe d’isomorphisme de SE sans-conflit.
Si & est sans-conflit, pom(E) désigne sa classe d’isomorphisme, et on note () le
pomset vide.

Une configuration ' étant une SE sans conflitI'si on abstrait le nom des événe-
ments de C'I1’objet obtenu est le multiset des actions correspondant aux événementsl’
reliées par la relation de causalité. De fagon généralel’pour une transition ¢ ig c'r
la classe d’isomorphisme pom () de 8 correspond a 'observation du calcul effectué
lors de ce changement d’état.

Notations 9 o Dans la suite, a;b dénote la classe d’isomorphisme de la SE

sans conflit £ = ({er, ea}, {(e1, €2), (€2, €1)}, 0. {(e1,a), (e2,0)}). C'est done

un pomset qui décrit un calcul dans lequel Uaction a est une cause de laction

b.

e a|b dénote la classe d’isomorphisme de la SE d’ensembles d’événements Fe =
{e1, €2}, sans lien de causalité entre eux, et d’éliquettes respectives a et b. Le
pomset a|b exprime que les actions a et b ont liew en paralléle. Nous renvoyons
a la Section 5.4 pour la définition de Uopérateur| dans les SE.

Nous utiliserons les lettres p,p',q,¢',... pour désigner les pomsetsl’ et nous

noterons C' % " si € % O avec pom(6) = p.

Exzemple 13 Considérons le ST des configurations de la SE, Figure 5.2. On peut
dériver de ce ST, un ST dans lequel les transitions sont €tiquetées par les pomsets.
Nous obtenons alors le graphe de la Figure 5.3.

Certains pomsets présentent des caractéristiques particulieresI’comme par ex-
emple de ne contenir aucun lien de causalité entre ses éléments. On les appelle des
step (ou encore pas). Par exemple “a|b|c” est un step. L’origine du mot “step” et
due a la théorie des réseaux de Petri ; il dénote un ensemble (ou un multi-ensemble)
de transitions exécutables en parallele. Un pomset de cardinal 1T'c-a-d. une actionl’
est un cas particulier de step.

Dans la suitel'les lettres s,s', ... désignent des step.

tpomset vient de ’anglais pour “partially ordered multiset”.

® Pomset signifie partially ordered multiset.
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{e1, ea}

Figure 5.3:

5.4 Opérations sur les SE, raffinement d’actions

Nous ne décrivons que brievement deux opérations sur les SE : celle de composition
parallele et celle de choix-déterminismel'qui sont utiles pour nos exemples.

Nous renvoyons par exemple a [Win89] qui propose une sémantique dénotation-
nelle dans les SE pour un langage de programmes paralleles.

Dans ce qui suitl'si A et B sont des ensemblesI’A W B dénote 1'union disjointe
de Aet B.

Nous supposons données £, F € SE.

La mise en parallele de € et FInotée £ | Flest définie par

E|]-"d:ef(E5LﬂEf,§5 W<z, #e W #r,lcWlir)

de sorte que tous les éléments de K¢ sont en parallele avec tous ceux de Er.

Le choix non-déterministe entre £ et FI'noté £ + F est défini par

g4t

(EeW Er,<e W <z, #eyr, lsWlr)
N def
ou #5+].' = #5 & #]: & (Eg X E]:) & (E]: X Eg)
Ainsil'le systeme représenté par £ + F n’évolue que comme £ ou que comme F.

Nous présentons maintenant I'opération de raffinement d’actions [CMP87] dans
les SE (premieres) en utilisant la définition de [GG89b]. Cette opération permet de
descendre le niveau de description en remplacant une action soit par une séquence
de sous-actionsI'soit par des sous-actions s’exécutant en parallelel'soit par un pom-
set quelconque. Il est par contre exclu de remplacer a par une structure contenant
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des conflits car en général la SE obtenue n’est plus premiere. Ce probleme technique
peut étre surmontél'mais la formalisation d’un tel raffinement étant tres lourdel'on
a plutot intérét a se placer dans une classe plus large de SEI'par exemple les SE a
flot de [BC88]. Nous renvoyons a [DG92] pour un exemple de sémantique dénota-
tionnelle et opérationnelle d'un langage simple dans les SE a flot (voir aussi [GG89b]
pour la définition formelle du raffinement dans les SE a flot et dans les réseaux de
Petri).

Nous n’autorisons pas non plus les raffinements dits d’oubli qui remplacent cer-
taines actions par la SE vide Ogp.

Un raffinement d’action est formellement défini comme une fonction ref® spécifi-
ant pour chaque action a une SE ref(a) que I'on substitue a a. Dans la pratiquel'on
ne raffine que certaines actions ; cependantI'pour simplifier la définitionI'nous con-
sidéronsI'comme dans [GG89b|I'des raffinements ot toutes les actions sont raffinéesl’
certaines ne 1’étant que par elles-mémes.

Soient £ € SE et ref une fonction de raffinement. La SE ref(€) est alors cons-
truite en remplagant chaque événement e € F¢ d’étiquette a par une copie disjointe
E. de refla). Les relations de causalité et de conflit sont alors héritées de £.

La définition qui suit est empruntée a [GG8Ib].

Définition 5.4.1 (Raffinement d’actions) Une fonction ref : Act — SE est
un raffinement d’actions si pour toute action a € Act, refla) est non vide, finie et
sans conflit.

Soient £ € SE et ref un raffinement d’actions, alors le SE ref(€) est définie par :

o Focpe) d:ef{(ea ¢')e € Ee,e' € Erepiie(en},

o (d,d) < cpey (e,€) ssid<eou(d=eeld <, 50 €),

o (d,d")#,c5e)(e,¢') ssi dftee,

o Lesey(e€) = lepueen(€).

Nous renvoyons a [GG89b] ou il est montré que le raffinement est une opération

bien définie sur SE (premieres) et que I'isomorphisme entre SE est une congruence
pour cette opération.

S4ref’ provient de “refinement of actions” en anglais.






Chapitre 6

Equivalences comportementales
sans action invisible

Les équivalences sémantiques qui ont été étudiées sur les SE cherchent a com-
biner les bonnes propriétés de la bisimulationl'et les sémantiques d’ordre partiel
qui s’adaptent bien au raffinement d’actions.

Les motivations pour définir des équivalences sémantiques compatibles avec le
raffinement d’actions (on dit aussi préservées par le raffinement d’actions) sont
multiples. Ces équivalences s’appliquent dans le cas ou les programmes sont congus
a différents niveaux d’abstraction car elles sont insensibles au niveau d’atomicité
des actions.

Les équivalences ou I’on combine “naivement” bisimulation et sémantique d’ordre
partiel (e.g. [BC8T]) ne possedent pas les propriétés attendues. Les travaux de [GG89a]
ont permis d’exhiberl’pour les SE sans action invisible[une combinaison particuliere-
ment intéressante : la history preserving bisimulation.

A Tloriginel cette équivalence a été proposée par [RT88] pour les réseaux de
Petri sous le nom de Behavior Structure bisimulation (ou encore BS-bisimulation).
[GG89a] ont rephrasé la définition pour les SE (premieres) et ont prouvé sa com-

patibilité avec le raffinement d’actions!.

[BDKP91] généralisent ce résultat dans les réseaux de Petri

99
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Ce chapitre est consacré a introduire la history preserving bisimulation qui est
I’équivalence principalement étudiée dans les chapitres suivants de cette these.

Apres avoir rappelé quelques équivalences de la littérature ainsi que leurs défauts
majeurs'nous considérons la history preserving bisimulationI'puis nous rappelons
qu’elle coincide avec I'équivalence de mixed-ordering de [DDMB89|I'la pomset bisi-
mulation avant-arriere de [Che92a] et ’équivalence causale de [DD89].

6.1 Bisimulations d’ordre partiel

La premiere équivalence basée a la fois sur les ordres partiels et sur la bisimulation
est la bisimulation de pomset (ou encore pomset bisimulation) de [BC87]. Elle cor-
respond a la combinaison la plus directe entre la bisimulation et les ordres partiels.
IntuitivementI'cette équivalence identifie deux SE dont les ST des configurationsI’
étiquetés par les pomsetsI'sont fortement bisimilaires.

Deux variantes affaiblies de 1’équivalence de [BC87] peuvent étre définies en
exigeant une propriété de transfert dans laquelle les transitions a imiter sont éti-
quetées par des steps ou des par actions. On parlera alors de bisimulation de step et
de bisimulation d’action (ou de step bisimulation et de bisimulation interleaving).

Définition 6.1.1 (Bisimulations de pomset, de step et d’action) Soient
E,F € SE. Une relation symétrigue R C C(E) x C(F) UC(F) x C(E) est une
bisimulation de pomset (resp. de step, d’action) entre £ et F si (0,0) € R et pour
tout (C, D) € R et tout pomset (resp. step, action) 0, si C SR C', alors il existe
D% D tel que pom(0) = pom(0') et (C', D) € R.

On note R : € ~, F (resp. ~,, ~;) si R est une bisimulation de pomset (resp.
step, action) entre £ et F.

On note & ~, F st R : & =, F pour une relation R, el de méme pour les
cquivalences =, et ~;.

On vérifie facilement que ~,'~; et ~; sont des relations d’équivalence sur SE.
L’équivalence ~s; généralise la bisimulation forte des modeles d’entrelacement.

Exemple 14 Les SE de la Figure 6.4 et de la Figure 6.1 sont pomset équivalentes
[GG89a].

Il est clair que tous £, F € SEI'E ~, F implique & ~, F implique £ ~; F.
De plus ces implications sont strictes comme le montrent les Figures 6.3 et 6.2.

L’équivalence =2, est largement criticable : [GV87] remarque qu’elle ne respecte
pas la combinaison entre la causalité et ’arborescence de choix ; en effetI’dans la
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ST R
ei(a) #
/\ N, —
ea(b) #  es(c)

Figure 6.1: Un exemple de SE pomset bisimilaires

er(a)  esla) ¢i(a)
i ¢h(a)
£ F

Figure 6.2: &; n’implique pas ~;. £ = a|al'F = a;a

Figure 6.1'seul le premier systeme a la propriété que toute action a qui précede
causalement une action b précede également un choix entre cette action b et une
action c.

Ces premieres lacunes grossieres de /2, ont été corrigées par [GV89] qui proposent
la pomset bisimulation généralisée. MalheureusementlIni ~, ni sa version généralisée
ne sont préservées par le raffinement d’actionsl’au sens ou I’'on peut exhiber deux SE
équivalentes qui ne le sont plus lorsqu’on les raffine. Pour le cas de I’équivalence ~,I
nous renvoyons au cas de 'exemple de la Figure 6.1 dans lequel on raffine I"action
a par ag;ay et pour 'équivalence pomset généraliséel'nous signalons I’'Exemple 4.2
page 225 de [Gla90a].

Nous définissons formellement la propriété “d’étre préservée par le raffinement
d’actions” par

Définition 6.1.2 Soit ~ une relation d’équivalence sur SE. On dit que ~ est
préservée par le raffinement d’actions si pour toute fonction de raffinement d’actions
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era) (D) e1(a)

%p i

~
~g

Figure 6.3: ~; n'implique pas =,

ref et pour toutes £, F € SE,
E ~ F implique ref(E) ~ reflF)

Notons qu’il existe une définition plus générale de la propriété “d’étre préservé
par le raffinement” : au lieu d’appliquer le méme raffinement a £ et Fl'on applique
deux raffinements ref et ref équivalents pour ~. Deux raffinements ref et ref sont
équivalents pour ~ si pour toute action al'on a refla) ~ ref(a).

Dans la section suivante nous introduisons la history preserving bisimulation.
Cette équivalence a ’avantage incontestable d’étre compatible avec le raffinementl’
tout en étant contenu dans la pomset bisimulation. C’est en ce sens qu’elle a de
bonnes propriétés de base.

6.2 La history preserving bisimulation

Une history preserving bisimulation entre £ et F est une relation entre les configura-
tions de &£ et F qui met en jeu un isomorphisme entre les configurations reliées. Pour
chaque événement d’'une des configurationsI'cet isomorphisme indique 1’événement
correspondant dans ’autre configuration par lequel il a été imité dans ’histoire du
calcul. Cette histoire n’est pas explicite dans la définition. FormellementI’

Définition 6.2.1 (History preserving bisimulation) Soient £,F € SE.
Une relation symétriqgue* R C C(E)xC(F)xP(Es x Ee)UC(F)xC(E)x P(Ex x E¢)
est une history preserving bisimulation (h.p.b.) entre £ et F, noté R : € ~y, F,
si (e, 0r,0) € R et si pour tout (C, D, f) € R,

o [ :(C — D est un isomorphisme, et
o si C 5 (', il existe D', [ tels que D — D, fe=1r¢ c, D, f"eR.

On note € =y, F lorsque R : € =y, F pour une relation R, et on dit que £ et F
sont history preserving bisimilaires.

2 “symétrique” signifie (C, D, f) € R implique (D,C, f~') € R
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Il est facile de vérifier que ~;, est une relation d’équivalence sur SE.

La propriété de transfert de la Définition 6.2.1 ne porte pas sur des transitions
quelconquesI'mais étiquetées par des actions; il est cependant facile de démontrer
que les deux variantes (transitions d’action ou transition quelconque) coincident.
Notre choix n’est ici motivé que par des considérations techniques.

En revanche la clause qui exige que I'isomorphisme f’ soit une extension de f
est fondamentale. Observons au passage que c’est justement cette clause qui per-
met de prouver que les deux variantes susmentionnées sont équivalentes. Lorsque
cette clause d’extension de I'isomorphisme est retirée de la définitionI'nous obtenons
alors la weak history preserving bisimulation de [GG89a] ou NMS partial ordering
de [DDMST7]. Cette équivalencel'qui contient azp,['est alors incomparable avec =z,
et en générallelle n’est pas préservée par le raffinement (voir par exemple [GG89al).

La history preserving bisimulation est une équivalence tres finel'mais toutefois
distincte de I'isomorphismel’comme le montre ’'Exemple 15. Cet exemple est sou-
vent désigné sous le nom de “Loi d’absorption”.

Notons que [GKP92] ont récemment défini une équivalence plus fine que ~,
qui en particulier distingue les SE de ’Exemple 15. Maisl pour cet équivalence
[GKP92] ne proposent aucun exemple non trivial.

Ezemple 15 ([Gla90a] page 228)

(a](b+¢)) + ((a+)[b) mnp (a(b+¢)) + ((a + ) |b) + (a]b)

La “branche” a | b n’est présente que dans la SE de droite. Si la transition a
imiter provient de cette branche, il y a 3 cas a considérer, dont deux symétriques :

la transition de la forme = (et symélriquement —b>) et la transition de la forme

X Dans le dernier cas, la transition peut étre indifféremment imitée par 'une des
branches (a | (b + ¢)) ou ((a 4 ¢) | b). Par contre la transition N (resp. i>) doit
obligatoirement étre imitée par la branche (a 4 ¢)|b (resp. a|(b+ ¢)) afin exclure
toute possibilité d’exécuter une transition = qui n’aurait pas de correspondant dans
la branche a|b.

Proposition 6.2.1 [GW8Ib] Pour toutes £, F € SE,
E =~y F amplique € =, F

Nous omettons la preuve qui est simple. Elle est basée sur 1’assertion :
si R & mpy, Falors {(C,D)(C,D, f)e R} : € ~, F
Nous renvoyons a [GW89b] pour les détails; il y est également montré que la weak
history preserving bisimulation et /2, ne sont pas comparables.

La Figure 6.4 nous montre que 'implication de la Proposition 6.2.1 est stricte. En
effetl'la transition 0z 7 {e/}T€ doit étre imitée par § ¢ {e1}. Si maintenantl’



104 Chapitre 6. Equivalences comportementales sans action invisible

€ effectue {e1} ¢ {e1, e} Tseule la transition {e!} LN {€e], e}} peut 'imiterI'mais
alors les configurations {eq,e3} et {ef, €5} ne sont pas isomorphes.

x(a) la) # cila) # ()
Fhp
| |

ex(b) # es(b) e5(b)

!
S

Figure 6.4: ~, n'implique pas ~,

6.3 Les caractérisations de =,

La Définition 6.2.1 de la history preserving bisimulation peut parfois sembler lourde
et peu intuitive. En réalitél'cette équivalence est tres naturellel'surtout si on consi-
dere les quatre formulations de cette derniere qui existent dans la littérature. Dans
cette section'nous présentons d’autres alternatives pour définir ~2;,. Nous établis-
sons également ’égalité entre ces multiples définitions.
Plus précisementI'nous considérons 1’équivalence de mixed-orderingl’,,, I’

de [DDMBIIT équivalence causalel's.I'de [DD89]l'et la pomset bisimulation avant-
arrierel'aspI'de [Che92al.

Dans [Vaa89a|lil est montré que ~2;, et /2. coincident dans les SE premieresIpuis
dans le cadre plus général des SE stables avec actions invisibles[TAce91] prouve que
Rl x, et &2, sont égales. Enfin['nous renvoyons a [Che92a] ou v, est caractérisée
par une bisimulation avant-arriere [Che92a] le long des histoires du calcul. Dans
cette thesel'cette équivalence s’appelle la pomset bisimulation avant-arriére et est
notée /2.

6.3.1 L’équivalence de mixed-ordering

Considérons une relation R : & asp, Flet un triplet (C, D, f) € R. L’isomorphisme
f est une maniere de désigner pour chaque événement de la configuration CT par
quel événement de la configuration D il a été imité dans I'histoire du calcul qui a
mené a C' et D.

L’ histoire® du calcul d’un systéme consiste en la liste des événements qui ont eu

®On trouvera aussi dans la littérature le nom de trace ou séquence d’événements.
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lieu dans leur ordre d’apparition. Plus formellementI'une histoire est alors représen-
tée par un ordonnancement d’événements (ayant eu lieu)['c-a-d. un ordre linéairel’
et cet ordre est bien entendu cohérent avec 'ordre partiel de causalité.

Définition 6.3.1 (Histoires et exécutions) Une histoire de € est une séquence

oc=cey...e, € B telle que 0g D¢ {e1} Be ... Be{er,. .. en} d:eng.

Hist(€) désigne Uensemble des histoires de £, et A\e Uhistoire vide.

Une histoire m est une exécution si w est une histoire mazrimale, c-a-d. que la
configuration Cy est un €tat terminal dans Conf(E).

Les lettres o,0',p,p', ... désignent les histoires, alors que 7, 7',n, ... désignent
les exécutions.

Les histoires correspondent finalement a des chemins dans le ST des configura-
tions. Ceci nous permet dans la suite d’utiliser toutes les notations introduites en
Section 1.2 pour les chemins et les exécutions.

L’isomorphisme f dans la Définition 6.2.1 doitI'par définition pouvoir s’étendre
au fur et a mesure que les deux systemes s’imitentI'tout comme ’histoire du calcul
est une extension de l’histoire précédente. C’est en ce sens que l'isomorphisme
préserve ’histoire. La history preserving bisimulation peut ainsi étre reformulée
en termes des histoires de calcul des SE et de leur possibilités d’évolution. C’est
précisément ce qu’exprime 1’équivalence de mixed-ordering.

L’équivalence de mixed-ordering de [DDMB89] est basée sur une relation entre
les histoires de SE. Elle exprime une propriété de nature statique : deux histoires
reliées ont la méme structurel’et une propriété dynamique qui garantit que les deux
systemes ont les mémes possibilités d’évolution.

Notations 10 Sio € Hist(E) et p € Hist(F) sont telles que |o|=|p|=n, alors
fL dénote la fonction de graphe {(o(2),p(1))|1 <t <n}.

Définition 6.3.2 (Equivalence de mired-ordering)
Une (équivalence de) mixed-ordering entre £ et F est une relation symétrique

R C Hist(E) x Hist(F)U Hust(F) x Hist(E), notée R : E ~p, F, telle que :
o \cR)f,
e pour tous o Rp,
- [ Oy — C, est un tsomorphisme,
— sio' =o.e € Hist(E), il existe p' = p.e’ € Hist(F) tel que o'Rp’

Nous notons € =, F, lorsqu’il existe une équivalence de mized-ordering entre

E et F.
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Il est facile de vérifier que la relation =2,,, est une relation équivalence sur SE.

Observons que I'isomorphisme f? de la Définition 6.3.2 est précisément le méme
que celui de la Définition 6.2.1T'a la différence pres qu’il est cette fois completement
déterminé. Ceci n’est pas étonnant puisque I'on dispose explicitement des histoires
o et p qui ont menées aux configurations C, et C,. On peut ainsi établir

Proposition 6.3.1 Pour tous £, F € SE,
Ry F 55t E Ry F

Preuve La preuve est basée sur les deux assertions suivantes (dont nous omettons
la preuve) :

e si R: & ~,, Flalors S def {(Cy, Cpy f)|oRp} est une history preserving
bisimulation.

e siS: & my, Flalors R def {(a,p)|(Cyr, Cp, f£) € S} est une équivalence de
mixed-ordering.
[]

Il faut remarquer que si deux histoires o et p sont reliées par une équivalence de

mixed-orderinglil est possible de mettre en évidence des propriétés tres intéressantes
sur le passé du calcul.
Soient donc o et p deux histoires équivalentes. On peut montrer que si ’'on remonte
au méme moment dans les histoires o et plles pomsets calculés par les deux SE entre
ce moment passé et le moment présent sont égaux. Dans la suitel'nous dirons que
“I’équivalence de mixed-ordering préserve les pomsets en arriere”; ce qu’exprime le
Lemme 6.3.2 qui suit.

Lemme 6.3.2 Soient R : € =, F et owRpw'. Si|w|=|w"|, alors pom(w) =
pom(w').

Preuve La preuve est immédiate par définition d’une équivalence de mixed-ordering :

p.w'
o.w

ulierlsa restriction a w est aussi un isomorphisme dont le codomaine est évidemment

W' []

L’équivalence de mixed-ordering préservant les pomsets en arrierelil semble assez
naturel de proposer une nouvelle définition pour cette équivalence dans laquelle la
clause sur I'isomorphisme serait remplacée par une clause de propriété de transfert
pour les transitions en arrierel’le long de I’histoire des calculs. En procédant ainsil’
nous obtenons la définition de la pomset bisimulation avant-arriere de [Che92a].

en effetl'si o.wRp.w'Talors par définition est un isomorphismel’et en partic-
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6.3.2 Pomset bisimulation avant-arriére

Le principe est similaire a ’approche développée par [DMV90] qui introduisent
les “back and forth bisimulations” (que nous traduisons de I'anglais par bisimula-
tions avant-arriére) dans le cadre des systemes de transitions. Les bisimulations
avant-arriere sont des relations entre les histoires. Elles possedent une propriété de
transfert pour les transitions vers I’avantl'on dira aussi “transitions en avant” 'mais
aussi pour les transitions “en arriere” le long des histoires. Remarquons que les
transitions en arriere sont déterministes.

. . Y4 Y4
Notations 11 Par abus de notation, nous notons ¢ —¢ o' lorsque C, —¢ C.

Définition 6.3.3 (Pomset bisimulation avant-arriére) Soient £,F € SE.
Une relation symétrique R C Hist(E) x Hist(F)U Hist(F) x Hist(E) est une pom-
set bisimulation avant-arriere entre £ et F, noté R : € mpe F (R signifie “pomset

back and forth”), si

® )\gR)\]:, et
e pour tous o Rp,

— (en avant): si 0 = o' alors il existe p = p' tel que o' Ry’
P P q P
— (en arricre): si o' 2 o alors il existe o 2 p tel que o' Rp'.
P P q P
On note & ~,p F si il existe une relation R telle que R : & =0 F.

On vérifie facilement que ~,; est une relation d’équivalence sur SE et qu’il
existe toujours une plus grande pomset bisimulation avant-arriere entre deux SE.

Notons que la Définition 6.3.3 est différente de celle de [Che92a] dans laquelle
les clauses “en avant” et “en arriere” portent sur des transitions étiquetées par des
pomsets. ToutefoisI'comme pour le cas des équivalences ~,, et ~,,, Il suffit d’exiger
la propriété de transfert “en avant” pour des transitions étiquetées par des actions
(Nous renvoyons a la Proposition 8.2.2 du Chapitre 8).

Exemple 16 Dans la Figure 6.4, les SE & et F ne sont pas ~,-¢quivalentes.
En effet, supposons qu’il existe B : € ~yuy F. Alors en particulier Ae RAr el la
transition \r 5 e} ne peut étre imitée dans £ que par Ag e 1. Puis la transition

b , o b Lo
€1 —¢ 0 = €y.€3, forcément imitée dans F par e] —r p = el.€), nous conduit a

.. . .. o\ ap ab
une contradiction puisque pour les transitions en arriere A —¢ o et X —5x p nous
observons des pomsets différents.

Proposition 6.3.3 Pour tous £, F € SE,

R:Em,,F sst R: &~y F
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Preuve = ): Immédiate d’apres la Proposition 6.3.2.
<) : Nous reprenons 'idée de la preuve de [Che92a]. Soit R : € ~e F. 1l suffit
de montrer que pour tous o Rpl'la fonction f? est un isomorphisme. Si ce n’est pas

le cas pour un couple (o, p)['nous définissons n d:ef| oletj def Max{i|(c(:) <¢
og(n)et p(i) £x p(n))ou (o(¢) Le o(n)et p(i) <z p(n))}. Par construction’
pom(c?) # pom(p’) et pom(a’*t) = pom(p’*!). Mais alors pour les transitions en
arriere o(1)...0(j—1) L oet p(1)...p(n) % pI'p # qlce qui contredit o Rp. []

Les Propositions 6.3.1 et 6.3.3 nous permettent alors d’énoncer que
Corollaire 6.3.4 [Che92a] Pour tous £, F € SE,
Empy F ssi & myy F

La caractérisation de azj,;, par /2,5 est montrée dans [Che92a] par une preuve di-
recte de 1’égalité entre ces deux équivalences. Mais en réalitél'cette preuve construc-
tive s’appuie sur une relation intermédiaire entre ~p, et /2,y qui est précisement
une équivalence de mixed-ordering.

6.3.3 L’équivalence causale

La history preserving bisimulation se caractérise aussi par |’équivalence causale
de [DD89]. Elle est basée sur les arbres causaux qui sont des variantes des ar-
bres de synchronisation de Milner : 1’étiquetage est enrichi de sorte qu’il permet
de retrouver les indications de dépendances causales entre les actions qui ont lieu.
Cette approche a le gros avantage d’utiliser des modeles d’entrelacementI’qui ont
été beaucoup étudiés dans la littératurel’et pour lesquels on dispose de nombreuses
équivalences sémantiques.

A toute £ € SE on associe un arbre causal CT(&)'basé sur les histoiresl'et qui
contient toute I'information pour retrouver la SE (a isomorphisme pres)?.

La définition qui suit est extraite de [DD8&9].

Définition 6.3.4 (Arbre causal et équivalence causale) Soit £ € SE.
L’arbre causal de €, noté CT(E), est défini de la fagon suivante :

o ['ensemble des neeuds de CT(E) est Hist(E),

o les arcs sont les paires (0,0.€),

o [étiquetage d’un arc (o,0.¢) est (I(e),C(e,0)), ot C(e,0) est Uensemble des

références relatives des causes de e dans o, ou

la référence relative de ¢; dans ey ...¢;...¢e, est le nombre d’événements du fac-
teur €;...¢€,.

*Cette approche se généralise aux SE dites free qui généralisent les SE premitres.
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Ae
el(a) (Q7V (a7®)
J/ b, 1)
e®) & ex(h) W) (0,0) l(b’{l})
£ CT(E)

Figure 6.5: Un arbre example d’arbre causal

L’ensemble C(e, o) doit étre compris comme un ensemble de pointeurs en arriére
dans Uarbre CT(E) vers les causes de e.
L’équivalence causale sur SE est alors définie par :

e~ F " o) sorF)

ou < est la bisimulation forte sur les ST.

Dans la Figure 6.5I'nous avons représenté 'arbre causal de la SE &£ de la Fig-
ure 6.4.

Proposition 6.3.5 [Vaa89a] Pour tous £, F € SE,

Empy F sstE e F

6.4 Conclusion

Dans ce chapitrel'nous avons rappelé les différentes manieres d’exprimer la history
preserving bisimulation. Plus précisémentl'il est rappelé que pour tous £, F € SEI’

Ermpy Fossi & rpy Fossit &€ rpy Fossi€ . F (6.9)

Concernant les équivalences =~2p,I'~,,, et ~.I'le résultat a aussi été établi par
[Ace91] dans le cadre plus général des SE stables avec actions invisibles.

Au Chapitre 9 nous montrons que les équivalences de [Ace91] ne sont pas les
bonnes généralisations de =zp,['~2,,, et .. En effetI'nous établissons que la qua-
trieme équivalence ~z, lorsqu’on ’étend trivialement a la présence de 7 (I'action
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invisible) est alors strictement plus fine que celles de [Ace91].

Les résultats du Chapitre 9 montrent clairement l'intérét de disposer d’une déf-
inition de 'équivalence =~p, en termes d'une bisimulation avant-arriere. Dans le
chapitre suivantl'le Chapitre 7TI'nous exploitons d’une autre facon la bisimulation
avant-arriere de [Che92a). En effetI'cette équivalence a I'avantage de n’étre définie
que sur des criteres comportementauxl'ou encore observationnelsI'tout comme = I’
mais pas /o, ol .. De plus'l’observation utilisée pour =2,;r est basée sur des
actions localesI'les pomsetsl'ce qui rend cette équivalence plus “naturelle” et ce qui
nous permet d’en dériver une logique adéquate.



Chapitre 7

Caractérisations logiques

Une multitude de logiques modales ont été proposées pour les modeles d’ordre
partiel'. CependantI'toutes ces logiques ne sont pas utilisées dans la méme op-
tique. Certaines sont introduites pour fournir un formalisme de description de la
structure des modeles (e.g. ESL [Pen88|I' DESL [Pen89|I' ESL[6] [Pen91]I' ESL[C]
de [MT89])I' d’autres pour décrire la structure des calculs (e.g. POTL [PW84]T
POTL[U,S] de [KP86]I'ISTL [KP8T7])["ou encore pour décrire les propriétés com-
portementales des systemes (e.g. Ly et Lp [DF90]I' POL [Sin90]).

Notre utilisation des logiques se base sur les mémes motivations que dans la
premiere partie de la these. A savoir que les logiques nous fournissent un for-
malisme bien adapté a la définition sémantique du comportement. Puisque notre
intérét porte sur les sémantiques du temps arborescentI'nous justifions dans la suite
I’exclusion de nombreuses logiques modales qui existent dans la littérature.

Considérons les deux SE :

er(a)#ea(a) e(a)

& F

'Nous excluons de la discussion les logiques définies pour d’auntres modeles que les Structures
d’Evénements (premiéres), e.g. la logique F(B) de Reisig pour les résecaux de Petri ou encore SESL
de [LT87] pour les agents séquentiels

111
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Il est clair que du point de vue comportementall'’€ et F sont les mémes : la seule
exécution possible est d’effectuer ’action a. Nous n’autorisons donc pas aux logiques
qui nous intéressent de distinguer ces deux modeles. Ceci est un argument suffisant

pour exclure les logiques ESL [Pen88]I' DESL [Pen89|I"' ESL[6] [Pen91]L'. . T dans

lesquelles on peut exprimer qu’il existe deux événements en conflit.

Les logiques comme POTL [PW84]I' POTL[U,S] de [KP86]I'ISTL [KP87] sont
exclues car elles font partie des logiques du temps linéaire.

En réalitél'il n’existe pas dans la littérature beaucoup d’exemples de logiques
ayant été proposées pour étudier leur lien avec des équivalences sémantiques. A
notre connaissancel'seuls [DF90] et [GKP92] ont abordé cette question.

[DF90] proposent deux logiques Ly et Lp. La premiere caractérise la weak
history preserving bisimulation et la secondella history preserving bisimulation
comme nous le montrons en Section 7.4).

[GKP92] étudie des logiques temporelles existantes en comparant les équiva-
lences qu’elles induisentI'et en établissant des liens entre ces équivalences et des
équivalences comportementales.

Les résultats de cette partie sont extraits de [CLP92]. Nous proposons une
logique avec des opérateurs du passél'L, s I'dérivée de la logique HM L du Chapitre 3T°
de sorte qu’elle caractérise la pomset bisimulation avant-arrierel’~z,,;I'de la Sec-
tion 6.3.2. Ce résultat est prouvé en Section 7.2 Théoreme 7.2.1. Comme corollaire
immédiat de ce théoremel'nous obtenons une caractérisation logique par L,y de la
history preserving bisimulation. Nous proposons en Section 7.4I'une comparaison de
Pexpressivité de L,y et de la logique Lp de [DF90]. 11 est montré que leur pouvoir
d’expression est le méme puisque 'on peut traduire toute formule de L,y en une
formule équivalente de Lpl'et réciproquement.

7.1 La logique L,y

Nous visons a définir une logique modale qui permette d’exprimer les propriétés des
histoires dans une SEI'et dont le pouvoir de distinction coincide avec celui de la
pomset bisimulation avant-arriere.

Dans la littératurel'on retrouve de multiples versions du Théoreme de Hennessy-
Milner (voir Théoreme 3.4.1 du Chapitre 3 qui relie une bisimulation & une logique
“ala HML”). En réalitél' ce théoreme supporte toute version dans laquelle la
nature de I'observation que I'on considere pour la bisimulation (e.g. une actionl'une
action modulo 7I'un pomset) est transportée fidelement dans les opérateurs de la
logique. Si de plus la bisimulation est avant-arrierel'il suffit de rajouter a H M L des
modalités du passé. C’est ce que nous nous proposons d’utiliser pour définir L.

La syntaxe de L,y est définie par :

0,0 (€ Lpy) =T | 2o | @ AV | («=q)p | (a)p
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ou a € Act et ¢ est un pomset sur Act.
Pour tout A C Act et ¢ € LysI'nous utilisons les abréviations («— A)p pour

Vaeale= a)pl'(A)p pour V,ca(a)e et [Alp pour =(A)-¢p.

Une formule de L, s’interprete sur les histoires d'une SE. IntuitivementI{a)¢ se
lit “il est possible d’effectuer ’action a en atteignant un état dans lequel la formule
@ est vraie”. (« ¢)¢ se lit “il y a eu un moment dans I’histoire ou la formule ¢
était vraie et tel que le pomset ¢ est le calcul effectué entre ce moment dans le passé
et notre présent”.

FormellementI'étant donnée € € SEI'nous définissons = C Hist(E) x Lyyl'la
relation de satistaction par :

e 0 ¢ T toujours
o 0 pssiolEs
e cEspNYssioEspetolEe

o 0 ¢ (< q)p ssi il existe o Le o tel que o e @

o 0 |=¢ (a)yp ssi il existe o Le o tel que o e

Nous disons alors que € (€ SE) satisfait ¢ (€ Lyp)'noté € | ol'si e e .
Pour alléger les notationsI'nous omettrons l'indice £ dans ¢ quand il n’y a pas
d’ambiguité.

Comme dans la Section 3.3'nous dérivons de notre logique une équivalence sur
SE par :
E ~r,, F ssi pour toute ¢ € Ly (€ | ¢ ssi F =)

Exemple 17 Les deux SE de la Figure 6.4, page 104 ne sont pas €quivalentes pour
~L e B oeffet, seule Fosatisfait la formule (a)[b](« a;b)T. Elle exprime qu’il
existe une action a qui est une cause de toutes les actions b qui suivent.

7.2 Caractérisation de ~,;; par L,y

Nous présentons le Théoreme 7.2.1T'une variante du Théoreme de Hennessy-Milner.
Pour que notre bisimulation coincide avec notre logiquel'il nous faut considérer
une hypothese “de branchement fini”. Les SE que nous considérons sont finiesl'ce
qui nous garantit qu’il n’existe qu’un nombre fini de transitions possibles a chaque
étape. Ce nombre est borné par le nombre d’événements de la SE.

Cependantl'il est possible d’établir la preuve sous des hypotheses moins strictes :
il suffit en fait d’exiger que pour tout n € NT'la troncature de la SE au niveau n soit
finie. Intuitivementlcette hypothese nous limite a des SE possédant un branchement
fini pour leur non-déterminisme et leur parallélisme. Soit SE; la sous-classe de SE
formée des SE finies.
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Théoréme 7.2.1 (Adéquation) Soient £, F € SE;
& R pbf F ssi & ™~ Ly F

Preuve e =) Soit R : & =y F. Nous montrons par induction sur la
structure des formules de L,y que o Rp implique (0 |=¢ ¢ ssi p Ex ¢) pour
toute ¢ € L.

Les cas T,—p, @ At sont évidents. Supposons o |=¢ («— ¢)p. 1l existe donc
o' Le o tel que o’ |= ¢. Puisque o Rpl'il existe une transition en arriere
P Lr pavec o’ Rp'. Par hypothese d’inductionl'p’ =7 ¢. Donc p = («— ¢)e.
Le cas des formules de la forme (a)¢ se traite de facon analogue.
FinalementI'As RAz implique € ~p_,. F.

e <): Notons o ~ p lorsque o et p satisfont les méme formules de L. Nous
montrons que ~ : & ~, F
L. & ~p,,, F implique As ~ Ar.
2. Supposons que o ~ pl'et ¢ 5¢ o', Soit {p1,s,...} une énumération des
formules de L. Nous définissons (¢;);en par :

po & T
def .
Yip1 = iNp  si ol e g
def .
Yisn S iAo i ol e o
Par constructionl'o ¢ {(a)i); pour tout ¢. Puisque o ~ pI'p Ex (a)tp;. Donc
pour chaque :lil existe un p; tel que p 7 pl et p! =7 ;. Puisque F € SE;T
les p; sont en nombre fini. Il existe donc p’ € Hist(F) tel que p S5 p' et
p' Ex ¥; pour une infinité de :I'de sorte que o’ ~ p'.
3. La propriété de transfert en arriere se démontre de maniere analoguel'mais
cette foisl'I’hypothese de branchement fini n’intervient pas puisque que les

]

Remarque 9 Le Théoréeme 7.2.1 n'utilise 'hypothese de b.f. que pour montrer que
Ly implique =2,

prédécesseurs sont uniques le long de I'histoire.

Le Corollaire 6.3.4 du Chapitre 6 et le Théoreme 7.2.1 nous permettent d’énoncer
que

Corollaire 7.2.2 Dans les SE finies (ou plus généralement a branchement fini),
la logique Ly est adéquate pour U'équivalence de history preserving bistmulation.

Notons que dans la littératurel'nous disposons déja “gratuitement” d’une car-
actérisation modale tres simple de la history preserving bisimulation au moyen de
sa reformulation en la bisimulation forte sur ’arbre causal dérivé de la SE. En ef-
fetI'pour le fairelil suffit de considérer la logique HM L (présentée au Chapitre 3)
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dans laquelle les modalités £ X a sont substituées par des modalités de la forme
EX (a, K)I'ou les (a, K) sont les étiquettes des branches de 'arbre causall puis
d’utiliser le tres classique théoreme d’adéquation de [HM85] entre H M L et la bisim-
ulation forte. Il est d’ailleurs intéressant de noter que cette logique étendue est bien
une généralisation de la logique HM L de [HMS85] (les étiquettes des arbres causaux
dérivés des ST - qui sont séquentiels - sont toutes de la forme (a, 1)l'avec a € Act).

En étudiant les autres résultats de la littératurel'nous avons cherché a comparer
Ly avec d’autres logiques qui caractérisent a2p,,. [DF90] propose la logique Lp que
nous rappelons dans la Section 7.3. En réalitél'dans cet articlel'il est affirmé que
Lp caractérise non pas =2p, mais la weak history preserving bisimulation. Nous
prouvons dans ce qui suit que cette assertion est fausse.

Nous n’avons pas traité dans cette these la comparaison entre L,y et la logique
HML “étendue” avec les modalités de la forme £ X (a, K') comme indiqué plus haut.
Il est clair que ces deux logiques ont le méme pouvoir de distinction puisqu’elles
caractérisent la méme équivalence sémantique. Une comparaison de leur expressivité
reste a poursuivre.

7.3 La logique Lp

La logique Lp de [DF90] est une logique “a la CT L*” (voir le Chapitre 4)I'a laquelle
on a rajouté des modalités du passé. Notre présentation de la logique Lp est 1égere-
ment différente de celle d’origine : nous considérons des propositions atomiques.
CependantI'il est immédiat de vérifier que notre définition et celle de [DF90] sont
équivalentes.

7.3.1 Définition de Lp

La syntaxe de Lp est la suivante :
QU (CLp)u=T|qg| -0 |OAV|X'®| X |VD

ou ¢ est un pomset sur Act.

Comme pour C'T' L*T'une formule de Lp s’interprete dans un état le long d’une
exécution du systemel'i.e. un futur choisi. De plusl puisque 'on considere des
modalités du passél'il est nécessaire de garder I'information de I'histoire du calcul
qui a mené a ’état courant. Par conséquentI'pour £ € SEI'les formules de Lp sont
interprétées sur des couples de la forme (7,0)l'on 0 € Hist(E)let # € Hist(E) est
une extension maximale de ol'i.e. une exécution extension de o.

Intuitivementl’ X =! est la modalité permettant d’exprimer des propriétés du
prédécesseur immédiat de 1’état courant C, dans 'histoire . X est la modalité
“symétrique”; elle fait référence au successeur de C, le long du futur . Le quan-
tificateur ¥V munit la logique Lp du pouvoir d’expression des logiques arborescentesI’
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en quantifiant sur tous les futurs possiblesl'i.e. toutes les extensions possibles de
I’histoire o. La proposition atomique ¢ signifie qu’il a existé un état dans 1’histoire
o tel que le pomset calculé entre cet état et 1’état C, soit ¢.

Soit £ € SEl'c € Hist(E)l'et 7 € Hist(E) une exécution telle que o < . Nous
définissons [=¢ la relation de satisfaction par :

o (7,0) FEes T toujours’

o (7,0) |Ee qssio=o'.0 avec pom(0) = qI'

o (7,0) e ~® ssi (7,0) e @T

o (m,0)Fe PNV ssi (m,0) e Pet (m,0) eV

o (mr,0) e X '®ssio=ccet (7,0') E=c OT

o (m,0)Fe X®ssinm=o0ebet (r,0.e) s I

o (7,0) e VO ssi pour toute exécution 7’ telle que o < #'I'(x', 0) |=¢ ®.

Notations 12 On note 30 pour =V-® et X" (resp. X") pour un emboitement
de n opérateurs X' (resp. X ).

On interprete les formules de Lp sur les histoires (c-a-d. les états de calcul avec
passé) selon :

olEs® def (7,0) [Ee ® pour toutes les exécutions 7 telles que o < 7.

On note &€ = @ lorsque ¢ |=¢ ®. L’équivalence induite par Lp sur SE est alors
définie par :

Er~ip F def (E =@ ssi F =) pour toute & € Lp

Ezemple 18 [RT88] L’cxemple des SE de la Figure 7.1 montre que Lp caractérise
une équivalence strictement plus fine que la weak history preserving bisimulation.
En effet, on peut montrer que £ et F sont €quivalentes pour cette bisimulation, mais
seule € satisfait la formule ® = VX (3IXIXa;b) € Lp. Cette formule exprime que
quelque soit le premier pas de caleul (ici, ¢’est toujours le pomset a), le systéme
pourra toujours effectuer le pomset a;b, ce qui n’est pas vrai de F si on effectue
d’abord l’événement €.
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ci(a) # es(a)  es(a) cila) # ela)  e(a)

L L N

ca(b) 4 es(b) (b)) es(b)

Figure 7.1: ~p , est strictement plus fine que la weak history preserving bisimulation

7.3.2 Une traduction simple de L, vers Lp

Théoréme 7.3.1 Toule ® € L,y peul étre transformée en une formule ®* € Lp
cquivalente, i.e.

o Ee ® ssiolEes @
pour toutes £ € SE et o € Hist(E).

Preuve Dans cette preuvel'| ¢ | dénote la taille du pomset ¢l'i.e. le cardinal du
multiset g.

Nous exhibons la transformation ( )* : L,y — Lpl'définie par induction sur la
structure des formules de L, :

(T =T

~0) = (o)

(@A) = (D) A (V)
((« q)®)" =g A X7H(P)*
((a)®)* = IX((®)* A a)

Il est immédiat de montrer que cette transformation vérifie le Théoreme 7.3.1. []

Ezemple 19 En utilisant la transformation ( )*, la formule (a)[b]{« a;b) T € L,
de UExemple 17 se traduit en 3X(a A VX (a;h)).

Un corollaire immédiat du Théoreme 7.3.1 est que la logique Lp est au moins
aussi discriminante que L, et donc que =2p,. Ce qui démontre que 'assertion du

Théoreme 4.19 de [DF90] est bien fausse.

7.4 Une traduction de Lp vers Ly

Dans cette section nous montrons que la logique Lp caractérise exactement la history
preserving bisimulation. Pour y parvenir['nous prouvons (Corollaire 7.4.7) qu’on
peut traduire toute formule de Lp en une formule équivalente de L.
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La traduction de Lp vers L,y n’est pas triviale dans la mesure ou Lp n’apparait
pas comme un fragment de L. Sil’on espere transformer les formules de Lp dans
L1l est clair que ’on ne considérera que des formules qui ne dépendent pas d'un
futur choisi; nous les appelons formules d’histoire.

FormellementI'® € Lp est d’histoire si pour tout (w, o)l

(r,0) |E ® ssi (m,0) VO

autrement dit si la valeur de vérité de @ en (7, o) ne dépend que de o.

Une formule ® € Lp est arborescente si toutes les occurrences de la modalité X
dans ® sont immédiatement précédées d’un quantificateur V ou 4. C’est le cas de
la formule de ’Exemple 18.

Nous désignons par L4° le sous-ensemble de Lp formé des formules arbores-
centes.

Par définition[' L%® ne contient que des formules d’histoire. Ce fragment de Lp
est facile a traduire dans L.

Le probleme de traduire Lp dans L,y peut donc étre ramené a deux sous-
problemes : le premier consiste a traduire LE® dans L,['ce que nous faisons dans
la section suivante. Le second probleme consiste a montrer comment toute formule
d’histoire de Lp peut étre traduite dans L%°I'ce que nous traitons en Section 7.4.2.

7.4.1 De L%’ vers L,y

Proposition 7.4.1 Toute formule ® € L% est équivalente a une formule ¢ €
Lpbf.

Preuve Il suffit de remplacer dans ® € Lp toute occurrence

e des proposition atomique ¢ par («— ¢)TT
e de X! par (« Act)T
o de VX par [Act] et X par (Act).
[]

Puisque les formules de L%’ se traduisent facilement en formules de L, I'nous
allons montrer comment transformer toute formule (d’histoire) de Lp en une formule
de LYY équivalente.

7.4.2 De Lp vers LY4"

Notations 18 Nous écrivons 6 au liew =X T. Ainsi, o |Eg 6 ssi o est une exécu-
lion.

Définition 7.4.1 (Formules linéatires, du passé, du futur)
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e Une formule de Lp est linéaire si elle ne contient aucun ¥ (ni 3).

o Une formule de Lp est du passé (resp. futur) si elle ne contient aucun X

(resp. X~1).

o Une formule de Lp est du futur strict si elle est du futur et si toutes les
propositions atomiques ¢ apparaissent sous la portée d’un X.

Les noms “du futur” et “du passé” n’expriment que des propriétés syntaxiques
des formules. Il ne faut pas leur attribuer un sens sémantique selon que la formule
décrit une propriété dans le passél'dans le présent ou dans le futur de 1’état courant.

CependantI'toute formule du passé est une formule d’histoire ; comme de plus
une formule du passé ne contient aucun opérateur XT'elle est évidemment arbores-
cente.

La méthode que 'on utilise pour transformer toute formule d’histoire Lpl'i.e.
de la forme V®I'en une formule arborescente est de remplacer ® par une formule
équivalente @ dans laquelle 'opérateur V se propage devant toutes les modalités X.

Le Théoreme 7.4.3 permet de traiter le cas ou ¢ est une formule linéaire I' :
il est basé sur le Lemme de séparation 7.4.2 qui transforme I' en une combinaison
booléenne T' de formules du passé et du futur. L’opérateur V étant sans effet sur les
formules du passé (puisqu’elles sont d’histoire)l'il se propage trivialement dans les
formules du futur (voir les Lemmes 7.4.4 et 7.4.5).

Lemme 7.4.2 Toute formule lincaire I' € Lp est équivalente a une formule linéaire
I' de la forme

AVTS YY)

i k

ou les I'; . sont du passé et les F;»':k sont du futur.

Preuve Nous utilisons des regles de réécriture qui séparent les modalités du passé
de celles du futur :

XX-'T — XTAT (1)
X-X"T — XTA-T (2)
X'XT — X7'TAT (3)
X1-XT — X 'TA-D (4)
XTA¥) — XIAXVU (5)
XI've) — XI'vXU (6)
XY TAT) — X 'TAXT (7)
XY(I'v¥) — X 'TvX U (8)
(A D) — L'V -U (9)
~(I'V¥) — —TA-U (10)
== — T (11)
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Nous considérons un ordre lexicographique (<, <o, <3) sur le triplet (M, M3, ns)
ou :

1. M; est le multiset du nombre de modalités X~ et X dans chaque branche
maximale de la formulel’

2. M est le multiset des profondeurs des connectifs A et V dans la formulel’

3. ns est le nombre d’opérateurs — dans la formule.

Toute regle du systeme de réécriture défini ci-dessus fait décroitre strictement
cet ordre. En effetl'les regles 1 a 4 font décroitre strictement My ; les regles 5 a 10
laissent inchangé M; et font décroitre strictement M ; enfinl'la regle 11 n’accroit
ni M;I'ni MsT'et fait décroitre strictement ns.

L’ordre choisi est bien fondé? car les ordres <;I'<, et <3 le sont. Par conséquentI’
le systeme termine.

Il reste a montrer sa complétudel’c-a-d. que toute formule dans laquelle un
opérateur X (resp. X~ ') est dans la portée d'un X' (resp. X) est réductible par
une des regles. Pour celal'on montre que toute formule irréductible est séparée.

Considérons ® une formule irréductible. Les regles de 5 a 11 garantissent qu’il
ne peut y avoir de A ou de V dans la portée d’'un X ou d'un X~!. ® est donc une
combinaison booléenne de formules composées des seuls opérateurs XI'X ~'I'=I'q et
T. Les regles 1 a 4 excluent le cas ou ® contient des alternances de modalités du
futur et de modalités du passé. ® est donc séparéel’ce qui termine la preuve. []

Le Lemme 7.4.21'qui décompose une formule en parties du passé et du futurl’
est inspiré des techniques de preuves utilisées dans le “théoreme de séparation”
de [Gab87]'mais il porte sur des logiques du temps arborescent au lieu du temps
linéaire.

Théoréme 7.4.3 Toute formule linéaire VYI' € Lp, est équivalente a une formule

arborescente de la forme
/\ \/ IV

ou les I'; . sont du pass€ el les V; sont du fulur el arborescentes.

Preuve Grace au Lemme 7.4.2I'on peut supposer I' de la forme A;(V; I';;VV; F;"k)
Puisque "opérateur V se distribue sur les conjonctionsI'on sait que

vl = /\V(\/ rov\/ITh) (7.10)

D’autre partl'le fait que chaque I';; soit une formule d’histoirel puisque c’est
une formule du passél'le V devant chaque disjonction peut étre propagé devant les
formules du futur comme suit :

2. . . . . . , .
i.e. il n’existe pas de suite infinie décroissante.
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v = AV I VvV T (7.11)
i 2
En effetI'on peut montrer que

Lemme 7.4.4 Pour toute formule ® et toute formule d’histoire ®~,
V@~ Vvo)=0" VVO

Preuve Soit (7,0) E VY(®~ V ®). Cela signifie que pour chaque exécution #'T'ou
bien (7’,0) = @ T'ou bien (#',0) | VO.

Si il existe 7y telle que (71, 0) | @~ Talors comme &~ = VO~ I'(7',0) E &~ pour
tout 7'I'donc en particulier (7, 0)l'ce qui implique (7, 0) | &~ V V.

SinonI'toutes les exécution 7’ vérifient (7', o) |= V®I'en particulier pour = et on
conclut facilement.

Nous omettons la preuve pour 'autre directionI'qui est plus simple. []

Il reste a montrer comment on peut transformer chaque V', F;»':k en une formule
arborescente. Il suffit d’utiliser le lemme qui suit :

Lemme 7.4.5 Toute formule VU, ou U est du futur, est équivalente a une formule
arborescente.

Preuve La preuve se fait par induction sur la profondeur de la formule UT'i.e. le
nombre maximal d’opérateurs X emboités dans UI'qu’on note d(W¥) (Cette notion
a déja été introduite dans le Chapitre 3 pour les formules de HM L).

Le cas d(¥) = 0 est évident. Soit ¥ avec d(¥) > 0. La formule peut étre
représentée sous la forme générale :

U= A(gaVgaV.. Vog Vg,V VXU, VX, V. V=X V=XT L,V

ou les ¢, sont des propositions atomiquesl'et donc des formules d’histoire. En
utilisant le fait que = XU/, = 6V X=W¥] I'et que X& vV X&' = X(® Vv & )['on
obtient :

U=A(gsiVgszV...V g Vg,V VX (W VT, VL)

ou certains ¢,; sont éventuellement égaux a o.
AlorsI'en appliquant le Lemme 7.4.4 on obtient :

YU = /\(QS,I vV ds,2 - - vV \V/X\V/(\IISJ vV \I}572 V.. ))
Puisque d(Ws1 VW5 ...) = Max{d(V,;)} < d(¥)I'nous pouvons utiliser ’hypothese

d’induction. V(W 1V W,5V...) est alors équivalente a une formule arborescente W, I"
pour chaque s. Ainsi YU = A,(¢s1 V...V VXU;) qui est arborescente. []
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Les formules I';. et W; du Théoreme 7.4.3 sont donc arborescentesI'ce qui termine
la preuve. []

Le Théoreme 7.4.3I'muni d’une stratégie d’application]'permet de transformer
toute formule d’histoire V® en une formule arborescente. C’est ’objet du Théoreme
7.4.6.

Pour transformer V®I'quand ® n’est pas linéairel'on applique le Théoreme 7.4.3
a toutes les sous-formules V®,; de ®I'telles que ®; soit linéaire. Soit V¥, la formule
de LE® équivalente a V®; obtenue. W, peut alors étre temporairement considérée
comme une proposition atomique p;; ceci permet de d’appliquer le Théoreme 7.4.3
a une formule contenant moins d’opérateurs V. Cette formule est V® dans laquelle
les sous-formules W, sont remplacées par les propositions p;.

Théoréme 7.4.6 Toute formule VO € Lp est équivalente a une formule arbores-
cente.

Preuve On procede par induction sur les sous-formules de la forme V&'

Si ® ne contient sous-formule de la forme V®'T'alors ® est une formule linéaire et il
suffit d’appliquer le Théoreme 7.4.3.

Sinonl' ® contient des sous-formules V®,I's = 1,.... Ces V®; sont des formules
d’histoire et peuvent donc étre considérées comme des nouvelles propositions ato-
miques p;. Le Théoreme 7.4.3 s’applique alors a V®I'car ® est considérée comme
linéairel'grace aux p;. Nous obtenons alors une formule arborescente ¥ modulo les
sous-formules V®;. Par hypothese d’inductionl’chaque V®; est équivalente a une
formule arborescente W;. FEn remplacant dans ¥ chaque V®; par ¥;I'on construit
une formule U’ équivalente a V® et arborescente. Ce qui termine la preuve. []

D’apres les Théoremes 7.4.1 et 7.4.6T'on peut énoncer :

Corollaire 7.4.7 Toute formule ® € Lp peut étre transformée en une formule
®* € L,y de sorte que
o Ee ® ssiolEes @

pour toutes £ € SE et o € Hist(E).

La logique L,y est tres simple. Elle pourrait par exemple étre utilisée comme
langage d’explication dans un vérificateur automatique pour ~;,. En effetI'd’apres
le Théoreme 7.2.1I'si deux systemes ne sont pas équivalents pour ~,l1.e. /2, l'alors
il existe une formule de L, qui les distinguent.

En revanchel'la logique Lp semble plus naturelle pour la spécification de pro-
priétés. Comme nous disposons d’algorithmes de traduction de Lp vers L,y (et
vice versa)lla logique Lp peut étre utilisée comme le langage d’entrée d’un éventuel
vérificateur automatique basé sur la logique L.



Chapitre 8

Bisimulations avant-arriere

La pomset bisimulation avant-arriere ~,/I'définie en Section 6.3.2'possede la pro-
priété de transfert “en avant” pour des transitions étiquetées par des actions et “en
arriere” pour des transitions étiquetées par des pomsets. En faitl'cette définition
bien qu’apparemment plus faible que celle de [Che92a] est équivalente.

Dans ce chapitrel'nous introduisons quinze variantes de la Définition 6.3.3 de
~pp. Dans ces varianteslles propriétés de transfert (en avant et en arriere) portent
sur des pomsets restreintsl'comme par exemple des steps ou des actions. Nous
obtenons finalement une classification des bisimulations avant-arrierel'illustrée par
la Figure 8.3 page 127.

8.1 Définitions et résultats préliminaires

Notations 14 Soient p et q deux pomsets. On dira que ¢ est moins séquentiel que
p, noté g C p, si le pomset ¢ contient moins de liens de causalité que p. Par exemple
albC asb.

La Définition 8.1.1 regroupe seize définitions d’équivalencesl' dont la Défini-

tion 6.3.3 de v,y et celle de [Che92a).

Définition 8.1.1 (Bisimulations x-avant y-arriére) Soient E,F € SE. Une
relation symétrique R C Hist(E) x Hist(F)U Hist(F) x Hist(E) est une bisimu-
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lation x-avant y-arriere entre € et F, noté R : & mppyp F, pour x,y € {i,s, pw, p},
st Ae RAr, et st pour tous o Rp,

e (en avant): si o s o' ou selon x :
— x =1 : pom() est une action'
—x =35 : pom(0) est un step
alors il existe p' et 0 tels que p 4, p' avec o' Rp' et selon v :
- x €{1,s,p} : pom(0) = pom(0')
— x=pw : pom(0) C pom(9)
e (en arriére): sio’ s & ot selon Yo
-y =1 : pom(0) est une action,
-y =35 : pom(0) est un step
alors il existe p' et 0’ tels que p’ LN p avec o' Rp' et selon y :

-y € {e,s,p} : pom(0) = pom(0)
-y =pw : pom(0') T pom(0)

On montre facilement que pour tous x,y € {7, s, pw,p}l'a,p, s est une relation
d’équivalence sur SE et que pour toutes £, F € SE et tous x,y € {i,s,pw,p} il
existe une plus grande relation B : & ~,,; F.

Certaines équivalences de la Définition 8.1.11" ont déja été proposées dans la
littérature. Nous pouvons déja reconnaitre en ~,;,; la pomset bisimulation avant-
arriere de [Che92al.

Nous verrons plus loin que ’équivalence =2, 5 n'est autre que la partial word
bisimulation de [Vog91] (voir la Définition 8.1.3). Cette équivalence est une version
affaiblie de la pomset bisimulation de [BC87] puisque dans I'imitation d’une transi-
tion il n’est pas nécessaire d’observer exactement le méme pomsetI'mais un pomset
éventuellement plus “parallele”I’ c-a-d. contenant moins de dépendances causales
entre ces occurrences d’actions.

Nous donnons tout d’abord la définition d’un homomorphisme que nous utilisons
en Définition 8.1.3.

Déﬁnztzon 8.1.2 Soient £ = (Eg,gg,#g,lg) et F = (E]:,S]:, #]:, l]:) deuzr SE
sans-conflit. Un homomorphisme entre £ et F est une bijection f : Fe — Er
qui préserve Uétiquetage, i.e. pour tout e € Eg, [x(f(e)) = lr(e), et la relation de
causalité, i.e. pour tous ey, es € Eg , €1 <g¢ ey implique f(e1) <z f(ez).

! Les transitions étiquetées par une action sont celles que 'on considére habituellement dans les modéles
d’entrelacement ou encore “interleaving”, d’ou le label i correspondant.
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Définition 8.1.3 (Partial word bisimulation) [Vog91] Soient £,F € SE.
Une relation symétrique R C C(E)XC(F)XxP(Ee x Er)UC(F)xC(E)xP(FEr x Eg)
est une partial word bisimulation entre € et F, ce que l'on note R : &€ ~,, F, st
o (0,0,0) € R,
o pour tout (C,D,f) € R, f:C — D est une bijection qui respecte 'étiquetage,
o si (' — (" alors il existe D', " tels que D — D', (C", D', f') € R, flc = [ et
f|/5/1_D est un homomorphisme de D' — D vers C' — C.

Nous écrivons € =, F st R : E ~,, F pour une relation R.

Dans la Définition 8.1.3T'la bijection f'~! se réduit a un homomorphisme de
D" — D vers C" — C. Cette condition exprime exactement que pomset(D' — D) C
pomset(C' — ().

(a)
ale)  eld) o
S ) 4+ e
£ F

Figure 8.1: =, n'implique pas =,

Nous rappelons au passage les résultats de [Vog91] qui situent =z, par rapport
aux équivalences de la Section 6.1.

Proposition 8.1.1 [Vog91] Pour tous E,F € SE,
E ~, F implique € ~,,, F implique € ~; F

[Vog91] montre que ces implications sont strictes. On peut voir en Figures 8.1
et 8.4.

8.2 Classification des bisimulations avant-arriere

Par définitionI'les équivalences introduites en Définition 8.1.1 peuvent étre organ-
isées de la maniere suivante : pour simplifier ’énoncé de 1’Equation (8.12)I'nous
introduisons un ordre sur l'ensemble {p, pw,s,1}. Soit < le plus petit ordre con-
tenant ¢ < s < pw < p. Alors pour tous z, 2’ y,y’ € {7,s, pw,p}T’
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v <z’ ety <y impliquent &y CRpys (8.12)
et de plusI’
Proposition 8.2.1 [Che92c] Pour tous £, F € SE,
E ~ppps F 551 E Rpypuwys F implique € =gy F implique € ~=pip F
ou les deux derniéres implications sont strictes. De plus,
Empig F ss1 &~ F

La Proposition 8.2.2 qui suit exprime que si des SE peuvent effectuer les mémes
actions en avant et les mémes pomsets (resp. partial wordsI'steps) en arrierel’alors
elles peuvent effectuer les mémes pomsets (resp. partial words['steps) en avant. Un
aspect pratique de ce résultat est qu’il suffit désormais pour montrer que deux SE
sontI'par exemplel'~,;,; de ne vérifier “en avant” que les transitions a une action.

Proposition 8.2.2 Pour tout x € {1,s,pw,p}, et tous E,F € SE,
E ~upis F amplique € =5 F

Preuve Le résultat est évident pour x = .

Nous traitons a titre d’exemple le cas x = p.
Soit B : & ~ppip F. On montre que R : & ~p,p F. 1l suflit de vérifier la clause “en
avant” de la Définition 8.1.1. Soit o Rp et supposons o — o’. La suite de transitions
qui menent de o a ¢’ peut étre pas a pas imitée par une suite de transitions partant
de p et menant a un certain p’ tel que o’Rp’. 1l faut vérifier que le pomset calculé
de p a p’ est bien p : c’est clairement le cas en utilisant la propriété de transfert “en
arriere” de R.

Des raisonnements analogues permettent de traiter les deux derniers cas ¢ = s

et x = pw. []

Il nous sera utile dans la suite de notre étude de remarquer que les équivalences
it Uis ) IRiny et Rippwys coincident respectivement avec les équivalences ~; '~ I’
~, et ~,,. Nous omettons cette preuve qui est une généralisation de [DMV90] ou
il est montré que la bisimulation forte coincide avec sa version avant-arriere. Ce
résultat exprime que l’on ne gagne rien a exiger de pouvoir imiter les transitions
d’actions en arriere si on peut déja les imiter en avant.

Les résultats obtenus jusqu’ici sont résumés par la Figure 8.2 ou les boites en
pointillés regroupent les équivalences qui coincident et les fleches expriment les
implications immédiates (celles obtenues par transitivité ne sont pas représentées).
Nous simplifions cette figure en la Figure 8.3 pour laquelle nous montrons qu’aucune
fleche ne peut y étre ajoutée (hormis celles obtenues par transitivité).

Quand nous le pourronsI'nous utiliserons le formalisme de la logique L (présen-
tée au Chapitre 7) pour expliquer nos contre-exemples.
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pbpf pbpwf pbsf pbif
pwhbpf pwhbpwf pwhbsf pwhif
spf = spwf — | s sif
Cibpf L ibpwf | bt | ibif
— : — —
p pw s [

Figure 8.2: Les liens entre les bisimulations avant-arriere

pbpf

|

sopf —= shpwf — sbsf

| \ \

P =  pwW S

Figure 8.3: Classification des bisimulations avant-arriere

e D’apres [Vog9l|T'les implications qui relient ~,['~,,, '~ et ~; sont strictes.

e La Figure 6.4 montre que ~, n'implique pas ~g 5. En effetl’'€ ~, Fl'mais
seule la SE & satisfait la formule de L,y [a](b)(«— a | b)T qui montre que

& %sbsf F.
Nous en déduisons qu’aucune fleche dans la Figure 8.3 ne peut remonter de la
derniere ligne a I"avant-derniere ligne.
o La Iigure 8.4 prouve que R4, n'implique pas ~2,,,.
On en déduit alors que g5 n'implique pas ~gppuw -

o La Figure 8.5 montre que ~,,; n'implique pas ~,. En effetI'seule & peut
effectuer le pomset (a|b);c.



128 Chapitre 8. Bisimulations avant-arriére

Cet exemple montre également que ~ g, s n'implique pas .
Des deux points précédentsI'nous déduisons qu’aucune autre fleche ne peut

descendre vers la derniere ligne de la Figure 8.3.

e Observons que les SE de la Figure 8.6 sont a2, -équivalentes mais que seule
€ satisfait la formule de L,y [a;a](b)(«— (a;a) | b)T. Par conséquentl' =g,y
n'implique pas 2.

On peut alors déduire que /24, ; n'implique pas /2,5 et que ~g.p n'implique
pas Rups (ce qui a déja été établi par [Che92c]).

er(a) e2(b) /
es(c) 4 ealc) # es(c) # esle) M

N, T

Figure 8.4: ~gsy n'implique pas /2,

er(a)  es(b) eifa)  ey(b)
eq(c) # es(c) # es(c) A shpw es(c) 4 3':c
N,
~sbsf
£ F

Figure 8.5: /&g, n'implique pas =2,

Nous venons de classifier les bisimulations avant-arriere dans les structures d’événements
(premieres) sans action invisible.
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e1(a) ¢j(a)
/i Fpbps /l\
es(b)  eala)  eqy(h) : :
\ #/ ~sbpf \\ 4 /

Figure 8.6: /4, n'implique pas /2,y

Sur les 16 équivalences considérées dans la Définition 8.1.11'nous obtenons 8
équivalences distinctes. Dans la section suivantel'nous étudions les propriétés de
ces 8 équivalences vis-a-vis du raffinement d’actions.

8.3 Raffinement d’actions

Cette classification des bisimulations avant-arriere sur les SE (sans action invisible)
nous éclaire un peu plus sur la situation générale. La plupart de ces équivalences
existent déja dans la littérature et ont été tres largement étudiéesl’et il est possible
de répondre si oui ou non elle est préservée par le raffinement d’actions. Seules les
deux équivalences /g, 5 et R,y n'ont pasl’a notre connaissancel'été définies dans
la littérature.

Rappelons que dans [Vog91|T'les équivalences ~;I'ne ;' 'R, et &y, (1€ )
sont étudiées pour le raffinement d’actions. Il est montré que seule ~, se comporte
bien vis-a-vis de cette opération. De plusI'[Che92c] a montré que ~2g¢ n’est pas
préservée par le raffinement et nous empruntons son contre-exemple pour notre
étude.

Proposition 8.3.1 L’équivalence g, s n'est pas préservée par le raffinement
d’actions.

Preuve Reprenons 'exemple de [Che92c¢] dessiné en Figure 8.7. Ces SE sont aussi
R shpw f-€quivalentes. On peut facilement vérifier que les transitions en arrierel'ou

seuls des steps sont considérésI'sont toutes imitables dans I'une et "autre des SE.

Le seul cas a vérifier est celui ou &€ calcule le pomset ¢ def (a]b);c. Si € effectue
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ci(a) ea(b) esla) es(b) er(a) es(b) cjla) e5(b)  er(a) eg(b)
\ / —I—J/ + J/ fsbpwf J/ + J/
es(c) ¢s(c) es(c) :“’bsf es(c) e5(c)
bt h F

Figure 8.7: F = ((a;¢)|b) + (a|(bc)) et € = F + ((a]b);c)

.. . , . al(b;c
Ae 5 ejeqeslalors F peut I'imiter par le pomset moins séquentiel Az |(—>) "elel

el ehel.
Sinonl'c-a-d. si € effectue Ag 2 eyeqe3l'F I'imite par Ar (a: )b eheleh.

Si maintenant on raffine £ et F par ref(a) = aq;asl alors' comme [Che92a] le
remarquel're f(&) &, ref(F)let donc ref(E) Egpuws ref(F). []

Corollaire 8.3.2 Aucune équivalence comprise entre Rz, €t /2; n'est compatible
avec le raffinement d’actions.

Le tableau ci-dessus récapitule les propriétés des bisimulations avant-arriere sur
SE vis a vis du raffinement d’actions :

est préservée par le raffinement

%pbf oul
%sbpwf non
~ sbsf non
R~ non
R non
R non
=~ non

Nous n’avons pas résolu la question pour I’équivalence /2, ;. Nous conjecturons
qu’elle n’est pas préservée par le raffinement d’actions.



Chapitre 9

Equivalences comportementales
avec action invisible

Dans ce Chapitrel'nous généralisons 'équivalence =z, du Chapitre 6 au cas de
la présence d’actions inobservables. L’équivalence obtenue est appelée la 7-pomset
bisimulation avant-arriére! et est notée A

Comme nous le verronsI'’équivalence ~]; ne correspond a aucune équivalence
déja proposée dans la littérature.

A partir de cette équivalencelnous établissons une équation similaire a I’Equation
(6.9) du Chapitre 6 : nous généralisons de facon adéquate les équivalences ~.I'~,,,
et a7, en respectivement ~'T'~" et zzpf voir la Section 9.2. Par exemplel'la
généralisation de I"équivalence = est la branching bisimulation [GW89a] (voir le
Chapitre 2) sur les arbres causaux'notée . Pour les généralisations des équiva-
lences ~2p, et ~,,, nous introduisons leur version ”branching” obtenant 1" équivalence

de mized-ordering branchingl' = T'et la history preserving branching bisimulation]’
.

Concernant la history preserving branching bisimulation'nous pensons que cette
équivalence est d’une certaine maniere la bonne généralisation de ~;, dans la mesure
ou elle satisfait I’'Equation (9.13) qui généralise (6.9).

Nous consacrons le reste du chapitre a son étude. Dans un premier tempsI'nous

!que Pon pourrait traduire en anglais par pomset weak bisimulation.
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situons cette nouvelle équivalence par rapport aux généralisations déja existantes
de la history preserving bisimulation.

Il est par exemple immédiat de voir que %zp est plus fine que la history preserving
T-bisimulation de [Ace91|'en comparant soit directement leurs définitionsI'soit les
équivalences causales associées.

En revanchel'nous établissons que %zp et la history preserving ST bisimulation

de [Vog91]bfici notée ~7TTsont incomparables. Le fait que %fg ne soit pas plus

P
fine que A est assez naturel. Par contre le résultat inverse est surprenant si I'on
sait que dans le cas des systemes séquentielsI'I’équivalence de [Vog91|['aussi connue
comme la mazimality preserving bisimulation [Dev90]l'coincide avec la delay bisim-

ulation elle-méme contenue dans la branching bisimulation.

Nous tenons a préciser que le contre-exemple de la Figure 9.8, qui
montre que %%p n’est pas plus fine que 1’équivalence zfg de [Vog91], a
été proposé par Robert van Glabbeek apres la soutenance de la these

([G1a93).

A partir de ce contre-exemplel'il est immédiat de déduire que %zp n’est pas

compatible avec le raffinement car sinon elle impliquerait la plus grande congruence

pour le raffinement contenue dans la history preserving 7-bisimulationl'a savoir

I"équivalence /5T (voir [Vog91]).

De plus le contre-exemple pour le raffinement est obtenu en appliquant un raf-
finement tres simple aux SE de la Figure 9.8.

Nous considérons dans la suite un alphabet d’actions Actl'auquel nous ajoutons
I’action invisible 7. Aect, désigne I’ensemble Act U {7}.
Soit £ € SE et § C E¢. Nous définissons la partie visible de 6 par

vis(0) X e € 0)i(e) # 7}
L’ensemble vis(#) est canoniquement muni de l'ordre <g.
Notations 15 Pour alléger les notations, nous posons
® Visg d:efvis(Eg), et
. def .
e pomuvis(d) = pom(vis(d)).

Nous définissons =C C(E) x P(visg) x C(E) la relation de transition modulo T
dans Conf(€) par : pour tous C,C" € C(E)I

CL ' ssiCLC et vis(0) = p
et pour tout pomset p sur Actl’

CL " ssiCS O et pomuvis(f) = p
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Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguitél'nous écrivons €' = C” au lieu de C' L o
Nous étendons canoniquement les définitions de visI'% et & aux histoires.

9.1 La pomset 7-bisimulation avant-arriere

La définition de la pomset 7-bisimulation avant-arriere généralise canoniquement
celle de 2, @ les propriétés de transfert “en avant” et “en arriere” portent cette
fois sur les transitions modulo 7.

Définition 9.1.1 (pomset T-bistmulation avant-arriére) Soient £, F € SE.
Une relation symétrique R C Hist(E) x Hist(F)U Hist(F) x Hist(E) est une pom-
set 7-bisimulation avant-arriere entre & el F, noté¢ R : & ~p, F, si:
o \cR)f,
e pour tous o Rp,
— (en avant): si 0 = o' alors il existe p = p' tel que o' Rp’
— (en arriére): si o' & o alors il existe p' 2 p lel que o' Ry,
On note & ~j; F lorsqu’il existe R: & ~j, F.
Remarque 10 On peut proposer une définition équivalente a la Définition 9.1.1

en autorisant dans la clause “en avant” des transitions (modulo 7) quelconques. Ce
résultat généralise la Proposition 8.2.2.

e1(a) e(a)

\ / \

e2(b) # es(c) s ei(r) # (b))

Figure 9.1: Un exemple de SE équivalentes pour ~;.

Il est facile de montrer que a4}, est une relation d’équivalence sur SEI'et qu’il
existe toujours une plus grande pomset 7-bisimulation avant-arriere entre deux SE.
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Nous notons simplement a4}, la plus grande pomset 7-bisimulation avant-arriere
entre deux SE. Ainsil'dans la suite comme par exemple dans I’énoncé du Lemme 9.1.1T
une expression telle que o &7, p signifie que les histoires o et p sont reliées par la
plus grande pomset 7-bisimulation avant-arriere (entre £ et JF).

Ezemple 20 Les SE de la Figure 9.1 sonl équivalentes pour ~j. Par contre celles
de la Figure 9.7 sont distinguées par ~p,. En effet, la transition Ax ﬂ]_. e’y est

. . 1] . ., . 1]
forcément imitée dans £ par e —¢ e1e5. Mais alors la transition en arriere e; —
e1eq n'a pas de correspondant dans F :

o clle ne peut pas étre imitée dans F sans bouger, car ey et ¢’y ne sont pas des
L . , b ., .
histoires bisimilaires ; ey peut €voluer en €4 = ejes qui n'est pas imitable en
partant de e"y.

e » . 0
o clle ne pas non plus étre imitée par la transition arriére A — €1 car ey et
Ar ne sont pas bisimilaires ; seule Ar peut effectuer une a-transition.

Dans la suite nous prouvons que 'équivalence ~j,; possede la propriété du
X-lemma (voir la X-propriété dans [DMV90] ou encore le stuttering lemma dans
[GW89a]) tout comme la plupart des équivalences modulo 7. Cette propriété nous
servira pour simplifier certaines preuves. Elle est illustrée en Figure 9.2.

IntuitivementIla propriété du X-lemma exprime que 'on peut identifier des états
appartenant a une méme boucle de 7.

Lemme 9.1.1 (X-lemma)
Soit R : & ~f; F. Pour tous 0,0’ € Hist(E) et tous p,p' € Hist(F), si o 2 a’,
p L p', oRp' et o'Rp, alors o =], p et o' =], p'.

Figure 9.2: X-lemma

Preuve Elle est classiquel'nous renvoyons par exemple a [DMV90] pour la tech-
nique de preuve. []



9.2. Caractérisations de ~; 135

9.2 Caractérisations de ~;

Nous proposons dans cette section d’autres facons d’exprimer I’équivalence ~7;.
En particulier'il est possible de la caractériser par une équivalence causale : la
branching bisimulation de [GW89a] dans les arbres causaux. Pour établir ce résultatl’
nous décomposons la preuve en deux étapes.

La premiere étape consiste a montrer qu’elle coincide avec I’équivalence de mixed-
ordering branching que nous introduisons a cette occasion. Cette approche est tres
similaire aux travaux de [DMV90] pour les systemes de transitions.

La deuxieme étape établit 1’égalité entre I’équivalence de mized-ordering branch-
ing et la branching bisimulation dans les arbres causaux.

FinalementI'l’équivalence a2

.., conduit naturellement a proposer la history pre-

serving branching bisimulation'que nous étudions ensuite.

9.2.1 L’équivalence de mixed-ordering branching

Notations 16 Sioc € Hist(E) et p € Hist(F) sont telles que |vis(o)|=|vis(p)|=
n, g2 dénote la fonction de vis(Cy,) dansvis(D,) de graphe {(vis(o)(7),vis(p)(2))]1 <
i <n}. Dansle cas sans 7, g2 coincide avec f?, la fonction définie en Section 6.3.1.

La Définition qui suit est la version “branching” de 1’équivalence de mixed-

ordering de [Ace9l].

Définition 9.2.1 (L’équivalence de mized-ordering branching)
Une équivalence de mixed-ordering branching entre £ et F est une relation

symétrique R C Hist(E) x Hist(F)U Hist(F) x Hist(E) telle que A\e RAr, et pour
tout o Rp,
e g7 1 vis(C,) — vis(D,) est un isomorphisme,
o sioc > o', alors
— ou bien l(e) = 7 et 0'Rp,
— ou bien il existe p = p" — p' tels que o Rp" et o' Rp'.

On note R : & & F, lorsque R est une équivalence de mived-ordering branch-

ing entre € et F, et & ~b F siil exviste R telle que R : € &b F.

Notons que dans la Définition 9.2.1T'nous avons forcément p 2 p".

Proposition 9.2.1 Pour tous £,&,,E,,E € SE :

(1) ]dQ 25%;05 s
(2) R:& ~b & implique R71: &, &b &,
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Figure 9.3: Propriété de transfert de ~° .

(3) R:& &b & et R': & ~b & impliquent (R o R) : & =P, &s,
(4) R:& &b & et R : & ~b & impliquent (RUR'): & a8 &,.
La propriété (4) se généralise aux unions arbitraires. Par conséquentl'il existe

toujours une plus grande équivalence de mixed-ordering branchingl'que I"on note

simplement ~° .

Proposition 9.2.2 Pour tous £, F € SE,
Erd F ossi€ ~yp F
Preuve Nous introduisons les notations suivantes :
Pour toute £ € SE et toute 0 = e1...¢, € Hist(E)'nous notons

7 (o' e Hist(€)|o ~b o'

mo

la classe d’équivalence de o dans Hist(E) pour la plus grande équivalence de
mixed-ordering branching de £ dans £.

Nous définissons alors la trace de o par :

1(0) ¥ Ni(er).o0d(e2).0% . ..o LI(e,). 5™

En abstrayant les 7 “inoffensifs”I'c-a-d. en enlevant de (o) les sous-chaines r.ol
pour lesquelles o~ ~° oT'nous obtenons la trace de o modulo stutteringl notée
stutt(o).

Cette notion est exactement celle de la trace colorée dans [DMV90]T ou il est
montré que (dans les systemes de transitions)'la 7-bisimulation avant-arriere et la

branching bisimulation coincident.
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Nous pouvons maintenant démontrer la Proposition 9.2.2.

=) : Soit R: & &b F et soient 0 € Hist(E) et p € Hist(F). Si stutt(c) =
Cr.a1.C5...Cpq.a,.Cp et stutt(p) = C'1.6:.C"2 .. .C'1-1.0,,,.C' Tnous notons stutt(o) ~
stutt(p) si:

o n—=ml
e a; = b; pour tout ¢ =1,...,nl

e pour tous o’ € C;T'p' € C';\T'o’ =5 p'.
Nous montrons alors que S def {(o, p)|stutt(o) ~ stutt(p)} : € ~f; F.

Par constructionl’S C R et AeSAr.

Soient 0 Sp. Puisque S C RI'S a évidemment la propriété de transfert en avant.
Supposons maintenant donnée une transition en arriere o/ = o. Alors o’ € CT
pour un ¢ € {1,...,n}. Puisque stutt(c) ~ stutt(p)l'la classe d’équivalence C; a un
correspondant C’j, dans stutt(p)Tet donc le k-ieme préfixe de p satisfait o/Sp*. 11
reste & vérifier que dans la transition arriere p¥ = p le pomset ¢ est égal a p. Pour

celal'il suffit d’utiliser que g2 et gcpj sont des isomorphismes.

<) : Nous reprenons l'idée de la preuve du Théoreme 2.3.3 de [DMV90].
Nous montrons que si B : & ~[; Flalors B : & ~b O F.

Evidemment Ae RAr.
Soient o Rp et ¢ = o’. Nous distinguons deux cas :

wofn f

1) I(e) # 7. Puisque o Rpl'il existe p fizyf P1 J, P2 iz p'Ttels que o' Rp'TI(f) = a
et I(f) =1(f}) =7 pour tous 1 <2 <n,1 <j<m.
La transition arriere p’ = ps est forcément imitée a partir de o’ en ne faisant
rienl'donc ¢’ Rpy. 1l reste & montrer que o Rp;. Pour celal'on considere la

transition en arriere pq J, p2. Elle est imitée en partant de o’ par & Losso
avec 0 Rpy. En appliquant le X-Lemme 9.1.1 & o Rp et 6 Rp;I'nous obtenons
oRp;.

2) l(e) = 7 : La transition est imitée en partant de p par un certain nombre de
T-transitions (p =)po = p1 — ... — pn = (p’). Si n = 0I'nous avons prouvé
la propriété de transfert. Si n > Ol'on peut effectuer la transition en arriere
pr_1 — pn. Une premiere possibilité est que o’ simule cette transition en
ne faisant rien. Dans ce cas'ou bien n = 1 et c’est terminél’ou bien on
peut effectuer la transition arriere p,_y — p,_;. En itérant le raisonnementl’
soit o’/ Rpgl'alors la propriété de transfert de I’équivalence de mixed-ordering
branching est vérifiéel'soit il existe m > 0 avec ¢'Rp,, pour lequel la tran-

. N T R ~ [} T ~
sition arriere p,,_1 — p, est imitée par 6 = o — o’ avec 6Rp,,_1. Le



138 Chapitre 9. Equivalences comportementales avec action invisible

(X-)Lemme 9.1.1 nous permet de conclure que o Rp,,_1'ce qu’illustre la Fig-
ure 9.4.
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Figure 9.4:

]

9.2.2 La branching équivalence causale

[DD89] définissent les arbres causaux dans le cas ou les SE considérées contien-
nent des actions invisibles. IntuitivementI1’arbre causal est construit selon le méme
principe qu’en Section 6.3.3['sauf que les références en arriere vers les causes d’'un
événement le long du chemin dans ’arbre ne portent que sur les événements visi-
bles. Par conséquentI'pour les événements d’étiquette rl'aucune référence en arriere
n’est indiquée et aucune référence en arriere ne pointe vers eux. FormellementI'(la
définition qui suit est extraite de [DD89])

Définition 9.2.2 Si £ est une SE sur Ualphabet d’actions Act,, Uarbre causal de
E, CT(E), est défini par :

o ['ensemble des neeuds de CT(E) est Hist(E),

o les arcs sont les paires (0,0.€),

o la fonction d’étiquetage des arcs vérifie

l(o,0.€) =T sille)=r

l(o,0.¢)=(l(e),C(e,0)) sinon

ot C(e,o0) est Uensemble des références en arriére des causes visibles de e le
long de o.
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Exemple 21 L’arbre causal correspondant a la SE de droite de la Figure 9.1 a la
forme de la Figure 9.5.

el(a) l («.9)

& e) v ellxb’“})
(b, {1% \\( {1y "

eg(b) # eé(c) AN AN/ 7

€1€4€9 €1€4€3
F CT(F)

Figure 9.5: Un example d’arbre causal avec 7.

Les arbres causaux pour les SE avec actions invisibles sont donc des ST avec
actions invisibles. On peut ainsi définir toutes les bisimulations modulo 7 présentées
au Chapitre 2 dans la Section 2.6.2.

Par exemplel'la branching équivalence causale dérivée de la branching bisimula-
tion sur les ST (voir la Section 2.6.2) est définie par :

Définition 9.2.3 (branching équivalence causale)
Soient £, F € SE. On pose

et F Y orE)m,or(F)

Proposition 9.2.3 Pour tous £, F € SE,
ERLFssiErt F

Preuve Nous 'omettonsI'mais elle est basée principalement sur le fait qu’il existe

une bijection entre ’ensemble des neeuds de CT(E) et Hist(E).
[]

Suite aux Propositions 9.2.2 et 9.2.3 que nous venons d’établirl'nous obtenons
le résultat suivant :

Corollaire 9.2.4 Pour tous £, F € SE,
Ezgf}—ssig%if
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9.2.3 La history preserving branching bisimulation

En nous inspirant des résultats précédentsI'nous définissons la history preserving
branching bisimulation. Cette équivalence coincide trivialement avec la history
preserving bisimulation dans le cas sans 7.

Définition 9.2.4 (history preserving branching bisimulation) Soient £, F €
SE. Une relation symétrique* R C C(E) x C(F) x P(vise x visy) UC(F) x C(€) x
P(visy X visg) est une history preserving branching bisimulation entre € et F, noté
R : & %zp F, st (0,0,0) € R et pour tout (C,D,g) € R,
e g :vis(C) — wvis(D) est un isomorphisme,
o si C 5 (', alors
— ou bien l(e) =71 et (C',D,g) € R
— oubien il existe D', D", ¢' tels que D = D" — D', g,y = 9, (C,D", q) €
Ret(C,D,¢)€ER
Nous notons & %zp F lorsque R : € %zp F pour une relation R, et nous disons
que & et F sont history preserving branching bisimilaires.

On vérifie facilement que %zp est une relation d’équivalence sur SE.

Notons que dans la Définition 9.2.41'nous avons forcément D L pr.
Proposition 9.2.5 Pour tous £, F € SE,
zl;bp FssiErb F

Preuve =): Soit S : & &) Flon définit R C Hist(E) x Hist(F)U Hist(F) x
Hist(€) par :

def
R = (0‘7/))|(CU,DP,Q£)ES}

On montre facilement que R : & a2 F.

<) Soit R : & ~b  Flon définit S C C(E) x C(F)UC(F) x C(&) par :

def
S = {(Cy, D, g0)|o Rp}

On vérifie facilement que S : & %zp F. []

En résumé de cette section'nous avons établi le résultat suivant : pour toutes

£, F € SET

£ zzp FssiErl Fssil ropp Fossi € ~bF (9.13)

I’Equation (9.13) généralise ’'Equation (6.9) du Chapitre 6" ce qui justifie de
considérer 1’équivalence de history preserving branching bisimulation. La section
suivante est consacrée a son étude.

2(C’,D,f) € R implique (D,C,f_l) €ER
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9.3 Les history preserving bisimulations

L’équivalence de history preserving bisimulation a déja été étudiée dans les SE avec
rIvoir [Vog91] et [Ace91]. Suivant la fagon de généraliser la définition pour abstraire
les actions invisiblesI'on obtient différentes équivalences. Notre équivalence %zp en
est un exemple.

[Ace91] considere la history preserving 7-bisimulation (qui est la généralisation
la plus immédiate de A, )I'notée ~,, dans la suite. 11 montre qu’elle coincide avec la
7-bisimulation sur les arbres causaux['ainsi qu’avec 1’équivalence de mixed-ordering
dans sa version faiblel'c-a-d. comme 7-bisimulation.

Définition 9.3.1 (history preserving 7-bistmulation)

Soient £, F € SE. Une relation symétrique® R C C(E) x C(F) x P(visg X
visF) UC(F) x C(€) x P(visr X visg) est une history preserving 7-bisimulation
entre € et F, noté R : & ~p, F, st (0,0,0) € R et si pour tout (C,D,g) € R,

o g :vis(C) — wvis(D) est un isomorphisme, et

o si O = (', il existe D', g tels que D = D', Yluis(c) = 9 €t (C",D'.¢") € R.

Exemple 22 Les SE de la Figure 9.6 sont ~y, équivalentes. Observons cependant
qu’elles ne sont plus équivalentes si on raffine Uaction a en ay;ay. En effet, les
SE obtenues ne sont alors méme plus équivalentes pour la T-bisimulation : F peut
effectuer ej(ay) imité dans € par e1(ar). Mais les configurations atteintes ne sont
pas bisimilaires puisque a partir de {e;} on a toujours la possibilité dans le futur
d’effectuer un b ce qui n’est pas le cas en partant de {e}}.

L’exemple de la Figure 9.6 est emprunté a [Vog90] quil'pour pallier les lacunes de
I’équivalence ~y, vis-a-vis du raflinementI’propose sa version “ST”I'appelée history
preserving ST bisimulation. Nous la notons %S;;F dans la suite.

Les ST-bisimulations ont été introduites par [GV8T7]. Contrairement aux équi-
valences considérées jusqu’icil'elles ne sont pas basées sur 1’atomicité des actions.
Nous renvoyons a [Gla90c] pour leur définitionsl'ou il est de plus montré qu’elles
sont préservées par le raffinement d’actions.

La Définition de %fg est basée sur la notion de ST-configurations. Nous ne ju-
geons pas nécessaire de rappeler la définition formelle de ST-configurations puisque
nous disposons dans [Dev90] d’une définition équivalente de %fgfappelée maxima-
lity preserving bisimulationl'qui est directement définie sur les configurations.

Définition 9.3.2 [Dev90] (hST bisimulation) Soient £, F € SE. Une rela-
tion symétrique R C C(E) x C(F) x P(vise x visy) | JC(F) x C(E) x P(visr X visg)
est une history preserving ST bisimulation entre £ et F, noté R : & %fg F, st

(0,0,0) € R et si pour tout (C,D,g) € R,

3(C’, D, g) € R implique (D, C,g_l) €ER
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er1(a) 5T €i(a) # ej(a)

\

e2(7) # es(b) es(7) # e5(b)

Figure 9.6: E=a;(t+b)et F=E+a

o g :vis(C) — wvis(D) est un isomorphisme, et
o si C'= (', il existe D', ¢ tels que
- D= D/} (C/7D/7g/) €ER el g|/vis(0) =9

— si e € vis(C') est un élément mazimal de C', alors ¢'(e) est mazimal
dans D" ou e € C et g(e) n'est pas maximal dans D.

[Vog91] remarque que dans la Définition 9.3.2 on peut restreindre les transitions
C = (" au cas ou C'\ C contient au plus un événement visible.
Nous rappelons la propriété principale de la history preserving ST bisimulation :

Proposition 9.3.1 [Vog90]
L équivalence %fg est la plus grande congruence pour le raffinement d’actions

qut soit contenue dans ~p,.

En particulierI'I’équivalence ~31 coincide avec la history preserving bisimula-
p q i v P

tion ~, dans le cas sans 7. L'Exemple 22 suffit a prouver qu’en général %fg est
strictement plus fine que ~y, : les SE de la Figure 9.6 ne sont pas %fg—équivalente.
En effetl’la transition ) —x {e}} est forcément imitée par ) —¢ {ey, ez} avec
Ilisomorphisme qui associe e a €/ ; mais alors €/ est un élément visible maximall'ce
qui n’est pas le cas de e; puisque e < es.

Les rappels sur les history preserving bisimulations avec 7 étant terminésI'nous
nous proposons dans la section qui suit d’étudier la compatibilité de notre équiva-

lence %zp vis-a-vis du raffinement d’actions.

9.4 Raffinement d’actions

Dans cette section nous établissons que %zp est strictement plus fine que ~yp, et
qu’elle est incomparable avec %fg ['ce qui nous permettra d’énoncer quel’en générall’
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I’équivalence %zp n’est pas préservée par le raffinement d’actions.

Par définitionl’ %zp implique ~p, ; on peut aussi retrouver ce résultat en con-
sidérant les équivalences causales associées qui sont respectivement la branching
bisimulation (voir section précédente) et la 7-bisimulation [Ace91].

Remarquons au passage que le fait de pouvoir caractériser des équivalences
d’ordre partiel dans les arbres causauxI’ qui sont des modeles d’entrelacement!l’
donne un excellent moyen pour reconnaitre ces équivalences dans la sous-famille
des systemes séquentiels. Par exemplel'pour de tels systémesrzzp et ~y, coinci-
dent respectivement avec la branching bisimulation (voir section précédente) et la
7-bisimulation [Ace91]. Il est alors facile d’exhiber des contre-exemples qui prouvent
que 'implication de %zp vers ~y, est stricte['tout simplement en les empruntant a
la littérature qui traite les équivalences des modeles d’entrelacement. Dans notre
casl'il suffit de trouver deux modeles 7-bisimilaires mais pas branching bisimilaires;
c’est par exemple le cas des deux ST de la Figure 2.5 du Chapitre 2.

De méme pour la history preserving ST bisimulation['[Vog91] remarque qu’elle
coincide avec la delay bisimulation pour le cas des systemes séquentiels. Nous
pouvons alors déduire que %fg n’implique pas zzp. Par exemplel'les SE de la
Figure 9.7 ne sont pas zzp—équivalentes. En revanchel'elles sont %fg—équivalentes

puisque tous les événements visibles sont maximaux dans toutes les histoires.

e1(7) 4 eq(a) ef(7) 4 €4 (7) # eyla)

N / N\

%ST
ex(7) # es(b) i eo(r)  # e3(h)
~hp
& F

Figure 9.7: £E=(ry(r+ b)) +aet F=E+ 7
Curieusement nous n’avons pas non plus %zp implique %fg Nous devons ce
contre-exemple & Robert van Glabbeek [Gla93].
Considérons les deux SE de la Figure 9.8. Elles ne sont pas %fg—équivalentes.
En effetl'si F effectue I’événement “c” le plus a droitel’alors &€ I'imite en effectuant
son unique événement étiqueté par c¢. Si maintenant £ poursuit en effectuant son
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événement a le plus a droitel'il faut dans F exclure toute possibilité d’exécuter une
action b dans le futur : pour cela il est nécessaire d’exécuter une action 71 con-
séquence immédiate de ¢ dans F. Mais alorsI'la maximalité de ¢ dans &€ n’est pas

réservée dans F. Les deux SE ne sont donc pas ~?1-équivalentes.
p p hp q

La preuve que ces deux SE de la Figure 9.8 sont %zp—équivalentes s’appuie sur
les observations suivantes : premierementlles configurations de £ et F ne peuvent
contenir deux événements ayant la méme étiquette. Deuxiemementlles dépendances
causales entre les événements sont completement déterminées par les étiquettes de
ces événements - tout événement étiqueté par @ ou par ¢ n’a aucune cause et tout
événement étiqueté par b a une unique cause étiquetée par a.

f’

: Coah o : ~ST
Figure 9.8: a7 n’implique pas ~,

Lemme 9.4.1 Les SE de la Figure 9.8 sont history preserving branching bisimi-
laires si et seulement si elles sont interleaving branching bisimilaires.

Preuve Le sens = est évident.
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Pour 'autre sensI'il suffit de remarquer que si R est une branching bisimulation
entre &€ et Fl'c-a-d. une relation binaire entre leurs configurationsl'alors R restreinte
aux paires de configurations ayant les mémes ensembles d’événements visibles est
encore une branching bisimulation qui peut de plus étre relevée en une relation de
history preserving branching bisimulation entre £ et F.

[]

Le Lemme ci-dessus montre qu’il suffit de prouver que £ et F sont (interleav-
ing) branching bisimilaires. Nous omettons cette démonstration qui n’est pas tres

difficile.

En résumél'nous venons d’établir que les équivalences %fg et %zp sont incom-
parables. De la et a partir de la Proposition 9.3.1'nous pouvons énoncer

Corollaire 9.4.2 L’équivalence %zp n’est pas compatible avec le raffinement

d’actions.

On peut aussi donner une preuve directe du corollaire : considérons les SE £ et
F de la Figure 9.8 et soit ref la fonction de raffinement qui remplace I’action ¢ par
Cl;CQ.

Alors les SE ref(€) et ref(F) ne sont mémes plus interleaving 7-bisimilaires.

Pour I'expliquer nous donnons la formule de HM L & def [c1]{a)[b]-T.

Nous avons ref(&) | ® mais ref(F) = ®.
Remarquons qu’avant de leur appliquer le raffinementl'les deux SE satisfont la
formule [¢]{a)[b]=T. Dans FTil suffit d’effectuer “rapidement” un 7 juste avant le a.

De cet exemplel'nous pouvons aussi déduire

Corollaire 9.4.3 Aucune équivalence contenue entre la history preserving branch-
ing bisimulation et la (interleaving) T-bisimulation n’est préservée par le raffinement
d’actions.

La Figure 9.4 résume les résultats obtenus dans ce chapitre.
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Conclusion

Dans cette deuxieme partie de la thesel'nous avons contribué a éclaircir les liens entre
les différentes équivalences sémantiques pour les structures d’événements premieres.

Nous avons proposé au Chapitre 6 une présentation unifiée des équivalences ~,,
de [GG89a|l'~,,, de [DDM89|I'~. de [DD8Y] et av,ps de [Che92al.

En utilisant I’équivalence ~,;sI'nous avons dérivé une caractérisation de la history
preserving bisimulation par la logique L,y. Ce résultat est inspiré du Théoreme
d’adéquation de Hennessy-Milner qui relie une bisimulation (avant-arriere) a une
logique (avec des modalités du passé).

Nous avons utilisé la logique L,y pour montrer que la logique Lp de [DF90] car-
actérise elle aussi la history preserving bisimulationl'contrairement a ce qu’affirme
[DF90]. Notre méthode est basée sur une technique “a la Gabbay” de séparation
des formules de la logique Lp en une combinaison booléenne de formules du futur et
du passé. A notre connaissancel’cette technique n’a été utilisée jusqu’ici que pour
des logiques temporelles. Nous pensons que cette méthode s’applique a d’autres cas.
Par exemplelelle peut servir a montrer que les formules d’'une logique modale avec
des opérateurs du passé sont initialement équivalentes a des formules sans opérateur
du passé.

Le Chapitre 8 établit une classification des bisimulations avant-arriere pour les
structures d’événements premieres sans action invisible['qui complete celle de [Che92¢].

Enfinl"en considérant les actions invisibles dans les structures d’événementsl’
nous avons étudié la pomset 7-bisimulation avant-arrierel'qui généralise la pomset
bisimulation avant-arriere. Nous avons montré que la pomset 7-bisimulation avant-
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arriere coincide avec la branching bisimulation dans les arbres causauxl'et nous avons
proposé deux nouvelles caractérisations : 1’équivalence de mixed-ordering branching
et la history preserving branching bisimulation. Ces deux équivalences n’ont pasl'a
notre connaissance été proposées dans la littérature.

A la soutenance de la présente these, nous n’étions pas en mesure
de dire si I’équivalence zzp était ou non préservée par le raffinement
d’actions.

Depuis, et grace a un travail en collaboration avec Robert van Glabbeek,
nous avons pu exhiber un exemple de deux SE équivalentes mais qui ne
le sont plus lorsqu’on les raffine.

Remarquons que ce résultat négatif a un caractere surprenant si 1’on sait quel'et
la history preserving bisimulation (dans les SE sans 7) et la branching bisimulation
(dans les systemes de transitions) sont compatibles avec le raffinement d’actions.

Les résultats de cette partie offrent plusieurs perspectives de travail.

Tout d’abordI'nous pensons que nos résultats peuvent étre généralisés aux struc-
tures d’événements stables de [Win89]['tout comme [Ace91] I'a fait pour la history
preserving 7-bisimulation. Nous travaillons actuellement dans des modeles plus
générauxI'les Asynchronous Transition Systems [Bed87]I'dans lesquels nous étu-
dions une généralisation de la pomset bisimulation avant-arriere et de ’équivalence
de mixed-ordering.

D’autre partI'nous n’avons pas étudié de caractérisations logiques de la pomset
7-bisimulation avant-arrierel'mais il parait clair qu'une généralisation avec 7 de la
logique Ly est adéquate.

L’équivalence %zp n’étant pas compatible avec le raffinementI'il semble naturel
d’en définir sa version “ST”. [’équivalence alors obtenuel'que nous appelons la his-
tory preserving branching ST bisimulation et que nous notons %bgTFserait évidem-
ment préservée par le raffinement et en s’inspirant des résultats de [Vog91] nous

obtiendrons la plus grande congruence qui contienne %zp (voir la Figure 9.9).

D’autres approches pour définir des bisimulations avant-arriere ont été consi-
dérées dans la littérature :
[GKP92] proposent une bisimulation avant-arriere dans le graphe des configura-
tions['ou les transitions en arriere se font aussi le long de I’histoire du calcull'mais
pour une autre notion d’histoire. Cette équivalence est définie dans les structures
d’événements sans auto-concurrence (1’absence d’auto-concurrence garantit le déter-
minisme pour les transitions en arriere dans le graphe des configurations).

[GKP92] ont montré que dans ce cadrel'l’équivalence qu’ils définissent est une
congruence pour le raffinement et qu’elle est plus fine que la history preserving
bisimulation. Il reste a étudierl’dans le cadre des structures d’événements avec
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auto-concurrencel'la différence entre 'approche de [GKP92] et celle de [Che92a).

Figure 9.9:
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