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2 RésuméNous étudions l'approximation 
inétique dis
rète de lois de 
onservation s
alairesquasi-linéaires dans le quart d'espa
e R+t � R+x . Cette approximation est obtenue parl'introdu
tion de systèmes de type BGK relaxant la loi s
alaire. Nous démontronsla 
onvergen
e des systèmes semi-linéaires vers la loi s
alaire. Nous dis
rétisons 
esmodèles pour obtenir une gamme de s
hémas numériques adaptés au problème ave
bord. Dans une troisième partie, nous appliquons 
es s
hémas à un 
ertain nombre de
as test numériques.
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5
Chapitre 1Introdu
tionCette thèse porte sur l'étude des lois de 
onservation ave
 
onditions aux limitespar l'approximation 
inétique dis
rète. Au 
ours de 
ette étude, nous abordons lesaspe
ts théoriques du problème et ses appli
ations numériques. Ces travaux donnentun aperçu de l'utilisation de l'outil 
inétique appliqué aux problèmes ave
 
onditionaux limites. Nous étudions la loi de 
onservation s
alaire suivante :8>>>><>>>>: �tu+ �xF (u) = 0; sur R+t � R+xu(0; x) = u0(x) pour t = 0u(t; 0) = ub(t) pour x = 0 (1.1)qui représente la 
onservation de la quantité u au 
ours du temps, sur un domainesemi-borné R+ . La fon
tion F est appelée �ux et est une fon
tion de R dans R.De nombreux problèmes 
onduisent à un modèle de 
e type 
itons par exemple desproblèmes de tra�
 routier, ou en
ore la 
onstru
tion de semi-
ondu
teurs (modèle deion-et
hing).Il est 
onnu que même pour les problèmes sans bord, en général, il n'y a pas desolution 
lassique (
'est-à-dire régulière). Ce
i n'est pas dû au manque de régularitééventuel des données du problème (u0 pour le problème de Cau
hy, et (ub; u0) pourle problème ave
 bord), mais plut�t à la nature non-linéaire de l'équation (1.1). Pourpallier 
e manque de régularité, il est né
essaire de 
onsidérer la formulation faible duproblème. Dans 
e 
as, il est su�sant que la solution soit bornée. En utilisant 
etteformulation, le problème de Cau
hy est 
ependant mal posé, en fait, en appliquantla méthode des 
ara
téristiques, on peut exhiber des exemples de non uni
ité. Il seradon
 né
essaire de trouver un moyen qui nous permette de 
hoisir entre toutes lessolutions 
elle qui physiquement a un sens, pour le problème (1.1) il en sera de même.Pour le problème de Cau
hy, dans [28℄, Kruºkov a donné les fondements de lathéorie hyperbolique s
alaire en étudiant la régularisation parabolique de (1.1) :8<: �tuÆ + �xF (uÆ) = Æ(�xxu); sur R+t � R; Æ > 0u(0; x) = u0(x) pour t = 0 (1.2)et a exhibé u l'unique solution vers la quelle les solutions uÆ de 
e modèle 
onvergent.Pour 
ela, il a établi des résultats de stabilité BV qui permettent d'extraire une sous-suite 
onvergente dans L1lo
 vers la solution du problème ave
 Æ = 0. Pour montrer que
e modèle fournit l'unique solution physiquement a

eptable, l'auteur a montré que
elle-
i satisfaisait des inégalités d'entropie.Suivant 
ette voie, le problème (1.1) a été pensé 
omme limite d'une équation dansla quelle étaient présents des termes de di�usion du se
ond ordre. En e�et, dans [5℄



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONles auteurs on étudié la limite du problème suivant :8>>>><>>>>: �tuÆ + �xF (uÆ) = Æ(�xxu); sur R+t � R+xu(0; x) = u0(x) pour t = 0u(t; 0) = ub(t) pour x = 0 (1.3)Dans 
e modèle, tant que Æ > 0, la 
ondition de type Diri
hlet non homogène estrespe
tée par la tra
e, et la solution uÆ possède une régularité supérieure à 
elle del'équation limite (Æ = 0).A 
ause de la nature hyperbolique du problème, on ne peut pas s'attendre à 
eque la tra
e respe
te toujours u(t; 0) = ub(t). En e�et, dans 
ertains 
as, la solution àl'intérieur du domaine peut "sortir" par le bord et la 
ondition aux limites n'a plus desens, (il su�t d'imaginer un 
ho
 sortant (
'est-à-dire dont la vitesse de propagationest négative)).Les auteurs ont don
 exhibé pour 
e problème des 
onditions de 
ompatibilité dela tra
e de la solution ave
 la 
ondition aux limites ub qui s'é
rivent :maxfsgn(u(t; 0)� ub(t))(F (u(t; 0)) � F (k)) : k 2 I(ub(t); u(t; 0))g = 0: (1.4)et ont montré la 
onvergen
e de 
e modèle vers (1.1). Ils ont de plus montré le 
ara
tèreentropique de la solution limite.Les pré
édents modèles appro
hent le problème (1.1) de nature hyperbolique parun problème parabolique d'où le terme di�usif disparaît à la limite. Dans 
ette thèse,nous utilisons un modèle hyperbolique de type 
inétique dis
ret. En e�et, nous étudionsle système semi-linéaire du premier ordre dépendant d'un paramètre � > 08>>>><>>>>: �tfk + �k�xfk = 1� (Mk(u�)� fk) k 2 f1; : : : ; Ng;fk(0; x) = Mk(u0(x)); t = 0;fk(t; 0) = Mk(ub(t)); 8�k > 0 et x = 0 (1.5)où u� =Pk fk. Pour relier le problème (1.1) ave
 le système (1.5), il faut faire quelqueshypothèses importantes sur les fon
tions Mk qui sont 
ommunément appelées Max-welliennes. On les suppose lo
alement Lips
hitziennes et véri�ant les relations de 
om-patibilité suivantes ave
 l'équation s
alaire (2.1) :8<: Pk Mk(u) = u;Pk �kMk(u) = F (u): (1.6)pour tout réel u. En sommant toutes les équations de (1.5) on obtient, grâ
e à lapremière des deux relations pré
édentes :�tu� +Xk �k�xf �k = 0:Pour que le terme sour
e de 
ha
une des équations de (1.5) reste borné quand � tendvers 0 il faut né
essairement que (f �)� tende vers Mk(u). L'équation limite devient,formellement, �tu+ �xXk �kMk(u) = 0:A 
ause de la deuxième relation de (1.6) la limite est l'équation (1.1).Un exemple de relaxation du problème (1.1) est le système suivant8<: �tu+ �xv = 0�tv + �2�xu = 1� (F (u)� v)



7qui s'é
rit sous forme 
inétique,8<: �tf1 + ��xf1 = 1� (M1(u)� f1)�tf2 � ��xf2 = 1� (M2(u)� f2) (1.7)où u = f1 + f2 et v = �(f1 � f2). Ce modèle est un 
as très simple de (1.5) à deuxvitesses. Il a d'abord été introduit par S. Jin et Z. Xin pour le problème de Cau
hy,dans [27℄, pour ses propriétés parti
ulières, 
'est-à-dire sa simpli
ité analytique, lapertinen
e de son interprétation physique, et en�n sa �exibilité numérique. Du pointde vue théorique, les solutions faibles et régulières ont été étudiées dans [16℄ pourun système quasi-linéaire, alors que pour les systèmes BGK, appro
hant l'équations
alaire on peut se référer à [38℄ pour le problème de Cau
hy.Le modèle 
inétique que nous avons présente est un 
as parti
ulier de systèmes detype BGK qui s'é
rivent�tf(t; x; �) + a(�)�tf(t; x; �) = 1� (M(u; �)� f(t; x; �))ave
 � dans un espa
e donné � , a une une appli
ation de � dans R. Pour 
e système,A. Nouri, A. Omrane, and J. P. Vila ont montré dans [43℄ des propriétés de stabilitéde la solution, et ont pu extraire une sous-suite 
onvergente vers la solution de (1.1).Ils n'ont 
ependant pas pu montrer la 
onsistan
e ave
 les relations d'entropie de [5℄dans un 
as général, mais seulement dans le 
as où les �ux sont 
on
aves ou 
onvexes.Dans [48℄, W.C. Wang et Z. Xin. ont étudié le système relaxé (1.7) muni de la
ondition aux limites suivantef1(t; 0) + f2(t; 0) = ub(t) (1.8)pour 
e modèle, les auteurs ont démontré la stabilité des solutions, mais la 
onsistan
eave
 les relations d'entropie a été possible seulement sous de fortes restri
tions sur lesdonnées, 
'est-à-dire qu'il y a uni
ité pour des petites perturbations en norme BVautour d'un état 
onstant u� non trans-sonique (F 0(u�) 6= 0).Dans [39℄, 
es dernières restri
tions ont pu être levées grâ
e à une 
ondition auxlimites di�érente : f1(t; 0) =M1(ub(t)) (1.9)et ainsi les auteurs ont obtenus des résultats 
omplets pour tout type de �ux F etpour tout type de données (ub; u0) dans (L1(0; T )� L1lo
(R+ )).Le seul obsta
le qui restait est l'extension des résultats de [39℄ au 
as de modèles àplusieurs vitesses, (le modèle relaxé en a seulement deux). Cet obsta
le n'est pas sans
onséquen
es, en e�et, l'extension des résultats pré
édents au 
as multidimensionneln'est pas possible dire
tement en utilisant le modèle relaxé, 
ar, en deux dimensionsd'espa
e le modèle qui a le plus petit nombre de vitesses en 
ontient au moins trois.Dans le 
hapitre deux de 
ette thèse, nous présentons la généralisation des résultatsde [39℄ au 
as d'un système (1.5) 
ontenant un nombre �ni de vitesses quel
onque enune dimension d'espa
e. Nous établissons d'abord des résultats d'existen
e globale dessystèmes semi-linéaires ave
 bord, puis nous énonçons des théorèmes de stabilité L1,L1 et BV qui permettent d'extraire une sous-suite 
onvergente vers le problème (1.1).La 
lé de voûte de 
e raisonnement repose dans les estimations BV en espa
e. Dans
es estimations apparaissent 
ertains termes de bord qui étaient 
ontr�lables dans [39℄seulement grâ
e à la nature du système relaxé. Pour une 
on�guration quel
onque,nous allons montrer que 
e n'est plus né
essaire.Dans un deuxième temps, on montre 
omment la 
ondition aux limitesf �k(t; 0) =Mk(ub(t)) 8k tel que �k > 0permet de passer à la limite dans les inégalités d'entropie sans avoir besoin d'estima-tions BV de la tra
e. Cette propriété n'a pas été possible à démontrer pour (1.8), la
ondition de type Diri
hlet utilisée dans [48℄. Ainsi, il semble que du point de vue desinégalités d'entropie aussi, la 
ondition (1.9) soit la plus simple à manier.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONAu 
ours du 
hapitre trois de 
e mémoire, nous abordons la dis
rétisation dusystème (1.5), étendant ainsi les résultats numériques obtenus dans le 
as du problèmede Cau
hy dans [3℄. Comme les s
hémas numériques dis
rétisent le problème (1.1) il n'ya au
une régularité possible des solutions, 
e
i nous emmène à utiliser des te
hniquesdi�érentes du 
hapitre deux. On montre 
omment 
onstruire une dis
rétisation dusystème (1.5) stable dans les normes L1, L1 et BV . Toutes les estimations sontobtenues sur les valeurs dis
rètes des s
hémas par des démonstrations par ré
urren
e.Une fois établies 
es estimations, on peut 
onstruire un pro
édé 
onvergent vers lasolution entropique de (1.1). Les résultats étant les mêmes que dans le 
as 
ontinu, il est
ependant intéressant de remarquer qu'ils sont obtenus par des arguments di�érents.Ainsi, au 
hapitre deux les estimations BV sont obtenues grâ
e à l'utilisation deséquations de (1.5) sur le bord, alors que dans le 
hapitre trois elles sont dues à unerelation d'entropie dis
rète sur le bord. Après avoir montré que la solution faibleobtenue satisfait (1.1), on montre que les s
hémas du premier ordre 
onvergent versl'unique solution entropique. Et on montre 
omment 
onstruire des s
hémas du se
ondordre stables et spé
i�ques au problème ave
 bord.Après avoir dé�ni 
omplètement le problème et 
ara
térisé les di�érentes solutions,nous exposons dans la dernière partie de 
e travail, les résultats numériques obtenus àl'aide des s
hémas 
inétiques 
onstruits au 
hapitre deux. Dans un premier temps, nousétudions quelques problèmes 
lassiques en une dimension d'espa
e pour l'équation deBurgers, puis nous appliquons les modèles 
inétiques au 
as des systèmes de lois de
onservation, en une et en plusieurs dimensions d'espa
e. Pour montrer l'intérêt dutraitement 
inétique des 
onditions aux limites, nous travaillons sur le système de ladynamique des gaz. D'abord, on s'intéresse aux problèmes de Diri
hlet non homogène(dans un sens faible que nous pré
iserons), pour ensuite étendre nos expérien
es au
as de parois ré�é
hissantes de type mur solide.
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Chapitre 2Stabilité et 
onvergen
e dumodèle BGK dis
ret2.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous appro
hons une loi de 
onservation s
alaire ave
 
onditionsau bord par un système BGK. On 
onsidère le problème mixte suivant :8>>>><>>>>: �tu+ �xF (u) = 0; sur R+t � R+xu(0; x) = u0(x) pour t = 0; x � 0u(t; 0) = ub(t) pour t � 0; x = 0; (2.1)la fon
tion F est C1(R;R). On ne peut imposer la 
ondition aux limites pour toutt > 0, mais seulement lorsqu'elle satisfait une relation de 
ompatibilité ave
 la tra
ede la solution du problème et le �ux F . Cette 
ondition s'énon
e 
omme suitmaxfsgn(u(t; 0)� ub(t))(F (u(t; 0)) � F (k)) : k 2 I(ub(t); u(t; 0))g = 0: (2.2)et a été introduite dans [5℄, dans le 
adre de l'approximation par vis
osité de (2.1).En prenant une suite de réels �xés (�k)1�k�N , 
onsidérons le système semi-linéairedu premier ordre dépendant d'un paramètre � > 08>>>><>>>>: �tfk + �k�xfk = 1� (Mk(u�)� fk) k 2 f1; : : : ; Ng;fk(0; x) = Mk(u0(x)); t = 0;fk(t; 0) = Mk(ub(t)); 8�k > 0 et x = 0 (2.3)où u� =Pk fk. Pour relier le problème (2.1) ave
 le système (2.3), il faut faire quelqueshypothèses importantes sur les fon
tions Mk qui sont 
ommunément appelées Max-welliennes. On les suppose lo
alement Lips
hitziennes et véri�ant les relations de 
om-patibilité suivantes ave
 l'équation s
alaire (2.1) :8<: PkMk(u) = u;Pk �kMk(u) = F (u): (2.4)pour tout réel u. En additionnant toutes les équations de (2.3) d'abord, puis en addi-tionnant les équations multipliées par �k, on obtient la forme dite �rélaxée�du système(2.3) 8<: �tu� + �xv� = 0�tv� +Pk �k2�xf �k = 1� (F (u�)� v�) (2.5)



10 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETave
 v� =Pk �kf �k. Ce système est obtenu grâ
e aux relations (2.4). On suppose qu'ilexiste une limite f telle que f � ! fquand � tend vers 0, dans un sens assez fort, disons L1lo
. Alors en posant u =Pk fk,u� ! udans la même topologie. Alors pour que le noyau reste dé�ni par passage à la limite ilfaut que f =M(u)et grâ
e à la se
onde relation de (2.4),v = F (u)dans la première des deux équations de (2.5). Don
, au moins formellement, on peutvoir que la limite u est une solution du problème (2.1).La suite de réels (�k)1�k�N est 
hoisie de façon à 
e que les Maxwelliennes soientnon dé
roissantes, 
e qui garantit, nous allons le voir, tous les résultats de stabilitéet de 
onsistan
e ave
 l'entropie asso
iée à la loi s
alaire (2.1). Par exemple, si lesmaxwelliennes sont non dé
roissantes, on peut é
rire des relations de 
ompatibilitéave
 les entropies de Kruºkov8<: ju� 
j =Pk jMk(u)�Mk(
)jsgn(u� 
)(F (u)� F (
)) =Pk �kjMk(u)�Mk(
)j;propriété qui a été utilisée déjà dans [38, 45℄, pour le problème de Cau
hy.Un exemple de relaxation du problème (2.1) est le système suivant8<: �tu+ �xv = 0�tv + �2�xu = 1� (F (u)� v)qui s'é
rit sous forme 
inétique,8<: �tf1 + ��xf1 = 1� (M1(u)� f1)�tf2 � ��xf2 = 1� (M2(u)� f2) (2.6)où u = f1 + f2 et v = �(f1 � f2). Ce modèle est un 
as très simple de (2.5) enprenant deux vitesses. Il a d'abord été introduit par S. Jin et Z. Xin dans [27℄ pourses propriétés parti
ulières, 
'est-à-dire sa simpli
ité analytique, la pertinen
e de soninterprétation physique, et en�n sa �exibilité numérique. Du point de vue théorique,les solutions faibles et régulières ont été étudiées dans [16℄ pour un système quasi-linéaire, alors que pour les systèmes BGK, appro
hant l'équation s
alaire on peut seréférer à [38℄ pour le problème de Cau
hy.En 
e qui 
on
erne les problème ave
 bord, pour la stabilité des solutions 
ou
helimite, voir [42℄, tandis que pour l'existen
e de solution régulières le le
teur peut 
onsul-ter les travaux de Yong dans [51℄. Pour le 
as des systèmes, une 
ontribution très im-portante a ré
emment été apportée par François Bou
hut et Florent Berthelin, dans[9℄, pour le système de la dynamique des gaz isentropique ave
 bord. Les travauxs'appuient sur la 
onvergen
e par 
ompa
ité par 
ompensation grâ
e aux domainesinvariants dans l'espa
es des phases. Il est à noter que 
es te
hniques pourraient aussiêtre appliquées au 
as s
alaire.Pour un ensemble de vitesses 
ontinu, le 
as des solutions faibles a été étudié dans[43℄ en plusieurs dimensions d'espa
e, mais la 
onsistan
e ave
 les 
onditions d'entropiesur les tra
es (2.2) est obtenue seulement pour le 
as de �ux 
on
aves ou 
onvexes.Dans [48℄, W.C. Wang et Z. Xin. ont donné une 
ontribution très importante au 
ass
alaire 1D ave
 bord dans le 
adre des solutions faibles dans BV \ L1. Les auteursont étudié le système relaxé présenté pré
édemment.



2.1. INTRODUCTION 11Au bord les auteurs ont posé la 
ondition de type Diri
hletu�(t; 0) = 2Xk=1 fk = ub(t);mais l'existen
e et l'uni
ité sont obtenues seulement pour une petite perturbation d'unétat 
onstant u� non transsonique, (i.e.: F 0(u�) 6= 0). La di�
ulté majeure réside dansl'estimation des tra
es de v pour la norme BV , estimation qui né
essite de résoudreun problème rétrograde.Dans [39℄, R. Natalini et A. Terra
ina ont étudié le même système, mais ave
 la
ondition au bord : f1(t; 0) = M1(ub(t))où f1 est la 
omposante qui se dépla
e ave
 une vitesse positive. Dans 
et arti
le, ilsont prouvé l'existen
e et l'uni
ité de la solution de (2.1) quand le paramètre � tend vers0 dans (2.6), sans au
une restri
tion ni sur les données ni sur les �ux. Nous présentonsi
i une généralisation de 
ette 
ondition aux limites au 
as d'un ensemble quel
onquede vitesses.Les te
hniques qui ont été utilisées dans [39℄ ne s'étendent pas au 
as d'un modèlequi 
ontient plus de deux vitesses. Pourtant lorsque l'on veut étudier le 
as multi-dimensionnel les modèles 
ontiennent au moins trois vitesses, par ailleurs d'un pointde vue numérique 
ertains modèles à plusieurs vitesses sont moins di�usifs, et, en�n,tout s
héma ��ux-splitting� pouvant être é
rit 
omme un s
héma 
inétique à troisvitesses, (voir [8℄), il est intéressant de pouvoir étendre les résultats démontrés dans[39℄ au 
as N > 2.Dans un premier temps nous établissons tous les résultats d'existen
e et d'uni
itédes solutions de (2.3) pour un � �xé, 
'est à dire que nous étudions d'abord le systèmerelaxant. Pour établir l'existen
e d'une solution faible, nous adaptons les résultats déjàexistants dans [23℄ pour un système quasi linéaire, sans bord (de Cau
hy). Le bordintroduit une formule de Duhamel lo
alisée qui varie suivant l'in�uen
e des données(
ondition initiale ou 
ondition au bord). Celle-
i permet d'énon
er un théorème de
omparaison qui sert à en
adrer la solution par des sur(sous)-solutions. Le théorèmed'existen
e globale suit par un prolongement 
lassique.Pour établir la 
onvergen
e du système (2.3) vers une solution du problème (2.1),on a besoin de prouver des résultats de stabilité L1(R+x ) et BV (R+x ) pour tout temps tde façon uniforme en �, 
e que nous faisons dans une deuxième partie. Les estimationsde la variation totale sont véritablement le 
÷ur du problème ave
 bord dans un
as de distribution de vitesses quel
onque. Pour 
es démonstrations on se ramène au
as des solutions régulières, pour ensuite revenir au 
as général. Pour les solutionsrégulières, on utilise les équations (2.3) dérivées pour y appliquer un raisonnement dutype estimation de l'énergie. Par la formule de Green, on obtient dans les majorantsdes termes de bord, termes qu'il faut estimer. Toute la di�
ulté repose dans 
esestimations.Dans [39℄, pour les établir les auteurs ont dû utiliser la variation totale de la tra
e entemps. Il est possible de refaire la même démonstration dans le 
as de plusieurs vitesses,mais pour les 
omposantes dont les vitesses sont nulles les estimations ne sont pasuniformes en �. Nous montrons 
omment éviter la dépendan
e dé
rite pré
édemment,et obtenir des estimations uniformes par rapport à �.Ayant établi les résultats d'existen
e, d'uni
ité et de stabilité à � �xé, les propriétésde 
ompa
ité des espa
es BV \ L1 dans L1 permettent de passer à la limite en �. Onmontre par des arguments 
lassiques (voir [28, 5, 19℄) que la somme des 
omposantesde (2.3) tend vers u, une solution faible de l'équation s
alaire (2.3).La solution faible limite u de notre système (2.1) doit être physiquement a

ep-table, dans le 
as s
alaire, 
ela revient à satisfaire des inégalités d'entropie pour toutefon
tion positive et 
onvexe. Nous mettons en éviden
e 
ette 
onsistan
e, sans utiliserles estimations de variation totale des tra
es, qui dans [48, 39℄ étaient indispensablespour obtenir leur 
ompa
ité. Cette 
ompa
ité permet de passer à la limite dans lestermes de bords des inégalités d'entropie quand � tend vers 0. Par des arguments de
onvergen
e L1 faible-*, nous montrons qu'il n'est pas né
essaire d'en passer par là.



12 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRET2.2 Résultats d'existen
e pour un système semi-linéaire2.2.1 Théorème d'existen
eConsidérons le problème ave
 bord8>>>><>>>>: �tf +��xf = G(f)� (t; x) 2 R+t � R+xf(0; x) = f0(x) x > 0fk(t; 0) = fb;k(t) �k > 0 k = f1; : : : ; Ng t > 0 (2.7)où f = (f1; : : : ; fN ) : [0; T ℄ � R+ ! RN , � = diag(�1; : : : ; �N) 2 MN�N, la fon
-tion G(f) = (G1; : : : ; GN ) : RN ! RN étant lo
alement Lips
hitzienne , et fb =(fb;1; : : : ; fb;N) f0 = (f01 ; : : : ; f0N) des ve
teurs dont les 
omposantes sont bornées. Ondé�nit en plus, les sous-espa
es suivants :�+k = f(t; x) 2 [0; T ℄� R+ t.q. x < �ktg��k = f(t; x) 2 [0; T ℄� R+ t.q. x � �ktgDé�nition 2.2.1 Une fon
tion f 2 L1((0; T ) � R+ )N , T > 0, est une solutionfaible du problème ave
 bord (2.7) si, pour toute fon
tion � 2 C10 ((0; T )�R+) et pourtout k = 1; : : : ; N , on aZ T0 ZR+ �fk (�t�+ �k�x�) + Gk(f)� �� dx dt = 0 (2.8)et, on a 
onsistan
e ave
 les donnéeslimx!0 R T0 jfk(t; x)� fk;b(t)jdt = 0 8k t.q. �k > 0limt!0 R x0 jfk(t; x)� f0(x)jdx = 0 8k 2 f1; : : : ; Ng 8x 2 R+ (2.9)Théorème 2.2.1 Si le noyau de 
ollision G est globalement Lips
hitz, et et les don-nées f0 (resp fb) sont dans L1(R+ )N (resp L1(0; T )N), alors il existe une uniquesolution f du problème (2.7) dé�nie sur [0; T ℄� R+ , telle que :f 2 L1((0; T );L1(R+ )N )\ C0([0; T ℄;L1lo
(R+ )N )De plus, si �k 6= 0 fk 2 C0([0;+1[;L1(0; T ))Le temps d'existen
e T est 
elui de qui est donné par la 
ondition au bord.Preuve : Cette démonstration se 
ompose de quatre parties. D'abord on montre quedans l'espa
e des fon
tions bornées en espa
e et en temps le pro
édé de 
onstru
tiond'une solution de (2.7) donne des itérés toujours 
ontenus dans une boule de rayonM . Pour montrer 
ertaines propriétés de régularité de la solution on montre dans undeuxième temps que le pro
édé est 
ontra
tant dans une 
ertaine norme, sur un sous-espa
e des fon
tions bornées. La 
ontra
tion établie permet grâ
e au théorème dupoint �xe de prouver que le pro
édé de 
onstru
tion donne un unique solution.Tous les résultats obtenus ainsi sont valables sur un 
ompa
t en espa
e. Pourmontrer le 
ara
tère global des propriétés on montre qu'on peut 
onstruire par unpro
édé d'extra
tion diagonale une solution qui garde toutes les propriété partout enespa
e.On montre ensuite que la solution 
onstruite l'est au sens de la dé�nition 2.2.1.I Notations



2.2. RÉSULTATS D'EXISTENCE POUR UN SYSTÈME SEMI-LINÉAIRE 13Soit J , un 
ompa
t de R+ 
ontenant [0; 2�T ℄, où � est le maximum des modulesdes vitesses �k. On dé�nit W , 
ommeW (T; J) = X(T ) \ Y (T; J) \ Z(T; J);ave
 les espa
es de Bana
h suivantsX(T ) = L1(0; T ;L1(R+ )N )Z(T; J) = C0([0; T ℄;L1(J)N )muni des normes jjf jjX = supt2(0;T )PNk=1 jjfk(t; �)jjL1(R+)jjf jjZ = supt2(0;T )PNk=1 jjfk(t; �)jjL1(J)où J est un 
ompa
t de R+x . Pour la régularité en espa
e à valeur L1 en tempson dé�nitY (T; J) = ff 2 RN t.q. fk 2 C0(J ;L1(0; T )) 8k t.q. �k 6= 0get la semi-norme asso
iéejjf jjY (T;J) = supx2J X�k 6=0 jjfk(�; x)jjL1(0;T ):On pose 8<: �1k = sup(jjf0k jjL1(R+); jjfk;bjjL1(0;T ))�1 =Pk �1ket on introduit l'opérateurTk(f)(t; x) =8<: Tk;+(f)(t; x) := fk;b(t� x�k ) + 1��k R x0 Gk(f(t� x�y�k ; y))dy sur �+kTk;�(f)(t; x) := f0k (x � �kt) + 1� R t0 Gk(f(s; x� �k(t� s)))ds sur ��k(2.10)On suppose que 
et opérateur est lips
hitz, 
'est-à-direjGk(f)�Gk(g)j � CkXk jfk � gkj:Grâ
e à l'opérateur T on dé�nit le pro
édé itératif suivantfn+1 = T (fn)et nous montrons que dansW (T; J), le pro
édé 
onverge vers une unique solution.II Borne L1II.1) Pour les 
omposantes à vitesse positivea) (t; x) 2 �+kPar
e que la 
ondition au bord est bornée, on aA = jfk;b(t� x�k )j � �1k 8(t; x) 2 �+kPour la partie 
ollisionB = 1�k R x0 jGk(f(t� x�y�k ; y))jdy = R tt� x�k jGk(f(z; x+ �k(z � t)))jdz� Ck� R T0 Pl jjfl(z; �)jjL1(R+)dz� CkT� jjf jjX :Or jTk(f)(t; x)j � A+B � �1k + CkT� jjf jjX



14 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETb) (t; x) 2 ��kDe la même façon, on obtient l'expression sur 
et intervalle de (0; T )�R+ . 8(t; x) 2 ��k jTk(f)(t; x)j � �1k + CkT� jjf jjXpar
e que pour la partie 
ollisionR t0 Gk(f(s; x� �k(t� s)))ds � tCk� sups;z Pl jflj(s; z)� TCk� jjf jjX(T ):II.2) Pour les 
omposantes à vitesse négative, on se retrouve dans le 
as (II.1 b)En additionnant sur k toutes les estimations pré
édentes on peut é
rirejjT (f)jjX � �1 + CT� jjf jjX :où C =Pk Ck. L'inégalité pré
édente permet d'avoirjjfn+1jjX � �1 + CT� jjfnjjX :Soit M > �1 et BM (T1), la boule de 
entre 0 et de rayon M dans X(T1) =L1(0; T1;L1(R+ )N ), ave
 T1 = � (M � �1)CM :Si f 2 BM (T1) alors jjfn+1jjX � �1 + CT1� M�Mdon
 fn+1 2 BM (T1). On pose M = ��1, ave
 � > 1 et on aT1 = � � 1� �Cdon
 on voit que à 
ause de l'hypothèse de régularité Lips
hitz du noyau, letemps où la solution n'explose pas ne dépend pas de la norme des données.On prend T tel que T < T1 et on 
her
he à estimer T de manière à obtenir la
ontra
tion dans W (T ; J).III Contra
tion dans W (T ; J)III.1 jjfn+1 � fnjjX(T )En dé
omposant l'espa
e temps suivant que les 
ara
téristiques partent dubord ou de la 
ondition initiale 
omme on a fait pré
édemment, on arrive àétablir quej(Tk(fn)� Tk(fn�1))(t; x)j � CkT� jjfn � fn�1jjX 8 (t; x) 2 [0; T ℄� R+
e qui donnejjfn+1 � fnjjX = jjT (fn)� T (fn�1)jjX � CkT� jjfn � fn�1jjXIII.2 jjfn+1 � fnjjZ(T ;J)On examine Ik(t) = ZJ jTk(fn)� Tk(fn�1)jdx



2.2. RÉSULTATS D'EXISTENCE POUR UN SYSTÈME SEMI-LINÉAIRE 15et on suppose que si � = maxk j�kj, alors [0; 2�T ℄ � J = [0; xJ ℄, de manièreà enfermer toutes les 
ara
téristiques partant du point (0; 0) dans (0; T )�J .III.2.1 Variables pour lesquelles �k > 0Par
e que Tk est dé�ni par mor
eaux Ik(t) se dé
ompose 
omme suit.Ik(t) = 1�k R �kt0 R x0 jGk(fn)�Gk(fn�1)j(t� x�y�k ; y))dy dx+ R xJ�kt R t0 jGk(fn)�Gk(fn�1)j(s; x� �k(t� s))ds dxPar
e que Gk est Lips
hitz, on aIk(t) � Ck� Pl � 1�k R �kt0 R x0 jfnl � fn�1l j(t� x�y�k ; y))dy dx+ R xJ�kt R t0 jfnl � fn�1l j(s; x� �k(t� s))ds dx� :Et si on note �f =Pl jfnl � fn�1l j, alors on aIk;+(t) = 1�k R �kt0 R x0 �f(t� x�y�k ; y))dy dx= 1�k R �kt0 R �kty �f(t� x�y�k ; y))dx dyOn pose le 
hangement de variables suivantz = �k(t� x�y�k ) dz = �dx;
e qui donneIk;+(t) � R �kt0 R �kty �f( z�k ; y) dz�k dy� R �kt0 R z0 �f( z�k ; y)dy dz�k� R t0 R �kw0 �f(w; y)dy dw� t supw2[0;t℄ jj(fn � fn�1)(w; �)jjL1(J)N� T jjfn � fn�1jjZ(T ;J)Pour la partie standard qui vient des 
ara
téristiques venant depuis la
ondition initiale, on aIk;�(t) = R xJ�kt R t0 �f(s; x� �k(t� s))ds dx= R t0 R xJ�kt�f(s; x� �k(t� s))dx dsOn fait le 
hangement de variablesz = x� �k(t� s) dz = �dx;qui donne Ik;�(t) = R t0 R xJ��k(t�s)�ks �f(s; z)dz ds� R t0 R xJ0 �f(s; z)dz ds� t sups2[0;T ℄ RJPl jfnl � fn�1l j(s; z)dz� T jjfn � fn�1jjZ(T ;J)Finalement on a Ik(t) � 2CkT� jjfn � fn�1jjZ(T ;J)



16 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETIII.2.2 Variables pour lesquelles �k � 0Dans 
e 
as l'expression Ik(t) s'é
rit en un seul blo
Ik(t) = R xJ0 R t0 jGk(fn)�Gk(fn�1)j(s; x� �k(t� s)) ds dx� Ck� R t0 R xJ��k(t�s)��k(t�s) �f(s; z) dz ds� Ck� R t0 R xJ��k(t�s)0 �f(s; z) dz ds� CkT� sups2[0;T ℄ jjfn � fn�1jjL1(J)N + Ck� R t0 R xJ��k(t�s)xJ �f(s; z) dz ds� CkT� jjfn � fn�1jjZ(T ;J) + Ckj�kjT 2� jjfn � fn�1jjL1((0;T )�R+)La somme sur toutes les 
omposantes donne le résultat suivantjjfn+1 � fnjjZ(T ;J) � 2CT� jjfn � fn�1jjZ(T ;J) + DT 2� jjfn � fn�1jjX(T )où D =Pk j�kjCk.III.3 jjfn+1 � fnjjY (T ;J)Pour exhiber la 
ontra
tion dans 
et espa
e, on doit se restreindre aux 
om-posantes du ve
teur T (fn)�T (fn�1) qui n'ont pas de vitesse nulle. En e�et,si on regarde l'exemple suivant8<: �t� = 0�(0; x) =  (x)ave
  (x) une fon
tion bornée et dis
ontinue, la solution s'é
rit �(t; x) = (x) pour tout temps t. On n'a au
une 
han
e d'obtenir une 
ontinuitéquel
onque en espa
e.Pour se restreindre aux 
omposantes dont la vitesse est non nulle on utilisela semi-norme suivantejjf jjY (T ;J) = supx2J X�k 6=0 jjfk(�; x)jjL1(0;T )Et on étudie la 
ontra
tion par rapport à 
elle-
i, sa
hant que les estimationne permettront de 
on
lure que lorsque on ajoutera la semi-norme aux autresnormes (sur X et sur Z).Dans les estimation dans l'espa
e Z(T ; J), on a intégré en espa
e et pris lesupremum en temps, i
i, on fait le 
ontraire. Don
 on est emmené à évaluerIk(x) = Z T0 jTk(fn)� Tk(fn�1)j(t; x)dtDeux 
as de �gure se présentent(i) x � max(�k; 0) � TEn intégrant, on dé
oupe Tk en deux dé�nitions 
ar fxg� (0; T ) 
oupela 
ara
téristique x = �ktIk(x) = R x�k0 jTk;�(fn)� Tk;�(fn�1)jdt+ R Tx�k jTk;+(fn)� Tk;+(fn�1)jdt� Ck� R x�k0 R t0 �f(s; x� �k(t� s))ds dt+Ck� 1�k R Tx�k R x0 �f(t� x�y�k ; y))dydt



2.2. RÉSULTATS D'EXISTENCE POUR UN SYSTÈME SEMI-LINÉAIRE 17La première partie s'é
ritIk;�(x) = R x�k0 R t0 �f(s; x� �k(t� s))ds dt= R x�k0 R x�ks �f(s; x� �k(t� s))dt dsOn utilise le 
hangement de variables suivantz = x��k(t�s)�k dz = �dt;
e qui donneIk;�(x) = R x�k0 R x�ks �f(s; �kz)dz ds� R x�k0 R t0 �f(s; �kz)ds dz� x�k supv2[0;x℄ jj(fn � fn�1)(�; v)jjL1(0;T )N� T jjfn � fn�1jjY (T ;J) + T 2jjfn � fn�1jjX(T )
ette dernière inégalité est due au fait que x � �kT . Le dernier termevient des 
omposantes dont la vitesse est nulle. De la même façonIk;+(x) = 1�k R Tx�k R x0 �f(t� x�y�k ; y))dydt� T jjfn � fn�1jjY (T ;J) + T 2jjfn � fn�1jjX(T )Il reste alors le 
as(ii) x > max(�k; 0) � TOn suppose que �k < 0, et toujours ave
 les mêmes notations on a :R T0 R t0 �f(s; x� �k(t� s)) ds dt = 1j�kj R T0 R x��ktx �f(t� x�z�k ; z) dz dt= 1j�kj R T0 R x��kTx �f(t� x�z�k ; z)11[z<x��kt℄ dz dt= 1j�kj R x��kTx R T0 �f(t� x�z�k ; z)11[ z�x��k<t℄ dz dt= 1j�kj R x��kTx R T � (x�z)�k� (x�z)�k �f(�; z)11�>0d� dz� 1j�kj R x��kTx R T0 �fd�dz� T supz2J R T0 �f(�; z) d� + T supz =2J R T0 �f(�; z)d�� T jjfn � fn�1jjY (T ;J) + 2T 2jjfn � fn�1jjX(T )Le 
oe�
ient 2 devant le dernier terme vient de la prise en 
ompte des
omposantes dont la vitesse est nulle qu'on ne peut pas utiliser dans lanorme sur Y . Pour une vitesse �k positive, le même résultat s'obtientsuivant le 
al
ul pré
édent.Les 
onsidérations pré
édentes nous emmènent à é
rire quejjfn+1 � fnjjY (T ;J) � C(T� jjfn � fn�1jjY (T ;J) + 2T 2� jjfn � fn�1jjX(T ))Ces quatre points permettent de 
on
lure quejjfn+1 � fnjjW (T ;J) � 4min�CT� ; D + C� T 2� jjfn � fn�1jjW (T ;J): (2.11)



18 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETPour que la série P1n=1 jjfn � fn�1jjW (T ;J) soit 
onvergente, il su�t que la re-lation (2.11) soit 
ontra
tante, 
'est-à-direT � min�T1; �4C ;r �4(D + C)� :Don
 pour tout 
ompa
t J , Pn fn � fn�1 
onverge absolument dans W (T2; J).Don
 il existe une limite dans W (T ; J) telle quelimn!1 fn = f = T (f) (2.12)Comme pré
édemment, on voit que le temps maximal ne dépend ni des donnéesinitiales et ni de 
elles du bord. Ce
i permet de prolonger le temps d'existen
etant que la 
ondition aux limites est dé�nie. Ce résultat est dû à la régularitéLips
hitz du terme de 
ollision, et n'est plus valable lorsque le noyau G estseulement lo
alement Lips
hitz. Don
T = T:IV Régularité globale de la solution et 
onsistan
e ave
 les donnéesDon
 on peut résumer le résultat pré
édent par la formule :8J 9 ! fJ 2 W (T; J) t.q. T (fJ) = fJOn dé�nit maintenant une suite 
roissante de 
ompa
tsJl = [0; 2�lT ℄et f(t; x) = fl(t; x) si x 2 Jlet on montre que f ainsi dé�nie appartient à C0([0; T ℄;L1lo
(R+ )).IV.1 Uni
ité de la dé�nitionSi l > m alors W (T; Jl) �W (T; Jm) 
ar8<: C0([0; T ℄;L1(Jl)N ) � C0([0; T ℄;L1(Jm)N )C0(Jl;L1(0; T )N) � C0(Jm;L1(0; T )N)Dans la suite, on note fl=m la restri
tion de fl sur le 
ompa
t Jm. Grâ
e àla relation (2.12), on peut é
riref l=m = T (fl)=m = T (fl=m)Si fl=m 6= fm alors il y aurait dans W (T; Jk) d eux fon
tions à satisfaire(2.12), 
e qui est en 
ontradi
tion ave
 le résultat d'uni
ité. Don
,fl=m = fmIV.2 fk 2 C0(℄0;+1[;L1(0; T )) 8k t.q. �k 6= 0? Dans 
ette partie, dans un sou
ide 
larté nous travaillons seulement sur les 
omposantes dont la vitesse n'estpas nulle, don
, on omet l'indi
e k On veut montrer que8x0 8Æ 9�Æ t.q. 8x 2 B(x0; �Æ) =) jjf(�; x)� f(�; x0)jjL1(0;T )NOr, pour toute boule autour de x0 dans la métrique de R on peut trouverun 
ompa
t Jm0 la 
ontenant. Don
,8x 2 B(x0; Æ) f(t; x) = fm0(t; x) 8tor fm0 2 C0(Jm0 ;L1(0; T )N)don
 jjf(�; x)� f(�; x0)jjL1(0;T )N = jjfm0(�; x)� fm0(�; x0)jjL1(0;T )N � �Pour la 
ontinuité en x = 0, pour les 
ara
téristique rentrantes, on montre
i dessous la 
onsistan
e ave
 les données.



2.2. RÉSULTATS D'EXISTENCE POUR UN SYSTÈME SEMI-LINÉAIRE 19IV.3 f 2 C0([0; T ℄;L1lo
(R+ )) ?Il faut montrer que8K 
ompa
t 8t0 > 0 8Æ 9�Æ t.q. 8t 2 B(t0; Æ) =) jjf(t; �)� f(t0; �)jjL1(K) � ÆOr pour tout 
ompa
t K il existe un 
ompa
t Jm0 tel que K � Jm0 , don
sur K � (0; T ) f(t; x) = fm0(t; x)mais fm0 2 C0([0; T ℄;L1(Jm0)) � C0([0; T ℄;L1(K))don
 jjf(t; �)� f(t0; �)jjL1(K) = jjfm0(t; �)� fm0(t0; �)jjL1(K) � Æ:On a montré la première partie de l'énon
é. Reste à véri�er que pour les
ara
téristiques rentrantes, on ait 
onsistan
e entre la tra
e et les 
onditionaux limites imposées, et 
onsistan
e pour les 
onditions initiales quand ons'appro
he de t = 0.IV.4 Conditions aux limitesOn se pla
e dans un voisinage de (t; x) = (0; T )� f0gIk(x) = R T0 jfk(t; x)� fk;b(t)jdt= R x�k0 jfk(t; x) � fk;b(t)jdt+ R Tx�k jfk(t; x) � fk;b(t)jdt� x�k (jjf jjX + �1k )+ R Tx�k jfk(t; x)� fk;b(t� x�k )j+ R Tx�k jfk;b(t� x�k )� fk;b(t)jdtle dernier terme disparaît grâ
e à la 
ontinuité de l'opérateur translationsur les fon
tion de module intégrable. Utilisant la relation (2.12) on a parailleursR Tx�k jfk(t; x)� fk;b(t� x�k )jdt = 1�k R Tx�k R x0 jGk(f)j(t� x�y�k ; y)dydt= 1�k R x0 R Tx�k jGk(f)j(t� x�y�k ; y)dtdyen utilisant z = t� x�y�k dz = dt;on obtient1�k R x0 R Tx�k jGk(f)j(t� x�y�k ; y)dtdy = 1�k R x0 R T� x�y�ky�k jGk(f)j(z; y)dzdy� 1�k R x0 R T0 jGk(f)j(z; y)dzdy� CkTx��k supy2[0;x℄;z2[0;T ℄ jf(z; y)j� CkTx��k jjf jjX(T )On a don
 la propriété suivantelimx!0Z T0 jfk(t; x)� fk;b(t)jdt = 0
e qui démontre la 
onsistan
e ave
 les 
ondition aux limites et la 
ontinuitéde la solution en x = 0, pour les 
ara
téristiques rentrantes.



20 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETIV.5 Conditions initialesPour toutes les 
omposantes on é
ritR xJ�kt jfk(t; x)� f0k (x� �kt)jdx � R xJ�kt R t0 jGk(f(s; x� �k(t� s)))jds dx� R t0 R xJ�kt jGk(f(s; x� �k(t� s)))jdx ds� R t0 R xJxJ��k(t�s) jGk(f(s; z))jdz ds� R t0 R xJxJ��k(t�s) jGk(f(s; z))jdz ds� Ck� R t0 R xJ0 Pl jf(s; z)jdzds� Ckt� sups2[0;T ℄ jjf jjL1(J)N� Ckt� jjf jjZ(T;J)Comme pré
édemment,limt!0 Z xJ0 jfk(t; x)� f0k (x)jdx = 0Par
e que C0(R+x ;L1(0; T )N) est 
ontenu dans l'espa
e C0(R+x ;D0(0; T )N), onpeut 
al
uler maintenant la dérivée temporelle au sens des distributions en tempsD0(0; T )N : limh!0< fk(t;x+h)�fk(t;x)h ; �(t) >D0;D((0;T )) =< Tk(f)�k ; �0(t) >D0;D((0;T )) +< Gk(f)�k ; �(t) >D0;D((0;T ))Ce résultat s'obtient en utilisant Fubini, et en dé
omposant l'opérateur sur lessous-domaines �+k et ��k , 
e qui termine la preuve.}Proposition 2.2.1 Si une fon
tion s'é
rit 
ommeg(t; x) = ha(t� x� ) + R x�0 b(t� s; x� �s)dsi 11x��t;�>0+ h
(x� �t) + R t0 b(t� s; x� �s)dsi 11x>�toù a; b et 
 sont des fon
tions bornées, alors on peut é
rireR y0 [g℄+ � max(�; 0) R t0 [a℄+(s)ds+ R y+j�jt0 [
℄+(x)dx+ R t0 R y+j�j(t��)0 [b℄+(�; z) dz d�Preuve :* � > 0Supposons dans un premier temps que y � �t alorsd(t; y) = R y0 [g℄+(t; x) dx � R y0 [a℄+(t� x� )dx+ R y0 R x�0 [b℄+(t� s; x� �s)dsdx� � R tt� y� [a℄+(z)dz + R tt� y� R y��(t��)0 [b℄+(�; z) dz d�
e
i s'obtient en posant le 
hangement de variables suivant�(s; x) = � � = t� sz = x� �ks



2.2. RÉSULTATS D'EXISTENCE POUR UN SYSTÈME SEMI-LINÉAIRE 21Maintenant, si y > �t alors on appellee(t; y) = R y�t[g℄+(t; x)dx � R y�t[
(x � �t)℄+dx+ R y�t R t0 [b℄+(t� s; x� �s)dsdxGrâ
e au même 
hangement de variables que pré
édemment, on ae(t; y) � Z y��t0 [
℄+(z) dz + Z t0 Z y��(t��)�t [b℄+(�; z) dz d�On a don
R y0 [g℄+dx � d(t; �t) + e(t; y)� � R t0 [a℄+(s)ds+ R t0 R ��0 [b℄+(�; z) dz d�+ R y��t0 [
℄+(z) dz + R t0 R y��(t��)�t [b℄+(�; z) dz d�� � R t0 [a℄+(s)ds+ R y��t0 [
℄+(z) dz + R t0 R y��(t��)0 [b℄+(�; z) dz d�* Si � � 0Dans 
e 
as, on é
ritg(t; x) = 
(x� �t) + Z t0 b(t� s; x� �s)ds
e qui, après intégration, donneZ y0 [g℄+dx � Z y��t��t [
℄+(z)dz + Z t0 Z y��(t��)��(t��) [b℄+(�; y)d� dzexpression qui se majore fa
ilement parZ y0 [g℄+dx � Z y��t0 [
℄+(z)dz + Z t0 Z y��(t��)0 [b℄+(�; y)d� dzrésultat qui lui même est inférieur à la majoration annon
ée.}2.2.2 Théorème de 
omparaisonUtilisant les résultats pré
édents, et a�n de démontrer que la solution reste bornéepour tout temps, nous avons besoin de redémontrer le théorème suivant (voir [23℄).Rappelons tout d'abord :Dé�nition 2.2.2 Soit 
 un ouvert 
onvexe de RN . Une fon
tion G : 
 ! RN estquasi-monotone (non-dé
roissante) si 
haque élément Gk de G est non-dé
roissant parrapport à uj pour j 6= i.Théorème 2.2.2 Soit f et f deux solutions du problème (2.7) dans [0; T ℄�R+ ave
les données (f0; fb) et (f0; f b) respe
tivement. Soit Q un pavé de RN d'intérieur nonvide tel que(i) G quasi-monotone sur Q(ii) On suppose en plus que f; f 2 Q p.p. dans [0; T ℄� R+xSi pour tout k, fb;k(t) � f b;k(t) pour presque tout t 2 [0; T ℄ et si f0k (x) � f0k(x)pour presque tout x 2 R+ alors pour presque tout (x; t) 2 [0; T ℄� R+xfk(x; t) � fk(x; t):



22 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETLe ve
teur G est quasi-monotone sur le pavé Q don
 il existe M une 
onstante deLips
hitz telle que Xk jGk(f)�Gk(h)j �MXk jfk � hkjLemme 2.2.1 Dans les hypothèses du théorème 2.2.2, pour tout intervalle (0; �) etpour presque tout t 2 (0; T ), on aPk R �0 [fk(t; x) � fk(t; x)℄+dx � CetMPk R �+�t0 [fk(0; x)� fk(0; x)℄+dx+P�k>0 �k R t0 [fk(s; 0)� fk(s; 0)℄+ds+MPk R t0 R s0 [fk(s; 0)� fk(s; 0)℄+eM(t�s)ds (2.13)où � = maxk j�kj.Preuve : Par la formule de Duhamel on afk(t; x) = hf0k (x� �kt) + R t0 Gk(f)(s; x� �k(t� s))dsi 11[x>�kt℄+ hfb(t� x�k ) + R x�k0 Gk(f)(t� x�y�k ; y) dyi 11[x<�kt;�k>0℄Grâ
e à la proposition 2.2.1, on arrive à montrer que si8><>: � = maxk j�kjw = f � f;alors R �0 [wk ℄+(t; x)dx � R �+�t0 [w0k(x)℄+dx+ �k R t0 [wb;k(s)℄+ds+ R t0 R �+�(t�s)0 [Gk(f)�Gk(f)℄+(s; y) dy dsEn utilisant la quasi-monotonie de G sur Q on obtient :Xk H(fk � fk)(Gk(f)�Gk(f)) �MXk [fk � fk℄+et alors �+(t) � �+(0) + 
(t) +M Z t0 �+(s)dsave
 8><>: 
(t) =Pk R t0 [fb;k(s)� f b;k(s)℄+ds�+(s) = R �+�(t�s)0 Pk[w℄+dxPar Gronwall, on a alors :�+(t) � �+(0)eMt + R t0 
0(s)eM(t�s)ds� �+(0)eMt + [
(s)eM(t�s)℄t0 +M R t0 
(s)eM(t�s)ds� �+(0)eMt + 
(t) +M R t0 
(s)eM(t�s)ds}Preuve du théorème 2.2.2 : L'estimation (2.13) montre que sif0k (x) � f0k(x) 8k = f1; : : : ; Ng p.p. xet fb;k(t) � fb;k(t) si �k > 0 p.p. talors la même inégalité a lieu sur tout le domaine de dépendan
e. }



2.3. STABILITÉ DES SOLUTIONS DU SYSTÈME BGK DISCRET 232.3 Stabilité des solutions du système BGK dis
retDans la se
tion pré
édente, on a étudié un système semi-linéaire, ave
 un termesour
e quasi-monotone. A partir d'i
i, on s'intéresse plus pré
isément au problème(2.3), 
'est-à-dire qu'on utilise vraiment toutes les propriétés des Maxwelliennes, etdes données, pour établir des résultats plus forts.2.3.1 HypothèsesNous étudions don
 le système :8>>>><>>>>: �tfk + �k�xfk = 1� (Mk(u�)� fk) k 2 f1; : : : ; Ng;fk(0; x) = Mk(u0(x)); t = 0;fk(t; 0) =Mk(ub(t)); 8�k > 0 et x = 0muni de données 8<: ub 2 L1(R+t )u0 2 L1(R+x ) (2.14)et appelons � = max(jju0jjL1(R+x ); jjubjjL1(R+t ))On suppose que les maxwelliennes sont monotones non dé
roissantes (MND ) 
'est-à-dire M 0k(u) � 0 u 2 I 8k = f1; : : : ; Ng (2.15)où I = [��; �℄. Si Qk(f) = Mk(u) � fk, alors �Qk�fl = M 0k(u) si l 6= k 
e qui 
on�rmeque la propriété MND implique la quasimonotonie du terme sour
e dans (2.1). Deplus, on suppose que 
es fon
tions satisfont8<: PkMk(u) = u;Pk �kMk(u) = F (u):pour que le système (2.3) soit 
ompatible ave
 le problème mixte (2.1).2.3.2 Stabilité L1 et existen
e globaleThéorème 2.3.1 Supposons que les données satisfassent (2.14), et les maxwelliennessoient MND sur l'intervalle I = fu 2 R t.q. juj � �g. Alors, pour tout � > 0, il existeune unique solution f � 2 L1((R+ )2)N\C0([0;1[t;L1lo
(R+x ))N\C0([0;+1[x;L1lo
(R+t )N )pour le problème (2.3). De plus on a les estimations suivantes :Mk(��) � f �k �Mk(�) k = 1; : : : ; NjjujjL1(R+x�R+t ) � � (2.16)Preuve : Posons M#k (u) = 8>>>><>>>>: Mk(��) si u < ��Mk(u) juj � �Mk(�) u > � (2.17)pour k = 1; : : : ; N .



24 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETPar simpli
ité omettons l'indi
e �. SoitT Æ = supT fT � 0 t.q. ju#(x; t)j � �+ Æ=2 p.p. dans (0; T )� R+goù u# = Pk f#k . Clairement T Æ > 0, d'après le théorème d'existen
e 2.2.1. De plussuivant la dé�nition des M#k , 
es fon
tions sont MND sur tout Ru . Alors le système(2.3) ave
 M#k véri�e les hypothèses de la proposition 2.2.2, en parti
ulier le terme de
ollision est quasi-monotone dans la bande R+�(0; T Æ) 
'est-à-dire véri�e la 
ondition(i) du théorème 2.2.2.Considérons maintenant le système d'équations di�érentielles ordinaires8<: _pk = 1� (M#k (v) � pk) k = 1; : : : ; Npk(0) = p0;kpour v =Pk pk, si jv(0)j � �, alors la solution expli
ite est donnée parv(t) = v(0) =Xk p0;kSoit p� la solution 
orrespondant aux données p�0;k = Mk(��) et soit v� = Pk p�k .Alors v�(t) = v�(0) =Xk Mk(��) = ��et p�(t) = Mk(��) pour tout k = 1; : : : ; N . Don
 on applique le théorème 2.2.2 pourobtenir par 
omparaisonMk(��) � f# �Mk(�) k = 1; : : : ; Net ju#(t; x)j � �pour tout (t; x) 2 ([0; T Æ℄�R+ ). Alors, par des arguments standards de prolongementT Æ = +1 et les deux derniers en
adrements valent pour tout R+x � R+t et à 
ause dela borne obtenue sur u# on a M = M#. Alors, on obtient les estimations (2.16) etl'existen
e globale pour le problème 
inétique de départ. }2.3.3 Stabilité L1(R+)Nous redémontrons une version du lemme de Gronwall parti
ulièreLemme 2.3.1 Soient u, v et A trois fon
tion positives dé�nies sur un intervalle [a; b℄,a < b, ave
 A dérivable sur [a; b℄,alors siu(t) � A(t) + Z ta u(s)v(s) ds (2.18)on a u(t) � A(t) + Z ta v(�)e� R t� v(s)dsA(�)d�pour tout t 2 [a; b℄Preuve : Si h(t) représente le membre de droite de (2.18), on ah0(t) = A0(t) + u(t)v(t)Comme par hypothèse, u(t) � h(t) et v(t) � 0, alors on ah0(t) � A0(t) + h(t)v(t) (2.19)On pose C(t) = h(t)e� R ta v(s)ds � Z ta e� R �a v(s)dsA0(�)d�



2.3. STABILITÉ DES SOLUTIONS DU SYSTÈME BGK DISCRET 25et on dérive, 
e qui donneC 0(t) = [h0(t)�A0(t)� h(t)v(t)℄ e� R ta v(s)ds � 0grâ
e à l'inégalité (2.19). Puis, on voit que C(t) � A(a) 
ar pour tout t 2 [a; b℄, 
arC(a) = h(a) = A(a). Don
 on ah(t) � eR ta v(s)ds �A(a) + Z ta e� R �a v(s)dsA0(�)d��Par intégration par parties on obtientZ ta e� R �a v(s)dsA0(�)d� = he� R �a v(s)dsA(�)ita + Z ta v(�)e� R �a v(s)dsA(�)d�Le lemme résulte de 
ette dernière intégration 
aru(t) � h(t) � eR ta v(s)ds[A(a) + e� R ta v(s)dsA(t) �A(a) + R ta v(�)e� R �a v(s)dsA(�)d� ℄� A(t) + R ta v(�)e� R t� v(s)dsA(�)d�
e qui �nit la preuve. }A l'aide de la formule de Duhamel déjà utilisée pré
édemment nous pouvons montrerle théorème suivant :Théorème 2.3.2 Soit f le ve
teur solution du système (2.3) ave
 
omme données(u0(x); ub(t)) et f un autre ve
teur solution du système (2.3) mais pour des données(u0(x); ub(t)), pour un même � �xé alors pour tout K 2 R+RK0 PNk=1[f �k(x; t)� f �k(x; t)℄+dx � 2�RK+�t0 [u0(x)� u0(x)℄+dx+P�k>0 �k R t0 [Mk(ub(�)) �Mk(ub(�))℄+d�� (2.20)Preuve : La formule de Duhamel, obtenue grâ
e à (2.12), obtenue dans la partieexisten
e lo
ale peut s'é
rire sous une forme plus expli
itefk(t; x) = hf0k (x � �kt)e�t=� + 1� R t0 e�s=�Mk(u(t� s; x� �ks)) dsi 11x>�kt+ hfk;b(t� x�k )e� x��k + 1� R x�k0 e�s=�Mk(u(t� s; x� �ks)) dsi 11�k>0 ;x<�ktOn pose wk = fk � fk: A nouveau, l'utilisation de la proposition 2.2.1 nous donnepour tout kR xJ0 [wk℄+(t; x)dx � �k R t0 [wb;k(t)℄+ dt+e� t� R xJ+�t0 [wk ℄+(0; x) dx+ 1� R t0 e� t��� R xJ+�(t��)0 [Mk(u)�Mk(u)℄+(t; x) dx d�Gra
e à la propriété MND des maxwelliennes, on aXk [Mk(u)�Mk(u)℄+ = [u� u℄+ �Xk [wk ℄+
e qui donne, après sommation sur toutes les 
omposantes kPk R xJ0 [wk℄+dx �P�k>0 �k R t0 [wk;b(s)℄+ds+ �Pk R xJ��kt0 [w0k(x)℄+dx� e� t�+ 1� R t0 Pk R xJ��k(t�s)0 e�(t�s)=�[w(s; x)℄+ dx ds



26 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETsi on appelle 8<: !(s) = xJ + �(t� s) et�(s) =Pk R !(s)0 [wk℄+dx;la dernière inégalité permet d'é
rire�(t) � 
(t) + �(0)e� t� + 1� Z t0 e� t�s� �(s) ds;ave
 
(t) = X�k>0�k Z t0 [wk;b(s)℄+ds:Par le lemme pré
édent, on a que�(t) � 
(t) + �(0)e t� + 1� R t0 e� (2t��)� (
(�) + �(0)e �� )d�� 2[
(t) + �(0)℄}Théorème 2.3.3 Soient f le ve
teur solution du système (2.3) ave
 
omme données(u0(x); ub(t)) et f un autre ve
teur solution du système (2.3) mais pour des données(u0(x); ub(t)), pour un même � �xé. Pour tout K 2 R+ , on a :RK0 PNk=1 jf �k(x; t)� f �k(x; t)jdx � 2�RK+�t0 ju0(x)� u0(x)jdx+P�k>0 �k R t0 jMk(ub(�)) �Mk(ub(�))jd�� (2.21)où � = maxk j�k jPreuve : On dé
ompose la valeur absolue enjf � f j = [f � f ℄+ � [f � f ℄�On redémontre le théorème (2.3.2) pour �[f�f ℄�, et on ajoute les inégalités ainsiobtenues aux inégalités (2.20). }2.3.4 Stabilité BVLe théorème d'existen
e globale nous donne des estimations uniformes par rapportà � en norme L1 de la solution f du problème (2.3), 
e
i n'est pas su�sant pourpasser à la limite dans des topologies fortes. Nous avons don
 besoin des estimationsuniformes des solutions en normeBV , pour pouvoir extraire une sous-suite 
onvergentedans L1lo
.PréliminairesRésultats de régularitéSi v 2 BV (R+ ), appelonsvÆ;� = (v	Æ + 
�Æ) � �� = (v(1� �Æ) + 
�Æ) � �� (2.22)où  Æ = (1� �Æ)�Æ est une fon
tion de tron
ature monotone dé
roissante, valant 1 en x = 0 et dont lesupport est 
ompris dans [0; Æ℄, tandis que �� est une approximation de l'unité.



2.3. STABILITÉ DES SOLUTIONS DU SYSTÈME BGK DISCRET 27Lemme 2.3.2 Soient ub 2 L1lo
(R+t ), et u0 2 L1lo
(R+x ) des données qu'on appro
hepar (u0Æ;� ; uÆ;�b ) dé�nies par (2.22). Supposons de plus que les maxwelliennes soientMND , et qu'elles satisfassent (2.4). Alors pour tout � > 0, il existe un uniqueve
teur solution f �Æ;� de (2.3), de régularité (C1(R+t � R+x ))N et si en plus f � est lasolution asso
iée aux données (ub; u0), alors f �Æ;� ! f � dans (L1lo
(R+t �R+x ))N quandÆ; � tendent vers 0.Preuve : On a bien que uÆ;�b ! ub dans L1lo
(R+t )u0Æ;� ! u0 dans L1lo
(R+x ):et uÆ;�b 2 C1(R+t ) (resp. u0Æ;� 2 C1(R+ )), ave
 un ra

ord nul et de régularité C1.Il su�t d'appliquer le théorème de la propagation des singularités (voir [36℄). En e�etles données valant la même 
onstante 
 autour de (0; 0) à n'importe quel ordre de dé-rivation, au
une dis
ontinuité ne se dépla
e le long des 
ara
téristiques rentrantes 
k.Ensuite en utilisant le théorème 2.3.3, on obtient la 
onvergen
e en norme L1lo
(R+ )pour tout t �xé, après, il su�t de prendre le supremum sur tout 
ompa
t de R+t . }Quelques propriétés des fon
tions BV (R+)Soit u une fon
tion de BV (R+ ), et uÆ;� la fon
tion tronquée autour de x = 0,régularisée de façon standard par une approximation de l'unité. La variation totalede uÆ;� ne prend pas en 
ompte 
e qui se passe en x = 0, 
ar au voisinage de 
epoint la fon
tion uÆ;� est 
onstante et vaut 
. Dans 
e paragraphe nous allons montrer
omment on relie la variation totale de uÆ;� à 
elle de u.Lemme 2.3.3 Si  Æ est une fon
tion de tron
ature dé�nie par (2.22), u une fon
tiondans BV (R+ ), alors on a8
 > 0 9�
 s.t 8 Æ < �
 TV (uÆ) � TV (u) + ju(0+)� 
j+ 
où uÆ = u Æ + 
�Æ.Preuve : D'abord, notons que :uÆ = u Æ + 
�Æ = u(1� �Æ) + 
�Æ = u+ �Æ(
� u)On utilise la version dis
rète de la variation totale et le fait que  Æ = (1� �Æ), pouré
rirePi juÆ(xi)� uÆ(xi�1)j =Pi ju(xi)� u(xi�1)� [ Æ(xi)(
� u(xi))�  Æ(xi�1)(
� u(xi�1))℄j=Pi j(u(xi)� 
)(1� �Æ(xi))� (u(xi)� 
)(1� �Æ(xi�1))j=Pi j(u(xi)� 
) Æ(xi)� (u(xi)� 
) Æ(xi�1)j�Pi j Æ(xi)�  Æ(xi�1)jju(xi)� 
j+ ju(xi)� u(xi�1)jj Æ(xi�1)j=Pi j�Æ(xi)� �Æ(xi�1)jju(xi)� 
j+ ju(xi)� u(xi�1)jj Æ(xi�1)j� jju� 
jjL1(supp(�))TV (�) + jj Æ jjL1(R+)TV (u)� jju� 
jjL1(supp(�)) + TV (u):Don
 TV (uÆ) � jju� 
jjL1(0;Æ) + TV (u): (2.23)La fon
tion u est dans BV (R+ ) don
 on sait qu'elle est semi-
ontinue en 0 (
f [52℄ p250 ), 
e qui nous donne8
 > 0 9�
 s.t 8 Æ < �
 supx2[0;Æ℄ ju(x)� 
j � ju(0+)� 
j+ 




28 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETCette dernière propriété permet de majorer l'inégalité (2.23), 
e qui termine la preuve.}Lemme 2.3.4 Si on appelle  �, l'approximation de l'unité, et u une fon
tion de va-riation totale �nie, alors TV (u � ��) � TV (u)Preuve :R
(u � ��)�x dx = R
 RRu(y)11
(y)��(x� y) dy �x (x)dx= R
 u(y)�x(��(�y) �  ) dy � TV (u)Don
 sup 2C10 (R+)Z
(u � ��)�x dx � TV (u)
e qui �nit la preuve. }Lemme 2.3.5 Pour une fon
tion u telle que u 2 BV (R+ ), on a pour la tron
atureet la régularisation dé�nies par (2.22)lim infÆ;�!0 TV (uÆ;�) � TV (u) + ju(0+)� 
jPreuve : La preuve suit en utilisant les deux pré
édents lemmes. En e�et on é
ritlim infÆ;�!0 TV (uÆ;�) � lim infÆ!0 TV (uÆ)par le lemme 2.3.4. Le résultat vient en utilisant l'estimation du lemme 2.3.3 et enpassant a la limite inférieure, 
e qui donnelim infÆ!0 TV (uÆ) � TV (u) + ju(0+)� 
j:}Résultats sur les solutions régulièresDans 
ette partie nous allons montrer que les estimations de la variation totale enespa
e de la solution du problème (2.3) ne né
essitent pas d'estimation de la variationtotale en temps de la tra
e, 
omme 
ela a été fait dans [39℄. Pour établir le théorèmede stabilité, nous avons besoin d'établir deux lemmes préparatoires.Lemme 2.3.6 Supposons que les Maxwelliennes Mk soient MND , alorsXk sgn(�xfk)�x(Mk(u)� fk) � 0 8(t; x) 2 R+t � R+x :Preuve : On peut réé
rire le terme de gau
he de l'énon
é 
omme :Xk sgn(�xfk)�x(Mk(u)� fk) =Xk sgn(�xfk)M 0k(u)Xl �xfl �Xk j�xfkjEn inversant la sommation et la valeur absolue dans le premier terme du membre degau
he dans l'expression pré
édente, on a :Pk sgn(�xfk) �x(Mk(u)� fk) =Pl �xflPk sgn(�xfk)M 0k(u)�Pk j�xfkj=Pl j�xfljPk sgn(�xfl)sgn(�xfk)M 0k(u)�Pk j�xfkj=Pl j�xflj(Pk sgn(�xfl)sgn(�xfk)M 0k(u)� 1)



2.3. STABILITÉ DES SOLUTIONS DU SYSTÈME BGK DISCRET 29et par
e que les Maxwelliennes sont non dé
roissantes, et aussi par
e quesgn(a)sgn(b) � 1 8a; b 2 Ron a bien le résultat désiré. }Lemme 2.3.7 Pour n'importe quel ensemble de vitesses f�kg1�k�N , on a :Xk Z T0 �kj�xfkj(t; 0)dt � Z T0 ju0b(t)jdt� ju(T; 0)� ub(T )j+ ju(0; 0)� ub(0)jPreuve : En utilisant les équations de (2.3), on transforme les dérivées en espa
een la di�éren
e entre le terme de 
ollision et la dérivée en temps, pour 
haque k. Onsuppose i
i que la 
ondition aux limites ub et la solution du problème u(t; 0) sont de
lasse C1(0; T ).Pk R T0 �kj�xfkj(t; 0)dt �P�k>0 R T0 j 1� (Mk(u)�Mk(ub))� �tM(ub)jdt�P�k�0 R T0 j 1� (Mk(u)� fk)� �tfkjdtCe
i par une simple inégalité triangulaire devientPk R T0 �k j�xfkj(t; 0)dt � R T0 P�k>0 j 1� (Mk(u)�Mk(ub))j + j�tM(ub)j�P�k�0 j 1� (Mk(u)� fk)� �tfkjdt:On voit que les trois derniers termes à l'intérieur de l'intégrale, peuvent être réé
ris
ommePk �kj�xfkj = ju�ubj� + ju0bj��P�k�0 jMk(u)�Mk(ub)� j+ jM 0k(ub)j+ j (Mk(u)�fk)� � �tfkj� :En additionnant tous les termes sur les 
omposantes dont la vitesse est négative,on obtient : Pk �kj�xfkj � ju�ubj� + ju0bj�P�k�0 jMk(ub)�fk� + �t(Mk(ub)� fk)j;
e qui donne Pk �kj�xfkj � ju�ubj� + ju0bj�jP�k�0 Mk(ub)�fk� + �t(Mk(ub)� fk)j:Maintenant, utilisant que u =P�k>0Mk(ub)+P�k�0 fk, on obtient les inégalitéssuivantes : Xk �kj�xfkj � jub � uj� + ju0bj � jub � u� + �t(ub � u)j:On se sert de la 
onvexité de la valeur absolue pour é
rirePk �k j�xfkj � �sgn(ub�u� )�t(ub � u) + ju0bj= �sgn(ub � u)�t(ub � u) + ju0bj= ��tju� ubj+ ju0bj:Cette dernière estimation intégrée sur (0; T ) nous permet de majorer le terme initialpar Xk Z T0 �kj�xfkj(t; 0)dt � � Z T0 �tjub � uj+ ju0bjdt;et 
e
i est le résultat annon
é. }



30 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETCas généralNous allons maintenant utiliser les lemmes 2.3.6 et 2.3.7 pour montrer le théorème2.3.4. Dans les arti
les [39, 48℄, on utilise les estimations en temps pour avoir uneestimation de la quantité majorée dans le lemme (2.3.7). Cette te
hnique ne mar
he quelorsqu'au
une vitesse �k n'est nulle, 
ar les quantités qu'on veut estimer sont obtenuesà l'aide de la formule de Green. Le point faible de 
ette te
hnique apparaît lorsque une
omposante fk ne possède pas de termes en �xfk dans le système (2.3), par
equ'alorsles estimations des quantités désirées ne peuvent pas être mises en éviden
e sur le bordpar intégration sur l'intérieur du domaine.Théorème 2.3.4 Supposons que les Maxwelliennes Mk sont MND et qu'elles sa-tisfont (2.4), que u0 2 BV (R+x ) et ub 2 BV (R+t ), alors si (fk)1�k�N est une solutionde (2.3), elle véri�e les estimations suivantesTV (u�(t; �)) �Xk TV (fk(t; �)) � TV (u0;R+x ) + TV (ub;R+t ) + ju0(0+)� ub(0+)jPreuve : On appro
he les données (ub; u0), par tron
ature et régularisation(uÆ;�b ; u0Æ;�). Ce
i implique par la proposition 2.3.2, une régularité C1 de f �;Æ;� ,la solu-tion du système (2.3) ave
 les données régularisées. On dérive par rapport à x toutesles équations de (2.3), et ensuite on multiplie l'équation de la 
omposante fk parsgn(�xfk), et on somme toutes les équations. Ce
i donne :Xk �tjfÆ;�k;xj+Xk �k�xjfÆ;�k;xj =Xk sgn(fÆ;�k;x)�x(Mk(uÆ)� f Æk ):où f Æ;�k;x = �xfÆk Le dernier terme de l'égalité pré
édente est négatif pour tout (t; x)grâ
e au lemme 2.3.6. L'égalité devientXk �tjfÆ;�k;xj+Xk �k�xjfÆ;�k;xj � 0
t

x

I1

I 3

I4

(0,0)

I2

DL

Fig. 2.1 � Domaine d'intégrationEn appliquant le théorème de la divergen
e au domaineDtL = f(�; x) 2 (0; t)�R+ :0 < x < L+ �(t� �)g, on obtientPk R L0 jfÆ;�k;x(t; x)jdx �Pk R L+�t0 jfÆ;�k;x(0; x)jdx+Pk R t0 �kjfÆ;�k;x(�; 0)j d��Pk RI2(�t + �k�x)jfÆ;�k;x(�; x(�))j d� (2.24)où � est le ve
teur normal sortant du domaine DL. Sur I2, il a pour 
omposantes� = � �1 � :



2.4. CONVERGENCE VERS LA SOLUTION ENTROPIQUE 31Ensuite, on réé
rit le terme de bord sur l'interfa
e I2 
ommeXk ZI2(�t + �k�x)jfÆ;�k;x(�; x(�))j d� =Xk ZI2(� + �k)jfÆ;�k;x(�; x(�))j d�Il su�t que � = maxk j�kj pour que (�+�k) � 0, pour tout k, 
e qui fait que 
e termepeut être négligé dans (2.24) par
e que�Xk ZI2(�t + �k�x)jfÆ;�k;x(�; x(�))j d� � 0:De (2.24), il reste don
 :Xk Z L0 jfÆ;�k;x(t; x)jdx �Xk Z L+�t0 jfÆ;�k;x(0; x)jdx +Xk Z t0 �kjfÆ;�k;x(�; 0)j d�Utilisant le lemme (2.3.7), on estime le terme de tra
e par :Pk R L0 jfÆ;�k;x(t; x)jdx � Pk R L+�t0 jfÆ;�k;x(0; x)jdx + R t0 j(uÆ;�b )0(�)jd��juÆ(t; 0)� uÆ;�b (t)j+ juÆ(0; 0)� uÆ;�b (0)j:Par tron
ature nous avons supposé que uÆ;�b (0) = 
, et u0Æ;�(0) = 
, don
 le dernierterme de l'inégalité pré
édente disparaît. La 
ondition initiale est projetée sur la sur-fa
e d'équilibreXk Z L+�t0 jfÆ;�k;x(0; x)j dx =Xk Z L+�t0 j�xMk(u0Æ;�(x))j dx = Z L+�t0 j�xu0Æ;�(x)j dx;
e qui donne la borne BV (R+x ) pour les solutions assez régulières :TV (f �;Æ) � TV (u0Æ;� ;R+x ) + TV (uÆ;�b ;R+t ): (2.25)où TV (f �;Æ) désigne la somme des variations totales sur 
haque 
omposante k 21; : : : ; N .Grâ
e au lemme 2.3.5, on peut passer à la limite inférieure dans (2.25), et 
eladevientlim infÆ;�!0 TV (f �;Æ) � TV (u0;R+x ) + TV (ub;R+t ) + jub(0)� 
j+ ju0(0)� 
jOn sait d'après la proposition 2.3.2 que f �;Æ 
onverge dans L1lo
(R+t �R+x ) vers f �,don
 on ajjf �(t; �)jjTV (R+) � lim infÆ;�!0 jjf �;Æ(t; �)jjTV (R+) � TV (u0;R+x )+TV (ub;R+t )+jub(0)�
j+ju0(0)�
jEt en posant 
 = ub(0) + u0(0)2 :on obtient l'estimation annon
ée qui est optimale.}2.4 Convergen
e vers la solution entropiqueGrâ
e au pré
édent résultat de stabilité BV , on obtient les énon
és suivants.Proposition 2.4.1 Il existe C 2 R+ tel que pour tout K 2 R+ et pour tout t > 0 ona Z K0 Xk jMk(u�)� f �kj(t; x)dx � C�(TV (ub;R+t ) + TV (u0;R+x ) + ju0(0)� ub(0)j)pour tout k = 1; : : : ; N



32 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETPreuve : Grâ
e au théorème 2.3.3, 
e n'est pas restri
tif d'assumer que les donnéessont régulières et qu'elles se ra

ordent à l'origine. Dans 
e 
as on peut é
rire l'équationsuivante pour k = 1; : : : ; N�t(fk �Mk(u)) + 1� (fk �Mk(u)) = ��k�xfk +M 0k(u)Xk �k�xfkOn multiplie par sgn(fk �Mk(u)) l'équation pré
édente, on intègre sur (0;K) �(0; T ), et on obtient alorsZ K0 Xk jfk �Mk(u)j(t; x) dx � C Z t0 e� t�s� Z K0 Xk j�xfk(x; s)j dx dsoù C est une 
onstante adéquate. La 
on
lusion est 
onséquen
e du théorème 2.3.4 }Equi
ontinuité en tempsProposition 2.4.2 Si f � est le ve
teur solution de (2.3), et sous les hypothèses stan-dard des résultats pré
édents, on aXk Z L0 jf �k(t+ �; x)� f �k(t; x)jdx � C�où C = supk j�kj(TV (u0;R+ ) + TV (ub; (0; T )) + jub(0+)� u0(0+)j) est une 
onstanteindépendente de �.Preuve : On appelle ~f �k la solution du problème (2.3) ave
 les données régulariséesde la même manière que dans le théorème 2.3.4. Alors pour toute solution faible, oné
rit :Pk R L0 jf �k(t+ �; x)� f �k(t; x)jdx �Pk R L0 jf �k(t+ �; x)� ~f �k(t+ �; x)jdx+Pk R L0 j ~f �k(t+ �; x)� ~f �k(t; x)jdx+Pk R L0 j ~f �k(t; x) � f �k(t; x)jdxGrâ
e au théorème de 
omparaison 2.3.2 l'inégalité pré
édente devient :Xk Z L0 jf �k(t+ �; x)� f �k(t; x)jdx � 2ÆC +Xk Z L0 j ~f �k(t+ �; x)� ~f �k(t; x)jdxIl ne reste don
 qu'à établir l'équi
ontinuité pour des solutions régulières :Pk R L0 j ~f �k(t+ �; x)� ~f �k(t; x)jdx = R L0 j R t+�t �t ~f �k(s; x)dsjdxPk � R t+�t R L0 j 1� (Mk(~u)� ~f �k)� �k�x ~f �kj(s; x)dxds� C 00 R t+�t ds(TV (~ub; (0; T )) + TV (~u0;R+x ))la dernier terme est obtenu grâ
e à la proposition ref
m et à l'estimation (2.25). Autotal on aPk R L0 jf �k(t+ �; x) � f �k(t; x)jdx � 2ÆC + �C 00(TV (~ub; (0; T )) + TV (~u0;R+x ))� C 00� lim infÆ!0 (TV (~ub; (0; T )) + TV (~u0;R+x ))� C 00�(TV (u0;R+ ) + TV (ub; (0; T )) + jub(0+)� u0(0+)j)en passant à la limite inférieure dans la pré
édente inégalité on obtient don
 le résultatdésiré. }On remarque que la propriété pré
édente prouve l'équi
ontinuité de l'approximationu� =Pk f �k.
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ité et 
onvergen
eProposition 2.4.3 De la suite (f �)� on peut extraire une sous-suite 
onvergente versf dans C([0; T ℄; L1lo
(R+x )). u =Pk fk est une solution du problème (2.1)Preuve : On utilise i
i la démonstation 
lassique de [28, 5℄.8<: u0 2 L1(R+ ) \ BV (R+ )ub 2 L1(0; T ) \BV (0; T )sont des fon
tion à support 
ompa
t. Les résultats de stabilité permettent d'é
rire,pour tout 
ompa
t K = [0; L℄,8>><>>: jju�(t; �)jjL1(K) � jju0jjL1(K+�T ) + CjjubjjL1(0;T )TV (u�(t; �);K) � TV (u0;R+ ) + TV (ub; (0; T )) + jub(0+)� u0(0+)jju�(t; x)j � �1 p.p. (t; x) 2 [0; T ℄�K (2.26)Par
e que les sous-ensembles bornés de BV (K)\L1(K) sont pré
ompa
ts dans L1(K),les remarques pré
édentes donnentfu�(t; �) : 0 � t � T; � 2 [0; 1℄g pré
ompa
t dans L1(K) (2.27)L'équi
ontinuité en temps démontrée dans la proposition 2.4.2, donnejju�(t1; �)� u�(t2; �)jjL1(K) � Cjt1 � t2j(+ju0(0+)� ub(0+)j) (2.28)Par la preuve du théorème d'As
oli-Arzela, (2.27) et (2.28) garantissent que si �! 0,il existe une sous-suite u�l et une fon
tion u : (0; T )! L1(K) telle queliml!+1 maxt2(0;T ) jju�l(t; �)� u(t; �)jjL1(K) = 0 T > 0 (2.29)De (2.26) et (2.28) on tire que8<: u 2 L1(K) 8t > 0jju(t1; �)� u(t2; �)jjL1(K) � Cjt2 � t1j(jju0jjBV (K+�T ) + jjubjjBV (0;T )) (2.30)En extrayant à nouveau une sous-suite si né
essaire, on a u�l ! u presque partout en(t; x) 2 [0; T ℄�K. Par
e que f � est solution faible en additionnant les équations ausens des distributions on aZ T0 ZR+ u��t�+Xk �kf �k�x� = 0;
e qui devient grâ
e à la proposition 2.4.1Z T0 ZR+ u�t�+ F (u)�x� = 0par passage à la limite. De plus par (2.30), on a 
onsistan
e ave
 les 
onditions initialesdans L1(R+ ).}Dé�nition 2.4.1 Soient u0 2 BV (R+ ) et ub 2 BV (0; T ) (T > 0). On dit que lafon
tion u 2 BV (R+ � (t; 0) est une solution entropique du problème (2.1) sii) pour toute fon
tion test � 2 C10 (R+ � [0; T )), ave
 � � 0, et pour tout k 2 RZ T0 ZR+ ju� kj�t�+ sgn(u� k)(F (u)� F (k)�x� dxdt+ ZR+ ju0 � kj� dx � 0;



34 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETii) pour presque partout t 2 (0; T )maxfsgn(u(t; 0)� ub(t))(F (u(t; 0))� F (k)) : k 2 I(ub(t); u(t; 0))g = 0: (2.31)Proposition 2.4.4 Soif (f �k)1�k�N le ve
teur solution du système (2.3), ave
 pourdonnées u0 2 BV (R+x ), ub 2 BV (R+t ). Alors pour tout � 2 C10 (R+x �R+t ), ave
 � � 0,et pour tout 
 2 R, on a :Z T0 ZR+Xk jf �k �Mi(
)j(�t�+ �i�x�) dxdt+ ZR+Xk jMk(u0)�Mk(
)j�(x; 0) dx + Z T0 Xk �kjf �k �Mk(
)j�(0; t) dt� 1� Z T0 ZR+(Xk jf �k �Mk(
)j � ju� 
j)� dxdt � 0: (2.32)
Preuve : Comme pour les résultats déjà établis, on utilise le système (2.3), dont onmultiplie 
haque 
omposante par sgn(f � �Mk(
))�(x; t). En sommant sur toutes les
omposantes et en intégrant sur tout le domaine (0; T )� R+ , on obtientRR+ R T0 Pk jf �k �Mk(
)j(�t + �k�x)� dt dx+ RR+Pk jMk(u0)k �Mk(
)j�(0; x)dx+ R T0 Pk �kjf �k �Mk(
)j�(t; 0) dt = 1� RR+ R T0 Pk sgn(f � �Mk(
)(f � �Mk(u�))�(x; t)On a de façon évidenteXk sgn(f � �Mk(
))(Mk(u�)�Mk(
)) �Xk jMk(u�)�Mk(
)jor grâ
e au relations de 
ompatibilité (2.4) on sait queXk jMk(u�)�Mk(
)j = ju� � 
j �Xk jf � �Mk(
)j
e
i démontre la proposition. }I
i, on introduit une nouvelle démonstration pour l'uni
ité de la solution limite. Ene�et, dans [39℄, les auteurs démontrent que l'inégalité d'entropie obtenue par la pro-position pré
édente 
onverge vers l'inégalité limite de la loi de 
onservation s
alaire(2.1). Pour 
e faire ils utilisent la 
onvergen
e forte de la solution à l'intérieur du do-maine et les estimations BV en temps faites sur les 
omposantes négatives fournissentla 
onvergen
e forte sur le bord. Nous allons montrer que 
es dernières estimations nesont pas né
essaires pour établir 
e résultat.Théorème 2.4.1 Soient u0 2 BV (R+x ), ub 2 BV (0; T ). Alors soit f solution dusystème (2.3) (� > 0) donnée par le théorème 2.3.1. Soitu 2 C0([0;+1[;L1lo
(R+ )) \ L1((0; T )� R+ )l'unique solution au sens de la dé�nition 2.4.1, alors, quand �! 0,u� =Xk f �k ! u dans C0((0; T );L1lo
(R+ ))Pour montrer la 
onvergen
e vers la solution entropique, on a besoin du résultat suivantLemme 2.4.1 Si on pose Sk(fk) = jfk �Mk(
)j, l'entropie mi
ros
opique asso
iée àl'entropie de Kruºkov pour l'équation s
alaire (2.1), on aP�k>0 �kjMk(ub)�Mk(
)j+P�k<0 �kjfk �Mk(
)j� sgn(ub � 
)[P�k>0 �kMk(ub) +P�k<0 �kfk � F (
)℄ (2.33)



2.4. CONVERGENCE VERS LA SOLUTION ENTROPIQUE 35Preuve : En utilisant queXk �kjMk(ub)�Mk(
)j = sgn(ub � 
)[F (ub)� F (
)℄;grâ
e aux relations de 
ompatibilité (2.4), on peut voir que :P�k>0 �kjMk(ub)�Mk(
)j+P�k<0 �k jfk �Mk(
)j =sgn(ub � 
)[F (ub)� F (
)℄ +P�k<0 �k(jfk �Mk(
)j � jMk(ub)�Mk(
)j):A 
ause de la 
onvexité des entropies mi
ros
opiques, la dernière inégalité devientP�k>0 �kjMk(ub)�Mk(
)j+P�k<0 �k jfk �Mk(
)j� sgn(ub � 
)[F (ub)� F (
)℄ +P�k<0 �ksgn(Mk(ub)�Mk(
))(fk �Mk(ub)):Les fon
tions Mk sont toutes non dé
roissantes, d'où l'on tire :P�k>0 �kjMk(ub)�Mk(
)j+P�k<0 �k jfk �Mk(
)j� sgn(ub � 
)[F (ub)� F (
) +P�k<0 �k(fk �Mk(ub))℄:Et X�k>0�kMk(ub) = F (ub)� X�k<0�kMk(ub)donne le résultat voulu. }Finalement on donne la preuve de la 
onsistan
e ave
 l'inégalité d'entropie limitePreuve du théorème 2.4.1 : Par la proposition 2.4.4 on a :� R T0 RR+Pk jMk(f �k)�Mk(
)j(�t + �k�x)�(x; t)dxdt� RR+Pk jMk(u0))�Mk(
)j�(x; 0)dx� R T0 Pk �kjMk(f �k(0; t))�Mk(
)j�(0; t)dt (2.34)Le dernier terme peut être réé
rit 
omme :Z T0 X�k>0�kjMk(ub(t)))�Mk(
)j+ X�k<0�kjMk(f �k(0; t))�Mk(
)jdt:Alors, dans (2.34), on utilise l'inégalité (2.33) pour obtenir� R T0 RR+Pk jf �k �Mk(
)j(�t + �k�x)�(x; t)dxdt� RR+Pk jMk(u0)�Mk(
)j�(x; 0)dx� R T0 sgn(ub(t)� 
)[P�k>0 �kMk(ub(t)) +P�k<0 �kf �k � F (
)℄�(0; t)dt (2.35)Et à 
ause des résultats de stabilité établis pré
édemment, l'expression 
i-dessustend vers� RR+�(0;T ) ju� 
j�t�+ sgn(u� 
)(F (u)� F (
))�x�dxdt� RR+ ju(x; 0)� 
j�(x; 0)dx� R T0 sgn(ub(t)� 
)[P�k>0 �kMk(ub(t)) + �(t)� F (
)℄�(0; t)dt: (2.36)Notons que les termes qu'on intègre à l'intérieur du domaine et en t = 0 sontobtenus par passage à la limite dans C([0; T ℄; L1lo
(R+ )), tandis que les termes de bordsont obtenus seulement au sens L1(0; T ) faible-*.



36 CHAPITRE 2. STABILITÉ ET CONVERGENCE DU MODÈLE BGK DISCRETPour véri�er la relation de 
ompatibilité (2.31), on prend 
omme fon
tion test�(x; t) = �(t)maxf0; 1� x� g; � 2 R+ ;et on fait tendre � vers zéro. Alors on aR T0 sgn(u(0; t)� 
)(F (u(0; t))� F (
))�(t)dt� R T0 sgn(ub(t)� 
)[P�k>0 �kMk(ub) + �(t) � F (
)℄�(t)dt:
'est-à-dire :sgn(u(0; t)� 
)(F (u(0; t))� F (
)) � sgn(ub(t)� 
)[X�k>0�kMk(ub) + �(t)� F (
)℄:En prenant 
 > sup(u(0; t); ub(t)) et 
 < inf(u(0; t); ub(t)) on obtient :�(t) = F (u(0; t))� X�k>0�kMk(ub(t));on rempla
e �(t) par sa valeur dans (2.36) et on obtient le terme de bord attendu. }
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Chapitre 3S
hémas numériques3.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous présentons un nouvelle 
lasse de s
hémas numériques ba-sés sur une approximation 
inétique dis
rète des lois de 
onservation s
alaires. On
onsidère une solution faible u : [0; T ℄� R+x ! R pour un problème ave
 bord :8<: �tu+ �xF (u) = 0; sur R+t � R+xu(0; x) = u0(x) sur f0g � R+x (3.1)où la fon
tion �ux F est C2 sur R à valeurs dans R. Au bord, on impose, au sensfaible [5℄, la 
ondition suivanteu(t; 0) = ub(t) sur R+t � f0g; (3.2)On utilise un système semi-linéaire de taille N �N , de type BGK pour 
onstruire desdis
rétisations de (3.1)-(3.2).8>>>><>>>>: �tfk + �k�xfk = 1� (Mk(u�)� fk); k 2 f1; : : : ; Ng;fk(0; x) = Mk(u0(x)); t = 0; x 2 R+fk(t; 0) = Mk(ub(t)); 8�k > 0 et x = 0; t � 0 (3.3)où u� = Pk fk, et (�k)k2f1;:::;Ng une suite de réels non tous nuls. Les ve
teurs fksont des fon
tions de [0; T ℄ � R+x à valeurs dans R. Les fon
tions Mk sont appeléesmaxwelliennes, et sont dérivables de R dans R, on suppose que 
es fon
tions satisfontles relations de 
ompatibilité ave
 le système (3.1), pour tout u dans un pavé I de R,on doit avoir : 8<: Pk Mk(u) = u;Pk �kMk(u) = F (u): (3.4)Il est fa
ile de voir que, si f �k 
onverge dans des topologies fortes vers une limite fk,pour tout k = f1; : : : ; Ng et 
omme u�(0; x) =Pk f �k(0; x) =Pk Mk(u0(x)) = u0(x),alors u = Pk fk est solution du système (3.1), mais on ne peut pas garantir que la
ondition aux limites sera respe
tée partout, (voir [5, 20℄). Le terme de droite dans(3.3) est un terme de 
ollision donné par la di�éren
e entre un terme non-linéaire,qui dé
rit l'équilibre du système, dans notre 
as Mk(u) et l'in
onnue fk. Notre buti
i est de 
onstruire des s
hémas numériques pour le système (3.3) a�n d'obtenir uneapproximation de (3.1) en passant à la limite � = 0.Dans le 
adre général des problèmes de relaxation, voir [50℄, l'approximation (3.3)a besoin d'une 
ondition de stabilité a�n de tendre vers la limite 
orre
te. Pour lessystèmes hyperboliques relaxés 2�2, 
ette 
ondition est 
onnue sous le nom de 
ondi-tion sous-
ara
téristique. L'analyse asymptotique de Chapman-Enskog [50℄, donne la
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ondition de stabilité suivante pour les systèmes BGK en une dimension d'espa
e [3℄ :Xk �2kM 0k(u) � (F 0)2 (3.5)pour tout u appartenant à I un borné de R.En fait, dans [39℄, puis dans le 
hapitre pré
édent, la 
onvergen
e de u� vers l'uniquesolution entropique de (3.1) au sens de [5℄ a été obtenue grâ
e la relation suivante :toutes les maxwelliennes (Mk;8k) doivent être monotones non dé
roissantes (MND )sur I un domaine invariant que l'on dé�nira plus bas. Il est à noter que 
ette 
ondi-tion implique (3.5). L'argument prin
ipal réside dans le fait que, sous 
ette dernière
ondition, le terme sour
e de (3.3) est quasi-monotone au sens de [23℄, et 
e
i impliquedes propriétés de 
omparaison et de stabilité pour le système (3.3).Dans le système (3.3), �k appartient à un ensemble dis
ret et �ni. On appelleBGK 
ontinu un modèle où la vitesse appartient au 
ontraire à un ensemble 
ontinuet non né
essairement borné (par exemple � 2 R), 
e qui signi�e dans notre 
as que� est une variable au même titre que x ou t. L'approximation 
inétique 
ontinuedes systèmes de lois de 
onservation est 
lassique pour la dynamique des gaz. Enparti
ulier, les équations d'Euler peuvent être obtenues 
omme limite de l'équation deBoltzmann; voir [14, 15℄. La théorie rigoureuse de l'approximation pour des solutions
ontenant des 
ho
s est ré
ente, et les résultats prin
ipaux sont obtenus seulementpour le 
as s
alaire (u 2 R). Pour le problème de Cau
hy, ave
 un modèle BGK
ontinu, le premier résultat a été obtenu dans [12℄ (voir aussi [21℄), pour la méthodede pas fra
tionnaires ave
 une 
ondition d'entropie pour la solution (faible) limite.Plus tard, dans [45℄, un autre résultat de 
onvergen
e a été exhibé ave
 un modèleBGK 
ontinu. D'autres résultats ont été obtenus pour des systèmes en parti
ulier, oudes systèmes partiellement 
inétiques dans [32, 26℄. On peut trouver 
ertains s
hémasnumériques dans [44, 13℄.Pour un modèle à vitesse dis
rète, pour le problème de Cau
hy, dans [27℄, S. Jin etZ. Xin étaient les premiers à étudier la dis
rétisation du système de relaxation suivant :8<: �tu+ �xv = 0�tv + �2�xu = 1� (F (u)� v) (3.6)qu'on diagonalise sous la forme8<: �tf1 + ��xf1 = 1� (M1(u)� f1)�tf2 � ��xf2 = 1� (M2(u)� f2)et ont obtenu une 
lasse de s
hémas aussi bien en une qu'en plusieurs dimensions d'es-pa
e. La 
onvergen
e des s
hémas dis
rétisant le système relaxé (3.6) a été démotréedans [2℄.Dans [3℄, Denise Aregba et Roberto Natalini ont montré la 
onvergen
e des s
hémasnumériques dans le 
as de systèmes BGK diagonaux. La di�éren
e entre les deuxétudes réside dans l'extention multidimensionnelle du système (3.6). Pour [27℄, onasso
ie une équation suplémentaire par �ux, alors que dans [3℄ les auteurs gardent unsystème diagonal dans toutes les dire
tions et 
hoisissent les maxwelliennes satisfaisantles relations (3.4) et la 
ontrainteMND .En 
e qui 
on
erne le problème mixte, dans le 
as 
ontinu, Z. Xin et W.C. Wangont étudié le modèle (3.6) ave
 
omme 
ondition aux limites imposéef �1(t; 0) + f �2(t; 0) = ub(t)et ont montré la 
onvergen
e de l'approximation 
inétique vers l'unique solution entro-pique seulement dans le 
as de données assez petites autour d'un état 
onstant u� nontranssonique (i.e. F 0(u�) 6= 0). La stabilité des s
hémas asso
iés et leur 
onsistan
eave
 les inégalités d'entropie numérique sont abordées dans [17℄. Cependant il manquedans 
et arti
le les arguments de 
onvergen
e qui permettraient de passer à la limitesur les tra
es quand le paramètre de dis
rétisation � tend vers 0. Ainsi les résultats nesont valables que pour une 
ondition aux limite de type Diri
hlet homogène (ub = 0).



3.2. LES SCHÉMAS NUMÉRIQUES 39Dans [39℄, Andrea Terra
ina et Roberto Natalini ont prouvé la 
onvergen
e dumodèle 
ontinu (3.6) vers (3.1) sans au
une restri
tion ni sur les �ux ni sur les données.Ces résultats sont obtenus grâ
e à une 
ondition au bord di�érente :f+(t; 0) =Mk(ub(t)): (3.7)I
i nous présentons l'équivalent de [3℄, mais ave
 un bord. Cette partie représenteaussi la dis
rétisation des résultats trouvés dans [39℄ ainsi que dans le pré
édent 
ha-pitre. Les s
hémas numériques sont 
onstruits grâ
e au splitting de (3.1) en une partielinéaire homogène et un système di�érentiel ordinaire qui est résolu exa
tement grâ
eà la stru
ture du terme sour
e. Cette 
onstru
tion nous permet de préserver des pro-priétés de monotonie de (3.3) et de démontrer des résultats de 
onvergen
e. En outreles s
hémas s'étendent au 
as des systèmes 
omme il sera montré dans la partie destests numériques au pro
hain 
hapitre. Ces s
hémas montrent les avantages de l'ap-proximation 
inétique (voir [27, 38, 3, 49℄) :- formulation simple même dans le 
as de systèmes en plusieurs dimension d'espa
e- hyperboli
ité- régularité des solution appro
héesLes avantages majeurs de l'approximation numérique elle-même sont :- il n'y a pas besoin de résoudre de problème de Riemann pour 
réer un s
hémanumérique- le 
as s
alaire et le 
as ve
toriel sont dis
rétisés de la même manière- le système (3.3) est diagonal, 
e qui est très 
ommode pour des raison aussi bienthéoriques que numériques- on peut fa
ilement 
hanger le nombre et la géométrie des ve
teurs vitesses dansles s
hémas et augmenter ainsi la pré
ision.Dans 
e sens nos travaux partagent les qualités déjà vues dans [40, 29, 33℄, où ontrouve des s
hémas très simples, qui ne né
essitent pas de solveur de Riemann dansleur 
onstru
tion pour appro
her des systèmes généraux de lois de 
onservation. Lesalgorithmes présentés 
i-dessous ne sont 
ertainement pas optimaux, mais ils illustrent
ependant 
omment 
onstruire une approximation simple et e�
a
e même pour dessystèmes 
ompliqués.Après quelques notations, nous présentons les s
hémas 
inétiques issus de la dis-
rétisation de (3.3). Dans un formalisme qui regroupe des s
hémas du premier etse
ond ordre de pré
ision en espa
e, nous montrons tous les résultats de stabilité etde 
onvergen
e vers une solution faible de (3.1), et 
e dans le 
as général d'une distri-bution quel
onque de vitesses. Cette démar
he permet de formuler aussi des s
hémasdans le 
as multidimensionel pour des maillages stru
turés. Nous nous intéressons, en-suite, au s
hémas dont la pré
ision est du premier ordre en espa
e. Nous montrons quelorsque le pas de dis
rétisation tend vers 0, 
es s
hémas appro
hent l'unique solutionentropique de (3.1). Pour �nir nous montrons 
omment 
onstruire près du bord less
hémas MUSCL asso
iés à la phase transport, en respe
tant les 
ritères de stabilitéexhibés dans la première partie.3.2 Les s
hémas numériques3.2.1 NotationsAvant de donner la forme expli
ite des s
hémas, introduisons quelques notations.Dans 
ette partie nous nous restreignons à l'étude de maillages stru
turés uniformes,
'est-à-dire. en espa
e R+ = [i2N[i�x; (i+ 1)�x℄. en temps (0; T ) = [0�n�L�1[n�t; (n+ 1)�t℄
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oe�
ients �t, �x sont appelés les pas de dis
rétisation. On note usuellementxi = (i+ 12 )�x tn = n�t:Et on 
her
he la solution dis
rète sous la formef�(t; x) = L�1Xn=0Xi2N fni I[xi�12 ;xi+12 ℄�[tn;tn+1[(t; x)où fni est une approximation de 1�x Z xi+12xi� 12 f(tn; x) dxOn dé�nit de la même façon,fn�(x) =Xi�0 fni I[xi�12 ;xi+12 ℄(x):On dis
rétise les données du problème (3.1) de la façon suivanteunb = 1�t R tn+1tn ub(t)dt 0 � n � L� 1u0i = 1�x R xi+12xi� 12 u0(x)dx i 2 NRemarque 3.2.1 Nous travaillons sur des maillages uniformément stru
turés, il estbien évident que les mêmes notions peuvent être adaptées au 
as où �x n'est pasuniforme, et �t n'est pas 
onstant.3.2.2 Dis
rétisationNotre but est d'obtenir une approximation de (3.1), qui soit stable, 
onsistante etde forme 
onservative un+1i = uni � �t�x [gi+ 12 � gi� 12 ℄ 8i � 0 (3.8)où gi+ 12 est 
onsistant ave
 F (u). Dans 
e 
hapitre nous étudions les s
hémas issus dusystème (3.3), pour � = 0. Cela est possible, en e�et, 
ar tous les résultats de stabi-lité peuvent être obtenus à � �xé, et les bornes obtenues sont indépendantes d'�. Par
ompa
ité on passe fa
ilement à la limite en �, pour un pas de dis
rétisation � �xé,et ainsi on obtient un s
héma limite qui peut être 
ompris à la fois de façon mi
ros
o-pique ave
 des expression expli
ites en fk;�(t; x), et 
omme s
héma ma
ros
opique oùn'apparaît que la variable u�(t; x).Par exemple si on utilise une s
héma dé
entré amont 
lassique pour résoudre lapartie transport du système (3.3), on obtient quand � = 0, un �ux numérique quis'é
rit gi+ 12 = X�k>0�kMk(uni ) + X�k<0�kMk(uni+1):Sur la 
ellule du bord on a :un+10 = un0 � �t�x [g 12 (un1 ; un0 )� g� 12 (un0 ; unb )℄On voit dans 
ette dernière expression que la 
ondition aux limites n'apparaît que
omme �ux sur la première interfa
e. (voir �gure 3.1).Nous présentons i
i formellement la méthode de splitting des opérateurs qu'onutilise pour résoudre (3.1). Les s
hémas 
inétiques peuvent s'é
rire en deux étapesdistin
tes.- Transport
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x

t

t n

t n+1

x=0

Première interface

Première cellule du maillage

x0x−1/2 x 1/2Fig. 3.1 � Le maillage près du bordPour dis
rétiser le système (3.3), on résout d'abord un problème linéaire diagonalpar une méthode aussi pré
ise qu'on veut, 
'est-à-dire on a8<: �tfk + �k�xfk = 0f(0; x) = fn(x) (3.9)et on y asso
ie un s
héma linéaire (1er ordre par exemple) ou non linéaire (mé-thodes MUSCL, WENO ...)Dans la première partie de 
e travail, on utilise la formulation 
onvexe introduitepar Harten dans [24℄, qui vaut aussi bien pour les s
hémas du premier ordreque pour les s
héma MUSCL, 
e qui donne par exemple, suivant le sens dutransport : 8>>>>>><>>>>>>: �k > 0 fn+ 12i;k = (1�Dni� 12 ;k)fni;k +Dni� 12 ;kfni�1;k�k = 0 fn+ 12i;k = fni;k�k < 0 fn+ 12i;k = (1�Dni+ 12 ;k)fni;k +Dni+ 12 ;kfni+1;k (3.10)où le 
oe�
ient Dni+ 12 ;k est soit le 
oe�
ient de CFL dans le 
as du s
hémadé
entré amont 
lassique, où bien 
e terme 
ontient des termes non linéairespour des s
hémas d'ordre plus élevé. Sur la 
ellule du bord, on a8>>>>>><>>>>>>: �k > 0 fn+ 120;k = (1�Dn� 12 ;k)fn0;k +Dn� 12 ;kfnb;k�k = 0 fn+ 120;k = fn0;k�k < 0 fn+ 120;k = (1�Dn12 ;k)fn0;k +Dn12 ;kfn1;k (3.11)fnb;k est la 
ondition aux limites voulue. On voit que 
elle-
i n'intervient que surles 
omposantes qui se dépla
ent ave
 une vitesse �k > 0 positive, 
omme termede �ux sur la première interfa
e.- Proje
tionEnsuite on utilise la solution donnée par le s
héma pré
édent 
omme 
onditioninitiale du système d'équations di�érentielles ordinaires8<: �tfk(t) = 1� (Mk(u)� fk(t))fk(0) = f(0) x � 0Grâ
e à la première des deux relations de 
ompatibilité (3.4), on voit que si onsomme sur toutes les 
omposantes k, on obtient�tXk fk(t) = �tu(t) = 0
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e qui permet de résoudre expli
itement le système di�érentiel. La solution s'é
ritalors fn+1i;k = (1� e��t� )Mk(un+ 12i ) + e��t� fni;k 8i � 0; n � 1: (3.12)On voit aussi que un+1i =Xk fn+1i;k = un+ 12i :En passant à la limite en �, on voit don
 qu'on obtient la proje
tion suivantefn+1i;k = Mk(un+ 12i ) 8i � 0; n � 1 (3.13)Pour la partie 
ollision non linéaire 
omme pour la partie transport linéaire, les solu-tions sont expli
ites.Pour les données on a :8<: f0i;k = Mk(u0i ) 8i � 0fnk;b = Mk(unb ) 8n 2 [0; L� 1℄3.3 Résultats de stabilitéPour le s
héma énon
é 
i dessus, nous allons étudier la stabilité L1 \ L1 \ BV .3.3.1 HypothèsesPour démontrer les résultats qui suivent, nous supposons 
omme dans le 
as 
ontinuque les données satisfont(H1) 8<: u0(x) 2 L1(R+ ) \ BV (R+ ) \ L1(R+ )ub(t) 2 L1(0; T ) \ BV (0; T ) \ L1(0; T ) (3.14)De plus, on suppose que les maxwelliennes sontMND , 
'est-à-dire(H2) M 0k(u) � 0 8u 2 I; I =℄� �1; �1[ (3.15)ave
 �1 = max(jjubjjL1(R+t ); jju0jjL1(R+x ))et le s
héma 
inétique (SC) s'é
rit* Transport8>>>>>><>>>>>>: �k > 0 fn+ 12i;k = (1�Dni� 12 ;k)fni;k +Dni� 12 ;kfni�1;k�k = 0 fn+ 12i;k = fni;k 8i � 0�k < 0 fn+ 12i;k = (1�Dni+ 12 ;k)fni;k +Dni+ 12 ;kfni+1;kave
 un+ 12i =Xk fni;k;et �k > 0 =) fn�1;k = Mk(unb ):* Proje
tion fn+1i;k = Mk(un+ 12i ) 8i � 0; n � 1On suppose que la partie transport véri�e l'hypothèse suivante(H3) 8i; n; k Dni� 12 ;k 2 [0; 1℄ (3.16)



3.3. RÉSULTATS DE STABILITÉ 433.3.2 Stabilité L1Proposition 3.3.1 Sous les hypothèses (H1)-(H3), les s
héma 
inétiques (SC) sontL1 stable.Preuve : La démonstration se fait par ré
urren
e. Pour n = 0, on a��1 � u0i � �1 8i � 0et ��1 � unb � �1 8n � 0par hypothèse. Ces en
adrements donnent, grâ
e à la propriété MND des maxwel-liennes, pour tout i � 0,Mk(��1) �Mk(u0i ) = f0i �Mk(�1):et Mk(��1) �Mk(unb ) �Mk(�1):8n � 0Maintenant, on suppose queMk(��1) � fni;k �Mk(�1): 8i � 0Alors par 
onvexité du transport, on a, pour tout i � 0 :(1�Dni� 12 ;k)Mk(��1)+Dni� 12 ;kMk(��1) � fn+ 12i;k � (1�Dni� 12 ;k)Mk(�1)+Dni� 12 ;kMk(�1);pour les 
omposantes à vitesse positive, par exemple. Ce
i donneMk(��1) � fn+ 12i;k �Mk(�1):Par
e que un+ 12i =Pk fn+ 12i;k on a��1 � un+ 12i � �1:Et par
e que fn+1i;k =Mk(un+ 12i ) on aMk(��1) � fn+1i;k �Mk(�1):
e qui termine la preuve. }3.3.3 Variation totale sur R+Dans 
ette partie réside, en fait, la di�
ulté majeure, par
e que spé
i�quementliée au problème ave
 bord. Car, pour le problème de Cau
hy, lorsqu'on applique laformule de Green-Gauss, il n'y a pas de termes de bord qui apparaissent. I
i, 
estermes doivent être bornés à leur tour, pour garantir les estimations de l'intérieur dudomaine. Dans 
e 
hapitre les résultats obtenus ne dérivent pas d'une dis
rétisationdes estimations obtenues dans le 
as 
ontinu du 
hapitre pré
édent. Bien au 
ontraire,on n'utilise pas la forme 
omplète du s
héma qui équivaudrait à utiliser l'équation surle bord, mais on obtient 
es estimations grâ
e, à une relation d'entropie sur les termesdu bord.Dans 
e paragraphe nous allons d'abord montrer que la variation totale de lasolution donnée par le s
héma n'est pas fon
tion de la variation totale le long dubord, 
omme 
ela a été le 
as dans [39℄, mais que 
ette dernière ne sert que pour desarguments de 
onvergen
e qui seront expli
ités plus bas.Proposition 3.3.2 Sous les hypothèses (H1)-(H3), on aTV (un+1� ) = TV (fn+1� ) � TV (u0) + TV (ub) + ju00 � u0b joù TV (fn+1) =Pk TV (fn+1k ).



44 CHAPITRE 3. SCHÉMAS NUMÉRIQUESPreuve :1 CollisionPar la propriété MND des maxwelliennes, il est 
lair queTV (un+1� ) = TV (fn+1� ) � TV (fn+ 12� )2 Transport. �k > 0P1i=1 jfn+ 12i;k � fn+ 12i�1;kj �P1i=1(1�Dni� 12 ;k)jfni;k � fni�1;kj+P1i=1Dni� 12 ;kjfni;k � fni�1;kj+Dn� 12 ;kjfn0;k �Mk(unb )j�P1i=1 jfni;k � fni�1;kj+Dn� 12 ;kjfn0;k �Mk(unb )j. �k < 0 De la même façon,P1i=1 jfn+ 12i;k � fn+ 12i�1;kj �P1i=1(1�Dn� 12 ;k)jfni;k � fni�1;kj+P1i=2Dn� 12 ;kjfni;k � fni�1;kj�P1i=1 jfni;k � fni�1;kj �Dn12 ;kjfn1;k � fn0;kj. �k = 0 1Xi=1 jfn+ 12i;k � fn+ 12i�1;kj = 1Xi=1 jfni;k � fni�1;kjLa variation totale de la partie transport peut être réé
rite 
ommeXk TV (fn+ 12k ) �Xk TV (fnk )+X�k>0Dn� 12 ;kjfn0;k�Mk(unb )j�X�k<0Dn12 ;kjfn1;k�fn0;kjLe pas de temps 
omplet se résume don
 à l'inégalité suivanteTV (fn+1) � TV (fnk ) + X�k>0Dn� 12 ;kjfn0;k �Mk(unb )j � X�k<0Dn12 ;kjfn1;k � fn0;kj:(3.17)Pour montrer que l'on 
ontrole les termes de bord apparus dans l'estimation pré
é-dente, on a besoin du lemme suivant.Lemme 3.3.1 Sous les hypothèses (H1)-(H3), on aP�k>0Dn� 12 ;kjfn0;k �Mk(unb )j �P�k<0Dn12 ;kjfn1;k � fn0;kj �Pk jfn0;k �Mk(un�1b )j �Pk jfn+10;k �Mk(unb )j+ junb � un�1b jPreuve : Par
e que les maxwelliennes véri�ent la propriété MND , on aXk jfn+10 �Mk(
)j =Xk jMk(un+ 120 )�Mk(
)j = jun+ 120 � 
j �Xk jfn+ 120 �Mk(
)jquel que soit 
 2 R, 
e qui explique queXk jfn+10;k �Mk(
)j �Xk jfn+ 120;k �Mk(
)jI
i, en prenant 
 = unb , on a queXk jfn+10;k �Mk(unb )j �Xk jfn+ 120;k �Mk(unb )j



3.3. RÉSULTATS DE STABILITÉ 45Tandis que pour la partie transport, on aPk jfn+ 120;k �Mk(unb )j �P�k>0 j(1�Dn� 12 ;k)fn0;k +Dn� 12 ;kMk(unb )�Mk(unb )j+P�k�0 j(1�Dn12 ;k)fn0;k +Dn12 ;kfn1;k �Mk(unb )j�P�k>0(1�Dn� 12 ;k)jfn0;k �Mk(unb )j+P�k�0 hD 12 ;kjfn0;k � fn1;kj+ jfn0;k �Mk(unb )ji�Pk jfn0;k �Mk(unb )j+P�k<0D 12 ;kjfn0;k � fn1;kj �P�k>0D� 12 ;kjfn0;k �Mk(unb )j�Pk jfn0;k �Mk(un�1b )j+Pk jMk(unb )�Mk(un�1b )j+P�k<0D 12 ;kjfn0;k � fn1;kj �P�k>0D� 12 ;kjfn0;k �Mk(unb )j;
e qui termine la preuve. }Grâ
e au dernier résultat, (3.17) devient,TV (fn+1) � TV (fn) +Xk jfn0;k �Mk(un�1b )j �Xk jfn+10;k �Mk(unb )j+ junb � un�1b j:Si on somme sur n, on obtientPk TV (fn+1k ) �Pk TV (f1k ) +Pk jf10;k �Mk(u0b)j �Pk jfn+10;k �Mk(unb )j+Pnp=1 jupb � up�1b j;�Pk TV (f1k ) +Pk jf10;k �Mk(u0b)j+Pnp=1 jupb � up�1b jSi on applique (3.17) pour n = 0, on aTV (f1) � TV (f0) + X�k>0D0� 12 ;kjf00;k �Mk(u0b)j � X�k<0D012 ;kjf00;k �Mk(u0b)j:De plusPk jf10;k �Mk(u0b)j �P�k>0 j(1�D0� 12 ;k)f00 +D0� 12 ;kMk(u0b)�Mk(u0b)j+P�k<0 j(1�D012 ;k)f00 +D012 ;kf01;k �Mk(u0b)j�P�k>0(1�D0� 12 ;k)jf00 �Mk(u0b)j+P�k<0 jf00 �Mk(u0b)j+D012 ;kjf01;k � f00 jGrâ
e à 
es deux observations, l'estimation sur la variation totale devient exa
tementTV (fn+1k ) � TV (f0k ) +Xk jf00;k �Mk(u0b)j+ TV (ub):Nous avons projeté la 
ondition initiale sur la surfa
e d'équilibre, 
e qui explique queXk jf00;k �Mk(u0b)j =Xk jMk(u00)�Mk(u0b)j = ju00 � u0b j
e qui termine la preuve. }



46 CHAPITRE 3. SCHÉMAS NUMÉRIQUES3.3.4 Estimations L1(R+)Nous montrons i
i 
omment utiliser la stabilité TV pour établir les estimations L1.Lemme 3.3.2 Si les hypothèses (H1)-(H3) sont véri�ées, les s
hémas 
inétiques (SC),sont L1 stables :jjun+1� jjL1(R+) = jjfn+1� jjL1(R+) � jju0jjL1(R+) + C 0jjubjjL1(0;T ) + T C Koù C 0 = supk j�kj, et K = (TV (u0;R+ ) + TV (ub; (0; T )) + ju00 � u0b j).Preuve :1 Partie transport�k > 0 Pour les 
omposantes à vitesse positive, on voit quejfn+ 12i;k j � jfni;kj+Dni� 12 ;kjfni;k � fni�1;kjpour tout i � 1, tandis quejfn+ 120;k j � (1�Dn� 12 ;k)jfni;kj+D� 12 ;kjMk(unb )j:Don
, après avoir sommé sur i, on obtientXi�0 jfn+ 12i;k j �Xi�0 jfni;kj+ TV (fni;k) + jMk(unb )j:�k < 0 Pour les 
ara
téristiques sortantes le bord n'in�uençant pas le transport, ona pour tout i � 0 jfn+ 12i;k j � jfni;kj+Dni+ 12 ;kjfni;k � fni+1;kj;don
 pour l'étape 
omplète, on aXk jjfn+ 12k jjL1(R+) �Xk jjfnk jjL1(R+) +�xXk TV (fnk ) + �x X�k>0 jMk(unb )jqui donne,jjun+ 12� jjL1(R+) � jjun�jjL1(R+) +�xTV (un;R+ )) + �x X�k>0 jMk(unb )j
ar 8><>: jjun+ 12� jjL1(R+) � jjfn+ 12� jjL1(R+)jjun�jjL1(R+) = jjfn�jjL1(R+)la dernière égalité est due à la propriété MND des maxwelliennes.2 Partie 
ollisionPar
e que l'opérateur est 
ontra
tant dans L1, et par ré
urren
e, on obtientjjun+1� jjL1(R+) = jjfn+1� jjL1(R+)= jjun+ 12� jjL1(R+) � jjfn+ 12� jjL1(R+)� jju0jjL1(R+) + C 0jjubjjL1(0;T ) + Cn�xKoù K = �TV (u0) + TV (ub) + ju00 � u0b j�. Par
e que n � T�t , n�x est plus petitqu'une 
ertaine 
onstante, 
e qui termine la preuve.



3.3. RÉSULTATS DE STABILITÉ 47}Lemme 3.3.3 Soit u� une solution donnée par le s
héma (SC), si (H1)-(H3) sontvraies, u� est équi
ontinue en temps, 
'est-à-dire :jjun+1� � un�jjL1(R+) � C�xave
 C = (TV (u0;R+ ) + TV (unb ; (0; T )) + ju00 � u0b j) + 2�1Preuve : Pour la partie transport, on a :�k > 0 Pour les 
omposantes dont la vitesse est positive, pour i � 1, on é
ritjfn+ 12i;k � fni;kj � Dni� 12 jfni;k � fni�1;kj� jfni;k � fni�1;kjet pour la 
ellule au bord, on ajfn+ 120;k � fn0;kj � jfn0;k �Mk(unb )j � 2�1:En sommant sur i � 0, on a queXi�0 jfn+ 12i;k � fni;kj � TV (fnk ;R+ ) + 2�1�k � 0 Tandis que sur les autres 
omposantes, on a pour tout i � 0jfn+ 12i;k � fni;kj � Dni+ 12 jfni;k � fni+1;kj� jfni;k � fni+1;kjDon
 au total, on a :jjun+1� � un�jjL1(R+) = �xPi jun+1i � uni j = �xPi jun+ 12i � uni j � �x(Pi;k jfn+ 12i;k � fni;kj)� �x(Pk TV (fnk ;R+ ) + 2�1) = �x(TV (un�;R+ ) + 2�1)}3.3.5 Résultats de 
onvergen
eEn utilisant les résultats pré
édents, on peut montrer l'équi
ontinuité en temps :Lemme 3.3.4 Sous les hypothèses (H1)-(H3), si u est une solution numérique fourniepar le s
héma (SC), alors8t; t0 2 [0; T ℄ jju�(t)� u�(t0)jjL1(R+) � C(TV (u0) + TV (ub) + 2�1)(�t + jt� t0j)(3.18)Preuve : En utilisant le lemme 3.3.3, on a :jjum � unjjL1(R+) � C�xjm � njK � C 0(jtm � tnj+�t)Kave
 K = (TV (u0;R+ ) + CTV (ub; (0; T )) + 2�1). }Théorème 3.3.1 Soit T > 0, � = 0, supposons que les hypothèses (H1)-(H3) soientsatisfaites pour (u0; ub). Supposons que la partie transport soit TVD stable. Pour toutT > 0, on suppose que �t�x reste 
onstante. Quand �t! 0, la suite u� 
onverge dansL1(0; T ; L1lo
(R)) vers la solution u de (3.1), u 2 C0([0; T ℄;L1lo
(R+ ))\L1(0; T ; L1(R+ )).



48 CHAPITRE 3. SCHÉMAS NUMÉRIQUESPreuve : On reprend i
i les éléments de la démonstration de Harten [24℄. A l'aidede la proposition 3.3.1, on sait que8n 2 1; : : : ;L jjun�jjL1 � �1où �1 = max(jjubjjL1(0;T ); jju0jjL1(R+)). la proposition 3.3.2 donneTV (un+1� ) � TV (u0�;R+ ) + TV (ub;�; (0; T )) + ju0�(0)� ub;�(0)jorTV (u0�) =Xi�0 ju0i+1 � u0i j = 1�xXi�0 j Z xi+12xi� 12 (u0(x+�x) � u0(x)) dxj�Xi�0 Z xi+12xi� 12 ju0(x+�x) � u0(x)j�x dx = Z +10 ju0(x+�x) � u0(x)j�x dx� TV (u0;R+ )et on peut faire la même majoration pour la 
ondition aux limites. Pour les termes debord, qui dépendent eux aussi de la dis
rétisation, on majore simplementju0�(0)� ub;�(0)j � 2�1 8� � 0Si on dé�nit la norme jj�jjb+tv parjjvjjZ(R+) = jjvjjL1(R+) + TV (v;R+ )alors d'après les arguments pré
édents,jju�(t; �)jjZ(R+) � Cave
 C une 
onstante indépendante du paramètre de dis
rétisation �. Cette observa-tion nous permet, par 
ompa
ité, d'extraire pour tout t �xé une sous-suite 
onvergentedans L1lo
(R+ ). Par un pro
édé diagonal, on peut 
onstruire une sous-suite 
onvergentedans L1lo
(R+ ) pour tout t rationnel. En utilisant le lemme 3.3.4, on 
on
lut que 
ettesous-suite 
onverge, dans L1(0; T ;L1lo
(R+ )), vers une limite qu'on appelle u(t; x). Defaçon évidente u(t; x) est uniformément bornée, inégrable et à variation bornée en x.Par des propriétés de régularité et de 
onsistan
e des �ux numériques ave
 lafon
tion �ux F de (3.1), on prouve, en utilisant des arguments du type de 
eux duthéorème de Lax-Wendro� [35℄, que :Z T0 ZR+ u � �t�+ F (u) � �x� = 0par passage à la limite. On peut 
on
lure par la 
onsistan
e de la solution ave
 la
ondition initiale, pour s'en 
onvain
re il su�t d'utiliser la propriété d'équi
ontinuitédémontrée dans le lemme 3.3.4 qui donne :limt!0 1t Z t0 ZK ju(t; x)� u0(x)j dx = 0 8K 
ompa
t de R+
e qui termine la preuve. }3.4 Approximation du premier ordre (PO) en espa
e:
onvergen
e et uni
itéDans 
ette partie, on se restreint aux s
hémas du premier ordre en temps et enespa
e, 
'est-à-dire : Dni� 12 ;k = �k = j�kj�t�x :



3.4. APPROXIMATION DU PREMIER ORDRE (PO) EN ESPACE: CONVERGENCE ET UNICITÉ49Grâ
e à la partie pré
édente, on peut a�rmer le théorème suivant :Théorème 3.4.1 Si les hypothèses (H1)-(H3) sont véri�ées 
'est-à-dire en parti
uliersi : 0 � �k � 1 8k = f1; : : : ; Ngalors u� ! u dans L1([0; T ℄;L1lo
(R+ ))et u 2 C0([0; T ℄; L1lo
(R+ ))ave
 u est une solution faible de (3.1).Pour démontrer que la solution fournie par les s
héma du premier ordre, 
onverge versl'unique solution entropique de (3.1),quand �x ! 0, on applique les arguments de ladémonstration du théorème de Lax-Wendro�. Cette démonstration est né
essaire, 
arle bord du domaine introduit de nouveaux termes, dont il faut s'assurer la 
onvergen
e.Pour montrer la 
onsistan
e du bord ave
 les 
onditions d'entropie énon
ées dans [5℄,nous avons besoin d'estimer la tra
e de la solution en norme BV .Lemme 3.4.1 Sous les hypothèses (H1)-(H3), on anXp=1X�k<0 �k jMk(up0)�Mk(up�10 )j � TV (ub; (0; T )) + TV (u0;R+ ) + ju00 � u0b jPreuve : Comme pour les autres démonstrations nous allons utiliser la 
onvexité dela valeur absolue et la formulation 
onvexe du transport.. �k > 0 jfn+ 12i;k � fn� 12i;k j � (1� �k)jfni;k � fn�1i;k j+ �k jfni�1;k � fn�1i�1;kj
e qui donne quand on somme sur toutes les mailles1Xi=0 jfn+ 12i;k � fn� 12i;k j � 1Xi=0 jfni;k � fn�1i;k j+ �kjMk(unb )�Mk(un�1b )j. �k < 0 jfn+ 12i;k � fn� 12i;k j � (1� �k)jfni;k � fn�1i;k j+ �kjfni+1;k � fn�1i+1;kjde même que pour les 
omposantes à vitesse positive,1Xi=0 jfn+ 12i;k � fn� 12i;k j � 1Xi=0 jfni;k � fn�1i;k j � �kjMk(un0 )�Mk(un�10 )j. �k = 0 jfn+ 12i;k � fn� 12i;k j = jfni;k � fn�1i;k jCe qui pour la partie transport donne :Pi;k jfn+ 12i;k � fn� 12i;k j �Pi;k jfni;k � fn�1i;k j+P�k>0 �k jMk(unb )�Mk(un�1b )j �P�k<0 �k jMk(un0 )�Mk(un�10 )jPour la proje
tion on a en
oreXk jfn+1i;k � fni;kj �Xk jfn+ 12i;k � fn� 12i;k j 8i � 0Ce qui donneP�k<0 �kjMk(un0 )�Mk(un�10 )j � junb � un�1b j+Pi;k jfni;k � fn�1i;k j �Pi;k jfn+1i;k � fni;kj



50 CHAPITRE 3. SCHÉMAS NUMÉRIQUESCe qui par sommation donnenXp=1X�k<0 �kjMk(up0)�Mk(up�10 )j � TV (ub; (0; T )) +Xi;k jf1i;k � f0i;kjor Xi;k jf1i;k � f0i;kj =Xi;k jMk(u 12i )�Mk(u0i )j =Xi ju 12i � u0i jet 
e
i se majore par Xi ju 12i � u0i j � TV (u0;R+ ) + ju00 � u0b j}Si on pose, !�;k = (!nk )1�n�L = (Mk(un0 ))1�n�L 8k t.q. �k � 0alors le dernier lemme et le lemme 3.3.2 montrent queCorollaire 3.4.1 Indépendamment du pas de dis
rétisation, f!�;k; �k � 0; �x � 0gest bornée dans L1 \ BV (R+ ). Et on peut don
 extraire une sous-suite 
onvergentedans L1(0; T ) quand �t tend vers 0. On appelle !k la limite de la sous-suite extraitedans L1(0; T ).Pour relier les entropies asso
iées aux variables mi
ros
opiques à 
elle ma
ros
opiquedonnée ave
 la loi de 
onservation nous rappelons i
i les résultats de François Bou
hutadaptés au 
as s
alaire. La loi de 
onservation s
alaire (3.1) 
onnait au moins uneentropie stri
tement 
onvexe (qui est �(u) = u22 ). Dans 
e 
as, d'après [7℄Théorème 3.4.2 Soit S une entropie stri
tement 
onvexe, la 
onditionM 0k > 0 8k 2 f1; : : : ; Ngest équivalente à l'existen
e d'entropies mi
ros
opiques Sk satisfaisant les propritétéssuivantes(P1) Sk 
onvexe sur Mk(I) l'image par Mk du 
ompa
t I(P2) Xk Sk(Mk(u)) = S(u)pour tout u 2 I.(P3) Soit u un réel donné, alors quel que soit le ve
teur (fk)k2f1;:::;Ng tel quePk fk =u, on a l'équivalent dis
ret du h-théorèmeS(u) =Xk Sk(Mk(u)) �Xk Sk(fk)Ce résultat généralise à toutes les entropies, les résultats déjà observés dans [38℄ surl'entropie de Kruºkov asso
iée à (3.1). Nous avons pour tous les s
hémas 
inétiquesdu premier ordre les relations d'entropie dis
rètes suivantesLemme 3.4.2 Sous les hypothèses (H1)-(H3), on a :S(un+1i )� S(uni ) + �t�x [Gni+ 12 �Gni� 12 ℄ � 0oùS(u) =Pk Sk(Mk(u))etGni+ 12 = G(uni+1; uni ) = fP�k>0 �kSk(Mk(uni;k)) +P�k<0 �kSk(Mk(uni+1;k))gave
, sur l'interfa
e x� 12 , Gn� 12 = G(un0 ; unb )



3.4. APPROXIMATION DU PREMIER ORDRE (PO) EN ESPACE: CONVERGENCE ET UNICITÉ51Preuve : On utilise la formulation 
onvexe du s
héma amont, 
e qui donne�k > 0 Sk(fn+ 12i;k ) � Sk(fni;k)(1� �k) + �kSk(fni�1;k)�k = 0 Sk(fn+ 12i;k ) = Sk(fni;k)�k < 0 Sk(fn+ 12i;k � Sk(fni;k)(1� �k) + �kSk(fni+1;k); (3.19)En additionnant toutes les 
omposantes,Xk Sk(fn+ 12i )�Xk Sk(fni ) � �X�k>0 �k(Sk(fni;k)� Sk(fni�1;k))� X�k<0(Sk(fni;k)� Sk(fni+1;k))(3.20)Et par
e que Sk(fni ) = Sk(Mk(uni )), (propriété (P2) du théorème 3.4.2),S(uni ) =Xk Sk(fni ):Par dé�nition de Gni+ 12 , on obtient�X�k>0 �k(Sk(fni;k)�Sk(fni�1;k))+X�k<0 �k(Sk(fni;k)�Sk(fni+1;k)) = ��t�x [Gni+ 12 �Gni� 12 ℄:Par
e que les maxwelliennes sont monotones, elles minimisent la somme des entropiesmi
ros
opiques pour un état donné, (propriété (P3) du théorème 3.4.2) :S(un+1i ) =Xk Sk(fn+1i;k ) �Xk Sk(fn+ 12i;k ) (3.21)En utilisant 
ette estimation dans (3.20), on obtient le résultat désiré. }Ensuite nous étendons les te
hniques du théorème de Lax-Wendro� au 
as des s
hémas
inétiques ave
 bord.Lemme 3.4.3 Quand �x, le pas de dis
rétisation tend vers 0, ave
 �t�x = Cste, onobtient l'inégalité d'entropie suivante :R(0;T )�R+ S(u)�t�+G(u)�x� dt dx+P�k>0 �k R(0;T ) Sk(Mk(ub(t)))�(t; 0) dt+P�k<0 �k R(0;T ) Sk(!k)�(t; 0) dt+ RR+ S(u0(x))�(0; x) dx � 0où !k est la limite obtenue sur les termes de bord pour les 
ara
téristiques sortantes dé-�nie par le 
orollaire 3.4.1, et � une fon
tion test positive telle que � 2 C10 ([0; T [�R+).Preuve : Soit �ni l'approximation par des 
onstantes par maille d'une fon
tion testpositive dans C10 ([0; T )� R+ ), telle que :�ni = 1�x�t Z xi+12xi� 12 Z tn+1tn �(x; t) dt dxOn multiplie l'inégalités d'entropie par �ni ,1Xi=0 LXn=0(S(un+1i )� S(uni ))�ni + �t�x 1Xi=0 LXn=0(Gni+ 12 �Gni� 12 )�ni � 0Une intégration par parties donne dans le premier membre les termes standard :��xP1i=0 S(uL+1i )�Li +�xP1i=0PLn=1 S(uni )(�ni � �n�1i ) + �xP1i=0 S(u0i )�0i+�tPLn=0P1i=0Gi+ 12 (�ni+1 � �ni ) + �tPLn=0Gn12�n0 � 0



52 CHAPITRE 3. SCHÉMAS NUMÉRIQUESLe premier terme est nul 
ar le support de la fon
tion test ne 
ontient pas T pardé�nition, et l'expression se réé
rit sous forme intégrale.RR+ R T0 S(u�)��(t;x)���(t��t;x)�t dt dx+ RR+ S(u�(0; x))��(0; x) dx+ R T0 RR+G�(t; x) (��(t;x+�x)���(t;x))�x dx dt+ R T0 G�(t; �x2 )��(t; �x2 ) dt � 0où G�(t; x) = X�k>0�kSk(Mk(u�(t; x))) + X�k<0�kSk(Mk(u�(t; x+�x)))Grâ
e aux arguments de 
onvergen
e établis pré
édemment, on peut extraire unesous-suite qui 
onverge formement dans L1(0; T ;L1lo
(R+ )), lorsque �x tend vers 0,et grâ
e à la régularité des fon
tions test, l'expression pré
édente tend versR10 R T0 S(u)�t� dt dx + R10 S(u(0; x))�(0; x) dx+ R T0 R10 G(t; x)�x�dx dt+ R T0 Gb(t; 0)�(t; 0) dt � 0où G(t; x) =Xk �kSk(Mk(u(t; x)))et Gb(t; 0) = X�k>0�kSk(Mk(ub(t))) + X�k<0�kSk(!k)Et le dernier terme est obtenu par extra
tion d'une sous-suite 
onvergente dans le
orollaire 3.4.1. }On rappelle le lemme suivant déjà utilisé dans le premier 
hapitreLemme 3.4.4 Si on pose Sk(fk) = jfk �Mk(
)j, l'entropie mi
ros
opique asso
iée àl'entropie de Kruºkov pour l'équation s
alaire (3.1), on aP�k>0 �kjMk(ub)�Mk(
)j+P�k<0 �kjfk �Mk(
)j� sgn(ub � 
)[P�k>0 �kMk(ub) +P�k<0 �kfk � F (
)℄ (3.22)Théorème 3.4.3 Soient u0 2 BV (R+ )\L1(R+ )\L1(R+ ), ub 2 BV (0; T )\L1(0; T )\L1(0; T ). Alors la solution u� fournie par le s
héma 
inétique du premier ordre (3.8)tend dans L1((0; T ); L1(R+ )) vers l'unique solution entropique du problème (3.1) quisatisfaitRR+�(0;T ) ju� 
j�t� +sgn(u� 
)(F (u)� F (
))�x�dxdt + RR+ u(x; 0)�(x; 0)dx+ R T0 sgn(ub(t)� 
)(F (u(t; 0))� F (
))�(t; 0) dt � 0pour toute fon
tion test positive � 2 C20 ([0; T ℄� R+x ), et tout réel 
.Preuve :On applique le lemme 3.4.3 en l'appliquant à l'entropie de Kruºkov et en utilisantle lemme 3.4.4, il vientR(0;T )�R+Pk ju� 
j�t�+ sgn(u� 
)(F (u)� F (
))�x� dt dx+ RR+ ju0(x)� 
j� dx+ R(0;T ) sgn(ub � 
)[P�k>0 �kMk(ub) +P�k<0 �k!k � F (
)℄� dt � 0 (3.23)En prenant la fon
tion test parti
ulière�(t; x) = �(t)maxf0; 1� x� g; � 2 R+ ;
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ette fon
tion n'est pas C1, mais en la régularisant on peut démontrer les mêmesrésultats. Aussi dans un sou
i de simpli
ité nous utilisons la pré
édente fon
tion, eton obtient :R T0 sgn(u(t; 0)� 
)(F (u(t; 0))� F (
))�(t)dt� R T0 sgn(ub(t)� 
)[P�k>0 �kMk(ub) +P�k<0 �k!k(t)� F (
)℄�(t)dt;en laissant � tendre vers zéro. La solution u est BV (R+t �R+x )\L1lo
(R+t �R+x ) don
par le lemme des tra
es de [5℄, on peut dé�nir la tra
e u et on sait que 
u(t) = u(t; 0)est dans L1(0; T ).Ce
i étant vrai pour toute fon
tion test sur [0; T ℄, le résultat est vrai presquepartout en t et on asgn(u(t; 0)�
)(F (u(t; 0))�F (
)) � sgn(ub(t)�
)[X�k>0�kMk(ub)+X�k<0�k!k(t)�F (
)℄:En prenant 
 > sup(u(t; 0); ub(t)) et 
 < inf(u(t; 0); ub(t)) on a :X�k<0�k!k(t) = F (u(t; 0))� X�k>0�kMk(ub(t));on rempla
eP�k<0 �k!k(t) par sa valeur dans (3.23) et on obtient le résultat désiré. }3.5 Stabilité des s
hémas du 2nd ordreDans 
ette partie, nous allons montrer que les résultats obtenus pour les s
hémasdu premier ordre, peuvent être partiellement étendus pour 
eux du se
ond ordre. Dansun premier temps nous montrons leur stabilité, grâ
e à la formulation 
onvexe due àHarten [24℄, pour ensuite pré
iser les limiteurs de pente qu'on impose sur la 
elluledu bord. La stabilité autorise une limitation relative des pentes qui améliorent lapré
ision des 
al
uls. Nous allons montrer que sur la 
ellule du bord les 
ritères destabilité 
hangent par rapport à l'intérieur du domaine.3.5.1 S
héma de 
onve
tion d'ordre deux en espa
eOn appro
he la résolution du système diagonal par un s
héma du se
ond ordre. Lasolution est i
i linéaire par mor
eaux. Dans un premier temps on 
her
he à 
al
ulerla valeur de la valeur moyenne par maille au temps suivant. Soit fk la solution duproblème de transport suivant8><>: �tfk + �k�xfk = 0fk(0; x) = f0k (x) =Pi(fni + �ni (x�xi)�x )I[xi�12 ;xi+12 ℄(x) (3.24)On applique la formule de Green-Gauss sur la loi de 
onservation que satisfait l'équa-tion de transport : Z tn+1tn Z xi+12xi� 12 (�tfk + �k�xfk)(t; x) dt dx = 0
e
i se transforme en1�x Z xi+12xi� 12 fk(tn+1; x)� fk(tn; x) dx + �k�x Z tn+1tn fk(t; xi+ 12 )� fk(t; xi� 12 ) dt = 0:Si on pose fn+1i;k = 1�x Z xi+12xi� 12 fk(tn+1; x)dx;



54 CHAPITRE 3. SCHÉMAS NUMÉRIQUESon obtient fn+1i;k = fni;k � �k�x Z tn+1tn fk(t; xi+ 12 )� fk(t; xi� 12 )dtfk étant la solution du problème (3.24), on 
onnait sa formulation expli
ite en toutpoint (t; x) 2 [tn; tn+1℄� R+ fk(t; x) = f0k (x � �kt)
e qui nous donne des valeurs à integrer sur les interfa
es xi+ 12 et xi� 12 dans la pré
é-dente formule. A l'aide de 
e dernier argument on obtient la formule suivante :fn+ 12i;k = (1� �k)fni;k + �kfni�1;k � �k(1� �k)2 (�ni;k � �ni�1;k);si la vitesse de transport �k est positive, tandis quefn+ 12i;k = (1� �k)fni;k + �kfni+1;k + �k(1� �k)2 (�ni;k � �ni+1;k);si �k < 0. Ce qui peut se réé
rire dans la formulation de Harten [24℄ ave
 Dni� 12 ;k dé�nipar 8>>><>>>: Dni� 12 ;k = �k(1 + (1��k)2 (�ni;k��ni�1;k)�fni� 12 ;k ) �k > 0Dni+ 12 ;k = �k(1� (1��k)2 (�ni;k��ni+1;)�fni+12 ;k ) �k < 0:Les �ni;k sont dé�nis 
omme des pentes limitées, 
'est-à-dire�ni;k = minmod (X1;k;i�fni+ 12 ;k; X2;k;ifni� 12 ;k)ave
 minmod (a; b) = min(jaj; jbj) � sgn(a)+sgn(b)2�fni+ 12 ;k = fni+1;k � fni;k:et(X1;k;i; X2;k;i) 2 (R+ )2Les deux 
oe�
ients représentent l'ampli�
ation possible de la prise en 
ompte de
haque gradient. Il est possible de dé
entrer le s
héma suivant le sens du transport(voir [22℄), et de gagner ainsi en pré
ision. A 
haque pas de temps, on a dé�ni unevaleur moyenne fni;k par maille et par vitesse, et une pente �ni;k.3.5.2 Pré
ision du 
hoix des limiteurs sur la 
ellule du bordDans la partie stabilité de 
e 
hapitre, nos avons établi tous les 
ritères de stabilitéqui nous permettent d'utiliser le théorème de Lax-Wendro�. Reste a voir à quelle
ondition on respe
te l'hypothèse (H3) qui est la seule dépendante du s
héma detransport.Pour les 
ara
téristiques rentrantesSi on applique la formule de Green-Gauss sur la première maille, pour les 
om-posantes dont la vitesse est positive, on a l'équation suivante1�x Z x 12x� 12 (fk(tn+1; x)� fk(tn; x))dx + �k 1�t Z tn+1tn (fk(t; x 12 )� fk(t; x� 12 ))dt = 0mais tandis que sur l'interfa
e x 12 on peut é
rire la solution 
omme la translationde la 
ondition initiale, 
e
i n'est plus le 
as sur l'interfa
e du bord. En fait le
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ision se fera uniquement en améliorant la formule d'intégration surl'interfa
e x� 12 , 
'est-à-dire en augmentant la pré
ision deunb = 1�t Z tn+1tn ub(t)dt:Si fnb;k est la valeur moyenne sur l'interfa
e x� 12 , alors l'approximation par unefon
tion linéaire par mor
eaux en temps s'é
rirafb;k(t) = X1�n�L(fnb;k + 
nk t� tn+ 12�t )I[tn;tn+1℄(t)où tn+ 12 = tn+tn+12 , or1�t Z tn+1tn fk(t; x� 12 )dt = 1�t Z tn+1tn fb;k(t)dt = 1�t Z tn+1tn  fnb + 
n (t� tn+ 12 )�t ! dt = fnb;kqui sera la 
ontribution sur l'interfa
e x� 12 . On voit don
, que la 
ontribution dela pente est nulle. En suivant 
e raisonnement, on peut don
 é
rire que
n = �n�1;k = 0:Il est à noter que 
ette 
ontrainte ne rend pas le s
héma du premier ordre sur la
ellule du bord puisque le limiteur de pente �n0 lui est toujours a
tif.En fait pour 
e dernier, on a une valeur à l'interfa
eMk(unb ), une valeur au 
entrede la maille fn0;k, don
 on peut dé�nir la pente �n0 par�n0;k = �(X1;k(fn1;k � fn0;k); 2X2;k(fn0;k �Mk(unb )))où 2(fn0;k�Mk(unb ))�x est le gradient appro
hé de la première demi-maille.Pour les 
ara
téristiques sortantesPour la pente asso
iée à la 
ellule i = 0, on dispose seulement de la valeur droitefn1;k, et la valeur à l'intérieur de la maille fn0;k. C'est à dire que l'on propose lapente suivante �n0;k = X1;k(fn1;k � fn0;k)On a don
 
omplètement dé�ni le s
héma, 
e qui nous permet d'expli
iter la forme
onvexe qui y est asso
iée dans la première partie de 
e 
hapitre.Proposition 3.5.1 Si pour �k > 00 � X1;k;i � 21��k0 � X2;k;i � 2�kpour tout i � 1 tandis que X2;k;0 � 1�ket pour �k < 0, et i � 0 X1;k;i � 2�kX2;k;i � 21��kalors pour tout i � 0, et tout k 2 f1; ::; NgDni+ 12 ;k 2 [0; 1℄Preuve : Par des arguments 
lassiques pour tout i � 1, (voir [22℄), le résultat estvrai. On doit juste regarder de plus près les propriétés du s
héma sur la 
ellule dubord (i = 0).1) �k < 0



56 CHAPITRE 3. SCHÉMAS NUMÉRIQUESDans 
e 
as, les 
oe�
ients selon Harten s'é
rivent :Dn12 ;k = �k(1� (1� �k)2 (�(X1;k;1rn1 ; X2;k;1)�X1;k;0))Si X1;k;0 � 2�k alors Dn12 ;k � 1, tandis que X2;k;1 � 2(1��k) implique Dn12 ;k supé-rieur ou égal à 0.2) �k > 0Comme �n�1 = 0 et �n0 = �(X1;k;0(fn1;k � fn0;k); 2X2;k;0(fn0;k �Mk(ub))) alors laforme in
rémentale s'é
rit :Dn� 12 ;k = �k(1 + (1� �k)2 (�(X1;k;0(fn1;k � fn0;k)fn0 �Mk(unb ) ; 2X2;k;0)))et évidemment Dn� 12 ;k est positif, alors que Dn� 12 ;k � 1 si X2;k;0 � 1�k}Don
, la solution u� donnée par le s
héma tend vers une solution faible du problème(3.1). Comme pour les s
hémas du premier ordre, on a don
 le théorème suivantThéorème 3.5.1 Si les maxwelliennes sont MND , si la 
ondition CFL est respe
-tée, 
'est-à-dire 8k �k 2 [0; 1℄et si les limiteurs véri�ent les hypothèses de la proposition 3.5.1 alorsu� ! u dans L1([0; T ℄;L1(R+ ))où u est une solution faible du problème (3.1). De plus on sait queu 2 C0([0; T ℄;L1(R+ ))grâ
e à la propriété d'équi
ontinuité en temps.
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Chapitre 4Tests numériques pour leproblème ave
 bord
4.1 Introdu
tionDans 
ette partie, nous étudions les appli
ations numériques des s
hémas pourlesquels mous avons établi les 
ritères de stabilité et de 
onvergen
e dans le 
hapitrepré
édent.La première partie 
on
erne les lois de 
onservation s
alaires en une dimensiond'espa
e, nous présentons les détails pré
is liés aux s
hémas ave
 un modèle de re-laxation à deux vitesses. Comme nous dis
rétisons un système semi-linéaire, on peutimposer plusieurs 
onditions aux limites qui donnent toutes des limites 
omparables.Nous montrons les autres 
onditions aux limites possibles et les s
hémas asso
iés. Nousprésentons le modèle à trois vitesses qui dissipe beau
oup moins sur le bord 
ommeà l'intérieur du maillage. Nous 
omparons ensuite tous 
es s
hémas sur des donnéesos
illantes pour une équation s
alaire dont le �ux est quadratique ou 
ubique.Dans la deuxième partie du 
hapitre, nous montrons 
omment étendre les modèlesprésentés dans le 
as s
alaire au 
as des systèmes de lois de 
onservation en une ouplusieurs dimensions d'espa
e. Nous nous intéressons au 
as parti
ulier de la dyna-mique des gaz 
ompressibles. Dans 
ette partie, on distingue deux types de 
onditionsaux limites.1 Les 
onditions 
onstantes de type Diri
hlet non homogène. Dans 
e 
as on nesait pas 
ara
tériser les solutions exa
tes lorsque l'on est en présen
e de 
hampslinéairement dégénérés. Nous présentons deux 
as test qui montrent de façon
laire que nos modèles ne fournissent pas des solutions de type demi solution duproblème de Riemann.2 Les problèmes de type ré�exion sur paroi solide. Dans la littérature les exemplesde 
as tests numériques sont nombreux, nous en présentons quelques uns.4.2 Problème 1D s
alaireAu 
ours des 
hapitres pré
édents, nous avons dé�ni les di�érentes approximationsde la loi de 
onservation s
alaire8>>>><>>>>: �tu+ �xF (u) = 0; sur R+x � R+tu(0; x) = u0(x) sur R+x � f0gu(t; 0) = ub(t) sur f0g � R+t : (4.1)



58 CHAPITRE 4. TESTS NUMÉRIQUES POUR LE PROBLÈME AVEC BORDNous avons d'abord introduit le système 
inétique8>>>><>>>>: �tfk + �k�xfk = 1� (Mk(u�)� fk) k 2 f1; : : : ; Ng;fk(0; x) = Mk(u0(x)); t = 0;fk(t; 0) = Mk(ub(t)); 8�k > 0 et x = 0 (4.2)Le 
hapitre trois nous a donné, ensuite, une é
riture mi
ros
opique des s
hémas pourun maillage stru
turé. On rappelle que les indi
es i et n nous permettent de dis
rétiserR+t � R+x. en espa
e R+ = [i2N[xi� 12 ; xi+ 12 ℄ave
 xi� 12 = i�x. en temps (0; T ) = [0�n�L�1[tn; tn+1℄et tn = n�tOn appelle 
ellule n; i le pavé [tn; tn+1[�[xi� 12 ; xi+ 12 [On é
rit les s
hémas 
inétiques en deux étapes pour toute 
ellule n; i du maillage :1 Transport8>>>>>><>>>>>>: �k > 0 fn+ 12i;k = (1� �k)fni;k + �kfni�1;k � �k(1��k)2 (�ni;k � �ni�1;k)�k = 0 fn+ 12i;k = fni;k 8i � 0�k < 0 fn+ 12i;k = fn+ 12i;k = (1� �k)fni;k + �kfni+1;k + �k(1��k)2 (�ni;k � �ni+1;k)ave
 un+ 12i =Xk fni;k;et �k > 0 =) fn�1;k = Mk(unb ):Si pour tout n, tout k et tout i �ni;k = 0, alors le s
héma est du premier ordre enespa
e, sinon les limiteurs �ni;k sont dé�nis 
omme dans le 
hapitre 3 se
tion 3.52 Proje
tion fn+1i;k = (1� e��t� )Mk(un+ 12i ) + e��t� fn+ 12i;k 8i � 0; n � 1Notons que le s
héma dis
rétise (4.2) à � � 0 �xé.Nous donnons d'abord un exemple de modèle que nous dis
rétisons ensuite pour ob-tenir une forme 
omplètement expli
ite des s
hémas numériques. Si on prend, parexemple, 8<: �tu+ �xv = 0�tv + �2�xu = 1� (F (u)� v) (4.3)qu'on diagonalise sous la forme8<: �tf+ + ��xf+ = 1� (M+(u)� f+)�tf� � ��xf� = 1� (M�(u)� f�)



4.2. PROBLÈME 1D SCALAIRE 59les maxwelliennes asso
iées s'é
rivent :M� = 12[u� F (u)� ℄Pour respe
ter la 
ondition de monotonie sur I � R, on voit qu'on doit avoirM 0� = 12[1� F 0(u)� ℄ � 0 8u 2 I
e qui donne une 
ondition sur le ve
teur vitesse � qui s'é
rit� > maxu2I jF 0(u)jqui est la version s
alaire de la 
ondition sous-
ara
téristique. Ce qui pré
ède nousdonne un s
héma 
omplètement expli
ite qui s'é
rit, a l'ordre un en espa
e et sur la
ellule du bord :- Transport fn+ 120;+ = (1� �)fn0;+ + �fnb;+fn+ 120;� = (1� �)fn0;� + �fn1;+ (4.4)- Collision fn+10;� = (1� e��t� )M�(un+ 120 ) + e��t� fn+ 120;� 8n � 1: (4.5)4.2.1 Confrontation entre deux 
onditions aux limitesEn fait pour le système relaxé (4.3), on a un degré de liberté dans l'expression dela 
ondition aux limites. Une formulation générale de 
elle-
i, imposée sur la 
ara
té-ristique rentrante f+ s'é
rit, pour le modèle 
ontinu (4.3) :f+(t; 0) = M+(ub(t))� �(f�(t; 0)�M�(ub(t))) (4.6)ave
 � réel dans ℄� 1 : 1℄. La 
ondition utilisée dans [39℄ s'obtient pour � = 0 dans laformule pré
édente, tandis que la 
ondition de type Diri
hlet, utilisée dans [48℄, vautpour � = 1. Pour 
ette dernière valeur de �, on ne peut pas garantir la 
onvergen
evers la solution entropique au sens de [5℄ quand � tend vers 0. La 
ondition (4.6) seréé
rit de façon dis
rète, pour les s
hémas (4.4),(4.5) :fnb;+ = M+(unb )� �(fn0;� �M�(unb ))On voit que suivant la valeur de �, on obtient des s
hémas di�érents sur la première
ellule du maillage. La 
ondition aux limites intervient dans la partie transport, etles di�éren
es entre les s
hémas demeurent même pour � = 0. Par exemple, dis
rétiséà l'ordre un, le modèle à deux vitesses est 
onnu pour donner le s
héma de Lax-Friedri
hs. Sur la 
ellule du bord, il en est de même pour la 
ondition � = 0, il su�t,pour s'en rendre 
ompte d'é
rire :un+10 = un0 � �[(M+(un0 )�M�(un1 ))� (fnb;+ �M�(un0 ))℄= un0 � �[(M+(un0 )�M�(un1 ))� (M+(unb )�M�(un0 ))℄���(M�(un0 )�M�(unb ))= un0 � �t�x [hLF (un1 ; un0 )� hLF (un0 ; unb )℄�� ��t��x (un0 � unb )� �t�x(F (un0 )� F (unb ))�On voit qu'un terme supplémentaire apparaît. Il semble que la 
ondition � = 0 soitoptimale. Et dans les tests suivants nous allons le montrer.



60 CHAPITRE 4. TESTS NUMÉRIQUES POUR LE PROBLÈME AVEC BORDEquation de Burgers et solution exa
teAvant de présenter les résultats numériques, nous donnons la solution générale duproblème dis
rétisé 8>>>><>>>>: �tu+ �x(u22 ) = 0 sur R+x � R+tu(0; x) = u0 sur R+x � f0gu(t; 0) = ub sur f0g � R+t :Les données (ub; u0) sont des 
onstantes. Deux 
as de �gures se présentent, soit onattend un 
ho
, soit une détente. Dans les deux 
as les solutions peuvent sortir dudomaine et laisser la 
ondition initiale 
omme solution stationnaire.1 Détente: ub � u0La solution est auto-similaire, et si ub � 0 alors,w(t; x) = 8>>>><>>>>: ub si 0 � x � ubtx si x � u0tu0 sinonLa tra
e respe
te la 
ondition aux limites. Si maintenant ub � 0 on a seulement :w(t; x) = 8<: x si x � u0tu0 sinonIl est évident que si u0 � 0 alors w(t; x) = u0 pour tout temps et tout x.2 Cho
: ub � u0On sait que la vitesse de propagation du 
ho
 s'é
rit, à l'aide des relations deRankine-Hugoniot �(ub; u0) = F (ub)� F (u0)ub � u0 = 12(ub + u0):On a don
 deux possibilités8>>>><>>>>: �(ub; u0) > 0 =) w(t; x) = 8<: ub si x � �tu0 sinon�(ub; u0) � 0 =) w(t; x) = u0Données non transsoniquesNous posons 
omme données :8<: ub(t) = �1 8t > 0u0(x) = 1 8x > 0Nous regardons les solutions appro
hées de (4.3), pour � = f2; 0:5; 0:125; 0:0625; 0:00125g,pour le s
héma asso
ié à � = 0 et 
elui pour le quel � = 1.Dans la �gure 4.1, nous avons montré le 
omportement de la solution u et de la
ara
téristique rentrante f+, pour � = 0. Suit la �gure 4.2, où pour � = 1, on montre
omment u restant �xé au bord, et 
'est f+ qui varie.On remarque aussi que lorsque � est grand, la borne L1(R+ �R+ ) dé�nie pour les
héma à l'équilibre (� = 0) ne vaut pas pour le s
héma ave
 � = 1 (voir �gures 4.1 à4.3). Au 
hapitre pré
édent, on a montré que les quantités mi
ros
opiques sont en
a-drées par M�(��1) où �1 = max(jjubjjL1(0;T ); jju0jjL1(R+)), et 
e indépendamment
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i �1 = 1, on voit que fNT+ (� = 0) est toujours dans [� 14 ; 14 ℄. Ce n'est pas le
as pour fXW+ (� = 1).Les résultats sont représentés au temps t = 0:3. Le pas d'espa
e utilisé est �x =0:001, tandis que la 
� est égale à 0.7.Sur tous les graphiques,NT représente le s
héma asso
ié à la 
ondition à l'équilibre� = 0, tandis que XW désigne le s
héma ave
 Diri
hlet obtenu pour � = 1.
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62 CHAPITRE 4. TESTS NUMÉRIQUES POUR LE PROBLÈME AVEC BORD

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

f+ XW

eps=0.0
eps=0.0078125

eps=0.03125
eps=0.125

eps=0.5
eps=2.0

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

u XW

eps=0.0
eps=0.0078125

eps=0.03125
eps=0.125

eps=0.5
eps=2.0

Fig. 4.2 � f+ et u pour u(t; 0) = ub (Diri
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La di�éren
e entre les deux s
hémas reste visible même lorsque � = 0. Dans les�gures 4.3 on 
onstate 
ette di�éren
e, 
e qui 
on�rme la remarque faite par rapportau s
héma de Lax-Friedri
hs.



4.2. PROBLÈME 1D SCALAIRE 63

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

3V Equilibre
2V NT

2V XW

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

3V Equilibre
2V NT

2V XW

Fig. 4.3 � Confrontation s
hémas (Diri
hlet XW) et (équilibre NT)Données transsoniquesOn impose : 8<: ub(t) = �1 8t > 0u0(x) = 0 8x > 0La solution exa
te dans 
e test est nulle partout puisque la détente provoquée par lejeu des données (ub � u0) et du �ux (F (u) = u22 ) sort du domaine.Les données de 
e test 
ontredisent les hypothèses utilisées dans [48℄. En e�et, la
ondition initiale est un état transsonique 
arF (u) = u22 =) F 0(u0(x)) = F 0(0) = 0Grâ
e à 
es hypothèses, les auteurs s'assurent de l'uni
ité de la limite du modèle.Malgré tout, on voit que le s
héma qui y est asso
ié (� = 1) 
onverge vers la mêmesolution entropique que le notre (� = 0). (voir �gures 4.4 à 4.5).
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Pour � = 0:0, on voit que les 
onditions aux limites produisent une di�usion nu-mérique étalée sur une vingtaine de mailles près du bord, (voir �gure 4.6).
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onfrontation 
b Xin & Wang ave
 la 
b à l'équilibre4.2.2 Comparaison des résultats pré
édents ave
 un modèle àtrois vitessesPour montrer l'intérêt de l'extension des résultats de [39℄ au 
as de systèmes à plusde deux vitesses, nous dis
rétisons maintenant le modèle suivant8>>>><>>>>: �tf �+ + ��xf �+ = 1� (M+(u)� f �+)�tf �0 = 1� (M0(u)� f �0)�tf �� � ��xf �� = 1� (M�(u)� f ��)
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 8>>>><>>>>: M+(u) = (R u0 [F 0(s)℄+ ds)=�M�(u) = �(R u0 [F 0(s)℄� ds)=�M0(u) = u� (R u0 jF 0(s)jds)=�où [�℄� désigne la partie positive (resp. négative). La 
ondition aux limites est imposéeseulement sur f �+ par f �+(t; 0) = M+(ub(t))A l'ordre un en espa
e, 
e s
héma est l'expression 
inétique du s
héma d'Enquist-Osher. Nous montrons le gain en pré
ision sur les �gures 4.3 pour la demi-détenterentrante et 4.6 pour la détente sortante.
4.2.3 Quelques résultats spé
i�ques au problème ave
 bordDans 
e paragraphe, nous montrons un 
as test qui n'est pas une demi-solutiondu problème de Cau
hy, mais un vrai problème ave
 bord. Nous imposons les donnéessuivantes : 8<: ub(t) = sin(18 � t) t � 0u0(x) = 0 x � 0On voit que la 
ondition aux limites varie en temps. L'équation appro
hée reste 
ellede Burgers (F (u) = u22 ). La solution 
omporte une su

ession de 
ho
 et de détentes.Nous 
onfrontons tous les s
hémas du premier ordre présentés 
i-dessus.
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Sans limiteurs de pente, les s
hémas à deux vitesses di�usent et régularisent lasolution. Nous montrons dans la suite les solutions fournies par les s
hémas du se
ondordre en espa
e. D'abord on utilise le limiteur minmod standard pour une 
fl égaleà 0.2 �(a; b) = sgn(a) + sgn(b)2 min(jaj; jbj)de façon uniforme sur tout le maillage. Comme l'in�uen
e des limiteurs de pente dimi-nue quand le pas de dis
rétisation tend vers 0, nous montrons seulement les résultatssur une grille grossière. Pour le limiteur minmod on a
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Pour le limiteur dé
entré suivant les dire
tions de transport (amont pour les vitessespositives, aval pour 
elles négatives), on obtient de bien meilleurs résultats.(voir [20℄)
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4.2.4 Flux non 
onvexePour montrer que les s
hémas résolvent indi�éremment tous les �ux dérivables, onétudie le 
as non 
onvexe ave
 un �ux 
ubique (F (u) = u33 ), ave
 les données8<: ub(t) = sin(6 � t) t � 0u0(x) = 0 x � 0On prend une 
ondition aux limites qui os
ille plus lentement en temps, 
ar le �uxdonne des ondes plus 
ompliquées. Au premier ordre, on obtient des résultats de
onvergen
e assez lents pour les s
hémas à deux vitesses.
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On remarque une stru
ture très irrégulière sur [0:1; 0:2℄, elle est due à un e�et de
ompression des ondes de petite amplitude par des ondes plus rapides venant du bord.On remarque que la stru
ture est de plus en plus 
omplexe quand �x tend vers 0.Comme dans le paragraphe pré
édent nous appliquons les s
hémas du se
ond ordre.Passer à l'ordre deux en espa
e pour les s
hémas relaxés �XW� et �NT� n'améliore pasbeau
oup les résultats.
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Pour la partie s
alaire, on peut 
on
lure que le s
héma à trois vitesses donnerésolument de meilleurs résultats pour tous les tests.4.3 Etude de quelques systèmesDans 
ette partie, nous présentons une 
lasse de s
hémas qui s'applique aux lois de
onservation ve
torielles en une ou plusieurs dimensions d'espa
e. Soit 
 un domainede RD 
ontenant un bord �
, on 
onsidère une solution faible u : [0; T ℄�
! Rp , duproblème �tu+ DXd=1 �xdFd(u) = 0 (4.7)ave
 
omme 
ondition initiale u(0; x) = u0(x) (4.8)et on veut imposer une 
ondition aux limitesu(t; x) = ub(t; x) 8x 2 �
: (4.9)Dans le 
as s
alaire 
omme dans le 
as ve
toriel, 
e n'est pas toujours possible. Onsuppose que le système (4.7) est hyperbolique et symétrisable, 
'est-à-dire que lesmatri
es ja
obiennes (F 0d) des �ux ont des valeurs propres réelles et admettent pour unétat u �xé un symétriseur 
ommun. Les �ux sont supposés réguliers: Fd 2 C1(Rp ;Rp ).On appro
he le problème (4.7),(4.8) et (4.9) par une suite de systèmes semi-linéaires�tf �k +�!�k � �!rf �k = 1� (Mk(u�)� f �k) (4.10)Le ve
teur f �k se 
ompose de p 
omposantes, et u� =Pk f �. Pour 
haque 
omposantefk on a un ve
teur �k de dimension D. A 
e système d'équations on asso
ie les données8<: f �k(0; x) = Mk(u0(x)) 8x 2 
 8k 2 f1; : : : ; Ngf �k(t; x) = Mk(ub(t; x)) 8x 2 �
 et 8k t.q. �!�k � �!� < 0; (4.11)le ve
teur �!� est la normale sortante du bord �
. La dernière 
ondition aux limites estune généralisation de la 
ondition vue aux 
hapitres pré
édents pour le 
as d'un bord
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onque, pour n'importe quelle dimension d'espa
e. Les maxwelliennes sont main-tenant des fon
tions dérivables de Rp dans Rp . De plus, on suppose qu'elles satisfontles relations suivantes pour tout u 2 U , où U est un 
ertain re
tangle de Rp :8<: PkMk(u) = u;Pk �k;dMk(u) = Fd(u): 8d = 1; : : : ; D (4.12)où �k;d est le dième élément du ve
teur �!�k . Pour la stabilité, on ne peut plus parler demonotonie des maxwelliennes puisque M 0k est maintenant un matri
e de taille p � p.Par 
ontre François Bou
hut a montré que si il existe � une entropie 
onvexe asso
iéeau problème (4.7)-(4.9) alors si et seulement si les maxwelliennes satisfont(�00M 0k(u)�; �) > 0 8u 2 U 8� 2 Rp 8k = f1; : : : ; Ngil existe une suite (Hk)k=f1;:::;Ng d'entropies mi
ros
opiques asso
iées au système(4.10), 
onvexes et telles que8f t.q. Xk fk = u �(u) =Xk Hk(Mk(u)) �Xk Hk(fk):Ce résultat implique en outre le 
ritère de stabilité appelé 
ondition sous-
ara
téristiqueobtenue par le développement assymtotique de Chapman-Enskog qui pour 
e systèmes'é
rit 
omme :DXe=1 DXd=1Xk ((�k)e(�k)dM 0k(u)�d; �e) � DXe=1 DXd=1(F 0e(u)F 0d(u)�d; �e)pour tout � = (�1; : : : ; �D) 2 (Rp )D et pour tout u dans U . Dans les paragraphessuivants nous donnons quelques exemples de modèles et de s
hémas utilisant 
e for-malisme.4.4 Problème 1D systèmeEn une dimension le système (4.7) s'é
rit�tu+ �xF (u) = 0 (4.13)ave
 u 2 Rp On suppose que le système est hyperbolique, 
'est-à-dire que les (
1; : : : ; 
q),q � p valeurs propres de la matri
e F 0 sont réelles, et que F 0 admet un symétriseur.L'é
riture de (4.10) en une dimension d'espa
e devient�tf �k + �k�xf �k = 1� (Mk(u)� f �) (4.14)ave
 f � de dimension p. Le système appro
hant (4.13) est de taille (N � p), et �k estun réél.Pour le 
as sans bord, un problème bien 
onnu asso
ié au système (4.13) est leproblème de Riemann qui 
orrespond à une 
ondition initiale 
omposée de deux états
onstants (voir [30℄) : u0(x) = � ul x < 0ur x > 0On rappelle que dans 
e 
as le système (4.13) développe une su

ession d'ondes quis'ouvrent et le problème est auto-similaire, 
'est-à-dire que la solution se 
onstruit
omme suit : u(t; x) = w(xt ) x 2 R t � 0ave
 w une fon
tion régulière par mor
eaux qui par
ourt les (q� 1) états reliés par lesq ondes.Pour le problème ave
 bord, sans hypothèses supplémentaires sur la nature desvaleurs propres, on ne peut pas garantir que le problème reste bien posé si l'on impose



74 CHAPITRE 4. TESTS NUMÉRIQUES POUR LE PROBLÈME AVEC BORDub(t) = ul pour tout t et u0(x) = ur pour tout x. On ne sait pas non plus si les
onditions aux limites 
inétiques permettent d'assurer que la solution obtenue pourras'é
rire u(t; x) = w(xt )pour tout t et x positifs. Nous présentons deux exemples numériques qui montrentque si le bord est 
ara
téristique pour l'équation (4.13) 
'est-à-dire si le ve
teur ubsatisfait det(F 0(ub)) = 0et que F 0 
ontient une valeur propre linéairement dégénérée, alors on ne peut pasidenti�er la solution du problème de Riemann w pour le problème de Cau
hy restreinteau quart de plan positif, et la solution autosimilaire obtenue pour le problème de bord.4.4.1 Les équations d'Euler en une dimension d'espa
e et lemodèle 
inétique à deux vitessesNous dis
rètisons les équations d'Euler en formulation eulerienne, qui s'é
rivent8<: �t�+ �x(�v) = 0;�t(�v) + �x(�v2 + p) = 0;�tE + �x((E + p)v) = 0: (4.15)où �, v, p et E sont respe
tivement la densité, vitesse, pression et energie totale d'ungaz parfait. La pression ferme le système (4.15) si elle est dé�nie par :p = (
 � 1)(E � 12�v2) : (4.16)ave
 
 = 1:4.Nous utilisons le modèle de la relaxation, qui donne les maxwelliennes suivantes :8<: M+(u) = 12 [u+ F (u)� ℄M�(u) = 12 [u� F (u)� ℄où par dé�nition de (4.15),u = 0� ��vE 1A et F (u) = 0� �v�v2 + p(E + p)v 1AA 
ondition de prendre � > �(F 0), on voit que 
e modèle, satisfait le 
ritère de stabilité�00M 0� > 0exhibé par F. Bou
hut dans [7℄ et mentionnée plus haut. Pour le moment, il n'existepas de modèle 
inétique qui satisfasse 
e 
ritère dont les maxwelliennes ne soient pasdes 
ombinaisons linéaires de u et de F .Comme dans le 
as s
alaire, le s
héma 
omplet, à l'ordre un, s'é
rit, pour touti � 0 un+1i = uni � �t2�x [F (uni+1)� F (uni�1)℄ + ��t2�x �uni+1 � 2uni + uni�1�ave
 un�1 = unb :Pour les deux essais 1D suivants, nous utilisons un maillage stru
turé ave
 mille pointset le s
héma présenté 
i-dessus. Ce 
hoix est motivé par la 
ertitude qu'à l'ordreun, les inégalités d'entropie sont garanties au moins pour le 
as s
alaire. Pour desapproximations d'ordre plus élevées, on ne peut pas avan
er les mêmes arguments.
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ho
 de SodSur la frontière on impose l'étatub =8<: � = 1:0v = 0:0p = 1:0et à l'intérieur du domaine la 
ondition initiale vautu0(x) =8<: � = 0:1v = 0:0p = 0:125pour tout x � 0.
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Fig. 4.7 � Tube à 
ho
 de Sod +bord, densité, vitesse, energie interne, pressionOn 
onstate que la solution numérique n'est pas la restri
tion sur le quart de planR+t � R+x du problème de Riemann 
lassique mais qu'un autre 1-état intermédiaireapparaît. Pour pouvoir 
omparer, on a représenté la demi solution exa
te du problèmede Riemann pour le problème de Cau
hy ave
 ul = ub et ur = u0. Cette restri
tionfait que sur les �gures on ne voit pas apparaître la 1-détente.Pour montrer que l'état intermédiaire obtenu ne dépend pas de la 
ondition auxlimites 
hoisie, nous montrons la solution XW qui 
orrespond à la 
ondition Diri
hletfn+;b + fn�;b = ub, et la solution NT représente le s
héma muni de la 
ondition fn+;b =M+(ub). Voir �gures 4.7.Tube à 
ho
 de LaxSur la frontière on impose l'étatub =8<: � = 0:444813234v = 0:7p = 3:59869497
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Fig. 4.8 � Tube à 
ho
 de Lax+bord, densité, vitesse, energie interne, pressionOn peut faire la même observation que pré
édemment, on ne développe pas unproblème de Riemann 
lassique sur le bord mais un autre 1-état intermédiaire apparaît,
et e�et est visible surtout sur les variables � et �, l'énergie interne. Pour 
on
lure, on
onstate que la di�éren
e ne disparaît pas lorsque le pas de dis
rétisation �x diminue.Une expli
ation possible est qu'en x = 0 une dis
ontinuité de 
onta
t apparaît et restetengeante au bord, 
e qui donne 
e nouvel état près de la frontière.4.4.2 Parois ré�é
hissantes pour la dynamique des gazDans 
ette partie, nous n'imposons plus de 
ondition 
onstante au bord, mais laré�exion des parti
ules sur une paroi solide. Si le ve
teur vitesse en trois dimensionsd'espa
e s'é
rit �!v = 0� v1v2v3 1Aalors 
ela revient à imposer �!v (t; x) � �!� (x) = 0 8t � 0�!� (x) étant le ve
teur normal sortant pour tout x du bord �
.Pour le problème 1D qui nous o

upe, 
ela revient à exiger que en x = 0, v(t; x) = 0,pour tout t � 0. Dans la suite, on utilise le s
héma de Lax-Friedri
hs présenté plushaut. On suppose que un0 , la valeur de la solution numérique dans la première maille,s'é
rit 
omme un0 = 0� �n0vn0 �n0En0 1A :Pour exprimer la 
ondition de ré�exion, nous imposons pour le modèle à deux vitessesfn+;b =M+(u�) (4.17)où u� = 0� �n0�vn0 �n0En0 1A :Proposition 4.4.1 Pour le s
héma à deux vitesses, la 
ondition aux limites (4.17)implique que la vitesse (vn� 12 (t)) est nulle sur la première interfa
e (x� 12 ) du maillage.Preuve : Pour mieux 
omprendre, on peut s'aider de la �gure suivante :
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x=0

t n

t n+1

u n
0u *

t

x

u
n

−1/2
(t)

Fig. 4.9 � Solution à l'interfa
eSur l'interfa
e, au 
ours du transport, avant d'intégrer la solution en espa
e, pour uns
héma du premier ordre, on a un bilan de la 
ondition au bord et de l'informationqui vient de l'intérieur du maillage. Comme on manipule des 
onstantes par maille,on peut é
rire, pour t 2 [tn; tn+1[ :un+ 12� 12 (t) = fn+;b +M�(un0 ) = M+(u�) +M�(un0 )
e qui donne un+ 12� 12 (t) = 12 240� ���vE 1A+ 1�F0� ���vE 1A35+ 12 240� ��vE 1A� 1�F0� ��vE 1A35pour simpli�er les notations on omet les indi
es de (�n0 ; (�v)n0 ; En0 ). OrF0� ���vE 1A = 0� ��vp+ �v2�(E + p) � v 1Atandis que F0� ��vE 1A = 0� �vp+ �v2(E + p) � v 1A
e qui donne un+ 12� 12 (t) = 240� �0E 1A+ 1�0� ��v0�(E + p)v 1A35on voit don
 bien que (un+ 12� 12 (t))2�n� 12 (t) = vn� 12 (t) = 0}La quantité exhibée dans la pré
édente démonstration n'est pas utilisée dans le s
héma.Cette quantité, �
tive, illustre plut�t les raisons d'appliquer la 
ondition de ré�exiontelle que nous l'avons formulée.Pour montrer les e�ets 
ette 
ondition aux limites, nous allons produire un pro-blème de Riemann à l'intérieur du domaine qui viendra se re�éter sur les bords enx = 0 et en x = 1.Nous utilisons le s
héma relaxé d'ordre deux en espa
e, ave
 toujours le mêmepas de dis
rétisation �x = 0:001. (voir �gures 4.10, 4.11, 4.12 et 4.13). Dans leslimiteurs de pentes de la 
ellule 0, on impose, 
omme 
'est usuel dans la littérature,
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hies, 
'est à dire que si l'on désigne par (�)�, l'inversion de vitessedé
rite pré
édemment, dans les limiteurs de la 
ellule 0, 
e qui donne :8<: �n0;k = minmod (Mk(un1 )�Mk(un0 );Mk(un0 )�Mk(un;�0 )) 8k t.q. �k > 0�n�;k = minmod (Mk(un0 )�Mk(un;�0 );Mk(un;�0 )�Mk(un;�1 ))
Double mur : Tube à 
ho
 de SodOn impose un état gau
he et un état droit à l'intérieur du maillage.u0(x) =8<: ul si x � 12ur sinonave
 ul = 0� � = 1:0v = 0:0p = 1:0 1Aet ur = 0� � = 0:1v = 0:0p = 0:125 1AD'abord, le problème de Riemann se développe à l'intérieur du domaine de façon
lassique. Lorsque la 1-détente et le 3-
ho
 tou
hent les bords, les intéra
tions d'ondes
ommen
ent. Sur les �gures 4.10, 4.11 et 4.12, on voit que le 3-
ho
, se re�ète sur lesmurs de façon très sensible. En (t = 0:4; x = 0:8), on voit que lorsque la dis
ontinuitéde 
onta
t traverse le 3-
ho
, 
e dernier est a�aibli. En même temps, de part et d'autrede la dis
ontinuité, il se 
rée un 1-état à sa gau
he et un 2-état à sa droite visiblessur la �gure 4.13 à t = 0:56006. Entre le 2-état et le mur se propage alors un 3-
ho
visible sur les vitesses et les pressions. Ce nouveau 3-
ho
 se re�ète à son tour sur lemur droit en t = 0:44 Pendant 
e temps sur l'autre bord la détente se re�ète petit àpetit de t = 0:42 à t = 0:8. A 
e moment là, près du mur gau
he densité et pressionsont presque 
onstantes. La ré�exion de la détente gau
he traverse le 3-
ho
 autourde (t = 0:8; x = 0:5). Quand la détente ren
ontre le 1-état résultat du 3-
ho
 traversépar la dis
ontinuité de 
onta
t, une détente se 
rée, visible sur les �gures 4.13 pourt = 0:80067, t = 1:04 et t = 1:280. Comme l'énergie du système se 
onserve, 
e typede phénomènes se propage même pour des temps assez longs.



4.4. PROBLÈME 1D SYSTÈME 81

Fig. 4.10 � densité

Fig. 4.11 � vitesse
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Fig. 4.12 � pression
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Fig. 4.13 � Évolution des quantités (�; v; p) au 
ours du temps
Double mur : apparition du videPour 
e test on impose toujours la ré�exion en x = 0 et x = 1. La 
ondition initialedans la moitié gau
he du domaine est :ul = 0� � = 1:0v = �3:0p = 1:0 1Aet à droite ur = 0� � = 1:0v = 3:0p = 1:0 1ACe 
as test est 
onnu pour le problème de Cau
hy. Entre deux murs, on observe un 
om-portement os
illant, qui pourtant ne semble pas périodique. Les intéra
tions d'ondessont multiples. (voir �gures 4.14, 4.15 et 4.17) Dans le 
as de Cau
hy, 
omme ave
bord, 
e problème illustre la robustesse des s
hémas 
inétiques. La di�usion naturelledu s
héma préserve la positivité des densité et pression.
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Fig. 4.14 � Problème symétrique ave
 murs: isovaleurs
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Fig. 4.15 � Comportement en temps plus long isovaleurs dans le plan (x; t)
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Fig. 4.16 � Apparition du vide (�; v; p) au 
ours du temps

Sur la �gure pré
édente, nous montrons l'apparition du vide au tout début des
al
uls. Les s
hémas 
inétiques supportent 
ette 
ontrainte 
ar la 
ondition de dissi-pation est �xée uniformément sur tout le maillage. Cette uniformité permet d'éviterles problèmes d'instabilité au voisinage du vide.
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Fig. 4.17 � Évolution des quantités (�; v; p) au 
ours du tempsSur 
ette �gure, nous avons voulu montrer le 
ara
tère pseudo-périodique des so-lutions et illustrer ainsi les graphes 4.15 par des quelques valeurs données de t.Les deux problèmes suivants sont des 
as tests très 
onnus, le le
teur peut parexemple se référer au 
élèbre arti
le de P. Woodward et Ph. Colella [47℄.
Un ben
hmark 1D : Les �Blast Waves�Dans 
e 
as test, on pro
ède de la même manière au niveau des 
onditions limites,mais la 
ondition initiale se 
ompose de trois états qui ne se di�érentient que par lesaut en pression. p = 8>>>><>>>>: 1000 x < 1100:01 x 2 [ 110 ; 910 ℄100 x > 910la densité est uniformément égale à un dans tout le maillage, tandis que la vitesseest nulle partout. Pour expliquer de façon intuitive les phénomènes 
omplexes qui seproduisent, on peut remarquer que les ondes issues de 
hamps vraiment non linéaires(
.v.n.l) se re�ètent sur les parois. Par exemple, après ré�exion, une détente peuttraverser un 
ho
 fort (
.v.n.l.), mais lorsqu'elle ren
ontre une dis
ontinuité de 
onta
tune partie de l'onde est renvoyée et une partie transmise. Dans 
e test, d'ailleurs seulesles détentes sont ré�é
hies sur les parois en x = 0 et x = 1.
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Fig. 4.18 � densité : isovaleurs

Fig. 4.19 � Problème �Blast Waves� ave
 murs: isovaleurs vitesse
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Fig. 4.20 � Evolution des quantités (�; v; p) au 
ours du tempsSur les �gures pré
édentes, on 
onstate que la di�usion est très importante. Celaest dû à la vitesse du son 
 =r(
 � 1)
 p� :
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ette grandeur varie du simple au 
entuple. Pourle modèle à deux vitesses, la 
ondition de stabilité sur les maxwelliennes s'é
rit :
� > maxu2U (jvj+ 
);

on voit qu'il est très important de minimiser le domaine de dépendan
e de la solutionque l'on 
al
ule au point i du maillage. Les quatre �gures suivantes montrent desrésultats de 
al
uls où �i = maxj2Vi(i) jvj j + 
j , ave
 Vi(j) le domaine minimal dedépendan
e de la solution dans la maille i. Par exemple, pour un 
al
ul du premierordre en espa
e, on a Vi(j) = fi+ 1; i; i� 1g. Plus on augmente l'ordre du s
héma etplus 
e voisinage s'élargit.Les résultats suivants sont obtenus pour des s
hémas de transport élévés ave
 unmaillage de 400 points. Les s
hémas qui utilisent le système de 
ondition de dissipationlo
ale sont soit le s
héma WENO de Shu (
ourbe appelée �blas_shu_400_2v_lo
�),soit le s
héma MUSCL ave
 limiteurs de pentes minmod (�blas_mm_400_2v_lo
�).La 
ourbe intermédiaire représente un s
héma ave
 
ondition de dissipation globale,mais ave
 des limiteurs de pentes introduits par Frédéri
 Lagoutière dans [20℄, uti-lisé ave
 une 
� de 0.6, 
� ave
 la quelle le s
héma di�use en
ore assez pour resterentropique, (sur le graphique 
e s
héma s'appelle �blas_lag_400_glob_
�0.6�). Onvoit que le transport WENO donne les meilleurs résultats, suit le s
héma global ave
limiteurs de pente de Lagoutière, puis en dernier, le s
héma du se
ond ordre en espa
eave
 limiteurs minmod .
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Fig. 4.21 � Densité � et vitesse u à t=0.01

0

2

4

6

8

10

12

14

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t=0.032 400 points: ρ

Shu 2 Velocities local λ
Shu 2 Velocities global λ



4.4. PROBLÈME 1D SYSTÈME 93

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

12

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t=0.032 400 points: ρ

Shu 2 Velocities local λ
Shu 2 Velocities global λ

Fig. 4.22 � � et u à t=0.0324.4.3 Euler 2DPour �nir, nous dis
rétisons les équations bidimensionneles pour la dynamique desgaz 
ompressibles : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�t�+ �x(�u) + �y(�v) = 0�t(�u) + �x(�u2 + p) + �y(�uv) = 0�t(�v) + �x(�vu) + �y(�v2 + p) = 0�tE + �x((E + p)u) + �y((E + p)v) = 0 (4.18)

Tunnel ave
 mar
heNous présentons i
i un problème en deux dimension d'espa
e très 
onnu et testésouvent dans la littérature (voir [47℄). Dans un 
anal de 3 unités de long et de 1unité de haut, on fait passer un �uide à MACH 3. La mar
he est située à 0.2 unitésen hauteur et est éloignée de 0.6 unités de l'entrée du tunnel. Le tunnel est supposéin�niment large dans la dire
tion orthogonale au plan de 
al
ul. A gau
he, on imposeune 
ondition d'entrée qui est égale à la 
ondition initiale. La 
ondition de sortie n'aau
un e�et sur l'é
oulement, par
e que la vitesse de sortie est toujours supersonique.Le tunnel est rempli d'un gaz parfait ave
 
 = 1:4. (Voir �gure 4.23).
Entrée supersonique

Parois de type mur  v=0

v=0u=0

v=0

Sortie supersonique

Domaine de calcul

y

xFig. 4.23 � Dessin du domaine de 
al
ul et des 
onditions aux limitesLe long des murs du tunnel, on impose des 
onditions aux limites ré�exives. Le
oin de la mar
he est le 
entre d'un éventail de raréfa
tion et par 
onséquent est un
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oulement. Ce 
as test est parti
ulièrement di�
ile 
ar les erreursd'approximation faites au 
oin de la mar
he provoquent une 
ou
he limite de quelquesmailles sur le dessus de la mar
he. Les 
ho
s réagissent alors sur la 
ou
he limite, etla nature qualitative de l'é
oulement dans le tunnel est altérée de façon plus ou moinsimportante.Le s
héma à 4 vitessesPour 
ette simulation nous avons utilisé le modèle 
inétique suivant :- Pour les ve
teurs vitesse �!�1 = �x� 10 ��!�2 = �y� 0�1 ��!�3 = �x� �10 ��!�4 = �x� 01 �- alors que les maxwelliennes asso
iées sontM1(u) = 14 [u+ 2F�x ℄M2(u) = 14 [u� 2G�y ℄M3(u) = 14 [u� 2F�x ℄M4(u) = 14 [u+ 2G�y ℄F (resp. G) est le �ux dans la dire
tion x (resp. y). Pour résoudre la partie transport,nous avons utilisé des s
hémas d'ordre deux en espa
e et le modèle est trop di�usif pourque le 
ode 
onverge vers la solution stationnaire 
orre
te. Pour pallier 
e défaut, nousavons utilisé les limiteurs mis au point par F. Lagoutière et B. Després (voir [20℄).Même si le 
ho
 fort réussit à rebondir parfaitement sur les parois des os
illationsdemeurent dans les parties plus régulières de l'é
oulement. En utilisant des limiteursde pente normaux, 
omme 
eux de VanLeer ou de type minmod , les approximationsdemeurent pertinentes jusquà la deuxième ré�exion. Après, on 
onstate la 
réationd'un tourbillon en vitesse vy qui éloigne la ré�exion du 
ho
 de la paroi du tunnel.Cet e�et semble disparaître si on diminue la dissipation du s
héma. (voir �gures 4.24,4.25, et 4.26)S
héma à 5 vitessesPour limiter la di�usion introduite par le modèle pré
édent, nous avons implémentéun s
héma à 5 vitesses, en deux dimensions d'espa
e. Si F et G sont les �ux dé�nis
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édemment, on a 5 ve
teurs maxwelliennes de R4 dans R4 qui s'é
riventM1(u) = F+(u)+G+(u)2� �!�1 = � 11 �M2(u) = F+(u)�G�(u)2� �!�2 = � 1�1 �M3(u) = u�Pi6=3Mi(u) �!�3 = � 00 �M4(u) = �F�(u)�G�(u)2� �!�4 = � �1�1 �M5(u) = �F�(u)+G+(u)2� �!�5 = � �11 �Ave
 F�(u) = Z 10 R(u�(t))[D(u�(t))℄�R�1(u�(t))dt(u � u0)ave
 u�(t) = u0 + t(u� u0). On pose F 0(u) = R(u)D(u)R�1(u), et u0 un état pour lequel toutes les valeurs propres sont nulles 
'est-à-dire�0 > 0; �!v0 = �!0 ; p0 = 0:On dé�nit G� de manière analogue. Ce s
héma n'est pas entropique, on ne sait pas,d'ailleurs, si les maxwelliennes sont toujours dé�nies positives. Il est présenté i
i seule-ment par
e que les résultats obtenus sur le 
as test du tunnel, sont très performants.En e�et, dans le 
as du s
héma ave
 trois vitesses, la di�usion est telle que l'on estobligé de for
er les s
hémas à la limite de la stabilité (
e qui explique les os
illationsobtenues �gure 4.26). Ce modèle dissipe beau
oup moins par la nature même du termede 
ollision. Les s
hémas qui en dé
oulent le montrent.
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densite

vitesse

Fig. 4.24 � Résultat des 
al
uls ave
 des limiteurs de type VanLeer, CFL=0.25, pourt = 3:5
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densite

vitesse

Fig. 4.25 � Résultat des 
al
uls ave
 des limiteurs de type Lagoutière, CFL=0.5, pourt = 3:5
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densite

vitesse

Fig. 4.26 � Résultat des 
al
uls ave
 des limiteurs de type Lagoutière, CFL=0.25, pourt = 3:5
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densite

vitesse

Fig. 4.27 � 5 vitesses: résultats des 
al
uls ave
 des limiteurs de type Lagoutière, CFL=0.2,pour t = 3:5
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Chapitre 5Con
lusion et perspe
tivesCette étude rentre dans le 
adre général des re
her
hes sur les systèmes de loisde 
onservation. Les travaux ont permis d'établir tous les résultats de stabilité et de
onvergen
e pour des systèmes de type BGK dis
ret appro
hant un loi de 
onservations
alaire ave
 bord. Cette étude porte sur divers aspe
ts des modèles 
inétiques.Du point de vue théorique, nous avons montré que pour tout système semi-linéairede type BGK dis
ret qui appro
he une loi de 
onservation s
alaire 1D, la solutionappro
hée tendait vers l'unique solution entropique. Ces résultats sont obtenus sansau
une restri
tion ni sur les données, ni sur le �ux du problème s
alaire de départ.Le système 
hoisi pour appro
her 
ette loi, n'est pas limité en nombre d'équations.Les résultats sont obtenus par des arguments de 
ompa
ité standards pour les loisde 
onservation s
alaires. Néanmoins, les termes de bords posent des problèmes destabilité et de 
onvergen
e spé
i�ques au 
as d'une approximation hyperbolique surun domaine ave
 bord.Pour la partie numérique des travaux, nous avons redémontré des résultats 
las-siques 
onnus pour le problème de Cau
hy sur les s
hémas ave
 
ondition aux limites.Les résultats de stabilité montrent que les s
hémas tendent tous vers une solutionfaible non né
essairement entropique. La variation totale en espa
e représente l'étapela plus 
omplexe du raisonnement. Plusieurs 
on
epts ont été introduits. Le problèmeave
 bord né
essite une régularité de la solution numérique sur le bord. Cette régula-rité permet, pour les s
hémas du premier ordre en espa
e, de tendre vers la solutionentropique, lorsque le pas de dis
rétisation diminue. Nous avons en outre redé�ni leslimitations né
essaires à la stabilité des s
hémas de transport du se
ond ordre ave
bord.La dernière partie montre 
omment implémenter les s
hémas numériques sur des
as tests, qui permettent de valider les solutions. Dans les deux premiers 
hapitresnous avons étudié un type parti
ulier de 
ondition aux limites appliquée au systèmesBGK. Ce n'est pas la seule admissible. Sur l'exemple de la relaxation, nous avonsexprimé les di�érentes 
onditions aux limites possibles. Dans la littérature 
ertaines de
es 
onditions 
onvergent vers la solution entropique sous de fortes restri
tions. Nousavons montré que 
es 
onditions fournissent numériquement des solutions identiques àla 
ondition dite �à l'équilibre� que nous avons utilisé. Les autres 
as test implémentés
on
ernent l'approximation 
inétique de systèmes de lois de 
onservation. Les essaisont permis de mettre en éviden
e le 
omportement parti
ulier de la solution lorsqueles données sont des 
onstantes di�érentes à l'intérieur et sur le bord. On ne saitpas, en général, 
onstruire la solution exa
te de 
e problème. En suite, la 
onditionde ré�exion a été étudiée pour la dynamique des gaz 
ompressibles, en une et deuxdimensions d'espa
e. Nous avons validé deux 
as tests di�
iles pour la stabilité dess
hémas les dis
rétisant : en 1D le test �Blast Waves�, et le tunel à MACH 3 en 2D.Ces travaux ouvrent de nouvelles perspe
tives sur plusieurs problèmes.- Le 
as s
alaireL'étude du 
as s
alaire en plusieurs dimensions d'espa
e, ave
 un bordpas for
ément régulier semble être l'extension naturelle du travail présenté au
ours de la première partie de 
ette thèse.L'approximation de lois de type hyperbolique-parabolique dégénéré par



102 CHAPITRE 5. CONCLUSION ET PERSPECTIVESun système relaxé de type BGK dis
ret semble un problème important et di�
ile.Il s'agit d'étendre les résultats de [41℄ au 
as ave
 bord. Pour 
e type d'équation,les termes de bord qui doivent être 
ontr�lés semblent être beau
oup plus di�
ilesà maîtriser. Ces travaux seraient aussi bien théoriques que numériques. En e�et,[4℄ le pendant numérique de [41℄ 
on
erne aussi le problème de Cau
hy.- Le 
as des systèmesL'étude de l'approximation 
inétique d'un problème de Riemann sur lequart d'espa
e semble né
essaire. Même si l'approximation 
inétique ne permetpas for
ément de travailler expli
itement sur les ondes en présen
e dans le sys-tème étudié.Les résultats d'existen
e et d'uni
ité pour le p-système 
onvexe ave
 bordmontrés par approximation visqueuse dans [1℄ ont retenu notre attention.Il serait intéressant de redémontrer, dans le 
as BGK dis
ret, les résultatsobtenus pour le système de la dynamique des gaz isentropique ave
 bord, dans [9℄.Le travail serait double en
ore une fois puisque l'approximation peut se faire aussibien par le modèle BGK que par sa dis
rétisation.Ce travail a permis de 
onnaître en profondeur divers aspe
ts aussi bien théoriquesque numériques de l'approximation 
inétique des systèmes hyperboliques. Et 
ommeon le voit dans les perspe
tives, plusieurs voies s'ouvrent pour la suite des re
her
hes.
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