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Intr oduction

Generalites

Notre motivation premire dansce travail de théseestl’'estimation du supportd’une loi de probabi-
lité quandce dernierestun ensembléorré. Par définition, les pointsobsenésfont partiedu support.Un
estimateurdu supportestalors un ensemblealéatoireconstruita I'aide de cespoints. Les applications
concernanessentiellemendesdonréesbidimensionnellesnousavonsrestreintl’ étudeau casd’un sup-
portd’intérieurnonvide dansle plan.

Il estclair queles obsenationsqui contiennentde l'information surle supportsontcellesqui sontles
plus“proches”dela frontieredu support.Cesobsenationspeuwentétrevuescommedesvaleursextrémes.
C’estpour celaguenousavonsaxé une grandepartie de ce travail surl’ étudedesvaleursextrémesd’un
échantillonissud’uneloi dontle point terminalestfini. Nous expliguonsplus en détail dansla suitede
cetteintroductioncommentousavonsmis a profit cetteétudepourestimere supportd’'uneloi de proba-
bilité.

Uneidéesimplepourestimerun supportconsistea prendreuneréunionde boulescentéessurles ob-
senations.Le rayonde cesboulesestchoisicorvenablemenpourassureta corvergencedel'estimateur
Celane nécessitgratiquemenpasd’hypothesesurla forme du support(voir Chevalier [16], Devroye et
Wise[27]).

Dansle casou le supportestun ensemblecorvexe, I'estimateurle plus naturelestobtenuen prenant
I'enveloppecorvexe desobsenations.Le plus petit ensemblecorvexe contenanta totalité desobsena-
tions a la propriété intéressantel’&tre un résuné exhaustifdansun mockle paranétré par les corvexes
borrésdeR? (voir parexempleEfron[29], Hartigan[55], Schneide{76], Ripley et Rassor{75]).

Le casplus géréral ol le supportestdélimité par un arc fermeé simplede R? estbeaucouplus com-
pliqué. Aucun estimateum’apparé commeétant“naturel” et la compleité du mocle ne permetpas
la définition d’une notion d’exhaustvité. La plupartdesauteursont simplifié la questionen ervisageant
seulementestimationd’un fragmentde courbe C’estce quenousfaisonsaussi.

Danscetravail, nousnousintéressona un supportdela forme:

S={(z,y) eR0<z<Tlet0<y<g(z)},
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Intr oduction

ou ¢ estune fonction positive inconnueappeée frontiere du support Il noussuffit donc, pour estimer
I'ensembleS, deproposeunestimateudelafonctiong. Nousnousintéressondoncauneclasseestreinte
desous-ensemblede R 2. Cetterestrictionn’estcependanpassangustification.

Tout d’abord,commele signalentKorostele et Tsybaka [65]), untel ensembles peutétreconsiceré
commeétantunepartied’'un ensemblalu planplusgéréral.

De plus, savoir estimerun tel ensembles s’avereaussiutile pour estimerun ensembleonnee étoilé
du plan.ll suffit eneffet deremarquegu’untel ensemblgeutétredéfini encoordonreespolairespar:

{(n,8)]0< 8 <2met0< p<B(8)},

ou ¢ estunefonctionpositiveinconnue.
Enfin,unetelleformedesupportcorvientparticulieremenpourmocéliserla productionoptimaled’'une
entreprisgvoir Christenseret Greeng[17] et Deprins,Simaret Tulkens[26]). Dansce cas,lesdonrées
sontdescouples(z;,y;), i = 1,...,n distribuéssurle supportS ou z; repsentd’in vestissementle
I'entreprise(capital, personnelgtc ...) pour obtenirun rendementy;. La fonction g repsentealorsla
productionmaximalepouvantétreobtenuepar’entreprise.

Présentationdu sujet de la theseet de sonéwlution

Notre sujetporte surl'estimationde fonctionsquantilesextrémespour deslois a supportborré. Nous
noussommedresrapidemengperws quecelanécessitein investissemerthéoriqueimportantsurl’esti-
mationdequantilesextrémesunidimensionnelse qui nousa ameré aproposeidesestimateurslel'indice
devaleurextréme.

La démarchdaite dansce travail va doncde la notion de fonction quantileextrémea celle de quan-
tile extremeunidimensionnepuis a celle d’indice de valeurextréme.EvidemmentJe traitementva dans
I'autre sensce qui expliquel’organisatiordeschapitresde cettethese.

Danscettepartie,nousjustifionsde fagon plus détailléenotredémarcheDansla partiesuivante,nous
donnonaun aperal, chapitreparchapitre desrésultatobtenus.

Notre premiertravail a consisé a nousfamiliariseravecl’'estimationdela frontiered’un supportde la
formede S. |l fait suiteauxtravauxde Girard et Jacob[42, 43]. Au lieu d'utiliser unebaseorthonornée
pourestimedafonctiong, nousutilisonsla basenon-Hilbertiennale FaberSchauderDanscetravail, nous
faisonsl’hypothéseque les donréessontuniformémentrépartiessur le support.Cettehypotheseesttres
utiliséedandestravauxconcernantestimationdesupportal’exceptiondeceuxdeDevroyeet Wise[27]
et Hardle, Park et Tsybakw [53]). Elle estcependantestrictive pour de nombreusespplicationsNous
avonsdécicé dansla suitede nousaffranchir de cettehypothese Celaintroduit évidemmentnedifficulté
suppEmentairepuisquenouspouvons alors noustrouver dansunesituationou il n'y a quetrespeude
pointsobsenesauxabordsdela frontieredu support.

Ainsi, ce premiertravail était une simple entée en matiere,car la questionessentiellequi nouseétait
poseétaitla suivante: disposantiesréalisationslen couplesdevariablesaléatoireq X1, Y1), ..., (X4, Ya)
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Intr oduction

indépendantstdemémeloi gu’un couple( X, Y) distribuésurle supportS, nousdevionsproposemn es-
timateurdel’ensemble

Sp, ={(z,y) ER}0< 2 < Let0<y < gy (2)},

ou g,,(z), z € [0, 1], estle quantileextrémed’ordre p,, < 1/n dela fonction de répartitioncondition-
nelledeY sachanjue X = z (cettefonction de répartitionconditionnelleestnotée F3; dansla suite).
L'ensembleS,,, estdonctel queP[(X,Y) € S,,.] = 1 — p,. Cettequestionestplusgéréralequecellede
I'estimationdu supportqui corresponducasparticulierp,, = 0.

Malgré de nombreusespplicationscommepar exemplel’ étudedes“clusters” (Hartigan[54]), nous
n’avonstrouvé quetrespeude travaux concernant'estimationde cetensemblesS,, . Il nousa doncparu
intéressantl’en proposeun estimateur

La méthodequenousutilisonspour estimerg,, . (z) estsimilaire a celle des“plus prochesvoisins” en
estimationdela régressionElle a éte parexempleutiliséeparGijbelsetPeng[41] pourestimera fonction
frontiereg. Pluspréci€mentnousconsiceronslesvariablesaléatoires

Zi ={Yil{|X;— 2| < hn}, i=1,...,n,

ou (h,,) estunesuitestrictemenpositive qui tendverszérolorsquen tendversl'infini. Autrementit, nous
nousintéressonsiniguementux variablesaléatoiresy; pourlesquellesX; est“suffisammentproche”de
z. Enposandeshypothesegiecontinuité surlafonctionfrontiereg etsurla fonctionderépartitioncondi-
tionnelle /y;, nousmontronsque la fonction de répartitiondesvariablesaléatoires{ Z;, : = 1,...,n}
corvemeversFy; lorsquen corverge verslinfini.

Ainsi, nousavonspréssentuela questiondel’estimationdela fonction quantileextrémeenun point
z de[0, 1] pouait &treréduitea celle de'estimationd’un quantileextrémed’ordre p,, endimensionl.

Dansle déroulemende ce travail, nousavonsdoncété contrainta un long détoursur I’ étudedesva-
leursextrémesdansle casunidimensionnelNous noussommesntéresésnotamment I'estimationde
guantilesextrémes.Autrementdit, disposand’un échantillon Xy, . . ., X,, devariablesaléatoiresréelles
indépendantest de mémefonctionderépartition ', nousnoussommesntéresgsala questionde I'esti-
mationdu nombrez,,, vérifiant:

1—Fl(zp,) = pn,
ou 'ordre p,, du quantileeststrictementnférieura1/». La difficulté principaledansl’estimationde quan-
tile extremeestqu’avec une probabilite qui tend vers 1 lorsquer tendversl'infini, le nombrez,,, est
strictemensuperieural’obsenationmaximaledel’ €chantillon Nousne pouwonsdoncpasestimerz,,,, en
inversansimplementa fonctionderépartitionempirique.

L'estimationd’un quantile extréme necessiteen géréral I'estimation préalabled’'un parangtre bien
connusousle nomd’indice de valeurextréme.Nousavonsdoncconsace unepartiede ce travail al'es-
timation de cetindice. Commenousle verronsun peuplus loin, nousproposondrois estimateursie ce
parangtre.

Sansentrer dansles détails pour l'instant, disonsun mot sur la méthodeque nous avons utilisée
pour “puiser” dans!’ échantillonl'information sur I'indice de valeur extréme.Nous avons trouvé dans
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Intr oduction

la litt ératureessentiellemerdeuxméthodes la premireconsistea utiliserlesk plusgrandeobsenations
del échantilloretla secondea utiliser lesobsenationsqui dépassentin seuil déterministgcettederniere
méthodeestconnusousle nomdeméthodeP.O.T. (PeaksOver Threshold$). Danscetravail, nouspropo-
sonsuneméthodeoriginale. Elle consistea utiliser I'information apporéepardesnombresde pointsqui
dépasserdesseuilsaléatoiresCesseuilsaléatoiresontdéfinisapartirdu maximumdel’ échantillon Plus
préciment,nousconsiceronsdesseuilsde la forme «,, X, ,, ou (u,) estunesuitede]0, 1] et X, ,, est
le maximumdel’ échantillon Cetteméthodeprésentd’avantagede permettrde calculde nosestimateurs
dansle casou les donréessontcensuéespar intervalles(c’est a dire desdonréesdonton aurait,sur un
ou plusieurgntervalles,relevé uniguemente nombreet nonlesvaleurs) De plus,les seuilsaléatoiresque
nousproposongrennenten comptela forme de la queuede distribution puisqu’ils dépendentde X, ,,
(ce qui nestpasle caspourla méthodeP.O.T. ou le seuil estdéterministe) Celaprésentaun intérét tout
particulierpourl'estimationde 'ensembles,,, puisquela forme dela queuede distributionde I varie
enfonctiondez. Lesseuilsdoiventdoncétrechoisisdifferemmenselonla valeurde z.

Description desr ésultatsobtenuschapitre par chapitre

Dansle premierchapitrede cette these,nous nousplagons dansle casou les obsenationssontles
réalisationsd’'unesuperpositiorde n copiesindépendanted’un processugonctuelde Poissornomogne
etd’'intensitinconnue Si la fonction g appartientil'espacede Banachdesfonctionscontinuessur|[0, 1],
nouscommenons par une étaped’'approximationconsistané tronquersondéveloppementansla base
de FaberSchauderEnsuite,nousestimonsles premierscoeficients a I'aide d’'un ensemblede valeurs
extrémes.Cet estimateurestinspiré de ceux propo€s par Girard et Jacob([42, 43]) qui sontconstruits
enutilisantunebaseorthonornéede I'espacel.?[0, 1] (basede Haar basetrigonométrique).L utilisation
dela basede FaberSchaudeprésentecertainsavantagegar rapportaux estimateur®btenusen utilisant
la basede Haarou la basetrigonométrique.En effet, I'estimateurque nousproposonsdansce chapitre
estcontinuce qui n’est pasle caspourla basede Haar La basetrigonométriquefournit quanta elle un
estimateurcontinumaiselle nécessitale supposequeg(0) = ¢(1). Cettehypothésen’est pasnécessaire
si on utilise la basede FaberSchauder

Nousdonnongiesconditionspourquenotreestimateucornverge uniformémentresque-comgitement
ainsi gu’en moyennequadratiquéntégéeou uniformeversla fonction g. Nousdéterminonsaussisaloi
asymptotiqueet, en s’inspirantdestravaux de Girard et Jacob([42, 43]), nous proposondine méthode
permettantle débiaisen’estimateur Signalonsjuece chapitrea fait I'objet d’'une publication(voir [36]).

Dansla premere partie du chapitre2, nousrappelonse résultatessentielde la théorie desvaleurs
extrémesCerésultatdemonté parGnedenkd44], décritleslimites possiblesielaloi dumaximumd’un
échantillon.Ceslois sontindexéesparun paranetre{ appeéindice devaleur extrémeet selonsonsigne,
nousdistinguonstrois domainesd’attraction: Fréchet(¢ > 0) qui contientles fonctionsde répartition
dontla queueesta décroissanc@olynomiale, Weibull (¢ < 0) qui contientla majorite desfonctionsde
répartitionde point terminalfini et Gumbel(¢ = 0) qui contientlesfonctionsde répartitiondontla queue
esta décroissancexponentielle Nousénononsensuiteles conditionsd’appartenancd’unefonctionde
répartitional’'un destroisdomained’attraction.Cesconditionsfaisantintervenirdesfonctionsavariations
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régulieres nousendonnonsau préalableles principalespropriétes.Nousrappelonsaussiqu’unefonction
derépartitionF’ appartenanau domained’attractionde Weibull d’'indice ¢ < 0 s’écritsousla forme:

F(z) =1 (zp —2)"*(zr - 2)7"], (1)

ouzr =sup{z|F(z) < 1} estle pointterminalde F' et/ estunefonctiona variationslentes.La fonction
{ vérifie pourtoutt > 0,
A
lim

=1.
T—00 f(,r)

De méme,nousrappelongu’'unefonctionderépartitionF’ appartenardaudomained’attractionde Fréchet
d’'indice ¢ > 0 s’écritsousla forme:

Fz) =1—-2z="¢().

Dansla secondgartieduchapitre2, nousprésentonsinrésultafplusoriginal. Nousnousintéressonau
comportemenasymptotiquelu nombrede pointsqui dépassente seuilaléatoireu,, X, ,,. Rappelongjue
(u,,) estunesuitede]0, 1] etque X, ,, désignde maximumdel’ échantillonXy, .. ., X,,. Pluspréciment,
si r,,, désignecenombredepoints,nousdonnongeshypothesesurla fonctionderépartition/’ pourque

Tuy, P
W= Fluer)] " 2)

lorsquen — oo. Cerésultatestessentietlansnotretravail puisqudespropriétesdesestimateurgjuenous
proposongndépendent.

Le chapitre3 est consace a I'estimation de I'indice de valeur extréme. Pour ce faire, nous dispo-
sonsd’'un échantillon X1, ..., X,, devariablesaléatoiresréellesindépendantest de mémefonction de
répartition/". Noussupposonsjue F' appartienaudomained’attractionde Weibull.

Avantde présenteplusendétail le contenudecechapitre rappelongjuenotreobjectif estl’'estimation
du quantileextrémed’ordre p,, < 1/n dela fonctionde répartitionF3;. Il estclair quele pointterminal
de F3; estfini puisquele supportS estun ensemblédorné du plan. |l paraitdoncnaturelde supposeque
Fy; appartientau domained’attractionde Weibull d’indice de valeurextrémeé(z) < 0. Celaexplique
pourquoinousnousrestreignonslansla suiteau casd’'unefonctionderépartitionappartenardaudomaine
d’attractionde Weibull.

Le premierestimateuquenousintroduisonsdansce chapitreutilise deuxnombresde pointsaléatoires
T, €t 7, . Cesontlesnombregde pointsqui dépassenesseuilsu, X, ,, etv, X, ,, ol (u,) et (v,) sont
deuxsuitesdistinctesde]0, 1[. Plusprécigment,nousestimonst < 0 par:

In[(1—un)/(1 = v,)]
In(7y,/70,) '

L'id éequi nousa conduita cet estimateurestla suivante: en utilisantla corvergenceen probabilit (2)
ainsiquel’expressiorde F' donréeen (1), nousavonsprouve quepourn “suffisamment’grand,

1— v, (Tu”)—ﬁm‘ @)

1—u, 7y,

gl,n - -
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Intr oduction

L’estimateurélm estalorsla solutiondel’ équation(3) en&. Nousmontronsque cetestimateuicorverge
en probabilitt vers£. De plus, nousprouwonssacorvergencepresque-8re dansle casou € < —1. Nous
établissonda normali asymptotiquele I'estimateurdansle casparticulierou ¢ < —1/2. Nousavons
etudile comportemendeém surplusieurssimulations Cetestimateus’estavéré fortementbiaise prin-
cipalementiorsquel’indice que nouscherchonsa estimerestprochede zéro. Nous n’avonseu un déhut
d’explicationdece phénonémequeplustard. Nousnoussommesperaisquel’approximation(3) pounait
étreobtenuedifferemmentEn effet, enremarquangue pour z “suffisamment’prochedu point terminal
zr, lafonction[1 — F(z)]~¢ estapproximatvementin éaire nousavonsobtenu’'approximationsuivante:
poura, b, c etd “assez’prochedez ,

[1-F(a)] —[1- F@)]”
(1= F(e)]=¢ = [1 = F(d)]~

5Na—b
gNC_d‘

(4)

(Cetteapproximatiorsignifie simplemenguela “pente” entrea etb etla “pente” entrec et d estapproxi-
mativementla méme).L’approximation(3) peutétre alors obtenueen rempla@ant « par «, X,, ,,, b par
X, cparv, X, , etd parX, , etenutilisantlesapproximations

1= FlupXppn) &1y, /n, 1 — F(v, X, ) &7, /netl — F(X,,,) 0.

Nousavonsalorspeng quel’origine du biaisde I’estimateurélm étaitsansdoutedlie aufait quel'on
supposejuel — F'(X,, ,) ~ 0. Eneffet, si £ estprochede zéro, X,, ,, estun estimateufortementbiaise
du pointterminal.

Nousavonsensuiteespeé obtenirun estimateumoinsbiaisé queélm enprocédantde la fagon suivante:
aulieu deremplacedansl’approximation(4) b etd par.X,, ,,, nouslesrempla®nsparlesseuilsaleatoires
w, X, . 12, X, , Ol (w,) et(z,) sontdeuxsuites(non obligatoiremendistinctes)de 0, 1[ différentes
dessuites(u,,) et (v, ). Enutilisantlesapproximations

1— F(w,Xp,) &7y, /netl — F(z2,X,,) ~ 1., /n,

Up — Zn Tu_f - TJf
T w (—g_ _£>z . (5)
n n Tv TZn
Nousproposonsioncd’estimeré parla solutionégm del équatioren¢ (5). Nousmontronsquesi 7, <
T, < Tu, < Tu,,lasolutiondel’ équation(5) existe etestunique.Cetestimateus’averenettementnoins
biaise queélm. Cependant] pos®deunevarianceplusimportante Celas’explique entreautreparle fait
guenousutilisonsquatreseuilsaléatoiresaulieu dedeux.

Ensuite,nousavonsnaturellemeneu envie de proposerun estimateuidontle biais seraitdel'ordre de
celui deégm et la variancede I'ordre de celle deélm. Nousavonsfinalementeu l'id éede remplacetes
nombresz, b, c etd parlesmémeS/aleursquepourI’estimateurélm maisd’approcherl — F'(X,, ,) non
pasparzéromaisparl/n. Il esteneffet connuqueX,, ,, estun“bon” estimateudu quantiled’ordre1/n.
Cecinousa conduita proposecommeestimateude £ I’estimateurég,n défini commeétantla solutionde

I' équatiorend :
1—w =01
Ly g =1. 6
l_un (T;ﬁ—l) ( )

Nousmontronsgquesi 1 < 1, < 7,,, alorsla solutiondel’ @équation(6) existe et estunique.Le compor
tementdel’'estimateurSs; ,, surlessimulationss’estavéeré tel quenousl’espérions.Sonbiaisestnettement

nousavons,pourn asseq rand,

9



Intr oduction

inférieura celui del’estimateurélm et savarianceplusfaible quecelledeI’estimateurézm. L'estimateur
delindice devaleurextrémele plusintéressanuenousayonspropo® danscetravail estdoncincontes-
tablemenégm. Nousl'avonscompag, sur plusieurssimulations,a desestimateurslassiquegle I'indice
devaleurextréme: I'estimateurdesmomentq25] etl’'estimateurpropo parBeirlantetal. [4]).

Concernant’ étudethéoriquedesestimateurégm et fgn nousne disposongour l'instant que de la
convergenceen probabili€. Cetteetudeestcompliqueepar le fait que cesdeux estimateursie sontpas
définisexplicitement.

Dansle dernierparagraphele ce chapitre,nousnousintéressons: I'estimationde ¢ dansle domaine
d'attractionde Frechet Nousmontronsquelesvariablesaléatoirest", . . ., Y, avec

M
vi=(1-—""  )ix; Ci=1,...m,
i ( Xi—m—l—M){ >m} d "

sontindépendantest de mémefonction de répartitionappartenandu domained’attractionde Fréchetet
celapourtout M > 0 etm. Nouspouwnsdoncainsiproposera partir desestlmateurfl " 52 »0u 53 "

desestimateurgle I'indice de valeur extrémequi sontvalidesdansle domained’attractionde Fréchet.
Cependantle choix desparangtresM etm s’avereétrecrucial pourla qualite desestimateur®btenus.
Nousavonsdoncpropo® uneméthodead-hocpermettantle choisiraumieux cesparangtres.

Dansla premere partie du chapitre4, nousnousintéressons la questionde I'estimationdu quan-
tile extrémed’une fonction de répartitionappartenanau domained’attractionde Weibull. Pource faire,
nousnoussommesappuyessurla mémeapproximationguecelle utiliséepour estimerl'indice de valeur
extréme.Rappelongjuecetteapproximatiorestdonrée,poura, b, ¢ etd “assez”prochedez i, par:

1= Pl =1 - PO ot ,
IO [P~ c—d ")

Enrempla@ntdans(7) lesnombres etd parz,,, (quiestle quantileextrémed’ordrep,, quel'on cherche
aestimer),nousobtenond’approximation:

1= P —pif _a-a,
=PI —pt © o

Enrempla@anté parun estimateut,, faiblementconsistantle¢, eten utilisantlesapproximations
1= FlupXppn) &1y, /netl — Fv, X, ) &7y, /n,
nousendéduisongjuepourn “assez’grand:
Tu_f“ — (npp)~ xp, — un X

A N n ®)
7'1;16” . ( np, ) én Zp, — Uan,n

Nousproposonsalorscommeestimateuidu quantileextréemed’ordre p,, la solutionde I’ équationen z,,,
(8). Celleci estdéfiniepar:
oy OalTan = (0pa) ] = a1, — (npa) o]

rbn _ b

10
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Nous montronsque souscertainesconditionset pour tout estimateurs,, faiblementconsistantde ¢, la
differencei,, (€,) — z,, corverge enprobabili&verszéro.

Il estbienconnuquel’estimateur‘naif” X, ,, estlui aussiun estimateuconsistantlez,,,. Cependant,
il estfortementbiaise surtoutlorsquel’indice de valeurextrémeestprochede zéro. Nousnoussommes
intéres$ dansla suitede ce chapitreala comparaisormesestimateurs:,,, (én) et X,, ,. Nousavonsdans
un premiertempsétudi la vitessede corvergencede notre estimateuidansle cassimpleou l'indice de
valeurextrémeestconnu.Nousavons obtenuun majorantde cettevitessece qui ne permetpasde faire
unecomparaisonNousnousintéressongnsuitea la questionde savoir si z,,, (én) > X, . Eneffet, dans
le cascontraire 'estimateurX,, ,, seraévidemmenpréféerablea i, (¢,,). Nousmontronsqu’en utilisant
é&n pourestimer’indice de valeurextréme,l'estimateuri,,, (égm) estalorsstrictemensugerieura X, ,,
etcelaavecuneprobabilite qui tendvers1 lorsquen tendverslinfini.

Nousétudionsenfinle comportemendie notreestimateusurdiversesimulationsenle comparan&un
estimateurlassiquale quantileextrémepropo par Dekkerset de Haan[24].

Enfin, dansla deuxiemeet dernire partie du chapitre4, nousrépondonsa la questionde I'estima-
tion du quantileextrémed’ordre p,, de la fonction de répartitionconditionnelle /y>. Rappelonsque la
méthodequenousutilisonsconsistea consicererles obsenations

ZZ:{KI{|/Y2_$| ghn}7 2:1,7717

ou (h,) estunesuite strictementpositive qui tend verszéro lorsquen tendverslinfini. La fonctionde
répartitiondesvariablesaléatoires”, . . ., Z,, corvemgeantversly; lorsquen tendversl'infini, nouspro-
posongd’estimery,, (z) par:

—&n(z) _ —én(z) _ . —&n(z) _ —én(2)
N ; Un, [Tun (npn) ] Un [Tvn (npn) ]
)= Zpn
gpn( ) ’ (r)

= ~ )
N

ou 7, , estle maximumdesobsenationset £,(z) estun estimateuffaiblementconsistande ¢(z). 7,
etr,, désignentesnombresde variablesaléatoiresparmi 7, . . ., Z,, qui dépassentesseuilsu,, 7, ,, et

vn 2. Sousdesconditionsde régularié surla fonction g et surla fonctionderépartitionconditionnelle

Fy, nousmontronsque gy, () — gp, () 250 lorsquen tendverslinfini et cecipourtout estimateur
¢,(z) faiblementconsistanide ¢(z). Nous prouvons aussique les estimateurst; ,,, &, et s, définis
dansle chapitre3 et calcuksa l'aide desvariablesaléatoires”y, . . ., Z,, sontdesestimateurdaiblement
consistante{(z).

Pourfinir, nousétudionsle comportementie I'estimateurg,,, (z) surplusieurssimulationsNousnous
intéressongntreautreal’influencedu choixdela suite(h,,) sursoncomportement.
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Chapitre 1l

Estimation du support d’un processusle
Poissonen utilisant la basede
Faber-Schauder

1.1 Intr oduction

Dans ce chapitre,nous proposonsun estimateurdu supportS d’'un processugponctuelde Poisson
d’intensitinconnueavec

S={(z,y) eRI0 <z <let0<y<g(a)}, (1.1)

ou ¢ estunefonction inconnueet continueappeée frontiére du support Il estclair gu’ici I'estimation
du supportS estéquivalentea I'estimationde la fonction g. On consiceregéréralementgueles premiers
travauxrelatifsal’estimationdesupportsontdusa Geffroy [38] et Réryi et Sulankeg72, 73]. Geffroy pro-

posed’estimerla frontieredu supportavecun simplehistogrammeéa surles plusgrandeobsenations.
Cetestimateuia &t étudé et amélioré notammenpar Chevalier [16], Bosq[10], et Jacob[59]. Réryi et
Sulankequanta eux consicerentdessupportsbidimensionnelsonvexes qu’ils estimenten prenantsim-

plementl’enveloppecorvexe desobsenations.Pourrépondrea desquestiongrovenantdu domainede
I' écononktrie (estimationde la productionoptimale,etc. . .), Deprins,Simaret Tulkens[26] etudientdes
supportdu mémetype quecelui défini en (1.1) maisen supposantjuela fonction g estconcace et stric-

tementcroissantells estimentcettefonction en utilisantl’estimateurDEA (DataEnvelopmentAnalysis)
initialementpropo% par Farrell [33] et qui estla plus petitefontion concae et strictemenicroissantesn-
veloppant’ensembledesobsenations.L’estimateurDEA peutétrecalcuk en utilisantunetechniquede
programmatiorinééairepropogepar Charnesetal. [15]. Deprins,Simaret Tulkens[26] proposenaussi
I'estimateurFDH (FreeDisposalHull) qui géréralisel’estimateurDEA aucasou la fonctiong n’estplus
suppogeconcae maisuniquemenstrictementroissanteLa loi asymptotiquealel’estimateurDEA a été

établiepar Gijbels,Mammen Park et Simar[40] etla vitessede corvergenceoptimaleparKneip, Park et

Simar[62]. Pourd’autresrésultatghéoriquessurles estimateur®©EA et FDH, voir parexempleBanker
[3], Grosskop{48], Korostele, Simaret Tsybakw [63, 64].

Dansle casou la fonction g n'estplus suppogeconcae et/oustrictementroissanteKorostele et Tsy-

bakor [65] proposend’estimerla frontiere du supportpar une fonction polynomialepar morceaux.lls

démontrent(voir aussiHardle,Park et Tsybakw [53]) quel’estimateurainsi obtenuestoptimal au sens
de la theorie minimax pourvu que le degré de régularié de la fonction g soit connu.D’autresrésultats
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Estimation du support d'un processusle Poissonen utilisant la basede Faber-Schauder

théoriquesainsi quedesaneliorationsde cet estimateusontdonréspar Gayraud[37], Mammenet Tsy-
bakor [66], etc.. ..

L’ensembledesestimateursnentionrésci-dessusitilisent pour leur constructionles obsenationsprove-
nantd’un échantillonde n variablesaléatoiresndépendantestidentiquemendistribuées Dansle casou
les obsenationssontissuesd’un processuponctuel,desestimateursie la frontieredu supportS ont éte
propogspar Jacobet Abbar[60], Jacobet Suquef61], Abbaret Suquet1] et Girard et Jacob[42, 43].
Dansle casd’un processuponctuelde PoissonAbbaret Suquef1] proposent’approchela fonction g
entronquantsondéweloppementansunebaseorthogonalelLeur estimateudela frontieredu supportest
ensuiteobtenuenestimantes coeficients.Lesproprietesdece dernieront &t étudiéspar Jacobet Suquet
[61] pourla basede Haaret les basesde I'espaceC! desfonctionsde dérivéscontinuesL’inconvénient
decetestimateurésidedansle fait quel’estimationdescoeficientsrequiertla connaissancdel'intensité
du processuponctuelde PoissonGirardet Jacolf42, 43] proposentlorsd’utiliser desvaleursextrémes
pour estimercescoeficients.lls étudientl'estimateurainsi obtenudansle casde la basede Haar[42] et
dela basetrigonométrique[43].

Danscechapitre,on utilise la mémeméthoded’estimationquecelle propogeparGirardet Jacob[42, 43
maisenutilisantla basede FaberSchauderCettebase qui n’estpasunebaseHilbertienne estobtenueen
prenantles primitivesdesfonctionsdéfinissanta basede Haar L'utilisation de cettebasea I'avantagede
fournir un estimateucontinudela fonctiong (aucontrairedel’estimateurobtenuavecla basede Haar)et
deneplusavoir asupposenueg(0) = ¢(1) (cequiestle caspourla basetrigonométrique).

Le plande ce chapitreestle suivant.Dansle paragraphe, on définit notre estimateurqui s’écrit sousla
forme d’'une combinaisoriin éairede valeursextrémes.Dansle troisiemeparagraphepn donnequelques
résultatspréliminairespermettant’ étudedespropriétes de I'estimateur Dansle paragraphesuivant, on
démontreque I'erreur faite en approchanta fonction g par sondéveloppementronglé dansla basede
FaberSchaudeicorverge uniformémentvers zéro. Le paragraphé estconsace a la démonstratiordes
convergencesuniforme presquecompkte, en moyennequadratiquentégée et en moyennequadratique
uniforme. La corvergenceen loi estobtenuedansle paragraphé et on reprendla méthodeintroduite
par Girard et Jacob[42, 43] pour proposerun estimateuidébiai. Enfin, dansle dernierparagrapheon
s’intéressaucomportementlel’estimateursurunesimulation.

1.2 Definition del’estimateur

On consicereun processuponctuelde PoissonN de mesuremoyennec, ou A estla mesurede Le-
besguesur R? et ¢ estl'intensité que 'on supposenconnue.Le supportde N est défini de la méme
manirequ’en (1.1) et on supposejue g appartienta I'espaceC?[0, 1] desfonctionscontinuessur [0, 1].
Dansce paragrapheon définit un estimateurde cettefonction. La constructionde celui-ci s’effectueen
deuxétapesDansun premiertemps,on proposeuneapproximationde g entronquantsondéveloppement
dansunebasede C°[0, 1] et on estime,dansunesecondettape Jes coeficientsde cettebaseen utilisant
les“valeursextrémes”du processusV. Commebasede C?[0, 1], nousprenonda basede FaberSchauder
dontnousrappelonsi-dessouda définition.

29;—11 9g;—1

Soit ¢ un entier strictementpositif. On consicerelesintervalles.J; = [ pi pitl ) 1> 1oup; ety

sontdétermiresde mangreuniqueparlesrelationsi = 2%~! + p; et0 < p; < 2%~ (sip; = 2971 — 1,
l'intervalle J; estfermé adroite). La basede FaberSchaudeestdéfinie parla suite (e;);>; defonctions
continuessur|[0, 1] avec

e-1(z) = lp)(2)  eo(z) = 2lpay(2),
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Estimation du support d'un processusle Poissonen utilisant la basede Faber-Schauder

et,pour: > 1,

: i i +1
el(‘r) =241z — p_l IJ21‘($) + i —1 — IJ2;‘+1($) )
24 24

oul4(z) =1siz € A etzérosinon.Unepropriét importantede la basede FaberSchaudeestquepour
toutefonctiong € C°[0, 1],lasomme >~ a;(g)e; convergeuniformémentversg sur[0, 1], lescoeficients

a;(g), 1 > —1 étantdéfinispar: =
a_1(g) =g(0) aolg)=g(1) —g(0), (1.2)
et,pour: > 1,
ai(g) =g (2]);: 1) - % [g (inl) +g (];qill)] : (1.3)

Pourne pasalourdirinutilementles notations on écritdansla suitea; aulieu dea;(g).

Remarque 1.1 Si g estunefonction holdérienned’ordre o €]0, 1, alors,pouri > 1,7 = 29471 4 p;,
0<p <2%7! ona

a; = O27°%), (1.4)
Eneffet, d'apres(1.3),
@i = g) — 3loted) + 9(50] = 5lo() — 9] + 5o — 9(B,

ou v; estle milieu del'intervalle J; = [a;, 3;[. Commepouri = 2%~ 4+ p;, 0 < p; < 2771, lalongueur
del'intervalle .J; est2% etpuisquey is a-holdérienne on endéduitfacilement(1.4).

1.2.1 Approximation de la fonction g

Soit (h,,) unesuitecroissantal’entierstelsqueh,, = 2¥» — 1, k., € N. Onnote

hn

sn(9)(z) = Z a;e;(z)

1=—1

la sommepartielled’ordre h,, delasérieg(z) = ) a;e;(z) etonposez; = j/(hy, + 1) pour

i>—1
j = 0,...,h, + 1. Nous allons donnerune approximationdes coeficients a;, i = —1,...,h, ce
qui, d’apres (1.2) et (1.3) est équivalent a donnerune approximationde la fonction ¢ aux points z;,
j = 0,...,h, + 1. On proposeensuited’approchera fonction ¢ en rempla@ant dansl’'expressionde
sn(g) les h,, + 2 coeficients par leursapproximationsDansle but de donnerune approximationde la
fonction g auxpointsz;, j = 0, ..., h, + 1, on divisele supportS enk,, cellulesD,, , ou (k,) estune
suitecroissantal’entierset
r—1 r
D,,={(z,y)eS|zel,,}, I,,= [k—, k_[’ r=1,...,k,. (1.5)
n n

Notonsz, = (2r — 1)/(2k,,) le milieu del'intervalle 7,, .. Dansla suite,on supposejue:

ken = 2dy(hy, + 1), d,, € N. (1.6)
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Remarque 1.2 Soudacondition(1.6),l'intervalle J; estl'union desintervalles,, , pourlesquels:, € J;.

Posonsy,, = 1/[2(h, + 1)]. Onapprochey(0) parla moyennedesd,, valeurs{g(z,), r € F} avec
E={r=1,...,k,|l,, C[0,v,[}. Autrementdit, on approche;(0) par:

Zg Mo qa1(@r) 1.7)
Dela mémemankre,onapprochey(1) par:
Zg I[l —Yn, 1] ) (1.8)
Enfin, pour: = 1,..., h,, on approchey(z;) parla moyennedes2d,, valeurs{g(z,), r € E} avec
E={r=1,...,ky|l,, C[2zi — Y, zi + 7a[}. Autrementdit, onapprochey(z;),i =1, ..., h, par
1 &
9(z) = 5 > 0@ it (@), i =1, (1.9)
" or=1
Enrempla@ntdans(1.2) et (1.3) les valeursde la fonctiong auxpointsz;, j = 0,...,h, + 1 parleurs

approximationg1.7)-(1.9),on approchdesh,, + 2 coeficientsdes,, (g) par

N 1 B B 1
A_1,n = g(O) = d_ Zb—l(xr)g(xr) agn = g(l) - g(O) = d_ ZbO(xr)g(xr)v (1.10)
T =1 =1
1 1 on
a1 =g(1/2) = 59(0) +g(1)] = = > “bi(ar)g(z,), (1.11)
=1
et,pour: = 2,..., hy,,
kn
o 21N 1 op (pi+1\] _ 1 » ‘
Ui =  § ( 24 ) 5 [!] (2%_1) +g ( 901 )] -z 7Z_;bz(;zcr)g(;zcr). (1.12)
ou, ‘
b-1(y) = loyat(¥)  bo(y) = (Tj1=rp1) = To) (),
1 1 1
bi(y) = (51[1/2—%,1/2+%[ = 510l ~ 51[1—%,11) (¥),
et,pour: = 2,..., hy,,
B 1 1 1 . o
bl(y) - (51[2% Vﬂ@qz —Mm[ 51[0’%[ B 11[2%;_1_’}%72%;_1*"}% [) (y)’ Sl 9¢:—=1 0,
1 1 1 . pi+1
. — Z , — e ] =1
) = (5t NPT b ) s G =
1 1 1
bi(y) = (=T oI, 1 :
(y) (2 [21;1;}-1 '7n7212)zqt + n[ 4 |:2qi)1_1 _’Yn72q£_1 +’Yn[ 4 |:2lz;t+11 ’7n72q _1 +vn [) (y)

sip; #0etp; #2571 — 1,
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En rempla@nt dansl’expressionde s, (¢) les h,, + 2 coeficients par leurs approximationslonréesen
(1.10),(1.11)et(1.12),onapprochda fonctiong par:

kn
gu@) = =3 Haler 2)g(er), =€ [0,1] (1.13)
" or=1

ou la fonctionnoyauH,, estdéfiniepar:

hn
Hy(y,2) =Y 2(hn+ Dbi(y)ei(z), = €[0,1], y € [0,1]. (1.14)

i=—1

1.2.2 Estimation dela fonction g

Nousallonsa présentéfinir notreestimateurde g. Dansla suite,notonsN*” lasommeN; + ...+ N,
de n copiesindépendantedu processuponctuelde PoissonN. Les résultatsasymptotiquesontdonc
obtenusenfaisanttendrer verslinfini. Enutilisantl'approximationdela fonctiong parla fonctiong,,, il
suffit, pourestimerg, d’estimerg(z,) pourr = 1, ..., k,. Or, unestimateunatureldeg(z,) estobtenuen
prenantie maximumdessecondesoordonmesdu processuponctueltronque N**(.N D,, ). En notant
Y, cemaximum,nousproposongioncd’estimerg par:

k
1 n
gn(z) = . E Hy(z,,2)Y, ., z€][0,1]. (1.15)
" =1

1.3 Résultatspréliminair es

1.3.1 Forme explicite de la fonction noyau H,,

Pourfaciliter I @tudedu comportemenasymptotiquede I'estimateurg,,, nousdonnondci uneécriture
simplifieedela fonctionnoyauH,,.

Proposition1.1
Pourz € Jp, +1,

2(hn + D[1 = (hp+ D)z] siy € [0,y
H,(y,z) = {
(hn 4+ 1)% siy € [Yns 37l
Pourz € Jp, 4, 1 =2,..., hy,
(hn + 1)[i — (hp + 1)2] siy € [(20 — 3)vn, (20 — 1)val,
H,(y,z) =
(h+ DA+ D)z —i4+ 1] siy € [(20 — 1)yn, (204 1)7y,[.
Enfin,pourz € Jopn, 41,
(hn +1)%(1 - 2) siy € [(2(hn+1) = 3)7n, 2(An +1) = 174l

Hy(y,z) =
20hn + D[(hn+ 1)z — hy] siy € [(2(hn+ 1) = Dyn, 1].
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La démonstratiorde ce résultatestreporée enannee (voir Annexe A). Elle estbagesurle résultat
suivantqui serautilisé frequemmenparla suite.

Lemme 1.1 Notons|e] la partieentieredea. Siz € [z, z,+1[, 0Up € {0,..., h,}, alorse;(z) # 0 siet
seulemensi : )
i=—1, i=0oui=20""1 4 [Pl =0,k -1
3 2]+1 Y LA ] n *

Démonstration — Onalz,, zp4+1[ = Jh,+p+1 = J2k2+p. On montrefacilementquesi z € I ' alors

zeJ =J
]
27

pourtoutj € {0,...,k, — 1}. Ainsi, d’aprésla définition de la basede FaberSchaudere; (z) # 0 si et

seulemensi:

2471 + 4]
2

P /
2j+1},3:0,...,kn—1.

e [

1.3.2 Etude delafonction noyau H,

Dansla suite,on pose:

kn 1/j
Bnj(z) = (Z[Hn(wmw)]f) ,je{1,2,3}.

r=1

Lemme 1.2 Pourtoutz € [0, 1], onalespropriétessuivantes
(i) Bna(z)=ky,,
(i) (hn +1)%dy < Bj 5(x) < 4(hn + 1)2d,,
(i) (hn+1)%d/2 < B3 4(2) < 8(hy +1)%d,..

Démonstration —
(i) D’apresla Propositionl.1,siz € Jp, 45, t =2,..., hp,
En
Bui(z) =Y Hu(z,7) = 2dn(hy + D[i = (hn + 1)z + (b + Dz — i + 1] = ky.
r=1
Deplus,siz € Jy, 41,
kn
> Hu(we, ) = 2(hn + 1)dn[l = (hn + 1)a] + 2dn(hn + 1)%2 = k.
r=1
Enfin, on montrede la mémemankerequesi z € Jyp,, 41, alors B,, ; (z) = k,, cequi conclutla

démonstratiorde (i).
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(i) Pourz € Jy, +i, 1=2,...,h,,0na:
kin
B y(z) =Y [Ho(er,2)]* = 2dn(hn + 1)* {[i = (hn + Dal* + [(hn + Dz — i+ 1]7}.
r=1

Notonsu la fonctiondéfiniesur./,,, 4; par:
w(z) = [i = (hy + )z]> 4+ [(hy + )z — i + 1]°.
Enminimisantet maximisanta fonction« surl'intervalle ./, , 1, on obtient:
(hn +1)%dy < BE 5(2) < 2(hy +1)%dy, @ € Jhpsiy 1 =2,..., hy. (1.16)
De la mémemanerequeprécedemmentpnmontrequesiz € Jy, 11 0Uz € Jop, 41
A(hy +1)%d, /3 < B2 5(2) < 4(hy + 1)dy, (1.17)

(1.16)et(1.17)concluentia démonstratiorde (ii).
(iii) La démonstratiorestsimilaireacelledu Lemme1l.2 (ii).

1.3.3 Etude dela valeur extremeY”,

L'estimateurg,, étantune combinaisoriinéairedesk,, valeursextréemesY,”, et puisqueles variables
aleatoiresY,”,, r = 1,..., k, sontindependantes| sufit, pourconnétre la loi de §,,, de connatre la
loi deY,”, pourtoutr € {1,...,k,}. Il estdoncessentiederappelerici quelquesésultatssurla loi de
Yn*ﬂ“ NotonsM,, , (resp.m,, ), le maximum(resp.le minimum)de la fonction g surl'intervalle 7, ,.. Si

0 <y < m,,, lafonctionderépartitiondeY,’, estdéfiniepar:

nc

For(y) = P[N*”[Dmﬂ N (L X [y,00))] = O] = exp [E(y — kn/\mﬁ)] , (1.18)

avech, , = A(D,, ). Surlintervalle[m,, ., M, ,], lafonctionderépartitiondeY,;, estinconnueDe plus,
si g estunefonctiona-holdériennen = o(k1+) etk, = o(n/Inn), alors,

k

sup |E(Y,),) — mu, + —| = O(k;*) (1.19)
r=1,...kn ’ nc
et,
Y* — g(z, 2
sup B (mig(:v)) = O(n™?). (1.20)
r=1,....,kn kn

Lesrésultat1.18),(1.19)et(1.20)sontdémontésdans[42, 43].

1.4 Convergenceuniforme del'appr oximation g,

Dansce paragraphepn démontreque (g, — ¢) corverge uniformémentvers zéro. Rappelonsjue,
d’apresune propriéte de la basede FaberSchauders,, (g) cornverge uniformémentvers g, ou s, (g) est
la sommetronquee a l'ordre h,, du déweloppementde g dansla basede FaberSchauderAinsi, pour
démontremque(g,, — ¢g) corvergeuniformémentverszéro,il sufiit dedémontremque(s,,(g) — g.) corvemge
uniformémentverszéro.
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Proposition 1.2 Si g estunefonctiona-holdériennealorsg,, corverge uniformémentversg.
Démonstration — Commeannoné dansl'introduction, il suffit dedémontremque

sup|sn(9)(z) = gn(2)] = o(1).
Or,
o i
|5n(9) (%) = gn(2)] < D i — @i nles(@) < max [a; — | > eilo).

i=—1 1=—1

D'aprés(1.2),(1.3)et(1.11),(1.12),etpuisquey estunefonction a-holdériennepna:
max |a; — aix| = O(1/hy).
Le Lemmel.1etle fait quepourtoutz et: onaite;(z) < 1, impliqguentque
sup |5 (9) (#) — gn(2)] < (ky, +2)0(1/h7) = o(1),

cequi conclutla démonstration. [ |

1.5 Convergencede |'estimateur g,

Dansce paragraphepn demontretrois typesde corvergencepourl’estimateurg,, .

1.5.1 Convergenceen moyennequadratique

Ondonnedesconditionssufiisantegpourque

@) = [ Blin(a) = gla)Pdz 0

lorsquen — oo et,
]2(gn) = sup E{[gn(x) - g(‘r)]Q} —0
xr
lorsquen — oo, ou J1(§,) estl'erreur moyennequadratiquentégéee de I'estimateurg,, et .J;(g,) est
I'erreur moyennegjuadratiqueiniformedel’estimateurg,, .

Théoremel.l Sig estunefonction a-hdldériennej, = o(n/Inn) etn = o(k.*t*), alors,g, corverge
enmoyennequadratiquéntégreeet enmoyennequadratiquainiformeversg.

Démonstration — D'apresle Théoemede Fubini, 'erreur moyennequadratiquentégré s’écrit :

J1(9n) = E[l|gn — 9l13]-

La Propositionl.2 etle fait que
19 = gll3 < 2(

nousassurentu’il suffit des'intéresseautermel|g, — g,||3 pourdémontrere théome.Ona:

1 kn Y* _ , 2
~ 2 n,r g(-fr)
_ — : ) dzr.
Gn — 9nll3 /0 LEZI H,(z,,z) ( W z

19
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Poursimplifier lesnotations posons
V. — Y'r;k,r - g(xr)
n,y — kn .

1 kn
b=l = B[ 3 VeVuuHa(ar o) Ha(en 2)da
0

r,s=1

Ef|

1 Fkn
< QSupE(YTZT)/ Z H,(z,,z)Hy(zs,2)dz
r Jo

r,s=1

< 2supE(Y;},)sup B] 4 (2). (1.21)

D’'aprés(1.20)etle Lemmel.2(i), ona:

-t =0 (%) o,

ce qui montreque g, corverge en moyennequadratiquantégé vers g. Commede plus, la majoration
(1.21)esttoujoursvalablepour.J;(g,) = sup E{[§.(z) — g(=)]*}, onendéduitaussiqueg,, corvergeen
xr

Ef|

moyennequadratiquainiformeversg. |

1.5.2 Convergenceuniforme presquecomplete

Nousallonsdémontremuepourtoute > 0,
P[lim sup{|[gn — g|ls > €}] =0,
n— oo

ou autrementit queg,, corverge uniformémentpresqueompktementersy.

Théoremel.2 Si g estunefonction a-holdérienneet k,, = o(n/In n), alorsg, corverge uniformément
presqueompktementersy.

Démonstration — Il suffit de démontrerquepourtouts > 0,

D " P[{[ldn — gllee > €}] < o0

Pourcefaire, il suffit d’apresla Propositionl.2,des'’intéresseala quantié g, — ¢,. Ona:

kn
30(2) = 9a(2) = = Y Hular DY, - g(a)

d'ou,
kn

R 1
Hgn - gnHoo < sup k_ZHn(xm $) mTaX|Y;,r - g(£?“)|'
z o=

Onendéduit,d’apresle Lemmel.2(i), que:

Fon
Plllgn = gnlleo > €] <Y PlIY,r, = g(2,)] > €],

r=1
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La fonction g étantcontinue,on saitquepourn sufisammengrand, M, , — m,, . < /2 uniformément
enr. Ainsi,
{1y, —g(@)| > e} C Y, <my, —e/2},
cequiimpliqueque
kn
.@n - gn”oo > 5] S ZFn,r (’rn’n,r - 5/2) I
r=1

ou F, . estdéfinieen(1.18).0Onendéduitl'in égali®

il

nce
An n|loo < kn -],
Pll|gn — gnlloc > €] exp ( an)

cequi conclutla démonstratiompuisquek,, = o(n/In n). |

1.6 Convergenceenloi

Pourdémontredestrois typesde corvergencede I'estimateurg,,, nousn’avonspaseubesoind’impo-
seruneconditionsur le rapportdesvitessesde corvergencedessuites(k,,) et (k,,). Il paraitcependant
clair gu'unetelle conditionestnécessair@ourdétermineda loi asymptotiquealel'estimateurg,,. Dansce
paragrapheon consiceredeuxcasdistincts.Tout d’abord,on supposeuek,, = 2(h,, + 1) (i.e.d, = 1),
eton démontreque (nc/k,)[g.(z) — g.(z)] corvemgeenloi versuneloi desvaleursextrémessi z estun
nombredyadique Ensuite on supposejueh,, = o(k, ) etonmontreque[nc/B,, 2(2)][G.(z) — E(gn(z))]
converge enloi versuneloi normalecentée et réduite.On proposeaussiune méthodepour corrigerle
biaisde notreestimateuet on détermine pourlescask,, = 2(h,, + 1) eth,, = o(k,), laloi asymptotique
du nouwel estimateurinsiobtenu.Ce dernierrésultatpermetpar exemplede construiredesintervallesde
confiance.

1.6.1 Casd, =1
Convergenceenloi

Lemme 1.3 Soite uneconstantestrictemenpositive. Si g estunefonctiona-holdériennestn = o(kL ),
alors,pourtoutr € {1,...,k,}, la fonctionde répartitionde (nc/k,)alY,’, — g(z.)] corverge versla
fonctionderépartitiondéfiniepar:

Gu) = { exp (u/a) siu <0.

1 sinon.
La fonction de répartitionG estla fonction de répartitionde la loi desvaleursextrémesde Weibull de
parangtred’échelleq
Démonstration — Elle estbagesurl’ égalie

nc nc nc

oYy, —g(@)] = —a(Yy, = kndny) + —alkndn, — g(z:)].

kyp =7 K, ’ by,
D’aprés[42, Théoreme4], le premiertermecorverge enloi versla loi desvaleursextrémesde Weibull de
parangtred’échellea. De plus, puisquen = o(kLT*), le secondermecorverge verszéro ce qui conclut
la démonstration. [
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Théoremel.3 Soitz unnombredyadique SouslesconditionsduLemmel.3sid, = 1 et:
(i) siz # 0 etz # 1, alorsS,(z) = (ne/ky)[gn(z) — g.(z)] corverge enloi versla loi de densié
9(y) = —4yexp(2y) poury < 0,
(i) siz =0o0uz =1, alorsS,, (z) corvergeenloi versla loi desvaleursextémesde Weibull.

Démonstration —
(i) Siz estunnombredyadiquejl existe N € Ntel quepourtoutn > N,

iy — 1
T =
hy,+1

oui, =1+ [(h, + 1)z]. Pourz € Jy, 4, etd, = 1,ona,sii, # 1eti, #h, +2(.e.z #0et
r#1):

4 (@) = [in — (hn + 1)a] [

— &
— “in—1,

7% *
}n,Qin—Q + Yn,?in—l
2

* *
Yn,?in + Yn,Qin+1 :|

]—I—[(hn—l—l)m—in—}—l][ 5

et

9(2n,2in—2) + 9(2n,2i-1)

0(2) = [in—(hn-t1)a] [

]—I—[(hn—l-l)m—in—}-l] [g(:””’Q’i“) + g($”’2in+1)] .

2 2
Ainsi,
ne .. 7% *
Sp(z) = ﬁ[ln — (hn + 1)z]] n,2in—2 g(mn,%n—?) + Yn,?in—l - g(wn,%n—l)]
nc . * *
+ ﬁ[(hn + 1)z —i, + 1][Yn,2in — 9(Tn,2i,) + Yn,?in+1 - 9($n72in+1)]7
etpourn > N,
nc " nc %
Sn(z) = %[}fn,%n—Q - g(mn,%n—2)] + W[Yn,%n—l - g(ﬂﬁn,%n—l)]-

D'aprésle Lemmel.3, S, (z) convergeenloi verslaloi dela variablealéatoireX; + X, ou X; et
X, sontdesvariablesaléatoiresndépendantest de mémefonctionderépartitionG(z) = exp(2u)
pourz < 0. Un simplecalculmontreque X; + Xy admetpourdensié

g(y) = —4yexp(2y) pour y < 0.
(i) Siz=0ouz = 1,onarespectrementj,(z) =Y, oug,(z) =Y, .LelLemmel.3conclutla
demonstration.
|

Réductionde biais

D’apres(1.19),onpeutcorrigerle biaisdel'estimateurY,”, deg(z,) enajoutansimplementa quantie
k,,/nc. Dansun premiertemps,on supposejuec estconnu.Enrempla@ntdansl’expressiorde'estima-
teurg,, Y5, parY,”. + k,/nc, onobtientun estimateudébiaie de g défini par:

k
. - Yo, 1
e = Y- Hlera) (242 )
r=1 n

Nousallonsdéterminera loi asymptotiquelu nouwel estimateuyj,, .
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Théorémel.4 Soitz unnombredyadique Si g estunefonctiona-hdldérienned,, = 1 etn = o(k1+?)
alors,
(i) siz #0etz #1,T,(z) = (nc/k,)[gn(z) — g(z)] corvergeenloi versla loi dedensit g(y) =
—4(y — 1) exp[2(y — 1)] poury < 1,
(i) siz =0o0uz = 1, laloi asymptotiquale T}, (z) admetla fonctionderépartitionsuivante:

Gy) = { exp(ly—1) siy<1,

1 sinon.

Démonstration —
(i) = étantun nombredyadique pn démontredela mémemanerequedansle Théoemel.3,quepour

z € Jy,4i, OUG, = 1+ [(h, + 1)z], iy, # 1 eti, # h, + 2, il existe N € N tel quepourtout

n>N,
ne k ne k
T, = — |V, 4+ =- — Y, + =
(m) an |: n,2tn—2 + ne g($):| + an |: n,2tn—1 —I_ ne g($)
ne ., ne .,
= ﬁ[Yn,Qin—Q — 9(Tn2i,-2)] + ﬁ[Yn,Qin—l = 9(Tn2i,-1)] +1

+ g [9(ni) 9@+ %[g(%zin—l) ~ g(2)]-

Commeyg estunefonction a-hdldérienne le Théokme1l.3 et le fait quen = o(k2) concluentla
démonstratiorde (i).

(i) La démonstratiorestsimilaireacellede (i).
|

Evidemment|'estimateurg, ne peutétre calcuk que si I'intensité ¢ estconnu.Nous allons a présent
supposeguec estinconnu.Consiceronsla variablealéatoiredéfini par:

In =1 Z (1.22)

ou 7 . estle minimumdessecondesoordonigesdu processugonctueltronque N**(.N D, ). D'apres
[42], ona: . .

E(Z,) = - +o(n™%) et Var(Z,) ~ poyE (1.23)
ou s estun entieraussigrandquel’on veutetou u,, ~ v, signifiequeu,, = v,(1 + o(1)). D’aprés(1.23),
il semblenatureld’estimerk,, / (nc) par Z,,. Onendéduitl'estimateurdébiai de g défini par:

}/* _I_Z

ZH Ty @)

Théoremel.5 Sousleshypothesesdu Théoemel.4,
(i) siz # 0etz # 1,alorsU,(z) = (nc/k,)[g.(z) — g(z)] converge enloi versla loi de densié

g(y) = —4(y — 1) exp[2(y — 1)] poury < 1,
(i) siz =0o0uz =1, laloi asymptotiquale U, (z) admetcommefonctionde répartition:

Gy) = { exp(y—1) siy< 1.

1 sinon.
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Démonstration — Soitz € [0, 1] un nombredyadique D’aprésle Théoeme1l.4,il sufit de déemontrer
que(nc/k,)[gn(z) — §,(x)] corvergeenprobabilitt verszéro. Autrementdit, on doit déemontrerquepour
toute > 0,

ne ne k
P —|gn(z) — gn(: =P |—|Z, - — —
[kn Gn(z) = gn(z)] > 8] |:kn . > €:| 0
lorsquen — oo. Or, onalin égali€é suivante:
ne k,, ne ne k,,
— 7y — —| < —1|Z, - E(Z, — |E(Z,) — —
k,, ne _kn| ( )|+kn (Zn) ne

D’'aprés(1.23),le secondermecorveme verszérolorsquern — oo. Ainsi, pourn sufisammengrand,
(ne/kn) [E(Zn) = kn/(ne)| <e/2,

cequiimpliqueque:

P |2 0G,(2) — gulz)] > | < P|2E|Z, — B(Z)] > =
ky ky, 2
4 n2c? 1
< 272 Var(Z,) = O (E) ,
d'aprées(1.23). [ |

1.6.2 Cash, = o(k,)
Convergenceenloi

On supposea présentqueles suites(h,,) et (k,,) vérifientla conditionh,, = o(k,,). Le résultatsuivant
nousassureguedansce cas,la loi asymptotiqualel'estimateurg,, corvenablemenhormali€ estuneloi
normalecentéeetréduite.Dansla suite,onpose pourz € [0, 1] :

Bna(2)
ne

on(z) =

Théoremel.6 Sig estunefonctiona-hdldériennen = o(kﬁ“ﬂh}/?), hy, = o(ky,) etk, = o(n/Inn),
alorsS,, (z) = o' (z)[gn(z) — E(§a(z))] corvergeenloi versuneloi normalecentéeetréduite.

La démonstratiortde ce théomeutilise un développementela fonctioncaracéristiquede S, (). Or,
pourconnatre la fonctioncaracéristiquede S, (z), il suffit deconnatre lafonctioncaracéristiquedeyY,”, .
D’aprés[42, Lemme3], on saitquesi g estunefonction a-holdériennek,, = o(n/Inn) alors,pourune
suite(t, ) telle quet, . = o(n/ky) ett,, = o(k,*t**/n), lafonctioncaracéristiquedeY,*, — m,, . au
pointt, , admetle développemensuivant:

it B B () £ 0 ([t | s ) + 0(n™)
1+ it 2o

Gy (tnr) = , (1.24)

ou s estun réel aussigrandquel'on veut et Fm = 1 — F,,. Nous pouwons a présentdémontrerle
Théoremel.6.
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Démonstration — Posonsy,, , = m,, , — ’jl—“ etnotonsy,, , la fonctioncaracéristiquede S,, (z).

VYnz(t) = expit (1.25)

kn
nc *
kang x ZHn(‘rﬁ‘r)(anﬂ“ _E(Yn,r))

exp it (k Boale ZH Ty, T ozmn))] .

Intéressonsoustoutd’abordala quantié

E

X

Tn(x) k B 2 ZH Lpy T an,T_E(Y;,T))7

etmontronsqu’elle corverge verszérolorsquen — co. On auraainsidemonté quele premierfacteurde
(1.25)corvergeversl lorsquen — oo.

nc
Tn' < nr_EY;r
@] < g mas e~ BV

ne
max |ay,, — E(Y:7T)|,

< - @@
- \/d_(h +1)7” 17771

d’'apréesle Lemmel.2 (i) and(ii). Le résultat(1.19)implique que:

10 =0 | ] = (W) o

Ainsi,ona:

= it
exp1 [B

ou ¢, . estla fonction caracéristiquede Y7, — m,, . ett,, = % Pour pouwir utiliser le

déweloppement1.24),on doit vérifieraupréalablequet,, , = o(n/k,) ett, . = o(kLt**/n). Or, d’apres
le Lemmel.2 (i) etle fait quepourtoutz etr, H,(z,,z) < 2(h, + 1) ona:

kn _ Hu(z, 2)Jt]

] 2(hn,+1) < 2|t
e By, 2(z)

Bra(z) = Vd,

< |t

= o(1),

et, puisquen = o(k:+?),

n?

kn,

nc

n j—
|tn7T|W =

n,r
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Ainsi,
exp it k—“r
Pnalt) ~ - {B”’Q( )} (1.26)
I (14 ity =)
r=1
o k, - n
X E@+nm%mAmw+o@m@ﬁa+qmﬂ. (1.27)

NOtOﬂS.L(Ll)(.r) le facteur(1.26).D’aprésle Lemmel.2(i), ona:

kn

ity ) L H,(z,, z)

JW(g) = TT &P 0nr) - o Hlar ) 1.28
(@) II Tt Ot = T (1.28)
Un déweloppementlela fonctionexponentielleémpliguequepourr = 1, ...k, :

- t t2
%ﬂumﬁzl__ﬁw+ﬂiwawﬁ7

1+ ity , 2
ou w estunefonction bornéesurun compactD C R contenan®. Rappelonsnaintenanune propriete
desnombrescompleesdont unedémonstratiorpeutétretrouveepar exempledans[8]. Siqy, . .., gy €t

(1.29)

¢, ..., ¢y, N € Nsontdesnombrescompleestelsque,pourtoutr € {1,...,k,},
lgr| < Tet[g] <1, (1.30)
alors,onalin égalié:
N
lgran =i ah <Dl — g (1.31)
r=1
Pourr =1,..., k,, posons
t2 2 3,3 / t2 2
qr = 1- gun,r +1 un,rlw (tu”lﬂ“) et q, — €Xp _gun,r .
Puisqueu,, , = o(1), on saitquepourn assemyrandetpourtoutr € {1,...,k,}, onatu,, € D.On
endéduitfacilementquelesnombrescomplexes{q,,r = 1,...,k,} et{q.,r = 1,..., k,} vérifientla

condition(1.30)pourn assegrand.Ainsi, d'apres(1.28),(1.29)et(1.31)ona:

t2 En t2 t2
J (z) — exp (—5) ‘ < z_; 1- 5'113%7” + t?’ufww(tun’r) — exp (—g'u%r) ‘ .

w(tu, ) étantborré pourn suffisammengrand,un développementlela fonctionexponentielleimplique

que:
2

12 ) 3 t?
‘1 = Sy, +t¢ u?hr'w(tun,r) — €Xp (_gunﬂ”) ‘ -

2
Bn,S 3
Bn,?

Ainsi,

t2
J(z) — exp (—5) ‘ =0
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et puisqued’apresle Lemme1l.2(ii) et (iii)

B,3\®> 8

v < ,

Bn,2 - V dn
on endéduitque.]r(zl)(:c) — exp(—t?/2) lorsquen — oco.
Intéressonsousa présentaufacteur(1.27)quel’on note.]ff)(m). Ona:

kn
I (@) = [T+ ivar + v,

r=1
Ol vy, =t kn/(nC)Fy (M) etv;w = o(tn, n/k1T?%) 4+ o(n~*). Enremarquantue

nc

_ nc n
Fn,?” ('rnnﬂ“) =1- exp [E(mn,r - knAn,T):| § E(mn,r - knAn,T) = O (—k}?‘_}_a) s (132)

on montrefacilementque|v;7r| = o(|v,,r|). Ainsi, pourn sufisammengrand,
1< |1+ ivn, + v, | < |14 2iv,,] <1+ 2[v,,],

et,
larg(1 + iv,, , + v;7r)| < larg(l 4 2iv, )| = arctg(2v,,,) < 2|v,,|,

ou arg(z) estlargumentdu nombrecomplece z. Ainsi,

kn kn
0<InJP ()] <> (1 +2/va,]) <2 [vasl, (1.33)
r=1 r=1
et
kn kn
0 < Jarg(JP) (2))] < farg (1 + ivn, 4+ ,,)] <2 [vn]- (1.34)
r=1 r=1
Or, le Lemmel.2 (i), I'in égali© (1.32)etle fait quen = o(kﬁH/Qh}/Q), impliquentque
kn A
| < |8 " max F,,(m,,) = o(l). 1.35
;|,|_||Bn72($) ax Fy (my,r) = o(1) (1.35)

On déduitde (1.33),(1.34) et (1.35)que.]£2)(x) — 1 lorsquen — oo ce qui implique que, . (t) —
exp(—t*/2) lorsquen — cc. [ |

Réductionde biais

Onrappellequesil'intensité ¢ estconnuon définit un estimateudébiaig dela fonctiong par:

k
3 - Yo, 1
aulo) = - (o) (2 0.

Cetestimateuestobtenuenrempla@ntdansl’expressionde g,,, Y,",. parY,’, + ’;—“ On détermine dans
le résultatsuivant,la loi asymptotiquelel’'estimateurg,,.
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Théoremel.7 Si g estunefonction a-hdldérienne,n In(h,) = o(k,l/thfH/Q), hy, = o(k,) etk, =
o(n/Inn),alorsS,(z) = o, (z)[d.(z) — g(z)] corverge enloi versuneloi normalecentéeetréduite.

Démonstration — Elle estbagesurle déweloppemensuivant:

0.1 (2)[gn(2) = 9(2)] = 07" (2)[gn(2) = Elgn(2)]] + 07" (2) [Blgn(2)] = gn(2)]
+ 0, (2)[ga(x) = sal9) (2)]+ 07 (2)[50(9) (2) — g(2)].

D’apresle Théoemel.6,le premiertermecorvergeenloi versuneloi normalecentéeetréduite.ll sufit
doncde démontremuelestrois autresermescorvergentverszérolorsquen — co. Concernante second
terme,ona:

Uvjl(x) |E[gn(7)] = gn(z)| < a;l(m) max

r=1,...kn

k
E(Y* = — g(z,
(Vi) + 2 = ()

nc

=0 [W] =,

d’'apres(1.19),le Lemmel.2(ii) etle fait quen = o(lc”'H/2 1/2) Concernante troisiemetermeona:
hn
0. (2) gn(2) = 50 (9) (2)| < 077 (2) D |as — aiplei(w).
=—1

Onendéduit,d’apres(1.6),le Lemmel.1etle fait que|a; — a; | = O(1/h}), que:

B k4 2) nc(k’ +2)
1 . — s, ::C) nc( n — n — 17
o, (2) [gn(z) — snlg)(z)] G £ 1)7Boa (o) T+ 1)o7 o(1)
d'apresle Lemmel.2 (i) etle fait quen In(h,) = o(ky 2h2+'/%). Enfin, concernante quatrémeterme,
ona:
o (@) lsn(9)(2) — g(2)| < 07 (2) Y |ailei(=
t>hn
D’apres(1.4),sih, = 2~1 +p,,0 < p, < 2¢~1 ona:
_ _ 1
o7 () Isa(9)(2) — g(2)] = O o7 (2) ) QW]
J24n

3 . 11, [0i@)] _ ne | _

= 0 ["“ @em | =9 | =% mELm) ~ W
d'apresle Lemmel.2 (i) etle fait quen = o(ky/ 2h3+!/%). (]

Dansle casou l'intensité ¢ estinconnu,on définit un estimateudébiaie dela fonctiong par:

k
= )c;r'+'2%
= Hy(z,,: : 3
A
r=1
ou Z,, estdéfini en(1.22).Ondonne dansle résultatsuivant,la loi asymptotiquele cetestimateur
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Théoremel.8 Soudeshypothesesiu Théoemel.7,S, (z) = o, ' (z)[§.(z) — g(z)] corvergeenloi vers
uneloi normalecentéeet réduite.

Démonstration — D’apresle Theoemel.7,il sufiit dedémontremque:

lorsquen — oco. D’aprésle Lemmel.2 (i),

k

o (@)lga(e) = G2 = 07 (@) |70 — 2
< 07 (2) | Zn — B(Za)| + 07 (2) |[B(Zn) - %

Or, d'apres(1.23),le secondermecorverge verszérolorsquen — oo. Ainsi, pourn assegyrand,
Urjl(m) |E(Zn) — kn/ne| < e/2,

cequiimpliqueque:

Plo ! (2)|gn(z) = Gu(2)] > €] < Plog'(2) 2, — E(Zy)] > /2]
4 kK, 1
: ng@):o(E),
d’'aprés(1.23)etle Lemmel.2 (ii). [ |

1.7 Simulations

Dansce paragraphepn proposed’estimerle supportd’un processuponctuelde PoissonV d'intensite
c= 3 avec
S={(z,y) eR*|0<z<1et0<y < g(2)}

On consicerelesfonctionsg suivantes
Modelel:
g(z) = exp[—lQ:U2 +4z] + 1.

Modele?2:
g(z) =143z — 1|2

Pourcalculer’estimateur on utilise lesobsenationsobtenuegnsommant: = 100 copiesindépendantes
du processuponctuelde PoissonV. Ontronqueal’ordre h,, = 15 le développementle ¢ dansla basede
FaberSchaudedonton estimeles coeficientsendivisantle supportS enk,, = 32 cellulesdistinctesOn
compard’estimateurg,, etl’estimateurdébiai g,, alafonctiong enprenanie mocklel (figurel.1)etle
mockle?2 (figure1.2).
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FiG. 1.1 — Comparaisordesestimateursj, (trait gris) et g, (trait noir) avec la vraie fonction g pourle
mocklel.
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FiG. 1.2 — Comparaisordesestimateursj,, (trait gris) et §,, (trait noir) avec la vraie fonction g pourle
mockle?2.
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Chapitre 2

Rappelssur la theorie desvaleurs extremes
et resultat preliminair e

Onregroupedanscechapitredesdéfinitionsetdesrésultatsaauxquelonfait appeldandeschapitresui-
vants.Onrappelle dansle premierparagraphdges principauxrésultatde la théoriedesvaleursextrémes.
Dansle secondoaragraphepn démontre sousdeshypothesedes plus géréralegpossiblesun résultatsur
lequelon s’appuiepourdéfinir 'ensembledesestimateurpropogsparla suite(estimateurslel'indice de
valeurextréme,estimateudu quantileextréme).

2.1 Theoriedesvaleurs extréemes

Onfaitici unebréweintroductionsurl’ @tudeducomportemenasymptotiquelu maximumd’un échantillon
(théoriedesvaleursextrémes).Cetteétudefaisantappela la notion de fonctionsa variationsrégulieres,
on rappellepréalablementa définition de tellesfonctionset on en donnequelquespropriét#es.On donne
ensuiteun résultatdécrivant les limites possiblesde la loi du maximumd’un échantillon.Pour plus de
détailssurla théoriedesvaleursextrémes,on peutseréféreraux ouvragesie Castillo[12], Gumbel[51],
Resnick]74] et Galambog35].

2.1.1 Définition d’'une fonction a variations régulieres
Définition 2.1 Ondit qu’'unefonction G esta variations régulieresd’indice p € R (al'infini) si G est
positivealinfini (i.e.s'il existe A tel quepourtoutz > A, G(z) > 0) etsi pourtoutt > 0

A G @)

Dansle casparticulierou p = 0, ondit queG estunefonctionavariations lentes(al'infini). Dansla
suite,lesfonctionsa variationslentessontnotées? (et parfois ). Enremarquantuesi GG estavariations
régulieresd’indice p alorsG/(z)/z” esta variationslentes,il estfacile de montrerqu’unefonctiona va-
riationsrégulieresd’indice p peuttoujourss’écriresousla forme z7¢(z). Commeexemplede fonctionsa
variationslentes citonsla fonction constantelesfonctionsln (1 + z), In[1 4+ 1/ In(1 + z)], etc...
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2.1.2 Représentationde Karamata

Théoreme2.1 [74, Corollairedu Théoreme0.6]
¢ estunefonctionavariationslentessi et seulemensi pourtout z > 0,

l(z) = c(z) exp { / t_la(t)dt} ,
J1
ou ¢ ete sontdesfonctionspositivestellesque

lim ¢(z) = ¢ €]0,4o0] et 75lim e(t) =0.
—00

r—r0o0

Remarque 2.1
e Silafonctionc estconstantepn dit que/ estnormalisée
e Le Theéoreme2.1impliqguequesi ¢ estnormaligealors/ estdérivablededérivée A avecpourz > 0 :

¢ SoitG unefonctiona variationsrégulieresd’indice p. En utilisantle fait queG(z) = z°¢(x), on déduit
facilementdu Théoeme2.1quepourtoutz > 0,

G(z) = c(z) exp {/ t_lp(t)dt} ,
1
ou ¢ ete sontdesfonctionspositivestellesque

lim ¢(z) = ¢ €]0, 4o0] et 7flim p(t) = p.
—00

r—ro0

2.1.3 Quelquesrésultatssur lesfonctionsa variations régulieres

Lemme 2.1 [74, Proposition 0.5]
Si G estunefonctionavariationsrégulieresd’indice p alors,pourtout0 < a < b,
Gtz)
G(2)

-t =0

sup
te[a,b]

lorsquez — cc.

Lemme 2.2 [9, Théoremel1.5.12]
Soit G unefonctionavariationsrégulieresd’indice p > 0. Il existeunefonction H avariationsrégulieres
d’indice 1/p telle que:
L HIG@)]
r—ro0 xr
Dansce chapitreainsi quedansles suivants,on dit quea,, et b,, sontdeuxsuiteséquivalenteqet on
notea, ~ b,) sia,/b, — 1lorsquen — +oc.

= 1.

Lemme 2.3 Soit/ unefonctiona variationslentes.

i) Pourtouty > 0,

lim n"f(n) = 4ooet lim n™7¢(n) = 0.
n—00 n—>00

33



Rappelssur la théorie desvaleurs extrémeset résultat préliminair e

ii) Sia, etb, sontdeuxsuitesqui corvemgentvers+oo lorsquen — oo ettellesque

lim inf 2% > 0et limsup on < 400, (2.2)

alors{(a,) ~ £(by,).

Démonstration —
i) La démonstratiorestévidenteen utilisantle résultatdonré dans[9, Prop.1.3.6] etannonantque pour
toutesfonctionsavariationslentesf, ona:

lim L[f(x)] =0.
z—co In(z)
ii) D’apresle Lemme2.1,0n saitquepourtout0 < a < b,

((tz)
{(z)

sup
te(a,b]

- 1‘ — 0, (2.2)

lorsquez — co. Pourdémontrerii), il fautdémontrerque|¢(a,,)/¢(b,) — 1| — 0 lorsquen — oco. Or,

AN M CCNCATA R

£(bn) £(bn)
D’apresl’hypothése(2.1),onsaitqu’il existea etb positifstelsqu’apartird’un certainrang,a < a,, /b, <
b. La corvergence(2.2) conclutla démonstration. |

Remarque 2.2 SoitGG unefonctionavariationsrégulieresd’indice p. On déduitfacilementduLemme2.3
i) etdufait queG/(z) = z”£(z), quesi a,, etb,, sontdeuxsuitesqui corvergentvers+oco lorsquen — oo
etveérifiantla condition(2.1),alorsG(a,,) ~ G(by,).

2.1.4 Loi desvaleursextrémes

Soit X4, ..., X, unéchantillonden variablesaléatoiresndépendantest demémefonctionderépartition
F. Dansla suiteonnote X, ,, < ... < X, ,, I'échantillonordonre. Le résultatprincipal dela théoriedes
valeursextrémesestle suivant:

Théoreme2.2 Gnedenlo [44]
Souscertainesonditionsderégularié surla fonctionderépartition 7, il existeunréel¢ etdeuxsuitesa,,
eth, > 0telsquepourtoutz € R

)(nn _bn
lim P [’7 < r] = H¢(z),

n—00 Ay,
avec,sié > 0,
0 siz <0,
Hele) = { expl—()71/8] siw >0,
si¢ <0,
[ exp[-(-2z)7'¢] siz <0,
Hﬁ(r)_{ 1 siz >0,
etsié =0,

Ho(z) = exp[—exp(-2)], z € R.
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Remarque 2.3

1) Le Théoreme2.2estvrai pourla majorit deslois usuellesPourplusdeprécisionsurlesconditions
derégularigésurlafonctionderépartition/’ nécessairegouravoir le Théoeme2.2,voir parexemple
Castillo[12, p. 108] et Galambog35, p. 54].

2) La fonction de répartition H; estappeée loi desvaleurs extrémes(que I'on note £V D pour
ExtremeValue Distribution). Le parangtre ¢ estappeé indice de valeur extréme Si F' vérifie le
Théoreme2.2,ondit alorsque I’ apppartienaudomained’attraction de H,.

3) Selonle signede, ondistinguetrois domainegi’attraction:

e si & > 0, ondit que F' apppartientau domained’attractionde Fréchet Ce domained’attrac-
tion contientlesfonctionsde répartitiona queuedourdes(décroissanceolynomiale)commepar
exemplelaloi deCauchylaloi dePareto,etc...

e si¢ < 0, ondit que F' apppartienaiudomained’attractionde Weibull. Ce domained’attraction
contientla majorite desfonctionsde répartitiondontle point terminalestfini (loi uniforme,etc
o)

e si ¢ = 0, ondit que F' apppartientau domained’attractionde Gumbel. Ce domained’attrac-
tion contientlesfonctionsde répartitiona décroissancexponentielle(loi normale exponentielle,
gammajognormalegtc...).

4) Lessuitesdenormalisatior,, eth,, > 0 nesontpasunigues.

2.1.5 Caractérisation desdomainesd’attraction

Nousallonsdonnerdesconditionssurla fonction derépartition /” pourqu’elle appartienné I'un des
trois domainesd’attraction.Dansla suite,on notezr = sup{z|F(z) < 1} le pointterminalde I’ et
F*(y) = inf{z € R|F(2) > y} l'inversegéréraliede F' (avecla corventioninf{(} = co).

Domained’attraction de Fréchet

Théoreme?2.3 F appartienaudomained’attractionde Fréchetavecunindice devaleurextréme¢ > 0 si
etseulemensi zr = +oo et1 — F estunefonctionavariationsrégulieresd’indice —1/£. Danscecas,un
choix possiblepourlessuitesa,, eth, est:

n

1
an:F“(l——) et b, = 0.

Remarque 2.4 Ondéduitdu Théoeme2.3 que F' appartientau domained’attractionde Fréchetavecun
indice de valeurextréme¢ > 0 si et seulemensi zr = +oo et1 — F(z) = z~'/¢/(z), ol £ estune
fonctionavariationslentes.

Domained’attraction de Weibull

Théoreme?2.4 F appartienudomained’attractionde Weibull avecunindicedevaleurextréme < 0 si
etseulemensi 2 < +oo etl — F* estunefonctionavariationsrégulieresd’indice 1 /£ avec

) 0 siz <0,
r (x)_{ Flzp—271) siz > 0.
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Dansce cas,un choix possiblepourlessuitesa,, etb, est:
- 1
a, =2 — F 1——) etd, =zF.
n

Remarque 2.5 Ondéduitdu Theéo®eme2.3 que F' appartienfaudomained’attractionde Weibull avecun
indice devaleurextréme¢ < 0 sietseulemensi zx < +oo etl — F(z) = (25 — 2)~ /¥ (zF — 2)~"].

Domained’attraction de Gumbel

Rappelongout d’abordla définition d'unefonctionde Von-Mises.

Définition 2.2 Soit F unefonctionderépartitiondepointterminalz z fini ouinfini. S'il existez < z tel
que

71
1—-F(z) = - —dt
(z) cexp{ /Z ) },z<x<mF,
ou ¢ > 0 eta estunefonctionpositive absolumentontinuededensié o’ vérifiant HTm a'(z) = 0,alorsF
TTrp

estunefonction de Von-Miseset ¢ estsafonctionauxiliaire.

Théoreme?2.5 F appartientau domained’attractionde Gumbelsi et seulemensi il existe unefonction
deVon-MisesF™ tellequepourz < z < zy onait:

1= F(a) = c(2)[1 — F*(2)] = e(2) exp {— /z Wlt)dt} ,

ouc(z) — ¢ > 0lorsquer — zf.

2.1.6 Theoremede Pickands

Le Théoemede Pickandq71] esttresutile lorsqueon travaille avec desobsenationsqui deépassentin
seuilfixé puisgu’il assurequela loi desexcespeutétreapprocteeparuneloi de Paretogéréralise.Avant
d’énoncelte theoeme,nousdéfinissonda loi desexcesainsiquela loi de Paretogéréralise.

Définition 2.3 Soit X unevariablealéatoirede fonction de répartition /' et de point terminal z . Pour
toutu < z g, lafonction
Fu(z)=PX —u<z|X >u], 2> 0,

estappeéela fonction derépartition desexeesaudessuslu seuil u.
Définition 2.4 Soite > 0 et¢ € R. Laloi de Paretogéréralie(notteG PD pour Genealized Pareto
Distribution) estdéfinie parsafonctionde répartitionG; , avec
1—(1+&x/o)" Ve sie#£0,
G£7U = (—I‘) H I
1—e sié =0,
ouz>0sié>0etd <z < —0/fsiE<O.

Théoreme?2.6 Théoremede Pickands[71]
F appartienaudomained’attractionde H, si etseulemensi

lim  sup  [Fu(7) — Geo(u)(®)| =0,

utzp O<z<<rp—u

ou ¢ estunefonctionstrictemenpositive.
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2.2 Unrésultatpréliminair e

Le butdeceparagraphestd’énonceetdedémontreysousdeshypothesedesplusgéréralegossibles,
unrésultatqui serautilisé dansleschapitressuivants Plusprécimenton consiceren variablesaléatoires
Xy, ..., X, indépendantest de mémefonction de répartition F' (dépendangéventuellementde n). On
pose

Tun — I{Xn,n > O}ZI{XZ' 2 uan,n}y
=1
ou /4 estl'indicatricedel’ensembleA, (u,,) estunesuitequelconquele]0, 1{et X, , = max{Xy,..., X, }.
Ondonnedansce paragraphelesconditionssufisantegourque:

n Dy, (2.3)

2.2.1 Hypotheses

Danslasuite,onnotezr = sup{z|F'(z) < 1} le pointterminalde /. Onsupposeuel < zr < +o0.
Onremarqueguele fait quexzr > 0 impliqueque

P[ry, > 0] = P[X,,, > 0] — 1, lorsque n — oo.

Dansles chapitressuivants,on supposeraoujoursquezr > 0. Si cen’estpasle cas,unetranslationdes
donréespermetde seramenetaucaszy > 0.

Leshypothesesécessairepourdémontreda corvergenceenprobabilitt (2.3) sontlessuivantes
H1 — F estdérivablededérivée f sur]0, zx].

H2 —
nh_)n(r)lo{n[l — Pluyzp)]}~t = 0.

Dansla suite,onpose

) = [ S POF et pln) = [ fa,)[F0) = P[P0

H3 - "
. 1(un,
T Flugar)
Ha -
lim n(tn) =0.

n—oo 1 — Fupzr)
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2.2.2 Enonce et demonstrationdu résultat

Théoreme?2.7 Sousleshypothesest1, #2, H3 et H4,
Tu P

_mnm 5 1.

E(Tun)

Remarque 2.6 Ondéduitdu Théoeme2.7 etdel’hypothéseH2 queE(r,,,) — +oo lorsquen — oo.

E(ry,) ~n[l = F(upzr)] et

Pourdémontrerle Theoreme2.7, nousallonsdémontrerune série de résultatsntermédiaires Le pre-
mier lemmenousdonnel’expressiorde 'espérancelela variablealéatoirer,,, .

Lemme 2.4 Sousl’hypothése# 1, E(r,,) = np, ¢ aveCp, ¢ = [1 — F(upzr)] + n(uy).
Démonstration — Onremarquedansun premiertempsque{r,, = 0} = {X,,, < 0}. Donc,

Plr, = 0] = P[Xy, < 0] = [F(0)]".

De plus,enutilisantle fait quela loi de (X4, ..., X,,) estinvariantepar permutatiordescoordoniées,on
apour!/ > 1:
Plry, =]

= nP[Tun — l7 /Yl — /Y’I'L,‘n > O]
— nci__llP[XQ > unXh .- '7Xl > unle)(H-l < un)(h .. '7Xn < un)(lel = )(n,n > 0]
= nC Plun X1 < Xo < Xiy ey un Xy < X7 < X0, Xig1 < un X1, 000, Xy < up X1, Xq > 0]

etd’apresle Theoemede Fubini,
Plr,, =] = nci—_ll/ F[F(t) — Funt))' Y F (unt)] () d.
0

Nouspouwnsa présentalculerl’espéranceder,,, .

Br) = SoniCZ [0 — Pt P 0
=1 0

= Y= nCi IR0 - Pt Pl o
1=2 0

+ Yoz 1R - P w0
I=1 0

= n(n-1) /OzF[F(t) = Funt)]f(1) Y L5 (1) = Flunt)] [P (unt)]*dt

(=2

+ n /0 PO
= n(n—1) /0 ) - P PO @)dt +n /0 O,

Enfaisantuneintégrationparpartie,ona:
(= 1) [0 - P IFOP0d = it = Flanen)]+n [ unlfunt) - FOLFOF
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Ainsi, .
E(ry,) =n[l = F(u,zr)]+n /0 wy, f (unt)[F ()] dt,

cequi conclutla démonstration. [ |

Le lemmesuivantdonnel’expressiordela variancedela variablealéatoirer,,, .

Lemme 2.5 Sousl’hypothése?1, ona:

Var(ry,) = npne(l = pne) +2n(n — Dp(un) — 2n(n = D[1 = F(unzp)]n(un) — n(n = 1)[n(u.)].

Démonstration — En utilisantI'expressiordelaloi der,,, calcueedansladémonstratiordu Lemme2.4,
ona:

an ci-t / IR — Flunt)] = F ()] F () de

En utilisantla decomposmori2 =I(l-1)+/1,

B2) = Yoali- e [0 - Pl P fod
1=2 0

Y oaCl [0 - Pt o

=1

Enrempla@nt!/ par (! — 2) + 2 dansla premire sommeet en remarquantjue la deuxémesommeest
égalean(l — F(u,zr)] + n [ wn f(unt)[F(t)]"dt, ona:

n TR

E(r2) = Y nn-1)(n- 2)072133/ [F(t) = F(unt)] " [F(unt)]" " f(t)dt
1=3 0

+ Yo2n(a- )OI [0 — Pt ) )

(=2 0

+ n[l - Fluyzp)] + n/oxp t, funt)[F ()] dt

n

E(ri,) = n(n-1)(n-2) /OIF[F(t) — Funt)f(t) Y Crr3[F () — Funt)] 7 [F (unt)]" " dt

+ 20(0=1) [0 - Pluanlfo) lzj;c;:%mt) — Pt F ()]t
4 on[l = Fluner)]+n /0 i Flunt) [F (8] dt

— ln=1)n=2) [P0 - Pl PEOr o

+ 2= 1) [P0 - PnlFOr o

+ n[l = Flunzr)]+n /0 i Flunt) [P (8] dt.
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Or, enintégrantpar partie,on montreque

D'ou,

Ainsi,ona:

Var(7y,)

(o~ 1)(a-2) [ VIR - Flunh) PRI F (1)t
n(n—1)[1 - F(unacF)]2
2n(n 1) [ IF0) = Pl OF

on(n — 1) /0 T Funt) (1) — F(unt)|[F(£)]"2dt.

n(n—1)[1 - F(uan)]2

2n(n = 1) [ 1P(0) = Pt P OF 0 fant)

nll = Flupap)] + n /0 i Funt) [F (8] dt

n(n = D[l = Flunzr))? + 2n(n - 1) /0 i Funt) [F (8] dt
2n(n 1) [t fant) Pt PO

o

n[l = Flunzr)] +n /0 i f () [F(£)]" L dt.

B(rs,) = [E(7u,)]” |
n(n—1)[1 - F('unasp)]2 +2n(n —1) /0 Un, f (unt) [F(t)]”_ldt

2n(n — 1) /0 o () F(unt) [P (0)]"2dt
n[l = Flunar)] +n /0 i ) [P0 dt

1= Flupzp))’ = 20°[1 = F(unzr)] /0 o f (wt) [

2

n? { /0 . f(unt)[F(t)]”_ldt} .
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Uneréécrituredel égalit ci-dessusonduita:

Var(r,,) = nF(u,zp)[l — Fluyzrp)] —n[l — F(uyzp)] /OIF o F(unt) [F(£)]" dt

2

bonF(uner) /0 T ) [P dt — n {/0 T Flunt) [F(t)]”_ldt}

+ 2n(n—1) /0 T Funt)[F () — Flunt)][F(8)]"2dt

~ 2n(n—1)[1 - Flunar)] /0 i Funt) [F (8]t — n(n — 1) { /0 i F(unt) [F(t)]”‘ld.t}

— 0P (uner)1 = Funap)] = n[l = Flunap)n(un) + nF (unzp)n(un) — nin(un)]?
+ 2000 — Da(un) - 2n(n - D1~ Flugar)ln(us) - n(n - 1)n(u,))

On conclutla démonstratiorenremarquantue

P (L= pog) = nF(unap)[l = Funzp)] = n[l = F(unap)]n(un) +nF (unzp)n(un) — nln(u,))*.

|
Nouspouwnsaprésentdémontrede Théoreme2.7.
Démonstrationdu Théoreme2.7 — Le Lemme2.4 etI'hypothese?{4 impliqguentque
E(ry,) ~ n[l = F(u,zp)]. (2.4)

Montronsa présenquer,, /E(7.,) ] lorsquen — oco. D’apresl’in égalie de Bienayne-Tchebiche,
onapourtoute > 0 :

Tu 1
P L < —
HE(W ‘ g ] S v [

Or, d'apréesle Lemme2.5,

Var(ru,) _ mPng(l=prg)  2n(n = Dp(un) 2n(n = D1 = Funzp)ln(ua) _n(n = 1)n(u.)]’

[E(r,)? (B, [E(7u,)]? [E(7u,)]? [E(7u,)]?

Traitonspourcommencete premiertermedela sommeCommel — p, ¢ < 1 etd’apres(2.4),ona:

Tun ] _ iVar(Tun)
BE(re,)] & [B(r,)]*

npne(l — Prg) NPy ¢
[E(re,)]?  ~ [B(r,)]?

Le premiertermedela sommecornverge doncverszérod’apres’hypothese?{ 2. De plus,d’apres(2.4) on

a:
2n(n = Dp(un) — 2p(un)
[E(7u,)]? [1 = Flunzp)]?
lorsquen — oo d’apresl’hypotheset 3,

2n(n — 1)[1 - Fupzp)n(un)  2n(un)
[E(7u,)]? 1 - F(upzr)
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lorsquen — oo d’'apréesl’hypothese?{4 etenfin

n(n— D) [ nlw.) 7°
[E(ru, )] [1 = F(WM] -0

lorsquen — oo d’apresl’hypotheset 4. Ainsi,

Var(7y,)
[E(Tu,)]?

lorsquen — oo cequiconclutla démonstratiordu théoeme.

— 0

42



Chapitre 3

Utilisation de seuilsaleatoirespour estimer
I'indice devaleur extreme

3.1 Intr oduction

ConsiceronsXy, ..., X,, unéchantillonde » variablesaléatoiresndépendantest de mémefonction
derépartitionF’ etnotonsX; , < ... < X, , I"échantillonordonré. On avu dansle chapitre2 quepour
la majorité desfonctionsde répartitionF’ la loi asymptotiquele X, ,, (corvenablementormali€) estune
loi desvaleursextrémescetteloi etantindexéeparun parangtrenoté . Ce paranetre,appeé indice de
valeurextréme,apporteuneinformationsurla formedela queuededistribution de F'. Notammentselon
queé > 0, ¢ < 0 oué = 0, ondistinguetrois domained’attraction: FréchetWeibull et Gumbel.Ainsi,
denombreuxestimateurslel'indice devaleurextrémeont ét€ propogsdansla litt ératureLesrecherches
sesontprincipalementoncentéessurle casé > 0 (i.e. lesfonctionsde répartitionsdontla queueesta
décroissancpolynomiale)'estimateure plus connuétantl’ estimateur de Hill [56] défini par:

k
A 1
E Z )(n ]+1 TL - ln()(n_k-7n)7

ou k£ estun entierpositif (1 < & < n). La consistancdaible de cetestimateur &te démontéepar Mason
[69] et la consistancdorte par Deheuels et al. [23]. La normali€ asymptotiquea éte demontée entre
autrespar Davis et Resnick[20], Crgo et Mason[18], Haeusleret Teugelg[52], Goldie et Smith [45],
c... De nombreuxautresestimateurpourle casé > 0 ontéte propogs(pourunerevue détaillee,voir
Csirgo et Viharos[19]).
Le casgéréral € R aéttmoinsétudé.Onrecenselandalitt ératuredeuxméthodepermettant’estimer
& € R. Lapremereconsisteautiliserles k plusgrandesobsenationsou & estun entierpositif strictement
inférieuran. Commeexempled’estimateurdbagesurcetteméthode citons:

I’ estimateur desmomentspropo® par Dekkers Einmahlet de Haan[25] et défini par:

-1
. 1 H?
M k.n
=Hp,+1—=|1- , 1
& b+ 2[ Skn] (3.1)
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ou

k
Z n ]—}-ln - ln(Xn—k,n)]Q-

??‘|H

k
1
Hk,n:Ez_: Xn- i+1,n —ln(Xn kn etSkn_

Cetestimateurestunegéréralisationde I'estimateurde Hill. Lesauteursmontrentque cetestimateurest
consistanetasymptotiquementormal.

L’ estimateur de Pickands[71] défini par

2 X — n /Yn— n
57]; — [111(2)]_1 In )7} [k/4]+1, [k/2]+1,

n—[k/2]+1,n — Xn—k—}—l,n

ou [k] dénotela partieentierede k. L'auteurdémontrela consistancéaible de sonestimateurLa corver
genceforte ainsi que la normali& asymptotiqueont ét démontéespar Dekkerset de Haan[24]. Des
anEliorationsde cetestimateuont éte introduitesnotammenparDrees[28] et Segers[77].

L’ estimateur propo< par Beirlant et al. [4] défini par:

8 = [(X'X)7IX' 7], 4, (3.2)
ou .
. UH, , . i i .
Z=(G+ 1) g — G+ )4 H 1< j<k-1)
Xi1=0,1<3<k-1),
. 1

Xo=(Eh1<i<h-1),

avec

1~ o
UHj, = Xp_jn [3 > In(Xnoigim) = n(Xnjn)

(Dansl'expressionci-dessus A’ désignela transpogede la matrice A, A; ; dénotel’ élementdela i¢™¢
ligne etdela j*™¢ colonneet A ; désignela j¢ colonnedela matrice A).
Cetestimateuestuneaméliorationdel'estimateurpropo par Beirlantet al. [7] ence sensqu’il corrige
I'erreur apporéeparla fonctiona variationslentes.

On peutaussiciter les estimateursntroduits par Feuarerger et Hall [34], Gomes[46], Gomeset Martins
[47], deHaanet Resnick{22] et Peng[70Q].

L’autre méthodeconsistea utiliser les obsenationsqui dépassentin seuil deterministe Cetteméthode,
appekeméthodeP.O.T. (Peakver Threshold) estbagesurun résultatde Balkemaetde Haan[2] et Pi-

ckandgd71] assurantuela loi asymptotiquelesexcesaudessusiu seuilestuneloi de ParetoGéréralise.
Cetteméthodeestutiliséeentreautrespar Falk [31, 32, Marohn[67, 68], Smith[78] et Castillo et Hadi

[13].

Dansce chapitre,nous proposongles estimateursle l'indice de valeurextrémedansle casparticulier
ou £ < 0 c’estadire dansle casou la fonction de répartition appartientau domained’attractionde
Weibull. Ce domainecontenanta majorite desfonctionsde répartitiondontle point terminalestfini, les
estimateurpourrontétreutiliséspourrépondrea la questiondel'estimationde fonctionsquantileextréme
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qui nousintéressadanscettethese.Pourestimeré, nousutilisons une méthodedifférentedesméthodes
précittes.On consictre en effet, pour construirenos estimateursyniqguement’information apporé par
desnombresde pointsqui dépassentiesseuilsaléatoires Plusprécigment,soit (u,,), (v,), (w,) et(z,)
quatresuitesdistinctesde ]0, 1[. On noteparr,,, (resp.r,,, Tw, €t7., ) le nombrede pointsqui dépassent
le seuilaléatoireu, X, ,, (resp.v, X, », w, X, , €tz,X, ;). Lesestimateurpropoesdansce chapitre

sontdéfinispar:
Inf(1 —un)/(1 = vn)]

ln(Tun/T'Un) 7

gl,n - -

&, ., qui estla solutiondel’ équatiorend :

-0 -0
Up — Zn Tun, — Ty, B
y y —0 —0 -
Up — Wy Tvn — Tzy,

etés.,, qui estla solutiondel’ équatiorend :

1—v, (r.0-1 B
1_un T;le—l N

Un avantageque l'on peuttrouver a utiliser uniqguementesnombresde points est que les estimateurs
peuwentétrecalcuesmémeenprésencaledonréescensueesparintervalles.De plus,lesseuilsaléatoires
guel’'on utilise ontl'avantagedeprendreencomptele comportementiela queuededistribution puisqu’ils
sontfonctiondu maximumdel’ échantillon.

Le plan de ce chapitreestle suivant. Dansle paragraphe?, on énoncel’ensembledes hypotheseset
on démontreque sousceshypotheseson peutappliquerle Théoeme?2.7 eénon& dansle chapitre2. Ce
Théorme estindispensablgour demontrerl’ensembledesrésultatsde ce chapitre.Dansle troisieme
paragrapheon définit lestrois estimateursle l'indice devaleurextréme.La consistancéaible de ceses-
timateursestétabliedansle paragraphd. Lesparagraphe$s et 6 sontconsacesal’ étudedeI'estimateur
élm. On démontre dansle paragraphé, quel’estimateurélm cornvenablemenhormali€ estasymptoti-
gquemenmnormalsi ¢ < —1/2. On endéduitquela vitessede corvergenceoptimalede cet estimateurest
unepuissancele n, vitessequi, a notreconnaissancey estatteintepar aucunautreestimateude I'indice
devaleurextréme.On démontreensuitedansle paragraph® queél » COrnvermge presque-8rementversé
si§ < —1. Le paragraph& estconsace aux simulations.On comparedansun premiertempsles trois
estlmateurfl . 52 " etfg »- Il enressoriquel’ estlmateurfg n estdemellleurequallteentermedeblalset
devariance C’estpourquoi,nouscomparon&nsuite’ estlmateurfgm al'estimateurdesmomentstM eta
I'estimateumpropo parBeirlantetal. gf Enfin,dande paragraph&, on proposaineméthodepermettant
de transformerdesvariablesaléatoiresdontla fonction de répartitionappartientau domained’attraction
de Fréchet(¢ > 0) endesvariablesaléatoiresdontla fonction de répartitionappartieniau domained’at-
tractionde Weibull, ce qui permetd’utiliser lestrois estimateurgourestimerun indice devaleurextréme
strictemenpositif.

3.2 Hypothesesetreésultatpreliminair e

Soit X4, ..., X,, unéchantillonde » variablesaléatoiresquel’on supposéndépendantest de méme
fonction derépartition /. On supposejue I’ appartientau domained’attractionde Weibull (c’esta dire
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quel’indice devaleurextréme¢ eststrictemeninégatif). Rappellongcf Theoreme?2.4) que I appartient
audomained’attractionde Weibull si etseulemensi zr = sup{z|F'(z) < 1} < 40 et

F(z) =1~ (zp — 2)"(zr — 2) 7], (3.3)
ou ¢ estunefonctionavariationslentesal'infini. OnnoteX; , < ... < X, , I"@chantillonordonre. Soit
(u,) unesuitede]0, 1[, on définit ., par

Tup = H{ X > 0} Y I{Xi > 0, X}

=1

Autrementdit, 7, estle nombrede points sugerieursau seuil u,, X, ,, si X,,,, > 0. Dansla suite,on
supposeuezyr > 0. Ainsi,

lim P[r,, > 0] = lim P[X,, >0]=1. (3.4)

n—oo n—00

Sizr < 0, unetranslationdesdonréespermetde serameneraucaszy > 0. On supposeussiqueles
hypothesesuivantessontvérifiées:

(A1) ¢ estunefonctiona variationslentesnormalige.Autrementdit,

((z) = cexp {/Iz t_le(t)dt} ,

ou ¢ estuneconstantestrictemenpositiveete(z) — 0 lorsquez — oo.
Cettehypotheseimplique enparticulierque F’ estdérivablede dérivée f .
(B) f vérifiel'une oul'autre desassertiongi-dessous

i) festborréesur]0,zx].

ii) Il existe N € Ntelquepourtoutn > N, r?ax]f(unt) = f(upzr).
tel0,zp

Signalonsgue I'hypothése(B) estvérifiée par exempleparuneloi de Paretogéréralie (F(z) = 1 —
(14 €x/o)~¢ o > 0 eté < 0), parlaloi desvaleursextrémesde Weibull (F(z) = exp[—(1 + &(z —
w)/o)~ME], € < 0,0 > 0 ety € R)ouparlaloi inversedeBurr (F(z) = 1 — [8/(8 + (M — z)~")]",
(8,7, ) € (RF)?).

Dansla suite,onposes; ; = min{£?/2,£2/(1 - &)}.

(C1) Soit (u,) unesuitede ]0, 1] qui corverge vers1 lorsquen — oo. Il existe § €]0, 6, ¢[ tel que
n=% = O(1 — u,).

Nous allons a présentmontrerque sousceshypotheseson peutappliquerle Theoreme?2.7. Autrement
dit, nousallonsprouer le résultatsuivant:
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Théoreme3.1 SousleshypotheseqAl), (B) etsi (u,,) vérifie 'hypothése(C1) alors:

Tuy, P
W= Fluar)] " (3-5)
lorsquen — oo et
E(ry,) ~ n[l = F(u,zp)] = +0o0, lorsque n — oo. (3.6)

Pourdemontrerce theome nousdevonsconnatre I'expressiordela densié f.
Lemme 3.1 Sousl’hypothese(Al),

f(2) = =1/&(er — )7/ (ap — 2) 71+ 8()],

avecé(z) — 0lorsquez T zp.
Démonstration — NotonsA la dériveede ¢ (qui existe d’apresl’hypothese(Al)). Ona:

f@) ==1/&@p —2) V(2 — 2) 7"+ (2p — 2) 72N (2 — 2) 7).
Or,

Ainsi, sionpose
(zr — ) "Al(zF —2)7"]
(zp —z)7"]

d(z) = =¢ = —¢el(er —2)7'],

alors
f(@) = =1/&(er — )7V (ap — 2) 71+ 8(2)],
avecé(z) — 0 lorsquez T zp. [ |

Nousdevonsaussiconnaitrel’ordre de grandeude i (u,,). Onrappellequen(u,,) estdéfini par:

n(un) = /OIF n f (unt)[F(£)]" " dt.

Lemme 3.2 SousleshypotheseqAl) et (B),

(1) = Olmax{n’L(n), f(unzr)nt L(n)}],
ou I estunefonctionavariationslentes.

Démonstration — Nousétudionssepaémentlescasou f vérifie 'hypothése(B) i) et (B) ii).
e Si f vérifiel'nypothese(B) i), il existeunréel B > 0 tel que:

TR
w(w) < B [ F@r 3.7)
0
Posons‘X:_M_1 = max(0, X,—1,,—1), 0U X,,_1 ,_1 estle maximumden — 1 obsenationsissuesde
la distribution . Notons F'* la fonction de répartitionde la variablealéatoiremax(0, X;). Evidemment,
pourz > 0, F't(z) = F(z). Ainsi,
TR
|t = e - B )
0
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La fonctionderépartition i appartenanau domained’attractionde Weibull, on endéduitquela fonction
derépartition "+ appartientaussiaudomained’attractionde Weibull. Commedeplus

Tp
/ eF*(dz) < zp < 400,
0

on a,d’apresun résultatdéemonté dansResnick{74, Prop.2.1 (ii)],
2r—E[X ]~ T =&an_, (3.8)

ou I" estlafonctiongammeeta,, = 2 — F< (1 —1/n). L'inégali&(3.7)etl’ équivalencg3.8)impliquent
quesi f vérifie 'hypothése(B) i) alors

1(tn) = O(an-1)- (3.9)

e Si f vérifiel'hypothese(B) ii), ona:

TR
a(w) < flunor) [ POPa
0
etainsid’apres(3.8),
n(us) = Olf (upzF)an-1]. (3.10)
Ondéduitde(3.9) et (3.10)que:
n(u,) = Olmax{an,—_1, f(untr)a,—1}].
Pourconclurela démonstrationil suffit dedémontrerque
an = ntL(n), (3.11)

ou . estunefonctionavariationslentes.En utilisantl'expressionde F' donréeen (3.3),on remarqueque
a, = n¢[{(a;!)]¢. Deplus,d’apres[74, Démonstratiordela Proposition0.3], ona pourtoutt > 0,
Ay,

lim
n—00 a[nt]

= a(t), (3.12)

aveca(t) > 0 etol [z] désignda partieentiérede z. Le Lemme2.3et(3.12)impliquentque[¢(a;)]¢

L(n) ou L estunefonctionavariationslentescequi conclutla démonstration.
Puisquel’(t) — F(u,t) < F(t) pourtoutt, ona:
uuw) = [ i f ) [P(8) — Flunt) [P 2t < / ) [P .
Ainsi, d’'apresle Lemme3.2
p(uy) = O[max{n®L(n),n* f (unzr)L(n)}]. (3.13)

Démonstrationdu Théoreme3.1 — Pourdémontrercethéo®me,il sufit des’assurequeleshypotheses
H1, H2, H3 et H4 duThéorme2.7 sontvérifiées.
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o Hypothese?{1 Elle estvérifieed’ apresl’hypothése(Al).

e Hypothese? 2 D’apresl’expressiordela fonctionde répartition/” donréeen(3.3),ona:
1= Flupzp)]™ = 250~ (1 = up) Vella7 (1 = u,) ™'

Or, (uy,) vérifiant’hypothese(C1), il existe0 < § < 6, ¢ tel quen—' = O[(1 — u,,)'/?]. Donc,
U1 = Flunar)]” (9{ —u, 1/5+1/5E[ 11 - un)—1]}.

Lefait quel/¢ + 1/ > 0 etle Lemme2.3nousassurentuel’hypothese?{2 estvérifiée.

e Hypothese# 3 Il suffit dedémontrerd’apres(3.13)que

) ntL(n) . flupzp)ntL(n
oo (= Flanar )P~ ot 1= Flunar)
Or, d'aprésl’expressiorde F’ donréeen(3.3),0na:
3
WL 0fnf (1 wn) L) Uz (1 - un)~1]} 2

[1— F(upzr)]?
Commela suite (u,,) vérifie 'hypothese(C1), il existe0 < § < 0; ¢ tel que(1 — u,,)%/¢ = O[n~2/¢],
Ainsi,
ntL(n)
[1— Fluyzr)]?
Le fait que& — 26/¢ < 0 etle Lemme2.3impliquentque:

= O{nt=BLL () {flzz" (1 —u,) "'}~

lim M —
n—oo [1 — F(uyzp)]?

Deméme,d’apresl'expressiorde F' donréeen(3.3) etle Lemme3.1,0na:

f(un:cp)nfL(n

— n€(1 — u Y1 () L0 —u -1
P = O (= w) Y L {da ( — w) 7)1

Commela suite (u,,) vérifie 'hypothése(C1), il existe0 < § < 6; ¢ tel que(1 — u,)/é~1 = O[nd=3/¢].
Ainsi,
fupzr)néL(n)
[1 - F(uyzr)]?

Le fait que& — §/€ + § < 0 etle Lemme2.3impliquentque

. flupzp)néL(n
32 [T = Flunar)

= O{nt L () {27 (1 - ua) "'}

=0,
cequi nousassurejuel’hypothese?{ 3 estvérifiée.
¢ Hypothése?{4 En utilisantle fait quel — F(u,zr) — 0lorsquen — oo, onremarqueguel’hypothése

‘H4 sedéduitsimplemendel’hypothese?{3. [ |
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3.3 Deéfinitions desestimateursde l'indice devaleur extréeme

Dannsce paragraphenousproposongrois estimateurslel'indice de valeurextrémedansle casparti-
culier ou cederniereststrictemennégatif.

3.3.1 Idéegénrerale

L'id éecommuneutiliséepour construirelestrois estimateursie { estla suivante: ¢ étantunefonction
avariationslentesa I'infini, onremarqueg’apresl’expressionde la fonctionde répartition /* donréeen
(3.3),que[l — F(z)]~¢ estapproximatvementin éairepourz “suffisamment’prochede z . Ainsi, pour
a, b, c etd “suffisamment’prochede z =, on al’approximation:

a—0b
c—d’

[1- F(a)]~* —[1 - F(b)]
[1 = F(e)]=¢ = [1 = F(d)]

—£
v (3.14)
Enremplag@antdand’approximation(3.14)lesnombresz, b, c etd pardesnombresaléatoiresuffisamment
“proche”dez r etenrésohant!’ équatioren¢ qui endécoule housproposonsrois estimateurslel’indice
devaleurextréme.

3.3.2 Un estimateurdel'indice de valeur extrémea double seulil

Pourdéfinir le premierestimateude¢, onremplacedans(3.14)a paru, X, ,,, b parX,, ,,, c parv, X, ,
etd parX,, , ou(u,) et(v,) sontdeuxsuitesde]0, 1[. Enutilisantles“approximations”l — F'(u,zr) &
Tun /M, 1 — F(v,2p) & 7, /n€tl — F(X,,,) & 0, onapourn “assez’grand:

. —£
1= v (T“) ~ 1. (3.15)

1—u, 7y,

Pluspréci€menton démontrele résultatsuivant:

Théoreme3.2 SousleshypotheseqAl) et(B), silessuites(u,,) et (v,,) vérifient’'hypothése(C1) etsont
tellesque:

1-u, . 1—u,
lim inf v > 0et limsup v < 400, (3.16)
n—roo — Up n—00 — Un
alors,
1— v, (Tun ) < b
— 1.
1—u, Ty,

Si on fait I'nypothésesuppEmentaireque la fonction & variationslentes/(z) tend vers une constante
strictemenpositivelorsquer — +o0, alorsla condition(3.16)n’estpasnécessaire.

Démonstration — Remarquonsoutd’abordque:

1— v, (Tun ) —¢ B [ Tup ]_5 |: Ton, r f[m}?l(l —,) 7]

1—u, \ 7y, [l = F(upzp)] n[l — F(v,zF)] f[m;l(l —w,)"1]

Or, ¢ eétantune fonction a variationslentes,on en déduitd’apresla condition(3.16) et le Lemme2.3 i)
que:

a—1 _ -1

=1. 3.17
n—oo ([2 71 (1 = v,) 1] (3.17)
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(Si la fonction a variationslentes?(z) tendversuneconstantestrictemenipositive lorsquez — +o0, la
condition(3.16)n’estpasnécessairpourdémontreta corvergencg3.17)).La conclusiordela démonstration
estévidenteen utilisantla corvergenceen probabilit (3.5) du Théoeme3.1. |

Enrésohantl’ équation(3.15)en¢, on obtientcommeestimateudel'indice devaleurextréme:

o In[(1 = un) /(1 = v)]
€1 = TCREAE (3.18)

L’avantagede cetestimateurestqu’il admetune expressionexplicite. De plus,élm esttoujoursnégatif.
Cependantpourle construire on approchel’(X,, ,,) parl cequi peutintroduireun biais assezmportant
surtoutlorsqueg estprochedezéro(caralorsX, , estun estimateufortementbiaise du pointterminal).

Remarque 3.1 On remarquequeI’estimateurélm n'estdéfini quesi r,,, # 7,,. Le lemmesuivantnous
assuregue I'estimateurest défini sur un ensembledont la probabilite tend vers 1 lorsquela taille de
I' échantillonn tendversl'infini.

Lemme 3.3 Sousles hypotheseqA1l) et (B), silessuites(u,,) et (v,) vérifient’'hypothése(C1) et sont

tellesque:
1—+ 11—+
lim inf Un > 0 et limsup n

n—oo — Up n—00 — Un

<1,

alors,

lim P[r,, =7,,]=0.
n—roo

Notonsquesousleshypothesesiu Lemme3.3, leshypothesesiu Theoeme3.2 sontvérifiées.

Démonstration — Comme

— :un

) 1
lim sup
n—oo — Up

onsaitqu’il existeunréeleg > 0 et N € N telquepourtoutn > N

<1,

1—u,

g 1 —£0. (319)

1-—wv,

—£
1_'n v
An:{ i (22 >1_€0}
1—v, \ Ty,

P[A, ; Tu, = Tv,] = 0.

Posons

D'apres(3.19),onapourn < N

Commedeplus,d’apresle Theoeme3.2,P[A,,] — 1 lorsquen — oo, onconclutla démonstration. N

3.3.3 Utilisation de quatre seuilsaléatoirespour estimerl'indice de valeur extréme

Soit (uy,), (v,), (wy) et (z,) quatresuitesde ]0, 1[. Pour construirele secondestimateurde £, on
remplacedansl’approximation(3.14) a par u, X, ,, b par w, X,, ,, ¢ parv, X,, ,, etd parz,X,, ,,. En
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utilisant les “approximations”l — F(u, X, ) & 7y, /n, 1 — F(v,X,0) & 7, /0, 1 — F(w, X,, ) &
Tw,/n€tl — F(z, X, ,) ~ 7, /n, onapourn “assez’grand:

—£ —£
Un — Zn Tup, — Tw

n n ) Al (3.20)
Up — Wy (T;f — TZ;{)

L'approximation(3.20) peutaussiétrejustifieeparle Théoemesuivant:

Théoreme3.3 SousleshypotheseqA1l) et(B), silessuites(uy,,), (v,), (w,) et(z,) vérifient’hypothese
(C1) etsonttellesque:

11— 1—w 1- 2z, 1—u,

w
lim inf >0, limsup " <1, limsup < 1, liminf > 0,
n=reo — Un n—co — Un n—co — Un n=oo L — vy,
. — Up .. 1-2z, . 1—2z,
lim sup < 400, liminf > 0 et limsup < 4o00. (3.22)
n—00 — Up n—00 — Up n—00 Un,
alors,
Un — Zn Tu_g - qug P
“g ’é — 1. (3.22)
Up — Wy T;l — TZ_n

Si on fait I'nypothésesuppEmentaireque ¢(z) corverge versune constantestrictementpositive lorsque
r — 400, alors,on peutremplaceita condition(3.21)parla conditionplusfaible :

1— 1-
lim sup On < let limsup “n < 1.

n—00 Unp, n—00 Un

Démonstration — Poursimplifier les notations posonspourtoutesuite (u,, ) :

Mun) = zpn™ {lop" (1 - un) 7'}

Ainsi,
(1 = up) A (up) = {n[1 — F(unxp)]}_g

Onremarqueque:

Unp — Zn Tu_ng - 7—1;5 _ Tu_ng - 7—1;5 (Un - Zn)A(un)

Up — Wy T;f — ’I'Z_ng (un - wn)/\(un) Tu ¢ ’I'Z_ng

Fl F2

IntéressonsousaufacteurF; :
Po= T i

(o X)) 30 .
) e e G o

- 1__w { [nu - ?{uan)]] " 1} - 1_—11;] {i((w)) [n[l - ;ﬂ(zt}an)]]_g - 1} b

Or, comme

.. 1—w, . 1—w,
lim inf > 0 et limsup

n—00 — Unp n—00 — Up

<1,
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onmontre d’apresle Lemme2.3ii), que:

A ()

De plus,comme

1—w
lim sup <,
n—0o — Up

il existee > 0 et N € Ntelsquepourtoutn > N, onait:

-1 1—u, 1—¢ 1—w,
—e Tl — " < —let — < < 0.
Uy — Whp 9 Uy — Wp
Ainsi, d'apresla corvergenceen probabilit (3.5)du Théoeme3.1,0na:
=£
1—u, Tu P
2 -1 3.23
Uy, — W, { [n[l - F(unxp)]] } —0 ( )
et ;
1-— Wy, /\(wn) Tw - P
n -1 . 3.24
Uy — Wy { Aluy) [n[l - F(wn:vF)]] } —0 ( )
Ondéduitde(3.23)et (3.24)que:
P
F1 — —1.
Onmontre delamémemankere,quele facteurt; tendenprobabilittvers—1, cequiconclutladémonstration.

L'approximation(3.20) (ou le Théoeme3.3) nousamenenta consicérerI’estimateurégm défini comme
étantla solutiondel’ équationené :

-6 _ -6

n (T“_ne — Tﬁg) —1. (3.25)

Up — Wp \ Ty, — Tz,
Ondémontreplusloin quesi 7, < 7., < T, < T.,, alorsl’équation(3.25)admetuneuniquesolution.
De plus,on démontrequesouscertainesypotresesP[r,,, < 7., < 7., < 7,,,] — 1 lorsquen tendvers
F'infini. CetestimatewaI’avantageparrapportaI’estimateurélm denepasétreconstruitenutilisantune
approximationde (X, ,,) par1. Il comportecependanteuxincorvénients: il fautchoisirquatresuites
(aulieu dedeux)poursaconstructioretil n'admetpasd’expressiorexplicite.
Le lemmesuivantnousassurequel’ équation(3.25) admetune uniquesolutionsur un ensembledontla
probabilit tendversl lorsquer tendversl'infini.

Lemme 3.4 Sousles hypotheseqALl) et (B), silessuites(uy,), (v,), (w,) et (z,) vérifient'hypothése
(C1) etsonttellesquel’'une oul'autre desdeuxconditionssuivantesestsatisfaite:

Conditionl
1—w 1—w 1—u
lim inf " >0, limsup " <1, liminf = >0,
n—oo — Zn n—00 — Zn n—0oo — Up
. 1—u, Lo 1=z, . 1-—2z,
lim sup < 1, liminf > 0 et limsup < 1,
n—00 — Up n—roo — Up n—00 — Up
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Condition2

11—+ 11— 1-—
n > 0, limsup n < 1, liminf “n > 0 et limsup <,
— n— 00 — —

Wy = 2y, liminf
n—roo Un n—0o Un Un, n—00 Un,

alorsI’ équation(3.25)admetuneuniquesolutionsurun ensembledontla probabilit tendvers1 lorsque
n tendversl'infini.

Notonsquesousleshypothesesiu Lemme3.4, leshypothesesiu Theoeme3.3 sontvérifiées.

Démonstration — Cettedémonstratiorsedécomposendeuxétapes dansa premereétape pndémontre
quesiTty, < 7., < T, < T, alorsl’équation3.25)admetuneuniquesolutionetdanda deuxemeétape,
on démontreque

lim Plr,, <7, < Ty, <T,] =1,

n—oo

cequiprouwe le Theoeme.

PremereétapeSupposongour commenceique r,, < 7., < T., < Tu,. Ceciimplique entreautre
quev,, < u, < z, < w, etainsique(v,, — z,)/(u, — w,) > 0. Posons

-0 -0
Upn — 2n Tun — Tu)n
Galh) = ( )

Up — Wy Tvn — Tzy,

On saitd’apresle ThéoemeB.1 de’Annexe B que G, estprolongeablear continuitt au pointé = 0,
qued, eststrictementroissanteetenfinque

lim G,(0)=0et lim G,(8) =400,

0——oo f—+o0

ce qui impliquentl'existenceet I'unicit & de la solution de I' équation(3.25). Supposons présentque

Ty = Tz < Tu, < Ty,. POSONS
-0 -0
Up — 2n [ Ta) — T2
Hn(o):, - ( "y 9)'

Tom — Tan

n

On saitd’apresle TheoemeB.1 del’Annexe B que H,, estprolongeablepar continuit au pointé = 0,
qued, eststrictementroissanteetenfinque
Up — 2
lim H,(#)=0et lim H,(§) = —=.
f——o0 n( ) f—+o0 n( ) Uy — Zp,
Or, commer,,, < T, < T,,,0nav, < u, < z, etainsi(v, — z,)/(u, — z,) > 1, cequi conclutla
démonstratiordela premireétape.

Deuxieémeétapeles suites(u,,), (v,), (w,) et (z,) satisfaisanta condition1 ou 2, on sait qu’il existe
€1 > 0,69 > 0etN € Ntelsquepourtoutn > N,
1—w, 1- 2z, 1—u,

<1l-—¢gret
1- 2z, 1—u, — ! — Uy

<1- 6. (3.26)
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Ainsi, pourn > N,onar,, <7, <T,, <T,.Do0U,
P[{Twn S TZn < Tun < T'Un}c] = P[TZH = Tun ou Tun = T'Un] S P[TZn = Tun] + P[Tun = TUn]’

avec A qui désignde compEmentairadel’ @é&nementd. En posant

= -
l_Zn U 1_‘n v
A, = Tun >1—¢e1; et B, = ¢ Ton >1—e97,
1—u, \ 72, 1—v, \Tu,

onapourn > N :

PlA,; 7, = Tu,]=0et P[B, ; 7, = Ty,] =0.

Commed’apresle Theoeme3.2,P[A,] — 1 etP[B,] — 1 lorsquern — oo, on en déduitle résultat
annoneé. [

3.3.4 Casparticulier del'estimateur &,,,

Nousallonsa présentproposerun estimateude £ qui estun casparticulierdeI’estimateurézm. Pour
cefaire, on remplacedansl’approximation(3.20) w,, et z, par1. Ainsi, pourn “assez”grandon al'ap-

proximation:
-
1—v, [Ty, —1
- ( : 1) ~ 1. (3.27)
— Un Ty, —

Cetteapproximatiorpeutaussiétrejustifieeparle résultatsuivant.

Théoreme3.4 SousleshypotheseqAl) et(B), silessuites(u,,) et (v,,) vérifient’'hypothése(C1) etsont

tellesque:

1—u 1—u
lim inf > 0et limsup -
n—00 — Un n—00 — Up

1—w, ([l =1\ P
— 1.
T—u, \ 778 -1

n

< oo, (3.28)

alors

Si on fait I'nypothésesuppEmentairgyuela fonctiona variationslentes?(z) corverge versuneconstante
strictemenpositivelorsquer — oo, alorsla condition(3.28)n’estpasnécessaire.

Démonstration — Remarquonsjue

1—-v, Tu_f—l -, (7, _gx 1—T5n
1 —uy, T;f—l B 1 —u, Tup 1—7'5“ .
N— —

s

A B
Or, d'apresle Théoreme3.2, A . 1.De plus,
¢ = Tun [1 = Fu,ar)] " (3.29)
Tin =\l = Flupzr)] ntF ’ '

d’apresla corvergenceenprobabilitt (3.5) etla corvegence(3.6)du Théorme3. 1. (Delamémemankre,
¢ P . P , i .
onmontrequer;, — 0). Ainsi, B — 1, cequi conclutla démonstration. |
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D’apresl’approximation(3.27),onproposed’estimerg paré&n définicommeétanta solutiondel’ équation

end : )
1= on (Tun - 1) — 1. (3.30)
1- Up, T;le -1

On démontreplusloin quesi 1 < 7,, < 7, alorsla solutionde I'équation(3.30) existe et estunique.

L’estimateurégm al’avantagesuppEmentairepar rapportél’estimateurégm den'utiliser quedeuxseuils

aléatoiregpour saconstructionOn remarqueaussiquela différenceavec I’estimateurélm résidedansle

fait quel'on approche’(X,, ,,) parl — 1/n etnonplusparl. Cettedernereapproximatiorestpréférable

puisqu’onsaitque X, ,, estun “bon” estimateudu quantileextrémed’ordre 1 /n.

Le lemmesuivantassureguel’ équation(3.30)admetuneuniquesolutionsurun ensembledontla proba-

bilitétendvers1 lorsquen tendversl'infini.

Lemme 3.5 Sousles hypotheseqAl) et (B), silessuites(u,,) et (v,) vérifient’'hypothése(C1) et sont

tellesque:

P 7 ) 1—u
lim inf “ > 0et limsup “
n—00 — Un n—00 — Up

<1,

alorsI’ équation(3.30)admetuneuniquesolutionsurun ensembledontla probabilit tendvers1 lorsque
n tendversl'infini.

Démonstration — Commepour la preuve du Lemme3.4, cettedémonstratiors’effectueen deuxétapes
dansla premireétapeon demontrequesi 1 < 7, < 7, alorslasolutiondel’ équation(3.30)existe et
estuniqueet dansla deuxiemeétape pn démontreque

lim P[1 <7, <7,]=1.

n—oo

PremereétapeElle estéevidenteenutilisantle TheoemeB.1 del’Annexe B etenremarquantuepuisque
Tup < Tup,0na(1 —v,)/(1—uy,) > 1.

DeuxiemeétapeRemarquonsjue
Pl <7, <Ty,]= P[Tu_nl <1371y, < Tyl
Or commer, ! ) (voir démonstratiordu Théoeme3.4,(3.29)),o0n endéduitque:
Pl <7, <7,]=A,+P[r, <7,]

ouA, =Plr;l <1;7, <n,]—Plr, < 7,] — 0lorsquen — oo. Dela mémemangrequedans

n

la démonstratiordu Lemme3.4, on montreque P[r,,, < 7,,] — 1 lorsquen — oo, cequi conclutla
démonstration. [

3.4 Convergenceen probabilité

Dansceparagraphejousallonsdémontreiquelestroisestimateursiéfinisdande paragrapherécdent
convergentenprobabilitt versg.
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3.4.1 Convergenceenprobabilitedeé, ,,

Théoreme3.5 SousleshypotheseqAl) et(B), silessuites(u,,) et (v,,) vérifient’'hypothése(C1) etsont

tellesque:
1—1 11—
lim inf On > 0 et limsup n

n—roo — Up n—00 — Up

<1, (3.31)

alorsélm RN &. Sionfait I'hypothésesuppEmentairegque/(z) tendversuneconstantestrictemeniosi-
tivelorsquer — oo, alorson peutremplaceita condition(3.31)parla conditionplusfaible :

1- n
lim sup 1 “ < 1. (3.32)

n—oo — Up

Démonstration — Remarquonsout d’abordqueles hypothesesdu Théoeme3.5 permettend’utiliser le
résultatdu Theoeme3.2. Ainsi,
1—wv, <Tun>_g p
— 1.

1—u, \ 7y,

En prenante logarithme,on endéduitque:
1n(1_””) & (T“) 0. (3.33)
1—wu, Ton
Or, d'apres(3.32),onsaitqu’il existee €]0, 1[et N € N tel quepourtoutn > N,

In (1 - ””) > In[(1-2)"'] > 0.

1—u,

On peutdoncdiviserparln[(1 — v,,)/(1 — u,,)] dans(3.33)eton endéduitque:
&l e,
cequi conclutla démonstration. [ |

3.4.2 Convergenceenprobabiliteédeé,
Théoreme3.6 SousleshypotheseqAl), (B) etsilessuites(uy,,), (v,), (w,) et(z,) vérifient’hypothese
(C1) etsonttellesquel’'une oul'autre desdeuxconditionssuivantesestsatisfaite:
Condition1
T—wy ~ly (1 —2,), 1=y ~ Ly (1 —vy) et 1 — 2, ~ 1 (1 — uy),
ouly, ., L, etl,, sontdesconstanteappartenanalintervalle]0, 1[ etvérifiantpourtouts # 0,

—n1- (lzul“ ”)_1 1- (lz wlw z)n_l
7 ! 2 ’ i
U = (Lpulw,2) ! [1 — (Lol n)™ 1 71, (3.34)

Condition2
Wy, = 2Zp, 1=y ~ (1 —vp) et 1 — 2, ~ 1 (1 — uy),

oul,, etl,, sontdesconstantesppartenard 'intervalle]0, 1 etvérifiantpourtouts # 0,

1- (lz,ulu,v)_l 1- 1727;1,1
1- lZ_ﬂlL 1- (lz,ulu,v)n_l

] £1, (3.35)
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alors;,, — ¢.
Remarque 3.2 La condition(3.34)estsatisfaitesi on supposeuel,, . = I, ,, autremendit, si

1—w, 1-u,

1—2, 1-—w,

En effet, danscecas,

l_n 1- (lz,ulu,v)_l 1- (lz,ulw,z)n_l _ l_”
L = (Lalw)t [0

pourtoutn # 0.

Démonstration — On fait la démonstratiorpourle casou les suites(u,,), (v,), (w,) €t (z,) satisfontla
Condition 1. La démonstratiorestidentiquesi c’est la Condition2 qui estsatisfaite.Remarquongour
commenceqguesousleshypothesesiu Théoeme3.6, on peututiliser le résultatdu Theoeme3.3. Ainsi,

_ -&_ ¢
Un — Zn (Tu_ng qué ) L) (3.36)
Up — Wy Ty, — Tz,
Montronsquepourtoute > 0,ona:
lim P[|€n — €] > €] = 0. (3.37)

Or,
P[|§27n_€| > 5] = P[|é27n_€| > 87 Twn S TZn < Tun < Tvn]+P[|é27n_€| > 87 {Twn g TZn < Tun < T'Un}c]7

ol E¢ désignele compEmentairede 'ensemblel. D’aprésla demonstratiordu Lemme3.4 (deuxéme
étape),onsaitqueP[r,, < 7, < T, < T,] — 1lorsquen — oo ce qui implique quele second
termecorverge verszérolorsquen — co. Intéressonsousau premierterme.Posonspour simplifier les
notations,

9 _—6
Tun — Twn

Gan(0) = —Z—5.
T’Un — TZn

Or, sity, <7, < Ty, < Tu,,0Na(v, — 2,)/(u, — wy,) > 0 et,d’aprésle TheoemeB.1 (cf Annexe B),
G2, estunefonctionstrictementroissanteAinsi, pourtoute > 0,

PHéZ,n - £| > € 7 Twn S TZn < Tun < T'Un]
= P[é?,n > g +€ 7 Twn g TZn < Tun < T’Un] + P[éQJL < 5 - 57 Twn g TZn < Tun < T'Un]

INA

PTG, (Ete) < 1] P [uag,n@—e) >,

Uy — W n

puisquesiT,,, < T, < T, < T, ona,dapresla définition del’estimateurégm,

Up — 2Zn <
———Ghn(&en) = 1.
Up — Wy

Pourdémontrer(3.37),il suffit doncdedémontrerquepourtoute > 0, 0na:

lim P |2 Gy —e) < 1| =1, (3.38)

n—0o Uy — Wy,
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et
Uy —

lim P T Gyn(€te) > 1] = 1. (3.39)

n—00 Uy — W

On va uniguementdémontrerla convergence(3.38), la démonstrationde (3.39) étantidentique.Pour
déemontrer(3.38),il suffit dedémontremu’il existe!’ < 1 tel que

Un — Zn

Ganl(€—e) =5 1'.
Up — Wy

Poursimplifier lesnotations posons

Aitg) = 208 e[ (1 — u,) ']}

Ainsi,
(1 = up) "N () = {n[l = F(upzr)]} ¢,
Ona
Un = Zn (€—c)= Un — 2 [ TalTS — 15t B rate — rptte (v, — 2p) M (un)
Uy — wy, " S Un —w, \ 1 2 ) (g — wa) Mu,) T gt gt
~~ N———

Fl F2
Intéressonsousaufacteur .

Tu_n§+£ Tu—)5+€
P o=

(tn = W) M) (un — wn) Mun)

B ( Tu, )—£+s (1 . un)l—a/g - ( Tw, )—£+s (1 _ wn)1—a/g/\(wn)
A\ n[l = F(upzp)] Uy — Wy, n[l — F(w,zF)] (wn — wp)Muy)

Enposant

_ Uy — Wy,
P = 0 up) =o€ — (1 — wy)i—e/E

by = pn{(n[l_ ?{Wn)_w
Tuw, e (] _p,)lE Wy,
- (a=re) S B

B (n[l T )]) T Ao

Flupzr Uy — Wy

Al 3 o) )

Or, commel — w, ~ L, (1 — z,) etl —z, ~ [, ,(1 —u,),onal — w, ~ l, .l ,(1 — u,) etainsi,
d’'aprésle Lemme2.3ii),

ona:

P+

(1- wn)l—s/i]

Up — Wy

M) (f[m;%l - wnrl]) L

o (1= up)~']
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D’aprésla corvergenceenprobabilite (3.5) du Théoeme3.1,on endéduitdoncque:

—é+e —&+e
Tun Aws,) Twn, P
(nu = F(unch)]) M) (nu = F('wnwF)]) -0 (3.40)
Deplus,
. (1—w,)t=*/¢ -1 411
nh—l>r(§o Pn Uy — Wy (b=l 17 < oo

Ainsi, la corvergenceenprobabilite (3.5)du Théoreme3.1 et (3.40)impliquentque:
puF 5 1. (3.41)

Dela mémemankre,si on pose

Pn = )
Up — Zp,
on montreque:
ol Fy 51, (3.42)
Or,
. el . Uy — 2Zp (1 — un)l_s/‘E — (1 — 'wn)l_s/g
nll_)Héo(pnpn) B 7}1_>Héo Up — Wy [ (1 - 'Un)l_e/g - (1 — Zf’n)l_s/6

j—efe L= (zulup) ™ [1 — (Lals ) /e

7!
E L= (lyla) ™ |1 - (lz’uluw)s/g—l] =U#1, (3.43)

parhypothese Commed’apres(3.36),

etcomme(, ,, estunefonctionstrictementroissantel’apresle ThéoemeB. 1, ondéduitde(3.41),(3.42)
et(3.43)que:

FiFy = z}n Ganl(€ —€) Por <,

o3
cequi conclutla démonstration. [ |

3.4.3 Convergenceenprobabilitéde égm

Théoreme3.7 SousleshypotheseqAl) et(B), silessuites(u,,) et (v,,) vérifient’'hypothéseg(C1) etsont
tellesque:
1=y ~ (1 —vy),

olil,,,, €]0, 1], alorsés,, - €.
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Démonstration — Remarquonsout d’abordquesousles hypothesesdu Théoeme3.7,0n peututiliser le

résultatdu Theoreme3.4. Ainsi,
1—-uv, Tu_f -1 P
— 1.
L—u, \ € -1

Remarquongaussiquedémontrerle Theoeme3.7 estéquivalenta démontrerquepourtoute €]0, —£]

Tim_ P[5, — €| > €] = 0. (3.44)

En s’inspirantde la démonstrationdu Théo®eme 3.6, on montre que pour prouver (3.44), il suffit de
démontremuepourtoute €]0, —¢[ il existe!’ < 1 et!” > 1 telsquel’on ait:

1—wv, (2575 -1
o [ RN (3.45)
1- Un Tuy, -1
et ;
-, (1= -1
U Tun Loy (3.46)
L—u, \ 7 8% -1

Démontrongpourcommencela cornvergenceen probabilite (3.45).Posons
/\(un) = $;+5/5n—(£+s){€[$;11(1 — un)_l]}—(iﬁ's)‘

Ainsi,
(1 - un)l-i-a/f/\(un) = {n[l — F(uan)]}—(g+a).

Ona:

(1 = up)A(uy) Tu—nﬁ—s 1
——— ,

F1 F2

1— v, (Tu—ng—a - ) Tu_f_a -1 (1= wy)A(un)

T—ug \ 6 1)

n

Intéressonsousaufacteur ;.

A= (o ?&nw)]y(w (1 =)/ - (nu - f}(/uan)])_(gﬁ) (1 = un)1e.

Donc,

(1—u,)"/¢F = (n[l . ;t(rfuan)]) —(é+2) B (n[l : Fl(luan)])—(&s) |

Comme— (£ + ¢) > 0, la corvergenceen probabilit (3.5) du Théo®me3.1 etla corvergence(3.6) nous
assurengue:

(1= u) "R 251, (3.47)
Enremarquantuecommel — u,, ~ [, , (1 — v,) ona,d’apréesle Lemme2.1,
n—00 ,\(vn) -

on démontredela mémemangerequeprécédemmentue:
(1 — va)/eF, 25 1. (3.48)
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Or,

m (1 — u,)/8(1 = 0,) /8 = /6 = 1" > 1,

n—o0 ’
cequi démontrea cornvergenceenprobabilite (3.45)enutilisantlesrésultaty3.47)et (3.48).Dela méme
manire,on démontrela corvergenceen probabilite (3.46),ce qui conclutla démonstration. |

3.5 Convergenceenloi et vitessede convergencede I'estimateur él,n

Dansce paragraphemousdémontronsqueI’estimateurém corvenablemennormalis corverge vers
uneloi normale.Cettecornvergenceen loi n'estobtenuequedansle casou ¢ < —1/2. Nousdéduisons
decerésultatquela vitessedecorvergencedeélm (lorsque¢ < —1/2) estunepuissancele la taille de
I'échantillonn. A notre connaissanceettevitessen’est atteintepar aucunautre estimateurde I'indice
devaleurextréme.Pourobtenirla loi asymptotiquedeI’estimateurélm, nousdevonsfaire leshypotheses
suppEmentairesuivantes

(A2) lafonctionavariationslentes/ vérifie la conditiondu second-ordre

In (%) ~ b(t)K,(\), uniformément en A > 1,

oup < 0,b(t) — 0lorsquet — oo, et K, () = ff u”~1du. On peutmontrer(voir parexemple[39]) que
|b] estunefonctionavariationsréguliéresd’indice p.

Dansla suite,onposefy ¢ = min{¢?/2,£2/(1 - €),2&% + ¢},

(C2) Soit (u,) unesuitede |0, 1] qui corverge vers1 lorsquen — oo. Il existe § €]0, 0, ¢[ tel que
n=% = O(1 — uy,).

Onremarqudacilementquesi unesuite (u,,) vérifie '’hypothése(C2) alorselle vérifie aussi’hypothése
(C1). Deplus,I'hypothése(C2) n'estréalisablequesi{ < —1/2 (carsinoné, ¢ < 0).

3.5.1 Convergenceenloi

Le théoemesuivantnousdonnela loi asymptotiquejeI’estimateurélm.

Théoreme3.8 Sousles hypotheseq(Al), (A2), (B), si{ < —1/2 etsilessuites(u,,) et (v,) vérifient

I'hypothese(C2) et sonttellesque:
1—u,

:luu n
1-w, w

ou/,, estuneconstanteppartenanil'intervalle]0, 1] etn,, estunesuiteverifiant:

7111_1}1;1O V[l = F(u,zp)] max{n,,blzz" (1 — u,) "]} = 0,

alors,

) . (1 — 109
Vil = Pzl - € -5 A (0’ W) |
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La démonstratiorde cethéo®mereposesurlemmesuivant.Dansla suite,on pose
an = /[l — Fupzr)] et B, = v/n[l — F(v,zr)].

Lemme 3.6 SousleshypotreéseqAl), (B), sié < —1/2 etsilessuites(u,,) et (v,) vérifient'hypothése
(C2)alors

! !
T’Uln - Tun P 0 et T'U'n - T’Un P 0
3

an n

ou
n n
i=1 =1

Démonstration — Nousallonsuniquementiémontrerque

Tun ZTun Py (3.49)

(879

la démonstratiorétantidentiquesi on remplacea suite (u,,) parla suite (v,,). Remarquonsout d’abord
quer,, > r;n. Ainsi, démontrer(3.49)et équivalenta démontrerquepourtoute > 0,

To, — T;
lim P [uzg] =0.
n—00 (079

Or, d’apresl’in égali€ de Bienaymne-Tchebiche, ona:

1 E(ru) = B(r,)

Oy,

<e

Ty —T.
Pliu“ o> e

Oy,

D’apresle Lemme?2.4 du Chapitre2 etcommeE(r;n) =n[l — F(u,zF)],0na:

/

E(Tun) - E(Tun) = NNy,
ou onrappelleque

Nu, = /OIF wy, f (unt)[F(£)]" " dt.

Ainsi, d’'apresle Lemme3.2 etl'expressiorde I’ donréeen3.3,0na:

E(Tun) B E(Tvin) — 0{n§+1/2(1 . un)l/(%)L(n){f[ac}l(l _ uﬂ)—l]}—l/?}‘

Oy,

Comme(u,,) vérifie '’hypothése(C2), il existe0 < § < 6, ¢ tel que

E(Tun) - E(qun) — O{TLE_{—I/Q_S/(Q&)L(’IZ){f[;r;wl(1 . un)—l]}—l/Q}.

Oy,

Le fait quel + 1/2 — 6/(2¢) < 0 etle Lemme2.3concluenta démonstration. [ |

Plan dela demonstrationdu Théoreme3.8 — Ondonneuniquemenici lesgrandedignesdela démonstration.
La preuve compkteestdonréedansl’Annexe C. Dansce qui suit, A* désignela transpogéede la matrice
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A. Dansun premiertemps,on démontreque sousl’hypothese(Al) et si les suites(u,,) et (v,) vérifient

I'hypothése(C1) et sonttellesque
1- n
lim I _ v
n—oo 1 — v, ’

oul,, €]0,1[, alors,

' ’ t
(Tu_n — ay, Ton _ 5n> £, N(0,%),

(879 Bn
ou
—1/(2¢)
5 1 luw
qu,i/(%) 1 :
Enutilisantle Lemme3.6,0nendéduitque
1t
(T““ —a,, o _ 5n) L5 N(0,%). (3.50)
(879 Bn
Enfin, enutilisant’hypothese(A2) etle fait que
1—u
== lu v n
1-uv, vt

ou 7, estunesuitevérifiant:

lim a, max{n,, blzz'(1 —u,)"']} =0,

n— oo
on conclutla démonstratiorenappliquanta §-méthodeaurésultat(3.50). |

Remarque 3.3 Le Lemme3.6esttrésutile pourla démonstratiordu Théoeme3.8puisqu’il permetd’ob-

tenir simplementa loi du couple(ry,, /o, — oy, T, /Bn — Br). Celemmen’a é obtenuquedansle cas
particulierou{ < —1/2. Dansle casou¢ > —1/2, nousn’avonspumettreenévidencdaloi asymptotique
dececouple.

3.5.2 Vitessede convergenceoptimale

Avantde définir et de donnerla vitessede corvergenceoptimaledeélm, on donne,dansle résultat
suivant,un exempledesuites(u,,) et(v,) pourlesquellede Théoeme3.8 estapplicable.

Lemme 3.7 Posons
D={(z,y) ER})0 < z < 2ety> h(z)},
avec
z2/2 sid<a <1,
h(z) =4 z?—z/2 sil<z<3/2,
(z2—z)/(2—12) si3/2<z<2
SousleshypotheseqAl), (A2) et(B), si (—1/&,p) € D, etsil — u, ~ din~" etl — v, ~ dan~" o d,
etd, sontdesconstantestrictemenpositivestellesqued; /d; < 1 et

§
14 2¢p

<< 02757 (351)
alors,le Théoeme3.8estapplicable.
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Démonstration — Pourquele Théoreme3.8soitapplicablejl suffit devérifier que:

lim /%[l — F(uyzp)]blzp' (1 - u,) '] =0 (3.52)

n—oo

etqu'il existe0 < & < 0, ¢ tel que:
78 =01 - uy,). (3.53)

Or, |b| étantunefonctionavariationsrégulieresd’indice p < 0,o0na

Vall = Flupap)llblep' (1 = un) 7| = 2 /O™ 02010 — )7/ @O=0 (1 — u,) 7

~ (dxF)—1/(25)—pn1/2+v/(2£)+wL[(1 —u,)71,
ou L estunefonctionavariationdentes.Commey > —£/(1+ 2{p)onal/2+~v/(2£) + vp < 0 cequi,
d’apresle Lemme2.3, démontrela corvergence(3.52). De plus,commey < 6, ¢, on a(3.53). (Notons
quela condition(3.51) ne peutétresatisfaitequesi £ /(1 + 2£p) < 02 ¢ autremensi (—1/&,p) € D). R

On appelIevitessedecorvergenceoptimaledeI’estimateurélm, la suitedenormalisatiorpermettant’ob-
tenirla convergenceenloi (ici, lavitessede corvergenceoptimaleestdoncy/n[1 — F(u,zr)]. Or, d’aprés
le Lemme3.7,si (—1/¢, p) € D, alorson peutchoisirla suite(u,,) detelle sortequel — u,, ~ dn™" ou
d > 0 et~ vérifiela condition(3.51).Onaainsi:

V[l = Fupzp)] ~ (de)—1/(2£)n1/2+w/(2£){g[$1;1(1 ) T2,

La vitessede corvergenceoptimaleestalorsobtenueen prenanty le plus petit possiblec’est a dire en
prenant

¥Y=—- +87

14 2¢p

ou0 < e < B¢+ &/(1+ 2£p) estaussipetit quel’on veut. On en déduit la vitessede corvergence
optimale:

V[l = Fluyzrp)] ~ (de)—1/(25)nl/[2+1/(5p)]n6/(2£){g[mgl(1_un)—l]}lﬂ
= o{n!/lH1/E)Y

d’aprésle Lemme2.3. L’estimateurélm a doncunevitessede corvergenceen puissancele n. A notre
connaissanceettevitesseestatteinteparaucunautreestimateude'indice devaleurextréme.

3.6 Convergencepresque-§redel’estimateur él,n

Nousallonsdémontrerdansce paragraphgue,souscertaineconditions(etenparticuliersi £ < —1),
&1,» converge presque-8rementversé. Pource faire, on demontredansun premiertempsun résultatsur
la corvergencepresque-8redela variablealéatoirer,,, .

Lemme 3.8 SousleshypothesegAl) et(B),si¢é < —1etsil—u, ~ dn~ avecd > 0etd < § < —€—1

alors
Tun ps,

W= Fluar)] -

Remarque 3.4 Commet < —1,0naé; . = £2/(1 - &) etonmontrefacilementjue—¢ — 1 < 8y ¢. Ainsi,
sil—u, ~dn=®avecd > 0et0 < § < —¢ — 1 alorsla suite(u,) vérifie 'hypothése(C1).
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Démonstration — Posons

T;n = ZI{Xi > UnTr}.
=1

Il estfaciledevoir quer;n suituneloi binomialede paranétresn et1 — F'(u,z ). Nousallonsdémontrer
que

/ /

P et i Tun__ P
e
n[l — F(u,zp)] n[l — F(uyzrp)] k

cequiconcluerda démonstrationPourcefaireil sufiit, d’apresle LemmedeBorel-Cantelli,dedémontrer
quepourtoute > 0,

[e%e] 7_/
Un — > .
;P [ T Flazr] 1| >e| < +o0 (3.54)
et )
00 P Tup — Tu, N 3.55
P A T 2] < 59

Démontrongpourcommence(3.54).Soits €]0, min(1,)[. Onalin égaligé:
exp{s[r;n —n[l—F(un:UF)]] } > exp{nsg[l—F(uan)]}I{T;n—n[l—F(un:UF)] > ne[l—F(unzr)]}.

En prenant’espérancepn obtient:

’

P [n[l _ ;L(nunacp)] -1> 5] <exp{—sn[l — F(uszr)] — snefl — F(Un;fF)]}E[eXp(ST;n)].

Or, commeonapriss < 1,onae®* — 1 < s+ s?. D'ol,
Efexp(s7,,)] = {14 (e*~1)[1=F(upzp)]}" < {14 (s+8%)[1=F(unzp)]}" < exp{n(s+s®)[1-F(unzp)]}.

Ainsi,
1

' [n[l “Flwer] 7 ] < exp{=nfl = F(wrp)](se - %)},

En remarquantjue, par hypothese on peutécriren[l — F'(u,zr)] sousla forme-~, In(n), ot vy, — oo
lorsquen — oo, etenutilisantle fait quepuisqued < s < e onase — s? > 0, onendéduitquele terme

P [n[l - ;(nunxp)] -1z 8]

estle termed’une série corvergente.Par desargumentssimilaires (en utilisant le fait quee™ — 1 <
—s5 4+ s?), ondémontrequele terme

P [n[l — Fu(nun.rp)] —ls _El
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estaussie termed’unesériecorvergentecequi conclutla démonstratiome (3.54).Restea prouver (3.55).
D’apresl'in égalit de Markov, le Lemme2.4 etle fait queE(r;n) =n[l - F(u,zFr)],0na:

P[ [run—r;n ] < 1B(ru) —B(r,) _ 1 n(un)

1= Flupar)] = 5| S 2l = Flunar)] 21 = Fluner)’
ou onrappelleque N
) = [ w0 PO
Or, d'aprésle Lemme3.2,0na
0(un) = O[max{nt L(n), f (unzp)nt L(n)}],
ou L estunefonctionavariationslenteset, d’apresle Lemme3.1,
-1/¢-1

Flupzr) ~ —ng (1= ) Y13 (1 = wn) 7.

Ainsi, d'apresl’expressionde F donréeen (3.3) etenutilisantle fait quelesfonctionsa variationslentes
sontnégligeablegacea n’importe quellepuissancele n (voir Lemme?2.31)), il suffit de démontreypour
prouver (3.55),que

né
- &1 _ o, V1
= uyy-ie ot (=)
sontdestermesde série corvergente.Or, parhypothese,
&
™ MERETIE kb (1 — w )Y ~ dnbtS
(0= u,)-1Fe d'’*n et n*(1 — uy,) dn*™°,
avect — §/E < —letf + 6 < —1 puisqued < § < —¢ — 1, cequi conclutla démonstration. |

Nouspouwonsaprésendémontrete résuItatessentiedeceparagraphassuramueél7n cornvergepresque-
sirementvers¢.

Théoreme3.9 Sousles hypotheses(Al) et (B), si¢ < —1 etsilessuites(u,,) et (v,) sonttellesque
1—u, ~din?etl—uv, ~dyn?old etd, sontdeuxconstantestrictementpositivestelles que
di/dy < 1€t0 < 8§ < —€ —1,alorsé; , 225 ¢ lorsquen — oc.

Démonstration — D’apresle Lemme3.8,onsaitque

Tu, [1— F(vnzr)] ps.
2 — 1
Ty [I—F(uan)] b

n

lorsquen — oo. Or, d’apresl’expressiorde F donréeen(3.3),0na:
1 — F(vazp) (1 - vn>_1/£ 2 (1 - v,) ™Y
1— F(uszr)  \1—u, gt (1 —u,)™1)

Comme(1 — u,)/(1 — v,) corverge versuneconstantestrictementpositive,on ad’aprésle Lemme2.3

i) :

(ap' (1= va)™"]

(=)
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lorsquen — oo, cequi impliqueque:

N
T““(l ””) LEY (3.56)

To, \1— Up

lorsquen — oco. En prenantle logarithmedans(3.56) et endivisantparIn[(1 — v,)/(1 — u,)] > 0, on
conclutla démonstration. [ |

3.7 Simulations

Touteslessimulationsont é# effectuéessurle logiciel SCILAB.

3.7.1 Comparaisonde nostrois estimateursde ¢

Nousallonsici compareiesestimateurs; ., &, etés,. Pourcefaire, on simule,selonunefonction
de répartition F’ donrée, N = 100 échantillonsde taille » = 1000. On calcule ensuite,pour chaque
estimateursla moyenneempiriqueet I'erreur moyennequadratiqueempirique(quel’on noteparla suite
MSE pour“Mean SquarecError”) enfonctionde k(v,,) ou k(v,,) estla moyenneempiriquede la variable
aléatoirer,,, (k(v,) estenfait le nombremoyendepointsutilisésdansla constructiordesestimateurs).e
résultatdela simulationestprésenésouda formededeuxgraphiquesSurcesgraphiquede nombrek (v, )
estmis surl'axe desabscissest, surl’axe desordonrées,on metla moyenneempiriquepourle premier
graphiqueet I'erreur moyennequadratiqueempiriquepour le secondgraphigue(ce type de graphiqueest
parfoisappe€ Hill “horr or” plot [30]).

Remarque 3.5 Choix dessuites(u,,), (wy,) et (z,).

Le nombrek(v,,) étantfixée(autrementlit, la suite (v,,) étantfixé), il resteachoisirla suite(u,,) pourles
estimateurs; ,, ets ,, etlessuites(uy,), (w,) et (z,) pourl'estimateurs, ,,. Notonsk (u,) (resp.k(w,)
et k(z,)) la moyenneempiriquede la variablealéatoirer,, (resp.r,, etr., ). On proposede manire
arbitraire,dechoisirlessuites(u,,), (w,) et(z,) detelle sorteque:

b(a) _ o k() _ k(o) _
k(un) k(wn)  k(zn)
N.B. Danstousles graphiguegepésentanta moyenneempiriquedesestimateursla droite horizontale
repesentda vraie valeurdel'indice devaleurextréme.

Leslois consiceréessontles suivantes. (on les classeselonle comportementle la fonction a variations
lentes)

e Casou {(z) =c>0pourtoutz € R

o Loi uniformesur|0, 1] (noteel([0, 1]). Onrappellequel’indice devaleurextrémecorrespondara
laloi uniformeest{ = —1.

o Loi de ParetoGeéréralige de parangtred’échellec = 1/3 et d’'indice de valeur extréeme¢ =
—1/3. (notteGPD(1/3,—1/3)) dontla fonctionde répartitionestdéfinie par:

0 siz <0,
Flz)=¢ 1-(1-2)® siz€l0,1],
1 siz > 1.
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e Casou {(z) — ¢ > 0 lorsquez — oo

o Loi de Weibull d’indice de valeurextréme¢ = —1/3 et de parangtresd’échelleet de position
o = 2 ety = 4 dontla fonctionderépartitionestdéfiniepar:

1 sinon.

Fla) = { exp {— (l—l-f%)_l/g} siz <p— o/,

o Loi inversede Burr de paranetress = 1, 7 = 1/2, A = 2 etzr = 10 dontla fonction de
répartitionestdéfinie par:

A
5 .
F($)={1_<W> siz < ap,

1 sinon.

Notonsquel'indice devaleurextrémeestégala—1/(Ar) = —1.

e Casou /(z) — +oo lorsquez — oo
Onconsickrela loi dontla fonctionderépartitionestdonréepar:

0 siz <0,
Flz) =14 1—(1-2)"Y&%[(1-2)""] size][0,1], (3.57)
1 siz > 1,
aveccommeindicedevaleurextrémeé = —1/3 et
B In(1+ 2)
fe) =05

e Casou /(z) — 0 lorsquez — oo
Onconsickrela loi dontla fonctionderépartitionestdonréepar:

0 siz <0,
Flz) =% 1—(1—2) Y1 -2)""] size[0,1], (3.58)
1 siz>1,
aveccommeindicedevaleurextrémel = —1/3 et

et o]}
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FIG. 3.1— Comparaisordesestimateurs; ,, (Esti 1), &, (Esti 2)etés, (Esti 3) enprenanta
loi 2£[0, 1] (figures(a) et (b)) etlaloi GPD(1/3, —1/3) (figures(c) et(d)).
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fonctionderépartition(3.57)(figures(a) et (b)) etla fonctionderépartition(3.58) (figures(c) et (d)).
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Cessimulationstendenta montrerque I’estimateurégm estde meilleurequalité (entermede biais et
devariance)Notonsquelorsquet = —1, Iesestimateurém etégm ontuncomportemensimilaire.Ceci
peuts’expliquer parle fait quedansce cas,le maximumdesobsenationsestun bon estimateudu point
terminal.On remarqueaussiqueI’estimateurél,n posgdetoujoursun biais négatif (ce qui laissepenser
gu'il existe peutétreun biaissyseématiquekgtqueles estimateurégm etégm ontun biaisdu mémesigne.

3.7.2 Comparaisondel'estimateur égm avecl’estimateur desmomentset I'estimateur pro-
pose par Beirlant et al.

Nousallonsa présentcomparemotreestimateurég,n al'estimateurdesmomentst™ (défini en(3.1))
etal'estimateurpropo% parBeirlantetal. 57{3 (défini en (3.2)). Onchoisitla suite (v,,) detelle sorteque
k(v,) = k, ou k estle nombrede statistiquest’ordre utiliséesdansla constructiordesestimateurg™ et
€5, Lasuite(u,) estchoisiedetelle sortequek(u,,) = k/4. On calculeensuitela moyenneempiriqueet
I'erreur moyennequadratiqueempirique(MSE) enfonctionde k.

En termede MSE, I’estimateurégm estde meilleurequalite que les deux autresestimateursauf pour
la loi inversede Burr ou I'estimateurpropo par Beirlantet al. estmeilleur (ceci s’explique par le fait
guela fonction a variationslentesprésentedansla loi de Burr perturbeconsicerablement estimationde
£ et queseull'estimateurpropo® par Beirlantet al. prenden comptecettefonction a variationslentes).
En termede biais, notre estimateurest de tres bonnequalité lorsquela fonction a variationslentesest
constanteSinon(saufpourla loi inversede Burr), lestrois estimateursontde qualitt comparable.
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FIG. 3.4— Comparaisorle 'estimateurés ,, (Esti 3) aveclesestimateurg™ (Esti Moment) eté?
Bei r | ant) enprenanta loi /[0, 1] (figures(a) et (b)) etlaloi GPD(1/3 — 1/3) (figures(c) et

(Esti
(d)).
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FiG. 3.6 — Comparaisorde I’estimateurégm (Esti 3) avecles estimateurﬂ” (Esti Monent) et
¢B (Esti Beirl ant) enprenanta fonction de répartition(3.57) (figures(a) et (b)) et la fonction de
répartition(3.58)(figures(c) et (d)).
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3.8 Estimation del'indice de valeur extrémedansle domaine d’attraction
de Frechet

Dansce paragraphenousproposonaine méthodepermettante transformerdesvariablesaléatoires
dontla fonction de répartitionappartientau domained’attractionde Frécheten desvariablesaléatoires
dontla fonction de répartitionappartientau domained’attractionde Weibull. Ainsi, les estimateurélm,
égm etégm peuwentétreutiliséspour estimerl’indice de valeurextrémelorsquela fonctionde répartition
consiceréeappartienaudomained’attractionde Fréchet.

3.8.1 Transformation desvariables aleatoires

Consiceronsn variablesaléatoiresXy, . . ., X,, quel’'on supposeéndépendantest de mémefonction
derépartition . On supposejue F' appartienaudomained’attractionde Fréchet c’estadire que:

F(z)=1—-a"Ye ),

ou ¢ > 0 estlindice de valeurextrémeet £ estunefonction a variationslentes.Dansla suite,on note
Xin < ... < X, , lesobsenationsordonrées.Nousallons,pourestimer¢, transformetes obsenations
{Xy, ..., X,} pournousramenerudomained’attractionde Weibull. Plusprécigmentsoit M > 0 etm
deuxréels.On consicerelesvariablesaléatoires

M
Remarque 3.6 Pournepasalourdirlesnotations]e caracérex mis enexposantsignalerda dépendance
enlesparanetresM etm.

LesvariablesaleatoiresY ", . . ., Y,* sontindépendantest de mémefonctionde répartitionG* définie sur
[0,1]. Dansla suite,on note Yy, < ... < Y, lesobsenationsordonrees.Calculonsla fonction de
répartitionG*. Ona
x x M . .
G*(z) = PY<z]=P|1l- X M <z; X1 >m| +P[X; <m]
= PX; <M —2)"' +m—M;X;>m]+P[X; <m].

CommeM (1 — z)~' +m — M > m pourz € [0, 1], onendéduitque:
G*(z)=P[X; < MQA—2)""4+m-M=1-(1-2z)"Y[1-2)"", (3.59)
ou /* estunefonctionavariationslentesdéfinie par:
(z) = [M 427" (m — M)]"Ye[Mz +m — M].

Remarque 3.7 Si la fonction & variationslentes/ estnormali€e (ce qui implique que la fonction de
répartition F’ estdérivablede dérivée f), on montrefacilementquela fonction a variationslentes¢* est
elle aussinormali€e(ce qui implique quela fonctionderépartitionG* estdérivablede dériveeg*). Ona

alors: I
g (z) = mf[M(l —z)" 4+ m - M].
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On déduitde (3.59) que pourtout M > 0 et m, G* appartientau domained’attractionde Weibull
d’indice devaleurextréme—¢.
Nouspouwnsaprésentenutilisantlestrois estimateurslel’indice devaleurextrémedéfinisdande cadre
dudomained’attractionde Weihull, proposetrois estimateudel’indice devaleurextrémef dande cadre
du domained’attractionde Fréchet.Plusprécigmentgsoit (u%), (v}), (w}) et(z) quatresuitesdistinctes
de]0, 1] qui corvergentversl lorsquen — co. Posons

Ty = 1Y, > 03> H{YF > Y}, mp = Y, > 03)  {Yy > 03V,
=1 =1

Tws = Y, > 03 Y7 > wiY et oy = I{Y;, > 0} {Y" > 25V
=1 =1

Onproposdestrois estimateursle suivants:

Inf(1 —u3)/(1 = v3)]

In(7yx /Tyx)

glk,n = )

&5, défini commeetantla solutiondel’ équatiorend :

G G

* * _

Un = Zn [ Tun T Tws ) _
% apyk [ [ -
(2098 w,, Tyx — Toyx

eté;m défini commeétantla solutiondel’ équatiorené :

11—y Tf;—l
T—uwr \ 7l -1/

Le Théoemeci-dessougstunecongquencalirectedesThéoremes3.5,3.6et3.7.

Théoreme3.10 Soit (u%), (vX), (w}) et(z:) quatresuitesvérifiant!’hypothése(C1) et tellesquel'une

n

oul'autre desdeuxconditionssuivantesestsatisfaite:
Conditionl
1—wy ~ly(1—20), 1=y, ~ Ly (1—vy)et 1 — 2z, ~ (1 — ),

ouly, ., L, etl,, sontdesconstanteappartenanalintervalle]0, 1[ etvérifiantpourtouts # 0,

_ 1- (lz ulu v)_l 1- (lz ulw Z)'r]—l
I Lt . 1 .
w,z 1 _ (lz7ulw7z)_1 [1 _ (lz7ulu7,u)77_1 # b (3 60)
Condition2
wy=zp, 1L—uy ~l,(1—v)etl—z ~1,,(1—u,),

oul,, etl,, sontdesconstantesppartenard l'intervalle]0, 1 etvérifiantpourtouts # 0,

1- (lz,ulu,v)_l 1- 1727;1,1
1- lZ_ﬂlL 1- (lz,ulu,v)n_l

] £1. (3.61)
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Si la fonctiona variationslentes? estnormali€eet si la fonctiong* vérifie I'une ou l'autre desassertions
ci-dessous

e g* estborréesur]0, 1].

o |l existe V € N tel quepourtoutn > N, Irﬁax]g*(u;t) = g*(uy),
t€]o,1

o P 2 P F P
alors¢y, — &, &5, — fetéy, — &,

3.8.2 Choix et estimationdesparametres M etm

Le choixdesparangtresM etm estimportantcaril influencedemankereimportantda qualitt desesti-
mateurséin, égm etégm (voir Figure3.7). Nousproposongi-dessousineméthodepermettantle choisir,
enfonctiondesobsenationsdonton disposecesparangtres.On choisitpourcommencete paranetrem.
Ce parangtrejoueici le rdle d’'un seuil. On utilise uniquementes obsenationsparmi{ X1, ..., X,,} qui
sontsuperieuresa m. Commel’information surl'indice desvaleursextrémesestcontenuedansla queue
dedistributionde F’, on choisitun seuil m “assez’grand.Plusprécigment,on choisitun entierpositif £
strictementinférieura n et commevaleurde m, on prendle quantiled’ordre k£ /» de F. La fonctionde
répartition/” étantinconnue;n I'est aussiOnl'estimepari, = X,_r41.5.

0.37 o

0.34

031
028 -
025 4
022 4
0.19 +

h
016 4 !

013 - | [i

FiG. 3.7—lllustrationdel'importancedu choix desparangtresm et M. Onsimule N = 100 échantillons
detaille » = 1000 etdefonctionde répartitionF'(z) = 1 — 2~'/¢ (¢ = 1/3) et on calculela moyenne
empiriquedeI’estimateurégm avecm = 1 etM = 1 (traitplein)etm = 1 et M = 2 (enpointillé),la
droitehorizontaleétantla vraievaleurde€.

Le parangetre m étantchoisi,on s’intéresseau parangtre M. On le choisit de telle sortequela fonction
avariationslentes?* soitla plus prochepossibled’'une constantestrictemenpositive. Pourestimerun tel
parangtre,on remarqueguesi £*[(1 — z)~!] = ¢ > 0 pourz “suffisamment’prochede 1, alors,d’aprés
(3.59),

In(1 —z) = &In[G*(2)] + In(c™¢),

pour z “suffisamment”’prochede 1. En rempla@ant la fonction de répartition G* par son estimateur
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empirique,on en deduit que les points {In(j/n) , In(1 =Y., )}, j = 1,...,[k/2] etles points
{In(j/n) , In(1 =Y .., )}, 7 = [k/2]+ 1,..., k sontapproximatvementsitués sur unedroite de
pente¢ et d'ordonréea l'origine In(c~¢) ([a] repesentea partie entiére de a). Cettelinéarisationdes
obsenationsest utiliséepar Beirlant et al. [4, 5, 6, 7] pour estimerl'indice de valeur extrémeet peut-
étreaussiutiliséepourjustifier I'estimateurde Hill [56]. En utilisantla méthodedesmoindrescariés,on

disposealorsde deuxestimateursle c—¢ qui dépendentle M et définispar:

Crn(M) = exp | (Z20) 7 Z07) | et Con(M) = exp | ((7472) 7 Z405) |

avec
Wi = (In(1 =Y, ), 5= 1,0y k/2))', Wy= (1Y 1), 5=k/2+1,...k),
()=, j=1,...,[k/2), t (Z)a=(1,5=[k/2+1,....k), t
(Z).2=(In(Gi/n), G=1,...,[k/2]), (Z2) 2= (In(i/n), j = [k/2]+ 1,..., k)",

ol A' désignela transpogedela matriceA, A; ; désigne’ élementdelai®™* ligne etdela j™ colonne
et A ; désigndaj“™® colonne.Cesdeuxestimateurgstimantia mémevaleursi £* estconstantepn pose

Crn(M - C1al
My = inf $ M > 0 tel que }’7()—1 = inf }’7(56)—1 ,
Can(M) #>0| 'y ()
eton estimele parangtre M par
M . Mopt si0 < Mopt < 400,
" | My =Xp_g41,, sinon.

Remarque 3.8 La fonction a variationslentes/* estle produit de deux fonctionsa variationslentes:
0 (z) = £5(z) x O5(z), avec

Ci(z) =M+~ (m— M)V et (z) = ([Mz 4+ m — M].

SionprendM = m, alorsla fonction a variationslentes/; estconstanteCetteremarqugustifie le fait
quel’on prenneM,, = 1, Si M,,; = 0 ouM,,; = +oo.

3.8.3 Simulations

Nouscomparonﬁestimateuré;m al’estimateurdesmomentﬂ” etal’estimateurpropos parBeirlant
etal. 5,{3 Pourcefaire,onreprenda mémedémarchejuedande paragraph8&.7.Oncalculelesmoyennes
empiriquesetleserreuranoyennegjuadratiqueempiriqueSMSE) desestimateurgnfonctionde k ou &
estle nombrede statistiquesi'ordre utiliséesdansla constructiordesestimateur§™ et£”. Notonsk (v?)
(resp.k(uy)) la moyennedesvariablesr,» (resp.r,x). Onchoisitlessuites(u; ) et (v;;) detelle sorteque
k(vy) = k etk(u}) = k/4 etonprendr,, = X, _41.,. ICi encoresurlesgraphiquesepiésentanta
moyenneempiriquedesestimateursla droite horizontalemocklise la vraie valeurde l'indice de valeur
extréme.Lesfonctionsderépartitionconsiceréessontlessuivantes

e Casou /(z) =c¢ > 0 pour tout z € R
Loi de Paretod’indice devaleurextréme{ = 1/3 dontla fonctionderépartitionestdéfinie par:
0 siz <1,
Fa) = { 1—z V¢ siz>1.

80



Utilisation de seuilsaléatoirespour estimerl'indice de valeur extréme

e Casou {(z) — ¢ > 0 lorsquez — oo
Loi deBurr deparanetres(8 = 1, 7 = 1/2, A = 2 etz = 10) dontla fonction derépartitionest
définiepar:
0 siz <0

F(m)z{ 1_(5J%)A siz> 1.

Rappellongjuelindice devaleurextrémeest{ = 1/(Ar) = 1.

e Casou /(z) — 4oo lorsquez — oo

|0 sizx <1,

() = { 11—z~ Ye(z) siz>1, (3.62)
aveccommeindicedevaleurextréme¢ = 1/3 et
B In(1+ z)
@) ==
e Casou /(z) — 0 lorsquez — oo

0 six <1,

F(e) = { 11—z~ Ye(z) siz>1, (3.63)

aveccommeindicedevaleurextréme¢ = 1/3 et

o= rigteal o]}

L’estimateuré;m estentermed’erreurmoyennequadratiquéMSE) meilleurquel’estimateurpropo par
Beirlantet al. saufpourla loi de Burr maisil estgéréralemenplusbiaist. L’'estimateurdesmomentsest
le meilleurentermed’erreurmoyennequadratique.

81



Utilisation de seuilsaléatoirespour estimerl'indice de valeur extréme

0.400 0.10
0.385 o 0.09 - |
0370 - 008 i
0355 4 | 0.07 H
0340 4 006 |
0325 9 P e e DA T 0.05
0.310 H 0.04 o
0.295 4 0.03 +
0.280 o 0.02
0.265 0.01 +
os04—Apo i pi i i o - 0o t+————F7—+—r——+——
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
ti Esti 3
—————— beirlant —————- beirlant
— o — momen
(a) Moyenneempirique (b) MSE
17 0.50
164 T 0.45 -
15 e 0.40 -1
14 | P 0.35 !
0.30 i
025 4
020 4 |
015 !
;
09|/ 010 |
;
08I 0.05
i
oo ¥ 0 4+—FFF——F——F——7—"—7—"— 77—
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
ti Esti 3
—————— beirlant —————- beirlant
— o — momen
(c) Moyenneempirique (d) MSE

FIG. 3.8— Comparaisomlel'estimateur; , (Esti 3) aveclesestimateurg? (moment ) eté? (bei r -
| ant) enprenanta loi dePareto(figures(a) et (b)) etla loi deBurr (figures(c) et (d)).
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Chapitre 4

Estimation d’'une fonction guantile extreme
enutilisant un estimateur de quantile
extremea double seuil

4.1 Intr oduction

Ce chapitreestdivisé en deuxparties.Dansune premere partie,on proposeun nouwel estimateude
guantileextréme pour desfonctionsde répartitionappartenanau domained’attractionde Weibull. Cet
estimateuestensuiteutilisé dansunesecondgartiepour estimerunefonction quantileextréme.Concer
nantla premerepartie,le problemeestle suivant: soit X, . . ., X, unéchantillonder variablesaléatoires
indépendantest de mémefonction de répartition 7’ appartenanau domained’attractionde Weibull. On
poseX; , < ...< X, , I'échantillonordonré.Onveutestimere quantiled’ordrep,, < 1/n de [’ c’esta
direle nombrez,,,, définiparl — F(z,,) = p,. Untel quantileestdit extréme Commeil estsituéaudes-
susdel’obsenationmaximaleavecuneprobabili qui tendversllorsquen — oo, onnepeutpas,comme
pourl'estimationde quantiles‘classiques”jnversertout simplementa fonction derépartitionempirique.
Il fautdonc,a l'aide desplus grandesobsenations,estimerla fonction de répartitionau-deé de I'obser
vationmaximale .Pourcefaire, onrecenselansla litt ératureessentiellemerttois méthodesLa premere
méthodeutilise unrésultatdonnant’expressiordela loi asymptotiquelu maximumd’un échantillon(voir
Théoreme2.2). Cetteloi limite estappeéelLoi desvaleursextréemesEVD). Pourconstruirel’estimateur
du quantileextréme,on divisel’ échantillonenplusieurssouséchantillonsdonton extrait lesmaxima.On
estimealorsle quantileextrémeen inversantla fonction de répartitionde la loi desvaleursextrémeset
enestimantles paranetresde cetteloi a l'aide del’ échantillondesmaxima.Cetteméthodea &t utilisée
pourla premerefois a notreconnaissancdansl’article de Guidaet Longo[49]. L'estimateurde quantile
extrémeobtenupar cetteméthodes’écrit sousla forme:

EVD = = U (1= p)] o,

n

ol i, 1, eté, sontdesestimateurslesparangtresdela loi desvaleursextrémesLa deuxmeméthode,
appeée méthodeP.O.T, estbase sur un résultatde Balkemaet de Haan[2] et de Pickands[71] (voir
Théorme2.6)assurantjuela loi desobsenationsqui dépassentin seuilu,, peutétreapproclée,pouru,,
“suffisamment’grand,paruneloi de Paretogéréralisee (G P D). Le quantileextrémeestalorsesting en
inversanta fonctionderépartitiondela loi de Paretogéréraliseet enestimanies paranetresde cetteloi
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al'aide desobsenationssuperieuresau seuil u,,. Cettedémarcheestutiliséepar Hosking et Wallis [57],
Davisonet Smith[21] et Hughey [58]. L'estimateurbtenuparcetteméthodes’écritsousla forme:

é np _én
~GPD ) n n

ou k = k,, estle nombrede pointsau-dessuslu seuil ,, et 6, etén sontdesestimateurslesparanetres
de la loi de Pareto Géréralige. Breiman, Stoneet Kooperbeg [11] proposentdeux variantesde cette
méthodequi sontles méthodesE.T. (ExponentialTail) et Q.T. (Quadratic Tail) dansle casou la loi de

Paretogéréralieseréduita uneloi exponentielle.La troisiemeet dernere méthodeestune approche
semi-pararaétrique,la “partie paranétrique” étantl’estimationdu paranetredeformedela loi desvaleurs
extréemesappeéeindice de valeur extreme Cette méthodeestutiliséepar Dekkerset de Haan[24] qui

proposent’estimerz,,, par:

e Im/(ap))r — 1
Lpn (&) = 1 9én

(/Xrn—m+1,n - /Yn—2m+1,n) + /Yn—m+1,n7 (42)

ol &, estun estimateude £ et m = m,, estun entier positif strictementinférieura 2n. Dansle casou
la fonctionde répartition /” appartientaudomained’attractionde Weibull, Dekkerset de Haanproposent
d’estimerle pointterminalenrempla@ntdand’expressior(4.2) p,, parO0. lls obtiennenainsiunestimateur
du pointterminaldéfini par:

1
2-én — 1
Dansle mémeesprit,Dekkers Einmahlet de Haan[25] introduisentaussiun estimateude z,,, construit
enutilisantdessommesle statistiques!’ordre.CetteméthodeestaussiutiliséeparWeissmar}79] etDavis
et Resnick[20] dansle caspatrticulierou la fonction de répartitionappartientau domained’attractionde
Fréchetoude Gumbel.

L’estimateurdu quantileextrémequel’on proposes’inscritdansle cadredela méthodesemi-pararétrique
(bien quedansle paragraphel.2.2,on fasseun rapprochemenévec la méthodedesexces). Il n'estva-
lide quedansle domained’attractionde Weibull. A I'in versede la majorite desestimateursle quantiles
extrémesqgui utilisentpourleur constructior’information apporéeparl’ensembledesk plusgrandesob-
senations,ou k£ estunentierinférieuralataille del’ échantillon notreestimateurcommenosestimateurs
de l'indice de valeurextréme,utilise uniqguement’information apporée par les nombresde points qui
dépassentlesseuilsaléatoires.

Dansla secondepartie de ce chapitre,nousutilisonscetestimateudu quantileextrémepour estimerune
fonctionquantileextréme.Plusprécigmentsoit (X, Y') un couplede variablesaléatoiresdontle support
delaloi estdonrépar:

iP5 (6n) = (Xn—mt1,n = Xn—2mt1,n) + Xncmtin, (4.3)

S={(z,y) eRI0 <z <let0 <y < g()},
ou g estunefonction positive inconnueappeéefonctionfrontiere. On consiceren couplesde variables
aléatoire§ X1, Y1), ..., (X,, Y,) quel’on supposéndépendantstdemémeloi quele couple( X, Y). On
désireestimer pourunréelz, quelconquele nombrey,,, (zo) défini par:

PlY < gp, (20)|X = 20l =1 — py, pn < 1/n.

La fonctiong,,, estappeéefonctionquantileextrémed’ordre p,,. Pourestimercettefonctionaupoint zy,
on consicereles variablesaléatoiresy; pourlesquelleda variablealéatoire X; correspondantest“suffi-
sammenproche”de zy. On estimeensuitey,,, (zo) encalculant’estimateurdu quantileextrémepropos
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dansla premere partieavec cesobsenationsY;. Cetteméthoded’estimationestsimilaire a celle utilisée
parGijbelsetPend41] pourestimedafonctiong ala difféerencequelesauteuraitilisentcommeestimateur
du point terminall’estimateurpropo par Dekkerset de Haanou I'estimateur‘naif” X, ,,. L'application
principalede cet estimateurest!'estimation de la fonction g (ou de manire équivalentedu supports)
c’estadire del'estimationde la fonction quantileextrémed’ordre 0. La questionde I'estimationdu sup-
port a déja eté traittedansle chapitrel dansle casou les obsenationssontuniformémentdistribuéessur
le support.Dansce chapitre,on ne supposelus cetterépartitionuniforme ce qui introduit unedifficulté
suppEmentairgouisqueon peutn’avoir quetrespeude pointsauxabordsde la frontieredu support.

Le plan de ce chapitreest le suivant. Dansle premierparagraphepn définit I'estimateurdu quantile
extréme.Cet estimateurestfonction d’un estimateurfaiblementconsistanide £. On démontrequ’il est
faiblementconsistantet, dansle casou ¢ estconnu,on donneun minorantde savitessede corvergence.
On montreaussiquesi on estimeg parl’estimateurégm, alorsl’estimateurdu quantileextrémeeststric-
tementsuperieura X, , avecuneprobabilite qui tendvers1 lorsquern — co. Celaestenaccordavecle
fait quele quantileextrémed’ordre p,, < 1/n estsitué au-deh de I'obsenation maximale.On compare,
al'aide de simulations notre estimateur I'estimateurpropo® par Dekkerset de Haan.Dansle second
paragraphegn proposeun estimateudela fonctionquantileextrémeenun pointz,. On démontrequecet
estimateuestfaiblementconsistanet on étudiesoncomportemensurquelquesimulations.

4.2 Un estimateurde quantile extrémea double seuil

Onreprenddansceparagraphéeshypothese®tnotationsdu chapitre3. Le Théoeme3.1estdonctoujours
applicable.

4.2.1 Deéfinition de l'estimateur

Soit X4, ..., X,, unéchantillonden variablesaléatoiresndépendantest demémefonctionderépartition
F.NotonsX; , <...< X, , I'échantillonordonre. Commedansle chapitre3, on supposejue F’ appar
tientaudomained’attractionde Weibull c’esta dire que

F(I) =1- (.fF - x)_l/gf[('rF - ‘r)_lL r<zp, (44)

ou le pointterminalz r = sup{z|F(z) < 1} estfini, I'indice devaleurextréme¢ eststrictemeninégatif
et/ estunefonctiona variationslentes.On seproposed’estimerle quantiled’ordrep,, < 1/n de F. Pour
cefaire, on utilise 'approximation(3.14) énon&edansle chapitre3. Rappelongjue cetteapproximation
estdonréepar:

[ - F@] - [1-F®)]¢ a-b

(- F@IE-[1-FO)I €~ c- b’
ou a, b et c sontdesnombres‘suffisamment’prochede z . En rempla@ant dans(4.5) b parle quantile
extremez,,, quel'on chercheaestimerona:

(4.5)

- P~y oy
1= P —pat e,

LafonctionderépartitionF’ étantinconnuepnla remplacepar
(z) =+ zn:I{Y <)
n r) = — A Tr.
[
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De méme, on remplace¢ par un estimateuré,, convergeanten probabilite. En posanta = Up Xy, €1
¢ = v, X, ,,, onendéduitquepourr» assegyrand,on aapproximatvement

Tu_ngn — (npn)—fn ~ Ton — uanm (4 6)
TU—nﬁn _ (npn)_gn Tp, — UnXnn
Enrésohantl’ équatioren z,,, ainsiobtenuepn proposed’estimerz,,, par:
i onlrin” = (npn) =] = wnlrE = (np) =]
Zpn(€n) = Xnn : 3 . 4.7)
T_gn _ T_gn
Un Un

L'approximation(4.6) peutétrejustifieede manireplusformelle parle résultatsuivant:

Lemme 4.1 Soit £, un estimateurfaiblementconsistanide ¢ et soit (u,) et (v,) deuxsuitesverifiant
I'hypothése(C1) ettellesquel — u,, ~ c3(1 — v,) OU ey €]0, 1[. SousleshypotheseqAl), (B1) ets'il
existed > 0 tel quen—% < np, < 1 alors

_é'” _én )

T, n X

- w R Tpn — Ontnn P, 1, (4.8)
Ti; _ (npn)—fn Ty, unJKn,n

lorsquen — oc.

Pourplusde lisibilit &,la démonstratiorle ce résultatestreporéeen annee (voir Annexe D).

4.2.2 Remarqueset commentaires
Estimation du point terminal

Le pointterminalz » estun casparticulierdequantileextrémepuisquec’estle quantileextrémed’ordre
pn, = 0. Pourestimerz , onremplacedoncdansl’expressiordez,,, (¢,,) donréeen(4.7), p,, parzéro.On
obtientalorsun estimateudu point terminaldéfini par:

3 3
. 2 X, UnTun Y= Uy Ty,
an(gn) — Ann —é ¢
Tupn — Ton

Ondémontreplusloin quecetestimateucorverge enprobabili& versz .

Uneréécriture del'estimateur #,, (&)

On peutréécrirenotreestimateudu quantileextrémesousla forme

_g‘n
()]
Tun

00, = (tn —vy) Xp &t [[Tat™ — 70.t7]. Cetteformeestsimilairea celledel'estimateurdu quantile
extrémed’ordre p,, construitenapprochanta loi desobsenationsqui dépassentin seuildéterministepar
uneloi de Paretogérérali®eet dontla définition estrappeéeen(4.1).

L 0,
Ty, (gn) - un/Y'rL,n + ?

n
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Relation avecl’estimateur du quantile extrémepropos par Dekkers et de Haan

L’estimateurpropo$ par Dekkerset de Haanpeutétrejustifié de la mémemangreque notreestima-
teur. En effet, soit m un entier positif inférieuran/2. Si dansl'approximation(4.5), on remplacea par
Xn—2m+1m, b par X, _, 41,5, c parz,, et& parun estimateurfaiblementconsistant,,, on a, pour »
“suffisamment’grand,’approximation:

—én

moe = () 3 = Kot (4.9)
(2m) =& — (npa) =6 Tp ~ Xocamein

Enrésohant!’ équation(4.9) enz,,,, on obtientl'estimateurde z,,, propo$ par Dekkerset de Haan[24]
dontla définition estrappekeen (4.2). 1l esta noterquedansleur article, Dekkerset de Haanjustifient
demankredifférenteleur estimateuqui estenoutrevalablequel quesoitle domained’attractionauquel
appartienta fonctionde répatrtitionF'.

4.2.3 Reésultatsprincipaux
Convergenceen probabilité

Dansceparagrapheyndonneunrésultatassuranguepourtoutesuitep,, < 1/n etpourtoutestimateur
del'indice devaleurextréme¢ faiblementconsistantz,, . (£,,) — z,,, corvergeenprobabiliteverszéro.

Théeoréme4.1 Soit £, un estimateufaiblementconsistantle ¢ et soit p,, < 1/n. Sousles hypotheses
(Al) et (B1) etsi (u,,) et (v,) vérifientI'nypothese(C1) et sonttellesquel — u,, ~ c3(1 — v,) alors,
L P

Démonstration — Remarquonsoutd’abordquesi #,,, (£,) LNy alors,, (&,) — z,, L, 0. Eneffet,
onai,, (&) — xp, = [2p,(&) — 2F] + (25 — z,,) etz,, — x5 lorsquen — co. Montronsdoncque
ipn(én) LN zr. SOit0 < n < —£. Pourtoute > 0,0na:

Plldp, (En) = 2| > €] = Pll2p, (&) — ar| > &0 = €] > n]+ P2y, (&) — o] > &, 16 — &| < m).

~ P ~ .
Comme¢,, — &, P[|&, — & > n] — 0 lorsquen — oo. Donc,pourtoute > 0, le premiertermede
la sommecorverge verszérolorsquen — co. Intéressonsousaudeuximetermede la somme Posons
A, = {npn < Ty, < Tvn}. Ona:

P
= P

By (&n) — wr| > &,1€ — €| < 7]
Fp(&n) — 2| > ,1€n — €] <, An] + Pllap, (&) — 2r| > €, 1€, — €] <, AT,

s s

(T1) (T2)

ou E¢ désignele compEmentairede 'ensembleF. PuisqueP[np, < 1., < 7,,] — 1 lorsquen — oo
(voir le LemmeD.3i), Annexe D), onaque(72) — 0 lorsquen — oco. De plus,commeu,, > v,, pourn
assezyrand,on sait,d’aprésle TheoRmeB.2 (voir Annexe B), quesi np, < 7., < 7, et|&, — & < 7,
alors: )

Epa (€= m) < &p, (&) < 3p, (€4 7).

Onendéduitque
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Pourconclurela démonstrationil suffit de demontrerquepourtoutd < 0, z,,,(6) L, 2p. Oronala
décomposition

—0 —0 -6
i (0) = X UnTy,, = UnTy, X (tn — vn)(npn)
'rpn( ) — inn _0 _0 + 4 n,n _0 _0
Tun - T'Un Tufn - T'Un
(T3) (T4)

Intéressonsioustoutd’abordauterme(7'3). Ona:

vnru_ne — unry_f Uy — U (T, [Tu,)”
-0 -0

Tun - T’Un B 1 - (Tyn/Tun)_a

0

Or, d’aprésle Théoeme3.1etpuisquel — u,, ~ c2(1 — v,), onapourtoutd < 0,

—6 -6
(T’Un) — |:ET’Un E(Tun) E(T'Un) i} 62_6/& < 1 (410)

Tu (T'Un) Tun E(Tun

n

Ainsi, enremarquantgue X, ,, -, zr, onendéduitquele terme(7'3) converge enprobabilit versz
pourtoutd < 0. De plus,d’apresle Théoeme3.1 et puisquenp, < 1,onapourtoutd < 0 :

. 1 E(n,) 1
nen o 1 _ B(n) 0. (4.11)

Ty

n

Ondéduitde(4.10)et (4.11)que:

0= Yestro = 1= (%)

cequi conclutla démonstratiordu Théoeme. |

Vitessede corvergencede I'estimateur du quantile extréme

Dansla déemonstratiordu Théoeme4.1, on déemontreenfait que pourtouté < 0, Z,, (6) L e,

cequi estéquialenta z,,, (0) — z,, P, 0. Est-il utile alorsd’estimerlindice devaleurextréme¢ pour
estimerle quantileextrémez,,,, ? Le résultatci-dessougstun algumentpourrépondrea cettequestiorpar
laffirmative.

Théoreme4.2 Sousles hypotheseqAl) et (B1), si lessuites(u,,) et (v,,) vérifient'hypothése(C1) et
sonttellesquel — u,, ~ c2(1 — v,) ets'il existe§ > 0 tel quen~% < np, < 1 alors,pourtoutd < 0,
0 #¢& ona:
{Cpn(g) — Tpn BLIN
Zp, (0) — 2p,
lorsquen — oc.

Démonstration — Etudiongpourcommencelaquantiéz,, , (¢€)—z,,,. Pourcefaire,onutilisela décomposition
suivante:
Ep, (&) = 2p, = (X — 2F) + (2F — 2p,) + (£, (&) — Xnyn).

(T1) (T2) (T3)
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Traitons pour commencete terme (7'1). Posonsa,, = zr — I’ (1 — 1/n), F'* désignant’inverse
géréraligede F'. La fonctionderépartitionF’ appartenandaudomained’attractionde Weibull, ona:

/YTL n T . _
i P[220 < o] = el (—a)
n—00 Ay,

En utilisant le résultatdéemonté dansle Lemme3.2 (3.11) assurangue a,, ~ n¢L(n), ol L estune
fonctionavariationslentes,on endéduitque:

Xpp—TF = Op[nfL(n)].

De plus, (u,,) vérifiant'hypothése(C1), onané(1 — u,)~! = o(nt*+%1.¢). Commet + 6, ¢ < 0,0nen
déduitque:
Xnn—2zr=o0p(1l—uy,). (4.12)

Traitonsaprésente terme(7'2). D'aprésle LemmeD.1ii) (voir AnnexeD), onazp — z,, ~ p;‘fL(pgl)
ou . estunefonctiona variationslentes.De plus, (u,,) VérifiantI’'hypothése(C1) et puisquenp,, < 1, 0on
a:

Pré(l = )™ < pfmfne < prHIel
Le Lemme2.3i) etle fait que + 6, ¢ < 0 impliquentalors:
TF — xp, =01 —uy). (4.13)

Traitonsenfinle terme(7'3). Ona:

¢ . | e
~ - UnTu, — UnTuy, ~ Uy, — Un) (MPr
€7 R = e [ﬁ IR
_ 4 (1 - un)(Tyn/Tun)_g - (1 — 'Un) (un Un)(npn) i
= Xnn + X
’ = (/7)™ D e T

(T3") (T3")
Intéressonsiousauterme(73'). CommeX,, ,, L etry, /Tu, L cé/f onapourtoutd < 0,0 #0:

(73)

1—u,

—€_(1— 1—, -1 -1
_ X, Tee/Tun) 2 = (=) (A mwn) Py o0p —6 (4.14)
7 1- (T'Un/Tun)_g 1- C2

Intéressonsiousmaintenanauterme(7'3"). Ona:

(vn — ) /(1 = ) [B(7,) /7]~
1= (70, /T, ) 78 '

Or, par hypothese, (v, — u,)/(1 — u,) — 1 — ¢;' lorsquen — oo. Le Théokme3.1 et le fait que
Tun/ Tun L C;/g impliquentque:
Un — un)/(l B u’n)|i]E(7—un)/7—unj|_g p )

= (ron /7 o

(TSH) [ npa
T |E

1 Uy, (Tu,

=<
/YTLJL
]

/Yn N (
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puisqueX,, ,, -, zr. Ainsi, commenp,,/E(ry,,) < 1/E(r,,) — 0lorsquen — co d’aprésle Theéoeme
3.1,0ona:

{3) vy, (4.15)
1—u,
Lesrésultatd4.14)et (4.15)impliquent
ipn (5) - Xn,n = OP(l - un)- (4.16)
D’'ou, d’apres(4.12),(4.13)et(4.16)ona:
Ep, (&) = 7p, = 0p(1 — uy). (4.17)

Etudionsa présentia quantie z,,, () — z,,,, pourd < 0,8 # £. Ens’inspirantde I étudeprécdédentepn
montreque
Zpn(0) = 2p, = 0 (1 = un) + (2, (0) = Xnn),
ou "
i, (0) = Xow P ey ey
T, e 70
2

si § # £. La conclusionde la démonstratiorestalorsévidented’apres(4.17). [ |

Remarque 4.1 La démonstratiordu Théoeme4.2 nousdonneun minorantdela vitessede corvergence
denotreestimateudu quantileextrémelorsquel’indice devaleurextrémeestconnu.Ona,d’apres(4.17),
Zp, (&) — zp, = 0op(1 — uy).

Deplus,ona,d’apres(4.16)et(4.17),
Xpn — xp, = op(1 — uy).

On ne peutdoncpasaffirmer, aveclesrésultatsdonton disposeguel’un ou l'autre desestimateursX,, ,,
etz,, () estmeilleurentermedevitessede convergence.

Comparaisonde notre estimateur avecl’estimateur X, ,,

Il estbienconnuque X, ,, estun estimateurconsistantu quantilez,,, (si p, — 0 lorsquen — oo)
maisqu’il posedeunbiaisnégatifsip,, < 1/n (autrementlit sile quantileestextréme).X,, ,, estenfaitun
bonestimateudu quantile(nonextréme)d’ordre 1/». Pourquenotreestimateudu quantileextrémesoit
préferableal'estimateur‘naif” X, ,,, il fautdonccommencepars’assurequ’il eststrictemensugerieur
aX, ,.Ondisposedurésultatsuivant:

Théoréme4.3 Sip, < 1/n alorsP[i,, (€3.,) > X,.,] — 1 lorsquen — occ.
Démonstration — D’apresla définition del’estimateurfgm, ona:

TU_néS,'n _ 1_ 1 _UTL

_é 1
- 1—u [Tuns _1]7
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cequiimpliqueque: )
1 —_ (npn)_£3,n

_53,71
Un

‘fpn (éB,n) - /Xrn,n 1+ (1 - un)

Onendéduitfacilementguesi &, < 0 etr,, > 1 alors,&s, > X,,.,.. Ainsi,
P[é&n > /Yn,n] Z P[é&n < 0 3 Tug > 1] =1

lorsquen — oo puisqueégm LN ¢ < 0etP[r,, > 1] = 1 lorsquen — oo d’apresla deuxiemeétapede
la démonstratiordu Lemme3.5. |

4.2.4 Simulations

Nousallonscomparenotreestimateudu quantileextremez,, , (£,) al'estimateurpropog parDekkers
etde Haaniff(én). Pourcefaire,on simuleselonunefonctionderépartition/’, N = 100 échantillons
detaille n = 1000 eton prendp,, = 10~*. Onchoisitla suite(v,,) detelle sortequek(v,) = k otk = 2m
estle nombrede pointsutilisésdansla constructiorde I'estimateurpropo® par Dekkerset de Haanet on
choisitla suite (u,,) detelle sortequek(u,,) = k/4. On calculeensuitela moyenneempiriqueet'erreur
moyennequadratigueempirique(MSE) desdeux estimateursen fonction du nombrek. Les estimateurs
sontcalcuésavec difféerentsestimateurslel'indice devaleurextréme: I’estimateurégm, I'estimateurdes
momentstM, 'estimateurpropo parBeirlantetal. £¥ etl'estimateurde Pickandst” .

N.B. Danstous les graphiquesnotre estimateurest repeseng en trait continu et I'estimateurpropo®
par Dekkerset de Haanestrepiéseng en pointillé. De plus, sur les graphiquesepiésentanta moyenne
empiriquedesestimateursla ligne horizontalemaérialisela vraie valeurdu quantileextrémequel’on
chercheaestimer

Lesfonctionsderépartitionconsiceréessontles mémesquecellesdu paragraph&.7 du chapitre3. Pour
plusdeclarte, onlesrappelleci-dessous

e Casou {(z) =c>0pourtoutz € R
Loi deParetoGéréraligede paranetred’échelles = 1/3 etd’indice devaleurextrémel = —1/3.
(notteGPD(1/3, —1/3)) dontla fonctionderépartitionestdéfinie par:

0 siz <0,
Flz)={ 1-(1-2)® size]0,1],
siz > 1.
e Casou {(z) — ¢ > 0 lorsquez — oo
o Loi de Weibull d’indice de valeurextrémeé = —1/3, de parangtred’échellesc = 2 et de pa-

rametredepositiong = 4 dontla fonctionderépartitionestdéfiniepar:

Fa) = { exp {— (l—l-f%)_l/g} siz <p— o/,

1 sinon.
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o Loi inversede Burr de paranetress = 1, 7 = 1/2, A = 2 etzr = 10 dontla fonction de
répartitionestdéfinie par:
8 A
F(z)= { 1= (B+(a:p—g_=.)—r> stz < ZIF,

1 sinon.

Notezquel'indice devaleurextrémeestégala —1/(Ar) = —1.

e Casou /(z) — 4oo lorsquez — oo
Onconsickrela loi dontla fonctionderépartitionestdonréepar:

0 siz <0,
Flz)={ 1—(1—2)""Y&%[(1-2)""] size]l0,1], (4.18)
1 siz>1,

aveccommeindicedevaleurextrémeé = —1/3 et

_ In(1+ =)
‘@)=

e Casou /(z) — 0 lorsquez — oo
Onconsickrela loi dontla fonctionderépartitionestdonréepar:

0 siz <0,
Flz)={ 1—(1—2)"Y&%[(1-2)""] size]0,1], (4.19)
1 siz > 1,

aveccommeindicedevaleurextrémeé = —1/3 et

f(z)=In [1+ ﬁ] {m [1+ ﬁ] }_1.

LesFigures4.1a4.10montrentquel’utilisation dEégm pourestimer’indice devaleurextrémedonnede
meilleursrésultatgentermedebiaiset devariancepourestimere quantileextrémeaussibienpournotre
estimateuque pour 'estimateurpropo® par Dekkerset de Haan(les erreursinduitespar’estimationde
& etdu quantileextrémesemblentsecompensesi on utilise I’estimateurégm, cequi estparticulierement
visible pourla loi de Burr). De plus,dansce cas,notreestimateudu quantileextrémea un meilleurcom-
portementuel’estimateurpropo® par Dekkersetde Haan.Onremarqueaussiquel’estimateurz,, , (ég’n)
posgdetoujoursun biais positif. Ceci suggerela présenced’un biais sysématiquedontla connaissance
nouspermettraitde proposetun estimateudébiai.

Pourpouwir appécierl’effet du choix del'estimateurde £ surle comportementlesdeuxestimateursiu
guantileextrémepour unefonction derépartitiondonrée,nousavonstrace les graphiqueseprésentanta
moyenneempiriqueenfonctionde £ ala mémeéchelle ce qui explique quelescourbes'sortent” parfois
du cadredu graphique.

Dansles Figures4.11a 4.13, on refait les mémessimulationsmaisen prenantp,, = 0 (c’estadire que
I'on estimele pointterminalde F”). On comparedoncnotreestimateudu pointterminali g, (§,,) al’es-
timateurdu point terminalpropo par Dekkerset de Haani?f (&,) ainsiqu’al'estimateur‘naif” X, ,
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(represené par un trait horizontalen pointill €). On utilise cettefois-ci uniquemenl’estimateurégm pour
estimer’indice devaleurextréme.

On remarqueguepour de petitesvaleursde k(v,,) (k(v,) < 100), lesdeuxestimateur®nt unevariance
importante.Pour desvaleursde k(v,,) sugérieurea 100, notre estimateura un meilleur comportement
entermed’erreurmoyennequadratiqueguel'estimateurpropo® par Dekkerset de Haan.De plus, notre
estimateuapporteuneaneliorationentermede biais parrapporta I'estimateur‘naif” X, ,,.
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(c) Moyenneempirique

FIG. 4.1 - Comparaisordesestimateursi,, (£,)
estimateursle¢ : &3, (figures(a) et (b)) etéM (figures(c) et (d)).

95

(d) MSE

et#H(£,) enprenantia loi GPD(1/3,-1/3) etles



Estimation d’'une fonction quantile extrémeen utilisant un estimateur de quantile extrémea
double seuil
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FIG. 4.2 — Comparaisordesestimateursi,, (¢,) et igH(én) enprenantla loi GPD(1/3,—-1/3) etles

estimateursle¢ : P (figures(a) et (b)) et P (figures(c) et (d)).
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double seuil
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FIG. 4.3— Comparaisonlesestimateurs:,, (£,) et (¢,,) enprenantaloi deWeibull etlesestimateurs

de¢ : &, (figures(a) et (b)) etéM (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.4— Comparaisonlesestimateurs:,, (£,) et (¢,,) enprenantaloi deWeibull etlesestimateurs
de¢ : £P (figures(a) et (b)) eté” (figures(c) et(d)).
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double seull
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FIG. 4.5— Comparaisordesestimateurs:, (£,) et iﬁH(én) enprenanta loi deBurr etles estimateurs

de¢ : &, (figures(a) et (b)) etéM (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.6 — Comparaisordesestimateurs:, (£,) et iﬁH(én) enprenanta loi deBurr etles estimateurs

de¢ : £P (figures(a) et (b)) eté” (figures(c) et(d)).
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FIG. 4.7— Comparaisordesestimateurs:,,, (&) et :Eff(én) enprenantla fonction de répartition(4.18)
etlesestimateursle¢ : égm (figures(a) et (b)) etéﬁ” (figures(c) et (d)).

101



Estimation d’'une fonction quantile extrémeen utilisant un estimateur de quantile extrémea

double seuil
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FIG. 4.8 — Comparaisorlesestimateurs:,,, (&) et :Eff(én) enprenantla fonction de répartition(4.18)

etlesestimateursle¢ : £7 (figures(a) et (b)) eté” (figures(c) et (d)).
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double seuil
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FIG. 4.9— Comparaisordesestimateurs:,,, (&) et :Eff(én) enprenantla fonction de répartition(4.19)
etlesestimateursle¢ : égm (figures(a) et (b)) etéﬁ” (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.10— Comparaisomlesestimateurs:,,,, (&) etiﬁlH(én) enprenanta fonctionderépartition(4.19)

etlesestimateursle¢ : £7 (figures(a) et (b)) eté” (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.11- Comparaisomlesestimateurs r,,, (£,) etz 2 (£,) enprenantaloi GPD(1/3, —1/3) (figures
(a)et (b)) etlaloi deWeibull (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.12— Comparaisomlesestimateurs: . , (&,,) et:&ﬁf(én) enprenanta loi deBurr (figures(a) et (b))

etla fonctionderépartition(4.18)(figures(c) et (d)).
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double seuil

115 0.30

1.12 027 o

1.09 4 0.24 +

1.06 | 021 o

1.03 4 0.18

1.00 H 0.15

0.97 “\ 0.12

0.94 + 0.09 H

0.91 o 0.06 -

0.88 — [{-H-—-— e 0.03 +

0.85 T T T T T T T 0.00 T T T T T T T T T

0 50 100 150 200 250 300 350 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
(a) Moyenneempirique (b) MSE

FIG. 4.13—Comparaisomlesestimateurs r, (&) etiﬁf (€,,) enprenantafonctionderépartition(4.19).
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4.3 Estimation d’'une fonction quantile extréme
4.3.1 Hypothesest résultatpréliminaire
Soit (X, Y) uncoupledevariablesaléatoiresdontle supportdelaloi est:
S={(z,y) eRI0<z < Tet0 <y<g(2)}

ou g estunefonctionpositiveinconnueA I'aide den couplesdevariablesaléatoireq X1, Y1), ..., (X4, Y,)
indépendant®&t de mémeloi quele couple(X,Y'), on désireestimer pour zo € [0, 1] quelconquele
nombreg,,, (z() défini par:

P[Y < gpn($0)|X = xo] =1- Pny Pn < 1/”

Dansla suite,on note /'y la fonctionderépartitionconditionnelledeY étantdonréque X = z. Le point
terminalde Fy; étantfini pourtoutz € [0, 1], on supposejue Fy; appartieniau domained’attractionde
Weibull, autrementlit que

Fi(y) =PlY <ylX =2]=1-[g(z) — y]" ¥, [(g(z) — y)7"], (4.20)

ou, pour tout z € [0, 1], £, estunefonction a variationslenteset {(z) < 0. Pourestimerg,,. (zo),
consiceronslesvariablesaléatoires

{Z; =YiI{|X; — 20| < h,}, i=1,...,n},

ou (h,) estunesuitestrictemenpositive qui corverge vers0 lorsquer — co. Commed’habitude onnote
Zipm < ... < 7y, I"échantillonordonré. Dansla suite,on pose

my(z0) = min  g(z) et M, (20) = max g¢g(z).

|z—wo|<hn lz—wo|<hn
Soit (u,,) unesuitede]0, 1] qui corvergeversl lorsquer — oo, onpose
n

=1
Dansla suite,on consicereleshypothesesuivantes
(A") Laloi ducouple(X,Y) estadensie.Onnote fx y cettedensié.
Cettehypotheseimplique entreautrequela fonction de répartitionconditionnnellefy: estdérivable.On
note fi; cettedérivée.Elle implique aussiquela variablealéatoire X esta densié. Dansla suite,on note

Fx (resp.fx) lafonctionderépartition(resp.la densi€)de X .

(B'1) Pourtoutz € [0, 1], £, estunefonctiona variationslentesnormali€e.Autrementdit,

(:(y) = c(z) exp {/11/ t_lgr(t)dt} :

ouc(z) > 0 ete,(t) — 0 lorsquet — co.
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(B’2) Pourtout z € [0,1], £,(y) — ci(z) lorsquey — oo, oU ¢; estunefonction strictementposi-
tive.

(B'3) Pourtoutz € [0, 1], il existe A(z) > 0 tel quepourtouty > 0, £,(y) > A(z).

(C) Lesfonctions fx(z), g(z), f&(y) etl,(y~") sonthdldérienned’exposantl enchacunde leursar
guments Autrementdit, soit .1, Ls, L3, L4, Ls et Lg desconstantestrictementpositives,on suppose
que:

) [fx(z1) = fx(z2)| < Li|zy — 24,

i) |g(z1) — g(x2)| < La|zy — @2,

i) | fy () = /37 (y2)| < Ls|zy — 22| 4+ Lalyr — 2,

iv) |€z1(y1_1) - €I2(y2_1)| < Ls|zy — z2| + Le|lyr — yal-

(D’) Pourtoutz € [0, 1], fi vérifie 'une ou 'autre desconditionsci-dessous
i) il existe B(z) tel quepourtout0 <t < g(z), fy (u,t) < B(z),
ii) il existe N, € Ntel quepourtoutn > N, r[naf( ) I (unt) = fi[ung(z)].
te(0,9(x
Posong ¢ (x) = min{€?(z) /2, €3(z)/[1 - (x)]}.
(E'1) Soit (u,) unesuitede]0, 1[ qui corverge vers1 lorsquen — oc. Pourtout z, (nh,)~%.¢() =
o(1 — uy).

(E’2) Pourtoutz € [0, 1], h, = o[(1 — u,)"®] ol y(z) = max{1l, -1 — 1/&(z)}.

(E’3) Pourtoutz € [0,1], n~¢) = O[hg(r)-l]_

Remarque 4.2

e Posongy, = n~%etl —u, = n~" aveca,b > 0. Lessuites(h,,) et (u,,) vérifientleshypotheses
(E'1), (E'2) et(E’3) si

(a,b) € {(.r,y) ERYE(z)/[€(x) - 1] <z <letD<y< min{#; ¢(z)(1 — x),x/'y(r)}}

e Dansla suite,on supposejuez, €]0, 1[. Lesrésultatet démonstrationsi-dessous’étendentaci-
lementaucaszg = 0 ouzg = 1.
Le but dece paragraphestdedémontrere théoemesuivant:
Théoreme4.4 SousleshypotheseqA’), (B'1), (B'2), (B'3), (C), (D), (E'1), (E'2) et(E'3),

Tun P

D(zo)nhn (1 — up) 10 1 (4.21)
lorsquen — oo ol D(zq) = 2fx (o)1 (z0)g(z0)~1/E(0) et
E(7y,) ~ D(zo)nh, (1 - 'un)_l/i(TO) = 00 4.22)

lorsquen — oc.
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Pourdémontrercethéoreme,nousallonsdansun premiertempsprouver que
TL{l - FZ[unMn(xO)]} ~ D(xo)nhn(l — uﬂ)—l/{(zo)7

ou Fz estla fonction de répartitionde la variablealéatoireZ = Y I{|X — zq| < h,}. Il suffira alors,
pourdémontrerde Théo®me4.4, de vérifier queles conditions?{1, #2, H3 et H4 du Theoeme2.7 sont
satisfaites.

Remarque 4.3 La fonctionderépartitionF'; dépendevidemmentela taille » del’ &chantillon.Pourne
pasalourdirlesnotations,on nefait pasapparitre cettedependancenn.

Lemme4.2 SousleshypotheseqA’), (B'2), (C) et(E’2),
n{1 — Fzlu, My, (20)]} ~ D(zo)nh, (1 — u,) /&),
Démonstration — Remarquonsoutd’abordquesit € [0, M,,(z)] alors,
Fz(t) = P[|X — zo| > hn] + P[Y < t,|X — 20| < hp] =1 = gn(20)[1 — G4, ()],

ou g, (z0) = P[|X — zo| < h,] etG,, estla fonction de répartitionconditionnellede Y sachanue
X — zg| < hy,,. Ainsi, puisqueonag, (zo) ~ 2fx(zo)h, d’apres’’hypothése(C’) i),

1= Fzlu,M,(z0)] ~ 2fx(20)hn{l — Guy[un M, (z0)]}. (4.23)
Nousallonsa présentmontrerque
1 — Goylun My (20)] ~ 1 — Fy° [u, My, (20)],

ce qui conclueraa demonstratiorpuisqued’apresl’expressionde Fy; donréeen (4.20), les hypotheses
(B'2), (C) ii) et(E'2),

L= B [un M (20)] ~ 1 (@) g @0) 0 (1 = )1/, 4.24)

D’apres’hypothése(A’), on saitquela loi conditionnelledeY sachangue|X — z¢| < h,, admetune
densiéquel’on noteg,,. Onremarqudacilementque

1 . S
M/n(t) Fxy(s,t)ds = m/n(t) fx(s) 3 (t)ds,

oUA,(t) ={s € [zg — hn,z0+ hy]lg(s) > t}. Ainsi,

o (1) =

Mn L‘O

1 = GyolunMy,(z0)] = t)dsdt

unMn IO n
/mn L‘o /
unMn IO n

Intéressonsiousauterme(7'1). D’aprésles hypotheseqC’) ii) et (E’2), on saitqu’a partir d'un certain
rang,u, M, (zo) < my(zo) etainsiquepourtoutt € [u, M, (zo), mn(z0)], An(t) = [0 — hn, 2o + hnl.

/m (o /n x (8) fy-(t)dsdt.

(T2)
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D’ou, a partird’'un certainrang,

1‘0+hn
(T1) = /ﬁ / 5 (1) dsdt
unMn l’o Tro— hn
l‘o-}-hn Mn 1’0) 1’0+hn
= S (@t) = £y ()] 70 (t)dsdt.
unMn IO zo—hn unMn I‘O zo—hn
T3) (T4)

Or, d’apresleshypotheseqC) iii) et(E’2),
(T3) < Lahy[my(z0) — wn My (20)] = Olhy (1 = uy)]

etdeplus,

(r4) = Li(;)n)(Io)f§°('U)d'u— I () 2 (Wdu = {1 = B2 4 Mo (20)]} = {1 = F*[ma(z0)]}
= 1= F{°lun My (20)] + O[hy, /80,
d'apresl’hypothese(C’) ii) etl'expressiorde Fy° donréeen(4.20).Ainsi,
(T1) = 1 — F2[un, M, (20)] + O[h; Y@ 4 Olh, (1 = u,)]. (4.25)

Intéressonsousmaintenanauterme(7'2). Onmontrefacilementens’inspirantdel’ étudeduterme(7'1),
que
(T2) = O(h2) + O[h; /¢, (4.26)

Ainsi, d'apresl’ équivalenceg(4.24) etI’hypothese(E’2), leségalites(4.25)et (4.26)impliquentque:
1 — Guglun My (2z0)] ~ 1 — F° [u, M, (0)],
cequi conclutla démonstration. [ |

Avant de vérifier que les hypothesest{1, 72, #3 et H4 du Théoeme2.7 sontsatisfaitesjntéressons
nousal'ordre degrandeudela quanti&n(u,). Onrappelleque

Mn (o)
() = / i F7 () [ (8],

ou f désignda dériveedela fonctionderépartitionF’; qui existe,entoutpointdifférentde zéro,d’apres
'hypothese(A’).

Lemme 4.3 SousleshypotheseqA’), (B'1), (B'2), (B'3), (C'), (D), (E'2) et(E’3),
n(uy) = (f){nf(l‘o)h}ﬁ-i(%) max{1, (1 — un)—l/f(fo)—l}}_
Démonstration — Remarquongourcommenceguepourtout? €]0, M, (zo)],

f2(t) = ¢u(%0) gz, (¢)-
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Ainsi,
Mn(z0)
n(un) = /0 4 (20) Un Gy (unt) [Fz ()"~ dt.

D’aprésl’hypothése(E’2), on saitquepourtoutt € [0, M,,(zo)] etpourn “assez’grand,u,t < m,(zo)
etainsique

zo+hn
o (Unt) = L / fx (s) fy (unt)ds.

qn ('ro) o Io—hn

En utilisant’hypothese(C’) iii), onendéduitque
Gao (Unt) = fy* (unt) + O(hn),

ou le “O" nedépendpasdet, cequiimpliqueque

Mn(z0) ) , [Mn(wo) .
n(u,) = unqn(aco)/ P (unt)[Fz(H)]" " dt + O hn/ [Fz(H)]" dt 5 .
0 0
Etudionssépaémentlescasou fy° vérifie I'hypothése(D’) i) et f° vérifie 'hypothese(D’) ii).

e Si fy° vérifie 'hypothése(D’) i), alors

My (z0)
n(un) = O {hn/o [FZ(t)]”—ldt} : (4.27)

e Si f° vérifie 'lhypothese(D’) ii), enutilisantle fait quesousleshypotheseqB’1) et (B2),

f;o [Ung(z0)] ~ _Cgl((jo))g(xo)—l/{(ro)—l(l _ un)—l/g(aso)—l7
Zo

(voir Lemme3.1),’hypothese(E’'2) impliqueque
A4n($0)

n(u”) =0 {hn(l — un)_l/ﬁ(fo)—l /

40

[FZ(t)]”_ldt} : (4.28)

Pourconclurela démonstrationil restedoncaétudierl’ordre degrandeudela quantié

My (z0)
/0 [Fz ()] tdt.

Il fautfaire attentionici aufait quela fonctionderépartition/’; déependdelataille » del’ €chantillon.On
ne peutdoncpas,commedansla démonstratiordu Lemme3.2, utiliser le résultatdémonté dansResnick
[74,Prop.2.1(ii)]. Ondisposecependantiu résultatsuivant:

A4n(I0)
/ [Fz(H)]*"'dt = O[(nhy)8)]. (4.29)
0

Par soucide lisibilit &, la démonstratiorde (4.29) estreporée en annee (voir Annexe E). Les égalies
(4.27),(4.28)et (4.29)concluenta démonstration. |
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Remarque 4.4 Intéressonsousala quantié u(u,,) ot onrappelleque:

Mn (o)
i) = [ fawn )20 — P[0

Onremarqueguepuisque
1= Fz(t) = gn(zo)[1 — Gy ()],
ona:

M (o)
p(un) = qn(%)/o U f7(unt)[Gug () = Gug (unt)][F7(8)]"2dt

My (z0)
< anl(zo) / n f 2 () [ ()],

puisqued < G, (t) — Gy, (unt) < 1 pourtoutt. Ainsi, dela mémemanirequedansla déemonstratiordu
Lemme4.3,0n montreque:

(1) = O{max{ni(fo)hi+§(fo)7 nE(%)h?jE(%)(l — un)—l/i(ﬂfo)—l}}_ (4.30)

Nouspouwnsaprésentdémontrede Théoreme4.4.

Démonstration du Theoreme 4.4 — |l sufiit de s’assuremue les hypothesest1, H2, H3 et H4 du
Théoreme2.7 sontvérifiees,cequi concluerda démonstratiord’apresle Lemme4.2.

e Hypothése?{ 1 Elle estvérifieed’apresl’hypothese(A’).

e Hypothese?{2 Rappelongjuele point terminalde la fonction de répartition I, est M,, (zo). D'aprés
le Lemme4.2,0na
1- FZ[unMn(Qfo)] ~ D(mo)hn(l _ un)—l/g(ro) 50

lorsquen — oo et

n{1 = Fzlun, M, (20)]} ~ D(z0)nhy (1 — u,) /@) 5 4o
lorsquen — oo d’apresl’hypothese(E’1).
e Hypothese?{3 D’apres(4.30)etle Lemme4.2,il suffit dedémontremue:

(nhn)i(ro) 0t (nhn)é(mo)(l _ un)—l/g(mo)_l
(1 — u,)=2/¢0) (1 = uy,)—2/€(0)

— 0,

lorsquen — oo. Or, I'hypothése(E’1) impliqueque

(nh,,)&o)
(1 — uy,)~2/E(zo

) = 0{(nhn)g(l‘o)—2€17§(1‘0)/6(1‘0)} — 0(1)7

puiSQUEE (z0) — 2616 (z0) /€(w0) < 0, etque

(nhy, )@ (1 — )~ 1/&(@0)=1

(1 = )~ 2/E0) = of (nhy)t oo elzo)=Ae(wo)/Elmo) } — o(1)
—_ :un - ro

b
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pUisqu%:(ibo) + 0175(;?0) — 017£($0)/5(£C0) < 0.
e Hypothese?4 Il sufiit dedémontrerd’apreslesLemmest.2et4.3que:

(nhn)—ﬁ(m) (nhn)—f(aﬁo)(l _ un)—l/é(xo)—l

T w) e T e Y

lorsquen — oo, cequi estdirectenutilisantl’hypothése?{3 quel’on vientde démontrer |

4.3.2 Estimation de g, (o) et convergenceen probabilité
Définition de I'estimateur

Pourestimeryg,,, (zo), on utilise lesvariablesaléatoires
{Z; =YiI{|X; — 20| < h,}, i=1,...,n},

ou (h,) estunesuitestrictemenpositive qui corverge vers0 lorsquer — oco. Autrementdit, on consicere
uniquemenies obsenationsdont la premire coordonrée est “suffisamment’prochede z,. En s’inspi-
rantde I'estimateurdu quantileextrémepropo%, dansun cadreuni-dimensionneldansle chapitre4, on
proposecommeestimateude g, , (zo) :

o n(zo) (npn)—én(ro)} _ un{rv—nfn(l‘O) _ (npn)—én(ro)}
T_én(l'o) _ T_é'n(l'o) ’

Un Un

Gpn(20) = Zn (4.31)

ol (u,) et (v,) sontdeuxsuitesde]0, 1] qui corvergentvers1 lorsquen — oo eté, (o) estunestimateur
def(z() corvergeantenprobabilité.

Convergenceen probabilité

Théoréme4.5 Soit &, (o) un estimateurfaiblementconsistande £ (z) etsoit p, < 1/n. Sousles hy-

potheseqA’), (B’1), (B'2), (B'3), (C’), (D), (E’'2), (E’'3), silessuites(u,,) et (v,) vérifientI'’hypothése

(E’1) etsonttellesquel — u,, ~ c2(1 —wv,) Ol cg €]0, 1], alors,g,,, (zo) — ¢, (zo) i) lorsquen — co.
La démonstratiorde cerésultatestentout point similaire ala déemonstratiordu Theoeme4.1.

Remarque 4.5 Un estimateur faiblement consistantde £ (z)
Commeestimateufaiblementconsistanteé(z) on peutprendreparexemplel’estimateurts ,, (zo) défini
commeétantla solutiondel’ équatioren® :

1-wv, Tu_ne—l B
1_un 7_1;19_1 B

Enreprenanpointspar pointsla démonstratiordu Theéoeme3.7,0n montrequeégm(xo) R &(xo).
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4.3.3 Simulations
Estimation ponctuelle

On consicerela fonction g définiepar:

(2) = 2 — 4z +42% siz €]0,1],
9= 0 sinon.

Onsimule N = 100 échantillongdetaille » = 5000 selonla loi du couple(X,Y') avec

0.1] y —1/&(=)
X ~UJ0,1] et Fy(y) = exp —(1——) Y < g(z),

Y( ) g($) ( )
ou &(z) = —(2 + 3z)~!. Nousestimonsla fonction quantileextrémeg,,, avecp, = 1/20000 (figures
4.14a4.16)ainsiquela fonctiong (figures4.17a4.19)auxpointszy = 0.25, zo = 0.5 etzg = 0.75 en
prenantdes‘fenétres”delongueurh,, = 0.1, A, = 0.05 eth,, = 0.025. Ontracela moyenneempirique
ainsiquel’erreur moyenneguadratiquéMSE) de notreestimateuenfonctionde k(v,,), le trait horizontal
continurepesentanta valeurquel'on chercheaestimer

Remarque 4.6 Pourl’'estimationde g, (z¢), onfait varier (v, ) de4 a125. Pourl'estimationde g(z),
onfait varierk (v, ) de100 a200(la variancedel'estimateurétanttrésgrandesi on prendk (v,,) trop petit).
De plus, on estimeg(z¢) parmax{Z, ., jo(zo)} (rep®esenk paruneligne continue)et on comparecet
estimateual'estimateur‘naif” 7, ,, (repeseng paruneligne enpointill&).

Pourl’estimationdeg,, (z¢), le choix dela longueurdeferétreh,, auneinfluenceimportantesurle biais
de notre estimateurConcernant’estimationde g(zo), on remarquequela ferétre de taille »,, = 0.025
donnede meilleursrésultatsen termede biais et de variancepour desvaleursde & (v, ) comprisesentre
100et180ernviron. Dansce cas,notreestimateuestmeilleurquel’estimateurnaif” X, ,.

Estimation globale

A présenton simuleun seuléchantillondetaille » = 5000 selonla loi ducouple(.X,Y) avec
X ~Ul0, et Fy(y) =1 —[1—y/g(2)]",

etonestimelafonctionquantileextrémey,,, avecp,, = 1/20000 entoutpointde[0, 1] (ici, £(z) = —1/4).
On prendh,, = 0.025 eton choisitles suites(u,,) et (v, ) detelle sortequer,,, = 25 etr,, = 100. On
comparenotreestimateua I'estimateur‘naif” :

Gpn " (2) = Znny 2 € [0,1],

Pn

ou Z, , = max Y;I{|X; — z| < h,}. Le résultatdela simulationestdonréea la Figure4.20.

115



Estimation d’'une fonction quantile extrémeen utilisant un estimateur de quantile extrémea
double seuil

1600 050
1555 -| 045 4
1510 o 0.40 |
1465 - e N e 0.35
wsd T I 0.25 -|
13304 - 020 -|
1.285 015 -|
1.240 -| 010 -|
1.195 o 0.05 -|
1150 T T T T T T T T T 0.00 T T T T T T T T T
00 125 250 375 500 625 750 875 1000 1125 1250 00 125 250 375 500 625 750 875 1000 1125 1250

(a) Moyenneempirique (b) MSE

1600 050
1555 0.45
1510 4 0.40
1.465 0.35
1420 4 0.30
1375 4 0.25
130 020
1285 4 -~ T 0.15
o e S

1we04 T T e 010 4
1205 - 0.05 4 M
1150 T T T T T T T T T 0.00 T T T T T T T T T

00 125 250 375 500 625 750 875 1000 1125 1250 00 125 250 375 500 625 750 875 1000 1125 1250

(c) Moyenneempirique (d) MSE

30 30

27 27

(e) Moyenneempirique () MSE

FIG. 4.14— Estimationde g,,, (o) aveczo = 0.25 eth,, = 0.1 (figures(a) et (b)), A, = 0.05 (figures(c)
et(d)) eth,, = 0.025 (figures(e) et (f)).
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FIG. 4.15— Estimationdey,, (z¢) aveczy = 0.5 eth,, = 0.1 (figures(a) et (b)), ~,, = 0.05 (figures(c) et

(d)) eth,, = 0.025 (figures(e) et (f)).
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FIG. 4.16— Estimationde g,,, (zo) aveczo = 0.75 eth,, = 0.1 (figures(a) et (b)), A, = 0.05 (figures(c)
et(d)) eth,, = 0.025 (figures(e) et (f)).
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FIG. 4.17—Estimationde g (zo) aveczo = 0.25 eth,, = 0.1 (figures(a) et (b)), h,, = 0.05 (figures(c) et

(d)) eth,, = 0.025 (figures(e) et (f)).
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FIG. 4.18— Estimationde g(z) aveczo = 0.5 eth,, = 0.1 (figures(a) et (b)), »,, = 0.05 (figures(c) et

(d)) eth,, = 0.025 (figures(e) et (f)).
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FIG. 4.19— Estimationde g (z¢) aveczo = 0.75 eth,, = 0.1 (figures(a) et (b)), h,, = 0.05 (figures(c) et

(d)) eth,, = 0.025 (figures(e) et (f)).
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FiG. 4.20— Comparaisomiesestimateurg,,, (enpointillé)etg,”** (enpointillé,audessousiela courbe
deg,,) aveclavraiefonctiong,,, (traitcontinu).
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Conclusionet perspectves

L’objectif de cettethéseétait I'estimationd’une fonction quantileextrémed’une loi de probabilitt a
supportborré. Pourcefaire, nousavonsconsace unegrandepartie de notretravail al’ étudedesvaleurs
extrémesd’'un échantillondevariablesaléatoiregéellesetdontla loi admetun pointterminalfini.

Nous avons propo® desestimateursoriginaux de I'indice de valeur extrémeainsi que du quantile
extrémepourunefonctionde répartitionappartenanau domained’attractionde Weibull. Nouslesavons
ensuiteutiliséspourestimer enun point, unefonctionquantileextréme.

Notre étudede cesdifférentsestimateurse fait quedébuter Nousdressonsci uneliste (non exhaus-
tive) desdirectionspossiblegjuepeuwentprendrenosrecherchefutures.

Concernant’'estimationde 'indice de valeurextréme,les simulationsque nousavons effectléesse
sontavérées“etretrésencourageantqsourI’estimateurégm. C’estdoncsur ce dernierque nousvoulons
concentrenosrecherches.

Il faudra,dansun premiertemps,enfaire uneétudethéoriqueplus approfondieen determinannotam-
mentsaloi asymptotiqueCelanouspermettrade connatre la vitessede convergencede I'estimateuret
ainsi de pouwir le compareraux estimateurslassiquesie l'indice de valeursextrémes(estimateurdes
moments[25], estimateupropo® par Beirlantetal. [4], etc...). Une piste possible,pour demontrera
convergenceen loi de I’estimateurégm, estde s’appuyersur la démonstratiordu résultatde normali
asymptotiquele l'estimateurt ,,.

Enfin, al'in versedel'estimateurpropo parBeirlantet al, I’estimateurégm netient pascomptedela
fonction a variationslentesqui estconsiceré commeétantune constanteCelainduit un biaisimportant
lorsquela fonction a variationslentestendtres lentementvers une constantdcommepar exemple pour
uneloi de Burr). Il seradoncintéressant’introduire dansl’estimateurun termede correctionde I'erreur
apporéeparla fonctiona variationdentes.

Concernantestimationdu quantileextréme lessimulationssonttresencourageantdsrsquenousuti-
Iisonsl’estimateurégm pourestimen’indice devaleurextréme.

Les résultatsthéoriqguesque nousavons obtenussont pour I'instant peunombreux.ll faudradansun
premiertempsdéterminera loi asymptotiquede I'estimateurz,,, (égm). Celanouspermettranotamment
de pouwoir compareisavitessede corvergencea celledel'estimateur‘naif” X, ,, etdel'estimateurpro-
po< parDekkersetde Haan[24].

L'estimateurde I'indice de valeurextrémeainsique celui du quantileextrémeont l'originalité d'étre
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Conclusionet perspectives

construiteenutilisantlesnombreslepointsr,,, etr,, quidépasseriesseuilsaleatoires:,, X,, ,, etv, X,, ,,
ou (u,) et (v,) sontdeuxsuitesde |0, 1]. Le choix de cessuitesinflue surle bon comportementieses-
timateurs Le choix dela suite(v,,) s’apparentéx celuidu nombrek de statistiquesi’ordre utiliséespour
construirepar exemplel’estimateurdesmoments[25] ou I'estimateurpropo par Beirlantet al. [4]. |l
existe de nombreuxtravaux concernanta déterminationoptimalede ce nombrek (voir Beirlantetal [7],
Guillou etal [50]). Nouspourriondesadaptepourchoisirla suite(v,, ), cechoixdevantétreensuitevalidée
surdessimulations.Concernanta suite (u,,), nousavonspropo®, de manerearbitraire,de la choisiren
fonctiondela suite(v,,) detelle sortequer,, /7., ~ 4. Au vu dessimulationsce choix permetd’obtenir
unboncomportementlesestimateurd.e choixdela suite(u,,) noussembledonc,dansun premiertemps,
moinsprimordialqueceluidela suite (v, ). Nouspourrionsaussieffectuerdessimulationsgpluscompktes
encomparantes estimateursle I'indice de valeurextrémeou du quantileextrémea d’autresestimateurs
plusrécentsNouspourrionségalementracerdesHill “horror” plot endimensior? afind’étudierala fois
I'influence dela suite(u,,) etcelledela suite(v,,) surle comportementlesestimateurs.

Lesestimateurslel'indice devaleurextrémeetduquantileextrémenesontvalidesquedande domaine
d’attractiondeWeibull. Leur utilisationn’estdoncpossiblequesi nousnousassuronsupréalablequel’in-
dicedevaleurextrémedelaloi étudiéeeststrictemennégatif. Pourcefaire, il existe dansla litt ératurede
nombreuxtests(voir Chaoucheet Bacro[14], Falk [31]). Il nhoussemblecependanintéressant!’utiliser
lestravauxeffectuesdanscettethesesurla variablealéatoirer,, pourconstruirede nouveauxtestssurle
signede¢.

Nous avons, danscettethese,propo® une méthodepermettande transformerun échantillonde va-
riablesaléatoiresréellesdont la loi appartientau domained’attractionde Frécheten un échantillonde
variablesaleatoiregdontla loi appartienfiudomained’attractionde Weibull. Celanousa permisd’estimer
unindicedevaleurextrémedansle domained’attractionde Frécheten utilisantégm.
Enthéorie,cetteméthodepourraitaussigtreutiliséepourestimerun quantileextrémed’uneloi appartenant
audomained’attractionde Fréchet.Cependantestimateurainsi obtenuestde mauwaisequalite, comme
nousavonspuenjugersurquelquesimulations Noussouhaiterionsloncproposemunenouwelle méthode
permettantl’estimerun quantileextrémed’uneloi appartenandudomained’attractionde Fréchet.

Concernant'estimationde la fonction quantileextréme,nousavons obtenuuniqguemenune corver-
genceenprobabilitt ponctuellell nousparaitimportanta présentd’obtenirdesrésultatssurle comporte-
mentglobalde I'estimateurg,,,, commeparexemplela corvergenceuniformede g,,, — g,,, verszéro,la
corvergencepresque-comgite,etc. ..

De plus, noussouhaiteriongtablir la convergenceen loi pour pouwir construiredesintervallesde
confiance.

Pourestimena fonctionquantileextrémeenun pointz, nousavonsconsiceré uniguementessecondes
coordoneesdescouplesd’obsenationsdontla premerecoordonigeétaitsufisammenprochedez. Cette
proximité estquantiféeparunesuite (h,,). Commenousl’avonsillustré surlesdifférentesimulations)e
choix de cettesuite (h,,) a uneinfluenceimportantesurle comportemente I'estimateur Il noussemble
doncprimordialde proposetuneméthodepermettantle choisircettesuitede manereoptimale.

Il seraitenfintresintéressand’étudierle comportementlesestimateursntroduitsdanscettethesesur
desdonréesréellesprovenantparexempledela financeou dela fiabilité.
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AnnexeA

Demonstration de la Proposition 1.1

D’aprésle Lemmel.1,0na,pourz € [#7 %[, ped0,...,h,},

kel —1
Hy(y,2) = 2(hn +1) (b—l(y)e—l(fﬂ) +bo(y)eo(®) + D bi,(v)es, (r)) :

i=0

olli; = 2%»=771 4 [kr]. Pourne pasalourdir cettedemonstrationpn calculela fonction noyau H,
uniguementansle casou y € [0, v,[, la démonstratiorétantsimilairesiy € [(2i — 1)y, (2i+1)7.[, 1 =
1,...,hyetsiy e [1—v,,1].

e Siy € [0,v,[etsiz € Jy, 41, 0na:

Holy,a) = 2 + 1) [1= 2 4+b ey, (@) + .+ bi(v)es(x)]

2kn

Commey € [0, v,[, onapourtoutj € {1,...,k,}

1
ka;l_] (y) = Y (A1)
De plus,puisquez € J;, 11, onsaitquex € J,;,/_,4, pourtoutj € {1,.. .,k }. Onendéduitquepour
JE{L ..k}
e (x) =2ty (A.2)

2kn—J

puisquel'indice del’intervalle J,,,—,,: estunnombrepair. Leségali€es(A.1) and(A.2) impliquentque
poury € [0, vx[ etz € Jp,+1

ko —1
1 ¢ A
H,(y,z) =2(h, + 1) {1 —r-3 > 2’%%] = 2(hy + D[1 = (hy + 1)z]. (A.3)
=0
e Siy € [0,v,[etsiz ¢ Jy, 41, il existeun entieri appartenana I'ensemble{0, ..., %, — 1} tel que
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Démonstrationde la Proposition 1.1

x € {hnpﬂ, 2L [ ol p € {2%,...,2* — 1}. Ainsi, il existeunentieri tel que [%] ..., [Z] sontdes
entiersstrictemenpositifset [4+] = ... = [257,1} = 0. Onendéduitque:
b . =...=b . = A4
et
b W)=-=b [ 0) =3 (A5)
an—i—1+[;ﬁ_l]y—-..— 1+|::’:|y— 5 .
2%n
De plus, puisquer € [han’ %[, pe{2,..., 2t — 1}, ona:
TE Jzkiz—z#-[a%] B J2k%—¢+1 etpourj>it1, @€ JQk;_]+1+[2J{1] =k

Onendéduitque:

r 1 ro
B ; — kn_Z s y y f , — kn_]‘l'l
ern_Hl_’_[_L] () =2 (Qk’ o x) et pour 7 > 1+ 1, ern_]+[£] (z)=2 . (A.6)

i1

Leségalies(A.4) a(A.6) impliquentquepoury € [0,v,[ etz ¢ Jp, 14,

= Lok—i ! LS~ gkn-im1, | =
H,(y,z)=2(h,+1) |1 -2z — 52 (Qk'n—i—l — aj) ~3 ‘2;22 z| =0 (A7)
j=i

Ainsi, d’apres(A.3) et (A.7),siy € [0,v,[,ona:

20hn + 1)(1 = (A + 1)z) siz € Jp,41-
(g = { 2000 G 02) 2 € o

siaw ¢ Jhut1,

cequi conclutla démonstration. [ |
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AnnexeB

Etude desfonctions H(6) et G(0)

Nousallonsdémontrerlesdeuxrésultatssuivants:

ThéeoremeB.1 Posons
A= — B-f

T _ Do
G estprolongeablgoarcontinuittend = 0. Deplus,si B < D < A < C, alors:

G(9)

lim G(#)=0 etelim G(6) = 4o,

f——co — 40

etsiB=D < A< (C,alors:
lim G(#)=0et lim G(6) =1.

0——cc 0——+co
Enfin,si B < D < A < C, (G eststrictementroissante.
ThéoremeB.2 Soit0 < A < B < C etv < u. Lafonction H définiesur (—oo, 0 par

H(6) =

v[B™ — A7 —u[C~% — A7)
B0 _ (-0
eststrictemencroissante.
Pourdémontrercestheoemesnousallonsutiliser I'in égalii classiquesuivante:

LemmeB.1 Soitp, p; etps desréelsstrictemenpositifstelsquel/p; + 1/p2 + 1/ps = 1. Alors, pour
toutréelsa, b et e strictemenpositifs,
aP1l hP2 cP3
— 4+ — 4+ — > abe.
4 P2 P3
Deplus,onal’ égali€ si etseulemensi a?' = bP2 = P2,
Celemmeestunecongquenceal’un résultatconnusurlesfonctionsconcaes:

LemmeB.2 Soit p et ¢ deuxréelsstrictementpositifstelsque 1/p + 1/¢ = 1. Si ¢ estunefonction
strictementoncae, alorspourtout réelsu etv, ona:

1 1 U v
ESD(U) + ?P(U) <g (; + g) : (B.1)

Deplus,onal égali€sietseulemensi v = v.
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Etude desfonctions H (8) et G(#)

Démonstration — ¢ étantunefonctionconcae, la droite passanparlespoints(u, ¢(u)) et (v, p(v)) est
au-dessoudela courbede ¢ surlintervalle[«, v]. Onmontrefacilementquecettedroitea pouréquatiort

Y= so(vz - f(u)fﬁ 4 w(ug - 'Z@(v)_

Ainsi, enremarquanguew/p + v/q € [u, v] puisquel /p+ 1/¢ = 1, 0na:

e(v) — o(u) (g+ g) L el —up(v) (g v) _

+_
v—1u P q v—1u P q

En déweloppantle membrede gauchede I'in égali€ et en utilisant le fait que1/p + 1/¢ = 1, onen
déduitl'in égali# (B.1). De plus, si « = v, on aévidemmentue ¢(u)/p + ¢(v)/q = w(u/p + v/q).
Réciproquementy étantune fonction strictementconcae, si p(u)/p + ¢(v)/q = ¢(u/p + v/q) alors
u/p+v/q=wuouu/p+ v/q= v, cequin’estpossiblequesiu = v. [ |

Démonstration du Lemme B.1 — Appliquonsle résultatdu LemmeB.2 a la fonction ¢(z) = In(z)
avecu = aP', v = (pab??)/ps + (pac?®)/ps, p = p1 €tq = p4, OU p4 esttel quel/ps = 1/p2 + 1/p3. On
a:
In(a™) + In[(pab??) /s + (pac™)/ps] <In (ﬁ + bre + f) : (B.2)
P1 P4 P s s
En appliquant nouveaule LemmeB.2 ala fonctiony(z) = In(z) avecu = b2, v = ¢P?, p = py/p4 €t
q = p3/pa, ONObtient:

Pa1n(er?) + B in(er) < In (Zﬂbm + Zﬂcps) . (B.3)
P2 p3 P2 p3

Lesinégalies(B.2) et (B.3) impliquentque

p1 P2 = P1 jpz P
ln(abc):ln(a )_I_ln(b )_I_ln(c ) <In (a b ¢ )

y4i P2 Ps3 y4i P2 Ps3

La fonctionexponentielleétantcroissantepn endéduitque:

Deplus,sia?' = b2 = ¢P? alors,abe = aP' /py + b2 /py + P /ps. Réciproquementsi abe = a?' /py +
bP2 /py + P2 /p3 alors,

1 pP1 1 hP2 3 pP1 hp2 P3
{ n(a?) | In[(pab™)/p2 + (pac®)/pa] | (a_+ b C_)}
4! P4 p1 P2 P3
1 1 1 bp2 P3
+ {—ln(bp2)+—ln(cp3)——ln (p4_+p40 )}:07
P2 P3 P4 P2 P3
cequiimpliqued’aprésle LemmeB.2 quea?! = b2 = ¢P3. [ |

Démonstrationdu ThéoremeB.1 — Démontrongdansun premiertempsque:

. L _ In(B/A)
i O = 4O = oy &4
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Etude desfonctions H (8) et G(#)

cequi démontreque estprolongeablgarcontinuittend = 0. Onremarquegue:

A= — B7%  exp[-01In(A)] — exp[—0In(B)]

C=9— D=9 exp[-0In(C)] — exp[-01In(D)]’
Un déweloppementimité del’'exponentielleimpliqueque:

A=Y~ B~ In(B) —In(A) + O(6)
C"— D% In(D)—In(C)+0(6)’

cequi montre(B.4). A présentcommeA/C < 1, B/A < 1etD/C < 1,0na:

, (A1 (B/A)Y
Jm 60 = im (&) 7= (prey =0

Sideplus,B < D, alors,

li 0 = 1 _ A e
,Jim  G(6) 9;1300(1)) /D=1 T
etsiB=D,

lim G(8) = lim (A/B)_ —1.

f—+co f—+co (C/D)
Pourterminerla démonstrationmnontronsguepourtoutd # 0, G’(H) > 0. Pourf # 0, ona:

[— In(A)A=0 + In(B)B~¢)(C~* — D=%) — (A~% — B~%)[~ In(C)C~? + In(D) D¢

G’(H) = (C—é’ _ D—@)Q
Ainsi,
(€= —D™N2G"0) = —(AC)™In(A) + (AD)"In(A) + (BC)™?In(B) — (BD) " In(B)

+ (AC)™ In(C) = (AD)~" In(D) = (BC)™" In(C) + (BD)~" In(D).

CommeB < D < A< (C.Onaln(B) <In(D) < In(A) < In(C). Posons

In(B) = u,

In(D) = u+4wv,v>0,

In(A) = w+v+w, w>0,
In(C) = u+v+w+z z>0.

Ainsi,
(C=? = D™ 2G"(0) = vexp[-0(2u+ v)]
+ wexp[—0(2u + 2v+ w)] + zexp[—0(2u + 2v + 2w + 2)]
- (v+w+z)exp[-02u+ v+ w+ 2)].

PourdémontremqueG’(6) > 0, il suffit doncdedémontrerque:

v w
m eXP[—H(Qu + U)] + m exp[—9(2u + 2v + u})]
z
vtw+z exp[—0(2u + 2v + 2w + 2)] > exp[—0(2u + v + w + 2)].
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Etude desfonctions H (8) et G(#)

Posons
1 . v 1 _ w 1 _ P
pm o vtw+z pp v+wtz ps vtw+z
2 2u+ 20 + w) 2u+ 20 4 2.
a:eXP[_HM]7b=eXP [_0( H Hw)w] etc:exp[_o( ut2vt 2wt 2)z
v+w+z v+wtz vt waz

Ainsi, I'in égalié (B.5) s’écrit
aPt hP2 cP3
— 4+ — 4+ —>exp[-02u+tv+w+ 2)].
4 P2 p3

Or, commel/p; + 1/ps + 1/p3 = 1 etque
alt = exp[—0(2u + v)] # exp[—0(2u + 2v + w)] = b2,

ona,d’apresle LemmeB.1 que:
aP1l hP2 cP3
—+ —+ — > abe,

Y4l P2 P3
avee 2 2 2 2 2 2
abe = exp _0( u4v)v+ (2u+ 2v+ w)w+ (2u+ 2v+ 2w + 2)z
v4+w+ z
Enremarquangue(2u + v)v+ 2u+2v+w)w+ 2u+2v4+2w+2)z = Qutv+w+z)(v+w+ z),
ondémontrd’in égalié (B.5), ce qui conclutla démonstration. |

Démonstrationdu ThéoremeB.2 — Calculonda dériveede H. Onapourtouté < 0,

(B= —C™2H'(6) = {v[~In(B)B~" +In(A)A~] — u[~ In(C)C~* + (M)A~} (B~ — ™)
= {u[B™ = A7) —u[C70 — AT In(C)C™ — In(B) B~

= (u=0){(AB)~"[In(B) — In(A)] + (BC)"[In(C) — In(B)]

(AC)™’[In(4) = In(O)]}

Poursimplifier lesnotationsposondn(A) = r,In(B) = r+s,s > 0 etln(C) =r+s+t,¢t > 0.0na
donc,

(B=0 = C=2H'(0) = sexp[—0(2r + s)] + texp[—0(2r + 25 + )] + (s + t) exp[—0(2r + 5+ 1)].

Nousallonsdémontrerquel’on al’in égalig:

oy exp[—0(2r + s)] + poey exp[—0(2r 4+ 2s + t)] > exp[—0(2r + s + 1)]. (B.5)
Posons
i = L’ i = —t , @ = exXp [_07(27‘ + S)S:| et b = exp [_Ow
pt s+l py s+t s+t s+t

L'inégali& (B.5) seréécritdonc:
aP1l hP2

— 4+ — > exp[—-0(2r + s+ 1)].
Y41 P2
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Etude desfonctions H (8) et G(#)

Commel/p; + 1/p; = 1 etaP! # bP2, ona,d’aprésle LemmeB.1

aPl b2

— + — > ab,
! P2
avec
ab = exp _0(27“—|—s)3—|— (2r 4+ 2s+t)t ‘
s+t
Enremarquangue(s+t)(2r+s+t) = (2r + s)s+ (2r 4+ 2s + t)t, onendéduitl'in égalie (B.5), cequi
conclutla démonstration. |
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AnnexeC

Déemonstrationdu Theoreme3.8

Nous allonsici démontrerle Theéoeme 3.8. Pour ce faire, on établit dansun premiertempsla loi

asymptotiquelu couple
t
Tun Tun
(a Qp, Bn 5n> )

ou A! désignela transpoge de la matrice A, ce qui, d’aprésle Lemme3.6, est équivalenta établir la

corvergenceenloi du couple
1 ' 1
Tun T'Un
—_— a —_—
<an " m) :

Tow = 3 HXi > upzpyetr, =3 I{X;> v.ap}.

ou

On utilise ensuitela -méthodepourconclure.

Lemme C.1 Sousl’hypothése(Al), silessuites(u,,) et(v,) vérifient’'hypothése(C1) et sonttellesque

oul,, €]0,1[, alors,

ou

e

u,v

Démonstration — Pourdémontrercerésultat,l sufit, d’apresle Lemme3.6,de démontrerue

1 ' i
(T“—“—a T““—5n> L5 N(0,5).

a7 B
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Démonstrationdu Théoreme3.8

Calculonspour commenceta loi du couple(r, Tuns Top, ' ). De partle choix effectué pour les suites(u,,) et

(v n),onaruﬂ < Un.Pourl:O,...,netk_0,...,l,ona.
Plr, =k, =1 = CflP[Xl > UpZEy e Xp 2> 0ptp, Xipy < Up2p, .., X < 0p2F]
= CiC[kP[Xl > UpTFy ey X 2 UpTF, UpTF < )(k+1 S URTE, .-y
vprr < Xp <upzp, Xip1 < vpp, ..., X, < 0,2F]

= GO~ (unmp)]k[F(uan) — F(vazp)] ~M[F (vazr)]"™!

2 o\ (—k 2\ n—I
- et () (F-5) (-5
n n n
On peutainsicalculerla fonction caracéristiquedu couple(r,, , 7, )':

u?un

on(s,t) = E[exp(zsr +itr,

)
n -k
— ch itl Ck ezs 'rL 52 %
=0 l n n n
: ZC a_+5__a_ ey
— " n n n n
2

BE i it On (s !
= 1+ — -1 — -1 .
[ + n(e )+e n(e )

Onendéduitl’'expressiordela fonctioncaracéristiquedu couple( Lo =y, r;n/ﬁn - Ba)t:

én(s,t) = E |exp (iSTOZ": — 18a, + itg’—; - 2t5n)] = exp(—isay,) exp(—it5,)en (‘j—n, 5%)

. [exp (—2@5%”) eX.p (_@tﬁ_n)] - | n
{e o Go) - e (5) 2 [ (50) 1]

A, = exp (—is%) exp (—itﬁn—n)
oz 5 oo () = e () S oo (30) 1)

Le fait quelessuites(u,,) et (v,,) vérifientI'hypothese(C1) impliquequew,, — oo eta,,/n — 0 lorsque
n — oo (etdemémeenrempla@ntea,, pars,,). Ainsi, onaleségaligs:

s, . 2 2 2 15, B 2 2
exp e zl—is&——}—s—a—”—}—o On , exXp —25 =1- tﬁ——l——ﬁ—”—}—o 5—” ,
n n 2 n? n2 n 2 n? n2

is is s _ it it -
exp (—> =1 + o 2&2 +0(an2) et exp (—) =1 + 6_n - W +0(5n2)

X

Posons

et




Démonstrationdu Théoreme3.8

Enrempla@ntdanslesexpressionsle A, et B,,, onendéduitque:

B B B, 232 2 2 2 2
Anzl—itﬁ——isa——staﬁ —|——5—;—|—S—a——|—0(a—;)—|—0(—g>
2n n n

n n n? 2 n2

et

Ainsi, endéweloppantet enregroupantiestermeson obtient:

o, 52 2

t n
————+Rn+z‘5n] ,

nB, 2n 2n

On(s,t) =[A, X B,]" = [1 — st

ou R, = o(n71) etS, = o(n~!). Enremarquanguea, /S, — l;i/(%) lorsquen — co, onmontreque
¢n(57 t) ~ exp (_Stl;i/(%) - 82/2 - t2/2) )
cequi conclutla démonstration. [ |

Pourconclurela démonstratiomlu Théoeme3.8,nousallonsutiliserla 6-méthodedont!’ énon@estdonrg
ci-dessougpourunedémonstratiore cerésultat,voir parexemple[8, Exemple29.1,p. 402]).

PropositionC.1 Soit (X, Y,)! unesuitede couplesde variablesaléatoiresde R? et soit («, 3) € R2
SupposongU’il existeunesuite(v,,) telleque

va (X, — 0, Y, — B)F 55 (X, V).
Soit f : R? — R unefonction différentiableau point («, 3) de dérivéespartielles f; et f,. Alors, si
Jile, B) # 0 et fy(a, B) #0,
0l (X, Ya) = S0, B)] = fi(e B)X + foler, BY.
Avantd’appliquerla §-méthodeauLemmeC.1, housdevonsdémontrede lemmesuivant:
Lemme C.2 Sousl’hypothése(A2), silessuites(u,,) et (v,) vérifient’'hypothése(C1) et sonttellesque

1—u,

:luu n
1-uv, vt

ou/,, estuneconstanteppartenandl'intervalle]0, 1] etn, estunesuiteveérifiant:

Jim /nl = Fu )] max i, o' (1= ua) 1} =0,

alors,onalescornvergencesuivantes

= il CX7 Ve
V[l = Fu,zr)] [ T= Fluer) L'y — 0 lorsque n — oo, (C1)

- L= Fonzr) \ e
V[l = Flu,zr)] {ln ( = F(uan)) ln[lllw25 ]} — 0 lorsque n — oo, (C.2)

V[l = Fu,zr)] [_ln[(l —h;(nl;()l)— Wl 1] — 0 lorsque n — 0. (C.3)

134



Démonstrationdu Théoreme3.8

Démonstration — Onremarquealansun premiertempsquelescorvergencegC.1)et(C.2)sontéquivalentes.
En effet, comme

lim 1- Fluarr) = 1/(28),
n—oo \| 1 — F(upzr) '

onendéduitque

In M — ln[lifv(%)] ~ l;i/(%) M .
1= F(upar) T~ Flunr)

cequiimpliqueque

\/n[l—F(unwF)][ M—z”“@] ~ 1YCO/alT = Fluner)]

1 - F(upzr) v
1—1 ('Un.fF) 1/(25)
X {ln ( T Fla o (e )) —ln[luw 1.

Ainsi, pourdémontrere lemme,il sufiit de démontrer(parexemple)quelescorvergenceqC.2) et (C.3)
sontvraies.Démontrongpourcommenceta corvergence(C.2).Ona:

1— F(v,zr) 1/(2
V[l = Flu,zr)] [ln ( TM?)) - 1n[1u{5 5)]

= Vnll = F(unap)] [—i In (1 - ””) i FWI(I - ””)_1]] - 1n[zi,525)]]

2 2 e (1= )]
[e[xm - vnm] |
(! (1= un)~]

- —%\/n[l — Flunzr)] [m (1 — ””) + ln(lu,u)]jr %% n[l = F(upzp)]In

(a) (®)

Intéressonsiousauterme(a). Ona

1- Un . M o _ n
In (1 — Un) =—In [ZWJ (1 + lu,u)] = —In(ly,) —In (1 + lu,u)

Donc,parhypothese,

(@) = 5 V/all = Flunor)]In (1 T ) ~ SVl = Flanzr)] = 0

lu,u
lorsquen — oo. Intéressonsiousmaintenantuterme(b). D'apresl’hypothése(A2),
Uzt (1= v,)™" Mollz 7t (1 = up) ™!
| Q= gy | AT U2 ) )yt )71, (1),
fap (1= un)™1] o (1= un)™1]

avech, = (1—u,)/(1—-wv,).0Or,comme\, — [, , €]0, 1[lorsquern — oo, onsaitquek, (},) corverge
versuneconstantestrictemenpositive. Par hypothese (b) corverge doncverszéro.
Enfin,démontronda corvegence(C.3).Ona:

Vel = Fuer)] [_ln[u —1(1) iul)— )] 1] - 1\[{? - ;ni(gni)j)] [_ () = In (i - )] '
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Démonstrationdu Théoreme3.8

Comme—{In[(1 — v,)/(1 — uy)] + In(luw)} ~ I717,, la corvergence(C.3) estévidente. |

Nouspouwonsaprésentonclurda démonstrationlu Theéoeme3.8enappliquanta 6-méthodeauLemmeC. 1.

Démonstrationdu Théoreme3.8 — Poursimplifier lesnotationsposons

Tuy,

n\/[l — Fluyzp)][l - F(Unrp)]

)
X, = Un tY, =
n[l— Flupzp)]

Onadoncdémonté dansle LemmeC.1que:

V[l = Flupzr)] (Xn -1,Y, - %) L5 N(0,Y),
e 1 oe
P pyen ] -
Or,

1— F(uv,zp)
VAT ] (Xn ~ 1Y - T}i))

\ 1 - F(v,zr)
_ o 1y _ /e _ o 1= Foazr) 10
—  /n[l = Flunar)] (Xn 1,Y, — 1/ ) V[l — Flupzr)] (0, ey )

D’apresla convergence(C.1)du LemmeC.2,on endéduitque:

Vall = Flupzr)] (Xn _1Y, - z}/f@) £ N(0,5).

Onappliquea cettecorvergenceen|oi, la 6-méthodeavec f(z, y) = In(z/y). On obtient:

Vo[l = F(unzr)] [m (;f:) + %m(zw)] L5 N(0,0?),

aveco? =1 - 1;/¢. or,

Al = Fluper)] [m (Y”) + L ln(lw,)] — /el = Fluner)]

Y, ) " 2
Tun 1 1 - F(v,zr) 1
X |:ln (Tvn) + 5111 (71 — F(uan)) + iln(luw)] .

D’apresla convergence(C.2) du LemmeC.2,on endéduitque:

V[l = F(unzp)] [m (:") n %m(zw)] 5 N(0,0%).

n

Enmultipliantpar—1/In(/,,,), onobtient:

V[l = Flupzr)] [—% - H LN (0, %) .
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Démonstrationdu Théoreme3.8

Or,

V[l = F(uyzp)] [—% - %]

In[(1 = u,)/(1—v,)] 1 In(ly,) 1
() VAl Flmar)] [Z TR o) /(1= )] E] '

On déduitdu fait queln[(1 — u,)/(1 — v,)]/ In(ly,,) — 1 lorsquen — oo etdela corvergence(C.3)du

LemmeC.2 que: 2
1 1
Vo[l = F(uzzr)] (f_n B E) SN (0’ ln;(jTU)) '

En utilisanta nouveaula §-méthodesur ce dernierrésultatavec f(z) = 1/z, onconclutla démonstration
duThéorme. |
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AnnexeD

Déemonstrationdu Lemme4.1

Avantdedémontrere Lemme4.1,nousallonsprouver lesrésultatsuivants:

LemmeD.1

i) Sip, — 0lorsquen — oo, alors,zr — x,, ~ p;’sL(pgl), ou L estunefonctionavariationslentes.
i) SousleshypothesegAl), (B) etsi(u,,) vérifiel'hypothése(C1), alorszz — ., ~ zr(1 — u,), OU
Yu,, €Stdéfiniparl — F(v,,) = E(ry,)/n.

Démonstration —
i) D'apresl'expressiorde I, ona:

p’r_zl = [1 - F(xpn)]_l = G[(.fF - 'rpn)_lL
ou & estunefonction a variationsrégulieresd’indice —1/¢. Ainsi, d’apresle Lemme2.2,il existe une
fonction a variationsrégulieresd’indice —¢ notée H telle que (zp — z,,)~" ~ H(p;'). On endéduit
que:
(eF = 2p,) "~ PLL* (1),
ou L* estunefonctionavariationslentes En posantl. = 1/L*, on conclutla démonstratiordei).
i) Par définition,
n/E(ru,) = 1 = F(r)]™" = (27 = 7u) /Hl(2r = 7)1 = Glar —7,) 7],

ou & estunefonctionavariationsrégulieresd’indice —1/£. De méme,

- F(upzp)]™' = G[m}l(l —up) Y.
D’aprésle Theoeme3.1,0na

Gl(zr = 7u) '~ Glag' (1= u) ']
Or, d'aprésle Lemme2.2,onsaitqu’il existeunefonction A avariationsrégulieresd’indice —¢ telle que:

H(G[(zF = 7u,)7']) ~ (2F = 70,) 7" et H(Glzgp' (1= un) ™)) ~ 2! (1 - ua) 7"

Le Lemme2.3ii) conclutla démonstration. |
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Démonstrationdu Lemme4.1

LemmeD.2 Sousles hypotheseqAl), (B), si (u,) Vérifie I'hypothése(C1) et s'il existe é > 0 tel que
n=% < np, < 1, alors,
Py U(zr — xp,)7"]

s [Emn)] . {f[w — )] }g -0

Démonstration — D’apresle Lemme2.3ii) etle LemmeD.1i), ona:

oy HEE (1= )™

e M or — e

Ainsi, d’apresle Théoreme3.1etl'expressiorde F donréeen (4.4),

nPn ¢ Uar —2p,)7"] §N$—1n ~£ €1 — u N (e — . )-IE
e ] et I ) a0 ) o — )7

etcommeparhypothesenp,, < 1, onendéduitqu’apartird’'un certainrang:

[ ] e =2l 2t e -

Or, puisque(u,,) veérifie 'hypothése(C1) etcommeil existes > 0 tel quen—® < np,, onsaitqu'a partir
d’un certainrang, ‘
ng(l _ un)_l S n§+6’17§ g p7_z[£+617€]/(1+5)7

puisque + 6, ¢ < 0. Ainsi, d’apresle Lemme2.3ii) etle LemmeD.1ii), onaapartird'un certainrang,

npn 17 [ Mer —2,)" N —[EH01,e]/(148) g pr € =1 —1\71€
| ATee= ) < Pl e = 0,

lorsquen — oo d’apréesle Lemme2.3i), cequi conclutla démonstration. |

Lemme D.3 SousleshypothesegALl) et(B), sinp, < 1 etsilessuites(u,) et(v,) vérifient'hypothése

(C1) etsonttellesque
.. 1—u, . 1 —uy,
lim inf > 0 et limsup < 1,

n—roo — Up n—00 — Up

alors,
i) Plnp, < 7, < 7y,] — 1lorsquen — oo,
iy Plz,, > u,X,,] — 1lorsquen — co.

Démonstration —
i) D'aprésla démonstratiomdu Lemme3.5 (Deuxiemeétape)on saitque

lim P[1 <7, <7,]=1.

n—oo

Or, commeparhypothesenp, < 1,0na

Plnp, < Ty, < Tw,] > P[1 < 7y, < 70,1,
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Démonstrationdu Lemme4.1

cequi conclutla premirepartiede la démonstration.
ii) Puisque(u,,) vérifie ’lhypothése(C1) etcommenp,, < 1,0na:

PEE(l )l < poénfie < pT—L[§+€1,e]_
Le Lemme2.3i), le LemmeD.1ii) etle fait quel 4 8, ¢ < 0 impliquentalorsque

TF — xp, =01 —uy,).

Ainsi,
T T
Pn Pn
Tp— — =ZF — Zp, — (1 —up) ~—2p(1 —uy,).
Up, Up,
D’ou, apartird’un certainrang,z,,, /u, > zr, cequi conclutla démonstration. |

Nouspouwnsaprésentdémontrede Lemme4.1.

Démonstrationdu Lemme 4.1 — Soite > 0, on désiredémontremue

. - n/Ynn u_én_ n _én
P”('rpn v 7)TnA (np)A—l 25]%0

Tp, — uanm Ti;ﬁn . (npn)_gn

lorsquen — oco. Or, soit0 < n < —&,

3

P (,rpn — 'Un)(n,n) Tu_n%n - (npn)_fl -1 Z e
| \Zp, — U, X p T&én . (npn)—én |
[ x — 'Un)(n n u_én - n _én 3
= P (p" 7)THA (np)*_12555—77<5n<€+77 (D.1)
I Qﬁpn - uan,n 7'1;1&1 — (npn)_5"
L o X N rmE (b A
L P (,rpn v ,’)THA (np)A—l >e |6, =€l >0, (D.2)
L mpn - un)(nm T»[;lgn - (npn)_gn

2 P . , .
Comme¢,, — &, onsaitque(D.2) corverge verszérolorsquen — co. Intéressonsousdoncauterme
(D.1).Posons
A, = {npn < Tup < Top 3 Tpy > 'uanm}.

: - n/Ynn u_én_ n_én .
D) = p|(Teitten ) Ta 2Oy ey cdcehnin 03
Tp, — UnXpn T;lin_(npn)_gn
- ann u_gn_ n_én <
+ P (mp” ,UX’ )T"A (1) ——1|>e;&—n<& <&E+n; AT, (D)
Tp, — UnXpn TU—nin_(npn)_gn

ol A désignele compEmentairedel’ensembleA,,. Or, d’aprésle LemmeD.3, onsaitquele terme(D.4)
corvergeverszérolorsquen — oo. Il restedonca étudierle terme(D.3). D’aprésle ThéoemeB.1 (voir
Annexe B), puisquenp,, < 7, < T,,,0nsaitquepourtoutf # 0, la fonction



Démonstrationdu Lemme4.1

eststrictementroissanteet de plus,commepar hypotheseu,, > v, apartird’'un certainranget puisque
zp, > u, X, n, ONsaitqu’apartird'un certainrang,

Tp, — nXnn
— > 0.
Tp, — UnXpn
Ainsi,
Ty — U X Ty — UpX
D4)<p |2 B G 1> Pl TR QE—n)—-1< —¢].
( ) N mpn - uanyn (5 - ?7) N €:| * |::Cpn - un)(n,n (5 ?7) N :

Pourdémontremue(D.4) corvergeverszéroetainsiconclurela démonstrationil suffit dedémontrerque
pourtoutn €]0, —¢],

xpn - ann n P _77/5 $pn B 'Un)(n,n p ’f]/f
ZPn  RTTTR N LI t———————G(E—1n) — ¢y,
TSt Gl ) By et Gl ) Ly

n

puisque;; pouvantétrechoisiaussiprochede zéroquel’'on souhaitelesconstantes;”/g etcg/g peuwent

étreaussiprochede 1 quel’on veut.Nousallonsuniquementémontrerque

Tp, — nXpp P _
Zon T InCm e ) 5 0", (D.5)

Tp, — UnXpp

la démonstratioretantidentiquepourl’autre corvergence Pourprouver (D.5), on utilise la decomposition
suivante:

Tu—ﬂ(&-l—n) _ (npn)—(f-l—n) Ty, — UnXnn
&) _ (npy,)~E+n)

= Tu—ﬂ(£+n) — (npn)_(§+n) [E(T'Un)]_(£+n) — (npn)_(£+77) (mpn — vn)(n,n) ( :Cpn ~ Yun )
[B(7,)]~ ) — (np,)=(+n) 7'1;1(&77) — (np,)=&+n) Ty, — Yo, Tp, — UnXpnp

(T1) (T!) (T2) ()

X <[E(Tun)]_(£+77) - (npn)_(£+n)) (xpn ~ Yun )

Tp, — UnXpp

[E(7, )]7EH) — (npn) =) [ \@p, = 70,

(1)

Nousallonsdémontrelque(77) et(7:) corvergentenprobabilitversl (ondémontredela mémemankre
que(T,) et(T,) corvergentenprobabilie vers1) etque(75) con/ergeverSCQ_”/g lorsquen — oo, cequi

concluerda demonstration.

e Intéressonsouspourcommencerufacteur(7;).

e - I L L S LA LR
B(r.,) T /B

[E(Tun)]—(f-i-ﬂ) _ (npn)—(f-}-??) o
Or, d’apresle Théoeme3.1letcommenp,, < 1,o0nar,, /E(1.,) P etnp,/E(r,,) < 1/E(7y,) = 0
lorsquen — oo, cequiimpliqueque(T}) P

(Th) =
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Démonstrationdu Lemme4.1

e Intéressonsousa présentaufacteur(7s).

(T) = Ty, — UnXnn _ 1= up Xpn/Tp, [ajpn(l - un)] ‘ (D.6)
Lpn = Yun I —u, Lpn = Vun
En utilisantl'expressionde I’ donréeen (4.4) etle fait quel — F'(z,,) = p,, On montrequepour tout
z<zp,
1 - F(r) ~¢ Pn ¢
T - = = Tp, — T.
(zp —z)7'] ar —2p,)7"]
Ainsi,
E(7y,) ¢ —17¢ —¢ —17¢
Tpp = Vun = " {(zr = yu) 7 1 =P {(er = 2,)7 1}

(run) ] {fl(zF = 7u,) 711}
(a) (b)

= [E(mn)] ¢ {tl(zp - %n)‘l]}é{l B [Enpn ]—5 {(zF — z,,)" 1]} }

Or, d’aprésle Lemme2.3ii) etle LemmeD.1i), ona:

oy Ao (= wa) 7]

w500 L(2F — Yun) ]

~1, (D.7)

cequiimplique,d’aprésle Théo®me3.1etl'expressiorde I’ donréeen(4.4),que(a) ~ zp(1 — u,). De
plus,d’apresle LemmeD.2, (b) — 1 lorsquern — oo. Ainsi, commez,,, — zr lorsquen — oo, onen
déduitque:

Ty, (1 —uy)

lim =1. (D.8)
n=eo xpn - P)/un
Deplus,pourtoute > 0, ona
1 — n/Xrn n 1 — n/Xrn n 1 — n)(n n
P u 7/$pn_1>8 — P u 7/$pn_1>g +P u 7/:Cpn_1<_g
1—u, 1—u, 1—u,

— [zpn (1 ! _“”5)] +1-F" [:cpn (1+ L "”5)]
Uy, Un,

Nousallonsdémontredescorvergences

. n 1—u, .
nh_l}rgoF |:$pn (1 . 5)] =0, (D.9)
et
. 1—u,
lim F" |:$pn (1 + 5)] =1, (D.10)
n—00 U,

etainsi,on auraprouvé que

1 — n)(nn
UnXnn/Tpn P,y (D.11)

1—u,
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Démonstrationdu Lemme4.1

Démontrongpourcommencela corvergence(D.9). Ona

IR _1
_ mn{1_[xF—xpn(l—l;n'“%)]_ z[(m—xpn(l—l;:%)) ”

1-u z ! U, TF—T
) iy 1_ ng pngl_'n :1 n pn.
e o (1) R | e

D’apresle LemmeD.1ii),

Or,

TFp — X% n _ _ _
1_u: ang(l_un) 1L(pn1), (D.12)

ou I estunefonctionavariationslentes.La suite(u,,) vérifiantI’hypothése(C1) etpuisqu’il existe § > 0
tel quen=? < np, < 1, onsaitqu’apartird’un certainrang,

Pe(1—up) >n "0 > p7[§+ 1el/ (14 )7

puisque—¢ — 0, ¢ > 0. Le Lemme2.3i) et (D.12) impliquentque (zr — x,,)/(1 — u,) — 0 lorsque
n — oo etainsique:

1—u,
TF — Tp, (1 - u 5) ~ a;ﬂg(l —up) ~zpe(l — uy,).

Le Lemme2.3ii) impliquealorsque

Ainsi,

In {F” [mpn (1 1= “%)] } ~ —n[zpe(l — un)] Ve [(zpe) ™ (1 = uy) "'}

Uy,

Le fait que(u,,) vérifiel'hypothésgC1) etle Lemme2.3i) concluenta démonstratiome(D.9). Démontrons
aprésentD.10). Pourcefaire,il sufiit deremarqueque:

1—u, Tp, 1—u,
rp— 2z, | 14+ e)] = (ep—2xp,)|1- e——

Uy, Uy, TF — Tp,

Zp
~ = 1_'71 07
(1 - ) <

etainsiqu’a partir d'un certainrang,z,,.[1 + (1 — u,,)/u,] > zr. LesrésultatyD.6), (D.8) et(D.11)
impliquentque(73) corverge enprobabilievers1l.
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Démonstrationdu Lemme4.1

e Intéressonsousenfinaufacteur(7s).
Enremarquantuepuisquenp,,/E(1,,) — 0, np,/E(r,,,) — 0 lorsquen — oo et +n < 0 ona

b

[E(TUH)]_(f-}-W) _ (npn)—(§+77) _[E(1.) —(+n) 1 _ [npn/E(Tun)]_(£+”) E(r,,) —(E+n)
[E(Tun)]—(f‘l'n) — (npn)—(5+7i) [E(Tun)] 1— [npn/E(TUn)]—(£+n) ~ [E(Tun)]

on constateguedémontremque (75 con/ergeverSC_”/’5 lorsquen — oo estéquivalentadémontremque:
2 q q q
— vy [E(r, )]7ED
lim Lpn Yun |: (T n):| =c, 77/5. (D13)
n—00 mpn - P)/'Un E(Tun)

Or, d’aprésle Théoeme3.1,(D.8) etcommepar hypothésel — u,, ~ c2(1 — v,,), ona

mpn - P)/un |:E(T'Un) :| _(§+T}) C |:E(TUTI) :| _(§+T}) _77/‘5
~Cy | — Cy ,
mpn ~ Yun E(Tun) E(Tun)

cequi conclutla démonstration. [ |

144



Annexek

Demonstrationde la propriete (4.29)

Danscetteannee, nousnousproposongle demontreie résultatsuivant:
ThéoremeE.1 SousleshypotheseqA’), (B'2), (B'3), (C’) et(E’3),

My (z0)
A [F7(6)]"dt = O[(nhy,) )]

Dansla suite,on pose
an = [2fx (z0) 1 (20)nhy)E70).

La démonstratiorde cethéo®mereposesurlesrésultatsuivants:
LemmeE.1 SousleshypotheseqA’), (B'2) et(C),

Jim ng(zo){1 - Fy*[—an + g(z0)]} = 1.
Démonstration — Onrappellequesousl’hypothese(C’) i),

q(z0) = P[|X — 20| < hn] ~ 2fx (z0)hn.
Ainsi, d'apresl’expressiorde Fy° donréeen (4.20)etI’hypothese(B’2), ona:

’Ilq($0){1 — F;O[—an + g(mo)]} ~ 2fX(xo)ﬁ(;fo)nhna;l/g(m) — 1.
|

Lemme E.2 SousleshypothesegB’3) et(C’), il existey > 0 et N € Ntelsquesin > N, onapourtout
s € [1,a;" g(20)],

1— Fy*[=ans + g(z0)]
1= Fy®[=an + g(0)]

> (1+ 7)—15—1/5(300)_
Démonstration — Posons
F2 (1) = Fyelg(zo) — 7] = 1 — ¢1/¢=0)g, ().

Ainsi,

1 — Fy°[—ans + g(z0)] _ 1—Fy(a;'s™h) S—l/g(zo)fzfo (az's1)
1 — Fy°[~a, + g(z0)] 1— Fr (a7)) oo (azh)

(E.1)

145



Démonstration de la propriété (4.29)

Or, d'apresleshypotheseqB’3) et(C’) iv), il existey > 0 et N € Ntelsquesin > N,

Uy (") Ls Ls

m— 1 < man(S—l) < A(xo)[g(wo—an)] <,

puisquel < s < a;lg(zo) eta, — 0lorsquen — oc. Donc,sin > N,

cequi conclutla démonstratiorenutilisant(E.1). [ |

LemmeE.3 SousleshypotheseqA’) et(C’), onapourtout? € [0, m.,(z0)],
L= Gaylt) = 1= B (0) + OB

ou é(zo) = min{l, —1/&(z0)} etoule “O” nedépendpasdet.
Démonstration — Commet < m,(zg), 0na

Mn IO
1—Gglt) = u)dsdu
/mn (zo0) /1'0+hn )d 4 1 /Mn(ﬂﬁo)/ f ( )f ( )d J
= sdu + —— s) for (u)dsdu.
q(zo) Zo—hn 0(20) Jnton) Janiy”
(T2)
Intéressonsousauterme(7'1).
mn(zo) ro+hn ’ 1 mn(zo) pxothn '
Iy (u) — f7° (u)]dsdu+ / / Ix (s) fy° (u)dsdu.
zo—hn Q(xo) t Jzg—hn
T3) (T4)

D’aprésl’hypothese(C’) iii),
(T3) < 2Lshy[m,(z0) — t] = O(hy),

puisquet > 0 etdeplus

9(0) 9(wo)
) = [ e [T fde= (1 50} - (1 5 o mo)])

Mn IO)
= 11— O (t) 4 O[hy Ve,
Ainsi,
(T1) =1 — F2(t) + O[RS=)). (E.2)

De méme,en s’inspirantde I’ étudefaite surle terme(7'1), on montrefacilementque sousl’hypothése
(),
(T2) = O[RS0)]. (E.3)
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Démonstration de la propriété (4.29)

Leségalites(E.2) et (E.3) concluenia démonstration. [ |
Nouspouwnsaprésentdémontrede ThéoemeE.1.

Démonstrationdu ThéoremeE.1 — Ona:

Mn(z0) ) g(zo) . Mn(z0) )
/ [y ()] dt = / [P ()] dt + / o
0 0 g{zo

Onremarqudacilementquesousi’hypothése(C’) ii), le secondermeestun O(h,,). De plus,

(o) ) az" g(z0) 1
/ [Fz(O)]* " dt = a, / {Fzl—ans+ g(z0)]}" ds.
0 J0O

En remarquantjue d’aprés I'hypothése(E’3), a,, 'h, — 0 lorsquen — oo, il suffit, pour prouer le
ThéoremeE.1,de montrerqu’apartird’un certainrang,

an'g(wo)
/ {Fz[—a,s+ g(mo)]}”_lds < cs,
0

ou c3 estuneconstantestrictemenpositive. Or,

az ' g(wo)

antg(zo) 1
/0 {F7l=anstg(zo)}"" ds = /0 {Fzl=aus + g(zo)]}" " ds+ /1 {Fyl-ans+ g(20)]}" " ds.

(T1) (T2)

Le terme(7'1) estinférieurou égala 1. Intéressonsiousauterme(7'2). Remarquonsoutd’abordque
{Fzl~ans + g(z0)]}"" < exp{—(n = {1 = Fz[~ans + g(x0)]}}.

Commed’apres’hypothese(E’3), a;'h, — 0 lorsquen — oo, on saitqu’a partir d’'un certainrang,
0 < —aps+ g(zg) < my(zo). Ainsi, d’apresle LemmekE.3,

—(n— {1 = Fz[-ans+g(z0)]} = —(n—1)q(z0){l — Gz [—ans+ g(z0)]}
= —(n—1)q(z0){1 — FY°[—ans+ g(z0)]} + (’)[nh}f‘s(m)].

De plus,d’apresl’hypothése(E’3), nhLH8@o)

partird’un certainrang,

— 0 lorsquen — oo. Ainsi, pourtoutrn; > 1, onsaitqu'a

1= < exp{O[nhy T} <1 4y,
Ainsi, pourn sufisammengrand,
{Fzl-ans + g(zo)]}"™" < (1+m)exp{=(n — 1)q(zo){1 — I¥°[~ans + g(z0)]}}

= (e m)exp {=(n = Vool = B o+ ol e 2

Or, d'apréslesLemmesE.1etE.2,onsaitqu’il existe0 < 7, < 1,7 > 0etN € Ntelsquesin > N, on
apourtouts € [1, a, 'g(zo)],

1-— F;O [—ans + g(z0)]
1= Fy°[—a, + g(20)]

—(n — 1)q(zo){1 — F}°[—a, + g(z0)]} < —(1—m)(+ 7)—15—1/5(950)‘
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Démonstration de la propriété (4.29)

Ainsi, pourn sufisammengrand,

IA

an ' g(xo)
| s + gtaolyas
0

IN

ou v estla fonctionGamma.

antg(zo)
1+ (1+771)/ eXp{_(l - 772)(1+7)_15_1/£(w0)}d8
1

+oo
1+ (1+771)/ exp{_(l - 772)(1+’Y)_15_1/£(x0)}d8
0

L (L m)[(1 = 72) (1 +7) 71T [=€ (20)],

148



Bibliographie

[1] H.AbbarandCh.Suquet.Estimation/? ducontourd’un processusle poissorhomogznesurle plan.
PublicationlRMA Lille, 31(11), 1993.

[2] A. BalkemaandL. deHaan.Residualife atgreatage.Annalsof Probability, 2 :792-804,1974.

[3] R.D.Banker Maximumlikelihood, consisteng anddataenvelopmentanalysis: a statisticaffounda-
tion. Managemen$ciencel0:1265-12731993.

[4] J. Beirlant, G. Dierckx, G. Matthys,and A. Guillou. Estimationof the extremevalueindex and
regressioron generalizedjuantileplots. Soumis,2002.

[5] J. Beirlant, G. Dierkx, Y. Goggebeuy and G. Matthys. Tail index estimationand an exponential
regressiommodel. Extremes?2 :177—200,1999.

[6] J.BeirlantandA. Guillou. Paretoindex estimationundermoderateright censoring. Scandinavian
Actuarial Journal, 2 :93-109,2001.

[7] J.Beirlant, P. Vynckier, and J.M. Teugels. Excessfunctionsand estimationof the extremevalue
index. Bernoulli, 2 :293-318,1996.

[8] P Billingsley. Probability andmeasue. Wiley, third edition,1995.
[9] N.H.Bingham,C.M. Goldie,andJ.L. TeugelsReular Variation. CambridgeJniversityPress1987.

[10] D. Bosq. Contribution ala théoriedel'estimationfonctionnelle.Publicationsde I'Institut de Statis-
tiquedel'UniversitédeParis, XIX(2) :1-96,1977.

[11] L. Breiman,C.J.Stone,andC. Kooperbeg. Rolustconfidenceéboundsfor extremeupperquantiles.
Journal of StatisticalComputatiorand Simulation 37 :127-1491990.

[12] E. Castillo. Extremevaluetheoryin engineering StatisticalModelingandDecisionScience Acade-
mic Press)nc., 1988.

[13] E.CastilloandA.S. Hadi. Fitting thegeneralizegharetodistributionto data.Journal of the American
StatisticalAssociation92:1609-16201997.

[14] A. ChaoucheandJ.N.Bacro. A statisticaltestprocedurefor the shapeparametenf a generalized
paretodistribution. En révisiona ComputationabtatisticsandDataAnalysis.

[15] A. CharnesW.W. Cooper and E. Rhodes. Measuringthe inefficiengy of decisionmaking units.
EuropeanJournal of Operational Reseath, 2 :429-4441978.

[16] J.Chevalier. Estimationdu supportet du contenudu supportd’une loi de probabilitt. Annalesde
I'Institut Henri Poincaré. SectionB, 12(4):339-364,1976.

[17] L. Christenserand R. Greene. Economicsof scalein u.s. electric power generation. Journal of
Political Economy84 :653—667,1976.

149



BIBLIOGRAPHIE

[18] S. Csirgo and D.M. Mason. Centrallimit theoremsfor sumsof extreme values. Mathematical
Proceeding®f the CambridgePhilosophicalSociety 98 :547-558,1985.

[19] SCgrgoandL. Viharos.Estimatingthetail index. Asymptoticmethodsn ProbabilityandStatistics.
B. Szyszkavicz, ed.,North-Holland, Amsterdam,1998. pp.833-881.

[20] R. Davis andS.l. Resnick. Tail estimatesnotivatedby extremevaluetheory Annalsof Statistics
12(4):1467-14871984.

[21] A.C. DavisonandR.L. Smith. Modelsfor exceedancesver high thresholds.Journal of the Royal
StatisticalSociety SeriesB, 52(3):393-4421990.

[22] L. de Haanand S.I. Resnick. A simple asymptoticestimatefor the index of a stabledistribution.
Journal of the RoyalStatisticalSocietySeriesB, 42 :83—87,1980.

[23] P. Deheuels,E. HaeuslerandD.M. Mason. Almost surecorvergenceof the hill estimator Mathe-
matical Proceeding®f the CambridgePhilosophicalSociety 104:371-381,1988.

[24] A.L.M. DekkersandL. de Haan. On the estimationof the extremevalueindex andlarge quantile
estimation.Annalsof Statistics 17 :1795-18321989.

[25] A.L.M. Dekkers,J.H.J.Einmahl,andL. de Haan. A momentestimatorfor theindex of anextreme-
valuedistribution. Annalsof Statistics 17 :1833—-18551989.

[26] D. Deprins,L. Simar andH. Tulkens. Measuringlabor efficiengy in postoffices. In M. Marchant,
P. PestiauandH. Tulkens,editors, ThePerformanceof Public Enterprises Conceptand Measue-
mentspage243-267 North-Holland, Amsterdam;1984.

[27] L. Devroye andG.L. Wise. Detectionof abnormalbehaiour via nonparametri@stimationof the
support.SIAM Journal on AppliedMathematics.38:480-488,1980.

[28] H.Drees Refinedpickandsestimatorof theextremevalueindex. Annalsof Statistics 23:2059-2080,
1995.

[29] B. Efron. Thecorvex hull of arandomsetof points. Biometrikg 52 :331-343,1965.

[30] P. EmbrechtsC. Kluppelbeg, and T. Mikosch. Modelling Extremal Eventsfor Insuranceand Fi-
nance SpringerVerlag,1997.

[31] M. Falk. Ontestingtheextremevalueindex via the pot-method Annalsof Statistic$23:2013-2035,
1995.

[32] M. Falk. Localasymptoticnormality of truncatedempiricalprocessesAnnalsof Statistics 26 :692—
718,1998.

[33] M.J. Farrell. The measuremendf productie efficiengy. Journal of the Royal Statistical Society
SeriesA, 120:253-281,1957.

[34] A. FeuerergerandP. Hall. Estimatingatail exponentby modellingdeparturdrom a paretodistribu-
tion. Annalsof Statistics 27 :760—781,1999.

[35] J.GalambosTheAsymptoticTheoryof ExtremeOrder Statistics Krieger, Malabar Florida,1987.

[36] L. Gardes. Estimatingthe supportof a poissonprocessvia the faberschaudebasisand extreme
values.PublicationsdeI'Institut de Statistiquede'Université de Paris, XXXXVI(2) :43-72,2002.

[37] G. Gayraud. Estimationof functionalsof density support. MathematicalMethodsof Statistics
6(1):26-46,1997.

[38] J. Geffroy. Surun problemed’estimationgéonétrique. Publicationsde I'Institut de Statistiquede
I'UniversitédeParis, XIIl :191-200,1964.

150



BIBLIOGRAPHIE

[39] J.L. GelukandL. de Haan. Reyular Variation, Extensionsand Tauberian Theoems volume 40.
Math. CentreTracts,Centrefor MathematicandComputerScience Amsterdam1987.

[40] I. Gijbels,E. Mammen,B.U. Park, andL. Simar On estimationof monotoneand concae frontier
functions.Journal of the AmericanStatisticalAssociation94 :220-228,1999.

[41] I. GijbelsandL. Peng.Estimationof asupportcurve via orderstatistics Extremes3 :251-2772000.

[42] S.GirardandP. Jacob Extremevalueandhaarseriesestimate®f point processeboundariesScan-
dinavianJournal of Statistics 2002.to appear

[43] S. GirardandP. Jacob Projectionestimatesf point processedoundaries. Journal of Statistical
PlanningandInference 116(1):1-15,2003.

[44] B. Gnedenko.Surla distribution limite du termemaximumd’une série aléatoire. Annalsof Mathe-
matics 44 :423-4531943.

[45] C.M.GoldieandR.L. Smith.Slow variationwith remainder TheoryandapplicationsTheQuarterly
Journal of MathematicsOxford. SecondSeries, 38:45—-71,1987.

[46] |. Gomes. Asymptotically unbiasedestimatorof the tail index basedon externalestimationof the
seconcrderparameterExtremes5 :1:5-31,2002.

[47] 1. Gomesand M.J. Martins. Generalization®f the hill estimatorasymptoticversusfinite sample
behaiour. Journal of StatisticalPlanningand Inference 93:161-1802001.

[48] S. Grosskopf. Statisticalinferenceand nonparametriefficiency : A selectve surney. Journal of
ProductivityAnalysis 7 :161-176,1996.

[49] M. GuidaandM. Longo. Estimationof probability tails basedon generalizedxtremevalue distri-
butions. Reliability Engineeringand SystenSafety 20 :219-2421988.

[50] A. GuillouandP Hall. A diagnostidor selectinghethresholdn extreme-alueanalysis.Journal of
theRoyalStatisticalSocietySeriesB, 63:293-306,2001.

[51] E.J.Gumbel.Statisticsof extremes ColumbiaUniversity Press1958.

[52] E.HaeusleandJ.L. Teugels.Onasymptoticnormality of hill' sestimatorfor theexponentof regular
variation. Annalsof Statistics 13:743—756,1985.

[53] W. Hardle,B.U. Park,andA.B. Tsybaka. Estimationof non-shargoundaries.Journal of Multiva-
riate Analysis 55:205-218,1995.

[54] J.A.Hartigan.ClusteringAlgorithms Wiley, Chichester1975.

[55] J.A.Hartigan. Estimationof a corvex densitycontourin two dimensions.Journal of the American
StatisticalAssociation82:267—-270,1987.

[56] B.M. Hill. A simplegenerabpproactioinferenceaboutthetail of adistribution. Annalsof Statistics
3:1163-11741975.

[57] J.R.M.HoskingandJ.R.Wallis. Parameteandquantileestimationfor the generalizegaretodistri-
bution. Technometric$29(3):339—-349 August1987.

[58] R.L. Hugheg. A suney andcomparisorof methoddor estimatingextremeright tail-areaquantiles.
StatisticalTheory& Method 20(4):1463-14961991.

[59] P Jacob Estimationdu contourdiscontinud’'un processugonctuelsur le plan. Publicationsde
I'Institut de Statistiquedel’'Universitéde Paris, XXIX :1-25,1984.

[60] P. JacobandH. Abbar. Estimatingthe edgeof a cox processarea. Cahiersdu centie d’Etudesde
Reterche Opérationnellg 31:215-226,1989.

151



BIBLIOGRAPHIE

[61] P.JacobandCh. Suquet.Estimatingthe edgeof a poissonprocessy orthogonalseries.Journal of
StatisticalPlanningandInference 46 :215-2341995.

[62] A. Kneip,B.U. Park,andL. Simar A noteon the corvergenceof nonparametricleaestimatorgor
productionefficiengy scores. EconomicTheory 14:783—-793,1998.

[63] A.P. Korostel®, L. Simar andA.B. Tsybakaw. Efficient estimationof monotoneboundariesAnnals
of Statistics 23:476—489,1995.

[64] A.P.Korostel®, L. Simar andA.B. Tsybaka. On estimationof monotoneandconcae boundaries.
Publicationsdel'Institut de Statistiquede'Universitéde Paris, XXXIX(1) :3-18,1995.

[65] A.P. Korostele and A.B. Tsybaka. Minimax Theoryof ImageReconstruction SpringefVerlag,
New-York/ Berlin, lecturenotesin statisticsedition,1993.

[66] E. MammenandA.B. Tsybakw. Asymptoticalminimaxrecovery of setswith smoothboundaries.
Annalsof Statistics 23 :502-524,1995.

[67] F. Marohn. Testingthegumbelhypothesisia thep.o.t.method.Extremes1 :2:191-2131998.

[68] F. Marohn. Local asymptoticnormality of truncatednodels. Statisticsand Decisions 17 :237-253,
1999.

[69] D.M. Mason.Laws of largenumberdor sumsof extremevalues.Annalsof Probability, 10:754—-764,
1982.

[70] L. Peng. Asymptotically unbiaisedestimatorsfor extremevalue index. Statistics& Probability
Letters 38:107-1151998.

[71] J.Pickanddll. Statisticalinferenceusingextreme-ordesstatistics.Annalsof Statistics 3 :119-131,
1975.

[72] A. Réryi andR. Sulanke. Uber die korvexe hiille von n zufallig gewahltenpunkten. Z. Wahrsd.
Verw. gebiete 2 :75-84,1963.

[73] A. Réryi andR. Sulanke.Uberdie korvexe hiille von n zufallig gevahltenpunkteniii. Z. Wahrsd.
Verw. gebiete3:138-1471964.

[74] S.I. Resnick. ExtremeValues,regular Variation, and Point Process SpringerVerlag, New-York,
1987.

[75] B.D. Ripley andJ.P Rasson.Findingthe edgeof a poissonforest. Journal of Applied Probability,
14:483-4911977.

[76] R.Schneider Randomapproximation®f cornvex sets.Journal of Microscopy 151 (Pt 3) :211-227,
1988.

[77] J.Seers.ResidualkestimatorsJournal of StatisticalPlanningandInference 98:15-27,2001.
[78] R.L.Smith. Estimatingtails of probability distributions. Annalsof Statistics 15:1174-12071987.

[79] I. Weissman Estimationof parameterandlarge quantilesbasednthe k largestobsenations.Jour-
nal of the AmericanStatisticalAssociation73:812—-815,1978.

152



RESUME

L'objectif de ce travail estl'estimationd’une fonction quantileextréme.Nous consiceronsn couplesde variables
aleatoires( X1, Y1), ..., (Xn,Y,) indépendantet de mémeloi qu'un couple(X,Y") distribué surle supportS =
{(z,y) e R0 < 2z < let0 < y < g(x)} ou g estunefonctioninconnue.Notre but estd’estimerle nombre
gp. (z) pourz € [0,1] qui estle quantileextrémed’ordre p, < 1/n dela fonction de répartitionconditionnelle
deY sachantjue X = z, notée Fy. La fonction g, ainsi définie est appeée fonction quantile extréme.Pour
cela,disposantd’un échantillonX;, ..., X,, devariablesaleatoiresréellesindependantest de mémefonction de
répartitionappartenardudomained’attractiondeWeibull, nousproposonsin nouel estimateudequantileextréme.
Pource faire, noussommesamergs a introduireau préalabledesestimateursle I'indice de valeurextrémedansle
casou cederniereststrictemennégatif. Nousmontrongjuelesestimateurslequantileextremeetd’indice devaleur
extremesontfaiblementconsistantet nousles comparonsa desestimateurslassiquesur quelquessimulations.
Cesestimateursontconstruitsen utilisant uniguemenidesnombresde points qui depassentiesseuilsaléatoires
ba®ssurle maximumdel’ échantillon Finalementpourestimeda fonctionquantileextremeenun pointz de |0, 1],
nousconsiceronslesvariablesaléatoires?;, = {Y;I{|X; — z| < h,}, i = 1,...,n, 0U h, — 0 lorsquen — oo.
Nous montronsque, souscertainesconditions,la fonction de répartitionde cesvariablesaléatoirescorverge vers
F lorsquen — co. Nousestimonsalors g, (z) enappliquant’estimateurdu quantileextrémeque nousavons
introduit auxvariablesaléatoires?, . . ., Z,. Nousmontronsquel’estimateurainsi défini estfaiblementconsistant
etnousétudionssoncomportemensur quelquesimulations.

TITLE : High quantilefunctionestimation

ABSTRACT

Theaim of this thesisis the estimationof a high quantilefunction.We considerasample( X1, Y1), .. ., (X,, Y,) of
n randomvariablesindependenandidentically distributedon the supportS = {(z,y) € R?0 < z < 1 and 0 <
y < g(z)}, whereg is an unknown function. Our goal is to estimatethe numberyg,, (z), z € [0, 1] definedby
1—=F¢lgp, (2)] = pn < 1/n,whereFy; denotegheconditionalcumulativedistributionfunctionof ¥; givenX; = z.
Thefunctiong,, is calledhigh quantilefunction With this aimin view, we first considera sampleXy, ..., X,, of
independentandomvariableswith a commoncumulative distribution function belongingto the Weibull domainof
attractionandwe introducea new high quantileestimator To constructthis estimatoy we first proposeestimators
of negative extremevaluesindex. We show thatthe high quantileand extremevalueindex estimatorsare weakly
consistenandwe presensomesimulationgo comparehemto classicalestimatorsTo construciour estimatorsyve
only usethe numberof pointsexceedingrandomthresholdsFinally, to estimatethe high quantilefunctionata point
z € [0, 1], we considetherandomvaluesZ; = {Y;I{|X; — z| < h,}, i = 1,...,n,whereh,, — 0 asn — co. We
prove thatthe cumulative distribution function of theserandomvaluescorvergesto Fy; asn — co. So,to estimate
dp. (z), we applythe previously definedhigh quantileestimatorto therandomvaluesZz, . . ., Z,. We shav thatthe
obtainedestimatoiis weakly consistenandwe makesomesimulations.

DISCIPLINE : Mathématique#\ppliquées.

MOTS-CLES : Estimationde supportestimationfonctionnelle quantileextréme,indice de valeurextréme.

Theseréealiseaulaboratoirede Probabiligset Statistiquede I'Uni versie Montpellierll, Sciencest Techniquesiu
Languedoc.



