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2.2.1 Hypothèses. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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3 Utilisation deseuilsaléatoirespour estimer l’indice devaleur extrême 43
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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4.2 Un estimateurdequantileextrêmeàdoubleseuil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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Intr oduction

Généralit és

Notre motivation premìeredansce travail de thèseest l’estimationdu supportd’une loi de probabi-
lit é quandcedernierestun ensembleborńe.Par définition, lespointsobserv́esfont partiedu support.Un
estimateurdu supportest alors un ensemblealéatoireconstruit à l’aide de cespoints.Les applications
concernantessentiellementdesdonńeesbidimensionnelles, nousavonsrestreintl’ étudeau casd’un sup-
port d’intérieurnonvide dansle plan.

Il estclair quelesobservationsqui contiennentde l’information sur le supportsontcellesqui sontles
plus“proches”dela frontièredusupport.Cesobservationspeuventêtrevuescommedesvaleursextrêmes.
C’est pourcelaquenousavonsaxé unegrandepartiedece travail sur l’ étudedesvaleursextrêmesd’un
échantillonissud’une loi dont le point terminalestfini. Nousexpliquonsplus en détail dansla suitede
cetteintroductioncommentnousavonsmis àprofit cetteétudepourestimerle supportd’uneloi deproba-
bilit é.

Uneidéesimplepourestimerun supportconsistèa prendreuneréuniondeboulescentŕeessur lesob-
servations.Le rayondecesboulesestchoisiconvenablementpourassurerla convergencedel’estimateur.
Celanenécessitepratiquementpasd’hypothèsesur la formedu support(voir Chevalier [16], Devroyeet
Wise[27]).

Dansle casoù le supportestun ensembleconvexe, l’estimateurle plusnaturelestobtenuen prenant
l’enveloppeconvexe desobservations.Le plus petit ensembleconvexe contenantla totalité desobserva-
tions a la propriét́e intéressanted’êtreun résuḿe exhaustif dansun mod̀ele paraḿetré par les convexes
borńesde .  (voir parexempleEfron [29], Hartigan[55], Schneider[76], Ripley et Rasson[75]).

Le casplusgéńeral où le supportestdélimité parun arc fermé simplede .  estbeaucoupplus com-
pliqué. Aucun estimateurn’apparâit commeétant“naturel” et la complexité du mod̀ele ne permetpas
la définition d’une notion d’exhaustivité.La plupartdesauteursont simplifié la questionen envisageant
seulementl’estimationd’un fragmentdecourbe.C’estcequenousfaisonsaussi.

Danscetravail, nousnousintéressons̀a un supportdela forme:/ �102��*4365��87 .  69 �: * :��<;>=?�@: 5 : 
 �A*B�DCE3
4



Intr oduction

où 
 est une fonction positive inconnueappeĺee frontière du support. Il noussuffit donc,pour estimer
l’ensemble

/
, deproposerunestimateurdela fonction 
 . Nousnousintéressonsdoncàuneclasserestreinte

desous-ensemblesde .  . Cetterestrictionn’estcependantpassansjustification.
Tout d’abord,commele signalentKorostelev etTsybakov [65]), un tel ensemble

/
peut-̂etreconsid́eŕe

commeétantunepartied’un ensembleduplanplusgéńeral.
De plus,savoir estimerun tel ensemble

/
s’avèreaussiutile pourestimerun ensembleconnexe étoilé

du plan.Il suffit eneffet deremarquerqu’un tel ensemblepeut-̂etredéfini encoordonńeespolairespar:02�GFH3D,!� 9 �I: , :J��K@;>=?�L F LJM ��,'�DC�3
où
M

estunefonctionpositiveinconnue.
Enfin,unetelleformedesupportconvientparticulièrementpourmod́eliserla productionoptimaled’une

entreprise(voir Christensenet Greene[17] et Deprins,Simaret Tulkens[26]). Danscecas,lesdonńees
sontdescouples ��*�NO365PNQ� , R � � 3PS�S�SO3DT distribuéssur le support

/
où *�N repŕesentel’in vestissementde

l’entreprise(capital,personnel,etc . . .) pour obtenirun rendement5PN . La fonction 
 repŕesentealors la
productionmaximalepouvantêtreobtenueparl’entreprise.

Présentationdu sujet de la thèseet de sonévolution

Notresujetportesur l’estimationdefonctionsquantilesextrêmespourdeslois à supportborńe.Nous
noussommestrèsrapidementaperçusquecelanécessiteun investissementthéoriqueimportantsurl’esti-
mationdequantilesextrêmesunidimensionnelscequi nousaameńe àproposerdesestimateursdel’indice
devaleurextrême.

La démarchefaite dansce travail va doncde la notion de fonction quantileextrêmeà celle de quan-
tile extrêmeunidimensionnelpuis à celle d’indice de valeurextrême.Evidemment,le traitementva dans
l’autresenscequi expliquel’organisationdeschapitresdecettethèse.

Danscettepartie,nousjustifionsdefaçon plusdétailléenotredémarche.Dansla partiesuivante,nous
donnonsun aperçu, chapitreparchapitre,desrésultatsobtenus.

Notrepremiertravail a consist́e à nousfamiliariseravecl’estimationdela frontièred’un supportdela
formede

/
. Il fait suiteaux travauxdeGirardet Jacob[42, 43]. Au lieu d’utiliser unebaseorthonorḿee

pourestimerla fonction 
 , nousutilisonsla basenon-HilbertiennedeFaber-Schauder. Danscetravail, nous
faisonsl’hypothèsequeles donńeessontuniformémentrépartiessur le support.Cettehypoth̀eseesttrès
utiliséedanslestravauxconcernantl’estimationdesupport(à l’exceptiondeceuxdeDevroyeetWise[27]
et Härdle,Park et Tsybakov [53]). Elle estcependantrestrictive pour de nombreusesapplications.Nous
avonsdécid́edansla suitedenousaffranchirdecettehypoth̀ese.Celaintroduit évidemmentunedifficulté
suppĺementairepuisquenouspouvonsalorsnoustrouver dansunesituationoù il n’y a quetrèspeude
pointsobserv́esauxabordsdela frontièredu support.

Ainsi, ce premiertravail était unesimpleentŕeeen matìere,car la questionessentiellequi nousétait
pośeeétaitla suivante: disposantdesréalisationsde T couplesdevariablesaléatoires�VU " 3 � " �W3�S�SPSX3!�GU@��3 � ���
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Intr oduction

indépendantsetdemêmeloi qu’uncouple �VUY3 � � distribuésurle support
/

, nousdevionsproposerunes-
timateurdel’ensemble / &)( �102��*4365��87 .  9 �: * :��<;>=?�: 5 : 
'&)( ��*B�DC�3
où 
!& ( ��*B� , *J71Z � 3 �D[ , est le quantileextrêmed’ordre \ � L]��� T de la fonction de répartitioncondition-
nelle de � sachantque U^�_* (cettefonction de répartitionconditionnelleestnotée `bac dansla suite).
L’ensemble

/ & ( estdonctel que d ZQ�VUY3 � �e7 / & ( [ � �gf \ � . Cettequestionestplusgéńeralequecellede
l’estimationdusupportqui correspondaucasparticulier\ ��� � .

Malgré de nombreusesapplicationscommepar exemplel’ étudedes“clusters” (Hartigan[54]), nous
n’avonstrouvé quetrèspeude travauxconcernantl’estimationdecet ensemble

/ & ( . Il nousa doncparu
intéressantd’enproposerun estimateur.

La méthodequenousutilisonspourestimer
'& ( ��*h� estsimilaire à celledes“plus prochesvoisins” en
estimationdela régression.Elle a ét́eparexempleutiliséeparGijbelsetPeng[41] pourestimerla fonction
frontière 
 . Pluspréciśement,nousconsid́eronslesvariablesaléatoiresi N �10 �hNGj 0 9 U N f * 9 : ��� CE3 R � � 3�SPS�SX3DTk3
où � � �E� estunesuitestrictementpositivequi tendverszérolorsqueT tendversl’infini. Autrementdit, nous
nousintéressonsuniquementauxvariablesaléatoires� N pour lesquellesUlN est“suffisammentproche”de* . Enposantdeshypoth̀esesdecontinuit́esurla fonctionfrontière
 etsurla fonctionderépartitioncondi-
tionnelle `bac , nousmontronsque la fonction de répartitiondesvariablesaléatoires0 i Nm3 R � � 3�S�SPSO36T4C
convergevers ` ac lorsqueT convergeversl’infini.

Ainsi, nousavonspréssentiquela questiondel’estimationdela fonctionquantileextrêmeenun point* de Z � 3 �D[ pouvait êtreréduiteàcelledel’estimationd’un quantileextrêmed’ordre \�� endimension1.

Dansle déroulementde ce travail, nousavonsdoncét́e contraintà un long détoursur l’ étudedesva-
leursextrêmesdansle casunidimensionnel.Nousnoussommesintéresśesnotamment̀a l’estimationde
quantilesextrêmes.Autrementdit, disposantd’un échantillonU " 3PS�SPSX3XU@� de variablesaléatoiresréelles
indépendanteset demêmefonctionderépartition ` , nousnoussommesintéresśesà la questiondel’esti-
mationdu nombre* &)( vérifiant: �ef ` ��* & ( �8� \ �B3
où l’ordre \ � duquantileeststrictementinférieurà

��� T . La difficultéprincipaledansl’estimationdequan-
tile extrêmeest qu’avec uneprobabilit́e qui tend vers1 lorsque T tendvers l’infini, le nombre * & ( est
strictementsuṕerieurà l’observationmaximaledel’ échantillon.Nousnepouvonsdoncpasestimer* &)( en
inversantsimplementla fonctionderépartitionempirique.

L’estimationd’un quantileextrêmenecessiteen géńeral l’estimation préalabled’un param̀etre bien
connusousle nom d’indice de valeurextrême.Nousavonsdoncconsacŕe unepartiedece travail à l’es-
timation de cet indice.Commenousle verronsun peuplus loin, nousproposonstrois estimateursde ce
param̀etre.

Sansentrerdansles détails pour l’instant, disonsun mot sur la méthodeque nous avons utilisée
pour “puiser” dansl’ échantillonl’information sur l’indice de valeur extrême.Nous avons trouvé dans
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Intr oduction

la litt ératureessentiellementdeuxméthodes: la premìereconsistèautiliser les � plusgrandesobservations
del’ échantillonet la seconde,̀autiliser lesobservationsqui dépassentunseuildéterministe(cettedernìere
méthodeestconnusousle nomdeméthodeP.O.T. (PeaksOverThresholds)). Danscetravail, nouspropo-
sonsuneméthodeoriginale.Elle consistèa utiliser l’information apport́eepardesnombresdepointsqui
dépassentdesseuilsaléatoires.Cesseuilsaléatoiressontdéfinisàpartirdumaximumdel’ échantillon.Plus
préciśement,nousconsid́eronsdesseuilsde la forme n ��Ul��� � où � n �E� estunesuitede

[G� 3 � Z et U@��� � est
le maximumdel’ échantillon.Cetteméthodeprésentel’avantagedepermettrele calculdenosestimateurs
dansle casoù les donńeessontcensuŕeespar intervalles(c’est à dire desdonńeesdonton aurait,sur un
ou plusieursintervalles,relevéuniquementle nombreetnonlesvaleurs).Deplus,lesseuilsaléatoiresque
nousproposonsprennenten comptela forme de la queuede distribution puisqu’ils dépendentde U@��� �
(cequi n’estpasle caspour la méthodeP.O.T. où le seuilestdéterministe).Celaprésenteun intér̂et tout
particulierpour l’estimationde l’ensemble

/ &)( puisquela formede la queuede distribution de ` ac varie
enfonctionde * . Lesseuilsdoiventdoncêtrechoisisdifféremmentselonla valeurde * .

Description desr ésultatsobtenuschapitrepar chapitre

Dansle premierchapitrede cettethèse,nousnousplaçons dansle casoù les observationssont les
réalisationsd’unesuperpositionde T copiesindépendantesd’un processusponctueldePoissonhomog̀ene
etd’intensit́e inconnue.Si la fonction 
 appartient̀a l’espacedeBanachdesfonctionscontinuessur Z � 3 �D[ ,
nouscommenc¸onsparuneétaped’approximationconsistant̀a tronquersondéveloppementdansla base
de Faber-Schauder. Ensuite,nousestimonsles premierscoefficients à l’aide d’un ensemblede valeurs
extrêmes.Cet estimateurest inspiré de ceuxpropośespar Girard et Jacob([42, 43]) qui sontconstruits
enutilisantunebaseorthonorḿeede l’espaceo  Z � 3 �)[ (basedeHaar, basetrigonoḿetrique).L’utilisation
de la basedeFaber-Schauderprésentecertainsavantagesparrapportauxestimateursobtenusenutilisant
la basede Haarou la basetrigonoḿetrique.En effet, l’estimateurquenousproposonsdansce chapitre
estcontinuce qui n’est pasle caspour la basede Haar. La basetrigonoḿetriquefournit quantà elle un
estimateurcontinumaisellenécessitedesupposerque 
 � � �8� 
 � � � . Cettehypoth̀esen’estpasnécessaire
si on utilise la basedeFaber-Schauder.

Nousdonnonsdesconditionspourquenotreestimateurconvergeuniformémentpresque-complètement
ainsi qu’enmoyennequadratiqueintégŕeeou uniformeversla fonction 
 . Nousdéterminonsaussisaloi
asymptotiqueet, en s’inspirantdestravaux de Girard et Jacob([42, 43]), nousproposonsuneméthode
permettantdedébiaiserl’estimateur. Signalonsquecechapitrea fait l’objet d’unepublication(voir [36]).

Dansla premìere partiedu chapitre2, nousrappelonsle résultatessentielde la théorie desvaleurs
extrêmes.Cerésultat,démontŕeparGnedenko[44], décrit leslimitespossiblesdela loi dumaximumd’un
échantillon.Ceslois sontindexéesparun param̀etre

�
appeĺe indicedevaleurextrêmeet selonsonsigne,

nousdistinguonstrois domainesd’attraction: Fréchet(
�qp �

) qui contientles fonctionsde répartition
dont la queueestà décroissancepolynomiale,Weibull (

� Lr�
) qui contientla majorité desfonctionsde

répartitiondepoint terminalfini et Gumbel(
� � � ) qui contientlesfonctionsderépartitiondont la queue

està décroissanceexponentielle.Nousénonçonsensuitelesconditionsd’appartenanced’unefonctionde
répartitionàl’un destroisdomainesd’attraction.Cesconditionsfaisantintervenirdesfonctionsàvariations
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Intr oduction

régulières,nousendonnonsaupréalablelesprincipalespropriét́es.Nousrappelonsaussiqu’unefonction
derépartition ` appartenantaudomained’attractiondeWeibull d’indice

� LJ�
s’écrit sousla forme:` ��*B�?� �gf ��*�s f *h�Dt "vuOwOx ZQ��*�s f *h�Dt " [ 3 (1)

où * s �zy6{�|h0!* 9 ` ��*B� L}� C estle point terminalde ` et
x

estunefonctionà variationslentes.La fonctionx
vérifie pourtout ~ p � , ��� �a��I� x � ~ *B�x ��*B� � � S

Demême,nousrappelonsqu’unefonctionderépartitioǹ appartenantaudomained’attractiondeFréchet
d’indice

��p �
s’écrit sousla forme: ` ��*B�?� �gf * t "vuOw x �A*B�>S

Dansla secondepartieduchapitre2,nousprésentonsunrésultatplusoriginal.Nousnousintéressonsau
comportementasymptotiquedu nombredepointsqui dépassentle seuilaléatoiren ��U@��� � . Rappelonsque� n�� � estunesuitede

[G� 3 � Z etqueU ��� � désignele maximumdel’ échantillonU " 3PS�S�S�3XU � . Pluspréciśement,
si �D��( désignecenombredepoints,nousdonnonsdeshypoth̀esessurla fonctionderépartitioǹ pourque� ��(TkZ �gf ` � n �E*�s8� [��f���� 3 (2)

lorsqueT ���
. Cerésultatestessentieldansnotretravail puisquelespropriét́esdesestimateursquenous

proposonsendépendent.

Le chapitre3 est consacŕe à l’estimation de l’indice de valeur extrême.Pour ce faire, nousdispo-
sonsd’un échantillon U " 3�S�SPSO3XU@� de variablesaléatoiresréellesindépendanteset de mêmefonction de
répartition ` . Noussupposonsque ` appartientaudomained’attractiondeWeibull.

Avantdeprésenterplusendétail le contenudecechapitre,rappelonsquenotreobjectif estl’estimation
du quantileextrêmed’ordre \�� L]�P� T de la fonctionde répartition ` ac . Il estclair quele point terminal
de ` ac estfini puisquele support

/
estun ensembleborńe du plan.Il paraitdoncnatureldesupposerque`bac appartientau domained’attractionde Weibull d’indice de valeurextrême

� �A*B� L��
. Celaexplique

pourquoinousnousrestreignonsdansla suiteaucasd’unefonctionderépartitionappartenantaudomaine
d’attractiondeWeibull.

Le premierestimateurquenousintroduisonsdanscechapitreutilisedeuxnombresdepointsaléatoires�D��( et �D�X( . Cesontlesnombresdepointsqui dépassentlesseuils n ��U@��� � et � ��U@��� � où � n �E� et � � �E� sont
deuxsuitesdistinctesde

[�� 3 � Z . Pluspréciśement,nousestimons
� LJ�

par:���" � ��� f � � ZQ� ��f n�� � � � ��f �P� � [� � � �D��( � �D�X( � S
L’id éequi nousa conduit à cet estimateurest la suivante: en utilisant la convergenceen probabilit́e (2)
ainsiquel’expressionde ` donńeeen(1), nousavonsprouv́equepour T “suffisamment”grand,��f � ���f n � � �D� (�D� (k� t we� � S (3)
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Intr oduction

L’estimateur ���" � � estalorsla solutionde l’ équation(3) en
�
. Nousmontronsquecetestimateurconverge

enprobabilit́evers
�
. De plus,nousprouvonssaconvergencepresque-ŝuredansle casoù

� L�fI�
. Nous

établissonsla normalit́e asymptotiquede l’estimateurdansle casparticulieroù
� L�fI�����

. Nousavons
étudíe le comportementde ���" � � surplusieurssimulations.Cetestimateurs’estavéŕe fortementbiaiśeprin-
cipalementlorsquel’indice quenouscherchons̀a estimerestprochede zéro.Nousn’avonseu un début
d’explicationdecephénoḿemequeplustard.Nousnoussommesaperçusquel’approximation(3) pouvait
êtreobtenuedifféremment.En effet, enremarquantquepour * “suffisamment”prochedu point terminal*�s , la fonction Z ��f ` �A*B� [ t w estapproximativementlinéaire,nousavonsobtenul’approximationsuivante:
pour � , � , � et � “assez”prochede *�s ,Z �ef ` � � � [ t w f Z ��f ` � � � [ t wZ �ef ` � � � [ t w f Z �ef ` � � � [ t w � � f �� f � S (4)

(Cetteapproximationsignifiesimplementquela “pente” entre� et � et la “pente”entre � et � estapproxi-
mativementla même).L’approximation(3) peut-̂etrealors obtenueen remplaçant � par n ��U@��� � , � parU@��� � , � par � ��U@��� � et � par U@��� � etenutilisantlesapproximations:�gf ` � n ��U@��� ��� � �D��( � T�3 �ef ` � � ��U@��� �E� � �D�X( � T ;>=��ef ` �VUl��� ��� � � S

Nousavonsalorspenśe quel’origine du biaisde l’estimateur �� " � � étaitsansdoutedûeaufait quel’on
supposeque

��f ` �VU@��� �2� � �
. En effet, si

�
estprochedezéro, U@��� � estun estimateurfortementbiaiśe

du point terminal.
Nousavonsensuiteespeŕe obtenirun estimateurmoinsbiaiśeque ���" � � enproćedantdela façon suivante:
aulieu deremplacerdansl’approximation(4) � et � par U@��� � , nouslesremplaçonsparlesseuilsaléatoires  ��U@��� � et ¡ ��U@��� � où �   �E� et � ¡ �E� sontdeuxsuites(nonobligatoirementdistinctes)de

[�� 3 � Z différentes
dessuites � n �E� et � � ��� . En utilisantlesapproximations:��f ` �   ��Ul��� �E� � �D¢B( � T ;>=��gf ` � ¡ ��U@��� ��� � �D£O( � Tk3
nousavons,pour T assezgrand, � � f ¡ �n � f   �J¤ � t w� ( f � t w¢ (� t w�¥( f � t w£O(§¦ � � S (5)

Nousproposonsdoncd’estimer
�

parla solution ��! � � del’ équationen
�

(5). Nousmontronsquesi �D¢ ( :�D£v( L �D��( L �D�X( , la solutiondel’ équation(5) existeetestunique.Cetestimateurs’avèrenettementmoins
biaiśeque ���" � � . Cependant,il poss̀edeunevarianceplusimportante.Celas’expliqueentreautreparle fait
quenousutilisonsquatreseuilsaléatoiresaulieu dedeux.

Ensuite,nousavonsnaturellementeuenvie deproposerun estimateurdont le biaisseraitdel’ordre de
celui de ��  � � et la variancede l’ordre de celle de �� " � � . Nousavonsfinalementeu l’id éede remplacerles
nombres� , � , � et � parlesmêmesvaleursquepour l’estimateur ���" � � maisd’approcher

�bf ` �GU@��� �E� non
pasparzéromaispar

�P� T . Il esteneffet connuque U@��� � estun“bon” estimateurduquantiled’ordre
��� T .

Cecinousa conduità proposercommeestimateurde
�

l’estimateur ���# � � défini commeétantla solutionde
l’ équationen , : �ef � ��ef n�� ¤ � tB¨��( f©�� tB¨�X( f©� ¦ � � S (6)

Nousmontronsquesi
�L �D� ( L �D� ( , alorsla solutiondel’ équation(6) existeet estunique.Le compor-

tementdel’estimateur ���# � � surlessimulationss’estavéŕe tel quenousl’espérions.Sonbiaisestnettement
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Intr oduction

inférieurà celui del’estimateur ���" � � et savarianceplusfaible quecellede l’estimateur ��! � � . L’estimateur
del’indice devaleurextrêmele plusintéressantquenousayonspropośedanscetravail estdoncincontes-
tablement ���# � � . Nousl’avonscompaŕe, surplusieurssimulations,̀a desestimateursclassiquesde l’indice
devaleurextrême: l’estimateurdesmoments[25] et l’estimateurpropośeparBeirlantetal. [4]).

Concernantl’ étudethéoriquedesestimateurs��  � � et �� # � � , nousne disposonspour l’instant quede la
convergenceen probabilit́e. Cetteétudeestcompliqúeepar le fait quecesdeuxestimateursne sontpas
définisexplicitement.

Dansle dernierparagraphedece chapitre,nousnousintéressons̀a l’estimationde
�

dansle domaine
d’attractiondeFréchet.Nousmontronsquelesvariablesaléatoires�@�" 3�S�SPSO3 ���� avec� �N � � �ef $U@N f %«ªJ$ � j 0�U@N p % CE3 R � � 3PS�S�S�36Tk3
sontindépendanteset de mêmefonctionderépartitionappartenantaudomained’attractiondeFréchetet
celapour tout $ p �

et % . Nouspouvonsdoncainsiproposer, à partir desestimateurs���" � � , ��! � � ou ���# � � ,
desestimateursde l’indice de valeurextrêmequi sontvalidesdansle domained’attractionde Fréchet.
Cependant,le choix desparaḿetres $ et % s’avèreêtrecrucial pour la qualité desestimateursobtenus.
Nousavonsdoncpropośeuneméthodead-hocpermettantdechoisiraumieuxcesparam̀etres.

Dansla premìerepartiedu chapitre4, nousnousintéressons̀a la questionde l’estimationdu quan-
tile extrêmed’une fonction de répartitionappartenantau domained’attractiondeWeibull. Pource faire,
nousnoussommesappuýessur la mêmeapproximationquecelleutiliséepourestimerl’indice devaleur
extrême.Rappelonsquecetteapproximationestdonńee,pour � , � , � et � “assez”prochede *�s , par:Z �ef ` � � � [ t w f Z ��f ` � � � [ t wZ �ef ` � � � [ t w f Z �ef ` � � � [ t w � � f �� f � S (7)

En remplaçantdans(7) lesnombres� et � par * & ( (qui estle quantileextrêmed’ordre \ � quel’on cherche
à estimer),nousobtenonsl’approximation:Z ��f ` � � � [ t w f \ t w�Z �ef ` � � � [ t w f \ t w� � � f * &)(� f * &)( S
En remplaçant

�
parun estimateur�� � faiblementconsistantde

�
, etenutilisantlesapproximations�ef ` � n�� U ��� � � � � ��( � T ;>=��ef ` � �P� U ��� � � � � �X( � Tk3

nousendéduisonsquepour T “assez”grand:� t�¬w (��( f ��T \ �E� t ¬w (� t ¬w (�X( f ��T \ �E� t ¬w ( � * & ( f n ��U@��� �* &)( f � ��U@��� � S (8)

Nousproposonsalorscommeestimateurdu quantileextrêmed’ordre \ � la solutionde l’ équationen * &)(
(8). Celleci estdéfiniepar:�* & ( � �� �E�<�zU@��� � �P� Z � t ¬w (��( f ��T \�� � t ¬w ( [Hf n�� Z � t ¬w (�X( f ��T \�� � t ¬w ( [� t ¬w (��( f � t ¬w (�X( S
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Intr oduction

Nous montronsque souscertainesconditionset pour tout estimateur �� � faiblementconsistantde
�
, la

différence�* & ( � �� �E� f * & ( convergeenprobabilit́everszéro.
Il estbienconnuquel’estimateur“naı̈f ” U@��� � estlui aussiun estimateurconsistantde * &)( . Cependant,

il estfortementbiaiśe surtoutlorsquel’indice de valeurextrêmeestprochede zéro.Nousnoussommes
intéŕesśe dansla suitedecechapitreà la comparaisondesestimateurs�* &>( � �� � � et U ��� � . Nousavonsdans
un premiertempsétudíe la vitessede convergencede notreestimateurdansle cassimpleoù l’indice de
valeurextrêmeestconnu.Nousavonsobtenuun majorantde cettevitessecequi ne permetpasde faire
unecomparaison.Nousnousintéressonsensuiteà la questiondesavoir si �* &)( � �� ��� p U@��� � . En effet, dans
le cascontraire,l’estimateurU ��� � seraévidemmentpréférableà �* &)( � �� � � . Nousmontronsqu’enutilisant���# � � pourestimerl’indice devaleurextrême,l’estimateur �* & ( � ���# � �E� estalorsstrictementsuṕerieurà U@��� �
etcelaavecuneprobabilit́equi tendvers1 lorsqueT tendversl’infini.

Nousétudionsenfinle comportementdenotreestimateursurdiversessimulationsenle comparant̀aun
estimateurclassiquedequantileextrêmepropośeparDekkersetdeHaan[24].

Enfin, dansla deuxìemeet dernìerepartiedu chapitre4, nousrépondons̀a la questionde l’estima-
tion du quantileextrêmed’ordre \�� de la fonction de répartitionconditionnelle ` ac . Rappelonsque la
méthodequenousutilisonsconsistèa consid́ererlesobservationsi NH�10 � N j 0 9 UlN f * 9 : � �hCE3 R � � 3�SPS�SX3DTk3
où � � ��� estunesuitestrictementpositive qui tendverszéro lorsque T tendvers l’infini. La fonction de
répartitiondesvariablesaléatoires

i " 3�SPS�SO3 i � convergeantvers ` ac lorsqueT tendversl’infini, nouspro-
posonsd’estimer
'&)( ��*B� par:�
'& ( �A*B�?� i ��� � � �Z � t ¬w ('® a�¯� ( f �AT \ �E� t ¬w (°® a�¯ [Hf n �HZ � t ¬w ('® a�¯� ( f ��T \ ��� t ¬w ('® a�¯ [� t ¬w ( ® a>±� ( f � t ¬w ( ® a�¯� ( 3
où
i ��� � est le maximumdesobservationset �� �H��*B� estun estimateurfaiblementconsistantde

� ��*h� . �D� (
et �D�X( désignentlesnombresdevariablesaléatoiresparmi

i " 3PS�SPSX3 i � qui dépassentlesseuils n � i ��� � et� � i ��� � . Sousdesconditionsderégularit́e sur la fonction 
 et sur la fonctionderépartitionconditionnelle` ac , nousmontronsque �
'& ( ��*B� f 
'& ( ��*h� �fB� �
lorsque T tendvers l’infini et ceci pour tout estimateur�� �H��*B� faiblementconsistantde

� �A*B� . Nousprouvonsaussique les estimateurs���" � � , ��! � � et ���# � � définis
dansle chapitre3 et calcuĺesà l’aide desvariablesaléatoires

i " 3�S�SPSX3 i � sontdesestimateursfaiblement
consistantde

� ��*B� .
Pourfinir, nousétudionsle comportementdel’estimateur �
!&>( ��*B� surplusieurssimulations.Nousnous

intéressonsentreautreà l’influencedu choixdela suite � � �E� sursoncomportement.
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Chapitr e 1

Estimation du support d’un processusde
Poissonenutilisant la basede
Faber-Schauder

1.1 Intr oduction

Dansce chapitre,nousproposonsun estimateurdu support
/

d’un processusponctuelde Poisson
d’intensit́einconnueavec / �102��*4365��87 .  9 �: * :��<;>=?�@: 5 : 
 �A*B�DCE3 (1.1)

où 
 est une fonction inconnueet continueappeĺee frontière du support. Il est clair qu’ici l’estimation
du support

/
estéquivalenteà l’estimationdela fonction 
 . On consid̀eregéńeralementquelespremiers

travauxrelatifsà l’estimationdesupportsontdusàGeffroy [38] etRényi etSulanke[72, 73]. Geffroy pro-
posed’estimerla frontièredusupportavecun simplehistogrammebaśesurlesplusgrandesobservations.
Cetestimateura ét́e étudíe et amélioré notammentparChevalier [16], Bosq[10], et Jacob[59]. Rényi et
Sulankequantà eux consid́erentdessupportsbidimensionnelsconvexesqu’ils estimenten prenantsim-
plementl’enveloppeconvexe desobservations.Pourrépondreà desquestionsprovenantdu domainede
l’ éconoḿetrie(estimationdela productionoptimale,etc. . .), Deprins,Simaret Tulkens[26] étudientdes
supportsdu mêmetypequecelui défini en(1.1) maisensupposantquela fonction 
 estconcave et stric-
tementcroissante.Ils estimentcettefonctionenutilisant l’estimateurDEA (DataEnvelopmentAnalysis)
initialementpropośe parFarrell [33] et qui estla pluspetitefontion concave et strictementcroissanteen-
veloppantl’ensembledesobservations.L’estimateurDEA peut-̂etrecalcuĺe enutilisantunetechniquede
programmationlinéairepropośeeparCharneset al. [15]. Deprins,Simaret Tulkens[26] proposentaussi
l’estimateurFDH (FreeDisposalHull) qui géńeralisel’estimateurDEA aucasoù la fonction 
 n’estplus
suppośeeconcave maisuniquementstrictementcroissante.La loi asymptotiquedel’estimateurDEA aét́e
établieparGijbels,Mammen,Park et Simar[40] et la vitessedeconvergenceoptimaleparKneip,Park et
Simar[62]. Pourd’autresrésultatsthéoriquessur lesestimateursDEA et FDH, voir parexempleBanker
[3], Grosskopf[48], Korostelev, SimaretTsybakov [63, 64].
Dansle casoù la fonction 
 n’estplussuppośeeconcave et/oustrictementcroissante,Korostelev et Tsy-
bakov [65] proposentd’estimerla frontièredu supportpar unefonction polynomialepar morceaux.Ils
démontrent(voir aussiHärdle,Park et Tsybakov [53]) quel’estimateurainsi obtenuestoptimal au sens
de la théorieminimax pourvuquele degré de régularit́e de la fonction 
 soit connu.D’autresrésultats
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Estimation du support d’un processusde Poissonen utilisant la basede Faber-Schauder

théoriquesainsiquedesaméliorationsdecetestimateursontdonńesparGayraud[37], Mammenet Tsy-
bakov [66], etc. . ..
L’ensembledesestimateursmentionńesci-dessusutilisentpour leur constructionlesobservationsprove-
nantd’un échantillonde T variablesaléatoiresindépendanteset identiquementdistribuées.Dansle casoù
lesobservationssontissuesd’un processusponctuel,desestimateursde la frontièredu support

/
ont ét́e

propośesparJacobet Abbar [60], Jacobet Suquet[61], Abbaret Suquet[1] et Girard et Jacob[42, 43].
Dansle casd’un processusponctueldePoisson,Abbaret Suquet[1] proposentd’approcherla fonction 

entronquantsondéveloppementdansunebaseorthogonale.Leurestimateurdela frontièredu supportest
ensuiteobtenuenestimantlescoefficients.Lespropriét́esdecedernieront ét́e étudíesparJacobetSuquet
[61] pour la basede Haaret lesbasesde l’espace² " desfonctionsdedérivéscontinues.L’inconvénient
decetestimateurrésidedansle fait quel’estimationdescoefficientsrequiertla connaissancedel’intensité
du processusponctueldePoisson.Girardet Jacob[42, 43] proposentalorsd’utiliser desvaleursextrêmes
pourestimercescoefficients.Ils étudientl’estimateurainsiobtenudansle casde la basede Haar[42] et
dela basetrigonoḿetrique[43].
Danscechapitre,onutilise la mêmeméthoded’estimationquecellepropośeeparGirardetJacob[42, 43]
maisenutilisantla basedeFaber-Schauder. Cettebase,qui n’estpasunebaseHilbertienne,estobtenueen
prenantlesprimitivesdesfonctionsdéfinissantla basedeHaar. L’utilisation decettebasea l’avantagede
fournir un estimateurcontinudela fonction 
 (aucontrairedel’estimateurobtenuavecla basedeHaar)et
deneplusavoir à supposerque 
 � � ��� 
 � � � (cequi estle caspourla basetrigonoḿetrique).
Le plandecechapitreestle suivant.Dansle paragraphe2, on définit notreestimateurqui s’écrit sousla
formed’unecombinaisonlinéairedevaleursextrêmes.Dansle troisièmeparagraphe,on donnequelques
résultatspréliminairespermettantl’ étudedespropriét́esde l’estimateur. Dansle paragraphesuivant,on
démontrequel’erreur faite en approchantla fonction 
 par sondéveloppementtronqúe dansla basede
Faber-Schauderconverge uniformémentverszéro. Le paragraphe5 estconsacŕe à la démonstrationdes
convergencesuniformepresquecompl̀ete,en moyennequadratiqueintégŕeeet en moyennequadratique
uniforme.La convergenceen loi est obtenuedansle paragraphe6 et on reprendla méthodeintroduite
parGirard et Jacob[42, 43] pour proposerun estimateurdébiaiśe.Enfin, dansle dernierparagraphe,on
s’intéresseaucomportementdel’estimateursurunesimulation.

1.2 Définition de l’estimateur

On consid̀ereun processusponctueldePoisson³ demesuremoyenne�P´ , où ´ estla mesuredeLe-
besguesur .  et � est l’intensité que l’on supposeinconnue.Le supportde ³ est défini de la même
manìerequ’en (1.1) et on supposeque 
 appartient̀a l’espace² + Z � 3 �)[ desfonctionscontinuessur Z � 3 �D[ .
Dansce paragraphe,on définit un estimateurde cettefonction.La constructionde celui-ci s’effectueen
deuxétapes.Dansun premiertemps,onproposeuneapproximationde 
 entronquantsondéveloppement
dansunebasede ² + Z � 3 �D[ et on estime,dansunesecondéetape,lescoefficientsdecettebaseenutilisant
les“valeursextrêmes”du processus³ . Commebasede ² + Z � 3 �D[ , nousprenonsla basedeFaber-Schauder
dontnousrappelonsci-dessousla définition.

Soit R un entierstrictementpositif. On consid̀ereles intervalles µ N�� ¶ &)· X¸ ·V¹�º 3 &>·¼» " �¸ ·V¹�º>½ , R@¾ �
où \ N et ¿ N

sontdétermińesdemanìereuniqueparlesrelationsR � ��À · t " ªÁ\ N et
�@: \ N Lz��À · t " (si \ N�� ��À · t " fJ� ,

l’intervalle µ N estfermé à droite).La basedeFaber-Schauderestdéfiniepar la suite �AÂ>N��ONVÃ " defonctions
continuessur Z � 3 �D[ avec Â t " ��*B�?� jPÄ +>� "�Å �A*B�ÆÂ>+E��*h�?��* jPÄ +W� "�Å ��*h�>3
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et,pour R8¾ � , Â>NX��*B�?� � À ·�ÇWÈ * f \ N� À · t " ½ j>ÉXÊm· �A*B� ª � \ N ª �� À · t " f * � j>É�Êm·ÌË º ��*h�ÎÍÏ3
où jDÐ ��*h�?� �

si *Ñ7ÓÒ et zérosinon.Unepropriét́e importantedela basedeFaber-Schauderestquepour
toutefonction 
 7 ² + Z � 3 �D[ , la somme ÔNQÃ t " � NX� 
 ��Â>N convergeuniformémentvers
 sur Z � 3 �)[ , lescoefficients� NX� 
 �>3 R8¾ fI� étantdéfinispar: � t " � 
 ��� 
 � � � � +E� 
 �k� 
 � � � f 
 � � �>3 (1.2)

et,pour R8¾ � , � NX� 
 ��� 
 � � \ N ª �� À · � f �� Ç 
 È \ N� À · t " ½ ªÕ
 � \ N ª �� À · t " � Í�S (1.3)

Pournepasalourdirinutilementlesnotations,on écrit dansla suite � N aulieu de � N¥� 
 � .
Remarque1.1 Si 
 estunefonction höldérienned’ordre Ö 7 [G� 3 � Z , alors,pour Rl¾ �

, R � ��À · t " ª×\ N ,�: \�N LJ� À · t " , on a � NH�1Ø�� � t�Ù À · �>S (1.4)

En effet, d’après(1.3),� NÚ� 
 �VÛ�N¼� f �� Z 
 � Ö NQ� ªÕ
 �VÜBNV� [ � �� Z 
 �VÛ�N¼� f 
 � Ö NQ� [ ª �� Z 
 �VÛ�NÝ� f 
 �VÜhNQ� [ 3
où ÛEN estle milieu del’intervalle µ N��ÞZ Ö Nv3�ÜBNmZ . Commepour R � ��À · t " ªß\ N , ��: \ N Lz��À · t " , la longueur
del’intervalle µ N est

� t À · etpuisque
 is Ö -höldérienne,on endéduitfacilement(1.4).

1.2.1 Approximation de la fonction à
Soit � ��� � unesuitecroissanted’entierstelsque ��� � ��á6â( f©� , � â� 7Yã . On noteä �H� 
 ����*h��� å (æN¼ç t " � NGÂWN¥�A*B�

la sommepartielled’ordre ��� dela série 
 ��*B�k� ÔNVÃ t " ��N Â N ��*B� et onpose¡Dè �×é � � ���bª � � pouré]� � 3PS�SPSv3 � � ª �
. Nous allons donnerune approximationdes coefficients � N , R � fI� 3PS�S�S�3 � � ce

qui, d’après (1.2) et (1.3) est équivalent à donnerune approximationde la fonction 
 aux points ¡ è ,éq� � 3�SPS�SO3 ���@ª �
. On proposeensuited’approcherla fonction 
 en remplaçant dansl’expressiondeä ��� 
 � les � � ª � coefficientspar leursapproximations.Dansle but de donneruneapproximationde la

fonction 
 auxpoints ¡ è , éY� � 3PS�SPSv3 � � ª � , on divise le support
/

en ��� cellules ê ��� � où �����E� estune
suitecroissanted’entiersetê ��� �e�102��*4365��87 / 9 *ë7 j ��� �'CE3 j ��� �ì� Ç)í fJ���� 3 í��� Ç 3 í � � 3PS�S�S�36���2S (1.5)

Notons *����r� � í f×� � � � � ���°� le milieu del’intervalle j ��� � . Dansla suite,on supposeque:����� � � �B� � � ª � �>3 � �§7YãIS (1.6)
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Remarque1.2 Sousla condition(1.6),l’intervalle µ N estl’union desintervallesj ��� � pourlesquels*��Ï7 µ N .
PosonsÛ��î� ��� Z � � � � ª � � [ . On approche
 � � � par la moyennedes � � valeurs 0 
 �A*��X�>3 í 7×ïlC avecïð�10 í � � 3�S�SPSO36��� 9 j ��� �bñ�Z � 3�ÛE��Z�C . Autrementdit, on approche
 � � � par:ò
 � � �?� �� � á (æ �Xç " 
 ��*��6� jPÄ +>� ó ( Ä �A*��>� (1.7)

De la mêmemanìere,on approche
 � � � par:ò
 � � �k� �� � á (æ �Xç " 
 ��*��6� jPÄ " t ó ( � "�Å ��*��6� (1.8)

Enfin, pour R � � 3�SPS�SX3 � � , on approche
 � ¡ NV� par la moyennedes
� � � valeurs 0 
 �A*��6�>3 í 7ôïlC avecïð�10 í � � 3�S�SPSO36��� 9 j ��� �bñ�Z ¡ N f ÛE�B3 ¡ N ª ÛE�hZ�C . Autrementdit, on approche
 � ¡ NV� , R � � 3�S�SPSO3 � � parò
 � ¡WN �?� �� � � á (æ �Xç " 
 �A* � � j Ä £O· t ó ( � £O·Q» ó ( Ä ��* � �>3 R � � 3PS�SPSv3 ��� S (1.9)

En remplaçantdans(1.2) et (1.3) lesvaleursde la fonction 
 auxpoints ¡Dè 3�éë� � 3�SPS�SO3 ����ª � par leurs
approximations(1.7)-(1.9),on approcheles � � ª � coefficientsde ä ��� 
 � par� t " � �� ò
 � � �k� ���� á (æ �¥ç " � t " ��*��D� 
 �A*��6� � +>� ��� ò
 � � � f ò
 � � ��� ���� á (æ �Xç " � +°�A*��>� 
 �A*��6�>3 (1.10)

� " � ��� ò
 � ����� � f �� Z ò
 � � � ª ò
 � � � [ � ���� á (æ �Xç " � " ��*��6� 
 ��*��D�>3 (1.11)

et,pour R � � 3�S�SPSO3 ��� ,��NV� � � ò
 � � \�N�ª �� À · � f �� Ç ò
 È \�N� À · t " ½ ª ò
 � \�N�ª �� À · t " � Í�� �� � á (æ �¥ç " �DN ��* � � 
 ��* � �WS (1.12)

où, � t " ��5��?� j Ä +>� ó ( Ä �A5E� � +°��5��?�]õ j Ä " t ó ( � "�Å f j Ä +>� ó ( ÄÌö ��5��>3� " ��5��?� � �� j Ä "vu� t ó ( � "vu� » ó ( Ä f �� j Ä +>� ó ( Ä f �� j Ä " t ó ( � "�Å � ��5E�W3
et,pour R � � 3�S�SPSO3 � � ,�DN ��5E�÷� � �� j Z ºÊ ¸ · t ó ( � ºÊ ¸ · » ó ( Z f �� j Ä +>� ó ( Ä f �ø jhù ºÊ ¸ · ¹�º t ó ( � ºÊ ¸ · ¹�º » ó ( ù � �A5E�>34y � \�N� À · t " � � 3� NO��5E�÷� � �� j ù Ê ¸ · ¹�ºÊ ¸ · t ó ( � Ê ¸ · ¹�ºÊ ¸ · » ó ( ù f �ø j ù Ê ¸ · ¹Eº ¹EºÊ ¸ · ¹Eº t ó ( � Ê ¸ · ¹Eº ¹�ºÊ ¸ · ¹Eº » ó ( ù f �� jPÄ " t ó ( � "AÅ � �A5E�>34y � \ N ª �� À · t " � � 3� NO��5E�÷� � �� jhù ÊVú · Ë ºÊ ¸ · t ó ( � ÊVú · Ë ºÊ ¸ · » ó ( ù f �ø jhù ú ·Ê ¸ · ¹�º t ó ( � ú ·Ê ¸ · ¹�º » ó ( ù f �ø jhù ú · Ë ºÊ ¸ · ¹�º t ó ( � ú · Ë ºÊ ¸ · ¹�º » ó ( ù � ��5E�W3y � \ N�û� �e;>= \ N<û� � À · t " f©� S
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En remplaçant dansl’expressionde ä ��� 
 � les � � ª � coefficients par leurs approximationsdonńeesen
(1.10),(1.11)et (1.12),onapprochela fonction 
 par:
 �H��*B�?� ���� á (æ �Xç " � �H��*��!3D*B� 
 ��*��v�>3 *ë7ßZ � 3 �D[ 3 (1.13)

où la fonctionnoyau� � estdéfiniepar:� �Ú��5h36*h��� å (æNÝç t " � � � � ª � � � Nv��5��XÂ>NX��*h�>3 *î7YZ � 3 �D[ 3�5l7ßZ � 3 �D[ S (1.14)

1.2.2 Estimation de la fonction à
Nousallonsàprésentdéfinir notreestimateurde 
 . Dansla suite,notons³Y� � la somme³ " ª S�SPS ªY³ü�

de T copiesindépendantesdu processusponctuelde Poisson³ . Les résultatsasymptotiquessontdonc
obtenusenfaisanttendreT versl’infini. En utilisantl’approximationdela fonction 
 parla fonction 
 � , il
suffit, pourestimer
 , d’estimer
 ��*��X� pour í � � 3�SPS�SX3D��� . Or, unestimateurnaturelde 
 ��*��D� estobtenuen
prenantle maximumdessecondescoordonńeesdu processusponctueltronqúe ³ � � �OS�ý ê��� � � . En notant� ���� � cemaximum,nousproposonsdoncd’estimer
 par:�
�� ��*h�?� ���� á (æ �¥ç " �� �A* � 36*B� � ���� � 3 *Ñ7ßZ � 3 �D[ S (1.15)

1.3 Résultatspr éliminair es

1.3.1 Forme explicite de la fonction noyau þ �
Pourfaciliter l’ étudedu comportementasymptotiquedel’estimateur �
 � , nousdonnonsici uneécriture

simplifiéedela fonctionnoyau�� .
Proposition1.1
Pour *ë7 µ å ( » " , � �Ú��5h36*h��� ÿ� � � � � � ª � �>Z ��f � � � ª � �X* [ y � 5§7ÓZ � 3XÛ���Z¼3� � � ª � �  * y � 5§7ÓZ ÛE�B3 	 Û��2Z S
Pour *Ñ7 µ å ( » Nv3 R � � 3�SPS�SO3 � � ,� � ��5h36*h��� ÿ� � � � � ª � �WZ R f � � � ª � �X* [ y � 5l7ßZQ� � R fß	 �OÛ��B3!� � R f©� �OÛ��2Z 3� � � ª � �WZQ� � � ª � �X* f R�ª �D[ y � 5l7ßZQ� � R f×� �OÛ��B3!� � REª � �OÛ��2Z S
Enfin,pour *Ñ7 µ  å (!» " ,� �Ú�A5B3D*B�k� ÿ� � � � � ª � �  � ��f *B� y � 5§7ßZQ� � � � � ª � � fÁ	 �OÛ��23'� � � � � ª � � f×� �OÛ��BZ¼3� � ����ª � �>ZQ� ���eª � �X* f ��� [ y � 5§7ßZQ� � � ���eª � � f©� �OÛ � 3 �D[ S
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La démonstrationde ce résultatestreport́eeenannexe (voir Annexe A). Elle estbaśeesur le résultat
suivantqui serautilisé fréquemmentparla suite.

Lemme 1.1 Notons Z � [ la partieentièrede � . Si *Y7ÁZ ¡)& 3 ¡D&>» " Z , où \ 7Á0 � 3�SPS�SO3 � ��C , alors Â>NX��*B� û� �
si et

seulementsi : R � fI� 3 R � ��� { R � � áDâ( t è t " ª ¶ \� è » "�� 3é� � 3�SPS�SO36� â� f×� S
Démonstration

f
On a Z ¡D& 3 ¡)&)» " Z�� µ å ( »�&)» " � µ  �� â( »�& . On montrefacilementquesi *Ñ7 µ  �� â( »�& , alors*Ñ7 µ
	 Ê � â( ËPúÊ��� � µ  �� â( ¹�� » ù úÊ���� 3

pour tout éß7×0 � 3�S�SPSO36� â� fz� C . Ainsi, d’aprèsla définition de la basedeFaber-Schauder, ÂWN6��*B�û� �
si et

seulementsi :R � fI� 3 R � ��� { R ���� ��á â( t è ª�� & ���� �� � � áDâ( t è t " ª ¶ \� è » " � 3é�� � 3�S�SPSO36� â� f×� S �
1.3.2 Etude de la fonction noyau þ �

Dansla suite,onpose: � ��� èE��*h�?� ¤ á (æ �Xç " Z � �H��*���36*h� [ è ¦ "Ou è 3é�7Ñ0 � 3 � 3 	 CES
Lemme 1.2 Pourtout * 7ßZ � 3 �D[ , on a lespropriét́essuivantes:

(i)
� ��� " ��*B�?����� ,

(ii) � � � ª � �  � � : �  ���  ��*h� :×ø � � � ª � �  � � ,
(iii) � � � ª � � # � � ���: � #��� # �A*B� :�� � � � ª � � # � � .

Démonstration
f

(i) D’aprèsla Proposition1.1,si *Ñ7 µ å ( » NO3 R � � 3PS�SPSX3 � � ,� ��� " ��*h�?� á (æ �Xç " � ���*��'36*h�?� � � ��� � � ª � �>Z R f � � � ª � �X* ª � � � ª � �X* f Rhª �D[ �����HS
Deplus,si *Ñ7 µ å ( » " ,á (æ �Xç " � �H��*��'36*h��� � � � � ª � � � ��Z �ef � � � ª � �X* [ ª � � �H� � � ª � �  *@�����BS
Enfin, on montrede la mêmemanìerequesi *�7 µ  å ('» " , alors

� ��� " �A*B�@� ��� , ce qui conclut la
démonstrationde(i).
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(ii) Pour *ë7 µ å ('» Nv3 R � � 3�S�SPSX3 � � , on a :�  ���  ��*B�?� á (æ �Xç " Z � �H��*��!3D*B� [  � � � �H� � � ª � �  �� Z R f � � � ª � �X* [  ª ZV� � � ª � �X* f Rhª �D[  � S
Notonsn la fonctiondéfiniesur µ å (P» N par:n ��*B�?� Z R f � ����ª � �X* [  ª ZQ� ����ª � �X* f R�ª �D[  S
Enminimisantet maximisantla fonction n surl’intervalle µ å ('» N , on obtient:� ���Iª � �  ��� : �  ���  ��*h� :J� � ���Ïª � �  ��� 3?*ë7 µ å ('» N 3 R � � 3PS�S�SO3 ��� S (1.16)

De la mêmemanìerequepréćedemment,onmontrequesi *Ñ7 µ å ('» " ou *î7 µ  å ('» "ø � � � ª � �  � � ��	: �  ���  ��*B� : ø � � � ª � �  � �B3 (1.17)

(1.16)et (1.17)concluentla démonstrationde(ii).
(iii) La démonstrationestsimilaireà celledu Lemme1.2(ii).

�
1.3.3 Etude de la valeur extrême ! ���� �

L’estimateur �
 � étantunecombinaisonlinéairedes ��� valeursextrêmes� ���� � et puisqueles variables
aléatoires� ���� � 3 í � � 3�SPS�SO36��� sont indépendantes,il suffit, pour connâitre la loi de �
 � , de connâitre la
loi de �@���� � pour tout í 7×0 � 3�SPS�SX3D����C . Il estdoncessentielderappelerici quelquesrésultatssur la loi de� ���� � . Notons $ ��� � (resp. % ��� � ), le maximum(resp.le minimum)de la fonction 
 sur l’intervalle j ��� � . Si�: 5 : % ��� � , la fonctionderépartitionde �@���� � estdéfiniepar:`���� � �A5E�?� d"� ³ � � Z ê ��� � ýß� jD��� �$# ZÌ5h3 � ��� [ � � � � ;&% | Ç T ���� ��5 f � ��´���� � �ÎÍI3 (1.18)

avec ´���� � � ´ � ê��� � � . Surl’intervalle Z %§��� � 3 $ß��� � [ , la fonctionderépartitionde ������ � estinconnue.Deplus,
si 
 estunefonction Ö -höldérienne,Të������� " » Ù� � et ����������T � � � T� , alors,y6{�|�Xç " �('('(' � á (�)))) * � � ���� � � f % ��� � ª � �T � )))) �1Ø����htBÙ� � (1.19)

et, yD{�|�Xç " �('('(' � á ( *,+ � �@���� � f 
 ��* � ���� �  �- �1Ø���T t  �>S (1.20)

Lesrésultats(1.18),(1.19)et (1.20)sontdémontŕesdans[42, 43].

1.4 Convergenceuniforme de l’appr oximation .0/
Dansce paragraphe,on démontreque � 
 � f 
 � converge uniformémentvers zéro. Rappelonsque,

d’aprèsunepropriét́e de la basede Faber-Schauder, ä ��� 
 � converge uniformémentvers 
 , où ä ��� 
 � est
la sommetronqúee à l’ordre � � du développementde 
 dansla basede Faber-Schauder. Ainsi, pour
démontrerque � 
 � f 
 � convergeuniformémentverszéro,il suffit dedémontrerque � ä �H� 
 � f 
 �E� converge
uniformémentverszéro.
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Proposition1.2 Si 
 estunefonction Ö -höldérienne,alors 
 � convergeuniformémentvers 
 .
Démonstration

f
Commeannonćedansl’introduction, il suffit dedémontrerqueyD{�|a 9 ä �� 
 �P��*B� f 
 �H��*h� 9 ����� � �>S

Or, 9 ä �� 
 �P��*B� f 
 �H��*h� 9 : å (æN¼ç t " 9 � N f � NV� � 9 Â>NX��*h� : �21 %N 9 � N f � NV� � 9 å (æN¼ç t " Â>NX��*B�WS
D’après(1.2),(1.3)et (1.11),(1.12),etpuisque
 estunefonction Ö -holdérienne,on a :�21 %N 9 � N f � NV� � 9 �1Ø�� �P� � Ù� �>S
Le Lemme1.1et le fait quepourtout * et R on ait ÂWN¥��*h� :�� , impliquentqueyD{�|a 9 ä �� 
 �P��*B� f 
 �H��*h� 9 : ��� â� ª � �DØ�� �P� � Ù� �?����� � �>3
cequi conclutla démonstration.

�
1.5 Convergencede l’estimateur 3. /

Dansceparagraphe,on démontretrois typesdeconvergencepourl’estimateur �
 � .
1.5.1 Convergenceenmoyennequadratique

On donnedesconditionssuffisantespourqueµ " � �
 �E�?�54 "+ * Z �
 �H��*B� f 
 ��*h� [  � * ���
lorsqueT ���

et, µ  � �
�� �?�zyD{�|a * 0EZ �
°� ��*h� f 
 ��*B� [  C ���
lorsque T � �

, où µ " � �
 �E� est l’erreur moyennequadratiqueintégŕeede l’estimateur �
 � et µ  � �
 �E� est
l’erreur moyennequadratiqueuniformedel’estimateur �
 � .
Théorème1.1 Si 
 estunefonction Ö -höldérienne,���ë�«����T � � � T� et TÕ�«�2�A� " » Ù� � , alors, �
 � converge
enmoyennequadratiqueintégŕeeetenmoyennequadratiqueuniformevers 
 .

Démonstration
f

D’aprèsle Théor̀emedeFubini, l’erreur moyennequadratiqueintégŕes’écrit :µ " � �
 ���8� * Z76 �
 � f 
 6   [ S
La Proposition1.2et le fait que6 �
�� f 
 6   :J� ��6 �
�� f 
�� 6   ª 6 
�� f 
 6   �>3
nousassurentqu’il suffit des’intéresserauterme 6 �
 � f 
 �86   pourdémontrerle théor̀eme.On a:6 �
 � f 
 �86   � 4 "+ + á (æ �Xç " � �H��*��!3D*B� � �@���� � f 
 ��*��D���� � -  � *�S
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Poursimplifier lesnotations,posons � ��� �e� � ���� � f 
 ��*��D���� S
* Z76 �
 � f 
 �86   [ � *:9; 4 "+ á (æ�O� <Îç " � ��� � � ��� < � �H��*��!3D*B� � ���A*=<>3D*B� � *?>@: � yD{�|� * � �  ��� � � 4 "+ á (æ�O� <mç " �� ��* � 36*h� �� ��* < 36*B� � *: � yD{�|� * � �  ��� � ��y6{�|a �  ��� " ��*h�>S (1.21)

D’après(1.20)et le Lemme1.2(i), on a :* Z76 �
 � f 
 �A6   [ �1Ø � ���T �  �}�2� � �>3
ce qui montreque �
 � converge en moyennequadratiqueintégŕe vers 
 . Commede plus, la majoration
(1.21)esttoujoursvalablepour µ  � �
 �E�8�zyD{�|a * 0EZ �
 ���*B� f 
 ��*h� [  C , on endéduitaussique �
 � convergeen

moyennequadratiqueuniformevers 
 . �
1.5.2 Convergenceuniforme presquecomplète

Nousallonsdémontrerquepourtout B p � ,d"� ��� � y6{�|� �I� 0C6 �
 � f 
 6 � p B C � � � 3
ou autrementdit que �
 � convergeuniformémentpresquecompl̀etementvers 
 .
Théorème1.2 Si 
 estunefonction Ö -höldérienneet � � �ô����T � � � T� , alors �
�� converge uniformément
presquecompl̀etementvers 
 .
Démonstration

f
Il suffit dedémontrerquepourtout B p � ,�æ�!ç " d Z�0C6 �
°� f 
 6 � p B C [�LJ� S

Pourcefaire, il suffit d’aprèsla Proposition1.2,des’intéresser̀a la quantit́e �
 � f 
 � . Ona :�
 �Ú��*h� f 
 ����*h�?� ���� á (æ �Xç " � �Ú�A*���3D*B�>Z � ���� � f 
 �A*��6� [ 3
d’où, 6 �
 � f 
 �86 � : y6{�|a �� � á (æ �Xç " � ���*��'36*h� �21 %� 9 � ���� � f 
 ��*��6� 9 S
On endéduit,d’aprèsle Lemme1.2(i), que:d Z76 �
 � f 
 �86 � p B [ : á (æ �Xç " d Z 9 � ���� � f 
 ��*��6� 9 p B [ S
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La fonction 
 étantcontinue,on saitquepour T suffisammentgrand, $ ��� � f % ��� � L B ��� uniformément
en í . Ainsi, 0 9 � ���� � f 
 ��*��6� 9 p B C�ñz0 � ���� � L % ��� � f B ��� CE3
cequi impliqueque d Z76 �
 � f 
 �86 � p B [�: á (æ �Xç " ` ��� � � % ��� � f B ��� �3
où ` ��� � estdéfinieen(1.18).On endéduitl’in égalit́ed Z76 �
 � f 
 �86 � p B [�: ��� ;&% | � f T ��B� � � � 3
cequi conclutla démonstrationpuisque���������T � � � T� . �
1.6 Convergenceen loi

Pourdémontrerlestrois typesdeconvergencedel’estimateur �
 � , nousn’avonspaseubesoind’impo-
seruneconditionsur le rapportdesvitessesde convergencedessuites � � �E� et �����E� . Il paraitcependant
clair qu’unetelle conditionestnécessairepourdéterminerla loi asymptotiquedel’estimateur �
�� . Dansce
paragraphe,on consid̀eredeuxcasdistincts.Tout d’abord,on supposeque ����� � � � � ª � � (i.e. � �@� �

),
et on démontreque ��T � � �����>Z �
 �H��*h� f 
 �H��*h� [ convergeenloi versuneloi desvaleursextrêmessi * estun
nombredyadique.Ensuite,onsupposeque � �����������E� etonmontreque ZÌT � � � ���  ��*h� [ Z �
 �2�A*B� f * � �
 �H��*h�X� [
converge en loi versuneloi normalecentŕeeet réduite.On proposeaussiuneméthodepour corriger le
biaisdenotreestimateuret ondétermine,pourlescas����� � � � � ª � � et � �����������E� , la loi asymptotique
du nouvel estimateurainsiobtenu.Cedernierrésultatpermetparexempledeconstruiredesintervallesde
confiance.

1.6.1 Cas D �FEHG
Convergenceen loi

Lemme 1.3 Soit � uneconstantestrictementpositive.Si 
 estunefonction Ö -höldérienneet Të������� " » Ù� � ,
alors,pour tout í 710 � 3�SPS�SO36� � C , la fonction de répartitionde �AT � � � � � � Z � ���� � f 
 �A* � � [ converge vers la
fonctionderépartitiondéfiniepar: - � n �?��I ;&% |�� n � � ��y � n LJ� S� y � � � � S
La fonction de répartition - est la fonction de répartitionde la loi desvaleursextrêmesde Weibull de
param̀etred’échelle�
Démonstration

f
Elle estbaśeesurl’ égalit́eT ���� � Z � ���� � f 
 ��*��6� [ � T ���� � � � ���� � f ��� ´ ��� �)� ª T ���� � ZÌ��� ´ ��� � f 
 ��*��6� [ S

D’après[42, Théor̀eme4], le premiertermeconvergeenloi versla loi desvaleursextrêmesdeWeibull de
param̀etred’échelle� . De plus,puisqueTÕ�«�2�A� " » Ù� � , le secondtermeconvergeverszérocequi conclut
la démonstration.

�
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Théorème1.3 Soit * un nombredyadique.SouslesconditionsduLemme1.3si � ��� �
et :

(i) si *}û� �
et *zû� �

, alors
/ �H��*B�ü� ��T � � �����>Z �
 �H��*h� f 
 �H�A*B� [ converge en loi versla loi de densit́e
 ��5��k� f�ø 5 ;&% |�� � 5E� pour 5 LJ� ,

(ii) si *§� � ou *l� �
, alors

/ ����*B� convergeenloi versla loi desvaleursextêmesdeWeibull.

Démonstration
f

(i) Si * estun nombredyadique,il existe ³ 7 ã tel quepourtout T ¾J³ ,*�� R � fJ�� � ª � � ¡ N ( t " 3
où R ��� � ª ZQ� � � ª � �X* [ . Pour *Y7 µ å ( » N ( et � �@� �

, on a,si R �Õû� �
et R �Yû� � � ª � (i.e. * û� � et*Yû� �

) :�
 ����*h���«Z R � f � � � ª � �X* [ Ç � ����  N ( t  ªÁ� ����  N ( t "� Í ª ZQ� � � ª � �X* f R � ª �)[ Ç � ����  N ( ª � ����  N ( » "� Í
et
 ���*B�?�«Z R � f � � � ª � �X* [ Ç 
 ��*����  N ( t  � ªÁ
 ��*����  N ( t " �� Í ª ZQ� � � ª � �X* f R � ª �D[ Ç 
 �A*����  N ( � ª 
 �A*����  N (>» " �� ÍIS
Ainsi, / ���*B�÷� T �� � � Z R � f � � � ª � �X* [ Z � ����  N ( t  f 
 �A*����  N ( t  � ªÁ� ����  N ( t " f 
 ��*����  N ( t " � [ª T �� ��� ZQ� � � ª � �X* f R � ª �)[ Z � ����  N ( f 
 ��*����  N ( � ª×� ����  N ( » " f 
 ��*����  N ( » " � [ 3
etpour T ¾J³ ,/ ���*B�?� T �� ��� Z � ����  N ( t  f 
 ��*����  N ( t  � [ ª T �� ��� Z � ����  N ( t " f 
 ��*����  N ( t " � [ S
D’aprèsle Lemme1.3,

/ ���*B� convergeenloi versla loi dela variablealéatoireU " ª U  où U " etU  sontdesvariablesaléatoiresindépendanteset demêmefonctionderépartition- � n �8� ;&% |�� � n �
pour n LJ� . Un simplecalculmontreque U " ª U  admetpourdensit́e
 ��5��?� f�ø 5 ;&% |k� � 5���| � {?J?5 LJ� S

(ii) Si *l� � ou *@� �
, ona respectivement �
 �H��*h�?� � ���� " ou �
 �H��*h�?� � ���� á ( . Le Lemme1.3conclutla

démonstration.

�
Réductionde biais

D’après(1.19),onpeutcorrigerle biaisdel’estimateur� ���� � de 
 ��*��D� enajoutantsimplementla quantit́e��� � T � . Dansun premiertemps,on supposeque � estconnu.En remplaçantdansl’expressiondel’estima-
teur �
�� , � ���� � par � ���� � ª � � � T � , on obtientun estimateurdébiaiśede 
 défini par:K
 �H�A*B�?� á (æ �Xç " � �H��*��'36*h� � � ���� ���� ª �T � � S
Nousallonsdéterminerla loi asymptotiquedu nouvel estimateur

K
 � .
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Théorème1.4 Soit * un nombredyadique.Si 
 estunefonction Ö -höldérienne,� ��� �
et Tß�«����� " » Ù� �

alors,
(i) si *©û� �

et *©û� �
, L ���*B�e����T � � �����>Z K
 �H��*h� f 
 �A*B� [ convergeen loi versla loi dedensit́e 
 ��5E�g�f�ø ��5 f©� � ;&% |BZ � ��5 f©� � [ pour 5 L�� ,

(ii) si *§� � ou *l� �
, la loi asymptotiquede L� ��*B� admetla fonctionderépartitionsuivante:- ��5�����I ;&% |��A5 fJ� � y � 5 L�� 3� y � � � � S

Démonstration
f

(i) * étantun nombredyadique,on démontredela mêmemanìerequedansle Théor̀eme1.3,quepour*J7 µ å ('» N ( où R �Y� � ª ZQ� � � ª � ��* [ , R �Jû� �
et R �Jû� � � ª � , il existe ³ 7 ã tel quepour toutT ¾J³ , L �H��*B�÷� T �� ��� Ç � ����  N ( t  ª ���T � f 
 �A*B� Í ª T �� ��� Ç � ����  N ( t " ª ���T � f 
 ��*h� Í� T �� ��� Z � ����  N ( t  f 
 ��*����  N ( t  � [ ª T �� ��� Z � ����  N ( t " f 
 ��*����  N ( t " � [ ª �ª T �� ��� Z 
 ��*����  N ( t  � f 
 ��*h� [ ª T �� ��� Z 
 ��*����  N ( t " � f 
 ��*B� [ S

Comme
 estunefonction Ö -höldérienne,le Théor̀eme1.3 et le fait que Tz� �2�A�  � � concluentla
démonstrationde(i).

(ii) La démonstrationestsimilaireà cellede(i).

�
Evidemment,l’estimateur

K
 � ne peut-̂etre calcuĺe que si l’intensité � est connu.Nous allons à présent
supposerque � estinconnu.Consid́eronsla variablealéatoiredéfini par:i ��� �� � á (æ �Xç " i ���� � 3 (1.22)

où
i ���� � estle minimumdessecondescoordonńeesdu processusponctueltronqúe ³Y� � �OS6ý ê ��� �>� . D’après

[42], ona : * � i �E�?� � �T � ª ����T4t < � ;>=NM 1 J�� i �E��O � �T  �  3 (1.23)

où ä estun entieraussigrandquel’on veutetoù n �PO � � signifieque n �@� � �Ú� � ª ��� � ��� . D’après(1.23),
il semblenatureld’estimer ��� � ��T � � par

i � . On endéduitl’estimateurdébiaiśede 
 défini par:Q
 �H��*h�?� á (æ �Xç " � ����*���36*h� � ���� � ª i �� � S
Théorème1.5 Sousleshypoth̀esesduThéor̀eme1.4,

(i) si *1û� �
et *1û� �

, alors R ����*h������T � � �����>Z Q
 �B��*B� f 
 �A*B� [ converge en loi vers la loi de densit́e
 ��5��k� f�ø ��5 f×� � ;&% |hZ � ��5 f©� � [ pour 5 L�� ,
(ii) si *§� � ou *l� �

, la loi asymptotiquede R �H�A*B� admetcommefonctionderépartition:- ��5���� I ;&% |��A5 fJ� � y � 5 L�� S� y � � � � S
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Démonstration
f

Soit *J71Z � 3 �D[ un nombredyadique.D’après le Théor̀eme1.4, il suffit de démontrer
que �AT � � �����>Z Q
 �H�A*B� f K
 �H��*h� [ convergeenprobabilit́everszéro.Autrementdit, on doit démontrerquepour
tout B p � , d Ç T �� � 9 K
 �H�A*B� fSQ
 �H��*h� 9 p B Í � d Ç T �� � )))) i � f ���T � )))) p B Í �÷�
lorsqueT ���

. Or, on a l’in égalit́esuivante:T ����T)))) i � f ���T � )))) : T ���� 9 i � f * � i � � 9 ª T ����U)))) * � i � � f ���T � ))))D’après(1.23),le secondtermeconvergeverszérolorsqueT ���
. Ainsi, pour T suffisammentgrand,��T � � ����� 9 * � i �E� f ��� � ��T � � 9 L B ��� 3

cequi impliqueque:d Ç T �� � 9 K
 �H��*h� fSQ
 �H��*B� 9 p B Í : d Ç T �� � 9 i � f * � i �E� 9 p B � Í: øB  T  �  �  � M 1 J>� i �2�?� Ø � ���� � 3
d’après(1.23).

�
1.6.2 Cas V �WEYX?Z\[��A]
Convergenceen loi

On supposèa présentqueles suites � ��� � et ��� � � vérifient la condition ��� ������� � � . Le résultatsuivant
nousassurequedanscecas,la loi asymptotiquedel’estimateur �
 � convenablementnormaliśeestuneloi
normalecentŕeeet réduite.Dansla suite,onpose,pour *Ñ7ßZ � 3 �D[ :^ �Ú�A*B�?� � ���  ��*h�T � S
Théorème1.6 Si 
 estunefonction Ö -höldérienne,TÑ�«�2�A� Ù » "vuX � � "vuX � � , ��� �«�2�A� � � et � � �1����T � � � T� ,
alors

/ �H��*h�?� ^ t "� ��*B�WZ �
 ���A*B� f * � �
 �H��*B��� [ convergeenloi versuneloi normalecentŕeeet réduite.

La démonstrationdecethéor̀emeutiliseun développementdela fonctioncaract́eristiquede
/ �H��*h� . Or,

pourconnâitre la fonctioncaract́eristiquede
/ ����*B� , il suffit deconnâitre la fonctioncaract́eristiquede �@���� � .

D’après[42, Lemme3], on saitquesi 
 estunefonction Ö -höldérienne,� � �«�2�AT � � � T� alors,pourune
suite � ~ ��� �>� telle que ~ ��� ���«����T � ���E� et ~ ��� �I�r����� " »  Ù� � T� , la fonctioncaract́eristiquede � ���� � f % ��� � au
point ~ ��� � admetle développementsuivant:_ ��� ��� ~ ��� �)�<� � ªJR�~ ��� � á (��` ò` ��� �°� % ��� �>� ª � È 9 ~ ��� � 9 �á º Ë'Êba( ½ ª ����T t < �� ª×RA~ ��� � á (�c` 3 (1.24)

où ä est un réel aussigrandque l’on veut et
ò`���� � � ��f `4��� � . Nous pouvons à présentdémontrerle

Théor̀eme1.6.
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Démonstration
f

PosonsÖ ��� �e� % ��� � f á (�c` etnotonsd ��� a la fonctioncaract́eristiquede
/ ���*B� .d ��� a � ~ � � ;&% | R�~ + T ���� � ���  ��*B� á (æ �Xç " � �H��*��'36*h��� Ö ��� � f * � � ���� � �X� - (1.25)

# *:+ ;&% | R�~ ¤ T ���� � ���  ��*B� á (æ �¥ç " � � ��* � 36*h��� � ���� � f Ö4��� � � ¦ - S
Intéressonsnoustoutd’abordà la quantit́eL �H��*B�?� T �� � � ���  �A*B� á (æ �Xç " � ����*���36*h��� Ö ��� � f * � � ���� � �X�>3
et montronsqu’elle convergeverszérolorsqueT �÷�

. On auraainsidémontŕe quele premierfacteurde
(1.25)convergevers1 lorsqueT �÷�

.9 L� ��*B� 9 : T �� ���  ��*h� �21 %�¥ç " �('('(' � á ( 9 Ö4��� � f * � � ���� � � 9: T �e ��� � ���Iª � � �21 %�Xç " �('('(' � á ( 9 Ö ��� � f * � � ���� � � 9 3
d’aprèsle Lemme1.2(i) and(ii). Le résultat(1.19)impliqueque:9 L ���*B� 9 � Ø Ç Te � �Ú� � � ª � �X� Ù� Í �1Ø ¤ T� Ù » "OuX � � "vuX � ¦ �}�2� � �>S
Ainsi, on a : dk��� a � ~ �fO *hg ;&% | R�~ + T ���� � ���  ��*B� á (æ �¥ç " � � ��* � 36*h� � � ���� � f %§��� �?ª � �T � � -ji� ;&% | R�~ Ç ���� ���  ��*B� Í á (k�Xç " _ ��� � � ~Î��� � �>3
où
_ ��� � est la fonction caract́eristiquede ������ � f % ��� � et ~ ��� �z� �c`�l ( ® anm � a�¯poá (�q (&r ÊD® a�¯ . Pour pouvoir utiliser le

développement(1.24),on doit vérifieraupréalableque ~ ��� ��������T � ���E� et ~ ��� �e�1�2�A� " »  Ù� � TH� . Or, d’après
le Lemme1.2 (ii) et le fait quepourtout * et í , �� ��* � 36*h� :J� � ����ª � � on a :9 ~ ��� � 9 � �T � � �� ��* � 36*h� 9 ~ 9� ���  ��*h� : 9 ~ 9 � � ����ª � �� ���  ��*h� : � 9 ~ 9e ��� ����� � �>3
et,puisqueTë������� " » Ù� � , 9 ~ ��� � 9 T� � " »  Ù� � )))) ~ ��� � ���T � )))) T  �  ® " » Ù ¯� �}�2� � �>S
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Ainsi, d ��� a � ~ �sO ;&% | R�~ ¶ á (q (tr ÊD® a�¯ �á (u�Xç " õ � ª×R�~Î��� � á (�c` ö (1.26)

# á (k�Xç " Ç � ª©R�~ ��� � ���T � ò` ��� ��� % ��� �>� ª � � 9 ~ ��� � 9 T� " »  Ù� � ª ����T t < �ÎÍIS (1.27)

Notons µ ® " ¯� ��*h� le facteur(1.26).D’aprèsle Lemme1.2(i), on a :µ ® " ¯� ��*h�?� á (k�Xç " ;&% |�� RA~vn ��� �>�� ª©R�~On���� � 3 �wv{ n ��� �e� � �H�A*��'36*B�� ���  �A*B� S (1.28)

Un développementdela fonctionexponentielleimpliquequepour í � � 3PS�SPSX36��� :;&% |ü� R�~On���� � �� ª×R�~On ��� � � �ef ~  � n  ��� � ªÁ~ # n #��� �   � ~On ��� �)�43 (1.29)

où   estunefonction borńeesur un compactê ñ . contenant0. Rappelonsmaintenantunepropriét́e
desnombrescomplexesdontunedémonstrationpeut-̂etretrouvéeparexempledans[8]. Si ¿ " 3PS�S�S�3 ¿yx et¿nz " 3�S�SPSX3 ¿�zx , ³ 7 ã sontdesnombrescomplexestelsque,pourtout í 7Y0 � 3�SPS�SX3D����C ,9 ¿D� 9 :��8;>= 9 ¿ z� 9 :�� 3 (1.30)

alors,on a l’in égalit́e: 9 ¿ " SPS�S ¿ x f ¿ z" S�SPS ¿ zx 9 : xæ �Xç " 9 ¿D� f ¿ â� 9 (1.31)

Pour í � � 3�SPS�SO36��� , posons¿ �e� �ef ~  � n  ��� � ª ~ # n #��� �   � ~vn ��� ��� ;>= ¿ z� � ;&% | � f ~  � n  ��� � � S
Puisquen ��� � � �2� � � , on sait quepour T assezgrandet pour tout í 7z0 � 3PS�SPSv3D����C , on a ~On ��� � 7 ê . On
en déduit facilementquelesnombrescomplexes 0 ¿ �'3 í � � 3PS�SPSv3D����C et 0 ¿ z� 3 í � � 3PS�SPSv3D����C vérifient la
condition(1.30)pour T assezgrand.Ainsi, d’après(1.28),(1.29)et (1.31)ona :

)))) µ ®
" ¯� ��*h� fß;&% | � f~  � � )))) :

á (æ �Xç " )))) �ef�~
 � n  ��� � ª×~ # n #��� �   � ~vn ��� �>� fY;&% | � f~  � n  ��� � � )))) S  � ~On ��� �)� étantborńepour T suffisammentgrand,un développementdela fonctionexponentielleimplique

que: )))) �efz~
 � n  ��� � ªÁ~ # n #��� �   � ~vn���� � � fß;&% | � f~  � n  ��� � � )))) �1Ø�� n

#��� � �WS
Ainsi, )))) µ ®

" ¯� ��*B� fY;&% | � f ~  � � )))) �1Ø + � � ��� #� ���  � # -
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etpuisqued’aprèsle Lemme1.2(ii) et (iii) � � ��� #� ���  � # : �e � � 3
on endéduitque µ ® " ¯� ��*B� � ;&% |�� f ~  ��� � lorsqueT ���

.

Intéressonsnousà présentaufacteur(1.27)quel’on note µ ®  ¯� ��*B� . On a :µ ®  ¯� ��*B�?� á (k�¥ç " � � ª×Rm�P��� �?ª×� â��� � �>3
où � ��� �ì� ~ ��� �>��� � ��T � � ò` ��� ��� % ��� �>� et � â��� � ����� ~ ��� �>T � � " »  Ù� � ª ����T t < � . En remarquantqueò` ��� �E� % ��� �6�<� �efY;&% | Ç T ���� � % ��� � f ��� ´ ��� �6�ÎÍ : T ���� � % ��� � f ��� ´ ��� �>�?�1Ø � T� " » Ù� � 3 (1.32)

on montrefacilementque
9 � â��� � 9 �}�2� 9 � ��� � 9 � . Ainsi, pour T suffisammentgrand,��: 9 � ª×RÎ�P��� �?ªJ� â��� � 9 : 9 � ª � Rm�P��� � 9 :�� ª � 9 ����� � 9 3

et, 9 1 J\{� � ªJRm� ��� � ª×� â��� � � 9 : 9 1 J\{H� � ª � Rm� ��� �>� 9 � 1 J\| = {H� � � ��� �>� :J� 9 � ��� � 9 3
où 1 J\{H� ¡ � estl’argumentdu nombrecomplexe ¡ . Ainsi,�: � � 9 µ ®  ¯� ��*B� 9 : á (æ �Xç " � � � � ª � 9 �P��� � 9 � :©� á (æ �Xç " 9 �P��� � 9 3 (1.33)

et �@: 9 1 J\{B� µ ®  ¯� ��*h�X� 9 : á (æ �¥ç " 9 1 J}{H� � ªJRÎ����� � ª×� â��� � � 9 :©� á (æ�Xç " 9 �P��� � 9 S (1.34)

Or, le Lemme1.2 (ii), l’in égalit́e(1.32)et le fait que Të������� Ù » "vuX � � "OuX � � , impliquentqueá (æ �Xç " 9 � ��� � 9 : 9 ~ 9 � �� ���  �A*B� �21 %� ò` ��� �E� % ��� �D�8����� � �WS (1.35)

On déduit de (1.33),(1.34)et (1.35)que µ ®  ¯� ��*h� � �
lorsque T � �

ce qui implique que d ��� a � ~ � �;&% |�� f ~  ��� � lorsqueT ���
.

�
Réductionde biais

On rappellequesi l’intensité � estconnuon définit un estimateurdébiaiśedela fonction 
 par:K
�� �A*B�?� á (æ �Xç " � � ��* � 36*h� � � ���� ���� ª �T � � S
Cetestimateurestobtenuenremplaçantdansl’expressionde �
 � , �@���� � par ������ � ª á (�c` . On détermine,dans
le résultatsuivant,la loi asymptotiquedel’estimateur

K
 � .
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Théorème1.7 Si 
 est une fonction Ö -höldérienne,T � � � � �E�ë������� "vu� � � Ù » "vuX � � , � �z� �2�A���E� et ���J��2�AT � � � T� , alors
/ �Ú�A*B�?� ^ t "� ��*B�WZ K
 ���A*B� f 
 ��*B� [ convergeenloi versuneloi normalecentŕeeet réduite.

Démonstration
f

Elle estbaśeesurle développementsuivant:^ t "� ��*B�>Z K
 �B��*h� f 
 ��*B� [ � ^ t "� �A*B�>Z K
 �B��*h� f * Z K
 �H�A*B� [¼[ ª ^ t "� ��*B�WZ * Z K
 �B��*h� [Bf 
 �H��*h� [ª ^ t "� �A*B�>Z 
�� ��*h� f ä � � 
 ����*B� [ ª ^ t "� ��*h�>Z ä � � 
 ����*h� f 
 ��*h� [ S
D’aprèsle Théor̀eme1.6, le premiertermeconvergeenloi versuneloi normalecentŕeeet réduite.Il suffit
doncdedémontrerquelestrois autrestermesconvergentverszérolorsqueT �÷�

. Concernantle second
terme,on a : ^ t "� ��*h� 9 * Z K
 �B��*h� [Bf 
 �H��*h� 9 : ^ t "� ��*h� �21 %�Xç " �('('(' � á ( )))) * � � ���� � � ª ���T � f 
 ��*��X� ))))� Ø Ç T �� ���  ��*h�X� Ù� Í������ � �>3
d’après(1.19),le Lemme1.2(ii) et le fait que Të������� Ù » "OuX � � "vuX � � . Concernantle troisièmetermeon a :^ t "� ��*B� 9 
 �H��*h� f ä ��� 
 ����*h� 9 : ^ t "� ��*h� å (æN¼ç t " 9 � N f � NQ� � 9 ÂWN¥��*h�>S
On endéduit,d’après(1.6), le Lemme1.1et le fait que

9 � N f � NV� � 9 �1Ø�� ��� � Ù� � , que:^ t "� ��*B� 9 
 �H��*h� f ä ��� 
 ����*h� 9 �1Ø + T � ��� â� ª � �� � � ª � � Ù � ���  ��*h� - �1Ø + T � �A� â� ª � �e � �H� � � ª � � Ù » " - �}�2� � �>3
d’aprèsle Lemme1.2 (ii) et le fait que T � � � � �2���«����� "vu� � � Ù » "vuX � � . Enfin,concernantle quatrìemeterme,
on a : ^ t "� ��*B� 9 ä �Ú� 
 ����*h� f 
 ��*h� 9 : ^ t "� �A*B� æNVÃ å (

9 � N 9 ÂWNv��*B�WS
D’après(1.4),si � ��� � À ( t " ªÕ\ � , �: \ � :J� À ( t " , on a :^ t "� ��*h� 9 ä �H� 
 ���A*B� f 
 �A*B� 9 � Ø �� ^ t "� ��*h� æèDÃ À ( �� Ù è ��� Ø Ç ^ t "� �A*B� �� Ù ® À ( t " ¯ Í � Ø Ç ^ t "� ��*h�� Ù� Í � Ø Ç T �� Ù� � ���  ��*B� Í ����� � �>3
d’aprèsle Lemme1.2(ii) et le fait que T§������� "vu� � � Ù » "vuX � � . �
Dansle casoù l’intensité � estinconnu,on définit un estimateurdébiaiśedela fonction 
 par:Q
 �H��*B�?� á (æ �Xç " � ����*���3D*B� � �@���� � ª i ���� � 3
où
i � estdéfini en(1.22).On donne,dansle résultatsuivant,la loi asymptotiquedecetestimateur.
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Théorème1.8 Sousleshypoth̀esesduThéor̀eme1.7,
/ �H�A*B�?� ^ t "� ��*h�>Z Q
 �B��*B� f 
 ��*h� [ convergeenloi vers

uneloi normalecentŕeeet réduite.

Démonstration
f

D’aprèsle Théor̀eme1.7,il suffit dedémontrerque:^ t "� ��*h�>Z K
 �B��*B� fSQ
 ���*B� [ � ^ t "� ��*h� á (æ �¥ç " � �H�A*��'36*B� � i ���� f �T � � �fB���
lorsqueT ���

. D’aprèsle Lemme1.2(i),^ t "� �A*B� 9 K
 �B��*h� fSQ
 �H��*B� 9 � ^ t "� ��*B� )))) i � f � �T � )))): ^ t "� ��*B� 9 i � f * � i ��� 9 ª ^ t "� ��*h� )))) * � i �E� f ���T � ))))Or, d’après(1.23),le secondtermeconvergeverszérolorsqueT ���
. Ainsi, pour T assezgrand,^ t "� ��*h� 9 * � i �E� f ��� � T � 9 L B ��� 3

cequi impliqueque:d Z ^ t "� ��*h� 9 K
 �B��*B� fSQ
 �H�A*B� 9 p B [ : d Z ^ t "� �A*B� 9 i � f * � i �E� 9 p B ���![: øB  � ��  ���  ��*B� �1Ø � �� � � 3
d’après(1.23)et le Lemme1.2(ii).

�
1.7 Simulations

Dansceparagraphe,on proposed’estimerle supportd’un processusponctueldePoisson³ d’intensit́e� � 	 avec / �10���*�3D5E�<7 .  89 �@: * :��8;>=8�: 5 : 
 ��*h�DCES
On consid̀erelesfonctions
 suivantes:
Modèle1 : 
 ��*h��� ;&% |�Z fI��� *  ª ø * [ ª � S
Modèle2 : 
 ��*B�k� � ª 9 	 * f×� 9 "OuX S
Pourcalculerl’estimateur, onutilise lesobservationsobtenuesensommantTë� �����

copiesindépendantes
du processusponctueldePoisson³ . On tronqueà l’ordre � ��� �n~

le développementde 
 dansla basede
Faber-Schauderdonton estimelescoefficientsendivisantle support

/
en ���@� 	�� cellulesdistinctes.On

comparel’estimateur �
°� et l’estimateurdébiaiśe
K
�� à la fonction 
 enprenantle mod̀ele1 (figure1.1)et le

mod̀ele2 (figure1.2).
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FIG. 1.1 – Comparaisondesestimateurs�
 � (trait gris) et
K
 � (trait noir) avec la vraie fonction 
 pour le

mod̀ele1.
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FIG. 1.2 – Comparaisondesestimateurs�
 � (trait gris) et
K
 � (trait noir) avec la vraie fonction 
 pour le

mod̀ele2.
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Chapitr e 2

Rappelssur la théorie desvaleursextrêmes
et r ésultatpr éliminair e

Onregroupedanscechapitredesdéfinitionsetdesrésultatsauxquelsonfait appeldansleschapitressui-
vants.On rappelle,dansle premierparagraphe,lesprincipauxrésultatsdela théoriedesvaleursextrêmes.
Dansle secondparagraphe,on démontre,sousdeshypoth̀eseslesplusgéńeralespossibles,un résultatsur
lequelons’appuiepourdéfinir l’ensembledesestimateurspropośesparla suite(estimateursdel’indice de
valeurextrême,estimateurdu quantileextrême).

2.1 Théoriedesvaleursextrêmes

Onfait ici unebrèveintroductionsurl’ étudeducomportementasymptotiquedumaximumd’un échantillon
(théoriedesvaleursextrêmes).Cetteétudefaisantappelà la notion de fonctionsà variationsrégulières,
on rappellepréalablementla définition detellesfonctionset on en donnequelquespropriét́es.On donne
ensuiteun résultatdécrivant les limites possiblesde la loi du maximumd’un échantillon.Pourplus de
détailssur la théoriedesvaleursextrêmes,on peutseréférerauxouvragesdeCastillo [12], Gumbel[51],
Resnick[74] etGalambos[35].

2.1.1 Définition d’une fonction à variations r égulières

Définition 2.1 On dit qu’unefonction - està variations r égulièresd’indice Fß7 . (à l’infini) si - est
positiveà l’infini (i.e. s’il existe Ò tel quepourtout * ¾ Ò , - ��*h� p � ) et si pourtout ~ p ���� �a��I� - � ~ *B�- ��*h� � ~\� S

Dansle casparticulieroù F@� �
, on dit que - estunefonctionà variations lentes(à l’infini). Dansla

suite,lesfonctionsà variationslentessontnotées
x

(et parfois o ). En remarquantquesi - està variations
régulièresd’indice F alors - ��*h� � * � està variationslentes,il estfacile de montrerqu’unefonction à va-
riationsrégulièresd’indice F peuttoujourss’écriresousla forme * � x �A*B� . Commeexempledefonctionsà
variationslentes,citonsla fonctionconstante,lesfonctions

� � � � ª *B� , � � Z � ª ��� � � � � ª *B� [ , etc. . .
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2.1.2 ReprésentationdeKaramata

Théorème2.1 [74, Corollair edu Théorème0.6]x
estunefonctionà variationslentessi et seulementsi pourtout * p � ,x ��*B�?� � ��*B� ;&% |�I 4 a" ~ t " B � ~ � ��~n� 3

où � et B sontdesfonctionspositivestellesque��� �a��I� � ��*h�?� � 7 [G� 3 ª � Z ;>= ��� �oV�I� B � ~ �8� � S
Remarque2.1� Si la fonction � estconstante,on dit que

x
estnormalisée.� Le Théor̀eme2.1impliquequesi

x
estnormaliśeealors

x
estdérivablededérivée ´ avecpour * p � :´ ��*B�k� B ��*B� x ��*h�* S� Soit - unefonctionà variationsrégulièresd’indice F . En utilisantle fait que - ��*h�8�1* � x ��*B� , on déduit

facilementdu Théor̀eme2.1quepourtout * p � ,- ��*h�?� � ��*B� ;&% |�I 4 a" ~ t " F�� ~ � ��~n� 3
où � et B sontdesfonctionspositivestellesque� � �a��I� � ��*B�k� � 7 [G� 3 ª � Z ;>= ��� �oQ�I� F�� ~ �?�zFHS
2.1.3 Quelquesr ésultatssur lesfonctionsà variations r égulières

Lemme 2.1 [74, Proposition0.5]
Si - estunefonctionà variationsrégulièresd’indice F alors,pourtout

�L � L � ,y6{�|o�� Ä � � � Å )))) - � ~ *h�- ��*h� f ~ � )))) ���
lorsque* ���

.

Lemme 2.2 [9, Théorème1.5.12]
Soit - unefonctionà variationsrégulièresd’indice F p � . Il existeunefonction � à variationsrégulières
d’indice

��� F telleque: ��� �a��I� � Z - ��*B� [* � � S
Dansce chapitreainsi quedansles suivants,on dit que � � et � � sontdeuxsuiteséquivalentes(et on

note � ��O � � ) si � � � � � ���
lorsqueT � ª � .

Lemme 2.3 Soit
x

unefonctionà variationslentes.

i) Pourtout Û p � , ��� �� �I� T ó x ��T�?� ª � ;>= ��� �� �I� T4t ó x ��T�8� � S
33
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ii) Si � � et � � sontdeuxsuitesqui convergentvers ª � lorsqueT ���
et tellesque� � � � ���� �I� ���� � p �g;>= ��� � yD{�|� �I� ���� � L ª � 3 (2.1)

alors
x � � �E��O x � � ��� .

Démonstration
f

i) La démonstrationestévidenteenutilisant le résultatdonńe dans[9, Prop.1.3.6]et annonçantquepour
toutesfonctionsàvariationslentes

x
, ona : ��� �a��I� � � Z x �A*B� [� � �A*B� � � S

ii) D’aprèsle Lemme2.1,on saitquepourtout
�L � L � ,y6{�|o�� Ä � � � Å ))))
x � ~ *h�x ��*B� f©� )))) ��� 3 (2.2)

lorsque* ���
. Pourdémontrerii), il fautdémontrerque

9 x � � �E� � x � � ��� f×� 9 ���
lorsqueT � �

. Or,))))
x � ��� �x � � �E� f×� )))) � ))))

x ZQ� ��� � �D� � �D� [x � � ��� f×� )))) SD’aprèsl’hypothèse(2.1),onsaitqu’il existe � et � positifstelsqu’àpartird’un certainrang,� L � � � � � L� . La convergence(2.2)conclutla démonstration.

�
Remarque2.2 Soit - unefonctionàvariationsrégulièresd’indice F . OndéduitfacilementduLemme2.3
ii) etdu fait que - ��*B�?��* � x �A*B� , quesi � � et � � sontdeuxsuitesqui convergentvers ª � lorsqueT � �
etvérifiantla condition(2.1),alors - � ��� ��O - � �D� � .
2.1.4 Loi desvaleursextrêmes

Soit U " 3�SPS�SX3�U@� unéchantillonde T variablesaléatoiresindépendantesetdemêmefonctionderépartition` . Dansla suiteon note U " � � : SPS�S : U@��� � l’ échantillonordonńe.Le résultatprincipaldela théoriedes
valeursextrêmesestle suivant:

Théorème2.2 Gnedenko [44]
Souscertainesconditionsderégularit́esurla fonctionderépartition ` , il existeunréel

�
etdeuxsuites� �

et � � p � telsquepourtout *î7 . � � �� �I� d Ç Ul��� � f � �� � : *2Í � � w ��*h�>3
avec,si

��p �
, � w ��*h�?��I � y � * L©� 3;&% |�Z f ��*B� t "vu¥w [ y � * ¾ � 3

si
� LJ�

, � w ��*B�?�HI ;&% |Z f � f *B� t "vuOw [ y � * LJ� 3� y � * ¾ � 3
etsi

� � � , � +°��*h�?� ;&% |�Z fë;&% |�� f *h� [ 3�* 7 . S
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Remarque2.3

1) Le Théor̀eme2.2estvrai pourla majoritédeslois usuelles.Pourplusdeprécisionsurlesconditions
derégularit́esurla fonctionderépartitioǹ nécessairespouravoir le Théor̀eme2.2,voir parexemple
Castillo[12, p. 108] etGalambos[35, p. 54].

2) La fonction de répartition � w est appeĺee loi des valeurs extrêmes(que l’on note ï�� ê pour
ExtremeValue Distribution). Le param̀etre

�
estappeĺe indice de valeur extrême. Si ` vérifie le

Théor̀eme2.2,on dit alorsque ` apppartientaudomained’attraction de � w .
3) Selonle signede

�
, on distinguetroisdomainesd’attraction:� si

�ðp �
, on dit que ` apppartientau domained’attractionde Fréchet. Ce domained’attrac-

tion contientlesfonctionsderépartitionà queueslourdes(décroissancepolynomiale)commepar
exemplela loi deCauchy, la loi dePareto,etc. . .� si
� L«�

, on dit que ` apppartientaudomained’attractiondeWeibull . Ce domained’attraction
contientla majorité desfonctionsde répartitiondont le point terminalestfini (loi uniforme,etc
. . .)� si
� � �

, on dit que ` apppartientau domained’attractionde Gumbel. Ce domained’attrac-
tion contientlesfonctionsderépartitionà décroissanceexponentielle(loi normale,exponentielle,
gamma,lognormale,etc. . .).

4) Lessuitesdenormalisation��� et �D� p � nesontpasuniques.

2.1.5 Caractérisation desdomainesd’attraction

Nousallonsdonnerdesconditionssur la fonctionderépartition ` pourqu’elle appartiennèa l’un des
trois domainesd’attraction.Dansla suite,on note *�s]� y6{�|h0!* 9 ` ��*B� L � C le point terminalde ` et`�� ��5��?� � ��� 0!*ë7 . 9 ` ��*h� ¾ 5�C l’in versegéńeraliśeede ` (avecla convention

� ��� 0���C�� � ).

Domained’attraction de Fr échet

Théorème2.3 ` appartientaudomained’attractiondeFréchetavecun indicedevaleurextrême
��p �

si
et seulementsi *�sß� ª � et

�?f ` estunefonctionàvariationsrégulièresd’indice
fI��� �

. Danscecas,un
choixpossiblepourlessuites� � et � � est:� ��� ` � � ��f �T � ;>= � ��� � S
Remarque2.4 On déduitdu Théor̀eme2.3que ` appartientaudomained’attractiondeFréchetavecun
indice de valeurextrême

�qp �
si et seulementsi *�sr� ª � et

��f ` ��*h�@��* t "vuOw x ��*B� , où
x

estune
fonctionàvariationslentes.

Domained’attraction de Weibull

Théorème2.4 ` appartientaudomained’attractiondeWeibull avecun indicedevaleurextrême
� LJ�

si
et seulementsi *�s L ª � et

�ef ` � estunefonctionà variationsrégulièresd’indice
�P� �

avec` � ��*h�?��I � y � * :J� 3` ��*�s f * t " ��y � * p � S
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Danscecas,un choix possiblepourlessuites� � et � � est:� ���}*�s f ` � � �ef �T � ;>= � ���*�s�S
Remarque2.5 On déduitdu Théor̀eme2.3que ` appartientaudomained’attractiondeWeibull avecun
indicedevaleurextrême

� L©�
si et seulementsi *�s L ª � et

�ef ` ��*B�<�r��*�s f *h� t "vuOw x ZQ��*�s f *h� t " [ .
Domained’attraction de Gumbel

Rappelonstoutd’abordla définition d’unefonctiondeVon-Mises.

Définition 2.2 Soit ` unefonctionderépartitiondepoint terminal * s fini ou infini. S’il existe ¡ L * s tel
que �ef ` ��*h�8� � ;&% | I f 4 a£ �� � ~ � ��~ � 3 ¡ L * L *�se3
où � p � et � estunefonctionpositiveabsolumentcontinuededensit́e ��z vérifiant

��� �a&��a�� ��z ��*B�?� � , alors `
estunefonction de Von-Miseset � estsafonctionauxiliaire.

Théorème2.5 ` appartientau domained’attractionde Gumbelsi et seulementsi il existe unefonction
deVon-Mises̀I� telle quepour ¡ L * L *�s on ait :�ef ` ��*B�<� � ��*h�>Z �8f ` � ��*B� [ � � ��*B� ;&% | I f 4 a£ �� � ~ � ��~ �ë3
où � �A*B� � � p � lorsque* � *�s .

2.1.6 ThéorèmedePickands

Le Théor̀emedePickands[71] esttrèsutile lorsqueon travaille avecdesobservationsqui dépassentun
seuilfixépuisqu’il assurequela loi desexcèspeut-̂etreapproch́eeparuneloi deParetogéńeraliśee.Avant
d’énoncerle théor̀eme,nousdéfinissonsla loi desexcèsainsiquela loi deParetogéńeraliśee.

Définition 2.3 Soit U unevariablealéatoirede fonction de répartition ` et de point terminal * s . Pour
tout n L *�s , la fonction `4� ��*h�?� d Z U f n : * 9 U p n [ 3�* ¾�� 3
estappeĺeela fonction derépartition desexc̀esaudessusdu seuil n .

Définition 2.4 Soit ^ p � et
� 7 . . La loi deParetogéńeraliśee(notée -P�Iê pour GeneralizedPareto

Distribution) estdéfinieparsafonctionderépartition- w � � avec- w � ��� I �ef � � ª � * � ^ � t "OuOw y � � û� � 3�efY; ® t a�¯ y � � � � 3
où * ¾ � si

� ¾ � et
�: * :}f ^ � � si

� LJ�
.

Théorème2.6 Théorèmede Pickands[71]` appartientaudomained’attractionde � w si et seulementsi��� �� �Xa�� y6{�|+&� a � a�� t � 9 ` � �A*B� f - w � � ® � ¯ �A*B� 9 � � 3
où ^ estunefonctionstrictementpositive.
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2.2 Un r ésultatpr éliminair e

Le butdeceparagrapheestd’énonceretdedémontrer, sousdeshypoth̀eseslesplusgéńeralespossibles,
unrésultatqui serautilisédansleschapitressuivants.Pluspréciśement,onconsid́ere T variablesaléatoiresU " 3PS�SPSX3XU@� indépendanteset de mêmefonction de répartition ` (dépendant́eventuellementde T ). On
pose �D��( � j 0�U@��� � p � C �æ N¼ç " j 0�UlN ¾Jn ��U@��� ��CE3
où j Ð estl’indicatricedel’ensembleÒ , � n ��� estunesuitequelconquede

[G� 3 � Z et U@��� �� �"1 % 0PU " 3PS�SPSX3XU@��C .
On donnedansceparagraphedesconditionssuffisantespourque:�D��(* � �D� ( � �fB��� S (2.3)

2.2.1 Hypothèses

Dansla suite,onnote *�sß�zy6{�|h0'* 9 ` ��*h� L�� C le point terminalde ` . Onsupposeque
�L *�s L ª � .

On remarquequele fait que *�s p � impliquequed Z � ��( p �P[ � d Z U ��� � p �P[H� � 3 � � JOy��2{ ; T ��� S
Dansleschapitressuivants,on supposeratoujoursque *�s p � . Si cen’estpasle cas,unetranslationdes
donńeespermetdeserameneraucas *�s p � .
Leshypoth̀esesnécessairespourdémontrerla convergenceenprobabilit́e(2.3)sontlessuivantes:�

1
f ` estdérivablededérivée � sur

[G� 36* s [ .�
2
f ��� �� �I� 0!TkZ �ef ` � n ��*�s?� [ C t " � � S

Dansla suite,onpose� � n ���?� 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ ;>=�� � n �E�?� 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ Z ` � ~ � [ � t  ��~ S�
3
f � � �� �I� � � n ���Z ��f ` � n �2*�s � [  � � S�

4
f ��� �� �I� � � n�� ��gf ` � n �E*�s8� � � S
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2.2.2 Enoncé et démonstrationdu r ésultat

Théorème2.7 Sousleshypoth̀eses
�

1,
�

2,
�

3 et
�

4,* � � ��( ��O�TkZ ��f ` � n�� * s � [�;>= �D��(* � �D� ( � �fh��� S
Remarque2.6 On déduitduThéor̀eme2.7etdel’hypothèse

�
2 que

* � �D��( � � ª � lorsqueT � �
.

Pourdémontrerle Théor̀eme2.7,nousallonsdémontrerunesériede résultatsintermédiaires.Le pre-
mier lemmenousdonnel’expressiondel’espérancedela variablealéatoire� ��( .
Lemme 2.4 Sousl’hypothèse

�
1,
* � �D��( �?�}T \ ��� w avec \ ��� w �«Z �ef ` � n �2*�s � [ ª � � n ��� .

Démonstration
f

On remarquedansun premiertempsque 0 �D� ( � � C��10�U@��� � :J� C . Donc,d Z �D� ( � �P[ � d Z U@��� � :J�![ �«Z ` � � � [ � S
De plus,enutilisant le fait quela loi de �GU " 3PS�SPSX3XU@��� estinvarianteparpermutationdescoordonńees,on
a pour �k¾ � :d Z �D��( � � [� T d Z �D� ( � � 3XU " �zU@��� � p �P[� T ²P� t "� t " d Z U  ¾Jn ��U " 3�S�SPSX3XU � ¾Jn �EU " 3�U � » " L n ��U " 3�SPS�SO3XU@� L n ��U " 3�U " � U@��� � p �P[� T ² � t "� t " d Z n ��U " : U  L U " 3�SPS�SX3 n ��U " : U � L U " 3XU � » " L n ��U " 3PS�S�SO3�U@� L n ��U " 3XU "�p �P[
etd’aprèsle Théor̀emedeFubini,d Z �D� ( � � [ ��T ² � t "� t " 4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t " Z ` � n � ~ � [ � t � � � ~ � ��~ S
Nouspouvonsàprésentcalculerl’espérancede �D��( .* � �D��( � � �æ � ç " T �V² � t "� t " 4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t " Z ` � n � ~ � [ � t � � � ~ � ��~� �æ � ç  � � f×� ��T ² � t "� t " 4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t " Z ` � n � ~ � [ � t � � � ~ � ��~ª �æ � ç " T ² � t "� t " 4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t " Z ` � n � ~ � [ � t � � � ~ � ��~� T?��T fJ� � 4 a �+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � � ~ � �æ � ç  ² � t  � t  Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t  Z ` � n � ~ � [ � t � ��~ª T 4 a �+ � � ~ �WZ ` � ~ � [ � t " ��~� T?��T fJ� ��4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ Z ` � ~ � [ � t  � � ~ � ��~ª T 4 a��+ � � ~ �WZ ` � ~ � [ � t " ��~ S
En faisantuneintégrationparpartie,on a :T �AT f©� � 4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ Z ` � ~ � [ � t  � � ~ � ��~ � TkZ �gf ` � n ��*�s?� [ ª T 4 a��+ n �HZ � � n � ~ � f � � ~ � [ Z ` � ~ � [ � t " ��~
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Ainsi, * � �D� ( �?��TkZ �ef ` � n �E*�s8� [ ª T 4 a �+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ 3
cequi conclutla démonstration.

�
Le lemmesuivantdonnel’expressiondela variancedela variablealéatoire�D��( .
Lemme 2.5 Sousl’hypothèse

�
1, ona :M 1 J�� �D��( �<�qT \ ��� w � ��f \ ��� w � ª � T?��T f×� � � � n ��� f � T?��T f×� �WZ ��f ` � n ��*�s?� [ � � n ��� f T?��T f×� �>Z � � n ��� [  S

Démonstration
f

En utilisantl’expressiondela loi de � ��( calcuĺeedansla démonstrationduLemme2.4,
on a : * � �  � ( �<� �æ � ç " T �  ² � t "� t " 4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t " Z ` � n � ~ � [ � t � � � ~ � ��~ S
En utilisantla décomposition�  � � � � f©� � ª�� ,* � �  ��( �÷� �æ � ç  T � � � f×� � ² � t "� t " 4 a �+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t " Z ` � n � ~ � [ � t � � � ~ � ��~ª �æ � ç " T �V² � t "� t " 4 a �+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t " Z ` � n � ~ � [ � t � � � ~ � ��~ S
En remplaçant � par � � f×� � ª � dansla premìeresommeet en remarquantquela deuxìemesommeest
égaleà TkZ ��f ` � n ��*�s?� [ ª T ¡ a �+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ , ona :* � �  � ( �÷� �æ � ç # T �AT f×� ����T f � � ² � t #� t # 4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t " Z ` � n � ~ � [ � t � � � ~ � ��~ª �æ � ç  � T?��T fJ� � ² � t  � t  4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n���~ � [ � t " Z ` � n���~ � [ � t � � � ~ � ��~ª TkZ �gf ` � n ��*�s?� [ ª T 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~
* � �  � ( � � T?��T fJ� �P��T fÁ� � 4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [  � � ~ � �æ � ç # ² � t #� t # Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t # Z ` � n � ~ � [ � t � ��~ª � T?��T f×� � 4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � � ~ � �æ � ç  ² � t  � t  Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � t  Z ` � n � ~ � [ � t � ��~ª TkZ �ef ` � n �2*�s � [ ª T 4 a �+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~� T?��T fJ� �P��T fÁ� �=4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [  Z ` � ~ � [ � t # � � ~ � ��~ª � T?��T f×� � 4 a �+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ Z ` � ~ � [ � t  � � ~ � ��~ª TkZ �ef ` � n �2*�s � [ ª T 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ S
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Or, enintégrantparpartie,on montrequeT �AT f×� ����T fß� ��4 a��+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [  Z ` � ~ � [ � t # � � ~ � ��~� T �AT f×� �>Z ��f ` � n�� * s � [  f � T?��T fJ� � 4 a �+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ � � ~ �>Z ` � ~ � [ � t  ��~ª � T?��T fJ� ��4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ Z ` � ~ � [ � t  ��~ S
D’où, * � �  ��( ��� T?��T f×� �WZ ��f ` � n �E*�s8� [  ª � T?��T f×� � 4 a �+ Z ` � ~ � f ` � n � ~ � [ Z ` � ~ � [ � t  n � � � n � ~ � ��~ª TkZ �ef ` � n �E*�s8� [ ª T 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~� T?��T f×� �WZ ��f ` � n �E*�s8� [  ª � T?��T f©� � 4 a �+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~f � T?��T f×� � 4 a��+ n � � � n � ~ � ` � n � ~ �WZ ` � ~ � [ � t  ��~ª TkZ �ef ` � n �E*�s8� [ ª T 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ S
Ainsi, on a :M 1 J�� �D��( �÷� * � �  � ( � f Z * � �D��( � [  � T?��T fJ� �>Z ��f ` � n ��*�s?� [  ª � T?��T f×� � 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~f � T?��T fJ� � 4 a��+ n � � � n � ~ � ` � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t  ��~ª TkZ �ef ` � n�� * s � [ ª T 4 a �+ n��?� � n���~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~f T  Z ��f ` � n �2*�s � [  fß� T  Z �gf ` � n ��*�s?� [ 4 a �+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~f T  I 4 a �+ n � � � n � ~ �WZ ` � ~ � [ � t " ��~n�  S
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Uneréécrituredel’ égalit́eci-dessusconduità :M 1 J�� �D��( �÷� T ` � n ��*�s8�>Z ��f ` � n ��*�s?� [Hf TkZ �ef ` � n �2*�s � [ 4 a �+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ª T ` � n ��*�s8� 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ f T I 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ �  ª � T?��T fJ� ��4 a �+ n � � � n � ~ �WZ ` � ~ � f ` � n � ~ � [ Z ` � ~ � [ � t  ��~f � T?��T fJ� �WZ ��f ` � n ��*�s?� [ 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ f T?��T fJ� � I 4 a��+ n � � � n � ~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ �  � T ` � n ��*�s8�>Z ��f ` � n ��*�s?� [Hf TkZ �ef ` � n �2*�s � [ � � n ��� ª T ` � n �2*�s � � � n ��� f T�Z � � n ��� [  ª � T?��T fJ� � � � n �E� fß� T �AT f×� �>Z ��f ` � n �2*�s � [ � � n ��� f T?��T f©� �>Z � � n �!� [  S
On conclutla démonstrationenremarquantqueT \ ��� w � ��f \ ��� w �?��T ` � n ��*�s?�>Z �gf ` � n ��*�s?� [Bf TkZ �ef ` � n ��*�s?� [ � � n �°� ª T ` � n ��*�s?� � � n ��� f TkZ � � n ��� [  S�
Nouspouvonsàprésentdémontrerle Théor̀eme2.7.

Démonstrationdu Théorème2.7
f

Le Lemme2.4et l’hypothèse
� ø

impliquentque* � � ��( ��O�TkZ �ef ` � n�� * s � [ S (2.4)

Montronsà présentque �D��( � * � �D��( � �fB� �
lorsqueT ���

. D’aprèsl’in égalit́edeBienayḿe-Tchebichev,
on apourtout B p � : d Ç )))) �D� (* � �D� ( � f×� )))) p B Í :

�B  M 1 J Ç �D� (* � �D� ( � Í � �B  M 1 JP� �D� ( �Z * � �D� ( � [  S
Or, d’aprèsle Lemme2.5,M 1 J>� � ��( �Z * � �D��( � [  � T \ ��� w � ��f \ ��� w �Z * � �D��( � [  ª � T?��T f×� � � � n�� �Z * � �D��( � [  f � T?��T f×� �>Z ��f ` � n�� * s � [ � � n�� �Z * � �D��( � [  f T �AT f×� �>Z � � n�� � [  Z * � �D��( � [  S
Traitonspourcommencerle premiertermedela somme.Comme

�ef \���� w :�� etd’après(2.4),on a :T \ ��� w � ��f \ ��� w �Z * � �D� ( � [  : T \ ��� wZ * � �D� ( � [  O�T t " Z ��f ` � n ��*�s8� [ t " S
Le premiertermedela sommeconvergedoncverszérod’aprèsl’hypothèse

�
2. Deplus,d’après(2.4)on

a : � T?��T f×� � � � n ���Z * � �D� ( � [  O ��� � n ���Z �ef ` � n �2*�s � [  ���
lorsqueT ���

d’aprèsl’hypothèse
�

3,� T?��T f©� �>Z �<f ` � n �2*�s � [ � � n ���Z * � �D� ( � [  O � � � n ����ef ` � n ��*�s?� ���
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lorsqueT ���
d’aprèsl’hypothèse

�
4 et enfinT?��T fJ� �>Z � � n �!� [  Z * � �D��( � [  O Ç � � n ����ef ` � n �2*�s � Í  ���

lorsqueT ���
d’aprèsl’hypothèse

�
4. Ainsi,M 1 J�� �D� ( �Z * � �D� ( � [  ���

lorsqueT ���
cequi conclutla démonstrationdu théor̀eme.

�
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Chapitr e 3

Utilisation deseuilsaléatoirespour estimer
l’indice devaleur extrême

3.1 Intr oduction

Consid́eronsU " 3�SPS�SO3XU@� un échantillonde T variablesaléatoiresindépendanteset de mêmefonction
derépartition ` et notonsU " � � : S�SPS : U@��� � l’ échantillonordonńe.On a vu dansle chapitre2 quepour
la majoritédesfonctionsderépartitioǹ la loi asymptotiquede U ��� � (convenablementnormaliśe)estune
loi desvaleursextrêmes,cetteloi étantindexéeparun param̀etrenoté

�
. Ceparam̀etre,appeĺe indicede

valeurextrême,apporteuneinformationsur la formedela queuededistributionde ` . Notamment,selon
que

� p �
,
� L��

ou
� � �

, on distinguetrois domainesd’attraction: Fréchet,Weibull et Gumbel.Ainsi,
denombreuxestimateursdel’indice devaleurextrêmeont ét́epropośesdansla litt érature.Lesrecherches
sesontprincipalementconcentŕeessur le cas

� p �
(i.e. les fonctionsderépartitionsdont la queueestà

décroissancepolynomiale),l’estimateurle plusconnuétantl’ estimateurde Hill [56] défini par:�� l� � �� áæ è¥ç " � � �VUl� t è » " � ��� f � � �VUl� t á � ���>3
où � estun entierpositif (

�: � : T ). La consistancefaible decetestimateura ét́e démontŕeeparMason
[69] et la consistanceforte par Deheuvels et al. [23]. La normalit́e asymptotiquea ét́e démontŕeeentre
autresparDavis et Resnick[20], Cs̈orgo et Mason[18], Haeusleret Teugels[52], Goldie et Smith [45],
etc . . . De nombreuxautresestimateurspour le cas

�îp �
ont ét́e propośes(pourunerevuedétaillée,voir

Cs̈orgo etViharos[19]).
Le casgéńeral

� 7 . aét́emoinsétudíe.Onrecensedansla litt ératuredeuxméthodespermettantd’estimer� 7 . . La premìereconsistèautiliser les � plusgrandesobservationsoù � estun entierpositif strictement
inférieurà T . Commeexempled’estimateursbaśeesurcetteméthode,citons:

l’ estimateurdesmomentspropośeparDekkers,EinmahletdeHaan[25] et défini par:��£¢� � � á � ��ª �ef �� + �ef �  á � �/ á � � - t " 3 (3.1)
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où � á � ��� �� áæ èXç " � � �VU@� t è » " � �2� f � � �VU@� t á � ��� ;>= / á � ��� �� áæ èXç " Z � � �VU@� t è » " � �E� f � � �VU@� t á � �E� [  S
Cetestimateurestunegéńeralisationde l’estimateurdeHill. Lesauteursmontrentquecetestimateurest
consistantetasymptotiquementnormal.

L’estimateurde Pickands[71] défini par���¤� � Z � � � � � [ t " � � U � t Ä á u\¥OÅ » " � � f U � t Ä á uX ÎÅ » " � �U � t Ä á uX vÅ » " � � f U@� t á » " � � 3
où ZÌ� [ dénotela partieentièrede � . L’auteurdémontrela consistancefaible desonestimateur. La conver-
genceforte ainsi que la normalit́e asymptotiqueont ét́e démontŕeespar Dekkerset de Haan[24]. Des
améliorationsdecetestimateuront ét́e introduitesnotammentparDrees[28] etSegers[77].

L’estimateurpropośe par Beirlant et al. [4] défini par:�� q� �«ZV�VU o Uß�Dt " U o i [ " � " 3 (3.2)

où ÿ¦¦� ¦¦�
i � È ��é ª � � � �¨§ l � r (§ l � Ë º r ( f ��é ª � � � � è » "è ª è » "è 3 ��: é : � f×� ½ o 3UW' � " �r� � 3 �I: é : � f×� � o 3UW' �  � È è » "á » " 3 �I: é : � f×� ½ o 3

avec RÏ� èv� ��zU@� t èO� � + �é èæ N¼ç " � � �GU@� t N » " � �2� f � � �VU@� t èO� ��� - 3 �I: é : � f×� S
(Dansl’expressionci-dessus,Ò o désignela transpośeede la matrice Ò , ÒgNV� è dénotel’ élémentde la i ©ª�«¬ª
ligneet dela j ©ª�«
ª colonneet Ò ' � è désignela j ©ª�«¬ª colonnedela matrice Ò ).
Cetestimateurestuneaméliorationdel’estimateurpropośeparBeirlantet al. [7] encesensqu’il corrige
l’erreur apport́eeparla fonctionà variationslentes.
On peutaussiciter lesestimateursintroduitsparFeuevergeret Hall [34], Gomes[46], Gomeset Martins
[47], deHaanetResnick[22] etPeng[70].

L’autre méthodeconsisteà utiliser les observationsqui dépassentun seuil déterministe.Cetteméthode,
appeĺeeméthodeP.O.T. (PeaksOverThreshold),estbaśeesurunrésultatdeBalkemaetdeHaan[2] etPi-
ckands[71] assurantquela loi asymptotiquedesexcèsaudessusduseuilestuneloi deParetoGéńeraliśee.
CetteméthodeestutiliséeentreautresparFalk [31, 32], Marohn[67, 68], Smith [78] et Castilloet Hadi
[13].

Dansce chapitre,nousproposonsdesestimateursde l’indice de valeurextrêmedansle casparticulier
où
� L��

c’est à dire dansle casoù la fonction de répartitionappartientau domained’attractionde
Weibull. Cedomainecontenantla majorité desfonctionsderépartitiondont le point terminalestfini, les
estimateurspourrontêtreutiliséspourrépondrèa la questiondel’estimationdefonctionsquantileextrême
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qui nousintéressedanscettethèse.Pourestimer
�
, nousutilisonsuneméthodedifférentedesméthodes

précitées.On consid̀ereen effet, pour construirenosestimateurs,uniquementl’information apport́e par
desnombresdepointsqui dépassentdesseuilsaléatoires.Pluspréciśement,soit � n �E� , � � �E� , �   ��� et � ¡ ���
quatresuitesdistinctesde

[G� 3 � Z . On notepar �D��( (resp.�D�¥( , �D¢B( et �D£O( ) le nombredepointsqui dépassent
le seuil aléatoire n�� U ��� � (resp. �P� U ��� � ,   � U ��� � et ¡>� U ��� � ). Les estimateurspropośesdansce chapitre
sontdéfinispar: �� " � � � f � � ZQ� ��f n�� � � � ��f �P� � [� � � �D� ( � �D� ( � 3��! � � qui estla solutiondel’ équationen , :� � f ¡ �n � f   � ¤ � tB¨� ( f � tB¨¢ (� tB¨� ( f � tB¨£ ( ¦ � � 3
et �� # � � qui estla solutiondel’ équationen , :�ef � ��ef n � ¤ � tB¨��( f©�� tB¨�X( f©� ¦ � � S
Un avantageque l’on peut trouver à utiliser uniquementdesnombresde pointsest que les estimateurs
peuventêtrecalcuĺesmêmeenprésencededonńeescensuŕeesparintervalles.Deplus,lesseuilsaléatoires
quel’on utiliseont l’avantagedeprendreencomptele comportementdela queuededistributionpuisqu’ils
sontfonctiondu maximumdel’ échantillon.

Le plan de ce chapitreest le suivant. Dans le paragraphe2, on énoncel’ensembledeshypoth̀eseset
on démontrequesousceshypoth̀eseson peutappliquerle Théor̀eme2.7 énonće dansle chapitre2. Ce
Théor̀emeest indispensablepour démontrerl’ensembledesrésultatsde ce chapitre.Dansle troisième
paragraphe,on définit lestrois estimateursdel’indice devaleurextrême.La consistancefaible deceses-
timateursestétabliedansle paragraphe4. Lesparagraphes5 et 6 sontconsacŕesà l’ étudedel’estimateur�� " � � . On démontre,dansle paragraphe5, quel’estimateur �� " � � convenablementnormaliśe estasymptoti-
quementnormalsi

� LÞfI�����
. On endéduitquela vitessedeconvergenceoptimaledecetestimateurest

unepuissancede T , vitessequi, à notreconnaissance,n’estatteinteparaucunautreestimateurdel’indice
devaleurextrême.On démontreensuitedansle paragraphe6 que �� " � � convergepresque-ŝurementvers

�
si
� L�fI�

. Le paragraphe7 estconsacŕe aux simulations.On comparedansun premiertempsles trois
estimateurs���" � � , ��! � � et ���# � � . Il enressortquel’estimateur ���# � � estdemeilleurequalitéentermedebiaiset
devariance.C’estpourquoi,nouscomparonsensuitel’estimateur ���# � � à l’estimateurdesmoments �� ¢� et à
l’estimateurpropośeparBeirlantetal. �� q� . Enfin,dansle paragraphe8,onproposeuneméthodepermettant
de transformerdesvariablesaléatoiresdont la fonctionde répartitionappartientau domained’attraction
deFréchet(

�Óp �
) en desvariablesaléatoiresdont la fonctionderépartitionappartientaudomained’at-

tractiondeWeibull, cequi permetd’utiliser lestroisestimateurspourestimerun indicedevaleurextrême
strictementpositif.

3.2 Hypothèseset r ésultatpr éliminair e

Soit U " 3�SPS�SX3�U � un échantillonde T variablesaléatoiresquel’on supposeindépendanteset demême
fonction derépartition ` . On supposeque ` appartientau domained’attractionde Weibull (c’est à dire
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quel’indice de valeurextrême
�

eststrictementnégatif).Rappellons(cf Théor̀eme2.4) que ` appartient
audomained’attractiondeWeibull si et seulementsi *�s � y6{�|h0!* 9 ` ��*B� L�� C L ª � et` ��*B�?� �gf ��*�s f *h�Dt "vuOwOx ZQ��*�s f *h�Dt " [ 3 (3.3)

où
x

estunefonctionà variationslentesà l’infini. On note U " � � : SPS�S : U ��� � l’ échantillonordonńe.Soit� n �E� unesuitede
[G� 3 � Z , on définit �D� ( par�D� ( � j 0�U@��� � p � C �æ N¼ç " j 0�UlN ¾Jn ��U@��� ��CES

Autrementdit, �D� ( est le nombrede pointssuṕerieursau seuil n ��U@��� � si U@��� � p �
. Dansla suite,on

supposeque * s p � . Ainsi, ��� �� �I� d Z �D��( p �P[ � � � �� �I� d Z U@��� � p �![ � � S (3.4)

Si * s Lr�
, unetranslationdesdonńeespermetdeseramenerau cas * s p �

. On supposeaussiqueles
hypoth̀esessuivantessontvérifiées:

(A1)
x

estunefonctionà variationslentesnormaliśee.Autrementdit,x ��*B�?� � ;&% | I 4 a" ~ t "® � ~ � ��~ �ë3
où � estuneconstantestrictementpositiveet

 ��*h� ���
lorsque* ���

.

Cettehypoth̀eseimpliqueenparticulierque ` estdérivablededérivée � .

(B) � vérifie l’une ou l’autredesassertionsci-dessous:

i) � estborńeesur
[�� 36*�s [ .

ii) Il existe ³ 7 ã tel quepourtout T ¾J³ , �21 %o¯� Å +>� a � Å � � n � ~ �?� � � n �2*�s � .
Signalonsquel’hypothèse(B) estvérifiéepar exemplepar uneloi de Paretogéńeraliśee( ` ��*h�@� �üf� � ª � * � ^ � t "OuOw , ^ p � et

� L��
), par la loi desvaleursextrêmesdeWeibull ( ` ��*h�e� ;&% |Z f � � ª � ��* f� � � ^ � t "vuOw [ , � L�� , ^ p � et

� 7 . ) ou par la loi inversedeBurr ( ` ��*h�e� �gf Z Ü � �VÜ ª � $ f *B� t?° � [²± ,�VÜ83 � 3 ´ �?7ß� . » � # ).
Dansla suite,onpose, " � w � � � � 0 �  ��� 3 �  � � ��f � �DC .
(C1) Soit � n �E� une suite de

[�� 3 � Z qui converge vers 1 lorsque T � �
. Il existe ³ 7 [�� 36, " � w Z tel queT t=´ �1Ø�� �ef n �E� .

Nousallonsà présentmontrerquesousceshypoth̀eses,on peutappliquerle Théor̀eme2.7. Autrement
dit, nousallonsprouver le résultatsuivant:
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Théorème3.1 Sousleshypoth̀eses(A1), (B) etsi � n �E� vérifie l’hypothèse(C1) alors:�D��(TkZ �gf ` � n �E*�s8� [ �f���� 3 (3.5)

lorsqueT ���
et * � �D��( ��O�TkZ �ef ` � n ��*�s?� [H� ª � 3 � � JOy��2{ ; T ��� S (3.6)

Pourdémontrercethéor̀eme,nousdevonsconnâitre l’expressiondela densit́e � .

Lemme 3.1 Sousl’hypothèse(A1),� ��*B�?� fI��� � ��*�s f *B� t "OuOw t " x ZQ��*�s f *h� t " [ Z � ª�³ ��*B� [ 3
avec ³ ��*B� ���

lorsque*"µ�* s .

Démonstration
f

Notons ´ la dérivéede
x

(qui existed’aprèsl’hypothèse(A1)). On a :� ��*B�<� fI��� � ��*�s f *h� t "vuOw t " x ZQ��*�s f *h� t " [ ª ��*�s f *B� t "vuOw t  ´ ZV��*�s f *B� t " [ S
Or, * ´ �A*B�x ��*B� �  �A*B�>S
Ainsi, si on pose ³ �A*B�?� f � ��* s f *B� t " ´ ZQ��* s f *B� t " [x ZQ�A*�s f *B� t " [ � f �  ZV��*�s f *h�Dt " [ 3
alors � ��*B�?� fI��� � ��*�s f *B� t "OuOw t " x ZQ��*�s f *h� t " [ Z � ª�³ ��*B� [ 3
avec ³ ��*B� ���

lorsque*"µ�* s .

�
Nousdevonsaussiconnaitrel’ordre degrandeurde � � n ��� . Onrappelleque � � n ��� estdéfini par:� � n ���?� 4 a �+ n � � � n � ~ �WZ ` � ~ � [ � t " ��~ S
Lemme 3.2 Sousleshypoth̀eses(A1) et (B),� � n�� �?�1Ø@Z �21 % 0!T w o ��T�>3 � � n�� * s �XT w o ��T�DC [ 3
où o estunefonctionàvariationslentes.

Démonstration
f

Nousétudionssépaŕementlescasoù � vérifie l’hypothèse(B) i) et (B) ii).� Si � vérifie l’hypothèse(B) i), il existeun réel
� p �

tel que:� � n �E� : � 4 a �+ Z ` � ~ � [ � t " ��~ S (3.7)

PosonsU »� t " � � t " � �"1 % � � 3XU@� t " � � t " � , où U@� t " � � t " estle maximumde T f}� observationsissuesde
la distribution ` . Notons ` » la fonctionderépartitionde la variablealéatoire�21 % � � 3XU " � . Evidemment,
pour * ¾ � , ` » �A*B�?� ` ��*h� . Ainsi,4 a��+ Z ` � ~ � [ � t " ��~ ��*�s f * Z U »� t " � � t " [ S
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La fonctionderépartition ` appartenantaudomained’attractiondeWeibull, on endéduitquela fonction
derépartition ` » appartientaussiaudomained’attractiondeWeibull. Commedeplus4 a �+ * ` » � � *B� : *�s L ª � 3
on a,d’aprèsun résultatdémontŕedansResnick[74, Prop.2.1 (ii)],* s f * Z U »� t " � � t " [ O5¶8� �ef � � ��� t " 3 (3.8)

où ¶ estla fonctiongammaet ��� ��* s f ` � � ��fÑ��� T� . L’in égalit́e(3.7)et l’ équivalence(3.8)impliquent
quesi � vérifie l’hypothèse(B) i) alors � � n ���?�1Ø�� � � t " �>S (3.9)� Si � vérifie l’hypothèse(B) ii), on a :� � n ��� : � � n �E*�s?� 4 a �+ Z ` � ~ � [ � t " ��~ 3
etainsid’après(3.8), � � n �E�?� Ø Z � � n �E*�s8� � � t " [ S (3.10)

On déduitde(3.9)et (3.10)que:� � n ���?�1Ø@Z �21 % 0 � � t " 3 � � n �E*�s?� � � t " C [ S
Pourconclurela démonstration,il suffit dedémontrerque� �@��T w o ��T�>3 (3.11)

où o estunefonctionà variationslentes.En utilisantl’expressionde ` donńeeen(3.3),on remarqueque� ���T w Z x � � t "� � [ w . Deplus,d’après[74, Démonstrationdela Proposition0.3], ona pourtout ~ p � ,� � �� �I� � �� Ä � o Å � Ö � ~ �>3 (3.12)

avec Ö � ~ � p � etoù ZÌ* [ désignela partieentièrede * . Le Lemme2.3et (3.12)impliquentque Z x � � t "� � [ w �o ��T� où o estunefonctionàvariationslentes,cequi conclutla démonstration.

�
Puisquè � ~ � f ` � n � ~ � : ` � ~ � pourtout ~ , on a :� � n�� ��� 4 a��+ n��·� � n��E~ �>Z ` � ~ � f ` � n���~ � [ Z ` � ~ � [ � t  ��~ : 4 a��+ n��·� � n��E~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ S
Ainsi, d’aprèsle Lemme3.2 � � n ���?�1Ø@Z �21 % 0!T w o �ATH�W36T w � � n ��*�s?� o ��T�DC [ S (3.13)

Démonstrationdu Théorème3.1
f

Pourdémontrercethéor̀eme,il suffit des’assurerqueleshypoth̀eses�
1,
�

2,
�

3 et
�

4 duThéor̀eme2.7sontvérifiées.
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� Hypothèse
�

1 Elle estvérifiéed’aprèsl’hypothèse(A1).� Hypothèse
�

2 D’aprèsl’expressiondela fonctionderépartitioǹ donńeeen(3.3),on a :T t " Z �ef ` � n �2*�s � [ t " ��* "vuOws T t " � ��f n �E� "vuOw x ZÌ* t "s � ��f n �E� t " [ S
Or, � n�� � vérifiantl’hypothèse(C1), il existe

�L ³ L , " � w tel que T t " �1Ø@ZQ� ��f n�� � "vu ´ [ . Donc,T4t " Z ��f ` � n ��*�s?� [ t " � Ø � � ��f n �2� "OuOw » "Ou ´ x ZÌ*Út "s � �ef n ���Dt " [  S
Le fait que

��� � ª ��� ³ p � et le Lemme2.3nousassurentquel’hypothèse
�

2 estvérifiée.� Hypothèse
�

3 Il suffit dedémontrerd’après(3.13)que��� �� �I� T w o ��T�Z ��f ` � n�� * s � [  � �b;>= ��� �� �I� � � n ��*�s8�XT w o ��T�Z ��f ` � n�� * s � [  � � S
Or, d’aprèsl’expressionde ` donńeeen(3.3),on a :T w o ��T�Z ��f ` � n �E*�s8� [  �1Ø � T w � �ef n ���  XuOw o ��T�D0 x ZÌ* t "s � ��f n �E� t " [ C t  � S
Commela suite � n ��� vérifie l’hypothèse(C1), il existe

�ÑL ³ L , " � w tel que � �bf n ���  XuOw � Ø � T t  ´ uOw � .
Ainsi, T w o ��T�Z �ef ` � n �2*�s � [  �1Ø � T w t  ´ uOw o ��T�D0 x ZÌ*t "s � �ef n ��� t " [ C t   S
Le fait que

� fß� ³ � � L©� et le Lemme2.3impliquentque:� � �� �I� T w o �ATH�Z ��f ` � n �2*�s � [  � � S
Demême,d’aprèsl’expressionde ` donńeeen(3.3)et le Lemme3.1,on a :� � n ��*�s8�XT w o ��T�Z �ef ` � n �2*�s � [  �1Ø � T w � ��f n�� � "OuOw t " o �ATH�)0 x Z *t "s � �ef n�� �Dt " [ C�t "n S
Commela suite � n ��� vérifie l’hypothèse(C1), il existe

�@L ³ L , " � w tel que � �gf n ��� "vuOw t " �«Ø � T ´�t=´ uOw � .
Ainsi, � � n ��*�s?�XT w o ��T�Z ��f ` � n �E*�s8� [  �1Ø � T w t=´ uOw » ´ o ��T�D0 x ZÌ* t "s � ��f n �E� t " [ C t "n S
Le fait que

� f ³ � � ª¸³ L©� et le Lemme2.3impliquentque��� �� �I� � � n ��*�s8�XT w o ��T�Z ��f ` � n �2*�s � [  � � 3
cequi nousassurequel’hypothèse

�
3 estvérifiée.� Hypothèse

�
4 En utilisantle fait que

��f ` � n �2*�s � �÷�
lorsqueT ���

, on remarquequel’hypothèse�
4 sedéduitsimplementdel’hypothèse

�
3.

�
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3.3 Définitions desestimateursde l’indice devaleur extrême

Dannsceparagraphe,nousproposonstrois estimateursdel’indice devaleurextrêmedansle casparti-
culier où cederniereststrictementnégatif.

3.3.1 Idéegénérale

L’id éecommuneutiliséepourconstruirelestrois estimateursde
�

estla suivante:
x

étantunefonction
à variationslentesà l’infini, on remarque,d’aprèsl’expressionde la fonctionderépartition ` donńeeen
(3.3),que Z �ef ` ��*B� [ t w estapproximativementlinéairepour * “suffisamment”prochede *�s . Ainsi, pour� , � , � et � “suffisamment”prochede * s , on a l’approximation:Z �ef ` � � � [ t w f Z ��f ` � � � [ t wZ �ef ` � � � [ t w f Z �ef ` � � � [ t w � � f �� f � S (3.14)

Enremplaçantdansl’approximation(3.14)lesnombres� , � , � et � pardesnombresaléatoiressuffisamment
“proche”de *�s etenrésolvantl’ équationen

�
qui endécoule,nousproposonstroisestimateursdel’indice

devaleurextrême.

3.3.2 Un estimateurde l’indice de valeur extrêmeà double seuil

Pourdéfinir le premierestimateurde
�
, onremplacedans(3.14) � par n ��U@��� � , � par Ul��� � , � par � ��U@��� �

et � par U@��� � où � n ��� et � � �2� sontdeuxsuitesde
[G� 3 � Z . En utilisantles“approximations”

��f ` � n �E*�s8� ��D��( � T ,
�ef ` � � �E*�s8� � �D�X( � T et

�ef ` �VU@��� �2� � � , ona pour T “assez”grand:��f � ���f n � � �D��(�D� (k� t w � � S (3.15)

Pluspréciśement,on démontrele résultatsuivant:

Théorème3.2 Sousleshypoth̀eses(A1) et (B), si lessuites� n �E� et � � �E� vérifientl’hypothèse(C1) etsont
tellesque: ��� � � ���� �I� ��f n����f � � p �g;>= � � � y6{�|� �I� ��f n����f � � L ª � 3 (3.16)

alors, ��f � ���f n�� � �D� (� �¥(k� t w �fB� � S
Si on fait l’hypothèsesuppĺementaireque la fonction à variationslentes

x �A*B� tend vers une constante
strictementpositivelorsque* � ª � , alorsla condition(3.16)n’estpasnécessaire.

Démonstration
f

Remarquonstoutd’abordque:��f � ���f n�� � �D� (� �X(k� t w � Ç �D� (T�Z �ef ` � n�� * s � [ Í t w Ç �D� (TkZ ��f ` � ��� * s � [ Í w x ZÌ* t "s � �ef n �2� t " [x ZÌ* t "s � �ef � ��� t " [ S
Or,

x
étantunefonction à variationslentes,on en déduit d’après la condition(3.16)et le Lemme2.3 ii)

que: ��� �� �I� x ZÌ*t "s � �ef n ��� t " [x Z *t "s � �ef �P� � t " [ � � S (3.17)
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(Si la fonction à variationslentes
x ��*B� tendversuneconstantestrictementpositive lorsque * � ª � , la

condition(3.16)n’estpasnécessairepourdémontrerlaconvergence(3.17)).La conclusiondela démonstration
estévidenteenutilisantla convergenceenprobabilit́e(3.5)du Théor̀eme3.1.

�
En résolvantl’ équation(3.15)en

�
, onobtientcommeestimateurdel’indice devaleurextrême:�� " � � � f � � ZQ� ��f n �2� � � ��f � �2� [� � � �D� ( � �D� ( � S (3.18)

L’avantagede cet estimateurestqu’il admetuneexpressionexplicite. De plus, �� " � � esttoujoursnégatif.
Cependant,pourle construire,on approchè �VU@��� ��� par1 cequi peutintroduireun biaisassezimportant
surtoutlorsque

�
estprochedezéro(caralors U@��� � estun estimateurfortementbiaiśedu point terminal).

Remarque3.1 On remarquequel’estimateur ���" � � n’estdéfini quesi �D��( û� �D�X( . Le lemmesuivantnous
assureque l’estimateurest défini sur un ensembledont la probabilit́e tend vers

�
lorsquela taille de

l’ échantillonT tendversl’infini.

Lemme 3.3 Sousleshypoth̀eses(A1) et (B), si lessuites � n �2� et � � �E� vérifient l’hypothèse(C1) et sont
tellesque: ��� � � ���� �I� ��f n ���f � � p �e;>= ��� � y6{�|� �I� ��f n ���f � � L�� 3
alors, ��� �� �I� d Z �D� ( � �D� ( [ � � S
Notonsquesousleshypoth̀esesdu Lemme3.3, leshypoth̀esesdu Théor̀eme3.2sontvérifiées.

Démonstration
f

Comme ��� � yD{�|� �I� �ef n ��ef � � L�� 3
on saitqu’il existeun réel B + p � et ³ 7Ñã tel quepourtout T ¾J³��f n����f � � :��ef B +�S (3.19)

Posons Òg��� g �ef n ��ef �P� � �D� (� ��( � t w p ��f B + i
D’après(3.19),on apour T : ³ d ZÌÒe�2¹ �D��( � �D�X( [ � � S
Commedeplus,d’aprèsle Théor̀eme3.2, d ZÌÒg� [H���

lorsqueT ���
, onconclutla démonstration.

�
3.3.3 Utilisation de quatreseuilsaléatoirespour estimer l’indice de valeur extrême

Soit � n �E� , � � �E� , �   �E� et � ¡ ��� quatresuitesde
[G� 3 � Z . Pour construirele secondestimateurde

�
, on

remplacedansl’approximation(3.14) � par n ��U@��� � , � par   ��U@��� � , � par � ��U@��� � et � par ¡ ��U@��� � . En
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utilisant les “approximations”
�If ` � n �EU@��� �E� � �D��( � T ,

�If ` � � �EUl��� �E� � �D�X( � T ,
�If ` �   �EUl��� �E� ��D¢ ( � T et

�ef ` � ¡ ��U@��� ��� � �D£ ( � T , on a pour T “assez”grand:� � f ¡ �n � f   � ¤ � t w� ( f � t w¢ (� t w�¥( f � t w£O( ¦ � � S (3.20)

L’approximation(3.20)peutaussiêtrejustifiéeparle Théor̀emesuivant:

Théorème3.3 Sousleshypoth̀eses(A1) et (B), si lessuites � n ��� , � � �E� , �   �°� et � ¡ �E� vérifientl’hypothèse
(C1) etsonttellesque:� � � � ���� �I� �ef   ��ef n � p � 3 ��� � y6{�|� �I� �ef   ���f n � L}� 3 ��� � y6{�|� �I� �ef ¡ ��ef � � L�� 3 ��� � � ���� �I� �ef n ��ef � � p � 3��� � yD{�|� �I� �ef n ��ef � � L ª � 3 ��� � � ���� �I� �gf ¡ ��ef n � p �e;>= ��� � y6{�|� �I� �ef ¡ ��ef n � L ª � S (3.21)

alors, �P� f ¡>�n � f   � ¤ � t w��( f � t w¢B(� t w�X( f � t w£v( ¦ �fB��� S (3.22)

Si on fait l’hypothèsesuppĺementaireque
x �A*B� converge versuneconstantestrictementpositive lorsque* � ª � , alors,on peutremplacerla condition(3.21)parla conditionplusfaible :��� � y6{�|� �I� �ef   ��ef n � L}�8;>= ��� � y6{�|� �I� �ef ¡ ��gf � � L�� S

Démonstration
f

Poursimplifier lesnotations,posons,pourtoutesuite � n �E� :´ � n ���?��*�s?T t w 0 x ZÌ* t "s � ��f n ��� t " [ C t w S
Ainsi, � ��f n ��� ´ � n ���8� 0!TkZ ��f ` � n �E*�s8� [ C t w S
On remarqueque: � � f ¡ �n � f   � ¤ � t w� ( f � t w¢ (� t w�X( f � t w£O( ¦ � � t w� ( f � t w¢ (� n � f   �E� ´ � n �°�º »&¼ ½s º # � � � f ¡ �2� ´ � n ���� t w�X( f � t w£O(º »&¼ ½s Ê
Intéressonsnousaufacteur ` " :` " � � t w� (� n � f   �E� ´ � n �°� f � t w¢ (� n � f   �E� ´ � n �E�� Ç �D��(TkZ �ef ` � n �E*�s8� [ Í t w �gf n �n � f   � f Ç �D¢B(TkZ �ef ` �   �2*�s � [ Í t w � �ef   �n � f   � � ´ �   ���´ � n ���� �ef n �n�� f   � g Ç �D� (TkZ ��f ` � n�� * s � [ Í t w fJ� i f �gf   �n�� f   � g ´ �   ���´ � n�� � Ç �D¢ (TkZ �ef ` �   � * s � [ Í t w f×� i f×� S
Or, comme ��� � � ���� �I� �ef   ��ef n�� p �e;>= ��� � y6{�|� �I� ��f   ��ef n�� L}� 3
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on montre,d’aprèsle Lemme2.3ii), que:��� �� �I� ´ �   ���´ � n �E� � ��� �� �I� + x Z *t "s � ��f   ��� t " [x ZÌ*t "s � �ef n �2� t " [ - t w � � S
Deplus,comme ��� � y6{�|� �I� �ef   ��ef n�� L�� 3
il existe B p � et ³ 7Yã telsquepourtout T ¾J³ , on ait :f B t " : �ef n �n � f   � :}fI�8;>=ßf �ef BB : ��f   �n � f   � :J� S
Ainsi, d’aprèsla convergenceenprobabilit́e(3.5)du Théor̀eme3.1,on a :�gf n �n � f   � g Ç �D� (TkZ �ef ` � n ��*�s8� [ Í t w fJ� i �fB� � 3 (3.23)

et ��f   �n � f   � g ´ �   ���´ � n ��� Ç �D¢B(TkZ �ef ` �   �E*�s8� [ Í t w f©� i �fB��� S (3.24)

On déduitde(3.23)et (3.24)que: ` " �fB��fI� S
Onmontre,delamêmemanìere,quele facteur̀

 
tendenprobabilit́evers

fI�
, cequiconclutladémonstration.

�
L’approximation(3.20) (ou le Théor̀eme3.3) nousamènentà consid́ererl’estimateur ��! � � défini comme
étantla solutiondel’ équationen , : �P� f ¡>�n � f   � ¤ � tB¨��( f � tB¨¢B(� tB¨�X( f � tB¨£O( ¦ � � S (3.25)

On démontreplusloin quesi � ¢B( : � £v( L � ��( L � �X( , alorsl’ équation(3.25)admetuneuniquesolution.
De plus,on démontrequesouscertaineshypoth̀eses,d Z �D¢B( : �D£O( L �D��( L �D�¥( [Ú� �

lorsqueT tendvers
l’infini. Cetestimateura l’avantageparrapportà l’estimateur ���" � � denepasêtreconstruitenutilisantune
approximationde ` �VU@��� �2� par1. Il comportecependantdeuxinconvénients: il faut choisirquatresuites
(aulieu dedeux)poursaconstructionet il n’admetpasd’expressionexplicite.
Le lemmesuivantnousassurequel’ équation(3.25)admetuneuniquesolutionsur un ensembledont la
probabilit́etendvers1 lorsqueT tendversl’infini.

Lemme 3.4 Sousles hypoth̀eses(A1) et (B), si les suites � n ��� , � � �2� , �   �E� et � ¡ ��� vérifient l’hypothèse
(C1) etsonttellesquel’une ou l’autredesdeuxconditionssuivantesestsatisfaite:

Condition1 ��� � � ���� �I� �ef   ��ef ¡W� p � 3 ��� � y6{�|� �I� ��f   ��ef ¡>� L�� 3 � � � � ���� �I� �ef n ��ef �P� p � 3��� � yD{�|� �I� �ef n ��ef � � L�� 3 ��� � � ���� �I� �gf ¡ ��ef n � p �e;>= ��� � y6{�|� �I� �ef ¡ ��ef n � L�� 3
53
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Condition2  ��� ¡ �3 ��� � � ���� �I� �ef n ��ef �P� p � 3 ��� � y6{�|� �I� �ef n ��gf �P� L�� 3 ��� � � ���� �I� �ef ¡ ���f n�� p �e;>= ��� � y6{�|� �I� �ef ¡ ���f n�� L�� 3
alorsl’ équation(3.25)admetuneuniquesolutionsurun ensembledont la probabilit́e tendvers1 lorsqueT tendversl’infini.

Notonsquesousleshypoth̀esesdu Lemme3.4, leshypoth̀esesdu Théor̀eme3.3sontvérifiées.

Démonstration
f

Cettedémonstrationsedécomposeendeuxétapes: dansla premìereétape,ondémontre
quesi �D¢B( : �D£O( L �D��( L �D�X( alorsl’ équation(3.25)admetuneuniquesolutionetdansla deuxìemeétape,
on démontreque ��� �� �I� d Z �D¢B( : �D£O( L �D��( L �D�X( [ � � 3
cequi prouve le Théor̀eme.

PremìereétapeSupposonspour commencerque �D¢B( L �D£v( L �D��( L �D�X( . Ceci implique entreautre
que �P� L n�� L ¡>� L   � etainsique � �P� f ¡>� � � � n�� f   � � p � . Posons- �H��,'�?� �P� f ¡>�n � f   � ¤ � tB¨��( f � tB¨¢B(� tB¨�X( f � tB¨£O( ¦ S
On sait d’aprèsle Théor̀emeB.1 de l’Annexe B que - � estprolongeableparcontinuit́e au point ,ë� �

,
que - � eststrictementcroissanteetenfinque��� �¨ � t � - �H�A,!�<� �b;>= ��� �¨ � » � - �Ú��,'�?� ª � 3
ce qui impliquent l’existenceet l’unicit é de la solution de l’ équation(3.25). Supposons̀a présentque�D¢B( � �D£O( L �D��( L �D�X( . Posons � ����,'�?� � � f ¡ �n�� f ¡>� ¤ � tB¨��( f � tB¨£O(� tB¨�X( f � tB¨£O( ¦ S
On sait d’aprèsle Théor̀emeB.1 de l’Annexe B que � � estprolongeableparcontinuit́eau point ,ë� �

,
que - � eststrictementcroissanteetenfinque��� �¨ � t � � ����,'�?� �g;>= ��� �¨ � » � � �H��,'�8� �P� f ¡>�n � f ¡ � S
Or, comme�D£ ( L �D� ( L �D� ( , on a � � L n � L ¡ � et ainsi � � � f ¡ ��� � � n � f ¡ �E� p �

, ce qui conclutla
démonstrationdela premìereétape.

DeuxièmeétapeLes suites � n �2� , � � �E� , �   �°� et � ¡ �E� satisfaisantla condition1 ou 2, on sait qu’il existeB "�p � , B  Ip � et ³ 7Yã telsquepourtout T ¾J³ ,�ef   ���f ¡>� :�� 3 �ef ¡ ��ef n�� :��ef B " ;>= �ef n ��ef �P� :}��f B  S (3.26)
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Ainsi, pour T ¾J³ , on a �D¢B( : �D£v( : �D��( : �D�¥( . D’où,d Z�0 � ¢B( : � £v( L � ��( L � �X( Cc¾ [ � d Z � £O( � � ��( � { � ��( � � �¥( [�: d Z � £v( � � ��( [ ª©d Z � ��( � � �X( [ 3
avec Ò ¾ qui désignele compĺementairedel’ évènementÒ . En posant:Òe�� g �gf ¡ ��ef n�� � �D� (� £v( � t w p �gf B " i ;>= � � � g ��f n ���f �P� � �D� (� ��( � t w p �ef B  i 3
on apour T ¾J³ : d ZÌÒg�P¹ �D£ ( � �D� ( [ � �e;>= d Z � �2¹ �D� ( � �D� ( [ � � S
Commed’après le Théor̀eme3.2, d ZÌÒe� [�� �

et d Z � � [Ï� �
lorsque T � �

, on en déduit le résultat
annonće.

�
3.3.4 Casparticulier de l’estimateur ¿À  � �

Nousallonsà présentproposerun estimateurde
�

qui estun casparticulierde l’estimateur ��! � � . Pour
ce faire,on remplacedansl’approximation(3.20)   � et ¡ � par

�
. Ainsi, pour T “assez”grandon a l’ap-

proximation: �ef � ��ef n�� ¤ � t w��( f×�� t w�X( f×� ¦ � � S (3.27)

Cetteapproximationpeutaussîetrejustifiéeparle résultatsuivant.

Théorème3.4 Sousleshypoth̀eses(A1) et (B), si lessuites� n �E� et � � �E� vérifientl’hypothèse(C1) etsont
tellesque: ��� � � ���� �I� ��f n ���f � � p �g;>= � � � y6{�|� �I� ��f n ���f � � L ª � 3 (3.28)

alors �ef � ��gf n�� ¤ � t w��( f×�� t w� ( f×� ¦ �fh��� S
Si on fait l’hypothèsesuppĺementairequela fonctionà variationslentes

x ��*B� convergeversuneconstante
strictementpositivelorsque* ���

, alorsla condition(3.28)n’estpasnécessaire.

Démonstration
f

Remarquonsque��f � ���f n � ¤ � t w� ( fJ�� t w�X( fJ� ¦ � �ef � ��ef n � � �D��(�D� (4� t wº »&¼ ½Ð # ¤ �gf � w� (��f � w�X( ¦º »&¼ ½q S
Or, d’aprèsle Théor̀eme3.2, Ò �fB���

. De plus,� w� ( � � �D� (TkZ �gf ` � n ��*�s?� [ TkZ �ef ` � n �E*�s8� [ � w �fB��� 3 (3.29)

d’aprèsla convergenceenprobabilit́e(3.5)et la convergence(3.6)duThéor̀eme3.1.(Dela mêmemanìere,

on montreque � w� ( �fh���
). Ainsi,

� �fB� �
, cequi conclutla démonstration.

�
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D’aprèsl’approximation(3.27),onproposed’estimer
�

par ���# � � définicomméetantla solutiondel’ équation
en , : �ef � ��ef n � ¤ � tB¨��( f©�� tB¨�X( f©� ¦ � � S (3.30)

On démontreplus loin quesi
�îL �D� ( L �D� ( alorsla solutionde l’ équation(3.30)existe et estunique.

L’estimateur ���# � � a l’avantagesuppĺementairepar rapportà l’estimateur ��! � � den’utiliser quedeuxseuils
aléatoirespoursaconstruction.On remarqueaussiquela différenceavec l’estimateur ���" � � résidedansle
fait quel’on approchè �VU@��� ��� par

��f ��� T etnonpluspar1. Cettedernìereapproximationestpréférable
puisqu’onsaitque U@��� � estun “bon” estimateurdu quantileextrêmed’ordre

��� T .
Le lemmesuivantassurequel’ équation(3.30)admetuneuniquesolutionsurun ensembledont la proba-
bilit é tendvers1 lorsqueT tendversl’infini.

Lemme 3.5 Sousleshypoth̀eses(A1) et (B), si lessuites � n�� � et � �P� � vérifient l’hypothèse(C1) et sont
tellesque: ��� � � ���� �I� ��f n����f � � p �e;>= ��� � y6{�|� �I� ��f n����f � � L�� 3
alorsl’ équation(3.30)admetuneuniquesolutionsurun ensembledont la probabilit́e tendvers1 lorsqueT tendversl’infini.

Démonstration
f

Commepour la preuve du Lemme3.4,cettedémonstrations’effectueendeuxétapes:
dansla premìereétape,on démontrequesi

�@L �D��( L �D�X( alorsla solutiondel’ équation(3.30)existeet
estuniqueetdansla deuxìemeétape,on démontreque��� �� �I� d Z �IL �D� ( L �D� ( [ � � S
PremìereétapeElle estévidenteenutilisantle Théor̀emeB.1 del’AnnexeB etenremarquantquepuisque�D� ( L �D� ( , on a � ��f � �E� � � ��f n �E� p � .
DeuxièmeétapeRemarquonsqued Z �IL �D� ( L �D� ( [ � d Z � t "��( L}� ¹ �D� ( L �D� ( [ S
Or comme� t "��( �fB� �

(voir démonstrationduThéor̀eme3.4,(3.29)),on endéduitque:d Z �IL �D� ( L �D� ( [ ��Òg� ª©d Z �D� ( L �D� ( [ 3
où Ò � � d Z � t "��( L«� ¹ � ��( L � �X( [�f d Z � ��( L � �¥( [ �^�

lorsqueT ���
. De la mêmemanìerequedans

la démonstrationdu Lemme3.4, on montreque d Z �D��( L �D�X( [�� �
lorsque T � �

, ce qui conclutla
démonstration.

�
3.4 Convergenceen probabilit é

Dansceparagraphe,nousallonsdémontrerquelestroisestimateursdéfinisdansleparagraphepréćedent
convergentenprobabilit́evers

�
.
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3.4.1 Convergenceenprobabilit éde ¿À " � �
Théorème3.5 Sousleshypoth̀eses(A1) et (B), si lessuites� n �E� et � � �E� vérifientl’hypothèse(C1) etsont
tellesque: ��� � � ���� �I� ��f n ���f ��� p �e;>= ��� � y6{�|� �I� ��f n ���f �P� L�� 3 (3.31)

alors �� " � � �fB� �
. Si on fait l’hypothèsesuppĺementaireque

x ��*B� tendversuneconstantestrictementposi-
tive lorsque* � �

, alorsonpeutremplacerla condition(3.31)parla conditionplusfaible :��� � yD{�|� �I� �ef n ��ef � � L�� S (3.32)

Démonstration
f

Remarquonstout d’abordqueleshypoth̀esesdu Théor̀eme3.5permettentd’utiliser le
résultatdu Théor̀eme3.2.Ainsi, ��f � ���f n � � �D��(�D� ( � t w �fB� � S
En prenantle logarithme,on endéduitque:� � � �ef �P��ef n � � f � � � � � ��(�D�X( � �fB� � S (3.33)

Or, d’après(3.32),onsaitqu’il existe B 7 [G� 3 � Z et ³ 7Ñã tel quepourtout T ¾J³ ,� � � ��f � ���f n � � ¾ � � ZQ� ��f B �Dt " [ p � S
On peutdoncdiviserpar

� � ZQ� ��f � �2� � � ��f n ��� [ dans(3.33)eton endéduitque:�� t "" � � �f�� � t " 3
cequi conclutla démonstration.

�
3.4.2 Convergenceenprobabilit éde ¿À  � �
Théorème3.6 Sousleshypoth̀eses(A1), (B) etsi lessuites � n ��� , � � �E� , �   �°� et � ¡ �E� vérifientl’hypothèse
(C1) etsonttellesquel’une ou l’autredesdeuxconditionssuivantesestsatisfaite:

Condition1 �ef   �PO �¼¢ � £ � ��f ¡ ���>3 �ef n ��O �¼� � � � ��f � �E� ;>=e�gf ¡ �PO �¼£ � � � ��f n �E�>3
où � ¢ � £ , � � � � et �¼£ � � sontdesconstantesappartenant̀a l’intervalle

[G� 3 � Z etvérifiantpourtout � û� � ,� t?Á¢ � £ �ef � � £ � �·�¼� � � � t "��f � � £ � � � ¢ � £ � t " Ç �ef � � £ � �·� ¢ � £ � Á�t "��f � � £ � � � � � � � Á�t " Í û� � 3 (3.34)

Condition2   ��� ¡ �H3 ��f n �PO � � � � � �ef � ��� ;>=��ef ¡ �ÂO �¼£ � � � �ef n �2�>3
où � � � � et � £ � � sontdesconstantesappartenant̀a l’intervalle

[G� 3 � Z etvérifiantpourtout � û� � ,�ef � �¼£ � ���¼� � � � t "�gf � t "£ � � + ��f � ÁPt "£ � ��ef � �¼£ � ��� � � � � Á�t " - û� � 3 (3.35)
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Utilisation de seuilsaléatoirespour estimer l’indice de valeur extrême

alors ��! � � �fB� �
.

Remarque3.2 La condition(3.34)estsatisfaitesi on supposeque � ¢ � £ � � � � � , autrementdit, si�ef   ��ef ¡W� � �ef n ��gf ��� S
En effet, danscecas, � t?Á¢ � £ �ef � � £ � ���¼� � � � t "�ef � � £ � �·�¼¢ � £ � t " Ç �ef � �¼£ � ���¼¢ � £ � ÁPt "��f � �¼£ � ��� � � � � Á�t " Í � � t?Á¢ � £ û� � 3
pourtout � û� � .
Démonstration

f
On fait la démonstrationpour le casoù lessuites � n�� � , � �P� � , �   � � et � ¡>� � satisfontla

Condition1. La démonstrationest identiquesi c’est la Condition2 qui estsatisfaite.Remarquonspour
commencerquesousleshypoth̀esesduThéor̀eme3.6,onpeututiliser le résultatdu Théor̀eme3.3.Ainsi,� � f ¡ �n � f   � ¤ � t w� ( f � t w¢ (� t w�X( f � t w£v( ¦ �fB��� S (3.36)

Montronsquepourtout B p � , on a : ��� �� �I� d Z 9 ��! � � f � 9 p B [ � � S (3.37)

Or,d Z 9 ��! � � f � 9 p B [ � d Z 9 ��! � � f � 9 p B ¹ �D¢B( : �D£O( L �D��( L �D�X( [ ªId Z 9 ��! � � f � 9 p B ¹0 �D¢B( : �D£v( L �D��( L �D�X( C ¾ [ 3
où ï ¾ désignele compĺementairede l’ensembleï . D’aprèsla démonstrationdu Lemme3.4 (deuxìeme
étape),on sait que d Z �D¢ ( : �D£ ( L �D� ( L �D� ( [�� �

lorsque T � �
ce qui implique que le second

termeconvergeverszéro lorsqueT ���
. Intéressonsnousaupremierterme.Posons,poursimplifier les

notations, -  � �H��,'�?� � tB¨� ( f � tB¨¢ (� tB¨� ( f � tB¨£ ( S
Or, si �D¢B( : �D£O( L �D��( L �D�X( , on a � � � f ¡ ��� � � n � f   �E� p � et,d’aprèsle Théor̀emeB.1 (cf AnnexeB),-  � � estunefonctionstrictementcroissante.Ainsi, pourtout B p � ,d Z 9 ��  � � f � 9 p B ¹ � ¢B( : � £v( L � ��( L � �X( [� d Z ��! � � pÁ� ªÃB ¹ �D¢B( : �D£O( L �D��( L �D�X( [ ª×d Z ��! � � L � f B ¹ �D¢B( : �D£v( L �D��( L �D�¥( [: d Ç � � f ¡ �n � f   � -  � �H� � ªÃB � L�� Í ªJd Ç � � f ¡ �n � f   � -  � �H� � f B � p � Í 3
puisquesi �D¢ ( : �D£ ( L �D� ( L �D� ( on a,d’aprèsla définitiondel’estimateur ��! � � ,� � f ¡ �n � f   � -  � �B� ��! � �E�?� � S
Pourdémontrer(3.37),il suffit doncdedémontrerquepourtout B p � , ona :��� �� �I� d Ç � � f ¡ �n � f   � -  � �H� � f B � :�� Í � � 3 (3.38)
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et ��� �� �I� d Ç � � f ¡ �n � f   � -  � � � � ªÃB � ¾ � Í@� � S (3.39)

On va uniquementdémontrerla convergence(3.38), la démonstrationde (3.39) étant identique.Pour
démontrer(3.38),il suffit dedémontrerqu’il existe ��z L�� tel que�P� f ¡W�n � f   � -  � �H� � f B � �f�� � z S
Poursimplifier lesnotations,posons´ � n �E�?�}* " t?Ä u¥ws T4t w » ÄP0 x ZÌ*t "s � ��f n �E�Dt " [ C�t w » Ä'S
Ainsi, � ��f n �E� " tCÄ uOw ´ � n �E�?�10'T�Z ��f ` � n ��*�s8� [ C�t w » Ä�S
On a :� � f ¡ �n � f   � -  � �B� � f B �?� � � f ¡ �n � f   � ¤ � t w » Ä��( f � t w » Ä¢B(� t w » Ä� ( f � t w » Ä£ ( ¦ � � t w » Ä��( f � t w » Ä¢B(� n � f   �E� ´ � n �°�º »&¼ ½s º # � � � f ¡ �E� ´ � n ���� t w » Ä� ( f � t w » Ä£ (º »&¼ ½s Ê S
Intéressonsnousaufacteur ` " .` " � � t w » Ä� (� n � f   �E� ´ � n ��� f � t w » Ä¢ (� n � f   �E� ´ � n ���� � �D��(TkZ �ef ` � n �2*�s � [ � t w » Ä � ��f n �E� " t?Ä uOwn � f   � f � �D¢B(TkZ ��f ` �   �E*�s?� [ � t w » Ä � ��f   �E� " t?Ä uOw ´ �   �E�� n � f   �E� ´ � n �E� S
En posant FE�� n � f   �� �ef n �2� " tCÄ uOw f � ��f   �E� " t?Ä uOw 3
on a : F�� ` " � F�� g � �D��(TkZ ��f ` � n �2*�s � [ � t w » Ä + F t "� ª � ��f   �E� " t?Ä u¥wn � f   � -

f � � ¢B(TkZ �ef ` �   �E*�s � [ � t w » Ä � �ef   � � " t?Ä uOwn � f   � Ç ´ �   � �´ � n ��� Í i� � �D��(TkZ �ef ` � n ��*�s8� [ � t w » Ä ª F � � ��f   �E� " tCÄ uOwn � f   �# g � �D� (TkZ �ef ` � n�� * s � [ � t w » Ä f ´ �   �°�´ � n�� � � �D¢ (T�Z �ef ` �   � * s � [ � t w » Ä i
Or, comme

�bf   �TO � ¢ � £ � ��f ¡ �E� et
�If ¡ �TO �¼£ � � � �If n ��� , on a

�If   �TO �¼¢ � £n�¼£ � � � �bf n ��� et ainsi,
d’aprèsle Lemme2.3ii), ��� �� �I� ´ �   �E�´ � n �E� � � � �� �I� ¤ x ZÌ*t "s � �ef   �E� t " [x ZÌ* t "s � �gf n ��� t " [ ¦ t w » Ä � � S
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D’aprèsla convergenceenprobabilit́e(3.5)du Théor̀eme3.1,on endéduitdoncque:� �D��(TkZ �gf ` � n ��*�s?� [ � t w » Ä f ´ �   ���´ � n ��� � �D¢B(TkZ �ef ` �   �E*�s � [ � t w » Ä �f���� S (3.40)

Deplus, � � �� �I� F � � ��f   �E� " tCÄ uOwn � f   � � ZQ� � ¢ � £ � £ � � �Dt " fJ�D[ t " L ª � S
Ainsi, la convergenceenprobabilit́e(3.5)du Théor̀eme3.1et (3.40)impliquentque:FE� ` " �fB��� S (3.41)

De la mêmemanìere,si on pose F z� � � ��f � �E� " t?Ä uOw f � �ef ¡ �2� " tCÄ uOw� � f ¡ � 3
on montreque: F z� `  �fB��� S (3.42)

Or, � � �� �I� �VF���F z� � t " � ��� �� �I� � � f ¡ �n � f   � + � �ef n ��� " t?Ä u¥w f � �gf   �E� " t?Ä uOw� �ef �P� � " t?Ä uOw f � ��f ¡W� � " t?Ä u¥w -� � t?Ä uOw¢ � £ �ef � � £ � �Å�¼� � � � t "�gf � � ¢ � £&�¼£ � � � t " + �ef � � ¢ � £&� £ � � � Ä uOw t "�ef � � £ � �·�¼� � � � Ä uOw t " - � � z û� � 3 (3.43)

parhypoth̀ese.Commed’après(3.36), � � f ¡ �n � f   � -  � � � � ���fB��� 3
etcomme-  � � estunefonctionstrictementcroissanted’aprèsle Théor̀emeB.1,ondéduitde(3.41),(3.42)
et (3.43)que: ` " `  � � � f ¡ �n � f   � -  � �B� � f B � �fB� � z L�� 3
cequi conclutla démonstration.

�
3.4.3 Convergenceenprobabilit éde ¿À # � �
Théorème3.7 Sousleshypoth̀eses(A1) et (B), si lessuites� n �E� et � � �E� vérifientl’hypothèse(C1) etsont
tellesque: �ef n �PO � � � � � �ef � ���>3
où � � � � 7 [G� 3 � Z , alors ���# � � �fB� �

.
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Utilisation de seuilsaléatoirespour estimer l’indice de valeur extrême

Démonstration
f

Remarquonstout d’abordquesousleshypoth̀esesdu Théor̀eme3.7,on peututiliser le
résultatdu Théor̀eme3.4.Ainsi, �ef �P��gf n � ¤ � t w��( f×�� t w�X( f×� ¦ �fh��� S
Remarquonsaussiquedémontrerle Théor̀eme3.7estéquivalentàdémontrerquepourtout B 7 [G� 3 f � Z��� �� �I� d Z 9 ���# � � f � 9 p B [ � � S (3.44)

En s’inspirantde la démonstrationdu Théor̀eme3.6, on montre que pour prouver (3.44), il suffit de
démontrerquepourtout B 7 [G� 3 f � Z il existe � z L�� et � z(z p � telsquel’on ait :�gf � ��ef n �J¤ � t w t?Ä� ( f×�� t w t?Ä�X( f×� ¦ �f�� � z(z (3.45)

et �gf � ��ef n � ¤ � t w » Ä� ( f×�� t w » Ä�X( f×� ¦ �fB� � z (3.46)

Démontronspourcommencerla convergenceenprobabilit́e(3.45).Posons´ � n ���<��* " » Ä uOws T t ® w » Ä ¯ 0 x ZÌ* t "s � ��f n �E� t " [ C t ® w » Ä ¯ S
Ainsi, � �ef n�� � " » Ä uOw ´ � n�� �?�10!TkZ �ef ` � n�� * s � [ C�t ® w » Ä ¯ S
On a : ��f � ���f n�� ¤ � t w t?Ä��( f©�� t w t?Ä� ( f©� ¦ � � t w t?Ä��( f×�� ��f n�� � ´ � n�� �º »&¼ ½s º � ��f � ��� ´ � n �E�� t w t?Ä� ( f×�º »&¼ ½s Ê S
Intéressonsnousaufacteur ` " .` " � � �D� (TkZ �gf ` � n�� * s � [ � t ® w » Ä ¯ � �ef n ��� Ä u¥w f � �TkZ �gf ` � n�� * s � [ � t ® w » Ä ¯ � �ef n ��� Ä u¥w S
Donc, � �ef n ���Dt?Ä uOw ` " � � �D��(TkZ �ef ` � n ��*�s?� [ � t ® w » Ä ¯ f � �T�Z �ef ` � n ��*�s?� [ � t ® w » Ä ¯ S
Comme

f � � ªÆB � p � , la convergenceenprobabilit́e(3.5) du Théor̀eme3.1 et la convergence(3.6)nous
assurentque: � ��f n ���Dt?Ä uOw ` " �f2� � S (3.47)

En remarquantquecomme
�gf n ��O � � � � � �ef � �2� ona,d’aprèsle Lemme2.1,��� �� �I� ´ � n�� �´ � � ��� � � 3

on démontredela mêmemanìerequepréćedemmentque:� �ef � �2� Ä uOw `  �fB� � S (3.48)
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Or, ��� �� �I� � ��f n �E�\Ä uOw � ��f � �E�Dt?Ä uOw � � Ä uOw� � � � � z(z p � 3
cequi démontrela convergenceenprobabilit́e(3.45)enutilisantlesrésultats(3.47)et (3.48).De la même
manìere,on démontrela convergenceenprobabilit́e(3.46),cequi conclutla démonstration.

�
3.5 Convergenceen loi et vitessede convergencede l’estimateur 3Ç0È�É /

Dansce paragraphe,nousdémontronsquel’estimateur ���" � � convenablementnormaliśe converge vers
uneloi normale.Cetteconvergenceen loi n’est obtenuequedansle casoù

� L�fI�����
. Nousdéduisons

dece résultatquela vitessede convergencede ���" � � (lorsque
� LôfI�����

) estunepuissancede la taille de
l’ échantillon T . A notreconnaissance,cettevitessen’est atteintepar aucunautreestimateurde l’indice
devaleurextrême.Pourobtenirla loi asymptotiquedel’estimateur �� " � � , nousdevonsfaire leshypoth̀eses
suppĺementairessuivantes:

(A2) la fonctionà variationslentes
x

vérifie la conditiondu second-ordre:� � � x � ´�~ �x � ~ � � O � � ~ ��Ê � � ´ �>3�{ � � � � J �hË; � ; � =k; � ´ ¾ � 3
où F :J� , � � ~ � ���

lorsque~ � �
, et Ê � � ´ �?�5¡ ±" n � t " ��n . On peutmontrer(voir parexemple[39]) que9 � 9 estunefonctionàvariationsrégulièresd’indice F .

Dansla suite,onpose,  � w � � � � 0 �  ��� 3 �  � � ��f � �>3 � �  ª � C .
(C2) Soit � n�� � une suite de

[�� 3 � Z qui converge vers 1 lorsque T � �
. Il existe ³ 7 [�� 36,  � w Z tel queT t=´ �1Ø�� �ef n �E� .

On remarquefacilementquesi unesuite � n �E� vérifie l’hypothèse(C2) alorselle vérifie aussil’hypothèse
(C1). Deplus,l’hypothèse(C2) n’estréalisablequesi

� L�fI�����
(carsinon ,  � w :J� ).

3.5.1 Convergenceen loi

Le théor̀emesuivantnousdonnela loi asymptotiquedel’estimateur ���" � � .
Théorème3.8 Sousles hypoth̀eses(A1), (A2), (B), si

� L fI�����
et si les suites � n �E� et � � ��� vérifient

l’hypothèse(C2) et sonttellesque: �ef n ��ef �P� � �¼� � �8ª � �B3
où � � � � estuneconstanteappartenant̀a l’intervalle

[G� 3 � Z et � � estunesuitevérifiant:��� �� �I�ÍÌ TkZ �ef ` � n�� * s � [ �21 % � � � 3 � ZÌ*Út "s � ��f n�� �Dt " [  � � 3
alors, Ì TkZ �gf ` � n ��*�s?� [ � ���" � � f � �ÏÎfB�ÑÐ ¤ � 3 � ¥ � ��f � t "vuOw� � � �Z � � � � � � � � [  ¦ S
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La démonstrationdecethéor̀emereposesurlemmesuivant.Dansla suite,on poseÖ �� Ì TkZ �ef ` � n �2*�s � [�;>= ÜB��� Ì TkZ ��f ` � � ��*�s?� [ S
Lemme 3.6 Sousleshypoth̀eses(A1), (B), si

� L«fI�����
et si lessuites � n�� � et � ��� � vérifientl’hypothèse

(C2) alors �D� ( f � â��(Ö�� �f�� �g;>= �D� ( f � â�X(Ü � �fB� � 3
où � â��( � �æ NÝç " j 0�U@N ¾Jn �2*�s8C ;>= � â�¥( � �æ N¼ç " j 0�U@N ¾J� �2*�s8CES
Démonstration

f
Nousallonsuniquementdémontrerque�D� ( f � â��(Ö � �fB��� 3 (3.49)

la démonstratiońetantidentiquesi on remplacela suite � n �E� par la suite � � �E� . Remarquonstout d’abord
que � ��( ¾J� â��( . Ainsi, démontrer(3.49)et équivalentàdémontrerquepourtout B p � ,��� �� �I� d + �D� ( f � â��(Ö � ¾ÒB - � � S
Or, d’aprèsl’in égalit́edeBienayḿe-Tchebichev, on a :d + �D��( f � â� (Ö � ¾ÒB - : B t " * � �D��( � f * � � â� ( �Ö � S
D’aprèsle Lemme2.4du Chapitre2 etcomme

* � � â��( �8��TkZ ��f ` � n�� * s � [ , on a :* � � ��( � f * � � â��( �<��T � ��( 3
où on rappelleque � ��( � 4 a��+ n��?� � n���~ �>Z ` � ~ � [ � t " ��~ S
Ainsi, d’aprèsle Lemme3.2et l’expressionde ` donńeeen3.3,ona :* � �D��( � f * � � â� ( �Ö � � Ø � T w » "vuX � ��f n �E� "vu ®  Ow ¯ o ��T�D0 x ZÌ* t "s � ��f n �E� t " [ C t "OuX c S
Comme � n�� � vérifie l’hypothése(C2), il existe

�lL ³ L ,  � w tel que* � �D��( � f * � � â� ( �Ö � �1Ø � T w » "vu� t=´ u ®  Ow ¯ o ��T�D0 x ZÌ*t "s � ��f n�� �Dt " [ C�t "vuX � S
Le fait que

� ª �����If ³ � � � � � LJ� et le Lemme2.3concluentla démonstration.

�
Plandela démonstrationdu Théorème3.8

f
Ondonneuniquementici lesgrandeslignesdeladémonstration.

La preuve compl̀eteestdonńeedansl’Annexe C. Danscequi suit, Òjo désignela transpośeedela matrice
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Ò . Dansun premiertemps,on démontrequesousl’hypothèse(A1) et si les suites � n ��� et � � �E� vérifient
l’hypothèse(C1) et sonttellesque ��� �� �I� �ef n ��ef � � � � � � �
où � � � � 7 [G� 3 � Z , alors, ¤ � â��(Ö � f Ö �h3 � â�X(ÜB� f ÜB� ¦ o ÎfB�ÓÐ � � 3®Ôe�>3
où Ô×� + � � t "Ou ®  ¥w ¯� � �� t "vu ®  Ow ¯� � � � - S
En utilisantle Lemme3.6,on endéduitque� � ��(Ö � f Ö �h3 � �X(ÜB� f ÜB� � o Îf��ÑÐ � � 3yÔe�>S (3.50)

Enfin,enutilisantl’hypothèse(A2) et le fait que�ef n ��ef � � � �¼� � �8ª � �B3
où � � estunesuitevérifiant: ��� �� �I� Ö � �21 % � � �B3 � Z *t "s � �ef n �2�)t " [  � � 3
on conclutla démonstrationenappliquantla ³ -méthodeaurésultat(3.50).

�
Remarque3.3 Le Lemme3.6esttrèsutile pourla démonstrationduThéor̀eme3.8puisqu’il permetd’ob-
tenir simplementla loi du couple � �D��( � Ö � f Ö �3 �D�X( � Üh� f ÜB�E� . Celemmen’a ét́e obtenuquedansle cas
particulieroù

� L�fI�����
. Dansle casoù

� ¾ fI�P��� , nousn’avonspumettreenévidencela loi asymptotique
dececouple.

3.5.2 Vitessede convergenceoptimale

Avant de définir et de donnerla vitessede convergenceoptimalede ���" � � , on donne,dansle résultat
suivant,un exempledesuites � n �E� et � � ��� pourlesquellesle Théor̀eme3.8estapplicable.

Lemme 3.7 Posons ê �102��*4365��?7 .  9 �L * LJ�b;>= 5 p � ��*B�DC�3
avec � �A*B�?� ÿ� � *  ��� y � �@L * :�� 3*  f * ��� y � ��L * :J	���� 3��*  f *h� � � �bf *B� y � 	����L * :J� S
Sousleshypoth̀eses(A1), (A2) et (B), si � fI��� � 3�F2�<7 ê , et si

�ef n �PO � " T t ó et
�bf � �2O �  T t ó où � "

et �  sontdesconstantesstrictementpositivestellesque � " � �  L�� etf �� ª � � F L Û L ,  � w 3 (3.51)

alors,le Théor̀eme3.8estapplicable.
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Démonstration
f

Pourquele Théor̀eme3.8soit applicable,il suffit devérifier que:��� �� �I�SÌ TkZ �ef ` � n �2*�s � [ � ZÌ* t "s � ��f n �E� t " [ � � (3.52)

etqu’il existe
�@L ³ L ,  � w tel que: T4t=´��1Ø�� �ef n �E�>S (3.53)

Or,
9 � 9 étantunefonctionàvariationsrégulièresd’indice F :J� , on aÌ T�Z �ef ` � n�� * s � [ 9 � ZÌ*t "s � �gf n�� �Dt " [ 9 � * t "vu ®  Ow ¯ t �s T "vu� � ��f n�� �Dt "vu ®  Ow ¯ t � o ZQ� ��f n�� �Dt " [O � � *�s?� t "vu ®  Ow ¯ t � T "OuX » ó u ®  Ow ¯ » ó �Do ZQ� ��f n �2� t " [ 3

où o estunefonctionàvariationslentes.CommeÛ p f � � � � ª � � F2� ona
����� ª Û � � � � � ª ÛHF L©� cequi,

d’aprèsle Lemme2.3,démontrela convergence(3.52).De plus,commeÛ L ,  � w , on a (3.53).(Notons
quela condition(3.51)nepeutêtresatisfaitequesi

� � � � ª � � F�� L ,  � w autrementsi � fI��� � 3�F2�<7 ê ).

�
Onappellevitessedeconvergenceoptimaledel’estimateur ���" � � , la suitedenormalisationpermettantd’ob-
tenir la convergenceenloi (ici, la vitessedeconvergenceoptimaleestdonc Ì TkZ �gf ` � n ��*�s?� [ . Or, d’après
le Lemme3.7,si � fI��� � 3XF���7 ê , alorson peutchoisir la suite � n �E� detelle sorteque

��f n �ÕO � T t ó où� p � et Û vérifie la condition(3.51).On a ainsi:Ì TkZ �ef ` � n�� * s � [ Or� � * s �Dt "vu ®  Ow ¯ T "vuX » ó u ®  Ow ¯ 0 x ZÌ*Út "s � �ef n�� �)t " [ C "vuX S
La vitessede convergenceoptimaleestalorsobtenueen prenantÛ le plus petit possiblec’est à dire en
prenant Û�� f �� ª � � F ªÒB 3
où
�©L B L ,  � w ª � � � � ª � � F�� est aussipetit que l’on veut. On en déduit la vitessede convergence

optimale: Ì TkZ �gf ` � n �E*�s8� [ O � � *�s � t "vu ®  Ow ¯ T "vu Ä  » "vu ® w � ¯ Å T Ä u ®  Ow ¯ 0 x Z *t "s � ��f n �E� t " [ C "vu� � ��0!T "vu Ä  » "vu ® w � ¯ Å CE3
d’après le Lemme2.3. L’estimateur ���" � � a doncunevitessede convergenceen puissancede T . A notre
connaissance,cettevitesseestatteinteparaucunautreestimateurdel’indice devaleurextrême.

3.6 Convergencepresque-ŝurede l’estimateur 3Ç0È�É /
Nousallonsdémontrerdansceparagrapheque,souscertainesconditions(et enparticuliersi

� L1fI�
),���" � � convergepresque-ŝurementvers

�
. Pourcefaire,on démontredansun premiertempsun résultatsur

la convergencepresque-ŝuredela variablealéatoire�D��( .
Lemme 3.8 Sousleshypoth̀eses(A1) et (B), si

� L}fI�
etsi

�f n �PO � T t=´ avec � p � et
�@L ³ L�f � f§�

alors � ��(TkZ �gf ` � n �E*�s8� [TÖ ' ×Ø'f���� S
Remarque3.4 Comme

� L�fI�
, ona , " � w � �  � � �4f � � etonmontrefacilementque

f � fë�üL , " � w . Ainsi,
si
�gf n �PO � T t=´ avec � p � et

�lL ³ L}f � f×� alorsla suite � n ��� vérifie l’hypothèse(C1).
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Démonstration
f

Posons � â��( � �æ N¼ç " j 0�U@N ¾Jn ��*�s<CES
Il estfaciledevoir que � â��( suituneloi binomialedeparam̀etresT et

�?f ` � n�� * s � . Nousallonsdémontrer
que � â��(TkZ �ef ` � n �E*�s8� [TÖ ' ×b'fh���8;>= �D� ( f � â��(TkZ ��f ` � n ��*�s?� [TÖ ' ×Ø'fB��� 3
cequi concluerala démonstration.Pourcefaire il suffit, d’aprèsle LemmedeBorel-Cantelli,dedémontrer
quepourtout B p � , �æ�!çh+ d + )))))

� â��(T�Z �ef ` � n ��*�s?� [ f×� ))))) ¾ÒB
- L ª � (3.54)

et �æ�'çB+ d + �D� ( f � â��(TkZ �ef ` � n �2*�s � [ ¾ÒB - L ª � S (3.55)

Démontronspourcommencer(3.54).Soit ä 7 [G� 3 � � � � � 3 B �>Z . On a l’in égalit́e :;&% |ÚÙ ä ��� â��( f TkZ ��f ` � n �2*�s � [ �cÛ ¾ ;&% |h0!T ä B Z �Ef ` � n ��*�s8� [ C j 0 � â��( f TkZ ��f ` � n �2*�s8� [ ¾ T B Z ��f ` � n �E*�s8� [ CES
En prenantl’espérance,on obtient:d + � â��(TkZ ��f ` � n �2*�s � [ f©� ¾hB - :×;&% |0 f ä T�Z �ef ` � n ��*�s?� [Hf ä T B Z �bf ` � n ��*�s?� [ C * Z ;&% |H� ä � â��( � [ S
Or, commeon apris ä L�� , on a

; < fJ�I: ä ª ä  . D’où,* Z ;&% |�� ä � â��( � [ �10 � ª � ; < fI� �WZ ��f ` � n �E*�s?� [ C � : 0 � ª � ä ª ä  �>Z ��f ` � n ��*�s?� [ C � : ;&% |h0!T?� ä ª ä  �>Z ��f ` � n �E*�s?� [ C�S
Ainsi, d + � â� (TkZ �ef ` � n �E*�s8� [ f×� ¾hB - : ;&% |Ú0 f TkZ ��f ` � n �2*�s � [ � ä B f ä  �DCES
En remarquantque,parhypoth̀ese,on peutécrire TkZ �bf ` � n ��*�s8� [ sousla forme ÛE� � � ��T� , où ÛE� � �
lorsqueT ���

, et enutilisantle fait quepuisque
�@L ä L B on a ä B f ä  p � , on endéduitquele termed + � â��(TkZ ��f ` � n ��*�s?� [ fJ� ¾hB -

est le termed’une série convergente.Par desargumentssimilaires(en utilisant le fait que
; t < f«�©:f ä ª ä  ), on démontrequele termed + � â��(TkZ �ef ` � n �2*�s � [ f×�I:�f B -
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estaussile termed’unesérieconvergentecequi conclutla démonstrationde(3.54).Restèaprouver(3.55).
D’aprèsl’in égalit́edeMarkov, le Lemme2.4et le fait que

* � � â��( �<��TkZ ��f ` � n �E*�s8� [ , on a :d + �D� ( f � â��(TkZ ��f ` � n �E*�s8� [ ¾hB - : �B * � �D� ( � f * � � â��( �TkZ �ef ` � n �2*�s � [ � �B � � n�� ��ef ` � n �E*�s8� 3
où on rappelleque � � n ���?� 4 a��+ n � � � n � ~ �WZ ` � ~ � [ � t " ��~ S
Or, d’aprèsle Lemme3.2,on a� � n �E�?� Ø � �21 % 0!T w o ��T�>3 � � n ��*�s?�XT w o ��T�DC � 3
où o estunefonctionàvariationslenteset,d’aprèsle Lemme3.1,� � n �E*�s ��O f * t "vuOw t "s � � ��f n �E� t "vuOw t " x ZÌ*Út "s � �ef n ��� t " [ S
Ainsi, d’aprèsl’expressionde ` donńeeen(3.3)etenutilisant le fait quelesfonctionsà variationslentes
sontnégligeablesfaceà n’importequellepuissancede T (voir Lemme2.3 i)), il suffit dedémontrer, pour
prouver (3.55),que T w� ��f n �E� t "OuOw ;>= T w � �ef n�� �Dt "
sontdestermesdesérieconvergente.Or, parhypoth̀ese,T w� �ef n �2� t "OuOw O � "vuOw T w t=´ uOw ;>= T w � �ef n �2�)t " O � T w » ´P3
avec

� f ³ � � L�fI� et
� ª�³ L�fI� puisque

�L ³ L}f � f©� , cequi conclutla démonstration.

�
Nouspouvonsàprésentdémontrerle résultatessentieldeceparagrapheassurantque ���" � � convergepresque-
sûrementvers

�
.

Théorème3.9 Sousles hypoth̀eses(A1) et (B), si
� L fI�

et si les suites � n �E� et � � �E� sont tellesque��f n �ÒO � " T tÜ´ et
�If � ��O �  T t=´ où � " et �  sontdeuxconstantesstrictementpositivestellesque� " � �  L}� et

�@L ³ L�f � f×� , alors �� " � � Ö ' ×Ø'fB� �
lorsqueT ���

.

Démonstration
f

D’aprèsle Lemme3.8,onsaitque�D� (�D� ( Ç �ef ` � � �E*�s8��ef ` � n ��*�s8� Í5Ö ' ×b'fB��� 3
lorsqueT ���

. Or, d’aprèsl’expressionde ` donńeeen(3.3),on a :�ef ` � � �E*�s8��ef ` � n �E*�s8� � � �ef � ��ef n � � t "vuOw x ZÌ* t "s � �ef � ��� t " [x ZÌ*Út "s � �ef n�� � t " [ S
Comme � ��f n ��� � � �bf � ��� convergeversuneconstantestrictementpositive,on a d’aprèsle Lemme2.3
ii) : x ZÌ*t "s � ��f � ��� t " [x ZÌ*Út "s � ��f n�� � t " [ � �
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lorsqueT ���
, cequi impliqueque: � ��(�D�X( � ��f �P���f n � � t "vuOw Ö ' ×Ø'fh��� 3 (3.56)

lorsque T �Æ�
. En prenantle logarithmedans(3.56)et endivisantpar

� � ZQ� �gf � �E� � � �bf n �E� [ p � , on
conclutla démonstration.

�
3.7 Simulations

Touteslessimulationsont ét́eeffectúeessurle logiciel SCILAB.

3.7.1 Comparaisondenostr ois estimateursde
À

Nousallonsici comparerlesestimateurs���" � � , ��! � � et ���# � � . Pourcefaire,on simule,selonunefonction
de répartition ` donńee, ³ � �P���

échantillonsde taille TÞ� �������
. On calculeensuite,pour chaque

estimateurs,la moyenneempiriqueet l’erreur moyennequadratiqueempirique(quel’on notepar la suite
MSE pour“MeanSquaredError”) enfonctionde ��� � �E� où ��� � �E� estla moyenneempiriquedela variable
aléatoire�D� ( ( ��� � ��� estenfait le nombremoyendepointsutilisésdansla constructiondesestimateurs).Le
résultatdela simulationestprésent́esousla formededeuxgraphiques.Surcesgraphiques,le nombre��� �P� �
estmis sur l’axe desabscisseset, sur l’axe desordonńees,on met la moyenneempiriquepour le premier
graphiqueet l’erreur moyennequadratiqueempiriquepourle secondgraphique(cetypedegraphiqueest
parfoisappeĺeHill “horr or” plot [30]).

Remarque3.5 Choix dessuites � n�� � , �   � � et � ¡W� � .
Le nombre��� � ��� étantfixée(autrementdit, la suite � � �E� étantfixé), il resteàchoisirla suite � n �E� pourles
estimateurs���" � � et ���# � � et lessuites � n �2� , �   �E� et � ¡ �E� pour l’estimateur ��! � � . Notons ��� n �2� (resp. ���   �E�
et ��� ¡ ��� ) la moyenneempiriquede la variablealéatoire �D��( (resp. �D¢B( et �D£v( ). On propose,de manìere
arbitraire,dechoisirlessuites � n �E� , �   �E� et � ¡ �E� detellesorteque:��� �P� ���� n �2� � øb;>= ��� �P� ����   �E� � ��� ��� ���� ¡ ��� � � S
N.B. Danstousles graphiquesrepŕesentantla moyenneempiriquedesestimateurs,la droite horizontale
repŕesentela vraievaleurdel’indice devaleurextrême.

Les lois consid́eŕeessontlessuivantes: (on lesclasseselonle comportementde la fonction à variations
lentes)� Casoù

x ��*B�k� � p � pour tout *î7 .Ý Loi uniformesur Z � 3 �D[ (notéeÞ Z � 3 �D[ ). On rappellequel’indice devaleurextrêmecorrespondant̀a
la loi uniformeest

� � fI�
.Ý Loi de ParetoGéńeraliśeede param̀etre d’échelle ^ � ����	

et d’indice de valeurextrême
� �fI����	

. (notée -P�Iê � ����	 3 fI����	 � ) dontla fonctionderépartitionestdéfiniepar:` �A*B�8� ÿ� � � y � * LJ� 3�ef � �gf *B� # y � *Ñ7ßZ � 3 �D[ 3� y � * p � S
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� Casoù
x ��*B� � � p � lorsque * ���Ý Loi de Weibull d’indice de valeurextrême

� � fI����	
et de param̀etresd’échelleet de position^ � � et

� � ø dontla fonctionderépartitionestdéfiniepar:` ��*h�?� g ;&% | ¶ f õ � ª � a t=ß� ö t "vuOw � y � * :��ëf ^ � � 3� y � � � � SÝ Loi inversede Burr de param̀etres Ü�� �
, � � �����

, ´ � �
et *�s � ���

dont la fonction de
répartitionestdéfiniepar:` ��*B�?� g �ef È àà »4® a�� t a�¯ ¹�á�½ ± y � * L *�s�3� y � � � � S
Notonsquel’indice devaleurextrêmeestégalà

fI��� � ´B� �?� fI�
.� Casoù

x ��*B� � ª � lorsque * ���
Onconsid̀erela loi dontla fonctionderépartitionestdonńeepar:` ��*B�<� ÿ� � � y � * LJ� 3�gf � �ef *B� t "OuOw x ZQ� ��f *h� t " [ y � *ë7ßZ � 3 �D[ 3� y � * p � 3 (3.57)

aveccommeindicedevaleurextrême
� � fI����	

etx ��*B�?� � � � � ª *h�� � � � � S� Casoù
x ��*B� ���

lorsque * ���
Onconsid̀erela loi dontla fonctionderépartitionestdonńeepar:` ��*B�<� ÿ� � � y � * LJ� 3�gf � �ef *B� t "OuOw x ZQ� ��f *h� t " [ y � *ë7ßZ � 3 �D[ 3� y � * p � 3 (3.58)

aveccommeindicedevaleurextrême
� � fI����	

etx ��*h��� � � Ç � ª �� � � � ª *h� ÍPI � � Ç � ª �� � � � � Í � t " S
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FIG. 3.1 – Comparaisondesestimateurs���" � � (Esti 1), ��! � � (Esti 2) et ���# � � (Esti 3) en prenantla
loi Þ Z � 3 �D[ (figures(a) et (b)) et la loi -P�Iê � ����	 3 fI����	 � (figures(c) et (d)).
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FIG. 3.2 – Comparaisondesestimateurs�� " � � (Esti 1), ��  � � (Esti 2) et �� # � � (Esti 3) en prenantla
loi deWeibull (figures(a) et (b)) et la loi inversedeBurr (figures(c) et (d)).
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FIG. 3.3 – Comparaisondesestimateurs�� " � � (Esti 1), ��  � � (Esti 2) et �� # � � (Esti 3) en prenantla
fonctionderépartition(3.57)(figures(a) et (b)) et la fonctionderépartition(3.58)(figures(c) et (d)).
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Cessimulationstendentà montrerquel’estimateur ���# � � estde meilleurequalité (en termede biaiset
devariance).Notonsquelorsque

� � fI�
, lesestimateurs�� " � � et �� # � � ont uncomportementsimilaire.Ceci

peuts’expliquerpar le fait quedanscecas,le maximumdesobservationsestun bonestimateurdu point
terminal.On remarqueaussiquel’estimateur ���" � � poss̀edetoujoursun biais négatif (cequi laissepenser
qu’il existepeut-̂etreun biaissyst́ematique)etquelesestimateurs��! � � et ���# � � ontun biaisdu mêmesigne.

3.7.2 Comparaisondel’estimateur ¿À # � � avecl’estimateur desmomentset l’estimateur pro-
pośe par Beirlant et al.

Nousallonsà présentcomparernotreestimateur ���# � � à l’estimateurdesmoments �� ¢� (défini en(3.1))
et à l’estimateurpropośe parBeirlantet al. �� q� (défini en(3.2)).On choisit la suite � � �E� detelle sorteque��� � �E���«� , où � estle nombredestatistiquesd’ordreutiliséesdansla constructiondesestimateurs�� ¢� et�� q� . La suite � n�� � estchoisiedetelle sorteque ��� n�� ���1� �'ø . On calculeensuitela moyenneempiriqueet
l’erreur moyennequadratiqueempirique(MSE)enfonctionde � .
En termede MSE, l’estimateur ���# � � est de meilleurequalité que les deux autresestimateurssauf pour
la loi inversede Burr où l’estimateurpropośe par Beirlant et al. estmeilleur (ceci s’explique par le fait
quela fonctionà variationslentesprésentedansla loi deBurr perturbeconsid́erablementl’estimationde�

et queseul l’estimateurpropośe parBeirlantet al. prenden comptecettefonction à variationslentes).
En termede biais, notre estimateurest de trèsbonnequalité lorsquela fonction à variationslentesest
constante.Sinon(saufpourla loi inversedeBurr), lestroisestimateurssontdequalitécomparable.
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Utilisation de seuilsaléatoirespour estimer l’indice de valeur extrême

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

-1.05

-1.03

-1.01

-0.99

-0.97

-0.95

-0.93

-0.91

-0.89

-0.87

-0.85

Esti 3
Esti Moment
Esti Beirlant

(a) Moyenneempirique

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

0.18

0.20

Esti 3
Esti Moment
Esti Beirlant

(b) MSE

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

-0.35

-0.33

-0.31

-0.29

-0.27

-0.25

-0.23

-0.21

-0.19

-0.17

-0.15

Esti 3
Esti Moment
Esti Beirlant

(c) Moyenneempirique

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

0.18

0.20

Esti 3
Esti Moment
Esti Beirlant

(d) MSE

FIG. 3.4– Comparaisonde l’estimateur ���# � � (Esti 3) avec lesestimateurs�� ¢� (Esti Moment) et �� q�
(Esti Beirlant) enprenantla loi Þ Z � 3 �D[ (figures(a) et (b)) et la loi -��Iê � �P��	bfJ����	 � (figures(c) et
(d)).

74
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FIG. 3.5– Comparaisonde l’estimateur ���# � � (Esti 3) avec lesestimateurs�� ¢� (Esti Moment) et �� q�
(Esti Beirlant) enprenantla loi deWeibull (figures(a) et (b)) et la loi inversedeBurr (figures(c) et
(d)).
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FIG. 3.6 – Comparaisonde l’estimateur ���# � � (Esti 3) avec les estimateurs �� ¢� (Esti Moment) et�� q� (Esti Beirlant) en prenantla fonction de répartition(3.57) (figures(a) et (b)) et la fonction de
répartition(3.58)(figures(c) et (d)).

76
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3.8 Estimation de l’indice de valeur extrêmedansle domained’attraction
deFr échet

Dansce paragraphe,nousproposonsuneméthodepermettantde transformerdesvariablesaléatoires
dont la fonction de répartitionappartientau domained’attractionde Frécheten desvariablesaléatoires
dont la fonctionde répartitionappartientau domained’attractionde Weibull. Ainsi, lesestimateurs�� " � � ,��! � � et ���# � � peuvent êtreutiliséspourestimerl’indice devaleurextrêmelorsquela fonctionderépartition
consid́eŕeeappartientaudomained’attractiondeFréchet.

3.8.1 Transformation desvariablesaléatoires

Consid́eronsT variablesaléatoiresU " 3�S�SPSX3XUl� quel’on supposeindépendanteset de mêmefonction
derépartition ` . On supposeque ` appartientaudomained’attractiondeFréchet,c’est àdireque:` ��*B�?� �gf *t "vuOw�x �A*B�>3
où
� p �

est l’indice de valeurextrêmeet
x

estunefonction à variationslentes.Dansla suite,on noteU " � � : S�SPS : Ul��� � lesobservationsordonńees.Nousallons,pourestimer
�
, transformerlesobservations0�U " 3�S�SPSX3XUl�EC pournousrameneraudomained’attractiondeWeibull. Pluspréciśement,soit $ p �

et %
deuxréels.On consid̀erelesvariablesaléatoires:� �N � � �ef $U@N f %«ªJ$ � j 0�U N p % CE3 R � � 3PS�S�S�36TkS
Remarque3.6 Pournepasalourdir lesnotations,le caract̀ere â mis enexposantsignalerala dépendance
enlesparam̀etres$ et % .

Lesvariablesaléatoires� �" 3�S�SPSX3 � �� sontindépendanteset demêmefonctionderépartition - � définiesurZ � 3 �)[ . Dansla suite,on note ���" � � : SPS�S : ������ � les observationsordonńees.Calculonsla fonction de
répartition- � . On a- � �A*B�÷� d Z � �" : * [ � d Ç �ef $U " f %«ªJ$ : *Ú¹�U " p % Í ª×d Z U " : % [� d Z U " : $ � ��f *h� t " ª×% f $ ¹XU "�p % [ ªJd Z U " : % [ S
Comme$ � �gf *B� t " ªJ% f $ ¾J% pour *ë7ßZ � 3 �D[ , on endéduitque:- � ��*B�?� d Z U " : $ � �ef *B�)t " ª©% f $ [ � �ef � ��f *B�Dt "vuOw¥x � ZQ� �ef *h�Dt " [ 3 (3.59)

où
x � estunefonctionàvariationslentesdéfiniepar:x � ��*B�?� Z $ ª * t " � % f $ � [ t "vuOw x Z $ * ª×% f $ [ S

Remarque3.7 Si la fonction à variationslentes
x

est normaliśee (ce qui implique que la fonction de
répartition ` estdérivablede dérivée � ), on montrefacilementquela fonction à variationslentes

x � est
elle aussinormaliśee(cequi impliquequela fonctionderépartition - � estdérivablededérivée 
 � ). On a
alors: 
 � ��*B�?� $� �ef *B�  � Z $ � �ef *h� t " ª×% f $ [ S
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On déduit de (3.59) quepour tout $ p �
et % , - � appartientau domained’attractionde Weibull

d’indicedevaleurextrême
f �

.
Nouspouvonsàprésent,enutilisantlestroisestimateursdel’indice devaleurextrêmedéfinisdansle cadre
dudomained’attractiondeWeibull, proposertroisestimateurdel’indice devaleurextrême

�
dansle cadre

du domained’attractiondeFréchet.Pluspréciśement,soit � n �� � , � � �� � , �   �� � et � ¡ �� � quatresuitesdistinctes
de
[G� 3 � Z qui convergentvers1 lorsqueT � �

. Posons�D��ã( � j 0 � ���� � p � C �æ N¼ç " j 0 � �N ¾Jn �� � �� CE3 �D�&ã( � j 0 � ���� � p � C �æ N¼ç " j 0 � �N ¾J� �� � �� CE3�D¢ ã( � j 0 � ���� � p � C �æ N¼ç " j 0 � �N ¾   �� � �� C ;>= �D£ ã( � j 0 � ���� � p � C �æ N¼ç " j 0 � �N ¾J¡ �� � �� CES
On proposelestroisestimateursde

�
suivants:�� �" � � � � � ZQ� ��f nh�� � � � ��f �E�� � [� � � �D� ã( � �D� ã( � 3�� � � � défini commeétantla solutiondel’ équationen , :�E�� f ¡���n �� f   �� ¤ � ¨��ã( f � ¨¢Úã(� ¨� ã( f � ¨£ ã( ¦ � �

et �� �# � � défini commeétantla solutiondel’ équationen , :�gf � ���ef n �� ¤ � ¨� ã( fJ�� ¨� ã( fJ� ¦ � � S
Le Théor̀emeci-dessousestuneconśequencedirectedesThéor̀emes3.5,3.6et3.7.

Théorème3.10 Soit � n �� � , � � �� � , �   �� � et � ¡ �� � quatresuitesvérifiant l’hypothèse(C1) et tellesquel’une
ou l’autredesdeuxconditionssuivantesestsatisfaite:

Condition1 �ef   �� O �¼¢ � £ � ��f ¡ �� �>3 �ef n �� O �¼� � � � ��f � �� � ;>=e�gf ¡ �� O �¼£ � � � ��f n �� �>3
où � ¢ � £ , � � � � et �¼£ � � sontdesconstantesappartenant̀a l’intervalle

[G� 3 � Z etvérifiantpourtout � û� � ,� t?Á¢ � £ �ef � � £ � �·�¼� � � � t "��f � � £ � ���¼¢ � £ � t " Ç �ef � � £ � �·� ¢ � £ � Á�t "��f � �¼£ � ���¼� � � � Á�t " ÍYû� � 3 (3.60)

Condition2   �� � ¡ �� 3 ��f n �� O � � � � � �ef � �� � ;>=��ef ¡ �� O �¼£ � � � �ef n �� �>3
où � � � � et � £ � � sontdesconstantesappartenant̀a l’intervalle

[G� 3 � Z etvérifiantpourtout � û� � ,�ef � �¼£ � ���¼� � � � t "�gf � t "£ � � + ��f � ÁPt "£ � ��ef � �¼£ � ��� � � � � Á�t " - û� � S (3.61)
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Si la fonctionà variationslentes
x

estnormaliśeeet si la fonction 
 � vérifie l’une ou l’autre desassertions
ci-dessous:� 
�� estborńeesur

[G� 3 �D[ .� Il existe ³ 7îã tel quepourtout T ¾©³ , �21 %o�� Å +>� "�Å 
 � � n �� ~ �<� 
 � � n �� � ,
alors �� �" � � �fB� �

, �� � � � �fh� �
et �� �# � � �fB� �

.

3.8.2 Choix et estimation desparamètres ä et å
Le choixdesparam̀etres$ et % estimportantcaril influencedemanìereimportantela qualitédesesti-

mateurs �� �" � � , �� � � � et �� �# � � (voir Figure3.7).Nousproposonsci-dessousuneméthodepermettantdechoisir,
enfonctiondesobservationsdontondispose,cesparam̀etres.Onchoisitpourcommencerle param̀etre % .
Ceparam̀etrejoue ici le rôle d’un seuil.On utilise uniquementlesobservationsparmi 0�U " 3PS�S�S�3XU � C qui
sontsuṕerieures̀a % . Commel’information sur l’indice desvaleursextrêmesestcontenuedansla queue
dedistributionde ` , on choisitun seuil % “assez”grand.Pluspréciśement,on choisitun entierpositif �
strictementinférieurà T et commevaleurde % , on prendle quantiled’ordre � � T de ` . La fonction de
répartition ` étantinconnue,% l’est aussi.On l’estimepar �% ���zU@� t á » " � � .
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FIG. 3.7– Illustrationdel’importancedu choixdesparam̀etres% et $ . On simule ³ � �����
échantillons

de taille T×� �������
et de fonctionde répartition ` ��*h�I� �If * t "OuOw (

� � �P��	
) et on calculela moyenne

empiriquede l’estimateur �� �# � � avec % � �
et $ � �

(trait plein) et % � �
et $ � �

(enpointill é), la
droitehorizontaleétantla vraievaleurde

�
.

Le param̀etre % étantchoisi,on s’intéresseau param̀etre $ . On le choisit de telle sortequela fonction
à variationslentes

x � soit la plusprochepossibled’uneconstantestrictementpositive.Pourestimerun tel
param̀etre,on remarquequesi

x � ZQ� �bf *h� t " [ � � p � pour * “suffisamment”prochede1, alors,d’après
(3.59), � � � �ef *h�?� � � � Z ò- � ��*h� [ ª � � � � t w �>3
pour * “suffisamment”prochede 1. En remplaçant la fonction de répartition - � par son estimateur
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empirique,on en déduit que les points
� � � ��é � T�ü3 � � � ��f � �� t è » " � � �  3�éz� � 3PS�S�S�3�ZÌ� ���![ et les points� � � ��é � T�I3 � � � ��f � �� t è » " � � �  38é×� ZÌ� ���P[ ª � 3�S�SPSO36� sontapproximativementsituéssur unedroite de

pente
�

et d’ordonńeeà l’origine

� � � � t w � ( Z � [ repŕesentela partieentièrede � ). Cettelinéarisationdes
observationsest utiliséepar Beirlant et al. [4, 5, 6, 7] pour estimerl’indice de valeurextrêmeet peut-
êtreaussiutiliséepour justifier l’estimateurdeHill [56]. En utilisant la méthodedesmoindrescarŕes,on
disposealorsdedeuxestimateursde � t w qui dépendentde $ etdéfinispar:�² " � �B� $ �?� ;&% |�¶ õ � i o" i " � t " i o"®æ �" ö " � " � ;>= �²  � �B� $ �?� ;&% |b¶ õ � i o i  � t " i o &æ � ö " � " � 3
avecæ �" �]õ � � � ��f � �� t è » " � � �>3Bé� � 3PS�SPSv3PZÌ� ���P[ ö o 3 æ � �]õ � � � �ef � �� t è » " � � �W3Bé�«ZÌ� ���P[ ª � 3�SPS�SO36� ö o 3� i " �ç' � " � õ � 3é�� � 3�S�SPSO3�ZÌ� ���![ ö o 3 � i  �ç' � " �]õ � 3Bé�«ZÌ� ���![ ª � 3�SPS�SO36� ö o 3� i " � ' �  � õ � � ��é � T�>3Béü� � 3�SPS�SX3PZÌ� ���P[ ö o 3 � i  � ' �  � õ � � ��é � T�>3�é�«ZÌ� ���P[ ª � 3PS�SPSX36��ö o 3
où Òjo désignela transpośeedela matrice Ò , ÒgNV� è désignel’ élémentde la i ©ª�«
ª ligne et dela j ©ª�«
ª colonne
et Ò�' � è désignela j ©ª�«¬ª colonne.Cesdeuxestimateursestimantla mêmevaleursi

x � estconstante,on pose$hèA& o � � ��� g $ p �b=�; � �2{ ; )))))
�² " � �B� $ ��²  � � � $ � f×� ))))) �

� ���a�é + )))))
�² " � ���*B��²  � � ��*B� fJ� )))))

i 3
eton estimele param̀etre $ par�$ ��� I $êèA& o y � �L $êèA& o L ª � 3�% ���zU@� t á » " � � y � � � � S
Remarque3.8 La fonction à variationslentes

x � est le produit de deux fonctionsà variationslentes:x � ��*h�?� x � " ��*h� # x � ��*B� , avecx � " �A*B�?�«Z $÷ª * t " � % f $ � [ t "vuOw ;>= x � ��*B�?� x Z $ * ª×% f $ [ S
Si on prend $ � % , alorsla fonction à variationslentes

x � " estconstante.Cetteremarquejustifie le fait
quel’on prenne �$ ��� �% � si $hè�& o � � ou $hèA& o � ª � .

3.8.3 Simulations

Nouscomparonsl’estimateur �� �# � � à l’estimateurdesmoments �� ¢� et à l’estimateurpropośeparBeirlant

etal. �� q� . Pourcefaire,onreprendla mêmedémarchequedansle paragraphe3.7.Oncalculelesmoyennes
empiriqueset leserreursmoyennesquadratiquesempiriques(MSE)desestimateursenfonctionde � où �
estle nombredestatistiquesd’ordreutiliséesdansla constructiondesestimateurs�� ¢� et �� q� . Notons��� ���� �
(resp.��� n �� � ) la moyennedesvariables�D�&ã( (resp.�D��ã( ). On choisit lessuites � n �� � et � � �� � detelle sorteque��� �E�� ���]� et ��� nh�� ��� � �'ø et on prend �% �ß�ôU@� t á » " � � . Ici encore,sur lesgraphiquesrepŕesentantla
moyenneempiriquedesestimateurs,la droite horizontalemod́elise la vraie valeurde l’indice de valeur
extrême.Lesfonctionsderépartitionconsid́eŕeessontlessuivantes:� Casoù

x ��*B�k� � p � pour tout *î7 .
Loi deParetod’indicedevaleurextrême

� � ����	
dontla fonctionderépartitionestdéfiniepar:` ��*B�<��I � y � * L�� 3��f * t "vu¥w y � * ¾ � S
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� Casoù
x ��*B� � � p � lorsque * ���

Loi deBurr deparam̀etres( Ü×� �
, � � �����

, ´ � �
et *�sJ� ���

) dont la fonctionderépartitionest
définiepar: ` ��*B�<� g � y � * LJ��ef Èfàà » a á ½ ± y � * ¾ � S
Rappellonsquel’indice devaleurextrêmeest

� � �P� � ´B� ��� �
.� Casoù

x ��*B� � ª � lorsque * ���` ��*B�<� I � y � * L�� 3�gf * t "vu¥w x �A*B� y � * ¾ � 3 (3.62)

aveccommeindicedevaleurextrême
� � ����	

etx ��*B�?� � � � � ª *h�� � � � � S� Casoù
x ��*B� ���

lorsque * ���` ��*B�<��I � y � * L�� 3�gf * t "vu¥w x �A*B� y � * ¾ � 3 (3.63)

aveccommeindicedevaleurextrême
� � ����	

etx ��*h��� � � Ç � ª �� � � � ª *h� ÍPI � � Ç � ª �� � � � � Í � t " S
L’estimateur �� �# � � estentermed’erreurmoyennequadratique(MSE)meilleurquel’estimateurpropośepar
Beirlantet al. saufpour la loi deBurr maisil estgéńeralementplusbiaiśe.L’estimateurdesmomentsest
le meilleurentermed’erreurmoyennequadratique.
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FIG. 3.8– Comparaisondel’estimateur �� �# � � (Esti 3) aveclesestimateurs�� ¢� (moment) et �� q� (beir-
lant) enprenantla loi dePareto(figures(a) et (b)) et la loi deBurr (figures(c) et (d)).
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FIG. 3.9– Comparaisondel’estimateur �� �# � � (Esti 3) aveclesestimateurs�� ¢� (moment) et �� q� (beir-
lant) en prenantla fonction de répartition(3.62) (figures(a) et (b)) et la fonction de répartition(3.63)
(figures(c) et (d)).
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Chapitr e 4

Estimation d’une fonction quantile extrême
enutilisant un estimateurdequantile
extrêmeà doubleseuil

4.1 Intr oduction

Cechapitreestdivisé en deuxparties.Dansunepremìerepartie,on proposeun nouvel estimateurde
quantileextrêmepour desfonctionsde répartitionappartenantau domained’attractionde Weibull. Cet
estimateurestensuiteutilisédansunesecondepartiepourestimerunefonctionquantileextrême.Concer-
nantla premìerepartie,le problèmeestle suivant: soit U " 3PS�S�S�3XU@� unéchantillonde T variablesaléatoires
indépendanteset demêmefonctionderépartition ` appartenantaudomained’attractiondeWeibull. On
poseU " � � : S�SPS : Ul��� � l’ échantillonordonńe.On veutestimerle quantiled’ordre \ � L}��� T de ` c’està
dire le nombre* &)( défini par

�?f ` ��* &)( �?� \�� . Un tel quantileestdit extrême. Commeil estsituéaudes-
susdel’observationmaximaleavecuneprobabilit́equi tendvers1 lorsqueT ���

, onnepeutpas,comme
pourl’estimationdequantiles“classiques”,inversertout simplementla fonctionderépartitionempirique.
Il faut donc,à l’aide desplusgrandesobservations,estimerla fonctionde répartitionau-del̀a de l’obser-
vationmaximale.Pourcefaire,on recensedansla litt ératureessentiellementtrois méthodes.La premìere
méthodeutiliseunrésultatdonnantl’expressiondela loi asymptotiquedumaximumd’un échantillon(voir
Théor̀eme2.2).Cetteloi limite estappeĺeeLoi desvaleursextrêmes(EVD). Pourconstruirel’estimateur
du quantileextrême,on divisel’ échantillonenplusieurssous-́echantillonsdonton extrait lesmaxima.On
estimealors le quantileextrêmeen inversantla fonction de répartitionde la loi desvaleursextrêmeset
enestimantlesparam̀etresdecetteloi à l’aide de l’ échantillondesmaxima.Cetteméthodea ét́e utilisée
pourla premìerefois à notreconnaissancedansl’article deGuidaet Longo[49]. L’estimateurdequantile
extrêmeobtenuparcetteméthodes’écrit sousla forme:�*?ëNìAí&>( � �� � f �dk��� � 0 �ef Z f � � � ��f \�� � [ t�¬w ( CE3
où �� � , �d � et �� � sontdesestimateursdesparam̀etresdela loi desvaleursextrêmes.La deuxìememéthode,
appeĺee méthodeP.O.T, est baśee sur un résultatde Balkemaet de Haan[2] et de Pickands[71] (voir
Théor̀eme2.6)assurantquela loi desobservationsqui dépassentunseuil n � peut-̂etreapproch́ee,pour n �
“suffisamment”grand,paruneloi deParetogéńeraliśee( -P�Iê ). Le quantileextrêmeestalorsestiḿe en
inversantla fonctionderépartitiondela loi deParetogéńeraliśeeetenestimantlesparam̀etresdecetteloi
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à l’aide desobservationssuṕerieuresauseuil n � . CettedémarcheestutiliséeparHoskinget Wallis [57],
DavisonetSmith[21] etHughey [58]. L’estimateurobtenuparcetteméthodes’écritsousla forme:�*�î ¤ í&)( � n � ª �, ��� � Ç�È T \��� ½ t ¬w ( f×� Í�3 (4.1)

où �Uïr��� estle nombredepointsau-dessusdu seuil n � et �,W� et �� � sontdesestimateursdesparam̀etres
de la loi de ParetoGéńeraliśee.Breiman,Stoneet Kooperberg [11] proposentdeux variantesde cette
méthodequi sont les méthodesE.T. (ExponentialTail) et Q.T. (Quadratic Tail) dansle casoù la loi de
Paretogéńeraliśeese réduit à une loi exponentielle.La troisièmeet dernìereméthodeestuneapproche
semi-paraḿetrique,la “partieparaḿetrique”étantl’estimationdu param̀etredeformedela loi desvaleurs
extrêmesappeĺee indice de valeur extrême. Cetteméthodeestutiliséepar Dekkerset de Haan[24] qui
proposentd’estimer * &)( par:�*Üí l&)( � �� �E�<� Z % � ��T \�� � [ ¬w ( fJ��efß� t ¬w ( �GU@� t « » " � � f U@� t  « » " � ��� ª U@� t « » " � �H3 (4.2)

où �� � estun estimateurde
�

et % ï %§� estun entierpositif strictementinférieurà
� T . Dansle casoù

la fonctionderépartition ` appartientaudomained’attractiondeWeibull, Dekkerset deHaanproposent
d’estimerlepoint terminalenremplaçantdansl’expression(4.2) \ � par0. Ils obtiennentainsiunestimateur
du point terminaldéfini par:�* í ls�� � � �� � �?� �� t�¬w ( f×� �VU � t « » " � � f U � t  « » " � � � ª U � t « » " � � 3 (4.3)

Dansle mêmeesprit,Dekkers,Einmahlet deHaan[25] introduisentaussiun estimateurde * &)( construit
enutilisantdessommesdestatistiquesd’ordre.CetteméthodeestaussiutiliséeparWeissman[79] etDavis
et Resnick[20] dansle casparticulieroù la fonctionde répartitionappartientau domained’attractionde
Fréchetou deGumbel.
L’estimateurduquantileextrêmequel’on proposes’inscritdansle cadredela méthodesemi-paraḿetrique
(bien quedansle paragraphe4.2.2,on fasseun rapprochementavec la méthodedesexcès). Il n’est va-
lide quedansle domained’attractionde Weibull. A l’in versede la majorité desestimateursde quantiles
extrêmesqui utilisentpourleurconstructionl’information apport́eeparl’ensembledes� plusgrandesob-
servations,où � estunentierinférieurà la taille del’ échantillon,notreestimateur, commenosestimateurs
de l’indice de valeurextrême,utilise uniquementl’information apport́eepar les nombresde pointsqui
dépassentdesseuilsaléatoires.
Dansla secondepartiedecechapitre,nousutilisonscetestimateurdu quantileextrêmepourestimerune
fonctionquantileextrême.Pluspréciśement,soit �GUÓ3 � � un coupledevariablesaléatoiresdont le support
dela loi estdonńepar: / �102��*4365��87 .  9 �: * :��<;>=?�@: 5 : 
 �A*B�DCE3
où 
 estunefonction positive inconnueappeĺeefonctionfrontière. On consid̀ere T couplesde variables
aléatoires�VU " 3 � " �>3PS�S�S�3!�VU � 3 �B� � quel’on supposeindépendantsetdemêmeloi quele couple �GUÓ3 � � . On
désireestimer, pourun réel *�+ quelconque,le nombre
'&)( �A*�+�� défini par:d Z � : 
 &>( ��* + � 9 U���* + [ � �gf \�� 3 \�� L}��� TkS
La fonction 
'&)( estappeĺeefonctionquantileextrêmed’ordre \ � . Pourestimercettefonctionaupoint *�+ ,
on consid̀erelesvariablesaléatoires� N pour lesquellesla variablealéatoireU@N correspondanteest“suffi-
sammentproche”de *�+ . On estimeensuite
'&)( ��*�+�� encalculantl’estimateurdu quantileextrêmepropośe
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dansla premìerepartieaveccesobservations � N . Cetteméthoded’estimationestsimilaire à celleutilisée
parGijbelsetPeng[41] pourestimerla fonction 
 à ladifférencequelesauteursutilisentcommeestimateur
du point terminall’estimateurpropośeparDekkerset deHaanou l’estimateur“naı̈f ” U@��� � . L’application
principalede cet estimateurest l’estimation de la fonction 
 (ou de manìere équivalentedu support

/
)

c’est à dire del’estimationde la fonctionquantileextrêmed’ordre0. La questionde l’estimationdu sup-
port a déjà ét́e traitéedansle chapitre1 dansle casoù lesobservationssontuniformémentdistribuéessur
le support.Danscechapitre,on nesupposeplus cetterépartitionuniformecequi introduit unedifficulté
suppĺementairepuisqueon peutn’avoir quetrèspeudepointsauxabordsdela frontièredu support.
Le plan de ce chapitreest le suivant. Dans le premierparagraphe,on définit l’estimateurdu quantile
extrême.Cet estimateurest fonction d’un estimateurfaiblementconsistantde

�
. On démontrequ’il est

faiblementconsistantet, dansle casoù
�

estconnu,on donneun minorantdesavitessede convergence.
On montreaussiquesi on estime

�
par l’estimateur �� # � � , alorsl’estimateurdu quantileextrêmeeststric-

tementsuṕerieurà Ul��� � avecuneprobabilit́equi tendvers1 lorsqueT � �
. Celaestenaccordavecle

fait quele quantileextrêmed’ordre \ � Lr��� T estsitué au-del̀a de l’observationmaximale.On compare,
à l’aide de simulations,notreestimateur̀a l’estimateurpropośe parDekkerset de Haan.Dansle second
paragraphe,onproposeunestimateurdela fonctionquantileextrêmeenunpoint *�+ . Ondémontrequecet
estimateurestfaiblementconsistanteton étudiesoncomportementsurquelquessimulations.

4.2 Un estimateurde quantile extrêmeà doubleseuil

Onreprenddansceparagrapheleshypoth̀esesetnotationsduchapitre3.Le Théor̀eme3.1estdonctoujours
applicable.

4.2.1 Définition de l’estimateur

Soit U " 3�SPS�SX3�U@� unéchantillonde T variablesaléatoiresindépendantesetdemêmefonctionderépartition` . NotonsU " � � : SPS�S : U@��� � l’ échantillonordonńe.Commedansle chapitre3, on supposeque ` appar-
tientaudomained’attractiondeWeibull c’està direque` ��*B�<� ��f ��* s f *h� t "vuOw x ZV��* s f *B� t " [ 3k* : * s 3 (4.4)

où le point terminal * s �«y6{�|h0!* 9 ` ��*h� Lr� C estfini, l’indice devaleurextrême
�

eststrictementnégatif
et
x

estunefonctionà variationslentes.On seproposed’estimerle quantiled’ordre \ � Lð�P� T de ` . Pour
cefaire,on utilise l’approximation(3.14)énonćeedansle chapitre3. Rappelonsquecetteapproximation
estdonńeepar: Z �ef ` � � � [ t w f Z ��f ` � � � [ t wZ �ef ` � � � [ t w f Z �gf ` � � � [ t w � � f �� f � 3 (4.5)

où � , � et � sontdesnombres“suffisamment”prochede * s . En remplaçant dans(4.5) � par le quantile
extrême * &)( quel’on cherchèaestimer, on a :Z ��f ` � � � [ t w f \ t w�Z �ef ` � � � [ t w f \ t w� � � f * &)(� f * &)( S
La fonctionderépartitioǹ étantinconnue,on la remplacepar�` �Ú��*h�?� �T �æ NÝç " j 0�U@N L *CES
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De même,on remplace
�

par un estimateur �� � convergeanten probabilit́e. En posant � � n ��U@��� � et� � � ��U@��� � , on endéduitquepour T assezgrand,on aapproximativement:� t ¬w (��( f ��T \ �E� t ¬w (� t ¬w (� ( f ��T \ �E� t ¬w ( � * &)( f n ��U@��� �* &)( f ��� U ��� � S (4.6)

En résolvantl’ équationen * &)( ainsiobtenue,on proposed’estimer * &>( par:�* & ( � �� �E�<�zU@��� � � �HZ � t ¬w (� ( f ��T \ �E� t ¬w ( [Hf n �Z � t ¬w (� ( f ��T \ �2� t ¬w ( [� t�¬w (��( f � t�¬w (�X( S (4.7)

L’approximation(4.6)peut-̂etrejustifiéedemanìereplusformelleparle résultatsuivant:

Lemme 4.1 Soit �� � un estimateurfaiblementconsistantde
�

et soit � n ��� et � � �E� deux suitesvérifiant
l’hypothèse(C1) et tellesque

�bf n�� O �  � ��f �P� � où �  7 [�� 3 � Z . Sousleshypoth̀eses(A1), (B1) et s’il
existe ³ p � tel que T t=´ L T \ � L�� alors+ � t ¬w (��( f ��T \�� � t ¬w (� t ¬w (�X( f ��T \�� � t ¬w ( - * &)( f �P� U ��� �* &)( f n �EUl��� � �fh��� 3 (4.8)

lorsqueT ���
.

Pourplusdelisibilit é,la démonstrationdecerésultatestreport́eeenannexe(voir Annexe D).

4.2.2 Remarqueset commentaires

Estimation du point terminal

Le pointterminal *�s estuncasparticulierdequantileextrêmepuisquec’estle quantileextrêmed’ordre\ ��� � . Pourestimer*�s , onremplacedoncdansl’expressionde �* & ( � �� �E� donńeeen(4.7), \ � parzéro.On
obtientalorsun estimateurdu point terminaldéfini par:�*�s�� �� �� �E�8� U@��� � � � � t ¬w (��( f n � � t ¬w (�X(� t ¬w (��( f � t ¬w (�X( S
On démontreplusloin quecetestimateurconvergeenprobabilit́evers *�s .

Une réécriture de l’estimateur �* &)( � �� �E�
On peutréécrirenotreestimateurdu quantileextrêmesousla forme�* & ( � �� �2�?� n ��U@��� � ª �, â��� � + � T \ �� ��( � t ¬w ( f×� - 3

où �, â� �r� n � f � ���OU@��� � �� � � t ¬w (� ( � Z � t ¬w (� ( f � t ¬w (� ( [
. Cetteformeestsimilaireàcelledel’estimateurduquantile

extrêmed’ordre \�� construitenapprochantla loi desobservationsqui dépassentun seuildéterministepar
uneloi deParetogéńeraliśeeet dontla définitionestrappeĺeeen(4.1).
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Relation avecl’estimateur du quantile extrêmepropośe par Dekkerset de Haan

L’estimateurpropośe parDekkerset de Haanpeut-̂etrejustifié de la mêmemanìerequenotreestima-
teur. En effet, soit % un entierpositif inférieur à T ��� . Si dansl’approximation(4.5), on remplace� parU@� t  « » " � � , � par U@� t « » " � � , � par * &)( et

�
par un estimateurfaiblementconsistant �� � , on a, pour T

“suffisamment”grand,l’approximation:% t ¬w ( f ��T \ �E� t ¬w (� � % � t ¬w ( f ��T \ �E� t ¬w ( � * & ( f Ul� t « » " � �* & ( f U@� t  « » " � � S (4.9)

En résolvant l’ équation(4.9) en * &)( , on obtientl’estimateurde * &)( propośe parDekkerset deHaan[24]
dont la définition estrappeĺeeen (4.2). Il està noterquedansleur article,Dekkerset de Haanjustifient
demanìeredifférenteleurestimateurqui estenoutrevalablequelquesoit le domained’attractionauquel
appartientla fonctionderépartitioǹ .

4.2.3 Résultatsprincipaux

Convergenceen probabilit é

Dansceparagraphe,ondonneunrésultatassurantquepourtoutesuite\ � L���� T etpourtoutestimateur
del’indice devaleurextrême

�
faiblementconsistant,�* &)( � �� � � f * &)( convergeenprobabilit́everszéro.

Théorème4.1 Soit �� � un estimateurfaiblementconsistantde
�

et soit \ � L���� T . Sousles hypoth̀eses
(A1) et (B1) et si � n�� � et � �P� � vérifient l’hypothèse(C1) et sonttellesque

�üf n�� O �  � �If �P� � alors,�* & ( � �� �E� f * & ( �fB���
.

Démonstration
f

Remarquonstoutd’abordquesi �* & ( � �� �E� �fB� *�s alors �* & ( � �� �E� f * & ( �fB���
. En effet,

on a �* &>( � �� �E� f * &)( �ôZ �* &)( � �� �E� f *�s [ ª �A*�s f * &)( � et * &>( � *�s lorsqueT � �
. Montronsdoncque�* &)( � �� �E� �fB� *�s . Soit

�L � L}f � . Pourtout B p � , on a :d Z 9 �* &)( � �� �E� f *�s 9 p B [ � d Z 9 �* &)( � �� �E� f *�s 9 p B 3 9 �� � f � 9 p � [ ª×d Z 9 �* &>( � �� �E� f *�s 9 p B 3 9 �� � f � 9 : � [ S
Comme �� � �fB� �

, d Z 9 �� � f � 9 p � [ì� �
lorsque T � �

. Donc,pour tout B p �
, le premiertermede

la sommeconvergeverszéro lorsqueT �^�
. Intéressonsnousaudeuxìemetermede la somme.PosonsÒe�� � T \ � L �D� ( L �D� (  . On a :d Z 9 �* &)( � �� �E� f *�s 9 p B 3 9 �� � f � 9 : � [� d Z 9 �* &)( � �� � � f * s 9 p B 3 9 �� � f � 9 : � 36Ò � [º »&¼ ½®ñð " ¯ ªJd Z 9 �* &)( � �� � � f * s 9 p B 3 9 �� � f � 9 : � 36Ò ¾� [º »&¼ ½®òð  ¯ 3

où ï ¾ désignele compĺementairede l’ensembleï . Puisqued ZÌT \ � L �D� ( L �D� ( [ � �
lorsqueT �Æ�

(voir le LemmeD.3 i), Annexe D), on a que � L � � � �
lorsqueT �÷�

. De plus,commen�� p �P� pour T
assezgrand,on sait,d’aprèsle Théor̀emeB.2 (voir Annexe B), quesi T \ � L �D� ( L �D� ( et

9 �� � f � 9 : � ,
alors: �* &)( � � f � � : �* &)( � �� �E� : �* &)( � � ª � �WS
On endéduitque � L � � : d Z �* &)( � � ª � � f *�s ¾hB [ ª×d Z �* &>( � � f � � f *�s :�f B [ S
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Pourconclurela démonstration,il suffit de démontrerquepour tout , L��
, �* &)( ��,'� �fB� *�s . Or, on a la

décomposition �* &)( �A,!�<�zU ��� � � � � tB¨� ( f n � � tB¨� (� tB¨� ( f � tB¨� (º »&¼ ½®ñð # ¯ ª U ��� � � n � f � �2���AT \ �E� tB¨� tB¨� ( f � tB¨� (º »&¼ ½®òð ¥ ¯ S
Intéressonsnoustoutd’abordauterme � L 	 � . On a :� � � t�¨� ( f n � � tB¨� (� tB¨� ( f � tB¨� ( � � � f n ��� �D� ( � �D� ( � tB¨�ef � �D� ( � �D� ( � tB¨ S
Or, d’aprèsle Théor̀eme3.1etpuisque

�ef n �PO �  � ��f � �E� , ona pourtout , LJ� ,� �D�¥(�D� (� tB¨ � Ç �D�¥(* � �D� ( � * � �D��( ��D� ( * � �D�X( �* � �D� ( � Í tB¨ �fh� � tB¨ u¥w L}� S (4.10)

Ainsi, enremarquantque Ul��� � �fB� *�s , on endéduitquele terme � L 	 � convergeenprobabilit́evers *�s
pourtout , L©� . De plus,d’aprèsle Théor̀eme3.1et puisqueT \ � L�� , on apourtout , LJ� :T \ ��D� ( L ��D� ( � * � �D� ( ��D� ( �* � �D� ( � �f���� S (4.11)

On déduitde(4.10)et (4.11)que:� L ø �k�zU@��� �� n � f � �2� + �ef � �D�X(�D��( � tB¨ - t " � T \ ��D�X( � tB¨ �f���� 3
cequi conclutla démonstrationdu Théor̀eme.

�
Vitessede convergencede l’estimateur du quantile extrême

Dansla démonstrationdu Théor̀eme4.1, on démontreen fait quepour tout , Lô�
, �* & ( ��,'� �fB� *�s ,

cequi estéquivalentà �* & ( ��,'� f * & ( �fh�^�
. Est-il utile alorsd’estimerl’indice devaleurextrême

�
pour

estimerle quantileextrême * & ( ?Le résultatci-dessousestunargumentpourrépondrèacettequestionpar
l’affirmative.

Théorème4.2 Sousles hypoth̀eses(A1) et (B1), si les suites � n�� � et � �P� � vérifient l’hypothèse(C1) et
sonttellesque

�bf n �TO �  � ��f � �2� et s’il existe ³ p � tel que T t=´ L T \ � Lr�
alors,pour tout , Lð� ,,§û� � , on a : �* &)( � � � f * &)(�* &)( ��,'� f * &)( �fB���

lorsqueT ���
.

Démonstration
f

Etudionspourcommencerlaquantit́e �* &)( � � � f * &)( . Pourcefaire,onutilisela décomposition
suivante: �* &)( � � � f * &)( �Þ�VU@��� � f *�s8�º »&¼ ½®ñð " ¯ ª ��*�s f * &)( �º »&¼ ½®òð  ¯ ª � �* &>( � � � f U@��� ���º »&¼ ½®ñð # ¯ S
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Traitonspour commencerle terme � L � � . Posons� �ð�÷*�s f ` � � �@f«�P� T� , ` � désignantl’in verse
géńeraliśeede ` . La fonctionderépartition ` appartenantaudomained’attractiondeWeibull, on a :��� �� �I� d Ç U ��� � f * s� � : *�Í � ;&% |4Z f � f *B�)t "OuOw [ S
En utilisant le résultatdémontŕe dansle Lemme3.2 (3.11) assurantque � �óO T w o ��T� , où o est une
fonctionàvariationslentes,on endéduitque:U@��� � f *�s � Ø � Z T w o �ATH� [ S
De plus, � n �E� vérifiant l’hypothèse(C1), on a T w � �If n �E� t " ������T w » ¨ º r ô � . Comme

� ª , " � w L«�
, on en

déduitque: Ul��� � f *�sß��� ¤ � �ef n ���>S (4.12)

Traitonsàprésentle terme � L � � . D’aprèsle LemmeD.1 ii) (voir AnnexeD), ona *�s f * &)( O \ t w� o � \ t "� �
où o estunefonctionà variationslentes.Deplus, � n ��� vérifiant l’hypothèse(C1) et puisqueT \ � Lð� , on
a : \ t w� � ��f n ��� t " L \ t w� T ¨ º r ô L \ t Ä w » ¨ º r ô Å� S
Le Lemme2.3i) et le fait que

� ª , " � w L©� impliquentalors:*�s f * &)( ����� �ef n ���>S (4.13)

Traitonsenfinle terme � L 	 � . On a :�* &)( � � � f U ��� � � U ��� � + � � � t w� ( f n � � t w� (� t w��( f � t w�X( f×� - ª U ��� � � n � f � �E����T \ �E� t w� t w��( f � t w�X(� U@��� � � �ef n ����� �D� ( � �D� ( � t w f � �ef � �2��ef � � �X( � � ��( � t wº »&¼ ½®òð # â ¯ ª Ul��� � � n � f � ������T \ �E� t w� t w� ( f � t w� (º »&¼ ½®ñð # â â ¯ S
Intéressonsnousauterme � L 	 â � . CommeU@��� ���f2� *�s et �D� ( � �D� ( �f�� � "vuOw ona pourtout , L©� , ,ëû� � :� L 	 â ��ef n�� �zUl��� � � �D� ( � �D� ( � t w f � �ef � �E� � � ��f n ����ef � � �X( � � ��( � t w �f�� *�s � t " f � t " �ef � t " � � S (4.14)

Intéressonsnousmaintenantauterme � L 	 â â � . On a :f � L 	 â â ��ef n � � Ç T \��* � �D��( � Í t w U@��� � � �P� f n�� � � � ��f n�� �>Z * � � ��( � � � ��( [ t w�gf � �D�X( � �D��( � t w S
Or, par hypoth̀ese, � �P� f n�� � � � ��f n�� � � �üf � t " lorsque T � �

. Le Théor̀eme3.1 et le fait que� �¥( � � ��( �fB� � "vuOw impliquentque:U@��� � � � � f n �E� � � ��f n ���>Z * � �D��( � � �D��( [ t w�gf � �D�X( � �D��( � t w �fB� *�s�3
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puisqueUl��� � �fh� *�s . Ainsi, commeT \ � � * � �D��( � L���� * � �D��( � �÷�
lorsqueT ���

d’aprèsle Théor̀eme
3.1,ona : � L 	 â â ��gf n � �fh��� S (4.15)

Lesrésultats(4.14)et (4.15)impliquent�* &)( � � � f U@��� ����� � � �ef n ���>S (4.16)

D’où, d’après(4.12),(4.13)et (4.16)on a :�* & ( � � � f * & ( �}� � � ��f n �E�>S (4.17)

Etudionsà présentla quantit́e �* &>( ��,'� f * &)( , pour , L1� , ,Ñû� � . En s’inspirantde l’ étudepréćedente,on
montreque �* & ( �A,!� f * & ( ��� � � �ef n �E� ª � �* & ( ��,'� f U@��� ���>3
où �* &>( ��,'� f U ��� ��ef n � �fB� *�s � tB¨ u¥w f � t " ��f � tB¨ u¥w û� �
si ,§û� � . La conclusiondela démonstrationestalorsévidented’après(4.17).

�
Remarque4.1 La démonstrationdu Théor̀eme4.2nousdonneun minorantdela vitessedeconvergence
denotreestimateurduquantileextrêmelorsquel’indice devaleurextrêmeestconnu.Ona,d’après(4.17),�* & ( � � � f * & ( �}� � � ��f n �E�>S
Deplus,on a,d’après(4.16)et (4.17), U@��� � f * & ( ��� � � ��f n �E�WS
On nepeutdoncpasaffirmer, avec lesrésultatsdonton dispose,quel’un ou l’autre desestimateursU@��� �
et �* &)( � � � estmeilleurentermedevitessedeconvergence.

Comparaisonde notre estimateuravecl’estimateur U@��� �
Il estbienconnuque U@��� � estun estimateurconsistantdu quantile * &)( (si \ � �Æ�

lorsque T � �
)

maisqu’il poss̀edeunbiaisnégatifsi \ � L���� T (autrementdit si le quantileestextrême).Ul��� � estenfait un
bonestimateurdu quantile(nonextrême)d’ordre

��� T . Pourquenotreestimateurdu quantileextrêmesoit
préférableà l’estimateur“naı̈f ” Ul��� � , il fautdonccommencerpars’assurerqu’il eststrictementsuṕerieur
à U ��� � . On disposedu résultatsuivant:

Théorème4.3 Si \ � L���� T alors d Z �* & ( � ���# � �°� p U@��� � [H���
lorsqueT ���

.

Démonstration
f

D’aprèsla définition del’estimateur ���# � � , on a :� t ¬wØõ r (� ( fJ� � �gf � ��ef n � Z � t ¬wbõ r (� ( f×�)[ 3
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cequi impliqueque: �* & ( � ���# � ���?�zU@��� � + � ª � ��f n �E� �ef ��T \ ��� t ¬wbõ r (� t ¬wØõ r (��( - S
On endéduitfacilementquesi ���# � � LJ� et �D��( p � alors, ���# � � p U@��� � . Ainsi,d Z ���# � � p U@��� � [ ¾Jd Z ���# � � LJ� ¹ �D� ( p �D[H���
lorsqueT ���

puisque ���# � � �fB� � LJ�
et d Z �D��( p �D[H���

lorsqueT �÷�
d’aprèsla deuxìemeétapede

la démonstrationdu Lemme3.5.

�
4.2.4 Simulations

Nousallonscomparernotreestimateurduquantileextrême �* &)( � �� � � à l’estimateurpropośeparDekkers
et deHaan �* í l& ( � �� ��� . Pourcefaire,on simuleselonunefonctionderépartition ` , ³ � �����

échantillons
detaille Të� �P�����

etonprend\ ��� �P� t ¥ . Onchoisitla suite � � �E� detellesorteque ��� � ���?��� où �l� � %
estle nombredepointsutilisésdansla constructiondel’estimateurpropośeparDekkerset deHaanet on
choisit la suite � n ��� detelle sorteque ��� n �2���r� �°ø . On calculeensuitela moyenneempiriqueet l’erreur
moyennequadratiqueempirique(MSE) desdeuxestimateursen fonction du nombre � . Les estimateurs
sontcalcuĺesavecdifférentsestimateursdel’indice devaleurextrême: l’estimateur ���# � � , l’estimateurdes
moments �� ¢� , l’estimateurpropośeparBeirlantetal. �� q� et l’estimateurdePickands �� ¤� .

N.B. Danstous les graphiques,notre estimateurest repŕesent́e en trait continu et l’estimateurpropośe
par Dekkerset de Haanestrepŕesent́e en pointill é.De plus,sur les graphiquesrepŕesentantla moyenne
empiriquedesestimateurs,la ligne horizontalemat́erialisela vraie valeurdu quantileextrêmequel’on
cherchèaestimer.

Les fonctionsderépartitionconsid́eŕeessontlesmêmesquecellesdu paragraphe3.7 du chapitre3. Pour
plusdeclarté,on lesrappelleci-dessous:� Casoù

x ��*B�k� � p � pour tout *î7 .
Loi deParetoGéńeraliśeedeparam̀etred’échellê � ����	

et d’indice devaleurextrême
� � fI����	

.
(notée -P�Iê � ����	 3 fI����	 � ) dont la fonctionderépartitionestdéfiniepar:` ��*B�?� ÿ� � � y � * LJ� 3�ef � ��f *B� # y � *Ñ7ßZ � 3 �D[ 3� y � * p � S� Casoù

x ��*B� � � p � lorsque * ���Ý Loi de Weibull d’indice de valeurextrême
� � fI����	

, de param̀etred’échelle ^ � �
et de pa-

ramètredeposition
� � ø dont la fonctionderépartitionestdéfiniepar:` ��*h�?� g ;&% | ¶ f õ � ª � a t=ß� ö t "vuOw � y � * :��ëf ^ � � 3� y � � � � S
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, � � �����
, ´ � �

et *�s � ���
dont la fonction de

répartitionestdéfiniepar:` ��*B�?� g �ef È àà »4® a � t a�¯ ¹�á ½ ± y � * L *�s�3� y � � � � S
Notezquel’indice devaleurextrêmeestégalà

fI��� � ´B� �k� fI�
.� Casoù

x ��*B� � ª � lorsque * ���
Onconsid̀erela loi dontla fonctionderépartitionestdonńeepar:` ��*B�<� ÿ� � � y � * LJ� 3�gf � �ef *B� t "OuOw x ZQ� ��f *h� t " [ y � *ë7ßZ � 3 �D[ 3� y � * p � 3 (4.18)

aveccommeindicedevaleurextrême
� � fI����	

etx ��*B�?� � � � � ª *h�� � � � � S� Casoù
x ��*B� ���

lorsque * ���
Onconsid̀erela loi dontla fonctionderépartitionestdonńeepar:` ��*B�<� ÿ� � � y � * LJ� 3�gf � �ef *B� t "OuOw x ZQ� ��f *h� t " [ y � *ë7ßZ � 3 �D[ 3� y � * p � 3 (4.19)

aveccommeindicedevaleurextrême
� � fI����	

etx ��*h��� � � Ç � ª �� � � � ª *h� ÍPI � � Ç � ª �� � � � � Í � t " S
LesFigures4.1 à 4.10montrentquel’utilisation de �� # � � pourestimerl’indice devaleurextrêmedonnede
meilleursrésultats(entermedebiaisetdevariance)pourestimerle quantileextrêmeaussibienpournotre
estimateurquepour l’estimateurpropośeparDekkerset deHaan(leserreursinduitesparl’estimationde�

et du quantileextrêmesemblentsecompensersi on utilise l’estimateur �� # � � , cequi estparticulièrement
visible pourla loi deBurr). Deplus,danscecas,notreestimateurdu quantileextrêmeaun meilleurcom-
portementquel’estimateurpropośeparDekkersetdeHaan.Onremarqueaussiquel’estimateur �* & ( � ���# � �E�
poss̀edetoujoursun biais positif. Ceci sugg̀erela présenced’un biais syst́ematiquedont la connaissance
nouspermettraitdeproposerun estimateurdébiaiśe.
Pourpouvoir appŕecierl’effet du choix de l’estimateurde

�
sur le comportementdesdeuxestimateursdu

quantileextrêmepourunefonctionderépartitiondonńee,nousavonstraće lesgraphiquesrepŕesentantla
moyenneempiriqueenfonctionde � à la mêmeéchelle,cequi expliquequelescourbes“sortent” parfois
du cadredugraphique.

Dansles Figures4.11 à 4.13,on refait les mêmessimulationsmaisen prenant\ �Y� �
(c’est à dire que

l’on estimele point terminalde ` ). On comparedoncnotreestimateurdu point terminal �*�s�� �� �� �E� à l’es-
timateurdu point terminalpropośe parDekkerset deHaan �* í ls�� � � �� �E� ainsiqu’à l’estimateur“naı̈f ” U@��� �
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(repŕesent́e parun trait horizontalenpointill é).On utilise cettefois-ci uniquementl’estimateur ���# � � pour
estimerl’indice devaleurextrême.
On remarquequepourdepetitesvaleursde ��� � �2� ( ��� � �E� Lr�P���

), lesdeuxestimateursont unevariance
importante.Pour desvaleursde ��� � �E� suṕerieureà 100, notre estimateura un meilleur comportement
entermed’erreurmoyennequadratiquequel’estimateurpropośe parDekkerset de Haan.De plus,notre
estimateurapporteuneaméliorationentermedebiaisparrapportà l’estimateur“naı̈f ” U@��� � .
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FIG. 4.1 – Comparaisondesestimateurs�* & ( � �� �E� et �* í l& ( � �� �E� en prenantla loi -P�Iê � ����	 3 fI����	 � et les

estimateursde
�

: ���# � � (figures(a) et (b)) et �� ¢� (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.2 – Comparaisondesestimateurs�* &)( � �� �E� et �* í l&)( � �� �E� en prenantla loi -P�Iê � ����	 3 fI����	 � et les

estimateursde
�

: �� q� (figures(a) et (b)) et �� ¤� (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.3– Comparaisondesestimateurs�* & ( � �� �E� et �* í l& ( � �� �E� enprenantla loi deWeibull et lesestimateurs

de
�

: ���# � � (figures(a) et (b)) et �� ¢� (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.4– Comparaisondesestimateurs�* &)( � �� �E� et �* í l&)( � �� �E� enprenantla loi deWeibull et lesestimateurs

de
�

: �� q� (figures(a)et (b)) et �� ¤� (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.5 – Comparaisondesestimateurs�* & ( � �� �E� et �* í l& ( � �� ��� en prenantla loi deBurr et lesestimateurs

de
�

: ���# � � (figures(a) et (b)) et �� ¢� (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.6 – Comparaisondesestimateurs�* &)( � �� �E� et �* í l&)( � �� ��� en prenantla loi deBurr et lesestimateurs

de
�

: �� q� (figures(a)et (b)) et �� ¤� (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.7 – Comparaisondesestimateurs�* & ( � �� �E� et �* í l& ( � �� �E� enprenantla fonctionderépartition(4.18)

et lesestimateursde
�

: ���# � � (figures(a)et (b)) et �� ¢� (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.8 – Comparaisondesestimateurs�* &)( � �� �E� et �* í l&)( � �� �E� enprenantla fonctionderépartition(4.18)

et lesestimateursde
�

: �� q� (figures(a) et (b)) et �� ¤� (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.9 – Comparaisondesestimateurs�* & ( � �� �E� et �* í l& ( � �� �E� enprenantla fonctionderépartition(4.19)

et lesestimateursde
�

: ���# � � (figures(a)et (b)) et �� ¢� (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.10– Comparaisondesestimateurs�* &)( � �� ��� et �* í l&)( � �� ��� enprenantla fonctionderépartition(4.19)

et lesestimateursde
�

: �� q� (figures(a) et (b)) et �� ¤� (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.11– Comparaisondesestimateurs�* s�� � � �� � � et �* í ls�� � � �� � � enprenantla loi -P�Iê � ����	 3 fI����	 � (figures
(a) et (b)) et la loi deWeibull (figures(c) et (d)).
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FIG. 4.12– Comparaisondesestimateurs�* s�� � � �� � � et �* í ls�� � � �� � � enprenantla loi deBurr (figures(a)et (b))
et la fonctionderépartition(4.18)(figures(c) et (d)).

106



Estimation d’une fonction quantile extrêmeenutilisant un estimateurde quantile extrêmeà
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FIG. 4.13– Comparaisondesestimateurs�*�s�� �Ú� �� ��� et �* í ls�� � � �� �E� enprenantla fonctionderépartition(4.19).
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4.3 Estimation d’une fonction quantile extrême

4.3.1 Hypothèseset r ésultatpr éliminair e

Soit �VUY3 � � un coupledevariablesaléatoiresdont le supportdela loi est:/ �102��*4365��87 .  9 �: * :��<;>=?�@: 5 : 
 �A*B�DCE3
où 
 estunefonctionpositiveinconnue.A l’aidede T couplesdevariablesaléatoires�GU " 3 � " �>3�SPS�SO3!�GU@��3 � ���
indépendantset de mêmeloi que le couple �VUÓ3 � � , on désireestimer, pour *�+ 7ôZ � 3 �D[ quelconque,le
nombre
!&>( ��*�+>� défini par: d Z � : 
!&>( ��*�+>� 9 U���*�+ [ � �gf \ �B3 \ � L}��� TkS
Dansla suite,on note ` ac la fonctionderépartitionconditionnellede � étantdonńeque U �1* . Le point
terminalde `bac étantfini pour tout *×7�Z � 3 �D[ , on supposeque `bac appartientau domained’attractionde
Weibull, autrementdit que` ac �A5E�?� d Z � : 5 9 U_��* [ � ��f Z 
 ��*h� f 5 [ t "vuOw ® a�¯ x a ZQ� 
 ��*B� f 5E� t " [ 3 (4.20)

où, pour tout *�7 Z � 3 �)[ , x a est une fonction à variationslenteset
� �A*B� L��

. Pour estimer 
!&>( ��*�+>� ,
consid́eronslesvariablesaléatoires:� i N�� � N j 0 9 U@N f *�+ 9 : � �hCE3 R � � 3�S�SPSO36T  3
où � � �E� estunesuitestrictementpositivequi convergevers0 lorsqueT ���

. Commed’habitude,onnotei " � � : S�SPS : i ��� � l’ échantillonordonńe.Dansla suite,on pose% �H�A*�+>�8� � � �ö a t a&÷ ö ø å ( 
 ��*B� ;>= $ �H�A*�+��?� �21 %ö a t a&÷ ö ø å ( 
 ��*B�WS
Soit � n �E� unesuitede

[G� 3 � Z qui convergevers1 lorsqueT ���
, onpose�D��( � �æ N¼ç " j 0 i N ¾Jn � i ��� ��C�S

Dansla suite,onconsid̀ereleshypoth̀esessuivantes:

(A’) La loi du couple �VUY3 � � està densit́e.On note ��ù � c cettedensit́e.

Cettehypoth̀eseimpliqueentreautrequela fonction derépartitionconditionnnellèbac estdérivable.On
note � ac cettedérivée.Elle impliqueaussiquela variablealéatoireU està densit́e.Dansla suite,on note`Úù (resp.��ù ) la fonctionderépartition(resp.la densit́e)de U .

(B’1) Pourtout *Ñ7ßZ � 3 �D[ , x a estunefonctionà variationslentesnormaliśee.Autrementdit,x a ��5E�?� � ��*B� ;&% |�I 4hú" ~ t " B a � ~ � ��~n� 3
où � �A*B� p � et B a � ~ � ���

lorsque~ ���
.
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(B’2) Pour tout *Þ7_Z � 3 �D[ , x a ��5�� � � " ��*h� lorsque 5 � �
, où � " est une fonction strictementposi-

tive.

(B’3) Pourtout *Ñ7ßZ � 3 �D[ , il existe Ò��A*B� p � tel quepourtout 5 ¾ � , x a ��5�� ¾ Ò��*B� .
(C’) Les fonctions ��ù �A*B� , 
 ��*h� , � ac ��5�� et

x a ��5 t " � sonthöldérienned’exposant1 en chacunde leursar-
guments.Autrementdit, soit o " , o  , o # , o ¥ , o�û et o�ü desconstantesstrictementpositives,on suppose
que:

i)
9 ��ù ��* " � f �nù ��*  � 9 : o " 9 * " f *  9 ,

ii)
9 
 ��* " � f 
 ��*  � 9 : o  9 * " f *  9 ,

iii)
9 � a ºc ��5 " � f � a Êc ��5  � 9 : o # 9 * " f *  9 ª×o ¥ 9 5 " f 5  9 ,

iv)
9 x a º �A5�t "" � f x a Ê �A5�t " � 9 : o û 9 * " f *  9 ª×o ü 9 5 " f 5  9 .

(D’) Pourtout *Ñ7YZ � 3 �)[ , � ac vérifie l’une ou l’autredesconditionsci-dessous:
i) il existe

� ��*h� tel quepourtout
�: ~ : 
 �A*B� , �hac � n���~ � : � ��*h� ,

ii) il existe ³ a 7 ã tel quepourtout T ¾J³ a , �21 %o�� Ä +>� ý ® a�¯ Å � ac � n � ~ �8� � ac Z n � 
 ��*B� [ .
Posons, " � w ��*B�?� � � � 0 �  ��*B� ��� 3 �  ��*h� � Z �<f � ��*h� [ C .
(E’1) Soit � n �E� unesuitede

[G� 3 � Z qui converge vers1 lorsque T � �
. Pour tout * , ��T � ��� tB¨ º r ô ® a�¯��2� �ef n ��� .

(E’2) Pourtout *Ñ7ßZ � 3 �D[ , � � �}�EZV� ��f n ��� ó ® a�¯ [ où Û8��*B�k� �21 % 0 � 3 fI��f©��� � ��*B�)C .
(E’3) Pourtout *Ñ7ßZ � 3 �D[ , T t w ® a�¯ ����Z � w ® a�¯ t "� [

.

Remarque4.2� Posons� �î�rT t � et
�bf n �î�rT t � avec � 3 � p � . Lessuites � � ��� et � n �E� vérifient leshypoth̀eses

(E’1), (E’2) et (E’3) si� � 3 � �<7 � ��*4365��87 .  9 � ��*B� � Z � ��*B� f©�D[�L * L}�8;>=8�L 5 L � � � 0', " � w ��*B�P� ��f *B�>3D* � Û8��*h�DC  S� Dansla suite,on supposeque * + 7 [G� 3 � Z . Lesrésultatset démonstrationsci-dessouss’étendentfaci-
lementaucas *�+�� � ou *�+e� �

.

Le but deceparagrapheestdedémontrerle théor̀emesuivant:

Théorème4.4 Sousleshypoth̀eses(A’) , (B’1), (B’2), (B’3), (C’) , (D’) , (E’1), (E’2) et (E’3),�D� (ê ��*�+>�XT � ��� ��f n �E� t "vuOw ® a&÷v¯ �fB���
(4.21)

lorsqueT ���
où ê ��*�+)�?� � �nù ��*�+)� � " �A*�+>� 
 �A*�+6� t "vu¥w ® a&÷v¯ et* � �D��( ��O ê ��*�+)�XT � �Ú� ��f n �E� t "vu¥w ® a&÷v¯ ���

(4.22)

lorsqueT ���
.
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Pourdémontrercethéor̀eme,nousallonsdansun premiertempsprouverqueT40 �gf `0þ Z n � $ �H�A*�+�� [ CÿO ê ��*�+)��T � �H� �ef n �2� t "OuOw ® a&÷O¯ 3
où `Nþ est la fonction de répartitionde la variablealéatoire

i � ��j 0 9 U f *�+ 9 : � ��C . Il suffira alors,
pourdémontrerle Théor̀eme4.4,devérifier quelesconditions

�
1,
�

2,
�

3 et
�

4 du Théor̀eme2.7sont
satisfaites.

Remarque4.3 La fonctionderépartition `Nþ dépendévidemmentde la taille T de l’ échantillon.Pourne
pasalourdirlesnotations,onnefait pasapparâitre cettedépendanceen T .

Lemme 4.2 Sousleshypoth̀eses(A’) , (B’2), (C’) et (E’2),T40 �gf `0þ Z n � $ �H�A*�+�� [ CÿO ê ��*�+)��T � �H� �ef n �2� t "OuOw ® a&÷O¯ S
Démonstration

f
Remarquonstoutd’abordquesi ~ 7ÕZ � 3 $ �B��*�+�� [ alors,`Nþ � ~ �<� d Z 9 U f *�+ 9 p � � [ ª×d Z � : ~ 3 9 U f *�+ 9 : � � [ � �ef ¿ ����*�+)�>Z ��f - a&÷ � ~ � [ 3

où ¿ ����*�+>��� d Z 9 U f *�+ 9 : � � [ et - a&÷ est la fonction de répartitionconditionnellede � sachantque9 U f * + 9 : ��� . Ainsi, puisqueon a ¿D� �A* + ��O � � ù �A* + � ��� d’aprèsl’hypothèse(C’) i),�ef `Nþ Z n � $ �H��*�+�� [ O � ��ù ��*�+�� � ��0 ��f - a&÷ Z n � $ ����*�+)� [ CES (4.23)

Nousallonsà présentmontrerque�ef - a&÷ Z n � $ �H�A*�+�� [ O �gf ` a&÷c Z n � $ ����*�+>� [ 3
ce qui concluerala démonstrationpuisqued’aprèsl’expressionde ` ac donńeeen (4.20), les hypoth̀eses
(B’2), (C’) ii) et (E’2),��f ` a&÷c Z n � $ ���*�+�� [ O � " ��*�+)� 
 ��*�+)� t "OuOw ® a&÷O¯ � ��f n �E� t "vuOw ® a&÷v¯ S (4.24)

D’aprèsl’hypothèse(A’) , on sait quela loi conditionnellede � sachantque
9 U f *�+ 9 : � � admetune

densit́equel’on note 
 a&÷ . On remarquefacilementque
 a&÷ � ~ �?� �¿D� ��* + � 4 Ð ( ® oQ¯ ��ù � c � ä 3 ~ � � ä � �¿D� ��* + � 4 Ð ( ® oV¯ ��ù � ä � � <c � ~ � � ä 3
où Òg�H� ~ �8�10 ä 7ßZÌ*�+ f � �36*�+ ª×� � [ 9 
 � ä � ¾×~ C . Ainsi,�ef - a&÷ Z n � $ ����*�+>� [ � �¿ �Ú��*�+)� 4 ¢ ( ® a&÷X¯� ( ¢ ( ® a&÷X¯ 4 Ð ( ® oQ¯ ��ù � ä � � <c � ~ � � ä ��~� �¿ �Ú��*�+)� 4 « ( ® a&÷X¯� ( ¢ ( ® a&÷X¯ 4 Ð ( ® oQ¯ ��ù � ä � � <c � ~ � � ä ��~º »&¼ ½®ñð " ¯ ª �¿ ����*�+>� 4 ¢ ( ® a&÷X¯« ( ® a&÷X¯ 4 Ð ( ® oQ¯ ��ù � ä � � <c � ~ � � ä ��~º »&¼ ½®òð  ¯ S
Intéressonsnousau terme � L � � . D’aprèsleshypoth̀eses(C’) ii) et (E’2), on sait qu’à partir d’un certain
rang, n � $ ����*�+)� : % ����*�+)� etainsiquepourtout ~ 7ßZ n � $ ���*�+��>3 % �B��*�+>� [ , Òg�Ú� ~ �?�rZ *�+ f � �36*�+ ªJ� � [ .
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D’où, à partir d’un certainrang,� L � �÷� �¿ ����*�+�� 4 « (�® a&÷X¯��( ¢ ('® a&÷X¯ 4 a&÷ » å (a&÷ t å ( ��ù � ä � � <c � ~ � � ä ��~� �¿ ����*�+�� 4 « (�® a&÷X¯� ( ¢ ( ® a&÷X¯ 4 a&÷ » å (a&÷ t å ( ��ù � ä �>Z � <c � ~ � f � a&÷c � ~ � [ � ä ��~º »&¼ ½®òð # ¯ ª �¿ ����*�+>� 4 « ('® a&÷¥¯� ( ¢ ( ® a&÷X¯ 4 a&÷ » å (a&÷ t å ( ��ù � ä � � a&÷c � ~ � � ä ��~º »&¼ ½®ñð ¥ ¯ S
Or, d’aprèsleshypoth̀eses(C’) iii) et (E’2),� L 	 � : o # � �HZ % ���*�+>� f n � $ �Ú��*�+)� [ �1Ø@Z � ��� ��f n �E� [
etdeplus,� L ø ��� 4 ý ® a&÷X¯��( ¢ ('® a&÷X¯ � a&÷c � n � �En f 4 ý ® a&÷O¯« (�® a&÷X¯ � a&÷c � n � ��n �10 �gf ` a&÷c Z n � $ ����*�+>� [ C f 0 ��f ` a&÷c Z % �H��*�+�� [ C� �ef ` a&÷c Z n � $ ����*�+>� [ ª Ø@Z � t "vuOw ® a&÷X¯� [ 3
d’aprèsl’hypothèse(C’) ii) et l’expressionde ` a&÷c donńeeen(4.20).Ainsi,� L � �?� �ef ` a&÷c Z n � $ ����*�+)� [ ª Ø Z � t "vuOw ® a&÷¥¯� [ ª Ø@Z � �� �ef n ��� [ S (4.25)

Intéressonsnousmaintenantauterme � L � � . Onmontrefacilement,ens’inspirantdel’ étudeduterme � L � � ,
que � L � �?�1Ø�� �  � � ª Ø@Z � t "OuOw ® a&÷O¯� [ S (4.26)

Ainsi, d’aprèsl’ équivalence(4.24)et l’hypothèse(E’2), leségalit́es(4.25)et (4.26)impliquentque:�ef - a&÷ Z n � $ �H�A*�+�� [ O �gf ` a&÷c Z n � $ ����*�+>� [ 3
cequi conclutla démonstration.

�
Avant de vérifier que les hypoth̀eses

�
1,
�

2,
�

3 et
�

4 du Théor̀eme2.7 sontsatisfaites,intéressons
nousà l’ordre degrandeurdela quantit́e � � n �E� . On rappelleque� � n ���?� 4 ¢ ('® a&÷X¯+ n � ��þ � n � ~ �>Z `Nþ � ~ � [ � t " ��~ 3
où � þ désignela dérivéedela fonctionderépartitioǹ þ qui existe,entoutpointdifférentdezéro,d’après
l’hypothèse(A’) .

Lemme 4.3 Sousleshypoth̀eses(A’) , (B’1), (B’2), (B’3), (C’) , (D’) , (E’2) et (E’3),� � n�� �<�1Ø � T w ® a&÷X¯ � " » w ® a&÷X¯� �21 % 0 � 3!� �<f n�� �Dt "vuOw ® a&÷¥¯ t " C  S
Démonstration

f
Remarquonspourcommencerquepourtout ~ 7 [G� 3 $ �B��*�+)� [ ,��þ � ~ �?� ¿ ����*�+>� 
 a&÷ � ~ �>S

111



Estimation d’une fonction quantile extrêmeenutilisant un estimateurde quantile extrêmeà
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Ainsi, � � n �E�?� 4 ¢ ( ® a&÷X¯+ ¿ �H�A*�+�� n � 
 a&÷ � n � ~ �WZ `0þ � ~ � [ � t " ��~ S
D’aprèsl’hypothèse(E’2), on saitquepour tout ~ 7×Z � 3 $ �B��*�+>� [ et pour T “assez”grand,n � ~ : % �H��*�+��
etainsique 
 a&÷ � n���~ �8� �¿ �Ú��*�+)� 4 a&÷ » å (a&÷ t å ( � ù � ä � � <c � n���~ � � ä S
En utilisantl’hypothèse(C’) iii), on endéduitque
 a&÷ � n � ~ �8� � a&÷c � n � ~ � ª Ø�� � ���>3
où le “ Ø ” nedépendpasde ~ , cequi impliqueque� � n ���?� n � ¿ ����*�+)��4 ¢ ( ® a&÷X¯+ � a&÷c � n � ~ �>Z `0þ � ~ � [ � t " ��~�ª Ø g �  � 4 ¢ ( ® a&÷X¯+ Z `0þ � ~ � [ � t " ��~ i S
Etudionssépaŕementlescasoù � a&÷c vérifie l’hypothèse(D’) i) et � a&÷c vérifie l’hypothèse(D’) ii).� Si � a&÷c vérifie l’hypothèse(D’) i), alors� � n ���?�1Ø g � �
4 ¢ ( ® a&÷X¯+ Z `Nþ � ~ � [ � t " ��~ i S (4.27)� Si � a&÷c vérifie l’hypothèse(D’) ii), enutilisantle fait quesousleshypoth̀eses(B’1) et (B’2),� a&÷c Z n � 
 ��*�+>� [ O f@� " ��*�+��� ��* + � 
 ��*�+)� t "vu¥w ® a&÷v¯ t " � ��f n �E� t "vuOw ® a&÷v¯ t " 3
(voir Lemme3.1), l’hypothèse(E’2) impliqueque� � n ���?�1Ø g � �H� �ef n �2�Dt "vu¥w ® a&÷v¯ t " 4 ¢ ('® a&÷¥¯+ Z `Nþ � ~ � [ � t " ��~ i S (4.28)

Pourconclurela démonstration,il restedoncà étudierl’ordre degrandeurdela quantit́e4 ¢ ('® a&÷X¯+ Z `Nþ � ~ � [ � t " ��~ S
Il faut faire attentionici aufait quela fonctionderépartition `0þ dépenddela taille T del’ échantillon.On
nepeutdoncpas,commedansla démonstrationdu Lemme3.2,utiliser le résultatdémontŕe dansResnick
[74, Prop.2.1(ii)]. Ondisposecependantdu résultatsuivant:4 ¢ ('® a&÷X¯+ Z `Nþ � ~ � [ � t " ��~ �1Ø@ZQ��T � �E� w ® a&÷X¯ [ S (4.29)

Par soucide lisibilit é, la démonstrationde (4.29) est report́ee en annexe (voir Annexe E). Les égalit́es
(4.27),(4.28)et (4.29)concluentla démonstration.

�
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Remarque4.4 Intéressonsnousà la quantit́e
� � n ��� où on rappelleque:� � n ���8� 4 ¢ ('® a&÷X¯+ n � ��þ � n � ~ �WZ `0þ � ~ � f `Nþ � n � ~ � [ Z `Nþ � ~ � [ � t  ��~ S

On remarquequepuisque �ef `0þ � ~ �?� ¿ �Ú�A*�+>�>Z ��f - a&÷ � ~ � [ 3
on a : � � n �E�÷� ¿ �Ú��*�+)��4 ¢ (°® a&÷X¯+ n � ��þ � n � ~ �>Z - a&÷ � ~ � f - a&÷ � n � ~ � [ Z `Nþ � ~ � [ � t  ��~: ¿ �Ú��*�+)� 4 ¢ ( ® a&÷X¯+ n � ��þ � n � ~ �>Z `Nþ � ~ � [ � t  ��~ 3
puisque

�l: - a&÷ � ~ � f - a&÷ � n � ~ � :}� pourtout ~ . Ainsi, dela mêmemanìerequedansla démonstrationdu
Lemme4.3,on montreque:� � n �E�8� Ø � �21 % 0!T w ® a&÷X¯ �  » w ® a&÷X¯� 36T w ® a&÷¥¯ �  » w ® a&÷X¯� � �ef n ��� t "vuOw ® a&÷v¯ t " C  S (4.30)

Nouspouvonsàprésentdémontrerle Théor̀eme4.4.

Démonstration du Théorème 4.4
f

Il suffit de s’assurerque les hypoth̀eses
�

1,
�

2,
�

3 et
�

4 du
Théor̀eme2.7sontvérifiées,cequi concluerala démonstrationd’aprèsle Lemme4.2.� Hypothèse

�
1 Elle estvérifiéed’aprèsl’hypothèse(A’) .� Hypothèse

�
2 Rappelonsquele point terminalde la fonction de répartition `0þ est $ �Ú��*�+)� . D’après

le Lemme4.2,on a ��f `0þ Z n � $ �H�A*�+>� [ O ê ��*�+�� � �H� ��f n �E� t "vuOw ® a&÷X¯ ���
lorsqueT ���

et T40 �gf ` þ Z n���$ß� ��* + � [ CÿO ê ��* + ��T ��� � ��f n�� �)t "OuOw ® a&÷X¯ � ª �
lorsqueT ���

d’aprèsl’hypothèse(E’1).� Hypothèse
�

3 D’après(4.30)et le Lemme4.2,il suffit dedémontrerque:��T � �E� w ® a&÷X¯� ��f n�� � t  XuOw ® a&÷v¯ ���e;>= ��T � ��� w ® a&÷v¯ � ��f n �E� t "OuOw ® a&÷X¯ t "� ��f n�� � t  �uOw ® a&÷O¯ ��� 3
lorsqueT ���

. Or, l’hypothèse(E’1) impliqueque��T ��� � w ® a&÷v¯� �ef n ��� t  XuOw ® a&÷v¯ ��� � ��T ��� � w ® a&÷X¯ t  ¨ º r ô ® a&÷O¯ u¥w ® a&÷v¯  �}�2� � �>3
puisque

� ��*�+>� fß� , " � w �A*�+>� � � ��*�+>� LJ� , etque��T ��� � w ® a&÷O¯ � �ef n�� � t "OuOw ® a&÷O¯ t "� ��f n �E� t  XuOw ® a&÷v¯ ��� � ��T ��� � w ® a&÷X¯ » ¨ º r ô ® a&÷X¯ tB¨ º r ô ® a&÷X¯ uOw ® a&÷v¯  ����� � �>3
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double seuil

puisque
� ��*�+>� ª , " � w ��*�+)� f , " � w ��*�+�� � � ��*�+6� LJ� .� Hypothèse

�
4 Il suffit dedémontrerd’aprèslesLemmes4.2et4.3que:��T � ��� t w ® a&÷X¯� �ef n ��� t "vuOw ® a&÷v¯ � �b;>= ��T � �E� t w ® a&÷X¯ � �ef n �E� t "OuOw ® a&÷X¯ t "� ��f n �E� t "vuOw ® a&÷v¯ ���

lorsqueT ���
, cequi estdirectenutilisantl’hypothèse

�
3 quel’on vientdedémontrer.

�
4.3.2 Estimation de à�& ( Z��+�] et convergenceen probabilit é

Définition de l’estimateur

Pourestimer
'&)( ��*�+�� , on utilise lesvariablesaléatoires� i N � �BN�j 0 9 U N f * + 9 : ��� CE3 R � � 3�S�SPSO36T  3
où � � �E� estunesuitestrictementpositivequi convergevers0 lorsqueT ���

. Autrementdit, onconsid̀ere
uniquementles observationsdont la premìerecoordonńeeest “suffisamment”prochede *�+ . En s’inspi-
rantde l’estimateurdu quantileextrêmepropośe,dansun cadreuni-dimensionnel,dansle chapitre4, on
proposecommeestimateurde 
'& ( ��*�+�� :�
'& ( �A*�+>�8� i ��� � �P� 0 � t ¬w ('® a&÷X¯��( f ��T \�� � t�¬w ( ® a&÷X¯ C f n�� 0 � t ¬w ('® a&÷X¯�¥( f ��T \�� � t�¬w ( ® a&÷X¯ C� t�¬w ('® a&÷X¯��( f � t�¬w (°® a&÷X¯�X( 3 (4.31)

où � n�� � et � �P� � sontdeuxsuitesde
[G� 3 � Z qui convergentvers1 lorsqueT ���

et �� � ��* + � estunestimateur
de
� ��*�+�� convergeantenprobabilit́e.

Convergenceen probabilit é

Théorème4.5 Soit �� �Ú��*�+)� un estimateurfaiblementconsistantde
� ��*�+>� et soit \ � L]��� T . Sousles hy-

pothèses(A’) , (B’1), (B’2), (B’3), (C’) , (D’) , (E’2), (E’3), si lessuites � n �2� et � � �E� vérifient l’hypothèse

(E’1) etsonttellesque
��f n �PO �  � �kf � �E� où �  7 [G� 3 � Z , alors, �
!& ( ��*�+>� f 
'& ( ��*�+)� �f����

lorsqueT ���
.

La démonstrationdecerésultatestentoutpoint similaireà la démonstrationdu Théor̀eme4.1.

Remarque4.5 Un estimateur faiblement consistantde
� ��*�+��

Commeestimateurfaiblementconsistantde
� �A* + � onpeutprendreparexemplel’estimateur �� # � � ��* + � défini

commeétantla solutiondel’ équationen , :�ef �P��ef n � ¤ � tB¨��( f©�� tB¨�X( f©� ¦ � � S
En reprenantpointsparpointsla démonstrationdu Théor̀eme3.7,on montreque �� # � � �A* + ���fB� � ��* + � .
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4.3.3 Simulations

Estimation ponctuelle

On consid̀erela fonction 
 définiepar:
 ��*h���HI �IfYø * ª ø *  y � *Ñ7ßZ � 3 �D[ 3� y � � � � S
On simule ³ � �P���

échantillonsdetaille Të� ~������ selonla loi du couple �VUY3 � � avecU O Þ Z � 3 �D[E;>= ` ac ��5��?� ;&% | + f � �ef 5
 ��*h� � t "OuOw ® a�¯ - 3k5 : 
 ��*h�>3
où
� �A*B�� f � � ª 	 *h� t " . Nousestimonsla fonction quantileextrême 
 &)( avec \�� � �P�����������

(figures
4.14à 4.16)ainsiquela fonction 
 (figures4.17à 4.19)auxpoints *�+I� � S ��~ , *�+I� � S ~ et *�+Ï� � S ��~ en
prenantdes“fenêtres”delongueur� �ë� � S � , � �ë� � S ��~ et � �ë� � S ����~ . On tracela moyenneempirique
ainsiquel’erreurmoyennequadratique(MSE)denotreestimateurenfonctionde ��� �P� � , le trait horizontal
continurepŕesentantla valeurquel’on cherchèaestimer.

Remarque4.6 Pourl’estimationde 
'&)( ��*�+)� , on fait varier ��� � �E� de
ø

à
����~

. Pourl’estimationde 
 ��*�+6� ,
on fait varier ��� � ��� de

�����
à 200(la variancedel’estimateuŕetanttrèsgrandesi onprend��� � �2� troppetit).

De plus,on estime 
 ��* + � par �21 % 0 i ��� � 3 �
°+ ��* + �DC (repŕesent́e par uneligne continue)et on comparecet
estimateur̀a l’estimateur“naı̈f ”

i ��� � (repŕesent́eparuneligne enpointill é).

Pourl’estimationde 
'&)( ��*�+)� , le choix dela longueurdefenêtre � � a uneinfluenceimportantesurle biais
de notreestimateur. Concernantl’estimationde 
 ��*�+6� , on remarquequela fenêtrede taille � �ß� � S ����~
donnede meilleursrésultatsen termede biais et de variancepour desvaleursde ��� �P� � comprisesentre
100et180environ. Danscecas,notreestimateurestmeilleurquel’estimateur“naı̈f ” U@��� � .
Estimation globale

A présent,on simuleun seuléchantillondetaille Të� ~������ selonla loi du couple �VUY3 � � avecUÑO Þ Z � 3 �D[�;>= ` ac ��5��?� �ef Z �ef 5 � 
 ��*B� [ ¥ 3
etonestimela fonctionquantileextrême
'& ( avec \ ��� �P�����������

entoutpointde Z � 3 �D[ (ici,
� ��*B�?� fI���'ø

).
On prend � �î� � S ����~ et on choisit lessuites � n �E� et � � ��� de telle sorteque �D� ( � ��~

et �D� ( � �P���
. On

comparenotreestimateur̀a l’estimateur“naı̈f ” :�
 « � a&)( ��*B�?� i ��� �3�*Ñ7ßZ � 3 �D[ 3
où
i ��� �� �21 % � N j 0 9 U@N f * 9 : � �hC . Le résultatdela simulationestdonńeeà la Figure4.20.
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FIG. 4.14– Estimationde 
'& ( ��*�+>� avec *�+Ï� � S ��~ et � ��� � S � (figures(a) et (b)), � �@� � S ��~ (figures(c)
et (d)) et � �� � S ����~ (figures(e) et (f)).
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FIG. 4.15– Estimationde 
'& ( ��*�+)� avec *�+b� � S ~ et � �� � S � (figures(a) et (b)), � �� � S ��~ (figures(c) et
(d)) et � ��� � S ����~ (figures(e) et (f)).

117



Estimation d’une fonction quantile extrêmeenutilisant un estimateurde quantile extrêmeà
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FIG. 4.16– Estimationde 
'& ( ��*�+>� avec *�+Ï� � S ��~ et � ��� � S � (figures(a) et (b)), � �@� � S ��~ (figures(c)
et (d)) et � �� � S ����~ (figures(e) et (f)).
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FIG. 4.17– Estimationde 
 ��*�+>� avec *�+b� � S ��~ et � �@� � S � (figures(a) et (b)), � � � � S ��~ (figures(c) et
(d)) et � ��� � S ����~ (figures(e) et (f)).
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FIG. 4.18– Estimationde 
 ��*�+)� avec *�+�� � S ~ et � ��� � S � (figures(a) et (b)), � ��� � S ��~ (figures(c) et
(d)) et � ��� � S ����~ (figures(e) et (f)).
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FIG. 4.19– Estimationde 
 ��*�+>� avec *�+b� � S ��~ et � �@� � S � (figures(a) et (b)), � � � � S ��~ (figures(c) et
(d)) et � ��� � S ����~ (figures(e) et (f)).
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FIG. 4.20– Comparaisondesestimateurs�
!& ( (enpointill é)et �
 « � a&)( (enpointill é,audessousdela courbe
de �
'&)( ) avecla vraiefonction 
'&)( (trait continu).
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Conclusionet perspectives

L’objectif de cettethèseétait l’estimationd’une fonction quantileextrêmed’une loi de probabilit́e à
supportborńe.Pourcefaire, nousavonsconsacŕe unegrandepartiedenotretravail à l’ étudedesvaleurs
extrêmesd’un échantillondevariablesaléatoiresréellesetdontla loi admetun point terminalfini.

Nous avons propośe desestimateursoriginaux de l’indice de valeur extrêmeainsi que du quantile
extrêmepourunefonctionderépartitionappartenantaudomained’attractiondeWeibull. Nouslesavons
ensuiteutiliséspourestimer, enun point,unefonctionquantileextrême.

Notre étudedecesdifférentsestimateursnefait quedébuter. Nousdressonsici uneliste (nonexhaus-
tive)desdirectionspossiblesquepeuventprendrenosrecherchesfutures.

Concernantl’estimationde l’indice de valeurextrême,les simulationsquenousavonseffectúeesse
sontavéŕeesêtretrèsencourageantespour l’estimateur �� # � � . C’est doncsur cedernierquenousvoulons
concentrernosrecherches.

Il faudra,dansun premiertemps,enfaireuneétudethéoriqueplusapprofondieendéterminantnotam-
mentsaloi asymptotique.Celanouspermettrade connâitre la vitessede convergencede l’estimateuret
ainsi de pouvoir le compareraux estimateursclassiquesde l’indice de valeursextrêmes(estimateurdes
moments[25], estimateurpropośe par Beirlant et al. [4], etc . . .). Une pistepossible,pour démontrerla
convergenceen loi de l’estimateur ���# � � , est de s’appuyersur la démonstrationdu résultatde normalit́e
asymptotiquedel’estimateur �� " � � .

Enfin, à l’in versedel’estimateurpropośe parBeirlantet al, l’estimateur ���# � � netient pascomptedela
fonction à variationslentesqui estconsid́eŕe commeétantuneconstante.Celainduit un biais important
lorsquela fonction à variationslentestendtrès lentementversuneconstante(commepar exemplepour
uneloi deBurr). Il seradoncintéressantd’introduiredansl’estimateurun termedecorrectionde l’erreur
apport́eeparla fonctionà variationslentes.

Concernantl’estimationduquantileextrême,lessimulationssonttrèsencourageanteslorsquenousuti-
lisonsl’estimateur ���# � � pourestimerl’indice devaleurextrême.

Les résultatsthéoriquesquenousavonsobtenussontpour l’instant peunombreux.Il faudradansun
premiertempsdéterminerla loi asymptotiquede l’estimateur �* & ( � ���# � ��� . Celanouspermettranotamment
depouvoir comparersavitessedeconvergenceà celledel’estimateur“naı̈f ” U@��� � et del’estimateurpro-
pośeparDekkersetdeHaan[24].

L’estimateurde l’indice de valeurextrêmeainsi quecelui du quantileextrêmeont l’originalit é d’être
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Conclusionet perspectives

construitsenutilisantlesnombresdepoints �D��( et �D�¥( qui dépassentlesseuilsaléatoiresn ��U@��� � et � �EUl��� � ,
où � n �2� et � � �E� sontdeuxsuitesde

[G� 3 � Z . Le choix de cessuitesinflue sur le boncomportementdeses-
timateurs.Le choix de la suite � � ��� s’apparentèa celui du nombre� destatistiquesd’ordreutiliséespour
construirepar exemplel’estimateurdesmoments[25] ou l’estimateurpropośe par Beirlant et al. [4]. Il
existedenombreuxtravauxconcernantla déterminationoptimaledecenombre� (voir Beirlantet al [7],
Guillou etal [50]). Nouspourrionslesadapterpourchoisirlasuite � � �E� , cechoixdevantêtreensuitevalidée
surdessimulations.Concernantla suite � n �E� , nousavonspropośe,demanìerearbitraire,de la choisiren
fonctiondela suite � � ��� detelle sorteque �D�X( � �D��( � ø . Au vu dessimulations,cechoix permetd’obtenir
unboncomportementdesestimateurs.Le choixdela suite � n �E� noussembledonc,dansunpremiertemps,
moinsprimordialqueceluidela suite � � �E� . Nouspourrionsaussieffectuerdessimulationspluscompl̀etes
encomparantlesestimateursde l’indice devaleurextrêmeou du quantileextrêmeà d’autresestimateurs
plusrécents.NouspourrionségalementtracerdesHill “horror” plot endimension2 afind’étudierà la fois
l’influencedela suite � n �E� etcelledela suite � � �E� surle comportementdesestimateurs.

Lesestimateursdel’indice devaleurextrêmeetduquantileextrêmenesontvalidesquedansle domaine
d’attractiondeWeibull. Leurutilisationn’estdoncpossiblequesi nousnousassuronsaupréalablequel’in-
dicedevaleurextrêmedela loi étudíeeeststrictementnégatif.Pourcefaire, il existedansla litt ératurede
nombreuxtests(voir Chaoucheet Bacro[14], Falk [31]). Il noussemblecependantintéressantd’utiliser
lestravauxeffectúesdanscettethèsesurla variablealéatoire�D��( pourconstruiredenouveauxtestssurle
signede

�
.

Nousavons,danscettethèse,propośe uneméthodepermettantde transformerun échantillonde va-
riablesaléatoiresréellesdont la loi appartientau domained’attractionde Frécheten un échantillonde
variablesaléatoiresdontla loi appartientaudomained’attractiondeWeibull. Celanousapermisd’estimer
un indicedevaleurextrêmedansle domained’attractiondeFréchetenutilisant ���# � � .
Enthéorie,cetteméthodepourraitaussîetreutiliséepourestimerunquantileextrêmed’uneloi appartenant
audomained’attractiondeFréchet.Cependantl’estimateurainsiobtenuestdemauvaisequalité,comme
nousavonspuenjugersurquelquessimulations.Noussouhaiterionsdoncproposerunenouvelleméthode
permettantd’estimerun quantileextrêmed’uneloi appartenantaudomained’attractiondeFréchet.

Concernantl’estimationde la fonction quantileextrême,nousavonsobtenuuniquementuneconver-
genceenprobabilit́eponctuelle.Il nousparaitimportantà présentd’obtenirdesrésultatssur le comporte-
mentglobalde l’estimateur �
 &)( , commeparexemplela convergenceuniformede �
 &)( f 
 &)( verszéro,la
convergencepresque-complète,etc. . .

De plus, noussouhaiterionśetablir la convergenceen loi pour pouvoir construiredesintervallesde
confiance.

Pourestimerla fonctionquantileextrêmeenunpoint * , nousavonsconsid́eŕeuniquementlessecondes
coordonńeesdescouplesd’observationsdontla premìerecoordonńeeétaitsuffisammentprochede * . Cette
proximitéestquantifíeeparunesuite � � �E� . Commenousl’avonsillustrésurlesdifférentessimulations,le
choix de cettesuite � ��� � a uneinfluenceimportantesur le comportementde l’estimateur. Il noussemble
doncprimordialdeproposeruneméthodepermettantdechoisircettesuitedemanìereoptimale.

Il seraitenfintrèsintéressantd’étudierle comportementdesestimateursintroduitsdanscettethèsesur
desdonńeesréellesprovenantparexempledela financeoudela fiabilit é.
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AnnexeA

Démonstrationde la Proposition 1.1

D’aprèsle Lemme1.1,on a,pour *ë7 ¶ &å (�» " 3 &)» "å (�» " ¶ 3 \ 7Y0 � 3PS�S�SO3 � ��C ,� ����5h36*B�k� � � � � ª � � 9; � t " ��5��XÂ t " ��*h� ª×� +E��5��XÂ>+���*B� ª á6â( t "æ è¥çh+ � N � �A5E�XÂWN � ��*B� >@ 3
où RVè � � áDâ( t è t " ª � & � Ë ºç� . Pourne pasalourdir cettedémonstration,on calculela fonction noyau ��
uniquementdansle casoù 5@7ÕZ � 3XÛ���Z , la démonstratiońetantsimilairesi 5§7ßZQ� � R fî� �OÛ��E3'� � R'ª � �OÛE��Z¼3 R �� 3�SPS�SX3 � � etsi 5@7ÕZ �ef Û��B3 �D[ .� Si 5§7ßZ � 3�ÛE��Z et si *î7 µ å ( » " , ona :�� ��5B3D*B�k� � � ����ª � � ¶ �ef * ª×�  �� â( ¹�º ��5��XÂ  �� â( ¹Eº ��*h� ª S�S�S ª×� " ��5��XÂ " ��*B� � S
Comme5�7ÕZ � 3XÛ��EZ , on apourtout é�7 0 � 3�SPS�SO36� â� C�  � â( ¹�� ��5��?� f �� S (A.1)

De plus,puisque*Y7 µ å ('» " , on saitque *Y7 µ  � ( â ¹�� Ë º pourtout éë7Õ0 � 3PS�SPSv3D� â� C . On endéduitquepouré�7Y0 � 3�SPS�SO36� â� C Â  � â( ¹�� ��*h�?� � á â( t è » " *43 (A.2)

puisquel’indice del’intervalle µ  � ( â ¹�� Ë º estun nombrepair. Les égalit́es(A.1) and(A.2) impliquentque
pour 5@7ßZ � 3XÛ��2Z et *î7 µ å ( » "� �H��5h36*h�?� � � � � ª � � �� �ef * f �� á6â( t "æ N¼çB+ � á6â( t N * �� � � � � � ª � �>Z ��f � � � ª � �X* [ S (A.3)

� Si 5×7ðZ � 3XÛ���Z et si * �7 µ å ( » " , il existe un entier R appartenant̀a l’ensemble0 � 3�SPS�SO36� â� f�� C tel que
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Démonstrationde la Proposition 1.1

*×7 ¶ &å ('» " 3 &)» "å ('» " ¶ où \ 7©0 � N 3�SPS�SX3 � N » " fz� C . Ainsi, il existe un entier R tel que � &  � 3�SPS�SX3 � & · � sontdes

entiersstrictementpositifset � & · Ë º � �«S�SPS!� ¶ & �� â( � � � . On endéduitque:�  � â( ¹�º » Z ú Ê [ ��5��k�«S�SPS!� �  � â( ¹ · » ù úÊ · � ��5E�?� � 3 (A.4)

et �  �� â( ¹ · ¹Eº » ù úÊ ·ÌË º&� ��5��?�«S�SPS!� � " » � úÊ � â(�� ��5��?� f �� (A.5)

Deplus,puisque*ë7ð¶ &å ( » " 3 &>» "å ( » " ¶�3 \ 7Y0 � N 3�SPS�SX3 � N » " f×� C , on a :*ë7 µ  �� â( ¹ · » ù úÊ · � � µ  �� â( ¹ · » " ;>= | � {?Jé p RBª � 3k*î7 µ  �� â( ¹n� Ë º » ù úÊ��v¹�º&� � µ  �� â( ¹�� Ë º S
On endéduitque:Â  � â( ¹ ·ÌË º » ù úÊ · Ë º � ��*B�?� � á â( t N � �� á â( t N » " f * � ;>= | � {?Jhé p Rhª � 3?Â  � â( ¹�� » ù úÊ ��� ��*h�?� � á â( t è » " S (A.6)

Leségalit́es(A.4) à (A.6) impliquentquepour 5@7ÕZ � 3XÛ���Z et * �7 µ å ( » N ,� ����5h36*B�k� � � � � ª � �"�� ��f * f �� � á6â( t N � �� á â( t N t " f * � f �� á â(æè¥çhN »  � áDâ( t è t " * �� � � (A.7)

Ainsi, d’après(A.3) et (A.7), si 5@7ÕZ � 3XÛ���Z , on a :� ����5B3D*B�k� I � � � � ª � ��� ��f � � � ª � �X*h� y � *î7 µ å (�» " S� y � * �7 µ å (�» " 3
cequi conclutla démonstration.

�
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AnnexeB

Etude desfonctions � �	��
 et � �	��

Nousallonsdémontrerlesdeuxrésultatssuivants:

ThéorèmeB.1 Posons ��������������	������� ��� ��! ���#"
estprolongeableparcontinuit́een

���%$
. De plus,si

�'&(!)&(�%&  
, alors:� �+*��,-��. ��������%$0/21 ���+*��,�3#. ��������%4�576

etsi
� � !8&9�%&  

, alors: ���+*��,-�:. ;�<�=���>$?/21 ���+*�@,�3#. ;��������A "
Enfin,si

�'B(!)&(�C&  
,


eststrictementcroissante.

ThéorèmeB.2 Soit

$ &9�D&9�E&  
et F &9G . La fonction H définiesur

� � 576I$KJ
parH �<�=��� F J � ��� �L� �:�NM ��G J  �:� �L� ���NM� ��� �  ���

eststrictementcroissante.

Pourdémontrercesthéor̀emes,nousallonsutiliser l’in égalit́eclassiquesuivante:

Lemme B.1 Soit O#P , O�Q et OKR desréelsstrictementpositifstelsque

ATS O#P 4%ATS O�Q 4%AUS O:R �'A
. Alors, pour

tout réels V , W et X strictementpositifs, VZYU[O#P 4 WNYI\O�Q 4 XNYI]OKR7^ V_W2X "
Deplus,on a l’ égalit́esi et seulementsi V YU[ � W YI\ � X YI] .

Celemmeestuneconśequenced’un résultatconnusurlesfonctionsconcaves:

Lemme B.2 Soit O et ` deux réelsstrictementpositifs tels que

ATS O 4aAUS ` �bA
. Si c est une fonction

strictementconcave,alorspourtout réels
G

et F , on a :AO c � G �#4 A` c � F � B ced GO 4 F `�f " (B.1)

Deplus,on a l’ égalit́esi et seulementsi
G � F .
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Etude desfonctions H ����� et

������
Démonstration

� c étantunefonctionconcave, la droitepassantparlespoints

� G 6 c � G �g� et

� F 6 c � F �g� est
au-dessousdela courbede c surl’intervalle

J G 6 F M . Onmontrefacilementquecettedroiteapouréquation:h � c � F � � c � G �F �LG i 4 F_c � G � ��G c � F �F �LG "
Ainsi, enremarquantque

G S O 4 F S `kj J G 6 F M puisque

AUS O 47AUS ` ��A , ona :c � F � � c � G �F �lG d GO 4 F ` f 4 F_c � G � �LG c � F �F �lG B c d GO 4 F ` f "
En développantle membrede gauchede l’in égalit́e et en utilisant le fait que

ATS O 4EAUS ` �mA
, on en

déduit l’in égalit́e (B.1). De plus, si
G � F , on a évidemmentque c � G �gS O 4 c � F �gS ` � c � G S O 4 F S ` � .

Réciproquement,c étantunefonction strictementconcave, si c � G �gS O 4 c � F �gS ` � c � G S O 4 F S ` � alorsG S O 4 F S ` � G ou
G S O 4 F S ` � F , cequi n’estpossiblequesi

G � F . n
Démonstration du Lemme B.1

�
Appliquonsle résultatdu LemmeB.2 à la fonction c � i ��� �+o � i �

avec
G � V YU[ , F �'� O:pqW YI\ �gS OrQ 4D� OKp2X YI] �NS OKR , O � O�P et ` � OKp , où OKp esttel que

AUS O:p �sAUS O�Q 4%AUS OKR . On
a :

�+o � V YU[ �O P 4 �+o Jt� OKp2W YI\ �gS OrQ 4D� OKp2X YI] �NS OKR MO p B �+o d V YU[O P 4 W YI\O Q 4 X YI]O R f " (B.2)

En appliquant̀a nouveaule LemmeB.2 à la fonction c � i �	� �+o � i � avec
G � WNYI\ , F � XNYI] , O � O Q S O p et` � OKR S OKp , on obtient: OKpO�Q �+o � W Yu\ �v4 O:pO:R �+o � X YI] � B �+o d OKpO�Q W YI\ 4 OKpOKR X YI] f " (B.3)

Lesinégalit́es(B.2) et (B.3) impliquentque�+o � V_W2X �w� �+o � V YU[ �O#P 4 �+o � W YI\ �O�Q 4 �+o � X YI] �OKR B �xo d V YU[O#P 4 W YI\O�Q 4 X YI]OKR	f "
La fonctionexponentielleétantcroissante,on endéduitque:VyW2X B V YU[O#P 4 W Yu\O�Q 4 X YI]OKR "
De plus,si VZYU[ � WNYI\ � XNYI] alors, VyW2X � V�YU[ S O#P 4 WNYI\ S OrQ 4 XNYI] S OKR . Réciproquement,si VyW2X � V�YT[ S O�P 4W YI\ S O�Q 4 X YI] S O:R alors,z �+o � V YU[ �O P 4 �+o J{� OKp2W YI\ �gS O�Q 4C� O:pqX YI] �gS O:R MO p � �+o d V YU[O P 4 W Yu\O Q 4 X YI]O R f}|4 z AO�Q �+o � W YI\ �v4 AOKR �+o � X YI] � � AOKp �+o d OKpUWNYI\O�Q 4 OKp2XNYI]OKR~f}| �>$K6
cequi impliqued’aprèsle LemmeB.2 que VZYU[ � WNYI\ � XNYI] . n
Démonstrationdu ThéorèmeB.1

�
Démontronsdansun premiertempsque:���+*���g�2� �������� ���+*���g�I� �������� �xo � � S � ��+o � ! S  � 6 (B.4)
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Etude desfonctions H ����� et

������
cequi démontreque


estprolongeableparcontinuit́een

���%$
. On remarqueque:�����	�L���:� ��� �L! ��� � /2� | J � � �xo � � � M � /2� | J � � �+o � � � M/2� | J � � �+o �  � M � /2� | J � � �+o � ! � M "

Un développementlimit édel’exponentielleimpliqueque:� ��� �l� �:� ��� �l! ��� � �+o � � � � �+o � � �#4e�;�<�=��+o � ! � � �+o �  ��4��;����� 6
cequi montre(B.4). A présent,comme

� S  & A
,
� S �D& A

et
! S  & A

, on a :���x*��,-��. ;������� � �+*��,-��. d � f �:� A � � � S � � ���A � � ! S  � ��� �%$ "
Si deplus,

�a&9!
, alors, ���x*��,�3#. ;������� � �+*��,�3#. d �! f ��� � � S � � ���	� A�  S ! � ��� � A �>4�576

etsi
� � !

, ���+*��,�3#. �������� � �+*��,�3�. � � S � � ���	� A�  S ! � �:� � A ��A "
Pourterminerla démonstration,montronsquepourtout

����>$
,

k�������	�9$
. Pour

�}��%$
, on a : � ������� J � �+o � � � � �:� 4 �+o � � � � ��� M �  ��� ��! ��� � � � � ��� �l� ��� ��J � �+o �  �  ��� 4 �+o � ! � ! ��� M�  ��� �l! ��� � Q "

Ainsi,�  ��� �L! ��� � Q  � ������� � � �  � ��� �+o � � �v4%� ��! � ��� �+o � � �v4%� �  � ��� �+o � � � � � �k! � ��� �+o � � �4 � �  � ��� �xo �  � � � ��! � ��� �+o � ! � � � �  � ��� �+o �  ��4%� �k! � ��� �+o � ! � "
Comme

�EB9!~&9�D&  
. On a

�+o � � � B �+o � ! � & �+o � � � & �xo �  �
. Posons:�+o � � ��� G 6�xo � ! ��� G 4 F 6 F ^ $:6�xo � � ��� G 4 F 49�-6��>�9$K6�+o �  ��� G 4 F 49��4e�K6����($ "

Ainsi, �  ��� ��! ��� � Q  � ������� F /2� | J � ���<� G 4 F � M4 ��/2� | J � ���<� G 4(� F 49��� M 4e��/2� | J � ���<� G 4e� F 4e����4e��� M� � F 4e�L4(���K/2� | J � �K��� G 4 F 4e��49��� M "
Pourdémontrerque

 � �����	�9$
, il suffit doncdedémontrerque:FF 49��4e� /2� | J � �K��� G 4 F � M 4 �F 4(�l49� /2� | J � �K��� G 49� F 4e��� M4 �F 49��4e� /2� | J � �K��� G 49� F 4(���l4(��� M �e/2� | J � �K��� G 4 F 4e�L4e��� M "
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Etude desfonctions H ����� et

������
Posons:

AO P � FF 4(�L4e� 6 AO Q � �F 4e��49� 6 AO R � �F 4(�L4e� 6V �7/2� | � � � ��� G 4 F � FF 4e��49�r¡ 6 W �¢/2� | � � � ��� G 4e� F 4e���N�F 4e��4e� ¡ /21 X �7/2� | � � � ��� G 49� F 4e����49���g�F 4(�L4e� ¡ "
Ainsi, l’in égalit́e(B.5) s’écrit :V YU[O#P 4 W YI\O�Q 4 X YI]O:R �e/2� | J � ���<� G 4 F 49��4e��� M "
Or, comme

AUS O#P 4>AUS O�Q 47AUS O:R �sA etqueV YU[ �7/2� | J � �K��� G 4 F � M ��7/2� | J � ���<� G 4(� F 49��� M � W Yu\ 6
on a,d’aprèsle LemmeB.1 que: V YU[O#P 4 W YI\O�Q 4 X YI]OKR � V_W2X 6
avec VyW2X �7/2� | � � � �<� G 4 F � F 4C��� G 4(� F 4(���g�£4C��� G 4(� F 4(���l49���g�F 4e�L4(� ¡ "
Enremarquantque

��� G 4 F � F 49�<� G 4£� F 4l���g�¤49�<� G 4£� F 4£���¤4l���g���'��� G 4 F 4l� 4l���U� F 4l�¥4l��� ,
on démontrel’in égalit́e(B.5), cequi conclutla démonstration. n
Démonstrationdu ThéorèmeB.2

�
Calculonsla dérivéede H . On a pourtout

� & $
,� � �:� �  ��� � Q H � �����¦� § F J � �xo � � � � �:� 4 �+o � � � � �:� M ��G J � �+o �  �  ��� 4 �+o � � � � ��� M�¨ � � ��� �  �:� �� § F J � ��� �l� ��� M ��G J  �:� �L� ��� M�¨ J �+o �  �  ��� � �+o � � � � ��� M� � G�� F �u§�� ��� � ��� J �+o � � � � �+o � � � M 4%� �  � �:� J �xo �  � � �+o � � � M4 � �  � ��� J �+o � � � � �xo �  � M�¨ "

Poursimplifier lesnotations,posons

�+o � � ���C©
,

�+o � � ���D©	49ª
,

ª-�«$
et

�+o �  ���D©	49ª	4 ~ , ~ �«$ . On a
donc,� � ��� �  ��� � Q H � �������%ªv/2� | J � ���<��©�4(ªU� M 4 ~ /2� | J � �K����©	49��ª�4 ~ � M 4C��ª�4 ~ �K/2� | J � �K����©	4(ª�4 ~ � M "
Nousallonsdémontrerquel’on a l’in égalit́e:ªª�4 ~ /2� | J � �K����©	49ªT� M 4 ~ª�4 ~ /2� | J � �K����©	4e��ª	4 ~ � M �e/2� | J � �K����©	4eª�4 ~ � M " (B.5)

Posons AO�P � ªª¬4 ~ 6 AO�Q � ~ª	4 ~ 6 V �7/2� | � � � ����©	4(ªU�gªª	4 ~ ¡ /21 W �7/2� | � � � ����©	49��ª�4 ~ � ~ª	4 ~ ¡ "
L’in égalit́e(B.5) seréécrit donc: V YU[O#P 4 W YI\OrQ �e/2� | J � ���<��©	4eª¬4 ~ � M "
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Etude desfonctions H ����� et

������
Comme

AUS O#P 47AUS O�Q ��A et V YU[ �� W YI\ , on a,d’aprèsle LemmeB.1V YT[O�P 4 W YI\O�Q � VyW 6
avec V_W �7/2� | � � � ����©?4eªT�gª	4%����©�4(��ª�4 ~ � ~ª¬4 ~ ¡ "
Enremarquantque

��ªw4 ~ �T����©�4lª�4 ~ ���'�<��©�4�ªU�Nª�47����©w4l��ªw4 ~ � ~ , onendéduitl’in égalit́e(B.5), cequi
conclutla démonstration. n
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AnnexeC

Démonstrationdu Théorème3.8

Nous allons ici démontrerle Théor̀eme3.8. Pour ce faire, on établit dansun premier tempsla loi
asymptotiquedu couple d¬u®U¯°²± � ° ± 6 u³g¯´ ± � ´ ± f?µ 6
où
� µ désignela transpośeede la matrice

�
, ce qui, d’après le Lemme3.6, est équivalentà établir la

convergenceenloi du couple ¶ K·® ¯° ± � ° ± 6 K·³ ¯´ ± � ´ ±_¸ µ 6
où  ·®U¯ � ±¹ ºx» P�¼ §U½ º ^ G ± i:¾ ¨ /21  ·³¿¯ � ±¹ º+» P�¼ §U½ º ^ F ± i:¾ ¨ "
On utiliseensuitela À -méthodepourconclure.

Lemme C.1 Sousl’hypothèse(A1), si lessuites

� G ± � et

� F ± � vérifientl’hypothèse(C1) et sonttellesque���+*± ,�. A �lG ±A � F ± �7Á ®�Â ³
où

Á ®�Â ³ j M $:6UA�J , alors, d¬u®U¯°²± � ° ± 6 u³g¯´ ± � ´ ± f?µ~Ã�KÄ�Å ��$K6uÆ?�26
où Æe�ÈÇ A Á � P�ÉuÊxQ¿Ë¿Ì®�Â ³Á � P@ÉqÊxQ�ËgÌ®�Â ³ A Í "
Démonstration

�
Pourdémontrercerésultat,il suffit, d’aprèsle Lemme3.6,dedémontrerque¶  ·® ¯° ± � ° ± 6  ·³ ¯´ ± � ´ ±y¸ µ Ã��ÄÎÅ ��$:6IÆ?� "
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Démonstrationdu Théorème3.8

Calculonspourcommencerla loi du couple

�  ·®U¯ 6  ·³¿¯ � µ . De part le choix effectúe pour lessuites

� G ± � et� F ± � , ona  ·® ¯ B  ·³ ¯ . Pour

Á#�%$:6 "U"T" 6IÏ et Ð �%$K6 "U"T" 6uÁ , on a :Ñ J  ·® ¯ � Ð 6  ·³ ¯ �%Á M �  �Ò± Ñ JÓ½ P ^ F ± i ¾ 6 "U"T" 6g½ Ò ^ F ± i ¾ 6g½ Ò 3 P & F ± i ¾ 6 "T"U" 6N½ ± & F ± i ¾ M�  Ò±  ÕÔÒ Ñ JÓ½ P ^ G ± iK¾ 6 "T"U" 6N½ Ô ^ G ± iK¾ 6 F ± i:¾ B ½ Ô 3 P B(G ± iK¾ 6 "U"T" 6F ± iK¾ B ½ Ò B9G ± iK¾ 6g½ Ò 3 P & F ± i:¾ 6 "U"U" 6g½ ± & F ± i:¾ M�  Ò±  ÕÔÒ JÖA ��× � G ± iK¾ � M Ô J × � G ± iK¾ � �l× � F ± iK¾ � M Ò � Ô J × � F ± i:¾ � M ± � Ò�  Ò±  ÕÔÒ d ° Q±Ï f Ô d ´ Q±Ï � ° Q±Ï f Ò � Ô d A � ´ Q±Ï f ± � Ò "
On peutainsicalculerla fonctioncaract́eristiquedu couple

�  ·®U¯ 6  ·³g¯ � µ :c ± ��ª�6 ~ �Ø� Ù?JÓ/2� | ��Ú�ª  ·®U¯ 4eÚ ~  ·³g¯ � M� ±¹ Ò » �  Ò± /
º
µ Ò d A � ´ Q±Ï f

± � Ò Ç Ò¹ Ô » �  ÔÒ d /
º+Û ° Q±Ï f Ô d ´ Q±ÏÜ� ° Q±Ï f Ò � Ô Í� ±¹ Ò » �  Ò± /

º
µ Ò d /

º+Û ° Q±Ï 4 ´ Q±Ï�� ° Q±Ï f Ò d A � ´ Q±Ï f ± � Ò� � A�4 ´ Q±Ï �Ý/ º µ � AT��4�/
º
µ ° Q±Ï �Ý/

ºxÛ � AU� ¡ ± "
On endéduitl’expressiondela fonctioncaract́eristiquedu couple

�  ·®U¯ S ° ± � ° ± 6  ·³g¯ S ´ ± � ´ ± � µ :Þ ± ��ª�6 ~ �¦� Ù Ç /2� | ¶ Ú�ª  ·®U¯° ± � Ú�ª ° ± 4eÚ ~  ·³g¯´ ± � Ú ~ ´ ± ¸ Í �7/2� | � � Ú�ª ° ± �:/2� | � � Ú ~ ´ ± � c ± d ª° ± 6 ~´ ± f� � /2� |}ß � Ú�ª ° ±Ï�à /2� | d � Ú ~ ´ ±Ï f ¡ ±á z A�4 ´ Q±Ï � /2� | d Ú ~´ ± f � A ¡ 4�/2� | d Ú ~´ ± f ° Q±Ï � /2� | d Ú�ª° ± f � A ¡ | ± "
Posons � ± �¢/2� | ß � Ú�ª °²±Ï à /2� | d � Ú ~ ´ ±Ï f
et � ± �sA�4 ´ Q±Ï � /2� | d Ú ~´ ± f � A ¡ 4�/2� | d Ú ~´ ± f ° Q±Ï � /2� | d Ú�ª° ± f � A ¡ "
Le fait quelessuites

� G ± � et

� F ± � vérifient l’hypothèse(C1) impliqueque ° ± Ä 5
et ° ± S�Ï Ä $

lorsqueÏ Ä 5
(etdemêmeenremplaçant ° ± par

´ ± ). Ainsi, on a leségalit́es:/2� | d � Ú�ª ° ±Ï f ��A � Ú�ª ° ±Ï 4 ª Q� ° Q±Ï Q 4eâ d ° Q±Ï Q f 6v/2� | d � Ú ~ ´ ±Ï f ��A � Ú ~ ´ ±Ï 4 ~ Q� ´ Q±Ï Q 4eâ d ´ Q±Ï Q f 6/2� | d Ú�ª°v± f ��A�4 Ú�ª°v± � ª Q� ° Q± 4eâK� ° � Q± �v/21�/2� | d Ú ~´ ± f �sA�4 Ú ~´ ± � ~ Q� ´ Q± 4eâ�� ´ � Q± � "
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Démonstrationdu Théorème3.8

En remplaçantdanslesexpressionsde
� ± et

� ± , onendéduitque:� ± ��A � Ú ~ ´ ±Ï � Ú�ª ° ±Ï � ª ~ ° ± ´ ±Ï Q 4 ~ Q� ´ Q±Ï Q 4 ª Q� ° QÏ Q 4eâ d ° Q±Ï Q f 49â d ´ Q±Ï Q f
et � ± ��A�4(Ú�ª ° ±Ï 4(Ú ~ ´ ±Ï�� ª ~ ° ±Ï ´ ± � ª Q��Ï�� ~ Q��Ï 4eâ��<Ï � P � "
Ainsi, endéveloppantet enregroupantlestermes,on obtient:Þ ± ��ª�6 ~ ����J � ± á � ± M ± � � A � ª ~ ° ±Ï ´ ± � ª Q��Ïe� ~ Q��Ï 4eã ± 4eÚ�ä ± ¡ ± 6
où

ã ± �>â��<Ï � P � et

ä ± �>â��<Ï � P � . En remarquantque ° ± S ´ ± Ä Á � P@ÉqÊxQ�ËgÌ®�Â ³ lorsque

Ï Ä 5
, onmontrequeÞ ± ��ª�6 ~ ��å7/2� | ß � ª ~ Á � P@ÉuÊ+Q�ËgÌ®�Â ³ � ª Q S�� � ~ Q S�� à 6

cequi conclutla démonstration. n
Pourconclurela démonstrationduThéor̀eme3.8,nousallonsutiliser la À -méthodedontl’ énonćeestdonńe
ci-dessous(pourunedémonstrationdecerésultat,voir parexemple[8, Exemple29.1,p. 402]).

PropositionC.1 Soit

�t½ ± 6Næ ± � µ unesuitede couplesde variablesaléatoiresde ç Q et soit

� ° 6 ´ � j(ç Q .
Supposonsqu’il existeunesuite

� F ± � tellequeF ± �t½ ± � ° 6gæ ± � ´ � µ Ã�rÄ �t½ 6gæk� "
Soit èEé	ç Q Ä ç une fonction différentiableau point

� ° 6 ´ � de dérivéespartielles è�P et è�Q . Alors, siè�P � ° 6 ´ ����%$ et è�Q � ° 6 ´ �0��%$ ,F ± J è �t½ ± 6gæ ± � � è � ° 6 ´ � M Ã�rÄ è�P � ° 6 ´ ��½'4 è=Q � ° 6 ´ ��æ "
Avantd’appliquerla À -méthodeauLemmeC.1,nousdevonsdémontrerle lemmesuivant:

Lemme C.2 Sousl’hypothèse(A2), si lessuites

� G ± � et

� F ± � vérifientl’hypothèse(C1) et sonttellesqueA ��G ±A � F ± �%Á ®�Â ³ 4eê ± 6
où

Á ®�Â ³ estuneconstanteappartenant̀a l’intervalle
M $:6UA�J

et

ê ± estunesuitevérifiant:���+*± ,�.«ë ÏwJ+A �l× � G ± iK¾ � M *�ì � � ê ± 6 W J i � P¾ ��A �LG ± � � P M¿í �%$K6
alors,on a lesconvergencessuivantes:ë ÏwJ+A �l× � G ± i:¾ � M Ç A �l× � F ± iK¾ �A �l× � G ± iK¾ ��� Á P�ÉuÊxQ¿Ë¿Ì®�Â ³ Í Ä $ �ïî_ð¿ñgò { /?Ï Ä 576

(C.1)

ë ÏwJ+A �L× � G ± i:¾ � M�ó �+o ¶ A �L× � F ± i:¾ �A �L× � G ± i:¾ � ¸ � �+o JôÁ P@ÉuÊ+Q�ËgÌ®�Â ³ Mqõ Ä $ �ïî_ð¿ñgò { /?Ï Ä 576
(C.2)

ë ÏwJ+A �L× � G ± i:¾ � M � � �+o ��Á ®�Â ³ ��+o J{��A � F ± �U�¿A �lG ± � M � A ¡ Ä $ �ïî_ð�ñNò { /?Ï Ä 5 " (C.3)
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Démonstrationdu Théorème3.8

Démonstration
�

Onremarquedansunpremiertempsquelesconvergences(C.1)et(C.2)sontéquivalentes.
En effet, comme ���+*± ,�. A �l× � F ± i:¾ �A �l× � G ± iK¾ � �%Á P@ÉqÊxQ�ËgÌ®�Â ³ 6
on endéduitque �+o ¶ A �l× � F ± iK¾ �A �l× � G ± iK¾ � ¸ � �+o JôÁ P@ÉuÊ+Q�ËgÌ®�Â ³ M å%Á � P@ÉqÊxQ�ËgÌ®�Â ³ A �L× � F ± i:¾ �A �L× � G ± i:¾ ��� A�6
cequi impliquequeë ÏwJ+A �l× � G ± iK¾ � M Ç A �l× � F ± i:¾ �A �l× � G ± i:¾ ��� Á P@ÉuÊ+Q�ËgÌ®�Â ³ Í å Á P@ÉuÊ+Q�ËgÌ®�Â ³ ë Ï�JÖA �l× � G ± iK¾ � Má ó �+o ¶ A ��× � F ± i:¾ �A ��× � G ± iK¾ � ¸ � �xo JöÁ P@ÉuÊ+Q�ËgÌ®�Â ³ Mqõ "
Ainsi, pourdémontrerle lemme,il suffit dedémontrer(parexemple)quelesconvergences(C.2) et (C.3)
sontvraies.Démontronspourcommencerla convergence(C.2).On a :ë Ï�JÖA �l× � G ± iK¾ � M Ç �+o ¶ A �l× � F ± i:¾ �A �l× � G ± i ¾ � ¸ � �+o JöÁ P@ÉqÊxQ�ËgÌ®�Â ³ M Í� ë Ï�JÖA �l× � G ± iK¾ � M Ç � A�T÷ �+o d A � F ±A �LG ± f 4 A� �+o Ç2ø J i � P¾ ��A � F ± � � P Mø J i � P¾ ��A �lG ± � � P M Í � �+o JöÁ P�ÉuÊxQ¿Ë¿Ì®�Â ³ M Í� � A�T÷ ë Ï�JÖA �l× � G ± i ¾ � M � �+o d A � F ±A �LG ± f 4 �+o �<Á ®�Â ³ � ¡ù ú2û üÊ+ýuÌ

4 A� ë ÏwJ+A �l× � G ± i ¾ � M �+o Ç2ø J i � P¾ �¿A � F ± � � P Mø J i � P¾ ��A �LG ± � � P M Íù ú2û üÊ+þ�Ì "
Intéressonsnousauterme

� V � . On a�+o d A � F ±A �lG ± f � � �+o � Á ®�Â ³ d A�4 ê ±Á ®�Â ³ f ¡ � � �xo ��Á ®�Â ³ � � �+o d A�4
ê ±Á ®�Â ³ f

Donc,parhypoth̀ese,� V ��� A�T÷ ë ÏwJ+A ��× � G ± i ¾ � M �+o d A�4 ê ±Á ®�Â ³ f å
A�T÷_Á ®�Â ³ ê ± ë ÏwJ+A ��× � G ± i ¾ � M Ä $K6

lorsque

Ï Ä 5
. Intéressonsnousmaintenantauterme

� W � . D’aprèsl’hypothèse(A2),�+o ÇTø J i � P¾ ��A � F ± � � P Mø J i � P¾ ��A �LG ± � � P M Í � �+o Ç�ÿ ± ø J i � P¾ ��A �lG ± � � P Mø J i � P¾ ��A �lG ± � � P M Í å W J i � P¾ ��A �LG ± � � P M���� � ÿ ± �#6
avec

ÿ ± �'�¿A ��G ± �NS���A � F ± � . Or, comme
ÿ ± Ä Á ®�Â ³ j M $K6UA�J lorsque

Ï Ä 5
, onsaitque

��� � ÿ ± � converge
versuneconstantestrictementpositive.Par hypoth̀ese,

� W � convergedoncverszéro.
Enfin,démontronsla convergence(C.3).On a :ë ÏwJ+A �L× � G ± iK¾ � M � � �+o ��Á ®�Â ³ ��+o Jt��A � F ± �U��A ��G ± � M � A ¡ � ë ÏwJ+A �L× � G ± i ¾ � M�+o J{��A � F ± �gSr��A �LG ± � M � � �xo ��Á ®�Â ³ � � �+o d A � F ±A �lG ± f ¡ "
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Comme
� § �+o J{��A � F ± �gS���A �LG ± � M 4 �+o ��Á ®�Â ³ � ¨ å%Á � P®�Â ³ ê ± , la convergence(C.3)estévidente. n

Nouspouvonsàprésentconclurela démonstrationduThéor̀eme3.8enappliquantla À -méthodeauLemmeC.1.

Démonstrationdu Théorème3.8
�

Poursimplifier lesnotationsposons½ ± � u® ¯Ï�JÖA �l× � G ± iK¾ � M /21�æ ± � u³ ¯Ï ë J+A �l× � G ± i ¾ � M J+A �l× � F ± i ¾ � M "
On a doncdémontŕedansle LemmeC.1que:ë ÏwJ+A �l× � G ± iK¾ � M ¶ ½ ± � A�6Næ ± � A ��× � F ± i ¾ �A �L× � G ± i:¾ � ¸ Ã��Ä�Å ��$K6IÆ0�26
avec Æe� Ç A Á � P�ÉuÊxQ¿Ë¿Ì®�Â ³Á � P@ÉqÊxQ�ËgÌ®�Â ³ A Í "
Or, ë Ï�JÖA �l× � G ± i ¾ � M ¶ ½ ± � A�6gæ ± � A �l× � F ± iK¾ �A �l× � G ± i:¾ � ¸� ë Ï�JÖA �l× � G ± iK¾ � M ß ½ ± � A�6gæ ± � Á P�ÉuÊxQ¿Ë¿Ì®�Â ³ à � ë ÏwJ+A �L× � G ± i:¾ � M ¶ $K6 A �l× � F ± iK¾ �A �l× � G ± i ¾ � � Á P@ÉuÊ+Q�ËgÌ®�Â ³ ¸ "
D’aprèsla convergence(C.1)du LemmeC.2,on endéduitque:ë ÏwJ+A �L× � G ± i ¾ � M ß ½ ± � A�6Næ ± � Á P@ÉqÊxQ�ËgÌ®�Â ³ à ÃÄÎÅ ��$:6IÆ?� "
On appliqueàcetteconvergenceenloi, la À -méthodeavec è � i 6 h ��� �+o � i S h � . On obtient:ë Ï�JÖA ��× � G ± iK¾ � M � �+o d ½ ±æ ± f 4 A�=÷ �+o �<Á ®�Â ³ � ¡ Ã��Ä�Å ��$K6 � Q �26
avec � Q ��A � Á � P@É�Ë®�Â ³ . Or,ë ÏwJ+A �L× � G ± iK¾ � M � �+o d ½ ±æ ± f 4 A�T÷ �xo ��Á ®�Â ³ � ¡ � ë Ï�JÖA �l× � G ± iK¾ � Má � �+o d	u®U¯u³¿¯ f 4

A� �xo d A ��× � F ± iK¾ �A ��× � G ± iK¾ � f 4 A�=÷ �xo �<Á ®�Â ³ � ¡ "
D’aprèsla convergence(C.2)du LemmeC.2,on endéduitque:ë ÏwJ+A �l× � G ± i:¾ � M � �+o d u® ¯u³ ¯ f 4

A÷ �+o ��Á ®�Â ³ � ¡ ÃÄÎÅ ��$:6 � Q � "
En multipliant par

� ATS �+o ��Á ®�Â ³ � , on obtient:ë ÏwJ+A �l× � G ± iK¾ � M � � �+o � u®U¯ S u³¿¯ ��+o ��Á ®�Â ³ � � A÷v¡ Ã�rÄ�Å d $K6 � Q�+o Q ��Á ®�Â ³ � f "
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Or, ë Ï�JÖA �l× � G ± iK¾ � M � � �+o � u®U¯ S u³g¯ ��xo ��Á ®�Â ³ � � A÷ ¡� �xo J{��A �lG ± �gS��¿A � F ± � M�xo ��Á ®�Â ³ � ë ÏwJ+A �L× � G ± i:¾ � M � A�÷ ± 4 �+o ��Á ®�Â ³ ��xo J{��A � F ± �NS���A �LG ± � M A÷v¡ "
On déduitdu fait que

�+o J{��A ��G ± �gS���A � F ± � M S �+o ��Á ®�Â ³ � Ä A
lorsque

Ï Ä 5
et dela convergence(C.3)du

LemmeC.2que: ë ÏwJ+A ��× � G ± iK¾ � M d A�÷ ± � A÷ fØÃÄ�Å d $K6 � Q�+o Q ��Á ®�Â ³ � f "
En utilisantà nouveaula À -méthodesurcedernierrésultatavec è � i �	�'ATS i , on conclutla démonstration
du Théor̀eme. n
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AnnexeD

Démonstrationdu Lemme 4.1

Avantdedémontrerle Lemme4.1,nousallonsprouver lesrésultatssuivants:

Lemme D.1

i) Si O ± Ä $
lorsque

Ï Ä 5
, alors, i:¾ � i Y ¯ å O � Ë±�� � O � P± � , où � estunefonctionàvariationslentes.

ii) Sousleshypoth̀eses(A1), (B) etsi

� G ± � vérifie l’hypothèse(C1), alors i ¾ �	� ® ¯ å i ¾ ��A �¤G ± � , où� ® ¯ estdéfini par

A ��× � � ® ¯ ���%Ù�� u® ¯ �gS�Ï .

Démonstration
�

i) D’aprèsl’expressionde
×

, on a :O � P± ��J+A �l× � i Y ¯ � M � P �7 Jt� i ¾ � i Y ¯ � � P M 6
où


estunefonction à variationsrégulièresd’indice

� AUST÷
. Ainsi, d’après le Lemme2.2, il existe une

fonction à variationsrégulièresd’indice
� ÷

notée H telle que

� iK¾ � i Y ¯ � � P å H � O � P± � . On en déduit
que: � i ¾ � i Y ¯ � � P å O Ë± ��
 � O � P± �26
où � 
 estunefonctionàvariationslentes.En posant� ��AUS � 
 , on conclutla démonstrationdei).
ii) Par définition,Ï#S�Ù�� u® ¯ ����J+A �l× � � ® ¯ � M � P �'� iK¾ ��� ® ¯ � P@É�Ë § ø Jt� iK¾ ��� ® ¯ � � P M�¨ � P �7 J{� iK¾ ��� ® ¯ � � P M 6
où


estunefonctionàvariationsrégulièresd’indice

� AUST÷
. De même,J+A �L× � G ± i ¾ � M � P �7 J i � P¾ ��A �lG ± � � P M "

D’aprèsle Théor̀eme3.1,ona  J{� iK¾ �� ®U¯ � � P M å¢ J i � P¾ �¿A ��G ± � � P M "
Or, d’aprèsle Lemme2.2,onsaitqu’il existeunefonction H àvariationsrégulièresd’indice

� ÷
telleque:H �t}J{� iK¾ �� ® ¯ � � P M ��å'� iK¾ ��� ® ¯ � � P /21 H �t}J i � P¾ ��A �lG ± � � P M ��å i � P¾ ��A ��G ± � � P "

Le Lemme2.3ii) conclutla démonstration. n
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Démonstrationdu Lemme4.1

Lemme D.2 Sousles hypoth̀eses(A1), (B), si

� G ± � vérifie l’hypothèse(C1) et s’il existe À �E$
tel queÏ ��� & Ï O ± & A , alors, ���x*± ,�. � Ï O ±Ù�� u® ¯ � ¡ � Ë

z ø J{� i:¾ � i Y ¯ � � P Mø Jt� iK¾ ��� ® ¯ � � P M | Ë �%$ "
Démonstration

�
D’aprèsle Lemme2.3ii) et le LemmeD.1 i), on a :���+*± ,�. ø J i � P¾ ��A �lG ± � � P Mø J{� i:¾ ��� ®U¯ � � P M ��A "

Ainsi, d’aprèsle Théor̀eme3.1et l’expressionde
×

donńeeen(4.4),� Ï O ±Ù��  ® ¯ ��¡ � Ë
z ø Jt� iK¾ � i Y ¯ � � P Mø Jt� i ¾ ��� ® ¯ � � P M | Ë å i � P¾ ��Ï O ± � � Ë Ï Ë ��A �lG ± � � P § ø J{� i:¾ � i Y ¯ � � P M�¨ Ë 6

etcommeparhypoth̀ese

Ï O ± & A , on endéduitqu’àpartir d’un certainrang:� Ï O ±Ù�� u®U¯ �T¡ � Ë
z ø J{� iK¾ � i Y ¯ � � P Mø J{� iK¾ ��� ®U¯ � � P M | Ë & i � P¾ Ï Ë ��A �lG ± � � P § ø J{� i:¾ � i Y ¯ � � P M�¨ Ë "

Or, puisque

� G ± � vérifie l’hypothèse(C1) et commeil existe À �«$ tel que

Ï ��� & Ï O ± , on saitqu’à partir
d’un certainrang, Ï Ë �¿A �lG ± � � P B Ï Ë 3#� [�� � B O ��� Ë 3#� [�� � � ÉuÊtP 3�� Ì± 6
puisque

÷�4e� P Â Ë & $ . Ainsi, d’aprèsle Lemme2.3ii) et le LemmeD.1 ii), on a à partir d’un certainrang,� Ï O ±Ù�� u®U¯ �=¡ � Ë
z ø J{� i:¾ � i Y ¯ � � P Mø J{� i:¾ ��� ®U¯ � � P M | Ë B i � P¾ O ��� Ë 3�� [�� � � ÉuÊtP 3�� Ì± § ø J O Ë± � � P � O � P± � M�¨ Ë Ä $K6

lorsque

Ï Ä 5
d’aprèsle Lemme2.3i), cequi conclutla démonstration. n

Lemme D.3 Sousleshypoth̀eses(A1) et (B), si

Ï O ± & A etsi lessuites

� G ± � et

� F ± � vérifientl’hypothèse
(C1) etsonttellesque ���+*×�+o �± ,�. A ��G ±A � F ± �9$?/21 ���+*eñ {�|± ,�. A �LG ±A � F ± & A�6
alors,

i)
Ñ JöÏ O ± & u®U¯ & u³g¯ M Ä A

lorsque

Ï Ä 5
,

ii)
Ñ J i Y ¯ ^ G ± ½ ± Â ± M Ä A

lorsque

Ï Ä 5
.

Démonstration
�

i) D’aprèsla démonstrationdu Lemme3.5(Deuxièmeétape),on saitque���+*± ,�. Ñ J+A & u® ¯ & u³ ¯ M ��A "
Or, commeparhypoth̀ese

Ï O ± & A , onaÑ JôÏ O ± & u® ¯ & u³ ¯ M ^ Ñ J+A & u® ¯ & u³ ¯ M 6
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Démonstrationdu Lemme4.1

cequi conclutla premìerepartiedela démonstration.
ii) Puisque

� G ± � vérifie l’hypothèse(C1) etcomme

Ï O ± & A , on a :O � Ë± ��A �LG ± � � P & O � Ë± Ï � [�� � & O ��� Ë 3�� [�� � �± "
Le Lemme2.3i), le LemmeD.1 ii) et le fait que

÷04e� P Â Ë & $ impliquentalorsquei:¾ � i Y ¯ �%âK��A �lG ± � "
Ainsi, iK¾ �Ci Y ¯G ± � i:¾ � i Y ¯ �%i Y ¯G ± �¿A �lG ± ��å � iK¾ ��A �lG ± � "
D’où, à partir d’un certainrang, i Y ¯ S G ± � i ¾ , cequi conclutla démonstration. n
Nouspouvonsàprésentdémontrerle Lemme4.1.

Démonstrationdu Lemme4.1
�

Soit � �9$ , on désiredémontrerqueÑ Ç������ d i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ �LG ± ½ ± Â ± f  ���Ë ¯® ¯ � ��Ï O ± � � �Ë ¯ ���Ë ¯³ ¯ � ��Ï O ± � � �Ë ¯ � A������ ^ � Í Ä $
lorsque

Ï Ä 5
. Or, soit

$ & ê &>� ÷
,Ñ Ç������ d i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ �lG ± ½ ± Â ± f  � �Ë ¯® ¯ � ��Ï O ± � ���Ë ¯ � �Ë ¯³ ¯ � ��Ï O ± � ���Ë ¯ � A������ ^ � Í� Ñ Ç������ d i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ �lG ± ½ ± Â ± f  � �Ë ¯®U¯ � ��Ï O ± � � �Ë ¯ � �Ë ¯³ ¯ � ��Ï O ± � � �Ë ¯ � A ����� ^ � � ÷ � ê & �÷ ± & ÷�4eê Í (D.1)4 Ñ Ç ����� d i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ �lG ± ½ ± Â ± f  � �Ë ¯® ¯ � ��Ï O ± � ���Ë ¯ � �Ë ¯³ ¯ � ��Ï O ± � � �Ë ¯ � A ����� ^ � �"! �÷ ± � ÷ ! ^ ê Í " (D.2)

Comme
�÷ ± #�KÄ ÷

, on saitque(D.2) converge verszéro lorsque

Ï Ä 5
. Intéressonsnousdoncauterme

(D.1). Posons � ± � � Ï O ± & u® ¯ & u³ ¯ � i Y ¯ � G ± ½ ± Â ± í "�%$ " AT�Ø� Ñ Ç ����� d i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ �lG ± ½ ± Â ± f  � �Ë ¯® ¯ � ��Ï O ± � �"�Ë ¯ � �Ë ¯³ ¯ � ��Ï O ± � �"�Ë ¯ � A ����� ^ �&� ÷ � ê & �÷ ± & ÷�4eê � � ± Í (D.3)4 Ñ Ç'����� d i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ �lG ± ½ ± Â ± f  � �Ë ¯®U¯ � ��Ï O ± � � �Ë ¯ � �Ë ¯³g¯ � ��Ï O ± � �"�Ë ¯ � A������ ^ �&� ÷ � ê & �÷ ± & ÷�4eê � �)(± Í 6 (D.4)

où
� (± désignele compĺementairedel’ensemble

� ± . Or, d’aprèsle LemmeD.3,onsaitquele terme(D.4)
convergeverszéro lorsque

Ï Ä 5
. Il restedoncà étudierle terme(D.3). D’aprèsle Théor̀emeB.1 (voir

AnnexeB), puisque

Ï O ± & u®U¯ & u³g¯ , on saitquepourtout

�}��%$
, la fonction��������  ���® ¯ � ��Ï O ± � �:� ���³ ¯ � ��Ï O ± � �:�
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Démonstrationdu Lemme4.1

eststrictementcroissanteet deplus,commeparhypoth̀ese
G ± � F ± à partir d’un certainranget puisquei Y ¯ � G ± ½ ± Â ± , on saitqu’àpartir d’un certainrang,i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ �lG ± ½ ± Â ± � $ "

Ainsi, �%$ "+* � B Ñ � i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ �lG ± ½ ± Â ± ;�Ö÷�4eêK� � A ^ � ¡ 4 Ñ � i Y ¯ � F ±
½ ± Â ±i Y ¯ �LG ± ½ ± Â ± ;�Ö÷ � êK� � A B%� � ¡ "

Pourdémontrerque(D.4) convergeverszéroetainsiconclurela démonstration,il suffit dedémontrerque
pourtout

ê j M $:6 � ÷�J ,i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ �lG ± ½ ± Â ± ;�{÷ 49êK� #��Ä X ��, É�ËQ /21 i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ �lG ± ½ ± Â ± ;�Ö÷ � êK� #��Ä X , É�ËQ 6
puisque,

ê
pouvantêtrechoisiaussiprochedezéroquel’on souhaite,lesconstantesX ��, É�ËQ et X , É�ËQ peuvent

êtreaussiprochede1 quel’on veut.Nousallonsuniquementdémontrerquei Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ ��G ± ½ ± Â ± ��Ö÷ 4(êK� #�rÄ X ��, É�ËQ 6
(D.5)

la démonstratiońetantidentiquepourl’autreconvergence.Pourprouver (D.5),on utilise la décomposition
suivante:Ç  � Ê Ë 3-, Ì® ¯ � �<Ï O ± � � Ê Ë 3-, Ì � Ê Ë 3-, Ì³ ¯ � �<Ï O ± � � Ê Ë 3-, Ì Í i Y ¯ � F ±

½ ± Â ±i Y ¯ ��G ± ½ ± Â ±� ¶  � Ê Ë 3-, Ì®U¯ � �<Ï O ± � � Ê Ë 3-, ÌJöÙ�� u®U¯ � M � ÊïË 3�, Ì � �<Ï O ± � � Ê Ë 3-, Ì ¸ù ú2û üÊ/. [ Ì
¶ JöÙ�� u³ ¯ � M�� ÊïË 3-, Ì � ��Ï O ± � � ÊïË 3-, Ì � Ê Ë 3-, Ì³g¯ � �<Ï O ± � � Ê Ë 3-, Ì ¸ù ú2û üÊ/. ·[ Ì

d i Y ¯ � F ± ½ ± Â ±i Y ¯ ��� ³g¯ fù ú2û üÊ0. \ Ì d i Y ¯ ��� ® ¯i Y ¯ �LG ± ½ ± Â ± fù ú2û üÊ/. ·\ Ìá ¶ JöÙ�� u® ¯ � M�� ÊïË 3�, Ì � �<Ï O ± � � Ê Ë 3-, ÌJöÙ�� u³¿¯ � M � ÊïË 3-, Ì � ��Ï O ± � � ÊïË 3-, Ì ¸ d i Y ¯ ��� ³ ¯i Y ¯ ��� ® ¯ fù ú2û üÊ/. ] Ì
"

Nousallonsdémontrerque

��1 P � et

��1 Q � convergentenprobabilit́evers1 (ondémontredela mêmemanìere

que

��1 ·P � et

�%1 ·Q � convergentenprobabilit́evers1) etque

�%1 R � convergevers X �2, É�ËQ lorsque

Ï Ä 5
, cequi

concluerala démonstration.3 Intéressonsnouspourcommenceraufacteur

��1 P � .�%1 P ���  � ÊïË 3�, Ì® ¯ � ��Ï O ± � � ÊïË 3�, ÌJôÙ�� u® ¯ � M � Ê Ë 3-, Ì � ��Ï O ± � � ÊïË 3�, Ì � d u®U¯Ù��  ® ¯ � f � ÊïË 3-, Ì
A � JöÏ O ± S�Ù�� u®U¯ � M � Ê Ë 3-, Ì JôÙ�� u®U¯ �NS u®U¯ M � ÊïË 3-, ÌA � JöÏ O ± S�Ù�� u® ¯ � M � ÊïË 3-, Ì "

Or, d’aprèsle Théor̀eme3.1etcomme

Ï O ± & A , on a u® ¯ S�Ù�� u® ¯ � #��Ä A
et

Ï O ± S�Ù�� u® ¯ � & AUS�Ù�� u® ¯ � Ä $
lorsque

Ï Ä 5
, cequi impliqueque

�%1 P � #�rÄ A
.

141



Démonstrationdu Lemme4.1

3 Intéressonsnousà présentaufacteur

�%1 Q � .�%1 Q ��� i Y ¯ �LG ± ½ ± Â ±i Y ¯ ��� ®U¯ � A �LG ± ½ ± Â ± S i Y ¯A ��G ± � i Y ¯ �¿A ��G ± �i Y ¯ �� ®U¯ ¡ " (D.6)

En utilisant l’expressionde
×

donńeeen (4.4) et le fait que

A � × � i Y ¯ ��� O ± , on montrequepour touti B i:¾ , d A ��× � i �ø J{� iK¾ � i � � P M f � Ë � d O ±ø J{� i:¾ � i Y ¯ � � P M f � Ë � i Y ¯ � i "
Ainsi, i Y ¯ ��� ® ¯ � � Ù�� u®U¯ �Ï ¡ � Ë § ø J{� i:¾ ��� ® ¯ � � P M�¨ Ë � O � Ë± § ø J{� i:¾ � i Y ¯ � � P M�¨ Ë� � Ù�� u®U¯ �Ï ¡ � Ë § ø J{� i:¾ ��� ®U¯ � � P M�¨ Ëù ú2û üÊ+ýIÌ ó A � � Ï O ±Ù�� u® ¯ ��¡ � Ë

§ ø J{� i:¾ � i Y ¯ � � P M�¨ Ë§ ø J{� i:¾ ��� ® ¯ � � P M�¨ Ë õù ú2û üÊxþ�Ì "
Or, d’aprèsle Lemme2.3 ii) et le LemmeD.1 i), on a :���+*± ,�. ø J i � P¾ ��A �lG ± � � P Mø J{� i ¾ ��� ® ¯ � � P M ��A�6 (D.7)

cequi implique,d’aprèsle Théor̀eme3.1et l’expressionde
×

donńeeen(4.4),que

� V ��å iK¾ ��A � G ± � . De
plus,d’aprèsle LemmeD.2,

� W � Ä A
lorsque

Ï Ä 5
. Ainsi, commei Y ¯ Ä iK¾ lorsque

Ï Ä 5
, on en

déduitque: ���+*± ,�. i Y ¯ ��A �lG ± �i Y ¯ ��� ® ¯ �sA " (D.8)

Deplus,pourtout � �e$ , on aÑ � ���� A �lG ± ½ ± Â ± S i Y ¯A �lG ± � A ���� � � ¡ � Ñ � A �lG ± ½ ± Â ± S i Y ¯A �lG ± � Ak� � ¡ 4 Ñ � A �lG ± ½ ± Â ± S i Y ¯A �lG ± � A &%� � ¡� × ± � i Y ¯ d A � A �lG ±G ± � f ¡ 47A �l× ± � i Y ¯ d A�4 A ��G ±G ± � f ¡
Nousallonsdémontrerlesconvergences:���x*± ,�. × ± � i Y ¯ d A � A �lG ±G ± � f ¡ �%$:6 (D.9)

et ���x*± ,�. × ± � i Y ¯ d A�4 A �lG ±G ± � f ¡ ��A�6 (D.10)

etainsi,on auraprouv́eque
A �lG ± ½ ± Â ± S i Y ¯A �lG ± #��Ä A " (D.11)
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Démonstrationdu Lemme4.1

Démontronspourcommencerla convergence(D.9). On a�+o z × ± � i Y ¯ d A � A �lG ±G ± � f ¡ |� Ï �+o ó A � � iK¾ � i Y ¯ d A � A �lG ±G ± � f ¡ � P@É�Ë ø Ç d iK¾ � i Y ¯ d A � A �lG ±G ± � f�f � P Í õ "
Or,

z i:¾ � i Y ¯ d A � A �lG ±G ± � f |
z i Y ¯G ± � ��A �lG ± � | � P ��A�4 G ±i Y ¯ � i ¾ � i Y ¯A �lG ± "

D’aprèsle LemmeD.1 ii), i:¾ � i Y ¯A ��G ± å O � Ë± �¿A ��G ± � � P � � O � P± �26 (D.12)

où � estunefonctionàvariationslentes.La suite

� G ± � vérifiantl’hypothèse(C1) etpuisqu’il existe À �9$
tel que

Ï ��� & Ï O ± & A , on saitqu’àpartir d’un certainrang,O Ë± ��A �LG ± �?�(Ï � Ë ��� [�� � � O � Ë 3#� [�� � � ÉuÊtP 3�� Ì± 6
puisque

� ÷ � � P Â Ë �E$
. Le Lemme2.3 i) et (D.12) impliquentque

� i:¾ � i Y ¯ �gSr��A �(G ± � Ä $
lorsqueÏ Ä 5

etainsique: i ¾ � i Y ¯ d A � A �LG ±G ± � f å i Y ¯G ± � ��A ��G ± ��å i ¾ � ��A �lG ± � "
Le Lemme2.3ii) impliquealorsque� iK¾ � i Y ¯ d A � A �lG ±G ± � f ¡ � P@É�Ë ø Ç d i:¾ � i Y ¯ d A � A �lG ±G ± � f�f � P Íå J i ¾ � ��A �LG ± � M � P@É�Ë ø J{� i ¾ � � � P ��A �LG ± � � P M �%âK��AU� "
Ainsi, �+o z × ± � i Y ¯ d A � A �lG ±G ± � f ¡ | å � ÏwJ iK¾ � ��A �LG ± � M � P@É�Ë ø §_Jt� iK¾ � � � P ��A �lG ± � � P M�¨ "
Le fait que

� G ± � vérifiel’hypothèse(C1) etle Lemme2.3i) concluentladémonstrationde(D.9).Démontrons
à présent(D.10).Pourcefaire,il suffit deremarquerque:i:¾ � i Y ¯ d A�4 A �lG ±G ± � f � � iK¾ � i Y ¯ � d A � i Y ¯G ± � A �LG ±i:¾ � i Y ¯ få � i Y ¯G ± � ��A �lG ± � & $K6
et ainsi qu’à partir d’un certainrang, i Y ¯ JÖA¬4 � �¿A � G ± �NS G ± M � i:¾ . Les résultats(D.6), (D.8) et (D.11)
impliquentque

�%1 Q � convergeenprobabilit́evers1.
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Démonstrationdu Lemme4.1

3 Intéressonsnousenfinaufacteur

�%1 R � .
En remarquantquepuisque

Ï O ± S�Ù�� u®U¯ � Ä $
,

Ï O ± S�Ù�� u³g¯ � Ä $
lorsque

Ï Ä 5
et

÷ 4eê & $
on aJôÙ�� u³ ¯ � M � ÊïË 3-, Ì � ��Ï O ± � � ÊïË 3-, ÌJöÙ�� u®U¯ � M � Ê Ë 3-, Ì � ��Ï O ± � � ÊïË 3-, Ì � � Ù�� u³ ¯ �Ù�� u®U¯ � ¡ � ÊïË 3-, Ì

A � JöÏ O ± S�Ù�� u® ¯ � M � ÊïË 3�, ÌA � JöÏ O ± S�Ù�� u³g¯ � M � ÊïË 3-, Ì å � Ù�� u³ ¯ �Ù�� u®U¯ � ¡ � ÊïË 3-, Ì 6
on constatequedémontrerque

�%1 R � convergevers X ��, É�ËQ lorsque

Ï Ä 5
estéquivalentàdémontrerque:���+*± ,�. i Y ¯ ��� ® ¯i Y ¯ ��� ³ ¯ �

Ù�� u³ ¯ �Ù�� u® ¯ �T¡ � ÊïË 3�, Ì � X ��, É�ËQ " (D.13)

Or, d’aprèsle Théor̀eme3.1,(D.8) et commeparhypoth̀ese

A �lG ± å X2Q ��A � F ± � , on ai Y ¯ ��� ® ¯i Y ¯ ��� ³ ¯ �
Ù��  ³ ¯ �Ù�� u® ¯ � ¡ � ÊïË 3-, Ì å X Q �

Ù��  ³ ¯ �Ù�� u® ¯ � ¡ � ÊïË 3-, Ì Ä X ��, É¿ËQ 6
cequi conclutla démonstration. n
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AnnexeE

Démonstrationde la propri été (4.29)

Danscetteannexe,nousnousproposonsdedémontrerle résultatsuivant:

ThéorèmeE.1 Sousleshypoth̀eses(A’) , (B’2), (B’3), (C’) et (E’3),465 ¯ Ê0798gÌ� J ×;: � ~ � M ± � P�< ~ �>=�J{��Ï�? ± � ËIÊ0798gÌ M "
Dansla suite,onpose V ± ��Jô� èA@ � i � � XTP � i � �gÏ�? ± M ËIÊ0798gÌ "
La démonstrationdecethéor̀emereposesurlesrésultatssuivants:

Lemme E.1 Sousleshypoth̀eses(A’) , (B’2) et (C’) ,���+*± ,�. Ï ` � i � �u§yA �l× 798B J � V ± 4C²� i � � M�¨ ��A "
Démonstration

�
On rappellequesousl’hypothèse(C’) i),` � i � ��� Ñ J ! ½ � i � ! B ? ± M å%� è @ � i � �D? ± "

Ainsi, d’aprèsl’expressionde
× 798B donńeeen(4.20)et l’hypothèse(B’2), on a :Ï ` � i � �u§_A �L× 798B J � V ± 4C�� i � � M�¨ å>� èA@ � i � � XTP � i � �NÏE? ± V � P@É�ËuÊ0798@Ì± ��A " n

Lemme E.2 Sousleshypoth̀eses(B’3) et (C’) , il existe
� �9$

et FÜj�G telsquesi

Ï ^ F , onapourtoutª j JÖA�6 V � P± C�� i � � M , A �L× 798B J � V ± ª	4C²� i � � MA �L× 798B J � V ± 4C�� i � � M ^ ��A�4 � � � P ª � P@É�ËuÊ/798gÌ "
Démonstration

�
Posons × 
798 � ~ ��� × 798B J C�� i � � � ~ � P M ��A � ~ P@É�ËuÊ0798gÌ ø 798 � ~ � "

Ainsi, A �L× 798B J � V ± ª�46C�� i � � MA �l× 798B J � V ± 4C²� i � � M � A ��× 
798 � V � P± ª � P �A �L× 
798 � V � P± � �%ª � P�É�ËuÊ/798�Ì ø 798 � V � P± ª � P �ø 798 � V � P± � " (E.1)
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Démonstrationde la propri été (4.29)

Or, d’aprèsleshypoth̀eses(B’3) et (C’) iv), il existe
� �($

et F jHG telsquesi

Ï ^ F ,���� ø 798 � V � P± �ø 798 � V � P± ª � P � � A ���� B �JIø 798 � V � P± ª � P � V ± ��ª � AT� B �JI� � i � � J C�� i � � V ± � M BK� 6
puisque

A B ª B V � P± C�� i � � et V ± Ä $
lorsque

Ï Ä 5
. Donc,si

Ï ^ F ,ø 798 � V � P± �ø 798 � V � P± ª � P � ^ ��A�4 � � � P 6
cequi conclutla démonstrationenutilisant(E.1). n
Lemme E.3 Sousleshypoth̀eses(A’) et (C’) , on apourtout ~	j Jö$K6'L ± � i � � M ,A �  798 � ~ ����A �l× 798B � ~ �v4M=�JN? � Ê0798¿Ì± M 6
où À � i � ��� *�+o §_A�6 � AUST÷�� i � � ¨ etoù le “

=
” nedépendpasde ~ .

Démonstration
�

Comme~ B L ± � i � � , on aA �  798 � ~ �¦� A` � i � � 4K5 ¯ Ê0798gÌµ
4�O ¯ Ê µ Ì èA@

�<ªU� è ÛB � G � < ª < G� A` � i � � 4KP ¯ Ê0798¿Ìµ
4 798 3�Q ¯798 ��Q ¯ èA@ ��ªU� è ÛB � G � < ª < Gù ú2û üÊ/.²P@Ì

4 A` � i � � 4R5 ¯ Ê/798gÌP ¯ Ê0798gÌ 4SO ¯ Ê µ Ì èA@
��ªU� è ÛB � G � < ª < Gù ú2û üÊ/.#QgÌ "

Intéressonsnousauterme

��1kAU�
.�%1kAU��� A` � i � � 4RP ¯ Ê/798gÌµ

4 798 3�Q ¯798 ��Q ¯ è @ �<ªU�2J è ÛB � G � � è 798B � G � M < ª < Gù ú2û üÊ/.rRIÌ
4 A` � i � � 4KP ¯ Ê0798gÌµ

4 798 3�Q ¯798 ��Q ¯ è @ ��ªT� è 798B � G � < ª < Gù ú2û üÊ/.rpIÌ "
D’aprèsl’hypothèse(C’) iii), ��1)T�� B � � R ? ± JNL ± � i � � � ~ M �>= ��? ± �26
puisque~ ^ $ etdeplus�%1 * �Ø� 4U Ê/798gÌ

µ è 798B � G � < G�� 4U Ê0798gÌP ¯ Ê/798gÌ è 798B � G � < G �D§_A �L× 798B � ~ � ¨ � §_A �l× 798B JVL ± � i � � M�¨� A �l× 798B � ~ �²4M=�JV? � P@É�ËuÊ0798¿Ì± M "
Ainsi, �%1-AU����A �l× 798B � ~ �v4M=�JN? � Ê0798gÌ± M " (E.2)

De même,en s’inspirantde l’ étudefaite sur le terme

�%1kAT�
, on montrefacilementquesousl’hypothèse

(C’) , �%1������>=�JN? � Ê0798gÌ± M " (E.3)
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Démonstrationde la propri été (4.29)

Leségalit́es(E.2)et (E.3)concluentla démonstration. n
Nouspouvonsàprésentdémontrerle Théor̀emeE.1.

Démonstrationdu ThéorèmeE.1
�

On a :4 5 ¯ Ê0798gÌ� J ×;: � ~ � M ± � P < ~ � 4 U Ê0798¿Ì� J ×W: � ~ � M ± � P < ~ 4 4 5 ¯ Ê0798gÌU Ê0798gÌ J ×;: � ~ � M ± � P < ~ "
On remarquefacilementquesousl’hypothèse(C’) ii), le secondtermeestun

= ��? ± � . De plus,4U Ê0798gÌ� J × : � ~ � M ± � P < ~ � V ± 4 ý � [¯ U Ê0798¿Ì� § × : J � V ± ª�46C�� i � � M�¨ ± � P < ª "
En remarquantqued’après l’hypothèse(E’3), V � P± ? ± Ä $

lorsque

Ï Ä 5
, il suffit, pour prouver le

Théor̀emeE.1,demontrerqu’àpartir d’un certainrang,4 ý � [¯ U Ê0798gÌ� § ×;: J � V ± ª	4C�� i � � M�¨ ± � PX< ª & XuR 6
où X R estuneconstantestrictementpositive.Or,4 ý � [¯ U Ê0798@Ì� § ×W: J � V ± ªU4YC�� i � � M�¨ ± � P < ª�� 4 P� § ×W: J � V ± ª	4C�� i � � M�¨ ± � P < ªù ú2û üÊ0.vP�Ì

4 4 ý � [¯ U Ê0798¿ÌP § ×;: J � V ± ª�46C�� i � � M�¨ ± � P < ªù ú2û üÊ0.�QgÌ "
Le terme

�%1-AU�
estinférieurou égalà 1. Intéressonsnousauterme

�%1����
. Remarquonstoutd’abordque§ ×;: J � V ± ª�46C�� i � � M�¨ ± � P B /2� | � � ��Ï � AU�q§_A �L×;: J � V ± ª�46C�� i � � M�¨ í "

Commed’après l’hypothèse(E’3), V � P± ? ± Ä $
lorsque

Ï Ä 5
, on sait qu’à partir d’un certainrang,$ B%� V ± ª	4C²� i � � B L ± � i � � . Ainsi, d’aprèsle LemmeE.3,� ��Ï � AU�u§yA �l×;: J � V ± ª¬4C�� i � � M�¨ � � ��Ï � AU� ` � i � �q§_A �  798 J � V ± ª�4ZC²� i � � M�¨� � ��Ï � AU� ` � i � �q§_A �L× 798B J � V ± ª�4ZC²� i � � M�¨ 4[=�JöÏ�? P 3�� Ê/798gÌ± M "

De plus,d’aprèsl’hypothèse(E’3),

Ï�? P 3�� Ê0798¿Ì± Ä $
lorsque

Ï Ä 5
. Ainsi, pour tout

ê P �DA , on saitqu’à
partir d’un certainrang, A � ê P B /2� | §\=�JöÏ�? P 3E� Ê0798gÌ± M�¨ B A�4eê P 6
Ainsi, pour

Ï
suffisammentgrand,§ ×W: J � V ± ª�4ZC²� i � � M�¨ ± � P B ��A�4eê P �K/2� | � � ��Ï � AU� ` � i � �u§_A �l× 798B J � V ± ª	4C�� i � � M�¨�í� ��A�4eê P �K/2� | z � ��Ï � AU� ` � i � �u§_A �l× 798B J � V ± 4C²� i � � M�¨ A �l× 798B J � V ± ª	4C²� i � � MA �L× 798B J � V ± 4ZC²� i � � M |

Or, d’aprèslesLemmesE.1etE.2,on saitqu’il existe

$ & ê Q & A , � �9$ et F j�G telsquesi

Ï ^ F , on
a pourtout

ª j J+A�6 V � P± C�� i � � M ,� ��Ï � AU� ` � i � �u§_A �l× 798B J � V ± 4C²� i � � M�¨ A �l× 798B J � V ± ª	4C²� i � � MA �L× 798B J � V ± 4ZC²� i � � M B%� ��A � ê Q �U��A�4 � � � P ª � P@É¿ËIÊ0798gÌ "
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Démonstrationde la propri été (4.29)

Ainsi, pour

Ï
suffisammentgrand,4 ý � [¯ U Ê0798@Ì� § ×W: J � V ± ª�4ZC²� i � � M�¨ ± < ª B A�4D��A�49ê P � 4 ý � [¯ U Ê/798�ÌP /2� |^] � ��A � ê Q �U��A�4 � � � P ª � P�É�ËuÊ/798gÌ�_`< ªB A�4D��A�49ê P � 4 3#.� /2� | ] � ��A � ê Q �U��A�4 � � � P ª � P�É�ËuÊ/798gÌ _ < ª� A�4D��A�49ê P �2J{�¿A � ê Q �U�¿A�4 � � � P M ËuÊ0798@Ìba J � ÷�� i � � M 6

où
�

estla fonctionGamma. n
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RESUME

L’objectif de ce travail est l’estimationd’une fonction quantileextrême.Nousconsid́erons c couplesde variables
aléatoiresdfe^gihbj-glkDh'm�m'mnh�dfe)o�hbjpo\k indépendantset de mêmeloi qu’un couple dqerhbj)k distribué sur le support sKtu dwv-hnxik`y�z|{D} ~���v��������J~	��x�����dwvSkn� où � estunefonction inconnue.Notre but estd’estimerle nombre���i�\d%vpk pour vy��+~�h��X� qui est le quantileextrêmed’ordre �\o�����Ac de la fonction de répartitionconditionnelle
de j sachantque e�t�v , notée ���� . La fonction ���A� ainsi définie est appeĺee fonction quantileextrême.Pour
cela,disposantd’un échantillon e^g9h'm�m'mnh�e�o de variablesaléatoiresréellesindépendanteset de mêmefonction de
répartitionappartenantaudomained’attractiondeWeibull, nousproposonsunnouvelestimateurdequantileextrême.
Pource faire,noussommesameńesà introduireau préalabledesestimateursde l’indice de valeurextrêmedansle
casoù cederniereststrictementnégatif.Nousmontronsquelesestimateursdequantileextrêmeetd’indicedevaleur
extrêmesont faiblementconsistantset nousles comparons̀a desestimateursclassiquessur quelquessimulations.
Cesestimateurssontconstruitsen utilisant uniquementdesnombresde pointsqui dépassentdesseuilsaléatoires
baśessurle maximumdel’ échantillon.Finalement,pourestimerla fonctionquantileextrêmeenun point v de �+~�h��X� ,
nousconsid́eronslesvariablesaléatoires����t u jS��� u } e)�-� v�}S�¢¡ o �£h¥¤Wt>�Ah�m'm�mnhnc , où ¡ or¦ ~ lorsque c ¦¨§ .
Nousmontronsque,souscertainesconditions,la fonction de répartitionde cesvariablesaléatoiresconverge vers���� lorsque c ¦©§ . Nousestimonsalors ���A�\dwvSk en appliquantl’estimateurdu quantileextrêmequenousavons
introduit auxvariablesaléatoires�ªg«h'm�m'm�hn��o . Nousmontronsquel’estimateurainsidéfini estfaiblementconsistant
etnousétudionssoncomportementsurquelquessimulations.

TITLE : High quantilefunctionestimation

ABSTRACT

Theaim of this thesisis theestimationof a highquantilefunction.We considera sampledfe^g9hbj�glk�h�m'm'mlh'dqe�o�hbjpo\k ofc randomvariablesindependentandidenticallydistributedon thesupports�t u d%v�hnxik�y�z¬{�} ~�¢v	�®��¯9°\±^~²�x��>��dwvSkn� , where � is an unknown function. Our goal is to estimatethe number ���A�pdwvSk , vRy��+~\h'�n� definedby�£������ � � � �\dwvSk%�2t�� o �K���ic , where���� denotestheconditionalcumulativedistributionfunctionof j g given e g t6v .
The function � � � is calledhigh quantilefunction. With this aim in view, we first considera samplee g h'm�m'mnh�e o of
independentrandomvariableswith a commoncumulative distribution functionbelongingto theWeibull domainof
attractionandwe introducea new high quantileestimator. To constructthis estimator, we first proposeestimators
of negative extremevaluesindex. We show that the high quantileandextremevalueindex estimatorsareweakly
consistentandwepresentsomesimulationsto comparethemto classicalestimators.To constructour estimators,we
only usethenumberof pointsexceedingrandomthresholds.Finally, to estimatethehighquantilefunctionata pointvy³� ~�h��X� , we considertherandomvalues� � t u j � � u } e � �´v�}A��¡\oS�£h�¤�tM�ih'm�m'mnhlc , where ¡\o ¦ ~ as c ¦�§ . We
prove that thecumulative distribution functionof theserandomvaluesconvergesto ���� as c ¦µ§ . So,to estimate���i�\d%vpk , we applythepreviouslydefinedhigh quantileestimatorto therandomvalues�;g9h�m'm�mnhn��o . Weshow thatthe
obtainedestimatoris weaklyconsistentandwe makesomesimulations.
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ThèseréaliśeeaulaboratoiredeProbabilit́eset Statistiquedel’Uni versit́eMontpellierII, SciencesetTechniquesdu
Languedoc.


