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Introduction

La description des constituants élémentaires de la matiére et de leurs in-
teractions est I'un des objectifs majeurs de la physique, afin de comprendre
le fonctionnement du monde physique au niveau le plus fondamental. Ainsi
on décrit aujourd’hui I'univers par des particules dont certaines forment la
matiére — électrons, quarks, neutrinos... — alors que d’autres — photons,
bosons W, Z, gluons... — transmettent des interactions, pour simplifier (en
fait les deux sont fortement imbriqués et il n’y a pas de distinction claire).
Les interactions connues sont au nombre de quatre : la gravitation, qui régit
I’attraction mutuelle des corps, 1’électromagnétisme qui décrit la propagation
de la lumiére et les interactions entre les particules chargées électriquement,
ainsi que les interactions faible et forte qui entrent en jeu dans des phéno-
meénes plus énergétiques comme la radioactivité ou la cohésion des nucléons.

Le modéle standard de la physique des particules rend compte des trois
derniéres de ces interactions dans le cadre de la théorie quantique, ou l'in-
tuition géométrique habituelle des trajectoires ne rend plus compte correcte-
ment des mouvements des particules. Parallélement, on dispose d’une théo-
rie géométrique de la gravitation, la relativité générale, ot c’est la courbure
de I'espace qui rend compte des interactions gravitationnelles. On se heurte
toutefois & un probléme majeur : alors que ces deux théories sont vérifiées
expérimentalement et décrivent correctement la nature dans leurs domaines
de validité, qui couvrent tout ce que nous pouvons observer a I’heure actuelle,
on ne peut les inclure dans une méme théorie, cohérente. Le probléme essen-
tiel est qu’on ne sait pas quantifier la gravitation, on ne trouve pas de version
compatible avec le caractére quantique de la matiére. La quéte d’une telle
théorie quantique de la gravitation constitue donc I'un des objectifs majeurs
de la recherche en physique théorique.

C’est dans ce cadre qu’ont été inventées les théories de supergravité,
théories de la gravitation possédant la supersymétrie, qui est une symétrie
échangeant bosons et fermions. On a de méme introduit de telles théories
en dimension supérieure a quatre, celle de 'espace-temps dans lequel nous
semblons vivre. D’autre part, on a développé pour rendre compte des inter-



10 Introduction

actions hadroniques — les hadrons sont des particules comme les protons
ou les neutrons — des théories de cordes, ot les objets fondamentaux sont
des cordes se déplacant dans l'espace. Alors que ces théories se révélérent
incapables de rendre compte correctement de l'interaction forte, comme on
I’espérait, on eut la grande surprise de se rendre compte qu’elles contenaient
le vecteur de la gravitation, le graviton. En fait, on avait 1a, dans certaines
conditions, une théorie quantique de la gravitation... en dimension dix (et
nécessairement supersymétrique).

En effet, les théories des cordes ont de trés fortes contraintes, et le souci
de cohérence interne réduit drastiquement la liberté de choix sur la théorie, et
la dimension de I’espace-temps est ainsi un des paramétres fixés. Il faut alors
trouver des mécanismes expliquant ’apparence du monde, si I'une de ces
théories le décrit effectivement. Ce dernier point n’est toujours pas tranché.
En effet les théories de cordes étant trés peu flexibles, on ne peut pas ajouter
une a une toutes les interactions comme on le fait en théorie des champs. Ici
tout est donné d’entrée de jeu, et il faut réussir a trouver un état de la théorie
qui corresponde a ce que nous voulons. Cet inconvénient est cependant un des
arguments principaux en faveur de ces théories : il y a trés peu de paramétres
libres, et c’est le souci de cohérence interne qui est le fil conducteur.

Il existe cinq types de théories des cordes supersymétriques. En fait,
celles-ci sont reliées par ce qu’on appelle des dualités : ce sont différentes
descriptions d’'une méme théorie, dans différentes limites. On suspecte ainsi
I'existence d’une théorie-meére, la théorie M, théorie quantique qui donnerait
en particulier dans une certaine limite la gravitation en onze dimensions,
dans une version supersymétrique. C’est en effet une propriété des théories
de supercordes de redonner a basse énergie des théories de supergravité.

Dans le cadre de la recherche d'une formulation de cette théorie M, mes
travaux ont ainsi porté sur une reformulation de sa limite de supergravité,
la supergravité a onze dimensions, des différentes réductions en dimension
inférieure de celle-ci ainsi que d’autres supergravités, afin d’en faire appa-
raitre les symétries cachées. On connait en effet des groupes de symétries
pour ces théories — groupes de Cremmer-Julia en supergravité, groupes de
U-dualité en théorie des cordes — mais ceux-ci peuvent étre étendus par I'in-
troduction de superalgébres, qui permettent de plus d’exprimer les équations
du mouvement de certains champs des théories de maniére trés géométrique.
Trouver la géométrie sous-tendant la théorie est essentiel pour en mettre au
jour toutes les symétries, mais pourrait également permettre de trouver un
chemin vers la formulation — quantique — de la théorie M, qu’on ne connait
pour le moment que dans quelques limites.

Aprés un long chapitre d’introduction, destiné essentiellement aux physi-
ciens d’autres spécialités ou a des mathématiciens, et ot sont progressivement
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introduits les concepts essentiels du domaine, vient I’exposé de mes travaux.
Il sera tout d’abord question de l'extension des groupes de U-dualité par
des supergroupes obtenus a partir de superalgébres de Kac-Moody généra-
lisées, de dimension infinie, et de la formulation du secteur bosonique des
supergravités dans ce cadre, a I'exception notable de la gravitation. Le der-
nier chapitre contient des travaux plus anciens, non publiés, ou la condition
d’auto-dualité, au lieu d’étre imposée a la main, apparait automatiquement
dans la théorie étudiée (la supergravité minimale & cinq dimensions).
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Chapitre 1

Vers la théorie M

Dans ce premier chapitre, jessaie d’introduire les notions utilisées dans
les théories physiques actuelles qui tentent de décrire la nature au niveau
le plus fondamental, en progressant vers celles sur lesquelles mes travaux
ont porté, et en insistant sur ceux de leurs aspects qui seront utiles par la
suite. Si le lecteur physicien risque de ne rien apprendre de nouveau dans
les premiéres pages — et pour le spécialiste cette mise en garde vaut pour
tout le chapitre — espérons qu’elle pourra intéresser par son originalité et
permettre de situer ces travaux.

1.1 Champs et actions

1.1.1 Version classique

Pour modéliser 'univers, en particulier la matiére et ses interactions on
utilise en physique ce qu’on appelle des champs : des grandeurs qui dépendent
d’un ou plusieurs paramétres. Ainsi pour décrire le mouvement d’une parti-
cule dans sa modélisation la plus simple, on choisit trois fonctions réelles x1,
Ty et x3 d'un parameétre réel ¢, qu’on interpréte comme les coordonnées de la
particule dans I'espace. Notons que cela revient a se donner une application
de R dans R?, et qu’on a ainsi une théorie des champs unidimensionnelle. De
méme pour le champ électromagnétique, qui décrit la propagation des ondes
radios ou les forces exercées entre charges électriques, on peut utiliser deux
vecteurs a trois dimensions E et B, les champs électrique et magnétique, qui
dépendent de quatre paramétres ¢, x1, x9, r3 qu’on interpréte comme le temps
et les coordonnées d’espace. C’est cette fois une théorie quadridimensionnelle.

On voit sur ces deux exemples que ’espace n’intervient pas toujours de la
méme maniére : alors que dans le premier cas les coordonnées spatiales sont
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les grandeurs variables étudiées, dans le second cas elles sont des paramétres,
des variables indépendantes.

Ces champs permettent de décrire le systéme, mais celui-ci est également
soumis dans son mouvement & des lois, qu’on exprime par des équations fai-
sant intervenir les différents champs de la théorie étudiée, appelées équations
du mouvement. Ainsi pour notre exemple de la particule ponctuelle, si elle
n’est soumise a aucune interaction, son mouvement est rectiligne et de vitesse
uniforme. Cela se traduit par le jeu d’équations

dQ,Ii
=0, 1.1
7 (1.1)
ou encore, en notant r le vecteur de coordonnées (1, s, r3),
d?r
— =0. 1.2
T (1.2)

De méme les champs électriques et magnétiques satisfont aux équations
de Mazwell, dont nous donnerons plus loin une forme plus élégante que celle
utilisant les champs E et B, en introduisant des concepts de géométrie diffé-
rentielle.

Dans un certain nombre de cas, les équations du mouvement classiques
peuvent découlent d’un principe de moindre action, ou plutét d’action sta-
tionnaire (la dénomination courante, que I’histoire nous a léguée, est malheu-
reuse car fausse en toute généralité) : on peut introduire une grandeur appelée
action et dépendant des différents champs, qui est minimale, ou plus généra-
lement extrémale, pour les mouvements physiquement possibles, parmi tous
les mouvements envisageables. Ainsi pour revenir encore a la particule ponc-
tuelle libre, I'équation 1.2 peut s’obtenir en demandant que les trajectoires
minimisent 1’action suivante :

dr
=

parmi toutes les trajectoires joignant deux points.

On observe que cette action s’écrit comme l'intégrale sur le temps d’une
fonction des champs : celle-ci est alors appelée Lagrangien. Quand on a des
champs qui dépendent aussi des coordonnées spatiales et que 1’action s’écrit
comme une intégrale sur le temps et I’espace (& n dimensions) :

2
)

(1.3)

sz/AMﬂc, (1.4)

L est appelée densité de Lagrangien ou encore également Lagrangien, comme
nous le ferons par la suite.
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Quand l'action s’écrit ainsi comme une intégrale d’'un Lagrangien qui ne
dépend que des champs (notés génériquement ¢) et de leurs dérivées pre-
miéres par rapport aux paramétres, notés y; (1 <i <mn):

5= / dy" L, :6) (1.5)

le mouvement est donné par les équations d’Euler-Lagrange

> (a(%f@) -5 (1.6)

i=1
N s e o
ou 0; désigne EE
1
Par exemple un champ scalaire libre ¢(t, x1, s, ..., x,) défini sur un es-

pace a n dimensions, plus le temps, a une action

S = /dtdx" [—(atqs)? + Z(ai¢>)2] (1.7)

qui donne comme équation du mouvement
o~ 0o=0, (1.8)
i=1

qu’on note avec 'opérateur différentiel Dalembertien :
o =10. (1.9)

Notons que pour n = 1 c’est I’équation d’une corde vibrante, que nous
retrouverons plus loin quand il sera question de théorie des cordes, c’est-a-
dire quand on se proposera de décrire les particules fondamentales comme
des modes de vibration de cordes.

1.1.2 Version quantique

Nous nous sommes placé jusqu’ici dans le cadre de la théorie classique
des champs : les champs sont des fonctions qui obéissent a des équations. En
théorie quantique des champs, cela n’est plus le cas. Les champs sont main-
tenant des fonctions (ou plus généralement des distributions) a valeurs dans
I'espace des opérateurs linéaires sur un certain espace de Hilbert H (c’est-
a-dire un espace vectoriel normé complet) censé décrire les différents états
du systéme. On s’intéresse alors aux valeurs moyennes des opérateurs pour
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différents états, données par (s|O|s), ou O désigne I'opérateur dont on veut
calculer la valeur moyenne dans I’état |s). (s|O[s) est le produit scalaire entre
|s) et Ols) ((s| est le dual de |s)). On demande aux opérateurs correspon-
dant aux champs de la théorie de satisfaire aux équations du mouvement ; la
différence avec la théorie classique est que les différents opérateurs ne com-
mutent pas forcément. On se donne donc des relations de commutation ou
d’anticommutation entre les différents opérateurs.

De maniére équivalente, on peut calculer les valeurs moyennes en intégrant
sur toutes les évolutions possibles des champs classiques, sans se restreindre
aux solutions des équations du mouvement, en pondérant chaque trajectoire
dans l'espace d’évolution des champs par e#, ou S est I'action du chemin
considéré. Ainsi la probabilité qu'une excitation du champ se transmette d’un
point X, a un point x; entre les temps t, et t;, se calcule a partir de

f[D¢]¢(ta: Xa)¢(tb, Xb)e%s[gﬂ ?
[1Dg]ers™

(1.10)

Ce genre d’intégrale n’est en général pas calculable. Dans un certain
nombre de cas on peut faire un développement perturbatif dans certains
domaines de I’espace des paramétres de la théorie : on utilise alors des dia-
grammes de Feynman pour automatiser ce calcul et sa combinatoire. On
s’apercoit alors souvent que les quantités qu’on calcule sont divergentes; il
faut alors, quand c’est possible, procéder & une renormalisation de la théo-
rie, qui consiste & faire varier certaines constantes physique en méme temps
qu’on change des paramétres de régularisation des intégrales divergentes, de
telle sorte que les quantités physiques restent invariantes et soient ainsi bien
définies.

La théorie quantique des champs est un sujet vaste et souvent complexe,
il n’est donc pas question de prétendre ici le traiter en toute généralité. Cette
bréve évocation n’a pour but que de familiariser le lecteur non physicien avec
ses concepts essentiels, des champs classiques et des Lagrangiens au probléme
de la quantification.

1.2 Espace-temps

Avant de passer a ses extensions dites supersymétriques, il convient main-
tenant d’analyser 1’espace et le temps, ou plutdt 'espace-temps puisque ces
deux notions ont été unifiées.
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1.2.1 Espace-temps et relativité galiléenne

Dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous avons implicitement uti-
lisé le principe d’inertie : une particule libre suit un mouvement rectiligne et
uniforme. On constate tout de suite que ce principe suppose que le mouve-
ment de la particule est repéré dans un référentiel (autrement dit un systéme
de coordonnées) particulier. En effet, si je change celui-ci en prenant comme
nouvelle origine des axes un point O'(¢) repéré dans le référentiel original R
par le vecteur R(%), en gardant les nouveaux axes paralléles aux anciens, la
position d'un point M de vecteur position r est maintenant donnée dans le
nouveau référentiel R’ par r' = r — R. En dérivant par rapport au temps, on
obtient comme loi de transformation des vitesses

vVi=v-V, (1.11)

ol v/, v et V sont les dérivées par rapport au temps' respectivement de
r’, r et R. Ainsi un mouvement rectiligne et uniforme dans R ne le sera
dans R’ que si l'origine O' de celui-ci se déplace a vitesse constante dans
R. On pourrait de méme montrer que les axes doivent rester de direction
fixe au cours du temps pour préserver le caractére rectiligne et uniforme des
mouvements des particules libres. Ainsi il y a toute une classe de référentiels
qui préservent cette propriété, tous en translation a vitesse constante les
uns par rapports aux autres. Ces référentiels sont dits galiléens. Nous avons
implicitement postulé qu’il en existait un, dans lequel le principe d’inertie
s’appliquait. Nous avons également supposé que I’espace est euclidien, c’est-
a-dire que la distance entre deux points A et B est donnée par

2 2 2
||AB||:\/(x§B>—x§A>) (a8 = af") (2P = 2fV) (a2)

ce qui donne pour le carré d’une distance infinitésimale

ds* = dz? + da3 + das . (1.13)

Les transformations de l'espace qui laissent cette distance invariante,
c’est-a-dire les isométries, sont d’'une part le groupe des rotations de I'es-
pace a trois dimensions SO(3) et d’autre part les translations, ainsi que leurs
composées. (Il faut aussi ajouter la symétrie par rapport a l'origine, ainsi
que ses composées, si on ne veut pas se restreindre aux transformations qui
préservent l'orientation de l'espace.)

Nous verrons par la suite que cette vision d’un espace identifié a un espace
euclidien R? est abandonnée dans les descriptions plus poussées.

INous supposons ici qu’il existe un temps absolu, ne dépendant pas du référentiel.
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1.2.2 Relativité restreinte, groupe de Lorentz

Un autre postulat implicite dans ce qui précéde est 'existence d’un temps
absolu, indépendant de I'espace et du référentiel dans lequel on mesure les
mouvements. C’est cela qui nous a permis de dériver la loi galiléenne de
composition des vitesses 1.11.

La relativité restreinte introduite par Einstein abandonne cette notion de
temps absolu pour faire dépendre le temps du référentiel. Les coordonnées de
temps et d’espace sont alors mélangées lors des changements de référentiel :
au lieu d'un espace et d’'un temps distincts, on utilise le concept d’espace-
temps. Dans des unités ou la vitesse de la lumiére ¢ vaut 1, on définit la
distance infinitésimale (ou métrique) par

ds? = —dt* + da] + daj + d3. (1.14)

Dans la suite, on notera xy le temps, puisqu’il est intégré aux autres coordon-
nées spatiales, mais avec une norme négative. On a ainsi défini une métrique
minkowskienne, de signature (3,1), qu’on peut représenter par la matrice

-1 0 0 0
0O 1 00

n= 00010 (1.15)
0O 0 01

Les transformations linéaires qui laissent cette distance invariante sont les
matrices O vérifiant

'Ono =1. (1.16)

Ces transformations forment le groupe O(3,1). Ce groupe a quatre compo-
santes connexes, caractérisées par le signe du déterminant et le signe de la
transformation sur la direction temporelle. Si on impose que le déterminant
soit égal a 1, on a le groupe de Lorentz (a4 quatre dimensions), noté SO(3,1).
Ce groupe contient le groupe SO(3) des rotations des trois coordonnées spa-
tiales, ainsi que des transformations appelées boosts qui correspondent & des
changements de référentiels galiléens. Si on ajoute a ces transformations les
translations dans toutes les directions spatio-temporelles, on obtient le groupe
de Poincaré, qui est le groupe de symétrie de I'espace-temps tel que décrit
ici.

Cela se généralise aisément a des espaces de dimension supérieure : un
espace de Minkowski 4 n dimensions d’espace et une dimension temporelle
(noté R™) aura ainsi une métrique de signature (n,1) et un groupe de Lorentz
SO(n,1).
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1.2.3 Représentations du groupe de Poincaré

Une notion mathématique essentielle en physique est celle de représen-
tation d’un groupe, qui fait agir le groupe comme des transformations d’un
espace vectoriel. Etant donné un groupe (G, une représentation de G est un
morphisme de G vers le groupe des transformations linéaires d’un espace vec-
toriel. Autrement dit on a un espace vectoriel V', I'espace de représentation,
et a chaque élément g de G on associe un opérateur linéaire p(g) sur V, en
demandant que la loi de multiplication soit préservée :

p(9)p(g") = plgg') - (1.17)

Notons que certains éléments du groupe peuvent étre envoyés sur l'identité :
ils n’induisent alors aucune transformation dans V. Une représentation dans
un espace de Hilbert sera dite unitaire si elle représente les éléments de G
par des opérateurs unitaires (satisfaisant UTU = 1).

Ainsi le groupe SO(3), par définition, a une représentation comme groupe
des rotations de R?® : on le définit comme l’ensemble des transformations
linéaires de cet espace vectoriel qui préservent la métrique et ’orientation.

On rencontre en physique la notion de représentation projective ; la rela-
tion 1.17 est vérifiée a une phase prés :

p(g9)p(g") = @) p(gq') . (1.18)

Enfin une représentation est dite irréductible si elle ne peut pas se décom-
poser en somme directe de représentations plus petites.

Avec Wigner, on définit une particule comme une représentation projec-
tive unitaire irréductible du groupe de Poincaré, c’est-a-dire du groupe des
isométries de I’espace-temps. En fait, cela revient a décrire les représentations
unitaires irréductibles du revétement universel de ce groupe.

En dimension 4, ces représentations sont classifiées, pour les particules de
masse non nulle, par le spin de la particule, qui caractérise les représentations
du groupe Spin(3) = SU(2), recouvrement a deux feuillets de SO(3). Le
spin est donné par un nombre de N/2. En dimension supérieure D, c’est le
groupe SO(D — 1) qui classifie les représentations de masse non nulle du
groupe de Poincaré, mais on continuera a parler du spin des particules en
considérant I'effet d’une rotation dans un sous-espace de dimension 3. Pour
des particules de masse nulle, c’est SO(D — 2) qui intervient, soit SO(2) ~
U(1) en dimension 4. Le nombre quantique qui intervient est alors I'hélicité.

D’autre part, on appelle boson une particule dont plusieurs représentants
peuvent étre dans le méme état (position, ou impulsion...) et fermion une
particule pour laquelle ¢’est impossible. Le théoréme spin-statistique affirme
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que les particules de spin entier sont des bosons et les particules de spin dit
demi-entier (i.e. appartenant & £ + N) des fermions (avec trois dimensions
d’espace).

Un champ libre de spin 0 est décrit, en termes mathématiques, par une
section ¢ d’un fibré de fibre R (ou C, ou un espace de représentation d’un
groupe de symétrie interne) et de base I’espace-temps. Le mouvement est régi
par l'action de Klein-Gordon? (en D = n + 1 dimensions)

Lo = / APz 0"¢ 0,0 + m*¢? (1.19)
M

qui donne I’équation du mouvement

(O—-m?)¢ = (0", —m*)¢p =0. (1.20)

Pour décrire les particules de spin %, il nous faut d’abord décrire la re-
présentation correspondante du groupe de Lorentz. Nous allons décrire ici la
représentation de Dirac®. En dimension D, ce sont des vecteurs de dimension
complexe k = 2IP/2appelés spineurs, ([D/2] est la partie entiére de D/2).
Pour décrire I'action du groupe de Lorentz il faut introduire les matrices T :

ce sont des matrices k x k vérifiant les relations de Clifford
{TH T"} =THTY + TVTH = 29, (1.21)

ou n"¥ est la matrice inverse de 7,,. Le groupe de Lorentz agit alors par les

matrices _ ‘
S = 2P, T) = (DT — TT). (1.22)

De plus on dispose d'une opération de conjugaison permettant d’écrire un

produit scalaire 1)y entre deux spineurs v et y.

Le champ libre de spin % est régi, en I'absence de champ électromagné-

tique, par I’action de Dirac

L:Ajw+mm (1.23)

2Nous utilisons ici et dans la suite la convention d’Einstein de sommation des indices
répétés : A"B, devra etre lu 5 A'B, =}  A¥n,B" = A.B. Par ailleurs, nous
choisissons des unités physiques « naturelles » telles que la constante de Planck A et la
vitesse de la lumiére c soient égales a 1 et ainsi n’apparaissent pas dans nos expressions.

311 existe d’autres représentations de dimensions inférieures en certaines dimensions
d’espace-temps, définies en imposant certaines conditions que nous ne discuterons pas ici
(Weyl, Majorana) ; notre but n’est pas de faire un traitement exhaustif de ces sujets.
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ot A désigne la quantité I'*A,, soit ici D= I'*d,. On obtient & partir de ce
Lagrangien I’équation de Dirac

(@+m)yp=0. (1.24)

Notons que le champ ) vérifie alors automatiquement I’équation de Klein-
Gordon.

Il convient d’ajouter qu’il faut en fait prendre pour les fermions des
champs « classiques » qui anticommutent au lieu de commuter comme les
nombres réels ou complexes.

Enfin pour les champs de spin supérieur a %, les représentations peuvent
se construire par produit de spins % Les termes cinétiques des actions, qui
correspondent aux champs libres, pour des particules de spin 1, % et 2 seront
donnés dans la suite.

1.2.4 Relativité générale

Nous avons jusqu'’ici décrit I’espace-temps comme un espace vectoriel, ri-
gide, muni d’une distance minkowskienne donnée par une forme bilinéaire
symétrique de signature (D —1,1), et cet espace a pour symétrie le groupe de
Poincaré constitué des translations et des transformations de Lorentz. Mais
les lois physiques s’exprimant de maniére locale, il est plus naturel de n'impo-
ser ces contraintes sur I'espace-temps que localement : au voisinage de chaque
point, I'espace-temps est localement R”, c’est-a-dire qu’il peut se décrire lo-
calement par un jeu de D coordonnées réelles. On demande simplement que
les quantités physiques ne dépendent pas du systéme de coordonnées. De plus
on a une distance infinitésimale ds qui permet, par intégration, de mesurer
la longueur de courbes. Cela correspond au concept mathématique de variété
pseudo-riemanienne.

En chaque point, on a des vecteurs tangents qui donnent les différentes
directions, et forment en chaque point un espace vectoriel de dimension D,
et on peut en prendre une base orthogonale pour la métrique ds, de telle
sorte que dans cette base la métrique soit la métrique minkowskienne 7, au
point considéré. On appelle une telle base définie en chaque point un repeére
mobile. On a alors en chaque point une liberté dans le choix de la base,
donnée par le groupe de Lorentz SO(D — 1,1). On demande tout de méme
que les vecteurs de base de deux points infiniment proches soient proches eux
aussi; en d’autres termes on souhaite que la base de vecteurs tangents varie
continiiment. Cela a des conséquences sur le choix du repére mobile en chaque
point : on ne peut le changer que contintiment. De plus, le sens de la fléche
du temps et I'orientation de I’espace doivent étre les mémes en deux points
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infiniment proches, ce qui fait qu’on se restreint au sous-groupe du groupe de
Lorentz qui préserve ces propriétés. (Notons qu’il n’est pas toujours possible
d’assurer cela globalement sur la variété d’espace-temps : ainsi sur un ruban
de M&bius 'orientation de 'espace change si on fait un tour.) Enfin, le choix
d’un repére en chaque point est un cas particulier pour le groupe de Lorentz
de choiz de jauge.

La base est définie par des objets notés e®, ce qui signifie, si on note
2%, ... 2P~ les coordonnées au voisinage du point, que le vecteur tangent
0y, qui donne la direction ou seul z* varie, a pour composantes dans cette
base (e, ..., e, ~"). Par linéarité, le vecteur A = A*@, a pour composantes
(Ared, ..., AeD=1). Un objet qui agit linéairement sur les vecteurs tangents
est appelé une forme linéaire, ici a valeurs dans I’espace vectoriel RP~11, C’est
ici une 1-forme car elle est linéaire en un seul vecteur. On parlerait de 2-forme
pour une forme bilinéaire, comme la métrique qui donne le produit scalaire
entre deux vecteurs : A.B = g,, A*B”. Une forme multilinéaire est appelée
forme différentielle si elle est totalement antisymétrique et continue (et méme
dérivable). En fait la métrique s’obtient facilement a partir du repére mobile
puisque celui-ci est pris orthogonal, en évaluant les deux vecteurs dans le

repére mobile pour en calculer le produit scalaire :
— N ) b
guu - 8u-au — 6# Tlab €,, - (125)

On a en chaque point la liberté de choisir un repére orthogonal. Il faut
maintenant définir la maniére de translater un vecteur de maniére infinité-
simale, notamment pour le comparer a un vecteur défini en un point voisin
et définir ainsi des dérivées. Réciproquement, si on a une notion de dérivée,
le transport paralléle d’un vecteur s’écrit comme ’annulation de sa dérivée.
Comme rien ne permet de définir a priori un repére mobile particulier, il
faut que le résultat soit indépendant du choix de repére particulier. Ainsi, si
on note

\YAY (1.26)

la dérivée du vecteur V dans la direction J,, on souhaite que cette dérivée
se transforme simplement comme tous les vecteurs, par rotation du repére
local ; ¢’est pourquoi une telle dérivée est dite covariante. Pour un scalaire,
c’est-a-dire un nombre réel, invariant sous I’action du groupe, la dérivée ne
doit pas dépendre non plus du choix de repére mobile ; en notant ¢ une telle
fonction scalaire, c’est donc simplement

Vu¢ = au¢ (1.27)

On peut aussi faire agir la dérivée covariante sur les spineurs par 'intermé-
diaire des matrices I', en demandant toujours la covariance dans les change-
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ments de repéres. Enfin la régle de Leibniz
V(FG) = (VF)G+ F(VG) (1.28)

permet de calculer la dérivée d’un produit.

Soit V un champ de vecteurs au point M. Alors le transport paralléle
vers un point M + é M est donné par une matrice qui transforme ce vecteur
linéairement et dépend également linéairement de la direction de 0 M. Ainsi il
est défini par une forme différentielle a valeur dans les matrices w = w,, dz*,
de composantes w,’,, de telle sorte que V se transforme en®* V — dz'w, V.
On souhaite que ce transport paralléle conserve les produits scalaires des
vecteurs transportés; autrement dit le passage du repére au point M a celui
défini en M +§M doit étre un élément du groupe de Lorentz, ce qui donne des
contraintes sur les matrices w,"p; en fait il faut que les matrices wlﬂb = nbcwlﬂc
soient antisymétriques.

Pour un champ de vecteurs V(z), on définit comme on 'a dit la dérivée
covariante en transportant le vecteur V(M) définissant le champ au point M
jusqu’en un point infinitésimalement proche M + dM dans la direction consi-
dérée puis en comparant avec la valeur du champ en ce point en effectuant
la soustraction

V(M +dM) - (V(M) - dz*w,V(M)) . (1.29)
La dérivée covariante est ainsi donnée pour un champ vectoriel par
Vy=0,+w,. (1.30)

Pour les champs spinoriels, comme on l’a dit cette dérivée covariante agit
par l'intermédiaire des matrices I', et I'action sur les représentations de spin
supérieur se fait en considérant des produits de représentation, en utilisant
la régle de Leibniz. L'opérateur V est appelé connexion, terme qu’on emploie
aussi parfois pour la forme w. Dans le cas qui nous occupe ot le groupe de
jauge est le groupe de Lorentz, on parle de connezxion de spin. Notons que la
condition que le produit scalaire soit préservé par transport paralléle s’écrit

Vo =0. (1.31)

On impose ici que pour une fonction scalaire f les dérivées dans les dif-
férentes directions commutent :

V.V,f=V,V,f (1.32)

“Le signe — est mis pour retrouver par la suite les conventions habituelles.
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(condition de torsion nulle).
Pour un vecteur, le commutateur de deux dérivées est un opérateur li-
néaire défini par

R,V =[V,,V,)V=V,V,V-V,V,V (1.33)

et appelé courbure, ou plus précisément ici courbure de Riemann. En compo-
santes, c’est un objet a quatre indices

R (1.34)

ol les deux premiers indices en font une 2-forme différentielle et les deux
suivants décrivent ’action sur les vecteurs du repére mobile. On peut aussi
écrire cette derniere dans la base des vecteurs tangents liés aux coordonnées
x#, pour avoir un objet

R;LVPU — e; eg nca #Vaba (135)

qui a des propriétés de symétrie entre les différents indices dues aux diffé-
rentes conditions imposées. Rappelons que celles-ci sont d'une part l'inva-
riance de la métrique par translation et d’autre part la nullité de la torsion.
Ces deux conditions donnent une unique connexion, appelée connezion de
Levi-Civita et que nous avons décrite ici. Celle-ci peut se calculer & partir de
la métrique, de méme que le tenseur de Riemann.

1.2.5 Formes différentielles

Avant d’aller plus loin, il nous faut décrire quelques opérations sur les
formes différentielles. Rappelons qu'un tel objet est une forme multilinéaire
totalement antisymeétrique (ou alternée) définie sur tout 'espace et suffisam-
ment lisse.

Le produit extérieur A associe & deux formes leur produit antisymétrisé.
Une base des 1-formes est donnée par les dz#, qui est duale de la base de
vecteurs tangents 0, :

dz" 0, =64 . (1.36)

Toutes les autres formes s’obtiennent alors par produit extérieur de ces 1-
formes et combinaison linéaire avec des fonctions comme coefficients, par
exemple

a= f(z)dz' Adz® + g(x) dz® Ada?. (1.37)

Notons que les O-formes sont simplement les fonctions, et que le produit
extérieur par une telle forme revient & multiplier par la fonction.
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Une autre opération importante est la différentielle extérieure, définie sur

les fonctions par
df =0, fdz", (1.38)

laissant invariantes les formes de la base dz* :
dda* =0, (1.39)

et s’étendant aux autres formes par linéarité et grace a la formule de Leibniz
graduée
dlanp)=daAB+(—-1)’ands, (1.40)

si a est une forme de degré p.
On a la propriété essentielle

dd =0. (1.41)

Si on dispose d’'une dérivée covariante V, on peut de méme s’en servir
pour construire une différentielle covariante V, mais cette fois on n’a pas
forcément V2 = 0.

L’opération de dualité de Hodge associe a une p-forme différentielle

1
a= Eo%___updx“l A ... A datr (1.42)
une (D — p)-forme
1
T DoV [det(g)] vy .oy 97 g6y daP A LA B
_— p !

(1.43)
ol €,, ,, est le tenseur totalement antisymétrique a n indices (dont les com-
posantes valent 0, 1 ou —1 suivant que deux indices au moins sont égaux,
qu’'on a une permutation paire ou impaire des indices). Notons que pour la
base du repére mobile, I’expression est plus simple :

k(€M A L NE®) =€, apn™ Lt PN NP (1.44)
Une propriété importante est que * est une pseudo-involution :
¥2 = +1, (1.45)

ol le signe est donné par le degré des formes et la signature de ’espace-temps.
Enfin, on peut intégrer une p-forme sur une variété de dimension p. La
forme volume est simplement, en métrique minkowskienne,

V—det(g)dz' A... Ada? =«1. (1.46)
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1.2.6 Action d’Einstein

Ayant décrit ainsi 'espace-temps, Einstein a eu l'idée de rendre dyna-
mique la géométrie en considérant la métrique ou la connexion de Levi-Civita
associée comme des champs physiques soumis a des équations du mouvement
et entrant en jeu dans le Lagrangien. Ainsi les propriétés géométriques de
I’espace-temps sont reliées dynamiquement aux champs de matiére ou d’in-
teraction qui s’y trouvent.

Pour cela, on ajoute au Lagrangien des autres champs le Lagrangien
d’Einstein .

=— * R

167k ’
ot k est la constante gravitationnelle de Newton et R la courbure scalaire qui
s’obtient a partir du tenseur de Riemann de la maniére suivante. On forme
d’abord le tenseur de Ricci

(1.47)

R, = 9" Rupe, (1.48)

qui est symétrique et qu’on contracte & nouveau pour former la courbure
scalaire

R=R‘ =R",,. (1.49)

Une fois intégrée, I’action d’Einstein est donc

1 1
Sp=——— R=—— [ dPz+\/—det(qg) R*, . 1.50
CERT T 16k, ° ° et(g) B (1.50)

Cette action, associée a l'action décrivant les autres champs, permet
d’écrire I'équation du mouvement pour le champ gravitationnel, appelée équa-
tion d’Finstein.

En définissant le tenseur d’énergie-impulsion comme la dérivée fonction-
nelle de I'action de la matiére

2 0Sm
T, (zr)=— , 1.51
M ( ) /_ det(g) 59””(:1:) ( )
I’équation d’Einstein s’écrit
1
R, — 59#,,}% = 8mkT,, . (1.52)

Un point fondamental est que cette construction rend compte des phé-
noménes de gravitation. En effet I’équation d’Einstein relie la courbure de
I’espace-temps a la matiére présente ; la géométrie ainsi imposée modifie alors



1.3 Interactions de jauge 27

les trajectoires des particules. Ainsi une particule libre suit toujours une géo-
désique, mais celle-ci n’est plus nécessairement une ligne droite. Notons que
si les phénoménes gravitationnels sont faibles, c’est-a-dire si la courbure est
petite devant AL;,;% ou Az est la longueur typique du phénoméme étudié, on
retrouve comme approximation la théorie de Newton.

1.3 Interactions de jauge

1.3.1 Electromagnétisme

Nous avons vu dans la section précédente un exemple de théorie de jauge,
en considérant le groupe de Lorentz comme un groupe de symétrie local de
I’espace-temps. Plus généralement, une théorie de jauge est une théorie ou
I’'on rend locale une symétrie globale, en introduisant la connexion associée.
Alinsi I’électromagnétisme est-il décrit par une théorie de jauge pour le groupe
U(1).

Considérons en effet un champ complexe ¢. Sa phase n’intervient pas
dans I'action, et on peut la changer globalement en multipliant ¢ par e%. Si
on suppose que la phase est locale, cela veut dire que le champ est décrit
par une section d’un fibré, qui n’est plus forcément trivial. Comme dans
la section précédente il faut alors introduire un transport paralléle et une
dérivée covariante V,, donnée par une connexion A : ainsi pour un champ de
charge électrique ¢ on a

Vb= (0u+iqAu) ¢ (1.53)

et on remplace d,¢ par cette expression dans l'action, puisque c’est cette
dérivée qui est invariante sous la symétrie de jauge et non la dérivée simple
Oy

Si on fait un changement de jauge donné par la phase locale (), A, le
champ de jauge, est transformé en

A—s A—df. (1.54)

et ¢ en
¢ — €' (1.55)

Ainsi la dérivée covariante V¢ est bien covariante sous I'action de ce chan-
gement de jauge.

Notons que ¢ caractérise en fait la représentation de U(1) dans laquelle
se trouve le champ ¢. Comme ce groupe est compact et abélien, ¢ prend sa
valeur dans I’espace discret Z.
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On peut définir également la courbure
F=V?=dA, (1.56)

qui décrit comment le champ est modifié aprés un transport paralléle qui
revient au point de départ. En composantes, cela s’écrit

B =1V, V.,]. (1.57)

La courbure décrit alors comment un champ est modifié aprés transport
autour d'un parallélogramme infinitésimal de cotés selon les directions 0, et

0, .
Notons que la propriété d?> = 0 donne

dF =0. (1.58)

C’est la premiére moitié des équations de Maxwell.

La encore, on va remplacer dans le Lagrangien 0, par V,, soit d par V.

o . a1 .
Ainsi par exemple un champ de spin 5 aura pour action

sD:/Mwwm)w:/ﬂ(aﬂqwm)w

(1.59)
= / ¥ (0,T" +igA,T" +m) 1,
M

qui donne I’équation de Dirac d’une particule chargée

(Y +m)y=0. (1.60)

On va de plus rendre dynamique la connexion U(1) en introduisant un
terme cinétique

SM:/ F AxF. (1.61)
M
On retrouve alors comme équations du mouvement
dx F =xj, (1.62)
ol le second terme est donné par les autres termes de ’action, avec
0Sm
' = g, ——. 1.63
]M(l‘) gﬂ (SAV(IL’) ( )
On aici la seconde moitié des équations de Maxwell, qui s’écrivent finalement
dFF =0
d*F =xj. (1.64)

et sont les équations du champ électromagnétique.
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1.3.2 Généralisation aux autres groupes

Ce qui vient d’étre fait pour le groupe U(1) peut se généraliser a d’autres
groupes de symétrie continus (dits groupes de Lie). Cette fois la connexion
est a valeurs dans 1'algebre tangente au groupe, c’est-a-dire aux combinaisons
linéaires de générateurs infinitésimaux au voisinage de l'identité. En effet la
connexion, comme la dérivée habituelle, donne les variations associées a un
déplacement infinitésimal. Pour U(1) l’algébre tangente en 1 est simplement
R, c’est pourquoi nous considérions une 1-forme a valeurs réelles. Si nous
prenons comme groupe U(n), qui est constitué des matrices U n x n telles
que

Utu=1, (1.65)

'algeébre tangente® en 1 est constituée des matrices 1 + 46U (le 7 est le choix
de paramétrisation des physiciens) telles que, au premier ordre,

(1+0U)" (1 +i6U) =1, (1.66)

soit
sUT = 46U (1.67)

L’algébre tangente au groupe U(n) est donc constituée des matrices hermi-
tiennes n X n.
Précisons que le commutateur | , | défini par

[A,B] = AB — BA (1.68)

lui donne une structure d’algébre de Lie. (Les définitions précises sont don-
nées dans la partie 2.2.) Ainsi un groupe abélien donnera une algébre com-
mutative.

On a donc une connexion

V=d+ A (1.69)

a valeurs dans l'algébre tangente et les particules constituent des représen-
tations du groupe considéré, éventuellement triviales, sur lesquelles agit la
connexion.

On peut aussi former la courbure

F=V’=dA+AAA, (1.70)

50u plus précisément sa représentation linéaire fondamentale (ou de définition) en
dimension n.
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ol le produit qui intervient dans le produit extérieur est celui de 1’algébre de
Lie :

ANA= A dast NAde” = —[A,, A)]dz* Ada” . (1.71)

1
2
En dérivant I’équation 1.70, on obtient 1'identité de Bianchi

dF =FNA—-ANF =[F,A] (1.72)

soit encore

VF=0. (1.73)

Pour le terme cinétique du nouveau champ introduit, il faut sommer sur
toutes les directions de l'algebre de Lie :

SYM = /M tI‘(F VAN *F) . (174)

1.3.3 Dualité SL(2,7Z) de I’électromagnétisme

Les équations de 1’électromagnétisme dans le vide, en quatre dimensions,

dFF =0

d«F=0, (1.75)

possédent une symétrie Zs : on peut échanger les roles de F' et xF' par

F — xF

*xF' — —F. (1.76)
(En effet dans un espace minkowskien de dimension 4 on a **> = —1 pour une
2-forme, si bien que x(xF) = —F.)
En composantes, F),, s’écrit
0 E, FE, Ej
| -E1 0 =By By
Fu)=1| _5 B, 0o - | (1.77)

-FE; —-By, B 0

ou E et B sont les champs électrique et magnétique. Dans ces notations, la
symétrie considérée échange E et B :

E — B

B . B (1.78)

Il s’agit de la dualité électrique-magnétique.
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Si, au lieu de se placer dans le vide, on considére des charges électriques,
on voit que cette symétrie impose d’avoir aussi des charges magnétiques. En
effet le courant électrique

j=x*dx F (1.79)

se voit transformé en un courant magnétique
k=—dF. (1.80)

Cette derniére équation indique de plus que si k£ est non nul il n’est pas
possible d’écrire un potentiel A tel que F' = dA, car alors dF' = ddA = 0.
Considérons notamment une charge magnétique ponctuelle (un monopdle
magnétique). Alors d’apres le lemme de Poincaré, on peut définir un potentiel
Alocalement partout sauf en ce point. Toutefois ce potentiel n’est pas global :
on peut le définir sur des portions d’espaces autour du monopole (il en faut
au moins deux) mais pas sur tout ’espace privé du point considéré. En fait
on peut trouver un potentiel défini sur tout I'espace privé d'une demi-droite
partant du monopole et allant jusqu’a l'infini. Alors la charge magnétique,
donnée par I'intégrale sur une surface S entourant le monopole du champ F,

g:/SF, (1.81)

g://dA:/CA, (1.82)

ou &' est la surface considérée privée d’un voisinage infinitésimal de la demi-

droite sur laquelle A n’est pas défini, et ou C est le bord de ce voisinage.
D’autre part, considérons le champ associé a une particule chargée élec-

triquement. En faisant un tour autour de la demi-droite en question, il prend

une phase®
exp (ig/A> —eitm, (1.83)
hJe

Mais la demi-droite choisie n’a pas de sens physique : on aurait pu la prendre
ailleurs. Elle ne doit donc pas se faire « sentir » sur les champs physiques, et
on doit ainsi avoir

peut se calculer par

: (1.84)

soit
qgm = 27tnh (1.85)

6Nous remettons ici le facteur & en raison du caractére quantique du phénoméne.



32 Vers la théorie M

avec n dans Z. C’est la condition de quantification de Dirac. Notons que cette
condition est un effet quantique. En effet, on s’y sert de la description par
un champ d’une particule chargée mais on interpréte le paramétre ¢ comme
une charge ponctuelle, on utilise donc simultanément la notion de particule.

On peut aussi retrouver ce résultat a partir de la quantification du mo-
ment cinétique, qui doit étre un multiple entier de h. Cela permet de généra-
liser la condition de Dirac au cas oti 'on a des dyons : des particules portant
a la fois une charge électrique ¢ et une charge magnétique m. Alors on a
obtient la condition de quantification de Zwanziger-Schwinger : entre deux
tels dyons de charges (¢, m) et (¢’,m') on a la relation”

qgm’' — ¢ m=2mn (1.86)

avec n dans Z.
Cette formule est laissée invariante si on échange charges électrique et

magnétique suivant
qg — m

(1.87)
m — -q

ce qui correspond a la dualité électrique-magnétique que nous avons déja
vue. Mais on peut aller plus loin en remarquant qu’il y aussi invariance par
rapport a la transformation

q — ¢+m

(1.88)
m — m

Les deux transformations 1.87 et 1.88, dites respectivement S et T, en-
gendrent en fait le groupe SL(2,Z) des matrices entiéres a déterminant entier,
qui agissent ici sur les doublets T(iL

Il est tentant de conjecturer que la physique est invariante sous cette
transformation. Cela nécessite d’associer a toute particule chargée (un élec-
tron par exemple) toute une famille de dyons, lorbite sous SL(2,Z) de la
particule considérée.

Il faut ajouter une remarque importante. La transformation S, qui échange
charges électrique et magnétique, échange un régime de couplage faible (avec
e petit) avec un régime de couplage fort : la charge magnétique minimale est

2
m="". (1.89)
(&

En particulier si la version « électrique » peut faire I'objet d’un traitement
en perturbations en théorie quantique des champs, il n’en est pas de méme
de la version duale, « magnétique ».

"Nous reprenons notre convention & = 1 pour alléger les formules.
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Une autre remarque concerne la transformation 7" : au niveau du Lagran-
gien, cette transformation est liée a un terme

1 €20

Lo=—9553

FAF (1.90)

qui ne change pas les équations du mouvement (c’est la différentielle d’un
terme F' A A) mais décale la charge électrique des dyons (effet Witten) :

0 2
q=ne+ ;Zn (1.91)
Avec m = kT (k € Z), on a ainsi
0
q:ne-i-%ke (1.92)

Pour un nombre 6 égal & 27, ce qui correspond a la transformation 7, cela
change simplement ’entier n, et la condition de quantification est inchangée.
Les charges sont données par un réseau bidimensionnel (d’angle #) qui est
invariant sous les transformations de SL(2,7Z).

1.4 Supersymétrie

1.4.1 Théoréme «no-go»

L’intérét d’introduire de nouvelles symétries dans la description d’un
systéme physique apparait a la quantification de la théorie. En effet cela
contraint fortement le systéme, en particulier les corrections radiatives pour
certaines quantités. Ainsi on peut montrer qu'a quatre dimensions, les théo-
ries de jauge, décrites par la théorie de Yang-Mills, avec des modifications
diverses, sont plus ou moins les seules théories (avec interaction) renorma-
lisables, c’est-a-dire les seules qu’on sait traiter en théorie quantique des
champs®.

En cherchant a introduire de nouvelles symétries, en dimension stricte-
ment supérieure a deux, on se heurte au théoréme de Coleman et Mandula® :

8Le mot renormalisation indique un processus visant & obtenir des résultats finis pour
les différentes quantités physiques. En effet par une approche naive la plupart des quantités
divergent, mais on sait traiter le probléme de maniére systématique pour certaines théories,
dite renormalisables. La gravitation est un exemple de théorie non renormalisable, comme
nous le verrons plus loin.

9Un tel théoréme est dit « no-go » car il indique une impossibilité & aller dans un voie
donnée. En fait il indique plutot les hypothéses a affaiblir pour avancer.
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Si la matrice S — i.e. la matrice de diffusion, qui donne la
probabilité que le systéme passe d’un état & un autre — est non
triviale — 4.e. il y a des interactions — et analytique dans les
variables de temps et d’énergie (une hypothése technique raison-
nable),

Si les masses des particules sont toutes positives et forment
un spectre discret — i.e. les masses possibles pour les particules
ne forment pas un intervalle continu — et qu’il y a un nombre
fini de types de particules pour une masse donnée,

Si G, le groupe de symétrie de la matrice S qui contient le
groupe de Poincaré, est un groupe de Lie (i.e. continu) connexe,
engendré par des générateurs infinitésimaux représentables par
des opérateurs dans l’espace des moments dont les noyaux sont
des distributions (une autre hypothése technique raisonnable),

Alors G est le produit direct du groupe de Poincaré et d’un
groupe de symétrie interne, c’est-a-dire commutant avec le groupe
de Poincaré.

Ce théoréme affirme ainsi qu’il n’est pas possible de mélanger le groupe de
Poincaré de maniére non triviale avec un autre groupe de symétrie continu.
En particulier, il semble impossible de relier par des symétries des particules
de masses ou spins différents.

En fait la solution est dans I'introduction d’un nouveau type de symétrie :
la supersymétrie, qui n’est pas donnée par un groupe mais par un supergroupe.

Pour un groupe de Lie, les transformations peuvent s’obtenir & partir de
transformations infinitésimales

bosons ~ — bosons + € (autres) bosons (1.93)
fermions — fermions + € (autres) fermions, '
ol € est un nombre réel infinitésimal.

L’idée est de généraliser cela a un paramétre € fermionique ou impair :

bosons —— bosons + € fermions
. . (1.94)
fermions —— fermions + € bosons.

Dans le premier cas, on peut reconstruire le groupe de Lie a partir de 1’al-
gébre des générateurs infinitésimaux, donnée par des commutateurs [A, B] =
AB — BA. Dans le second cas, il faut remplacer cela par des anticommu-
tateurs {4, B} = AB + BA, et de méme au lieu de commuter comme les
nombres réels les paramétres impairs comme € anticommutent : €€’ = —¢'e.



1.4 Supersymétrie 35

1.4.2 Algébre de super-Poincaré D=4 N =1

Rappelons d’abord que le groupe de Poincaré est engendré par les géné-
rateurs infinitésimaux suivants :

— Translations : P, (=1i0,);

— Rotations et boosts de Lorentz : M,
Ils satisfont aux régles de commutation

P,,P] = 0
(M, Mps] = igupMue — i9upMuo — iguoMpup + igue My, (1.95)
(M, P)] = —igpu Py +igp Py

Comme nous ’avons vu au dernier paragraphe, cette algébre ne peut étre
étendue de maniére non triviale qu’en introduisant des générateurs fermio-
niques. Nous allons donc introduire des générateurs qui sont des spineurs
de Dirac (de méme que P est un vecteur, par exemple) Q et Q, tels que
Q = Q*TI° (condition de Majorana'?). Pour fixer les idées, nous nous sommes
placés en quatre dimensions d’espace-temps.

Il suffit alors d’ajouter aux relations 1.96 les commutateurs et anticom-
mutateurs suivants :

[Pua_Qa] =0
{Qa; QB} = _QP;LFZ,g ) (196)
qui s’écrit plus succinctement
[P,_Q] = 0
{Q,Q} = —2p. (1.97)

On obtient ainsi la (super-)algébre de supersymétrie D = 4 N = 1; ce dernier
nombre se rapporte au nombre de générateurs de supersymétrie. On voit que
le générateur de supersymétrie () est en quelque sorte une racine carrée de
I'impulsion P.

D’autre part, les générateurs de supersymétrie permettent de classer les
particules en multiplets, la supersymétrie échangeant entre eux les différentes
composantes d’'un méme multiplet.

Pour des états de masse nulle, on peut réécrire I'algebre, par changement
de base et reparamétrisation, comme une algébre d’oscillateur fermionique

(b5t} =1
b =0 (1.98)
() =0

10C’est une des conditions qu’on peut imposer, notamment & quatre dimensions, pour
réduire la dimension de la représentation spinorielle d’un facteur 2.
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On obtient alors des multiplets (A, A + %), ou ces nombres donnent les héli-
cités des particules. Ajoutons que l'invariance CPT!' d’une théorie requiert
qu'un multiplet soit accompagné du multiplet d’hélicité et autres nombres
quantiques opposés. En se limitant & des hélicités inférieures a 2, on obtient :

— le multiplet chiral (0,1), avec son conjugué (—3,0), constitué d’un fer-
mion de Weyl'? et d’un scalaire complexe ;

— le multiplet vectoriel (%, 1), avec son conjugué (—1, —%), contient un bo-
son de jauge et un spineur de Weyl, tous les deux dans la représentation
adjointe du groupe de jauge;

— le multiplet du gravitino (1,2), avec son conjugué (—32, —1), contient
un gravitino en plus de celui du multiplet gravitationnel ; il n’intervient
que pour les supersymétries étendues'®, que nous verrons au prochain
paragraphe, décomposées en représentations N = 1;

— le multiplet gravitationnel (%, 2), avec son conjugué (—2, —%), qui com-
prend le graviton (particule associée aux modifications de la métrique)
et le gravitino, son partenaire supersymétrique.

Pour les états massifs, on a une algébre de deux oscillateurs, et on obtient
ainsi des multiplets & quatre états (A, A + %, A+ %, A+ 1). Ainsi le multiplet
chiral massif (—%, 0,0, %) a le méme contenu que le multiplet chiral de masse
nulle avec son conjugué CPT. Pour les autre états, comme (0, %, %, 1), sans
parler d’invariance CPT, I'invariance sous rotation SU(2) impose d’ajouter
le multiplet symétrique (—1,—2, —%,0). On obtient alors une particule de
spin 1, deux de spin % et une de spin 0.

Remarquons que la supersymétrie impose que les nombres de degrés de
liberté bosoniques et fermioniques soient égaux, comme on le vérifie aisément
dans la classification que nous venons de donner.

1.4.3 Extensions

L’algébre que nous avons vue au paragraphe précédent ne contient qu’'un
seul spineur de supersymétrie. En fait, on peut considérer des algébres de
supersymétrie étendues ol on a plusieurs générateurs Q*, indicés par un
entier A allant de 1 a N :

{QA,@B} = —26"7p, (1.99)

1Produit de la symétrie par conjugaison de charge C, de Iinversion d’espace P et du
renversement du temps 7.
12La condition de Weyl est une autre condition qu’on peut imposer 4 un spineur de Dirac

(de masse nulle) pour en réduire la dimension. On obtient alors un spineur de dimension
complexe 2 et d’hélicité fixée, +3 ou —1.

13En effet, la présence d’un gravitino implique qu’il y ait une supersymétrie associée.
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avec toujours

[Q*. P]=0. (1.100)

Pour les états de masse nulle, on a alors une algebre de N oscillateurs
fermioniques, ce qui fait 2V états par multiplet, d’hélicité X a A + %N. Ainsi
pour la supersymétrie N = 2 on a en particulier

— Phypermultiplet™* : (—3,0%,1);

12 12

— le multiplet vectoriel : (=1, —5",0) + (0,57, 1);

— le multiplet de supergravité : (—2, —%2, -1)+ (1, %2, 2).

Notons que ces états peuvent se décomposer selon les représentations
de T'une ou l'autre des deux algébres N = 1 qui composent 'algébre de
supersymétrie N = 2, selon les multiplets que nous avons vus précédemment.

De méme on peut considérer des multiplets pour un nombre supérieur de
supersymétries, jusqu’a N = 8 si on se limite a des hélicités inférieures a 2.
Dans ce dernier cas, on a seulement le multiplet de supergravité

38 156 156 38
(_ =38 _q28 196 qr0 196 28 3 ,2) . (1.101)

On s’arréte a des hélicités ou spins 2 car on pense qu’il n’est pas possible de
coupler a la gravitation des particules d’hélicité ou spin supérieur en nombre
fini.

Pour les états massifs, comme dans le cas N = 1 le nombre d’oscillateurs
est multiplié par 2, et il y donc 22V états par multiplet.

Ajoutons encore qu’on peut modifier I'algébre de supersymétrie par des
charges conservées Z qui commutent avec tous les générateurs de 1’algébre,
de maniére schématique

N 102

1.4.4 Etats BPS

Si on considére une particule chargée ponctuelle dans le référentiel de son
centre de masse, 1’algébre s’écrit

{ o QZ;”} = 2md*P 8,5 + 2024PT0 . (1.103)

14La notation 02 indique qu’il y a deux états d’hélicité 0, qu’on obtient en agissant sur
I’état —% avec un oscillateur ou l'autre. (La notation est évidemment utilisée pour toutes
les hélicités.)
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Alors pour un état propre de Z4#, on peut trouver une base dans laquelle

0 ¢ 0 0
—¢ 0 0 0

ZAB — 0 0 0 ¢ : (1.104)
0 0 —¢g 0

avec q; > 0.

Alors les valeurs propres de ’équation 1.103 sont m + ¢; dans le second
membre, alors que le premier est une somme de carrés et est donc positif. On
a alors la borne de Bogomolny-Prasad-Sommerfield (BPS)

m > g (1.105)

On voit en particulier qu'un état de masse nulle est nécessairement neutre,
ce qui rend valide I'analyse des multiplets de masse nulle faite & partir de
I'algébre 1.99. On dit qu'un état sature cette borne s’il y a égalité ¢; = m
pour un certain nombre k des N valeurs de ¢. Il faut alors que 2k paires
d’oscillateurs annihilent cet état, et on a alors une représentation courte ou
BPS de I’algébre de supersymétrie, de dimension 22N %) Si toutes les charges
q; sont égales a m, on a une représentation ultra-courte de dimension 2V (si
N est pair) ; les représentations ultra-courtes sont en fait les mémes que celles
des états de masse nulle'.

1.4.5 Généralisation aux autres dimensions

Ce que nous avons vu pour la supersymétrie en dimension quatre se gé-
néralise a d’autres dimensions. On prend comme générateurs des spineurs de
dimension minimale comme générateurs, en étendant 1’algébre de Poincaré
par des relation de la forme 1.102. Si on n’admet que les spin (ou hélicités)
inférieures ou égales a 2, alors on ne peut se placer en dimension supérieure
a 11 : en effet tout multiplet contiendrait alors des états de spin plus grand.
Nous y reviendrons dans ce qui suit.

1.5 Supergravité

Si on essaie de jauger la supersymétrie — rendre cette symétrie locale et
non plus seulement globale — on est amené & introduire la gravitation. En

15Sur ces sujets, voir par exemple 'annexe B de [P].
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effet le carré d’une transformation de supersymétrie donne une translation,
dont la distance dépend des paramétres fermioniques €. En faisant varier
ce dernier paramétre avec le point d’espace-temps considéré, on obtient des
translations différentes pour les différents points d’espace-temps : on tombe
donc sur des changements de coordonnées locales, c’est-a-dire sur la relativité
générale. Inversement si on introduit un repére mobile, et un structure de
spin, dans lesquels est exprimé le spineur €, le changement de repére local
induit un changement local de ce paramétre spinoriel. Ainsi supersymétrie
locale et relativité générale — et donc gravitation — sont inséparables, pour
une théorie supersymétrique ; on parle donc de théories de supergravité.

A I'origine, on espérait que la supersymeétrie permettrait de quantifier ces
théories, et ainsi d’avoir une version quantique de la gravitation, piéce man-
quante de la théorie physique des interactions fondamentales, mais il apparut
que cette nouvelle symétrie ne résolvait pas les problémes de quantification.

1.5.1 Supergravité N =1 en quatre dimensions

A titre d’exemple, considérons la supergravité a quatre dimensions d’es-
pace-temps et une supersymétrie, soit quatre supercharges16 [vN].
Pour le repére mobile €', on écrit la transformation de supersymétrie
1=
o€y = 5™y, (1.106)
en introduisant un gravitino 1, champ d’hélicité %, c’est-a-dire une 1-forme
a valeur spinorielle. Ce champ se transforme quant a lui en

Oethy = Ope + W Spne (1.107)

soit

e = Vi, (1.108)

ou V est la dérivée covariante d’espace-temps.

En fait w n’est pas un champ physique, dans le sens ou il peut étre
déterminé en résolvant une équation du mouvement algébrique ; c’est ce qu'on
appelle un champ auziliaire, qui ne contient pas de degré de liberté. Le repére
mobile et le gravitino forment déja un doublet de supersymétrie, et ont en
particulier le méme nombre de degrés de libertés, bosoniques d’un coté et
fermioniques de 'autre.

16Le nombre de supercharges est le nombre de composantes réelles des générateurs de
supersymétrie. C’est donc le produit du nombre de supersymeétries par la dimension réelle
de la plus petite représentation spinorielle.
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En plus du terme d’Einstein-Hilbert

1

nous mettons dans le Lagrangien un terme cinétique; en fait le seul terme
quadratique d’énergie positive pour une hélicité 2 est le terme de Rarita-

2
Schwinger
1 vpo
ERS = —§€M P LD#FE,FUV,,@DU, (]_]_].0)

ou I's = «IOT' 23,

On a alors une théorie de supergravité pure : il n'y a pas de matiére a
laquelle coupler ces champs; il est cependant possible d’en ajouter en nombre
fini, pour avoir une théorie avec de la matiére.

Comme nous l'avons dit I’équation du mouvement pour la connexion de
spin w est une équation algébrique qui permet d’écrire ce champ comme une
fonction du repere mobile e et du gravitino ¢,. On peut alors substituer
le résultat dans le Lagrangien pour obtenir une formulation dite du second
ordre qui ne contient que les champs physiques du doublet gravitationnel.

Ajoutons une remarque importante : la supersymétrie est une symétrie des
équations du mouvement, mais n’est pas valable pour les champs ne vérifiant
pas ces équations, dans la formulation que nous avons présentée. En fait des
champs auxiliaires permettent pour N petit d’avoir uen supersymétrie hors
de la couche de masse, et méme superlocale dans un superespace.

1.5.2 Superespace

En fait on peut interpréter la construction de cette supergravité en in-
troduisant un superespace. Aux dimensions d’espace-temps habituelles, on
va ajouter des dimensions fermioniques, ou impaires : les coordonnées selon
ces dimensions anticommutent au lieu de commuter. En particulier le carré
d’un tel nombre est 0; en quelque sorte la « longueur » de ces directions est
nulle, ou plus précisément infinitésimale'”. De plus tout développement en
série dans les variables impaires est en fait un polynéme, fini, puisqu’on ne
peut avoir au plus qu'une fois chaque variable fermionique. Comme on veut
avoir une action du groupe de Lorentz — les rotations de ’espace-temps —
sur ’ensemble du superespace on prend les directions fermioniques dans une
représentation spinorielle de ce groupe, précisément la représentation dans
laquelle sont pris les générateurs de supersymétrie, soit ici la représentation
de Majorana.

17"En mathématiques, il s’agit de la notion de supervariété.
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Les deux champs physiques de la supergravité N = 1 sont alors réunis
en un super-repére mobile : en tout point de espace on a des formes e} dz*
qui donnent les directions « réelles », ou paires, de la base locale et des
formes ;' dz¥ qui donnent les directions impaires. L’indice p court alors
sur toutes les directions du superespace; en fait il faut imposer & la main
des relations sur les supertorsions pour retrouver précisément les champs de
I’approche précédente. Nous traiterons de maniére détaillée dans le chapitre
3 une généralisation de cette méthode.

1.5.3 Supergravité & 11 dimensions

Nous venons de parler de la supergravité N = 1 & quatre dimensions;
on peut également construire des théories de supergravités étendues, ou le
nombre de supercharges est au plus 32 (ce qui correspond & N = 8 en quatre
dimensions), ce qui permet d’exclure des multiplets toute particule de spin
ou d’hélicité strictement supérieure a 2. (Ajoutons que les supergravités a 32
supercharges sont dites mazimales.) On peut construire ainsi des supergravi-
tés en diverses dimensions d’espace-temps, mais dont le nombre est limité a
11 : en effet, au-dela les spineurs ont nécessairement plus de 32 supercharges.
A 11 dimensions, il existe une unique supergravité, N’ = 1'%, oi le générateur
de supersymétrie est un spineur de Majorana de dimension 32.

Le multiplet gravitationnel contient alors 256 degrés de liberté, dont une
moitié est fermionique et I'autre bosonique. La partie bosonique est donnée
par un tenseur symétrique de trace nulle (% x9x10—1 = 44 degrés de liberté),
le graviton et une 3-forme de masse nulle (9x8x7 /3! = 84 degrés de liberté) ;
on vérifie bien que cela fait 128 composantes bosoniques au total. La partie
fermionique est donnée par un gravitino, de dimension 16 x 9 — 16 = 128.

En notant A la 3-forme et F' = dA sa courbure, la dynamique de cette
théorie est donnée par le Lagrangien suivant [CJS] :

1 1

t— w+w
_ §w#r‘# v, < 5 ) ¥, (1.111)

1 - C .
s (B,009%, 4+ 125102 (Faps + Faps)

'80n note N le nombre de générateurs de supersymétrie en dimension différente de 4 ; la
notation N désigne le nombre de supersymétries de la théorie réduite a quatre dimensions,
soit le nombre de supercharges divisé par 4. Ici on a ainsi N = 8.
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01\119
Fapys = Fagys — 303, upthy) (1.112)
et .
Dpab = Wyab + i% (T o)™ 5. (1.113)

1.5.4 Reéduction dimensionnelle

A partir d’une théorie & D dimensions, on peut effectuer une réduction
dimensionnelle. Dans la réduction de Kaluza-Klein, on considére qu'une des
dimensions spatiales est un cercle et on ne garde que les modes les moins
énergétiques du mouvement selon cette direction, c’est-a-dire des champs
constants le long de ce cercle. On obtient ainsi une théorie en dimension
D — 1. La réduction de Kaluza-Klein préservant la supersymétrie, une théo-
rie de supergravité est réduite a une supergravité de dimension inférieure
mais possédant le méme nombre de supercharges. Ainsi, en partant de la
supergravité a 11 dimensions, on peut retrouver la plupart des supergravités
maximales, & 32 supercharges. Une telle troncation est dite cohérente car les
solutions de la théorie tronquée restent des solutions de la théorie compléte.

On peut ainsi briser I'invariance par le groupe de Lorentz SO(1,D — 1)
en SO(1,D — 2). Les degrés de liberté de la métrique g,, se décomposent
alors dans les représentations irréductibles suivantes de ce dernier groupe (en
notant d = D — 1) :

— un scalaire ¢ = In(gqq), appelé dilaton ;

— une 1-forme A, = e 9g,4, interprétée comme une connexion U(1), ol

la fibre U(1) est en fait le cercle de compactification.
De plus ces champs ne dépendent plus que de D —1 variables d’espace-temps.

En poursuivant le processus on peut ainsi former a partir de la métrique
des formes différentielles de degré un, plusieurs dilatons, et une métrique sur
les orbites.

Ajoutons qu’on peut aussi garder tous les modes massifs, sans faire de
troncation ; on parle alors de compactification. On peut compactifier une théo-
rie non seulement sur un cercle mais sur divers types de variétés compactes,
selon les symétries qu’on veut préserver.

1.5.5 Triangle magique

En partant de la supergravité maximale N = 8 & quatre dimensions,
on peut effectuer des troncations du nombre de supersymétries, en ne gar-

9Le crochet indique qu’il faut antisymétriser sur tous les indices situés a U'intérieur. On
utilise également la notation T®% pour le produit antisymétrisé TleDs . T«
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dant que le secteur de supergravité pure, et obtenir ainsi des théories N =
6,5,4,3,2,1,0. Ces théories peuvent étre réduites a trois dimensions par ré-
duction dimensionnelle, et on peut également les ozyder pour la plupart
d’entre elles (N # 0). On appelle ozydation I'inverse d’une réduction : une
théorie en D dimension est oxydée en une théorie & D+ 1 dimensions si cette
derniére se réduit a la théorie originale par réduction de Kaluza-Klein. En
partant de la supergravité N = 8, on peut ainsi remonter jusqu’a la supergra-
vité a 11 dimensions. Notons que I'oxydation n’est pas toujours unique : ainsi
toujours en partant de la supergravité N = 8 a 4 dimensions on peut obte-
nir deux supergravités différentes & D = 10 : la supergravité ITA, qui est la
réduction de la supergravité a 11 dimensions, et également une supergravité
appelée IIB. (Précisons que pour cette derniére il n’existe pas de formulation
lagrangienne covariante, ot les équations du mouvement dérivent du principe
de moindre action.)

Pour les théories qu’on obtient ainsi, les champs scalaires donnent une
réalisation non linéaire d'un groupe G. Plus précisément, ils paramétrisent
I'espace symétrique quotient G/H, ou H est le sous-groupe compact maximal
de G. En fait le groupe G agit également sur tous les champs et le quotient
G/ H paramétrise I'espace des modules de la théorie, ¢’est-a-dire 'espace des
paramétres (e.g. constantes de couplage, masses...). Nous y reviendrons dans
la section 1.7.

On peut classer ces théories dans un tableau, suivant le nombre de super-
charges et la dimension de l'espace-temps (table 1.1). Si on regarde de plus
pres ce tableau, on peut voir que si deux groupes apparaissent symétrique-
ment de part et d’autre de la diagonale , ils sont des formes réelles différentes
de mémes groupes complexes. Nous reviendrons la-dessus en détail au pro-
chain chapitre.

1.5.6 Objets BPS

En cherchant des solutions (classiques) des équations de supergravité, on
peut se limiter a des solutions qui sont invariantes sous un certain nombre
de supersymétries : on obtient alors des états BPS. En particulier, on peut
obtenir des solutions étendues dans un certain nombre (D —d) de dimensions
d’espace-temps et d’extension finie dans les d dimensions restantes, respec-
tant une symétrie SO(D — d) x Poincaré, : ce sont en fait des membranes a
D — d dimensions [St]|. De plus ces membranes sont chargées de fagon élec-
trique ou magnétique pour certains champs de la supergravité considérée.

Prenons par exemple la supergravité a 11 dimensions. Il existe alors des
solutions de membranes bidimensionnelles, chargées électriquement par rap-
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N =28 N =26 N =5 N =4 N =23 N =2 N =1 [ N=0
d=11 +
d =10 R[5
ST(2) Py
d 9 S0(2) X R [T
i—= SLCHXSLTA) T
= SOB)x50(2) 4
SL({5) 24
d=1 S0y |10
i—6 SO05.5) B SO5.DXSO00) |18
= 50(5)x50(5) 20 S0(5)x50(3) 13
d—5 Ee |78 SU™(6) |35
' = Tsp(8) 136 Tsp(6) 21
i—4 E7 133 SO* (12) 66 SU(5,1) 35 SU(@XSU(LLD) (18 U(3) U(2) T (1) n
L = sT(ay l63 ey |36 T |28 ST x50y 16 e T(2) T
1—3 Fy 248 Er 133 Fg 78 SO(R.2) 15 SU(4,1) 16 SUE,DXSU) (11 SL(HXS0(2) 4 SL(2) |3
P SO(16) I150 S0(12) x S0(3) l6o SO0 xS0(2) las SORIXS0(2) l29 SO0(6)XS0(2) l24 SO(@)xS0(2) I7 S0(2)x50(2) I2 S0(2) 1

TAB. 1.1 — Quotients G/H classifiant les scalaires des théories de supergravité obtenues par oxydation/réduction
a partir des supergravités pures a D = 4; les nombres indiquent respectivement la dimension du groupe G et du
sous-groupe compact maximal H [J, HJP2].
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port a la 3-forme A, données en coordonnées adaptées (isotropes) par

2
E\ 3 E\3
r r
k 71
Apor = € <1 + —6> : (1.115)
r
ol r = /y™y™ est la coordonnée radiale dans les directions transverses y,,

a la membrane, et ot x* sont les trois coordonnées tangentes. k est une
constante d’intégration. Ajoutons que contrairement aux apparences, cette
solution n’est pas singuliére en r = (0, comme on pourrait le voir par un
changement de coordonnées.

En plus de ces membranes bidimensionnelles M2, il existe aussi des solu-
tions duales sous la forme de membranes a 5 dimensions M5 chargées ma-
gnétiquement pour la 3-forme A :

AN A%
ds? = <1 + r_3> dadz"n,, + <1 + r_3> dy™dy™ (1.116)

yp

= (1.117)
r

le...m4 — 3k’€m1...m4p
(u=0,1,....,5;m=1....,5)
toujours en coordonnées isotropes. k' est proportionnel a la charge magné-
tique. Ajoutons que ces deux solutions de la supergravité préservent la moitié
des 32 supersymétries et saturent la borne BPS : ce sont bien des états BPS.
On pourrait poursuivre une telle analyse pour les autres supergravité ;
nous allons voir dans la prochaine section que le spectre BPS des théories a
10 dimensions, et leur réductions dimensionnelles, peut s’'interpréter dans le
cadre de la théorie des supercordes.

1.6 Supercordes

1.6.1 Spectre BPS des supergravités a 10 dimensions

La supergravité ITA & 10 dimensions, qui a 32 supercharges, s’obtient par
réduction Kaluza-Klein de la supergravité a 11 dimensions. On peut ainsi
en trouver le spectre BPS. La membrane M2, si elle est étendue dans les
directions transverses au cercle de compactification, donne une membrane a
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deux dimensions, notée D22°. Si I'une des directions de la membrane est en-
roulée sur le cercle de réduction dimensionnelle, on obtient en 10 dimensions
une membrane & une dimension spatiale, c’est-a-dire une corde, notée F1.
De méme la M5 donne une membrane a 5 dimensions, la NS5, et une mem-
brane & 4 dimensions, la D4. Ces solutions de la supergravité sont couplées
aux champs réduits. En effet, la 3-forme de la supergravité a 11 dimensions
donne en 10 dimensions une 3-forme et une 2-forme :

A(g) = B(2) A dz'® + C(g) , (1.118)

ou z'% est la dimension compactifiée. Alors F1 et NS5 sont couplées respec-
tivement de maniére électrique et magnétique a la 2-forme B(y), tandis que
les deux D-branes D2 et D4 sont couplées a la 3-forme C(3).

En plus de ces membranes qui proviennent directement des deux mem-
branes de la supergravité a 11 dimensions, on trouve dans le spectre BPS de
la théorie réduite a 10 dimensions une particule (membrane de dimension 0)
D0 et son dual magnétique D6 qui sont les charges électrique et magnétique
associées a la 1-forme apparaissant a partir de la métrique par réduction
dimensionnelle.

Comme nous 'avons déja vu, il existe une autre supergravité a 32 super-
charges a4 10 dimensions, la supergravité IIB, qui posséde également comme
solutions une corde F1 et son dual magnétique la NS5, avec en plus des D-
branes de dimensions impaires D1, D3, D5, D7 ainsi qu’un instanton D—1,
c’est-a-dire une solution limitée non seulement dans toutes les directions spa-
tiales mais aussi dans le temps. Tous ces objets sont couplés, selon leurs di-
mensions, a une 2-forme By (F1 et NS5), et a des formes C(gy, C(o) et Cy)
pour les D-branes.

La corde F'1, pour ces deux théories, a cette propriété essentielle qu’on
peut la quantifier?’. Autrement dit, on peut décrire son mouvement et ses
modes de vibration de maniére quantique : c’est ce qu'on appelle la théorie
des (super-)cordes®2.

1.6.2 Cordes fermées

Rappelons que la trajectoire d’une particule est décrite par une théorie a
une dimension, ot I’espace de base peut étre paramétré par le temps propre

20La lettre D indique que c’est une D-brane; nous verrons ce que cela signifie dans le
paragraphe suivant.

2L Au moins en série de perturbations.

2Pour toute cette partie, on pourra consulter [Sc] pour une introduction développée
ainsi que [P] et [GSW] pour un traitement plus approfondi.
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s de la particule, et ou I'espace-cible est ’espace-temps, avec ses symétries.
On a ainsi des champs X*(s). Pour une corde, on considére de méme une
théorie des champs & deux dimensions, repérées par deux parameétres o et
T respectivement de genre espace et temps, avec des champs X*(o,7) qui
décrivent la trajectoire de la corde dans l’espace-temps. L’action des cordes,
dans le vide (espace plat...) et en jauge conforme?® est

S =

/dO'dT 0g XH 0" X ), (1.119)

4ol

ou o' est la constante de couplage des cordes et ou 'indice a renvoie aux di-
mensions de la feuille d'univers o et 7. L’équation du mouvement est I'équa-
tion des cordes vibrantes

(2 -92) X+ =0, (1.120)

dont les solutions s’écrivent comme la somme de vibrations vers la gauche et
vers la droite :
Xt =XN1r+0)+XE(1T—0). (1.121)

Nous allons considérer des cordes fermées ; le paramétre o est maintenant
périodique, de période 27. On impose donc la condition

XH*0,7) = X"(2m, 7). (1.122)

Cela restreint les solutions, qui se décomposent alors en modes

/ 1 ) )
XMoo, 1) =¢" +a'p" + 14/ % %ﬁo - [afie ™) 4 gle= =] | (1.123)
n

La condition que X* soit réel impose alors

()" =ak, . (1.124)

En fait, a ces champs qui décrivent le mouvement dans I’espace-temps, on
peut ajouter des champs qui décrivent le mouvement dans un espace interne,
ou compactifié. On peut alors prendre non seulement des champs bosoniques
mais aussi des champs fermioniques ¥#. On décrit alors le mouvement par
I’action de Polyakov, toujours en jauge conforme,

1

4ol

S =

/ dodr <8QX“8”X"77#,, —@“awvnw) . (1.125)

230n peut aussi écrire cette action de maniére invariante par reparamétrisation, en
introduisant une métrique sur la feuille d’univers.
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En plus de I'équation 1.120 pour les champs X*#, on a pour les directions
fermioniques I’équation de Dirac

Pyt =0. (1.126)

En prenant les fermions dans une représentation de Majorana, ce qui donne
en dimension 2 des spineurs réels a deux composantes, cette équation peut
se réécrire, en explicitant @,

0 87'_80 wﬁ —Nn.
(00 %3 ) (5) -0 1z

on a ainsi deux équations découplées

(0r = 05) ¥4 =0

(0 +05) v =0. (1.128)

Comme dans le cas bosonique, on a ainsi deux modes de vibration, I'un allant
vers la gauche et 'autre vers la droite.

Implicitement, nous avons pris les fermions dans la représentation fon-
damentale du groupe de Lorentz de [’espace-temps®* ", avec la métrique
minkowskienne 7, = diag(—1,+1,...,+1).

Considérons de nouveau des cordes fermées. Pour les fermions, les quan-
tités physiques font toujours intervenir un produit d’'un nombre pair de fer-
mions. Le choix d’un signe +1 reste libre, et la condition de périodicité des
grandeurs physiques donne maintenant

¥(0,7) = ¢ (2m, 7), (1.129)

c’est-a-dire que les fermions sont soit périodiques soit antipériodiques.
Les solutions périodiques forment le secteur dit de Ramond (R),

P =Val Y diemntr=o) (1.130)
neEZ

et
P =Val Y die ) (1.131)
nez
alors que les solutions antipériodiques forment le secteur de Neveu-Schwarz

(NS),
Y =vVal Y e ) (1.132)

TG%‘FZ

2411 ne faut pas confondre ici les symétries de la feuille d’univers et celles de I’espace-
temps, qui sont parfois reliées mais sont distinctes.



1.6 Supercordes 49

et
W =vVal Y bhemrrre) (1.133)
TE%Z
Comme on peut choisir indépendamment les conditions pour les modes gauche

et droit, on a finalement quatre secteurs : R-R, NS-NS (tous deux boso-
niques), R-NS et NS-R (fermioniques).

1.6.3 Supersymétrie sur la feuille d’univers

La théorie que nous venons de décrire posséde en fait une supersymétrie
(1,1) sur la feuille d'univers?®. Le Lagrangien est en effet invariant sous

Xt — eyt
PP — pF — P X P e,

Il existe une formulation de cette théorie avec un superespace en guise de
feuille d’univers. Pour cela, commencons par reformuler la théorie avec un
temps propre 7 euclidien, qu’on obtient en faisant une rotation de i dans le
plan complexe pour cette grandeur. On peut alors repérer les coordonnées de
la feuille d’univers par une variable complexe z. Les modes droits et gauches
deviennent des fonctions holomorphes et antiholomorphes. En introduisant
alors également deux dimensions fermioniques 6 et  telles que

(1.134)

0> =0 =1{0,0} =0, (1.135)
on peut réécrire la théorie en fonction d’un superchamp?®
Xt = XH(z,2) + 0" + i0)" + OOF" (1.136)

ot le dernier champ F* est en fait un champ auxiliaire, qui est fixé par les
équations du mouvement et en 'occurrence est nul. L’action des cordes se
réécrit alors?”

S = / dzdzdfdf DsX"DyX,, (1.137)
avec les superdérivées
Dy 480 1139
Les équations du mouvement s’écrivent simplement
DyDzX* = 0. (1.139)

25La notation (1,1) indique qu’il y a une supercharge dans chaque chiralité.

2641 et 9hk désignent les deux composantes du spineur, holomorphe et antiholomorphe,
et remplacent ainsi les modes droits et gauches ¢ et 1" de la théorie minkowskienne.

27On prend ici o/ = 2 pour simplifier.
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1.6.4 Quantification BRST

La quantification de cette théorie peut se faire de plusieurs facons. La
plus élégante est la quantification BRST, qui serait trop longue a décrire
ici. Dans cette méthode, on introduit des champs non physiques, appelés
fantomes, pour tenir compte du choix de jauge, et qui sont des modes de
norme négative. On peut éliminer tous ces fantomes du spectre de la théorie
en considérant un nouvel opérateur fermionique @), dit opérateur BRST
(pour Becchi, Rouet, Stora, Tyutin), qui est le génerateur d’une symétrie
du Lagrangien complet, contenant les champs physiques et les fantomes. Cet
opérateur a la propriété importante

Q% =0. (1.140)
Les états physiques sont les états invariants sous cette symétrie :

QplY) =0 (1.141)

et sont définis modulo des termes Qpg|¢) :

) ~ |¥) + Qslo) (1.142)

qui ne modifient pas la condition 1.141 grace a la propriété Q% = 0. Autre-
ment dit, les états physiques sont donnés par la cohomologie BRS'T.

En théorie des cordes, la relation Q% = 0 n’est en fait vérifiée que sous cer-
taines conditions. Si on ne considére que des champs bosoniques X*, ceux-ci
doivent alors étre au nombre de 26. Si on considére également des fermions ¢)*
avec des modes droits et gauches, on doit avoir D = 10 dimensions d’espace-
temps. (Un certain nombre des directions d’espace-temps peuvent étre com-
pactifiées.) On doit avoir une théorie conforme de charge centrale 26 dans le
cas bosonique, et 15 dans le cas d’une théorie superconforme (1,1) (la charge
centrale d'un boson libre est 1, celle d'un fermion vaut %)

1.6.5 Spectre des cordes fermées

Pour que la théorie soit cohérente, il faut imposer une contrainte sup-
plémentaire : la projection GSO (Gliozzi-Scherk-Olive), qui vise & assurer
entre autres I'invariance modulaire de la théorie, c¢’est-a-dire la cohérence des
calculs d’interaction & une boucle, en restreignant la théorie a certains sec-
teurs. Si on exclut les théories instables, dites tachyoniques, incohérentes en
I’état, on a deux projections différentes de la théorie fermionique que nous
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avons décrite?®, qui donnent les théories de supercordes ITA et I1B. Ces théo-
ries, en plus de la supersymétrie de la feuille d’univers, on également une
supersymétrie d’espace-temps N = 2, a 32 supercharges.
La théorie ITA posséde les modes de masse nulle suivants :
— dans le secteur de NS-NS : un 2-tenseur symétrique de trace nulle
(graviton), un scalaire (dilaton) et une 2-forme B;
— dans le secteur de R-R : une 1-forme et une 3-forme;
— dans le secteur de R-NS (et NS-R) : deux gravitinos de chiralités op-
posées, et deux spineurs des deux chiralités également.
Pour la théorie IIB, le spectre de masse nulle est le suivant :
— dans le secteur de NS-NS : un 2-tenseur symétrique de trace nulle
(graviton), un scalaire (dilaton) et une 2-forme B';
— dans le secteur de R-R : une 0-forme, une 2-forme et une 4-forme auto-
duale;
— dans le secteur de R-NS (et NS-R) : deux gravitinos de méme chiralité,
et deux spineurs de la chiralité opposée.

1.6.6 Interactions

La présence dans le spectre de masse nulle de ces théories d’'un champ
de type graviton laisse penser que la gravitation y est présente. De méme les
gravitinos signalent la présence de supersymétries d’espace-temps, et méme
de supergravité. En fait, on peut voir le spectre de masse nulle des théories
vues ci-dessus correspond au spectre des supergravités IIA et IIB! On inter-
préte alors les cordes comme les vecteurs des diverses interactions. De méme
qu’en théorie quantique des champs on considére que les interactions sont
transmises par des particules, comme les bosons de jauge, ici on considére
que ce sont les cordes qui jouent ce role.

Une différence importante avec la théorie des champs est qu’en théorie des
cordes, les contraintes sont extrémement fortes et en particulier empéchent
d’ajouter des champs a une théorie existante. Mais alors qu’on trouve un
nombre fini de théories (nous parlons ici des deux théories de type II, il faut
ajouter les deux théories hétérotiques ainsi que la théorie des cordes ouvertes
dont nous parlerons au prochain paragraphe), on suppose qu’il en existe en
fait un continuum, dont seules celles qui font apparaitre un espace-temps
classique et peuvent étre traitées en perturbations nous sont connues.

Jusqu’ici, nous avons parlé des cordes en espace plat, tous les champs
valant zéro en moyenne, les cordes étant les perturbations autour de ce vide.

28]] existe aussi des théories hétérotiques oi1, au lieu de 10 fermions dans chaque mode
droit et gauche, on prend les 10 fermions normaux dans le mode droit et 32 dans le mode
gauche.
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On peut étendre cela a un espace courbe, avec des valeurs moyennes non
nulles pour les champs. Par exemple avec des champs de fond de NS-NS
non nuls, 'action des cordes pour les superchamps s’écrit (en prenant encore
o' = 2 pour simplifier)

S = % / d?2 d%0 [G ., (X) + B, (X)] DgX*DyX" . (1.143)

La condition que la symétrie conforme soit préservée (ou plus précisé-
ment l'invariance de Weyl, ou sous le groupe des dilatations) sous 'action du
groupe de renormalisation donne alors précisément les équations classiques
du mouvement de ces champs en supergravité : équation d’Einstein pour G,
équation de Maxwell généralisée pour B, ...

Pour les champs de Ramond-Ramond, la situation est plus subtile et nous
ne l'aborderons pas ici. Contentons-nous de dire que les cordes sont neutres
sous les charges de Ramond-Ramond : il n’y a pas de couplage & impulsion
nulle.

En fait la supergravité est la théorie de basse énergie de la théorie des
supercordes ; en particulier, elle n’en contient que les modes de masse nulle.

Pour calculer les interactions entre les différents modes, on somme sur
toutes les feuilles d’univers dont les bords (des cercles situés a I'infini) cor-
respondent aux modes voulus, en pondérant chaque surface dans l'intégrale
de chemin en fonction de sa caractéristique d’Euler y par eX®, ou ® est le
dilaton. Rappelons que la constante d’Euler est un invariant topologique de
la surface qui pour une surface orientée vaut 2 — b — 2g, ou g est le genre de
la surface et b le nombre de composantes de son bord.

Ajoutons que les surfaces pouvant se décomposer en diagrammes de type
« pantalon », avec trois bords circulaires, ce morceau de surface est I’'unique
vertex d’interaction en théorie des cordes®’.

1.6.7 Cordes ouvertes et D-branes

Nous avons jusqu’ici traité des cordes fermées. On peut de méme intro-
duire des cordes ouvertes. On prend pour les bords de la feuille d’univers,
qui donnent la trajectoires des extrémités de la corde, des conditions de Neu-
mann :

B, X" =0, (1.144)

ou 0, est la dérivée selon la direction normale au bord. On obtient alors
une condition de réflexion pour les modes de vibrations, qui font que les

290n peut ainsi introduire une théorie des champs de cordes fermées avec une interaction
cubique, mais on se heurte & un certain nombre de problémes.
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modes droits et gauches sont les mémes. On obtient ainsi une théorie a une
supersymeétrie, avec un seul gravitino dans le spectre et non plus deux. En fait
la présence de cordes ouvertes implique la présence dans le spectre de cordes
fermées : en effet deux cordes ouvertes peuvent interagir en donnant une corde
fermée. Il faut préciser que cette théorie n’est cohérente que si on considére
des cordes non-orientées : on ne garde que les états invariants par parité de
la feuille d’univers. La théorie des cordes fermées qui est alors présente est la
projection de la théorie IIB sur le sous-espace propre +1 de 'opérateur de
parité de la feuille d’univers. Cette théorie de cordes non-orientées ouvertes
et fermées est la théorie des supercordes de type I. (Ajoutons que la cohérence
de la théorie nécessite que le groupe de jauge de cette théorie soit SO(32).)

A la place des conditions de Neumann pour les extrémités des cordes, on
peut imposer des conditions de Dirichlet sur un certain nombre de directions :

X" =0, (1.145)

ot 0; est la dérivée selon la direction tangente au bord de la feuille d’univers.
Cette condition revient & demander que ces coordonnées X* du bord de la
corde restent constantes. Si on a ainsi p directions spatiales avec des condi-
tions de Neumann et 9—p avec des conditions de Dirichlet, le bord de la corde
est contraint de se déplacer sur un sous-espace de dimension p. On a ainsi
un objet & p dimensions d’espace, plus une de temps, sur lequel les cordes
ouvertes peuvent s’attacher : on parle d’'une D,-brane®. Ces objets sont des
objets non-perturbatifs de la théorie, dont les cordes ouvertes donnent les
excitations de masse nulle®!.

A chaque D-brane est attaché une valeur de 1'indice de Chan-Patton. Si
on a n membranes superposées, ces indices forment la représentation fon-
damentale d’un groupe U(n), ou SO(n) dans des cas plus compliqués. La
1-forme A,d&* du spectre des cordes ouvertes donne alors la connexion d’un
fibré principal de méme groupe sur la brane.

Le couplage d’une D-brane aux champs de NS-NS est donné, a l'ordre le
plus bas dans les dérivées des champs, par 'action de Born-Infeld

Syt = -, / e Te {e® [ det(Gup + Buy + 270/ F))} . (1.146)
D

p

ot G et B sont évalués sur la brane3?.

30La lettre D renvoie a Dirichlet.

31Une Dp_i-brane permet d’avoir des cordes ouvertes non contraintes.

32En fait, il s’agit des tirés en arriére de ces champs par l'application i : D, — M,
inclusion de la D,-brane dans I’espace-temps.
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Ces objets sont chargés sous les champs de Ramond-Ramond, de maniére
assez subtile. Il faut introduire la K-théorie pour rendre compte correctement
de ces charges. Contentons-nous de dire qu’en espace plat et avec un champ
de fond B constant, le couplage aux champs de Ramond-Ramond est donné

par
il /
D

ou l'intégrale est prise sur les formes de degré p + 1 qui apparaissent dans le
développement??.

Ajoutons enfin que les D-branes sont des objets qui brisent exactement
(pris individuellement) la moitié des supersymétries : il s’agit d’objets BPS :
leur tension (c’est-a-dire la masse par unité de volume) est donnée par leur
densité de charge. Les supersymétries préservées dépendent des orientations
relatives des D-branes ; si on place plusieurs D-branes non paralléles, on brise
plus de la moitié des supersymétries.

Au final, nous avons retrouvé tout le spectre BPS des théories de super-
gravités, a ’exception de la membrane NS5 qui est en fait le dual magnétique
de la corde fondamentale. La différence majeure est que nous sommes main-
tenant dans le cadre d’une théorie quantique. On pourrait penser que nous
avons une théorie quantique de la gravitation, & 10 dimensions. En fait on ne
sait construire cette théorie de maniére exacte que pour des configurations
trés spéciales des champs de fonds, comme 'espace plat par exemple. On
peut cependant supposer que les difficultés ne sont que techniques pour les
autres configurations, et que la théorie est bien définie bien que ne se prétant
pas a des calculs exacts.

dp+1§ Tr <627'ra’F(2)+B(2) A Z C(q)> , (1147)
q

p

1.6.8 Compactification et T-dualité

On peut compactifier les théories des cordes, notamment sur un cercle, en
prenant un cercle pour I'une des directions de ’espace. En faisant cela pour
les théories ITA et IIB, on obtient la méme théorie & 9 dimensions (pour des
rayons bien choisis), exprimée de deux maniéres différentes qui sont reliées
par T-dualité. La T-dualité est une transformation perturbative qui agit sur
le rayon du cercle de compactification par

O{’

R — 1.148
— 2 (1.148)

33Si on oublie le champ B, en le mettant & zéro par exemple, le premier terme est
simplement le caractére de Chern du fibré porté par la D-brane.



1.6 Supercordes 55

et qui échange les modes d’impulsion et d’enroulement le long du cercle,
mais respecte la somme sur les topologies de la corde. Du point de vue de
la théorie des champs bidimensionnelle, cela consiste & changer le signe des
modes droits de la corde selon la direction considérée ji;, sans toucher aux
modes gauches :

XU(T 4 0) + XB (T —0) — X8 (T +0) = X' (1T — 0) (1.149)

Ainsi en partant de la théorie ITA, par exemple, la limite R — 0 n’est
pas singuliére mais revient a faire tendre le rayon R’ = % de la théorie duale
vers l'infini, c¢’est-a-dire a décompactifier la théorie. Dans notre exemple, on
tombe ainsi sur la théorie IIB, en partant de la théorie ITA! Les deux théories
n’ayant pas les méme champs de R-R, la T-dualité échange ces derniers.

Cette dualité échange de la méme fagon les D-branes. La théorie ITA ne
contient en effet que des D-branes de dimension paire et la théorie IIB des
D-branes de dimension impaire. En fait la T-dualité échange les conditions
de Neumann et de Dirichlet. Ainsi en partant d’'une D,-brane, on obtient un
D, en faisant une T-dualité selon une direction transverse a la brane et une
D,_, en prenant une direction tangente. (Si on prend une direction formant
un angle non trivial avec une D-brane, on obtient des conditions de bord
mélangées.) En faisant plusieurs T-dualités successives selon des directions
différentes, on peut ainsi relier toutes les D-branes. (Une deuxiéme T-dualité
selon une méme direction annule l'effet de la premiére, comme on le voit
facilement.)

1.6.9 Théorie M

Considérons, en théorie ITA, la Dy-brane®*. Sa tension est

1

(1.150)

oll g4 = e% est la constante de couplage des cordes ITA*. On voit que cette
tension, forte a couplage faible, décroit quand le couplage devient fort. De

34Nous prenons la Dy car les autres sont a des échelles d’énergie supérieures.
35En fait le dilaton est défini & un constante additive prés; on fixe celle-ci en prenant

VT (1.151)

Tp,

ga =

pour la théorie ITA. Pour la théorie IIB, on prend

= TFI
Tp,

9B (1.152)
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plus on peut former des états liés de n D0-branes, de masse

n

11/2

1.153
gal ( )

m, = nly =

réguliérement espacées. Quand le couplage tend vers I'infini, ce spectre tend
vers un continuum, ce qui est le signe d’une décompactification de la théorie
sur un cercle. On obtient ainsi une onziéme dimension. Le spectre donné par
la formule 1.153 correspond en effet aux états d’impulsion de Kaluza-Klein
pour un cercle de rayon

R=gia?. (1.154)

Cela a conduit Witten a conjecturer l'existence d’une théorie quantique
a 11 dimensions, la théorie M, dont la théorie des supercordes de type ITA
serait la compactification sur un cercle. Cette onziéme dimension est invisible
en théorie perturbative des cordes car celle-ci correspond a un développement
autour de la limite de rayon nul.

Du point de la limite de basse énergie qu’est la supergravité, l'introduction
d’'une onziéme dimension est naturelle : en effet la supergravité IIA est la
réduction dimensionnelle de la supergravité a 11 dimensions, on conjecture
donc que celle-ci est une limite de basse énergie de la théorie M.

1.7 U-dualité

La théorie des supercordes IIB posséde une symétrie (conjecturale) qui
intervertit la corde pertubative Fy et la D-corde (D), et échange couplages
fort et faible : la S-dualité. En effet les excitations de masse nulle de la D1,
données par les cordes qui s’y attachent, sont les mémes que celles de la corde
F1. De plus la propriété BPS assure que la masse de ces objets est reliée a
leur charge, et le rapport des tensions est

Tr
L — . 1.155
P ( )

Ainsi, a faible couplage la D-corde est beaucoup plus lourde que la F'7 ; mais
en augmentant le couplage de maniére adiabatique ces états doivent continuer
a exister et a saturer la borne BPS (ils forment des représentations plus
petites que les autres de Palgébre de supersymétrie). Alors a fort couplage la
D1 est beaucoup plus légére que la F1, et on conjecture que la théorie est la
méme avec le role de ces deux objets échangés, et le couplage inversé.

La F'1 est chargée sous le champ NS-NS B,y mais pas sous le champ
R-R C\y), alors que pour la DI c’est I'inverse. On peut ainsi noter ces deux
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états comme des cordes (1,0) et (0, 1), ot les nombres donnent les couplages
a ces deux champs. En fait, il existe aussi des cordes supersymétriques de
charges (p, q), pour toutes valeurs entiéres de p et ¢, qui peuvent étre vues
comme des états liés de F'1 et D1. On peut alors étendre la S-dualité a une
dualité SL(2,7Z) qui relie toutes ces cordes. Au niveau des champs de fond,
ce groupe agit sur le paramétre modulaire

7= Cl) +ie P (1.156)
par
a b at+b
=—. 1.157
< c d ) T er+d ( )

Les théories de supergravité obtenues par réduction dimensionnelle a par-
tir de la supergravité a 11 dimensions possédent également des symétries,
continues : les groupes de Cremmer-Julia. Pour la théorie ITA a dix dimen-
sions, c’est simplement la symétrie par addition d'une constante réelle au
dilaton, soit le groupe R. En dimension inférieure, on a d’abord la symétrie
du tore de compactification qui donne un groupe GL(n,R), ou n est la di-
mension du tore considéré. Mais les symétries sont en fait plus grandes; il
faut en effet ajouter des générateurs qui agissent de maniére non-triviale sur
les champs, et on obtient alors la série exceptionnelle E,, (table 1.2).

Dimension groupe G
11

10 (I1A) R

10 (IIB) SL(2,R)
9 SL(2,R) x R
8 SL(3,R) x SL(2,R)
7 SL(5,R)
6 SO(5,5,R)
5 FEs6)(R)
4 E77)(R)
3 Ess) (R)

TAB. 1.2 — Groupes de symétrie des réductions de la supergravité a 11 di-
mensions et de la supergravité IIB5.

Dans la version quantique de ces théories, donnée par les théories de
supercordes, on a comme groupe de U-dualité des versions discrétes de ces
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groupes>®. On a alors des symétries des théories compactifiées, non réduites.
Ainsi en dimension 9 on a SL(2,Z). Du point de vue de la théorie IIB, ce
groupe est contenu dans le groupe de symétries de dualité de cette théorie,
qui apparait aprés réduction dimensionnelle. Si on regarde cette théorie a 9
dimensions comme la réduction de la théorie ITA, alors c¢’est la réduction sur
un 2-tore de la théorie M, et ce groupe SL(2,7Z) est simplement le groupe
des transformations modulaires du tore3”.

De méme pour la théorie a 8 dimensions, le facteur SL(2,7Z) peut se voir
comme le groupe de symétrie du 2-tore de compactification de la théorie
IIB, et le facteur SL(3,Z) peut de méme s’interpréter comme provenant
de la compactification sur un 3-tore de la théorie M. Pour les dimensions
inférieures, il est plus difficile de trouver une explication géométrique au
groupe de U-dualité3®,

1.8 Retour & quatre dimensions

Nous avons vu que la théorie des supercordes fournit, au moins dans
certaines configurations, une théorie quantique de la gravitation, a dix di-
mensions. Comment retrouver alors une théorie a quatre dimensions visibles
d’espace-temps qui puisse décrire le monde que nous voyons? Il y a plu-
sieurs idées susceptibles de résoudre ce probléme toujours ouvert. L'une d’elle
consiste & compactifier sur une variété de dimension 6 la théorie des cordes,
de maniére & ne garder que 4 des 10 dimensions, ce qui revient & considé-
rer une compactification de la théorie M sur une variété de dimension 7.
Dans ce genre de mécanisme, on peut faire apparaitre des groupes de jauge
non-abéliens en considérant une variété singuliére3’.

Les univers membranaires offrent une autre piste : dans cette hypothése,
le monde que nous observons serait une membrane plongée dans un espace-
temps de dimension supérieure. Le groupe de jauge apparaitrait alors a partir
des objets attachés a la membrane. Dans cette théorie, la gravitation ne
serait pas confinée & la membrane; il devrait donc étre possible de déceler

expérimentalement des écarts a la loi de Newton a courte distance®.

36Pour les groupes exceptionnels Eg, E7 et Fg, il y a plusieurs sous-groupes discrets
possibles entre lesquels il n’est pas facile de trancher. Pour E; on privilégie Er7)NSp(56, 7).

370n peut caractériser un tore par un nombre complexe T, le tore étant alors le plan
complexe quotienté par Z & 7Z. SL(2,7Z) (agissant comme en 1.157) est alors le groupe
engendré par les transformations 7 — —1/7 et 7 — 7 + 1, qui laissent le tore invariant.

38Pour des détails sur la U-dualité, on pourra se reporter a la revue [OP]

39Le groupe de jauge est alors donné par le diagramme de Dynkin de la singularité (ces
singularités sont décrites dans le chapitre suivant, dans un autre contexte).

407] est un peu surprenant de découvrir qu’on n’a pas de test de cette loi & des distances
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inférieures au millimétre.
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Chapitre 2

Surfaces de del Pezzo et
formulation auto-duale des
supergravités

2.1 Extraits de géométrie algébrique

Avant de revenir a la physique, nous rappelons ici les notions de base de
géométrie algébrique utilisées dans nos travaux. Pour plus de détails, on se
reportera aux références |GH, HJ.

2.1.1 Variété projective

Si k est un corps, on définit I'espace projectif de dimension n

P (k) = (k"' — {(0,...,0)}) /k* (2.1)

comme 'espace k"1 — {0} quotienté par I’ensemble k* des éléments inver-
sibles de k agissant par dilatation :

(20, 21, -y 2n) > (A20, Az1, .0, Azy) (2.2)

ce qui revient & considérer I’ensemble des droites passant par ’origine. Ainsi
pour k = C on obtient les espaces projectifs CP".

On définit une variété algébrique projective comme une sous-variété de
P™ qui est localement le lieu des zéros de polynomes homogénes en les n + 1
coordonnées homogénes de P". La condition d’homogénéité garantit que ce
lieu reste bien défini aprés quotient par £* comme un sous-ensemble de P".
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Dans la suite, nous nous restreindrons au corps C sauf mention expli-
cite du contraire. Les variétés algébriques (nous omettrons souvent « pro-
jectives ») complexes sont des sous-variétés holomorphes de CP", compactes
mais pas nécessairement lisses.

2.1.2 Faisceaux

Un outil central en géométrie algébrique est la notion de faisceau. Un fais-
ceau topologique I' est défini de la maniére suivante. On considére ’ensemble
des ouverts d’un espace topologique. A tout ouvert U on associe un ensemble
de sections T'(U) « au dessus » de U. De plus a toute paire d’ouverts U et V
tels que U C V on associe une application restriction de V' a U notée |y de
(V) vers T'(U) qui vérifie la propriété suivante :

VU VWU CV CW, Vfe F(W), (f|V) ‘U: f‘U . (23)

Cette transitivité de la restriction justifie qu’on ne note pas I’ensemble de
départ.

La donnée des sections au-dessus de chaque ouvert et des restrictions
définit une structure de préfaisceau. Pour que ce soit un faisceau, il faut que
la condition de recollement suivante soit vérifiée : pour toute paire d’ouverts
U et V d’intersection non vide, pour tout f € ['(U) et g € T'(V) tels que
floov=gluny il existe h e T(UUV) tel que f =h|y et g=hly.

Sur une variété différentiable, les fonctions C*° au-dessus de chaque ouvert
forment un faisceau. De méme sur une variété complexe on peut considérer le
faisceau des fonctions holomorphes. Un tel faisceau définit méme la structure
C* ou holomorphe de la variété considérée, et est appelé faisceau structural.

Les sections d’un fibré sont un autre exemple de faisceau : au dessus de
chaque ouvert de la base, les sections du fibré vérifient les deux propriétés
ci-dessus, de restriction et de recollement.

Quand les objets qui forment les sections possédent une loi de groupe,
on a un faisceau de groupes si cette loi est compatible avec la restriction
a un ouvert plus petit. On pourrait de méme demander que d’autres lois
ou structures soient préservées : faisceaux d’anneaux, d’algébres... Ainsi le
faisceau des fonctions holomorphes sur une variété complexe est muni d’une
addition et d’'une multiplication : si on a deux sections, c’est-a-dire deux
fonctions holomorphes sur un ouvert on peut les additionner et les multiplier,
et cela est compatible avec la restriction a un ouvert plus petit.

Par exemple les sections d’un fibré vectoriel sur une variété forment un
faisceau de O-modules, ot O est le faisceau structural. En fait, il y a équi-
valence entre les fibrés vectoriels et les faisceaux projectifs sur la base. Un
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faisceau F est dit libre s’il est somme directe de n copies du faisceau structu-
rall : F = Q%" et il est dit projectif s'il existe un faisceau G tel que F®G soit
libre. F sera dit inversible s’il existe un faisceau F ! tel que F @ F ! = O.
Parmi les faisceaux projectifs, les faisceaux inversibles correspondent exac-
tement aux fibrés en droite, c’est-a-dire aux fibrés vectoriels de dimension
1.

La somme directe ou le produit tensoriel de deux faisceaux sont définis de
maniére naturelle. Pour les quotients ou les suites exactes c¢’est plus délicat.
Ainsi si F et G sont deux faisceaux tels que les sections de G aient une loi de
groupe qui agisse sur les sections de F, on définit le faisceau quotient F/G de
la maniére suivante. Deux sections f et h de F au-dessus d’un ouvert U sont
équivalentes si elles le sont localement, c’est-a-dire s’il y a un recouvrement
{U;} de U et des sections g; € G(U;) telles que f |y, = g;.h|y,. De méme on
a une suite exacte de faisceaux si on peut écrire des suites exactes pour les
sections locales.

2.1.3 Diviseurs, groupe de Picard

Soit X une variété algébrique compacte (sur C). On définit un diviseur de
Weil comme une combinaison linéaire formelle > a;V; a coefficients a; dans
Z de sous-variétés irréductibles V; de codimension 1. Si tous les a; sont posi-
tifs, le diviseur est dit effectif. Les diviseurs sont munis d’une loi d’addition
naturelle et forment donc un groupe, et méme un Z-module, noté Div(X).

Si on a une section méromorphe f sur X, on peut lui associer un diviseur :
les zéros de f définissent des sous-variétés de codimension 1, Z; (avec des zéros
d’ordre a;) et ses poles définissent de méme des sous-variétés de codimension
1, P; (poles d’ordre b;). On associe alors a f le diviseur (f) = > a,Z;—>_ b; P;.
Les diviseurs qui peuvent s’obtenir de cette maniére sont appelés diviseurs
principauz. Ils permettent de définir une relation d’équivalence sur Div(X),
I’ équivalence linéaire : deux diviseurs sont équivalents lorsque leur différence
est un diviseur principal. Le quotient de Div(X) par les diviseurs principaux
forme le groupe CI(X) des classes de diviseurs.

On définit aussi les diviseurs de Cartier comme les sections globales du
quotient (multiplicatif) M*/O* du faisceau des fonctions méromorphes non
identiquement nulles par le faisceau des fonctions holomorphes ne s’annulant
pas. Les fonctions méromorphes donnent ainsi des diviseurs de Cartier, égale-
ment appelés principaux, qui permettent de définir I’équivalence linéaire des
diviseurs de Cartier. En fait, les diviseurs de Cartier sont les diviseurs de Weil

La somme directe des faisceaux est défini par la somme directe des sections, et il en
est de méme pour le produit tensoriel.
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qui sont localement principaux, c’est-a-dire qui peuvent s’écrire localement
Y- a;Z; — > b;P; a partir de fonctions méromorphes locales dont les zéros,
d’ordre a;, définissent les Z; et les poles, d’ordre b;, les P;. Pour une variété
lisse tous les diviseurs de Weil sont localement principaux et sont donc des
diviseurs de Cartier; la différence entre les deux n’intervient que pour les
surfaces singuliéres, dont nous aurons besoin plus loin.

On peut aussi voir les classes de diviseurs de Cartier (pour 1’équivalence
linéaire) comme les classes d’isomoprhisme de fibrés en droite sur X, ou de
maniére équivalente des faisceaux inversibles sur X. En effet soit D un divi-
seur de Cartier. Etant localement principal, il existe un recouvrement ouvert
{U;} de X et des fonctions méromorphes non nulles f; définies sur les U; qui
représentent ce diviseur sur ces ouverts. Sur une intersection U; N U; f; et
f; doivent avoir les mémes zéros et les mémes poles, avec les mémes mul-
tiplicités, pour que le diviseur soit bien défini globalement. Les f;/f; sont
donc des fonctions holomorphes ne s’annulant pas sur les U; N Uj, et défi-
nissent par conséquence un fibré en droite sur X. Les diviseurs linéairement
équivalents correspondent alors aux fibrés isomorphes : la loi d’addition des
diviseurs devient multiplicative pour les fonctions de transition, et les divi-
seurs principaux définissent des fibrés triviaux. Notons que la multiplication
des fonctions de transition revient a prendre le produit tensoriel des deux
fibrés en droite, et que I'addition des classes de diviseurs correspond au pro-
duit tensoriel des fibrés correspondants. On a donc un morphisme du groupe
(additif) des classes de diviseurs de Cartier sur X vers le groupe (multiplica-
tif) des classes d’isomorphisme des fibrés en droite sur X, appelé groupe de
Picard de X et noté Pic(X). On a méme un isomorphisme pour une surface
projective, comme ce sera toujours le cas ici.

Ajoutons enfin que le groupe de Picard est un sous-groupe du groupe
d’homologie Hy(X,Z), et que pour les surfaces de del Pezzo lisses ces deux
groupes sont égaux.

2.1.4 Intersection sur les surfaces

Sur une surface normale, c’est-a-dire dont les singularités sont réduites a
des points, les diviseurs sont engendrés sur Z par des courbes et I'on peut
définir un produit d’intersection entre les diviseurs. Pour deux courbes lisses,
c’est simplement le nombre de points d’intersection, avec d’éventuelles mul-
tiplicités, et cela s’étend linéairement a tout le groupe des diviseurs. En fait
les diviseurs principaux sont numériquement équivalents a zéro, c’est-a-dire
d’intersection nulle avec tout diviseur, et l'intersection ne dépend que des
classes de diviseurs. En termes mathématiques précis, il existe une unique
forme bilinéaire symétrique sur Div(X) qui se réduit au nombre de points
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d’intersection pour les courbes lisses se croisant de maniére transverse.
Si A et B sont deux courbes sur X et si 'on note £(C') le fibré en droite
associé a un diviseur C', 'intersection de A et B peut s’exprimer en termes

des premiéres classes de Chern des fibrés £(A) et L£(B) :

A.B:/Acl(E(B)):/Bcl(E(A)):/Xcl(E(A))Ucl(E(B)). (2.4)

Sur une surface compacte lisse et rationnelle (c’est-a-dire birationnelle? a
P?) la matrice d’intersection est unimodulaire, ce qui refléte la dualité de
Poincaré.

Pour des surfaces non normales, on peut définir une forme d’intersection
pour les diviseurs de Cartier, et elle est toujours a valeurs entiéres [Deb](Prop.
1.8). Cela s’étend aux diviseurs dont un multiple est Cartier, mais dans ce
cas on peut avoir des intersections fractionnaires.

2.1.5 Classe canonique

Si X est une variété algébrique de dimension n, le fibré cotangent élevé a
la n®puissance tensorielle est un fibré en droites, auquel on peut associer une
classe de diviseurs, appelée classe canonique et notée Kx ou simplement K
s’il n’y a pas d’ambiguité. Le dual de ce fibré, qui s’obtient de la méme facon
a partir du fibré tangent, donne la classe anticanonique —Kx.

Un résultat important est connu sous le nom de formule d’adjonction :
si C est une courbe de genre ¢g(C) sur une surface algébrique projective lisse
X,on a

(Kx +C).C=-2+2¢(C). (2.5)

En fait cette relation s’étend aussi aux surfaces n’ayant que des singularités
de Du Val?.

Pour les diviseurs qui ne sont pas des courbes, cette formule permet de
définir le genre virtuel, que nous appellerons plus simplement « genre » dans

la suite : e oo
9,(C) =1+ %,

qui se réduit bien au genre géométrique pour les courbes irréductibles sur
une surface lisse.

(2.6)

2Une fonction rationnelle f : X — Y est dite birationnelle s’il existe une fonction
rationnelle g : Y — X telle que les fonctions g o f et f o g soient bien définies et égales &
I'identité, respectivement sur X et Y. Deux surfaces X et Y sont dites birationnelles s’il
existe une fonction birationnelle de X sur Y.

3Ce terme est expliqué dans la section 2.1.9.
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Notons que si C' est de genre zéro, alors —K — C' l'est également. (Cette
propriété sera importante par la suite.)

2.1.6 Eclatements

Sur C?, on définit I'éclatement de l'origine comme la surface {(z,1) €
C* x P'|Vi,jzil; = zil;}, (21,22) sont les coordonnées sur C* et (Iy,ls) les
coordonnées homogénes de la droite projective P'. Autrement dit, on rem-
place l'origine par le P! de toutes les directions de 1’espace tangent. (Cette
construction se généralise aisément a ’éclatement d’un point de C", en rem-
placant P' par P*~'.)

Comme cette opération est locale, on peut de méme éclater un point
lisse P d’une surface algébrique X, puisque son voisinage est isomorphe a un
voisinage de l'origine dans C?. Si on note Y la surface obtenue, on obtient
ainsi un morphisme de projection 7 : T — X tel que 7 }{(P) ~ P! et
Y\7 Y(P)~X\P.

Si on note E le diviseur correspondant a la courbe exceptionnelle 7' (P),
on montre que F est d’auto-intersection —1 : E? = —1 et qu’il est perpendi-
culaire & I'image (la préimage par 7) de tout diviseur de X ne passant pas par
P. De plus, la classe canonique de la surface éclatée YV est Ky = 7*Kx + F,
dont on déduit K% = K% — 1.

Réciproquement, si F est une courbe isomorphe a P! d’auto-intersection
—1 sur une surface Y, le critére de Castelnuovo-FEnriques affirme que Y peut
étre contractée en une surface X de telle sorte que E est réduite & un point
P dont I'éclatement redonne la surface Y. Plus généralement, si F est une
courbe isomorphe a P' et d’auto-intersection —n, on peut la contracter en
un point si et seulement si n est strictement positif; si n est différent de
1, le point obtenu est singulier. La relation entre les classes canoniques se
généralise ainsi :

Ky =1m"Kx +(2—n)E .} (2.7)

Ajoutons que lorsqu’on éclate en une courbe exceptionnelle ' un point
lisse placé sur une courbe dont la classe est C, elle se transforme en une

courbe de classe C' — F, ou C est mis pour 7*C'". On vérifie que le genre de
la courbe est laissé invariant.

2.1.7 Faisceaux amples

Sur un espace projectif P", on définit O(1) comme le faisceau correspon-
dant & la classe des hyperplans. Alternativement on peut le décrire de la ma-

4Dans la suite 7* sera souvent omis §’il n’y a pas d’ambiguité.
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niére suivante. Notons (2, 21, . . ., 2,) les coordonnées homogénes de P". Entre
les ouverts U; = {z; # 0}, les fonctions de transitions f;; = z;/z; définissent
un fibré en droite, ou encore un faisceau inversible, dit fibré tautologique et
noté O(1). On a alors toute une série de faisceaux O(m) = O(1)%™, et a
tout faisceau £ on associe également les faisceaux tordus £(m) = L& O(m).
Notons que le faisceau structural O engendre bien ainsi la série des O(m).

Un faisceau inversible £ sur une variété X est dit tres ample si n+1 de ses
sections globales permettent de définir un plongement de X dans P", pour un
certain n. £ est alors le tiré en arriére du faisceau tautologique O(1) de P".
Réciproquement, si on a un plongement 7 d’une variété algébrique X dans
un P", les sections globales de 7*O(1) permettent de décrire le plongement
et ce faisceau est donc trés ample.

Un faisceau inversible £ sera dit ample si une puissance tensorielle finie
LE™ de celui-ci est trés ample. Quant aux diviseurs, ils seront dit trés amples
et amples respectivement si les faisceaux associés le sont. Un diviseur ample
a ainsi un multiple trés ample.

Sur une surface lisse X, étant donné un diviseur ample A on définit le
degré d’un diviseur quelconque C' (par rapport a A) par l'intersection A.C'. Si
A est trés ample et que C est une courbe, cela se réduit au degré algébrique
du plongement de la courbe dans l’espace projectif P", qui est un entier
positif. Le critére de Nakai-Moishezon permet de déterminer si un diviseur
est ample : A est ample si et seulement si A2 > 0 et A.C > 0 pour toute
courbe irréductible C.

2.1.8 Surfaces de del Pezzo

Par définition, une surface de del Pezzo est une surface algébrique (pro-
jective) dont la classe anticanonique est ample. Une telle surface peut étre
assez singuliére, mais nous nous restreindrons au cas ou elle est Gorenstein,
c’est-a-dire que nous exigerons que —K soit un diviseur de Cartier. Dans ce
paragraphe, nous nous limiterons au cas de surfaces lisses.

Les surfaces de del Pezzo[dP1, dP2] lisses sont bien connues[H, M, Dem]| :
ce sont P2, P! x P! et les surfaces obtenues en éclatant P? en huit points
au plus, placés en position générale. Ces derniéres surfaces peuvent aussi
s’obtenir en éclatant des points de P! x P! : P? ¢claté en deux points distincts
est isomorphe a P! x P! éclaté en un point. On reliera plus loin cette propriété
a la T-dualité des théories de supercordes.

Les points éclatés sont dits en position générale s’ils sont distincts deux
a deux, si on en trouve au plus deux sur une droite, au plus cinq sur une
conique et au plus huit sur une cubique, sans point double.

Passons a la description du groupe de Picard de ces surfaces, c’est-a-dire
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des classes d’équivalence de diviseurs. Pour P?| il est engendré (sur Z) par la
classe de I'hyperplan H, d’auto-intersection 1. La classe anticanonique est

~K =3H, (2.8)

qui est trés ample et d’auto-intersection (—K)? = 9.

A chaque fois qu’on éclate un point il faut ajouter a ’ensemble des gé-
nérateurs le diviseur exceptionnel obtenu par cet éclatement. Ainsi pour P?
éclaté en k points, le groupe de Picard est engendré par H, Ey, ..., E, la
matrice d’intersection est

1 0 ... 0
0 -1 (2.9)
SRR
0 0 -1
et la classe anticanonique est
—-K=3H—-FE,—...— Ej. (2.10)

Cette derniére est donc d’auto-intersection (—K)*> = 9 — k. Le critére de
Nakai-Moishezon interdit donc d’éclater plus de huit points si on veut que
— K soit ample.

Le groupe de Picard de P! x P! est quant a lui engendré par deux géné-
rateurs [y et [y correspondant aux deux droites P!, la matrice d’intersection

est
0 1
< 10 ) (2.11)
et la classe anticanonique est

d’auto-intersection (—K)* = 8.

Si on éclate un point p sur cette surface, le groupe de Picard est main-
tenant engendré par [y, [y et le diviseur exceptionnel E. Si on éclate deux
points distincts p; et py sur P2, le groupe de Picard de la surface obtenue est
engendré par H, E; et F,. En fait comme on I’a dit, c’est la méme surface,
et les deux bases du groupe de Picard sont reliées ainsi :

ll == H—E1
l, = H-F, (2.13)
E - H—El—EQ.

Comme — K est ample pour une surface de del Pezzo, ce diviseur (ou un
de ses multiples) permet de définir un plongement dans un espace projectif
et le degré des diviseurs. On appelle généralement degré d’une surface de del
Pezzo le degré de —K, c’est-a-dire K2
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2.1.9 Singularités de Du Val et surfaces de del Pezzo
normales

Il existe aussi des surfaces de del Pezzo (généralisées) singuliéres. Si
on impose que ces singularités soient ponctuelles (surface normale) et que
le diviseur anticanonique soit Cartier, ces surfaces de del Pezzo ont été
classifiees| DV, Dem, HW, MZ1, MZ2| et ont au plus des singularités de Du
Val.

Une singularité de Du Val peut s’obtenir en contractant un certain nombre
de (—2)-courbes (c’est-a-dire des courbes de carré —2) dont les intersections
sont décrites par un diagramme ADE. Ainsi, la contraction d’une (—2)-courbe
donne une singularité de type A;. Si on a deux telles courbes se coupant
en un point, leur contraction donne une singularité A,. L’opération inverse
d’éclatement de ces points singuliers s’appelle une résolution de la singularité.

Plus précisément, une résolution est une application 7 d’une surface ré-
guliére Y sur la surface singuliére X telle que, si P est I’ensemble des points
singuliers, Y \ 771(P) = X \ P. Une résolution 7 est dite minimale si toute
résolution se factorise a travers elle : pour toute autre résolution o de X en
une surface 7, il existe 7 : Z — Y tel que ¢ = 7 o w. Une résolution est
dite crépante si Ky = Kx. La relation 2.7 nous dit que la résolution mini-
male d’une singularité de Du Val est crépante : en effet, c’est simplement
I'éclatement de la singularité qui donne des (—2)-courbes.

Ajoutons que les singularités de Du Val peuvent localement s’obtenir en
quotientant C? par le groupe de Coxeter associé au diagramme ADE corres-
pondant, qui est un sous-groupe de SL(2,7Z) : par exemple en quotientant
C? par Z¥*1 = 7Z/(k + 1)Z on obtient une singularité Ay.

Les surfaces de del Pezzo normales et Gorenstein sont données par la
classification suivante [DV, Dem, HW].

Si m: X — X est la résolution minimale d’une surface de del Pezzo
(complexe) normale X telle que H'(X,0%) = 0 (hypothése naturelle de
connexité), alors

(i) 1< K% <9;

(ii) X est lisse ou ses singularités sont des points doubles rationnels (sin-
gularités de Du Val);

(iii) si K% =9 alors X ~ P?;

(iv) si K% = 8 alors X ~ P' x P!, ou X est isomorphe a P? éclaté en un
point, ou X est le cone sur une quadrique de P? (voir ci-dessous) ;

(v) si 1 < K% < 7 alors X est Péclaté de P? en 9 — K% points placés en
position presque générale, et X s’obtient a partir de X en contractant
toutes les (—2)-courbes.
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Le cone construit sur une quadrique de P? peut s’obtenir de la facon
suivante. Considérons la deuxiéme surface de Hirzebruch Fy : c’est un P!
fibré sur P' tel qu'il existe une section d’auto-intersection —2. En prenant
cette section A et la classe de la fibre B comme base du groupe de Picard,
la structure en fibré nous donne B? =0 et A.B = 1. En contractant la (—2)-
courbe A, on obtient la surface de del Pezzo singuliére en question, qui a une
singularité Aj.

Pour le dernier cas de la classification, les 9 — K% < 8 points de P? sont
dits en position presque générale s’il n’y a pas de courbes d’auto-intersection
inférieure ou égale & —3 qui apparaissent lors de I’éclatement des points.
Pour cela, il faut au plus trois points sur une droite, six sur une conique (ou
trois dont un placé en un point double de la conique), et au plus un sur un
point double d’une cubique; on demande aussi que si un point p' est placé
sur la courbe exceptionnelle E associée a I’éclatement d’un autre point —
ce qui correspond a des points infiniment proches sur P? — alors il n’y ait
pas d’autre point & éclater sur la transformée E — E' de E par I'éclatement
de p' en E'. En contractant les (—2)-courbes obtenues, nous obtenons une
surface de del Pezzo singuliére. De plus la résolution est crépante, si bien que
K; = Kx.

Nous construirons explicitement un certain nombre de ces surfaces de del
Pezzo singuliéres dans la section 2.4, mais donnons ici un exemple simple.
Sur P2, éclatons un point p. On obtient alors une surface de del Pezzo lisse
de degré 8, qui est la surface de Hirzebruch F; (c’est-a-dire un P* fibré sur
P! avec une section d’auto-intersection —1). En éclatant un point p' sur la
courbe exceptionnelle E, on obtient une seconde courbe exceptionnelle E’,
et la premiére devient une (—2)-courbe E — E’, qu’on contracte pour obtenir
une singularité A;. On a ainsi construit une surface de del Pezzo de degré 7 et
de singularité A;. Son groupe de Picard est donné par 'orthogonal & E — E’
dans le Picard de la surface résolue (i.e. avant contraction) : il est engendré
par H — E — E' et H, ou H est la classe des transformées des hyperplans
(ou droites) de P? ne passant pas par les points éclatés et H — E — E’ est
la transformée de la droite passant par les deux points éclatés, infiniment
proches. En fait si on contracte la (—1)-courbe H — E — E’ on retombe sur
le cone sur la quadrique de P? décrit plus haut.

2.2 Superalgebres
Dans ce travail, nous allons associer a une surface de del Pezzo une super-

algébre et un supergroupe. Passons donc maintenant a la description générale
de ces objets.
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2.2.1 Algebres de Lie et groupes de Lie

Une algébre de Lie g sur un corps k est un espace vectoriel sur £ muni d’un

produit bilinéaire, le crochet de Lie |-, -], qui vérifie les propriétés suivantes :
(i) Vx,y € g, [r,y] = —[y, x] (antisymétrie) ;
(i) Vz,y,z € g, [z,[y,2]] + [y, [z, 2]] + [2, [, y]] = O (identité de Jacobi).

Une sous-algébre de Lie est évidemment un sous-ensemble de g ayant lui
aussi une structure d’algébre de Lie. Autrement dit c’en est un sous-espace
vectoriel clos sous 'action du crochet de Lie.

Si on a une algébre associative, non nécessairement commutative, par
exemple une algebre d’opérateurs, en prenant comme crochet de Lie le com-
mutateur [z,y] = 2y — yz on a une structure d’algébre de Lie.

Un groupe de Lie (sur R ou C) est quant & lui défini comme un groupe
doté d’une structure de variété différentielle. Ainsi les groupes SO(n), U(n),
etc... sont des groupes de Lie.

Etant donné un groupe de Lie G, son espace tangent en 'unité forme une
algebre de Lie g. Celle-ci peut aussi se voir comme formée des champs de
vecteurs sur GG invariants a gauche par 'action du groupe. Réciproquement,
on peut reconstituer un groupe de Lie en exponentiant une représentation
bien choisie de son algébre de Lie. (En fait, on obtient ainsi la composante

connexe de l'identité.) Si on a une base ay, ..., a, de l'algébre de Lie g,
et qu’on note Ay, ... A, une représentation de celle-ci dans une algébre de
matrices, les matrices de la forme e*141++2n4n pour tous zi, ..., x, dans

k =R ou C, forment un groupe de Lie dont 1’algébre associée est g.

On définit 'action adjointe d’une algeébre de Lie g sur elle-méme par
ady(z) = [g, x], et on vérifie que c’est une représentation, dite représentation
adjointe.

2.2.2 Superalgébres et supergroupes

Cela se généralise a la notion de superalgébres et supergroupes de Lie.
Une superalgébre de Lie g est un espace vectoriel Zy-gradué (notons |g| le
degré d’un élément homogéne g et g 'ensemble des éléments homogénes de
g, i.e. les éléments de degré bien défini) muni d’un produit bilinéaire [-, -]
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Vz,y € g, [2,9] = — (1) [y, 2] (antisymétrie graduée) ;

(11) VZL’, Y,z € g; (—1)‘IH'Z‘[¢’L’, [y; ZH + (_1)‘ny‘[ya [Za x“ + (_1)‘ZHy‘[Za [IL’, y“ =
0 (identité de Jacobi généralisée).

Pour définir un supergroupe, on a besoin de la notion d’algébre de Grass-
mann, une algébre associative graduée Zs-commutative : les éléments de
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degré impair anticommutent entre eux et les éléments de degré pair com-
mutent avec tous les éléments. Par exemple les formes différentielles sur une
variété forment une algébre de Grassmann. On peut aussi introduire 1’al-
gébre de Grassmann formelle RPl9, engendrée par p générateurs « bosoniques »
(i.e. pairs) X; et ¢ générateurs « fermioniques » (impairs) 6, qui satisfont
X;X; = X;X;, Xi0,, = 0, X, et 0,0, = —0,0,,. En fait c’est simplement
RP x A(R?).

On définit un supergroupe comme l’exponentiation d’'une superalgébre
de Lie avec des coefficients & valeurs dans une algeébre de Grassmann. Plus
loin nous utiliserons I'algébre des formes différentielles sur une variété comme
algébre de Grassmann.

2.2.3 Tore maximal et systéme de racines

On appelle tore mazimal d’une (super-)algébre de Lie g une sous-algébre
h abélienne diagonalisable (i.e. tous ses éléments commutent entre eux) qui
est maximale pour cette propriété, c’est-a-dire qui ne commute avec aucun
autre élément de g.

Les éléments de h commutant tous entre eux sont supposés simultanément
diagonalisables® quant & leur action adjointe sur g. Autrement dit, on peut
décomposer g en sous-espaces propres g, = {g € g|Vh € b, [h,g] = a(h)g},
ot les a sont des formes linéaires sur b, appelées racines si g, est non vide.
En particulier on voit que gq = b.

2.2.4 Superalgébre de Borcherds

Nous allons voir ici comment construire une (super-)algébre de Borcherds,
ou encore de Kac-Moody généralisée a partir d'une matrice de Cartan.

On se donne une répartition des indices 1 & n entre éléments pairs [ et
impairs I7, et une matrice n X n, a, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) aij = aji;

(ii) ai; < O0sii##j;

(iil) 2% € Z sia; > 0eti€ Iy;
(IV) %EZsiaii>0etieli .

Considérons la superalgébre libre engendrée par des éléments hq, ... h,,
€1y en et f1,... fn, o0 tous les h; sont bosoniques (pairs) et les e; et f;
sont bosoniques si i € I et fermioniques (impairs) si i € [3.

Alors on a une superalgebre de Borcherds en quotientant par les relations
suivantes :

SPour des groupes compacts, cette condition est automatiquement vérifiée.
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[ .
(ii) [hi,ej] = aije;;
(ill [hz’a fg] = _az]fg )
iv) [hi, hj] = 0;
1-220

) aiiej:(]siaii>0;
_9%ij .

)1 2“1'1' ijOSI a2-2->0;

[61‘,69‘] =0si Qi :0,

(Vlll) [f“ f]] =0si Qi = 0.

Cela généralise les super-algébres de Kac-Moody symétrisables, pour les-
quelles on impose que les éléments diagonaux de la matrice de Cartan soient
strictement positifs : a;; > 0 pour tout .

Bien que nulle démonstration convaincante n’existe a notre connaissance
dans la littérature, il semble qu’on puisse de maniére alternative imposer les
relations de Chevalley (i) & (iv) et quotienter ensuite par I'idéal maximal d’in-
tersection vide avec la sous-algebre de Cartan h. Cet idéal est, normalement,
engendré par les relations (v) a (viii), dites relations de Serre.

On peut représenter une superalgébre de Borcherds ainsi construite par
un diagramme de Dynkin généralisé. On représente chaque racine simple
(i.e. les racines de la base) par un noeud dont la couleur indique la parité, et
éventuellement la norme, et deux noeuds sont reliés par n liens si les racines
correspondantes ont un produit scalaire —n. (On a vu que n est forcément
positif, & défaut d’étre toujours entier; dans ce dernier cas on indique n au
dessus du lien.)

Donnons ici nos conventions pour les diagrammes de Dynkin (elles dif-
ferent des conventions usuelles) :

Racine bosonique réelle (de norme 2)

Racine bosonique imaginaire (de norme < 0)

Racine fermionique (réelle) de norme 0

Off J(@)

Racine fermionique (imaginaire) de norme < —1

Rappelons qu'une racine est dite imaginaire si elle engendre des chaines
infinies, et réelle dans le cas contraire|Ra].
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2.2.5 Groupe de Weyl

Etant donnée une superalgébre de Kac-Moody ou de Borcherds, on peut
définir son groupe de Weyl® comme le groupe engendré par les réflexions s,
par rapport aux racines bosoniques « de carré strictement positif :

(o, B)

(@, a)

B—=p—2

. (2.14)

2.3 Des surfaces de del Pezzo aux supergravités

Nous allons voir dans cette partie comment on peut construire a partir
d’une surface de del Pezzo des superalgébres de Borcherds qui permettent
d’étendre les groupes de U-dualité des supergravités pures et d’écrire les
champs bosoniques — a l'exception de la métrique — avec leurs équations
du mouvement sous forme géométrique. Il est connu depuis longtemps que
les diviseurs de degré 0 d'une surface de del Pezzo lisse de degré d forment un

réseau dont la matrice d’intersection est donné par le diagramme de Dynkin
Ey 4.

2.3.1 Exemple de la supergravité D =11

Commencons par 'exemple de la supergravité pure a 11 dimensions [CJS]
que nous avons décrite dans la section 1.5.3. Nous savons qu’en plus de la
métrique, il n’y a qu'un seul champ bosonique, une 3-forme A3y de courbure
Fluy = dA(3) qui satisfait a I’équation du mouvement

1

Cette théorie est associée a la surface P2. Considérons en effet les diviseurs
de genre 0 : ce sont H (la classe de I'hyperplan) et 2H, de degrés 3 et 6 par
rapport au diviseur trés ample —K = 3H. H engendre linéairement le groupe
de Picard, et la matrice d’intersection est

(1). (2.16)

Aprés changement de signe, nous avons une matrice qui vérifie les condi-
tions vues plus haut pour une matrice de Cartan, et nous construisons donc
I’algébre de Borcherds associée. H étant de degré impair comme diviseur,

6Ce n’est pas la seule définition possible : on peut aussi inclure les réflexions par rapport
a des racines fermioniques.
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le générateur que nous lui associons ey est pris impair’. On construit ainsi
une super-algébre dont une base est donnée par ey, fu, hy = [en, ful,
eon = lem,en] et for = [fu, fu]. On a bien str les relations de Chevalley
hg,eg) = —eq et |hy, fu] = fm, mais on n’a ici aucune relation de Serre.
La relation [ey, [eg, ey]] = 0 s’obtient a partir de I'identité de Jacobi, de
méme que la relation symétrique pour fz. En fait, la superalgébre que nous
avons obtenue est bien connue, c’est osp(1|2). Les autre commutateurs se
calculent facilement : [€H, fQH] = 2fH; [fH, €2H] = —2€H, [hH, €2H] = —2€2H,
(ha, far) = 2fom et [ean, fon] = —4hy. (On voit que la partie bosonique de
cette superalgébre forme une algébre s((2).)

Nous tronquons cette superalgébre aux éléments de degré positif, c’est-
a-dire que nous gardons hpy, ey et esy. Nous retirons également hy. Nous
allons alors construire un supergroupe sur les deux éléments ey et esp, en
prenant comme algebre de Grassmann les formes différentielles sur un espace
a 11 dimensions (11 = K2 +2). H étant de degré 3, nous associons a ey une
3-forme A3y et 2H étant de degré 6 nous lui associons une 6-forme 121(6), pour
former un élément i

VY = eA@entaAgen (2.17)

du supergroupe construit sur cette superalgébre. (En prenant un signe —
pour le degré de Ey et espy, cela revient a prendre des éléments de degré 0
dans I’exponentielle, pour la Z-graduation naturelle.)

Si V est un élément d’un groupe de Lie, sa différentielle ramenée a I'origine
G = dVV~! se différentie en

dG = —dvdy ! =dvy ldyyt; (2.18)

c’est I'équation de Maurer-Cartan

dG6—-GAG=0. (2.19)
Pour notre supergroupe, en utilisant la formule
A(e*)e™ = dA+ (4,44 + 24, [A,dA]] + . (2.20)
on obtient
G = dAgen + <d/1(6) + %A(g) A dA(3)> ear . (2.21)

Notons que ey étant un générateur impair, il convient de le faire anticommu-
ter avec les autres éléments impairs qui interviennent (notamment les formes
différentielles de degré impair).

TC’est un choix naturel|[CJLP1].
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En notant
Fuy = dAg
- ~ 2.22
Foy = dAg) + 346 AdAg), (222)
soit G = Flyyey + F(7)62H, I’équation de Maurer-Cartan s’écrit
- 1
dF(4)eH—|—dF(7)62H :—|—§F(4) /\F(4)€2H, (2.23)
ce qui donne en composantes
dF(4) -
- 2.24
dFg) = 3Fu) A Fa. (224
On voit qu'une condition de dualité
F~1(7) = — % F(4) (2.25)

impose I’équation du mouvement 2.15. Cette équation peut s’écrire comme
une équation d’auto-dualité sur G : en définissant une pseudo-involution S
(‘S'2 = +1) qui envoie ey sur ey et eay sur —ey, cela est en effet équivalent

N

a

SxG=G. (2.26)

Notons que * n’agit que sur la partie « Grassmann » du supergroupe et S
sur les générateurs de osp(1]2). Ces deux opérateurs commutent entre eux,
et le signe de 'équation 8* = +1 est choisi de telle sorte que (Sx)? = 1, ce
qui revient ici & prendre un signe moins.

Comme les générateurs impliqués dans cette relation d’auto-dualité sont
associés aux classes de diviseurs H et 2H sur P?, la pseudo-involution S est
reliée a I’échange de ces deux diviseurs. On a vu plus haut que sous l'effet de
I'involution

C—-K-C (2.27)

du groupe de Picard, le genre est conservé.
Les équations du mouvement que nous étudions sont invariantes sous les
transformations de jauge

Vs Veroentheen (2.28)

olt A et A(ﬁ) sont des formes fermées. En effet le calcul de G fait inter-
venir des différentielles dans tous les termes, qui s’annulent pour les formes

fermées : d(Ve)(Vel)™! = dVele V7! + V(dete )V~ =AYV,
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Pour les champs A(3) et A, ces transformations de jauge s’écrivent

Am) = A + A (2.29)
Ag) = Ag) +Ae) — 346 A,
et on vérifie bien que Fiy) et F(7) donnés en 2.22 sont invariants.

Notons que si les transformations de jauge habituelles font intervenir
des formes exactes Ay = dA(,_1), la formulation ci-dessus est plus géné-
rale et permet de traiter tous les cas de maniére uniforme (y compris les
scalaires)|CJLP1].

Enfin, la relation algébrique esy = [en, ey| permet de relier les tensions
des membranes de la théorie M, la M2 et la M5 qui sont des sources pour les
champs A et fl(6) [LLPS|. En effet, le couplage intervient par des termes

M3

Mg

ou Mj et Mg sont les volumes d’univers des M2 et M5 et ou T3 et Ty sont les
tensions de ces membranes. Rappelons que c¢’est la propriété BPS qui assure
que les constantes de couplage sont égales aux tensions des objets.

La quantification impose que sous I'action d’une transformation de jauge,
I’action varie d’'un multiple de 27. Si on ne considére que des transformations
de la forme e*®®# | cela impose la contrainte que pour tout 3-cycle Mj

0l = T3 A3y € 277 (2.32)
M3

D’autre part si on compose deux telles transformations de jauge, de para-
meétres Az et A’(3), A(g) subit la transformation

- 1 1
A = Aw — A Ay — 540 A (Ae +AR) . (233)
ce qui donne pour le commutateur de ces deux transformations

As) — Ap

I ~ 2.34
A(G) —> A(G) - A(g) A AI(3) . ( )

Ainsi pour tout 6-cycle Mg on doit aussi avoir

oI = Tﬁ/ A ANy € 207 (2.35)
Mg
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Dans les cas ot Mg se décompose en produit de deux 3-cycles Mj et Mj, et
en choisissant A3y de telle sorte que cette forme soit d’intégrale nulle pour

tout cycle non équivalent a Mj et telle que T3 fM3 Ay = 2w, et de méme
respectivement pour A’(3) et M3, alors cette intégrale se réduit a
LT\
6[ = Tﬁ/ A 3 A’ = T6 <——> s (236)
Ms ®) M ®) 2 27
et comme &1 soit étre dans 277, le choix minimal est de prendre
Ts T3 T;
— == 2.37
2r 2w 2w ( )
En fait cette relation refléte la relation algébrique
Cog = [BH, €H] (238)

ou 2H est le diviseur associé a la M5 et H le diviseur associé a la M2. On
associe la tension T3 a la surface de la sphére S? H dans P?. L’espace des
modules de la théorie M, c’est-a-dire la constante de couplage T3 est ainsi
donné par le groupe de cohomologie H?(P? R).

2.3.2 Meéthode générale

Ce que nous venons de voir se généralise aux compactifications de la
théorie M sur des tores orthogonaux, ainsi qu’a d’autres modéles physiques
comme ceux du triangle magique, comme nous le verrons par la suite.

La correspondance dans le cas général est résumée dans le tableau 2.1.

Voyons maintenant le détail de cette correspondance. Soit X une surface
de del Pezzo. Alors son groupe de Picard muni de la forme d’intersection
forme un réseau de signature (1,p — 1) (en notant p la dimension de ce
réseau). Considérons les diviseurs de degré et de genre positifs (ou nuls), et
choisissons une base du réseau telle que tous ces diviseurs puissent s’écrire
comme combinaisons linéaires a coefficients positifs, a ’exception de la moitié
de 'hyperplan de degré zéro. (En fait cela n’est pas possible dans tous les
cas, mais au moins dans la majorité de ceux qui nous intéressent. Pour les
autres la construction est plus subtile ; nous en parlerons dans la section 2.4.)
Pour les diviseurs C' de degré 0, on a par définition K.C' = 0, donc le genre
ne dépend que de C?%; si C est de genre positif, il en est de méme de —C
et il faut donc choisir un demi-espace. Cela revient a choisir une jauge de la
théorie comme nous le verrons plus loin.

Cette base étant trouvée (elle est unique a un groupe de symétrie pres)
on peut écrire la matrice d’intersection M dans cette base. On peut alors
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Surface de del Pezzo X de
degré K2.

Modéle physique en dimen-
sion D = K? + 2.

Classes de diviseurs de genre
virtuel positif et de degré
positif.

Racines positives d'une su-
peralgébre qui permet de
construire les champs boso-

niques de la théorie (mé-
trique exclue) avec leurs
équations du mouvement.

Classes de diviseurs de genre | Objets BPS.

zéro et de degré compris

entre 0 et K2 + 2 inclus.

Relations linéaires entre di- | Relations multiplicatives

viseurs. entre les tensions.

H?(X,R)/W Espace des modules de la
théorie.

Eclatement d’un point lisse. | Compactification sur un
cercle.

Transformation élémentaire. | T-dualité.

Isométries de la surface Groupe de U-dualité.

TAB. 2.1 — Correspondance entre surfaces de del Pezzo et théories physiques.

vérifier que la matrice A = —M vérifie les régles énoncées au 2.2.4 et on peut
donc construire une superalgébre de Borcherds. Pour définir la parité des
éléments, on prend la parité du degré des diviseurs correspondants, qui est
du reste la méme que celle de leur auto-intersection, c’est-a-dire les éléments
diagonaux de la matrice, comme on le voit par la formule d’adjonction. En fait
pour les diviseurs exceptionnels d’auto-intersection —1, auxquels on associe
des générateurs fermioniques, il faut remplacer dans la matrice A I’élément
diagonal 1 par 0 pour que la construction redonne les résultats de la physique.
On pourrait s’attendre a ce que la relation de Serre [e;, [e;,€;]] = 0 (i est
I'indice du générateur fermionique considéré, et j celui d’'un élément tel que
A;; = —1) disparaisse, puisqu’elle disparait des relations imposées, mais il
n’en est rien : elle devient une conséquence de [e;, ;] = 0.

On observe que dans tous les cas qui nous intéressent, et en particulier
pour les surfaces de del Pezzo lisses, toutes les racines de degré (mesuré par
I'intersection avec —K') compris entre 0 et K2 ont une multiplicité 1, sauf — K
qui a une multiplicité rg(Pic(X))—1 et 0 qui a une multiplicité rg(Pic(X)).®

80n identifie ici le réseau des racines de notre algébre au réseau de Picard de la surface
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Nous tronquons alors notre superalgébre & ces racines de degré entre 0 et K>
(bornes comprises), et nous supprimons également pour la racine 0, c’est-a-
dire pour le tore b, le générateur associé a la direction —K : on ne garde que
les h, tels que a. K = 0. Alors la multiplicité de cette racine est la méme que
celle de —K, et on peut observer que notre algébre tronquée est symétrique
sous l'involution du réseau des racines

Crs —K—C, (2.39)

dont on a vu qu’elle préserve le genre des diviseurs de la surface associée. Il
y a une derniére troncation a faire, qui correspond a un choix de jauge : une
fois la base de racines simples choisie, on ne garde que les racines positives,
ce qui revient a exclure la moitié des racines de degré zéro. Pour préserver
la symétrie par rapport & —K /2 qui est cruciale dans notre construction, on
est amené également a faire cette troncation symétriquement en degré K?2.
Les différents choix pour cette troncation sont reliés par le groupe de Weyl
de la U-dualité, puisque c’est le choix d’une base de racines simples.

Pour calculer la multiplicité des racines, on se sert de la formule du dé-
nominateur, qui est un cas particulier de la formule du caractére [Ra :

H (1 N ea)mult(a)
“ﬁir 7o = e’ Z det(w)w (e_p Z(_l)lg(u)eﬂ) , (240)

neL

a impair

ot les produits du membre de gauche se font sur toutes les racines « positives,
respectivement paires et impaires, de multiplicité mult(«), ot p est le vecteur
de Weyl défini par (p, ;) = (o, o) (les a; sont les racines simples), on W
est le groupe de Weyl, ot i court sur ’ensemble L des combinaisons linéaires
Zj li;a;; de racines simples imaginaires a;, mutuellement orthogonales, avec
li; <0, et li; <1siaq; n'est pas une racine simple fermionique de norme 0;
Ig(u) est la longueur de p, c’est-a-dire » . l; .

A chaque générateur 7; de degré p; de notre algébre tronquée, nous as-
socions alors une p-forme A;, élément de l'algébre de Grassmann AM des
formes différentielles sur un espace-temps M de dimension D = K2 + 2, et

nous formons ainsi un élément

Y = eZi AT (2.41)

de del Pezzo puisqu’ils sont isomorphes, mais la métrique est 1égérement différente comme
on ’a vu au paragraphe précédent.
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du supergroupe correspondant, et nous pouvons calculer sa « courbure »

G=dyy ! = ZFZ-TZ-, (2.42)

ou les F; peuvent s’exprimer en fonction des A; et des dA;.

En utilisant la symétrie du réseau des racines par rapport a —K /2, nous
définissons alors une pseudo involution & de carré 8 = +1 qui agit sur
I’algébre tronquée de telle sorte qu'en combinant avec l'action de 1'étoile
de Hodge * sur les formes différentielles S* soit une involution de 1’algébre
tangente au supergroupe : (Sx)? = 1.

On interprete alors les F, comme les champs bosoniques d’une théorie
physique, et on impose comme équations du mouvement la condition d’auto-
dualité

SxG=G. (2.43)

En prenant les surfaces de del Pezzo lisses, on retrouve ainsi exactement
le contenu en champs bosoniques (sauf la métrique) et les équations du mou-
vement de la supergravité D = 11 et de ses réductions dimensionnelles sur
des tores orthogonaux, ainsi que de la supergravité IIB en dix dimensions.
Le groupe de Weyl qui échange les racines agit alors sur les champs comme
sous-groupe de U-dualité.

2.3.3 Théorie IIB

Commencons par cette derniére, qui est associée a la surface P! x P'. En
notant [; et Iy les deux diviseurs associés aux deux P', on a —K = 21, + 21,,
qui est d’auto-intersection 8. Cette surface est donc associée a une théorie
physique de dimension d’espace-temps 10 : la théorie des cordes II1B, ou plutot
sa limite de supergravité. On calcule facilement le genre : si C' = al; + bls,
on a

g(C)=1—-a—b+ab, (2.44)

qui est nul pour les diviseurs tels que a = 1 ou b = 1 et positif & I'intérieur
du cone formé par ces deux droites, pour |a + b — 2| > |a — b|. (On vérifie
bien que I'égalité donne les deux droites a =1 et b = 1.

Le degré est donné par —K.C' = 2a+2b. En tronquant aux degrés compris
entre 0 et 8 on obtient les deux séries de diviseurs de genre zéro (ou rationnels)
li +0ly (-1 < b < 3)etalp+1 (-1 < g < 3) et les diviseurs 0 et
—K qui sont de genre 1. On vérifie bien qu’il y a symétrie par rapport a
—K/2 =l + l5. Notons aussi que le degré de tous les diviseurs étant pair,
on va associer a cette surface une algébre purement bosonique, une algébre
de Lie de dimension infinie.
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En degré 0 on a comme racines [; — [l et son opposée [, — [, qui sont
échangées par le groupe de Weyl Z, de I'algébre A;. Si on choisit de prendre
ag = I —1s comme racine simple, alors on est forcé de prendre comme seconde
racine simple a; = Iy, de degré 2. On construit alors sur ces deux racines une
algébre de Borcherds de rang 2, qui a déja été étudiée en [Sl|. La matrice

d’intersection est
-2 1
< 1 0), (2.45)

dont on obtient la matrice de Cartan

( _21 _01 ) (2.46)

de notre algébre, qui est purement bosonique comme nous I’avons dit. Elle
se représente par le diagramme de Dynkin

O—

%] aq

et est engendrée par les générateurs h.,, hays €ags €ars fao €6 fa, avec les
relations que nous rappelons :

(1) [eaoa fao] = hao ) [emafoa] = ha1 )

(i1) [Pag, €ag] = 2€a0; [Pays €ay] = U;
(ili) [hags fao] = 2fa0, [hays for] = 0;
(iv) [hags Pay] =

(v) [ea: [€ao; eal]] =0;

(vi) [faos [fags far]] =0

Les différents diviseurs et les objets BPS correspondants sont représentés
sur la figure 2.1, sur laquelle la troncation est également marquée.

On associe aux éléments correspondants de 1’algébre des formes différen-
tielles données dans le tableau 2.2.

Pour compléter ce tableau, il convient de rappeler que la racine zéro
correspond au générateur h,,, puisque aqg engendre 'orthogonal de —K. On
peut vérifier grace a la formule du dénominateur que toutes les autres racines
du tableau sont bien de multiplicité 1, y compris — K.

On forme alors I’élément du supergroupe

VY =  erPhageCl0)€ag oB(2)ar +C)ag+ar ¢Clayag+2a1

(2.47)

w eC(6)€ag+3a1 +B(6)2ag+3a1 oC(8)€ag+iar p¥(s)€2a0+4a;
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F1G. 2.1 - Diviseurs de degré et genre positifs de la surface P* x P! et objets
BPS correspondants dans la théorie I1B.

Degré | Racine « positive » | Etat BPS | forme

0 0 7 P

0 Q) D-1 C(O)
2 Qq F1 B(g)
2 g + o D1 0(2)
4 Qg + 20 D3 0(4)
6 o + 3ag D5 C(G)
6 2040 + 3041 NS5 B(ﬁ)
8 o + 4041 D7 C(g)
8 —K =2ap + 40 ? ’Lﬂ(g)

TAB. 2.2 — Formes différentielles et états BPS associés aux diviseurs de P! x P!
pour la supergravité II1B.

qui permet de calculer G = dVV 1. On définit I'involution S par

hag

€ao
€a;

€ag+a;

11T

€ap+2a;

62(10 +4aq
€ag+da;
€2a0+3a1 (248)
€ag+3a;

€ap+2a;
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et la condition d’auto-dualité

donne alors les équations du mouvement des champs bosoniques de la super-
gravité IIB.

De la méme facon que pour la théorie M, les relations entre les diviseurs
donnent des relations de commutation entre générateurs de ’algébre dont on
peut déduire les relations entre les tensions des différents objets BPS. Ainsi
comme par exemple [; = (I; — l) + o, on obtient au niveau des tensions

Tp1 _ Tp1 Tk
o o 2m

(2.50)

et le réseau de Picard étant de dimension 2 on peut relier toutes les tensions
a deux grandeurs fondamentales, qui paramétrent 1’espace des modules de
cette théorie; on peut prendre la longueur fondamentale des cordes g et la
constante de couplage gg. Cet espace des modules est alors donné par une
forme linéaire sur ce réseau bidimensionnel, ¢’est-a-dire par un élément w de
H?(X,R), en faisant I'identification

w(ly) = —2log(2nlp)

w(ly =l) = —log(gn)- (2.51)

Le groupe de Weyl Z, agit sur le réseau comme la symétrie qui échange
l; et ly, ce qui est I’échange des deux P! de la surface P! x P'. Physiquement,
cela se traduit par la S-dualité qui échange la corde perturbative F1 avec la
D-corde D1, et qui échange les champs By et C(y). Cette dualité échange
un régime perturbatif avec un régime non perturbatif : en effet on voit par
I'identification 2.51 que la constante de couplage gp est changée en 1/gp. En
fait 'objet perturbatif n’est plus le méme, puisque F1 et D1 sont interverties.

2.3.4 Théorie ITA et compactifications

Cette analyse peut étre reproduite pour la supergravité ITA a dix dimen-
sions, qui correspond cette fois & la surface de del Pezzo obtenue en éclatant
un point de P2,

Les diviseurs sont de la forme C' =a H + b FE et comme K = —3H + F,
le degré est 3a + b est le genre est

(@a=3)a—(b+1)b (a+b—1)(a—b—2)

9(C) =1+ 5 = 5 (2.52)
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dont on obtient les diviseurs de genre 0 (spectre BPS) et les diviseurs de genre
positif (racines de la superalgébre). Les racines simples sont nécessairement

Oéng

. _ H_p (2.53)

qui sont respectivement impaire et paire, étant de degrés 1 et 2.

La figure 2.2 présente le spectre des objets BPS, dont la dimension est
donnée par le degré du diviseur rationnel correspondant, et les racines qu'on
garde aprés troncation de la superalgébre aux degrés compris entre 0 et 8.

A

F1G. 2.2 - Diviseurs de degré et genre positifs de la surface P? et objets BPS
correspondants dans la théorie ITA.

La matrice d’intersection étant

( _11 (1) ) : (2.54)

on prend comme matrice de Cartan

< _01 _01 > : (2.55)
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ou comme on I’a vu on doit remplacer I’élément diagonal 1 (aprés changement
de signe) par 0 pour la racine fermionique ag. Le diagramme de Dynkin de
cette superalgébre est le suivant.

X

Qg 651

La encore en associant des formes différentielles aux générateurs de ’al-
gébre tronquée on obtient les champs (bosoniques) de la supergravité ITA a
10 dimensions, et ’équation d’auto-dualité S x G = G permet d’en obtenir
les équations du mouvement.

En fait, on peut interpréter cette théorie comme la compactification sur
un cercle de la théorie M, ou plus précisément comme la réduction de Kaluza-
Klein de la supergravité a 11 dimensions. En effet la corde fondamentale F1
peut se voir comme la membrane M2 dont une des dimensions est enroulée sur
le cercle de compactification. La D2 est la M2 non enroulée, la NS5 provient
de méme de la M5 qui enroulée sur le cercle donne la D4. Quant & la DO,
elle peut se voir comme les modes d’impulsion de Kaluza-Klein, avec comme
dual magnétique la D6.

Si on regarde ce que cela signifie pour les diviseurs associés, on voit que
I’éclatement d’un point correspond a la compactification sur un cercle, et le
diviseur exceptionnel £ aux modes d’impulsion de Kaluza-Klein. De plus si
C est un diviseur de genre 0, auquel on associe un état BPS, aprés éclatement
on obtient deux diviseurs de genre 0 : C, de méme degré et qui correspond
a l'objet non enroulé, et C' — F dans le degré inférieur qui correspond a
'objet enroulé. Si le potentiel associé a C' (et pour lequel C' est une source
électrique) est une p-forme A, ,,. ., et que le compactification se fait sur la
direction ¢ on obtient respectivement une p-forme A (ou les indices
sont différents de 7) et une (p — 1)-forme A;,, ., _,.

De méme en éclatant d’autres points, pris en position générale, on ob-
tient les surfaces de del Pezzo lisses qui correspondent aux compactifications
successives sur des cercles de ces théories, ¢’est-a-dire & des compactifications
sur des tores orthogonaux (B = 0). On ajoute a chaque fois a 'espace des
modules les rayons des cercles de compactification, et on obtient les objets
BPS donnés dans le tableau 2.3.

Les diagrammes de Dynkin de ces compactifications successives sont les
suivants.

D=11:

B2 fip

-1

@
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Deg. Racine (positive) Etat BPS forme
0 0 Dilatons ¢
0 H—-FE,—E; - E M2 triplement enroulée Awyiji
0 E;—E; (i > ) Modes Kaluza-Klein jo)j
1 E; Impulsion Azl)

1 H—-FE;, - F; M2 doublement enroulée A1yij
2 H - F; M2 simplement enroulée Ay
3 H M2 A
6—Fk 2H — Zp E, M5 enroulée sur un k-tore {1(6_@
T—k 2H -3 L E M5 enroulée sur un (k—1)-tore {12(.751:)
8—k 2H =% i, Ep M5 enroulée sur un (k—2)-tore ‘f%—k)
8—k | 3H — Zp# E, Dual magnétique des impulsions 4(8_“1‘
9—k | 3H =3 . By Dual magnétique des modes KK AZ97k)z
9—k 2H =% i1 By M5 enroulée sur un (k—3)-tore Agi—k)

9—k | —K=3H-), Dual magnétique des dilatons (0

TAB. 2.3 — Formes différentielles et états BPS associés aux diviseurs de P2
pour la théorie M compactifiée sur T*.

D =10 (IIA) :
D=9
D=3

X
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D=7
O—O—(0O—@
D=6
O—O—CO—CO—e
D=5
O—O—CO—C—CO—=e
D=4
O—O—C0O—CO—CO—C0—e
D=3
O—CO—CO—CO—"C0CO—"—C0O—(0O—e

Nous avons déja vu qu’éclater un point sur P' x P! ou deux points sur P2
donne la méme surface de del Pezzo, de degré 7. Du coté des théories phy-
siques, cela se traduit par la T-dualité : 1a théorie des cordes ITA compactifiée
sur un cercle (c’est-a-dire la théorie M compactifiée sur un 2-tore) et la théo-
rie des cordes IIB compactifiée sur un cercle sont duales, i.e. ce sont deux
descriptions de la méme théorie. En fait les rayons de compactifications des
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cercles correspondant aux théorie ITA / IIB varient inversement. Plus préci-
sément, la relation 2.13 indique que le rayon du cercle de compactification
de la théorie IIB est inversement proportionnel au volume du 2-tore de com-
pactification de la théorie M. En effet le volume d’un diviseur exceptionnel
est relié au rayon de compactification du cercle correspondant :

Plus généralement, I'espace des modules d'une de ces compactifications
est donnée par la longueur de Planck [, de la théorie M ainsi que les rayons de
compactification (nous rappelons que les compactifications considérées étant
orthogonales, il n’y a pas d’autre paramétre). Pour /, on a la correspondance

w(H) «— —3log(l,), (2.57)

qui compléte I'isomorphisme entre I'espace des modules de la théorie physique
et H?(X,R). En fait, il faut encore quotienter par le groupe de Weyl de la
surface de del Pezzo, ou encore de la superalgébre correspondante. En effet
ce groupe agit par diffeomorphismes sur la surface de del Pezzo et préserve
la classe anticanonique — K, et d’autre part c’est le groupe de U-dualité du
cOté physique, qui échange des théories équivalentes. Au final, I’espace des
modules est donc

M = H*(X,R)/W(E}), (2.58)

puisque pour ces surfaces de del Pezzo lisses les groupes de Weyl sont ceux
des algebres de la série Ej.

2.4 Triangle magique

Une question se pose : est-il possible de trouver des surfaces de del Pezzo
qui correspondent aux autres supergravités, et en particulier de reconstruire
le triangle de supergravités de [J] du coté des surfaces de del Pezzo? Nous
allons voir ici qu’il est effectivement possible d’associer une telle surface a
toutes les théories du triangle, et que la symétrie de celui-ci par rapport a la
diagonale peut s’expliquer en termes algébriques.

2.4.1 Triangle coté physique/del Pezzo

Pour commencer, nous allons traiter le triangle « déployé » ou « com-
plexe » de [CJLP2|, qui s’obtient en considérant des modéles o sur des es-
paces symétriques en dimension 3, qu’on oxyde pour obtenir des théories en
dimensions supérieures.
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Le triangle magique de supergravités donne pour le secteur bosonique
des théories D = 3 des modéles o sur des espaces symétriques G/K. Les
groupes G qui interviennent dans ces espaces symétriques n’apparaissent pas
tous dans leur forme déployée (encore appelée « maximalement non com-
pacte »), sauf pour la supergravité maximale, qui descend de la supergravité
a 11 dimensions, ou encore la gravité pure par exemple. Si on remplace des
groupes par cette forme déployée, on obtient le triangle donné dans [CJLP1]
et complété dans [HIP1].

Pour construire ce triangle de modéles physiques, le plus simple est d'utili-
ser la correspondance avec les surfaces de del Pezzo. En effet, pour les surfaces
de del Pezzo c’est le triangle constitué de celles de ces surfaces qui possédent
précisément une singularité de Du Val de type Ay, pour k allant de 0 (surface
lisse) & 8. On place dans chaque case du triangle les surfaces correspondant
a un degré et a un k£ donnés. On obtient alors le triangle de la table 2.4.

Pour calculer toutes les surfaces qu’on peut obtenir, on procéde de la ma-
niére suivante. Sur une surface de del Pezzo lisse, on regarde les (—2)-diviseurs
de genre 0, et en particulier les différentes chaines A, inéquivalentes (sous le
groupe de Weyl) dans le réseau de Picard. A part pour P! x P!, on peut dé-
former la surface de del Pezzo pour que les (—2)-diviseurs d’une chaine Ay se
transforment en (—2)-courbes qu’on peut alors contracter pour obtenir une
surface de del Pezzo singuliére. Cela revient a déplacer certains des points
éclatés pour passer d'un configuration de points en position générale a des
positions presque générales. Dans le cas de P! x P!, il faut passer a la sur-
face de Hirzebruch 3, pour avoir une —2-courbe?. Le groupe de Picard de la
surface ainsi obtenue est simplement l'orthogonal des (—2)-diviseurs choisis.
Notons aussi que dans les nouvelles colonnes ainsi obtenues, on descend tou-
jours en éclatant des points réguliers. De plus ces deux opérations (passage de
gauche a droite par déformation de la surface et contraction de (—2)-courbes
d’un coté, éclatement de points lisses pour aller de haut en bas de 'autre)
commutent. De plus il arrive que deux surfaces de del Pezzo différentes, de
méme degré et de méme singularité mais provenant de la contraction de deux
chaines Aj, inéquivalentes, donnent la méme surface aprés éclatement d’un
point lisse; c’est ce qu’on a déja vu pour P? et P! x P

Voyons maintenant précisément comment obtenir toutes les surfaces du
triangle. Pour la deuxiéme colonne, comme nous l’avons déja vu dans la

90n peut passer de I'une & I'autre en effectuant deux transformations élémentaires.
Une telle transformation se fait comme suit. Sur une surface ou ’on trouve une courbe
C de genre zéro et d’auto-intersection 0, on éclate un point sur cette courbe, faisant
apparaitre une courbe exceptionnelle. La courbe C' se transforme alors en une courbe
d’auto-intersection —1, toujours de genre 0. La transformation élémentaire est achevée en
contractant cette derniére.



n = n="7T n=2~06 n=2>5 n =4 n=3 n =2 n=1 n =10
d=11 +
d=10 | R ou A, +
d=9 | R x A, R
d=8 | A x Ay | Rx A, ou A, A
d=7 Ay R x Ay R x A; R +
d=6 Ds Ay x Az R x A? | R? ou A? R
d=25 FEs As A2 Rx A7 | R x A Ay
d=14 E; Dy As A x A3 | Rx Ay | R x A4y ou A, R +
d=3 Eyg E, Eg D Ay A x Ay Rx A; | R ou 4, +

TAB. 2.4 — Le triangle magique « déployé » [HJP1|.

onbiSew o[3uell], §'C

16
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section 2.1.9 en contractant la (—2)-section de la surface de Hirzebruch ¥,
on obtient une surface de del Pezzo de degré 8 et de singularité A;. Les autres
surfaces de la deuxiéme colonne (singularité A;) s’obtiennent en éclatant des
points pris en position générale sur cette surface, a I'exception du degré 6,
ou il existe une deuxiéme surface de del Pezzo dont le réseau de Picard est
Ag en degré 0 au lieu de Rx A; qu’on obtient par éclatement. Cette nouvelle
surface se construit en éclatant trois points de P? alignés sur une droite. La
transformée de cette droite par I’éclatement des trois points est une (—2)-
courbe H — E; — F5 — FE5 qu’on contracte pour obtenir la surface voulue.

La colonne suivante est constituée des surfaces de del Pezzo avec singula-
rité A,. Pour I'obtenir, on part de P? et on éclate un point p; qui donne un
diviseur exceptionnel E, sur lequel on prend un point p, qu’on éclate en un
diviseur exceptionnel F,. Dans cette opération, la courbe E; se transforme
en Fy — Fy qui est alors une (—2)-courbe. On prend alors un point sur Ej
qui n’est pas le point d’intersection avec F; — F» et on ’éclate en un diviseur
exceptionnel Ej. Ejy se transforme alors en une (—2)-courbe Ey — E3 d’in-
tersection 1 avec Fy — E,. On a donc une chaine A, qu’on peut contracter,
et qui donne une surface de del Pezzo, comme le critére de Nakai-Moishezon
permet de le vérifier facilement. Les autres cases de cette troisiéme colonne
s’obtiennent toutes en éclatant des points lisses en position générale sur cette
surface de del Pezzo singuliére de degré 6. (Rappelons que la contraction des
(—2)-courbes ne change pas le degré, puisque — K est invariant.) Cela traduit
le fait que le groupe de Weyl des surfaces lisses échange toutes les chaines A,
de (—2)-diviseurs.

En itérant le processus que nous venons de décrire pour Ay, on peut
rendre tous les diviseurs de la forme FE; — F;; effectifs. La condition de ne
pas prendre un point d’éclatement sur une (—2)-courbe assure qu’il n’appa-
rait pas de courbes d’auto-intersection -3 ou moins, ce qui contredirait la
condition de del Pezzo d’apreés le critére de Nakai-Moishezon. On peut ainsi
former des chaines A; pour k allant jusqu’a 8 — K? pour une surface de degré
K?. Voyons au cas par cas les surfaces qui ne peuvent pas s’obtenir ainsi.

Pour la colonne de singularités As, en plus de la singularité qu’on ob-
tient de cette maniére et qui donne en degré 0 R x R pour la superalgébre
correspondante (c¢’est-a-dire qu’il n’y a que 0 comme diviseur de degré 0 et
genre positif), on peut aussi obtenir A; X A;. Pour cela, on place sur P?
cinq points d’éclatement p; dans la configuration presque générale suivante.
p1, p2 et p3 sont alignés sur une droite et éclatés. H — E; — Ey — Ej3 est
alors une (—2)-courbe. On prend alors p, sur E3 mais pas sur E; — E3 ni sur
H — E| — Ey — E3. L’éclatement de ce point donne alors une (—2) courbe
E5; — FE,, et on recommence avec un point ps sur E, qui n’est pas a l'intersec-
tion avec F3 — Ej4. On a alors une chaine As formée par H — Fy — Fy — Ej,
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E; — E, et Ey, — F5 qu’on contracte pour avoir une surface de del Pezzo de
singularité As et de degré 4. En éclatant un point lisse en position générale
sur cette surface, on obtient une surface de del Pezzo de degré 3 qu'on avait
déja par la procédure générique du paragraphe précédent. Autrement dit, on
peut aussi obtenir la surface que nous venons de décrire en contractant une
(—1)-courbe (rationnelle) bien choisie sur cette surface de degré 3. Selon la
(—1)-courbe qu’on contracte, on tombe soit sur la surface de type « R X R »
soit sur celle de type « Ay x Ay ».

De méme si on prend la surface de del Pezzo de degré 4 et de singularité
Ay (qui se résout en Ey — Fy,...,Ey — Ej5), on trouve dessus un P! d’auto-
intersection —1 qu’on peut contracter pour obtenir une surface de del Pezzo
de degré 5 et de singularité A,. Sa résolution fait apparaitre la chaine de
(—2)-courbes Ey — Ey, E5 — E3, E3 — Ey et H— Ey — Ey — E3. Sur la surface
de degré 1 et de singularité As on a également deux diviseurs exceptionnels
inéquivalents qui donnent deux del Pezzo de degré 2 et de singularité As
différentes.

On peut former une surface de del Pezzo de degré 2 et de singularité A; a
partir de P? éclaté en sept points en positions presque générales. Pour cela il
faut placer les 6 premiers points d’éclatement p. .. pg sur une conique 2H, de
telle sorte que la transformée de la conique, 2H — Fy — Ey — E3— Fy— E5— Eg,
soit une (—2)-courbe (de genre 0), et par ailleurs chaque point d’éclatement
est pris infiniment prés du précédent, c’est-a-dire que p;,; est pris sur le
diviseur exceptionnel E;, pour que les E; — E; . soient des (—2)-courbes. On
obtient ainsi un A; de telles courbes qu’on contracte pour obtenir la surface
de del Pezzo voulue, qui donne en degré 1 par éclatement d’un point lisse
une surface différente de celle qu'on avait déja obtenue par la construction
« générique ».

Enfin on peut obtenir une surface de degré 1 et de singularité Ag, en
contractant les (—2)-courbes obtenues par I'éclatement de P? en huit points
dans le configuration presque générale suivante. Les huit points sont infini-
ment proches pour que les E; — F; | soient des courbes effectives, et de plus il
doit exister une cubique 3H qui passe par tous les points dont deux fois par le
premier (mais pas plus), de telle sorte que 3H —2F; — E; — ... — Eg viennent
compléter le A; pour former un Ag de —2-courbes, comme on peut le vérifier
en calculant les intersections. On a ainsi complété le triangle (table 2.4); on
peut en effet vérifier par une étude systématique que toutes les surfaces de
del Pezzo Gorenstein avec une unique singularité A, peuvent s’obtenir d’'une
des maniéres exposées dans cette section.

Il faut ajouter que pour les surfaces des colonnes n = 3 et n = 2, on ne
peut pas trouver de base de racines simples pour le réseau des racines. Plus
précisément, on doit prendre une racine « simple » de plus que la dimension
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du réseau, ce qui signifie que ces racines « simples » ne sont pas linéairement
indépendantes. Dans la construction de 'algébre a partir de la matrice de
Cartan, il convient donc de quotienter notamment par 1’élément redondant
du tore maximal. Tl faudrait aussi quotienter par d’autres relations entre les
générateurs associées aux racines, mais cela ne concerne que des racines de
degré supérieur a celui de —K, qui disparaissent lors de la troncation.

2.4.2 Symétrie du triangle complexe

En présentant le triangle comme nous ’avons fait, on peut faire une ob-
servation essentielle : il est symétrique par rapport a la diagonale, dans le
sens ou pour toute surface de degré p et de singularité A, il existe une sur-
face de degré k + 1 et de singularité A, ; qui a la méme partie de degré 0
du groupe de Picard. En fait, cela se généralise comme nous allons le voir.
Etant donné une surface de del Pezzo de degré 1, on peut construire dessus
un tel triangle possédant cette symétrie, que nous allons démontrer dans un
cadre plus général.

Du point de vue des superalgébres, cela signifie que si on a une super-
algébre correspondant & une del Pezzo de degré 1, ou encore a une théorie
physique en dimension 3 (qui est un modéle o), le centralisateur de k s[(1]1)
qui commutent entre eux et celui d’un sl(k) bien choisi ont la méme partie de
degré 0. Notons que ces superalgébres sont caractérisées par le fait que leur
diagramme de Dynkin est celui d’une algébre affine ot la racine « affine » (de
coefficient 1 dans la relation de dépendance linéaire de la matrice de Cartan)
est remplacée par une racine fermionique de norme 0. Nous allons faire la
démonstration du coté des surfaces de del Pezzo, mais la démonstration se
transpose dans le langage des superalgebres de Lie.

Soit donc X une surface de del Pezzo de degré 1. Nous allons voir que dans
la partie du groupe de Picard de X orthogonale a K (degré 0), I'orthogonal
de k diviseurs exceptionnels est aussi I'orthogonal d’une chaine Ay de (—2)-
diviseurs (de genre 0). Soient en effet E)...E) des courbes exceptionnelles,
de carré —1 et de genre 0 (et donc de degré 1) sur une telle surface de
del Pezzo, tous orthogonaux deux a deux. Alors en considérant les diviseurs
E,—FE,,...,Ex_1 — E}, on a une chaine A;_; de (—2)-diviseurs de genre zéro,
comme on le vérifie facilement. En se rappelant que la surface est de degré
1, c’est-a-dire que K? = 1, et que —K.FE; = 1, on voit que —K — E; est
aussi de norme —2 et de genre zéro, d’intersection 1 avec E; — F5y et 0 avec
les autres diviseurs de la chaine. Cela la compléte donc en une chaine Ay.
Réciproquement, si on a une telle chaine Ay on peut retrouver les k (—1)-
diviseurs de genre zéro E;. Si on se restreint a I'orthogonal de — K, ¢’est-a-dire
aux diviseurs de degré zéro, on constate que 'orthogonal des E; est le méme
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que celui des F; — E; 11 et —K — E.

Pour construire les surfaces de del Pezzo singuliéres, il faut encore montrer
que la surface dont nous sommes partis peut toujours étre déformée de facon
a ce que les (—2)-diviseurs de la chaine A; deviennent des courbes, ou plus
précisément qu’il y ait une courbe dans la classe de diviseurs considérée. Nous
n’en avons pas de démonstration générale pour des surfaces de del Pezzo trés
singuliéres, mais nous pouvons le démontrer pour le cas de surfaces ayant au
plus des singularités de Du Val. En effet pour toute telle surface, de degré
1, en résolvant toutes les singularités, on se retrouve avec P? éclaté en huit
points en positions presque générales, surface sur laquelle on peut rendre
tout (—2)-diviseur de genre 0 effectif et irréductible, comme nous I’avons vu
sur quelques exemples ci-dessus. Si on considére plusieurs de ces diviseurs
simultanément, on a la limitation qu’ils doivent appartenir a un méme demi-
espace de I’hyperplan orthogonal & — K. Autrement dit, ces diviseurs doivent
étre des racines positives pour un choix de racines simples|Dem|. Cela ne
pose pas de probléme car pour toutes les singularités donnant des chaines
ADE orthogonales entre elles, elless-mémes orthogonales aux diviseurs que
nous voulons rendre effectifs, on peut toujours trouver un demi-espace qui
contient le tout. Etant donné un (—2)-diviseur de genre zéro dans ce demi-
espace, il est soit de la forme F; — F; soit nH — ki, — ... — kgFs. Dans le
premier cas, il suffit de prendre p; infiniment proche de p;, c’est-a-dire sur
E;, pour que le diviseur soit effectif. Dans le deuxiéme, il faut construire une
courbe définie par un polynome de degré n en trois variables homogénes, sur
P?, et qui passe k; fois par le point p;. Pour cela, il suffit d’avoir une courbe
de ce degré ayant les points multiples requis, ce qui est toujours possible avec
la contrainte d’intersection 0 avec —K : 3n =k + ko + ... + ks.

Nous avons montré jusqu’ici que partant d’une surface de del Pezzo de de-
gré 1 I'on peut construire une ligne vers la droite par déformation de la surface
et contraction de (—2)-courbes et une colonne vers le haut par contraction
de (—1)-courbes telles que les parties de degré zéro du groupe de Picard
soient les mémes par symétrie par rapport a la diagonale. (La démonstration
n’est compléte que pour des singularités rationnelles, mais nous verrons plus
loin un cas de surface non normale (singularité le long d’une courbe) ou cela
marche aussi.) Pour compléter le triangle, il suffit d’utiliser plusieurs fois ce
raisonnement. Partant d’une surface de del Pezzo de degré p et possédant une
singularité A, on peut, comme nous venons de le voir, construire une surface
de del Pezzo de degré 1 avec une singularité A, & A,_; qui posséde le méme
systéme de racines en degré 0. En inversant le role de Ay et A,_;, on peut
alors également construire une surface de del Pezzo de degré k + 1 avec une
singularité A,_, qui posséde également les mémes racines de degré 0. Partant
d’une surface de del Pezzo de degré p ayant une singularité Ay, nous avons



96 Des surfaces de del Pezzo aux supergravités

ainsi obtenu une surface de del Pezzo de degré k41 avec une singularité A,
qui posséde les mémes racines en degré 0, ce qui correspond a la symétrie du
« triangle » par rapport a la diagonale. Notons que les autres singularités qui
peuvent étre présentes sur la surfaces sont laissées invariantes.

2.4.3 Construction du triangle réel

Physiquement, le triangle le plus intéressant est le triangle de supergra-
vités de [J] (table 1.1). Il correspond a des formes réelles différentes des
superalgébres considérées, et des surfaces de del Pezzo.

Une algébre de Lie réelle est une R-algébre de Lie. On peut la complexi-
fier : cela revient a prendre des coefficients complexes devant les générateurs
a la place de coefficients réels. On note alors que plusieurs algébres de Lie
réelles peuvent donner la méme complexification. Ainsi s[(2, R) et su(2) se
complexifient toutes les deux en sl(2, C). Réciproquement, on parle des diffé-
rentes formes réelles associées a une algébre de Lie complexe. Ainsi (2, R)
et su(2) sont les deux formes réelles de sl(2,C). (Il n'y en a pas d’autre.)
su(2) est la forme compacte et sl(2,R) la forme déployée ou mazimalement
non-compacte. Etant donnée une algébre de Lie complexe gc de dimension
n, on peut aussi la voir comme une algébre de Lie réelle de dimension 2n,
munie d’une structure complexe .J : gc — gc telle que J?> = —1. Une forme
réelle g de gc est une sous-algébre de dimension n. On peut la caractériser
dans g¢ par une involution antiholomorphe o qui laisse g invariant et donne
un signe moins a Jg. Si on prend comme forme réelle la forme compacte, on
lui associe ainsi une anti-involution 7 qui caractérise les directions compactes
de gc comme les directions invariantes par 7. Un générateur e de 1’algebre
est compact si sa norme pour la forme de Killing B(e, e) = Tr (ad, o ad,) est
négative. On peut donc définir la forme réelle compacte comme celle engen-
drée par ces générateurs. Etant donnée une algébre complexe semi-simple,
on peut toujours trouver une base telle que 7 induise I'involution —1 sur
I’espace des racines — ce qui signifie que tous les générateurs du tore b
choisi sont non-compacts, mais que zh est compact — et telle que la donnée
de o (ou plus précisément o*) sur I'espace des racines détermine la forme
réelle de maniére unique. Pour la représenter, on utilise un diagramme de
Satake. C’est un diagramme de Dynkin ou 1'on colorie en noir les racines
anti-invariantes (0*(a) = —a) et on relie par une fléche deux racines « et
telles que a + o*(a) = + 0*(f). Une racine noire est alors compacte : en
effet o étant une anti-involution, 0*(a) = —a implique o*(ia) = icv. Clest
donc i« la racine de I’algebre réelle. Et comme on a pris une base telle que
() = —a, on a de méme 7*(ia) = iy, ¢’est-a-dire que la racine réelle i
est compacte. En particulier elle correspond a une sous-algébre su(2) et non
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s[(2, R).

Pour les superalgébres la question est plus délicate, car si la notion de
superalgéebre réelle est bien définie, et I’anti-involution ¢ qui caractérise une
forme réelle d’une superalgébre complexe également, la notion de racine com-
pacte n’est pas évidente. Mais dans le cas de nos super-algéebres, les conditions
que les constantes de structures soient réelles et que la partie de degré zéro
soit, dans la situation décrite au paragraphe précédent permettent qu’on ca-
ractérise leurs formes réelles par des diagrammes de Satake généralisés. On
a comme ci-dessus des racines anti-invariantes coloriées en noir, des racines
blanches pour les autres et des fléches entres des racines de méme racine ré-
duite. Pour pouvoir définir une anti-involution o sur toute la super-algébre
a partir de I'involution du réseau des racines donnée par le diagramme, on a
simplement la limitation qu'une racine fermionique ne pourra pas étre prise
anti-invariante. En revanche deux racines fermioniques peuvent étre échan-
gées par une fléche.

Pour définir ¢ & partir du diagramme, on procéde ainsi. Pour une racine
simple anti-invariante «; (forcément bosonique), on prend

0'(6(1.) = fa-
! ! 2.59
o(fa;) = €a; ( )
ce qui donne bien
O(hai) = _hai . (260)

Toute autre racine simple «; est envoyée sur une racine positive ;. On déter-
mine «; en utilisant la condition que la matrice de Cartan doit étre préservée
par Uinvolution. (En particulier que les directions du réseau des racines in-
variantes par o sont orthogonales aux directions anti-invariantes.) On définit
alors ¢ pour ces racines par

ity B (260

oll on retrouve comme demandé

0(ha;) = ha,

'

(2.62)

La structure réelle étant donnée, on peut définir le réseau des racines
restreintes comme la projection sur la partie o-invariante. Ces racines ont
pour multiplicité le nombre de racines complexes dont elles sont la projection.

Pour une surface algébrique complexe, une forme réelle est donnée par
une involution antiholomorphe oy. Cette anti-involution induit une involu-
tion du groupe de Picard Pic(X), que nous noterons aussi ox au lieu de o*



98 Des surfaces de del Pezzo aux supergravités

par abus de notation. Pour une surface de del Pezzo lisse, la forme réelle
est entiérement déterminée par une involution du groupe de Picard qui laisse
invariante la classe anticanonique — K. Cette involution est déterminée par le
sous-espace anti-invariant, et Wall [Wa| montre qu’il est entiérement caracté-
risé par un sous-diagramme du diagramme de Dynkin (de K*) de la surface
de del Pezzo, dont les vertex correspondent aux diviseurs anti-invariants, et
qui est constitué d’une union disjointe de Ay, D4, Dg, E7 et Eg.

Pour une surface avec une singularité de Du Val, cela vaut pour la réso-
lution minimale, mais on a la contrainte supplémentaire que I'involution ne
peut pas valoir n’importe quoi sur les (—2)-courbes contractées. Pour une
singularité Ay, les formes réelles possibles sont ainsi données dans la table
2.5.

SL(n+1) O—0O--0O
0
o
SUMk+1,k—1) k> 1 5
0
ol
SU(k, k) k> 1 -0
---O
b
SU(k k—1) k> 1 OO

TAB. 2.5 — Formes réelles d’'une singularité A,

On voit donc que dans les deux cas, superalgébre et surface de del Pezzo,
une forme réelle est donnée par une involution du réseau des racines/de Pi-
card. Cependant il y a des conditions supplémentaires : toute involution de
ce réseau ne donne pas une forme réelle de 'algébre, il y a des conditions
supplémentaires (o — o(a) ne doit pas étre une racine) qui restreignent les
possibilités [A]. Pour les surfaces de del Pezzo singuliéres, il n’est pas garanti
a priori qu'une involution donnée de son groupe de Picard (qui préserve
—K) puisse s’obtenir en formant une singularité réelle de type A, sur une
des formes réelles d'une surface lisse.

En fait pour tous les cas du triangle de supergravités c’est possible, et il
y a méme plusieurs solutions possibles pour la plupart des cas. Pour faire le
calcul, la méthode est la suivante. Quand on résout (de maniére minimale)
une surface singuliére X en une surface lisse Y, le réseau A engendré par
la chaine de (—2)-courbes provenant du point singulier et Pic(XX') sont deux
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sous-espaces orthogonaux et complémentaires de Pic(Y'). En tant qu’espaces
vectoriel, on a donc

Pic(V) ® R = (Pic(X) @ R) & (A® R). (2.63)

On teste alors chaque forme réelle pour la singularité. Connaissant I'involu-
tion sur Pic(X) et sur la singularité, donc sur A, on en déduit I'involution
sur Pic(Y) ® R. Si celle-ci préserve bien le réseau Pic(Y'), alors on peut
obtenir une surface X ayant I'involution voulue et la singularité choisie. Le
tableau 2.6 présente les couples de structures réelles (sur la surface résolue et
sur la singularité) qui donnent des surfaces de del Pezzo correspondant aux
supergravités du triangle.

La donnée d’une telle surface de del Pezzo réelle permet de retrouver le
contenu en champs bosoniques de la théorie physique associée. La superal-
gébre peut toujours se décomposer selon la décomposition d’Iwasawa

g=¢t+a+n, (2.64)

ou £ est la partie compacte de I’algébre, a la partie non-compacte du tore
maximal h et n la sous-algebre nilpotente constituée des générateurs des
racines restreintes positives ¥ 7. On écrit alors le potentiel ¥ comme expo-
nentielle d’éléments de la partie orthogonale & —K de a* (notons la (a*)*')
et des éléments de n de degrés compris entre 0 et K? :

VY = exp Z oxhs + Z Ases | (2.65)
;\E(a*)l_ X_€2+
d(N)<K?

et G = dVV ! se décompose sur les mémes éléments.

Notons que les générateurs de 1’algébre qu’on a perdus par rapport au cas
de I'algébre déployée correspondent a des directions maintenant compactes,
puisque la partie compacte de la superalgébre est jaugée.

La multiplicité de chaque racine restreinte est obtenue en additionnant
la multiplicité des racines dont elle est la projection, et on obtient ainsi le
contenu en champs de la théorie. Ainsi pour la supergravité N =6 D = 6,
le diagramme de Satake de la superalgébre est

o O—0 (OO0

Qs Qg o 16 %)
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[ N=7] N =6 N=35 N =4 N =3 N =2 N=1 N=0
d=11
d= (1,0
d=9 (1,0)
d=38 (1,0)
d=71 (1,0)
d=6 (1,0) | (A%, SU(1,1))
(D4, SU(1,1))
d=5 (1,0) | (A%, SU(1,1))
(D4, SU(2))
d=4 (1,0) | (A3, SU(1,1)) | (A1 x D4, SU(2,1)) | (A1 x D4, SU(3,1)) | (A1 x D4,SU(3,2)) | (A1 x D4, SU(4,2)) [ (AT, SU(4,3)) (1,SL(8))
(D4, SU(2)) (D4, SU(2,2)) (A1,50U(3,3)) (A3,5U(4,4))
(D4, SU(5,3))
d=3 (1,0) | (A3, SU(1,1)) | (A1 x D4,SU(2,1)) | (A1 x D4, SU(3,1)) | (A1 x D4,SU(3,2)) | (A1 x Da,SU(4,2)) | (AT, SU(4,3)) (1,SL(8))
(D4, SU(2)) (D4, SU(2,2)) (A4,5U(3,3)) (A3,5U(4,4))
(D4, SU(5,3))

100

TAB. 2.6 Triangles de surfaces de del Pezzo réelles : Structure réelle de la résolution (donnée par le sous-diagramme
anti-invariant) et forme réelle de la singularité.
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ou les racines «; sont bosoniques et 3 est fermionique.
Les racines noires sont anti-invariantes. L’involution o est définie par

o Oé[]) = —Qq

O'(Oél) = —

O'(Oég) = a1 +oy+ a3 (266)
olaz) = —a3

o) = B+ag+a,

dont on vérifie bien que c¢’est une involution qui préserve la matrice de Cartan.
La superalgebre restreinte est donnée par le diagramme

O—CO
V9 /3
4 4

et la multiplicité des racines aprés troncation est donnée par le tableau sui-
vant.

Degré | Racine | Multiplicité | Potentiel
0 0 0]
0 Qi 4 A(U)
1 16 4 Ay
1 Qs + 6 4 An)
2 23 1 A
2 Qo + 25 4 4(2)
2 2(@2 + ﬁ) 1 4(2)
3 @y + 35 4 A
3 | 2ap+33 4 Ap)
4 Qg + 457 4 A(4)
4 20 + 40 1 -K

On retrouve bien le spectre de la supergravité D = 6, N' = 6 : 4 axions,
huit 1-formes, trois 2-formes et les champs duaux correspondants.

La table 2.7 donne les diagrammes de Satake et les superalgébres réduites
pour les autres cases du triangle.

2.4.4 Carré magique

On trouve dans la littérature un autre ensemble de supergravités, le carré
magique de Gunaydin-Sierra-Townsend [GST]|, dont les quotients G/K de
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A by A by
N=6,d=6| a 3 N=3d=4
e O oO0e OO | ©
a3 ag a1 B ooy g, 3 B
i @ By 6
5 N=6d=5| a a N-3d-3
a3 g O] 01 O g Q-1 B ,81 a1
4 4 1 X1 -1 1 6
a0 B
Qg 01 (2 B ,8_1 a1
a3 g op g o 4 4 1 1 B 2 3
B
N=6,d=3 N=2d=3
a_3 a2
-2 O—-CEO-O-0| | T0-O0-@ | =00
ai1aza3 Bl o A Ba a B o
o5 op i agd 4 1 1 1 2 1 '3
as oy N=5d=14 B N=1d=4
ol [ [ |
ar a3 s /i ar f 1
N=5d=3 a N=1d=3
as (6 7] o
moﬂ 000 ﬂ &@ 1
ar @ aza B ar a1 8 Qo a3 @ f
8 6 1 2 1
N=4d=4
aq
.—I—O—O
a3 (9 (&%) dO B
p 1 4
N=4,d=3 N=0,d=3
aq (7))
_:;: :_ =0 : :_
a3 ag a—1 f3 Qg -1 8 a f a f
1 4 1 1 1

TAB. 2.7 — Diagrammes de Satake des superalgebres du triangle de super-
gravités et superalgébres réduites, avec les multiplicités des racines simples.
(Les racines bosoniques sont notées « et les racines fermioniques /3.)
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d—6 SO(9,1) (45 SO(5,1)xSO(3) |18 SL(2,C)xU(1) ‘8
- 50(9) 137 S0(3)xS0(3) 13 SU@xU(1) 14
d=5 Eg |78 SU*(6) (35 SL3,C) 17
— Fy 152 Usp(6) 121 SU(3) 18
d— 4 E; 133 SO*(12) |66 ~ SU@B.3) 35
— EgxU(1) 169 Ue) 136 S(U3)xU(3)) 17
d =3 Fx 243 Fr 133 Fg 78
- ErxSU(2) 136 | SO(12)xSU(2) 179 SU(6)xSU(2) 138

TAB. 2.8 — Carré magique (& I'exception de la quatriéme colonne, absente).

U-dualité sont présentés dans la table 2.8 (sans la quatriéme colonne qui fait
intervenir des groupes non simplement lacés, que le formalisme présenté ici
ne permet pas de traiter).

En fait ces théories correspondent & des formes réelles différentes des trois
premiéres colonnes du triangle magique. On les obtient en prenant les surfaces
de del Pezzo réelles données par les involutions de la table 2.9, ou la premiére
entrée est le sous-diagramme anti-invariant du diagramme de Dynkin de la
surface résolue et la seconde est le type de singularité réelle a contracter

dessus.

d=5 [ (D:,0) | (A1, SL(2)) | (47, SU(2,1))
(Ds, SU(2))

d=14(D.,0) | (A1, SL(2)) | (4, SU(2,1))
(Ds, SU(2))

d=3 | (D:.,0) | (4], SL(2)) | (4, SU(2,1))
(D4, SU(2))

TAB. 2.9 — « Carré » magique de surfaces de del Pezzo.

2.5 Theéories de type I et hétérotiques

Nous nous proposons dans cette partie d’étendre ce qui a été fait dans la
section précédente aux théories des cordes de type I ou hétérotique. Il s’avére,
comme nous allons le voir, que c’est possible si on oublie le secteur de jauge

de ces théories.
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2.5.1 U-dualité des théories tronquées

En tronquant le secteur de jauge, les groupes de U-dualité de la théorie
de type I'” sont, successivement, 1,1, A; x A;, A3 Dy, D5, Dg x A, et Dg, en
allant de la dimension 10 a la dimension 3. Du point de vue du Diagramme de
Dynkin, cela se traduit par 'apparition successive des racines du diagramme
suivant, ot les racines impliquant F; n’apparaissent qu’en dimension stricte-
ment inférieure a i, c’est-a-dire lors de la compactification de la 2*dimension.
La notation des racines est choisie pour faire apparaitre cela, et faire le lien
avec d’éventuelles surfaces de del Pezzo.

C - Eip - Eg C — E1g — Eg — Eg — E; — Eg — Ej

O—CO—"CDO—"—C0O——=0

Eig — Eg Eg — Eg Eg — E7 E7 — Eg Eg — E5 Es — E4

Les états BPS impliqués sont en dimension 10 la D1 et la D5 pour la théo-
rie de type I, qui donnent pour les théories hétérotiques les F1 et NS5. C et C'
sont les diviseurs associés a ces états, s’il existe une surface correspondant a
cette théorie, ou tout au moins les racines d’une éventuelle superalgebre. Les
E; sont alors les diviseurs exceptionnels correspondant aux compactifications,
ou les racines fermioniques de degré 1 des superalgébres correspondantes.

Les états BPS qu’on trouve en dimension inférieure a 10 sont présen-
tés dans le tableau 2.10, avec les racines correspondantes et les potentiels
associés.

2.5.2 Contraintes sur la surface

Peut-on trouver une surface qui présente les caractéristiques requises ?
Rappelons les contraintes. Nous cherchons une surface qui corresponde &
la théorie de type I en dimension 10, privée de son secteur de jauge, et
telle que I'éclatement de points lisses donne les surfaces correspondant a sa
compactification sur des tores orthogonaux. Pour chacune d’entre elles, on
souhaite que les diviseurs de genre positif et de degré compris entre 0 et D
soient en correspondance avec les états BPS de la théorie physique, de degré
correspondant. Plus précisément il faut que la superalgébre construite sur ces

10T es théories hétérotiques y étant reliées par S-dualité (Hétérotique SO(32)) (puis T-
dualité pour la théorie hétérotique Eg x Eg).



2.5 Théories de type I et hétérotiques 105

Degré Racine Etat BPS Potentiel
0 0 Dilatons s
0 C—E;, - E, D1 doublement enroulée A0i
0 E; — E; Mf)des Kaluza-Klein A?o)j
1 E; Etats d’impulsion Ah)
1 C — E; D1 simplement enroulée Ay
2 C D1 A
6—k ? -3, By D5 enroulée sur T* A(G—k)
T—k| C— ZP# E, D5 enroulée sur T#! {11('7%)
7T—k —K — E; Dual des états d’impulsion Air_pyi
8~k | =K — E; + E; | Dual magnétique des modes Kaluza-Klein Ags_k
8—k | C— > i B D5 enroulée sur TF~2 flgjk)
8 —k -K Dual des dilatons (%

TAB. 2.10 — Etats BPS de la théorie de type I compactifiée sur T*, avec les
racines et les potentiels associés.

diviseurs, pris comme racines, redonne le contenu en champs et les équations
du mouvement du secteur bosonique de la supergravité (gravitation exclue).
Alors le groupe de U-dualité et sa superextension seront automatiquement
réalisés.

Supposons que nous avons une surface algébrique qui satisfasse ces condi-
tions. Elle posséde un diviseur ample H qui permet de définir le plongement
et le degré des diviseurs. En dimension 10 la théorie de type I a comme
objets BPS les D1 et D5-branes, duales I'une de l'autre par dualité élec-
trique/magnétique. Il doit leur correspondre deux diviseurs C' et C. Pour
que la dualité soit préservée, on doit avoir

C+C=-K. (2.67)

D’autre part, comme ce sont des objets de dimension 3 et 6 leurs degrés

respectifs sont N
HC=2HC=6. (2.68)

La D1 enroulée sur un 2-tore doit donner un instanton. Autrement dit, C' —
Ey — Ey doit apparaitre comme racine de degré zéro en dimension 8, et doit
donc étre de norme -2 (comme diviseur). Les diviseurs exceptionnels E; étant
orthogonaux entre eux et avec C, on en déduit que C' est de norme 0. De
méme comme la D5 peut s’enrouler sur un 6-tore pour donner un instanton
en dimension 4, ot apparait ainsi une nouvelle racine dans le groupe de U-
dualité, on doit avoir C? = 4. La formule d’adjonction nous permet également
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de déduire
—-K.C = 2

_KC = 6.

Du degré des D1 et D5 on sait par ailleurs que le degré des diviseurs corres-
pondants doit étre

(2.69)

HC = 2

HC = 6. (2.70)

Le réseau de Picard devant étre de dimension 2 pour correspondre a la di-
mension de I'espace des modules de la théorie, on a nécessairement

H=-K, (2.71)

c’est-a-dire que notre surface doit étre une surface de del Pezzo, avec les
contraintes que nous avons imposées.

Quand on éclate un point, cette propriété reste vraie : en effet une surface
de del Pezzo de degré d donne des surfaces de del Pezzo tant qu’on éclate au
plus d — 1 points, en positions générales, comme on le voit par le critére de
Nakai-Moishezon en considérant les courbes effectives.

2.5.3 Construction de la surface non-normale

Une surface de del Pezzo ayant les propriétés requises existe-t-elle? La
classification des surfaces de del Pezzo normales et Gorenstein de rang de
Picard égal a deux existe [DV, Dem, HW], et pour K? = D -2 =28ilyen a
précisément trois, dont aucune ne correspond a ce que nous voulons. Comme
nous tenons aux propriétés de Gorenstein et de rang 2 pour le groupe de
Picard, il reste a regarder les surfaces de del Pezzo non normales. Elles ont
heureusement été classifiées par Reid [R2], et on trouve ainsi deux surfaces
répondant aux critéres. Nous allons décrire 'une des deux, 'autre en étant
un cas dégénéré.

On définit [R1] la surface rationnelle Y = F,,;, (pour a et b entiers positifs)
comme C? x C? quotienté par les deux relations d’équivalence suivantes :

(ti,ta, 1, m2) ~  (t1,to, po, pas) (2.72)

(tlat27xlax2) ~ ()‘tla)‘tQa)\_a_bxla)\_be) . .
La premiére relation en fait un P!-fibré, et la base est également isomorphe
a P'. 1 se plonge dans P¢t2**! par

a+b a+b-1 a+b b b—1 b
(tlat27xlax2) = (tl xlatl thla""tQ xlat1x27t1 x?a"'7t2x2)'

(2.73)
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Notons que pour a = 0 et b = 1, on retrouve simplement le plongement de
Segré de P! x P! dans P3.

Le groupe de Picard d’une telle surface est engendré par deux classes
de diviseurs : la fibre A qui est d’auto-intersection 0 et une (—a)-courbe B,
définie par z; = 0. B étant une section du fibré, son intersection avec la fibre
A est 1.

Nous prenons maintenant a = 4 et b = 2, c’est-a-dire la surface Fy;
plongée dans P?. La section B est une conique qui définit un plan dans P?,
caractérisé par I’annulation de toutes les coordonnées sauf les trois derniéres
(pour les coordonnées homogénes de P?). On prend alors un point m de ce
plan qui n’est pas sur B, disons (0,0,0,0,0,0,0,0,1,0). En projetant P° sur P®
a partir de ce point, ¥ = [F4,» donne une surface X', qui est isomorphe a Y si
ce n'est que la courbe B, située dans un plan contenant m, est envoyée sur
une droite double. Si on appelle toujours A et B les images de ces courbes
de Y dans X, le groupe de Picard est maintenant engendré par B et 2A.
En effet A n’est plus un diviseur de Cartier. Un diviseur est Cartier s'il
peut partout s’écrire localement comme l'intersection de la surface avec un
hyperplan de P”. Comme la section B est maintenant une ligne double, il y a
deux fibres A qui la coupent en chaque point, ce qui fait qu’il est impossible
d’écrire A comme l'intersection de X avec un hyperplan au voisinage de ce
lieu double : on a forcément deux fibres A dans l'intersection, et c¢’est 2A qui
est un diviseur de Cartier.

Pour définir I'intersection de deux diviseurs de Cartier sur une surface
non-normale, on passe par sa normalisation, qui est ici la surface Y. Ainsi
B et 2A ont pour intersection 2. Enfin on trouve dans [R2] que X est une
surface de del Pezzo de classe anticanonique

~Ky=6A+B, (2.74)

de norme 8.

On trouve que les diviseurs de genre zéro de degrés entre 0 et 8 sont
C =2Aet C = B+4A, de degrés 2 et 6. On vérifie de plus que cette surface
posséde toutes les caractéristiques requises dans le section précédente.

Cela permet d’obtenir les diagrammes de Dynkin des superalgébres de
Borcherds des théories physiques correspondantes, que nous donnons main-
tenant.

D=10:

—

(e} c
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E10 — Eg Eg
OEwE’g: : :i)ﬁEloEgEg
Ei9 — Eg Eg — Eg Eg
i(’EwEg C — E19 — B9 — Eg — Ey
E10 — Eg Eg — Eg Eg — E7 Eq
fc‘EloEg C — Eyg — Eg — Eg — E7 — Eg
E10 — Eg Eg — Eg Eg — E7 E7 — Eg Eg
D = : C - Ei19— Eg — Eg — E; — Bg — Ej

O
PO
o
O

Eig — Eg Eg — Eg Eg — E7 E7 — Eg Eg — E5 E5

D = : ¢ — E19g — Eg — Es — E7 — Eg — Ej

O
PO
o
O
O
®

(

E10 — Eg Eg — Eg Eg — E7 E7 — Eg Eg — Es5 Es — E4 Ey
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2.5.4 Quotient des superalgébres de type II

En dimension 10, on peut obtenir I’algébre de Borcherds de la théorie de
type I (privée du secteur de jauge) comme le point fixe d’'un automorphisme
de I’algebre de la théorie de type IIB donné par

Cag " ~Cag (2.75)
€a; > —€q -
Il faut souligner que le point fixe d’une algébre de Borcherds par une involu-
tion est toujours une algeébre de Borcherds [B], ce qui n’est pas vrai pour les
algébres de Kac-Moody.

Physiquement, cela revient a ne conserver que les potentiels invariants
sous le groupe Zs de la projection orientifold.

De méme, on peut obtenir I'algébre de la théorie hétérotique sans secteur
de jauge (qui est la méme que celle de la théorie de type I) en prenant le
secteur invariant de I’algébre de la théorie IIB par I’automorphisme

Cag " ~Caq 2.76
€ay — +eq, (2.76)
qui est la version S-duale de ce qui précéde.

On peut obtenir la méme algébre & partir de la superalgébre de la théorie
ITA en considérant I'automorphisme

Cag > e (2.77)
€a; > —€q -

Il faut noter que si on ne considére pas le secteur de jauge, le secteur
tordu de ces théories vues ainsi comme orbifold n’apparait pas.

2.5.5 Un nouveau triangle

En partant de ces théories, on peut construire un nouveau triangle en
considérant des singularité A, en plus de la singularité non normale dé-
crite. On trouvera dans [HJP2| les détails de la construction, qui est possible
pour toutes les cases du triangle. Pour le moment nous n’avons pas trouvé
d’interprétation physique de ce triangle, pour laquelle il faudrait sans doute
considérer des formes réelles judicieuses. On trouvera le triangle complexe,
ou « déployé » dans le tableau 2.11.
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F=0 F=1 F=2 F=3 F=4 | k=5 [k=6] k=7
d=10 R
d=9 R?
d=38 R x A2 R x A,
d=17 ]RXA'; RZXAl RZ R
d=6 || Rx Dyor Dy | Rx A3 or A} x A3 R x A2 R? or A? R
d=5 R x D5 R x Ay x Az R* x A7 R x A2 R?
d=14 A]XDG DﬁOI‘A{XDZL RXA]XA:g A]XAgOI‘RXA? RZXA] RXA]
d=3 Dg A1XD6 ]RXD{; RXD401"D5 ]RXA'; ]RXA{ ]RZ | R |

TAB. 2.11 — Triangle magique complexe partant des théories de type I ou hétérotiques (sans

secteur de jauge).
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2.5.6 Secteur de jauge?

On voudrait introduire le secteur de jauge des théories hétérotiques et
de type I, et compléter ainsi le groupe de U-dualité. Le probléme est que
le formalisme que nous utilisons ne permet pas d’introduire de champs de
jauge non abéliens de maniére évidente. En effet pour de tels champs on a
une courbure

F=dA+ANA, (2.78)

ol le second terme ne fait pas intervenir de différentielle. Or nous avons ici
écrit tous les champs comme des formes de Maurer-Cartan

G=dvy ', (2.79)

dont tous les termes comportent une différentielle.
Peut-étre faut-il mettre sur un pied d’égalité potentiels et courbures,
comme nous allons le faire dans le prochain chapitre.
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Chapitre 3

Approche du « group manifold »
et introduction d’une 2-forme en
supergravité D =5 N = 2

3.1 Approche du « group manifold »

3.1.1 Superespace et superchamps

La formulation habituelle d’une théorie des champs faisant intervenir des
fermions en plus des bosons est d’avoir comme variables des champs a valeurs
dans des fibrés spinoriels, la base étant toujours ’espace-temps a D dimen-
sions. Une version alternative, qui n’existe pas toujours, consiste a étendre
I’espace-temps par des dimensions fermioniques, pour avoir un superespace.
On définit sur ce superespace des superchamps : des champs définis sur tout
le superespace.

De maniére générique, si x désigne les directions spatiales bosoniques,
6 les directions fermioniques et W(z,6) un superchamp, on peut faire une
développement dans les variables 0 :

U(z,0) = to(x) + 11 (2)0 + ()00 + . .., (3.1)

ou les termes a partir de v font nécessairement intervenir des directions
fermioniques 6, différentes, puisque ce sont des variables anticommutantes,
de carré nul. Une conséquence de ce fait est que ce développement est fini :
le dernier terme contient une unique fois chaque 6,, o indexant les directions
fermioniques. Les coefficients de ce développement, les ;, sont les champs
sur ’espace habituel, puisqu’ils ne dépendent que des variables z, et sont
bosoniques ou fermioniques selon la parité de i et de V.
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En raison du théoréme spin-statistique, on demande que les directions
fermioniques forment une représentation fermionique du groupe de Lorentz.
L’algébre de supersymétrie locale apparait alors comme l'algébre des difféo-
morphismes du superespace; les générateurs de la supersymétrie sont alors
des « rotations » entre directions bosoniques et fermioniques. En particu-
lier, on voit que dans le développement 3.1 il y a automatiquement le méme
nombre de coefficients fermioniques et bosoniques; c’est la propriété habi-
tuelle des théories supersymétriques d’égalité du nombre de champs boso-
niques et fermioniques. De plus, suivant la représentation de l'algébre de
super-Poincaré choisie pour ¥, on obtient pour les (¢;) les différents multi-
plets de cette algebre.

Dans les cas ot cette méthode marche, on peut écrire I’action de la théorie
physique comme une intégrale d’'un Lagrangien sur tout le superespace

S = /d:z:d@ L(V(z,0)). (3.2)

En intégrant sur la partie fermionique d’abord, on obtient le Lagrangien
habituel

L{ula))) = [40£(¥(a.6)) (33
qui redonne 'action

s:/muwum. (3.4)

Une conséquence de cette intégration partielle est que le lagrangien L({t'})
n’est pas invariant sous les supersymeétries, qui sont les difféeomorphismes de
I'espace total, sauf si les champs v obéissent aux équations du mouvement.

Cette approche pose le probléme qu’il faut introduire des contraintes
sur les degrés de libertés venant des directions fermioniques, et que cela
ne marche pas toujours, notamment quand le nombre de supersymétries est
trop grand. On ne connait en général que la formulation en superespace des
équations du mouvement.

3.1.2 Meéthode générale, principe

Dans l'approche dite du « group-manifold », introduite par Ne’emann et
Regge et développée par D’Auria, Fré et Regge [CDF, DFR], on étend le
superespace a tous les générateurs de I’algebre de symétrie. L’idée est de
mettre toutes les symétries sur un pied d’égalité en les interprétant comme
des changements de coordonnées dans un superespace généralisé.
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Cette superalgébre g fait intervenir les générateurs de translation P,, de
rotation (groupe de Lorentz) .J,,, de supersymétrie @, auxquels il faut ajou-
ter éventuellement d’autre charges avec leurs générateurs Z,. On considére
alors un supergroupe G construit sur ces générateurs. On prend alors comme
variété de base une déformation G de la supervariété (G. L’idée de base est
que toutes les symétries de la théorie seront des difféomorphismes de cette
supervariété.

Les champs seront alors les différentes composantes d’'une 1-forme p a
valeur dans g, définissant une g-connexion sur Gz, de courbure

R=du+ puAp. (3.5)

Notons que cette 1-forme s’interpréte comme un repére mobile sur G.
Quand cette courbure s’annule, on a en fait affaire a la forme de Maurer-
Cartan
o=g"'dg (3.6)

sur le groupe G, qui est duale aux champs de vecteurs invariants a gauche,
isomorphes a l'algébre de Lie tangente a un groupe de Lie. En effet 'annula-
tion de la courbure traduit I'invariance a gauche de la 1-forme.

Plus généralement, en dérivant R et en utilisant la relation de Jacobi on
obtient l'identité de Bianchi

VR=dR+ i, R] =0, (3.7)

ou le produit des formes qui intervient dans le commutateur est bien sir le
produit extérieur des formes différentielles. N

Plutot que de définir I'action sur tout le superespace GG, on va prendre
pour Lagrangien une D-forme Lp(u) (D est la dimension de I'espace-temps)
qu’on va intégrer sur une sous-variété de dimension D Mp dans G. On a
ainsi une action

Sl Ml = [ Lol (38)
Mp

On souhaite alors que le principe de moindre action soit valable non seulement
pour les variations du champ g mais aussi par rapport aux variations de M p.
En fait cela est automatiquement satisfait si £ (p) est une fonctionnelle en
ne faisant intervenir que les opérations de 1’algébre des formes différentielles :
produit extérieur et différentielle. En effet, dans ce cas, toute déformation
de la surface peut étre compensée par un diffeomorphisme du superespace
complet ; si I'action est extrémale par rapport aux champs, elle le sera donc
aussi par rapport aux variations de Mp.

On impose enfin au Lagrangien une condition parfois appelée rhéonomie :
les champs doivent étre entiérement déterminés par leur valeur sur Mp. Les
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équations du mouvement doivent relier les différentes composantes des cour-
bures de telle sorte qu’on puisse relever les champs de Mp a tout ’espace.
Cela est analogue aux conditions de Cauchy-Riemann qui permettent de re-
trouve la valeur d’une fonction holomorphe sur tout le plan complexe & partir
de la restriction a R. Voyons cela en détail.

La superalgebre g se décompose de la maniére suivante :

g=0dido. (3.9)

v est une sous-algébre bosonique :

b,0] Cb. (3.10)
i en est une représentation bosonique :

[0,i] Ci. (3.11)
De plus la partie bosonique de g

b=vdi (3.12)
forme une sous-algébre de g, et B/V est un espace « symétrique » :

[i,i] Cv. (3.13)
0 est une représentation fermionique de b :

[b,0] Co, (3.14)

et I’équation
[0,0] C b (3.15)

exprime que G/B est aussi un espace « symétrique ».
Dans cette décomposition du groupe de jauge total, on appelle v la sous-
algébre de jauge, i 'espace interne, de dimension D et o I'espace externe.
Précisons nos notations pour les composantes du champ pu et de sa cour-
bure R. On va noter g, ¢’,... les indices correspondant & n’importe quelle
direction de 'algebre g. Si on note T} les générateurs de I'algébre, 11 va se
décomposer en

= Z 1y T, dz? (3.16)
9,9’
et de méme R en
R= )Y R, T,dz? Adz?" . (3.17)

9,9',9"
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On désignera par v,v',... les composantes qui sont dans v et de méme par
1 et 0 les composantes dans i et 0 et par s une composante qui appartient a
i@ 0. V est simplement la dérivée covariante associée a la connexion donnée
par la 1-forme p.

Pour que les champs soient déterminés uniquement par leur valeur sur une
sous-variété M p, on va demander que les équations du mouvement soient de
la forme suivante.

(i) Ry =
(11) RZS = Z kgs;;gi]l;lei” (318)
(iii) E(R;7) =0

La premiére de ces conditions est I’horizontalité des courbures sur le quo-
tient G/V : V est un groupe de jauge et on peut tout relever sur ces directions.
Au niveau du Lagrangien de la théorie, cela se traduit par son invariance de
jauge par rapport a V.

La condition (ii) est ’analogue de la condition de Cauchy-Riemann pour
les fonctions holomorphes. Pour ce dernier cas, la dérivée des composantes
réelle et imaginaire de la fonction suivant la direction imaginaire est une
combinaison linéaire des dérivées par rapport a la direction réelle. Ici les di-
rections externes de la courbure doivent de maniére similaire étre données par
des combinaisons linéaires des directions internes, ce qui permet de retrouver
les champs sur tout ’espace a partir de leur valeur sur Mp.

Enfin la condition (iii) indique que les directions intérieures de la cour-
bure, qui correspondent simplement aux champs de la théorie définie sur
I’espace-temps M p, obéissent a des équations du mouvement du premier
ordre qui ne font pas intervenir d’autres composantes. En résolvant et sub-
stituant on peut obtenir des équations de propagation du second ordre.

Avec ces conditions, la supersymétrie s’exprime maintenant comme dif-
féomorphisme dans le superespace. En effet étant donnée une solution des
équations du mouvement sur Mp, on peut I’étendre a tout G. L’effet d’un
diffeomorphisme infinitésimal est donné par I'action de la dérivée de Lie, et
conduit a une nouvelle solution des équations du mouvement sur G, qui se
restreint & M p pour donner un nouvelle solution des équations du mouve-
ment sur cet espace-temps. Tout ceci revient a faire une transformation de
supersymétrie sur les champs de Mp. Notons que le diffecomorphisme de G
peut aussi se voir comme un changement de sous-variété Mp dans G.

3.1.3 Détermination d’un Lagrangien

1. Pour écrire le Lagrangien d’'une théorie physique dans ce formalisme,
on commence par prendre une superalgébre g de la forme décrite au



118

« Group manifold » et supergravité D =5 N =2

paragraphe précédent, et on prend une 1-forme 4 & valeur dans g comme
champ de jauge. On écrit alors le Lagrangien covariant (ce doit étre
une D-forme sur é) le plus général faisant intervenir p, et la courbure
R = Vyu. Notons qu’on ne fait pas intervenir de dérivées supérieures
en raison de 1’équation de Bianchi VR = 0. Les formes p et R doivent
n’étre reliées que par des produits extérieurs, et les coefficients des
différents termes du Lagrangien sont des formes multilinéaires sur g :

L=Ng g9 Ao AP+ Vgigr g o RIA IV AN P2+

+V99’;91---9D,4Rg A Rgl A /Lgl AN... N\ MQD—4 + ...
(3.19)

. On impose ensuite 'invariance de ’action par rapport aux transforma-

tions de jauge du sous-groupe V.

On requiert que le vide (R = 0) soit solution des équations du mouve-
ment, ce qui donne encore des contraintes sur les coefficients intervenant
dans le Lagrangien. Notons que cette condition ne restreint pas la gé-
néralité : en effet si le vide n’est pas solution mais qu’il existe une autre
solution, on peut changer les constantes de structure de l'algébre de
maniére a ce que cette solution soit de courbure nulle.

En effet, s’il y a une solution, elle est de la forme

1
RI = §Fgg1g2 It A % (3.20)

ot les coefficients F9,,,, sont des constantes (les équations du mouve-
ment sont algébriques pour les courbures). On peut définir une nouvelle
courbure

~ 1

R =dpf + 9 (CFg190 = Fg1g0) 17" A (3.21)
pour I'algébre définie par les constantes de structures C%, g, — F9 g,
et dont le vide R = 0 est solution.

On demande qu’il existe des solutions non triviales, et toutes les solu-
tions doivent satisfaire les équations 3.18 (et les identités de Bianchi).

3.1.4 Algébres différentielles libres

La formulation d’une algébre de Lie par les équations de Maurer-Cartan

. 1 .. )
do’ + 5007 A oF =0 (3.22)

s’étend naturellement a des formes différentielles de degré supérieur :

i 1 i i in
dofy + ) ~C i Oy N Ny =0, (3.23)
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avec pi + ...+ p, = p+ 1. Les constantes de structures généralisées C*;
doivent vérifier des identités de Jacobi généralisées qu’on obtient en écrivant
d?c = 0. Dans ce cas on parle d'une algébre différentielle libre [Su].

Notons que cela ressemble beaucoup a ce que nous faisions dans le chapitre
précédent (de maniére duale), mais n’est pas identique : ici les formes sont
définies sur le supergroupe, et pas seulement sur I’espace-temps. De plus les
champs physiques étaient les formes de Maurer-Cartan alors qu’ici ce sont
les courbures de connexions sur le supergroupe.

Nous allons maintenant considérer des connexions non plates, avec une
courbure non nulle : on prend sur le méme supergroupe un jeu de formes
différentielles 11,y de courbure

. . 1 . . ,
R=dp'+) O N A (3.24)

La possibilité d’étendre une superalgébre en une (super-)algébre différen-
tielle libre est régie par la cohomologie de Chevalley de I'algébre. En effet,
s’il existe une p-forme & valeur dans une représentation irréductible de g

Q=Qp . g, 0" AN NP (3.25)

qui est fermée : V) = 0, mais pas exacte, alors on peut introduire une (p—1)-
forme ¥ en ajoutant aux relations de définition de ’algébre différentielle libre
la relation

Vi =Q. (3.26)

Rappelons que sur le supergroupe, avec la connexion plate donnée par la
forme de Maurer-Cartan, on a V2 = 0.

On peut ensuite itérer ce processus autant de fois que ’'on veut, tant que
la cohomologie reste non triviale.

Signalons qu’un théoréme de Chevalley et Eilenberg [CE] affirme que
la cohomologie d’une algeébre semi-simple & valeur dans une représentation
irréductible non triviale est nulle.

Enfin, il faut noter qu'on peut aussi mettre sur le méme plan champs
(repére mobile sur ) et courbures. Il suffit en effet de considérer 1'algébre

i

différentielle libre donnée par les potentiels 1(p) €t leurs courbures R;

(p+1) -

A+ SO A A R =0 627
dR' +33C%  RU A A =0. '
La deuxiéme partie de cette algébre est dite minimale : les formes intervenant
dans la différentielles de pr sont de dimension au plus p — 1. On appelle

algébre contractile une algébre dont les relations de Maurer-Cartan sont de la
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forme dazp) = prﬂ). On peut démontrer que toute algébre différentielle libre
peut se décomposer en somme directe d’une algébre minimale et d’une algébre
contractile [Su]. C’est évidemment le cas pour les relations de définition 3.27.

Dans la référence [Su|, Sullivan démontre également que toute algébre dif-
férentielle libre peut s’obtenir a partir d'une (super-)algébre de Lie ordinaire
en considérant les extensions données par sa cohomologie.

Ainsi en partant de la superalgébre de Poincaré a 11 dimensions, on peut
introduire une extension par une 3-forme qui conduit au Lagrangien de la
supergravité pure, et il y a aussi une extension possible de I'algébre par une
6-forme, méme si elle ne conduit a aucun Lagrangien covariant [DF|. Nous
allons étudier dans ce qui suit une théorie o1 un probléme analogue se pose.
En supergravité minimale & 5 dimensions, on peut faire apparaitre en plus
d’une 1-forme une 2-forme, et nous allons voir qu’elles doivent étre reliées
par dualité.

3.2 Supergravité D =5 N =2

3.2.1 Contenu en champs

Considérons la superalgébre de Poincaré a cinq dimensions donnée par
les relations suivantes :

dw® — W A w® =0
dVe —w AV — L) AT =0 (3.28)
dip — 3w AT gth = 0

Rappelons qu’en dimension 5 la représentation spinorielle, a laquelle appar-
tient le champs v, est de dimension réelle 8, soit de dimension complexe
4.

Cette algébre, si on lui applique la procédure décrite précédemment,
conduit a une théorie triviale : seul le vide est solution. On peut cepen-
dant chercher a étendre cette algébre. Comme on I’a vu, il faut pour cela en
chercher les classes de cohomologies non triviales. On peut vérifier que i) A
est une telle classe :

V(i Ay)=d(ip Ap) =0 (3.29)

(le facteur i est mis par commodité, pour retrouver les champs habituels).
On introduit alors une 1-forme A telle que

dA =iy AN, (3.30)
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La superalgébre ainsi étendue conduirait a la supergravité minimale (N = 2)
a cinq dimensions [DFMR]|. Nous allons ici essayer d’étendre au maximum
I’algébre pour voir s’il est possible d’introduire une 2-forme.

Pour cela, on a besoin des identités de Fierz. Un calcul détaillé donne!

VAYAYAY = AT AP AT

= —JOATY AP AT (331
Compte-tenu du fait que
dpAPANA) = =PpANPAYAY (3.32)
d(@W AT YAV,) = =S AT Y A AT 1), '
on obtient
d(ip A ANA=20p AT AV,) =0, (3.33)

c’est-a-dire que i) A A A — 2i) AT%) AV, est une forme fermée. Elle n’est
évidemment pas exacte, puisqu’aucune différentielle n’apparait dans son ex-
pression. C’est une classe de cohomologie non triviale de ’algébre précédente,
qu’on peut donc étendre en introduisant une 2-forme B telle que

AdB= iy AYNA—=2ip AT AV, . (3.34)
Si on prend les courbures naives, on obtient

Rab — dwab _waC/\wcb

R*=dV® —w™® AV, — L AT

p=dy — ™ AT g1 (3.35)
F=dA—ip Ay
Gn=dB— i) N\YNA+2ip ATY AV, .

Mais cette courbure naive GG,, ne respecte pas les invariances de jauge. En
effet, a courbure nulle on a les invariances

Ve — Va4t dht —wi Ahysi R =0
A — A+dp B (3.36)
B — B+da+i Ao —2i) AT h,.

Pour une courbure F' non nulle, il faut remplacer i) A 1) ¢ par (z@ A+
F)¢ dans la troisiéme ligne; c’est en effet dA qui doit apparaitre dans cette

La contraction des indices d’espace-temps a,b,... se fait en utilisant la métrique
de Minkowski n = diag(—1,1,1,...). On utilise la convention d’Einstein M®V, =
>, MV,
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formule. De méme si R® est non nul il faut prendre (—2i1) A T%) — 4R%) h,,
pour le terme —2it) A %) h,. (Mais cette symétrie nécessite la condition de
torsion nulle R = 0.) De plus la courbure invariante de jauge associée a la
2-forme B n’est alors pas G, mais

G = dB— iy AYNA—FANA+2ip AT AV, +4R* AV,

= dB—-dAANA+4DV*AV,, (3.37)
ou D désigne la dérivée covariante de Lorentz
DV =dV® —w™® A V. (3.38)

A courbure non nulle, les invariances de jauge considérées sont donc

Ve s Ve dh® —w®Ahysi R =0
A — A+ds B (3.39)
B — B4da+ipApd+ Fé—2ip AT h, — 4R h,

auxquelles il faut bien sir ajouter les autres invariances de jauge comme
I'invariance de Lorentz locale.
Finalement, on va donc considérer ’algébre différentielle libre suivante :

Rab: dwab_wac/\wcb
R*= dV® —w™® AV, — i AT%)
= dYp — W ATt
F= dA—ip A
G= dB— i) ANYNA—FNA+2ip AT*Y AV, +4R* AV,
0= dR® —wh® A R% — i AR = VR® (3.40)
0= dR*—w® AR, + R* AV, + ip AT — L ATp = VR®
0= dp-— iwab AT awp + iRab ANl =Vp
0= dF+ipA—ip Ap=VF
0= dG+2ip AYANF +FAF—
—4ith AT A Ry —4R* A Ry + 4R ANV, AV, = VG

La notation des dérivées covariantes est un abus de langage. En effet VF',
par exemple, ne dépend pas que de F mais aussi de la courbure p et de sa
conjuguée p. En fait, VF' désigne la composante selon A de la dérivée cova-
riante de la courbure totale et dépend linéairement de toutes les courbures.

Notons aussi que la deuxiéme moitié des relations définissant 1’algébre est
constituée des identités de Bianchi des champs considérés.
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3.2.2 Lagrangien le plus général

Nous allons maintenant écrire le Lagrangien le plus général faisant inter-
venir tous ces champs, reliés uniquement par des produits extérieurs.

Les relations de définition de 1'algébre (3.40) sont invariantes sous ’action
du changement d’échelle global suivant :

wab — wab Rab — Rab

ve — AVE R* — AR°

v — VY p — Vp (3.41)
A — M F — )\F

B — XB G — )NG.

Nous allons donc écrire le Lagrangien le plus général respectant cette symé-
trie, c’est-a-dire qu’il doit étre homogéne pour la gradation donnée par cette
action de e. Le terme d’Einstein étant de degré 3, nous prendrons tous les
termes de degré 3.

On obtient ainsi, par une recherche systématique,

L= alG/\F

as iGN AP

as iBADAY —az3 iBAYAp

a4 FAFANA

as FARYANV,

ag R°NR, N A

a; R ANV, ANV, A A

ag €apede R NVEAVIATVE

ag iF N AN A (3.42)
a0 tEEANVENY AT

ary ’LRa/\A/\%/\Faw

a1z IR AV, A A

a1 1R* A VP A AT 1)

a ipAT YAV, ANA =G i ATp AV, A A
ars ip AT AV, AV a5 i) AT®p AV, AV,
amg AN AP AP AY

a7 VIANDAT DAY A,

s ai i s i e e SR S S

3.2.3 Contraintes

Il faut maintenant imposer les différentes contraintes pour réduire le
nombre de paramétres de ce Lagrangien. Tout d’abord, on requiert que le
vide R = 0 soit une solution. On obtient ainsi les équations suivantes, en
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projetant sur les différentes directions de 'algébre les différentes équations
du mouvement.
Equation du mouvement pour R :

03—0_3:0

1 1——
ar —ap + 5014 + 5014 = 0
1 1— _
day + a7 + a9 — 5015 — 5015 = 0

- 3.43
3(18 — %alg, — %alg, =0 ( )
ta13 +ais —ays =0
ayg — gy =0
Equation du mouvement pour R® :
402 “+ ap + %alg — Q17 = 0 (344)
Equation du mouvement pour p :
as + ag + 3011 + 3014 + 2016 = 0 (3.45)
—2&3 + a1 + %alg — a4 + 2&17 =0 .
Equation du mouvement pour F :
2@2 — a9 — %alo + a6 = 0 (346)

Pour GG on obtient une équation triviale qui ne donne aucune contrainte.

Il reste encore a imposer I'invariance de jauge de la théorie. L'invariance
par rapport au groupe de Lorentz a déja été prise en compte dans I'écriture
du Lagrangien ; restent a considérer les symétries liées a A et B.

Commencons par cette derniére, donnée par

B — B+dyu, (3.47)

ol i est une 1-forme.
La variation du Lagrangien est

SL=duA (azip Ay —azi Ap) , (3.48)
qui s’intégre par partie en
SL=d(...)+pAd(azip Ay —Tzih Ap) . (3.49)

Cette variation laisse les équations du mouvement invariantes si le terme
proportionnel & y s’annule, ce qui donne

S(az) = 0. (3.50)
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On retrouve donc en fait une contrainte que nous avions déja.
Pour A, on obtient de méme, aprés projection sur les différentes compo-

santes,
as + 2&4 — a9 = 0
as + ag + %au + %a14 + 2&16 =0
ag —ay =0
aﬁ—a11+a14:0
a7—a11+a14:0
a4 — a4 = 0.

(3.51)

Un certain nombre de ces contraintes ont été obtenues ci-dessus en impo-
sant que le vide soit solution des équations du mouvement ; les contraintes
additionnelles sont donc

as + 2&4 — Qg = 0

3.52

g — Q7 = 0 ( )

Partant de vingt coefficients réels, les douze contraintes que nous avons

obtenues réduisent a huit le nombre des paramétres. De plus il y a un choix
de normalisation, ce qui réduit ce nombre a sept.

3.2.4 Dérivées totales

Il reste a voir quelles sont les combinaisons de termes de notre Lagrangien
qui peuvent s’écrire comme des différentielles. En effet ces termes ne modifient
pas les équations de mouvement, ce qui réduit encore le nombre de paramétres
physiques libres.

Le Lagrangien étant une 5-forme de degré 3 pour la gradation de change-
ment d’échelle, il nous faut chercher toutes les 4-formes de degré 3 et calculer
leurs différentielles. En cherchant de maniére systématique, on trouve ainsi
six 4-formes du degré voulu :

Ma=GANA
M =BAF
Ae=iBAYANY

A= ROAVLAA (3.53)

Ae =i VENANY AT,
A =iVEAVEAY AT ).

En notant L; le terme du Lagrangien associé au coefficient a;, on obtient
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pour les différentielles

d\, = Ly — Ly — Ly +4Ls+4L; — 2Ly + 4Ly,
d\y =L, — Ly — L3+ Ly —4L5 + Lg — 2Ly,
d\e = Lo+ L3+ Ly + Lg — 4Ly — Lys + 2Ly7

dA\g = —Ls + Lg + L7 + %Ln — Lip — %LM — %L—M
d\e = —Lyg+ Ly + Ly + Lyg — %Lm + Ly

dp = ~2Lyg — i (Lus — Lns) -

(3.54)

Le Lagrangien est donc défini modulo ces termes. De plus on vérifie aisément
que les contraintes ne sont pas affectées par I’addition de ces termes.

Finalement, aprés un choix de normalisation, il ne reste plus qu'un seul
paramétre libre! Nous fixons la normalisation en prenant ag = % comme
coefficient du terme d’Einstein

Lg = €apede RCAVEAVEATVE, (3.55)

3.2.5 Solutions des équations du mouvement

On constate que le champ B que nous avons introduit, avec sa courbure G,
n’apparait pas dans les équations du mouvement : en effet les trois premiers
termes du Lagrangien, ot il apparait, peuvent étre mis a zéro par I'ajout de
différentielles totales.

Commes les autres termes sont les mémes qu’en I’absence de champ B, on
retrouve pour les équations du mouvement les résultats de [DFMR] (voir aussi
[CDF]). Si on prend a = ag comme parameétre, les équations du mouvement
sont les suivantes :

Owgp -
6abcde-RC A Vd A Ve + (IF A\ V;z N V;; = 0 (356)

St
25T ap AVEAVE — 2T 10 A R A VI (3.57)

+i(1—a)p AR AV, =23+ a)T, ) AFAVE=0 :
0A :
ab a b __ 4 o a - 3i - N

aRPAVIAV? =253 —=a)RONY AT+ FF NP A (3.58)

—5(3+a) (AT = ATep) AV +aR* AR, +3FANF =0
ove

6abcdeRbC/\Vvd /ive+22 Ra/\a/\’g/}— .
—1B=a)F AP AT —2i (pATat) + 9 ATwp) AV (3.59)
+i(1—a) (PAY = Ap) AV, +2a R, ANF =0.
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Pour a # +1 les équations du mouvement n’admettent que le vide comme
solution (si on exclut G qui peut étre non nul — notons tout de méme qu’en
raison des identités de Bianchi on a forcément dans ce cas dG = 0).

Pour a = +1 on a les solutions non triviales données par

R* = _%eabcderc Vd A ‘/e
F = FyuVeAV?
p o= pa VAV + [JTpF” + (1 — a)e® F,.Tgetp] AV,
R = R™, V" AV"+ 5 By [Domi — 2(1 = a)dmi] + hc.} AV
FEFUG A — E(1+ a)e R F ATy
(3.60)
ou les composantes internes Fy, R“bm et pap Obéissent aux équations (in-

ternes) suivantes :
R, — S0P R™ = F' Fyp + 508 F™ F
(o Ry + S5 Fy) = 0 361
GadeFij[)cd =0.

n

Notons que les équations 3.60 vérifient les conditions géométriques re-
quises, a savoir que les courbures sont nulles dans les directions du groupe
de jauge {w® A} et dépendent linéairement des seules courbures internes.

En outre la premiére des équations 3.61 peut se résoudre en séparant la
connexion de spin en

W™ = O™V, 1p) + @ (F) (3.62)

et on retrouve alors les équations d’Einstein et de Maxwell. Notons que le
terme cinétique F'AxF du champ de jauge A n’apparait pas directement dans
le Lagrangien, mais seulement aprés résolution des équations du mouvement,
via le terme F'A R* AV,

3.2.6 Sort de la 2-forme B

En se restreignant au secteur bosonique?, rappelons que les équations de
structure pour la 2-forme B sont

G=dB—-FAA+4R*\V, (3.63)

et
dG + FAF —4R* AR, + 4R ANV, AV, =0. (3.64)

En substituant la forme des solutions des équations du mouvement donnée
par les équations 3.60 (pour a = +1) dans ces formules, on obtient

G=dB - F 4, AV AV ANA —ae®™@F Vo ANVEAY, (3.65)

2Nous notons de la méme maniére les différentes projections des formes.
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dont la différentielle est
dG = —-FAF —adxF. (3.66)

Par ailleurs la deuxiéme équation, 'identité de Bianchi, donne

1 -
AG + FpFgVEAVIAVEATVE — Zeﬂ“’cdeea’f’”F,,cEjv,]l AVe AV AVi+

+4 Ropern V" ANVEAVEAVE =0,
(3.67)

Le deuxiéme terme est proportionnel au premier, par contraction des ten-
seurs antisymétriques, et le troisiéme également en vertu des équations du
mouvement 3.61. Finalement cette équation peut donc s’écrire, pour les com-
posantes d’espace-temps,

dG+ (c+1)FAF =0. (3.68)

On retrouve alors I’équation de Maxwell sous une formulation auto-duale,
en mettant ensemble les équations 3.66 et 3.68 :

—ad«F=—cFAF. (3.69)

Le role du potentiel B est alors assez étrange : il n’intervient pas ex-
plicitement dans ce mécanisme et peut apparemment étre pris quelconque
il disparait dans le champ dual *xF', et n’est pas fixé par les équations du
mouvement. Cela est a relier au fait qu’on ne peut apparemment pas trouver
de formulation lagrangienne covariante utilisant les champs duaux, et corres-
pond précisément a ce que nous avions dans le chapitre précédent, pour les
champs duaux, comme A(@ en supergravité a 11 dimensions.
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Conclusion

Nous avons montré que toute une classe de supergravités peuvent s’expri-
mer, pour le secteur bosonique, a I'exception du graviton, comme une forme
de Maurer-Cartan auto-duale sur un supergroupe, construit sur une super-
algébre de Kac-Moody généralisée associée a une surface de del Pezzo. En
outre, le sous-groupe de Borel de ce supergroupe étend le groupe de symétrie
de la théorie, c’est-a-dire le groupe de U-dualité en théorie des supercordes.

Il n’est toujours pas clair de savoir s’il y a un lien direct entre les surfaces
de del Pezzo et les théories physiques correspondantes. Certains ont suggéré
que les surfaces de del Pezzo pourraient étre I’espace des modules d’un objet
invariant par U-dualité de la théorie M et de ses compactifications[INV];
on peut aussi penser que la surface de del Pezzo pourrait étre la variété de
compactification de théories duales a celles que nous avons considérées. Quoi
qu’il en soit, cette mystérieuse correspondance a permis de mettre au jour
des structures apparaissant dans les supergravités.

Manquent a ce tableau plusieurs choses. Tout d’abord, on voudrait in-
clure dans ce formalisme les fermions, avec la supersymétrie, ainsi que la
gravitation. Peut-étre la méthode du « group manifold » étudiée dans le der-
nier chapitre peut-elle aider a attaquer ce probléme. La 2-forme duale a la
1-forme de la supergravité a cinq dimensions apparait en effet en considérant
la cohomologie de Chevalley de ’algébre sur laquelle est construite la théorie,
et ol sont présents les fermions comme la gravitation.

L’étude de la réduction a deux dimensions des théories considérées pour-
rait s’avérer fructueuse. En effet, les groupes qui interviennent sont alors
simplement des groupes de Kac-Moody affines, bien connus, et d’autre part
les champs qui interviennent sont simples puisque ce sont seulement des sca-
laires. Ajoutons que la gravitation n’y est pas dynamique — le graviton n’a
aucun degré de liberté — ce qui pourrait simplifier la question.

En outre, nous avons tronqué les superalgébres de dimension infinie que
nous avions, d'une part a leur sous-groupe de Borel, et d’autre part aux
générateurs de degrés inférieurs a un certain entier, qui sont en nombre fini.
Y a-t-il moyen de donner un sens aux autres générateurs ? La troncation que
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nous avons opérée est liée au fait que les formes différentielles n’existent qu’en
degré positif et inférieur ou égal a la dimension de ’espace-temps ; mais, si on
passe a un superespace, cette contrainte est relachée : on peut y introduire
des formes de degré supérieur a la dimension de 'espace-temps, ou méme
de degré négatif. La encore, cela permettrait peut-étre d’inclure les fermions
dans la discussion. On pourrait méme éventuellement donner un sens & une
partie plus grande du supergroupe et découvrir ainsi de nouvelles symétries
cachées de la théorie.

Ajoutons que certains [We| ont postulé une symétrie Ej; pour la théorie
M non compactifiée, E; étant l'algébre de U-dualité apparaissant si 1'on
compactifie en dimension zéro. Il est alors tentant d’émettre I’hypothése que
les superalgébres de dimension infinie que nous avons introduites puissent de
méme étre des symétries de la théorie M non compactifiée.
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