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Introdu
tion 9
Introdu
tionLa des
ription des 
onstituants élémentaires de la matière et de leurs in-tera
tions est l'un des obje
tifs majeurs de la physique, a�n de 
omprendrele fon
tionnement du monde physique au niveau le plus fondamental. Ainsion dé
rit aujourd'hui l'univers par des parti
ules dont 
ertaines forment lamatière � éle
trons, quarks, neutrinos... � alors que d'autres � photons,bosons W, Z, gluons... � transmettent des intera
tions, pour simpli�er (enfait les deux sont fortement imbriqués et il n'y a pas de distin
tion 
laire).Les intera
tions 
onnues sont au nombre de quatre : la gravitation, qui régitl'attra
tion mutuelle des 
orps, l'éle
tromagnétisme qui dé
rit la propagationde la lumière et les intera
tions entre les parti
ules 
hargées éle
triquement,ainsi que les intera
tions faible et forte qui entrent en jeu dans des phéno-mènes plus énergétiques 
omme la radioa
tivité ou la 
ohésion des nu
léons.Le modèle standard de la physique des parti
ules rend 
ompte des troisdernières de 
es intera
tions dans le 
adre de la théorie quantique, où l'in-tuition géométrique habituelle des traje
toires ne rend plus 
ompte 
orre
te-ment des mouvements des parti
ules. Parallèlement, on dispose d'une théo-rie géométrique de la gravitation, la relativité générale, où 
'est la 
ourburede l'espa
e qui rend 
ompte des intera
tions gravitationnelles. On se heurtetoutefois à un problème majeur : alors que 
es deux théories sont véri�éesexpérimentalement et dé
rivent 
orre
tement la nature dans leurs domainesde validité, qui 
ouvrent tout 
e que nous pouvons observer à l'heure a
tuelle,on ne peut les in
lure dans une même théorie, 
ohérente. Le problème essen-tiel est qu'on ne sait pas quanti�er la gravitation, on ne trouve pas de version
ompatible ave
 le 
ara
tère quantique de la matière. La quête d'une tellethéorie quantique de la gravitation 
onstitue don
 l'un des obje
tifs majeursde la re
her
he en physique théorique.C'est dans 
e 
adre qu'ont été inventées les théories de supergravité,théories de la gravitation possédant la supersymétrie, qui est une symétrieé
hangeant bosons et fermions. On a de même introduit de telles théoriesen dimension supérieure à quatre, 
elle de l'espa
e-temps dans lequel noussemblons vivre. D'autre part, on a développé pour rendre 
ompte des inter-



10 Introdu
tiona
tions hadroniques � les hadrons sont des parti
ules 
omme les protonsou les neutrons � des théories de 
ordes, où les objets fondamentaux sontdes 
ordes se déplaçant dans l'espa
e. Alors que 
es théories se révélèrentin
apables de rendre 
ompte 
orre
tement de l'intera
tion forte, 
omme onl'espérait, on eut la grande surprise de se rendre 
ompte qu'elles 
ontenaientle ve
teur de la gravitation, le graviton. En fait, on avait là, dans 
ertaines
onditions, une théorie quantique de la gravitation... en dimension dix (etné
essairement supersymétrique).En e�et, les théories des 
ordes ont de très fortes 
ontraintes, et le sou
ide 
ohéren
e interne réduit drastiquement la liberté de 
hoix sur la théorie, etla dimension de l'espa
e-temps est ainsi un des paramètres �xés. Il faut alorstrouver des mé
anismes expliquant l'apparen
e du monde, si l'une de 
esthéories le dé
rit e�e
tivement. Ce dernier point n'est toujours pas tran
hé.En e�et les théories de 
ordes étant très peu �exibles, on ne peut pas ajouterune à une toutes les intera
tions 
omme on le fait en théorie des 
hamps. I
itout est donné d'entrée de jeu, et il faut réussir à trouver un état de la théoriequi 
orresponde à 
e que nous voulons. Cet in
onvénient est 
ependant un desarguments prin
ipaux en faveur de 
es théories : il y a très peu de paramètreslibres, et 
'est le sou
i de 
ohéren
e interne qui est le �l 
ondu
teur.Il existe 
inq types de théories des 
ordes supersymétriques. En fait,
elles-
i sont reliées par 
e qu'on appelle des dualités : 
e sont di�érentesdes
riptions d'une même théorie, dans di�érentes limites. On suspe
te ainsil'existen
e d'une théorie-mère, la théorie M, théorie quantique qui donneraiten parti
ulier dans une 
ertaine limite la gravitation en onze dimensions,dans une version supersymétrique. C'est en e�et une propriété des théoriesde super
ordes de redonner à basse énergie des théories de supergravité.Dans le 
adre de la re
her
he d'une formulation de 
ette théorie M, mestravaux ont ainsi porté sur une reformulation de sa limite de supergravité,la supergravité à onze dimensions, des di�érentes rédu
tions en dimensioninférieure de 
elle-
i ainsi que d'autres supergravités, a�n d'en faire appa-raître les symétries 
a
hées. On 
onnaît en e�et des groupes de symétriespour 
es théories � groupes de Cremmer-Julia en supergravité, groupes deU-dualité en théorie des 
ordes � mais 
eux-
i peuvent être étendus par l'in-trodu
tion de superalgèbres, qui permettent de plus d'exprimer les équationsdu mouvement de 
ertains 
hamps des théories de manière très géométrique.Trouver la géométrie sous-tendant la théorie est essentiel pour en mettre aujour toutes les symétries, mais pourrait également permettre de trouver un
hemin vers la formulation � quantique � de la théorie M, qu'on ne 
onnaîtpour le moment que dans quelques limites.Après un long 
hapitre d'introdu
tion, destiné essentiellement aux physi-
iens d'autres spé
ialités ou à des mathémati
iens, et où sont progressivement



Introdu
tion 11introduits les 
on
epts essentiels du domaine, vient l'exposé de mes travaux.Il sera tout d'abord question de l'extension des groupes de U-dualité pardes supergroupes obtenus à partir de superalgèbres de Ka
-Moody généra-lisées, de dimension in�nie, et de la formulation du se
teur bosonique dessupergravités dans 
e 
adre, à l'ex
eption notable de la gravitation. Le der-nier 
hapitre 
ontient des travaux plus an
iens, non publiés, où la 
onditiond'auto-dualité, au lieu d'être imposée à la main, apparaît automatiquementdans la théorie étudiée (la supergravité minimale à 
inq dimensions).
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Vers la théorie M 13
Chapitre 1Vers la théorie MDans 
e premier 
hapitre, j'essaie d'introduire les notions utilisées dansles théories physiques a
tuelles qui tentent de dé
rire la nature au niveaule plus fondamental, en progressant vers 
elles sur lesquelles mes travauxont porté, et en insistant sur 
eux de leurs aspe
ts qui seront utiles par lasuite. Si le le
teur physi
ien risque de ne rien apprendre de nouveau dansles premières pages � et pour le spé
ialiste 
ette mise en garde vaut pourtout le 
hapitre � espérons qu'elle pourra intéresser par son originalité etpermettre de situer 
es travaux.1.1 Champs et a
tions1.1.1 Version 
lassiquePour modéliser l'univers, en parti
ulier la matière et ses intera
tions onutilise en physique 
e qu'on appelle des 
hamps : des grandeurs qui dépendentd'un ou plusieurs paramètres. Ainsi pour dé
rire le mouvement d'une parti-
ule dans sa modélisation la plus simple, on 
hoisit trois fon
tions réelles x1,x2 et x3 d'un paramètre réel t, qu'on interprète 
omme les 
oordonnées de laparti
ule dans l'espa
e. Notons que 
ela revient à se donner une appli
ationde R dans R3 , et qu'on a ainsi une théorie des 
hamps unidimensionnelle. Demême pour le 
hamp éle
tromagnétique, qui dé
rit la propagation des ondesradios ou les for
es exer
ées entre 
harges éle
triques, on peut utiliser deuxve
teurs à trois dimensions E et B, les 
hamps éle
trique et magnétique, quidépendent de quatre paramètres t, x1, x2, x3 qu'on interprète 
omme le tempset les 
oordonnées d'espa
e. C'est 
ette fois une théorie quadridimensionnelle.On voit sur 
es deux exemples que l'espa
e n'intervient pas toujours de lamême manière : alors que dans le premier 
as les 
oordonnées spatiales sont



14 Vers la théorie Mles grandeurs variables étudiées, dans le se
ond 
as elles sont des paramètres,des variables indépendantes.Ces 
hamps permettent de dé
rire le système, mais 
elui-
i est égalementsoumis dans son mouvement à des lois, qu'on exprime par des équations fai-sant intervenir les di�érents 
hamps de la théorie étudiée, appelées équationsdu mouvement. Ainsi pour notre exemple de la parti
ule pon
tuelle, si ellen'est soumise à au
une intera
tion, son mouvement est re
tiligne et de vitesseuniforme. Cela se traduit par le jeu d'équationsd2xidt2 = 0 ; (1.1)ou en
ore, en notant r le ve
teur de 
oordonnées (x1; x2; x3),d2rdt2 = 0 : (1.2)De même les 
hamps éle
triques et magnétiques satisfont aux équationsde Maxwell, dont nous donnerons plus loin une forme plus élégante que 
elleutilisant les 
hamps E et B, en introduisant des 
on
epts de géométrie di�é-rentielle.Dans un 
ertain nombre de 
as, les équations du mouvement 
lassiquespeuvent dé
oulent d'un prin
ipe de moindre a
tion, ou plut�t d'a
tion sta-tionnaire (la dénomination 
ourante, que l'histoire nous a léguée, est malheu-reuse 
ar fausse en toute généralité) : on peut introduire une grandeur appeléea
tion et dépendant des di�érents 
hamps, qui est minimale, ou plus généra-lement extrémale, pour les mouvements physiquement possibles, parmi tousles mouvements envisageables. Ainsi pour revenir en
ore à la parti
ule pon
-tuelle libre, l'équation 1.2 peut s'obtenir en demandant que les traje
toiresminimisent l'a
tion suivante :S = Z dt 



drdt



2 ; (1.3)parmi toutes les traje
toires joignant deux points.On observe que 
ette a
tion s'é
rit 
omme l'intégrale sur le temps d'unefon
tion des 
hamps : 
elle-
i est alors appelée Lagrangien. Quand on a des
hamps qui dépendent aussi des 
oordonnées spatiales et que l'a
tion s'é
rit
omme une intégrale sur le temps et l'espa
e (à n dimensions) :S = Z dtdxnL ; (1.4)L est appelée densité de Lagrangien ou en
ore également Lagrangien, 
ommenous le ferons par la suite.



1.1 Champs et a
tions 15Quand l'a
tion s'é
rit ainsi 
omme une intégrale d'un Lagrangien qui nedépend que des 
hamps (notés génériquement �) et de leurs dérivées pre-mières par rapport aux paramètres, notés yi (1 � i � n) :S = Z dynL(�; �i�) ; (1.5)le mouvement est donné par les équations d'Euler-LagrangenXi=1 �i � �L�(�i�)� = �L�� ; (1.6)où �i désigne ��yi .Par exemple un 
hamp s
alaire libre �(t; x1; x2; : : : ; xn) dé�ni sur un es-pa
e à n dimensions, plus le temps, a une a
tionS = Z dtdxn "�(�t�)2 + nXi=1 (�i�)2# (1.7)qui donne 
omme équation du mouvement�2t �� nXi=1 �2i � = 0 ; (1.8)qu'on note ave
 l'opérateur di�érentiel Dalembertien :�� = 0 : (1.9)Notons que pour n = 1 
'est l'équation d'une 
orde vibrante, que nousretrouverons plus loin quand il sera question de théorie des 
ordes, 
'est-à-dire quand on se proposera de dé
rire les parti
ules fondamentales 
ommedes modes de vibration de 
ordes.1.1.2 Version quantiqueNous nous sommes pla
é jusqu'i
i dans le 
adre de la théorie 
lassiquedes 
hamps : les 
hamps sont des fon
tions qui obéissent à des équations. Enthéorie quantique des 
hamps, 
ela n'est plus le 
as. Les 
hamps sont main-tenant des fon
tions (ou plus généralement des distributions) à valeurs dansl'espa
e des opérateurs linéaires sur un 
ertain espa
e de Hilbert H (
'est-à-dire un espa
e ve
toriel normé 
omplet) 
ensé dé
rire les di�érents étatsdu système. On s'intéresse alors aux valeurs moyennes des opérateurs pour



16 Vers la théorie Mdi�érents états, données par hsjOjsi, où O désigne l'opérateur dont on veut
al
uler la valeur moyenne dans l'état jsi. hsjOjsi est le produit s
alaire entrejsi et Ojsi (hsj est le dual de jsi). On demande aux opérateurs 
orrespon-dant aux 
hamps de la théorie de satisfaire aux équations du mouvement ; ladi�éren
e ave
 la théorie 
lassique est que les di�érents opérateurs ne 
om-mutent pas for
ément. On se donne don
 des relations de 
ommutation oud'anti
ommutation entre les di�érents opérateurs.De manière équivalente, on peut 
al
uler les valeurs moyennes en intégrantsur toutes les évolutions possibles des 
hamps 
lassiques, sans se restreindreaux solutions des équations du mouvement, en pondérant 
haque traje
toiredans l'espa
e d'évolution des 
hamps par e i~S, ou S est l'a
tion du 
hemin
onsidéré. Ainsi la probabilité qu'une ex
itation du 
hamp se transmette d'unpoint xa à un point xb entre les temps ta et tb, se 
al
ule à partir de�����R [D�℄�(ta;xa)�(tb;xb)e i~S[�℄R [D�℄e i~S[�℄ �����2 : (1.10)Ce genre d'intégrale n'est en général pas 
al
ulable. Dans un 
ertainnombre de 
as on peut faire un développement perturbatif dans 
ertainsdomaines de l'espa
e des paramètres de la théorie : on utilise alors des dia-grammes de Feynman pour automatiser 
e 
al
ul et sa 
ombinatoire. Ons'aperçoit alors souvent que les quantités qu'on 
al
ule sont divergentes ; ilfaut alors, quand 
'est possible, pro
éder à une renormalisation de la théo-rie, qui 
onsiste à faire varier 
ertaines 
onstantes physique en même tempsqu'on 
hange des paramètres de régularisation des intégrales divergentes, detelle sorte que les quantités physiques restent invariantes et soient ainsi biendé�nies.La théorie quantique des 
hamps est un sujet vaste et souvent 
omplexe,il n'est don
 pas question de prétendre i
i le traiter en toute généralité. Cettebrève évo
ation n'a pour but que de familiariser le le
teur non physi
ien ave
ses 
on
epts essentiels, des 
hamps 
lassiques et des Lagrangiens au problèmede la quanti�
ation.1.2 Espa
e-tempsAvant de passer à ses extensions dites supersymétriques, il 
onvient main-tenant d'analyser l'espa
e et le temps, ou plut�t l'espa
e-temps puisque 
esdeux notions ont été uni�ées.



1.2 Espa
e-temps 171.2.1 Espa
e-temps et relativité galiléenneDans le premier paragraphe de 
e 
hapitre, nous avons impli
itement uti-lisé le prin
ipe d'inertie : une parti
ule libre suit un mouvement re
tiligne etuniforme. On 
onstate tout de suite que 
e prin
ipe suppose que le mouve-ment de la parti
ule est repéré dans un référentiel (autrement dit un systèmede 
oordonnées) parti
ulier. En e�et, si je 
hange 
elui-
i en prenant 
ommenouvelle origine des axes un point O0(t) repéré dans le référentiel original Rpar le ve
teur R(t), en gardant les nouveaux axes parallèles aux an
iens, laposition d'un point M de ve
teur position r est maintenant donnée dans lenouveau référentiel R0 par r0 = r�R. En dérivant par rapport au temps, onobtient 
omme loi de transformation des vitessesv0 = v �V ; (1.11)où v0, v et V sont les dérivées par rapport au temps1 respe
tivement der0, r et R. Ainsi un mouvement re
tiligne et uniforme dans R ne le seradans R0 que si l'origine O0 de 
elui-
i se dépla
e à vitesse 
onstante dansR. On pourrait de même montrer que les axes doivent rester de dire
tion�xe au 
ours du temps pour préserver le 
ara
tère re
tiligne et uniforme desmouvements des parti
ules libres. Ainsi il y a toute une 
lasse de référentielsqui préservent 
ette propriété, tous en translation à vitesse 
onstante lesuns par rapports aux autres. Ces référentiels sont dits galiléens. Nous avonsimpli
itement postulé qu'il en existait un, dans lequel le prin
ipe d'inerties'appliquait. Nous avons également supposé que l'espa
e est eu
lidien, 
'est-à-dire que la distan
e entre deux points A et B est donnée parkABk =r�x(B)1 � x(A)1 �2 + �x(B)2 � x(A)2 �2 + �x(B)2 � x(A)2 �2 ; (1.12)
e qui donne pour le 
arré d'une distan
e in�nitésimaleds2 = dx21 + dx22 + dx23 : (1.13)Les transformations de l'espa
e qui laissent 
ette distan
e invariante,
'est-à-dire les isométries, sont d'une part le groupe des rotations de l'es-pa
e à trois dimensions SO(3) et d'autre part les translations, ainsi que leurs
omposées. (Il faut aussi ajouter la symétrie par rapport à l'origine, ainsique ses 
omposées, si on ne veut pas se restreindre aux transformations quipréservent l'orientation de l'espa
e.)Nous verrons par la suite que 
ette vision d'un espa
e identi�é à un espa
eeu
lidien R3 est abandonnée dans les des
riptions plus poussées.1Nous supposons i
i qu'il existe un temps absolu, ne dépendant pas du référentiel.



18 Vers la théorie M1.2.2 Relativité restreinte, groupe de LorentzUn autre postulat impli
ite dans 
e qui pré
ède est l'existen
e d'un tempsabsolu, indépendant de l'espa
e et du référentiel dans lequel on mesure lesmouvements. C'est 
ela qui nous a permis de dériver la loi galiléenne de
omposition des vitesses 1.11.La relativité restreinte introduite par Einstein abandonne 
ette notion detemps absolu pour faire dépendre le temps du référentiel. Les 
oordonnées detemps et d'espa
e sont alors mélangées lors des 
hangements de référentiel :au lieu d'un espa
e et d'un temps distin
ts, on utilise le 
on
ept d'espa
e-temps. Dans des unités où la vitesse de la lumière 
 vaut 1, on dé�nit ladistan
e in�nitésimale (ou métrique) pards2 = �dt2 + dx21 + dx22 + d23 : (1.14)Dans la suite, on notera x0 le temps, puisqu'il est intégré aux autres 
oordon-nées spatiales, mais ave
 une norme négative. On a ainsi dé�ni une métriqueminkowskienne, de signature (3,1), qu'on peut représenter par la matri
e� = 0BB� �1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCA : (1.15)Les transformations linéaires qui laissent 
ette distan
e invariante sont lesmatri
es O véri�ant tO�O = � : (1.16)Ces transformations forment le groupe O(3; 1). Ce groupe a quatre 
ompo-santes 
onnexes, 
ara
térisées par le signe du déterminant et le signe de latransformation sur la dire
tion temporelle. Si on impose que le déterminantsoit égal à 1, on a le groupe de Lorentz (à quatre dimensions), noté SO(3; 1).Ce groupe 
ontient le groupe SO(3) des rotations des trois 
oordonnées spa-tiales, ainsi que des transformations appelées boosts qui 
orrespondent à des
hangements de référentiels galiléens. Si on ajoute à 
es transformations lestranslations dans toutes les dire
tions spatio-temporelles, on obtient le groupede Poin
aré, qui est le groupe de symétrie de l'espa
e-temps tel que dé
riti
i. Cela se généralise aisément à des espa
es de dimension supérieure : unespa
e de Minkowski à n dimensions d'espa
e et une dimension temporelle(noté R1;n) aura ainsi une métrique de signature (n,1) et un groupe de LorentzSO(n; 1).



1.2 Espa
e-temps 191.2.3 Représentations du groupe de Poin
aréUne notion mathématique essentielle en physique est 
elle de représen-tation d'un groupe, qui fait agir le groupe 
omme des transformations d'unespa
e ve
toriel. Étant donné un groupe G, une représentation de G est unmorphisme de G vers le groupe des transformations linéaires d'un espa
e ve
-toriel. Autrement dit on a un espa
e ve
toriel V , l'espa
e de représentation,et à 
haque élément g de G on asso
ie un opérateur linéaire �(g) sur V , endemandant que la loi de multipli
ation soit préservée :�(g)�(g0) = �(gg0) : (1.17)Notons que 
ertains éléments du groupe peuvent être envoyés sur l'identité :ils n'induisent alors au
une transformation dans V . Une représentation dansun espa
e de Hilbert sera dite unitaire si elle représente les éléments de Gpar des opérateurs unitaires (satisfaisant U+U = 1).Ainsi le groupe SO(3), par dé�nition, a une représentation 
omme groupedes rotations de R3 : on le dé�nit 
omme l'ensemble des transformationslinéaires de 
et espa
e ve
toriel qui préservent la métrique et l'orientation.On ren
ontre en physique la notion de représentation proje
tive ; la rela-tion 1.17 est véri�ée à une phase près :�(g)�(g0) = ei�(g;g0)�(gg0) : (1.18)En�n une représentation est dite irrédu
tible si elle ne peut pas se dé
om-poser en somme dire
te de représentations plus petites.Ave
 Wigner, on dé�nit une parti
ule 
omme une représentation proje
-tive unitaire irrédu
tible du groupe de Poin
aré, 
'est-à-dire du groupe desisométries de l'espa
e-temps. En fait, 
ela revient à dé
rire les représentationsunitaires irrédu
tibles du revêtement universel de 
e groupe.En dimension 4, 
es représentations sont 
lassi�ées, pour les parti
ules demasse non nulle, par le spin de la parti
ule, qui 
ara
térise les représentationsdu groupe Spin(3) = SU(2), re
ouvrement à deux feuillets de SO(3). Lespin est donné par un nombre de N=2. En dimension supérieure D, 
'est legroupe SO(D � 1) qui 
lassi�e les représentations de masse non nulle dugroupe de Poin
aré, mais on 
ontinuera à parler du spin des parti
ules en
onsidérant l'e�et d'une rotation dans un sous-espa
e de dimension 3. Pourdes parti
ules de masse nulle, 
'est SO(D � 2) qui intervient, soit SO(2) 'U(1) en dimension 4. Le nombre quantique qui intervient est alors l'héli
ité.D'autre part, on appelle boson une parti
ule dont plusieurs représentantspeuvent être dans le même état (position, ou impulsion...) et fermion uneparti
ule pour laquelle 
'est impossible. Le théorème spin-statistique a�rme
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ules de spin entier sont des bosons et les parti
ules de spin ditdemi-entier (i.e. appartenant à 12 + N) des fermions (ave
 trois dimensionsd'espa
e).Un 
hamp libre de spin 0 est dé
rit, en termes mathématiques, par unese
tion � d'un �bré de �bre R (ou C , ou un espa
e de représentation d'ungroupe de symétrie interne) et de base l'espa
e-temps. Le mouvement est régipar l'a
tion de Klein-Gordon2 (en D = n+ 1 dimensions)LKG = ZM dDx ��� ���+m2�2 (1.19)qui donne l'équation du mouvement(��m2)� = (���� �m2)� = 0 : (1.20)Pour dé
rire les parti
ules de spin 12 , il nous faut d'abord dé
rire la re-présentation 
orrespondante du groupe de Lorentz. Nous allons dé
rire i
i lareprésentation de Dira
3. En dimension D, 
e sont des ve
teurs de dimension
omplexe k = 2[D=2℄, appelés spineurs, ([D=2℄ est la partie entière de D=2).Pour dé
rire l'a
tion du groupe de Lorentz il faut introduire les matri
es � :
e sont des matri
es k � k véri�ant les relations de Cli�ordf��;��g = ���� + ���� = 2��� ; (1.21)où ��� est la matri
e inverse de ��� . Le groupe de Lorentz agit alors par lesmatri
es ��� = � i4[��;��℄ = � i4(���� � ����) : (1.22)De plus on dispose d'une opération de 
onjugaison permettant d'é
rire unproduit s
alaire  � entre deux spineurs  et �.Le 
hamp libre de spin 12 est régi, en l'absen
e de 
hamp éle
tromagné-tique, par l'a
tion de Dira
 L = ZM  (=� +m) (1.23)2Nous utilisons i
i et dans la suite la 
onvention d'Einstein de sommation des indi
esrépétés : A�B� devra être lu P�A�B� = P�;� A����B� = A:B. Par ailleurs, nous
hoisissons des unités physiques � naturelles � telles que la 
onstante de Plan
k ~ et lavitesse de la lumière 
 soient égales à 1 et ainsi n'apparaissent pas dans nos expressions.3Il existe d'autres représentations de dimensions inférieures en 
ertaines dimensionsd'espa
e-temps, dé�nies en imposant 
ertaines 
onditions que nous ne dis
uterons pas i
i(Weyl, Majorana) ; notre but n'est pas de faire un traitement exhaustif de 
es sujets.
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i =� = ����. On obtient à partir de 
eLagrangien l'équation de Dira
(=� +m) = 0 : (1.24)Notons que le 
hamp  véri�e alors automatiquement l'équation de Klein-Gordon.Il 
onvient d'ajouter qu'il faut en fait prendre pour les fermions des
hamps � 
lassiques � qui anti
ommutent au lieu de 
ommuter 
omme lesnombres réels ou 
omplexes.En�n pour les 
hamps de spin supérieur à 12 , les représentations peuventse 
onstruire par produit de spins 12 . Les termes 
inétiques des a
tions, qui
orrespondent aux 
hamps libres, pour des parti
ules de spin 1, 32 et 2 serontdonnés dans la suite.1.2.4 Relativité généraleNous avons jusqu'i
i dé
rit l'espa
e-temps 
omme un espa
e ve
toriel, ri-gide, muni d'une distan
e minkowskienne donnée par une forme bilinéairesymétrique de signature (D�1,1), et 
et espa
e a pour symétrie le groupe dePoin
aré 
onstitué des translations et des transformations de Lorentz. Maisles lois physiques s'exprimant de manière lo
ale, il est plus naturel de n'impo-ser 
es 
ontraintes sur l'espa
e-temps que lo
alement : au voisinage de 
haquepoint, l'espa
e-temps est lo
alement RD , 
'est-à-dire qu'il peut se dé
rire lo-
alement par un jeu de D 
oordonnées réelles. On demande simplement queles quantités physiques ne dépendent pas du système de 
oordonnées. De pluson a une distan
e in�nitésimale ds qui permet, par intégration, de mesurerla longueur de 
ourbes. Cela 
orrespond au 
on
ept mathématique de variétépseudo-riemanienne.En 
haque point, on a des ve
teurs tangents qui donnent les di�érentesdire
tions, et forment en 
haque point un espa
e ve
toriel de dimension D,et on peut en prendre une base orthogonale pour la métrique ds, de tellesorte que dans 
ette base la métrique soit la métrique minkowskienne �, aupoint 
onsidéré. On appelle une telle base dé�nie en 
haque point un repèremobile. On a alors en 
haque point une liberté dans le 
hoix de la base,donnée par le groupe de Lorentz SO(D � 1; 1). On demande tout de mêmeque les ve
teurs de base de deux points in�niment pro
hes soient pro
hes euxaussi ; en d'autres termes on souhaite que la base de ve
teurs tangents varie
ontinûment. Cela a des 
onséquen
es sur le 
hoix du repère mobile en 
haquepoint : on ne peut le 
hanger que 
ontinûment. De plus, le sens de la �è
hedu temps et l'orientation de l'espa
e doivent être les mêmes en deux points
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hes, 
e qui fait qu'on se restreint au sous-groupe du groupe deLorentz qui préserve 
es propriétés. (Notons qu'il n'est pas toujours possibled'assurer 
ela globalement sur la variété d'espa
e-temps : ainsi sur un rubande Möbius l'orientation de l'espa
e 
hange si on fait un tour.) En�n, le 
hoixd'un repère en 
haque point est un 
as parti
ulier pour le groupe de Lorentzde 
hoix de jauge.La base est dé�nie par des objets notés ea, 
e qui signi�e, si on notex0; : : : xD�1 les 
oordonnées au voisinage du point, que le ve
teur tangent��, qui donne la dire
tion où seul x� varie, a pour 
omposantes dans 
ettebase (e0�; : : : ; eD�1� ). Par linéarité, le ve
teur A = A��� a pour 
omposantes(A�e0�; : : : ; A�eD�1� ). Un objet qui agit linéairement sur les ve
teurs tangentsest appelé une forme linéaire, i
i à valeurs dans l'espa
e ve
toriel RD�1;1 . C'esti
i une 1-forme 
ar elle est linéaire en un seul ve
teur. On parlerait de 2-formepour une forme bilinéaire, 
omme la métrique qui donne le produit s
alaireentre deux ve
teurs : A:B = g��A�B� . Une forme multilinéaire est appeléeforme di�érentielle si elle est totalement antisymétrique et 
ontinue (et mêmedérivable). En fait la métrique s'obtient fa
ilement à partir du repère mobilepuisque 
elui-
i est pris orthogonal, en évaluant les deux ve
teurs dans lerepère mobile pour en 
al
uler le produit s
alaire :g�� = ��:�� = ea� �ab eb� : (1.25)On a en 
haque point la liberté de 
hoisir un repère orthogonal. Il fautmaintenant dé�nir la manière de translater un ve
teur de manière in�nité-simale, notamment pour le 
omparer à un ve
teur dé�ni en un point voisinet dé�nir ainsi des dérivées. Ré
iproquement, si on a une notion de dérivée,le transport parallèle d'un ve
teur s'é
rit 
omme l'annulation de sa dérivée.Comme rien ne permet de dé�nir a priori un repère mobile parti
ulier, ilfaut que le résultat soit indépendant du 
hoix de repère parti
ulier. Ainsi, sion note r�V (1.26)la dérivée du ve
teur V dans la dire
tion ��, on souhaite que 
ette dérivéese transforme simplement 
omme tous les ve
teurs, par rotation du repèrelo
al ; 
'est pourquoi une telle dérivée est dite 
ovariante. Pour un s
alaire,
'est-à-dire un nombre réel, invariant sous l'a
tion du groupe, la dérivée nedoit pas dépendre non plus du 
hoix de repère mobile ; en notant � une tellefon
tion s
alaire, 
'est don
 simplementr�� = ��� : (1.27)On peut aussi faire agir la dérivée 
ovariante sur les spineurs par l'intermé-diaire des matri
es �, en demandant toujours la 
ovarian
e dans les 
hange-
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e-temps 23ments de repères. En�n la règle de Leibnizr(FG) = (rF )G+ F (rG) (1.28)permet de 
al
uler la dérivée d'un produit.Soit V un 
hamp de ve
teurs au point M . Alors le transport parallèlevers un point M + ÆM est donné par une matri
e qui transforme 
e ve
teurlinéairement et dépend également linéairement de la dire
tion de ÆM . Ainsi ilest dé�ni par une forme di�érentielle à valeur dans les matri
es ! = !� dx�,de 
omposantes ! a� b, de telle sorte que V se transforme en4 V � Æx�!�V.On souhaite que 
e transport parallèle 
onserve les produits s
alaires desve
teurs transportés ; autrement dit le passage du repère au point M à 
eluidé�ni enM+ÆM doit être un élément du groupe de Lorentz, 
e qui donne des
ontraintes sur les matri
es ! a� b ; en fait il faut que les matri
es ! ab� = �b
! a� 
soient antisymétriques.Pour un 
hamp de ve
teurs V(x), on dé�nit 
omme on l'a dit la dérivée
ovariante en transportant le ve
teur V(M) dé�nissant le 
hamp au point Mjusqu'en un point in�nitésimalement pro
he M +ÆM dans la dire
tion 
onsi-dérée puis en 
omparant ave
 la valeur du 
hamp en 
e point en e�e
tuantla soustra
tion V(M + ÆM)� (V(M)� Æx�!�V(M)) : (1.29)La dérivée 
ovariante est ainsi donnée pour un 
hamp ve
toriel parr� = �� + !� : (1.30)Pour les 
hamps spinoriels, 
omme on l'a dit 
ette dérivée 
ovariante agitpar l'intermédiaire des matri
es �, et l'a
tion sur les représentations de spinsupérieur se fait en 
onsidérant des produits de représentation, en utilisantla règle de Leibniz. L'opérateur r est appelé 
onnexion, terme qu'on emploieaussi parfois pour la forme !. Dans le 
as qui nous o

upe où le groupe dejauge est le groupe de Lorentz, on parle de 
onnexion de spin. Notons que la
ondition que le produit s
alaire soit préservé par transport parallèle s'é
ritr�g�� = 0 : (1.31)On impose i
i que pour une fon
tion s
alaire f les dérivées dans les dif-férentes dire
tions 
ommutent :r�r�f = r�r�f (1.32)4Le signe � est mis pour retrouver par la suite les 
onventions habituelles.
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ondition de torsion nulle).Pour un ve
teur, le 
ommutateur de deux dérivées est un opérateur li-néaire dé�ni par R��V = [r�;r�℄V = r�r�V�r�r�V (1.33)et appelé 
ourbure, ou plus pré
isément i
i 
ourbure de Riemann. En 
ompo-santes, 
'est un objet à quatre indi
esR a�� b (1.34)où les deux premiers indi
es en font une 2-forme di�érentielle et les deuxsuivants dé
rivent l'a
tion sur les ve
teurs du repère mobile. On peut aussié
rire 
ette dernière dans la base des ve
teurs tangents liés aux 
oordonnéesx�, pour avoir un objet R���� = e
� eb� �
a R a�� b ; (1.35)qui a des propriétés de symétrie entre les di�érents indi
es dues aux di�é-rentes 
onditions imposées. Rappelons que 
elles-
i sont d'une part l'inva-rian
e de la métrique par translation et d'autre part la nullité de la torsion.Ces deux 
onditions donnent une unique 
onnexion, appelée 
onnexion deLevi-Civita et que nous avons dé
rite i
i. Celle-
i peut se 
al
uler à partir dela métrique, de même que le tenseur de Riemann.1.2.5 Formes di�érentiellesAvant d'aller plus loin, il nous faut dé
rire quelques opérations sur lesformes di�érentielles. Rappelons qu'un tel objet est une forme multilinéairetotalement antisymétrique (ou alternée) dé�nie sur tout l'espa
e et su�sam-ment lisse.Le produit extérieur ^ asso
ie à deux formes leur produit antisymétrisé.Une base des 1-formes est donnée par les dx�, qui est duale de la base deve
teurs tangents �� : dx� �� = Æ�� : (1.36)Toutes les autres formes s'obtiennent alors par produit extérieur de 
es 1-formes et 
ombinaison linéaire ave
 des fon
tions 
omme 
oe�
ients, parexemple � = f(x) dx1 ^ dx2 + g(x) dx2 ^ dx3 : (1.37)Notons que les 0-formes sont simplement les fon
tions, et que le produitextérieur par une telle forme revient à multiplier par la fon
tion.
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tions par df = ��f dx� ; (1.38)laissant invariantes les formes de la base dx� :d dx� = 0 ; (1.39)et s'étendant aux autres formes par linéarité et grâ
e à la formule de Leibnizgraduée d(� ^ �) = d� ^ � + (�1)p� ^ d� ; (1.40)si � est une forme de degré p.On a la propriété essentielle dd = 0 : (1.41)Si on dispose d'une dérivée 
ovariante r� on peut de même s'en servirpour 
onstruire une di�érentielle 
ovariante r, mais 
ette fois on n'a pasfor
ément r2 = 0.L'opération de dualité de Hodge asso
ie à une p-forme di�érentielle� = 1p!��1:::�pdx�1 ^ : : : ^ dx�p (1.42)une (D � p)-forme�� = 1(D � p)!pj det(g)j��1:::�p g�1�1 : : : g�p�p��1:::�Ddx�p+1 ^ : : : ^ dx�D ;(1.43)où ��1:::�n est le tenseur totalement antisymétrique à n indi
es (dont les 
om-posantes valent 0, 1 ou �1 suivant que deux indi
es au moins sont égaux,qu'on a une permutation paire ou impaire des indi
es). Notons que pour labase du repère mobile, l'expression est plus simple :�(ea1 ^ : : : ^ eap) = �a1:::aD�a1a1 : : : �apap eap+1 ^ : : : ^ eaD : (1.44)Une propriété importante est que � est une pseudo-involution :�2 = �1 ; (1.45)où le signe est donné par le degré des formes et la signature de l'espa
e-temps.En�n, on peut intégrer une p-forme sur une variété de dimension p. Laforme volume est simplement, en métrique minkowskienne,p� det(g) dx1 ^ : : : ^ dxD = �1 : (1.46)
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tion d'EinsteinAyant dé
rit ainsi l'espa
e-temps, Einstein a eu l'idée de rendre dyna-mique la géométrie en 
onsidérant la métrique ou la 
onnexion de Levi-Civitaasso
iée 
omme des 
hamps physiques soumis à des équations du mouvementet entrant en jeu dans le Lagrangien. Ainsi les propriétés géométriques del'espa
e-temps sont reliées dynamiquement aux 
hamps de matière ou d'in-tera
tion qui s'y trouvent.Pour 
ela, on ajoute au Lagrangien des autres 
hamps le Lagrangiend'Einstein L = � 116�k �R ; (1.47)où k est la 
onstante gravitationnelle de Newton et R la 
ourbure s
alaire quis'obtient à partir du tenseur de Riemann de la manière suivante. On formed'abord le tenseur de Ri

i R�� = g��R���� ; (1.48)qui est symétrique et qu'on 
ontra
te à nouveau pour former la 
ourbures
alaire R = R�� = R���� : (1.49)Une fois intégrée, l'a
tion d'Einstein est don
SE = � 116�k ZM �R = � 116k ZM dDxp�det(g)R���� : (1.50)Cette a
tion, asso
iée à l'a
tion dé
rivant les autres 
hamps, permetd'é
rire l'équation du mouvement pour le 
hamp gravitationnel, appelée équa-tion d'Einstein.En dé�nissant le tenseur d'énergie-impulsion 
omme la dérivée fon
tion-nelle de l'a
tion de la matièreT��(x) = � 2p� det(g) ÆSmÆg��(x) ; (1.51)l'équation d'Einstein s'é
ritR�� � 12g��R = 8�kT�� : (1.52)Un point fondamental est que 
ette 
onstru
tion rend 
ompte des phé-nomènes de gravitation. En e�et l'équation d'Einstein relie la 
ourbure del'espa
e-temps à la matière présente ; la géométrie ainsi imposée modi�e alors
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tions de jauge 27les traje
toires des parti
ules. Ainsi une parti
ule libre suit toujours une géo-désique, mais 
elle-
i n'est plus né
essairement une ligne droite. Notons quesi les phénomènes gravitationnels sont faibles, 
'est-à-dire si la 
ourbure estpetite devant 1�x2 , où �x est la longueur typique du phénomème étudié, onretrouve 
omme approximation la théorie de Newton.1.3 Intera
tions de jauge1.3.1 Éle
tromagnétismeNous avons vu dans la se
tion pré
édente un exemple de théorie de jauge,en 
onsidérant le groupe de Lorentz 
omme un groupe de symétrie lo
al del'espa
e-temps. Plus généralement, une théorie de jauge est une théorie oùl'on rend lo
ale une symétrie globale, en introduisant la 
onnexion asso
iée.Ainsi l'éle
tromagnétisme est-il dé
rit par une théorie de jauge pour le groupeU(1).Considérons en e�et un 
hamp 
omplexe �. Sa phase n'intervient pasdans l'a
tion, et on peut la 
hanger globalement en multipliant � par ei�. Sion suppose que la phase est lo
ale, 
ela veut dire que le 
hamp est dé
ritpar une se
tion d'un �bré, qui n'est plus for
ément trivial. Comme dansla se
tion pré
édente il faut alors introduire un transport parallèle et unedérivée 
ovariante r� donnée par une 
onnexion A : ainsi pour un 
hamp de
harge éle
trique q on a r�� = (�� + i q A�)� (1.53)et on rempla
e ��� par 
ette expression dans l'a
tion, puisque 
'est 
ettedérivée qui est invariante sous la symétrie de jauge et non la dérivée simple��. Si on fait un 
hangement de jauge donné par la phase lo
ale ei�(x), A, le
hamp de jauge, est transformé enA �! A� d� : (1.54)et � en � �! ei q �� (1.55)Ainsi la dérivée 
ovariante r�� est bien 
ovariante sous l'a
tion de 
e 
han-gement de jauge.Notons que q 
ara
térise en fait la représentation de U(1) dans laquellese trouve le 
hamp �. Comme 
e groupe est 
ompa
t et abélien, q prend savaleur dans l'espa
e dis
ret Z.



28 Vers la théorie MOn peut dé�nir également la 
ourbureF = r2 = dA ; (1.56)qui dé
rit 
omment le 
hamp est modi�é après un transport parallèle quirevient au point de départ. En 
omposantes, 
ela s'é
ritF�� = [r�;r�℄ : (1.57)La 
ourbure dé
rit alors 
omment un 
hamp est modi�é après transportautour d'un parallélogramme in�nitésimal de 
�tés selon les dire
tions �� et��. Notons que la propriété d2 = 0 donnedF = 0 : (1.58)C'est la première moitié des équations de Maxwell.Là en
ore, on va rempla
er dans le Lagrangien �� par r�, soit d par r.Ainsi par exemple un 
hamp de spin 12 aura pour a
tionSD = ZM  � =r+m� = ZM  �=� + iq =A+m� = ZM  (���� + iqA��� +m) ; (1.59)qui donne l'équation de Dira
 d'une parti
ule 
hargée( =r+m) = 0 : (1.60)On va de plus rendre dynamique la 
onnexion U(1) en introduisant unterme 
inétique SM = ZM F ^ �F : (1.61)On retrouve alors 
omme équations du mouvementd � F = �j ; (1.62)où le se
ond terme est donné par les autres termes de l'a
tion, ave
j�(x) = g�� ÆSmÆA�(x) : (1.63)On a i
i la se
onde moitié des équations de Maxwell, qui s'é
rivent �nalementdF = 0d � F = �j : (1.64)et sont les équations du 
hamp éle
tromagnétique.



1.3 Intera
tions de jauge 291.3.2 Généralisation aux autres groupesCe qui vient d'être fait pour le groupe U(1) peut se généraliser à d'autresgroupes de symétrie 
ontinus (dits groupes de Lie). Cette fois la 
onnexionest à valeurs dans l'algèbre tangente au groupe, 
'est-à-dire aux 
ombinaisonslinéaires de générateurs in�nitésimaux au voisinage de l'identité. En e�et la
onnexion, 
omme la dérivée habituelle, donne les variations asso
iées à undépla
ement in�nitésimal. Pour U(1) l'algèbre tangente en 1 est simplementR, 
'est pourquoi nous 
onsidérions une 1-forme à valeurs réelles. Si nousprenons 
omme groupe U(n), qui est 
onstitué des matri
es U n � n tellesque U+ U = 1 ; (1.65)l'algèbre tangente5 en 1 est 
onstituée des matri
es 1 + iÆU (le i est le 
hoixde paramétrisation des physi
iens) telles que, au premier ordre,(1 + iÆU)+ (1 + iÆU) = 1 ; (1.66)soit ÆU+ = ÆU : (1.67)L'algèbre tangente au groupe U(n) est don
 
onstituée des matri
es hermi-tiennes n� n.Pré
isons que le 
ommutateur [ ; ℄ dé�ni par[A;B℄ = AB � BA (1.68)lui donne une stru
ture d'algèbre de Lie. (Les dé�nitions pré
ises sont don-nées dans la partie 2.2.) Ainsi un groupe abélien donnera une algèbre 
om-mutative.On a don
 une 
onnexion r = d + A (1.69)à valeurs dans l'algèbre tangente et les parti
ules 
onstituent des représen-tations du groupe 
onsidéré, éventuellement triviales, sur lesquelles agit la
onnexion.On peut aussi former la 
ourbureF = r2 = dA+ A ^ A ; (1.70)5Ou plus pré
isément sa représentation linéaire fondamentale (ou de dé�nition) endimension n.



30 Vers la théorie Moù le produit qui intervient dans le produit extérieur est 
elui de l'algèbre deLie : A ^ A = A�dx� ^ A�dx� = 12[A�; A�℄ dx� ^ dx� : (1.71)En dérivant l'équation 1.70, on obtient l'identité de Bian
hidF = F ^ A� A ^ F = [F;A℄ (1.72)soit en
ore rF = 0 : (1.73)Pour le terme 
inétique du nouveau 
hamp introduit, il faut sommer surtoutes les dire
tions de l'algèbre de Lie :SYM = ZM tr(F ^ �F ) : (1.74)1.3.3 Dualité SL(2;Z) de l'éle
tromagnétismeLes équations de l'éle
tromagnétisme dans le vide, en quatre dimensions,dF = 0d � F = 0 ; (1.75)possèdent une symétrie Z2 : on peut é
hanger les r�les de F et �F parF �! �F�F �! �F : (1.76)(En e�et dans un espa
e minkowskien de dimension 4 on a �2 = �1 pour une2-forme, si bien que �(�F ) = �F .)En 
omposantes, F�� s'é
rit(F��) = 0BB� 0 E1 E2 E3�E1 0 �B3 B2�E2 B3 0 �B1�E3 �B2 B1 0 1CCA ; (1.77)où E et B sont les 
hamps éle
trique et magnétique. Dans 
es notations, lasymétrie 
onsidérée é
hange E et B :E �! BB �! �E : (1.78)Il s'agit de la dualité éle
trique-magnétique.
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tions de jauge 31Si, au lieu de se pla
er dans le vide, on 
onsidère des 
harges éle
triques,on voit que 
ette symétrie impose d'avoir aussi des 
harges magnétiques. Ene�et le 
ourant éle
trique j = �d � F (1.79)se voit transformé en un 
ourant magnétiquek = �dF : (1.80)Cette dernière équation indique de plus que si k est non nul il n'est paspossible d'é
rire un potentiel A tel que F = dA, 
ar alors dF = ddA = 0.Considérons notamment une 
harge magnétique pon
tuelle (un monop�lemagnétique). Alors d'après le lemme de Poin
aré, on peut dé�nir un potentielA lo
alement partout sauf en 
e point. Toutefois 
e potentiel n'est pas global :on peut le dé�nir sur des portions d'espa
es autour du monop�le (il en fautau moins deux) mais pas sur tout l'espa
e privé du point 
onsidéré. En faiton peut trouver un potentiel dé�ni sur tout l'espa
e privé d'une demi-droitepartant du monop�le et allant jusqu'à l'in�ni. Alors la 
harge magnétique,donnée par l'intégrale sur une surfa
e S entourant le monop�le du 
hamp F ,g = ZS F ; (1.81)peut se 
al
uler par g = ZS0 dA = ZC A ; (1.82)où S 0 est la surfa
e 
onsidérée privée d'un voisinage in�nitésimal de la demi-droite sur laquelle A n'est pas dé�ni, et où C est le bord de 
e voisinage.D'autre part, 
onsidérons le 
hamp asso
ié à une parti
ule 
hargée éle
-triquement. En faisant un tour autour de la demi-droite en question, il prendune phase6 exp�i q~ ZC A� = ei q~ m : (1.83)Mais la demi-droite 
hoisie n'a pas de sens physique : on aurait pu la prendreailleurs. Elle ne doit don
 pas se faire � sentir � sur les 
hamps physiques, eton doit ainsi avoir ei q~ m = 1 ; (1.84)soit q m = 2�n~ (1.85)6Nous remettons i
i le fa
teur ~ en raison du 
ara
tère quantique du phénomène.
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 n dans Z. C'est la 
ondition de quanti�
ation de Dira
. Notons que 
ette
ondition est un e�et quantique. En e�et, on s'y sert de la des
ription parun 
hamp d'une parti
ule 
hargée mais on interprète le paramètre q 
ommeune 
harge pon
tuelle, on utilise don
 simultanément la notion de parti
ule.On peut aussi retrouver 
e résultat à partir de la quanti�
ation du mo-ment 
inétique, qui doit être un multiple entier de ~. Cela permet de généra-liser la 
ondition de Dira
 au 
as où l'on a des dyons : des parti
ules portantà la fois une 
harge éle
trique q et une 
harge magnétique m. Alors on aobtient la 
ondition de quanti�
ation de Zwanziger-S
hwinger : entre deuxtels dyons de 
harges (q;m) et (q0; m0) on a la relation7q m0 � q0 m = 2�n (1.86)ave
 n dans Z.Cette formule est laissée invariante si on é
hange 
harges éle
trique etmagnétique suivant q �! mm �! �q ; (1.87)
e qui 
orrespond à la dualité éle
trique-magnétique que nous avons déjàvue. Mais on peut aller plus loin en remarquant qu'il y aussi invarian
e parrapport à la transformation q �! q +mm �! m : (1.88)Les deux transformations 1.87 et 1.88, dites respe
tivement S et T , en-gendrent en fait le groupe SL(2;Z) des matri
es entières à déterminant entier,qui agissent i
i sur les doublets � qm �.Il est tentant de 
onje
turer que la physique est invariante sous 
ettetransformation. Cela né
essite d'asso
ier à toute parti
ule 
hargée (un éle
-tron par exemple) toute une famille de dyons, l'orbite sous SL(2;Z) de laparti
ule 
onsidérée.Il faut ajouter une remarque importante. La transformation S, qui é
hange
harges éle
trique et magnétique, é
hange un régime de 
ouplage faible (ave
e petit) ave
 un régime de 
ouplage fort : la 
harge magnétique minimale estm = 2�e : (1.89)En parti
ulier si la version � éle
trique � peut faire l'objet d'un traitementen perturbations en théorie quantique des 
hamps, il n'en est pas de mêmede la version duale, � magnétique �.7Nous reprenons notre 
onvention ~ = 1 pour alléger les formules.



1.4 Supersymétrie 33Une autre remarque 
on
erne la transformation T : au niveau du Lagran-gien, 
ette transformation est liée à un termeL� = �12 e2�32�2F ^ F (1.90)qui ne 
hange pas les équations du mouvement (
'est la di�érentielle d'unterme F ^ A) mais dé
ale la 
harge éle
trique des dyons (e�et Witten) :q = n e+ � e2m8�2 : (1.91)Ave
 m = k 4�e (k 2 Z), on a ainsiq = n e+ �2�k e (1.92)Pour un nombre � égal à 2�, 
e qui 
orrespond à la transformation T, 
ela
hange simplement l'entier n, et la 
ondition de quanti�
ation est in
hangée.Les 
harges sont données par un réseau bidimensionnel (d'angle �) qui estinvariant sous les transformations de SL(2;Z).1.4 Supersymétrie1.4.1 Théorème �no-go�L'intérêt d'introduire de nouvelles symétries dans la des
ription d'unsystème physique apparaît à la quanti�
ation de la théorie. En e�et 
ela
ontraint fortement le système, en parti
ulier les 
orre
tions radiatives pour
ertaines quantités. Ainsi on peut montrer qu'à quatre dimensions, les théo-ries de jauge, dé
rites par la théorie de Yang-Mills, ave
 des modi�
ationsdiverses, sont plus ou moins les seules théories (ave
 intera
tion) renorma-lisables, 
'est-à-dire les seules qu'on sait traiter en théorie quantique des
hamps8.En 
her
hant à introduire de nouvelles symétries, en dimension stri
te-ment supérieure à deux, on se heurte au théorème de Coleman et Mandula9 :8Le mot renormalisation indique un pro
essus visant à obtenir des résultats �nis pourles di�érentes quantités physiques. En e�et par une appro
he naïve la plupart des quantitésdivergent, mais on sait traiter le problème de manière systématique pour 
ertaines théories,dite renormalisables. La gravitation est un exemple de théorie non renormalisable, 
ommenous le verrons plus loin.9Un tel théorème est dit � no-go � 
ar il indique une impossibilité à aller dans un voiedonnée. En fait il indique plut�t les hypothèses à a�aiblir pour avan
er.
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e S � i.e. la matri
e de di�usion, qui donne laprobabilité que le système passe d'un état à un autre � est nontriviale � i.e. il y a des intera
tions � et analytique dans lesvariables de temps et d'énergie (une hypothèse te
hnique raison-nable),Si les masses des parti
ules sont toutes positives et formentun spe
tre dis
ret � i.e. les masses possibles pour les parti
ulesne forment pas un intervalle 
ontinu � et qu'il y a un nombre�ni de types de parti
ules pour une masse donnée,Si G, le groupe de symétrie de la matri
e S qui 
ontient legroupe de Poin
aré, est un groupe de Lie (i.e. 
ontinu) 
onnexe,engendré par des générateurs in�nitésimaux représentables pardes opérateurs dans l'espa
e des moments dont les noyaux sontdes distributions (une autre hypothèse te
hnique raisonnable),Alors G est le produit dire
t du groupe de Poin
aré et d'ungroupe de symétrie interne, 
'est-à-dire 
ommutant ave
 le groupede Poin
aré.Ce théorème a�rme ainsi qu'il n'est pas possible de mélanger le groupe dePoin
aré de manière non triviale ave
 un autre groupe de symétrie 
ontinu.En parti
ulier, il semble impossible de relier par des symétries des parti
ulesde masses ou spins di�érents.En fait la solution est dans l'introdu
tion d'un nouveau type de symétrie :la supersymétrie, qui n'est pas donnée par un groupe mais par un supergroupe.Pour un groupe de Lie, les transformations peuvent s'obtenir à partir detransformations in�nitésimalesbosons �! bosons + � (autres) bosonsfermions �! fermions+ � (autres) fermions ; (1.93)où � est un nombre réel in�nitésimal.L'idée est de généraliser 
ela à un paramètre � fermionique ou impair :bosons �! bosons + � fermionsfermions �! fermions+ � bosons : (1.94)Dans le premier 
as, on peut re
onstruire le groupe de Lie à partir de l'al-gèbre des générateurs in�nitésimaux, donnée par des 
ommutateurs [A;B℄ =AB � BA. Dans le se
ond 
as, il faut rempla
er 
ela par des anti
ommu-tateurs fA;Bg = AB + BA, et de même au lieu de 
ommuter 
omme lesnombres réels les paramètres impairs 
omme � anti
ommutent : � �0 = ��0 �.



1.4 Supersymétrie 351.4.2 Algèbre de super-Poin
aré D = 4 N = 1Rappelons d'abord que le groupe de Poin
aré est engendré par les géné-rateurs in�nitésimaux suivants :� Translations : P� (= i��) ;� Rotations et boosts de Lorentz : M�� .Ils satisfont aux règles de 
ommutation[P�; P�℄ = 0[M�� ;M��℄ = ig��M�� � ig��M�� � ig��M�� + ig��M�� (1.95)[M�� ; P�℄ = �ig��P� + ig��P� :Comme nous l'avons vu au dernier paragraphe, 
ette algèbre ne peut êtreétendue de manière non triviale qu'en introduisant des générateurs fermio-niques. Nous allons don
 introduire des générateurs qui sont des spineursde Dira
 (de même que P est un ve
teur, par exemple) Q et Q, tels queQ = Q+�0 (
ondition de Majorana10). Pour �xer les idées, nous nous sommespla
és en quatre dimensions d'espa
e-temps.Il su�t alors d'ajouter aux relations 1.96 les 
ommutateurs et anti
om-mutateurs suivants : [P�; Q�℄ = 0�Q�; Q�	 = �2P����� ; (1.96)qui s'é
rit plus su

in
tement [P;Q℄ = 0�Q;Q	 = �2=P : (1.97)On obtient ainsi la (super-)algèbre de supersymétrie D = 4 N = 1 ; 
e derniernombre se rapporte au nombre de générateurs de supersymétrie. On voit quele générateur de supersymétrie Q est en quelque sorte une ra
ine 
arrée del'impulsion P .D'autre part, les générateurs de supersymétrie permettent de 
lasser lesparti
ules en multiplets, la supersymétrie é
hangeant entre eux les di�érentes
omposantes d'un même multiplet.Pour des états de masse nulle, on peut réé
rire l'algèbre, par 
hangementde base et reparamétrisation, 
omme une algèbre d'os
illateur fermioniquefb; b+g = 1b2 = 0(b+)2 = 0 : (1.98)10C'est une des 
onditions qu'on peut imposer, notamment à quatre dimensions, pourréduire la dimension de la représentation spinorielle d'un fa
teur 2.



36 Vers la théorie MOn obtient alors des multiplets (�; � + 12), où 
es nombres donnent les héli-
ités des parti
ules. Ajoutons que l'invarian
e CPT 11 d'une théorie requiertqu'un multiplet soit a

ompagné du multiplet d'héli
ité et autres nombresquantiques opposés. En se limitant à des héli
ités inférieures à 2, on obtient :� le multiplet 
hiral (0; 12), ave
 son 
onjugué (�12 ; 0), 
onstitué d'un fer-mion de Weyl12 et d'un s
alaire 
omplexe ;� lemultiplet ve
toriel (12 ; 1), ave
 son 
onjugué (�1;�12), 
ontient un bo-son de jauge et un spineur de Weyl, tous les deux dans la représentationadjointe du groupe de jauge ;� le multiplet du gravitino (1; 32), ave
 son 
onjugué (�32 ;�1), 
ontientun gravitino en plus de 
elui du multiplet gravitationnel ; il n'intervientque pour les supersymétries étendues13, que nous verrons au pro
hainparagraphe, dé
omposées en représentations N = 1 ;� le multiplet gravitationnel (32 ; 2), ave
 son 
onjugué (�2;�32), qui 
om-prend le graviton (parti
ule asso
iée aux modi�
ations de la métrique)et le gravitino, son partenaire supersymétrique.Pour les états massifs, on a une algèbre de deux os
illateurs, et on obtientainsi des multiplets à quatre états (�; �+ 12 ; �+ 12 ; �+ 1). Ainsi le multiplet
hiral massif (�12 ; 0; 0; 12) a le même 
ontenu que le multiplet 
hiral de massenulle ave
 son 
onjugué CPT. Pour les autre états, 
omme (0; 12 ; 12 ; 1), sansparler d'invarian
e CPT, l'invarian
e sous rotation SU(2) impose d'ajouterle multiplet symétrique (�1;�12 ;�12 ; 0). On obtient alors une parti
ule despin 1, deux de spin 12 et une de spin 0.Remarquons que la supersymétrie impose que les nombres de degrés deliberté bosoniques et fermioniques soient égaux, 
omme on le véri�e aisémentdans la 
lassi�
ation que nous venons de donner.1.4.3 ExtensionsL'algèbre que nous avons vue au paragraphe pré
édent ne 
ontient qu'unseul spineur de supersymétrie. En fait, on peut 
onsidérer des algèbres desupersymétrie étendues où on a plusieurs générateurs QA, indi
és par unentier A allant de 1 à N : nQA; QBo = �2ÆAB =P ; (1.99)11Produit de la symétrie par 
onjugaison de 
harge C, de l'inversion d'espa
e P et durenversement du temps T.12La 
ondition de Weyl est une autre 
ondition qu'on peut imposer à un spineur de Dira
(de masse nulle) pour en réduire la dimension. On obtient alors un spineur de dimension
omplexe 2 et d'héli
ité �xée, + 12 ou � 12 .13En e�et, la présen
e d'un gravitino implique qu'il y ait une supersymétrie asso
iée.
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 toujours �QA; P � = 0 : (1.100)Pour les états de masse nulle, on a alors une algèbre de N os
illateursfermioniques, 
e qui fait 2N états par multiplet, d'héli
ité � à �+ 12N . Ainsipour la supersymétrie N = 2 on a en parti
ulier� l'hypermultiplet14 : (�12 ; 02; 12) ;� le multiplet ve
toriel : (�1;�12 2; 0) + (0; 12 2; 1) ;� le multiplet de supergravité : (�2;�32 2;�1) + (1; 322; 2).Notons que 
es états peuvent se dé
omposer selon les représentationsde l'une ou l'autre des deux algèbres N = 1 qui 
omposent l'algèbre desupersymétrie N = 2, selon les multiplets que nous avons vus pré
édemment.De même on peut 
onsidérer des multiplets pour un nombre supérieur desupersymétries, jusqu'à N = 8 si on se limite à des héli
ités inférieures à 2.Dans 
e dernier 
as, on a seulement le multiplet de supergravité��2;�32 8;�128;�12 56; 070; 1256; 128; 328; 2� : (1.101)On s'arrête à des héli
ités ou spins 2 
ar on pense qu'il n'est pas possible de
oupler à la gravitation des parti
ules d'héli
ité ou spin supérieur en nombre�ni.Pour les états massifs, 
omme dans le 
as N = 1 le nombre d'os
illateursest multiplié par 2, et il y don
 22N états par multiplet.Ajoutons en
ore qu'on peut modi�er l'algèbre de supersymétrie par des
harges 
onservées Z qui 
ommutent ave
 tous les générateurs de l'algèbre,de manière s
hématique �Q;Q	 = �2=P + Z[Z; : : :℄ = 0 : (1.102)1.4.4 États BPSSi on 
onsidère une parti
ule 
hargée pon
tuelle dans le référentiel de son
entre de masse, l'algèbre s'é
ritnQA� ; QB� +o = 2mÆABÆ�� + 2iZAB�0�� : (1.103)14La notation 02 indique qu'il y a deux états d'héli
ité 0, qu'on obtient en agissant surl'état � 12 ave
 un os
illateur ou l'autre. (La notation est évidemment utilisée pour toutesles héli
ités.)



38 Vers la théorie MAlors pour un état propre de ZAB, on peut trouver une base dans laquelleZAB = 0BBBBB� 0 q1 0 0�q1 0 0 0 � � �0 0 0 q20 0 �q2 0... . . .
1CCCCCA ; (1.104)ave
 qi � 0.Alors les valeurs propres de l'équation 1.103 sont m � qi dans le se
ondmembre, alors que le premier est une somme de 
arrés et est don
 positif. Ona alors la borne de Bogomolny-Prasad-Sommer�eld (BPS )m � jqij : (1.105)On voit en parti
ulier qu'un état de masse nulle est né
essairement neutre,
e qui rend valide l'analyse des multiplets de masse nulle faite à partir del'algèbre 1.99. On dit qu'un état sature 
ette borne s'il y a égalité qi = mpour un 
ertain nombre k des N valeurs de i. Il faut alors que 2k pairesd'os
illateurs annihilent 
et état, et on a alors une représentation 
ourte ouBPS de l'algèbre de supersymétrie, de dimension 22(N�k). Si toutes les 
hargesqi sont égales à m, on a une représentation ultra-
ourte de dimension 2N (siN est pair) ; les représentations ultra-
ourtes sont en fait les mêmes que 
ellesdes états de masse nulle15.1.4.5 Généralisation aux autres dimensionsCe que nous avons vu pour la supersymétrie en dimension quatre se gé-néralise à d'autres dimensions. On prend 
omme générateurs des spineurs dedimension minimale 
omme générateurs, en étendant l'algèbre de Poin
arépar des relation de la forme 1.102. Si on n'admet que les spin (ou héli
ités)inférieures ou égales à 2, alors on ne peut se pla
er en dimension supérieureà 11 : en e�et tout multiplet 
ontiendrait alors des états de spin plus grand.Nous y reviendrons dans 
e qui suit.1.5 SupergravitéSi on essaie de jauger la supersymétrie � rendre 
ette symétrie lo
ale etnon plus seulement globale � on est amené à introduire la gravitation. En15Sur 
es sujets, voir par exemple l'annexe B de [P℄.



1.5 Supergravité 39e�et le 
arré d'une transformation de supersymétrie donne une translation,dont la distan
e dépend des paramètres fermioniques �. En faisant varier
e dernier paramètre ave
 le point d'espa
e-temps 
onsidéré, on obtient destranslations di�érentes pour les di�érents points d'espa
e-temps : on tombedon
 sur des 
hangements de 
oordonnées lo
ales, 
'est-à-dire sur la relativitégénérale. Inversement si on introduit un repère mobile, et un stru
ture despin, dans lesquels est exprimé le spineur �, le 
hangement de repère lo
alinduit un 
hangement lo
al de 
e paramètre spinoriel. Ainsi supersymétrielo
ale et relativité générale � et don
 gravitation � sont inséparables, pourune théorie supersymétrique ; on parle don
 de théories de supergravité.À l'origine, on espérait que la supersymétrie permettrait de quanti�er 
esthéories, et ainsi d'avoir une version quantique de la gravitation, piè
e man-quante de la théorie physique des intera
tions fondamentales, mais il apparutque 
ette nouvelle symétrie ne résolvait pas les problèmes de quanti�
ation.1.5.1 Supergravité N = 1 en quatre dimensionsÀ titre d'exemple, 
onsidérons la supergravité à quatre dimensions d'es-pa
e-temps et une supersymétrie, soit quatre super
harges16 [vN℄.Pour le repère mobile em� , on é
rit la transformation de supersymétrieÆ�em� = 12��m � ; (1.106)en introduisant un gravitino  �, 
hamp d'héli
ité 32 , 
'est-à-dire une 1-formeà valeur spinorielle. Ce 
hamp se transforme quant à lui enÆ� � = ���+ 12!mn� �mn� ; (1.107)soit Æ� = r ; (1.108)où r est la dérivée 
ovariante d'espa
e-temps.En fait ! n'est pas un 
hamp physique, dans le sens où il peut êtredéterminé en résolvant une équation du mouvement algébrique ; 
'est 
e qu'onappelle un 
hamp auxiliaire, qui ne 
ontient pas de degré de liberté. Le repèremobile et le gravitino forment déjà un doublet de supersymétrie, et ont enparti
ulier le même nombre de degrés de libertés, bosoniques d'un 
�té etfermioniques de l'autre.16Le nombre de super
harges est le nombre de 
omposantes réelles des générateurs desupersymétrie. C'est don
 le produit du nombre de supersymétries par la dimension réellede la plus petite représentation spinorielle.



40 Vers la théorie MEn plus du terme d'Einstein-HilbertLEH = � 12�2 �R (1.109)nous mettons dans le Lagrangien un terme 
inétique ; en fait le seul termequadratique d'énergie positive pour une héli
ité 32 est le terme de Rarita-S
hwinger LRS = �12����� ��5��r� � ; (1.110)où �5 = i�0�1�2�3.On a alors une théorie de supergravité pure : il n'y a pas de matière àlaquelle 
oupler 
es 
hamps ; il est 
ependant possible d'en ajouter en nombre�ni, pour avoir une théorie ave
 de la matière.Comme nous l'avons dit l'équation du mouvement pour la 
onnexion despin ! est une équation algébrique qui permet d'é
rire 
e 
hamp 
omme unefon
tion du repère mobile em� et du gravitino  �. On peut alors substituerle résultat dans le Lagrangien pour obtenir une formulation dite du se
ondordre qui ne 
ontient que les 
hamps physiques du doublet gravitationnel.Ajoutons une remarque importante : la supersymétrie est une symétrie deséquations du mouvement, mais n'est pas valable pour les 
hamps ne véri�antpas 
es équations, dans la formulation que nous avons présentée. En fait des
hamps auxiliaires permettent pour N petit d'avoir uen supersymétrie horsde la 
ou
he de masse, et même superlo
ale dans un superespa
e.1.5.2 Superespa
eEn fait on peut interpréter la 
onstru
tion de 
ette supergravité en in-troduisant un superespa
e. Aux dimensions d'espa
e-temps habituelles, onva ajouter des dimensions fermioniques, ou impaires : les 
oordonnées selon
es dimensions anti
ommutent au lieu de 
ommuter. En parti
ulier le 
arréd'un tel nombre est 0 ; en quelque sorte la � longueur � de 
es dire
tions estnulle, ou plus pré
isément in�nitésimale17. De plus tout développement ensérie dans les variables impaires est en fait un polyn�me, �ni, puisqu'on nepeut avoir au plus qu'une fois 
haque variable fermionique. Comme on veutavoir une a
tion du groupe de Lorentz � les rotations de l'espa
e-temps �sur l'ensemble du superespa
e on prend les dire
tions fermioniques dans unereprésentation spinorielle de 
e groupe, pré
isément la représentation danslaquelle sont pris les générateurs de supersymétrie, soit i
i la représentationde Majorana.17En mathématiques, il s'agit de la notion de supervariété.



1.5 Supergravité 41Les deux 
hamps physiques de la supergravité N = 1 sont alors réunisen un super-repère mobile : en tout point de l'espa
e on a des formes em� dx�qui donnent les dire
tions � réelles �, ou paires, de la base lo
ale et desformes  m� dx� qui donnent les dire
tions impaires. L'indi
e � 
ourt alorssur toutes les dire
tions du superespa
e ; en fait il faut imposer à la maindes relations sur les supertorsions pour retrouver pré
isément les 
hamps del'appro
he pré
édente. Nous traiterons de manière détaillée dans le 
hapitre3 une généralisation de 
ette méthode.1.5.3 Supergravité à 11 dimensionsNous venons de parler de la supergravité N = 1 à quatre dimensions ;on peut également 
onstruire des théories de supergravités étendues, où lenombre de super
harges est au plus 32 (
e qui 
orrespond à N = 8 en quatredimensions), 
e qui permet d'ex
lure des multiplets toute parti
ule de spinou d'héli
ité stri
tement supérieure à 2. (Ajoutons que les supergravités à 32super
harges sont dites maximales.) On peut 
onstruire ainsi des supergravi-tés en diverses dimensions d'espa
e-temps, mais dont le nombre est limité à11 : en e�et, au-delà les spineurs ont né
essairement plus de 32 super
harges.À 11 dimensions, il existe une unique supergravité, N = 118, où le générateurde supersymétrie est un spineur de Majorana de dimension 32.Le multiplet gravitationnel 
ontient alors 256 degrés de liberté, dont unemoitié est fermionique et l'autre bosonique. La partie bosonique est donnéepar un tenseur symétrique de tra
e nulle (12�9�10�1 = 44 degrés de liberté),le graviton et une 3-forme de masse nulle (9�8�7 = 3! = 84 degrés de liberté) ;on véri�e bien que 
ela fait 128 
omposantes bosoniques au total. La partiefermionique est donnée par un gravitino, de dimension 16� 9� 16 = 128.En notant A la 3-forme et F = dA sa 
ourbure, la dynamique de 
ettethéorie est donnée par le Lagrangien suivant [CJS℄ :L11 = �R� 12F ^ �F � 16A ^ F ^ F� i2 �����r� �! + !̂2 � �+ 1192 � ������
Æ � + 12 ��
Æ ���F��
Æ + F̂��
Æ� ; (1.111)
18On note N le nombre de générateurs de supersymétrie en dimension di�érente de 4 ; lanotation N désigne le nombre de supersymétries de la théorie réduite à quatre dimensions,soit le nombre de super
harges divisé par 4. I
i on a ainsi N = 8.



42 Vers la théorie Moù19 F̂��
Æ = F��
Æ � 3 [���� �℄ (1.112)et !̂�ab = !�ab + i4 � (��ab)��  � : (1.113)1.5.4 Rédu
tion dimensionnelleÀ partir d'une théorie à D dimensions, on peut e�e
tuer une rédu
tiondimensionnelle. Dans la rédu
tion de Kaluza-Klein, on 
onsidère qu'une desdimensions spatiales est un 
er
le et on ne garde que les modes les moinsénergétiques du mouvement selon 
ette dire
tion, 
'est-à-dire des 
hamps
onstants le long de 
e 
er
le. On obtient ainsi une théorie en dimensionD � 1. La rédu
tion de Kaluza-Klein préservant la supersymétrie, une théo-rie de supergravité est réduite à une supergravité de dimension inférieuremais possédant le même nombre de super
harges. Ainsi, en partant de lasupergravité à 11 dimensions, on peut retrouver la plupart des supergravitésmaximales, à 32 super
harges. Une telle tron
ation est dite 
ohérente 
ar lessolutions de la théorie tronquée restent des solutions de la théorie 
omplète.On peut ainsi briser l'invarian
e par le groupe de Lorentz SO(1; D � 1)en SO(1; D � 2). Les degrés de liberté de la métrique g�� se dé
omposentalors dans les représentations irrédu
tibles suivantes de 
e dernier groupe (ennotant d = D � 1) :� un s
alaire � = ln(gdd), appelé dilaton ;� une 1-forme A� = e��g�d, interprétée 
omme une 
onnexion U(1), oùla �bre U(1) est en fait le 
er
le de 
ompa
ti�
ation.De plus 
es 
hamps ne dépendent plus que de D�1 variables d'espa
e-temps.En poursuivant le pro
essus on peut ainsi former à partir de la métriquedes formes di�érentielles de degré un, plusieurs dilatons, et une métrique surles orbites.Ajoutons qu'on peut aussi garder tous les modes massifs, sans faire detron
ation ; on parle alors de 
ompa
ti�
ation. On peut 
ompa
ti�er une théo-rie non seulement sur un 
er
le mais sur divers types de variétés 
ompa
tes,selon les symétries qu'on veut préserver.1.5.5 Triangle magiqueEn partant de la supergravité maximale N = 8 à quatre dimensions,on peut e�e
tuer des tron
ations du nombre de supersymétries, en ne gar-19Le 
ro
het indique qu'il faut antisymétriser sur tous les indi
es situés à l'intérieur. Onutilise également la notation ���:::! pour le produit antisymétrisé �[��� : : :�!℄.



1.5 Supergravité 43dant que le se
teur de supergravité pure, et obtenir ainsi des théories N =6; 5; 4; 3; 2; 1; 0. Ces théories peuvent être réduites à trois dimensions par ré-du
tion dimensionnelle, et on peut également les oxyder pour la plupartd'entre elles (N 6= 0). On appelle oxydation l'inverse d'une rédu
tion : unethéorie en D dimension est oxydée en une théorie à D+1 dimensions si 
ettedernière se réduit à la théorie originale par rédu
tion de Kaluza-Klein. Enpartant de la supergravité N = 8, on peut ainsi remonter jusqu'à la supergra-vité à 11 dimensions. Notons que l'oxydation n'est pas toujours unique : ainsitoujours en partant de la supergravité N = 8 à 4 dimensions on peut obte-nir deux supergravités di�érentes à D = 10 : la supergravité IIA, qui est larédu
tion de la supergravité à 11 dimensions, et également une supergravitéappelée IIB. (Pré
isons que pour 
ette dernière il n'existe pas de formulationlagrangienne 
ovariante, où les équations du mouvement dérivent du prin
ipede moindre a
tion.)Pour les théories qu'on obtient ainsi, les 
hamps s
alaires donnent uneréalisation non linéaire d'un groupe G. Plus pré
isément, ils paramétrisentl'espa
e symétrique quotient G=H, oùH est le sous-groupe 
ompa
t maximalde G. En fait le groupe G agit également sur tous les 
hamps et le quotientG=H paramétrise l'espa
e des modules de la théorie, 
'est-à-dire l'espa
e desparamètres (e.g. 
onstantes de 
ouplage, masses...). Nous y reviendrons dansla se
tion 1.7.On peut 
lasser 
es théories dans un tableau, suivant le nombre de super-
harges et la dimension de l'espa
e-temps (table 1.1). Si on regarde de plusprès 
e tableau, on peut voir que si deux groupes apparaissent symétrique-ment de part et d'autre de la diagonale , ils sont des formes réelles di�érentesde mêmes groupes 
omplexes. Nous reviendrons là-dessus en détail au pro-
hain 
hapitre.1.5.6 Objets BPSEn 
her
hant des solutions (
lassiques) des équations de supergravité, onpeut se limiter à des solutions qui sont invariantes sous un 
ertain nombrede supersymétries : on obtient alors des états BPS. En parti
ulier, on peutobtenir des solutions étendues dans un 
ertain nombre (D�d) de dimensionsd'espa
e-temps et d'extension �nie dans les d dimensions restantes, respe
-tant une symétrie SO(D� d)� Poin
aréd : 
e sont en fait des membranes àD � d dimensions [St℄. De plus 
es membranes sont 
hargées de façon éle
-trique ou magnétique pour 
ertains 
hamps de la supergravité 
onsidérée.Prenons par exemple la supergravité à 11 dimensions. Il existe alors dessolutions de membranes bidimensionnelles, 
hargées éle
triquement par rap-
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N = 8 N = 6 N = 5 N = 4 N = 3 N = 2 N = 1 N = 0d = 11 +d = 10 Rj10d = 9 SL(2)SO(2) �Rj41d = 8 SL(3)�SL(2)SO(3)�SO(2) j114d = 7 SL(5)SO(5) j2410d = 6 SO(5;5)SO(5)�SO(5) j4520 SO(5;1)�SO(3)SO(5)�SO(3) j1813d = 5 E6Usp(8) j7836 SU?(6)Usp(6) j3521d = 4 E7SU(8) j13363 SO?(12)U(6) j6636 SU(5;1)U(5) j3525 SU(4)�SU(1;1)SU(4)�SO(2) j1816 U(3)U(3) U(2)U(2) U(1)U(1) +d = 3 E8SO(16) j248120 E7S0(12)�S0(3) j13369 E6SO(10)�SO(2) j7846 SO(8;2)SO(8)�SO(2) j4529 SU(4;1)SO(6)�SO(2) j1624 SU(2;1)�SU(2)SO(4)�SO(2) j117 SL(2)�SO(2)SO(2)�SO(2) j42 SL(2)SO(2) j31Tab. 1.1 � Quotients G=H 
lassi�ant les s
alaires des théories de supergravité obtenues par oxydation/rédu
tionà partir des supergravités pures à D = 4 ; les nombres indiquent respe
tivement la dimension du groupe G et dusous-groupe 
ompa
t maximal H [J, HJP2℄.



1.6 Super
ordes 45port à la 3-forme A, données en 
oordonnées adaptées (isotropes) pards2 = �1 + kr6�� 23 dx�dx���� + �1 + kr6� 13 dymdym (1.114)A��� = ���� �1 + kr6��1 ; (1.115)où r = pymym est la 
oordonnée radiale dans les dire
tions transverses ymà la membrane, et où x� sont les trois 
oordonnées tangentes. k est une
onstante d'intégration. Ajoutons que 
ontrairement aux apparen
es, 
ettesolution n'est pas singulière en r = 0, 
omme on pourrait le voir par un
hangement de 
oordonnées.En plus de 
es membranes bidimensionnelles M2, il existe aussi des solu-tions duales sous la forme de membranes à 5 dimensions M5 
hargées ma-gnétiquement pour la 3-forme A :ds2 = �1 + k0r3�� 13 dx�dx���� + �1 + k0r3� 23 dymdym (1.116)Fm1:::m4 = 3k0�m1:::m4pypr5 ; (1.117)(� = 0; 1; : : : ; 5 ; m = 1: : : : ; 5)toujours en 
oordonnées isotropes. k0 est proportionnel à la 
harge magné-tique. Ajoutons que 
es deux solutions de la supergravité préservent la moitiédes 32 supersymétries et saturent la borne BPS : 
e sont bien des états BPS.On pourrait poursuivre une telle analyse pour les autres supergravité ;nous allons voir dans la pro
haine se
tion que le spe
tre BPS des théories à10 dimensions, et leur rédu
tions dimensionnelles, peut s'interpréter dans le
adre de la théorie des super
ordes.1.6 Super
ordes1.6.1 Spe
tre BPS des supergravités à 10 dimensionsLa supergravité IIA à 10 dimensions, qui a 32 super
harges, s'obtient parrédu
tion Kaluza-Klein de la supergravité à 11 dimensions. On peut ainsien trouver le spe
tre BPS. La membrane M2, si elle est étendue dans lesdire
tions transverses au 
er
le de 
ompa
ti�
ation, donne une membrane à



46 Vers la théorie Mdeux dimensions, notée D2 20. Si l'une des dire
tions de la membrane est en-roulée sur le 
er
le de rédu
tion dimensionnelle, on obtient en 10 dimensionsune membrane à une dimension spatiale, 
'est-à-dire une 
orde, notée F1.De même la M5 donne une membrane à 5 dimensions, la NS5, et une mem-brane à 4 dimensions, la D4. Ces solutions de la supergravité sont 
oupléesaux 
hamps réduits. En e�et, la 3-forme de la supergravité à 11 dimensionsdonne en 10 dimensions une 3-forme et une 2-forme :A(3) = B(2) ^ dx10 + C(3) ; (1.118)où x10 est la dimension 
ompa
ti�ée. Alors F1 et NS5 sont 
ouplées respe
-tivement de manière éle
trique et magnétique à la 2-forme B(2), tandis queles deux D-branes D2 et D4 sont 
ouplées à la 3-forme C(3).En plus de 
es membranes qui proviennent dire
tement des deux mem-branes de la supergravité à 11 dimensions, on trouve dans le spe
tre BPS dela théorie réduite à 10 dimensions une parti
ule (membrane de dimension 0)D0 et son dual magnétique D6 qui sont les 
harges éle
trique et magnétiqueasso
iées à la 1-forme apparaissant à partir de la métrique par rédu
tiondimensionnelle.Comme nous l'avons déjà vu, il existe une autre supergravité à 32 super-
harges à 10 dimensions, la supergravité IIB, qui possède également 
ommesolutions une 
orde F1 et son dual magnétique la NS5, ave
 en plus des D-branes de dimensions impaires D1, D3, D5, D7 ainsi qu'un instanton D�1,
'est-à-dire une solution limitée non seulement dans toutes les dire
tions spa-tiales mais aussi dans le temps. Tous 
es objets sont 
ouplés, selon leurs di-mensions, à une 2-forme B(2) (F1 et NS5 ), et à des formes C(0), C(2) et C(4)pour les D-branes.La 
orde F1, pour 
es deux théories, a 
ette propriété essentielle qu'onpeut la quanti�er21. Autrement dit, on peut dé
rire son mouvement et sesmodes de vibration de manière quantique : 
'est 
e qu'on appelle la théoriedes (super-)
ordes22.1.6.2 Cordes ferméesRappelons que la traje
toire d'une parti
ule est dé
rite par une théorie àune dimension, où l'espa
e de base peut être paramétré par le temps propre20La lettre D indique que 
'est une D-brane ; nous verrons 
e que 
ela signi�e dans leparagraphe suivant.21Au moins en série de perturbations.22Pour toute 
ette partie, on pourra 
onsulter [S
℄ pour une introdu
tion développéeainsi que [P℄ et [GSW℄ pour un traitement plus approfondi.



1.6 Super
ordes 47s de la parti
ule, et où l'espa
e-
ible est l'espa
e-temps, ave
 ses symétries.On a ainsi des 
hamps X�(s). Pour une 
orde, on 
onsidère de même unethéorie des 
hamps à deux dimensions, repérées par deux paramètres � et� respe
tivement de genre espa
e et temps, ave
 des 
hamps X�(�; �) quidé
rivent la traje
toire de la 
orde dans l'espa
e-temps. L'a
tion des 
ordes,dans le vide (espa
e plat...) et en jauge 
onforme23 estS = � 14��0 Z d�d� �aX��aX���� ; (1.119)où �0 est la 
onstante de 
ouplage des 
ordes et où l'indi
e a renvoie aux di-mensions de la feuille d'univers � et � . L'équation du mouvement est l'équa-tion des 
ordes vibrantes ��2� � �2��X� = 0 ; (1.120)dont les solutions s'é
rivent 
omme la somme de vibrations vers la gau
he etvers la droite : X� = X�L(� + �) +X�R(� � �) : (1.121)Nous allons 
onsidérer des 
ordes fermées ; le paramètre � est maintenantpériodique, de période 2�. On impose don
 la 
onditionX�(0; �) = X�(2�; �) : (1.122)Cela restreint les solutions, qui se dé
omposent alors en modesX�(�; �) = q� + �0p� + ir�02 Xn6=0 1n ���ne�in(�+�) + ���ne�in(���)� : (1.123)La 
ondition que X� soit réel impose alors(��n)� = ���n : (1.124)En fait, à 
es 
hamps qui dé
rivent le mouvement dans l'espa
e-temps, onpeut ajouter des 
hamps qui dé
rivent le mouvement dans un espa
e interne,ou 
ompa
ti�é. On peut alors prendre non seulement des 
hamps bosoniquesmais aussi des 
hamps fermioniques  �. On dé
rit alors le mouvement parl'a
tion de Polyakov, toujours en jauge 
onforme,S = � 14��0 Z d�d� ��aX��aX���� � i �=� ����� : (1.125)23On peut aussi é
rire 
ette a
tion de manière invariante par reparamétrisation, enintroduisant une métrique sur la feuille d'univers.



48 Vers la théorie MEn plus de l'équation 1.120 pour les 
hamps X�, on a pour les dire
tionsfermioniques l'équation de Dira
 =� � = 0 : (1.126)En prenant les fermions dans une représentation de Majorana, 
e qui donneen dimension 2 des spineurs réels à deux 
omposantes, 
ette équation peutse réé
rire, en expli
itant =�,� 0 �� � ���� + �� 0 ��  �� �+ � = 0 ; (1.127)on a ainsi deux équations dé
ouplées(�� � ��) A+ = 0(�� + ��) A� = 0 : (1.128)Comme dans le 
as bosonique, on a ainsi deux modes de vibration, l'un allantvers la gau
he et l'autre vers la droite.Impli
itement, nous avons pris les fermions dans la représentation fon-damentale du groupe de Lorentz de l'espa
e-temps24  �, ave
 la métriqueminkowskienne ��� = diag(�1;+1; : : : ;+1).Considérons de nouveau des 
ordes fermées. Pour les fermions, les quan-tités physiques font toujours intervenir un produit d'un nombre pair de fer-mions. Le 
hoix d'un signe �1 reste libre, et la 
ondition de périodi
ité desgrandeurs physiques donne maintenant (0; �) = � (2�; �) ; (1.129)
'est-à-dire que les fermions sont soit périodiques soit antipériodiques.Les solutions périodiques forment le se
teur dit de Ramond (R), �� = p�0Xn2Z �d�ne�in(���) (1.130)et  �+ = p�0Xn2Zd�ne�in(�+�) ; (1.131)alors que les solutions antipériodiques forment le se
teur de Neveu-S
hwarz(NS ),  �� = p�0 Xr2 12+Z�b�ne�ir(���) (1.132)24Il ne faut pas 
onfondre i
i les symétries de la feuille d'univers et 
elles de l'espa
e-temps, qui sont parfois reliées mais sont distin
tes.
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ordes 49et  �+ = p�0 Xr2 12Zb�ne�ir(�+�) : (1.133)Comme on peut 
hoisir indépendamment les 
onditions pour les modes gau
heet droit, on a �nalement quatre se
teurs : R-R, NS-NS (tous deux boso-niques), R-NS et NS-R (fermioniques).1.6.3 Supersymétrie sur la feuille d'universLa théorie que nous venons de dé
rire possède en fait une supersymétrie(1,1) sur la feuille d'univers25. Le Lagrangien est en e�et invariant sousX� �! �� � � �!  � � i=�X�� ; (1.134)Il existe une formulation de 
ette théorie ave
 un superespa
e en guise defeuille d'univers. Pour 
ela, 
ommençons par reformuler la théorie ave
 untemps propre � eu
lidien, qu'on obtient en faisant une rotation de i dans leplan 
omplexe pour 
ette grandeur. On peut alors repérer les 
oordonnées dela feuille d'univers par une variable 
omplexe z. Les modes droits et gau
hesdeviennent des fon
tions holomorphes et antiholomorphes. En introduisantalors également deux dimensions fermioniques � et �� telles que�2 = ��2 = f�; ��g = 0 ; (1.135)on peut réé
rire la théorie en fon
tion d'un super
hamp26X� = X�(z; �z) + i� � + i�� ~ � + ���F � ; (1.136)où le dernier 
hamp F � est en fait un 
hamp auxiliaire, qui est �xé par leséquations du mouvement et en l'o

urren
e est nul. L'a
tion des 
ordes seréé
rit alors27 S = Z dzd�zd�d�� D��X�D�X� ; (1.137)ave
 les superdérivées D� = �� + ��zD�� = ��� + ����z : (1.138)Les équations du mouvement s'é
rivent simplementD�D��X� = 0 : (1.139)25La notation (1,1) indique qu'il y a une super
harge dans 
haque 
hiralité.26 � et ~ � désignent les deux 
omposantes du spineur, holomorphe et antiholomorphe,et rempla
ent ainsi les modes droits et gau
hes  �+ et  �� de la théorie minkowskienne.27On prend i
i �0 = 2 pour simpli�er.



50 Vers la théorie M1.6.4 Quanti�
ation BRSTLa quanti�
ation de 
ette théorie peut se faire de plusieurs façons. Laplus élégante est la quanti�
ation BRST, qui serait trop longue à dé
rirei
i. Dans 
ette méthode, on introduit des 
hamps non physiques, appelésfant�mes, pour tenir 
ompte du 
hoix de jauge, et qui sont des modes denorme négative. On peut éliminer tous 
es fant�mes du spe
tre de la théorieen 
onsidérant un nouvel opérateur fermionique QB, dit opérateur BRST(pour Be

hi, Rouet, Stora, Tyutin), qui est le génerateur d'une symétriedu Lagrangien 
omplet, 
ontenant les 
hamps physiques et les fant�mes. Cetopérateur a la propriété importanteQ2B = 0 : (1.140)Les états physiques sont les états invariants sous 
ette symétrie :QBj i = 0 (1.141)et sont dé�nis modulo des termes QBj�i :j i � j i+QBj�i ; (1.142)qui ne modi�ent pas la 
ondition 1.141 grâ
e à la propriété Q2B = 0. Autre-ment dit, les états physiques sont donnés par la 
ohomologie BRST.En théorie des 
ordes, la relationQ2B = 0 n'est en fait véri�ée que sous 
er-taines 
onditions. Si on ne 
onsidère que des 
hamps bosoniques X�, 
eux-
idoivent alors être au nombre de 26. Si on 
onsidère également des fermions  �ave
 des modes droits et gau
hes, on doit avoir D = 10 dimensions d'espa
e-temps. (Un 
ertain nombre des dire
tions d'espa
e-temps peuvent être 
om-pa
ti�ées.) On doit avoir une théorie 
onforme de 
harge 
entrale 26 dans le
as bosonique, et 15 dans le 
as d'une théorie super
onforme (1,1) (la 
harge
entrale d'un boson libre est 1, 
elle d'un fermion vaut 12).1.6.5 Spe
tre des 
ordes ferméesPour que la théorie soit 
ohérente, il faut imposer une 
ontrainte sup-plémentaire : la proje
tion GSO (Gliozzi-S
herk-Olive), qui vise à assurerentre autres l'invarian
e modulaire de la théorie, 
'est-à-dire la 
ohéren
e des
al
uls d'intera
tion à une bou
le, en restreignant la théorie à 
ertains se
-teurs. Si on ex
lut les théories instables, dites ta
hyoniques, in
ohérentes enl'état, on a deux proje
tions di�érentes de la théorie fermionique que nous



1.6 Super
ordes 51avons dé
rite28, qui donnent les théories de super
ordes IIA et IIB. Ces théo-ries, en plus de la supersymétrie de la feuille d'univers, on également unesupersymétrie d'espa
e-temps N = 2, à 32 super
harges.La théorie IIA possède les modes de masse nulle suivants :� dans le se
teur de NS-NS : un 2-tenseur symétrique de tra
e nulle(graviton), un s
alaire (dilaton) et une 2-forme B ;� dans le se
teur de R-R : une 1-forme et une 3-forme ;� dans le se
teur de R-NS (et NS-R) : deux gravitinos de 
hiralités op-posées, et deux spineurs des deux 
hiralités également.Pour la théorie IIB, le spe
tre de masse nulle est le suivant :� dans le se
teur de NS-NS : un 2-tenseur symétrique de tra
e nulle(graviton), un s
alaire (dilaton) et une 2-forme B ;� dans le se
teur de R-R : une 0-forme, une 2-forme et une 4-forme auto-duale ;� dans le se
teur de R-NS (et NS-R) : deux gravitinos de même 
hiralité,et deux spineurs de la 
hiralité opposée.1.6.6 Intera
tionsLa présen
e dans le spe
tre de masse nulle de 
es théories d'un 
hampde type graviton laisse penser que la gravitation y est présente. De même lesgravitinos signalent la présen
e de supersymétries d'espa
e-temps, et mêmede supergravité. En fait, on peut voir le spe
tre de masse nulle des théoriesvues 
i-dessus 
orrespond au spe
tre des supergravités IIA et IIB ! On inter-prète alors les 
ordes 
omme les ve
teurs des diverses intera
tions. De mêmequ'en théorie quantique des 
hamps on 
onsidère que les intera
tions sonttransmises par des parti
ules, 
omme les bosons de jauge, i
i on 
onsidèreque 
e sont les 
ordes qui jouent 
e r�le.Une di�éren
e importante ave
 la théorie des 
hamps est qu'en théorie des
ordes, les 
ontraintes sont extrêmement fortes et en parti
ulier empê
hentd'ajouter des 
hamps à une théorie existante. Mais alors qu'on trouve unnombre �ni de théories (nous parlons i
i des deux théories de type II, il fautajouter les deux théories hétérotiques ainsi que la théorie des 
ordes ouvertesdont nous parlerons au pro
hain paragraphe), on suppose qu'il en existe enfait un 
ontinuum, dont seules 
elles qui font apparaître un espa
e-temps
lassique et peuvent être traitées en perturbations nous sont 
onnues.Jusqu'i
i, nous avons parlé des 
ordes en espa
e plat, tous les 
hampsvalant zéro en moyenne, les 
ordes étant les perturbations autour de 
e vide.28Il existe aussi des théories hétérotiques où, au lieu de 10 fermions dans 
haque modedroit et gau
he, on prend les 10 fermions normaux dans le mode droit et 32 dans le modegau
he.



52 Vers la théorie MOn peut étendre 
ela à un espa
e 
ourbe, ave
 des valeurs moyennes nonnulles pour les 
hamps. Par exemple ave
 des 
hamps de fond de NS-NSnon nuls, l'a
tion des 
ordes pour les super
hamps s'é
rit (en prenant en
ore�0 = 2 pour simpli�er)S = 14� Z d2z d2� [G��(X) +B��(X)℄D��X�D�X� : (1.143)La 
ondition que la symétrie 
onforme soit préservée (ou plus pré
isé-ment l'invarian
e de Weyl, ou sous le groupe des dilatations) sous l'a
tion dugroupe de renormalisation donne alors pré
isément les équations 
lassiquesdu mouvement de 
es 
hamps en supergravité : équation d'Einstein pour G��,équation de Maxwell généralisée pour B�� ...Pour les 
hamps de Ramond-Ramond, la situation est plus subtile et nousne l'aborderons pas i
i. Contentons-nous de dire que les 
ordes sont neutressous les 
harges de Ramond-Ramond : il n'y a pas de 
ouplage à impulsionnulle.En fait la supergravité est la théorie de basse énergie de la théorie dessuper
ordes ; en parti
ulier, elle n'en 
ontient que les modes de masse nulle.Pour 
al
uler les intera
tions entre les di�érents modes, on somme surtoutes les feuilles d'univers dont les bords (des 
er
les situés à l'in�ni) 
or-respondent aux modes voulus, en pondérant 
haque surfa
e dans l'intégralede 
hemin en fon
tion de sa 
ara
téristique d'Euler � par e��, où � est ledilaton. Rappelons que la 
onstante d'Euler est un invariant topologique dela surfa
e qui pour une surfa
e orientée vaut 2� b� 2g, où g est le genre dela surfa
e et b le nombre de 
omposantes de son bord.Ajoutons que les surfa
es pouvant se dé
omposer en diagrammes de type� pantalon �, ave
 trois bords 
ir
ulaires, 
e mor
eau de surfa
e est l'uniquevertex d'intera
tion en théorie des 
ordes29.1.6.7 Cordes ouvertes et D-branesNous avons jusqu'i
i traité des 
ordes fermées. On peut de même intro-duire des 
ordes ouvertes. On prend pour les bords de la feuille d'univers,qui donnent la traje
toires des extrémités de la 
orde, des 
onditions de Neu-mann : �nX� = 0 ; (1.144)où �n est la dérivée selon la dire
tion normale au bord. On obtient alorsune 
ondition de ré�exion pour les modes de vibrations, qui font que les29On peut ainsi introduire une théorie des 
hamps de 
ordes fermées ave
 une intera
tion
ubique, mais on se heurte à un 
ertain nombre de problèmes.



1.6 Super
ordes 53modes droits et gau
hes sont les mêmes. On obtient ainsi une théorie à unesupersymétrie, ave
 un seul gravitino dans le spe
tre et non plus deux. En faitla présen
e de 
ordes ouvertes implique la présen
e dans le spe
tre de 
ordesfermées : en e�et deux 
ordes ouvertes peuvent interagir en donnant une 
ordefermée. Il faut pré
iser que 
ette théorie n'est 
ohérente que si on 
onsidèredes 
ordes non-orientées : on ne garde que les états invariants par parité dela feuille d'univers. La théorie des 
ordes fermées qui est alors présente est laproje
tion de la théorie IIB sur le sous-espa
e propre +1 de l'opérateur deparité de la feuille d'univers. Cette théorie de 
ordes non-orientées ouverteset fermées est la théorie des super
ordes de type I. (Ajoutons que la 
ohéren
ede la théorie né
essite que le groupe de jauge de 
ette théorie soit SO(32).)À la pla
e des 
onditions de Neumann pour les extrémités des 
ordes, onpeut imposer des 
onditions de Diri
hlet sur un 
ertain nombre de dire
tions :�tX� = 0 ; (1.145)où �t est la dérivée selon la dire
tion tangente au bord de la feuille d'univers.Cette 
ondition revient à demander que 
es 
oordonnées X� du bord de la
orde restent 
onstantes. Si on a ainsi p dire
tions spatiales ave
 des 
ondi-tions de Neumann et 9�p ave
 des 
onditions de Diri
hlet, le bord de la 
ordeest 
ontraint de se dépla
er sur un sous-espa
e de dimension p. On a ainsiun objet à p dimensions d'espa
e, plus une de temps, sur lequel les 
ordesouvertes peuvent s'atta
her : on parle d'une Dp-brane30. Ces objets sont desobjets non-perturbatifs de la théorie, dont les 
ordes ouvertes donnent lesex
itations de masse nulle31.À 
haque D-brane est atta
hé une valeur de l'indi
e de Chan-Patton. Sion a n membranes superposées, 
es indi
es forment la représentation fon-damentale d'un groupe U(n), ou SO(n) dans des 
as plus 
ompliqués. La1-forme Aad�a du spe
tre des 
ordes ouvertes donne alors la 
onnexion d'un�bré prin
ipal de même groupe sur la brane.Le 
ouplage d'une D-brane aux 
hamps de NS-NS est donné, à l'ordre leplus bas dans les dérivées des 
hamps, par l'a
tion de Born-InfeldSp+1 = ��p ZDp dp+1� Tr�e�� [� det(Gab +Bab + 2��0Fab)℄	 ; (1.146)où G et B sont évalués sur la brane32.30La lettre D renvoie à Diri
hlet.31Une DD�1-brane permet d'avoir des 
ordes ouvertes non 
ontraintes.32En fait, il s'agit des tirés en arrière de 
es 
hamps par l'appli
ation i : Dp ! M ,in
lusion de la Dp-brane dans l'espa
e-temps.



54 Vers la théorie MCes objets sont 
hargés sous les 
hamps de Ramond-Ramond, de manièreassez subtile. Il faut introduire la K-théorie pour rendre 
ompte 
orre
tementde 
es 
harges. Contentons-nous de dire qu'en espa
e plat et ave
 un 
hampde fond B 
onstant, le 
ouplage aux 
hamps de Ramond-Ramond est donnépar i�p ZDp dp+1� Tr e2��0F(2)+B(2) ^Xq C(q)! ; (1.147)où l'intégrale est prise sur les formes de degré p+ 1 qui apparaissent dans ledéveloppement33.Ajoutons en�n que les D-branes sont des objets qui brisent exa
tement(pris individuellement) la moitié des supersymétries : il s'agit d'objets BPS :leur tension (
'est-à-dire la masse par unité de volume) est donnée par leurdensité de 
harge. Les supersymétries préservées dépendent des orientationsrelatives des D-branes ; si on pla
e plusieurs D-branes non parallèles, on briseplus de la moitié des supersymétries.Au �nal, nous avons retrouvé tout le spe
tre BPS des théories de super-gravités, à l'ex
eption de la membrane NS5 qui est en fait le dual magnétiquede la 
orde fondamentale. La di�éren
e majeure est que nous sommes main-tenant dans le 
adre d'une théorie quantique. On pourrait penser que nousavons une théorie quantique de la gravitation, à 10 dimensions. En fait on nesait 
onstruire 
ette théorie de manière exa
te que pour des 
on�gurationstrès spé
iales des 
hamps de fonds, 
omme l'espa
e plat par exemple. Onpeut 
ependant supposer que les di�
ultés ne sont que te
hniques pour lesautres 
on�gurations, et que la théorie est bien dé�nie bien que ne se prêtantpas à des 
al
uls exa
ts.1.6.8 Compa
ti�
ation et T-dualitéOn peut 
ompa
ti�er les théories des 
ordes, notamment sur un 
er
le, enprenant un 
er
le pour l'une des dire
tions de l'espa
e. En faisant 
ela pourles théories IIA et IIB, on obtient la même théorie à 9 dimensions (pour desrayons bien 
hoisis), exprimée de deux manières di�érentes qui sont reliéespar T-dualité. La T-dualité est une transformation perturbative qui agit surle rayon du 
er
le de 
ompa
ti�
ation parR �! �0R (1.148)33Si on oublie le 
hamp B, en le mettant à zéro par exemple, le premier terme estsimplement le 
ara
tère de Chern du �bré porté par la D-brane.



1.6 Super
ordes 55et qui é
hange les modes d'impulsion et d'enroulement le long du 
er
le,mais respe
te la somme sur les topologies de la 
orde. Du point de vue dela théorie des 
hamps bidimensionnelle, 
ela 
onsiste à 
hanger le signe desmodes droits de la 
orde selon la dire
tion 
onsidérée �1, sans tou
her auxmodes gau
hes :X�1L (� + �) +X�1R (� � �) �! X�1L (� + �)�X�1R (� � �) (1.149)Ainsi en partant de la théorie IIA, par exemple, la limite R �! 0 n'estpas singulière mais revient à faire tendre le rayon R0 = �0R de la théorie dualevers l'in�ni, 
'est-à-dire à dé
ompa
ti�er la théorie. Dans notre exemple, ontombe ainsi sur la théorie IIB, en partant de la théorie IIA ! Les deux théoriesn'ayant pas les même 
hamps de R-R, la T-dualité é
hange 
es derniers.Cette dualité é
hange de la même façon les D-branes. La théorie IIA ne
ontient en e�et que des D-branes de dimension paire et la théorie IIB desD-branes de dimension impaire. En fait la T-dualité é
hange les 
onditionsde Neumann et de Diri
hlet. Ainsi en partant d'une Dp-brane, on obtient unDp+1 en faisant une T-dualité selon une dire
tion transverse à la brane et uneDp�1 en prenant une dire
tion tangente. (Si on prend une dire
tion formantun angle non trivial ave
 une D-brane, on obtient des 
onditions de bordmélangées.) En faisant plusieurs T-dualités su

essives selon des dire
tionsdi�érentes, on peut ainsi relier toutes les D-branes. (Une deuxième T-dualitéselon une même dire
tion annule l'e�et de la première, 
omme on le voitfa
ilement.)1.6.9 Théorie MConsidérons, en théorie IIA, la D0-brane34. Sa tension estT0 = 1gA�01=2 ; (1.150)où gA = e�A est la 
onstante de 
ouplage des 
ordes IIA35. On voit que 
ettetension, forte à 
ouplage faible, dé
roît quand le 
ouplage devient fort. De34Nous prenons la D0 
ar les autres sont à des é
helles d'énergie supérieures.35En fait le dilaton est dé�ni à un 
onstante additive près ; on �xe 
elle-
i en prenantgA = pTF1TD0 (1.151)pour la théorie IIA. Pour la théorie IIB, on prendgB = TF1TD1 : (1.152)



56 Vers la théorie Mplus on peut former des états liés de n D0-branes, de massemn = nT0 = ngA�01=2 (1.153)régulièrement espa
ées. Quand le 
ouplage tend vers l'in�ni, 
e spe
tre tendvers un 
ontinuum, 
e qui est le signe d'une dé
ompa
ti�
ation de la théoriesur un 
er
le. On obtient ainsi une onzième dimension. Le spe
tre donné parla formule 1.153 
orrespond en e�et aux états d'impulsion de Kaluza-Kleinpour un 
er
le de rayon R = gA�0 12 : (1.154)Cela a 
onduit Witten à 
onje
turer l'existen
e d'une théorie quantiqueà 11 dimensions, la théorie M, dont la théorie des super
ordes de type IIAserait la 
ompa
ti�
ation sur un 
er
le. Cette onzième dimension est invisibleen théorie perturbative des 
ordes 
ar 
elle-
i 
orrespond à un développementautour de la limite de rayon nul.Du point de la limite de basse énergie qu'est la supergravité, l'introdu
tiond'une onzième dimension est naturelle : en e�et la supergravité IIA est larédu
tion dimensionnelle de la supergravité à 11 dimensions, on 
onje
turedon
 que 
elle-
i est une limite de basse énergie de la théorie M.1.7 U-dualitéLa théorie des super
ordes IIB possède une symétrie (
onje
turale) quiintervertit la 
orde pertubative F1 et la D-
orde (D1), et é
hange 
ouplagesfort et faible : la S-dualité. En e�et les ex
itations de masse nulle de la D1,données par les 
ordes qui s'y atta
hent, sont les mêmes que 
elles de la 
ordeF1. De plus la propriété BPS assure que la masse de 
es objets est reliée àleur 
harge, et le rapport des tensions estTF1TD1 = gB : (1.155)Ainsi, à faible 
ouplage la D-
orde est beau
oup plus lourde que la F1 ; maisen augmentant le 
ouplage de manière adiabatique 
es états doivent 
ontinuerà exister et à saturer la borne BPS (ils forment des représentations pluspetites que les autres de l'algèbre de supersymétrie). Alors à fort 
ouplage laD1 est beau
oup plus légère que la F1, et on 
onje
ture que la théorie est lamême ave
 le r�le de 
es deux objets é
hangés, et le 
ouplage inversé.La F1 est 
hargée sous le 
hamp NS-NS B(2) mais pas sous le 
hampR-R C(2), alors que pour la D1 
'est l'inverse. On peut ainsi noter 
es deux



1.7 U-dualité 57états 
omme des 
ordes (1; 0) et (0; 1), où les nombres donnent les 
ouplagesà 
es deux 
hamps. En fait, il existe aussi des 
ordes supersymétriques de
harges (p; q), pour toutes valeurs entières de p et q, qui peuvent être vues
omme des états liés de F1 et D1. On peut alors étendre la S-dualité à unedualité SL(2;Z) qui relie toutes 
es 
ordes. Au niveau des 
hamps de fond,
e groupe agit sur le paramètre modulaire� = C(0) + ie��B (1.156)par � a b
 d � � = a � + b
 � + d : (1.157)Les théories de supergravité obtenues par rédu
tion dimensionnelle à par-tir de la supergravité à 11 dimensions possèdent également des symétries,
ontinues : les groupes de Cremmer-Julia. Pour la théorie IIA à dix dimen-sions, 
'est simplement la symétrie par addition d'une 
onstante réelle audilaton, soit le groupe R. En dimension inférieure, on a d'abord la symétriedu tore de 
ompa
ti�
ation qui donne un groupe GL(n;R), où n est la di-mension du tore 
onsidéré. Mais les symétries sont en fait plus grandes ; ilfaut en e�et ajouter des générateurs qui agissent de manière non-triviale surles 
hamps, et on obtient alors la série ex
eptionnelle En (table 1.2).Dimension groupe G1110 (IIA) R10 (IIB) SL(2;R)9 SL(2;R) � R8 SL(3;R) � SL(2;R)7 SL(5;R)6 SO(5; 5;R)5 E6(6)(R)4 E7(7)(R)3 E8(8)(R)Tab. 1.2 � Groupes de symétrie des rédu
tions de la supergravité à 11 di-mensions et de la supergravité IIB.Dans la version quantique de 
es théories, donnée par les théories desuper
ordes, on a 
omme groupe de U-dualité des versions dis
rètes de 
es



58 Vers la théorie Mgroupes36. On a alors des symétries des théories 
ompa
ti�ées, non réduites.Ainsi en dimension 9 on a SL(2;Z). Du point de vue de la théorie IIB, 
egroupe est 
ontenu dans le groupe de symétries de dualité de 
ette théorie,qui apparaît après rédu
tion dimensionnelle. Si on regarde 
ette théorie à 9dimensions 
omme la rédu
tion de la théorie IIA, alors 
'est la rédu
tion surun 2-tore de la théorie M, et 
e groupe SL(2;Z) est simplement le groupedes transformations modulaires du tore37.De même pour la théorie à 8 dimensions, le fa
teur SL(2;Z) peut se voir
omme le groupe de symétrie du 2-tore de 
ompa
ti�
ation de la théorieIIB, et le fa
teur SL(3;Z) peut de même s'interpréter 
omme provenantde la 
ompa
ti�
ation sur un 3-tore de la théorie M. Pour les dimensionsinférieures, il est plus di�
ile de trouver une expli
ation géométrique augroupe de U-dualité38.1.8 Retour à quatre dimensionsNous avons vu que la théorie des super
ordes fournit, au moins dans
ertaines 
on�gurations, une théorie quantique de la gravitation, à dix di-mensions. Comment retrouver alors une théorie à quatre dimensions visiblesd'espa
e-temps qui puisse dé
rire le monde que nous voyons ? Il y a plu-sieurs idées sus
eptibles de résoudre 
e problème toujours ouvert. L'une d'elle
onsiste à 
ompa
ti�er sur une variété de dimension 6 la théorie des 
ordes,de manière à ne garder que 4 des 10 dimensions, 
e qui revient à 
onsidé-rer une 
ompa
ti�
ation de la théorie M sur une variété de dimension 7.Dans 
e genre de mé
anisme, on peut faire apparaître des groupes de jaugenon-abéliens en 
onsidérant une variété singulière39.Les univers membranaires o�rent une autre piste : dans 
ette hypothèse,le monde que nous observons serait une membrane plongée dans un espa
e-temps de dimension supérieure. Le groupe de jauge apparaîtrait alors à partirdes objets atta
hés à la membrane. Dans 
ette théorie, la gravitation neserait pas 
on�née à la membrane ; il devrait don
 être possible de dé
elerexpérimentalement des é
arts à la loi de Newton à 
ourte distan
e40.36Pour les groupes ex
eptionnels E6, E7 et E8, il y a plusieurs sous-groupes dis
retspossibles entre lesquels il n'est pas fa
ile de tran
her. PourE7 on privilégieE7(7)\Sp(56;Z).37On peut 
ara
tériser un tore par un nombre 
omplexe � , le tore étant alors le plan
omplexe quotienté par Z� �Z. SL(2;Z) (agissant 
omme en 1.157) est alors le groupeengendré par les transformations � ! �1=� et � ! � + 1, qui laissent le tore invariant.38Pour des détails sur la U-dualité, on pourra se reporter à la revue [OP℄39Le groupe de jauge est alors donné par le diagramme de Dynkin de la singularité (
essingularités sont dé
rites dans le 
hapitre suivant, dans un autre 
ontexte).40Il est un peu surprenant de dé
ouvrir qu'on n'a pas de test de 
ette loi à des distan
es
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inférieures au millimètre.
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es de del Pezzo aux supergravités 61
Chapitre 2Surfa
es de del Pezzo etformulation auto-duale dessupergravités
2.1 Extraits de géométrie algébriqueAvant de revenir à la physique, nous rappelons i
i les notions de base degéométrie algébrique utilisées dans nos travaux. Pour plus de détails, on sereportera aux référen
es [GH, H℄.2.1.1 Variété proje
tiveSi k est un 
orps, on dé�nit l'espa
e proje
tif de dimension nPn(k) = �kn+1 � f(0; : : : ; 0)g� =k� (2.1)
omme l'espa
e kn+1 � f0g quotienté par l'ensemble k� des éléments inver-sibles de k agissant par dilatation :(z0; z1; : : : ; zn) 7! (�z0; �z1; : : : ; �zn) ; (2.2)
e qui revient à 
onsidérer l'ensemble des droites passant par l'origine. Ainsipour k = C on obtient les espa
es proje
tifs C Pn.On dé�nit une variété algébrique proje
tive 
omme une sous-variété dePn qui est lo
alement le lieu des zéros de polyn�mes homogènes en les n+ 1
oordonnées homogènes de Pn. La 
ondition d'homogénéité garantit que 
elieu reste bien dé�ni après quotient par k� 
omme un sous-ensemble de Pn.



62 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésDans la suite, nous nous restreindrons au 
orps C sauf mention expli-
ite du 
ontraire. Les variétés algébriques (nous omettrons souvent � pro-je
tives �) 
omplexes sont des sous-variétés holomorphes de C Pn, 
ompa
tesmais pas né
essairement lisses.2.1.2 Fais
eauxUn outil 
entral en géométrie algébrique est la notion de fais
eau. Un fais-
eau topologique � est dé�ni de la manière suivante. On 
onsidère l'ensembledes ouverts d'un espa
e topologique. À tout ouvert U on asso
ie un ensemblede se
tions �(U) � au dessus � de U . De plus à toute paire d'ouverts U et Vtels que U � V on asso
ie une appli
ation restri
tion de V à U notée jU de�(V ) vers �(U) qui véri�e la propriété suivante :8U; V;W U � V � W; 8f 2 �(W ); (f jV ) jU= f jU : (2.3)Cette transitivité de la restri
tion justi�e qu'on ne note pas l'ensemble dedépart.La donnée des se
tions au-dessus de 
haque ouvert et des restri
tionsdé�nit une stru
ture de préfais
eau. Pour que 
e soit un fais
eau, il faut quela 
ondition de re
ollement suivante soit véri�ée : pour toute paire d'ouvertsU et V d'interse
tion non vide, pour tout f 2 �(U) et g 2 �(V ) tels quef jU\V= g jU\V il existe h 2 �(U [ V ) tel que f = h jU et g = h jV .Sur une variété di�érentiable, les fon
tions C1 au-dessus de 
haque ouvertforment un fais
eau. De même sur une variété 
omplexe on peut 
onsidérer lefais
eau des fon
tions holomorphes. Un tel fais
eau dé�nit même la stru
tureC1 ou holomorphe de la variété 
onsidérée, et est appelé fais
eau stru
tural.Les se
tions d'un �bré sont un autre exemple de fais
eau : au dessus de
haque ouvert de la base, les se
tions du �bré véri�ent les deux propriétés
i-dessus, de restri
tion et de re
ollement.Quand les objets qui forment les se
tions possèdent une loi de groupe,on a un fais
eau de groupes si 
ette loi est 
ompatible ave
 la restri
tionà un ouvert plus petit. On pourrait de même demander que d'autres loisou stru
tures soient préservées : fais
eaux d'anneaux, d'algèbres... Ainsi lefais
eau des fon
tions holomorphes sur une variété 
omplexe est muni d'uneaddition et d'une multipli
ation : si on a deux se
tions, 
'est-à-dire deuxfon
tions holomorphes sur un ouvert on peut les additionner et les multiplier,et 
ela est 
ompatible ave
 la restri
tion à un ouvert plus petit.Par exemple les se
tions d'un �bré ve
toriel sur une variété forment unfais
eau de O-modules, où O est le fais
eau stru
tural. En fait, il y a équi-valen
e entre les �brés ve
toriels et les fais
eaux proje
tifs sur la base. Un
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eau F est dit libre s'il est somme dire
te de n 
opies du fais
eau stru
tu-ral1 : F = O�n, et il est dit proje
tif s'il existe un fais
eau G tel que F�G soitlibre. F sera dit inversible s'il existe un fais
eau F�1 tel que F 
 F�1 = O.Parmi les fais
eaux proje
tifs, les fais
eaux inversibles 
orrespondent exa
-tement aux �brés en droite, 
'est-à-dire aux �brés ve
toriels de dimension1. La somme dire
te ou le produit tensoriel de deux fais
eaux sont dé�nis demanière naturelle. Pour les quotients ou les suites exa
tes 
'est plus déli
at.Ainsi si F et G sont deux fais
eaux tels que les se
tions de G aient une loi degroupe qui agisse sur les se
tions de F , on dé�nit le fais
eau quotient F=G dela manière suivante. Deux se
tions f et h de F au-dessus d'un ouvert U sontéquivalentes si elles le sont lo
alement, 
'est-à-dire s'il y a un re
ouvrementfUig de U et des se
tions gi 2 G(Ui) telles que f jUi= gi:h jUi. De même ona une suite exa
te de fais
eaux si on peut é
rire des suites exa
tes pour lesse
tions lo
ales.2.1.3 Diviseurs, groupe de Pi
ardSoit X une variété algébrique 
ompa
te (sur C ). On dé�nit un diviseur deWeil 
omme une 
ombinaison linéaire formelle P aiVi à 
oe�
ients ai dansZ de sous-variétés irrédu
tibles Vi de 
odimension 1. Si tous les ai sont posi-tifs, le diviseur est dit e�e
tif. Les diviseurs sont munis d'une loi d'additionnaturelle et forment don
 un groupe, et même un Z-module, noté Div(X).Si on a une se
tion méromorphe f sur X, on peut lui asso
ier un diviseur :les zéros de f dé�nissent des sous-variétés de 
odimension 1, Zi (ave
 des zérosd'ordre ai) et ses p�les dé�nissent de même des sous-variétés de 
odimension1, Pj (p�les d'ordre bj). On asso
ie alors à f le diviseur (f) =P aiZi�P bjPj.Les diviseurs qui peuvent s'obtenir de 
ette manière sont appelés diviseursprin
ipaux. Ils permettent de dé�nir une relation d'équivalen
e sur Div(X),l'équivalen
e linéaire : deux diviseurs sont équivalents lorsque leur di�éren
eest un diviseur prin
ipal. Le quotient de Div(X) par les diviseurs prin
ipauxforme le groupe Cl(X) des 
lasses de diviseurs.On dé�nit aussi les diviseurs de Cartier 
omme les se
tions globales duquotient (multipli
atif)M�=O� du fais
eau des fon
tions méromorphes nonidentiquement nulles par le fais
eau des fon
tions holomorphes ne s'annulantpas. Les fon
tions méromorphes donnent ainsi des diviseurs de Cartier, égale-ment appelés prin
ipaux, qui permettent de dé�nir l'équivalen
e linéaire desdiviseurs de Cartier. En fait, les diviseurs de Cartier sont les diviseurs de Weil1La somme dire
te des fais
eaux est dé�ni par la somme dire
te des se
tions, et il enest de même pour le produit tensoriel.



64 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésqui sont lo
alement prin
ipaux, 
'est-à-dire qui peuvent s'é
rire lo
alementP aiZi �P bjPj à partir de fon
tions méromorphes lo
ales dont les zéros,d'ordre ai, dé�nissent les Zi et les p�les, d'ordre bj, les Pj. Pour une variétélisse tous les diviseurs de Weil sont lo
alement prin
ipaux et sont don
 desdiviseurs de Cartier ; la di�éren
e entre les deux n'intervient que pour lessurfa
es singulières, dont nous aurons besoin plus loin.On peut aussi voir les 
lasses de diviseurs de Cartier (pour l'équivalen
elinéaire) 
omme les 
lasses d'isomoprhisme de �brés en droite sur X, ou demanière équivalente des fais
eaux inversibles sur X. En e�et soit D un divi-seur de Cartier. Étant lo
alement prin
ipal, il existe un re
ouvrement ouvertfUig de X et des fon
tions méromorphes non nulles fi dé�nies sur les Ui quireprésentent 
e diviseur sur 
es ouverts. Sur une interse
tion Ui \ Uj fi etfj doivent avoir les mêmes zéros et les mêmes p�les, ave
 les mêmes mul-tipli
ités, pour que le diviseur soit bien dé�ni globalement. Les fi=fj sontdon
 des fon
tions holomorphes ne s'annulant pas sur les Ui \ Uj, et dé�-nissent par 
onséquen
e un �bré en droite sur X. Les diviseurs linéairementéquivalents 
orrespondent alors aux �brés isomorphes : la loi d'addition desdiviseurs devient multipli
ative pour les fon
tions de transition, et les divi-seurs prin
ipaux dé�nissent des �brés triviaux. Notons que la multipli
ationdes fon
tions de transition revient à prendre le produit tensoriel des deux�brés en droite, et que l'addition des 
lasses de diviseurs 
orrespond au pro-duit tensoriel des �brés 
orrespondants. On a don
 un morphisme du groupe(additif) des 
lasses de diviseurs de Cartier sur X vers le groupe (multipli
a-tif) des 
lasses d'isomorphisme des �brés en droite sur X, appelé groupe dePi
ard de X et noté Pi
(X). On a même un isomorphisme pour une surfa
eproje
tive, 
omme 
e sera toujours le 
as i
i.Ajoutons en�n que le groupe de Pi
ard est un sous-groupe du grouped'homologie H2(X;Z), et que pour les surfa
es de del Pezzo lisses 
es deuxgroupes sont égaux.2.1.4 Interse
tion sur les surfa
esSur une surfa
e normale, 
'est-à-dire dont les singularités sont réduites àdes points, les diviseurs sont engendrés sur Z par des 
ourbes et l'on peutdé�nir un produit d'interse
tion entre les diviseurs. Pour deux 
ourbes lisses,
'est simplement le nombre de points d'interse
tion, ave
 d'éventuelles mul-tipli
ités, et 
ela s'étend linéairement à tout le groupe des diviseurs. En faitles diviseurs prin
ipaux sont numériquement équivalents à zéro, 
'est-à-dired'interse
tion nulle ave
 tout diviseur, et l'interse
tion ne dépend que des
lasses de diviseurs. En termes mathématiques pré
is, il existe une uniqueforme bilinéaire symétrique sur Div(X) qui se réduit au nombre de points
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tion pour les 
ourbes lisses se 
roisant de manière transverse.Si A et B sont deux 
ourbes sur X et si l'on note L(C) le �bré en droiteasso
ié à un diviseur C, l'interse
tion de A et B peut s'exprimer en termesdes premières 
lasses de Chern des �brés L(A) et L(B) :A:B = ZA 
1(L(B)) = ZB 
1(L(A)) = ZX 
1(L(A)) [ 
1(L(B)) : (2.4)Sur une surfa
e 
ompa
te lisse et rationnelle (
'est-à-dire birationnelle2 àP2) la matri
e d'interse
tion est unimodulaire, 
e qui re�ète la dualité dePoin
aré.Pour des surfa
es non normales, on peut dé�nir une forme d'interse
tionpour les diviseurs de Cartier, et elle est toujours à valeurs entières [Deb℄(Prop.1.8). Cela s'étend aux diviseurs dont un multiple est Cartier, mais dans 
e
as on peut avoir des interse
tions fra
tionnaires.2.1.5 Classe 
anoniqueSi X est une variété algébrique de dimension n, le �bré 
otangent élevé àla nepuissan
e tensorielle est un �bré en droites, auquel on peut asso
ier une
lasse de diviseurs, appelée 
lasse 
anonique et notée KX ou simplement Ks'il n'y a pas d'ambiguïté. Le dual de 
e �bré, qui s'obtient de la même façonà partir du �bré tangent, donne la 
lasse anti
anonique �KX .Un résultat important est 
onnu sous le nom de formule d'adjon
tion :si C est une 
ourbe de genre g(C) sur une surfa
e algébrique proje
tive lisseX, on a (KX + C):C = �2 + 2g(C) : (2.5)En fait 
ette relation s'étend aussi aux surfa
es n'ayant que des singularitésde Du Val3.Pour les diviseurs qui ne sont pas des 
ourbes, 
ette formule permet dedé�nir le genre virtuel, que nous appellerons plus simplement � genre � dansla suite : gv(C) = 1 + (KX + C):C2 ; (2.6)qui se réduit bien au genre géométrique pour les 
ourbes irrédu
tibles surune surfa
e lisse.2Une fon
tion rationnelle f : X ! Y est dite birationnelle s'il existe une fon
tionrationnelle g : Y ! X telle que les fon
tions g Æ f et f Æ g soient bien dé�nies et égales àl'identité, respe
tivement sur X et Y . Deux surfa
es X et Y sont dites birationnelles s'ilexiste une fon
tion birationnelle de X sur Y .3Ce terme est expliqué dans la se
tion 2.1.9.



66 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésNotons que si C est de genre zéro, alors �K � C l'est également. (Cettepropriété sera importante par la suite.)2.1.6 É
latementsSur C 2 , on dé�nit l'é
latement de l'origine 
omme la surfa
e f(z; l) 2C 2 � P1j8i; jzilj = zjlig, (z1; z2) sont les 
oordonnées sur C 2 et (l1; l2) les
oordonnées homogènes de la droite proje
tive P1. Autrement dit, on rem-pla
e l'origine par le P1 de toutes les dire
tions de l'espa
e tangent. (Cette
onstru
tion se généralise aisément à l'é
latement d'un point de C n , en rem-plaçant P1 par Pn�1.)Comme 
ette opération est lo
ale, on peut de même é
later un pointlisse P d'une surfa
e algébrique X, puisque son voisinage est isomorphe à unvoisinage de l'origine dans C 2 . Si on note Y la surfa
e obtenue, on obtientainsi un morphisme de proje
tion � : T ! X tel que ��1(P ) ' P1 etY n ��1(P ) ' X n P .Si on note E le diviseur 
orrespondant à la 
ourbe ex
eptionnelle ��1(P ),on montre que E est d'auto-interse
tion �1 : E2 = �1 et qu'il est perpendi-
ulaire à l'image (la préimage par �) de tout diviseur de X ne passant pas parP . De plus, la 
lasse 
anonique de la surfa
e é
latée Y est KY = ��KX +E,dont on déduit K2Y = K2X � 1.Ré
iproquement, si E est une 
ourbe isomorphe à P1 d'auto-interse
tion�1 sur une surfa
e Y , le 
ritère de Castelnuovo-Enriques a�rme que Y peutêtre 
ontra
tée en une surfa
e X de telle sorte que E est réduite à un pointP dont l'é
latement redonne la surfa
e Y . Plus généralement, si E est une
ourbe isomorphe à P1 et d'auto-interse
tion �n, on peut la 
ontra
ter enun point si et seulement si n est stri
tement positif ; si n est di�érent de1, le point obtenu est singulier. La relation entre les 
lasses 
anoniques segénéralise ainsi : KY = ��KX + (2� n)E :4 (2.7)Ajoutons que lorsqu'on é
late en une 
ourbe ex
eptionnelle E un pointlisse pla
é sur une 
ourbe dont la 
lasse est C, elle se transforme en une
ourbe de 
lasse C � E, ou C est mis pour ��C. On véri�e que le genre dela 
ourbe est laissé invariant.2.1.7 Fais
eaux amplesSur un espa
e proje
tif Pn, on dé�nit O(1) 
omme le fais
eau 
orrespon-dant à la 
lasse des hyperplans. Alternativement on peut le dé
rire de la ma-4Dans la suite �� sera souvent omis s'il n'y a pas d'ambiguïté.



2.1 Extraits de géométrie algébrique 67nière suivante. Notons (z0; z1; : : : ; zn) les 
oordonnées homogènes de Pn. Entreles ouverts Ui = fzi 6= 0g, les fon
tions de transitions fij = zi=zj dé�nissentun �bré en droite, ou en
ore un fais
eau inversible, dit �bré tautologique etnoté O(1). On a alors toute une série de fais
eaux O(m) = O(1)
m, et àtout fais
eau L on asso
ie également les fais
eaux tordus L(m) = L
O(m).Notons que le fais
eau stru
tural O engendre bien ainsi la série des O(m).Un fais
eau inversible L sur une variétéX est dit très ample si n+1 de sesse
tions globales permettent de dé�nir un plongement de X dans Pn, pour un
ertain n. L est alors le tiré en arrière du fais
eau tautologique O(1) de Pn.Ré
iproquement, si on a un plongement � d'une variété algébrique X dansun Pn, les se
tions globales de ��O(1) permettent de dé
rire le plongementet 
e fais
eau est don
 très ample.Un fais
eau inversible L sera dit ample si une puissan
e tensorielle �nieL
m de 
elui-
i est très ample. Quant aux diviseurs, ils seront dit très ampleset amples respe
tivement si les fais
eaux asso
iés le sont. Un diviseur amplea ainsi un multiple très ample.Sur une surfa
e lisse X, étant donné un diviseur ample A on dé�nit ledegré d'un diviseur quel
onque C (par rapport à A) par l'interse
tion A:C. SiA est très ample et que C est une 
ourbe, 
ela se réduit au degré algébriquedu plongement de la 
ourbe dans l'espa
e proje
tif Pn, qui est un entierpositif. Le 
ritère de Nakai-Moishezon permet de déterminer si un diviseurest ample : A est ample si et seulement si A2 > 0 et A:C > 0 pour toute
ourbe irrédu
tible C.2.1.8 Surfa
es de del PezzoPar dé�nition, une surfa
e de del Pezzo est une surfa
e algébrique (pro-je
tive) dont la 
lasse anti
anonique est ample. Une telle surfa
e peut êtreassez singulière, mais nous nous restreindrons au 
as où elle est Gorenstein,
'est-à-dire que nous exigerons que �K soit un diviseur de Cartier. Dans 
eparagraphe, nous nous limiterons au 
as de surfa
es lisses.Les surfa
es de del Pezzo[dP1, dP2℄ lisses sont bien 
onnues[H, M, Dem℄ :
e sont P2, P1 � P1 et les surfa
es obtenues en é
latant P2 en huit pointsau plus, pla
és en position générale. Ces dernières surfa
es peuvent aussis'obtenir en é
latant des points de P1�P1 : P2 é
laté en deux points distin
tsest isomorphe à P1�P1 é
laté en un point. On reliera plus loin 
ette propriétéà la T-dualité des théories de super
ordes.Les points é
latés sont dits en position générale s'ils sont distin
ts deuxà deux, si on en trouve au plus deux sur une droite, au plus 
inq sur une
onique et au plus huit sur une 
ubique, sans point double.Passons à la des
ription du groupe de Pi
ard de 
es surfa
es, 
'est-à-dire
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es de del Pezzo aux supergravitésdes 
lasses d'équivalen
e de diviseurs. Pour P2, il est engendré (sur Z) par la
lasse de l'hyperplan H, d'auto-interse
tion 1. La 
lasse anti
anonique est�K = 3H ; (2.8)qui est très ample et d'auto-interse
tion (�K)2 = 9.À 
haque fois qu'on é
late un point il faut ajouter à l'ensemble des gé-nérateurs le diviseur ex
eptionnel obtenu par 
et é
latement. Ainsi pour P2é
laté en k points, le groupe de Pi
ard est engendré par H, E1, . . . , Ek, lamatri
e d'interse
tion est 0BBB� 1 0 : : : 00 �1 . . . ...... . . . . . . 00 : : : 0 �1
1CCCA (2.9)et la 
lasse anti
anonique est�K = 3H � E1 � : : :� Ek : (2.10)Cette dernière est don
 d'auto-interse
tion (�K)2 = 9 � k. Le 
ritère deNakai-Moishezon interdit don
 d'é
later plus de huit points si on veut que�K soit ample.Le groupe de Pi
ard de P1 � P1 est quant à lui engendré par deux géné-rateurs l1 et l2 
orrespondant aux deux droites P1, la matri
e d'interse
tionest � 0 11 0 � (2.11)et la 
lasse anti
anonique est �K = 2l1 + 2l2 ; (2.12)d'auto-interse
tion (�K)2 = 8.Si on é
late un point p sur 
ette surfa
e, le groupe de Pi
ard est main-tenant engendré par l1, l2 et le diviseur ex
eptionnel E. Si on é
late deuxpoints distin
ts p1 et p2 sur P2, le groupe de Pi
ard de la surfa
e obtenue estengendré par H, E1 et E2. En fait 
omme on l'a dit, 
'est la même surfa
e,et les deux bases du groupe de Pi
ard sont reliées ainsi :l1 = H � E1l2 = H � E2E = H � E1 � E2 : (2.13)Comme �K est ample pour une surfa
e de del Pezzo, 
e diviseur (ou unde ses multiples) permet de dé�nir un plongement dans un espa
e proje
tifet le degré des diviseurs. On appelle généralement degré d'une surfa
e de delPezzo le degré de �K, 
'est-à-dire K2.



2.1 Extraits de géométrie algébrique 692.1.9 Singularités de Du Val et surfa
es de del PezzonormalesIl existe aussi des surfa
es de del Pezzo (généralisées) singulières. Sion impose que 
es singularités soient pon
tuelles (surfa
e normale) et quele diviseur anti
anonique soit Cartier, 
es surfa
es de del Pezzo ont été
lassi�ées[DV, Dem, HW, MZ1, MZ2℄ et ont au plus des singularités de DuVal.Une singularité de Du Val peut s'obtenir en 
ontra
tant un 
ertain nombrede (�2)-
ourbes (
'est-à-dire des 
ourbes de 
arré �2) dont les interse
tionssont dé
rites par un diagramme ADE. Ainsi, la 
ontra
tion d'une (�2)-
ourbedonne une singularité de type A1. Si on a deux telles 
ourbes se 
oupanten un point, leur 
ontra
tion donne une singularité A2. L'opération inversed'é
latement de 
es points singuliers s'appelle une résolution de la singularité.Plus pré
isément, une résolution est une appli
ation � d'une surfa
e ré-gulière Y sur la surfa
e singulière X telle que, si P est l'ensemble des pointssinguliers, Y n ��1(P ) = X n P . Une résolution � est dite minimale si touterésolution se fa
torise à travers elle : pour toute autre résolution � de X enune surfa
e Z, il existe � : Z ! Y tel que � = � Æ �. Une résolution estdite 
répante si KY = KX . La relation 2.7 nous dit que la résolution mini-male d'une singularité de Du Val est 
répante : en e�et, 
'est simplementl'é
latement de la singularité qui donne des (�2)-
ourbes.Ajoutons que les singularités de Du Val peuvent lo
alement s'obtenir enquotientant C 2 par le groupe de Coxeter asso
ié au diagramme ADE 
orres-pondant, qui est un sous-groupe de SL(2;Z) : par exemple en quotientantC 2 par Zk+1 = Z=(k+ 1)Z on obtient une singularité Ak.Les surfa
es de del Pezzo normales et Gorenstein sont données par la
lassi�
ation suivante [DV, Dem, HW℄.Si � : ~X ! X est la résolution minimale d'une surfa
e de del Pezzo(
omplexe) normale X telle que H1( ~X;O ~X) = 0 (hypothèse naturelle de
onnexité), alors(i) 1 � K2X � 9 ;(ii) X est lisse ou ses singularités sont des points doubles rationnels (sin-gularités de Du Val) ;(iii) si K2X = 9 alors X ' P2 ;(iv) si K2X = 8 alors X ' P1 � P1, ou X est isomorphe à P2 é
laté en unpoint, ou X est le 
�ne sur une quadrique de P2 (voir 
i-dessous) ;(v) si 1 � K2X � 7 alors ~X est l'é
laté de P2 en 9 � K2X points pla
és enposition presque générale, et X s'obtient à partir de ~X en 
ontra
tanttoutes les (�2)-
ourbes.



70 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésLe 
�ne 
onstruit sur une quadrique de P2 peut s'obtenir de la façonsuivante. Considérons la deuxième surfa
e de Hirzebru
h F2 : 
'est un P1�bré sur P1 tel qu'il existe une se
tion d'auto-interse
tion �2. En prenant
ette se
tion A et la 
lasse de la �bre B 
omme base du groupe de Pi
ard,la stru
ture en �bré nous donne B2 = 0 et A:B = 1. En 
ontra
tant la (�2)-
ourbe A, on obtient la surfa
e de del Pezzo singulière en question, qui a unesingularité A1.Pour le dernier 
as de la 
lassi�
ation, les 9�K2X � 8 points de P2 sontdits en position presque générale s'il n'y a pas de 
ourbes d'auto-interse
tioninférieure ou égale à �3 qui apparaissent lors de l'é
latement des points.Pour 
ela, il faut au plus trois points sur une droite, six sur une 
onique (outrois dont un pla
é en un point double de la 
onique), et au plus un sur unpoint double d'une 
ubique ; on demande aussi que si un point p0 est pla
ésur la 
ourbe ex
eptionnelle E asso
iée à l'é
latement d'un autre point �
e qui 
orrespond à des points in�niment pro
hes sur P2 � alors il n'y aitpas d'autre point à é
later sur la transformée E � E 0 de E par l'é
latementde p0 en E 0. En 
ontra
tant les (�2)-
ourbes obtenues, nous obtenons unesurfa
e de del Pezzo singulière. De plus la résolution est 
répante, si bien queK ~X = KX .Nous 
onstruirons expli
itement un 
ertain nombre de 
es surfa
es de delPezzo singulières dans la se
tion 2.4, mais donnons i
i un exemple simple.Sur P2, é
latons un point p. On obtient alors une surfa
e de del Pezzo lissede degré 8, qui est la surfa
e de Hirzebru
h F1 (
'est-à-dire un P1 �bré surP1 ave
 une se
tion d'auto-interse
tion �1). En é
latant un point p0 sur la
ourbe ex
eptionnelle E, on obtient une se
onde 
ourbe ex
eptionnelle E 0,et la première devient une (�2)-
ourbe E�E 0, qu'on 
ontra
te pour obtenirune singularité A1. On a ainsi 
onstruit une surfa
e de del Pezzo de degré 7 etde singularité A1. Son groupe de Pi
ard est donné par l'orthogonal à E �E 0dans le Pi
ard de la surfa
e résolue (i.e. avant 
ontra
tion) : il est engendrépar H � E � E 0 et H, ou H est la 
lasse des transformées des hyperplans(ou droites) de P2 ne passant pas par les points é
latés et H � E � E 0 estla transformée de la droite passant par les deux points é
latés, in�nimentpro
hes. En fait si on 
ontra
te la (�1)-
ourbe H � E � E 0 on retombe surle 
�ne sur la quadrique de P2 dé
rit plus haut.2.2 SuperalgèbresDans 
e travail, nous allons asso
ier à une surfa
e de del Pezzo une super-algèbre et un supergroupe. Passons don
 maintenant à la des
ription généralede 
es objets.



2.2 Superalgèbres 712.2.1 Algèbres de Lie et groupes de LieUne algèbre de Lie g sur un 
orps k est un espa
e ve
toriel sur k muni d'unproduit bilinéaire, le 
ro
het de Lie [�; �℄, qui véri�e les propriétés suivantes :(i) 8x; y 2 g; [x; y℄ = �[y; x℄ (antisymétrie) ;(ii) 8x; y; z 2 g; [x; [y; z℄℄ + [y; [z; x℄℄ + [z; [x; y℄℄ = 0 (identité de Ja
obi).Une sous-algèbre de Lie est évidemment un sous-ensemble de g ayant luiaussi une stru
ture d'algèbre de Lie. Autrement dit 
'en est un sous-espa
eve
toriel 
los sous l'a
tion du 
ro
het de Lie.Si on a une algèbre asso
iative, non né
essairement 
ommutative, parexemple une algèbre d'opérateurs, en prenant 
omme 
ro
het de Lie le 
om-mutateur [x; y℄ = xy � yx on a une stru
ture d'algèbre de Lie.Un groupe de Lie (sur R ou C ) est quant à lui dé�ni 
omme un groupedoté d'une stru
ture de variété di�érentielle. Ainsi les groupes SO(n), U(n),et
... sont des groupes de Lie.Étant donné un groupe de Lie G, son espa
e tangent en l'unité forme unealgèbre de Lie g. Celle-
i peut aussi se voir 
omme formée des 
hamps deve
teurs sur G invariants à gau
he par l'a
tion du groupe. Ré
iproquement,on peut re
onstituer un groupe de Lie en exponentiant une représentationbien 
hoisie de son algèbre de Lie. (En fait, on obtient ainsi la 
omposante
onnexe de l'identité.) Si on a une base a1, . . . , an de l'algèbre de Lie g,et qu'on note A1, . . .An une représentation de 
elle-
i dans une algèbre dematri
es, les matri
es de la forme ex1A1+:::+xnAn, pour tous x1, . . . , xn dansk = R ou C , forment un groupe de Lie dont l'algèbre asso
iée est g.On dé�nit l'a
tion adjointe d'une algèbre de Lie g sur elle-même paradg(x) = [g; x℄, et on véri�e que 
'est une représentation, dite représentationadjointe.2.2.2 Superalgèbres et supergroupesCela se généralise à la notion de superalgèbres et supergroupes de Lie.Une superalgèbre de Lie g est un espa
e ve
toriel Z2-gradué (notons jgj ledegré d'un élément homogène g et ĝ l'ensemble des éléments homogènes deg, i.e. les éléments de degré bien dé�ni) muni d'un produit bilinéaire [�; �℄véri�ant les propriétés suivantes :(i) 8x; y 2 ĝ; [x; y℄ = �(�1)jxjjyj[y; x℄ (antisymétrie graduée) ;(ii) 8x; y; z 2 ĝ; (�1)jxjjzj[x; [y; z℄℄+ (�1)jyjjxj[y; [z; x℄℄+ (�1)jzjjyj[z; [x; y℄℄ =0 (identité de Ja
obi généralisée).Pour dé�nir un supergroupe, on a besoin de la notion d'algèbre de Grass-mann, une algèbre asso
iative graduée Z2-
ommutative : les éléments de



72 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésdegré impair anti
ommutent entre eux et les éléments de degré pair 
om-mutent ave
 tous les éléments. Par exemple les formes di�érentielles sur unevariété forment une algèbre de Grassmann. On peut aussi introduire l'al-gèbre de Grassmann formelle Rpjq , engendrée par p générateurs � bosoniques �(i.e. pairs) Xi et q générateurs � fermioniques � (impairs) �m qui satisfontXiXj = XjXi, Xi�m = �mXi et �m�n = ��n�m. En fait 
'est simplementRp � �(Rq ).On dé�nit un supergroupe 
omme l'exponentiation d'une superalgèbrede Lie ave
 des 
oe�
ients à valeurs dans une algèbre de Grassmann. Plusloin nous utiliserons l'algèbre des formes di�érentielles sur une variété 
ommealgèbre de Grassmann.2.2.3 Tore maximal et système de ra
inesOn appelle tore maximal d'une (super-)algèbre de Lie g une sous-algèbreh abélienne diagonalisable (i.e. tous ses éléments 
ommutent entre eux) quiest maximale pour 
ette propriété, 
'est-à-dire qui ne 
ommute ave
 au
unautre élément de g.Les éléments de h 
ommutant tous entre eux sont supposés simultanémentdiagonalisables5 quant à leur a
tion adjointe sur g. Autrement dit, on peutdé
omposer g en sous-espa
es propres g� = fg 2 gj8h 2 h; [h; g℄ = �(h)gg,où les � sont des formes linéaires sur h, appelées ra
ines si g� est non vide.En parti
ulier on voit que g0 = h.2.2.4 Superalgèbre de Bor
herdsNous allons voir i
i 
omment 
onstruire une (super-)algèbre de Bor
herds,ou en
ore de Ka
-Moody généralisée à partir d'une matri
e de Cartan.On se donne une répartition des indi
es 1 à n entre éléments pairs I�0 etimpairs I�1, et une matri
e n� n, a, véri�ant les propriétés suivantes :(i) aij = aji ;(ii) aij � 0 si i 6= j ;(iii) 2aijaii 2 Z si aii > 0 et i 2 I�0 ;(iv) aijaii 2 Z si aii > 0 et i 2 I�1 .Considérons la superalgèbre libre engendrée par des éléments h1; : : : hn,e1; : : : ; en et f1; : : : fn, où tous les hi sont bosoniques (pairs) et les ei et fisont bosoniques si i 2 I�0 et fermioniques (impairs) si i 2 I�1.Alors on a une superalgèbre de Bor
herds en quotientant par les relationssuivantes :5Pour des groupes 
ompa
ts, 
ette 
ondition est automatiquement véri�ée.



2.2 Superalgèbres 73(i) [ei; fj℄ = Æijhi ;(ii) [hi; ej℄ = aijej ;(iii) [hi; fj℄ = �aijfj ;(iv) [hi; hj℄ = 0 ;(v) (adei)1�2aijaii ej = 0 si aii > 0 ;(vi) (adfi)1�2aijaii fj = 0 si aii > 0 ;(vii) [ei; ej℄ = 0 si aij = 0 ;(viii) [fi; fj℄ = 0 si aij = 0 .Cela généralise les super-algèbres de Ka
-Moody symétrisables, pour les-quelles on impose que les éléments diagonaux de la matri
e de Cartan soientstri
tement positifs : aii > 0 pour tout i.Bien que nulle démonstration 
onvain
ante n'existe à notre 
onnaissan
edans la littérature, il semble qu'on puisse de manière alternative imposer lesrelations de Chevalley (i) à (iv) et quotienter ensuite par l'idéal maximal d'in-terse
tion vide ave
 la sous-algèbre de Cartan h. Cet idéal est, normalement,engendré par les relations (v) à (viii), dites relations de Serre.On peut représenter une superalgèbre de Bor
herds ainsi 
onstruite parun diagramme de Dynkin généralisé. On représente 
haque ra
ine simple(i.e. les ra
ines de la base) par un noeud dont la 
ouleur indique la parité, etéventuellement la norme, et deux noeuds sont reliés par n liens si les ra
ines
orrespondantes ont un produit s
alaire �n. (On a vu que n est for
émentpositif, à défaut d'être toujours entier ; dans 
e dernier 
as on indique n audessus du lien.)Donnons i
i nos 
onventions pour les diagrammes de Dynkin (elles dif-fèrent des 
onventions usuelles) :m Ra
ine bosonique réelle (de norme 2)m�� Ra
ine bosonique imaginaire (de norme � 0)} Ra
ine fermionique (réelle) de norme 0my Ra
ine fermionique (imaginaire) de norme � �1Rappelons qu'une ra
ine est dite imaginaire si elle engendre des 
haînesin�nies, et réelle dans le 
as 
ontraire[Ra℄.



74 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravités2.2.5 Groupe de WeylÉtant donnée une superalgèbre de Ka
-Moody ou de Bor
herds, on peutdé�nir son groupe de Weyl6 
omme le groupe engendré par les ré�exions s�par rapport aux ra
ines bosoniques � de 
arré stri
tement positif :� 7! � � 2(�; �)(�; �)� : (2.14)2.3 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésNous allons voir dans 
ette partie 
omment on peut 
onstruire à partird'une surfa
e de del Pezzo des superalgèbres de Bor
herds qui permettentd'étendre les groupes de U-dualité des supergravités pures et d'é
rire les
hamps bosoniques � à l'ex
eption de la métrique � ave
 leurs équationsdu mouvement sous forme géométrique. Il est 
onnu depuis longtemps queles diviseurs de degré 0 d'une surfa
e de del Pezzo lisse de degré d forment unréseau dont la matri
e d'interse
tion est donné par le diagramme de DynkinE9�d.2.3.1 Exemple de la supergravité D = 11Commençons par l'exemple de la supergravité pure à 11 dimensions [CJS℄que nous avons dé
rite dans la se
tion 1.5.3. Nous savons qu'en plus de lamétrique, il n'y a qu'un seul 
hamp bosonique, une 3-forme A(3) de 
ourbureF(4) = dA(3) qui satisfait à l'équation du mouvementd � F(4) + 12F(4) ^ F(4) = 0 : (2.15)Cette théorie est asso
iée à la surfa
e P2. Considérons en e�et les diviseursde genre 0 : 
e sont H (la 
lasse de l'hyperplan) et 2H, de degrés 3 et 6 parrapport au diviseur très ample �K = 3H. H engendre linéairement le groupede Pi
ard, et la matri
e d'interse
tion est(1) : (2.16)Après 
hangement de signe, nous avons une matri
e qui véri�e les 
ondi-tions vues plus haut pour une matri
e de Cartan, et nous 
onstruisons don
l'algèbre de Bor
herds asso
iée. H étant de degré impair 
omme diviseur,6Ce n'est pas la seule dé�nition possible : on peut aussi in
lure les ré�exions par rapportà des ra
ines fermioniques.



2.3 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravités 75le générateur que nous lui asso
ions eH est pris impair7. On 
onstruit ainsiune super-algèbre dont une base est donnée par eH , fH , hH = [eH ; fH ℄,e2H = [eH ; eH ℄ et f2H = [fH ; fH ℄. On a bien sûr les relations de Chevalley[hH ; eH ℄ = �eH et [hH ; fH ℄ = fH , mais on n'a i
i au
une relation de Serre.La relation [eH ; [eH ; eH ℄℄ = 0 s'obtient à partir de l'identité de Ja
obi, demême que la relation symétrique pour fH . En fait, la superalgèbre que nousavons obtenue est bien 
onnue, 
'est osp(1j2). Les autre 
ommutateurs se
al
ulent fa
ilement : [eH ; f2H ℄ = 2fH , [fH ; e2H ℄ = �2eH , [hH ; e2H ℄ = �2e2H ,[hH ; f2H ℄ = 2f2H et [e2H ; f2H ℄ = �4hH . (On voit que la partie bosonique de
ette superalgèbre forme une algèbre sl(2).)Nous tronquons 
ette superalgèbre aux éléments de degré positif, 
'est-à-dire que nous gardons hH , eH et e2H . Nous retirons également hH . Nousallons alors 
onstruire un supergroupe sur les deux éléments eH et e2H , enprenant 
omme algèbre de Grassmann les formes di�érentielles sur un espa
eà 11 dimensions (11 = K2 +2). H étant de degré 3, nous asso
ions à eH une3-forme A(3) et 2H étant de degré 6 nous lui asso
ions une 6-forme ~A(6), pourformer un élément V = eA(3)eH+ ~A(6)e2H (2.17)du supergroupe 
onstruit sur 
ette superalgèbre. (En prenant un signe �pour le degré de EH et e2H , 
ela revient à prendre des éléments de degré 0dans l'exponentielle, pour la Z-graduation naturelle.)Si V est un élément d'un groupe de Lie, sa di�érentielle ramenée à l'origineG = dVV�1 se di�érentie endG = �dVdV�1 = dVV�1dVV�1 ; (2.18)
'est l'équation de Maurer-CartandG � G ^ G = 0 : (2.19)Pour notre supergroupe, en utilisant la formuled(eA)e�A = dA+ 12[A; dA℄ + 13![A; [A; dA℄℄ + : : : (2.20)on obtient G = dA(3)eH + �d ~A(6) + 12A(3) ^ dA(3)� e2H : (2.21)Notons que eH étant un générateur impair, il 
onvient de le faire anti
ommu-ter ave
 les autres éléments impairs qui interviennent (notamment les formesdi�érentielles de degré impair).7C'est un 
hoix naturel[CJLP1℄.



76 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésEn notant F(4) = dA(3)~F(7) = d ~A(6) + 12A(3) ^ dA(3) ; (2.22)soit G = F(4)eH + ~F(7)e2H , l'équation de Maurer-Cartan s'é
ritdF(4)eH + d ~F(7)e2H = +12F(4) ^ F(4)e2H ; (2.23)
e qui donne en 
omposantesdF(4) = 0d ~F(7) = 12F(4) ^ F(4) : (2.24)On voit qu'une 
ondition de dualité~F(7) = � � F(4) (2.25)impose l'équation du mouvement 2.15. Cette équation peut s'é
rire 
ommeune équation d'auto-dualité sur G : en dé�nissant une pseudo-involution S(S2 = �1) qui envoie eH sur e2H et e2H sur �eH , 
ela est en e�et équivalentà S � G = G : (2.26)Notons que � n'agit que sur la partie � Grassmann � du supergroupe et Ssur les générateurs de osp(1j2). Ces deux opérateurs 
ommutent entre eux,et le signe de l'équation S2 = �1 est 
hoisi de telle sorte que (S�)2 = 1, 
equi revient i
i à prendre un signe moins.Comme les générateurs impliqués dans 
ette relation d'auto-dualité sontasso
iés aux 
lasses de diviseurs H et 2H sur P2, la pseudo-involution S estreliée à l'é
hange de 
es deux diviseurs. On a vu plus haut que sous l'e�et del'involution C 7! �K � C (2.27)du groupe de Pi
ard, le genre est 
onservé.Les équations du mouvement que nous étudions sont invariantes sous lestransformations de jauge V 7! Ve�(3)eH+~�(6)e2H ; (2.28)où �(3) et ~�(6) sont des formes fermées. En e�et le 
al
ul de G fait inter-venir des di�érentielles dans tous les termes, qui s'annulent pour les formesfermées : d(Ve�)(Ve�)�1 = dVe�e��V�1 + V(de�e��)V�1 = dVV�1.



2.3 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravités 77Pour les 
hamps A(3) et ~A(6), 
es transformations de jauge s'é
riventA(3) 7! A(3) + �(3)~A(6) 7! ~A(6) + ~�(6) � 12A(3) ^ �(3) ; (2.29)et on véri�e bien que F(4) et ~F(7) donnés en 2.22 sont invariants.Notons que si les transformations de jauge habituelles font intervenirdes formes exa
tes �(p) = d�(p�1), la formulation 
i-dessus est plus géné-rale et permet de traiter tous les 
as de manière uniforme (y 
ompris less
alaires)[CJLP1℄.En�n, la relation algébrique e2H = [eH ; eH ℄ permet de relier les tensionsdes membranes de la théorie M, la M2 et la M5 qui sont des sour
es pour les
hamps A(3) et ~A(6)[LLPS℄. En e�et, le 
ouplage intervient par des termesIM2 = T3 ZM3 A(3) (2.30)et IM5 = T6 ZM6 ~A(6) (2.31)où M3 et M6 sont les volumes d'univers des M2 et M5 et où T3 et T6 sont lestensions de 
es membranes. Rappelons que 
'est la propriété BPS qui assureque les 
onstantes de 
ouplage sont égales aux tensions des objets.La quanti�
ation impose que sous l'a
tion d'une transformation de jauge,l'a
tion varie d'un multiple de 2�. Si on ne 
onsidère que des transformationsde la forme e�(3)eH , 
ela impose la 
ontrainte que pour tout 3-
y
le M3ÆI = T3 ZM3 �(3) 2 2�Z : (2.32)D'autre part si on 
ompose deux telles transformations de jauge, de para-mètres �(3) et �0(3), ~A(6) subit la transformation~A(6) 7! ~A(6) � 12�(3) ^ �0(3) � 12A(3) ^ ��(3) + �0(3)� ; (2.33)
e qui donne pour le 
ommutateur de 
es deux transformationsA(3) 7! A(3)~A(6) 7! ~A(6) � �(3) ^ �0(3) : (2.34)Ainsi pour tout 6-
y
le M6 on doit aussi avoirÆI = T6 ZM6 �(3) ^ �0(3) 2 2�Z : (2.35)



78 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésDans les 
as où M6 se dé
ompose en produit de deux 3-
y
les M3 et M 03, eten 
hoisissant �(3) de telle sorte que 
ette forme soit d'intégrale nulle pourtout 
y
le non équivalent à M3 et telle que T3 RM3 �(3) = 2�, et de mêmerespe
tivement pour �0(3) et M 03, alors 
ette intégrale se réduit àÆI = T6 ZM3 �(3) ZM 03 �0(3) = T6 �T32� T32���1 ; (2.36)et 
omme ÆI soit être dans 2�Z, le 
hoix minimal est de prendreT62� = T32� T32� : (2.37)En fait 
ette relation re�ète la relation algébriquee2H = [eH ; eH ℄ (2.38)où 2H est le diviseur asso
ié à la M5 et H le diviseur asso
ié à la M2. Onasso
ie la tension T3 à la surfa
e de la sphère S2 H dans P2. L'espa
e desmodules de la théorie M, 
'est-à-dire la 
onstante de 
ouplage T3 est ainsidonné par le groupe de 
ohomologie H2(P2;R).2.3.2 Méthode généraleCe que nous venons de voir se généralise aux 
ompa
ti�
ations de lathéorie M sur des tores orthogonaux, ainsi qu'à d'autres modèles physiques
omme 
eux du triangle magique, 
omme nous le verrons par la suite.La 
orrespondan
e dans le 
as général est résumée dans le tableau 2.1.Voyons maintenant le détail de 
ette 
orrespondan
e. Soit X une surfa
ede del Pezzo. Alors son groupe de Pi
ard muni de la forme d'interse
tionforme un réseau de signature (1; p � 1) (en notant p la dimension de 
eréseau). Considérons les diviseurs de degré et de genre positifs (ou nuls), et
hoisissons une base du réseau telle que tous 
es diviseurs puissent s'é
rire
omme 
ombinaisons linéaires à 
oe�
ients positifs, à l'ex
eption de la moitiéde l'hyperplan de degré zéro. (En fait 
ela n'est pas possible dans tous les
as, mais au moins dans la majorité de 
eux qui nous intéressent. Pour lesautres la 
onstru
tion est plus subtile ; nous en parlerons dans la se
tion 2.4.)Pour les diviseurs C de degré 0, on a par dé�nition K:C = 0, don
 le genrene dépend que de C2 ; si C est de genre positif, il en est de même de �Cet il faut don
 
hoisir un demi-espa
e. Cela revient à 
hoisir une jauge de lathéorie 
omme nous le verrons plus loin.Cette base étant trouvée (elle est unique à un groupe de symétrie près)on peut é
rire la matri
e d'interse
tion M dans 
ette base. On peut alors
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es de del Pezzo aux supergravités 79Surfa
e de del Pezzo X dedegré K2. Modèle physique en dimen-sion D = K2 + 2.Classes de diviseurs de genrevirtuel positif et de degrépositif. Ra
ines positives d'une su-peralgèbre qui permet de
onstruire les 
hamps boso-niques de la théorie (mé-trique ex
lue) ave
 leurséquations du mouvement.Classes de diviseurs de genrezéro et de degré 
omprisentre 0 et K2 + 2 in
lus. Objets BPS.Relations linéaires entre di-viseurs. Relations multipli
ativesentre les tensions.H2(X;R)=W Espa
e des modules de lathéorie.É
latement d'un point lisse. Compa
ti�
ation sur un
er
le.Transformation élémentaire. T-dualité.Isométries de la surfa
e Groupe de U-dualité.Tab. 2.1 � Correspondan
e entre surfa
es de del Pezzo et théories physiques.véri�er que la matri
e A = �M véri�e les règles énon
ées au 2.2.4 et on peutdon
 
onstruire une superalgèbre de Bor
herds. Pour dé�nir la parité deséléments, on prend la parité du degré des diviseurs 
orrespondants, qui estdu reste la même que 
elle de leur auto-interse
tion, 
'est-à-dire les élémentsdiagonaux de la matri
e, 
omme on le voit par la formule d'adjon
tion. En faitpour les diviseurs ex
eptionnels d'auto-interse
tion �1, auxquels on asso
iedes générateurs fermioniques, il faut rempla
er dans la matri
e A l'élémentdiagonal 1 par 0 pour que la 
onstru
tion redonne les résultats de la physique.On pourrait s'attendre à 
e que la relation de Serre [ei; [ei; ej℄℄ = 0 (i estl'indi
e du générateur fermionique 
onsidéré, et j 
elui d'un élément tel queAij = �1) disparaisse, puisqu'elle disparaît des relations imposées, mais iln'en est rien : elle devient une 
onséquen
e de [ei; ei℄ = 0.On observe que dans tous les 
as qui nous intéressent, et en parti
ulierpour les surfa
es de del Pezzo lisses, toutes les ra
ines de degré (mesuré parl'interse
tion ave
 �K) 
ompris entre 0 etK2 ont une multipli
ité 1, sauf �Kqui a une multipli
ité rg(Pi
(X))�1 et 0 qui a une multipli
ité rg(Pi
(X)).88On identi�e i
i le réseau des ra
ines de notre algèbre au réseau de Pi
ard de la surfa
e



80 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésNous tronquons alors notre superalgèbre à 
es ra
ines de degré entre 0 et K2(bornes 
omprises), et nous supprimons également pour la ra
ine 0, 
'est-à-dire pour le tore h, le générateur asso
ié à la dire
tion �K : on ne garde queles h� tels que �:K = 0. Alors la multipli
ité de 
ette ra
ine est la même que
elle de �K, et on peut observer que notre algèbre tronquée est symétriquesous l'involution du réseau des ra
inesC 7! �K � C ; (2.39)dont on a vu qu'elle préserve le genre des diviseurs de la surfa
e asso
iée. Ily a une dernière tron
ation à faire, qui 
orrespond à un 
hoix de jauge : unefois la base de ra
ines simples 
hoisie, on ne garde que les ra
ines positives,
e qui revient à ex
lure la moitié des ra
ines de degré zéro. Pour préserverla symétrie par rapport à �K=2 qui est 
ru
iale dans notre 
onstru
tion, onest amené également à faire 
ette tron
ation symétriquement en degré K2.Les di�érents 
hoix pour 
ette tron
ation sont reliés par le groupe de Weylde la U-dualité, puisque 
'est le 
hoix d'une base de ra
ines simples.Pour 
al
uler la multipli
ité des ra
ines, on se sert de la formule du dé-nominateur, qui est un 
as parti
ulier de la formule du 
ara
tère [Ra℄ :Y� pair(1� e�)mult(�)Y� impair(1 + e�)mult(�) = e� Xw2W det(w)w e��X�2L(�1)lg(�)e�! ; (2.40)où les produits du membre de gau
he se font sur toutes les ra
ines � positives,respe
tivement paires et impaires, de multipli
itémult(�), où � est le ve
teurde Weyl dé�ni par (�; �i) = 12(�i; �i) (les �i sont les ra
ines simples), où West le groupe de Weyl, où � 
ourt sur l'ensemble L des 
ombinaisons linéairesPj lij�ij de ra
ines simples imaginaires �ij mutuellement orthogonales, ave
lij � 0, et lij < 1 si �ij n'est pas une ra
ine simple fermionique de norme 0 ;lg(�) est la longueur de �, 
'est-à-dire Pj lij .À 
haque générateur Ti de degré pi de notre algèbre tronquée, nous as-so
ions alors une p-forme Ai, élément de l'algèbre de Grassmann �M desformes di�érentielles sur un espa
e-temps M de dimension D = K2 + 2, etnous formons ainsi un élément V = ePi AiTi (2.41)de del Pezzo puisqu'ils sont isomorphes, mais la métrique est légèrement di�érente 
ommeon l'a vu au paragraphe pré
édent.
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es de del Pezzo aux supergravités 81du supergroupe 
orrespondant, et nous pouvons 
al
uler sa � 
ourbure �G = dVV�1 =Xi FiTi ; (2.42)où les Fi peuvent s'exprimer en fon
tion des Ai et des dAi.En utilisant la symétrie du réseau des ra
ines par rapport à �K=2, nousdé�nissons alors une pseudo involution S de 
arré S2 = �1 qui agit surl'algèbre tronquée de telle sorte qu'en 
ombinant ave
 l'a
tion de l'étoilede Hodge � sur les formes di�érentielles S� soit une involution de l'algèbretangente au supergroupe : (S�)2 = 1.On interprète alors les Fg 
omme les 
hamps bosoniques d'une théoriephysique, et on impose 
omme équations du mouvement la 
ondition d'auto-dualité S � G = G : (2.43)En prenant les surfa
es de del Pezzo lisses, on retrouve ainsi exa
tementle 
ontenu en 
hamps bosoniques (sauf la métrique) et les équations du mou-vement de la supergravité D = 11 et de ses rédu
tions dimensionnelles surdes tores orthogonaux, ainsi que de la supergravité IIB en dix dimensions.Le groupe de Weyl qui é
hange les ra
ines agit alors sur les 
hamps 
ommesous-groupe de U-dualité.2.3.3 Théorie IIBCommençons par 
ette dernière, qui est asso
iée à la surfa
e P1 � P1. Ennotant l1 et l2 les deux diviseurs asso
iés aux deux P1, on a �K = 2 l1+2 l2,qui est d'auto-interse
tion 8. Cette surfa
e est don
 asso
iée à une théoriephysique de dimension d'espa
e-temps 10 : la théorie des 
ordes IIB, ou plut�tsa limite de supergravité. On 
al
ule fa
ilement le genre : si C = a l1 + b l2,on a g(C) = 1� a� b+ ab ; (2.44)qui est nul pour les diviseurs tels que a = 1 ou b = 1 et positif à l'intérieurdu 
�ne formé par 
es deux droites, pour ja + b � 2j � ja � bj. (On véri�ebien que l'égalité donne les deux droites a = 1 et b = 1.Le degré est donné par �K:C = 2a+2b. En tronquant aux degrés 
omprisentre 0 et 8 on obtient les deux séries de diviseurs de genre zéro (ou rationnels)l1 + b l2 (�1 � b � 3) et a l1 + l2 (�1 � q � 3) et les diviseurs 0 et�K qui sont de genre 1. On véri�e bien qu'il y a symétrie par rapport à�K=2 = l1 + l2. Notons aussi que le degré de tous les diviseurs étant pair,on va asso
ier à 
ette surfa
e une algèbre purement bosonique, une algèbrede Lie de dimension in�nie.



82 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésEn degré 0 on a 
omme ra
ines l1 � l2 et son opposée l2 � l1, qui sonté
hangées par le groupe de Weyl Z2 de l'algèbre A1. Si on 
hoisit de prendre�0 = l1�l2 
omme ra
ine simple, alors on est for
é de prendre 
omme se
ondera
ine simple �1 = l2, de degré 2. On 
onstruit alors sur 
es deux ra
ines unealgèbre de Bor
herds de rang 2, qui a déjà été étudiée en [Sl℄. La matri
ed'interse
tion est � �2 11 0 � ; (2.45)dont on obtient la matri
e de Cartan� 2 �1�1 0 � (2.46)de notre algèbre, qui est purement bosonique 
omme nous l'avons dit. Ellese représente par le diagramme de Dynkinm m�0 �1��et est engendrée par les générateurs h�0 , h�1 , e�0 , e�1 , f�0 et f�1 ave
 lesrelations que nous rappelons :(i) [e�0 ; f�0 ℄ = h�0 ; [e�1 ; f�1℄ = h�1 ;(ii) [h�0 ; e�0 ℄ = 2e�0 ; [h�1 ; e�1 ℄ = 0 ;(iii) [h�0 ; f�0 ℄ = �2f�0 ; [h�1 ; f�1 ℄ = 0 ;(iv) [h�0 ; h�1 ℄ = 0 ;(v) [e�0 ; [e�0 ; e�1 ℄℄ = 0 ;(vi) [f�0 ; [f�0 ; f�1 ℄℄ = 0.Les di�érents diviseurs et les objets BPS 
orrespondants sont représentéssur la �gure 2.1, sur laquelle la tron
ation est également marquée.On asso
ie aux éléments 
orrespondants de l'algèbre des formes di�éren-tielles données dans le tableau 2.2.Pour 
ompléter 
e tableau, il 
onvient de rappeler que la ra
ine zéro
orrespond au générateur h�0 , puisque �0 engendre l'orthogonal de �K. Onpeut véri�er grâ
e à la formule du dénominateur que toutes les autres ra
inesdu tableau sont bien de multipli
ité 1, y 
ompris �K.On forme alors l'élément du supergroupeV = e 12�h�0eC(0)e�0eB(2)e�1+C(2)e�0+�1eC(4)e�0+2�1��eC(6)e�0+3�1+ ~B(6)e2�0+3�1eC(8)e�0+4�1e (8)e2�0+4�1 (2.47)
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D3

F1

0

D7

D−1

D5

D1

NS5

−K

α 1 α 0

Fig. 2.1 � Diviseurs de degré et genre positifs de la surfa
e P1� P1 et objetsBPS 
orrespondants dans la théorie IIB.Degré Ra
ine � positive � État BPS forme0 0 ? �0 �0 D-1 C(0)2 �1 F1 B(2)2 �0 + �1 D1 C(2)4 �0 + 2�1 D3 C(4)6 �0 + 3�1 D5 C(6)6 2�0 + 3�1 NS5 ~B(6)8 �0 + 4�1 D7 C(8)8 �K = 2�0 + 4�1 ?  (8)Tab. 2.2 � Formes di�érentielles et états BPS asso
iés aux diviseurs de P1�P1pour la supergravité IIB.qui permet de 
al
uler G = dVV�1. On dé�nit l'involution S parh�0  ! e2�0+4�1e�0  ! e�0+4�1e�1  ! e2�0+3�1e�0+�1  ! e�0+3�1e�0+2�1  ! e�0+2�1 (2.48)



84 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitéset la 
ondition d'auto-dualité S � G = G (2.49)donne alors les équations du mouvement des 
hamps bosoniques de la super-gravité IIB.De la même façon que pour la théorie M, les relations entre les diviseursdonnent des relations de 
ommutation entre générateurs de l'algèbre dont onpeut déduire les relations entre les tensions des di�érents objets BPS. Ainsi
omme par exemple l1 = (l1 � l2) + l2, on obtient au niveau des tensionsTD12� = TD�12� TF12� ; (2.50)et le réseau de Pi
ard étant de dimension 2 on peut relier toutes les tensionsà deux grandeurs fondamentales, qui paramètrent l'espa
e des modules de
ette théorie ; on peut prendre la longueur fondamentale des 
ordes lB et la
onstante de 
ouplage gB. Cet espa
e des modules est alors donné par uneforme linéaire sur 
e réseau bidimensionnel, 
'est-à-dire par un élément ! deH2(X;R), en faisant l'identi�
ation!(l2) = �2 log(2�lB)!(l1 � l2) = � log(gB) : (2.51)Le groupe de Weyl Z2 agit sur le réseau 
omme la symétrie qui é
hangel1 et l2, 
e qui est l'é
hange des deux P1 de la surfa
e P1�P1. Physiquement,
ela se traduit par la S-dualité qui é
hange la 
orde perturbative F1 ave
 laD-
orde D1, et qui é
hange les 
hamps B(2) et C(2). Cette dualité é
hangeun régime perturbatif ave
 un régime non perturbatif : en e�et on voit parl'identi�
ation 2.51 que la 
onstante de 
ouplage gB est 
hangée en 1=gB. Enfait l'objet perturbatif n'est plus le même, puisque F1 et D1 sont interverties.2.3.4 Théorie IIA et 
ompa
ti�
ationsCette analyse peut être reproduite pour la supergravité IIA à dix dimen-sions, qui 
orrespond 
ette fois à la surfa
e de del Pezzo obtenue en é
latantun point de P2.Les diviseurs sont de la forme C = aH + b E et 
omme K = �3H + E,le degré est 3a+ b est le genre estg(C) = 1 + (a� 3)a� (b + 1)b2 = (a + b� 1)(a� b� 2)2 (2.52)
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es de del Pezzo aux supergravités 85dont on obtient les diviseurs de genre 0 (spe
tre BPS) et les diviseurs de genrepositif (ra
ines de la superalgèbre). Les ra
ines simples sont né
essairement�0 = E�1 = H � E (2.53)qui sont respe
tivement impaire et paire, étant de degrés 1 et 2.La �gure 2.2 présente le spe
tre des objets BPS, dont la dimension estdonnée par le degré du diviseur rationnel 
orrespondant, et les ra
ines qu'ongarde après tron
ation de la superalgèbre aux degrés 
ompris entre 0 et 8.

0

NS5

−K

α 1

D0

D2

D4

D6

F1

0α

Fig. 2.2 � Diviseurs de degré et genre positifs de la surfa
e P21 et objets BPS
orrespondants dans la théorie IIA.La matri
e d'interse
tion étant� �1 11 0 � ; (2.54)on prend 
omme matri
e de Cartan� 0 �1�1 0 � ; (2.55)



86 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésoù 
omme on l'a vu on doit rempla
er l'élément diagonal 1 (après 
hangementde signe) par 0 pour la ra
ine fermionique �0. Le diagramme de Dynkin de
ette superalgèbre est le suivant. } m�0 �1��Là en
ore en asso
iant des formes di�érentielles aux générateurs de l'al-gèbre tronquée on obtient les 
hamps (bosoniques) de la supergravité IIA à10 dimensions, et l'équation d'auto-dualité S � G = G permet d'en obtenirles équations du mouvement.En fait, on peut interpréter 
ette théorie 
omme la 
ompa
ti�
ation surun 
er
le de la théorie M, ou plus pré
isément 
omme la rédu
tion de Kaluza-Klein de la supergravité à 11 dimensions. En e�et la 
orde fondamentale F1peut se voir 
omme la membrane M2 dont une des dimensions est enroulée surle 
er
le de 
ompa
ti�
ation. La D2 est la M2 non enroulée, la NS5 provientde même de la M5 qui enroulée sur le 
er
le donne la D4. Quant à la D0,elle peut se voir 
omme les modes d'impulsion de Kaluza-Klein, ave
 
ommedual magnétique la D6.Si on regarde 
e que 
ela signi�e pour les diviseurs asso
iés, on voit quel'é
latement d'un point 
orrespond à la 
ompa
ti�
ation sur un 
er
le, et lediviseur ex
eptionnel E aux modes d'impulsion de Kaluza-Klein. De plus siC est un diviseur de genre 0, auquel on asso
ie un état BPS, après é
latementon obtient deux diviseurs de genre 0 : C, de même degré et qui 
orrespondà l'objet non enroulé, et C � E dans le degré inférieur qui 
orrespond àl'objet enroulé. Si le potentiel asso
ié à C (et pour lequel C est une sour
eéle
trique) est une p-forme A�1�2:::�p et que le 
ompa
ti�
ation se fait sur ladire
tion i on obtient respe
tivement une p-forme A�1�2:::�p (où les indi
essont di�érents de i) et une (p� 1)-forme Ai�1:::�p�1 .De même en é
latant d'autres points, pris en position générale, on ob-tient les surfa
es de del Pezzo lisses qui 
orrespondent aux 
ompa
ti�
ationssu

essives sur des 
er
les de 
es théories, 
'est-à-dire à des 
ompa
ti�
ationssur des tores orthogonaux (B = 0). On ajoute à 
haque fois à l'espa
e desmodules les rayons des 
er
les de 
ompa
ti�
ation, et on obtient les objetsBPS donnés dans le tableau 2.3.Les diagrammes de Dynkin de 
es 
ompa
ti�
ations su

essives sont lessuivants.D = 11 : my-1
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ine (positive) État BPS forme0 0 Dilatons ~�0 H � Ei � Ej � El M2 triplement enroulée A(0)ijl0 Ei � Ej (i > j) Modes Kaluza-Klein Ai(0)j1 Ei Impulsion Âi(1)1 H � Ei � Ej M2 doublement enroulée A(1)ij2 H � Ei M2 simplement enroulée A(2)i3 H M2 A(3)6�k 2H �PpEp M5 enroulée sur un k-tore ~A(6�k)7�k 2H �Pp6=iEp M5 enroulée sur un (k�1)-tore ~Ai(7�k)8�k 2H �Pp6=i j Ep M5 enroulée sur un (k�2)-tore ~Aij(8�k)8�k 3H �Pp6=iEp � 2Ei Dual magnétique des impulsions ~A(8�k)i9�k 3H �Pp6=i j Ep � 2Ei Dual magnétique des modes KK ~Aj(9�k)i9�k 2H �Pp6=i j l Ep M5 enroulée sur un (k�3)-tore ~Aijl(9�k)9�k �K = 3H �PpEp Dual magnétique des dilatons ~ Tab. 2.3 � Formes di�érentielles et états BPS asso
iés aux diviseurs de P2kpour la théorie M 
ompa
ti�ée sur Tk .D = 10 (IIA) : } m��D = 9 :
m }}D = 8 :

m m }m
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es de del Pezzo aux supergravitésD = 7 :
m m m }m

D = 6 :
m m m m }m

D = 5 :
m m m m m }m

D = 4 :
m m m m m m }m

D = 3 :
m m m m m m m }m

Nous avons déjà vu qu'é
later un point sur P1�P1 ou deux points sur P2donne la même surfa
e de del Pezzo, de degré 7. Du 
�té des théories phy-siques, 
ela se traduit par la T-dualité : la théorie des 
ordes IIA 
ompa
ti�éesur un 
er
le (
'est-à-dire la théorie M 
ompa
ti�ée sur un 2-tore) et la théo-rie des 
ordes IIB 
ompa
ti�ée sur un 
er
le sont duales, i.e. 
e sont deuxdes
riptions de la même théorie. En fait les rayons de 
ompa
ti�
ations des
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er
les 
orrespondant aux théorie IIA / IIB varient inversement. Plus pré
i-sément, la relation 2.13 indique que le rayon du 
er
le de 
ompa
ti�
ationde la théorie IIB est inversement proportionnel au volume du 2-tore de 
om-pa
ti�
ation de la théorie M. En e�et le volume d'un diviseur ex
eptionnelest relié au rayon de 
ompa
ti�
ation du 
er
le 
orrespondant :!(Ei) ! log(2�Ri) : (2.56)Plus généralement, l'espa
e des modules d'une de 
es 
ompa
ti�
ationsest donnée par la longueur de Plan
k lp de la théorie M ainsi que les rayons de
ompa
ti�
ation (nous rappelons que les 
ompa
ti�
ations 
onsidérées étantorthogonales, il n'y a pas d'autre paramètre). Pour lp on a la 
orrespondan
e!(H) ! �3 log(lp) ; (2.57)qui 
omplète l'isomorphisme entre l'espa
e des modules de la théorie physiqueet H2(X;R). En fait, il faut en
ore quotienter par le groupe de Weyl de lasurfa
e de del Pezzo, ou en
ore de la superalgèbre 
orrespondante. En e�et
e groupe agit par di�éomorphismes sur la surfa
e de del Pezzo et préservela 
lasse anti
anonique �K, et d'autre part 
'est le groupe de U-dualité du
�té physique, qui é
hange des théories équivalentes. Au �nal, l'espa
e desmodules est don
 M = H2(X;R)=W (Ek ) ; (2.58)puisque pour 
es surfa
es de del Pezzo lisses les groupes de Weyl sont 
euxdes algèbres de la série Ek.2.4 Triangle magiqueUne question se pose : est-il possible de trouver des surfa
es de del Pezzoqui 
orrespondent aux autres supergravités, et en parti
ulier de re
onstruirele triangle de supergravités de [J℄ du 
�té des surfa
es de del Pezzo ? Nousallons voir i
i qu'il est e�e
tivement possible d'asso
ier une telle surfa
e àtoutes les théories du triangle, et que la symétrie de 
elui-
i par rapport à ladiagonale peut s'expliquer en termes algébriques.2.4.1 Triangle 
�té physique/del PezzoPour 
ommen
er, nous allons traiter le triangle � déployé � ou � 
om-plexe � de [CJLP2℄, qui s'obtient en 
onsidérant des modèles � sur des es-pa
es symétriques en dimension 3, qu'on oxyde pour obtenir des théories endimensions supérieures.



90 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésLe triangle magique de supergravités donne pour le se
teur bosoniquedes théories D = 3 des modèles � sur des espa
es symétriques G=K. Lesgroupes G qui interviennent dans 
es espa
es symétriques n'apparaissent pastous dans leur forme déployée (en
ore appelée � maximalement non 
om-pa
te �), sauf pour la supergravité maximale, qui des
end de la supergravitéà 11 dimensions, ou en
ore la gravité pure par exemple. Si on rempla
e desgroupes par 
ette forme déployée, on obtient le triangle donné dans [CJLP1℄et 
omplété dans [HJP1℄.Pour 
onstruire 
e triangle de modèles physiques, le plus simple est d'utili-ser la 
orrespondan
e ave
 les surfa
es de del Pezzo. En e�et, pour les surfa
esde del Pezzo 
'est le triangle 
onstitué de 
elles de 
es surfa
es qui possèdentpré
isément une singularité de Du Val de type Ak, pour k allant de 0 (surfa
elisse) à 8. On pla
e dans 
haque 
ase du triangle les surfa
es 
orrespondantà un degré et à un k donnés. On obtient alors le triangle de la table 2.4.Pour 
al
uler toutes les surfa
es qu'on peut obtenir, on pro
ède de la ma-nière suivante. Sur une surfa
e de del Pezzo lisse, on regarde les (�2)-diviseursde genre 0, et en parti
ulier les di�érentes 
haînes Ak inéquivalentes (sous legroupe de Weyl) dans le réseau de Pi
ard. À part pour P1 � P1, on peut dé-former la surfa
e de del Pezzo pour que les (�2)-diviseurs d'une 
haîne Ak setransforment en (�2)-
ourbes qu'on peut alors 
ontra
ter pour obtenir unesurfa
e de del Pezzo singulière. Cela revient à dépla
er 
ertains des pointsé
latés pour passer d'un 
on�guration de points en position générale à despositions presque générales. Dans le 
as de P1 � P1, il faut passer à la sur-fa
e de Hirzebru
h �2 pour avoir une �2-
ourbe9. Le groupe de Pi
ard de lasurfa
e ainsi obtenue est simplement l'orthogonal des (�2)-diviseurs 
hoisis.Notons aussi que dans les nouvelles 
olonnes ainsi obtenues, on des
end tou-jours en é
latant des points réguliers. De plus 
es deux opérations (passage degau
he à droite par déformation de la surfa
e et 
ontra
tion de (�2)-
ourbesd'un 
�té, é
latement de points lisses pour aller de haut en bas de l'autre)
ommutent. De plus il arrive que deux surfa
es de del Pezzo di�érentes, demême degré et de même singularité mais provenant de la 
ontra
tion de deux
haînes Ak inéquivalentes, donnent la même surfa
e après é
latement d'unpoint lisse ; 
'est 
e qu'on a déjà vu pour P21 et P1 � P1.Voyons maintenant pré
isément 
omment obtenir toutes les surfa
es dutriangle. Pour la deuxième 
olonne, 
omme nous l'avons déjà vu dans la9On peut passer de l'une à l'autre en e�e
tuant deux transformations élémentaires.Une telle transformation se fait 
omme suit. Sur une surfa
e où l'on trouve une 
ourbeC de genre zéro et d'auto-interse
tion 0, on é
late un point sur 
ette 
ourbe, faisantapparaître une 
ourbe ex
eptionnelle. La 
ourbe C se transforme alors en une 
ourbed'auto-interse
tion �1, toujours de genre 0. La transformation élémentaire est a
hevée en
ontra
tant 
ette dernière.
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n = 8 n = 7 n = 6 n = 5 n = 4 n = 3 n = 2 n = 1 n = 0d = 11 +d = 10 R ou A1 +d = 9 R � A1 Rd = 8 A1 � A2 R � A1 ou A2 A1d = 7 A4 R � A2 R � A1 R +d = 6 D5 A1 � A3 R � A21 R2 ou A21 Rd = 5 E6 A5 A22 R � A21 R � A1 A1d = 4 E7 D6 A5 A1 � A3 R � A2 R � A1 ou A2 R +d = 3 E8 E7 E6 D5 A4 A1 � A2 R � A1 R ou A1 +Tab. 2.4 � Le triangle magique � déployé � [HJP1℄.
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es de del Pezzo aux supergravitésse
tion 2.1.9 en 
ontra
tant la (�2)-se
tion de la surfa
e de Hirzebru
h �2on obtient une surfa
e de del Pezzo de degré 8 et de singularité A1. Les autressurfa
es de la deuxième 
olonne (singularité A1) s'obtiennent en é
latant despoints pris en position générale sur 
ette surfa
e, à l'ex
eption du degré 6,où il existe une deuxième surfa
e de del Pezzo dont le réseau de Pi
ard estA2 en degré 0 au lieu de R�A1 qu'on obtient par é
latement. Cette nouvellesurfa
e se 
onstruit en é
latant trois points de P2 alignés sur une droite. Latransformée de 
ette droite par l'é
latement des trois points est une (�2)-
ourbe H � E1 � E2 � E3 qu'on 
ontra
te pour obtenir la surfa
e voulue.La 
olonne suivante est 
onstituée des surfa
es de del Pezzo ave
 singula-rité A2. Pour l'obtenir, on part de P2 et on é
late un point p1 qui donne undiviseur ex
eptionnel E1, sur lequel on prend un point p2 qu'on é
late en undiviseur ex
eptionnel E2. Dans 
ette opération, la 
ourbe E1 se transformeen E1 � E2 qui est alors une (�2)-
ourbe. On prend alors un point sur E2qui n'est pas le point d'interse
tion ave
 E1�E2 et on l'é
late en un diviseurex
eptionnel E3. E2 se transforme alors en une (�2)-
ourbe E2 � E3 d'in-terse
tion 1 ave
 E1 � E2. On a don
 une 
haîne A2 qu'on peut 
ontra
ter,et qui donne une surfa
e de del Pezzo, 
omme le 
ritère de Nakai-Moishezonpermet de le véri�er fa
ilement. Les autres 
ases de 
ette troisième 
olonnes'obtiennent toutes en é
latant des points lisses en position générale sur 
ettesurfa
e de del Pezzo singulière de degré 6. (Rappelons que la 
ontra
tion des(�2)-
ourbes ne 
hange pas le degré, puisque �K est invariant.) Cela traduitle fait que le groupe de Weyl des surfa
es lisses é
hange toutes les 
haînes A2de (�2)-diviseurs.En itérant le pro
essus que nous venons de dé
rire pour A2, on peutrendre tous les diviseurs de la forme Ei � Ei+1 e�e
tifs. La 
ondition de nepas prendre un point d'é
latement sur une (�2)-
ourbe assure qu'il n'appa-raît pas de 
ourbes d'auto-interse
tion -3 ou moins, 
e qui 
ontredirait la
ondition de del Pezzo d'après le 
ritère de Nakai-Moishezon. On peut ainsiformer des 
haînes Ak pour k allant jusqu'à 8�K2 pour une surfa
e de degréK2. Voyons au 
as par 
as les surfa
es qui ne peuvent pas s'obtenir ainsi.Pour la 
olonne de singularités A3, en plus de la singularité qu'on ob-tient de 
ette manière et qui donne en degré 0 R � R pour la superalgèbre
orrespondante (
'est-à-dire qu'il n'y a que 0 
omme diviseur de degré 0 etgenre positif), on peut aussi obtenir A1 � A1. Pour 
ela, on pla
e sur P2
inq points d'é
latement pi dans la 
on�guration presque générale suivante.p1, p2 et p3 sont alignés sur une droite et é
latés. H � E1 � E2 � E3 estalors une (�2)-
ourbe. On prend alors p4 sur E3 mais pas sur E2�E3 ni surH � E1 � E2 � E3. L'é
latement de 
e point donne alors une (�2) 
ourbeE3�E4, et on re
ommen
e ave
 un point p5 sur E4 qui n'est pas à l'interse
-tion ave
 E3 � E4. On a alors une 
haîne A3 formée par H � E1 � E2 � E3,



2.4 Triangle magique 93E3 � E4 et E4 � E5 qu'on 
ontra
te pour avoir une surfa
e de del Pezzo desingularité A3 et de degré 4. En é
latant un point lisse en position généralesur 
ette surfa
e, on obtient une surfa
e de del Pezzo de degré 3 qu'on avaitdéjà par la pro
édure générique du paragraphe pré
édent. Autrement dit, onpeut aussi obtenir la surfa
e que nous venons de dé
rire en 
ontra
tant une(�1)-
ourbe (rationnelle) bien 
hoisie sur 
ette surfa
e de degré 3. Selon la(�1)-
ourbe qu'on 
ontra
te, on tombe soit sur la surfa
e de type � R � R �soit sur 
elle de type � A1 � A1 �.De même si on prend la surfa
e de del Pezzo de degré 4 et de singularitéA4 (qui se résout en E1 � E2,. . . ,E4 � E5), on trouve dessus un P1 d'auto-interse
tion �1 qu'on peut 
ontra
ter pour obtenir une surfa
e de del Pezzode degré 5 et de singularité A4. Sa résolution fait apparaître la 
haîne de(�2)-
ourbes E1�E2, E2�E3, E3�E4 et H �E1�E2�E3. Sur la surfa
ede degré 1 et de singularité A5 on a également deux diviseurs ex
eptionnelsinéquivalents qui donnent deux del Pezzo de degré 2 et de singularité A5di�érentes.On peut former une surfa
e de del Pezzo de degré 2 et de singularité A7 àpartir de P2 é
laté en sept points en positions presque générales. Pour 
ela ilfaut pla
er les 6 premiers points d'é
latement p1. . . p6 sur une 
onique 2H, detelle sorte que la transformée de la 
onique, 2H�E1�E2�E3�E4�E5�E6,soit une (�2)-
ourbe (de genre 0), et par ailleurs 
haque point d'é
latementest pris in�niment près du pré
édent, 
'est-à-dire que pi+1 est pris sur lediviseur ex
eptionnel Ei, pour que les Ei�Ei+1 soient des (�2)-
ourbes. Onobtient ainsi un A7 de telles 
ourbes qu'on 
ontra
te pour obtenir la surfa
ede del Pezzo voulue, qui donne en degré 1 par é
latement d'un point lisseune surfa
e di�érente de 
elle qu'on avait déjà obtenue par la 
onstru
tion� générique �.En�n on peut obtenir une surfa
e de degré 1 et de singularité A8, en
ontra
tant les (�2)-
ourbes obtenues par l'é
latement de P2 en huit pointsdans le 
on�guration presque générale suivante. Les huit points sont in�ni-ment pro
hes pour que les Ei�Ei+1 soient des 
ourbes e�e
tives, et de plus ildoit exister une 
ubique 3H qui passe par tous les points dont deux fois par lepremier (mais pas plus), de telle sorte que 3H�2E1�E2� : : :�E8 viennent
ompléter le A7 pour former un A8 de �2-
ourbes, 
omme on peut le véri�eren 
al
ulant les interse
tions. On a ainsi 
omplété le triangle (table 2.4) ; onpeut en e�et véri�er par une étude systématique que toutes les surfa
es dedel Pezzo Gorenstein ave
 une unique singularité Ak peuvent s'obtenir d'unedes manières exposées dans 
ette se
tion.Il faut ajouter que pour les surfa
es des 
olonnes n = 3 et n = 2, on nepeut pas trouver de base de ra
ines simples pour le réseau des ra
ines. Pluspré
isément, on doit prendre une ra
ine � simple � de plus que la dimension
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es de del Pezzo aux supergravitésdu réseau, 
e qui signi�e que 
es ra
ines � simples � ne sont pas linéairementindépendantes. Dans la 
onstru
tion de l'algèbre à partir de la matri
e deCartan, il 
onvient don
 de quotienter notamment par l'élément redondantdu tore maximal. Il faudrait aussi quotienter par d'autres relations entre lesgénérateurs asso
iées aux ra
ines, mais 
ela ne 
on
erne que des ra
ines dedegré supérieur à 
elui de �K, qui disparaissent lors de la tron
ation.2.4.2 Symétrie du triangle 
omplexeEn présentant le triangle 
omme nous l'avons fait, on peut faire une ob-servation essentielle : il est symétrique par rapport à la diagonale, dans lesens où pour toute surfa
e de degré p et de singularité Ak il existe une sur-fa
e de degré k + 1 et de singularité Ap�1 qui a la même partie de degré 0du groupe de Pi
ard. En fait, 
ela se généralise 
omme nous allons le voir.Étant donné une surfa
e de del Pezzo de degré 1, on peut 
onstruire dessusun tel triangle possédant 
ette symétrie, que nous allons démontrer dans un
adre plus général.Du point de vue des superalgèbres, 
ela signi�e que si on a une super-algèbre 
orrespondant à une del Pezzo de degré 1, ou en
ore à une théoriephysique en dimension 3 (qui est un modèle �), le 
entralisateur de k sl(1j1)qui 
ommutent entre eux et 
elui d'un sl(k) bien 
hoisi ont la même partie dedegré 0. Notons que 
es superalgèbres sont 
ara
térisées par le fait que leurdiagramme de Dynkin est 
elui d'une algèbre a�ne où la ra
ine � a�ne � (de
oe�
ient 1 dans la relation de dépendan
e linéaire de la matri
e de Cartan)est rempla
ée par une ra
ine fermionique de norme 0. Nous allons faire ladémonstration du 
�té des surfa
es de del Pezzo, mais la démonstration setranspose dans le langage des superalgèbres de Lie.Soit don
X une surfa
e de del Pezzo de degré 1. Nous allons voir que dansla partie du groupe de Pi
ard de X orthogonale à K (degré 0), l'orthogonalde k diviseurs ex
eptionnels est aussi l'orthogonal d'une 
haîne Ak de (�2)-diviseurs (de genre 0). Soient en e�et E1. . .Ek des 
ourbes ex
eptionnelles,de 
arré �1 et de genre 0 (et don
 de degré 1) sur une telle surfa
e dedel Pezzo, tous orthogonaux deux à deux. Alors en 
onsidérant les diviseursE1�E2,. . . ,Ek�1�Ek on a une 
haîne Ak�1 de (�2)-diviseurs de genre zéro,
omme on le véri�e fa
ilement. En se rappelant que la surfa
e est de degré1, 
'est-à-dire que K2 = 1, et que �K:Ei = 1, on voit que �K � E1 estaussi de norme �2 et de genre zéro, d'interse
tion 1 ave
 E1 � E2 et 0 ave
les autres diviseurs de la 
haîne. Cela la 
omplète don
 en une 
haîne Ak.Ré
iproquement, si on a une telle 
haîne Ak on peut retrouver les k (�1)-diviseurs de genre zéro Ei. Si on se restreint à l'orthogonal de �K, 
'est-à-direaux diviseurs de degré zéro, on 
onstate que l'orthogonal des Ei est le même
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elui des Ei � Ei+1 et �K � E1.Pour 
onstruire les surfa
es de del Pezzo singulières, il faut en
ore montrerque la surfa
e dont nous sommes partis peut toujours être déformée de façonà 
e que les (�2)-diviseurs de la 
haîne Ak deviennent des 
ourbes, ou pluspré
isément qu'il y ait une 
ourbe dans la 
lasse de diviseurs 
onsidérée. Nousn'en avons pas de démonstration générale pour des surfa
es de del Pezzo trèssingulières, mais nous pouvons le démontrer pour le 
as de surfa
es ayant auplus des singularités de Du Val. En e�et pour toute telle surfa
e, de degré1, en résolvant toutes les singularités, on se retrouve ave
 P2 é
laté en huitpoints en positions presque générales, surfa
e sur laquelle on peut rendretout (�2)-diviseur de genre 0 e�e
tif et irrédu
tible, 
omme nous l'avons vusur quelques exemples 
i-dessus. Si on 
onsidère plusieurs de 
es diviseurssimultanément, on a la limitation qu'ils doivent appartenir à un même demi-espa
e de l'hyperplan orthogonal à �K. Autrement dit, 
es diviseurs doiventêtre des ra
ines positives pour un 
hoix de ra
ines simples[Dem℄. Cela nepose pas de problème 
ar pour toutes les singularités donnant des 
haînesADE orthogonales entre elles, elles-mêmes orthogonales aux diviseurs quenous voulons rendre e�e
tifs, on peut toujours trouver un demi-espa
e qui
ontient le tout. Étant donné un (�2)-diviseur de genre zéro dans 
e demi-espa
e, il est soit de la forme Ei � Ej soit nH � k1E1 � : : :� k8E8. Dans lepremier 
as, il su�t de prendre pj in�niment pro
he de pi, 
'est-à-dire surEi, pour que le diviseur soit e�e
tif. Dans le deuxième, il faut 
onstruire une
ourbe dé�nie par un polyn�me de degré n en trois variables homogènes, surP2, et qui passe ki fois par le point pi. Pour 
ela, il su�t d'avoir une 
ourbede 
e degré ayant les points multiples requis, 
e qui est toujours possible ave
la 
ontrainte d'interse
tion 0 ave
 �K : 3n = k1 + k2 + : : :+ k8.Nous avons montré jusqu'i
i que partant d'une surfa
e de del Pezzo de de-gré 1 l'on peut 
onstruire une ligne vers la droite par déformation de la surfa
eet 
ontra
tion de (�2)-
ourbes et une 
olonne vers le haut par 
ontra
tionde (�1)-
ourbes telles que les parties de degré zéro du groupe de Pi
ardsoient les mêmes par symétrie par rapport à la diagonale. (La démonstrationn'est 
omplète que pour des singularités rationnelles, mais nous verrons plusloin un 
as de surfa
e non normale (singularité le long d'une 
ourbe) où 
elamar
he aussi.) Pour 
ompléter le triangle, il su�t d'utiliser plusieurs fois 
eraisonnement. Partant d'une surfa
e de del Pezzo de degré p et possédant unesingularité Ak, on peut, 
omme nous venons de le voir, 
onstruire une surfa
ede del Pezzo de degré 1 ave
 une singularité Ak �Ap�1 qui possède le mêmesystème de ra
ines en degré 0. En inversant le r�le de Ak et Ap�1, on peutalors également 
onstruire une surfa
e de del Pezzo de degré k + 1 ave
 unesingularité Ap�a qui possède également les mêmes ra
ines de degré 0. Partantd'une surfa
e de del Pezzo de degré p ayant une singularité Ak, nous avons
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es de del Pezzo aux supergravitésainsi obtenu une surfa
e de del Pezzo de degré k+1 ave
 une singularité Ap�1qui possède les mêmes ra
ines en degré 0, 
e qui 
orrespond à la symétrie du� triangle � par rapport à la diagonale. Notons que les autres singularités quipeuvent être présentes sur la surfa
es sont laissées invariantes.2.4.3 Constru
tion du triangle réelPhysiquement, le triangle le plus intéressant est le triangle de supergra-vités de [J℄ (table 1.1). Il 
orrespond à des formes réelles di�érentes dessuperalgèbres 
onsidérées, et des surfa
es de del Pezzo.Une algèbre de Lie réelle est une R-algèbre de Lie. On peut la 
omplexi-�er : 
ela revient à prendre des 
oe�
ients 
omplexes devant les générateursà la pla
e de 
oe�
ients réels. On note alors que plusieurs algèbres de Lieréelles peuvent donner la même 
omplexi�
ation. Ainsi sl(2;R) et su(2) se
omplexi�ent toutes les deux en sl(2; C ). Ré
iproquement, on parle des di�é-rentes formes réelles asso
iées à une algèbre de Lie 
omplexe. Ainsi sl(2;R)et su(2) sont les deux formes réelles de sl(2; C ). (Il n'y en a pas d'autre.)su(2) est la forme 
ompa
te et sl(2;R) la forme déployée ou maximalementnon-
ompa
te. Étant donnée une algèbre de Lie 
omplexe gC de dimensionn, on peut aussi la voir 
omme une algèbre de Lie réelle de dimension 2n,munie d'une stru
ture 
omplexe J : gC ! gC telle que J2 = �1. Une formeréelle g de gC est une sous-algèbre de dimension n. On peut la 
ara
tériserdans gC par une involution antiholomorphe � qui laisse g invariant et donneun signe moins à Jg. Si on prend 
omme forme réelle la forme 
ompa
te, onlui asso
ie ainsi une anti-involution � qui 
ara
térise les dire
tions 
ompa
tesde gC 
omme les dire
tions invariantes par � . Un générateur e de l'algèbreest 
ompa
t si sa norme pour la forme de Killing B(e; e) = Tr (ade Æ ade) estnégative. On peut don
 dé�nir la forme réelle 
ompa
te 
omme 
elle engen-drée par 
es générateurs. Étant donnée une algèbre 
omplexe semi-simple,on peut toujours trouver une base telle que � induise l'involution �1 surl'espa
e des ra
ines � 
e qui signi�e que tous les générateurs du tore h
hoisi sont non-
ompa
ts, mais que ih est 
ompa
t � et telle que la donnéede � (ou plus pré
isément ��) sur l'espa
e des ra
ines détermine la formeréelle de manière unique. Pour la représenter, on utilise un diagramme deSatake. C'est un diagramme de Dynkin où l'on 
olorie en noir les ra
inesanti-invariantes (��(�) = ��) et on relie par une �è
he deux ra
ines � et �telles que � + ��(�) = � + ��(�). Une ra
ine noire est alors 
ompa
te : ene�et � étant une anti-involution, ��(�) = �� implique ��(i�) = i�. C'estdon
 i� la ra
ine de l'algèbre réelle. Et 
omme on a pris une base telle que� �(�) = ��, on a de même � �(i�) = i�, 
'est-à-dire que la ra
ine réelle i�est 
ompa
te. En parti
ulier elle 
orrespond à une sous-algèbre su(2) et non



2.4 Triangle magique 97sl(2;R).Pour les superalgèbres la question est plus déli
ate, 
ar si la notion desuperalgèbre réelle est bien dé�nie, et l'anti-involution � qui 
ara
térise uneforme réelle d'une superalgèbre 
omplexe également, la notion de ra
ine 
om-pa
te n'est pas évidente. Mais dans le 
as de nos super-algèbres, les 
onditionsque les 
onstantes de stru
tures soient réelles et que la partie de degré zérosoit dans la situation dé
rite au paragraphe pré
édent permettent qu'on 
a-ra
térise leurs formes réelles par des diagrammes de Satake généralisés. Ona 
omme 
i-dessus des ra
ines anti-invariantes 
oloriées en noir, des ra
inesblan
hes pour les autres et des �è
hes entres des ra
ines de même ra
ine ré-duite. Pour pouvoir dé�nir une anti-involution � sur toute la super-algèbreà partir de l'involution du réseau des ra
ines donnée par le diagramme, on asimplement la limitation qu'une ra
ine fermionique ne pourra pas être priseanti-invariante. En revan
he deux ra
ines fermioniques peuvent être é
han-gées par une �è
he.Pour dé�nir � à partir du diagramme, on pro
ède ainsi. Pour une ra
inesimple anti-invariante �i (for
ément bosonique), on prend�(e�i) = f�i�(f�i) = e�i ; (2.59)
e qui donne bien �(h�i) = �h�i : (2.60)Toute autre ra
ine simple �i est envoyée sur une ra
ine positive �j. On déter-mine �j en utilisant la 
ondition que la matri
e de Cartan doit être préservéepar l'involution. (En parti
ulier que les dire
tions du réseau des ra
ines in-variantes par � sont orthogonales aux dire
tions anti-invariantes.) On dé�nitalors � pour 
es ra
ines par �(e�i) = e�j�(f�i) = f�j ; (2.61)où on retrouve 
omme demandé�(h�i) = h�j : (2.62)La stru
ture réelle étant donnée, on peut dé�nir le réseau des ra
inesrestreintes 
omme la proje
tion sur la partie �-invariante. Ces ra
ines ontpour multipli
ité le nombre de ra
ines 
omplexes dont elles sont la proje
tion.Pour une surfa
e algébrique 
omplexe, une forme réelle est donnée parune involution antiholomorphe �X . Cette anti-involution induit une involu-tion du groupe de Pi
ard Pi
(X), que nous noterons aussi �X au lieu de ��



98 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitéspar abus de notation. Pour une surfa
e de del Pezzo lisse, la forme réelleest entièrement déterminée par une involution du groupe de Pi
ard qui laisseinvariante la 
lasse anti
anonique �K. Cette involution est déterminée par lesous-espa
e anti-invariant, et Wall [Wa℄ montre qu'il est entièrement 
ara
té-risé par un sous-diagramme du diagramme de Dynkin (de K?) de la surfa
ede del Pezzo, dont les vertex 
orrespondent aux diviseurs anti-invariants, etqui est 
onstitué d'une union disjointe de A1, D4, D6, E7 et E8.Pour une surfa
e ave
 une singularité de Du Val, 
ela vaut pour la réso-lution minimale, mais on a la 
ontrainte supplémentaire que l'involution nepeut pas valoir n'importe quoi sur les (�2)-
ourbes 
ontra
tées. Pour unesingularité Ak, les formes réelles possibles sont ainsi données dans la table2.5. SL(n+ 1) g g gSU(k + 1; k � 1) k � 1 g g gg g gw���HHHSU(k; k) k � 1 g g gg g gg���HHHSU(k; k � 1) k � 1 g g gg g g����Tab. 2.5 � Formes réelles d'une singularité AnOn voit don
 que dans les deux 
as, superalgèbre et surfa
e de del Pezzo,une forme réelle est donnée par une involution du réseau des ra
ines/de Pi-
ard. Cependant il y a des 
onditions supplémentaires : toute involution de
e réseau ne donne pas une forme réelle de l'algèbre, il y a des 
onditionssupplémentaires (� � �(�) ne doit pas être une ra
ine) qui restreignent lespossibilités [A℄. Pour les surfa
es de del Pezzo singulières, il n'est pas garantia priori qu'une involution donnée de son groupe de Pi
ard (qui préserve�K) puisse s'obtenir en formant une singularité réelle de type An sur unedes formes réelles d'une surfa
e lisse.En fait pour tous les 
as du triangle de supergravités 
'est possible, et ily a même plusieurs solutions possibles pour la plupart des 
as. Pour faire le
al
ul, la méthode est la suivante. Quand on résout (de manière minimale)une surfa
e singulière X en une surfa
e lisse Y , le réseau A engendré parla 
haîne de (�2)-
ourbes provenant du point singulier et Pi
(X) sont deux



2.4 Triangle magique 99sous-espa
es orthogonaux et 
omplémentaires de Pi
(Y ). En tant qu'espa
esve
toriel, on a don
Pi
(Y )
 R = (Pi
(X)
 R) � (A
 R ): (2.63)On teste alors 
haque forme réelle pour la singularité. Connaissant l'involu-tion sur Pi
(X) et sur la singularité, don
 sur A, on en déduit l'involutionsur Pi
(Y ) 
 R. Si 
elle-
i préserve bien le réseau Pi
(Y ), alors on peutobtenir une surfa
e X ayant l'involution voulue et la singularité 
hoisie. Letableau 2.6 présente les 
ouples de stru
tures réelles (sur la surfa
e résolue etsur la singularité) qui donnent des surfa
es de del Pezzo 
orrespondant auxsupergravités du triangle.La donnée d'une telle surfa
e de del Pezzo réelle permet de retrouver le
ontenu en 
hamps bosoniques de la théorie physique asso
iée. La superal-gèbre peut toujours se dé
omposer selon la dé
omposition d'Iwasawag = k+ a+ n ; (2.64)où k est la partie 
ompa
te de l'algèbre, a la partie non-
ompa
te du toremaximal h et n la sous-algèbre nilpotente 
onstituée des générateurs desra
ines restreintes positives �+. On é
rit alors le potentiel V 
omme expo-nentielle d'éléments de la partie orthogonale à �K de a� (notons la (a�)?)et des éléments de n de degrés 
ompris entre 0 et K2 :V = exp0BB� X��2(a�)? ���h�� + X��2�+d(��)�K2A��e��1CCA ; (2.65)et G = dVV�1 se dé
ompose sur les mêmes éléments.Notons que les générateurs de l'algèbre qu'on a perdus par rapport au 
asde l'algèbre déployée 
orrespondent à des dire
tions maintenant 
ompa
tes,puisque la partie 
ompa
te de la superalgèbre est jaugée.La multipli
ité de 
haque ra
ine restreinte est obtenue en additionnantla multipli
ité des ra
ines dont elle est la proje
tion, et on obtient ainsi le
ontenu en 
hamps de la théorie. Ainsi pour la supergravité N = 6 D = 6,le diagramme de Satake de la superalgèbre estm m�3 �2 �1 � �0} } }
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N = 7 N = 6 N = 5 N = 4 N = 3 N = 2 N = 1 N = 0d = 11 +d = 10 (1; 0)d = 9 (1; 0)d = 8 (1; 0)d = 7 (1; 0)d = 6 (1; 0) (A31; SU(1; 1))(D4; SU(1; 1))d = 5 (1; 0) (A31; SU(1; 1))(D4; SU(2))d = 4 (1; 0) (A31; SU(1; 1)) (A1 �D4; SU(2; 1)) (A1 �D4; SU(3; 1)) (A1 �D4; SU(3; 2)) (A1 �D4; SU(4; 2)) (A41; SU(4; 3)) (1; SL(8))(D4; SU(2)) (D4; SU(2; 2)) (A41; SU(3; 3)) (A31; SU(4; 4))(D4; SU(5; 3))d = 3 (1; 0) (A31; SU(1; 1)) (A1 �D4; SU(2; 1)) (A1 �D4; SU(3; 1)) (A1 �D4; SU(3; 2)) (A1 �D4; SU(4; 2)) (A41; SU(4; 3)) (1; SL(8))(D4; SU(2)) (D4; SU(2; 2)) (A41; SU(3; 3)) (A31; SU(4; 4))(D4; SU(5; 3))Tab. 2.6 � Triangles de surfa
es de del Pezzo réelles : Stru
ture réelle de la résolution (donnée par le sous-diagrammeanti-invariant) et forme réelle de la singularité.



2.4 Triangle magique 101où les ra
ines �i sont bosoniques et � est fermionique.Les ra
ines noires sont anti-invariantes. L'involution � est dé�nie par�(�0) = ��0�(�1) = ��1�(�2) = �1 + �2 + �3�(�3) = ��3�(�) = � + �0 + �1 ; (2.66)dont on véri�e bien que 
'est une involution qui préserve la matri
e de Cartan.La superalgèbre restreinte est donnée par le diagrammem m��24 ��4et la multipli
ité des ra
ines après tron
ation est donnée par le tableau sui-vant. Degré Ra
ine Multipli
ité Potentiel0 0 �0 ��2 4 A(0)1 �� 4 A(1)1 ��2 + �� 4 A(1)2 2�� 1 A(2)2 ��2 + 2�� 4 A(2)2 2( ��2 + ��) 1 ~A(2)3 ��2 + 3�� 4 ~A(3)3 2 ��2 + 3�� 4 ~A(3)4 ��2 + 4�� 4 A(4)4 2 ��2 + 4�� 1 �KOn retrouve bien le spe
tre de la supergravité D = 6, N = 6 : 4 axions,huit 1-formes, trois 2-formes et les 
hamps duaux 
orrespondants.La table 2.7 donne les diagrammes de Satake et les superalgèbres réduitespour les autres 
ases du triangle.2.4.4 Carré magiqueOn trouve dans la littérature un autre ensemble de supergravités, le 
arrémagique de Gunaydin-Sierra-Townsend [GST℄, dont les quotients G=K de



102 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravités� � � �i i i i i�3 �2 �1 � �0y y y i i��2N = 6;d = 64 ��4 i ii i�1 �1�2 �2yy iN = 3;d = 4��6i i i i i�3 �2 �1 ��1� �0y iy y i i i��24 ���14N = 6;d = 5��1 i ii i�1 ��1 ��2 ��2yy i��HH i i��11N = 3;d = 3���16i i i i i�3 �2 �1 ��1��2�0�y iy yi i i i i��24 ���14
N = 6;d = 4���21 ��1�A i i�1 �2y i�0 �1�� i i��12 ��13

N = 2;d = 4
i i i i i�3 �2 �1 ��1��2�0��3�y iiiy yi i i i i i��24

N = 6;d = 3���14 ���21 ���3 1��1�A ii�1�2 i�1�H i �0�2 y i i��12 ��11 i��23
N = 2;d = 3

i i i i�1 �2 �3 ��5 �4y yyi i i��18 ��4N = 5;d = 4 ii i�1 �1�2��8 i i��11 ��12N = 1;d = 4
i i i i i�1 �2 �3 ��1 ��5 �4y yyi i i i��18 ���16 ��1

N = 5;d = 3�A i ii�1�2� �3i�� ��7 i ii����22 ��1 ��11N = 1;d = 3
i i i i�3 �2 ��1 �0y yy i i��01 ��4N = 4;d = 4
i i i i�1�3 �2 ��1�0�y yy i i i i��01 ���14 ��1N = 4;d = 3A� i i� � i i��N = 0;d = 31 ��1Tab. 2.7 � Diagrammes de Satake des superalgèbres du triangle de super-gravités et superalgèbres réduites, ave
 les multipli
ités des ra
ines simples.(Les ra
ines bosoniques sont notées � et les ra
ines fermioniques �.)



2.5 Théories de type I et hétérotiques 103d = 6 SO(9;1)SO(9) j4537 SO(5;1)�SO(3)SO(5)�SO(3) j1813 SL(2;C )�U(1)SU(2)�U(1) j84d = 5 E6F4 j7852 SU�(6)Usp(6) j3521 SL(3;C )SU(3) j178d = 4 E7E6�U(1) j13369 SO�(12)U(6) j6636 SU(3;3)S(U(3)�U(3)) j3517d = 3 E8E7�SU(2) j248136 E7SO(12)�SU(2) j13379 E6SU(6)�SU(2) j7838Tab. 2.8 � Carré magique (à l'ex
eption de la quatrième 
olonne, absente).U-dualité sont présentés dans la table 2.8 (sans la quatrième 
olonne qui faitintervenir des groupes non simplement la
és, que le formalisme présenté i
ine permet pas de traiter).En fait 
es théories 
orrespondent à des formes réelles di�érentes des troispremières 
olonnes du triangle magique. On les obtient en prenant les surfa
esde del Pezzo réelles données par les involutions de la table 2.9, où la premièreentrée est le sous-diagramme anti-invariant du diagramme de Dynkin de lasurfa
e résolue et la se
onde est le type de singularité réelle à 
ontra
terdessus. d = 5 (D4; 0) (A31; SL(2)) (A31; SU(2; 1))(D4; SU(2))d = 4 (D4; 0) (A31; SL(2)) (A31; SU(2; 1))(D4; SU(2))d = 3 (D4; 0) (A31; SL(2)) (A31; SU(2; 1))(D4; SU(2))Tab. 2.9 � � Carré � magique de surfa
es de del Pezzo.
2.5 Théories de type I et hétérotiquesNous nous proposons dans 
ette partie d'étendre 
e qui a été fait dans lase
tion pré
édente aux théories des 
ordes de type I ou hétérotique. Il s'avère,
omme nous allons le voir, que 
'est possible si on oublie le se
teur de jaugede 
es théories.



104 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravités2.5.1 U-dualité des théories tronquéesEn tronquant le se
teur de jauge, les groupes de U-dualité de la théoriede type I10 sont, su

essivement, 1,1, A1�A1, A3 D4, D5, D6�A1 et D8, enallant de la dimension 10 à la dimension 3. Du point de vue du Diagramme deDynkin, 
ela se traduit par l'apparition su

essive des ra
ines du diagrammesuivant, où les ra
ines impliquant Ei n'apparaissent qu'en dimension stri
te-ment inférieure à i, 
'est-à-dire lors de la 
ompa
ti�
ation de la iedimension.La notation des ra
ines est 
hoisie pour faire apparaître 
ela, et faire le lienave
 d'éventuelles surfa
es de del Pezzo.
m m m m m mmmE10 � E9 E9 � E8 E8 � E7 E7 � E6 E6 � E5 E5 � E4C � E10 � E9 eC � E10 � E9 � E8 � E7 � E6 � E5

Les états BPS impliqués sont en dimension 10 la D1 et la D5 pour la théo-rie de type I, qui donnent pour les théories hétérotiques les F1 et NS5. C et eCsont les diviseurs asso
iés à 
es états, s'il existe une surfa
e 
orrespondant à
ette théorie, ou tout au moins les ra
ines d'une éventuelle superalgèbre. LesEi sont alors les diviseurs ex
eptionnels 
orrespondant aux 
ompa
ti�
ations,ou les ra
ines fermioniques de degré 1 des superalgèbres 
orrespondantes.Les états BPS qu'on trouve en dimension inférieure à 10 sont présen-tés dans le tableau 2.10, ave
 les ra
ines 
orrespondantes et les potentielsasso
iés.2.5.2 Contraintes sur la surfa
ePeut-on trouver une surfa
e qui présente les 
ara
téristiques requises ?Rappelons les 
ontraintes. Nous 
her
hons une surfa
e qui 
orresponde àla théorie de type I en dimension 10, privée de son se
teur de jauge, ettelle que l'é
latement de points lisses donne les surfa
es 
orrespondant à sa
ompa
ti�
ation sur des tores orthogonaux. Pour 
ha
une d'entre elles, onsouhaite que les diviseurs de genre positif et de degré 
ompris entre 0 et Dsoient en 
orrespondan
e ave
 les états BPS de la théorie physique, de degré
orrespondant. Plus pré
isément il faut que la superalgèbre 
onstruite sur 
es10Les théories hétérotiques y étant reliées par S-dualité (Hétérotique SO(32)) (puis T-dualité pour la théorie hétérotique E8 �E8).



2.5 Théories de type I et hétérotiques 105Degré Ra
ine État BPS Potentiel0 0 Dilatons ~�0 C � Ei � Ej D1 doublement enroulée A(0)ij0 Ei � Ej Modes Kaluza-Klein Ai(0)j1 Ei États d'impulsion Ai(1)1 C � Ei D1 simplement enroulée A(1)i2 C D1 A(2)6� k eC �PpEp D5 enroulée sur T k ~A(6�k)7� k eC �Pp6=iEp D5 enroulée sur T k�1 ~Ai(7�k)7� k �K � Ei Dual des états d'impulsion ~A(7�k)i8� k �K � Ei + Ej Dual magnétique des modes Kaluza-Klein ~Aj(8�k)i8� k eC �Pp6=i j Ep D5 enroulée sur T k�2 ~Aij(8�k)8� k �K Dual des dilatons ~ Tab. 2.10 � États BPS de la théorie de type I 
ompa
ti�ée sur T k, ave
 lesra
ines et les potentiels asso
iés.diviseurs, pris 
omme ra
ines, redonne le 
ontenu en 
hamps et les équationsdu mouvement du se
teur bosonique de la supergravité (gravitation ex
lue).Alors le groupe de U-dualité et sa superextension seront automatiquementréalisés.Supposons que nous avons une surfa
e algébrique qui satisfasse 
es 
ondi-tions. Elle possède un diviseur ample H qui permet de dé�nir le plongementet le degré des diviseurs. En dimension 10 la théorie de type I a 
ommeobjets BPS les D1 et D5-branes, duales l'une de l'autre par dualité éle
-trique/magnétique. Il doit leur 
orrespondre deux diviseurs C et eC. Pourque la dualité soit préservée, on doit avoirC + eC = �K : (2.67)D'autre part, 
omme 
e sont des objets de dimension 3 et 6 leurs degrésrespe
tifs sont H:C = 2H: eC = 6 : (2.68)La D1 enroulée sur un 2-tore doit donner un instanton. Autrement dit, C �E10�E9 doit apparaître 
omme ra
ine de degré zéro en dimension 8, et doitdon
 être de norme -2 (
omme diviseur). Les diviseurs ex
eptionnels Ei étantorthogonaux entre eux et ave
 C, on en déduit que C est de norme 0. Demême 
omme la D5 peut s'enrouler sur un 6-tore pour donner un instantonen dimension 4, où apparaît ainsi une nouvelle ra
ine dans le groupe de U-dualité, on doit avoir eC2 = 4. La formule d'adjon
tion nous permet également



106 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésde déduire �K:C = 2�K: eC = 6 : (2.69)Du degré des D1 et D5 on sait par ailleurs que le degré des diviseurs 
orres-pondants doit être H:C = 2H: eC = 6 : (2.70)Le réseau de Pi
ard devant être de dimension 2 pour 
orrespondre à la di-mension de l'espa
e des modules de la théorie, on a né
essairementH = �K ; (2.71)
'est-à-dire que notre surfa
e doit être une surfa
e de del Pezzo, ave
 les
ontraintes que nous avons imposées.Quand on é
late un point, 
ette propriété reste vraie : en e�et une surfa
ede del Pezzo de degré d donne des surfa
es de del Pezzo tant qu'on é
late auplus d � 1 points, en positions générales, 
omme on le voit par le 
ritère deNakai-Moishezon en 
onsidérant les 
ourbes e�e
tives.2.5.3 Constru
tion de la surfa
e non-normaleUne surfa
e de del Pezzo ayant les propriétés requises existe-t-elle ? La
lassi�
ation des surfa
es de del Pezzo normales et Gorenstein de rang dePi
ard égal à deux existe [DV, Dem, HW℄, et pour K2 = D� 2 = 8 il y en apré
isément trois, dont au
une ne 
orrespond à 
e que nous voulons. Commenous tenons aux propriétés de Gorenstein et de rang 2 pour le groupe dePi
ard, il reste à regarder les surfa
es de del Pezzo non normales. Elles ontheureusement été 
lassi�ées par Reid [R2℄, et on trouve ainsi deux surfa
esrépondant aux 
ritères. Nous allons dé
rire l'une des deux, l'autre en étantun 
as dégénéré.On dé�nit [R1℄ la surfa
e rationnelle Y = Fa;b (pour a et b entiers positifs)
omme C 2 � C 2 quotienté par les deux relations d'équivalen
e suivantes :(t1; t2; x1; x2) � (t1; t2; �x1; �x2)(t1; t2; x1; x2) � (�t1; �t2; ��a�bx1; ��bx2) : (2.72)La première relation en fait un P1-�bré, et la base est également isomorpheà P1. Il se plonge dans Pa+2b+1 par(t1; t2; x1; x2) 7! (ta+b1 x1; ta+b�11 t2x1; : : : ; ta+b2 x1; tb1x2; tb�11 x2; : : : ; tb2x2) :(2.73)



2.5 Théories de type I et hétérotiques 107Notons que pour a = 0 et b = 1, on retrouve simplement le plongement deSegré de P1 � P1 dans P3.Le groupe de Pi
ard d'une telle surfa
e est engendré par deux 
lassesde diviseurs : la �bre A qui est d'auto-interse
tion 0 et une (�a)-
ourbe B,dé�nie par x1 = 0. B étant une se
tion du �bré, son interse
tion ave
 la �breA est 1.Nous prenons maintenant a = 4 et b = 2, 
'est-à-dire la surfa
e F4;2plongée dans P9. La se
tion B est une 
onique qui dé�nit un plan dans P9,
ara
térisé par l'annulation de toutes les 
oordonnées sauf les trois dernières(pour les 
oordonnées homogènes de P9). On prend alors un point m de 
eplan qui n'est pas sur B, disons (0,0,0,0,0,0,0,0,1,0). En projetant P9 sur P8à partir de 
e point, Y = F4;2 donne une surfa
e X, qui est isomorphe à Y si
e n'est que la 
ourbe B, située dans un plan 
ontenant m, est envoyée surune droite double. Si on appelle toujours A et B les images de 
es 
ourbesde Y dans X, le groupe de Pi
ard est maintenant engendré par B et 2A.En e�et A n'est plus un diviseur de Cartier. Un diviseur est Cartier s'ilpeut partout s'é
rire lo
alement 
omme l'interse
tion de la surfa
e ave
 unhyperplan de Pn. Comme la se
tion B est maintenant une ligne double, il y adeux �bres A qui la 
oupent en 
haque point, 
e qui fait qu'il est impossibled'é
rire A 
omme l'interse
tion de X ave
 un hyperplan au voisinage de 
elieu double : on a for
ément deux �bres A dans l'interse
tion, et 
'est 2A quiest un diviseur de Cartier.Pour dé�nir l'interse
tion de deux diviseurs de Cartier sur une surfa
enon-normale, on passe par sa normalisation, qui est i
i la surfa
e Y . AinsiB et 2A ont pour interse
tion 2. En�n on trouve dans [R2℄ que X est unesurfa
e de del Pezzo de 
lasse anti
anonique�KX = 6A+B ; (2.74)de norme 8.On trouve que les diviseurs de genre zéro de degrés entre 0 et 8 sontC = 2A et eC = B+4A, de degrés 2 et 6. On véri�e de plus que 
ette surfa
epossède toutes les 
ara
téristiques requises dans le se
tion pré
édente.Cela permet d'obtenir les diagrammes de Dynkin des superalgèbres deBor
herds des théories physiques 
orrespondantes, que nous donnons main-tenant.D = 10 : m mC eC�� ��



108 Des surfa
es de del Pezzo aux supergravitésD = 9 : } my}E10C � E10 eC � E10����D = 8 :m } mmE10 � E9 E9C � E10 � E9 eC � E10 � E9������D = 7 :m m mym }E10 � E9 E9 � E8 E8C � E10 � E9 eC � E10 � E9 � E8
D = 6 :m m m mm }E10 � E9 E9 � E8 E8 � E7 E7C � E10 � E9 eC � E10 � E9 � E8 � E7��
D = 5 :m m m m }m }E10 � E9 E9 � E8 E8 � E7 E7 � E6 E6C � E10 � E9 eC � E10 � E9 � E8 � E7 � E6
D = 4 :m m m m m mm }E10 � E9 E9 � E8 E8 � E7 E7 � E6 E6 � E5 E5C � E10 � E9 eC � E10 � E9 � E8 � E7 � E6 � E5
D = 3 :m m m m m mmm }E10 � E9 E9 � E8 E8 � E7 E7 � E6 E6 � E5 E5 � E4 E4C � E10 � E9 eC � E10 � E9 � E8 � E7 � E6 � E5



2.5 Théories de type I et hétérotiques 1092.5.4 Quotient des superalgèbres de type IIEn dimension 10, on peut obtenir l'algèbre de Bor
herds de la théorie detype I (privée du se
teur de jauge) 
omme le point �xe d'un automorphismede l'algèbre de la théorie de type IIB donné pare�0 7! �e�0e�1 7! �e�1 : (2.75)Il faut souligner que le point �xe d'une algèbre de Bor
herds par une involu-tion est toujours une algèbre de Bor
herds [B℄, 
e qui n'est pas vrai pour lesalgèbres de Ka
-Moody.Physiquement, 
ela revient à ne 
onserver que les potentiels invariantssous le groupe Z2 de la proje
tion orientifold.De même, on peut obtenir l'algèbre de la théorie hétérotique sans se
teurde jauge (qui est la même que 
elle de la théorie de type I) en prenant lese
teur invariant de l'algèbre de la théorie IIB par l'automorphismee�0 7! �e�0e�1 7! +e�1 ; (2.76)qui est la version S-duale de 
e qui pré
ède.On peut obtenir la même algèbre à partir de la superalgèbre de la théorieIIA en 
onsidérant l'automorphismee�0 7! +e�0e�1 7! �e�1 : (2.77)Il faut noter que si on ne 
onsidère pas le se
teur de jauge, le se
teurtordu de 
es théories vues ainsi 
omme orbifold n'apparaît pas.2.5.5 Un nouveau triangleEn partant de 
es théories, on peut 
onstruire un nouveau triangle en
onsidérant des singularité An en plus de la singularité non normale dé-
rite. On trouvera dans [HJP2℄ les détails de la 
onstru
tion, qui est possiblepour toutes les 
ases du triangle. Pour le moment nous n'avons pas trouvéd'interprétation physique de 
e triangle, pour laquelle il faudrait sans doute
onsidérer des formes réelles judi
ieuses. On trouvera le triangle 
omplexe,ou � déployé � dans le tableau 2.11.
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k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7d = 10 Rd = 9 R2d = 8 R �A21 R �A1d = 7 R �A3 R2 �A1 R2 Rd = 6 R �D4 or D5 R �A31 or A1 �A3 R �A21 R2 or A21 Rd = 5 R �D5 R � A1 �A3 R2 �A21 R �A21 R2d = 4 A1 �D6 D6 or A21 �D4 R �A1 �A3 A1 �A3 or R � A31 R2 �A1 R �A1d = 3 D8 A1 �D6 R �D5 R �D4 or D5 R �A3 R �A21 R2 RTab. 2.11 � Triangle magique 
omplexe partant des théories de type I ou hétérotiques (sans se
teur de jauge).



2.5 Théories de type I et hétérotiques 1112.5.6 Se
teur de jauge ?On voudrait introduire le se
teur de jauge des théories hétérotiques etde type I, et 
ompléter ainsi le groupe de U-dualité. Le problème est quele formalisme que nous utilisons ne permet pas d'introduire de 
hamps dejauge non abéliens de manière évidente. En e�et pour de tels 
hamps on aune 
ourbure F = dA+ A ^ A ; (2.78)où le se
ond terme ne fait pas intervenir de di�érentielle. Or nous avons i
ié
rit tous les 
hamps 
omme des formes de Maurer-CartanG = dVV�1 ; (2.79)dont tous les termes 
omportent une di�érentielle.Peut-être faut-il mettre sur un pied d'égalité potentiels et 
ourbures,
omme nous allons le faire dans le pro
hain 
hapitre.
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Chapitre 3Appro
he du � group manifold �et introdu
tion d'une 2-forme ensupergravité D = 5 N = 2
3.1 Appro
he du � group manifold �3.1.1 Superespa
e et super
hampsLa formulation habituelle d'une théorie des 
hamps faisant intervenir desfermions en plus des bosons est d'avoir 
omme variables des 
hamps à valeursdans des �brés spinoriels, la base étant toujours l'espa
e-temps à D dimen-sions. Une version alternative, qui n'existe pas toujours, 
onsiste à étendrel'espa
e-temps par des dimensions fermioniques, pour avoir un superespa
e.On dé�nit sur 
e superespa
e des super
hamps : des 
hamps dé�nis sur toutle superespa
e.De manière générique, si x désigne les dire
tions spatiales bosoniques,� les dire
tions fermioniques et 	(x; �) un super
hamp, on peut faire unedéveloppement dans les variables � :	(x; �) =  0(x) +  1(x)� +  2(x)�� + : : : ; (3.1)où les termes à partir de  2 font né
essairement intervenir des dire
tionsfermioniques �� di�érentes, puisque 
e sont des variables anti
ommutantes,de 
arré nul. Une 
onséquen
e de 
e fait est que 
e développement est �ni :le dernier terme 
ontient une unique fois 
haque ��, � indexant les dire
tionsfermioniques. Les 
oe�
ients de 
e développement, les  i, sont les 
hampssur l'espa
e habituel, puisqu'ils ne dépendent que des variables x, et sontbosoniques ou fermioniques selon la parité de i et de 	.



114 � Group manifold � et supergravité D = 5 N = 2En raison du théorème spin-statistique, on demande que les dire
tionsfermioniques forment une représentation fermionique du groupe de Lorentz.L'algèbre de supersymétrie lo
ale apparaît alors 
omme l'algèbre des di�éo-morphismes du superespa
e ; les générateurs de la supersymétrie sont alorsdes � rotations � entre dire
tions bosoniques et fermioniques. En parti
u-lier, on voit que dans le développement 3.1 il y a automatiquement le mêmenombre de 
oe�
ients fermioniques et bosoniques ; 
'est la propriété habi-tuelle des théories supersymétriques d'égalité du nombre de 
hamps boso-niques et fermioniques. De plus, suivant la représentation de l'algèbre desuper-Poin
aré 
hoisie pour 	, on obtient pour les ( i) les di�érents multi-plets de 
ette algèbre.Dans les 
as où 
ette méthode mar
he, on peut é
rire l'a
tion de la théoriephysique 
omme une intégrale d'un Lagrangien sur tout le superespa
eS = Z dxd� L(	(x; �)) : (3.2)En intégrant sur la partie fermionique d'abord, on obtient le Lagrangienhabituel L(f i(x)g) = Z d�L(	(x; �)) (3.3)qui redonne l'a
tion S = Z dxL(f (x)g) : (3.4)Une 
onséquen
e de 
ette intégration partielle est que le lagrangien L(f g)n'est pas invariant sous les supersymétries, qui sont les di�éomorphismes del'espa
e total, sauf si les 
hamps  obéissent aux équations du mouvement.Cette appro
he pose le problème qu'il faut introduire des 
ontraintessur les degrés de libertés venant des dire
tions fermioniques, et que 
elane mar
he pas toujours, notamment quand le nombre de supersymétries esttrop grand. On ne 
onnaît en général que la formulation en superespa
e deséquations du mouvement.3.1.2 Méthode générale, prin
ipeDans l'appro
he dite du � group-manifold �, introduite par Ne'emann etRegge et développée par D'Auria, Fré et Regge [CDF, DFR℄, on étend lesuperespa
e à tous les générateurs de l'algèbre de symétrie. L'idée est demettre toutes les symétries sur un pied d'égalité en les interprétant 
ommedes 
hangements de 
oordonnées dans un superespa
e généralisé.



3.1 Appro
he du � group manifold � 115Cette superalgèbre g fait intervenir les générateurs de translation P�, derotation (groupe de Lorentz) J�� , de supersymétrie Q� auxquels il faut ajou-ter éventuellement d'autre 
harges ave
 leurs générateurs Za. On 
onsidèrealors un supergroupe G 
onstruit sur 
es générateurs. On prend alors 
ommevariété de base une déformation eG de la supervariété G. L'idée de base estque toutes les symétries de la théorie seront des di�éomorphismes de 
ettesupervariété.Les 
hamps seront alors les di�érentes 
omposantes d'une 1-forme � àvaleur dans g, dé�nissant une g-
onnexion sur eG, de 
ourbureR = d�+ � ^ � : (3.5)Notons que 
ette 1-forme s'interprète 
omme un repère mobile sur eG.Quand 
ette 
ourbure s'annule, on a en fait a�aire à la forme de Maurer-Cartan � = g�1dg (3.6)sur le groupe G, qui est duale aux 
hamps de ve
teurs invariants à gau
he,isomorphes à l'algèbre de Lie tangente à un groupe de Lie. En e�et l'annula-tion de la 
ourbure traduit l'invarian
e à gau
he de la 1-forme.Plus généralement, en dérivant R et en utilisant la relation de Ja
obi onobtient l'identité de Bian
hirR = dR + [�;R℄ = 0 ; (3.7)où le produit des formes qui intervient dans le 
ommutateur est bien sûr leproduit extérieur des formes di�érentielles.Plut�t que de dé�nir l'a
tion sur tout le superespa
e eG, on va prendrepour Lagrangien une D-forme LD(�) (D est la dimension de l'espa
e-temps)qu'on va intégrer sur une sous-variété de dimension D MD dans eG. On aainsi une a
tion S[�;MD℄ = ZMD LD(�) : (3.8)On souhaite alors que le prin
ipe de moindre a
tion soit valable non seulementpour les variations du 
hamp � mais aussi par rapport aux variations deMD.En fait 
ela est automatiquement satisfait si LD(�) est une fon
tionnelle en �ne faisant intervenir que les opérations de l'algèbre des formes di�érentielles :produit extérieur et di�érentielle. En e�et, dans 
e 
as, toute déformationde la surfa
e peut être 
ompensée par un di�éomorphisme du superespa
e
omplet ; si l'a
tion est extrémale par rapport aux 
hamps, elle le sera don
aussi par rapport aux variations deMD.On impose en�n au Lagrangien une 
ondition parfois appelée rhéonomie :les 
hamps doivent être entièrement déterminés par leur valeur surMD. Les



116 � Group manifold � et supergravité D = 5 N = 2équations du mouvement doivent relier les di�érentes 
omposantes des 
our-bures de telle sorte qu'on puisse relever les 
hamps de MD à tout l'espa
e.Cela est analogue aux 
onditions de Cau
hy-Riemann qui permettent de re-trouve la valeur d'une fon
tion holomorphe sur tout le plan 
omplexe à partirde la restri
tion à R. Voyons 
ela en détail.La superalgèbre g se dé
ompose de la manière suivante :g = v� i� o : (3.9)v est une sous-algèbre bosonique :[v; v℄ � v : (3.10)i en est une représentation bosonique :[v; i℄ � i : (3.11)De plus la partie bosonique de g b = v� i (3.12)forme une sous-algèbre de g, et B=V est un espa
e � symétrique � :[i; i℄ � v : (3.13)o est une représentation fermionique de b :[b; o℄ � o ; (3.14)et l'équation [o; o℄ � b (3.15)exprime que G=B est aussi un espa
e � symétrique �.Dans 
ette dé
omposition du groupe de jauge total, on appelle v la sous-algèbre de jauge, i l'espa
e interne, de dimension D et o l'espa
e externe.Pré
isons nos notations pour les 
omposantes du 
hamp � et de sa 
our-bure R. On va noter g; g0; : : : les indi
es 
orrespondant à n'importe quelledire
tion de l'algèbre g. Si on note Tg les générateurs de l'algèbre, � va sedé
omposer en � =Xg;g0 �gg0Tg dxg0 (3.16)et de même R en R = Xg;g0;g00 Rgg0g00Tg dxg0^ dxg00 : (3.17)



3.1 Appro
he du � group manifold � 117On désignera par v; v0; : : : les 
omposantes qui sont dans v et de même pari et o les 
omposantes dans i et o et par s une 
omposante qui appartient ài� o. r est simplement la dérivée 
ovariante asso
iée à la 
onnexion donnéepar la 1-forme �.Pour que les 
hamps soient déterminés uniquement par leur valeur sur unesous-variétéMD, on va demander que les équations du mouvement soient dela forme suivante. (i) Rgvg0 = 0(ii) Rgos =P kg ;ii0os;g0 Rg0ii0(iii) E(Rii0) = 0 (3.18)La première de 
es 
onditions est l'horizontalité des 
ourbures sur le quo-tient G/V : V est un groupe de jauge et on peut tout relever sur 
es dire
tions.Au niveau du Lagrangien de la théorie, 
ela se traduit par son invarian
e dejauge par rapport à V.La 
ondition (ii) est l'analogue de la 
ondition de Cau
hy-Riemann pourles fon
tions holomorphes. Pour 
e dernier 
as, la dérivée des 
omposantesréelle et imaginaire de la fon
tion suivant la dire
tion imaginaire est une
ombinaison linéaire des dérivées par rapport à la dire
tion réelle. I
i les di-re
tions externes de la 
ourbure doivent de manière similaire être données pardes 
ombinaisons linéaires des dire
tions internes, 
e qui permet de retrouverles 
hamps sur tout l'espa
e à partir de leur valeur surMD.En�n la 
ondition (iii) indique que les dire
tions intérieures de la 
our-bure, qui 
orrespondent simplement aux 
hamps de la théorie dé�nie surl'espa
e-temps MD, obéissent à des équations du mouvement du premierordre qui ne font pas intervenir d'autres 
omposantes. En résolvant et sub-stituant on peut obtenir des équations de propagation du se
ond ordre.Ave
 
es 
onditions, la supersymétrie s'exprime maintenant 
omme dif-féomorphisme dans le superespa
e. En e�et étant donnée une solution deséquations du mouvement sur MD, on peut l'étendre à tout eG. L'e�et d'undi�éomorphisme in�nitésimal est donné par l'a
tion de la dérivée de Lie, et
onduit à une nouvelle solution des équations du mouvement sur eG, qui serestreint à MD pour donner un nouvelle solution des équations du mouve-ment sur 
et espa
e-temps. Tout 
e
i revient à faire une transformation desupersymétrie sur les 
hamps de MD. Notons que le di�éomorphisme de eGpeut aussi se voir 
omme un 
hangement de sous-variétéMD dans eG.3.1.3 Détermination d'un Lagrangien1. Pour é
rire le Lagrangien d'une théorie physique dans 
e formalisme,on 
ommen
e par prendre une superalgèbre g de la forme dé
rite au



118 � Group manifold � et supergravité D = 5 N = 2paragraphe pré
édent, et on prend une 1-forme � à valeur dans g 
omme
hamp de jauge. On é
rit alors le Lagrangien 
ovariant (
e doit êtreune D-forme sur eG) le plus général faisant intervenir �, et la 
ourbureR = r�. Notons qu'on ne fait pas intervenir de dérivées supérieuresen raison de l'équation de Bian
hi rR = 0. Les formes � et R doiventn'être reliées que par des produits extérieurs, et les 
oe�
ients desdi�érents termes du Lagrangien sont des formes multilinéaires sur g :L = �g1:::gD�g1 ^ : : : ^ �gD + �g;g1:::gD�2Rg ^ �g1 ^ : : : ^ �gD�2++�gg0;g1:::gD�4Rg ^ Rg0 ^ �g1 ^ : : : ^ �gD�4 + : : : (3.19)2. On impose ensuite l'invarian
e de l'a
tion par rapport aux transforma-tions de jauge du sous-groupe V .3. On requiert que le vide (R = 0) soit solution des équations du mouve-ment, 
e qui donne en
ore des 
ontraintes sur les 
oe�
ients intervenantdans le Lagrangien. Notons que 
ette 
ondition ne restreint pas la gé-néralité : en e�et si le vide n'est pas solution mais qu'il existe une autresolution, on peut 
hanger les 
onstantes de stru
ture de l'algèbre demanière à 
e que 
ette solution soit de 
ourbure nulle.En e�et, s'il y a une solution, elle est de la formeRg = 12F gg1g2 �g1 ^ �g2 ; (3.20)où les 
oe�
ients F gg1g2 sont des 
onstantes (les équations du mouve-ment sont algébriques pour les 
ourbures). On peut dé�nir une nouvelle
ourbure eRg = d�g + 12 (Cgg1g2 � F gg1g2)�g1 ^ �g2 (3.21)pour l'algèbre dé�nie par les 
onstantes de stru
tures Cgg1g2 � F gg1g2et dont le vide eR = 0 est solution.4. On demande qu'il existe des solutions non triviales, et toutes les solu-tions doivent satisfaire les équations 3.18 (et les identités de Bian
hi).3.1.4 Algèbres di�érentielles libresLa formulation d'une algèbre de Lie par les équations de Maurer-Cartand�i + 12Cijk�j ^ �k = 0 (3.22)s'étend naturellement à des formes di�érentielles de degré supérieur :d�i(p) +X 1nCii1:::in�i1(p1) ^ : : : ^ �in(pn) = 0 ; (3.23)



3.1 Appro
he du � group manifold � 119ave
 p1 + : : : + pn = p + 1. Les 
onstantes de stru
tures généralisées Cii1:::indoivent véri�er des identités de Ja
obi généralisées qu'on obtient en é
rivantd2� = 0. Dans 
e 
as on parle d'une algèbre di�érentielle libre [Su℄.Notons que 
ela ressemble beau
oup à 
e que nous faisions dans le 
hapitrepré
édent (de manière duale), mais n'est pas identique : i
i les formes sontdé�nies sur le supergroupe, et pas seulement sur l'espa
e-temps. De plus les
hamps physiques étaient les formes de Maurer-Cartan alors qu'i
i 
e sontles 
ourbures de 
onnexions sur le supergroupe.Nous allons maintenant 
onsidérer des 
onnexions non plates, ave
 une
ourbure non nulle : on prend sur le même supergroupe un jeu de formesdi�érentielles �(p) de 
ourbureRi = d�i +X 1nCii1:::in�i1 ^ : : : ^ �in : (3.24)La possibilité d'étendre une superalgèbre en une (super-)algèbre di�éren-tielle libre est régie par la 
ohomologie de Chevalley de l'algèbre. En e�et,s'il existe une p-forme à valeur dans une représentation irrédu
tible de g
 = 
g1:::gp�g1 ^ : : : ^ �gp (3.25)qui est fermée : r
 = 0, mais pas exa
te, alors on peut introduire une (p�1)-forme � en ajoutant aux relations de dé�nition de l'algèbre di�érentielle librela relation r� = 
 : (3.26)Rappelons que sur le supergroupe, ave
 la 
onnexion plate donnée par laforme de Maurer-Cartan, on a r2 = 0.On peut ensuite itérer 
e pro
essus autant de fois que l'on veut, tant quela 
ohomologie reste non triviale.Signalons qu'un théorème de Chevalley et Eilenberg [CE℄ a�rme quela 
ohomologie d'une algèbre semi-simple à valeur dans une représentationirrédu
tible non triviale est nulle.En�n, il faut noter qu'on peut aussi mettre sur le même plan 
hamps(repère mobile sur eG) et 
ourbures. Il su�t en e�et de 
onsidérer l'algèbredi�érentielle libre donnée par les potentiels �i(p) et leurs 
ourbures Ri(p+1) :d�i +P 1nCii1:::in�i1 ^ : : : ^ �in � Ri = 0dRi +PCii1:::inRi1 ^ : : : ^ �in = 0 : (3.27)La deuxième partie de 
ette algèbre est dite minimale : les formes intervenantdans la di�érentielles de Ri(p) sont de dimension au plus p � 1. On appellealgèbre 
ontra
tile une algèbre dont les relations de Maurer-Cartan sont de la



120 � Group manifold � et supergravité D = 5 N = 2forme d�i(p) = �i(p+1). On peut démontrer que toute algèbre di�érentielle librepeut se dé
omposer en somme dire
te d'une algèbre minimale et d'une algèbre
ontra
tile [Su℄. C'est évidemment le 
as pour les relations de dé�nition 3.27.Dans la référen
e [Su℄, Sullivan démontre également que toute algèbre dif-férentielle libre peut s'obtenir à partir d'une (super-)algèbre de Lie ordinaireen 
onsidérant les extensions données par sa 
ohomologie.Ainsi en partant de la superalgèbre de Poin
aré à 11 dimensions, on peutintroduire une extension par une 3-forme qui 
onduit au Lagrangien de lasupergravité pure, et il y a aussi une extension possible de l'algèbre par une6-forme, même si elle ne 
onduit à au
un Lagrangien 
ovariant [DF℄. Nousallons étudier dans 
e qui suit une théorie où un problème analogue se pose.En supergravité minimale à 5 dimensions, on peut faire apparaître en plusd'une 1-forme une 2-forme, et nous allons voir qu'elles doivent être reliéespar dualité.3.2 Supergravité D = 5 N = 23.2.1 Contenu en 
hampsConsidérons la superalgèbre de Poin
aré à 
inq dimensions donnée parles relations suivantes :d!ab � !a
 ^ !
b = 0dV a � !ab ^ V b � i2 ^ �a = 0d � 14!ab ^ �ab = 0 (3.28)Rappelons qu'en dimension 5 la représentation spinorielle, à laquelle appar-tient le 
hamps  , est de dimension réelle 8, soit de dimension 
omplexe4. Cette algèbre, si on lui applique la pro
édure dé
rite pré
édemment,
onduit à une théorie triviale : seul le vide est solution. On peut 
epen-dant 
her
her à étendre 
ette algèbre. Comme on l'a vu, il faut pour 
ela en
her
her les 
lasses de 
ohomologies non triviales. On peut véri�er que i ^ est une telle 
lasse : r �i ^  � = d �i ^  � = 0 (3.29)(le fa
teur i est mis par 
ommodité, pour retrouver les 
hamps habituels).On introduit alors une 1-forme A telle quedA = i ^  : (3.30)



3.2 Supergravité D = 5 N = 2 121La superalgèbre ainsi étendue 
onduirait à la supergravité minimale (N = 2)à 
inq dimensions [DFMR℄. Nous allons i
i essayer d'étendre au maximuml'algèbre pour voir s'il est possible d'introduire une 2-forme.Pour 
ela, on a besoin des identités de Fierz. Un 
al
ul détaillé donne1 ^  ^  ^  =  ^ �a ^  ^ �a = �14 ^ �ab ^  ^ �ab : (3.31)Compte-tenu du fait qued �i ^  ^ A� = � ^  ^  ^  d �i ^ �a ^ Va� = �12 ^ �a ^  ^ �a ; (3.32)on obtient d �i ^  ^ A� 2i ^ �a ^ Va� = 0 ; (3.33)
'est-à-dire que i ^  ^A� 2i ^ �a ^ Va est une forme fermée. Elle n'estévidemment pas exa
te, puisqu'au
une di�érentielle n'apparaît dans son ex-pression. C'est une 
lasse de 
ohomologie non triviale de l'algèbre pré
édente,qu'on peut don
 étendre en introduisant une 2-forme B telle quedB = i ^  ^ A� 2i ^ �a ^ Va : (3.34)Si on prend les 
ourbures naïves, on obtientRab = d!ab � !a
 ^ ! b
Ra = dV a � !ab ^ Vb � i2 ^ �a � = d � 14!ab ^ �ab F = dA� i ^  Gn = dB � i ^  ^ A+ 2i ^ �a ^ Va : (3.35)Mais 
ette 
ourbure naïve Gn ne respe
te pas les invarian
es de jauge. Ene�et, à 
ourbure nulle on a les invarian
esV a �! V a + dha � !ab ^ hb si Rab = 0A �! A + d�B �! B + d� + i ^  �� 2i ^ �a ha : (3.36)Pour une 
ourbure F non nulle, il faut rempla
er i ^  � par (i ^  +F )� dans la troisième ligne ; 
'est en e�et dA qui doit apparaître dans 
ette1La 
ontra
tion des indi
es d'espa
e-temps a; b; : : : se fait en utilisant la métriquede Minkowski � = diag(�1; 1; 1; : : :). On utilise la 
onvention d'Einstein MaVa =PaMaV b�ab.



122 � Group manifold � et supergravité D = 5 N = 2formule. De même si Ra est non nul il faut prendre (�2i ^ �a � 4Ra) hapour le terme �2i ^ �a ha. (Mais 
ette symétrie né
essite la 
ondition detorsion nulle Rab = 0.) De plus la 
ourbure invariante de jauge asso
iée à la2-forme B n'est alors pas Gn maisG = dB � i ^  ^ A� F ^ A+ 2i ^ �a ^ Va + 4Ra ^ Va= dB � dA ^ A + 4DV a ^ Va ; (3.37)où D désigne la dérivée 
ovariante de LorentzDV a = dV a � !ab ^ Vb : (3.38)À 
ourbure non nulle, les invarian
es de jauge 
onsidérées sont don
V a �! V a + dha � !ab ^ hb si Rab = 0A �! A+ d�B �! B + d� + i ^  �+ F �� 2i ^ �a ha � 4Ra ha ; (3.39)auxquelles il faut bien sûr ajouter les autres invarian
es de jauge 
ommel'invarian
e de Lorentz lo
ale.Finalement, on va don
 
onsidérer l'algèbre di�érentielle libre suivante :Rab = d!ab � !a
 ^ ! b
Ra = dV a � !ab ^ Vb � i2 ^ �a � = d � 14!ab ^ �ab F = dA� i ^  G = dB � i ^  ^ A� F ^ A+ 2i ^ �a ^ Va + 4Ra ^ Va0 = dRab � !b
 ^ Ra
 � !a
 ^R b
 = rRab0 = dRa � !ab ^ Rb +Rab ^ Vb + i2� ^ �a � i2 ^ �a� = rRa0 = d�� 14!ab ^ �ab� + 14Rab ^ �ab = r�0 = dF + i� ^  � i ^ � = rF0 = dG+ 2i ^  ^ F + F ^ F��4i ^ �a ^ Ra � 4Ra ^Ra + 4Rab ^ Vb ^ Va = rG :
(3.40)

La notation des dérivées 
ovariantes est un abus de langage. En e�et rF ,par exemple, ne dépend pas que de F mais aussi de la 
ourbure � et de sa
onjuguée �. En fait, rF désigne la 
omposante selon A de la dérivée 
ova-riante de la 
ourbure totale et dépend linéairement de toutes les 
ourbures.Notons aussi que la deuxième moitié des relations dé�nissant l'algèbre est
onstituée des identités de Bian
hi des 
hamps 
onsidérés.



3.2 Supergravité D = 5 N = 2 1233.2.2 Lagrangien le plus généralNous allons maintenant é
rire le Lagrangien le plus général faisant inter-venir tous 
es 
hamps, reliés uniquement par des produits extérieurs.Les relations de dé�nition de l'algèbre (3.40) sont invariantes sous l'a
tiondu 
hangement d'é
helle global suivant :!ab �! !ab Rab �! RabV a �! �V a Ra �! �Ra �! p� � �! p��A �! �A F �! �FB �! �2B G �! �2G : (3.41)Nous allons don
 é
rire le Lagrangien le plus général respe
tant 
ette symé-trie, 
'est-à-dire qu'il doit être homogène pour la gradation donnée par 
ettea
tion de e. Le terme d'Einstein étant de degré 3, nous prendrons tous lestermes de degré 3.On obtient ainsi, par une re
her
he systématique,L = a1 G ^ F+ a2 iG ^  ^  + a3 iB ^ � ^  � a3 iB ^  ^ �+ a4 F ^ F ^ A+ a5 F ^Ra ^ Va+ a6 Ra ^Ra ^ A+ a7 Rab ^ Va ^ Vb ^ A+ a8 �ab
deRab ^ V 
 ^ V d ^ V e+ a9 iF ^ A ^  ^  + a10 iF ^ V a ^  ^ �a + a11 iRa ^ A ^  ^ �a + a12 iRa ^ Va ^  ^  + a13 iRa ^ V b ^  ^ �ab + a14 i� ^ �a ^ Va ^ A� a14 i ^ �a� ^ Va ^ A+ a15 i� ^ �ab ^ Va ^ Vb + a15 i ^ �ab� ^ Va ^ Vb+ a16 A ^  ^  ^  ^  + a17 V a ^  ^ �a ^  ^  :
(3.42)

3.2.3 ContraintesIl faut maintenant imposer les di�érentes 
ontraintes pour réduire lenombre de paramètres de 
e Lagrangien. Tout d'abord, on requiert que levide R = 0 soit une solution. On obtient ainsi les équations suivantes, en



124 � Group manifold � et supergravité D = 5 N = 2projetant sur les di�érentes dire
tions de l'algèbre les di�érentes équationsdu mouvement.Équation du mouvement pour Rab :a3 � a3 = 0a7 � a11 + 12a14 + 12a14 = 04a2 + a7 + a12 � 12a15 � 12a15 = 03a8 � 12a15 � 12a15 = 0ia13 + a15 � a15 = 0a14 � �a14 = 0 (3.43)
Équation du mouvement pour Ra :4a2 + a11 + 12a12 � a17 = 0 (3.44)Équation du mouvement pour � :a3 + a9 + 12a11 + 12a14 + 2a16 = 0�2a3 + a10 + 12a12 � a14 + 2a17 = 0 (3.45)Équation du mouvement pour F :2a2 � a9 � 12a10 + a16 = 0 (3.46)Pour G on obtient une équation triviale qui ne donne au
une 
ontrainte.Il reste en
ore à imposer l'invarian
e de jauge de la théorie. L'invarian
epar rapport au groupe de Lorentz a déjà été prise en 
ompte dans l'é
rituredu Lagrangien ; restent à 
onsidérer les symétries liées à A et B.Commençons par 
ette dernière, donnée parB �! B + d� ; (3.47)où � est une 1-forme.La variation du Lagrangien estÆL = d� ^ �a3 i � ^  � a3 i  ^ �� ; (3.48)qui s'intègre par partie enÆL = d(: : :) + � ^ d �a3 i � ^  � a3 i  ^ �� : (3.49)Cette variation laisse les équations du mouvement invariantes si le termeproportionnel à � s'annule, 
e qui donne=(a3) = 0 : (3.50)



3.2 Supergravité D = 5 N = 2 125On retrouve don
 en fait une 
ontrainte que nous avions déjà.Pour A, on obtient de même, après proje
tion sur les di�érentes 
ompo-santes, a3 + 2a4 � a9 = 0a3 + a9 + 12a11 + 12a14 + 2a16 = 0a6 � a7 = 0a6 � a11 + a14 = 0a7 � a11 + a14 = 0a14 � a14 = 0 : (3.51)
Un 
ertain nombre de 
es 
ontraintes ont été obtenues 
i-dessus en impo-sant que le vide soit solution des équations du mouvement ; les 
ontraintesadditionnelles sont don
 a3 + 2a4 � a9 = 0a6 � a7 = 0 : (3.52)Partant de vingt 
oe�
ients réels, les douze 
ontraintes que nous avonsobtenues réduisent à huit le nombre des paramètres. De plus il y a un 
hoixde normalisation, 
e qui réduit 
e nombre à sept.3.2.4 Dérivées totalesIl reste à voir quelles sont les 
ombinaisons de termes de notre Lagrangienqui peuvent s'é
rire 
omme des di�érentielles. En e�et 
es termes ne modi�entpas les équations de mouvement, 
e qui réduit en
ore le nombre de paramètresphysiques libres.Le Lagrangien étant une 5-forme de degré 3 pour la gradation de 
hange-ment d'é
helle, il nous faut 
her
her toutes les 4-formes de degré 3 et 
al
ulerleurs di�érentielles. En 
her
hant de manière systématique, on trouve ainsisix 4-formes du degré voulu :�a = G ^ A�b = B ^ F�
 = i B ^  ^  �d = Ra ^ Va ^ A�e = i V a ^ A ^  ^ �a �f = i V a ^ V b ^  ^ �ab : (3.53)
En notant Li le terme du Lagrangien asso
ié au 
oe�
ient ai, on obtient



126 � Group manifold � et supergravité D = 5 N = 2pour les di�érentiellesd�a = �L1 � L2 � L4 + 4L6 + 4L7 � 2L9 + 4L11d�b = L1 � L3 � L3 + L4 � 4L5 + L9 � 2L10d�
 = L2 + L3 + L3 + L9 � 4L12 � L16 + 2L17d�d = �L5 + L6 + L7 + 12L11 � L12 � 12L14 � 12L14d�e = �L10 + L11 + L14 + L14 � 12L16 + L17d�f = �2L13 � i �L15 � L15� : (3.54)
Le Lagrangien est don
 dé�ni modulo 
es termes. De plus on véri�e aisémentque les 
ontraintes ne sont pas a�e
tées par l'addition de 
es termes.Finalement, après un 
hoix de normalisation, il ne reste plus qu'un seulparamètre libre ! Nous �xons la normalisation en prenant a8 = 13 
omme
oe�
ient du terme d'EinsteinL8 = �ab
deRab ^ V a ^ V b ^ V 
 : (3.55)3.2.5 Solutions des équations du mouvementOn 
onstate que le 
hamp B que nous avons introduit, ave
 sa 
ourbure G,n'apparaît pas dans les équations du mouvement : en e�et les trois premierstermes du Lagrangien, où il apparaît, peuvent être mis à zéro par l'ajout dedi�érentielles totales.Commes les autres termes sont les mêmes qu'en l'absen
e de 
hamp B, onretrouve pour les équations du mouvement les résultats de [DFMR℄ (voir aussi[CDF℄). Si on prend a = a6 
omme paramètre, les équations du mouvementsont les suivantes :Æ!ab : �ab
deR
 ^ V d ^ V e + aF ^ Va ^ Vb = 0 (3.56)Æ : 2i�ab� ^ V a ^ V b � 2i�ab ^Ra ^ V b++i(1� a) ^ Ra ^ Va � i2(3 + a)�a ^ F ^ V a = 0 (3.57)ÆA :aRab ^ V a ^ V b � i2(3� a)Ra ^  ^ �a + 3i2 F ^  ^  �� i2(3 + a) �� ^ �a �  ^ �a�� ^ V a + aRa ^Ra + 34F ^ F = 0 (3.58)ÆV a : �ab
deRb
 ^ V d ^ V e + 2i Ra ^  ^  �� i2(3� a)F ^  ^ �a � 2i �� ^ �ab +  ^ �ab�� ^ V b++i(1� a) �� ^  �  ^ �� ^ Va + 2aRa ^ F = 0 : (3.59)



3.2 Supergravité D = 5 N = 2 127Pour a 6= �1 les équations du mouvement n'admettent que le vide 
ommesolution (si on ex
lut G qui peut être non nul � notons tout de même qu'enraison des identités de Bian
hi on a for
ément dans 
e 
as dG = 0).Pour a = �1 on a les solutions non triviales données parRa = �a4 �ab
deFb
 Vd ^ VeF = Fab V a ^ V b� = �ab V a ^ V b + �12�a F ab + 116(1� a)�ab
deFa
�de � ^ VbRab = RabmnV m ^ V n + i2�abijk ��jk [�mi � 2(1� a)Æmi℄ + h:
:	 ^ V m++ i2F ab ^  � i8(1 + a)�abijkFij ^ �k : (3.60)où les 
omposantes internes Fab, Rabmn et �ab obéissent aux équations (in-ternes) suivantes :Rambm � 12ÆabRmnmn = F amFbm + 12ÆabFmnFmn�abij �aRab;ij + 3�a4 FabFij� = 0�ab
d�ij�
d = 0 : (3.61)Notons que les équations 3.60 véri�ent les 
onditions géométriques re-quises, à savoir que les 
ourbures sont nulles dans les dire
tions du groupede jauge f!ab; Ag et dépendent linéairement des seules 
ourbures internes.En outre la première des équations 3.61 peut se résoudre en séparant la
onnexion de spin en !ab = �!ab(V;  ) + !̂ab(F ) (3.62)et on retrouve alors les équations d'Einstein et de Maxwell. Notons que leterme 
inétique F ^�F du 
hamp de jauge A n'apparaît pas dire
tement dansle Lagrangien, mais seulement après résolution des équations du mouvement,via le terme F ^ Ra ^ Va.3.2.6 Sort de la 2-forme BEn se restreignant au se
teur bosonique2, rappelons que les équations destru
ture pour la 2-forme B sontG = dB � F ^ A + 4Ra ^ Va (3.63)et dG+ F ^ F � 4Ra ^Ra + 4Rab ^ Vb ^ Va = 0 : (3.64)En substituant la forme des solutions des équations du mouvement donnéepar les équations 3.60 (pour a = �1) dans 
es formules, on obtientG = dB � Fab ^ V a ^ V b ^ A� a �ab
deFdeVa ^ Vb ^ V
 (3.65)2Nous notons de la même manière les di�érentes proje
tions des formes.



128 � Group manifold � et supergravité D = 5 N = 2dont la di�érentielle est dG = �F ^ F � a d�F : (3.66)Par ailleurs la deuxième équation, l'identité de Bian
hi, donnedG+ FabF
dV a ^ V b ^ V 
 ^ V d � 14�ab
de� ijkla Fb
FijVd ^ Ve ^ Vk ^ Vl++4Rab;mnV m ^ V n ^ V b ^ V a = 0 :(3.67)Le deuxième terme est proportionnel au premier, par 
ontra
tion des ten-seurs antisymétriques, et le troisième également en vertu des équations dumouvement 3.61. Finalement 
ette équation peut don
 s'é
rire, pour les 
om-posantes d'espa
e-temps, dG + (
+ 1)F ^ F = 0 : (3.68)On retrouve alors l'équation de Maxwell sous une formulation auto-duale,en mettant ensemble les équations 3.66 et 3.68 :�a d�F = �
 F ^ F : (3.69)Le r�le du potentiel B est alors assez étrange : il n'intervient pas ex-pli
itement dans 
e mé
anisme et peut apparemment être pris quel
onque ;il disparaît dans le 
hamp dual �F , et n'est pas �xé par les équations dumouvement. Cela est à relier au fait qu'on ne peut apparemment pas trouverde formulation lagrangienne 
ovariante utilisant les 
hamps duaux, et 
orres-pond pré
isément à 
e que nous avions dans le 
hapitre pré
édent, pour les
hamps duaux, 
omme ~A(6) en supergravité à 11 dimensions.
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Con
lusionNous avons montré que toute une 
lasse de supergravités peuvent s'expri-mer, pour le se
teur bosonique, à l'ex
eption du graviton, 
omme une formede Maurer-Cartan auto-duale sur un supergroupe, 
onstruit sur une super-algèbre de Ka
-Moody généralisée asso
iée à une surfa
e de del Pezzo. Enoutre, le sous-groupe de Borel de 
e supergroupe étend le groupe de symétriede la théorie, 
'est-à-dire le groupe de U-dualité en théorie des super
ordes.Il n'est toujours pas 
lair de savoir s'il y a un lien dire
t entre les surfa
esde del Pezzo et les théories physiques 
orrespondantes. Certains ont suggéréque les surfa
es de del Pezzo pourraient être l'espa
e des modules d'un objetinvariant par U-dualité de la théorie M et de ses 
ompa
ti�
ations[INV℄ ;on peut aussi penser que la surfa
e de del Pezzo pourrait être la variété de
ompa
ti�
ation de théories duales à 
elles que nous avons 
onsidérées. Quoiqu'il en soit, 
ette mystérieuse 
orrespondan
e a permis de mettre au jourdes stru
tures apparaissant dans les supergravités.Manquent à 
e tableau plusieurs 
hoses. Tout d'abord, on voudrait in-
lure dans 
e formalisme les fermions, ave
 la supersymétrie, ainsi que lagravitation. Peut-être la méthode du � group manifold � étudiée dans le der-nier 
hapitre peut-elle aider à attaquer 
e problème. La 2-forme duale à la1-forme de la supergravité à 
inq dimensions apparaît en e�et en 
onsidérantla 
ohomologie de Chevalley de l'algèbre sur laquelle est 
onstruite la théorie,et où sont présents les fermions 
omme la gravitation.L'étude de la rédu
tion à deux dimensions des théories 
onsidérées pour-rait s'avérer fru
tueuse. En e�et, les groupes qui interviennent sont alorssimplement des groupes de Ka
-Moody a�nes, bien 
onnus, et d'autre partles 
hamps qui interviennent sont simples puisque 
e sont seulement des s
a-laires. Ajoutons que la gravitation n'y est pas dynamique � le graviton n'aau
un degré de liberté � 
e qui pourrait simpli�er la question.En outre, nous avons tronqué les superalgèbres de dimension in�nie quenous avions, d'une part à leur sous-groupe de Borel, et d'autre part auxgénérateurs de degrés inférieurs à un 
ertain entier, qui sont en nombre �ni.Y a-t-il moyen de donner un sens aux autres générateurs ? La tron
ation que



130 Con
lusionnous avons opérée est liée au fait que les formes di�érentielles n'existent qu'endegré positif et inférieur ou égal à la dimension de l'espa
e-temps ; mais, si onpasse à un superespa
e, 
ette 
ontrainte est relâ
hée : on peut y introduiredes formes de degré supérieur à la dimension de l'espa
e-temps, ou mêmede degré négatif. Là en
ore, 
ela permettrait peut-être d'in
lure les fermionsdans la dis
ussion. On pourrait même éventuellement donner un sens à unepartie plus grande du supergroupe et dé
ouvrir ainsi de nouvelles symétries
a
hées de la théorie.Ajoutons que 
ertains [We℄ ont postulé une symétrie E11 pour la théorieM non 
ompa
ti�ée, E11 étant l'algèbre de U-dualité apparaissant si l'on
ompa
ti�e en dimension zéro. Il est alors tentant d'émettre l'hypothèse queles superalgèbres de dimension in�nie que nous avons introduites puissent demême être des symétries de la théorie M non 
ompa
ti�ée.
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