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Introduction

Objet. L’objet principal de la these est I'étude des valeurs spéciales de fonc-
tions L attachées a des formes modulaires, tordues par des caracteres de Dirichlet
de conducteurs essentiellement arbitraires :

Li(j+1,x) = > x(n)a,n*

n>1

s=j+1

(ot k > 2 et 0 < j < k — 1 sont entiers, x est un caractere de Dirichlet, et
f=>, anq" une forme modulaire)

Ce qui nous intéresse plus particulierement, c’est ’existence de propriétés de
congruences entre ces valeurs lorsque le conducteur tend vers l'infini, et uniformes
pour presque tous les nombres premiers.

Résultats. On introduit une classe de formes modulaires sur GLy(Ag) assez
similaire & celle qui est utilisée en théorie des représentations automorphes (par
exemple par Bump [3], Gelbart [16] ou Scholl [45]), et on construit des distributions
d’Eisenstein qui entrent dans ce cadre, en s’appuyant sur un précédent travail [42].

On construit une distribution p a valeurs algébriques, dont certaines intégrales
sont liées & une version régularisée des L¢(j + 1, x).

Cette distribution u est obtenue en trois étapes (essentiellement indépendantes
les unes des autres) sous la forme u = ¢(7w(®)), ou @ est une distribution & valeurs
modulaires, 7 est un opérateur de projection sur un sous-espace modulaire, et £ est
une forme linéaire algébrique.

On définit 'opérateur de projection m par une adaptation adélique de la mé-
thode de la projection canonique de Pantchichkine (telle qu’il 'a présentée dans
[40, 38, 39]), et on montre que l’espace image est de dimension finie, c’est le
théoréme de la dimension finie.

On construit explicitement la distribution ®, comme convolution de deux dis-
tributions d’Eisenstein, et on montre qu’elle vérifie le théoréme des congruences
(version modulaire). On établit ensuite qu'une distribution modulaire qui satisfait
de telles congruences, fournit par projection une distribution modulaire 7(®) qui a
de bonnes propriétés de régularité : c’est le critéere d’admissibilité ; cela signifie que
la famille permet de construire des mesures admissibles au sens p-adique.

On définit ensuite la forme linéaire ¢, associée & une forme modulaire paraboli-
que f, fonction propre des opérateurs de Hecke. On prouve alors le théoreme
d’algébricité de la forme linéaire, qui affirme que 'image par cette forme linéaire
d’une forme a coefficients algébriques, est algébrique. On étudie ensuite la variation
horizontale de cette forme, ce qui fournit un théoréme de contréle horizontal.

Le théoréme de la dimension finie assure que les congruences pour ® (théoréme
des congruences, version modulaire) impliquent des congruences similaires pour les
intégrales de la distribution p; c’est le théoreme des congruences, version scalaire.
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4 INTRODUCTION

Par ailleurs, comme certaines de ces intégrales sont liées aux valeurs spéciales (c’est
le théoréme d’intégration des caractéres de Dirichlet) on en déduit un théoréme des
congruences, version valeurs spéciales.

Motivations. On sait que ce type de congruence permet de faire de I'interpo-
lation p-adique pour définir des fonctions L p-adiques.

Un autre intérét a été discuté par exemple par Kato, dans son exposé [20]
au congres international en 2002 : dans le cas des formes modulaires de poids 2,
attachées a des courbes elliptiques sur Q, il y a un lien entre les valeurs spéciales
étudiées ici et les x composantes du groupe de Selmer.

Sources. L’idée de base de ce travail est diie & Serre (voir par exemple 'intro-
duction de [50]) : des congruences entre coefficients de Fourier de formes modulaires
doivent donner lieu a des résultats similaires pour les valeurs spéciales de fonctions
L associées de fagon plus ou moins directe. On peut a ce propos citer 'exemple des
séries d’Eisenstein classiques :

L(1—k, “1m
By = % +sz(d)dk 1q

n>1 d|n

attachée aux caracteres de Dirichlet x définis modulo M > 1, qui fournissent des
congruences pour les valeurs spéciales L(1 — k,x) = —Bj,/k des séries de Diri-
chlet, olt les By, = M~ 1> x(a)Bi(a/M) sont les nombres de Bernoulli
généralisés. Le cas x = 1 par exemple est discuté en détails par Serre dans [49].

Dans l'article [15], Deligne et Ribet construisent des distributions bornées sur
le groupe de Galois de 'extension maximale abélienne d’un corps de nombres tota-
lement réel K. Ils établissent ensuite que ces distributions interpolent une version
régularisée des valeurs spéciales de la fonction ¢ de Dedekind du corps K. Nous
obtenons des résultats similaires pour les fonctions L des formes modulaires para-
boliques.

Enfin, on utilise, apres I'avoir adaptée & un cadre adélique, la méthode de la
projection canonique développée par Alexei Pantchichkine, et présentée par exemple
dans son article [40].

NoTATION 1. On se fixe une forme modulaire F, de poids k > 2, de niveau N,
propre pour les opérateurs de Hecke, a coefficients entiers algébriques. On suppose
que le support de N et S sont disjoints.

Moyens techniques. Les formes modulaires avec lesquelles on travaille ne
sont pas les formes classiques; ce sont des formes presque-holomorphes arithmé-
tiques, telles que celles discutées par Shimura dans son récent livre [56] par exemple
(en particulier la section 13) ; on peut les voir comme simplement des séries formelles
de la forme :

> ansq" R € Cllg]][R]

n,r
ou la somme est sur n > 0, et 0 < r est borné indépendamment de n ; cette série
est telle que si on évalue par ¢ = exp(2i77) et R = (4737) 71, on obtient une forme
modulaire C*° sur le demi-plan de Poincaré, annulée par une puissance de 9/0z.
Les formes modulaires holomorphes sont en particulier annulées par la premiere
puissance de cet opérateur, et rentrent donc dans cette théorie. Les espaces qu’elles
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engendrent peuvent munies d'une structure rationnelle (sur Q) ou entiere (sur O)
via les coefficients ay, ;.

Pour obtenir des résultats semi-adéliques sur ces formes, on procede en deux

étapes :

— on se fixe d’abord un ensemble fini S de nombres premiers, qui sert de base
aux différentes études, ot on laisse le niveau des formes croitre, mais a support
fixé (lié & S). On appelle cette dépendance la “variation verticale” ;

— on discute ensuite de I'impact de l'ajout d’un nombre fini de places a S
sur ces constructions — on appelle cette seconde dépendance la “variation
horizontale” ;

NOTATION 2. On note en général Mg un espace de formes modulaires dans
lequel on a fixé S pour discuter de la variation verticale.

On note Mg le produit des p de S ; et si v est une famille indexée par S, Mg
est le produit pour p € S des p*». On écrit aussi Ng pour N Mg.

Distributions modulaires. Les distributions modulaires sont obtenues par
convolution de deux distributions d’Eisenstein adéliques, tres similaires a celles
construites dans [42]. Une telle construction est motivée par le fait que ’on cherche
a utiliser la méthode de Rankin-Selberg.

On souhaite controler ces distributions suivant deux aspects :

— controle du niveau, qui permet de se restreindre a travailler dans un espace

du type Mg, pour la variation verticale;

— controle algébrique, avec des résultats de congruences entre les coefficients

de Fourier;

Plus précisément, ces distributions sont construites via une convolution de deux
distributions d’Eisenstein, tordue par un caractere de Dirichlet :

(I)j = (_l)ngj) 1, ny=1 Eéj)
(ou0<j<k—-1)
Cette convolution admet plusieurs écritures explicites; en voici une :

®,(x) = (-1 EY (OB (1 n=1%)

Projections. Techniquement, les projections font intervenir un systeme de
valeurs propres a;, non-nulles des opérateurs de Atkin-Lehner (pour tout p € 5)
sur les formes modulaires presque-holomorphes.

Ces opérateurs agissent sur le développement formel via :

Unr Z anrq" R = Z arnrq" (MR)"

n,r n,r

DEFINITION 1. (page 74) Le sous-espace M®° d’un espace de formes modu-
laires M est Uintersection des espaces «, caractéristiques pour U, pour toutp € S.

S s ..
On note 7Tg la projection associée.

Le but de cet projection est de s’assure que les distributions projetées sont a
valeurs dans un espace de dimension finie, car on sait qu’alors on controlera les
dénominateurs éventuels introduits par la forme linéaire.
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Formes linéaires. Une fois obtenues des distributions a valeurs modulaires
dans des espaces de dimension finie, on souhaite leur appliquer des formes linéaires,
qui posséderaient les deux propriétés-clefs suivantes :

— définies sur Q, c’est-a-dire que I'image d’une forme modulaire & coefficients

algébriques est algébrique;

— a variation horizontale controlée;

Le fait que 'on souhaite utiliser la méthode de Rankin-Selberg incite a construire
ces formes linéaires via le produit scalaire de Petersson.

NOTATION 3. On fize maintenant le choix de oy, et f : f est une forme propre
des opérateurs de Hecke, a coefficients entiers algébriques, et o, est une des racines
réciproques de son polynéme de Hecke en p. On note a; lautre racine réciproque.

DEFINITION 2. (page 76) Dans le cas précédent, on dit que la famille (o), est
adaptée a f.

DEFINITION 3. (page 79) On définit la forme linéaire 8;"5 par :

<f27Sa a;ZU§g>NS

g— lim
v—o <f27,5‘7f04,5,0>Ns
ou :
faso=fIT]U —aiVi)
les
et

0
fa7S = fg,S,O|WNS

2’5 et fo,s,0 sont donc des formes modulaires obtenues a partir de f en modifiant
les facteurs d’Euler en les places p € S, via 'action d’opérateurs simples et explicites
(? est Uaction de la conjugaison complexe, par exemple).

Distributions scalaires. Une fois que 'on dispose des familles précédentes,
on peut les réunir pour définir une famille de distributions & valeurs scalaires :

DEFINITION 4. (page 93) On pose :
] S/ _a,S
piy o 097 (mg” 25(p)
(ot @ est une fonction-test)

Résultats principaux. Passons maintenant en revue les principaux résultats
de ce travail ; on suppose que poids et caracteres sont fixés, on ne les précisera donc
pas.

Sur les projections. On a besoin, pour controler la régularité de la forme linéaire
é‘;’s , de savoir qu’elle est définie sur des espaces dont la dimension ne croit pas
indéfiniment avec le niveau, a S fixé; c’est le résultat suivant qui garantit ce point :

THEOREME (théoréeme de la dimension finie). (énoncé page 75) L’espace de
formes modulaires presque-holomorphes M“?S(NMg) est de dimension finie, bornée
indépendamment de v.

La démonstration de ce résultat (en page 75) fait appel & des outils tres
élémentaires d’algebre linéaire.
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Sur les distributions modulaires.
NOTATION 4. Y est le produit des Z,, pour p € S.

DEFINITION 5. (page 85) Une distribution sur Ys est une forme linéaire sur
les fonctions localement constantes.

THEOREME (théoréme des congruences, version modulaire). (énoncé en page
89) Si on considére une famille d’ouverts élémentaires a+ (Mg) C Yg, avec a € Z,
on a :

veS () o aste s () = 0 moa MEOLGIIR

La démonstration (page 89) utilise le fait que l'on connait explicitement le
développement de Fourier, pour évaluer les valuations en les différentes places de
S.

DEFINITION 6. (page 87) Pour toutp € S, la famille (wg"séj) permet de définir
une distribution <I>‘()‘Z;)S sur les fonctions localement polynomiales en la projection
Yp 1 Ys — Zy,, de la fagon suivante :

j a,S a,S 5
/Uyg)d@(p) —/Udﬂ's D,

(les @?7S sont en fait les moments de @?pf}

On dispose d’une notion de régularité pour ces distributions p-adiques : I'ad-
missibilité, dans un sens trés proche de ce qu'utilise Visik dans [60]. Le résultat
suivant donne un critére pour reconnaitre si une famille de distributions, telle que
celle décrite précédemment, forme des distributions p-adiques admissibles, via la
construction que l'on vient de présenter :

THEOREME (critere d’admissibilité). (énoncé page 90) On suppose que pour
tout ouvert élémentaire a + (Mg) C Ys, a € Z, on dispose de la condition de
niveay :

Vi, @j(a+ (Mg)) € M(Mg)
ainsi que, pour tout t € [[0, h][, de la condition de congruence :

t

052 (§) (o (015) = 0 mod MEFO[AIR

Jj=0

enfin, on suppose que pour tout p € S, h > vy(ay) ; alors la famille (Wg’SCI)j) forme
une mesure S-adique h-admissible.

Ce théoreme, bien que ’énoncé fasse apparaitre “®;”, n’utilise pas de connais-
sance précise des coefficients de Fourier, et est donc plus général que le cas dans
lequel on 'applique. La démonstration (page 90) est basée sur le controle de I'action
des opérateurs de projection sur le développement de Fourier.



8 INTRODUCTION

Sur les formes linéaires. On a vu que la définition de é;‘f’s faisait intervenir le
produit scalaire de Petersson. On obtient donc a priori une forme linéaire définie
sur C, ce qui ne permet pas de discuter de congruences. C’est pourquoi le résultat

suivant est tres intéressant, puisqu’il affirme qu’elle est en fait définie sur Q :
THEOREME (théoreme de controle algébrique). (énoncé page 75)
WS SO 0
(57 MgP(@Q) - Q
La démonstration (page 75) utilise un argument de stabilité par les opérateurs
de Hecke.

NOTATION 5. On note Ay [’homomorphisme de valeurs propres de f défini sur
Ualgébre de Hecke, a valeurs algébriques, et les (T},), sont les opérateurs de Hecke.

THEOREME (théoréme de controle horizontal). (énoncé page 83) Si on sait que
Af(T7) # 0 pour tout l € ¥ — S, alors :

éouz _ H [ <1 _ (p + 1)04;)
F = —
les—s PAf(T)
2 —1
|20+ 00 W@\ ] s
pAs(Tp) pk/\f(Tp) !
La démonstration (page 83), longue et calculatoire, consiste a étudier tour a
tour chacun des éléments dépendant de S, puis a comparer ces différentes variations.
Sur les distributions scalaires et les valeurs spéciales. Les résultats précédents
permettent d’affirmer le théoreme suivant sur les distributions ,u?”f :

THEOREME (théoréme des congruences, version scalaire). (énoncé page 93) Il
existe une constante Cg algébrique non-nulle, telle que pour tout ouvert élémentaire
a+ (Mg)CYs, a€Z, ona:

t
(oF Z ( ; ) (—a)™’ u‘}‘,’f(a + (M%)) = 0 mod Mét_h)ﬂ(f)

j=0
De fagon similaire, on peut transporter le résultat d’admissibilité, pour obtenir
un équivalent scalaire :

THEOREME (d’admissibilité des distributions scalaires). (énoncé page 94) La
famille de distributions u‘;JS forme une mesure S-adique h-admissible, ot h =
maxpes Up(ap).

On a besoin d’introduire un certain nombre de notations avant de pouvoir
énoncer le théoreme suivant :

NOTATION 6. S x est un caractére de Dirichlet, on note ¢, son conducteur, et
Gy sa somme de Gauss.

NOTATION 7. Si ¢ est une fonction localement constante d support compact
sur Aft, lui associe une fonction ¢ sur GLa(Ay) de la facon suivante :

Cos(@)gr) = D ¢ <gf1 ( 58 )) o * |2

meQ*
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NOTATION 8. Si ¢ est une fonction localement constante a support compact
sur Ay, on note Fy sa transformée de Fourier.

On est maintenant en mesure d’énoncer le :

THEOREME (théoréeme d’intégration des caracteres de Dirichlet). (énoncé page
94) Soit f une forme modulaire adélique holomorphe de poids k, niveau N et ca-
ractéres (Y1,v2), forme propre des opérateurs de Hecke, et (ap), une famille de
valeurs propres des opérateurs de Atkin-Lehner adaptée a f.

Soit enfin x un caractére de Dirichlet de conducteur c, premier avec N et
S = Z(cy) le support de ce conducteur.

Sous ces hypothéses, on a :

pyy 00 =H(f, 0, 8,5, X)Ly, s,(i +1,%)

a1,0G I (k — 1)(2im)/ T (=1)*c] ag”
LG +1(f3.s fa,50) Ns
Girr,0(1y X FH 1 ny=1X))(Ly) Ly, so(k — 1, Fly,)

Comme corollaire de ces deux théorémes, on a le :

H(f7a7S7j7X)

COROLLAIRE (congruences pour les valeurs spéciales). (énoncé en page 99) On
suppose que l'on dispose d’une combinaison lin€aire finie de caractéres de conduc-
teurs Mg, qui véTifie une congruence :

Zyxx =0 mod MO
X

alors :
a . . —\ j—h)v+T
OS Z’YXH(fv «, S?]:X)Lfa,s,o (j + 15 X) = 0 mod MQ(S’J )7+7O
X

ou on rappelle que :

a1,0GyI(k — 1)(2im) T (=1)kcd ag”
L+ (£ s> 5,00 N

Gr10(1g X FX)(f) Ly, o 0(k =1, Flys)

Plan du travail. Le chapitre I commence par fixer les notations qui seront
utilisées dans le reste du texte. Il passe ensuite en revue les résultats de base sur
le théoreme d’approximation forte, la réduction d’endomorphismes et les fonctions
confluentes hypergéométriques. Au passage, on introduit le formalisme des “tours
modulaires”, qui sans étre absolument nécessaire, permet de mieux exprimer les
problemes de variations verticale et horizontale.

Le chapitre II présente en détails les formes modulaires qui sont étudiées dans
ce texte. Il commence bien évidemment par leur définition, en précisant le lien avec
les formes classiques, et avec la présentation plus classique des formes modulaires
adélique. Il se poursuit en discutant les notions de développements, automorphe et
de Fourier. Il se termine par la construction de séries d’Eisenstein qui rentrent dans
ce cadre.

Le chapitre III présente tous les outils sur les formes modulaires dont on aura
besoin. Il commence donc par un passage en revue de tous les opérateurs, qui sont

H(f,OZ7S7j,X)
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définis, puis étudiés (en mettant 'accent sur les propriétés qui sont utiles & la suite,
bien siir). Il se poursuit par la définition de la fonction L d’une forme modulaire, avec
a nouveau une discussion des propriétés essentielles. Enfin, le produit de Petersson
est introduit, avec le cas particulier des intégrales de Rankin-Selberg, et des calculs
explicites qui montrent le lien entre ces intégrales et les valeurs spéciales.

Le chapitre IV contient les premiers résultats intéressants; en effet, c’est
la que sont définies et étudiées la projection canonique et la forme linéaire. En
particulier, on discute de I'intérét de la projection canonique par rapport a d’autres
projections, avant de prouver le théoréme de controle de la dimension. On discute
ensuite de familles de formes propres, car elles sont nécessaires a la définition de
formes linéaires. Cette derniere définition est détaillée point par point, pour justifier
que tout ce qu’on introduit est bien nécessaire pour obtenir les résultats attendus.
La variation horizontale de ces formes linéaires occupe le reste du chapitre, qui
se termine par une synthese dans laquelle on montre que 'on peut, a partir des
diverses formes, en obtenir une indépendante de S.

Le chapitre V discute des distributions a valeurs modulaires; d’abord dans
un cadre général, en donnant des exemples, et en discutant de leur “admissibilité”,
avant de se pencher sur le cas particulier de la convolution de deux distributions
d’Eisenstein, et prouver le théoreme des congruences. Le critere d’admissibilité est
alors énoncé puis prouvé; la distribution construite et étudiée précédemment en
vérifie évidemment les hypotheses !

Le chapitre VI enfin, définit les distributions a valeurs scalaires a partir
des distributions modulaires, de la projection et de la forme linéaire construits
précédemment. On peut alors prouver que ces distributions vérifient aussi un théo-
reme des congruences, et forment une famille admissible. On établit ensuite que
certaines de leurs intégrales sont liées aux valeurs spéciales auxquelles on s’intéresse.
On en déduit alors un résultat de congruence pour les valeurs spéciales.
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CHAPITRE I
Préliminaires

1.1. Notations, conventions

1.1.1. Général. On fixe un entier NV et un caractere de Dirichlet ¢ défini
modulo N. On notera S et ¥ des ensembles finis variables de places de Q, avec
S C X; et on écrira : Mg = [[;cgl et Ng = NMgs. On fera toujours le choix
NAMs =NANMg=1.

On notera par des lettres soulignées des multi-indices de N¥ ou N¥, et si p,v €
N¥, on notera :

— = (Vp)pes;;

B M§ = Hpespr ;

—v<p lorsque v, < i, pour tout p € S;
- p-v= (tp — Vp)pes st on sait v < u;
- pFr= (p + Vp)pes,

— tv = (tvp)pes lorsque t € N;
—v+n=(vp+n)pes (n entier);

— enfin, (v,0) € N¥ est le prolongement de la famille (1,),ecs par zéro sur
>-5,;
ces multi-indices se révéleront d’un usage tres pratique.

1.1.2. Anneaux. Si A est un anneau commutatif unitaire, on notera A* le
semi-groupe des réguliers, et A* le groupe des inversibles.

Sur un anneau A, A[[¢V]][R] ne forme pas un anneau. Cependant, la limite
inductive : limygx Allg~7]][R) admet une structure d’anneau. C'est & cette limite
que l'on fera référence quand on parlera de I'anneau A[[¢V]][R].

On se placera souvent dans le cas olt anneau de base sera Q, C ou un des
corps de Tate C,. On rappelle que sont des corps algébriquement clos. On se fixe
des plongements :

i: Q— C
ilt @—> (Cl

qui resteront en général implicites...

O C Q est Panneau des entiers algébriques et Z, C Qp l'anneau des entiers
p-adiques pour tout p.

On note A I'anneau des adeles, et Ay I’anneau des adeles finis. 7, est Panneau
complété des entiers, isomorphe a ], Z;. On sait que A=Ay x Ret Ay = 72 Q.

1.1.3. Groupes. On travaillera avec des sous-groupes de GGLs sur divers an-
neaux, que ’on va noter ainsi :

15
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U:

naturellement, en plus de ces groupes-ci, on considerera les groupes usuels S L,
SO2, Oq, ete, lorsque cela a un sens. En particulier, on notera r(6) la rotation d’angle
6 dans SO2(R).

De méme, toujours lorsque cela a un sens (par exemple sur 7 ou Z), on
considerera les groupes B(a), P(a), etc, ot a est un idéal, qui sont obtenus comme
image réciproques des sous-groupes correspondants dans le quotient.

On réserve les notations I'o (), I'1 (IV) et I'(IV) aux sous-groupes de congruences
habituels dans SL2(Z) : respectivement B(N), U(N) et le noyau de la réduction
modulo N.

Dans le cas des sous-groupes sur sous-corps de R, on notera ™ pour signifier que
Pon se restreint au sous-groupe de déterminant strictement positif (avec la réserve
suivante : comme les matrices d’homothéties sont de toutes fagons de déterminant
positif, cela signifiera que le rapport est strictement positif).

Il est pratique de disposer d’une fagon de nommer les coefficients d’une matrice :

_ ([ ay Dby )
v = € GL
< cy dy 2

1.1.4. Objets adéliques. Quand on considerera un objet de nature adélique,
disons o, on notera o, sa partie archimédienne, et oy sa partie non-archimédienne.
Par exemple, si ¢ est un idele, i, sera un élément de R*, et iy un élément de A;Z.
On notera aussi o, pour la partie p-adique de o.

Etant donné un objet (non-)archimédien, on parlera aussi parfois de lui comme
d’un objet adélique. Cela signifiera que 'on utilisera implicitement un plongement
canonique de la partie considérée dans ’espace adélique correspondant. Ainsi, un
réel non-nul z considéré comme un adele est I’adele dont la partie archimédienne
est x, et la partie non-archimédienne est nulle. Le méme réel considéré comme un
idele est I’idele dont la partie archimédienne est x, et la partie non-archimédienne
est 1.

Il y a une exception importante a cette derniere convention : les rationnels
ont des plongements naturels a la fois dans les parties archimédiennes et non-
archimédiennes; dans ce cas, on privilégiera le plongement diagonal. Par exemple,
une matrice v € GL2(Q) se plonge en une matrice de GLy(A) telle que 700 = 7y €t

vF=7-
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1.1.5. Espaces topologiques. Les espaces de base dans ce travail seront les
Ys = [I,c5Z;- Ce sont des espaces topologiques profinis, donc compacts. La topo-
logie de Yg est définie par les voisinages de ses points; pour un point a € Yg une
base de ces voisinages est a + (Mg), ot v € N5,

On considerera aussi le demi-plan de Poincaré usuel H = {r € C/(7) > 0},
sur lequel GLJ (R) agit par homographies.

On notera :
{( g ”15 ) eGL;(R)}

Hy = {(g ”{)eGLg(Af)}

les équivalents matriciels du demi-plan de Poincaré; en particulier, on peut identifier
H et Hy :

Hoo

H — Hy

o (sg) 3%(;))

PROPOSITION 1.1. On dispose de la décomposition suivante (topologique!) de
+ .
GLy (R) :
GLI(R) = ZH(R) x Hu, x SO2(R)
DEMONSTRATION. Il suffit de considérer 'action des homographies sur i : le

stabilisateur est formé par le centre et les rotations, et cette action induit un
homéomorphisme : Hy, = H. O

PROPOSITION 1.2. L’application 7 : GL3 (R) — H définie précédemment,
transforme la multiplication par une matrice de GL;(Q) en action par homographie
par cette méme matrice.

DEMONSTRATION. On considere v = < ch Z ) €GLI(Q),et T=x+iycH

(ol on voit = et y comme des fonctions de 7, et ot on identifie H et Hy,) ; alors on

peut prouver :
(L6 1) - (7 )

ol «v est défini par : ¢7 + d = |c7 + d| exp(ia). O
1.1.6. Facteurs d’automorphie. Pour v = < ch Z ) € GL3 (R) et 7 € H,
on peut définir trois facteurs d’automorphie :
jo(y,7) = (er+d)7!
Jip(v.7) = |dety[(er +d)7!
gi(y,7) = dety(cr +d)7?

Il vérifient tous, pour tous v,g € GL3 (R) et 7 € H, la regle de composition
suivante :

Jj(vg, ) = j(v,97)i(g, )
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Par ailleurs, on définit, pour tout k& € N, une action des matrices de GLj (R)
sur les fonctions H — C, via :

Flev(7) = jije(v. 7)EF(y7)

1.2. Caractéres

1.2.1. Caracteéres de Dirichlet. Un caractere de Dirichlet modulo N est un
morphisme de groupes : (Z/NZ)* — C*.

On dit qu’un caractere de Dirichlet est de conducteur N lorsqu’il ne se factorise
pas via la réduction modulo D pour un diviseur strict D de N.

1.2.2. Exponentielle adélique. 1l s’agit d'un caractere additif ¥ : A/Q —
C, que l'on définit localement :

— sur la place infinie, on consideére ¥, : x — exp(2inz) ;

— sur chaque place finie p, on considére ¥, : x — exp(—2imz), ou cette
définition est a comprendre comme définissant 'image d’un nombre p-adique
par 'image de sa partie fractionnaire, 'image des entiers étant triviale.

Cette exponentielle engendre tous les caracteres de A/Q.

REMARQUE 1.1. Se fizer explicitement un caractére additif de base posséde
un avantage sur une approche plus généraliste : elle permet de se contenter de la
définition des sous-groupes de congruence donnée plus loin : nul besoin de rajouter
une “différente” pour tenir compte du fait que le caractére n’est pas trivial sur Z,
pour tout p.

1.3. Théoréme d’approximation forte

1.3.1. Enoncé. On rappelle sans le démontrer le résultat suivant, connu sous
le nom de “théoreme d’approximation forte” :

THEOREME 1.1. Si K est un sous-groupe d’indice fini de GLQ(Z), tel que :

— pour presque tout p, K, = GLa(Zyp) ;

— pour tout p, le déterminant det : K, — Zy, est surjectif.
alors GLy(A) = GLy(Q). (GL3 (R) x K) (ot le produit par des matrices rationnel-
les doit se comprendre par le plongement diagonal, comme convenu!)

On va souvent utiliser ce théoreme appliqué dans le cas suivant; on parlera
alors d’appliquer le théoreme d’approximation forte “en niveau N” :

COROLLAIRE 1.1. GLs(A) = GL2(Q). (GL3 (R) x B(N))

1.3.2. Unicité de 1’écriture. Il est important de comparer deux décompo-
sitions d’une méme matrice adélique g € GLo(A) via ce corollaire. Imaginons que
9= 90-(95 % gn) = 94-(9's * gly), avec gg, gh € GL2(Q), g, g's € GLF (R) et
gN, g € B(N). On pose h = g’@ng € GL3(Q). On a alors :

g{@+ = goh™!
g/R = hg]{{
g?v = hgn

ce qui montre que A est un bon indicateur du défaut d’unicité de la décomposition.
Voyons ce que ces égalités fournissent comme indication sur h :
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— la premiere ligne provient directement de la définition de h, et montre que
c’est une matrice a coefficients rationnels, ce qui permet de la voir a la fois
comme archimédienne et non-archimédienne;

— la seconde ligne indique que le déterminant de h est strictement positif;

— la derniere ligne donne beaucoup d’indications : h est a coefficients entiers, et
son coefficient (2,1) est congru & 0 modulo N. Par ailleurs, son déterminant
(qui est donc entier) doit étre inversible modulo tous les nombres premiers :
c’est donc £1.

On voit alors que si deux décompositions different, c’est nécessairement par une
matrice de I'g(N). Et inversement, si on se donne une décomposition d’une matrice,
il est clair qu’on peut en obtenir une autre en faisant agir une matrice de ce groupe.

REMARQUE 1.2. Ce théoréme est dicuté de fagon trés claire dans le livre [16]
de Gelbart, ot sont données aussi un certain nombre de références sur des résultats

similaires. On trouve une preuve pour le groupe algébrique SLo dans le livre [18]
de Hida.

1.3.3. Passage a un groupe plus petit. On choisit g € GL2(A), et on
imagine qu’on en connait une écriture dans la décomposition GLo(Q).(GLF (R)
B(N)); et on souhaite en déduire alors une écriture dans GLo(Q).(GLF (R)
B(MN)), si possible. On va voir que si M|N, on peut le faire.

Pour cela, il suffit de considérer 1, x u avec u € B(N). On va voir qu’il existe
une matrice h € I'1(IV), que 'on donnera explicitement, telle que hru € B(MN).

A Taide de cette matrice h, on peut écrire :

loo x u=h~".(h x hu)

Voyons maintenant comment calculer h; on pose :
1 0
h = < Na 1 )
_ a b
“ 7 \Ne d

(v 1) (N 0) = (o v )

et on voit qu’il suffit de faire un choix de o € Z tel que ¢+ ac = 0 mod M.

C’est 1a qu'intervient ’hypothese M|N ; en effet, pour étre siir de pouvoir faire
un tel choix, il faut que a, € Z, soit inversible, pour tout p|M. Or, si M|N, ces
conditions sont vérifiées, car ad — bNc¢ € Z*. Si maintenant ap est inversible, alors
il existe a, € Z,, tel que ¢, + a,a, = 0 mod p?»M). Cet entier (de Z,) est unique
modulo p»(M). On utilise alors le théoréme chinois pour obtenir un entier (relatif!)
a, défini modulo M, qui recolle les données des c,, pour tous les p|M.

X
X

alors :

1.4. Tours

On va travailler avec des familles d’espaces vectoriels sur des corps algébrique-
ment clos (généralement Q ou C), structurées par des applications linéaires plus
ou moins simples. Il est donc relativement naturel de chercher a définir un certain
vocabulaire, qui sans exprimer de choses bien complexes, permettra néanmoins de
rendre ’exposé plus compréhensible.
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1.4.1. S-tour. Une S-tour est la donnée :

— pour chaque v € N¥, d’un espace vectoriel F%;

— pour chaque couple v < p € N® d’une application linéaire hyu: EY — E®;

— pour chaque couple v < i € N® d’une application linéaire by : EE — B,
EY est I'étage v, E2 est le rez-de-chaussée. Les applications hy,,, sont les ascenseurs
ascendants et les b, , sont les ascenseurs descendants. -

On demande aux ascenseurs de vérifier les propriétés suivantes :

— c’est 'identité si p = v;

—siv<pu <), 'ascenseur associé au couple v < X est le composé des ascen-

seurs associés 4 v < wet p < A\

On dira plus simplemeﬂt q&e (E, h,b) est une S-tour pour décrire cette situa-

tion.

REMARQUE 1.3. Les ascenseurs ascendants et descendants forment deux fa-
milles de morphismes, avec des propriétés de cohérences internes a chaque famille,
mais sans propriété qui les lie : ils ne sont pas inverses les uns des autres, en
particulier.

1.4.2. Morphisme de tours. Etant données (E, h, b) une S-tour et (E', h’,b")
une Y-tour, et une famille d’applications linéaires (indexée par N°) fv: B% —
E'@0) on dit que cette famille forme un morphisme de tours si pour tous v < JI3S
N¥ on a:

— la condition de compatibilité ascendante : le diagramme suivant commute

fu
Bt —— /(1,0

7
hkvﬁT Th(u,ox(u,m

Ev —f) E'(w0)
— la condition de compatibilité descendante : le diagramme suivant commute

fu
Bt —— p!(1:0)

!
bﬁv”l lb@g),(ﬁ,g)

EY —f) E/(z0)

REMARQUE 1.4. Il n’est pas possible de définir de fagon satisfaisante un mor-
phisme d’une L-tour dans une S-tour pour une raison simple : la S-tour a moins
d’indices !

1.4.3. Restriction et extension de tour. Clairement, si S C X, et si on
dispose d’une X-tour (E, h,b), on peut en faire une S-tour (E|g, h|s, b|s) de la facon
suivante :

- Bl = E@9) .

- (h|S)Z,ﬁ = h(z,Q);(ng) ;

= (bls) v = b(p,0),(.0) i
oty <pé€ N%. On dit que E|g est la restriction de E & S.
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On ne va pas définir la notion d’extension de tours comme réciproque de la
restriction, car cela serait trop restrictif : on dira qu’un morphisme f entre une
S-tour et une X-tour est une extension s’il est injectif a chaque étage.

Si S = 3, et les morphismes sont des inclusions, on parlera plutot de sous-tour.

1.4.4. Tour de dimension finie. On s’intéressera principalement & des tours
dont chaque étage est de dimension finie; mais évidemment, méme dans ce cas,
il n’est pas impossible que dim E% tende vers +oo quand on fait tendre v vers
“Pinfini”.

On parlera donc de tour de dimension finie uniquement dans le cas ou la
dimension des étages est bornée.

1.5. Réduction d’endomorphismes : espaces caractéristiques

Dans toute cette section, on va travailler avec un corps K algébriquement clos,
un espace vectoriel E de dimension finie sur K, et U, V' deux K-endomorphismes de
E, tels que UV = VU.

1.5.1. Point de vue polynomial. On rappelle d’abord un résultat tres sim-
ple mais fondamental sur les polynémes d’endomorphismes :

LEMME 1.1 (lemme des noyaux). Si P1,..., P, € K[X] sont premiers entre eux
deux a deux, on a :

Ker(Py...P,)(U)=KerPL(U)®---® KerP,(U)

DEMONSTRATION. On va commencer par montrer que la somme est directe :
soient 4 # j, et supposons que & € KerP;(U)NKerP;(U). On applique le théoreme
de Bézout & P; et P;, ce qui permet d’écrire : @Q;P; + Q;FP; = 1. Si on calcule le
polyndéme en U associé a cette égalité, évalué en x, il vient : x = 0.

Il reste maintenant & montrer que cette somme directe vaut ce que ’on attend.
L’inclusion de la somme dans le noyau du produit est claire; il suffit donc de prouver
Pautre inclusion : fixons € Ker(P;...P,)(U), le but est de le décomposer en
somme d’éléments dans les autres noyaux. Pour j € [[1,7n]], notons P; le produit de
tous les P;, sauf ¢ = j. On applique alors le théoreme de Bézout a ces polynomes
pour écrire : lel + -+ QnP, = 1. Quand on calcule au point z le polynéme en
U associé a cette égalité, il vient & = 1 + - - - + x,, ot x; = Q;(U)P;(U)(x) est un
élément de KerP;(U), par définition de x, ce qui donne I’écriture cherchée. O

Si maintenant on utilise le fait que K est algébriquement clos pour écrire le po-
lynéme minimal de U (il existe : on est en dimension finie!) sous la forme suivante :

Hy(X) = (X — )" x -+ x (X —ap)™"

A partir de cette décomposition polynomiale, le lemme des noyaux donne une
décomposition vectorielle :

E=Ker({U—a1)" @ @& Ker(U—a,)™

et cette décomposition est respectée par V' : il respecte les noyaux des polynomes
en U car il commute avec ce dernier.

On a donc une décomposition vectorielle de I'espace total, qui présente des
propriétés intéressantes, puisqu’elle est respectée par les endomorphismes raison-
nables, et fait intervenir des calculs sur des puissances de U fixée. Son défaut est
de nécessiter la connaissance explicite de toutes les valeurs propres de U.



22 I. PRELIMINAIRES

1.5.2. Point de vue grassmannien. On note Gy ’ensemble des sous-espaces
vectoriels de E. I’endomorphisme U, qui agit sur les points induit U : Gg — Gg
qui agit sur les espaces.

On peut évidemment composer les applications sur cette grassmannienne, mais
on dispose d’'une possibilité supplémentaire : on peut définir une “composition
infinie”, de la fagon suivante : si V' € Gg est tel que U(V) C V, on définit
U>(V) comme N,U"(V). Cette composée vérifie une propriété de projection :
U™ o U = U ; mais ce n’est plus une fonction sur les points de E'!

On va voir que c’est une véritable projection, en un certain sens; posons :

KerU® = U,KerU"
ImU® = N, ImU"

ol le noyau est le plus grand sous-espace sur lequel U est nilpotent, et 'image le
plus grand sous-espace dont les points sont image d’une puissance quelconque de

U.

PRrROPOSITION 1.3. On a la décomposition suivante :
E=KerU® @ ImU™

DEMONSTRATION. C’est I'intuition qu’il s’agit d’une sorte de projecteur qui
doit guider!

Montrons que la somme est directe : soit y = KerU®> N ImU®. Alors y =
U (x), car c’est un sous-espace de I'image. On peut alors utiliser la propriété de
stabilité : y = U (U (x)) = U (y), mais comme y est un sous-espace du noyau,
il vient : y = 0.

Pour montrer que la somme est totale, avec un projecteur normal, on écrirait
lidentité comme I = U + (I — U®°), mais ceci n’est pas disponible sur la grass-
mannienne. On dispose par contre du théoreme du rang, que l'on peut appliquer
a U" pour tout n > 0 : dimFE = dimKerU"™ + dimImU™. En passant a la li-
mite dans cette égalité, on voit que les dimensions des sous-espaces considérés sont
supplémentaires ; or il sont en somme directe, donc ils engendrent tout ’espace. [

On obtient donc une décomposition vectorielle intéressante car elle est stable
par des endomorphismes raisonnables, et elle ne demande pas de trop bien connaitre
Popérateur U. Cependant, elle fait intervenir un passage a la limite qui n’est pas
des plus explicites.

1.5.3. Comparaison des deux points de vue. Si on se fixe une valeur
propre « de U, on a deux décompositions intéressantes associées a (U, a) :

E = Ker(U-al)™ & @) Ker(U - pI)"
B#a
E = UpsoKer(U—al)" @& Np>olm(U —al)”
on va montrer qu’en fait :
Un>oKer(U —ad)™ Ker(U — al)¥
AnzoIlm(U —al)* = @5 Ker(U - pI)"
B#a

ce qui montre que pour calculer une projection sur les noyaux, il suffit de faire le
calcul pour une puissance donnée de U — al, et que la connaissance de toutes les
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valeurs propres n’est pas nécessaire : on dispose d’une décomposition a laquelle on
peut appliquer des outils classiques de calcul algorithmique.

En fait, comme on sait dispose de renseignements sur les dimensions de ces
espaces, on va se contenter de prouver :

Ker(U—al)" C UpsoKer(U —al)"
Ker(U —pI)""  C Npsolm(U —al)”

La premiere inclusion est claire, regardons la seconde (dans laquelle bien sir
B # a). Comme U — ol fixe Ker(U — fI)¥5 (U commute avec lui-méme!), on va
prouver que c’est un isomorphisme de cet espace.

Pour cela, on remarque que : U — ol s’écrit (U — BI) + (8 — o)1, donc se met
sous la forme (8—a)(I —N) ot N est un opérateur nilpotent. Or on sait que de tels
opérateurs sont inversibles (I'inverse de I — N est la somme [finie par nilpotence] :

2N

1.5.4. Calcul effectif de la projection. On va essayer de voir comment la
discussion précédente permet de calculer explicitement la projection avec un logiciel
capable de faire un certain nombre de manipulations sur ’espace considéré.

On se fixe donc l'opérateur U sur l’espace, et une de ses valeurs propres a.
On imagine que l'on dispose d’'une base quelconque B de l’espace, et que I'on est
capable de projeter tout élément dans toute base.

On commence par calculer I'image de chaque élément de la base par U, et sa
projection sur la base; cela détermine la matrice M de U dans la base initiale.

On calcule M’ = M? ou d est la dimension de 'espace. Si on dispose de
renseignements plus fins sur la valeur propre (comme son ordre dans le polynome
minimal de U sur cet espace), on peut calculer une puissance plus faible.

On cherche alors le noyau de M’, ce qui donne un certain nombre de vecteurs,
qui forment une base de l’espace caractéristique cherché.

Il reste enfin & calculer I'image de M’, dont on ne conserve que le minimum de
vecteurs nécessaires pour en avoir une base : on a alors une base du supplémentaire
canonique (pour U) de l'espace caractéristique.

Ces deux bases forment une base de I'espace total, adaptée a la décomposition
caractéristique : il suffit de projeter un vecteur dans cette nouvelle base pour
connaitre sa projection sur ’espace caractéristique.

1.6. Fonction confluente hypergéométrique

Ces fonctions, dont I'une va jouer un réle crucial pour établir des résultats de
régularité pour les séries d’Eisenstein, sont étudiées, preuves a I’appui, dans divers
textes; la référence centrale est 1’article [52] de Shimura, mais Hida donne d’autres
preuves dans [18].

1.6.1. Définition. On considere, pour y € R et a, 3 des complexes :

o0
olyia,f) = [ (et )70 exp(-yu)da
0
cette intégrale converge bien lorsque 3 est de partie réelle strictement positive.

1.6.2. Prolongement analytique. La fonction (exp(2in3) — 1)o(y; «, 3) se
prolonge en une fonction holomorphe sur tout le plan (o, 3) € C2.
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1.6.3. Equation fonctionnelle. La fonction w(y; o, ) — y°T'(3) o (y; o, B)
est invariante via les substitutions (simultanées!) a+—1—0et f1—1—a :

w(y; o, B) =w(y; 1 - 6,1 - B)

1.6.4. Valeurs particuliéres. On sait évaluer la fonction w dans les cas sui-
vants tres simples :

— lorsque R(«a) > 0, w(y; ,0) = 1;

— lorsque R(5) > 0, w(y;1,8) =1;

1.6.5. Développement polynomial.

PROPOSITION 1.4. On dispose de l’expression de récurrence suivante, pour tout
entier naturel r :

;Q = s (" 7“&) “w(y; o — j; r
ol 8) = D1 (1) syt =i+ 1)

Cette relation de récurrence permet d’obtenir un développement polynomial :
COROLLAIRE 1.2. Sir est tel que R(aw — 1) > 0, alors on a :
T
w(y; o, —r) = -7 . | ==y’
o =32 (1) s

DEMONSTRATION. En effet, pour ces choix, on sait que 'on peut utiliser les
valeurs particulieres connues de la fonction w. O

1.7. Lemme de Rankin

LEMME 1.2 (de Rankin). Supposons données deux suites (a,) et (b,), vérifiant
les propriétés suivantes :

{ Ysowr X" = gaxmaax)
L2t XT = amam
alors on a :
ZabXT: (1 —ad/BB X?)
X = B~ AR 0P X)L~ B X)

r>0

DEMONSTRATION. On commence par se ramener & un énoncé qui ne fait inter-
venir que les o, o/, B et 5 ; en décomposant les séries en (a,) et (b,) via le produit,
on obtient les expressions suivantes :

{ ar = Zi+j:r ala/i
/
by = Y= B0

Par ailleurs, en décomposant la fraction rationnelle, on a :

(1—aa’Bp'X?)
(T—aBX)(1—a'BX)(1—af X)(1—a/F'X)
/ /v 2 a+c /b+d na+b arc+d yva+b+c+d
(1 —ad/ BB X7) x>, gso @ eaPTapeToprerex
a+c 1b+d ga+b grc+d y a+b+c+d
Za,lxadZOa «a 6 ﬂ X

a+c . /b+d na+b grc+d yva+b+c+d
—Za,dzm,czoa o/PTEpITRpIeTeX
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prouver le lemme revient donc a établir :

Z aa+ca/b+dﬁa+bﬁ/c+d _ Z aio/jﬁkﬁ’l

a,b,c,d>0 1,5,k,0>0

avec les contraintes : a+b+c+d=ret ad =0 a gauche,eti+j=retk+Il=r
a droite; et ceci pour tout r > 0. Il s’agit donc essentiellement de trouver un
changement de variables adéquat.

Il suffit en fait de considérer les points i et k sur le segment [[0, 7]]. Ils coupent
le segment en trois. La longueur du premier morceau sera c, la longueur du dernier,
b. La longueur du segment du milieu sera a si k < i, et dsi+ < k; avec a ou d nul
si non précisé. Il est clair que cela reste cohérent si k = i. Récapitulons : si k < 4,
alorsc=k,a=i—k,b=jetd=0;sii<k,alorsc=1i,d=k—i,b=1et a=0.
Ce changement de variable établit I’égalité, donc le lemme. O

1.8. Transformée de Fourier sur A,

1.8.1. Définitions. Soit ¢ : Ay — C une fonction localement constante &
support compact (notons £C leur ensemble). On définit sa transformée de Fourier
par la formule suivante :

Fola) = [ plt)¥s(~ta)it
Ag
ou Wy = [, ¥, est 'exponentielle semi-adélique déja introduite (en 1.2.2, page 18).
Si a est un adele fini, on note T, 'opérateur qui agit sur ¢ € LC par translation :
olTa(r) = ¢z +a)
Pour A un idele fini, on note H)y I'opérateur qui agit sur ¢ € LC par homothétie :
ol Hx(z) = p(Az)

1.8.2. Outils de calcul. Les propriétés suivantes permettent de calculer la
transformée de Fourier d’une fonction quelconque plus facilement.

ProroOSITION 1.5. On a : Fly; =1,

DEMONSTRATION. En effet, la transformée de Fourier s’interprete alors comme
une somme sur des racines de 'unité : s’il y a un dénominateur, la somme est nulle.
Sinon, la somme vaut 1. ([

On va noter ¥, la fonction  — Py(ax). Elle est bien localement constante,
mais son support n’est pas compact.

PROPOSITION 1.6. Pour tous a,x € Ay et ¢ € LC, on a : Fl,p =V, Fo

DEMONSTRATION. Il suffit d’effectuer le changement de variable : u =t + a et
du = dt dans l'intégrale. O

PROPOSITION 1.7. Pour tous a € Ay et ¢ € LC, on a : F(Vop) =T_Fop

DEMONSTRATION. L’exponentielle décale simplement la variable dans 1'inté-
grale, sans changement de variable. O

PROPOSITION 1.8. Pour tous A €Iy et ¢ € LC, on a : FHyp = |)\|J71H;1.7-'g0

DEMONSTRATION. Il suffit d’effectuer le changement de variable u = At et
du = |A|¢dt dans 'intégrale. O
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1.8.3. Transformée de Fourier d’un caractére de Dirichlet. On sou-
haite calculer la transformée de Fourier d’un caractere de Dirichlet y de conduc-
teur cy. Pour cela, on va commencer par expliquer comment on peut le considérer
comme une fonction de £C ; par définition :

X = Z X(a)laJrcXZ

a mod cy

Pour faire le calcul & I'aide des propositions précédentes, on le réécrit alors sous
la forme :

x= Y, x@T_.H, 1l

a mod cy
On obtient alors :
Fx@) = > X@)FT.H 1l;(x)
a mod cy
= Y @¥(~aa)FH, 1)
a mod cy
1
= Y X(a)¥g(—az)—He, Flj(z)
a mod cy X
1
= — x(a)¥s(—ax)He 1;(x)
x a mod cy
1 —azr
= —H, Y xla)¥y <—> 15(2)
Ex a mod ¢y x

dans cette expression, on voit une somme sur les valeurs d’un caractere, tordue par
une exponentielle : cela fait penser a une somme de Gauss. On va donc tenter de
forcer I'apparition de G, dans I’expression de la transformée de Fourier :

Fx(z) = ciH > x(a)@f<_“x>1z(x)

Cx

X a mod cy
1 B —ax
- i Y e ()16
x a mod cy Ex

on voit alors que la condition 1 (x) est inutile, car x(ax) la contient déja; la somme
est donc la somme de Gauss, et on obtient I’expression finale de la transformée de
Fourier de x :

G

Fx(z) = C—;Y(Cxx)

1.8.4. Transformée inverse. On peut légitimement se demander quelle est
Pexpression de la transformée de Fourier inverse; comme les formules de calcul de
la transformée directe sont inversibles, on obtient aisément et sans calcul :
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PROPOSITION 1.9. Siac€ Af, A€ly et p€ LC, on a :

F 1, = 1,
F T = V_F 'y
F .0 = T,7 '

FlHye = DF'H'F e






CHAPITRE II

Formes modulaires adéliques

2.1. Définition

2.1.1. Rappel : formes modulaires classiques. Il n’est pas inutile de rap-
peler la définition des formes classiques : cela permet de motiver les définitions qui
seront données dans le cadre adélique.

Une forme modulaire classique, de poids k pour un sous-groupe d’indice fini
' C SLy(Z) est une fonction H — C, qui vérifie :

Vr e H,y €T, flxy(r) = f(7)

et qui est presque-holomorphe; c’est une condition de régularité qui est discutée
plus en détail en section 2.2.4. On note I'espace vectoriel sur C engendré par ces
formes M, (T).

On parle de forme modulaire (classique) de poids k et de niveau N pour les
formes appartenant & My (1 (N)). Cet espace se décompose de fagon naturelle sous
la forme : My(N) = @y Mi(N, ), ou la somme porte sur les caracteres définis
modulo N, et f est dans My (N,1) lorsqu’elle est dans My (N) et vérifie de plus :
() = () f(7).

On dit qu’elle est parabolique lorsqu’elle s’annule sur toutes les pointes. Les
espaces de formes paraboliques sont plutét notés avec un S (de lallemand Spitz) ;
Sk (N, 1) est donc I’espace des formes paraboliques de poids k, niveau N et caractere

.

2.1.2. Cadre adélique. On dit que F' : GLy(A) — C est une forme modulaire
de poids k, pour le sous-groupe d’indice fini K C GLQ(Z), lorsqu’elle vérifie les
conditions suivantes : (g € GL2(A))

- ¥y € GL2(Q), Flvg) = Flg)

- VzeR", F(gz) = Fg);

- V0 € R, F(gr(0)) = exp(—ik0)F(g);

- Vk € K, F(gk) = F(g),

— F est presque-holomorphe (la notion, importante, est discutée en détail en

section 2.2.4).

On note My (K) l'espace vectoriel sur C engendré par ces fonctions. On verra
plus loin qu’il est possible de le munir d’une structure entiere/rationnelle, grace aux
coeflicients de Fourier.

On dit que F est de poids k et de niveau N lorsqu’elle appartient & My (U(N)).
On préferera noter cet espace My(N). Comme dans le cadre classique, cet espace
se décompose le long de caracteres :

Mi(N) = Dyy g, Mi (N, 91, 92)

29
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ou la somme porte sur les couples de caracteres de Dirichlet modulo N. L’espace
M (N, 11, 19) est le sous-espace de My (IN) formé par les formes F telles que :

F(g7) = ¢1(ay)2(dy) F(9)
lorsque v € B(N).

REMARQUE 2.1. Si F est dans My (N, 1,¢2), comme r(m) = —1, on a :

Fare) = (o 5 5 )

ot l'on voit la seconde matrice comme élément de B(N), et donc :
drpa(—1) = (-1)*
ce résultat est cohérent avec ce qu’on a dans le cadre classique.
REMARQUE 2.2. Comme B(N)/U(N) < (Z/NZ)*?, qui est commutatif, on a :
F(GL2(Q)gr x gngnU(N)) = F(GL2(Q)gr x gngnU(N))

2.1.3. Lien avec d’autres définitions. La définition précédente de forme
modulaire ne correspond pas exactement a ce qui se trouve dans la littérature;
donnons rapidement quelques points de comparaison.

2.1.3.1. Théorie de la représentation. La définition plus couramment utilisée
dans les articles/livres ou lauteur est plus intéressé par aspect théorie de la
représentation (comme par exemple dans les livres de Gelbart [16], Hida [18] et Li
[25]) est la suivante : une forme modulaire de poids k, niveau N et caractere ¢ (un
seul caractere!) est définie comme vérifiant :

- F(yg) = F(g), pour tout v € GL2(Q);

— F(gr(9)) = F(g) exp(—ik#), pour tout 6 € R;

— F(zg) = ¢¥(a,)F(g), pour tout z € Z(A);

F(gb) = (ap)F(g), pour tout b € B(N);

— des conditions de régularité (en général holomorphie, avec éventuellement
des conditions de croissances pour les formes paraboliques - nous n’avons
pas encore discuté ce point).

La condition sur le centre adélique se décompose en fait en une condition sur le
centre réel, et une au centre non-archimédien ; on voit donc qu’en fait, la forme ainsi
définie est dans My(N,,1). On verra que cette définition est alors plus adaptée
pour avoir une correspondance avec les formes classiques ; mais on perd le parallele
entre les formes avec caractére et sans caracteére, c’est la raison pour laquelle on ne
I’a pas retenue ici.

2.1.3.2. Formes semi-adéliques. Ces formes sont utilisées dans l'article [45] de
Scholl, et un précédent travail [42]; elles sont définies sur H x GLa(A¢). Une forme
F vérifie : 3

~ F(y7,79) = j1(v,7) " F(7, g), pour tout v € GL3 (Q);

— une propriété d’invariance & droite pour un sous-groupe K C GLa(Af);

— une condition de régularité (holomorphie ou presque-holomorphie).

La principale différence avec les formes étudiées ici réside dans cette différence
de comportement vis-a-vis de GL2(Q). Voyons comment obtenir une forme adélique
F & partir de la forme F'; il suffit d’utiliser les propriétés du facteur d’automorphie
pour avoir une idée de la définition : j1 (y7,4) = j1 (v, 7)j1(7,4) ol on identifie T € H
a1 € Hy, et donc ou ji(7,4) = y.
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1 suffit donc de considérer j; (7,4)* F(7, g) pour obtenir une fonction GLJ (Q)-
invariante : c’est le lien cherché.

REMARQUE 2.3. La partie archimédienne de l’espace de définition est plutot
C—R, donc deux copies de H, mais on se raméne aisément au cas de figure discuté
1Ci.

2.1.4. Lien entre formes classiques et adéliques, torsion.
2.1.4.1. Passage classique-adélique.

ProroSITION 2.1. Il existe une application naturelle :
Mk(Na dj) - Mk(N7w7 1)

DEMONSTRATION. On va définir explicitement cette application; cela se fait
en trois étapes. Pour cela, on se fixe une forme modulaire classique f € My (N, ).
On commence par prolonger f en F; de la fagon suivante :

F,:GLj(R) — C
g = flrg(i) =31j2(9.0)" f(g0)
Cette nouvelle fonction a d’ores et déja un certain nombre de propriétés :

— sig € GL] (R) et z € RT, alors Fy(g2) = Fi(g); en effet, le centre n’agit pas
sur 4, et ji/o(2,4) = 1;

—si g € GL(R) et 7(0) € SO3(R), alors Fy(gr(0)) = exp(—ikf)Fi(g); &
nouveau on utilise le fait que les rotations n’agissent pas sur 4, et on calcule
J172(r(8),1) = exp(—i0) ;

— si g € GL] (R) et v € To(N), alors Fi(vg) = ¥(dy)Fi(g); ici, il suffit duti-
liser la propriété d’action a droite pour séparer les actions de v et g sur f,
puis utiliser la modularité de f.

On prolonge alors & GL3 (R) x B(N) via v :
Fy:GLy(R) x B(N) — C
(g:u) — (au)Fi(g)
Par construction, les matrices de B(N) agissent via (¢,1). Le sous-groupe de
congruence B(N) agit donc sur F» comme on le voudrait.

Pour obtenir F3 définie sur GLy(A) = GL2(Q).(GL3 (R) x B(N)), on veut

prolonger par G Ly (Q)-invariance. On sait cependant que les translatés de GLJ (R) x
B(N) se chevauchent, via les matrices de I'o(N) (voir la discussion sur le théoréme

d’approximation forte en 1.3). On doit donc vérifier des conditions de recollement :
sih€eTg(N),ona:

Fs(hgt x hgn) = Fi(hgg)v(angy)

P (dn) Fi (g8 )¢ (an)i(agy)
= Y(andn)Fi (g )¥(gn)

= Fs(g8 x gn)

car apdp, = 1 mod N.

On a donc obtenu une application F' : GLy(A) — C a partir de f. Il s’agit
bien d’une forme modulaire adélique car les trois étapes fournissent les trois pro-
priétés principales : la premiere étape donne le comportement via les rotations et
homothéties archimédiennes, la seconde étape le comportement via B(N), et la
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troisieme donne la GL2(Q)-invariance. Finalement, la régularité de la forme modu-
laire classique f de départ fournit la régularité attendue.
(]

2.1.4.2. Passage adélique-classique.
PRroOPOSITION 2.2. [l existe une application naturelle :
Mk(N71r/)7 1) - Mk(Na ¢)

DEMONSTRATION. Le passage est nettement plus facile dans cette direction,
puisqu’il s’agit cette fois de restreindre une fonction! On se donne donc F' €
M(N,1,1), et on souhaite lui associer de fagon naturelle une forme modulaire
classique f, définie sur H.

On définit f par :
~H, — C
x
1

<(55) - (3 1))

Montrons que f € My(N,), comme annoncé : on se donne un point 7 € H et
une matrice v € I'o(N) :

Flir(r) = Gip2(r,7)* (1)
R e (( y(gf) QC(ZT) ) y 1f>
=l i E (v (V57T ) e <)
= et liat ) etk (5 (VG0 TG0 ) )
_ 7 r (W( y<gT> x(YT) ) " 1f)
= e (Y7 T ) <)
— g (e, )F (( y(gr) x(zr) ) " 1f>
_ g Fy(d)F <( y(gr) x(¥r) ) y 1f)
= W)

ol on a utilisé toutes les propriétés de F : la GLo(Q)-invariance pour faire passer
«v de la partie archimédienne & la partie non-archimédienne [avec inversion], ou I'on
a appliqué la (¢, 1)-variance. On a de plus utilisé la discussion sur le lien entre
I’action des homographies sur le demi-plan de Poincaré et la multiplication par une
matrice dans GL3 (R) (proposition 1.2, ot a est défini dans la preuve).

O

On vérifie aisément que cette construction est bien 'inverse de la précédente.
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2.1.4.3. Torsion par un caractere. On se donne une forme modulaire adélique F'
de poids k, de niveau N et de caracteres (11,12), ainsi qu'un caractere de Dirichlet
1, de conducteur divisant V.

On définit la forme tordue F' ® v, elle aussi de poids k et de niveau N, mais
de caracteres (Y11, ¥1)2), de la fagon suivante : si g € GLo(A) s’écrit sous la forme
g = go-(gr X gn)(en niveau N, via le théoréme d’approximation forte), alors on
définit F®y(g) par la formule : ¢ (det gn ) F(g). Cela a un sens, car I'indétermination
sur gy est donnée par une matrice de SL2(Z), qui est de déterminant 1.

Elle est bien du poids attendu, car elle hérite de F' ses propriétés vis-a-vis
de Z*(R) et SO2(R). Son niveau et ses caracteéres se lisent eux aussi bien sur
Pexpression qui la définit.

Comme l'application F' — F ® 9 est linéaire, d’inverse F — F ® 1, il s’agit
d’un isomorphisme. En particulier, la torsion par 1), permet d’associer & une forme
de caracteres (11,s) une forme de caracteres (¢112, 1), & laquelle vu comment
associer de fagon naturelle une forme modulaire classique.

La torsion nous donne donc le dernier pont entre formes classiques et formes
adéliques. On verra plus tard qu’elle respecte beaucoup plus que la structure vec-
torielle des espaces de formes modulaires.

2.2. Presque-holomorphie et développement de Fourier

On souhaite se donner une condition de régularité plus faible que I’holomor-
phie, mais qui conserverait néanmoins de bonnes propriétés; telles par exemple que
I'existence d’'un développement de Fourier, ainsi que la stabilité par les opérateurs
usuels sur les formes modulaires.

2.2.1. Objectifs : structure entiére/rationnelle. On va voir que 'on peut
définir un “développement de Fourier” des formes modulaires, assez similaire au
développement classique ; mais ici sous la forme :

(2.2.1.a) F (( g T ) X 1f> =y Z anrq"R"

n,r>0

avec n € N, et une somme finie (et indépendante de n) sur r, ot y € R}, z € R;

expression qui provient de 'anneau formel A[[g]][R] via les identifications R = =

4ry
et ¢ = exp(2in(x + iy)), avec A= O, Q ou C.

L’existence d’un tel développement permet de doter les espaces de formes mo-
dulaires d’une structure entiere (choix A = ) ou rationnelle (choix A = Q).
Cela permet de discuter des problemes de congruences entre formes modulaires,
par exemple. On définit alors My (N, 11,12, A) comme étant le sous-espace (sous-
module si A n’est qu'un anneau) des formes de My (N, 11,12) & coefficients dans
A (ie : Vn,r,an, € A).

On dit qu'une forme est “parabolique” sin =0 = Vr,a,, = 0. Ces formes
paraboliques forment un sous-espace vectoriel (un sous-module, sur un anneau) de
M (N, 11,19, A), que 'on note Sk(N, 11,19, A).
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2.2.2. Développement automorphe. Méme sans hypothese de régularité
forte, ni de modularité, une fonction F' : GL2(Q)\GLy(A) — C admet automati-
quement une écriture sous la forme suivante : (ot € A)

(2.2.2.b) F (( (1) | )g) = EZE}\)as(g)‘I’(&x)

en effet, & g € GL2(A) fixé, la fonction :

A — C

(o 1))

est Q-périodique, donc se décompose, par dualité de Pontryagin, sous la forme
(2.2.2.b) avec :

(2.2.2.¢) ae(g) = /@\AF <( - >g> W(—¢t)dt

Ce n’est pas le développement cherché, qui de toutes facons va nécessiter de
faire des hypotheses plus fortes sur le comportement analytique, mais on verra que
ce développement est tres utile.

2.2.3. Fonction de Whittaker. Parmi les coefficients du développement au-
tomorphe, 'un d’entre eux mérite une attention toute particuliere : c’est la fonction
a1, dite “de Whittaker”, que nous noterons A, et qui permet de reconstituer tous
les termes non-nuls, en vertu de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.3. Pour tous § # 0 et g € GL2(A), on a :

(5 9)9) o0

DEMONSTRATION. On calcule, avec un changement de variable z = £z :

A0 )9) = Lur(Co 1) (8 7)o v

31’ ) g> U(—z)dz
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2.2.4. Presque-holomorphie sur le demi-plan de Poincaré. 1l est temps
de discuter de la notion de presque-holomorphie pour une fonction H = H,, — C.
Cette théorie est présentée dans le livre [56] de Shimura; on se contentera ici
d’énoncer les résultats qui nous seront utiles, en donnant des références dans ce
livre.

Plus précisément, la section 13 de [56] discute de la notion de presque-holo-
morphie en général sur une variété complexe, mais la sous-section 13.12, qui discute
un cas particulier est particulierement intéressante, puisque d’une part elle éclaire
grandement I’exposé un peu aride qui précede, et d’autre part elle traite justement
le cas qui nous intéresse ici!

On va donc considérer sur Hy, la fonction C* suivante : R = (4ry)~!. Elle
définit un champ de vecteurs 9/9R, et donc une dérivation des fonctions C*°.

On appelle fonction presque-holomorphe de degré e > 0 toute fonction C*
annulée par cette dérivation a la puissance e + 1. Une fonction est dite presque-
holomorphe lorsqu’elle est presque-holomorphe en un degré (que 1'on ne fixe pas).

Voici un résultat qui explique le nom “presque-holomorphe” :

PROPOSITION 2.4. Une fonction presque-holomorphe en degré e s’exprime com-
me polynome en R de degré au plus e, a coefficients holomorphes.

REMARQUE 2.4. En particulier, cela signifie qu’on peut lui associer un dévelop-
pement en série formelle de la forme :

> anRq

n>0,0<r<e
qui généralise le développement habituel ), an,q" des séries de Fourier.

2.2.5. Presque-holomorphie des formes modulaires. Les formes modu-
laires ne sont pas définies uniquement sur H,, néanmoins, leurs propriétés d’inva-
riance font que ’on va pouvoir se ramener a cette situation. Cela se fera évidemment
par un “oubli” de la partie non-archimédienne, mais c’est assez naturel dans la me-
sure ou 'on cherche & définir un comportement de régularité analytique.

De facon similaire au cadre classique, néanmoins, on définit la régularité via
deux hypotheses : d’'une part une condition de régularité sur la plus grande par-
tie du domaine, ou la fonction est bien définie, et d’autre part une condition de
développement agréable sur les “pointes”, ou l'on fait une hypothése de prolonge-
ment de la fonction.

On dira donc qu’une forme modulaire F' de poids k, niveau N et caracteres
et 1o est presque-holomorphe en degré e & coefficients dans A, lorsqu’elle vérifie les
deux propriétés suivantes :

— pour toute matrice gy € B(NN), l'application :

H, — C
—k
oo (detgoo)TF(goo X gf)

est presque-holomorphe en degré e,
— pour toute matrice gy € B(N), il existe une famille a¢ ,(g¢) de A telle qu'on
a un développement :

x 5 T
F(( 0ol ) ><gf> =y? Y aclg)dR

£20,0<r<e
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oll ¢ = exp(2im(z +iy)) et R = (47y)~L, et & est & dénominateur borné.
Comme dans le cadre classique, on souhaite mettre en avant un développement
particulier : on choisit d’appeler “le” développement de Fourier de F' le développe-
ment associé au choix gy = 1. Ce choix ne préte pas a conséquence; en effet, si
on sait dans quel espace se trouve la forme F', on peut la retrouver a partir de ce
développement, car

GLy(A) = GLy(Q).(GLf (R) x B(N))
= GL3(Q).(HxZ" (R)SO:(R) x B(N))

REMARQUE 2.5. En général, on ne parlera de développement de Fourier que
pour des formes dont on saura a priori dans quel espace elles vivent.

En termes du développement automorphe, 'hypothese de presque-holomorphie

se traduit ainsi :
Yy T k
ag << 01 ) X 1f> =y z:a,’:,r]i"’qé
T

si £ >0 (et 0 sinon).

DEFINITION 2.1. On notera Sg(N, 1,12, A) et MS§(N, 1,12, A) les espaces
de formes modulaires de poids k, niveau N, caracteres 1 et s a coefficients dans
A presque-holomorphes en degré e, respectivement paraboliques ou non.

REMARQUE 2.6. On woit alors que les notions de presque-holomorphie dans le
cadre classique et ce cadre adélique se recoupent bien : les correspondances que [’on
a discutées sont entre espaces de formes modulaires presque-holomorphes de méme
degré.

2.2.6. Dimension des espaces de formes modulaires. Une des propriétés
importantes des espaces de formes modulaires que ’on souhaitait conserver en af-
faiblissant les hypotheses de régularité par rapport au cadre classique holomorphe,
est le fait que les espaces de formes modulaires sont de dimension finie.

Cette propriété est en partie conservée :

PROPOSITION 2.5. MS$(N, 11,9, A) est de dimension finie, pour A = O, Q
ou C.

DEMONSTRATION. Le lemme 14.3 de [56] traite le cas A = C.

La proposition de [56] montre qu'une famille libre sur Q est libre sur C, ce qui
traite le cas A = Q.

Le cas O se déduit du cas précédent. O

REMARQUE 2.7. Mizumoto a €tudié la dimension des espaces de formes presque-
holomorphes, et prouve dans [32] une estimation linéaire de leur croissance avec le
degré ; c’est la raison pour laquelle on travaillera toujours — parfois implicitement,
a degré borné.

2.3. Séries d’Eisenstein

Le but de cette section est de construire des séries d’Eisenstein dans les espaces
modulaires présentés précédemment, avec un calcul précis de leurs coefficients de
Fourier. On va les construire sous forme de deux distributions sur Afc : EZ“;‘I et

alg
Ek)s.
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2.3.1. Distributions d’Eisenstein analytiques. On définit la distribution
d’Eisenstein analytique de poids k > 2 et type s € C, par :

D Gs@)(190)51 (Y900, 1) * 151 (Y900, 1)
YEB@\GL(Q)

k+42s

Ep2 (o) (g) = | det g, >

ol g € GLa(A), ¢ est une fonction localement constante & support compact sur A?,

et :
Crs(@)gr) = D o <g,71 ( 3 )) ol
meQ*

Il n’est pas clair que ces sommes soient bien définies; on va donc vérifier qu’elle
le sont.

Discutons d’abord de (j s(¢) : la somme qui la définit va converger si k +
2R(s) > 0, car comme ¢ est a support compact, les dénominateurs sont bornés, et
on a donc une fonction ( relativement classique.

Pour E,’jf’sal(cp), on peut supposer que k + 2%(s) > 0, pour que chaque terme
soit bien défini. Il faut vérifier que chacun d’entre eux ne dépend que de la classe a
gauche de v € GL2(Q).

Pour cela, il faut discuter de 'action de B(Q) & gauche sur chaque terme de
la somme. Il est plus simple d’utiliser la décomposition des matrices boréliennes en
produit des matrices diagonales et des translations : B = DT.

Le cas des translations est le plus simple a traiter : elles n’agissent ni sur la
partie archimédienne j1 (Yoo, 7)*|j1 (7900, 7)|?, ni sur la partie non-archimédienne
Cr,s(0)(vgy) 5 en effet :

— si t est une translation : j1 (7o, %) = J1(V9oo,)J1(t, Ygoot), OU j1(t, Ygool) =

1;

— si t est une translation : ¢ < ?): = g ;

Voyons maintenant le cas des matrices diagonales ; on se fixe h une telle matrice :

= on a j1(hYgeo, 1) = anji(V9goo, 1), car ji(h,vgooi) = an;

— et Cr,s(p)(hygy) = a}:k|ah|_25<k,s((ﬁ)(’}/gf), par changement de variable dans

la sommation;;
On voit donc que les parties archimédienne et non-archimédienne se compensent,
et le produit ne dépend pas de h.

Maintenant que 'on sait que la somme est définie, il reste a vérifier qu’elle

converge !

2.3.2. Convergence et prolongement analytique. Il n’est pas facile de
prouver la convergence d’une série portant sur des classes d’équivalences de ma-
trices; on va donc essayer de se ramener a des séries plus classiques, auxquelles on
pourra appliquer des résultats connus.

Réécrivons la série d’Eisenstein précédente différemment :

k+42s

Ep(e)(g) = |detgl, * > Ch,s () (797) 31 (V900r 1)F |1 (V00 1) P
YEB(Q\GL2(Q)
_ _k42s _1 x
= |detg|, ? > > @((vgf) ( 0 ))
YEB(Q)\GL2(Q) z€Q*

7272 51 (Y900, ) 11 (7900, 1) [
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Dans cette expression, on devine que la double somme porte sur une fonction de
~x~!; explicitement :

— c’est tres visible dans la partie non-archimédienne;

— dans la partie archimédienne, commme =1 = j; (27!, ygooi), on peut utiliser
les propriétés du facteur j; pour faire apparaitre la variable de sommation
voulue : 27151 (Y900, 1) = J1(72 1 goo, 7).

On va maintenant s’attacher a réécrire le domaine de sommation : on va cette

fois décomposer les boréliens sous la forme : B = ZD>T'; puis identifier Q* & Z, de
sorte que :

B(Q)\GL2(Q) x Q" = D2T(Q)\GL2(Q)

On peut alors écrire :

k+2s

EP™(p)(g) = |detgl, *

(1)) . o
> @ (gf ! ( 0 ))Jl(vgoo,Z)klh(vgoo,Z)lz
@

YED2T(Q)\GL2

Ce sous-groupe D>T est justement celui qui fixe le premier vecteur de base,
dans I’évaluation :

GL:(Q) — Q*—{0}

_ 1
(1)

donc la série d’Eisenstein est en fait une sommation sur des couples non-nuls de
rationnels ; donnons une paramétrisation explicite :

Q*—{0} = D,T(Q)\GL:(Q)
(1/m1 0 > ml#o

(m1,mz) e
0 1/m2

mq = 0
—ma2 mi

en ces termes, on a :
o —1 ]. _ ml .
Y 0 ms ’
— §1(7900, %) = J1(7, 9o08) 71 (goos 7), OU J1(goo, ) €St une constante, et ou le terme

G107, gool) S7écrit (M1 — mageoi) ™ t;
On peut donc écrire :

_kd2s o e
B (@)(9) = Idetgly * j1(goo1)F1i1(90, 1) >
(ma,ma)€Q?— {0}

- m o L=
® <9f1 ( m; )) (M1 — m2goot) k|m1 — Magooi| =%

La convergence de cette nouvelle somme, dans laquelle la présence de ¢ assure
que la somme se fait & dénominateurs bornés, est absolue sur le domaine k+2%R(s) >
2, et donne une fonction C* en goo.

Par ailleurs, d’apres le travail [52] de Shimura, on sait que ce type de série se
prolonge de fagon méromorphe en s; ce qui permet de définir EZ,“;‘I(@), méme pour
s=-0,-1,...,—(k — 1), toujours comme fonction C* de gsoi.
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Ce résultat de convergence est valable pour beaucoup d’autres points s, mais on
verra que pour obtenir des séries d’Eisenstein presque-holomorphes, il faut se limiter
aux s cités précédemment. Ceci sera discuté quand on disposera d’un développement
de Fourier explicite pour cette série.

Avant de calculer ce développement, on vérifie qu’il s’agit bien d’une forme
modulaire.

anal

2.3.3. Modularité. Le but est de prouver que E}';
k, et de niveau N pour un N assez grand.

Cette discussion est plus aisée a partir de la premiere définition, en effet :

— la GL2(Q)-invariance est immédiate, grace a la sommation d’une part, et le
fait que la norme adélique d’un rationnel est 1 d’autre part;

— l’invariance par homothétie réelle est obtenue car le déterminant devant la
somme compense la variation des facteurs en ji ;

— le comportement via les rotations, est obtenu de la méme fagon : le facteur
en j¥ donne le facteur exp(—ik6) attendu, et les facteurs déterminant et en
|71/ sont invariants;

— le comportement via-a-vis des matrices de B(NN) est obtenu en étudiant uni-
quement la fonction (i s(¢), puisque le déterminant d’une matrice de B(N)
est dans Z*, donc de norme 1;

On se fixe g5 € GLa(Ay) et u € U(N).

On veut comparer :

A (3)) = o0 (3))

est modulaire de poids

et :

Or, si N est assez grand, comme ¢ est localement constante a support compact,
v~ ! ne la modifiera pas, si N est assez grand.
Maintenant que ’on sait que E,?f‘sal(gp) est une forme modulaire, on peut calculer

son développement de Fourier.

2.3.4. Développement automorphe et presque-holomorphie. Pour ob-
tenir des résultats de presque-holomorphie sur les distributions d’Eisenstein analy-
tiques, on va calculer explicitement leur développement automorphe.

PROPOSITION 2.6. On dispose de l’expression intégrale suivante de la fonction
de Whittaker W de E,";f’sal(cp) :

+2s

Wi(g) = l|detgl, = ji(goo)"|j1(go0: 1)

> [ oot (3)) v (52) e

meQ*

/(zoo — mgmi)_k|zOO — MGooi| 2% exp (22'77%0) dzoso
R

|25
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DEMONSTRATION. On part de la définition de la fonction de Whittaker, dans
laquelle on développe I'expression de E,";f’sal(ga) comme somme sur des rationnels :

W) = Q\AEml( a((6 1)) e

= |detg|A = jl(goo; i)*1j1(goo, 1)

! 0 1
(m1,ms)€Q2—{0} Y QA e
B 1 te AN
mp —Mma 0 1 Gool

2
= |detg|A (gooa )k|]1(gooaz)

/ o g,l mi — maty
o fow VY "

(M1 — Matoo — Magoot) F|lm1 — Mate — Mageoi| 2V (—t)dt

|25

(m1,m2)eQ?—

ou, si me = 0, on n’a pas de dépendance en t autre que ’exponentielle dans
Iintégrale, donc une contribution nulle. On peut donc développer la somme sur
(m1,ms2) € Q—{0} comme une somme sur mg € Q* et une somme sur m; € Q. On
souhaiterait utiliser cette derniere sommation pour obtenir une intégrale sur A. Pour
cela, il faut faire un changement de variable pour faire disparaitre la dépendance en
m1 dans l'intégrale; on remarque que ce résultat est obtenu en faisant le change-
ment z = my — mat (pour lequel dz = dt, car il s’agit d’un changement de variable
rationnel) :

23
Wi(g) = |detg|A 31(goor )*151 (oo, 1) >
_ my1 — mot
Y Ll ()
(m1,m2)€Q2—{0} Y Q\A
(my — mgt - ngooi)_k|m1 — Matoo — Magoot| 25W(—t)dt
= |d€tg|A E "1 (Goos §)F 11 (goos )

22 S ()

N g z—m
(Zoo — M2goot) k|zoo — Mageoi| 2T ( — 1) dz
2

dans cette derniére expression, comme V¥ est triviale sur QQ, on n’a pas de dépendance
en mi, donc on obtient une intégrale sur A ; par ailleurs, 'intégrande se factorise
en partie archimédienne et partie non-archimédienne, ce qui donne ’expression de
la proposition. O

A partir de cette premiere expression générale de la fonction de Whittaker,
on va pouvoir en établir une seconde, qui permettra d’établir aisément la presque-
holomorphie de E,?f‘sal(gp); pour cela, on aura besoin du lemme suivant, qui donne
une expression d’une intégrale archimédienne :
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LEMME 2.1. Sit=x+iw e H, ona :

(—2im)kms

/R(T + )7 K| + 2|72 exp(—2inz)dr = T+ 9)

w(dmy; k + s,8)y~° exp(2inT)

PROPOSITION 2.7. On dispose de ’expression suivante de la fonction de Whit-
taker, ou T =x+iy € H :

N i \k s
%% << g 31; ) X gf> = y2 exp(QiWT)%w(élwy;k—ks,s)

Z ml—k|m|—25

meQ*
/ oot ) wy [ =2) dz
Ay ! m m

DEMONSTRATION. On part de 'expression précédente, dans laquelle on rameéne
I'intégrale archimédienne a celle donnée par le lemme :

y @ ks g
W(<01>><9f) y— ooyt Yy

meQ*
/ elot( Uy (L) d-
A, f m f m f
/(zoo —m7)¥|200 — m7| "% exp (2i7rz;°o) dzeo
R m

y_ k+22s yk+s Z

meQ*

Ao () ()

/(mx —m7) " *|ma — m7| 72 exp(2irz)mdz
R

oll on a posé : zo, = ma dans l'intégrale archimédienne, ce qui permet d’écrire :

_kA2s k+s 1-k —2s
y oyt Y m |
meQ*

/Afso(gfl ( s ))@f (%f)dzf
/R (z — 1) F|z — 7|72 exp(2inz)de

k425 pig 1—k —2s
y~ oyt Y m |
meQ*

fo o () v (5 e

/(—u — )7k —u — 7|72 exp(—2imu)du
R
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ol on pose x = —u pour faire apparaitre plus clairement l'intégrale du lemme :
k+29 kJrs 1-k 2s
=y Y m R
meQ*

Afw<gfl(;)>@f<m>dzf

/(u +7)7Fu + 7|72 exp(—2imu)du
R

k+23
=y~ kJrs Z ml k|m| 2s
meQ*
—1 Zf U —Zf d
oo (m)) () e
(—2im)

F(T_F;;w(élwy; k+s,s)y” ®exp(2inT)

COROLLAIRE 2.1. Si0<r <k, ona:
E*(p) € ME(N,4,1)

DEMONSTRATION. En effet, on sait que w(4my; k+s, s) s’écrit comme polynéme
en R = 1/4my pour le choix s = —r, avec 0 < r < k (d’apres la proposition 1.2). O

REMARQUE 2.8. Pour les choiz s =0 et s =1—k, w(dny;k+ s,s) = 1; dans
ces deux cas, la série d’Fisenstein est donc holomorphe.

2.3.5. Version algébrique. La définition précédente met 1’accent sur le con-
trole analytique des distributions d’Eisenstein (presque-holomorphie et degré de
presque-holomorphie, modularité) ; ceci aux dépens du controle des coefficients de
Fourier : on ne sait pas vraiment dans quel anneau ils vivent, et on serait bien en
peine d’établir des relations de congruence entre eux.

On souhaiterait pouvoir définir des distributions d’Eisenstein en controlant
parfaitement la structure rationnelle, de la fagon suivante :

EY5(p) (( g T ) ng) —ys > wdmny;k+ s, )0, r )(sa)(gf)

n>0
avec :
1 m B n\ kt+s—1
o)) = ¢ <gf ( n )) m~* (—)
m

meQ* m
oll ¢ est une fonction localement constante & support compact sur A2, k > 2 et
s €.

Pour vérifier qu'une telle définition a un sens, on va étudier plus en détails les

coeflicients automorphes de la distribution d’Eisenstein analytique Ea“al(gp) :

“"“”((lé f)) = (ny)?ex (2iﬂn7)w(4wny;k+s7s)%

St oo () o ()
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on va maintenant y effectuer le changement de variable : t = z/n, pour obtenir :

“”“”((% 3{)) = (ny)%exp(2mm)w(4my;k+sjs)%
e el () v (50

L’intégrale apparait alors comme 1’évaluation au point (n/m,m) de la trans-
formée de Fourier de o g;l en la premiere variable; notons cette transformation :
F1, de sorte que :

W)((% f)) = (ny)%eXp(QiﬂnT)w(Mny;k—i-s,g)%
= b (£ )
v

Ce calcul fonde la définition des distributions d’Eisenstein algébriques E,jf, et
donne le moyen de calculer les unes en fonction des autres :

PROPOSITION 2.8.

2im)kms ana N
%Ek,s o) = Ek}i(}—l(p)

2.4. Tours modulaires

2.4.1. Définition de Mg. On se fixe un entier NV et S un ensemble fini de
places (finies), tels que le support de N et S sont disjoints. On fixe de plus un poids
k > 2 et des caractéres de Dirichlet i1 et ¥o définis modulo N.

On définit une S-tour de la facon suivante :

— Détage v est Pespace modulaire My (NgMg,11,2) (2 I'avenir, on ne précise-
ra plus ni le poids, ni les caracteres, qui en général seront explicites dans le
contexte) ;

— les ascenseurs ascendants sont tout simplement donnés par l'inclusion natu-
relle des formes d’un niveau dans les formes de niveau multiple;

— l'ascenseur descendant du couple v < p est 'opérateur Ug_z; on a vu que
cet opérateur permettait de descendre le niveau de cette facon.

On notera cette tour Mg, et elle servira de base a toutes les constructions.

C’est une tour dont tous les étages sont de dimension finie, mais qui n’est pas de
dimension finie

2.4.2. Variation horizontale. On a, pour tout ¥ € N, une inclusion natu-
relle :
M(NsM%) ¢ M (NZM%’Q))

qui est bien évidemment compatible avec les ascenseurs, puisque :
— les extensions de niveau sont trivialement compatibles entre elles ;
— par définition Uéﬁ’g)_(z’g) U5 "
On a donc une extension naturelle Mg — Msx.
Quand on aura construit des familles d’objets, disons og dans chaque tour,
étudier la variation horizontale de cette famille d’objets, consistera & comparer o

a I'image de og par cette extension.






CHAPITRE III

Outils sur les formes modulaires

3.1. Opérateurs de base

3.1.1. Action des matrices rationnelles. On souhaite maintenant définir
une action & droite des matrice de GL3 (Q), qui prolongerait I’action classique. On
va voir que la situation est un peu plus compliquée; on va donc commencer par
montrer comment se passe la comparaison, ce qui rendra la définition plus naturelle.

Soit f une forme classique, et f’ = f|r7y son image par 'action de v € GL3 (Q).
On va comparer les fonctions Fy et F| associées, définies sur GLJ (R), que I'on
a rencontrées lorsque 'on a discuté de la comparaison entre formes classiques et
formes adéliques. On se fixe g € GLJ (R), et on calcule :

Fi(g) = [f'xg(i)
= flevlkg(d)
= fleyg(d)
= Fi(yg)

On voit donc que 'action a droite sur les formes modulaires va apparaitre
comme action a gauche sur 'argument de la forme (les fonctions ont une action
dualisante sur les actions de groupe). Cependant, il n’est pas question de définir
simplement F|y(g) = F(yg) pour « a coefficients rationnels, car la forme F' est
G L2 (Q)-invariante & gauche!

On souhaite donc plutét définir 'action de la fagon suivante : si F' est de poids
k et de niveau N, v € GLF (Q) et g € GLa(A), on écrit g sous la forme go.(gr X gn),
via le théoreme d’approximation forte en niveau N. On définit alors :

Fly(g) = F(go-(vgr x gn))

Cette définition est néanmoins problématique : autant dans le cadre classique,
définir I'action est tres simple et évident, et c’est le fait que 'on obtient une forme
modulaire qui est a prouver et demande des hypotheses sur ~, autant ici, la modu-
larité du résultat est tres claire, mais le fait que la définition soit cohérente est loin
de I'étre : Iécriture de g n’est pas unique!

Avant de donner des résultats explicites sur la définition de cette action, on va
établir quelques lemmes, qui seront utiles pour les prouver.

LEMME 3.1. Siu € U(N) et b€ B(N), alors ubU(N) = bU(N).
0 =z
0 0
identité, z € Z et m une matrice carrée A coeflicients dans Z. On calcule ensuite :

ub:b<I+Nb—1mb+b—1 < 0 @ )b)

DEMONSTRATION. On écrit : u = I + Nm + ( ), avec I la matrice

0 0

45
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0 =z
0 0

0 =z N7 7
b1 b L B
(0 0) E(NZ NZ)

b1 0 =z b— 1 codgr iz
0 0 detg \ —ciz  —cydga
o det g € Z*, ag,by,dy € Z et ¢, € NZ; donc on a écrit ub sous la forme bu’ avec

u' € U(N), ce qui prouve le lemme. O

COROLLAIRE 3.1. Siu € U(MN) et b e B(N), alors ubU(N) = bU(N).

Ot on veut prouver :<I + Nb~imb+ b1 < > b) € U(N). Pour cela, il

suffit de vérifier :

DEMONSTRATION. U(MN) C U(N), donc il suffit d’appliquer le lemme précé-
dent. O

PROPOSITION 3.1. Si F € My(N), et a € GL3 (Q) est telle que :

- aB(MN)C B(N)a;

~ si ah = ha avec h € B(MN) et h' € B(N), alors "~'h € U(N);
alors Fl|a est bien définie, et Fla € My(MN).

DEMONSTRATION. C’est la définition qui est le plus problématique; en effet on
a vu en 1.3, que la décomposition via le théoreme d’approximation forte n’était pas
unique. Il faut donc vérifier que deux décompositions différentes d’'une matrice g
donnent la méme valeur F|a(g). On avait justement discuté précisément du défaut
d’unicité de la décomposition : on se donne h € I'o(MN), on décompose via le
théoréme d’approximation forte en niveau M N (on reprend les notations de la
discussion), et on veut prouver :

F(gg-(agr x gun)) = Fgoh™".(ahgr x hgun))

Pour cela, on va utiliser la GLy(Q)-invariance & gauche, et la U (N )-invariance
a droite de F, et écrire ah comme h'c, comme le permettent les hypotheses :

F(goh™".(ahgr x hgun)) = F(GL2(Q).(h agr x hgnnU(N)))
= F(GL2(Q).(agr x W hgunU(N)))

dans cette derniere expression, on sait par hypothese que h'~'h € U(N), donc :
h'~thgnU(N) = gyU(N).
Finalement :

F(goh™".(ahgr x hgn)) = F(GL2(Q).(agr x gnU(N))) = F(gq-(agr X gn))
ce qui montre que la définition est valide.

Voyons maintenant que F'|a appartient bien a I’espace attendu :

— la GLy(Q)-invariance a gauche est héritée de F';

— le comportement & droite via les matrices de Z(R)SO2(R) est le méme que

F;

— D'invariance par les matrices de U (M N) provient de celle de F'.

Pour finir cette preuve, il est important de souligner pourquoi F|a n’est pas
U(N)-invariante & droite comme F', mais est U(M N )-invariante & droite comme F,
ce qui peut sembler paradoxal & premiere vue : la définition de F|a fonctionne en
appliquant F' & une décomposition en niveau M N, que la multiplication a droite
par un élément de U(M N) ne perturbe pas; si par contre on multiplie & droite par
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un élément de U (), pour se ramener & un calcul qui fait apparaitre F, il faut faire
un calcul qui amene la décomposition au niveau M N ; ce qui commute mal avec
I’action de a. O

PROPOSITION 3.2. Sion a F € Mg(MN,1,19) avec ¢y et 1o de conducteurs
divisant N, o € GL (Q) telle que :

~ aB(N) C B(MN)a;

— siah =ha avec h € B(N) et W € B(MN), alors "~'h € U(N) ;
alors Fla € My(N,1,12) (c’est-a-dire : Fla est définie et appartient & cet espace)

DEMONSTRATION. On va commencer par prouver que F|a est bien définie, puis
que son niveau est descendu a N.

La seule chose qui géne pour appliquer la proposition précédente en niveau
MN et avoir directement F|a € My(MN), c’est que l'on sait que h'~'h € U(N)
alors qu'il faudrait »’~'h € U(MN). Cependant, on sait quand méme que h, h’ €
B(MN), donc il suffit de passer par les caracteres 11 et 1o, pour que les choses se
passent bien; si h € T'o(MN), alors :

F(ggh™'.(ahgr x hgun)) = F(GL2(Q).(ahgr % hgnn))
= F(GL2(Q).(h agr x hgun))
= F(GL2(Q).(agr x ' ‘hgun))
= Y1(@p—1ngan )2 (dn—1hgy )
xF(GL2(Q).(agr x 1f))
= P1(agun )¥2(dgyn )1(an—1p) 12 (dp—1p)
XF(GL2(Q).(agr x 1§))
= F(GL2(Q).(agr X gmn))
= F(gg-(agr X gmnN))
On sait donc maintenant que F|a € Mi(MN,11,12) : le premier objectif de la
preuve est atteint.
Calculons maintenant F|a(gb) avec b € B(N). On décompose d’abord g =
go-(agr X gnmn) via le théoréeme d’approximation forte :
Fla(gb) = Fla(gg-(9r X gmn)(lec X b))
= Fla(gg-(9r X gmnD))
mais la matrice & laquelle on applique F'|« est décomposée en niveau N ; ce qui ne
convient pas pour écrire ’action de «; mais on a vu qu’on pouvait obtenir aisément
une décomposition en niveau M N a partir de celle-ci, via une matrice explicite
heT1(N) (voir 1.3) :
Fla(gh) = Fla(9o-(9r X gmnb))
Fla (g@h_l.(th X thNb))
= F (th_l.(ath X thNb))
= F(GL2(Q).(Wagr x hgunb))
= F(GL2(Q).(agr x W'~ hgunb))
= Y1(an-1hgpnt)V2(dn—1hgrnb)
xF (GL2(Q).(agr x 1))
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ou la derniere ligne a pu étre obtenue car on connait le comportement de F' via les
matrices de B(M N), mais ol ¢; et 12 nous permettent de travailler dans B(N) :

djl (ah’_lthNb) = '@[11 (ah/—lh)wl (agMN )1#1 (ab)

= Yi(agyy)r(as)
et de méme pour ¥9(d. ), ce qui permet d’écrire :
Fla(gb) = Y1(an-1ngynt)V2(dn-1hga )

X F (GLy(Q)-(agr x 15))

= 1(agyn)P1(ap)Pa(dgy n )P2(de) F (GL2(Q).(agr X 1y))
= 1(ap)b2(dp) F (GL2(Q).(agr X gmn))
= Yi(ap)P2(dy)Fla(g)

Ce qui montre que F'|a est de niveau N et de caracteres (¢, 12). O

REMARQUE 3.1. On verra que ces propositions n’englobent pas tous les opéra-
teurs que l'on va définir, mais leurs preuves présentent néanmoins tous les argu-
ments que nous rencontrerons.

3.1.2. Opérateurs de trace. Le niveau d’une forme modulaire se reconnait
a son invariance & droite par un sous-groupe de congruence. Pour faire descendre
le niveau d’une forme, il suffit donc de calculer la moyenne sur un quotient,

La proposition suivante précise cette idée :

PROPOSITION 3.3. Ftant donnée F € My(MN), alors :

TriMNF: |g— > F(gd)| € Mk(N)

SCU(N)/U(MN)

DEMONSTRATION. L’invariance & gauche par GL2(Q), et le comportement a
droite par Z(R)SO2(R) sont hérités de F. Par ailleurs, la somme est bien définie,
car F est U(M N )-invariante a droite.

Seul le niveau reste a évaluer; mais si on considere le calcul de TN F(gu)
pour u € U(N), la présence de u permute seulement les éléments de la somme, sans
changer sa valeur : Tr\N F(gu) = TriIVN F(g). O

3.1.3. Opérateurs U de Atkin-Lehner. On définit I'opérateur U,,, en poids
k de la fagon suivante, sur les fonctions GLy(A) — C a priori :

k_ (7
Pt =mé ™ Y Fi( g )
u mod m

Il faut vérifier la validité de cette définition. Néanmoins, on peut déja faire une
remarque qui simplifie cette vérification :

PROPOSITION 3.4. Si m,n sont des entiers, U,U, = Uy ; en particulier, il
s’agit d’une famille commutative d’opérateurs.
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DEMONSTRATION. On se donne une forme F, et g € GLa(A) :

wit S rl( g )@

uw mod m

— it X S Ay 0 ) (o e )W

uw mod m v mod n

SCOERED DD S| (RS 1)

uw mod m v mod n

SCOERED D[ I 1

w mod mn

= F|Umn(g)

F|Un|Unm(g)

O

On voit donc qu’il suffit de vérifier que I’action de U, (p : premier) est bien
définie. Il y a deux cas a distinguer, qui donnent lieu & deux propositions :

PROPOSITION 3.5. Soit ¢ et 1o deux caractéres définis modulo un entier N et
p un nombre premier divisant N ; alors :

UP : MZ(NP, @[Jlﬂ/’?) - MZ(N7 wlan)

DEMONSTRATION. On aimerait appliquer la proposition 3.2; on verra qu’elle
ne s’applique pas tout a fait, mais il sera aisé de I’adapter au cas présent.

Z ) € B(N), et calculons :

a
c

1 v\ " a+cu b+du p —v

0 p pc pd 0 1
(p(a+cu) b—|—du—av—cuv>

p’c p(d —ve)

a-+cu b+du7;gv7cuv
N pc d—wvc

(

Considérons

(o 7)

heR L I

~
gl

dans le coefficient (1,2), p divise ¢, car N divise ¢ et par hypothese p|N, et comme
v € GLy(Z), vp(a) = vp(d) = 0, donc pour chaque wmod p, il y a un unique
v mod p tel que ce coefficient est entier, et donc tel que :

b+du—av—cuv

, a+cu SR
- B(N
v ( D 42 ve )E (Np)

(o u)scan(y ")

par ailleurs, un rapide calcul montre que v'~1y € U(N).

Cette situation ne correspond pas exactement aux hypotheses de la proposition
3.2, néanmoins il ne faut pas perdre de vue que U, est défini via une somme : ce que
I'on vient d’établir montre que si I’on ne peut pas appliquer la proposition a chaque
terme de la somme, cela a un sens de I'appliquer a la somme tout entiere. O

On a donc :

Il reste a discuter le cas ou p ne divise pas le niveau :
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PROPOSITION 3.6. Soit 11 et ¥y deux caractéres définis modulo un entier N et
p un nombre premier ne divisant pas N ; alors :

UZD : MZ(N7 w1’¢2) - MZ(Np7¢1a¢2)

DEMONSTRATION. Le méme calcul que la proposition précédente montre qu’on
est quasiment dans un cas d’application de la proposition 3.1; si ce n’est a nouveau
le fait qu’elle ne fonctionne pas terme a terme, mais pour la somme complete. [

On peut calculer explicitement le développement de Fourier de F|U, & partir
de celui de F :

PROPOSITION 3.7. Pour tout &, on a :

el (4 1)) =) ((

OB I
—3 8
N~
N~~~

et donc :

ag,r(F|Up) = ape,r(F)p"

DEMONSTRATION. On calcule & partir des différentes définitions :

warmn (5 1)) = Lo (6 7)) (8 )

Il
=3
[SIE
L
o
—
kS
|
7N
7N
()
<
s (f
B
"
7N
OB I
—3 8
~_

ot on a utilisé la définition de U, pour un choix du domaine d’intégration tel que
ty € Z

Maintenant, comme ’homothétie réelle n’agit pas, on peut “oublier” cette ma-
trice. On effectue alors le changement de variable : t = pz, et on raffine le choix du
domaine fondamental, en demandant a ce que 2z € Z. Enfin, comme la mesure de
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Haar est invariante par translation, on peut écrire :

wn(35) -+ Lo (G

u mod p

I
=3
[SIE
L
:
9]
[o N
kS|
e e
— —
g S
= |
/N 7N
7N 7N
[eiy O =
) =g
~~_ ~_
/N 7N
O I O I
OB I
—S 8 =38
N— N—— —38
~~_

x1f) U(—£&pz)dz

o E_q 1 Zoo
S S (CRI|
od p Q\A

(1)) e
1

La somme ne dépend plus de u mod p; cette sommation se simplifie donc avec p~+.
Il reste alors le facteur pg et le coefficient automorphe attendu.

Il reste donc a voir comment cette relation entre les coefficients automorphes
se traduit en termes de coefficients de Fourier :

i) (4 7)) = o ((
= p? <%>§ zr:ap&m(F)(pli’)rq%5

= Y2 > ape(F)(pR)'¢*

O ke
=38
N~

=

OB I
—3 8

ou par définition :
y k .
ww) (4 7)) = v Satrwpr
ce qui termine la preuve. ([

REMARQUE 3.2. La somme porte sur n’importe quels entiers u dont les restes
modulo p parcourent toutes les classes, en effet :

o5 )=G i) (o d)
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et la premiére matrice est dans I'1(N), donc :

F|<1 u—|—np>(g) _

: (@
- F<GL2 (5 ) (
(e

B!

1
0
1 wu
= F|GL:(Q (0 p)gmxgzv>

- (g o)W

3.1.4. Opérateurs V. Pour un entier m, on définit :

FValo) =m=FI ()

Ces opérateurs, s’ils sont bien définis, forment de toute évidence une famille
commutative! Comme précédemment, cela signifie que 'on peut se contenter de
discuter de ’action de V,, pour un p premier.

PROPOSITION 3.8. Soient 11 et ¥y deux caractéres définis modulo un entier N
et p un nombre premier, alors :

VZD : MZ(Nv whw?) - ME(NP, '@[Jlan)

DEMONSTRATION. On se donne v = ( i Z > € B(Np); et on étudie la

matrice conjuguée de y via la matrice que l'on souhaite faire agir pour appliquer
une des propositions sur I'action des matrices :

(o)) = ()

1
P d
_ pb
- d
= ’}/
€ B(N)
et de plus, il est clair que v/ ~1v € U(N). On est donc dans un cas d’application de
la proposition 3.1. (]

On peut calculer le développement de Fourier de F'|V,, en fonction de celui de
F, de la fagon suivante :

ProprosSITION 3.9. Pour tout £ > 0, on a :

apg(FW,,)((g f)) = pzkag(F)((péJ P ))

ape,r (F|Vy) = p~"ag . (F)

et donc :
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DEMONSTRATION. On écrit les définitions :

s (8 1)) = Lo (65 (8 1)
X(é " ))\P(—pft)dt
A L) G )G )
X(é " ))\P(—pft)dt
- p%k/(@\AF«(l) ptloo )(poy pf:)
X(é b ))\P(—pft)dt

on effectue alors le changement de variable : z = pt, et les mémes arguments que
pour U, donnent le résultat pour les coefficients automorphes, et les coefficients de
Fourier. O

3.1.5. Opérateurs W. On souhaite définir un opérateur Wy via I’action de

1 i 0 -1
amatrice |

En pratique, cette matrice n’agit pas du tout convenablement pour utiliser
exactement les méthodes précédentes, car si on conjugue une matrice de B(N) par
elle :

0 —1\(a b 0 -1\ _ 1( - —d 0 1
N 0 c d N 0 - N\ Na Nb -N 0
_ d —c/N
o —Nb a
cette nouvelle matrice est bien dans B(NN), mais ces coefficients (1,1) et (2,2) sont
inversés! (on note h et h' les deux matrices conjuguées, comme précédemment,)
On va donc non seulement faire agir la matrice sur la partie archimédienne,

mais aussi modifier la partie non-archimédienne ; on utilise évidemment toujours le
théoréme d’approximation forte (niveau N) :

F|Wy(g) = F (GLg(@) << ](37 _01 > gr X 91?/1))

ProprosITION 3.10. On a :

), ou N est le niveau.

Wy + ME(N, b1, 2) — ME(N, 1, 90)

et W2 = (=1)kI.
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DEMONSTRATION. Commencons par prouver que cet opérateur est bien défini!
On choisit h € To(N), et on calcule :

F (GLZ(Q) (( v )th x (th)—1>)
e (e(§ 7 o)
(1 o)
- o ((§ Y]
fenl( o)

ol la derniere égalité est vraie car hh' € U(N
Maintenant que l'on sait que cet operateur est bien défini, vérifions qu’il va
dans le bon espace; si b € B(N), on a :

= (5)

bt = <1éa Jd)

et donc :
FIWn(gb) = ¢1(1/a)y(1/b)F|Wn(g)
= Y1(a)y1(d)F|Wn(g)

Enfin, le dernier point & établir est que W3 = (—=1)*I. Sur la partie non-
archimédienne, il agit par une involution, donc il faut regarder sur la partie ar-
chimédienne :

o -1\> _ [(-N o0
N 0 o 0 —-N
N 0
= r(n) ( 0 N >
ot 'homothétie de rapport positif n’agit pas, et la rotation agit par (—1)¥, O

On aura besoin de connaitre 'action de cet opérateur sur les coefficients de
Fourier des distributions d’Eisenstein :

ProprosITION 3.11. On a :
ana. ana. N 0
B oWtos < 19) = BT () ) y)

ot T(z,y) = p(~y, x).
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DEMONSTRATION. On commence par appliquer les définitions :

ana, 0 -1
El@sl(w)((N 0 >gOOX1f)
o 0 -1\/N 0
= mre (30 ) (8 ))exy)
0 -1\/N 0 o
(3 3)(F e

2
S Gs())
YEB(Q\GL2(Q)

. 0 -1 N 0 A

S N B 0 1 )%=t

. 0 -1 N 0 .

S N B 0 1 )%=t
on applique ensuite le changement de variable :

L 0 —1

B (@)W (900 % 1)

A

2s

pour obtenir :

_k+2s
anal _ 0 -1 N 0 2
Ek7s (¢)|WN(900 X 1f) - det (( 1 0 > < 0 1 oo X 1f A
0 1

YEB(Q\GL2(Q)

(,(N 0 A

jl ’Y 0 1 gooaz

) N 0 . 2s

Jily 0 1 Joo,

il suffit finalement de constater :
0 1
6@ (1( % ) = GuTa0

pour obtenir la proposition. O

COROLLAIRE 3.2. On a :
pole _ Lalg —1 N 0
1os (P)NWN (goo X 15) = Ep S(FAITFy ) (( 0 1 ) oo X 1f>
ou F1 est la transformée de Fourier le long de la premiére variable, et ‘o(z,y) =
oy, ).
DEMONSTRATION. On commence par convertir la série algébrique en série ana-

lytique :

2wk s -~
(20m) T panal( £ o) Wiy (900 x 17)

El?f(@”WN(goo x1f) = T+ s)
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on utilise alors le résultat précédent :

B (@)W (goc % 1)
= QO Bl (F ) Wi (g0 % 1)

2im)*7° Hana — N 0
o B (T, 1‘”(( 0 1 )ngIf)
puis on reconvertit en série algébrique :

a. a. — N 0
B Wrla x19) = 2T (] ) om < 15)

O

3.1.6. Action de la conjugaison complexe. Il reste une derniere opération
sur les formes modulaires a discuter ici : celle induite par la conjugaison complexe
sur les coefficients de Fourier.

Si F' a pour développement de Fourier Zn j an jq"R?, on définit F? par le
développement de Fourier : Zn j mq”Rj .

La proposition suivante affirme que cela a un sens :

PROPOSITION 3.12.
P Mz(Nﬂ ¢17¢2) - Mz(Namaﬁ)
DEMONSTRATION. Le principe est le méme que dans le cas classique : la facon

dont on a défini la conjugaison, si elle est la plus pratique quand il s’agit de faire
des calculs, n’est pas tres utile quand il s’agit de prouver que la fonction obtenue a

de bonnes propriétés!
1 0
0(g) —

On va considérer :
et ensuite vérifier que cette F? a le développement de Fourier attendu.

. 1 , .
On va noter p la matrice ( 0 _01 >, pour alléger les notations dans cette

preuve.

Cette F* est bien dans M (N,11,12) :

— la GLy(Q)-invariance a gauche est conservée;

— la Z*(R)-invariance & droite est conservée;

— le comportement via SO2(R) a droite est conservé, car 7(0)p = pr(—6), donc
le comportement de F fait intervenir un exp(ikf), et le comportement de F
un exp(—ik6), comme voulu;

— le comportement via B(N) a droite est celui attendu, car p € B(N), donc si
be B(N):

Fr(gb) = F(gbp)
F(goop x g5bp)
Y1 (ap)P2(dop) F(goop X g5)
= Yi(ap)P2(dy)¥1(ap)2(dp) F(gocp X gr)
1(ap)2(dp) F(goop % gyp)
1(ap)Y2(dp) F'(gp)
$1(ap)a(dy) F*(9)

|
=

=

)

|
<
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Vérifions donc maintenant le développement de Fourier : il suffit de prouver

- ac (F9) (( 01 )) — o) (< o 1 >)

pour cela; on calcule :

an((31)) = L () (3 5))ocon

ou l'on a dans un premier temps fait “migrer” la composante archimédienne de p
vers la gauche, puis utilisé la GL2(Q)-invariance & gauche, avant de faire le chan-
gement de variables z = —t. O

3.2. Regles de commutation

Le but de cette section est de développer en détail des résultats de commutation
entre les opérateurs déja présentés. On ne cherche pas a étre exhaustif, mais a
présenter d’une part les résultats qui seront effectivement utilisés, et d’autre part les
résultats qui révelent des propriétés structurelles des formes modulaires adéliques.

3.2.1. Uet V.

PROPOSITION 3.13. Soient m et n deux entiers, et d leur plus grand diviseur
commun. On a :

VinUn = Un/dvm/d

DEMONSTRATION. On pose :

m'd

n = n'd
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avec (m/,n’) =1, et on calcule & partir des définitions :

_ =k k_y m 0 1 u
FlVU, = mznz! Y F|<O 1><0 n)

w mod n

-k K m mu
:m2"212F|<0 n)

w mod n

_ P NSE o EL m'd m'du
= waFwost X ow (Tt

u mod n’d

_ =k kg1 m' mu
= w2 on(y )
1

uw mod n’d

= (b))

uw mod n'd

—k k
IS5 /5—1

= m n

= FlUp Vi

ol on a utilisé I'invariance par les matrices de Z*(R) pour simplifier les matrices
par d, et ol on a utilisé le fait (m’,n’) = 1 pour reconnaitre que la somme sur
u mod n'd était d fois une somme sur v mod n’. O

COROLLAIRE 3.3. On a : V,U,, = 1.

3.2.2. WetV.

PROPOSITION 3.14. Pour tous les entiers N, d et d’, on a :
VaWnaa = d'5d= Wy Va

DEMONSTRATION. Les actions de ces opérateurs se décomposent en trois par-
ties :

— une action sur la partie non-archimédienne, qui est une simple inversion ; sur
ce point les deux membres ont le méme comportement ;

— un facteur devant la forme; la aussi, on voit bien que les deux membres
agissent de méme;

— une action sur la partie archimédienne ; c’est en fait le seul point qui demande
une vérification.

On calcule :

(30) (s @) = (e )
1) (e )
) ) (5

ou la matrice d’homothétie n’agit pas, et les autres matrices sont celles attendues.
O

3.2.3. Torsion par un caractére. On souhaite comparer tous les opérateurs
avec I'opérateur de torsion, pour mettre en évidence le fait que c’est une opération
qui respecte la structure des formes modulaires.
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3.2.3.1. Opérateurs matrices, U et V. L’action des matrices est définie via une
action sur la partie réelle dans la décomposition du théoreme d’approximation forte ;
ce qui n’interfere pas avec la définition de la torsion par un caractere, on a donc :

PROPOSITION 3.15. Si on se donne une forme F, une matrice rationnelle v et
un caractére de Dirichlet 1 :

(Fey)ly=(Flv) @1

En particulier, les opérateurs définis via ’action de matrices commutent aussi
avec la torsion :

COROLLAIRE 3.4.

(Fe)|U=(FIU)®¢
COROLLAIRE 3.5.

(Fo)|V = (FIV)®1y

3.2.3.2. Opérateur W. Cet opérateur est défini, & un niveau donné, non seule-
ment par ’action d’une matrice sur la partie réelle de I’écriture en niveau N, mais
aussi par une inversion de la partie semi-adélique; on a alors aisément le résultat
suivant :

PROPOSITION 3.16. Pour toute forme modulaire adélique F de niveau N et
tout caractére de Dirichlet v défini modulo N :

(F Y)Wy = (FIWN)© ¢
3.2.3.3. Conjugaison compleze.
PROPOSITION 3.17. Pour toute forme modulaire F' et tout caractere v :
(Foy) =¢p(-1)F' @y
3.3. Opérateurs de Hecke

Les opérateurs de Hecke sont classiquement introduits comme provenant de
I’action de classes doubles. On va donc commencer par étudier un équivalent de ces
classes dans notre cadre, pour conserver un bon parallélisme.

3.3.1. Classes doubles. Plus précisément, I'opérateur de Hecke T}, que 1'on

veut définir doit étre lié a la classe double B(NV) ( (1) 2 ) B(N), pour étre com-

parable a 'opérateur classique.
On va donc commencer par établir quelques résultats élémentaires sur cette
derniere :

(1) 2 ) B(N) est l’ensemble des matrices

2 X 2 a coefficients entiers complétés, dont le déterminant est dans pZ* et dont le
coefficient (2,1) est divisible par N.

LEMME 3.2. Si (N,p) =1, B(N) (

DEMONSTRATION. Une des inclusions est facile, voyons 1’autre. On se donne
. a b ESRN .
une matrice vy = ¢ d >, avec ¢ = Omod N et ad — be € pZ*, a coefficients

entiers complétés. On distingue plusieurs cas.
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(1) si p ne divise pas a mais divise b, alors p divise d et on peut écrire :

-Gy

€ B(N)(é 2)
€ B(N)(é 2>B(N)

(2) sipne divise ni a ni b, alors en choisissant u un entier relatif (défini modulo
p) tel que b+ au = 0 mod p, alors :

1 w) (a btau
Lo 1 )7\ e dtdu

et cette matrice vérifie les hypotheses du premier cas, donc «y appartient
a la classe double attendue;

(3) discutons du cas particulier de la matrice < p 0 ) :

0 1
11 p 0 1 0\ [(p+N 1
0 1 0 1 N 1) N 1
or cette nouvelle matrice est dans B(INV) ( (1) 2 ) B(N), d’apres le cas

précédent ;

(4) sipdivise a et b, on se ramene & la matrice précédente de la fagon suivante :

D
€ (75 ?)B(N)
€ B(N)(l 0>B(N)

0 p
(5) si p divise a et ne divise pas b, alors nécessairement, il divise ¢, donc :

= ()

O

On veut décomposer cette classe double en classes a gauche, toujours dans le
but d’imiter le cas classique :

PROPOSITION 3.18. On a, lorsque (N,p) =1 :

B(N)(é 2>B(N)= L B(N)(é ;‘)umm(ﬁ (1))
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DEMONSTRATION. Il y a trois choses & établir : deux inclusions, et le fait que
les unions sont disjointes.

L’une des inclusions est claire d’apres le lemme précédent.

Pour 'inclusion des classes doubles dans I'union : il suffit de vérifier que toute

matrice de ( (1) 2 )B(N ) appartient & I'un des ensembles. Soit une matrice

d

(o) (0 a)=( ) (5 1) ern (B )

et si p ne divise pas a :

10 a b\ [ a b‘% 1 u
0 p c d) \pc d-—cu 0 p
ol comme a est inversible modulo p, un unique entier relatif « mod p convient pour

que b — au soit divisible par p, et mene dans une des classes a gauche.
Vérifions que I'union est disjointe : on considére une matrice v qui appartien-

i
drait simultanément & B(N) ( (1) Z ) et a B(N) ( (1) 1; ) ; on veut prouver que

dans ce cas, u = v/ mod p. On écrit :

_ a b 1 u
T 7 e od 0 p

_ a au-+bp

- ¢ pd+cu

_ a b 1

o d d 0 »p

_ a du +bp

- ' pd +du
On voit alors que a = a/, donc si cette valeur commune est un inversible modulo p,
Pégalité des coefficients (1,2) montre que v = u’ mod p. Et si par contre p divise
a = d', alors il ne divise pas ¢ = ¢’ (car ad — bc est inversible modulo tout nombre

premier), c’est alors par réduction des coefficients (2,2) modulo p que l'on obtient
u = v’ mod p.

Soit maintenant v € B(N) < (1) z ) N B(N) < ](; (1) ) On veut aboutir a

( Z b > € B(N), alors si p divise a, on peut écrire :

une contradiction.

_ ap b
dp d

ou 'on voit que p divise a la fois a et ¢, ce qui est impossible! O
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3.3.2. Opérateurs T,. On dispose maintenant des outils théoriques néces-
saires & la définition de Popérateur T}, appliqué & F € M (N, ¢, 12).
On décompose la classe double de la fagon suivante :

10

B(N) ( 0 b )B(N) = UB(N)ay

%

ot1 I'union disjointe est finie, et o; € GLF (Q).

On vient de voir qu’une telle décomposition existait, et que de plus, ces matrices
étaient a coefficients entiers, et leur coefficient (2,1) nul modulo N. Il est par
ailleurs clair que dans toute décomposition telle que précédemment, cette propriété
est vérifiée, car si B(N)a; = B(N)a, alors nécessairement, o = hal, pour une
matrice h € To(V).

On définit alors :

T,F = 0a(p)p* 1> 1(aa, )t (da, ) Flov

cette définition ne dépend pas du choix des a; dans la décomposition; en effet, si
h € To(N), alors :

V1(aha;)V2(dha ) Flhai(g) = Y1(ana;)¥2(dha;)

F(GL2(Q)haigr x gn)

= Yi(an)P2(dn)i(aa, )P2(da;)
F(GL2(Q)haigr x gn)

= P1(an)2(dn)br(aa, )b2(da;)
F(GL2(Q)haigr x gn)

= P1(an)2(dn)b1(aa, )P2(da;)
F(GL2(Q)aigr x h™'gn)

= Y1(an)¥2(dn) 1 (aa, )2 (da, )1 (an)pa(dn)
F(GL2(Q)aigr X gn)

= Y1(0a,)V2(da, ) F(GL2(Q)aigr X gn)

= Y1(aa,)¥2(da,) Flai(g)

ProprosITION 3.19. On a :

Ty = Uy + 1102 (p)p* =1V,

DEMONSTRATION. Il suffit de considérer la décomposition explicite en classes
a gauche donnée. O

COROLLAIRE 3.6. Les opérateurs T}, forment une famille commutative d’opé-
rateurs.
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DEMONSTRATION. On choisit p et ¢ deux nombres premiers distincts, et on
calcule, en se ramenant aux regles de commutations des opérateurs U et V :
)Ty — T4, = (Up =+ ¢1%(p)pk71vp) (Uq =+ ¢1%(Q)qk71vq)
— (Uq + v1a2(a)a" " Vq) (Up + 102 (p)p" V)
= UpUg —UgUp
+¢1%(p)pkil(‘/;ﬂUq —UqVp)
12 (0)g"H(UpVy = VoUy)
+ 12 (pg) (pg)* " (Vp Vg = VgVyp)
= 0
O

COROLLAIRE 3.7. Les opérateurs de Hecke commutent avec la torsion par un
caractere.

DEMONSTRATION. En effet, on sait déja que les opérateurs U et V commutent
avec elle. O

3.3.3. Opérateurs T,~. On définit par récurrence :
Tpasr = TpTpa — Y12 (p)p* Tpa

Ces familles (T4 )q pour divers p commutent alors entre elles par construction.
On dispose toujours d’une formule explicite et élégante les liant aux opérateurs
UetV:

ProroOSITION 3.20. Pour tout d > 0, et p premier, on a :

= Y () UV

0<i<d

DEMONSTRATION. On définit une famille d’opérateurs (77)4 par la sommation,
et on va montrer qu’elle est vérifie la méme relation de récurrence que la famille
(Tpa)q; comme il est facile de vérifier que T = T}, cela établira la proposition.

Calculons : (en posant ¢ = 111y pour alléger)

Oy — v T, = (Up+e@p V) D v VUiV,
0<i<d
LST w)p P UiV
0<i<d—-1
= U, Z W(p i(k— 1)Ud Vi
0<i<d
WV, Y ) UV
0<i<d—1
+wmklvw() kﬂvd
Y(p)p Z Y(p Z(k 1)Ud 1— IV

0<i<d—1
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ol on a coupé une somme pour séparer les cas i = d et ¢ < d; en effet, on sait que
VpUp est I'identité, donc :

T{Té—@/)(p)pk_lTéil = Z ¢ Z(k 1)U d+1— 1V
0<i<d
Z ¢ i(k— 1)Ud 1— zVi
0<i<d—1

—|—¢(pd+1) <d+1><kfl>vd+1
LY @ UV

0<i<d—-1

_ Z w z(k 1) d+1 zV

0<i<d
+w( d+1) (d+1)(k71)Vd+1

= > @ UV

0<i<d+1
/
= Ty

C’est la relation que 'on souhaitait vérifier. ([

3.3.4. Opérateurs T,,. On a maintenant les moyens de définir 7},,, pour un
entier m premier avec le niveau, par multiplicativité :

m = H Tpepm

pIN
On a, comme conséquence immédiate de ce qui précede :

PROPOSITION 3.21. Pour tout m premier avec le niveau, on a :

> 0 a(d)d UsnyaVa

0<d|lm

3.3.5. Action sur les coefficients de Fourier. On dispose de résultats sur
I'action des opérateurs U et V sur les coefficients automorphes et de Fourier, et
d’une expression des opérateurs de Hecke en termes de ceux-ci; on peut donc obtenir
relativement simplement une expression pour les coefficients de Fourier de I'image
d’une forme par un opérateur de Hecke :

PROPOSITION 3.22. On considére F' une forme de niveau N, et m premier avec
N ; alors :

it (4 ))—mgo<£7n)¢1%(d)d‘la%(F)((y/O% ")

DEMONSTRATION. Cette expression découle directement de I’expression de Ty,
en termes d’opérateurs U et V, puis de I'expression des coefficients de Fourier pour
ces opérateurs. O



3.4. FONCTIONS L 65

3.4. Fonctions L

On veut maintenant associer une fonction L a certaines formes modulaires.
L’association classique d’une série de Dirichlet & toute forme modulaire, via la
transformée de Mellin, liée directement aux coefficients ne fonctionne pas dans le
cadre de ce texte : le développement des formes presque-holomorphes comporte plus
de coefficients qu’il n’en faudrait.

On sait néanmoins que dans le cas classique, cette série de Dirichlet n’est
a proprement parler une fonction L que dans le cas ou la forme est une forme
propre des opérateurs de Hecke et Atkin-Lehner; cela fait directement intervenir
I'interprétation des coeflicients de Fourier comme valeurs propres de ces opérateurs
(& normalisation pres).

On va donc commencer par discuter de ces formes propres, et établir quelques
propriétés sur les valeurs propres associées.

3.4.1. Formes propres des opérateurs de Atkin-Lehner.

PROPOSITION 3.23. Soit F' est une forme de niveau N et p un nombre premier
divisant N, alors si F' est une forme propre de U, de valeur propre A, :
— F est valeur propre pour Upa, pour tout d > 0 ; notons Ay la valeur propre
associée ;
~ la suite (A\pa)a>o est géométrique.

DEMONSTRATION. Il suffit de rappeler que par définition U« = U;,i! O

On considere que Uy,o est I'identité, de valeur propre associée Ay = 1, alors :

COROLLAIRE 3.8. On peut associer a la forme F un facteur d’Euler en p :

Lp(F,s) =Y Aap™ = (1= Mp™°)~
d>0

1

3.4.2. Formes propres des opérateurs de Hecke.

PROPOSITION 3.24. Soit F' est une forme de niveau N et p un nombre premier
ne divisant pas N, alors si F' est une forme propre de T),, de valeur propre A, :
— I est valeur propre pour Tpa, pour tout d > 0, notons Ay la valeur propre
associée ;
— la suite (A\ya)a>o0 vérifie la relation de récurrence linéaire suivante :

Apd+1 = ApApa — @bl%(p)pkil)‘lfl’l

DEMONSTRATION. A nouveau, cela découle de la méme relation vérifiée par
définition par la suite (T)a)q>0- O

On considere que Tp0 est I'identité, de valeur propre associée Ay = 1, alors :
COROLLAIRE 3.9. On peut donc associer a la forme F un facteur d’Euler en

s —s e —1-2s\ 71
Ly(F,s) =Y Apap®™ = (1= Ap ™ + 1o (p)pt 1)
d>0
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3.4.3. Lien valeurs propres-coefficients automorphes. On voit donc que
les valeurs propres d’une forme modulaire sont un bon moyen de définir une fonction
L ; cependant, si ’on souhaite prouver des résultats sur un tel objet, il est bon de
relier les valeurs propres & quelque chose de plus calculable, comme les coefficients
automorphes : c’est a nouveau le parallele avec le cadre classique qui inspire la voie
a suivre.

PROPOSITION 3.25. Soit F' une forme propre pour U,, de valeur propre Ap,
alors pour tout entier n, on a :

B (0 5)) =rtame (1))

en particulier, sin =1, il vient :

Wit (5 7)) = (1))

PROPOSITION 3.26. Soit F' une forme propre pour T,,, de valeur propre Am,
alors pour tout n premier avec m, on a :

A (F) (( v )) — m5amn(F) <( y/Om x/lm ))

et en particulier, sin =1, il vient :

(3 1) - ((7 7))

DEMONSTRATION. Il suffit de comparer deux expressions de a, (F|T,) :
— celle obtenue en utilisant le fait que F' est forme propre;
— celle obtenue via la formule explicite pour les coefficients de Fourier, qui se
résume a un seul terme car m et n sont premiers entre eux.
Le cas n = 1 se déduit du cas général (’hypothese m premier avec n est alors
automatique!), tout simplement avec un changement de variable en y et en z, pour
avoir une expression plus jolie. (I

REMARQUE 3.3. Ces égalités sont peut-étre impressionnantes car elles dépen-
dent de y et de x, cependant il faut se rappeler que ces coefficients automorphes
sont a comparer d a,q" dans le cadre classique, plutét qu’a a, seul.

En particulier, si la forme F est holomorphe, cette comparaison s’applique, et
les corollaires précédents sont exactement ceux qui donnent le lien entre coefficients
de Fourier et valeur propre dans le cadre classique :

)\m ap = Gmn
m = Amal

La principale différence étant qu’ici on peut difficilement normaliser en divisant
par aj : ce n’est pas une constante, mais une fonction !

3.4.4. Lien valeurs propres-coefficients de Fourier. A partir des propo-
sitions précédentes, ces liens sont aisés a établir :

ProPOSITION 3.27. Si F' est une forme propre pour U,, de valeur propre as-
soci€e Ny, alors pour tout entier n :

T
/\pan,r =D Qpn,r
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en particulier, sin =1, on a :
-
Qp,r =P )\pal,r

DEMONSTRATION. On a d’une part :

Yy T k z : T n
)\pan <( 0 1 )) - )\py 2 < an,’r‘R ) q
et d’autre part :

P apn <( )) =p? <%>g (Z apm(pR)T) q"

et on sait que ces quantités sont égales... O

OB I
=38

PROPOSITION 3.28. Si F' est une forme propre de Ty, de valeur propre associée
Am, alors pour tout n premier avec m :

ks
)\mamr =M Qmn,r
et en particulier, sin =1, on a :
_ —r
Amyr =M A1,

DEMONSTRATION. On a d’une part :

y x _ k T n
)\man<( 0 1 )) = A\ny? (E an,TR>q
et d’autre part :

en((5)) - @) (St

et on sait que ces expressions sont égales; il suffit de comparer les coefficients dans
les deux pour conclure. O

3.4.5. Linéarisation. On considere une forme F' de niveau N, propre pour
T,, avec p ne divisant pas IN. Le facteur d’Euler en p de F, tel que 'on vient de le
définir, est donné par un polynoéme de degré 2. On va voir que 'on peut s’arranger
pour que ce facteur devienne “linéaire”, c’est-a-dire soit donné par un polynéme de
degré 1.

On factorise le polyndome (quitte & agrandir 'anneau dans lequel on travaille,
s’il n’est pas algébriquement clos), de la fagon suivante :

1= XX + 1thopp™ ' X2 = (1 — 0, X)(1 — 0, X)

PROPOSITION 3.29. F|(I—a;,V,) est une forme modulaire de niveau Np, propre
pour Up, de valeur propre o,.

DEMONSTRATION. On va prouver que F|(I—a;,V,)|(Up—apI) = 0, en utilisant :

— les relations de commutation entre les Uy, et les Vj,;

— Dl'expression de T}, en termes de U, et V},;

— les expressions de la somme et du produit de o, et a;, que 'on déduit de
leur définition.
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Voici le calcul :

F|(I - a;)VP)KUP —apl) FI(I = a,Vp)(Up — appI)
Fl(Up — a,VuUp — oI + Vi)
F|(Up (a —|—ap)I—|—apa Vo)
F|(Up = ApI + ¢18a(p)p*~'V})
FI(Ty — A1)

O

COROLLAIRE 3.10. F|(I — &, V},) a un facteur d’Euler en p, et ce facteur est
linéaire.

3.4.6. Définition de la fonction L. On se donne une forme F, de niveau
N. On la suppose propre pour les opérateurs de Hecke ne divisant pas le niveau, et
pour les opérateurs de Atkin-Lehner divisant le niveau.

On définit alors :

Lp(s) = H (1 — )\ppfs)il H (1 —\p T+ wlgppk—lfzs)*

p|N (p,N)=1

3.4.7. Fonctions L et torsion. Il est clair que si f est une forme modulaire
classique, propre pour les opérateurs de Hecke (et les opérateurs U en les places
divisant le niveau) et normalisée, et F' la forme adélique associée, alors : Ly = Ly.

En effet, on a vu que les opérateurs étaient compatibles via la correspondance,
et on sait que dans le cadre classique, il y a égalité entre les coefficients de Fourier
et les valeurs propres.

La torsion permet de pousser cette comparaison plus loin :

ProPOSITION 3.30. Si F' est une forme modulaire adélique, forme propre des
opérateurs de Hecke, alors pour tout caractére 1 :

- F®1 est forme propre des mémes opérateurs ;

- F®1Y a les mémes valeurs propres ;

- LF®¢, =Lp.

DEMONSTRATION. On a vu que la torsion était un isomorphisme qui respectait
parfaitement la structure des formes modulaires vis-a-vis de tous les opérateur (de
Atkin-Lehner, de Hecke, conjugaison complexe...), donc en particulier, elle trans-
porte une forme adélique propre, a laquelle on sait donc associer une fonction L,
vers une autre forme propre. Et les deux formes ont les mémes valeurs propres,
donc la méme fonction L. O

3.4.8. Propriétés analytiques. On s’intéresse aux propriétés suivantes, clas-
siques, des fonctions L :

— la convergence dans un demi-plan,

— I’équation fonctionnelle

— et le prolongement analytique

Jusqu’a présent, dans toute la discussion sur les formes modulaires, avec les
opérateurs, on a toujours construit proprement les objets dans le cadre de GL2(Ag),
avant de vérifier que ce que 'on venait de définir correspondait a quelque chose
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de classique via la correspondance. Pour la premiere (et la seule!) fois ici, on va
travailler dans 'autre sens.

On va vu que ’on pouvait, a torsion pres, identifier toute fonction L d’une forme
adélique, a la fonction L d’une forme classique. On en déduit que les fonctions L
que 'on considere ont les mémes propriétés. En particulier, elles ont une bande
critique, et des valeurs spéciales.

3.5. Produit scalaire de Petersson

3.5.1. Définition. Etant données deux formes modulaires F' et G, de mémes
poids k, niveau N et caracteéres, dont I'une au moins est parabolique, on définit
ainsi leur produit :

(F,G)n = / F(m)G(m)dm
GL2(Q)\GL3(A)/Z+(R)SO2(R)x B(N)
Cette définition fait clairement apparaitre que ce produit est une forme semi-linéaire
en la premiere variable, et linéaire en la seconde.
On étend ce produit & toutes les formes de mémes poids et niveau en décidant
que les différents espaces avec caracteres sont orthogonaux.

3.5.2. Propriétés élémentaires. Il est particulierement intéressant de com-
parer ce produit que ’on vient d’appeller “de Petersson” avec le produit qui porte
habituellement ce nom :

ProprosITION 3.31. Si f et g sont deux formes modulaires classiques de poids
k, niwveau N, et méme caractére ¥, et F' et G sont les formes adéliques associées,
on a :

DEMONSTRATION. En fait, le théoréme d’approximation forte montre que 1’on a
la correspondance suivante : GL2(Q)\GL2(A)/Z T (R)SO2(R) x B(N) = I'g(N)\H;
si on compare cette correspondance entre espaces, et la correspondance entre formes

modulaires classiques et adéliques, on voit que ces deux comparaisons sont compa-
tibles, ce qui donne le résultat attendu. (I

On a vu que l'on choisit le niveau sur lequel on travaille. Il faut donc se donner
des points de comparaisons entre les produits a différents niveaux :

PROPOSITION 3.32. (1) si F' et G sont des formes de niveaux N et NM
respectivement, alors

(F,G)nm = (F,TryMG)n
(2) si F' et G sont des formes de niveau N, alors :
(F,G)nm = [B(N) : BINM)[(F, G)n
DEMONSTRATION. (1) oui...

(2) on est en train de comparer l'intégration sur un domaine fondamental d’un
groupe, et sur un domaine fondamental d’un sous-groupe; de fonctions qui
sont invariantes par le groupe entier. L’'intégrale pour le sous-groupe est
donc égale a I'indice fois I'intégrale pour le groupe.

O



70 III. OUTILS SUR LES FORMES MODULAIRES

3.6. Intégrales de Rankin-Selberg

3.6.1. Définition. On appelle intégrale de Rankin-Selberg, un produit de Pe-
tersson du type :
<F7 GE>N
ou F et G sont des formes modulaires, avec I’ parabolique, et F est une série
d’Eisenstein (analytique).

3.6.2. Expression en termes des fonctions de Whittaker. On se fixe
une forme modulaire parabolique F', de poids k, une forme modulaire G de poids
I <k, et ¢ une fonction localement constante a support compact.

On souhaite lier le produit de Rankin-Selberg de F' et G (via Ez"“al () & leurs
fonctions de Whittaker :

ProrosiTiON 3.33.
(F.GER™ ()n = Coot,s()(1y)

SL (7 D) )

n>0

DEMONSTRATION. On commence par utiliser ’expression de la série d’Eisen-
stein comme somme sur des matrices, pour modifier le domaine d’intégration :

(FGEM (o) = FGE™] (#)(9)dg

/GL2(Q)\GL2(A)/Z+(R)SOa(R)XB( N)

k7l+2s

/ FG(g)| detgl,
GL2(Q\GL2(A)/ZF (R)SO2(R)x B(N)

> Gens(©) (09551 (o )1 (Y900, )| P dg
YEBQ\GL:(Q)
—1l4+2s

_k
/ Glg)| detrgl;
B(Q)\GL2(A)/Z+(R)SO2(R)xB(N)
Gt (@) (971 (G0 1)1 (g0 )P dg

on fait alors intervenir les développements automorphes de F et G :

Flg) = Y am(9)

m>0

Glg) = Y balg)

n>0

qui permet d’écrire :

(F.GEX (o Ambn(9)

Z / Q)\GLz(A)/ZﬂR)SOz (R)x B(N)

k—l+2s
|detg|A 2 Ghe,s(9)(97)71 (900, 1)1 (900, 1) [P dyg

Dans cette derniere intégrale, si on regarde le domaine d’intégration :
— en partie archimédienne, on peut paramétrer sur un quotient de H,, de sorte
que j1(goos 1) = ¥, dgos = drdy/y® et | det gooloo = ¥;
— en partie non-archimédienne, on est en fait sur {1}, donc il n’y a pas vraiment
d’intégration ;
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on a donc :

(F,GER (9)n

_ Yy x
) (6 1))
B(Q)\GL2(4)/Z+(R)SOx (R) x B(N)

Coto( ><1f>d25y

On peut alors faire apparaitre les fonctions de Whittaker, A et B de F et G
respectivement :

anal _
PR = X [

mon ? BQ\GL2(4)/Z+ (R)SO2(R)x B(N)
— my mx m 0
(0w ) (6 )
ny nx n 0
s((% 7)< (0 V)

k—1+2s d;vdy
y 2 Ck*hs(@)(lf) yQ

k l+2s

dgs

dgy

dans cette derniere expression, on sait que les fonctions de Whittaker sont des
polynémes en 1/4ny, fois une exponentielle complexe de z + iy, fois une puissance
de y. Cela signifie donc que l'intégrale le long de x annule les termes ou m # n; il
reste donc :

(F.GE™ (o)y = /
n>0Y B(Q\GL2(A)/Z*(R)SO2(R)xB(N)

(5 V) 7))
v G0

= Ge-1.s(p)(Ly)

+oo
— ny 0 n 0 k—it2s
S0 ) (5 1))

n>0

dgys

C’est le résultat de la proposition. O

3.6.3. Lien avec le produit double usuel. Dans cette section, on va cal-
culer I'intégrale de Rankin-Selberg dans le cas particulier ou les deux formes F et
G sont holomorphes. Le but est de donner un exemple explicite de calcul d'une
telle intégrale, qui sans étre directement utile par la suite, devrait rendre plus
compréhensible les calculs dans des cas plus difficiles.

na:
ny 0 n 0 _ E o
AT T ) (5 7)) =t
ny 0 n 0 _ L on
o((3 1)+ (3 ) -

ou A, et B, sont des constantes, qui sont les coefficients de Fourier des formes
classiques associées (notons-les f et g respectivement).
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DEFINITION 3.1. On rappelle que le produit double de f et g est donné par la

formule suivante :
g) = Z anpb,n™?
n

PROPOSITION 3.34. Sous les hypotheses précédentes, on dispose de la relation
suivante :

(F.GE (o)) = %c (@) A)D(k 4 s — 1, 17, g)

DEMONSTRATION.
(F,GEP (o)n = Go1s(0)(1y)

LR )

neN
= Chots(p Z/ A, By, exp(—4mny)y 2 dy
nen
Lk+s—1) —— 0 (hgs—
_ \vr'° -/ s 1 Aan (k+s—1)
(dm)FT Cr—1,5()( f)% n
I'(k+s—1)

= T GNP+ s =1, f7,g)



CHAPITRE 1V

Systemes de projections et de formes linéaires
compatibles

4.1. Projections sur des sous-espaces de dimension finie

On va s’attacher dans cette section a décrire un opérateur de projection sur
les formes modulaires, a valeurs dans un autre espace de formes modulaires. Cet
opérateur devra réunir un certain nombre de propriétés pour nous étre utile par
la suite : il devra étre canonique, c’est-a-dire dépendre d’un minimum de choix
arbitraires; il devra respecter les conditions de congruences entre les coefficients de
Fourier ; et enfin, son espace d’arrivée devra étre de dimension finie.

4.1.1. Exemples. Passons d’abord en revue quelques exemples connus de pro-
jections dans les espaces modulaires, et voyons en quoi ils ne conviennent pas pour
la suite de ce travail.

4.1.1.1. Opérateur de trace. On a vu en section 3.1.2 qu’étant donnée une forme
modulaire, disons de niveau M N, on pouvait abaisser son niveau a N en sommant
sur B(MN)\B(N).

Comme a chaque niveau on est sur un espace de dimension finie, cela semble
prometteur ; néanmoins, pour définir cette trace, on s’est non seulement fixé le
niveau d’arrivée (ce qui ne nous dérange pas), mais aussi le niveau de départ :
cela signifie que cet opérateur de projection n’est pas canonique, et donc n’est pas
satisfaisant.

4.1.1.2. Trace normalisée. Pour obtenir un opérateur de trace plus canonique,
on n’a guere de choix : il faut diviser opérateur précédent par 'ordre de B(M N)
dans B(N).

Cette opération a cependant un défaut rédhibitoire lorsque I’on cherche a établir
des résultats de congruence : elle fait apparaitre un dénominateur !

4.1.1.3. Projecteur de Hida. Si on se fixe un nombre premier p € S, et si on
considere le cas ordinaire (ol |ap|p, = 1), alors Hida a construit (voir par exemple
[17]) un opérateur idempotent (noté e) qui permet de projeter les formes modulaires
p-adiques sur un sous-espace, dit ordinaire, dont il prouve qu’il ne dépend pas des
choix faits pour le construire, et est de dimension finie. Cela demande néanmoins
de privilégier un nombre premier...

4.1.2. Projections («, S)-caractéristiques.

4.1.2.1. Espaces caractéristiques. Pour chaque [ € S et v € N, on peut consi-
dérer le sous-espace q;-caractéristique de U; dans ’espace M(NEM§); notons-le
MUnet( Ny, M),

73
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On a vu que l'on était capable d’écrire un supplémentaire canonique de cet
espace, dont on connait aussi une expression plus pratique pour travailler :

M(NsMg) = MY (NsME) & Nypsolm(U; — oy I)™
MU (NEMXZ;) = UnZOKe’/’(Ul — )"
(et on sait que ces espaces sont stables par tous les opérateurs qui commutent avec
U).
On va s’intéresser au sous-espace caractéristique commun a tous les couples
(U, aq), pour 1 € S :

M5 (N, Mg) = Mies MY (N5, M)

4.1.2.2. Tours M%’S, Ces sous-espaces sont compatibles avec les extensions de
niveau, puisque ce sont des espaces de nilpotence pour les U, [ € S :

M5 (Ng ME) C M(Ns;ME)
M5 (Ng) C M(Ng)

et comme ils sont aussi stables par tous les U, [ € 3, on sait aussi que les dia-
grammes du type suivant sont commutatifs :

M5 (Ng Ms) C M(NsMg)

B n—v
Ugs l lUg

MS(NG) c M(N)

Ces deux faits montrent que ces espaces forment les étages d’une sous-tour
M%’S de Mg.
4.1.2.3. Projecteurs W%’S. Cette sous-tour est surtout intéressante car il est
possible de définir, a chaque niveau de la tour, un opérateur de projection cano-
nique :
oS s M(NsMg) — M*S(Ne M)

|14
en effet, on dispose pour chaque couple (Uj, ;) d’'un supplémentaire canonique, &
partir de ceux-ci on va donner un supplémentaire de M*° (N2M§).
Plus précisément, on peut décomposer ’espace total en somme de sous-espaces
stables pour les U, | € S de la fagon suivante :

M(NsMg) = M*5(Ns Mg) & (& Nies MYHPH(Ns M)

ou la somme directe porte sur les S-uplets (5;);cs de valeurs propres de (U;)ies
distincts de (oy)ies. On définit alors wgf comme la projection sur la premiere
composante.

Remarquons qu’un élément du supplémentaire peut aussi étre caractérisé de la
fagon suivante, qui nous sera plus utile, dans la mesure ou elle ne fait pas intervenir
d’autres valeurs propres des opérateurs U; que les oy :

® Nies MPHY (N ME) = Uies Npen Im(U; — auI)"
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PROPOSITION 4.1. A chaque étage le diagramme suivant est commutatif :

«,S

M(Ng ME) —> MS(Ng ME)

Ug‘”l lUg‘"

M(Ng) —— = M*3 (N M)

@,
T(Z’

X

DEMONSTRATION. C’est clair : les projections sont définies via des espaces

stables pour les U; avec | € S, et Ug_z est une composition d’U; avec | € X ; or
tous ces opérateurs commutent deux a deux. O

C’est pour les mémes raisons que le diagramme suivant commute :

a,S
s

M(NsMg) —= M*S (N ME)

T |

M(Ng) —— 5 M*5(NeMg)

a,
s

I 0

Ces diagrammes montrent que la famille de projecteurs W%:f, pour v € N*,

forme un morphisme de ¥-tours :
wg’s ‘ Ms — M%’S
Les résultats suivants sur la tour Mg’s montrent tout 'intérét de la projection :

PROPOSITION 4.2. Ugiz est un isomorphisme :
M5 (NgMg) = M5 (NgMg)

DEMONSTRATION. On peut se contenter de montrer que chaque U; est un iso-
morphisme sur son espace a;-caractéristique.

Or, on sait que pour tout I € S, U; —a;I est nilpotent sur MUt (NSMg), donc
il existe une puissance n > 0 qui annule cette opérateur, et si on écrit la relation
(U — aqI)™ = 0, apres développement binomial, on voit qu’on obtient un polynéme
d’opérateurs en U; dont le coefficient constant est une matrice inversible ; donc U
est bien inversible. O

Ce résultat est lui aussi plus clair quand on le représente par un diagramme :
a,S

TS
M(NsM5) —= M5 (Ng M%)

nw—v p—r
Ug l ?lUg

M(NE) — M5 (NsME)

THEOREME 4.1 (théoréme de la dimension finie). Les tours Mg’s sont de di-
mension finie.

DEMONSTRATION. En effet, d’apres la proposition, la dimension de 1’espace
M3 (NgMg) est indépendante de v € N¥... O
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COROLLAIRE 4.1. On peut calculer la projection via la formule suivante :
TSy = (U ' r5oUs
REMARQUE 4.1. Attention! On n’a pas de garantie de dimension finie pour les

S . , . o Ly
tours Msy” si S C 3. Néanmoins, on verra que définir ces tours de fagon générale
permet de discuter plus aisément la variation horizontale.

4.2. Familles de formes propres

Jusqu’a présent, on a travaillé avec une famille quelconque de valeurs propres
non-nulles des opérateurs de Atkin-Lehner. On va maintenant faire des hypotheses
sur cette famille.

On se fixe une forme modulaire f € My (N, 41,12, Q), que I'on suppose propre
pour les opérateurs de Hecke. Elle a donc une fonction L, et des polyndémes de
Hecke de degré deux. On supposera dorénavant que la famille (a;);n est telle que
oy est une des racines réciproques du polynéme de Hecke de f en la place I (et on
notera en général a; l'autre racine réciproque). On dira que la famille (a;);n est
adaptée a f.

4.2.1. Formes f, s0. On souhaite associer & f et a la suite adaptée de racines
réciproques (ay);n une famille explicite de formes propres pour les (U;);es, indexée
par S.

Pour chaque [ € S, on écrit le polynome de Hecke de f en [ sous la forme
(1—yX)(1—ajX); et on définit alors :

faso=FI]]( = aiVi)
les
ces opérations modifient les facteur d’Euler de f en les places [ € S pour les
linéariser :

PROPOSITION 4.3. La forme modulaire fo 5,0 :

~ est forme propre des opérateurs de Hecke (T7)n, de mémes valeurs propres
que f;

— est une forme ay-propre des Uy pourl € S.

4.2.2. Formes f° 4. A partir de la famille précédente, on peut construire une
autre famille, de la fagon suivante :

0
fa,S = f£7S’O|WNS

On rappelle que 'opérateur adjoint de Ug (pour le produit scalaire de Peters-
son), est donné par la formule suivante : U§ = Wzgsl UsWhiy ;

PROPOSITION 4.4. La fonction f&s a conservé un certain nombre de propriétés
communes avec f :
~ elle est forme propre des opérateurs de Hecke (Ty)n, avec les mémes valeurs
propres que celles de f ;
— elle est une forme og-propre pour U, quel que soitl € S ;

4.3. Définition d’une forme linéaire sur Mg

On conserve les notations précédentes pour f et la famille adaptée de racines
réciproques (o) -
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4.3.1. Définition naive. On va d’abord définir une premiere forme linéaire
sur le rez-de-chaussée M(Ng), par la formule suivante :
0
9~ (fa.s:9)Ns
puis on va voir comment la modifier pour obtenir une forme qui se prolonge bien en

niveau, dont on connaitra ’algébricité, et dont la variation horizontale sera explicite.
Commengons déja par voir une propriété intéressante :

PROPOSITION 4.5. Cette forme linéaire s’annule sur Ker(wg’g) ;

DEMONSTRATION. Soit g dans le noyau; d’apres les expressions explicites dont
on dispose pour les sous-espaces, il existe donc [ € S tel que g € N, Im(U; — oy )"
Ecrivons g = (U; — oqI)h; on a alors :

(fa.s:9)Ns (fa.s> (U — aul)h) ng
<(Ul - OélI) fa S h>NS
= (U —a@l)fy 5 )N
= <07 h>
=0

Ce résultat est plus explicite exprimé sous forme de diagramme :

a,S

M(Ng) —2> M5 (Ng)

-
«,S -
Lo l -
-
£

C

4.3.2. Dépendance en niveau. On souhaite maintenant prolonger cette ap-
plication linéaire a toute la tour Mg. Pour cela, on va “pousser” les formes au
rez-de-chaussée, appliquer la forme précédent, puis diviser par un facteur pour
compenser.

Plus précisément, on définit une forme linéaire sur M(NgMg) via :

0 —vrw
9 (fa.s,a5°Usg)Ns
Il y a deux points intéressants a discuter sur cette famille de formes linéaires :

(1) la compatibilité avec les ascenseurs ascendants : elle exprime qu’une méme
forme, vue & deux niveaux différents, aura malgré tout la méme image;

(2) la variation via les ascenseurs descendants : on ne peut pas espérer une
compatibilité totale avec les deux types d’ascenseurs, et il est normal de
préférer la cohérence ascendante, néanmoins, il est intéressant de voir
comment se comporte les opérateurs U vus a travers ces formes.

Discutons d’abord le premier point : on considere g € M(NgMg), qui est aussi
un élément de M(NsMg), olt u > v, et on va comparer ses images :

<f3,57a;HU§g>Ns = <(U§)ﬁ—z 3570‘;HU§Q>N
(@t v fd s g U59>Ns

<foz,Sv 057U§9>NS
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Ceci exprime que le diagramme suivant commute :

M(NsMg) —=C

.

M(NsMg) ——C

Passons au second point : il s’agit de choisir g € M(NgM g), et de comparer les
. n-v L , .
images de g et de Ug ~g via les formes linéaires aux étages p et v respectivement :

- H—v —v
(f.5:a5°Us(Us ~9)ns = (fos a5 Usg)ns
H—v —Hoy b
= 0Og <fg,57a57U§g>Ns

Ce que l'on exprime plus clairement par le diagramme suivant :

M(NsMg) —=C

p—v v
Ug l LXO‘S

M(NsMg) ——C

On peut résumer ces résultats en appelant C*° la S-tour dont chaque étage est
C, et dont les ascenseurs sont donnés par les diagrammes que ’on vient de voir, de
sorte que les formes linéaires définissent un morphisme : Mg — C**. On peut aussi
considérer que 'on vient de définir une forme linéaire sur la tour, qui transforme
les opérateurs U en simples homothéties.

4.3.3. Factorisation par M?S. Il reste un point a discuter : on a vu qu’au
rez-de-chaussée, la forme linéaire se factorisait par l'espace («, S)-caractéristique.
Qu’est devenue cette propriété?

PROPOSITION 4.6. La forme linéaire que l’on vient de définir se factorise :

Ms 2 s
S s

-
-
-
»~
Ca,S

DEMONSTRATION. La preuve est tout & fait similaire & ce qui a été fait pour
le rez-de-chaussée; il suffit juste d’utiliser le fait que les (U;);es commutent entre
euX... 0

4.3.4. Controle algébrique. On s’est jusqu’a présent gardé de donner un
nom a la forme linéaire que 'on a étudié car il lui manquait une propriété impor-
tante, sans laquelle cette discussion perdrait tout son intérét : on souhaiterait que
limage d’une forme & coeflicients algébriques soit algébrique (on dit que la forme
est définie sur Q).

Cette propriété ne va pas de soi : on a utilisé le produit scalaire de Petersson
pour définir la forme linéaire ; ce qui nous place a priori sur C sans grand’espoir de
controler ’espace des valeurs.
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On définit la forme linéaire modifiée suivante sur M(NgMg) :

s, U5 Ut
Te (f2 5+ fous.0)Ns
PROPOSITION 4.7. (1) Cette famille de formes linéaires induit un mor-

phisme de S-tours : é‘;’s : Mg — C5,

(2) Ce morphisme se factorise par Mg’s :

éa,S
Mg _r coS

7
«,S -
Ts l -
Ve
a,S
My
(3) é?’s est définie sur Q.

DEMONSTRATION. Cette forme ne differe de celle déja discutée que par un
facteur constant ; il suffit donc d’établir le seul résultat nouveau : elle est définie
sur Q!

Pour cela, on remarque d’abord que é?’s(fa,57o) = 1, ce qui signifie que 1'on
connait une forme a coeflicients algébriques dont 'image est algébrique.

Par ailleurs, le noyau de la forme linéaire est I’orthogonal par le produit scalaire
de Petersson de ’espace engendré par une forme propre de 1’algebre de Hecke. Donc
cet espace est stable pour cette algebre; on sait que cela implique qu’il est défini
sur Q.

Finalement, si les éléments de définition de la forme sont tous définis sur @,
c’est que la forme elle-méme est définie sur Q! O

REMARQUE 4.2. On voit que ce facteur de correction est fondamental pour ob-
tenir une forme linéaire a valeurs algébriques, car sans lui, il n’est pas sur que l’on
soit capable d’exhiber une forme modulaire a coefficients algébriques dont l'image est
algébrique ! Néanmoins, on voit qu’il rajoute une dépendance en S supplémentaire,
et il nécessitera donc une discussion particulieére dans l’étude de la variation hori-
zontale.

REMARQUE 4.3. On peut légitimement se demander si le facteur par lequel on
divise ne risque pas de s’annuler. Ce point, qui n’est pas évident, est prouvé par
Hida dans [17].

4.4. Variation horizontale de ces formes linéaires

Le but de cette partie est de comparer les formes E‘;’S et é‘}“z. Pour cela, on
étudie séparément tout ce qui dépend de S dans leur définition.

4.4.1. Comparaison de f, 5o et fo 0. Il suffit d’écrire les définitions :

fazo = A]]T - V)

lex

= fa,s0l H (I—-aW)

ex-5
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4.4.2. Comparaison de f) s et f) 5. On utilise la comparaison précédente,
pour écrire :

fg,E = fg,E,O|WNE
= fg,s,0| H (I—EEVz)WNz
lex—S
= fosWas T[T - aVoWas
lex—-S

4.4.3. Comparaison des formes sans normalisation algébrique. On
souhaite maintenant comparer les formes (f° ¢, )ns et (fOs,.)ny, appliquées a
une méme forme g, de niveau Ng, que I'on voit aussi de niveau Ny.

Comme g est de niveau Ng, elle fait apparaitre un opérateur de trace :

< 2,279>N>: < 2,2|Tr§79>1\75

= 2,S|W]§31 H (I—OZ_EVE)WNETTE,g
lex-S Ns

pour des raisons de simplification d’écriture, on va noter :

Pese il T[ (1 - @)W, 75
lex-S

on va montrer que cet opérateur est un “bon” opérateur de Hecke pour f0 ¢
(et pour f, donc de méme valeur propre associée); ce qui permet d’écrire un des
liens explicites cherchés :

PROPOSITION 4.8.
N a,SCY
(F8 5 9hws = A7 (PF5°") (f2 5. 9) v

ot Ay est opérateur de valeur propre de f.

DEMONSTRATION. Si on sait que I'opérateur
Hecke pour fg) g, son action sur cette forme est simplement la multiplication par la
valeur propre associée.

Or cette valeur propre est aussi la valeur propre associée par f au méme
opérateur, et le produit de Petersson est semi-linéaire en la premiere variable :
on a bien ce qui était cherché. O

PJ?"SCE est un bon opérateur de

Montrons maintenant le résultat qui nous a servi :

a,SCX

PROPOSITION 4.9. L’opérateur Pf admet 'expression suivante en termes
d’opérateurs de Hecke :
PRot = S ahu(d) ([ | ar @) A T()

Ms=Msdd’ 1|d
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DEMONSTRATION.
PeS = it T (- ajvi) W T
ex-S
= Wit Y @) VaWn, Try
Ms=Mgdd’
C Y M T
Ms,=Mgdd’

dans cette derniere égalité, on applique la régle de commutation suivante :
VaWny = (dd')2d "Wy V(d')

qui permet de simplifier les opérateurs W. On remplace alors les opérateurs V' par
leur forme matricielle :

PRSCE = Y pld)aj(dd)2dFV (@) TS
Ms=Msdd’
— ok kg [ d 0 >
= > uld)d(dd)zd o 1 )7Trs
Ms=Msdd’
= Z p(d)al,d== < Cé (1) )TT§
Ms=Msdd’
U
Notons g(d') = ( Cé (1) ) ; pour finir, il faut donc comparer g(d')Trg et T(d').

Notons encore I = I'g(Nx) et T' = ['g(Ns). g(d')TrE fait intervenir les classes
Tg(d")/T, alors que lopérateur de Hecke fait intervenir I'g(d’)/T. 1l s’agit donc
d’étudier 'action a droite de T' sur T'g(d’). Le stabilisateur de cette action est
I = g(d')~'T'g(d’) NT. On a les inclusions suivantes : I C T” C T'; cela permet
de voir que g(d')Tr% agit comme [I'" : IV]T(d').

On doit donc calculer [T : TV]. Mais c’est facile; en effet, on voit que I =
To(Nsd'); donc on est en train d’évaluer [I'(Ngd') : T'(Ngd'd)], ce qui se fait par
induction sur le nombre de facteurs premiers de d, et donne : [I'" : I"] = [, ,(1+1),
ce qui conclut la preuve.

PROPOSITION 4.10. Si on suppose que ¥ = S U {p} et que A\f(T},) # 0, on peut
écrire la valeur propre plus explicitement :

o _k (p+ 1oy,
)\f(Pf ,SCZ) :pl QAf(Tp) (1 _ P

pAf(Ty)

REMARQUE 4.4. Il est clair que cette comparaison dans les rez-de-chaussées
est suffisante, puisque de toutes fagons, on a vu que la forme 8;"5 était définie en
poussant les formes da ce niveau.

4.4.4. Comparaison des facteurs de normalisation algébrique. Pour
finir I'étude, il reste & comparer (f g, fa.s,0)ns €t (fO 5, fa,2.0) Ny Cette com-
paraison est assez complexe; on va donc faire 'hypothese que ¥ = S U {p}, en

déduisant ensuite le cas général par induction.
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ProrosiTION 4.11. On a :
(fosr fazolns = P 2[pAf(Ty) = 20, (p + 1) + @) "p' AL (T3)
X <fg,5a fa,5.0)Ng
DEMONSTRATION. On réécrit de fagon plus explicite :
fazo = fasollI —a,Vp)
= fa,50 = &pfa,s0Vp

_k
= fa.50 = @p" 2 fa,50l9(p)

oﬁonnote:g(p):(jg (1)>
De manieére similaire :
0y = 2,5|Wz§sl(—7 — ol V)W,
= 2,S|Wz§31WNz - a_;fg,s|Wz§31VpWNz
= faslo) =, fo sIWr VoW
= fg,s|g(p) —a_;p_%fg,s
(olt on a utilisé la méme regle de commutation des opérateurs V et W que précé-

demment).
On peut alors développer le facteur d’algébricité :

(fas: fazoine = (fo519(P); fa,s.0)Ns

_k

—alp™ 2 (£ 5l9(p), fa.5,0l9(P)) N
_k

—onp” 2 (f 55 fa,5,0) Nx

_k _k
—|—a;p 204;;]7 2<fg,57fa,570|g(p)>1\72

ce qui nous ramene a ’étude de quatre produits.
Comme fq 5,0 est de niveau Ng, le produit de Petersson avec cette forme, s’il
est calculé a un niveau supérieur, redescend via ’opérateur de trace :

)

(f2s19(p), fasodne = (F2slg@)TTNE, fas.0)Ns
= pl_%<f2,s|Tpafa,S,0>Ns
= P EN(T) (s fasolns

Pour les mémes raisons, comme fJ g, est de niveau N :

(o5 fasolo@ns = (fas: fasolg@)Triy)vs
= (S g farsolTp) s
= PG (L fasoln

Et dans le cas ou les deux formes sont de niveau Ng mais le produit est calculé
au niveau Ny, :

(fogi fasoine = @+ D[, fa,50)Ns

Il reste enfin a calculer :

<f2,S|g(p)7fa,5,0|g(p)>N2 = (p+1)<fg,57fa,E,O>Ns
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On dispose alors de I'expression de chacun des quatres produits en termes du
facteur d’algébricité sur S, qui permet d’écrire la comparaison :
kv _k 2 g 1_k
(fos famolns = [P 2A(Tp) = 200" 2 (p+1) + o), p "' 724 (T;)]
X(f2 g fa,5,0)Ns
ko 2 1_
= p 2[pAf(Ty) = 2a,(p+ 1) +a), p' T AH(T,)]
X (fS 5+ fa,9,0) N
et finit la preuve. O

4.4.5. Syntheése : forme linéaire indépendante de S. On dispose main-
tenant de tous les éléments pour énoncer le lien entre é?’z et é?’s :

THEOREME 4.2. Si on sait que X\¢(17) # 0 pour tout l € ¥ — S, alors :

ax D (0 20+ Da) M0 ] s
oo HKl pwp))(l PA(Ty) *wmm) ]éf

DEMONSTRATION. On utilise les comparaisons établies précédemment pour
écrire (on applique les formes linéaires & une forme g que 'on considére aux ni-
veaux Ng et Ny) :

0
8?72(9) <fa,ng>N):

(3 50 fas0) N
<f2727 g>N):
P EIpAF(Ty) — 205 (p+ 1) + o *pl R A () fO g for5.0) Ns
1_ kv (p+1)ay, /4o
p oz Af(TZD) (1 - Pv(Tp)) < a,S’g>NS
P2 [pAf(Ty) — 200 (p+ 1) + 0D F X (Tp)1 (0. g far.5.0) s
1—kx— (p+1)e,
p 2 A (T)) (1 o pﬁ(Tp)) <f2757g>NS
P2 [P (Tp) — 20 (p + 1) + b 2p =*Af(T3)] (fa,s0 fa.5.0) Ns
P (T,) (1- )

_ B A (Tp) éa,S( )
- kN, ’ 12,1k r\
P2 [pAf(Tp) — 2a5,(p + 1) + o), "pt =R A4 (T)]

il suffit alors de forcer la mise en facteur de pl’g)\_f(Tp) au dénominateur pour
simplifier I’écriture et se ramener au résultat attendu. O

On déduit immédiatement de ce résultat :

THEOREME 4.3. II existe un unique systéme de formes linéaires définies sur Q,
E?’S, défini sur toutes les tours Mg, avec S fini ne contenant que des | tels que
Af(T7) # 0, compatible avec les extensions Mg — Ms.

DEMONSTRATION. Il suffit de diviser é?"s par le produit d’Euler qui définit sa
variation horizontale. Plus précisément, on pose :

ws _ Doy [, 2p+Dal  alA(T) T s
o= |- S) (- S ) ]

pES
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et létude précédente montre que cette forme linéaire est définie sur Q, passe au
quotient par espace («, S)-caractéristique sur Mg, et est invariante par variation
horizontale. [l



CHAPITRE V

Construction de distributions modulaires
S-adiques

5.1. Distributions sur Yy

5.1.1. Fonction-tests. Si on considere les fonctions localement constantes
sur Yg & valeurs dans Q (notons cet espace C'°°=°"5t(Yg Q)), il est clair que les
indicatrices 1y des ouverts élémentaires U ’engendrent; en effet ’espace Yg est
compact.

Cet espace contient de plus tous les caracteres de Dirichlet non-ramifiés en
dehors de S, et on dispose de la formule suivante :

1 _
1a+(M§) = ()O(MZ) Z X(G)X
x mod M§

n

qui montre que les caractéres de Dirichlet engendrent aussi cet espace (¢ désigne
ici indicatrice d’Euler).

5.1.2. Définition. Une distribution sur Y, & valeurs dans un Q-espace vec-
toriel V, est une application linéaire : Clo¢=¢*"st(Yg, Q) — V. En particulier, pour
définir une telle distribution, il suffit de la définir soit sur les ouverts élémentaires,
soit sur les caracteres de Dirichlet (avec a chaque fois des conditions de recollement).

On introduit les notations intégrales suivantes, ou U est un ouvert, ¢ une
fonction-test et ® une distribution :

[ear = a)

[ vae = oqup)
U
o(U) = o¢(lv)
5.1.3. Convolution d‘E distributions. On se donne deux distributions &
et ®5 a valeurs dans deux Q-espaces vectoriels V; et V5 respectivement, et une

fonction-test a. On définit la distribution convolée de ®; et ®5 tordue par «, a
valeurs dans V; ® Vo, évaluée en la fonction-test ¢ de la fagon suivante :

Dy xo P2(p) = /Y /Y a(y)e (zy~') d®1(2) ® dPs(y)

On dispose des résultats suivants, qui montrent comment se calcule cette convo-
lution, suivant la base de C'°°=°°"**(Yg, Q) considérée :

85
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PROPOSITION 5.1. Si a + (Mg) est un ouvert élémentaire de Ys et x un ca-
ractére de Dirichlet, on a :

1o Oa(lyyaryy) = D, ab)® (1ab+(M§)) ® 0y (1b+(M§))
b mod Mé
Dy xq Po(x) = P1(x) @ Pa(a))

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que dans la premiere expression, la
somme porte bien siir sur les b inversibles modulo Mg! Pour prouver le résultat, il
suffit de dérouler la définition :

D1 %a Pa(loq(ry)) = / / a(y) Loy (zy~") d®1(z) @ dPs(y)
Ys Jvs

/Y a(Y)ay s (g (2)dP1(z) @ dP2(y)
= AS O[(y)(bl (1ay+(M§)) 2y d(I)Q(y)

> a®)® (L) © @2 (Lo ars))

b mod Mz;’

La seconde expression est plus simple & obtenir, dans la mesure o1 on est dans
un cas d’application du théoreme de Fubini :

By o Ba(y) = /Y /Y o)y (zyY) dBy (x) ® dBs(y)

/ / o (y)x ()X (5)d®1 (z) © dPs (y)
Ys JYs

/ X(@)dDy () / 0% (y)d®, (y)
Ys

Ys
P41 (x) ® P2(aX)

O

REMARQUE 5.1. On ne demande pas ici ¢ « d’étre un caractére, seulement une
fonction-test ; méme si on n'appliquera dans ce texte la construction que dans ce
cas.

5.1.4. Distribution p-adique. Pour p € S, on peut définir une notion de
distribution sur un espace de fonctions plus grand; en effet, on dispose d’une va-
riable y,, : Ys — C, induite par la projection canonique Ys — Z; : elle permet
de considérer, pour h > 1, I'espace C!'(Ys, Q) des fonctions Yy — C, localement
polynomiales de degré strictement inférieur & h en y,, & coefficients dans Q.

Evidemment, C; (Ys,Q) est I'espace des fonctions localement constantes, dont
on a déja discuté, et qui ne dépend pas de p. On dispose des inclusions suivantes :

cloemeonst(yg,Q) C Cr (Y5, Q) C ... C Clr (Y5, Q) C Cp(Ys, Q)
Si V est un Q-espace vectoriel, une distribution p-adique & valeurs dans V est

une application linéaire d’un espace C}!(Ys, Q) & valeurs dans V.

Se donner telle distribution sur C}'(Ys, Q) revient & choisir une distribution sur
les fonctions localement constantes pour chaque 0 < j < h; en effet, le coefficient de
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yJ dans le développement d’une fonction de C!(Ys,Q) est une fonction localement
constante.

Cette construction mérite d’étre détaillée, car elle est tres utile pour étendre
commodément une notion p-adique en notion S-adique. Considérons d’abord une
distribution p-adique ® définie sur CQ(YS,Q) et & valeurs dans V. On définit a
partir d’elle une distribution ®; sur Clec—const(yy Q) pour chaque 0 < j < h de la
facon suivante : si ¢ est une fonction-test, on pose : ®;(p) := <I>_(g0yg,).

Réciproquement, si on part d’une fonction-test ¢ € CZ’}(YS, Q), et d’une famille
(®5)o<ij<h, il sEfﬁt d’écrire ¢ sous la forme » ;) ©jy3, avec pour tout j, ; €
Cloe—const(Yg Q), pour ensuite définir : ®(p) := > o<j<h Pi(©5).

Ces deux opérations sont par ailleurs bien I'inverse I'une de l'autre.

5.1.5. h-admissibilité (p-adique). On dispose pour ces distributions p-adi-
ques d’une notion d’admissibilité (lorsque V' est muni d’une norme, disons |.|), qui
permet de controler leur croissance (introduite dans article [60] de Visik) : on dit
qu’une distribution p-adique ® est h-admissible lorsqu’elle est définie sur C;;L(YS, Q),
et vérifie pour tout point a € Yg, a € Z, et tout 0 <t < h :

a+(Mg)

v—00

REMARQUE 5.2. Cette notion est un peu différente de ce qui est défini dans
Uarticle [60] de Visik : on utilise un O au liew d’un o, de fagon similaire d ce qui
est fait par Dabrowski et Delbourgo dans leur article commun [10].

5.1.6. Distributions S-adique, h-admissibilité. On souhaite définir des
notions de distribution et d’admissibilité qui seraient valable non plus uniquement
pour un unique p premier, mais dans le cadre plus général d’'un ensemble fini de
places (finies) S. Le probleme est que les diverses distributions p-adiques pour p € S,
ne sont pas définies sur le méme espace. Il faut donc contourner cette difficulté, en
se ramenant au seul espace commun aux différents p € S : les fonctions localement
constantes a valeurs algébriques, qui servent justement & définir la distribution
p-adique quelque soit p € S.

On définit donc une distribution S-adique comme étant tout simplement la
donnée d’une famille de distributions (®;)o<j<n ; en effet, elle donne bien une dis-
tribution p-adique définie sur CS(YS,@) pour tout p € S, et de cette facon, une
mesure p-adique est bien la méme chose quune mesure {p}-adique.

On dit qu’'une distribution S-adique (®;)o<;<n & valeurs dans un Q-espace vec-
toriel V' forme une distribution S-adique h-admissible, lorsque pour tout p € S, la
distribution p-adique qu’elle définit est h-admissible. Comme la notion d’admissibi-
lité p-adique dépend d’une norme sur V', on suppose qu’on dispose pour tout p € S
d’une norme |.|, sur V.

REMARQUE 5.3. On se garde bien de ne demander qu’une norme sur V, car
il est clair qu’une seule norme ne donnera en général pas de notion d’admissibilité
intéressante pour tous les p € S simultanément.

En particulier, dans le cas qui nous intéresse, on verra que la structure de Q-
espace vectoriel de V' permettra de le munir pour chaque p d’une norme héritée du
plongement iy, : Q- Cp, qui fournira alors une notion d’admissibilité convenable.
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5.2. Distributions & valeurs modulaires

5.2.1. Exemples classiques.

5.2.1.1. Distribution d’Fisenstein. On a déja vu deux exemples de distributions
modulaires lors de ’étude des séries d’Eisenstein ; elles étaient définies sur A% plutét
que sur Yg, mais il suffit de considérer les sections par une fonction-test donnée pour
obtenir des distributions modulaires du type considéré. C’est d’ailleurs ce que nous
ferons plus loin.

5.2.1.2. Formes modulaires partielles. Si on se fixe g = )" anq™ de poids k et
de niveau N, alors on peut poser :

Pyla+ Mg) = Z ang"

n=a mod M?

qui est une forme modulaire de poids k et de niveau N M ;z'

Cette distribution apparait de fagon naturelle quand on veut tordre la forme g
par un caractére x de conducteur Mg ; en effet, il est clair que : 4(x) = gy-

5.2.1.3. Séries theta partielles. Ces séries sont obtenues de facon tres similaire
aux formes modulaires partielles, en faisant apparaitre une fonction-test dans la
définition d’une série theta associée a un réseau (tordue de plus par une fonction
sphérique). Cet exemple est assez éloigné de ce qui est traité ici; il est exposé en
détail dans le travail [17] de Hida.

5.2.2. Construction des ®;. On se fixe un poids de référence k, et on
considere 0 < j < k — 1.

Etant donnée ¢ une fonction-test, on considere les distributions d’Eisenstein (&
valeurs holomorphes, vu les choix de types) suivantes :

j al
{ E§J)(SD) = Ek_gj_l,l_(k_j_l)(le XQP)
j al
B (p) = Ejfiolex1y)
Leur développement de Fourier, dont les coefficients sont entiers algébriques
par construction, est :

{ Egj)(QP) = yk_g_l anoU;??j,Ll,(k,j,l)(SD)qn
Eéj)(go) = y% Enzo Ug('i)l,o(@)qn
ou :
O'Iiri)jlef(kfjfl)(a‘ +(Mg)) = > Ly (d)d*772
dd'=n,d’=a mod M%
ofholat (ME) = >

dd’=n,d=a mod M§
On va s’intéresser a la famille finie de distributions :
q)j = (_1)j E:{J) *1,N)=1 Eéj)

’ . . N N 14 .
Pour évaluer son niveau lorsque ’on integre un caractere x d’ordre Mg, on doit
regarder :

EP () € Mk—j—l( 5“)
Eéj)(l(.,zv):ﬂ) € Mju (NM)
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on en déduit le controle suivant du niveau :
®;(x) = (=1 B (OB (1 n)=1%) € My, (NsM¥)
5.2.3. Congruences pour les @;.

THEOREME 5.1. $i0 <t < k—1 et a+ (Mg) CYs, a € Z, est un ouvert
élémentaire, on a :

UsZ( > —a)' 7 ®;(a+ (Mg)) = 0 mod Mg O[[]][R]

DEMONSTRATION. On commence par exprimer ®; (a + (Mg)) en termes de
coeflicients de Fourier des deux séries d’Eisenstein :

®(a+ ML) = (-1 > 1 ®ED (ab+ (ML) EY (b+ (M)
bmodM§
= (—1)jy§ Z (N)= 1 an1+n2
bmodMS ni,n2

Ul(cnlj) 1,1—(k—j—1) (ab+ (MF)) 1(121)0 (b+ (Mg))

cette expression montre que pour prouver le résultat, il suffit d’étudier, a
a,b mod M§ fixé, la somme suivante :

Z( t >(_a)t_j(_1)jal<€mj> Lo (ab+ (ME)) a2 (b+ (ME))

Jj=0 J
dans le cas ott ny + ng = 0 mod Mg (4 cause de I'action de Ug).

On utilise alors les expressions connues des coefficients de Fourier pour exprimer
cette somme plus explicitement, dans le cas ot ny,ng > 0 :

> X Z( ) ) (=1 1y (du)dy > dy

dld, =ni dgd, =ngz J= =0

ou les sommations se font avec les hypotheéses supplémentaires : dj = ab mod M§
et do = bmod M§

On va prouver que cette derniere sommation est = 0 mod M g(’); on regroupe
tous les termes qui dépendent de j, pour reconnaitre une somme de binoéme :

> X Z( ) ) (—1) 1y, (dy)dy > dy’

did|=n1 dodf=nz j=0

= 2 2w dldk22< ) V=i (—1)didy

dld/l_nl de/ =nN2
)\
= D D ly(d)d (=) <a+ d—Q)
dld/lz’nl deé:’ng 1

or, a+ Z—f =a+ ﬁ ; et dans cette expression, on sait que dody A M§ =1, par
hypotheése pour dz, et par la présence de 1y, (dy) pour dy, donc le calcul suivant a
un sens, dans Z/MgZ :
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a+ = — mod M%
dyds dyds o
!
= a—d—;mod Mg
= 0Omod M§

avec cette congruence, comme tous les autres facteurs sont entiers (algébriques), on
a le résultat voulu.
Il reste a traiter deux cas : n; = 0 et no = 0; mais dans les deux cas, n; =
0 mod Mg, donc A,, = 0, puisque la définition de A, fait intervenir une somme
sur did} = ny, ot la condition de congruence sur d} implique que di A Mg =1, et
la présence de 1y, (d;) force dy A Mg = 1.
O

5.3. Critére d’admissibilité

5.3.1. Enoncé du théoréme. On considere une famille finie de distributions :
(I)j . Cloc—const(§/s7 @) _ MS(@)

(avec 0 < j; on se donnera une borne supérieure dans I’énoncé)
On définit a partir d’elle une famille finie de distributions par projection :
S - = S =
q)? :Cloc const (YS;Q) N Mg (Q)
WS oS
q)? = Wg (I)j
On a déja vu comment une telle famille permet de définir une distribution p-
adique pour chaque p € S; notons-la @?}f . Par ailleurs, pour chaque p, on peut
munir Pespace des formes modulaires & coefficients algébriques d’une norme |[.|p,
héritée via les coeflicients de Fourier de la norme induite par le plongement i), :

Q— Cp.

THEOREME 5.2. On choisit h > 0, tel que pour tout p € S, h > vy(ap); On
suppose qu’il existe »x € N tel que pour tout ouvert élémentaire a + (Mg) C Ys,
a € Z, on dispose de la condition de niveau :

Vj € [[0, had[, ®;(a + (Mg)) € M(MG¥)
ainst que, pour tout t € [[0, ha|[, de la condition de congruence :
t

oY () Car et (1) = 0 mod MEOLIR

§=0
alors la famille (@?’S) forme une mesure S-adique hsc-admissible.

5.3.2. Preuve du théoréme. On se place sous les hypothéses du théoreme :
on fixe un point a € Z, p € S et t € [[0, hx][.
L’objectif est de prouver :
- 0 (pl/p(hpu—t))

a,S
/ . (yp - a)tdq)(p) o
a+(Mg) » Vp—0©

on va donc commencer par réécrire la forme dont on veut majorer la norme en
termes de ®; :
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t
o,S t a,S i
/ , (p =)' d@Ey = Z( > )T ( a+<M§>y§)
a+(Mg)

t
t @,S
= ( . )( a) I ®; (a+ (M)
— J
7=0
dans cette expression, on sait (par I'hypothese de niveau), que ®;(a + (Mg)) est de
niveau M . donc la projection se calcule ainsi :

7350, (a+ (ME) = Ug™maSUz%®,(a+ (M)

on réécrit 'opérateur Ug ™ comme ag ™™ (a§1U5)7%Z

Or d’une part : |a§1|p = ‘agl‘p < pl, et donc ‘o@%z‘p < p#¥b Q’autre part
ona:

1 -1
(s Us) ™ *lp = ll (g, " Up) "l

mais comme on travaille sur un sous-espace de dimension finie (et indépendante
de v!) de lespace ap-caractéristique de Up, V'opérateur Z = (U, — 1) est nil-
potent, donc :

—1 —J{l/p _ —1 —J{l/p
(0 ' Up) ~" = (I +0,'2)

se développe en polynomes d’endomorphismes de degrés bornés par la dimension
de Mg’s lorsque v varie. Ces polynémes ont de plus pour coefficients des entiers
(rationnels) fois des puissances de a§1 (puissances bornées par son degré, donc
bornées uniformément en v) : il existe donc une constante C;, indépendante de v,
telle que :

HVp

a5 Us) =l = | (0 0y) ™

<G
» 2

Par ailleurs, la condition de congruence permet de borner la somme sur les ®;,
ce qui donne :

a)tdfbg"s

fa+(M§) (¥

p

g™ (ag'Us) a5 UF* Y0, ( ; ) (—a) 72, (a+ (Mg))
o SUS" Yo ( ; > (=a)7®; (a+ (Mg))

<oy uzSin () o o 0r)

< ph;«a/p C}ijitup
< Cl vp(hse—t)

< |l

X
<

P

p

c’est le résultat de domination en O(p*»("*~*) cherché.

REMARQUE 5.4. Cette constante CZ’, dépend uniquement de Uy, « et de l’espace
MG®

REMARQUE 5.5. Cet énoncé est identique (modulo les différences de cadre) au
théoréme 3.4 de Uarticle [40] de Pantchichkine.






CHAPITRE VI

Application : distributions scalaires

6.1. Définition
On définit une famille de distributions ,u?”f sur Yg, avec 0 < j <k —1, par :
s = €555 a]
ol :
— @; est la famille de distributions a valeurs dans la tour modulaire Mg, que
I’on a définie en page 88;
— Wg’s est le projecteur de la tour modulaire Mg dans la tour modulaire
Mg’s C Mg, que 'on a défini en page 74;
— enfin, é‘;f’s est la famille de formes linéaires sur Mg, construite en page 79.
La composition de ces trois applications est donc bien définie, et fournit des
distributions a valeurs scalaires.
On peut déja affirmer :

ProrosiTION 6.1. L’image par u;‘js d’une fonction-test a valeurs algébriques
est algébrique.

DEMONSTRATION. On a vu que 'on pouvait calculer explicitement les coef-
ficients de Fourier de I'image de ®;, par des formules algébriques. La projection
est polynomiale en les opérateurs de Atkin-Lehner, et conserve donc les propriétés
d’algébricité des coefficients. Enfin, on a prouvé que I'image par é‘}"s d’une forme
a coeflicients algébrique est algébrique (c’est le théoréme d’algébricité 4.7) (]

6.2. Théoréme des congruences (version scalaire)

THEOREME 6.1 (théoréme des congruences, version scalaire). Il existe une cons-
tante Cg algébrique non-nulle, telle que pour tout ouvert élémentaire a+(M§) CYs,
a€Z,ona:

t

t . ) N

ng ( j ) (—a)™’ ufjf(a-y (M%) = 0 mod Mét Mre
j=0

DEMONSTRATION. En effet, on sait que pour tout ouvert tel que dans 1’énoncé,
on a :

05 (§) o' 5o+ (M2) = 0 mod MFO(R
j=0

c’est le théoreme des congruences pour les formes modulaires, énoncé puis prouvé
page 89.
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L’opérateur de projection va introduire un dénominateur; en effet, il se calcule
via :
R = Ut U
ou la partie U § n’introduit pas de dénominateur ;, car c’est une composition d’opé-
rateurs de Atkin-Lehner. La projection wg{f introduit un dénominateur qui ne

dépend que de l'espace (de dimension finie) Mg’s; on peut donc l'intégrer dans
la constante C'§. Enfin, Ug ¥ induit, par adjonction et les propriétés de f°, une
multiplication par agz. C’est ce dénominateur que ’on majore par M SZ.

Par contre, la forme linéaire 095 va faire apparaitre un nouveau dénominateur
Dy, qui dépend a priori de 'ouvert considéré, de f, a et S. On va montrer qu’on
peut le choisir indépendamment de 'ouvert ; on pourra alors I'intégrer a la constante
Cs.

Quel que soit 'ouvert considéré, les intégrales des distributions & valeurs mo-
dulaires (Wg’sq)j)j sont dans la tour modulaire Mg’s. Or on a montré que cette
tour était de dimension finie (théoréme de la dimension finie, page 75), donc la
forme linéaire est continue, et le dénominateur est indépendant du point considéré,
donc de la fonction-test en laquelle on évalue u?f . O

6.3. Théoréme d’admissibilité

THEOREME 6.2. La famille de distributions u‘;JS forme une mesure S-adique
h-admissible, ot h = maxpeg vp(ay).

DEMONSTRATION. Rappelons que la notion d’admissibilité dans le cadre S-
adique a été définie en 5.1.6, page 87.

Le théoréme des congruences (version modulaire) (5.1, page 89) et la discussion
sur le niveau en 5.2.2, 88 montrent que la famille ®; satisfait les hypotheses du
critere d’admissibilité 5.2, pour h donné par ’énoncé et » = 1. On sait donc que la
famille (73 ®;); forme une mesure S-adique h-admissible.

Or la méme discussion que dans la preuve du théoréme des congruences (version
scalaire) 6.2, permet de voir qu’a un dénominateur pres, ,u;'fjs va vérifier les mémes
propriétés d’admissibilité : en effet, ce dénominateur est indépendant de 'ouvert
considéré, et la notion d’admissibilité est définie en termes de majorations par des
O(.), donc la présence de cette constante n’empéche pas les (,uff”f)j de vérifier les
meémes majorations. O

REMARQUE 6.1. Il suffit de regarder le polynome de Hecke de f en toute place
p de S pour constater que vy(ap) < k—1, donc h <k —1 : la famille (®;)o<j<k—1
que U'on a définie a donc assez d’éléments pour que l’'énoncé ait un sens!

6.4. Intégration des caractéres de Dirichlet

THEOREME 6.3. Soit f une forme modulaire adélique holomorphe de poids k,
niveau N et caractéres (Y1,2), forme propre des opérateurs de Hecke, et (ap)p
une famille de valeurs propres des opérateurs de Atkin-Lehner adaptée a f.

Soit enfin x un caractére de Dirichlet de conducteur c, premier avec N et
S = Z(cy) le support de ce conducteur.

Sous ces hypotheses, on a :

pyP (0 = H(f, 0, 8,5, X)Ly s,(i +1,%)
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a1,0Gy L (k — 1)(2im)7 T (—1)Fcd ag”
L+ D{f s fa,s.0)Ns
Gr10(Lg X FHLn=10)) (L)L, g0 (k — 1, Flys)
DEMONSTRATION. On commence par écrire, & partir des définitions :
i) = @)
= (7770500
— lim (fa.s, a5 Usmg’ PP, i (X)) Ns

r—0o0 <fa’57fo¢7S,0>Ns

H(f7a7S7j7X) =

ol on peut calculer la projection :

ma%®(x) = Ug 7TSOUS i(X)

pour un ¥ > 0. On a donc :

—VvrrV _o,S —v_a,Syrv
ag Ugmg”®;(x) = ag mgg Us®;(x)
On en déduit :
—VvrrV_a,S
<fg,sa045 Ugrmg’ (I)j(X)>Ns

N?’S(X) = lim 0
¥ V—00 <fa S,fa SO>NS
= I (fa S’O‘SHWSOU ©;00) s
V=00 <fa,safa,S,O>Ns
S as” 05 Te0 Us®
m < aSaﬂ—SO ( )>

v—00 <f2’sa fa,S,0>Ns

. «
= ;g&m< 0.5 Us®i (X)) s

ou la derniere égalité fait disparaitre la projection, car on sait que la forme linéaire
se factorise par la projection.

On peut maintenant préciser le passage a la limite sur v; en effet, on sait que

®;(x) est de niveau Nc,, donc de niveau NSM§ pour un certain v, a partir duquel
la suite est stationnaire. On poursuit donc les calculs en choisissant ce v.

On utilise alors les propriétés d’adjonction pour écrire :
( aSvUS i0)INs = <U;V aSacb‘(X»NsMg
= (@s%fos D5 (X)) Nsarz
= a§<f3,5a‘bj(X)>NsM§

On va maintenant tenter de se ramener a un calcul d’intégrale de Rankin-

Selberg. Pour cela, on va essayer de simplifier la partie gauche du produit scalaire,
en faisant apparaitre un lien plus simple avec f :

<fg,Saq’j(X)>NsM§ = <f£,s,o|WNsa(I"(X)>NsMﬁ
(—1)k< aSO’(b (X)|WNSM—>NSM—
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La conjugaison complexe dans la partie gauche du produit scalaire n’est pas
génante, en effet, on a vu dans ’exemple de calcul en 71, qu’elle va de toutes facons
intervenir a nouveau conjuguée : il va y avoir une simplification automatique.

Ce qui ne sera pas simplifié, en revanche, c’est que f et f, s0 n'ont pas les
meémes valeurs propres; on va donc introduire des notations pour les distinguer : A
est le morphisme “valeur propre” de f, et A% le morphisme de fa,s,0-

On sait que si (n, Mg) =1, on a les égalités suivantes :

a,S _ Kya,S
{/\Mgn — ok

A = An
On cherche a écrire (I’j(X)|WNSM§ sous la forme :

al ana
Ekfj,171,(k,j,1)(@l X p2) j+11,0(90)

ou on rappelle que les distributions d’Eisenstein analytiques sont définies en 2.3.1,
page 37, et les distributions d’Eisenstein algébriques en 2.3.5, page 42. On utilise
pour cela sa définition (5.2.2, page 88) :

o) = B OEY (1(x=1%)
al al —
= Ek—gj—l,l—(k—j—l)(lys x X)Ejf17o(1(.7N):1X x 15)

dans cette expression, on a d’'une part le corollaire 3.2, page 55, sur l'action des
opérateurs W sur les distributions d’Eisenstein algébriques :

al Yy T
Ek—gj—l,l—(k—j—l)(le x X)|WNSM§ (( 0 1 ) X 1f>
al NsM<y NsMzzx

(ou F est la transformée de Fourier pour les fonctions sur Ay localement constantes
a support compact), et d’autre part, via la proposition 2.8 de lien entre les distri-
butions analytiques et algébriques (page 43), et la proposition 3.11 sur l’action des
opérateurs W sur les premieres (page 54) :

al — T
Ej oL m=1X X 1) Wiy arg <( 0 > x 1f)
in)I T Hana — = €T
— R B i) X W (4 ] ) % 15)
2im)7 Y Lana _ _ NsMKy NsMK:E
ST Eto(1z x F7H (1 n)=1X)) (( 0" L) x Ay

On peut donc écrire ®;(x)|Wy, MY S0US la forme voulue, en choisissant :

e = 1lzx f_l(l(.,N):1Y)
p1 = Fx
Y2 = Flyg

Le calcul qui suit est alors tres similaire a celui effectué dans la preuve de la
proposition 3.33, page 70; les justifications seront donc rapides.
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On peut développer U'intégrale :

FE 50 B Wrowhons = [
B(Q\GLa2(A)/Z+ (R)SO2 (R)x B(Ns M%)
gt —
|detgl, = f1 50(9)
Ezl_gj_l)l_(k_j_l) (‘Pl X @2)(9)((@)(9,‘)

71900, 7)1 dg
On utilise alors les développements automorphes suivants :

fLsol) = Y ah(9)

m>0

B (1 X p2)(9) = ;bn(wl X ¢2)(9)
n>0

Pour écrire :

(£ 5.0 0500 W) worre = /
m>0,n>0 B(@)\GLz(A)/Z+(R)S02(R)xB(NSMg)

| det gIA T (@)balp1 % 02)(9)Cr41.0(9)(91)
]1(9007 z)JJrldg
Le domaine d’intégration est tel qu’en partie archimédienne, on peut paramétrer

par un quotient de Ho, de sorte que j1(goo,i) = ¥ et dgoo = dady/y?, et que 'on
peut oublier la sommation en partie non-archimédienne. Par ailleurs, la dépendance

en x n’est portée que par af, et by, ce qui annule les termes m # n :

2 0 0500 Wasn)one = 3. /

n>0

Yy~ F afb, (salxwz)((‘g ?))

Girnole)(1p)y'Hdy/y?

Comme b,, est un coefficient de Fourier d’une série d’Eisenstein algébrique ho-

lomorphe, on peut écrire :

bn (") <( 0 (1) )) =y 5 ouler x 02"

Pour a, comme on a choisi f holomorphe, on a :

#(11) - 7
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ce qui permet le calcul suivant :

(85,00 @i COIWNen) sz = Z/ yighy g

n>0
an,00n(P1 X p2)

Ci+1, 0(@)(”)9%6@/92

= G+10(p)(1y) Z/ % exp(—4mny)

n>0
an,00n(p1 X p2)dy

On effectue alors le changement de variable : Y = 4wny, pour obtenir :

(£ 500 ®i(x IWWrsmz)nsmz = G+ro(@)(1y) Z/ <47m> exp(—Y)

n>0

an,oﬂn(sﬂl X <P2)m

On utilise maintenant le fait que f, 5,0 est forme propre :
.S
an,0 = Ap" a0

On a alors :

<f§,s,0aq’j(X)|WNsM§>NsM§ = Gr1o(e)(1y) Z/ <47m> exp(—Y)

n>0
dy
41n

= <J+140 ] / Y*2q; g exp(~Y)dY
)

D TN a, (01 X )

n>0

)\ Sal OUn(sOl X 902)

= Sunolply) +(Zfr()f)(11f Jarol(k - 1)

>IN Son(er x ¢2)

n>0

dans cette expression, I'intégrale fournit une somme de fonctions I' d’Euler, et la
série de Dirichlet s’interprete comme un produit de fonctions L tordues, via le
lemme de Rankin (lemme 1.2, page 24); en effet, comme :

oalpr x 92) = 3 pr(m)pa(n/m)mh =2
meQ*
sa fonction L se factorise ainsi :
L(s,0.(¢1 X ¢2)) = L(s = (k — j — 2),¢1)L(s, ¢2)
d’ot, avec le choix : s = k — 1 dicté par la série de Dirichlet :

3 NS0, (01 X 2) = Ly oG+ Lp1) L o (k — 1, 02)
n>0
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Dans cette derniere expression, on a :
Gy _
p1(z) = —X(cxx)
Cx
Il suffit donc de relier Ly, o ,(j+1,91)a Ly, s ,(j+1,X) pour justifier le résultat
annoncé. Un simple changement dans la sommation qui définit la fonction L permet
d’écrire :
Lfa,S,O(j +1, (,01) = chiagzl’fa,s,o (.7 + 17%)
O

COROLLAIRE 6.1. On suppose que l’on dispose d’une combinaison linéaire finie
de caractéres de conducteurs Mg, qui vérifie une congruence :

Z%(X =0 mod MO
X

alors :

O3 weH(f, 0, 8,5, X) Lfa c0(j +1,%) = 0 mod MY 4770
X

ou on rappelle que :

_ a1,0G L(k — 1)(2im)7 T (—=1)*cl ag”
H(f7a7S7]7X) = X . O X
LG+ D(fa.s0 fo5.0)Ns
CG1,0(1 X FTIX)(f) Lo s0(k = 1, Flyg)
DEMONSTRATION. On va commencer par montrer un résultat de congruence
pour chaque u‘;JS : le théoreme 6.1, page 93 fournit des congruences : (0 <t < h)

t
Cg Z ( ; ) (—a)™’ u%’f(a + (Mg)) = 0 mod Mét_h)z(’)
j=0
ces congruences ont l'inconvénient de ne donner des renseignements que sur cer-
taines combinaisons linéaires d’intégrales des M?,’]S~
Cependant, si on lit ces congruences comme une congruence vectorielle, on voit
qu’on peut les écrire :

T (Cg‘u?‘,’f(a + (M*%)))J = 0 mod (Mét—h)z)t

ou T est une matrice explicite, qui fait intervenir les coefficients du binome. Il n’est
pas utile de la décrire en détails, seules les propriétés suivantes, faciles & constater,
sont utiles :

— elle est a coefficients entiers (rationnels)

— elle est triangulaire inférieure

— seuls des 1 apparaissent sur sa diagonale.

A partir de ces remarques, on voit que 7! va vérifier les mémes propriétés; et
donc, on aura :

(Cansy @+ (m¥))

0mod T~ (Mgt*’“ﬁ)t

J

0 mod (Mgt"”ﬂ)t
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Donc, pour tout j :
a, oS Ny j—h)v
O (a+ (M§)) = 0 mod MY ™"

On peut alors écrire :
a,S a,S
T <Z 'YxX) = > iy ()
X X
a,S v
Z"/X Z X(a)ﬂf,j (a+ (Mg))
X a

> (Z "/XX(‘U) ugy (a+ (M)

Dans cette somme, on sait que :

Z’yxx(a) = 0mod MZO
X

Cgu?‘:f(a + (Mg)) 0 mod Méj_h)ﬂ(f)

donc on a :
o, Q, _ j—h)v+1
cguy? (Z%{X> =0mod MY Mo
b%

Par ailleurs, on sait que :
a,S a,S
Fyi <Z ’VXX> = D mug; ()
pe X
= Z’\/XH(ﬂavvaX)Lfa,s,o(j+1;%)
X

d’ou le résultat du corollaire.



Conclusion

Les résultats obtenus donnent des congruences sur des nombres algébriques,
que l'on sait liés & des valeurs spéciales de fonctions L de formes modulaires. Ils
permettent donc d’avoir un analogue adélique de ces fonctions L : pour tout p pre-
mier, on peut définir un analogue p-adique de ces fonctions L, de fagon “cohérente” ;
c’est-a-dire via la méme distribution uo‘:s.

L’avantage est que la formulation se fait sous forme de congruences, sans faire
intervenir explicitement ces équivalents p-adiques. De ce point de vue, on généralise
bien & GL2(Ag) ce qui a été obtenu par Deligne et Ribet dans [15].

Cet article de Deligne et Ribet n’était d’ailleurs pas limité au groupe multi-
plicatif des adeles sur Q : ils ont travaillé sur le groupe GL1(Ar) d'un corps de
nombres totalement réel général F'; il serait donc tres intéressant d’essayer d’appli-
quer les méthodes de ce travail pour obtenir des résultats sur le groupe GLy(AF).
Cela demande de développer un analogue de la technique de la projection canonique
pour les formes modulaires de Hilbert.

Une autre piste intéressante pour continuer ce travail est ’application au calcul
informatique des valeurs spéciales : d’une part il existe déja des programmes ca-
pables de calculer avec les formes modulaires holomorphes (par exemple, W.Stein
a travaillé sur ce sujet), et on sait que les formes presque-holomorphes sont tres
proches des formes holomorphes (existence d’un développement de Fourier, pro-
priétés d’arithméticité, etc). D’autre part, la description de la projection canonique
faite au chapitre IV, a été pensée a la base pour permettre un calcul facile par des
moyens algorithmiques.

Enfin, on n’a pas encore étudié les interprétations arithmétiques de ces valeurs
spéciales; notamment le lien entre ces mesures et des lois de réciprocité, ou le lien
avec les ordres des x composantes des groupes de Selmer.
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