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Repr�esentations lin�eairesdes tresses infinit�esimales
Ivan MARIN





R�esum�e. L'objet de e travail est l'�etude g�en�erale des repr�esentations lin�eaires du groupede tresses Bn qui proviennent de l'int�egration de syst�emes de Knizhnik-Zamolodhikov (KZ),vus omme repr�esentations de l'alg�ebre des tresses in�nit�esimales. Nous utilisons la teh-nique des bases de Gelfand-Tsetlin pour �etudier ertaines repr�esentations de ette alg�ebre, etmontrons omment onstruire expliitement les repr�esentations du groupe d'Artin orrespon-dantes. Nous lassi�ons ompl�etement les syst�emes KZ qui sont irr�edutibles pour l'ation dugroupe sym�etrique et onstruisons les nouvelles repr�esentations de Bn qui apparaissent �a etteoasion. Nous obtenons d'autre part des rit�eres d'irr�edutibilit�e sur les repr�esentations deBn obtenues par onstrution tensorielle. Nous obtenons en�n d'autres r�esultats utiles danse adre, notamment une d�eomposition partielle de l'alg�ebre de Lie engendr�ee par les trans-positions dans l'alg�ebre de groupe du groupe sym�etrique. Cette d�eomposition partielle esten rapport ave les omposantes irr�edutibles de la repr�esentation de Jones.
Mots l�es : repr�esentations, groupes de tresses, Knizhnik-Zamolodhikov, tresses in�nit�esi-males, bases de Gelfand-Tsetlin, groupes sym�etriques, tours d'alg�ebres.
Abstrat. This work ontributes to the general study of linear representations of Artin'sBraid group Bn that arise as monodromy of KZ-systems. We onsider these systems as re-presentations of the Hopf algebra of in�nitesimal braids, and apply the tehnique of Gelfand-Tsetlin basis. The purpose is twofold : this tehnique gives a good insight into the represen-tation theory of this algebra, and we show that it helps in the expliit onstrution of theorresponding braid group representations. We give a omplete lassi�ation of KZ-systemsthat are irreduible for the ation of the symmetri group, and build the new representationsof Bn that arise at this stage. Among other results that are useful in this setting, we obtainirreduibility riteria on tensor produts and related onstrutions, and get a partial deom-position of the Lie algebra generated by transpositions in the group algebra of the symmetrigroup. This partial deomposition involves summands of the Jones representation.
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INTRODUCTION 1
IntrodutionLe groupe de tresses sur n brins Bn a �et�e d�erit formellement pour la premi�ere fois en1925. D�es la p�eriode 1923-1936 sont d�efrih�es di��erents aspets essentiels de e groupe :- les tresses omme mots en n� 1 g�en�erateurs- les interpr�etations g�eom�etriques des tresses- le lien entre tresses et n�uds- les repr�esentations du groupe BnLe lien entre tresses et n�uds est �eluid�e par Alexander (1923) et Markov (1935), une des-ription de Bn par g�en�erateurs et relations est d�eouverte par Artin, et en�n Burau (1936)onstruit une repr�esentation non triviale et irr�edutible de degr�e n�1 de Bn, qui depuis porteson nom. Le polynôme d'Alexander, premier d'une s�erie d'invariants polynomiaux des n�uds,est quant �a lui diretement li�e �a ette repr�esentation de Burau.Les travaux des d�eennies suivantes peuvent être onsid�er�es omme une �etude pouss�eede es onstrutions fondamentales. Il est montr�e que la repr�esentation de Burau de B3 est�d�ele. Le polynôme d'Alexander est d�eortiqu�e, et on montre qu'il ne d�epend, par un pro�ed�eexpliite, que du groupe fondamental du ompl�ementaire du n�ud (Fox). Renontrant legroupe de tresses pures ou olor�ees - un sous-groupe fondamental de Bn - dans son �etude dessingularit�es, Arnold en d�etermine l'alg�ebre de ohomologie rationnelle. Les d�eveloppements dela topologie alg�ebrique et de la g�eom�etrie abstraite dans l'apr�es-guerre permettent en outrede mieux omprendre le groupe de tresses Bn omme groupe fondamental d'un espae deon�gurations de Ma Lane (Fadell et Neuwirth) : l'�etude approfondie des ompl�ementairesd'hyperplans notamment par Deligne et Brieskorn-Saito, l'�etude des groupes de r�eexionspar Coxeter et Tits d�egagent la nature g�eom�etrique profonde des groupes de tresses. Dansle même mouvement, on tâhe de g�en�eraliser la notion de tresse, en onsid�erant des groupesde tresses assoi�es aux surfaes - le groupe de tresses rebaptis�e \groupe d'Artin" n'�etantplus alors que le as partiulier assoi�e au plan. L'apparition dans les ann�ees 70 d'un objet,l'espaeMg;n des modules des surfaes de genre g �a n points marqu�es, qui joue un rôle entralen g�eom�etrie et en arithm�etique, et dont Grothendiek onjeture qu'il admet une strutureremarquablement simple, est l'aboutissement de ette tendane : le groupe de tresses d'Artinonerne le as partiulier g = 0, et il semble que l'on gagnerait �a essayer de omprendreglobalement la struture deMg;n, plutôt que de \s'aharner sur e pauvre groupe de tresses"[43℄.La p�eriode moderne dans l'�etude du groupe de tresses d�ebute par l'apparition r�evolution-naire du polynôme de Jones, en 1985 [46℄. Dans son �etude des alg�ebres de Von Neumann,Jones met en plae un pro�ed�e qui assoie �a tout n�ud un polynôme, fondamentalement



2 INTRODUCTIONplus rihe que le polynôme d'Alexander. Ce polynôme apparâ�t don �a la surprise g�en�eralede fa�on purement alg�ebrique, et ses interpr�etations topologiques ne sont toujours pas aussisatisfaisantes que elles du polynôme d'Alexander. Jones montre �egalement que son polynômeest li�e �a ertaines repr�esentations des groupes de tresses, qui se fatorisent par une partie del'alg�ebre de Heke g�en�erique de type A. Ces alg�ebres alors d�ej�a bien onnues sont en e�et desquotients des alg�ebres de groupe des groupes de tresses. Cette remarque tr�es simple am�ene �aonsid�erer de plus pr�es les repr�esentations de es alg�ebres de Heke, d�erites matriiellementpar Hoefsmit en 1974. Du point de vue de la th�eorie des n�uds, les relations \skein", intro-duites par Conway omme g�en�eralisation des m�ethodes d'Alexander, sont reonnues ommeun des outils essentiels dans la onstrution des invariants des n�uds.Suivant es di��erentes id�ees, il est onstruit un nouveau polynôme, dit HOMFLY �a partirdes initiales de ses six auteurs oÆiels, qui prend d�esormais en ompte l'alg�ebre de Heke detype A dans son int�egralit�e. Une nouvelle �etape importante est alors due �a Kau�man, quiintroduit un troisi�eme polynôme, issu ette fois de la m�eanique statistique, et qui englobed'une ertaine fa�on les pr�e�edents. Birman, Wenzl et Murakami montrent alors que e po-lynôme est enore issu d'un quotient de l'alg�ebre de groupe du groupe de tresses : 'est unenouvelle alg�ebre semi-simple de dimension �nie, dont les alg�ebres de Heke de type A ne sontqu'un quotient.Deux �etudes fondamentales vont alors installer es nouvelles m�ethodes dans une perspe-tive plus large, sous l'inuene notable de la physique. On s'est aper�u que les m�ethodes deth�eorie onforme des hamps en physique th�eorique permettent de onstruire des repr�esen-tations du groupe de tresses par monodromie des �equations di��erentielles introduites parKnizhnik et Zamolodhikov. T. Kohno montrera que e pro�ed�e est syst�ematique, et qu'ilpermet de onstruire au voisinage de la repr�esentation triviale toutes les repr�esentations dugroupe des tresses pures. Une ertaine alg�ebre, dite des tresses in�nit�esimales et li�ee �a l'alg�ebrede ohomologie d�erite par Arnold, semble en e�et jouer dans la th�eorie des repr�esentations dugroupe de tresses un rôle omparable aux alg�ebres de Lie dans la th�eorie des repr�esentationsdes groupes de Lie. En�n, es tresses in�nit�esimales agissent naturellement sur les puissanestensorielles de repr�esentations des alg�ebres de Lie simples. Les deux travaux qui font rentreres nouveaux r�esultats dans une perspetive g�en�erale sont alors :- Drinfeld poursuivant le programme de Grothendiek insrit es nouveaux points de vuedans une �etude g�eom�etrique deM0;n, qui prend en ompte les travaux d'Ihara reliant legroupe de tresses ave Gal(Q=Q). Il montre omment es ations issues de la physiquesont reli�ees �a des d�efauts de ommutativit�e dans les at�egories mono��dales introduitespar Ma Lane. Il introduit en�n sous le nom de groupes quantiques des d�eformationsdes alg�ebres enveloppantes des alg�ebres de Lie, qui permettent de d�erire diretementl'ation du groupe de tresses - et non plus des tresses in�nit�esimales - sur des puissanestensorielles de repr�esentations d'alg�ebres de Lie.- Vassiliev a g�en�eralis�e la notion de relations \skein" dans le but de d�eterminer expli-itement un invariant des n�uds, universel par son prinipe même. Par une �etude dudisriminant de l'espae des ourbes lisses ferm�ees de R3, il a montr�e que l'on pouvait enun ertain sens approher d'un invariant universel des n�uds par une s�erie d'invariantsdes n�uds, appel�es invariants de Vassiliev ou invariants de type �ni. Ces invariants sontli�es �a une alg�ebre de Hopf, dite alg�ebre des diagrammes de ordes, qui est extrêmementprohe de l'alg�ebre des tresses in�nit�esimales. Kontsevith a montr�e omment onstruireun invariant de type �ni \universel" par des m�ethodes de g�eom�etrie di��erentielle. Le lien



INTRODUCTION 3ave les id�ees de Drinfeld onernant l'ation des tresses sur les at�egories mono��dalesa alors �et�e fait par Cartier [30℄.Lors de es dix derni�eres ann�ees, deux �el�ements nouveaux ont retenu notre attentionomme utiles �a l'�etude des repr�esentations du groupe de tresses.En premier lieu les travaux de Vershik et de l'universit�e de Leningrad-Saint Petersbourg,poursuivant ertaines id�ees de Jones, ont montr�e omment r�e�erire la th�eorie des repr�esen-tations de ertaines alg�ebres munies d'une �ltration naturelle �a partir de leur diagramme deBratteli. Il est en fait remarquable qu'un grand nombre d'alg�ebres li�ees au groupe de tressessont partiuli�erement adapt�ees �a un tel traitement indutif. Par exemple, si l'on onsid�ere la�ltration naturelle du groupe sym�etrique Sn, le diagramme de Bratteli assoi�e �a ses repr�esen-tations irr�edutibles est sans rami�ations (deux sommets sont reli�es par au plus une arête),e qui permet d'avoir une notion de base naturelle pour ette repr�esentation, appel�ee base deGelfand-Tsetlin.La m�ethode g�en�erale employ�ee ii pour onstruire des repr�esentations du groupe de tressesonsistera ainsi �a faire apparâ�tre des repr�esentations irr�edutibles du groupe de tresses parleur diagramme de Bratteli : une fois e diagramme obtenu, nous tâherons de onstruireexpliitement une repr�esentation du groupe de tresses orrespondant �a e diagramme.En deuxi�eme lieu, l'�equipe \groupes �nis" de l'universit�e Paris VII a montr�e que l'on pou-vait assoier aux groupes de r�eexions omplexes, des alg�ebres dites ylotomiques analoguesaux alg�ebres de Heke des groupes de r�eexions. Il se trouve que inq de es alg�ebres sontdes quotients de l'alg�ebre de groupe d'un groupe de tresses �a 3, 4 ou 5 brins. L'�etude de esalg�ebres permet de failiter la desription des repr�esentations du groupe de tresses assoi�ees.Rappelons que si les repr�esentations que l'on herhe �a onstruire assoient aux g�en�erateursd'Artin des endomorphismes semi-simples admettant g�en�eriquement deux valeurs propres,e sont des repr�esentations des alg�ebres de Heke de type A. Dans le adre de trois valeurspropres, les repr�esentations de B3, B4 et B5 sont par d�e�nition des repr�esentations de es al-g�ebres de Heke ylotomiques. Un diagramme de Bratteli �etant donn�e, ela nous permettrade d�erire rapidement l'ation des g�en�erateurs de Bn pour n � 5, omme �etape initiale d'unedesription indutive.Ce m�emoire se ompose de trois parties. Pour distinguer les lemmes, propositions et th�eo-r�emes onnus de r�esultats qui nous semblent nouveaux, nous utilisons la onvention de ne pasnum�eroter les premiers.Cette th�ese prend omme point de d�epart l'opinion g�en�erale selon laquelle la plupartdes repr�esentations de Bn proviennent de la monodromie d'un syst�eme de type KZ (f. parexemple Kohno [50℄). Nous onsid�erons les syst�emes KZ omme des repr�esentations V d'uneertaine alg�ebre de Hopf Bn, qui ontient l'alg�ebre de groupe CSn du groupe sym�etrique, etnotons Rh V la repr�esentation de Bn assoi�ee, qui d�epend d'un param�etre h.La premi�ere partie de ette th�ese est onsar�ee aux g�en�eralit�es. Le premier hapitre exposeles objets prinipaux ou �el�ementaires utiles ii, et pose les bases d'une �etude des repr�esenta-tions de Bn �a partir de elles de Bn. En partiulier, nous montrons omment les propri�et�es



4 INTRODUCTIONd'irr�edutibilit�e, d'ind�eomposabilit�e, et de ompatibilit�e par rapport aux �ltrations natu-relles des repr�esentations de Bn se transposent aux repr�esentations de Bn. Nous �etudionses questions dans un adre \analytique" qui nous sera utile ii, ainsi que dans un adre\formel". Nous exposons es r�esultats sous la forme d'un th�eor�eme (Th�eor�eme 1) dans ledeuxi�eme adre, et sous la forme de plusieurs propositions qui seront invoqu�ees ensuite dansle premier.Le deuxi�eme hapitre est la formulation dans un adre g�en�eral des notions alg�ebriquesde ette th�ese. Si V est un k-espae vetoriel, nous ommen�ons par �etudier un ertain typede sous-alg�ebres de End(V ), dont l'irr�edutibilit�e de l'ation sur V se lit ais�ement sur ungraphe (I.2.1). Nous d�e�nissons ensuite les espaes vetoriels et alg�ebres assoi�es �a des graphesnivel�es, graphes partiuliers dont les diagrammes de Bratteli, introduits ensuite, sont les types,et qui sont partiuli�erement adapt�es au traitement des repr�esentations des alg�ebres �ltr�ees.Nous isolons alors la notion d'alg�ebres loales, qui s'applique aux di��erentes alg�ebres utilesii. En�n, nous obtenons des r�esultats d'irr�edutibilit�e pour l'ation d'alg�ebres loales surdes modules assoi�es �a des graphes nivel�es, et nous pr�esentons en setion 7 les appliationsprinipales de e formalisme �a notre �etude. La th�eorie pr�esent�ee ii s'inspire des travaux deVershik et Kerov [74℄ d'une part, des id�ees d'alg�ebres de graphes expos�ees par Goodman, dela Harpe et Jones [11℄ d'autre part. L'apport original est onstitu�e d'abord par l'uni�ationde es deux points de vue, mais surtout par l'aent mis sur les rit�eres d'irr�edutibilit�e.Les hapitres 3 et 4 montrent omment des th�eories lassiques, elle des repr�esentationsdu groupe sym�etrique et elle de l'ation de Bn sur les puissanes tensorielles de repr�esenta-tions d'alg�ebres de Lie, s'ins�erent dans le adre du hapitre 2. On y met en plae ertainesonventions utiles.La deuxi�eme partie est onsar�ee �a l'�etude de repr�esentations partiuli�eres de Bn quiproviennent de repr�esentations de Bn. Les repr�esentations de Bn qui se fatorisent par lesalg�ebres de Heke g�en�eriques de type A, 'est-�a-dire les d�eformations �el�ementaires de CSn,proviennent tr�es simplement d'une repr�esentation de Bn dont la restrition au groupe sym�e-trique est irr�edutible. Dans ette optique, il semblerait naturel de onjeturer la r�eiproque,�a savoir que, si la restrition �a Sn d'une repr�esentation V de Bn est irr�edutible, alors larepr�esentation Rh V de Bn assoi�ee se fatorise par l'alg�ebre de Heke de type A. Auune desrepr�esentations jusqu'�a pr�esent onnues de Bn n'in�rmait ette hypoth�ese. Le th�eor�eme 2 deII.1 r�epond �a ette question, en montrant que la r�eiproque n'admet qu'une unique exeption,une repr�esentation que nous appelons sporadique.Pour onstruire expliitement la repr�esentation de Bn qui est assoi�ee �a ette repr�esenta-tion sporadique, nous utilisons un algorithme que nous avons d�etaill�e en I.2.7, et qui permetde d�eterminer les matries d'une repr�esentation de Bn, une fois donn�es son diagramme deBratteli et quelques donn�ees ompl�ementaires. Nous employons une premi�ere fois et algo-rithme au hapitre II.3, montrant omment il permet de syst�ematiser l'�etude, auparavantmen�ee par Brou�e et Malle [28℄, des repr�esentations des alg�ebres de Heke ylotomiques asso-i�ees �a ertains groupes de r�eexions omplexes, qui sont des quotients de Bn. Nous l'utilisonsensuite en II.4 pour obtenir des matries expliites de la repr�esentation de Bn assoi�ee �a larepr�esentation sporadique de Bn.Les deux algorithmes expos�es en I.2.7, �a savoir, d'une part la d�etermination expliite dematries �a partir d'un diagramme de Bratteli, et d'autre part la lassi�ation des repr�esenta-tions de Bn dont la restrition au groupe sym�etrique est une repr�esentation sans multipliit�es�x�ee, permettent de ramener l'�etude de ertaines repr�esentations de Bn �a elle d'un ertain



INTRODUCTION 5nombre d'�equations polynomiales expliites.On applique une deuxi�eme fois es algorithmes, ette fois �a l'�etude des repr�esentationsde Bn qui se fatorisent par le groupe sym�etrique �etendu fSn. Ces repr�esentations, qui ap-paraissent au hapitre II.2, sont arat�eris�ees par le fait que l'image du groupe de tressespures Pn est ommutative. Nous lassi�ons dans e hapitre les repr�esentations de dimensionn de Bn, et onstruisons une repr�esentation irr�edutible que l'on peut �a bon droit appeler la\repr�esentation naturelle" de fSn.Dans la troisi�eme partie, nous montrons (th�eor�eme 3, III.1) que les puissanes altern�ees deette repr�esentation sont irr�edutibles, �a l'instar des puissanes altern�ees des repr�esentations\de r�eexions" des groupes de Coxeter (f. Kilmoyer [35℄). En�n nous obtenons une g�en�era-lisation de es nouvelles repr�esentations irr�edutibles de fSn, par l'introdution d'un nouveauparam�etre, et nous en exposons un ertain nombre de mod�eles ombinatoires partiuli�erementsimples (th�eor�eme 4, III.1).De fa�on plus g�en�erale, la troisi�eme partie d�eveloppe un point de vue oppos�e �a elui quiinspirait la deuxi�eme : au lieu de herher �a onstruire des repr�esentations de Bn dont on saitpar avane qu'elles sont irr�edutibles, nous onsid�erons des repr�esentations onnues de Bn quiproviennent de Bn, notamment elles qui se fatorisent par les alg�ebres de Heke g�en�eriquesde type A, et leur appliquons les onstrutions tensorielles standard. Le but est alors d'obtenirdes rit�eres d'irr�edutibilit�e pour les repr�esentations ainsi onstruites.Dans le hapitre III.2, nous montrons omment es onstrutions tensorielles apparaissentnaturellement dans l'�etude du bimodule sl
pn pour le \as stable", 'est-�a-dire lorsque n estgrand devant p. Dans e adre partiulier, l'ation essentielle est fournie par la sous-alg�ebrede Lie de CSn engendr�ee par les transpositions, qui est une alg�ebre de Lie r�edutive not�eeHn. L'�etude de et objet, essentiel pour omprendre l'ation de Bn sur les produits tensorielsde deux repr�esentations d'une même alg�ebre de Heke, est entam�ee dans le hapitre III.3. Ony d�etermine notamment le type de Hn pour n � 6.Le dernier hapitre de ette th�ese montre que l'on peut isoler un ertain type de re-pr�esentations irr�edutibles de Bn, que nous appelons ses repr�esentations nodales et dontnous pr�esentons une axiomatique. Le premier th�eor�eme (th�eor�eme 5, III.4) dit que, dansdes situations g�en�eriques, la repr�esentation produit tensoriel d'une famille de repr�esentationsnodales est irr�edutible, et elle-même nodale. Comme la notion de repr�esentation nodaleouvre la plus grande partie des repr�esentations irr�edutibles onnues de Bn, �a l'exeptionnotable de repr�esentations qui se fatorisent par fSn, e th�eor�eme illustre un ph�enom�ene tr�esg�en�eral, qui n'est sans doute pas sans relations ave un ph�enom�ene analogue observ�e sur lesYangiens (f. [65℄).D'autre part, dans e même hapitre nous �etudions le produit tensoriel de deux repr�e-sentations de Hn d'un ertain type. A partir de la m�ethode que nous avons publi�ee ailleurs[61℄, nous en d�eduisons des fateurs simples de Hn, pour tout n � 2 (th�eor�eme 7, III.4). Enons�equene, nous assoions �a toute famille de ardinal au plus n=2 de fonteurs de Shur unerepr�esentation irr�edutible de Bn.
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NOTATIONS ET CONVENTIONS G�EN�ERALES 7
Notations et onventions g�en�eralesUn orps k sera toujours suppos�e ommutatif et de arat�eristique 0. Un anneau et unealg�ebre seront toujours suppos�es int�egres et unitaires. Si k est un anneau et G un groupe, onadoptera les notations suivantes : on note kG l'alg�ebre de groupe de G, k[[h℄℄ l'anneau dess�eries enti�eres formelles, Cfhg l'anneau des fontions enti�eres. En�n, suivant la tradition desgroupes quantiques, nous noterons k[h�1; h℄℄ l'anneau des s�eries de Laurent en h.Les modules ou les repr�esentations sur k d'une k-alg�ebre ou d'un groupe seront saufmention expliite du ontraire suppos�es de dimension �nie sur k. Les groupes de Lie seronttoujours suppos�es de dimension �nie. Si A et B sont deux alg�ebres (resp. deux groupes) telsque A � B, on notera, pour un B-module M , ResAM la restrition de M �a A. Suivant lessituations �etudi�ees, on notera une repr�esentation d'une alg�ebre (ou d'un groupe) A ommeun A-module M , ou omme un ouple (V; �), o�u V est un espae vetoriel et � un morphismede A vers l'alg�ebre des endomorphismes de V .Si (e1; e2; : : : ; en) onstitue une base d'un espae vetoriel, on notera (e�1; e�2; : : : ; e�n) sa baseduale. On note Æij le symbole de Kroneker. Si � est un endomorphisme d'un espae vetorielde dimension �nie, on notera Sp(�) le spetre de �, det(�) son d�eterminant, et ��(x) sonpolynôme arat�eristique det(� � x). Si i et j sont deux entiers, on notera [i; j℄ = fk 2 Z ji � k � jg. Si V est un espae vetoriel, on notera IdV l'identit�e de V , GL(V ) le groupe desautomorphismes lin�eaires, End(V ) l'alg�ebre des endomorphismes lin�eaires de V . Si de plusV est muni d'une ation d'une alg�ebre A, on notera EndA(V ) l'espae des endomorphismeslin�eaires de V qui ommutent �a l'ation de A. Pour des espaes vetoriels V , W , on noteraV 
W le produit tensoriel de V et W , V 
n = V 
 V 
 : : :
 V , �n(V ), Sn(V ) les puissanestensorielles (resp. altern�ees, sym�etriques) nesde V . Si V et W sont munis de l'ation d'unebig�ebre, on munira de même es nouveaux espaes de l'ation assoi�ee.Pour N un entier naturel, on �erira � ` N quand � est une partition de l'entier N , et onnotera �0 la partition duale. On note SN le groupe sym�etrique sur N lettres, et on utilisela notation traditionnelle (i1 i2 : : : im) pour les m-yles. Quand il ne s'agira pas d'indies,on notera i et j les nombres omplexes habituels, d�e�nis par i; j 6= 1, i2 = �1, j3 = 1, etIm j > 0.En�n, pour g une alg�ebre de Lie, on notera Ug son alg�ebre enveloppante universelle,et, lorsque l'on onsid�erera un groupe ou une alg�ebre de Hopf partiulier, on notera 1 sarepr�esentation triviale.NotationsNous pr�esentons ii sous forme de tableaux les notations introduites dans ette th�ese, quid�ebordent le adre de leur hapitre de d�e�nition.



8 NOTATIONS ET CONVENTIONS G�EN�ERALESNotations du hapitre I.1Bn I:1:1:1 �i I:1:1:1 Cn� I:1:1:1 B+n I:1:1:1n I:1:1:1 Æn I:1:1:1 si I:1:1:2 Pn I:1:1:2G4; G8; : : : I:1:1:2 BWMn I:1:1:2 fSn I:1:1:2 Tn I:1:2:1tij I:1:2:1 Bn I:1:2:1 Tn I:1:2:1 tn I:1:2:1Vz I:1:2:2 Rh Vz I:1:2:2 Rh V I:1:2:2 R�M I:1:2:6H�M I:1:3:1 Kn(q; t) I:1:3:1 L(t) I:1:3:2 R(t) I:1:3:2S(t) I:1:3:2 V(M) I:1:3:2 Vs(M) I:1:3:2 �a I:1:3:2S I:1:3:2 H�M I:1:3:2 Ir�(�) I:1:3:2 �u;v I:1:3:2B�s;p I:1:3:2Notations du hapitre I.2kS I:2:1 ea;b I:2:1 D(S) I:2:1 � = (S;A; b; s) I:2:1� = (S;A) I:2:1 � I:2:1 x! y I:2:1 A(�) I:2:1�D;B(M) I:2:2 �D;�(M) I:2:2 �D;�(M) I:2:2 G = (S;A; b; s; niv) I:2:3:1G = (S;A; niv) I:2:3:1 n1 I:2:3:1 x% y I:2:3:1 Gx;Gx;G(n); : : : I:2:3:1TG I:2:3:2 kG I:2:3:2 �lo I:2:3:2 �s℄; �[r; �[r;s℄ I:2:3:2M(G) I:2:3:2 Mlo(G) I:2:3:2 �0lo I:2:3:2 Topr(G) I:2:3:3A = An I:2:4 �� I:2:4 zr I:2:5 �A I:2:6:1�0A I:2:6:4Notations des autres hapitresTn I:3:1 Jn I:3:1 j�j I:3:2 t(�) I:3:2h(�) I:3:2 Æ(�) I:3:2 Æ(�; �) I:3:2 �0 I:3:2�i I:3:2 ~�i I:3:2 Surfn(V ) I:4:2:1 Totn(V ) I:4:2:1S� II:1:2 Spor(n)(�; �) II:1:6:2 Ln II:2:2 Ln(h) II:2:2Ln(q) II:2:2 R(n)1 (x; y) II:4:1:1 R(n)2 (x; y) II:4:1:1 R(n)2 (X;Y ) II:4:2R(n)1 (X;Y ) III:1:2 �pn(X;Y;Z) III:1:4:1 (D1;D2)n III:2:1 Hn III:3Sn III:3
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11
Chapitre 1Tresses et tresses in�nit�esimalesDans e hapitre, nous exposons les prinipes fondamentaux qui nous seront utiles oner-nant les tresses et les tresses in�nit�esimales. La setion 1 pr�esente les aspets du groupe detresses qui nous int�eressent, la setion 2 introduit l'alg�ebre Bn dite des tresses in�nit�esimalesdont les repr�esentations orrespondent aux syst�emes KZ, et met en plae les orrespondanesentre les propri�et�es des repr�esentations de Bn et des repr�esentations de Bn assoi�ees par\int�egration". En�n la troisi�eme setion de e hapitre d�e�nit les repr�esentations les plus�el�ementaires de es strutures.1.1 Le groupe d'Artin1.1.1 D�e�nitionLe groupe de tresses �a n brins pour n � 1 sera pour nous le groupe d'Artin Bn engendr�epar n� 1 g�en�erateurs �1; : : : ; �n�1 soumis aux relations�i�j = �j�i si jj � ij � 2�i�i+1�i = �i+1�i�i+1 pour 1 � i � n� 2:La premi�ere relation est appel�ee relation de loalit�e, la deuxi�eme relation de tresse.Il est lassique d'identi�er Bn au groupe fondamental du quotient deCn� = f(z1; : : : ; zn) j zi = zj ssi i = jg;'est-�a-dire de Cn priv�e de ses diagonales, par le groupe sym�etrique Sn.On peut d'autre part symboliser la d�e�nition par g�en�erateurs et relations de Bn par lediagramme de Coxeter

1 2 3 4 n-2 n-1dans lequel haque erle symbolise un des g�en�erateurs �i : deux erles i et j non reli�esinduisent la relation de loalit�e �i�j = �j�i, deux erles reli�es i et i+1 induisent la relationde tresse entre �i et �i+1.La sym�etrie que pr�esente e diagramme re�ete le fait que l'appliation �i 7! �n�i d�eter-mine un automorphisme de Bn. On remarque aussi, diretement sur le syst�eme de g�en�erateurs



12 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALESet relations ou par l'interm�ediaire du diagramme, qu'il existe un morphisme naturel, lassi-quement injetif, de Bn�1 vers Bn, le g�en�erateur �i de Bn�1 �etant envoy�e sur le g�en�erateur�i de Bn. Cette inlusion sera essentielle dans notre travail. En�n, on peut assoier �a untel diagramme ou au syst�eme de g�en�erateurs et relations assoi�e un mono��de unitaire : nousassoions ainsi au diagramme pr�e�edent le mono��de unitaire des tresses positives, not�e B+n .Il n'est pas imm�ediat mais n�eanmoins lassique que B+n s'injete anoniquement, en tant quemono��de, dans Bn. Un �el�ement de Bn qui appartient �a l'image de B+n sera ainsi appel�e unetresse positive.D'apr�es es d�e�nitions, B1 = B+1 = f1g, B2 = Z, B+2 = N. On a de plus une �ltrationf1g = B1 � Z = B2 � B3 � : : : � Bn�1 � Bn:En g�en�eral, les inlusions Bn�1 ,! Bn n'admettent pas d'inverse �a gauhe. Une exeptionm�erite d'être signal�ee, l'homomorphisme sp�eial B4 ! B3 d�e�ni par�1 7! �1�2 7! �2�3 7! �1�etant un inverse �a gauhe de l'injetion naturelle B3 � B4.Une pr�esentation utile de B3 s'obtient en posant u = �1�2, v = �1�2�1 : la seule relationentre es deux g�en�erateurs est alors u3 = v2. En fait u3 engendre le entre de B3, don lequotient de B3 par son entre est isomorphe �a PSL2(Z).Nous allons maintenant introduire ertains �el�ements partiuliers de Bn qui nous serontutiles. On pose, pour n � 1, n = (�1 : : : �n�1)nÆn = (�n�1 : : : �1)(�1 : : : �n�1)et Æ1 = 1 = 1Æ2 = 2 = �21 :On a alors, pour n � 2, n = n�1Æn = Ænn�1Æn = �n�1Æn�1�n�1:Proposition. (Chow [34℄) Pour n � 3, le entre de Bn est ylique in�ni. n est son uniqueg�en�erateur positif.On pose Æ02 = �1.Corollaire. < Æ2; Æ3; : : : ; Æn >=< 2; : : : ; n > et < Æ02; Æ3; : : : Æn >=< �1; 3; : : : ; n > sontdeux sous-groupes ommutatifs de Bn pour n � 2.Preuve | Pour n > k � 2, Æk = k�1k�1 appartient au entralisateur de Bk�1 dans Bk,don, si r < k, ÆkÆr = ÆrÆk, et de même Æ02Æk = ÆkÆ02 pour k > 2. qfd.Les �el�ements Æ2; : : : ; Æn et leur lien ave n sont onnus depuis longtemps. C'est en revanhe�a Arun Ram (f. [66℄) que l'on doit, �a notre onnaissane, d'avoir le premier soulign�e leurrôle primordial dans la th�eorie des repr�esentations de Bn. Nous appellerons es �el�ements les�el�ements toriques de Bn.



1.1. LE GROUPE D'ARTIN 131.1.2 Quotients remarquablesLe groupe sym�etriqueOn note si = (i i+1) pour 1 � i � n � 1 les transpositions ons�eutives du groupesym�etrique Sn, 'est-�a-dire ses g�en�erateurs de Coxeter. Les relations que v�eri�ent es g�en�e-rateurs sont alors la relation de loalit�e sisj = sjsi si ji � jj � 2, la relation de tressesisi+1si = si+1sisi+1, ainsi que s2i = 1 pour tout indie i.Un �epimorphisme de Bn sur Sn, que nous d�esignerons par �, est uniquement d�e�ni par�i 7! si, et son noyau not�e Pn est appel�e groupe des tresses pures sur n brins. On rappelleque Pn = �1(Cn� ):De fa�on diagrammatique, les relations d�e�nissant le groupe sym�etrique sont symbolis�eespar
1 2 3 4 n-2 n-1

2 2 2 2 2 2o�u le hi�re r pr�esent �a l'int�erieur d'un erle impose au g�en�erateur assoi�e d'avoir pour ordrer. On �xe un orps k, ylotomique de arat�eristique 0.A un diagramme de e type, dans lequel r n'est pas for�ement �egal �a 2, on peut assoierune alg�ebre de Heke ylotomique [29℄ sur ~k = k(a1; : : : ; ar), quotient de ~kBn et d�e�nie defa�on similaire : on impose aux g�en�erateurs s1; : : : ; sn�1 les relations de tresse et de loalit�e,et la relation sri = 1, 'est-�a-dire dans l'alg�ebre de grouperYm=1(si � e 2im�r ) = 0;est rempla�ee par rYm=1(si � am) = 0:Dans le as du groupe sym�etrique, 'est-�a-dire pour r = 2, on obtient l'alg�ebre de Hekeg�en�erique de type A, d�eformation de kSn au sens suivant :D�e�nition 1. Pour k un orps, on note R une k-alg�ebre ommutative, unitaire et int�egre,� un morphisme de k-alg�ebres de R vers k, et ~k le orps des frations de R. Si A est unek-alg�ebre, on dira qu'une R-alg�ebre ~A, libre en tant que R-module, est une d�eformation de Asi ~A
� k = A:Ii, R = k[a1; : : : ; ar℄, ~k est son orps des frations, et le morphisme � est donn�e par�(am) = e 2im�r .Le prinipal r�esultat g�en�eral dans e adre est leTh�eor�eme. (Tits, [6℄ h. 4 ex. 26) Ave les notations de la d�e�nition pr�e�edente, si A estsemi-simple et dim~k( ~A
R ~k) <1, alors ( ~A
R k) est semi-simple et admet même invariantnum�erique que A 
k ~k ; en d'autres termes, es deux alg�ebres deviennent isomorphes apr�esextension des salaires �a une lôture alg�ebrique de ~k.



14 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALESTits a lui-même d�emontr�e que l'on est dans le adre de son th�eor�eme pour l'alg�ebre deHeke de type A (f. Bourbaki [6℄ h. 4 ex. 27). Des isomorphismes expliites ont �et�e plusr�eemment exhib�es par George Lusztig [59℄, Ivan Cherednik [33℄ et Jorge Gonz�alez-Lora [42℄.En�n, une desription expliite des repr�esentations de ette alg�ebre de Heke a �et�e obtenuepar P.N. Hoefsmit d�es le d�ebut des ann�ees 70, dans une th�ese malheureusement toujoursin�edite [45℄.Groupes de r�eexions omplexesParmi les groupes de r�eexions simples, seuls les groupes sym�etriques apparaissent ommequotients des groupes de tresses. Parmi les groupes de r�eexions omplexes simples, il apparâ�ten revanhe inq groupes suppl�ementaires, exeptionnels dans la lassi�ation de Shephardet Todd [67℄
 3  3  3  3G

32

 3  3  3 3  3

 4  4

 5 5

G
4

G8

 G
16

G
25

Ces groupes sont des groupes �nis, quotients d'un groupe de tresses.Cette situation est exeptionnelle, dans la mesure o�u si l'on onsid�ere par exemple legroupe assoi�e au diagramme
 k  kpour k � 6, il admet une repr�esentation de degr�e 2 d�e�nie pour ! = e 2i�k par�1 7! � ! 01 1 � �2 7! � 1 �!0 ! �Il est alors �el�ementaire de v�eri�er que l'image de �1��12 admet des valeurs propres non rainesde l'unit�e d�es que k � 6 : et �el�ement est don d'ordre in�ni, ainsi que le groupe auquel ilappartient (et exemple nous a �et�e ommuniqu�e par Gunter Malle [60℄).Les alg�ebres de Heke ylotomiques assoi�ees �a es groupes de r�eexions omplexes,�etudi�ees dans [29℄ [28℄, sont des d�eformations des alg�ebres de groupes. Il a �et�e onjetur�epar Mihel Brou�e et Gunter Malle [28℄ que les alg�ebres de Heke ylotomiques assoi�eesaux groupes de r�eexions omplexes sont de dimension �nie, don que le th�eor�eme de Titss'applique.Pour les groupes qui nous int�eressent ii, ette onjeture n'a �et�e �a notre onnaissaned�emontr�ee que pour G4, G25 (Brou�e-Malle, [28℄), G8 et G16 (M�uller [63℄). Le as de G32 restemalheureusement onjetural �a l'heure atuelle.En tout �etat de ause, �a partir du point de vue d�evelopp�e dans [29℄, on peut montrer quehaune des repr�esentations irr�edutibles de es groupes se d�eforme, en un sens ompatibleave la d�e�nition 1, en une repr�esentation irr�edutible de l'alg�ebre de Heke orrespondante.On remarque en�n que G4 s'injete dans G25, G25 dans G32. Il en est �evidemment demême pour les alg�ebres de Heke orrespondantes.



1.1. LE GROUPE D'ARTIN 15L'alg�ebre de Birman-Wenzl-MurakamiPour la d�e�nition de l'alg�ebre de Birman-Wenzl-Murakami, abr�eg�ee ii en BWM ouBWMn, nous renvoyons �a [26℄ [64℄. Cette alg�ebre a �et�e introduite omme quotient de l'alg�ebrede groupe du groupe de tresses a�n de faire apparâ�tre le polynôme de Kau�man des n�uds[48℄ omme trae sur ette alg�ebre. Ces alg�ebres BWMn d�ependent de deux param�etres l etm, et on aTh�eor�eme. (Wenzl, [26℄) Pour des valeurs g�en�eriques de l et m,1) BWMn(l;m) est une alg�ebre semi-simple de dimension �nie.2) Les repr�esentations irr�edutibles de BWMn(l;m) sont en bijetion ave les partitions� ` N pour 0 � N � n.3) La restrition �a BWMn�1(l;m) d'une telle repr�esentation assoi�ee �a un diagramme deYoung � ` N est sans multipliit�es. Ses fateurs simples orrespondent aux diagrammesde Young de taille au plus n� 1 d�eduits de � par ajout ou suppression d'une bô�te.L'alg�ebre de Heke de type A est en�n un quotient d'une sp�eialisation en (l;m) de ettealg�ebre de Birman-Wenzl-Murakami.Le groupe sym�etrique �etenduDans [70℄, Tits a montr�e omment assoier �a tout groupe de Coxeter G d�e�ni par unematrie de Cartan une extension ~G, appel�ee groupe de Coxeter �etendu1! A! ~G ~�! G! 1extension de G par un groupe ab�elien A. Si l'on note B le groupe de tresses g�en�eralis�e de Gau sens de [29℄, et � la projetion naturelle� : B ! G;alors A est isomorphe au groupe d�eriv�e P=[P; P ℄, ave P = Ker �, et on a le diagrammeommutatif exat 1
��[P; P ℄
��

1
��1 // P

��

// B
��

// G //

��

11 // A
��

// ~G
��

// G //

��

11 1 1Le groupe ~G est alors extension de G par A, et A est un Z-module libre de rang le nombrede r�eexions de G. La propri�et�e essentielle de ~G est pour nous que toute repr�esentation de Bpour laquelle l'image de P est ommutative se fatorise par ~G.



16 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALESDans le as partiulier o�u G = Sn, on a ainsi d�e�ni un quotient ~Sn remarquable de Bn,que nous appellerons groupe sym�etrique �etendu, extension de Sn par le Z-module libre de rangn(n�1)=2. Nous noterons �ij les g�en�erateurs du noyau de l'extension, images des g�en�erateurstraditionnels de Pn (f. Birman [2℄) dans Pn=[Pn; Pn℄.1.2 Tresses in�nit�esimales1.2.1 D�e�nitionOn �xe un orps k de arat�eristique 0.D�e�nition 2. On note Tn l'alg�ebre de Lie d�e�nie sur k par g�en�erateurs ti;j pour 1 � i; j � net relations tij = tji tii = 0[tij; tkl℄ = 0 si #fi; j; k; lg = 4[tij; tik + tkj℄ = 0:Le groupe sym�etrique Sn agit sur Tn pars:tij = ts(i)s(j):Cela permet de onstruireD�e�nition 3. On note Bn et l'on appelle alg�ebre des tresses in�nit�esimales sur n brins leproduit semi-diret Sn n UTn o�u UTn d�esigne l'alg�ebre enveloppante universelle de Tn.Par onstrution, haune des alg�ebres UTn et Bn est anoniquement munie d'une stru-ture d'alg�ebre de Hopf gradu�ee. En partiulier, le oproduit � v�eri�e, si l'on note s unepermutation quelonque de Sn, �(tij) = 1
 tij + tij 
 1�(s) = s
 set la graduation est d�e�nie par deg(tij) = 1, deg(s) = 0.Notons en�n l'existene d'un morphisme d'alg�ebres de Lie Tn ! kSn d�e�ni partij 7! (i j)qui se prolonge en un morphisme d'alg�ebres Bn ! Snn kSn o�u Sn op�ere sur son alg�ebre degroupe par onjugaison.Remarque. L'alg�ebre Bn peut être d�e�nie autrement que par g�en�erateurs et relations. C'estpar exemple l'alg�ebre naturellement assoi�ee aux invariants de Vassiliev des tresses. Quant �al'alg�ebre UTn, 'est la duale de Koszul de l'alg�ebre de ohomologie du groupe des tresses puressur n brins, d�erite par Arnold [22℄. On peut, de ette fa�on, interpr�eter motiviquement Tnomme l'alg�ebre de Lie du �1 \de Rham" de Cn� (f. Deligne [36℄). Tn peut en�n être d�e�niesur Z omme la Z-alg�ebre de Lie assoi�ee �a la suite entrale desendante de Pn, suivant lepro�ed�e d�erit dans Bourbaki [5℄, h. 2 x4 : f. Kohno [49℄.Nous allons maintenant d�erire des �el�ements partiuliers de Bn, analogues aux �el�ementsÆk de Bn.



1.2. TRESSES INFINIT�ESIMALES 17On note Tn = X1�i<j�n tij ave T2 = t12 , T1 = 0:Comme, pour tous i et j, tij = tji et tii = 0, on aTn = 12 X1�i;j�n tij :Sous ette forme, il est �evident que Tn ommute �a toute permutation de Sn, et, d'autre part,si 1 � r; s � n, 2[trs;Tn℄ = P1�i;j�n[trs; tij℄= 2Pni=1[trs; tri℄ + [trs; tsi℄= 2Pni=1[trs; tri + tis℄= 0:On d�e�nit alors pour n � 2, tn = Tn �Tn�1 = n�1Xi=1 ti;n:On d�eduit de ette expression que tn appartient au ommutant de Bn�1 dans Bn, et quela sous-alg�ebre de Bn engendr�ee par t2; : : : ; tn est ommutative. Ces �el�ements v�eri�ent larelation sntnsn + tn;n+1 = tn+1:Nous appellerons es �el�ements tk les �el�ements toriques de Bn, et on posera par onventiont1 = 0.Dans les setions I.1.2.2 �a I.1.2.5, nous supposerons k = C. En partiulier, UTn et Bnseront des C-alg�ebres.1.2.2 Equations KZ et \int�egration" des repr�esentationsOn note V un C-espae vetoriel de dimension �nie et on onsid�ere le �br�e trivial V �Cn�au-dessus de Cn� . On onsid�ere la 1-forme, dite de Knizhnik-Zamolodhikov! = h�iXi<j 
i;jdlog(zi � zj) = h2�iXi;j 
i;jdlog(zi � zj)o�u h est un param�etre salaire, 
i;j = 
j;i un �el�ement de End(V ), et 
ii = 0. A ette 1-formesont naturellement assoi�ees une �equation di��erentielle et une onnetion sur le �br�e trivial,�egalement dites de Knizhnik-Zamolodhikov, ou KZ. On a alors (f. [15℄)Lemme. La onnetion assoi�ee �a ! est plate si et seulement si � : tij 7! 
ij d�e�nit unerepr�esentation de Tn. Si de plus � se prolonge en une repr�esentation de Bn, alors ! d�e�nitune onnetion plate sur le �br�e vetoriel (V �Cn� )=Sn au-dessus de Cn�=Sn.Or, si la onnetion assoi�ee �a ! est plate, elle d�e�nit par holonomie apr�es hoix d'un pointbase z de Cn� (resp. Cn�=Sn) une repr�esentation de �1(Cn� ) = Pn (resp. �1(Cn�=Sn) = Bn)



18 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALESsur V . On note Vz la �bre au-dessus de z (resp. au-dessus de la lasse de z dans Cn�=Sn), etRh Vz la repr�esentation ainsi obtenue. Si z0 est un autre point base, on aZh Vz ' Zh Vz0 :Suivant un autre point de vue, on onsid�ere la partie simplement onnexe de Cn�D = f(z1; z2; : : : ; zn) 2 Rn j z1 < z2 < : : : < znget ses translat�es par s 2 SnDs = f(z1; z2; : : : ; zn) 2 Rn j zs�1(1) < zs�1(2) < : : : < zs�1(n)g:On note D l'image de D dans Cn�=Sn. Pour tout domaine U de Cn� , on d�esignera par �(U)l'ensemble des solutions sur U de l'�equation KZdF = !Fo�u F est une fontion de U vers V . On identi�e les �(U), pour U un voisinage ouvert simple-ment onnexe de D (resp. D) dans Cn� (resp. Cn�=Sn), sous la notation �(D) (resp. �(D)).Pour tout z 2 D, on a un isomorphisme�(D) ! VF 7! F (z)donn�e par le th�eor�eme de Cauhy-Lipshitz. Ainsi, si l'on note Rh V l'ation de Pn (resp. Bn)ainsi obtenue sur �(D) (resp. �(D)), on a8z 2 Cn� Zh V ' Zh Vz:Remarquons maintenantProposition 1. Soit (V; �) une repr�esentation de Bn, n � 2. On note 
i;j = �(tij). Si �(Tn)est une alg�ebre de Lie ommutative, alors l'ation de �i 2 Bn sur Rh(V; �) est donn�ee par�i(h) = �(si)eh
i;i+1 :Preuve | On note z = (z1; : : : ; zn), et l'on onsid�ereH(z) =Yi<j(zi � zj) hi�
ij ;fontion loalement d�e�nie de Cn� vers End(V ). Comme la famille des 
ij ommute parhypoth�ese, les solutions loales de l'�equation di��erentielle KZ surCn� sont les z 7! H(z)v, pourv 2 V . La onlusion d�eoule alors du alul, �el�ementaire, de la monodromie de (zi � zi+1)A,pour A = hi�
i;i+1. qfd.En ons�equene, si (V; �) est une repr�esentation de Bn pour n � 1, on peut d�e�nir pourtout h 2 C la repr�esentation Rh V de CBn en d�e�nissant l'ation de �i pour 1 � i � n � 1omme �(si)exp(h�(ti;i+1)).En�n, on a d'�evidene Rh(V �W ) ' �Rh V �� �RhW �Rh(V 
W ) ' �Rh V �
 �RhW � :



1.2. TRESSES INFINIT�ESIMALES 191.2.3 Propri�et�es loalesOn note ! = h!1, et z = (z1; : : : ; zn) 2 D un point base de Cn� . On rappelle que Cfhgd�esigne l'anneau des fontions enti�eres de h, 'est-�a-dire des s�eries enti�eres en h de rayon deonvergene in�ni. Si  est un laet de (Cn� ; z), l'ation, enore not�ee [℄, de [℄ 2 Pn sur Vzest donn�ee par les int�egrales it�er�ees de Chen (f. Chen [32℄)[℄ = 1 + R ! + R !! + R !!! + : : := 1 + h R !1 + h2 R !1!1 + h3 R !1!1!1 + : : : :Il est lassique que ette expression est onvergente en h, de rayon de onvergene in�nie : sil'on note M = jj�!1jj1, on a �������Z !1!1 : : : !1| {z }r fateurs ������� 6 M rr! :On assoie ainsi �a tout �el�ement de Pn une fontion enti�ere de h. De même, si  est un laetde Cn�=Sn dans la lasse d'homotopie � 2 Bn = �1(Cn�=Sn), il se rel�eve en un hemin de Cn�d'origine z et but �(�)(z). L'ation de l'holonomie de , don de �, est ainsi donn�ee par�(h) = �(�)�1(1 + hZ !1 + h2 Z !1!1 + Z !1!1!1 + : : :);qui est enore une fontion enti�ere de h.Consid�erons par exemple, pour 1 � i � n� 1, le hemin = (1; : : : ; n) : [0; 1℄ ! Cn�d�e�ni par 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
1(t) = z1: : :i�1(t) = zi�1i(t) = zi+zi+12 � zi+1�zi2 ei�ti+1(t) = zi+zi+12 + zi+1�zi2 ei�ti+2(t) = zi+2: : :n(t) = znsoit, graphiquement, z1 : : : zi i 33 zi+1i+1

uu : : : znUn alul �el�ementaire montreZ !1 = 
i;i+1 + 1i� Xj 6=i;i+1(
i+1;j � 
i;j) log ����zi + zi+1 � 2zj � 1zi + zi+1 � 2zj + 1 ���� :On a (0) = z, (1) = si(z). Dans le quotient Cn�=Sn,  devient un laet de lasse �i, etomme s�1i = si, on obtient pour l'ation de �isi(1 + hZ !1) + o(h):



20 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALESOn en d�eduitProposition 2. Soit z 2 D, et (V; �) une repr�esentation de Bn. Si l'on note 
ij = �(tij), et�(h) l'ation de � 2 Bn = �1(Cn�=Sn; z) sur Rh Vz, on a1) �i(h) est une fontion enti�ere de h.2) �i(h) = si(1 + h
i;i+1 + hPj 6=i;i+1(
i+1;j � 
i;j)�i;j) + o(h) ave�i;j = 1i� log ����zi + zi+1 � 2zj � 1zi + zi+1 � 2zj + 1 ���� :3) �2i (h) = 1 + 2h
i;i+1 + o(h).4) Æi(h) = 1 + 2h�(ti) + o(h).5) i(h) = 1 + 2h�(Ti) + o(h).Preuve | Les propri�et�es 1) et 2) viennent d'être d�emontr�ees. Desi(
i+1;j � 
i;j) = (
i;j � 
i+1;j)sion d�eduit 3). On d�emontre en�n 4) puis 5) par une r�eurrene imm�ediate �a partir de Æ1 = �21et Æm+1 = �mÆm�m, le as m = 2 d�eoulant de 3), et l'expression au premier ordre de �i(h)�etant onnue d'apr�es 2). qfd.A toute repr�esentation (V; �) de Tn (resp. de Bn) et �a tout point base z on peut ainsiassoier une repr�esentation, not�ee R Vz, de Pn (resp. Bn) sur Cfhg. Le Cfhg-module sous-jaent de R Vz est Cfhg
C Vz, si z0 est un autre point base R Vz ' R Vz0 et, pour tout � 2 C,le morphisme de sp�eialisation �� : Cfhg ! Ch 7! �induit un morphisme Pn-�equivariant (resp. Bn-�equivariant) surjetif~�� ' �� 
 IdV : Z Vz ! Z� Vz:L'ensemble des z�eros d'une fontion enti�ere �etant un ensemble loalement �ni, il est utiled'adopter la onvention suivante :D�e�nition 4. Si (V; �) est une repr�esentation de Tn (resp. de Bn), on dira qu'une propri�et�ede Rh V est v�eri��ee pour presque tout h s'il existe une partie N de C loalement �nie telleque Rh V v�eri�e ette propri�et�e pour tout h 2 C nN .Revenant �a la proposition pr�e�edente, on remarque que le terme lin�eaire dans l'expressionde �2i (h) ne d�epend pas du point base. Il n'en est pas de même pour �i(h) mais, si l'ononsid�ere par exemple la fontion, polynomiale en h,	i(h) = 1� h Xj 6=i;i+1�i;j
i+1;j;



1.2. TRESSES INFINIT�ESIMALES 21elle est inversible au voisinage de 0 et, si l'on pose Xi =Pj 6=i;i+1 �i;j
i+1;j,	�1i (h)�i(h)	i(h) � (1 + hXi)si(1 + h
i;i+1 + hXi � hsiXisi)(1� hXi)� si + h(Xisi + si
i;i+1 + siXi �Xisi � siXi) mod hsoit 	�1i (h)�i(h)	i(h) = si(1 + h
i;i+1) + o(h) au voisinage de 0. Ainsi, on peut esp�ererobtenir apr�es onjugaison une expression de �i qui ne d�epende pas du point base. Il est plusastuieux et plus lassique de onsid�erer la monodromie par rapport �a un point �a l'in�ni,'est-�a-dire que l'on prend omme point base (z1; : : : ; zn) 2 Rn et que l'on onsid�ere la limite�a l'in�ni obtenue pour z1 << z2 << : : : << zn (f. I.1.2.5).1.2.4 Irr�edutibilit�e et restritionsSoit M un Tn-module (resp. un Bn-module) simple orrespondant �a une repr�esentation(V; �) irr�edutible. Nous allons montrer que, pour presque tout h, RhM := Rh V est irr�edu-tible. Pour e faire, nous �xons un point base z et, pour � 2 CBn, nous notons�(h) 2 Cfhg 
C End(V )l'ation de � 2 CBn sur R Vz.On rappelle que Bn est muni d'une graduation d�e�nie par deg tij = 1 et deg s = 0 pours 2 Sn. On a alorsLemme 1. Pour tout �el�ement homog�ene a de Bn, il existe un �el�ement � de CBn tel quelimh!0h�deg a�(h) = a:Preuve | CommeBn est engendr�ee par des �el�ements de degr�e 0 et 1, il suÆt de montrer etteproposition pour a 2 Sn et a = t12. Or, si a est une permutation, on d�eduit de la surjetivit�ede la projetion � : Bn ! Sn un �el�ement � 2 Bn tel que �(�) = a, soit limh!0�(h) = a. Sia = t12, deg a = 1 et t12 = limh!0h�1�21(h) � 12 : qfd.On en d�eduitProposition 3. Si M est un Tn-module (resp. un Bn-module) simple, pour presque tout hla repr�esentation de Pn (resp. de Bn) assoi�ee est irr�edutible.Preuve | On suppose don que M est un Bn-module simple. D'apr�es le th�eor�eme de Burn-side, ela signi�e que le morphismeBn ! EndC(M) est surjetif. Comme Bn est gradu�ee, les�el�ements homog�enes en forment une base, et, sim = dimM , il existe une famille a1; a2; : : : ; am2d'�el�ements homog�enes deBn dont l'image engendre EndC(M). Comme dimEndC(M) =m2,on en d�eduit que det(a1; : : : ; am2) 6= 0. A es �el�ements orrespondent par le lemme pr�e�edentdes �el�ements �(1); : : : ; �(m2) de l'image de CBn dans Cfhg 
C EndC( ~M), et des naturels�1; : : : ; �m2 tels que limh!0�(i)h��i = ai:



22 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALESOn note alors Q1(h) = det(�(1); : : : ; �(m2)) 2 Cfhget � = Pm2i=1 �iQ2 = h��Q1(h) = det(h��1�(1); : : : ; h��m2�(m2)):On a Q2(h) 2 Cfhg et Q2(0) = det(a1; : : : ; am2) 6= 0. Ainsi, Q2 6= 0, don Q1 6= 0. En dehorsd'un ensemble loalement �ni on a don Q1(h) 6= 0, et RhM est simple. Le as o�u M est unTn-module se d�emontre de la même fa�on. qfd.Comme ons�equene imm�ediate, on obtient leCorollaire. Si M est un Tn-module (resp. un Bn-module) semi-simple, pour presque tout hla repr�esentation de Pn (resp. Bn) assoi�ee est semi-simple.D'autre part, on aProposition 4. Soient (V; �A) et (V; �B) deux repr�esentations de Bn sur un espae vetorielde dimension p, ave 1 � p < 1. On suppose que, pour presque tout h suÆsamment prohede 0, on a Rh(V; �A) ' Rh(V; �B). Alors,ResSn(V; �A) ' ResSn(V; �B):Preuve | On note �Ai (h) (resp. �Bi (h)) l'ation de �i 2 Bn sur Rh(V; �A) (resp. Rh(V; �B)).On a limh!0�Ai (h) = �A(si) limh!0�Bi (h) = �B(si):D'autre part, pour presque tout h suÆsamment prohe de 0, il existe P (h) 2 GL(V ) tel queP (h)�1�Ai (h)P (h) = �Bi (h). Comme l'ensemble des jjP (h)�1jj jjP (h)jj est major�e de fa�onind�ependante de h, si jj:jj d�esigne la norme d'op�erateurs, on en d�eduitlimh!0P (h)�1�A(si)P (h) = limh!0P (h)�1�Ai (h)P (h) = limh!0�Bi (h) = �B(si):Puisque la restrition de �A �a Sn, omme toute repr�esentation de Sn, est semi-simple, salasse de onjugaison est ferm�ee (f. Lubotzky et Magid [58℄), et on a bien la onlusionvoulue. qfd.Une autre propri�et�e remarquable est que e pro�ed�e d'int�egration est ompatible ave les�ltrations Bn�1 � Bn � Bn+1Bn�1 � Bn � Bn+1:Proposition 5. Si (V; �) est une repr�esentation de Bn ave n � 3, alors pour h suÆsammentpetit ResBn�1 Zh V ' ZhResBn�1V:



1.2. TRESSES INFINIT�ESIMALES 23Preuve | On appelle KZn l'�equation di��erentielle KZ sur Cn� . Nous renvoyons ii �a la th�esede Jorge Gonz�alez-Lora [42℄, qui d�etaille des arguments de Drinfeld [38℄.Si l'on onsid�ere l'�equation KZn, non plus �a valeurs dans V ou End(V ), mais dans dUT n,on a loalement un isomorphisme entre les solutions F (z1; : : : ; zn) de KZn et les solutionsG(z1; : : : ; zn�1) de KZn�1, donn�e parF (z1; : : : ; zn) = f(z1; : : : ; zn)G(z1; : : : ; zn�1)o�u f(z1; : : : ; zn) est, pour z1; : : : ; zn�1 �x�es, l'unique solution de l'�equation di��erentielledfdzn = X1�i<n tinzn � zi f�a valeurs dans dUT n telle que f(z1; : : : ; zn) � (zn � z1)tn :Les arguments de Jorge Gonz�alez-Lora (premier orollaire du th�eor�eme 2.1) restent valables sil'on sp�eialise les s�eries formelles en les tij en 
ij = �(tij). La seule diÆult�e est la onvergenedes solutions formelles pour h suÆsamment petit, pour laquelle nous renvoyons au 2em�emoirede Lappo-Danilevskii [17℄, en partiulier au th�eor�eme VI.La monodromie d'une telle fontion f par rapport aux �i, pour 1 � i < n � 1, est alorstriviale, et l'on en d�eduit imm�ediatement l'isomorphisme de l'�enon�e. qfd.Corollaire. Si (V; �) est une repr�esentation de Bn et 
ij = �(tij), pour tout h 2 C le spetreompt�e ave multipliit�es de l'ation de �i sur Rh V est �egal �a elui de�(si)exp(h
i;i+1):Preuve | Chaque �i pour 1 � i � n � 1 �etant onjuqu�e dans Bn �a �1, et haque�(si)exp(h
i;i+1) �etant onjugu�e �a �(s1)exp(h
12), il suÆt de montrer ette assertion pouri = 1. D'apr�es e qui pr�e�ede, pour h suÆsamment petit,ResB2 Zh V ' ZhResB2V:Comme T2 est une alg�ebre de Lie ommutative, il d�eoule de la proposition 1 que l'ationde �1 sur RhResB2V est �egale �a �(s1)exp(h
12). L'isomorphisme pr�e�edent donne alors ler�esultat voulu pour h suÆsamment petit.Si z est un point base de Cn� , l'ation de �1 sur Rh Vz est une fontion enti�ere de h, quenous notons provisoirement �z1(h). Les oeÆients des polynômes arat�eristiques respetifsde �z1(h) et �(s1)exp(h
12) sont des fontions enti�eres de h, �egales pour h suÆsamment petit.On en d�eduit que les polynômes arat�eristiques sont �egaux pour tout h, d'o�u la onlusion.qfd.L'int�erêt du orollaire pr�e�edent r�eside bien �evidemment en e que si et ti;i+1 ommutent,et qu'ainsi le spetre des g�en�erateurs d'Artin se d�eduit imm�ediatement d'une diagonalisationsimultan�ee de �(si) et 
i;i+1.



24 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALES1.2.5 Monodromie �a l'in�niDans ette setion, on onsid�ere des repr�esentations (V; �) de Bn, et on introduit unehypoth�ese de diagonalisabilit�e des �el�ements toriques(TDIAG) 8i �(ti) est semi-simple:Sous ette hypoth�ese, on peut onsid�erer l'ation par monodromie de Bn par rapport au\point �a l'in�ni" not�e symboliquement z1 = (z1 << z2 << : : : << zn). Cela onsiste �ae�etuer le hangement de variablesun = z1 + z2 + : : :+ znun�1 = zn�1�znzn�2�zn�1... ... ...u2 = z2�z3z1�z2u1 = z1 � z2dans l'�equation KZ, et �a �etudier le omportement des solutions de KZ quand u = (u1; u2; : : : ; un)tend vers 0. Pour n = 3, l'�equation KZ s'�erit en es variables�F�u1 = 0�F�u2 = h�
12u2 + 
231+u2�F�F�u3 = h
12+
13+
23u3 F:De fa�on plus g�en�erale, on obtient (f. [8℄ lemme 8.2.3)�F�u1 = 0 et �F�uk = h�(t2 + t3 + : : :+ tk)uk F +Rk(u)F pour k � 1,o�u Rk est une fontion rationnelle de u �a valeurs dans End(V ), qui est r�eguli�ere en u = 0.On en d�eduit, d'apr�es le th�eor�eme 8.2.6 de [8℄, que si (V; �) v�eri�e (TDIAG), il existe r > 0tel que, pour tout 0 < jhj < r et ' : D ! V solution de l'�equation KZ,limu!0 n�1Yi=1 u�h�(t2+:::+ti)i '(u) = '̂existe, et l'appliation �(D) ! V' 7! '̂est un isomorphisme d'espaes vetoriels.Cette onstrution pr�esente l'avantage, d'une part de se lib�erer de la d�ependane au pointbase, et d'autre part de rendre uniformes les isomorphismesZ ResBn�1V ' ResBn�1 Z V:L'�etude de la monodromie par rapport au point base �a l'in�ni a �et�e e�etu�ee par Drinfeld [38℄,dans le as o�u h est onsid�er�ee omme une variable formelle. Les probl�emes de onvergene queposent ette approhe sortent du adre de e travail. Il est en partiulier vraisemblable que,lorsque les repr�esentations surC[[h℄℄ obtenues par Drinfeld sont enti�eres, elles sont isomorphesaux repr�esentations sur Cfhg que l'on a jusqu'�a pr�esent onsid�er�ees. Les r�esultats de [8℄obtenus sous l'hypoth�ese (TDIAG) sont un premier pas dans ette diretion.



1.2. TRESSES INFINIT�ESIMALES 251.2.6 Int�egration formelle et propri�et�es loalesOn onsid�ere �a nouveau un orps k de arat�eristique 0. On note ~k = k[[h℄℄ et, pour M unk-espae vetoriel (resp. une k-alg�ebre), on note ~M = M [[h℄℄ muni de la struture de ~k-espaevetoriel (resp. ~k-alg�ebre) assoi�ee. D'autre part, nous onsid�erons Bn et Tn omme d�e�niespar g�en�erateurs et relations non plus sur C, mais sur e même orps k.Nous ne d�e�nirons pas ii les assoiateurs de Drinfeld. Pour une d�e�nition pr�eise, nousrenvoyons par exemple �a Kassel [15℄, ou �a tout autre ouvrage traitant des groupes quantiques.Il nous suÆra de savoir qu'un assoiateur de Drinfeld � �a oeÆients dans k est l'exponentielled'une s�erie de Lie en deux variables A et B, dont le terme de degr�e z�ero vaut 1 et le termelin�eaire est nul, qui permet de d�e�nir des morphismes d'alg�ebres de Hopf~kBn ! ~Bn�r 7! ��1r srexp(htr;r+1)�ro�u �r = �(htr; htr;r+1). De ette mani�ere, un assoiateur � �etant hoisi, on peut assoier �atoute repr�esentation R de degr�e �ni sur k de Bn une repr�esentation not�ee R�R de Bn sur ~k.On a alors le r�esultatTh�eor�eme. (Drinfeld, [38℄) La monodromie universelle de l'�equation KZ par rapport aupoint base �a l'in�ni est exprim�ee par un assoiateur �KZ �a oeÆients dans C. Il existe unassoiateur �a oeÆients rationnels, don pour tout orps de oeÆients de arat�eristique 0.Le pro�ed�e d'int�egration formelle des repr�esentations que nous venons de d�erire peutdon être d�e�ni sur un orps k de arat�eristique 0. Fixons un tel assoiateur � �a oeÆientsdans k et remarquons que, dans e adre, ertaines des propri�et�es que nous avons d�emontr�eesonernant RhM sont bien plus �evidentes pour R�M . En partiulier, si l'image de Tn dansEndk(M) est ommutative, pour tout i l'op�erateur de onjugaison �i vaut 1 et l'ation de �iest siexp(hti;i+1). De même, il est lair queRes~kBn�1 Z�M ' Z�ResBn�1M:En�n, �a l'ordre 1 en h, les expressions se simpli�ent par rapport �a Rh V :Proposition 6. Si M est une repr�esentation de Bn, et � un assoiateur de Drinfeld, on asur R�M au premier ordre en h1) �k = sk(1 + htk;k+1) + o(h):2) �2k = 1 + 2htk;k+1 + o(h):3) Pour k � 2, Æk = 1 + 2htk + o(h):4) Pour k � 2, k = 1 + 2hTk + o(h):Preuve | La propri�et�e 1) d�eoule de�k = ��1k sk exp(htk;k+1)�k= (1 + o(h))sk(1 + htk;k+1 + o(h))(1 + o(h))= sk(1 + htk;k+1) + o(h):



26 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALESL'�equation 2) est alors imm�ediate, d'o�u 3) pour k = 2. Pour k > 2, on d�emontre 3) parr�eurrene : Æk+1 = �kÆk�k= sk(1 + htk;k+1)(1 + 2htk)sk(1 + htk;k+1) + o(h)= 1 + 2h(tk;k+1 + sktksk) + o(h)= 1 + 2htk+1 + o(h)et 4) d�eoule imm�ediatement de 3) �a partir des relations reliant respetivement k �a Æk, k�1et Tk �a tk, Tk�1. qfd.1.2.7 ~kBn-modules : �equivalenes et ind�eomposabilit�eSoit M un k-espae vetoriel de dimension �nie. On note ~k = k[[h℄℄, ~M = M [[h℄℄℄ le~k-module des s�eries formelles en h. On rappelle (f. Guihardet [12℄ p. 55, lemme 1.2.1) quesi N est �egalement de dimension �nie,Hom~k( ~M; ~N ) = Homk(M;N)[[h℄℄ = ^Homk(M;N):On a alors, d'une part,Lemme 2. Soit k un orps de arat�eristique di��erente de 2. Tout projeteur (resp. sym�etrie)de Endk(M)[[h℄℄ est onjugu�e �a un projeteur (resp. une sym�etrie) de Endk(M).Preuve | Les formules de passage entre sym�etries et projeteurs (S = 1 � 2P , P = 1�S2 )permettent de se restreindre au as d'une sym�etrie S. Si l'on �erit S = S0 + o(h), on aS2 = 1) S20 = 1:Posons alors m = 1+S0S2 . On a m = 1 + o(h), don m est inversible, etmS = S + S0S22 = S + S02 = S0 + S2 = S0 + S20S2 = S0md'o�u S = m�1S0m. qfd.Et, d'autre part,Lemme 3. Pour tous Bn-modules de dimension �nie M et N ,Hom~kBn( ~M; ~N ) = (HomBn(M;N))[[h℄℄:En partiulier, d'une part End~kBn( ~M ) = (EndBn(M))[[h℄℄, et d'autre part M et N sontisomorphes si et seulement si ~M et ~N sont isomorphes.Preuve | L'inlusion de droite �a gauhe est imm�ediate ar les oeÆients de �i appar-tiennent �a Bn. Soit don maintenant e 2 Hom~kBn( ~M; ~N). On a e =P1k=0 ekhk. On supposee0; : : : ep�1 2 HomBn(M;N), et on peut d�es lors, quitte �a remplaer e par e �Pp�1k=1 ekhh,supposer e = ephp + o(hp). Comme �i = si +O(h),[�i; e℄ = 0) [si; ep℄ = 0:De plus, �21 = 1 + 2ht12 + o(h), don omme ar k 6= 2,[�21 ; e℄ = 0) [t12; ep℄ = 0:Comme t12 et les si engendrent Bn, on en d�eduit ep 2 HomBn(M;N). La onlusion s'ensuitpar r�eurrene. qfd.



1.2. TRESSES INFINIT�ESIMALES 27De es deux lemmes d�eouleProposition 7. M est ind�eomposable (pour l'ation de Bn) si et seulement si M [[h℄℄ estind�eomposable (pour l'ation de Bn).Preuve | Si M est d�eomposable, omme �i =P1p=0 �(p)i hp ave �(p)i 2 Bn, il est �evidentque M [[h℄℄ l'est �egalement.Supposons d�esormais M [[h℄℄ d�eomposable. Cela signi�e que le ommutant de k[[h℄℄Bndans Endk[[h℄℄(M [[h℄℄) ontient un idempotent non trivial. Soit maintenant un idempotent ede End(M)[[h℄℄. D'apr�es le premier lemme, et idempotent est onjugu�e �a son terme onstante0 2 End(M). D'apr�es le deuxi�eme lemme, e0 ommute �a Bn, don si M est ind�eomposable,il vaut 0 ou 1. On en d�eduit que e est lui-même trivial, don que M [[h℄℄ est ind�eomposable.qfd.On peut r�esumer es r�esultats sous la forme suivante :Th�eor�eme 1. Si � est un assoiateur de Drinfeld, �a oeÆients dans un orps k de ara-t�eristique 0, il d�e�nit un fonteur �̂ : Bn-mod! Rep~kBn:Ce fonteur est pleinement �d�ele, et pr�eserve l'ind�eomposabilit�e des objets.L'irr�edutibilit�e ne s'int�egre pas aussi failement. En e�et, outre que les sous-espaeshpM [[h℄℄ sont toujours stables, si N est un sous-espae Sn-stable de M , hpN + hp+1M [[h℄℄est �egalement stable. On a n�eanmoinsProposition 8. ResSnM est irr�edutible si et seulement si les seuls sous-espaes k[[h℄℄Bnstables de M [[h℄℄ sont les hpM [[h℄℄ pour p � 0.Preuve | On a d�ej�a vu que si M 0 est un sous-espae Sn-stable propre de M , M 0+hM [[h℄℄est stable (ar �i = si + o(h)).Inversement, si ResSnM est irr�edutible, soit N un sous-espae propre k[[h℄℄Bn-stable deM [[h℄℄. Soit p minimal tel que N 6� hpM [[h℄℄. On a alorsN := N + hpM [[h℄℄ 6= hpM [[h℄℄don hpM [[h℄℄ � N = N + hpM [[h℄℄ � hp�1M [[h℄℄;la premi�ere inlusion �etant strite. On a N � hp�1M [[h℄℄, don d'apr�es le lemme de Nakayamaappliqu�e �a l'anneau loal k[[h℄℄ et au k[[h℄℄-module hp�1M [[h℄℄, si la deuxi�eme inlusion estune �egalit�e, N = hp�1M [[h℄℄, d'o�u la onlusion. Nous allons d�emontrer que 'est le as : ononsid�ere la projetion � : hp�1M [[h℄℄! hp�1M [[h℄℄=hpM [[h℄℄ = M:Comme �i(N) � N et �i = si + o(h), on a si(�(N )) � �(N), don �(N) est stable par Sn.D'apr�es l'hypoth�ese, �(N) 2 ff0g;Mg, et on a bien N = hp�1M [[h℄℄. qfd.



28 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALES1.3 Repr�esentations de tresses1.3.1 Repr�esentations de BnParmi les onsid�erations imm�ediates, notons d'abord que les repr�esentations de Bn pourn � 2 ne sont pas, en g�en�eral, semi-simples, et ensuite que les repr�esentations irr�edutiblesde B3 sont �a peu de hoses pr�es elles de SL2(Z).D'autre part, les relations d�e�nissant (l'alg�ebre de groupe de) Bn sont homog�enes enles g�en�erateurs, e qui signi�e que, un orps k �etant donn�e, il existe pour tout � 2 k unendofonteur H� de la at�egorie RepkBn des kBn-modules, assoi�e �a l'endomorphisme �r 7!��r de kBn.Rappelons en�n que la �el�ebre repr�esentation de Burau (r�eduite) n'est rien d'autre que larepr�esentation irr�edutible de degr�e n� 1 de l'alg�ebre de Heke g�en�erique de type A assoi�ee�a la partition [n�1; 1℄, et que la repr�esentation introduite par Jones [47℄ se fatorise par ettemême alg�ebre.Deux d�eveloppements r�eents sur les groupes de tresses sont en partiulier en rapport avele pr�esent travail. Tout d'abord, une �etude m�ethodique des petites repr�esentations irr�edu-tibles de Bn a �et�e entreprise. Elle a donn�e pour l'instant les r�esultats suivantsTh�eor�eme. (Formanek, [40℄) Si R est une repr�esentation irr�edutible non triviale de Bnpour n >> 0, alors le degr�e de R est sup�erieur ou �egal �a n � 2. Si le degr�e de R est �egal �an� 1, alors R est isomorphe �a (une sp�eialisation de) la repr�esentation de Burau.Th�eor�eme. (Sysoeva, [68℄ [69℄. f. aussi Tong et al. [71℄) Si R est une repr�esentation irr�e-dutible de Bn pour n >> 0, de degr�e ompris au sens large entre n et 2n� 9, alors R est dedegr�e n. R est alors expliitement d�erite omme �el�ement d'une famille �a trois param�etres derepr�esentations de Bn, par les formules :�kek = bek+1�kek+1 = aek�ker = er si r 62 fk; k + 1g:Cette repr�esentation est irr�edutible d�es que ab 62 f1; 0g, et sa lasse d'isomorphisme ned�epend alors que du produit ab. De plus, pour ab = 1, on retrouve la repr�esentation naturellede degr�e n de Sn.D'autre part, le probl�eme longtemps ouvert de la lin�earit�e de Bn pour n � 4 a �et�e r�eemmentr�esolu. Rappelons que la repr�esentation de Burau, �d�ele pour n = 3, ne l'est plus pourn � 5 (Moody [62℄, Long [57℄, Bigelow [25℄). Birman et Wenzl s'�etaient d�ej�a demand�e dans[26℄ si ertaines des repr�esentations de Bn qui se fatorisent par l'alg�ebre de Birman-Wenzl-Murakami n'apportaient pas une solution �a e probl�eme. Les r�esultats onjugu�es de Lawrene[55℄, Krammer [52℄ [53℄, Bigelow [24℄ et Zinno [77℄ apportent �a ette question une r�eponsepositive : une telle repr�esentation, de degr�e n(n�1)2 et �a deux param�etres q; t (f. Turaev [73℄pour un historique), est en e�et �d�ele pour tout n � 1. Cette repr�esentation Kn admet deplus, �a l'instar de la repr�esentation de Burau, une interpr�etation g�eom�etrique simple [73℄ [24℄.1.3.2 Repr�esentations de BnOn �xe un orps k de arat�eristique 0.



1.3. REPR�ESENTATIONS DE TRESSES 29Desription des repr�esentationsRappelons que kSn s'injete dans Bn. Nous dirons qu'une repr�esentation M de Bn s'ap-puie sur une repr�esentation �M de Sn si ResSnM = �M .Par d�e�nition, B1 = kS1 = k,B2 = k[X;Y ℄=(Y 2 � 1);et T3 est quant �a elle produit diret de son entre par une alg�ebre de Lie libre �a deux g�en�e-rateurs.Comme syst�eme \naturel" de g�en�erateurs de Bn, on peut onsid�erer l'union d'un syst�emede g�en�erateurs de Sn, par exemple les g�en�erateurs de Coxeter fs1; : : : ; sn�1g, ave l'un quel-onque des tij. Si l'on identi�e Sn�2 �S2 au stabilisateur dans Sn des lettres n et n� 1, onaLemme 4. Si M est une repr�esentation de Sn d�e�nie sur k, les repr�esentations de Bn quis'appuient sur M sont en bijetion naturelle ave les t 2 EndSn�2�S2(M) qui v�eri�ent les�equations L(t) = 0 et R(t) = 0 aveR(t) = [t; sn�2tsn�2 + (n�2 n)t(n�2 n)℄L(t) = [t; (n�3 n�1)(n�2 n)t(n�2 n)(n�3 n�1)℄:Preuve | Si une repr�esentation de Bn est donn�ee, dont la restrition �a Sn est M , on hoisitpour t 2 EndSn�2�S2(M) l'image de tn�1;n dans End(M). Inversement, supposons t v�eri�antles onditions de l'�enon�e. End(M) = M 
M� est naturellement muni d'une ation de Sn,et t 2 EndSn�2�S2(M) = End(M)Sn�2�S2 :L'ensemble des lasses �a droite Sn=Sn�2 �S2 est form�e des �el�ementsgfi;jg = f� 2 Sn j �(fn� 1; ng) = fi; jggpour i 6= j. Pour i < j on note gij = gfi;jg, et Eij = Efi;jg un �el�ement de gij . On d�e�nittij = Eij:t pour i < j, et on pose tji = tij, tii = 0. En partiulier, t = tn�1;n. Alors, pour tout� 2 Sn, il existe � 2 Sn�2 �S2 tel que� = Ef�(n�1);�(n)g:�d'o�u �:t = (Ef�(n�1);�(n)g�):t = Ef�(n�1);�(n)g :(�:t) = Ef�(n�1);�(n)g :t = t�(n�1);�(n)et, pour i < j, �:tij = �:(Eij :t) = (�Eij):t = t�Eij(n�1);�Eij (n) = t�(i);�(j):En�n, [tij; tik + tkj℄ = (i n�1)(j n)(k n�2):R(t)[tij; tkl℄ = (i n)(j n�1)(k n�2)(l n�3):L(t)e qui onlut : on a bien d�e�ni une repr�esentation de Bn. La surjetivit�e de tn�1;n 7! t estalors d�emontr�ee, et l'injetivit�e d�eoule du fait que tn�1;n et Sn engendrent Bn. qfd.



30 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALESOn notera V(M) e k-sh�ema aÆne, et Vs(M) le sous-k-sh�ema ouvert (f. Lubotzky etMagid [58℄) de V(M) orrespondant aux repr�esentations irr�edutibles de Bn qui s'appuientsur M . On notera en�n symboliquement S(t) 6= 0 la ondition sur t orrespondante.Remarque.Dans ertains as, les repr�esentations (V; �) de Bn se laissent d�erire d'une fa�on totalementdi��erente : il arrive qu'existe une fontion f , polynôme �a oeÆients dans le orps de base oufontion analytique si k = C, telle que pour un ertain r < n on ait�(sr) = f(�(tr;r+1)):On en d�eduit qu'alors pour tout r ette relation est v�eri��ee, don que la donn�ee des �el�ementsde Endk(V ) assoi�ee aux �el�ements tr;r+1 et de la fontion f suÆt �a d�eterminer et d�erireette repr�esentation (V; �). Si (V; �) est irr�edutible et k est alg�ebriquement los, il d�eouledu th�eor�eme de Burnside que �(Bn) = End(V ). Mais alors �(UTn) = �(Bn) = End(V ), et larestrition de (V; �) �a Tn est irr�edutible. On en d�eduit, �a l'aide de la proposition 3, que, pourpresque tout h, la restrition �a Pn de Rh V est irr�edutible. Ce as se renontre fr�equemmentlorsque l'on �etudie l'ation de Bn, respetivement de Bn, sur les puissanes tensorielles desrepr�esentations simples d'une alg�ebre de Lie simple g, respetivement d'un groupe quantiqueUqg (f. I.4 ainsi que l'exemple en annexe).Endofonteurs de RepkBnParmi les automorphismes naturels de Bn, nous noterons �a (resp. H�) pour a 2 k (resp.� 2 k�) le morphisme d�e�ni pour s 2 Sn par�a(s) = s H�(s) = s�a(tij) = tij + a H�(tij) = �tijet provisoirement S le morphisme d�e�ni parS(s) = �(s)sS(tij) = tijo�u �(s) d�esigne la signature de s. Nous noterons de la même fa�on les endofonteurs dela at�egorie des repr�esentations de Bn assoi�es �a es endomorphismes. �a est alors appel�eendofonteur de translation salaire.On note enore S la repr�esentation de degr�e 1 de Bn sur laquelle tij agit par 0 et s 2 Snpar sa signature.On a alors imm�ediatement, pour M une repr�esentation de degr�e �ni de Bn,� S(M) = M 
 S� Rh �a(M) = Heah RhM et R� �a(M) = Heah R�M� RhS(M) = H�1 RhM et R�S(M) = H�1 R�M� RhH�M = Rh�M:Nous allons maintenant d�erire deux lasses �el�ementaires de repr�esentations de Bn. Paronvention, nous faisons orrespondre la partition [n℄ de n �a la repr�esentation triviale de Sn.La partition [1n℄ s'identi�e alors �a la repr�esentation \altern�ee" de Sn, dont l'ation est donn�eepar la signature.



1.3. REPR�ESENTATIONS DE TRESSES 31Repr�esentations �el�ementairesSoit V un espae vetoriel de dimension �nie sur k, muni d'une base (e1; : : : ; er). On notepar onvention e0 = 0. Il existe un morphisme surjetif Bn ! k[t℄ d�erit pars 7! 1tij 7! t:Ce morphisme provient en fait d'une part de la repr�esentation triviale de Sn, et d'autre partdu morphisme naturel de Tn vers l'alg�ebre de Lie libre �a un g�en�erateur. D'apr�es le th�eor�emede Jordan, k[t℄ admet pour ind�eomposables les repr�esentations Ir(�) d�erites sur V part(ei) = �ei + ei�1:Le morphisme pr�e�edent fournit ainsi une famille Ir+(�) de repr�esentations ind�eomposablesde Bn, pour r � 1. On pose Ir�(�) = S(Ir+(�)) = Ir+(�)
 S:D'�evidene, ��Ir�(�) = Ir�(� + �), et S = I1�(0). Il est imm�ediat que la famille des Ir+(�)(resp. Ir�(�)) d�erit l'ensemble des repr�esentations ind�eomposables de Bn qui s'appuientsur r:[n℄ (resp. r:[1n℄). D'autre part, si k est alg�ebriquement los, les repr�esentations de Bnqui orrespondent par int�egration aux Ir+(�) sont exatement les ind�eomposables de Bnqui se fatorisent par le morphisme trivial Bn ! Z, d�e�ni par �i 7! 1. Ces repr�esentationsn'interviendront pas pour r > 1 dans ette th�ese, aussi noterons-nous pour all�eger les notationsI�(�) = I1�(�).De la même fa�on, on peut assoier �a toute partition � ` n une repr�esentation de Sn, donde UTn en utilisant le morphisme d�e�ni en I.1.2.1. Il est alors imm�ediat que e morphisme seprolonge �a Bn.D�e�nition 5. Pour � ` n et (u; v) 2 k2, on note �u;v la repr�esentation de Bn s'appuyantsur � d�e�nie par tij = �+ �(i j)ave u = �+ �, v = �� �. AinsiKer((i j)� 1) = Ker(tij � u)Ker((i j) + 1) = Ker(tij � v):On sait depuis longtemps (f. par exemple [42℄) que Rh �u;v est isomorphe �a la repr�esen-tation index�ee par � de l'alg�ebre de Heke de type A sp�eialis�ee en ehu et �ehv.Remarquons en�nProposition 9. Soit G un sous-groupe de Sn onjugu�e �a Sn�2 �S2, pour n � 2. Si M estune repr�esentation de Bn qui s'appuie sur A � B, o�u A et B sont deux repr�esentations deSn telles que HomG(A;B) = f0g;alors M est d�eomposable.



32 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALESPreuve | Notons G = sS2 �Sn�2s�1, ave s 2 Sn, et t l'image de ts(i);s(2) dans End(M).Il suÆt de montrer que A et B sont stables par t. Maist 2 EndG(M) = EndG(A�B) = EndG(A)�HomG(A;B)�HomG(B;A)�EndG(B)et HomG(B;A) = (A
B�)G ' (B 
A�)G = HomG(A;B) = f0gdon t 2 EndG(A)�EndG(B) � EndG(M) : A et B sont stables par Sn et t, don par Bn, ete sont des sous-espaes non nuls ar e sont des repr�esentations de Sn : M est d�eomposable.qfd.Corollaire. Si M est une repr�esentation de Bn, pour n � 2, qui s'appuie sur a[n℄ + b[1n℄ave ab 6= 0, alors M est d�eomposable.Preuve | Si G = S2 �Sn�2, A = a[n℄, B = b[1n℄,HomG(A;B) = HomG(ResG[n℄; ResG[1n℄)ab = HomG([2℄
 [n� 2℄; [12℄
 [1n�2℄)ab = f0get l'on se trouve dans le adre du lemme pr�e�edent d�es que ab 6= 0. qfd.Repr�esentations de faibles degr�es de B3Dans ette �etude des repr�esentations de faibles degr�es deB3, nous supposons k = C. Nousonnaissons d�ej�a les repr�esentations de degr�e 1 de B3, que nous avons not�ees I1�(�). Etudionsensuite elles de degr�e 2 : d'apr�es le orollaire de la proposition 9, les seules repr�esentationsind�eomposables de degr�e 2 de B3 di��erentes des I2�(�) prennent appui sur [2; 1℄. Or V([2; 1℄)est ontenu dans EndS1�S2([2; 1℄), qui est un espae vetoriel de dimension 2. On en d�eduitqu'une telle repr�esentation s'�erit tij = �+�(i j), 'est-�a-dire qu'elle est isomorphe �a [2; 1℄u;v .Nous notons provisoirement Ru;v = [2; 1℄u;v :Consid�erons maintenant les repr�esentations M ind�eomposables de degr�e 3 de B3. Si l'onexepte les repr�esentations I3�(�), on peut toujours supposer d'apr�es le orollaire de la propo-sition 9 que la repr�esentation [2; 1℄ deS3 intervient dans ResS3M , 'est-�a-dire queM s'appuiesoit sur [2; 1℄ + [3℄, soit sur [2; 1℄ + [1; 1; 1℄. Quitte �a onsid�erer M 
 S, on peut supposer quel'on est dans le premier as. Comme t12 ommute �a (1 2) = s1, la droite propre assoi�ee �a lavaleur propre -1 de s1 est stable par t12 : quitte �a translater salairement la repr�esentation,on peut supposer que t12 agit par 0 sur ette droite vetorielle. Si l'on d�erit l'ation de S3,selon le mod�ele semi-normal (f. James et Kerber [14℄), par(1 2) = 0� �1 0 00 1 00 0 1 1A et (2 3) = 0� 12 12 032 �12 00 0 1 1At12 s'�erit t12 = 0� 0 0 00 a b0  d 1A



1.3. REPR�ESENTATIONS DE TRESSES 33et [t12; t13 + t23℄ = 0) a = 2d ou b =  = 0.La lasse d'isomorphisme de la repr�esentation assoi�ee �a un tel t12 est alors enti�erementd�etermin�ee par son polynôme arat�eristique. Plus pr�eis�ement on obtient laProposition 10. Pour (�; s; p) 2 C3 tel que p2 6= � s3�2, il existe une repr�esentation irr�edu-tible B�s;p de B3, arat�eris�ee parmi les repr�esentations ind�eomposables par1) �t12(x) = (�� x)P (x+ �) ave P (x) = x2 � sx+ p2) ResS3B�s;p = [3℄ + [2; 1℄3) (1 2)v = �v ) t12v = �v.Si p2 = � s3�2, il existe �a isomorphisme pr�es deux repr�esentations ind�eomposables qui v�eri-�ent 1), 2) et 3). On les note B�+ et B��. La premi�ere est distingu�ee de la deuxi�eme par ladimension, �egale �a 1, de son sous-espae stable. Les repr�esentations B�s;p sont autoduales. Lesrepr�esentations B�+ et B�� sont duales l'une de l'autre.En�n, si on leur ajoute les repr�esentations I3�(�), l'ensemble de es repr�esentations et deleur produit tensoriel par S onstitue un syst�eme omplet parmi les repr�esentations ind�eom-posables de dimension 3 de B3 sur C. On remarque que la restrition de B�s;p �a B2 admetdes multipliit�es si s2 = 4p.Rappelons en�n que Bn est munie d'une struture d'alg�ebre de Hopf, e qui permet deonstruire de nouvelles repr�esentations par produit tensoriel. Une �etude �el�ementaire expliitepermet de montrerLemme 5. R�;0 
R�0;0 = R�+�0;0 � I1+(�+ �0)� I1�(�+ �0). D'autre part,Si � 6= 0, alors R�;� 
R�0;� = B�+�00;4�2 � I1�(� + �0)S2R�;� = B2�0;4�2�2R�;� = I1�(2�)Si � 6= �0, alors R�;� 
R�0;�0 est irr�edutible.Produits tensorielsOn onsid�ere �a nouveau omme �x�e un orps k de arat�eristique 0.Puisque les morphismes kBn ! Bn[[h℄℄ sont des morphismes d'alg�ebres de Hopf, pourtoutes repr�esentations M et N de Bn et tout assoiateur �, on aZ�M 
N = (Z�M)
 (Z�N)et de même ZhM 
N = (ZhM)
 (ZhN):Il est alors utile de remarquer que, omme kBn et kPn, Bn et UTn v�eri�ent la propri�et�e deChevalley, 'est-�a-direProposition 11. Si M et N sont deux repr�esentations semi-simples de Tn (resp. de Bn),M 
N et les alg�ebres tensorielles de M et N sont semi-simples.



34 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINIT�ESIMALESPreuve | Pour Tn, ela d�eoule imm�ediatement de Bourbaki [4℄ x6 nÆ 5, orollaires 1 et 2 duth�eor�eme 4. L'�enon�e onernant Bn se d�eduit de e que, une repr�esentation M de Bn �etantdonn�ee, M est semi-simple si et seulement si sa restrition �a Tn l'est �egalement. En e�et, siM est semi-simple, on pro�ede de fa�on lassique, en alquant par exemple la premi�ere partiede la preuve de Chevalley [7℄ h. IV x5, proposition 1. Si, inversement, la restrition �a Tn deM est semi-simple, soit i : U !Mune injetion de Bn-modules de soure un Bn-module simple. Le morphisme i admet alorsun inverse �a gauhe l, morphisme de Tn-modules tel que l Æ i = IdM . Posant alorsL = 1#Sn Xs2Sn s Æ l Æ s�1;on a enore L Æ i = IdM , ave ette fois L un morphisme de Bn-modules : toute injetion ide but M et de soure un Bn-module simple est sind�ee, et M est semi-simple. qfd.



35
Chapitre 2Tours d'alg�ebresOn d�eveloppe dans e hapitre les fondements alg�ebriques qui nous serviront tout au longde e travail.On �xe un orps k de arat�eristique 0. Une k-alg�ebre B sera toujours suppos�ee unitaire,et les morphismes entre deux k-alg�ebres enverront toujours l'identit�e sur l'identit�e, don, enpartiulier, si l'on introduit une sous-alg�ebre D de B, l'unit�e deD sera suppos�ee �egale �a l'unit�ede B. De plus, un B-module sera toujours suppos�e de dimension �nie sur k, et on dira qu'ilest sans multipliit�es si sa d�eomposition de Krull-Shmidt ne omporte que des omposantesnon isomorphes.La setion 1 est inspir�ee de la th�eorie des \alg�ebres de arquois" d�evelopp�ee notammentpar Gelfand [10℄, la setion 3 par de la Harpe, Goodman et Jones [11℄, les setions 4 et 5par Vershik et Kerov [74℄. En�n, la setion 7 pr�esente les deux algorithmes fondamentaux quiseront utilis�es dans la partie II.2.1 Graphes et alg�ebres de graphesSi S est un ensemble �ni, on note kS le k-espae vetoriel de base S, et on introduit dansEnd(kS) les unit�es matriielles, es;s0 pour s; s0 2 S, d�e�nies par8s00 2 S es;s0s00 = Æs0;s00s:On peut alors d�e�nir une sous-alg�ebre ommutative maximale D(S) de End(kS) ommel'alg�ebre engendr�ee par les �el�ements es;s pour s 2 S. Comme D(S)-module, kS est semi-simple sans multipliit�es, et kS =Ms2S k s:De plus, si S1 et S2 sont deux ensembles �nis disjoints,kS1 [ S2 = kS1 � kS2kS1 � S2 = kS1 
 kS2:Pour d�e�nir d'autres sous-alg�ebres remarquables de End(kS), nous avons besoin d'intro-duire la notion d'alg�ebre assoi�ee �a e que l'on appelle parfois un arquois, 'est-�a-dire un



36 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRESgraphe orient�e. Fixons d'abord ertaines onventions, a�n de limiter le adre qui nous estutile.D�e�nition 6. On appelle graphe � = (S;A; b; s) la donn�ee de deux ensembles �nis, unensemble S de sommets et un ensemble A d'arêtes, munis de deux appliations b; s : A! Sdites respetivement \but" et \ soure". On dit que � est r�eduit si s� b est une injetion etsi (s� b)�1(�) = ;, � �etant la diagonale de S � S, 'est-�a-dire si � est sans boules.Si � est r�eduit, A s'identi�e �a une partie de S � S. Nous pourrons alors noter � = (S;A)un tel graphe, et A sera onsid�er�ee omme une partie de S �S. En partiulier, si l'on a deuxgraphes r�eduits �1 = (S;A1) et �2 = (S;A2) sur le même ensemble S de sommets, on dira�1 � �2 si A1 � A2.Pour signi�er qu'il existe une arête de soure x et de but y, ou �eventuellement pourd�esigner une telle arête, unique si G est r�eduit, on utilisera la notation x! y. Si un grapher�eduit � = (S;A) est donn�e, on appelle hemin de � une famille (a1; : : : ; ar) de sommets deG, pour r � 1, tels que ai ! ai+1 si i 2 [1; r� 1℄. On dit qu'un tel hemin joint le sommet a1au sommet ar, et on appelle r � 1 la longueur du hemin, 'est-�a-dire le nombre d'arêtes quiinterviennent dans sa d�e�nition. Un hemin sera dit vide s'il est de longueur 0.D�e�nition 7. Soit � un graphe (S;A; b; s). Une partie E de S est dite �-stable si toute arêtede � dont la soure est dans E a son but dans E. On dit que � est irr�edutible si pour toussommets s; s0 2 S il existe un hemin joignant s �a s0. Autrement dit, si S n'admet pas departie �-stable propre. � est dit ind�eomposable si S n'admet pas de partition en deux parties�-stables propres.On �xe maintenant un graphe r�eduit � = (S;A; b; s).D�e�nition 8. Soit � = (S;A; b; s) un graphe r�eduit. On note A(�) la sous-alg�ebre deEnd(kS) engendr�ee par les �el�ements eb(a);s(a) pour a 2 A, et es;s pour s 2 S. En partiu-lier, D(S) � A(�).Si un graphe r�eduit � = (S;A) est donn�e, on appelle enveloppe transitive de � et on note� le graphe r�eduit (S;A) tel que x ! y si et seulement si il existe un hemin non vide de �joignant x �a y. On dit que � est transitif si � = �, 'est-�a-dire si, pour tous sommets distintsx et y de �, l'existene d'un hemin de x vers y �equivaut �a l'existene d'une arête x! y. Enpartiulier, � irr�edutible , � irr�edutible� ind�eomposable , � ind�eomposable:Il est lair d'autre part que A(�) = A(�):En partiulier, �a deux graphes r�eduits sur un même ensemble de sommets qui ont mêmeenveloppe transitive, on a assoi�e la même alg�ebre. Remarquons d'autre part que, si � estirr�edutible, � = (S;A) est le graphe omplet sur S, d�e�ni parA = f(s1; s2) 2 S2 j s1 6= s2g:Cette onstrution nous permet de d�erire toutes les sous-alg�ebres de End(kS) qui on-tiennent D(S) :



2.1. GRAPHES ET ALG�EBRES DE GRAPHES 37Lemme 6. Si S est un ensemble �ni et si B est une sous-alg�ebre de End(kS) ontenantD(S), il existe un graphe r�eduit transitif � = (S;A) tel que B = A(�) d�e�ni parA = f(s1; s2) 2 S2 j s1 6= s2 et es2;s1 2 Bg:Preuve | On a �evidemment A(�) � B. De plus, � est transitif. Inversement, si b est un�el�ement de B, il s'�erit b =Xs;s0 s;s0es;s0ave, pour tous s; s0 2 S, s;s0 2 k. Si s;s0 6= 0, on aes;s0 = 1s;s0 es;sbes0;s0 2 D(S)BD(S) � Bdon es;s0 2 A(�), et b 2 A(�), ei pour tout b 2 B. qfd.Si l'on onsid�ere maintenant kS omme A(�)-module, on aProposition 12. Soit � = (S;A) un graphe r�eduit. En tant que A(�)-module, kS est irr�e-dutible si et seulement si � est irr�edutible, ind�eomposable si et seulement si � est ind�e-omposable. De plus, une partie E de S est �-stable si et seulement si kE est A(�)-stable.Preuve | Soit V un sous-espae de kS, stable pour D(S). Comme essV 2 f0; k sg selon ques appartient �a V ou non, V est enti�erement d�etermin�e par J(V ) = fs 2 S j s 2 V g. Si l'onnote K(E), pour E une partie de S, le sous-espae de kS engendr�e par E, J et K sont deuxbijetions r�eiproques l'une de l'autre entre les parties de S et les sous-espaes de kS stablespour D(S).Si V est stable pour A(�), toute arête de � ayant sa soure s dans J(V ) a son buts0 dans J(V ), ar es0;s 2 A(�), s 2 V et s0 = es0;ss 2 V . Ainsi, V est stable par A(�).Inversement, si E est une partie �-stable de S, K(E) = kE est stable pour A(�). On end�eduit imm�ediatement la onlusion de l'�enon�e. qfd.Corollaire 1. Si S est un ensemble �ni et B une sous-alg�ebre de End(kS) qui ontient D(S),il existe un unique graphe r�eduit transitif � = (S;A) tel que B = A(�).Preuve | D'apr�es le lemme 6, B = A(�) ave � = (S;A) graphe r�eduit transitif d�e�ni parA = f(s1; s2) 2 S2 j s1 6= s2 et es2;s1 2 Bg:Si B = A(�0) ave �0 transitif, par d�e�nition de A(�0), �a toute arête (s1; s2) de �0 orrespondun �el�ement es2;s1 de B, don une arête (s1; s2) de �. On a ainsi �0 � �. Inversement, �xonsune arête x ! y de �. On onsid�ere l'ensemble E des �el�ements s de S tels que x soit joint�a s par un hemin de �0. E est par d�e�nition �0-stable, don kE est A(�0)-stable. MaisA(�0) = B = A(�), don E est �-stable, et x 2 E ) y 2 E, don x ! y est une arête de�0 = �0 : � = �0. qfd.



38 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRESOn a ainsi �etabli une bijetion entre graphes r�eduits transitifs sur S et sous-alg�ebres deEnd(kS) qui ontiennent D(S).Cela nous permet d'�enoner en orollaire un analogue faible du th�eor�eme de Burnside, quine suppose pas le orps k alg�ebriquement los.Corollaire 2. Soit S un ensemble �ni, et B une sous-alg�ebre de End(kS) qui ontient D(S).En tant que B-module, kS est irr�edutible si et seulement si B = End(kS).Preuve | Si B = End(kS), il est lair que le B-module kS est irr�edutible. Inversement,supposons kS irr�edutible. Comme B ontient D(S), on peut supposer d'apr�es le lemme6 que B = A(�), o�u � est un graphe r�eduit transitif d'ensemble de sommets S. D'apr�esla proposition pr�e�edente, � est alors irr�edutible, 'est-�a-dire que deux sommets peuventtoujours être joints par un hemin, don par une arête puisque � est transitif. � est ainsi legraphe omplet sur S, et B = A(�) = End(kS): qfd.2.2 G�en�eralisation dans un adre \relatif"Nous g�en�eralisons le r�esultat d'ind�eomposabilit�e (resp. d'irr�edutibilit�e) de la setionpr�e�edente dans une situation \relative" au sens suivant. Dans la setion I.2.1, l'alg�ebreonsid�er�ee �etait une sous-alg�ebre B de End(kS) agissant sur le module kS, munie d'unesous-alg�ebre ommutative D(S) telle que la restrition de kS �a D(S) �etait semi-simple sansmultipliit�es. On �etudiait don l'ind�eomposabilit�e (resp. l'irr�edutibilit�e) de kS pour l'ationde B relativement �a D(S), en ramenant ette �etude �a l'�etude d'un graphe assoi�e au ouple(D(S); B).Nous allons voir ii que l'on peut g�en�eraliser ette �etude, en s'a�ranhissant notammentde l'hypoth�ese de ommutativit�e sur la sous-alg�ebre onsid�er�ee.Soient maintenant B une k-alg�ebre quelonque, D une sous-alg�ebre de B, et M un B-module (de dimension �nie sur k) dont la restrition �a D est semi-simple sans multipliit�es.On d�e�nit un graphe r�eduit �D;B(M) en prenant pour ensemble de sommets S l'ensembledes omposantes irr�edutibles de ResDM , qui sont des sous-espaes de M bien d�etermin�es.On a ResDM =Ms2S s:On �xe pour tout s 2 S un �el�ement non nul 's de HomD(M; s), qui est de dimension 1 surEndD(s). Pour tout sous-D-module N de M , N est la somme direte des s 2 S tels ques \N = f0g. On peut alors d�e�nir les arêtes s! s0 de �D;B(M), pour s 6= s0, pars! s0 ssi 9b 2 B 's0 Æ b(s) 6= f0gssi 's0(Bs) 6= f0gssi s0 ,! Bsssi Bs0 � Bs:Il est lair, sous ette derni�ere forme, d'une part que �D;B(M) est transitif, et d'autre partqu'il ne d�epend pas du hoix des morphismes 's. En partiulier, ave e graphe, pour tout



2.2. G�EN�ERALISATION DANS UN CADRE \RELATIF" 39s 2 S on a Bs � s+Xs!s0 s0:On a alors, de fa�on analogue �a la proposition 12,Proposition 13. Si B est une k-alg�ebre, D une sous-alg�ebre de B, et M un B-module dontla restrition �a D est semi-simple sans multipliit�es, alors M est irr�edutible (resp. ind�eom-posable) si et seulement si �D;B(M) est irr�edutible (resp. ind�eomposable).Preuve | On note � = �D;B(M) = (S;A). Les sous-espaes D-stables de M s'identi�entnaturellement aux parties de S. Plus pr�eis�ement, si V � M est D-stable, on lui assoieE = fs 2 S j s � V g, et �a E � S on assoie la somme direte des s qui sont �el�ements de E.Si V �M est B-stable, il est en partiulier D-stable, et il lui orrespond don une partieE � S. Si s! s0 est une arête de � de soure s 2 E, on as0 � Bs � BV � V;d'o�u s0 2 E et E est �-stable.Inversement, si E � S est �-stable, on note V �M le sous-espae D-stable assoi�e. On aalors BV = BMs2E s �Xs2EBs �Xs2E s+Xs!s0 s0 �Xs2E s = V;don V est B-stable. Comme de plus une partition de S en deux parties orrespond �a unesomme direte d'espaes D-stables de M , on en d�eduit la onlusion de l'�enon�e. qfd.La d�e�nition de �D;B(M) n'est pas toujours tr�es ommode. Si l'on onnâ�t un syst�eme deg�en�erateurs de B, on a la propri�et�e utile,Proposition 14. Soit B une k-alg�ebre, D une sous-alg�ebre de B, et M un B-module dont larestrition �a D est semi-simple sans multipliit�es. Soit � un ensemble d'�el�ements de B tels queD et � engendrent B, et S l'ensemble des omposantes simples de ResDM . On hoisit ommepr�e�edemment une famille 's 2 HomD(M; s), pour s 2 S, ave 's 6= 0. Alors �D;B(M) estl'enveloppe transitive de �D;�(M) = (S;A�), aveA� = f(s; s0) 2 S2 ; s 6= s0 et 9� 2 � j 's0(�s) 6= f0gg:Preuve | �D;�(M) est �evidemment inlus dans �D;B(M), don, omme �D;B(M) esttransitif, on a �D;�(M) � �D;B(M):Pour d�emontrer l'inlusion r�eiproque, remarquons tout d'abord que, si b 2 B s'�eritb1 + b2 + : : :+ bK , pour un ertain K � 1, et si s 2 S, on a alors, pour tout v 2M ,'s(bv) = KXk=1's(bkv) 6= 0) 9k 2 [1;K℄ 's(bkv) 6= 0:Ainsi, si s et s0 sont deux sommets di��erents de S joints dans �D;B(M) par une arête s! s0,on peut supposer qu'il existe v 2 s et b 2 B tels que 's0(bs) 6= 0, ave b de la formeb = d1�1d2�2 : : : �rdr+1;



40 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRESave r � 0, di 2 D pour tout i 2 [1; r + 1℄, et �i 2 � pour tout i 2 [1; r℄. On d�esigne par Er,pour r � 0, l'ensemble des �el�ements de B qui peuvent s'�erire de ette fa�on.On veut don montrer que, pour toute arête s ! s0 de �D;B(M), s'il existe v 2 S etb 2 Er tels que 's0(bv) 6= 0, il existe dans �D;�(M) un hemin qui joint s �a s0. Nous allonsmontrer ette propri�et�e par r�eurrene sur r.Le as r = 0 est vide, puisque 's0(Ds) = f0g. Si r = 1, on a b = d1�1d2 et's0(bv) = 's0(d1�1d2v) = d1's0(�1d2v) 6= f0g;don v0 = d2v 2 s est di��erent de 0, 's0(�1v0) 6= 0, et on a une arête de s vers s0, don unhemin, dans �D;�(M).Soit maintenant r � 1, et b 2 Er+1 que l'on �erit don sous la formeb = d1�1d2 : : : �rdr+1�r+1dr+2;tel que 's0(bv) 6= 0. On poseb0 = d1�1d2 : : : �rdr+1 2 Er; b00 = �r+1dr+2 2 E1;et v0 = b00v. On onsid�ere E = fs00 2 S j 's00(v0) 6= 0g:Alors v0 s'�erit de fa�on unique omme somme de v0s00 2 s00 non nuls, pour s00 2 E, et's0(bv) = 's0(b0v0) = Xs002E 's0(b0v0s00) 6= 0don il existe s00 2 E tel que 's0(b0v0s00) 6= 0. Par hypoth�ese de r�eurrene, omme b0 2 Er, ona dans �D;�(M) un hemin de e s00 2 E ainsi hoisi vers s0. D'autre part, par onstrutionde E, on a 's00(b00v) 6= 0, don d'apr�es le as r = 1 on a un hemin dans �D;� de s vers s00.En omposant es deux hemins, on obtient bien un hemin de s vers s0, et on onlut parr�eurrene. qfd.En partiulier, si B est engendr�e par D et un �el�ement � 2 B, on notera �D;�(M) =�D;f�g(M).2.3 Graphes nivel�es et alg�ebres assoi�eesNous nous inspirons ii de [11℄ et de [74℄.2.3.1 Graphes nivel�esD�e�nition 9. On appellera graphe nivel�eG = (S;A; b; s; niv) la donn�ee d'un graphe (S;A; b; s)et d'une appliation niveau niv : S ! Ztelle que, si l'on note n1 = maxx2S niv(x)n0 = minx2S niv(y)alors1) 8a 2 A niv(b(a)) = niv(s(a)) + 1



2.3. GRAPHES NIVEL�ES ET ALG�EBRES ASSOCI�EES 412) Si d 2 S ave n0 < niv(d) (resp. niv(d) < n1), alors il existe un �el�ement a de A telque b(a) = d (resp. s(a) = d).On appelle hauteur de G l'entier n1 � n0.En partiulier, un tel graphe nivel�e G est n�eessairement sans boules. On dit que G =(S;A; b; s; niv) est r�eduit si (S;A; b; s) est un graphe r�eduit. On pourra alors noter G =(S;A; niv), identi�antA �a une partie de S�S. Si l'ensemble des sommets de niveau minimal n0(resp. de niveau maximal n1) deG est r�eduit �a un singleton, on dira queG est unipode (resp.uni�ephale). Dans le adre des graphes nivel�es, on utilisera la notation x% y au lieu de x! ypour rappeler que l'on onsid�ere un graphe nivel�e, don que niv(y) = niv(x)+1. Remarquonsinversement que, si la fontion niveau est donn�ee, il n'est pas n�eessaire d'indiquer, dans lesvisualisations graphiques que nous utiliserons, le sens des arêtes entre deux sommets.On a d'autre part une struture d'ordre sur S. Comme nous n'avons d�e�ni la notion dehemin que pour des graphes r�eduits, supposons G r�eduit, et notons x 6 y s'il existe unhemin de x �a y (on a alors n�eessairement niv(x) � niv(y)). Pour x sommet de G et nentier, on d�e�nit Sx = fy 2 S j y 6 xgSx = fy 2 S j y > xgS(n) = fx 2 S j niv(x) 6 ngS(n) = fx 2 S j niv(x) > nget on note alors Gx, Gx, Gyx, G(n), G(n) et G(n)(m) les graphes nivel�es restritions de G �a Sx,Sx, Sx \ Sy , S(n), S(n) et S(m) \ S(n) respetivement.En�n, si un graphe nivel�e G = (S;A; b; s; niv) est donn�e, de niveau maximal (resp. mini-mal) n1 (resp. n0), on onstruit un nouveau graphe nivel�e, que l'on appellera son ompl�et�euni�ephale, en ajoutant �a G un sommet de niveau n1+1, et une arête entre haque sommetde niveau n1 et e nouveau sommet de niveau n1 + 1.2.3.2 Graphe des heminsOn �xe ii un graphe nivel�e r�eduit G = (S;A; niv).On note dans e hapitre TG l'ensemble des hemins de longueur maximale de G, 'est-�a-dire eux qui vont d'un sommet de niveau minimal �a un sommet de niveau maximal de G.Un hemin � 2 TG s'�erira don (�n0 ; �n0+1; : : : ; �n1), ave niv(�i) = i. On d�e�nit alors pour1 � r � n1 les hemins�s℄ = (�n0 ; �n0+1; : : : ; �s) 2 TG�s � TG(s)�[r = (�r; �r+1; : : : ; �n1) 2 TG�r � TG(r)�[r;s℄ = (�r; : : : ; �s) 2 TG�s�r :On note ainsi �[r℄ = (�r) 2 TG�r�r .D�e�nition 10. Soit G = (S;A; niv) un graphe nivel�e r�eduit. On note kG = kTG l'espaevetoriel de base TG. On appelle brique tout graphe nivel�e r�eduit, uni�ephale et unipode, dehauteur 2. La taille d'une brique est par d�e�nition le ardinal de l'ensemble de ses hemins delongueur maximale. En partiulier, on appellera briques de G les graphes Gyx pour niv(y) =niv(x) + 2 tels qu'il existe un hemin joignant x �a y. La taille d'un tel Gyx est dimkGyx, sonniveau niv(x) + 1 = niv(y)� 1.



42 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRESPar abus, on appellera enore brique de G l'espae kGyx, pour Gyx une brique de G.On note provisoirement AG l'ensemble des ouples (�; �) de TG tels que � 6= � et �n1 =�n1 , 'est-�a-dire les ouples de hemins di��erents qui aboutissent au même sommet de niveaumaximal. Dans le as o�u G est uni�ephale, on obtient alors le graphe omplet.On note enore BG l'ensemble des ouples (�; �) 2 T 2G tels qu'il existe r 2 [n0+1; n1� 1℄v�eri�ant �u = �u pour u 6= r�r 6= �r:En d'autres termes, il existe une brique Gyx de G telle que �r�1 = �r�1 = x, �r+1 = �r+1 = y,que �[r�1;r+1℄ et �[r�1;r+1℄ soient deux hemins di��erents de la brique, et que �r�1℄ = �r�1℄,�[r+1 = �[r+1.On peut alors introduireD�e�nition 11. Si G = (S;A; niv) est un graphe nivel�e r�eduit, on appelle graphe des heminsde G le graphe r�eduit � = (TG; AG). On d�e�nit de la même fa�on le graphe des briquesomme le graphe r�eduit �lo = (TG; BG). On noteM(G) := A(�)Mlo(G) := A(�lo):Les alg�ebres M(G) et Mlo(G) sont ainsi deux sous-alg�ebres de End(kG). Plus pr�ei-s�ement, pour tout x sommet de niveau maximal de G, kGx est stable par M(G), et ona M(G) = Mniv(x)=n1M(Gx) = Mniv(x)=n1 End(kGx):L'espae vetoriel kG = Mniv(x)=n1 kGxest ainsi un M(G) module semi-simple, simple si G est uni�ephale, et l'alg�ebre M(G) esttoujours semi-simple.On note naturellement �x, �yx, et. les graphes de hemins respetifs de Gx, Gyx, et.Pour rendre ompte de la fontion niveau de G sur �lo, on introduit �0lo, graphe d�e�ni surl'ensemble des sommets de niveau n1 � 1 de G par son ensemble d'arêtesf(x; y) j (x 6= y) et 9z z % x et z % yg:On a alorsLemme 7. Soit G = (S;A; niv) un graphe nivel�e r�eduit, uni�ephale et de hauteur au moins2. Soient � et �lo les graphes r�eduits assoi�es. On suppose que, pour tout x 2 S de niveaun1 � 1, �xlo est irr�edutible. Alors, en tant que Mlo(G)-module, kG est irr�edutible (resp.ind�eomposable) si et seulement si �0lo est irr�edutible (resp. ind�eomposable).Preuve | Comme G est uni�ephale, pour tout x de niveau n1�1, A(�xlo) s'identi�e �a unesous-alg�ebre semi-simple de Mlo(G), qui n'agit que sur le fateur kGx de la d�eompositionkG = Mniv(y)=n1�1 kGy:



2.3. GRAPHES NIVEL�ES ET ALG�EBRES ASSOCI�EES 43On pose D = Mniv(y)=n1�1A(�ylo) �Mlo(G) = B:En tant que D-module, kG est semi-simple sans multipliit�es, et �D;B(kG) s'identi�e �a �0lo.La onlusion r�esulte alors de la proposition 13. qfd.On en d�eduitProposition 15. Soit G = (S;A; niv) un graphe nivel�e r�eduit, unipode de hauteur au moins2. On suppose que, pour tout sommet x de niveau ompris entre n0 + 2 et n1, le graphe �0loassoi�e �a Gx est irr�edutible. On a alorsMlo(G) = M(G):Preuve | On se ram�ene au as o�u G est uni�ephale, on suppose n0 = 0, et on d�emontre laproposition par r�eurrene sur n1. Le as n1 = 2 �etant trivial, on peut supposer n1 � 3.Pour tout x de niveau n1 � 1, Mlo(Gx) = M(Gx) d'apr�es l'hypoth�ese de r�eurrene. Sil'on note �xlo le graphe des briques assoi�e �a Gx, A(�xlo) = M(Gx) et �xlo est irr�edutibled'apr�es la proposition 12. Par hypoth�ese, le graphe �0lo assoi�e �aG est �egalement irr�edutible,don, d'apr�es le lemme 7, kG est irr�edutible en tant que Mlo(G)-module et, d'apr�es ledeuxi�eme orollaire de la proposition 12, on aMlo(G) = M(G): qfd.2.3.3 TerminologiePar la suite, nous aurons besoin d'�etudier ertains op�erateurs de M(G), o�u G est ungraphe nivel�e r�eduit unipode. Une ertaine terminologie nous sera pour ela n�eessaire, quenous emploierons dans les parties II et III de ette th�ese. Elle ne nous sera pas utile, enrevanhe, pour les autres onstrutions g�en�erales de e hapitre.On �xe don un graphe nivel�e G, qui est r�eduit et unipode.D�e�nition 12. On appelle houppier de niveau r de G le k-espae vetorielkG(n1�r) = Mniv(x)=n1�r kGxainsi que, par abus, le graphe sous-jaent G(n1�r). On noteraTopr(G) = Mniv(x)=n1�rEnd(kGx) � End(kG(n1�r)):Il est lair que, pour l'ation naturelle, le houppier de niveau r est un Topr(G)-modulesemi-simple et sans multipliit�es.



44 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRESOn appellera alors projeteur sur le houppier de niveau r tout morphisme  de la formeXniv(x)=n1�r x 
 IdGx 2M(G);o�u  x est une forme lin�eaire non nulle sur kGx et o�u la d�eomposition utilis�ee estkG = Mniv(x)=n1�r kGx 
 kGx:Le morphisme  de kG vers son houppier de niveau r est alors surjetif et ommute �a l'ationde M(G(n1�r)).2.4 Alg�ebres �ltr�ees et diagrammes de BratteliOn �xe un entier n � 2.On appelle alg�ebre �ltr�ee une k-alg�ebre A = An munie d'une �ltration de k-alg�ebresk = A1 � A2 � : : : � An = A:D'apr�es nos onventions initiales, nous avons 1 2 k = A1. Si B = Bn est une autre k-alg�ebre�ltr�ee, on dira d'un morphisme de k-alg�ebres � : A ! B que 'est un morphisme d'alg�ebres�ltr�ees si �(Ar) � Br, pour tout 1 � r � n. Si M est un A-module, pour A = An une alg�ebre�ltr�ee, on dira que M est semi-simple par rapport �a la �ltration de A si, pour tout 1 � r � n,la restrition de M �a Ar est semi-simple.On �xe une alg�ebre �ltr�ee A = An,M un A-module semi-simple par rapport �a la �ltrationde A, et on suppose de plus que le A-module M est sans multipliit�es.On note Sr, pour 1 � r � n, l'ensemble des lasses de Ar-modules simples qui interviennentdans la d�eomposition de ResArM , etS = S1 [ S2 [ : : : [ Sn:On d�e�nit le diagramme de Bratteli G de M omme le graphe nivel�e onstruit de la fa�onsuivante. L'ensemble des sommets de G est S, et on plae p arêtes de x 2 Sr vers y 2 Sr+1 six intervient p fois dans la d�eomposition de ResAry. Les sommets x 2 Sr sont naturellementde niveau r, et G est de hauteur n� 1, ave n0 = 1, n1 = n. Comme A1 = k n'admet qu'unelasse de modules simples, G est unipode.On suppose maintenant que le diagramme de BratteliG deM est r�eduit. A haque hemin� de G qui aboutit �a un sommet de niveau maximal de G, 'est-�a-dire un hemin de longueurmaximale de G(r) pour un ertain r 2 [1; n℄, on va assoier un sous-espae bien d�etermin�eM� de M qui sera Ar-stable. De plus, e sous-espae sera irr�edutible pour l'ation de Ar, etisomorphe �a �r.Consid�erons d'abord � = (y) ave y de niveau n. Comme M est semi-simple sans multipli-it�es, y s'identi�e �a un sous-espae de M bien d�etermin�e, et nous d�e�nissons M� omme �egal�a e sous-espae. Si l'on a onstruit M� pour tous les � 2 TG(r) , pour un ertain r 2 [2; n℄,on va d�e�nir M� pour � 2 TG(r�1) . On note � = �[r 2 TG(r) , hemin de G auquel on a d�ej�a



2.4. ALG�EBRES FILTR�EES ET DIAGRAMMES DE BRATTELI 45assoi�e un sous-espae M� de M , qui est stable pour l'ation de Ar et isomorphe en tant queAr-module �a �r, 'est-�a-dire �r. On d�e�nit alorsM�, sous-espae deM�, omme la omposantede ResAr�1M� qui est isomorphe �a �r�1, et on onlut la onstrution par r�eurrene sur r.Il est alors lair que, pour tout r 2 [1; n℄,ResArM = M�2TG(r) M�et, en partiulier, ReskM = ResA1M = M�2TGM�:Comme les repr�esentations irr�edutibles de k sont de dimension 1, la d�eomposition pr�e�edenteest une d�eomposition en droites vetorielles. Si l'on hoisit un veteur non nul dans haunede es droites, on obtient don une base de M . Une base de e type est appel�ee base deGelfand-Tsetlin (f. [74℄, [75℄, [10℄).On �xe d�esormais une base de Gelfand-Tsetlin, don en partiulier un isomorphisme dek-espaes vetoriels � de kG vers M qui poss�ede la propri�et�e que, pour tout � 2 TG et toutr 2 [1; n℄, �(�) 2 M�[r . Cet isomorphisme permet alors de d�e�nir par transport de strutureune ation k-lin�eaire de A sur kG. De la propri�et�e pr�e�edente onernant �(�) on d�eduit que,pour tout r 2 [1; n℄ et a 2 Ar, si �; � 2 TG,��a� 6= 0) �[r = �[r:En partiulier, pour r = n, on en d�eduit que l'ation de A sur kG est en fait un morphismede A vers M(G). Plus g�en�eralement, pour tout r 2 [1; n℄, la d�eomposition naturellekG = Mniv(x)=r kGx 
 kGxest une d�eomposition de kG en omposantes Ar-stables. De plus, pour tout x de niveau r,kGx 
 kGx = M�2TGx kGx 
 k� = M�2TGx ��1(M�)est une omposante isotypique de kG pour l'ation de Ar, de omposantes simples isomorphes�a �r = x, don la d�eomposition pr�e�edente de kG est une d�eomposition en omposantesisotypiques.Inversement, soit G un graphe nivel�e unipode tel que n0 = 1 et n1 = n � 2, que l'onsuppose r�eduit pour simpli�er les notations. Pour tout 1 � r � n, on onsid�ere �a nouveau lad�eomposition kG = Mniv(x)=r kGx 
 kGx:Comme M(G(r)) est la somme direte des End(kGx) pour x de niveau r, on l'identi�e �a unesous-alg�ebre de End(kG) de la fa�on suivanteD�e�nition 13. Si G est un graphe nivel�e, r�eduit et unipode, tel que n0 = 1 et n1 = n, ond�e�nit pour tout r 2 [1; n℄ une sous-alg�ebre de M(G) isomorphe �a M(G(r)), enore not�eeM(G(r)), parM(G(r)) = Mniv(x)=rM(Gx) = Mniv(x)=rEnd(kGx) ' Mniv(x)=rEnd(kGx)
 IdkGx � End(kG):



46 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRESOn a alors une �ltration d'alg�ebres (unitaires)k = M(G(1)) �M(G(2)) � : : : �M(G(n)) = M(G):Les kGx sont les M(G(r))-modules simples et la d�eompositionkG = Mniv(x)=r kGx 
 kGxest elle du M(G(r))-module kG en omposants isotypiques. Il en r�esulte imm�ediatement queM(G(1)); : : : ;M(G(n)) sont des alg�ebres semi-simples et que G est le diagramme de Bratteliassoi�e �a l'alg�ebre M(G) �ltr�ee par k �M(G(1)) � : : : �M(G(n)) et au M(G)-module kG,qui est sans multipliit�es et semi-simple par rapport �a ette �ltration de M(G).Dans la situation o�u G est le diagramme de Bratteli du A-module M , sans multipliit�eset semi-simple par rapport �a la �ltration de A, on suppose que G est r�eduit et que l'on a �x�eune base de Gelfand-Tsetlin. Le morphisme A ! M(G) est alors un morphisme d'alg�ebres�ltr�ees, 'est-�a-dire que l'image de Ar est inluse dans M(G(r)), pour r 2 [1; n℄. Si de plus kest alg�ebriquement los, il d�eoule même du th�eor�eme de Burnside et de l'�etude pr�e�edenteque l'image de Ar est �egale �a M(G(r)).Terminologie. Il nous arrivera de onsid�erer la situation suivante. Une alg�ebre �ltr�ee A = Anpour n � 3 est donn�ee, ainsi qu'un A-moduleM , sans multipliit�es et semi-simple par rapport�a la �ltration de A. On veut montrer que M est irr�edutible. On suppose alors que ResAn�1Mest sans multipliit�es, et que le diagramme de Bratteli G de ResAn�1M est r�eduit. Comme�etape interm�ediaire, il nous sera utile d'introduire le ompl�et�e uni�ephale G� de G. Si Ms'av�ere irr�edutible, e sera le diagramme de Bratteli de M . En attendant de le montrer, nousappellerons G� le pseudo-diagramme de Bratteli de M . Le point remarquable est qu'alorskG� s'identi�e �a kG, et que l'on a un morphisme d'alg�ebres �ltr�ees A!M(G�).2.5 Alg�ebres loalesLes alg�ebres qui nous sont utiles dans ette th�ese font partie d'une famille d'alg�ebres�ltr�ees partiuli�eres, que nous appelons alg�ebres loales et d�e�nissons dans ette setion.D�e�nition 14. On appelle alg�ebre loale une k-alg�ebre (unitaire) �ltr�eek = A1 � A2 � : : : � An = Amunie d'une famille g�enitrie �1; : : : ; �n�1 et d'une famille entralisante z1; : : : ; zn. Il s'agitd'�el�ements de A qui v�eri�ent(entr) zr appartient au entre de Ar pour 2 � r � n(lo) �r appartient au ommutant de Ar�1 dans Ar+1 pour 2 � r � n� 1(gen) Ar, �r et zr+1 engendrent Ar+1 pour 1 � r � n� 1.Une telle alg�ebre est dite loalement monog�ene si on a de plus(gen') Ar et �r engendrent Ar+1 pour 1 � r � n� 1.En partiulier, et d'apr�es ette d�e�nition, l'ensemble des �el�ements �1; : : : ; �r�1; z2; : : : ; zrdoit engendrer l'alg�ebre Ar, pour tout 1 � r � n. Remarquons d'autre part que les onditions(entr) et (lo) sur �r et zr se reformulent de fa�on plus ommode en disant que



2.5. ALG�EBRES LOCALES 47zi ommute �a zj pour 1 � i; j � n�i ommute �a �j pour ji� jj � 2zi ommute �a �j pour i 6= j.Sous ette forme, il apparâ�t que la notion d'alg�ebre loale est partiuli�erement adapt�eeaux trois alg�ebres assoiatives essentielles de ette th�ese. Nous allons montrer, dans la listed'exemples qui suit, omment es trois alg�ebres rentrent dans le adre que nous venons ded�e�nir.Exemple 1. Soit n � 2. On pose, pour 1 � r � n, Ar = kBr, alg�ebre de groupe du groupede tresses �a r brins, �r le g�en�erateur d'Artin d�ej�a not�e �r, zr = r = (�1 : : : �r�1)r. Pour ette�ltration, A = An = kBn est une alg�ebre loale qui est loalement monog�ene.Exemple 2. Pour n � 2 et 1 � r � n on pose Ar = kSr, l'alg�ebre de groupe du groupesym�etrique �a r brins, �r = sr et on hoisit pour zr l'�el�ementX1�i<j�r(i j):L'alg�ebre de groupe kSn ainsi �ltr�ee est une alg�ebre loale, loalement monog�ene. Nousverrons et exemple en d�etail au hapitre I.3.Exemple 3. Soit n � 2, et (V; �) une repr�esentation de Bn telle que, pour tout 1 � r � n,�(Br) = �(UTr). On pose Ar = �(Br), �r = �(tr;r+1), zr = �(Tr). L'image de Bn dansEnd(V ), An, est une alg�ebre loale. Si de plus �((1 2)) est un polynôme de t12, il est lairque ette alg�ebre loale est loalement monog�ene. Nous utiliserons ette struture notammentdans le hapitre III.4 et dans l'annexe.Exemple 4. Pour n � 2 et 1 � r � n on pose Ar = Br, �r = (r r+1) et zr = Tr. Cettestruture d'alg�ebre loale sera utilis�ee en III.1. Remarquons que ette alg�ebre loale n'est pasloalement monog�ene.On dira qu'un graphe nivel�e G est olori�e si l'on a assoi�e un salaire �a haque sommet.En d'autres termes, un graphe nivel�e et olori�e G est la donn�ee d'un ouple (G; ') o�u G estun graphe nivel�e et ' est une fontion dite de oloriage de l'ensemble des sommets de G versk. Une telle fontion permet alors de faire orrespondre �a tout hemin de longueur maximalede G un (n1 � n0)-uplet de salaires. Si ette appliation est injetive (e qui impose �a Gd'être r�eduit), on dira que ' s�epare les hemins de G, ou enore que 'est un bon oloriage.G sera dans e as dit bien olori�e.Remarquons alors, qu'�a un graphe nivel�e r�eduit G = (S;A) muni d'un oloriage ' de sessommets, et �a une fontion f : '(S)2 ! '(S), on peut assoier un oloriage  des arêtes deG, en posant  (x% y) = f('(x); '(y)).Soit maintenant une alg�ebre loale A = An, et M un A-module sans multipliit�es qui estsemi-simple par rapport �a la �ltration de A. On lui assoie un diagramme de Bratteli G, quenous supposons r�eduit. On suppose que les �el�ements zr, pour r 2 [1; n℄, agissent salairementsur les omposantes simples de ResArM . Puisque les �el�ements zr sont dans le entre de Ar,'est en g�en�eral �equivalent �a dire que l'ation des �el�ements entralisants est diagonalisable.On en d�eduit un oloriage des sommets, en assoiant �a un sommet x de niveau r le salaire'(x) orrespondant �a l'ation de zr sur x.Si l'on �xe une base de Gelfand-Tsetlin et don une ation de A sur kG, zr agit alorssalairement sur les omposantes isotypiques kGx
kGx, pour x de niveau r, et laisse stablesles espaes kGx 
 k �, pour � 2 TGx . On en d�eduit que l'ation de zr sur kG est d�e�nie parzr� = '(�r), pour � 2 TG et r 2 [1; n℄.



48 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRESD'autre part, pour les alg�ebres loales qui nous seront utiles ii, nous disposons d'�el�ementstoriques tr qui sont des fontions de zr et zr�1. On en d�eduit alors que, sous ette hypoth�esed'ation salaire des �el�ements entralisants, on peut d�e�nir un oloriage des arêtes de G quid�eterminera l'ation de es �el�ements toriques sur kG. Plus pr�eis�ement, si l'on note  eoloriage des arêtes, on aura tr� =  (�r�1 % �r)�.Remarquons en�n que, si k est alg�ebriquement los, omme zr ommute �a l'image deAr dans M(G(r)), qui est dans e as �egale �a M(G(r)), et que d'autre part zr 2 Ar laissestables les espaes kGx 
 k� pour � 2 TG(r) , on d�eduit du lemme de Shur que l'hypoth�esede diagonalisabilit�e de l'ation des �el�ements entralisants est automatiquement v�eri��ee.2.6 Modules loauxDans ette setion nous allons onsid�erer une situation hybride, o�u l'on a une alg�ebre loaleA = An, et une ation naturelle de A sur un espae de la forme kG, mais o�u G, pourtantr�eduit, unipode et uni�ephale, n'est pas n�eessairement le diagramme de Bratteli de kG pourl'ation de A. Pour plus de ommodit�e dans l'exposition, nous ferons l'hypoth�ese ino�ensiveque A est une sous-alg�ebre de End(kG).Nous supposerons de plus, et ette hypoth�ese-i est fondamentale, que, soit k est un orpsalg�ebriquement los, soit les �el�ements �1; : : : ; �n�1,z1; : : : ; zn sont diagonalisables.2.6.1 Sous-alg�ebres loales de M(G)On �xe un graphe nivel�e G, unipode, uni�ephale et r�eduit, pour lequel on suppose n0 = 1,et on note n1 = n, suppos�e sup�erieur ou �egal �a 3. On �xe �egalement une sous-alg�ebre �ltr�eeA = An de M(G), qui est de plus une alg�ebre loale assoi�ee �a des �el�ements �1; : : : ; �n�1,z1; : : : ; zn. On suppose en�n que8r 2 [1; n� 1℄ �(�r) ommute �a M(G(r�1))8r 2 [1; n℄ �(zr) ommute �a M(G(r));et que, soit k est alg�ebriquement los, soit les �el�ements remarquables de A sont diagonalisables.On appellera d�esormais ette hypoth�ese l'\hypoth�ese fondamentale".Comme zr appartient au entre de M(G(r)), et d'apr�es l'hypoth�ese fondamentale, il agitsalairement sur les sous-espaes kGx 
 kGx, pour niv(x) = r, qui sont les omposantesisotypiques de kG pour l'ation deM(G(r)). On peut alors d�e�nir omme en I.2.5 un oloriage' des sommets de G, et pour � 2 TG on a zr� = '(�r)�. On dit alors que G est olori�e parl'ation de A. Si ' est un bon oloriage de G, G sera dit bien olori�e par l'ation de A. Onsuppose d�esormais que 'est le as.Sous es hypoth�eses, la restrition de kG �a la sous-alg�ebre de A engendr�ee par les �el�ementsentralisants est semi-simple sans multipliit�es, et s'identi�e pr�eis�ement �a D(TG). On d�eduitalors du premier orollaire de la proposition 12 qu'�a A on peut assoier de fa�on biunivoqueun graphe r�eduit transitif �, d'ensemble de sommets TG. On a alors A = A(�), et le A-module kG est ind�eomposable (resp. irr�edutible) si et seulement si � est ind�eomposable(resp. irr�edutible).D'autre part, omme A est une alg�ebre loale, elle est engendr�ee par z1; : : : ; zn; �1; : : : ; �n�1,don, d'apr�es e qui pr�e�ede, par D(tG) et l'ensemble � = f�1; : : : ; �n�1g. On appelle alors



2.6. MODULES LOCAUX 49graphe palier assoi�e �a l'ation de A sur kG le graphe �A = �D(TG);�(kG), d'ensembled'arêtes f(�; �) ; � 6= � et 9r 2 [1; n� 1℄ j ���r� 6= 0g:D'apr�es la proposition 14, le A-module kG est alors ind�eomposable (resp. irr�edutible) si etseulement si �A est ind�eomposable (resp. irr�edutible).2.6.2 Alg�ebre palierOn �xe r 2 [1; n� 1℄, et on onsid�ere la d�eompositionkG = Mniv(y)=r+1 Mniv(x)=r�1 kGx 
 kGyx 
 kGy:Comme �r 2 Ar+1 �M(G(r+1)) = Mniv(y)=r+1End(kGy)
 IdkGy ;on a �r 2 Mniv(y)=r+1End0� Mniv(x)=r�1 kGx 
 kGyx1A
 kGy:Comme �r ommute �a M(G(r�1)), �r appartient don �aLniv(y)=r+1 EndM(G(r�1)) �Lniv(x)=r�1 kGx 
 kGyx�
 IdkGy= Lniv(y)=r+1 EndM(G(r�1)) �Lniv(x)=r�1 kGx�
End(kGyx)
 IdkGy= Lniv(y)=r+1Lniv(x)=r�1 EndM(G(r�1))(kGx)
End(kGyx)
 IdkGyes �egalit�es d�eoulant du fait que les kGx pour niv(x) = r � 1 sont des M(G(r�1))-modulessimples non isomorphes. D'apr�es l'hypoth�ese fondamentale, on a alors�r 2 Mniv(y)=r+1 Mniv(x)=r�1 IdkGx 
End(kGyx)
 IdkGy :Il est d'autre part lair que zr�1; zr; zr+1 appartiennent �a e même sous-espae de End(kG).On d�e�nit l'alg�ebre palier de niveau r de A omme l'alg�ebre engendr�ee par zr�1, zr, zr+1.Toute brique kGyx de niveau r est alors munie d'une ation de ette alg�ebre. Comme ' est unbon oloriage, les images de ar�1; zr; zr+1 dans End(kGyx) engendrent D(TGyx), don l'imagede l'alg�ebre palier de niveau r est assoi�ee, pour haque brique kGyx de G, �a un graphed'ensemble de sommets TGyx .Pour d�eterminer l'ind�eomposabilit�e ou l'irr�edutibilit�e de la brique onsid�er�ee, il noussuÆt d'apr�es la proposition 14 de prendre pour graphe assoi�e �a la brique Gyx le grapher�eduit sur TGyx ayant pour arêtesf(�; �) 2 T 2Gyx j � 6= � et ���r� 6= 0g:



50 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRES2.6.3 D�eomposition en briquesA partir de l'ation d�e�nie plus haut de �r, pour r 2 [1; n� 1℄, sur les briques de niveaur, on remarque que l'ensemble des arêtes de A se d�eompose omme suitf(�; �) 2 T 2G ; � 6= �; 9r 2 [1; n� 1℄ j ���r� 6= 0g= Sn�1r=1 f(�; �) 2 T 2G ; � 6= �; ���r� 6= 0g= Sn�1r=1 f(�; �) 2 T 2G ; � 6= �; �r�1℄ = �r�1℄; �[r+1 = �[r+1; ��[r�1;r+1℄�r�[r�1;r+1℄ 6= 0g= Sn�1r=1 Sniv(Gyx)=rf(�; �) 2 T 2Gxg � f(�; �) 2 T 2Gyx ; � 6= �; ���r� 6= 0g � f(�; �) 2 T 2Gyg:On en d�eduit tout d'abord que �A est inlus dans �lo, don que l'ation de A se fatorisepar Mlo(G), A
##G

GGGGGGGG
// M(G)Mlo(G) 99ssssssssset ensuite que l'enveloppe transitive de �A est �egale �a elle de �lo d�es que haune des briquesest irr�edutible. On a don montr�eProposition 16. Si toute brique Gyx est irr�edutible pour l'ation de A, alors A = Mlo(G).On d�eduit alors de la proposition 15Corollaire. Si toute brique Gyx est irr�edutible pour l'ation de A, et si, pour tout sommetx de niveau ompris entre n0 + 2 et n1, le graphe �0lo assoi�e �a G est irr�edutible, alorsA = M(G). En partiulier, kG est irr�edutible en tant que A-module.Toute brique Gyx d'un ertain niveau r est naturellement munie d'une base onstitu�ee deshemins de la brique. Dans le as o�u l'ation de �r est diagonalisable sans multipliit�es, ilapparâ�t un autre type de base de CGyx, les bases ompos�ees de veteurs propres pour l'ationde �r. On appellera es bases des bases loales de la brique. Cette terminologie, qui nous serautile �a plusieurs reprises �a partir du hapitre I.4, n'interviendra pas dans e hapitre.2.6.4 Crit�ere indutifIl peut arriver que les briques ne soient pas toutes irr�edutibles, alors même que �A et�lo ont même enveloppe transitive, omme le montre l'exemple suivant.Exemple. On onsid�ere le graphe nivel�e G et le oloriage suivant.4 d 13 1 >>}}}}}}}} 2OO 1 @@������� 2OO2 b1OO ~~~
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2.6. MODULES LOCAUX 51Une base de kG est donn�ee par les hemins�1 = (a; b1; 1; d)�2 = (a; b2; 1; d)�3 = (a; b1; 2; d)�4 = (a; b2; 2; d)et on onsid�ere les �el�ements de M(G) d�erits dans la base (�1; �2; �3; �4) par�1 = 0BB� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCA �2 = 0BB� 0 1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 1 0 1CCA �3 = 0BB� 0 0 1 00 0 0 01 0 0 00 1 0 0 1CCAet z2 = 0BB� 1 0 0 00 2 0 00 0 1 00 0 0 2 1CCA z3 =0BB� 1 0 0 00 1 0 00 0 2 00 0 0 2 1CCA z4 = 0BB� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCASi l'on pose A1 = k, A2 =< �1; z2 >, A3 =< A2; �2; z3 >, A4 =< A3; �3; z4 >, l'alg�ebreA = A4 est une alg�ebre loale, et le oloriage de G, diagramme de Bratteli de k4 pour etteation de A, orrespond �a l'ation des �el�ements entralisants. Consid�erant l'ation de �3, onremarque que les briques de niveau 3, Gdb1 et Gdb2 , bien qu'ind�eomposables, ne sont pasirr�edutibles. Pourtant, �A = �1 //

��

�2oo

���3 //

OO �4ooest irr�edutible, et l'image de A est Mlo(G), ii �egal �a M(G) = End(k4).Dans un tel as, pour montrer l'irr�edutibilit�e de kG et don l'identit�e entre A et M(G),on pro�ede de fa�on indutive.A partir de maintenant, on ne suppose plus que le oloriage de G d�eduit de l'ation des�el�ements entralisants est un bon oloriage.Il est utile de d�e�nir le graphe palier �0A omme le graphe r�eduit sur l'ensemble dessommets de G de niveau n�1 d�e�ni par x! y si et seulement si il existe une brique Gẑ�z bienolori�ee par l'ation de A, ave niv(�z) = n� 2, telle que �z % x et �z % y dans G, sur laquelle(�z; y; ẑ)��n�1(�z; x; ẑ) 6= 0:On a alors, sous les hypoth�eses d�ej�a faites sur A = An et G,Proposition 17. Si, pour tout x de niveau n � 1, kGx est un An�1-module simple, et siG(n�1) est bien olori�e par l'ation de A, kG est un A-module irr�edutible (resp. ind�eompo-sable) si et seulement si le graphe palier �0A est irr�edutible (resp. ind�eomposable).Preuve | Notons S l'ensemble des sommets de niveau n � 1 de �. En tant que An�1-module, kG est la somme direte des kGx, pour x 2 S. Comme zn�1 agit par '(x) sur kGx,



52 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRESet que G(n�1) est ainsi bien olori�e, kG est semi-simple sans multipliit�es pour l'ation deAn�1. D'apr�es la proposition 13, kG est un A-module irr�edutible (resp. ind�eomposable) siet seulement si �An�1;A(kG) est irr�edutible (resp. ind�eomposable). L'alg�ebre A est engen-dr�ee par An�1, �n�1 et zn. Mais zn �etant salaire, si l'on onsid�ere A omme inluse dansEnd(kG), A est engendr�ee par An�1 et �n�1, don, d'apr�es la proposition 14, �An�1;A(kG)et �An�1;sigman�1 ont même enveloppe transitive. Comme G(n�1) est bien olori�e, toutes lesbriques de niveau n � 1 de G le sont �egalement. De plus, les sommets de �0A, 'est-�a-direl'ensemble S des sommets de niveau n� 1 de G, s'identi�ent aux omposantes simples kGxdu An�1-module kG, 'est-�a-dire les sommets de �An�1;A(kG). Il est alors lair, au vu del'ation loale de �n�1 sur les hemins de G, que �0A s'identi�e �a �An�1;A(kG), e qui onlutla d�emonstration. qfd.2.7 Appliations2.7.1 Analyse des vari�et�es V(M) : introdutionDans les hapitres II.1, II.2 et II.4, nous �etudierons des repr�esentations de Bn qui s'ap-puient sur des repr�esentations sans multipliit�es du groupe sym�etrique Sn. Si une telle re-pr�esentation de Sn est donn�ee, son diagramme de Bratteli G est un graphe, et une base deGelfand-Tsetlin orrespond �a la base de Young, normalis�ee par exemple suivant le mod�elesemi-normal. L'ation de Sn est alors bien d�etermin�ee, et �a haque �el�ement de Sn orres-pond un �el�ement de M(G). D'apr�es le lemme 4, �etendre ette repr�esentation de Sn en unerepr�esentation de Bn revient �a onstruire un �el�ement t 2 M(G) qui ommute �a l'ation deSn�2 �S2 et satisfait aux �equations R(t) = 0, L(t) = 0.Comme t doit ommuter �a l'ation de Sn�2�S2, il est d�etermin�e par un ertain nombred'endomorphismes dans des espaes de faible dimension. Ces espaes sont les espaes natu-rellement assoi�es aux houppiers de niveau 2 de G, et leur dimension d�epend de la forme desdiagrammes onsid�er�es, mais pas n�eessairement de leur taille.L'annulation des endomorphismes R(t) et L(t) orrespond �a l'annulation d'endomor-phismes, enore not�es R(t) et L(t), dans les houppiers de niveau 3 et 4 de G.La m�ethode suivie pour d�eterminer les t possibles est alors la suivante. La ondition deommutation �a Sn�2�S2 permet d'�erire les matries orrespondant �a t en fontion d'un er-tain nombre de param�etres prinipaux, qui d�ependent de la situation �etudi�ee, et de param�etresseondaires entiers, notamment n et �eventuellement ertaines distanes axiales. Les �equationsR(t) = 0 et L(t) = 0 rapport�ees aux di��erents houppiers orrespondent matriiellement �a uneliste d'�equations, polynomiales en les param�etres prinipaux.Dans les di��erentes situations �etudi�ees ii, nous avons r�esolu es �equations. Les alulsont �et�e e�etu�es parfois manuellement, le plus souvent �a l'aide du logiiel MAPLE. Pluspr�eis�ement, nous avons utilis�e MAPLE pour, outre des aluls d'alg�ebre lin�eaire, fatoriserles polynômes en les param�etres prinipaux, ainsi que les d�enominateurs en les param�etresseondaires. La plupart du temps, ette op�eration a fait diretement apparâ�tre les fateursde degr�e 1. Quand ertains polynômes s'annulaient pour de petites valeurs de n, nous avonsparfois suppos�e n suÆsamment grand pour ne pas avoir �a onsid�erer es as partiuliers(notamment au hapitre II.2).Lorsque et algorithme de fatorisation ne suÆsait pas, nous avons fait appel au modulede d�eomposition en base de Gr�obner du même logiiel, pour obtenir une base de Gr�obner



2.7. APPLICATIONS 53de la liste d'�equations onsid�er�ees, qui sont des polynômes en les param�etres prinipaux, �aoeÆients dans le orps des frations rationnelles en les param�etres seondaires. Nous noussommes syst�ematiquement ramen�e �a des situations o�u le nombre de param�etres seondaires�etait faible, voire nul, et o�u la base de Gr�obner obtenue se fatorisait �a haque fois ais�ement�a l'aide de l'algorithme de fatorisation de MAPLE.Soulignons que ette m�ethode, utilis�ee dans es trois hapitres pour des situations remar-quables, peut être appliqu�ee �a n'importe quelle repr�esentation sans multipliit�es du groupesym�etrique. En partiulier, si l'on �xe n et une famille de partitions de n deux �a deux dis-tintes, on peut de fa�on automatique ramener la d�etermination des repr�esentations deBn quis'appuient sur la repr�esentation de Sn orrespondante �a un syst�eme d'�equations polynomiales(ette fois, sans param�etre seondaire) de taille r�eduite.2.7.2 Analyse des vari�et�es V(M) : �etapesIi, nous revenons sur la pro�edure utilis�ee, de fa�on plus pr�eise :Premi�ere �etapeNous �etudierons la situation suivante. On onsid�ere M , repr�esentation sans multipliit�esde CSn. CSn est une alg�ebre loale, et le diagramme de Bratteli G de M est r�eduit. De plus,nous verrons en I.3 que l'ation de CSn munit G d'un bon oloriage.Nous herhons alors �a onstruire tn�1;n = t 2 End(kG) qui soit propre �a prolongerl'ation de Sn en une ation de Bn. Un tel t doit ommuter �a Sn�2, or, pour tout r � n� 1,ResSn�rkG = Mniv(x)=n�r kGx 
 kGxd'o�u EndSn�rkG = Mniv(x)=n�rEndSn�r (kGx)
Endk(kGx)et l'appliation �a haque EndSn�2(kGx) d'une forme lin�eaire, par exemple la trae divis�eepar la dimension de kGx, fournit un isomorphismeEndSn�r (kG) ' Mniv(x)=n�rEndSn�r(kGx) = Topr(G):Nous onsid�ererons don sn�1; t 2 EndSn�2(kG) omme des endomorphismes de e sous-espae de kG(n�2), et on pourra r�esoudre l'�equation de ommutation entre sn�1 et t sur etespae. De même, les �equations R(t) = 0 et L(t) = 0 s'�eriront sur les espaes Top3(G) etTop4(G), respetivement.Deuxi�eme �etapeOn note enore M une repr�esentation de CSn sans multipliit�es, et G le diagramme deBratteli de M par rapport �a ette alg�ebre loale.On suppose que M est la restrition �a Sn d'une repr�esentation de Bn, enti�erement d�eter-min�ee par l'image de tn�1;n, not�ee t, dans End(kG).



54 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRESPour d�eterminer l'ind�eomposabilit�e ou l'irr�edutibilit�e du Bn-module M , il suÆt d'apr�esla proposition 13 de d�eterminer l'ind�eomposabilit�e ou l'irr�edutibilit�e du graphe �CSn;Bn(M),don d'apr�es la proposition 14 de �CSn;t, e que l'on d�eduit ais�ement de l'ation expliite det sur le houppier de niveau 2,Mniv(x)=n�2 kGx = Mniv(x)=n�2 Mniv(y)=n kGyx = Mniv(y)=n kGy(n�2):Troisi�eme �etapeIi M est toujours une repr�esentation sans multipliit�es de l'alg�ebre loale CSn, et G sondiagramme de Bratteli. M a �et�e prolong�ee en une repr�esentation irr�edutible de Bn, et l'onveut d�eterminer la restrition de M �a Bn�1. Bn�1 est engendr�ee par Sn�1 et t = tn�2;n�1,et on onnâ�t l'�eriture de t et sn�2 dansTop3(G) = Mniv(x)=n�3End(kGx) � End(kG(n�3)):On a kG(n�3) = Mniv(y)=n�1 kGy(n�3) 
 kGy:On peut alors d�eterminer, �a partir de l'�eriture de t dans Top3(G), les omposantes isotypiquesde la restrition �a Sn�1 de M qui sont stables par t, don par Bn�1. En e�et, si kGy 
 kGyest stable par t, pour niv(y) = n� 1, kGy(n�3) 
 kGy l'est aussi.2.7.3 Int�egration expliite : un algorithmeOn �xe un orps k, alg�ebriquement los et de arat�eristique 0.Dans les hapitres II.3, II.4 et III.1 nous tâherons de d�erire des repr�esentations irr�edu-tibles de Bn sur k le plus expliitement possible, 'est-�a-dire que nous herherons �a assoier�a haun des g�en�erateurs �i de Bn une matrie �a oeÆients dans k.Il est en fait remarquable que, si les restritions de ette repr�esentation �a haun des Br,pour r < n, sont semi-simples, le seul diagramme de Bratteli de la repr�esentation onsid�er�eepar rapport �a la �ltration habituelle de Bn permet de restreindre onsid�erablement la lassedes matries possibles. Supposons que e diagramme soit un graphe G uni�ephale, et notonsz son sommet de niveau n. Pour n = 2 la repr�esentation est d�etermin�ee par un salairequelonque. Pro�edons pour n > 2 par r�eurrene.On suppose que l'on a onstruit, pour tout y % z, une repr�esentation irr�edutible de Bn�1orrespondant �a Gy. On a don une famille �1; : : : ; �n�2 de matries de M(G) qui v�eri�entles relations de Bn�1, et on herhe �a onstruire �n�1 2M(G). Pour ela, on note u1; : : : ; urles valeurs propres de �1, suppos�ees onnues puisque n > 2, v1; : : : ; vr les sommets de niveau2 de G qui leur orrespondent, et on applique l'algorithme suivant :1 Ation de nOn a n = (�1 : : : �n�1)n. Comme haun des �i est onjugu�e �a �1,det(n) = det(�1 : : : �n�1)n = det(�1)n(n�1):



2.7. APPLICATIONS 55Puisque kG est irr�edutible pour l'ation de Bn, et que n est entral, l'ation de nest un salaire enore not�e n, d'o�udimkGn = det(�1)n(n�1):Le salaire det(�1) est d'autre part �egal au produit des valeurs propres de �1 ompt�eesave multipliit�es, soit det(�1) = rYi=1 udimkGvii ;et l'ation de n est d�etermin�ee, �a une raine de l'unit�e not�ee !n pr�es, en fontion deu1; : : : ; ur.Supposons que l'on onnaisse !n. On a alors d�etermin�e un oloriage des sommets de G.2 Ation de ÆnA e oloriage des sommets orrespond un oloriage des arêtes, qui donne l'ation deÆn : �a une arête x % y, o�u niv(y) = r + 1, on assoie, suivant la relationr+1 = rÆr+1;le quotient de la valeur de r+1 sur y par la valeur de r sur x.3 Ation de �n�1 sur les briquesIl s'agit d'assoier une matrie enore not�ee �n�1 �a haque brique kGzx pour niv(x) =n� 2. Sur une telle brique, n et n�2 sont des salaires onnus, et�n�1Æn�1�n�1 = Æn;don (�n�1Æn�1)2 = ÆnÆn�1 = n�1n�2est un salaire, fontion de !n, de la raine de l'unit�e !n�2 assoi�ee �a x, et des valeurspropres u1; : : : ; ur de �1. D'autre part, sur kGzx,det(�n�1)2 = det� ÆnÆn�1� = det�nn�2n�1 � :On note d = dimkGzx. On a alors �a prendre en onsid�eration la vari�et�e des matries dearr�e l'identit�e V = fM 2Md(k) j M2 = 1g:A partir d'un hoix de raine arr�ee pour n�1n�2, �a tout M 2 V on peut assoier defa�on unique une matrie �n�1 telle que (�n�1Æn�1)2 = n�1n�2. On se restreint ensuite�a la sous-vari�et�e de V qui orrespond �a l'�equation donnant le arr�e du d�eterminant de�n�1. Il arrive en�n que l'on onnaisse la trae de �n�1Æn�1, e qui restreint enorela vari�et�e �a onsid�erer. On obtient ainsi un param�etrage des matries �n�1 possibles,notamment pour des briques de faible taille (d 2 f1; 2; 3g).4 Relation de tresseSur haun des houppiers de niveau 3, on r�esout l'�equation de tresse en fontion duparam�etrage de �n�1 obtenu pr�e�edemment.



56 CHAPITRE 2. TOURS D'ALG�EBRESPour mettre en �uvre et algorithme, on a don besoin des donn�ees suivantes :1) un diagramme de Bratteli orrespondant �a une repr�esentation irr�edutible de BnRemarquons en partiulier que, omme l'on peut s'y attendre, tous les graphes nive-l�es uni�ephales ne sont pas des diagrammes de Bratteli d'une repr�esentation irr�edu-tible de Bn. De fait, l'�equation sur det(�n�1)2 impose une assez forte restrition auxgraphes possibles. En e�et, sur haque brique, det(�n�1)2 doit être une puissane fra-tionnaire bien d�etermin�ee par le graphe des param�etres u1; : : : ; ur et de raines de l'unit�e!n; !n�1; !n�2, et, en même temps, omme produit de valeurs propres, un monôme enu1; : : : ; ur. Une illustration non triviale de graphe nivel�e ne orrespondant �a auunerepr�esentation de Bn est l'exemple de I.4.2.2 : le ommutant de S3 dans [2; 1℄
n pour ngrand n'est pas un quotient de CBn d'une fa�on ompatible �a leurs �ltrations naturellesrespetives.2) les valeurs propres u1; : : : ; ur3) un oloriage du graphe par des raines de l'unit�e.Dans ette th�ese nous �etudions deux situations o�u l'on d�etermine failement les donn�eesmanquantes :- La situation tr�es exeptionnelle des alg�ebres de Heke ylotomiques.Dans e as, les informations sont donn�ees par une �etude du groupe de r�eexions om-plexes orrespondant. En partiulier, le diagramme de Bratteli est elui de la repr�e-sentation du groupe assoi�ee et les valeurs propres de �1 sont les param�etres de lad�eformation. La d�etermination des raines de l'unit�e !n d�eoule ensuite de la table desarat�eres : on sait exprimer n en fontion de !n et u1; : : : ; ur, et sa trae doit être�egale pour uk = exp(2i�k ) �a la valeur du arat�ere du groupe sur (�1 : : : �n�1)n. Un ren-seignement ompl�ementaire sur �n�1Æn�1 est enore fourni par la table des arat�eresdu groupe : la sp�eialisation de sa trae aux raines de l'unit�e.- La situation g�en�erale des repr�esentations int�egr�ees.On onsid�ere une repr�esentation irr�edutible M de Bn, dont le diagramme de Bratteliest un graphe nivel�e. D'apr�es les propositions 3 et 5 de I.1.2.4, pour h suÆsammentpetit et non nul, la repr�esentation de Bn assoi�ee RhM aura le même diagramme deBratteli, qui est ainsi donn�e.De la proposition 2 de I.1.2.3 on d�eduit alors, d'une part les valeurs propres de �1,'est-�a-dire les param�etres u1; : : : ; ur, et d'autre part la valeur au premier ordre en h den. Comme on sait exprimer les ui au premier ordre en h, on en d�eduit la valeur de laraine de l'unit�e !n. On d�eduit enore la trae au premier ordre en h de �n�1Æn�1 de laproposition 2,tr(�n�1Æn�1) = tr(sn�1) + htr(sn�1(tn�1;n + 2tn�1)) + o(h);en remarquant que, pour i < n� 1,tr(sn�1ti;n�1) = tr(sn�1ti;n�1s2n�1) = tr(ti;nsi;n�1) = tr(sn�1ti;n);ou bien en utilisant la onjugaison par 	n�1 d�e�nie �a la �n de I.1.2.3 pour h prohe de0.



2.7. APPLICATIONS 57Il reste en�n �a faire deux remarques, �a harge et �a d�eharge, sur et algorithme. Sond�efaut tient �a e qu'il n'est vraiment utile que sous r�eserve d'une bonne onnaissane, et enpartiulier de bons param�etrages, de la vari�et�e des matries de arr�e 1. Cela restreint souventson appliation �a des diagrammes dont les briques sont de faible taille.Son avantage essentiel, en revanhe, est qu'il permet de g�en�eraliser failement les repr�esen-tations que l'on onsid�ere. En e�et, si l'on se garde de �xer les salaires ui, que l'on onsid�ereomme des variables dans les di��erentes relations de tresse, on obtient un param�etrage detoute la famille ontinue de repr�esentations, qui orrespond au diagramme �x�e et aux rainesde l'unit�e presrites par la repr�esentation initiale.Cadre formelOn note M une repr�esentation irr�edutible de Bn, semi-simple par rapport �a la �ltrationnaturelle de Bn, et G son diagramme de Bratteli, que l'on suppose r�eduit.On herhe �a d�eterminer expliitement l'ation des g�en�erateurs �r sur kG, don sur lesbriques deG, et l'on pro�ede par r�eurrene sur n. On suppose ainsi que l'on onnâ�t les imagesde �1; : : : ; �n�2, et on veut d�eterminer �n�1. La matrie assoi�ee �a �n�1 est d�etermin�ee parl'ation de �n�1 sur le houppier de niveau 2, et il suÆt qu'elle v�eri�e l'�equation de tresse,ette fois sur le houppier de niveau 3, pour que l'on ait prolong�e l'ation d�ej�a onnue de Bn�1sur kG =Lniv(x)=n�1 kGx en une repr�esentation de Bn.L'irr�edutibilit�e d'une telle repr�esentation se v�eri�e alors par l'examen de �Bn�1;Bn(M),ou de �Bn�1;�n�1(M).Etude pr�eliminaire des briques de taille 2Sur une brique de taille 2, la situation est la suivante : une matrie diagonale Æ de spetre�; � et un salaire u sont donn�es, et l'on herhe une matrie de taille 2, s, telle que (Æs)2 = u2.Si la brique est irr�edutible, s s'�erit alorss = � ��1 00 ��1 �P�1� u 00 �u �P:Apr�es aluls, on obtient ainsi une desription de s en fontion de ses invariants de similitudeet d'un param�etre v :- Si tr(s) = 0, s = 0� 0 ��1v��det(s)v 0 1AC'est en partiulier for�ement le as si � = �.- Si tr(s) 6= 0, on note x et y les valeurs propres de s. Alors,s = 1��1 � ��1 0� ��1(x+ y) ��1v�1�v (x2 + xy�2+�2�� + y2) ���1(x+ y) 1A
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59
Chapitre 3Repr�esentations du groupesym�etriqueOn �xe un orps k de arat�eristique 0.En premier lieu, e hapitre met en plae un ertain nombre de d�e�nitions qui nousserviront pour d�erire les repr�esentations du groupe sym�etrique. Nous d�e�nissons tout d'abordles �el�ements dits de Juys-Murphy (I.3.1), qui sont les �el�ements toriques de kSn, par analogieave les �el�ements toriques de Bn et Bn (f. I.1.1.1 et I.1.2.1). La pr�esentation graphiqueadopt�ee pour les diagrammes de Young, qui indexent les repr�esentations irr�edutibles dekSn, et la terminologie employ�ee pour les d�erire, sont l'objet de la setion suivante I.3.2.En deuxi�eme lieu, nous montrons (I.3.3) omment reformuler l'approhe selon Vershik etOkounkov [75℄ de la th�eorie des repr�esentations du groupe sym�etrique dans le formalisme duhapitre I.2.En�n, et il s'agit l�a des r�esultats originaux du hapitre, nous �etablissons deux propri�et�esqui nous seront utiles pour identi�er les repr�esentations du groupe sym�etrique. Elles reposentsur l'id�ee que, pour que deux repr�esentations de Sn soient isomorphes, il suÆt souvent queleur restrition �a Sn�1 le soit.Dans e hapitre, nous utiliserons de fa�on syst�ematique la �ltration naturelle d�ej�a men-tionn�ee feg = S1 � S2 � : : : � Sn�1 � Sn:3.1 El�ements de Juys-MurphyOn introduit tout d'abord l'�el�ement de kSnTn = X1�i<j�n(i j) ave T2 = (1 2), T1 = 0:Il est imm�ediat que Tn appartient au entre de kSn. On introduit ensuite l'�el�ement dit deJuys-Murphy d�e�ni pour n � 2 parJn = Tn � Tn�1= Pn�1i=1 (i n):



60 CHAPITRE 3. REPR�ESENTATIONS DU GROUPE SYM�ETRIQUEComme Tn appartient au entre de kSn, Jn appartient au ommutant de kSn�1 dans kSn.On en d�eduit que la famille J2; : : : ; Jn engendre une sous-alg�ebre ommutative de kSn. On aalorsProposition. (Diaonis et Green [37℄) L'alg�ebre unitaire engendr�ee par J2; : : : ; Jn est unesous-alg�ebre ommutative maximale de kSn.3.2 Diagrammes de YoungRappelons que les repr�esentations irr�edutibles de Sn sont index�ees par les partitions den, et que l'on identi�e les partitions � ` n �a des diagrammes de Young. Par onvention nousfaisons orrespondre �a la partition [n℄ de n la repr�esentation triviale de Sn. Dans e travailnous repr�esenterons par exemple � = [3; 2℄ par le diagramme de YoungDans ette notation, si � = [3; 2℄, �1 = 3, �2 = 2 et �r = 0 pour r 62 f1; 2g. On onvientque [�1; : : : ; �r; 0℄ = [�1; : : : ; �r℄. Nous rep�erons d'autre part les bô�tes de e diagramme d'unefa�on lassique par rapport �a la disposition hoisie : la bô�te la plus haute du diagramme pr�e-�edent a pour oordonn�ees (1; 3), et plus g�en�eralement le pourtour ext�erieur d'un diagrammeest onstitu�e des bô�tes de oordonn�ees (i; �i). En�n, ette pr�esentation en diagramme iden-ti�e de fait l'ensemble des partitions �a un ensemble de parties du plan, stable par intersetionet r�eunion. Nous noterons en ons�equene �[� et �\� les diagrammes assoi�es aux r�eunionet intersetion des parties du plan orrespondantes, et � � � la relation d'ordre �evidente.Le Sn-module S� assoi�e �a une telle partition � et appel�e module de Speht, qui seraparfois simplement not�e �, admet une famille naturelle de bases, dites bases de polytablo��desou bases de Young. Ces bases sont en fait d�etermin�ees �a normalisation des veteurs de basepr�es. Cela sera sous-entendu quand nous parlerons par abus de la base de Young.Les veteurs de ette base sont index�es par e que l'on appelle les tableaux standard :un diagramme de Young � de taille n donn�e, on appelle tableau de Young de forme � unenum�erotation des bô�tes de � par les nombres entiers de 1 �a n. Un tableau est dit standard siles nombres sont pla�es dans un ordre roissant selon les lignes (de gauhe �a droite) et selonles olonnes (de bas en haut). Ainsi �a � = [3; 2℄ sont assoi�es les tableaux standard32 51 4 42 51 3 52 41 3 43 51 2 53 41 2Pour � ` n on notej�j = t(�) =P1i=1 �i = nh(�) = #fi j �i 6= 0gÆ(�) = #fi j �i 6= �i+1g:j�j est appel�e la taille de �, Æ(�) son nombre de d�erohements. Pour � et � deux partitions,on appelle nombre de d�erohements relatifs des diagrammes de Young assoi�es le nombreÆ(�; �) = 1Xi=1(1� Æ�i;�i):



3.3. L'ALG�EBRE LOCALE kSn 61En pratique, nous utiliserons souvent ette notion pour � et � partitions d'un même entier n.Remarquons n�eanmoins que Æ(�; �) d�e�nit une distane sur l'ensemble de tous les diagrammesde Young.On dira de plus que � est- un retangle si Æ(�) = 1 (alors � s'�erit [ab℄)- une b�equille si h(�) = 2- une �equerre si �i � 1 pour i > 1et on notera �0 la partition orrespondant au diagramme de Young dual ou transpos�e�0i := #fj j �j � ig:En�n, si � est toujours un diagramme de Young, nous d�e�nissons les param�etres, fondamen-taux dans l'approhe hoisie ii, ~�i = �i � i:On remarque que e�0i = �~�i.3.3 L'alg�ebre loale kSnLes travaux de Vershik et Okounkov [75℄ ont montr�e que les id�ees d�evelopp�ees dans lehapitre I.2 permettaient de reonstruire en grande partie la th�eorie des repr�esentations dugroupe sym�etrique.Consid�erer loalement les repr�esentations du groupe sym�etrique onsiste �a utiliser l'in-lusion naturelle Sn�1 � Sn, Sn�1 d�esignant omme d'habitude le sous-groupe de Sn quin'agit que sur les lettres f1; : : : ; n� 1g. La r�egle fondamentale dans ette optique est la r�eglede Young. Suivant elle-i, la restrition �a Sn�1 d'un module de Speht S� pour � ` n estsans multipliit�es, haun des omposants simples orrespondant aux diagrammes de Young� d�eduits de � par retrait d'une bô�te.Cette r�egle se g�en�eralise aux restritions �a Sn�k �Sk des modules de Speht de Sn, parl'introdution de modules S�=� assoi�es �a des diagrammes de Young gauhes �=�. Nous ren-voyons au livre de James et Kerber [14℄ pour ette notion fondamentale, que nous utiliseronsau hapitre II.1.Reformulant es id�ees, nous onsid�ererons kSn omme une alg�ebre loale, �a partir de la�ltration k = kS1 � kS2 � : : : � kSn�1 � kSn:Les �el�ements g�en�erateurs sont les transpositions ons�eutives si = (i i+1), les �el�ementsentralisants sont les Tr = X1�i<j�r(i j):Pour ette �ltration, kSn est loalement monog�ene. D'apr�es la r�egle de Young, le diagrammede Bratteli de S� est un graphe nivel�e, et les bases de Gelfand-Tsetlin des hemins orres-pondent exatement aux bases de Young. Par exemple pour � = [3; 2℄, on a le diagramme de



62 CHAPITRE 3. REPR�ESENTATIONS DU GROUPE SYM�ETRIQUEBratteli [3; 2℄
FF

FF
FF

FF[3; 1℄
FF

FF
FF

FF
[2; 2℄[3℄ [2; 1℄

xx
xx

xx
xx

x[2℄ [1; 1℄
xx

xx
xx

xx
x[1℄et le hemin [1℄! [2℄! [2; 1℄! [3; 1℄! [3; 2℄orrespond au tableau standard 42 51 3L'ation de Tn sur S� pour � ` n est salaire, et se alule par exemple, si G d�esigne lediagramme de Bratteli de S�, par(dimG�)Tn = (dimS�)Tn = tr(Tn) = n(n� 1)2 tr(1 2)= n(n� 1)2 (dimkG�[2℄ � dimkG�[1;1℄):Le graphe olori�e orrespondant �a � = [3; 2℄ est alors2
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}}0L'int�erêt de ette formule ompate est qu'elle ne fait intervenir, pour aluler la valeur deTn, qu'un d�enombrement de hemins du graphe. Nous verrons que ette id�ee se g�en�eraliseau groupe de tresses, dans la partie III. Dans le as partiulier du groupe sym�etrique, nousallons exposer une fa�on plus simple de aluler la valeur de es �el�ements, apr�es un d�etourpar les �el�ements de Juys-Murphy et le oloriage des arêtes du diagramme.



3.3. L'ALG�EBRE LOCALE kSn 63Nous appellerons graphe de Young d'ordre n le diagramme de Bratteli de kSn olori�e deette mani�ere. A e oloriage ' des sommets nous assoierons un oloriage des arêtes, par'(�% �) := '(�)� '(�):Remarquons que ette valeur est elle des �el�ements de Juys-Murphy sur les hemins dugraphe qui ontiennent � % �. Il est alors ais�e de v�eri�er que si � est d�eduit de � par ajoutd'une bô�te en olonne i, alors '(�% �) = �i � i = ~�i:A partir de ette propri�et�e, on v�eri�e failement que ' est un bon oloriage. La proposition�enon�ee en I.3.1 d�eoule alors imm�ediatement de l'isomorphismekSn 'M�`nEndC(S�) 'M�`n M(G):D'autre part, on en d�eduit un moyen simple de aluler les valeurs de Jr (resp. Tr) pour1 � r � n (resp. 2 � r � n) sur les arêtes (resp. les sommets) du graphe. Si un diagrammede Young est donn�e, on remplit haque ase (i; j) du diagramme par l'entier j � i. Si on aune arête �% � dans le graphe de Young, pour � ` n, la valeur de Jn sur ette arête �gurealors dans l'unique ase de � qui n'appartient pas �a �. Comme Tn est �egal �a la somme detous les Jr pour 2 � r � n, on en d�eduit que la valeur de Tn sur � est simplement la sommedes valeurs �gurant dans les ases de �. Ainsi, si � = [3; 2℄, les diagrammes de Young quiinterviennent dans le diagramme de Bratteli de � sont21 00 �1 210 �1 1 00 �1 10 �1 210 10 0 1 0d'o�u l'on d�eduit imm�ediatement T5 = 2, Sp(T4) = f2; 0g, Sp(T3) = f0; 3g, Sp(T2) = f1;�1g etT1 = 0, et le oloriage des sommets obtenu pr�e�edemment par une m�ethode plus ompliqu�ee.Chaun des g�en�erateurs si est alors d�etermin�e par son ation sur les briques du graphe deYoung. Une propri�et�e remarquable de e graphe est qu'il n'admet que des briques de taille 1ou 2. Sur une brique joignant le niveau n� 2 au niveau n agissent les �el�ementsTn�2; Tn�1; Tn; Jn�1; Jn; sn�1:De la formule sn�1Jn�1sn�1 + sn�1 = Jnon d�eduit la valeur de sn�1 sur les briques de taille 1 : omme sn�1 est sur es briques unsalaire �egal �a plus ou moins 1,sn�1 = Jn � Jn�1 = Tn � Tn�2:De la même relation on peut d�eduire que, sur les briques de taille 2, l'ation de sn�1 n'estpas salaire, don admet pour valeurs propres 1 et -1 : l'ation de sn�1 est ainsi d�etermin�ee �aonjugaison pr�es.L'expression matriielle exate de sn�1 d�epend alors de la normalisation hoisie pour labase de Young. Nous utiliserons dans e travail la normalisation ou le mod�ele dit semi-normal :



64 CHAPITRE 3. REPR�ESENTATIONS DU GROUPE SYM�ETRIQUEles oeÆients pr�esentent l'avantage d'y être rationnels. L'ation de sn�1 est alors d�erite surune brique de taille 2 par la matries = 1d � �1 d+ 1d� 1 1 �o�u d est un nombre entier appel�e distane axiale (f. [14℄) et d�e�ni en fontion des deux typesde tableaux de Young standard orrespondant �a ette brique. Plus pr�eis�ement, si ette briquejoint � ` n�2 �a � ` n, on ordonne la base de fa�on que le premier veteur orresponde �a eluides deux partitions de n� 1 onsid�er�ees, interm�ediaires entre � et �, qui est la plus grandepour l'ordre lexiographique. Tn�2 et Tn sont sur ette même base �evidemment salaires, etJn�1 = � ~�i 00 ~�j � Jn = � ~�j 00 ~�i �si (j; �j) (resp. (i; �i)) orrespond �a la bô�te ajout�ee, pour le diagramme de taille n � 1orrespondant au premier (resp. au deuxi�eme) veteur de la base. On a alors d = ~�i � ~�j .Graphiquement, le oloriage des arêtes est �� ~�j ??~~~~~~~ �~�i__@@@@@@@�~�i__@@@@@@@ ~�j ??~~~~~~~Ii, la relation tr�es simple qui relie les �el�ements g�en�erateurs aux �el�ements entralisantspermet d'obtenir failement une telle matrie pour s et l'expression de son param�etre d enfontion du oloriage, omme nous venons de le remarquer. A�n de g�en�eraliser ult�erieurementette m�ethode, remarquons qu'�a partir de l'expression g�en�erique d'une matrie de spetref�1; 1g, on peut �erire en fontion de es param�etres l'ation de sn�1 sur le houppier deniveau 2. Les matries onvenables sont alors exatement les solutions de l'�equation de tressesn�1sn�2sn�1 = sn�2sn�1sn�2sur e houppier.3.4 Propri�et�es h�er�editaires des Sn-modulesNous allons dans ette setion �etablir un ertain nombre de r�esultats, utiles pour la suite,mais qui nous semblent avoir un int�erêt en eux-mêmes. Ils mettent en �evidene le fait que lalasse d'isomorphisme d'une repr�esentation donn�ee de Sn d�epend tr�es fortement de sa res-trition �a Sn�1. Dans ertains as signi�atifs, on obtient même une d�etermination ompl�etede ette lasse d'isomorphisme �a partir de la restrition �a Sn�1.Avant d'�enoner les r�esultats, nous exposons en I.3.4.1 et I.3.4.2 les onstrutions pr�eli-minaires utiles �a leur d�emonstration.



3.4. PROPRI�ET�ES H�ER�EDITAIRES DES Sn-MODULES 653.4.1 Struture m�etriqueRappelons que l'on a d�e�ni une distane Æ(�; �) sur l'ensemble provisoirement not�e Y desdiagrammes de Young (ompris ii en exluant le diagramme de Young vide). Si � ` n, et� > 0, on note dans e hapitreS�(�) = f� 2 Y j Æ(�; �) = �gla sph�ere de entre � et de rayon �, et S�� (�) les deux demi-sph�eresS+� (�) = f� 2 Y j j�j � j�j; Æ(�; �) = �gS�� (�) = f� 2 Y j j�j � j�j; Æ(�; �) = �g:L'int�erêt alg�ebrique de ette m�etrique provient de la r�egle de Young, 'est-�a-dire que, si � estune partition de n et n � 2,f� ` n� 1 j � ,! ResSn�1�g = S�1 (�)f� ` n+ 1 j � ,! IndSn+1�g = S+1 (�):En partiulier, si � et � sont deux partitions de n, les � ` n� 1 qui s'injetent �a la fois dansResSn�1� et ResSn�1� sont les �el�ements de S�1 (�)\S�1 (�). On remarque ainsi que, si � et �sont deux partitions quelonques de n,#f� ` n� 1 j � � � � � �g = 8<: Æ(�) si Æ(�; �) = 0, soit � = �1 si Æ(�; �) = 2, et � = � \ �0 sinon:Si l'on s'int�eresse sp�ei�quement aux sph�eres de rayon 1, il est imm�ediat que, pour n � 2,#S�1 (�) = #f� ` n� 1 j Æ(�; �) = 1g = Æ(�):En partiulier, les sph�eres de rayon 1 les plus petites orrespondent aux retangles, seulsdiagrammes de Young de taille n dont la restrition �a Sn�1 est irr�edutible.3.4.2 RetanglesNous �etudions ii la situation de diagrammes d'une forme partiuli�ere, les retangles, auregard de l'op�eration de restrition �a Sn�1.Pour R = [ab℄ un retangle, on suppose a; b � 1 et jRj > 1, et on d�e�nitRh = [a+ 1; ab�1℄Rb = [ab; 1℄�R = [ab�1; a� 1℄�Rh = [a+ 1; ab�2; a� 1℄ pour b � 2�Rb = [ab�1; a� 1; 1℄ pour a � 2:Exemple. Pour R =



66 CHAPITRE 3. REPR�ESENTATIONS DU GROUPE SYM�ETRIQUEon a Rh = Rb = �R = �Rh = �Rb =En termes m�etriques, si R = [ab℄ est un retangle de taille n, on a alorsS1(R) = f� j Æ(�;R) = 1g = f �R;Rh; Rbget, si a; b � 2, S02 (R) := S+2 (R) \ S�2 (R) = f� ` n j Æ(�;R) = 2g = f �Rh; �Rbg:Si R = [ab℄ est un retangle de taille n = ab, on a ResSn�1R = �R et, si a � 2, b � 2,IndSnSn�1 �R = R+Rh +Rb:D'autre part, il est lair que si l'on a deux retangles R(1) et R(2),�R(1) ' �R(2) ) R(1) ' R(2)R(1)h ' R(2)h ) R(1) ' R(2)R(1)b ' R(2)b ) R(1) ' R(2):Ainsi, si � 2 S02 (R(1)) \ S02 (R(2)), on a � = �R(1)h = �R(2)b , �a �ehange des exposants (1) et(2) pr�es. On montre failement que ela n'est possible que dans la liste de as exeptionnelssuivants. n = 6 �R(1) = [2; 2; 2℄ �R(1)h = [3; 2; 1℄ = �R(2)b �R(2) = [3; 3℄n = 4 �R(1) = [2; 2℄ �R(1)h = [3; 1℄ = �R(2)b �R(2) = [4℄n = 4 �R(1) = [1; 1; 1; 1℄ �R(1)h = [2; 1; 1℄ = �R(2)b �R(2) = [2; 2℄n = 3 �R(1) = [1; 1; 1℄ �R(1)h = [2; 1℄ = �R(2)b �R(2) = [3℄Remarquons en�n que, pour R = [1; 1℄, Rh = [2℄, et que, pour R = [2℄, Rb = [1; 1℄. Ce sontles seuls as o�u S02 (R) peut ontenir un retangle.3.4.3 Repr�esentations irr�edutibles et isotypiquesSi les restritions �a Sn�1 de deux repr�esentations irr�edutibles de Sn sont isomorphes,alors es deux repr�esentations de Sn sont toujours isomorphes. Plus g�en�eralement, on prouveProposition 18. Si � et � sont deux repr�esentations de Sn pour n � 4 telles que � estirr�edutible et ResSn�1� ' ResSn�1�;alors � ' �, sauf si � 2 f ; g, auquel as � peut appartenir �a f + ; + g. Plus pr�eis�ement,� = [3; 1℄ ) � = � ou � = [2; 2℄ + [4℄� = [2; 1; 1℄ ) � = � ou � = [2; 2℄ + [14℄:



3.4. PROPRI�ET�ES H�ER�EDITAIRES DES Sn-MODULES 67Preuve |On �erit � =Pki=1 �(i), haque �(i) �etant irr�edutible. On pose� = ResSn�1� = ResSn�1� = kXi=1 ResSn�1�(i):Comme �, restrition de la repr�esentation irr�edutible �, est sans multipliit�es, �(i) est nonisomorphe �a �(j) pour i 6= j, et � est sans multipliit�es.S'il existe i tel que �(i) soit isomorphe �a �, par �egalit�e des dimensions on en d�eduit � ' �.Supposons don un i 2 [1; k℄ tel que �(i) ne soit pas isomorphe �a �, et soit � ` n � 1 uneomposante irr�edutible de ResSn�1�(i), don de �. On a � � � et � � �(i) don, d'apr�esI.3.4.1, � = �\�(i). En partiulier, la restrition de �(i) �a Sn�1 est irr�edutible, don �(i) estun retangle [abii ℄. On a alors � 2 S02 ([abii ℄):D'apr�es I.3.4.2, on en d�eduit tout d'abord que, si k = 1, la restrition �a Sn�1 de � seraitirr�edutible, don que � serait un retangle, e qui n'est possible que pour n = 2. Pour k � 2,on a i 6= j tel que � 2 S02 ([abii ℄) \ S02 ([abjj ℄)e qui n'est possible que si [abii ℄ et [abjj ℄ font partie du tableau de as exeptionnels. Il n'y aalors plus qu'un nombre �ni de as �a �etudier, puisque � est sans multipliit�es, pour obtenirles exeptions indiqu�ees par l'�enon�e. qfd.Corollaire 1. Soient � et � deux repr�esentations de Sn pour n � 3 ave � irr�edutibledi��erente de [3; 2; 1℄, [2; 1℄, [3; 1℄ et [2; 1; 1℄. SiResSn�1� ,! ResSn�1�;alors soit � est isomorphe �a �, soit � est une repr�esentation irr�edutible orrespondant �a unretangle, et Æ(�; �) = 2.Preuve | Si ResSn�1� s'injete dans ResSn�1�, on peut supposer que ette injetionn'est pas surjetive, le as d'un isomorphisme ayant d�ej�a �et�e trait�e. On d�eompose enore� =Pki=1 �(i), et on a, pour tout i, �(i) 6= �. On d�eduit de la d�emonstration pr�e�edente quehaque �(i) est un retangle [abii ℄ tel que Æ(�; [abii ℄) = 2, et qu'ainsi k � 2 ne peut se produireque si � se trouve dans la liste des as exeptionnels de I.3.4.2, 'est-�a-dire eux exlus parl'�enon�e. qfd.Corollaire 2. Si � et � sont deux repr�esentations de Sn pour n � 7 telles que � est isotypiqueet ResSn�1� ' ResSn�1�;alors � ' �.



68 CHAPITRE 3. REPR�ESENTATIONS DU GROUPE SYM�ETRIQUEPreuve | On d�emontre e orollaire par r�eurrene surm = dimHomSn(�0; �)o�u �0 est leSn-module simple assoi�e �a �. Le asm = 1 d�eoule diretement de la proposition.Soit �0 une omposante irr�edutible de �. NotonsResSn�1�0 = rXi=1 �(i)0 ;o�u haque �(i)0 est une repr�esentation irr�edutible de Sn�1. Alors,ResSn�1�0 ,! ResSn�1� = ResSn�1� = rXi=1 m�(i)0 :Comme �0 est irr�edutible, sa restrition �a Sn�1 est sans multipliit�es, don ResSn�1�0s'injete dans ResSn�1�0, et l'on peut appliquer le premier orollaire, sans onsid�erer les asexeptionnels puisque n � 7. Si �0 ' �0, on pose �� = �=�0, �� = �=�0, et on appliquel'hypoth�ese de r�eurrene �a �� et �� : �� ' ��, et omme �0 ' �0 on obtient � ' �. On peut donsupposer que, pour toute omposante irr�edutible �i de �, �i s'�erit [abii ℄ et Æ(�0; �i) = 2.Comme un retangle est enti�erement d�etermin�e par l'unique diagramme orrespondant �asa restrition, le fait que ResSn�1� soit isotypique implique, pour tous i et j,�i = �jai = aj = abi = bj = b:Ainsi, � = m�0, et il existe p 2 N tel que � = p�0 = p[ab℄ ave �0 6= �0, et ResSn�1�0 s'injetedans ResSn�1�0. Soit ��0 la restrition �a Sn�1, irr�edutible, de �0. Comme la restrition �aSn�1 d'une repr�esentation irr�edutible de Sn est sans multipliit�es, ResSn�1�0 est, d'unepart sans multipliit�es, et d'autre part isotypique de omposant simple ��0. On en d�eduit queles restritions �a Sn�1 de �0 et �0 sont isomorphes, as que nous avons d�ej�a trait�e. qfd.3.4.4 Sommes d'�equerresUne propri�et�e analogue �a elle de la setion pr�e�edente se produit pour les repr�esentationsqui sont sommes d'�equerres, 'est-�a-dire de repr�esentations irr�edutibles index�ees par despartitions de la forme [k℄n := [n� k; 1k℄, pour 0 � k � n� 1. Remarquons, du point de vuem�etrique, que Æ([k℄n; [l℄m) = (1� Æn�k;m�l) + jk � lj:Si l'on note [�1℄n = 0 dans l'anneau des repr�esentations de Sn, on a, pour 0 � k � n� 1,ResSn�1 [k℄n = [k℄n�1 + [k � 1℄n�1:La proposition suivante nous sera utile dans les hapitres ult�erieursProposition 19. Soient M et M 0 deux repr�esentations de Sn pour n � 5. On suppose queResSn�1M est somme d'�equerres. Alors,ResSn�1M ' ResSn�1M 0 )M 'M 0:



3.4. PROPRI�ET�ES H�ER�EDITAIRES DES Sn-MODULES 69Preuve | Si M est une repr�esentation de Sn, ave n � 5, telle que ResSn�1M est unesomme d'�equerres, alors M elle-même est somme d'�equerres.Il existerait en e�et sinon une repr�esentation irr�edutible � = (�i) de Sn s'injetant dansM ave �2 � 2. Si h(�) � 3 ou �1 � 3, alors ResSn�1� ne serait pas somme d'�equerres, etResSn�1M non plus. Inversement, si h(�) � 2 et �1 � 2, n = t(�) � 4, e qui est exlu parhypoth�ese.On onsid�ere maintenant M et M 0 v�eri�ant les hypoth�eses de l'�enon�e. On va d�emontrere dernier par r�eurrene sur N (M), nombre de omposantes irr�edutibles de M , ompt�eesave multipliit�es.Si N (M) = 1, 'est un as partiulier de la proposition 18.Si N (M) > 1, on onsid�ere = supfk j HomSn�1([k℄n�1; ResSn�1M) 6= f0gg= supfk j HomSn�1([k℄n�1; ResSn�1M 0) 6= f0gg:D'apr�es la formule de restrition des �equerres, et omme M et M 0 sont sommes d'�equerresd'apr�es e qui pr�e�ede,  = supfk j HomSn([k℄n;M) 6= f0gg= supfk j HomSn([k℄n;M 0) 6= f0gg:On peut alors appliquer l'hypoth�ese de r�eurrene �a M=[℄n et M 0=[℄n. On en d�eduitM=[℄n 'M 0=[℄n )M 'M 0: qfd.
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71
Chapitre 4Tresses et alg�ebres de Liesemi-simplesLes repr�esentations les plus onnues de Bn agissent sur les puissanes tensorielles de re-pr�esentations d'alg�ebres de Lie. Dans e hapitre, nous ommen�ons par rappeler la d�e�nitionde es ations (I.4.1), qui ommutent �a l'ation diagonale de l'alg�ebre de Lie orrespondante.Ensuite (I.4.2), nous ompl�etons la th�eorie du hapitre 2 dans e adre : si A est une alg�ebrede Hopf, V un A-module, et Cn(A) le ommutant de A dans V 
n, on a une tour d'alg�ebrepartiuli�ere Cn�1(A) � Cn(A) � Cn+1(A):Nous en d�eduisons en�n (I.4.2.3) le formalisme qui nous servira, en III.2 et dans l'annexe, �atraiter e genre de repr�esentations.Dans e hapitre, la dimension des repr�esentations onsid�er�ees n'est pas suppos�ee �nie,mais seulement au plus d�enombrable.4.1 Bimodules assoi�es aux alg�ebres de LieOn �xe un orps k, �egal �a R ou C.On note g une alg�ebre de Lie semi-simple de dimension �nie sur k, et V une repr�esentationde g. On note K( ; ) la forme de Killing de g. Nous utiliserons dans ette setion la onventiond'Einstein onernant les indies sup�erieurs et inf�erieurs.4.1.1 Les bimodules V 
nNous allons onstruire une struture de g
Bn-bimodule sur V 
n. On note fe�g une basede g, et fe�g sa base duale pour K : K(e�; e�) = Æ�;�. On peut alors d�e�nir, �a un salairepr�es, l'�el�ement de Casimir e�e�. On rappelle que et �el�ement, entral, est ind�ependant de labase hoisie.Pour une repr�esentation � de g, on notera C� 2 EndC(�) l'�el�ement de Casimir assoi�e.Si � est irr�edutible, on notera enore C� le salaire orrespondant �a l'ation de C�. On a



72 CHAPITRE 4. TRESSES ET ALG�EBRES DE LIE SEMI-SIMPLESalors, sur �
 �,C�
� = e�e�:(u
 v)= e�:((e�:u)
 v) + e�:(u
 (e�:v))= (e�e�:u)
 v + (e�:u)
 (e�:v) + (e�:u)
 (e�:v) + u
 (e�e�:v)= 2C�u
 v + (e�:u)
 (e�:v) + (e�:u)
 (e�:v):Si le orps de base k est le orps des nombres omplexes, on peut supposer pour simpli�er lesaluls que e� = e�. Mais de fa�on g�en�erale on aC�
�(u
 v) = 2C�u
 v + 2t(u
 v)ave t = e� 
 e� 2 (Ug)
2. Remarquons en e�et que, la forme de Killing �etant sym�etrique,t = e� 
 e� = e� 
 e�:Par un pro�ed�e lassique, on d�e�nit pour 1 � i; j � n des op�erateurs tij sur V 
n, enfaisant agir t sur les fateurs tensoriels i et j. Par onvention, tii = 0. D'autre part, Sn agitnaturellement par permutation sur V 
n. Il est alors imm�ediat questijs�1 = ts(i)s(j) pour s 2 Sn[tij; tkl℄ = 0 pour fi; jg \ fk; lg = ;:En�n [t12; t13 + t23℄ = [e� 
 e� 
 1; e� 
 1
 e� + 1
 e� 
 e�℄= [e� 
 e� 
 1; (e� 
 1 + 1
 e�)
 e�℄= [e� 
 e�; e� 
 1 + 1
 e�℄
 e�= [t12;�(e�)℄
 e�:Comme 2t12 = CV
V � 2CV , t12 ommute �a l'ation de Ug sur V 
 V , don �a tout �(g)pour g 2 g. On en d�eduit premi�erement que [t12; t13 + t23℄ = 0, 'est-�a-dire que l'on a d�e�niune ation de Bn sur V 
n, et deuxi�emement que ette ation ommute �a l'ation diagonale(par oproduits it�er�es) de g : nous avons ainsi onstruit une struture de g�Bn-bimodule surV 
n.Si V est maintenant une repr�esentation irr�edutible d'un groupe de Lie d'alg�ebre de Lieg, on en d�eduit que l'on a de la même fa�on une struture de G�Bn-bimodule sur V 
n.Si l'on note maintenant Cr l'ation de l'�el�ement de Casimir sur V 
r, 1r l'ation de l'iden-tit�e, et u = u1 
 : : :
 ur un tenseur pur de V 
r,Cr(u) = (e�e�):(u1 
 : : :
 ur)= e�:((e�:(u1 
 : : :
 ur�1))
 ur) + e�:((u1 
 : : :
 ur�1)
 e�:ur)= Cr�1 
 1(u) + 2(e�:(u1 
 : : :
 ur�1))
 e�:ur + 1r�1 
 C1(u)= (Cr�1 
 1+ 1r�1 
 C1)(u) + 2Pr�1i=1 tir(u)d'o�u Cr = Cr�1 
 1+ 1r�1 
 C1 + 2tr:Remarque. Pour e type d'ations, l'image de Tn n'est ommutative, 'est-�a-dire que leBn-module obtenu ne se fatorise par ~Sn, que si l'image de g dans End(V ) est elle-mêmeommutative. En e�et, on onstate failement que[t12; t23℄ = e� 
 [e�; e�℄
 e�:



4.1. BIMODULES ASSOCI�ES AUX ALG�EBRES DE LIE 734.1.2 Les bimodules g
nOn suppose dor�enavant k = C.En prenant omme as partiulier de V la repr�esentation adjointe de g que l'on note enoreg, on obtient une struture de g�Bn-bimodule sur g
n, et même de G�Bn-bimodule, aveG le groupe des automorphismes de g.Consid�erons maintenant une super-alg�ebre de Lie L surC, munie d'une forme quadratiqueinvariante non d�eg�en�er�ee K (pas n�eessairement la forme de Killing). On peut d�e�nir de lamême fa�on, �a partir d'un �el�ement de Casimir assoi�e, une struture de L�Bn-bimodule surL
n. Si la valeur du Casimir ainsi g�en�eralis�e sur la repr�esentation adjointe est non nulle, onpeut le normaliser �a 1, et on peut de la même fa�on, dans tous les as, d�e�nir un �el�ementt v�eri�ant les mêmes propri�et�es que dans le as des alg�ebres de Lie. On en d�eduit don unestruture de Bn-module sur L
n, et la p�erennit�e des formules pr�e�edentes.Les alg�ebres et super-alg�ebres de Lie munies d'une forme quadratique non d�eg�en�er�eerentrent en fait dans une notion plus g�en�erale, d�egag�ee par Vogel [76℄, de strutures qu'ilappelle pseudo-alg�ebres de Lie, sur lesquelles la puissane tensorielle ne est naturellementmunie d'une struture de Bn-module, et qui admettent un objet universel (at�egorie des dia-grammes trivalents). Nous ne rappellerons pas la d�e�nition de es objets ii, il nous suÆra desavoir qu'ils forment un adre plus g�en�eral que les pr�e�edents.Les op�erateurs (1 2) et t12t12 ommute �a (1 2), don �2g et S2g sont stables par t12. On peut don parler de larestrition de t12 �a es deux espaes, et �etudier leurs valeurs propres.On a le th�eor�eme suivant, dû essentiellement �a Angelopoulos, et �etendu aux pseudo-alg�ebres de Lie par Vogel, suivant des id�ees qui se trouvent �egalement hez El Houari.Th�eor�eme. (Angelopoulos, El Houari [39℄, Vogel [76℄) Soit L une pseudo-alg�ebre de Liesimple. On a �2L = X1�X2 en tant que L-modules, ave X1 et X2 irr�edutibles, X2 pouvantêtre nul. Le rohet de Lie fournit un isomorphisme X1 ' L. La restrition de t12 �a �2Lsuivant ette d�eomposition vaut �12 � 0. La forme quadratique assoi�ee fournit une inlusion1 = L
0 ,! S2L. On note � le spetre de �t12 sur S2L=1. Alors #� � 3.Dans le as des alg�ebres de Lie, on a le th�eor�eme de lassi�ationTh�eor�eme. (Angelopoulos) Si g est une alg�ebre de Lie simple de dimension �nie N sur C,on a une des quatre �eventualit�es suivantes qui d�eterminent �a isomorphisme pr�es l'alg�ebre deLie onsid�er�eeT1 � = f�12g N = 3Xm � = f� 1m ; m+6m g m = 3; 4; 6; 9; 12; 18; 30 N = 2(m+1)(5m�6)m+6Ym � = fm+22m ;� 2m ; 1mg �m 2 (N+ 7) [ f5g N = (m�1)(m�2)2ou m 2 2N+ 6Zm � = f� 1m ; 1m ; 12g m 2 4 +N N = m2 � 1:On remarque que pour g de type Xm, Ym, T1, (1 2) est un polynôme en t12, don (i i+1)est un polynôme en ti;i+1. On en d�eduit que la donn�ee des ti;i+1 suÆt �a d�eterminer l'ationde Bn sur g
n dans es as-l�a, et l'on se trouve alors dans le adre de la remarque de I.1.3.2sur la desription des repr�esentations de Bn.



74 CHAPITRE 4. TRESSES ET ALG�EBRES DE LIE SEMI-SIMPLESNous rappelons ii la table des orrespondanes entre ette lassi�ation et la lassi�ationlassique en termes de diagrammes de Dynkin :Dynkin Dynkin DynkinAn n � 3 Zn+1 G2 X4 E8 X30Bn n � 2 Y�2n+1 F4 X9 A1 T1Cn n � 3 Y2n+2 E6 X12 A2 X3Dn n6=4n � 3 Y�2n+2 E7 X18 D4 X6Normalit�eNotons B(:; :) un multiple non nul de la forme de Killing de g, i.e. une forme bilin�eaire sy-m�etrique et non d�eg�en�er�ee sur g invariante par Aut(g). On d�e�nit sur g
p une forme bilin�eaire( ; ) par (x1 
 x2 
 : : :
 xp; y1 
 y2 
 : : : 
 yp) = pYi=1B(xi; yi):On a alorsProposition 20. ( ; ) est une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee sur g
n, invariantepar l'ation diagonale de Aut(g), et pour laquelle, quels que soient tij 2 Tn; s 2 Sn, tij estautoadjoint et s unitaire.Preuve | La premi�ere partie de la proposition est �evidente. Si s 2 Sn,(s:(x1 
 : : :
 xn); s:(y1 
 : : :
 yn)) = (xs(1) 
 : : :
 xs(n); ys(1) 
 : : :
 ys(n))= nYi=1B(xs(i); ys(i)) = nYi=1B(xi; yi) = (x1 
 : : : xn; y1 
 : : :
 yn)et t(x
 y) = (P�[e�; x℄)
 (P�[e�; y℄) d'o�u, sur g
2,(t(x
 y); u
 v) = B(X� [e�; x℄; u)B(X� [e�; y℄; v)= (X� B([e�; x℄; u))(X� B([e�; y℄; v)) = (�X� B(x; [e�; u℄))(�X� B(y; [e�; v)))= B(x;X� [e�; u℄)B(y;X� [e�; v℄) = (x
 y; t(u
 v)):On en d�eduit que t est autoadjoint sur g
2, don que tij est autoadjoint sur g
n. qfd.Corollaire. Pour tout r � n, l'ation sur g
n de l'�el�ement torique tr est autoadjointe pour( ; ).



4.1. BIMODULES ASSOCI�ES AUX ALG�EBRES DE LIE 75Semi-simpliit�eLa th�eorie de la forme ompate d'une alg�ebre de Lie simple de dimension �nie omplexenous dit (f. Fulton et Harris [9℄ p. 435-436) qu'il existe une alg�ebre de Lie r�eelle g0 assoi�ee�a un groupe de Lie ompat G0 telle que g0 � g, g ' g0 
R C, et telle que la restrition �a g0de la forme de Killing de g soit d�e�nie n�egative. Elle dit enore qu'il existe une appliationsemi-lin�eaire involutive r de g dans g qui envoie v0
 z sur v0
 z, pr�eserve le rohet et v�eri�efx 2 g j r(x) = xg = g0:Cela permet de montrerProposition 21. Si g est une alg�ebre de Lie simple omplexe, l'ation de Bn sur g
n estsemi-simple.Preuve | On prolonge tout d'abord l'appliation r �a g
2. On noteBRn l'alg�ebre d�e�nie sur leorps des nombres r�eels par les mêmes g�en�erateurs et relations que Bn. On a Bn = BRn 
RC.Comme r pr�eserve le rohet, on en d�eduit que r ommute �a t, don que l'ation deBRn � Bn sur g
n laisse stable g
n0 et o��nide sur et espae ave l'ation naturelle de BRn .On en d�eduit alors que le morphisme g
n0 
R C ! g
n est un isomorphisme de Bn-modules. Il suÆt don de montrer que l'ation de BRn sur g
n0 est semi-simple.Consid�erons F une sous-BRn -repr�esentation de g
n0 . La forme bilin�eaire ( ; ) est d�e�nie(n�egative) sur g
n0 , don g
n0 = F � F?:Or F? est BRn -stable, ar les tij sont autoadjoints et si s 2 Sn n f1g, il existe p � 2 tel quesp = 1 : pour e 2 g
n0 et f 2 F ,(s:e; f) = (s:e; sp:f) = (e; sp�1f)soit e 2 F? ) s:e 2 F? pour toute permutation s. Ainsi F? est stable par BRn , don g
n0est semi-simple et g
n aussi. qfd.4.1.3 Uqg� Bn-bimodulesSoit g une alg�ebre de Lie semi-simple sur C. Drinfeld [38℄ et Jimbo ont montr�e qu'onpouvait lui assoier deux alg�ebres de Hopf, dites quanti��ees :{ une alg�ebre de Hopf Uhg sur C[h�1; h℄℄, alg�ebre des s�eries de Laurent en h,{ une alg�ebre de Hopf Uqg sur C(q):Les sp�eialisations des relations d�e�nissant es alg�ebres pour h! 0 et q ! 1, dites de \limitelassique" en r�ef�erene �a la m�eanique quantique, red�e�nissent par relations de Chevalley-Serre l'alg�ebre enveloppante Ug de l'alg�ebre de Lie g. D'autre part le morphisme � de C(q)vers C[h�1; h℄℄ d�e�ni par q 7! eh permet d'�erireUhg = Uqg
� C(q):



76 CHAPITRE 4. TRESSES ET ALG�EBRES DE LIE SEMI-SIMPLESEn tant qu'alg�ebre, Uhg est isomorphe �a la ompl�etion h-adique de Ug 
 C[h�1; h℄℄. Enpartiulier, �a toute repr�esentation V de g orrespond une repr�esentation Vh (resp. Vq) de Uhg(resp. Uqg). On a alorsTh�eor�eme. (Drinfeld-Kohno. f. [15℄) Pour tout n � 1, si V est une repr�esentation dedimension �nie d'une alg�ebre de Lie semi-simple omplexe g, V 
nq est muni d'une struturede Bn � Uqg-bimodule. En partiulier V 
nh en h�erite une struture de Bn � Uhg-bimodule.Alors, en tant que ~CBn-modules, V 
nh ' Z�KZ V 
n:4.2 Commutants4.2.1 Cadre g�en�eralSoit don V une repr�esentation irr�edutible de dimension au plus d�enombrable d'unealg�ebre de Hopf A sur C. La ne puissane tensorielle V 
n de V est munie par le oproduitd'une ation naturelle de A, dite ation diagonale. On suppose que pour ette ation V 
nest semi-simple pour tout n � 0. On note Cn(A) le ommutant de A dans V 
n. On a uneinjetion Cn(A) ,! Cn+1(A), donn�ee par � 7! � 
 Id. En e�et, si � est le oproduit deA, l'ation diagonale sur V 
n+1 est donn�ee par �n+1 d�e�ni par r�eurrene : �2 = � et�n+1 = (�n 
 Id) Æ �. Si, pour a 2 A, on note suivant Sweedler �(a) = P(a) a0 
 a00, onmontre par r�eurrene�n+1(a) Æ (�
 Id) = ((�n 
 Id) Æ�)(a) Æ (�
 Id) =P(�n(a0)
 a00) Æ (�
 Id)= (�
 Id) Æ (P�n(a0)
 a00) = (�
 1) Æ�n+1(a):De plus, omme V est irr�edutible, le lemme de Shur implique C1(A) = C. Pour tout n,Cn(A) est don une alg�ebre unitaire �ltr�ee.Soit maintenant W une repr�esentation irr�edutible de A. On appelle niveau de W (parrapport �a V ) niv(W ) = inffn 2 N j HomA(W;V 
n) 6= f0gg:En partiulier, niv(W ) = 1 si et seulement si pour tout n l'espae HomA(W;V 
n) est nul,et on a de plus niv(1) = 0 et niv(V ) = 1. On �xe n � 1. On supposera d�esormais que, pourtoutes repr�esentations de niveau �ni W et W 0 de A,dimHomA(W 0;W 
 V ) <1:Si V ' V �, on a� = dimHomA(W 0;W 
 V ) = dim(W 
 V 
W 0)A = dim(W � 
 V 
W 0)A= dimHomA(W;W 0 
 V ):On note An̂ un ensemble qui indexe les repr�esentations irr�edutibles de niveau au plus nde A de la fa�on suivante : �a tout � 2 A^ est assoi�e W�, repr�esentation irr�edutible de niveauau plus n de A. D'apr�es le th�eor�eme du double ommutant, Cn(A) est semi-simple, et on aV 
n = M�2An̂W� 
 Un�



4.2. COMMUTANTS 77ave Un� = HomA(W�; V 
n) repr�esentation irr�edutible de dimension �nie de Cn(A). En tantque A�Cn(A)-module, on a alorsV 
(n+1) =M� V 
W� 
 Un� =M�;� ��W� 
 Un� =M� W� 
 M� ��Un�!si les �� sont les oeÆients de la multipliation tensorielle par V dans l'anneau des repr�e-sentations de A : W� 
 V =X� ��W�:L�a enore, la �nitude des oeÆients �� d�eoule de l'hypoth�ese de �nitude faite surdimHomA(W�;W� 
 V ):On en d�eduit ResCn(A)Un+1� =M� ��Un� :On va maintenant onstruire deux types de graphes nivel�es assoi�es �a V , appel�es respe-tivement graphe (tensoriel) total et graphe (tensoriel) super�iel assoi�es �a V . On supposetoujours V autoduale.Le graphe total Totn(V ) de niveau n, pour n � 1, admet pour sommets les ouples(W;m) o�u W est une repr�esentation irr�edutible de A qui s'injete dans V 
m et m un entiernaturel inf�erieur ou �egal �a n. Le sommet (W;m) est joint au sommet (W 0;m0) par � arêtes sim0 = m+ 1 ave � �egal �a la dimension de HomA(W 0;W 
 V ). Le niveau de (W;m) est alorsd�e�ni omme �egal �a m, e qui ah�eve la onstrution de e multigraphe nivel�e.Le graphe super�iel Surfn(V ) de niveau n � 1 admet pour sommets l'ensemble des repr�e-sentations irr�edutibles de A de niveau au plus n par rapport �a V , le niveau d'un sommet West le niveau deW par rapport �a V , et le nombre d'arêtesW !W 0 pour niv(W 0) = niv(W )+1est enore �egal �a la dimension de HomA(W 0;W 
 V ).On onstate que, si Surf(n)(V ) (resp. Tot(n)(V )) est r�eduit, il s'identi�e imm�ediatementau diagramme de Bratteli de la somme direte sur tous les W� de niveau n (resp. sur tous les� 2 An̂) des repr�esentations Un� par rapport �a l'alg�ebre �ltr�ee Cn(A). On peut alors identi�ernaturellement CSurfn(V ) = Mniv(W�)=nUn�CTotn(V ) = M�2A^ Un�Cn(A) = M(Tot(n)(V )):4.2.2 ExempleOn hoisit A = CS3, et V la repr�esentation irr�edutible de dimension 2 assoi�ee �a lapartition [2; 1℄. On note � la repr�esentation altern�ee (orrespondant �a la partition [1; 1; 1℄) et



78 CHAPITRE 4. TRESSES ET ALG�EBRES DE LIE SEMI-SIMPLES1 la partition triviale (orrespondant �a la partition [3℄). La r�egle de multipliation par V dansl'anneau des repr�esentations de S3) est donn�ee par1
 V = V�
 V = VV 
 V = 1+ V + �:On en d�eduit la forme g�en�erale du graphe total de niveau n0 1
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n) = Un1Bn = HomS3(V; V 
n) = UnVCn = HomS3(�; V 
n) = Un�on peut d�eduire par exemple du graphe les relations de r�eurrene entre les dimensions de esrepr�esentations. On obtient dimAn = 2n�1 � (�1)n�13dimBn = 2n � (�1)n3dimCn = 2n�1 � (�1)n�13 :Comme S3 n'admet qu'un nombre �ni de repr�esentations irr�edutibles, le graphe super-�iel de niveau n n'est pas tr�es int�eressant. Par rapport �a V ,niv(1) = 0niv(V ) = 1niv(�) = 2



4.2. COMMUTANTS 79don le graphe super�iel de niveau n s'�erit simplement, pour tout n � 2,0 1
��1 V
��2 �4.2.3 Coloriage et alg�ebres de LieSoit maintenant C un �el�ement du entre de A. Il agit sur toute repr�esentation irr�edutibleW� de A par un salaire C� d'apr�es le lemme de Shur appliqu�e aux repr�esentations de dimen-sion d�enombrable. Si l'ation de C sur V est non nulle, on supposera, quitte �a normaliser C,que le salaire orrespondant vaut 1. Cet �el�ement entral permet alors de d�e�nir un oloriagede Surfn(V ) et Totn(V ), pour tout n 2 N. Dans l'exemple pr�e�edent on peut hoisirC = (1 2) + (1 3) + (2 3);soit l'�el�ement T3 d�ej�a onsid�er�e en I.3.1. Les valeurs salaires sont alorsC1 = 3C� = �3et 2CV = (dimV )CV = tr(CjV ) = 3tr(1 2)jV = 0d'o�u Cv = 0. Divisant C par 3, on obtient pour oloriage sur la forme g�en�erale de Totn(V ) :0 1
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zzNous appliquerons en partiulier ette onstrution dans la situation suivante : on hoisitA = Ug o�u g est une alg�ebre de Lie semi-simple, V une repr�esentation irr�edutible de di-mension d�enombrable de g don de A, et on note C le Casimir de g, �el�ement du entre deUg.



80 CHAPITRE 4. TRESSES ET ALG�EBRES DE LIE SEMI-SIMPLESD'apr�es les r�esultats de I.4.1.1, on a pour tout n � 1 un morphisme Bn ! Cn(A), dondes morphismes d'alg�ebre �ltr�ees Bn ! M(Totx(V ))Bn ! M(Surfx(V ))pour x sommet de niveau n de Tot(V ) (resp. Surf(V )). Supposons alors que pour ette ationde Bn sur CTotx(V ) (resp. CSurfx(V )), (1 2) soit une fontion analytique ou polynomialef de t12. Si l'on pose zr = P1�i<j�r tij�r = tr;r+1l'image de Bn par haun de es morphismes est alors une alg�ebre loale au sens de I.2.5,qui est de plus loalement monog�ene, et CTotnx(V ) (resp. CSurfnx(V )) est un module loalpour ette alg�ebre.Comme les tij sont onjugu�es, on d�eduit leur spetre de l'ation de t12 sur V 
2 : en tantque A-module, V 
 V =Mi Xi;haque Xi �etant une repr�esentation irr�edutible de A. Puisque t12 ommute �a l'ation de Asur V 
 V , t12 agit sur haun des Xi par un salaire que nous notons �i.Nous nous int�eressons maintenant aux briques. Si par exemple G = Surfnx(V ) et n =niv(x) = niv(y) + 2, alors CGxy ' HomA(x; y 
 V 
 V )' LiHomA(x; y 
Xi):D�es que dimHomA(x; y 
 Xi) � 1 pour tout i, et isomorphisme d�e�nit une famille debases de Gxy . Le spetre de tn�1;n sur CGxy est alors ompos�e des �i, de multipliit�esdimHomA(x; y 
Xi):Si sur CGxy l'op�erateur tn�1;n, semi-simple, est de plus sans multipliit�es, la famille de basesde CGxy que l'on vient de d�erire orrespond �a la notion de bases loales au sens de la setionI.2.6.Remarquons en�n que CGx s'identi�e ii �a un sous-espae vetoriel bien d�etermin�e deV 
n, onstitu�e des veteurs de plus haut poids de V 
n assoi�es aux repr�esentations de gorrespondant �a x.
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Deuxi�eme partieRepr�esentations expliites





83
Chapitre 1Modules de SpehtOn s'int�eresse dans e hapitre aux repr�esentations de Bn dont la restrition au groupesym�etrique est irr�edutible. Bn est ii d�e�nie sur un orps k, omme toujours ommutatif dearat�eristique 0. On rappelle (f. I.1.3.2) qu'�a deux param�etres � et �, et �a une repr�esentation(irr�edutible) de Sn, on peut assoier une repr�esentation de Bn en posanttij = �I + �(i j);et que l'int�egration de telles repr�esentations �a Bn orrespond exatement aux repr�esentations(irr�edutibles) de Bn qui se fatorisent par les alg�ebres de Heke g�en�eriques de type A.L'objet de e hapitre est l'�etude de la question r�eiproque, �a savoir, si les repr�esentationsde Bn dont la restrition au groupe sym�etrique sont irr�edutibles sont n�eessairement de etype.Pour r�epondre �a ette question, apr�es avoir pos�e quelques d�e�nitions utiles (setion 1),nous d�eterminons les degr�es de libert�e a priori dont dispose l'image de l'un quelonque destij, ii tn�1;n, dans une telle repr�esentation (setion 2). Nous d�e�nissons enore dans ettemême setion les deux �equations auxquelles un tel endomorphisme est soumis. La setion 3onstitue une �etude de la premi�ere �equation, et l'on fournit, �a la �n de ette même setion, unexemple de solution non triviale (de ette premi�ere �equation) pour n arbitrairement grand.La setion 4 donne les solutions de la deuxi�eme �equation dans des as simples, pour lesquelsune d�eomposition en base de Gr�obner n'est pas n�eessaire.La setion 5 d�etaille en�n le raisonnement utilis�e pour r�epondre �a la question initiale, par�elimination suessive des diagrammes de Young n'admettant que des solutions triviales.La lassi�ation obtenue (th�eor�eme 2) fait ainsi apparâ�tre que d'autres repr�esentationsde Bn existent, dont la restrition au groupe sym�etrique est irr�edutible. Nous les appelonsrepr�esentations sporadiques et entamons leur �etude dans la setion 6. L'int�egration de esrepr�esentations au groupe de tresses est r�esolue pour les repr�esentations de B4, et l'on montreque la restrition �a Bn�1 de toute repr�esentation sporadique de Bn est irr�edutible. Cette�etude sera prolong�ee par la d�etermination de leur diagramme de Bratteli et par l'int�egration�a Bn dans le hapitre II:4.1.1 Pr�eliminaires sur les diagrammes de YoungNous d�erivons tout d'abord la terminologie employ�ee dans e hapitre onernant lesdiagrammes de Young. Outre les notations g�en�erales introduites en I.3.2, on utilisera ii,



84 CHAPITRE 1. MODULES DE SPECHTpour � ` n un diagramme de Young, le nombreÆ2(�) = #fi j �i � �i+1 + 2g:On appellera oin de � un i tel que �i 6= �i+1. On note I l'ensemble des oins (#I = Æ(�)).On dira qu'un oin i est un saut si �i � �i + 2, que 'est une marhe si i 6= 1 et �i = �i�1;que 'est un grand saut si �i � �i+1 + 3, une grande marhe si i � 2 et �i = �i�1 = �i�2. Lenombre de sauts est Æ2(�), le nombre de marhes Æ2(�0). On d�e�nit la distane (sign�ee) entredeux �el�ements i et j de I par la distane axialed(i; j) = (�j � j)� (�i � i)et on identi�e un oin i ave la bô�te de oordonn�ees (i; �i) du diagramme de Young assoi�e�a �.On note S� le module de Speht assoi�e �a �. Les �el�ements de la base de Young sontidenti��es �a des tableaux standard, et l'ation du groupe sym�etrique dans ette base est d�e�niesuivant le mod�ele semi-normal (f. James et Kerber [14℄). On rappelle que si d�esigne ung�en�erateur de Coxeter du groupe sym�etrique, pour 1 � i � n� 1.1.2 Param�etres d�e�nissant tn�1;nUne ation de Bn sur S� ompatible ave l'ation de Sn orrespond �a la donn�ee det 2 EndSn�2�S2(S�) tel que R(t) = 0 et L(t) = 0, aveR(t) = [t; sn�2tsn�2 + (n�2 n)t(n�2 n)℄L(t) = [t; (n�3 n�1)(n�2 n)t(n�2 n)(n�3 n�1)℄:On a ResSn�k�SkS� = M���;j�j=n�k S� 
 S�=�:En partiulier, pour k = 2, ette restrition est sans multipliit�es. En e�et, on se trouve alorsdans l'un des trois as suivants, pour haque � ` n� 2 :�=� = [0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0; 1℄ = 2i 2j S�=� ' S � Si j�=� = [0; : : : ; 0; 2℄ = 22i S�=� ' Si�=� = [0; : : : ; 0; 1; 1℄ = 22i S�=� ' SiL'endomorphisme t est alors enti�erement d�e�ni par les param�etres suivants :- pour toute marhe (resp. saut) i, on note d�i (resp. d+i ) la valeur de t sur S i (resp. S i).- pour toute paire fi; jg de oins, on note e�i;j la valeur propre de t sur l'espae propreKer(sn�1 � 1) de S i j .



1.3. L' �EQUATION R(t) = 0 85En e�et, on a deux bases de Gelfand-Tsetlin de HomSn�2(S�; S�) pour � � �, � ` n� 2.L'une (not�ee YG) est donn�ee par la hâ�ne Sn�2 � Sn�1 � Sn et orrespond �a la basede Young via l'isomorphisme HomSn�2(S�; S�) ' S�=�. L'autre est donn�ee par la hâ�neSn�2 � Sn�2 � S2 � Sn. Sur ette derni�ere base (not�ee LOC) on onnâ�t les matries(diagonales) de sn�1 et t, en fontion des param�etres que l'on vient d'introduire. On veutl'expression de t dans la base YG pour pouvoir �erire les �equations matriiellement.Dans le as o�u HomSn�2(S�; S�) est de dimension 1, les deux bases o��nident. Si e mêmeespae est de dimension 2, on a sur LOCs = � �1 00 1 � et t = � a 00 b �Sur la base de Young, on sait que s = 1d � �1 d+ 1d� 1 1 �ave d la distane axiale entre les deux oins. Diagonalisant sn�1, on trouve une matrie depassage entre LOC et YG, e qui permet d'obtenir la matrie de t dans YG (ette matrieest d�etermin�ee sans ambigu��t�e pare que le stabilisateur de s pour l'ation du groupe lin�eaireest inlus dans le stabilisateur de t) :t = 12d � a(d� 1) + b(d+ 1) (a� b)(d + 1)(d� 1)(a � b) a(d+ 1) + (d� 1)b �On a ainsi une expression expliite des tij sur la base de Young en fontion des param�etrespr�e�edents.Il s'agit maintenant de traduire les relations R(t) = 0 et L(t) = 0 sur les espaes S�=�pour j�j � j�j valant respetivement 3 et 4, 'est-�a-dire sur les houppiers de niveau 3 et 4 dugraphe de Young.On rappelle tout d'abord que l'on obtiendra toujours une solution en prenant t = �I +�sn�1, soit la repr�esentation ��+�;���. Cette solution orrespond aux valeursd�i = e�k;l = �� �:On notera en�n, par ommodit�e, �i;j = e+i;j � e�i;j:Par la suite, et notamment dans l'�enon�e du th�eor�eme 1, il nous arrivera de num�erotervisuellement ertains oins. Ainsi, si l'on onsid�ere deux oins i et j, num�erot�es visuellement1 i et 2 j, nous parlerons parfois de e�12 (resp. d�1 , d�2 , d(1; 2)) au lieu de e�ij (resp. d�i , d�j ,d(i; j)).1.3 L'�equation R(t) = 0On onsid�ere don � � � tel que j�j = n� 3. Si �=� est onnexe, on onstate rapidementque l'on a toujours R(t) = 0.Si �=� admet deux omposantes onnexes, S�=� est de dimension 4. Une des omposantesonnexes orrespond �a un saut ou �a une marhe, et est assoi�ee �a un param�etre d�i de t.



86 CHAPITRE 1. MODULES DE SPECHTL'autre omposante onnexe se trouve sur un autre oin, j, de �. Apr�es aluls dans esespaes de dimension 4, on obtient que l'�equation R(t) = 0 est �equivalente, sur haun de esespaes, �a la ondition d�i 2 fe�i;j ; e�i;j � 1� d(i; j)2 �i;jg:Si maintenant �=� admet trois omposantes onnexes, on obtient de la même fa�on, apr�esaluls dans un espae de dimension 6, une ondition �equivalente �a l'�equation R(t) = 0. Soitdon P = fi; j; kg un triplet de points de I. On ordonne I dans l'ordre inverse de N, 'est-�a-dire dans l'ordre qui orrespond �a une leture de gauhe �a droite du diagramme, et on note� la transposition de e triplet qui inverse le plus petit et le plus grand �el�ement. On notefD;D0;D00g l'ensemble P2(P ) des paires d'�el�ements de P . L'�equation R(t) = 0, que l'on ap-pellera dans e adre \�equation du triangle", onsiste en une famille d'�equations polynomialesen les six param�etres de t, homog�enes de degr�e 2, �a oeÆients dans k(Æ1; Æ2), o�u Æ1 et Æ2 sontdeux des distanes axiales entre les trois oins. Cette �equation se fatorise imm�ediatementdans ertains as partiuliers, qui r�eduisent le nombre de param�etres prinipaux �a onsid�erer :- solutions �a \� onstant" : on impose e+D�e�D onstant pour toutD. On a alors exatementdeux solutions, not�ees \S" et \T"\S" On a e+D = e+D0 = e+D00 et e�D = e�D0 = e�D00\T" On a �D = �0D = �00D = �, et e�D1 � e�D2 = d(PnD1;PnD2)2 � pour tous D1;D2 2 P2(P )- solutions \�a e� onstant" : on a trois solutions, index�ees par D 2 P2(P ). \AD" est lasolution d�e�nie par e�D = e�D0 = e�D00 et �D0 = �D00 = f(x; y)�D avex = d(�(P nD); �(P nD0))y = d(�(P nD); �(P nD00))- Les solutions \�a e+ onstant" se pr�esentent de la même fa�on : pour D 2 P2(P ) lasolution \BD" s'�erit e+D = e+D0 = e+D00 et �D0 = �D00 = f(x; y)�D avex = d(�(P nD0); �(P nD))y = d(�(P nD00); �(P nD))On a not�e dans e qui pr�e�ede f = �1�1�2+�1�1 , o�u �1 et �2 d�esignent provisoirement les fontionssym�etriques �el�ementaires en deux variables.On peut remarquer d�es �a pr�esent qu'il existe des solutions non triviales pour des dia-grammes de Young arbitrairement grands �a ette �equation : si � est un diagramme de Young�am oins, sans sauts ni marhes, on a une solution non triviale en posant, pour (�+; ��) 2 k2,et pour tous oins i et j, e�i;j = �� + d(1; j) + d(m; i)2 �ave � = �+���. On remarque que ette solution est \�a � onstant". On peut failement ob-tenir la liste de telles solutions : en fait, si Æ(�) � 3, les diagrammes pr�e�edemment onsid�er�es(Æ2(�) = Æ2(�0) = 0 et Æ(�) � 3) sont les seuls pour lesquels on a des solutions non triviales �a� onstant. Pour de tels diagrammes, il n'y a par ailleurs pas d'autres solutions non triviales�a � onstant.



1.4. L' �EQUATION L(t) = 0 871.4 L'�equation L(t) = 0On pro�ede omme pr�e�edemment, par examen suessif des diagrammes de Young gauhesde taille 4. On peut r�esoudre failement les �equations onernant les diagrammes gauhes �aau plus deux oins :{ i j : e+ij = d+i{ i j : e�ij = d�i{ i j : e+ij = d+i = d+j{ i j : e+ij = d+i ou e�ij = d�j{ i j : e�ij = d�i = d�j{ i j : e+ij = d+i et e�ij = d�i{ i : e+i�1;i = d+i{ i : e�i�1;i = d�i�1o�u Di signi�e que la derni�ere olonne non vide de D est pla�ee sur la olonne i du diagrammede Young omplet.Pour les autres diagrammes de Young gauhes onnexes, L(t) = 0 n'impose auune ondi-tion sur les param�etres.On d�eduit d'ores et d�ej�a des onditions obtenues, d'une part, que la valeur d+i (resp. d�i )de t sur un saut (resp. une marhe) ne d�epend pas du oin i onsid�er�e, et, d'autre part, que siun triangle omporte deux grands sauts (resp. deux grandes marhes), il est �a e+ (resp. e�)onstant.1.5 R�esolution des �equationsOn s'int�eresse d'abord �a e qu'imposent les �equations pr�e�edentes sur de \petits triangles",'est-�a-dire quand trois oins ons�eutifs sont en jeu. L'�equation R(t) = 0 est �a oeÆientsdans k(Æ1; Æ2), o�u Æ1 et Æ2 sont deux des trois distanes axiales utiles ii. Plutôt que de r�esoudreette �equation sous sa forme g�en�erale, nous allons isoler un ertain nombre de situations par-tiuli�eres. Dans es situations, l'�equation se trouvera simpli��ee, soit pare qu'une ou deux desdistanes axiales sera �x�ee, soit pare que L(t) = 0 imposera des onditions suppl�ementairessur les param�etres prinipaux.En premier lieu (II.1.5.1), nous r�esolvons les �equations dans un nombre �ni de as, quandles trois oins d�e�nissant le triangle onsid�er�e sont tr�es prohes les uns des autres. En seond



88 CHAPITRE 1. MODULES DE SPECHTlieu (II.1.5.2), on s'int�eresse aux petits triangles \g�en�eriques", 'est-�a-dire les petits trianglesqui omportent soit un grand saut et une grande marhe, soit deux grands sauts, soit deuxgrandes marhes. Dans e as, la relation de loalit�e impose des onditions simples qui per-mettent enore de r�esoudre les �equations. En�n, on �etudie le as des triangles \plats", quiomportent exatement un grand saut ou une grande marhe (II.1.5.3). En ombinant estrois as, on obtient que tous les petits triangles sont triviaux.1.5.1 Triangles de faible diam�etreOn onsid�ere d'abord le as o�u le triangle ne omporte a priori ni saut ni marhe, 'est-�a-dire que les trois oins sont dispos�es entre eux de la fa�on suivante :Dans e as, il n'y a plus de param�etre seondaire, 'est-�a-dire que l'on a une famille depolynômes �a oeÆients dans k, et la tehnique des bases de Gr�obner permet de onlure : onobtient que l'ensemble solution de R(t) = 0 est une union de dix plans qui s'intersetent deux�a deux suivant une même droite : la droite \triviale", not�ee I, qui orrespond �a l'�egalit�e de tousles param�etres. Reportant alors es solutions dans l'�equation L(t) = 0 pour les diagrammesde Young gauhes de taille quatre ad�equats iieton obtient qu'un tel triangle est for�ement \S".De la même fa�on, si le petit triangle ne omporte ni grand saut ni grande marhe, il n'ya qu'un nombre �ni de as �a �etudier, pour lesquels la d�eomposition en base de Gr�obner desdiverses relations se fatorise ais�ement. Dans tous es as, la seule solution possible est \S".1.5.2 Triangles g�en�eriquesConsid�erons pour l'instant un triangle fi; i0; i00g quelonque, pour lequel on suppose queles param�etres e+ (resp. e�) sont �egaux. On a vu plus haut qu'alors les onditions donn�ees parR(t) = 0 sont de type \BD" (resp. \AD") pour D une paire d'�el�ements de fi; i0; i00g, ou biende type \S". Si un tel triangle omporte un saut (resp. une marhe) en i, on peut reporteres onditions dans l'�equation de loalit�e sur un diagramme gauhe de type[0; : : : ; 0; 2; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 1℄ =(resp. son dual), et on obtient que e triangle ne peut être que de type \Bi0i00" (resp. \Ai0i00")ou \S". On en d�eduit que, si l'on sait qu'un triangle donn�e omportant deux sauts (resp.deux marhes) est �a e+ (resp. e�) onstant, alors e triangle est trivial. En partiulier, siun triangle omporte deux grands sauts (resp. deux grandes marhes), l'�equation de loalit�eimpose e+ (resp. e�) onstant, et l'on se trouve dans la situation pr�e�edemment d�erite : letriangle est trivial.Inversement, si un petit triangle n'est pas de type \S", il omporte au plus un grand saut,au plus une grande marhe, et d'apr�es II.1.5.1 au moins un saut ou une marhe. Dans ettesetion, on onsid�ere les petits triangles qui ontiennent un grand saut et une grande marhe.



1.5. R�ESOLUTION DES �EQUATIONS 89D'apr�es e qui pr�e�ede, on sait que e triangle sera de type \S" d�es que les param�etres e+seront �egaux, ou bien d�es que les param�etres e� seront �egaux. On a plusieurs as �a onsid�erer(dans les diagrammes de Young qui vont être d�erits, les grands sauts (resp. grandes marhes)seront marqu�es par la pr�esene de seulement trois ases ons�eutives). Si le triangle est de laforme ::: ::: ou ::: :::l'�equation R(t) = 0 peut être r�esolue (une des distanes axiales est �x�ee ainsi que ertainesvariables). On obtient �a haque fois trois plans solutions. L'�equation de loalit�e sur les dia-grammes impose alors la solution \S". De la même fa�on :{ Si le diagramme est de la forme::: ::: ou ::: :::L'�equation de loalit�e sur est alors r�esoluble : elle impose que les param�etres e� sontonstants. Ce as a d�ej�a �et�e �etudi�e : omme le diagramme omporte un grand saut etune grande marhe, il est alors n�eessairement de type \S".{ Si le diagramme est de la forme::: ::: ou ::: :::On emploie la tehnique des bases de Gr�obner sur la relation R(t) = 0, apr�es avoirutilis�e les relations de loalit�e li�ees au grand saut et �a la grande marhe. On en d�eduitque l'on a toujours e� onstant, et on onlut omme pr�e�edemment.{ Si le diagramme est de la forme ::: ::: ou ::: :::la relation de loalit�e sur entrâ�ne que les param�etres e� sont onstants, don que lediagramme est de type \S".{ Si le diagramme est de la forme ::: :::



90 CHAPITRE 1. MODULES DE SPECHTCette fois enore, la relation de loalit�e sur entrâ�ne que les param�etres e� sontonstants, d'o�u \S".Les autres as se d�eduisent de eux-i par passage au transpos�e.En onlusion, un petit triangle non trivial ne peut omporter �a la fois un grand saut etune grande marhe.1.5.3 Triangles platsOn onsid�ere en�n un petit triangle admettant un unique grand saut, et auune grandemarhe. Pour la ommodit�e de l'expos�e, on suppose que le grand saut se trouve sur le oinle plus �a gauhe, not�e i. On note i0 et i00 les deux autres oins, Æ = d(i0; i), et Æ = d(i0; i00)la distane axiale (positive) entre les deux autres oins. Par hypoth�ese, d ne peut prendrequ'un nombre �ni de valeurs. Pour haque valeur de d, les �equations R(t) = 0 sur le triangleet L(t) = 0 sur forment un syst�eme d'�equations polynomiales �a oeÆients dans k(Æ).Sa d�eomposition en base de Gr�obner permet d'obtenir que, pour haune des valeurs de dpossibles, les solutions sont soit \Bi0i00" soit \S". On est alors ramen�e �a une situation d�ej�aonnue : on est �a e+ onstant, don si i0 ou i00 omportent un saut, le triangle est trivial. Demême, en reportant l'�equation de loalit�e dans et dans , on obtient que le triangle esttrivial d�es que i0 ou i00 omporte une marhe. En�n, s'il n'y a ni saut ni marhe en i0 et i00, ilexiste une relation de loalit�e sur , qui permet enore d'obtenir la trivialit�e du triangle.On obtient �evidemment le même r�esultat pour les situations transpos�ees. On raisonne defa�on similaire lorsqu'un des oins est �a la fois un saut et une marhe. Cela permet de onlureque tous les petits triangles sont triviaux.On en d�eduit :Th�eor�eme 2. Les seules repr�esentations non triviales de Bn qui s'appuient sur une repr�e-sentation irr�edutible S� de Sn sont d�e�nies{ pour � = 2::: 1 = [n� 2; 1; 1℄, si n � 5, pare+12 = � e�12 = � d+2 = � d�1 = � + (n� 2)�� �2{ pour � = 2 ::: 1 = [3; 1n�3℄, si n � 5, pare+12 = � e�12 = � d�1 = � d+2 = �+ (n� 2)� � �2{ pour � = 2 1 par e+12 = � e�12 = � d+2 = �



1.5. R�ESOLUTION DES �EQUATIONS 91{ pour � = 2 1 par e+12 = � e�12 = � d�1 = �:Preuve | Si Æ(�) � 3, on vient de d�emontrer que toutes les solutions �etaient �a e+ et e�onstants, don si � omporte un saut (resp. une marhe), la relation de loalit�e L(t) = 0permet imm�ediatement de onlure que ette valeur ommune de e+ (resp. e�) est �egale �a lavaleur ommune de t sur les sauts (resp. les marhes) : il n'y alors que des solutions triviales �aes �equations. C'est �egalement le as si Æ(�) = 1, ar alors t admet au plus deux param�etres.Il reste �a examiner le as o�u Æ(�) = 2. Un tel diagramme ne d�epend que de quatreparam�etres a, b,  et d : � = a 2b  1d = [(b+ d)a; d℄de fa�on �a e que la longueur du pourtour ext�erieur du diagramme soit a + b +  + d. Si �omporte un grand saut ainsi que, soit une grande marhe, soit un oin qui est �a la fois un sautet une marhe, l'�equation de loalit�e implique t = � + �s. Il en est de même si � omporte,outre un grand saut, un oin qui n'est ni un saut ni une marhe. En d'autres termes, si b estsup�erieur ou �egal �a 3, � ne peut admettre de solution non triviale au probl�eme pos�e que sia = 1,  � 2, d � 2, et, de fa�on exlusive,  = 1 ou d = 1. t est alors d�etermin�e par quatreparam�etres, e+12, e�12, d+2 , et, soit d+1 , soit d�1 . Si d = 2, l'�equation L(t) = 0 implique alors, sur, d+1 = d+2 = e+12.Il ne peut don y avoir de solution non triviale pour b � 3 que si a = 1,  = 2, d = 1,e qui orrespond e�etivement �a la s�erie \in�nie" de l'�enon�e du th�eor�eme, apr�es r�esolutionde l'�equation R(t) = 0. Si d � 3, on obtient de la même fa�on  = 1, a = 2, b = 1. Lesparam�etres sont ette fois e+12, e�12, d+1 , d�2 . L'�equation L(t) = 0 sur et impose alorse+12 = d+2 et e�12 = d�1 , soit la solution triviale.On a ainsi d�etermin�e toutes les solutions dans les as o�u � omporte un grand saut. Le aso�u � omporte une grande marhe s'y ram�ene imm�ediatement en onsid�erant le diagrammetranspos�e.Il ne reste alors plus qu'un nombre �ni (24 = 16) de diagrammes �a onsid�erer. Les �equationsde loalit�e imposent de n'en garder que trois, les diagrammes [2; 1; 1℄, [3; 1℄ et [3; 1; 1℄, pourlesquels on r�esout failement l'�equation R(t) = 0, e qui ompl�ete la liste des solutions nontriviales. qfd.On appelera es solutions non triviales les repr�esentations sporadiques de Bn.Corollaire. �r[n� 1; 1℄a;b ' [n� r; 1r ℄ra;(r�1)a+b = �(r�1)a[n� r; 1r℄a;b:Preuve | En tant que repr�esentation de Sn, [n � r; 1r℄ est lassiquement isomorphe �a�r[n� 1; 1℄, don ResSn�r[n� 1; 1℄a;b ' [n� r; 1r ℄:Pour l'ation de t12 sur [n� 1; 1℄a;b, il existe n� 2 veteurs propres x1; : : : ; xn�2 et un veteurpropre orrespondant �a la valeur propre b qui onstituent une base de l'espae vetoriel assoi�e.



92 CHAPITRE 1. MODULES DE SPECHTLes veteurs propres de t12 dans �r[n� 1; 1℄a;b sont alors de la formexi1 ^ : : : ^ xir orrespondant �a la valeur propre raxi1 ^ : : : ^ y ^ : : : ^ xir orrespondant �a la valeur propre (r � 1)a+ b:t12 n'admet don que deux valeurs propres sur �r[n � 1; 1℄. La onlusion d�eoule alors duth�eor�eme pr�e�edent. qfd.1.6 Etude des repr�esentations sporadiques1.6.1 Repr�esentation de B4Quitte �a transposer, on peut supposer � = [3; 1℄. Si l'on note V = S�, t34 appartient �aEndS2�S2V , de dimension 3, dont une base est onstitu�ee par l'identit�e et les images destranspositions (1 2) et (3 4). On en d�eduit imm�ediatement l'existene de salaires a et b telsque t34 = a+ b(1 2) + b(3 4):Par rapport aux notations pr�e�edentes, on a a = �, b = ���2 .Pour plus de ommodit�e, notons pourD = fi; jg � f1; 2; 3; 4g, tD = ti;j etD = f1; 2; 3; 4gnD. En�n, si s est une transposition orrespondant �a une paire D, on notera s la transpositionorrespondant �a D. On a alors, identi�ant un tel D ave la transposition orrespondante,tD = a+ bD + bD:On onstate qu'en partiulier, si D1 6= D2, [tD1 ; tD2 ℄ = 0 : l'image de T4 est une alg�ebre deLie ommutative de dimension 3. Ainsi, la repr�esentation de B4 assoi�ee se fatorise par ~S4,et est d�e�nie par �i = (i i + 1)eti;i+1 . Apr�es alul, on obtient la formule suivante, o�u l'on anot�e si la transposition (i i+ 1) :�i = ea(h(b)2si + h(b)sh(b)(sisi + 1) + sh(b)2si):Matriiellement, si l'ation du groupe sym�etrique est donn�ee par le mod�ele semi-normal,l'ation du groupe de tresses �a quatre brins est donn�ee par�1 = A3 0� 2 +B2 2(B2 � 1) 0B2 � 1 1 + 2B2 00 0 �3 1A�2 = A3 0� 2 +B2 1�B2 3(1 �B2)12(1�B2) 12(B2 � 4) 3 + 32B212(1�B2) B22 + 1 3B22 1A�3 = A3 0� B2 � 2 2 + 2B2 0B2 + 1 2B2 � 1 00 0 3 1Aave A = ea, B = eb.Le polynôme arat�eristique de �i est alors(x�A)(x+A)(x+AB2):



1.6. ETUDE DES REPR�ESENTATIONS SPORADIQUES 93Si B2 = �1, le polynôme minimal devient x2 �A2. L'�el�ement g�en�erateur positif du entre deB4, (�1�2�3)4, agit par A12B8.Par homog�en�eit�e, on peut supposer A = 1. Cette repr�esentation est alors �equivalente �a�1 = 0� B2 0 00 1 00 0 �1 1A �2 = 12 0� 0 �2 2�1 B2 B21 B2 B2 1A �3 = 0� B2 0 00 �1 00 0 1 1AIl est imm�ediat au vu de es matries que la restrition �a B3 de e B4-module M est irr�e-dutible. On pourra v�eri�er �a partir de II.3 que ResB3M est isomorphe �a la repr�esentationirr�edutible de degr�e 3 de l'alg�ebre de Heke g�en�erique de G4, sp�eialis�ee en B2; 1;�1.En revanhe, M ne provient pas d'une sp�eialisation de l'alg�ebre de Heke g�en�erique deG25. En e�et, elle-i n'admet qu'une unique repr�esentation irr�edutible de degr�e 3, V , dontla restrition �a B3 soit irr�edutible. Or V est d�eduite de V par le morphisme de groupe deB4 dans B3 d�erit par �1 7! �1 �2 7! �2 �3 7! �1alors que sur M , �1 6= �3.1.6.2 Repr�esentations de Bn, n � 5De la même fa�on que pr�e�edemment, on suppose � = [n� 2; 1; 1℄, et on note V = S�.Cette fois, dimEndSn�2�S2V = 4. De plus, il n'y a pas de base �evidente de et espae danslaquelle �erire tn�1;n. Parmi les g�en�erateurs possibles, on peut onsid�erer, outre l'identit�e,(n�1 n), la somme des transpositions de Sn�2, not�ee T , la somme des yles de longueur n�2de Sn�2, not�ee T, ou enore H = n�2Xi=1(i n� 1) + n�2Xi=1(i n):Les valeurs propres de es �el�ements sur le module palier sont failement alulables grâe auxformules de arat�eres de Frob�enius (f. Fulton et Harris [9℄ p. 51 ex. 4.16, et.).e+12 e�12 d�1 d+2I 1 1 1 1(n� 1 n) 1 �1 �1 1n� 2Tn�2 5 5 3 7T(n�4)! �1 �1 0 2n�4H n� 2 n� 4 4 2(n� 2)On note Spor(n)(�; �) ette repr�esentation irr�edutible de Bn.ResSn�1Spor(n)(�; �) = ResSn�1 [n� 2; 1; 1℄ = [n� 3; 1; 1℄ + [n� 2; 1℄:Le spetre de tn�1;n est ompos�e de � ave multipliit�e (n�2)(n�3)2 , � ave multipliit�e n� 3,et � + (n� 2)���2 ave multipliit�e 1. On a alorsProposition 22. La restrition �a Bn�1 de Spor(n)(�; �) est irr�edutible. De plus, sa restri-tion �a Sn�2 est la somme d'une repr�esentation de dimension 1, d'une repr�esentation irr�e-dutible trivialement issue de Sn, et d'une repr�esentation irr�edutible de Bn�2 de dimension(n�2)(n�3)2 .



94 CHAPITRE 1. MODULES DE SPECHTPreuve | En �erivant expliitement la matrie de tn�2;n�1 sur le houppier de niveau 3 dela base de Young, on onstate que ni [n � 2; 1℄ ni [n � 3; 1; 1℄ ne sont stables par l'ationde et endomorphisme, e qui d�emontre la premi�ere partie de l'�enon�e. D'autre part, ommet = tn�1;n ommute �a l'ation de Bn�2, on aResBn�2Spor(n)(�; �) = Ker(t� �)�Ker(t� �)�Ker(t� (� + (n� 2)� � �2 )):� Ker(t� (� + (n� 2)���2 )) est de dimension 1, et sa restrition �a Sn�2 est triviale.� La restrition de Ker(t� �) �a Sn�2 est isomorphe �a [n� 3; 1℄, et tn�3;n�2 admet pourspetre f�; �g.� La restrition de Ker(t��) �a Sn�2 est isomorphe �a [n�4; 1; 1℄+ [n�3; 1℄. On onstatedans la base de Young du module palier qu'auun des omposants isotypiques [n�4; 1; 1℄et 2[n � 3; 1℄ n'est stable pour l'ation de tn�3;n�2. Ainsi, auun des omposants [n �4; 1; 1℄ et [n� 3; 1℄ de Ker(t��) ne peut être stable pour l'ation de Bn�2 : Ker(t��)est irr�edutible. qfd.Nous obtiendrons les matries expliites de la repr�esentation de Bn assoi�ee dans le dernierhapitre de ette même partie.



95
Chapitre 2Repr�esentations de degr�e au plus nOn �xe un orps k, �egal �a R ou C.Nous �etudions dans e hapitre les repr�esentations ind�eomposables de Bn qui s'appuientsur la repr�esentation naturelle de Sn, isomorphe �a [n℄ + [n � 1; 1℄. Nous montrons que l'a-tion de Tn est ommutative, et qu'ainsi on peut failement assoier �a es repr�esentations desrepr�esentations de fSn. Nous onstruisons d'autre part des mod�eles \naturels" de es repr�e-sentations.Les repr�esentations irr�edutibles obtenues sont en partiulier elles qui ont d�ej�a �et�e renon-tr�ees par Sysoeva [68℄ [69℄ dans son �etude des repr�esentations irr�edutibles de faible dimensionde Bn.Nous en d�eduisons une lassi�ation des repr�esentations de Bn dont la dimension estau plus n. De plus, par l'�etude du produit tensoriel de deux repr�esentations irr�edutiblesde dimension n de fSn, nous entamons une �etude des repr�esentations de fSn que l'on peutfailement obtenir par onstrution tensorielle, laquelle sera poursuivie au hapitre III.1.2.1 La repr�esentation naturelle de SnNous nous int�eressons ii �a la repr�esentation naturelle de Sn, 'est-�a-dire �a l'ation �agauhe de Sn sur le k-espae vetoriel V de dimension n donn�ee sur une base 1; 2; : : : ; npar �(i) = �(i). Cette repr�esentation est sans multipliit�es, et admet deux omposantesirr�edutibles respetivement isomorphes �a [n� 1; 1℄ et [n℄.Pour l'ation de Sn, ette repr�esentation admet don une base de Gelfand-Tsetlin, surlaquelle on sait �erire l'ation des g�en�erateurs de Coxeter. On note G son diagramme deBratteli.Le houppier de niveau 2 orrespond au graphe[n� 1; 1℄

KKKKKKKKKK
[n℄[n� 2; 1℄

KKKKKKKKKK
[n� 1℄[n� 3; 1℄ [n� 2℄



96 CHAPITRE 2. REPR�ESENTATIONS DE DEGR�E AU PLUS nIl est don de dimension 4. Nous hoisirons pour base des hemins la base� = (�1; �2; �3; �4)ave �1 = [n� 2℄! [n� 1℄! [n℄�2 = [n� 2℄! [n� 1℄! [n� 1; 1℄�3 = [n� 2℄! [n� 2; 1℄! [n� 1; 1℄�4 = [n� 3; 1℄! [n� 2; 1℄! [n� 1; 1℄:Dans ette base, on peut �erire sn�1 et la forme g�en�erale d'un t �el�ement deEndSn�2�S2(V ), d�e�ni �a translation salaire pr�es :sn�1 = 0BB� 1 0 0 00 �1n�1 nn�1 00 n�2n�1 1n�1 00 0 0 1 1CCA t = 0BBB� x u(n�2)n u 0v y n(z�y)2 0v (z�y)(n�2)2 z 00 0 0 0 1CCCAOn a V = [n℄� [n� 1; 1℄ et, si l'on note  une projetion sur le houppier onsid�er�e, on a ([n℄) = < �1 > ([n� 1; 1℄) = < �2; �3; �4 > :La repr�esentation de Bn sur V est don- ind�eomposable ssi u 6= 0 ou v 6= 0- irr�edutible ssi u 6= 0 et v 6= 0.2.2 Repr�esentations de Bn et BnOn peut alors �erire les �equations L(t) = 0 et R(t) = 0 sur le houppier de niveau 4, dedimension 6, qui est repr�esent�e par le graphe[n� 1; 1℄
KKKKKKKKKK

[n℄[n� 2; 1℄
KKKKKKKKKK
[n� 1℄[n� 3; 1℄
KKKKKKKKKK
[n� 2℄[n� 4; 1℄
KKKKKKKKKK
[n� 3℄[n� 5; 1℄ [n� 4℄Par la m�ethode des bases de Gr�obner, on r�esout es �equations pour n assez grand. On obtientainsi, outre les repr�esentations d�eomposables d�ej�a onnues d'apr�es le hapitre pr�e�edent,



2.2. REPR�ESENTATIONS DE Bn ET Bn 97deux solutions orrespondant �a des repr�esentations ind�eomposablest = h0BB� 0 0 0 01 0 0 01 0 0 00 0 0 0 1CCA et t = h0BB� 0 n�2n 1 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0 1CCAet une solution orrespondant �a une repr�esentation irr�edutiblet = h0BBB� 2n n�2un2 1un 0u(n�2)n�1 n2�2n+2n(n�1) �1n�1 0u(n�2)n�1 �(n�2)n(n�1) n�2n�1 00 0 0 0 1CCCAPour ette derni�ere solution, le spetre de t est (0; 0; h; h). On onstate alors que, sur lehouppier de niveau 4, [tn�2;n�1; tn�1;n℄ = 0;'est-�a-dire que l'image de Tn est ommutative. Ainsi�k = skexp(htk;k+1)fournit une repr�esentation du groupe de tresses. Expliitement, sur le module palier, on obtientpour les ind�eomposables�n�1 = 0BB� 1 0 0 0h �1n�1 nn�1 0h n�2n�1 1n�1 00 0 0 1 1CCA et �n�1 = 0BB� 1 hn�2n h 00 �1n�1 nn�1 00 n�2n�1 1n�1 00 0 0 1 1CCAet pour la repr�esentation irr�edutible, en notant q = eh,�n�1 = 0BBB� 1 + 2(q�1)n (n�2)(q�1)n2u q�1nu 0(n�2)(q�1)un�1 �1n�1 � 2(q�1)n nn�1 + (q � 1) 0(n�2)(q�1)un�1 n�2n�1 + (n�2)(q�1)n 1n�1 00 0 0 1 1CCCADe plus, l'ation des autres g�en�erateurs de Coxeter se d�eduit matriiellement de elle de sn�1 :omme �k = skexp(htk;k+1), on a�k = (n� 1 k)(n k + 1)�n�1(n k + 1)(n� 1 k):En�n, le polynôme minimal de �k dans le as irr�edutible est (x2 � q2)(x� 1) : es repr�esen-tations se fatorisent don par une alg�ebre de Heke ylotomique (f. hapitre II.3).D'autre part, si l'on note provisoirement Rn(h; u) la repr�esentation irr�edutible de Bnque l'on onsid�ere ii, on peut onstater que le param�etre u est non signi�atif : Rn(h; u) 'Rn(h; v). Il en est don de même pour la repr�esentation de Bn assoi�ee qui ne d�epend, �a unparam�etre d'homog�en�e��t�e pr�es, que de q = eh. On noteLn(h) = Rn(h; u)Ln = Rn(1; u)Ln(q) = Rh Ln:Pour e qui est des ind�eomposables, le param�etre h, pour h 6= 0, n'est, de même, passigni�atif.



98 CHAPITRE 2. REPR�ESENTATIONS DE DEGR�E AU PLUS n2.3 Mod�eles naturelsDans ette setion, nous allons d�eterminer diretement des mod�eles \naturels", extrême-ment simples, des repr�esentations de Bn qui s'appuient sur [n � 1; 1℄ + [n℄, en utilisant lesindiations des setions pr�e�edentes.Nous rappelons que le mod�ele naturel de l'ation de Sn sur une base (e1; e2; : : : ; en) est(i j):ek = e(i j)k:2.3.1 La repr�esentation LnNous avons montr�e qu'il existe une unique repr�esentation irr�edutible Ln, de degr�e n, telleque Sp(t12) = (0n�2; 12):Nous savons de plus qu'alors les tij sont semi-simples et ommutent entre eux. D'autre part,�a partir de la matrie de tn�1;n sur le houppier de niveau 2, on v�eri�e que, pour Rh Ln, on a�k = sk(1 + (q � 1)tk;k+1):Guid�e par ses r�esultats, nous posons alorstk;k+1 = 0k�1 � I2 � 0n�k�1sk = Ik�1 � � 0 11 0 � � In�k�1o�u I2 est la matrie unit�e de taille 2, e qui d�e�nit bien une repr�esentation, provisoirementnot�ee nat(n), de Bn. MontronsLemme 8. nat(n) est irr�edutible pour n � 3.Preuve | On note E = kn l'espae ambiant, et on suppose un sous-espae stable propre V .Supposons t12(V ) = f0g. Comme touttij = ei 
 e�i + ej 
 e�jest onjugu�e �a t12 par des �el�ements de Bn, on a, pour tout j 6= i, tij(V ) = f0g, soit, pourtout i, e�i (V ) = 0 et V = 0.Si e n'est pas le as, omme t12 est semi-simple, on a x 2 V tel que t12(x) = x, 'est-�a-direqu'il existe (�; �) 6= (0; 0) tel que x = �e1 + �e2 2 V:Mais omme n � 3, t13x = �e1 2 Vt23x = �e2 2 Vdon e1 2 V ou e3 2 V . On d�eduit alors de la stabilit�e de V par Sn que, pour tout i, ei 2 V ,soit V = E. qfd.



2.3. MOD�ELES NATURELS 99Comme la restrition �a Sn de nat(n) est la repr�esentation naturelle de Sn, et par om-paraison du spetre de t12, on en d�eduit que nat(n) est isomorphe �a Ln. Les repr�esentationsint�egr�ees sont alors isomorphes, et Rh Ln peut être d�e�nie de fa�on �el�ementaire par�k = sk(1 + (q � 1)tk;k+1)= Ik�1 �� 0 qq 0 �� In�k+1:2.3.2 Repr�esentations ind�eomposablesDe la même fa�on, nous avons montr�e qu'il existait exatement deux (lasses de) repr�esen-tations ind�eomposables de Bn, �a un param�etre salaire pr�es, qui s'appuient sur la repr�esen-tation naturelle de Sn. D'apr�es les �eritures de tn�1;n sur le houppier de niveau 2, noussavons que les tij sont alors nilpotents. L'une des deux ations laisse stable [n � 1; 1℄, quis'identi�e dans la base hoisie �a l'espae engendr�e par les veteurs er � es, don, si l'on notet(1)ij l'endomorphisme assoi�e �a tij 2 Bn pour ette ation, on a8r; s t(1)ij (er) = t(1)ij (es):Comme t(1)ij ommute �a Sn�2�S2, et omme les tij se d�eduisent les uns des autres par ationde Sn, il en d�eoule qu'il existe � et � tels quet(1)ij (er) = �(ei + ej) + � Xk 62fi;jg ek:Comme t(1)ij est nilpotent, tr(t(1)ij ) = 2�+ (n� 2)� = 0:On peut ainsi, �a multipliation par un salaire pr�es, poser� = �(n� 2)2� = 1:On v�eri�e imm�ediatement que l'autre famille d'ind�eomposables est alors d�erite par les ma-tries transpos�ees t(2)ij des matries t(1)ij . Comme d'autre part on remarque que, sur le houppierde niveau 2, �k = sk(1 + htk;k+1);on en d�eduit que, si l'on note �(1)i (resp. �(2)i ) l'ation de �i pour i 2 [1; n � 1℄ sur la repr�e-sentation de Bn assoi�ee �a t(1)ij (resp. t(2)ij ), on at(1)ij (er) = �(n�2)2 (ei + ej) +Pk 62fi;jg ek�(1)i (er) = sier � hn�22 (ei + ei+1) + hPj 62fi;i+1g ejet �(2)i est la matrie transpos�ee de �(1)i .



100 CHAPITRE 2. REPR�ESENTATIONS DE DEGR�E AU PLUS n2.3.3 D�eomposition de Ln(a)
 Ln(b)Bn �etant munie d'une struture d'alg�ebre de Hopf, on peut former le produit tensorielLn(a)
Ln(b), dont l'int�egration sera isomorphe �a la repr�esentation�Zh Ln(a)�
�Zh Ln(b)�de Bn.Lemme 9. Pour a 6= b, ab 6= 0 et n � 3,Ln(a)
Ln(b) ' Ln(a+ b) +M(a; b)ave M(a; b) une repr�esentation irr�edutible de Bn.Preuve | L'espae engendr�e par les veteurs ei 
 ei pour1 � i � n est stable par Bn,et isomorphe �a Ln(a + b). On note V son suppl�ementaire stable engendr�e par les veteursei 
 ej pour i 6= j, et on note M(a; b) la repr�esentation de Bn orrespondante. On d�eduit duth�eor�eme de Chevalley d�ej�a it�e que RhM(a; b) est semi-simple, et omme ii l'image de Bnest �egale �a l'image de Bn, M(a; b) est semi-simple. Ainsi, si V est un sous-espae stable deM(a; b), on peut supposer que Ker(t12 � (a+ b)) \ V 6= f0g;'est-�a-dire qu'il existe (�; �) 6= (0; 0) tel quex = �e1 
 e2 + �e2 
 e1 2 V:D'o�u, omme n � 3, t13x = �ae1 
 e2 + �be2 
 e1 2 Vet, si a 6= b, < e1 
 e2; e2 
 e1 >� V . On d�eduit alors de la stabilit�e de V par Sn et de la2-transitivit�e de l'ation de Sn sur f1; : : : ; ng que, pour i 6= j, ei 
 ej 2 V . qfd.2.4 Restrition �a Bn�1Pour �etudier la restrition de Ln(h) �a Bn�1, il suÆt de onsid�erer la matrie de tn�2;n�1sur le houppier de niveau 3. La base des hemins hoisie serae1 = [n� 4℄! [n� 3℄! [n� 2℄! [n� 1℄! [n℄e2 = [n� 4℄! [n� 3℄! [n� 2℄! [n� 1℄! [n� 1; 1℄e3 = [n� 4℄! [n� 3℄! [n� 2℄! [n� 2; 1℄! [n� 1; 1℄e4 = [n� 4℄! [n� 3℄! [n� 3; 1℄! [n� 2; 1℄! [n� 1; 1℄e5 = [n� 4℄! [n� 4; 1℄! [n� 3; 1℄! [n� 2; 1℄! [n� 1; 1℄e6 = [n� 5; 1℄! [n� 4; 1℄! [n� 3; 1℄! n� 2; 1℄! [n� 1; 1℄:



2.5. CLASSIFICATION DES REPR�ESENTATIONS DE DEGR�E AU PLUS n DE Bn 101On a alors tn�2;n�1 = h0BBBBBB� + + + + 0 0+ + + + 0 0+ + + + 0 0+ + + + 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
1CCCCCCAo�u le signe "+" d�esigne un salaire non nul pour n > 3.Si l'on note  une projetion sur e houppier,ResSn�1Ln(h) = 2[n� 1℄ + [n� 2; 1℄;et  (2[n � 1℄) = < e1; e2 > ([n� 1; 1℄) = < e3; e4; e5; e6 > :On en d�eduit qu'auun des omposants isotypiques pour l'ation de Sn�1 n'est stable partn�2;n�1.D'autre part, dans la base (e01; e02; e3; e4; e5; e6) avee01 = e1 + une2e02 = (n�1)2un2 e1 + 1�nn e2on a tn�2;n�1 = h0BBBBBBBB�

0 0 0 0 0 00 2n�1 n(n�3)(n�1)2(n�2) n(n�1)(n�2) 0 00 n�3n n2�4n+5(n�1)(n�2) �1n�2 0 00 n�3n �(n�3)(n�1)(n�2) n�3n�2 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCAA onjugaison par un �el�ement de EndSn�1(V ) pr�es, on reonnâ�t la matrie d�ej�a obtenuepour tn�1;n, dans laquelle on a rempla�e n par n�1. Ainsi la restrition de ette repr�esentationLn(h) �a Bn�1, pour n > 3, est-elle la somme d'une repr�esentation triviale (de dimension 1)et de Ln�1(h) : ResBn�1Ln(h) = I+(h) + Ln�1(h):Pour n � 5, les houppiers onsid�er�es sont de dimension inf�erieure, mais les veteurs de baseabsents ne sont pas signi�atifs : on obtient enore le même r�esultat si n � 4. En revanhe,pour n = 3, Ln(h) ' �hB�h;0, etResB2L3(h) = I+(h) + I+(0) + I�(h):On en d�eduit don le diagramme de Bratteli de ette repr�esentation (f. page suivante).2.5 Classi�ation des repr�esentations de degr�e au plus n deBnOn d�eduit de e qui pr�e�ede une lassi�ation des repr�esentations de degr�e au plus n deBn, ei pour n suÆsamment grand. En e�et, si M est un Bn-module de dimension m � nsur k, on se trouve dans l'un des trois as suivants :1) ResSnM = r[n℄ + s[1n℄, ave r + s = m



102 CHAPITRE 2. REPR�ESENTATIONS DE DEGR�E AU PLUS n2) ResSnM = [n� 1; 1℄ ou ResSnM = [2; 1n�1℄3) ResSnM 2 f[n� 1; 1℄ + [n℄; [n� 1; n℄ + [1n℄; [2; 1n�1℄ + [n℄; [2; 1n�1℄ + [1n�1℄g:Dans le premier as, on a d�ej�a vu que si r; s � 1,M est for�ement d�eomposable. On peut donsupposer que l'ation de Sn est triviale. Alors les lasses d'isomorphismes de repr�esentationsind�eomposables de Bn sur M sont en bijetion naturelle ave elles de t12, soit k[t℄, qui sontbien onnues (th�eor�eme de Jordan dans le as o�u k est alg�ebriquement los).De plus, la repr�esentation de Bn assoi�ee est alors donn�ee par �k = eht.Le deuxi�eme as a �et�e trait�e pr�e�edemment : tij s'�erit �Id + �(i j), et il est bien onnuque la repr�esentation de Bn assoi�ee se fatorise par l'alg�ebre de Heke de type A : 'est larepr�esentation de Burau.Dans le troisi�eme as, nous venons de traiter ResSnM = [n � 1; 1℄ + [n℄ (ou ResSnM =[2; 1n�1℄ + [1n℄, qui lui est �equivalent). Dans les deux autres as, pour n grand, M est d�eom-posable, d'apr�es la proposition 9 de I.1.3.2.Ce qui pr�e�ede onstitue ainsi une version \in�nit�esimale" de la lassi�ation des repr�e-sentations de dimension au plus n de Bn, pour n suÆsamment grand, obtenue r�eemment parFormanek [40℄ et Sysoeva [68℄ [69℄. La m�ethode utilis�ee ii sugg�ere que l'�eparpillement qu'ilsont onstat�e des degr�es possibles des repr�esentations irr�edutibles de Bn lorsque n augmente,pourrait provenir du ph�enom�ene analogue pour les repr�esentations de Sn.Diagramme de Bratteli de Ln(h) Ln(h)
jjjjjjjjjjjjjjjjjjjI+(0) Ln�1(h)
jjjjjjjjjjjjjjjjjjI+(0) Ln�2(h)

iiiiiiiiiiiiiiiiiiii: : :I+(0) L5(h)
jjjjjjjjjjjjjjjjjjjI+(0) L4(h)
jjjjjjjjjjjjjjjjjjjI+(0) L3(h)
jjjjjjjjjjjjjjjjjjj

tttttttttI+(0)
HHHHHHHHHH
I�(h) I+(h)

sssssssssss;
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Chapitre 3Alg�ebres de Heke ylotomiquesde type AOn �xe un orps k, ylotomique de arat�eristique 0, trois variables formelles a, b et ,et j une raine primitive troisi�eme de 1 dans k. On note ~k le orps des frations de k[a; b; ℄et on �xe une lôture alg�ebrique K de k.Nous �etudions dans e hapitre les repr�esentations de ertains quotients de CBn. Cesquotients pr�esentent la propri�et�e remarquable d'être semi-simples et de dimension �nie. Leurd�e�nition par g�en�erateurs et relations se fait d'une fa�on uniforme �a partir de diagrammesde Coxeter g�en�eralis�es (f. [29℄). Ce sont, d'une fa�on g�en�erale, des d�eformations de l'alg�ebred'un groupe �ni, quotient de Bn.Ces quotients se pr�esentent sous la forme d'une s�erie in�nie, l'alg�ebre de Heke de typeA, dont les repr�esentations sont bien onnues depuis la th�ese d'Hoefsmit (f. [45℄), et de inqalg�ebres exeptionnelles, pour lesquelles les propri�et�es de �nitude de la dimension et de semi-simpliit�e sont onnues ou onjetur�ees. Ces alg�ebres sont les d�eformations des alg�ebres degroupe des groupes de r�eexion omplexe dont il a �et�e fait mention en I:1:1:2. Nous notonsen partiulier H4, H8, H16, H25 et H32 les alg�ebres de Heke \ylotomiques" assoi�ees auxgroupes de r�eexions omplexes G4, G8, G16, G25 et G32 sur ~k, et Ĥn = Hn
~k K l'extensiondes salaires de Hn �a la lôture alg�ebrique K de ~k hoisie.La setion 1 est onsar�ee aux d�e�nitions et pr�eliminaires. Nous montrons ensuite ommentutiliser la hâ�ne d'alg�ebres K � A � Ĥ4 � Ĥ25 � Ĥ32o�u A = K[x℄=(x�a)(x� b)(x� ), pour �etudier les repr�esentations de es alg�ebres. La setion2 onstitue une �etude �el�ementaire des repr�esentations de G4. Les repr�esentations irr�edutiblesde H4, et notamment leur desription matriielle, sont onnues depuis les travaux de Brou�eet Malle [28℄. Nous donnons en setion 3 une fa�on de les onstruire, et exprimons la seulerepr�esentation essentiellement nouvelle de H4 (par rapport aux alg�ebres de Heke lassiques)d'une mani�ere naturelle au regard de la hâ�neK � A � Ĥ4. La setion 4 est ensuite onsar�ee�a l'�etude de H25, et l'on y montre omment utiliser ette hâ�ne pour onstruire les repr�e-sentations irr�edutibles de H25. Des desriptions matriielles de es repr�esentations avaientd�ej�a �et�e obtenues par Gunter Malle et Mihel Brou�e, et utilis�ees dans [28℄. Nous montrons iiomment d�eduire la plupart d'entre elles des diagrammes de Bratteli des repr�esentations deG25 relativement �a la hâ�ne feg � Z=3Z � G4 � G25



104 CHAPITRE 3. ALG�EBRES DE HECKE CYCLOTOMIQUES DE TYPE Aet exprimons les derni�eres, dont les matries nous ont �et�e ommuniqu�ees par Gunter Malle[60℄, d'une fa�on naturelle par rapport �a ette hâ�ne. En�n, la setion 5 montre ommentl'on peut aborder l'�etude des repr�esentations de H32 �a partir des m�ethodes d�evelopp�ees ii.Lors de l'�etude deH4, les aluls onernant l'ation des g�en�erateurs pour la repr�esentationr�eguli�ere ont �et�e e�etu�es manuellement. Les r�esultats onernant les multipliit�es des diversesrestritions ainsi que les valeurs des arat�eres ont �et�e obtenues �a l'aide du module CHEVIE[GHL+96℄ de GAP 3 [S+95℄. En�n, les aluls d'alg�ebre lin�eaire et la r�esolution des �equationspolynomiales ont �et�e e�etu�ees �a l'aide du logiiel MAPLE.3.1 Alg�ebres de Heke g�en�eralis�eesUn orps k, ylotomique de arat�eristique 0, est toujours �x�e. Pour (ai) une famillede n variables formelles, on note ~k le orps des frations de k[a1; : : : ; an℄, et K une lôturealg�ebrique de ~k.On onsid�ere alors l'alg�ebreHp(a1; : : : ; an) d�e�nie sur k[a1; : : : ; an℄ par g�en�erateurs s1; : : : ;sp�1 et relations, pour tout r = 1 : : : p�1, et tous i; j tels que ji� jj � 2,�nd=1(sr � ad) = 0srsr+1sr = sr+1srsr+1sisj = sjsi:L'alg�ebre Hp(a; b) est l'alg�ebre de Heke g�en�erique de type Ap�1. H4 = H3(a; b; ), H25 =H3(a; b; ; d), H32 = H3(a; b; ; d; e), H8 = H4(a; b; ) et H16 = H5(a; b; ) sont les alg�ebresde Heke ylotomiques au sens de [29℄ des groupes de r�eexions omplexes num�erot�es G4,G25, G32, G8 et G16 dans la lassi�ation de Shephard et Todd [67℄. Dans le as g�en�eral, sil'on sp�eialise a1; : : : ; an en la suite 1; !; : : : ; !n�1 o�u ! est une raine primitive nede l'unit�e,on obtient l'alg�ebre d'un groupe. Si Hp(a1; : : : ; an) est libre de rang �ni sur k[a1; : : : ; an℄, leth�eor�eme de d�eformation de Tits dit queK 
k[a1;:::;an℄ Hp(a1; : : : ; an) ' KG:On sait que 'est le as pour les alg�ebres de Heke de type A, ainsi que pour les alg�ebresylotomiques assoi�ees �a G4, G25, G8, G16, et l'on onjeture que 'est �egalement vrai pourG32 (f. setion I.1.1.2). On va d�erire en partiulier les repr�esentations de H3(a; b). CommekS3, ette alg�ebre admet deux repr�esentations de degr�e 1 (s; t 7! a et s; t 7! b), et une dedegr�e 2. Un mod�ele matriiel peut être donn�e pars = � a 00 b � et t = 1a� b � �b2 b2 � ab+ a2�ab a2 �En�n, si b1; : : : ; bm est une sous-famille de a1; : : : ; an, il existe un morphisme surjetif dek[a1; : : : ; an℄-alg�ebresHp(a1; : : : ; an)! k[a1; : : : ; an℄
k[b1;:::;bm℄ Hp(b1; : : : ; bm):En partiulier, si l'on onnâ�t les repr�esentations deHp(b1; : : : ; bm) pour des familles b1; : : : ; bmde longueur m stritement inf�erieure �a n, et si ! est une raine primitive nede l'unit�e, elapermet de onstruire des repr�esentations de l'alg�ebre de groupe Hp(1; !; : : : ; !n�1).



3.2. REPR�ESENTATIONS DE G4 1053.2 Repr�esentations de G4On note G le groupe de ardinal 24 num�erot�e G4 dans la lassi�ation de Shephard etTodd [67℄. On a une pr�esentation par g�en�erateurs s; t et relations :s3 = 1t3 = 1sts = tst:Il est lair que G est un quotient de B3.Le entre de G est ylique d'ordre 2, engendr�e par (st)3. Le quotient de G par son entreest isomorphe au groupe altern�e A4. Un tel isomorphisme est d�e�ni par le hoix de deux3-yles distints portant sur deux lettres ommunes et appartenant �a la même lasse deonjugaison, sur lesquels on envoie s et t. Par exemple, on pose �(s) = s1s2 et �(t) = s3s2,o�u l'on a not�e si les g�en�erateurs de Coxeter de S4.La th�eorie des repr�esentations de A4 est bien onnue, et peut s'obtenir soit diretement[9℄, soit �a partir de la th�eorie de Cli�ord et des repr�esentations de S4 [1℄ [14℄ : on a trois re-pr�esentations irr�edutibles de degr�e 1, et une de degr�e 3. On en d�eduit quatre repr�esentationsde G :{ S! pour ! 2 f1; j; j2g, repr�esentations de degr�e 1 d�e�nies par s = t = !{ V , repr�esentation de degr�e 3 dont un mod�ele matriiel peut être donn�e sur Z :s = 0� 0 0 11 0 00 1 0 1A et t = 0� 1 0 00 0 1�1 �1 �1 1AD'autre part, kG = H(1; j; j2) se surjete dans H(1; j), H(j; j2) et H(1; j2). Comme esalg�ebres admettent haune une repr�esentation de degr�e 2, on en d�eduit trois repr�esentationsirr�edutibles de degr�e 2 de G4 : on note U! pour ! 2 f1; j; j2g la repr�esentation issue deH(f1; j; j2g n f!g). Si f1; j; j2g = f!; !0; !00g, on obtient ainsi un mod�ele matriiel de U! :s = � !0 00 !00 � et t = � 13(!00 � !) �23 !00!0 13(!0 � !) �On a ainsi obtenu la liste ompl�ete des repr�esentations de G :24 = 3� 12 + 3� 22 + 32:A partir des lasses de onjugaisons de A4, on obtient failement la liste des 7 lasses deonjugaisons de G :{ f1g, f(st)3)g{ fs; t; tsts; ststg, fts2t; t2s2; s2t2; st2sg{ fs2; t2; s2t2s2t2; t2s2t2s2g, ft2st2; st; ts; s2ts2g{ fs2t; ts2; sts; t2s; st2; ts2t2sg:



106 CHAPITRE 3. ALG�EBRES DE HECKE CYCLOTOMIQUES DE TYPE AOn peut ainsi �erire la table des arat�eres1 s s2t2 s2 st sts (st)3U! 2 �! ! �!�1 !�1 0 �2V 3 0 0 0 0 �1 3S! 1 ! ! !�1 !�1 1 1Cette table permet notamment de d�eomposer les produits tensoriels. Pour !; !0 2 �3, on a :U! 
 S!0 = U!!0U! 
 U!0 = V + S!!0V 
 S! = VU! 
 V = U1 + Uj + Uj2V 
 V = 2V + S1 + Sj + Sj2S! 
 S!0 = S!!0 :3.3 L'alg�ebre de Heke ylotomique de G4On s'int�eresse don ii aux repr�esentations de l'alg�ebre H4 = H3(a; b; ), d�e�nie par g�en�e-rateurs s; t et relations (s� a)(s� b)(s� ) = 0(t� a)(t� b)(t� ) = 0sts = tst:On note M = fa; b; g.La liste de mots en s et t donn�ee pr�e�edemment,(1; (st)3; s; ts2t; t; st2s; s2; t2st2; t2; s2ts2; st; s2t2s; ts; t2s2t; s2t; t2s; ts2; st2; sts;(st)3sts; s2t2; tsts; t2s2; stst);repr�esente une liste d'�el�ements de G4, si l'on identi�e s et t aux g�en�erateurs de G4. D'apr�esle th�eor�eme de Tits et [28℄, elle repr�esente �egalement une base de ~k 
 H4, si l'on identi�eette fois les s et t aux g�en�erateurs de H4. On peut don �erire l'ation r�eguli�ere �a gauhedans ette base (inversement, la donn�ee de ette ation permettra de red�emontrer e fait, yompris pour les sp�eialisations en a; b; ).Si l'on onsid�ere l'automorphisme � 2 Aut(H4) d�etermin�e par �(s) = t et �(t) = s, onremarque tout d'abord que la famille onsid�er�ee est invariante par � . Ainsi, la matrie de �dans ette base est une matrie de permutation ais�ee �a d�eterminer, et il suÆt d'obtenir lamatrie de la multipliation �a gauhe par s.Il s'agit don d'utiliser les relations pour simpli�er les mots obtenus apr�es multipliation�a gauhe par s. Dans la plupart des as, ette op�eration est imm�ediate. Pour les as plusdiÆiles on obtient, en notant provisoirement �i la ie fontion sym�etrique �el�ementaire en



3.3. L'ALG�EBRE DE HECKE CYCLOTOMIQUE DE G4 107a; b; , et � = (st)3 :s:� = �1� � �2t2st2 + �3ts2t�3s:t2s2t = (st)3sts+ �1(�2 � �21)(st)3 + �21�2t2st2 � �21�3ts2t+ �21�2s2ts2��1�22tsts+ �1�2�3ts2 � �1�3s2t2s� �1�22stst+ �32sts��22�3tss:�sts = ��1(�2�1 � �3)st3 � �3�2�1st2s+ �22�1t2st2 + �22�1s2ts2��23�2st� �3�2t2s2t+ �3�22st2 + �1�sts� �32stst+ �23t2s2��1�2�3tsts+ �3�22stss:t2s2 = ��1ts2t+ �1st2s+ t2s2t+ �2s2t� �2st2:D'apr�es le th�eor�eme de d�eformation de Tits et l'�etude pr�e�edente, on sait que, apr�esextension des salaires �a K, ette alg�ebre admet trois repr�esentations irr�edutibles de degr�e1, trois de degr�e 2, et une de degr�e 3, que l'on note V .On obtient imm�ediatement les repr�esentations de degr�e 1 : pour ! 2M , on peut d�e�nir S!par s; t 7! !. On peut obtenir de la même fa�on que pr�e�edemment les repr�esentations de degr�e2 : il suÆt par exemple de projeter H3(a; b; ) sur H3(a; b) pour remonter la repr�esentationirr�edutible de degr�e 2 en une repr�esentation Ua;b de H4.Le mod�ele matriiel est ainsi elui obtenu pour la repr�esentation de degr�e 2 de H3(a; b),qui a �et�e d�erit en setion 1.On peut alors expliitement d�erire la surjetionp : Ĥ4 ! End(Sa)�End(Sb)�End(S)�End(Ua;b)�End(Ub;)�End(Ua;);dont le noyau est End(V ), o�u V est l'unique repr�esentation irr�edutible de degr�e 3 de Ĥ4. Onremarque que si v est un veteur propre pour S, l'espae engendr�e par v; Tv; T 2v onstitueune opie de V . Si l'on sait �erire une expression matriielle pour l'ation r�eguli�ere de Ĥ4, onsaura en faire autant pour ette repr�esentation de degr�e 3.Mais, d'apr�es e qui pr�e�ede, on sait obtenir l'ation de s et t pour la repr�esentation r�egu-li�ere, sous forme matriielle dans la base pr�e�edemment d�erite. A l'aide du logiiel MAPLE,on en d�eduit une base de End(V ), et un veteur propre v de la restrition de s �a End(V ).Sur (v; tv; t2v), on obtient pour l'ation des g�en�erateurss = 0BBBBBBB� a 2 b2a (b+ ) a2 b2 +  b a2 + a2 2 + b a 2 +  a b2 + 2 b2a0 �b a �a2 b+ b2 a+ 2 a b  +  b2 + a2 + a 2 + b 2a0 b a (b+ ) a b+ b +  aa
1CCCCCCCAet t est naturellement repr�esent�e par une matrie ompagnont = 0� 0 0 a b 1 0 �a b� b �  a0 1 a+ b+  1ASi l'on diagonalise la matrie de s, on peut mettre V sous la forme suivantes = 0� a 0 00 b 00 0  1A



108 CHAPITRE 3. ALG�EBRES DE HECKE CYCLOTOMIQUES DE TYPE Aet
t = 0BBBBBBB� (b+ ) b (a� b) (a� )  (a + b2)(a� b) (a � ) b (a b+ 2)(a� b) (a� ) (b + a2)(b� a) (b� ) (a+ ) a (b� a) (b� ) a (a b+ 2)(b� a) (b� )b (b + a2)(� a) (� b) a (a + b2)(� a) ( � b) (a+ b) a b(� a) ( � b)

1CCCCCCCAD�eg�en�eresenesOn s'int�eresse en�n aux sp�eialisations en a; b; . On rappelle qu'une alg�ebre unitaire A dedimension �nie sur un orps de arat�eristique 0 est absolument semi-simple si et seulementsi la forme bilin�eaire tr(xy) sur A onsid�er�e omme A-module �a gauhe est non d�eg�en�er�ee (f.Bourbaki [3℄ x2 ex. 1).Ainsi, siA est l'alg�ebre obtenue par extension des salaires deH3(a; b) au orps des frationsde k[a; b℄, en �erivant expliitement l'ation r�eguli�ere dans la base(1; s; t; st; ts; sts);on obtient omme disriminant de la forme trae�16a2b2(a� b)2(a2 � ab+ b2)6:De la même fa�on, nous avons d�ej�a exprim�e l'ation �a gauhe de H3(a; b; ) sur elle-même,dans sa base habituelle. On obtient alors pour disriminant21239a6b66(� b)10(a� )10(b� a)10(2 � b+ b2)6(a2 � a+ 2)6(b2 � ba+ a2)6(a2 + b)14(b2 + a)14(2 + ab)14:3.4 Repr�esentations de H25On rappelle que l'on note Hn l'alg�ebre de Heke ylotomique assoi�ee au groupe der�eexions omplexes Gn. Pour n 2 f4; 25; 32g, les variables g�en�eriques seront toujours not�eesa; b; .Le traitement de G25 et de son alg�ebre de Heke g�en�erique est bas�e sur le fait suivant,d�eduit des tables alul�ees �a l'aide du module CHEVIE de GAP 3 :Proposition 23. La hâ�ne 1 � Z=3Z � G4 � G25 est sans multipliit�esPreuve | Calul �el�ementaire �a partir du module CHEVIE de GAP 3. qfd.Le th�eor�eme de d�eformation de Tits implique alors qu'il en est de même pour la hâ�neorrespondante d'alg�ebres de Heke. L'ordre de G25 est 648. Il sera sous-entendu que lesrestritions que l'on onsid�ere ii onernent les inlusions �el�ementaires de ette hâ�ne.On rappelle que l'on note n = (�1�2 : : : �n�1)n l'�el�ement g�en�erateur positif du groupe detresses Bn, et Æn 2 Bn l'�el�ement tel quen = Ænn�1;



3.4. REPR�ESENTATIONS DE H25 109soit enore Æn = �n�n�1 : : : �2�21�2 : : : �n; en partiulier, Æ1 = �21 , Æ2 = �2�21�2, et es �el�ementsse d�eduisent don les uns des autres par l'�egalit�e Æn = �nÆn�1�n.Le morphisme surjetif B4 � B3 d�e�ni en I.1.1.1, dont l'inlusion B3 ,! B4 utilis�ee iiest une setion, permet de relever haune des repr�esentations irr�edutibles de ~k
H4 en desrepr�esentations irr�edutibles de ~k 
H25. On les note Sa; T fa;bg et V . On a donResS� = S�ResV = VResT f�;�g = U�;�:Les restritions des autres repr�esentations irr�edutibles de Ĥ25, not�ees U�;�, V �;�; , W�,X et X 0, pour f�; �; g = fa; b; g, sontResUa;b = Sa + Ua;bResV a;b; = Sa + Ua;b + VResW a = Sa + Ua;b + Ua; + VResX = Ua;b + Ub; + U;a + VResX 0 = Ua;b + Ub; + U;a + V:La distintion entre X et X 0 peut se faire de la mani�ere suivante : les deux repr�esentations deG25 assoi�ees sont onjugu�ees l'une de l'autre, et d'apr�es la table de arat�eres, 4 = (�1�2�3)4agit sur l'une par j, sur l'autre par j2. On note X la premi�ere, et X 0 la seonde .Les repr�esentations de type Ua;b peuvent s'obtenir diretement, ar elles proviennent deH4(a; b), alg�ebre de Heke lassique de type A.3.4.1 La repr�esentation V a;b;Pour e qui est de V a;b;, on a le diagramme de Bratteli suivant :V a;b;Sa zzzzzzzz Ufa;bg VCCCCCCCCa yyyyyyyyy

lllllllll

lllllllllb zzzzzzzzzz ;FFFFFFFFFF

yyyyyyyyyyPour un sommet donn�e, on note da le nombre de hemins qui joignent e sommet �a a. Alors,det(�1) = adabdbd . Ainsi, det(n) = (adabdbd)n(n�1). De plus, le degr�e du module assoi�eest da + db + d, et n est entral, don agit salairement : det(n) = da+db+dn . Finalement,n = !(adabdbd) n(n�1)da+db+dave ! une raine de l'unit�e. Pour obtenir ette valeur !, il suÆt de sp�eialiser aux rainestroisi�emes de l'unit�e, et de omparer ave la table des arat�eres de G25. Si l'on indique lesvaleurs de  sur le diagramme de Bratteli, on obtient



110 CHAPITRE 3. ALG�EBRES DE HECKE CYCLOTOMIQUES DE TYPE Aa6b42a6 yyyyyyyyy �a3b3 (ab)2IIIIIIIIIa2 yyyyyyyyy

kkkkkkkkkk

kkkkkkkkb2 uuuuuuuuuu 2;FFFFFFFFFF

tttttttttttOn herhe alors la valeur de s = �3 sur les briques sup�erieures. Le spetre de s est ontenudans fa; b; g, et de plus det(Æn) = det(�n)2det(Æn�1) : les valeurs des Æn d�eterminent don lespetre de �3 sur haune des briques. En ombinant es di��erentes onditions, on obtientque sur la brique V a;b;
yy

yy
yy

yyUa;b V
wwwwwwwwwwbla matrie de s vaut12 + ab � (a+ b)2 �abw (2 + ab� (a+ b))w(2 + ab+ (a+ b)) (a+ b)ab �ave w un salaire ind�etermin�e.On s'int�eresse maintenant �a la briqueV a;b;
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a2b22
kkkkkkkkkkkkkkkkkka a2En utilisant le fait que le spetre de s sur ette brique est fa; b; g, on obtient la matrie0BB� b3  (+b)(a2�a b+b2) (a2+b ) (a3�b2 ) (a�b) u(a2�a b+b2) (a2+b ) (a3�b2 ) (a�) v(a2+b ) (a2�a b+b2)� b 2 (+b) (b2+a )(a2�a b+b2)u (a b+2) �a  (a3�a2 b�a 2+2 b� a2�b  a)(a2�a b+b2) (a b+2) (+b) (b2+a ) (a�) v  a2(a2�a b+b2) (a b+2) b (a�b) ub3 (a+) (a�) (a�b)(a b+2) (a2+b ) v �a2 (a�b) u b (a+) (a�)(a2+b ) (a b+2)  v a3 (+b) (b+a)(a b+2) (a2+b ) 1CCAave u et v des salaires �a d�eterminer.



3.4. REPR�ESENTATIONS DE H25 111Il n'y a alors plus que trois salaires �a d�eterminer. L'�equation de tresses �2�3�2 = �3�2�3se r�e�erit omme une liste de 36 �equations en u; v; w. Il suÆt en fait de r�esoudre une de es�equations pour les r�esoudre toutes : on obtient la relation(a2 + ab+ b3 + b2)v = buw(a4 � 2a3b� a3+ 2ba2+ 2a2b2 � b3a� 2b2a+ b3):Le hoix de deux des param�etres �xe ainsi le troisi�eme, e qui d�etermine ensuite un mod�elepour V a;b;.3.4.2 Les repr�esentations X et X 0On s'int�eresse maintenant �a X et X 0. Leurs diagrammes de Bratteli sont identiques, lesvaleurs de n onjugu�eesX
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uuuuuuuuuuu; 1A permutation des param�etres pr�es, il n'y a qu'une brique �a �etudier :X
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�a3b3�ab3 JJJJJJJJJJ a2b22b22 �a33�a3
tttttttttta a2Comme pr�e�edemment, le spetre de s est sur ette brique fa; b; g, et on obtient ommematrie 0BB� j(a�j2)3(b�)(ab+2) (ab�j22)(a+j)(b�)(ab+2) 1u j2(ab�j22)(b+j22)b(b�)(ab+2) 1v2a(a+bj)(j+b)(b2+a)(ab+2) u ja(b22�ja(b2+b2+b3+3))(b2+a)(ab+2) �(b+j2)a(a+bj)b2(b2+a)(ab+2) uv�(a�j2b2)(j+b)(b2+a)(b�) v jb(j+a)(a�j2b2)(b2+a)(b�) vu (a�j2b)b3(b2+a)(b�) 1CCAave u et v des salaires �a d�eterminer.Le mod�ele matriiel ainsi obtenu d�epend de six param�etres u!; v! pour ! 2 fa; b; g. L'�equa-tion �2�3�2 = �3�2�3 fournit alors 81 relations. Elles se r�esolvent ette fois enore ais�ement,sous la forme des trois relations(b2 + a)(j + a)bub = j(a2 + b)(a+ bj)(j + b)ua(ab+ 2)v1u = �j(a2 + b)(b + j2)ua(a+ bj)(j + b)vav = �j(j + a)bvb:



112 CHAPITRE 3. ALG�EBRES DE HECKE CYCLOTOMIQUES DE TYPE A3.4.3 Les repr�esentations W xPour terminer le as de G25, il s'agit de traiter W a :W a
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jjjjjjjjjjjjjjjjjjjja a2Le spetre de s sur ette brique est fa; a; b; g.Les deux autres briques sont de taille 2, de typeW a

@@
@@

@@
@@

{{
{{

{{
{{

a6b33
II

II
II

II
II

uuuuuuuuuUa;b
DD

DD
DD

DD
D

V
}}

}}
}}

}}
}

�a3b3
IIIIIIIIII a2b22

uuuuuuuuuub b2On trouve omme pr�e�edemment que sur ette brique s vaut12 + ab � 2(a+ ) (� b)a 1u(a2b� 3)u (a+ )ab) �ave u �a d�eterminer.Il reste don �a r�esoudre l'�equation Æ4 = sÆ3s sur la brique de taille 4. Elle se r�e�eritÆ3Æ4 = (Æ3s)2 = 4=2 = a4b33Id. Pour d�eterminer la lasse de onjugaison de Æ3s, il suÆtd�es lors de d�eterminer sa trae, qui est de la forme (u� v)a2pb33 ave u+ v = 4. On v�eri�ed'apr�es e qui pr�e�ede que la trae est nulle sur les briques de taille 2. La table des arat�eresde G25 dit que la sp�eialisation en 1; j; j2 de et �el�ement a une trae nulle, don u = v.Pour r�esoudre ette �equation, il suÆt alors d'introduire une raine arr�ee w de a4b33, et de



3.5. SUR LES REPR�ESENTATIONS DE H32 113onsid�erer la forme g�en�erale d'un P 2 GL4(K)=GL2(K) � GL2(K). Ave un l�eger abus denotations, on a s = Æ�13 P 0BB� w 0 0 00 w 0 00 0 �w 00 0 0 �w 1CCAP�1Les s solutions sont alors param�etr�ees par dimKGL4(K)=GL2(K)�GL2(K) = 8 param�etres,et il faut ensuite r�esoudre l'�equation de tresse en fontion de es param�etres. Dans e as, legain de ette m�ethode est relativement faible ar les �equations �a r�esoudre restent ompliqu�ees.Gunter Malle nous a ommuniqu�e [60℄ le r�esultat des aluls qu'il avait e�etu�es d'uneautre fa�on, �a l'oasion de son travail ave Mihel Brou�e [28℄. R�e�erit dans notre formalisme,l'ation de s3 sur la brique de taille 4 est donn�ee par0BBBBB� b22AQ(a;b)Q(a;)D(a) a2(a�b)Q(a;b) ab2(a�)D()Q(a;)D(b) a(a�b)(a�)D(b)2N(b)(a4+b22+a2b)aQ(a;b)D()D(a)Q(a;) a22(a+)D()Q(a;b) aN(b)(a�)D(b)Q(a;) a2(a�)(a+)D()D(b)b2N()(a4+b22+a2b)aD()D(a)Q(a;)Q(a;b) aN()(a�b)D()Q(a;b) a2b2(a+b)D(b)Q(a;) a2(a�b)(a+b)D()D(b)bN(b)N()(a4+b22+a2b)aD()D(a)2Q(a;b)Q(a;) a2bN()(a+)D(a)D()Q(a;b) a2bN(b)(a+b)D(a)D(b)Q(a;) a3BD(a)D()D(b)
1CCCCCAave A = (a2 + b2)� (2 � ab)(b� a)B = a(b3 + 3) + ab(b+ ) + 2b(a2 + b)Q(a; b) = a2 + b2 � abQ(a; ) = a2 + 2 � aD(a) = a2 + bD(b) = b2 + aD() = 2 + abN(b) = b3 � a2N() = 3 � a2bet il suÆt de prendre alors omme param�etre u = 1 dans haune des briques de taille 2 pourompl�eter la desription matriielle de ette repr�esentation.3.5 Sur les repr�esentations de H32On peut entreprendre la même �etude pour l'alg�ebre de Heke de G32. La diÆult�e vientessentiellement ii de la taille de e groupe (155520 �el�ements), et plus enore de elle deses repr�esentations. En�n, la m�ethode utilis�ee pr�e�edemment ne s'applique pas �a l'une des(lasses de) repr�esentations de e groupe : un alul �el�ementaire �a l'aide du module CHEVIEde GAP 3 montre que la restrition �a G25 des repr�esentations irr�edutibles de degr�e 80 de G32pr�esente des multipliit�es. D'autre part, la �nitude de la dimension de ette alg�ebre de Hekeylotomique, dont d�epend l'isomorphisme de Tits, reste �a notre onnaissane onjeturale.D�eduite d'une table, alul�ee par le module CHEVIE de GAP 3, des restritions des ara-t�eres de G32 �a G25, nous indiquons ii les restritions �a Ĥ25 des repr�esentations de Ĥ32, sous laforme d'un tableau. La olonne \nombre" indique le ardinal de l'orbite de es repr�esentationspour l'ation de S3 par permutation de a, b et . Les repr�esentations de degr�e 4, 5 et 6 se



114 CHAPITRE 3. ALG�EBRES DE HECKE CYCLOTOMIQUES DE TYPE Ad�eduisent diretement des repr�esentations de l'alg�ebre de Heke de type A sur inq lettres. Cetableau permet de d�eterminer les diagrammes de Bratteli orrespondant aux repr�esentations.Degr�e Nombre Restrition1 3 Sa4 65 66 310 6 Sa + Ua;b + V a;b;15 3 V + V b;;a + V ;b;a3 Sa + Ua;b + Ua; +W a20 3 T a;b + Ua;b + U b;a + V a;b; + V b;a;3 W a + V ;a;b + V b;a;6 Sa + T a;b + Ua;b + V a;b; +W a6 W a + Ua;b + U b;a + V b;a;24 3 Sa + V + V a;b; + V a;;b +W a30 3 T a;b + T a; +W a +X +X 06 Sa + Ua;b + V a;b; + V b;a; + V a;;b +W a36 3 Sa + Ua;b + Ua; + V a;b; + V a;;b +X3 Sa + Ua;b + Ua; + V a;b; + V a;;b +X 040 6 T a;b + Ua;b + Ua; + V a;b+W a +X +X 045 3 T b; + U b; + U ;b + V b;;a + V ;b;a+W b +W  +X3 T b; + U b; + U ;b + V b;;a + V ;b;a+W b +W  +X 060 3 T b; + V b;;a + V a;b; + V ;b;a + V a;;b+W b +W  +X +X 06 T a;b + V + Ua;b + V a;b; + V b;a; + V a;;b+W a +W b +X +X 064 3 U ;b + U b; + V ;a;b + V b;;a + V b;a;+V ;b;a +W b +W  +X +X 03 U ;b + U b; + V ;a;b + V b;;a + V b;a;+V ;b;a +W b +W  +X +X 080 3 Ua; + Ua;b + V ;a;b + V a;b; + V b;a;+V a;;b + 2W a +W b +W  +X +X 081 1 V + V ;a;b + V b;;a + V a;b; + V b;a;+V ;b;a + V a;;b +W a +W b +W  +X +X 01 V + V ;a;b + V b;;a + V a;b; + V b;a;+V ;b;a + V a;;b +W a +W b +W  +X +X 01 V + V ;a;b + V b;;a + V a;b; + V b;a;+V ;b;a + V a;;b +W a +W b +W  +X +X 0L'algorithme utilis�e pr�e�edemment s'applique alors, plus ou moins failement suivant lataille des briques et la omplexit�e du diagramme. Parmi les as simples, signalons les repr�e-sentations de degr�e 10 et 15, ainsi que le 3e type de repr�esentations de degr�e 20, dont les



3.5. SUR LES REPR�ESENTATIONS DE H32 115briques de niveau maximal sont de taille au plus 3. Nous le ferons expliitement au hapitresuivant pour les repr�esentations de degr�e 10, qui sont des as partiuliers de la repr�esentationde Krammer.Remarquons d'autre part que et algorithme ne peut s'appliquer �a un as, elui des repr�e-sentations de degr�e 80, dont la restrition �a H25 omporte une repr�esentation de typeW� avemultipliit�e 2. Cela sugg�ere que la hâ�ne utilis�ee ii n'est peut-être pas la bonne pour �etudierune telle repr�esentation, et qu'il faut introduire une alg�ebre interm�ediaire entre H25 et H32,probablement assoi�ee �a un sous-groupe de G32 ontenant G25. Remarquons en partiulierqu'il existe d'apr�es GAP 3 un unique sous-groupe G de G32, engendr�e par G25 et�4�23�22�1�4�3�22�3�4�1�22�23�4;qui ontient G25 et tel que [G : G25℄ = 2.
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Chapitre 4Repr�esentations sporadiquesLe but de e hapitre est de d�eterminer expliitement les repr�esentations sporadiquesque nous avons fait apparâ�tre dans le premier hapitre de ette partie. Nous rappelons quees repr�esentations de Bn ont omme propri�et�e remarquable de rester irr�edutibles apr�esrestrition �a Bn�1. Comme, de plus, elles s'appuient sur le module de Speht assoi�e �a lapartition [n � 2; 1; 1℄, d'apr�es la r�egle de Young, leur restrition �a Bn�1 s'appuiera sur [n �2; 1℄ + [n� 3; 1; 1℄.La premi�ere setion �etudie ette situation, et lassi�e plus pr�eis�ement les repr�esentationsirr�edutibles deBn qui s'appuient sur [n�1; 1℄+[n�2; 1; 1℄. On d�etermine de plus le diagrammede Bratteli de es repr�esentations, lesquelles sont en fait de deux types : l'un, R(n)1 , sera �etudi�eplus tard, et orrespond �a une repr�esentation du groupe sym�etrique �etendu. L'autre, not�eR(n)2 , est alors elui qui nous int�eresse ii, et l'on a don, �a la �n de ette setion, d�etermin�ele diagramme de Bratteli de ette repr�esentation sporadique de Bn.Nous appliquons l'algorithme expos�e en I.2.7.2 dans les setions suivantes, d'abord �a larepr�esentation R(n)2 en setion 2, puis aux repr�esentations sporadiques en setion 3 : on aainsi d�etermin�e la matrie de la repr�esentation de Bn qui orrespond �a la repr�esentationsporadique apparue au d�ebut de ette partie. Identi�ant la repr�esentation de Bn assoi�ee �aR(n)2 �a la repr�esentation �etudi�ee par Krammer [52℄ [53℄ et Bigelow [24℄, nous onluons ehapitre par des ommentaires sur les sp�eialisations de ette repr�esentation.
4.1 La vari�et�e Vs([n� 1; 1℄� [n� 2; 1; 1℄)Nous allons �etudier dans ette setion les repr�esentations de Bn qui s'appuient sur M =[n� 2; 1; 1℄ + [n� 1; 1℄. On se trouve alors exatement dans le même adre que lors de l'�etudede la repr�esentation naturelle : on onsid�ere un �el�ement t 2 EndSn�2�S2M g�en�erique, et onr�esout les �equations L(t) = 0 et R(t) = 0. Ii, les �equations sont plus diÆiles �a lassi�er, enraison d'un nombre important d'ind�eomposables. Nous nous ontenterons don de d�erire lessolutions irr�edutibles, e qui se traduit sur t par une ondition ouverte, not�ee symboliquementS(t) 6= 0.



118 CHAPITRE 4. REPR�ESENTATIONS SPORADIQUESLe houppier de niveau 3 orrespond au graphe[n� 2; 1; 1℄
NNNNNNNNNNN
[n� 1; 1℄

KKKKKKKKKK[n� 3; 1; 1℄
NNNNNNNNNNN
[n� 2; 1℄

KKKKKKKKKK
[n� 1℄[n� 4; 1; 1℄

NNNNNNNNNNN
[n� 3; 1℄

KKKKKKKKKK
[n� 2℄[n� 5; 1; 1℄

NNNNNNNNNNN
[n� 4; 1℄

KKKKKKKKKK
[n� 3℄[n� 6; 1; 1℄ [n� 5; 1℄ [n� 4℄Ainsi, le houppier de niveau 4 est pour n � 7 de dimension 16, elui de niveau 3 de dimension11, elui de niveau 2 de dimension 7.4.1.1 Classi�ationLa forme g�en�erale d'un t ommutant �a Sn�2 �S2, �erite sur le houppier de niveau 2, estalors t = 0BBBBBBBB�

a1 n2 (b1 � a1) e1 0 0 0 0n�22 (b1 � a1) b1 e1 0 0 0 0d1 �d1 1 0 0 0 00 0 0 a2 n�22 e2 e2 00 0 0 d2 b2 n2 (2 � b2) 00 0 0 d2 n�22 (2 � b2) 2 00 0 0 0 0 0 f
1CCCCCCCCAsur la base (�1; : : : ; �7) ave�1 = [n� 2℄! [n� 1℄! [n� 1; 1℄�2 = [n� 2℄! [n� 2; 1℄! [n� 1; 1℄�3 = [n� 2℄! [n� 2; 1℄! [n� 2; 1; 1℄�4 = [n� 3; 1℄! [n� 2; 1℄! [n� 1; 1℄�5 = [n� 3; 1℄! [n� 2; 1℄! [n� 2; 1; 1℄�6 = [n� 3; 1℄! [n� 3; 1; 1℄! [n� 2; 1; 1℄�7 = [n� 4; 1; 1℄ ! [n� 3; 1; 1℄! [n� 2; 1; 1℄:Si  d�esigne une projetion sur e houppier, on a ([n� 1; 1℄) = < �1; �2; �4 > ([n� 2; 1; 1℄) = < �3; �5; �6; �7 > :S(t) 6= 0 signi�e don (d1 6= 0 ou d2 6= 0) et (e1 6= 0 ou e2 6= 0):



4.1. LA VARI�ET�E Vs([n� 1; 1℄ � [n� 2; 1; 1℄) 119D'autre part, toutes es �equations L(t), R(t) et S(t) sont stables par les �el�ements inversiblesde EndSnM ' C2:On en d�eduit une ation de (C�)2 sur l'espae des t envisag�es. Les homoth�eties agissanttrivialement, il suÆt de onsid�erer une ation de C�, o�u � 2 C� est identi��e �a(1; �) 2 (C�)2 � EndSnM = EndSn([n� 1; 1℄) �EndSn([n� 2; 1; 1℄):Sur le houppier de niveau 2, ette ation de � sur l'espae des t envisag�es s'�erit
� � t = 0BBBBBBBB�

: : :� 0 0 0 0: : :� 0 0 0 0:��1 :��1 : 0 0 0 00 0 0 : :� :� 00 0 0 :��1 : : 00 0 0 :��1 : : 00 0 0 0 0 0 :
1CCCCCCCCAEn�n, es �equations sont omme toujours stables par translation (on supposera f = 0) et parhomoth�etie.En utilisant les remarques pr�e�edentes, on r�esout les �equations L et R, sur le houppierde niveau 4, par la tehnique des bases de Gr�obner. La v�eri�ation de la ondition S(t) 6= 0permet d'isoler les repr�esentations irr�edutibles, qui sont alors de deux types.La repr�esentation R10BBBBBBBBBBB�

x+y(n�2)2 y�xn�1 y�xn�1 0 0 0 0(n�2)(y�x)n(n�1) x(n�2)+y(n2�2n+2)n(n�1) (x�y)(n�2)n(n�1) 0 0 0 0(y�x)(n�2)n (x�y)(n�2)n x(n�2)+2yn 0 0 0 00 0 0 2yn y(n�2)n(n�1) yn�1 00 0 0 y(n�2)n (n2�2n+2)yn(n�1) �yn�1 00 0 0 y(n�2)n �(n�2)yn(n�1) (n�2)yn�1 00 0 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCCCACette repr�esentation est irr�edutible d�es que (x; y) 6= (0; 0). Le spetre de t est alors(x; y; y; y; y; 0):La repr�esentation R20BBBBBBBBBB�

x+y(n�2)n�1 �x�y(n�2)n�1 2x+y(n�4)n�1 0 0 0 0�(n�2)(x+(n�2)y)n(n�1) (n�2)(x+(n�2)y)n(n�1) (2x+y(n�4))(n�2)n(n�1) 0 0 0 0(x�2y)(n�2)2n (2y�x)(n�2)2n x(n�2)�y(n�4)n 0 0 0 00 0 0 0 0 0 00 0 0 0 ynn�1 �yn2(n�1) 00 0 0 0 �(n�2)y2(n�1) (n�2)y2(n�1) 00 0 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCCA



120 CHAPITRE 4. REPR�ESENTATIONS SPORADIQUESOn ne onsid�erera ette repr�esentation que si x 6= y et 2x + y(n � 4) 6= 0, 'est-�a-dire auxvaleurs de x et de y pour lesquelles elle est irr�edutible. Le spetre de t est (x; y; y; 0; 0; 0; 0)et sn�1 est un polynôme P en t qui v�eri�eP (x) = �1P (y) = �1P (0) = 1:Ces deux repr�esentations (et leurs translat�es) ne o��nident alors que pour y = 0 ; pluspr�eis�ement, �f1R1(x1; y1) ' �f2R2(x2; y2) () f1 = f2 et y1 = y2 = 0:Dans e as, on peut mettre t sous la forme
x0BBBBBBBBB�

1n�1 �1n�1 �1 0 0 0 0�(n�2)n(n�1) n�2n(n�1) n�2n 0 0 0 0�(n�2)n(n�1) n�2n(n�1) n�2n 0 0 0 00 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCALe spetre de t est alors (x; 0; 0; 0; 0; 0; 0).4.1.2 RestritionsOn hoisit omme pr�e�edemment une base du houppier de niveau 3, en lisant le graphede bas en haut et de la droite vers la gauhe :e1 = [n� 3℄! [n� 2℄! [n� 1℄! [n� 1; 1℄e2 = [n� 3℄! [n� 2℄! [n� 2; 1℄! [n� 1; 1℄e3 = [n� 3℄! n� 2℄! [n� 2; 1℄! n� 2; 1; 1℄: : :e10 = [n� 4; 1℄! [n� 4; 1; 1℄ ! [n� 3; 1; 1℄ ! [n� 2; 1; 1℄e11 = [n� 5; 1; 1℄! [n� 4; 1; 1℄ ! [n� 3; 1; 1℄ ! [n� 2; 1; 1℄:Si l'on note  une projetion sur e houppier, l'image des omposantes isotypiques pourl'ation de Sn�1 est donn�ee par ([n� 1℄) = < e1 > ([n� 3; 1; 1℄) = < e6; e9; e10; e11 > (2[n � 2; 1℄) = < e2; e3; e4; e5; e7; e8 > :Restrition de R1On ne onsid�ere ii que le as o�u y 6= 0, le as y = 0 �etant ommun �a R1 et R2. Dans labase des hemins, dont on vient de pr�eiser l'ordre, du houppier de niveau 3, on sait exprimer



4.1. LA VARI�ET�E Vs([n� 1; 1℄ � [n� 2; 1; 1℄) 121la matrie de tn�2;n�1. De ette expression expliite, on d�eduit que pour n > 3 auune desomposantes isotypiques de Sn�1 n'est stable par tn�2;n�1.On herhe alors �a d�erire le ommutant de Bn�1 sur e houppier. Comme il est inlusdans le ommutant de Sn�1, haque �el�ement s'�erit par blo0BBBBBBBBBB�
a 0 0 0 0 0 0 00 M 0 0 0 0 0 00 0 M 0 0 0 0 00 0 0 b 0 0 0 00 0 0 0 M 0 0 00 0 0 0 0 b 0 00 0 0 0 0 0 b 00 0 0 0 0 0 0 b

1CCCCCCCCCCAo�u a; b sont des salaires et M une matrie de taille 2.La relation de ommutation ave tn�2;n�1 se r�esout ais�ement, e qui permet d'obtenirune base dans laquelle es �el�ements se diagonalisent simultan�ement. Il y a ainsi deux espaespropres, de dimension 4 et 7, qui orrespondent �a deux sous-repr�esentations de Bn�1 dontles restritions �a Sn�1 sont [n� 1℄ + [n� 2; 1℄ et [n� 2; 1℄ + [n� 3; 1; 1℄. Comme l'on a d�ej�a�etudi�e les repr�esentations deBn�1 qui s'appuient sur es repr�esentations de Sn�1, en �erivantexpliitement la matrie de tn�1;n�2 dans ette base, on reonnâ�t les matries obtenuespr�e�edemment, et on obtientLemme 10. Si y 6= 0, et n � 6,ResBn�1R(n)1 (x; y) = R(n�1)1 (x; y) + Ln�1(y):D'autre part, sur e même houppier de niveau 3, on remarque que [tn�2;n�1; tn�1;n℄ = 0 :la repr�esentation de Bn que l'on obtient par int�egration se fatorise par le groupe sym�etrique�etendu. Nous reportons son �etude au hapitre III.1.Restrition de R2On pro�ede exatement de la même fa�on que pr�e�edemment. Cette fois, l'�el�ement e1est stable par tn�2;n�1, et le ommutant se diagonalise suivant trois espaes propres, dedimensions 1, 3 et 7. En identi�ant les blos de la matrie de tn�2;n�1 sur ette base �a l'aidedes lassi�ations pr�e�edentes, on obtient failementLemme 11. Pour n � 6,ResBn�1R(n)2 (x; y) = I+(0) + [n� 2; 1℄0;y +R(n�1)2 (x; y):Restritions pour n petitLa m�ethode g�en�erale s'applique telle quelle pour tout n d�es que le module palier de niveau3 est de dimension 11, 'est-�a-dire pour n � 6. Si n < 6, on obtient que la onlusion du lemme10 est vraie pour n > 4, et que elle du lemme 11 est vraie pour n > 3. L'�etude de es petitsas permet d'obtenir les diagrammes de Bratteli suivants :



122 CHAPITRE 4. REPR�ESENTATIONS SPORADIQUESpour R1, y 6= 0 : R(4)1
vv

vv
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v

KKKKKKKKKK�yB�y;0
ttttttttt

UUUUUUUUUUUUUUUUUUU
�yS 
B�x;0
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MMMMMMMMMMI+(0)
UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU I+(y)
JJJJJJJJJJ

I�(y)
qqqqqqqqqqqq

I�(x)
hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh1pour R2 : R(4)2
MMMMMMMMMMM

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUS 
Bx+y;xy
NNNNNNNNNNN

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUU
[2; 1℄0;y

III
IIIIII

I+(0)I�(x) I�(y)
ppppppppppppp

I+(0)
hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh1La sym�etrie du diagramme de R(4)1 re�ete l'isomorphismeR(4)1 (x; y)
 S ' �xR(4)1 (�x; y � x):Dans le as o�u n = 4, [n� 2; 1; 1℄ + [n� 1; 1℄ = [2; 1; 1℄ + [3; 1℄reste en e�et inhang�e apr�es torsion par la signature.Repr�esentations sporadiquesCette �etude nous permet maintenant de ompl�eter elle des repr�esentations \sporadiques"du hapitre 1. On note Spor(n)(�; �) la repr�esentation sporadique �etudi�ee en II.1.6.2.On trouve omme pr�e�edemmentResBn�1Spor(n)(�; �) = ��R2��� �2 (n� 3); � � �� ;e qui on�rme et permet de ompl�eter les r�esultats obtenus au hapitre 1.



4.1. LA VARI�ET�E Vs([n� 1; 1℄ � [n� 2; 1; 1℄) 1234.1.3 Diagrammes de BratteliLes diagrammes de Bratteli s'�erivent alors :pour R(n)1 :
R(n)1
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vvvvvvvvvv
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uu

uu
uu

uu
uuI+(0) Ln�2(y)
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rrrrrrrrrr: : :
rrrrrrrrrrr
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MMMMMMMMMMMI+(0) �yB�y;0
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VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
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hhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
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UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU I+(y)
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I�(x)
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124 CHAPITRE 4. REPR�ESENTATIONS SPORADIQUESpour R(n)2 :
R(n)2

NNNNNNNNNNNNN

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVR(n�1)2
NNNNNNNNNNNN

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV [n� 2; 1℄0;y
JJJJJJJJJJJ
I+(0)R(n�2)2

QQQQQQQQQQQQQ

WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW [n� 3; 1℄0;y
NNNNNNNNNNNN
I+(0)

QQQQQQQQQQQQQQ

WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW : : :
NNNNNNNNNNNR(5)2

NNNNNNNNNNNNN

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV [4; 1℄0;y
JJJJJJJJJJJ
I+(0)R(4)2

OOOOOOOOOOOOO

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV [3; 1℄0;y
KKKKKKKKKK
I+(0)S 
Bx+y;xy

PPPPPPPPPPPP

WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
[2; 1℄0;y

LLLLLLLLLL
I+(0)I�(x) I�(y)

nnnnnnnnnnnnnnn
I+(0)

gggggggggggggggggggggggggggg1
4.2 Int�egration de R(n)2 (x; y)Le diagramme d'une brique �etant donn�e, on num�erotera les hemins de la gauhe vers ladroite. Un salaire a et un entier n �etant donn�es, on notera Sa la repr�esentation de dimension1 de Bn sur laquelle les g�en�erateurs d'Artin agissent par a.Pour onstruire la repr�esentation RhR(n)2 (x; y), qui d�epend de deux param�etres X et Yave X = ehx, Y = ehy, il faut d'abord d�erire la repr�esentation de Burau. D'autre part, onva utiliser le param�etre d'homog�en�eit�e : on herhera don une repr�esentation V (n) = V (n)fa;b;gorrespondant au diagramme de Bratteli, not�e Gn,



4.2. INT�EGRATION DE R(n)2 (x; y) 125V (n)
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jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj1o�u Rh �fR(n)2 (x; y) = V (n)a;b;Rh[n� 1; 1℄a;b = U (n)a;bave a = ehf , b = �eh(f+y),  = �eh(f+x).La repr�esentation de Burau U (n)a;b est isomorphe �a une repr�esentation irr�edutible de l'al-g�ebre de Heke de type A, don on sait �erire l'ation des g�en�erateurs d'Artin sur ses briques(f. Hoefsmit [45℄) : sur U (n)a;b
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e1 = Sa ! Sa ! U (n)a;bSa e2 = Sa ! U (n�1)a;b ! U (n)a;bon a �n�1 = 1bn�1 � (�1)n�1an�1 � bn�1(a+ b) (�1)nan � bnab(bn�2 � (�1)nan�2) (�1)nan�1(a+ b) �



126 CHAPITRE 4. REPR�ESENTATIONS SPORADIQUESDe plus, omme ette repr�esentation est une d�eformation d'une repr�esentation du groupesym�etrique, on peut d�eduire des d�eterminants une formule exate pour n. Sur U (n),n = (�1)nan(n�2)bn:A partir de la m�ethode expos�ee en I.2.7, on obtient que la valeur de n sur V (n) v�eri�e n(n�1)2n = det(�1)n(n�1)don il existe une raine !n de 1 telle quen = !ndet(�1)2 = !ndet(�1)2:Comme V (n) provient de l'int�egration d'une repr�esentation de Bn, on an � 1 mod h�21 � 1 mod hdon !n vaut 1, et n = a(n�1)(n�2)b2n�42:On peut alors d�eterminer l'ation de �n�1 sur la briqueV (n)
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(�1)n�1a(n�1)(n�3)bn�1 a(n�2)(n�3)b2n�62
kkkkkkkkkkkkkkkkkkU (n�2)a;b (�1)n�2a(n�2)(n�4)bn�2Sur ette brique de taille 2, (an�3 + (�1)nbn�52)�n�1 vaut don� (a+ b)(�1)nbn�52 �a2n�5b+ (�1)n2(bn�5an�1 + bn�3an�3)� ab2n�941 an�3(a+ b) ��a onjugaison par l'alg�ebre diagonale de la brique pr�es : pour prendre en ompte ette ambi-gu��t�e, on multiplie le oeÆient \1" de ette matrie par un param�etre w�1n , et par wn sonoeÆient sym�etrique.Pour e qui onerne les briques de taille 1, l'ation de �n�1 se d�eduit imm�ediatement desvaleurs de n :Sa U (n)a;b�a2n�3b V (n)a2(n�2)b2Sa �n�1 = a U (n�1)a;b�a2n�5b �n�1 = a V (n�1)a2(n�3)b2 �n�1 = aSa U (n�2)a;b V (n�2)



4.2. INT�EGRATION DE R(n)2 (x; y) 127Il reste en�n �a d�eterminer l'ation de �n�1 sur les briques de taille 3, qui sont de la formeV (n)b2n�42
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Saave � = (�1)(n�1). Tous les �el�ements de Bn sont maintenant identi��es �a des endomorphismesde ette brique. De � �n�1Æn�1an�2bn�2�2 = 0� 1 0 00 1 00 0 1 1Aet det(�n�1Æn�1) = det(�n�1)det(Æn�1) = (an�2bn�2)3on d�eduit que �n�1Æn�1=(an�2bn�2) est onjugu�e �a la matrie diagonale de oeÆients(1;�1; 1). Cette matrie, don �n�1, se trouve alors g�en�eriquement dans une vari�et�e de di-mension quatre. On peut se restreindre �a l'ouvert d�e�ni par la ondition d'irr�edutibilit�e, etparam�etrer les �n�1 possibles par au plus quatre param�etres. On peut en e�et �erire�n�1Æn�1an�2bn�2 = P �0� �1 0 00 �1 00 0 1 1Ao�u P � D d�esigne PD�1P , pour P appartenant �a une olletion de matries qui forme unsyst�eme omplet de repr�esentants de GL3(k)=GL2(k)�GL1(k), o�u k = C(a; b; ), 'est-�a-diredes matries P de la forme0� 1 0 v0 1 v0u u0 1 1A 0� 1 0 v0 1 1u u0 0 1A 0� 1 0 10 1 0u u0 0 1Aou de la forme0� Eij vv0u u0 1 1A 0� Eij v1u u0 0 1A 0� Eij 10u u0 0 1Aave Eij une des quatre matries �el�ementaires de taille 2, et il suÆt de reporter es param�etresdans les �equations onern�ees.Comme le spetre de �n�1 sur la brique est (a; b; ), sa matrie ne d�epend alors plus quede deux param�etres un et vn. Les trois param�etres un, vn et wn d�eterminent l'ation de �n�1



128 CHAPITRE 4. REPR�ESENTATIONS SPORADIQUESsur le houppier de niveau 2, et il reste �a les reporter dans l'�equation de tresses sur le houppierde niveau 3. On impose de plus que la forme obtenue pour n = 3 soit onforme au mod�elematriiel obtenu au hapitre II.3, onernant la repr�esentation de degr�e 3 de l'alg�ebre deHeke de G4. On peut alors prendre pour oeÆients w4 = a+b2b+a2 et wn = 1 pour n � 5. Laforme de �n�1 obtenue pour n > 4 par ette m�ethode est r�eellement ompliqu�ee, au sens o�ules fatorisations �eventuelles des oeÆients n'apparaissent pas �evidentes.Comme, d'apr�es Zinno [77℄, ette repr�esentation a même diagramme de Bratteli que elle�etudi�ee par Krammer [52℄, on est invit�e �a poser a = 1, b = �q et  = tq2 (nous renvoyons �aKrammer [52℄ [53℄ et Bigelow [24℄ pour la signi�ation g�eom�etrique de tels param�etres). Il estalors faile sous ette forme de fatoriser, pour n � 4, l'ation de �n�1 sur la brique de taille3, qui s'�erit0BB� t(qt�1)q2n�2(q�1)(qn�1t�1)(qn�1�1) (qnt�1)qn�1t(qn�2�1)(qn�1t�1)(qn�1�1) (qn�2�1)(qnt�1)(qn�2t�1)(qnt2�1)q(qn�1t2�1)(qn�1t�1)2(qn�3�1)t(tq�1)(t+1)qn(q�1)(qn�1t2�1)(qn�1�1) tq(qn(qn�2�1)t2�qn�2(q�1)2t+1�qn�2)(qn�1t2�1)(qn�1�1) (qn�2t�1)(qnt2�1)(1�tq)(t+1)q(q�1)(qn�1t�1)(qn�1t2�1)2(qn�3�1)q(qn�3�1)qn�1�1 �(qn�3�1)qn�1�1 (tq�1)(q�1)(qn�1t2�1)(qn�1t�1) 1CCAet, pour n = 3, la matrie obtenue en II.3 s'�erit0BB� q4t(tq�1)(q+1)(tq2�1) �tq4(t+1)(q+1)(tq2�1) q2(t2q3�1)(q+1)(tq2�1)�tq(q3t�1)(q+1)(tq+1) (1+tq2)tq(q+1)(1+tq) t2q3�1(q+1)(1+tq)(q3t�1)(tq2�1)(1+tq) q(t+1)(tq2�1)(1+tq) q�1(tq2�1)(1+tq) 1CCAdans la base e1 = Sa ! Sa ! V (n)e2 = Sa ! U (n�1)a;b ! V (n)e3 = Sa ! V (n�1) ! V (n):Deux diagrammes de Bratteli sont dits isomorphes s'ils sont isomorphes en tant quegraphes nivel�es, 'est-�a-dire s'il existe un isomorphisme de graphes qui pr�eserve la fontionniveau. Pour n � 3, omme les automorphismes de Gn sont triviaux, tout diagramme deBratteli qui est isomorphe �a Gn l'est de fa�on unique, et on peut onsid�erer tout oloriage dee diagramme omme un oloriage de Gn.Si l'on onsid�ere V (n) omme une repr�esentation de C(a; b; )Bn, on peut alors �enoner laproposition suivante, que l'on d�eduit imm�ediatement des aluls pr�e�edentsProposition 24. Pour n � 3, soit R(n) une repr�esentation de C(a; b; )Bn, semi-simple parrapport �a la �ltration naturelle de Bn, dont le diagramme de Bratteli, isomorphe �a Gn, estolori�e par l'ation de Bn. Si le oloriage de Gn assoi�e aux repr�esentations R(n) et V (n) deBn et les spetres de �1 assoi�es �a es deux ations o��nident, alors R(n) est isomorphe �aV (n).On remarque que, pour n 2 f3; 4g, ette proposition d�eoule de la lassi�ation des repr�e-sentations des alg�ebres de Heke ylotomiques assoi�ees aux groupes de r�eexions omplexesG4 et G25. Inversement, �a l'appui de la onjeture de Brou�e-Malle [28℄ (f. II.3.5), on d�eduitde la proposition pr�e�edente, ave les notations de II.3,Corollaire 1. Pour toute repr�esentation irr�edutible R de degr�e 10 de G32, il existe uneunique repr�esentation irr�edutible de H32, sur laquelle le entre de H32 agisse de fa�on sa-laire, et qui se sp�eialise en R pour la sp�eialisation a = 1, b = j,  = j2.



4.2. INT�EGRATION DE R(n)2 (x; y) 129Preuve | Les repr�esentations de G32 de degr�e 10 ont pour diagramme de Bratteli G5. Sil'on �xe une telle repr�esentation, on peut supposer que le spetre de �1 est(1; 1; 1; 1; 1; 1; j; j; j2):On onsid�ere don une repr�esentation M de H32 qui se sp�eialise pour a = 1, b = j et  = j2en la repr�esentation pr�e�edente, et on veut montrer que M = V (n)(a; b; ). Comme M estirr�edutible et que H4, H25 sont des alg�ebres semi-simples dont on a �etudi�e les repr�esenta-tions, M est semi-simple par rapport �a la �ltration naturelle de H32, et H32 olorie ainsi lediagramme de Bratteli de M , qui est �egal �a G5 d'apr�es la lassi�ation des repr�esentationsirr�edutibles de G32. D'apr�es l'hypoth�ese faite sur le spetre, les oloriages de G5 assoi�es auxrepr�esentations M et V (5)(a; b; ) de B5 o��nident sur G5(2), don sur G5(4) d'apr�es l'�etudede II.3. Les deux ations salaires de 5 ne peuvent alors di��erer que, multipliativement, parune raine de l'unit�e. On v�eri�e sur la table des arat�eres de G32 que ette raine de l'unit�eest 1, et on peut appliquer la proposition pr�e�edente pour onlure. qfd.Corollaire 2. Si, pour n � 3, on note K(n)(q; t) la repr�esentation de Bn �etudi�ee par Krammer[52℄, on a K(n)(q; t) ' V (n)(1;�q; tq2):Preuve | On �xe n � 3. D'apr�es Zinno [77℄, la repr�esentation K(n)(q; t) de Q(q; t)Bn estsemi-simple par rapport �a la �ltration naturelle et admet pour diagramme de Bratteli Gn. Ilreste alors �a v�eri�er que le oloriage des sommets est le même que pour V (n)(1;�q; tq2), d'apr�esla proposition pr�e�edente et la possibilit�e, par homog�en�eit�e des relations qui d�e�nissent Bn,de ramener l'un des param�etres g�en�eriques �a 1 (les valeurs 1, �q, tq2 hoisies orrespondent ene�et au spetre de �1 sur K(n)(q; t) d'apr�es Krammer [52℄, et ei ave les mêmes multipliit�esque pour V (n)(1;�q; tq2)).D'apr�es la lassi�ation des repr�esentations des alg�ebres de Heke g�en�eriques de type A, ilsuÆt de v�eri�er que les oloriages o��nident sur les sommets assoi�es �a V (r), pour r 2 [3; n℄.On sait alors que, sur le Br-module assoi�e,r = !rdet(�1)2;ave !r une raine de l'unit�e. Comme, d'apr�es la onstrution de Lawrene [55℄, K(n)(q; t)provient par int�egration d'une repr�esentation de Bn, on d�eduit du raisonnement analoguepour V (n)(a; b; ) que !r = 1.Si l'on �xe r 2 [3; n℄, on peut �egalement d�eduire !r = 1 de formules d�emontr�ees parKrammer. Il d�e�nit en e�et une base vij de K(r)(q; t) pour fi; jg une paire d'�el�ements deZ=rZ. En identi�ant Z=rZ et f1; : : : ; rg � Z, on a un ordre naturel sur Z=rZ pour lequel,d'apr�es le lemme 5.4 de [52℄, si i < j,(�1 : : : �r�1)vij = q2vi+1;j+1 si j < r(�1 : : : �r�1)vij = q2tvi+1;j+1 si j = r.On en d�eduit imm�ediatement que, pour tous i et j,(�1 : : : �r�1)rvij = t2q2rvi;j:



130 CHAPITRE 4. REPR�ESENTATIONS SPORADIQUESOn a don r = t2q2r eta(r�1)(r�2)b2r�42 = 1� (�q)2r�4 � (tq2)2 = q2rt2soit !r = 1.D'une fa�on ou d'une autre, on peut maintenant appliquer la proposition pr�e�edente. qfd.4.3 Int�egration des repr�esentations sporadiquesOn a vu dans la premi�ere partie que la restrition �a Bn de la repr�esentation sporadiqueRh Spor(n+1)(�; �) �etait une sp�eialisation de RhR(n)2 (x; y).Ainsi, ResBn Rh Spor(n+1)(�; �) = Rh ��R(n)2 (���2 (n� 3); � � �)= V (n)(eh�;�eh�;�eh(�+���2 (n�3))):A homoth�etie pr�es, on peut supposer � = 0. Alors, si l'on noteW (n+1)(u) = Rh Spor(n+1)(0; �)ave u = eh�2 , on d�eduit de e qui pr�e�edeResBnW (n+1)(u) = V (n)(1;�u2;�u3�n):D'autre part, le houppier de niveau 2 de W (n+1)(u) s'�eritW (n+1)V (n)
uuuuuuuuu

JJJJJJJJJJS(n�1)1 U (n�1) V (n�1)o�u S(n)1 est la repr�esentation triviale [n℄0 = I+(0). Il n'y a don que des briques de taille 1.Sur e houppier, on obtient ainsi imm�ediatement que l'ation de �n s'�erit0� �u3�n 0 00 �u2 00 0 1 1Asur la base e1 = S(n�1)1 ! V (n) !W (n+1)e2 = U (n�1) ! V (n) !W (n+1)e3 = R(n�1)2 ! V (n) !W (n+1):On a don bien obtenu un mod�ele expliite pour la repr�esentation sporadique de Bn, seulerepr�esentation du groupe de tresses d'une repr�esentation de Bn ('est-�a-dire d'un syst�emeloal pour l'�equation KZ) dont la restrition �a Sn est irr�edutible et qui ne se fatorise paspar l'alg�ebre de Heke de type A orrespondante.



4.3. INT�EGRATION DES REPR�ESENTATIONS SPORADIQUES 131Pour pr�eiser la plae de ette repr�esentation de Bn+1 dans la vari�et�e des repr�esentations,nous repr�esentons V (n)(1; b; ) = V (n)(1;�q; tq2) = K(n)(q; t)ave b = �q,  = tq2, par un point du plan de oordonn�ees (b; ), pour b et  r�eels, dans la�gure suivante. HekeS2Burau
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Les points remarquables, pour jbj = jj = 1, orrespondent �a des repr�esentations de Sn.Si (b; ) = (�1;�1), on obtientResSnR(n)2 (x; y) = [n� 2; 1; 1℄ + [n� 1; 1℄:Pour (b; ) = (1; 1), l'ation de �1 est l'identit�e, don on obtient une repr�esentation trivialede dimension n(n�1)2 . Si (b; ) = (1;�1), il suÆt de v�eri�er que l'on obtient [1n℄ + n2�n�22 [n℄



132 CHAPITRE 4. REPR�ESENTATIONS SPORADIQUESpour n � 5, d'apr�es la formule de restrition de V (n) �a Bn�1 et la proposition 19 de I.3. Si(b; ) = (�1; 1), il suÆt �egalement de v�eri�er que l'on obtient [n� 2; 2℄ + [n� 1; 1℄ + [n℄ pourn � 7 d'apr�es le lemmeLemme 12. Soit n � 7 et M une repr�esentation de Sn. SiResSn�1M = ResSn�1 ([n� 2; 2℄ + [n� 1; 1℄ + [n℄)alors M ' [n� 2; 2℄ + [n� 1; 1℄ + [n℄.Preuve | On a don ResSn�1M = [n � 3; 2℄ + 2[n � 2; 1℄ + 2[n � 1℄, et il existe unerepr�esentation irr�edutible � de Sn qui s'injete dans M , et telle que [n � 3; 2℄ � �. On end�eduit � 2 f[n� 2; 2℄; [n � 3; 3℄; [n � 3; 2; 1℄g:Mais si � = [n � 3; 3℄, omme n � 7, la repr�esentation [n � 4; 3℄ de Sn�1 s'injeterait dansResSn�1M , et, de la même fa�on, si � = [n� 3; 2; 1℄, omme n � 5, on aurait [n� 3; 1; 1℄ ,!ResSn�1M . On en d�eduit que � = [n� 2; 2℄ ,! ResSn�1Met ResSn�1(M � �) = ResSn�1 ([n� 1; 1℄ + [n℄) :La onlusion d�eoule alors de la proposition 19 de I.3. qfd.Une autre fa�on d'identi�er ette repr�esentation deSn onsiste �a utiliser, omme remarqu�epar Krammer (f. [52℄ prop. 3.2) le fait que, si (b; ) = (�q; q2), V (n) est isomorphe au arr�esym�etrique de la repr�esentation de Burau, 'est-�a-dire de Rh[n�1; 1℄0;1, pour q = eh. Ce arr�esym�etrique orrespond �a la parabole de la �gure. Pour q = 1, on obtient don S2[n � 1; 1℄.Mais il est lassique (f. James et Kerber [14℄) que[n� 1; 1℄
2 = �IndSnSn�1ResSn�1 [n� 1; 1℄� � [n� 1; 1℄= �IndSnSn�1 [n� 2; 1℄� + �IndSnSn�1 [n� 1℄� � [n� 1; 1℄= [n� 2; 1; 1℄ + [n� 2; 2℄ + [n� 1; 1℄ + [n℄et que �2[n� 1; 1℄ = [n� 2; 1; 1℄, et l'on obtient don bien que V (n)(1;�1; 1) est isomorphe �aS2[n� 1; 1℄ = [n� 2; 2℄ + [n� 1; 1℄ + [n℄.Les restritions �a Bn des repr�esentations sporadiques W (n+1)(u) sont de la formeV (n)(1;�u2;�u3�n);et sont indiqu�ees sur la �gure par une hyperbole. Une seule branhe de ette hyperboleapparâ�t pour tout n � 4. Les autres, indiqu�ees en pointill�es, n'apparaissent qu'en fontionde la ongruene de n modulo 4.Il est ainsi remarquable que la sous-vari�et�e des repr�esentations de dimension n(n�1)2 deBn qui orrespond �a V (n) permet de relier des repr�esentations de Sn de fa�on non triviale.Les repr�esentations des alg�ebres de Heke permettent de relier un diagramme de Young �ason transpos�e, ou enore toute repr�esentation de Sn �a la repr�esentation triviale (les traes



4.3. INT�EGRATION DES REPR�ESENTATIONS SPORADIQUES 133r�eelles de es hemins sont ii les droites b =  et  = 1). La droite b = �1 permet, elle,de relier [n � 2; 1; 1℄ + [n � 1; 1℄ �a [n � 2; 2℄ + [n � 1; 1℄ + [n℄. Il est enore remarquable queette droite orrespond en fait �a des repr�esentations du groupe sym�etrique �etendu fSn, pluspr�eis�ement aux repr�esentations �2n(; 1; 1) que nous d�e�nirons au hapitre prohain (III.1),e que nous pourrons v�eri�er en omparant les formules du th�eor�eme 4 et elles donn�ees parKrammer [53℄. En�n, rappelons que Krammer prouve la �d�elit�e de ette repr�esentation pour�1 < b < 0, et un ensemble dense de  2 R qui d�epend du hoix de b. Cette repr�esentationdu groupe sym�etrique �etendu peut don être onsid�er�ee, pour b et  r�eels, omme la fronti�erede la zone o�u e r�esultat de �d�elit�e a �et�e d�emontr�e.
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Troisi�eme partieTresses, transpositions, etonstrutions tensorielles
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Chapitre 1Groupes sym�etriques �etendusNous avons renontr�e jusqu'�a pr�esent essentiellement deux types de repr�esentations irr�e-dutibles de fSn : la repr�esentation naturelle, de dimension n (f. II.2), et la repr�esentationRhR(n)1 (x; y), d�e�nie au hapitre II.4. Nous allons montrer dans e hapitre omment l'onobtient des mod�eles matriiels expliites de es repr�esentations (setions 1 et 2) �a partir de leurdiagramme de Bratteli, et nous en d�eduirons que RhR(n)1 (x; y) est une g�en�eralisation du arr�ealtern�e de la repr�esentation naturelle Ln(q). En partiulier, �2Ln(q) est une repr�esentationirr�edutible de fSn.En setion 3, nous montrons de fa�on plus g�en�erale que, pour tout entier p ompris entre0 et n, �pLn(q) est une repr�esentation irr�edutible de fSn. Si l'on interpr�ete, par analogieave les groupes de Coxeter, Ln(q) omme la repr�esentation \de r�eexion" de fSn, e r�esultat(th�eor�eme 3) est une extension des r�esultats lassiques de Curtis, Benson et Kilmoyer [35℄.En setion 4 nous montrons que les repr�esentations �pLn(q), pour p 2 [2; n � 2℄, fontpartie, �a l'instar de �2Ln(q), d'une famille plus large de repr�esentations de fSn, que nousnotons �pn(X;Y;Z), et dont nous obtenons des mod�eles ombinatoires.Nous r�esumons es r�esultats sous la forme du th�eor�eme 4.1.1 Int�egration de la repr�esentation naturelleOn �xe un entier n � 3 et on onsid�ere l'alg�ebre loale CBn.Nous avons d�ej�a obtenu une desription de ette repr�esentation, en utilisant la ommu-tativit�e de (l'image de) l'alg�ebre de Lie des tresses pures in�nit�esimales. Nous allons ii en�etablir une autre desription �a partir du diagramme de Bratteli.D'apr�es l'�etude du hapitre II.2, le spetre sur Rh Ln(y) de l'un quelonque des g�en�erateursd'Artin est f1; Y;�Y g ave Y = ehy. On noteraLn(Y ) = Rh Ln(y)Y = Rh I+(y)�Y = Rh I�(y)1 = Rh I+(0):On hoisira la lasse de bases assoi�ee au diagramme de Bratteli repr�esent�e visuellementen II.2 de fa�on roissante par rapport �a l'ordre lexiographique inverse, o�u l'on a ordonn�e



138 CHAPITRE 1. GROUPES SYM�ETRIQUES �ETENDUSles repr�esentations de même niveau de la gauhe vers la droite. Ainsi, une base assoi�ee audiagramme de L4(Y ) serae1 = 1 ! 1 ! 1 ! L4(Y )e2 = 1 ! 1 ! L3(Y ) ! L4(Y )e3 = 1 ! Y ! L3(Y ) ! L4(Y )e4 = 1 ! �Y ! L3(Y ) ! L4(Y ):Dans e diagramme, toutes les briques sont de taille 2, sauf pour n = 3. Mais L3(Y ) est unesp�eialisation de la repr�esentation de degr�e 3 de l'alg�ebre de Heke de G4, obtenue dans lehapitre pr�e�edent. Sur ette brique, on a don�2 = 12 0� 0 �Y Y�2Y 1 12Y 1 1 1ALes briques de taille 2 sont, quant �a elles, de la formeLn(Y )Y 2(n�1)
xx

xx
xx

xx
xxY 211 Ln�1(Y )Y 2(n�2)

vvvvvvvvv1o�u les valeurs de Æn obtenues sont d�etermin�ees �a une raine de l'unit�e pr�es. Ainsi, sur esbriques, det(�n�1)2 = Y 4. Comme on sait ette repr�esentation irr�edutible, d'apr�es la pro-position 17 de I.2.6, ette brique de taille 2 l'est �egalement, don le spetre de �n�1 vautfY;�Y g. En partiulier, sa trae est nulle don, d'apr�es l'�etude pr�eliminaire des briques detaille 2 (f. I.2.7), on a �n = 0� 0 vnY 2vn 0 1AEn fait, e param�etre vn n'est pas signi�atif : on peut renormaliser la base de mani�ere �a lefaire disparâ�tre. On pourra �egalement �erire l'�equation de tresse sur le houppier de niveau3, qui est de dimension 3, pour v�eri�er que ela n'impose auune ondition sur e param�etrenon nul. On peut ainsi poser vn = Y , et�n�1 = � 0 YY 0 �Il ne reste plus alors qu'�a d�eterminer l'ation de �n�1 sur les briques de taille 1, e qui estimm�ediat pour les briques 1! 1! 1 : l'ation du entre est de degr�e 0 en Y , don �n�1 = 1.Il en est de même pour les briques Ln�2(Y ) ! Ln�1(Y ) ! Ln(Y ) pour n � 4, o�u l'on notepar ommodit�e L2(Y ) indi��eremment Y ou �Y : ette fois, 'est det(ÆnÆ�1n�1) qui est de degr�e0 en Y , don det(�n�1) aussi, et �n�1 = 1.



1.2. INT�EGRATION DE R1(x; y) 139On reformule les r�esultats sous une forme plus agr�eable, en posant q = Y = ehy et apr�eshangement de base, on retrouve que la repr�esentation Ln(q) = Rh Ln(y), pour q = ehy, estd�erite sur une base (vk)k=1:::n par les formules�kvi = 8<: vi si i 62 fk; k + 1gqvk+1 si i = kqvk si i = k + 1:Observons en�n qu'il n'est pas possible d'\int�egrer" e diagramme en imposant trois va-leurs propres g�en�eriques aux g�en�erateurs d'Artin : le diagramme de Bratteli de L4(q) ne or-respond �a auune des repr�esentations irr�edutibles de l'alg�ebre de Heke ylotomique deG25.1.2 Int�egration de R1(x; y)Un entier n � 3 est toujours �x�e, et l'alg�ebre loale onsid�er�ee est toujours CBn.Sur RhR(n)1 (x; y), le spetre des g�en�erateurs de Coxeter vaut f1; Y;�Y;Xg ave Y = ehy,X = �ehx. Nous noterons R(n)1 (X;Y ) = RhR(n)1 (x; y).1.2.1 Int�egration de R(4)1 (x; y)Nous �erirons le diagramme de Bratteli de R(4)1 (x; y) omme suitR(4)1 (X;Y )X2Y 4
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jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj1Les deux briques de taille 3 orrespondent enore �a des sp�eialisations de la repr�esentationde degr�e 3 de l'alg�ebre de Heke de G4. Dans la base�1 = 1! X ! B0 ! R(4)1 (X;Y )�2 = 1! �Y ! B0 ! R(4)1 (X;Y )�3 = 1! Y ! B0 ! R(4)1 (X;Y )�4 = 1! �Y ! B ! R(4)1 (X;Y )�5 = 1! Y ! B ! R(4)1 (X;Y )�6 = 1! 1! B ! R(4)1 (X;Y )



140 CHAPITRE 1. GROUPES SYM�ETRIQUES �ETENDUSon trouve ainsi �2 = 12 0BBBBBB� 0 �Y Y 0 0 0�2Y 1 1 0 0 02Y 1 1 0 0 00 0 0 X X �2Y0 0 0 X X 2Y0 0 0 �Y Y 0
1CCCCCCAL'ation de �3 sur les briques de taille 1 se d�etermine ette fois enore imm�ediatement, et ilne reste plus qu'�a onsid�erer les briques de taille 2. De la même fa�on que lors de l'�etude dela repr�esentation naturelle, le spetre de �3 sur es briques vaut fY;�Y g. Il apparâ�t ainsideux param�etres u et v, qui permettent d'�erire �3 sous la forme

�3 = 0BBBBBB� X 0 0 0 0 00 0 0 Y u 0 00 0 0 0 Y v 00 Yu 0 0 0 00 0 Yv 0 0 00 0 0 0 0 1
1CCCCCCAL'�equation de tresse devient alors tr�es simple �a r�esoudre : on obtient u+ v = 0, e qui permetde hoisir �3 = 0BBBBBB� X 0 0 0 0 00 0 0 Y 0 00 0 0 0 �Y 00 Y 0 0 0 00 0 �Y 0 0 00 0 0 0 0 1
1CCCCCCA1.2.2 Int�egration de R(n)1 (x; y)On �xe n � 5.Une fois la repr�esentation R(4)1 (X;Y ) onstruite, on ne trouve plus dans le diagrammede Bratteli de R(n)1 (X;Y ) que des briques de taille 1 et 2 �a d�erire. De plus, Lk(Y ) a d�ej�a�et�e d�erite, don la seule brique de taille 2 qu'il reste �a �etudier est, pour n � 5, en notantL3(Y ) = B, R(n)1 (X;Y )X2Y 2(n�2)

qqqqqqqqqqq Y 4Ln�1(Y )Y 2 R(n�1)1 (X;Y )X2Y 2(n�3)
pppppppppppLn�2(Y )Enore une fois, la trae de �n�1 sur ette brique est nulle, et son spetre vaut fY;�Y g.



1.2. INT�EGRATION DE R1(x; y) 141Les briques de taille 1, quant �a elles, sont de deux sortesR(n)1 (X;Y )Y 4 R(n)1 (X;Y )X2Y 2(n�2)R(n�1)1 (X;Y )Y 4 Ln�1(Y )Y 2(n�2)R(n�2)1 (X;Y ) 1o�u l'on a not�e R(3)1 = B0.Dans le premier as, �2n�1 = 1 �a un salaire non nul pr�es, don �n�1 = 1. Dans le deuxi�eme,�2n�1 = X2 �a un salaire non nul pr�es, don �n�1 = X. Il ne reste plus qu'�a v�eri�er sur leshouppiers de niveau 2 que les param�etres �a hoisir pour les briques de taille 2 ne sont, enoreune fois, soumis �a auune ondition. On peut don poser sur les briques de taille 2, pourn � 5, �n�1 = � 0 YY 0 �On a ainsi obtenu une desription ompl�ete de ette repr�esentation de degr�e n(n�1)2 de Bn.En hangeant l�eg�erement de base, et en posant X = t, Y = q, on obtientProposition 25. Il existe une repr�esentation de fSn de degr�e n(n�1)2 sur Z[q; t℄, irr�edutiblesur son orps des frations, qui est donn�ee sur une base (vi;j), pour 1 � i < j � n, par�kvi;j = 8>>>>>><>>>>>>:
vi;j si fi; jg \ fk; k + 1g = ;qvi;k+1 si j = kqvi;k si i < k et j = k + 1tvk;k+1 si i = k et j = k + 1qvk+1;j si i = k et j > k + 1qvk;j si i = k + 1:D'autre part, en utilisant le mod�ele naturel d�erit en II.2 de Ln, on voit imm�ediatementpar omparaison des matries, sur la base vi;j = ei ^ ej , queLn(q) = �2 Zh Ln = R1(t; q)ave le même param�etre q, et t = �q2. Comme�2([n� 1; 1℄ � [n℄) = ��2[n� 1; 1℄
 �0[n℄�� ��1[n� 1; 1℄ 
 �1[n℄�� ��0[n� 1; 1℄ 
 �2[n℄�= [n� 2; 1; 1℄ � [n� 1; 1℄ � 0;et que �2Ln, irr�edutible, a même diagramme de Bratteli que R1, on peut utiliser l'�etude deVs([n � 2; 1; 1℄ � [n � 1; 1℄) e�etu�ee en II.4 : puisque les g�en�erateurs ont même spetre, entant que repr�esentations de Bn, �2Ln ' R1(2; 1):



142 CHAPITRE 1. GROUPES SYM�ETRIQUES �ETENDUS1.3 Puissanes altern�ees de LnOn �xe n � 3, et on munit Bn d'une struture d'alg�ebre loale en hoisissant (r r + 1),r 2 [1; n� 1℄, pour �el�ements g�eniteurs, et Tr, r 2 [1; n℄, pour �el�ements entralisants.On note Ln la repr�esentation naturelle de Bn, pour n � 3. Rappelons que dimLn = n,d'o�u dim�pLn = � np � :Bn agit sur �Ln = nMp=0 �pLnqui est de dimension 2n. On rappelle que l'on noteTn = X1�i<j�n tij:On a alorsLemme 13. Soit n � 3 et 0 � p � n. Sur �pLn, l'ation de Tn vaut p(n� 1). De plus, on aun isomorphisme de Bn-modules�n�pLn ' S 
 �2H�1�pLn:Preuve | On onsid�ere les k-isomorphismes anoniques de �n�pLn vers �pLn. CommeResSn�pLn ' [n� p; 1p℄ + [n� p+ 1; 1p�1℄℄ResSn�n�pLn ' [p; 1n�p℄ + [p+ 1; 1n�p+1℄on en d�eduit que e sont des isomorphismes de Sn-modules�n�pLn ! S 
 �pLn:On note N = f1; : : : ; ng et, pour I une partie de N de ardinal p, on note eI le produitaltern�e, roissant suivant l'indie, des ek pour k 2 I, o�u l'on a not�e (ei)i2N la base anoniquede la repr�esentation naturelle. On �xe alors l'isomorphisme � en posant�(eI) = eNnI :On a alors tij(eI) = (#I \ fi; jg)eI ;don puisque #N \ fi; jg = 2, on atij(eNnI) = (2�#I \ fi; jg)eI :On en d�eduit bien que � : �n�pLn ! S 
 �2H�1�pLnest un isomorphisme de Bn-modules.



1.3. PUISSANCES ALTERN�EES DE Ln 143D'autre part, si l'on note P2(E) l'ensemble des parties �a deux �el�ements d'un ensemble E,on a TneI = P1�i<j�n tijeI= �PJ2P2(N)#(J \ I)� eI= (2#P2(I) + (#I)(#(N n I)))eI= (2p(p� 1)2 + p(n� p))eI= p(n� 1)eI : qfd.On onnâ�t ainsi les �pLn, pour 3 � n � 4 : e sont des repr�esentations irr�edutibles, dontle diagramme de Bratteli a d�ej�a �et�e �etudi�e.Th�eor�eme 3. Pour tout p et tout n � 3, �pLn est une repr�esentation irr�edutible de Bn,dont le diagramme de Bratteli est un graphe nivel�e r�eduit. De plus, pour tout n � 3,ResBn�pLn+1 = �pLn +�p�1Ln:Preuve | La premi�ere assertion est onnue pour n = 3; 4, ainsi que pour p � 2 et p � n�2.La seonde est imm�ediate : ResBn�pLn+1 = �p(1�Ln)= �pLn � �p�1Ln:Nous allons montrer le th�eor�eme par r�eurrene sur n pour n � 5, en supposant p > 2 etp < n� 2. On note G le pseudo-diagramme de Bratteli de �pLn, onnu d'apr�es l'hypoth�esede r�eurrene. On a un morphisme Bn+1 !Mlo(G):Pour montrer que e morphisme est surjetif, il suÆt de montrer d'une part que Bn+1 s�epareles sommets de niveau n, d'autre part que l'ation de < tn; (n n+1) > sur les briques joignantle niveau n� 1 au niveau n+ 1 est irr�edutible.Conernant le premier point, il d�eoule de l'hypoth�ese de r�eurrene qu'il n'existe quedeux sommets de niveau n, �pLn et �p�1Ln, sur lesquels Tn agit respetivement par p(n�1)et (p� 1)(n� 1). Le houppier de niveau 2, bien olori�e, s'�erit alors*�p�1Ln qqqqqqqqqqqq �pLn�p�2Ln�1 ppppppppppp �p�1Ln�1 qqqqqqqqqq �pLn�1On note kBp;n la seule brique non triviale de e houppier. On akBp;n ' HomBn�1(�p�1Ln�1;�pLn+1) '< 'n; 'n+1 >



144 CHAPITRE 1. GROUPES SYM�ETRIQUES �ETENDUSo�u, pour i 2 fn; n+ 1g, 'i(eI) = eI ^ ei:De l'ation expliite de Tn on d�eduit que et isomorphisme est donn�e par(�p�1Ln�1 ! �p�1Ln ! �pLn+1) 7! 'n+1(�p�1Ln�1 ! �pLn ! �pLn+1) 7! 'net l'ation de < Tn; (n n+1) > sur ette brique orrespond au graphe� (( �hhIl d�eoule alors de la proposition 17 de I.2.6 que �pLn+1 est irr�edutible. On onlut parr�eurrene sur n. qfd.On en d�eduit que l'image de Bn dans Endk(�Ln) est une alg�ebre semi-simple, de dimen-sion nXp=0� np �2 = � 2nn � :De plus �Ln en est un mod�ele de Gelfand ('est-�a-dire que e module est isomorphe �a unesomme direte des repr�esentations irr�edutibles de ette alg�ebre), et il d�eoule de l'interpola-tion de Lagrange que les idempotents sont des polynômes enTn. Les omposantes irr�edutiblessont d�etermin�ees par Ker(Tn � n(p� 1)) = �pLn:On obtient par int�egration un quotient semi-simple de kBn. Nous allons voir, par l'int�egra-tion des diagrammes de Bratteli obtenus, que e quotient admet deux param�etres g�en�eriquessigni�atifs.1.4 Repr�esentations �pn1.4.1 ConstrutionNous avons d�ej�a int�egr�e le diagramme de Bratteli de �2Ln au hapitre 2 de ette mêmepartie, et il est apparu un deuxi�eme param�etre, d�e�nissant la repr�esentation R(n)1 (X;Y ) deBn. Nous allons tâher d'int�egrer de fa�on g�en�erale le diagramme de Bratteli de �pLn enimposant dans le spetre de �1 e deuxi�eme param�etre X. Pour simpli�er les aluls, noushomog�en�eisons les valeurs propres des g�en�erateurs en introduisant un troisi�eme param�etre,Z. Si l'on note �pn = �pn(X;Y;Z) la repr�esentation orrespondant �a �pLn que l'on herhe �aobtenir, son diagramme de Bratteli G s'�erit



1.4. REPR�ESENTATIONS �pn 145
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lllllllllllllllllEn partiulier, dim�pn = � np �dimCG�pnZ = � n� 2p �dimCG�pnY = � n� 2p� 1 �dimCG�pn�Y = � n� 2p� 1 �dimCG�pnX = � n� 2n� p � :On en d�eduit alors la valeur au signe pr�es de n, que l'on note jnj, sur �pn,jnj = Xp(p�1)Y 2p(n�p)Z(n�p)(n�p�1)



146 CHAPITRE 1. GROUPES SYM�ETRIQUES �ETENDUSainsi que les valeurs de jÆnj arête jÆj�p�2n�2 ! �p�1n�1 X2(p�2)Y 2(n�p)�p�1n�1 ! �pn X2(p�1)Y 2(n�p)�pn�2 ! �pn�1 Y 2pZ2(n�p�2)�pn�1 ! �pn Y 2pZ2(n�p�1)�p�1n�2 ! �p�1n�1 Y 2(p�1)Z2(n�p�1)�p�1n�2 ! �pn�1 X2(p�1)Y 2(n�p�1)On en d�eduit la valeur de �n sur les briques de taille 1 :�p�2n�2 ! �p�1n�1 ! �pn �2 = X2 � = X�pn�2 ! �pn�1 ! �pn �2 = Z2 � = ZSur l'unique brique non triviale du houppier de niveau 2, on obtientÆn = � �X2(p�1)Y 2(n�p) 00 �Y 2pZ2(n�p�1) �Æn�1 = � �Y 2(p�1)Z2(n�p�1) 00 �X2(p�1)Y 2(n�p�1) �On en d�eduit que sur ette brique det(�n�1) = �Y 2, et, omme on herhe une repr�esentationirr�edutible, ela impose que �n�1 n'est pas une homoth�etie, don Sp(�n�1) = fY;�Y g. Aonjugaison par une matrie diagonale pr�es, on en d�eduit que �n�1 s'�erit sur ette brique� 0 YY 0 �Il suÆt d�es lors de v�eri�er la relation de tresse sur le houppier de niveau 4 pour onlure quel'on a bien obtenu de nouvelles repr�esentations, irr�edutibles, du groupe de tresse Bn.Nous allons maintenant en proposer des mod�eles matriiels plus simples.1.4.2 Mod�eles ombinatoiresRemarquons d'abord que le diagramme de Bratteli obtenu n'admet que des briques detaille 1 ou 2, �a l'exeption de deux briques de taille 3. Cela provient du fait que la hâ�ne desous-groupes utilis�ee B1 = feg � B2 =< �1 >� B3 � : : : � Bn�1 � Bnn'est pas adapt�ee ii. Si l'on note B22 =< �21 >, onsid�erons la hâ�neB1 = feg � B22 =< �21 >� B2 =< �1 >� B3 � : : : � Bn�1 � Bnqui munit CBn = An+1 d'une nouvelle struture d'alg�ebre loale, dont les �el�ements g�eniteurssont maintenant �21 ; �1; �2; : : : ; �n�1, et les �el�ements entralisants 1 = �21; �1; 2; 3; : : : ; n



1.4. REPR�ESENTATIONS �pn 147(f orollaire de I.1.1.1). Le diagramme de Bratteli de �24 par rapport �a ette hâ�ne est alors�42�31 }}}}}}}} �32@@@@@@@Z |||||||| �Y nnnnnnn
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mmmmmmmmmmmmmmmmMod�ele 1Le nouveau graphe, ainsi assoi�e �a la famille des repr�esentations �pn, ne omporte plus quedes briques de taille 1 ou 2, sur lesquelles la valeur de �k vaut X, Z, ouJ := � 0 YY 0 �Mod�ele 2Une autre fa�on d'expliiter les matries des g�en�erateurs d'Artin sur ette repr�esentationonsiste �a assoier �a �pn le diagramme en �equerre de taille n+ 1 assoi�e �a la partition[n+ 1� p; 1p℄et d'indexer la base des hemins par e que nous appellerons des 0-tableaux standards, 'est-�a-dire des tableaux standards sur e diagramme de Young, o�u les bô�tes ne sont plus num�erot�eesde 1 �a n+1, mais de 0 �a n. Par exemple, �24 orrespond �a la partition [3; 1; 1℄ et une base estform�ee par les tableaux430 1 2 420 1 3 320 1 4 410 2 3 310 2 4 210 3 4Si D est un tel tableau, on onstruit la matrie de �k de la fa�on suivante :{ Si k + 1 est sur la même olonne que k dans D, alors�k(D) = XD:{ Si k + 1 est sur la même ligne que k dans D, alors�k(D) = ZD:{ Si k+1 et k ne sont ni sur la même ligne si sur la même olonne de D, alors si l'on noteD0 = sk(D), 'est-�a-dire le tableau issu de D en intervertissant k et k + 1, < D;D0 >est stable par �k et l'on a �kj<D;D0> = J = � 0 YY 0 �



148 CHAPITRE 1. GROUPES SYM�ETRIQUES �ETENDUSMod�ele 3 De fa�on �a faire apparâ�tre �pn(X;Y;Z) omme une d�eformation de Rh �pLn, onindexe les �el�ements de base de �pn par les parties I �a p �el�ements de f1; : : : ; Ng. Dans ettebase, �keI = XeI si fk; k + 1g � I�keI = ZeI si fk; k + 1g \ I = ;�keI = Y eI�fk;k+1g sinon,o�u � d�esigne la di��erene sym�etrique entre deux ensembles. Le lien ave la base naturelle de�pLn(q) est ainsi fait si l'on assoie �a I, don �a eI , le produit altern�e roissant en i des eipour i �el�ement de I (f. la preuve du lemme 13).Pour r�esumer, en remarquant que l'image de Pn est ommutative,Th�eor�eme 4. Pour tout n � 2 et tout p ompris entre 0 et n, pour X;Y;Z des salairesg�en�eriques, il existe une repr�esentation �pn(X;Y;Z) de ~Sn d�e�nie sur Z(X;Y;Z) par lesmod�eles 1, 2 ou 3 i-dessus, qui est irr�edutible pour n � 3, et qui v�eri�e{ Pour n � 2, dim�pn(X;Y;Z) = � np � :{ Pour n � 3, ResBn�1�pn(X;Y;Z) = �p�1n�1(X;Y;Z) + �pn�1(X;Y;Z):{ Sur �pn pour n � 3, les valeurs propres des g�en�erateurs de Coxeter sont X ave multipli-it�e � n� 2n� p �, Y et �Y ave multipliit�e � n� 2p� 1 � et Z ave multipliit�e � n� 2p �.{ L'ation de n sur �pn(X;Y;Z) vautXp(p�1)Y 2p(n�p)Z(n�p)(n�p�1):{ L'image du groupe de tresses pures Pn est un tore de GL(�pn).{ Pour r et n� r sup�erieurs �a 2,ResBn�r�Br�pn ' rMi=0 �p�r+in�r 
 �r�ir :De plus, �pn(�q2; q; q) = �pLn(q) est une repr�esentation irr�edutible de fSn, pour q 62 f0; 1;�1g.Notons en�nProposition 26. �2Ln(Y ) = �2n(�Y 2; Y; 1)S2Ln(Y ) = Ln(Y ) + �2n(Y 2; Y; 1)Preuve | La premi�ere assertion a d�ej�a �et�e d�emontr�ee dans sa version \in�nit�esimale", �a lasuite de la proposition 25. S2Ln(Y ) ontient quant �a lui deux sous-espaes stables,< e2i >i=1::net < eiej >i6=j. En omparant ave les formules pour les ations de Ln(Y ) et �2n(Y 2; Y; 1) (f.proposition 25 et II.2), la deuxi�eme �equation s'ensuit imm�ediatement. qfd.
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Chapitre 2Le bimodule sln(C)
p, n >> pSi g est une alg�ebre de Lie simple, une des l�es pour omprendre l'ation de Bp sur g
p estla d�eomposition de g
p en tant que Aut(g)-module. Ii, nous ne nous int�eressons qu'au aso�u g = sln(C). La d�eomposition du g-module g
p a �et�e �etudi�ee par Philip Hanlon dans lesann�ees 80 [44℄. Dans un premier temps, nous tâherons de ompl�eter ette �etude en �etablissantave pr�eision les r�egles de branhement. Comme dans tous les probl�emes de pl�ethysme, ilse produit pour les s�eries lassiques un ph�enom�ene d'uniformisation : quand dimg augmente,la d�eomposition de g
p est stationnaire. L'�etude de ette d�eomposition limite est e qu'onappelle le \as stable", et il est utile de param�etrer les omposantes irr�edutibles d'une fa�onqui ne d�epende pas de dimg.Dans e hapitre, nous nous onformerons �a la onvention, utilis�ee par les auteurs it�es,onernant les diagrammes de Young, 'est-�a-dire que[3; 2℄ =Ce hoix de hanger de onvention pour les diagrammes de Young qui onernent les repr�e-sentations de gln(C) ou de sln(C) tient �a deux raisons.La premi�ere est que le lien entre les repr�esentations du groupe sym�etrique et les repr�esen-tations du groupe lin�eaire est une dualit�e, la dualit�e de Shur-Weyl, qui, si elle met en rapportdeux partitions de n identiques, ne respete pas les ombinatoires naturelles �a haun de esdeux types d'objets. En partiulier, les r�egles de branhement par rapport aux �ltrations natu-relles des groupes onern�es n'ont pas de rapport diret, et la r�egle de Littlewood-Rihardsonne donne pas le produit tensoriel de deux repr�esentations du groupe sym�etrique. Comme,d'autre part, nous tâhons ii de mettre en plae une dualit�e partielle, nous pensons utile dedistinguer au moins visuellement les di��erents objets impliqu�es.La deuxi�eme raison est que, si les traditions pour repr�esenter les partitions d'un entierdonn�e, don les repr�esentations du groupe sym�etrique (diagrammes de Ferrers ou de Young),varient �enorm�ement, la tradition onernant les diagrammes de Young de largeur donn�ee,'est-�a-dire les repr�esentations du groupe lin�eaire, tend �a se standardiser. En partiulier, lesr�ef�erenes les plus ourantes sur les groupes de Lie utilisent la onvention que l'on vient ded�erire, et il nous a paru inutile d'imposer au leteur habitu�e �a la d�eomposition des pro-duits tensoriels de repr�esentations d'alg�ebres de Lie simples la gymnastique d'un hangementd'orientation des diagrammes.
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p, n >> p2.1 Doubles diagrammes de YoungOn onsid�ere g = sln et g
p ave n grand devant p. Dans e as, on peut param�etrer lesrepr�esentations irr�edutibles de g, suivant une m�ethode apparemment due �a R.K. Gupta (f.[44℄), par des ouples (D1;D2) o�u les Di sont des diagrammes de Young. On note en e�et(D1;D2)n le diagramme �a n lignes, bien d�e�ni pour n stritement plus grand que h(D1) +h(D2) + 1,
D1

D
2Ave ette onvention, la repr�esentation adjointe de g est not�ee ( ; ). Cette repr�esentation(D1;D2)n n'est autre que la multipliation de CartanHomSp(SD1 ; V 
p)�HomSp(SD2 ; V �
p):Elle orrespond don �a une repr�esentation rationnelle de gln, �egalement not�ee (D1;D2), dediagramme de Young

D1

D
2En fait, omme on ne s'int�eresse dans g
p qu'aux repr�esentations de niveau maximal, onn'a pas �a distinguer sln(C) de gln(C) : en e�et, l'ation de t12 est nulle sur gln(C)
2=sln(C)
2(f. [39℄ p. 158). On utilisera don indi��eremment sln(C) et gln(C). Sur une repr�esentation(D1;D2)n de gln(C), la valeur C du Casimir normalis�e �a 1 sur la repr�esentation adjointe estCj(D1;D2)n =  (D1) +  (D2) + nt(D1) + nt(D2)o�u  (�) =P�i 6=0 �i(�i � 2i+ 1). On peut d�emontrer par r�eurrene (D0) = � (D):En�n, pour n �x�e, on notera eij la matrie de gln(C) assoi�ee �a ei
 e�j par l'identi�ationstandard gl(V ) ' V 
 V �, Xi = ei;i+1, Yi = ei+1;i, Hi = eii � ei+1;i+1.



2.2. MULTIPLICATION PAR g - �ENONC�ES 1512.2 Multipliation par g - �enon�esOn s'int�eresse �a la table de multipliation par la repr�esentation adjointe g dans l'anneau desrepr�esentations de g muni de son produit salaire standard not�e < j >. Pour plus de lart�e,nous reportons la preuve des r�esultats ombinatoires de ette setion, qui est une appliationimm�ediate de la r�egle de Littlewood-Rihardson, �a la setion suivante. Nous limiterons d'autrepart l'�etude aux repr�esentations (D1;D2)n pour n � h(D1) + h(D2) + 1 telles que t(D1) =t(D2). Cette restrition est justi��ee parLemme 14. p = t(D1) = t(D2), 9n0 8n � n0 (D1;D2)n ,! (sln)
pOn a d'autre partLemme 15. < (D1;D2)n 
 gj( ~D1; ~D2)n > ne d�epend pas de n pour n suÆsamment grand.On notera < (D1;D2)
 gj( ~D1; ~D2) >= limn!1 < (D1;D2)n 
 gj( ~D1; ~D2)n >ette valeur ommune. Pour D = (D1;D2)~D = ( ~D1; ~D2)on a d = t(D1) = t(D2) = t(D)~d = t( ~D1) = t( ~D2) = t( ~D):On notera D � ~D la propri�et�e D1 � ~D1 et D2 � ~D2. En�n,Æ(D) := Æ(D1) + Æ(D2)Æ(D; ~D) := Æ(D1; ~D1) + Æ(D2; ~D2):On a alorsProposition 27.� < D 
 gj ~D >=< ~D 
 GjD >� j ~d� dj � 2)< D 
 gj ~D >= 0� Si ~d = d+ 1, < D 
 gj ~D >= 1 si D � ~D, < D 
 gj ~D >= 0 sinon.� Si ~d = d, < D 
 gj ~D >= 1 si Æ(D; ~D) = 2, 0 sinon.� < D 
 gjD >= Æ(D)On en d�eduit failementLemme 16. Niveau(D) = t(D):
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p, n >> p2.3 Multipliation par g - preuveLa repr�esentation adjointe orrespond au poids not�e2l1 + l2 + : : :+ ln�1;suivant les notations standard (f. Fulton-Harris [9℄), et elle est assoi�ee au double diagramme([1℄; [1℄)n. On onsid�ere un diagramme (D1;D2)n aveh(D1) = r > 0 D1 = (�1; : : : ; �r)h(D2) = s > 0 D2 = (�1; : : : ; �s):Par onvention, on notera �r+1 = �s+1 = 0.Dispos�e graphiquement, (D1;D2)n est onstitu�e de r lignes orrespondant au premierdiagramme, puis de n� r � s lignes �egales, et en�n de s lignes orrespondant �a D2. La r�eglede Littlewood-Rihardson dit alors que (D1;D2)n 
 g est somme direte d'une famille deg-modules simples, qui sont en bijetion ave les familles, ii abusivement appel�ees n-uplets,(fx+1 ; x�1 g; x2; x3; : : : ; xn�1)o�u x+1 ; x�1 ; x2; : : : ; xn�1 sont des num�eros de lignes, don ompris entre 1 et n, que l'on in-terpr�ete de la fa�on suivante : on augmente d'abord le diagramme (D1;D2)n en ajoutant unease num�erot�ee \1" sur les lignes x+1 et x�1 (si x+1 = x�1 , on augmente ette ligne ommunede deux ases num�erot�ees \1"); on e�etue ensuite, sur le diagramme ainsi augment�e, lamême op�eration ave x2, en ajoutant une ase num�erot�ee \2" en ligne x2, et on poursuit avex3; : : : ; xn�1. Les n-uplets admissibles satisfont aux onditions bien onnues de la r�egle deLittlewood-Rihardson :1) �a haque �etape, on doit obtenir un diagramme de Young2) sur haque olonne du diagramme �nal, les num�eros des ases ajout�ees doivent êtredispos�es de fa�on stritement roissante, du haut vers le bas3) si l'on note �1; : : : ; �n les num�eros des ases ajout�ees en parourant le diagramme �nalde haut en bas et de la droite vers la gauhe, pour tout m ompris entre 1 et n et tout� ompris entre 1 et n� 2,#fi � m; �i = �g � #fi � m; �i = �+ 1g:Consid�erons un tel n-uplet admissible. Pour que 3) soit respet�e, on doit avoir xi < xj pour2 � i < j. Supposons x+1 � x�1 . Toujours d'apr�es 3) on a, pour tout i � 2, xi > x+1 � 1. Onen d�eduit x+1 � 2.Si x+1 = 2, e qui suppose �1 6= �2, on a n�eessairement xi = i + 1 pour i � 2. Quant �ax�1 , pour respeter 1), il doit v�eri�er x�1 � r + 2 ou x�1 � n � s + 1. De plus, x�1 = r + 2implique x+1 = r+1 d'apr�es 1), e qui ontredit 2) si les lignes r+1 et r+2 sont initialement�egales. Mais si les lignes r + 1 et r + 2 ne sont pas �egales, ela signi�e que la r + 2e ligneorrespond d�ej�a au diagramme D2, 'est-�a-dire que x�1 � n� s+1. On a don x�1 � r+1 oux�1 � n� s+ 1. Les n-uplets admissibles tels que x+1 = 2 ne d�ependent plus que du hoix dex�1 . L'ensemble des x�1 autoris�es est alors, d'apr�es les r�egles 1) et 2),E�1 = fi � n� s+ 1 j �j 6= �j+1 pour j = n� i+ 1g



2.4. VECTEURS DE PLUS HAUT POIDS 153auquel on ajoute l'�el�ement 2 si �1 � �2 + 2.Si x+1 = 1, on d�e�nit � parf�g = f2; : : : ; ng n fx2; : : : ; xn�1g:On a n�eessairement xi = i pour i < �, et xi = i+1 pour i > �. Si � > r+1 et � < n�s+2,la r�egle 1) impose x�1 = �, et la r�egle 2) exlut x�1 = �. On en d�eduit � � r + 1 ou� � n� s+ 2. On onsid�ere alors deux as. Si x�1 = �, � d�e�nit enti�erement le n-uplet. Lesn-uplets admissibles orrespondent alors aux � �el�ements deE0 = fi � n� s+ 2 j �j 6= �j+1; j = n� i+ 1g [ f3 � i � r + 1 j �i 6= �i�1gauquels on ajoute l'�el�ement 2 si �1 6= �2.Il reste �a onsid�erer x�1 6= �. Si x�1 = 1, l'ensemble des � possibles estE1 = fi � n� s+ 2 j �j 6= �j�1; j = n� i+ 1g:Sinon, il existe i � 2 tel que xi = x�1 . Pour les mêmes raisons que pr�e�edemment, on ax�1 � r + 1 ou x�1 � n � s + 1. Pla�ons-nous dans ette hypoth�ese, o�u x�1 62 f1; �g. Six�1 � r+1 et � � r+1, un n-uplet admissible orrespond �a un diagramme (D1;D2)n tel quet(D1) = t(D1) et Æ(D1;D1) = 2; si x�1 � r+1 et � � n�s+2, �a un diagramme (D1;D2)n telque D1 � D1, D2 � D2, t(D2) = t(D2) + 1, t(D1) = t(D1) + 1; si x�1 et � sont sup�erieurs �an�s+2, �a un diagramme (D1;D2)n tel que t(D2) = t(D2) et Æ(D2;D2) = 2; si x�1 � n�s+2et � � r + 1, �a un diagramme (D1;D2)n tel que D1 � D1, D2 � D2, t(D2) = t(D2) � 1,t(D1) = t(D1)� 1.Inversement, tous les diagrammes (D1;D2)n remplissant les onditions pr�e�edentes or-respondent �a de tels ouples (x�1 ; �), si toutefois �1 = �1. On onstate imm�ediatement queles autres diagrammes, qui v�eri�ent �1 = � � 1 ou �1 = � + 1 orrespondent aux n-upletsd�erits respetivement par les ensembles E�1 et E1.Tous es diagrammes interviennent don ave multipliit�e 1 dans (D1;D2)n 
 g. Il resteen�n �a identi�er les diagrammes orrespondant �a l'ensemble E0 : toutes les lignes sont aug-ment�ees d'exatement une ase, 'est-�a-dire que la repr�esentation obtenue orrespond enore�a (D1;D2)n. La multipliit�e de (D1;D2)n dans (D1;D2)n 
 g est alors#E0 = Æ(D1) + Æ(D2):Les �enon�es de la setion pr�e�edente en d�eoulent imm�ediatement.2.4 Veteurs de plus haut poidsOn note W l'unique automorphisme non trivial du graphe de Dynkin An�1. Il lui estanoniquement assoi�e un automorphisme ext�erieur, enore not�e W , de sln(C) ou de gln(C).Rappelons que le groupe des automorphismes de g est alors produit semi-diret des automor-phismes int�erieurs par le groupe d'ordre 2 engendr�e par W .Lemme 17. W agit par (�1)n sur le veteur de plus haut poids de la repr�esentation adjointede sln(C) , n � 3. De plus, Weij = (�1)j�i�1en�j;n�i.
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p, n >> pPreuve | On a WXi = Xn�i. Le veteur de plus haut poids de la repr�esentation adjointeest e1n = [[: : : [[[X1;X2℄;X3℄;X4℄ : : :℄;Xn�1℄:En utilisant l'identit�e de Jaobi et le fait que [Xi;Xj ℄ = 0 pour ji� jj � 2, on en d�eduite1n = [X1; [X2; [X3; : : : [Xn�2; [Xn�1;Xn℄℄ : : :℄:Soit, par antisym�etrie du rohet,e1n = (�1)n�2[[: : : [[[Xn�1;Xn�2℄;Xn�3℄;Xn�4℄ : : : ;X2℄;X1℄ = (�1)nWe1n:La derni�ere aÆrmation d�eoule du même alul, en remarquanteij = [: : : [[Xi;Xi+1℄;Xi+2℄ : : : ;Xj�1℄: qfd.Nous allons, pour (D1;D2) une repr�esentation irr�edutible g�en�erique, i.e. un (D1;D2)npour n assez grand devant les diagrammes, expliiter les veteurs de plus haut poids deniveau sup�erieur de (D1;D2)
 g. Soit v le veteur de plus haut poids de (D1;D2)n, et � sonpoids. Pour � � h(D1) + 1, � � n� h(D2) � 1, on sait qu'il existe un veteur de plus hautpoids de (D1;D2)
g de poids �+L��L� si et seulement si ������1 6= 0 et �����+1 6= 0.C'est e veteur que nous allons onstruire.Notons � = (�1; : : : ; �r) et � = (�1; : : : ; �s) deux diagrammes de Young strits (�i+1 < �i),tels que �1 < �, �1 < n� �. On note E l'ensemble de es ouples de diagrammes, etx�� = [e��1 [e�1�2 [e�2�3 [: : : [e�r�1�r [en��s;n��s�1 [en��s�1;n��s�2 [: : : [en��1;�; v℄ : : :℄
 e�r;n��1en autorisant le diagramme de Young vide :x�; = [e��1 [e�1�2 [: : : [e�r�1�r ; v℄ : : :℄
 e�r�x;; = v 
 e�� :On note en�n b(�) = Qi(���i)�1(�) = Qi(��n��i)�1b0(�) = b(�) ���1������1 si �1 = �� 1b0(�) = b(�) sinon0(�) = (�) ��+1��+1��� si n� �1 = � + 10(�) = (�) sinon:AlorsProposition 28. Le veteur de plus haut poids w, de poids � + L� � L� de (D1;D2) 
 g,sous les onditions pr�e�edentes, est donn�e par la formulew = X(�;�)2E b0(�)0(�)x�;�:



2.4. VECTEURS DE PLUS HAUT POIDS 155Preuve | Comme b0(;)0(;) 6= 0, w est non nul. Il suÆt d�es lors de montrer que w est annul�epar tous les Xk. Pour k 2 [�; � � 1℄, on a Xkx�;� = 0 quels que soient � et �. Les as k < �et k > � � 1 se d�eduisent l'un de l'autre par sym�etrie de la somme onsid�er�ee par rapport �al'automorphisme W . Il suÆt don de montrer Xkw = 0 pour k < �. On a alors, si un tel kest �x�e, pour tout �, XkX�2D b0(�)x�;; = 0;o�u D est l'ensemble des diagrammes de Young strits (�1; : : : ; �r) tels que �1 < �. Pour montrerei, on distingue entre� k < �� 1 Comme Xk ommute �a ad e�;��1, il suÆt de montrerXkX�2D� b0(�)x�;; = XkX�2D� b(�)x�;; = 0ave D� = f� 2 D ; �1 6= �� 1g:On pose alors D0� = f� 2 D j 8i �i 62 fk; k + 1gget, pour i � 1, D1�(i) = f� 2 D j �i = k; �i�1 6= k + 1; r > igD2�(i) = f� 2 D j �i = k + 1; �i+1 6= k; r > igD3�(i) = f� 2 D j �i = k + 1; �i+1 = k; r > i+ 1go�u le nombre r pr�esent dans es d�e�nitions d�esigne la longueur de � = (�1; : : : �r). Onnote D�(i) = D1�(i) [ D2�(i) [ D3�(i):A tout � 2 D1�(i) on assoie de fa�on �evidente �0 2 D2�(i), �00 2 D3�(i) :� = (�1; �2; : : : ; �i�2; �i�1; k; �i+1; : : :)�0 = (�1; �2; : : : ; �i�2; �i�1; k + 1; �i+1; : : :)�00 = (�1; �2; : : : ; �i�2; �i�1; k + 1; k; �i+1; : : :):Ces orrespondanes sont bijetives :D1�(i) ' D2�(i) ' D3�(i):De même, on d�e�nitD1f� = f� 2 D n f;g j �r = k et �r�1 6= k + 1gD2f� = f� 2 D n f;g j �r = k + 1gD3f� = f� 2 D n f;g j �r�1 = k + 1 et �r = kgDf� = D1f� [ D2f� [ D3f�et �a � 2 D1f� on assoie �0 2 D2f� , �00 2 D3f� :� = (�1; �2; : : : ; �r�1; k)�0 = (�1; �2; : : : ; �r�1; k + 1)�00 = (�1; �2; : : : ; �r�1; k + 1; k):
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p, n >> pOn a enore D1f� ' D2f� ' D3f� ;et D0� [ D1f� [ D2f� [ D3f� [ 1[i=1 3[j=1Dj�(i)forme une partition de D�. On v�eri�e ais�ement queXk(b(�)x�;; + b(�0)x�0;; + b(�00)x�00;;) = 0pour � 2 D1�(i) ou � 2 D1f� (i) et, omme pour � 2 D0�, on a Xkx�;; = 0, on en d�eduitXkw = 0.� k = �� 1 On introduit D1 = f� 2 D j r � 1 et �1 6= �� 1gD2 = f� 2 D j r � 2 et �1 = �� 1g:A tout � 2 D1 on assoie bijetivement �0 2 D2 :� = (�1; �2; : : :)�0 = (� � 1; �1; : : :):Alors, D1 [ D2 [ f(� � 1)g [ f;gforme une partition de D. Mais, pour tout � 2 D1,X��1(b0(�)x�;; + b0(�0)x�0;;et X��1(b0((�� 1))x��1;; + b0(;)x;;;) = 0d'o�u w 2 KerX��1. qfd.En dualisant, on peut obtenir une formule similaire pour les veteurs de plus haut poidsde niveau stritement inf�erieur. Les veteurs de plus haut poids orrespondant aux opies de(D1;D2)n dans (D1;D2)n 
 g peuvent �egalement s'exprimer par une formule similaire, maisela ne nous int�eresse pas ii.2.5 Module super�ielOn rappelle que pour n assez grand, sln(C) est de type Zn (f. I.1.4), 'est-�a-dire queSp(�t12) = f0; 1; 12 ; 1n;� 1ng:



2.5. MODULE SUPERFICIEL 157On note P�(�t12) les projeteurs sur les espaes propres orrespondants. On a alors, suivant[39℄ p. 156,P1(X) = (n2 � 1)�1(2n2X4 � n2X3 � 2X2 +X)P 12 (X) = �16(n2 � 4)�1(n2X4 � n2X3 �X2 +X)P0(X) = �2n2X4 + 3n2X3 � (n2 � 2)X2 � 3X + 1P �n (X) = 2�1n3((n� �)(n� 2�))�1(2nX4 � (3n� 2�)X3 + (n� 3�)X2 + �X):On onsid�ere ii CSurfp(g), pour g = sln(C) ou g = gln(C). Ave les notations de I.2.6.1,CSurfp(g) = Mt(D1) = pt(D2) = p UpD1;D2 :Comme remarqu�e en I.2.6.3, UpD1;D2 s'identi�e �a l'espae des veteurs de plus haut poids deV 
p de poids (D1;D2). D'apr�es P. Hanlon [44℄, on a un isomorphisme� : SD1 
 SD2 ! UpD1;D2 :Plus pr�eis�ement, si l'on note provisoirement MD pour D un diagramme de Young le Sn-module de permutation assoi�e, on a un isomorphisme enore not�e �� : MD1 
MD2 !W pD1;D2o�u W pD1;D2 d�esigne l'espae des veteurs de g
p de poids (D1;D2). Si l'on note A et B deuxtablo��des (f. [14℄) de formes respetives D1 et D2, on note rA(m) (resp. rB(m)) pour m dansf1; : : : ; pg la ligne de A (resp. B) qui ontient m. Dans le as qui nous int�eresse, le deuxi�emeisomorphisme est expliitement donn�e par�(A
B) = pOk=1 erA(k);rB(k):La propri�et�e remarquable est alorsProposition. (Hanlon, [44℄) L'image par � de SD1 
 SD2 est �egale �a Up(D1;D2).Si l'on utilise l'identi�ation gln(C) ' V 
V �, ave V = Cn, ea;b 2 g orrespond �a ea
e�b .Ainsi, g
p ' V 
p 
 (V �)
pet �(A
B) =  pOk=1 erk(A)!
 pOk�1 e�n�rk(B)! :Si l'on fait agir Sp par permutation sur V 
p et (V �)
p, l'ation de s 2 Sp surg
p s'�erit alorss
 s. D'autre part, l'ation de 2nt12 surg
2 ' V 
2 
 (V �)
2
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p, n >> ps'�erit suivant El Houari [39℄ p. 108 formule (11)(1 2)
 Id+ Id
 (1 2) +  ave  s'annulant sur les veteurs ei 
 ej 
 e�k 
 e�ltels que j 6= k et i 6= l. On en d�eduit que pour n assez grand, surW p(D1;D2) 'MD1 
MD2 ;l'ation de 2ntij s'�erit (i j) 
 Id+ Id
 (i j)soitProposition 29. Le Bp-module Up(D1;D2) pour t(D1) = t(D2) = p est isomorphe pour n assezgrand au produit tensoriel de (D1) 12n ;�12n par (D2) 12n ;�12n .
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Chapitre 3L'alg�ebre de Lie des transpositionsSoit k un orps de arat�eristique 0. Pour n � 1, on onsid�ere le groupe sym�etrique Sn, etson alg�ebre de groupe kSn. C'est une alg�ebre assoiative, on peut don la munir d'un rohet[a; b℄ := ab� ba:On note Hn la sous-alg�ebre de Lie de kSn engendr�ee par les transpositions.A partir de maintenant, et �a l'exeption de la setion III.3.1.2, on suppose que k = C.Pour une partition � de n, on rappelle que l'on note �0 la partition duale et S� le module deSpeht assoi�e �a �. L'ation naturelle de CSn sur S� d�e�nit une repr�esentation de Hn enorenot�ee S�. Cette repr�esentation est irr�edutible, ar tout sous-espae Hn-stable de S� est unsous-espae de S� stable par les transpositions, qui engendrent Sn, don par tout le groupeSn.Le Hn-module S� est simple, don L�`n S� est semi-simple. De plus, omme ette re-pr�esentation est la restrition �a Hn de la repr�esentation r�eguli�ere de Sn, qui est �d�ele, elleest �d�ele et de dimension �nie sur C, don on d�eduit de la th�eorie g�en�erale des alg�ebres deLie (f. Bourbaki [4℄ x6 no. 4, proposition 5) que l'alg�ebre de Lie Hn est r�edutive. En�n, Hnest stable par onjugaison pour � 2 Sn : l'ation par onjugaison de Sn sur son alg�ebre degroupe se restreint don �a Hn.Cette derni�ere remarque permet de onstruire une alg�ebre de Hopf Sn, quotient de Bn etd�e�nie omme le produit semi-diret de Sn par l'alg�ebre enveloppante de Hn pour l'ationpar onjugaison. Ce hapitre peut être ainsi onsid�er�e omme une �etude pr�eliminaire de equotient �el�ementaire de l'alg�ebre des tresses in�nit�esimales, que nous poursuivront en III.4.7.D'autre part, la proposition 29 de III.2.5 se reformule en disant que l'ation de Bn sur lemodule super�iel de g
p, pour g = sln(C) et n >> p, se fatorise par Sp. L'�etude de ettealg�ebre de Lie est alors �egalement motiv�ee de e point de vue.3.1 Etude ombinatoire3.1.1 Lemmes pr�eliminairesLemme 18. Si n � 2, Hn est inluse dans la sous-alg�ebre de Lie de CSn engendr�ee parf� � �(�)��1 j � 2 Sng:



160 CHAPITRE 3. L'ALG�EBRE DE LIE DES TRANSPOSITIONSPreuve | Si s = (i j), s � �(s�1) = 2s = (i j). Les transpositions appartiennent don �al'espae vetoriel engendr�e par fs � �(s�1)js 2 Sng. D'autre part, et espae est bien stablepar rohet : si l'on pose h(s) = s� �(s)s�1, on a, pour tout � 2 Sn,[h(s); h(�)℄ = h(s�)� h(�s)� �(�)h(s��1) + �(�)h(��1s): qfd.Lemme 19. Si n � 2, Hn est engendr�ee omme alg�ebre de Lie par les �el�ements si = (i i+1)pour 1 � i � p� 1.Preuve | Pour s 2 Sn, on d�e�nit ad(s) et Ad(s) dans End(CSn) par ad(s)(x) = [s; x℄ etAd(s(x) = sxs�1. Si s2 = 1, ad(s) Æ ad(s) = 2� 2Ad(s). Or(i j) = sisi+1si+2 : : : sj�2sj�1sj�2 : : : si+1si= Ad(si) Æ Ad(si+1) Æ : : : Æ Ad(sj�2)(sj�1)= 2i+1�j(2� ad(si)2) Æ : : : Æ (2� ad(sj�2)2)(sj�1)est bien engendr�e par les si. qfd.3.1.2 Exemple de H3On onsid�ere dans ette setion H3 omme �etant d�e�nie sur k = Q.On onstate failement que H3 est de dimension 4 sur Q, engendr�ee en tant que Q-espaevetoriel par A = (1 2) B = (1 3)C = (2 3) D = (1 2 3)� (3 2 1):On obtient pour relations[A;B℄ = �D [A;D℄ = 2(C �B)[A;C℄ = D [B;D℄ = 2(A � C)[B;C℄ = �D [C;D℄ = 2(B �A):Le entre est alors engendr�e par A + B + C = (1 2) + (1 3) + (2 3). On peut d�eomposerH3 = Q�H03, ave H03 partie semi-simple engendr�ee par R = A�B, S = A+B�2C, D = D.Les relations sont [D;R℄ = 2S[D;S℄ = �6R[R;S℄ = �6DSi l'on pose, dans H03 
Q R, S = S6 ; R = R2p3 ; D = D2p3 ;on a [D;R℄ = S[D;S℄ = �R[R;S℄ = �D



3.1. ETUDE COMBINATOIRE 161Par omparaison de es relations ave un syst�eme lassique de onstantes de strutures desl2(R) (f. [9℄ p. 143) on en d�eduit H03 
Q R ' sl2(R):En fait, ette alg�ebre est d�eploy�ee sur Q, et H03 ' sl2(Q). On obtient diretement et isomor-phisme �a partir de la repr�esentation irr�edutible de dimension 2 de QS3 : les images de (1 2),(2 3) et [(1 2); (2 3)℄ sont en e�et de trae nulle, et lin�eairement ind�ependantes.3.1.3 D�etermination du entre de HnOn �xe n � 2.Soit � une partition de n. On rappelle que de telles partitions param�etrisent naturellementles lasses de onjugaison de Sn. En partiulier, les transpositions appartiennent �a la lassede onjugaison orrespondant �a [2; 1n�2℄. On note alors 	� la forme lin�eaire d�e�nie sur CSnpour s 2 Sn par 	�(s) = 1 si s admet � pour lasse de onjugaison, 	�(s) = 0 sinon. (Les	� forment �evidemment une base des fontions entrales Sn.)On onsid�ere l'ensemble des suites �nies non vides d'�el�ements de f1; : : : ; n� 1g, que l'onnote P. Pour E = (i1; : : : ; ir) 2 P, on note l(E) = r sa longueur. Si E = (i) est une suite delongueur 1, on pose sE = si 2 Hn et, si E = (i1; : : : ; ir) ave r � 2, on d�e�nit par r�eurrenesE = [si1 ; sE0 ℄ 2 Hn pour E0 = (i2; : : : ; ir) 2 P. Il est lair d'apr�es le lemme 19 que l'ensembledes sE pour E 2 P forme une famille g�en�eratrie du C-espae vetoriel Hn. On a alorsLemme 20. Si E 2 P est de longueur sup�erieure ou �egale �a 2, pour toute partition � de non a 	�([sE ℄) = 0.Preuve | Si l(E) > 1, on peut �erire sE = [b; sF ℄, o�u b est une transposition, d'o�u sE =bsF � sF b est une ombinaison lin�eaire de termes de la forme sb � bs, pour s 2 Sn. Maissb = bbsb = b(bs)b�1, don sb et bs sont onjugu�es, 'est-�a-dire de même type, d'o�u 	�(sb) =	�(bs), et 	�(sE) = 0. qfd.Lemme 21. Le entre de CSn admet pour base les �el�ements T�, o�u, si � ` n, T� est lasomme des �el�ements de Sn de lasse de onjugaison �.Preuve | Pour tout s 2 Sn, sT�s�1 = T�, d'o�u [s; T�℄ = 0 et T� appartient au entre deCSn. Inversement, si T est un �el�ement entral de CSn, on doit avoir, pour tout s 2 Sn,[s; T ℄ = 0, soit sTs�1 = T . En partiulier, si s est onjugu�e �a � , s�(T ) = ��(T ), don T estbien ombinaison lin�eaire des T�. qfd.Proposition 30. Le entre de Hn est de dimension 1, engendr�e par la somme Tn de toutesles transpositions.Preuve | Si T est un �el�ement entral de Hn, T ommute en partiulier aux transpositions,don pour toute transposition s, sT = Ts. On en d�eduit que pour toute permutation sT = Ts,omme les transpositions engendrent Sn, T appartient au entre de CSn.



162 CHAPITRE 3. L'ALG�EBRE DE LIE DES TRANSPOSITIONSD'apr�es le lemme 21, on �erit don T =P�`p u�T�, d'o�u 	�(T ) = u�n� ave n� le ardinalde la lasse de onjugaison assoi�ee �a �. Mais on peut �egalement �erireT =X�EsE = Xl(E)>1�EsE +Xi �isi;les oeÆients �E �etant presque tous nuls. D'apr�es le lemme 20, on a, pour tout � ` n, �(sE) = 0 d�es que l(E) > 1, d'o�u, si � 6= [2; 1n�2℄, 0 = 	�(T ) = n�u�, soit u� = 0 etT = u[2;1n�2℄Tn. qfd.Remarque. Le raisonnement utilis�e ii pour Hn se g�en�eralise imm�ediatement de la fa�onsuivante. On �xe un groupe �ni G, et un orps k de arat�eristique 0. Soit s1; : : : ; sm unefamille de g�en�erateurs de G, et L la sous-alg�ebre de Lie de kG engendr�ee par s1; : : : ; sm. Le as�etudi�e ii est G = Sn et k = C. L'ation de L sur tout G-module simple est alors irr�edutible,et End(kG) est une repr�esentation semi-simple �d�ele de L. D'apr�es Bourbaki [4℄ x6 no. 4 onen d�eduit que L est r�edutive. Si l'on suppose de plus que les g�en�erateurs s1; : : : ; sm hoisisappartiennent �a une même lasse de onjugaison, on peut introduire l'�el�ement T de kG quiest somme de tous les �el�ements de ette lasse de onjugaison. Si T 2 L, le entre de L estkT , sinon L n'a pas de entre et est une alg�ebre de Lie semi-simple.3.1.4 Exemple de H4On d�e�nit, dans CS4, les �el�ements suivants :A = (1 2) B = (1 3) C = (2 3)D = (1 4) E = (2 4) F = (3 4)X = (1 2 3)� (3 2 1) Y = (2 3 4)� (4 3 2)Z = (1 2 4)� (4 2 1) T = (1 3 4)� (4 3 1)U = (1 2 3 4) + (4 3 2 1)� (1 2 4 3)� (3 4 2 1)V = (1 3 2 4) + (4 2 3 1)� (1 3 4 2)� (2 4 3 1):Les �el�ements A, B, . . . , F sont dans H4 par d�e�nition. X = [(1 2)� (2 3)℄ est d�ej�a dansH3. Les �el�ements Y , Z et T sont ses onjugu�es. U est �egal �a [[(1 2); (2 3)℄; (3 4)℄. V est leonjugu�e de U par (2 3). Tous es �el�ements sont don dans H4. Nous allons montrer qu'ils enforment une base.Comme H4 est inlus dans le sous-espae vetoriel engendr�e parfs� �(s�1)s�1js 2 S4g;H4 est engendr�e par des ombinaisons lin�eaires de yles (si s est produit de deux transpo-sition disjointes, s�1 = s et �(s) = 1 d'o�u s� �(s)s�1 = 0).D'autre part, tous les s � �(s)s�1, pour s 2 S4 un 3-yle ou un 2-yle, sont dans H4d'apr�es e qui pr�e�ede. Un �el�ement quelonque h 2 H4 est don ombinaison lin�eaire de 2-yles, d'�el�ements de la forme s��(s)s�1 = 0 pour un 3-yle �, et d'un terme H ombinaisonlin�eaire de 4-yles.L'espae des 4-yles de S4 est de dimension #S3 = 6. Comme, pour tout 4-yle �, on as 6= s�1, l'espae engendr�e par les �el�ements s� �(s)s�1, ave � un 4-yle, est de dimension 3.En�n, pour � = [4℄, 	�(s� �(s)s�1) = 	�(s+ s�1) = 2, don 	� est une forme lin�eaire non



3.2. REPR�ESENTATIONS 163nulle sur et espae �a trois dimensions. Comme elle annule tous les �el�ements de H4, l'espaedes ombinaisons lin�eaires de 4-yles dans H4 est au plus de dimension 2, don est engendr�epar U et V . On en d�eduit dimH4 = 12:Si l'on note H04 = [H4;H4℄, dimH04 = 11. H04 est don une alg�ebre de Lie semi-simple dedimension 11. Or les seules alg�ebres de Lie simples de dimension inf�erieure �a 11 sontsl2(C) = so3(C) de dimension 3sl3(C) de dimension 8so5(C) = sp4(C) de dimension 3(10):On en d�eduit H4 ' C� sl2(C)� sl3(C):3.2 Repr�esentationsNous �xons n � 2, et entamons ii une �etude, qui sera poursuivie en III.4.7, des repr�e-sentations de Hn.3.2.1 La repr�esentation r�eguli�ere de HnOn a un morphisme d'alg�ebres assoiatives CSn ! L�`nEnd(S�) qui induit un iso-morphisme d'alg�ebres de Lie CSn ! L�`p gl(S�) don une injetion d'alg�ebres de Lie� : Hn !L�`p gl(S�).Pour � ` p, on note �� la projetion deL�`p gl(S�) sur gl(S�). On note alors �� = ��Æ�,et pour �1; �2 ` p, �1 6= �2, on note ��1;�2 = (��1 � ��2) Æ �.Lemme 22. Si � 6= �0, il existe un morphisme d'alg�ebres de Lie D� tel que le diagrammesuivant soit ommutatif : Hn �� ""F
FF

FF
FF

FF

��;�0
// gl(S�)� gl(S�0)gl(S�) D� 77oooooooooooPreuve | On a sur S� un produit salaire Sn-invariant, pour lequel tout (i j) est donunitaire et involutif, en partiulier autoadjoint. Sur une base orthonorm�ee pour e produitsalaire, la matrie de ��;�0((i j)) s'�erit� Aij 00 Bij �ave Bij = �Aij , et Bij =t Bij, Aij =t Aij , d'o�u Bij = �tAij. Sur es bases, on poseD�(A) = � A 00 �tA �qui est un morphisme d'alg�ebres de Lie gl(S�)! gl(S�)� gl(S�0). On a alors ��;�0 = D���sur les transpositions, don sur Hn. qfd.



164 CHAPITRE 3. L'ALG�EBRE DE LIE DES TRANSPOSITIONSOn note Dn l'ensemble des partitions de n. On a sur Dn une relation d'�equivalene d�e�niepar l'involution � 7! �0, qui est not�ee �. On d�eduit du lemme pr�e�edent que l'on a uneinjetion �0 : Hn ! Ma2Dn=� gl(S�)et même �00 : Hn ,! C� Ma2Dn=� sl(S�):Ce morphisme d�e�nit une repr�esentation semi-simple �d�ele de Hn. Nous l'appellerons la re-pr�esentation r�eguli�ere de Hn.3.2.2 Repr�esentations en �equerresIl est lassique que, pour l'ation du groupe sym�etrique, les repr�esentations en �equerressont des puissane altern�ees de la repr�esentation standard, qui est la repr�esentation de Snassoi�ee �a la partition [n� 1; 1℄ de n. Nous ommen�ons par �etudier ette derni�ere.Si l'on note E = Cn muni de sa base anonique e1; : : : ; en, on peut faire agir Sn sur Vpar permutation des veteurs de base, selon la formule s:ei = es(i), pour tout s 2 Sn. Onnote ' 2 E� la forme lin�eaire d�e�nie par '(ei) = 1 pour tout i 2 [1; n℄. Il est onnu queV = Ker ', sous-espae Sn-stable de E, s'identi�e �a la repr�esentation standard de Sn, etorrespond don �a la partition [n� 1; 1℄. Une base de V est donn�ee par w2; : : : ; wn, avewr = (1� r)er +Xi<r ei;et l'ation des �el�ements de Juys-Murphy Jk =Pi<k(i k) est donn�ee par8<: Jkwr = (k � 2)wr si r < kJkwk = �wkJkwr = (k � 1)wr si r > k:On a alors diagonalis�e simultan�ement les �el�ements de Juys-Murphy. Pour n � 4, il estlair d'apr�es es formules que les images de J2; : : : ; Jn engendrent un sous-espae vetorielde dimension n� 1, qui est exatement l'ensemble des matries diagonales de gl(V ) dans labase hoisie. On note Ei;j pour i; j 2 [2; n℄ l'endomorphisme de V d�e�ni par Ei;jwr = Æjrwi.Chaque Ek;k est ainsi dans l'image de Hn. D'autre part, l'ation des g�en�erateurs de Coxetersk = (k k+1) est donn�ee par8<: skwr = wr si r 62 fk; k + 1gskwk = 1kwk + k�1k wk+1skwk+1 = k+1k wk � 1kwk+1:On peut alors �erire Ek;k+1 et Ek+1;k, pour k 2 [2; n� 1℄, omme ombinaison lin�eaire de sk,[sk; Ek;k℄, et d'un �el�ement de la diagonale. Comme es �el�ements engendrent gl(V ), l'image deHn est gl(V ). On a don montr�eLemme 23. Pour n � 4, l'image de Hn dans End(S[n�1;1℄) est �egale �a gl(S[n�1;1℄), 'est-�a-dire �a gln(C).



3.2. REPR�ESENTATIONS 165On peut alors en d�eduireProposition 31. Soit n � 4. Pour r � n, on a des isomorphismes de Hn-modules�rS[n�1;1℄ ' Xr 
 S[n�r;1r℄o�u Xr est une repr�esentation de dimension 1 de Hn, et l'image de Hn dans End(S[n�r;1r℄)est isomorphe �a gln(C).Preuve | La repr�esentation S[n�1;1℄ de Hn se prolonge en la repr�esentation [n � 1; 1℄1;�1de Bn. La premi�ere assertion d�eoule don du orollaire du th�eor�eme 2 (II.1.5). La derni�ereaÆrmation est alors une ons�equene du lemme pr�e�edent. qfd.3.2.3 Repr�esentations autodualesNous ferons apparâ�tre plus loin un ertain nombre de fateurs lin�eaires de Hn, pour toutn � 1. Nous venons d'ailleurs d'exhiber un morphisme surjetif de Hn vers gln(C). Pour faireapparâ�tre des fateurs orthogonaux ou sympletiques, il suÆt de onsid�erer des partitionsautoduales, omme le montre la proposition suivante et le on�rmera l'exemple de H6 et dela repr�esentation assoi�ee �a la partition [3; 2; 1℄, en III.3.3.Proposition 32. Soit � une partition autoduale de n. On noter = t(�) � b(�)22o�u b(�) d�esigne la longueur de la diagonale du diagramme de Young assoi�e �a �. Alors, sil'on note Hn(�) l'image de Hn dans End(S�), on aHn(�) � so(S�) si r � 0 mod 2Hn(�) � sp(S�) si r � 1 mod 2:Preuve | On note < ; > un produit-salaire Sn-invariant sur S�. Il est lassique que� = �0 si et seulement si S� est unitairement �equivalente �a S� 
 S�, 'est-�a-dire qu'existeM 2 GL(S�) unitaire tel que M�M�1 = �(�)�:Ainsi M et tM onstituent deux morphismes de Sn-modules de S� vers S� 
 S�, donM�1tM 2 EndSn(S�) = CId:On a don � 2 C� tel que tM = �M , etM = t(tM) = t(�M) = �tM = �2Md'o�u �2 = 1, � = �1 et, omme M est unitaire,M2 = �M tM = � = �1:



166 CHAPITRE 3. L'ALG�EBRE DE LIE DES TRANSPOSITIONSOn note (u; v) =<u;Mv> la forme bilin�eaire non d�eg�en�er�ee assoi�ee �a M sur S�. Elle v�eri�ealors, pour � 2 Sn, (�ujv) = <�u;Mv> = <u; ��1Mv>= �(�) <u;M��1v> = �(�)(uj��1v)et en partiulier, si s est une transposition,(sujv) + (ujsv) = 0:Toute transposition don tout �el�ement de Hn a ainsi pour image un �el�ement de sp(S�) (resp.so(S�)) si M2 = �1 (resp. M2 = 1). M2 = 1 signi�e que la forme bilin�eaire ( j ) estsym�etrique, M2 = �1 qu'elle est antisym�etrique.Soient maintenant u et u0 deux veteurs de la base de Young orrespondant �a des tableauxde Young standard transpos�es l'un de l'autre, D et D0 ; soit de plus � un produit de trans-positions disjointes tel que �D = D0 pour l'ation par permutation de Sn sur les tableaux.On peut voir de plusieurs fa�ons (par la th�eorie des polytablo��des, ou en utilisant les mod�elesexpliites de Young) qu'alors u0��u 6= 0:Pour v un autre des veteurs de la base de Young, on a pour 2 � r � n(sujv) = �(ujsv)) (Jrujv) = �(ujJrv):Si l'on note Jru = uru et Jrv = vrv, on a en ons�equene(ujv) = 0 ou 8r ur = �vr'est-�a-dire Mu 2 Cu0 et Mv 2 Cv0. En regroupant es deux aspets on obtient(u0ju) = 1<�u; u0>(�uju)= �(�)<�u; u0>(uj�u)= �(�)(uju0):En�n �(�) = (�1)r ave r = t(�) � b(�)22e qui permet de onlure. qfd.3.3 D�eomposition de H5, H6On herhe ii �a d�eterminer les fateurs simples de H5 et H6. On adim[5℄ = 1dim[4; 1℄ = 4dim[3; 2℄ = 5dim[3; 1; 1℄ = 6;



3.3. D�ECOMPOSITION DE H5, H6 167et on peut d�eterminer �a l'aide du logiiel MAPLE la dimension de l'image de H5 dans S[5℄ �S[4;1℄ � S[3;2℄ � S[3;1;1℄, 'est-�a-dire la dimension de H5, qui est de 40.D'autre part on d�etermine de la même fa�on que l'image de H5 dans S[5℄ � S[4;1℄ � S[3;2℄est �egalement de dimension 40 , don H5 s'injete dans C� sl4(C) � sl5(C). Par �egalit�e desdimensions, on en d�eduit H5 ' C� sl4(C)� sl5(C):D'autre part, l'image de H5 dans gl(S[3;1;1℄) = gl6(C) est de dimension15 = dim so6(C) = dim sl4(C):S[3;1;1℄ est alors une repr�esentation irr�edutible de sl4(C)� sl5(C), don isomorphe �a A
Bo�u A (resp. B) est une repr�esentation irr�edutible de sl4(C) (resp. sl5(C)). Comme haunede es alg�ebres de Lie n'a pas de repr�esentation irr�edutible de dimension 2 ou 3, et qu'iln'y a pas de repr�esentation irr�edutible de dimension 6 de sl5(C), on en d�eduit que 'est larepr�esentation standard de so6(C) d�eduite de l'un des isomorphismes so6(C) ' sl4(C).De la même fa�on que pour H5, on d�etermine la dimension de H6, qui est de 249. Commel'image de H6 dans C� sl(S[5;1℄)� sl(S[4;2℄)� sl(S[3;3℄)� sl(S[3;2;1℄)est �egalement de dimension 249, on en d�eduitH6 ' C� sl5(C)� sl5(C)� sl9(C)� so16(C):Dans le as de H5, de dimension 40, on peut failement obtenir une base. On a d'abord� 52 � = 10 transpositions,� 53 � = 10 onjugu�es de (1 2 3)� (3 2 1) 2 H3� 54 � = 5 onjugu�es de U 2 H4� 54 � = 5 onjugu�es de V 2 H4:Il reste don dix �el�ements �a d�eterminer pour former une base, haun portant sur inq lettres.On noteY = [[[(12); (23)℄; (34)℄; (45)℄= (12543) � (12453) � (12354) + (12345) � (14532) + (15432) + (13542) � (13452):Par onjugaison, on obtient



168 CHAPITRE 3. L'ALG�EBRE DE LIE DES TRANSPOSITIONSY 0 = (13)Y (13)= (13254) � (13245) � (15432) + (14532) � (12345) + (12354) + (15423) � (14523)Y 00 = (35)Y (35)= (12345) � (12435) � (12534) + (12543) � (14352) + (13452) + (15342) � (15432)Y 000 = (24)Y (24)= (14523) � (14253) � (14352) + (14325) � (12534) + (15234) + (13524) � (13254)Y (4) = (14)Y (14)= (13425) � (15342) � (14235) + (15423) � (15324) + (13245) + (12435) � (15243)Y (5) = (25)Y (25)= (15243) � (15423) � (15324) + (15342) � (14235) + (12435) + (13245) � (13425)Y (6) = (15)Y (15)= (14352) � (13524) � (14523) + (15234) � (13254) + (14325) + (14253) � (12534);Il est ais�e de v�eri�er que es �el�ements sont lin�eairements ind�ependants. On introduitmaintenant Z = [(24); Y ℄;soit Z = (143)(25) � (123)(45) � (1453) + (1253) � (14)(235) + (12)(354)+(145)(23) � (125)(34) � (12)(345) + (14)(253) + (152)(34)�(154)(23) + (1352) � (1354) � (132)(45) � (134)(25):On note alors Z 0 = (12)Z(12)Z 00 = (13)Z 0(13)Z 000 = (14)Z(14):Si l'on note � la projetion anonique sur les 4-yles, on a�(Z) = �(1453) + (1253) + (1352) � (1354)�(Z 0) = �(2453) + (1532) + (1235) � (2354)�(Z 00) = �(1345) + (1325) + (1523) � (1543)�(Z 000) = �(1534) + (2534) + (2435) � (1435):e qui permet de v�eri�er failement l'ind�ependane lin�eaire de es �el�ements. La dimension del'alg�ebre �etant de 40, on en d�eduit que l'on a bien une base.Nous r�esumons sous la forme d'une proposition l'�etude de Hn pour de petites valeurs den que nous avons men�ee ii.Proposition 33. Pour tout n � 2, l'alg�ebre de Lie Hn est une C-alg�ebre de Lie r�edutive,dont le entre est de dimension 1. Pour n 2 f2; 3; 4; 5; 6g, on a les isomorphismes de C-alg�ebres de Lie suivantsH2 ' CH3 ' C� sl2(C)H4 ' C� sl2(C)� sl3(C)H5 ' C� sl4(C)� sl5(C)H6 ' C� sl5(C)� sl5(C)� sl9(C)� so16(C)



169
Chapitre 4Produits tensorielsOn �xe un orps k de arat�eristique 0, et l'on rappelle que Hn, pour n � 2, est d�e�nie surC. On hoisit pour normalisation de l'alg�ebre de Heke de type A la C(q)-alg�ebre Hn(q) =H(�1; q) ave les notations de II.3.1.Ce hapitre d�emontre (th�eor�eme 5) une propri�et�e d'irr�edutibilit�e des produits tensoriels,pour une large famille de repr�esentations irr�edutibles de Bn, que nous appelons nodaleset d�e�nissons en setion 1. Parmi les repr�esentations nodales �gurent, dans des situationsg�en�eriques, la plupart des repr�esentations irr�edutibles de Bn onsid�er�ees dans ette th�ese, etnotamment les repr�esentations issues de modules de Speht. Nous en d�eduisons en orollaire,�a la �n de la setion 2, une propri�et�e des repr�esentations de Bn issues des alg�ebres de Heke.Les setions suivantes poursuivent l'�etude de Hn entam�ee au hapitre III.3. Apr�es avoird�etermin�e les matries qui interviennent dans l'ation des g�en�erateurs de Hn sur les produitstensoriels S� 
 S� (setion 3), nous en d�eduisons (setion 4) l'irr�edutibilit�e de ertains Hn-modules. Ces Hn-modules sont obtenus par onstrution tensorielle �a partir de modules deSpeht orrespondant �a des diagrammes de Young �a deux olonnes. Nous en d�eduisons enIII.4.5 un nouvelle lasse de repr�esentations nodales et, en III.4.6, une dualit�e sur un sous-Bn � G-module de g
p, pour g = sln ave n >> p, et G le groupe des automorphismes del'alg�ebre de Lie g.En utilisant la m�ethode que nous avons publi�ee dans [61℄, nous en d�eduisons, pour toutn � 3, un ertain nombre de fateurs simples, lin�eaires, de Hn (th�eor�eme 7). On d�eduit alorsde la dualit�e de Shur-Weyl, si l'on note n � 3, q 2 C g�en�erique au sens de la d�e�nition 4 deI.1.2.3 et, provisoirement, �1; : : : ; �p les repr�esentations de Hn(q) assoi�ees aux diagrammesde Young [n � 1; 1℄, [n � 2; 2℄; : : : ; [n � p; p℄ pour p la partie enti�ere de n=2, que, pour toutefamille F1; : : : ;Fp de fonteurs de Shur,F1(�1)
F2(�2)
 : : :
 Fp(�p)est une repr�esentation irr�edutible du groupe de tresses Bn.Par onvention, dans les graphes paliers que nous onsid�ererons ii, nous noterons par desarêtes non orient�ees � �les arêtes doubles � (( �hh



170 CHAPITRE 4. PRODUITS TENSORIELS4.1 Repr�esentations nodalesSoit (V; �) une repr�esentation de Bn. On onsid�ere la ondition suivante(DIAG) �(t12) est semi-simple, et �(s1) est un polynôme de t12.Si (V; �) v�eri�e (DIAG), on a vu que l'on peut onsid�erer Bn omme une alg�ebre loale.On introduit alors, pour (V; �) v�eri�ant (DIAG), les onditions suivantes sur le diagrammede Bratteli G de (V; �).(RED) G est r�eduit.(COL) G est bien olori�e par l'ation de Bn.On peut alors d�e�nirD�e�nition 15. On dit qu'une repr�esentation irr�edutible (V; �) de Bn pour n � 2 est nodalesi elle v�eri�e les trois onditions (DIAG), (RED) et (COL).On remarque que, si M est un Bn-module nodal, et � 2 k�, H�M est �egalement nodal.De plus,Proposition 34. Soit n � 2 et M1; : : : ;Mp pour p � 1 une famille de repr�esentations deBn qui v�eri�ent (DIAG). Il existe un ouvert de Zariski U , ompl�ementaire d'un nombre �nid'hyperplans de kp, tel que8� = (�1; : : : ; �p) 2 U (H�1M1)
 (H�2M2)
 : : : 
 (H�pMp) v�eri�e (DIAG):Preuve | Le as p = 1 �etant �evident, on suppose p � 2. Soit � = (�1; : : : ; �p) 2 kp. Comme,sur haque Mi, t12 est semi-simple, alors t12 est semi-simple surM� = (H�1M1)
 (H�2M2)
 : : :
 (H�pMp):Pour haque 1 � i � p on note di la dimension sur k de Mi et v(i)1 ; : : : ; v(i)di une base deveteurs de Mi qui sont veteurs propres de t12 et de s1.. On notet12v(i)j = (i; j)v(i)j :Comme t12 ommute �a s1 = (1 2), il existe une fontion " �a valeurs dans f�1; 1g telle que8i; j (1 2)v(i)j = "(i; j)v(i)j :La ondition (DIAG) signi�e que, pour tout i 2 [1;m℄,8j 6= j0 (i; j) = (i; j0)) "(i; j) = "(i; j0):Une base de M� est alors form�ee des veteurs de la formevj = v(1)j1 
 : : : v(p)jp ; o�u j = (j1; : : : ; jp);qui sont propres pour les ations de t12 et (1 2). Plus pr�eis�ement, omme (1 2) est grouplikeet t12 primitif, on a (1 2)vj = (Qpr=1 "(r; jr)) vjt12vj = (Ppr=1 �r(r; j2)) vj:



4.1. REPR�ESENTATIONS NODALES 171Comme k est de arat�eristique 0, le th�eor�eme d'interpolation de Lagrange dit que, pour que(1 2) soit un polynôme de t12, il suÆt que8j; j 0 Ppr=1 �r(r; jr) =Ppr=1 �r(r; j0r) ) Qpr=1 "(r; jr) =Qpr=1 "(r; j0r)Ppr=1 �r((r; jr)� (r; j0r)) = 0 )Qpr=1 "(r; jr) =Qpr=1 "(r; j0r):Introduisons alors, pour tout ouple j; j 0, le veteur wj;j0 de kp dont la re oordonn�ee est(r; jr)�(r; j0r), et notons ( j ) la forme bilin�eaire sym�etrique standard de kp, (xjy) =Ppi=1 xiyipour x = (xi) et y = (yi). La forme lin�eaire (:jwj;j0) est nulle si et seulement si wj;j0 est nul.On note alors E = f� 2 kp j 8j; j 0 wj;j0 6= 0 et (wj;j0 j�) = 0g:L'espae E est r�eunion d'un nombre �ni d'hyperplans, don son ompl�ementaire U est unouvert de Zariski de kp. Si � 2 U on a alors, pour tous j; j 0,(wj;j0 j�) = 0) wj;j0 = 0) 8r (r; jr) = (r; j0r)) "(r; j) = "(r; j0)d'apr�es (DIAG), e qui implique pYr=1 "(r; jr) = pYr=1 "(r; j0r);don que M� v�eri�e (DIAG). qfd.Remarque. Dans le as partiulier o�u, pour � ` n, on a d�e�ni une ation deBn sur le modulede Speht S� en faisant agir tij par �(i j), pour � 2 k n f0g, repr�esentations que l'on appelleprovisoirement \de type Heke", on peut traduire la propri�et�e pr�e�edente en termes d'alg�ebreommutative, don de g�eom�etrie alg�ebrique. On note k[x1; : : : ; xp℄ l'anneau des polynômesen p variables, I son id�eal engendr�e par les x2i � 1, pour 1 � i � p, R = k[x1; : : : ; xp℄=I,et x1; : : : ; xp les lasses de x1; : : : ; xp dans R. On onsid�ere, pour � = (�1; : : : ; �p) 2 kp, lemorphisme '� : k[t℄! R d�e�ni par'�(t) = �1x1 + �2x2 + : : : ; �pxp:Dans le as o�u les repr�esentations irr�edutibles de Bn onsid�er�ees sont \de type Heke", ils'agit de v�eri�er que x1x2 : : : xp 2 '�(k[t℄) pour � g�en�erique. Il suÆt pour ela de v�eri�er que,pour � g�en�erique, '� est surjetif, 'est-�a-dire que, g�eom�etriquement,Spe '� : Spe R! Spe k[t℄est injetif. En d'autres termes que la projetion, par rapport �a une ertaine forme lin�eaire,de Spe R, 'est-�a-dire de l'ensemble �ni des sommets d'un hyperube, vers une droite enposition g�en�erale, est injetive.D'autre part, quittant la situation g�en�erale, on rappelle que l'on a assoi�e �a tout modulede Speht S�, pour � ` n, une ation de Hn. Pour l'ation de UTn orrespondante, tij agitomme (i j) 2 CSn. Cette ation se prolonge en une ation de Bn, o�u (i j) 2 Bn agit enoreomme (i j) 2 CSn. Sur S�, les ations de tij et (i j) sont don les mêmes. En revanhe, en'est pas en g�en�eral le as sur S�1 
 S�2 
 : : :
 S�p ;



172 CHAPITRE 4. PRODUITS TENSORIELSo�u �1; : : : ; �p sont des partitions de n, pare que si (i j) 2 Bn est grouplike, tij est primitif.On montre alors, ave ii k = C,Proposition 35. Pour p � 1 et n � 2, si �1; : : : ; �p est une famille de partitions de n, etS�1 ; : : : ; S�p les Sn nHn modules orrespondants, le Bn-moduleS�1 
 S�2 
 : : :
 S�pv�eri�e (DIAG).Preuve | On note M = S�1 
 S�2 
 : : : 
 S�p , et v1; : : : ; vm une base de veteurs propresde M pour l'ation de (1 2), et en�n (1 2)vi = "(i)vi, "(i) 2 f�1; 1g. On at12 �vi1 
 : : : 
 vip� = �Ppk=1 "(ik)� vi1 
 : : :
 vip(1 2) �vi1 
 : : :
 vip� = �Qpk=1 "(ik)� vi1 
 : : :
 vip :Par interpolation de Lagrange, il suÆt de montrer queQpk=1 "(ik) est une fontion dePpk=1 "(ik).On v�eri�e alors, �a partir des formules obtenues pour les ations de t12 et (1 2), que(1 2) = exp( i�2 (1� t12)): qfd.4.2 Irr�edutibilit�e des produits tensorielsSoit maintenant une famille G1; : : : ;Gp de graphes nivel�es, r�eduits et unipodes, qui sontompatibles de niveau n au sens o�u leur niveau minimal est n0 = 1 et leur niveau maximalest n1 = n. On d�e�nit leur produit tensorielG = G1 
G2 
 : : : 
Gpomme le graphe nivel�e r�eduit dont les sommets de niveau r sont les r-uplets (x1; : : : ; xr), iinot�es x1 
 x2 
 : : : 
 xrave xi sommet de niveau r de Gi, et o�ux1 
 x2 
 : : : 
 xp % y1 
 y2 
 : : :
 yp ssi 8i xi % yi:On a des isomorphismes anoniquesTG ' TG1 � TG2 � : : :� TGpkG ' kG1 
 kG2 
 : : :
 kGp:On peut alors montrerTh�eor�eme 5. Soit n � 2 et, pour p � 1, une famille M1; : : : ;Mp de repr�esentations nodalesde Bn. Il existe un ouvert de Zariski U de (k�)p, ompl�ementaire dans kp d'un nombre �nid'hyperplans, tel que8� = (�1; : : : ; �p) 2 U (H�1M1)
 (H�2M2)
 : : :
 (H�pMp) est nodale,don en partiulier irr�edutible.



4.2. IRR�EDUCTIBILIT�E DES PRODUITS TENSORIELS 173Preuve | On noteGi, pour 1 � i � p, le diagramme de Bratteli deMi. C'est un graphe nivel�er�eduit d'apr�es (RED), unipode et uni�ephale, qui est bien olori�e par l'ation de Bn. L'imagede Bn dans End(kGi) ontient don D(TGi), don est �egale d'apr�es le deuxi�eme orollairede la proposition 12 de I.2.1 �a End(kGi). De plus, D(TGi) est engendr�e par les �el�ements Tr,don D(TGi) et tr;r+1 engendrent ette image. Si l'on d�e�nit �i omme le graphe sur TGiassoi�e aux �el�ements tr;r+1 de Bn, ette image est A(�i).On hoisit � = (�1; : : : ; �p) 2 kp, et on onsid�ere l'ation de Bn sur (H�1M1) 
 : : : 
(H�pMp), naturellement identi��e en tant que k-espae vetoriel �akG1 
 kG2 
 : : : 
 kG2 = kG1 
G2 
 : : : 
G2:On note '1; : : : 'p les oloriages de G1; : : : ;Gp assoi�es aux ations de Bn sur M1; : : : ;Mp.Ce sont de bons oloriages d'apr�es la ondition (COL).Un hemin de longueur maximale de G est de la forme�(1) 
 �(2) 
 : : :
 �(p)ave �(i) 2 TGi . On a alors, pour 2 � r � n,Tr ��(1) 
 �(2) 
 : : :
 �(p)� =  pXi=1 �i'i(�(i)r )! �(1) 
 �(2) 
 : : :
 �(p):En d'autres termes, si l'on note �(r) la fontion de TG vers kp d�e�nie pour � = �(1) 
 �(2) 
: : :
 �(p) par �(r)(�) = ('1(�(1)r ); '2(�(2)r ); : : : ; 'p(�(p)r ));on a Tr� = (�(r)(�)j�)�, o�u ( j ) est la forme bilin�eaire de kp d�ej�a onsid�er�ee dans la preuvede la proposition pr�e�edente. Comme, pour haque i, 'i est un bon oloriage de Gi, on a(8r �(r)(�) = �(r)(�0))) � = �0 pour tous �; �0 2 TG.On peut alors introduire, pour �; �0 2 TG et 1 � r � n,wr�;�0 = �(r)(�)� �(r)(�0) 2 kpet U1 = f� = (�1; : : : ; �p) 2 kp j 8�; �0 2 TG 8r 2 [1; n℄ wr�;�0 6= 0) (wr�;�0 j�) 6= 0g:Le ompl�ementaire de U1 est don une union �nie d'hyperplans.Comme haque Mi v�eri�e (DIAG), la proposition pr�e�edente aÆrme l'existene d'un ou-vert de Zariski U2 de kp, ompl�ementaire d'une union �nie d'hyperplans, tel que si � 2 U2,l'ation de Bn sur kG v�eri�e (DIAG). On note en�n U = U1 \ U2 \ (k�)m, ouvert de Zariskide (k�)p, don de kp, qui est enore ompl�ementaire d'une union �nie d'hyperplans, et onsuppose � 2 U .Comme � 2 U2, kG est un module loal pour l'image de Bn dans End(kG) = M(G),et, omme � 2 U1, l'image de Bn ontient D(TG). Le graphe transitif sur TG assoi�e �a etteimage ontient le graphe r�eduit � dont les arêtes sont d�e�nies parf(�; �) 2 TG j � 6= � et 9r ��tr;r+1� 6= 0g:



174 CHAPITRE 4. PRODUITS TENSORIELSNous allons montrer que � est irr�edutible. D'apr�es la proposition 12 de I.2.1, ela signi�eraque M� est irr�edutible, et qu'ainsi G est le diagramme de Bratteli de M�. Comme l'on ad�ej�a montr�e que G �etait bien olori�e, M� sera alors nodale.Soient don � = �(1) 
 : : : 
 �(p) et � = �(1) 
 : : : 
 �(p) deux �el�ements de TG. On a unearête � ! � si et seulement si il existe un r 2 [1; n � 1℄ tel que ��tr;r+1� 6= 0, 'est-�a-dires'il existe i tel que �(j) soit di��erent de �(j) pour i 6= j et �i(�(i))�tr;r+1�(i) 6= 0, soit, omme�i 6= 0, �(i) ! �(i) dans �i. Comme haque �i, pour 1 � i � p, est irr�edutible, on a deshemins �(i) = �(i);1 ! �(i);2 ! : : : ! �(i);ri = �(i)dans haun des �i, 'est-�a-dire que, sur k�i,9r 2 [1; n� 1℄ (�(i);j+1)�tr;r+1�(i);j 6= 0:On va montrer que � est joint au sens large (on aepte le hemin vide) �a � par r�eurrenesur d = #fi j �(i) 6= �(i)g;pour d 2 [0; p℄. Si d = 0 on prend le hemin vide. Supposons don l'hypoth�ese v�eri��ee pourd 2 [0; p� 1℄, et d�emontrons le as d+1. Quitte �a permuter les indies, on peut supposer que� = �(1) 
 : : : 
 �(p) = �(1) 
 : : :
 �(p�d�1) 
 �(p�d) 
 : : :
 �(p):On introduit alors ~� = �(1) 
 : : : �(p�d�1) 
 �(p�d) 
 �(p�d+1) 
 : : :
 �(p):Par hypoth�ese de r�eurrene, on a un hemin dans � de � vers ~�. De plus, on a dans �p�d+1un hemin ~�(p�d+1) = ~�(p�d+1);1 ! ~�(p�d+1);2 ! : : :! ~�(p�d+1);r = �(p�d+1)qui orrespond �a un hemin ~� = ~�1 ! ~�2 ! : : : ! ~�r = �;ave ~�i = �(1) 
 : : :
 �(p�d) 
 ~�(p�d+1);i 
 ~�(p�d+2) 
 : : :
 ~�(p);qui joint ~� �a �. On a don bien onstruit un hemin de � �a �, et on onlut par r�eurrene.qfd.Dans le ours de ette th�ese, nous avons renontr�e, omme repr�esentations nodales de Bn,- les repr�esentations �u;v pour � ` n- la repr�esentation R(2)(x; y)- la repr�esentation sporadique.



4.3. PRODUITS TENSORIELS S� 
 S� 175Si l'on onsid�ere une olletionM1; : : : ;Mp de repr�esentations de e type, leur produit tensorielest don irr�edutible, pour un hoix g�en�erique de leurs param�etres.Si l'on suppose d�esormais k = C, la repr�esentation du groupe de tresses Bn assoi�eepar int�egration est alors �egalement irr�edutible, pour presque toute valeur du param�etred'int�egration h. Comme l'on sait exprimer expliitement l'ation de Bn sur haque RhMi,l'ation expliite de Bn est onnue surZhM1 
 : : :
Mp = �ZhM1�
 : : :
�ZhMp� ;et on a ainsi d�etermin�e une large famille de repr�esentations irr�edutibles du groupe de tressesBn.Le th�eor�eme pr�e�edent et le lemme 9 de II.2.3.3 montrent que les repr�esentations de~Sn que nous avons onsid�er�ees ne proviennent pas de repr�esentations nodales de Bn. Enrevanhe, il semble qu'une majeure partie des repr�esentations irr�edutibles \int�eressantes" deBn qui sont onnues, notamment elles qui proviennent de l'ation de Bn sur les puissanestensorielles de g-modules, o�u g est une alg�ebre de Lie semi-simple, sont nodales.Comme as partiulier, on d�eduit imm�ediatement du th�eor�eme leCorollaire. Si �1; : : : ; �p est une famille de partitions de n, pour p � 1 et n � 2, et �q1; : : : ; �qppour q 2 C, q non raine de 1, les repr�esentations de Hn(q) don de Bn orrespondantes, ilexiste un ouvert dense U de Cp tel que, en tant que repr�esentation de Bn,8(q1; : : : ; qp) 2 U �q11 
 : : :
 �qppest irr�edutible.4.3 Produits tensoriels S� 
 S�On �xe un entier n � 3.Pour � et � deux partitions de n, on onsid�ere les Hn-modules S� et S�, et l'on �etudieleur produit tensoriel S� 
 S�.On note Y et on appelle graphe de Young le graphe nivel�e r�eduit ayant pour sommetsles diagrammes de Young, �eventuellement vides, de taille au plus n, la fontion niveau estdonn�ee par la taille des diagrammes, et l'on a une arête � % � si et seulement si � � �. Ilest lair que Y� (resp. Y�) est le diagramme de Bratteli de S� (resp. S�), onsid�er�e ommeCSn-module. Si l'on note Z = Y 
 Y;on a CZ�
� ' CY� 
CY� ' S� 
 S�;et les briques de Z�
� sont de taille 1, 2 ou 4.D'apr�es la proposition 35, l'image de UHn dans EndC(S�
S�) est une alg�ebre loale quiest loalement monog�ene, pour la �ltration assoi�ee �aC = UH1 � UH2 � : : : � UHn�1 � UHn



176 CHAPITRE 4. PRODUITS TENSORIELSet pour les mêmes �el�ements g�eniteurs et entralisants que CSn. Pour l'ation de Hn surS� 
 S�, S� 
 S� est alors un UHn-module loal, assoi�e au graphe nivel�e r�eduit Z�
�. Lebut de ette setion est d'�etudier l'ation de UHn sur les briques de Z�
�. On appelle alg�ebrepalier deHn la sous-alg�ebre de UHn engendr�ee par sn�1 et Jn�1 (ou par sn�1; Tn�1, ou enoresn�1; Jn).Sur les briques de taille 1 et 2, l'ation de l'alg�ebre palier deHn est d'�evidene irr�edutible.D'autre part, le produit de deux briques de taille 2 du graphe de Young�~�s
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 ��On note x (resp. y) l'inverse de la distane axiale (positive) attah�ee �a la premi�ere brique(resp. �a la seonde). Les matries de sn�1 = (n�1 n) sur haune des briques du graphe deYoung sont alors � �x 1 + x1� x x � � �y 1 + y1� y y �et l'ation de sn�1 sur la brique produit de taille 4 est sn�1 
 1 + 1
 sn�1, soit0BB� �x� y 1 + y 1 + x 01� y �x+ y 0 1 + x1� x 0 x� y 1 + y0 1� x 1� y x+ y 1CCA :Si les �el�ements de Juys-Murphy s�eparent les hemins d'une telle brique, le graphe assoi�eest, pour x 6= y, � � � �
Ce graphe est don irr�edutible, 'est-�a-dire, d'apr�es le lemme 12 de I.2.1, que la repr�e-sentation assoi�ee de l'alg�ebre palier est irr�edutible.



4.3. PRODUITS TENSORIELS S� 
 S� 177D'autre part, les �el�ements de Juys-Murphy ne s�eparent les hemins de la brique que siJn�1 est �a valeurs propres distintes. Or Jn agit sur ette brique par0BB� ~�r + ~�a 0 0 00 ~�r + ~�b 0 00 0 ~�s + ~�a 00 0 0 ~�s + ~�b 1CCAdon les hemins ne sont pas s�epar�es d�es que~�r + ~�a = ~�s + ~�b ou ~�r + ~�b = ~�s + ~�assi ~�r � ~�s = ~�b � ~�a ou ~�r � ~�s = ~�a � ~�bssi x = �y ou x = y:Comme x et y sont stritement positifs, on en d�eduit que ela ne peut se produire que six = y. On note dans e as, pour all�eger les notations, l = ~�s, m = ~�b, et1z = ~�r � ~�s = ~�s � ~�b = 1x = 1y :Alors Jn�1 = l +m+ 1z 0BB� 2 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 0 1CCAet sn�1 = 0BB� �2z 1 + z 1 + z 01� z 0 0 1 + z1� z 0 0 1 + z0 1� z 1� z 2z 1CCA :Si l'on appelle (�1; �2; �3; �4) les �el�ements de la base hoisie, la brique est somme pour l'alg�ebrepalier d'une droite stable C(�2 � �3) sur laquelleJn�1 = l +m+ 1zsn�1 = 0et d'une repr�esentation de dimension 3, dont l'ation sur la base (�1; �2 + �3; �4) est donn�eepar sn�1 = 0� �2z 2(1 + z) 01� z 0 1 + z0 2(1� z) 2z 1A et Jn�1 = l +m+ 1z 0� 2 0 00 1 00 0 0 1A :Cette repr�esentation est ette fois irr�edutible, puisque Jn�1 s�epare les hemins et que legraphe assoi�e �a l'ation de tn�1;n est � � �On r�esume es onsid�erations sous la forme du



178 CHAPITRE 4. PRODUITS TENSORIELSLemme 24. Le graphe nivel�e Z�
� n'admet que des briques de taille 1, 2 ou 4. Pour l'ationde Hn, les briques de taille 1 et 2 de Z�
� sont irr�edutibles. Les briques de taille 4 sontde la forme Y��� 
 Y��� , et sont irr�edutibles si les distanes axiales positives assoi�ees �a Y��� etY��� sont distintes. Sinon, elles sont somme d'un espae de dimension 1 et d'un espae dedimension 3, stables et irr�edutibles pour l'ation de l'alg�ebre palier.Remarque. Pour faire le lien ave la situation \g�en�erique" �etudi�ee en setion 2 de e mêmehapitre, onsid�erons �u0+u;u0�u (resp. �v0+v;v0�v) pour � (resp. �) une partition de n, o�u tijagit par u0 + u(i j) (resp. v0 + v(i j)). On a enore�u0+u;u0�u 
 �v0+v;v0�v ' CZ�
�;l'ation de tn�1;n sur les briques de taille 4 �etant maintenant donn�ee paru0 + v0 +0BB� �ux� vy v(1 + y) u(1 + x) 0v(1 � y) �ux+ vy 0 0u(1 + x)u(1� x) 0 ux� vy v(1 + y)0 u(1� x) v(1 � y) ux+ vy 1CCAet les valeurs propres de Jn�1 � (n� 2)(u0 + v0) sont(u~�r + v~�a; u~�r + v~�b; u~�s + v~�a; u~�s + v~�b):On en d�eduit que, pour des valeurs g�en�eriques de u et v, haque brique est irr�edutible,don que l'image de Bn�1 dans M(Z�
�) est �egale �a Mlo(Z�
�). Comme il est d'autre partimm�ediat que le graphe palier de Z�
� est onnexe pour haque ouple (�; �), on retrouvedans e as partiulier le r�esultat g�en�eral du th�eor�eme 5.4.4 Diagrammes de Young �a deux olonnesOn note �(n)k le diagramme de Young[n� k; k℄ ` nou �eventuellement les repr�esentations de Sn et Hn assoi�ees. Dans les situations d�epourvuesd'ambigu��t�e, nous omettrons l'exposant symbolique. Un tel diagramme est bien d�e�ni sin� k > k > 0'est-�a-dire si 0 � k � n=2. Dans l'anneau des repr�esentations de Sn ou de Hn, on sous-entendra �(n)k = 0 si [n � k; k℄ n'est pas un diagramme de Young. En�n, remarquons que�(n)0 = [n℄ orrespond �a la repr�esentation triviale de Sn (resp. Hn).On a alors, du point de vue des restritions �a Sn�1,ResSn�1�(n)k = �(n�1)k + �(n�1)k�1 si 0 < k < n� kResSn�1�(n)0 = �(n�1)0ResSn�1�(2k)k = �(2k�1)k�1 :
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 �s 179En e qui onerne le diagramme de Bratteli d'un tel �(n)k , le houppier de niveau 2 peutprendre pour k � 2 les formes suivantes :�(2k)k �(2k+1)k
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x�(n�2)k�2 �(n�2)k�1 �(n�2)kEn�n, pour n � 4, �(n)1
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w�(n�1)0 �(n�1)1
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w�(n�2)0 �(n�2)1Les arêtes de es graphes sont olori�ees par�(n)kk�2 �(n)kn�k�1�(n�1)k�1 �(n�1)k4.5 D�eomposition de �r 
 �sOn note pour all�eger l'�eriture SV (resp. �V ) le arr�e sym�etrique (resp. altern�e) de l'espaevetoriel V .Fixant n � 3, on a dans le as g�en�eralResSn�1�r 
 �s = �r�1 
 �s�1 + �r�1 
 �s + �r 
 �s�1 + �r 
 �s



180 CHAPITRE 4. PRODUITS TENSORIELSet ResSn�1S�k = S�k�1 + �k�1 
 �k + S�kResSn�1��k = ��k�1 + �k�1 
 �k +��k:On va montrer par r�eurreneProposition 36. Pour 0 � r < s, k � 0 et un naturel non nul n � 3, S�(n)k , ��(n)k et�(n)r 
�(n)s sont irr�edutibles en tant que repr�esentations de Hn. De plus, les seules redondanesdans ette famille sont donn�ees par les isomorphismes�(n)r 
 �(n)s ' �(n)s 
 �(n)rpour r 6= s:Preuve | Pour k = 0 et r = 0, ette proposition est imm�ediate. Pour n � 6, elle d�eoulede l'�etude de Hn pour n petit e�etu�ee au hapitre pr�e�edent. On suppose don maintenantn � 6, k; r � 1, et que le r�esultat est d�emontr�e pour tous les rangs m � n, et on �etudie desrepr�esentations de Sn+1.Si l'on note M une des repr�esentations de Hn+1 onsid�er�ees par l'�enon�e, on d�esigne parG et on appelle pseudo-diagramme de Bratteli de B assoi�e �a M le ompl�et�e uni�ephale dudiagramme de Bratteli de ResHnM , 'est-�a-dire que l'on ajoute �a e graphe nivel�e un sommetnot�e M de niveau n+1 et, pour haque sommet de niveau n, une arête unique de e sommetvers M .D'apr�es les formules de restritions et l'hypoth�ese de r�eurrene, e graphe G est r�eduit,et on a sur CG une struture de UHn+1-module loal. Si l'on montre que e module estirr�edutible,G sera alors le diagramme de Bratteli de M . Nous ommen�ons don par �etudierl'ation de (l'alg�ebre palier de) UHn+1 sur les briques de niveau n.Si jr� sj � 2, n� s > s, le pseudo-diagramme de Bratteli G de �r
�s ontient la briquen+ 1 �r 
 �s
nnnnnnnnnnnn

PPPPPPPPPPPP

WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWn �r�1 
 �s�1
WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

�r�1 
 �s
PPPPPPPPPPPP
�r 
 �s�1 �r 
 �s

ooooooooooon� 1 �r�1 
 �s�1Cette brique de taille 4 provient du graphe produit Z�r
�s . Les �el�ements toriques s�eparentles hemins de la brique, qui est don irr�edutible. On d�eduit alors de la proposition 17 deI.2.6 que �r 
 �s est irr�edutible si jr � sj > 2; n� s > s:Si n = 2s ave toujours jr � sj � 2, la briqueCG�(n+1)r 
�(n+1)s�(n�1)r�1 
�(n�1)s�1est ette fois de taille 2, mais provient toujours du graphe produit, et relie enore tous lessommets de niveau n : on en d�eduit que, dans e as aussi, �r 
 �s est irr�edutible.
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 �s 181Pour k > 1 et X 2 fS;�g, la briquen+ 1 X�k
qqqqqqqqqq

LLLLLLLLLLn X�k�1
MMMMMMMMMM
�k�1 
 �k X�k

ssssssssssn� 1 X�k�1provient de la briquen+ 1 �k 
 �k
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 �k�1
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

�k�1 
 �k
PPPPPPPPPPPP
�k 
 �k�1 �k 
 �k

ooooooooooon� 1 �k�1 
 �k�1dans le graphe produit, qui est somme de deux repr�esentations irr�edutibles de dimensions1 et 3. Elle est don irr�edutible, et X�k l'est aussi. Si k = 1 et X = S, e raisonnements'applique enore. Si k = 1 et X = �, on a��k�1 = 0et l'on onsid�ere ette fois la briquen+ 1 ��1
IIIIIIIIIn �0 
 �1
IIIIIIIII
��1n� 1 ��1qui est enore irr�edutible, provenant d'une brique de taille 2 du graphe produit.Il reste prinipalement �a �etudier le as o�u s = r + 1.Si 0 < r � n� r � 2, la famille des sommets de niveau n est(�r�1 
 �r; �r�1 
 �r+1; S�r;��r; �r 
 �r+1);et on herhe �a d�eterminer le graphe palier, qui est un graphe de sommets ette famille.Si r > 1, il existe une briquen+ 1 �r 
 �r+1

nnnnnnnnnnnnn �r�1 
 �r �r�1 
 �r+1
nnnnnnnnnnnnn� 1 �r�2 
 �r



182 CHAPITRE 4. PRODUITS TENSORIELSqui est irr�edutible. De même, si r � n� r � 3, on a une brique irr�edutible de taille 2n+ 1 �r 
 �r+1
nnnnnnnnnnnnn �r�1 
 �r+1 �r 
 �r+1
nnnnnnnnnnnnn� 1 �r�1 
 �r+1D'autre part, on a dans tous les as trois briques de taille 2 irr�edutiblesn+ 1 �r 
 �r+1

MMMMMMMMMM
�r 
 �r+1

ssssssssss
�r 
 �r+1

ssssssssssn �r�1 
 �r
MMMMMMMMMM
S�r S�r �r 
 �r+1

ssssssssss
��r �r 
 �r+1

ssssssssssn� 1 S�r�1 S�r ��rNous r�esumons en un tableau les arêtes d�eduites de es briques entre les sommets deniveau n� 1 sommet graphe�r�2 
 �r � � � � � si r > 1�r�1 
 �r+1 � � � � � si 2r � n� 3S�r�1 � � � � �S�r � � � � ���r � � � � �On en d�eduit que le graphe palier ontient, si r > 1,
� � � � �et, si 2r � n� 3, � � � � �



4.5. D�ECOMPOSITION DE �r 
 �s 183Ces graphes sont irr�edutibles, don on a bien le r�esultat d'irr�edutibilit�e demand�e. Ilreste alors �a envisager r = 1; 2r = n� 2) n = 4qui fait partie des petits as d�ej�a trait�es.En�n, si n = 2r + 1, r > 1, la famille des sommets de niveau n est(�r�1 
 �r; S�r;��r)et on a deux briques de taille 2 irr�edutiblesn+ 1 = 2r + 2 �r 
 �r+1
MMMMMMMMMM

�r 
 �r+1
MMMMMMMMMMn = 2r + 1 �r�1 
 �r

MMMMMMMMMM
S�r �r�1 
 �r

MMMMMMMMMM
��rn� 1 = 2r S�r�1 ��r�1e qui donne enore un graphe palier � � �irr�edutible, don une repr�esentation irr�edutible. Si r = 1, alors n+ 1 = 2 et n = 1 : e as,trivial, a d�ej�a �et�e trait�e.Il reste en�n �a montrer que es repr�esentations de Hn+1 sont deux �a deux non isomorphessauf pour �r 
 �s ' �s 
 �r, r 6= s. Mais d'apr�es l'hypoth�ese de r�eurrene, les formulesde restrition �a Hn expos�ees en d�ebut de setion sont des d�eompositions de es restritionsen omposantes irr�edutibles. Il est alors imm�ediat qu'un isomorphisme entre deux tellesrepr�esentations ne peut avoir lieu que pour �r 
 �s ' �r0 
 �s0 , ave r 6= s, r0 6= s0, etffr� 1; s� 1g; fr� 1; sg; fr; s� 1g; fr; sgg = ffr0� 1; s0� 1g; fr0 � 1; s0g; fr0; s0� 1g; fr0; s0gg;soit fr; sg = fr0; s0g et r 6= s. qfd.Remarquons que les nouvelles repr�esentations irr�edutibles deHn que l'on vient de onstrui-re se restreignent �a Hn�1 sans faire apparâ�tre de multipliit�es, pour tout n � 3. On a vu dansle ours de la d�emonstration que les �el�ements de Juys-Murphy, don les �el�ements toriques deBn, s�eparent les hemins, don que le diagramme de Bratteli est bien olori�e. De plus, ommeles Bn-modules S� 
 S� v�eri�ent (DIAG) d'apr�es la proposition 35, il en est de même desrepr�esentations que l'on vient de onstruire. En d'autres termes,Proposition 37. Pour tous r; s tels que 0 � r < s � n2 , et tout n � 3, les repr�esentations�r 
 �s, S2�r et �2�r sont des repr�esentations nodales de Bn.On d�eduit alors de la proposition 36Th�eor�eme 6. Pour presque tout q, on a une repr�esentation Ak(q) pour 0 � k � n=2 de Hn(q)orrespondant au diagramme de Young [n�k; k℄, que l'on onsid�ere omme une repr�esentationde Bn. Alors, pour r 6= s, et presque tout q,Ar(q)
As(q)



184 CHAPITRE 4. PRODUITS TENSORIELSest irr�edutible en tant que repr�esentation de CBn, de même queS2Ak(q) et �2Ak(q):Remarque.Les repr�esentations Ar(q) onsid�er�ees, qui orrespondent �a des diagrammes de Young �a deuxolonnes ou �a deux lignes, sont pr�eis�ement les omposants irr�edutibles de la repr�esentationde Jones, et disposent d'interpr�etations g�eom�etriques naturelles. Nous renvoyons �a la th�esede Lawrene [54℄ pour une �etude d�etaill�ee de es repr�esentations, ainsi qu'�a la onstrutionde Long [56℄.4.6 Une dualit�e entre slm(C) et Bn, pour m >> nSi l'on se plae �a nouveau dans le adre du hapitre III.2, en notant g = slm(C) etG = Aut(g), on peut d�e�nirD�e�nition 16. Si n � 2, on note Surf0n(g) le sous-Bn �G-module de CSurfn(g) engendr�epar les veteurs de plus haut poids de poids (D1;D2)m, o�u (D1;D2) parourt l'ensemble (En)2,ave En = fD ` n j h(D) � 2g:En tant que g�Bn-module, on a montr�e (proposition 29 de III.2.4.1) queSurf0n(g) = M(D1;D2)2E2n(D1;D2)m 
 �SD1 
 SD2� :D'apr�es la th�eorie de Cli�ord (f. par exemple [1℄), le groupe adjoint de g �etant d'indie 2dans G, et �etant donn�ee l'ation de l'automorphisme ext�erieur W , on a des repr�esentationsirr�edutibles de G d�esign�ees pour D;D1;D2 2 En par fD1;D2g pour D1 6= D2, fDg+ etfDg�, qui v�eri�ent ResgfD1;D2g = (D1;D2)� (D2;D1)ResgfDg+ = ResgfDg� = (D;D)ave fDg+ non isomorphe �a fDg�. Ces repr�esentations sont bien d�e�nies par les onditionspr�e�edentes, �a inversion �eventuelle des signes + et - pr�es. D'apr�es l'ation de W expliit�ee enIII.2.4, on peut �erire, en tant que Bn �G-module,Surf0n(g) = 0� MD1 6=D2fD1;D2g 
 �SD1 
 SD2�1A� MD fDg+ 
 S2(SD)!� MD fDg� 
 �2(SD)! :o�u les diagrammes en indies sont dans En, et o�u les signes sont maintenant bien d�etermin�es,d'apr�es la proposition 36. On d�eduit ainsi de l'�equation pr�e�edente, �a l'aide de ette mêmeproposition,Proposition 38. Soit n � 3. Si g = slm(C) ave m suÆsamment grand, l'image de Bn dansEndC(Surf0n(g)) est �egale au ommutant de G = Aut(g).



4.7. FACTEURS SIMPLES DE Hn ET APPLICATION 1854.7 Fateurs simples de Hn et appliationOn va d�eduire des r�esultats pr�e�edents ertains fateurs simples de Hn. Nous en d�eduironsune fa�on de onstruire de nouvelles repr�esentations irr�edutibles de Bn, don de Bn, �a partirde fonteurs de Shur.Nous appliquons ii la m�ethode que nous avons publi�ee ailleurs [61℄, bas�ee sur les r�esultatssuivants :Proposition 39. Soit g une alg�ebre de Lie semi-simple omplexe, V et W deux repr�esen-tations de g. Si le g-module V 
 W est simple, V ou W est la repr�esentation triviale deg.Preuve | On se ram�ene �a g simple et V , W irr�edutibles. La proposition d�eoule imm�edia-tement du lemme 1 de [61℄. qfd.Proposition 40. Soit g une alg�ebre de Lie simple sur C, et V une repr�esentation non trivialede g telle que S2V et �2V soit irr�edutible. Alors le morphisme g! EndC(V ) a pour imagesl(V ), et g! sl(V ) est un isomorphisme d'alg�ebres de Lie.Preuve | C'est un as partiulier de la proposition 1 de [61℄. qfd.Si l'on note dnk = dim�(n)k , on d�eduit par r�eurrene des formules de restrition �a Hn�1que dnk = dim�(n)k = � nk � 1 � n� 2k + 1ket les propositions pr�e�edentes entrâ�nentTh�eor�eme 7. La sous-alg�ebre de Lie Hn de CSn engendr�ee par les transpositions est unealg�ebre de Lie r�edutive isomorphe �aC�0� Y1�k�n=2 sldnk (C)1A� go�u g est une alg�ebre de Lie semi-simple de dimension �nie. Cette alg�ebre de Lie est trivialepour n 2 f2; 3; 4; 5g.Preuve | On a vu en III.3 que Hn est une alg�ebre de Lie r�edutive dont le entre, dedimension 1, est engendr�e par Tn. Il existe don une famille g1; : : : ; gp d'alg�ebres de Liesimples telles que Hn = g0 � g1 � : : :� gpave g0 = C, alg�ebre de Lie ommutative de dimension 1. Chaque �k est alors isomorphe �aune repr�esentation de la forme �[0℄k 
 �[1℄k 
 : : : 
 �[p℄kave �[i℄k repr�esentation irr�edutible de gi, pour 0 � i � p. Pour r 6= s on a�r 
 �s ' (�[0℄r 
 �[0℄s )
 (�[1℄r 
 �[1℄s )
 : : :
 (�[p℄r 
 �[p℄s )



186 CHAPITRE 4. PRODUITS TENSORIELSdon d'apr�es la proposition 36, haune des �[i℄r 
 �[i℄s est irr�edutible omme repr�esentationde gi. On d�eduit de la proposition 39 que, pour tout i 2 [1; p℄, et tout r 6= s, �[i℄r ou �[i℄sest trivial. De plus, omme, pour tout r, S2�r et �2�r sont irr�edutibles, il existe un seulir � 1 tel que �[ir℄r ne soit pas trivial, et d'apr�es la proposition 40, on a un isomorphismegi ! sl(�[ir℄r ) = sl(�r). Quitte �a renum�eroter les indies, on peut supposer que, pour tout r,ir = r. On a alors bien Hn ' C�0� Y1�k�n2 sldnk (C)1A� go�u g est le produit des gi pour i > n2 . qfd.On en d�eduit leCorollaire 1. Soit n � 3, et F1; : : : ;Fp, pour p � n=2, une famille de fonteurs de Shur.La repr�esentation de Hn d�e�nie parF1(�1)
 F2(�2)
 : : :
 Fp(�p)est irr�edutible.Preuve | C'est une ons�equene imm�ediate du th�eor�eme pr�e�edent et de la dualit�e deShur-Weyl. qfd.Corollaire 2. Soit n � 3, et F1; : : : ;Fp, pour p � n=2, une famille de fonteurs de Shur.Pour presque tout q 2 C, la repr�esentationF1(A1(q))
 F2(A2(q))
 : : :
 Fp(Ap(q))est une repr�esentation irr�edutible de Bn, dont la restrition �a Pn est irr�edutible.Preuve | C'est une ons�equene imm�ediate du orollaire pr�e�edent et de la proposition 3de I.1.2.4. qfd.



ANNEXE. DUALIT�E ENTRE sl2 ET Bp 187
Annexe. Dualit�e entre sl2 et BpDans e hapitre, nous �xons un entier p � 2 et nous �etudions �a l'aide des m�ethodes duhapitre I.2 le bimodule sl2(C) pour les ations de sl2(C) et Bp. Plus pr�eis�ement, nous allonsmontrer que l'on a une dualit�e entre sl2(C) et Bp sur e module, et nous allons d�eterminerdes matries expliites pour l'ation de Bp. Les �etudes des sl2(C) �Bn-modules de e typeont leur origine dans les travaux de Tsuhiya et Kanie [72℄. Nous montrons ii omment leformalisme d�evelopp�e dans la premi�ere partie de ette th�ese est adapt�e �a e type de situations.1 IntrodutionOn onsid�ere dans e hapitre g = sl2(C). Les repr�esentations irr�edutibles de g sontarat�eris�ees par leur plus haut poids, de la forme m$1, o�u m 2 N, et $1 est le poidsfondamental de sl2. On note [m℄ la repr�esentation irr�edutible assoi�ee �a e plus haut poids, quiest de dimensionm+1. En partiulier, la repr�esentation adjointe est not�ee [2℄, la repr�esentationtriviale [0℄. On a alors, pour n � m, la formule fondamentale ([9℄ Ex. 11.11 p.151)[m℄
 [n℄ = nMk=0[m� n+ 2k℄:En partiulier, g
0 = [0℄g
1 = [2℄g
2 = [0℄ + [2℄ + [4℄:2 La repr�esentation adjointeDans e as, on a g
2 = S2(g)� �2(g)ave S2(g) = [0℄ + [4℄�2(g) = [2℄:D'autre part, pour m � 2,[m℄
 g = [m℄
 [2℄ = [m� 2℄ + [m℄ + [m+ 2℄:On retrouve ainsi que toutes les repr�esentations irr�edutibles de sl2 qui interviennent dansg
p sont de la forme [2m℄ pour 0 � m � p. On note alorsG := Totp(g):



188 ANNEXE. DUALIT�E ENTRE sl2 ET Bp3 Approhe ombinatoireLe d�ebut du graphe peut s'�erire omme suit :g
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yy

y
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yy EE

EE
EE

EE: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Du point de vue de la struture de Bp � SL2-bimodule g
p , on ag
p ' pMk=0[2k℄
Rp([2k℄)o�u Rp([2k℄) ' HomSL2([2k℄; g
p), repr�esentation de Bp partenaire de [2k℄ dans g
p, admetomme base les hemins de G joignant ([0℄; 0) (ou ([2℄; 1)) �a ([2k℄; p). Ces hemins orres-pondent �a des veteurs de g
p propres pour l'ation des �el�ements toriques de Bn. De plus, ilsforment une base orthonorm�ee de Rp([2k℄) pour une ertaine forme quadratique non d�eg�en�er�eepar rapport �a laquelle l'ation des Bp est sym�etrique (f. I.1.4.1).Sur une repr�esentation irr�edutible de sl2 (ou de SL2) de la forme [2m℄, la valeur duCasimir non normalis�e est, pour ( j ) la forme de Killing et �1 l'unique raine positive de sl2, = (2m$1j2$1 + 2m$1) = 4m(m+ 1)($1j$1) = 4m(m+ 1)12($1j�1) = 2m(m+ 1):Comme la valeur de  sur g = sl2 est 4, on en d�eduit que la valeur du Casimir C, normalis�e�a 1 sur la repr�esentation adjointe, sur [2m℄, estC = m(m+ 1)2 :Comme de plus tp = Cp�Cp�1�12 , on peut en d�eduire la valeur de tp sur les hemins, 'est-�a-direle oloriage des arêtes assoi�e aux �el�ements toriques, diretement en fontion du graphe :
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(p�1) [2m℄ [2m℄ [2m℄g
p [2m℄ [2(m� 1)℄ [2(m+ 1)℄: : : : : : : : :tp = �12 �m+ 12 m2Comme ave es notations m � 1, on en d�eduit que ftpg s�epare les hemins. De plus, sik � p, l � p+ 2, CG([2l℄p+2)([2k℄p) ' HomSL2([2l℄; [2k℄ 
 g
2)s'identi�e �a Hom([2l℄; [2k℄
 ([0℄+[2℄+[4℄)) don est de dimension 0, 1, 2 ou 3. A�n de d�erirees repr�esentations, nous allons d'abord proposer un autre mod�ele de desription des hemins.On peut voir, �a la mani�ere des hemins de Motzkin, un hemin de ([0℄; 0) vers ([2m℄; p)omme un hemin (s0; s1; : : : ; sp) dans N�N o�u seuls les pas Est, Nord-Est et Sud-Est sontautoris�es. La longueur d'un tel hemin est p, et sa hauteur est m. De tels hemins (pour p et mnon pr�eis�es) s'identi�ent �a des mots, dits ternaires, sur un alphabet �a trois lettres x�; x0; x+| un sous-ensemble des mots de Motzkin. On peut d�e�nir pour un tel mot M sa ie lettre,not�ee M(i), sa longueur long(M) (nombre de lettres), et pour haque lettre son signe�(x+) = 1�(x�) = �1�(x0) = 0;sur haque mot son module jM j = 1Xi=0 �(M(i)):On d�e�nit enore la tronature tron(M; j) qui enl�eve toutes les lettres de m au-del�a de laje. Par ette identi�ation, les hemins orrespondent au sous-ensembleM des mots ternairesd�erits par les �equations suivantesM(1) = x+8i 0 � jtron(M; i)j � iet une base du SL2-module g
p est form�ee des mots de M de longueur p.Alors, pour tout p, s = (p p+ 1)u = tp;p+1Y = tp+1 � tp



190 ANNEXE. DUALIT�E ENTRE sl2 ET Bpagissent sur toutes les briques CG[2l℄p+1[2k℄p�1 , dont on peut don �erire une base par des mots �adeux lettres.De la même fa�on, la valeur des tp+1 sur les mots n'est fontion que de la (p+ 1)e lettreet de jtron(mot; p)j. Si m = jtron(mot; p)j, on atp+1(x+) = m2 tp(x0) = �12 tp+1(x�) = �m+ 12 :Pour les espaes G[2l℄p+1[2k℄p�1 , plusieurs as sont �a onsid�erer.Il y a d'abord elui, exeptionnel, de la repr�esentation triviale, 'est-�a-direjtron(mot; p� 1)j = 0;o�u l'ation de u = tp;p+1 est diagonale, identique �a elle de t12 sur g
2.Si l'on exlut d�esormais e as ('est-�a-dire elui des mots de M de module nul), il fautdistinguer suivant la dimension. Plus pr�eis�ement, un mot mot1 de p � 1 lettres �etant �x�edans M, la situation d�epend du nombre de mots ternaires de deux lettres que l'on peut yajouter pour obtenir un autre mot mot2 de M de module donn�e. On note m = jmot1j.as 1 jmot2j = jmot1j = mLes mots de trois lettres possibles sont alors x+x�, x0x0 et x�x+. Sur haun de esmots, la valeur de Y = tp+1 � tp est alorsx+x� x0x0 x�x+�(m+ 1) 0 mCela orrespond �a un moreau de graphe du typeg
(p�1) [2m℄
ss

ss
ss

ss
ss

KKK
KK

KK
KK

Kg
p [2(m� 1)℄
KK

KK
KK

KK
KK

[2m℄ [2(m+ 1)℄
sss

ss
ss

ss
sg
(p+1) [2m℄D'autre part, on dispose d'une autre base sur et espae, fournie par g
2. Cette base,que l'on notera [0℄; [2℄; [4℄, est fournie par les veteurs de plus haut poids de g
2. Lavaleur de u et s sur ette base est donn�ee par[0℄ [2℄ [4℄u = �1 �12 12s = 1 �1 1s = 4u2 + 2u� 1:On dispose alors de deux bases orthonorm�ees, appel�ees base loale et base des hemins,la premi�ere �etant propre pour u et s, la deuxi�eme �etant propre pour Y . Si l'on �erit les



ANNEXE. DUALIT�E ENTRE sl2 ET Bp 191matries dans la base loale, l'�equation sY s + Y = 2u dit que Y s'�erit, dans la base[4℄; [0℄; [2℄, Y = 0BB� 12 0 a0 �1 ba b �12 1CCAd'o�u �Y (x) = x3 + x2 � (14 + a2 + b2)x� 14 + b22 � a2:Or �Y (x) = x(x�m)(x+ (m+ 1)) = x3 + x2 �m(m+ 1)d'o�u a2 = m(m+ 1)3 � 14b2 = 2m(m+ 1)3 :Comme a2 et b2 sont toujours di��erents de 0 pour m � 1, on en d�eduit que et espaeest irr�edutible en tant que repr�esentation de < u; Y; s >.Il ne reste plus alors qu'�a trouver la matrie de hangement de base assoi�ee �a la basepropre de Y pour aluler les oeÆients de u dans la base des hemins. On trouve que�2u vaut0BBB� 1� 1m 0 (1 + 1m)q1� 22m+10 1 + 1m+1 (�1)(1� 1m+1 )q1 + 22m+1(1 + 1m)q1� 22m+1 (�1)(1 � 1m+1 )q1 + 22m+1 1m(m+1) 1CCCAdans la base x�x+; x+x�; x0x0.Cette matrie se r�e�eritu = �12 0� 1�E 0 (1 +E)p1�H(E;F )0 1 + F (F � 1)p1 +H(E;F )(1 +E)p1�H(E;F ) (F � 1)p1 +H(E;F ) E � F 1Aave E = 1mF = 1m+1et H(x; y) est la moyenne harmoniqueH(x; y) = 21x + 1y :as 2 jjmot2j � jmot1jj = 1La base des hemins est alors form�ee des mots x0x+ et x+x0, ou x�x0 et x0x�. Lavaleur de Y est alors



192 ANNEXE. DUALIT�E ENTRE sl2 ET Bpx0x+ x+x0x�x0 x0x�m2 �m2Le moreau de graphe orrespondant est, dans le as (x0x+; x+x0),g
(p�1) [2m℄
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KK
KK
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Kg
p [2m℄
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KK
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KK

K
[2(m+ 1)℄g
(p+1) [2(m+ 1)℄et, dans le as (x�x0; x0x�),g
(p�1) [2m℄
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p [2(m� 1)℄ [2m℄
sss

ss
ss

ss
sg
(p+1) [2(m� 1)℄La base loale est form�ee des veteurs propres [2℄ et [4℄ de g
2. Dans ette base [2℄; [4℄,Y s'�erit Y = 0B� �12 aa 12 1CAd'o�u �Y (x) = x2 � 14 � a2mais �(Y ) = (x� m2 )(x+ m2 ) = x2 � m24d'o�u a2 = m2 � 14 = (m+ 1)(m� 1)4 :On a don a 6= 0 : l'espae est irr�edutible pour l'ation de < u; Y; s >.Dans la base des hemins x0x+; x+x0 (resp. x�x0; x0x�), u s'�erit alorsu = 12m � 1 m+ 1m� 1 �1 � = 12 � E 1 +E1�E �E �si E = 1m .



ANNEXE. DUALIT�E ENTRE sl2 ET Bp 193as 3 jjmot2j � jmot1jj = 2L'espae est alors de dimension 1, engendr�e par x+x+ ou x�x�. Dans les deux as, labase loale est [4℄. On a don : u = +12 :Ce qui pr�e�ede fournit un algorithme pour onstruire les repr�esentations G[2k℄p de Bp,puisque la formule s = 4u2 + 2u� 1 reste valable dans tous les as. On a alors laProposition 41. (dualit�e SL2-Bp) Pour 0 � k � p, la repr�esentation G[2k℄p est une repr�e-sentation irr�edutible de Bp. De plus, pour 0 � k; l � p,G[2k℄p ' G[2l℄p ) k = l:Preuve |Remarquons d'abord que, les �el�ements toriques de Bn s�eparant les hemins, le grapheG[2k℄p est bien olori�e. D'autre part, les graphes assoi�es aux briques de dimension stritementsup�erieure �a un sont d'apr�es les aluls pr�e�edents� (( �hhet � (( �hh
(( �hhOn en d�eduit que l'ation des alg�ebres paliers sur haune des briques est irr�edutible, donl'image de Bp dans M(G[2k℄p) est �egale �a Mlo(G[2k℄p). La onnexit�e du graphe palier pourl'ation de Mlo(G[2k℄p) �etant �evidente, on d�eduit de la proposition 16 de I.2.6.3 queBp �Mlo(G[2k℄p) = M(G[2k℄p)e qui d�emontre l'irr�edutibilit�e.D'autre part, si CG[2k℄p ' CG[2l℄p en tant que Bp-modules, les �el�ements toriques de Bnont les mêmes valeurs propres. Comme es valeurs s�eparent (don d�eterminent) les hemins,les hemins de es deux repr�esentations aboutissent toutes au même sommet deG, d'o�u k = l.qfd.Remarque.Ce r�esultat peut s'interpr�eter d'une fa�on totalement di��erente si l'on remarque que la repr�e-sentation adjointe de sl2 n'est rien d'autre que la repr�esentation standard de so3. Le ommu-tant de l'ation diagonale d'une alg�ebre de Lie lassique g sur les puissanes tensorielles d'unede ses repr�esentations standard �etant bien onnu depuis les travaux d'Hermann Weyl [21℄, ilsuÆt de montrer que l'image de Bp engendre e ommutant, e qui est �etabli dans Goodmanet Wallah [13℄.



194 ANNEXE. DUALIT�E ENTRE sl2 ET Bp4 Approhe alg�ebriqueOn a vu que l'approhe ombinatoire ne permettait pas de d�eterminer expliitement lesmatries des tij . Pour e faire, on va d�eterminer expliitement les veteurs de plus haut poidsonern�es.Pour v un veteur de plus haut poids d'une repr�esentation irr�edutible �, tel queHv = mv,les veteurs de plus haut poids de �
 g sont donn�es parT+(v) = v 
XT0(v) = 12v 
H + 1mY v 
XT�(v) = v 
 Y � 1mY v 
H � 1m(m�1)Y Y v 
Xo�u HT0(v) = mv, HT�(v) = (m� 1)v. Si un tel veteur est non nul, 'est un veteur de plushaut poids. Inversement, les veteurs de plus haut poids �eventuels de �
g sont n�eessairementde ette forme.On a alors apr�es alulT�T+(v) = v 
 Y 
X � 1mY v 
H 
X � 1m(m�1)Y Y v 
X 
XT0T0(v) = 14v 
H 
H + 1mv 
 Y 
X + 12mY v 
X 
H+m�22m2 Y v 
H 
X + 1m2Y Y v 
X 
XT+T�(v) = v 
X 
 Y + 2(m+1)(m+2)v 
 Y 
X + 1m+2v 
H 
H+ 2(m+1)(m+2)Y v 
H 
X � 1m+2Y v 
X 
H� 1(m+1)(m+2)Y Y v 
X 
X:Sur la base X 
 Y; Y 
X;X 
H;H 
X;Y 
H;H 
 Y;X 
X;Y 
 Y;H 
H, on peutobtenir failement la matrie de t12 �a partir des relations de Serre de sl2 et det12 = 14adX 
 adY + 14adY 
 adX + 18adH 
 adHX Y X H Y H X Y H
 
 
 
 
 
 
 
 
Y X H X H Y X Y HX 
 Y �12 0 0 0 0 0 0 0 �1Y 
X 0 �12 0 0 0 0 0 0 �1X 
H 0 0 0 12 0 0 0 0 0H 
X 0 0 12 0 0 0 0 0 0Y 
H 0 0 0 0 0 12 0 0 0H 
 Y 0 0 0 0 12 0 0 0 0X 
X 0 0 0 0 0 0 12 0 0Y 
 Y 0 0 0 0 0 0 0 12 0H 
H �14 �14 0 0 0 0 0 0 0On en d�eduit que dans les bases de type (T�T+(v); T+T�(v); T0T0(v)), tpp+1 s'�erit0B� �12 m�2m 0 �14 (m�1)(m+2)2(m+1)m20 �12 m+4m+2 �14�1 � m2(m+3)(m+2)2(m+1) � 2m(m+2) 1CA



ANNEXE. DUALIT�E ENTRE sl2 ET Bp 195De la même fa�on, deT+T0(v) = 12v 
X 
H + 1m+2Y v 
X 
X � 1m+2v 
H 
XT0T+(v) = 12v 
H 
X + 1mY v 
X 
XT�T0(v) = 12v 
 Y 
H + 1mY v 
 Y 
X � 12mY v 
H 
H� 12m(m�1)Y Y v 
X 
H � m(m�1)2 Y Y v 
H 
X� 1m(m�1)(m�2)Y Y Y v 
X 
XT0T�(v) = 1mY v 
X 
 Y � 2m2Y v 
 Y 
X � 1m2Y Y v 
X 
H� m�42m2(m�1)Y Y v 
H 
X � 1mv 
 Y 
H + 12v 
H 
 Y� 1m2(m�1)Y Y Y v 
X 
X � m�22m2 Y v 
H 
Hon d�eduit que la matrie de t12 dans les bases de forme (T0T+(v); T+T0(v)) est Q(m+2),et que la matrie de t12 dans les bases de forme (T�T0(v); T0T�(v)) est Q(m), o�uQ(m) = 0BBB� 1m 12 (m+ 2)(m� 2)m212 �1m 1CCCA
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R�esum�e. L'objet de e travail est l'�etude g�en�erale des repr�esentations lin�eaires du groupede tresses Bn qui proviennent de l'int�egration de syst�emes de Knizhnik-Zamolodhikov (KZ),vus omme repr�esentations de l'alg�ebre des tresses in�nit�esimales. Nous utilisons la teh-nique des bases de Gelfand-Tsetlin pour �etudier ertaines repr�esentations de ette alg�ebre, etmontrons omment onstruire expliitement les repr�esentations du groupe d'Artin orrespon-dantes. Nous lassi�ons ompl�etement les syst�emes KZ qui sont irr�edutibles pour l'ation dugroupe sym�etrique et onstruisons les nouvelles repr�esentations de Bn qui apparaissent �a etteoasion. Nous obtenons d'autre part des rit�eres d'irr�edutibilit�e sur les repr�esentations deBn obtenues par onstrution tensorielle. Nous obtenons en�n d'autres r�esultats utiles danse adre, notamment une d�eomposition partielle de l'alg�ebre de Lie engendr�ee par les trans-positions dans l'alg�ebre de groupe du groupe sym�etrique. Cette d�eomposition partielle esten rapport ave les omposantes irr�edutibles de la repr�esentation de Jones.Mots l�es : repr�esentations, groupes de tresses, Knizhnik-Zamolodhikov, tresses in�nit�esi-males, bases de Gelfand-Tsetlin, groupes sym�etriques, tours d'alg�ebres.
Abstrat. This work ontributes to the general study of linear representations of Artin'sBraid group Bn that arise as monodromy of KZ-systems. We onsider these systems as re-presentations of the Hopf algebra of in�nitesimal braids, and apply the tehnique of Gelfand-Tsetlin basis. The purpose is twofold : this tehnique gives a good insight into the represen-tation theory of this algebra, and we show that it helps in the expliit onstrution of theorresponding braid group representations. We give a omplete lassi�ation of KZ-systemsthat are irreduible for the ation of the symmetri group, and build the new representationsof Bn that arise at this stage. Among other results that are useful in this setting, we obtainirreduibility riteria on tensor produts and related onstrutions, and get a partial deom-position of the Lie algebra generated by transpositions in the group algebra of the symmetrigroup. This partial deomposition involves summands of the Jones representation.Keywords : representations, braid groups, Knizhnik-Zamolodhikov, in�nitesimal braids,Gelfand-Tsetlin basis, symmetri groups, towers of algebras.
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