N

N

Analyse mathématique de la supraconductivité dans un
domaine a coins: méthodes semi-classiques et
numeériques

Virginie Bonnaillie

» To cite this version:

Virginie Bonnaillie. Analyse mathématique de la supraconductivité dans un domaine & coins: méth-
odes semi-classiques et numériques. Mathématiques [math]. Université Paris Sud - Paris XI, 2003.
Francais. NNT: . tel-00005430

HAL Id: tel-00005430
https://theses.hal.science/tel-00005430
Submitted on 23 Mar 2004

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00005430
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° D’ORDRE : 7392

UNIVERSITE PARIS XI
U. F. R. SCIENTIFIQUE D'ORSAY

THESE
présentée pour obtenir
LE GRADE DE DOCTEUR EN SCIENCES
DE L’UNIVERSITE PARIS XI, ORSAY

Spécialité : MATHEMATIQUES

par

VIRGINIE BONNAILLIE

Sujet :

ANALYSE MATHEMATIQUE DE LA

SUPRACONDUCTIVITE DANS UN DOMAINE A COINS :
METHODES SEMI-CLASSIQUES ET NUMERIQUES

Soutenue le 11 Décembre 2003 devant la Commission d’examen

M. Francois Alouges Directeur de these
Mme Christine Bernardi Rapporteur

M. Fabrice Béthuel Examinateur
Mme Catherine Bolley Examinateur
Mme Monique Dauge Examinateur

M. Bernard Helffer Directeur de thése

M. Jean-Claude Saut Président
M. Peter Sternberg Rapporteur






Remerciements

N

Que toutes les personnes qui ont contribué & cette thése et m’ont aidée d’une facon ou d'une
autre & mener & bien ce travail trouvent ici I’expression de ma reconnaissance.

Je commencerais par remercier vivement mes directeurs de thése, Frangois Alouges et Bernard
Helffer, pour leur disponibilité, leurs conseils et leur investissement dans ce travail. Ils m’ont proposé
un sujet original mélant des aspects mathématiques trés variés me permettant ainsi de travailler sur
plusieurs thémes et d’avancer réguliérement. Je voudrais remercier Bernard Helffer pour l'intérét
qu’il porte depuis des années a ce sujet, son attention et ses relectures précises et précieuses (grace
aux bonnes conditions de voyage de certaines compagnies de transport...); Francois Alouges pour
son optimisme & toute épreuve m’interdisant tout défaitisme, son enthousiasme, sa gentillesse, son
écoute et ses idées constructives.

Je suis trés reconnaissante envers Christine Bernardi et Peter Sternberg d’avoir accepté de rap-
porter cette thése. Je remercie chaleureusement Christine Bernardi pour la relecture attentive de ce
travail et ses conseils notamment pour ’annexe qui m’ont permis de rendre plus clairs ces résultats
et Peter Sternberg pour l'attention qu’il a portée & ce sujet tout au long de ma theése.

Je remercie sincérement Fabrice Béthuel, Catherine Bolley, Monique Dauge et Jean-Claude Saut
de m’avoir fait le plaisir de participer au jury. J’exprime toute ma gratitude & Monique Dauge, Soe-
ren Fournais et Geneviéve Raugel pour ’aide qu’ils m’ont apportée, & Ari Laptev et Heinz Siedentop
pour leur accueil chaleureux & Stockholm et Miinich.

Je remercie tous les membres du Département de Mathématique de I'Université Paris XI, en par-
ticulier ceux de I’équipe Analyse Numeérique - EDP, qui, durant ces deux années, m’ont encouragée
et soutenue. Je suis reconnaissante envers les secrétaires, notamment Daniéle Le Meur et Francoise
Vasseur, pour leur efficacité et leur sympathie. Un grand merci aussi & Jacques pour sa disponibilité
lors des problémes informatiques et aux doctorants, Antoine, Benoit, Christophe, Fatima, Ludovic,
Morgan, Olivier, Rémi et Sylvain pour leur aide et leur amitié.

Ce travail n’aurait pu aboutir sans le soutien permanent et les encouragements de ma famille
et de mes amis. Que mes parents trouvent ici ’expression de mes remerciements pour leurs efforts
et sacrifices. Je voudrais les remercier de m’avoir appris la valeur du travail, fait confiance et of-
fert les opportunités pour réaliser mes projets. Je tiens également a remercier mes frére, soeurs,
beaux-fréres et belle-soeur pour leur présence (a distance) et leur soutien constant et mes neveux,
Margaux, Simon, Hugo, Cyril, Antoine, Charles, Baptiste, Grégoire, Madeline, Victor et Louis, pour
la bouffée d’oxygéne qu’ils m’offrent dés que nous nous retrouvons.

Mes derniers remerciements vont a Tony pour avoir partagé ce travail au quotidien & mes cotés,
relu toute cette thése et toujours cru en moi. Ta patience et ton calme sont une aide précieuse. ..






A Antoine, Hugo, Madeline,
mes filleuls,

A mes parents,

A Tony,






MATHEMATICAL ANALYSIS OF SUPERCONDUCTIVITY IN A DOMAIN WITH CORNERS :
SEMI-CLASSICAL AND NUMERICAL METHODS.

Abstract :

Superconducting theory, modelized by Ginzburg and Landau, motivates works about Schrédin-
ger operator with magnetic field. The aim of this thesis is to analyze the geometry influence on
the superconductivity emergence by extending results for regular domains to domains with corners.
Semi-classical analysis leads to deal with three model operators : the Neumann realization of the
Schrédinger operator with constant magnetic field in the plane, the half-plane and angular sectors.
The study of the two first is well known and we concentrate on the third.

After determination of the bottom of the essential spectrum, we show that the bottom of the
spectrum is an eigenvalue for a sector with an acute angle. We give an explicit asymptotics of the
lowest eigenvalue as the angle tends to 0 and clarify the localization of the ground state using Ag-
mon’s techniques.

Then we illustrate and estimate the behavior of eigenvectors and eigenvalues thanks to numerical
tools based on finite elements method. Due to the ground state localization, the discretized problem
is badly conditioned ; nevertheless the analysis of the operator properties and of the drawbacks of
classical methods lead us to implement a robust and efficient algorithm computing the ground state.
To improve numerical results, we construct a posteriori error estimates for this eigenvalue problem
and use the mesh-refinement techniques to localize the eigenstate associated to general domains and
to study the variation of the bottom of the spectrum according to the angle of the sector.

Keywords : Schrédinger operator with magnetic field in a domain with corners, spectral theory,
semi-classical analysis, Agmon estimates, finite elements, a priori and a posteriori error estimates,
mesh refinement.

Classification A. M. S. : 35J10, 35J20, 35P15, 35Q40, 65N15, 656N25, 656N30, 81Q10




ANALYSE MATHEMATIQUE DE LA SUPRACONDUCTIVITE DANS UN DOMAINE A COINS :
METHODES SEMI-CLASSIQUES ET NUMERIQUES.

Résumé :

La théorie de la supraconductivité, modélisée par Ginzburg et Landau, motive les travaux re-
latifs & 'opérateur de Schrodinger avec champ magnétique. L’objet de cette thése est d’analyser
I'influence de la géométrie du domaine sur 'apparition de la supraconductivité en étendant les résul-
tats existant pour des domaines réguliers & des domaines & coins. L’analyse semi-classique conduit
4 étudier trois opérateurs modéles : la réalisation de Neumann de ’opérateur de Schrédinger avec
champ magnétique constant sur le plan, le demi-plan et les secteurs angulaires. L’étude des deux
premiers est bien connue et nous nous concentrons sur le dernier.

Aprés avoir déterminé le bas du spectre essentiel, nous montrons que le bas du spectre est une
valeur propre pour un secteur d’angle aigu. Nous explicitons le développement limité de la plus
petite valeur propre quand l’angle du secteur tend vers 0 et précisons la localisation de 1’état fon-
damental grace aux techniques d’Agmon.

Nous illustrons et estimons ensuite le comportement des vecteurs et valeurs propres & l’aide
d’outils numériques basés sur la méthode des éléments finis. La localisation de 1’état fondamental
rend le probléme discret trés mal conditionné mais ’analyse des propriétés de 'opérateur et des
défauts des méthodes classiques permet malgré tout de mettre en ceuvre un algorithme robuste et
efficace calculant 1’état fondamental. Afin d’améliorer les résultats numériques, nous construisons
des estimateurs a posteriori pour ce probléme aux valeurs propres et utilisons les techniques de raffi-
nement de maillages pour localiser I’état propre dans des domaines généraux et étudier la variation
du bas du spectre en fonction de ’angle du secteur.

Mots clés : Opérateur de Schrédinger avec champ magnétique dans un domaines & coins, théorie
spectrale, analyse semi-classique, estimations d’Agmon, éléments finis, estimateur d’erreur a priori
et a posteriori, raffinement de maillages.

Classification A. M. S. : 35J10, 35J20, 35P15, 35Q40, 65N15, 65N25, 65N30, 81Q10
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Chapitre 1

Introduction

1.1 La supraconductivité

Le phénoméne de la supraconductivité est découvert en 1911 lorsque le physicien hollandais
Onnes étudie la résistivité du mercure & la température de liquéfaction de I’hélium et s’apercoit
que celle-ci est nulle. La supraconductivité est ainsi la propriété que possédent certains matériaux
de laisser passer le courant sans dissipation d’énergie lorsqu’ils sont maintenus en dessous d’'une
température critique T¢.

En outre, les matériaux supraconducteurs présentent une autre propriété lorsqu’ils sont soumis
4 un champ magnétique extérieur. En effet, les premiéres expériences ont montré que la supracon-
ductivité est détruite lorsque le matériau est soumis & un champ extérieur trop intense. Par contre,
lorsque le champ externe n’est pas trop élevé, en plus d’étre supraconducteur, le matériau repousse
le champ extérieur. Ce phénoméne est appelé EFFET MEISSNER. L’expérience a montré que le com-
portement des supraconducteurs soumis & un champ magnétique intermédiaire est essentiellement
de deux types selon la nature du matériau. Ces comportements sont schématisés aux Figures 1.1 et
1.2.

Etat normal

Etat normal

Etat mixte

Etat supraconducteur

+ Effet Meissner Etat supraconducteur

+ Effet Meissner

0 Te 0 Te

Fic. 1.1 — Supraconducteur de type I. FiG. 1.2 — Supraconducteur de type II.

Les supraconducteurs de type I ne possédent qu’un champ critique et lorsque l'intensité du
champ magnétique externe augmente, ils passent directement de 1’état supraconducteur avec effet
Meissner & 1’état normal pour lequel la supraconductivité est détruite.

Les supraconducteurs de type II possédent deux champs critiques He, et Hg,. Ils se comportent
comme les supraconducteurs de type I lorsque le champ magnétique extérieur est soit plus faible

1



2 Introduction

que H¢,, soit plus intense que H¢,, étant alors supraconducteur et repoussant les lignes de champ
magnétique dans le premier cas et se trouvant dans ’état normal dans le second cas. Pour un champ
extérieur d’intensité comprise entre H¢, et Hc,, le matériau est supraconducteur mais se laisse pé-
nétrer ponctuellement & travers des tubes, appelés vortex, par le champ extérieur. Cette phase est
appelée état mixte.

De telles propriétés, décrites plus en détail dans les ouvrages de physique tels que [48, 88, 89, 99,
50] justifient pleinement l'intérét croissant porté a la supraconductivité et promet de nombreuses
applications technologiques dont certaines sont déja commercialisées. Nous pouvons citer 'exemple
du train Yamanashi lancé sur des aimants supraconducteurs de fortes puissances ce qui élimine la
friction avec les rails. D’autres applications ont trait au domaine médical et notamment aux Images
a Résonance Magnétique IRM. Toutefois les faibles températures critiques des supraconducteurs
limitent leurs utilisations et incitent les physiciens & chercher de nouveaux matériaux dont la tem-
pérature critique soit plus élevée.

1.2 La théorie de Ginzburg-Landau

Plusieurs physiciens ont essayé de modéliser et de décrire ce phénoméne : London en 1935, Ginz-
burg et Landau en 1952 [50], puis Bardeen, Cooper et Schrieffer en 1957. Nous nous limiterons a la
modélisation de Ginzburg-Landau qui décrit de facon phénoménologique la supraconductivité. Cette
modélisation, confortée par la théorie macroscopique de Gorkov, s’appuie sur la théorie générale de
transitions de phase du second ordre développée par Landau en 1937. Elle suppose ’existence d’un
paramétre d’ordre v tendant vers 0 & la transition de phase, d’une écriture de 1’énergie libre selon
les puissances de 1 et la régularité selon la température T' des coefficients de cette écriture.

Nous considérons un échantillon €2 supraconducteur, supposé sans trou, et le soumettons a un
champ magnétique H. Alors, aprés renormalisation, ’énergie libre de ce matériau est donnée par la
fonctionnelle de Ginzburg-Landau :

G(1h, A) :/ (|(V—imA)¢|2+%2(|¢|2—1)2) dx+lﬂ2/9|rot.z4—7-l|2 de.  (L1)

Q

Le premier terme /

2
<|(V — ik A)p|* + %(|¢|2 - 1)2) dz représente 1'énergie associée aux élec-
Q

trons supraconducteurs et le deuxiéme terme x? / lrot A — H|? dz I’énergie magnétique.

La constante x est une caractéristique physique. %omme nous l'avons mentionné & la Section 1.1,
nous distinguons deux types de supraconducteurs. Cette distinction apparait au niveau de la carac-
téristique & :

— K petit : le supraconducteur est de type I,

— K grand : le supraconducteur est de type IL.

Nous nous intéressons au comportement des supraconducteurs de type II et considérons :
k grand.

Nous supposons que € est un domaine borné simplement connexe & bord lipschitzien de R?. La
réduction d’un probléme de R® & un échantillon de R? dans I’écriture de la fonctionnelle (1.1) peut
avoir deux interprétations physiques :

— Le domaine € est la section d’un cylindre infiniment long dans R? ;

— Le domaine ( est le domaine «limite» d’un film de fine épaisseur dans R3.
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La fonctionnelle de Ginzburg-Landau dépend de deux paramétres 1 et A et est définie pour
v € HY(Q,C), A € H'(R? R?). La fonction v définie sur {2 & valeurs complexes est appelée
paramétre d’ordre, son module |1|? rend compte de la densité des paires d’électrons supraconduc-
teurs et la phase de la circulation de courant. Ainsi, )| ~ 0 correspond a l’état normal quand le
matériau n’est pas supraconducteur et |¢)| ~ 1 & la phase supraconductrice.

Le champ de vecteurs A, défini sur R? & valeurs dans R? est le potentiel magnétique induit. Son
champ magnétique associé est B = rot A.

Remarquons que la fonctionnelle de Ginzburg-Landau est invariante de jauge au sens ol pour
toute fonction ¢ € H?((Q) :

G(1e™®, A+ V) = G(1, A). (1.2)

Ainsi, la résolution du probléme ne pourra étre effectuée qu’a changement de jauge preés.

Les états physiquement stables sont les minimiseurs de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau.
Les quantités ayant un sens physique sont celles qui sont invariantes de jauge : 'amplitude |¢|?,
I'intensité du champ magnétique B, ’énergie G, le courant supraconducteur j :

= =5 BV~ V) — WP A=~ (§V — inA)p — 4V~ inA9)

Il est aisé de remarquer que lorsque ¥ = 0, alors 7 = 0, ce qui traduit le fait que lorsque la
supraconductivité est détruite, ¥ = 0 et il n’y a pas de courant supraconducteur. Par contre, la
supraconductivité (|¢| ~ 1) engendre un courant supraconducteur et ainsi |j| # 0.

Les points critiques de la fonctionnelle G sont solutions des équations d’Euler (cf [62, 48]) :

(V- imA)p = K21 W), ur €,
rot?2A = —L(va — pVip) — [¢Y|? A +rotH, sur Q,
9 2K (1.3)
o ikAY v = 0, sur I,
rot A—H = 0 sur 0f),

en notant TV les points du bord ot la normale unitaire extérieure v est définie et :
rot 2A = (0y(rot A), —9 (rot A)).

En se limitant & des champs magnétiques extérieurs uniformes, constants et normaux a la section
Q du cylindre, nous pouvons supposer que le champ H est de la forme H(z) = cHc(x) ou H, est
un champ fixé constant égal a 1 et o est l'intensité du champ appliqué. Nous déterminons alors un
unique champ de vecteurs F défini sur Q vérifiant :

rotF =H, et divF=0 dans €,
F-v=0 sur I

Nous pouvons affiner les transitions de phase proposées ci-avant et discerner trois champs cri-
tiques He, (k), Hey (k) et Hey (k) correspondant aux effets suivants :
e 0 < Hg (k) :
Lorsque o = 0, le couple (¢, A) = (1,0) est un point critique qui minimise la fonctionnelle
G. Cet état traduit 1’état supraconducteur du matériau. Pour o < H¢, (k), le seul minimiseur
(¢, A) de G vérifie || ~ 1. Dans ce cas, I’échantillon est dans la phase supraconductrice, il
laisse passer le courant sans résistance électrique et repousse les lignes de champ.
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e He (k) < o < Hg, (k) :
Cette phase correspond & 1’état mixte. Les phases normale et supraconductrice coexistent.
Quand o augmente de He¢, (k) & He,(k), le champ magnétique pénétre le matériau par des
vortex de plus en plus denses.

o Hey(k) <o < Hey(k) -
La supraconductivité a disparu a l’intérieur et subsiste & la surface du matériau. Le minimiseur
(1, A) de G est tel que |1| > 0 a la surface du matériau tandis que || ~ 0 a Uintérieur.

e 0> He, (k) :
Il est évident que (0,0F) est un point critique pour la fonctionnelle G. Cet état correspond
physiquement a ’état normal ou la supraconductivité est détruite. Giorgi et Phillips [51] ont
établi que lorsque o est grand, cette solution (0,0F) est effectivement 1'unique minimiseur.

Revenons au champ critique He, (k) afin d’en donner une définition mathématique. Appliquant
un champ magnétique extérieur d’intensité o et abaissant progressivement cette intensité, nous
souhaitons déterminer & partir de quelle intensité la supraconductivité apparait. Ceci revient donc
4 déterminer quand la solution normale n’est plus un minimiseur. Nous définissons naturellement :

Hc, (k) = inf{o > 0| (0,0F) est un minimiseur global de G.} (1.4)

Afin de déterminer quand apparait la supraconductivité, il est nécessaire de préciser le comportement
asymptotique de Hg, (k) pour x grand. De plus, en abaissant le champ extérieur en dessous de ce
champ critique Hc,(k), 'expérience physique montre que la supraconductivité apparait a la surface
de ’échantillon, il est alors intéressant de retrouver ce résultat et d’en quantifier la localisation. Les
physiciens De Gennes [48], Ginzburg et Landau [50], Saint-James et De Gennes [88], Saint-James,
Sarma et Thomas [89], Tinkham [99] ou Berger et Rubinstein [87, 13, 14| expliquent ce phénoméne.
Les résultats des expériences sont justifiés par les travaux plus rigoureux d’Almog [5, 4], Bauman,
Phillips et Tang [12], Bernoff et Sternberg [17], Lu et Pan [78, 77], Del Pino, Felmer et Sternberg
[43].

Citons ici un résultat de Helffer et Pan [61] précisant I’apparition de la nucléation et I’asymptotique
du champ critique pour des domaines réguliers, complété par Pan [83], Pan et Kwek [84], Sandier
et Serfaty [90, 91, 93, 92].

Théoréme 1.1. Pour tout domaine simplement conneze Q C R? de bord régulier et de courbure c,
il existe une constante universelle C1 > 0 telle que, pour k grand :

K C _
HCs(’kJ) = 9_0 + @T}QCmaz + O(ﬁ 1/3), (1.5)
0

0l Cgzr = fé%?% c(z) et ©g défini a la Proposition 2.12. De plus, si l'intensité du champ extérieur

est proche du champ critique Hey (k) sans le dépasser :

P 4 o(1) <o < He,(k),
O

alors la supraconductivité apparait ¢ la surface de [’échantillon. En effet, il existe C, § > 0 et kg
tels que le minimiseur (Y g, Ax o) de G vérifie pour tout © € Q et tout kK > Kg :

[Yro(@)] < Ce™ @OVl o oo ).

Plus précisément, la localisation a lieu auz points de courbure mazimale.
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1.3 Liens avec 'opérateur de Schrodinger et objectifs

Remarquons qu’au voisinage du champ critique He, (%), le module || du parameétre d’ordre est
trés petit, nous pouvons donc linéariser les équations d’Euler (1.3) au voisinage de 1’état normal
(¢, A) = (0,0F) et obtenons ainsi :

—(V—ikA)?yp = r*p, surQ,

rot2A = rotH, sur ),

oY . '

E—ZK/.A’Qb'I/ = 0, sur I,
rot A—-H = 0 sur 0f).

(1.6)

Nous avons choisi un champ extérieur de la forme H = orot F, alors, le changement de paramétre

h=—, (1.7)

RO

transforme les équations de (1.6) en :

2
1
— (hV - zé) Y = =, sur £,
o o B
rot A = orotF, sur (), (1.8)

((hv - z4> ¢) v = 0, sur I.
o

Ainsi ’étude de 'opérateur de Schrodinger avec champ magnétique et parameétre semi-classique
h — 0 permettra d’obtenir des informations sur les minimiseurs de la fonctionnelle G. En effet,
regarder la limite quand kK — +oo revient dans (1.8) & étudier le comportement quand A — 0.

Le résultat suivant confirme le rapport étroit entre le champ critique He, (%) et le bas du spectre de
la réalisation de Neumann de 1'opérateur de Schrédinger —(V — 7.4)% noté pour le moment p(A).

Lemme 1.2. (c¢f [58])
~ Si p1(koF) < K2, alors G a un minimiseur non trivial.
— Inversement, si G a un minimiseur non trivial (VYx o, Ag ), alors pi(kAge) < K2.

Comme le montrent la linéarisation (1.6) de I’équation d’Euler au voisinage de la solution normale
et le Lemme 1.2, I’étude de 'opérateur de Schréodinger joue un role fondamental pour déterminer
les propriétés du champ critique et la localisation du minimiseur de G. Dans cette thése, nous nous
concentrerons donc sur cet opérateur et présenterons des résultats de localisation de I’état fonda-
mental.

Présentons le cadre de notre étude. Considérons un ouvert Q de R? que nous supposerons
simplement connexe & bord lipschitzien et nous noterons IV I’ensemble des points du bord ou la
normale unitaire extérieure a 052, v, est définie. Le but est de déterminer le bas du spectre de la
réalisation de Neumann de ’opérateur de Schrédinger défini par :

Pyao= —V,QL,A, avec Vp 4 = hV —iA, (1.9)
sur le domaine :
DN(Pya0):= {u € L*(Q)| Vpau € L*(Q), —V; 4u € L*(Q), vV 4y, = 0}. (1.10)

Le champ de vecteurs A est un potentiel magnétique régulier dont le champ magnétique associé est
B =rot A et h est un paramétre positif.
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Notant que Py 4.0 = h2P1 4 ¢, nous mettons en évidence le lien entre le paramétre semi-classique
) h )

h petit et le potentiel magnétique A intense.
Définissons sur H,i,A(Q): = {u € L*(Q)| Vi 4u € L*(Q)} la forme quadratique associée a 'opérateur
Py 40 par :

Vu € H 4(), anan(u) = / (hV — iA)u|? da. (1.11)
Q

Nous noterons a la forme sesquilinéaire associée. Les potentiels & champ magnétique constant
h,A,Q p g q

vont servir de modéle pour I’étude des opérateurs a champ magnétique variable comme nous le

préciserons par la suite. Nous choisissons un représentant particulier :

1
Ap:= 5(:(:2,—;1:1). (1.12)

Nous omettrons les paramétres h, B et A dans les notations lorsque h =1, B =1 et A = Ay.
L’invariance de jauge mentionnée a la Proposition 3.1 montre que le spectre de P, 4o ne dépend
que du champ magnétique et non du potentiel magnétique choisi. Nous noterons donc u(h, B, Q) le
bas du spectre de P, 4 o quel que soit le choix du potentiel A tel que rot A = B. D’apreés le principe
du min-max rappelé au Théoréme 2.2, son expression est donnée par :

| |Vh,A¢| |%2(Q)

u(h,B,Q):= in
YEH, 4 (Q),%#0 ||¢H%2(Q)

(1.13)

Nous pouvons donner une version semi-classique du Lemme 1.2 et la condition «ui(koF) < k?»
devient «u(h,1,Q) < 0—12», ce qui donne U% de l'ordre de h, donc o de 'ordre de k.

Comme nous ’avons déja évoqué, les problémes liés & la supraconductivité et a l'opérateur de
Schrédinger ont été étudiés par de nombreux physiciens ou mathématiciens. Les physiciens Saint-
James et De Gennes [88] ont étudié dés 1963 le cas du demi-plan. Les travaux de Bauman, Phillips
et Tang [12], Bernoff et Sternberg [17], Helffer et Pan [61], Lu et Pan [78, 79, 77|, Del Pino, Felmer
et Sternberg [43] ont apporté des réponses plus rigoureuses. Erdds [44] s’est consacré plus spécifi-
quement au cas du disque. Helffer et Morame [59, 60] ont étudié I'influence de la géométrie du bord
sur le comportement de 1’état fondamental pour des domaines réguliers.

L’étude des domaines a coins est apparue beaucoup plus récemment avec Jadallah [68, 69] et Pan
[83] pour I’étude mathématique des angles droits. Les physiciens Brosens, Devreese, Fomin, Mosh-
chalkov, Schweigert, Peeters dans [34, 47, 94] proposent une majoration non optimale de ’énergie,
basée sur des calculs numériques sans démonstration rigoureuse.

A notre connaissance, aucune étude mathématique n’a été faite sur un domaine lipschitzien quel-
conque. Cette thése s’attache & déterminer ’influence d’un coin sur la localisation de la supracon-
ductivité et propose une étude systématique pour tout angle. Les techniques utilisées proviennent de
la théorie spectrale et des méthodes semi-classiques mais aussi de ’analyse numérique avec la mé-
thode des éléments finis, les raffinements localisés et les estimations d’erreurs a priori et a posteriori.

Ce travail fait suite plus spécifiquement au résultat de Helffer et Morame [59, 60] qui permet de
déduire le Théoréme 1.1 :

Théoréme 1.3. Soit Q un ouvert borné de R? a frontiére C™. Considérons un potentiel magnétique
A de champ associé b constant, notons ¢ la courbure du bord, alors :

hbOg — 2Mscmaxb2h2 + O(h3) < u(h,b, Q) < hbOg + O(h1). (1.14)

De plus, ’¢tat fondamental est exponentiellement localisé aux points de courbure maximale du bord
du domaine.
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Face a ce résultat, il est naturel de se demander comment la présence d’un coin influence la

localisation de 1’état fondamental et I’asymptotique de la valeur propre. En effet, la notion de
courbure n’a pas de sens pour des domaines & coins encore qu’on puisse penser que le cas du coin
correspond a courbure 400 dans le cas d'un coin convexe et & —oo dans le cas d’un coin rentrant.
Pour regarder oli importe la géométrie du domaine, esquissons les idées principales pour établir le
Théoréme 1.3. Ceci permettra de déduire notre plan de travail.
En utilisant le principe du min-max, il suffit d’estimer la forme quadratique g 40(u) pour en
déduire une majoration du bas du spectre. D’aprés ’expérience des physiciens, la localisation a lieu
en certains points du bord, il semble donc nécessaire de «découper» le domaine en morceaux afin
d’analyser localement la contribution de chaque partie. Donnons-nous alors une partition de 'unité
(X;L)j telle que le support de chaque fonction est inclus dans une boule B(z;, h”). Nous pouvons
récrire la forme quadratique en tenant compte de cette partition :

ana0(w) =Y anao0u) =B Y llu [V} 1720
j J

Le terme h?||u \VX;-L| ||%2(Q) produit une erreur de I'ordre h? 27, Pour estimer la contribution du

terme gp, A,Q(X";u), un changement de variables permet de se ramener & 1’étude de 'opérateur de
Schrodinger sur R? ou R x Rt. Comme le support est de taille A?, un développement de Taylor
permet d’approcher le potentiel magnétique A par le potentiel magnétique B(z;).Ag, modulo une
erreur d’approximation.

L’objectif essentiel de ce travail est d’obtenir des résultats similaires pour des domaines lipschit-
zien et donc de comprendre I'influence d’un coin sur la localisation de la supraconductivité.
L’analyse dans le cas semi-classique pour un domaine régulier nécessite ’étude de deux modeles :

- Popérateur de Schrédinger avec champ magnétique constant sur R? : P Ao R?
- lopérateur de Schrédinger avec champ magnétique constant sur R x RT : P Ao, RXR -

— <7

secteur angulaire

&3-G
@ - Dz
@ﬂ

Fi1G. 1.3 — Domaine d’étude. Fi1G. 1.4 — Domaines modéles.

Pour traiter le cas d’un domaine polygonal curviligne, en reprenant cette méme idée de localisation
a ’aide de partition de l'unité illustrée aux Figures 1.3 et 1.4, il est naturel d’ajouter un troisiéme
opérateur modeéle :

’opérateur de Schrédinger avec champ magnétique constant
sur un secteur angulaire, Py, o,
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en définissant le secteur angulaire €, par :

Va €]0,27], Qo = {:1: € R?| z; > 0,|z2| < tan %xl} . (1.15)
Avec cette notation, ; = R x RT et 9, = R2 \ R~ x {0}. Nous définissons également le bas du
spectre sur le secteur :

V.A ¢ 22
b@) = p(1 100 = int Vi (1.16)
0

peHY (Q0),070 ||¢||%2(Qa)

Il s’agit donc d’étudier les trois opérateurs modeles Py, g2, Py, rxr+ €t Pag,,-

1.4 Organisation de la thése

1.4.1 Premiére partie : Analyse spectrale des opérateurs modéles

Les opérateurs Py g2 et Py pyr+ ont été étudiés depuis longtemps. Nous pouvons citer les
travaux de Landau pour R? et pour R x Rt ceux de Bolley-Helffer [20], Dauge-Helffer [41, 42],
Helffer-Morame [60], Lu-Pan [78, 79, 77|, Del Pino-Felmer-Sternberg [43], ... Mais des problémes
d’approximations numériques nous conduisent & préciser quelques aspects de leur étude.

Le spectre de l'opérateur Py, g» est donné par :

o(Pagr2) ={2k+1,k=0,1,...}. (1.17)

De plus, chacune des valeurs propres de Py g2 est de multiplicité infinie.
Par le biais d’'une transformation de jauge, nous ramenons I’étude de P4, gxg+ au nouvel opérateur :

(Dg, —22)* + D2, sur R x RY, avec condition de Neumann en z5 = 0.

Maintenant, nous effectuons une transformation de Fourier partielle selon la premiére coordonnée.
L’opérateur Py, rygr+ est ainsi unitairement équivalent a :

(61 - .’L'2)2 + Da2:2

Ainsi, 'é¢tude de Py gyg+ se ramene & celle de la famille d’opérateurs H(¢) = Df+(t—¢)? alaquelle
le Chapitre 2 est consacré. Nous rappelons a la Section 2.2, et plus particuliérement au Théoréme 2.6,
des résultats de régularité du premier élément propre relatifs & une famille d’opérateurs auto-adjoints
dépendant d'un parameétre. Ces résultats sont déja établis dans [20, 41, 42] mais nous en proposons
une démonstration élémentaire basée sur la méthode de GRUSHIN [53] et le théoréme des fonctions
implicites et redémontrons aussi la formule de FEYNMANN-HEILMAN. Nous discutons ensuite la
monotonie du bas du spectre de 'opérateur H(() par rapport a ¢ a la Section 2.2 et montrons ainsi
que :

0 (P gy rxr+) =[O0, +00], (1.18)

ol ©q est défini & la Proposition 2.12. De plus, Oy est un élément du spectre essentiel. Ce réel 0O
joue aussi un role fondamental pour I’étude du secteur angulaire comme nous le verrons ci-aprés, il
est donc intéressant d’en avoir une valeur approchée suffisamment précise. La suite du Chapitre 2
est consacrée a la construction d’un quasi-mode pour lopérateur H((p) (avec les notations de la
Proposition 2.12). La Section 2.4 donne des estimations du premier élément propre et mesure ’erreur
commise en approchant la fonction propre ¢ associée & ©py par un quasi-mode. Nous construisons
des quasi-modes de deux fagons différentes : la premiére & la Section 2.6 & ’aide d’une gaussienne,
la seconde & la Section 2.7 grace & une fonction polynomiale par morceaux déduite d’'une méthode
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de différences finies : de fagon heuristique, nous construisons une suite de valeurs approchées de ¢,
interpolons de maniére quadratique et justifions a posteriori la démarche en mesurant ’écart avec les
éléements propres. Nous nous servons de ces constructions pour estimer ©g et ¢(0) par I'intermédiaire
du Lemme 2.23. En effet, il est intéressant d’obtenir une valeur précise de ¢(0) car le Théoréme 1.3

2
mentionne une constante M3 dans l’expression (1.14) qui vaut @ (cf [60], p.673), mais l'intérét
principal vient de la construction & la Section 4.3 d’une fonction test sur un secteur angulaire dont
Pénergie s’exprime a l'aide de ¢(0).

Les opérateurs Py, g2 et P4, ryr+, dont le spectre est donné respectivement aux relations (1.17)
et (1.18), présentent deux comportements trés différents, le bas du spectre de I'un étant une valeur
propre alors que celui du second est un élément du spectre essentiel. Regardant le demi-plan comme
un secteur angulaire d’angle 7, nous pouvons nous interroger sur la monotonie de p(a) par rapport
a « mais aussi sur le role de u(m) = ©¢ pour les secteurs angulaires quelconques. En outre, Oq est
un élément du spectre essentiel de Py ryr+, ce réel ©g reste-t-il un élément du spectre essentiel
pour Py, a0, ? Pour répondre & cette question, le Chapitre 3 propose une généralisation du Lemme
de Persson [85] au Théoréme 3.11. Ce résultat exprime le bas du spectre essentiel comme limite
quand 7 — 400 du bas du spectre sur le domaine tronqué d’une boule de rayon r, pour ne garder
que la «contribution & l’infini». Nous appliquons ce théoréme au secteur angulaire et montrons &
la, Proposition 3.15 que le bas du spectre essentiel de I'opérateur Py, o, est exactement ©y. Ce
résultat est trés utile car nous serons assurés que le bas du spectre de Py, o, est une valeur propre
si nous trouvons une fonction normalisée dont ’énergie est strictement majorée par O.

Nous allons donc essayer de préciser la nature du bas du spectre. Comme nous l'avons déja
mentionné, a notre connaissance, seuls Jadallah [68, 69, 70] et Pan [83] ont apporté une contri-
bution a l’étude de l'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique constant pour des do-
maines non réguliers en analysant le quart de plan. Jadallah [68, 69, 70] montre que le bas du
spectre de la réalisation de Neumann de l'opérateur de Schrodinger dans un quart de plan pour un
champ magnétique d’amplitude 1, est majoré par 0.5772 en construisant une fonction de la forme

e_%25(¢)ei(pp(¢)+%ng(qj”%psqw)) et adaptant les coefficients de maniére & majorer I’énergie associée
par 0.5772. Jadallah montre également qu’il existe une fonction propre minimisant le quotient de
Rayleigh dans le quart de plan et que cette fonction décroit exponentiellement avec 1’éloignement
de 'angle droit. Nous allons retrouver ces résultats au prochain paragraphe par une autre méthode.
Pour démontrer ces résultats, Jadallah se base sur la construction d’une suite de minimiseurs asso-
ciés au probléme variationnel sur des carrés de plus en plus grands et qui tendent a la limite vers
le quart de plan. Toutefois, pour la réalisation de Neumann sur des carrés, il n’y a aucune raison
a priori pour que 1’état fondamental se localise dans un coin en priorité. Il est méme assez naturel
de penser que ’état fondamental est localisé aux quatre sommets. Nous développerons cette idée a
la Section 15.4 en analysant la localisation de I’état fondamental sur des polygones réguliers. Pour
éviter ce probléme, Jadallah résout un probléme mixte en imposant des conditions de Dirichlet sur
les deux cotés autres que {z1 = 0}, {z2 = 0}, propose des estimations sur le comportement des
fonctions propres et passe a la limite sur la taille des coté des carrés.

Pan démontre également que le bas du spectre pour le quart de plan est strictement inférieur
a O dans [83]. La technique utilisée n’est plus de construire un état dont ’énergie est strictement
inférieure & ©(y mais de construire une fonction test d’énergie égale & ©y mais qui ne vérifie pas les
conditions de Neumann.

Aprés quelques remarques immeédiates sur la comparaison de p(a) et de p (%) pour p € N* aux
Propositions 4.1 et 4.3, le Chapitre 4 et particuliérement la Section 4.3, est consacré & la majoration
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du bas du spectre u(a) pour des angles voisins de 5. Nous reprenons a cet effet une idée de Pan pour
établir la Proposition 4.5 et construire, & ’aide de la fonction propre ¢ de I'opérateur D2 + (t — (o)
ou d'un quasi-mode, une fonction d’énergie voisine de ©¢. L’idée essentielle de ce résultat est de
ramener ’étude de secteur €2, a celle du quart de plan ) par un changement de variables et de
découpler les variables au maximum. Nous en déduisons un intervalle ]§ — ¢, 7] sur lequel p est
strictement majoré par ©g, donc est une valeur propre. Notons que l'énergie des fonctions tests

utilisées dépend de ¢(0) et justifie ainsi ’étude du Chapitre 2.

1.4.2 Deuxiéme partie : Analyse asymptotique dans les secteurs de petit angle

Nous complétons cette étude en estimant le bas du spectre pour les secteurs de petit angle a la
Partie II. Pour regarder le comportement vis-a-vis de «, au lieu d’étudier I'opérateur fixe —Vito,
sur le domaine dépendant de «, nous nous ramenons par changement de Variables et de jauge (cf
Chapitre 5) & un opérateur P, dépendant de « sur un domaine fixe Q%: = Rt x] — 2, 2[ Ce faisant,
nous obtenons deux expressions de la dérivée de u aux Propositions 5.1 et 5.5 qui ne peuvent tou-
tefois pas montrer la monotonie de p. Nous allons déterminer un développement limité du bas du
spectre de cet opérateur, P, = 2(Dy —n)t(Dy —n) + a12 tDQ La singularité en « dans P, est détruite
par les fonctions indépendantes de 7. Ces fonctions jouent donc un roéle primordial et nous pouvons
dissocier deux opérateurs composant P, : D% et L™Y =2DitD; + % qui apparait naturellement en
considérant ’action de P, sur les fonctions indépendantes de 7. Le Chapitre 6 analyse chacun de
ces opérateurs Munis de ces résultats, le Chapitre 7 donne la construction explicite d'une solution

formelle U(® Z o®Fuy, et plo0 Za%mk tels que P,U®) = p(e0) (o) (cf Proposition 7.1).

k=0
Le Chapitre 8 utlhse cette construction pour donner une majoration de p(a) au Théoréme 8.1 en

estimant le quotient de Rayleigh de la somme partielle de U(®), Ceci permet de déduire un in-
tervalle ]0, ap[ sur lequel p est une valeur propre. Pour montrer que cette solution formelle donne
effectivement l’asymptotique de p(a), il reste a établir la minoration. Aprés avoir précisé le com-
portement du vecteur propre au Chapitre 9 (cf Théoréme 9.1) en utilisant les techniques d’Agmon,
nous déterminons, au Chapitre 10, le premier terme du développement limité par comparaison avec
d’autres opérateurs (cf Section 10.1, Théoréme 10.1) et montrons que la seconde valeur propre est
suffisamment éloignée de la premiére (cf Section 10.2, Proposition 10.7) de telle sorte que le candidat
1) est nécessairement le développement limité de la premiére valeur propre. Cette démonstration
est assez technique mais repose sur la comparaison d’opérateurs.

Le Chapitre 11 donne ’expression des premiers termes du développement limité et résume les infor-
mations obtenues sur la localisation du bas du spectre () en fonction de angle aux Figures 11.1
et 11.2. Si nous admettons la précision de certains calculs numériques (que nous avons controlée
avec le plus grand soin), nous avons ainsi établi que p(a) est une valeur propre pour tout angle
a €]0, %]

1.4.3 Troisiéme partie : Modélisation numérique

Toutefois, la monotonie de p par rapport a 1’angle reste une question ouverte. Pour essayer de
comprendre le comportement de p mais aussi visualiser la localisation de 1’état propre, la Partie 111
propose une approche numeérique basée sur la méthode des éléments finis.

Hornberger et Smilansky [65] ont étudié numériquement ce probléme pour des domaines régu-
liers & 1’aide des méthodes intégrales. Cette technique est propre au cas régulier ; d’aprés les auteurs,
elle peut éventuellement se généraliser au cas non régulier mais nous avons préféré la méthode des
éléments finis qui parait plus naturelle.
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Le probleme numérique est particuliérement difficile car nous verrons au Théoréme 9.1 que le
premier vecteur propre de Py, q, décroit exponentiellement avec 1’éloignement du coin. La loca-
lisation peut présenter certains avantages car il suffit de restreindre les calculs dans la zone de
localisation. Mais une concentration de I’état fondamental de petite amplitude et située au bord du
domaine, dans un coin si le domaine est polygonal, rend plus difficile le traitement numérique. Cette
propriété de localisation est également établie & la Partie IV dans le cas d’'un domaine quelconque
avec une concentration dans le plus petit angle. Le probléme numérique associé devient ainsi trés
mal conditionné. De plus, le probléme est invariant de jauge et posséde des propriétés particuliéres
vis-a-vis des transformations de domaine évoquées a la Section 3.1, il semble donc trés pertinent de
construire des solutions numériques respectant ces propriétés.

Comme nous le soulignerons au Chapitre 12, la méthode standard mentionnée & la Section 12.3,
consistant & construire les matrices de masse et de rigidité et d’estimer les valeurs propres générali-
sées est en échec. Les vecteurs propres ne sont pas réels et comme nous 1’avons signalé précédemment,
la phase est mal déterminée & l'intérieur du domaine ol le module est exponentiellement petit loin
des coins. Un défaut latent de cette méthode classique est qu’elle ne respecte pas l'invariance par
translation : ceci produit des oscillations de phase en liaison avec la taille du potentiel magnétique
si nous choisissons une mauvaise jauge. Notons que nous proposons un algorithme & la Section 12.2
pour déterminer les valeurs propres généralisées.

Comme la phase joue un role particulier visible sous l'effet d’une translation (cf Proposition 3.4),

nous allons proposer une nouvelle formulation du probléme a la Section 12.4 en décomposant le vec-
teur propre sous la forme p(a:)ew(x). Cette formulation respecte I'invariance de jauge et les propriétés
de transformations de domaine. Comme nous ’avons déja souligné, le module est exponentiellement
petit, ce qui rend la détermination de phase particuliérement difficile. Ainsi, la Section 12.4 présente
des simulations numériques montrant les limites de I’Algorithme 12.8 dues au mauvais conditionne-
ment du probléme car la détermination de la phase est effectuée aprés celle du module.
La Section 12.5 construit ’Algorithme 12.9, beaucoup plus robuste pour la détermination du mo-
dule et de la phase. L’idée est de déterminer une premiére phase tres réguliére par un probleme
de minimisation puis de déterminer le module. Ainsi, aux itérations suivantes, la phase ne variera
qu’aux endroits oll le module n’est pas négligeable. L’étape d’initialisation est fondamentale car
elle permet de contourner le probléme du mauvais conditionnement. De plus, cette méthode reste
valable pour des champs magnétiques trés élevés.

Du fait de la localisation exponentielle du vecteur propre, nous exploitons I'idée que toute I'in-
formation du probléme est concentrée dans un voisinage du coin. Ainsi, le raffinement uniforme n’est
ni optimal ni rentable. Un raffinement localisé permettrait de gagner en temps de calcul et aussi en
précision. De plus, une mesure locale de ’erreur entre la solution numérique et la solution exacte
donne un bon critére pour effectuer un raffinement adapté au probléme. Cette mesure est donnée par
la construction d’estimateurs a posteriori développée en Annexe A. Pour établir le Théoréme A.2,
nous nous basons essentiellement sur les travaux de Verfiirth [100]. Notons que les lemmes classiques
(Lemme de Céa, ...) ne sont pas appliquables ici car le probléme n’est pas linéaire. Nous avons donc
établi une nouvelle estimation a priori au Théoréme A.4 pour adapter les techniques de Verfiirth.
Pour établir ces nouvelles estimations a priori, nous supposons la simplicité de la premiére valeur
propre et justifions cette hypothése au Chapitre 16.

Ces estimateurs d’erreurs a posteriori permettent d’utiliser 1’Algorithme 12.9 couplé avec un
raffinement de maillages adapté aux valeurs des estimateurs locaux. Le Chapitre 13 explique et
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donne des exemples de ces techniques de raffinement. La Section 13.3 montre la pertinence d’un
raffinement localisé en comparant les résultats avec un raffinement uniforme.

Munis de ces techniques, nous pouvons estimer p(«) en fonction de a comme précisé a la Sec-
tion 13.4. Ce faisant, nous justifions la troncature choisie pour approcher le secteur angulaire et
vérifions que sur ce domaine numérique, les propriétés de linéarité par rapport au champ magné-
tique sont conservées. La Figure 13.27 reprend les estimations obtenues théoriquement et ajoute les
estimations numériques. Notons que les résultats numériques concordent tout a fait avec les résultats
théoriques. Nous retrouvons I’asymptote % quand a — 0.

La Section 13.5 propose d’utiliser cette technique de raffinement localisé sur des domaines quel-
conques. Nous proposons notamment ’exemple d’'une demi-ellipse collée a un demi-cercle, domaine
régulier présentant un point de courbure maximal ou la localisation a lieu. Néanmoins, il semble
que la précision sur la valeur propre est plus importante que celle donnée par les estimateurs.

Les simulations numériques suggérent l'idée largement admise dans la littérature physique [47,
94] que p est strictement croissante de ]0, 7] sur |0, ©p], mais aucune démonstration mathématique
de ce résultat n’existe.

~

1.4.4 Quatriéme partie : Asymptotique & grand champ magnétique pour les
domaines a coins

Ayant ainsi étudié l'opérateur Py, o, et reprenant les résultats sur les opérateurs Py g> et
P 4, Rxr+, nous pouvons généraliser le Théoréme 1.3 au cas d’un domaine polygonal curviligne
avec un nombre fini de sommets et établir une estimation du bas du spectre de P, po et de la
localisation de I’état fondamental. La Partie IV donne les détails de la démonstration de ces résultats.
Elle mentionne également la localisation répartie sur chaque sommet d’'un polygone régulier & la
Section 15.4. De plus, la non régularité du bord permet d’établir, au Chapitre 16, des résultats de
simplicité de la premiére valeur propre, ce qui permet en particulier de justifier les hypothéses faites
en Annexe A pour construire les estimateurs a posteriori et devrait aussi ouvrir des perspectives
plus favorables pour I’étude des bifurcations pour le probléme de la supraconductivité associé.



Premiére partie

Analyse spectrale des

opérateurs modeéles

Cette premiére partie se concentre sur ’étude de ©g, valeur du bas du spectre de ’opérateur
de Schrodinger avec champ magnétique d’intensité 1 sur le demi-plan. Elle permet en particulier de
déterminer une valeur numérique plus précise de Oy.

Comme nous ’avons mentionné en introduction, le bas du spectre de l'opérateur Py, ryr+ est
lié & celui de la famille d’opérateurs H(¢) = D? + (t — ¢)?. De nombreux articles analysent la famille
d’opérateurs H(() et nous rappelons au Chapitre 2 quelques résultats en proposant des démonstra-
tions plus élémentaires que celles trouvées dans la littérature. Nous précisons le comportement de
la fonction propre de H({p) avec (o = v/©y en construisant des quasi-modes a I’aide de gaussienne
a la Section 2.6 ou de la méthode des différences finies & la Section 2.7. Ces techniques permettent
d’obtenir une valeur approchée de @y & 102 prés.

L’étude de Helffer-Morame [60] a montré que le bas du spectre de 'opérateur de Schrédinger
avec champ magnétique constant égal & 1 sur le demi-plan, ©g, est un élément du spectre essentiel.
Le Chapitre 3.11 généralise le Lemme de Persson et caractérise le bas du spectre essentiel pour un
opérateur de Schrédinger. Nous pouvons ainsi montrer que le bas du spectre essentiel de Py, q,
pour un secteur angulaire €, vaut encore ©y.

Cette information donne un critére pour savoir si le bas du spectre est une valeur propre. En
effet, a ’aide du principe du min-max, il suffira de construire sur un secteur angulaire une fonction
dont le quotient de Rayleigh est strictement majoré par ©¢ pour étre assuré que le bas du spectre
sur ce secteur est une valeur propre. Le Chapitre 4 utilise cet argument pour proposer quelques
majorations du bas du spectre, u(«), et montre au Corollaire 4.6 que p(a) est une valeur propre au

s

voisinage de 3.







Chapitre 2

Etude de lopérateur H({) = Dt2 +(t—¢)?
sur RT

2.1 Notations

Dans ce chapitre, nous allons rappeler des résultats sur la réalisation de Neumann ou de Dirichlet

de la famille d’opérateurs H({) sur RT. Ces résultats sont présentés dans [20, 41, 42] et nous
proposons ici d’autres démonstrations ; nous donnerons notamment une démonstration élémentaire
pour la régularité du premier vecteur propre, basée sur le théoréme des fonctions implicites. Le
résultat donné a la Section 2.2 s’étend & une famille d’opérateurs plus générale que H(().
Nous rappelerons ensuite le comportement du bas du spectre de H(¢) dans la Section 2.3. Les
Sections 2.4, 2.6 et 2.7 sont consacrées & la construction de quasi-modes, soit & I’aide de gaussiennes,
soit & partir d’'une méthode numérique et nous proposerons un contrdle de 1’écart entre la solution
exacte et la solution approchée en Section 2.4.

Nous noterons qCD et qév les formes quadratiques associées aux réalisations de Dirichlet et de
Neumann de 'opérateur H((). Ces formes sont définies par :

Vu € BY(RY) N Hy(RY), ¢f(u) = /Ooo [Deu(t)]” + (¢ = O)*Ju(t)[* dt,
Vu € B'(RY), ¢ (u) = /OOO |Deu(t)]” + (¢ — ¢)*Ju(t)[* dt,

otl les domaines B¥(R*) sont définis pour tout entier naturel k par :
B¥(RT) = {u € H¥(R")|t/u € L2(RT),Vj < k}.

Les réalisations de Neumann et Dirichlet de 'opérateur H(¢) sont définies sur les domaines respectifs
DN(H(()) et DP(H(C)) avec :

DY(H(¢) = {ue€ B*R")| v'(0) =0},
DP(H(() = B*(R*)N Hy(R").

Nous omettrons les exposants D et N s’il n’y a pas d’ambiguité.

Remarque 2.1.
~ Notons que les domaines DN (H(¢)) et DP(H(()) sont indépendants du paramétre ¢. Pour
justifier le domaine de définition des opérateurs, il suffit de déterminer les domaines des
réalisations de Neumann et Dirichlet de H(0), de considérer 'opérateur H(() comme une
perturbation de H(0) et d’appliquer ensuite le théoréeme de Kato-Rellich (cf [57]).

15
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— Grdce au changement de variable t < t — (, I’étude de l'opérateur H(() sur R* se raméne a
celle de l'opérateur :

H:= D? +* sur Uintervalle ] — ¢, +o0]. (2.1)

Les domaines des réalisations de Neumann et de Dirichlet de l'opérateur H valent respective-
ment :

DN(H) = {u€ B*(]~( +oo])| w/'(=¢) =0},
DP(H) = {u€ B*(] - ¢, +oo])| u(—¢) =0}.

Rappelons deux théorémes importants concernant le spectre d’un opérateur auto-adjoint (cf
[57]) proposant des critéres d’existence de valeur propre dans un intervalle donné :

Théoréme 2.2 (Principe du min-max). Soit P un opérateur auto-adjoint semi-borné de domaine
D(P) C H ot H est un espace de Hilbert. Pour tout entier n > 1, nous définissons :

Un(P) = sup inf %, (2.2)
B1 ot 1 YE[SPAN(1 -1 ]-ND(PN{O}  |[][3,

ot (.,.)q et || |1 désignent le produit scalaire et la norme pour H. Alors :
— Soit pn(P) est la n-iéme plus petite valeur propre et P a un spectre discret sur | — oo, pun (P)].
— Soit pun (P) est le bas du spectre essentiel. Alors pi;(P) = pin(P) pour tout j > n.

Théoréme 2.3 (Théoréme spectral). Soit P un opérateur auto-adjoint semi-borné de domaine
D(P) CH ot H est un espace de Hilbert. Notons o(P) le spectre de P, alors pour tout réel \ :

dX, o(P)|[$lln < [|(P = N)¢lln, Vi € D(P). (2.3)
Le corollaire suivant est plus souvent utilisé :

Corollaire 2.4. Supposons les mémes hypothéses qu’au Théoréme 2.3. Soient Ao € R et 1) € D(P)
tels qu’il existe € > 0 :

(P = 2o)dlln <& [[Plln = 1.
Alors il existe A € o(P) tel que X — Xo| < €.

Une application immédiate du principe du min-max permet de comparer les bas des spectres des
réalisations de Neumann et Dirichlet.

Proposition 2.5. Notons respectivement pu(C) et A(C) les bas des spectres des réalisations de Neu-
mann et Dirichlet de opérateur H((). Alors, A est décroissante et :

Ve EeR, u(C) < A(Q)- (2.4)

Démonstration : La preuve est élémentaire, il suffit de ramener 1’étude par changement de variables
a l'opérateur H défini en (2.1) et de remarquer que d’une part, une fonction de C§°(] — ¢, +o0|)
se prolonge en une fonction de C§°(] — &, +o0[) par 0 sur | — &, —([ quand & > ¢ et d’autre part,
C$°(] — ¢,+oo[) € DN(H). L’application du principe du min-max a l'opérateur H achéve la dé-
monstration. O
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2.2 Régularité

Commencgons par un résultat général sur la régularité des éléments propres d'un opérateur
auto-adjoint. La méthode utilisée ici est appelée METHODE DE GRUSHIN [53], c’est une variante
de la méthode dite de la PROJECTION DE FESHBACH [45, 46]. Nous allons obtenir une condition
nécessaire et suffisante pour avoir une valeur propre et un vecteur propre d’un opérateur dépendant
d’un parameétre ¢ proche de (p ayant des informations sur l'opérateur H((p), nous montrerons
la régularité de la valeur propre et du vecteur propre associé et nous justifierons également la
FORMULE DE FEYNMANN-HEILMAN [67] donnant ’expression de la dérivée de la valeur propre
selon le paramétre.

Théoréme 2.6. Soit H(() une famille d’opérateurs auto-adjoints différentiables selon le paramétre
¢ € R, définis sur R* et dont le domaine D(H) est indépendant de { . Notons u(¢) la premiére valeur
propre et u(() un vecteur propre normalisé associé. Supposons qu’en (o € R, la valeur propre p(¢p)
est simple. Alors il existe n > 0 tel que pour tout ¢ €]Co —n, o +n[ et tout p €]u(Co) —n, u(Co) +7[ -

p€ao(H(C) <= p=pn(),

ot p € C®(]Co — 1, Co +n[). Le vecteur propre associé u(C) est également C*°. De plus, nous avons
la formule dite de FEYNMANN-HEILMAN :

11" (Go) = u(Co) O H (Go)u(o)- (2.5)
Démonstration : La preuve, basée sur le théoréme des fonctions implicites, se décompose en quatre
étapes.
Premiére étape : Décomposition de DN (H) selon le premier vecteur propre u( )
Notons u*({p) la projection sur le vecteur u((p). Montrons que My: = ( *( )

est inversible.

Soit (f,c¢) € L?2(Rt) x C, cherchons & résoudre My ( Z ) = ( f ), avec u € DN(H), z € C.

Ecrivons coordonnées par coordonnées les équations vérifiées par u, z :

(H(Co) — p(Co)) v +2zu(C) = f (2.6)
uw ((o)u = c (2.7)

L’équation (2.6) détermine z en lui appliquant u*((p) :

z=u"(Co)f, (2:8)
Récrivons les équations (2.6) et (2.7) connaissant désormais z :
(H(Co) — p(Co)) v = f— (u*(C)f) u(Co) (2.9)
u* (Go)u = c. '

La premiére équation de (2.9) détermine u sur (u((g))" (car u((p) est un vecteur propre de I'opé-
rateur H({p) pour la valeur propre simple p((p)), la deuxiéme sur Im(u*(p)). Ainsi, u est entiére-
ment déterminé sur DV (H) et donc My est inversible. Notons Ry son inverse, qui est continue sur

L*(RT) x C,
_( B Ej
RO_(EO_ E(T_>'
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Les coefficients de Ry sont entiérement déterminés par les équations (2.9) :

Eo = ((H(Co) = 1(¢0)) uieo)t) (2.10)
Ey = u(C) (2.11)
Ey = 4 (¢o) (2.12)
Ef~ = 0. (2.13)

Deuziéme étape : inverse au voisinage de ((, u)
Montrons que la matrice My reste inversible en perturbant légérement ses coefficients. Pour cela,
nous allons utiliser les séries de Neumann. Considérons la matrice :

M(¢,p) = ( Héf()co_)“ u(go) )

Nous pouvons récrire M ((, ;) comme :

M(Cp) = Mo+((H<<)—H(<o)3—(u—u(co)) g)

_w (m R ((H(C)—H(Co)o)—(u—u(éo)) g))

Or les applications (¢, u) — H(C) et (¢, ) — p sont continues au voisinage de ((o, #(¢o)), donc il
existe € > 0 tel que si [ — (o| < e et |u— u(lo)| < ¢, alors M((, u) est inversible et son inverse est
donné par la série de Neumann :

M(Ca//')_l — Z(_l)j (RO ( (H(C) - H(CO)O) - (:u' - N(CO)) 8 ))j Ro. (2.14)
JEN

E((,p)  ET(C )
E=(Cp) ET((p)

Lemme 2.7. L’inverse de M((,u) est une application infiniment dérivable au voisinage du point

(Co, 1(0))-
Démonstration : L’application de ]¢y — €, (o + €[ x]u(Co) — €, u(Co) + €[ dans DV (H) x C définie par :

Notons R(¢,p) = ( ) I'inverse de M ((, p) et étudions la régularité de R.

7o) = Fo ( (" ) avec rCi= (B0 - HG) - (- uiGo) (219
est infiniment dérivable. Or :

M(¢ )~ =Y (-1YT(¢, 1) Ro. (2.16)

JEN
Soit j € N*. Donnons les relations de dérivation pour (¢, ) :
der(Con) = OcH(C) (2.17)
our(Cop) = -1 (2.18)

A la vue de la relation (2.16), nous allons estimer le terme T'(¢, u)? :

(5 20) - () (19 2)

(Eo (¢, 1)) 0
( (u* (Co) (¢, 1) (Bo (G, )Pt 0 ) (2.19)
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Donc ( ()
_ ; Eq (¢, 1)) 0 )

M(C,p) = —1J< . ’ . Ry. 2.20
(€= 2 o) ) o iyt 0 ) B0 (220
La relation (2.20) et les relations de dérivation (2.17) et (2.18) montrent que le terme général
de la série définissant M (¢, )~ ! est infiniment dérivable et que la série des dérivées converge
uniformément sur un voisinage de taille ¢ de (o, 4((o)), donc I'application M (¢, ) ! définie sur
1¢o — €, Co + €[x]u(Co) — &, u(Co) + €[ est de classe C. O

Lemme 2.8. p est une valeur propre de H(() si et seulement si EY~((,pu) = 0.
De plus, au voisinage de (Co, 4(Co)), st p est une valeur propre, alors E+((,u) est un vecteur propre
associé.

Démonstration : Donnons les équations vérifiées par les coefficients de R((, u) :

(H(C) —w)EG p) +u(C)E (C,p) = 1d (2.21)
u*(C)ET(Cn) = (2:22)
(H(C) = W) ET(¢p) +u(G)ET(Gp) = 0 (223)
u*(Co)E((,p) = 0. (2.24)
Supposons que ET~({, u) # 0, alors (2.23) permet d’exprimer u({p) comme suit :

_ +
w(Co) = — (H(QE+_M()CEM)(C,M)_ (2.25)
Reportons cette expression dans (2.21), alors :
n
#10) -) (o) - ) —ta (2.20

En conséquence, si ET (¢, 1) # 0, alors H(C) — p est inversible, donc p n’est pas valeur propre de

H(Q).

Réciproquement, supposons que E+t~((,u) = 0. Si de plus, E*({,p) est nul, alors E~((, u) Uest
aussi car E~((,p) est I'adjoint de ET({,u). Ceci est impossible car R((, ) est inversible, donc
ET(¢,p) est non nul. Ainsi, ET({, u) est vecteur propre d’aprés I’équation (2.23). O

Troisiéme étape : Etude de Uéquation ET~((,pu) = 0.

Montrons qu’au voisinage de (p, nous pouvons trouver les valeurs propres associées & 1’opérateur
H(¢) en regardant 1’équation ET~(¢, 1) = 0 par application du Lemme 2.8. Exprimons le coefficient
E*~(¢,p) aT’aide de la série de Neumann. Reprenons le calcul (2.20) de M (¢, ) ! en développant

le produit :
J
<R0<T(C6M) g)) Ro =

( (Eo (¢, m)) By (Eo 7(¢s 1)) u(Co) ) (2.27)
(w* (o) (G, 1)) (Eo (¢, 1)) " B (w(So)r(C, 1)) (Eo m(C, )Y~ MulCo) ) '

Par identification des coefficients de M (¢, ) ™! et de ceux de la série de Neumann (2.14), I’expression
de E* (¢, p) est donnée par :

B (¢ ) =) (=1 (w* (Go)r (¢, ) (Bo 7(¢, 1) u(o)- (2.28)

jz1
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Le Lemme 2.7 montre que M (¢, u)~! est C™ au voisinage de (Co,((o)), donc en particulier,
E* (¢, p) Uest aussi. Regardons l’expression de la dérivée de E* (¢, u) par rapport & u dans le
but d’appliquer le théoréme des fonctions implicites. Comme la convergence de la série définissant
E* (¢, p) est normale, la dérivée de ET ((, i) est la série des dérivées terme a terme. Les relations
de dérivation (2.17) et (2.18) estimées au point (o, #(p)) permettent de déduire les expressions des

dérivées de BT (C, 1) en (o, #(Co)) :

O ET(Co,1u(C0)) = —u*(Co)Dcr(Cos (C0))u(Co), (2.29)
OWET (Co, () = 1. (2.30)

En particulier, la différentielle 9, E((o,1({o)) est inversible et de plus, E¥~(¢o, u((o)) = Ef ~ =
0; le théoréme des fonctions implicites peut donc s’appliquer et il existe n > 0 et une application y
de classe C* sur |[¢y — 7, (o + 7] telle que :

V¢ €]¢o —n,Co +nl, Vi €]p(Co) — 1, 1(Co) +nl, BT(Cp) =0 <= p = pu(().

Par conséquent, p(¢) est une valeur propre C* au voisinage de (y et en utilisant le Lemme 2.8,
E*(¢,1(¢)) est un vecteur propre C* au voisinage de (g.

Quatrieme étape : Justifions la formule de Feynmann-Heilman
Par construction de la fonction p, nous avons E* (¢, u(¢)) = 0. Différencions cette relation par
rapport & ¢, puis prenons la valeur en ((g, (o)), il vient :

OcE™ (Cor 1(C0)) + 1 (C0)FuE ™ (Cos 1(Co)) = 0. (2.31)

Utilisons les relations (2.29) et (2.30), alors :
1 (Co) = ™ (Co) O H (Go)u(Co)- (2.32)
O

Remarque 2.9. Nous pouvons obtenir un résultat semblable si la premiére valeur propre n’est pas
H(Co) — p(Co) u1(o) --- un(Co)

. . . . ui(Co) o ... 0
simple, il suffit de remplacer la matrice My par la matrice : . ] .

La condition du Lemme 2.8 devient une condition de nullité sur le déterminant ET~((, u).

Appliquons ce Théoréme 2.6 pour justifier la régularité des fonctions p et u.

Proposition 2.10. Les fonctions ¢ — u(C) et ¢ — M) sont continues sur R.
Notons u(¢) un vecteur propre normalisé associé a la valeur propre pu(C) (respectivement A(C)), alors
les fonctions p et u (respectivement X et u) sont de classe C* sur ]0,00[. De plus :

W(C) =2 /0 (¢ - (¢ HI? d. (2.33)

Cette relation reste valable dans le cas de la réalisation de Dirichlet.

Démonstration : Nous établirons le résultat pour la réalisation de Neumann, la preuve étant similaire
pour la réalisation de Dirichlet.
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Nous pouvons appliquer le Théoréme 2.6 qui justifie que p et u sont infiniment dérivables sur R et
la formule (2.5) de Feynmann-Heilman conduit & la relation (2.33) car 0:H({) = —2(t — (), ainsi :

W@ =2 - G@PO d (2:349)

O

Remarque 2.11. L’application de principe du min-maz permet de montrer que la fonction p est
localement lipschitzienne.

2.3 Comportement de la premiére valeur propre

Par prolongement des fonctions du domaine de forme, il est en général facile de prouver que le
bas du spectre de la réalisation de Dirichlet d’un opérateur est monotone. Par contre, cet argument
ne s’applique plus pour la réalisation de Neumann. En fait, le bas du spectre de la réalisation de
Neumann n’est généralement pas monotone.

Intéressons-nous maintenant plus spécifiquement au comportement de u et A.

Proposition 2.12. La fonction A est strictement décroissante de R & valeurs dans 1,400 et
A(0) = 3.

Il existe un réel (o > 0 tel que la fonction p est strictement décroissante de | — oo, (o[ dans |0g, +00]
et strictement croissante de [(y,+oo[ dans [Og,1[. De plus, u(0) = 1 et si 'on note ¢ le vecteur
propre positif normalisé, associé a H((y), nous avons les relations :

/0 TSP + (- ol dt = 6o, (235)
s 1)

lp(0)[" = 20 (2.37)

/0 (t—Co)lp(t)]* dt = 0. (2.38)

Démonstration : Nous avons démontré a la Proposition 2.5 la décroissance de A. Pour montrer que
cette décroissante est stricte, il suffit d’étudier la quantité (A({ + k) — A(C)) (ucsn, uc) 2

—(,+00)
comme nous le ferons pour la preuve du Lemme 2.19. Nous établissons ainsi :

Nous allons démontrer les autres propriétés de la proposition par plusieurs lemmes successifs en
suivant la démonstration de Dauge-Helffer [41]. O

Lemme 2.13. lim p(¢) =+o0 et lim A(¢) = +o0.
{——0o0

{——o0

Démonstration : Soit ¢ < 0. Il suffit d’écrire : Df + (t— C)2 > Df +12 4 (2> (2 O

Lemme 2.14. ¢ — p(¢) est une fonction décroissante de ¢ sur lintervalle | — oo, 0].
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Démonstration : Soient u € B?*(R") tel que 4/(0) = 0 et (,& € R? tels que ¢ < & < 0. Alors,
pour tout ¢ € RT, (t —¢)2 > (t — €)?, ce qui implique que (H(C)u,u)Lz(R+) > (H(f)u,u)Lz(R+). Le
principe du min-max permet d’achever la preuve du lemme. O

Lemme 2.15. p(0) =1 et A(0) = 3.

Démonstration : Lopérateur H(0) = D?+12 est défini sur )0, 4-0o[. Notons H = D?+4#? la réalisation
de l'oscillateur harmonique sur R. Comparons le spectre de H(0) avec le spectre de H restreint aux
fonctions paires. Alors la plus petite valeur propre de la réalisation de Neumann de H, restreinte
aux fonctions paires est ,ul(ﬁ ) = 1, cette valeur propre est de multiplicité 1 et un vecteur propre

associé est 4(t) = exp (%) Notons u la restriction de @ & ]0,+oo[. Alors u € DN (H(0)) et u

vérifie la condition de Neumann sur RT. Donc

1= pi(H) > p(0). (2.39)

Soit maintenant u un vecteur propre pour la condition de Neumann dans RT, alors u'~ (0) =0, car
u € DN (H(0)). Prolongeons u & R par parité, notons @ ce prolongement. Alors &4 € DV (H) = B?(R).
En effet, en notant (4”) la dérivée de la distribution, la formule des sauts donne :

@’ = (@) + [@(07) — @'(07)]d + [a(0) — a(07)]é,

mais, nous prolongeons par parité donc @(0") = @(0~) et comme nous étudions la réalisation de
Neumann, alors %'(0%) = @/(07), donc %' € L?(R). Les termes @, tii, t*4, ', @' ne posent pas
d’autres problémes d’intégrabilité. L’application du principe du min-max & l'opérateur H donne :

[l@P+2a@P ae [T W@k + PP ds
R =20 = u(0). (2.40)

/R ()| da /0 @) do

Pour justifier A(0) = 3, il suffit de considérer 'oscillateur harmonique sur R restreint aux fonctions
impaires. O

Nl(ﬁ)

IN

Lemme 2.16. p'(0) <0

Démonstration : Notons ug un vecteur propre de norme 1 associé a p(0). Alors, d’apres (2.33),
(0) = —2 / Huo(4)[? dt < 0. (2.41)
10,+00[

En particulier, (2.41) indique que u est strictement décroissante au voisinage de 0, donc il existe €
assez petit, positif tel que V 0 < e < gg, u(e) < 1. O

Lemme 2.17. lim A({) =1.

{—+o0
Démonstration : Comme X est décroissante, alors A(¢) > 1 car la plus petite valeur propre de 'os-
cillateur harmonique sur R vaut 1. Montrons I'inégalité inverse. Pour cela, nous utilisons un vecteur
propre de l'opérateur H défini sur R et tronquons ce vecteur afin d’obtenir un élément de I’espace

DP(H(¢))-
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—xz2/2

Soit u(z) = , alors [|u|[z2(g) = 1. Soit x une fonction infiniment dérivable telle que :

L
V2

0 si <0
OSXSletX(x):{l si :1:>_1.

Nous définissons une translatée-dilatée de x pour tout z € R par x¢(z):= x(¢(z + ()).
La comparaison des normes |[x¢ul|p2(r) et ||u||p2(r) conduit & la minoration :

2
’ o ()
lIxcullz2m) =1 = CT- (2.42)

Estimons le quotient de Rayleigh, alors il existe une constante C' telle que :

1
H(xcu), xcu 2 ¢+t 1 e
Hixewxew) 2 / Xct(Daxc) (Do) + ——5— / xclul*(D2xc)
HX€u||L2(]R) ||XC“||L2(R) —¢ ||XCU’||L2(]R) <
< 140 exp(=(7).
Par application du principe du min-max, nous déduisons A(¢) <1+ C ¢? exp (—(?). O

Lemme 2.18. lim u(¢) =1

{—+o0

Démonstration : D’aprés la Proposition 2.5 et le Lemme 2.17, y < X et C]im A(¢) =1, ainsi :
—+o00

lim wp(¢) <1. (2.43)

(—+o0

Montrons maintenant la minoration. Soit u¢ un vecteur propre normalisé associé & (). Nous allons
tronquer la fonction u¢ afin de nous ramener au spectre de I'opérateur de Dirichlet a ’aide d'une
fonction y infiniment dérivable sur R telle que :

0 si <0
OSXSletX(m):{l siz>1.

Nous définissons la translatée de x par x¢(z): = x(z + ().
Soit € > 0. Comme u, est normalisée, alors il existe (o tel que :

V¢ > Go, lIxcuclTamy = llucllfo@ —e=1 ¢ (2.44)
Par construction, xcuc € DP(H), donc :

(H (xcuc), xcuc) > MOIxcucl 72 ) (2.45)
Estimons le quotient de Rayleigh pour la fonction ¢ u :

~¢41 ¢+
(DoxoDrxcac dt [ lucP(Dixoe
u / [
| ||(>?ﬁéxc“<> = u(¢) +2Re = ¥
CHClL2(R)

(2.46)

Ixcucl gy IPecucll7aqey

Par hypothése sur la fonction de troncature, il existe {1 > (p tel que

—¢+41 —¢+1
Ve G \2 / Do) D O)xc(ty() dtM / g IU4I2(D?X<)X_<dt‘S€- (2.47)
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Reportons les estimations (2.47) et (2.44) dans (2.46) et utilisons (2.45), il vient :

€
MO <p(@) + 57— (2.48)
||UCHL2(R) —¢
En passant & la limite quand ¢ tend vers 'infini, nous trouvons la minoration voulue. O

Lemme 2.19. La fonction p admet un unique minimum local sur R.
Ce minimum est atteint en o > 0 et p((o) < 1.

Démonstration : Nous suivons la démonstration de Dauge-Helffer [41, 42]. Soient h > 0,u¢ et u¢yp
les vecteurs propres normalisés associés aux valeurs propres p((¢) et u(¢ + h) pour Vopérateur H.
D’apres la Proposition 2.10, les fonctions u et ¢ + u¢ sont de classe C° sur R. Calculons la dérivée
de p. Pour se faire, commencons par évaluer (u(¢ 4+ h) — p(C)) (et uc) 12 q en remarquant

que V€ € R, pu(§) € Ret pu(&)ug = Hug :

_C7+OOD

(u(¢ +h) — u(C)) <u€+h’uC)L2(]—C,+oo[) = <Hu§+haUC)L2(]_C,+oo[) - <Uc+h>HU<)L2(]_C,+oo[)

+o0 -
= /C {(—ug_i_h + t2uC+h)u_C — UC_HL(—’UIZ + tZ’U,C)} dt

+0oo “+o00o

= = [ utau@ d+ [ w0 a

—< —<
= Ugpn(=Quc(=C) — uctn(—Cup(—C)
= (-Qu (0.
Les deux derniéres égalités s’obtiennent par intégration par parties en notant que u’g(—C) = 0.
Remarquons que u¢(—¢) ne peut pas s’annuler car nous savons déja que UZ(—C ) =0 et si, en plus,

nous avions u¢(—¢) = 0, alors u, serait identiquement nulle, ce qui ne peut étre.
Faisons un développement limité de u;_,(—() en nous rappellant que V§ € R, ug(—£) =0

ue (=€) = upin(—C —h) + hud,(=¢ = ) + O(h?)
= hu, ,(—¢ —h) + O(R?)
= h((¢+h)? = u(C +m))ucin(—¢ —h) + O(h?),
car ug (=€) + Eug(—£€) = p(€)ug(—¢). Nous en déduisons ainsi :
p(C+h) = pu(C)

L) gt g emop = (€ ) = ¢+ B)ugan(—C = Buc(=C) + O(h), (249
donc, en prenant la limite quand h — 0 dans (2.49), il vient :
(€)= 1 (OlluclF2g—c poop = (€7 = ) uc (=) (2.50)

Or si la fonction g admet un minimum local en un point {, sa dérivée s’annule en ce point. D’aprés
la relation ci-dessus, ' s’annule en ¢ si et seulement si u(¢) = ¢2. Dérivons ’équation (2.50) en un
point ou la dérivée s’annule :

10 = (26— @ (O)luc(=O) = 2¢(ug(—¢))*>0.
Il y a ainsi un seul minimum local qui est, de fait, un minimum global. Comme pu est strictement
décroissante au voisinage de zéro, le minimum global est atteint en (o > 0 et p({p) < p(0) = 1.
De plus, comme p'({y) = 0, (2.38) se déduit de la formule (2.33).
Nous précisons ainsi le comportement de la fonction p sur R : p est strictement décroissante sur
] — o0, (o] et strictement croissante sur [g, +00[, et, en particulier, ngfoop(g) =1". O
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2.4 Estimation du premier élément propre

Rappelons deux résultats importants qui estiment 1’écart entre la valeur propre ©q et ’énergie
associée & un quasi-mode et d’autre part, entre la fonction propre ¢ et ce quasi-mode ¢y, en
commengant par rappeler le Théoréme 1.15 de [54] donnant 'INEGALITE DE TEMPLE :

Théoréme 2.20 (Inégalité de Temple). Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de
Hilbert H et 1 € D(A) normalisé. Supposons que A est la seule valeur propre de A dans l'intervalle
a < X < f. Définissons n = (, Ay, et € = |[[A —nly[[5, = [|Ap|5, —n*. Sie* < (B-n)(n - a),

alors :

g2 g2

= <A<+ .

B—n n—a
Démonstration : Soient Ey et Ey tels que o < By < XA < Ey < 3. Calculons ((A — E)v, (A — E1)1) 4,
en utilisant les notations du Théoréme 2.20 :

(A= E)y,(A—Ey))y = Ei1Ey— (E1+ E)n+ (A, AyY)y,
= E1Ey — (E1+ Ea)n + (A = )¢, (A —n)p)y +1°
= E\Ey— (Ey+ E)n+e2+9?
= &2 —(Ey—n)(n— Ey). (2.51)

>

Or ((A — E2), (A — E1)y), > 0 car il n’y a qu’une valeur propre A sur o, ([, ainsi :
(By—m)(n— E1) <€ (2.52)

— Choisissons E1 = a et Fo = A, alors par application du principe du min-max, a < A < 7,
donc (2.52) conduit & :
2
A<+ ——.

— Choisissons Fy = A et Ey = 3, alors (2.52) permet d’écrire :

A>n— .
n—p0

Citons maintenant la Proposition 4.1.1, p. 30 de [56] :

Théoréme 2.21. Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H. Soit I C R un

intervalle compact, 1,...,Yn € H des éléments linéairement indépendants de D(A) et p1,..., 4N
tels que :
Ay = pyhj + 1 avee ||rj|ly <e. (2.53)
Soit a > 0, supposons que o(A) N (I + B(0,2a) \ I) = (0. Alors, si E est l'espace engendré par
Pi,...,YN et si F est lespace associé a o(A) N1, nous avons :
vN
d(E,F) < SV (2.54)

ay //\g}in’
ou /\g}in est la plus petite valeur propre de S = ((1;,%r),,) et d la distance définie par :
d(E,F) = |[llg — pllg||y,

en notant respectivement Il g, Ilp les projections orthogonales sur E et F.
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Nous allons appliquer cette proposition avec N = 1, A = H((p), E I'espace engendré par ¢upp,
noté < ¢app >, F' l'espace engendré par ¢, noté < ¢ > et ¥ = ¢app. Remarquons que ’expression
de la distance d(E, F') est liée & la norme |[¢ — ¢appl[z2r+) en se rappelant que ¢ et ¢,p, sont
normalisés :

d(E,F) = ||¢app - <¢appa¢> ¢||L2(]R+) = \/Hﬁbapp - <¢app7¢> ¢H%2(R+)
= \/1 + | <¢app, ¢> |2 - 2| <¢app, ¢> |2 = \/1 - | <¢appa ¢> |2-

Ainsi :
||¢app - ¢HL2(R+)
d(E,F) = . 2.55
(E,F) = (255)

Nous pouvons estimer ©g et ¢ a ’aide de quasi-modes pour un opérateur H({) quand ( est proche
de (p comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 2.22. Soient (,pp € R et ¢app € D(H (Capp)) normalisé tels que :

H (Capp) $app = OappPapp + Tapp avec ||7"app||L2(]R+) < €app, (2.56)

Notons ps(Co) la deuziéeme valeur propre associée a l'opérateur H((y) et définissons :

éﬁpp = app + 4€app (Capp — C0) \/E + 2(Capp — ¢o)? (€app + 20app)
+4(Capp — €0)*>v/Oapp + (Capp — 0)*, (2.57)
Agpp = ~§pp + 4€app \/E(gapp —¢0) + 2(Capp — €0)*(6@app + app)
+121/Oapp (Capp — €0)* + 3(Capp — C0)*. (2.58)
Alors, nous pouvons estimer la différence @app -0
&2
Q0 — Oapp > —24/Oapp(Capp — C0) — 12(Co) — ( @a:;)p-i- (Capp — €0))? (2.59)

N

@0 - 6abpp = (Capp - CO)2 + 2\/ Gapp(Capp - CO)

ainsi que la norme de ¢ — ¢app -

€
- apey < 2V/2—2P 2.60
||()ZS ¢appHL (R+) — ,U/Z(CO) _ @ ( )
4\/§®0€a ég
1(8=bapp)'l[72r+) < 4/ Oapp(Capp—C0)+(Capp—Co)*+ ot (o
app) || L2(R+) app\5app app 112(Co) — o 112(Co) — Bupp + Capp —

(2 61)
Démonstration : Estimons O,pp, — ©g grace au Théoréme 2.20 en choisissant A = H({p), ¥ = ¢app-
Comme ©g est la premiére valeur propre pour l'opérateur H((p), nous pouvons choisir &« = —oo et

B = p2(p). Rappelons la relation :
H(CO) = H(Capp) + 2(t - 4app)(€app - 40) + (gapp - CO)Z-

Estimons maintenant 7 :
n = <¢appa H(CO)¢app>L2(R+)
{Papp; H(gapp)ﬁbapp)L?(Rﬂ + (Capp — o) /R+ (2( — Capp) + (Capp — CO))‘¢app(t)|2 dt

= O+ (o = 0 + 2 = ) [ (6= Gapn) apnOF (262
(v/Oapp + (Capp — C0))*. (2.63)

IA
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Ceci nous permet, a l'aide de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, de déduire un encadrement de 7 :
~2(Capp — €0)v/Oapp < 1 = Oapp < (Capp — €0)” + 2(Capp — €0) v/ Oapp- (2.64)
Estimons le reste €2, en utilisant 4 nouveau 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
= [ 1 Gann) — @) + 20t = Gap) o — ) + (o — 60 + (B — 1) 0
rapp 22 gy + 4(Capp — €0)*@app + (Capp — C0)* + (Oapp — m)?
2/ Irappl| i) (2(Capp = €0)v/Bapp + (Capp — €0)° + (Oupp — 1) )

+4 Capp CO \/ app T 4 Capp )V app(@app - "7) + 2(Capp - 40)2(®app - 'rl)- (2-65)

Considérons Iencadrement (2.64) de 7 — ©Oapp, alors, appliquant I'hypotheése ||rapp||z2(r+) < Eapp °

IA

(©app — 77)2 +2(Gapp — 1) (”TappHL?(Rﬂ + 2(Capp — €0) v/ Oapp + (Capp — C0)2>

< 4Capp — $0)*Oapp + 4(Capp — €0)*v/Oapp + (Capp — C0)*
+45app Capp CO m + 2ffapp Capp CO)2
+8(Capp — €0)*Oapp + 4(Capp — €0)*v/Oapp
+4( gapp ¢o) \/EjL 2( Capp )

< 45appm(gapp CO) + 2(Capp — CO)Q(ﬁeapp + €app)

+12\/ app Capp + 3(Capp C0)4- (2-66)

Reportons la majoration (2.66) dans (2.65) en se rappelant les définitions de £,pp et €,pp données
n (2.57) et (2.58), il vient :

e2<¢ app (2.67)
La condition €2 < (8 —n)(n— «) est vérifiée, nous déduisons donc un encadrement pour ©g — Oapp
2 2
€ €
n— <Op<n+ :
B—n n-a

Grace aux estimations (2.67), (2.63) et (2.64), cet encadrement s’écrit :

22

_2\/®app(Capp_C0)_M2(CO) — (%—I—C _ C0)2 S @0_®app S (Capp_C0)2—|—21/@app(Capp_CO)-
app app
(2.68)

Pour estimer la norme de la différence entre le vecteur propre ¢ et la fonction ¢app, utilisons le
Théoréeme 2.21 avec A = H((o), ¢ = ¢app; 41 = Oapp, alors :

H(go)d’app = Gapp¢app + fapp avec 'Fa,pp = (H(CO) - H(gapp))qsapp ~+ Tapp- (2-69)

D’aprés les estimations précédentes, notamment (2.65), nous avons :

FepplBaaey = [ 10(G) = H(Gupe)) b (®) + repp(0)?
= [, 12(Ganm = o) (¢ = Ga) + (G = G0)*)apnl0) + o (O

< HrappH%Z(Rﬂ +4(Capp — €0)*Oapp + (Capp — C0)”

+2|[rapp||L2®+) (2(Capp — €0) v/ Oapp + (Capp — €0)?) + 4(Capp — €0)*>v/Oapp
g2 (2.70)

app’?

IA
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en utilisant la définition (2.57) de €,pp. Par conséquent, utilisant la relation (2.55) et le Théo-

p2(¢o) — O
2

reme 2.21 avec a = , il vient :

||Fapp|| 2 (RT) Eapp
16 — bappllz2@+) <2f7(<0) <22 (2.71)

Il reste maintenant & estimer la norme ||¢' — ;.|| 2(r+). Pour cela, considérons la forme quadratique
4¢o(@ — dapp)- Une intégration par parties permet d’écrire :

<H(CO)(¢ - ¢app)a ¢ - ¢app>L2(R+) = ||¢I - ¢;pp||i2(R+) + /0 (t - CO)2|¢ - ¢app‘(t)2 dt. (2-72)

Mais, nous avons également :

(H (Co)(¢app — ¢); Papp — D) r2(r+y = (H(Co)(Papp); Papp) r2(r+) — Oo + 260 (1 — (¢app; ¢>L2(R+)) :

(2.73)

Estimons chacun des termes de cette expression. Grace a (2.71) et a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
nous avons :

1- <¢appa¢)L2(R+) = <¢appa¢app - ¢>L2(R+ < Hﬁbapp ¢||L2(R+ < QIW (2'74)

Reprenons le premier terme de (2.73) en utilisation la définition de 7 et 'encadrement (2.64) :

<H(CO)(¢app)a¢app>L2(R+) ©0 =1—-00 < (Capp — CO +2+4/Oapp (Capp — $0) + (Oapp — ©0)- (2.75)
e (2.68), (2.72), (2.73) et (2.75), nous déduisons :

®0| ‘fapp| |L2(R+)

(¢ — ¢app)l||%2(R+) < (n—00)+ 4v2 12(Co) — (2.76)
S (Capp - CHO)2 + 2\/ ®app(€app - €O) + (®app - 90) + 4\/§ﬂ
12(Co) — ©o
)
S (Capp - €0)2 + 4\/ eapp(Capp - CO) + €app

NQ(CO) - ( eapp + (Capp - CO))Q

@()ga
+4v2 R
p2(Co) —

2.5 Estimation de ¢(0)

Nous allons construire, a la Section 4.3, une fonction test & partir de la fonction ¢ dont 1’éner-
gie dépend de ¢(0). L’estimation de cette énergie nécessite donc de connaitre assez précisément ¢(0).

Commencons par rappeler une majoration de la valeur d’une fonction en un point & 'aide de la
norme de la fonction et de sa dérivée. Ceci permettra d’estimer I'erreur commise sur la valeur de
#(0) en lapprochant par la valeur en 0 d'un quasi-mode.

Lemme 2.23. Pour toute fonction u € H'(RT),

0)] < V2y/lfull 2@y /11l 2 (2.77)
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Démonstration : 11 suffit d’écrire :

et d’utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

Appliquons le Lemme 2.23 avec u = ¢ — Papp, alors :

|¢(O) - ¢app( < \/_\/”qS ¢app||L2 R+ \/“ ¢a,PP ||L2(R+) (2-78)

Reprenant les estimations du Théoréme 2.22 et la majoration (2.78), nous déduisons le théoréme :

Théoréme 2.24. Sous les hypothéses du Théoréme 2.22, nous estimons la différence ¢(0) —app(0) -

_ 2 _ Capp
[6(0) = app(0) sMW(CO)_@O
22

4+/Oapp(€a a 2 “app 47— D0%amn ’ _
( PP C PP (C PP CO) * HQ(CO) - (\/% + Capp - CO)2 " \/_/1'2«0) - @0)

En vue d’appliquer le Théoréme 2.24, nous allons commencer par construire un quasi-mode.
Donnons deux constructions et deux estimations. La premiére est liée aux gaussiennes et la seconde
provient d’une discrétisation de 1’équation H({)¢ = p(¢)¢ a l'aide des différences finies.

2.6 Estimation d’erreurs a 1’aide de gaussiennes

Définissons u, sur R par :
up(t): = Cpefptz, (2.79)

ou C), est une constante de normalisation. Par le calcul de gaussiennes,

() T poo 1
/ e 2t = \//2 / e 2 rdr df = \/E—, (2.80)
0 o Jo 22\/p

nous déduisons la valeur de C), :

Cp: = pi (§> % . (2.81)

(up)

||u e . Estimons g¢(u,) :
PIL2(RY)

Cherchons p et ¢ qui minimisent le quotient de Rayleigh

ac(up) = /000(492t2 + (t = 0)%)|uy(8)?dt
¢ \/ﬁ

Comme u, est normalisé, pour minimiser le quotient de Rayleigh associé¢ & la fonction u,, nous
devons minimiser en ( et p la fonction :

oL e 2
f(C,p)-—p+4p+C C\/:p- (2.83)

1 c? 1
= gt g = et (2.82)

4p 4p
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Remarquons que nous pouvons récrire la fonction f comme :

B T\> 11 -
f(QP)—(C—\/%) +P+§—%- (2.84)

1 1 1
Nous choisissons donc ¢ = 4/ — et déterminons p en minimisant p + — — ——. Alors :
2wp 4p 2mp

1 2 1
= _yJ1-Zet¢= . 2.85
p=3 —et g 5 (2.85)

Ceci permet de déduire une majoration de Oy :

2
9 < qcluy)=20=1/1-".

app =2p= V et Capp = 27r 77‘_ S %- (2.87)

Les estimations de ©,pp, et (app donnent :

(2.86)

Nous notons :

Oapp = 0.6028, Capp =~ 0.7267 et (7., ~ 0.5280.

Rappelons quelques calculs élémentaires :

( o0 C2 1
[t e = 2= ——
0 ‘ip 1(7r(7r—2))1
/ Plu,)? dt = L =1/
¢ Yo dp Vw2 (2.88)
[e') C2 i .
| st a = 5= —",
0 8% (m—2)1
& 3 3
tYu,(t)? dt = = .
k /0 [up(2)] 16p2  4(m —2)

Ces calculs d’intégrales permettent de remarquer que :

| = Ganllugtt)? at =0, (2.89)
et de déduire la valeur de 7 en utilisant (2.62) :
1 = Oapp + (Capp — C0)”- (2.90)
Définissons r¢, par :
H (Co)up — Oapplp. (2.91)

Alors, pour tout t € Rt :

o) = (=48 =20+ Q) uplt) = (22 - 26+ G) win, (292
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L’expression de ||r¢0||%2(R+) est explicite :
© 79 2
Iralomsy = [ (36 -20+G) w0 d

3 CC2 (2 1 C2
= - 2”+—0(1+—>— 320 4 ¢
4mip®  wp p m p

N L S . SNV SR A Y A SR )
w2 4(m —2) 2WCO(W_2)%+4CO(1+7T)2 T—2 4CO(W(7T_2))%+CO'

Com(m = 2) — 4¢3 (m(m — 2))1 +2¢3(1 + ) /7 (m — 2) — 8Co(m(m — 2))
m(m —2)

Approximativement, ||7¢y||z2r+) = 0.3001. Appliquons le Théoréme 2.20 en remarquant, grace aux
relations (2.91) et (2.90) que :

=
+
w

2 2
& = ||H(CO)Up - nup||%2(R+) = H""Co - (Capp — <o) UpHL2(R+)
Nous obtenons ainsi un encadrement de Oy :
2
€

Oapp + (Capp — 0)* — 5 < 09 < Oapp + (Capp — C0)*. (2.93)

U?(CO) - ®app - (gapp - CO)
Le Théoréme 2.21 et la relation (2.55) impliquent :

2\/§| I7¢o |L2(R+)
¢ — < . 2.94
I uP||L2(R+) hS 2(Co) — O ( )

Reprenons les relations (2.76) et (2.89) afin de majorer la norme de ¢’ — ), :

4v2|rg, || L2+

- ! 22 < app — 2 app — 2.

(¢ —up)llT2m+ey < (Capp = 0)” + Oapp — O + Op 12(Co) — Oo (2.95)

m—1 2o 42| Ir¢ol 2wy
- - -+ 0 . (2.96)

w(r—2) (n(r—2))a p2(Co) — O
Appliquons la relation (2.78) :
4V2|rgy | 12e) \/ 4V2)rg, |2

0) — u,(0)|? < 2 app — C0)2 + Oapp — Op + O > 2.97
16(0) — up(0)]° < 112(Co) — O (Capp — €0) pp 0 0 112(Co) — ©p ( )

Estimons numeériquement les résultats obtenus en considérant ps((p) = 3.3 selon l’estimation que
nous présenterons a la Proposition 2.27, u2({p) — ©¢ > 2.5, ©¢ = 0.59010 et (o = v/0.59010 selon
les estimations de [88]. La relation (2.93) conduit a ’encadrement :

0.5707 < By < 0.6045. (2.98)

Estimons maintenant les normes L? et H' de la différence ¢ —u,, griace aux relations (2.94) et (2.95) :
¢ —upllrew+y < 0.3395,

|¢' — ubllperey < 0.6443. (2.99)

Reportons ces estimations dans (2.97), nous déduisons un encadrement de ¢(0) avec le calcul u,(0) ~

0.9360 :
0.2745 < ¢(0) < 1.5975. (2.100)
Cette estimation est beaucoup trop grossiére pour nous donner une estimation fiable de ¢(0). Nous

allons maintenant présenter une construction d’un quasi-mode en utilisant la méthode des différences
finies afin d’améliorer les estimations obtenues.
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2.7 Construction d’'un quasi-mode par différence finie

Nous allons suivre une démarche heuristique afin d’obtenir une suite de valeurs approchées de
¢ en certains points puis utiliserons ces valeurs pour construire une fonction test dont 1’énergie est
proche de ©g.

Nous savons d’aprés la Proposition 2.12 que la plus petite valeur propre u({) associée a la famille
d’opérateurs HN (¢) = D? + (t—¢)? sur RY est strictement décroissante sur | — 0o, (o[ et strictement
croissante sur [Cp, +0o[. De plus, u(¢y) = O = (2.

Nous allons construire une suite de quasi-modes dont 1’énergie décroit vers cette valeur limite ©y.
Notons ¢¢ un vecteur propre normalisé associé & u(¢). Nous savons que ¢¢ décroit comme ¢ —

exp (—%) pour t tendant vers l'infini, nous déduisons alors qu’il existe une constante C' telle que

o] o] _ 2
/ e (1) 2dt < %/ te t dt — %M. (2.101)
a

a a

pour a >0 :

Ainsi, pour déterminer la norme L? de ¢¢ avec une précision de n décimales, il suffira de calculer

a
/ |pe(t)|* dt avec a tel que :
0

2
ea

2 —n
- < 510 . (2.102)
11 suffit donc de choisir @ tel que a®+1na > n+1n . Omettant la constante C, il semble raisonnable
de considérer une longueur a ~ y/n, méme si moralement la longueur a doit tendre vers l'infini pour
retrouver le probléme sur la demi-droite.
Utilisant la décroissance de ¢, nous déterminons un quasi-mode ¢¢ pp satisfaisant :

H(C)Qb(,app(t) = §2¢C,app(t)a Vi E]O, a[a
bcapp(0) = 1, (2.103)
¢27app(0) = 0.

Nous résolvons (2.103) a ’aide d’un schéma aux différences finies. Notons & le pas du schéma et n
la partie entiére de 7. Pour tout entier j € [0,n], nous notons ¢§ la valeur de ¢¢ app au point jh et
I; = [jh,(j + 1)h]. Nous utilisons les discrétisations usuelles :

¢
¢,C,app(jh) = ¢]+1 E (2.104)

Kot 245+ 45 '
¢Capp( ) ~ Jj+1 h2] Jj—1

La combinaison de (2.103) et (2.104) déterminent les deux premiers termes de la suite (¢§) et les
suivants sont déterminés pas a pas :

¢

o = 1,
¢; = 1, (2.105)
$500 = (2+3h3(h—20))5 — 45 1, Vi=1,...,n— 1.
Le changement de variables £ = ¢t — ( ameéne & considérer [’équation différentielle du second ordre :

u'(z) — 2u(z) — Cu(z) = (2.106)

D’apreés la théorie des équations différentielles et des opérateurs de Sturm-Liouville (cf [49, 55, 97,
41, 42]), il existe deux fonctions uEL et u, qui constituent une base de solutions fondamentales pour
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(2.106) et toute solution de (2.106) est combinaison linéaire de ug et u, . Nous choisissons pour u,
une solution telle que U (z) ~ exp (—”32—2> Précisons le comportement asymptotique de uZ’ Nous

cherchons un développement asymptotique de la forme : uZ’(:v) = exp (%) zP(1 + o(1)), le calcul

de la dérivée seconde de uz.' :
411 2%\ (ot p—1
ul (z) =exp 5 (P + pxP™ + ..,

montre que p = —#. Ainsi, ¢¢ app, solution du probléme (2.103) est une combinaison linéaire d’une
exponentielle croissante, notée fg' , tendant vers +o0o en +oo et d'une exponentielle décroissante,
f{ , tendant vers 0 en 4+oc ol les fonctions fEL et f{ se déduisent de uzL et u, par changement de
variables. Ainsi :

$capp = acf; +0cfd (2.107)

Cette remarque va nous permettre de localiser la valeur propre ©¢ car pour { = (p, nous avons
b¢, = 0. Par conséquent, il s’agit de déterminer le plus petit ¢ pour lequel il n’y a pas «explosion»
de la fonction ¢¢ app-

Comme nous savons que le vecteur propre associé & la premiére valeur propre ©g reste de signe
constant, ne s’annule pas et tend vers 0 & 'infini, ceci donne un critére pour sélectioner les fonctions
(¢¢,app) construites a partir des suites (¢§) qui peuvent constituer un quasi-mode adéquat.

En effet, si pour une valeur donnée de {, nous construisons une suite (q§§) qui prend des valeurs
positives et négatives, ce qui conduira & construire une fonction ¢¢ ,pp telle que by < 0, alors ¢ > (p
et I'énergie associée & la fonction ¢¢ app est strictement supérieure & Oy.

Donnons un lemme qui permet de mieux comprendre I'influence d’une frontiére libre :

Lemme 2.25. Soit a un réel strictement positif, notons ™Y (¢, a) et u™P (¢, a) la plus petite valeur
propre associée o l'opérateur H(() avec condition de Neumann en 0 et respectivement de Neumann
et Dirichlet en t = a.

Alors u™N-P(C,a) est décroissante avec a et donc :

pP (¢ a) > p(¢) > . (2.108)
uN’N(C,a) est croissante pour a assez grand et :

pVN (¢ a) < p(Q). (2.109)

Démonstration : La décroissance de a — p™"P((,a) est évidente, il suffit de prolonger par 0 une
fonction du domaine de forme sur l'intervalle [a,b[ avec b > a et d’utiliser le principe du min-max .
Intéressons-nous & la croissance de u™¥*" (¢, a). Pour cela, nous reprenons la méme démonstration
que pour le Lemme 2.19 pour déterminer la dérivée de p™¥V (¢, a) par rapport & a, il vient :

Bup™™ (¢, 0) = (@ = Q) = ™M (¢, ) uca(@)P, (2.110)

ou uc, est un vecteur propre normalisé associé a NV (¢, a). Par conséquent, la dérivée est positive
C: 7 Y
pour a assez grand et la croissance s’en suit. O

En utilisant la discrétisation (2.105), nous obtenons deux comportements différents selon que ¢ < (p
ou ¢ > (o comme le montrent les Figures 2.1 et 2.2. Considérons le profil de la Figure 2.1. Notons
a labscisse du point o la suite atteint son minimum. Sur l'intervalle [0,a], la fonction ¢ consti-
tue donc un quasi-mode associée a la valeur propre pu™VV((,a) et nous avons p™N((,a) < O,pp si
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Courbe de @ Courbe de @
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F1G. 2.1 — Profil de la suite (gb]C) a termes stric- F1G. 2.2 — Profil de la suite (gbg) a termes stric-
tement positifs. tement positifs et négatifs.

I’énergie O,pp est calculée sur l'intervalle [0, a]. Comme nous ne savons pas comparer pV'"((,a) et
Oy, nous allons modifier la suite au dela du point a et obtenir une condition de Dirichlet au point
a > a.
Regardons maintenant le profil de la Figure 2.2. Notons a ’abscisse du point ou la suite s’an-
nule. Sur lintervalle [0,a], la fonction ¢ constitue donc un quasi-mode associée a la valeur propre
p™NP(¢,a) et nous avons pu™'P((,a) < Oypp si I'énergie O,pp est calculée sur lintervalle [0, a]. Grace
au Lemme 2.25, nous obtenons une majoration de Q.
Néanmoins, les profils oil la suite reste positive semblent correspondre davantage & la fonction propre
car celle-ci ne s’annule pas.
Nous avons donc deux distinctions :

— Soit la suite (¢§) prend des termes positifs et négatifs, alors nous déterminons le premier

indice jo tel que qS]C-O < 0, nous imposons la condition de Dirichlet ¢§0 = 0 et nous restreignons
la fonction a l'intervalle [0, joh]. Nous noterons encore n le nombre 1’éléments de la suite (¢§)

— Soit la suite (¢§) n’a que des termes strictement positifs. Nous allons en fait «tronquer» la
fonction afin d’imposer une condition de Dirichlet au point a. Pour cela, nous déterminons
I'indice jy on la suite (¢§) atteint son minimum et nous modifions les valeurs (¢§) pour j > jo,

en prenant :

¢_ "=

Vi = joyenamy @5 = n_j0¢§0. (2.111)

Si jo = n, nous imposons juste ¢% =0.
Si nous interpolons leurs valeurs (¢§) ;j par une fonction linéaire par morceaux, cette fonction n’appar-
tient pas & H2(RT) et par conséquence, n’est pas dans le domaine D(H(¢)). Donc, nous interpolons
les valeurs (cﬁg) ;j par une fonction polynomiale de degré 2 par morceaux, ¢¢ app, définie par :

Vi=0,...,n— 1,V € Ij, ¢capp(t) = a;(t — jh)2 + 7i(t — jh) + v, (2.112)
avec ¢ ¢
0 = 0, 141 = 2LH _¢j — Tj,
S P (2.113)
I h? h’

Vi = ¢§-
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_ / . . . s v, .
Notons que 7; = d)g’app(jh). Avec cette construction, ¢¢ app est continue, sa dérivée est continue,
linéaire par morceaux et sa dérivée seconde est constante sur chaque intervalle I, 7 =0,...,n — 1.

Le calcul de la norme de ¢¢ ,pp et de 'énergie associée a cette fonction sont explicites. En effet,
apres le changement de variables x =1 — jh :

n—1 ,p
6a0pl Zor) = Z /0 lga? + 7z + 2 d

3 h2
- hZ (_0‘ T Tt 3(71'2 + 2a57;) + h7jv; +7J2> . (2114)

Calculons maintenant 1'énergie associée a cette fonction test ¢¢ app :
n—1 .p n—1 4
Hﬁb’(,app”%%nﬁ) = Z/o |20z + Tj|2 d:vhz (§h2a? + 2ha;Tj + 7';2) . (2.115)
j=0 j=0

Pour calculer la seconde contribution pour I’énergie provenant de l'intégrale / (t—C)?|¢¢.app ()| dt,
R+

nous définissons d; = hj — (. Un changement de variables conduit & :

n h
||(t_CO)¢§,appH%2 RTY) — |(I+6j)(aju2+7-ju+7]'|2 dz
(R+) = Jo

R h*
= hz (—a + — (1 + ojd;) + — 3 ((15 + a6, )2 + 205 (7yj + 7565))

h3
+— 2 (ejvjd5 + (15 + ;d;) (5 + 7505))
2

+ 3 (('YJ +TJ‘5 ) +2'YJ‘5 (TJ +0‘J‘5]))

+h7;0; (v + 7565) + ﬁﬁ) : (2.116)
Le grand avantage des expressions (2.114), (2.115) et (2.116) est que les calculs sont exacts. Si nous

choisissons pour ¢ un rationnel, alors le résultat de chacun de ces calculs est encore un rationnel.
Notons ©¢ app la valeur du quotient de Rayleigh évalué en ¢¢ app :

16% app 7204y + 11( = O) ¢ ,appl[7
O app = — 2 LB AP LARY) (2.117)
H¢C app||L2 (R+)
o0
Remarquons que le calcul de l'intégrale / (t — €)|¢c.app()|? dt est explicite et vaut :
0
o0 9 —
| = Oldcam® at = Z/ £+ 8))loga” + 7w+ do
=0
-1 B4 B3
= Z (—a + — '(27‘j + Oéjéj) + Z(TJQ + 2055 + 20{j7’j’)’j)
j=0

2

h
+— 277 + 7 25, + 207v;0;) + =

h
3 (v + 27579i05) + 52>. (2.118)

2
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En regardant la formule (2.33), intégrale [ (¢ —¢)|¢¢,app(t)|* dt mesure en quelque sorte 4’ (Capp)-
Comme p'(p) est nul, une condition pour avoir un (app proche de {p et construire un bon quasi-
mode est que cette intégrale soit trés petite et que p'(¢) tende vers 0 quand a tend vers l'infini.
En vue d’appliquer le Théoréme 2.22, nous devons estimer le reste ||r¢[|2, (R+) AveC :

7"(5 = (H(C) — GC,app)¢C,app' (2119)
Remarquons tout d’abord que pour tout 7 =0,...,n — 1 et tout ¢ € I; :
re(t) = =205 + ((t = 0)? = Oc,app) (@t + Tjt + ). (2.120)

Comme en (2.114), (2.115) et (2.116), le calcul de la norme ||r||;2r+) est explicite. Définissons,
pour j=1,...,n—1:
roj = (0 — Ocapp) — 20,
= 290+ 7 (5 — Oc,app);
raj = v+ 270 + 05(8] = Ocapp),

71,5

T35 = Tj+2aj6j,

alors, aprés changement de variables :

) n—1 h9 0 h8 h7 ) h6
Irelfe@ey = D (5% + s+ Qayrag trs) + (et +rsre,)
j=0
hS , . ht B3 )
o (2agro + 1) + 5 (ragro +ragrg) + 5 (2ragmo + 11 )
+h2ry o + hrg,j) (2.121)

Nous avons expliqué la fagon d’interpoler les suites (gbg) et les critéres pour localiser ©3. Donnons
maintenant l'algorithme qui permet de déterminer ©q avec précision.

Algorithme 2.26.

1. Nous initialisons une valeur de ©¢ avec n décimales.
2. Nous construisons la suite (qﬁg) déterminée par (2.105) en respectant le critére (2.111)
pour ¢ = /0.
3. Tant que la suite (¢§) n’a que des termes strictement positifs,
(a) nous lui associons la fonction ¢¢ app G laide des relations (2.112) et (2.113),

(b) nous calculons la norme L? de ¢¢app @ Uaide de (2.114) et en déduisons la
valeur de ¢¢ app(0) en renormalisant ¢ app,

c) nous calculons ’énergie O 5, associée a la fonction ¢¢ ., grice aux rela-
¢,app ¢,app
tions (2.115), (2.116) et (2.117),

(d) nous calculons le reste ||r¢||p2@w+y = |[(H(C) — ©¢ app) B¢ appl L2 (m+) par la rela-
tion (2.121),

(¢) nous incrémentons (2 = Oy de 10~ (11,

4. Nous retournons a [’étape 1 avec la derniére valeur de ©g a n + 1 décimales pour
vOo

) ) n’a que des termes positifs.

laquelle la suite (
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Fia. 2.3 — Profil de la fonction construite a FiG. 2.4 — Profil de la fonction construite a
partir d’'une suite & termes strictement posi- partir d'une suite prenant des valeurs néga-
tifs. tives.

A I’aide de cet algorithme, nous avons précisé les décimales de ©g. Les Figures 2.3 et 2.4 montrent
deux profils obtenus par la discrétisation (2.105). Pour la Figure 2.3, { = +/0.5901061, la suite ini-
tiale admettait un minimum strictement positif, correspondant a un coefficient b; > 0 dans (2.107),
elle vérifiait des conditions de bord du type Neumann-Neumann et nous ’avons modifié de maniére
& obtenir une condition de Dirichlet.

Pour la Figure 2.4, { = 1/0.5901062, la suite initiale devenait négative, ce qui correspondait &
b < 0 dans (2.107). Dans le Tableau 2.1, nous présentons partiellement les résultats obtenus par
cette méthode en prenant un pas h = ﬁ et une longueur a = 10. La derniére ligne avant d’ajouter
une décimale & (2 correspond & une fonction ¢¢,app construite a partir d’'une suite ayant des termes
négatifs.

Par la suite, nous prendrons comme valeur de référence pour la fonction test ¢,p, que l'on a
construite :

' Copp = 0.768183701,
Oapp = 0.590106125,
o bapp(0) = 0.873043038, (212
(t = Capp)|Bapp (D)2 dt = 10711,
\ |7appll2@+y = 2.07 1073,

Remarquons que nous avons allégé les notations en remplacant les indices «(,app» par «app».

2.8 Estimations de la seconde valeur propre

Le Théoréme 2.22 fait intervenir 1’écart entre la premiére valeur propre et la seconde. Il s’agit
donc d’estimer la deuxiéme valeur propre. Comme nous n’avons pas besoin d’une précision trés
importante, nous pouvons considérer la matrice A; provenant de la discrétisation (2.105) pour ¢
associé aux valeurs de référence (2.122), en rappelant que le pas de discrétisation est noté h, le
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CQ

eC,app

¢C,app(0)

| |7"<,app| |L2(]R+)

0.590
0.591

0.5932456852670082
0.5910012857115640

0.8729080726253620
0.8735844053400856

7.828967528858459
4.807412200712196

0.5901
0.5902

0.5902728375631251
0.5901998344281739

0.8730355212751598
0.8731059738173611

1.859663997470614
8.846370842784566e-01

0.59011

0.5901099240997547

0.8730458427135716

2.473009613459737e-01

0.590101
0.590102
0.590104
0.590105
0.590106
0.590107

0.5902177506723484
0.5901905006620808
0.5901635204930050
0.5901368962230475
0.5901109953029460
0.5901069255074696

0.8730379704727702
0.8730391892906680
0.8730404029699753
0.8730416099078846
0.8730428043793262
0.8730436497778891

1.489520163705195
1.286068218574237
1.072904913770298
0.7652539317986102
0.3081293924696512
1.054696828995575e-01

0.5901061
0.5901062

0.5901085040505266
0.5901061262509513

0.8730429222783364
0.8730430386891964

0.2272662986395110
4.779161688970666e-03

0.59010611
0.59010612
0.59010613
0.59010614
0.59010615
0.59010616
0.59010617
0.59010618
0.59010619
0.59010620

0.5901082573664618
0.5901080117570698
0.5901077660011254
0.5901075219180538
0.5901072788453032
0.5901070371122583
0.5901067968830588
0.5901065582165603
0.5901063230434505
0.5901061262509513

0.8730429340327422
0.8730429457731109
0.8730429575105761
0.8730429692260689
0.8730429809398509
0.8730429926287046
0.8730430042940887
0.8730430159427802
0.8730430275526612
0.8730430386891964

0.2156507234175355
0.2046608670989829
0.1809813091243599
0.1680878345172961
0.1542085575293023
0.1407770042310304
0.1236540877128084
9.337415458496112e-02
6.592962996146058e-02
4.779161688970666e-03

0.590106191
0.590106192
0.590106193
0.590106194
0.590106195
0.590106196
0.590106197
0.590106198
0.590106199

0.5901062998591846
0.5901062765522729
0.5901062536187134
0.5901062305140143
0.5901062076304571
0.5901061847899054
0.5901061622256089
0.5901061400643784
0.5901061252506952

0.8730430287067820
0.8730430298712399
0.8730430310198027
0.8730430321798996
0.8730430333356302
0.8730430344893685
0.8730430356416928
0.8730430367835175
0.8730430378446176

6.211456332166160e-02
5.786467564581505e-02
5.336702120429186e-02
4.830240934087172e-02
4.589862396208849e-02
3.464453348108101e-02
2.855716645652448e-02
1.695328064073501e-02
3.435092432631228e-03

0.5901061981
0.5901061982
0.5901061983
0.5901061984
0.5901061985
0.5901061986
0.5901061987
0.5901061988

0.5901061378923063
0.5901061356539389
0.5901061334270354
0.5901061312604363
0.5901061290928760
0.5901061270293176
0.5901061249721004
0.5901061250497996

0.8730430368979111
0.8730430370157682
0.8730430371322838
0.8730430372468467
0.8730430373617293
0.8730430374719115
0.8730430375843450
0.8730430376730045

1.971327489821197e-02
1.814312979849753e-02
1.582740490592955e-02
1.112031629942542e-02
1.148693299227712e-02
6.122673913206593e-03
2.067533109298426e-03
2.350502266719815e-03

TaB. 2.1 — Estimations liées au quasi-mode construit & partir de I’Algorithme 2.26.
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nombre de points de discrétisation, n et 'indice d'une ligne de A¢, j, alors :

et —% 0 0
0 : : .
A=t o A DR-0?
: - KRS 0
0 0 —7 m+((n—1h-()?

Nous obtenons une deuxiéme valeur propre fi2app(¢o) = 3.316. La Figure 2.5 donne la deuxiéme
fonction propre et nous voyons clairement son unique zéro. De plus, nous pouvons calculer la norme
du reste pour ce vecteur propre défini aux points jh interpolé en une fonction polynomiale de
degré 2 par morceaux u,pp, & ’aide des relations (2.112) et (2.113) en remplacant ¢§ par la j-iéme
coordonnée du vecteur propre. Nous avons alors :

[[(H(¢) — N2(Capp))uapp||L2(R+) = 0.65.

Deuxieme vecteur propre
T T

L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fi1G. 2.5 — Profil de la deuxiéme fonction propre

Une deuxiéme méthode consiste a reprendre le probléme (2.103) en remplagant la premiére relation
par :
H(C)u = M?,app(CO)ua

ce qui transforme le systéme discrétisé (2.105) en :

uy = 1,
w = 1, (2.123)
ujr1 = (2+h((Gh = )% = p2(Capp)))tj —uj1, Vi =1,...,n =1,

Nous allons déterminer la valeur de g app (o) en regardant les annulations de la suite (u;) construite.
En effet, pour la premiére valeur propre, la fonction propre ne s’annule pas, pour la deuxiéme, elle
s’annule une seule fois et pour la troisiéme, elle s’annule deux fois. Il s’agit donc de déterminer
la valeur limite de p2app(Co) pour laquelle il n’y a qu’un zéro. De cette maniére, nous trouvons
également f12 app(Co) =~ 3.32.

Nous pouvons ainsi en déduire une minoration de I’écart entre les deux premiéres valeurs propres

O et pa(lo)-
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Résultat numérique 2.27.

o u3(Co) > 3.3.
o u2(Co) —©9>3.3-0.6=2.7.

Gréce aux constructions précédentes, nous déduisons :

Résultat numérique 2.28.
0.59009 < O4pp — 107° < Qg < Oapp < 0.5901063, (2.124)

0.858 < ¢(0) < 0.888. (2.125)

Démonstration : Appliquons numériquement les résultats des Théorémes 2.22 et 2.24 3 'aide des
estimations (2.122) provenant du quasi-mode construit par différences finies ainsi que I’estimation du
Reésultat numérique 2.27. L’estimation de ©¢ = 0.59010 donnée par De Gennes [88] et la majoration
de Oy que nous avons obtenue permettent d’encadrer {; en notant que +/0.5901 ~ 0.7681796 par
défaut et v/0.5901062 ~ 0.768183702 par excés. Par suite, les valeurs de référence associées au
quasi-mode construit & ’aide de la méthode des différences finies et données en (2.122) conduisent
aux estimations de Capp — Cos Eapps Eapp €t Eapp Suivantes :

|Gapp — G0l < 51075,
0<éeapp < 2.071073
0<éapp < 2.081073
0<éupp < 2.091073.

Ces majorations et la relation (2.59) permettent de déterminer cing décimales de Oy :
0.59009 < O4pp — 1075 < O < Oupp < 0.5901063, (2.126)
en adéquation avec les résultats de [88]. Les relations (2.60) et (2.61) donnent les majorations :

21073,

||¢ — dappllr2r+) 2.
5.08 1072.

<
H¢I - ¢Iapp||L2(R+) <

Utilisons 'estimation de ¢(0) — ¢app(0) du Théoréme 2.24, alors :

0.858 < ¢(0) < 0.888. (2.127)



Chapitre 3

Spectre essentiel

3.1 Propriétés élémentaires de opérateur de Schrodinger

3.1.1 Stabilité du spectre

Commencons par rappeler quelques propriétés usuelles de stabilité du spectre de Py, 4 o défini
en (1.9).
Proposition 3.1 (Changement de jauge). Soit ¢ € H?(Q). Alors, les opérateurs P, 40 et
Py, pyvep0 sont unitairement équivalents et ont ainsi le méme spectre. De plus, u est un vecteur

. . 42
propre pour Py g0 si et seulement si e'hu est un vecteur propre pour Ph sivg o et les valeurs
propres associées sont identiques.

Démonstration : Soit ¢ € H%(Q). Définissons la transformation unitaire U de DV (P, _4.q) & valeurs
dans DN (Py a1ven) qui & u € DN (P, 40) associe la fonction v € DN (P, 41ven) définie par

v = e'nu. Ainsi, UP, 40 = Ph,a4+ve,oU et les deux opérateurs sont unitairement équivalents. [

Proposition 3.2 (Contribution des sous-domaines). Soit 2 un ouvert simplement conneze de

N
R?. Alors pour tous ouwverts disjoints Q1,...,Qn tels que Q = U Q, nous avons :
k=1
inf(u(Q), ., 1)) < (9. (3.1)

Démonstration : Effectuons une récurrence et commencons par traiter le cas de deux ouverts.
Raisonnons par I’absurde : supposons que (1) > u(€) et u(Q2) > pu(Q2).
Considérons un réel € > 0 tel que :

e+ u(Q) <inf(u(), u(Q2)). (3.2)

Par application du Principe du min-max 2.2 et définition de la borne inférieure, il existe une fonction
normalisée u € H(Q2) telle que :

W@ < [ IV.aul do < @)+ 5. (3.3)
Q
Si / |u|?dz = 0 alors u est nulle presque partout sur Oy, donc :
1971
/ |V 4ul? dz /|vAu|2 dzx
() < =2 = =4 = u(9). (34)

/ lul? de / lul? da
Qs Q
41
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Ceci est en contradiction avec ’hypothése initiale.

Comme les roles joués par 2 et Qo sont symétriques, nous supposons désormais / |u|2d:c et
Q1

/ |u|2dx strictement positives. Par application du principe du min-max, nous avons :
Qo

[ Vailds > p() [ juPde > @ +e) [ fuPds,
Ql Ql Ql
ot / Vaul do > M(QQ)/ u2de > (u(Q)+e)/ luf2dz.
Qo Qo Qo
Ajoutons ces deux relations :
/ |V qul?dz > (u(Q) + 6)/ lu|?dz = p(Q) + . (3.5)
Q Q

Ceci est en contradiction avec le choix de € et u de la relation (3.3).
Supposons 'inégalité (3.1) démontrée pour N sous-domaines (N > 2). Donnons-nous N + 1 sous-

N+1
domaines disjoints de € tels que Q = U Q. Par hypothése de récurrence, nous avons :
k=1
nf((Q), ., (1), it (B U Do) < (). (3.6)

En outre, inf(u(Qn), p(Qn+1)) < p(int(Qxy U Qn41)), ce qui nous fournit le résultat attendu. O
Regardons maintenant 1’effet de la dilatation d'un domaine.

Remarque 3.3 (Domaines invariants par dilatation). Pour des domaines § invariants par
dilatation, le spectre de l'opérateur P, 4 avec A un potentiel magnétique a champ constant stric-
tement positif B, se déduit de celui de Py 4,0 par multiplication par hB.

Démonstration : Considérons v une fonction du domaine de 'opérateur DV (P 4, o) et associons a
v la fonction u de DN (P, 4.0) définie pour tout = € Q par u(z) = v (\/%w) . Le changement de

variables y: = %m conduit & :

(hV—z’B( _";21 )>2u(w) Y] (V—i( _y;l ))21)(3/).

Ainsi, connaissant le spectre de Py 4, o, nous déduisons celui de P}, p 4., en multipliant par hB. O
Intéressons-nous a l'effet de quelques transformations du domaine sur le bas du spectre.

Proposition 3.4 (Translation). La réalisation de Neumann de 'opérateur de Schrodinger pour
un champ magnétique constant, sur un domaine € est unitairement équivalent & celle obtenue sur le
domaine $; déduit de €2 par translation de vecteur t. De plus, u est un vecteur propre pour Pp p4,0

. . 4B .,
si et seulement si e'2n "\ u(.—1t) est un vecteur propre pour Py, Bay,0, et les valeurs propres associées
sont identiques.

Démonstration : Translatons  d’un vecteur ¢t = (¢1,%2), nous obtenons le domaine ; :
Qu={yeR’|y—tecQ}
Définissons une transformation unitaire Uy sur L?(Q) & valeurs dans L?($;) par :

Vu € L2(Q),Vy € Q, (Uyu)(y) = e'3Y™M u(y —1). (3.7)



3.1 Propriétés élémentaires de ’opérateur de Schrédinger 43

Alors, il est facile de voir que pour toutes fonctions u € C§° Q) :
Py, Ay 0, (Uru) = UrPy B Ay 0U- (3-8)

Donc les opérateurs Pj, pa,,0 et Pp BAy,0, sont unitairement équivalents. O

Proposition 3.5 (Rotation). Le bas du spectre de la réalisation de Neumann de l’opérateur de
Schrodinger a champ magnétique constant, sur un domaine Q reste inchangé si nous effectuons une
rotation sur le domaine ). Les vecteurs propres se déduisent par changement de variables.

Démonstration : Par changement de jauge, nous pouvons choisir le potentiel A = B.Ay. Considérons
u € HY () et notons u; la fonction u exprimée en coordonnées polaires. Remarquons que :

B 2
(h8¢ +z‘7”) uy

Considérons une rotation d’angle o du domaine Q : Q,: = {(p,0) € R?| (p,8 — a) € Q}. Effectuons
le changement de variables : # = ¢ + «. Définissons la fonction v; sur 2, en coordonnées polaires
par v1(p,0) = ui(p,0 — a). Notons v la fonction v; exprimée en coordonnées cartésiennes, alors

2

. 1
|(hV —iA)u> = |hapu1|2+ﬁ (3.9)

[ullz2() = [|v]|z2(@,) €t gn,a,0(u) = gn,a,0(v). Par application du Principe du min-max 2.2, le bas
du spectre de la réalisation de Neumann reste inchangé en effectuant une rotation sur le domaine €.
En étant un peu plus précis, nous montrons que les opérateurs P, 4.0 et P 40, sont unitairement
équivalents. O

Proposition 3.6 (Symétrie). Considérons un domaine Q invariant par la symétrie T d’aze D
d’équation sinfz; — cos0zo = 0. Si la réalisation de Neumann de l'opérateur P, g4, o admet une
plus petite valeur propre, alors il existe un vecteur propre u tel que :

Ve € Q, u(z) = u(Tx). (3.10)

Démonstration : Définissons les matrices Ay telle que Ag(z) = Ag z et M de la symétrie T :

AOZ(_O% ) M:(cos(ze) sin(26) ) (3.11)

sin(260) — cos(26)
Alors tout point z € Q a pour image le point Mx par la symétrie T. Remarquons aussi que
M Ay M = — Ay, ce qui implique que M Ay(T(z)) = Ao(z). Définissons la transformation antili-

O N

néaire et unitaire U sur L2(Q) par :
Vz € Q, Usu(z) = u(T(z)). (3.12)

Le changement de variables y = Mz conduit a :

(hVz —iBAy(z))(Usu(z)) = (hVg+iBAo(z))(u(y))
= M(hV, — iBAy(v))(u(y)). (3.13)

Par conséquent, en utilisant le fait que la matrice M? est I’identité, nous avons :

UsPh,BAy 2 = Ph,BAy0Us- (3.14)
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Mais si 'opérateur admet une plus petite valeur propre 1 et que u est un vecteur propre normalisé
associé, alors Usu est également un vecteur propre pour la valeur propre p1. Décomposons la fonction
u sous la forme u; + tug avec :

_utUu o, = WUt —u) (3.15)

U1 2 2

Alors, Usuy = u1 et Usug = ug, par conséquent 1'un des deux vecteurs au moins est non nul et est
un vecteur propre Us-invariant pour la valeur propre u. O

Remarque 3.7. Plagons-nous dans un cadre plus général. Considérons un domaine ) invariant
par la symétrie T d’aze sinf(z1 — 29) — cosO(z2 — 29) = 0, ainsi qu’un potentiel magnétique A a
champ constant B. Supposons que la réalisation de Neumann de l'opérateur Py, 4o admet une plus
petite valeur propre et considérons une fonction réguliere ¢ telle que A+ Vo = BAy, alors nous
pouvons trouver un vecteur propre u tel que :

V€ Q, u(z) = e~ o (@-T(@)Az? ei(‘p(w"'wo)_¢(T(w)+zo))u(Tx). (3.16)

Remarque 3.8. Nous allons utiliser cette propriété de symétrie a la Proposition 4.1 pour montrer
que le bas du spectre de la réalisation de Neumann de l'opérateur de Schriodinger sur des secteurs
angulaires d’angles 5 est une valeur propre, ayant des informations sur le spectre pour le secteur
angulaire d’angle «.

3.1.2 Remarques de localisation

Pour justifier le comportement d’un vecteur propre, nous allons localiser 1’état fondamental, soit
4 ’aide d’une fonction de troncature, soit en la multipliant par une exponentielle. Rappelons deux
lemmes concernant cet effet localisant.

Lemme 3.9. Soit u € DN(P]-L’A’Q) et ¢ une fonction uniformément lipschitzienne sur ), alors :
9.8 s @
Re ( € Vi Py 4 qu,u = anaq(eviu) = bl [Vo| evhul[1s g (3.17)
L2(Q)

Démonstration : Soit u € DN(P, 40) et ¢ une fonction uniformément lipschitzienne sur €2, alors
une intégration par parties permet d’écrire :

'y 26
Re <Ph,A,Qu,62\/ﬁu> Re <(@V — A) U, (EV — .A) e~2/5u>
L2(Q) ¢ ¢ L2(Q)

<<QV—A) e%u, (gV—.A) qu%u> —hH |V¢\e%u
! ! L2()

2

2

L)

K- -2
ah,AQ (e\/ﬁu> —hH V| eviu

L2(9)

Lemme 3.10. Soit x € C$°(Q), alors pour tout u € H}L’A(Q) :

) h
dnante) = [ WIS = Al o+ 5 [ VPl do+ 2 [ [9xPVf de (319
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De plus, si u € DN (P 40), alors :
ahaalc) = Re (P aau, ) ooy + 121 1900l Bagey. (3.19)

Soit (x;) une partition réelle quadratique localement finie de l'unité de R?, alors :

Vu € Hy 40(2), gn.a(u ZQhA (xjw) = B> Y llu (V5] 1720 (3.20)
J

Démonstration : Remarquons que :

[(hV —iA) (xuw)|? = |x(hV —id)u + huVx/|?
= |x]*|(hV —iA)u|> + 2h Re x(hV — iA)uVxa@ + h?|Vx|?|u|?

_ h
IXI*|(hV = iA)ul” + SV x|V ]uf? + b Vx| |ul”.

ra
Pour justifier (3.19), il suffit de reprendre la démonstration du Lemme 3.9 en remplagant evx par
X, de choisir x = x; et de sommer pour tous les indices j :

ZQhA Xju) / Ix;|? |hVu —iAul? dz + Z/ B2 |ul? |Vx;|* dz + 7 / ZV|X7| V|ul? d.

(3.21)
Mais x; est réelle et Z Vx;|* = VZ Ixj|2 = 0, le dernier terme de (3.21) est donc nul. O
J J

3.2 Généralisation du Lemme de Persson

Nous souhaitons obtenir des renseignements sur le bas du spectre de ’opérateur de Schrédinger
avec potentiels magnétique A régulier et un potentiel V' semi-borné inférieurement et infiniment
dérivable dans un domaine non borné et plus précisément dans les domaines & coin. Quitte a rem-
placer V' par V + cst, nous supposerons V' > 1 sur le domaine ().

Etudions la réalisation de Neumann de —A 4+ V a partir de C§°(Q2). La forme associée & —V4 +V
est semi-bornée inférieurement et symétrique, le domaine de forme est H,lct,V(Q) ou :

Hyy(Q):= {u € L*(Q)| |Vau| € L*(Q),VVu € L*(Q)}.

La forme sesquilinéaire associée a 'opérateur —A 4 + V permet de définir une norme sur H}‘LV(Q)
par :
1 2 2 2
Vu € HYyy (@), [ullly | q) = IVullZsq) + IV aulago (3.22)

Notant H% (Q2):= {u € H} ()| |Vaul®> € L*(Q),vVVu € L*(Q)}, lopérateur —Ay + V est
défini sur DN (=A 4+ V):= {u € H ,(Q)| v- V. 4u), = 0}. Le bas du spectre de —A 4+ V est noté
p1(—A4 + V) ; son expression est donnée par le principe du min-max rappelé au Théoréme 2.2.
Nous allons présenter un résultat donnant une expression du bas du spectre essentiel, basé sur les
travaux de [85, 1, 57].

Nous notons C§° (2NCES;) les restrictions & Q de fonctions infiniment dérivables & support compact
hors de la boule S, N Q, avec S, = B(0,r) la boule de rayon r.
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Théoréme 3.11. Soit Q un domaine non borné de R% & bord lipschitzien. Alors le bas du spectre
essentiel de la réalisation de Neumann de l'opérateur de Schridinger —A 4+ V' est donné par :

infoess(—A4+V)=2(-Aq+V), (3.23)
ot
(A +V) = Llr+n S(—=Aq+V,r), (3.24)
| (Vadt@)? +Vi@)g(o)?) da
et D(—A4+V,r) := inf 2 (3.25)
$€CE°(QNES,),¢£0 / 16(2)|? do
Q

Corollaire 3.12. Sous les hypothéses du Théoréme 3.11, le bas du spectre essentiel s’exprime :

infoess(—Aq+V) = sup inf
K2 |81 L200)=L670

{[ (w24 vior) an s e cr@neo} |

la borne supérieure étant prise sur tous les compacts K inclus dans R2.

Remarque 3.13. La fonction r — X(—A4 + V,r) est croissante sur R et admet une limite notée
Y(—-A4+ V) dans 0, +o0].

Démonstration : Pour justifier la croissance de la fonction 7 — X(—A 4+ V,7), il suffit de prolonger
une fonction ¢ € C§°(QNLS,) par 0 sur QN CS. oit v’ < r.

Distinguons maintenant deux cas selon que X(—A 4 + V,.) est bornée ou non :

— Si la fonction r — X(—A4 + V,r) est bornée, alors elle admet un plus petit majorant noté M.
Comme X(—A4 + V,7) est positive, M 'est aussi. Donnons-nous € > 0, alors, par définition de M,
il existe R € RT tel que M —e < %(—A4 + V, R). Mais la fonction %(—A 4 + V,.) est croissante
donc pour tout r > R :

M —e<S(~As+V,R) < S(=A4+V,r) < M, (3.26)

ce qui signifie en particulier que X(—A 4 + V,r) converge vers M quand r tend vers +oo0.
— Si Z(—A4+V,.) n’est pas bornée, alors elle tend vers l'infini.
Donc la limite de £(—A 4 + V,7), quand r — +o00, existe (dans ]0, +0o0]). O

Commencons par citer un lemme relatif aux suites de Weyl qui permettent de caractériser les
éléments du spectre essentiel.

Lemme 3.14. Soit (u,) une suite de Weyl pour lopérateur —A 4 + V', alors pour tout borné K de
Q, la suite (u,) converge fortement vers 0 dans L*(K).

Démonstration : Soit (uy) une suite de Weyl, elle est donc dans DV (—A4 + V) et vérifie :

L flun|lr2@) = 1,

2. up =0,

3. [(=Aa+ V)un — Aug||r2(q) — 0.
Montrons alors que pour tout domaine borné K C 2, la suite u, converge fortement vers 0 dans
L?(K). Donnons-nous un domaine borné K C (2, alors il existe un réel r > 0 tel que K soit contenu
dans le disque S, de rayon r de €, ce qui implique [, lug|? dz < fST |un|? dz : il suffit ainsi de
montrer que u, converge vers 0 dans L2(S,) pour tout r > 0.
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Selon I'hypothese (3) relative a la suite up, pour n assez grand, |[(—=A4 + V)up — Aup||2(q) < 1.
De plus, la suite uy,, est normalisée, comme (1) le rappelle, donc :

(FAA+Vug,up) =X = (A4 + V)up — Mun,un) < [[(=A4 + V)un — Aun||r2(q)
par inégalité de Cauchy-Schwarz. Il existe donc un entier Ny tel que pour tout n > Ny,
(A4 + V)up,up) —A < 1. (3.27)

Or u, € DN(—A4 + V), donc par l'intégration par parties :
(~Ba+ V)t t) = [V sl + [ Vial? da
L’inégalité (3.27) permet de déduire :
19t oyl ey < A+2 = [ Vlual? do < A2 (3.28)
Donc en particulier, pour tout r > 0,

||VA“nH%2(QmST) + ||un||%2(nnsr) <SA+2 (3.29)

Mais le domaine S, est borné donc les normes associées aux espaces H'(2 N S,) et H.,lat,V(Q nSsy)
sont équivalentes car le potentiel magnétique A et le potentiel V sont bornés sur ce domaine borné
Q2N S, donc il existe une constante C' indépendante de n telle que H“nufql(nmsr) < C(A+2). Or
SN est un ouvert borné de R? & bord lipschitzien donc l'injection de Hi‘,V(QﬂST) dans L2(QNS,)
est compacte, alors il existe une sous-suite u, de u, qui converge fortement dans L?(Q2N S,). Mais
d’apres la condition (2) sur la suite de Weyl, la sous-suite u,, converge en outre faiblement vers 0.
Par conséquence, u, converge vers 0 dans L2(2N S,).

Montrons que la suite u,, toute entiére tend vers 0 dans L%(£2N S,) en raisonnant par I’absurde. En
effet, si ce n’était pas le cas, il existerait ¢ > 0 et une sous-suite ug(, f telle que |[ugm)l|z2(ans,) = €-
Mais comme ug(,) est une sous-suite de up, elle est bornée dans H (2N S;) et par injection com-
pacte, elle admet une sous-suite convergeant dans L#(2NS,.) et par convergence faible vers 0, cette
limite est nécessairement 0, ce qui contredit le fait que sa norme dans L2(2 N S,) est minorée par
e > 0. Ainsi, pour tout domaine borné K C Q, u,, converge vers 0 dans L?(K). O

Démonstration du Théoréme 3.11 : Premiére inégalité : X(—A 4+ V) < infoess(—Ag + V).

Soit A € Gess(—A4 + V), montrons que pour tout 7 > 0, B(—Ay + V,r) < X en utilisant le
Lemme 3.14. Soient p > r > 0 deux réels. Considérons une suite de Weyl associée a ’élément A du
spectre essentiel et localisons cette suite en dehors d’une boule S, N Q2 & V'aide d’une fonction de
troncature x € C*°(,[0,1]) telle qu’il existe une constante C' vérifiant :

x(z) = 1 sur QnCS,,
x(z) = 0 sur QNS,, (3.30)
Vx| < C sur Q.

Ecrivant :
VA(Xun) = xVaun +u,Vy, (3-31)

nous déduisons, par hypothése sur x, que xu, € H}ct,V(Q) et supp(xu,) € QN CS,. Montrons que
||VA(Xun)||%2(Q) + [o Vixun|? dz < AHXU’RH%Q(Q) + o(1). Donnons-nous un ¢ €]0, 1[. Par inégalité
triangulaire et grace a la relation (3.31), nous avons :

||VA(XUn)HL2(Q) < ||XVAUn||L2(Q) + ||un| Vx| HL2(Q)- (3.32)
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Comme X est constante sur Q \ S,, son gradient y est nul, donc :
[ @@l = [ ju@PIVx@Pde < [ ju@Pds. (339
Q S, S,
Le Lemme 3.14 montre que w, converge vers 0 dans LQ(Sp), il existe ainsi Ny tel que pour n > Ny,
€ )
/S |un|? dz < 202" Il reste & majorer /Q IxI? IV aun|? + Vug|?) dz par /Q (IV Aun|?® + V|up|?) dz
P
et d’utiliser les propriétés (3) et (1) de la suite uy, : il existe un Ny > Ny tel que pour tout n > Ny,
IV a(un)| 22 +/ Vi0up|? de < X + —. Par conséquence, pour n > Ny :

V)o@ + [ Vil do < A+e. (330

Comme nous 'avons vu au Lemme 3.14, u,, converge vers 0 dans L2(K) pour tout domaine borné
K C Q mais u, est de norme 1 dans L%(Q), alors |[Xtn||L2() converge vers 1 donc il existe No > Ny

tel que pour tout n > Ny, nous majorons par 1+ . Reprenons (3.34), alors il existe une

H nHLZ(Q)
constante C indépendante de ¢ telle que pour n > Ny :

IV 4002 0 / Vixun|? de

<A+ Ce. (3.35)
||Xun||L2(Q)

L’application du Principe du min-max 2.2 et la définition de 3(—A 4 + V,r) conduisent & :
S(-A4+V,r) < A+ Ce. (3.36)

Choisissons ¢ arbitrairement petit, alors X(—A4 + V,r) < A. Il suffit enfin de prendre la limite
quand 7 — +oo et de passer & la borne inférieure sur les éléments A du spectre essentiel. O

Démonstration : Deuxiéme inégalité : inf oess(—A4+ V) < B(-Aq+ V).

Soit p < inf oess(—A4+V). Montrons que pour tout € > 0, il existe R > 0 tel que (—A4+V, R;) >
p— O(e).

Notons a la forme sesquilinéaire associée a 'opérateur —A 4 + V.

Soit B} 4 le projecteur spectral. Le choix de u permet d’éviter le spectre essentiel, donc il existe
un systéme orthonormal fini de vecteurs propres tel que :

Bl_coy = D _ (- Xi) Xi- (3.37)

i

Comme |Ey_oo x|*(2) = 32; 1 06 xa) PIxi(@)1? < |Ixl[72(q) 2; Ixi()[? pour tout = € Q et que la
somme est finie, alors pour tout € > 0, il existe R, tel que :

e E@, [ 1B P (e)ds < el (3.39)

|z|>Re
Appliquons la majoration (3.38) aux fonctions x € C°(Q N CSg.), il vient :
IEm)XIIZ2 () < ellxllzz g (3.39)
En utilisant les propriétés des projecteurs spectraux, alors pour tout x € C§° (NCSg,) :

a(x, x) = a(E(p)x, E(u)x) + a((I — E(p))x, I — E(p))x)- (3.40)
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Or, la forme a(E(u)x, E(u1)x) est positive et application du principe du min-max et la définition
de E(p), permet de minorer a((I — E(u))x, (I — E(u))x) par u||(I — E(u))x||? , donc, pour toute
fonction x € C°(Q2NCSR,) :

a(x;x) 2 pll(T = E(u)x[*- (3.41)

Comparons ||(I — E(p))xH%z(Q) et ||XH%2(Q)' Nous savons que :
1T = B(w)xI[720) = lIxI22(0) = IEm)XIIZ2(q),

donc en utilisant la relation (3.39), nous minorons ||(I—E(u))x|\%2(ﬂ) par (1—¢)]|x|[%. ()~ Utilisons

cette minoration avec la relation (3.41), alors pour toute fonction x € C$*(2NCSg,) :

M > u(l —e). (3.42)
||XHL2(Q)
La définition de £(—A4 + V, R.) donne :
S(—A4+V)>E(-Aa+V,R:) > pu(1 —¢). (3.43)

Prenons la limite quand € — 0, alors X(—A 4+V') > u. Puis faisons tendre y vers inf ge5s(—A4+V),
alors :

2(_A.A + V) > inerss(_AA + V)

3.3 Bas du spectre essentiel pour un secteur angulaire de R?

Proposition 3.15. Le bas du spectre essentiel de l'opérateur Py, q,, pour a €]0,27], vaut O,
défini a la Proposition 2.12 :
inf oess (Pag,0,) = O0 = p(m). (3.44)

Démonstration : La démonstration se base sur le Théoréme 3.11 et une partition de 'unité qui
rameénera ’étude du spectre essentiel & celle des opérateurs modéles définis sur R? et R x RT. Nous
allons montrer que la suite X(Py,,q,,7) converge vers O quand r tend vers 'infini en deux étapes :
— Nous allons construire une partition de I'unité qui coupe le secteur angulaire €2, d’angle o en
trois secteurs et étudier la forme sesquilinéaire sur chacun de ces secteurs. Par application du
principe du min-max, nous montrerons ainsi que X(P4,.0,,7) est supérieur & @y & un terme

en %2 pres.

V4,212,
— 0 L%(%a) <Oy +e.

— Nous construirons ensuite une fonction ¢ € C§°(Q, N CS;) telle que ol
L2(Qq)

Commencons par établir la minoration.
Considérons une fonction x définie sur R & valeurs dans [0, 1], infiniment dérivable telle que :

X(p) = 0 sip<O,
{§(Z) =1 siZZl. (3.45)

La multiplication d’une fonction donnée par une dilatée de x¥ donne une nouvelle fonction & support
en dehors d’'un disque et localise ainsi au voisinage de l'infini.
Construisons une partition de I’angle. Soient (x;);j=1,2,3 € C§° ([—%, %] ,[0,1]) telles que :

Suppf(j C []%3,%] 3 .7 = 1a2a3a

3
o 11 (3.46)
]Z::lxj(o)_L vae[ >3-
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Définissons les fonctions de troncature en coordonnées polaires :

a o - . [0 .
Vio.0) €& x -5, gm0 =2 (2) % (2) . i =12 (3.47)

ainsi que les fonctions associées en coordonnées cartésiennes. Pour tout (z1,x2) € Q4 de coordonnées
polaires (p, ) :

Xpo(m,ma) = X, 0). (3.48)

2
. . ||VA0¢||L2(QQ) S1.
Rappelons que nous souhaitons estimer _in —————5—— . Considérons donc, ¢, une
$eCe (@ants,) o0 [19l72(q,)

fonction non nulle de C§°(Q2, N CS;). La construction des fonctions ¥ et ; montre que :

(3.49)
De plus, d’aprés le Lemme 3.10 :

V4081720, = ZHVAO “O)Iz2(0a) Zl\fﬁvx *II22 () (3.50)

Evaluons chaque terme de (3.50). Pour cela, nous estimons fQ |o( )|2|er’a( )|? dz, pour j =

1, 2, 3. Le changement de variables montre, d’aprés 1’expression (3.47) de XT »a;pol , que :

1
VX (@ m)P = 10 0,0 + 5100 (0,0
_1~,,0A.921~pA,92
= 2 (H)n (a) 2 2 (2) % (4 (3:51)

Considérons les estimations provenant des hypothéses (3.45) et (3.46) sur les fonctions x et x;, il
existe une constante Cy > 0 indépendante de « et de j telle que :

C
V(z1,22) € Qa, [VX}(21,22)]> < a27(32' (3.52)
Cette estimation permet d’évaluer le second terme de (3.50) :
c 2
} 69 < 5s [ @) da (3.53)
a°r Qo

Reportant cette estimation dans (3.50), nous obtenons une minoration de ||V 4,¢|[%, (Qn) DT :

3
c
IV aobl72(0) > Z V.40 7 )72 (00) = 2,3 1911720 (3.54)
Nous allons maintenant minorer les termes ||V 4, (X “9)| |2 12(0.) Pour j =1, 2, 3. La construction des

fonctions X] “ permet de prolonger les fonctions X] “¢ et se référer aux modeéles sur R? et R x RY.
Définissons la fonction x]¢ sur le demi-plan Pi:= {z € R?|zy > —tan $ z1} en la prolongeant
par 0 en dehors du support de x7%¢. Alors x7%¢ € C§°(P1) et par rotation d’angle §, nous nous
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ramenons au demi-plan R x RT et par application du principe du min-max, nous aboutissons & la
minoration :

IVa O T2y VAT D2,
||X ¢||L2Qa ||X ¢||L2P1)

Va3
> inf V4 QHL”RXR*) = Oy. (3.55)
veor®xEN)p£0  |[Yl72 @)

De méme, nous prolongeons la fonction x5%¢ par zéro au demi-plan Pa:= {(z1,22) € R?| 3o <

tan § x1}. Par rotation d’angle 7 — &, nous nous rameénons au demi-plan R x RT et donc :
Va0 T2y VA E D 2py)
|| ¢||L2 () ||X ¢||L2 (P2)

IV, 117
> inf L EED _ @y, (3.56)
PeCF® (RXRT),p#£0 ||¢HL2(]R><R+)

Quant a la fonction x5”¢, nous la définissons sur R? en la prolongeant par zéro en dehors de €.
Comme précédemment, nous déduisons du principe du min-max :

V.40 065 “ D) 1720, V.40 (65 D)1 72 ey

||X ¢||L2 () a ||X ¢||L2 (R2)

V.92
¢€08°(R2)ﬂ/)#0 H¢||L2(R2)

Regroupons les relations (3.55), (3.56) et (3.57), il vient :

ZHVAO D72y = OollxXT*bll72(0,) + 1IX5"8l72(00) + OollX5 ¢l 720,
3
> 00 [ YohgeF o do
2 i
> Ool[l[72(0,)- (3.58)

3
Nous avons utilisé le fait que ©g < 1 et Z |X§’0‘|2 = 1. Injectons (3.58) dans (3.54), alors :
i=1

V€ CREAS), 620, Nadltuny = (60 o5) 0By (559)

Nous obtenons ainsi une minoration de ¥(Pg,.0,,7) :

V0917
5(Pag,asT) = inf Va0l [z2(00) > 0 — c

$ECE (Qa\Sr),0#0 H¢||i2(9a)

o (3.60)

Par définition de 3(Py, 0, ), nous passons a la limite dans (3.60) et par application le Théoréme 3.11,
il vient :
info'ess(PAg,Qa) = E(PAO,QQ) > Op. (3.61)
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Justifions I'inégalité inverse. Donnons-nous un € > 0 et 7 > 0. Montrons que X(P4,.0,,7) < Op +¢.
11 suffira ensuite de faire tendre 7 vers l'infini et d’appliquer le Théoréme 3.11.

Par application du principe du min-max pour 'opérateur Py, o, sur le demi-plan R x R, il existe
une fonction 1 € C§°(R x RT) telle que :

[V 4091 ‘%2(R><R+)

0 < <6 +e. (3.62)

H¢1 | |%2(R><R+)

Comme 1) est & support compact, il existe une boule B(ag,r9) N R x R* en dehors de laquelle 1
est nulle. Mais les Propositions 3.4 et 3.5 montrent que si 9; € H¢140 (R x RT) et si la fonction 1
est définie & partir de la fonction 91 sur Q4 N CS, par translation et rotation, alors les quotients de
Rayleigh sont identiques :

HVAO’le%?(Rx]R"F) _ HVAOTPH%Q(QQ)

[ |7 P (3.6
ce qui conduit a I’encadrement :
E(Pag,0q,7) < Va0 <O +e. (3.64)
’ 91z )
Passons & la limite quand r — 400 :
inf Oess (Pag,0n) = 2(Pag,0.) < Og+e.
Comime cette majoration est valable pour tout € > 0, donc :
inf 0ess (Pay,0.) < Op. (3.65)
Rappelons-nous de (3.61), nous achevons alors la démonstration de la Proposition 3.15. O

Corollaire 3.16. Soit Q) un ouvert connexe non borné dont le bord se décompose en trois compo-
santes I'1, T'y et T's tels que :
— I'y est borné et lipschitzien,
— I'y et '3 sont deur demi-droites non paralléles et non sécantes.
Alors
inf oess (Pagy,0) = Oo. (3.66)

Démonstration : La démonstration se base comme précédemment sur une partition de 'unité et le
Théoréme 3.11. En effet, nous choisissons une partition de 1'unité telle que le support de chaque
fonction soit inclus dans €2 ou qui rencontre le bord en un point anguleux au maximum. Nous
nous référons ainsi aux modéles R? et, par difféomorphisme, aux secteurs angulaires étudiés a la
proposition précédente. Donc :

inf oess (Pay,0) = Oo.



Chapitre 4

Majorations du bas du spectre pour les
secteurs angulaires

4.1 Remarque relative aux demi-secteurs

Nous allons utiliser la Proposition 3.6 pour montrer que le bas du spectre est atteint pour certains
domaines particuliers.

Remarque 4.1. Soit Q4 un secteur angulaire d’angle a pour lequel p(a) < Og, alors pour tout
ke N u (%) est une valeur propre strictement inférieure & ©¢, pour tout entier k positif.

Démonstration : Nous avons vu a la Proposition 3.15 que le bas du spectre essentiel pour un secteur
angulaire valait ©g. Donc si pu(a) < O, pu(a) est une valeur propre. D’aprés le Principe du min-
max 2.2, il existe u € H4(,) telle que :

ula) = el (@)
||U’HL2(QQ)

Appliquons la Proposition 3.6, choisissons un vecteur propre u tel que u(zi,z2) = u(r1, —2) et
calculons gq,, (u) sur un demi-secteur. Notons QF: = {z € Q4| z2 > 0}, alors :

220,y =2 / il de,  go, (u) = 2 / Vgl do.
of of
Ceci implique :
go+(u)
pla) = W (4.2)
UGS

Par application du principe du min-max et de la Proposition 4.2, il vient :

o+ \U 1o
Qg( ) > (5) (4.3)
| |’U/| |L2 (Q&f—)
Nous pouvons ainsi majorer (%) par u(a). Mais, d’aprés la Proposition 3.15, nous savons que le
bas du spectre essentiel pour le domaine Q% est Og et p(a) < O, donc a fortiori, u (%) < 0q.
Si nous avons montré que u (%) < Oy, il suffit de reprendre ce que nous venons de faire en rempla-
cant « par o et le résultat est démontré pour 5. O

53
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Corollaire 4.2. Pour tout entier k > 0, le bas du spectre de la réalisation de Neumann de l’opérateur
de Schridinger pour un champ magnétique d’intensité 1, sur un secteur angulaire d’angle or, est
une valeur propre.

Démonstration : Jadallah [68, 69] a construit! une fonction u telle que Hull(ii = 0.57723, donc
L2(Q, /2)

par application du principe du min-max, p (%) < 0.57723. Mais ©¢ =~ 0.59, donc u (%) est une

valeur propre et y (%) < Og. Il reste & appliquer la Proposition 4.1. O

4.2 Secteurs d’angle %, p € N

Nous pouvons donner un résultat plus général en utilisant l'invariance du bas du spectre par
rotation du domaine et comportement du bas du spectre vis-a-vis des sous-domaines :

Remarque 4.3. Vp € N*, (%) < pla).

Démonstration : Partageons le secteur angulaire en p sous secteurs d’angle %, Ui,...,Up. La Pro-
position 3.2 donne la majoration suivante :
inf(u(U1), - .-, w(Up)) < 1(€a)- (4.4)

La Proposition 3.5 précise que le spectre est inchangé par rotation sur le domaine, donc :

W0 = .= () = u (2. (45)

Reportons dans (4.4), nous avons ainsi la majoration de p (%) par p(a). O

Remarque 4.4. Nous en déduisons immédiatement que le bas du spectre est une valeur propre pour
les secteurs d’angle % pour tout entier p > 0.

4.3 Majoration de p(a) au voisinage de 7

Nous allons reprendre l'idée de Pan [83] pour établir une majoration du bas du spectre, u(a), de
la réalisation de Neumann de l'opérateur de Schrédinger & champ magnétique constant d’intensité
1 sur les secteurs angulaires d’angle « proche de 7. Pan a développé cette idée pour le quart de
plan. Cette idée consiste & construire un quasi-mode dont le quotient de Rayleigh vaut exactement
©p mais cette fonction ne vérifie pas les conditions de Neumann au bord, ce qui permet d’affirmer

que le bas du spectre est strictement inférieur a Oy.
Proposition 4.5. Utilisant les notations précédentes (notamment du Chapitre 2), nous avons :

(CH cos o

4
pe) < sina 4sina(¢(0)) ’ (4.6)
(a) < % — m(qs (0))4 + COos & (/Oo(t _ C )|¢ (t)|2 dt>2 (4 7)
H = sina  4sina PP sina \J, app)|Papp . .

11 est difficile de savoir en quel sens la précision du calcul y a été contrélée.
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Démonstration : Les coordonnées polaires associées a ce secteur €2, vérifient :

{ 1 pcosf
_ inf y P
Ty = psin

a «
elo, ,ee]——,—[ 48
0,00l 0€]-5, 5 (48)
Nous allons construire un quasi-mode u dont le quotient de Rayleigh vaut exactement les majorants
des expressions (4.6) ou (4.7). Considérons la fonction u définie sur €, par :

u(p,8) = e 1Psind g (Tpsin (% + 0)) é (Tpsin (% — 0)) , (4.9)

ou v et 7 sont des réels strictement positifs & déterminer. Nous choisirons pour la fonction ¢~S soit
la fonction propre normalisée associée a la valeur propre ©¢ pour lopérateur H({y) pour justifier
la relation (4.6), soit la fonction ¢,pp construite & la Section 2.7 pour établir la relation (4.7).
Remarquons que la fonction u vérifie la symétrie u(p, —0) = u(p, 8) observée précédemment lors de
la Proposition 3.6.

Effectuons un changement de variables pour ramener le secteur a un quart de plan :

{yl = 7Tpsin(§+0) = 7p(sin§cosd+cos§sinf) = 7 (sin Gz +cos ) (4.10)

Yo = Tpsin (% — 0) = TP (sin § cosf — cos 5 sin@) = 7 (sin §x1 — cos %) :
Ainsi (y1,72) € Q:= (RT)? si et seulement si (z1,72) € Q4 et le changement de variables s’écrit :

in & a
(2)=e(3 =5, ) (=) )
Yo sin 5 cos 5 T9

Le déterminant de ce changement de variables vaut —7sin« et 'expression de la fonction u dans
les nouvelles coordonnées est :

_ . Y Y
n.12) = exp (=i = 2) ) ). (4.12)
Afin de calculer g, (u), nous allons évaluer 0z, u, Og,u, Tou et z1u.
. oY1 0ya e
O u(z1,22) = aylu(ylayZ)a + 8y2u(y17y2)6— =7sing Oy @(y1,y2) + Oy W(y1,92))
_'La_ ~ ~ ~
= rsin Se TEE O )G (ws) + Gl w2). (113)
T2 _ LYY
Zj“(l’laﬂ”z) = Y osa : (Y1, y2)- (4.14)
~ 8 6y2 (07 - ~
Op,u(z1,22) = 6y1u(y17y2)8 * 8yzu(y1,y2)a 7 = T CO8 5(3111“(3!1,?12) — Oy, u(y1,92))
o — _’La — _Z ~ ~ ~ ~ ~ ~
= reon G TETO (ZI G000 + F0n)) - ) () ) £419)
Tcos §
.T1 T + y2 -
igulzy,2) = iy, ). (4.16)

2

Les expressions (4.13) et (4.14) permettent de calculer |((9351 — Lzy) u|2 :

(2= %2 st = (222 0000+ 4% @ 00)e) + 6008 )
(4.17)
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Les expressions (4.15) et (4.16) permettent de calculer |(9y + %z) u‘z

T 2 vty \ 5 2, .2 2% 1. 7 TRy 2
(00 6% ) utoren]| = (7= L2 ) G d0n)? + 72 008§ F0n)m) = o) 02)

2 47sin &

2
(4.18)
Regroupons les expressions (4.17) et (4.18) :
yi—92\’ yi+92\°
: 2 T N2 T \2
B _ _ 41
(¥ — ido)u(ar, z2) ((4 ) (- ) ) Hu)$lan) (1.19)

+ 72 (1) B (W2)? + d(y1)? P (y2)?) — 27% cos ad (y1)d(y1) P (y2) B(y2).-

Ayant choisi la fonction ¢ vérifiant :

~—

7 bt + -1 a= e, (420
avec : B ~ 3
¢ =G e 6 =206 s ¢ =4 )
{C = Capp et © = ®app si ¢ = ¢app, (21)

il est naturel de faire apparaitre les termes y; — f et yo — f . Pour le terme en y; — 2, nous récrivons

y1 —y2 = (y1 — ¢) — (y2 — {). Pour le terme de la forme 4 — (y1 + y2), nous répartissons le coefficient
7 dans le terme y; + y2 (en écrivant 4 — (y1 + y2) = (3 — 1) + (3 — y2)) et choisissons 7y pour
retrouver les termes y; — ( et yo — ( :

v = ¢ (4.22)

= .
2'rsm2

Reportons cette expression dans (4.19), nous trouvons alors :

(yl—y2>2+< _y1+y2>2 _ ()1 Q) = (v2—¢) 2+ (1 =)+ (12— ) i
47 cos § U 47 sin § B 4T cos § 47 sin §

=0+ (2= O)* +2cosa(yr — )(y2 — ¢)
- = 2 (27 sin a)2 : 2 - (42

1L V2 2 s
QTsina) = 7%, o1t :

/1
= . 4.24
T 2sin o ( )

Se souvenant que le changement de variable est de déterminant —7 sin «, nous obtenons une nouvelle
expression de la forme gq, (u) ou nous pouvons séparer les variables pour calculer les intégrales :

4o, (u) = / (V —iA)u(z)|® dz

Injectant cette expression (4.23) dans (4.19), nous choisissons 7 tel que (

(e}

72 00 o - 0o
- ([T -0 S an [l a9
+/Ooo((y2 —0)?P(y2)” + ¢'(y2)?) dyo /000 |¢(y1)I? dy1) (4.26)
2 [o3] 00
ot ([T -0bw?an [ wa-0dwPdn 420

1[Gy an [T @y e ).
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Nous tenons en compte de (4.20) et simplifions (4.25) et (4.26) a1'aide de ©. L’expression de gq, (u)
devient :

2 . T?cosa - 72 cos a * I T 2
don () = & T8 (¢(0))4+m(/0 w1 - Odm)? dyl). (4.28)

Tsin o 2T sin o Tsin o

Estimons maintenant ||u||%2(na) :

1 1
2 _ ~112 -
HUHLZ(Qa) = TSinaHu“LZ(Q) = sna (429)
Par conséquent :
2 2 oo 2
q0,(u ~ T cosa,~ 277 cos o~
2( L 27°0 — (p(O)* + —— / (1 — Q)b(y1)” dy
lull72q,) 2 sin o 0

cosa |~ COos &

. 0 2
- B0)* + (/0 (1 — Od(w)? dyl). (4.30)

sinae 4sinw sin «

Par application du principe du min-max, nous avons ainsi :

') 2
ula) < -2 “°”<<$<0))4+°°”(/0 1 - Odw)? dyl). (431)

sina 4sina sin «

Pour conclure, il suffit de remarquer, grace  la relation (2.38) que le terme [;°(y1 — O)b(y1)? dy
est nul avec le choix ¢ = ¢ et ¢ = ¢y comme mentionné en (4.21). O

Nous pouvons estimer le voisinage de 5 sur lequel nous sommes assurés d’avoir une valeur propre :
. s Y -
Corollaire 4.6. p(a) est une valeur propre pour tout o € ]amin, 5] ol :

(¢(O))4) arctan 16©app©0 — (¢app(0)4 - Sﬂlapp)A
4@0 ’ 4(®OA + ®app(¢app(0)4 - Sulapp)) ’

. T
Qpin = Min (5 — 2arctan (

avec !

{ ,ngp = f()oo(t_ Capp)|¢app(t)|2 dt’ (4_32)

A = \/(¢app(0)4 - 8/‘Qpp)2 - 16(®§pp - 63)-
Numériquement, p est une valeur propre sur ]1.0882, 7].

Démonstration : D’aprés la Proposition 3.15, nous sommes assurés que p(a) est une valeur propre
dés que p(a) < Og. Reprenons les majorations de la Proposition 4.5. Commengons par considérer
(4.6). Pour que u(a) soit une valeur propre, il suffit donc de chercher les angles a tels que Si(?loa
cosa 4(0)4 < Og. Or :

4sina

(CH cos o

sina 4Sina¢(0)4 < B¢ <= (1 —sina) < d)—cos Q.

i —9qin2 (T _ & —9qin (T _ & T _ o
Remarquons que 1 — sina = 2sin (4 2)etcosa-25m(4 2)005(4 2),alnsl.

ay _ ¢(0)*
_) < E.

(CH Cos &

sina 4sina

4 T_
#(0)° < 9y <= tan<4 5

4
Par conséquent, p est une valeur propre sur l'intervalle ]% — 2arctan (%) 5 [ Pour a = 7,

I’énergie associée au quasi-mode u définie en (4.9) vaut ©¢ mais la fonction u ne vérifie pas les
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conditions de Neumann, donc pu (%) est une valeur propre.

Reprenons maintenant la relation (4.7). Pour que u(a) soit une valeur propre, il suffit donc de
chercher les angles « tels que :

Oapp . cosa Cos «

bapp(0)* +

/0 (t - Capp)|¢app(t)|2 dt < GOa

sina 4sino sin o

ce qui équivaut, avec les notations (4.32), & a €]ag, a1 ou :
16®app®0 - (¢app(0)4 - Slu’:ipp)A
4(@0A + eapp(¢app(0)4 - 8MIa.pp)) ’

16@app®0 + (¢app(0)4 - Slj‘:ipp)A
4(®app(¢app(0)4 - 8Népp) - GOA) .

ay = arctan(

o = arctan(

Utilisons les estimations (2.122) ainsi que la Proposition 2.28 pour estimer amin. Nous obtenons

m $(0)* m 0.858%
T 2arct < T _2arctan [ ———0 ) ~1.120.
g — carctan ( 10, ) =2~ TN 10500106125 0

Nous pouvons également majorer g par 1.0882 et minorer o; par 1.5707. L’union de ces intervalles
4
g, a1 et ] 5 — 2arctan (%) . [ vaut donc ]1.0882, 7] sur lequel nous sommes assurés que j est

une valeur propre. O

ainsi :




Deuxiéme partie

Analyse asymptotique dans les

secteurs de petit angle

Pour déterminer I’asymptotique du bas du spectre u(«) pour de petits angles «, le Chapitre 5
raméne I’étude de 'opérateur Py, o, sur le domaine dépendant de « & celle d’un opérateur P, défini
par sa forme sesquilinéaire associée a, en (5.15) sur un domaine Q° indépendant de «, défini en
(5.13).

Le Chapitre 6 étudie I'opérateur associé a la forme £ définie en (6.1) et l'opérateur —3727 qui
interviennent dans l’expression de P,. Le Chapitre 7 utilisent ’analyse de ces deux formes pour
construire une solution formelle U() = Z o®*uy, telle que P,U) = () 7(0) ou le réel p™) est

£>0
également de la forme ,u(oo) = Za%mk. En outre, nous précisons la régularité et les propriétés
£>0
des fonctions uy, constituant la solution formelle U(®°). Le Chapitre 8 justifie la construction for-

n
melle de U(®) en estimant le quotient de Rayleigh de la somme partielle U = Za%uk et en
k=0

n
déduisant une majoration de p(a) de la forme p(a) < Z o lmy + O(a?*+3). Plus précisément,
k=0
cette construction prouve lexistence d’une valeur propre fi(«) admettant le développement limité

précédent.

Gréce aux techniques d’Agmon, le Chapitre 9 précise le comportement du vecteur propre associé
a la valeur propre u(a). La localisation du vecteur propre permet, par comparaison de l'opérateur
P, avec des opérateurs de référence moyennés et dans un domaine tronqué, de donner une minora-
tion de p(a) au Chapitre 10 et, aprés contrdle de 1’écart, de montrer I’égalité entre ji(a) et u(a).

Le procédé de construction est explicite et les premiers termes des séries formelles U(%), ,u(‘x’)
sont donnés au Chapitre 11. Nous proposons également aux Figures 11.1 et 11.2 une synthése des

estimations de p(«) obtenues a ce stade.

Les résultats de cette partie sont annoncés dans la note [25].







Chapitre 5

Changement de variables ou de jauge

Ce chapitre rameéne I’étude de I'opérateur Py, o, a celle de la forme a, définie en (5.15) sur un
domaine fixe QU défini en (5.13). Nous proposons également deux expressions de la dérivée de u(c)
en (5.3) et (5.24) mais qui ne semblent pas suffisantes pour déterminer la monotonie de p.

5.1 Passage aux coordonnées polaires

Vue la géométrie du secteur angulaire €2, il semble naturel d’utiliser les coordonnées polaires
(p, ) €]0,+00[x | -2, 2[. Nous noterons 02° le domaine :
a «
QPoL: =10, +00[ ¥ ] -2.5 [
Donnons la nouvelle expression de la forme quadratique en effectuant le changement de variables.
Pour u € H) (€4), nous notons u(z1, ) = u1(p, ¢), alors :

(Dzy = %) ul@i,22) = —icos$ ui(p, ) + %52 Bsui(p, ¢) — L%52 ua(p, ¢),

(Day + %) u(z1,72) = —ising Opui(p,d) — <52 Dy (p, @) + 2L us(p, 6). (5.1)

Notons L2 (Q’O’fl) I'espace des fonctions de carré intégrable sur Q2% pour la mesure & poids p dp d¢
et définissons ’espace V,ﬁv par :

1 2
ii= Qe 23 (o) Lo e 230, (0% Jue 23 (o)},

L=

et la forme quadratique ¢ pour u € V,])V :
2
P
p) udl
< p +1 2 > U

1

J— 2 _

(u) = /ngl <|8pu| + P2
pol

Ainsi v € L%(Q,) si et seulement si u; € L%(Qa ) et u € H}%(Qa) si et seulement si u; € V[],V.
Grace a (5.1), nous avons :

2
) p dp do. (5.2)

gu)  — g(w)
2 = 2 )
Hu||L2(Qa) HUIHL% (ngz)

Inspirons-nous des travaux de Dauge-Helffer [41, 42] afin d’estimer le comportement de u(a) en
donnant une expression de sa dérivée & 'aide d’un opérateur de trace. Nous avons utilisé le méme
style de méthode en dimension 1 lors de la preuve du Lemme 2.19.
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Proposition 5.1. Supposons que le bas du spectre u(a) soit une valeur propre pour tout o € I o
I est un intervalle ouvert de |0, 2| et notons ug un vecteur propre normalisé donné en coordonnées
polaires. Alors, u est dérivable sur I et sa dérivée est donnée pour tout o € I par :

o= 4 [ (9 -3)f +Jon ()0 (o (-2 el (05)) o0

(5.3)
Démonstration : Pour justifier cette proposition, nous allons évaluer la quantité :

(:u(a + h) - M(Oé)) <ua+ha ua>L2(Q£01) )

pour @ € I et h > 0 tels que a+h € I. Commencons par estimer le terme u(a+h) (ua+h,ua)L2(onz)
en utilisant la formule de Green-Riemann :

o
2

pla + h) (Uath, “a>L2(ngl) = /0 Optia+nOpualp, ¢) pdp do
[ F12 Y s (02 2) e (. 2) d
o P () 2 a+h \ P» g ) Ya P 9 1Y
& 1 P @ a
+/ P (5¢+22)ua+h (p,—g) Uq (p,—g) dp
2
/ / <8¢ +i— ) Ugth (3¢ + Z%) Uq d dp. (5.4)

De la méme maniére, nous estimons le deuxiéme terme p(a) (ugth, Ua)

[N]1)

L2 -

© ry _—
p(a) <“a+h>“a>L2(Qg°’) - /0 /a Optia+nOpualp, #) pdp dp
-2

_/0°° %u‘”" (p’ 2) <a¢ “_2) Ua (p, ) dp
+/°°1 (p, 0‘) (8¢+122Mdp
/ / (&p +i— ) Uath <3¢ + z%2> uq dp dp.  (5.5)

Or u, vérifie la condition de Neumann :
2 2

(0045 Yua (05) =0t (054155 ) ua (5. =5) =0 (5:5)

donc les deuxiéme et troisiéme termes de (5.5) sont nuls. Effectuons la différence de (5.4) et (5.5) :

(u(e + h) = p(@)) (Uarths ta) po(grety = /Ooo ( (8‘7’ —Hp;) Yorth (p, %) ta (p, %)

(2418 tarn (0 5) e (p-3) ) 2 5

Utilisons la formule de Taylor entre « et o + h en se souvenant de (5.6) :

2

. h +h
(3¢ + ’L%) Ut h (p, %) = -3 <3¢ +ig 3¢> Ugth (p, - 5 ) +0(h?), (5.8)

2 h . +h
3 (33 + Z%aqﬁ) Uath (p, -4 : ) +0(h?).  (5.9)

(3¢ + z%) Ug+h (Pa _%>
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Or, par hypothése sur u,4p, nous avons :

1 p? 1
p (835 + z%%) Uat+h = —pp(a + h)ugtrn — 0p(POptatn) — 2P <8¢ +i— ) Ugth- (5.10)
Se servant & nouveau de (5.6) et aussi de (5.10), les relations (5.8) et (5.9) s’écrivent :
2
P e h a+h
(3¢ + %7> Uath (p, 5) = 3 (pu(a + h)tua+h (p, 5
a+h
+0p (papua—HL (P, 2 )) ) + O(h (5.11)
2
P _ay bk a+
(5¢+22>ua+h<p, 2) = 2(pua+hua+h< 5 )
h
+0, (pa Uaih (p, 0‘; )) ) +O(h). (5.12)

Par conséquent, une intégration par parties méne 3 :

a+h) — ula
H( f)L /1’( )<ua+haua)L2(Qg()l)

__plath) [ a+h a _a+th —a
= 9 A Ua+h | Ps 9 Uq (pa 2) + Uath | P 9 Uq (pa 2) pdp
1 [ a+h o a+h a
+§A <3pua+h (pa T) Opua (Pa ) + Opua+h (P 2 ) Opta (pa _§)> pdp.

O

Remarque 5.2. Malheureusement, 'expression (5.3) ne semble pas nous aider pour connaitre le
signe de p'(c) et la question de la monotonie de p reste ouverte.

5.2 Changement de jauge

Pour avoir une condition aux bords plus agréable, effectuons le changement de jauge :
2

100,00 = exp (156 ) 9(0.9). (0. 0) € 027

Alors 1) et 11 ont le méme module et pour tout (p, ) € QR

{ (05 +i% ) vio,9) = exp(=i9) dyur(p,9),
0,0(p,d) = exp(—i% ) (B,t1(p,¢) —i p ¢ %10, ),

donc ¢ € V;V si et seulement si 9 € l}év en définissant :

- _ 1

V,])V {u € L2 (onl) | (Op—ipP)ue Lz (Q{.’f’l) , ;8¢u € Lf, (Qﬂd) } :
Définissons une nouvelle forme quadratique ¢ sur f)},\’ par :

d:= [, (10 =i p9ywi P+ 55 0inl?) o do o

[e3

Mo AW alp)
o 918 gy~ T e
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5.3 Domaine indépendant de «

Au lieu de regarder le comportement de 1’état fondamental d’un opérateur fixe dans un secteur
angulaire d’angle o quand « tend vers 0, nous effectuons un changement de variables afin de nous
ramener & un opérateur dépendant de a sur un domaine fixe tel que le domaine de forme de ce
nouvel opérateur est indépendant de a. Considérons donc le changement de variables tel que la
mesure ne soit plus & poids :

n
t

Ce changement de variables (x1,z2) — (¢,1) envoie le domaine €2, sur le domaine fixe Q0 :

Q ok
o,

QO::]O,—FOO[X]—%,%[. (5.13)

Pour u € L%(ngl), nous notons 4 la fonction obtenue par changement de variables, alors :
~112
ull2y ggory = 113122y

Remarquons également que :

(8, —ip PJulp, ) = \/_(Bt — i n)a(t,n),
dpulp,¢) = =0yi(t,n).

Définissons la forme quadratique g, sur VVV par :

1
2 2
da(u) = /QO (Qt\Dtu —nul®+ 2(12t|8nu| ) dt dn, (5.14)

avec

VAFES {u € L2(QY) 78 u € L2(Q0),VH(8, —i n)u € LQ(QO)} .

Notons alors que u € V,ﬁv si et seulement si %; € VN et nous avons :
4(u) = agq(i1).

Il suffit donc d’étudier la forme g,. Définissons la forme sesquilinéaire a, associée & go sur VY par :
. 1 .
Vu,v € VN, aq(u,v) = / <2t (Dy—n)u (Dy —n)v+ 2—2té)nu8nv> dt dn. (5.15)
Qo «

Par construction de a, nous avons, pour tout u,v € VIV, Gq(u,v) = aq(f1,91)-
Les spectres des deux opérateurs Py, o, et P, sont liés par la relation :

0(Pag,00) = a0(Fa).
En particulier :
pla) = al(a). (5.16)
De plus, 9 est un état fondamental associé & la premiére valeur propre de Py, o, (s'il existe) si et

seulement si 1, est ’état fondamental associé a la premiére valeur propre de P,. Les fonctions v et
1, sont liées par la relation :

Y(t,n) € QY whu(t,n):= ) (\/gcos(an), \/%sin(cm)) . (5.17)
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Remarque 5.3. L’expression de la forme a, permet de voir immédiatement que :

a— ap(a) est croissante (5.18)

o @ est décroissante. (5.19)

Il serait intéressant de montrer la monotonie de p de 10, 7] sur |0, ).
Remarque 5.4. Par décroissance de o +—> @

valeur propre pour tout o € [2, gu(?o) [ en utilisant la Proposition 3.15 et la majoration :

, nous déduisons immédiatement que p(a) est une

2

Va € [z,27r] , wla) < —a,u (Z) . (5.20)
2 T 2

Utilisant la majoration obtenue par Jadallah [68], p (%) < 0.57723, nous obtenons numériquement

que i est une valeur propre pour o € [%, 1.60581 [

Comme nous le savons d’aprés Dauge-Helffer [41], Helffer-Morame [60], Lu-Pan [79] et comme
nous ’avons rappelé en (1.18), u(r) = Oy, alors :

( )

Va €10, 7], >

97 (5.21)

Le probléme revient donc & déterminer I’état fondamental de la forme a, sur Q. Définissons la
forme sesquilinéaire £ sur V)Y: = {u € L*(Q°%)|vt (D — n) u € L*(Q°)} par :

H{u, v): = /Q 2(Dy— ) (D —m)v ¢ di di (5.22)

Récrivons le probléme aux valeurs propres. Nous cherchons une fonction 1 € VN et une valeur
propre A € R tels que pour tout v € VN :

o) + — / oo dtdy = A / T dt dy. (5.23)
a® Jao t Qo

De méme que nous avons établi la formule de la dérivée de la premiére valeur propre 'opérateur
H(() lors de la Proposition 2.10, nous pouvons a nouveau démontrer une formule de type Feymann-
Heilman & ’aide des relations (5.15) et (5.16) et obtenir :

Proposition 5.5. Supposons que le bas du spectre p(a) soit une valeur propre pour tout o € I
ot I est un intervalle ouvert de |0,27[ et notons u, un vecteur propre normalisé donné dans les
coordonnées (t,n). Alors, p est dérivable sur I et sa dérivée est donnée pour tout o € I par :

W@ = [ (20 - muale ) - 5 et at an (5.24)

Remarque 5.6. De nouveau (cf Remarque 5.2), cette expression de la dérivée ne permet pas de
conclure sur la monotonie de p.






Chapitre 6

Analyse des deux formes principales

6.1 Présentation

Dans l’expression de a,, en (5.15), deux formes (et deux opérateurs) apparaissent et ce chapitre
est consacré a ’analyse de chacune d’elles (pour la théorie des opérateurs, nous référons a [33,

21, 23, 75, 76, 82]). La premiére forme est notée £ (avec l'opérateur associé L) et définie ci-aprés

et la seconde est associée & la réalisation de Neumann de —8,27 sur ]—%, %[ Définissons la forme

sesquilinéaire £ sur :
VN = {u € L2(Q0)| VA(D: — n)u € L2(Q°)} :
par :

L(u,v) = /QO 2t(Dy — n)u(Dy — n)v dt dn, Yu,v € V}'. (6.1)

Notons P ® S(R+) I’espace des fonctions polynomiales en 7 a coefficients dans S(R*+), restriction a
R* de fonction dans I’espace de Schwartz S(R). Nous définissons ’opérateur :

L:= 2(Dt - n)t(Dt - 7’]),
sur P ® S(RT), et vérifions :
Vu e P @SR, Yo e VY, L(u,v) = (Lu, ) 2(qo) - (6.2)

La forme ¢, contient un terme en % Quand nous essayons de la minimiser pour « petit, il est

naturel d’étudier sa restriction aux fonctions indépendantes de n afin d’annuler la singularité en «.

6.2 Définition du nouvel opérateur L™

6.2.1 Domaines de forme /™

Nous définissons donc la forme £™% qui apparait naturellement en restreignant la forme £ aux
fonctions u indépendantes de 7.

_ 00 1
Vu, v € S(RY), ™% (u,v) := / 2 (Dtu Dy + Euﬁ) t dt. (6.3)
0

Lemme 6.1. Le domaine de forme de la réalisation de Neumann de £™% est :

N
Vmoy

= {u € L*(R")| Vitu € L*(R"), vtDwu € L*(R")}.
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Le domaine de son extension de Friedrichs (cf [57]) est :

moy

DY, = {ue€ L*R")| Vtu € L*(R"), VtDwu € L*(R"), (DttDt + %) u € L*(RT),
(tDyu(t)),_, = 0}- (6.4)

L’opérateur auto-adjoint L™ défini sur Dﬁoy est identique a 'opérateur L™ défini sur W2(R')
en notant :
WER'): = {u € HY(R")| tu € H*(R)}. (6.5)

Démonstration :
e Domaine de forme de £™.
La forme £™% est sesquilinéaire, positive donc admet une extension auto-adjointe. Définissons la
NOrme Pmoy par :
p?noy(u) = emoy(u,,ul) + ||UH%2(]R+)

Déterminons le domaine de forme Vé,voy de £ :

Vioy: = {u € L*(RT)] il existe une suite (u,) € S (R*) telle que u, est une suite de Cauchy pour
Pmoy, Un converge vers u dans L?(RT)}.

Soit u, une suite de S(Rt) qui converge vers une fonction v dans L?(Rt) et qui est une suite de
Cauchy pour la norme pmqy. Alors u, converge vers u dans D'(R" ), donc VtDyu,, et \/tu,, convergent
respectivement vers vtDyu et v/tu dans D'(RT). Comme uy, est une suite de Cauchy pour pmey,
alors il existe des fonctions g, h € L%(RY) telles que vtDyu, et v/tu, convergent respectivement
vers g et h dans L2(Rt) donc dans D'(R"). Notons V l'espace :

V:={u € L*(R")| Viu € L*(R"), VD € L*(R")}.

C V. Il reste a montrer la densité de S(Rt) dans V pour justifier

I'égalité. Nous pouvons montrer que les fonctions de Cg° (R_+) sont denses dans V en raisonnant par
troncature et régularisation, donc S(R*) est dense dans V. Ainsi :

. ., . N
Nous avons ainsi établi que Vp,,,

VDo = {u € L*(RY)| Vitu € L*(R"), vVtDwu € L*(RY)}.

e Domaine de l’extension de Friedrichs associée a la forme £™ .
Par construction, son domaine est :

Dﬁoy ={ue€ VI]XOy\ v = 2% (u,v) est continue pour la topologie induite par L*(R")}.

La fonction u est dans Dﬁoy si et seulement si il existe f € L?(RY) telle que :
22 (u, v) = (f, U)LQ(R+) pour tout v € Vﬁoy.

Si v € D(R"), alors, par intégration par parties, 2 (DttDt + 1—t2) u = f dans D'(R"), donc a fortiori

2 (DitDy + £5) u € L*(RT). Soient v € S(RT) et u € VX, tel que 2 (Dy(tDy) + &) u € L*(RY),

alors :

) = [ 2 (Daps 5 )us® i [pa 5]

Mais comme 2 (DytD; + &) u = f dans D'(RT) alors (tDyu(t)),,_, = 0. Nous déduisons ainsi que
le domaine de l’extension de Friedrichs est donné par (6.4). L’opérateur auto-adjoint associé a £m%
est ainsi défini sur DIJXOY par :

t
L™%: =2 (Dtt_Dt + E) . (66)
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Pour tout u € DIIXOy et tout v € Vfr\l’oy, nous avons la relation :
£7 (1,0) = (L™, 0) ) - (6.7)

o (L™, Diloy) = (L™, WE(R")).
Commengons par montrer I'inclusion : W2(Rt) C Dﬁfoy. Soit u € W2(R*), alors tu’ € H'(R") donc,
en vertu de l'injection de Sobolev H!(R*) c C°(R*), I’application t — tu'(t) est continue sur RT.
Ainsi tu'(t) admet une limite quand ¢ tend vers 0. Si cette limite, notée «y, est non nulle, alors u'(t) est
équivalent 3 % ent = 0, ce qui contredit le fait que u € H'(R*). Donc nécessairement vy = 0. De plus,
si u € W(RT), alors w € L2(R"), vtu € L*(R"), Vtu' € L*(R") et 2 (DitDy + &) u € L*(R"),
donc u € Dfr\lroy. L’inclusion W2(RT) C Dﬁfoy est donc vérifiée.

Notons Ly~ Topérateur L™% défini sur W2(R*). L’inclusion se traduit au niveau des domaines
des opérateurs par :

(L™, WE(RY)) C (L™, Doy )-

moy

Ceci nous donne donc l'inclusion inverse au niveau des domaines des opérateurs adjoints :
moy * moy *
L C L,™".
Afin de justifier 'inclusion inverse, donnons quelques propriétés de I'opérateur L™,

Proposition 6.2. L'opérateur L™, vu comme un opérateur non borné de L2(R") dans L?(RT),
est a résolvante compacte.

Démonstration : L'opérateur L™ est continu et surjectif de W2(RT) dans L?(R"), donc (L™)~1
est continu de L%(R*) & valeur dans W?(R"). Regardons cet opérateur comme un opérateur de
L?(R") dans L?#(R*). L’injection de W?(RT) dans L?(R") est compacte (comme le rappelle [22] &
la Proposition 1.4), donc opérateur L™ est bien a résolvante compacte. O
Utilisons les travaux de [22]. Ecrivons I'opérateur L™ sous la forme souhaitée dans [22] :

t t
LM%y, = 2DttDt’U, + E’u, =2 (DtQ(t’U,) + ZDt’U, + E’U,) .

Nous allons donc étudier Uopérateur Ly défini par :

PXr) = 7+,

Pl(1) = it (6.8)

Ly ¥ u(t): = P*(Dy){tu(t)} + P (D;){u(t)}, avec {

L’opérateur LBnoy est auto-adjoint, donc la Proposition 3.1 de [22] montre que l'opérateur LBnoy en
tant qu’opérateur non borné¢ de L?*(RT) dans L?(R") de domaine D(Lg'®”) = WZ(RT) est auto-
adjoint. Résumons les inclusions :

Loy c L™,

Lmoy* c  Loov*
pmovs = pmoy.
Ainsi (L™, W2(R1)) = (L™, DX ) et nous noterons Ly~ = L™, O
1 moy
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6.2.2 Propriétés de 'opérateur L™

Pour préciser les propriétés d’isomorphisme de I'opérateur L™, nous rappelons un théoréme
de [22] (p. 456-460) avec les notations :

V0 < k <m, WHQ"): = {uc H"*(Q"| tfu ¢ H™(Q)}. (6.9)
Théoréme 6.3. Soit L un opérateur de la forme :
Lu(t) = P*(Dy){tu(t)} + P'(De){u(t)}, (6.10)

tel que :
1. PY(Dy) = piDy + p(l) est un opérateur différentiel d’ordre 1 o coefficients constants complezes,

2. P2(Dy) = D? + p?D; + pg est un opérateur différentiel d’ordre 2 a coefficients constants
complezes, le polynéme P2(7) ne s’annulant pas sur R.

3. Les racines T4 et T— de P?(1) =0 satisfont Im 7 >0 et Im 7_ < 0.

Introduisons la condition algébrique :
(C) 1l existe un entier n > 1 tel que P'(1y) = in(ry —7_).

Alors pour tout entier p > 0 tel que p > — Re (ip}) — % :
— Si (C) n’est pas vérifiée, alors l'opérateur L est un isomorphisme de Wf+2(]R+) sur HP(RT).
— Si (C) est vérifiée, alors lopérateur L est linéaire continu surjectif de W{)+2(]R+) SUT UM SOUS-
espace fermé de codimension 1 dans HP(R") et son noyau dans W{H'Q(]R"') est de dimension 1.

Ce résultat permet de justifier la proposition suivante :

Proposition 6.4 (Etude de lopérateur L™%). Pour tout entier p, l'opérateur L™ est un
isomorphisme de W{’+2(R+) sur HP(R'). Le spectre de l'opérateur L™ | en tant qu’opérateur non
borné de L?>(Rt) dans L?>(Rt) coincide avec son spectre ponctuel et est discret. Il est formé de
valeurs propres ()\?oy)nzl ot \p”Y = 2’\1/_51. Le sous-espace propre, associé & chaque A\, est de

dimension 1 et est inclus dans WP (R') = {u € H®(R")| tu € H®(R")}.

Démonstration :
e [somorphisme
Utilisons & nouveau les travaux de [22] avec Popérateur Ly en reprenant les notations de la dé-

monstration du Lemme 6.1. Les solutions de P?(7) = 0 sont 7. = —ﬁ et 74 = ﬁ, alors :
it —71-) = —% et Pl(1y) = —2\1—f, donc la condition (C) n’est pas vérifiée. En outre, ipl = —1,
donc — Re (—1) — 3 = —1 et grace au Théoréme 6.3, I'opérateur Ly est un isomorphisme de

WP (RT) sur HP(R*) pour tout entier p. Comme L™ différe de Uopérateur L™ a un coefficient

mutiplicateur pres, L™ est ainsi un isomorphisme de WP *2(R*T) sur HP(RT) pour tout entier p.

e Spectre de Ly'™ :

X est un élément du spectre de Ly si et seulement si Ly ® — X vérifie la condition (C). Le spectre

— 2n-1
. . . . Qﬁ ’ .y

Pour déterminer la dimension des espaces propres associés a chaque valeur propre, nous réutilisons

L . 0 . 0 . i
le Théoréme 6.3, avec 'opérateur LBnoy — A" cet opérateur LBnoy — A" est linéaire, continu,

est donc formé des valeurs propres Ay™ = Pl(r,) — in(ry — 7_) avec n > 1.

surjectif de WPT?(R*) sur un sous-espace fermé de codimension 1 dans HP(R") et son noyau dans

WPT2(RT) est de dimension 1. Mais le noyau contient le vecteur propre, donc I'espace propre associé
1 y propre, p prop

a chaque AY™® est de dimension 1 et est inclus dans W (RT).
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e Application a lopérateur L™ :

La démonstration de la Proposition 6.4 s’achéve en écrivant L™ = 2L3** donc les valeurs propres

sont Ap Y = 2?/—1 pour n > 1 et la dimension de chaque sous-espace propre vaut 1. O

Corollaire 6.5. Notons (A\]"”,u"”) ’état fondamental de l'opérateur L™ . Soit f € S(R) or-
thogonale & uy”, alors il eziste une fonction u € S(R*) telle que :

(L7 =X M)u = f,

o
/ W@ @) dt = 0. (6.11)
0
De plus, siu est déterminée par (6.11), alors pour toute fonction v € Vmoy, nous avons :
27 (u,v) = AT (U, v) 12 (90) = (f,0) 12(00) - (6.12)

Démonstration : D’aprés le Théoréme 6.3 appliqué avec opérateur T = £ (L™% — X["*), 'opérateur
LMoY — X% et linéaire, continu, surjectif de WPT2(R™) sur un sous-espace fermé de codimension
1 dans HP(R") et son noyau dans HP(R") est de dimension 1. Nous savons que u; > € W (R")
est non nul et est dans le noyau de L™% — Amoy Lmoy — \T'% est linéaire, continu, surjectif de
WPT2(RT) sur le sous-espace orthogonal & u", noté < u" >~ et son noyau dans WPT?(R")
est engendré par uy'®. Nous avons donc résolu le probléme suivant : soit p € N, f € HP(R'),
orthogonale & u™™ dans L2(R"), il existe une unique fonction u € WPT2(R"), orthogonale & u®
telle que (L™ — A\"¥)u = f.
Montrons par récurrence sur lentier n > 0 que t"u € W(R') :
— D’aprés ce qui précede, u € W (RT).
— Soit n un entier positif. Supposons que pour tout m < m, nous avons démontré que t"'u €
W (RT).
— Montrons alors que t"*lu € W (R*"). Par hypothése de récurrence, t"u € W®(R') donc
t"u € Dy, et nous pouvons calculer (L™ — X["Y)(t"u) :

t
(Lmoy — )\moy)(tn ) = 2Dy(tDit"u) + étnu - Arlnoytnu

= (LMY — \PY)u — 4nit" Dyu — 2n%t"
= "f — 4nit"Dyu — 202" lu.
Or, par hypothéses sur f, t"f € H®(R"). Par hypothése de récurrence, t"Dyu € H®(R")
et " lu € H®(RT), donc (L™% — A"Y)(t"u) € H®(R"). Mais L™% — A" est continu,
surjectif de W{°(RT) sur le sous-espace fermé < u}"” >+ de H*®(R*') et son noyau dans
WR(RT) est < uf"” >+, donc t"u € W{°(R'), ce qui nous informe que t"u € W (RT).
Ainsi, pour tout entier n, t"u € W{°(R"), donc u € S(R*).
Soit v € VN, par construction de wu :

<(L1’l’10y _ Alinoy)u, ’U>L2(Qo) = <f, ’U>L2(Qo) . (613)

Les termes de bord donnés par I'intégration par parties de (L™Yu, v) L2(qo) Sont nuls car u € § (R¥),
ainsi :

(LmY — )\Iln0}’)u,,u>L2(QO) = 0N (y,p) — <)\11noyu,,U>L2(QO) . (6.14)

Donc, pour tout v € VIV, Mm% (y, v) — <)\11n°yu,v)L2(Qo (f,v)2(qo)- Ceci achéve la démonstration
du Corollaire 6.5. O
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6.2.3 Etat fondamental de I’opérateur L™ et applications
Précisons 1’état fondamental de ’opérateur L™ .

Lemme 6.6. La plus petite valeur propre de l'opérateur L™ est simple et vaut :

oy _ L

1 i .
V3
Une fonction propre normalisée associée est :

moy 1
uy Y (t) = 1/1°%P (—%) . (6.15)

Démonstration : La premiére valeur propre a été calculée a la Proposition 6.4 : \"¥ =

1
7 et cette

valeur propre est simple. Cherchons des réels 3, A tels que L™%u = \u, avec u(t) = e~ P, alors :

t A = 208
VieRY, 2B8(1=Bt)+- = N ’
BBt + & { ol 2
Mais la solution u provenant du choix 8 = —ﬁ n’est pas dans le domaine de ’opérateur. Donc :
1 1
B=—"— A=

23 " V3

1 t
+ _
Vt S R s U(t) = mexp (_ﬁ> s

en multipliant la fonction u par une constante de normalisation.
L’expression de cette fonction u;° dans le domaine Rt x] — %, 5[, en coordonnées polaires, est :

m 1 ;0% ap? (1.
ay” (p, ¢) = 3172 ¢ > €xp <_T (% —Z>> -

Le vecteur propre u] > permet de donner une majoration de y :

O

Théoréme 6.7. Pour o < v/30y, le bas du spectre p(a) de Pyy 0, est une valeur propre telle que :

o
0< pla) < —. 6.16
pla) < 7 (6.16)
En particulier, la plus petite valeur propre u(a) tend vers 0 quand « tend vers 0.
Démonstration : La fonction u]"” est dans le domaine de forme de g, et :
1
qa(urlnoy) = emoy(urlnoy,urlnoy) = )‘I1noy||uinoy”%2(R+) = )\Iln0y = . (6.17)

V3

Or le bas du spectre p(a) de opérateur de Schrodinger se déduit de celui, A(«a), de la forme a, en
multipliant par « :

pla) = a Ma) < % (6.18)

Le Lemme de Persson 3.11 nous assure que le bas du spectre est une valeur propre dés que p(a) < 0.
Donc, si a < /30, u(c) est une valeur propre.

o

De plus, u(a) est positif, majoré par 75 bour a < V/30y, donc tend vers 0 quand « tend vers 0. O

Nous allons maintenant nous intéresser a la solution du probléme (6.11) dans le cas particulier
o f est de la forme Puj"” avec P un polynome.
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n n
Lemme 6.8. Soit P = Zpktk un polyndme de degré n tel que Z(\/?_))k k!'pp = 0.
Définissons le polynéme P € P(R") de degré n par ses coefficients py, tels que :

o= _%a
~ 1 2 ~
Pk = 5@ <— k —1)pr—1 —pk—l), VE=2,...,n
2 valk—1) (6.19)
po = =D (V3)F Kl .
k=1
Alors la fonction 4 = ]Surlnoy est Vunique solution du probléeme :
TN = P, 6.20
/ i) @) dt = 0. (6.20)
0
Démonstration : Commencgons par remarquer que :
o0
Vk € N, / | ()| dt = k!(V/3)F. (6.21)
0
A l'aide de la relation (6.21), nous déduisons que la condition Z k k! p, = 0 signifie exactement

k=0
que Puy"® est orthogonal & u;"™. Nous savons d’aprés le Corollaire 6.5 que le probléme :

(LY =AM = Pul'®,
/ W) d™ (@) dt = 0,
0

admet une unique solution. Cherchons cette solution @ sous la forme @ = PuIlnoy afin de simplifier
le probléme (6.20). En utilisant I'expression de u}"® donnée en (6.15), nous obtenons facilement :

N N T N
(LY — XYY (P oY) = u™” (—23tp + %tatP - 2t3t2p) :

Apres simplification par u'”, le probléme (6.20) se raméne donc a déterminer P tel que :

(—28,5]3 + ltatf’ — 2t8t213) P,

V3

0

A la vue de la premiére équation de (6. 22) il est évident que P est un poyndme en .

Ecrivons le polynome P sous la forme P Z pitF. Nous avons alors, pour tout ¢ € Rt :
k=0

~ 2
(—28tP+%t8t — 2t0} ) _—Qkaktk 1+—kaktk—22k (k — 1)pptt=".

Regroupons les termes selon leur degré, nous nous ramenons & un probléme d’algébre élémentaire :

m—1

Vit e RY, —2p; + Z ( (k+ 1) Dk+1 + %kpk) th + \/—mpm Zpktk

k=1
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Nous en déduisons donc tout d’abord que les deux polynémes P et P sont de méme degré, donc
m = n et nous pouvons déterminer de maniére unique tous les coefficients de la fagon suivante :

o= —%, (6.23)
_ 1 2 _

Vk=2,....m—1, pp = ﬁ %(k - 1)pk—1 —Pk—-1 ), (624)
" V3 pm

Veérifions la compatibilité des relations (6.24) pour k = m et (6.25). Grace a 'hypothése d’orthogo-
nalité de la fonction Pu;", il vient donc :

m—1
(V)™ ml pm = = > (V3)* k! py.
k=0
Remplacons chaque terme pg pour k = 0,...,m — 1 par son expression & l'aide des coefficients pj,

donnée en (6.23), (6.24), il vient :

1
k k! (V3)Fpy,

1

3

(V)™ mlpn = 2P+ 2§: K2 (k — 1)1 (V3)% 1, — %

k=2
= 2mm! (V3)™ ! fpm.

=
Il

Ainsi p,, = @pﬁ’" et la condition (6.25) est redondante avec ’expression (6.24) pour k = m.

Il reste & déterminer pg par la condition d’orthogonalité qui s’écrit, grace a la Remarque 6.21 :

n n

h=0 k=1
O

Terminons ces quelques remarques par le calcul de L(Pu") ot P est un polynome.

Remarque 6.9. Soit P un polynéme selon les variables t et n, alors L(Puy"”) est défini sur
Rt x |—3, [ et s’ezprime sous la forme L(Pui"”) = Pul™ ou P est le polynome
~ 1 t 2 t
P=|—F%=P- —P+—tap—2t62p) + 24 (P— —
(\/?? 6 V3 ' ! V3
Notons que si P est un polynéme dont les coefficients d’ordre pairs en n sont réels et d’ordre impairs
en n sont imaginaires purs, alors il en est de méme pour le polynéme Q).

P+ 2t8tP> + 2%t P. (6.26)

DO | =

6.3 Rappels sur la réalisation de Neumann de —8% sur ]—%,

Lemme 6.10. Soit P un polynome tel que ’ P(n) dn= 0. Alors il existe un unique polynoéme S

solution du probléme :

=i (6.27)
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n

De plus, si P(t,n) = z:(pz(t)(m)yc + p2(t)(in)***1), alors S est explicite :

k=0
S(n) = 2”: 0. —(in)** 2 4+ —i2k+2 +2t ; Pe®) — (in)*** + P
—~ (2k+1)(2k + 2) (2k + 3)22k+2 — 2k 4+ 2 2k + 3 22k+2 J°
(6.28)
Remarque 6.11. L’ezpression (6.28) montre que S a la méme parité que P.
De méme, si les coefficients de in dans P sont réels, alors il en va de méme de ceux de S.
Démonstration :
Etape 1:
Le probléme (6.27) est juste un cas particulier de I’étude du probléme de Neumann pour l'opérateur
—6,2,. Considérons l'opérateur —8% défini sur S( [—%, %]) et g, la forme sesquilinéaire associée :
11 2
Yu,v € S —33|)> an(u,v) = . Opu(n) Oyv(n) dn. (6.29)
3
Cette forme est positive donc admet une extension auto-adjointe. Son domaine de forme est donné
par V, = H! (] —%, % [) et le domaine de 'opérateur auto-adjoint associé vaut :

11
Dy =uecH(|-=,2|)| 8 =0},
= {mem (|-5a]) 1m0

2 -
Par intégration par parties, pour tout u € Dy, et tout v € V, gy(u,v) = / —Ggu(n)v(n) dn. La
1

1

2
plus petite valeur propre de 'opérateur —8% est nulle et son sous-espace propre associé est constitué
des fonctions constantes. Ainsi, ’opérateur —8% est continu et surjectif de D, sur le sous-espace de
L? (] —%, % D des fonctions orthogonales aux fonctions constantes, et son noyau est le sous-espace
propre associé a la valeur propre nulle, c’est-a-dire les fonctions constantes. Donc, pour toute fonction

fer? (]_%7 %D telle que : f(n) dn = 0, le probléme :

D=

—0%u = f
77 ?
O u S (6.30)
nel,

=11 ’
=723

admet une solution u € D;,. Cette solution est unique en ajoutant la condition d’orthogonalité par
rapport aux fonctions constantes.

Etape 2 :
Remarquons que lorsque f est polynomiale, les calculs sont explicites. Pour mettre en évidence le
comportement de la solution en fonction de la parité de P, décomposons le polynéme P :

n

P(t,n) = > (pE(t) (i)™ + pi(8) i)+

k=0

S

La condition [ P(n) dn = 0 s’écrit :

N
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Commencons par donner une primitive de la premiére équation de (6.27), alors :

2k+1 ('i’r])2k+2
— _ O
OS) = Z( 2k+1 1Pk 2k+2>+0’ (6:31)

ou C est une constante arbitraire. Il vient alors :

n pi i 2k+1 pz i 2k+2
‘9"577—;:_’;0 2k+1<§> +2k+2(§) +G

S|,y = _zz_:o T2k+1 (5) Tk (5) +C.

n

e N\ 2k+1
Par hypothése, Z Qkpj- 1 (1> est nul, donc 0,5, |

= 0,5, ,. Pour remplir la deuxiéme
=3

O

2k+2
i
condition, il faut choisir C =1 Z ( ) et 0,5 est uniquement déterminée par :

2k -I— 2
2k+1 - \2k+2 0 -\ 2k+2
n n p ?
OnS(n) = —ZZ <pk (2k)+ ek (2k)+ T (5) ) ' (6:32)

Intégrons & nouveau cette relation. La constante d’intégration est déterminée par la troisiéme rela-
tion de (6.27), donc S est unique et se calcule explicitement :

S(n) = — zn: pz(t) (Z-n)2k+2 . L o - pz(t) (m)2k+3 - 1-2lc+377
— (2k +1)(2k +2) (2k + 3)22k+2 2k +2\ 2k+3 22 )

O

Corollaire 6.12. Soit f un polyndme en 1 a coefficients dans S(R_+) tel que pour tout t € RY,
1 _
/ f(t,n) dnp = 0. Soit u = u® + @ oi la fonction u® dépend uniquement de t et u® € S(RV) et
1
2

la fonction u est un polyndme en n a coefficients dans S(]R_+) et est uniquement déterminée par les
conditions suivantes :

-0 = 2tf,
i - 0,
L b (6.33)
2
/ a(t,n) dn = 0.
-3
Alors, pour tout v € VN :
1 [ 21, _ o 3
= —0pu0yv dn dt = fo dn dt. (6.34)
2/o Jo1t o J-1

De plus, si f est de la forme P(t,n)u]"™ avec P un polynéme dont les coefficients de (in) sont réels,
alors il en va de méme pour .

Démonstration : 11 suffit de reprendre la démonstration du Lemme 6.10 et le résultat se lit sur la
formule (6.28) en remplacant les coefficients p¢,p$, par des coeflicients 2tp (), 2tp} (t) € S(RT).
La Remarque 6.11 permet d’achever la preuve du Corollaire 6.12. O



Chapitre 7

Construction d’une solution formelle

7.1 Présentation du probléme

Nous allons approcher un élément propre associé au bas du spectre par un développement selon
les puissances de . Ainsi, nous cherchons deux suites (ug)ren € (P @ S(RT))N et (my)ren € RY
telles que pour tout n € N, si nous définissons :

AR Z oy, et u Z o my, (7.1)
k=0

alors, modulo un reste en Oy (a?"*?), nous avons :

aa (U™ v) = 1™ (a) <U("),'u> , Vo e VNV,

L2(Q9)

Pour Dinstant, nous déterminons une solution formelle U(®), 1,()(q) en injectant U(%®), (%) ()
dans la relation (5.23). Nous en déduisons des équations en annulant les coefficients de a* pour
k>-1.

L’annulation du coefficient de _5 conduit a la relation :

Vo € VV, / %&,uo 0yv dt dn = 0. (7.2)
QO

1
En particulier, cette relation doit rester vraie pour v = ug, nous déduisons que / |8,,u0|2¥ dt dn
0o

est nul, donc Jyug est nul presque partout sur Q0 par conséquent ug est uniquement fonction de la
variable ¢ et la relation (7.2) est bien vérifiée pour toute fonction v € VN, Le Corollaire 6.12 permet
de choisir un élément uy € S(Rt). Ainsi :

ug = uo(t) et ug € S(RT). (7.3)
L’annulation du coefficient de o pour k > 0 s’écrit :
1 (1 i
L(ug,v) + —/ —Opug4+10y0 dt dn = / ijuk,j 7 dt dn,Yv € VV. (7.4)
2 0o t 0o =0

Commencgons par regarder 'annulation des coefficients constants afin de dégager une stratégie pour
calculer chaque terme du développement limité de maniére récursive.

7
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7.2 Coeflicients constants

Nous reprenons la relation (7.4) et résolvons donc le probléme :
N 1 1 _
Yo € V7V, L(ug,v) + = Opu10yv — dt dn = my ugU dt dn. (7.5)
2 Jqo t Qo

Nous suivons la démarche suivante :
— Restreindre cette relation aux fonctions de la seule variable .
— Déterminer une fonction uy et un réel mg en résolvant le probléme spectral L™ uy = mouy.
— Reprendre la relation initiale et obtenir des précisions sur la fonction u;.
— Déterminer une fonction u; et un réel m; en regardant les coefficients de o?.
Restreignons la relation (7.5) aux fonctions de VJY, , nous obtenons la nouvelle relation :

moy

Yo € Vﬁoy, £7% (o, v) = mg (U0, V) £2(q0) » (7.6)
ce qui signifie que nous pouvons choisir pour (myg,ug) 'état fondamental (A]"™,u; ) associé a
Vopérateur L™ déterminé au Lemme 6.6. Il reste maintenant a revenir a la relation (7.5), ug et
mg étant connus, donc & déterminer une fonction u; telle que pour tout v € YV :

1 1
5/ Oqu10,0 — dt dn = </\Iln°yurln°y,v)L2(Qo) — L(u", v). (7.7)
Qo t

Le Lemme 6.6 donne 'expression de uj > donc u;” € 8 (]R_+), et pour toute fonction v € Vév ,
2(u™”,v) = (Luy"™ , v) 12(n0)- Définissons la fonction vy par :

vo(t,m):= (AT — L)u)®)(t, ), V(t,n) € Q°.

La Remarque 6.9 avec le polynome P = 1 montre que Luy"” a bien un sens et vy est un polynoéme
en n & coefficients dans S(Rt).

2
% nous savons que pour tout t € RT, / vo(t,m) dn = 0.

Par construction de la fonction uy"

W=

Reprenant (7.7), nous devons donc déterminer u; vérifiant :
N 1 1, _ _
Yve V", — Opu1~ Op0 dn dt = vo U dn dt. (7.8)
2 Jqo t QO

Utilisons le Corollaire 6.12 et choisissons alors une fonction u; décomposée sous la forme w1 (t,1) =
ud(t) + 11 (t,n), oit ud € S(RT) est libre et @ est un polynéme en 7 a coefficients dans S(R*)
uniquement déterminé par les conditions :

—0Oqin(t,n) = 2t(A"Vuy () — (Luy™™)(t, n))
O — 0,
=4 (7.9)

/_ a1(t,n) dn = 0.

1
2

D=

Pour déterminer le terme m; et la fonction uY, nous regardons les coefficients de o?.
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7.3 Coefficients de o?

La relation (7.4); s’écrit :

1 1
Vo € VN, L(uq,v) + 3 /QO Zanuganﬁ dt dn = /QO()\Ilnoyul +myuy ) dt dn. (7.10)
Cette relation doit étre en particulier vérifiée pour v = u;'”, ce qui conduit a la relation :
e('UIl, ’U,Enoy) = )\Enoy <’U,1, 'U,linoy>L2(Qo) + m;. (711)

La décomposition de uq et les propriétés de la fonction urlnoy conduisent & 1’égalité :
mi = L(ud,u)"™) + 0, ul™) = AT (U ) ooy = AT (i1, 41" (o)

= <'u,(1), (L — Arlnoy)urlnoy>L2(QO) + <ﬂ1, L’u,Ilnoy)Lz(Qo) - Arlnoy <ﬂ1’u11noy)L2(Qo) .

La fonction u{ ne dépend que de la variable ¢, donc (ul, (L — A7")u"™) , @) = 0. De plus, par
1

2
choix de la fonction %7, nous avons /

1 (t,n) dn = 0, donc (ﬂl,urlnoy)m(ﬂo) = 0. L’expression de

N

my se simplifie et devient :
ml = <ﬂ1, Lurlnoy>L2(QO) . (7.12)

Reprenons la relation (7.10) en se restreignant aux fonctions de Vﬁoy. Utilisons la décomposition
de la fonction u; et les propriétés de iy, alors uj doit vérifier la relation :

o
Yo € Vﬁoy’ £(Tig, ) + £7% (u,v) = / AT ud + myul™)T dt, (7.13)
0
1

2
car

1
3
pour tout v € VX, . Définissons la fonction vy (t): = / Liiy (t,n) dn. D’apres la Remarque 6.9, il

D=

o0
%1 dn = 0. La régularité de 4, justifie que £(t1,v) = <Lﬂ,1,’U>L2(Qo) = / (/ Luy dn)v dt,
0 —

1
2

=

=

est clair que v; € S(R*). Récrivons la relation (7.13) :

Vo e YN

N €7, 0) = X7 (0, 0) 1y o) = (™ — v1,0) 2 g (7.14)

Utilisons le Corollaire 6.5 avec f = miu; ™ — vy, élément de S(RT) orthogonal & u]'* par construc-

tion de m; et de v1. Donc il existe une fonction u) € S(RT) telle que :

Lo X = i o,
/ wluy™ dt = 0. (7.15)
0

De plus, par le Corollaire 6.5, nous savons que la fonction u{ vérifie :

Vo e VN

moy 229 (4 v) — AT (u, ’U>L2(QO) = (mul — vy, ’U)LQ(QO) . (7.16)

Revenons & la relation (7.10) pour déterminer is. Nous avons désormais déterminé my et ul;
'inconnue restante est la fonction 4y vérifiant pour tout v € VN :

1/ 16,,1@8,,6 dt dn = / (A uy + mu¥)v dt dn — L(ug,v). (7.17)
2 0o t 0o
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Mais comme u; = 1 + u} est régulier, alors pour tout v € VN, £(u,v) = (Lul,v)LQ(Qo). Nous
cherchons donc s satisfaisant la relation suivante pour tout v € V¥V :

1 1
— —0yli20,v dt dn = (mou1 + miug — Luy, U>L2(QO) .
2 Jqot

2
Utilisons le Lemme 6.12 avec f = mou; + miug — Luj. Nous devons calculer / f(t,n) dn pour

1
2

tout t € Rt :

1
3 3
f(t,n) dn = mou1 + miug — Luidn

1
2

=

1

= moul +miug — /2 Liy dn — L™y = 0, (7.18)

N

1

en utilisant le fait que / 21 @1 dn = 0 et expression de (L™ — A"¥)u{ donnée en (7.15). Le

2
Corollaire 6.5 montre que la fonction s est uniquement déterminée par les conditions :

6%’(7,2 = 2t (LU1 — mMou1 — mluo) y
0,

anU2|
n

Cette construction de la fonction u; et du réel m; permet d’initialiser une récurrence pour calculer
les termes successifs du développement limité de la fonction U(%) et du réel u(*) ().

7.4 Algorithme pour la détermination des coefficients

Proposition 7.1. Nous déterminons récursivement des coefficients u; € P ® S(R*) et m; € R tels
que, formellement :

o o o0
P, Z X | = Z o*im; Z ;| . (7.19)

Pour tout j > 1, nous choisissons m; et uj = u? + @, avec u? € S(Rt), uniquement déterminés
par les relations :
m; = <ﬂj, L'u,linOY>L2(QO) . (720)]

j—1
—8,2)17,]' = 2t (Z mj—1—4U; — Lu]'_l) ;

= (7.21),

By, =0 et /_2 ij dn = 0.

1 J
(L™oy — /\Ilﬂoy)u(])_ = —/2 Lu; dn + Zmiug_i,

~ i—1 (7.22)]'
/0 W0(t) V(@) dt = 0.

=
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Démonstration : Pour justifier la Proposition 7.1, nous développons la relation (7.19) selon les
puissances de a? et annulons les coefficients de a?* pour k& > —1. Pour k > 0, cette condition
d’annulation est décrite par la relation (7.4)x. Nous avons déja étudié les cas k = —1, kK = 0 et
k = 1. Notons P(k) pour k > 1 la propriété :
P(k) : «l’annulation des coefficients de ¥, donnée par la relation (7.4);, détermine
les fonctions ul, @ig+1 et le réel my en résolvant (7.20)g, (7.22) et (7.21)k41. »
Démontrons maintenant que P(k) est vraie pour tout k € N*.

e Initialisons la récurrence :

Nous avons fait 1’étude de I’annulation des coefficients de o? décrite par (7.4);. Le réel m; est
déterminé par la relation (7.12), la fonction u{ par (7.13) et i par (7.19). Ces trois relations sont
exactement les relations (7.20)q, (7.22); et (7.21)s.

La relation de récurrence est donc bien démontrée au rang n = 1.

e Soit k € N. Supposons que la propriété P(j) est vraie pour tout j < k. Ainsi, nous avons déterminé
ug, Mo, U1 et par récurrence, les fonctions uO Uj4+1 et les réels m; satisfaisant les conditions (7.22);,

(7.21); et (7.20); pour j =1,..., k. Ecrlvons la relation (7.4)g+1 obtenue en annulant les coefficients
de o2k+2 .
k+1

1 1
Yo € VN, (upy1,v) + 3 /QO ¥a,7uk+za,,ﬁ dt dn / ijukﬂ _judtdn.  (7.23)

Cette relation doit étre vraie en prenant v = u]">, donc :

k+1
™) = [ zm]ukﬂ _j u™ dt dn, (7.24)

car u;"” est une fonction de ¢ uniquement. De plus, les propriétés de la fonction u]'® justifie
la formule d’intégration £(ugi1,u] ) = (ugs1, Lu; ) L2(n0)- Par hypothése de récurrence, nous
1

2
avons décomposé les fonctions uy,. .., ug+1 sous la forme u; = u? +a; ou / u; dn =0 et u? est une

D=

fonction de S(RT), orthogonale a u]"”. Gréce a la décomposition de uyy1, nous pouvons écrire :

o0
<Uk+1aLur1noy>L2(QO) = <ﬂk+1,LU§noy>L2(90) +/0 “k+1Lm°y“1 1 dt.

oo o
Par construction de la fonction u;"®, nous avons / up  Lmoyu ™™ dt = AP / u) ur dt.
0

Utilisons ces résultats pour simplifier (7.24) :

k
o -
(g1, Lup ) 2oy = / Ut AT = Lmo¥)u™ dt + /0 > mjuggrj up dt dn+mep
0 Qo =

= Mky1-
Nous retrouvons exactement la relation (7.20)g41.
Restreignons maintenant la relation (7.23) aux fonctions de Vmoy, alors :
00 k41
Yv € Vmoy, f(u2+1,v) = —0"%(Ugq1,v) / Zm] / | Ukt1- dn v dt
—3

0 k+1
= —l(Uk41,v / Z mju2+1_j U dt, (7.25)
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D=

car nous avons décomposé les fonctions uq,...,ugy; sous la forme u; = u? + 4; ou / i; dn est

M

1
- 2

nul. Définissons la fonction vg41 sur Rt par vgyi:= / Lty dn. Comme g1 est un polynéme
1

. - 2
en 7 a coefficients dans S(R*), alors vg1; € S(RT) et pour tout v € VI]IYOy, nous pouvons intégrer
par parties et obtenir la relation £(tgy1,v) = (vgt1,v) 2w+~ Appliquons le Corollaire 6.5 avec
k k
f=—vgs1+ ka+1_ju2. Nous savons que —vg4+1 + ka+1_ju2 € S(RY), il reste a verifier la
Jj=0 J=0
condition d’orthogonalité :

0 00 J
[ a = [T ot Y mngd | 0
0 0 -
J=0
k
= <ﬂk+1aLUr1noy>L2(Q°) + kaﬂfﬂ' <“?’“?Oy>L2(Q°) =9
=0

0
J

fonction u) , € S (RF) telle que :

. s, Moy ~ moy _ . .
car les fonctions u; sont orthogonales & uy > et (Ug41, Ly, )LQ(QO) = myg41- Donc il existe une

TN, = S, -
| b @ = o (726)
Comme uj) | € S(R+), alors pour tout v € Vitoys L(u) 1,v) = <Lm°yu2+1,v>L2(Qo). Nous avons
ainsi construit une fonction uf,, € S(R*) qui vérifie (7.25).
La détermination de u 41 est exactement donnée par la relation (7.22)41.
Revenons 4 la relation (7.23) pour déterminer @y o :
k41
v I _
Yo e V7V, lugs1,v) + 5/90 Eanuma,,v dt dn = /QO kauk+1_j v dt dn. (7.27)
3=0

Par hypothése de récurrence, uy 1 est réguliére, donc pour tout v € V¥, £(ug11,v) = (Lug, 1, v)LQ(QO).
Nous devons ainsi chercher 5 telle que pour tout v € VV :

L k1
3 /0 + Ontk+-20nV dt dn = <ij“k+1j - L“k+1’“> :
Q £2(00)

=0
k+1

Utilisons le Lemme 6.12 avec f = Z Mjug4+1—; — Lug41. Nous devons vérifier les hypothéses de ce
j=0

1
Lemme et calculer | f(t,m) dn pour tout t € RT :
1
—3
: kst
f(t,n) dn = / ) > mjury1—j — Lugia dn

~3 j=0

=

k+1 1
2

= > mjup,j — / Liigy1 dp — L™u) = 0, (7.28)
3=0 -

1
2
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1

2
en utilisant le fait que / @ij dn = 0 et Pexpression de (L™ — AT”)uj , donnée en (7.26). Le
1

Corollaire 6.5 détermine de maniére unique la fonction %42 par les conditions :

( k+1
Rlgro = 2t | Lugyr — ijulﬁ—lfj ;
=0
| Oty = 0,
n==2:2
1
2 ~
/ | k2 dn = 0.
\ 2
Cette condition est exactement (7.21)x41.
La propriété P(k + 1) est donc vraie.
L’hypothése de récurrence est donc bien vérifiée & tout ordre. 0

Remarque 7.2. La Proposition 7.1 donne un algorithme explicite pour déterminer m;, u; et ug
pour tout entier j. Nous pouvons utiliser Maple pour résoudre les relations (7.20);, (7.21); et (7.22);
comme nous le ferons au Chapitre 11.

7.5 Forme particuliére des coefficients uy

Nous pouvons déterminer une expression explicite pour tous les coefficient donnés par la Pro-
position 7.1 et les relations (7.20);, (7.21);, (7.22);.
Avant cela, faisons une remarque simple sur u]'®.

Remarque 7.3. L’application
&: P — (u¥) ! L(Pul)
est bien définie de P (Rt x |—2,1[) & valeurs dans P (Rt x |3, 2[).
n n
Si P = Zpk(t)(z’n)k avec p, € P(RT), alors ®(P) = Z;ﬁk(t)(z’n)k avec py, € P(RT) tel que, pour
k=0

k=0
k=0,....,n:

- 1 t 2t , " ( t ) ,
=|—=-= + —p. —2tp, +2 (1 — —=pr_1 | + 4tp,_1 — 2tpg_o,
Dk ( \/?—) G)Pk \/?—)Pk Pk \/gplc 1 Pr—1 Pk—2

avec la convention p_1 =0 et p_o = 0.
Nous déduisons immédiatement que si py est réel pour tout k < n, alors py, est réel.

Tenant compte de la Remarque 7.3 et des deux Lemmes 6.8 et 6.10, le résultat suivant en résulte
facilement :

erminés par les rela-

Proposition 7.4. Pour tout entier k € N*, nous considérons ty, et ug dét
1 0 11
31) et PP e P(]-3:3])

tions (7.21)y, et (7.22)y,. Alors il existe deuz polynomes P, € P (RT x |—3,
tels que :

g = Ppul™ et ul = PPul®,

n
et Py est de la forme P, = Zﬁj(t)(in)j avec pj € P(RT) réel.
J=0
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Démonstration : Ce résultat se prouve par récurrence sur k.
Pour k = 1, la Proposition 7.1 donne I’expression de u et de 4 par les relations (7.21); et (7.22);.
Ainsi 41 est I'unique solution du probléme :

026y = 2\ — L)uy'”,

1
Byiin 0 et /2 iy dn = 0. (7.29)
n= _

1
2

[N
N

La Remarque 7.3 avec P = 1 montre qu’il existe un polynéme Q = Z q (z'n)lC tel que g est réel et
k>0

(ATY — L) = Qui™ . Ainsi, il suffit d’utiliser le Lemme 6.10 avec P = Q pour obtenir I’existence

d’un polynome Py tel que @ = P1u1 1. La Remarque 6.11 précise la parité des coefficients de (in)

dans P,.

La fonction u{ est uniquement déterminée par :

1
(Lmoy _ )\Ilnoy)u(l) — —/ Lu, d77 + mlumoy’
e o (7.30)
/ uf () uy™(t) dt = 0.
0

Mais nous avons vu que @1 = Pyuy ', donc, grace a la Remarque 7.3, il existe un polyn@me Q tel

que L(Piuy™) = Qui"™. Le Lemme 6.10 montre Iexistence d’un polynome P tel que uf = Pou]"*.
Soit k > 1. Nous supposons que, pour tout j < k, les fonctions ; et ug s’écrivent :
U = Isjurlnoy et u PO Pl
ol }5]- et P]Q sont des polynomes tels que les coefficients de (in) dans ]3j sont réels.
La fonction @41 est uniquement déterminée par :
—8%'&;9_1_1 = 2t ka_jUj — Luyg |,
] (7.31)
5 ~
Opigr, . =0 et / Ug+1 dn = 0.
n==33 -1
Par raisonnement par récurrence et la Remarque 7.3, il existe un polyndéme Q a coefficients en
k

(in) réels tel que Q = ka_juj — Luy. 11 suffit d’appliquer le Lemme 6.10 avec P = Q pour

§j=0

justifier ’existence d’un polynéme 15k+1 tel que Ug41 = 13;9+1u11n°y. La Remarque 6.11 affirme que
les coefficients de (i) dans Py sont réels.
La fonction ug 41 est uniquement déterminée par :

1 k+1
(Lmoy — )\’lnoy)ugle = —/ Ligy1 dn+ Zm]ukH _js

N 3 i=1 (7.32)
/0 W () TT@ dt = 0.

Par raisonnement par récurrence, construction de k41 et la Remarque 7.3, il existe un polynéme Q)

tel que L(Ppy1uy™) = Qpr1u™®. Le Lemme 6.10 justifie I'existence d’un polynome PP, tel que

0 , moy
ukH—P Uy O



Chapitre 8

Majoration de ’asymptotique de u(«)

Ce chapitre reprend la solution formelle construite au Chapitre 7 et estime son quotient de
Rayleigh afin d’en déduire une majoration du bas du spectre & ’aide du Principe du min-max 2.2.

Théoréme 8.1. Soit n un entier positif et my les réels déterminés par la Proposition 7.1, pour
k < n. Définissons :

n
p™ = Z o my. (8.1)
k=0
Alors, il existe ag > 0 et une constante positive c tels que :
Vo €]0, ag], p(a) < ap™ + ca® 3. (8.2)
De plus, il existe une valeur propre fi(a) telle que :
i) = ap™ + O pour a — 0. (8.3)

Démonstration : Reprenons les fonctions uy et les réels my, pour k > 0 déterminés par la Proposi-
tion 7.1 afin de construire un développement limité de la valeur propre. Définissons :

n
U = Za2kuk. (8.4)
k=0

). a (UM, UM)

U2, 01
Proposition 7.1, 'annulation du coefficient de o pour k < n donnée en (7.4); et la définition de
ug conduisent aux égalités :

Nous voulons majorer le quotient de Rayleigh évalué en U . Soit v € YV, alors la

1 1, moyn —
ao(U™,v) = = /Q g O™ g dt di + 0" E(un, )

n—1
1 _
+kz_;)a2k (Z(uk,v) + 2_tan“k+1an” dt dn)

n—1 k
= Z a2k / ijuk_j 7 dt dn + o®"U(uy,v). (8.5)
k=0 Q% \j=o

85
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Nous souhaitons comparer aq (U™, U™) avec pu(™ <U("), U(")> ¥ donc, dans l'expression (8.5),

LZ(QO
k
nous récrivons la somme E MjUg—j :

Jj=0

n k
2k _ ,,(n)rr(n) 2n+2 2k

Za ijuk—j—ﬂ( U E e Z Mk +1— ;- (8.6)
k=0 j=0 j=k+1

Reportons cette relation dans (8.5), il vient :

4 (U™, 0) = u® <U<n),v> o) _ij Un—j>9) 1oy + 67 L(tn, v)

L2
( iso

n—1 n

_a2n+2 E a2k Z MmEgint+1—j <U], U>L2(QO) - (87)
k=0 j=k+1

Comme nous souhaitons établir un développement limité au voisinage de 0, nous supposons a < 1.

Nous estimons le reste dans (8.7) en majorant « par 1, m; par sup |my| et ||u;||p2(qo) par
k=0,...,n
sup ||ukl|z2(qo). Nous définissons donc une constante C' indépendante de « :
=0,...,n

C:=n> sup |mg| sup |luk||r2(ao)-
k=0,...,n k=0,...,n

Insérons I'expression (8.6) dans (8.5), nous déduisons la majoration pour tout v € VV :

n
a® e(unav) - ij <un—ja")>L2(QO)
7=0

+C0™2||v]| 2 (qo)- (8.8)

aa (U™, v) = u™ <U(n)’U>L2(QO)

Dans le but d’appliquer le principe du min-max, nous choisissons v = U™ dans (8.8) et estimons
n

L(tp,v) — ij (un_j,U>L2(QO). Nous remarquons que :
Jj=0

n
U, U™) = £(up, ™) + Z o l(up, ug) = mp, + Z o0, up),
k=1

selon (7.20),, I'orthogonalité de ud avec u™ et £(n, u"™) = (in, Lul"™),, (q0)- En outre, comme

mo; sz 4 .
u]"” est normalisé, nous déduisons :

n n n

un, U) =3 (ung, U)oy = D00 | Ll we) = Do m (g oy | - (89)
=0 k=1 =0

Gréace a 'expression de uy donnée a la Proposition 7.1 et aux Remarques 6.21 et 6.9, il existe une
constante ¢, ne dépendant que de n telle que :

L(up, U ij <un s )>L2(QO) < ¢’ (8.10)
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Nous utilisons cette majoration (8.10) et I’expression (8.8), il existe donc une constante C,, telle
que :

a2t (8.11)

aa (U™, U™ — 4™ <U<"), U<">>

L>(Q0)
Pour appliquer le principe du min-max, il reste a minorer ||U)|| £2(Q0) -
2

(0%
T er

Donc il existe oy < 1 et une constante Cy > 0 telle que pour tout a €]0, o] :
U™ 1200y > Co > 0. (8.12)
e (8.11) et (8.12), nous voyons qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout a €]0, ag] :

(n) n)
M < p™ 4 ca®mF2, (8.13)
T[22 g0y
Par application du principe du min-max et changement de variables, nous établissons la majoration :
Vn e N, Jag, Je> 0 s.t. Va €]0, ap], p(e) < ap™ + ca® 3,

Reprenons les changements de variables effectués pour passer de la forme a a la forme a,, définie en
(5.15). Considérons la fonction V(™ définie sur Q, par :

V) (21, 39) = UM (2, 7). (8.14)
Alors: ), () ), yn)
Ve Mo TP Bagey
ce qui permet d’écrire 1’estimation :
() yn)
av, VT) < ap™ + a3, (8.16)

[[V ()] |%2(Qa)

D’aprés la Proposition 3.15, le bas du spectre essentiel de 'opérateur de Schrodinger vaut ©¢. Nous
avons construit une fonction V(") vérifiant (8.16), donc il existe un réel a; tel que 0 < a1 < ag et
pour tout a < oy, a(u™ + ca?t?) < ©y. Pour de tels angles, u(c) est donc une valeur propre.

Reprenons la relation (8.8). Nous savons que grace a la relation (7.21),41 :
S 1/ 1
£(un,v) — jz_:omj <un*jaU)L2(Q0) =3 /Qo Z@?ﬂnﬂﬁ dt dn.
Appliquons 'inégalité de Cauchy-Schwarz, le Théoréme spectral 2.3 et la relation (8.12), alors :

d (u("),o(Pa)> < O0(a®).

Par conséquent, il existe une valeur propre fi(«) de P4, 0, avec 'asymptotique ap™ + O(a®*h. 0

Remarque 8.2. En considérant u(""'l) dans le Théoréme 8.1, nous pouvons montrer qu’il existe

une valeur propre avec le développement limité au(") + O(a?™13).






Chapitre 9

Décroissance exponentielle a I'infini des
premiers vecteurs propres

Nous utilisons une méthode due & Agmon [1] (cf aussi la présentation dans [2, 3]) qui précise
la localisation des vecteurs propres de la réalisation de 'opérateur de Schrédinger pour certains
domaines. Cette méthode se base sur deux idées :

— La premiére idée est d’estimer la forme g4,,0, (¢®u) a l'aide de (€** Py, o, u, u>L2(Qa) et d'un
terme de la forme |V ¢|2e2?|u|?. Le choix de la fonction ¢ permet de montrer que u est expo-
nentiellement petit sur une partie du domaine.

— La deuxiéme idée consiste & utiliser une partition de I'unité et & controler la contribution de
Iinfini et du voisinage de ’origine.

La Section 9.1 propose une décroissance des états propres performante pour |z| > % Nous
verrons au chapitre suivant que cette estimation n’est pas suffisante pour justifier que le développe-
ment limité de p(e) a Pordre 2n + 2 est au(™. Nous proposons donc une nouvelle estimation de la
décroissance & la Section 9.1 & 'aide d’un controle différent de la contribution & 'infini.

9.1 Décroissance a ’aide des estimations du spectre essentiel

Théoréme 9.1. Soit Qy un secteur d’angle «. Supposons que pr(a) est la k—eéme valeur propre
pour la réalisation de Neumann sur ce domaine et que pp(a) < ©g. Notons uy o un vecteur propre
normalisé associé a la valeur propre pg(a). Pour tout € tel que 0 < € < ©¢ — pg(a), il existe une
constante C; o telle que :

Cs.a; (9.1)

¢ <
€ Uk o >
ekl 1y

ot la fonction ¢ est définie sur Q4 par :
Vz € g, ¢(z) = /Oy — pp() — € |z|. (9.2)

Démonstration : Commencons par établir I’estimation de la norme L2. D’aprés le Lemme 3.9, la
relation suivante est valable pour la k-iéme fonction propre et la fonction ¢ construite précédem-

ment :

Re (' Payoatiear ko) o+ V6] Suallbon, = 1Va0(uma)llfa,)  (93)

L2(Qq

Par hypothese sur la fonction uy, o, nous avons :

Re (e%PAO,Qauk,a,uk,a>L2ma) = (@) |le®urall32(0,): (9-4)

89
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Soient x1 et x2 deux fonctions infiniment dérivables sur €, & support respectifs dans Q, N B(0,2)
et Qq \ B(0,1) et telles que |x1]? + |x2|?> = 1 sur Q4. Nous définissons pour tout = € Q4 et R > 0 :

R(.\ _ Ed R(,.\(2 z\?2_ C
e = (1) ators 19 0)? = 1|30 (B[ < 5 (95)
Estimons maintenant ||V 4, (€¢Uk,a)||%2(na) a l’aide du Lemme 3.10 :
QAO,Qa 6 uka ZquQa 6 uka Z“e Uk,a |VX] | ||L2(Qa) (96)
Reportons les relations (9.4) et (9.6) dans (9.3), il vient :
2
/Q (k) + IV |ug ol *dr =~ qa0,0. (X} P uk,0) Zne ko [VXF| 120y (97)
a j=1

Par construction de la fonction ¢, le gradient V¢ s’exprime |V$|2 = Oy — ux(a) — €. Reportons
cette estimation dans (9.7), il vient :

(00 — e)lle?urallZ2(q,) Zqu,na Fe?up,a) lee uka [VX| T2 () (9-8)

Soit Ry = 4/ % ou C apparait en (9.5). L’hypothése sur la partition d’unité implique que pour tout
R Z R() :

2
1 €
= D lle?uka VX 20,y < SllePunallie,): (9.9)
j=1

Reportons la relation (9.9) dans (9.8) pour tout R > Ry :
e
§H6¢Uk,alli2(na) < Oolle?ur,allf2(0,) Zqu,na up,a)- (9.10)

La fonction Xged’uk,a est & support en dehors de B(0, R) ; ainsi, application du min-max sur le
domaine Q, NCB(0, R) et la définition de X(—A 4,, R) donnent la minoration :

Qo OFPura) > S(=Dag, B)lxFelural 2. (9.11)

Mais 3(—A 4,, R) converge en croissant vers 3(—A 4,) = Op et nous avons vu lors de la démons-
tration du Lemme de Persson, a la relation (3.60) qu’il existait ¢ indépendante de « telle que pour
tout R :

Vo4, 0|2
Vbl o e
o?R?

S(—Ay,, R) = inf

i 9.12)
$€CG°(Q\SR),#0 ||¢||%2(Q)

Ainsi, nous avons :

R ¢ R 2
Q0,20 (X5 € tk0) > (@o—ang) x5 e k.ol 20,

c 2 2
> (O — Up.o|” dz. 9.13
= ( 0 aQRQ)/CB(OJR)e ol ( )
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Estimons, grace 4 la minoration (9.13), le terme Og||e®uy,q| |%2( Z Q0,00 (X FePuy, ), majorant

dans (9.10), en séparant ce qui est localisé au voisinage de 0 et ce qu1 est a linfini :

o do + /C oo

Oolle?uk all72 () ZQAmQa e’upa) < O (/B *|ug ol dﬂ?)

c
— (60 — )/ e ug o)z — qag,00 (XT € up
( a2 R2 CB(0,2R) @ 0; (1 a)

c
53 2/ 62¢\uk,a| dx—l—@O/ e ¢\uk,a| dz,
a’R CB(0,2R) B(0,2R)

car qao,0, (xfe®uy o) est positif. Reportons cette derniére relation dans (9.10), il vient ainsi :

/ 62¢\uk,a\2dx < E/ 62¢\uk,a|2dac
CB(0,2R) 2 Ja,

< = 2/ e”?|ug,al” d:v+®o/ P \ug ol dz. (9.14)
a’R CB(0,2R) B(0,2R)

(0,2R)

N ™

Notons R;: = max (Ry, %\/g) = %@ avec C'(a) = max (20—62, C). Alors, pour tout R > Ry :

Z/ Plug oPdz < @0/ g, o|* da. (9.15)
CB(0,2R) B(0,2R)

Nous pouvons majorer strictement ©g par 1, e2(®) par e*£vVOo—t(d)—¢ pour tout z € B(0,2R),
Pestimation (9.15) se simplifie & 1’aide de ces majorations et devient :

/ Py oPdz < etRVOom(a) / g oz (9.16)
CB(0,2R) € B(0,2R)
En se rappelant que uy, o est un vecteur propre normalisé, nous pouvons majorer / |uk,a\2 dz
B(0,2R)
par 1 et déduire ainsi une majoration de la norme de e¢uk,a :
4
/ e \up, o?dr < (— + 1) BV Go—pk(a)=¢ (9.17)
€
s . 2C" (o) T . 2C" (e)
Cette derniére relation est valable pour tout R > ——, donc en particulier pour R = 1/ ==
et donne :
4 4\/20' So=rg(@) _y
/ 2 \up of?dz < (— + 1) e (a)( ‘ ) (9.18)
€

Il reste maintenant & contréler la norme de V 4,(e®uy ). A cet effet, reprenons les relations (9.3)
t (9.4), alors :

VAo (Pura)llZ20,) = (@0 = e)lle?unrallZaqo,)- (9.19)

Or nous venons d’estimer ||e%uyq||2, (Qn)> €€ qui permet d’achever la preuve. O
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Corollaire 9.2. Sous les mémes hypothése qu’au Théoréme 9.1 :

||e¢uk,a||H1(Qa) < Cea-

Démonstration : 11 suffit de remarquer que :
IV (Pur,a) [F20,) < 21IV0(€?uk,0)l[72 () + 211 Aol €?urallf2(q,)-
Or pour tout z € R2, |Ay(z)| e®(x) = |z|eV Qo #e(@)—¢lz] Choisissons e, €]0, e[, alors, pour || assez

grand :
| Ao (2)] e?@ < eV/Oo—ila)=eilal,

Le Théoréme 9.1 avec cet €1 montre la convergence de || [Ag| e®up o2, (Q,) Car; & distance finie, A
{7
est bornée. O

9.2 Décroissance a ’aide des estimations de la valeur propre

Fixons €y > 0. Pour tout o > 0, nous définissons R par :

€0
R:= —. 9.20
2 (9.20)
Notons Qév, g]N le domaine représenté a la Figure 9.1 ainsi que les bords I'j, 7 = 1,2 :
QDN = {z € R?| (z1 + R,22) € Qo \ B(0, R)}. (9.21)
« « « «
= = - in=)|z> 2 _R—zsin2)|z>
Iy {(:vcos2 R,x51n2)|x_R}U{(wcos2 R, wsm2>\$_R},
Iy := {(R(COSG —1),Rsinf)| 6 € ]—%, % [} .

Fi1G. 9.1 — Domaine Qfxv,ng.

NDN( 2

Notons @, €9) le bas du spectre de Uopérateur P:= D2 + (D, — z1)* avec condition de
Neumann sur les bords I'y et de Dirichlet sur le bord I'y ainsi que ¢ la forme quadratique associée
a P. Définissons le domaine :

Q(&?o)I:]O,—l-oo[x] £0 60[.

-, — .22
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Proposition 9.3. 11 existe uVPN(gg) > 0 et ag > 0 tels que :
Va €]0, aq], VPN (a,e0) > pV PN (). (9.23)

Commengons par énoncer un lemme concernant le bas du spectre de la réalisation de Neumann
de Vopérateur D2, + (D, — x1)? sur Q(gg), noté P Q(so) 2VeC A = (0,z1).

Lemme 9.4. Le bas du specire de Pj o, noté A(Q(eg)), est strictement positif.

Démonstration : D’apreés le Corollaire 3.12, nous déduisons que le bas du spectre essentiel de P o
s’exprime :

€0)

| o , . N @ e
lnfO-CSS(PA’Q(go)) sup m {/S;(EO) |VAU/| d-T, u € CO (]Ta +OO[X:| 4’ 4 [)

r>0 [[ull L2 (a(ep) =1
inf / IV qul?dz, u € HY(Qe)) § = p(Deo)).  (9.24)
llullz2(aeen =1 /2eo)

Cette derniére relation s’obtient facilement en prolongeant par zéro pour z; < r les fonctions
vérifiant la condition de Dirichlet en z1 = 7. Montrons que p(£2(gg)) > 0. Définissons ¢(z) = z122
pour tout = € §2(gg), alors, par changement de jauge :

Qe0)) = inf / Vio.ul?de, ue H: Qe . 9.25
N( (0)) ||UL2(9(50)):1{ Q(so)| A+Ve | A+v¢( (0))} ( )

Effectuons une transformation de Fourier a 'opérateur Py, ¢ " selon la variables z1 et définissons
le réel p(&1) pour tout &; € R par :

%l 2 2 2
[+ 6 = a0l + |Doyu(oa)? day
(€)= inf 4 = . (9.26)
oo ([_E0 €0 ry
weCs ([~ 2]) 0 /:0 ‘u(w2)|2 dzs

4
Il est facile de voir que ¢ lhil u(&1) = +o0o. En outre, p(&1) est strictement positive pour tout
1—>00

&1 € R et continue, donc il existe g > 0 qui minore p(&1) pour tout & € R. Par conséquent,
p(2(0)) > p > 0 et a fortiori, reprenant (9.24), le bas du spectre essentiel de P A,0(co) €St supérieur
a p donc strictement positif.
Supposons que la plus petite valeur propre de P A0(eo) €St nulle. Alors, il existe u € DV (P A,ﬂ(eo))
normalisé tel que :
Dyu = 0 dans D'(Qeo)),
(Dg, —z1)u = 0 dans D'(Qep)).

Si nous dérivons la premiére relation par rapport & xo et la premiére par rapport a z; et soustrayons

les deux relations, alors u = 0 dans D'(Q(ep)), ce qui contraire a I’hypothése de normalisation de u.

Ainsi, la premiére valeur propre de P A=) €St strictement positive, donc A(2(eg)) > 0. O

Utilisons le Lemme 9.4 pour justifier la Proposition 9.3.

Démonstration : Raisonnons par I’absurde. Supposons qu’il existe une suite v,,, € Hi(Qéan?EJX ) telle

que ||va, ||2@upyy =1 et limo q(vq,,) = 0. Par positivité de la forme quadratique, nous avons :
an,€0 an—>

q(vay,) > / |Dw1"’an|2 + [(Dgy — "El)van|2d$' (9.27)
Qeo)
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D’aprés le Lemme 9.4 et le principe du min-max, nous pouvons minorer ¢(vq, ) comme suit :
q(va,) = /Q( | | Doy, |* + |(Day — 21)a, [*dz 2 MQ(e0)|[va, |72 (0(e0))- (9.28)
€0

Par hypothése, alir_r)lo q(va, ) = 0 donc aliI—I}O [[Va, || L2(02(e0)) = O car A(Q2(eq)) > 0.

Soit x1 une fonction de troncature définie sur R, infiniment dérivable, telle que 0 < x1 < 1 et :

a@)={y 5 22E, (9.29)

Définissons également yo = m Par conséquent, reprenons le Lemme 3.10 :
q(va,) = q(X1van) + 4(x2Var) — || Dzyx1 van||i2(ngy£g¥)) — || Daax2 van||i2(ny£g¥))- (9-30)
Remarquons que (Dy,X;) =1,2 est nul en dehors de ]—%0, %0[ et définissons a = £ tan %* ainsi que

Qo(gg): = QéVnDE]X N] — a,0] x }—%f, 2 [ Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
j=1,2:

C
|[Dz2X; U%“%?(Q@fﬂ\(f)) < _%HvanHLz(Q (£0)Ua(e0))" (9.31)

. _ . N . 2 =1 T2 L2
Nous savons que al:glo [[Van [|22(0(e0)) = 0, il reste & estimer ||van||L2(Qz(€0)) en utilisant une inégalité

de type Poincaré car v,, s’annule sur le bord I's. Pour tout (z1,z2) € Q2(ep), nous considérons
(29, 29) € To N Na(gp) le point de T'y de méme ordonnée que (z1,x2). Alors v, (29, z2) = 0, donc :

1
Va, (T1,T2) = /0 Oy, Va,, (Y1, T2)dy1- (9.32)
zi
L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de déduire :

[va, (1, 22)| / dy / | Oy, Ve, (Y1, T2) | dy1 . (9.33)

Comme (z1,x2) € Q9(gg), alors f;(l)l dy; < a et 71 < 0. Intégrons |v,, |? sur a(gg), il vient :

0
/ |van(w1,x2)|2 dr1 dzo < a/ / |8y1van(y1,$2)|2dy1 dz1 dzo
Q2(550) Qs (g0 z‘(l)

AN

GZ/ |8ylvan(y17$2)|2dyl dzo
Qo (e0)
< a’q(vay,)- (9.34)

Les relations (9.28) et (9.34) montrent qu’il existe ag et C(gg) > 0 tels que pour tout a, < ag :
190 |17 2(0c0) U0 (c0)) < C(€0)a(var, )- (9.35)

Soit € > 0, reprenons (9.30), (9.31) et (9.35), alors il existe a1 < «p tel que pour tout oy, < ap :
q(va,) > q(X1%a,) + 9(X2Va,) — € (9.36)

Nous prolongeons respectivement les fonctions x1vq, €t X2va, par zéro sur les demi-plans Pj:=
{z € R?|zy < tan 9 (21 + R)} et Po:= {z € R®?|zy > —tan % (21 + R)}. Alors x1va, € H}&(Pl)
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et Xaova, € H}L{(Pg). Par changement de jauge et invariance par translation de domaine, nous
déduisons :

a(x1%a,) 2 Ool[X1a, |[72(py) €t a(x2va,) 2 Oollx2va, |72 (py)- (9.37)
Ainsi :
q(va,) > ®0||Uan||%2(ﬂév7?é’\6) —E&. (9.38)
P 2 Q('Uan) +e€ . . .
Nous déduisons alors que ||vq, || T2(QNDN) < SV ce qui contredit le fait que vy, est norma-
an,eQ 0

lisé. O

Théoréme 9.5. Soit g > 0. Notons pVPN(g9) > 0 et ag > 0 tels que :
Va €]0, ag], pNPN(a,e0) > uNPN (gp). (9.39)

Soit uy o un vecteur propre normalisé associé & la k-iéme valeur propre pp(c) pour Py, . Alors il
eriste oy < a tel que pour o €]0, 1] et la définition (9.20) de R :

/ e\/m|$||uma(w)\2 dz < 4e*FV 2PN (20) (9.40)

Démonstration : Nous allons reprendre des arguments similaires & ceux de la preuve du Théoréme 9.1.
Définissons la fonction ¢ sur , par :

é(z): = %m. (9.41)

Reprenons la relation (9.7), alors, par hypothése sur les fonctions Xf, il existe une constante ¢ > 0

telle que :
PN (o) by P :
pe () + + le®ur,allz2(qy) E 040,90 (X Ptk 0)- (9.42)

2 R2
Par définition de VPN («,¢q), changement de jauge et invariance du probléme par translation (cf
Propositions 3.1 et 3.4), nous avons :

Q0.2 O ePura) 2 VPN (o, 20) e unall 2o ) (9.43)

En outre, ||X§e¢uk,a”%2(na) > He(pukaa”%?(na\B(OJR))' Les relations (9.42), (9.43), les hypotheses

sur les fonctions sz montrent que :

€
(MNDN(Q,EO) - % _ ,uk(oz) _ Nf(())) / 62¢($)|Uk,a(.’17)|2 dx
Q0 \B(0,2R)
PPN (o) ) )
< (gm0 [ @ s 04
R 2 QaNB(0,2R)

Selon (9.39), uVPN(a, e9) — pVPN(g9) > 0 pour a €]0, ap]. De plus, px(c) tend vers 0 avec a. Par

conséquent, se souvenant que R = => selon (9.20), il existe a; < ag tel que pour tout a €]0, a1],

NDN
7z + k() < %(60) et alors :

/ @y, (@) do < 3 / 2@ |y o (z)[? da. (9.45)
2\B(0,2R) QaNB(0,2R)
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Or, pour tout z € Q4 N B(0,2R), ¢(z) < R\/2uNPN (&), ainsi :

/ 9@ |uy, o(2)[? da < 4BV (E0), (9.46)

Corollaire 9.6. Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 et ag > 0 tels que :

Va < ag, VT > £, /]T g lwal” ddn < 75, (9.47)
+oo[X|—

(0] 11
272

en notant uy o le k-iéme vecteur propre normalisé associé a P,.

Ve s [P (e0)
22 2 ’
(9.40

0) montre que pour

Démonstration : Reprenons le résultat du Théoréme 9.5 en choisissant €9 =

alors il existe g tel que par changement de variables et de jauge, la relation

a<a:
s /2t e
/QO 626\/;|uk,04(t,77)|2 dt dn < 4e¥% . (9.48)
Soit T' > 0, alors :
/ [t )2 di dn < 4685% 5V 2 gem2h(VITa-220), (9.49)
IT,+00[x] 3,31
Choisissons T' > 2, alors :
/ o, )2 dt dy < de EVEVE, (9.50)
]T05+OO[X]7%7%[



Chapitre 10

Minoration de 1’état fondamental

Le Théoréme 8.1 montre qu’il existe un élément du spectre dont le développement limité est
ap™4+0(a?"3) avec u(™ défini en (8.1). Pour justifier qu'il s’agit du bas du spectre, nous établirons
une minoration de pu(a) et de 'écart po(a) — p(a) ot po(a) est le deuxiéme élément du spectre de
Py, 0., ce qui montrera que ap™ + O(a®™*3) est nécessairement 'asymptotique de p(c).

10.1 Minoration de p(a) au premier ordre

Théoréme 10.1. Pour tout € > 0, il existe ag > 0 tel que pour a < o :

pla) > % — ea. (10.1)

La démonstration du Théoréme 10.1 se décompose en plusieurs étapes car nous ne savons pas
minorer directement le bas du spectre de P,. Nous approcherons donc le bas du spectre de P, par
celui d’autres opérateurs en contrélant l’erreur commise.
Le terme singulier de P,, ﬁD%, tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini. Nous tronquons donc le
domaine Q0 en ¢t = T et comparons P, et l'opérateur P, défini & la Section 10.1.2 a partir de
P, restreint au domaine tronqué Qr défini en (10.5), avec une condition de Dirichlet en ¢t = T.
Nous pouvons majorer % par % pour t €]0, 7T et donc comparer Pg et 'opérateur régularisé Pr ,: =
2(Dy — n)t(Dy — n) + 5D} défini & la Section 10.1.3.
Nous avons vu le role important des fonctions indépendantes de n aux Chapitres 6 et 7 et défini
I'opérateur moyen L™ & partir de P,. Par conséquent, si nous étudions 'opérateur Pr , au lieu de
P, il est assez naturel de considérer opérateur L™%:T déduit de L™ en imposant une condition
de Dirichlet en t = T'. Controélant les erreurs d’approximation, il suffit donc de comparer les bas des
spectres de Pr,, et de Loy, T,

10.1.1 Opérateur moyenné L=%-T

Nous montrons que la premiére valeur propre de L™ est trés proche de celle de opérateur
obtenu en tronquant le domaine. Nous définissons la forme sesquilinéaire £™%:T" 3 partir de la forme

£moY | restreinte au domaine |0, 7' et aux fonctions de Vgoy T

Vo = {ueL*]0,T[)| vVtDw € L*(0,T[), uj,_, = 0}.

moy,

Nous réalisons I'opérateur L™%:T 3 partir de £2%T sur DV (L™%T). Le bas du spectre vaut alors :
oy, T
moy,T’ £mey (’U,, u)

A i= inf Tz (102)
' uev N, w0 [[u| |%2(]0,TD
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Proposition 10.2. ] existe une constante ¢ telle que pour tout T > 1 :
Amey o ymoyT o moy | o575 (10.3)

Démonstration : Rappelons que le vecteur propre normalisé associé & 1'opérateur L™ se calcule
explicitement et vaut :
1 ¢
O
urln y(t) = me 4\/5, Vit € R+.
Définissons la fonction vrq;loy a partir du vecteur propre u; >
de la fonction de troncature xr par :

PVEEN mo; N .
, associé a la valeur propre A", a I’aide
T ._ moy
Umoy' = XT ul ’

en choisissant x7(t) = x (%) pour tout ¢ € R ou x € C§°(R",[0,1]) telle que x = 1 sur [0, %],
supp x C [0, 1]. De la méme maniére que nous avons établi le Lemme 3.10, nous montrons, en tenant
compte du changement de métrique, que pour tout u € DV (L™¥-T) :

1
e (xru, xru) = Re (X7 L™u,u)pogo gy + sl VX Vel fagorp. (104)
Choisissons u = u]'” dans (10.4). Par hypothese sur u]'®, L™¥u" = AT %y Ilnoy Comme précé-
demment, nous majorons |Vyz|? par 7z- De plus, |Vxr| est nul en dehors de [2, T, ce qui conduit

4 la majoration :

C
emoy,T(vrjr“loy’vIJ;wy) < )\IIHOYHUIT;IOy||%2(]O’TD + ﬁ“\/iuinoyHiQ T

Majorons v/¢ par /T. La norme |[u}"*||?

-7 _T
12QZ 7)) vaut (e 23 —e ~/§) et ainsi :
2

T

c __T_
emoy,T(,UrI;lOy’ moy) < )\moyH'Umoy||L2 10,77 -I-Te 2V3,

l-e 2f<||1) <1

moyHL2 10,7)
Par application du principe du min-max et inclusion des domaines de forme, il existe une constante
¢ indépendante de T telle que pour tout T' > 1, la relation (10.3) est vérifiée. O

10.1.2 Opérateur P! sur un secteur tronqué

Comme le terme ta% tend vers 0 quand ¢ tend vers 'infini mais diverge quand « tend vers 0,
nous allons utiliser un nouvel opérateur issu de 'opérateur P, mais restreint & un domaine borné.
Notons AT () le bas du spectre de la réalisation de Neumann de I'opérateur PI associé & la forme

aq, restreinte au domaine tronqué Qr avec une condition de Dirichlet sur le bord t =T :

11
QT = ]0,T[X:|—§,§|:, (105)
V]J-\{O = {'U, € LQ(QT” \/_8 U € L? ( T), \/ZDt'U, € LQ(QT), U = 0} .
Alors :
T qT( ) T 2 1 2
A ()= inf 9o ovec q,, (u) :/ <2t|(Dt —n)u|® + - |Dyul ) dt dn. (10.6)
UGVT O,U#O ||u||L2 QT) Qr 20{ t

Nous allons montrer que A(a) est exponentiellement proche de AT'(a) :
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Proposition 10.3. Pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 et ag > 0 tels que :

Va < ag, YT > 2 Aa) < AT (@) < Ma) +e . (10.7)

Démonstration : Le prolongement d'une fonction de Vﬁ o par 0 pour définir une fonction de YN
conduit & la minoration :
M(a) > Ma). (10.8)

Majorons A7 (a) en fonction de A(a) afin de mesurer l'erreur commise par troncature. Considérons
une fonction de troncature x, définie sur Rt réelle, infiniment dérivable, & support dans [0, 1] et
valant 1 sur [0, 3]. Soit 7' > 0, définissons la fonction de troncature yr sur Rt par :

Vi € RY, xr(t) = x (%) : (10.9)

Définissons la fonction vl & partir du vecteur propre ug, associé a la valeur propre A(c) :
vl = X7 Ug.- (10.10)

Notons que v. € V%V, o- La démonstration du Lemme 3.10 permet d’écrire :

Ga(wa) = Re (xF Patiasta) o, + I [Vxr| Vi uallfa,)- (10.11)

Par hypothése sur u,, Pyutqa = A(@)us. Par construction de yr, il existe une constante ¢ > 0
indépendante de o et de T' qui majore T?|| |VXT|2||LOO(QT). De plus, |Vxr| est nul en dehors de

%,T] X [—3, 3]. Ceci conduit & la majoration :

Cc
qg(vg) < A(a)HUg”%?(QT)+f“ual‘i%]%,rp[x]_%,%[)' (10-12)

2

120Z7[x]=1,1D avec le Corollaire 9.6 ; il existe § > 0 et ag > 0 tels que :

Controlons ||ug|

€ 9 _s
< > — <e a. .
Va < ag, VT > o ||ua\|L2(]€,T[X]_%,%D <e (10.13)
De maniére similaire, nous déduisons une estimation de [|v} |2, @)
_ T
1—e o <|jog |2 < 1. (10.14)

11 suffit d’appliquer le principe du min-max rappelé en (10.6) pour aboutir & la relation (10.7) (avec
un J plus petit). O

Nous allons maintenant estimer A7 (a). L’expression de a,, et la définition de I’espace Vﬁ o per-

mettent de minorer A\T'(a) comme suit :

1
/ (2t|(Dt —n)ul® + 2042T‘D"u‘2> dt dn
Al(a) > inf 29 5 : (10.15)
u€Vy §,u0 Hu||L2(QT)

Ceci nous conduit & définir un nouvel opérateur qui ne posséde pas de singularité en %
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10.1.3 Opérateur régularisé P7*

Nous considérons ainsi le probléme spectral associé & un nouvel opérateur P7?. Notons a’** la
e P , N,D
forme sesquilinéaire définie sur I’espace V> par :

vl o= {ue LX(Qr)| (D — n)u € L*(Qr), Dyu € L*(Qr), uj,_, =0},

alP(u,v) = / (2t(Dt —n)u(Dy —n)v + gDnuD—nv) dt dn. (10.16)
Qr

Notons v(T, p) le bas du spectre de I’extension auto-adjointe PT? associée a a™*. L’opérateur PT-
est défini sur le domaine DV'P(PT*) par :

DD (pTry = {u e VP | (Dy — n)t(Dy — n)u € L*(Qr), D2u € L*(Q7),
tDyu,_y =0, Dyu_ys =0},
P
PT? .= 2(Dy —n)t(Dy — 1) + Epg. (10.17)

Alors v(T, p) s’exprime & ’aide du principe du min-max par :

T,p
WTp) =  mf W)

_ (10.18)
uEV}V’D,uio ||u||%2(QT)

Nous allons montrer que :

Proposition 10.4. Supposons T > 1 et qu’il existe une constante M telle que % < M, alors il

existe une constante C indépendante de T et de p telle que :

v(T, p) < AP < (T, p) + C | = (10.19)

IS5}

3 ; LT % : N N,D [ .
Démonstration : L'inclusion V. 7 C V' permet d’écrire :

U(T, p) < ATT . vp > 0. (10.20)

Notons u7,, un vecteur propre normalisé associé & la valeur propre v(T, p). Cherchons des informa-
tions sur les normes des dérivées. En regardant (10.20) et (10.3), nous pouvons majorer v (T, p) par
C':= A\"" + ¢, donc :

P
/Q (261(De = myury(tm)? + E|Dyur,(tm)?) dt dn = v(T,p) < C"
T

Alors :
V2C!

lL2(00) < 7

Comme nous avons défini L™% pour la majoration, nous utilisons ’opérateur de projection Iy :
) p b 0

\|Dyur, . (10.21)

Ty: L2(Qr) — L2(Qr), frs [ f(tn) dn. (10.22)

DN =

Nous écrivons ur, comme somme de deux fonctions ud , et U , définies par :
b )

u?p,p: = Hour,p, u%w’p(t, n):=ur, — uOT,p. (10.23)
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L'image de L?(Qr) s’identifie avec L2(]0, T[) par I’application IIy : L?(]0, T[) s’injecte dans L?(Qr)
en définissant g — i(g) = ¢g. Nous omettrons désormais la référence a U'injection 3. Par définition de
g, , et ur ,, il est facile de voir que :

V20!

||DnU1T,p||L2(QT) 7, (10.24)
1

2
/lulT,p(t,n) dn = 0, (10.25)
-2

Dnu%ﬂ ., =0 (10.26)

ﬂ:ii

La plus petite valeur propre strictement positive de la réalisation de Neumann de 'opérateur —8%
sur |—1,1[ vaut 7. Par construction de ulTy , et comme le montre la relation (10.25), ulT, , est
orthogonale aux fonctions constantes qui forment le sous-espace propre associé & la valeur propre
nulle, alors :

1 Dyurpllizery > wllurllzzr)- (10.27)
Par conséquent, en utilisant (10.24) et en prenant C" = —“7/;20’, nous avons :
CII
l[ud |2 < —=- (10.28)
T)ﬂ ( T) \/ﬁ

Mais, commme ||u0T’p||%2(QT) =1- ||u1T,p||%2(QT), la relation (10.28) conduit & l’encadrement :

~n

1= = <llud Mz < 1 (10.29)

Rappelons la relation vérifiée par (v(T, p), ur,p) :
2(Dy — n)t(Dy — n)ur,, + gpguT,,, = u(T, p)ur,. (10.30)
Appliquons I'opérateur Il a la relation (10.30) en utilisant la décomposition de ur , et les propriétés

1.
de ur,

1
2

LTyl +/ 2(Dy — mt(Dy — ur, dn = v(T,p)uf,. (10.31)

=

Développons 'expression de /2 2(Dy — n)t(Dy — n)ulT,p dn :

=

1 1 1 1
3 2 3 2
/ ) 2(Dy — n)t(Dy — n)ulT,p dn=2 (z/ nulT,p dn — 2tDt/ ) nulTyp dn —I—t/ ) 772u1T7p dn) .
—3 - —3 —3
(10.32)
Effectuons le produit scalaire v(T', p) <u0T, 0 u%, ”>L2(]0 70 en utilisant les relations (10.31) et (10.32) :

T
I/(T, p)“u’(l)”,p“%?(}O,T[) - <Lm0y’Tu%,paU(I)“,p>L2(]O,TD + 21'/() I (nu%yﬂ) u(J)“,P dt

T T
—4 / tDiTlg(nur,,) uf, dt + 2 / tTo(n°ur,,) ug, dt. (10.33)
0 0
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Une majoration brutale conduit a :
.0 .0 0 12 1 "0
(Lmoy “T,P’uT,P>L2(]0,T[) < vT, p)llugpllz2go,rp) + 2 ‘/Q nur., uOT,p dt dn‘
T

+4

/ ntDtu%v,puOTp dt dfr;‘ +2 / n’tut puoTp dt dn‘ .(10.34)
Qp ’ Qp o

Estimons chaque élément de cette relation (10.34) :

/Q nut,, uy , dt dn‘ < $llug 2 @mud 2 (o) < %% selon (10.28) et (10.29).
T

/Q nZtu%‘,p UOT,p dt dn| < 4||’u’%“,p||L2(QT)||\/ZIU’(T)“,p||L2(QT) < 4%‘|\/Eug,p||L2(QT)
T

e Estimons le dernier terme en effectuant une intégration par parties :

[ oty G aan < [kl v [l okl 1D dean
Qr Qr Qr

CII C” \/T

= tDyud _ 10.
< a5t s VPl (10.35)
Définissons G{T; 0): = <Lm°y’T“°T,pau0T,p>L2(]o ro Notons que [[Vauf. llrzgor < VBy/CTT, ) et

H\/EDtu%’ ollz2qoy £ V/C(T, p), alors la relation (10.34) et les estimations de chaque terme ménent
& la majoration :

c” T
C(T,p) < (T, p)+3— +4C",|=\/C(T,p). (10.36)

VP p
Si T > 1 et s’il existe une constante M finie telle que % < M, alors C(T, p) est fini et il existe
une constante C'(co) > 0 indépendante de T' et de p telle que C(T, p) < C(00) < +00. En utilisant
(10.29), ceci conduit & encadrement (10.19) de X7, O

10.1.4 Synthése de ces constructions

La synthése des constructions précédentes permet de démontrer le Théoréme 10.1.
Montrons que pour tout 7 > 0, il existe a; < a tel que pour tout a €]0, 1], A(a) > A" — 7.

Soit n > 0. Reprenons la relation (10.3) et la Proposition 10.4 en choisissant ¢ = % et T = <.
Alors :
1 moy _ 1

La relation (10.15) et la Proposition 10.3 montrent que pour ¢ choisi précédemment, il existe ag > 0
et § > 0 tels que pour tout a €]0, o] :

Aa) > v (T, O%T) — e . (10.38)

Il existe a1 < ap tel que pour tout a €]0, 4], e o < 2, ainsi, reprenant (10.37) et (10.38), il vient :
AMa) > A — 1. (10.39)
Or, nous savons que p(a) et A(a) sont liés par la relation p(a) = a(a), donc :

Va < ap, pla) > aX]™ —na. (10.40)
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10.1.5 Comportement des vecteurs propres

Remarquons que lors de la preuve du Théoréme 10.1, nous pouvons justifier, en utilisant les
mémes notations, le résultat de convergence suivant :

Proposition 10.5. Notons u;”’ le premier vecteur propre associé a l'opérateur PTr et définissons
1

; 0 _ [, Ty £ moy,T’
pour tout t €]0,T[ la fonction qu(t) = u; P (t,m) dn. Notons également u; le vecteur propre
' _1

2
normalisé associé & Uopérateur L™YT . Alors, il existe Ty > 0, C tel que pour T > Ty et p > 0 avec

% uniformément borné :

m 1 T
||u%p — Uy Oy’T||%2(]0,TD < C (; + ;) . (10.41)

Démonstration : Décomposons le vecteur u(% o selon la base des vecteurs propres associés a L™
bl

ul, = auf" +a (10.42)

. . s . T . . .
ou uOT o est orthogonale & la premiére fonction propre uy' ™" de L™oy:T  Estimons le produit scalaire
b)

Lmoy,TUO ’U,O >
< T2 " T,p L2(0,T])

juste aprés, il existe une constante A indépendante de T" et de p telle que pour T, p vérifiant T > 1
et % uniformément borné, alors :

. En utilisant la relation (10.34) et les estimations de chaque terme établies

m T
<L oy,Tu%’p’ u%aP>L2(]0,T[) < V(T7 p)||u’(1)“,p||%2(}0,T[) + A ;

Reprenons la relation (10.20) et injectons cette inégalité dans la derniére relation en utilisant la
décomposition de uOT, , bour exprimer la norme, il vient :

T,0 0 T 2 ~0 |12 T
(LR UL gy u ) ooy < AT (@ + 1A, [12g0,p) + Ay f o (10.43)
Utilisons le principe du min-max et la décomposition de u%, , bour minorer <Lm°y’Tu%7 o u%, ”>L2(]0 -
et notons )\;noy’T la deuxiéme valeur propre de I'opérateur L™%:1' alors :

aT 3T 77
(LT gy ) ooy 2 AT @+ 25 2172 0,11, (10.44)

Rassemblons les relations (10.43) et (10.44), alors :

m m ~ T
(8T =AY ooy < A\f; ' (1043)

L'inclusion de domaines permet de minorer AL'®"" par A2 et en reprenant (10.3), il vient :

)\moy - /\moy o 56_% < )\moy,T o )\moy,T
2 1 = 2 1 .

Ainsi, il existe Tp indépendant de p tel que pour tout T' > Tp, la relation (10.45) conduit & :

B - T - 24
a7l 1F2 oy < Ay 5 avee A= NPOY _ ymay (10.46)
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Cette derniére relation montre que ||1]0T, p||%2 (o,rp) tend vers 0 quand p tend vers Uinfini.
Par I'hypothése sur la décomposition de u%,p, nous avons : af = ||qu||L2(0T ||qu||L2 0.1)"
Reprenons les relations (10.29) et (10.46), alors :

" - T
1—C——A ~ <ol <. (10.47)
p p

mo < C
1ug, = P Dagory = (1= 0)® + [[aF,l12007p < +C\/;- (10.48)

Donc :

Cette derniére relation apporte le résultat voulu. O

Proposition 10.6. Notons u"” le vecteur propre normalisé associé a la valeur propre AT, u:"*>"
1 prop 1 1

. o ~moy,T
le vecteur propre normalisé associé & la valeur propre X1 et a] ™" son prolongement par 0 pour
t>1T. Alors :

moy ~moy,T’

T
[lug ™ — 3 2@ty = O (efm) pour T' — +o0. (10.49)

oy, T’

Démonstration : Décomposons la fonction ;" sous la forme :

~moy,I" moy
w7 = aguy ° + 1,

N N mo
ol vy est orthogonale & u]™™, alors nous avons :

& G2y = 1= af + llon[Far)-

En outre,

Amoy.T _ <Lmoyﬂ§noy,T,ﬂI1n0y,T> aZATY | )\;noy”?]lH%?(R*')' (10.50)

L2(RY)
Par conséquent :
0) O ,T 2 2 aT 7T
A2 = A" v l[Ta@ey < agAT™ = ATY) AP = AP,
Utilisant la Proposition 10.2, nous en déduisons :
T -
A = AT —Ze 2V8)||v1|[fagsy < e 2B,

moy moy _ l .
Or, nous savons que A, * — A}~ = NEL donc :

IA

||v1] |%2(]R+)

T T
Donc ||111||%2(R+) =0 (e 2\/5) etayg=1+0 (e 2\/5) quand T tend vers U'infini. II suffit maintenant
d’écrire :
_ T
[ = oy = (1= a)?1T7 ™ o) + o1l Bagsy = O (¢735).

O

Nous ne nous servirons pas des estimations obtenues sur les premiéres valeurs propres mais
reprendrons les mémes techniques pour les secondes valeurs propres.



10.2 Estimation de la seconde valeur propre 105

10.2 Estimation de la seconde valeur propre

La majoration du bas du spectre du Chapitre 8 donne l'existence d’une valeur propre avec le
développement limité apu(™ 4+ O(a?**3), nous avons en outre montré  la section précédente que le
premier terme du développement limité de p(a) était minoré par % — ea. Sil’écart entre les deux
premiéres valeurs propres de P, est suffisamment grand, alors le Théoréme spectral 2.3 montrera que
le développement limité obtenu par la solution formelle est celui de p(a). Commencons par donner
un résultat sur la minoration de la deuxiéme valeur propre et I’écart entre les deux premiéres valeurs

propres :

Proposition 10.7. Quand o tend vers 0, le nombre de valeurs propres de l'opérateur Py, q, tend
vers l'infini. Si nous notons p(a), pe(a) les deur premiéres valeurs propres pour Py, o, et par AT
Ay'? les deur plus petites valeurs propres de L™%, alors pour tout € > 0, il eziste o telle que pour
tout o €]0, o] -

Vv

po () a\y” — ea, (10.51)

a) — pla
M Z (A;noy _ )\linOY) —e. (1052)
o

Comme pour la détermination du premier terme du développement limité, nous utilisons plu-
sieurs opérateurs.

10.2.1 Quelques estimations des deuxiémes valeurs propres
Rappelons ’expression du second élément du spectre & 'aide du principe du min-max :

Xo(a) = sup inf 9a(v)

_doltt) (10.53)
ver2(@) uevNulo [[ulls )

Les expressions sont similaires pour AL (a), A, A2%T et 1y(T, p). L'indice 2 indique qu'il s’agit

du deuxiéme élément du spectre. Par inclusion de domaines, nous établissons :

AV > Ag(a), (10.54)

A5 (@) > Xo(a), (10.55)

AQOVT s \moy, (10.56)

X > (T, p), (10.57)
1

T

En utilisant la relation (10.54), le réel A\o(a) peut étre majoré par une constante indépendante de «,
ce qui implique que pa(a) = alz(a) tend vers 0 avec a donc il existe aq tel que pour tout a < ag,
pa(a) < ©g. Ceci nous assure que ps2(a) est une valeur propre pour des angles assez petits.

10.2.2 Comparaison de vy et \y'”

Proposition 10.8. Soit € > 0, alors il existe ag > 0 et une constante ¢ > 0 indépendante de €

telles que pour tout a < g et T = £ -

1 mo
9 (T, 052—T> Z )\2 v CcE. (1059)
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Démonstration : Soit € > 0; notons T' = £ pour tout a > 0.

Considérons u1,r et ug 7 les vecteurs propres normalisés associés aux valeurs propres v (T, Q%T) et
1 AR 0 ._ 0 ._ 1 _ .0 1 _ _ 0

vy (T ) et définissons uj p: = Hour,r, ug p:=Hougr et uy p = 1,7 — uj 1, Upp = U2,T — Uy -

s Q2T
Selon la relation (10.29) avec p = Q%T = L il existe une constante C’ indépendante de « et de T
telle que :

lut llr2gorp < C'Veva,  lugrllrzqory < C'Veva, (10.60)
1—Cea < ||uf pllrzgory <1, 1—Clea < |[ud pllz2qorp < 1- (10.61)

Décomposons ug o selon la base des vecteurs propres de Lmoy,T .
b

wr = a7 +ad . (10.62)

Notons que a? + Ha(Q),T”%?(]O,T[) < 1, donc |a;| < 1. Evaluons le produit scalaire <ug,T,u(1),T>

L2(Jo,17)
en sachant que <’U/2,T,’U/1,T>L2(QT) =0:

<U(2),T,u(1),T>L2(]O’T[) = <u%,T’u%,T>L2(QT) - <u%,Tau1,T>L2(QT) - <u2,T7u%“>L2(QT) : (10'63)

s ] s . T . - s
Utilisons la décomposition de uJ ., le fait que u;"™" est normalisé et que @3, est orthogonal &
3 )

T : . .
ul" " pour donner une autre expression du produit scalaire {49 ., u? :
' 21 LT/ Loy
)
(g ul T>L2 orn = a1+ <a1urlnoy’T + a9 o ud p — urlnoy’T> . (10.64)
’ ’ (] ) D ) ? L2(]0,T[)

La relation (10.41) précise que H“?,T — urlnoy’THLzGO’TD < Ce. En outre, les relations (10.60) per-

1 1 ! .
U U1T> <U2T u > par C'v/ey/a ainsi que
< 20T ) oy Ty ) ) Veve
1

<u%’T,u1,T>L2(QT)‘ par C"?ea. Reportons ces estimations dans (10.63) et (10.64) en se rappelant

mettent de majorer les quantités et

que |ai| <1, alors :

la1| < 2Ce 4 2C"/e/a + C"eq. (10.65)

Donc il existe ag > 0 et une constante C telle que pour tout a < «q :
|a1\ S Clé'. (1066)
0 moy, T’

Cette relation signifie que le vecteur u, 1 associé a v (T, ﬁ) est «presque» orthogonale & u,; .

En outre, en reprenant (10.61) et (10.66), il existe une constante C telle que :

1-C%* < ||ﬂ2,TH%2(]0,T[) = ||U2,TH%2(]0,T[) —af <L (10.67)
Comme nous ’avons fait pour <Lm°y’Tu%, u%> L2(jo,T))> HOUS encadrons <Lm°y’Tug7T, ug’T>L2(]0,T[) :
1
T, 0 0 0 112
(L™ Ty rot2m) ooy < 2 (T, a2T> llug, 720, + Cé, (10.68)
et aussi :
T T T~
(Lm Ug,T,Ug,ﬂLz(]O,TD > aIATYT A7 [ag Tz go.rp- (10.69)

Regroupons les relations (10.68), (10.69) ; utilisons (10.61), (10.66), (10.67), ainsi que (10.56), alors :

1 m
1) <T, C¥2—T> Z AQ v _ CcE. (1070)

O
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10.2.3 Comparaison de () et A\l (a)

Proposition 10.9. Pour tout € € ]O
T=2=%:

a

’f[ il existe ag, § > 0 et C > 0 tels que pour a €]0, ag et

0 < M(a) — Xo(a) < Cea. (10.71)

Démonstration : Comme nous ’avons fait pour la premiére valeur propre, montrons que Ag(c)
est proche de A (a) en utilisant le Théoréme spectral 2.3. Reprenons la fonction de troncature

précédente xr. Définissons vl = x7ug o et estimons |[(PL — AQ(a))ngLz(QT). Soit (t,n) € Qr,
alors :
PT T( J)) = Pavg(tan)

= xrPatz,a(t,n) + [Pa, X1]U2,0(t,7)
= Xa(a)vg (t,n) + (8tDyug,a — 4(i + tn)ug,a) Dixr(t,n) + 4tug o Dy X" (t,7)-
Par hypothése sur xr, il existe une constante C indépendante de T telle que |Dyxr| < 7% et

|D2xr| < T4, en outre, les dérivées de x7 sont & support dans ]%, T. Le Corollaire 9.6 montre qu’il
existe § > 0 et ap > 0 tels que pour tout a < ap et T = 2 :

g
llug,allr2qT 210 S €7 (10.72)
Par conséquent, une intégration par parties permet d’estimer le terme ||tDyug o Dixr|| -
_ 6
(P = X))l |lr2(0 < Cea. (10.73)

De plus, commme ||v en utilisant (10.72),

T||L2 (Qr) > [|u 2a||L2(QT) =1- ||u%:a‘|i2(]%,+oo[><]—%,%[)’
il existe une constante c¢ telle que :

10| L2y > 1 — ce ™. (10.74)
Utilisons le Théoréme spectral 2.3 et les relations (10.73) et (10.74), il existe alors a3 < g, une

constante ¢ et pour 7'= £, un élément )\f(a) du spectre de PI tel que pour tout o < a; :

(@) = Mo(@)| < e . (10.75)

Montrons que nécessairement k£ > 2 en raisonnant par l’absurde. Supposons donc £k = 1. Par
. . . T . .

inclusion des domaines de forme, nous avons Af (o) < AT"", ainsi :
AQ( ) Amoy, < ce a.

Mais d’aprés la relation (10.58), nous déduisons :

1
T,—— | = AT < e,
V2< a2T) S ce

L’application des Propositions 10.8, 10.2 conduisent & la majoration :

__T_ e
AyY ATV < Ge~a +Ce VA +ce = éea + Ce i + ce. (10.76)

L’estimation de l’écart entre A" et Ay’

valant % montre que (10.76) ne peut avoir lieu dés que
e < ﬁ (sinon il existe ag < a1 tel que pour tout @ < ag, Ge~a +Ce ™ia +ce < %) Donc k > 2

et alors Al (@) > Al (e). Se souvenant de (10.55), nous aboutissons a (10.71). O
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10.2.4 Minoration de pz(a) et de ’écart entre \2(a) et \(«)

Démontrons maintenant la Proposition 10.7.
Soit 7 > 0. Appliquons la Proposition 10.8 avec € = gL. Alors, reprenant la relation (10.56), il existe
o tel que pour tout a €]0, ] et T = £ -

1 moy _ 11
V9 (T, a2—T> 2 AQ vy _ 5 (1077)

Avec ce choix de ¢, la Proposition 10.9 et la relation (10.58) montrent qu’il existe oy < g tel que
pour tout « €]0, 1] :

1 n

Reprenons les minorations (10.77) et (10.78), alors, pour tout « €]0, a1] :
Ao(a) > A3 — . (10.79)
Or Ma) < A7'%, donc nous déduisons :
Na(@) = Ma) > (Y = AT —p, (10.80)
Nous utilisons maintenant cette Proposition 10.7 pour justifier le développement limité de u(a) :

Théoréme 10.10. Soit n un entier positif. Considérons les mj;, pour j < n, donnés de maniére
récursive par la Proposition 7.1, alors p(a) admet un développement limité au voisinage de 0 :

n
pla) = aij(Jsz + Op(a®73). (10.81)
=0
Démonstration : Reprenons la fonction U™ et le réel (™ définis en (8.4) et (8.1). Le Théoréme 8.1
précise qu’il existe une valeur propre pn(a) de Popérateur Py, o, telle que :
lun (@) —ap™| < Ca?rtl. (10.82)

Mais si IV > 2, alors par définition :

pn(a) —ap™ > ps(e) — ap™. (10.83)

D’aprés la Proposition 10.7 et la construction de u(™), choisissons e < %, il existe alors a1 < oy

tel que pour tout a €]0, 4] :

3

po(a) > ary” — ag, (10.84)
ap™ < oA — a%. (10.85)

Reportons (10.84) et (10.85) dans (10.83), alors, comme \y'®” — A" = % :
pn(a) —ap™ > a(AFY — X"Y) —qe > %. (10.86)

Nous aboutissons alors & une contradiction avec la relation (10.82), donc N =1 et le théoréme est
justifié. 0



Chapitre 11

Premiers termes du développement
limité de u(«)

Le but de ce chapitre est de montrer comment déterminer explicitement les coefficients du déve-
loppement limité & ’aide de Maple qui est particulierement adapté pour le calcul formel. Ensuite,
nous utiliserons les premiers termes du développement limité afin de construire une nouvelle fonction
test normalisée ayant une énergie plus petite et d’obtenir ainsi des informations supplémentaires
sur la nature du spectre de I'opérateur pour un secteur dont ’angle est compris entre 0 et 7.

11.1 Deétermination des coefficients & I’aide de Maple

La Proposition 7.1 donne une expression de tous les coefficients m;, 4, et u?. Selon la Pro-
position 7.4, nous savons qu’il existe des polyndmes Pj et P]Q tels que @; = 15ju0 et u? = Pjouo.
Nous pouvons donc en déduire un algorithme pour déterminer ]5 P0 et m; de maniére récursive et
déduire les expressions de ces coefficients par calcul formel resolu par Maple. De cette facon, nous
déterminons P, P, ma, .. P P , mj pour tout j € N.

De plus, nous pouvons donner une majoration de Perreur entre u(a) et au(™(a) en utilisant
n

U = Z o (P + P]Q)uo comme fonction test, nous définissons ainsi :
=0

g (U™) (n)
en = a|l ——~5————p"(a)|, (11.1)
<||U<n>||iz(m)

nous avons alors la majoration :
(@) —ap™(a) < en,¥n €N,

Donnons les expressions des premiers termes du développement limité.
Au premier ordre, nous avons :

mo = L P(g)(t) = 1, po(t, 77) = O, €y = 0.

/3’
Au second ordre :
23
my = —m,
Pultn) = =itn® — 4 — — ity + <t — —tn e e

3 6

3V3 3 23 720
109
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19 23 11 2
Plt) = — =4 = 4 42 A
1(t) 2" 70v/3 * 3210 189v/3
. a®4/3 28161000 + 925246302
1 pr—

1155 44100 + 36571a*

Donnons les expressions des termes au troisiéme ordre :

298
mo = @ \/g,

. 811247 31627 35747 , 10973 .,
Po(t) = - £ £2 ¢
185100  32340v3 4851007 13650073

7253 , 11 . 2

— t t

T1746360° 173253 107163

. ; 2 2
Py(t,n) = t(—n+—n3—z—n5>

56" " 63 15
ERVE S P SR )
280  840v/3 84 315v/3 7 3v/3 9
, 451 1993 121 , 2903 ,
(_21600\/3 ~*10080" T 315937 T 7560

7560
631 , 11 . 28 4 2 7>
- S SR S
6303 30" T a5y3" 9"
L (24T 163 953, . 2689 1223
7257600 3024003 30240  '22680v3" | 15120
13 . 1, 2 . 1 8)
b - T —
90v3' 18" T o137 T a2

+t5(— RN SRS S S B 4)
9720v/3 567" 5673 | 17017 5673 )

6

2084343127017 1— 4345222757204346 2 12979510475587361 ot 4 62074497527760923

€9 = — 259198489558085 % 4583720657448240 11764883020783816 &
- 9 36571 4 _ 3725864213 6 416607365958127 8 :
165540375\/3 1+ 44100 662161500 & + 10401232842000

Remarquons que les coefficients en in des polynomes Py, sont réels comme le prévoyait la Proposi-
tion 7.4.
L’algorithme permet de poursuivre la détermination de chaque coefficient.

11.2 Utilisation des premiers termes du développement limité

En choisissant ug comme fonction test, nous avons montré que p(«) est une valeur propre
pour a < 1/30¢. Pour améliorer cette information, nous allons estimer le quotient de Rayleigh
de ug + Ba’u; avec un choix particulier du paramétre 8. Selon les calculs précédents et aprés
simplification, nous déduisons :

ga(uo + ,8042'“1)
[[uo + ﬂagulniz(QO)

= f(aaﬁ)a

avec :
a 485100 — 3187808a2 + 120688152

13 44100 + 365715204

flaB) = 1 (112)
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da (UO + ﬁQQUI)

pour o = v/30,. Nous
|[uo + /BaQU’lH%?(QO) 0

Nous choisissons le paramétre 8 de fagon & minimiser «

avons :

O 53900 — 106260035 + 1206881085

F(V360,8) = 4900 + 365710352

Calculons la dérivée selon 3, alors :

42003 —1239700 + 18774000038 + 1206881032
05/ (300, 8) = 11 (4900 + 365710342)2 '

Nous choisissons donc :

Ion

70 (/20323683139 — 134100
CY 9252463 ’

qui est bien un minimiseur pour f(v/30q, 8) car la dérivée seconde de f par rapport a (3 est positive
en ce point (v/30q, B;). De maniére approchée, 3, ~ 0.183.
Selon le principe du min-max, nous pouvons majorer le bas du spectre par :

(o) < fla, ). (11.3)

Nous avons prouvé au Théoréme 3.15 que le bas du spectre essentiel vaut Oy, donc nous sommes
assurés que p(a) est une valeur propre pour tout angle « tel que :

[, By) < . (11.4)

f(a, By) est une fraction rationnelle en o dont le dénominateur peut étre choisi strictement positif

et le numérateur vaut P (9%) ou P est le polynome :

P(X) = 7022840539X° — 2340873139v/3X* — (14045902200 + 104742+/20323683139) X
+(344758438251 + 2413800+/20323683139) (X — V/3),

Le polynéme P admet une unique racine réelle, notée r1. Nous déduisons alors que p(a) est une
valeur propre pour « €]0, Ogr1]. Approximativement, nous estimons que u(«) est une valeur propre
pour a €]0,1.089].

Si nous rappelons le Corollaire 4.6, nous voyons que l'intersection entre les deux intervalles ou p est
une valeur propre n’est pas vide et nous en déduisons la «Proposition»! :

Proposition 11.1. Le bas du spectre p(a) pour la réalisation de Neumann de l'opérateur de Schro-
dinger avec champ magnétique constant égal a 1 est une valeur propre pour tout secteur angulaire

d’angle o € |0, Z -0
I ] 2u(3)

11.3 Estimations de u(a)

Regroupons les différentes estimations de p(a) que nous avons obtenues et représentons-les aux
Figures 11.1 et 11.2 :

!Nous mettons des «» pour rappeler qu'’il s’agit d’'une démonstration dépendant d’un calcul numérique dont la
précision n’est pas totalement démontrée.
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o 05k @ (3)‘?%[/ 77777 ) j L A
. Localisation de p(a) oo :
10.4* : . ® /
ol @ J® @ O ® /@ }
0.58 ® :
056 Localisation de p(a) J:
Fi1a. 11.1 — Localisation de p(a), F1G. 11.2 - Zoom de la localisation de u(«),
Proposition 3.15 : Ve €]0,27[, p(a) < Oy, (1)
«
Proposition 6.7 :  Va €]0, 27, a) < —. 2
b 027, o) < 2 @)
Relation (4.6) :  Va €l0,Z[, pu(a) < 20 — L5 4y (3)
T 2k MY =G0 T dsina ’
© cos Cos
lation (4.7) : z < PP _ /17 3)*
Relation (47):  Var€l0, 5, pla) < 22 - By gy DBp )
oo 2
avec I = / (z — Capp)|¢app ()| dt,
0
Relation (5.21) :  Va €]0,n], p(a) > 00, (4)
s

Relation (11.3) :  Va €]0,2n[, p(a) < f(a,Bs) avec f(w,B) définie en (11.2), (5)

2
Relation (5.20) : Ve € [Z,7], u(a) < —au (g) . (6)
s
Notons (a4, p4), (aB,uB), (ac, pc) et (acx, pe+) les coordonnées du point d’intersection de la
droite u = ©g et, respectivement, de la courbe p = %, u = f(a, By) avec le précédent choix de S,
) 0)*
- _®0 _ sa p(0) et p = 222 cosa (¢app( ) —I2> , pour les estimations numériques
sina  4sina sina  sina 4

données en (2.122). Nous voyons que a4 < ac« < ap, ce qui permet de visualiser le fait que p(«)
est une valeur propre pour « €]0, 7].



Troisiéme partie

Modélisation numérique

Pour compléter les informations obtenues aux deux premiéres parties sur le bas du spectre de
Iopérateur de Schrodinger avec champ magnétique constant sur un secteur angulaire, nous mettons
en ceuvre une méthode numérique. Le but de cette partie est de déterminer numériquement u(c).

Le Chapitre 12 est consacré a ’analyse et a la critique de trois algorithmes permettant de calculer
le bas du spectre de Pp4,,n pour un domaine {2 borné. Nous proposons tout d’abord un algorithme
de recherche de valeur propre généralisée et constatons l'inefficacité de la méthode standard consis-
tant & construire les matrices de masse et de rigidité du probléme comme nous l'expliquons a la
Section 12.3. Considérant les propriétés de 'opérateur Pp 4,0, nous proposons une nouvelle ap-
proche du probléme numérique en (12.26) et discutons la pertinence de deux nouveaux algorithmes
aux Sections 12.4 et 12.5. Ce chapitre permet ainsi de construire une méthode robuste pour déter-
miner numériquement le bas du spectre de P4, n-

Pour contréler ’erreur entre la solution numérique et la solution exacte du probléme, nous
construisons des estimateurs a posteriori. Cette construction est donnée en détail en Annexe A qui
fait I'objet d’un article. Les indicateurs d’erreurs permettent d’adapter une technique de raffinement
de maillages au Chapitre 13. Nous couplons ainsi la méthode robuste développée a la Section 12.5
et le raffinement de maillages afin d’obtenir les éléments propres avec une bonne précision. Cette
technique conduit, a la Section 13.4, & une estimation numérique de p(a) concordant avec les ré-
sultats théoriques obtenus précédemment. La Section 13.5 propose des estimations numériques du
bas du spectre et de 1’état fondamental pour quelques domaines & bord régulier ou n’ayant qu’un
sommet d’angle minimal.

Les résultats de cette partie sont annoncés dans la note [6).







Chapitre 12

Analyse numérique du probléme

12.1 Introduction

Nous avons obtenu des informations sur la localisation du bas du spectre de ’opérateur de Schro-
dinger & champ magnétique constant dans un secteur angulaire. Ces informations sont illustrées aux
Figures 11.1 et 11.2. Les deux expressions de la dérivée de u, données en (5.3) et (5.24), ne sont
pas suffisantes pour préciser sa monotonie. Nous allons donc utiliser une méthode numérique pour
prévoir et estimer le comportement de () selon angle a.

Le Théoréme 9.1 a établi que le vecteur propre associé a la valeur propre u(a) décroit expo-
nentiellement avec la distance au coin du secteur angulaire. Pour illustrer cette estimation, nous
utilisons des outils numériques. Mais, du fait méme de la concentration au coin du domaine, un
traitement numérique est assez difficile et il faut trouver une méthode qui pallie au mauvais condi-
tionnement du probléme.

Les outils numériques permettent également de visualiser la localisation de 1’état propre pour
des domaines plus généraux. Dans le cas de domaines réguliers, Helffer-Morame ont montré dans
[60] que l’état fondamental est localisé aux points du bord de courbure maximale. Pour des do-
maines non réguliers, il est donc naturel de s’intéresser au role et a 'influence de la présence de
coins sur la localisation de I’état fondamental. Nous donnerons des éléments de réponse au Chapitre
15 dans le cadre de ’analyse semi-classique. Il suffit de se référer a la Remarque 3.3 pour voir qu’il
est équivalent, dans le cas de champ magnétique constant, de prendre un paramétre semi-classique
petit ou de considérer un champ magnétique B intense.

Hornberger et Smilansky [65, 66] traitent de maniére numeérique la détermination des états excités
a I'aide d'une méthode d’intégrales de bord et peuvent également déterminer les états fondamen-
taux. Leur technique est propre aux domaines réguliers mais pourrait probablement se généraliser
4 des domaines non réguliers. Nous proposons d’utiliser la méthode des éléments finis qui semble
plus naturelle.

Deux questions retiendront notre attention lors du traitement numérique :
— Comment agit la valeur de ’angle o d’un secteur €2, sur la valeur propre associée a I’'opérateur
Py0.?
— Quelle est I'influence de plusieurs coins pour la détermination de 1’état fondamental ?
Pour étudier le comportement de () selon «, nous allons privilégier la détermination numérique
du bas du spectre de I'opérateur de Schrédinger avec un champ magnétique constant sur un secteur
angulaire. Le domaine de calcul numérique doit étre borné. Il faut donc tronquer le secteur angulaire.

115
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Compte-tenu de 'effet des coins sur la localisation de I’état fondamental et sur la valeur de ’énergie,
il faut effectuer une troncature réguliére a 1’aide d’une portion de cercle de maniére & ne pas créer
de nouveau point singulier. La Figure 12.1 montre la facon d’approcher un secteur par troncature.
Nous notons L la longueur du secteur angulaire consideré, auquel est recollée une portion de cercle
tangent aux cotés du secteur angulaire. Avec les notations de la Figure 12.1, les points A, B et D
ont les mémes abscisses, A et B sont sur les cotés du secteur avec des ordonnées opposées et D est
sur I’axe des abscisse. Alors la longueur L est la distance OD. Nous recollons & cette portion de
secteur un cercle tangent au secteur en A et B et de centre C situé sur 'axe des abscisses. Notons
QL le domaine obtenu.

B

Fi1a. 12.1 — Troncature du secteur.

Le domaine de travail numérique est donc le domaine Q% qui tend vers le secteur Q, quand L
tend vers l'infini. Si la troncature a lieu trop prés de origine, c’est-a-dire si L est trop petite, il risque
d’y avoir une perte d’information en comparant avec I’état fondamental sur le secteur tout entier.
D’aprés le Théoréme 9.1, nous savons que 1’état fondamental est localisé dans I'angle du secteur et
décroit exponentiellement en s’éloignant du coin. Par conséquent, une troncature engendre une perte
d’informations d’autant plus petite qu’elle est faite loin du coin et cette perte est exponentiellement
petite avec L. Nous effectuons donc I’étude sur un secteur d’une longueur fixe et montrerons, en
éloignant progressivement la troncature, ce qui revient & augmenter la longueur L, que la différence
entre les énergies calculées sur chacun de ces domaines est de ’ordre de la précision de nos calculs
comme le précise le Tableau 13.8.

Dans la suite de ce chapitre, aprés avoir présenté un algorithme de recherche de valeur propre
généralisée, nous proposons et faisons l'analyse critique de plusieurs méthodes numériques pour
déterminer 1’état fondamental de 'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique constant. Grace
a l'invariance de jauge, rappelée & la Proposition 3.1, nous nous restreignons a des champs de la
forme A = BAy. De plus, {2 est borné, donc le domaine de forme de Popérateur —V% A, st H L)
et le domaine de la réalisation de Neumann est :

Dy:={u € H*(Q)| v+ (V — iBAy)up = 0}.

Nous noterons plus simplement ap o la forme a1 p4,,n définie sur H 1(Q) par :
apalu,v) = / (V—iBAy)u - (V —iBAy)v dz. (12.1)
Q

Considérons 'T,? une triangulation de €2 dont le diamétre de chaque élément est majoré par h. Nous
noterons 7;3 une translation de vecteur (j,0) du maillage ’T,? Le maillage 773 est ainsi un maillage
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du domaine  translaté de (j,0). Nous noterons P*(75,) ou plus simplement P* I’espace des éléments
finis de degré k, ¢; les fonctions de base associées telles que ¢; est & support dans I’élément T; du
maillage et ddl le nombre de degrés de liberté.

12.2 Recherche de valeur propre généralisée

Comme nous le verrons dans les différentes méthodes utilisées, nous aurons besoin de calculer
une valeur propre généralisée. La méthode proposée ici ne semble pas courante dans la littérature
et se base sur un algorithme de gradient conjugué (cf [95]).

Considérons A et M deux matrices symétriques définies positives, nous souhaitons déterminer la
plus petite valeur propre généralisée associée & A et M ainsi que son vecteur propre associé. Nous
cherchons donc le plus petit réel p et un vecteur x tels que :

{ Az = pMuz,
<M.’L',.’L'>L2(Q) = 1.

Le probléme (12.2) revient donc a minimiser (Az,) > sous la contrainte (M=, ) 2y = 1, ou

(12.2)

encore, en utilisant le changement d’inconnue y = M %:1:, & déterminer y tel que M S AM %y = uy
sous la contrainte ||y|| = 1.

Proposition 12.1. Soit zo un vecteur tel que (M:vo,:co)Lz(Q) = 1. Pour tout entier n > 0, nous
considérons le vecteur w, solution du probléme de minimisation

(A(zp + w), Tn + w) 120 - (12.3)

min
w|(M$n,w)L2(Q):0

Définissons le vecteur
Ty + Wy

Ip+1-= .
\/(M(37n + wn), Tn + wn>L2(Q)

(12.4)

Alors la suite () neN est normalisée pour ma matrice M, son énergie associée (Axy, mn)L2(Q) décroit
et converge vers une valeur propre généralisée p pour les matrices (A, M).

Si la valeur propre p est simple, alors la suite (x,) converge vers un vecteur propre normalisé associé.
Sinon, il existe une sous-suite de (x,) qui converge vers un vecteur propre normalisé pour p.

Démonstration : Soit n > 0. Considérons le vecteur wy, solution du probléme de minimisation (12.3).
L’équation d’Euler associée au probléme (12.3) conduit & la relation

Az + wp) = (A(zn + wn), Tn) 20) MTn. (12.5)
Nous déduisons immeédiatement que
(A(zn +wn), wn) 2y = 0. (12.6)

Montrons que ’énergie associée au vecteur x, + w, est inférieure & celle de z,. Par I’hypothése
d’orthogonalité sur la fonction w,, nous avons (Mx,,wy,) @) =0, donc :

(M(zn + wn), Tn + wn)LZ(Q) = <M37na$n>L2(Q) + <Mwn,wn>L2(Q) =1+ <M'wn,wn>L2(Q) 2(1- )
12.7

La définition (12.4) de zp41 et la relation (12.7) ménent ainsi & l'inégalité :

(Axn+1,xn+1)L2(Q) < (A(zn + wn), Ty + wn)L2(Q) = (Azy, IEn)Lz(Q) — (Awp, wn)L2(Q) . (12.8)
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En sommant la relation (12.8) et utilisant la décroissance de la suite ((Azn, Tn) 12(q)), nous déduisons
que la série de terme général ((Awn,wn)r>(q)) converge, donc (Awn,wn)p2q) tend vers 0 quand
n — 00. Nous construisons ainsi une suite de vecteurs (z,), normalisés selon la matrice M et dont
I’énergie associée décroit. Comme ’énergie est minorée par la plus petite valeur propre généralisée
pour (A, M), elle converge vers un réel Fo, > 0. La suite (z,) est bornée, donc nous pouvons extraire
une sous-suite qui converge vers I, vecteur propre pour la valeur propre F,, selon (12.5).

Si la valeur propre Eo, est simple, montrons que toute la suite converge vers le vecteur propre o
en raisonnant par ’absurde. D’apres la relation (12.5), toute valeur d’adhérence est vecteur propre
généralisé pour les matrices (A4, M), donc la suite a au plus deux valeurs d’adhérence. Si la suite
(z5,) admet deux valeurs d’adhérence, elle en admet au moins une troisiéme car ,4+1 — T, tend
vers 0 quand n — o0, ce qui ne peut étre. Par conséquent, la suite (z,) n’a qu’une seule valeur
d’adhérence et elle converge vers z,, vecteur propre généralisé pour (A, M). O
Précisons la maniére de construire wy,. Définissons le projecteur orthogonal II,, sur (Mx,)" :

(Mw,Zn) 2(q)

IL,:w— w—
" HMCCn”%Z(Q)

Mz, (12.9)

Par construction du projecteur, (II,w, Mx,) 2(Q) = 0. L’hypothése sur w,, méne 4 la relation :
A(zy + wp) = finMzy avec fin = (A(zn + wy), Zn + wn>L2(Q) . (12.10)

Par conséquent, I1,, A(z,,+w,) = 0. Comme (M z,,, ’lUn)Lz(Q) = 0, alors IT,,w,, = w,, et nous déduisons
I’expression de wy, : II, All,w, = —II,,Az,. La matrice II, AIl, est symétrique, définie positive sur
(Mx,)*, donc nous pouvons déterminer le vecteur wy, par la méthode du gradient conjugué.

Nous avons ainsi congu un algorithme pour déterminer une valeur propre généralisée. Notons qu’un
vecteur propre est un point critique pour I’Algorithme 12.2 mais nous pensons que les erreurs
numériques permettront i l’algorithme de converger vers la plus petite valeur propre.

Algorithme 12.2 (Recherche de valeur propre généralisée ).

— Donnée d’un nombre d’itérations maximal Nyqy et d’un seuil de tolérance d’erreur .

— Initialisation de Uerreur g = 1, du compteur n = 0, de ¢ vérifiant <M:v0,w0)L2(Q) =1
et de la valeur propre pg = (Axo,wo)Lz(Q).

— Tant que le nombre d’itérations n est inférieur 4 Nyq, et que Uerreur €, est supérieure
a la tolérance € :

(Mw, $H>L2(Q)
HM-TnH%z’(Q)
(1l est inutile de construire complétement la matrice I, il suffit de savoir calculer

le produit de la matrice I1, par un vecteur.)

1. Construction de la matrice du projecteur 1l,:w — w — Mz,

2. Détermination de wy, solution de 11, All,w, = 11, Az, & l'aide d’un algorithme
de gradient conjugué avec une précision € et un nombre d’itérations limité a Npmqy-
T + Wy

3. Construction de x, 11 =

\/(M(xn +wn), Tn + wn)L2(Q)
4. Calcul de l’énergie : pin11 = (Awn+1,wn+1)L2(Q).
5. Calcul de Uerreur : epq1 = max(|pn, — fn+1ls ||Zn — Tna]])-

6. Incrémentation n =n+ 1.
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12.3 Méthode numérique standard

La formulation variationnelle du probléme revient & chercher (u,u) € R x H(Q) tels que :

/VAu-VA'udw = ,u/uﬁdw,
Q

4 minimum et Yo € H'(Q), Q / Y (12.11)
ul” dz
Q

= L
Le probléme discret associé consiste naturellement & déterminer (up,up) € R x PF(7T3,) tels que :

Vaup - Vv dz = pp / upvy, dz,
Q

(p, minimum et Yoy, € Pk(ﬂl), Q (12.12)
[ i do
Q

= 1.

L’idée naturelle, mais naive comme nous le verrons par la suite, est de construire les matrices de
masse et de rigidité pour le probléme (12.12). Rappelons-en le principe.
Décomposons uy, selon les fonctions de base (¢;); :

up =Y u; ¢, (12.13)
j

avec uj € C et u, normalisé. Le probléme (12.12) revient & trouver les coefficients u; et le plus petit
réel up tels que :

vk ' Vadn de = | b B da. .
,;ug /QVA% Vady dz uh;ug /chg b dx (12.14)

Les matrices de masse M et de rigidité A sont déterminées par leurs coefficients M;; et A;j qui
sont des approximations numeériques de (¢;, dx) r2(q) € aB,(¢j, dr) (celles-ci sont calculées avec
des formules de quadrature d’ordre élevé) :

M; ) ~ /ng]% dz et Ajj~ /QVAqu-VA(,ZSk dzx.

Remarque 12.3.
— Les matrices M et A sont creuses car les coefficients M; y et A; ) sont nuls dés que les éléments
T; et Ty ne sont pas voisins.
— Si la formule d’intégration numérique est au moins d’ordre 2k +2, alors le calcul des intégrales

(65, Pr) 120y €t aB(P), Pk) est ezact.

Pour tout up € P*(T}) qui se décompose comme en (12.13) dans la base des (¢;);, nous notons
U le vecteur de coordonnées u;. Avec ces notations, les matrices M et A vérifient :

/uhmdm ~ WMU,; (12.15)
Q

apa(up,vy) =~ WAU. (12.16)

Par conséquent, le probléme continu consistant a :
trouver u € H () et le plus petit p € R tels que pour tout v € HY(Q), apa(u,v) = p (U, v) 12
revient de maniére naturelle au probléme discret :
trouver U € C% et le plus petit pup € R tels que pour tout V € C¥l 'V AU = p}lVM A.

Le probléme numérique est donc de déterminer les plus petites valeurs propres et vecteurs propres
généralisés de la matrice A pour la matrice M, c’est-a-dire de trouver le plus petit up € R et
U € CU tels que :

AU = pp, MU et 'UMU = 1. (12.17)
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Remarque 12.4. La formulation (12.17) n’est pas invariante par changement de jauge. En effet,
si u est polynomial par morceauz, alors e'®u, avec ¢ linéaire, n’est pas polynomial par morceaus
donc n’est a fortiori pas dans l’espace de discrétisation. Ainsi, le probléme discrétisé ne respecte pas
ltnvariance de jauge.

L’Algorithme 12.2 permet de déterminer numériquement py, et U vérifiant (12.17).
Nous avons établi l'effet d’une translation sur le vecteur propre a la Proposition 3.4. Regardons si
cette premiére méthode respecte l'effet d’une translation.
Considérons le domaine décrit par la Figure 12.1 avec a = § et L = 3. Un maillage de ce domaine
est noté 7,0 translaté d’un vecteur (1,0) et (2,0) afin d’obtenir les maillages 7,! et 7,2 du domaine
QL translaté de (1,0) et de (2,0).
Appliquons un champ magnétique d’intensité B constante et déterminons numériquement les états
fondamentaux sur ces trois maillages avec une résolution P2, une formule d’intégration d’ordre 5,
une précision de 10™* pour le gradient conjugué et un nombre d’itérations limité a 400 pour le calcul
de la valeur propre généralisée.

Commencons par appliquer un champ B = 50 Teslas sur des maillages & 138 éléments. Les
résultats sont présentés au Tableau 12.1 et aux Figures 12.2 et 12.3.

Maillage & 138 éléments Maillage & 1328 éléments
Th Th Th Th T Th
27.6519 | 43.7395 | 51.1149 || 21.3263 | 26.7383 | 47.5876

TAB. 12.1 — Energie associée a des maillages translatés, B = 50 Teslas.

Y

FiGg. 12.2 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés & des maillages translatés,
B = 50 Teslas, maillage & 138 éléments.

N

Les résultats, présentés a la Figure 12.2 ne sont pas conformes & ceux de la Proposition 3.4.
En effet, les valeurs propres et les modules des états fondamentaux devraient étre identiques pour
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Fi1G. 12.3 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés a des maillages translatés,
B = 50 Teslas, maillage & 1328 éléments.

chaque maillage. Cette divergence s’explique par le fait qu'une translation de vecteur ¢ engendre des
oscillations de la forme gw A t. Un maillage trop grossier empéche de capter les oscillations. Une
condition sur la taille de la discrétisation est d’étre inversement proportionnelle & Bl|t|.
La Figure 12.3 présente les résultats sur un maillage a 1328 éléments, raffiné uniformément. Les
modules associés aux maillages sans translation et avec une translation de vecteur (1,0) sont assez
proches. Par contre, pour la translation de vecteur (2,0), le terme et TN et trop grand et les
oscillations sont trop importantes. La partie réelle permet de visualiser les oscillations & la Figure
12.3.

Reprenons les deux maillages précédents mais considérons un champ moins intense B = 10 Tes-
las. Le Tableau 12.2 et les Figures 12.4 et 12.5 donnent les valeurs propres, les modules et parties
réelles des états fondamentaux sur des maillages translatés.

Maillage a 138 éléments || Maillage a 1328 éléments
T | To | To | T | T | Tn
4.3306 | 4.2551 | 5.4980 || 4.1860 | 4.1810 | 4.2330

TAB. 12.2 — Energie associée & des maillages translatés, B = 10 Teslas

La Figure 12.4 présente les résultats pour le maillage grossier : le méme phénoméne se produit
que pour le maillage fin avec un champ B = 50 Teslas. Dés que la translation est trop importante,
les oscillations sont trop intenses et les résultats sont erronés. Par contre, sur un maillage fin (Fi-
gure 12.5), les modules associés & chaque maillage translatés sont superposables et les énergies sont
comparables.
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Fi1G. 12.4 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés a des maillages translatés,
B =10 Teslas, maillage & 138 éléments.

Fi1G. 12.5 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés & des maillages translatés,
B =10 Teslas, maillage & 1328 éléments.
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Prenons un champ intermédiaire B = 30 Teslas. Les résultats sont présentés au Tableau 12.3 et

aux Figures 12.6 et 12.7. Le comportement oscillant est nettement visible.
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TAB. 12.3 — Energie associée a des maillages translatés, B = 30 Teslas.

états fondamentaux associés & des maillages translatés,

FiG. 12.6 — Modules et parties réelles des

B

30 Teslas, maillage a 138 éléments.

Fi1G. 12.7 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés a des maillages translatés,

ts.

emen

30 Teslas, maillages & 1328 élé

B =
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Donnons rapidement des résultats similaires pour un triangle. Le Tableau 12.4 donne les énergies
et les Figures 12.8 et 12.9 permettent de visualiser le module de 1’état fondamental.

Maillage & 163 éléments Maillage & 1583 éléments
Bl T, Th Th Th Th Th
10 | 2.0570 | 2.0424 | 2.0681 || 2.0414 | 2.0412 | 2.0415
50 | 25.7975 | 15.0563 | 12.5649 | 21.6893 | 12.1225 | 12.0221

TAB. 12.4 — Energie associée a des maillages translatés

N
S
“y‘“b‘
\y
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2

AT
REE
L

5

Zs
Z

FiG. 12.9 — Modules et parties réelles des états propres sur des domaines translatés, B = 50 Teslas.
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Si le champ n’est pas trop intense, l'algorithme permet de capter les oscillations (cf Figure 12.8).
Par contre, pour un champ plus intense, B = 50 Teslas, le résultat est acceptable quand le plus petit
angle est proche de l'origine car dans ce cas, le terme g:c/\t est petit. Dés que le plus petit angle du
domaine, ou ’état devrait se concentrer, est trop éloigné de 1’origine, ce qui est le cas du maillage
7;? ou le plus petit angle a pour coordonnées (2,0), alors le terme gx At devient conséquent et si
le maillage n’est pas assez fin, les oscillations ne sont plus captées et les résultats sont erronés.

Cette méthode n’est donc pas acceptable car elle ne respecte pas les changements de jauge ni les
invariances de translation. La solution sur les maillages translatés n’est pas la solution translatée
du maillage initial. De plus, il est nécessaire d’avoir un maillage d’une finesse inversement propor-
tionnelle & l'intensité du champ magnétique, ce qui interdit tout raffinement localisé. Or il semble
que ’état fondamental soit localisé dans ’angle du secteur et il serait beaucoup plus avantageux
de trouver une méthode qui soit invariante par translation et compatible avec un raffinement localisé.

Nous allons donc chercher une approche du probléme qui conserve 'invariance du bas du spectre
par translation du domaine.

Comme la phase joue un role déterminant lors d’un changement de jauge ou d’une translation,
nous cherchons une nouvelle formulation du probléme en prenant la phase comme inconnue.
12.4 Une approche différente du probléme

Nous avons vu que la méthode standard ne permettait pas de déterminer le vecteur propre car
une translation de domaine engendre des oscillations qui nécessitent un maillage particuliérement
fin pour les capter, nous cherchons une nouvelle formulation en privilégiant la phase. Il est donc
naturel de décomposer les fonctions u € H' () sous la forme :

Vz € Q, u(z) = p(z)e?@. (12.18)

Supposons que nous pouvons écrire u sous la forme (12.18) avec p € H(Q) N L®(Q) et § € H' (),
alors, par changement de jauge (cf Proposition 3.1) :

/ (V= iBAg)ul? dz = / (V= (B Ay — VO))p|” da :/ Vo2 + (B Ao — VO)pf2 da. (12.19)
Q Q Q
Définissons ’opérateur Pg Ay, Par :

Phag0p = —Vp+|BAo — V6|°p. (12.20)

I1 vient alors : ' '
Py ao0(pe”) = €' Ph 4 ap- (12.21)

Par conséquent, u = pe’® est un vecteur propre de phase @ pour l'opérateur Pp Ao, Si et seulement
si p est un vecteur propre réel pour l'opérateur Pg. Ao,
Le probléme revient donc & déterminer le minimum :

/ (IVp[2 + p2| B Ao — VOP) do
inf Q .

9e H(Q),pe HL (Q)NL>®(R),p70 / pl? dz
Q

(12.22)
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Remarque 12.5. Montrons que si 2 est régulier et si le module p du premier vecteur propre
de Ppa,0 est minoré uniformément par une constante strictement positive, alors le probléme de
minimisation (12.22) est équivalent & celui posé par le Principe du min-maz 2.2. 1l s’agit donc de
comparer (B,Q) et (B, Q) définis par :

/ (IVo + | B A — VOP) da
(9]

a(B,Q) = inf (12.23)
0 H(Q),0 HL(Q)NL® (0),p#£0 / o2 da
Q

/ |(V —iBAg)ul* dx
B,Q) := inf Q2 . 12.24
M( ) u€H(Q),u#0 / |’U,|2 dr ( )

Q
Dés que p € H'(Q)NL>®(Q) et § € H(Q), alors pe’? € HY(Q), donc de maniére évidente :

u(B.9) < ji(B,Q). (12.25)

Ainsi, la formulation (12.22) donne une majoration du bas du spectre (B, Q).

Notons u € H*(Q) un vecteur propre normalisé tel que / (V — iBAo)u|* dz = u(B,Q). Alors
Q

u € D(Ppay,0) C H*(Y), donc u € L>(R).

Supposons que |u| soit minoré uniformément par pg > 0. Montrons que % € HY(Q). Pour cela,

calculons Vu a l'aide V\%I :

Vu=V( lu| ) = 4|V s + —V]u.
|ul ul  Jul
D’ou, en remarquant que Re (%Vﬁ—‘) =0:
2 2
U U
Vul? = [u? |V | +|V]ul|? > pf | Vi
|u| |u|

Nous avons donc montré que siu € H'(Q) est minoré uniformément par py > 0, alors ﬁ € HY(Q).
D’apres les travauxr de Bethuel-Zheng [18], Bourgain-Brézis-Mironescu [30, 29, 31], il eriste ¢ €
H'(Q) tel que u = |u|e’®. Donc le vecteur propre s’écrit sous la forme (12.18) et alors :

p(B, Q) = (B, Q).

Reprenons les calculs précédents, nous avons ainsi moniré que si le module du vecteur propre est
minoré uniformément par une constante strictement positive et si le domaine est régulier, alors la

/ (Y — iBAo)ul? dz
formulation (12.22) est équivalente au probléme de minimisation inf v .
wE H(Q)uz0 2
/ |u|” dz
Q

Bien que l’égalité p(B,2) = (B, Q) ne soit pas totalement justifiée, nous utilisons la nouvelle
approche du probléme et nous concentrons sur la formulation disréte (12.26) dérivant naturellement
de (12.22) :

V6l + 1B As — VOP) s
inf 0 .

(12.26)
(p,a)e]}vk(']’h),p#o /Q|p‘2 d.T
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Nous montrerons la performance et la robustesse de cette nouvelle formulation (12.26) afin de
valider ce choix.

La Section 3.1 propose quelques propriétés élémentaires de bas du spectre de 'opérateur Pp 4, 0
notamment les effets de changements de jauge ou de translations de domaine. I1 semble donc perti-
nent de choisir une méthode numeérique qui respecte ces propriétés, la formulation (12.26) présente
donc un premier avantage important comme le souligne la proposition suivante.

Proposition 12.6. La formulation (12.26) est invariante par changement de jauge si la jauge est
dans l’espace de discrétisation de la phase. Elle est de plus invariante par translation ou rotation du
domaine pour toute discrétisation contenant les fonctions linéaires.

Démonstration :

1. Justifions l'invariance de jauge pour toute jauge dans ’espace de discrétisation de la phase.
En effet, si nous considérons un potentiel magnétique de la forme B.Ag + V¢ avec ¢ € P*(Tp,),
la Proposition 3.1 montre que le vecteur associé a l'opérateur Ppy4,4+vge,0 est ug:= ey ou
u est I’état fondamental associé & l'opérateur Ppy, n. La formulation (12.26) ne voit pas les
changements de jauge au sens ol nous avons :

(BAy+ Vo) —V(0+ ¢) =BAy— V.

2. La formulation (12.26) est invariante par rotation du domaine. La Proposition 3.5 mentionne
qu’une rotation d’angle o du domaine € laisse le spectre invariant et u = pe' est un vecteur
propre pour le domaine initial si et seulement si uq: = pei®=® est un vecteur propre sur le
domaine apres rotation d’angle a.. Or V(6 — ) = V6, donc la formulation (12.26) ne voit pas
les rotations de domaines.

3. Si la discrétisation des phases € contient les fonctions linéaires, alors la formulation (12.26) est
invariante par translation. En effet, la Proposition 3.4 annonce que u est un vecteur propre

B
pour l'opérateur Pp4, 0 si et seulement si v:z — 2 ¥y (z — t) est un vecteur propre pour

lopérateur Pp4, 0, ou {; est le domaine déduit de {2 par translation de vecteur ¢. Or :

B B

Donc si la discrétisation en 6 contient les fonctions linéaires, c’est-a-dire si k& > 1, le probléme
de minimisation (12.26) est invariant par translation car :

2
inf /\BAO—VOP dr = inf /
8eP*(Tr) Ja 0cPR(Tr) Ja

dz.

B
B.A()—V(EIC/\t'f—e)

O

Remarque 12.7. Supposons que l’état fondamental u s’annule et que ses zéros sont isolés, notés
(®i)i=1,..N, ceci engendre des problémes de détermination de la phase. Dans ce cas :

N
rot (BAg — V0) = B+ 21 Y diby;,

i=1
ol d; € Z est le degré de la singularité.
Le probleme devient beaucoup plus difficile numériguement et nous ne le traiterons pas.
Toutefois, a la vue de la construction du quasi-mode sur un secteur angulaire 2, pour o petit que
nous avons faite & la Proposition 7.1, il semble raisonnable de penser que le vecteur propre ne s’an-
nule pas dans un petit voisinage du sommet.
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Déduisons-en alors un algorithme pour calculer 1’état fondamental.

Algorithme 12.8.

Initialisation :

1. Assemblage des matrices de masse M et de rigidité A associées au maillage Ty, du
domaine et a l'opérateur Ppy, a.

2. Détermination de la plus petite valeur propre généralisée et de son vecteur propre
associés auzr matrices (A, M) a l'aide de I’Algorithme 12.2.

3. Calcul du module du premier vecteur propre, noté p.
Itération :

1. Détermination de la phase 0 du premier vecteur propre par minimisation de la fonc-
tionnelle J,, p étant connu, avec J, définie par :

J5(6) = [1pV6| 2y — 2B /Q P Ay - V6 dz. (12.27)

2. Construction du nouvel opérateur PI?B‘AO,Q par le biais de sa matrice de rigidité Ag.
Calcul des éléments propres généralisés associés a (M, Ag).
Critére d’arrét :
Réitération avec le nouveau couple (p,0) jusqu’a ce que la phase ou la valeur propre soit
déterminée avec la précision requise.

Présentons les résultats de cet algorithme sur les maillages précédents. Appliquons un champ ma-
gnétique de 10 Teslas et déterminons numériquement 1’état fondamental a 1’aide de 1’ Algorithme 12.8
avec une formule d’intégration d’ordre 5, une approximation P?(7), une précision de 10~¢ pour le
gradient conjugué, un nombre d’itérations limité a 800 pour le gradient conjugué et I’Algorithme de
recherche de valeur propre généralisée 12.2 et une précision de 10~3 pour la valeur propre.

Le Tableau 12.5 donne les valeurs propres estimées pour deux maillages de tailles différentes et
sur des maillages translatés. Les Figures 12.10 et 12.12 présentent & la premiére colonne les résultats
pour le maillage initial 7;10, a la deuxiéme colonne les résultats pour le maillage 77} translaté d’un
vecteur (1,0) du maillage 7 et la troisiéme colonne pour le maillage 7,2 translaté de (2,0). Les
lignes de ces figures illustrent respectivement le module et la phase de ’état fondamental calculés a
I’aide de I’Algorithme 12.8 ainsi que 1’évolution de I’énergie selon le nombre d’itérations.

Maillage & 138 éléments || Maillage & 1328 éléments
To | To | T8 | T | Tw | Tp
4.2116 | 4.2120 | 4.2143 || 4.2208 | 4.2163 | 4.2269

TAB. 12.5 — Energie estimée sur des maillages translatés, B = 10 Teslas.

Analysons davantage les résultats obtenus pour le maillage 7'};2 translaté de (2,0) pour le maillage
a 138 éléments (cf Figure 12.10). L’énergie est plus lente & converger car le vecteur propre était ini-
tialement localisé au centre du domaine et pour minimiser 1’énergie, il s’est concentré au sommet.
Ceci annonce un premier défaut de 1’algorithme da & la difficulté pour I'état de se concentrer au
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b & A b o v & o

Fia

F1G. 12.11 — Différence de phases pour les états propres associés & des maillages translatés, B = 10
Teslas, maillage & 138 éléments.

sommet. En effet, la premiére étape de I’Algorithme 12.8 revient juste a appliquer la méthode stan-
dard décrite a la Section 12.3. Or nous avons vu son inefficacité pour des champs magnétiques trop
intenses. Par conséquent, cet algorithme risque d’étre cotiteux en temps afin de délocaliser ’état de
son endroit initial si cette localisation ne permet pas de minimiser I’énergie. Nous avons toujours
le probléme initial de la mauvaise détermination de I’état propre lorsque la phase est trop oscil-
lante. Cette difficulté est visible au niveau de la phase qui reste assez mal déterminée et 'effet de la
translation sur la phase n’est pas nettement visible. La Figure 12.11 donne la différence de phases
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entre celles associées au maillage non translaté et au maillage translaté respectivement de (1,0)
et de (2,0) mais la mauvaise précision de la phase ne permet pas d’y visualiser les résultats de la
Proposition 3.4 qui précise qu’en effectuant une translation de vecteur ¢t du domaine, la différence
de phase entre les états fondamentaux vaut exactement %x At. Ainsi, si B =10 et t = (1,0), alors
%w At = —bxy et sit=(2,0), gx At = —10z9. La différence de phase est donc constante selon les
abscisses et linéaire selon les ordonnées.

Présentons les résultats sur un maillage a 1328 éléments au Tableau 12.5 et Figure 12.12 et 12.13.

L S T S

FiG. 12.12 - Etats propres sur des maillages translatés, B = 10 Teslas, maillage & 1328 éléments.

F1G. 12.13 — Différence de phases des états propres, B = 10 Teslas, maillage & 1328 éléments.
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La convergence est beaucoup plus lente et 1’énergie calculée plus élevée. Cela s’explique sim-
plement par le fait que les algorithmes de gradient conjugué n’ont pas convergé avec le nombre
d’itérations limité. La Figure 12.13 donne la différence de phase comme précédemment.

Toutefois, les résultats sont meilleurs que ceux obtenus par la méthode standard comme le
montre la comparaison des résultats du Tableau 12.2 et des Figures 12.4, 12.5 avec ceux du Ta-
bleau 12.5 et des Figures 12.10, 12.12. Le module de I’état fondamental est presque le méme sur les
trois maillages translatés avec la méme énergie pour cette nouvelle méthode alors que les résultats
divergeaient déja beaucoup par la méthode standard de la Section 12.3.

Appliquons un champ magnétique plus intense B = 30 Teslas et présentons les résultats au
Tableau 12.6 et Figure 12.14.

Ty T Ty
12.9934 | 12.9952 | 12.9989

TAB. 12.6 — Energie associée a des maillages 4 138 éléments translatés, B = 30 Teslas.

F1G. 12.14 — Etats propres sur des maillages translatés, B = 30 Teslas, maillage & 138 éléments.
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La difficulté de convergence de l'énergie apparait dés la translation de vecteur (1,0). La Fi-
gure 12.15 donne la différence de phases entre celles associées au maillage non translaté et au
maillage respectivement translaté de (1,0) et (2,0).

Fia. 12.15 — Différence de phases pour les états propres associés a des maillages translatés, B = 30
Teslas, maillage & 138 éléments.

Si nous augmentons davantage le champ magnétique, I’algorithme ne converge plus car, repre-
nant l'expression (12.27) de la fontionnelle J,, nous avons J,(0) = ||pV0||%2(Q) —2B [, p*Ao- VO dz.
Or si le champ magnétique est intense, la localisation dans le secteur est plus accentuée (cf Théo-
réme 9.1) donc p décroit exponentiellement vite en s’éloignant du coin. Ceci explique pourquoi la
phase reste mal déterminée. Le probléme semble mal conditionné et il faut envisager un précondi-
tionnement.

Donnons l'exemple du triangle sur lequel leffet de la translation est beaucoup plus visible.
Commencons par appliquer un champ B = 10 Teslas. Les illustrations du calcul numérique sont
données & la Figure 12.16. Le calcul numérique donne la méme valeur pp = 2.0414 sur les trois
maillages translatés. Visualisons l'effet de la translation a la Figure 12.17. Les figures représentent
la différence de phases entre les maillages maillages 77? et 7711 puis 7;10 et ’Th2

La Figure 12.17 montre que chaque différence est constante selon des abscisses et linéaire selon
les ordonnées. Notons 8y, 61 et 05 les phases associées aux états propres calculés respectivement sur
le maillage initial 7, le maillage 7, translaté de (1,0) et le maillage 7;? translaté de (2,0).

La Proposition 3.4 montre que la différence de phase vaut exactemen —%m A t. Or le champ
magnétique B est de 10 Teslas donc :

O, (00 — 01) =0, 0y, (6 — 61) = 5, (12.28)
O, (00 — 02) =0, Oy, (60 — 02) = 10. (12.29)

Nous retrouvons ces valeurs théoriques sur les calculs numériques et représentation des différences
de phase de la Figure 12.17.
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Rh b A o e e e s

Fi1Gg. 12.16 — Modules, arguments du premier vecteur propre et convergence de la valeur propre,
B =10 Teslas, maillage & 138 éléments.

Fia. 12.17 — Différences de phases des états propres calculés sur des maillages translatés, B = 10
Teslas, maillage & 138 éléments.

Prenons un champ magnétique plus intense, B = 30 Teslas. Alors, il faut préconditionner le pro-
bléme par p?. La valeurs propres calculées sont données au Tableau 12.7. Les modules et phases des
états fondamentaux ainsi que la convergence de la valeur propre sont représentés a la Figure 12.18.

La phase commence & étre mal déterminée. Visualisons toutefois 1’effet de la translation a la Fi-
gure 12.19 qui représente graphiquement le coefficient ga: At.
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T | T | Tn
72129 | 7.2730 | 72734

TAB. 12.7 — Energie associée sur des maillages 4 1583 éléments translatés, B = 30 Teslas.
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FiG. 12.18 — Modules, arguments du premier vecteur propre et convergence de la valeur propre,
B = 30 Teslas, maillage & 1583 éléments.

Fi1G. 12.19 — Différences de phases des états propres calculés sur des maillages translatés, B = 30
Teslas, maillage a 1583 éléments.
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Si nous souhaitons une précision plus importante sur la phase, le probléme devient trés mal
conditionné et l’algorithme ne converge plus.

Proposons une critique de ’algorithme. Lorsque l'intensité du champ magnétique augmente, le
module du vecteur propre devient de plus en plus petit a 'intérieur du domaine. Pour déterminer la

phase 6, nous minimisons la fonctionnelle J,(0) = / p*(|VO|> — 2B Ay - VO) dx. Mais si le module
Q

p devient trop petit, la phase ne peut plus étre déterminée par minimisation. Le probléme persiste
avec préconditionnement.

Cette méthode n’est donc pas assez satisfaisante. Remarquons que nous sommes intéressés par
la valeur de I’énergie et la localisation du module. Nous n’avons donc pas besoin de connaitre avec
précision la phase et nous allons aborder le probléme de minimisation (12.26) différemment.

12.5 Une méthode plus robuste

La plus grosse difficulté est de déterminer la phase une fois déterminé le module qui est, comme
nous l’avons vu, trés petit a l'intérieur du domaine. Reprenons la formulation (12.26). Nous faisons
donc le cheminement inverse de I’Algorithme 12.8. Nous initialisons le calcul de la phase 6 du
probléme de minimisation J,(#) & partir d'un module p aléatoire. Ceci engendre une premiére phase
0 trés réguliére. Ensuite, nous déterminons le vecteur propre p associé a ’opérateur Pg Ao, A T’aide
de ce nouveau p, nous résolvons le probléme de minimisation de J,(#). Le gros avantage est que
quand le module p est petit, il n'y a pas de probléme de détermination de phase car elle a été
déterminée lors de I’étape d’initialisation. En fait, la minimisation de la phase va essentiellement
s’effectuer aux degrés de liberté ol p n’est pas trop petit comme nous ’expliquerons par la suite.

Algorithme 12.9.

1. Calcul de la matrice de masse M.
2. Choix initial d’un vecteur p normalisé et d’un vecteur 6.

3. Détermination de 0 qui minimise, o l'aide d’une méthode de gradient conjugué, la
fonctionnelle :

7,(6) = / P2(VO — 2B A, - V0) da.
Q
4. Calcul, d’apres la relation (12.19), de l’énergie associée a la fonction petl
pn = [ V6P + |(BAo = V6)oP

5. Détermination de (up, p), état fondamental pour PI%AO,Q = -V2+ (BAg— V)2

6. Réitération avec le nowveau couple (p,0) jusqu’a ce que l’énergie uj converge.

Reprenons les mémes exemples que précédemment. Appliquons un champ B = 10 Teslas au
secteur angulaire maillé grossiérement avec 138 éléments puis plus finement avec 1328 éléments.
Nous effectuons une approximation P?(7}) avec une formule d’intégration d’ordre 5, en prenant
comme critére d’arrét un écart entre deux valeurs propres consécutives inférieur a 1074
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Maillage & 138 éléments

Maillage & 1328 éléments

7710

7711

T

Tw | Tw | Ta

4.2137

4.2153

4.2149

4.2144 | 4.2238 | 4.2166

TAB. 12.8 — Energies pour des maillages translatés, B = 10 Teslas.
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FiG. 12.20 — Phases, modules du vecteur propre, convergence de la valeur propre et différence de

phases sur des maillages translatés, B = 10 Teslas.
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Fi1Ga. 12.21 — Phases, modules du vecteur propre, convergence de la valeur propre et différence de
phases sur des maillages translatés, B = 10 Teslas.

Notons (p, Ok, ufl) k=0,1,2 le module, 'argument et la valeur propre calculés sur le maillage 771’“.
Les résultats numériques associés & chaque maillage sont rapportés au Tableau 12.8 qui donne les
estimations d’énergies (uf). Les Figures 12.20 et 12.21 représentent les phases () et modules (py)x
des vecteurs propres calculés ainsi que la convergence de la valeur propre en fonction des itérations.
La derniére ligne illustre les différences de phases respectives 8y — 01 et 0y — 0-.

Expliquons en détail ce que produit 1’Algorithme 12.9 au cours des itérations.
A la premiére itération, nous calculons une phase trés réguliére et comme nous avons initialisé une
valeur aléatoire de p, il n’y a pas de probléme de détermination de la phase par minimisation de la
fonctionnelle J,. Ce premier calcul est donc aussi précis que voulu.
Nous calculons ensuite I'état fondamental p associé & ’opérateur Pg, Ao, B I’aide de I’Algorithme 12.2.
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Nous déterminons a nouveau ¢ par la minimisation de la fonctionnelle J,. Nous appliquons une mé-
thode de gradient conjugué en initialisant 6 & la phase 6 calculée précédemment. La contribution
dans la fonctionnelle J,(6) des endroits oil p est trés petit est elle méme trés petite, donc il n'y a
pas de probléme de minimisation dans cette partie du domaine. En effet, si nous notons €2, la zone
ol p < ¢, alors :

7,(6) = / P(IV8]® — 2B Ay - V6) da = /\ P(IVO]? = 2B Ay - V6) do + O(?).  (12.30)
Q O\ Qe

Autrement dit, la phase 6 reste quasiment constante aux endroits ou le module p est trés petit.
Seules interviennent les zones oil le module n’est pas négligeable. Le probléme de minimisation se
réduit a ces zones 2\ §2.. Par conséquent, seules les valeurs de la phase € dont les coordonnées sont
dans ©\ Q. vont étre modifiées de fagon a réaliser le minimum. C’est pourquoi, au fil des itérations,
les valeurs de la phase restent constantes loin du coin et se «tordent» au niveau de ’angle de fagon
& minimiser J),.

Il est important de noter que la phase peut étre tres oscillantes dans la région oul p est petit, ceci
ne posera pas de probléme pour la détermination du module. Seule la détermination de la phase
dans la région ot le module est localisé doit étre précise.

Les représentations des différences de phases des Figures 12.20 et 12.21 illustrent vaguement le

terme — 2z At. Pour la translation (1,0), ce terme vaut 5z et pour la translation (2,0), il vaut 10zs.
Nous montrerons les résultats sur un domaine triangulaire ot ’effet d’une translation est nettement
plus visible.
Les valeurs propres ,u’fL sont trés proches I'une de ’autre. Toutefois les valeurs propres calculées sur
le maillage plus fin sont parfois plus élevées parce que ’algorithme du gradient conjugué utilisé a
deux reprises pour la minimisation de la fonctionnelle J, et le calcul de la valeur propre généralisée
n’a pas convergé avec le nombre d’itérations donné.

Augmentons le champ magnétique & B = 30, B = 50 et B = 100 Teslas. Notons que les
méthodes précédentes montraient déja leurs limites pour B = 30 Teslas. Les résultats numériques
sont décrits au Tableau 12.9 et aux Figures 12.22, 12.23, 12.24, 12.25, 12.26 et 12.27 avec les mémes
conventions que précédemment pour B = 10 Teslas. Nous ne représentons plus la convergence de la
valeur propre ni la différence des phases.

Maillage & 138 éléments Maillage & 1328 éléments
B | Ty Th Th T Th Th
30 | 12.9965 | 12.9964 | 12.9954 || 12.6075 | 12.6084 | 12.6092
50 | 22.6233 | 22.6232 | 22.6233 || 21.0096 | 21.0101 | 21.0107
100 | 49.1604 | 49.1604 | 49.1605 || 42.1852 | 42.1857 | 42.1858

TAB. 12.9 — Energies pour des maillages translatés.

Les différences entre les valeurs propres estimées sur un maillage grossier et un maillage fin ont
deux explications :
— Les valeurs propres sur le maillage fin sont plus élevées lorsque le gradient conjugué n’a pas
convergé pour le nombre d’itérations donné.
— Les valeurs propres sur le maillage grossier deviennent trés largement supérieures aux valeurs
propres calculées sur le maillage fin quand le champ magnétique B augmente car la taille du
maillage est trop importante pour contenir toutes les informations que des localisations aussi
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ponctuelles requiérent. Toutefois, les valeurs propres restent concordantes en comparant les
résultats sur des maillages translatés de méme taille ce qui renforce 1'idée que la différence
d’estimation entre maillage fin et large est uniquement due a la perte d’information provenant
de la taille du maillage.

F1G. 12.22 — Arguments et modules du vecteur propre sur des maillages translatés, B = 30 Teslas.
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F1a. 12.23 — Arguments et modules du vecteur propre sur des maillages translatés, B = 30 Teslas.
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F1G. 12.24 — Arguments et modules du vecteur propre sur des maillages translatés, B = 50 Teslas.
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Fia. 12.25 — Arguments, modules du vecteur propre sur des maillages translatés, B = 50 Teslas.
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Fi1a. 12.26 — Arguments et modules du vecteur propre sur des maillages translatés, B = 100 Teslas.
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F1G. 12.27 — Arguments et modules du vecteur propre sur des

maillages translatés, B = 100 Teslas.
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Notons qu’en augmentant le champ magnétique, 1’état fondamental se localise de plus en plus
vite dans le coin du secteur comme le prévoit la théorie. Cette méthode est donc beaucoup plus
robuste que les précédentes pour lesquelles les résultats n’étaient plus cohérents dés B = 50 Teslas.

Reprenons 1’exemple du triangle. Considérons uniquement le maillage & 163 éléments. Nous
appliquons des champs B = 10, 30, 50, 100 et 1000 Teslas. Les estimations d’énergies sont regroupées
au Tableau 12.10. Pour chaque champ magnétique, nous notons encore (py, O, ,ufl) k=0,1,2 le module,
I’argument et la valeur propre calculés sur les maillages 77{“. Les Figures 12.28, 12.29, 12.30 et 12.31
illustrent les résultats pour les champs respectifs B = 10, 50, 100 et 1000 Teslas. La premiére ligne
represente respectivement 6y, 01, 09, la deuxiéme pg, p1, p2 et la troisiéme donne les différences de
phases 8y — 01 et 8y — 0. L’effet de la translation du domaine sur la différence de phases des états
propres calculées sur chaque domaine est bien mis en évidence. Comme le précise la Proposition 3.4,
la différence de phase vaut 2z A t. Ainsi, les translations (1,0) et (2,0) engendrent une différence
de phases constantes selon les abscisses et linéaires selon les ordonnées avec une pente de gtl ou t
vaut respectivement 1 et 2. Les Figures 12.28, 12.29, 12.30 et 12.31 mettent nettement en évidence
cette différence de phases.

De plus, le module associé a chaque champ magnétique se concentre de plus en plus dans ’angle le
plus petit du domaine. Cette localisation est particuliérement concentrée pour le champ B = 1000
Teslas : I’état propre est localisé sur 3 éléments du maillage.

B | Ty Th Th
10 2.0414 2.0414 2.0414
30 7.2163 7.2139 7.2141
50 12.0298 | 12.0298 | 12.0295
100 | 24.0935 | 24.0935 | 24.0932
1000 | 248.4943 | 248.4936 | 248.4942

TAB. 12.10 — Energie associée sur des maillages translatés.




143

12.5 Une méthode plus robuste

F1G. 12.28 — Arguments, modules et différence de phases du vecteur propre sur des maillages trans-

latés, B = 10 Teslas.

FiG. 12.29 — Arguments, modules et différence de phases du vecteur propre sur des maillages trans-

latés, B = 50 Teslas.
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F1G. 12.30 — Arguments, modules et différence de phases du vecteur propre sur des maillages trans-

latés, B = 100 Teslas.
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Fi1G. 12.31 — Arguments, modules et différence de phases du vecteur propre sur des maillages trans-

latés, B = 1000 Teslas.
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Nous avons ainsi déterminé un algorithme invariant par translation, rotation et par change-
ment de jauge si la jauge est dans ’espace de discrétisation de la phase. En outre, cet algorithme
est particuliérement robuste et performant car les résultats restent tout a fait cohérents pour des
champs magnétiques trés intenses et donnent une localisation trés concentrée (uniquement sur 3 ou
4 éléments pour les Figures 12.31 et 12.26).

Afin de valider ce modéle, il faut estimer ’erreur commise entre la solution exacte et la solution
calculée numériquement. Pour cela, nous allons construire des estimateurs a posteriori locaux qui
présentent 'avantage de donner les erreurs en chaque éléments du maillage.

De plus, nous avons constaté que les énergies calculées sur un maillage grossier différaient peu
des énergies calculées sur un maillage raffiné quand le champ magnétique n’est pas trop intense et
toute 'information est contenue au niveau de la localisation dans ’angle. Ceci suggére d’utiliser
un raffinement localisé afin de déterminer avec précision le comportement du vecteur propre au
niveau de sa concentration et de mailler grossiérement l'intérieur du domaine pour optimiser le
temps de calcul. Les estimateurs a posteriori permettront d’effectuer des raffinements localisés en
nous indiquant les zones ou le calcul manque de précision.






Chapitre 13

Raffinement de maillages

13.1 Construction d’estimateurs a posteriori

11 est important de pouvoir évaluer ’erreur commise en approchant 1’état fondamental. Pour es-
timer I’écart entre I’état fondamental exact et celui calculé par la méthode numérique, nous utilisons
un estimateur a posteriori. Mentionnons briévement les résultats obtenus. Cette étude se base sur
les travaux de Verfiirth [100] et les démonstrations des résultats suivants sont données en Annexe A
qui fait I’objet d’un article.

Commencons par rappeler le principe et I'intérét des estimateurs a posteriori.
Nous souhaitons déterminer un critére qui permet de savoir, uniquement & 1’aide des calculs nu-
mériques de la solution et des données du probléme, si la solution numérique approche la solution
exacte avec une précision requise. Pour ce faire, nous construisons un estimateur a posteriori qui
estime localement, en chaque élément du maillage, I’erreur commise. Le grand intérét est donc de
localiser exactement 1’endroit ou le calcul n’est pas assez précis et donc de permettre de raffiner le
maillage & ce niveau. Présentons maintenant ces estimateurs.

Soit 7p, une triangulation de Q. Pour tout élément T € Ty, nous noterons £(T), 'ensemble des
arétes du triangle T', &, o, I’ensemble des arétes internes, wr, I’ensemble des éléments ayant une
aréte commune avec 7. Supposouns la triangulation réguliére : ’angle minimal de tout triangle de 7p,
est minoré de maniére uniforme par une constante strictement positive indépendante de h. Alors,
pour tout T, T" € Tj, sans sommet commun, et tout E € E(T), Z—; et ,’L‘—; sont bornés uniformément.
Soit (up,up) une solution du probléme approché. Définissons 1’estimateur a posteriori nr pour tout
élément T de la triangulation 7}, :

2
g = hQT/ |=Vhaun — phun| + D hE/ |[nE - VBaunlsl - (13.1)
T EEE(T)OE;L,Q E

— La premiére intégrale estime 1’erreur commise sur la valeur propre.
— La deuxiéme mesure le défaut de la condition de Neumann au passage de chaque aréte.

Théoréme 13.1. Soient u et pp, les plus petites valeurs propres des opérateurs continus et discrets
de vecteurs propres normalisés associés u € H}4(Q) et up, € P2. Il existe alors hy et des constantes
c1, co2 ne dépendant que du paramétre de régularité telles que les estimations a posteriori suivantes
soient vérifiées pour tout h < hg :

1/2

= ]+ [Ju = wnllgy, @) < aq D mrp (13.2)
TETs
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1/2

St < a{ln—ml -y, o) (13.3)
TeTh

Démonstration : La preuve de ce théoréme fait I’objet de l'article [28] présenté en Annexe A. Men-
tionnons les étapes de la démonstration.

Nous commencons par donner une estimation a priori de 1’écart entre la solution numérique et la
solution exacte du probléme. Les techniques classiques telles que le lemme de Céa ne sont pas ap-
pliquables ici car le probléme n’est pas linéaire. Nous proposons une estimation obtenue a l'aide de
la décomposition dans une base orthonormée de vecteurs propres. Cette estimation fait ’objet de
la section A.3.

Munie de cette relation, nous adaptons les techniques de Verfiirth [100] (cf section A.4). O

Les estimateurs permettent d’améliorer les résultats numériques obtenus par 1’Algorithme 12.9
en combinant celui-ci avec des techniques de raffinement de maillages. En effet, le Théoréme 13.1
établit une «équivalence de normes» entre la norme de la différence entre la solution exact/e et la

1/2
solution numérique |u — pp| + [[u — un|| gy 4o (@ et la norme des estimateurs Z e . Par
TET:

conséquent, si I’estimateur a posteriori 7 est «grand» pour un éléments 7' du maillage, 1’écart
entre la solution exacte et la solution numeérique sera «grand» également. Cette remarque permet
de mettre en place un raffinement de maillage.

13.2 Applications au raffinement de maillage

Exprimons plus mathématiquement cette notion. Reprenons le Théoréme 13.1 et la relation (13.3).
Donnons-nous une tolérance d’erreur € entre la solution exacte et la solution numérique.
Si, en un élément T' du maillage, ’estimateur d’erreur locale 77 est supérieur a ¢, alors :

1/2

e<nr<{ Y mpp <o (\M—Mh|+||u—uh||H}3A0(n))-
TeT,

Modulo la constante ¢y, I’écart entre la solution numérique et la solution exacte sera donc supérieur
ae.

Or, nr > ¢ signifie que la solution numérique uy, est mal calculée sur ’élément T'. Nous allons donc
raffiner cet élément ainsi que tous les éléments T tels que Ny > € et recommencer le calcul numérique
sur le nouveau maillage.

Le critere de raffinement 7y < € n’est pas suffisant, il faut que I’ensemble des erreurs 7 soit inférieur
a €. Pour essayer de prendre en compte de maniére uniforme les contributions d’erreurs de chaque
élément, nous prendrons le critére suivant :

£

< —F/—,
m vVCard T

ou Card T est le nombre d’éléments du maillage. Si tous les éléments T° du maillage vérifient la
1/2

(13.4)

condition (13.4), alors la somme des erreurs Z 7 est majorée par €. Nous avons ainsi
TeTh
obtenu un nouvel algorithme de calcul :
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Algorithme 13.2.

— Donnée d’un maillage initial Ty o, d’un seuil de tolérance € pour les estimateurs a pos-
teriori.

— Calcul d’une solution numérique (pp0,Un0 = phyoewh’o) G l'aide de I’Algorithme 12.9.

— Calcul des estimateurs d’erreur a posteriori (ﬂT)TeTh,o grice a lexpression (13.1).

1/2
> g

T€Th,0

Calcul de la norme n: =

— Tant quen > € :
— Construction d’un nouwveau maillage Tp1 a partir du maillage Tpo en raffinant les

VCard T’

— Interpolation du module ppo et de l'argument 040 de la solution up o donnée sur le
maillage Tp o au nouveau maillage Tp ;.
— Calcul des états propres sur le nouveau maillage Ty, 1 en initialisant I’Algorithme 12.9
avec les interpolations de pp o et O .
- Sin < e, la solution numérique a la précision requise.

éléments T € Tpp tels que nr >

Reprenons I'exemple du secteur angulaire. Considérons un secteur angulaire d’angle § tronqué
de maniére réguliére par une portion de cercle. Nous appliquons un champ B = 30 Teslas, uti-
lisons une approximation P2, une formule d’intégration d’ordre 5. Nous souhaitons une précision
de 1073 pour le gradient conjugué et la recherche de valeur propre. Pour obtenir cette précision,
nous seuillons le nombre d’itérations proportionnellement au nombre de raffinements effectués en se

limitant & 200 itérations pour le premier maillage.

Le Tableau 13.1 mentionne, pour chaque raffinement localisé, le nombre d’éléments du maillage, le

nombre d’inconnues, la valeur de ’estimateur global n et la valeur propre calculée.

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n Lh
1 38 101 38.993385 | 15.572444
2 102 235 22.828768 | 13.815911
3 206 459 9.037603 | 12.826912
4 394 855 5.857042 | 12.670129
5 800 1699 2.240146 | 12.638226
6 1726 3593 0.792354 | 12.628898
7 3807 7826 0.272165 | 12.627361
8 8219 16742 0.104900 | 12.626788
9 15517 31446 0.060877 | 12.626605

TAB. 13.1 — Estimations pour un maillage raffiné localement.

L’évolution de I’estimateur d’erreur et de la valeur propre au cours des itérations est illustrée &
la Figure 13.1. Représentons aux Figures 13.2, 13.3, 13.4, 13.5, 13.6, 13.7, 13.8 et 13.9, les solutions
obtenues & chaque raffinement. Ces figures donnent le maillage raffiné, la convergence de la valeur
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propre, la phase et le module calculés sur ce maillage & ’aide de 1’Algorithme 12.9.

La Figure 13.2 montre que la convergence de la valeur propre n’est pas toujours décroissante car les
algorithmes n’ont pas convergé avec le nombre d’itérations autorisées.

Le dessin de la phase provient de l'interpolation assez grossiére utilisée. Décrivons l'interpolation
utilisée. Considérons 7p ¢ un maillage donné, ¢y une fonction définie sur ce maillage et 751 un
maillage raffiné & partir de 7}, 9, nous définissons 6; l'interpolée de 8y sur le maillage 75 1 de la facon
suivante : la valeur de 1 en un degré de liberté d’un élément 77 du maillage raffiné est donnée par la
valeur de 0 en un sommet de 1’élément Ty € Tp, o tel que T7 C Tj. Cette interpolation, trés simple,
devient trés mauvaise dés que la fonction varie beaucoup sur un élément.

Fi1a. 13.1 — Convergence de la valeur propre et comportement de I’estimateur d’erreurs au cours des
raffinements localisés, B = 30 Teslas.

Le raffinement local s’effectue prinicipalement au sommet du secteur tronqué et secondairement
sur le bord du domaine. L’intérieur est maillé plus grossiérement. Ceci semble naturel et concorde
avec les résultats de Helffer-Morame [60] dans le cas de domaines réguliers. En effet, ils démontrent
que l’état propre est localisé sur le bord du domaine et particuliérement aux points de courbure
maximale. A la vue des résultats numériques et comme nous le présenterons dans le cadre semi-
classique a la Partie IV, ce résultat s’étend & des domaines & coin et les sommets jouent le role
des points de courbure maximale. Il semble ainsi que pour des domaines & coin, 1’état fondamental
se localise sur le bord du domaine et plus précisément dans les plus petits angles; autrement dit,
I’état propre décroit exponentiellement avec I’éloignement du plus petit angle du domaine et cette
décroissance est plus rapide a l'intérieur que sur le bord du domaine.

Reprenons maintenant ’effet d’une translation en reprenant les exemples du Chapitre 12. Nous
avons vu que la méthode de la Section 12.5 dont 1’Algorithme 12.9 conservait les propriétés théo-
riques de la Proposition 3.4 d’une translation du domaine. Vérifions que le raffinement de maillage
adapté donné par ’Algorithme 13.2 reste en accord avec cette proposition.

Commencons par l’exemple du triangle et reprenons les notations du Chapitre 12. Appliquons
un champ B = 10 Teslas. Les résultats numériques sont donnés au Tableau 13.2, la Figure 13.10
donne les courbes de convergence des valeurs propres et estimateurs d’erreurs pour chaque domaine.
La Figure 13.11 représente les modules et arguments calculés numériquement. Le Tableau 13.3 et
la Figure 13.12 donnent les résultats pour un champ d’intensité B = 50 Teslas.
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Maillage courant Evolution de la valeur propre
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FiG. 13.2 — Maillage initial.

Evolution de la valeur propre

Premier raffinement

35

30
25
20
15

10
0

10 20 30 40

Module de la solution

100

-100
2

F1G. 13.3 — Premier raffinement.
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Deuxiéme raffinement Evolution de la valeur propre
24

22

20

18

16

14

12
5 0 10 20 30 40

Phase de la solution Module de la solution

100

F1G. 13.4 — Deuxiéme raffinement.

Troisieme raffinement Evolution de la valeur propre
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F1G. 13.5 — Troisiéme raffinement.
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Evolution de la valeur propre
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Fi1a. 13.6 — Quatriéme raffinement.
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FiG. 13.7 — Cinquiéme raffinement.
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Sixieme raffinement
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F1aG. 13.8 — Sixiéme raffinement.

Septieme raffinement
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues 7 Lh
1 163 372 1.168925 | 2.041564
T 2 482 1045 0.329242 | 2.041205
3 1176 2489 0.106249 | 2.041153
4 2354 4909 0.045770 | 2.041146
1 163 372 0.826858 | 2.041527
T 2 442 961 0.109108 | 2.041219
3 906 1935 0.050529 | 2.041156
1 163 372 3.599589 | 2.041479
T 2 495 1064 0.440350 | 2.041174
3 1428 2981 0.152688 | 2.041145
4 3427 7034 0.059953 | 2.041141

TAB. 13.2 — Méthode de raffinement adapté sur des domaines translatés, B = 10 Teslas.
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F1G. 13.10 — Comparaison de convergence sur des domaines translatés, B = 10 Teslas.

FiG. 13.11 — Modules et phases pour des domaines translatés, B = 10 Teslas.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues 7 Lk
1 3 12 262.086287 | 13.202949
3 23 64 122.998366 | 12.223680
5 191 446 35.893436 | 12.018062
TR 6 550 1209 10.203401 | 12.014173
7 1587 3354 2.766665 | 12.014093
8 4482 9261 0.893997 | 12.014222
9 11798 24051 0.318784 | 12.014427
1 3 12 34.737910 | 13.202537
3 22 61 19.988556 | 12.223230
Ty 5 175 398 2.373939 | 12.016305
6 493 1068 0.837109 | 12.013544
7 1275 2680 0.301925 | 12.013299
8 2926 6051 0.106554 | 12.013069
1 3 12 48.553076 | 13.201298
3 29 80 15.851469 | 12.217716
U3 5 197 462 2.264669 | 12.017391
6 524 1153 0.754572 | 12.014109
7 1382 2919 0.256103 | 12.013840
8 3458 7143 0.104408 | 12.016798

TAB. 13.3 — Méthode de raffinement adapté sur des domaines translatés, B = 50 Teslas.
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FiG. 13.12 — Comparaison de convergence et modules des états fondamentaux pour des domaines

translatés, B = 50 Teslas.
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Reprenons maintenant I’exemple du secteur angulaire pour un champ B = 10 Teslas. Les résul-

tats numériques sont donnés au Tableau 13.4 et Figure 13.13.

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues 7 h
1 46 120 15.215786 | 4.552592
3 277 609 2.105893 | 4.193782
T 4 686 1456 0.766860 | 4.187680
5 1793 3719 0.252199 | 4.185689
6 4243 8677 0.094167 | 4.185354
1 46 120 7.908436 | 4.552419
3 278 608 0.989488 | 4.192943
T 4 673 1425 0.344241 | 4.187215
5 1608 3342 0.117039 | 4.185014
6 3138 6448 0.056726 | 4.185071
1 46 120 35.876423 | 4.552458
3 258 568 6.427819 | 4.202484
T 4 575 1223 2.353766 | 4.196257
5 1298 2708 0.710766 | 4.193429
6 2785 5727 0.244450 | 4.192656
7 5822 11878 0.093527 | 4.192523

TAB. 13.4 — Méthode de raffinement adapté sur des domaines translatés, B = 10 Teslas.
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Fi1G. 13.13 — Comparaison de convergence et modules des états fondamentaux pour des domaines

translatés, B = 10 Teslas.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues 7 Lk
1 46 119 68.543904 | 25.386867
3 209 464 11.072079 | 21.305702
T2 5 924 1949 1.916424 | 20.936193
6 2070 4277 0.611482 | 20.927274
7 4753 9712 0.214392 | 20.924749
1 46 119 90.235415 | 25.386869
3 187 418 39.960178 | 21.306047
US 5 832 1761 5.817248 | 20.933972
6 1692 3513 1.829678 | 20.925067
7 3401 6984 0.578329 | 20.921944
8 6766 13779 0.204180 | 20.921244
1 46 119 633.122996 | 25.386867
3 185 414 103.013897 | 21.306879
T2 5 837 1772 63.846558 | 20.935280
7 4261 8722 5.806855 | 20.923204
8 9328 18941 1.778011 | 20.921732
9 23584 47619 0.577784 | 20.924083
10 51881 104444 0.204525 | 20.925244

TAB. 13.5 — Méthode de raffinement adapté sur des domaines translatés, B = 50 Teslas.
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FiG. 13.14 — Comparaison de convergence et modules des états fondamentaux pour des domaines
translatés, B = 50 Teslas.
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L’Algorithme 13.2 respecte donc bien l’effet d’une translation du domaine : la solution calculée
sur un domaine translatée est bien la translatée de la solution calculée sur le domaine initial.
Notons que la convergence est plus rapide lorsque le coin de plus petit angle est situé a l’origine car
la phase, %x At, est alors peu oscillante et plus facile & capter.

13.3 Comparaison avec un raffinement de maillages uniforme

Au lieu de faire un raffinement localisé dans 1’Algorithme 13.2, regardons les résultats obtenus
en raffinant uniformément le maillage & chaque itération. Reprenons I’exemple du secteur angulaire
d’angle § tronqué de maniére réguliére, appliquons un champ B = 30 Teslas et utilisons une approxi-
mation P?, une formule d’intégration d’ordre 5, une précision de 10~3 pour le gradient conjugué. Le
Tableau 13.6 donne les estimations & chaque raffinement uniforme.

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n Lh
1 38 101 39.711605 | 15.569330
2 48 125 22.754814 | 13.816984
3 70 171 14.493879 | 13.440501
4 193 428 8.227542 | 12.826351
5 522 1113 4.960995 | 12.687395
6 1349 2790 2.059195 | 12.641156
7 3593 7350 0.772448 | 12.630521
8 9583 19448 0.279150 | 12.627457

TAB. 13.6 — Estimations pour un maillage raffiné uniformément.

10°

I I I I I I L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

FiG. 13.15 — Convergence de la valeur propre et comportement de ’estimateur d’erreurs au cours
des raffinements uniformes.
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Maillage courant Evolution de la valeur propre
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Fi1G. 13.16 — Maillage initial.
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Fi1G. 13.17 — Premier raffinement.
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Deuxiéme raffinement Evolution de la valeur propre
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F1aG. 13.18 — Deuxiéme raffinement.
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F1G. 13.19 — Troisiéme raffinement.
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Evolution de la valeur propre
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Fic. 13.21 — Cinquiéme raffinement.



163

13.3 Comparaison avec un raffinement de maillages uniforme

Evolution de la valeur propre
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F1G. 13.22 — Sixiéme raffinement.

Evolution de la valeur propre
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F1G. 13.23 — Septiéme raffinement.
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Comparons les résultats entre la solution donnée par I’Algorithme 13.2 avec un raffinement local
et la solution obtenue par un raffinement uniforme & chaque itération. Les convergences des valeurs
propres et des estimateurs d’erreurs sont regroupées a la Figure 13.24.

Comparaison des valeurs propres Comparaison des estimateurs a posteriori

16 T T T T T 10° T T T T T
— Raffinement local — Raffinement local
— — Raffinement uniforme — — Raffinement uniforme
4

FiG. 13.24 — Comparaison de convergence entre raffinement local et uniforme, B = 30 Teslas.

Pour les premiers raffinements, les deux méthodes sont comparables puis la convergence est
beaucoup plus rapide en utilisant un raffinement localisé. Remarquons notamment que les estima-
teurs d’erreurs sur les maillages raffinés uniformément sont du méme ordre que ceux obtenus sur
des maillages raffinés localement avec deux fois moins d’éléments.

Présentons au Tableau 13.7 et & la Figure 13.25, la comparaison entre les méthodes de raffine-
ments uniforme et adapté, en demandant une précision de 10~* pour les algorithmes pour un champ

B =100 Teslas.

Raffinement uniforme Raffinement adapté
nombre nombre nombre nombre

éléments | inconnues 7 R éléments | inconnues n Bh
49 128 34.991228 | 47.940496 49 128 34.986807 | 47.940487
71 174 21.908672 | 47.174134 123 284 13.941710 | 43.036317
189 418 21.194727 | 44.782769 258 575 9.329434 | 42.342831
517 1102 14.456221 | 42.631534 522 1129 6.596768 | 42.147602
1341 2772 8.903879 | 42.335228 1161 2456 2.671001 | 42.101837
3595 7348 4.157598 | 42.163657 2617 5420 0.916694 | 42.089301
9563 19404 1.560718 | 42.101186 6049 12372 0.310959 | 42.085453
12903 26200 0.125129 | 42.083751

TAB. 13.7 — Caractéristiques des raffinements uniformes et adaptés, B = 100 Teslas.

En augmentant le champ magnétique, 'avantage de la méthode avec raffinement adapté est

encore plus marquant.

Remarquons qu’il semble que la précision sur la valeur propre soit plus importante que celle
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Comparaison des valeurs propres Comparaison des estimateurs a posteriori
484 T T 10 T T T

— Raffinement local — Raffinement local
— — Raffinement uniforme — — Raffinement uniforme

6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

FiG. 13.25 — Comparaison de convergence des valeurs propres et des estimateurs d’erreurs entre
raffinement local et raffinement uniforme, B = 100 Teslas.

donnée par ’estimateur : il semble que ’écart entre la valeur propre réelle et la valeur propre nu-
mérique soir de I'ordre de 72 et non de 7.

La méthode de raffinement de maillage adapté est donc particuliérement pertinente et perfor-
mante car elle permet de localiser les zones ou l'information du probléme est contenue et donc
d’économiser un temps de calcul important.

13.4 Estimation numérique de u(a)

L’objectif de la méthode numérique est d’étudier le comportement du bas du spectre u(a) de

I’opérateur de Schrédinger avec champ magnétique constant d’intensité 1 sur un secteur angulaire
d’angle a. Nous avons des informations par les estimations théoriques et la localisation est synthé-
tisée a la Section 11.3 et aux Figures 11.1 et 11.2. Afin de préciser cette localisation, nous utilisons
les outils numériques que nous venons de développer.
Comme nous ’avons mentionné en introduction du Chapitre 12 & la Section 12.1, nous devons
travailler avec un domaine borné pour appliquer la méthode numérique. Utilisant le Théoéme 9.1,
nous savons que 1’état fondamental est exponentiellement décroissant avec 1’éloignement du coin du
secteur. La Figure 12.1 montre la facon d’approcher un secteur par troncature.

Regardons l'influence de la longueur L sur le bas du spectre, noté u(1,10,9Q%), de I'opérateur
de Schrédinger avec champ magnétique constant B = 10 Teslas sur le domaine Q%. D’aprés le
Théoréme 9.1, ces valeurs u(1, B, QL) doivent étre presque égales & Bu(a) pour L assez grand.
Appliquons 1’Algorithme 13.2 sur le domaine Q% avec a = £ et en variant la longueur L de 3 &
12. Le Tableau 13.8 donne les estimations numériques obtenues sur chaque domaine. A un facteur
10~2 prés, nous obtenons les mémes valeurs propres, ce qui justifie la troncature 4 la longueur L = 3.

Nous déduisons de la Remarque 3.3 que sur un domaine invariant par dilatation, le bas du
spectre de ’opérateur —VQB A, ©st linéaire selon I'intensité du champ B. Or le secteur angulaire (2,
est invariant par dilatation, donc, avec les notations précédentes :

w1, B,Qa) = Bu(a). (13.5)
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L H(lﬂB’Qg) Ui L u(l,B,Qé) n

3 4.210210 | 8.692934e-02 8 4.210667 | 7.760738e-02
4 4.209743 | 6.859190e-02 9 4.211533 7.891650e-02
5 4.210368 | 5.960120e-02 10 | 4.209843 | 5.263493e-02
6 4.212980 | 8.724359e-02 11 | 4.212832 7.823086e-02
7 4.211606 | 5.510494e-02 12 | 4.214231 7.113600e-02

TAB. 13.8 — Effet de la longueur de troncature, B = 10 Teslas, a = 3.

Numériquement, nous ne calculons pas p(a) mais p (1, B, 2%). Regardons si la relation (13.5) reste
valable en remplacant le domaine €2, par Q%. Appliquons I’Algorithme 13.2 au domaine QL avec
un angle a = 3, une longueur L = 3 et un champ B qui varie de 10 a 100 Teslas. Les résultats
numériques sont donnés au Tableau 13.9 et la Figure 13.26 montrent que la valeur propre reste
linéaire par rapport au champ magnétique sur un secteur tronqué.

B u(l,B,Qé) ] B u(l,B,Qg) 7

10 | 4.210321 1.028763e-01 60 | 25.257497 | 1.992841e-01
20 | 8.420078 1.592870e-01 70 | 29.466119 | 1.155900e-01
30 | 12.629303 | 1.147825e-01 80 | 33.673688 | 1.301665e-01
40 | 16.837936 | 1.362848e-01 90 | 37.884002 | 1.463756e-01
50 | 21.048137 | 1.698584e-01 100 | 42.093906 | 1.454220e-01

TAB. 13.9 — Linéarité par rapport au champ B, a = §, L = 3.

45

F1G. 13.26 — Linéarité selon le champ magnétique.

Nous utilisons ces deux résultats pour donner une estimation de u(c). Nous ferons les calculs
avec un champ B = 10 Teslas pour lequel nous avons vu que le bas du spectre restait presque
constant selon ’endroit de la troncature.

Nous allons ainsi estimer y(a) en évaluant numériquement p(1, B, Q%) avec B = 10 Teslas et
L = 3 a4 ’aide de I’Algorithme 13.2. Le Tableau 13.10 regroupe les valeurs calculées. La Figure 13.27
compléte la Figure 11.1 en y ajoutant les estimations numériques.
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angle valeur propre angle valeur propre
0.216770 1.163281 1.231504 4.598354
0.276460 1.516657 1.291195 4.699306
0.336150 1.819787 1.350885 4.794468
0.395841 2.099811 1.410575 4.884436
0.455531 2.365336 1.470265 4.965702
0.515221 2.614952 1.529956 5.041289
0.574911 2.849356 1.570796 5.090822
0.634602 3.069188 1.589646 5.115938
0.694292 3.272993 1.623156 5.150248
0.753982 3.465656 1.649336 5.178721
0.813672 3.644322 1.675516 5.204923
0.873363 3.810177 1.709026 5.239050
0.933053 3.965025 1.780236 5.321830
0.992743 4.110520 1.832596 5.346868
1.052434 4.245068 1.888097 5.390835
1.112124 4.370848 2.067168 5.500348
1.171814 4.487640 2.094395 5.507900

TAB. 13.10 — Estimations du bas du spectre selon 1’angle.
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F1a. 13.27 — Localisation et estimations numériques de p(a).
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Les estimations numériques concordent trés bien avec les résultats théoriques. Pour les petits
angles, ’asymptote py = % est respectée. De plus, ceci conforte la conjecture de la croissance de

p(a) pour a €]0,7]. Cette conjecture est présente dans la littérature physique [47, 94| mais ne
semble pas démontrée jusqu’a présent.

Notons une limite des estimations numériques pour des angles proches de w. Dans ce cas, la
convergence de la méthode est beaucoup plus lente et difficile.

13.5 Localisation de I’état propre dans un domaine quelconque

Nous utilisons 1’Algorithme 13.2 sur divers domaines avec un seul coin d’angle minimal et nous
appliquons un champ B = 10 Teslas. Pour les calculs numériques sur ces différents domaines, nous
prenons une approximation P?, une formule d’intégration d’ordre 5.

Pour évaluer la robustesse de la méthode proposée, nous appliquons 1’Algorithme 13.2 aux
maillages courants de la Figure 13.28.

AVAVANVAN
A7 AVAVAVAVAY,
yuaTA
N

FiG. 13.28 — Maillages initiaux.

Chacune des pages suivantes présente les résultats numériques pour les maillages courants de
la Figure 13.28. Les tableaux résument les données numériques associées a la solution calculée a
chaque raffinement. Les figures présentent les convergences de la valeur propre numérique et des
estimateurs a posteriori ainsi que le module de ’état fondamental .
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Commencgons par un triangle isocéle.

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n Bh
1 1 6 308.875800 | 2.732378
2 7 24 59.346408 | 3.270049
3 21 60 35.294362 | 3.147853
4 68 167 16.370363 | 3.106369
5 201 456 5.455219 | 3.102015
6 580 1249 1.812983 | 3.101103
7 1553 3252 0.611276 | 3.101415
8 3983 8180 0.214650 | 3.101855

TAB. 13.11 — Données numériques pour le triangle isocéle.

Convergence de la valeur propre

Convergence des estimateurs a posteriori

33

2.7

FiG.

FiG. 13.29 — Convergence de la valeur propre et des

13.30 — Module de I’état fondamental.

estimateurs d’erreurs.
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Prenons maintenant ’exemple d’un quadrilatére.

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n Lh
1 68 165 19.152135 | 2.835027
2 129 304 11.394829 | 2.793167
3 243 550 3.762476 | 2.736650
4 510 1115 1.356777 | 2.731465
5 1061 2246 0.434595 | 2.730693
6 2317 4824 0.148194 | 2.730754
7 4863 9996 0.058738 | 2.730782

TAB. 13.12 — Résultats numériques pour le quadrilatére.

Convergence de la valeur propre
T

Convergence des estimateurs a posteriori
T

Fia. 13.31 — Convergence

25

de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

Fia. 13.32 — Module de 1’état fondamental sur un quadrilatére.
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13.5 Localisation de 1’état propre dans un domaine quelconque

Considérons un domaine & 5 cotés.

Kh

3.950364

7.351830 | 4.276573
3.174105 | 3.997307
1.248583 | 3.961637
0.505628 | 3.952690

0.187081

0.080873 | 3.949768

nombre

9e

mconnues

d

29

74
194
018

1434
3323

nombre
d’éléments

10
2

9

83

237
679

1604

raffinement

tagone.

2

eriques sSur un pen

TaAB. 13.13 — Résultats num

Convergence des estimateurs a posteriori

10'

Convergence de la valeur propre
T

45

35

107

55

4.5

35

25

15

Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

Fia. 13.33 -

18
16
14
12
0.8
0.6
0.4
0.2

Fiac. 13.34 — Module de I'état propre pour un pentagone.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n Lh
1 18 51 1158.880844 | 4.182646
2 33 88 16.149858 | 4.146704
3 76 183 6.843731 3.975409
4 184 415 2.626246 3.959261
5 502 1077 0.981198 3.950636
6 1332 2781 0.349618 3.950036
7 3261 6698 0.121670 3.949378
8 6429 13088 0.063152 3.948942

TAB. 13.14 — Résultats numériques a chaque raffinement.

Convergence de la valeur propre
T T

L
1 2

. .
3 4

L L
6 7 8

Fi1a. 13.35 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

F1G. 13.36 — Localisation de 1’état fondamental.



13.5 Localisation de 1’état propre dans un domaine quelconque

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues 7 Lh
1 30 83 18.999110 | 3.767658
2 58 151 12.903821 | 3.572054
3 126 301 4.879399 | 3.505253
4 270 605 1.889506 | 3.493238
5 621 1336 0.656407 | 3.489856
6 1483 3094 0.232998 | 3.489374
7 3259 6702 0.089702 | 3.489386

TaB. 13.15 — Résultats numériques selon le raffinement.

Convergence de la valeur propre
T T T

Convergence des estimateurs a posteriori
T T T

4 100 b

4 107

FiG.

L
3

L
5

Fi1G. 13.37 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

13.38 — Localisation de ’état fondamental.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n Lh
1 61 162 18.613669 | 3.272972
2 134 333 9.898006 | 3.204738
3 271 646 4.250593 | 3.109048
4 547 1244 1.332782 | 3.103143
5 1158 2511 0.480967 | 3.103391
6 2472 5213 0.168166 | 3.103409
7 4901 10152 0.067385 | 3.103463

TAB. 13.16 — Données numériques associées au domaine en forme d’étoile.

Convergence des estimateurs a posteriori
T T T

Convergence de la valeur propre
T T

1 o0

1 10

t t t L L L L L
2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

FiG. 13.39 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

25

FiG. 13.40 — Localisation de I’état propre.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues 7 Lh
1 126 293 24.244864 | 2.103733
2 259 584 10.091428 | 2.065490
3 491 1090 3.723521 | 2.032816
4 939 2022 1.289144 | 2.023636
5 1813 3834 0.486839 | 2.022026
6 3576 7439 0.207868 | 2.024557
7 6436 13235 0.121855 | 2.023883

TAB. 13.17 — Données numériques pour un domaine quelconque.

Convergence des estimateurs a posteriori
T T T

Convergence de la valeur propre
T T

L L L L L L L L L L
1 2 3 a4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

Fi1G. 13.41 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

F1G. 13.42 — Localisation de 1’état fondamental.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n Lh
1 220 497 1503.590682 | 5.601086
2 386 847 13.156766 | 3.672363
3 672 1441 6.679298 3.504339
4 1135 2404 2.629922 3.482447
5 2001 4182 1.029691 3.479574
6 3626 7501 0.341722 3.479124
7 6905 14140 0.131965 3.479168

TAB. 13.18 — Données numériques a chaque raffinement.

Convergence de la valeur propre Convergence des estimateurs a posteriori
T T T T T T

L L L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

Fi1G. 13.43 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

25

F1G. 13.44 — Localisation de 1’état fondamental.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues 7 Uk
1 76 195 112.528040 | 5.658344
2 157 358 76.093477 | 5.521041
3 368 795 45.994217 | 5.492665
4 909 1908 15.710266 | 5.484079
5 2222 4583 4.878483 | 5.482254
6 5675 11566 1.545591 | 5.480994
7 13849 28024 0.516508 | 5.529037
8 27234 54919 0.287226 | 5.573177

TaB. 13.19 — Données numériques a chaque raffinement.

Convergence de la valeur propre
T T

L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

Fi1a. 13.45 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

F1G. 13.46 — Localisation de I’état fondamental pour un domaine régulier dont le bord présente un
seul point de courbure maximale.
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Dans ce dernier exemple, la convergence des estimateurs d’erreurs est difficile & améliorer mais
l’algorithme a déja convergé pour la valeur propre. Ce domaine, raccordement d’une demi-ellipse
et d’un demi-cercle, permet d’illustrer le résultat de Helffer-Morame [60] qui montre la localisation
de 'état fondamental aux points de courbure maximale pour les domaines réguliers. De plus, la
décroissance est plus rapide vers I’intérieur du domaine que sur le bord du domaine.

Nous avons ainsi trouvé une méthode robuste, performante qui tient compte de la géométrie
du domaine et raffine les endroits pertinents du domaine. Comme nous l’avons souligné au dé-
but de la Section 12.4, nous n’avons pas justifié I’équivalence des deux problémes de minimisa-
tion (12.23) et (12.24); toutefois les résultats numeériques et les mesures d’erreurs laissent penser
que p(B, Q) = (B, N) et justifient pleinement 'intérét porté a la formulation (12.26).

Notons toutefois qu’il semble que la convergence de la valeur propre soit de I’ordre de 7? et
non 7. Ceci concorderait avec les estimations de Heuveline-Rannacher [64] qui proposent une autre
forme d’estimateurs basés sur la méthode de Galerkin.



Quatriéme partie

Asymptotique a grand champ

magnétique pour les domaines a coins

Cette partie est consacrée & la généralisation des résultats de Helffer-Morame [60] sur les es-
timations d’énergie et la localisation de 1’état fondamental pour 1'opérateur de Schrodinger avec
champ magnétique variable sur un domaine régulier. Nous avons rappelé une partie de ces résultats
au Théoréme 1.3. En introduction, nous avons expliqué briévement la démarche de Helffer-Morame
pour obtenir les estimations pour un domaine régulier et vu la nécessité d’étudier 'opérateur de
Schrédinger avec champ magnétique constant sur un secteur angulaire pour généraliser les résultats
& un domaine & coins. Les Figures 1.3 et 1.4 schématisent les domaines modeles a étudier.

Nous utilisons 1’étude précédente sur ’opérateur de Schrédinger avec champ magnétique constant
sur un secteur angulaire pour analyser le bas du spectre de Py, 4 sous les hypothéses :

(1) Le domaine €2 est un polygone curviligne borné de R? (cf Définition 1.4.5.1, p. 34 [52]). Le
bord I' de €2 est de classe C*° sauf aux sommets Si,...,Sy. Nous notons «; ’angle en S;.
(Hs2) Le potentiel magnétique A est a rotationnel B strictement positif.

Nous définissons :

(H3) b= inf B(z) et b’ = inf B(z).
e €N

Le Chapitre 14 étend l'estimation d’énergie (1.14) a des domaines & coins et met en évidence
I'influence d’un coin sur le niveau d’énergie. Le Chapitre 15 est consacré a la localisation de I’état
fondamental et montre notamment la concentration exponentielle de premier vecteur propre dans
les coins de plus petit angle pour un champ magnétique constant. Une démarche heuristique est
également présentée pour préciser la localisation dans un polygone régulier. Le Chapitre 16 propose
un résultat de simplicité de p(h, B,) en supposant le minimum min(u(e;),j = 1,...,N) atteint
en un unique sommet et le champ magnétique consltant. Nous présentons un calcul formel suggérant
lexistence d’un développement en puissance de h2 de u(h, B, ).







Chapitre 14

Estimations d’énergie

14.1 Localisation par partition de 1’unité et changements de va-
riables et de jauge

Pour justifier les estimations d’énergies que nous allons proposer, nous utilisons différentes tech-
niques présentées ci-apres.

14.1.1 Localisation grace aux partitions de 1’unité

Soit ()x;) une partition réelle localement finie de I'unité de R? dont les supports sont inclus dans les
boules B(z;,1) et telle que :

=1, Ylvgl<c (14.)
j .

J

Soit p un paramétre tel que 0 < p < 1. Un changement d’échelle et une restriction de la partition de
R? a Q, polygone curviligne borné de R? de sommets Si,..., Sy, donnent une partition de I'unité
sur () vérifiant les conditions de la proposition suivante :

Proposition 14.1. Soit 0 < p < 1. 1l existe une constante C telle que pour tout g, il eriste une
partition X? réelle de §) satisfaisant :

MNP =1, (14.2)

j
Z|Vx?|2 < Cey’h 2, (14.3)
J

soit supp(x%) No =0,

supp(xé-‘) C B(zj,e0h”) avec soit suppfng) N{Sk,k=1,...,N} =0 et z; € 09,(14.4)
soit z; = §j.

(en changeant les indices j de la partition, nous supposons que z; = S; pour j =1,...,N).

Notons une propriété qui découle immeédiatement de la dérivée de I’équation (14.2) :

Z X;-L(VX;-L) = 0. (14.5)
J

Gréce a la propriété (14.4), nous découpons les fonctions en une partie faisant intervenir le bord,
I’autre l'intérieur du domaine. Nous séparons les indices en trois parties :

smt:= {j| z; = S;}, bd:={j| zj € 0Q\ {Sk,k=1,...,N}}, int:={j| z; € Q}. (14.6)

181
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Nous avons ainsi :

;=Z+Z+Z.

int bd smt

Cette séparation des indices et le Lemme 3.10 conduisent & la relation suivante valable pour tout
vue H ,17 4(9) :

ah,4.0(u) =Y anao0u) + Y anan(u) + Y anaaliu) =B |1 IVXlullf2q)  (14.7)
smt int bd J

14.1.2 Changement de variables

Lemme 14.2. Soit € assez petit pour que QN B(z,¢e) ne rencontre aucun sommet, alors il existe des
constantes C, C1 et hy telles que pour tout point régulier z € OQ \ {S1,...,Sn} et tout h €]0, h],
la forme gqn a0(u) peut se récrire pour une fonction u € H,ll,A(Q) a support dans un voisinage
QN B(z,€) du point z :

. ot . on . — .
qh’A’Q(u):/I‘ng+ Z gk,l(x) (h% —zAku> (ha—.’i‘l — Alu> v/ det g(w) dz, (14.8)

1<k,1<2

ot @ et A se déduisent de u et A par changement de variables, g(&) = dydip*(%) en désignant par
1 le changement de variables envoyant un voisinage de 0 dans R x RT sur un voisinage de z dans
Q et gi,; les coefficients de la matrice g.

De plus, siu est une fonction a support dans B(z,eoh?), alors :

(1- ClEOhP)Qh,A,RxR*-(u) < Qh,A,Q(U) <1+ Clgohp)qh,A,Rx]R+ (u). (14.9)

Démonstration : Soit z un point de Q\ {S1,..., Sy} et ¥ un C* difféomorphisme d’un voisinage
de (0,0) dans R x R dans un voisinage de z dans 2 tel que :

$(0,0) = z, (14.10)

Notons (x1,22) les coordonnées dans €2 et (Z1,Z2) les coordonnées dans R x RT, alors (z1,z2) =
¥(Z1,Z2). Le changement de variables donne un nouveau potentiel magnétique A vérifiant :

Ardx, + Agdxy = Adi, + Agdis. (14.12)

Récrivons maintenant la forme quadratique g 4,0(u) dans le nouveau repére.

gha0(u) = /Q 2(95) alﬂFJr/Q

Ot 8%, |, 0 0%y .- 0% . .- 0% |
- T ZE T2 A T i A, 2
/RXR+ {‘h(%l 8:31 +h(9§32 8w1 ! laxlu ’ 2(9.1‘1u
Ot 0%, , 0u 0y .- OF1. .- 0%y |
65‘1 8—;[;2 ha—@a—(ﬂz — ’lAl a—x?u — ’LAQa—m’U/

hﬁ —iA u2(:c) dx
8.T2 2

ou
h— — 1A
8.’1)1 1A1U

i

} |Jy(%)| dF, (14.13)

en effectuant un changement de variables et en utilisant (14.12). Notons ¢(Z) la matrice :

071\ 2 071\? 0%, 0%y OFy 0o

or.) T \ozy) 92108, | 0my0ms

) = . 14.14

W= mom | omon (0, (05 e
8371 a.’L‘l a.’L‘Q 3.7,‘2 8351 8562
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Reprenons le calcul de gj 4.0(u) en développant le carré du module puis en regroupant les termes,
alors, pour toute fonction v € H,ll,A(Q), la forme gp, 4.0 (v) se récrit :

anaa(v) = /R - > gr(®) (h o —z‘/ikﬁ) (hg—; —iAlﬁ> Vdet g(z) dz. (14.15)

1<k,I<2 O

Supposons maintenant que u est a support dans une boule B(z,eh?). Grace aux relations (14.10)
et (14.11), nous effectuons un développement limité de gi; et \/det g(Z) quand h tend vers 0 afin
d’approcher g5 40(u) par O, ARXR+ (@). Les hypothéses (14.10) et (14.11) montre que g(0,0) =1
et det ¢g(0,0) = 1. Appliquons la formule de Taylor & l'ordre 1. Les dérivées de g et de det g ne font
apparaitre que des dérivées d’ordre 2 de 7). Il existe alors une constante Ci qui ne dépend que des
normes infinies de 1), de ses dérivées premiéres et secondes telles que :

|9k, (Z) = 0k1| < Cregh” (14.16)

|v/det ¢(Z) — 1| < Cieoh®. (14.17)

Cette constante Cy dépend a priori du point z mais le bord du domaine est compact et nous
avons supposé qu’en chaque sommet S;, le bord du domaine est I'intersection de deux courbes C'*°
prolongeables de maniére C*° au-dela du sommet S;. Donc nous pouvons choisir la constante C
indépendamment du point z. Il suffit de reporter ces développements limités dans (14.15) pour
aboutir a (14.9). O

Lemme 14.3. Il existe des constantes C, Cy et hg telles que pour un sommet S; de €2, nous récrivons
la forme qn a,0(u) pour une fonction u € H}L’A(Q) a support dans QN B(S;,€) avec € < d(S;, Sk)
pour tout sommet Sy # S; :

gn,A,0(u) = /a‘

i 1<k1<2

> gkl (h oi —z’flkﬂ> (haa —Mﬂ) Vdet g(z) di, (14.18)

0y, 07

ot 1, A se déduisent de u, A par changement de variables et la matrice g de coefficients gy vient
du changement de variables envoyant un voisinage de 0 dans Qq; sur un voisinage de S; dans ).
De plus, si u est une fonction a support dans B(S;,e0h?), alors :

(1= Cieoh”)ay, 40, (4) < dha0(w) < (1 + Creohf)a, 40, (u)- (14.19)

Démonstration : Soit S; un sommet de (2. Choisissons un repére tel qu’au voisinage de S;, origine
du nouveau repére, il existe deux fonctions C*, 11, 19, définies sur [—¢, €] (¢ assez petit pour que
QN B(S;,e) ne rencontre aucun sommet) vérifiant :

$1(0) = 0,42(0) =0, (14.20)
#,(0) = — tan % 21, 9(0) = tan% 1, (14.21)
QN B(0,e) ={z € R2|J,‘1 > 0,91(z1) < 22 < Po(z1). (14.22)

Définissons I’application ¥ au voisinage de (0,0) dans Qq; par :

U(zy,19) = (¢2($212a;1£_;(331),$2 _ tha(z) ;7#1(371)) (31, F). (14.23)
2
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Remarquons que ce C*°-difféomorphisme envoie un voisinage du point (0,0) de © sur un voisinage
du point (0,0) dans 24;. En calculant la différentielle d¥;, nous déduisons :

Ph(z1) — %(371)

A ACH ]

9(z):= d¥, dTt = , 22&“ 4tan 3 (14.24)
|91 (@) WJz( )? 1
4 tan —21

Notons G l'inverse de g, alors, le changement de variables U~! permet d’exprimer la forme qh,A0(u) :

qn,A,0(v) 2/ Z Gz (haa—v —’LAk’lJ) ( 88— —zAw) Vdet G(Z) dz. (14.25)
Q Tk Xy

aj 1<k,l1<2

Supposons maintenant que u est & support dans une boule B(z,egh?). Les relations (14.20) et
(14.21) permettent d’effectuer un développement limité de Gy et \/det G(Z) quand h tend vers 0
afin d’approcher g 40(u) par g, j gy g+ (%). Pour cela, nous calculons le déterminant de g :

2 (I¢i($1)|2 - |¢§(w1)l2>2_ (14.26)

Ph(z1) — 91 (1)
J 4tana7]

o
2tan7]

det g(z) =

Remarquons que ¢g(0,0) = 1 et det ¢g(0,0) = 1. Appliquons la formule de Taylor a ’ordre 1. Soit
z1 €]0, ¢, il existe deux points y1, 71 €]0, €] tels que :

W (21) = — tan 5 Loz (1) et Yh(a1) = tan L 5 Lt 29 (1) (14.27)

Du calcul de 9} (z1) — ¥ (x1) et [} (x1)|? — |¥)(z1)|?, nous déduisons qu'il existe une constante Cj
ne dépendant que de 1 et o telle que :

|Gra(z) — 0| < Creoh” (14.28)

|[v/det G(z) — 1] < Cyegh?. (14.29)

Cette constante C'; dépend a priori du sommet S; mais comme le nombre de sommets est fini, nous
pouvons choisir la constante € indépendamment du sommet S;. Le report de ces développements
limités dans (14.25) conduit & (14.19). O

14.1.3 Changement de jauge
Donnons-nous un point z € €. Pour alléger les notations, nous définissons :

Ve € Q, dxp:=x — 25, k=1,2, (14.30)

ainsi que le potentiel linéaire associé & ce point :

Vo € Q, Aln(z): = %B(z) ( 02 ) . (14.31)

—(5.’131

Nous effectuons un changement de jauge de maniére & ce que la partie linéaire du nouveau potentiel
permette de retrouver le potentiel Ay étudié dans la partie précédente.
Le potentiel A" défini en (14.31) a donc méme champ magnétique que la partie linéaire, notée AW
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du développement de Taylor de A. En se référant au développement limité de A, nous déterminons

'expression de A par ses composantes Agl) et Agl) :
1 _ % % 14.32
A7 = Ai(z) + e () 6z1 + 09 (2) dz2, (14.32)
W _ 04y 04, 14
Ay’ = As(z) + . (2) 0z1 + . (2) 0za. (14.33)

Nous définissons également la différence A": = A — AW D’apres Pestimation du reste d’un dévelop-
pement de Taylor de degré 1 et les définitions des potentiels A™M) et A’ :

A—AY| = | A < Clz — 2%, (14.34)
~ 2 2
en prenant comme constante C:= supsup ( A (x)‘, 0" A (z) ) . Soit ¢ un polynoéme de
zeQ Gk 8.Tja$k 8x]6xk
degré au plus 2 tel que :
(1) _ gbingy 1 09
A (z) — dop(z) = A" (z) = §B(z) oo, ) (14.35)

Nous pouvons choisir pour le polynéme ¢ :

¢($1,.’L‘2) = Al(z)éa:l + AQ(Z)5$2
+% (0, A1(2) (871)% + Oy A2(2) (622)? + (O A1 (2) + Ogy A2(2)) dm1622) .

Définissons désormais Apeq: = A — dé. Par construction des potentiels AL, A4 A" A,.., et du
polyndéme ¢ :

Anew = A—dp= (A" —dp) + (A - AD) = 48" 4 A", (14.36)

Ainsi, selon (14.34) :
Anew(z) = 0, (14.37)
|A'| = |Apew — A9 < Olz — 22 (14.38)

Pour toute fonction v € H é, 4(£2), nous définissons la fonction vy, € H }ll, ()

_;¢
vgh =€ 'hv alors qn4,0(V) = hdne, (Vo,h)- (14.39)
Décomposons Ay, sous la forme A% + A’ et tenons compte du changement de jauge :
v 2 P 2
tanle) = [ (\(hawl — iAoy | -+ | (0, — A5y ) do
Q
+2 Re z/n ((hBI1 — i Ay, Alvg 4 (hOy, — iAgi")%A’Q%) dx

+/ (| Al we? + |Abvg|?) da. (14.40)
0
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14.2 Minoration du bas du spectre

Proposition 14.4. Considérons un domaine Q0 et un potentiel A vérifiant les hypothéses (H1) et
(Hz). Alors, avec les notations (Hs), il existe hg > 0 et Cy > 0 tels que pour h < hg :

u(h, B,Q) > h inf (b, Ot ilanu(aj)B(Sj)) — Coh?/*. (14.41)
J

=1,..,

Démonstration : Le principe du min-max 2.2 exprime u(h, B,Q) a ’aide du quotient de Rayleigh
Rp a0

phy A,Q) = inf  Rpao(u) avec Rh’A,Q(u):qh’A’Q(u) (14.42)

u€H} 4(2),u#0 ’ ||U||%2(Q).

Nous allons donc minorer gs,_4,0(u) pour toute fonction u de H ,1l, 4(£2). Pour cela, nous utilisons une
partition de I'unité qui permet de localiser les estimations & effectuer et distingue la contribution
de l'intérieur du domaine et du voisinage du bord.

Rappelons la relation (14.7) valable pour tout u € H, ,L 4(9) -

n,40(w) =Y anaa0du) + Y ananlfu) + Y anaaliu) — b Y| [V lullfz)- (1443)
smt int bd J

Gréce a cette écriture (14.43), deux types d’erreurs apparaissent : les erreurs d’approximation qui
sont d’autant meilleures que la localisation est importante (ce qui suggére une partition trés fine),
et les erreurs de localisation dues au dernier terme de (14.43) (qui sont & I'opposé des précédentes).
Pour minorer g5 4.0(u) ot u € H, ,1’ 4(£2), nous étudions chacun des termes de (14.43).

¢ Etude du terme hQZH IV} UH%Q(Q)
J
Par hypothése sur la partition de I'unité (et notamment la relation (14.3)), il vient :

h h|2 —272-2 2
WY VXS wllfo@y < BPllullfag || D VXS < Ceg "h™ llul|72(q)-  (14.44)
J J 00,0
L’erreur est donc d’autant plus faible que le support des fonctions de la partition est dans des boules
de rayons pas trop petits. Pour que l'erreur soit acceptable, il faut que 2 — 2p > 1, soit p < 1/2.

¢ Etude du terme th,A,Q(X?u) :
int
Soit v € C§° (92), alors par définition des commutateurs et du rotationnel de A, nous avons :

[hDy, — A1,hDg, — Aglv =1 h B v. (14.45)

Cette relation sur les commutateurs, la densité de C§°(€2) (restriction a 2 des fonctions de C§°(R?))
dans H*(Q) (cf [52]), 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la majoration 2|ab| < |a|? + |b|*> conduisent
4 une minoration de la forme gp, 4,0(x}u), pour tout u € Hy 4(2) = H'(Q) :

b [ Ba) @) Plu@) do < anaalcfu) (14.46)

Par sommation sur les termes intérieurs,

> ananxu >h2/ z)|xhu(z) P dz. (14.47)

int int
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e Etude des termes ZQ}Z’A,Q(X‘?U) et th’A’Q(X;'L'U/) :

bd smit
Pour estimer g, A,Q(X;-‘u), avec j € smt U bd, nous nous ramenons localement & 1’étude du demi-
plan R x RT ou des secteurs angulaires selon que j € bd ou j € smt. Soit z un point du bord
00 de coordonnées (z1,22). Reprenons les changements de variables de la Section 14.1.2 et les
changements de jauge de la Section 14.1.3 afin d’étudier g 4,0(v) avec v & support dans B(z,oh?).
Alors nous pourrons minorer le terme gp, A,Q(X;?u) ol uj: = X;-lu est & support dans B(zj, gh”). Selon

la définition 14.39 de v4 s, nous obtenons la relation (14.40) mais le terme / (|Afvg? + |Abvg|?) dx
Q
dans (14.40) est positif. Cette positivité permet de minorer gy 4 0(v) :

ah,4,0(v) > gy _gtin o(vy) —2 Im / (hOy, — iA¥™) vy ALy + (hdyy — ZA&")%AQ%) dz. (14.48)

Majorons maintenant le terme / (hOg, — erm)fquA vy dz| en utilisant une inégalité de Cauchy-

Schwarz et 1'inégalité 2|ab| < n|a|? + 5|b|2 avec n = h%, il vient :

< —/ |(hy, — iAf™) %‘ dac+—/ | Ajvy|” do. (14.49)

/Q (hOy, — iAE™M vy Alvg dx

En outre, la relation (14.38) et la taille du support de v conduisent & la majoration :
[ (w2 + 1450,) do < C2 [ Jo = alol@)f do < Coefh®oliaey  (1450)
Q Q

Regroupons ces différentes inégalités (14.49), (14.50) dans (14.48) pour obtenir :

dh,4,0(0) > (1= h*)gy gein o(vg) — C2egh™ > [[v]|72(q)- (14.51)

Les changements de variable de la Section 14.1.2 dont les effets sont mentionnés aux Lemmes 14.2
et 14.3 avec en particulier les relations (14.9) et (14.19), permettent d’écrire :

Gy atin0(vg) > (1 — Creoh?)qp, aein o, (V4)

¢
> (1 - Cigoh®) h p(a / lv(z)|? dz. (14.52)

Reprenons maintenant les relations (14.51) et (14.52) en remplacant v par la fonction X?u qui est
a support dans la boule B(z;,e0h?), il existe alors une constante C > 0 telle que :

an,a0(x ) > (1 — Ch? — Ceoh?)hp(a;) B(z;) /Q IxFul? do — Cegh* 2||x . (14.53)

e Minoration de g, 4 0(u) :

A laide des minorations (14.44), (14.47) et (14.53), cherchons une minoration de g 4,0(u) pour
u € H,IL,A(Q). Notons que p(7) = ©p afin d’évaluer (14.53) pour les éléments du bord qui ne sont
pas des sommets. Il existe une constante C' positive telle que pour tout u € H é, 4(£2), nous avons :

ghao®) = D anaolde) + D _ananlfu) + D ananliu) =Y || V)l
i

int bd smt

By / )lxtuf? dz — Ceyh?2#|jul

int

Y
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+(1 = Ch*® — Cegh?)h©0 Y _B(z)) / IXul® da
bd Q2
—Cegh* = "||xtul|”
bd

+(1 - Ch? — Ceoh?)hY () B(S;) /Q rul? do

smt

—Cegh™ ") "Il (14.54)

smt

Appliquons cette relation (14.54) avec p = g, 0= % et g9 = 1, alors il existe alors Cy > 0 et hg
telles que, pour tout h €]0, hq] :

Vu € Hi 4(), qnan(u) > (hmin (b, Ot inf u(aj)B(sj)) — 00h5/4) l[ul|>. (14.55)
i=

=1l,..

Il reste & appliquer le principe du min-max pour obtenir (14.41). O

14.3 Majoration du bas du spectre

Nous proposons maintenant une majoration de 1’état fondamental du bas du spectre et nous
obtenons ainsi un développement limité au premier ordre en h pour ’état fondamental de ’opérateur
de Schrodinger avec un champ magnétique et dans un domaine a bord lipschitzien.

Proposition 14.5. Considérons un domaine Q2 et un potentiel A vérifiant les hypothéses (Hi) et
(Hz). Supposons que pour tout k = 1,...,N, u(ag) < ©g. Alors, avec les notations (Hs), il existe
h1 >0 et Cy > 0 tels que pour tout h €]0, ho] :

wu(h,B,Q) < h inf (b, Oob’, ilan,u(aj)B(Sj)> + Cohs. (14.56)
j=

=lyeeey

Démonstration : Nous démontrons la Proposition 14.5 en montrant successivement les contributions
des sommets, du bord régulier du domaine et de I'intérieur :

1. Contribution d'un sommet S; d’angle a; : u(h, B, Q) < hu(a;)B(S;) + Coh*/3,
2. Contribution du bord régulier : u(h, B,Q) < h©ob + Coh?/3,
3. Contribution de lintérieur : u(h, B, Q) < hb+ Coh*/3.

Considérons x une fonction de localisation a support dans B(0,1) telle que :
1
x € C°(R?,[0,1]) et x =1 dans B (0, 5) . (14.57)

Considérons un point particulier zo € Q et définissons pour z € €,

xi(x):= x (x —txo> : (14.58)

La fonction x; avec t = hY va permettre de localiser au voisinage du point xg.
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14.3.1 Contribution des sommets

Soit g = S; un sommet de Q d’angle a; tel que p(e;) < g, montrons la majoration :
u(h,B,Q) < hB(S;)u(ey) + Ch*/3. (14.59)

Nous redressons le bord du domaine au voisinage de ce point x( afin de nous ramener au modéle
du secteur angulaire d’angle a; comme lors de la minoration. Le Lemme 14.3 et en particulier la
relation (14.19) permettent de majorer gy 4.0(v) pour toute fonction v € H,%A(Q) comme suit :

O, 4,0(xnv) < (14 C1h7)gh, a0, (Xnrv)- (14.60)

Rappelons ’abus de notation dans cette expression ol nous notons de la méme fagon les fonctions
avant et aprés le changement de variables. Il suffit donc d’estimer gy, A, (xprv).

Notons vy un vecteur propre normalisé associé & la valeur propre p(c;). En utilisant la Remarque 3.3,
nous définissons la fonction vy, normalisée, associée a la valeur propre hB(S;)u(a;) pour I'opérateur

Ph,B(S;) A0 2, PAT

Vz € Qq;, vp(z) =

B(S;) B(S;)
noo\V TRt

Le changement de jauge conduit & définir la fonction normalisée vy 5 par :
Vo h = e noy,. (14.61)
Ainsi :
Oh, A, (XHIVGR) = Qb Anew,Qa; (XK7OR)- (14.62)

Utilisons la décomposition Ape, = A’ + A", alors, en reprenant la relation (14.40), il vient :

Th,A S0, (Xn1VsR) = qh,Aﬁn,Qaj(XmUh)Jr/ (A xhrvnl® + | Ayxnyonl?) da

D

2
+2 Re z/ Z(hawj - iAfi")(vah)A;XmUh dz.

Par construction de la fonction xp- et des potentiels A’ et A%", rappelée en (14.35) et (14.38), il
existe une constante uniforme C' telle que :

h,A S0, (Xn1Vgn) < Qh,.A“",Qaj(Xh‘Y'Uh)‘l‘C/ |z|* | Xhron(z)[? dz
Oa,
J

+C\//g; |~'E|4|Xh7 Up, (:1,‘) |2 dx\/qh,Aem,Qaj (Xh’Y'Uh)- (1463)
aj

Nous estimons g, gtin o (Xnrvp) en utilisant la relation (3.19) du Lemme 3.10, ainsi :
b bl O¢J

2
, _ 2 , 2—2y T 2
Gh, Atin Q0 (xnrvr) = Re <Xh7Ph’Aem,Qaj vh,vh>L2(Qaj) +h /Qa. ‘VX (_hﬂ)‘ |vp(2)|” dz.
J

(14.64)
Rappelons que Py, gein o vp = hB(Sj)u(a;)vp, il existe donc une constante uniforme C' telle que :
y b) a]

Gh,atin 9, (Xn10h) < hB(Sj)M(aj)||Xh’YUhH%2(Qaj) + Ch*™. (14.65)
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Reportons (14.65) dans (14.63) en supposant v < 3, il vient :
ah A%, (Xvn) < RB(S)uag) lxwonllFaqq, ) + CH* ™

+C / & (@)on (2) 2 dz
Qaj

+C'1\/E\// |z|*|xp (z)vp (2)]? dz. (14.66)
Q.
J
Estimons / |z|*|xnv (@) vn(z)|? dz en utilisant le changement de variable y = @x :

Q.

J
55) \[ Bs)
| lalt b @@ de = [ el ()P ( = x) 1) da
Qu; Qu,

o \| )
A ) (%yﬂ o) dy

< e /Q bl (1467)

Or d’aprés le Théoréme 9.1, nous savons que y — eV S0~ # )_Ely‘vo(y) est de carré intégrable sur
Qq, pour tout & tel que ©g — p(a;) — e > 0, nous déduisons donc que |y[*vo(y) est également.
Reprenant (14.66) et (14.67), il existe ainsi une constante uniforme C telle que :

a0, (xtrvon) < hB(S)u(e)l[xwonllia, ) +COh* > + Oh* + Ch2.  (14.68)

Il reste & minorer la norme de xpyvp, par une constante strictement positive. Remarquons que :
||Xh7vh||%2(9aj) 2 H”hH%?(B(o,m/z)nQaj) =1- ||Uh||%2(CB(0,h’7/2)nQaj)' (14.69)
@

Le changement de variables y = z et le Théoréme 9.1 permettent de minorer (14.69) car :

2 2
H"%“g([}g(ﬂ,%)ﬂﬂ%) B /|y>\/m |UO('!/)| dy.

h 2
2V ©o—p(a;j)—ely|

< r|vo(y)[* dy
y\>\/ G -3 eV B(Si)\/©o—pula;)— —en1 b
< e VBEIWEouay—eht (14.70)
.. ©0 — pla) .. . ) .

Choisissons, par exemple, € = — il existe alors C; et Cy strictement positives telles que :

1

2 —Coh?" 3
dy < C 2 . 14.71
/y|>1/3(s D} lvo(y)|"dy < Cre ( )

Ce terme est exponentiellement petit siy < 1. Il reste & reporter (14.71) dans (14.69) pour obtenir :

1
|\thvh||%2(naj) > 1-Cpe @M (14.72)
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Regroupons les relations (14.68) et (14.72) afin d’appliquer le Principe du min-max 2.2, il vient :

A, A Q0. (XRYVe,R) R2-2Y 4 B2 4+ B
j hB(S;)p(e;) +C1 - o1
— 1 e_ p

(14.73)

|[xhvn| ‘%2(9%)

Prenons en considération 1’erreur commise lors du changement de variables pour se ramener a I’étude
du secteur angulaire, rappelée en (14.60), nous déduisons :

h, 40 (XhVR)
||Xh7vh||%2(9)

2-2v 2 3
(14 C1hY) (hB(Sj)u(aj) poh Ay )

1
1-Cp e=Cah772

< hB(S;)u(ey) + C(AT + b3 + h227), (14.74)

En choisissant v = % correspondant & la condition v 4+ 1 = 2 — 2 qui optimise le reste dans

Pestimation (14.74), nous obtenons :
u(h,B,Q) < hB(S;)u(e;) + Chs. (14.75)
14.3.2 Contribution du bord régulier
Nous allons maintenant établir la contribution du bord régulier du domaine en montrant :
p(h, B,Q) < hOgb' + Chs. (14.76)

Considérons un point zy € 99 tel que B(zg) = b'. Deux cas sont possibles :

1. Soit zg est un sommet S; d’angle «;, alors nous avons établi en (14.75) que :
u(h, B, Q) < hB(S;)u(e;) + Chi.
Or, B(S;) =V et par hypothese, p(a;) < ©p, donc :
p(h, B,Q) < ht'©q + Chs.

2. Soit xp n’est pas un sommet, alors, par un changement de variables, nous nous ramenons &
I'étude du demi-plan et obtenons, comme dans [60], la majoration :

((h, B,Q) < ht'Oq + Ch3. (14.77)

Nous reprenons la démonstration de (14.77) car nous utiliserons cette preuve pour généraliser la
Proposition 14.5 a la Section 14.3.4. Quitte & effectuer une rotation du domaine €2, nous supposons
qu’au voisinage du point zg, le bord du domaine 2 a pour équation zo = f(z1) avec f réguliére
telle que f'(z%) = 0, en notant (z9,29) les coordonnées du point xg. Définissons la fonction v au
voisinage du point (0,0) dans R x R* :

P(F1,82) = (31 + 29, 2 + 25 + f(F1 + 27) — £(29)). (14.78)

Le calcul de la différentielle de 1 conduit & :

1A 0
g(F1,%2) = dyp'dyp(@r, d2) = ( f'(511+ ) Hﬁ}%;’fg?)'Q ) (14.79)
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La matrice g a pour déterminant 1. Utilisons la formule de changement de variables donnée au
Lemme 14.2 pour une fonction v & support dans un voisinage de zg, alors :

- 2 - 2
qhaa®) = / . (‘(haﬁ;l —iA)5(2)| + 1+ |f' (@1 +2))]?) ‘(hajz —iA2)5(7)

RxR

+2 Re f'(#1 + 29)(hdz, — iA1)5(&) (hdz, — z'AQ)@(gz)) dz. (14.80)
Apres un éventuel changement de jauge, nous pouvons supposer que A veérifie :
A(0,0) = 0,

- o - . T ~ 14.81

A = AU 4 A avec AU (Z) = ( ng > et AL(z) = 0. (14.81)

En effet, par définition du champ magnétique B, associé au potentiel A, nous avons :

B= rotfl = 8_{11’
Bxg
donc :
X . A
b = B(0,0) = rot A(0,0) = g £(0,0).
T2

Donnons quelques précisions supplémentaires sur le comportement du potentiel A’. Comme le champ
magnétique B atteint un minimum sur le bord du domaine, alors :

OB
—(0,0) =0.

L’écriture du développement de Taylor & I’ordre 1 de B, montre qu’il existe une constante uniforme
C telle que :

B@) — ¥ - 522 (0,0

95, < C)z% (14.82)

Mais B(%) = %‘fh et par intégration selon la variable &, en notant que A, (0,0) = 0, nous déduisons :

@) — Vi - 398 0,0)

< Clzo|| 2. )
2 954 < C|z2||Z] (14.83)

Cette relation (14.83) montre ainsi, en utilisant (14.81), que :

~ ~2 B
@) - 298 0,0

< Claol|Z|2. 14.84
2 35, (0,0)] < Claallal (14.84)

Utilisant la décomposition A = A% 4 A’ et nous aidant de (14.40), (14.80) devient :

tan) = [ (|<hv—z'A“">ﬁ<az>|2
RxR+
12 Re i(hds, — iAMY5(3) A10(@) + | AL0f2 + |/ (51 + 20) ks,

+2 Re f'(#1 + 29)(h0z, — iA1)0(Z)hOs, 0 (& ))d:v (14.85)
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Nous omettrons désormais les tilde pour alléger les notations. Définissons la fonction v par :
1
[y LAY 14
Vz € R x RY, v(zx) = hs et wéom (ﬁ) ¢ (\/ Em) x(x2) g(hfiwl), (14.86)

1 si 0<z9< 2

ol x € C(‘)’o(ﬁ+, [0,1]) est telle que x(z2) = { 0 si oz > e 2’ } et g € Cg°(R) est telle que

suppg C| — %, %[ et /92 = 1. La fonction ¢ et le réel {y sont définis par la Proposition 2.12.

R
Estimons gp 4,0(v) en utilisant (14.85).
/ ’ : 7
o (1O, — 14870 = i(VAFCo — Vag)o + heV 55 (£) T g (\/%) x(@)h $hig (b ).

Par conséquent :

- tin o0 h
[ won, —iafmyoP de = wb [ (o - et (\/gw) dys
RxR+ 0
12 [P dus [ 193 (Vi) de
R 0
< 0 [ (G- B due -+ OB, (14.87)
0

en effectuant le changement de variables :

1 v
y1=h"1zy, yo = 7,72 (14.88)

et tenant compte des hypothéses sur les fonctions x et g.

o hOay = heVEOR L L ba) (%’)% ((%’)% ¢ (\/%.w) X(@2) + (\/%@) x'(acg)).

Ainsi, en effectuant le méme changement de variables (14.88) que précédemment :

2
o0 b h h
/ |hOg,v|* dz = hz/ \ 7 @ (w2)x (\/yyz>+¢(yz)x’ (\/y@ﬂ) dy»
RxR+ 0
/ o / 2 3 2
< hb/ | (y2)|* dy2 + c1h2 + coh
0
/ o ! 2 3
< hb/ 1 (o) |* dys + Ch3. (14.89)
0

Des deux inégalités (14.87) et (14.89), nous déduisons qu’il existe une constante C' indépendante de
h telle que :

/ (Y - iAo 2ds < b /IR X ((Co — 12)2p(w2)[? + |¢ (v2)|?) dyz + Ch? < hb'© + Chs>.
RxR

(14.90)
e D’aprés ’hypotheése faite en (14.84) sur le potentiel A’, nous avons, en reprenant (14.88) :

8

2
1 [h h
C - (’“\/ gy%yQ + yy%) 1p(y2)12g° (v1) dy1 dyo
X

bl

1 1
[ ki < o (aleradiy T x(@2)PhHg(h o) Pds
X X

A

IN
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< @R /0 (2 + 12)216 (o) 2dy2
< o (14.91)

car la fonction ¢ > tF¢(t) est de carré intégrable pour tout entier naturel k.
e Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et les relations (14.87) et (14.91), nous déduisons :

/ |(h8y, — iAT™)v|2dz / | Al v|2dx
RxR+ RxR+
Ch>.

(14.92)

IA

/ Re i(hdy, — 1AL )o(2) A0 (@) da
RxR+

<

e Par hypothése sur la fonction f et utilisation de la formule de Taylor, il existe une constante ¢
telle que |f/(z1 + z9)| < c|z1|. Ainsi, en utilisant & nouveau le changement de variables (14.88) :

bl
/ |f'(z1 + 29)|?|hOp,v|*d / Ch2Vhylg* (1) (ﬁ|¢'(y2)|2 + |¢(y2)|2) dy1 dyz
RxR+ RxR+

< Chs. (14.93)

IA

e Estimons le dernier terme / Re f'(z1429)(hOy, —iA1)v(2)hdy,v(z) en utilisant la décomposi-
RxR+

tion Ay = Azm + A!. Par hypothése sur A} et le changement de variables (14.88), nous déduisons :

/ (21 + 29) A, (2) R0, 0(2) |do < \// v|2dx\// \hOy, v[2dz
RxR+ RXR+ RxR

1
ch? \// h2y2(y2y2 + 42)2|b(ys) 292 (y1) dy
RxR+
< C'h7hi = chi. (14.94)

VAN

Le changement de variables (14.88) conduit & ’estimation :

/ Re f’(fL'l + -’I»'(l))(hazl - ’Lb(EQ)'U(;p)de
RxR+

2
X (\/?3&)
X (\/g?h)
s [ b gl ol () 196l [x (\/b5y>
+/R><R+h4ylh2 |9(?/1)||9 (y) || (y2) *x <\/§y2) N (\/gw)

Grace aux hypotheéses sur g, x et les propriétés d’ mtegrablhte de la fonction ¢, il est facile de voir
que les deux derniers termes de (14.95) sont majorés par Ch. De plus, comme lab| < 3(lal®> + [b]%)

(5

et g est & support dans | — 5, 5[, il vient :
°° VI s
(0 = 16w + 16/ (42) P < ©0 b (1496)

= [ wtnvimnc -l () 161900 () d dys

1 h
+/ hay VR h|Co — yal|d(y2) X (\/ yy2>
RxR+

!/

g*(y1) dy1 dyo

2

dy1 dyo

dy; dys.  (14.95)

2

1 b\ 1
[ w3 ) " 16014 )
RxR+
L

g*(y1) dyr dyo

<
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Comme t — t*¢(t) est de carré intégrable pour tout entier naturel k et que x et g sont & support

compact, il vient :
1 \/_I 2 h ' h
hiyi VRV hiGo — wallb(y2)["x | \/ 792 | X | ) 92
RxRt+

Reportons (14.96) et (14.97) dans (14.95), il vient :

g*(y1) dyy dys < Chi.  (14.97)

3
2

/ Re f'(z1 + 29)(h0y, — ibx2)v(z)hdy,v(x)dz < c(h% +hi+ h%) < Chs. (14.98)
RxR+

Reportons les relations (14.90), (14.91), (14.92), (14.93), (14.94) et (14.98) dans (14.85), nous ob-
tenons la majoration de la forme sesquilinéaire sur le domaine €2 initial :

anaa() < hbO+ Ch. (14.99)

Minorons maintenant la norme de v en effectuant & nouveau le changement de variables (14.88) :

()

Or ¢ € S(R*) donc il existe kg et une constante C tel que pour tout h €0, ko], nous avons :

o eg

o \/;?
0|22 murty = /0 6 (y2)[? dyQZ/O \b(y2)|? dyz.  (14.100)

19]172(Rxmsy > 1 — CR>. (14.101)

Il reste a appliquer le principe du min-max, ce qui achéve la démonstration de la contribution du
bord régulier donnée en (14.77).

14.3.3 Contribution de l’intérieur
Nous montrons maintenant que :
p(h, B,Q) < hb+ O(h3). (14.102)

Considérons z¢ € Q tel que b = B(zg). Alors, trois cas sont possibles :

1. Soit zp est un sommet S; d’angle ;. Dans ce cas, nous avons démontré en (14.75) que
p(h, B,2) < hB(zo)p(ey) + O(hg). Mais B(zo) = b et u(a;) < 1, il vient alors :

wu(h, B,Q) < hb+ O(h3).

2. Soit z( est un point régulier du bord du domaine, alors nous avons démontré en (14.77) que
p(h, B,Q) < ht'Oy + O(h2). Mais B(zg) = b < b’ et Og < 1, il vient alors :

(1[5

u(h, B,Q) < hb+ O(h3).

3. Soit zy € 2, montrons dans ce cas :

3
2

u(h, B,Q) < hb+ O(h3). (14.103)



196 Estimations d’énergie

Supposons donc zy € 2 et B(zg) = b. Nous localisons dans un voisinage de zy une fonction propre
de la réalisation de Neumann de P, yein g2-

11 existe ho > 0 tel que B(zg, hy) C Q. Reprenons les fonctions x et x; définies en (14.57) et (14.58)
avec t = h7 et h < hg. Définissons :

b —blz — mo|?
Vo €Q, u@) = 4/ - exp< |w4h Zo| ) (14.104)

u(x) = exp (z@) u(x). (14.105)
Rappelons le résultat du calcul d’une intégrale gaussienne :
9 bR?
lu(z)|*dz = 1—exp|——r])- (14.106)
B(o,R) 4h
Les inclusions B(zg, h?) C Q C R? et la relation (14.106) permettent d’encadrer ||u|\%2(9) et ainsi :
bh2771
ullp2) =1+ 0O (exp (— 1 >> . (14.107)

Le développement limité (14.107) explique la raison du choix v € ]0, %[ Donnons des propriétés
d’intégrabilité liées a la fonction u, aisément justifiées par le calcul de gaussiennes :

Remarque 14.6.

B\ 3/2
/ 2 — zoPlu@) dz < 6y (3> . (14.108)
Q
. ) 4h\
|z — zo|* |u(z)|” dz < 2 3 ) - (14.109)
Q

Nous utilisons les potentiels définis précédemment avec z = x(. Afin d’obtenir 'estimation (14.103),
nous utilisons le principe du min-max et évaluons gp _4.0(Xsr @) en notant que xp% € H %, 4(2). Par
changement de jauge, nous avons :

ah,A0(XnT) = GhAnew 2(Xn10)- (14.110)
Utilisons la décomposition Apey = A" 4+ A, alors :

Qh,Anew,Q(X}ﬂu) = qh,Alin,Q(Xh’ru) + || |AI|X}17U||%2(Q) + 2/9./4’ . A&"|xh7u|2 dzx. (14111)

La relation (3.19) du Lemme 3.10 et la construction de la fonction u conduisent & :

r — Xy
hY

2
o) = Wbl gy + 122 [ 9y (22| o) . (1412

La fonction z — Vx (2:22) est nulle en dehors de la couronne centrée en zg et de rayons % et h7.

Utilisant (14.106) avec R = %, nous déduisons de (14.112) :

_ b o _
dh,atin 0 (Xnru) < hb||xpoul [ 20y + CA* 2 Vexp (—Eh% 1). (14.113)
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Comme nous ’avons rappelé en (14.38), nous savons qu’il existe une constante C uniforme telle que
|A’| soit majoré sur Q par C|z — zo|?. Par construction de A%" nous pouvons majorer |A’ - A%"|
par C %|m — zo|3. Ainsi, en majorant uniformément B sur €2 et en reprenant (14.113), il existe une
contante ¢ indépendante de h telle que :

_ b oy
htec) 10l oy + O e (e ) e [ (ool 4l ufts. (14114)
Q

A la vue de la Remarque (14.6), nous avons alors :
GhAewi0(t) < b+ P2 (14.115)

L’estimation (14.107) de la norme de u permet d’estimer |[xpru|[12(q) et d’obtenir la majoration
(14.103). Ceci acheéve la démonstration de la Proposition 14.5.

14.3.4 Généralisation de la majoration

Nous montrons dans ce paragraphe que si nous omettons I’hypothése «pour tout sommet Sj,
p(ej) < ©g», nous obtenons une majoration moins forte :

=1,

((h, B,Q) < hinf ( b,00b, inf u(a;)B(S;)) + Chs. (14.116)
- N J J

Notons également que cette hypothése «pour tout sommet Sj, p(cj) < ©¢» n’est pas restrictive car
nous émettons la conjecture que p est strictement croissante de 0, w| vers ]0, ©q].

Démonstration de (14.116) : Considérons donc un sommet S; tel que p(c;) = ©p et montrons que :
u(h, B,Q) < hy(a;)B(S;) + O(h%). (14.117)

Considérons un point T sur le bord du domaine tel que 7} ne soit pas un sommet et d(S;,T;) = hi.
Si h est assez petit, un tel point T} existe bien. Pour le point T}, nous pouvons reprendre I’étude de
la contribution du bord régulier du domaine donnée & la Section 14.3.2 et procédons de méme. Le
seul changement est qu’il faut choisir une fonction-test dont le support ne rencontre aucun sommet
ni le bord du domaine. Il faut donc choisir une fonction test dont le support est de taille dépendant
de h. D’apres la relation (14.9) :

(1 = Creoh)ay, 16(%) < gna0(u) < (1+ Cieoh’)qy, 4q(1),

il suffit d’étudier g, 7 g, g+ (@) pour en déduire une valeur approchée de I'ordre de h” de gp, 4,0(u)
pour une fonction u & support dans une boule de rayon A”. De la méme maniére que nous avons
définie la fonction v en (14.86), nous choisissons :

1
. [BT) N\ 2 .
Vz € R x RY, v(z) = ¢ — L Com (@) ! é ( @) g2 (:—§> hfl%gl(hfgxl), (14.118)
8

ot g1 € CF(] — 3,1, R) de L? norme égal a 1, g € C(‘)’O(E+) telle que :

g2(m2) =1 si 0<uazy <3,
0 si x > 1,
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et ¢, (o définies par la Proposition 2.12. Nous devons donc estimer g; 4 gxg+(v). De la méme facon
qu’a la Section 14.3.2, nous pouvons supposer que le potentiel magnétique vérifie :

A0,0) =0 et A= A"+ A, (14.119)

avec :
Al () = (B(T})x2,0), Ah(x) =0 et |A;(z)| < Clz|*. (14.120)
Alors :

| A} ?|v]* dz + 2 Re / (hdy, — A v ATy dz. (14.121)

I, ARxRH (V) = qh ARXRH (V) + /
RxR+

RxR+

Reprenons les calculs de la Section 14.3.2, en particulier les relations (14.87) et (14.89), il vient :

o (h0y, — iA%™) i(\/hB(Tj)¢o —

+he'V T, (B(h]})> ¢< @%) x(@a)h 5k Eg (b da)

=g

Par conséquent :

o0

/ +|(ham — A2 dr < (Co — 12)%1(y2) 2 dys + CH2h™4
RxR

IA

0
o
/ (o — y2)?$(y2)|? dys + Chi. (14.122)
0

. [ B(T;) . ,
t — ol (k) ( ) () o (/7))
8

+¢ ( —B(;;Fj)xg) h~ig,

o0
/ |hOp,v|? dz < hB(Tj)/ 6" (y2) |2 dys + c1hs + coh
RxR+ 0

Ainsi, en effectuant le changement de variables (14.88) :

< hB(T) [ 18P di+ OB, (14.123)
0

Des deux inégalités (14.122) et (14.123), nous déduisons qu’il existe une constante C' indépendante
de h telle que :

IA

nB(T) [ (G- 1) + 1 wn)P) dio + O

hB(T;)Oq + Chs. (14.124)

/ (WY — i Al 24y
RxR+

IA

Estimons les deux derniers termes : 5
e Comme la fonction v est & support dans un rectangle de coté hs, il vient :

/ |A" 22 dz < Chae. (14.125)
RxRt+
e [inégalité de Cauchy-Schwarz conduit a :

2 Re / (hdg, — A ATy dz < Cv/hhi = ChL. (14.126)
RxR+t
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Reportons les relations (14.124), (14.125) et (14.126) dans (14.121) :
Ghazxwt () < hB(T;)Oq + Ch3. (14.127)

Minorons maintenant la norme de v en effectuant a nouveau le changement de variables (14.88) :

h% 2 Vv b"h_%
g2 (7192)

o0 2
lolfEsgeeey = | 16m) ap> [ P de (10129
Or ¢ € S(RF) donc il existe kg et une constante C' tel que pour tout h €]0, ko], nous avons :

HU||%2(R><R+) >1- Ch>. (14.129)

Appliquons le principe du min-max et tenant compte de 'erreur commise lors du changement de
variables :

h©oB(T;) + Chs

T = hOuB(T) + Chs. (14.130)

p(h, B,Q2) <

Mais, en écrivant le développement de Taylor de B, il existe une constante uniforme S telle que :
B(T}) < B(S;) + BIT; — S;| < B(S;) + Bhs. (14.131)
Injectons (14.131) dans (14.130), il vient :
u(h, B,Q) < hOo(B(S,) + Bhi) + Chi = B(S;) + O(h¥). (14.132)

Ceci nous donne le résultat souhaité. O






Chapitre 15

Localisation de I’état fondamental

15.1 Présentation

Pour la localisation & l'intérieur du domaine, nous reprenons les arguments de Helffer-Morame

[60] basés sur les techniques d’Agmon [1, 2, 3].

Afin d’estimer la décroissance de I’état fondamental, nous choisissons dans la relation (14.54) 6 = %.

Nous fixerons par la suite les paramétres p et 9. Rappelons les définitions (H3) :

b= inf B(z) et ¥ = inf B(x).
zEQ z€dQ

Notons B, la quantité :

B,:= min (b: ®Obla M(al)B(Sl)a s au(aN)B(SN)) :

2
Reprenons la relation (14.54) en choisissant u = evhuy, et 6 = %, il vient :

C 5
ghA0(u) > hZ/ |X]u‘2 dx — 52h2 ZPHUH%Z(Q)
int 0

+(1 — Ch — Cegh?) hGOZB zj / IXul? dz

+(1 — Chi - Ceoh)hY_p(ej) B / Xtul® dz

smt

_1 _1
—Cegh® 4Z||X?U||%2(Q)—Cgoh4p 4Z|\Xju||L2(Q)

bd smt

Considérons une fonction ¢ ayant un gradient continu presque partout sur €2.

Utilisons le Lemme 3.9 en choisissant pour la fonction u 1’état fondamental uy, il vient :

94 s 6
Re ( eVt Py a,0un, uh = anan | eVhun | = hl| [V evrupls g

L2(Q)
Mais, par définition de up, nous avons Py, g qup = pu(h, B, Q)uy donc :

2

o
,Lt(h,B, Q) evhup,

~ ghan (em,,) — Bl V9] unlZae
L2(Q)

201

(15.1)

(15.2)

(15.3)

(15.4)

(15.5)
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La Proposition 14.5 donne une majoration de u(h, B, Q) par hB*+Coh%. Reportons cette majoration
dans (15.5), alors :

2

h(B.+ Coht) Vi,

RN 9
> gran (e«ﬁuh) B VY By (156)
L2(Q)

4
La relation (15.3), estimée pour u = evhuy permet de déduire différentes formes d’estimations selon
les choix des paramétres p et gg.

15.2 Deécroissance a l'intérieur

Nous allons choisir les valeurs des parametres p = % et g9 grand. Commencons par un lemme
nous donnant une minoration de la forme gy 4 o(u).

Lemme 15.1. Choisissons p = % 1l existe des constantes C, hg et pour tout g > 0, une constante
C(eo) telles que, pour tout h €]0, ho] et tout u € H,IL’A(Q) :

gn,A0(u >hZ/ |Xju|2dx— (€0)h Z /|Xju\2d:z:—— /|Xju| dz. (15.7)

int bdUsmt €0 bdUsmt

Démonstration : Récrivons la relation (15.3) en prenant p = %, alors :

i) > By / B(z)|x"uf? dw——h||u||L2

int
+(1 - Chi — Csoh2 h@OZB 2 / |Xju|2 dx
bd
+(1—Chi — Ceoh%)hzu(a,-)B(sj)/ Ixu)? do
smt Q
7 7
~Ceghi Y _|IX}ullf2g0) — 083h42:t||X?U||%2(n)- (15.8)
bd sm

Nous récrivons la norme ||ul|2, () & 'aide de la partition de l'unité et obtenons le lemme en choi-
sissant :

1 C 3
ho < =7 et C(eo) = — + Ceosup(©oB(2;), u(a;)B(Sj)) + Ceghg.

O
Utilisons ce lemme pour justifier la proposition :
Proposition 15.2. Avec les notations (15.1), supposons vérifiée la condition :
inf <®0b' _ 1anu(a])B(Sj)> <b. (15.9)

Si uy, est I'état fondamental associé & Py a0, il existe alors des constantes C' >0, 0 > 0 telles que :

§54(.09)
e Vi oup

< C||uh\|L2(Q) (15.10)
HY()
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Démonstration : Etablissons le résultat pour la norme L?. Nous appliquons le Lemme 15.1 avec

R
u = evhuy, alors :

2
9 9
gh.An(eviuy) > hZ/B(m) X?e\/ﬁuh dx

int 7S

s h s |
—C(eo)h Z /|X?e\/ﬁuh\2dx—c—2 Z / x?eﬂuh dz. (15.11)
bdusmt ¥ €0 bdusmt ¥
Définissons la fonction ¢ par :
Vz € Q, ¢(z) = § max(d(z, 0Q), Vh), (15.12)

nous préciserons ¢ ensuite. Notons que |V¢| < |§|. Combinons les relations (15.6) et (15.11), alors,
utilisant les définitions de b et de By :

(b—B*—OOhi—%—52)Z/
60 0

wnt

b o hoe P
Xjevhup xjevhun| dz. (15.13)

2
dz < C(e) Z /Q

bdUsmt

Par hypothése, b > Bx, choisissons donc :
d < Vb — Bx,

ainsi que hg assez petit et g9 grand, alors il existe une constante C telle que pour tout h €]0, ho] :

2 s
Z/Q dr<C Y /Q‘x?eﬁuh

int bdUsmt

2

9
X?e\/ﬁuh dz. (15.14)

9
. , . 2 h . . s .
Comme eVv% est majoré uniformément sur [,y 5m: SUPP Xj, ceci conduit a :

KB ~
e\/ﬁuh < C||uh\|L2(Q) (15.15)

LX)

Le Lemme 3.9 permet d’écrire :

3 90 o
qh,A0 (e\/ﬁuh) = Re <e ﬁPh,A,Quh,uh> + k|| V| e\/ﬁuh||%2(m.
L2(Q)

Par hypotheése sur les fonctions uy et ¢, nous avons alors :
¢ ¢
nass (Frun) < (ol B + 1 |eFoun gy

Grace a la majoration de p(h, B,Q) donnée a la Proposition 14.5, il existe une constante C indé-
pendante de h telle que :

@ & 9
qnhA0 | eViup gCh||eﬁuh||L2(Q).

'y
Il suffit de reprendre (15.15) pour déduire une estimation H' de eV uy,.
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15.3 Décroissance sur le bord

Théoréme 15.3. Supposons ilnf N(u(aj)B(Sj)) < min(b, Ogb') avec les notations (15.1). Notons
j=

=lyeee

N lensemble des sommets de 2 ot le minimum B, est atteint et soit uy, ’état fondamental associé
a lopérateur Py 4 0. Alors il existe des constantes C > 0, § > 0 et hy telles que pour tout h €]0, ho] :

Jd(ac,N')
e Vi oup

< C’exp( ) ) lunllr2(o) (15.16)
HE () hs

Démonstration : Commengons par établir le résultat pour la norme L? au lieu de H ,11, 4- Choisissons

co=letp=3 u= efuh dans (15.3), la relation s’écrit alors :

aaolediw) > 0y [ Ba@elinl? do - Chillediunl g,

int

(1—Ch4 —Ch8 hGOZB Z; / IX; e\/_uh|2 dz
bd

¢
+(1 - Cht — Ch%)hzu(aj)B(sj)/ xteVhuy|? da
Q

smt

5 9 5 o
—ORIY I eVRunlBay — ChAS e Viun| oy (15.17)
bd smt

Reportons la derniére minoration (15.17) dans (15.6), divisons par h et regroupons les termes en
tenant compte de la partition de 'unité :

o
llevEunl|Z2q) lex,efwl\p(n)+Z|\xjefuhllm<n +Z|Ix,efuh|\p<n
wnt smt

Alors, par compacité du bord du domaine et régularité du champ magnétique B, il existe hg > 0 et
une constante c telle que pour tout h €]0, ho] :

Z/ — B, — \V¢|2—ch4) I e\/_uh|2 dx

int

1 o
+ Z/ (@()B(Zj) — B, — |V4|* - chi) |X§?e\/ﬁuh|2 dz

9
+ Z/ p(e;)B(zj) — B. — |[V¢[* — ch%) |X;-Le\/ﬁuh\2 dz <0. (15.18)

smt

Notons :
smis: = {j| p(e;)B(Sj) = By}- (15.19)

Par hypotheése, nous avons donc :

Vj € smt., p(e;)B(S;) < inf (b, Ogb’,  inf ,u(ak)B(Sk)) .
kesmt\smit

Nous allons séparer les indices de smt entre smt, et smt\smt, pour lesquels la quantité p(o;)B(S;)—
B, reste strictement positive, la relation (15.18) devient :

N
Z/ — B, —|V¢|* - ch%> |X;-‘e\/ﬁuh|2 dz

int
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K-
+ Y (GOB(Zj) _ B, — V¢ - ch%) X" eviu|? da
bd 7

¢
+ Z /Q (,u(aj)B(zj) — B, — |V¢* - ch%) |X§“e\/ﬁuh|2 dz

smit\smi

1 ¢
< Z /Q (|V¢|2 —I—ch4) |X;-Le~/ﬁuh\2 dx. (15.20)

smitx

Choisissons maintenant la fonction ¢ sur 2 définie par :
Vz € Q, ¢(r) = d max (d (z,N") ,h%) , (15.21)

ol J est un paramétre strictement positif. Nous remarquons qu’avec ce choix de ¢, |[V¢| < d et V¢
3 . 3 . o
est nul dans | | B(S;,hs) car la fonction y est constante, égale & dhs. Pour avoir une estimation

JEsmMis
intéressante a partir de (15.20), nous choisissons ¢ vérifiant :
6% < inf (b — B.,00b' — B,, min (u(e;)B(S;) — B*)) : (15.22)
JEsmit\smi

Utilisons ce choix de § dans (15.20) et notons que B > b sur , B(z;) > b', pour tout j € bd, alors
il existe une constante C telle que pour tout h €]0, hq] :

h 9
S [ et

intUbdUsmit\ smit.

2
2
dr < Ch%exp (—f)
he

Z/ |X§”uh|2 dx. (15.23)
Q

smix

Notons :

Vi= ] B(S;,h3), (15.24)

alors par définition de la partition de 1'unité, nous avons les majorations :

L. KR |

intUbdUsmt\ smtx
>

2 26
dz exp (T)/ lup|? dz. (15.25)
smix h '

sd(z,N')
e Vi oup(z)

pe |
xXjevhup| dz,

IN

o
Xjevrup

8

Reportons ces majorations dans (15.23), nous en déduisons :

/ e Vi up|® dz < Chiexp | — / |up|® dz. (15.26)
Q\V hs V!
’ 2
sd(z,N")
Il reste a ajouter l'intégrale / e vh up| dz de part et d’autre pour obtenir ’estimation L? :

2

2 2
dz < 2C’h%exp (—(15) / lup|* dz < 2Cexp <—(15> / lup|? de. (15.27)
hs / Jy hs / Jy

Ajoutons maintenant la norme du gradient. D’aprés le Lemme 3.9, nous pouvons écrire :

s 96 o |?
qh,A,0 (eﬁuh> = Re <6 ﬁPh,A,Quhauh> +h|| [V¢| eviuy
L2 ()
2 2
j-o o
= u(h,B,Q)|le Veuy +hH V| evruy
L2(Q) L*(Q)
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Par l'estimation de u(h, B, 2) obtenue a la Proposition 14.5 et par hypothése sur ¢, il existe ainsi

une constante C' telle que :
¢
‘ Vh,a (e\/ﬁuh>

11 suffit d’ajouter cette relation a l’estimation (15.27) pour obtenir le résultat souhaité. O

2 2

¢
< Ch||levhuy

LX)

(15.28)

LX)

Corollaire 15.4. Sous les mémes hypothéses qu’au Théoréme 15.8, considérons V un voisinage de
N, alors, supposant up normalisée :

_ 0
lunllio =140 (7).
Cette estimation est encore valable pour la norme attachée a HI%,A,Q'

Démonstration : Soit r tel que U B(S,r) C V. Alors :
SeN?

2 2
lunllZ2(vy 2 1 = lunllLz\Uge o BSr)-
Or d’aprés le Théoréme 15.3, nous avons :

20r

<e VR

< Ce Vre nl/B8,

||unl 7
P Msenr 550) £2(0\Usens B(S1)

Ainsi : .
_0
1-0 (e ﬁ) < lunl[Z2epy < 1.

15.4 Localisation pour les polygones réguliers

Intéressons-nous & la localisation de ’état fondamental associé & un polygone régulier. De tels
domaines ne possédent que des angles de méme mesure et nous montrerons de maniére heuristique
comment 'invariance de ces domaines par rotation permet de construire un état fondamental associé
a la plus petite valeur propre et dont l’intensité est répartie sur chaque sommet. Les résultats que
nous établissons ici reposent sur les techniques développées par Helffer-Sjostrand (cf Helffer [56] ou
[63]) pour analyser 'effet tunnel.

Insistons sur le fait que nous suivrons une démarche heuristique et ajouterons des hypothéses qui
semblent physiquement naturelles mais que nous ne savons pas justifier mathématiquement.

Nous considérons la fonction propre associée au secteur d’angle «y,, angle au sommet du polygone a
n cotés, noté P™. Grace a cette fonction, nous construisons n fonctions localisées chacune en un som-
met du polygone. Nous estimons la distance entre le sous-espace F engendré par ces n fonctions et
I’espace F' des n premiers vecteurs propres a I’aide du Théoréme 2.21. Nous projetons les n fonctions
de F sur F' et déduisons une base orthonormée ey, ...,e, a l'aide du procédé de Gram-Schmidt. I1
reste & analyser la matrice ({(Py,BAy,P"€j;€k)); <jk<n € regarder la localisation du premier vecteur
propre.
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S3 S,
On
n
P 2mn
Ss ) \ S
Sy s,

FiG. 15.1 — Polygone régulier P*, n = 6.

Considérons le domaine P™ qui est le polygone régulier & n cotés inscrit dans le cercle unité

et supposons pour I'instant n > 4. Nous notons S1,-. S les sommets du polygone et a, 'angle
515253, cet angle vaut 2= 27r L’angle S;05;4+1 vaut donc =L pour tout 7 = 1,...,n avec la conven-

tion que Sp+1 = S1. Notons g la rotation d’angle et G la matrice associée :

cos 2 —sgin 2—7’
G= : 2”7% 27r .
sins%  cos 7"
Considérons une fonction u € DN (P, p4,,pr) ol B est un champ magnétique constant strictement
positif et comparons Py g4, pn(g * ) avec g * (Py B4, pru) en définissant :

Ve € P", g+ u(z):= u(g(x)). (15.29)
Par définition de g et G, pour tout z € P", g(z) = G ( il ), par conséquent, notant y = g(z),
2

nous calculons facilement :
s 27 2
) —SIn =11 + COS =~-Y2 n Y2
— e 1 -
( — ) ( —cos g“yl sin %92 ) G< Y )’ (15.30)

_ _( cos Fdy,u(y) + sin T dy,u(y)
Veu(g(z)) = ‘GVyu(y) = ( _sz_ﬂaylu(y) +cos%7rgy2u(y) ) (15.31)

Nous déduisons ainsi :
B 2 B 2
(hV - ’115./40) (g*u)(z) = g=* ((hV - i;.AO) u> (). (15.32)

La relation (15.32) justifie immédiatement :
Vk) = 0, ey, Ph’B_AO’Pn (gk * U) = gk * (Ph’B_AO,Pn’u,), (1533)

ot g* désigne la rotation d’angle 2’“7“ Supposons que p(ay,) est une valeur propre et considérons
uY un vecteur propre normalisé associé & p(ay,) pour 'opérateur Pq,, . Définissons la fonction uy
déduite de u{ par translation de OSy, rotation d’angle 7 et dilatation afin que u; soit une fonction

propre normalisée pour l'opérateur P p4,,05, s.s, POUT la valeur propre hBu(ay,) ot g, s, 5, désigne
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le secteur de sommet S; d’angle au sommet o,. Considérons x? € C°([0, oo[, [0, 1]) dont le support
g € 0

est inclus dans [0,1 — £] et telle que x2 = 1 sur [0, 1 — ¢]. Définissons la fonction y. sur P" par :

z— S

La fonction x. permet de localiser la fonction propre u; au voisinage de S;. Définissons les fonctions
uy sur P" par :

g = g* 7 * (xewr), Ve =1,...,n. (15.35)
Les fonctions i, sont localisées au sommet Sj. La construction de la fonction uq et le Théoréme 9.1
montrent alors que pour tout § € ]O, \/m [, il existe des constantes hg et C telles que pour
tout h €]0, ho] :

~ 6(1—e)d(S51,S9)
||u1—'&1||L2(pn) < Ce Vh , (15.36)
8(1-¢)d(S1,52)

Py Bag,pr(U1) = hBu(oyn)t +r1 avec HTl“LZ(Pn) < Ce vk ) (15.37)

Les relations (15.36), (15.37) et le Théoréme spectral 2.3 montrent alors que :

 6(1=¢)d(S7,59)
d (0 (Pr,B Ay, ), hBu(ay)) = O <e Vh ) (15.38)
La relation (15.33) et la construction des fonctions 4y montrent que pour tout k& = 1,...,7n et
h E]O,ho] :
o1 . _8(1-)d(51,55)
lg" " % ur — @igl|p2(pny < Ce R, (15.39)
- N _0(1=e)d(51,52)
Py Ao, pr(Gr) = hBu(op)ty + r avec ||rk\|L2(pn) < Ce Vi . (15.40)
Notons F' ’espace propre associé aux n premiéres valeurs propres p(h, B, P"), ..., un(h, B, P") et
E D’espace engendré par les fonctions g*~1 * (x.u1), pour k= 1,...,7n :
E = span(xeu1,g * (xet1),---,g" 1% (xeu1)) = span(iy, ..., ),
ainsi que S la matrice :
S:(~-,~ n) - <J'* g > . 15.41
B2 e ( g% (e g« (X)) g 1< k<n (1541
Remarquons, en utilisant (15.39), que pour tout j =1,...,n :
_ 28(1—€)d(51,59)
Sjj=1+0 (e i ) (15.42)

Par localisation du support g**x. et décroissance de la fonction propre u; exprimée au Théoréme 9.1,
nous avons également pour tout j # k :

. 5d(S; ) 5d(S; x) _8d(S;,5g) _8d(S;,5g)
|Sj,k| = / ﬂjﬂk dx < / e Vh ﬂ,j e Vh ’l~1,k e Vi dx < Ce VO (15.43)
Pn n

Par conséquent, pour tout §' € ]O, VOo — play) [, nous pouvons construire une fonction de tronca-
ture x. tel qu’il existe hg vérifiant pour tout h €]0, ho| :

. 761d(51a52)
S=1d,+0 (e’ v& |, (15.44)
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en notant Id, la matrice identité de taille n. Supposons que la valeur propre p(a;,) est simple. Notons
c= M et J(h) Uintervalle |hB(u(ay) — ¢), hB(pu(ay) + ¢)[. Effectuons 'hypotheése :

3hg > 0,3C > 0| Vh €]0, ho], Card{\ € o(Ph pay.pr)| A < hB(u(an) +¢)} < Ch™2  (15.45)

Cette estimation résulte des travaux de Robert [86], Combes-Seiler-Schrader [36] et nous l’admet-
trons.

Alors, il existe nécessairement un intervalle de taille h* de J(h) ne contenant ni ABu(c,) ni aucune
valeur propre de Py p4, pr- Si ce n'était en effet pas le cas, alors en coupant l'intervalle J(h) en
sous-intervalles de taille h*, chacun de ces sous-intervalles contiendrait au moins une valeur propre

de Py pay,pr- Or, J(h) se décompose en % intervalles de taille h*, ce qui donnerait au moins

% valeurs propres en dessous de hB(u(ay) + ¢), ce qui contredit (15.45). Nous pouvons méme
affirmer qu’il existe de ’ordre de % intervalles sans valeurs propres. Reprenant les notations du

Théoréme 2.21, il existe un intervalle I(h) contenant hBpu(a,) tel que :
(Pa,B.A0,p2) N (I(R) + B(0,h*) \ I(h)) =0,

alors, reprenant (15.40) :
d(51,52)

26—(5(1—6) \/E \/’)'_7,

h4 / Aglin

ou )\g?in est la plus petite valeur propre de la matrice S. Comme la relation (15.46) est valable pour

tout € €]0,1[ et tout 6 € ]0, V0o — play) [, alors pour tout § € ]O, £/ 6Oy — ,u(an)[ :

d(E,F) <

(15.46)

_§aS51,52)
d(E,F)=0|e Vi . (15.47)
Pour tout k = 1,...,n, définissons la projection de @ sur F :
vp: = p(g" L % (xew1)) = Mpiy, Ve=1,...,n. (15.48)

La relation (15.47) et la définition de la distance d impliquent alors :
_ 26d(S1,52)
VE=1,...,n, ||Uk—ﬁk||%2(Pn) :(D(e vh ) . (15.49)
Remarquons 1’égalité pour tout j,k=1,...,n:
(’Uj, ,Uk)LQ(Pn) = <ﬂjg ﬂk>L2(Pn) + <IU‘] - Iajaluk - ﬂ’k)LQ(Pn) .

Nous déduisons alors de (15.49) :

' o o Bd(s1,59)
Vi, k=1,...,n, <,Uj;vk‘)L2(Pn) = <uj,uk)L2(Pn) +0|e Vh . (15.50)
Pour estimer (Py B 4o, pnvj, Vk) ;2 (pny> NOUS calculons :
<Ph,BA0,P"Uj7Uk>L2(Pn) = <Ph,BA0,P"ﬁ’jaﬂk>L2(Pn) - <vj - ﬂj’Ph,BAo,P" (Uk - ﬂk)>L2(Pn) . (15'51)
La définition (15.48) permet d’estimer Py g, pr(vp — ) & 1'aide de (15.40) :

Py BAo,pr(Vk — @) = Py pao,pr((IIp —Id)ay)
= (I —1d) Py pAo,pn (Tik)
= hBu(on)(vg — k) + (g — Id)ry.
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Cette derniére égalité permet d’estimer (P, p4,,Pnv;, vk)LZ(Pn) a l'aide de (Py Ay, pniyj, ﬂk>L2(Pn) :

o _o8d(51,52)
(Pn,BA,PrVj Vk) [2(pny = (Ph,BAo, P gy k) o pny + O (e Vi ) : (15.52)
La relation (15.40) conduit & :
<Ph,BA0,P"ﬂ’j7 ﬂ'k))LZ(pn) = h‘B/j‘(an) <’a’j7ﬁ'k>L2(Pn) + <T'j, ,a’k)L2(P”) . (1553)

Reportons cette relation dans (15.52) en se souvenant de (15.50) :

_25(1(51,52)

<Ph,BA0,P"UjaUk>L2(pn) = hB/j,(OAn) <Ujavk>L2(Pn) + <’r‘j,ﬂk>L2(Pn) +0 (6 vh ) . (1554)

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt permet de construire une base orthonormée de

F a partir des fonctions vy,...,v,. Notons (eq,...,e,) cette base, alors :
n
_1
VE=1,...,n, e, = ;(V 2)k,jv; avec Vi= (<vj’vk>L2(Pn))1§j,k§n' (15.55)
Les relations (15.50) et (15.44) conduisent a l’estimation de la matrice V :
_8d(51,89)
V=Id,+0O (e VR ) . (15.56)
Nous en déduisons :
. _§US1,52) N _ 8d(51,83)
Vi=1,...,n,e,=v;+0[e VR =uj+0le v . (15.57)
Notons que l'orthonormalisation respecte 1’effet de la fonction g :
VE=1,...,n, ¢* 1xel =e. (15.58)
Définissons la matrice hermitienne M :
M: = (((Ph,pag,pr — hBu(n))es, ek, papn)) ehen” (15.59)

La matrice M renseigne sur le spectre de l'opérateur Py g4, p» comme le précise la proposition
suivante :

Proposition 15.5. Soit P™ un polygone régulier d’angle au sommet a, tel que u(ay) < Op. Notons
F l’espace propre associé auzr n plus petites valeurs propres de Pp pa,pr, alors pour tout 6 €

10, /O0 — u(am)], il existe hy tel que pour tout h €]0, ho| :
_8d(51.59)
d (J(Ph,BAO,pn|F),hBu(an)) =0 <e h ) . (15.60)

En outre, il existe une base orthonormée de F telle que dans cette base, le spectre de Ph,BAO’Pn‘F est

_Sd(sl ,S2)
décrit par celui de la matrice M = (mjx)1<jr<n définie en (15.59) telle que M = O (e vk )
et dont les coefficients vérifient les propriétés suivantes pour tout j, k € 1,...,n, avec la convention
mj7k+n = mjak :

® Mjk = Mik—j+1;
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b m]ak = mky] ’
b m.]yk = m]72.7_k

Sous des hypothéses supplémentaires, nous précisons maintenant le spectre de M de la forme :

a, a2 ... Qp_—1 [47%)
anp, a1 a9 P Ap—1
M = ,
az ... Qp a1 a2
as Q3 ... Gn a1
ol les coefficients sont des complexes tels que a; est réel, pour tout j = 2,...,n, a; = Gpyo_;.
Définissons les vecteurs X; pour k=1,...,n :
2ik(j—1)m
Xy = (ein ) . (15.61)
7j=1,...,n
Un simple calcul montre que les vecteurs (Xy) k=1,...,n forment une base de vecteurs propres pour la
matrice M, associés aux valeurs propres A\ = Z aje” n» . Par propriétés de la matrice M, nous
j=1
simplifions ’expression de Ay :
n
2ik(j—1)m
M = Re ) aje = . (15.62)
=1

Effectuons une translation de maniére a ce que a; = 0. Supposons que les coefficients dominants
dans la matrice M sont les coeflicients sur- et sous-diagonaux :

|az| >> max(las|,. .., |an—1])- (15.63)

Cette hypothese est naturelle car I'influence des fonctions e; est sans doute beaucoup plus importante
sur les voisins les plus proches et décroit exponentiellement avec les voisins suivants. Cette hypothése
n’est pas justifiée mathématiquement. Nous considérons donc la nouvelle matrice N :

0 € 0 ... 0 e
e™ 0 €t 0 ... 0
0
N = |ag| _
0 0 e 0 e
et 0 0 et 0

Les valeurs propres de N’ valent :

2km
n

it 2ikm 2ikm

M = |aglefe n +e e n = 2|ag|cos (t + ) , k=0,...,n—1. (15.64)
Les vecteurs propres associés sont les Xj. Les états propres, en particulier celui de la plus petite
valeur propre, est localisé sur chaque sommet car aucune composante n’est nulle. Les valeurs propres

A, sont simples sauf si t € {%ﬂ', cee 2"71—*371'} modulo 27, auquel cas il existe une valeur propre A
double.
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Considérons la plus petite valeur propre A et supposons qu’elle est simple. Alors, récrivant le vecteur
propre X}, dans la base des (e;);, nous définissons :

n . :_ -
Pi: = Zemk(ﬂn = €;- (15.65)
j=1

Alors, reprenant (15.57), 1y, est réparti sur tous les sommets S;, ce qui laisse présumer que 1’état
fondamental vit sur chaque sommet avec une décroissance exponentielle en s’éloignant des coins si
nous supposons que ’écart entre les deux premiéres valeurs propres de N est supérieur a l’erreur
d’approximation de M par la matrice N.

Supposons que la plus petite valeur propre Ay est double (donc ¢ € {%7(, . Q"n—_37r} modulo 27) ;
soient k et k' tels que :
A = A (15.66)

2ik(j—1)m 2ik’ j—Dr
. n et ¥ . KL n b ¥ P L
Nous avons deux fonctions propres ¥, = ijl e n o oejet Py =) j—1€ = €. Montrons

que toute combinaison linéaire de v, et ¥y annule au plus une composante. Soit w = e » alors 9,
et s se récrivent a 1’aide de w :

Py = Zwk(jfl)ej et Yy = Zwkl(j*l)ej.
7j=1

j=1
Soit a € C, alors ¥ — aiy vaut :

n

Y — apr = Z(wk(j_l) - awk’(j_l))ej. (15.67)

=1

Alors, de maniére évidente, il existe au plus une composante nulle dans 1, — atpy. Par conséquent,
I'état fondamental de Py g4, p» est réparti sur au moins n — 1 sommets. Nous déduisons ainsi le
résultat :

Résultat heuristique 15.6. Reprenons les hypothéses et notations de la Proposition 15.5. Suppo-
sons que la matrice M vérifie les conditions :

e my; =0;

(] |m1,2| >>‘max(|m1,3|, ceey |m17n,1|) N

o myo = pe't.
Alors :

2k
o (Ph,BAo,Pan) = {Qpcos (t + ;w) , k=0,...,2n — 3} .

. ) 2ik(j—1)m
Une base de vecteurs propres est donnée par les fonctions Xy = (e n ) .
7j=1,...,n

Si la plus petite valeur propre de M est simple et que la seconde est «suffisamments éloignée de la
premiére, alors ’état fondamental de Py p 4, p» est réparti sur les n sommets et décroit exponentiel-
lement en s’éloignant des sommets.

Si la plus petite valeur propre de M est double, alors nous pouvons construire un état propre de
Py, By, pr Téparti sur n — 1 sommets, mais pas moins.



Chapitre 16

Simplicité de la premiére valeur propre
de Ph,.A,Q

16.1 Domaine particulier

Proposition 16.1. Soit Q un domaine vérifiant les conditions (H1). Nous supposons de plus qu’il
eriste un réel € > 0 tel que QN B(S1,¢e) = Ny, NB(0,¢), a translation et rotation pres.
Supposons :
- inf (1,0 inf
pe) < in ( , 00, in Nu(%));

=Lyuuny

— () est simple.
Alors, si B est un champ magnétique constant, il existe hy tel que pour tout h €)0, hol, la valeur
propre associé a l'opérateur P pay ., u(h, B,Q), est simple.

Remarque 16.2.

— Les hypothéses sur le sommet S1 reviennent 4 dire que localement dans le voisinage de ce
sommet, le domaine ) est un secteur angulaire. De plus, d’aprés les résultats de localisation
de la Section 15 et en particulier le Théoréme 15.3, ’état fondamental de l'opérateur Py, 4,0
est localisé au sommet Sy.

— L’hypothése de simplicité de p(ay) est vérifiée pour les angles oy petits comme nous ’avons
établi a la Proposition 10.7. Il est connu que la premiére valeur propre du Laplacien est simple
mais nous savons (cf Avron-Herbst-Simon [7, 8, 9], Bauman-Phillips-Tang [12], Helffer [56],
Lavine-O’Carroll [74]) que la multiplicité peut étre grande pour l'opérateur de Schrodinger avec
champ magnétique.

Démonstration : Pour simplifier les notations, nous supposons que QNB(S1,e) = Ny, NB(0,¢). Nous
allons comparer les états propres des opérateurs Ph pAy,0,, €t Ph,BA,0 €t montrer qu'un vecteur
propre de I'un fournit un quasi-mode pour ’autre.

La Remarque 3.3 montre que la premiére valeur propre de P, 4,,0,, vaut hB p(an) et le vecteur
propre associé se déduit de celui de P, 4,0, par changement de variables. Notons u,, 5, p un vecteur
propre normalisé pour l'opérateur Py, pa,,q,, - Alors :

Ph,B Ay, 0, Yoy b8 = hBp(a1)ua, b5

Soit x € C§°([0, oo[, [0, 1]) telle que x = 1 sur [0, 3]. Définissons la dilatée de x : x=(-) = x (%) et la
fonction :
T€Q— X€(|$‘)ua1,h73($)’

213
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que nous noterons par abus de notation x.u., s B. Choisissons € assez petit de telle sorte que
QN supp xe = Qq, Nsupp xe. Comme nous l'avons déja calculé a plusieurs reprises, le Théoréme 9.1
et la Remarque 3.3 permettent de connaitre le comportement du vecteur uq, » g et ainsi, pour tout

§ €]0,+/B(0¢ — u(ay))[, il existe hg tel que pour tout h €]0, ho] :
) . (16.1)

)
vh

oM

||Xsua1,h,B||L2(Q) =1+0 (e
De plus, nous avons :
Pr.BAy,0(XeUar h,B) = hBu(a1)Xetay h,B + [Ph,B.Ag ) Xeltay h,B-

_d ¢
Le Théoréme 9.1 et la Remarque 3.3 montent que |[[Py B.Ag,) Xeltay,h,Bl|12(0) = O (e \/52), et
permettent de déduire :

P — hB c
P, pn — W) ity _ g (o). (16.2)
||Xs“a1,h,B||L2(Q)
Le Théoréme spectral 2.3 affirme donc qu’il existe une valeur propre A de P g4, n telle que :
_ b e
I\ — hBu(a1)| < O (e ﬁZ) . (16.3)

Nous allons maintenant montrer qu’il existe une valeur propre de P, p4,,0,, €xponentiellement

proche de la plus petite valeur propre de Py, g 4,.0- Soit A(h) une valeur propre de Py p4, o telle que
_ b ¢

A(h) € B (hBu(oq), Coe Vh 2) avec Cy assez grand. Notons up, un vecteur propre normalisé associé

et définissons vp: = X up. Commengons par établir une estimation de la norme L? de vj,. Comme
vp, = up, au voisinage du sommet, le Corollaire 15.4 montre qu'’il existe § > 0 et hy > 0 telles que
pour tout h €]0, ho] :

_5
||'Uh||L2(Q) =14+0 (6 ﬁ) . (16.4)
Comme précédemment, nous calculons P, g Ao, Vb Si le support de . est assez petit, nous avons :
Ph.B Ao 0, Vh = Ph,BAo, 0V = A(R)Uh + [Ph,B Ao .05 Xe]Uh- (16.5)

-
Le Corollaire 15.4 montre que ||[Ph, B.4g,0; Xe|tn||2() = O <e ﬁ). Par conséquent :

P — A(h))v _3
[vnllz2(a)
D’apres le Théoréme spectral 2.3, il existe donc une valeur propre p de Py, pAg,0,, telle que :
8
| —A(h)| =0 (e_ﬁ> . (16.7)

Il reste & montrer que les deux estimations (16.3) et (16.7) permettent de conclure a la simplicité
de la premiere valeur propre de Pj, p4,.0-

_d e
Comme A(h) € B (hB/J,(ozl),Coe ~/ﬁ2), les deux estimations (16.3) et (16.7) montrent alors qu’il

existe des constante C et d telles que :

sk

|hBu(a1) — p| < Ce (16.8)
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L’hypothese de simplicité de p(ay) implique qu’il existe une constante C' > 0 telle que :
hBpusa(ey) — hBu(ay) > CBh. (16.9)

La combinaison des deux relations (16.8) et (16.9) montre qu'il existe h; < hg tel que pour tout
h €]0,h1], p = hBpu(ai). Supposons que la valeur propre A(h) est double, notons uj, j =1, 2 les
vecteurs propres normalisés associés, ’U% = Xgufl les fonctions tronquées et Ej les espaces engendrés
par ’Ui. Reprenons les calculs précédents avec vy, = ’U}IL puis vy = ’1)}2“ alors :

PrBAo0a, v, = MRy, +7) avec ||} |lr2@q) = O <e \/ﬁ> . (16.10)
Notons F' 'espace engendré par le premier vecteur propre de Pj g4, noté 1. Le Théoréme 2.21

et la relation (2.55) montrent que pour & €]0, 4] :

!

_3 _3
||“flz—¢1||L2(n)=0<€ ”) etllvﬁ—¢1|lL2m)=0<€ ”)-

S

Cette relation permet de majorer la norme |[v} — U}2l||L2(Q) par O (e_ h), ce qui ne peut étre. Donc

la premiére valeur propre pour Py, 4,0 est simple. O

16.2 Simplicité de la premiére valeur propre de P}, 40

Comme nous 'avons vu dans la démonstration de la simplicité de la Proposition 16.1, nous
utilisons des minorations de 1’écart entre les deux premiéres valeurs propres sur le secteur angulaire
pour justifier la simplicité de la premiére valeur propre. Pour démontrer la simplicité dans un cadre
plus général, nous aurons besoin d’une minoration de 1’écart entre les deux valeurs propres sur un
domaine quelconque. Pour établir ce résultat, nous nous inspirons des travaux de Simon [98] (cf
aussi la présentation dans [39]) qui considérait le probléme de 1’équation de Schrédinger.

Proposition 16.3. Soit 2 un domaine vérifiant [’hypothése (H1). Notons ua(h, B,Q) la deuziéme
valeur propre de l'opérateur P, 4 o avec champ magnétique B = rot A et e, la n-ieme valeur propre
de @j PB(SJ,) Ao Qa; comptée avec multiplicité. Supposons :

b y‘(al) < @0;
hd B(Sl)/vt(al) < inf(ba ®0bla inf(B(Sj)U(O‘j)aj = 2a s ,N))
Alors :
lim infM > eo.
h—0 h

Démonstration : Reprenons la partition de 'unité définie & la Proposition 14.1 avec les nota-
tions (14.6) et définissons :
h, _
X0+ = Z |X?|2-

jebduint

Ainsi la partition (X?)j:O,...,N est telle que :
— Pour tout j =1,...,N, suppx? C B(Sj, ).
~ suppx2 N {S1,...,Sn} = 0.
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11 existe alors hy > 0 tel que pour tout h €]0, ho], les fonctions (X?)j:l,...,N sont & support disjoint.
La relation (14.7) s’écrit alors :

N
an, A0 (u th,m i) = B2 |1V e q)- (16.11)
j=0

Supposons u normalisée et choisissons comme précédemment p = % ; alors ’hypothése sur la fonction
x conduit & :

5
gn,A,0(u ZQh.AQX] ) + O(R*72)[Jul[72 (0 Z%AQX] ) + O(hi)||ul[f2q)  (16.12)

Estimons chaque terme gp, A,Q(Xg-‘u) pour j = 0,...,N. Pour le bord régulier (j = 0), la Proposi-
tion 14.4, avec les définitions (15.1), méne 4 la minoration :

ana0(cfiw) > (hinf(b, ©b') — O(hT))[[xkull22q)- (16.13)

Considérons le changement de variables donné par un C!-diffeomorphisme g qui envoie localement
Qq; sur 2N B(S;,¢). A translation et rotation prés, ce changement de variables (déja mentionné a
la Section 14.1.2) rameéne ’étude de P 4,0 & celle de Ph,B(Sj)AO,Qaj pour 1 < 57 < N en reprenant

(14.25) et notant )2;-‘1] la fonction déduite de X?u par changement de variables, nous avons alors :

a0 (X u) / Z i1 (hOk — iAg) (X)) (RO, — iA;) (%1E)+/det g da. (16.14)
aj 1<k,1<2

Aprés un éventuel changement de jauge, nous pouvons supposer que A = B(S;)Aq + A’ avec
A’ = O(z?) (cf sous-section 14.1.3). Reprenons I'estimation de (16.14), alors :

ahan(Xiu) = anps )40, 0, ()
- / (VAet g grs — ok1) (hk — iAk) (X)) (b0, — A1) (1) d(16.15)
«j 1<k, l<2
+ / (|(hv —iA)(Xpa)* - |(hV - iB(Sj)AO)(f(;-‘ﬂ)P) de. (16.16)

Estimons le terme (16.15). Reprenons les relations (14.28) et (14.29), alors il existe une constante
C tel que pour tout z € B(0, h%) :

|\/det g(@) gi(x) — Spyl < ChE, (16.17)

Comme le support de )Zg-‘ est inclus dans B(0, h%), alors, notant C; = (ho; —zfl])(f(;’ﬂ) pour j = 1,2,
d’apres (16.17), il existe alors hg > 0 et C' tels que pour tout h €]0, hg| :

IA

/Q Z (\/ det g kil — (5]9,1) Ckﬁl dr Chg / ng,leUl v/det g dx

aj 1<k,l1<2 Qaj pg

3
Ch8qh’A’Q(Xju). (16.18)

IA
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Considérons maintenant le terme (16.16). Remarquons que :

|(hV —iA)(F@)* — |(hV —iB(S;)Ao) (%) @)

J

= Re (i2hY —i(A-+ B(S) A0 () (B(S;) 40 — D))

~ 2Re (z‘(hv — i) (M) (B(S)) Ao~ A)(x?a)) 1(B(S)) A0 — A)(a)%. (16.19)

Or B(S;)A0 — A=A = O(?) et )2? est & support dans B(O,h%), alors, reprenant (16.18) et
3 3 2 91712
remarquant que 2h4|ab| < hs|a|® + hs|b|” :

/ (169 — D)) ~ | — iB(S) Ao)(Ra) ) d

Lo

J
9
< % / ngleCl v det g dz+ O(hs) ||X;UHL2 (Qa;)
5kl
3 9 ~h ~
< O(h)an,a00dm) + OH)%al2s(q, (16:20)

Reportons (16.18) et (16.20) dans (16.15) et (16.16), il vient :
1+0(r

ol

~h ~ Q
))an,a0(xfu) > 9h,B(S;) A0 e, (x}@) + O(hs)||X} 72 Q) (16.21)

Par hypothése e; = B(S7)u(aq). Notons v1 un vecteur propre normalisé associé & e; pour l'opérateur
GD PB(Sj)AO q, - Soit e €leq, eg[, alors, notant Iy la projection orthogonale sur v1, nous avons :
’ Oty

J
G, B(51) Ao 20, (X1T) 2 BB(S1)p(en) |1 (x1a)[|” + he||(Id — TIy) (x33)| |, (16.22)
De plus, pour tout 7 =2,...,N :
0, B(57) 40,0, (X5 0) 2 hel|Xjal”. (16.23)
Reportons (16.13), (16.21), (16.22) et (16.23) dans (16.12), alors :
3 5 . 5
(1+O(h%))ana0(w) > OhT)||ulffz(q) + (hinf(b, ©0b") — O(hT))||xGullF2(q)
+hB(S1)u(en) [T (X1)|[72(q,,) + hell(1d = ) (X19)][72(q,
B
the S [ u,) + (R Z el (16.24)
7j=2

Les hypothése du changement de variables (16.17) et la taille du support de X? conduisent & :

3
% UHL?(Q )T =(1+0(h 8))||X]u||L2 (16.25)

Notons (11, 12) les deux premiers vecteurs propres normalisés pour 'opérateur Pj, 4 o et choisissons
u normalisé, dans ’espace engendré par 1 et3 12 tel que 4 soit orthogonal a vy, alors, par décroissance
de vy (cf Théoreme 9.1), ||I1(x}4)|| = O(hs), nous déduisons :

(1+O(h3))gnanw) > hinf(b,00b)|Ixhull22(q +heZ||xju||L2 +O(h)|[ul[22 0
g 1

N
9
he ) |Ixjullfa) + Ohe)|[ull:q)- (16.26)

v
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N
Par hypothése sur u, nous avons gp 40(u) < pa(h,B,Q) et Z ||X§lu|\2 = 1. La relation (16.26)
=0
g h,B,Q
permet d’écrire po(h, B,Q) > hetOGS) — he + O(hg). Ainsi lim infM > es. O
1+0O(hB) h—0 h

La Proposition 16.3 apporte un résultat de simplicité du bas du spectre de 'opérateur P, 4 :

Corollaire 16.4. Reprenons les mémes hypothéses qu’a la Proposition 16.3 et supposons que pu(cq)
est simple, alors la valeur propre u(h, B,Y) est simple dés que h est suffisamment petit.

Démonstration : Selon les hypothéses, nous avons es > e1. La Proposition 16.3 indique une mino-
ration de pa(h, B,Q) :
h,B,
liminfiw( B, 9) >
h—0 h

Donc, pour tout € €]0,e2 — e1], il existe hg > 0 tel que pour tout h €]0, hy] :

€9.

ug(h,B,Q) > (62 - S)h.

Or u(h,B,Q) < hB(S1)p(a1) + (’)(h%) = he; + O(h%), donc nous déduisons :

ol

p2(h,B,Q) — u1(h,B,Q) > h(ea —e; —e) — O(hs) > 0. (16.27)

16.3 Développement limité semi-classique pour I’état fondamental

Soit €2 vérifiant la condition (#1). Supposons :
- tan) <inf (1,60, it _utaw))
- ¢ ﬂ-@a

— p(aq) est simple.
Nous allons établir formellement que la valeur propre u(h, B,Q) admet un développement selon les
1
puissances de h2 pour h — 0.

Pour justifier ce développement formel, nous nous inspirons de la démonstration de simplicité
de la valeur propre pour le probléme de puits [56]. La non régularité du bord du domaine engendre
toutefois des singularités pour les solutions, ce qui ameéne & écarter certains angles (cf [52], Chap. 4
et 5). Nous allons choisir une jauge pour simplifier la condition de Neumann. A cet effet, rappelons
un cas particulier du Théoréme 5.1.2.4 de [52], p. 260 :

Théoréme 16.5. Soit Q un domaine polygonal d’arétes T';, j = 1,..., N, d’angles au sommet
a; et de normale unitaire extérieure v; pour T';. Considérons f € HF(Q) et g; € H’H'%(Fj) pour
j=1,...,N et k € N. Supposons que pour tout d=1,...,k+1 et tout j=1,...,N, d%i n’est pas
un entier, alors il existe u € H*2(Q) tel que :

Au = f  sur Q,

ou : 16.28
v, 9 s r;,Vj=1,...,N. (16.28)

Ce théoréme va nous permettre de choisir un potentiel A tel que A-v =0 sur I :
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Proposition 16.6. Soit ) un domaine polygonal d’arétes I';, j = 1,..., N, d’angles auz sommets

a; et de normale unitaire extérieure v pour T'j. Considérons A € H*(Q). Il existe une fonction
¢ € H*®(Q) telle que le potentiel magnétique A:= A — V¢ vérifie :

{d}v.A = 0 sur Q, (16.29)

A-v; = 0 sur T;Vj=1,...,N.

Démonstration : Donnons-nous un potentiel magnétique A € H*(Q2). Définissons f:= div A, alors
[ € H*®(Q). Définissons également sur chaque aréte I';, la fonction g;:= A - v, alors g; € H*®(T;).
D’apreés le Théoréme 16.5, il existe donc une fonction ¢ € H*(Q) telle que :

Ay = divA sur 9,

0¢ .
B—I/j = A-v; sur I,Vj=1,...,N.

(16.30)

Définissons le potentiel A= A—V¢, alors A e H*(Q), div.A = 0 sur Q et pour tout j =1,..., N,
A -vj=0sur I';. Le potentiel A vérifie donc les conditions demandées. 0

Revenons au développement formel de la valeur propre u(h, B, 2) selon les puissances de hs.
D’aprés le Corollaire 16.4, il existe € > 0 et hy > 0 tels que pour tout h €]0, ho], il n’y a qu’une
seule valeur propre dans 0, h(Bu(a1) + ¢€)].

Considérons ¢ le changement de variables défini sur €2 tel que g(€) = Q et le voisinage de 0
dans €Q,, soit envoyé sur un voisinage de S; dans 2. Pour simplifier les notations, nous supposerons
S1=0et QN B(S1,e) = g(Qqo, NB(0,¢)) N B(S1,¢€).

Reprenons les changements de variables de la Section 14.1.2 et en particulier la démonstration du
Lemme 14.3, nous sommes amenés 3 étudier I'opérateur P sur Q avec P défini par :

2
P:=— Z det gii(haj — z'Aj)det g%gj,k(hak —1Ag)det g*%. (16.31)
Jk=1
Nous allons chercher une solution formelle (u(h), up) telle que : (P — p(h))up = O(h®)uy,. Ecrivons
les développements de Taylor du potentiel A et du changement de variables. Notons z" = z7'z5?
si x = (z1,22) et n = (n1,n9), il existe alors des constantes A}, i, €t dy telles que :

( Aplz) = Y Apam,
n/>1
) _ n .n 0 _
! Vdet ggjk(z) = |nz>:09k,l$’ et = Okl (16.32)
(detg)_%(x) = Zdn:z;", do = 1.
[n|>0

\

Grace & la Proposition 16.6, nous supposons, aprés changement de jauge éventuel, que le potentiel
magnétique est tangent au bord de .
Exprimons ’opérateur P a I’aide des développements de Taylor :

Pe Y (S| [h i X e ) (X ) (-1 3 ] {80 g
gk \In|>0 [n|>1 |n[>0 [n|>1 In|>0

Effectuons le changement de variables :
z = Vhy. (16.33)
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L’étude de Popérateur P se raméne donc, aprés division par h a celle de Py, :

Py = A S dah By | (8- S amn iy | | S gk

ik \[n>0 jn[>1 In1>0
(o —i 3 app™ym | [ 3 dah5yr | (16.34)
[ >1 >0

Du fait de la tangence du potentiel A au bord de fl, la condition de Neumann s’exprime :
dyup = 0 sur IV (16.35)

Notons A! le potentiel magnétique défini par A':= (Agl’o)yl + A&O’l)yQ, AS’O)yl + Ago’l)yg), alors

rot Al = Agl’o) - Ago’l) =rot A = B.
La relation (16.32) conduit au développement P, = —h(V — iA1)? + O(h%). Déterminons une
solution formelle sous la forme :

unly) = Y hhu(y),
520 16.36
u(h) = h)_ ki .

J=0

Avec cette expression (16.36) de wuy, la condition de Neumann (16.35) s’écrit :

Z %3 Lt (y) = 0 sur IV (16.37)
[n|>0

Annulons les coefficients des puissances de h3 dans la relation Pyup, = p(h)uy, avec la condition de
Neumann (16.37).
L’annulation du coefficient de h s’exprime :

—(V—iAYu(y) = pouoly) sur €,
{ Ou = 0 sur IV (16.38)

Nous choisissons pour pg I’état fondamental de la réalisation de Neumann de I'opérateur —(V—4.4')?
sur €, et pour uy un vecteur propre normalisé associé. Comme rot . A! = B, alors nous déduisons :

po = B(S1)p(en). (16.39)

De plus, par changement de jauge éventuel, le comportement de 1’état fondamental ug est décrit
par le Théoréme 9.1.

k
Annulons maintenant le coefficient de h'T2 avec k > 1 :

k
~(V = iA"uy(y) = jz_:ol‘j“ki(y)— Ljuj sur Q, (16.40)

Our = 0 sur IV.

Dans la relation (16.40), Lf est un opérateur d’ordre 2 obtenu en développant les sommes dans

I'expression (16.34) de Pj, et en ne gardant que les coefficients d’ordre B Le systéme (16.40)
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s’écrit aussi :

k k-1
(—(V =AY — po)ur(y) = > pjue—j(y) — > Lhu; sur Q, 16.41
Pt ~ (16.41)
dyup = 0 sur IV
D’apreés (16.41), 'annulation des coefficients de h% conduit au systéme :
(—(V —iA")? = po)ui(y) = muoly) — Liuoly) sur £, (16.42)
auul =0 sur FI’ .

en supposant que u1ug — Lug est dans L?(€2), régulier et & décroissance rapide. De telles conditions
vont permettre d’itérer le procédé de construction des coefficients py et des fonctions ug. Afin de
satisfaire la condition d’orthogonalité <u1u0 — Liuy, u0> L2(5) DOUS choisissons p1 :

p = / Liugtg dz. (16.43)

Qay

Nous choisissons u; solution de (16.42) et déterminons récursivement uy et uy tels que :

N N
(15 - Zhgﬂk) Y hiu, = OR). (16.44)
k=0 k=0

Il reste & justifier I’existence d’une solution au probléme :

(Paga, —po)u = f sur Qq,
du = 0 sur IV (16.45)
anl uuyg dr = 0,

pour f € L?(Q,) tel que / fug dz = 0, en notant (ug,up) 'état fondamental associé a Paq,,
Qs

et de déterminer la régularité et décroissance de la solution u (cf [40, 71]).
N

k
Il suffira ensuite de tronquer la somme partielle Zhiuk afin de montrer une estimation de la
k=0

forme :
N+41

d(o(P), p (1) = d(o (P pave),n™ (1) = O (h*F),

N
en définissant pV(h) = Z hguk.
k=0






Chapitre 17

Conclusion

A T’aide d’outils théoriques et numériques, nous avons rappelé et approfondi, au Chapitre 2 de la
premiére partie, I’étude de la famille d’opérateurs H(¢) = D? + (t—¢)? sur RT, construisant notam-
ment un quasi-mode en utilisant une méthode des différences finies. Nous avons ainsi obtenu une
valeur approchée de O, bas du spectre de la réalisation de Neumann de —(V —iA4g)? sur R x Rt
4 105 prés. Nous savions, d’aprés [41], que Oq était le bas du spectre essentiel de P Ao, RxR+ €t nous
avons établi, en généralisant le Lemme de Persson au Chapitre 3, que ©q restait le bas du spectre
essentiel de Py, 0, pour tout secteur angulaire Q, @ €]0,2r]|. Munis de cette information, nous
avons construit au Chapitre 4 des fonctions tests d’énergie inférieure & ©( sur des secteurs d’angle
voisin de %, montrant ainsi que p(a) est une valeur propre sur |5 — €, ].

Nous complétons ces résultats dans la deuxiéme Partie en donnant un développement limité
de u(a) au voisinage de 0. Ce résultat se base sur I’étude intermédiaire de deux opérateurs et
la construction formelle d'une fonction U(®) = Zoﬂ u; et d'un réel ule®) = Zaj m;, tels que

320 Jj20
Py, 0. U() — ;()7(0) = 0, au sens o les coefficients uj, m; sont choisis de maniére a annuler
chaque puissance de « apparaissant dans (5.23). Cette construction explicite donne un quasi-mode
de la fonction propre associée a p(a). En outre, nous avons établi le comportement exponentielle-
ment décroissant des états propres. Les résultats de ces deux premiéres parties montrent ainsi que
() est une valeur propre pour tout a €]0, 5.

L’étude de la troisiéme partie a permis de mettre en ceuvre une méthode numeérique déterminant
le bas du spectre de I'opérateur Py, o pour un domaine {2 n’ayant qu'un sommet de plus petit angle.
Cette construction présente I’avantage de contrdler I’erreur commise entre la solution numeérique et
la solution exacte & ’aide d’estimateurs a posteriori (cf Annexe A) et d’utiliser les techniques de raf-
finement de maillages particuliérement adaptées lorsqu’une quantité est trés localisée. La méthode
que nous avons proposée ici conforte 'idée de la stricte monotonie du bas du spectre p(a) pour
a €]0, 5[ et est cohérente avec I'asymptotique pour o — 0 démontrée a la Partie II. Nous avons
également illustré le comportement exponentiellement décroissant de 1’état fondamental pour des
domaines & coins.

A T'aide des informations obtenues théoriquement et numériquement sur u(ca), nous avons dé-
duit, a la Partie IV, le comportement asymptotique de u(h, B,Q) pour un domaine £ & coins et
précisé la localisation de l’état propre associé. Ce résultat compléte ceux de Helffer-Morame [60] qui
analysent ’effet de courbure des domaines réguliers. Nous obtenons ainsi la localisation de 1’état
fondamental au coin d’énergie la plus basse. Notons que les résultats théoriques et numériques nous
incitent & penser que p est une fonction strictement croissante de |0, 7] sur |0, ©g]. Si cette monoto-
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nie est justifiée, la localisation de I’état propre associé a p(h, B, ), pour I'opérateur Py p4,.0 avec
B > 0 constant, a lieu dans le plus petit angle du domaine Q. Sous I’hypothése de simplicité de u(a),
nous avons établi au Chapitre 16, la simplicité de u(h, B, ) pour h assez petit et un développement
formel de p(h, B, ) selon les puissances de h%, pour un domaine €2 tel que ’état fondamental n’est
localisé qu’en un seul sommet. Pour justifier rigoureusement le développement formel de u(h, B, ),
il est nécessaire d’analyser davantage la régularité des solutions [40, 71].

Malgré les informations apportées sur p(a), nous ne savons pas pour linstant démontrer sa
stricte monotonie de 0, 7] sur ]0, O], méme si celle-ci est largement admise dans la littérature phy-
sique.

Nous avons ébauché une méthode heuristique laissant penser que ’état propre de Py g4, p» ol
P" est un polygone & n coOtés, est réparti «en général» sur chaque sommet. Il serait intéressant
d’illustrer numériquement ce résultat et d’étudier la localisation pour des domaines ayant plusieurs
sommets d’angle minimal, en admettant la monotonie de u. Notons toutefois que sauf dans le cas
ol il y a des symétries, la localisation devient extrémement instable. Pour I’étude semi-classique de
Iopérateur de Schrodinger, nous avons 'effet appelé par B. Simon : «la puce de 1’éléphant» illus-
trant ce phénoméne dans un cadre voisin. Lors du traitement numérique, nous devrons construire
de nouveaux estimateurs d’erreurs en tenant compte de la multiplicité de la premiére valeur propre.

Enfin, I’étude de la simplicité développée a la Section 16 peut servir & étudier les branches
de bifurcation de I’équation de Ginzburg-Landau (1.1) pour des domaines particuliers en utilisant
[19, 37, 38].



Annexe A

A posteriori error estimator

Abstract

The ground state for the Neumann realization of the Schrédinger operator for constant and suffi-
ciently large magnetic field presents a localization in the boundary of the domain and particularly
in the corners where the angle is minimum. As the solution decreases exponentially fast away of the
corner, it is rather difficult to catch it numerically. A natural idea is to try using a mesh refinement
method coupled to a posteriori error estimates. The purpose of this paper is to provide such an
estimator adapted to the problem.

Keywords : Eigenvalue problem, a priori error estimate, a posteriori error estimator.

A.1 Introduction

A lot of papers have already been devoted to the Schrodinger operator with magnetic field among
which we can quote those of Bernoff-Sternberg [17], Lu-Pan [78, 79], Helffer-Morame [59, 60] in the
case of regular domains. Our goal is to establish similar results in a domain with edges. Physicists
such as Brosens, Devreese, Fomin, Moshchalkov, Schweigert and Peeters and mathematicians like
Jadallah and Pan contribute to the study of this problem in recent literature [34, 68, 70, 83, 94].
A more general theoretical study can be found in [25, 26] where it is proved the ground state is
exponentially decreasing outside corners with smallest angle for a constant and large magnetic field
and where the behavior is precised according to the smallest angle and given an asymptotics of the
eigenvalue for angle tending to 0.

In order to have a deeper understanding of the behavior of the first eigenvalue and eigenvector, we
employ numerical tools.

Hornberger and Smilansky [65] use a boundary integral method to compute the first eigenvectors.
Their method is readily available for regular domains but may probably be extended in the case of
non smooth domains.

Here, we only deal with the finite elements method which is more natural. Since the first eigenvec-
tor decreases exponentially fast away of the smallest corner and is localized in a small neighborhood
of the boundary, a numerical data processing is quite difficult and the problem is badly conditioned.
So it is necessary to find a criterion which permits to know, using only computed numerical solution
and data of the problem, if the numerical solution is close to the exact solution with a prescribed
accuracy.

The fundamental tool is the a posteriori error estimator which allows to be more specific about local
error and permit to adopt adaptive mesh-refinement techniques.
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A posteriori error estimators have been studied in several domains. We can quote works of

Babuska [10, 11], Bernardi-Métivet [16], Bernardi-Métivet-Verfiirth [15], Verfiirth [100] who tries to
make a more systematic analysis of any problem. He begins with the Poisson equation with mixed
boundary conditions and pursues with the nonlinear equation F(u) = 0. This permits to determine
a posteriori error estimates for quasi-linear equations of second order or some eigenvalue problems
for operators such like =V - (AV) + d (cf. Proposition 3.10 and Proposition 3.17 in [100]) but these
estimates present a great drawback because they only hold if the numerical solution is sufficiently
close to the exact solution. Then, to obtain an efficient estimator, we propose a result where this
condition does not appear.
Furthermore, it seems that a posteriori error estimators for eigenvalue problems have not yet been
found in generality and we can’t deal with an eigenvalue problem as with the problem F(u) = 0. As
we will see later and particularly in Section A.3, we have to use other methods. In this paper, we
propose an a posteriori error estimator in the case of the Neumann realization of the Schrédinger
operator with constant magnetic field.

This paper consists of two major parts. In Section A.4, we adapt techniques of Verfiirth. In order
to do that, we use a functional F' whose definition and study are developed in Section A.3.2. To deal
with this functional, we need an estimate of the gap between the numerical solution and the exact
solution. This point is analyzed in Section A.3 and Theorem A.4 gives the main result. We notice
that the classical techniques to obtain a priori estimates are not optimal here because the problem
is not linear and particularly, we can’t use Céa’s Lemma. To this mind, the Section A.3 and more
precisely Section A.3.1 consists of an original analysis to the error estimate. The great point to
obtain equivalent estimate is the fact that the operator is self-adjoint and we use a decomposition
in a orthonormal basis composed of eigenvectors. Lemma A.4 gives a priori estimates but contrary
to what is happened in the linear case, estimates of the norm in L? and in H' of the gap between
the exact solution and the numerical solution have the same order. We develop this method in
Section A.3.1. Let us begin with some notation in Section A.2.

A.2 Notation and results

A.2.1 Physical problem

Let Q be a bounded, open and polygonal set in R2. We denote by I the boundary of Q and v the
unit outer normal where it is well defined. We consider the magnetic potential A with a constant
magnetic field B defined by :

A = —(—.’132,131). (Al)
We denote :

Vi = ——A (A2)

We are interested in the Neumann realization of the operator —V? from C§°(€), which is the
restriction to Q of the functions in C®°(R?) with a compact support. We define the sesquilinear
form @ in the form domain :

Y:= H4(Q) = {u € L*(Q)|V.4u € (L*(Q))?}, (A.3)

by :
a(u,v) = / Vau-Vpvde, Yu, v € H}L‘(Q) (A4)
Q
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The sesquilinear form a is semi bounded from below and so a admits a unique self-adjoint extension
—Ag= _Vit defined on the domain :

DN(—A4):={u € Hy(Q)| Viu € L*(Q), v- Vau,, = 0}.
Furthermore, due to integration by parts, the following relation holds :
Vu € DN (=A4), Yo €Y, (—Aqu,v) = a(u,v). (A.5)

For every open set w of {2, we denote by vy the boundary of w, L?(w), H(w) and H%(w) the Sobolev
spaces with the norms :

1/2
I8lle) = { [ 107 daz} , (4.6)

1/2
Wl = { [0+ V) as} (A7)
w
1/2
Wl = {07+ 1900+ 19202 do}h (A3)
w
As  is bounded, the norms || |[f1(,) and || ||H}4(w) are equivalent, like the norms || ||g2(,) and

11222 () -

Our goal is to determined the ground state for the operator —A 4. So, denoting by X: =R x Y,
the weak formulation of the problem is :

/VAU-VAU = )\/uﬁ,
Find (\,u) € X s.t. V(u,v) € X, Q Q (A.9)
/ WP = 1.
Q

We can not determine explicitly an exact solution of this problem (A.9), so we look for a
numerical solution and want to determine the gap between the exact solution and the approximate
solution given by the finite elements method.

We use the same notations as Verfiirth [100], p. 7-8. Let T, h > 0 be a family of triangulations of
Q filling the following conditions :

1. Any two triangles in 7} share at most a common complete edge or a common vertex.

2. The minimal angle of all triangles in the whole family 7} is bounded from below by a strictly
positive constant.

Let P'(73) be the space of all continuous, piecewise linear finite element functions corresponding to
Th, and Yj: = P2(T}) the space of all continuous, quadratic finite element functions corresponding
to Tp. We denote by Xj: =R x Y}, and consider the following eigenvalue problem :

Vaup -V, = X / URTp,
Find (/\h,uh) € X}, s.t. V(,uh,vh) € Xy, Q Q (A.lO)
[ 1l

= 1.
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A.2.2 Notation

For any element T of the triangulation 7y, we denote by £(T') and N (T') the set of its edges and
vertices respectively and we define :

&= &), M= | N(D).

TET TET,

For T € T, and E € &, we define pr, hr and hg their radius of inscribed circle, diameter and length,
respectively. We assume hr, hg < h. We remark that if the triangulation satisfies the condition 2,
then the ratio Z_}T; and l’ZTT, are bounded from below independently of h for every T', T' € T, such
that N'(T) NN (T") # 0, and for every E € E(T).

We split &£, and N}, as follow :

En=EnaU&hr, Np=NpoUN,r,

with :
gh’Q: = {E S 5h|E C Q}, 5}1,1'*: = {E € gh‘E C P},
Nh’Q: ={z € Nh|.'L‘ € Q}, Nh,l“: ={z € Nh|.’£ eI}

For any E € &, we denote by N (FE) the set of its vertices. For T € Ty, E € &, and z € Ny, we
define :

wr:= U T':  elements with common edges with T,
E(T)NE(T")£D
WE = U T - elements which admit E as edge,
Ee&(T")
Wyt = U T - elements which admit = as vertex,
ZEN(T")
wr:= U T' : elements with a common vertex with T,
N(T)N(T") 0
WE:= U T' . elements with a common vertex with F.
N(E)ON(T")£0

For any edge E € &, we associate a unit vector ng (equal to v if E C T'). For any E € &, o and
¢ € L?(wg) such that ¢, is continuous on T" for any 7" C wg, we denote by [¢]r the jump of ¢
across F in the direction ng.

We now recall a property of the interpolation operator of Clément denoted by I and given in
[35, 32].

Lemma A.1. There exists a constant ¢ depending on the regularity parameter of the triangulation,
such that for every u € H*(Q), for every T € Ty, and for every E € &, :

llu = Inul|p2ry < chrllull g, (A.11)
llu — Inullp2my < chil’lullm @p)- (A.12)

A.2.3 Main result
For any (A, u), (u,v) € X, we define :

1O w)llxz= {2 + [l 7, 3%, (A.13)

(FO\w), (4, 0)) : = /Q (V.41 - Voav — ) + o (/Q 2 — 1) . (A.14)
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Our goal is to find (A\,u) € X and (Ap,up) € X} such that :
V(p,v) € X,  (F(\u),(u,v)) = 0, (A.15)
V(ph,vn) € Xny  (F(Anun), (B vn)) = 0. (A.16
We introduce the a posteriori error estimator :

2
n%: = h%/ |—V?4Uh — )\huh| + Z hE/ |[’)’LE . VA’u,h]E|2 . (A17)
T Ee&(T)NEnq E

~—

As we see in the following theorem, the estimator nr has a fundamental role to see if we are close
to the exact solution or not and to increase accuracy of the numerical solution :

Theorem A.2. Let (A\,u) € X be a solution for the problem (A.15) and (Ap,un) € X be a
solution for the problem (A.16) such that A and A\, are the smallest eigenvalues of the continuous
and discrete operators. Then, there exist hg > 0 and constants c1, co which depend only on the
reqularity parameter of the triangulation such that for all h < hy :

1/2
A = An| + lu = up|| g1 0) < > ; (A.18)
n=n
1/2
> g < cof[A = Anf + [lu — unll gy ) }- (A.19)

TeTh

Remark A.3. Theorem A.2 holds also for a simple eigenvalue A : there exists R > 0 such that if
(A, un) is a solution of (A.16) with ||(A — Ap,u —up)||x < R, then (A.18) and (A.19) hold.

A.2.4 Scheme of the proof of Theorem A.2

We want to use the same scheme as Verfiirth [100], p. 81-84 for the eigenvalue problem for the
operator —V - (AV) + d with a Dirichlet boundary condition. The fundamental point is the study
of the functional F' and particularly, we have to find a neighborhood of (A\,u) € X on which the
differential of F', denoted DF' is invertible. We will use DF' to estimate the gap between F'(A,u) and
F(A\p,up) and we have first to establish an a priori estimate in Section A.3 of ||u — up||. This is the
great difference between our problem and examples presented by Verfiirth because our problem is
not linear and we can’t use classical argument such as Cea’s Lemma. The study of the functional F' is
presented in Section A.3.2 and will be used to follow the same techniques as Verfiirth in Section A.4
to propose an a posteriori error estimator.

A.3 A priori estimates and applications

A.3.1 A priori estimates

To obtain a priori estimates, we use the self-adjointness of the operator. The Neumann realization
of the Schrédinger operator —A 4 with constant magnetic field is self-adjoint with compact resolvent
and so we can decompose each function of DV(—A 4) in an orthogonal basis of eigenvectors. This
argument to obtain Theorem A.4 does not seem to be usual and we give further details in the
following. The estimate of the gap between F'(X\,u) and F(Ap,up) allows to deduce an estimate of
(A1) = (An, un)l|x-

We estimate ||u — Uh||H}4(Q) and |\ — A\p| according to h using a spectral decomposition of the
functions :
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Theorem A.4. There exists a constant C such that for solutions (A,u) and (Ap,up) of pro-
blems (A.15) and (A.16) respectively where X and A\, are the smallest eigenvalues of the continuous
and discrete operators, the following upper bounds hold :

IA

[|lu — wall o) Ch,
A= < CrA.

Proof : We use the same name C for constants even if it can change at each line. As u is an
eigenvector of —A 4, u is in the domain of the operator, and so, in particular, u € Hi(Q) We
denote by Zpu the interpolation of u by a function of Po(7},). There exists a constant C such that :

Ch|u|H2(Q). (A.21)

[[lu — Zhul|2 )

<
IVa(u — Zpu)l|r20) <

To justify the second estimate (A.21), we use the equivalence of the norms H}(2) and H'({2). The
first estimate (A.20) gives the bound :

1 — Ch? < ||Tpullr2 ) < 14 Ch2. (A.22)
We denote by ug = u, u1, ... an orthonormal basis of eigenvectors for —A 4, associated to eigenva-
lues Ag = A, A1, ... in increasing order. We decompose Zpu in this basis :
Ihu = Z QUG-
i>0

We express u — Zypu, estimate ||u — Zpu||r2(q) and ||V .a(u — Zpu)||r2(q)

u—Tpu = (1—a0)u—Za,~u,~,

i>1

o= Thulfag = 1= a0+ lauf? (4.23)
i>1

IVau =Tl oy = ML= aof + 3 Aol (a.24)
i>1

Taking into account Relations (A.20) and (A.21), coupled with (A.23) and (A.24), there exists a
constant C such that the following upper bounds about the coefficients «; hold :

I1—aof* < ChY, (A.25)
> lail? < Cn, (A.26)
i>1
Al —al* < CR?, (A.27)
D hilal” < Cw (A.28)
i>1

We write now the decomposition of u, in the basis (u;)i>0 :

up =Y Bt

i>0
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Multiplicating u by a complex of modulus 1, we may assume g is a nonnegative real number. With
this assumption and since ||uh||%2(ﬂ) = 1, we deduce 0 < fy < 1. The min-max principle leads to :

IV 40[32(q
A = ln f,
veH, () HU“L?(Q)
||VA'Uh||%2(Q)

1n )
v, €P2(Th) thHLQ(Q)

We easily deduce :

IV aZyul[72 (g
A< A = || Vaun|lf — A.29
< =[Vawlliae < Tz (4.29)
We are able to estimate ||V 4Zpul|2, by using Relations (A.21) and (A.25) :
19 aZueloay = |Vaul sy + 11Tt = )|y + 2 | Vs Tl =) da
= A+ [[Va@hu —u)l[F2g) + 22 ag — 1
< A+ CH, (A.30)
From the bounds (A.22), (A.29) and (A.30), we get an upper bound of Ay by A + Ch?
A< A <A+ Ch2 (A.31)

So we can deduce the bound on the eigenvalues A and Ap, stated in Theorem A.4.

Let us take again Relation (A.29) and look at the relations obtained with the coefficients 3;. We

know that HVAuhH%Q(Q) = Z Ai|Bi|?. Therefore, from (A.22) and (A.29)
i>0

A=Y NGl < VAlZn H”(”’ < | S Mleal? | 1+ CR2). (A.32)

i>0 HI’LUHP(Q) i>0

Since the eigenvalues \; are in increasing order, up is normalized and fy is a real number, we notice
that

1> B> =6=1-> 1Bil*>1- —ZA 1Bl (A.33)

i>1 z>1
We deduce from (A.32) and (A.33) that

1
82 1= [+ O T il 38| 2 (1= el ) =5 S Ml + 3-8 -l (A34)

A1 i>0 i>1

Reporting (A.28) into (A.34), we obtain

A A
1—— B > 1—i|ogo|2 —Ch*=(1-) 4+ (1 —|ao]?) — Ch2. (A.35)
A1 A1 A1
It comes immediately by normalization of uj and Relation (A.25) that :

1>p2>1-CH. (A.36)
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Since 1 = Z |Bi|%, we deduce that :
>0

0<1-pB <Ch and ) |Bi|* < Ch’. (A.37)
i>1

Let us compute ||u — uhH%z(Q) by using (A.37) :
Il = unl|Zagq) = 11 = Bol” + Y 1Bil* < 20k (A.38)

i>1

We now compute ||V 4(u — uh)||%2(m by using that Z XilBil2 = An
i>0

IVl —un)llF2() = A1 = Bol* + D MilBil* = 2X(1 = Bo) + (\n — A) < CR%. (A.39)
i>1

And thus, ||V 4(u —up)||p2@) < Ch. O

Remark A.5. It is interesting to note that we have the same power of h for the norms ||u—us||r2(q)
and ||V A(u — up)|[r2(q) in (A.38) and (A.39). This is very different of what happens in linear
problems for which the L?-estimate is better (typically in h?).

Let us also note that the a priori estimates of Theorem A.J hold just for the smallest eigenvalues.

A.3.2 Study of the functional F

Let us give some properties of the functional F' :

Lemma A.6. Let (\,u) € X be the solution of problem (A.15), then the differential DF (A, u) is
an isomorphism from X onto X*.

Proof : We begin with the calculus of the differential DF at the point (A, u). Let (1,v) € X and
(v,w) € X, then :
(DFE (M u)(p,v), (r,w)) = / Vav -V w — (Av + pu)w + 2vuv. (A.40)
Q
To justify the fact that DF(\,u) is an isomorphism from X onto X*, we will use the following
theorem given in [32] p. 131 :

Theorem A.7. Let U, V be two Hilbert spaces, then the application L:U — V' is an isomorphism
if and only if the associated sesquilinear form a:U XV — R satisfies the three following conditions :

1. Continuity : there exists a constant C such that :
V(u,v) €U x V, |a(u,v)| < Cllullv|lv]lv.
2. Inf-Sup condition : there exists a constant v > 0 such that :

inf sup 12V S
wel yev ||ullu||v]|v

3. For allv €V, v#0, there exists u € U such that a(u,v) # 0.
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Let us apply this theorem by choosing U = V = X and for the form a the differential form
DF(X,u). We have to verify each condition of Theorem A.7 :
1. Continuity : we consider (u,v), (v,w) € X and estimate :

| (DF(A,uw)(p,v), (v,w)) | =

<|[Vavllp2@[IVaw||p2 @) + (Aol 22y + [BD[wllz2@) + 2|v[l[v]|22 @)
< (4 + N[ 0)| x| (v, w)]|x-

/V_A’U'VA’UI— (M + pu)w + 2vuv
Q

The condition 1. holds.

2. Let us verify the Inf-Sup condition. We want to prove that there exists a strictly positive
constant « such that for all (u,v) € X, there is (v,w) € X with (DF (X, u)(p,v), (v,w)) bounded
from below by a|(x, v)||x||(v,w)||x. In order to show this, we establish the lower bound for some
(v,w) € X, dependent on (u,v) and so deduce a lower bound by taking the upper limit. We
decompose v and w in the form : v = qu + ¥ and w = fu+ w with ¥ and W in the space orthogonal

to u, so, in particular / ud = 0, / uw = 0 and since (\,u) is solution of the problem (A.15), we
Q

Q
also deduce that VAuV 40 =0 and / V auV 4w = 0. Thanks to these remarks, we deduce the
Q Q
norm in X of (u,v) and (v,w) :
()5 = IIVa0ll229) + [I0][72(0) + #°

= |IVadllt2(q) + |[8][720) + A+ 1) + 1%,
I wkx = [[Vaw|[faq + wl|F2q) +7°

= ||[Vad|Z2(q) + ]2 + (A +1)8° + 02
We compute the form (DF(X, u)(u,v), (v, w)) :
(DFO,u)(i,v), 1 w)) = o /Q (V.au - Vaw — M)
+/QVA'TJ-V—A1U—(/\'5+MU)E+2V04
= O—l—ﬂ/ﬂ(VAﬁ-V—Au—)\@ﬂ)

+/ (VAT)-VAU"J— ()\1")+uu)5) — uf+ 2va
Q

/ (VAB - V410 — A5) — pfB + 2vc.

Q

We choose (v, w) € X such that w =9, 8 = —p and v = « and estimate (DF (A, u)(u,v), (v,w)) :
<DF(/\7IU')(/1’3 U)a (Va w)) = ||VA6||%Z(Q) - A||IE||%2(Q) + HQ + 2&2. (A41)

We bound from below ||VA17||%2(Q) —)\HT)H%Z(Q) according to ||9[|3,, )" Let 6 €]0, 1] to be determined
A
later. Then :

- - - - A
IV49|[2 () = M8l 720y = 8IIV.AD|[[ 20y + (1 = 6) (”VA'U”%Z(Q) - mHUH%?(Q)) - (A42)
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We know that A is an eigenvalue of —A 4, then the second eigenvalue A; is given by the min-max
principle :

Vadll?
Al = 1mn 7H QHLQ(Q) (A43)
peHL (MN<u>L,#£0 ||¢||L2(Q)
As we have decomposed w so that @_Lu, we so bound from below ||V 45||2, @ °
IVadllo) > Mllollz ) (A.44)
@) @)
We plug the estimate (A.44) into (A.42) :
- - _ A ~
IVl — Ml 2 BIVadlaey + 1= 9) (3 - 125 ) il
> 0l|Vadllzay + (1= 8)A = NI5llZ2 () (A.45)
Choosing § such that § = (1 — d)A1 — A, then
AL — A
J= 0
A+1 >0
and the lower bound (A.41) becomes :
AL— AL
<DF()‘7IU')(Ma 'U)a (V7 w)) > ﬁ“vl‘%[}“(g) + N2 + 20(2. (A46)
We have now to compare ’)\\Ei‘HTJH%{l @t u? + 20 with the product of norms of (u,v) and (v, w).
A

With the choice on (v, w), we have :

1 w)l& = 112l 2 g + A+ D + 2.

This implies that || w)]lx | (2, ) x < [13][%s (g) + (A+1) (4 +a?). We take y = inf (ﬁ—j%ﬂ)
then :

AL — A
A +1

181, 0y + 12 +202 > (1513 q) + (47 + DA +1))

2 (s o)l x [l (v, w)[|x-

\%

We so have proved that for all (u,v) € X :
| <DF(’\3U')(/1"U)’ (Vl’w1)> | | <DF()"u)(:u'aU)7 (V’w» |
|| (v, w)][x

Y[ (1, v) || x

sup
(viw1)EX [[(v1, w1)|[ x

Vv

and the Inf-Sup condition holds.

3. Let us justify the last condition. Let (v,w) € X, we decompose w in the form w = fu + @
such that wlu and we consider :
(,v) = (=B,vu+ ) € X.
As we have seen in the justification of the Inf-Sup condition, we have :
[ (DF (A, u)(p,v), (v, w)) |
(v, w)l|x [ (s, )| x

so, particularly, (DF (X, u)(p,v), (v,w)) # 0, and then the third condition holds.
We get that DF()\, ) is an isomorphism from X onto X* and the proof of Lemma A.6 is achieved. OJ

v >0,
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Corollary A.8. Let (A, u) € X be the solution of problem (A.15), so there exist R > 0 and constants
c1 >0 et cg > 0 such that for any (u,v) € Bx((A,u), R), the following bound holds :

il [F (g, )l x+ < [[(Aw) = (1,0)|[x < eof[F (s, 0)]|x+-

Proof : First, we show that DF is Lipschitz-continuous in (A, u). Let (A1, u1), (4,v), (v,w) € X and
estimate (DF(A, u)(4,v) — DF (A1, u1) (1, v), (v, w)) , according to [[(AX, Au)||x[[ (s, v) || x || (v, w)||x
by denoting :

(AN, Au) = (A1 — A\ u1 — u),

then :
[(DF (A, u)(p,v) — DF(A1,u1)(p,v), (v,w))| = ‘/Q()\l — ANvw + p(ur — w)w + 2v(u — up)v
4| (AN, Au)||x [ (1, )| x[| (v w)]]x -

VAN

Then, for any (A1,u1) € X,

IDF(\u) — DF(A,un)logxxe)
! < 4. A.AT7
o0 = Onadlly S (A.47)

We have already seen that DF (A, u) is an isomorphism, so we can express (A1,u1) with (A, u) by :
(AA, Au) = ()‘laul) - (A,’U,)
1
= (DF(\,u))™ ! (F()\l,ul) +/ (DF (A, u) — DF((A,u) + t(AX Au))) (AN, Au) dt).
0

This expression gives an estimate of the gap between (A, u) and (A1, u1) according to the triangular
inequality and Relation (A.47) :

1
I(AX, Au)llx < [I(DF,u) ™ | eexe,x) (IIF(M,M)IIX +4/O t dif|(AN, AU)H%()
< IDFOu) ™ leee,x) (IO un)llx + 2/[(AX, Au)|[%) -

We take 0 < R < Ry:= s then for all (A1, u1) such that (A,u1) € Bx((A,u),R) :

1
4[DF(u) g (x*,x

IDFw) e xol1F (A, u) |l x-

A —(A <
(A1, u1) = (X w)l|x < 1 —2R|[DF(\,u)~ | (x x)

< 2[DF (A w) | g x)l1F (A ua) | x+-

(A.48)
We now have to prove the second inequality. Let (u,v) € X with ||(g,v)||x =1, then :

(F(A1,u1), (pyv) = (DFl(A,u)(A)\, Au), (p,v)) +
< /0 (DF((\u) + H{AN, Au)) — DF(\ 1)) (AX, Au)dt, (,u,v)> .

We deduce an upper bound of ||F(A1,u1)||x- :

1
1F (A, w)llx- < ||DF(>‘aU)HL(X,X*)||(A)‘aAU)HX+4/0 t dt||(AX, Au)[%

< AIDFOu)l| e, x| (AN, Au)|[x + 2[[(AX, Aw)|%.

Taking 0 < R < Rg:= HDF()"U)QHE(X’X*), we see that for all (A,u1) in Bx((A,u), R) :

1A, u1)llx= < (IIDFX w)lleex,x) + 2R) [I(AX, Au)l[x < 2[[DF(X, w)l|cx,x)l|(AN, Au)|x .
(A.49)
Choosing R:= min(R;, Ry), Relations (A.48) and (A.49) justify Corollary A.8 with the choice
c1 = 3|IDF(\u)l| £ (x x-y and ez = 2[[(DF (X, u)) ™[ £(x,x)- O
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A.4 Adaptation of Verfiirth’s techniques

A.4.1 Shape functions and associated properties

For every T € Tp and E € & o, we define the triangle-bubble function by and the edge-bubble
function bg like Verfiirth [100] p. 9. We denote by Az 1, Ar2 and Ar3 the barycentric coordinates
of T'. We define the triangle-bubble function by by :

o 27)\T,1)\T,2)\T,3 on T
br = { 0 on Q\T. (A-50)

Given an E € & o such that wg = T1 UT,. We enumerate the vertices of 77 and T3 in the such way
the vertices of E are numbered first. We define the edge-bubble function bg by :

o 4>‘T¢,1>‘T¢,2 on Ti, 1= 1,2
be = { 0 on Q\wg. (A-51)

We can easily prove the following properties about functions by and bg :

Lemma A.9. Let T € T, and E € &,. Then :

suppbr c T, 0<br<1, maTbe(x) =1, (A.52)
S
suppbg Cwg, 0<bg <1, mea]j)j(bE(:E) =1, (A.53)
T
ahy < [pbr=5IT| < chf, (A.54)
2
Iz bE = ghE, (A.55)
eshy < [pnbe =T < chly, VT' C wg, (A.56)
IVbr|lrery < eshztlbrll2er), (A.57)
||VbE||L2(T') < C6hE11||bE||L2(T'), VT C wg. (A.58)
The constants c1,...,ce depend only on the smallest angle in the triangulation.
We consider a lifting prolongation operator P: L*(E) — L*(T) by :
Pu(z):=u(z'), Vz € T,z' € E s. t. \j(z') = \j(z).
We now give a particular case of Lemma 3.3 of [100] p. 59 :
Lemma A.10. There exist constants ci,...,c7 such that the following inequalities hold for all
TeTh E€&(T), uelly, ando € Ily, :
ubrv
ey < sup AT < fallgaqr, (A59)
’UEH0|T ||v||L2(T)
obeT
ol < swp AEET < ol (A.60
7€l L ||T||L2(E)
—1 -1
cshp [|brullpery < |[V(0ru)l[pory < eahg |[brullpe(r), (A.61)
cshy' b Poll2ry < ||V (0Po)|lp2y < cshy' [|bePol| 2y, (A.62)

166 Poll L2y < crhad |10l L2 - (A.63)
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A.4.2 Preliminary lemmas

We have defined the projector Ij, from HY%(Q2) onto P?(7,) and we consider Ry:= (0, I). We
denote by : .
Yh: = span{brv,bpPo| v € o, 0 €1 ,,T € Tp, E € Ep 0},

and Xhtz R x ?h,-
Lemma A.11. Let (A, up) € Xy, be the solution of (A.16) and (u,v) € X, then :

(F(Ansun), (1, v) (/{ V4 - /\h}uhv+ Z / ng - Vauplg ) (A.64)

TET
Proof : We estimate (F'(Ap,up), (i, v)) for (Ap,up) € Xp, the solution of (A.16) and (u,v) € X :
(FOmun)s o)) = [ T oo =M nf? 1)

= / V qup - VAU — Apup®,
Q

since (Ap,up) € X is solution of (A.16) so / |up|?> = 1. An integration by parts on each T C Q
Q

/VAuh Vv =— /VAuhv—i- Z /[nE V Aup)p 0.

Ec&(T

gives :

Furthermore, if E € &, r, then the term [ng -V gup], vanishes since we deal with the Neumann
realization. Indeed, if uy is an eigenvector of _Vita up, is in the domain of the self-adjoint extension
of —=V?,s0ng - V qup, = 0. We deduce :

(F(Anyun), (1, v) (/{ VAUh—)\huh}U+ Z /[nE V aup) g )

TeT

O

Lemma A.12. Let (Ay,up) € Xy, be the solution of (A.16), then there exists a constant C only
depending on the regularity parameter such that :

1/2

|(Id — Rp)*F(An,un)|[x- < C 4 > 0t : (A.65)
TETh

Proof : We begin with writing the definition of the norm ||.||x~ :

= sup  (F(An,un), (1,0) — Ralp,v))
(0| x =1

= sup <F()\h,Uh),(,U/,’U —Ih’U)) : (A66)
10| x =1

|(1d = Rn)" F(An, un)|| x

We compute the last term of (A.66) by using Lemma A.11 :

(F(An,up), (4,v — Ipv)) = Z {/( V4=n)un( (v — Iyw)+ Z / ng - Vaupg (v — Tyv)|.
TeT, =T E€&, onE(T)
(A.67)
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We estimate each term with a Cauchy-Schwarz inequality :

/T(—Vit = M)un(v = Inw)| < |[(=V% = Mn)unl| >y 10 = Tnollc2 o), (A.68)

/[nE V aunly (0 = Tn0) < (/ s - V. aun] )1||fu—1hfu||p (A.69)

We consider upper bounds (A.11) and (A.12) of Lemma A.1 to evaluate integrals / |v — Iv|? and
T

[ lv = Inv]? :

lv = Inol[2ry < crhr||vllm@r), (A.70)
o = Inollzgmy < i1l op)- (A.71)

We report these inequalities into (A.68) and (A.69) to obtain :

< cthr|[olla @l = Vaun = Munl| 2y, (A.72)

/ (=V2 — An)un(v = Tnv)
T

< eshid ||l 11 o) [l - V aun] Bl 12 (B)- (A.73)

[ 1 Vaunlp 0= Tow)
E

We report (A.73) in (A.67) and use the Holder inequality :

> [nE - Vauplp (v — Iw) < > H[nE'VAUh]Elle(E)||U—IhU||L2(E)
Ec&p ane(T)’ P EEE onE(T
< (J e AuhE|) ot ol o
EEgh nE(T
< Cz\l > hE/ [ne - V aun) | > klineg)

E€&y, Qﬂg E€&y, Qﬂg( )

We notice HU“%P(&E) < ||v|/3 (o) and deduce that there exists a constant ¢ depending on the
regularity parameter of the triangulation such that :

Y [l < dlvllinq)- (A.74)

Eeé‘h,gﬂé‘(T)

According to the inequality VA + v B < v/2v/A + B used in (A.67) coupled with (A.72), (A.73)
and (A.74), there exists a positive constant C' independent of the triangulation such that :

(FOnun), (v —Tw)) = 3 ( [ = = Mo =T

TET
+ Z /nE VAuh]E(U—Ihv)>
E€&n,an&(T)
< cnvnm(m(ZhT L 192 x?
TET

+ > hE/EHnE-VAuh]E\Z)%

EeEh,QOE(T)

2
< C’(Z 77%) ||U||H34(Q),

TET,
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since the domain  is bounded, and the norms H'(£2) and H(Q) are equivalent. So, we deduce :
1
2

(Fwnyun); (o = Iw)) <C [ Y- 0t | ol o)- (A.75)
TeT,

Let us come back to the calculation of ||(Id — Rp)*F(Ap, up)||x+ from (A.66) and (A.75) :

1/2
|(Id = R)*F (A, up)llx» < € sup Som | ellaye
lwollx=1 \ 77,
1/2
< Y m) (A.76)
TET

because ||UHH}4(Q) < \/|M|2 + HUHEL(Q) = ||(p,v)||x = 1. This last upper bound achieves the proof
of Lemma A.12. O

Lemma A.13. Let (A, up) € Xp, be a solution of (A.16), then there exists a constant C depending
on the reqularity parameter such that :

<F()‘h,uh)a (0,’0)) ]

nr < C sup (A7)
(O,U)E)E'h,supp'quT ||(O’ IU)HX
Proof : Let us give T € T, and E € £, 0 NE(T). We recall that :
2
nh = hQT/ |-Vaun = nun| + ) kg /E g - Vaurlel®. (A.78)
T

EES(T)ﬂgh,Q
We consider w € {T,wg,wr} and denote :
Yy ,:={¢ € Y| supp(¢) C w}.

We begin with the study of || — VZup — Apup||2(r) by using Lemma A.10. Relation (A.61) gives
the following upper bound for all v € II;, :

—1 ||bTU||L2(T)
¢, hy < ——————2 . A.79
SR [/ [y (A.79)
Then, for all v € Iy, :
_ [or0|| L2 ()| [(= V% = An)unl| L2
c1cy hrl|(=V% = An)un|2(ry < Zacy A @ (A.80)

[V (brv)|[L2(7)

Now we use the inequality (A.59) with u = —VZup, — Agup, :

/(—Vituh — Apup)brv
all(=V4 = M)upll2y < sup =L
vell), HUHLQ(Q)
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But, we know that 0 < by <1, so [|brvl|z2(q) < ||v||z2(q)- Then :

. -
1670l L2 /T(—VA“h — Antin)brv

—1 2
cic hT|| — V%up — Apupll 2 <
' A e < 8 Srolee Tllem
< sup Vo)l (FOmun), (0,br0)
vEH1|T

According to the construction of functions by, we deduce byv € Hg(T) and we apply the Poincaré
inequality. So there exists a constant Cq such that for all T' € 7j, and all function v € IIy|,, the
following inequality holds by using also the equivalence between norms H*(Q2) and HY(Q) :

IV (br0)[I£2(2) 2 Callbrvlluy, (@)-
Furthermore, if v € IIy |, then byv € ?h\T- This leads to the upper bound :

cicy bl = Viun — Munllrzy < C - sup (F(An,un), (0,9)) . (A.81)
EY} 1|10l lv=1

We now estimate the term ||[ng - V aunlg||p2(g)- We look at inequality (A.60) with o = [ng -
V aup]g. By the construction of the prolongation operator P, for all function o € Iy, the equality
Po, = o holds. Then :

/ [ng -V aup]gbeo / [nE - Vaup|pbpPo
sup ZE = sup 2E
o€y, lol|z2(z) o€l , ||[Pol|r2(m)
> clllne - Vauplellrzm)- (A.82)

But, according to Lemma A.11 with 4 =0, v = bgPo, we obtain :
/ [ng - Vaup|gbpPo = (F(\p,up), (0,bpPo)) — / (=V%up — Myup)bpPo.
E wWE
Then :

(F (M, un), (0,bpPo)) — / (—V2 — A)unbpPa

clllne - Vauplpllrz@m < sup “E . (A.83)
o€l \{0} ||PUHL2(E)
Relation (A.62) leads to :
g < hp'lbePol| )|V (0ePo)l 2y (A.84)
Using now (A.63), we deduce :
&Gollzhm = & 1IPollgd g < il lbePollg . (A.85)

We group together Relations (A.84) and (A.85) to obtain :

11 1/2) - hg ~
& ter hif lollamy <\ lIVOEPO . (A.86)
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We use this upper bound to study (A.83) which will be multiply by ¢ 1c7_ lh}E/Q and we will consider
each term separately.
We begin with the term :

1/2
sup hy” (F(An,up),(0,bpPo)) < he sup (F(An,un), (0, bEPa)). (A.87)
o€l ,\{0} C6€7 lollzaee hr semy \oy V(0P r2(r)

We use the Poincaré inequality on wg since bgPo € H, &(w &), S0 there exists a constant ¢ independent
of E such that :

(F(An,un), (0,bpPo)) (F(An,upn), (0,v)) .

sup <c¢ sup (A.88)
oemy \oy  [|V(bsPO)||L2m) (0)€ P, lolly
Look now at the term :
cglc;IthE/Q sup ||U||Z21(E) / (=V%up — Mup)bpPo
o€l \{0} wE

We know that 0 < bp < 150 |[bgPo||r2g) < ||o]|r2(m)- We use also Relation (A.63), we deduce
that :

HbE‘PUHL2(wE) < 2cry hTE”UHLQ(E)a
by defining hr,:= sup hr. Then :

Tewr
(=V%up — Apup)bpPo / (=V%up — Apup)bpPo
o sup /wE . < 27°hEhTE sup YE !
C6C7 ey, \{0} llollz2(k) - €6 oelly, \{0} 1bEPo|| 12w
< C sup <F(/\h’ uh)a (Oa ¢)) . (A89)

¢Ei}h‘UEa||¢||Y:1
Putting together Relations (A.88) and (A.89), we conclude that :
B2 e
2 sup  —E-||[ng - Vaunlellm) < | ¢y O sup (F(An;un), (0,4)) - (A.90)
UEHI\E\{O} CeC7 T ¢€Yh|wEaH¢HY:1

We just have to put upper bounds (A.90), (A.81) in the expression (A.78) of nr, so there exists a
constant C depending on the regularity parameter such that :

(F(An, up), (0,v))

nr<C sup (A.91)
(0,1])6)~(h ,supp vCwr H(07 U) | |X
This concludes the proof of Lemma A.13. O

Lemma A.14. Let (Ay,up) € Xy, be a solution of (A.16), then there exists a constant C depending
on the reqularity parameter such that :

1/2

S| <CIEGw )l (A.92)
TET
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Proof : From the definition of the norm and the assumptions on (A, up), we notice that :

[|F(An, un)|| 5«

= [[F'(An, un)llg--

So, for all € > 0 and all T' € T, there exists a function vr € Y}, with support included in &r such
that :

<F(>\h,Uh)( )) > 0, ,
F(\ F
sup (F (A, un), (0,0)) ‘ < ‘( (A, un), (0,v7)) L
(0,v)eXy, ,supp vCwr || O’,U ||X H(Ova)HX
We define the function :
=2 100, v7)[|x 0 vr HX

TeTh

then this function v is in ¥, as a linear combination of elements of Y}, and the norm of v in Y is
bounded from above by 1 by using the triangular inequality.
We take again the result of Lemma A.13 and sum 72 on elements of Ty, then :

~ F 2
0,0)€X;, ,supp vCw ||(03’U)HX
TeTh TcT;, (0,0)€X} supp vCwr
Using the functions v :
~ F 2
S o< Y (‘( ()\h,OUh),(U,UT))‘ +6>
TET, TET;, ||( 7UT)||X
2
< ¢ Z (F(An,up), (0,v7)) 4 2N
2 10 vr)]lx
< C*1{F((An,un)), (0,0)) |” + C°Ne, (A.94)

with N a upper bound of the number of the triangulation’s elements. Next, we take the upper limit
on (0,w) in Xj, :

<F(>\h,’u,h), (07 w)) 2

Z n < C? sup 100, w)[ x + C?Ne
TET, (Ow)eXp ’
< CUF (O un) %, + CPNe. (A.95)
So, making ¢ going to 0 leads to :
1/2
> nr < é||F()\hauh)H)2;a (A.96)

TETh

with C depending on the regularity parameter. O
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A.4.3 Proof of Theorem A.2

e We begin with justifying the first inequality (A.18) :
We estimate (F(Ap,un), (u,v)) for (u,v) € X such that ||(p,v)||x =1:

(F'(Anyun), (s0)) = (F( My un)s (150) — Ry v)) + (F Ay un )y B (1, 0)) - (A.97)

We estimate the second member (A.97) according to preliminary lemmas.
Lemma A.12 leads to an upper bound of the first term of (A.97) :

1/2

(F(Ansun)s (1,0) = Ru(mv)) < Ci8 Y mpp - (A.98)
TET

Furthermore, as (Ap,up) is a solution of problem (A.16), then for (up,vn) € Xp,

(F(An, un), (phs vn)) = 0.
But, for all (u,v) € X, the operator Ry, is defined so as to Rp(u,v) is in X}, so particularly :
V(p,v) € X, (F(An,un), Ru(u,v)) = 0. (A.99)
We report Relations (A.99) and (A.98) in (A.97) and obtain an estimate valid for all (u,v) € X,
this leads to the upper bound :
1/2

IFQn,un)llx- < G > mzp - (A.100)
TeTh

Let R given by Corollary A.8. If A and \j, are the smallest eigenvalues of the continuous and discrete
operators such that (A, u) and (Mg, up,) are respectively solution of (A.15) and (A.16), then applying
Lemma A .4, there exists a constant C' such that

A= Ap| < Ch? and ||u — unl| g1 (o) < Ch. (A.101)

So, if h is small enough, ||(A,u) — (Ap,un)||x < R, then Relation (A.100) and Corollary A.8 lead
to :

1/2

Iu) = Qnsun)llx < eq D mr g - (A.102)
TET,

But [A — Ap| + ||u — Uh||H}4(Q) <V2||(A ) — (Ap,up)||x, and we deduce :

1/2
A=l +llu —unllgi @ < V2eQ Doy - (A.103)
TET
e We have now to justify the second estimation (A.19) :
We have seen in Lemma A.14 on Relation (A.92) that :

1/2

S <lFGm )l
TeTy,
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But X;, C X so HF(Ahauh)”)”(; < ||F(An,up)||x*, this leads to the upper bound :

1/2

> < || F(An, up)||x+- (A.104)
TET

Using Corollary A.8 : if (u,v) € Bx((A,u), R), the following bound holds :

il [F(p, 0)l|x- < [N u) = (1, 0)|[x < cof [F (1, 0) ]| x--

Then, according to the a priori estimate (Lemma A.4),
(A u) = (A, un)llx <R

if the triangulation is thin enough so :
1/2

C
Z 7 SC—H(A,U)—()\h,Uh)HX-
TeT, .

A.5 Conclusion

We have given an a priori error estimate of the gap between the exact solution and the numeri-
cal solution. This estimate is useful to construct an a posteriori error estimator as in Theorem A.2.
This estimator can be used to improve numerical computations by using adaptative mesh-refinement
techniques. We hope to come back in a future paper to propose numerical simulations with this new
method, particularly to estimate the monotonicity of the bottom of the spectrum for the Schrédin-
ger operator with a constant magnetic field equal to 1 in an angular sector according to the angle.
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champ magnétique associé & A, B = rot A
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domaine de la réalisation de Neumann de l'opérateur P

{u € L?(Q)| Vi au € L*(Q), —V%Z’Au € L2(Q), v- Vh,auy, =0}
points du bord de € ou la normale v est définie

espace de Hilbert

D+ (t—(¢)?surRY, C€R

{u € L2(Q)|Vj =0,--+,k, (hV —iA)Yu € L2(Q)}

bas du spectre de la réalisation de Dirichlet de H(()

£(u,v) = [0 2(Dy — n) w(Dy —n) vt dt dn

2(Dy —)t(Dy — )
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n-eme élément du spectre de P; 1 o, donné par le principe du min-max

bas du spectre de D2 +(Dg, —z1)? sur ng DN avec condition de Dirichlet

sur l’arc de cercle et de Neumann sur les deux demi-droites



vn(T, p) n-iéme élément du spectre de PT?

Q ouvert de R? simplement connexe & bord lipschitzien

Qo secteur de R? d’angle a : Qq: = {z € R?|zq > 0, |z2] < tan $z1}

L secteur d’angle « tronqué par un cercle tangent aux points d’abscisse L
du bord du secteur Q, (cf Figure 12.1)

QN E%N secteur tronqué et translaté représenté a la Figure 9.1 :
QNDN. = {z € R?| (z1 + R, z2) € Qq \ B(0,R)} avec R = 2

Q(ep) demi-bande ]0, +o00[x | — 540, =
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ANALYSE MATHEMATIQUE DE LA SUPRACONDUCTIVITE DANS UN DOMAINE A COINS :
METHODES SEMI-CLASSIQUES ET NUMERIQUES.

Résumé :

La théorie de la supraconductivité, modélisée par Ginzburg et Landau, motive les travaux re-
latifs & 'opérateur de Schrodinger avec champ magnétique. L’objet de cette thése est d’analyser
I'influence de la géométrie du domaine sur 'apparition de la supraconductivité en étendant les résul-
tats existant pour des domaines réguliers & des domaines & coins. L’analyse semi-classique conduit
a étudier trois opérateurs modéles : la réalisation de Neumann de l'opérateur de Schrédinger avec
champ magnétique constant sur le plan, le demi-plan et les secteurs angulaires. L’étude des deux
premiers est bien connue et nous nous concentrons sur le dernier.

Aprés avoir déterminé le bas du spectre essentiel, nous montrons que le bas du spectre est une
valeur propre pour un secteur d’angle aigu. Nous explicitons le développement limité de la plus
petite valeur propre quand l’angle du secteur tend vers 0 et précisons la localisation de 1’état fon-
damental grace aux techniques d’Agmon.

Nous illustrons et estimons ensuite le comportement des vecteurs et valeurs propres & l'aide
d’outils numériques basés sur la méthode des éléments finis. La localisation de 1’état fondamental
rend le probléme discret trés mal conditionné mais 1’analyse des propriétés de 'opérateur et des
défauts des méthodes classiques permet malgré tout de mettre en ceuvre un algorithme robuste et
efficace calculant 1’état fondamental. Afin d’améliorer les résultats numériques, nous construisons
des estimateurs a posteriori pour ce probléme aux valeurs propres et utilisons les techniques de raffi-
nement de maillages pour localiser I’état propre dans des domaines généraux et étudier la variation
du bas du spectre en fonction de ’angle du secteur.

Mots clés : Opérateur de Schrédinger avec champ magnétique dans un domaines & coins, théorie
spectrale, analyse semi-classique, estimations d’Agmon, éléments finis, estimateur d’erreur a priori
et a posteriori, raffinement de maillages.

Classification A. M. S. : 35J10, 35J20, 35P15, 35Q40, 65N15, 65N25, 65N30, 81Q10




