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Chapitre 1

Introduction

La physique des systémes & (2 + 1) dimensions, ou systémes plans est
trés riche de phénoménes. En particulier, en physique du solide et en matiére
condensée, on rencontre beaucoup de situations expérimentales correspon-
dants a de tels systémes : systémes de charges et/ou vortex, superfluidité,
supraconductivité, films fins, et effet Hall lorsque le systéme est soumis & un
champ magnétique perpendiculaire.

Depuis la découverte de effet Hall quantique (EHQ) par von Klitzing, Dorda
et Pepper [1], beaucoup de travaux ont été publiés concernant diverses ap-
proches pour comprendre ’'EHQ. On peut séparer les approches de 'EH(Q en
deux grandes classes. D’abord les approches dites topologiques qui combinent
la mécanique quantique, 'invariance de jauge, la formule de Kubo (théorie
de la réponse linéaire), classes caractéristiques, fibrés. Elles fournissent une
explication possible de la quantification entiére ou fractionnaire de la conduc-
tivité de Hall. Et finalement, les approches plus phénoménologiques, parmi
lesquelles celles basées sur les symétries modulaires, éventuellement associées
a un Lagrangien effectif. Cette thése présente trois contributions personnelles
s'insérant dans ces deux classes d’approches.

Le chapitre deux est une introduction générale sur I’effet Hall classique et
quantique. On expose les conditions expérimentales, la nature et la géométrie
des échantillons dans lequel il est observé. On introduit les diverses grandeurs
utiles telles le facteur de remplissage, la conductivité de Hall. Les courbes ex-
périmentales de résistivité en fonction du champ magnétique B montrent les
plateaux de Hall entiers et fractionnaires. L’effet classique s’explique par un



modéle bi-dimensionnel simple d’électrons soumis & un champ magnétique
perpendiculaire. On rappelle la mécanique semi-classique de cet effet qui
aboutit a la formule de Drude pour la conductivité de Hall. Ensuite, les ca-
ractéristiques générales de 'effet quantique sont présentées sous 1’angle du
probléme de Landau. On rappelle en particulier la notion de longueur ma-
gnétique, la forme générale des solutions, ’expression des énergies propres et
de la dégénérescence des niveaux, et ’expression de la conductivité de Hall
qui est alors entiére.

Le chapitre trois met I’accent sur ’approche topologique. On y expose 1’ar-
gument de Laughlin, qui dans le cas d'une géométrie cylindrique a permis
de montrer la quantification de la conductivité de Hall en multiples entiers
de % Ensuite, on présente des raffinements de cet argument. En particulier,
on passe en revue le travail de Thouless, Kohmoto, Nightingale et den Nijs
qui ont considéré le cas d’électrons sans interaction en présence d’un po-
tentiel périodique. On présente aussi ’analyse d’Avron et Seiler généralisant
cette approche au cas général du probléme a N-corps avec des interactions
entre électrons, faibles impuretés aléatoires et imperfections du crystal. Ces
approches topologiques ont "amélioré" I'argument de Laughlin explicitant
l'origine topologique de la quantification et en clarifiant le réle de la non-
dégénérescence de 1’état fondamental. On rappelle également les propriétés
des fonctions d’onde de Laughlin et leur pertinence pour la description des
quasi-particules de charge fractionnaire.

Le chapitre quatre présente une contribution personnelle centrée sur I’étude
d’un probléme de type Landau dans une géométrie proche des expériences
sur l'effet Hall : un échantillon rectangulaire dont les bords sont reliés par
deux fils. On construit un formalisme mathématique permettant de calculer
la conductivité de Hall du systéme. Le calcul de la formule de Kubo peut étre
réalisé in extenso moyennant 1’existence d’une condition de quantification sur
N B, produit du nombre d’électrons N par le champ magnétiques externe B.
On trouve que la conductivité de Hall est entiére ou fractionnaire. L’origina-
lité de ce travail, par rapport aux travaux précédents, est que ’on prend en
compte des conditions aux limites générales et compatibles avec I'invariance
de jauge.

Le chapitre cinq passe en revue des approches phénoménologiques basées
principalement sur les symétries modulaires. Schématiquement, dans ces ap-



proches, on utilise des transformations de dualité, qui semblent compatibles
avec les observations expérimentales, pour établir des relations entre les divers
états de Hall. Les transformations de dualité forment un groupe de symétrie
modulaire. Ces approches ont donné lieu a la construction de modéles hié-
rarchiques. Combinées & des arguments liés a des transformations d’échelle,
elles ont également permis de reproduire une partie des observations : loi
du demi-cercle reliant les composantes du tenseur de conductivité, hiérarchie
d’états, régles de sélection pour les transitions, etc...On présente de fagon
synthétique comment apparait une symétrie modulaire particuliére dans une
classe de modéles effectifs de type Landau-Ginzburg initialement considéré
par [4]. Cette symétrie modulaire reproduit en fait la loi des états corres-
pondants trouvée par Kivelson, Lee et Zhang. Enfin, on introduit un outil
graphique relié aux symétries modulaires : les diagrammes de visibilité. Ces
diagrammes permettent de visualiser ’action de symétries modulaires sur les
états de Hall. Ces diagrammes avaient déja permis de bien reproduire des
observations : courbe de résistivité, structure de bandes expérimentalement
observées dans les fluctuations de conductance en régime de Hall.

Le chapitre six présente une contribution personnelle relative a 1’exploita-
tion des diagrammes de visibilité. Grace a l'introduction d’une correspon-
dance physique entre diagrammes et quantités physiques, on construit un
diagramme de phase globale pour 'EHQ a température nulle. Celui-ci semble
étre en bon accord avec les exprériences. On prédit 1’existence de deux phases
isolantes qui pourraient étre identifiées & un cristal de Wigner et un isolant
d’Anderson. On prédit aussi ’existence de transitions isolant-plateau entier
ou fractionnaire dont certaines sont observées expérimentalement.

Finalement, le chapitre sept présente une contribution personnelle qui s’insére
plus dans les approches phénoménologiques liées aux symétries de dualité,
et a 'utilisation de Lagrangiens effectifs pour décrire des systémes plans de
fagon plus générale. Pour une grande classe de systémes planaires de ma-
tiére condensée, le comportement & longue distance des degrés de liberté
pertinents (charges et/ou vortex) peut étre décrit & ’aide d’une théorie de
jauge & (2 + 1)-dimensions. Mais ces modéles effectifs ne décrivent pas tout
a fait une situation réaliste. En effet, le plan dans lequel les charges et les
vortex sont confinés est plongé dans un espace a trois dimensions et est sou-
mis & un champ électromagnétique réel. Pour prendre en compte 'origine
tri-dimensionnelle du champ, on modifie ces modéles en introduisant une



non-localité. On a alors montré 1’existence d’une symétrie de dualité cachée
de type Z- intervenant dans cette classe de modéles. Une premiére illustra-
tion a été de considérer un systéme de charges et de vortex. La symétrie de
dualité a permis alors de reproduire la loi de Fischer pour les composantes
du tenseur de résistivité.
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Chapitre 2

Effet Hall Quantique : aspects
généraux

2.1 Faits expérimentaux

Cet effet est observé ([1],[2],[3]) dans des systémes bi-dimensionnels d’élec-
trons a basse température et plongés dans des champs magnétiques intenses.
Les électrons ne vivent pas réellement dans un plan mais sont plutét piégés
dans une fine couche (~ 100 A) a Iinterface entre un semiconducteur et un
isolant ou entre des semiconducteurs. Les échantillons les plus souvent uti-
lisés sont les TMOSEC (Si MOSFET ou Metal-Oxide-Semiconductor-Field-
Effect-Transistor) et les hétéro-structures GaAs/Ga,Al;_,As(0 < z < 1).
Typiquement pour 'effet entier, la plage de température est 7'~ 1 —4 K et
le champ magnétique B ~ 3—30 Tesla. Pour l'effet fractionnaire, la tempéra-
ture est méme plus faible, 7' ~ 20 —100m K et le champ magnétique doit étre
plus intense, B ~ 15— 307". Une température basse est nécessaire pour geler
les mouvements dans la direction perpendiculaire. Ainsi, le systéme peut étre
considéré comme bi-dimensionnel. Un champ B intense permet au systéme
d’étre dans la limite quantique pour que les électrons remplissent, a partir
du bas, les niveaux d’énergie de Laudau du mouvement cyclotron.

Un paramétre physique important pour la suite est le facteur de remplis-
sage v, défini par :

nombre e~ N,

UV =

N,
: = — = — (2.1)
nombre sites de landau Ny ¢i
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ot N, est le nombre d’électrons et N, la dégénérescence de chaque niveau
de Landau égale au flux magnétique total qui traverse le systéme planaire en
unité de quantum de flux ¢y = % (—e étant la charge de 1’électron).

A
e A
Echantillon
Ch électri

Y Atp electrque Champ mhgnétique
ﬁ.
J
Courant de Ha

6 — -

V, X

Fia. 2.1: Géométrie de 1’échantillon

Expérimentalement, v peut étre ajusté soit par la source, soit en changeant
le champ magnétique, ou soit en variant la tension de porte (définie dans la
suite). v représente physiquement le nombre de niveaux de Landau remplis &
T = 0. On suppose ici qu'un champ électrique est appliqué dans la direction
Y (E =F 7) dans le plan de I’échantillon, ou qu’on applique une tension,
appelée tension de porte que I'on peut faire varier dans I'expérience. Le cou-
rant de Hall est dans la direction z. Il est ? = 1,7 (voir la figure 2.1).
Les données sont souvent présentées sous la forme de deux courbes : p,, et
pze €n fonction de B (voir les figures 2.2,2.3,2.4,2.5 ci-aprés dans le texte).
Ici, pee = ‘I/—: et psy = 7+ , et sont respectivement la résistance longitudinale
et transverse. Avec un nombre d’électrons fixé, un changement du champ B
entraine en réalité un changement de la valeur de v.
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F1G. 2.2: Un exemple d’EHQ entier

La caractéristique des courbes expérimentales, explicitée sur les figures, est
le développement de plateaux pour la résistance de Hall pour des facteurs de
remplissage prés des entiers les plus petits, v = 1,2, 3,...et prés de fractions
spéciales telles que v = %,%,%,%,... %,g,..
teaux pour p,,, il y a des vallées en p,, avec p,, = 0 ou au moins des creux
trés prononcés. Quand p,, est nul, p;yl donne la conductance de Hall o,,.

et v= .En correspondance des pla-

Pour chaque plateau, la conductivité de Hall est quantifiée et est exactement
la valeur de I’entier ou du rationnel v en unité de % :

2
e?

o =Py, = v (2.2)
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FiG. 2.3: Un exemple d’EHQ) fractionnaire

Quand v est entier, on a l'effet Hall quantique entier, et si v est ration-
nel, il s’agit de l’effet fractionnaire. A premiére vue, dans les deux cas, les
courbes sont similaires. Mais ’EHQ fractionnaire correspond a des niveaux
de Landau partiellement remplis, ce qui rend son interprétation théorique
plus compliquée. La quantification de oy est observée a une trés haute pré-
cision. Pour D'effet Hall quantique entier Ap < 1078 et pour I'effet fraction-
naire, Ap < 1075, En particulier, 'EHQ entier peut servir d’étalon pour des
mesures de résistances, et & améliorer les mesures des constantes physiques
fondamentales.
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FiG. 2.4: EHQ entier et EHQ fractionnaire réunis

2.2 L’effet Hall classique : mouvement d’élec-
trons

2.2.1 La physique de ’Effet Hall :
une image semi-classique

Le modéle décrivant 'effet Hall classique, n’est pas rigoureusement clas-
sique. Il s’agit plutét d’une image semi-classique, comme on le verra dans ce
qui suit. Par contre, I'effet lui-méme ne montre aucun caractére quantique.
Il survient dans des systémes dont une des dimensions est nettement plus
petite que les deux autres, et peuvent ainsi étre considéré comme planaires.
Ces systémes possédent des électrons libres. Dans le conducteur en équilibre,
les électrons ont des mouvements équiprobables (c’est a ce stade que la mé-
canique quantique se manifeste) et leur vitesse moyenne est donc nulle. Mais
plongés dans un champ électromagnétique, les électrons vont se mouvoir for-

15
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F1G. 2.5: Région a) de la Figure précédente

mant un courant. La particularité de tels systémes est qu’ils possédent un
courant perpendiculaire au champ électrique (contrairement au cas usuel de
laloi d’'Ohm : 53 = JE‘)) dd essentiellement a la présence d’'une composante
du champ magnétique B perpendiculaire a ’échantillon !, courant qui est le
courant de Hall. Les électrons en mouvement, peuvent entrer en collisions. Il
s’agit 1a de la théorie la plus simple de la conductivité, qui est semi-classique,
avec juste une image quantique se manisfestant trés indirectement. Elle fait

7] suffit d’écrire la force de Lorentz
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intervenir le temps de collision 7y, temps moyen entre deux collisions, et le
libre parcours moyen [;, distance moyenne parcourue entre deux collisions.

Dans cette image, un électron de vitesse (au niveau de Fermi) vp parcourt une
distance moyenne de l; = vp7y avant d’entrer en collision et de diffuser en-
suite avec une vitesse moyenne nulle (équiprobabilité de toutes les directions)
en champ extérieur nul. Mais par contre si un électron est dans un champ

électrique faible F, il va subir une légére augmentation de sa vitesse moyenne

AY = —=T19 E entre chaque collision, m étant la masse nue de I’électron.

Ceci permet de comprendre l'apparition d’un courant ]._>Sl on ajoute les

contributions de tous les électrons, on trouve un courant j; = o3 F, avec la
conductivité oy donnée par la formule de Drude :
2
ne“Ty
og = y (23)
m

ou n est la densité. Les effets quantiques interviennent a travers la structure
de bande (du spectre électronique), qui en fait change la masse nue de 1’élec-
tron m en une masse effective m* et & travers le temps 7. Dans la suite,
m sera identifié & m* pour simplifier sans que ceci altére les conclusions. Le
principe de Pauli implique que seuls les électrons prés de la surface de Fermi
peuvent étre actifs, puisque les seuls états disponibles sont ceux au dessus du
niveau de Fermi (les autres étant déja occupés). Donc une diffusion ne peut
se faire que vers un état du continuum inoccupé. En fait pour I'effet Hall
classique, on se place dans l'approximation d’électrons indépendants. Dans
ce cas, les effets du principe de Pauli ne modifient pas la formule (2.3).

2.2.2 La mécanique (semi-)classique de Deffet Hall

Une autre fagon de justifier (2.3) est de trouver 1’expression du courant
dans le cas plus général d'un champ électromagnétique (ﬁ, ?) On modé-
lise les effets des collisions par une force de frottements appliquée & chaque
électron et proportionnelle a sa vitesse :

=" (2.4)

To

Si on considére les électrons seulement soumis a un champ ﬁ, on obtient :

dv m
m-- = _eF — 7_—07 (2.5)

17



. e N
En régime permanent, on a % = 0, dou 7 = Nﬁ avec p = —<2
étant définie comme la mobilité des électrons. La solution de (2.5) est v =
— _t . . . .
uﬁ + cstee” 7, T, ayant alors la dimension d’un temps. Trés vite, le régime
permanent est atteint, car typiquement 7, est de 'ordre de 10~ !4s. On a donc

en régime permanent :
—
j =p¥ = —ned = —neuﬁ, (2.6)

d’ott en utilisant la loi ’Ohm :

2
ne‘Ty

(2.7)

0p = —nep =

On retrouve ainsi (2.3). Si I’échantillon est placé dans un champ magnétique

, 'équation du mouvement devient :

v _

1 m
m eﬁ—l——?/\ﬁ——?. 2.8
=B 7B (28)
En régime permanent, on obtient :
— —
J :UO§+%] /\?, (2.9)
avec j = —ne?. On suppose E et B uniformes et constants et on restreint

a étre perpendiculaire a l’échantillon qui est dans le plan (zOy) d'un

triedre (O, z,y, 2). B est donc selon (Oz), et on a § = Bk, k étant le
vecteur unitaire de I’axe (Oz). Alors, & partir de (2.9), on obtient facilement :

. an —Oo0W:T0

Jz 1—|—w§‘rg 1—|—w§rg 0 E:E

y — ToWeTQ a0

Jy - THw2r 14wl 0 | By ) (2.10)
Jz 0 0 ag Ez

avec w, = f%z définissant la pulsation cyclotron. Soit [o] le tenseur des conduc-
tivités dans le plan de I’échantillon définit par :

[o] = ( Owe ) , (2.11)

ye O

avec 0, = 0y, et 0,y = —0,,. Si on ne considére qu'un courant planaire dans
I’échantillon, on a j, = E, = 0 et (2.10) se réduit

il = [01B), (2.12)

18



ou || désigne la partie des vecteurs tri-dimensionnels appartenant au plan
de 1’échantillon et les composantes de [o] s’obtiennent directement & partir
de (2.10),(2.11) et (2.12). On peut aussi exprimer le tenseur des résistivités

défini par Ej = [p]j. On trouve facilement grace aux relations précédantes
sur les composantes du courant que :

B
— Pe= Pav ) [ PO e 2.13

2 ( Pyz  Pyy ) < —n PO ) , (213)

avec pg = % On remarque l'expression trés simple pour les éléments non
diagonaux de [p], appelés parfois résistivités de Hall : pgy. Elles dépendent de
la charge des porteurs de charge (et de son signe), mais pas des paramétres

de diffusion (79,ly--- ). Cela est dit au modéle simple de collisions considéré.
Plus généralement, pgy va dépendre faiblement de ces paramétres.

En fait, ce qui est mesuré n’est pas le tenseur des conductivités, mais les
conductances et/ou résistances. Celles-ci sont reliées aux conductivités et ré-
sistivités par des facteurs faisant intervenir la géométrie et les dimensions du
systéme. Un montage "classique" peut étre réalisé sur un conducteur pour les
mesurer. Un courant d’électrons est établi dans 1’échantillon, choisi par soucis
de simplicité comme rectangulaire, d’intensité totale /. Des connections sont
effectuées entre les deux cotés de I’échantillon. On mesure I, la différence de
potentiel (ddp) longitudinale V7, entre ces deux cotés (contacts A,B) et la
ddp tranverse Vi par rapport au courant de Hall (contacts entre A,C). Les
longueurs sont notées LW (L = AB,W = AC), et peuvent étre mesurées
(voir figure 2.6). Mais on mesure difficilement les longueurs & la précision
requise pour |'effet Hall. Si la densité de courant est uniforme et selon le long
coté de I'échantillon (L), le champ électrique E’ﬁ est aussi uniforme mais a
une composante perpendiculaire au courant, appelée champ de Hall. Cette
approximation est souvent vérifiée pour un échantillon tel que L > W. On
a alors 7 = # (densité de courant) et Fy, = ‘z—L Avec I fixé, on peut calculer
la résistance longitudinale :

Vi L
Ry = — = pee(=). 2.14
L Ji P (W) ( )
De méme, pour la résitance de Hall, on trouve :
V
Ry = TH = pg. (2.15)



F1G. 2.6: Montage classique pour mesurer la tension de Hall [3]

En dimension deux d’espace, on a la particularité que la dimension des ré-
sistances est la méme que celle des résistivités. Donc, les facteurs d’échelles
disparaissent pour la résistance de Hall (quoique pour un échantillon moins
idéal, si L ~ W ou si les électrodes ne sont pas ponctuelles, il puisse y avoir
des corrections géométriques). Pour donner un ordre de grandeur, on sup-

— —
pose j = je_> et B = Be.. Le champ de Hall Ey est la composante suivant
j AN B de ﬁ, soit sur e_y>. On peut définir la résistante de Hall Ry par la
relation : N .
En=RuBA7J. (2.16)
On a d’aprés (2.6) :
1
Ry=-"1=_-—. (2.17)
ogc nec
Pour l'argent, on a Ry = —8,45.107'm3.C~1. On voit déja la précision re-

quise pour de telles mesures. Il est aussi évident d’aprés I'acuité des données
expérimentales que Ry est sans facteur géométrique car les largeurs sont
mesurées avec une précision nettement plus faible. Une autre raison pour le
justifier est ’annulation des éléments diagonaux du tenseur des conductivités
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pour lesquels la séparation et la taille finie des électrodes n’ont aucune in-
fluence. Mais les résultats expérimentaux sont plus profonds. Par exemple, si
le courant n’est pas uniforme, mais qu’une conductivité soit mesurable, alors
elle n’est pas uniforme. Une telle précision a en fait contribué a la découverte
de I’effet Hall quantique.

2.3 L’Effect Hall Quantique

2.3.1 Caractéristiques générales

L’effet Hall quantique a été découvert 100 ans apres les travaux initiaux
de Hall, et la découverte a été annoncée en 1980 par von Klitzing, Dorda, et
Pepper [1]. Ils ont montré expérimentalement que dans certaines conditions,
le tenseur des conductivités pour un systéme d’électrons bi-dimensionnel sou-
mis a un champ magnétique fort prend la forme suivante :

o] = ( Z.O_ _é% ) , (2.18)

e
h

&)

ou h est la constante de Planck, e la charge de I’électron et 7 un entier petit.
La densité de courant ? est donc directement perpendiculaire au champ
électrique E‘) et le rapport des amplitudes est donné par :
: 2

% =0,y = oy = z% (2.19)
La conductivité non diagonale (dite de Hall) est donc donnée par une com-
binaison des constantes fondamentales lui donnant un trait fondamental.
Les termes diagonaux sont nuls, impliquant que le systéme est sans dis-
sipation. L’annulation de la dissipation est un ingrédient important pour
comprendre la quantification de la conductivité de Hall 0. En fait, dans le
passé, on a toujours cru que la conductivité dépendait aussi du matériau, de
la température, du champ magnétique... Les quantités directement observées
comme la conductance ou la résistance dépendent encore plus fortement de
la taille et la géométrie de I’échantillon. Le fait qu’une telle combinaison des
constantes fondamentales ? a exactement la dimension d'une conductance ou

Zen fait, oy = i;—zc, (2.19) est exprimée dans des unités telles que ¢ = 1
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d’une conductivité bi-dimensionnelle n’avait pas été réellement exploité jus-
qu’a récemment. L’idée que la conductivité pourrait étre quantifiée n’avait
pas été anticipée. Cependant, avant les travaux de von Klitzing, il n’y avait
pas de raison de penser que le tenseur précédemment exposé soit exact. En
fait, il est connu a une précision énorme. Cela a bien sir une application
en métrologie. On peut noter au passage que cela procure une mesure trées
précise de la constante de structure fine %
est une quantité bien définie.

€

7- qui vaut quasiment puisque ¢

2.3.2 Probléme de Landau

Le probléme quantique d’un modéle bi-dimensionnel d’électrons indépen-
dants sans spin le plus simple dans un champ magnétique perpendicu-
laire, correspond & la version "minimale" quantique du probléme rencontré
pour l'effet classique dans la section précédante. Ce probléme est bien connu
(probléme de Landau et niveaux de Landau), mais il permet d’introduire trés
simplement des notations et notions standards rencontrées dans la littérature
de effet Hall. Pour une revue, on pourra se reporter a [3], et les références
qui y sont citées. En fait, la plupart des articles sont basés sur des modéles
d’électrons indépendants en présence d’impuretés. Ils réussissent a expliquer
certaines caractéristiques des expériences.

On considére ’équation de Schrodinger :
e

2 1 1 \2 ~ 2
19 = (o + A" + (B, + =4, = e, (2:20)

Dans la jauge de Landau, le potentiel vecteur Z, pour un champ magnétique
uniforme est donné par :

A, = —yB, A, = 0. (2.21)

Dans cette jauge, on a [I—:T ,Pz] = 0, ce qui traduit dans cette jauge I'invariance
par translation dans la direction de ’axe des z. Ceci permet d’essayer une
fonction d’onde de la forme :

Y(z,y) = *¢(y). (2:22)
Alors I’équation pour ¢ est :
d’¢ 2m m

4 + ﬁ[G — 5‘”3(9 —y0)’] =0, (2.23)
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ol w,. est la pulsation cyclotron habituelle et ot y; est le centre des trajectoires
(semi-classiques) circulaires des électrons et est défini par :

cp,  chk, o
= = = 1"k,, 2.24
Yo eB eB ( )

ol on a introduit, [/, la longueur magnétique définie par :

= \/fz (2.25)

qui est une échelle de longueur fondamentale naturelle du probléme. Ty-
piquement, elle est dans l'intervalle [50 A ;100 A] On remarque que [ est
indépendant des parameétres caractérisant le matériau.

L’équation (2.23) est I’équation de Schrédinger avec un puits de potentiel
harmonique centré en y,. Les différents niveaux de 'oscillateur sont indexés
parn = 0,1,2,.... et définissent les niveaux de Landau. Les fonctions d’ondes
solutions sont :

_mwe (0092 [muw, Y _(y=12K)?
d)(y) = ¢nkr(y_y0> =€ 2k (y=1o) Hn[ A (y_y())] = H7l(7_lk)e 21 )

(2.26)
ou H, est le polynome d’Hermite d’ordre n.
Les énergies des niveaux sont celles du potentiel harmonique :
1
€nk, = hw.(n + 5), (2.27)

et sont indépendantes de k, ou de yy. Ces niveaux d’énergie de Landau sont
également espacés, comme pour ceux de l'oscillateur harmonique avec un es-
pacement de w,. L’orbite de Landau (et la fonction d’onde dans la direction
y) est piquée sur y = [°k. En d’autres termes, le paramétre y, défini par
(2.24) représente la position du pic ou du site, de I'orbite de Landau (2.26).

Les énergies (2.27) ne dépendent pas de yq, et le site de Landau y, dépend
seulement de k,. Donc chaque niveau de Landau est hautement dégénéré.
Si le sytéme est de taille finie (d’aire L,L,) alors les valeurs permises de k,
sont discrétes : Ak, = i—: De plus la condition 0 < yy < L, implique que
0 < |k.| < %Ly. Donc, le nombre de valeurs permises pour k, est fini et est
donné par :

he "Ak,  hc oo

eBL, 1 eBL,L, _ i (2.28)
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Donc la dégénérescence, ou le nombre de site de Landau, pour chaque niveau
de Landau est simplement le nombre total de flux ¢ (= BL,L,) percant le
systéme planaire en unité de quantum de flux ¢, (= %)

Pour un gaz d’électrons bi-dimensionnel, si le facteur de remplissage est v,

alors il y a en tout I/% électrons, ce qui correspond & une densité surfacique
)

vV——

T = ”ff . Si le gaz est libre (électrons sans interaction) et si les
zliy

résultats classiques s’appliquent, alors on s’attend a trouver :

de n =

2
H nce €

azy = —? = _Vﬁ' (229)

Ce résultat classique pour le courant de Hall est encore correct en mécanique
quantique, bien que le centre de 'orbite de Landau quantifiée ne puisse pas
avoir simultanément des valeurs bien définies pour les coordonnées du centre
zy et yo (dans la jauge utilisée, yo est défini tandis que zy ne l'est pas, voir
(2.22) et (2.24)). Pour le voir, on peut supposer :

gy _ OE (2.30)
En présence du champ électrique, (2.20) est maintenant changée en :
iy = [, + SA) + (By + <A, — eliyf = €. (2.31)
2m c c
Encore une fois, [H,$,] = 0, et on peut poser :
¥ (z,y) = ™7/ (y). (2.32)
L’équation pour la fonction d’onde ¢’ est :
O+ 20— Tty + el =0 233
L’effet de ’ajout d’un champ électrique est de translater y, et €, :
, el
oY =wt o (2.34)
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et
E
€n —> €, = €, + eBy, — %(%)2 (2.35)

Les fonctions d’onde sont ¢'(y) = ¢,(y — y;,) avec ¢,, données par (2.26). Il
est facile de voir que :

<v,> = L<(p,—Ly) > = bk, _ By = &
(2.36)
A partir de j, = —ne < v, > et 0y, = %, on obtient ’expression (2.29) de

O'g. Si le systéme est circulaire au lieu d’étre rectangulaire, on peut utiliser
la jauge symétrique :

B B,

— Y — ¢

A=y =g

Alors les valeurs propres de I’équation (2.20) sont encore données par ’équa-
tion (2.27), mais les fonctions d’onde deviennent :

(2.37)

22 4y?

Grmn(z,y) = it (Frtizg) " (Gr—igy)" o= 43 (2.38)

Y

ou [ a déja été introduit, m est le moment angulaire dont 1’énergie dépend.
Pour le niveau de Landau le plus bas n = 0, on a :

A(2)mo = ZMe T (2.39)

Siil y a des impuretés disposées aléatoirement, on s’attend a ce que les ni-
veaux de Landau s’élargissent en bandes d’énergie. Théoriquement, on n’en
est pas tout a fait certain, mais 'existence expérimentale d’une conducti-
vité de Hall quantifiée non nulle est une indication suffisante pour 'existence
d’états étendus en présence d’'un champ magnétique (voir le prochain cha-
pitre). Le fait, qu’a tous les plateaux de Hall, p,, = 0, indique que le niveau
de Fermi est dans la région des états localisés.
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Chapitre 3

Conductivité de Hall : un
invariant topologique 7

3.1 L’argument de Laughlin

La haute précision (jusqu’a 107%) pour la quantification observée de la
conductivité de Hall suggére 'idée que cette quantification exacte pourrait
étre reliée a des principes fondamentaux de la physique. Peu aprés la décou-
verte de 'EHQ entier, Laughlin [5] a donné un argument général en faveur
de la quantification, utilisant I'invariance de jauge et une géométrie non tri-
viale : un cylindre percé par un tube de flux. Cet argument a joué un réle
important dans la compréhension théorique de ’'EHQ) entier et fractionnaire
grace a la prise en compte des excitations de bords. Cet argument a été raffiné
par la suite en un formalisme mathématique, qui montre que la conductivité
quantifiée de Hall peut étre reliée a un invariant topologique. L’approche to-
pologique [6, 7] a d’abord été proposée par Thouless, Kohmoto, Nightingale
et den Nijs pour le cas d’électrons sans interaction en présence d’un poten-
tiel périodique, ce que l'on va exposer dans le prochain paragraphe. Elle a
été par la suite généralisée par Niu, Thouless and Wu [8], et par Avron et
Seiler [9], au cas général du probléme a N-corps avec des interactions entre
électrons, faibles impuretés aléatoires et des imperfections du crystal. Les
approches topologiques ont amélioré ’argument original de Laughlin expli-
citant l'origine topologique de la quantification et en clarifiant le réle de la
(non)-dégénérescence de ’état fondamental.
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Suivant Laughlin, on considére un systéme cylindrique, percé partout par
un champ magnétique normal & sa surface. En présence de désordre, les ni-
veaux de Landau sont élargis en bandes d’états étendus séparés par les queues
des états localisés. Le niveau de Fermi est supposé étre dans le gap ou sont
situés les états localisés (voir la figure 3.1).

9({E /\
£ 2
N
) : £
Txx : :
] )
1 t
i 1
', | n/leB/ch)
" Oxy ' \
: :
I ]
] !
yau
n/{eg/ch)

F1G. 3.1: La structure des niveaux de Landau élargis et la densité des états.

La région hachurée représente les états localisés, et non-hachurée les états
étendus [3].

Si un tube de flux passe a travers le trou formé par la surface cylindrique
dont le flux est adiabatiquement mis de 0 & ¢y (1'unité de flux), I'invariance
de jauge du champ électromagnétique implique qu’avoir une unité de flux
¢y dans le tube est équivalent & ne pas avoir de flux, puisque 'unité de flux
peut étre enlevée par une transformation de jauge. On remarque que celle-ci
n’est licite que quand le flux est un multiple entier de ¢y. Donc apreés avoir
ajouté une unité de flux, I’Hamiltonien peut étre ramené a celui sans flux,
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F1G. 3.2: Géométrie cylindrique considérée pour ’argument de Laughlin. Un
courant [, circule dans le ruban dans le sens longitudinale en raison du flux
¢o. Le déplacement de p électrons d'un bord & l’autre engendre une ddp
Vy = L,E,, ou L, est la largeur du ruban et £, le champ électrique dans
cette direction. Le champ B est radial (perpendiculaire au ruban).

et le systéme peut revenir dans son état initial avec une possible excitation
ou desexcitation de celui du départ en vertue du théoréme quantique adia-
batique. D’un autre c6té, il y a un gap dans le spectre du systéme qui est
supposé rester ouvert pendant le processus. Donc un changement adiaba-
tique de 'Hamiltonien & N-corps ne peut pas exciter des quasi-particules a
travers ce gap. (Pour que ceci soit vrai, le flux ne peut pas percer le sys-
téeme ; quand le flux perce le systéme, une excitation de type quasi-particule
est possible). Donc un ajotit d’une unité de flux peut seulement produire
une excitation sous forme d’un transfert net de charge. Si p est le nombre
d’électrons transférés, pour que p soit entier, ’état fondamental doit étre non
dégénéré sinon, a cause de la nature ondulatoire des électrons en mécanique
quantique, le transfert d’une fraction d’électron est possible et en fait ap-
parait dans 'EHQ fractionnaire. La condition de non-dégénérescence n’était
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pas explicitée dans |’article originel de Laughlin. Le réle de cette condition
peut étre clairement compris dans l'approche topologique. Le changement
d’énergie pour un tel transfert de charge est :

AU = peE,L, = peV,, (3.1)

et le courant autour du cylindre est donné par :

[N

AU cpeV, e
— _ =p—V.. 2
ﬁq{) he ph Yy (3 )

e

I, =c

Donc la conductivité de Hall est toujours quantifée :

I, e?
=% —p_ N*Tt, 3.3

Pour voir plus clairement comment il peut y avoir transfert de charge entre

les bords, on examine le cas sans interaction '. En utilisant y;, = T et
eE s ) s 2 : _ A¢ )
Yo — Yo + mw? O peut voir qu’'un incrément uniforme de AA = 5* en A,

dit & un petit changement A¢ en ¢, conduit formellement & Ap, = ZAA et
donc a Ayy = %. Donc le centre du site de Landau est décalé par %. Aprés

avoir ajouté une unité de flux A¢p = %, le site de Landau est juste décalé de

1:
AA  he L
Ayp = =2 = T 4
Y ="5 T ¢BL. 2 (3.4)

Donc, un électron est transféré d’'un bord a I'autre pour chaque niveau de
Landau entiérement rempli. L’entier p est directement relié au nombre de
niveaux de Landau totalement occupé dans le cas sans interaction :

2
p=v=on=vo. (3.5)
Si le systéme est impur, ’argument précédent ne peut pas nous dire ce que
devrait étre ’entier p. Il peut valoir zéro, comme dans la plupart des sys-
témes avec un gap. Pour que p soit non nul, il doit y avoir une cohérence

de phase a longue portée autour du cylindre qui nécessite 1’existence d’états

!Le cadre utilisé est alors celui du probléme de Landau exposé dans le chapitre précé-
dent. Les notions et grandeurs utilisées ici, comme le centre du site de Landau par exemple,
sont donc directement reliées au paragraphe correspondant.

30



électroniques étendus dans 1’échantillon. Si tous les états sont localisés, le
seul effet du flux dans le trou est de multiplier chaque fonction d’onde par
un facteur de jauge eiehe (z est la coordonnée du point ou ’état est localisé)
et le changement d’énergie et de courant sont tous les deux nuls. Pour des
états étendus, une telle transformation de jauge n’est licite que si ¢ = ndgy.
Donc un courant de Hall non-nul est possible.

Expérimentalement, les échantillons sont toujours impurs et en interaction,
et la quantification p observée sur un plateau est toujours directement reliée
a un facteur de remplissage approximatif v en vertu de ’équation (2.1). Pour
établir cette relation, on a besoin de I'invariance topologique de la conducti-
vité de Hall oy et de son application au processus dans lequel les interactions
dans I’échantillon sont progressivement éteintes en supposant que le gap reste
ouvert a chaque instant. C’est ce qui est examiné dans les deux paragraphes
suivants.

3.2 Electrons libres dans un potentiel pério-

dique
[’Hamiltonien pour un électron simple a pour expression :
PN 1 — ez,
H=—(p+-A)"+V(z,9 3.6
(7 + CAY 4 V(). (36)

ou V(z + a,y) = V(z,y +a) = V(z,y), (a,b) étant les pas du réseau dans
les deux directions. On choisit la jauge de Landau : A, =0, A, = Bz.
On peut introduire les générateurs des translations magnétiques :

I, = p,+2%A, +2Bj = —ikV,+ ¢Bj (3.7)
I, = p,+%A,— 2B = —ihV, '
IIs commutent avec les moments canoniques :
~ € » .o
M55 + - A1 =0, 4,j =gy (3.8)

Donc la translation magnétique du pas du réseau selon x ou y est une symé-
trie. Si on définit : o .
T,=er= Ty =entlly (3.9)



alors

[T, H] = [T}, H] = 0. (3.10)
Cependant T, et Ty ne commutent pas. Ils satisfont a :
(T2, Ty = 727, (3.11)
ou ¢ = %ab est le flux par unité de cellule en unité du quantum de flux.

Si on suppose que ¢ = § ol p et ¢ sont deux entiers premiers entre eux,

alors :

(Ty0: Th] = 0, (3.12)
ol T = (T )4, puisque ga et b forment une plus grande cellule magnétique,

qui est la plus petite aire qui contient un multiple entier de quanta de flux.
On peut donc simultanément diagonaliser H Ta et 7y. En appliquant le
théoréme de Bloch, on a :

Toatp = ettty Ty = eikeby (3.13)

et : 5 5
0<k <L 0<ky<=T (3.14)

qa b

Notons que la zone de Brillouin magnétique est g fois plus petite que 'ori-
ginale en ’absence de champ magnétique. La fonction d’onde qui satisfait
I’équation (3.13) est de la forme :

D (,y) = et gl (g 4), (3.15)

avec U™ satisfaisant les conditions aux limites périodiques doubles sui-
vantes :

Ul (2,9 +8) = Uiy, (@,)
ol o est I'index de la bande. Substituant (3.16) dans (3.15), on trouve que

{ U, (@ +ga,y) = e 2 HUS (2,y) (3.16)

U ,ga,)c satisfait I’équation de Schrodinger suivante :
12

H(kiko) UL, (,9) = 7, UL, (2, v), (3.17)
avec ) 1 N - R .
H(kiks) = 2—(—ihV +hk +-A)+V(z,9) (3.18)
m C
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La théorie des bandes implique qu'un niveau de Landau en présence d'un
champ magnétique est séparé en plusieurs bandes par le potentiel da au
réseau, ou qu'une bande dans ce potentiel est séparée en un nombre de sous-
bandes par ce champ magnétique. Les détails de cette séparation dépendent
du potentiel V(z,y). Les électrons libres remplissent les niveaux d’énergie de
bas en haut.

On peut maintenant montrer que si le niveau de Fermi se situe dans un gap
entre deux sous-bandes, alors la conductivité de Hall est un entier en unité
de é Le point de départ est la formule de Kubo en théorie de la réponse
hnealre pour o, :

Ooy=ih Y (Va)ap(Vy)pa — (Vi) ap(Ver) g (3.19)

)
ea<Ep<eg (Ea - Gﬂ)

ol la somme porte sur tous les états a en dessous de Er et 3 au dessus de
Ep et (V})aﬂ est 1’élément de matrice :

1 w b8 e
(7)aﬂ:E5M55k2kg /O dz /0 dyU,il,lz(—zha—?—+zz)U,§;,lg. (3.20)

— —
Par définition o # 3 (e, < Ep < €g). Donc < a| k| >= k < a|f >=0.
Ceci conduit &, (pour 7 = 1,2) :

0
BV )ap = (6 — ) < al g >= (ea — e5) < (3.21)
On a:
X . 9p
AV )ap =< a| (H|ﬁ >)— < a|H|8k > (3.22)
0 0
- (ealB >)- = (G- <algy >, (323)

ol on a utilisé (g;ﬂ) < a|B >= 0. En substituant (3.21) dans (3.19), on
obtient :

U (@) AU (@ U (@
Z ak B >< ﬁ|—8k2 > =< G 1B >< 3| o >].

€Q<qug
(3.24)
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En utilisant la relation usuelle de fermeture :

Y A{la><al+|8><pl} =1, (3.25)

ea<Er<eg

on peut finalement réécrire la conductivité de Hall sous la forme :

O-Iy = Z ag(uZ)a (326)

ea<Ep
avec :

2

0(0)_fi 2k[< aU(“)|8U("‘) >_<8U(a) 8U_@>]
zy T h, 27” 3k2 8k1 8k1 8k2 y

(3.27)

ot l'intégrale [ d*k est prise sur la premiére zone de Brillouin magnétique
0<k <Z,0<k, <)

L’équation (3.26) dit que la conductivité de Hall o,, est la somme des contri-
butions of, provenant de chaque sous-bande de Landau remplie en dessous

du niveau de Fermi. Plus important encore, ’équation (3.27) implique que
criz) en unité de % est un invariant topologique, la premiére classe de Chern,

qui ne peut étre qu'un entier. Pour le voir, on note que si on prend les phases
des fonctions d’onde U, ,glallz (z,y) variant de maniére douce et lente & l'intérieur
de la zone de Brillouin magnétique, alors en utilisant le théoréme de Stokes
dans I’équation (3.27), on obtient une intégrale le long de la frontiére de la
zone : 2 5 2
Ul = — g pdki < U(a)|8ki|U(“) >= -
c

N, (3.28)

ol n, est un entier, puisque l'intégrale représente simplement le changement
total de phase de la fonction d’onde U ,Ela,)@ le long de la frontiére, qui doit étre
un entier multiple de 27 pour qu’elle soit simplement valuée.

D’un point de vue mathématique, ’ensemble des fonctions d’onde {U. ,gl,lz; 0<
k, < 3—2, 0<k, < 27"} forme une section du fibré en droites sur la zone de
Brillouin magnétique dont la topologie est celle d’'un tore. Un potentiel de
jauge est donné par :

0
Ok;

A (ky, ko) = —i < U@ —|U® >, (3.29)
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et I'intégrant dans (3.27) n’est rien d’autre que le tenseur de force de ce poten-
tiel. Donc oy, est la premiére classe de Chern du fibré, qui représente le fluz
magnétique associé a cette connection, et est nécessairement un entier. Les
équations (3.26) et (3.27), avec l'interprétation en tant qu’invariant topolo-
gique ci-dessus, ont été obtenues d’abord par Thouless, Kohmoto,Nightingale
et den Nijs [6].

3.3 Les échantillons réels

Les échantillons réels ne sont pas des gaz d’électrons libres idéaux dans
un crystal parfait. Il y a des impuretés, des imperfections et des interactions
entre les électrons. Peut-on généraliser I’'obtention de la quantification de la
conductivité de Hall comme invariant topologique au cas plus général avec
toutes ces diverses complications ? Une indication pour une réponse affirma-
tive a été apportée par Prange ([10]) : si il y a une impureté isolée sous la
forme d’une fonction 6, méme liée a un état localisé, les états délocalisés res-
tant transportent exactement assez de courant pour compenser la perte en
terme de courant due a 'impureté et & état localisé. Des analyses prenant en
compte les modifications liées aux systémes réels ont été effectuées par Niu,
Thouless et Wu ([8]) et par Avron et Seiler ([9]).

Pour un échantillon "réaliste", on peut considérer I’'Hamiltonien & N-corps
suivant :

L. e =12 — ——_—
H=3 o[-ifVa+ AP+ Y U() + Z;V(m — 7D, (3:30)
7/ sont les coordonnées de ’électron 1, le second terme représente les
interactions possibles des électrons avec un fond chargé positivement et avec

des impuretés, et le troisiéme terme représente les interactions entre élec-

ou les

trons (Coulomb par exemple). On remarque que I’Hamiltonien "de Bloch"
(3.17) contient deux paramétres qui forment un tore. Comment introduire
des paramétres similaires dans 1'Hamiltonien & N-corps (3.30) ? L’observa-
tion principale est que les conditions aux limites périodiques mixtes pour la
fonction d’onde se traduisent par :

eB

Y(oym + Ly, .) = ePrewvilig(z,,..)
T,b(,yz+L2,) = 619277[)(...,3/1',...)
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ou 0,0, sont des paramétres caractérisant les conditions aux limites sur
I’échantillon supposé étre un rectangle de cotés L; et Lo. Evidemment (61, 65)
vivent sur un tore : 0 < 6,05 < 2m. A cause de l'identité des électrons
(statistique), (01, 6) sont les mémes pour tous les électrons. Une forme plus
symétrique des conditions aux bords est :

Ti(Ly)y = €9, Ti(La) = €29, (3.32)

ot Ti(Ly) et Ti(Ly) sont les générateurs des translations magnétiques pour
I’électron 7, similaire a T, T} (3.9). Dans la jauge particuliére ou A = (0, Bz),
(3.32) se réduit a (3.31). On a supposé que le flux a travers I’échantillon,

LyiLy57 = do = Ny, est un entier en unité de ¢,, donc que fZA}(Ll) commute

avec Ti(LQ), donc que les conditions dans (3.32) sont compatibles entre elles.

Pour le systéeme a N-corps, la formule de Kubo prends la forme :

g

€0~ (Va)on(Vi)no — (Vy)on (Ve )no
=y = LiLo Z (Ey — E,)? ’ (3.33)

n>0
ou 0 référe a I’état fondamental et n > 0 aux états excités, et :
1 . 1 . €
Vo= — Z(—zhvzi), Vy=— Z(—zhvyi + i) (3.34)
Pour absorber les paramétres (0, 6;) caractérisant les conditions aux bords

dans "'Hamiltonien, on fait la transformation de jauge suivante :

. eiz—ll(z1+...+zw)+iz—i(y1+---+yN)¢n (3.35)

Alors I’Hamiltonien pour la nouvelle fonction d’onde ¢,, est :
H — H' = H(-ihV,, » —ihV,, + ¥ —invV, — —ikV,, + ¥2)
V, — V! = Lot 1 2

I — L2
Vy Ve = T o

(3.36)
En substituant dans (3.33) et en utilisant les mémes manipulations que pour
(3.19) et (3.26), on obtient :
. 2 1
oH e

W R (EO—En)Q[

n>0

OH' dH'
< ¢o|a—91|¢n >< qbnla—golqbo > —(0, +— 6)],

(3.37)
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Oou encore : 8¢ 8qb 8¢ 8¢
_ et 0,9%0 0,9%0
[ae a0, >~ < 30, 90, 7

Dans cette expression, o , dépend de (61,02). Quand on mesure UH dans

(3.38)

une expérience, il doit y avoir un champ électrique externe ﬁ qui conduit les

phases & varier dans le temps. En fait, puisque E = —1%, si B est donné,

alors il s’ensuit un terme supplémetaire pour Z de la forme —ctﬁ Si ﬁ est
petit, on peut appliquer ’approximation adiabatique, c’est & dire utiliser le
résultat précédent avec les paramétres fonction du temps 2

0;(t) = —%EiLitHi. (3.39)

Donc, la conductivité de Hall mesurée devrait étre obtenue en faisant la
moyenne de (3.38) sur (0y,65) :

zy 2/ d@l/ dOoawy 91,9')) (340)

On obtient :

e’ O 8¢0 3¢0 8¢0
Ter = R o / / d6:40:1< B0, 136, >~ < 0, a0, - G4V

La forme de cette expression est exactement la méme que (3.27). Par le méme
raisonnement que pour I’équation (3.27) ci-dessus, Efy est quantifiée et est

€

un multiple entier de % Donc cela donne a cette conductivité une interpré-
tation d’invariant topologique.

Les hypothéses implicites dans la démonstration de la quantification de cette
conductivité de Hall sont les suivantes. On a supposé que le fondamental du
systéme est séparé des autres états par un gap d’énergie qui n’est nul ni dans
la limite thermodynamique, ni sur le tore (61,62) (0 < 61,65 < 27). Dans
le cas contraire, la théorie de la réponse linéaire ne pourrait pas s’appliquer
parce que l'effet tunnel Zener deviendrait important pour des gaps infinité-
simaux. Les arguments d’invariance topologique nécessitent I’ouverture d’un
gap mais également ’hypothése que le niveau de Fermi se situe toujours dans

2dans la limite thermodynamique, les propriétés volumiques de I’échantillon sont iso-
tropes; donc, on n’a pas besoin de supposer que E est dans la direction z ou y
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ce gap. Enfin, la quantification entiére est vraie seulement quand le fonda-
mental est non dégénéré. Cela garantit que le fondamental reste le méme (a
une phase prés) quand 6;, par exemple, varie de 0 & 27, donc que 'intégrale
(3.41) est sur un tore compact. Sous ces hypothéses, cette démonstration est
valide, quelles que soient les complications qui peuvent exister dans 1’échan-
tillon (impuretés, imperfections, interaction entre électrons).

L’interprétation en tant qu’invariant topologique de crf; donne une raison
pour laquelle sa quantification est si précise (jusqu’a 10™° dans certaines ex-
périences). En clair, l'invariance topologique explique I’existence des plateaux
pour JZI pourvu que le gap persiste et que le niveau de Fermi reste toujours
dans ce gap. Si le fondamental est obtenu en augmentant de fagon continue
leffet des impuretés et des diverses interactions & partir d’un gaz d’électrons
libres & un facteur de remplissage entier (avec un gap persitant dans lequel
le niveau de Fermi est emprisonné), alors 'invariance topologique stipule que
la conductivité de Hall doit étre fixée a la valeur de I’entier correspondant a
ce facteur de remplissage entier.

3.4 Fonctions d’onde de Laughlin, EHQ frac-
tionnaire

Si aucune des conditions pour les arguments topologiques précédents n’est
violée, on s’attendrait & avoir une conductivité entiére plutét que frationnaire.
Cela suggére qu'un état fractionnaire pourrait étre associé & un nouveau
type de condensat de systéme a N-corps. Intuitivement, 1’effet entier peut
étre vu comme une spectroscopie de la charge de 1’électron. Par analogie,
on pourrait s’attendre a ce que 'effet fractionnaire puisse étre interprété en
terme de spectroscopie d’une charge fractionnaire de quasi-particule. Si des
quasi-particules avec charges fractionnaires existent et se comportent plus
ou moins comme des électrons ou des trous dans 'EHQ entier, alors les
plateaux de Hall observés dans ’EHQ fractionnaire pourraient étre compris
comme étant dis a la localisation de ces quasi-particules.
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3.4.1 La fonction d’onde de Laughlin pour les états fon-

damentaux a v = %

Dans ’étude du cas a trois électrons [11]|, Laughlin a observé que des
électrons dans un champ magnétique, reposant dans le niveau de Landau le
plus bas, ont tendance a s’éviter. A partir de cette observation, il a proposé
une fonction d’onde & N-corps pour un fondamental sur une géométrie d’un
disque qui correspond a :

N
vl = [[(ai — zj)me i 25 0, (3.42)

1<J
ou z; = x; + t1y; est la coordonnée complexe de 1’électron ¢ en unité de lon-

e

eB?
que (3.42) soit antisymétrique.

gueur magnétique [ = mise égale a 1. L’entier m doit étre impair pour

Les propriétés de (3.42) sont :

e le préfacteur Hf\i](zZ — 2;)™ est une fonction analytique de z;. Donc
la fonction d’onde (3.42) est uniquement composée de fonctions d’onde
de ’électron libre au niveau de Landau le plus bas (dans la jauge sy-
métrique (4,,A,) = (Zy,—Zx)), (2.37)). Ceci devrait étre une bonne
approximation, puisque dans un champ magnétique intense, l’énergie
de Coulomb est petite comparé a 1’énergie cyclotron hw,.

o Le préfacteur est un polynéme homogéne en z; de degré M = m%(N —
1). Donc (3.42) est un état propre du moment angulaire total avec
comme valeur propre M.

e Le préfacteur est de la forme de Jastrow dont chaque facteur (z; —z;)™
a un zéro d’ordre m a z; = z;. Donc chaque électron veut trés fortement
se tenir a ’écart des autres, et chaque électrons voit m zéros liés aux
positions des autres électrons.

e Si z; fait une rotation de ¢ autour de z; dans le sens des aiguilles d'une
horloge, alors le facteur (z; — z;)™ fait apparaitre un changement de
phase e™¢. Donc, la corrélation de phase des électrons est comme si
chaque électron transportait m quanta de flux.
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e Le carré du module de (3.42) peut étre écrit comme une distribution
de Boltzmann :

(W0 (2, .. 2n)|? = e PVerslanmwn) (3.43)
avec une température fictive posée égale a % = m telle que :
m
Verp(21, ooy vn) = —2m? Zln |2 — 2| + B Z |22, (3.44)
1<j %

coincide avec 1’énergie potentielle d’'un plasma bi-dimensionnel & une
composante : le premier terme dans (3.44) représente la répulsion entre
les particules de charge m a travers l'interaction de Coulomb qui est
logarithmique en deux dimensions et le second terme est I'interaction de
ces charges a l'origine due a un fond neutralisant uniforme sur la méme
géométrie circulaire de densité de charge py = # Cette analogie
réduit le calcul de valeurs moyennes avec la fonction d’onde (3.42) a
celle dans le plasma équivalent. En particulier, la neutralité du plasma
montre que la densité d’électrons dans ’état (3.42) est uniforme et égale
a:

om_po_ 1 __1¢B (3.45)

m  2rmi2  m he’

e

En d’autres termes, ’état (3.42) a un facteur de remplissage v = %,

donc en moyenne, il y a m quanta de flux pour un électron.

e Dans les équations (3.43) et (3.44), le rapport de ’énergie potentielle
a la température est I' = 2m, ce qui veut dire que la température fic-
tive du plasma bi-dimensionnel équivalent est suffisamment élevée pour
m = 1,3,5, ..., les cas d’intéret pour 'EHQ fractionnaire.

Le fait qu'un tel état donne le fondamental pour le systéme d’EHQ frac-
tionnaire est suggéré par deux arguments. Le premier argument est de type
variationnel. Le second argument, donné par Haldane [12], est le suivant :
dans une approche avec un pseudo-potentiel [13], il a été montré que la fonc-
tion d’onde de Laughlin est 'unique et exact fondamental d’un hamiltonien
tronqué représentant les composantes a courte distance des interactions entre
les électrons. Alors on peut argumenter que quand la partie & grande distance
des interactions est diminuée de fagon continue, aucune transition de phase
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n’apparait dans le fondamental. Ceci peut étre vérifié par des études numé-
riques sur des systémes de taille finie [13]. De cette approche, il ressort que la
fonction d’onde de Laughlin est trés peu sensible aux variations de la forme
du potentiel répulsif électron-électron et particuliérement aux variations dans
sa partie a courte distance. C’est ce que 1’on attend de la propriété que dans
létat (3.42), les électrons se tiennent éloignés les uns des autres, ce qui est
une conséquence de la forme de Jastrow.

3.4.2 Fonction d’onde de Laughlin pour les quasi-
particules

Pour générer une quasi-particule avec une charge fractionnaire, on peut
faire une expérience par la pensée [11] : on attache a 1’état (3.42) un tube de
flux infiniment mince au point Z; et on augmente le flux adiabatiquement
de 0 & un quantum de flux ¢y = % Durant ce processus, 1’état de la gou-
telette de liquide quantique reste toujours un état propre de ’'Hamiltonien
qui change. Puisque le changement de flux induit un champ électrique ra-
dial, alors en raison du transport de Hall, les électrons avoisinants vont se
déplacer radialement vers le point Z; ou vont s’en éloigner selon le sens du
flux. Donc quand ¢ — ¢y, on tend a obtenir une accumulation de charge
positive ou négative dans une surface de taille [ autour de Z,. Par invariance
de jauge (un quantum de flux est équivalent & pas de flux du tout), cet état
final est un état excité de I’'Hamiltonien original. Cette excitation est une
quasi-particule : soit un quasi-trou soit un quasi-électron, selon le signe de
la charge accumulée. On a ici o = %%, et il est alors aisé de calculer la
charge accumulée, qui est :I:%e. Donc les quasi-particules sont des charges
fractionnaires. On va considérer des quasi-trous avec une charge %e. Ils sont
formés par une réduction de % électrons dans une région de taille /. Ceci
suggeére que la fonction d’onde & N-corps pour un état avec un quasi-trou

centré a Z, doit avoir la forme suivante :

N N
U (21, .0 28n) = H(zl — Zy) H(Z’ _ j)me_%zl 2 _
=1 1<j
N
H(zi — Zo) ¥y (21, -, 28)  (3.46)
i=1
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Des calculs numériques indiquent que cette fonction d’onde pour un quasi-
trou est réaliste : elle accumule vraiment un excés de charge =. Il a aussi été
montré numériquement que I’énergie de création d’'un quasi-trou est d’envi-
ron 0, 02661—2 qui représente un gap d’énergie non nul. Ceci montre que le fluide
est incompressible. L’incompressibilité a pour origine la rigidité de la fonc-
tion d’onde de Laughlin (3.42) et les interactions de Coulomb qui donnent
naissance & un coit d’énergie fini pour des quasi-particules avec charge frac-
tionnaire. Laughlin a aussi montré [14] que les quasiparticules se comportent
comme des électrons ou des trous dans le plus niveau de Landau le plus bas.
Non seulement leur taille, charge et énergie ne dépendent pas de Z;, mais
elles suivent également un mouvement cyclotron comme les électrons, sauf

que la rayon de leur orbite est /m fois plus grand (a cause de e* = £).

De l'argument donné ci-dessus, on peut voir que si on augmente ou dimi-
nue le flux total du systéme, donc que v dévie de la fraction exacte %, alors
on va générer des quasi-particules dans le systéme qui possédent une charge
fractionnaire. Comme pour ’'EHQ entier, les impuretés entrainent la locali-
sation de ces quasi-particules qui conduit a un plateau de Hall observé avec
o fixée a %% L’existence d’autres plateaux de Hall & d’autres valeurs de
v est expliquée par la condensation de ces quasi-particules pour former de
nouveaux fluides quantiques. A quelle fraction v les nouveaux états stables
peuvent étre formés dépend de la statistique des quasi-particules, d’'une ma-
niére similaire au fait que I’état stable originel apparait a v = %, avec m

impair, en terme de la statistique de Fermi des électrons.

3.5 Statistique fractionnaire et ’'EHQ fraction-
naire

3.5.1 Statistique fractionnaire des quasi-particules

Selon Arovas, Schrieffer et Wilczek [15], la charge et la statistique des
quasi-particules peuvent étre déterminées par une méthode directe basée sur
le concept de la phase de Berry [16]. Pour déterminer la charge, on calcule
le changement de phase 7 de la fonction d’onde du quasi-trou (3.46) quand
la position du quasi-trou Z; bouge adiabatiquement autour d’une boucle
fermée de rayon R contenant le flux ¢. On note que Z, apparait comme un
paramétre dans la fonction d’onde a N-corps (3.46). Donc le changement de
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phase est composé de la phase usuelle dynamique [ tE(T)dT, ou E(T) est
I’énergie de I’état, a laquelle s’ajoute la phase de Berry qui est indépendante
de la maniére lente avec laquelle la boucle est traversée.

La phase de Berry 7(t) satisfait a :

dy . om d\m
P < ‘I’+1(ZO)|£|‘I’+1(ZO) >=

de In 2 — Zo(t)

1 < U (Zo)| W (Z0) > (347)

dt
La densité d’électron p,1(z) dans cet état est :
piale) =< W (Z)| 3 3(ei — )W) > (3.48)
On obtient :
‘;—Z = / d22p+1(z)dlnzd;tzo(t). (3.49)

L’intégration dans le sens des aiguilles d’une montre sur 7 le long du chemin
C' délimitant une surface S fournit :

ol

oll < n >g est le nombre d’électrons dans S 3. Cette phase supplémentaire
peut étre vue comme une phase Aharanov-Bohm qu’une charge e* acquiert
en se mouvant autour de C' :

e* e* ¢
Eﬁzgf =2m—— (3.51)

€ 9o

v = 27r/ d*2py = 2T < n >g= QWVQ, (3.50)
s

En comparant (3.50) et (3.51), on détermine la charge e* du quasi-trou, qui
est e* = ve. Ceci montre que la charge de la quasi-particule et la densité de
charge du fondamental sont la méme chose.

Pour déterminer la statistique des quasi-particules, on considére 1’état a deux
quasi-trous placés & Z; et Z,. En généralisant (3.46), on a :

U\ (21, Zo) = [[(2i — Z0)(2i — Z2) 90" (21, -.or 20). (3.52)

2

30n ignore la correction & la densité de fond p, due aux quasi-particules de 'ordre (%)2
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On laisse Z; se mouvoir lentement le long d'une boucle fermée C. Alors si
Z5 est entouré par C, une analyse similaire a celle qui précéde donne :

y=2r<n>g= 27r1/(£ —1). (3.53)
bo
Le premier terme est le méme que celui déja rencontré et le second terme
est dii & une réduction du nombre d’électrons dans la configuration du se-
cond quasi-trou a Z,. Cette phase suplémentaire est insensible a de petites
déformations de C' et est interprétée comme étant la phase d’échange (ou
statistique) =2, Le paramétre statistique d'un quasi-trou est donc :

A’y_
5 =

6= iz (3.54)

Par exemple, dans 1’état fractionnaire avec v = %,

général, v est rationnel, la statistique des quasi-particules est fractionnaire
dans un état de 'EHQ fractionnaire. A partir de cette démonstration, on
peut voir clairement que le parameétre statistique est directement relié au

on a § = Z. Puisqu’en

nombre de défauts d’électron (ou nombre de trous) dans la configuration de
quasi-particule. Ce dernier est un nombre bien défini puisque I’état de Hall
est incompressible. Si ce n’était pas le cas, ce nombre de défaut d’électrons
pourrait ne pas étre si bien défini et la notion de statistique fractionnaire
n’aurait plus de sens.

3.5.2 Statistique fractionnaire et schéma de hiérarchie

Les fonctions d’onde & N-électrons sont aisées a construire seulement pour
des fractions simples telles v = L (m impair). D’autres états fractionnaires
peuvent étre construits par le schéma de hiérarchie [12],[13]. L’idée de base
est que l'interaction dominante entre quasi-particules est la partie répulsive
a courte portée de l'interaction de paires et que ces quasi-particules se com-
portent comme des électrons dans le niveau de Landau le plus bas. Donc la
fonction d’onde de Laughlin peut étre utilisée pour le gaz de quasi-particules
en interaction, qui est présent a des facteurs de remplissage prés de la valeur
stable de I'état pere et va se condenser pour former un nouvel état de quasi-
particule. Ces nouvelles fractions de remplissage stables doivent étre reliées
aux statistiques fractionnaires des quasi-particules de la méme maniére que
les fractions originelles 1y = X (m impair) le sont avec la statistique de Fermi

m
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des électrons.

L’obtention de la hiérarchie des états de 'EHQ selon cette ligne de pen-
sée a été donnée par Halperin [17], qui a suggéré le premier la cohérence
des statistiques fractionnaires avec 'EHQ fractionnaire. Par analogie avec
la fonction d’onde de Lauglin (3.42), la fonction d’onde pour les quasi-trous
dans un état apparenté avec vy = #est de la forme :

NI
my  —L]-e N’ 12
‘I’Io(Zl, ey Zpt) = H(Zj — Zp)™e 2 lew | 2251 1 2] (3.55)
i<k
Puisque les quasi-trous obéissent a des statistiques avec % = %, I’exposant
my dans le préfacteur ne peut étre que :
a
my = 2p1 + —, (3.56)
m

olt a; = 1 pour les quasi-trous (et —1 pour les quasi- électrons), et p; est un
entier positif. Une fois encore la distribution de probabilité |¥{|? peut étre
interprétée comme celle d'un plasma classique a une composante de charges
my dans un fond neutralisant de charge % Donc la densité du plasma est
fixée par la condition de neutralité de charge, qui donne le nombre de quasi-
trous dans une aire de 27(? et qui vaut :

el 1

n = = = 3-57
! mq mmq 2p1m + o ( )
Puisque chaque quasi-trou a une charge %, le facteur de remplissage pour
les électrons dans le nouvel état stable est :
n 2
=1y — Oél—l P1 (358)

m - 2p1m + oy

Pour m = 3, p; = 1 on obtient ny; = % (ou %), et vy = % (ou %) pour le fluide
de quasi-trous (ou quasi-électrons). Des états d’ordre supérieur (p; > 1)
peuvent étre construits de maniére analogue, et reproduisent les fractions

observées.

Cette discussion peut étre étendue a un schéma hiérarchique en itérant l’ana-
lyse. L’équation itérative pour la charge ¢, d'une quasi-particule au niveau

s+ 1est:
gs

ms+1

Qs+1 = —Ost1 (a5+1 + :tl)a (3'59)
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ol
CYs—l—l

Mst1 = 2ps—l—l + (ps—l—l € N) (360)

S

Le facteur de remplissage au niveau s + 1 satisfait a :

|qs|qs+1
Msi1

Vg1 = Vs + (3.61)

On peut montrer que v,11 s’exprime comme une fraction continue en termes
de la séquence {p;, o;} :

(3.62)

Il s’agit de la hiérarchie que Haldane [12] a obtenu d’une maniére différente.

3.6 Dégénérescence du fondamental

3.6.1 L’argument de Laughlin étendu

L’EHQ entier a été expliqué par I’argument de Laughlin, en utilisant une
topologie non-triviale : un cylindre percé par un tube de flux, combiné avec
un argument d’invariance de jauge. Tao et Wu [18| l'ont étendu pour in-
corporer 'EHQ fractionnaire sans violer I'invariance de jauge, et ont mis en
évidence que la condition qui altére la quantification entiére mais favorise
la quantification fractionnaire est la dégénérescence du fondamental des sys-
temes d’EHQ fractionnaire sur certaine géométrie d’espace compactifié.

La condition de non-dégénérescence du fondamental pour ’EHQ entier n’est
pas explicitement utilisée dans 'argument originel de Laughlin, mais mise en
évidence par Tao et Wu ([18]). Ils ont établi que cette condition, ajoutée a
la géométrie du tore et 'argument d’invariance de jauge, est nécessaire pour
garantir une conductivité de Hall entiére. Donc, pour obtenir une conducti-
vité de Hall fractionnaire oy = g%, le systéme devrait étre dégénéré g-fois
sur le tore.

Plus rigoureusement, on peut le voir de la démonstration de la conductivité

de Hall comme invariant topologique par Niu, Thouless et Wu [8], présenté
précédemment. On y a vu que, tant que I’état fondamental est non-dégénéré
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et séparé des états excités par un gap d’énergie fini pour toutes les valeurs
des phases (01, 65), le fondamental ¢, va rester inchangé quand soit 6; ou 6,
change de 0 & 27. Alors la conductivité de Hall, moyennée sur 6; et 5 sur
le tore (0 < 61,0 < 27) est une premiére classe de Chern sur un fibré qui
est nécessairement entiére (en unité de %) Pour obtenir une quantification
fractionnaire de op, ’état fondamental doit étre dégénéré. On part d’un des
états fondamentaux, maintenant appelé ¢;. Changer 6; ou 0, de 0 & 27 ne
va pas transformer ¢, sur lui-méme. On suppose alors que I'on doive changer
61 de 0 & 2mq (g entier) pour retrouver ¢; lui-méme. Alors la conductivité de
Hall moyenne peut étre écrite comme une intégrale sur le tore 0 < 6; < 27q,
0<6,<27:

B 62 2mq 2w 1 a¢1 8¢1
Og =0 = h_qA d01A d@gﬁ < 8_92 8_01 > —(91 — 02>}, (363)

ou le facteur ¢ vient du calcul de la valeur moyenne. L’intégrale doit &tre un
nombre entier. Comme 'intégrale est une premiére classe de Chern, nécessai-
rement entiére, alors en général oy devient une fraction avec un dénominateur
q.

On remarquera que l'intégrale ci-dessus sur 0 < 6; < 27,0 < 0y < 27 n’est
plus une intégrale sur un tore, puisque 'intégrand n’est plus aux bords 6; = 0
et 05 = 27.

. . 2 . N
Expérimentalement, oy est IE) fois - quand le facteur de remplissage v est &
peu prés égal a %. Pour rendre I’argument ci-dessus capable d’expliquer ceci,
on a besoin de prouver que :

e L’entier ¢ défini ci-dessus pour faire revenir le fondamental sur lui-
méme est le méme pour les différents fondamentaux desquels on aurait
pu partir.

e L’intégrale dans (3.63) est aussi indépendante du choix du fondamental
et est réellement le numérateur entier p de v.

On verra la premiére preuve dans le paragraphe suivant. Pour la deuxiéme,
on peut invoquer l'argument de I'invariance topologique, en supposant que le
gap n’est pas détruit en éteignant les diverses interactions dans I’Hamiltonien.
Alors I'intégale n’est pas changée. Pour un gaz sans interaction, oy est connue
et vaut ’E’ pour le facteur de remplissage v = %, donc tout comme le oy
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calculé avec (3.63). L’existence d’un plateau prés de v = § est expliquée par

la localisation des quasi-particules a cause des impuretés de fagon similaire
a ’EHQ entier.

3.6.2 La dégénérescence du fondamental sur le tore

Une méthode générale pour prouver l'existence d'une dégénérescence en
Mécanique Quantique est de trouver deux opérateurs de symétrie qui ne com-
mutent pas entre eux, mais commutant avec I’Hamiltonien. Dans la situation
présente, de tels opérateurs sont donnés par les translations magnétiques. Les
translations magnétiques infinitésimales d’un seul électron sont données par
(3.7). Dans un systéme & N-corps, on peut définir la translation magnétique
par :

t(d) = e T (3.64)

, . N , .
pour chaque électron ¢ et ou II; est le moment de I’électron ¢. En 1’absence
impuretés, mais en présence d’interactions entre électrons la translation
d tés, d’int t t lect la t lat
magnétique totale

T(d) = IY,t(d), (3.65)

d étant un vecteur bi-dimensionnel, laisse ’'Hamiltonien & N-corps inva-
riant. Par soucis de simplicité, pour imposer la géométrie du tore, on peut
considérer les conditions aux bords périodiques imposées a la fonction d’onde
du probléme & N-corps

(T = 4(Ta)e = ¥, (3.66)

avec L1 = Lle_;, Ly = L26—y>. Donc la fonction d’onde est inchangée quand un

%
des électrons est translaté magnétiguement par L, ou Lo a travers le plan.
Ceci correspond au cas pour lequel §; = 0 = 2nm dans I’équation (3.32). Si
on suppose qu’il y a un nombre

Lyl
Corl2

N, N (3.67)

de quanta de flux transpercant la surface, il y a donc

Ne = I/N¢ = —N¢ (368)



électrons, avec p et g entiers premiers entre-eux. Les translations qui laissent
aussi les conditions aux limites (3.66) invariantes sont

1 = 1 =

Ly), Ty =T(—Ls) (3.69)
Ny

et leurs puissances. Ce sont les opérateurs de symétrie cherchés, puisque 7}
et T ne commutent pas :

— =
i [LyALy|

T\T» = ToThe Yo" =TyTie 2. (3.70)

On peut choisir un fondamental ¢, qui soit un état propre de 77, alors les ¢
états définis par :

¢n =T7"¢0 (n =o0,1,..,q— 1)a (371)

sont dégénérés, ils ont donc la méme énergie que ¢y. De plus, ils sont tous
états propres de T, mais avec des valeurs différentes :

T2¢n — e*iQW'ﬂ%TZd)O, (372)

et donc ils sont orthogonaux entre eux. En d’autres termes, les états fonda-
mentaux doivent étre formés des représentations de 1’algébre de Heisenberg
(3.70), dont la représentation irréductible est de dimension g. Donc le fonda-
mental doit étre dégénéré g fois [8]. Siil n’y a pas de dégérescence accidentelle,
il y a exactement ¢ états fondamentaux.

En général, la présence de désordre ou d’impuretés aléatoires brise 1’inva-
riance sous les translations & N-corps (3.69). Cela veut dire que la dégénéres-
cence du fondamental est levée par des potentiels décrivant une situation avec
faible impureté. Si ce potentiel est plus faible que 1’énergie du gap, on peut
utiliser la théorie des perturbations dans le cas dégénéré au premier ordre
dans le sous espace du fondamental. Cette approche a été utilisé par Tao et
Haldane [19], et Wen et Niu [20]. En général, il y a un unique fondamen-
tal pour chaque ensemble de phases (61, 63). Est-ce que ceci implique que la
conductivité de Hall devrait étre entiére selon la théorie de I'invariant topo-
logique 7 La réponse est non, parce que la température dans des échantillons
réalistes est supposée étre plus grande que ’énergie levant la dégénérescence
due aux impuretés. Les ¢q états les plus bas séparés des fondamentaux sont
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également peuplés en dessous du niveau de Fermi, donc la discussion du pa-
ragraphe précédent s’applique encore.

Wen et Diu [20] ont prouvé, en utilisant la théorie effective de type Ginsburg-
Landau pour les systémes de 'EHQ fractionnaire, que la dégénérescence du
fondamental d’un systéme de Hall fractionnaire avec v = g sur une surface de
Riemann de genre g est ¢9 fois dégénérée méme si l'invariance par translation
est brisée sur une surface de Riemann de genre g > 1. On montre que cette
dégénérescence existe et est la méme aussi bien sous de faibles pertubations
que sous n’importe quels types de pertubations. Ce résultat montre que la
dégénérescence du fondamental d’'un systéme de Hall fractionnaire dépend
de la topologie globale de la surface.

La fonction d’onde de Laughlin pour une géométrie correspondant a un
disque [11] et la généralisation de Haldane pour une géométrie sphérique
ont été toutes les deux trouvées non dégénérées. Mais d’'un autre co6té, la
dégénérescence proposée par Tao et Wu pour le tore [18] a été observée dans
des simulations numériques [21] et dans la construction explicite des fonc-
tions d’onde de Laughlin sur un tore [22]. Plus tard, des spéculations sur
la brisure de symétrie en rapport avec cette dégénérescence se sont avérées
étre incorrectes, puisque la dégénérescence sur un tore peut étre interprétée
comme la dégénérescence du mouvement du centre de masse [23]. Wen et Niu
ont résolu le puzzle. Ils ont montré que la dégénérescence est indépendante de
la topologie spatiale et est préservée lorsque l'on a effectué la limite thermo-
dynamique méme si les symétries de translation ou de rotation peuvent étre
perdues sur une surface de Riemann de genre plus élevé. Ceci implique que la
dégénérescence des états de Hall fractionnaires est le reflet d’un certain ordre
topologique dans le systéme et qu’elle ne devrait pas étre interprétée comme
une brisure de symétrie d’un type usuel, ni comme a peu prés la dégénéres-
cence du centre de masse. Wen a développé le concept d’ordre topologique
et a tenté d’utiliser la connection de Berry non-abelienne dans le sous-espace
du fondamental pour caractériser complétement I’ordre topologique des états
de Hall fractionnaires.
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Chapitre 4

Probléme de Landau sur un
échantillon de taille finie

Quantum Hall conductivity in a Landau type model with a realistic geometry
F. Chandelier, Y. Georgelin, T. Masson, J.C. Wallet
Ann. of Phys. 305(2003)60

4.1 Introduction

Laughlin [5] a montré que la quantification de la conductivité de Hall
peut étre obtenue a partir de I'invariance de jauge et de I'existence d’un gap
d’énergie dans le spectre. Il a utilisé une géométrie annulaire, une boucle
percée partout par un champ magnétique perpendiculaire & sa surface. Il
a également analysé l'influence du désordre (niveaux de Landau élargis et
énergie de Fermi située dans un gap entre deux niveaux). Les électrons sont
considérés libres. Dans ce cadre, Laughlin a démontré par un argument lié a
I'invariance de jauge que la conductivité transverse du systéme est quantifiée
en multiples entiers de % et que les effets de bord n’ont pas d’influence sur
la précision de la quantification. Halperin [24] a ensuite considéré la méme
géométrie et la méme situation expérimentale. Il a discuté les propriétés im-
pliquées par I’argument de Laughlin et ’a étendu. L’une d’elles est que méme
en présence de désordre modéré, il existe toujours un état étendu transpor-
tant un courant d’électrons dans une petite région le long du périmeétre de
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I’échantillon. Dans cette analyse plus générale, il a montré ’exactitude de la
quantification entiére en présence de désordre.

Thouless, Kohmoto, Nightingale et den Nijs ont considéré une situation dif-
férente [6]. Ils se sont intéressés & un gaz d’électrons soumis a un potentiel
périodique U en z,y dans le plan infini plongé dans un champ magnétique
uniforme perpendiculaire a ce plan. Ils ont imposé pour cette géométrie des
conditions aux limites périodiques, et un nombre de quanta de flux ¢ par
cellule ! fractionnaire. Ils ont résolu les cas de faible et forte amplitude pour
le potentiel U. En appliquant le théoréme de Bloch, ils ont obtenus un Ha-
miltonien pour les électrons dépendant de deux paramétres supplémentaires
décrivant un tore. Laughlin et Halperin ont étudié le probléme du calcul de
la conductivité de Hall en considérant les effets produits par un changement
dans le potentiel vecteur sur les états aux bords du systéme fini. Par cette
approche, la quantification de la conductivité est rendue explicite, mais on
ne peut montrer clairement que le résultat est insensible aux conditions aux
limites.

Une approche alternative, par Thouless, Kohmoto, Nightingale et den Nijs,
est d’utiliser la formule de Kubo pour ce gaz d’électrons. Ils montrent alors
que la conductivité est quantifiée en multiples entiers de % Cette conducti-
vité est en fait reliée a la premiére classe de Chern d’un fibré sur le tore évoqué
plus haut. Thouless et Wu [25] ont généralisé ce résultat. Quand le niveau de
Fermi se situe dans un gap, la conductivité peut étre exprimée comme une
classe caractéristique, garantissant la quantification entiére. Cette derniére
approche généralise la précédente au cas ou des interactions & N-corps et un
certain désordre sont présents. La possibilité d’écrire la conductivité de Hall
dans le cas fractionnaire comme un invariant topologique est aussi discuté
mais toujours dans la géométrie du plan infini et dans le cadre de conditions
aux limites périodiques.

Avron et Seiler [9] ont proposé un cadre théorique pour I’argument de Laugh-
lin pour des Hamiltoniens & N-corps avec des potentiels généraux. La quan-
tification apparait alors comme une conséquence de la nature géométrique
(classe de Chern) de la conductivité. Leurs travaux généralisent les idées de

1Sia (resp. b) est la période en z (resp. y) du potentiel U, alors la cellule élémentaire
du réseau est d’aire ab.
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Thouless et al. pour des Hamiltoniens de Bloch au cas plus général d’Ha-
miltoniens en interaction (électron-électron) et qui n’ont pas de conditions
aux limites périodiques. La géométrie considérée dans leur travaux est celle
que ’on va également considérer : un échantillon percé par un flux dont les
bords opposés reliés par deux fils sont considérés comme faisant partie du sys-
téme (voir figure 4.1). Ils ont remarqué que cette géométrie et cette topologie
sont analogues a celle d'un domaine percé par deux flux ¢; et ¢ avec des
conditions aux limites de Dirichlet 2. Ils ont alors considéré une telle classe
d’Hamiltoniens dépendant de ces deux flux H(¢y, ¢2), qui sont les analogues
des Hamiltoniens de Bloch. Alors que pour les travaux de Thouless, une
moyenne sur les conditions aux limites est faite, ici, il s’agit d’'une moyenne
sur le tube de flux de Laughlin qui est utilisée pour calculer la conductivité.

Sous I’hypothése que I’état fondamental est non-dégénéré, on obtient la quan-
tification entiére & volume fini et température nulle. Tao et Wu [18] ont par
ailleurs étendu l'analyse a des états fondamentauxdégénérés et ont montré
que la dégénérescence est reliée au dénominateur de la conductance pour
I’EHQ fractionnaire. Avron et Seiler [9] ont montré que I’argument de Laugh-
lin peut étre compris en terme de la premiére classe de Chern d’un fibré en
droites sur le tore associé a cette classe d’'Hamitoniens H(¢y, ¢2).

Le travail exposé ici considére la méme géométrie, mais I’Hamiltonien consi-
déré est I’'Hamiltonien de N électrons soumis juste & un champ magnétique
B perpendiculaire a un domaine rectangulaire fini. On prend ici des condi-
tions aux limites générales et compatibles avec l'invariance de jauge. Niu et
Thouless [26] ont aussi considéré cette géométrie qui se rapproche plus de
I’expérience de Hall, mais encore une fois des conditions aux limites pério-
diques ont été considérées. Dans ce cadre, on a montré que la conductivité de
Hall est fractionnaire si NB = 27l, [ entier. Le tableau 4.1 résume les princi-
pales études parues dans la littérature. Dans tous les cas, 1’état fondamental
est supposé non-dégénéré.

2Les deux géométries ont un flux supplémentaire qui est mis @ la main dans 'argument
de Laughlin.
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Laughlin | Thouless et al.(® Avron Seiler Notre contribution
Géomeétrie Anneau R? Rectangle Rectangle
Paramétres B, ¢ B,¢p = g b1, 2 ¢, B,NB = 2l
pertinents
Conditions | Dirichlet Périodiques Dirichlet Compatible avec
aux limites I'invariance de jauge
Hamiltonien | Landau Bloch ~ Bloch® Landau
+ Potentiel + Potentiel + Potentiel
périodique général général
Conductivité | entiére entiére entiére entiére
transverse ~ fractionnaire® | ~ fractionnaire(® | et/ou fractionnaire

TAB. 4.1: Tableau résumant les caractéristiques des différentes approches. (¥ Thouless, Kohmoto, Nightin-
gale, et den Nijs. ® H(¢y, $) est 'analogue de I'Hamiltonien obtenu par le théoréme de Bloch utilisé par
Thouless et al. () Le symbole ~ pour signifier que le cas fractionnaire est obtenu lorsqu’on impose une

condition fractionnaire sur le flux..etc.
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4.2 Le probléme considéré

4.2.1 Le systéme physique

On considére le systéme physique représenté sur la figure 4.1. Les élec-
trons sont supposés confinés dans un domaine rectangulaire plan (rectangle
gris) et soumis & champ magnétique perpendiculaires ? Les électrons sont
injectés et recupérés par des fils sur les quatre bords de I’échantillon. Ces

F1G. 4.1: Géométrie globale de 1’expérience pour l'effet Hall quantique

fils sont des objets classiques, connectés a des appareils macroscopiques me-
surant par exemple l'intensité du courant. Les électrons circulant dans ces
fils sont des objects classiques. Ceux confinés dans le rectangle doivent étre
traités par la mécanique quantique.

On suppose que les propriétés classiques liées aux fils satisfont les deux hy-
pothéses suivantes :

— 1) le courant circulant dans les fils est conservé,

— 2) la charge totale localisée sur un bord du rectangle est égale a celle
localisée sur le bord opposé.

La présence des fils va donc se refléter comme des conditions aux limites
contraignant la mécanique quantique des électrons dans le rectangle. En no-
tant j;, ¢ = 1,2,3,4 (voir figure 4.1), le courant algébrique sortant pour le
bord i, 'hypothése 1) implique :

sitys = 0, j2+j = 0. (4.1)

Ces contraintes peuvent étre réexprimées en terme d’intégrales sur chaque
bords des densités de courant qui apparaissent en mécanique quantique. On
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note que ces contraintes sont différentes des conditions aux limites de type
Neumann ou Dirichlet. Comme dans les expériences de 'effet Hall quantique,
les deux paramétres controlables sont ici le champ magnétique B et le nombre
d’électrons N dans 1’échantillon 3.

En gardant a I’esprit que la plupart des données de ’'EH(Q) sont mesurées en
terme de mouvements effectifs des électrons, on introduit des variables expri-
mables en terme de variables collectives. Soit (z;, v;) et (pg,,py:) (1 = 1,..., N)
les variables individuelles de position et de moment de chaque électron. Le
courant j; (en l’absence de champ magnétique) dépend seulement des com-
posantes du moment total p, = Zfilph et p, = Zf\ilpyi par la relation :

ji = / iy (4.2)
bord 1

Jy = 9" (py¥) + (py¥)" 9, (4.3)

avec des relations similaires pour les trois autres courants.

ou

Pour simplifier I’analyse, sans perdre en généralité et sans altérer les conclu-
sions, on suppose dans la suite que I’échantillon rectangulaire est en fait un
carré [0,1]2 = [0,1] x [0,1] dans le plan (z,y) *.

4.2.2 Hamiltonien du systéme
L’Hamiltonien sur [0, 1]* est donné par :

N

1 1 9 1 9

H=>Y" %[(Pzi + 53%) +(py: — 53931') I+ Y Viwi—z,u—y), (44)
i=1 1<6i<j<N

ol m est la masse de ’électron supposé sans spin, V' est le potentiel d’interac-

tion, et la jauge symétrique a été utilisée. Les variables collectives pertinentes

sont définies par :

xr = % Z%l Liy Pz = % ij\\;l pzia (4'5)
Yy = %Zi:lyi? Py = %Zi:lpyi'

3pouvant étre modifié en changeant par exemple la tension de porte. Voir chapitre 1.
4On suppose dans la suite que i = ¢ = e = 1 otl e est la charge de 'électron.
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Les N variables "internes" sont données par :

T, = . — D... = L — 1
T mT S Pe 7 Pe b (4.6)
Yy = Yi—Y, Py, = Dy, — szn
et satisfont :
N N N
D E=0, Y 5H=0, > Pu=0, Y 5, =0 (4.7)
=1 =1 =1 =1

Dans ces variables, H se découple en deux parties
H = Hy+ Hy, (4.8)

ol :

1 1 1
H, P+ 5NBY)’ + (py + 5N Bz)’]; (4.9)

= N Pt 3
et H, 'Hamiltonien interne, dépends seulement des 4(N — 1) variables &;, §;
et Pa;, Dyt =1,.., N — 1.

L’Hamiltonien H doit étre un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hil-
bert"
H="H,® Hy, (4.10)

ol les opérateurs collectifs (resp. internes) agissent seulement sur H, (resp.
H1). L’analyse qui va suivre va se focaliser sur la partie Hy de I’Hamiltonien
avec l'espace de Hilbert correspondant H, puisque les observables intéres-
santes agissent seulement sur H,. Cet espace de Hilbert ressemble a premiére
vue & L?([0,1]?) pour les variables z,y. Toutefois, cette identification est in-
correcte. Dans la suite de ce paragraphe, on va définir ’espace de Hilbert
pertinent pour le probléme considéré. De fagon générale, on sait que des opé-
rateurs non bornés sur un espace de Hilbert ne sont pas complétement définis
par leur expression "formelle". Il faut aussi spécifier le domaine sur lequel
ils sont définis. En mécanique quantique, différents domaines de définition
pour un opérateur non borné peuvent correspondre a différentes situations
physiques. Par exemple, dans la mécanique quantique sur l'intervalle [0, 1],
I'opérateur p = —i% est auto-adjoint grace au choix de conditions aux li-
mites sur les fonctions d’onde.

Ces considérations définissent un domaine (dense) pour p. Plus précisément,
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on montre qu’il existe une famille & un paramétre d’opérateurs auto-adjoints
pa, 0 € [0,27[ dont le domaine (dense) de définition est :

Dy = {¢ € L*([0,1])/¢ absolument continue, ¢’ € L*([0,1]), (1) = e?4(0)}.

(4.11)
Ces opérateurs ne sont pas unitairement (et donc pas physiquement) équiva-
lents pour différentes valeurs de 6.

Revenant au systéme décrit par H, on introduit les opérateurs :
D, = —iZ+iNBy, D, = —iZ—1LNBx, (4.12)

correspondants respectivement a p, — A, et p, — A,. On va utiliser les
contraintes (conditions aux limites) données au paragraphe 4.1.1 pour définir
un domaine D sur lequel D,, D,, D2 DZ sont auto-adjoints. Il est commode

de définir le produit scalaire (—, —) sur ’espace de Hilbert des fonctions de

carré sommables
1 1
9) =1 d dy(v* o) (z,y), 4.13
w6 = [ do [ ayw o)) (4.13)

et d’introduire la notation :

Alors, pour toutes fonctions d’onde ¢ et ¢ suffisamment réguliére, on a :

<mm@—@pmﬁﬂ4¥mww@wﬁa (4.15)

ww@wwmm@:/dmwwmwwmwwmwmz. (4.16)

0

Pour ¢ = ¢, I'hypothése 2) implique que le membre de droite de (4.15)
s’annule. Par ailleurs, I’hypothése 1) implique que le membre de droite de

(4.16) s’exprime comme fol dylj.(z, y)]“=} ou :

JZ(xay) = [¢*(Dz¢) + (D2¢)*¢](m7y)a (4'17)

est le courant dans la direction z, de sorte que le membre de droite est nul
également. Alors toute fonction d’onde suffisamment réguliére ¢ compatible
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avec les hypothéses 1) et 2) satisfait a :

(Do, d) — (¢, D)) = 0, (Dyg,¢) —(6,Dy¢) = 0
0

(D2¢,¢) — (¢, D2¢) = 0, (D¢, ¢)— (¢,Di¢) = 0 (4.18)

Alors, pour toutes fonctions d’onde 9 et ¢ appartenant & D, I’espace linéaire
des états compatibles avec les hypothéses 1) et 2), il est facile de voir que les
relations suivantes sont satisfaites :

(Dz¢7¢)_(¢7Dz¢) = 07 (Dy¢7¢)

<

Cenie o e

Ainsi, D est I’espace linéaire des fonctions sur [0, 1]? stable par les opérateurs
D, et D,, et sur lequel (4.19) sont satisfaites. Ces relations impliquent claire-
ment que D,, D,, D? et D; sont des opérateurs auto-adjoints sur le domaine

D.

4.3 Opérateurs sur 'espace H

Soient X,Y les opérateurs de position et P,, P, les opérateurs associés a
D,, D, introduits au paragraphe précédent. Le spectre de X et Y est l'in-
tervalle [0, 1]. P,, P2, P,, Py2 sont auto-adjoints. Ces opérateurs obéissent aux
relations de commutation :

[X,Y]=0 [P,,P,| =iNB
[P, X] = —i [P,,Y]=0 (4.20)
[P, X] =0 [P, Y] = —i

et 'Hamiltonien Hy s’écrit :

1 2 2
Hy = m(PT + Py). (4.21)
On se propose de représenter 1’action des opérateurs X,Y et P,, P,. Contrai-
rement au cas uni-dimensionnel, il n’y a pas de méthode générale pour re-
présenter P, et P, comme des opérateurs auto-adjoints. On utilise donc un
ansatz, inspiré par la situation uni-dimensionnelle rappelée au paragraphe
précédent juste avant l'introduction des opérateurs D, et D),, sachant aussi
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que P, et P, doivent se comporter comme les opérateurs différentiels du pre-
mier ordre D, et D,,.

L’ansatz pour la représentation de 1’algébre (4.20) est le suivant :

1. le domaine sur lequel P, et P, sont définis est 1’espace linéaire des
fonctions ¢ € L2([0, 1]?), absolument continues de deux variables, dont
les dérivées premiéres appartiennent & L2([0,1]%). Les conditions aux
limites sont de la forme, pour toutes fonctions f et g :

¢(Ly) = e TWg(0,y), ¢(z,1) = e ¥g(z,0). (4.22)

Ces relations peuvent étre vues comme une généralisation du cas uni-
dimensionnel (voir la définition de Dy).

2. Les opérateurs P, et P, sont des opérateurs différentiels du premier
ordre agissant sur ces fonctions, dont les expressions sont :

P, = —i%+a(y), P, = —ia%‘Fb(fU)a (4.23)

pour deux fonctions a et b a déterminer.

La relation de commutation entre P, et P, implique alors :

da(y) 0b(z)
=NB
By * on

(4.24)

Le membre de droite (resp. gauche) de cette derniére expression ne dépend
seulement que de x (resp. y), si bien que ce doit étre une constante C. Les
fonctions a et b doivent donc étre de la forme, pour deux constantes d’inté-
gration réelles v et 7 :

aly) = Cy—»v, blz) = (C—NB)z—n. (4.25)
De cela, on trouve que :
P, = —ig+Cy—v, P, = —if+(C—NB)z—1. (4.26)
Par une transformation de jauge

¢z, y) — e G(z,y), (4.27)
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on peut s’affranchir des constantes réelles v et 77 apparaissant dans I'expres-
sion explicite de P, et P,. Ces constantes vont cependant réapparaitre comme
des constantes arbitraires dans la définition de f et g (4.22). On peut définir
deux nouvelles constantes a et 3 telles que :

C = —BNB
{e v 2 N0 (429
Elles satisfont & a+ (3 = —1. Les opérateurs P, et P, prennent alors la forme :
P, = —iZ —-BNBy
& dz
{ P, = —if +aNBa (4.29)

On observe maintenant que les opérateurs P, et P, ont une forme similaire a
celle des dérivées covariantes d’un fibré sur un tore bi-dimensionnel (z,y) €
T2. On note cependant que ceci n’est pas vrai pour toute valeur NB. De
(4.29), on déduit les conditions aux limites possibles de la forme (4.22) :

$(l,y) = e NBY(0,y), ¢(z,1) = ertINEe(z,0). (4.30)

Les paramétres 7,7 sont arbitraires et indexent des représentations inéqui-
valentes de P, et P, pour différentes valeurs (modulo 2). On note par D, ,
le domaine sur lequel sont définis les opérateurs P, et P, qu’'on a construit
juste avant pour des valeurs spécifiques de (7y,7n) °. On peut donc choisir le
carré [0, 27]? comme domaine fondamental du plan (v, n). L’espace de Hilbert
du probléme est la somme directe des espaces de Hilbert associés a chaque
valeur individuelle du couple (7,7n). Cette somme directe est une intégrale
hilbertienne sur [0, 27]*> d’espaces de Hilbert isomorphes (chaque représen-
tation étant définie sur le méme espace de Hilbert L?([0,1]?)). Une fonction
d’onde générale est alors un élément de L2([0, 1] x [0, 27]%). Soit D, le sous
espace vectoriel des fonctions ¥ (z,y,,n) continues en (v,7), et telles que
pour toutes paires (v,7), ¥(z,y,7,n) est un élément de D, ,. Ces fonctions
satisfont aux conditions aux limites :

11)(173/77777) = 61:7_1_.QNBy¢(07y77777) (4 31)
’IJ)(.’.E,]_,")/,?’]) = em+zﬂNBz¢(m,O7,y777) -

°11 est pratique de garder la méme notation P, Py pour les différentes représentations,
si bien que la dépendence en (v, 7) ne sera pas explicitement indiquée.
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Quand N B est différent de 27l pour tout entier [, on impose de plus que ces
fonctions s’annulent aux quatres points (z,y) = (0,0),(0,1),(1,0) et (1,1),
ce qui est dicté par (4.31). L’espace D est choisi pour étre le domaine sur
lequel P, et P, sont définis.

On choisit une normalisation partielle pour les fonctions 1 de la forme :

[, st =1 (1.32)

pour tout v, 1, si bien que pour normaliser ¥ a 'unité, on a en fait :

1 %
G [ [ ded@@uam =1 (439
(2m) [0,27]2 [0,1]2

Cette intégrale définit complétement le produit scalaire sur cet espace de
Hilbert.
On peut considérer maintenant un domaine dense D C L?([0, 1]2)([03 27]%)

pour les opérateurs P? et P;. Il s’agit de la restriction du domaine D défi-

nie par la condition que v appartient & D si v, P,¢ et P, sont dans D.
En particulier, les fonctions dans ce domaine satisfont les relations (4.31) et
I’Hamiltonien (4.21) est bien défini sur D.

Un calcul direct montre que P, et P, (respectivement P, et P;) sont des
opérateurs auto-adjoints, sur le domaine dense D (respectivement D), si bien
que toutes les fonctions d’onde dans D satisfont a nos conditions aux limites
physiques 4.19. Dans la suite de ce chapitre, le domaine dense utilisé pour
cette étude sera identifié avec D.

4.4 Discussion du cadre mathématique

Les conditions aux limites (4.31) sont similaires aux relations que doivent
satisfaire les sections d'un fibré. On peut alors étre tenté de considérer 1’es-
pace (z,y) € [0, 1]> comme un tore & deux dimensions, et les fonctions ¢ € D
comme des sections d'un fibré sur ce tore. Mais cela n’est vrai que pour
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NB = 2rl, | entier 5. A noter que le tore sous-jacent n’a pas d’existence
physique. A partir de maintenant, on suppose que NB = 27l.

Sous la transformation de jauge :

(@, y,v,m) = e MWz, y, y,7), (4.34)

les opérateurs P, et P, deviennent :

P, = P,+v, P, = P,+n, (4.35)

et les conditions aux limites pour ¥ se modifient comme :

{ ,9/"(17:%7777) = e_iaNByQ/;(anaf)/)/r/) (436)

Wz, 1,7,m) = €PNBYY(z,0,v,7)

de sorte que la dépendance en (7,7m) est transférée dans les opérateurs P, et
P,. Ces deux représentations décrivent la méme physique. Il sera commode
d’utiliser la seconde représentation dans le calcul de la formule de Kubo.

Si on applique un petit champ électrique dans la direction  par exemple,
celui-ci intervient seulement dans H, car chaque électron subit la méme in-
fluence. En fait, dans I’Hamiltonien total, on doit ajouter le terme Zf\il Ez;,
qui dépend seulement de z, et donc doit étre une partie de Hy. Une fa-
con d’'implémenter un tel champ électrique est de créer un flux magnétique
croissant adiabatiquement dans une des boucles que forment les fils dans la
figure 4.1. Ce flux ¢(t) augmentant va alors venir créer une contribution ad-
ditionnelle dans un des opérateurs P, et P,. Le courant induit par ce champ
électrique, peut alors étre calculé par la formule de réponse linaire de Kubo
[27, 28] pour I'Hamiltonien total H. En particulier, la conductivité de Hall
peut étre obtenue de cette maniére. On note que, du fait que le champ élec-
trique apparait seulement dans Hy, la formule de Kubo ne fera pas intervenir

Hi.

On sait que cette formule de Kubo peut étre reliée a la premiére classe de
Chern d’un fibré en droites [29, 8, 7, 9, 26, 30]. Pour le voir, on exprime les
opérateurs de vitesse en fonction de dérivées de I’Hamiltonien par rapport

®On peut aisément le vérifier en considérant les variations des fonctions le long d’un
chemin sur le bord du carré [0, 1]>.
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a certaines variables. Ces variables définissent 1’espace de base du fibré en
droites mentionné ci-dessus. On se reportera a la littérature pour les expres-
sions exactes, et a I’annexe pour la formule explicite a calculer ici. Dans le
cas présent, les variables naturelles sont la paire (7,7) quand on utilise la
représentation (4.34). Comme on I’a vu auparavant, la contrepartie de (v, )
apparait comme des termes additionnels dans les opérateurs P,, P,. La déri-
vée de PHamiltonien correspondant H,, par rapport a v et 17 donne donc la
vitesse dans les directions z et y. On suppose dans ce qui suit que la formule
de Kubo peut étre appliquée dans le cas présent. Ceci suppose donc que
certaines propriétés (gap de Fermi dans le spectre) et certaines conditions
supplémentaires sur la dégénérescence du fondamental sont satisfaites pour
I"'Hamiltonien (4.4).

Le présent travail se distingue des approches précédemment publiées par
plusieurs spécificités. Dans les travaux de Thouless et al. [6] et Kohmoto
[31], les deux paramétres supplémentaires reliés & la structure crystallogra-
phique sous-jacente de I’échantillon, sont des moments généralisés du crystal
paramétrisant les fonctions d’onde de Bloch. Ils sont restreints dans une zone
de Brillouin magnétique formant un rectangle de taille finie. La formule de
Kubo est alors reliée a la premiére classe de Chern du fibré en droites sur
cette zone de Brillouin. Dans ces travaux, le tore sous-jacent est relié a une
certaine périodicité microscopique. Ce type d’approche a l'inconvénient que
I'on doit faire I’hypothése que 1’échantillon est de taille infinie.

Dans les travaux de Niu et Thouless [26], et Avron et Seiler [9], la géométrie de
la figure 4.1 est utilisée pour introduire les deux parameétres supplémentaires.
Ils sont reliés aux deux flux a travers les boucles des fils. L’un d’entre eux est
utilisé pour imposer un champ électrique dans 1’échantillon, et le second est
utilisé pour mesurer la réponse du systéme. Par une transformation de jauge,
on voit que ces flux ont des effets périodiques sur le systéme, et sont donc res-
treints au tore bi-dimensionnel [0, 27]%. Cette approche ne suppose aucune
propriété spécifique microscopique telle une périodicité crystallographique.
On note que 1'usage d’un certain flux périodique d’'un champ magnétique
(qui n’est pas relié au champ magnétique appliqué a 1’échantillon) se raméne
a largument de Laughlin [5], dans lequel une géométrie cylindrique a été
considérée.

Le présent travail posséde certaines similitudes avec celui proposé par Niu
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et al. [8]. Dans [8], les paramétres supplémentaires sont certaines phases
apparaissant dans les conditions aux limites des fonctions d’onde sur un
échantillon rectangulaire. Bien que [8] mentionne ’hermicité de I’Hamilto-
nien comme nécessaire pour le choix des conditions aux limites, la relation
entre ces derniéres et la physique n’est pas analysée. Le cadre utilisé ici fait
intervenir la représentation d’une algébre abstraite par des opérateurs auto-
adjoints sur un espace de Hilbert. Certaines autres approches ont été faites
dans cette direction par le passé. Une d’elles a été proposé par Griimm et al.
[32] et Griimm [33]. Ces auteurs considérent une algébre abstraite générée
par des opérateurs de position et de moment similaires a ceux que l'on a
introduit et les représentent sur un espace de Hilbert pour différentes géo-
métries sous-jacentes. Cependant, ces géométries ne sont pas assez réalistes
pour produire un modéle pertinent pour 'EHQ entier et/ou fractionnaire.

4.5 Calcul de la conductivité

Quand N B = 2xl, on peut tirer profit des propriétés d’un fibré en droites
sur un tore bi-dimensionnel de périodicité un dans les variables (z,y). Cela
permet d’écrire (z,y,y,n) pour des valeurs de x et y plus grandes que 1,
c’est & dire en dehors de I’échantillon physique “. En particulier, on a :

Y+ Ly,y,m) = 7 NP(z,y,7,n), (4.37)
Y(z,y+1,7,m) = erTPNBry (g y g, n).

On considére les variables v et n comme appartenant & R 8. Pour calculer
la formule de Kubo, il faut calculer la premiére classe de Chern du fibré
en droites sur (y,n) € [0,27]%. Pour caractériser ce fibré, on recherche les
symétries possibles du systéme. Une telle symétrie doit commuter avec Hy,
pour agir sur les variables collectives et laisser le domaine dense D invariant.
On trouve qu'’il existe deux opérateurs unitaires qui commutent et qui ont

"On procéde d’une fagon analogue dans I’espace des vecteurs d’onde lorsqu’on considére
des réseaux cristallins et le formalisme des fonctions d’onde de Bloch. On se raméne & une
cellule, ou zone de Brillouin.

80n a vu que deux paires (v,7) égales & 27 prés correspondent & 2 représentations
équivalentes et les deux espaces de fonctions correspondants sont unitairement équivalents.
Ceci permet de considérer les fonctions v(z,y,v,n) comme si elles étaient définies pour

(7.m) € R%
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ces propriétés. En fait, si on cherche un opérateur unitaire de la forme
b(z,y,7,m) = ECTY(z ey +doy e+ f) (4.38)

qui commute avec H et laisse D invariant, alors on obtient une famille d’opé-
rateurs unitaires a deux parameétres Uy, définis par :

(u0,0¢) ('Ta Y7, 77) = ei(ﬂNBaz—I—aNB@y) ¢($+97 Yy—oao, 7+NBO-7 77+NBG) (439)

Un calcul direct montre que ces opérateurs ne commutent pas seulement avec
Hj, mais aussi avec P, et P,. Alors, on a :

Us,D =D, (4.40)

et :
[P, Us ] = [P,,Us ] = 0. (4.41)

La conductivité de Hall peut étre calculée en utilisant les fonctions d’onde
transformées (sous une transformation de jauge) ¢ définies par (4.34) dans
la formule de Kubo (voir annexe). Alors la famille & deux paramétres d’opé-
rateurs unitaires (4.39) prend la forme suivante :

(Us o) (2, y,7,m) = e ONBTeHINBN=041)4) (340, y —0, 4+ N Bo, -+ N BY).

(4.42)
On prend les deux valeurs spéciales correspondant a une translation de 27
dans les variables vy et 7 :

o~

1 ~
7 = Z/lol

'

Ut = th,, V (4.43)

Ces opérateurs satisfont alors les relations de commutations suivantes :

_ il?

~|
3
~|

U

~

ViU Vi, (4.44)

~ 1

si bien que U = (U1) et V = (V1)! commutent avec U

~|
~

et V1.
De tels opérateurs unitaires satisfaisant (4.44) peuvent étre représentés comme
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des matrices [ X [ de la forme :

1 0 0
gr=co | O - 0

0 0 qlfl

0 1 o 0 (4.45)
) 0 0 1 0
VT =eil?) ,

0O 0 0 .. 1

1 00 .. 0

ol q = ei(zT"), et u et v sont deux paramétres réels. Les opérateurs UetV
représentent donc la multiplication par e* et e respectivement. Donc, 1’es-
pace de Hilbert pertinent peut étre décomposé en sommes directes de telles
représentations (secteurs), indexées par (u,v) a des paramétres supplémen-
taires prés. On peut donc introduire des [-uplets de fonctions orthogonales
(1/J~Z)Z 1, satisfaisant aux relations suivantes :

1
Y 71N + 27T)? (446)

Di(z,y,7,m) = ¢ e TT2BY D (2 4 I

i ~ 1
Pisa(z,y,7,m) = e TH2mer=y (g, =77+ 2mm). (4.47)

La relation (4.46) dit que la fonction ; Testreinte a n € [2nm,2(n + 1)7],
pour 1 < n < [ — 1, est complétement déterminée par sa restriction sur
n € [0,27]. De fagon analogue, la relation (4.47) dit que la fonction ¢i+1
restreinte a v € [2mm,2(m + 1)7] peut étre obtenue par la restriction de i
pour 7y € [2(m — 1)m,2mn] pour 1 < m < [ — 1. Globalement, les fonctions
1; sont complétement caractérisées soit par leurs [ restrictions sur la cellule
élémentaire (v,n) € [0,27]? ou par seulement une d’entre elles restreinte a
(v,m) € [0,2xl] x [0,27]. En appliquant les opérateurs U et V, et en utili-
sant les conditions aux limites 4.37, on peut montrer que chaque fonction 7,7)1
satisfait aux relations périodiques suivantes :

{¢i(x,y,7+27rl,?7) = el 2gng (3, y,,n) (4.48)

iz, y,v,m+2ml) = @2 (2 y, y,n)
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Si on considére z,y,y,n commes des paramétres, alors

est un fibré en droites sur (v,7) avec une périodicité 2xl, qu'on va déno-
ter L(z,y,u,v). On voit alors que tous ces fibrés sont isomorphes a un seul
d’entre eux, par exemple Ly = L(0,0,0,0). En particulier, ils ont la méme
classe de Chern.

Pour tout 2 = 1, ..., [, on introduit la quantité :

Op; 0% 097 9
Qi(y,n) = / dzdy(— - . 4.50
0. 0,17 ( gy on  On Oy ) (450
En utilisant (4.47) et la normalisation partielle (4.32), on trouve que :
Qipa(y,m) = Qu(y + 2m,m). (4.51)

Alors, on obtient :

dydnQi(y,n).
(4.52)

dydnQis1(y,m) =

/[;mw,Z(m+1)w]X[0,2w] A(m+1)7r,2(m+2)7r]><[0,277]

De maniére analogue, en utilisant (4.46) et (4.32), on montre que

Qi(v,m) = Q(y,n + 2m), (4.53)

et donc :

dydnQ(y,n) = / dydnQ;(vy, ).
[0,27] X[2(m~+1)7,2(m~+2)7]
(4.54)

En supposant la validité de la formule (4.70), pour calculer la conductivité
de Hall, on doit évaluer des expressions de la forme :

l

1

72 /[0 o dydnQu(y,m). (4.55)
1=1 o™

En utilisant (4.52) et (4.54), on obtient :

v/[;),Zﬂ X [2mm 2(m~+1) 7]

1
1 1
7 > / dydn§hi(y,m) = 7 / dydnQu(y,n)
i=1 v [0,27]? [0,271]x[0,27]
-1

1
dydnQ(y,n) = B /

[0,27]

2 dydnQi(y,m). (4.56)

n=0 v [0,27]] X [2nm 2(n+1) 7]
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Cette derniére intégrale peut étre calculée géométriquement en utilisant la

premiére classe de Chern du fibré en droites L et les résultats de I’annexe,
; .. . . rl

donnant %. Siil y a seulement un secteur pour les représentations de U et

V%, la conductivité de Hall serait donc :

9 .
oy = AT _ N (4.57)
i(2m)? 1 B
ol on a utilisé 27l = NB. Quand il y a plusieurs secteurs dans la repré-
sentation de U7 et f/%, en supposant encore sa validité, la conductivité de
Hall se décompose en une moyenne sur toute contribution de chaque secteur,
avec un poids égal (parce que les paramétres u et v peuvent étre continus,
cette moyenne prend bien évidemment la forme d’une intégrale). Parce que
ces contributions sont les mémes, on obtient encore (4.57).

s e . .« . ’1 - . 2 .
Dans les unités utilisées ici, le flux élémentaire ¢, est 2w et = est %, si
bien que le nombre de flux magnétiques a travers 1’échantillon est :

B
Ny=—. 4.58
b (4.58)
Donc, la conductivité o,, a finalement ’expression :
N (4.59)
Oy = 2——, i
Y h Ny

qui peut étre entiére ou fractionnaire. Dans ce calcul, on a utilisé seulement
la dépendance des fonctions d’onde dans les variables globales z et y. Comme
on l’a fait remarquer précédemment dans le chapitre (et aussi dans ’annexe),
la structure de la formule de Kubo permet d’éviter toutes références explicites
a la partie ‘H; de I'espace de Hilbert, et seulement des propriétés générales
sur la partie des fonctions d’onde dans cet espace de Hilbert sont utilisées,
par exemple leurs orthonormalisations.

Certains points méritent d’étre soulignés ici. Le premier fibré en droites qui
est évoqué a (z,y) € [0,1]? pour espace de base. Sa premiére classe de Chern

est : BN
— = 4.60
7 (4.60)

On note que le champ magnétique, pris seul, n’a pas besoin d’étre de la forme
2ml, ce qui est différent d’autres travaux considéré dans la littérature. Cela
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refléte le fait qu’on a utilisé les variables globales. Ce fibré en droites n’a au-
cune signification physique, mais est seulement un outil de calcul pour évaluer
la conductivité. Le second fibré en droites a (7y,7) € [0, 27!]? pour espace de
base. Sa premiére classe de Chern est 2[. Son apparition et sa structure sont
trés fortement reliées au premier fibré en droites a travers la symétrie unitaire
présente dans le modéle. En fait, cette symétrie relie certaines translations
dans le premier espace de base avec d’autres dans le second espace de base.
Comme on ’a vu dans le calcul, la dégénérescence associée a chaque secteur
de la représentation des symétries unitaires Ut et V71 est reliée au fibré en
droites sur (y,7n) € [0,27l]? quand on assemble ces fonctions en une section
globale de ce fibré. Des structures géométriques similaires ont été considérées
précédemment dans la littérature [20].

L’analyse qui vient d’étre faite n’est pas valide pour NB # 27l. Dans ce
cas, le fibré en droites n’existe pas, et la famille de symétries unitaires ne
peut pas étre implémentée. Mais un travail en cours généralise ce résultat
(voir conclusion).

4.6 Conclusions

On a présenté un formalisme mathématique permettant de calculer la
conductivité de Hall d’'un sytéme physique trés proche de celui ot apparait
I'EHQ. Une de ses caractéristiques essentielles est qu’il permet de prendre
en compte toutes les conditions aux limites possibles compatibles avec la
physique du systéme (taille finie de I’échantillon conservation du courant, in-
variance de jauge). L’applicabilité de la formule de Kubo est garantie moyen-
nant les hypothéses habituelles sur la non-dégénérescence du fondamental et
I’existence d’un gap dans le spectre. Le calcul de la formule de Kubo peut
étre effectué "in extenso" si NB = 27l. Dans le formalisme présent, la ré-
ductabilité de la représentation de 1’algébre d’opérateurs associés au systéme
physique traduit la prise en compte de toutes les conditions aux limites ad-
missibles physiquement et constitue un ingrédient clé dans le calcul de la
conductivité.

On trouve que la conductivité peut étre entiére ou fractionnaire (dans les

unités e* = h = 1) et présente la dépendance attendue dans le facteur de
N

~» a un facteur multiplicatif 2 prés. L’origine de ce facteur
¢

remplissage v =
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2 n’est pas élucidée clairement pour le moment.

On note que dans le présent travail et en fait dans tous modéles basés sur des
considérations topologiques, aucune différence entre les dénominateurs pairs
et impairs du facteur de remplissage n’apparait. Ce travail n’explique pas la
stabilité des plateaux. Pour obtenir des informations dans cette direction, on
pourrait calculer la conductivité de Hall pour B telle que NB # 2xl, mais
pour N B prés de 27l. Dans ce cas, comme on ’a déja noté, le calcul présenté
n’est plus valide, parce qu’on a plus un fibré en droites dans l'espace (z,y).
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4.7 Annexe

4.7.1 Expression de la formule de Kubo

Les notations utilisées sont celles des parties précédentes. La formule de
Kubo donne la conductivité de Hall en terme de :

Oy = zz (vy)On(va(vgz]O__E(?:v))ZOH(vy)no7 (4.61)

n>0

ou l'indice 0 représente 1’état fondamental et n les états excités du Hamilto-
nien pour les N électrons en I’absence de champ électrique, (v, ), est définie
avec 'opérateur vitesse totale

1
. = —P, 4.62
et (162
comme étant la valeur moyenne
(Vz)on =< 0]vg|n >, (4.63)

et on a pris e = 1 et A = 1. La procédure habituelle pour calculer la valeur
moyenne de la vitesse est de dériver 'Hamiltonien par rapport aux para-
meétres qui apparaissent comme des termes additionnels dans les opérateurs
de moment, et de prendre la valeur moyenne de ces dérivées [8, 31, 9, 26].

Dans le cas présent, on peut remarquer que ce calcul ne concerne seulement
que les variables globales du Hamiltonien. Ceci peut étre aisément fait si on
effectue une transformation de jauge (4.34) et si on utilise les paramétres v, 7
pour dériver le nouvel Hamiltonien H, obtenu par cette transformation de
jauge. On suppose que la partie restante de la fonction d’onde qui dépend
seulement des variables internes est normalisée a un 1. On veut ici aussi insis-
ter sur le fait qu’il y a un facteur supplémentaire N2 qui vient de la définition
des variables globales. En fait, on a :
8H0

=N——m:1 4.64

Tous calculs faits, en suivant [8, 31, 26], on trouve :

N2 / / o* o OY* oY
Opy = = dyd dzdy —_— — —). 4.65
YR Sz o (57 on  on 37) (4.65)
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L’intégrale sur (vy,7) € [0,27]* apparaissant dans cette formule est une par-

tie du produit scalaire dans Hj. Le facteur supplémentaire (% vient de la

27)
normalisation de ce produit scalaire. En fait, si on utilise la normalisation
partielle (4.32)(voir la suite de cet annexe pour la justification), qui peut &tre

exprimée sur i comme :

|, @ e =1, (4.66)

pour tout (v, 7n), alors le facteur @ 1)2 vient du produit scalaire :

1 - -
— dvyd dzd =1. 4.67
(271-)2 /[;)2”]2 Y 77/[;)71]2 Z y(¢ d})( T,Y,7,N ) ( )

Une autre fagon d’interpréter cette intégration est de la considérer, comme
[8], comme une moyenne sur toutes les valeurs possibles pour (vy,7) € [0, 27]2.
Physiquement, ceci veut dire qu’on est en train de tenir compte de toutes les
représentations non-équivalentes. L’expression

1 Op* 09 0Y* 99
— dyd / dxd 4.68
2m [0,27]2 7en [0,1]2 ( 8’)/ 8’1’] 8?7 8’7) ( )

est vraiment trés semblable a la premiére classe de Chern d’un fibré en droites
sur un tore bi-dimensionnel (y,n) € [0,27]?, exprimé ici comme l'intégrale
d’un rotationel d'un "champ de jauge"

09

A= /m | S+ ) (4.69)

9%,
on
En réalité, on n’est pas siir du tout d’avoir ici un tel fibré en droites avec
le tore (y,n) € [0,27]* comme variété de base. Cependant, comme il est ex-
pliqué dans le chapitre quatre, dans certains cas, le calcul de cette intégrale
peut étre effectué en utilisant une identification géométrique de ce genre. Une

telle interprétation de la formule de Kubo a été explorée premiérement dans
[6] dans le contexte de la théorie TKNAN [29].

Dans le cas ou il existe une dégénérescence pour les fonctions propres du
Hamiltonien, ’équation (4.64) doit étre modifiée. Si il n’y a pas de couplage
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entre les différents états dans le méme sous-espace, alors la conductivité de
Hall est donnée par (voir [8]) :

N2 1 & OYr Oy, DYy Oy,
Oay = = — dyd dxd k — Tk . (4.70
Y i(2m)2D ; /[0’2,,]2 7 77/[0,1]2 u( 0y On on 0Oy ) )

ot D est le degré de dégénérescence et les fonctions {¢;} constituent une
base orthogonale du sous-espace propre.

4.7.2 Calcul de la premiére classe de Chern

Dans ce paragraphe, on donne certains détails sur le calcul de la pre-
miére classe de Chern d'un fibré en droites sur un tore bi-dimensionnel
(7v,m) € [0,27l]* pour tout entier /.

Comme point de départ, on prend une section f(v,7n) du fibré en droites,
vérifiant les conditions suivantes sur le carré [0, 27]? :

fly+2nl,n) = einf(% n)
{ fly,n+2nl) = e f(y,n) (4.71)

On suppose que pour tout (y,7), on a :

fm)* fly,m) =1, (4.72)

ce qui correspond 4 (4.66) dans le cadre mathématique utilisé. La connection
(potentiel de jauge) que ’on utilise est de la forme (voir (4.69)) :

Av,m) = FnmSE(nmdy + £ (v,m) 55 (v m)dn

4.73
= A (y,m)dy + Ay(y,n)dn, (4.73)
dont la courbure est :
of*of ofof
dA = - — —)d dn. 4.74
(G5~ arnan (4.74)

Les conditions aux limites sur f signifient que A admet différentes expressions
si (v,7n) €[0,27]%, v > 27l ou n > 27l. En particulier, on a :

A(y,n+2nl) = A(y,n) —idy (4.75)
A(y+2nl,m) = A(y,n) + idn. '
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Ce sont les transformations de jauge ordinaire d’une connection quand on la
regarde sur deux ensembles ouverts différents d’une variété rendant trivial le
fibré en droites.

La premiére classe de Chern est donnée par :

1
n=-— dA. (4.76)

- 21 [0,271]2

Il est bien connu que c’est un entier. En utilisant le théoréme de Stokes, on
a:

1
n=——
27

( / " (Ay(7,0) — Ay (y, 2nD))dy + / " (Ay(2rl, ) — A4(0,7m))d).
(4.77)

A partir de la transformation de jauge sous-tendue par A aux bords, on
obtient le résultat final :

1 2wl 2wl
n = —,(/ idy +/ idn) = 21. (4.78)
e 0 0
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Chapitre 5

Symétries modulaires, théories
effectives et approches
phénoménologiques de 'effet Hall
quantique

5.1 Introduction

Les symétries modulaires, déja utilisées dans les approches non pertur-
batives de théories de jauge et des théories des cordes, ont été introduites
comme outil descriptif et prédictif dans I’étude de I'effet Hall quantique. Les
symétries modulaires constituent des symétries de dualité : symétries dis-
crétes, agissant sur des paramétres physiques et généralisant la dualité Z,
de type Kramers-Wannier, initialement découverte dans le modéle d’Ising
en deux dimensions. De fagon générale, une dualité est une symétrie dis-
créte globale du modéle. En fait, une symétrie de dualité apparait dans un
modéle quand il existe un ensemble de transformations dans l'espace des
paramétres (constantes de couplage) transformant 1’action originale en une
action ayant la méme forme, avec des constantes de couplage transformées
sous ces transformations de dualité. La fonction de partition pour le modéle
de départ et sa contrepartie duale différent formellement seulement par un
préfacteur qui n’influence pas les propriétés critiques du modéle et dispa-
rait dans le calcul des fonctions de corrélation. Ces symétries sont employées
pour obtenir des informations non-perturbatives et globales sur le contenu
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du modéle, sur le diagramme des phases, et sur d’éventuelles transitions.
Les transformations de dualité permettent de relier selon les cas deux (Ising,
Electrique-Magnétique) ou plusieurs secteurs (phases) ou régimes du modéle.
On peut également obtenir des informations sur les variétés critiques et sur
les transitions permises. En fait, on peut souvent déterminer la topologie du
diagramme des phases et la disposition relative des différentes phases.

5.2 Groupes modulaires. Propriétés utiles

Dans la suite, on fera référence au groupe modulaire PSL(2,7Z) et a deux
de ses sous-groupes, appelés I'y(2) et I'(2) [34]. Leurs caractéristiques es-
sentielles sont rappelées ci-aprés. Soit P = P U Q, ot P est le demi-plan
complexe supérieur ouvert et Q l’ensemble des rationnels. z est une coor-
données sur P (qui sera identifiée par la suite & la conductivité complexe
Z — 0 = 04y + 10,,). Le groupe modulaire PSL(2,7Z) est I'ensemble des

transformations G agissant sur P et définies par :

az +b
G(z) wrad “ho deZ et ad—bc=1, (5.1)

ol la seconde relation est la condition d’'unimodularité. Ce groupe admet les
générateurs

S(z) = —é, T(z) =2+ 1. (5.2)

Les sous-groupes I'y(2) et I'(2) de PSL(2,7) sont définis en imposant dans
(5.1) des parités particuliéres sur a, b, c,d. Celles-ci sont résumées dans le
tableau ci-dessous pour chacun des sous-groupes ainsi que l’expression des
générateurs correspondants. A noter que 'on a I'(2) C T'y(2) C PSL(2,7Z).

Restrictions sur Générateurs
a,b,c,d €7
I'o(2) c pair T(z)=z+1
N(z) = ST25(2) = 25
I'(2) | (a,d) impairs T%(z) =2+ 2
(b, ) pairs ¥(z) = ST 25(z) = ST
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Les motivations principales qui ont conduit & examiner la pertinence des
symétries modulaire dans la description de ’'EHQ sont :

e 'obtention d’'une symétrie sous-tendant la classification des états de
Hall observés, d'un point de vue de "spectroscopie des plateaux de

Hall",

e une explication possible de la superuniversalité apparemment observée
dans les transitions entre états de Hall.

e la mise en évidence d’une symétrie permettant de comprendre la struc-
ture globale du diagramme des phases de ’'EHQ).

Dans ce qui suit, la coordonnée complexe z sera identifiée & la conductivité
complexe ¢ = 0,, +i0,,. Un plateau correspondant & un facteur de remplis-
sage v = £ correspond alors a 0 = 0,,, = £. Les actions successives de toutes
les transformations de I'g(2) ou I'(2) sur un point ¢ = £ donné engendrent
alors une succession de points sur 1’axe réel du plan des conductivités. L’en-
semble de ces points doit reproduire les hiérarchies observées. C’est 1’'idée de
base sous-tendant les constructions de hiérarchies basées sur une symétrie
modulaire. La stratégie qui a été constamment suivie dans les approches ba-
sées sur les symétries modulaires peut étre résumée par les étapes suivantes :

¢ choix de symétries candidates dont 1’action sur le facteur de remplissage
v= § reproduit tout ou partie des hierarchies d’états de Hall observés,

e extension de ’action & la conductivité complexe o = 0,y + i0,, et
comparaison de prédictions obtenues a partir d’autres hypothéses plau-
sibles phénoménologiquement aux observations pour opérer une sélec-
tion parmi les différents candidats.

5.3 Synthése des travaux antérieurs
Il faut souligner que dans ces approches, le choix de la symétrie est guidé

par des considérations phénoménologiques, sans faire référence a un modéle
particulier susceptible de décrire la physique de ’'EHQ. Initialement, Liitken
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et Ross [35] ont remarqué que le groupe modulaire complet avait une ac-
tion naturelle sur les conductivités o,, et 0,,. Cependant, ce groupe est trop
grand, schématiquement parce que son action sur des états de Hall observés
engendre des états inobservés expérimentalement. On a donc été amené a
rechercher des sous-groupes du groupe modulaire. Les candidats potentiels
ayant été identifiés sont I'y/(2) [36], T'z(2) [37, 38] et T'(2) [39, 40, 41, 42],
parmi lesquels seuls les deux derniers sont apparus comme susceptibles d’in-
tervenir dans la description de I’effet Hall.

Ces deux sous-groupes ont conduit & des résultats interessants phénomé-
nologiquement. Sur le plan de la "spectroscopie des états de Hall", ces 2
sous-groupes permettent de reproduire les hiérarchies d’états observés [43].
Dans ces constructions, I'action des symétries modulaires est restreinte a la
partie réelle de la conductivité complexe, identifiée au facteur de remplissage
v = £ Comparé a ['0(2), ['(2) permet en plus de reproduire 'architecture des
états observés et en particulier la fagon dont les états & dénominateur impair
se répartissent de part et d’autre des états & dénominateur pair [40, 41, 42].
La raison pour cela est que 'action de I'(2) distingue la nature paire ou im-
paire des numérateurs dans le facteur de remplissage, ce que ne fait pas I'y(2).

Le fait qu’une symétrie discréte connecte des états de Hall stables a été
utilisé par différents auteurs pour prédire la forme des régimes de passage
entre les états, moyennant I'introduction d’hypothéses supplémentaires. En
fait, on peut étendre les analyses antérieures basées sur des transformations
d’échelle pour prendre en compte les symétries modulaires. Ces analyses anté-
rieures sont dues & Khmel'niskii [44] et Pruisken [45]. Les étapes essentielles
conduisant & une prédiction sur la forme des régimes de passage sont les
suivantes :

e On suppose ’existence d’un paramétre d’échelle ¢t ! avec une dépen-
dance pour les conductivités données par :

do,

dt

dazm

dt

Y

= /Bmm(gzy7 0{31‘)7 (53)

= Bay(ay, Taa),

oll By Bz sont des fonctions d’échelles. Celle-ci sont appelées "fonc-
tions 3" dans [42] par analogie avec la fonction de Callan-Symanzik des

1Les expressions possibles de ce paramétre en fonction du champ magnétique externe,
du facteur de remplissage, de la température...ont été discutées dans [42].
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théories de jauge. En coordonnées complexes, (5.3) devient

do

E = ﬁ(0-7 6)7 /8 = /Bzy + Z/Bmza (54)

et o = 0,y + 0., est la conductivité complexe.

e On suppose que le flot du groupe de renormalisation dans le plan de o
commute avec 'action d’une symétrie modulaire, soit I'g(2), soit I'(2),
Alors, ceci impose que :

B(G(0),G(3)) = (co + d)*B(0,7). (5.5)

e Alors (5.5) combinée & I’hypothése supplémentaire que (3 est une fonc-
tion holomorphe en ¢ implique que (3 est une fonction modulaire de
poids —2 sous I'g(2) ou I'(2). Son expression exacte est donc connue
[34] en terme de combinaisons de fonctions 6 de Jacobi.

Connaissant (3 exactement, on intégre alors les équations du flot, ce qui donne
la forme des régimes de passage. On obtient également le flot dans le plan
(Ouy, 0za) €t des renseignements sur les points fixes puisque tout point fixe
des transformations modulaires est point fixe de la fonction (3. Les prédic-
tions principales obtenues pour I'g(2) et I'(2) sont comparées dans le tableau
ci-dessous.

Dans ces approches de type transformations d’échelle, les deux symétries
fournissent une prédiction sur la forme des régimes de passage en bon accord
avec les observations expérimentales. Dans les deux cas, la loi du demi-cercle
est reproduite. Quelques incertitudes demeurent sur les points critiques pré-
dits. La symétrie I'¢(2) impose que la position du point critique entre deux
régimes soit situé au "sommet" de chaque demi-cercle formé par les tra-
jectoires dans le plan (0,,,0.,) ce qui semble étre remis en question dans
certaines expériences. Dans le cas de I'(2), ce point peut étre "ajusté" n’im-
porte ou sur les demi-cercles [42].

L’approche par les symétries modulaires de ’'EHQ est une approche phé-

noménologique et permet, certes, d’obtenir des résultats intéressants suggé-
rant qu'une symétrie modulaire pourrait sous-tendre tout ou une partie de
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Lo(2) L'(2)
Loi du % cercle Reproduite ; en accord | Reproduite ; en accord
avec les observations avec les observations

Régime de passage | Bon accord qualitatif | Bon accord qualitatif

avec les observations avec les observations
Reégles de sélections Incertitudes sur Incertitudes sur
certains types certains types
de transitions de transitions.

Nature différente
des états a
dénominateur pair

Points critiques Rigidement prédits Le point critique
en raison des sur régime de passage
propriétés de T'g(2) peut étre ajusté.

TAB. 5.1: Comparaison avec ’expérience des résultats prévus par I'g(2) et

(2).

la physique de ’'EHQ. Toutefois, cette approche présente des aspects cri-
ticables, notamment au niveau des hypothéses introduites dans les divers
travaux. Par exemple, il n’est pas possible de prédire la nature des états
de Hall. Stricto sensu, la symétrie employée connecte simplement les uns
aux autres des points dans le plan des conductivités. L’interprétation phy-
sique nécessite alors I'introduction d’hypothéses sur la nature des états. Par
ailleurs, certaines hypothéses, bien que plausibles phénoménologiquement,
sont difficilement contrélables. Ainsi, I’holomorphie imposée sur la fonction
[ n’émerge clairement, a ce jour, d’aucun modéle relatif a 'EHQ.

Presque simultanément & la parution des premiéres analyses de I'¢(2) par
Liitken et Ross, la loi des états correspondants a été proposée par Kivelson,
Lee et Zhang comme une symétrie émergeant d’'un modéle effectif de type
Ginzburg-Landau [4, 46]. A partir de cette loi, un diagramme de phase global
pour ’EHQ a été proposé. En fait, la loi des états correspondants n’est autre
qu’une symétrie modulaire I'y(2) agissant sur les conductivités obtenues dans
le modeéle effectif a 'approximation de la réponse linéaire quand la limite des
grandes longueurs d’onde est atteinte. Ceci est I’'objet du paragraphe suivant.
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5.4 Loi des états correspondants

Dans ce paragraphe, on présente une fagon synthétique d’obtenir la loi
des états correspondants initialement proposée dans [4]. Pour simplifier les
expressions, on se place dans un formalisme relativiste. Les conclusions obte-
nues dans un formalisme non relativiste seraient similaires & celles indiquées
ici.

On considére le Lagrangien suivant :

Lor = — 5™ 0,030, 4 £y(€, a+A)_%[a”qs_(aﬁAu)][aﬂqs_(aﬂ+Aﬂ)]+...,

(5.6)
décrivant les interactions & grande longueur d’onde de N, (quasi-)particules
et N, vortex, plongés dans un champ externe. Ce Lagrangien a la forme géné-
rique du Lagrangien considéré dans [47]. Dans (5.6), A, est le champ externe
effectif vu par les particules et les vortex. £(t) est la position de la particule
¢ a l'instant ¢. Le champ a, est le champ statistique usuel de Chern-Simons
garantissant que l’'interchange de deux particules produit 'apparition d’une
phase e dans la fonction d’onde & N particules. Dans ce qui suit, on suppo-
sera que § = (2k+1)m, k € Z, correspondant a des particules fermioniques. Le
terme £, dans (5.6) décrit la cinétique des quasi-particules et leur couplage
au champs électromagnétique effectif et au champ statistique. Le couplage
est supposé tel qu'il apparait toujours la combinaison (a + A) dans £,. Pour
le calcul qui va suivre, la forme explicite de £, n’est pas nécessaire. Le champ
scalaire ¢, paramétrisant les champs de Goldstone, est associé a la phase du
paramétre d’ordre du systéme 2. Enfin, les pointillés dans (5.6) représentent
tous les termes de plus haut degré dans les dérivées qui ne contribueront pas
dans ’approximation de la réponse linéaire.

Pour arriver a une formulation plus adaptée au traitement de ¢, on couple ¢

2Si la différence entre le nombre de vortex et d’antivortex est non nulle, alors il apparait
un parameétre d’ordre complexe dans le systéme qui s’annule aux positions des vortex et
reste non nul ailleurs.
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a un nouveau champ A, supposé étre une pure jauge. Alors, on a :

7[- v
L= —%e")‘ a,Oha, + Lp(€,a+ A)—

%[8,@' — (ap + Ay + A)[0"¢ — (o + A" + A")] + e”’\”buﬁ)\Ay + .., (5.7)

ou b* est un multiplicateur de Lagrange assurant que A* est une pure jauge.
Ce Lagrangien est complétement équivalent & (5.6) grace & la présence du
terme contenant b*. Alors, on intégre fonctionnellement sur ¢, puis sur A*
laissant subsister b* qui va étre la variable duale. Pour intégrer sur ¢, on pose
¢ = w+ o, telle que p(0) = ¢(0 + 2m) ot @ est la coordonnée polaire pour
les vortex et w est donnée par :

' —y,

2 27
e =Y,

w(z) =27 Z N, arctan (5.8)

ot N, est la vorticité du vortex a, ayant pour coordonnées (y!,3?). Cette
paramétrisation permet de prendre en compte les conditions aux limites pour
les vortex : ¢(60+2m) = ¢(0)+2m >, N,. L’intégration est standard et produit
le Lagrangien 3

oo

= — N0,y + (60 A) = VB0 A+ LD+ (59)

L4 est obtenu de L.g via un simple changement de variable, de sorte que
Ll décrit la méme physique que L.g. Le champ b, est le champ dual de ¢
qui renferme les informations sur le comportement a grande longeur d’onde
des vortex. Le terme £, décrit la dynamique des vortex et leur couplage au
champ b*.

On étudie maintenant la fagon dont les réponses électromagnétiques de chaque
systéme sont reliées. Pour ce faire, on doit évaluer les intégrales fonctionnelles

suivantes :
eiTr(a+ta) _ /H[ng]eifd%ﬁp(&ﬁfl), (5.10)
k

STa () _ / [[[Dyaeif & 2cetwn (5.11)

3Un terme ~ b b*" avec by, = 0,b, — 0,b, est produit lors de I'intégration. Ce terme
d’ordre supérieur dans les dérivées est sous-entendu dans les pointillés de (5.7).

84



qui rentrent dans le calcul de I'action effective T'o(A) :
et — [ (pa) [i0e1e't *x = [ palpy T[(Dwle/ #=5ie. (5.12)
k a

Dans "approximation de la réponse linéaire, il n’est pas nécessaire d’évaluer
(5.10) et (5.11) explicitement. On introduit les fonctions de réponse P* et
V# définies par :

(@) = =5 [ adya,@P" (@ - v)auly). (5.13)

Lue) = — / dPad®yb, () V™ (2 — y)b(y). (5.14)

Dans I’espace des moments p, la forme générale de P*” dictée par 'invariance
de Lorentz est :

Py = Pi(p)Ap + iP3(p) L, (5.15)
avec .
DPuDv
A;u/ = 9w — H2 ) (516)
p
A
p
I v = €ppd—F—, (517)
M H /p2

et P;3 sont des fonctions de p (p°, ?) VI a une expression similaire. En
utilisant (5.13) et (5.14) dans le calcul de P’action effective, les intégrations
sur a” et b* dans la seconde expression de droite de (5.12) deviennent gaus-
siennes et peuvent étre faites explicitement. On définit les variables complexes
suivantes P = Py +1P3,V = V; 4+ 1V3. L’action effective a la forme suivante :

Pa(4) = = [ Padya, @ (z - ) A,) (5.18)

ou II" = II;A,, + ill3],,. On pose également II = II; + <II3. Alors, l'inté-
gration de a* et b* dans (5.12) conduit a :

I = i/p= il

0p2 + V(P +iy/p?2)’
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qui caractérise la réponse électromagnétique du systéme. Si on suppose que
seules les quasi-particules contribuent a la réponse électromagnétique, alors
(5.19) se réduit a :

P
M=iy/po—— (5.20)

0P+ iy

Le systéme dual du précédent est celui pour lequel seuls les vortex participent
a la réponse électromagnétique. Dans ce cas, la fonction de réponse I est

donnée par :
2
e = VP , (5.21)
VP —iy/pA(3)

ot VP = P. Comparant (5.20) et (5.21), on déduit que :

iy/pPE —TI
PP +iy/pA (5 + )1

Compte tenu de la définition de II et du fait qu’a grande longueur d’onde :

m° = 7| ] (5.22)

1 (p?) — 04ur/P2, (5.23)

M3(p*) — 0wy V1%, (5.24)
la fonction de réponse complexe peut étre reliée a la conductivité complexe
O = Ogy + 10,5, Via :

Il = i\/p?7, (5.25)
avec une relation analogue pour II? et o”, conductivité complexe du systéme

dual. Compte tenu de la relation entre II? et II, on a :

™

2—0
D 9
o= — 5.26
=G De 529
Pour des porteurs de charge fermionique, § = 7 de sorte que :
1—
P =-"7 (5.27)
1—-20

Par ailleurs, la physique du systéme ne doit pas étre changée quand 6 —
0+27k, k € Z puisque 6 est relié 4 la statistique des (quasi-)particules. Alors,
I1(6 + 27k) ~ I1(6). De (5.19), on tire alors que :

1 1 1 12k

M)~ @+ omk) 1@ (5:28)
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qui implique :

=7 (5.29)

Les transformations (5.27) et (5.29) sont dans le groupe I'¢(2), de généra-
teurs T'(o) et ¥(o). Compte tenu de leur définition, il est facile de voir que
(5.27) et (5.29) reproduisent en fait la loi des états correspondants obtenue
initialement dans [4].

5.5 Diagramme de visibilité

5.5.1 Hiérarchie basée sur I'(2)

Dans ce qui suit, on va se concentrer sur le groupe I'(2). La construction
d’un modéle pour la classification des états de Hall basés sur I'(2) peut étre
obtenue, comme expliqué dans [41], en restreignant ['(2) a agir seulement
sur la partie réelle de la conductivité complexe o introduite précédemment.
Toute transformation G de I'(2) est paramétrisée par :

(2s+1)o +2n
G(o) = k 7 5.30
(J) 27'0'+(2k+1) 7n7T7Se ? ( )

avec la condition d’'unimodularité qui devient :

(2s +1)(2k+1) —4rn = 1. (5.31)

A partir de ce sous-groupe I'(2), on peut construire une hiérarchie pour la
classification des états de Hall entiers et fractionnaires [40] en restreignant
['(2) & agir seulement sur la partie réelle de la conductivité complexe qui est
identifiée avec le facteur de remplissage v, v = g € Q. Ce modéle de hiérarchie
raffine la classification de Jain (évoquée dans le chapitre 2) et comporte
une modification de la loi des états correspondants proposée dans [4]. Cette
derniére loi est basée sur le sous-groupe modulaire I'((2) qui contient lui-
méme I'(2). Il reproduit avec succés les structures hiérarchiques observées
des états de Hall.
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F1G. 5.1: Les vertex (g,p) sur le réseau bi-dimensionel. Les carrés noirs cor-
respondent aux vertex ayant ¢ impair et p pair. Les ronds noirs (resp. blancs)
correspondent aux vertex ayant ¢ impair (resp. pair) et p impair.

5.5.2 Diagramme de visibilité

L’action de I'(2) sur le facteur de remplissage v = £ peut étre visualisée
grace a des représentations graphiques appelées diagrammes de visibilité. On
va résumer leur construction.

Les diagrammes de visibilité peuvent étre vus comme des outils visuels dans

la construction des séquences de Farey de nombres rationnels % [34], ot p
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et ¢ sont des entiers positifs premiers entre eux. Ces entiers peuvent étre
répartis sur un réseau carré bi-dimensionnel dans lequel chaque nombre ra-
tionnel % est représenté par un vertex de coordonnées (g,p) (voir la figure
5.1). Dans ce qui suit, il sera utile de considérer successivement les trois types
de paires possibles (g,p), c’est a dire : ¢ impair et p impair, ¢ impair (resp.
pair) et p pair (resp. impair). Ces trois types de paires correspondent a trois
diagrammes de visibilité différents qui vont étre utilisés dans ’analyse du
chapitre six. Le théoréme de Bezout stipule que pour tout entiers relatifs p
et ¢ premiers, il existe deux ensembles de paires d’entiers (a,b) et (a',b') ou
a,b et a',b’ sont nécessairement des entiers relatifs premiers satisfaisant :

qgb—pa=+1 (5.32)

gt —pd = —1 (5.33)

En appliquant ce théoréme aux paires (¢ impair, p impair) (les ronds noirs
sur la figure 5.1), on est conduit & introduire toutes les paires possibles (a, b)
(resp. (a',b')) satisfaisant 5.32 (resp. 5.33) qui peuvent étre reportées sur un
réseau bi-dimensionnel comme sur la figure 5.3. On peut aussi trés facilement
se convaincre que les paires (a,b) et (a’,b') ne peuvent jamais étre du type
(pair,pair). Ces paires sont donc alignées sur deux demi-droites de ce réseau
qui définissent une bande qui ne contient que cette paire (¢, p). Le diagramme
de visibilité résultant, appelé le diagramme impair-impair, est obtenu alors
en dessinant sur le réseau les bandes associées & toutes paires (impair,impair)
possibles, comme sur la figure 5.3. Chaque bande y est représentée par une
surface sombre, indexée par son facteur de remplissage respectif qui est aussi
égal a la pente de chaque bande. Les points circulaires (resp. les carrés) sur
ce diagramme correspondent & p impair (resp. pair) et les points noirs (resp.
blancs) & g impair (resp. pair). Une procédure similaire appliquée aux paires
(¢ impair, p pair) (resp. (g pair, p impair)), conduit au diagramme pair- im-
pair (resp. impair-pair ) de la figure 5.2 (resp. 5.4). On peut noter dans ces
diagrammes que chaque bande est complétement caractérisée par une pair
(g,p) ou de maniére équivalente par sa pente % si bien que chaque bande sera
indexée par %. Alors selon [40], toute bande pour ¢ impair (resp. pair) est
identifiée a un plateau de Hall, c’est (resp. un état métallique de Hall), qui
correspond a un facteur de remplissage v = %.

Pour finir cette partie, on rappelle que les diagrammes pair-impair et impair-
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FiG. 5.2: Le diagramme de visibilité pair-impair

impair correspondent & plateaux de Hall indexés par un facteur de remplis-
sage ayant respectivement le numérateur pair et impair. Ceci refléte le fait
que l'action de I'(2) sur les nombres rationnels préserve le caractére pair ou
impair des numérateurs comme on peut le voir par exemple grace a la dé-
finition donnée en (5.30). A coté de cela, on peut voir que le diagramme
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F1G. 5.3: Le diagramme de visibilité impair-impair

pair-impair accompagné du diagramme obtenu par superposition des dia-
grammes impair-pair et pair-impair est naturellement relié au sous-groupe
modulaire I'y(2) (qui ne différencie pas les états avec numérateur pair de
ceux avec numérateur impair). Ce dernier sous-groupe du groupe modulaire,
engendré par T'(z) et ¥(z), contient I'(2) comme sous-groupe et est la sy-
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F1G. 5.4: Le diagramme de visibilité impair-pair

métrie correspondant & la loi des états correspondants proposée dans [4].
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5.5.3 Prédictions physiques

A partir de I'analyse de ces diagrammes de visibilité, Georgelin, Masson
et Wallet [40] ont obtenu une courbe de résistivité (voir figures en fin de cha-
pitre) reproduisant trés correctement une courbe expérimentale de résistivité
(puy en fonction de B). L’analyse nécessitait de faire une hypothése sur I'in-
terprétation physique des axes des diagrammes de visibilité (et d’introduire
a la main une échelle pour comparer les prédictions des courbes de résistivité
aux données exprérimentales).

Dans la référence [41], ces auteurs ont également montré que les diagrammes
de visibilité reproduisaient avec une succés les structures de bandes appa-
raissant dans une série d’expériences étudiant les fluctuations de conduc-
tance * dans les MOSFET, ceci dans le régime de Hall entier. Les structures
de bandes, théoriques (provenant des diagrammes de visibilité) et expéri-
mentales sont comparées sur la figure 5.5. Expérimentalement, les extremas
pour les fluctuations de conductance s’étalent sur des trajectoires linéaires
dans le plan (V,, B) paralléles a facteur de remplissage constant (et entier).
Les fluctuations quantiques considérées ici sont observées dans les régions
de transitions en régime de Hall et sont différentes des deux autres types
de fluctuations apparaissant & B faible et V| assez faible [48]. De plus, une

structure en bande dans le plan (V, B) est observée (voir premiére figure de
5.5 tirée de la figure 2 de [48]).

Il est alors possible de comparer les deux structures en bandes apparaissant
dans les graphes de la figure 5.5. Dans la premiére figure de 5.5, la structure
en bandes est indiquée par des régions grisées (indexées par des facteurs de
remplissage p = 1,2, 3,4) dans le plan (V,, B) qui correspondent clairement
aux plateaux de Hall °. On a délimité sur (b) les bandes correspondant a
p = 2,3. On ne s’intéresse qu’aux plateaux pour le moment, et donc on ne
considére pas les fluctuations de conductance. Pour rendre cette comparaison
évidente, on a tracé sur la deuxiéme figure de 5.5 les bandes correspondants
aux facteurs de remplissage v = 1,2, 3,4. On observe un bon accord qualita-

*On note que I’analyse théorique faite ici se référe strictement a la conductivité alors
que l'expérience donne accés a la conductance, reliée & la conductivité par un facteur
géométrique constant. On peut alors comparer avec notre analyse théorique.

®On peut le voir sur le graphe en haut de la figure (a) ot la conductance G est tracée
en fonction de V.
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tif entre les deux structures. Chaque région grise correspondant a un plateau
donné apparait délimitée par deux droites (au moins dans la plage de valeurs
de B,V, considérée). Si on prend en compte la méthode pour construire le
diagramme impair, il est naturel d’identifier chaque région grise avec un fac-
teur de remplissage entier donné qui correspond a une bande de la deuxiéme
figure de 5.5. Le résultat de [48] montre que la pente des deux lignes paralléles
délimitant chaque bande du graphe expérimental de 5.5 dépend seulement
du facteur de remplissage v = n,n € N a un facteur sans dimension pres. Par
contre, la pente des bandes correspondantes dans le diagramme impair est
exactement égal au facteur de remplissage. Ce facteur sans dimension peut
bien str étre relié aux facteurs sans dimension apparaissant dans 1’identifi-
cation des coordonnées des axes.

En tenant compte de I'analyse précédente, on peut proposer une interpré-
tation physique des bandes du diagramme : le plan (g, p) est identifié avec le
plan (B,V,) de 'expérience et tout point a I'intérieur d’une bande donnée du
diagramme impair est relié & un état de Hall dont la conductivité est égale a
la pente de cette bande. On peut par ailleurs obtenir a partir du diagramme
une information sur la conductance de Hall en fonction de V; en considérant
la situation ot B est gardé fixe alors que V, (nombre de porteurs de charge)
varie. C’est la situation utilisée dans [40] pour obtenir une courbe de résisti-
vité (p,, en fonction de B) qui est en accord avec ’expérience. Les résultats
ci-dessus suggérent qu’il est possible d’étendre 1’analyse des diagrammes de
visibilité de fagon a obtenir un diagramme de phase global (& température
nulle) pour 'EHQ en exploitant l'identification de 1’axe horizontal (resp. ver-
tical) des diagrammes avec B (resp. V), C’est également cette identification
qui a permis de construire une courbe de résistivité en bon accord avec 1’ex-
périence. Si l'identification physique des axes des diagrammes est correcte,
alors ceux-ci contiennent des "trajectoires" privilégiées dans le plan (B, V)
correspondant a des plateaux de Hall. Ces trajectoires peuvent étre appariées
en bandes associées a des plateaux, une structure faisant penser intuitivement
a un diagramme de phase. C’est cet aspect qui est analysé dans le chapitre
suivant.
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F1G. 5.5: Comparaison des structures en bande. Premiére figure : graphe
de la conductance G tirée de [48]. Les zones les plus claires correspondent
aux plus faibles valeurs de G. Sur (b), on a ajouté des lignes noires pour
délimiter les bandes. Leurs largeurs horizontales sont indiquée par un segment
noir horizontal et sont toutes égales. Deuxiéme figure : sélection de bandes
correspondantes venant du diagramme impair. Apreés identification des axes,
on voit que les largeurs des bandes sont égales.



FIG. 5.6: Prédiction théorique de p,, (en unité de %) en fonction de v
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F1G. 5.7: Comparaison des données expérimentales de [90] avec la prédiction
théorique de p,,
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Chapitre 6

Un diagramme de phase pour
I’effet Hall quantique

Global quantum Hall phase diagram from visibility diagrams.
F. Chandelier, Y. Georgelin, T. Masson, J.C. Wallet.
Phys. Lett. A301(2002)451

6.1 Introduction

Les diagrammes de visibilité ont permis de reproduire une courbe de ré-
sistivité en bon accord avec 'expérience [40] et également la structure en
bandes apparaissant dans I’étude expérimentale des fluctuations de conduc-
tance reporté dans [48]. Ces analyses phénoménologiques reposent sur une
correspondance physique entre les paramétres définissant les diagrammes de
visibilité et des quantités physiques relatives & 'EHQ. Si cette approche phé-
nomélogique est pertinente pour 'EHQ, alors elle doit permettre aussi de
prédire un diagramme de phase global & température nulle pour 'EHQ. Ceci
est I'objet de ce chapitre.

Les limitations et faiblesses inhérentes a la présente construction, comme
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dans la plupart des analyses basées essentiellement sur des principes de sy-
métrie sont les suivantes :

e Seule la topologie du diagramme de phase est accessible ; la caractéri-
sation analytique des frontiéres entre phases n’est clairement pas ac-
cessible.

e L’analyse ne permet pas de préciser la nature des transitions et de
calculer la valeur des exposants critiques.

e Les prédictions sont obtenues moyennant l'introduction d’hypothéses
physiques. Leur plausibilité est vérifiée a posteriori en s’assurant qu’elles
n’introduisent pas d’incohérences dans la construction et/ou qu’elles
permettent de reproduire des observations expérimentales.

6.2 La correspondance physique

Les diagrammes de visibilité contiennent une grande quantité d’informa-
tions sur ’'EHQ qui peut étre extraite quand une correspondance naturelle
entre les diagrammes et les grandeurs physiques intéressantes est introduite.
Cette correspondance est basée essentiellement sur la définition du facteur
de remplissage v combinée avec une interprétation physique des générateurs
de T'(2). On rappelle que le facteur de remplissage v est défini par :

=N,

v

(6.1)

ou N, (resp. Ny) dénote le nombre de porteurs de charge (resp. le nombre
d’unités de flux). On remarque de plus que v s’ identifie & la fraction % dans
les diagrammes de visibilité, et que N, est relié au champ magnétique appli-
qué B par la relation N, = BTjgh (S est l'aire de I’échantillon) alors que N,
le nombre de porteurs de charge est essentiellement controlé par la tention
appliquée aux bords de ’échantillon V.

Considérer tous ces éléments ensemble suggeére en fait d’identifier le plan
(g,p) des diagrammes de visibilité avec le plan (N, N.) ou alternativement
avec le plan (B,V}), a travers la correspondance :

g — Ny ou ¢q — B (6.2)
p — N. ou p — V, '
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On voit facilement que (6.2) est cohérent avec 'action de I'(2) sur les vertex
des diagrammes comme montré dans [42]. En fait, Paction de 'opérateur 72
sur tout vertex (g, p) produit une translation verticale donnée par :

(¢,p) — (g,p + 29). (6.3)

Physiquement, 7 est un opérateur de translation de type Landau agissant
sur le facteur de remplissage comme :

v—v+2, (6.4)

et correspond a une augmentation du nombre de porteurs de charge qui est
cohérent avec (6.2). D'un autre coté, 'action de 'opérateur ¥, interprété
comme étant 'opérateur attachement de flux, correspondant & une augmen-
tation du champ magnétique appliqué B (ou Ny). Son action sur tout vertex
(g,p) produit une translation horizontale donné par :

(¢,p) — (g +2p,p), (6.5)

qui est donc aussi cohérent avec (6.2). On peut aussi remarquer que toute
cette discussion peut étre reproduite pour I'y(2) si on remplace T2 par T,
I’opérateur habituel d’addition du niveau de Landau qui change le facteur de
remplissage d’une unité :

v—v+1, (6.6)

montrant que (6.2) est aussi cohérent avec I'action de I'y(2) tout aussi bien.

Dans [40], (6.2) a été combiné avec les diagrammes de visibilité pour ob-
tenir une description de 1’architecture observée des états de Hall, et pour
dériver une graphe de résistivité (4 température nulle) qui s’accorde trés
bien avec les données expérimentales. D’une maniére analogue, dans [42], on
a montré que la structure en bandes apparaissant dans les diagrammes de vi-
sibilité reproduit la structure en bandes observée expérimentalement [48] qui
apparait dans le plan (B, V;). Gardant ces résultants en téte, il semble raison-
nable d’étendre les lignes de ’analyse présenté dans [40],[42] pour construire
a partir des diagrammes de visibilité un diagramme des phases global & tem-
pérature nulle pour 'EHQ. La construction correspondante est maintenant
décrite.

Une remarque important doit étre soulignée. L’approche décrite ici ne peut a
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elle seule permetre de déterminer analytiquement la forme des frontiéres entre
les diverses phases du diagramme de phase. Ceci nécessiterait par exemple
de disposer d’'un Lagrangien décrivant complétement la physique de 'EHQ
et d’employer les techniques du groupe de renormalisation. En I’absence de
ces deux ingrédients, les approches basées sur les seules considérations de
symétries modulaires ne donnent que des informations pour 1’architecture
globale du diagramme de phase, la disposition relative des phases et la topo-
logie générale du diagramme. Cette topologie générale est toutefois suffisante
pour obtenir des prédictions sur les transitions entre phases et les éventuelles
régles de sélection.

6.3 Construction du diagramme des phases glo-
bal

Selon la correspondance (6.2), on identifie I’axe p (resp. ¢) du diagramme
de visibilité avec N, (resp. Ny ~ B). On considére d’abord le cas des plateaux
de Hall identifiés dans le cadre présent aux bandes correspondant & un déno-
minateur impair contenues dans les diagrammes pair-impair et impair-impair.
Le cas des bandes correspondant & un dénominateur pair (qui s’identifient a
des états métalliques) sera examiné plus loin.

On décide de représenter le diagramme des phases dans le plan (B, N.) et
dans le plan (%,Nc). Comme on ’a vu dans la discussion précédente, le plan
(B, N,) est directement relié au plan des diagrammes de visibilité grace a
la correspondance (6.2) alors que le plan (X,N,) est relié au plan (g,p) via
(6.1),(6.2). Alors, 'obtention de la topologie du diagramme des phases (dans
le plan (B, N.)) pour les plateaux provient de la surperposition des deux
diagrammes de visibilité mentionnés au début de ce paragraphe, avec I’appa-
rition possible de recouvrements entre certaines bandes dans ces diagrammes.

On examine ce dernier point en le confrontant & certaines caractéristiques
expérimentales & partir desquelles on va définir une prescription simple pour
traiter les recouvrements possibles de bandes. On rappelle que :

B

q —
N (6.7)
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On considére ce qui se passe a N, fixé a une certaine valeur Ny, N. = Nj.
Alors, quand B croit, on se déplace sur les diagrammes sur une ligne horizon-
tale définie par N, = N;. Pour cette valeur de N,, les plateaux ne sont pas
tous expérimentalement accesssibles. Cela correspond dans le schéma présent
au fait que ces plateaux non-observés (et donc les bandes correspondantes
aux dénominateurs impairs) sont associés & des valeurs (rationnelles) du fac-
teur de remplissage v = Z—i tel que p; > Ny. Ces plateaux deviendraient
observables expérimentalement pour une valeur plus grande de N.. Donc,
le domaine correspondant & une phase stable accessible expérimentalement
avec v = 1;’—11 de 'EHQ doit étre dans le demi-plan supérieur N. > Nj. Une
analyse similaire a champ magnétique fixé B = By peut étre rigoureusement
effectuée pour restreindre le domaine oti on peut trouver une phase stable
accessible expérimentalement avec v = p—i au demi-plan droit ¢; > By.
L’analyse effectuée ci-dessus (notant de plus que deux bandes avec dénomina-
teur impair peuvent se recouvrir uniquement prés des vertex qui les indexent)
suggére une maniére simple de modifier légérement les frontiéres des bandes
qui se chevauchent, conduisant & des domaines qui ne se recouvrent pas. En
fait, on suppose que le vertex (g, p) indexant une bande avec dénominateur
impair est le coin le plus bas a gauche du domaine de la phase correspon-
dante, voir la figure 5.3,5.4,5.2. De cette maniére, la nouvelle frontiére d’une
bande avec dénominateur impair, qui va donner naissance a un domaine pour
une phase dans le diagramme, joint le vertex (g,p) au point le plus proche
(a,b) sur la frontiére de la bande avec a > ¢,b > p.

En appliquant cette prescription aux diagrammes de visibilité impair-impair
et pair-impair, on peut faire une prédiction pour un diagramme des phases
pour 'EHQ), représenté dans le plan (B, N,) pour la figure 6.1, et dans le plan
(%,Nc) pour la figure 6.2. Dans la figure 6.1, les domaines correspondant a
des plateaux de Hall sont dessinés en surfaces sombres, chacun étant indexé
par son facteur de remplissage tout comme dans la figure 6.2.

On doit faire une remarque importante a ce stade. On pourrait choisir d’autres
prescriptions plus compliquées pour traiter les recouvrements des bandes.
Ceci pourrait donc modifier la forme de certaines parties des frontiéres cor-
respondantes mais sans pour autant altérer ’architecture globale des phases
dans le diagramme, leurs positions relatives et la topologie du diagramme
des phases. Les prédictions principales découlant de ce diagramme ne se-
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raient donc pas modifiées. La prescription qu’on a choisie est cohérente avec
I’hypotheése dans laquelle la largeur des régions des régimes de passage entre
diverses transitions & température non-nulle, AB(T) tend vers zéro quand
la température tend vers zéro. Ceci se refléte en fait dans le diagramme des
phases par 'existence de lignes communes pour les frontiéres séparant deux
phases, permettant donc une transition abrupte entre deux plateaux adja-
cents. La possibilité d’avoir :

AB(T) — 0 quand T —0, (6.8)

a été avancée dans des travaux antérieurs basés sur une analyse reposant sur
I'invariance d’échelle et semble étre favorisée par certaines extrapolations ob-
tenues a partir de données expérimentales [49]. Toutefois, la possibilité d’avoir
une largeur non-nulle pour la région de régime de passage a température nulle
ne peut pas étre exclue pour l'instant. Une fagon phénoménologique pren-
nant en compte cette derniére possibilité serait d’ajouter a la prescription
décrite ci-dessus ’hypothése supplémentaire que les lignes communes pour
les frontiéres séparant deux plateaux adjacents sont interdites.

Jusqu’a maintenant, on a considéré les plateaux de Hall associés aux bandes
avec dénominateur impair. Pour les états métalliques associés aux bandes
avec dénominateur pair, une construction similaire a celle présentée dans le
paragraphe précédent donne naissance aux bandes du type v = =P qui

pair
peuvent étre superposées a celles des plateaux de Hall sans recouvrement.
Ces bandes n’ont pas été représentées sur le diagramme des phases des fi-
gures 6.1 et 6.2, ou seulement les directions de certaines d’entre elles sont

représentées par des lignes en pointillés.

6.4 Discussion des prédictions

6.4.1 Structure du diagramme de phases

Le diagramme des phases dans le plan (B, N,) présenté sur la figure 6.1
est formé d’une succession de bandes. Chacune correspond a un plateau in-
dexé par un facteur de remplissage entier ou fractionnaire. L’ensemble des
bandes est entouré par deux régions construites a partir de la région blanche
horizontale la plus basse et de la région blanche verticale la plus a gauche.
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F1G. 6.1: Diagramme des phases global a température nulle dans le plan

(B, N.)

La premiére région correspond a un facteur de remplissage v = %. Puisque

%;7 cette région correspond & un régime pour lequel N, reste trés petit

vV =
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devant B. Or, l'interaction typique entre électrons et V' ~ %, avec Ty ~ ﬁ
Pour des champs magnétiques tels que I ~ LB L 1Ty ~ LNC, soit pour
N, < B, on s’attend a ce que le champ magnétique "géle" les mouvements
des électrons et favorise la formation d'un crystal de Wigner. Cet état est
isolant de sorte que la phase v = % correspond & une phase isolante.

La seconde région, la bande verticale, correspond a v = %. Elle correspond
a un régime ot B est trés faible pour lesquels tous les états sont supposés
étre localisés par le mécanisme d’Anderson, conduisant encore & une autre
phase isolante. On note que les études numériques [50] concernant 'EHQ
entier ont suggéré ’existence possible de deux phases isolantes. Ces derniéres
sont notées & partir de maintenant Insy (Cristal de Wigner) et Insy (Isolant
d’Anderson) correspondant respectueusement a la bande horizontale et ver-

ticale sur la figures 6.1 le long des axes N, et B.

La contrepartie de la figure 6.1 dans le plan (%, N.) est présentée sur la
figure 6.2 ott maintenant la phase Insg (resp. Insy) correspond a la région la
plus haute dans le plan % > 1 (resp. la plus & gauche). Les lignes en pointillés
sur ces deux figures représentent certains états métalliques correspondant
aux directions des bandes de la figure 5.2. On remarque que certaines tra-
jectoires dans le diagramme des phases ne rencontrent que les plateaux de
Hall entiers. Il s’agit en fait des droites partant de ’origine avec une pente
comprise entre % et 1 comme on peut le voir sur la figure 6.1. Ces trajec-
toires sont engendrées quand on augmente N, en agissant sur le potentiel V
a champ magnétique fixé.
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6.4.2 Reégles de sélection

Si le diagramme des phases obtenu est correct, alors on doit observer des
transitions directes d’une phase isolante vers les plateaux de Hall entiers ou
fractionnaire avec v = ﬁ (k € N), comme on le voit sur les figures 6.1 et
6.2. En effet, on remarque que le plateau v = 1 est bordé par l'isolant Insg.
La transition

Insy — 1. (6.9)

est donc permise. De plus, les actions sucessives de ¥ sur cette transition
vont engendrer les autres transitions permises :

1

—— kel 1
2k + 1’ €N (6.10)

Insg —
Les actions successives de produits de diverses puissances de 7" et de ¥ sur
la transition Insy — 1 vont engendrer toutes les autres transitions Insg-
plateau et plateau-plateau. Ensuite, on remarque que tout plateau v = k
(k € N) est bordé par la phase isolante Insy. Donc, les transitions :

Insy — k, keN, (6.11)

sont permises. Les actions successives de 7' sur la transition Insy — 1
produisent les autres transitions permises.

6.4.3 Comparaison aux autres prédictions théoriques

La possibilité d’avoir des transitions directes isolant-plateau contredit les
résultats de [4] obtenus par application de la loi des états correspondants.
Dans le cas de 'EHQ entier, la loi des états correspondants, combinée avec
des arguments phénoménologiques plausibles, conduit & une régle de sélection
pour les transitions : la variation Ar du facteur de remplissage quand on
traverse la frontiére séparant deux phases adjacentes doit satisfaire a :

Av = +1, (6.12)

incluant I'isolant associé a ¥ = 0. On en conclut que toutes les transitions di-
rectes isolant-plateau(entier) sont interdites sauf la transition 0 — 1. Dans
le cadre présent, cette régle ne peut étre appliquée a la phase isolante v =" %”
(Insy ). Cependant, elle reste valide pour toute valeur finie de v, incluant le
cas v = 0, c’est a dire, l'isolant Insy. Alors que la phase isolante Insy peut
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-12 +
F1G. 6.3: Diagramme des phases global & température nulle dans le plan (%,p)

étre considérée comme une phase du type liquide quantique de Hall (avec une
conductivité de Hall nulle), la phase isolante Insy a une origine différente.
Elle est associée aux bandes du diagramme pair-impair comprenant tous les
états métalliques supposés posséder un comportement différent de celui des
plateaux de Hall. Un diagramme des phases théorique plus ancien a été pro-
posé dans [51]. Ce diagramme a certaines similarités avec celui ontenu dans
[4] mais prédit 'apparition de transitions directes d’une phase isolante vers
les plateaux entiers. Dans des études numériques récentes [50], un diagramme
des phases avec des transitions directes isolant-plateau entier a été obtenu.
Sa topologie est en bon accord avec le diagramme des phases construit ici.
Pour rendre la comparaison plus facile, on a représenté dans le plan (%, N,)
le diagramme des phases et celui obtenu dans [50] sur les figures 6.4,6.3

6.4.4 Discussion de la loi des états correspondants

Le fait que la régle de sélection proposée dans [4] semble étre expérimen-
talement violée n’exclue pas a ce stade I'g(2) comme candidat possible pour
un groupe de symétrie pertinant pour la description de certaines propriétés
globales de 'EHQ. On rappelle que ce groupe I'y(2) est le sous-groupe appa-
raissant dans la loi des états correspondants de [4]. On peut voir facilement
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que ce nouveau diagramme des phases est cohérent avec la symétrie I'¢(2) si
la régle de sélection (6.12) (cas entier) est modifiée pour prendre en compte
l'isolant Insy (v = o0). La régle de sélection élargie est :

Av = 41 pourvfini,rv eN

Insy — 1 transition permise (6.13)

A partir de ceci, 'action de T'y(2) génére toutes les transitions permises du
diagramme des phases.

On examine maintenant quel pourrait étre le role de I'(2). L’action de I'(2)
sur les facteurs de remplissage préserve le caractére pair ou impair des nu-
mérateurs. Alors, I'analyse théorique qui a donné naissance a la régle de
sélection pour T'¢(2) peut étre aisément adaptée a I'(2). Par cohérence, on
doit modifier la régle de sélection (6.4) :

Av = Z£1 pourvfini,rv €N
Insy — 1 transition permise (6.14)
Insy — 2  transition permise

Bien que les prédictions obtenues ici semblent étre en bon accord avec ’expé-
rience, il n’y a pas d’argument dans le cadre présent permettant de favoriser
I'g(2) ou I'(2) comme le candidat le plus convenable & un groupe de symétrie
pertinant pour 'EHQ.

6.4.5 Comparaison avec I’expérience

Expérimentalement, des études plus approfondies sont nécessaires. En
particulier, la forme précise des frontiéres séparant les diverses phases corres-
pondant a des états de Hall semblent étre dépendantes de la nature de I’échan-
tillon (et/ou des effets possibles de spin). Les auteurs de [52]a) ont proposé
un diagramme des phases obtenu par une analyse des transitions directes ob-
servées dans les ST MOSFETs. Les transitions prédites par notre diagramme
sont en bon accord avec les résultats reportés dans [52]a). En particulier,
des transitions directes de l’isolant vers des plateaux entiers sont observées.
Une conclusion similaire concernant ces transitions directes a été obtenues
dans d’autres expériences sur des sytémes au GE/SiGe ou des échantillons
de type p GaAs/AlGaAs, voir [52]b). Plus récemment, un autre diagramme
des phases expérimental pour 'EHQ entier obtenu a partir d'un sytéme bi-
dimensionel de trou confiné dans un puits quantique au Ge/SiGe a été obtenu
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dans [52]c). Encore une fois, de telles transitions directes ont été observées.

Une fagon possible d’orienter le choix entre les deux sous-groupes I'g(2) et
['(2) est suggérée par I’analyse qualitative suivante. On suppose d’abord que
le désordre est trés faible ou nul. On sait que I'importance des degrés de li-
berté de spin dépend du facteur de Landé g (effectif) des porteurs de charge
qui détermine la magnitude de ’énergie Zeeman FE, par rapport a 1’énergie
cyclotron E,., pour un facteur de remplissage donné. Pour des échantillons
au GaAs tels que ceux étudiés dans [52]b), le rapport E,/E, est petit. Typi-
quement, on a F, ~ 20B et £, ~ 0.3B (B est en Tesla; les énergies sont en
Kelvin). Pour un tel rapport, les niveaux de Landau s’organisent en doublets
bien séparés, chaque doublet contenant deux niveaux proches I’'un de ’autre.

Dans cette configuration, ’hypothése selon laquelle la physique de tout ni-
veau de Landau partiellement rempli est indépendante du nombre de niveaux
inférieurs complétement remplis devient douteuse. Ceci suggére que la symé-
trie correspondant a I’addition d’une unité au niveau de Landau, décrite par
lopérateur T'(z) n’est pas valable pour décrire des systémes avec E,/ E, petit.
Une fagon de prendre cette remarque en compte est de remplacer T'(z) par
T?%(z) qui incrémente de deux unités les niveaux de Landau, ce qui favorise
ainsi la symétrie I'(2).

Ceci serait également le cas d’échantillons pour lesquels E,/FE, est voisin
de 0.5, produisant une architecture de doublets espacés dont les deux com-
posantes sont trés proches 'une de I'autre. Dans les expériences [52]c), les
échantillons étudiés sont tels que E,/E, ~ 0.7, assez voisin de 0,5 de sorte
que la symétrie T?(z) semble encore appropriée. Pour des échantillons tels
que E,/E, est proche de 1/4, les niveaux apparaissent avec un espacement
égal, proche de E./2. Dans cette derniére configuration, il est raisonnable de
supposer que la symétrie T'(z) est favorisée, orientant alors vers I'y(2).

En présence de désordre, ’analyse qualitative précédante doit étre révisée.
De fagon générale, le désordre produit un élargissement des niveaux de Lan-
dau qui forment alors des bandes de Landau. Pour un potentiel de désordre
Vp tel que Vp < E,, correspondant a un désordre faible ou a un régime de
champ fort, les bandes de Landau, en I'absence d’effet Zeeman, restent bien
séparées. Dans ce cas, la prise en compte des effets de spin ne modifie pas
la discussion précédente qui reste valable. En régime de fort désordre, 1’élar-
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gissement des bandes provoque leur chevauchement de sorte que 1’analyse
précédente n’est plus valable.

6.4.6 Conclusion

On a contruit a partir des diagrammes de visibilité un diagramme global
des phases a température nulle pour 'EHQ reproduit sur les figures 6.1 et
6.2. De ce diagramme, on a prédit ’existence de deux phases isolantes. Une
autre prédiction remarquable est la possibilité d’avoir des transitions directes
d’une phase isolante vers toutes phases de Hall avec v entier aussi bien que
m, (k € N), qui semble étre en accord avec certaines
observations expérimentales récentes. On a aussi proposé des régles de sé-
lection pour les transitions plateau-plateau (et plateau-isolant) possibles qui

rationnel avec v =

peuvent constituer des prédictions testables expérimentalement.

La présente analyse fournit des informations globales sur la topologie du dia-
gramme des phases et sur les transitions possibles qui peuvent étre observées.
Toutefois, elle ne permet pas de caractériser finement les divers états de Hall
ni d’estimer les différentes échelles d’énergies, énergies d’activation, ce qui né-
cessiterait d’utiliser un modéle microscopique. Par exemple, les diagrammes
de visibilité ne disent rien sur l’effet Hall réentrant dans les deux premiers
niveaux de Landau qui a été récemment observé [53] et analysé dans [54].
Par ailleurs, des états fractionnaires correspondant a v = 14—1, 15—3, 15—7, 1% ont
été récemment observés [55, 56]. Ces états ne peuvent étre décrits par I’ap-
proche habituelle des fermions composites [57]. Leur interprétation possible
en terme de fermions composites de nouvelle génération a été analysé dans
[54]. Notre approche basée sur les diagrammes de visibilité ne permet pas de
distinguer ces états par rapports aux autres. Ceux-ci apparaissent dans les
hiérarchies sans signe distinctif par rapport aux autres. Par exemple, 1’état

4

v = 77 est un état & dénominateur impair appartenant a la famille associée

a l’état %. On peut le voir facilement (cf. chapitre cinq) en considérant les

transformations de I'(2) G(o) = %, avec 3k + 1 = 8n sur Z. Dans le

modéle hiérarchique [58], I'état 77 est atteint pour n =2 et k = 5.
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Chapitre 7

Dualité et théories effectives de
type Maxwell-Chern-Simons

Self-duality in Mazwell-Chern-Simons type effective theories.
F. Chandelier, Y. Georgelin, T. Masson, J.C. Wallet.
Mod. Phys. Lett. B, Vol. 16, No. 14(2002)497

7.1 Dualités

Historiquement, la notion de dualité remonte & Dirac. Il a observé que
les équations de Maxwell dans le vide sont symétriques sous 1’échange du
champ électrique et magnétique. Plus précisément, la symétrie est £ — B
et B — —FE. En présence de sources, et pour maintenir cette symétrie, il
a introduit des monopobles magnétiques avec des charges ¢,, en addition des
charges électriques ¢.. Il a montré que pour préserver la validité de la théorie
quantique, il fallait une condition de quantification de la charge : ¢,,q. = 2mn,
n entier. La charge "minimale" satisfait donc a ¢, = ?1—1’. La dualité échange

alors ¢, et q., soit g, et ?I—". Ainsi, cette dualité échange la constante de

couplage et son inverse (a o prés), donc couplage fort et couplage faible.
C’est une des principales raisons pour laquelle on s’intéresse aux symétries
de dualité : obtenir a partir de la physique en régime de couplage faible des
informations sur la physique en régime de couplage fort.
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Une dualité similaire, de type Zs, apparait dans le modéle bi-dimensionnel
d’Ising. Elle échange la température avec une température duale, donc échan-
geant haute et basse température de fagon analogue aux régimes de couplages
faible et fort. Cette dualité est un cas particulier de la dualité Z, de Kramers-
Wannier [59]. Dans le cadre de ce modéle, I’existence seule de cette symétrie
de dualité conduit a la détermination de la température critique comme point
auto-dual sans avoir a résoudre explicitement le modéle, et sous 'hypothése
de 'existence de deux uniques phases.

Plus généralement, une dualité est une symétrie discréte globale du modeéle.
En fait, une symétrie d’auto-dualité apparait dans un modéle quand il existe
un ensemble de transformations dans l'espace des paramétres (constantes
de couplage) transformant l’action originale en une action ayant la méme
forme, avec des constantes de couplage transformées sous ces transforma-
tions de dualité. La fonction de partition pour le modéle de départ et sa
contrepartie (auto-)duale différent formellement seulement par un préfacteur
qui n’influence pas les propriétés critiques du modéle et disparait dans le
calcul des fonctions de corrélation. Ces symétries sont utiles et employées
pour obtenir des informations non-perturbatives et globales sur le contenu
du modéle, sur le diagramme des phases, et sur d’éventuelles transitions.
Les transformations de dualité permettent de relier selon les cas deux (Ising,
Electrique-Magnétique) ou plusieurs secteurs (phases) ou régime du modéle.
On peut également obtenir des informations sur les variétés critiques et sur
les transitions permises. En fait, on peut souvent déterminer la topologie du
diagramme des phases, la disposition relative des différentes phases.

On trouve des exemples de telles applications dans différents modéeles décri-
vant la physique dans des espaces de dimension variée. Par exemple, Cardy
et Rabinovici [60] ont étudié la structure en phases de théories de jauge sur
réseaux de type Z, en dimension quatre en présence d’un terme 6 brisant
la symétrie C'P. Une structure trés riche pour le diagramme des phases a
été mise en évidence en fonction de p, 6 et des constantes de couplage en
utilisant des arguments de dualité. La symétrie de dualité a été identifiée
comme étant une symétrie modulaire SL(2,Z) agissant sur les constantes de
couplage. En dimension (24 1), I""analogue" du terme 6 en dimension quatre
est le terme de Chern-Simons. Rey et Zee [61] ont montré qu’il existait une
relation d’auto-dualité entre les secteurs des charges électriques et des flux
magnétiques dans des modéles de Higgs avec terme de Chern-Simons sur un
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réseau de type Zy en (2 + 1) dimensions. L’auto-dualité de ces modéles a
été identifiée a la transformation de dualité correspondant au générateur S
du groupe modulaire SL(2,7). Ils ont déduit de cette dualité la structure
globale du diagramme des phases du modéle.

Par des arguments de dualité, Diamantini, Sodano, et Trugenberger (les deux
premiéres références de [62]) ont exploré la structure non-perturbative de
théories de jauge abéliennes sur réseau de type Z, X Z, en (2+ 1) dimensions
et discuté leur capacité a décrire des systémes planaires comme les réseaux
de jonctions Josephson. Ces modéles effectifs contiennnent deux champs de
jauge compact U(1) couplés par des interactions de type Chern-Simons bri-
sant la symétrie en Z, x Z,. Ils ont déterminé la structure du diagramme
des phases. Leurs résultats semblent en accord avec les transitions de phases
quantiques observées dans les réseaux de jonctions Josephson.

7.2 Théories effectives de type
Maxwell-Chern-Simons

Pour une grande classe de systémes planaires de matiére condensée, le
comportement a longue distance des fluctuations des degrés de liberté perti-
nents (c’est a dire charges et /ou vortex) autour d’un certain état fondamental
peut étre décrit & I’aide d’une théorie de jauge effective a (2 + 1) dimensions
dans laquelle chaque type de degré de liberté est associé a un champ de jauge
[63]. Un des ingrédients élémentaires derriére cette description est qu’un cou-
rant conservé en dimension (2+1) peut étre représenté (localement) comme le
rotationnel d’un champ (pseudo-)vectoriel. Les actions qui en résultent com-
portent des termes de Maxwell et /ou de Chern-Simons pour chaque champ de
jauge alors que les termes d’interaction, qui peuvent étre respectivement un
couplage minimal et un couplage de type Pauli (magnétique) d’un champ de
jauge a un courant, peuvent étre exprimés respectivement comme des termes
mélangés.

Par exemple, dans la description hydrodynamique de Landau des fluctua-
tions de densité dans un superfluide, le Lagrangien effectif s’écrit :

L=72—p*+.., (7.1)
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ol les termes en pointillés peuvent étre ignorés dans la limite de basse énergie,

J est le courant et p la déviation de densité par rapport a la valeur moyenne.
Le premier terme représente la densité d’énergie cinétique et le deuxiéme
la densité d’énergie po1:entielle.7> satisfait a % — V.5 =0, ou en posant
J7* = (p, ?), 0" = 0. Localement, cette équation de conservation est résolue
en posant :

]'H - G,uv/\aya/\' (72)

Si on substitue (7.2) dans (7.1), on obtient le Lagrangien effectif en terme du
champ de jauge a,, :

1
Esuperﬂuide = _ifuufﬂy + X3 (73)

ou f,, = 0,a, — 0ya,.

Dans le cas d'un fluide de Hall de facteur de remplissage v = % (m en-

tier impair), la fonction d’onde de Laughlin ¥ ~ [[; ;(2; — 2;)™ acquiert une
phase €™ lors de la rotation d’un électron i autour d'un électron j. Ceci est

physiquement équivalent & avoir un courant j tournant autour d’une densité
de charge p. Alors Wilczek et Zee [64] ont montré que la prise en compte de
cette phase peut étre obtenue en ajoutant au Lagrangien d’un superfluide
(7.1) un terme de Hopf :

A
SHopt = m/d?’:ce””)‘jﬂﬁa,,],\. (7.4)
En utilisant (7.2), Shept prend la forme d’une action de Chern-Simons :

m
3 A
SHOpf - SChernfSimons = E / d’ze a’llal/a‘/\7 (75)

et ’action effective pour 1’état de Laughlin avec v = % s’écrit :

m 1 »
SHanl = /d?’x[ae“ ’\a,ﬁ,,a)\ — @f,u,f“ + .., (7.6)

ol on a restoré le coeflicient de couplage pour le terme de Maxwell.
Dans le cas ot 2 espéces distinctes coexistent dans le systéme et sont couplées,
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par exemple des charges et des vortex, les arguments développés précédem-
ment conduisent & étudier des actions effectives du type :

1 0 ) 1
S = /d;v{—@f,wf””+%ewpa”8"a”+%awﬂ‘— EG”UPf“VJP— Q_QZJ”J”}
(7.7)

Le courant conservé, par exemple associé aux vortex, peut étre écrit locale-
ment comme :

14 1 v
Jp = €, 00" = 56,“,[,10 P (7.8)

avec w,, = 0,v, — 0,v,. Alors (7.7) s’écrit :

1 v 0 v
S = /dw{_@flﬂ/f” + %ewpa”(? a‘”—l—

K o 1
—€upat 0"V — — P — —w,w} (7.9
5 Gurp@0"v 2f w 49210” w}. (7.9)

La dimension en terme de masse des paramétres est :
] =[% =1, [l=[d=0, [5=-1 (7.10)

Dans (7.9), on reconnait le terme de couplage minimal usuel (terme en &)
auquel a été ajouté un terme supplémentaire de type couplage magnétique
de type Pauli d’intensité ¢. Un tel couplage non-minimal a été étudié dans la
littérature selon différents points de vue (voir [65, 66] et les deux premiéres
références de [62]). Physiquement, dans un systéme ot a, (resp. J,(ou v,))
est relié a des vortex (resp. charges) se déplagant dans un plan, le terme en s
décrit la force de Lorentz induite par les vortex sur les charges ou alternati-
vement la force de Magnus induite par les charges sur les vortex. Le terme en
0 est un moment magnétique intrinséque pour la matiére. Le dernier terme
est une interaction courant-courant.

7.3 Incorporation de caractéristiques
tri-dimensionnelles

Les modéles effectifs considérés ci-dessus ne décrivent pas tout a fait une
situation réaliste. En fait, le plan dans lequel par exemple les charges et les
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vortex sont confinés est plongé dans un espace a trois dimensions. Il est éven-
tuellement soumis & un champ électromagnétique réel a (3 4+ 1)-dimensions
qui donne en particulier naissance a une interaction en % entre les charges
statiques par exemple et pour lesquelles la constante de couplage du terme
de Maxwell correspondant est sans dimension. La classe d’actions (7.7) cor-
respond & un potentiel logarithmique entre les charges (statiques) et dans ce
cas, les couplages sont dimensionnés.

Ces actions peuvent étre modifiées pour prendre en compte 1’origine dimen-
sionnelle (3+ 1) du champ et /ou le caractére en % de potentiels plus réalistes.
Une fagon de faire est d’introduire une non-localité modifiant au moins un
des termes de Maxwell dans ’action. On procéde a la substitution suivante :

1

_@flwflw " (711)

42\/7/w

ot la constante de couplage apparaissant dans le membre de droite de (7.11)
est sans dimension. Cette procédure a été déja décrite dans la littérature

[67, 68].

Dans le cas statique, la démonstration conduisant a (7.11) est résumé ci-aprés.
On doit trouver la solution des équations de Maxwell tri-dimensionnelles in-
dépendantes du temps pour les deux composantes dans le plan du champ élec-
trique F;, et la composante perpendiculaire au plan du champ magnétique
Br, en faisant ’hypotheése que les densités de charge et de courant p et J sont
non-nuls seulement dans le plan (composantes indexées par les coordonnées
E}) et
Br (les composantes d’'un champ de force f,, & (2+ 1) dimensions) vérifient
les équations du mouvement suivantes venant du membre de droite de (7.11)
dans le cas statique :

z et y). A partir de cela, on trouve que les deux champs ﬁz = (B,

OB 0B OE?, aEy
Vi or = gmey = o m(Tt T Tt = e (7.12)

ou les densités J,, et p représentent les densités restreintes au plan. Cette
procédure peut étre vue comme une sorte de réduction dimensionnelle. Elle

peut étre généralisée facilement au cas non statique (7.11).
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7.4 Dualité pour une classe d’actions de MCS
On considére la classe de modéles effectifs décrite par ’action suivante :

d*p ;
ePE=y)
(2m)? ’

S(e,0;my, mg) = /dmdy (7.13)

avec

6
+ %EWPGH(w)ayap(yH’

() @ (2007 () + My ()0 (). (7.14)

Les fonctions de structure m;(p),i = 4, 6 paramétrisent les modifications pos-
sibles (incluant donc une dépendance possible en moment) apparaissant dans
le couplage de a, et v, qui sont engendrées par I'introduction du terme de
Maxwell modifié. Dans la suite, ’action de Maxwell-Chern-Simons (MCS)
dans (7.14) (les deux premiers termes) sera notée Sy cg(e?,0). On définit la
constante de couplage complexe :

z=4&ﬁmmww

1 .0
i 1
2= +1 " (7.15)

ou Z (resp. |z|) définira la conjugaison complexe usuelle (resp. le module) de z.

On va montrer que la classe de modéles définie par (7.14) posséde une symé-
trie de dualité définie par les transformations de dualité suivantes :

2 —
my(p) — E
me(p) — mo(p)

Cette symétrie de dualité prend son origine essentiellement dans la partie
de l'action de Maxwell-Chern-Simons non-locale et semble étre une caracté-
ristique générale de cette classe de modéles. En particulier, la dépendance

en moment % de la fonction de structure dans le terme de Maxwell est
P

essentielle dans 1’apparition de la dualite (7.16).

3
&
@N”._.

(7.16)

Les étapes essentielles du calcul sont rappelées ci-aprés. Il est plus commode
de poser pour le moment dans Sycs(e?,0) :

m(p) = N m(p) = (7.17)



La fonction de partition construite & partir de (7.13) est donnée par :
Z (1, 33 T4, M) = / [Dv][Da] eI+ Sustel S0 (), (7.18)

Su(a) + S0) = [ do (MO 4@ ), (119

représente un terme de fixage de jauge usuel qui permet de traiter proprement
les deux invariances de jauge de S (une pour a, et une autre pour v,). On
n’écrira pas explicitement les termes de fantémes qui peuvent étre réintro-
duits directement sans modifier la discussion qui va suivre ni les conclusions
obtenues.

On effectue l'intégration gaussienne sur le champ de jauge a, dans (7.19).
Pour ce faire, on inverse 'opérateur apparaissant dans la partie quadratique
en a, donné par :

Sucs(m,ms) + ng(a) = / (ZTP;;;%%(_P)KW(WMWS)%(P), (7.20)

avec le noyau K, (m,73) défini par :

Ky (11, m3) = T1(0)* A (p) + im3(0) VD2 1w — AD°Qu (P), (7.21)

ou les opérateurs A, (p), Qu(p) et I,,(p) sont définis par :

Q;w (P) = p}‘f"

Aw(P) = g — Quu](og) (7.22)

w(p) = €pvp N/

L’inverse de K, (71, m3) est :

-1 T . T3 1
K,y (m1,m3) = m/\w(])) - ’L\/?(p%r% — wg)l"”(p) - /\—nguu(P)-
(7.23)
Le calcul a été fait avec 7y, 3 quelconques. Mais, au vu de (7.17), l'opérateur
(7.23) n’est pas défini quand p?m} — 73 = e% — 2_22 = 0. La contrepartie de

ceci pour m; = eiz et m3 = % constants seraient ’apparition d’un poéle dans
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2
\ 9 _ w3 N
le propagateur de a, & p® = _3 correspondant a la masse pour le champ a,

comme on peut s’y attendre dans le cas d’'une théorie de MCS locale. La

. spz . s 1 62 . PPN
singularité apparaissant & % — > =0 sera discutée a la fin de ce paragraphe.

Pour le moment, on suppose que 6—4 - %5 75 0(p*m? — 2 #0).

En utilisant (7.23), I'intégration sur le champ a,, conduit a :

1
z . — D Seps(mmsiv)+8,¢(v)) 7.94
(ravmsimame) = ey | (D" o2
ou le préfacteur est donné par :
N (my,m3) = det? (K, (11, — A, 73)). (7.25)
L’action effective prend la forme :
dp 1 i 1 " vp
Sers(m,m3;v) = dmdy(%)g{im(p)ww(w)w ()45 m(P) € (z)w™ (y) },
(7.26)
avec 7, et 73 définies par :
—47r171'4 471'37r§
m(p) = w2p?—n? + 47, m(p) = w2t —n? (7.27)

Le déterminant devant l'intégrale dans (7.24) qui dépend seulement de m
et m3 vient de l'intégration gaussienne et peut étre comme d’habitude ignoré
lors du calcul des fonctions de corrélation. On définit maintenant les trans-
formations suivantes :

WP = i
T3 (p) = Wg—iw
a P (7.28)
Ty (P) ﬁ
md(p) = 76(p)

L’action de ces transformations sur ’action de départ la transforme en une
nouvelle action ayant la méme forme. La fonction de partition correspondante
est obtenue en effectuant dans (7.24) la substitution :

mi(p) — 7’ (p), i=1,2,3,4,6. (7.29)

Alors toutes les étapes conduisant a (7.24) peuvent étre directement repro-
duites en remplagant simplement les 7; par leur transformée sous (7.28). On
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obtient alors :

1 . |
Z(ﬂ':?ﬂr??; Wfaﬂg)) = W /['Dv] el(scff(":PstDw)-i-Syf(U))’ (7.30)
Y

ot le préfacteur N (72, 7P) = det? (K, (7P, —\, D)) et S.;; a une expression
similaire & (7.26,7.27) avec :

771D(p> = 771(7T1‘D)7 7731,)(]7) = 773(7riD) 1=1,3,4. (7.31)

Les 7, sont encore donnés par (7.27). La contribution du terme de fixage de
jauge de K, (n{,n¥) disparait aussi de Scsp(nf,nd;v) comme attendu, et
le déterminant venant de l'intégration gaussienne peut étre encore une fois
ignoré dans le calcul des fonctions de correlation.

Alors, en combinant (7.31) avec (7.28) et (7.27), on observe que :
0P (p) = mi(my, ms,ma) i =1,3. (7.32)

Ainsi, les fonctions de structure apparaissant dans 1’action effective pour
le champ v,, sont invariantes sous (7.28). Donc les deux actions apparaissant
dans I’exponentielle de (7.24) et de (7.30) coincident. En utilisant maintenant
T = ——L— et 73 = £ la comparaison de (7.24) et (7.30) conduit a :

N 1)

— 1
2(272;7[-4771—6) = N(Z E) 2(57

s —,T6), (7.33)

avec z définie par (7.15). Cette relation montre que les fonctions de corré-
lations calculées & partir de Z(z,z,m4,7s) et les fonctions de corrélations
correspondantes pour les objets duaux calculées & partir de Z (%, i, |7;—4‘,7T6)
sont les mémes. Ceci indique que la classe de modéles effectifs donnés par

(7.14) a une symétrie de dualité définie par les transformations (7.16).

L’analyse précédente peut étre étendue au cas ot on ajoute a ’action (7.14)
un terme de couplage magnétique de type Pauli (=m5(p) fo. (z)w*” (y)). Alors,
la symétrie de dualité (7.16) est toujours valable avec en plus :

5 (p) = , (7.34)



alors que les fonctions de structure contenues dans I’action effective pour v,
deviennent :

’l’]é = 773—{—1);15;257% (71'37'{'5 —2’/'1'17'{'4) .

On considére maintenant toute action effective donnée par S’. Si, dans une
certaine limite, (c’est & dire la limite & grande longueur d’onde), les fonctions
de structure pour un terme de Maxwell et un de type Chern-Simons se com-
portent finalement respectivement comme ~ % et ~ constante, alors on

peut s’attendre au fait qu'une symétrie de dualité du type discuté ici devient
valide dans cette limite.

Pour terminer, on revient sur la singularité qui apparait dans 1’opérateur
Kﬂ_u1 (7.23). On a vu que le dénominateur de (7.23) s’annule pour :

1 ¢
— - — =0, (7.36)

et m?
conduisant alors & une effective (7.26) singuliére. Pour une action locale de
type MCS (m; et w3 constants), on aurait obtenu & la place un poéle dans

le propagateur pour a, dans (7.23) a p* = % = &< correspondant a la
1r1 ki

masse pour a,. Dans le cas présent, 'apparition de la singularité définie par
(7.36) refléte la dépendence en moment de ;. Cela ne correspond pas & une
singularité dans les transformations de dualité qui restent bien définies méme
quand (7.36) est vérifiée. Une interprétation physique de (7.36) est obtenue en
calculant la réponse électromagnétique pour le champ a, lorsque I'on couple
Swucs(€?,0) & un champ exterieur A, :

SMCS(QZ,Q) — SMCS(ez,H) + €#ypa”8VAp, (737)

puis en intégrant sur a, et en utilisant (7.23). A partir de la fonction de
réponse dans la limite de grande longueur d’onde, on calcule les conductivités
Ory €6 Oys qui se comportent comme :

1 1

Ouy @, Ogw ~ Wa (7,38)

LY

¥

k3

et correspondent & un état résistif. Quand (7.36) est satisfaite, alors les deux
conductivités deviennent infinies, de sortes que (7.36) devrait étre interprétée
dans ce cadre comme correspondant a un état supraconducteur.

125



7.5 Discussion

On a montré I'existence d’une symétrie de dualité de type Z5 définie par
(7.16) qui apparait dans une classe de modéles effectifs & (2 + 1)-dimensions
donnée par (7.13) visant donc & incorporer certains effets (3 4 1)-dimension
des systémes planaires réels. L’apparition de cette dualité provient de ’action
non locale de type MCS dans (7.13) qui est obtenue grace a (7.11). Une
dualité de type Zs quelque peu similaire a été découverte dans le modéle de
Higgs abélien Z y avec un terme de Chern-Simons et un terme de masse nue
sur le réseau [61]. Dans ce modéle, la constante de couplage complexe est
définie par :

0 2m™m

+1 , (7.39)

~ o ng

¢

(( — —iz et § — 26 dans les conventions utilisées ici), ou € représente
encore le couplage de Chern-Simons, g est la constante de couplage dimen-
sionée pour le terme de Maxwell et m est la masse nue. La transformation
de dualité correspondante s’avére étre aussi ( — % et laisse la fonction de

partition pour le modéle invariant, & un préfacteur prés comme dans (7.33).
Dans ce modéle de Higgs abélien, une symétrie additionnelle approximative
donnée par { — (+1 apparait dans la limite de faible couplage et de grande
masse nue. Dans cette limite, cette transformation supplémentaire combinée
avec ( — 1 n’engendre pas comme groupe de symétrie discréte le groupe

modulaire SL(2,7Z). Celui-ci serait généré en ajoutant a ces deux transfor-
mations, la symétrie par renversement du temps : { — —(.

On note que la dualité mise en évidence ne requiert pas que l'action soit
symétrique sous échange de variables et de champs, mais, qu’elle comporte
une partie MSC non-locale pour 1'un des secteurs avec une dépendence en
moment de la fonction de structure similaire & celle pour Sy¢s(e?, 0). La dua-
lité étudiée dans ce travail n’a donc rien a voir avec une "dualité d’échange",
de type particule-vortex par exemple.

7.6 Une premiére illustration

Dans ce paragraphe, on présente a titre d’illustration un modéle spéci-
fique appartenant a la classe générale (7.14) et qui peut étre obtenue par
une application convenable de (7.9) et (7.11). Il décrit un systéme de charge
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et de vortex massifs dans lequel l'interaction charge-charge se comporte de
fagon réaliste (en ~ 1). Ce modéle posséde la symétrie de dualité évoquée.
De plus, il donne naissance sur la ligne "auto-duale" z = 1 & une relation
entre les résistivités qui calque celle dérivée dans [69] dans le contexte de
paires de Cooper et de dynamique de vortex dans les réseaux Josephson ou
de transition supraconducteur-isolant dans les films minces.

On part de (7.9), en supposant que a, (resp. v,) est relié aux vortex (resp.

charges) et que § = b L’action résultante décrit un systéme planaire de

Kg
charges et vortex en interaction avec des potentiels charge-charge et vortex-
vortex de type logarithmiques. L’action effective pour les vortex, obtenue

apres intégration sur v,, décrit des excitations massives de masse M, avec :

5 F‘:2g2612
avec ! o
1 1 0
ol Rl el (7.41)

Dans le secteur des charges, la réponse électromagnétique dit que la conduc-
tivité transverse o, est :
4

o
K2

(7.42)

Opy = 0

alors que la conductivité longitudinale s’annule, comme on peut le voir en
adaptant les expressions générales (7.38) a la situation présente et en prenant
leur limite & grande longueur d’onde. Dans [70], la version euclidienne sur
réseau cubique de ce modéle (avec limy ( f,,, w,,) = 0) auquel on a ajouté de
nouvelles variables de liens a valeurs entiéres assurant la périodicité du terme
"mixte" de Chern-Simons coincide avec un modéle décrivant la physique
a température nulle d’'un réseau Josephson dans la limite de capacitance
nulle (par rapport & la référence), pourvu qu’on effectue les identifications
suivantes :

e? = 2xkE., ¢® = ArE;. (7.43)

Dans ces expressions, k = 2 pour des paires de Cooper, et E,. (resp. E;) est
I’énergie de capacitance (resp. l'énergie de la jonction Josephson).

On va maintenant modifier (7.9) en utilisant comme ligne directrice les argu-
ments utilisés pour (7.11), pour obtenir une action pour laquelle les charges
statiques (paires de Cooper) interagissent grace a un potentiel en ~ % et qui
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décrit encore des excitations massives pour les vortex. Ceci peut étre obtenu
en introduisant une constante de couplage dimensionnée supplémentaire ¢’
([¢°] = 1). La motivation est que des charges réelles (paires de Cooper)
interagissent véritablement en ~ % Une action possible est donné par :

I Oy BT |
5= [ dody g e -

12 f T @)1 )+

%ewpa”(m)ﬁ”ap(y) + 2/79@“//)‘1”( z)0"v" (y)—
G ()0 () — ———w (@) (y)}, (7.44)

2 /p2 g2 P 4 g2 p?
oll maintenant tous les paramétres (sauf ¢’) sont sans dimension. A partir de
la discussion générale présentée précédemment, il est facile de voir que (7.44)
a une symétrie de dualité venant de la partie non-locale de type MCS dans

(7.44). Elle est définie par :

|
Y|
+
-~
[ES

ETITIRG

(7.45)

o

yA

yA —
k —
J9* — |2|g

Quand ¢ — oo, l'action (7.44) posséde une symétrie de dualité supplé-
mentaire qui peut étre exhibée par une redéfinition des champs dans (7.44) :

6
Cu =y + —ay. (7.46)

Cette dualité est définie, compte tenu de la définition de €'? par :

c — a,, €% — g% (7.47)

Cette deuxiéme dualité donne un exemple de dualité d’échange dont on a
déja parléeElle n’a absolument rien & voir avec la dualité considérée (7.45).

L’action effective pour les vortex obtenue & partir de (7.44) aprés intégra-
tion sur v, est donnée par :

TPty 1)
sty = [ dady g e L g W), )
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ou : . 2
1) =G T
et peut étre identifé comme une conductivité longitudinale pour le secteur des
vortex. Le calcul de la réponse électromagnétique pour les charges montre que
les conductivités o, et 0,, sont toutes les deux non nulles et que (7.44) décrit
un état résistif. En utilisant la définition de z, on trouve que les résistivités

correspondantes p,, et p,, satisfont la relation suivante :

(7.49)

16
p2.(2) + P2, (2) = |z|Tg472(z)’ (7.50)

qui se réduit sur la ligne auto-duale |z|] =1 & :

(1) + 02,(1) = 22(1) (751)

Cette relation posséde une certaine similarité avec celle dérivée dans [69]
dans le contexe des paires de Cooper et de la dynamique des vortex dans les
réseaux Josephson ou dans les transitions supraconducteur-isolant dans les
films minces. Bien que cette observation suggére que l’ensemble des points
auto-duaux |z| = 1 peut réellement séparer deux régimes différents pour ce
systéme de charges et de vortex, I’obtention d’une conclusion nette nécessite-
rait une étude de ’apparition ou non de transition de phase dans ce modéle.
Pour ce faire, une description sur le réseau peut donner une représentation
plus utile que celle dans le continu. Le point de départ pourrait étre une
version euclidienne sur le réseau de I’action (7.44), possédant toujours cette
symétrie de dualité :

Sp=Y L o LR g et
L= 2ol op Gty
= 2e!?4/—V T
L3 K

292/ —V? Vo

définie sur un réseau cubique de pas L. Dans (7.51), {z} signifie la sommation
sur les sites du réseau. Les champs de jauge sont associés aux liens (z, i) entre
les sites = et © + L (fi est un vecteur unitaire dans la direction x). ¢, est
défini comme ci-dessus, soit ¢, = v, + %au. K,, est 'opérateur de Chern-
Simons sur réseau [71]. f, et w, sont les champs duaux sur le réseau des

0
(w,t—i—;fﬂ)z—i—iL\/ga,J/V”—l—iL c,M,], (7.52)
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champs de force pour a, et v,. W, et M, sont des variables de lien & valeurs
entiéres (les excitations) assurant la périodicité de terme de Chern-Simons
mixte [62]. La fonction de partition correspondante Z, donnée par :

+o0
= > / [Da][Dc]e 5z, (7.53)

MWeZz

peut étre mise sous la forme factorisée :

Z = 2424, (7.54)
avec : . 5o :
_ o0 —SL(W=M=0
Z, = f_oo [Da][Dcle » (7.55)
Zez = ZMJ/VEZ e ex
L’action S., est donnée par :
orv 0 oM
M, — W w,
Z[ 2(96/2")/L */=V2 2yL V2 +
2,.2 v
. 9°K K*
=M, —-W,|, (7.56
?'27_[_,)/[/ 1 vg ] ( )

dont on peut aisément montrer 'invariance sous la symétrie de dualité évo-
quée tout au long de ce chapitre.
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Chapitre 8

Conclusion

Cette these présente trois contributions personnelles concernant la phy-
sique des systémes plans qui s’insérent dans les deux classes d’approches
utilisées pour étudier les systémes plans, et particuliérement, les systémes
quantiques de Hall.

La premiére contribution est une approche topologique. Elle est centrée sur
I’étude d’un probléme de Landau dans une géométrie proche des expériences
sur l'effet Hall. L’originalité de ce travail est que I’on considére des conditions
aux limites générales (conservation de la charge et du courrant aux bords)
qui sont compatibles avec I'invariance de jauge. Un formalisme mathématique
est construit. Par application de la théorie de la réponse linéaire (formule de
Kubo), on trouve la quantification entiére ou fractionnaire de la conductivité
de Hall. Ce calcul rigoureux n’a pu étre effectué qu’au prix d’'une condition
de quantification NB = 2nl,l € N. Dans ce cas, on peut relier exactement la
conductivité de Hall a la Classe de Chern d’un fibré. Si cette condition n’est
plus valide, on n’a plus exactement ce fibré. On peut alors se demander ce
qui se passe pour le calcul exposé. Un travail est en cours et montre qu’on
peut étendre ce résultat au cas :

NB 1 8.1
27{' - k7 ( . )
ou k est aussi un entier. Dans ce cas, on montre que la conductivité est en-
core une fois entiére ou fractionnaire. Il serait intéressant mais hors de portée
pour le moment d’analyser le calcul lorsque ’on n’est plus a une telle valeur
pour N B, mais proche. On pourrait aussi se poser la question d’'un modéle
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prenant en compte le spin, et de voir si un tel formalisme peut étre employé.
Des idées dans cette voix sont a 1’étude.

La deuxiéme contribution concerne une approche phénoménologique basée
sur les symétries de dualité, et en particulier les symétries modulaires. Elle
est relative a ’exploitation des diagrammes de visibilité qui ont déja donné
des résultats en accord avec ’expérience (courbe de résistivité, structure de
bandes). L’introduction d’une correspondance physique a permis de construire
un diagramme de phase globale de ’'EH(Q a température nulle. Bien que cette
approche puisse paraitre limitée !, ce diagramme semble étre en accord avec
les expériences. En particulier, il prédit :

o l’existence de deux phases isolantes pouvant étre identifiées a un cristal
de Wigner et a un isolant d’Anderson,

o des transitions directes isolant-plateau de Hall entier et fractionnaire.
o des régles de sélection.
Mais, également, il reproduit :
e la classification des états de Hall,
e leur disposition en hiérarchie autour d’un état métallique.

Il serait intéressant de relier ce diagramme a un modéle microscopique. Une
premiére idée serait d’essayer de ’obtenir & partir du modéle présenté dans
le chapitre quatre, ce qui est pour le moment hors de portée.

La troisiéme contribution concerne encore une approche phénoménologique
basée sur les symétries de dualité. On a considéré une classe de modéles ef-
fectifs & (2 + 1)-dimensions de type Maxwell-Chern-Simons, pour lesquels on
a introduit une non-localité. Cette non-localité modélise les effets du champ
magnétique réel qui est tri-dimensionnel sur le plan ou vivent les particules
et/ou vortex que I'on considére. Cette non-localité permet d’obtenir une sy-
métrie de dualité supplémentaire de type Z :

1
- 8.2
Z—>Z’ ( )

1On ne peut déterminer que la topologie du diagramme, pas la nature des phases ni les
frontiéres de fagon absolue. De plus, on s’attend a ce que cette symétrie soit brisée assez
rapidement.
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ou z est la constante de couplage complexe du systéme formée a partir des
constantes du modéle. Une premiére illustration a été de ’appliquer juste-
ment au cas d’'un modéle décrivant des charges et des vortex en interaction.
Elle a permis de retrouver la loi de Fischer (demi-cercle) pour les compo-
santes du tenseur des résistivités. Un travail qui pourrait étre envisagé serait
de poursuivre 1’étude du modéle sur réseau donné en fin de chapitre sept, et
d’en déterminer le diagramme des phases au moyen des symétries de dua-
lité, au regard de cette nouvelle dualité. On peut aussi s’intéresser & d’autres
exemples d’application de cette symétrie de dualité : réseau de jonctions Jo-
sephson, modéles effectifs de type Ginzburg-Landau.
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