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Intr oduction

Nousprésentonglanscettetheésd’étudeetla comparaisonledeuxapproches
numeériguede résolutionsde problémesd’approximationmatricielle linéaire co-
nique. Nous appelonsproblemed’approximationtout problemedansun espace
norméE qui consisteatrouver, pourun pointa donné e pointd’'un sous-ensemble
Y deE, forméspardesélémentsayanttousunecertainepropriété qui enestle plus
procheausensd’'unenormedonnéeOn parlede problémematriciellorsquel’on se
restreinta considéreun espacdorméde matricesLesproblémesd’approximation
matricielle proviennentde différentessituationspratiguesdansdesdomainesaussi
variésquel’Analyse numeérigueles Statistique®tla FinanceJesSciencesociales,
etc.

Nousnoussommelacédansun espacale matriceseuclidien,et nousnous
sommesntéressé@aux casou le sous-ensembl¥ éwquéci-dessus la particula-
rité d’étrel'intersectiond’'un sous-espac@ffine ou linéaire)etd’'un cbnecorvexe
fermé.De nombreuxproblemegrésententettestructureparticuliere.En Théorie
du choix social,unedesprocéduresiestinées agrégeren une préférencecollec-
tive despréférencesndividuellesexpriméessur un certainnombrede possibilités
conduita chercherda matricebistochastiquéda plus proched’une matricedépen-
dantedesdonnéegdu probleme En analysede risquesfinanciers,un desplus an-
ciensmodelesde mesurede ce risquenécessitda connaissancee la matricede
corrélationassociée un portefeuilled’actions,laquelledoit étre calculéea partir
de coursd’actionsdont on ne disposepas forcémenten totalité. La matrice ef-
fectivementcalculéedoit étre calibréepour maintenirsespropriétésde matricede
corrélation.

D’une maniéregénéralepnpeutvoir quelesproblémesi’approximatiorma-
tricielle interviennentl'intérieur d’'un processusedécision lls doiventdoncpou-
voir étrerésolusrapidementget si nécessairequtantde fois que souhaitépar I'uti-
lisateur Il fautdoncdériver pour eux dessolutionsalgorithmiqueset numériques
capableslerépondrepositivementa ce cahierde chages.C’estl’'objectif quenous
nousdonnongdanscetravail.

Cettetheseestorganiséecommesuit. Nousprésentonsiuchapitrel, de ma-
niereplusconciseJa notionde problemed’approximationmatricielle.Nousy pré-
cisonsles hypothesegjue nousavonsfaites,et le contexte danslequelnousallons
travailler. Le chapitresetermineparuneprésentatiomapidedesprobléemesoncrets
d’approximationqui vont nousintéresserainsi gue desdifférentesapprochegpos-
siblespourleur résolution.Le chapitre2 introduit les notionsde projections ainsi
guelesalgorithmedlits deprojectionsNousprésentonglussuccinctementesmé-
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thodes|eursprincipesgtnousinsistonglusparticulieremensurlesalgorithmesie
projectionsalternéesle chapitre3 portesurl’étude du problemed’approximation
par matricesbistochastiquesNousrappelongpourcommencequelquegpropriétés
de cesmatrices,et nousproposonsen particulier une démonstratiororiginale de
ThéorémaleBirkhoff. Nouservisageonsalorsuneétudedirecte,parcalculs,dece
probleme Puis,devant notre échecnousétudionset mettonsen ceuvredifférentes
approcheswumériquegie résolution.Nousterminonsle chapitrepar une applica-
tion pratique: la résolutionde problemesd’agrégationde préférencegénéraux,
en utilisant 'une desapprochesiumériguesjue nousavonstestéesCeci permet
de voir l'intérét dessolutionsalgorithmiquesque nousavons misesen ceuvre Le
chapitresuivantestd’un tout autreordre.ll présentdes problemedlits d’optimisa-
tion souscontraintesde semi-définigpositivité, qui ont connuun boomentermes
derecherchecesdix dernieresannéesNousnousintéressonsu plus présaux al-
gorithmesde pointsintérieursqui senenta lesrésoudreNous présentonsinedé-
marcheclassiquadecesméthodespuisunenouwelle, qui n’a connujusqu’aprésent
gu’uneseuleexpérimentationgui tentedu mieux possibled’utiliser I'expertiseac-
cumuléedepuisdesannéeparl’Analyse numériqueEnfin,nousterminonsaucha-
pitre 5, avecl’étude de notre secondprobleémed’approximation: I'approximation
par matricesde corrélation.Nousrésohonsce problémeen utilisantl’optimisation
sur les coneshomogéenesuto-duauxdansun premiertemps.Puis,nousdérivons
pour lui un algorithmede type pointsintérieurssuivantla démarchenouwelle que
nousavons évoquéeplus haut. Finalementhouscomparondes performancesie
cesalgorithmesentreeux, puis avec celui provenantde I'approchepar projection
alternées.



Chapitre 1

Notions d’appr oximation matricielle

1.1 Intr oduction et notations

1.1.1 Notion d’approximation linéaire conique

Dansde nombreuxdomainespn estconfrontéa dessituationsqui, unefois
modéliséesse raménenta chercherun élémentayantdespropriétésdonnéesqui
soit"le plusproche"(dansun sensa préciser)d’un autreélémentarbitraire.On est
ainsifacea un problémed’approximation.Dansle cadrede cettethése housnous
intéressonga detels problemesayantpourcadredesespacesle matrices.

Dans[74], HIGHAM proposela définition suivantepour un problemed’ap-
proximation(matricielle)(matrix nearnesgproblem enanglais):

Définition 1.1.1 Soit E' un espacgde matrices)munid’unenorme|| - ||.
Soit H unepartie de E constituéed’élémentsayantcertainespropriétésparticu-
lieres.

Considéonspour unvecteurs quelconqueale E la quantitésuivante:

d(a) = min{|le|]| : e+a € H}.

On appelle problemed’approximation (matricielle) celui consistanten les
guestionssuivantes

1. Peut-ondéterminemneformuleexplicite ou unecaractérisation'pratique"de
d(a)?

2. Peut-ondéterminet: = a+ enmin OU emin €Stun vecteurpourlequelle minimum
dansd(a) estatteint? Cevecteurz est-il unique?

3. Peut-ondéveloppedesalgorithmesefiicacespour calculerou estimerd(a) et
x?

Résoudrainproblémed’approximationmatricielle)consistadoncarépondre
auxtrois questiongrécédentes.

L'espaceFE (sous-entendmatriciel dansle restede cettethése)et la partie
H dansla définition 1.1.1sontconsidérésrbitrairementSelonqu’ils ont en plus
certainegropriétésou qu’ils sontparticuliers,on peutrésoudrgau moinspartiel-
lement)les problémesnduits.
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Parexemple lorsquel’espaceF estR™, munidela normeeuclidiennegtque
la partie H s’avéreétreun polytope,parexempledela forme

{(:Ul,...,:rn) ER”‘ Zaijflf]’ <b,i1=1,...,m, IL'ZEO,VZ:L,’H}
j=1

on esttout simplementfacea un problémede moindescarrés Ce genrede pro-
blemesapparaidansde nombreuxdomainesnotammenten Statistiquegten
Sciencesxpérimentalesuils portentle nomdeproblémesierégression.

PlusgénéralementprsqueE estun espacele Hilbert muni de sanormein-
duite, et que le sous-ensemblél estcorvexe et fermé, on esten présenced’'un
problemedit de projection. Nousreviendronssur cesproblemesau prochaincha-
pitre.

De tout temps,les probléemesd’approximationont fait I'objet de beaucoup
d’attentionen Mathématiquesll en a résultéune abondantdittératuresur le do-
maine.Celas’explique parle fait que,quellequesoit la théoriea laquelleon s'in-
téressepn peutétreamenéa cherchemuneapproximatiord’une quantitéa laguelle
on ne peutavoir accedirectementToutefois,les problemesd’approximationpor-
tantsurdesmatricesont longtempsétélaissésde c6té.Cecipeuts’expliquerentre
autrespar le fait qu’ils nécessitentin grosinvestissementumérique(notamment
entermedemémoire: stockagel’objetsdetaille n? pourdesproblémesletaille n),
et surtoutparle fait qu'on n’a passupendantiongtempdraiterles contraintepar
ticulieresaux matricescomme par exemple,les contraintegportantsurlesvaleurs
propressurle rangde matricesgetc.

Depuisquelguesannéedesproblemesl’approximatiormatricielleontconnu
unregaind’intérét. Celaestdi audéweloppementiesmoyensinformatiquegjui ont
permisde repoussegrandementes limites en termesde stockagemémoireet de
mettreenceuvredeslogicielspermettantetraiter'globalementlesmatriceqsans
lestransformeren"longs" vecteurs)Uneraisonplusfondamentalele cetessorest
guel’on aappris,cesdernieresannéesa traiter de maniereefficaceles contraintes
portantsur les valeurspropreset les rangsde matrices,commepar exempleavec
la mise au point d’algorithmesde pointsintérieurspour les problemesprésentant
descontraintesle type semi-définiepositivité de matrices Ainsi, il existede nom-
breuxtravauxsurlesproblemesi’approximationmatriciellequel’'on appelleaussi
problémesde complétion matricielle. En Analyse numériquepar exemple (voir
[74], [73]), on saitqueles méthodestérativesde résolutionde systemedinéaires
nécessitentjue les matricesde cessytemessoientdéfiniespositives. Lorsqu’une
telle matriceestobtenueaumoyend’une boitenoire (c’esta dire quela matriceest
obtenued’une maniéreopaquepour 'optimiseur),il arrive quela matricen’ait pas
la propriétéde définie positiité. On remédiea celaen la remplacanpar exemple
parla matricedéfiniepositive la plus proched’elle ausensd’une normea préciser
De méme,en Chimie moléculaire on estamenéa cherchela bonneconfiguration
spatialepour une moléculepour laquelleon connaittoutesou une partie desdis-
tancesinteratomiquesCe problémepeut, par exemple, étre modélisécommeun
problémed’approximatiorpardesmatricesdistancesuclidienne®u onserameéene
acompléter(d’ou la terminologieproblemesie complétion) unematricedontonne
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connaitpastoutesles composantede maniérea ce quele résultatobtenuait cer

tainespropriétésCetypedeprobléemesie complétiona étéétudiépardenombreux
auteurs. on pourrasereférera LAURENT [85], ALFAKIH et WoLKowICZ [2] et
auxarticlesquiy sontcités.

Il existe d'innombrablesautresdomainesdanslesquelsapparaissenes pro-
blemesd’approximationmatricielle.Nouspouwonsciter entreautrese Traitement
designal(voir [34], [35], [36], [60], [62], [86]), la théoriedesEquationsaux Déri-
véesPartielles(voir [15]), lesStatistiquegvoir [15]), lesMathématiquefinancieres
[88], etc.

Devantla multiplicité dessituationsou on a desproblémesd’approximation
matricielle, nousavons di faire deschoix. Nous nousintéressonsux problémes
pourlesquels

Hypothesel.1.1(Hypothésesde travail)

— FE estmunid’unestructure d’espacede Hilbert,
— le corvexeC peuts’écrire commeuneintersection d’'un sous-espacaffine
etd’'un conecorvexeferméde E.

Le corvexeC peutétreillustré parla figure1.1.

FiG. 1.1- Ensembleaéalisableznapproximatiorinéaireconique

Nous appellerongprobléemesd’approximation”linéaires coniques'les pro-
blemesd’approximationvérifiant notre hypothésede travail. En pratique,l’'espace
de Hilbert que nousconsidéreronseracelui desmatricescarréegéellesM,,(R)
d’ordren (n € N*) ou celui serestreignanaux matricessymétriquesnoté s, (R).
En ce qui concernde cdne,ce seracelui desmatricesa composantepositvesou
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celuidesmatricessymétriquesemi-définiepositives.

Danstoute la suite, saufindication contraire,nousnousplaceronstoujours
dansun espacele Hilbert matriciel (H, (-, -)) dontla normeassociéest|| - ||. Rap-
pelonsque lorsqu’un espaceale Hilbert estde dimensionfinie, il estaussiappelé
espaceeuclidien. Lorsquece serale cas,nousutiliseronsindifféremmentesdeux
terminologies.

1.1.2 Notations

Avantd’aller plusloin, précisondesnotationsquenousutilisons.

1. Ensembles

Nousnotons:

— R" I'espaceeuclidiendesn-uplets(z, . . ., z,) deréels,

— Muxm(R) ouR™ ™ I'espacedesmatricesréellesan lignesetm colonnes,

- Mnxn(R) = MH(R) = ana

- S, ouS,(R) 'espacedesmatricescarréesymétriquesi’ordren,

— S;F (resp.S;)) le cOnecorvexe desmatricessymétriqguesemi-définieposi-
tives(resp.négatves),

— St (respectrementS, ) le conedesmatricessymétriquesiéfiniesposi-
tives(respecttementégatves).

— étantdonnéun sous-espac¥ d’'un espacale Hilbert (H, (, )), nousnotons
V1 sonsous-espacerthgonaldéfini par

Vt={zeH|{z,v) =0, Vv € V}.

2. Vecteurs
Les vecteurssontdésignégar deslettresminusculesSi x estun vecteurde
R", ondésignepar:
— 27T le vecteurtransposélu vecteurz,
— z; laiemecomposantelu vecteurz,
— z* le kémevecteurd’une suitedevecteurs,
— (x,y) = zTy le produitscalairecanoniquede deuxvecteurs,

n
(z,y) = Z TkYks
k=1

— ¢; le témevecteurdebasedeR",
— 1, oue € R" |le vecteurdonttouteslescomposantesontégalesa 1.

3. Matrices
Les matricessontdésignéepar deslettresmajusculesSi A estunematrice,
ondésignepar:
— AT lamatricetransposéeela matriceA,
— A;; lacomposanteituéesurla :emeligne etla jemecolonnedela matrice
A,
— AF la kémematriced’'une suitede matrices,
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— E;j la(i, j)émematricede basede M,, ., (R),

— I, = Diag(1,) la matriceidentité.Notonsque Diag estl'opérateurqui, a
z € R", associda matricediagonaleD tellequeD;; = x;.

4. Opérations

— > la relation d’ordre partiel portantsur les vecteurs(respectrementma-
trices) a composantepositves: A > B < A — B esta composantes
positives.

— > larelationd’ordrepartieldeLownerportantsurlesmatricessemi-définies
positives: A = B < A — B estsemi-définigpositive.

— > larelationd’ordrepartiel(strict) deLéwnerportantsurlesmatricessemi-
définiespositves: A > B < A — B estdéfiniepositive.

— ® le produitdeKronecler,

CLHB . alnB
A®B = : :
amB ... ap,B

— o le produitdeHadamard

Ao B=_Ctel queCij = AZ]B

R

— tr(A) latracedela matrice A, c’est-a-dirdla sommedetousle termesdia-
gonauxde A : tr(A) =30 | Ay,
— ((A, B)) = tr(AT B) le produitscalairedeFrobeniusurl’espaceM,, ., (R) :

((A;B)) =YY AiBy;,
=1 j=1
5.SiA: (H({) — R™ estun opérateursur un ensemblede matrices,A*
désignesonopérateuadjointdéfini par:

VX eH, VyeR™, (AX,y)=((X,A"y)).

Touteautrenotationutilisée danscettethesequi n’aurait pasétépréciséeci-
dessuseracompriseausensusuel.

1.2 Motivations et exemples

La motivation premierede notre étudedes problémesd’approximationest
classiquedansce genrede situation.Imaginons,commecelaarrive dansde nom-
breuxdomainesguel'on souhaitedisposerd’une matrice X donton saitqu’elle
posseédeainecertainepropriété . Pourdifférentegaisons duesparexempleala ma-
nieredontla matrice X estobtenudgerreursduesauxcalculs,donnéesnanquantes,
etc.),on disposeenréalitéd’une matrice A qui n’a pasla proriétévoulue.Unedes
manieresintuitive, de remediera cettesituationconsistea remplacera matrice A
par une matrice X ayantla propriété voulueet qui soit la plus proche, dansun
certainsensde A.
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De maniereduale,onpeut,aucontraire avoir desapplicationgdandesquelles
il estimportantqu’une certainematrice A n’ait pasune certainepropriété?. On
peutchercheralorsa estimerl’écart qui sépared desmatricesayantla propriété
P. C’estexactementa quantitéquenousavonsdésignéard(A) dansla définition
1.1.1.

D’autre part, certainsproblemesd’approximationpeuwent aussiprovenir di-
rectemente la modélisationde problemegrovenantde la pratique.ll enestainsi
par exempledu problémed’aggrégationde préférencegjue nous évoqueronsau
chapitre3 et pourlequelnousproposonsine modélisationmatricielle qui conduit
a résoudreun problemed’approximationmatricielle. Ce problémese poseen Re-
chercheDpérationnelleplusprécisémenénthéoriedeschoix collectifsetdu choix
social.

Dansles deux prochainessections(sectionl1.2.1et 1.2.2), nousprésentons
deux probléemesd’approximationmatricielsque nousnousattacherons résoudre
entiérement.

1.2.1 Approximation par matrices bistochastiques

Nousnousintéresserondansun premiertempsauxmatricesditeshistochas-
tiques.

Définition 1.2.1 Onappellematrice bistochastiquetoutematriceréelledonttoutes
lescomposantesontpositivesgtdontleslignesetlescolonnesontla particularité
d’avoir la sommaeleleurs composantegqui vaut1.

La notionde matricebistochastiquesttresconnuedansla communauténa-
thématique parcequ’elle apparaitnaturellemenen théoriedesProbabilités plus
précisémentlansl’étude deschainesle Markov surun nombrefini d’états.

En dehorsde la théoriedesProbabilités,on retrouwe les matricesbistochas-
tiguesdansdifférentsdomaines Recherchepérationnell§117], Analyse matri-
cielle (théoriedela majorisation)90], etc.

Dansle prochainchapitrenousnousattacheronarésoudrde problemed’ap-
proximationpar cesmatricesbistochastiqueguis nousprésenteronan probléme
provenantde la théoriedu choix social,danslequelce problemed’approximation
apparainaturellement.

1.2.2 Approximation par matrices de corrélation

Ensuite nousnousintéresseronaux matricesditesde corrélation.

Définition 1.2.2 On appelle matrice de corrélation toute matrice réelle symé-
trique semi-définigositivedonttouslestermesdiagonauxsontégauxa 1.

Cegenrede matricesapparaitlansdifférentsdomainespotammenen Théo-
rie du contréle optimal (approximationdes équationsaux dérivéespartiellespar
"ProperOrthogonalDecomposition’(POD)) ou elles portentaussile nom de ma-
trice de masses)en Statistiquest en Financecommenousl’expliciteronsau cha-
pitre 5.
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1.3 Quelquesrappels d’Analyse convexe
Nousrappelongjuelquegésultatsd’Analysecornvexe dansle cadred’un es-

pacedeHilbert.

Définition 1.3.1 Unepartie C deH estdite corvexesi :

Vt €]0,1[, Vz,yeC, (1—-t)z+tyeC.
Unefonctionf : H — R U {400} estdite corvexesi:
vt €l0,1], Va,yeC, f((1—tz+ty) < (1 —-1)f(z)+ f(y)
Nousferonsappelaucoursde nostravauxa différentesnotionsd’Analyse.

Définition 1.3.2(Points extrémes) SoitC un ensemble&ornvexe

Un point z de C estun point extrémeou extrémal (ou sommet)de C si et
seulemensi il nepeutpass’écrire commeunecombinaisorcorvexer = %(xl +x9)
d'élémentgifférentsz, etz, deC.

Onrappellegu’unepartieX deH estunconesiVz € K, Vi € RT, tz € K.

Définition 1.3.3(Cbnepolaire) SoitX uncdnecorvexe
On appelleconepolairede I, eton noteC°, 'ensemble

Ke={seH|(s,z) <0 Vz €K}

Définition 1.3.4(Cénenormal) SoitC unensembleonvexe
Onappellecdnenormala C enunpointz deC, noté N (z,C), 'ensembledes
directionsd deH telle que

(dyy—z) <0 VyecC.

NotonsquelorsqueC estun sous-espacde conenormalen tout pointa C
coincideavecsonorthogonalC+.

Proposition 1.3.1 SoitC un conecorvexe fermé.Alors
K si x=0,
N(m”c)—{ (s k| (s,2) =0} si x40

Définition 1.3.5(cénedu secondordre) Onappellecdnedu secondordreoucbne
de Lorentz ou encoe conequadratique, le conede R *! définipar :

{(z0,2) € R [ ||z]lrn < 2o}

Définition 1.3.6(sous-différentiel) Soitf : H — RU{+oc} unefonctioncorvexe
Ondit qued € H estun sous-gadientde f aupointa siona:

fy) > fla)+{d,y—a) VyecH

L'ensembledes sous-gadientsd’une fonction f en un point a estnoté df(a) et
s’appellele sous-diférentiel (au sensdel’Analysecorvexe)de f au pointa.
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Rappelongjuepourunepartie A deH, on définitla fonctionsuivante:

PSR 0 Siz € A,
A +o00 sinon.

Elle estappeléfonctionindicatricede A.
Proposition 1.3.2 SoitC unensembleorvexe
Oic(z) = N(z,C), VzeC.

Pourtoute autrenotion d’Analyse corvexe qui n’aurait pas été préciseeci-
dessusopn pourrasereférera[77].

1.4 Approchesthéoriquesde résolution

1.4.1 Formulations pratiques du probleme.

Nousprécisondansun premiertempsles differenteformessouslesquelles
nousprésenteronst utiliseronsles problemesd’approximation'linéaire conique".

Definition 1.4.1 Nousappelonsdonc problemed’approximationlineéaire conique
le problémesuivant: trouverX tel que:

sIA—=X|I° = min |4 - X]|?
tg XeS8 (1.1)
XekK

ou S et K désignentespectivementn sous-espacaffineetuncénecorvexefermé
del’espacedeHilbert (matriciel) H.

Remarquonsju’un sous-espacaffine S deH peutétredécritsousla forme
S={XeH|AX =b, beR"}

ouA : H — R™ estunopérateufinéairedéfinipar:

avec A; matricesdonnéesie H.
D’autre part, étantdonnéun cénecorvexe fermé I, nouspouvonsintroduire
larelationd’ordre > x suivante:

Définition 1.4.2
VA,B € H, A« B& A—-BeKk.

La relationd’ordre =« ci-dessugénéralisdesrelationsd’ordre > et > pré-
cédemmendéfinies: il suffit de prendrerespectrement

K={MeH|M = (a;;) aveca;; > 0},
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et
K=S8'.
Comptetenude la définition 1.4.2 ci-dessuset de la remarqueprécédente,

on a alorsla formulation équivalentesuivantepour un problemed’approximation
linéaireconique:

Proposition 1.4.1 Le probleme(1.1) peuts’écrire sousla forme équivalentesui-
vante: trouverX

slA=X[? = jmin [JA-X]|?
telque : tq. AX =b (1.2)
X >0

La contrainteX >y 0 peutétreremplacéearix (X) = 0.

1.4.2 Existenceet caractérisation dessolutions

Avant d’aller plus loin, assuronsiousque notre problemed’approximation
matriciellea un senset n’est pastrivial. Pourcela,nousfaisonsla premiérehypo-
thesesuivante:

Hypothesel.4.1 Il existedessolutionsréalisables.

Cettehypothesestéquialentea

— 8N K # 0, pourle probléme(1.1).

— (Ker(A) + X,) N K # () pourle probléme(1.2) ou X, estun point parti-

culiertel que AX, = b.

Nous allons considéreransla suite de cette partie la formulation (1.2) du
probléme.Noussommesen présenceal’un problemede minimisationd’une fonc-
tion quadratiquecorvexe différentiablesousdes contraintesaffines et coniques
cornvexes. Différentsrésultatspermettente répondrea la questionde I'existence
de solutionsoptimalesau problemeet de leur caractérisationAinsi par exemple,
(voir [77]), considéronsin problemede minimisationsousla forme suivante

min f(z)
tg. Ax=1b (1.3)
¢j(r) <0, Vj=1,...,p,

ou f.c;, j =1,...,psontdesfonctionscorvexes.
Onaalors:

Théorémel.4.2(Karush-K uhn-Tucker [77], [100]) Sougéservedequalification
decontraintes,lespropositionsuivantesontéquivalentes

(i) z estunminimiseurdu probleme(1.2)

(i) Il existed = (Ay,...,\p) € R™ ety = (1, ..., 1p) € RP telsque

0€df(z)+ A" X+ zp: pi0c;(Z) (1.4)

i=1

avecu; > 0 etujcj(z) =0 Vj=1,...,p.
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O

Ce théorémeestun desprincipauxrésultatssur les conditionsd’optimalité
pour un problémed’optimisation corvexe souscontraintesconvexes. On peutse
référera[77], [100] pourde plusamplesdétails.

Noussupposonslanstoutela suitequel’opérateurA et le cone sonttels
que:

Hypothesel.4.2(Slater (fort))
dX, e H | AX() =betXy=x 0.

Cecirevientjusteadire quelescontraintegslenotreproblemesont(fortement)
qualifieesausengde Slater Remarquonsgjuecettehypothesel.4.2estvérifiéepour
chacundesproblémesauxquelsnousallonsnousintéresserDansles deux,la ma-
trice identité I,, peutétrela matrice X,. Cettehypothésel.4.2 étantvérifiée,nous
pouwonsdoncappliquere théoremel.4.2auprobleme(1.2).

Théoreme1.4.3 Onsupposé’hypothesel.4.2vérifiée
X estunminimiseurdu probleme(1.2) si et seulemensi il existe A € R™ tel
que B B
X-—A+AXNeN(K,X) (1.5)

]
Preuwe: Il suffit d’appliquerle théoremel.4.2avec:

FX) = SIX — AP, p=1ete/(X) = ic(X).

Or, f estdifférentiable de gradientV f(X) = X — A pourtout X, puisque
nousavonsici unenormehilbertienne.

De plus,d’aprésla proposition1.3, dix (X) = N (K, X).

Onendéduitqu’il existe A € R™ ety € R tel que

X — A+ A"\ e —pN(C, X).

De la condition de complémentaritg: - ix(X) = 0, on déduity > 0, puisque
X € K = ix(X) = 0. Parsuite,

XA+ Are -N(CX)

puisqueN (K, X) estuncoénecorvexe fermé.D’oll le Théoréme.
|
Nousdisposongloncd’une caractérisatiomlessolutionsoptimales .Une fois

assuréd’existenced’une solutionoptimaleseposela questionde soncalcul effec-
tif. Celaconsisteraifirésoudrd’équationmultivoque(1.5),cequin’estpasévident.
Il estpossibled’obtenird’autrescaractérisationd’optimalité (plussimple),notam-
mentenpassanparle théoremealeprojection(voir chapitresuivant)etparla dualité
lagrangienngvoir chapitres). Néanmoinsnousverrongjuebiensouwentcescarac-
térisationsserontpeupratiquedorsqu’il s’agirade calculerlessolutionsoptimales.
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1.4.3 Unicité dessolutions

Une fois assuréd’existenced’une solutionoptimalese posela questiondu
nombrede cessolutionsoptimales Dansnotrecas,ce nombreestfacile a détermi-
ner.

Théoreme1l.4.4 Il existeuneuniquesolutionoptimaleau problemed’approxima-
tion linéaire conique
U

La justification de ce résultattient essentiellemenau fait que la fonction-
objectif du problémeest strictementcorvexe, puisquela carréde la norme]| - ||
I'est.

1.5 Approchesnumériguesde résolution

Nousintroduisonsdanscettepartie différentesapprochesiumériquesie ré-
solutionquenousproposon®u biendontnousavonspu prendreconnaissancedans
la littérature.Nousles présentonsapidementen nouscontentant’en évoquerles
lignes directrices.Nous reviendronssur chacunede cesapprocheslansles cha-
pitres qui suventlorsquenousles appliqueronsRappelongjue le problemeque
nouscherchons résoudregeuts’écriresousla forme suvante:

sIIA-X|” = jmin |JA-X]|?
tg. Xe& (1.6)
Xek

ou S et K désignentespectrementun sous-espacaffine etun conecorvexeferme.
La contrainteX € S serasouwentprésentéesouslaforme AX = boub € R™ et
A estun opérateutinéairesurl’espaceH.

1.5.1 Approchesdirectespar moindrescarrés

Cetteapprocheestla premierea laquelleon songelorsquel’on estfaceaun
problemed’approximatiormatricielledanslequella normeconsidéréestla norme
de FrobéniusElle estbaséesurle fait topologiquesuivant:

I'espaceM,,(R) munidela normedeFrébénius|| - || s'identifieimmédiate-
menta I'espaceR™ munidela norme|| - ||..

Comptetenude cetteidentification,notre problémed’approximationpeutse
ramenemr un problémede moindrescarrés.

L'intérétdecettetransformatiorest,commesouventenmathématiquesju’elle
permetde seramenera un type de problemesourlesquelson disposed’outils de
résolutionperformantsC’estle casdesméthodeslemoindrescarrégpourlarésolu-
tion desquelexistentdescodes gu’ils soientcommerciauxou du domainepublic,
et notammantesroutinessousMatlah

On peutcependantiéjapréjugerdu peu d’efficacité que devrait avoir cette
approchedansla pratique.En effet, il peutdansun premiertempsétretresdifficile
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derameneide maniereexplicite lescontraintesnatriciellesde (3.12)sousla forme
descontraintesde type moindrescarrés.Un deuxiémeincorvénient, peut-étrele
plusimportant,consisteence qu’on seraménetravailler dansR"*, ce qui conduit
aun problemedontla taille peutserévélertresvite prohibitive. Ceciempécherait
derésoudrde problemed’approximationpourdesmatricesd’ordren relatvement
modestgn ~ 50) auregarddesordresde matricesquel’on estamené rencontrer
danslescaspratiqueqn > 1000) quel’on voudraitrésoudre.

Facea ce constat,l apparainécessairesi 'on veutrésoudrecesproblémes
d’approximationde maniéreoptimale,de conserer autantquepossiblea structure
matricielledesvariablesdu probléme De plus, il faudrapense utiliser au mieux
la (les) structure(s)propre(s)au probléme.Nous présentonglanscettethéseles
guatreautresapprochegnuméréesi-dessousl.esdeuxpremieresontprésentées
demaniéreassezapidepourdesraisonsdifférentesL’approchedualen’estpasde
notrefait, maisauregardde sonefficacitéet dela nouveautéanotreconnaissance,
dela démarcheetdecertaingésultatsnousavonspenséntéressantlela présenter
Cechoix estaussidictéparle fait qu’elle inspirel’approcheparpointsfixes.En ce
qui concernecelle-ci,lestravaux étantencorea leursdéhuts, nousnouscontentons
d’enmontrerlesprincipeset uneillustration.

1.5.2 Approcheduale par Quasi-Newton

Cetteapprocheestduea J. MALICK [88]. Elle peutétredécritecommesuit :
tout d’abord, on appliqgueun procédéde relaxationlagrangienneau problemeau
coursduquelseuledescontraintedinéairessontdualiséesCelapermetderécupé-
rerunproblemedualdemaximisatiomui estconcae et,contrairemenél’habitude,
différ entiable. Cedernierrésultathouweau esttresimportantpuisqu’il estle nceud
centralde cetteapprochenumérique En effet, comptetenude cettedifférentiabi-
lité, le problemedual peutétrerésolude maniéreefficaceen utilisantuneméthode
numeériguede minimisationcorvexe detype quasi-N&vton.

1.5.3 Approchepar points fixes

Cetteapprochedécouledirectemente la précédentet fait appela desno-
tionsd’opérateurmonexpansifgcontractants@¢tde pointsfixes.La conditiond’op-
timalité obtenueparla dualisationprécedentestréexpriméeal’aide d’opérateurs.
Moyennantune hypothésesur I'opérateurlinéaire A qui définit le sous-espacaf-
fine S qui sevérifiefacilement/a conditiond’optimalitédevientalorsunecondition
d’existencede pointsfixesd’'un opérateurcontractantCetteapprochedonnantac-
tuellementieu a destravaux (voir [22]), nousne nousappesantironpassurelle.

1.5.4 Approchepar projectionsalternées

L’approchepar projectionsalternéesstune approchedirectede résolution.
Elle peutétrevue commeune manierenaturelled’aborderle probléme.Sousnos
hypothéses;elui-ci peutétrevu commeun problemede projectionsurl’intersec-
tion dedeuxcorvexes.L'approcheparprojectionsalternéepeutétredécritecomme
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suit: on cherchea effectueruneprojectionsur un corvexe qui estl’intersectionde
convexesplus"simples"surlesquelsn saitjustementffectuerdesprojections la
meilleuresolutionconsistea utiliser cesprojectionsconnuegpour construireitéra-
tivementla projectionquenouscherchons.

1.5.5 Approchepar points intérieurs

Cetteapprocheparpointsintérieursestmotivéeparla contrainteconiquepreé-
sentedansnotre probleme.En effet, comptetenude cettecontrainte le probléme
peut étre écrit sousla forme d’'un problémemixte d’optimisationsur le cénedu
secondordre (Définition 1.3.5) et, selonles exemples,sur le cbnedesmatricesa
composantepositivesou symétriquesemi-définigpositives.Ceci nouspermettra
derésoudreauchapitreb, le problemeenutilisantlesméthodesle pointsintérieurs,
meéthodegjui ontconnuunregaind’intérétcesdix derniereannéesengrandepar
tie acausgustemendeleurremarquablefficacitédansla résolutionde problémes
d’optimisationsouscontraintesle semi-définigoositivité.
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Chapitre 2

Algorithmes de projections

Certaineslesapprochesle résolutionque nousauronsa mettreen ceuvreet
aprésentedanscettethésesontintimementliéesa la notion de projectiondansun
espacaleHilbert H. Nousrappelongloncdansun premiertempsguelquesésultats,
propriétéset algorithmediés auxopérateursle projections.

Danstout ce chapitre saufindicationcontraire nousnousplacerongoujours
dande cadred’un espaceleHilbert H munidu produitscalaire(-, -). Nousnhoterons
|| - || la normeassociéé ce produitscalaire.

2.1 Notionsde projections

Pour présentetla notion de projectiondansun espacede Hilbert, on peut
seplacerdu point de vue de I’Analyse hilbertienneou de celui de I'Optimisation
cornvexe.Nousassocieronsesdeuxpointsdevue.

Etantdonnéun point z etun corvexe ferméC nonvide de H, on montre:

Théoréme2.1.1(Théorémede projection [29], [77],[100]) Considéonsunepar-
tie C corvexeferméenonvidede H.
Pour toutpointx deH, il existeunetunseulpointc deC tel que:

|z —¢|| = inf{||z — ¢||, c€C}. (2.1)
De plus,c estcaractérisépar :
ceC,
{(x—E,c—E)SO Ve e C. (2.2)
U

Cethéorémeseprouwe, soitenutilisantdesoutils d’Analysehilbertienne no-
tammentespropriétédu produitscalaireet cellesdesespaceséflexifs (voir [29]),
soit, commedécrit ci-aprés,au moyen de I'Optimisation corvexe : si nousintro-
duisonda fonctionindicatricei- del'ensembleC, le probléme(2.1) estéquialent
a: . .

§||x —¢||? = inf{h(c) = §||:L' — | +ic(c), ce€H},
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gui estun probléemede minimisationcorvexe sanscontraintesSasolutionoptimale
¢ estdonccaractériséparla conditionde stationnarité

0 € Oh(?), (2.3)

ouoh(c) désignde sous-diférentielde h ausensdel’Analyse corvexe (voir défini-
tion 1.3.6).La caractérisatiof2.2) découlepardesréglesdecalculsous-diférentiel
del'inclusion (2.3) ci-dessus.

Le pointe ci-dessugstappeléprojetéde z surl’ensembleC, d'ou le nomdu
théoremell existeun corollairetrésutile decethéoreme.

Corollaire2.1.1 Si, de plus, C estun sous-espacterméde H, alors la caractéri-
sation(2.2) devient

ceC,
{ x—ceCt. (2.4)
U
EnpratiquejorsqueC estunsous-espaceectoriel, la caractérisationtilisée
est:
ceC,
{ (r—7¢c)=0, VceC, (2.5)
tandisquelorsquec’estun sous-espacaffine, ona:
ceC,
{ (x —¢c)=cte, VceC. (2.6)

Pourun élémentz de H, on note¢ = P¢(z) ou Pcz, ou ¢ estle projeté
définidansle théorémdetle corollaire)précédentCecinousdéfinitaupassagen
opérateur

PC: H — H
x +— Peol(z)

guenousappelleron®pérateudeprojectionsurl’ensembleC’. On peutmontrerles
résultatssuivants:

Proposition 2.1.2 Pour tousz, y dansH, pourtout corvexeC deH,

|z —ylI> = [[Pcz —Peyll® + [(z — y) — (Pex — Pey)||? -
4
+2(z — Pcx, Pcx — Pecy) + 2{y — Pcy, Pcy — Pcx).

0

Démonstration:
L'égalité précédenteientdu déweloppemensuivant:

la+0l|* = llall” + [I]|* + 2(a, b),
classiqueen Analysehilbertiennell sufiit d’écrire

z—y=|[(z—y)— (Pecx — Poy)] + (Pcx — Pcy)
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etdeposer
a=(x—y)— (Pcx — Pcy) etb = Pcx — Pcy.
|
Corollaire 2.1.2 Pour tousz, y dansH, ona:
[Pez —Peyll < [l —yl|. (2.8)
U

Démonstration:
Cerésultatvientdela proposition2.1.2précédentd! sufiit deremarquerue
d’apres(2.2),ona:

(x —Pcx,Pcy — Pex) <0 et (y — Pey, Pcx — Pey) <0,

carPcex, Py € C.

|
Proposition 2.1.3 SoitC' unepartie corvexeferméede H.
(i) Siz € H,ona: z — Pc(z) € N(Pc(z),C).
(i) OnsupposegueC estun sous-espaceectoriel (resp.affine), alors Pq estli-
néaire (resp.affine).

U

La proposition(i) estjustela traductiondela conditionde stationnarit§2.3).
La proposition(ii) découledela caractéristior{2.5).

Notonsau passagejuela caractérisatiorfi) de la propositionprécédentest
éguialentea la caractérisatior(1.5) du Théoremel.4.2 du chapitrel pour nos
problemesd’approximationlinéairesconiques En effet, dansce théoremepn est
dansle casou C estlintersectiond’'un cénecorvexe ferméC etd’'un sous-espace
affine défini parla contrainte Az = b. Par uneréglede calcul sous-diférentiel,si
I'hypothésede Slaterl.4.2 estvérifiee,le conenormalde C estenfait la somme
descbnesnormauxa I et ausous-espacaffine. Il suffit alorsderemarquerquele
cbnenormala un sous-espacaffine s’'identifie a I'orthogonalde sadirection,qui
estexactemenggalici al'image del'opérateuradjoint.A* de A, pourobtenir(1.5)
apartirde(i).

Unefois connuegesdifférentegpropriétégel’ opérateurPq, seposda ques-
tion du calcul effectif du projetéP(x) d’'un pointz donné.Commenousallonsle
voir tout au long de cettethese,cettequestionestloin d’étre anodine.Toutefois,
dansquelguescasparticuliers,les caractérisation§2.2), (2.5) ou (2.6) permettent
deconnaitreexplicitementP¢(z). On peutparexemplemontrer:

Proposition 2.1.4 Dansl'espaceeuclidienR", notonsA = {z € R" | z; > 0, Vi}.
Alors, pourtoutz € R",

Pa(z) € R" telque (Pa(z)); = 2 = max{z;,0}, Vi.
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De méme,si on introduit la notationsuivante: si A = (a,;) estunematrice
deréels,onnoteA* = (a;}) ola;; = max{a,;, 0}.

Proposition 2.1.5 Dans I'espaceeuclidienS,,, muni du produit scalaire de Fro-
benius,on note S;F le cdnedesmatricessemidéfiniepositives.Alors, pour toute
matrice X, ona:
Ps, (X) =U'D1U,

ouX = UTDU avecUTU = I, et D diagonale O

Onpeutmontrerdesrésultatslu mémetypepourdesopérateursieprojection
surdifférentstypesde sous-ensemblarvexesfermésdansun espacale Hilbert :
cbnes,sous-espacepolyeédrescornvexes, eépigrapheset sous-nveaude fonctions
cornvexes,etc.On pourraseréférera[15] pourde plusamplesdétails.

Une desapplicationsdes projectionsest qu’elles permettentde calculerla
distanceentreun point et un sous-ensembleornvexe.

Définition 2.1.1 Soit A unepartiedeH etz € H.
Onappelledistancedex a A, etonnoted(z, A), la quantitésuivante:

d(z,A) = inf{||z — al| | a € A}.

Cettequantitéd(z, A) estidentiquea la quantitéd(A) dela définition1.1.1.
On peutalorsdéfinir unefonction

dA: H — R
z +— d(z,A)

guenousappellerongonctiondistancea A.

Proposition 2.1.6 SoitC' unepartie corvexeferméede H.
1. d- estunefonctioncorvexeg, finie et vérifie

de(z) = ||z = Po(z)]-

2. Pour tout z dansH,

z—Pe(x) ;
ddc(z) = {”""*PC(CU)”} Stz ¢ O
Bx NN (z,C) sinon

Résultatslassiques’Analysecorvexe ([15], [77]).

Les opérateursie projectionont fait 'objet d’étudesnombreuse®t variées
gue nous ne pouwns pastoutesdécrire ou éwoquer danscette thése.Nous ren-
voyonspourplusdedétailsauxtravauxde BAU SCHKE, notammensathésd15], et
de ZARANTONELLO [118]. D’autre part, signalonsquela notion classiquede pro-
jectionguenousavonsprésentééci a étégénéralisée enquasi-projectiol5], en
projectionde Bergman[23],etc.
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2.2 Lesméthodesde projections

2.2.1 Motivations: problemesde faisabilité corvexe

SoitarésoudredansR™ un systemed’inéquationdinéairesdéfiniespar:
n
Zaijxj < bZ,Z = 1,...,m.
j=1

On peutseramenefa cherchewn pointz = (z4,...,x,) qui appartientitousles
demi-espacedéfinispar

E;, = {33 eR" | Zaij:vj < bz}
j=1

Le problémeconsistealorsen fait a cherchemn point qui appartienta I'intersec-
tion d’'un nombrefini de demi-espacesOn définit, d’'une maniéregénérale,un
probleme de faisabilité ou de réalisabilité convexe (Cornvex feasibility problem
(CFP)) commesuit:

On seplacedansun espacede Hilbert H et, danscetespaceon considée
unefamille finie ou dénombable de corvexes{C;};c; d’intersectionnonvide On
considéee dansH le problémesuivant:

(CFP) Trouverunz € C = NyerC;.

LesconvexesC; éwquésci-dessusontsupposéssimples” encomparaison
avec C. En général,'simple” estcomprisdansle sensou la projectionsur C; est
facilementcalculable. Typiquement,C; seraun sous-espacejn demi-espaceun
cOne,etc.
Les algorithmesde projectionont d’abord étéintroduits pour faire facea ce
typede probléemeslUnetelle approcheestparexemplemiseenceuvrepar POLYAK
[99] pourun systemead’équationset/oud’inéquationdinéairesdansR". Plusgéné-
ralementlesproblemeslefaisabilitéapparaisserdansdifférentsdomaines
— enthéoriedel'approximation: lescorvexessontsouentdessous-espaces
et on a desapplicationsen Statistiquesen Analysecomplece (noyaux de
Bemgman transformationsonformes)dans’étude deséquationsauxderi-
véespartielles,(voir [15]),

— enreconstructiord’imagesdiscreteet continue: applicationsentomogra-
phie,enélectroniqueentraitementdu signal[39], [40], [41], [42], [46],

— en optimisationcorvexe via les algorithmesde sous-gradient§81], [82],

entreautres.

2.2.2 Principes

Dansla suite, nouseffectueronda présentatiordesméthodegle projection
dansle casou on a deux corvexes, c'est-a-direl = {1,2} et, pour allégerles
écritures housallonsnoter

C=AnNB.
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NousnotonsrespecttementP., P; et P, lesprojectionssurC, A et B.

L'idée estde construireitératvementla solutionde (CFP) de la maniére
suivante: on partd’un pointinitial x; et,
étantdonnéd’itéré courantz,, construiel'itéré suivantz,, . ; quidoit étre “meilleur”
guez, enutilisantlesprojectionscalculablesP; etP,.

Dansla pratique,il estnécessairele précisere sensdu mot "meilleur” dans
I'énoncéprécédentll sembleraisonnablede demandeique le nouel itéré z,,
nous rapprocheplus du corvexe C que l'itéré courant.En d’autrestermes,une
bonnemesuredu caractérémeilleur" précédenseraitquel’on ait :

d(zpi1,C) < d(zp,C).
Il envientla définitionsuivante:

Définition 2.2.1 Soit(x,,) unesuitedeH etsoitC' unepartie corvexeferméedeH.
On dit que (z,,) estmonotone au sensde Fejér ou Fejér-monotone par
rapport aC' si:

(%) Vee C,Vn €N, ||zp1 — || < ||zn — |- (2.9)

Ainsi, dansl’énoncéprécédentle fait pour x,,,; d’étre meilleur quez,, peutétre
exprimeé par

Vee C=ANB,VneN, |z 11 —c|| < ||lzn — ¢

On seramenedonca construireitératvementla solutionde (C'F'P) de ma-
niérea ce quela suite (x,,) généréesoit monotoneau sensde Fejérpar rapporta
C.

Un exempledeschémaleprojectionconduisanfunesuitemonotoneausens
deFejérestle suivant:

Etantdonnéz,, (itérécourant)oncalcule:

Tpt1 = P1$n, Si Tn ¢ A,
ou
Tpi1 = Pon, Si 2, ¢ B.

Ce schémaentrebien dansle cadreque nousavonsannoncépuisquez,, ;
estconstruita partir de z,, enutilisantlesprojectionscalculablesP;. De plus, il est
faciledevoir que(z,) estmonotoneausensde Fejér

En effet,

Vn, ona: x,+1 = Pix,, © =10U2.

etd’autrepart,commeC C C;, pourtouti = 1,2, pourtoutc € C, P;(c) = c.
Or, d’aprésle corollairedela Propositiorn2.1.2,0na:

Par suite
|Znt1 — cl| < ||Pizn — Picl| < ||zn — |-
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Il estfacile de voir que ce schémaconsistea projeteralternatvementl’itéré
courantsur A ou B. Dela lui vientle nomdeméthodede projectionsalternéesOn
la doitaVoN NEUMANN [113] (1933).Nousreparleronsie cetalgorithmedansla
partiesuivante.

PlusgénéralemenBAu SCHKE montrequ’unebonneconditionpourquececi
soitréaliséestd’exiger que:

ZTpt1 € Ty + CONEPaz, — Tp, Ppxn — T}

ou cond X) désignele conecorvexe ferméengendréar la partie X de H. Ceci
nousinduit parexempleunerelationderécurrencealu type:

Tni1 = Tn + p[wi(Pazy — T5) + wa(PTn — Tn)]

ou p, wy, we > 0 etw; +wy = 1. Le réelp estun parametralerelaxationetw,, wo
sontdespoidsvérifiant

w1 ||Paxn — To|| + we||Ppsn — 24|
w1 (Pazy — x5) + wo(Ppxn — ) ||

Signalonenfinquele fait de considéreunesuited’itérésFejérmonotones,
enoutre,'avantagede mettrea notredispositionun certainnombrede résultatsur
lespropriétégdela suitegénéréenotammentesrésultatsde corvergence L'étude
despropriétésdessuitesmonotonesau sensde Fejér constitueune bonnepartie
del’Analyse FejérienneOn pourraseréférera proposde tout ce qui précedeaux
travauxde BAUSCHKE [15], [19], [20], [21] et COMBETTES [43], [44], [45] notam-
ment.ll existeévidemmentesmaniereslifférentesetvariéesd’ effectuerla misea
jour :

0<p<

Tn — -T'n.-i—l

enrespectaniesreglesévoquéesPourensavoir plus,on peutseréférera[7], [11],
[15], [16],[23], [43], [99].

2.3 Méthodesde projection pour I'appr oximation

Le point commundesméthodedle projectionque nousavons évoquéesci-
dessusestqu’ellespermettentde construireun point del'intersectionC = AN B
descorvexesA et B. Onobtientun pointdeC donton nepeutriendired’autre.En
particulier onn’obtientdoncpasforcémente pointdeC le plusproched’un point
x € H donné saufdanscertainscasparticuliers,évidemment.

Toutefois,cesderniéresannéesgde nombreusesecherchesnt étéeffectuées
qui ontpermisd’aboutiradesméthodesle projectiongpermettante construiraté-
rativementle projetéd’un point quelconquesur lI'intersectionde corvexesfermés
nonvides.On peutd’'une maniéregénéralaistinguerdeuxtypesde méthodes les
méthodesle projectionsalternéegou cycliques)duesa BOYLE et DYKSTRA etles
méthodesle projectionsparallélesrelaxéesle BAUSCHKE et COMBETTES. Nous
avonsutilisésdansnostravauxles méthodesle projectionsalternéesjuenouspré-
sentongi-aprés Nousnousproposongle testerles méthodesle projectionsparal-
lelesdansdestravauxfuturs.Signalongjuelesrecherchesoncernantesméthodes
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de projectionsqui permettentde calculerles projectionssur desintersectionsde
convexessonttoujoursencours.On peutainsinoterlestravaux récentsde BREG-
MAN, CENSOR,REICH et ZEPKOWITZ-MALACHI [28]. Ontrouveranotammenen
introductiona cetarticleunehistoriguedesméthodesle projectionsurlesintersec-
tionsde corvexesavecde nombreuseséférencesdibliographiques.

Le but de cettesectionestde présenteuneméthodede projectionsalternées
qui permetde construireitératvementle point de C' le plus proched’un point x
donné Cetteméthodea étéintroduiteparDYKSTRA en1983dansle casparticulier
oulescornvexesC; sontdescOnesetouonestendimensiorfinie. Puis,il I'a étendue
avec BoyLE en 1986 au casgénéralou on a descorvexes quelconquesiansun
espacale Hilbert. Elle a étépopulariséasnotammenipar BAUSCHKE et BORWEIN
qui en ont explicité les propriétésde corvergence(essentiellemendansle casde
deuxensemblesktpar GLUNT etal. [64], [65], ESCALANTE [54] entreautresqui
I'ont appliquéea différentsproblemes.

2.3.1 Algorithme de Von Neumann

Nousrevenonsa la méthodede Von Neumanmuenousavonsintroduiteala
section2.2.2
Algorithme 2.3.1 On peutla décrire sousla formesuivante:
a, € A, b, € B,

Ap4+1 = 7)A(bn)

2.10
bny1 = Pp(ani1) (2.10)
avechy = x € Hetay = 0.

Nousavonsvu précédemmerguecetteméthodepounait permettredeconstruire
un point del'intersectionC'. En fait, on montre,voir [17], [113], quelorsqueA et
B sontdessous-espacdyectorielsou affines)ferméset quelessuites(a,,) et (b,)
sontdéfiniesci-dessuen(2.10),0na:

Ay, bn — Pc(bo)
Remarquongu’ona:
bpy1 = PB(an+1) =Ppo PA(bn)- (2-11)

Ainsi, la méthodede von Neumannpeutseramenera la constructiond’une suite
unique(b, ) définiecommeen(2.11)et qui vérifie donc:

b, = Pc(by).
Cerésultatestfacile avisualiserlorsqu’onsesituedansun espacele dimen-

sion2. Ceciestillustré parla figure 2.1.

Enconclusionjorsqueles corvexesfermésA et B sontdessous-espacesn
saitcommentonstruiratérativemente projetéd’un point quelconqueHistorique-
ment,on peutdire quela méthodedevon Neumanra constituda premieresolution,
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z = bo

FiG. 2.1 lllustrationdel'algorithme de Von Neumann

maissurtoutunedesplusefficacesauproblémequi consisteatrouver la projection
d’un pointdonnédansun espaceleHilbert surl'intersectionnonvide d’'un nombre
fini desous-espacdsrmés.

Remarquonsju’on peutréécrire(2.11)sousla forme:

bn—|—1 =Tb,

enposantl’ = PgP4. Ainsi T estun opérateurde H, linéaire (ou affine) dansle

casou A et B sontdessous-espacgsoir section2). Onvoit qu’on peutinterpréter
(b,) commeétantunesuited’approximationssuccessiespar rapporta 7. On sait
gu’unetelle suite,si elle corverge, le fait versun point fixe deT". D’autre part,on

peutremarqueue

ceC=ANB&Tc=PgPac=c

et (b,) converge doncversun pointfixe de7". Ceciainduit le fait quela méthode
de von Neumann,et les méthodesde projectionen général,ont été étendueset
adaptéesi la recherchel’un point fixe d’un opérateuset surtouta celle d’un point
fixe communa un nombrefini d’opérateursnonotonegvoir [14], [15], [45] ).

La méthodede von Neumannintroduitedansle casde deuxsous-espacese
généralisale maniérenaturelleau casd’'un nombrefini de sous-espaceson passe
de projectionsalternéesa desprojectionscycliques.BREGMAN [27] a étendules
résultatde corvergenceacecas.

Quesepasse-t-ilsi on n'a plusles hypotheésesle von Neumannc’est-a-dire
sil'un descorvexesn’estpasun sous-espace

Regardonda figure 2.2: oncherchde projetéd’un point z surl’intersection
d’'un cbneA etd’'unedroite (sous-espacedy.

Il estfaciledevoir quele projetésur A N B estl'extrémitédroitedu segment
qui représent&€’ = A N B, tandisquel’algorithme de von Neumannconduita un
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A

FIG. 2.2—Von Neumanrsurl'intersectond’'un céneetd’un sous-espace

pointintérieurausegment.

Il y apparaibienquesil’'un descorvexesn’estpasunsous-espacégsconclu-
sionsdecorvergenceprécédentesesontplusassuréeOn montre(voir [17], [18])
guedansle casgénéralon atoujourscorvergenceau moinsfaible del'algorithme
devon Neumann maisle pointlimite obtenuestun pointquelconqueleC.

Quefairedoncdansle casgénéral?

2.3.2 Algorithme de Boyle-Dykstra

Pourrépondrea cettequestion DYKSTRA aproposéinemodificationdel’al-
gorithmedevonNeumannLe schémanestle suivant: on construitquatresuites:
(an), (b,) (appeléesuitesprincipales) et (p,), (¢,) (appeléesuitesauxiliairey
commesuit:

Algorithme 2.3.2

(a0 =000 =2 € H;po = 0; 90 = 0;
Apt+1 = PA (bn + pn)

Pn+1 = bn + Dn — Qnyt 212
< bn-l—l = 7DB(a-n—l—l + qn) ( ' )

dn+1 = Qp+1 +q, — bn+1
\ avecby =x € Hetqy = 0.

Commepremiéreremarquenotonsles différencesavec I'algorithme précé-
dentdevon NeumannEllestiennentessentiellemergnla présenceé chaquetéra-
tion desvecteur,, etq,. Ceux-cisontcalculésaprésprojectionsurchaquecorvexe
etreprésentent)’'un point de vue géométriquele déplacemenéffectuépouraller
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du nouwel itéré au point dont cetitéré estle projeté.En nousrappelanta Proposi-
tion 2.1.3,0n sait que ce vecteurappartientau cobnenormalau corvexe (A ou B)

surlequelon a projeté,au point résultatde la projection.En d’autrestermes,on a
donc:

Vn > 1, p, € N(a,, A) etq, € N(b,, B).

Lafigure2.3donneuneillustrationdel’algorithmedeBoyle-Dykstra.Uneitération
del'algorithme(parexemple cellequi permetdepassedeb, aas) peutétredécrite
dela manieresuivante:

— ondéplacde point courant(parexempleb, surla figure)dansla derniere
directionnormale(p;) aucornvexe surlequelon doit projeter(A) gardéeen
mémoire,

— oneffectuela projection(sur A) du pointobtenu(b, + p1),

— on gardeenmémoirela nou\elle directionnormale(p,) obtenueainsique
le résultatdela projection(ay) qui estle nouwel itéré courant.

FiG. 2.3—lllustrationdeI'algorithme de Boyle-Dykstra

CeschémaétéproposéarDyYKSTRA [52] en1983pourlarechercha&upro-
jeté surl'intersection(finie) de cdnescorvexesen dimensionfinie. Avec BOYLE,
[26], il I'a étenduen 1985aux corvexesgénérawdansun espacele Hilbert quel-
conque.Celaa étéfait pour résoudredesproblemesde type moindrescarrésap-
paraissanen StatistiquesCet algorithmea été redécouert indépendammenpar
HAN [70] en 1988 dansun contexte de dualisationd’un problemed’optimisation
dansun espaceeuclidien.|l lui a donnéle nom de méthodede projectionssuc-
cessivesDe la viennentles deuxnoms(projectionssuccessieset Boyle-Dykstra)
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gui coistentdansla littérature pour cetteméthode Cetteapprochepar dualité a
conduita unebellejustification(par GAFFKE et MATHAR [63]) dela cornvergence
del'algorithme.

En 1994,BORWEIN et BAUSCHKE [18] ont proposéunesuperbeanalysede
cetteméthodede projectionsalternéeglansle casde deuxcorvexes.Cetravail fait
suite par ailleurs a une analysesimilaire sur la méthodede von Neumann(voir
[17]). De plus, BAUSCHKE et LEWIS ont étenducetalgorithmea un autretype de
projections lesprojectionsde Bregman[23]. Le résultate plusimportantdu point
devuedenotretravail estle suvant:

Théoreme?2.3.1([18]) SoientH un espacedeHilbert, A, B deuxcorvexesfermés
deH etz unpointdeH.
On définitles suitesde Dykstra dela mémemaniee qu’'en(2.12).
Alors
bp — p, by — Gpi1 — 0, (2.13)

ouv = Pz—4(0) et||v|| = d(A, B).
En particulier,

1bn = @nll, [bn = ansil| = d(A, B), (2.14)
et b b
In 20 50, 2 5, 20 ) (2.15)
n n n n
Deplus,
(i) sid(A, B) n'estpasatteinte alors
lanll, [|ball — +oo. (2.16)
(i) sid(A, B) estatteinte alors
an = Pr(x), by = Pr(x), (2.17)

ou
E={a€A:d(a,B)=d(A,B)}, F={be A:d(b,A) =d(A,B)}

sontdescorvexesnonvidestelsqueF + v = F.
U

Pourla preuwe de ce Théoreme/article [18] de BAUSCHKE et BORWEIN
constitueunesourcetrésintéressantd.a démonstratioly estbaséessentiellement
sur les propriétésdu produit scalaired’'un espacede Hilbert et la caractérisation
(2.2) pourlesprojections.

Onpeutremarquenu’enfaitle cadredecethéorémealépasseeluidecorvexes
d’intersectiomnonvide. On peutendéduirelesdeuxrésultatsuivants:
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(1) Si AN B # (), alorsonremarquegue:
0eb—aC B—A=v="Pz—(0)=0,
et
d(A,B)=0 = E =F = ANB (ou E et F sontdéfinisdansle Théoreme)
Par suite,
Ibn — anl|, ||Pn — @nt1|| = 0 eta,, by — Pans(X). (2.18)

Cesdeuxrésultatsontintéressantpournouspuisqued’unepart,le second
justifie'usaged’un algorithmede Boyle-Dykstrapourla recherchelu pro-

jetésuruneintersectiorde corvexes; d’autrepart,le premieraide,quanta

lui, ala miseen ceuvred’'un testd’arrét efficacelors de I'implémentation
numériquedel'algorithme.

(2) Si An B = (), l'algorithme peutpermettrede testersi la distanceentre
lesdeuxcorvexesn’estpasatteinte(danscecas,lessuitesprincipales(a,,)
et(b,) divemgent)etsiellel'est, la suite(a, ) convergeversle pointde A le
plusprocheala fois dez (= by) etde B; etréciproquemenpour (b, ). A la
limite, onrécupéredoncla distanceentreles deuxcorvexes.

Lorsquel’on a plus de deuxconvexes,l'algorithme de Boyle-Dykstrasegé-
néralisede maniérenaturelleenfaisantdesprojectionscycliques.Lorsqueleur in-
tersectiorestnonvide, lesprincipalesconclusiong2.18)du Théoreme2.3.1restent
valables.On pourraconsultera ce propos[26] pour une preu\e directeet [18] ou
onserameéeneau Théoreme2.3.1lenréécrvantuneintersectiorfinie dansH comme
uneintersectiorde deuxcorvexesdansH™ suivantlidée de PIERRA [98].

Signalongjuelorsquée’intersectionfinie estvide,onnepeutriendire,contrai-
rementaucasdedeuxcorvexescommeci-dessusLe comportemendel’algorithme
de Boyle-Dykstradansce cas(au moinstrois corvexes)resteun problémeouvert.
Le lecteurintéresséourratrouver dans[16] uneliste récentede problemeouwverts
concernantesméthodesle projections.

Deméme BORWEIN et BAUSCHKE [18] proposentinesérietrésintéressante
deremarquesurl’algorithmedeBoyle-Dykstra,etceluidevonNeumanrd’ailleurs
(voir [17]), notammensur les vitessegde convergenceet les situationsadaptées
sonapplication.

Pour terminer remarquongjue le schémade Boyle-Dykstra constitueune
généralisatiordirectede celui de von Neumann(c’est pourquoinousavonschoisi
de présentelles deux méthoded’'une apresl'autre). Ceci estfacile a voir en se
référantencoreala Proposition2.1.3dela Section2. En effet, lorsqueA et B sont
dessous-espace®,, et Py sontlinéairesetonaainsi:

VTL, n41 = PA(bn +pn) = PA(bn) + PA(pn) = PA(bn)a

carp, € N(a,, A) = A+ = P,(p,) = 0. De mémepourb,, ;.
Le calculdesp, etq, estinutile danscecas,etl'algorithmeseramenea celui
de von Neumann Ce fait estremarquépar DYKSTRA [52] pour dessous-espaces
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vectoriels,GAFFKE et MATHAR [63] pour dessous-espaceaffines. En pratique,
comptetenu de cette remarquejorsquel’'un descorvexes A ou B estun sous-
espacei| estinutile decalculerla composant@ormalequi lui correspond

2.4 Inter préetation et vitessede corvergence

Jusqu’anosjours, I'algorithme de Boyle-Dykstrademeureen quelquesorte
un "mystere"pour les spécialistesie I'Analyse corvexe. En effet, a ce jour, per
sonnen’estparenua expliquerd’ou provientl'idée de calculera chaquetération
les vecteursnormauxp,, etq, a A et B respectrement.Cetteintuition lumineuse
demeurepour I'instant inexpliqguée.Quelquegentatvesd’explication existent ce-
pendantvoir parexemple[63]). Unepistepossiblepourinterpréten’algorithmede
Boyle-Dyskstraconsisteraitila relieraunedesméthodelassiques’optimisation
cornvexe, puisqu’aprégout, c’est un tel problemequi estrésolu.Dansce sens,on
peutavancersansgrandrisqued’erreurquecetalgorithmene devrait pasétretrop
éloignédela méthodade sous-gradientlassiqueadel’Analyse corvexe.

En effet, a chaqueétapede I'algorithme, on calculeun sous-gradientle la
fonctiond4 ou dp (—p, et —g, respectiement),et I'itéré courantestmis a jour
dansune directionde descentdp,, et g, respectrement)en prenantun paségal
a 1. C’est exactementa démarched’'une méthodede sous-gradientvec comme
nettedifférencequ’ici la fonction a minimiserestd 5. Tout se passecommesi
on appliquaitun algorithmede sous-gradien& uneitérationalternatvementa des
problemesonvexesdontlesfonctionsobjectifssontalternatvementd 4, etdp.

Un desavantagesjuel’on auraiteuarapprocheta méthodaleBoyle-Dykstra
d’'une méthoded’optimisationcorvexe estque celanousauraitdonnéfacilement
uneidée de savitessede corvergence.Toutefois,on disposedescaractéristiques
suivantesde corvergenceduesa BAUSCHKE et BORWEIN [18] :

— l'algorithmede Dykstrapeutétre”lent” : celadépendde”l'angle” entreles
deuxcorvexesA et B. Il seraprobablemendlifficile d’enfaireuneanalyse
de corvergencesimple, parcequ’on peutmontrerque celle-ci dépenddu
pointdedépart(h,) parexemple.Toutefois,il permetd’obtenirdesprojetés
via unecorvergenceennorme.

— Par contre,|'algorithme de Von Neumanresttrésfacile a mettreen ceuvre
etestprobablemenplusrapidequeceluide Dykstra.Malheureusementn
ne peutobtenirpourlui quedela corvergencefaible dansle casgénéral.

On vérifie en pratiquequ’on ne peutobtenirau mieux qu’une corvergence
linéaire, et que cette corvergencen’est obtenueque lorsqu’on a que des sous-
espaces.



Chapitre 3

Approximation par matrices
bistochastiques

Danscechapitre housétudionsnotrepremierproblémed’approximatiorma-
tricielle : I'approximation par matricesbistochastiquesNous introduisonspour
commencela notionde matricebistochastiquePuis,nousaborderonse probleme
d’approximationpar matricesbistochastiquesAprés nous étre assurégle I'exis-
tenced’une (unique)solution, nousproposonsieuxalgorithmesde naturesdiffé-
rentespourle résoudre.

3.1 Le polytope B, desmatrices bistochastiques

3.1.1 Définitions et caractérisations
Soit M = (ai;)i,; unematricecarréed’ordren (n € N*).
Définition 3.1.1 M estappeléematricebistodastiquesiona:
1l.a;; >0, 1=1,2,...,n,5=1,2,....n;
2.2?:1(11'1':1, i=12,...,n;
3.2?:1aij:1, 7;:]_,2,...,77,.
Pourn € N* fixé, nousnoterondB,, I'ensembledesmatriceshistochastiques.
On peutaussicaractérisefes matricesbistochastiqued’une autremaniére.
Rappelongjuee désignde vecteurde R" donttoutesles composantesontégales
al.
Définition 3.1.2 LamatriceM = (a;;); ; estunematricebistocastiquesi etseule-
mentsi :

1. M > 0 au sensdescomposanteg¢c’est-a-die toutesles composantesont
positives),
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2. Me =e,
3. MTe =e.
Proposition 3.1.1 L'ensembleB,, estcorvexe etcompact.
U

Lajustificationdecettepropositionestimmédiate D’une part,'ensembleB,,
estdéfini a partir de I'inégalité u(A/) > 0 etdesegalitésv(M) = 0, w(M) =0
surlesfonctionsaffines

u:M—M v:Mw—Me—e etw: M M'e—e.

Il estdonccorvexe, etfermépuisqu’il n'y a pasd’inégalitésstrictes.D’autre
part,comptetenude sadéfinition, toutematricebistochastique toutessescompo-
santecomprisegentrel et 1. Il envientquel’ensembleB,, estbornéenplusd’étre
fermé: il estdonccompact.

EnidentifiantM,, (R) aR™’, leségalitésdéfinissanB, s'écriventrespectie-
ment:

1.2; >0, i=1,2,...,n%;
2.3 Tyt = 1, ij=0,1,...,n—-1;
3. Z?;01$j+i”:17 j:1’2’__‘,n.

Onendéduit
Proposition3.1.2
B, = {z € R |Az = b, z >0}, (3.1)
ou A € My, ,2 estdéfiniesousla formeblocssuivante:
1, 0 --- 0
0o 1, --- 0
A=+ 0o | (3.2)
0 -+ - 1,
L, -~ -« I,
1, etI, ayantétédéfinisprécédemmersdth € R*" tel que:
1
b= : (3.3)
1
O

La proposition3.1.2montrequeB, s’identifiea un polyedrecorvexe ferme.
Ceciestuneautrejustificationpossibledela proposition3.1.1.



3.1 Le polytope B,, desmatrices bistochastiques 33

3.1.2 Points extrémaux

Nousnousintéressonsiux pointsextrémauxdu corvexe B, . Il estconnuque
cespointsparticuliersd’'un corvexe présententingrandintérét,notammentu point
devuedel’'Optimisation.Rappelongvoir Définition 1.3)qu’un pointextrémald’un
cornvexe estun point qui ne peuts’exprimer commecombinaisorcorvexe d’autres
pointsdu mémecorvexe. Une propriétéimportantede cespointsextrémauxestla
Suivante.

Proposition3.1.3(H. MINKOWSKI [77]) Toutensembleorvexecompacestl’en-
veloppecornvexe ferméede sespointsextrémaux.
U

En d’autrestermesdansun corvexe compacttout points’écritcommecom-
binaisoncorvexe de pointsextrémaux.

a)Casn =2

Lorsquen = 2, on peutfacilemenimontrer(voir [76]) quelesmatricesdeB,
sontcellesqui peuventsemettresousla forme

M:(la 1_a>,a(ve(:a,e[o,l].
—a a

Onpeutdoncécrirepourtout M appartenardB,,

M = al, + (1 — a) Py, avecl, matriceidentitéet P, ( (1] (1) ) . (3.4)

L’ensembleB, estdoncsimplementie segmentd’extrémités/, et P;, qui en
sontparconséquentes pointsextrémaux.Notonsau passagéa forme particuliere
(en0-1) decespointsextrémauxformequenousretrouveronsdanslesparagraphes
suivantset a laquelleon pou\ait s’attendreen remarquantjue, par définition, une
matricebistochastiqua toutessescomposantesomprisesgentre0 et 1.

b) Casn quelconque

Pour déterminerles points extrémauxde B,,, nousutiliseronsla deuxieme
caractérisatiordes matricesbistochastiqueprésentéeci-dessugvoir (3.1),(3.2),

(3.3)).

Le résultatprincipal surlequelnotretravail serabaséestle suivant:
Théoréme3.1.4 Soit P un polyéde corvexedansR".
Si P estdela forme
P ={z| Dz =6,z > 0},
avecD unematricem x n eté unvecteurdonnésalors lespropositionssuivantes
sontéquivalentes
1. 7 élémennonnul de P estpointextrémalde P ;
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2. lescolonnegde D correspondanauxcomposantesonnullesdez sontlinéai-
rementindépendantes.

O

Démonstration
Ecrivonsla matriceD sousla forme:

D =1dy,...,d,],

ou lesd; désignentescolonnesie D.

1=2):

Considéronsin pointextrémalnonnul z de P.

Soit k£ le nombrede composantedez nonnulles.Ona: k > 1. Sansperte
degénéralitéquittea permuterdescolonnesie D, nouspouvonstoujourssupposer
que:

zZ=(T1,.--,T4,0,...,0), k<n.

Nousdevonsalorsmontrerqueles vecteursd,, . . ., d; sontlinéairementn-
dépendantsSupposongarl’absurdequetel n’estpasle cas.
Alors, il existedesréels), ..., A\, nontousnulstelsque:

k

D Xid; = 0. (3.5)

On pose:
A=A, M,0,...,0) € R™.

Alors \ # 0, carlesréels),, ..., \; hesontpastousnuls.
Posons
2t =74+ et 27 =7\

Au passagegn peutremarqueluela relation(3.5) restevalide si onla mul-
tiplie parunréela nonnul. On peuttrouveralorsun « nonnul tel quez; + a); > 0
etz; — a); > 0, Vi.Ainsi, aunfacteurmultiplicatif prés,on peutdire que A est
tel que:
z+A>0etz—)>0.

Onaalors:
—xzt #£x carA#0
-zt eP;
eneffet,ona:
Dzt =b,carDT =betD\ =), \id; =0, etz™ > 0.

— Demémeg~ € P.
Alors,
T=(1/2)(z* +27) avec zt € Pz~ € P, zt #1".

Commez estpoint extrémal,
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On obtientdoncunecontradiction.
Onadoncl = 2.

2=1):
On considérede nouvweauun pointz = (7, ..., %,0,...,0), kE<n
de P. On se placedansl’hypotheseou les vecteursds, . .., d; sontlinéairement

indépendantdNousdevonsmontrerqu’alorsz estpoint extrémal.
Supposonguer nel'est pas.
Alors, il existey, z € P, y # z ett €]0, 1] telsque:

T=(1—-ty+tz.

Alors, pourtouts, =; = ( —t)y; +tz;, avec y; >0, z; > 0.

Parsuite: ;.1 = =y, =0etzp1=...= 2, =0.

Les k- uplets(xl, yTk), (Y1y.--,uk) et (z1,-..,2) sontsolutionsdu
systemdinéaire:

k
> diw; =b. (3.6)
=1

Commelesvecteursd,, . . ., d;, sontsupposésinéairemenindépendantson a uni-
cité dessolutionsde (3.6), soit :

r=y =z,

gui conduita unecontradiction.
Le théorémesstdoncdémontré [ |

Remarques:
1. Pourcomplétele théoremeil fautnoterque:

si T = 0 € P, alorsT estpointextrémalde P.
En effet, supposongu'’il existey # z € P, t €]0,1] tel que:

soit0 = (1 — t)x; + ty;, Vi.
Commez; > 0 et y; > 0, onendéduit: y; = z; = 0, soit:

rT=y=z.

2. Pourun polyédre
P={z| Dz =0, x>0},
de nombreuxrésultatsexistentqui permettentie déterminetes pointsextré-
mauxde P lorsqueD estderangmaximal On peutparexempleseréférera
[97].
Le théoreme3.1.4 est en quelquesorte une généralisatiorde cesrésultats,
puisqu’aucuneonditionparticulierede rangn’estrequisepourla matriceD.
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Dansun premiertemps,essayonsle déterminefe rangde la matrice A de
(3.2).Puisqued € My, ,,2,0na:rg(A) < 2n. Plusprécisémenipn peutdire que:

n<rg(A) <2n-1. (3.7)

En effet, on remarquerajueles n dernieredignesde A (etlesn premieres
aussi)sontlinéairemenindépendante©n endéduitquerg(A) > n.
D’autrepart,si nousnotonsL; laieme lignede A, ona:

n 2n
ZL,L - Z Lz == ]_n2,
i=1

i=n-+1

donc
2n

n
Sn- 3 n=0
=1 t=n+1
Par suite, il existe unecombinaisorlinéairenulle des2n lignesde A avecdesco-
efficientsnontousnuls. On endéduitqueceslignesne sontpaslinéairemenindé-
pendantesD’ou rg(.A) < 2n. Enfait,ona:

Proposition3.1.5
rg(A) =2n-1
U
Démonstration:
Commerg(A) < 2n — 1 (voir 3.7),il sufiit de montrerqueles2n — 1 pre-

miereslignes de A sontlinéairementindépendantesRour cela, considéronsine
combinaisorinéairenulle deceslignesde A :

2n—1

Y aiLi=0, o; €R, Vi

=1
Ecrivonslesn premieresolonnesde la matriceforméeparces2n — 1 lignes,soit
lesn premierecolonnede A :

00 0
1 0 0
\0 - 1 0

Onaainsi:

op+a; =0, j=n+1,...,2n—-1
et a; =0.
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D’une manieregénérale en considéransuccessiement,de mémeque ci-dessus,
lescolonnessuivantespargroupesden, onobtientenfait :

Vie] n a+a; =0, 7=n+1,...,2n—-1
o et o; =0.

Dou,o; =0, Vi=1,...,2n— 1.
La propositionestdoncdémontrée. [ |

Essayonsnaintenantle détermineres pointsextrémauxde B, . Nousallons
d’abordfairedeuxremarquesl’ordre générakurles matricesbistochastiquesSoit
M = (aij)i,; unematricebistochastique.

1. Ona:Vv (Z,]), 0< a;; < 1,

2. Sil'une descomposantede M vautl, alorslesautrescomposantedelaligne
etdela colonneauxquelleslle appartiensonttouteségalesa 0.

SoitdoncS unematricebistochastiquesupposonsju’elle estun point extré-
mal de B, . Alors, d’aprésle Théoreme3.1.4,les colonnesde A (voir (3.2) corres-
pondantauxcomposantesonnullesde S doiventétrelinéairemenindépendantes.
Onendéduit:

— S aau maximum 2n — 1 composantesion nulles. En effet, si tel n’estpasle
cas,d’apresla Proposition3.1.4,lescolonnesle A correspondardauxcompo-
santesonnullesde S sontlinéairementindépendanted!| existeraitalorsun
systemead’au moins2n colonnesde A linéairemenindépendantege qui est
encontradictionavecla Proposition3.1.5.

— S aau moinsune ligne composéad’un seulélémentnon nul. Sinontoutedes
lignesde S ontaumoins2 élémentsionnuls,cequi porteraitie nombred’élé-
mentsnonnulsde .S aaumoins2n. Contradiction.

Enfait, on peutmontrer:

Proposition 3.1.6 Soit.S un pointextrémaldeB,, .
Toutesles lignesde S ont une et une seulecomposanteon nulle (qui vautalors
1). O

Démonstration:

On procédeparrécurrencesurn.

Pourn=1: c’estimmédiat.

Supposongjuela propositionestvraie pourtout £ < n, et montronsqu’elle
l'estpourn + 1.

SoitdoncS unematricebistochastiquearréed’ordren + 1,i.e.S € B, .
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D’apreslesremarquedaitesci-dessusS aaumoinsuneligne ayantcomme
uniquecomposant@onnulle 1. S peutalorss’écriresousla forme bloc suivante:

Si 0 S,
S=( 01 0 |,
Sy 0 S,

lessous-matrices|, S, Sz, S, ayantlesdimensionadéquatesConsidéronsa ma-
trice S’ carréed’ordren définiepar:

S; S,
1 1 2
5 = ( o ) .
Cettematrice S’ estune matrice bistochastiquel’ordre n, de maniereévi-
dente.
Deplus, S’ estun pointextrémaldeB,, .

En effet, si tel n’estpasle cas,il existe unecombinaisorcorvexe d’éléments
M; deB, telle que:

=Y BM, 0<B<1Vi, Y Bi=1
En partitionnantchaquel; dela mémemaniérequesS’ :
1 __ Mi Mi
Mi= ( Mz M; ) ’

on peutconstruiredesmatricescarréesV; d’'ordren + 1 :

M;; 0 My
M= 0o 1 0o |,
mys 0 My

gui sontbistochastiquesttellesque:
S=> BiMy, 0<B<1Vi, » Bi=1,

cequi estabsurdecomptetenudela définitiond’un point extrémal.

S’ étantun pointextrémaldeB,,, ona,d’apres’hypothésederécurrencegue
toutesseslignesontuneet uneseulecomposant@onnulle, 1. Par suite,toutesles
lignesde S ont commeuniqguecomposanteon nulle 1. La Proposition3.1.6 est
ainsiprouvée. [ |

Définition 3.1.3(Matrice de permutation [78]) SoitP unematricecarréed’ordre
n.

Ondit que P estune matricede permutationsi toutesseslignesettoutesses
colonnesont chacuneexactementinecomposantégalea 1, touteslesautresétant
égalesa 0.

Ainsi,ona:
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Proposition 3.1.7 Unematricebistodastiquedonttoutesleslignesontuneunique
composant@onnulle (égalealors a 1) estunematricede permutation. O

La Proposition3.1.6apparaitalorscommeexprimantun résultatplus ancien
concernantes matricesbistochastiques.

Théoreme3.1.8( BIRKHOFF, 1946[78]) Une matrice bistohastiqueS estun
pointextrémaldeB, si, etseulemensi, S estunematricede permutation. O

Démonstration:
Les Propositions3.1.6 et 3.1.7 exprimentquetout point extrémalde B,, est
unematricede permutation.
RéciproguementputematricedepermutatiorestunpointextrémaldeB,,. En
effet, si P estunematricedepermutationchacunealesedignespossédexactement
unecomposant@onnulle. Les colonnesde la matrice A correspondante®rment
unematricedela formeparblocs:
I,
C I

ou C estunesous-matricearréed’ordre n. Cettederniérematriceestde maniere
évidentederangn : il sufiit d’en considéreides n premiéredignes.On en déduit
gue sescolonnessontlinéairementndépendanted’aprésle Théoreme3.1.4, P
estalorsun pointextrémaldeB,, [ |

Le Théorémede Birkhoff (ou de Birkhoff-Von Neumannsuivantles auteurs
[38]) estunrésultattresconnuenAnalysecornvexe. Defait,denombreusedémons-
trationsenexistent.D’une maniéregénéralecelles-cipeuentétreclasséesndeux
groupes.

Les démonstrationslites combinatoiesqui consistenien générala exhiber,
pourunematricebistochastiquguelconqueyunecombinaisorcorvexe de matrices
de permutationqui lui estégale.Le plus souwent, elles présententin algorithme
itératif qui permetde déterminerunetelle combinaison On peut se référerpour
celaa[38],[90].

La deuxiemeclassede preues est celle desdémonstrationgiéométriques
La preuwe quenousavonsintroduiteci-dessugntrejustementanscettecatégorie.
Cespreuwes(voir [78], [90]) utilisenttoutescommerésultatcentralle fait qu’une
matrice bistochastiquepoint extrémalde B,,, a au plus 2n — 1 composanteson
nulles. Les différencegproviennentessentiellemende la maniéredont ce résultat
centralestjustifié.

Notrepreuwe est,anotreavis, asseoriginaleparceque,d’unepart,elle utilise
uneexpressiorexplicite dela matrice A définissante polyedredesmatricesbisto-
chastique®t qued’autrepart, elle fait apparaitrde Théorémede Birkhoff comme
étantun corollaired’un résultatde programmatiorinéaire: le Théoreme3.1.4.
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3.2 Approximation par matrices bistochastiques

Le problemed’approximatiorpardesmatriceshistochastiques exprimecomme
suit:
Soit M € M,(R).
(P)q Trouer M € B, telque:
IM — M|l = inf{||M - S||, S€B,}.

3.2.1 Motivations

Avant de continuer nousallons préciserles motivationsde notre étudedu
problémed’approximationpar matricesbistochastiguesCesmatricesapparaissent
dansdifférenteghéoriesmathématiques)otammenenthéoriedesprobabilitésen
théoriede la majorisation(voir [90]). Il y a euénormémentle travaux mathéma-
tiguesconcernantes matriceshistochastiqueg,oncernanhotammenteur géomé-
trie etla conjecturede van Der Waerden Cetteconjecture aujourd’huidémontrée
par FALIKMAN [55], EGORYCHEV [53] au déhut desannées30, stipulait que la
valeurminimaledu permanentiesmatricessurl’ensembledesmatricesbistochas-
tiquesest > nl et estatteintepour la matricedont toutesles composantesalent .. L
Il s’agit de Ia matrice J,, que nousdéfinissongi-apres.Pourplus d’ informations
surlesmatricesbistochastiquest surla structuredeB,,, nousconseillonda lecture
de [30],[31],[32], [33], [67], [68], [89]. D’'un point de vue pratique,les matrices
bistochastiquesontutiliséesdansdifférentsdomaines Recherchepérationnelle
[24], en Physique[47], en Théoriedesgraphed25] et aussien Mécaniquequan-
tique [87]. Danstoutescessituationsjes matriceshistochastiquesonsidéréegar
exemplelorsqu’ellessontobtenuesaumoyend’uneboitenoire,peuventavoir perdu
toutesou unepartiedespropriétégqui enfont unematricebistochastiqueDansce
cas,unesolutionseraitde la remplaceiparla matricebistochastiquéa plus proche
d’elle. Ceciestunemotivationclassique.

Une motivation moinsbasiqueestquele problémed’approximationpar ma-
trice bistochastiquepparaitnaturellementansla résolutionde certainstypesde
problemegnmathématique<’estparexemplele casdande problémed’agrégation
de préféenceqquenousallonsétudierdansun prochainparagraphe.

3.2.2 Premiersrésultats

L'ensembléB,, estconvexe etcompactvoir Proposition3.1.1)de M, (R). Il
aaussia particularitéd’étre contenudansun sous-espacaffine de M,,(R) etdonc
estd’intérieurvide.

Comptetenude cesremarquesynepremiéreéponseauproblémed’approxi-
mation(P) estdonnéeparle Théoremede projection(voir Théoréme2.1.1).

Ona:

Proposition 3.2.1 SoitM € M, (R). o
|l existeuneetuneseulematricebistocastiquel telle que:

|M — M| =inf{||M — S|, SeB,}.
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La matrice M estcaractériséepar :

ﬁ € B,;
{ g < (3.8)

d

D’aprésle Théoremale Birkhoff (Théoreme3.1.8)etla proposition3.1.3,la
caractérisatioli3.8) estéquivalentea la suivante:

MeB,; (3.9)
((M —M,P—M))<0, pourtoutematriceP depermutation '

En effet, il suffit deremarquenque:
1. Pourtout S € B,, il existe(«a;); tel que:

0< <1, ZaizletS=ZaZPZ~,
i i

avec P, matricede permutationpourtout:.
2. POUf(CMi)i tel qued < o; <1 et Zz a; =1,

(M =1, S0P = M) = 3 os((M = M, P, = M),

La caractérisatiol(3.9) peutsereformulersousla forme:

M € B,,
{ tr((M — ﬁ)T(P — M)) <0, pourtoutematriceP depermutation

(3.10)

Pourtrouver M enutilisantla caractérisatiori3.10),on estamenéarésoudre
un systemead’équationsou inéquationscomportanenparticuliern! inéquationsli
estfaciled’enconclurequecettecaractérisatiomtoutesleschancesle nepasnous

permettrede calculer“explicitement” M. Et ceci,mémepour despetitesvaleurs
den. Eneffet, pourn = 2, le problémeseraménea (voir (3.4)):
trouvera € [0, 1] tel que

M = ( . ¢ " L ; “ ) ettr((M — M)"(P—M)) <0pourP =I,, P, (3.11)
gui n’estpasforcémentfacile” arésoudreNousreviendronssurce probléemepour
n = 2 unpeuplusloin pourendonnerunesolution“explicite”.

Manifestementen tout cas,l'approchedirecte semblene pas pouwir nous
conduirea la solutiondu probléme(P). Nousdevonsdoncnousrésoudrea consi-
déreruneapprochenumérique.
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3.2.3 Optimisation quadratique

La premiérddéederésolutionnumériquedenotreproblemed’approximation
par matricesbistochastiqueconsistea exploiter 'isomorphismeentre M,,(R) et
R™ que nousavons explicité & la sectionprécédentdSection3.1). Le probléme
peutalorsseréecrirecommesduit: trouverm € R* tel que

sllm=ml3 = min 3llm—s|3
tg. As=0b, . (3.12)
s>0, se€ R”Z,

oum estunevecteurquelconquelonnédeR™’, || - ||, désignda normeeuclidienne
classiquedeR"*, etou A etb sonttelsquedéfinisala Proposition3.1.2.

Ecrit souscetteforme, notre problemed’approximationapparaittommeun
problemed’optimisationquadratiqueen particulier un problémede moindrescar
rés, dansR"™ . Pourle résoudreon pourraitdonc utiliser 'un desnombreuxal-
gorithmesd’optimisationquadratiquegui existent,commepar exemple,les algo-
rithmesde type contraintesactives, ou desalgorithmesspécialiségour les pro-
bléemesde moindrescarrédinéaires.

Detelstestsont étéeffectuésou le problémea étérésoluenutilisantdesrou-
tinesspécialiséedu logiciel Matlab, notammentjuadpiog (versionmisea jour de
I'ancienneroutinegp) qui estunalgorithmedetype contraintesctivespourlaréso-
lution de problémegyuadratiquegdetaille moyenne)etlsqglin qui estun algorithme
spécialiséaux problemesde moindrescarréslinéaires.Cesdeuxroutinessontdes
composantese la boite a outils d’optimisationde Matlab. Il a été observé suite
a cestestquelestempsde calculspour obtenirla solutiondevenaientrapidement
prohibitifs. En effet, pourdesmatricesaléatoiresle taillesn = 10, onadestemps
moyensde calculsdel’ordre de 3.5 secondesCetempsmoyendevient supérieur
5 minutes(350 secondessoit unemultiplication parun facteur100!) lorsquel’on
doublela valeurden (n = 20).

Il apparaiassezapidementguel’utilisation del'optimisationquadratiquane
peutpasnouspermettreunerésolutionefficaceet rapidede notre probléme(noter
guenousnousproposeiderésoudralesproblemegpourdesvaleursden del’'ordre
dequelquesentainesyoire du millier). Commenousle prédisionsaupremiercha-
pitre, ceciestdl aufait quenousnousramenons travailler dansun espacale di-
mensionn?, nettemenplusgrandquecelui an dimensionoti le problémeestposé,
dont la dimensioncroit exponentiellementorsquen augmentePour une résolu-
tion efficace,il nousfautdoncdesalgorithmesadaptés la structurematricielledes
donnéeglu problemesAussi, allons-noushousrabattresur une solutionitérative,
qui passepar les méthodede projectionsque nousavonsintroduitesau chapitre
précédent.

3.3 Approximation par projection alternées

Pourutiliser un algorithmede projectionsalternéesnvue de résoudrenotre
probleme,il nousfautécrireB, commeuneintersectionde corvexes.ll estfacile
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devoir que
B, = AT N LC1,
ou
At ={M e M,[R) | M >0}
et

LC1={M € M,(R) | Me =e, MTe = ¢e}.

OnremarqueaussifacilementqueA™ et LC1 sontdesensemblesorvexes;
le premierétantun coneet le secondun sous-espacaffine. Cetteécriturede B,
en tant qu’intersectionde corvexes, nous permettrad’appliquerune méthodede
type Boyle-Dykstraa la résolutionde notre problemed’approximationLa miseen
ceuvrede cetteméthodenécessitda connaissancdesprojectionsrespectiement
surAt et£C1.

3.3.1 Projectionsur A™

Onrappellequepourunréela, onnote

at = max(a,0).

Pourunematrice M = (a;;) de E, onappelleM™ = (m;;) la matricedont
touteslescomposantesontdéfiniespar:

— gt g
mij = a5, Vi, J.

Onavu (voir Propositior2.1.4auchapitre?) quela projectionsur A™ peuts’écrire:

VM € Mn(R), Pas (M) = M*.

3.3.2 Projectionsur LC1

Soit M unematricecarréed’ordren.
Définition 3.3.1 M estdite bistohastiquegénéraliséeoulcl si elle vérifie:

1.2?:161“:1, 7=1,...,n;
Z.Zyzlaijzl, ’L:]_,,’I’I,

Onvoit quelesmatriceshistochastiquesontenfait desmatricedcl satishi-
santenplus descontraintesde positivité surles composantede fait, unematrice
bistochastiquestlcl, la réciproquettantfausse.

Il estfacile de voir queles matriceshistochastiquegénéraliséeformentle
sous-espacaffine £LC1 quenousavonsintroduit précédemment

Considéronsloncle problemed’approximationpar les matricesbistochas-
tiguesgénéralisée®Onesttoujoursplacédand’espacedeHilbert (£ = M, (R), {{-,-))).

Proposition 3.3.1 LC1 estunsous-espacaffine donccorvexeetferméde M, (R)
(]
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La justificationdela propositionestclaire [ |
Le problemed’approximatiors’exprimealorsdela maniereSoit M € M, (R) ;

trouver M € LC1 tel que:

|M — 3| = inf{||[M — B]|, B e £C1}. (3.13)

Laréponsea ceproblemeestalorsdonnéeparle corollairedu Théorémede projec-
tion (voir Théoréme2.2). On obtient:

Proposition 3.3.2 SoitM € M, (R). o
Il existeuneetuneseulematricelcl M telle que:

|M — M| = int{||M — B|, B € £C1}.

La matrice M estcaractériséepar :
- M € LC1,
- M — M € LC1+.
ou LC1+ désignde sous-espacerthogonaldans M, (R) de £LC1. d
Démonstration
Comme/LC1 estun sous-espacaffine de M, (R), il existe un sous-espace
vectorielde M,,(R), V, dit directionde LC1 etunematrice By de LC1 telsque:

L£C1=B,+V.

FixonsB,.

D’autrepart,il existe M’ € M,,(R) telque: M = B, + M' (car M,,(R) est
aussibienun espacevectorielqu’un espacaffine).

Alors, le problemed’approximationseréécrit: trouver M’ € M, (R) tel que

|M' = M| = inf{||M' = B'||, B' € V}, (3.14)

.= —
ouM = B() + M.
CommeV estunsous-espaceectorielde M,,(R), le corollairedu Théoreme

de projectionnousdit qu'il existe uneetune seulematrice M’ solutionde (3.14).
Donc, M existeetestunique.

D’autre part,ﬁ' estcaractériséear:
VB €V, ((M'—-M B")=0, (3.15)

soit: M' = M e V. _ -
CependantM’ — M =M — M et£C1+ = V+. D’ou

(3.15) & M — M € V*+ = LC1™.
Ceciterminela preuwe du théoréme.
Remarque :

La caractérisation o
M-MeVt=rc1t
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FiG. 3.1-Visualisation3-D deB,,

peutétreexpriméesousla forme: il existeuneconstanté: telle que
{({(M—-M,B)) =k, VB e LCl. (3.16)

Nousdisposonsioncd’une caractérisationie M/, nousallons|'utiliser pour
entrouver uneformeexplicite.

Toutd’abord,on introduitles matricessuivantes
- J, = (Jij)i,j telle que\V/i,j Jij = 1/TL
-w,=1,—J,.

Onala configurationillustréeparla figure 3.3.2.

Faisonsguelguesemarquesurlesmatrices/, etW,.

4 J, estunematricelcl (et mémebistochastiquetout simplement)C’estla
seuledonttouteslescomposantesontégalesElle jouele réle de"centre"dansB, .

¢ J, est"idempotentéi.e. J2 = J,.

En effet,

Posons J? = (c;j)i,;- Alors:

n

Cij = ZJikaj = Z:l/n2 =n-(1/n*)=1/n
k k=1
¢ W, est"idempotenté Ceciestuneconséquencdu pointprécédent.

¢ J, est"absorbanté dans’ensembledesmatricesbistochastiquegénérali-
sées i.e.

VB € LC1, JnB = BJ, = Jp.
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Eneffet, si J,B = (c;;)i,;, ona:
cij =Y Jubgy =1/nY by =1/n, car » by =1
k k &

De mémepour BJ,,.

Notonsque cesmatricesJ, et W,, ne sontpasinconnuesaux lecteurshabi-
tuésaux problémedd’approximation Les mémesmatricesapparaisserdansdiffé-
rentesautressituationsen mathématiquespotammentorsquel’'on étudiele pro-
blemed’approximationpardesmatricesdistanceuclidiennegvoir [1], [3], [4]).

Essayonsnaintenantletrouver M a partir dela caractérisationle la Propo-
sition 3.3.2.Nouscherchonsine matricebistochastiqugénéraliséé\/ telle que:
M — M € LC1+.

Posons

V={z|Az=0}={M € E| Me=0, MTe =0}.

V' estun sous-espaceectoriel de M,,(R). C’estle noyau de la matrice A
(A estdéfinieen(3.2)). D’autrepart, V' estla directiondu sous-espacaffine LC1.
Donc:
Leit=v+
Dansun premiertemps,nousallonsessayede déterminef// . Puis,a partir
dela, nousallonsexpliciter M enutilisantla caractérisation

MeLCl et M—MeV™.
Considérongapplication/ suivante:
1: M,(R) 5 R* xR", M+ (Me, M"e).
C’estuneapplicationlinéaire,de maniereévidente De pluson a:
LC1={B € M,(R) : I(B) = (e,e)}; V={B € My(R):I(B)=(0,0)},
soitV = ker(l). Onaalors:
VE = (ker(1))* =im(").
Déterminonslorsi”. Onal” : R* x R* — M, (R) tel que:
V(u,v) € R" x R*, VM € M,(R) (1" (u,v), M)} = {(u, ), 1(M))nxn
ou (., .)nxn désignde produitscalairedeR™ x R™ définipar:
((u, ), (@', 0 )hnxn = (u,u') + (v,0'),
(.,.) étantle produitscalaireusueldeR".
Par suite,pourtous(u, v), pourtout M :
(" (u,0), M) = ((u,v), (Me, M"€))nxn,
u, Me) + (v, M"e),
(ue”, M) + ({ve’, M™)),
(ue”, M)) + ((ev”, M),
(ue’ 4 ev™, M)).

(
(
(
(
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D’ou,
Y(u,v) € R* x R, " (u,v) = ue” + ev”.
Proposition3.3.30Ona:
VE = {uel +ev’;u e R* v € R*}O
Le problemede projectionseréexprime alorscommesuit:
Trouver M € LC1,u,v € R™ tel que:

Me = e,
Me = e (3.17)
M-M = uel +evT.
Ainsi,
M—M=uel +ev? = M =M —uel —evT. (3.18)
Cettederniérerelationinjectéedansla premiereequationde (3.17)conduita:
Me=e¢ = e=Me—uele—ev'e (3.19)
= e=Me—nu—ev'e. (3.20)
De méme avecla secondetquationde (3.17),0n obtient:
e=MTe —eule — nv. (3.22)
De (3.21),ondéduit:
v = EMTe — %euTe — %e.
D’ou,
(3.20) = e=Me—nu— %e(MTe —eu'e—e)Te
= e=Me—nu— %e(eTM —elue® —ehe
= e=Me—nu— %eeTMe-l-eeTu-l-e
= e= (I, — %eeT)Me — (n1, —ee)u +e,
soit:
(nl, — ee")u = Me — J,Me. (3.22)
En procédantlela mémemanierepourv, on obtient:
(nl, —ee")v=M"e— J,M"e. (3.23)

Lesvecteurs: etv sontdoncsolutionsde systemedinéairesqui ne different
queparleurssecondsnembresNotonsE,, la matricedessystemeg3.22)et (3.23).
Plusprécisémentpna:

n—1 -1 ... =1
-1 n-1 ... -1

—1 ce. =1 n-1
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Proposition 3.3.4 La matrice E,, estderangn — 1. Sonnoyauestl'espacede
dimensionl engendrépar le vecteure. O

Démonstration
Tout d’abord,on peutremarqueique E,, ne peutétrede rangn. En effet, la
sommedetoutedeslignesdonnele vecteurligne dontlescomposantesontnulles.
Donc,
rg(E,) <n-—1

Rappelongju’on ne changepasle rangd’'une matriceenajoutanta uneligne
(respecttementunecolonne)unecombinaisorliinéairedesautreslignes(respecti-
vementcolonnes)Ainsi, E, estdemémerangque:

n—1 -1 ... -1

la secondamatriceestobtenuea partir de E,, enajoutantauxn — 1 derniéresignes
'opposéedela premierell estévidentdevoir quecelle-ciestderangn — 1, puis-
gu’elleestderangaupluségalan — 1 etqu’enplus,elle contientunesous-matrice
carréed’ordren — 1 : lesn — 1 derniéredigneset colonneglela matriceformentla
matricenl,_;. Par suite,rg(E,) = n — 1. Donc,le noyaude E,, estdedimension
1. Enremarquangue:

Ene= (nl, —ee")e =nl,e —e(e’e) =ne —ne =0

ontermineaisémenta démonstratiomela proposition.
|
PuisqueF,, estderangn — 1 etdenoyau,ker(E,), connu,pourrésoudrdes
systemeg3.22) et (3.23),il noussuffiit maintenantd’en connaitrepour chacunune
solutionparticuliere Pourle systemg3.22),0n voit que:

1 1
E,(=Me) = (nl, — ee")=Me,
(n e) (n ee )n e

1
= (I, — —eel)Me,
( nee) e
1
= Me— —cel Me,
n
= Me— J,Me.

Le vecteur%Me estdonc une solution particulierede (3.22). L'ensemblede ces
solutionsest:

1
5(3_22) = {ﬁMe + ke, k € R}

De méme,on détermind’ensembledessolutionsde (3.23):

1
S(3.23) = {EMTE + K'e, k € R}.
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A ce stade,noussavonsdoncquelesvecteursu et v quenousrecherchons
s’écrivent:
1 1. r ,
u=—Me+keetv=—-M"e+k'e,
n n

pourun k etun k' tousdeuxréels.
Enréinjectanttesinformationsdans(3.20),soit

1 1
e=Me—n(=Me+ke) —e(=MTe+ke)le,
n n
on obtient:
1 1
(k+k)e=—=(I, — JuM)eouk + k' — —e" (I, — J,M)e.
n n

Doncu etv sontdéterminéspar:

u = %Me + ke,
v =  1MTe+Ke, (3.24)
(k+HK)e = —L(1, - J,M)e.

Alors, apartirde(3.18)enutilisant(3.24),on obtient:
M =W, MW, + J,. (3.25)
Réciproguemenpnabien:

Proposition 3.3.5 M vérifiela relation de caractérisationde la Proposition3.3.2
U

Démonstration
® M e LCT.
Eneffet, soite’ = (1,...,1), e € R*. CommeJ, € LC1etJ! = J,, ona:

J,e=¢ et Jgeze.
Onendéduitque:
Whe=(I,—J)e=e—e=0c¢et W'e=(,—J)e=e—e=0.
D'ou : o .

Me=e¢ et M e=ce.

Onendéduitle résultat.

&M —Me LC1.

En effet, comptetenudela remarqueci-dessusnousallonsutiliser la carac-
térisation(3.16).

Soit B € £C1. Ondoit montrerque: ((M — M, B)) = cte. Par définition,

{((M —M,B)) =tr(M — M)"B) = tr(B" (M — M)).

Ona:
M=W,MW,+J, = M—MM—W,MW, — J,,
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BY(M - M) = B'"M - B™W, MW, — B"J,,
B™M — B*W,MW, — J,, car B € £C1 = BT € LC1.
D'ou :
{((M — M, B)) =tr(B"M) — tr(B"W,MW,) — 1, car tr(J,) = 1.
Orona:

WoMW, = (I, — Jo)(M — MJ,),
M — MJ, — J.M + J,MJ,;
B*wW,mMw,) = B*M -B"MJ, - BYJ,M + BYJ,MJ,,
B'M -B"MJ, — J,M + J,MJ,, car B'J, =J,.

Onendéduit:
tr(BY(W,MW,)) = tr(B"M)—tr(B"MJ,) —tr(J,M) + tr(J,MJ,),
= tr(B"M) —tr(MJ,B") — tr(J,M) + tr((J,)* M),
= tr(B"M) —tr(MJ,) — tr(J,M) + tr(J,M), carJ,, B" € LC1,
tr(BY M) — tr(M J,).

((M—-M,B)) = tr(B"M)—tr(B"M) +tr(MJ,) -1,
= tr(MJ,) —

Lesmatrices/,, et M étantfixées,tr(MJ,) — 1 estuneconstantePar suite,
ona: -
((M — M,B)) =cte, VB € LC1.

D’ou le résultat.
La propositionestainsiprouvée. [ |
Ainsi, on peutdire que

VM € Mu(R), Prei(M) = WaMW,, + J,.. (3.26)

Nousobtenonsinrésultatqui a ététrouvédedeuxmaniéreglifférenteparR.
N. KHOURY [80] et GLUNT etal. [65]. KHOURY autilisé uneapprochgurement
géométriqugen fait algébrique)tandisque GLUNT et al. se sontplacésdansun
contecte d’optimisationcorvexe et attachésa la résolutiondu systemede Karush-
Kuhn-Tucker correspondardu problémed’optimisation.

3.3.3 Algorithme

Nousavonsproposd’algorithme structurécommesuit :
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Algorithme 3.3.1
Initialisation B°= M

Q=0
Précisions
[tération
AL = W, B*W,, + J,  [= Pre1(BY)]
B = (A4 Q) [= P (454T)
Qk—i—l — (Ak+1 + Qk) o (Ak—i—l + Qk)—f—
Testd'arrét  si||A¥+! — B¥|n < ¢ Stop
sinonretoura Itération

ou M estla matricequel’on cherchea approcheparunematricebistochastique.
Cetalgorithmeesttout simplementineadaptationde I'algorithme (3.3.1)a
notre cas.Nousl'avons écrit entenantcomptedu fait quel’'un de noscorvexesest
un sous-espacgeet qu'il estdoncinutile d’en calculerles composantesaormalesa
chaqueitération.
Le testd’arrétestbasésurle fait qu’ondoit avoir limy _, ;o || A* = B*+Y| . =
0 (voir Théoreme2.3.1).

3.3.4 Quelquesremarques
Danstoutecettepartie,nousnotons pourunematrice M donnéede E,
M = PLCI(M) etﬁ = PBn (M)

Nouspouwnsdésa présendire un certainnombrede chosessur notre pro-
blemed’approximationpar desmatriceshistochastiquesComptetenude la géo-
métrie de B,,, nousallons le considérercommeétantla composéedu probléme
d’approximationsurl’ensembledesmatricedcl et, al'intérieur de ce sous-espace
affine du problemed’approximationsur'orthant positif (cf. figure5 ci-apres).

Puisquesur 'espace£C1, les contraintesie = ¢ et M e = e sontdéja
satishites,il resteenfait as’assurequeM atoutessescomposantepositives.

Onvadistingueralorslesdeuxsituationssuvantes

1. M >0,
2. M #0.

Casou M > 0.

Toutd’abord,reprenonge casn = 2. Il estfacile de déduiredel’étude pré-
cédentede B, que LC1 estla droite (dimensionl) passanpar I, et P; (qui sont
définiesen (3.4)). Le problémeseramenealorsa celui de projetersurle segment
[I; P1], quand’on saitprojetersurla droite (I, P;) sous-jacenteAinsi,

Proposition3.3.6 Sin = 2,0na:

S M:WQMWQ"FJQ Si EZO, o o
M:P£c1(M): I, Si %Zﬂet||12—%||p<“P—%”F,
P si. M Z0et||I, - M||p>||[P— M|
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O

La preue estévidente Pourn = 2, la projectionsur £C1 estdoncexplicite.
Et, pourn quelconquepn auneformeexplicite pour certainesmatrices
En effet, onala propositionsuivante:

Proposition3.3.7 SiM > 0 alors M = M. O

La preue estimmeédiate.
L’hypothéseM > 0 esttout afait plausible puisque parexemple,on vérifie
bienque:
M=0=M=J,>0=M=M.
Rappelonguepouri, j entierscomprisrespecttemententrel etn, on définit
lesmatricesE;; dela basecanoniquede M,,(R) par:

1 si k,l)=(i,7),
Eij = (ex)ry ete’“l:{ 0 sinon. b0 =07

Onaalors:

Proposition3.3.8 SiM = Orq,x) OUM = E;;, 1=1,...,n, j=1,...,n,alors

M=M=W,MW, +J,.

Ol
Démonstration
Le casM = Opq,r) adéjaétééwoqué.Pour M = Ey, il noussufiit de
montrerquepouri, j fixés,

M =WE;W + J, > 0.

Nousallonstout simplementalculerexplicitementles composantede M et
vérifier qu’ellessonttoutespositives.

On pose: D= WEZJW = (dkl)k,l

Par définition,ona:

n n
dkl = E E Wy CuvWal

u=1 v=1
= Z Wik Chy Wy + Z Z Wiy €up Wl
uzk v
= WekCpwyu + Z Wik ko Wyl + Z Wiy Cut Wy + Z Z WiuCuv Wyl
v£l u#k u;ék: v;él

1 1 1

= (- e+ 1= )Y et - Zeul - —Zzew,
vF#£l u#k uztk v#£l

1 1

— (1—5)26“‘}‘(__1) ( Z@kv—f—zeul)—f—ﬁzzeuv.
v uZk utk v#£l

Onendéduit:
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— si(k,1) = (3, 7) alorsd;; = (1 — 1)2;

n

—sik =1, l#j,diz:l(%_l):%_%;

n n

n

—Sik#i, l#j,dkl:n—lz.

CommeJ,, atoutessescomposanteégalesa % ona:pourM = E;;, M =
(€xt)k, tel que:
e = (1—3)+5
€ = % L# 7,
ékj == nZ lf 7é 7;,
e =  gatn  k#Fi L#7
Il vadesoiqu'ona: B
ij 20
D’ou le résultat. [ |

Signalongju’aupassagenousavonsmontréquepour M = (m;;),onaM =
(mij)i,j avec:

1 1.1 1 1
mij = (1 - E)Qmij -+ ﬁ(ﬁ - 1)(kaj + kal) -+ ﬁ szkl + 5
k#i l#] k#i 1#j]

Pour aller plus loin, nousallons essayede caractérisetes matricesM de
M, (R) qui sonttellesqueles matriceslcl les plus prochesd’elles sonten méme
tempsles matricesbistochastiquekes plusproches.
Proposition3.3.9 (1) SoitM = (a;;) € E telque)_, ;a;; < 1.

Alors,
(2) Soit M € E tel que M puisses’écrire M = B + uel + ev? avecB ¢
B,, (u,v) € R* x R".

Alors,

d

Démonstration

Lajustificationdu (2) estfacile.Elle découladirectementiela caractérisation
(3.17)etdela Proposition3.3.7.

En ce qui concernde (1), le résultatdécouledirectementdu lemmesuivant
diaE. H. ZARANTONELLO [11§] :

Lemme 3.3.1([118]) SiP estopémteurdeprojectiondansunHilbert (parexemple

Pc), alors:

k 2

P(Z o;x;) — Z a; P(x;)

1

< 5 37 oy (Pa)—P(sy), (I-P)(w:)~(I—P)(z,)),

2,7=1
(3.27)
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pourtoutesfamillesfinies{z; }; devecteuset{; }; deréelspositifstelsqueZ’lc o; =
1.

Il
Pourprouver (1), il suffit d’appliquer(3.27)ala décomposition
M = Za’ijEij + (1 - Zaij)OMn(R).
i i
|

Casou M # 0

Nous nousintéressonsiu casol la matriceM € LC1 la plus prochede M
n’estpasbistochastique.
Notre hypothésaletravail estdonc:

(H) 3 (io,jo) telque 7, < 0.

Notreidéeestdevoir si nouspouvonsdéduiredansce casunrésultatintéres-
santqui puissenouspermettred’obtenir, dansle casn quelconqueuneexpression
analoguea la Proposition3.3.6et qui soit, biensur, facilementutilisable.

Pourcommencernousallonsnousintéresseplus précisémené la structure
du polytopecorvexe desmatricesbistochastique®,, . RappellongjueB, estl’en-
veloppecorvexe del'ensembledesmatricesde permutationgcf. Théoreme3.1.8).

Proposition3.3.10SoitP;, ¢« = 1,...,n! lesmatricesde permutationsd’ordre n.
Onalespropriétéssuivantes

1. J, € LC1+;
2. |Jn = Bl =n—-1, Vi
3. |BIE=n, Vi
O

Le preuwe deces3 pointsestimmeédiate.
Cettepropositionestasseintéressanteellefait apparaitr@inestructureassez
régulierepourB, .

1. La matriceJ, semblegjouerunrdle centraldansle polytopeB,, réle quel’on
subodoraipuisqu’elleestla seulematricedeB,, donttoutesles composantes
sontégales.

2. Le polytopeB,, estentierementontenudansunespheérecentréeen ., etpas-
santpartouslespointsextrémauxie définissant.

Or, on peutcomprendrauneprojectionde la maniéresuivante: on traceune
collectionde sphéresentréesau point quel'on veutprojeteret donton augmente
progressiementle rayonjusqu’ace qu’on obtienneune sphérgangentea unefa-
cettedu corvexe.le pointdecontactétantle projetérecherché.

Comptetenudesdifférentesremarquegi-dessusil nousapparaijudicieux
d’introduirele pointsuivantdeB,, .
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¢ Définition de M.

Considéronslans£C1 le sggmentd’extrémités., et M contenudans£Cl1.
PuisqueM % 0, ce segmentrencontrela frontierede B,,. Nous notonsM cette
intersection.

FiG. 3.2— lllustrationdela définitionde M

e Calculde M.

Ona: M = [J,, M] N Fr(B,).

Commel/ € [Jn,M] il existet € [0,1] tel quelM = J, + (M - J,).

Pourtrouver M, il noussufit de connaitrel. Pourcela,il noussufit de faire
unerecherchdinéairesurt enpartantde.J, danda directionM — J,, toutengardant
positivestoutesles composantedesmatricesM; = J,, +t(M — J,,),t € [0,1]. La
valeuroptimaleobtenuecorrespond M.

Plusprécisément; estvaleuroptimaledu problémed’optimisationsuivant:

max t
tel que

o +t(M = J,) >0
t €10,1].

(RL)

Notons: D = M — J, = (dij)i-
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Alors on montrefacilementque:

e

a\/eCdiojO = mln{d” | dij < 0}
ndiojo
Ainsi, connaissani/, il estfaciledeconnaitret doncM . Nousfaisonsalors

la conjecturesuivante:

Conjecture: M et M sontsurla mémdacettedeB,, .

Si cetteconjectureestavérée l'idée estde serameneitravailler simplement
sur cettefacettede B,,, quel'on peutidentifier par exempleen exhibant,gracea
I'algorithme de Birkhoff (voir [90]), la combinaisoncorvexe de matricesde per
mutationsqui estégalea M. On pourraitalorsen déduireun algorithmeexacten
calcul, et qui corvergeraiten un nombrefini (au maximumn) d’itérations pour

calculerM. Hélas,tout ceciresteencorea I'état de conjectureet n’a pasététesté
numériguement.

3.3.5 Testsnumériques

Nous avons appliquél’algorithme de Boyle-Dykstraci-dessugAlgorithme
3.3.1) a la résolutiondu problémed’approximationpar des matricesbistochas-
tiques,comptetenudufait queB, estl'intersectiondu sous-espac£C1 etducone
AT,

Nousavonstestél’algorithme pour différentesmatrices.Nous avons obtenu
lesrésultatsexprimésparlesfiguressuivantes.

Convergence vers 0 de bn-an pour rando 2 dim 100
50 T T T

451 f

norme de bn-an
= = N N w w S
S @ S & S & S
T T T T T T T
I I I I I I I

5
T
I

I I I
0 5 10 15 20 25 30
iteration

o

FiG. 3.3— Corvergencede || BF — A*|| pourmatricerando,n = 100
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La premiérefigure, figure 3.3, représentéa courbede corvergencede || A% —
BF¥||r vers0 pourunematrice M de dimension100 dontles composantesontgé-
néréesléatoiremenetdontchaquecomposantestcompriseentre( et1. Cechoix
estdicté par le fait que les applicationsauxquellesnousnoussommesntéressés
conduisentidesmatricesa approximerde cetype.Nousavonsfait la mémechose
avecunematricedeHilbert demémedimension(100). Nousobtenonda figure3.4,.
Rappelongjueles matricesde Hilbert sontdéfiniespar:

1

Convergence vers 0 de bn-an pour hilb dim 100

|
=
o
T

|
=
ul
T

log de norme de bn-an

|
N
(=]

25 . . . .
0 50 100 150 200 250

iteration

FIG. 3.4— Corvergencedeln || B* — A*|| pourmatriceHilbert, n = 100

Puis,nousavonsétudiéle comportementlel’algorithmeparrapportalataille
dela matricequel’on veutapprocherPourdesmatricesgénéréesléatoirementpn
obtientla figure 3.5 et pourlesmatricesde Hilbert la figure 3.6.

Lestestsnumériquesjuenousprésentonsntétéréaliséapartird’un terminal
X connecté@aunseneurbiprocesseuionctionnansousLinux etdisposantledeux
processeurBenthiumll cadencéa550Mhz etd’'unemémoirevive (RAM) de512
Mo.

Il apparaitauvu desexemplesjuenousavonstraités,quel’algorithmecorverge
assedien,etquele nombred’itérationsn’explosepaslorsqu’onaugmentda taille
de la matricetraitée.En ce qui concerndes tempsde calculs,pour les exemples
guenousprésentonsi] estdel'ordre dela minute.Désquela taille desmatrices
dépasséa centaine|'algorithmeprendplusdetemps.Mais ceciestfinalementpeu
significatif puisqu’onpeutaméliorere tempsdecalculenaméliorante calculd’'un
produit matriciel que nouseffectuonsa chaqueétapepour la projectionsur £C1,
cecicomptetenude la particularitéedesmatricesJ,, et W,,. Lesrésultatsquenous
avonsprésentésontobtenusenfaisantun calculmatricielclassiqugsansexploiter
la structureparticuliérede J,, et W,,) sousMatlah Nousenavonstenucomptepar
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Iterations en fonction de la dimension pour rando 1
50 T T T T T

Nombre d'iterations
N
a
T

0 I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Dimension de la matrice

FiG. 3.5— Nombred'itérationsenfonctiondela taille de matricesgénéréesaléatoirement

Iterations en fonction de la dimension pour hilb
600 T T

500

400 -

300

Nombre d'iterations

200

100

0 I I
o] 50 100 150

Dimension de la matrice

FiG. 3.6—Nombred'itérationsenfonctiondela taille dela matricede Hilbert
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contrepourlestestsci-aprésqui portentsurdesmatricesdetaille supérieurex 100.
Deplus,il estpossiblegu’avecunautrelangagepn gagneaussientempsdecalcul.

Nousterminonsavecuneremarquesurle comportemende'algorithmepour
lesmatricescreusesMalheureusemenil, semblequel’approximationparmatrices
ne consere pasdansl’absolu le caracterecreuxde la matricede départ.Ceci est
probablementl( audoubleproduitmatriciel effectuéa chaqueprojectionsur LC1.
Il estfaciled’anticipercerésulat,comptetenudela Proposition3.3.8surla projec-
tion desmatricesde la basecanoniqueOn peutvisualisercelanumériquement a
partir dela matriceE';; dedimensiord, la matricesolution

13111
111555
6] 1 555

1 555

qui, contrairemené £, estdense.

Pourillustrerunpeupluscela,nousavonsfait destestspourdifférentedailles
etdifférenteglensitésle matricesNousdésigongardensitéa proportiondecom-
posantesionnullesdela matrice.Nousnousintéressonaunombred’élémentsion
nulsdansla matricesolution.Nousavonsreprésentédanslesfigures3.7,3.8et3.9
ci-apred’évolutiondunombredecomposantesonnullesdanda solutionquenous
obtenon®nfonctiondela densitédela matricea approcherd pourdesmatricesde
taille 50, 100, et 150.

density vs: nnz(X) and cpucnt. And, cpucnt normalized with multn by 1150.9069
T T T T T
~ " density vs nnz(X)
— d ity it
. ensity vs cpucnt
3500 e ~_ q

3000

2500{— -

2000
1500 |
1000 |

5001f

FiG. 3.7— Tempsdecalculetnombredetermesnonnulsenfonctiondela densitéde A pourn = 50

Cesremarquesonfirmentnotre remarqueprécédenteoncernant’absence
de corrélationentrela densitéde la matricea approcheret sonapproximationbis-
tochastiqueOn remarquesurles graphiquegjueles matricesapprochéesbtenues
sontsystématiquemenmtieines,malgréle fait que A étaitcreuse.
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density vs: nnz(X) and cpucnt. And, cpucnt normalized with multn by 410.794
12000 T T T T T T

— density vs nnz(X)
. | — density vs cpucnt

100000~ — = - - -

8000}
6000 -
a000F |

2000 |

FiG. 3.8— Tempsdecalculetnombredetermesnonnulsenfonctiondela densitéde A pourn = 100

x10°  density vs: nnz(x) and cpucnt. And, cpucnt normalized with multn by 135.8415
T T T T

T T
~ " density vs nnz(X)
— density vs cpucnt

7 ~

2.6

14y

12 L L L L L L L L

FiG. 3.9—-Tempsdecalculetnombredetermesnonnulsenfonctiondela densitéde A pourn = 150
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3.4 Approximation par algorithme dual

Parallelement nos proprestravaux consistanen la mise en ceuvrede mé-
thodesnumériquegle résolutiondu problémed’approximationpar matricesbisto-
chastiquegnutilisantlesprojectionsalternéesg’autresapprocheslerésolutionont
étéintroduitespourcetypedeproblémesAinsi, dang[88], J. MALICK proposeun
algorithmederésolutionqui utilise la dualitélagrangiennegtqui s’appliquean’im-
portequel problemed’approximationlinéaire conique.Pourdesraisonsd’unité et
deprésentatiopédagogiquajousprésentonsi-dessousapprochedeJ. MALICK.

3.4.1 Principe del'algorithme dual

Rappelongjuenouscherchons résoudrde problemesuivant:

sIA—=X|? = {min [[4- X|?
tg. AX =b (3.28)
Xek

On commencear une étapede dualisationpartielle descontraintesdu pro-
bleme.

Dualité lagrangienne

Surle probleme3.28,0n appliqueun procédé&le relaxationlagrangiennejui
dualiseuniquementles contraintesaffines. Pour desrappelssur les procédésde
relaxationlagrangiennepn pourrasereférera[106)].

Onformedoncla fonctionlagrangienndpartielle),

1 .
L(X7 y) = §m1n||A - ‘X—“2 - <ya-’4X - b>7

ouy € R™.
On définitla fonctionduale
T (y) = min L(X, y),

XeK

qui fournit pour chaquevaleurde y une borneinférieurede la valeuroptimaledu
probléme3.28. De maniéreclassique Ja meilleure de cesbornesest obtenueen
résohantle probleme

sup T (y)

. ye R (3.29)

qui estappeléproblemedual par oppositionau probléme3.28 appelépro-
blemeprimal. On a alorslesrésultatsuivants:

Théoreme3.4.1 Dansla définitiondela fonctiondualede 7 (y) = minyex L(X, y) :
1. la valeurminimaleestatteintepour

Xy = PK(A + .A*y)
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2. Pourtouty € R™,ona:

1 1
T(y) = =51 Pee(A+ A + SIAI° + (v, b).

O

Pourla preue decesrésultatspn pourrasereféreral’article de Malick [88].

Propriétésde la fonction duale 7 et algorithme

Onale théoremesuivant(voir [88]) :

Théoreme3.4.2([88]) Lafonctionduale7 satisfaitaux propositionssuivantes
(i) T estconcave

(i) 7 estdifférentiable etpourtouty dansR™,
VT(y) =—-A[Pxc(A+ A"y)] +b.

(ii) VT estlipschitzienne
Par suite V7T estdifférentiablepresquepartout.
]

Comptetenuduthéoremeci-dessusle problemedualquel’on aobtenuaprés
relaxationlagrangienngartielleestun problemede maximisationsanscontraintes
d’une fonction concae, presquepartoutdeuxfois différentiableet pour laquelle
on disposed’uneforme explicite du gradient.Par suite,le probléemedual peutétre
facilementésoluenutilisantunalgorithmed’optimisationcorvexe sanscontraintes
(voir [96]). Il estparticulierementdaptéa 'usaged’un algorithmede type quasi-
Newton.

Puisquec’est le dual qui estrésoluet que le gradientdépendaussidesva-
riablesdu problemeprimal, nousavonsbesoinde construireunesolutionprimalea
partir d’'une solutionduale.Pourcela,ona:

Proposition 3.4.3 Soity unesolutionduale Alors,
X ="Px (A + A*y)

estunesolutionprimale O

On montre(voir [88]) au passagegu’il n'y a pasde sautde dualité,c’est-a-
dire que la valeur optimaledu problémeprimal coincideavec celle du probléeme
dual.On endéduitl’algorithme suivant:

Algorithme 3.4.1(Algorithme coniquedual) On part d’'unedonnéenitiale y,.
Pourk =0,1,2,...
— calculer X* = Py (A + A*y*),
— calculerVT (y*) = —AXF + b,
— calculer 7 (y*) = || X*||2 + (v*, b),
— fairela misea jour y*+! « y* par uneformulede BFGS,

jusqu’acorvergence
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3.4.2 Application aB,

Nousavonsappliquél’algorithme coniquedualde J. MALICK quenousve-
nonsde présenterau probléemed’approximationpar matricesbistochastiqueset
nousl’avonscomparé notrealgorithmeparprojectionsalternées.

Ici ona:

A=M, m=2n, b=lee.

On considereR™ sousla formeR" x R™. Ainsi, y € R™ seraécrit sousla forme
partitionnéey = [y; y»|'. L'opérateurA s’identifieal'opérateurinéairel quenous
avonsintroduit au paragraph&.3.3(voir justificationsde la proposition3.3.3).0n
aainsi:

Vy=[y 3 €R" xR, A(y) =yie’ +ey,.
Et, l'algorithmes’écritici :

Algorithme 3.4.2(Algorithme coniquedual) On part d’'unedonnéanitiale ;.
Pourk =0,1,2,...
— calculer X* = [M + ye” + e(y5)"] ",
— calculer e s
E\ - e e
VT (") = [ (XM Te+e ] ;

— caleuler 7 (y*) = [ X*[1” + (., e) + (45, €),
— fairela misea jour y**! « y* par uneformulede BFGS,
jusqu’acorvergence

Lesrésultatsontprésentési-aprésNousavonsutilisé 'algorithmedequasi-
Newton, fminung qui estdistribué avec Matlah

Surlafigure3.10,la courbeentrait simplereprésentéévolution dutempsde
calculsdela solutionparl’approchedualeenfonctiondela dimensiordela matrice
A. Lestempsde calcul de I'algorithme de projectionsalternéesen fonction de la
dimensionde A sontreprésentéparla courbeengras.Enfin,on peutdistinguerune
courbeenpointillésqui seconfondpresqueavecl’axe desabcissesElle représente
I'erreur relatve en normede Frobéniusentrela solution obtenuegar projections
alternée=t celle obtenueparl’autre approcheldéalementcetteerreurdevrait étre
nulle. Le fait quela courbesemblese confondreavec'axe desabcisseestde ce
pointdevueintéressantMais, on peutremarqueenregardandeplusprés,queces
normessontenmoyennedel’ordre de102. Cettemoyennepourraitétreaméliorée
enjouantsurle testd’arrétdel’algorithme de quasi-Nevton utilisé. Pournostests,
nousavonspris commetolérancesurla solutionla mémevaleur10~1°.

3.4.3 Approchepar points fixes

A partir de I'approchepar dualité que nousavons présentég@récédemment,
on peutdéclinerunenouwelle approchele résolutionde notreproblemed’approxi-
mation.Cetteapprochetrésrécenteestduea BAUSCHKE, KRUK etWoOLKOWICZ
[22].
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dim vs: cpu of projection and cpu of conic dual
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FIG. 3.10— Comparaisomle'approchedualeet desprojectionsalternées

Rappelongjue nousavonsmontréa I'étape précédenteuela solutionopti-
male X a notreproblemeestla solutionprimaleassociée la solutionoptimaley
du problemedual.ll vientque

Proposition 3.4.4 B
X = PK(A + A*y),

avec
A[Pec(A+ A =b (3.30)

0

Quitteale normalisel(ausensstrict) etamodifierb, onpeuttoujourssupposer
gueA esttel que
1Al < 1.

Moyennantcette hypothése,A devient un opérateurcontractantEt, grace
aux propriétésde cesopérateurspn peutréécrirela condition d’optimalité 3.30
sousla forme d’'une conditionde pointsfixessurun opérateucontractan{danssa
terminologiefrancaise'). Résoudrde problémed’approximationserameénealorsa
cherchemun point fixe d’un opérateurnon linéaire) contractantNous conseillons
[15] pour la définition desopérateurscontractantgau sensanglo-saxon)get des
référencesurla Théoriedespointsfixespourlesopérateurgontractants.

Lestravauxutilisantcetteapprocheitantencoreencours,nousne nouséten-
dronspasplus sur cettepartie. Nousrenvoyonsle lecteuraux travaux (futurs) de
BAUSCHKE, KRUK etWoLKowICZ.

1ConstanteleLipschitzégaled 1. Dansla terminologieanglaiseunecontractiorestun opérateulipschitziendeconstante
strictementompriseentre0 et 1. Lorsquek = 1, on parlede "nonepansiveopertor”.
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3.5 Application : Problemesd’agrégationsde préférences

3.5.1 Intr oduction

Certainsproblémesde décisionqui se posenten pratiquene peuwent étre
considérégnnetenanttomptequed’un seulpointdevue.On peutciterenexemple
lescasd’unesociétéqui doit choisirentreplusieursprojetsentenantcomptededif-
férentscritéres: profit, durée,étatdu marché risque,etc. ou celui d’électeursqui
doiventchoisirentredifférentscandidatsCessituationsconduisenaidesproblémes
dits d’agrégationde préféences

De nombreuseapprochesxistentpource probléeme Nousproposonsci une
modélisatiomui permetdereprésenteles préférencepardesmatricesdonttoutes
lescomposantesont( ou 1. Cespréférencesontagréegéegn utilisantuneprocé-
dured’agrégatiorparpondérationsNousretrouvonsainsila formulationproposée
parBlin [24] en1976quandnousconsidérongesmémeshypothesesguelui surles
préférenceCelles-ciimposaientux préférencesl’étre desrelationsd’ordre strict
etdeportersurlatotalitédescandidatsCelalui permettaitd’agrégetespréférences
expriméesenunematricequi, comptetenudeshypothésesur les préférencesest
bistochastique Onramenaitlorsle problemea celuidechercheta matricede per
mutationla plusprochedecettematricebistochastiqueCelarevientaseplacerdans
un ensemblecorvexe compact)e polytopedesmatricesbistochastiqguesta cher
cherle pointextrémaldu corvexe le plusproched’un pointdonnéde cetensemble.
Nousnoussommesdonnésdans[108] deshypothesesnoinsrestrictves.Dansun
premiertemps,celafait perdrele caracterebistochastiquele la matriceagrégeant
les préférencesNousrécupéronsette propriétéen effectuantune approximation
decettematriceparunematricebistochastiquegnutilisantun algorithmequenous
avonsmis au point. Celanouspermetde retrouer le mémetype probléemequece-
lui considérépar Blin, qui finalementserameéenea un problémede programmation
linéaire ou a un probléemede mariageslansun graphebipartite pondérgweighted
bipartite matding problem enanglais).

3.5.2 Présentationdesproblémesd’agrégation de préférences

On consideraunensembleV/ = {1,2,...,m} dem “votants”qui sontlesindivi-
dusappelésa donnerleursavis, donca exprimer despréférencesur un ensemble
X ={1,2,...,n} den “objets” quenousappelleronggalemenélémentou can-
didatsdansla suite.Cesobjetspeuentétredescandidatsa uneélection,différents
projetsd’investissementd’une société,etc. Le votanti (i = 1,...,m) exprime
unepréférenceuenousnotonsP,; surl’ensembledesn objets.Celacorresponan
générala faire un classementle cesn objets.On souhaitealors agréger les pré-
férencesndividuellesexpriméesP; enunepréféencecollective P représentandu
mieux possible’opinion collective. On définitalors:

Définition 3.5.1 On appelleprobleme d’agrégation de préférencesle probléme
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suivant;

Construire la préféenceP
(P) qui soitla plusprochepossible (3.31)
desm préféencesndividuellesP; exprimées.

Une fois décrit formellementce probleme,se posentimmédiatementeux ques-
tions:

1. commentsousquellesformes)représentelespréférence8
2. suivantquellesprocéduresureglesagrege-t-orcespréférence®

Il vadesoiqu'achaqueéponse cesquestionorrespondinemodélisation
et une maniérede résoudreces problemes.Ces modélisationsont comme point
commungu’ellesconduisenengénérak un problemed’optimisation

D’une manieregénérale)es préférencesontreprésentéepar desrelations
binaires(doncparfoispardesgraphespyantun certainnombrede propriétésexpri-
mantla préférencel’indif férenceet/oul'incompatibilité entreles “éléments”(voir
Monjardet[91], et surtoutVincke [112]). Nousprendrongdansla suiteunerepré-
sentatiommatriciellepourcespréférences.

Laclassificatiordesprocéduresl’agrégationesplusutiliséesn’estpasforcé-
mentaiséeg(voir [111], [112]). On peutconsidéresommairementeuxclassesUne
premierecomprendes méthodesyui consistenta remplaceies différentscriteres
(constituédci parles différentespréférencesxprimées)par un critereuniqueen-
globantdu mieux possiblecescriteres.La méthoded’agrégationpar pondérations
guenousutilisonsici enfait partie.La secondeclasseestcelle desméthodegvoir
[91]) qui consistenta chercherun ordrede préférenceecueillantle nombremaxi-
mum de suffragessur toutesles préférencegpar pairesqu’il exprime. On dit que
cetteréglecherchea maximiserles accordsou minimiserles désaccordgntreles
différentegoréférencesxprimées En ce qui concernecetteregled’agrégationpn
peutseréféreral'article deMonjardet[91] oul'auteurétudielesdifférenteformu-
lationsdeproblemegjui corresponderd cettereglequi remonteraita Condorceen
1789.Pourplus d’informations,nousconseillonsau lecteurintéresséle consulter
lesarticles[12], [13], [37], [103], [104],[117], parexemple.

L'objetdecetravail estdeproposeunegénéalisationdela procédued’agreé-
gationdeBlin [24]. Toutefois,il nousfautprécisemuecetteprocéduran’estpastres
déweloppéeenThéoriedeschoix collectifs.ll n'existeraitnotammenpasd’axioma-
tisationde cetteprocédurel’étudedela pertinencalecetteprocédurela recherche
d’'une axiomatisationlui correspondanet deséventuelspoints communsqu’elle
posséderaitivec d’autresprocéduresxistantescommele classemenpar points
(voir [104], [117]) sontautantde pointsimportantsauxquelsl faudraitconsacrer
son attention.De méme,un travail similaire sur la procédurepar approximation
par matriceshistochastiquequenousprésentonsi-aprésestnécessaireviais ceci
dépassée cadredecetravail, nousn’aborderongloncpascesthémes.
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3.5.3 Uneapprochematricielle

Nous proposonsmaintenantune modélisationdu problemed’agrégationde pré-
férenceq3.31) danslaquelleles préférencesontreprésentéepar desmatricesa
composante8 — 1 qui serontagrégéegarpondérations.

A chaquepréférencenous associonda matrice P définie par : pouri =
1,2,...,n,ety=1,2,...,n,

P, = { 1 sil'élément; estclasséenjémeposition, (3.32)

0 sinon.

Ainsi, lespréférenceserontréprésentégsardesmatrices: x n acomposantes et
1 dontleslignescomportentau maximumunecomposant@onnulle qui vautalors
1. En effet, comptetenudeshypothésesjuenousavonsprisessurles préférences,
unematrice P représentantnepréférenceeutavoir :
— uneligne entieremennulle : il y a doncincompatibilité,le candidat(ou
I'élément)correspondard la ligne n'estpasclassé
— unecolonnecomportanplusieursl : il y aindifférencepnadescandidats
ex aequqg
— unecolonnecomportanununiquel : il y apréférencestricte.
Par exemple,pourun ensembleordonné{a, b, c, d, e} de5 candidats|a ma-
trice

O, OO =
O o o~ O
_ o0 O OO
S oo OO
oo oo

représentéa préférence

premier
deuxieme,
pasclassé,
premierex aequo,
troisieme.

QLo R

Cespréférencesont étreagrégéeparpondérationsCelaconsistea attribuer
un poidsa chaquepréférenceet a faire la moyennede cespréférencegainsipondé-
rées.On seramenealorsa cherchela préférencda plus "proche"de cettesomme
pondérée.

Définition 3.5.2 SoitP;, i = 1,2, ..., m, m préféencessur un ensembleale can-
didats X de cardinal n. Soit {w;}i—12,...» unefamille de poids positifstels que
Yigwi= L

On dit quele problemed’agrégationde préféences(3.31) estagrégé par
pondérationslorsqu’onle raméneau problemed’approximationsuivant

Trouverla préféence(stricte) P

la plus"proche” (dansun sensa préciser)de > " | w;P;. (3.33)
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La techniqued’agrégationpar pondérationsencoreappeléeméthodede la
moyennepondéréesembleétre une des premieresidéesd’agrégationqui ait été
proposégvoir [112], [111]). Elle avait 'avantagede rameneie problémea celui
dela résolutiond’un problémed’optimisationmonocriterepourlequelon dispose
d’algorithmesde résolutionsperformants Elle estnéanmoinsquelquepeu aban-
donnéecesdernieresannéeparcequ’elle corresponanquelquesortea un lissage
descritéres.Et qui dit lissage,dit forcémentperted’informationsspécifiquesjui
peuwent s’avérerimportantes D’autre part, elle n’est manifestemenpasadaptée
si on a, commec’est souwentle cas,descriteresde naturefondamentalemerif-
férentes. descriteresqualitatifs et quantitatifs.Néanmoinsnouspensongju’elle
fournit une premieresolution souent intéressante&ansl’analyse du problemeet
gui peutservirde point de départaux autresméthodegproposéegqui sontsouent
denaturecombinatoire).

Si nousrevenonsa notrecadredetravail, chaquepréférencexpriméeestre-
présenté@arunematrice ;. On chercheunepréférencestricte P qui reflétel’opi-
nion générale elle estreprésenté@ar une matricede permutation.Le probléme
d’agrégationde préférencepar pondérationg3.33) serameneau problémed’ap-
proximationmatriciellesuivant:

ISr wl =P = min [|[SFwP-Pl| (3.34)
telque P matricedepermutation '

ou le fait d’étre plus proche,évoquéplus hauten (3.33),estcomprisau sensde la
norme|| - ||.

Onretroue sousuneforme plusgénéralauneformulationproposéegarBlin
pour un problemed’agrégationde préférencesvec certaineshypothesesur les
préférencespotamment

— lespréférenceportentsurtousleséléments tousdoiventétreclassés

— lespréférencesontstrictes: 'incompatibilité et I'indif férencene sontpas

autorisées.

Sousceshypothéses| estfacile de voir queles préféencegstrictes)expri-
méessontreprésentéegar desmatricesdepermutationAlors, la matricemoyennes
pondérées "  w; P; de cesmatricesde permutationsestune matricebistochas-
tique, puisqu’elleapparaienfait commeunecombinaisorcorvexe de matricesde
permutation(voir section2), card .-, w; = 1 etw; > 0 pourtouts.

Prenonsen particulierdespoidstouségauxc’estadire,

Notons:
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Il estfaciledevoir quepourl =1,2,...,n,k=1,2,...,n,
I1;;, = nombredefois ou le candidatl estclasséenkemeposition.

Onretroue ainsiavecII la matricedéfiniepar Blin [24] de la maniereévo-
quéeci-dessugnombrede fois ol un candidatestclasseédansune position) et de-
nommeématrice d’agrément du probléme Dansce cas,II estappeléanormalisée
dela matriced’agrément.

Onse raménealors~a cherchera matricede permutationla plus prochede
la matricebistochastiquél. Cetteformulationestcelle proposégarBlin. Cetau-
teurl’appelle méthodede projectionsurles sommetgvertex projectionmethod en
anglais).

Revenonsau casgénéral Par analogie (et akus), avec Blin, nousallonsap-
pelermatrice d’agrément la moyennepondéréed """ | w; P; despréférencesetla
noterIl.

Les hypothésegonsidéréepar Blin avaientle défaut de ne pasprendreen
comptedessituationsqui seproduisensouentenpratique entreautres.

— erreursdanslesclassementgertede données

— possibilitéd’avoir desex aequo,des“objets” non classéq exprimantpar

exempledel'incompatiblité,del’indif férencegtc...);

— possibilitéque le nombrede candidatssoit connuseulement posteriori,

commenousle verronsdansun exempleplustard.
Nous nous proposondci d’affaiblir les hypothesedaitespar Blin sur les préfé-
rencesgde manierea prendreencomptecessituations.

En ce qui concernde probléme(3.34), notonstout d’abordqu’il admetdes
solutionsoptimales.En effet, on effectue une minimisationsur un ensemblefini
de solutionsréalisableslL’optimum existe doncet estatteint. Par contre,l'unicité
dela solutionn’est pasacquise En fait, commenousle verronsplusloin, celaest
induit parle fait qu'un programmedinéairen’a pasforcémentunesolutionoptimale
unique.

Pourla résolutiondu probleme(3.34), nousproposonsun schémaen deux
phasesCetteséparatioren deuxestmotivée entreautrespar le désirde résoudre
le problemeen utilisant desoutils déja existants.Une fois construitela matrice
d’agrémentl,

Phasel : onrecherchda matricebistochastiquély, la plusprochedell en

utilisantl’algorithme de projectionsalternée€wvoquéensection2,

Phase2 : onmetenceuvrda méthodede projectionsurlessommetg'vertex

projectionmethod")deBlin [24] pourrecherchela matricede permutation
la plusprochedellg, .

3.5.4 Quelquesexemples

Nousavonsappliquéle schémalerésolutionparétapesuivant:

1 Onconstruitla matriced’agrémenparmoyennepondéréesOn obtientunema-
trice I1""™ a composantesomprisesentre( et 1, maisqui n’est pasbisto-
chastique
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2 On calcule la matrice bistodhastiquela plus proche de I1 en utilisant I'algo-
rithme définiensection2. On obtientla matricell, bistodastique

3 On résoutle problememin d(P, 11y, ), P matricede permutation,ou d estla
distancanduite parla normede Frobenius.

Nous avons considéré danstous les testsnumeériquesjue nous présentons
ci-apresdespoidstouségaux(a %).

a) Résolutionde I'étape 3

Nousrevenonssurl’étape3 ou oncherchda matricede permutationa plusproche
d’'unematricebistochastiqueOn cherchearésoudrde problémed’approximation

{nnm—ﬁn = min |, ~ P| 3.35)

telque P matricede permutation.

C’estunproblémed’optimisationcorvexeenvariable9)—1. Pourle résoudre,
onadeuxstratégies.

Programmation linéaire

En noussouwenantdu déweloppementu carréde la normedansun espacele Hil-
bert,la fonction-objectifdu probléme(3.35)s’écrit :

|P =g, ||* = |P||* — 2((P, IIg, )) + ||TIs, || (3.36)
Or, commeP estunematricede permutationpna:
|P||> = n, pourtoutematriceP de permutation

Minimiserla quantité|| P — IIp, || revientdonc(quittea considerete carréde
la norme)a maximiser le produitscalaire: ((P,IIp, )). On seraméneainsia une
fonction-objectiflinéaire.

D’autre part, 'ensembledespointsréalisablesiu probleme,estl’ensemble
desmatricesde permutationsC’estdoncl’ensembledespointsextrémauxdu poly-
topecorvexe desmatriceshistochastique®Or, optimiserun critérelinéairesurl’en-
sembledespointsextrémauxd’un polytopepeutse ramenera optimiserle méme
critére sur le polytopetout entier puiqu’on sait (voir [97]) qu’il existe un point
extrémal solutiond’un tel probléme.ll suffit donc par exemplede le résoudreen
utilisantla méthodedu simplexe qui seterminetoujoursenun pointextrémal.

Ainsi, I'étape3 revient arésoudrde problémede programmatiorinéaireen
variabled) — 1:

(M, P)) = max (s ,P)) (3.37)
telque P € B,, P depermutation, '

guel’on résout(ou plutét sarelaxationcontinug parla méthodedu simplexe de
manierea en obtenirune solutionextrémale,c’est-a-direune matricede permuta-
tion.
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Optimisation combinatoire

Enpratique pourrésoudrde problemdinéaire(3.37),onrésoutsarelaxationconti-
nuequi estle mémeproblémedanslequelon arelaxéla contraintestipulantque P
doit étrea composantesntiereg0 et 1). Le fait d'utiliser la méthodedu simplexe
permetcela.Si 'on ne fait pascetterelaxation,notonsp;; les composantese la
matriceP etll;; cellesdelly, . Alors le probleme(3.37)s’ecrit:

max Z?,jzl HZJP”
telque >°7 , P =1, Vi
Yo Pj=1Yj (3.38)
P >0, Vi,j
Pj; =0o0ul, Vi,j.

On reconnaitici un exempledu “probléemede mariagesdansun graphebi-
partite pondéré” weightedbipartite matding problemen anglais,(voir [97]). On
estdoncramenéa un problemed’optimisationdansun graphe qui dansun certain
senspeutétrevu commeun problémed’affectationdetachegassignmenproblem
enanglais).

On peutdoncmettreen ceuvre pourrésoudrg3.38),desméthodes’ optimi-
sationcombinatoireexistantesgdecompleité polynomiale Nousavonsimplémenté
unedecesméthodesnotammenta méthodedite hongroisg Hungarianmethoden
anglais: voir [97]) pour les problémesd’affectation. Cette méthodedevrait pro-
duire un résultatplus exact (hotammenpourtrouver lescomposantesntiéres) et
1), etil a étéprouvéqu’elle résoutle problémeexactementen O(n?) opérations

arithmeétiques.

b) Testsnumériques

Nousavonstestél’algorithme sur difféerentesgammedie tests.Nousen pré-
sentonsici deux. Danstous cesexemples,nousavons pris des poids tous égaux
a % L'étaped’approximationpar matricesbisochastiquesstrésolueen utilisant
I'algorithmede projectionsalternéesDe plus,danstouslestestsprésentési-apres,
I'étape3 a étérésoluepar programmatiordinéaire. Nousavonsutilisé pourle pre-
mier exempledeuxcodesde programmatioinéaire.Le premierestle codelinprog
qui fait partiede la distribution classiquede Matlah Le seconddld a H. WoLKO-
wicz?, estun codebasésurla méthodedu simplexe programméousMatlab Nous
noussommesontentéslelinprog pourle second.

Exempleavecperte de données

Nousavonsconsidér&commepremieresituation,celleou despertesd’informations
surlesdonnéesuraienteulieu. Danstouslescasou il manquaitdesinformations
dansles préférencegxprimées nousavonssupposéjue ce manqueexprimait une
incompatibilité.

2Codedisponibleal'url http ://orion.math.uaterloo.ca/~wolkowi
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NousavonsconsidérdensembleX = {a, b, c,d, e} den = 5 candidatspour
lequellesm = 6 préférencesuivantessontexprimées.

a premier a premier a deuxiéme,

b quatrieme, b quatrieme, b quatrieme,
P ¢ troisieme, |, P, c deuxieme, , P3 ¢ c¢ premier ,

d pasclasse, d troisiéme, d troisieme,

e pasclassé. e cingquiéme. | e cinquieme.

a pasclasse, a troisieme (o troisiéme,

b premier b deuxieme, b pasclasseé,
P4 ¢ pasclassé, , ps ¢ cinquieme, , pg { ¢ deuxiéme,

d quatrieme d quatrieme, d cinquieme,

e cingquiéme. e premier | € pasclassé.

On obtientla matriced’agrémensuivante:

2120 0
11030
T=-|1210 1
6100221
1000 3

La matricebistochastiqu@btenueavecun critered’arréte = 10~2° aprésapproxi-
mationest:

3600 2267 .3600 .0267 .0267

B 1 1933 .2267 .0267 .5267 .0267
I, == | 1933 .3933 .1933 .0267 .1933
61 0267 .0600 .3600 .3600 .1933

2267 .0933 .0600 .0600 .5600

La matricede permutatioroptimaleobtenueestalors:

10000
00010
P=|01000
00100
00001

Cecinousdonnecommeclassemenagrégé

a premier

b quatrieme,
P ¢ deuxiéme,

d troisieme,

e cinquieme.
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Signalongjuenousavonsconstruitcetexempleenmodifiantun exemplepro-
posépar Blin. L’'ordre agrégéguenousavonsobtenuici estle mémequeceluiob-
tenuparBlin qui avait, lui, despréférenceportantsurtousles candidatsa chaque
fois. Cetteremargueguoiquesurprenanten’estaucunemensignificative : on peut
obtenirunetouteautresolutionoptimale.Cecimontrebienqu’il n’y a pasunicité
dessolutions.

Exempleavecnombre de candidatsconnu a posteriori

Nousproposonsnaintenantin exempledansequelle nombredecandidatsn n’est
pasdéfinial’avance Cetexempleesttiré d’'un magazinelefootball OnzeMondiaF,
cequi estuneillustration, selonnous,du fait queles mathématiquepeuwents’ap-
pliquerdanspresquedouslesdomainegela vie, mémelesplusinsoupgconnés.

La situationestla suivante: apresunejournéede championnatle football,
on demande& un collégede 11 journalistes(qui représentendoncles votants)de
désigner(classer)chacunexactementl 1 joueursqu’ils consideren{dansl’ordre)
commeles meilleurs.On cherchea partir de cesonzesclassementexprimésa éta-
blir le classemengénéraldesonzemeilleursjoueursdela journée.

Ainsi, on estdevant un problémedanslequel on ne connaitpasa priori le
nombrede candidatsurlesqueldespréférenceserontexpriméesCenombresera
connuseulemenune fois les préférencesxprimées.On sait seulemengu’il va
varierentrell et121. De parcettenature cetype de problemene peutpasveérifier
les hypothésegle Blin. Celajustifie a posterioriles motivationsde notre travail.
Dansl’'exempleci-aprés)e nombrede candidatestfinalementn, = 38.

Pourreprésentegraphiqguemeriesmatriceshoustraconde graphe3D dela
fonctiondéfiniepar

(4,5) — M,

On obtientunematriced’agrémenteprésentéparla Figure3.11.

La matricede permutatiorguenousobtenonsestillutrée parla Figure3.12.

Concernantettederniérefigure, nousaurionsd( visualiser38 pics unique-
ment, tout le restede la surfaceétantplat. La différenceque nousobserons est
dueaucritered’arrétquenousavonsutilisé. Toutefois,elle estsuffisantepournous,
puisquenotrebut estd’obtenirun classementiesonzespremiers.

Nousavonscomparde classemenguenousavonsobtenusavecceluiobtenu
dande journal.Celui-cia étéétablienutilisantla fonctiondechoix socialde Borda
(voir [104],[117]). Ceciconsistea attribuerunjoueurll pointsa chaquefois gu'il
estclassépremier 10 pointss’il estsecond,et ainsi de suite. Le classemenest
effectuéaprescumul despoints obtenuspar chaquegour, de celui qui enale plus
(classépremier)a celui qui en ale moins. Seulsles onzepremiersdu classement
sontpris en compte.Dansles résultatsnousavons obtenusnousavons6 joueurs
classésauxmémegpositionsquedansle classemenbbtenuparBorda.

3Disponibledanstous les kiosquesa journaux.L’exempleque nous proposonsse trouve dansle numérode décembre
2001.
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Nous avons étudié précédemmente problémeclassiqued’agrégationde préfé-
rences.D’une part, a partir d’'une modélisationmatricielle des préférencesnous
avonsproposéineformulationmathématiquelontnousavonsmontréqu’elle géné-
ralisela formulationqu’avait proposéalin [24] souscertainesypotheseguenous
affaiblissonsdoncau passageD’autre part, nousproposonsin schémade résolu-
tion de notre formulation danslequelnousutilisons une applicationdu probleme
d’approximationpar desmatriceshistochastique<elanouspermetdeterminerla
résolutionparcelled’'un programmeinéaire.

Unesuitenaturellede cetravail consisteraitdansun premiertemps,a conti-
nuerla miseen ceuvrenumériquedesalgorithmesd’optimisationcombinatoireque
nous avons éwogquéscommeautre possibilité de terminerla résolutionque nous
avonsproposéeNoussouhaitonsussipouwir testerce schémasurdesproblémes
concretsissusde la pratique.Une perspectie plus généraleconsistea aborder
'axiomatisationde la procédurede Blin, a étudierla pertinencede la procédure
d’approximationpar matricesbistochastiqueguenousavonsprésentéeet surtout
aétablirlesliensqui peuwentexisterentrecesprocéduregtd’autresqui existenten
Théoriedeschoix collectifs.

3.6 Conclusion

Nousvenonsd’étudierle problemed’approximationpar desmatricesbisto-
chastiquesll ressortde cetteétudeque pour une matricedonnéeM, il existe une
etuneseulematricela plusprochede M. Cettematricepossedeinecaractérisation
qui, malheureusementge peutpermettred’obteniruneformule“explicite” decette
matricebistochastiquesaufdanscertainscasparticuliersque nousavons étudiés.
Celaétant,nousavonsproposédifférenteamisesen ceuvrealgorithmiquesjui per
mettentde calculercetteapproximationNousavonsappliquécesalgorithmesa la
résolutionde problemesi’agrégatiorde préférencedNousavonsainsipu proposer
unegénéralisatiorala procédural’agrégatiorproposégarBlin [24].

L’algorithme par projectionsalternéegprésentd’avantaged’étre élégantet
simple a programmerll sufiit de décomposete corvexe B, desmatricesbisto-
chastiquesousla forme d’'uneintersectionde corvexeset de savoir explicitement
projetersur cescorvexes.L'algorithme coniquedual peutlui aussiétre considéré
comme"simple" puisquela partie difficile entermesde programmatiorpeutétre
évitéeen utilisant descodesd’optimisationcorvexe sanscontrainteréeistants.
A priori, il devrait étreplusefficacequel’algorithmede projectionspuisqu’ondis-
posepour lui explicitementdesinformationsdu premierordre (gradient)et d’au
moinsunepartiedesinformationsdu seconcbrdre(la hessiennexiste presquepar
tout, etc...)tandisque I'approchepar projectionsest plutét une méthodede type
sous-gradientdNousl’avonsconstatéur les différentstestsque nousavonseffec-
tuésavecle codefminuncde Matlah Toutefois,cettedifférencede performanceest
treésliée ala naturedu coded’optimisationcorvexe sanscontraintesutilisé.

Onpeutdire,enrésuméuenousavonsabordéjusquaprésennotreprobléme
d’approximationinéaireconique soitd’un pointde vuetotalemenprimal (projec-
tion alternées)soit d’un point de vue totalementdual (approcheconiqueduale).
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Il existe la possibilitéd’aborderle problemed’un point de vue mixte primal dual.
Cetteapprocheestpossible notammentau travers desalgorithmesde type points
intérieursquenousintroduisonsau prochainchapitre.
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Approximation par matrices bistochastiques




Chapitre 4

Optimisation souscontraintes de
semi-définiepositivité

Dans ce chapitre,nous présentondes problemesdits d’optimisation sous
contrainteslesemi-définigositvité, encoreappeléprobléemes’ optimisationSDP
ou problémeSDP Cettederniereappelatiorestuneconséquencedelaterminologie
anglaiseSemiDefinite Programming L'étude de ce genrede problémesa connu
un fantastiqueegain d’intérétdepuisles année®0, entresautresparcequel’on a
disposé&epuisd’algorithmesefficacespermettantielesrésoudre lesalgorithmes
depointsintérieurs.

4.1 Problemesd’optimisation souscontraintes de semi-définie
positivité

Les problemedd’optimisationsouscontraintesde semi-définiepositivité ap-
paraissentommeune généralisatiordes problemesde programmationlinéaire.
Nousferonsdonctréssouwentle paralléleentrecesdeuxtypesde problemesPour
deplusamplesdétails,nousconseillonsauxlecteursintéressése récentHandbook
of semidefinitgorogramming[115]

4.1.1 Définition

Danstoute la suite de ce chapitre,nous nous supposeronssaufindication
contraire placésdansl’espaceeuclidien(S,,, (-, -)) munidu produitscalaire

(A, B) = tr(AB).

Définition 4.1.1 Onappelleproblémed’optimisationsouscontraintesdesemi-définie
positivitéle problémesuivant:

min f(X)
tg. (A, X)=b, Yi=1,....m, (4.1)
X =0,
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ou X estunematricesymétrique f estunefonctioncorvexede X . Le vecteurb =
(biy-..,b,)T de R™ etles matricessymétriqueqA;);=1,..» sontdesparamétes
donnégdu probléme

Un problemeSDPestdoncun problémed’optimisationcorvexe.

La définition que nousavonsdonnéeci-dessush’est pasvraimentla défini-
tion habituellequi estdonnéepourles probléemesSDPR Danscelles-ci,la fonction-
objectif estunefonctionaffine:

f(X) =(C, X) (4.2)

ou C' estune matricesymétriquedonnée Nous avonspris le parti de donnerplu-
t6t la définition4.1.1sousuneforme plus généralegpour bienfaire le lien avecles
problémesd’approximationmatricielle qui apparaisserdirectemensousla forme
(4.1).Eneffet, cesproblemesontengénérablelaforme(4.1)aveccommefonction-
objectifla fonction

F(X) = 54 - X|? 43)

Ceciétant,danstoutela suite,lorsquenousparleronsle problemeSDR nousconsi-
déreronssauf indication contrairele probleme(4.1) avec la fonction-objectifli-
néaire(4.2). On peuten effet souvent ramenerle probléeme(4.1) a un probléme
linéaire (ce serale caspour nous),par passage I'epigraphenotammentcomme
nousallonsle voir au prochainchapitre.

On peutremarquete lien entreun programmeinéaireet un problémed’op-
timisationlinéaire souscontraintesle semi-définiegpositivité. Ce dernierprobleme
estenfait unegénéralisatiomesprogrammedinéaires.ll suffit pourle voir de se
restreindrea ne considéremue desmatricesdiagonalesdansle probleme((4.1)-
4.2).)

Dansla définition4.1.1,on peutremplacefescontrainteg A;, X) = b;, Vi =
1,...,m parla contraintemultidimensionnellainique:

AX =0
ouA: S, — R™ estl'opérateurinéairedéfini par

AX = ((4;, X))z’:l

yeeny ML

LesproblémesSDR ainsiqueleurgénéralisatiomauxfonction-objectiforvexes,
sontdescasparticuliersde problemeglusgénérauxdela forme:

min f(x)
tq. g(z) =x 0, (4.4)

ou IC estuncbnecorvexefermé,et f etg sontdesfonctionsappropriéed.arelation
d’ordre = estla mémequecelle définieau premierchapitre.Cesproblemessont
appelégproblémesd’optimisation conique (coneprogrammingproblems, et ont
notammengétéétudiéspar SHAPIRO [102].
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4.1.2 Motivations et Historique

Nousfaisonsun petit apartésur les motivationsde I'étude de cesproblémes
SDR qui n’est devenuequetrésrécemmentn axe de recherchenathématiquex
partentiere.

Avant les année0, lorsquel’on cherchaita modéliserdessituationspra-
tiquesréelles,ou quel’on cherchaita approximernumériqguementesproblémes
compliquéspn utilisait presquesytématiquemeriesmodeledinéaires Ceciestd(
au fait quel'on disposaitdepuisles années10 d’algorithmesefficacesde résolu-
tion dansles caslinéaires.IL s’agit notammentde 'algorithme du simplexe [97]
qui avait 'avantaged’étre robusteet de corverger en un nombrefinis d’itérations,
mémesi on sait qu’il n’avait pasune compleité polynomiale.Puis, graceentre
autresauxtravauxde KARMARKAR [79] danslesannées®0, sontapparueses mé-
thodesde pointsintérieursqui sesontavéréesttre plus efficacesquele simplexe :
ils permettentlerésoudradesproblémesie plusgrandetaille, enun nombred'ité-
rationsindépendantie la dimensiondu probléme,ils sonttresrapides,et ont une
complité polynomiale.

Depuislesannée®0,gracenotammenauxtravauxfondateursle ALIZADEH
[5], NEMIROVSKI, NESTEROV [94] en autres,les méthodesde points intérieurs
ont pu étre étendues la résolutionde problemesSDP tout en gardantla plupart
desbonnespropriétésqui avaientétéobservéepourles programmedinéaires.En
fait, de nombreuxrésultatssur les programmedinéaires,notammengen termesde
dualité et d’'optimalité, ont été étendusnutatismutandisaux problémesSDP. Une
desconséquencesstquel’on aainsipu résoudregpar exempledesapproximations
guadratiquegmodelesquadratiquesjyle problemescomplexes aussiefficacement
gu’'onle faisaitpourlesapproximationdinéaires.

Il arésultédetout celaun grandnombrede domaineddanslesqueldes pro-
blemesSDPonttrouvédesapplicationsComptetenudu nombreetdela variétéde
cesdomainedd’applications,l nousestimpossibled’en faireici uneliste exhaus-
tive. De plus,de nombreuxécritsexistentqui répertoriend’une maniereque nous
ne saurionsegalerici, les différentschampsd’applicationsde I'optimisation SDP
Nousciteronsquandmémecommechampd’applications:

L’optimisation combinatoire [115], [114] Les relaxationsSDP sontutiliséesen
lieu et placede la relaxationlinéaire (ou continue)pour obtenir de bonnes
bornegpourlesproblemesd’optimisationenvariablesentiéresContrairement
ala relaxationlinéairequi consistea résoudrde problemeen"oubliant"
les contraintesd’intégrités(cellesqui imposentaux variablesd’avoir desva-
leursentieres)|a relaxationSDP consisteexprimer cescontraintes!’intégrité
sousla forme de contraintegquadratiquesjui sontdualisés.En utilisant no-
tammente conceptde contraintescachéesen optimisationquadratiquevoir
ci-apres)pon seramenea un problemedual SDPdontla résolutionfournit une
bornepourla valeuroptimaledu probleme CetteborneSDPestengénéraku
moinsaussibonneque celle obtenuepar relaxationlinéaire, et elle peutétre
tressouventsubstantiellemenneilleure.

L’optimisation non linéaire (non corvexe) Jusqu’acesdernieresannéesyinedes
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manieredes plus efficacesde résoudredesprobléemesnon corvexes d’opti-
misation était d’appliquerla programmationquadratiquesuccessie (PQS).
Celle-ciconsitaitarésoudretérativementunesuitedeprobléemegjuadratiques
corvexes (facilesa résoudre)qui sont des approximationsdu problemede
départobtenuesen prenantnotammenties déweloppementgle Taylor de la
fonction-objectif(a I'ordre 2) et descontrainteqordre 1) dansun voisinage
du pointcourantLa mémeidéea étéreprisepourconstruireitératvementdes
suitesde problemesSDP obtenusgraceaux déweloppementsle Taylor, aux
méthodesle régionde confiance pu aux méthodesle Lagrangieraugmenté.
Onpourrasereférerauxtravauxde WoLKowIcz etal. (voir [61]), a ceuxde
APKARIAN, FARES, NoLL (voir [56],[57], [58]) pour desproblemessenant
dela commandeobusteen Automatique entreautres.

Onpourrasereférera[115) pourplusd’informationssurd’autresapplications
desproblemesSDP

4.1.3 Etude desprobléemesSDP

Nous commencgongpar quelguesemarquesur la géométriedesensembles
réalisableslesprobléemesSDPR

a) Géométriede I'optimisation SDP

Nousdésignongar ensemblaéalisabled’'un problemed’optimisationl’en-
sembledespoints qui satisfontaux contraintesdu probleme.Les pointspour les-
guelsla valeur optimaledu problemeest atteinteforment'ensembleoptimal du
probleme.

Les ensembleséalisableglesproblémesde programmatiorinéaire sonten
généraldespolyedresou polytopescorvexes. Une grandepartie du succesde la
programmatiorinéaire provient despropriétésgéométriquesie cespolyédreqou
polytopes).La plupartde cespropriétéss’étendentaux ensembleséalisablesies
problemesSDRP mémesi ceux-ci sontde natureparfois spectaculairemerdiffé-
renteshotammenentermesde leur frontiere.Ceciestd( entreautreaux proprié-
tésalgébriqueset entermesd’Analysecorvexe, desmatricescarréessymeétriques
réelles,du conedesmatricessemi-définiegpositives,etc. Pourde plusamplesinfor-
mationssurcesdifférentspoints,nousconseillondesarticlesdu handbool115|.

b) Dualité et Optimalité

De la mémemaniérequepour les programmedinéaires,les problémessDP
sontengénéralabordéssousl’angle de la dualité. Rappelongjue nousnousinté-
ressonf@uprobléeme

min (C, X)
(PSDP) t.g. AX =b, (4.5)
X 0.

On appligueun schémade dualitéclassiqugvoir [77]) au probleme(PSDP).
On associe la contrainteAX = b la variabledualey € R™. Onforme alorsla
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fonctionlagrangienne

L(X,y) = (C,X)+y"(b— AX) (4.6)
= y'b+(C, X) -yt AX (4.7)

= y'b+(C, X) — (A*y, X) (4.8)

y b+ (C — A%y, X). (4.9)

On endéduitla fonctionduale

T(y) = I)]gnn(Tan(C’ Ay, X)). (4.10)

Ceproblémen’a de solutionquesi C — A*y > 0. En effet, si tel n’estpasle cas,
il estpossiblede trouver un X > 0 tel quela quantité(C — A*y, X') soit aussi
négatve quel’on veut.Le minimum ne peutalorsétre que —oc. Cettecontrainte
C — A*y > 0 estenfait une contrainteinhérenteau problémede minimisation
(4.10)qui n’apparaipasexplicitement.On parlealorsde contraintescachées

En introduisantla nouwelle variabledualeZ = C' — A*y, la fonction duale
devient

T .
Tly) =y b+ r)?ég(Z, X), (4.11)
avec _
min(Z, X) = { 0 sizz0,
X>0 —0o0  SIhon.

On peutalorsmontrerquele problémedual s’écrit:

max bly
(DSDP) tq. A'y+Z=2C, (4.12)
Z = 0.

NotonsquepuisqueAX = ((4;, X)),,ona:

Aty =" yiA;. (4.13)
=1

Onvoit alorsquele probléemedual (DSDP)estexactemengquialentaupro-

blémesuiant:
max bly

tg. Ao+ %idi = 0
qui estla forme souslaquelleétaientoriginellementprésentéses problemesSDP
(voir [110])

Lesrésultatsde dualitéfaible de programmatiodinéaires’étendentiux pro-
blemesSDPR Notonsp* la valeuroptimaledu problemeprimal (4.5), etd* cellede
(4.12).

Proposition4.1.1 Ona:

(4.14)

P> d (4.15)
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A priori, on aun sautdedualiténonnul p* — d* entrelesproblemeq4.5) et
(4.12),contrairemenéla programmatiotinéaireouil n’y apratiguemengamaisde
sautde dualité.De maniéreanaloguea la programmatiodinéaire,on montrequesi
lescontraintesiu problémeprimal (4.5) etdu dual (4.12)sontqualifieesausensde
Slater c’estadire quelesensembleséalisableseur correspondargontd’intérieurs
nonvides,alorsil n’y apasdesautdedualitéetlesoptimasontatteintspourchaque
problemePlusprécisémentyn montre

Théoréme4.1.2 On supposeajueles contraintesdesproblemeg4.5) et (4.12)sont
gualifiéesau sensde Slater

Alors,onap* = d* etlesvaleurs optimalesdesprobléemeg4.5) et (4.12)sont
atteintespour lesvariablesprimales-dualesX, y, Z vérifiant:

AX —b=0 (réalisabilité primale)
A*y+7Z — C =0 (réalisabilitéduale)
ZX =0 (conditionsdesécartscomplémentaes)
X =0,Z 0.

(4.16)

Lesconditionsd’optimalitéci-dessusontd’un grandintérét,notammentomme
nousallonsle voir ci-aprés,pourla conceptiond’algorithmesde pointsintérieurs
envuedela résolutiondesproblémessSDP

Il esta noterquemémelorsqueles contraintese sontpasqualifiéesau sens
de Slater on peutobtenir desrésultatssimilaires d’optimalité et de dualité forte
enseramenant travailler surlescénesminimauxde S, (voir [8]). De méme,on
pourrasereférerauxtravauxde Shapiropourl’obtentiondesconditionsd’optimali-
tésdupremieretsecondrdre,déduitdeceuxobtenugpourdesproblemegiénéraux
d’optimisationconique.

4.1.4 Quelquesremarques

Nousallonsa présengwquerdifférentspointsayantun rapportaveclespro-
blemesSDR

a) Dégéneescencest Complémentarité

Nousavonsjusqgu’ici présentdes problemesSDP eninsistantsur les analo-
gies avec la programmationiinéaire. Cesanalogiestiennenten grandepartie au
fait qu’il s’agit dansles deux cas de problémesd’optimisation conique. Toute-
fois, commeon peuts'’y attendre toutesles propriétésdesprogrammedinéaires
ne s’étendenpasaux problemesSDPR Cecis’explique entreautrespar le fait que
lescbnesqui interviennentdanschacunde cesproblemese sontpasde mémena-
ture.Lesconesconsidérégnprogrammatiorinéairesontpolyédrauxtandisquele
cbnedesmatricessemi-définiepositivesqui intervienten programmatiorsDP ne
I'est pas.En conséquencdes notionsde complémentaritétricteet de dégénéres-
cencenesegénéralisenpasimmédiatemenaux problemesSDR notammanparce
gueles conditionssouslesquelleson a ou non dégénerescenaecessitentétude
delagéométriedela SDP On montrequela nondégénérescendmpliquel’unicité
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de solutionspour les problemesduauxet primaux, mais n'implique pasla com-
plémentaritéstricte.La conditionde complémentaritétricte de la programmation
linéairesetraduitpar

Z4+X >0

guandon passeaux problemesSDR Elle intervientdansla miseen ceuvrepratique
desalgorithmesde pointsintérieursde suivi detrajectoire.Elle n’est pastoujours
vériféeenprogrammatiorSDPau contrairede la programmatiorinéaire.Ceciest
aussidd aux propriétédu coneSDR différentesde cellesdescénespolyédraux.

b) Algorithmes et Complexité

Il est prouvé dansKARMAKAR [79] ou NESTEROV et NEMIROVSKI [94]
gue les problemesd’optimisationsouscontraintesde semi-définiepositivité sont
desproblémedd’optimisationcorvexe qui appartiennena la classedesprobléemes
pouvant étre résolusapproximatvementen un tempspolynomial. Ce résultatde
complité estbasésurl’existencede fonctionsbarrieresauto-concordantespour
le cobnedesmatricessemi-définiegositives,ainsiquel’on montré NESTEROV et
NEMIROVSKI.

Seposeensduitela questiondesalgorithmesqui peuwent permettrecetteré-
solution en tempspolynomial. A I'heure actuelle,les plus populairesparmi ces
algorithmessontceuxdits depointsintérieurs Nousrevenonsala fin decechapitre
sur cesalgorithmesl| existe aussidesalgorithmesqui consistenen I'application
deméthodesle faisceauxde sous-gradientde I'analysecornvexe ala résolutionde
problemesSDP Cesalgorithmedirentavantagedufait quetout problemeSDPpeut
seréexprimer sousla forme d’un problemed’optimisationde valeurspropres.On
pourrasereférerpourplusdedétailsauxarticlesde HELMBERG ET RENDL, Ous-
TRY dans[115] Bien sr, il existe d’autresclassesd’algorithmesqui sontcongus
pourlesproblemesSDP On pourrasereférera[115].

4.2 Quelquesrappels d’Analyse numeérique

Avantdecontinuernousallonsrappeleiquelquesnéthodesunotionsd’Ana-
lyse numériquedontnousauronshesoindansla suitede cettethése Nouscommen-
ceronsparles méthodegle résolutiondeséquationsion linéairesditesde Newton
et de Gauss-Neiton. Ensuite,nousintroduironsla méthodede gradientconjugué
utiliséepourla résolutiond’équationdinéairespourlaquellenousnousattarderons
surla notionde pré-conditionnemerd’un systemdinéaire.

4.2.1 MéthodesdetypesNewton

Dansce paragraphenouscherchons résoudrd’équationnonlinéaire (mul-
tidimensionnelleuivante
F(z) =0, (4.17)

ouF : R™ — RP estsupposé@onlinéaire(enfait nonaffine).
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a) La méthodede Newton

La méthodede Newton provientdelalinéarisationdela fonction ' autourdu
pointcourantz, € R :

F(z) = F(xo) + F'(z0) (x — o) + o (||lz — x0]|) -
Si F'(z,) estinversible la solutiondel’équationlinéaire
F(z) + F'(zo)(x —20) =0

devient le point courant(en remplacantz,) et celapermetd’itérer le procédéen
suivantl'algorithmeci-dessous.

Algorithme 4.2.1(Méthode de Newton) z, pointinitial
¢ tolérance
1=0
tantque||F'(x;)|| > ¢ faire
résoude le systéméinéaire: F'(x;) c = —F(x;)
Tip1 ‘= T;+ ¢
1—1+1
fin dutantque

Le principal avantagede la méthodede Newton (cf. [51]) estsarapiditéde
corvergencea proximité de la solution (la corvergenceestquadratiquesi F”(z*)
n’estpassinguliére).

Cetteméthodea, parailleurs,deuxincorvénientsmajeurs D’une part,chaqueté-
rationnécessitée calculde F'(z) etla résolutiond’'un systemdinéairede matrice
F'(x), ce qui peuts’avérertrés colteuxen tempsde calcul (et celad’autantplus
guen estgrand).D’autre part,la corvergenceestseulementocale: le pointinitial

doit étreassezprochedela solutionpourqguel’algorithme atteignesonbut.

Entre autresapplicationsa méthodede Newton a été utliséepour la réso-
lution de problémedd’optimisation(corvexe) sanscontraintesdifférentiablesEn
effet, un probleme

min f(x) (4.18)

zeRm
avec f corvexedifférentiableacommeconditionnécessairet suffisanted’optima-
lité

Vi(z)=0 (4.19)
Pourle calculde z , on appliquela méthodede Newton présentéglus hauta la
résolutionde I'équation d’optimalité ci-dessug4.19). On calculela directionde
rechercheenrésohantle systemdinéaire

V2 f(z)d = =V f(ax)- (4.20)

Cetteidée de résoudredesproblemesd’optimisationen résohant par la méthode
de Newton les systémesl’optimalité esttrésrépanduela plupartdesalgorithmes
utilisentcetteidée(ouuneapproximationpourcalculerlesdirectionsderecherche.
Enfait, la proprétédecorvergencdocaledecesalgorithmesestsouventun héritage
dela méthodede Newton.
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b) La méthodede Gauss-Newton

Laméthodaele Gauss-Netonconsistearésoudrenonpasdirectement4.17),
maisle problémed’optimisation(quadratiqueanscontraintesdifférentiable

. 1 2
min o [|F(2)]" = f(z) (4.21)
dontune solutionoptimale estde maniéreévidenteune solutionde (4.17).En ce
senspn peutdire quela méthodede Gauss-Neiton estunerésolution(approxima-
tive) au sensdesmoindrescarrésde I'équation(4.17).Elle esten généralpréférée
ala méthodede Newton classiquelorsquela fonction F' estdéfiniede R™ — RP
avecp # m.

En pratique e probleme(4.21)estrésoluparuneversionmodifiéede la mé-
thodede Newton alaquelleon rajoutesouventun étapederecherchdinéaire.Dans
uneméthodede Newton classiquepn auraitcalculéla directionde rechercheou-
ranteparla linéarisation(4.20).Ici ona:

Vf(x) = VF(z)"F(z), (4.22)

et
V2f(z) = VF(2)'VF(z) + F(2)"V?F (). (4.23)

On peutremarquerguele termeF (z)" V2 F (z) dela hessiennelevientde plusen

pluspetitaucoursdesitérations puisqu’onchercheun z tel que F'(z) = 0. On peut

doncle négliger C’estla clé dela méthodede Gauss-Neiton.
End’autrestermesuneméthodede Gauss-NeitonestunalgorithmedeNew-

ton avecrecherchdinéaireappliqguéau problemesanscontrainteg4.21),ou la di-

rectionderecherchestobtenueenutilisant'approximationV?f(z) ~ VF (z)I' VF(x)

dela HessienneOn pourrasereférera[96], [101], [51].

4.2.2 Méthode de gradients conjugués

Dansles méthodegjue nousavons rappeléegprécédemmente calcul des
directionsderecherchenécessité chaqudois la résolutiond’'un systemdinéaire:

Az = b, (4.24)

ou la matrice A estrectangulairedansle casd’une méthodede Newton, et carrée
symétriguedansle casd’'une méthodede Gauss-Naton.

D’une manieregénéraleJes méthodesde résolutionutiliséespour cessys-
temeslinéairessontdesméthodestératives.La plupartde cesméthodestératives
s’appliguentuniqguemenpourlescasou la matrice A estcarrée(et symeétriquesou-
vent). Dansles casou A estrectangulaireen général,on seraménea un systeme
éguialentde matricecarréeet symétrique on parlede symeétrisatiordu systéeme.

Nous présentongi-apresune des méthodestératives les plus utlisées,en
grandepartie parcequ’elle estsimpleet peucolteusequ’elle estparticulierement
adaptéauxproblémegegranddaille.
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a) Présentationde la méthodede gradients conjugués

La méthodede gradientconjué(G-C) estuneméthodedtérative derésolution
de systemedinéairespour lesquelda matrice A estcarrée,symétriqueet définie
positive.

Rappelongjuele systémdinéaire (4.24) constituela conditiond’optimalité
du problémede minimisation

1
min ®(z) = ExTA:E — b (4.25)

Par suite, la méthodede G-C peut étre présentéeaaussicommeune méthodede
minimisationdefonctionsquadratiquesornvexes.C’estcetteprésentatiomuenous
adoptons.

Définition 4.2.1(Vecteursconjugués) Soit {v1, ..., v;} un ensemblele vecteus
deR™. Ondit quecetensemblestconjuguépar rapporta la matricesymeétrique
définiepositiveA siona:

v, Av; = 0, Vi # .

Cettenotiondeconjugaisoresttrésimportanteparcequ’on montrequ’on peut
minimiserla fonction quadratiqueb enn itérationsen minimisantsuccessiement
le long desdifférentedirectionsd’'un ensembldd’au moinsn vecteurs)onjugué
parrapporta A. On endéduitla méthodedite desdirectionsconjuguéesjui étant
donnéun z, € R™ etun ensembleconjugué{uv,, ..., v}, engendrda suite (z)y
définiepar

Tp41 = Tk + Uk, (426)
ou oy, estle pasde plusprofondedescentale la fonction ® le long dela direction
Vg .

On montreque cettesuite (xx ), corverge vers une solution du systémeli-
néaire.

La méthodede gradientsconjuguésstuneméthodeadedirectionsconjuguée
particuliérepourlaquelleunenou\elle directionconjuguéey, estcalculéeunique-
ment a partir de la directionprécédente,, . Différentesstratégiepermettente
fairela miseajour

Vg < Vg—1-

Onpourrasereférera[96], [101], [51].

Contrairemenfaux autresméthodesdtératives qui nécessitentlesfactorisa-
tions (Cholesly, LU, etc.),despivots de Gaussgtc.,les calculsprincipauxnéces-
sairesa une méthodede gradientsconjuguésconsistenten produits scalairesou
produitmatrice-\ecteurqui interviennentlansla miseajour v, < vi_;. De cefait,
elle estparticulieremenadaptéaux problémesie grandetaille.

La méthodede G-C corverge versunesolutiondu systemdinéaire(4.24)en
un maximumde m itérationsou m estla taille de la matrice A (supposéearrée).
En ce qui concernesavitessede corvergence,on montrequela méthodede G-C
cornvemgetrésvite versla solution,pour peuquelitéré initial ensoit sufisamment
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prés.Mais, cettevitesseestfortementdépendantdela taille desvaleurspropresde
la matrice A et surtoutde leur distribution spatiale En effet, la vitessede corver
gencepeut étre controléepar le rapportentrela plus petite et la plus grandedes
valeurspropres,appeléconditionnementde A, notéx(A). On pourraretenirsur
ce point que plus les valeurspropresde A sontregroupéegtout en pouvant étre
facilementdistinguéedes unesdesautres) plusla méthodede gradientconjuguée
estefficace.

b) Pré-conditionnement

Nousvenongdevoir quela vitessede corvergence(etdoncl’ efficacité)d’'une
méthodede gradientconjuguédépendaitde la distribution desvaleur propresde
la matricedu systémelinéaire. Il estdonc possibled’accélérerune méthodede
G-C entransformante systemdinéaired’origine en un systeme2quialentayant
une meilleure distribution de valeurspropres.Ce procédéporte le nom de pré-
conditionnement

L'ingrédientprincipal du pré-conditionnemertonsisteenun changemende
variables

z=Cx (4.27)

ou C estunematriceinversible.
Lafonction® du problemede minimisation(4.25)s’écritalors:

A 1
(#) = 54" (CTTACTE — (C7'D)"d. (4.28)

En appliguantcettefois unemeéthodede gradientconjuguéa la minimisation
delafonction®, onrésoutle systemdinéaire

(CTAC™2=C"Tb (4.29)
etonrécuperda solutionz de(4.29)par
&=C"z. (4.30)

La cornvergencede la méthodede gradientsconjuguésdépendmaintenantde la
distribution desvaleurspropresde C~7 AC~!. On peutdoncchoisir C' de maniére
a avoir unedistribution de valeurspropresplus adaptéex uneméthodede G-C.On
dit qu’on pré-conditionnde sytemelinéaire(4.24).Et lorsquequ’on résout(4.29),
ondit quele systemd4.24)estrésolupargradientonjuguégpré-conditionnédDe
nombreuxtravaux existentqui discutentdesdifférentschoix de C' et desdifférents
criteressuivantlesquelsC T AC ! seraitplusfavorablea uneméthodede G-C que
A.

En pratique,le changementle variables(4.27) n’est paseffectuéexplicite-
ment.On modifie I'algorithme de gradientsconjuguésclassiqueeny introduisant
desétapesde pré et post multiplication de la variablexz au coursdesopérations
d’uneitération.Nouspréciserongettemaniérede faire surun caspratiqueau pro-
chainchapitre Danscertaineprésentationdu préconditionnemengnn’utilise pas
explicitementC, maisla matrice M = C7C qui al'avantaged’étre symétriqueet
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définiepositive. Danscertainsouvrageg[101] parexemple),c’estcettematrice M
qui estappelégré-conditionneuaulieu de C commenousl’avonsfaitici.

En cequi concernde choixde C (ou de M), il n’existe pasde maniéreopti-
maledefaire,qui s’adaptea touslescas.Au contraire,un "bon" pré-conditionneur
estforcémentlié a la structurede A. Toutefois,on peutlister quelquesproprié-
tésquedoit idéalementavoir un pré-conditionneurll doit entreautresétre facile
a stocler en mémoire, et peu colteuxa inverser(en fait, il sufiit que le produit
matrice-\ecteurpar C soit peucodteux).Le compromisentrescesdifférentsobjec-
tifs, souventantagonistesstdifficile atrouver, etdépendiessystemedinéaires et
surtoutdela précisionaveclaquelleon veutla solution.

Différentgpré-conditionneurgénérauontétéproposégvoir [51], [96], [101]).
Nouspouwnsciter entreautres.

lespré-conditionneurs de type diagonaux quiconsistenaprendred commeétant
la matricediagonale(ou blocs-diagonalesi A estune matricepar blocs)ex-
traitede A,

les pré-conditionneurs de type Cholesky pourlesquelsonprendC = L ou LL”
représenteine factorisationde Cholesly (classiqueou incomplete)de A, ou
d’'uneapproximatiorde A (qui peutétrela matrice M précédente).

Dansce derniercas,si on effectueunefactorisationcomplétede Cholesl,
onobtientC~TAC~! = I (ouC~TAC~! = I), cequi conduita un systémeéqui-
valentdontla matriceestégaleaumoinsapproximatvementala matriceidentité.ll
estdoncparticulieremenadaptéa uneméthodade G-C. Malgré quelquesncorvé-
nients,notammente fait qu’il n’estpastoujoursfacile d’effectuerefficacemen{de
manierepeu colteuse)a factorisationde Cholesky, le pré-conditionneude Cho-
lesky (surtoutcelui utilisant la versionincompletede la factorisation)estun des
plusutilisésen Analysenumérique.

4.3 Méthodesde points intérieurs de suivi de trajectoir e

Unedesméthodedes plus utiliséeset les plus efficacesde résolutionde pro-
blemesSDPestla méthodeade pointsintérieurs.Le fait qu’on ait justemenjprouvé
guecesméthodegpouvaientpermettrenotammenunerésolutionefficacedespro-
blemesSDPa étéala basedu regaind’intérétet de recherchgourcesprobléemes.
Derriérele termepointsintérieurs se cachentdifférentstypesd’algorithmes: les
algorithmesde pointsintérieursnonréalisablegvoir [116]), lesalgorithmesde ré-
ductionde potentield115], lesalgorithmesde suivi detrajectoire.Cesalgorithmes
ont pour point communde générerdesitéréssuccessifgui sesituenta l'intérieur
desensembleséalisablesiu problémeprimal (4.5) et/oudu problémedual (4.12)
(voir [116]). L'idée d’adaptercesalgorithmesqui a I'origine senaienta résoudre
desprogrammedinéaires,remonteaux travaux de ALIZADEH [5], NEMIROVSKI
et NESTEROV [94]. Le premiera proposédestranspositiongjuelquesois méca-
niguesd’algorithmes(primaux-duaux)de points intérieursde la programmation
linéaire aux cas SDR tandisque les deux autresproposaienune théorie unifiée
desméthodesde pointsintérieurspour les probléemesd’optimisation coniqueen
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s’appuyantsur la notion fondamentalede fonction barriér e auto-concordante
Dansla variétédesméthodesle pointsintérieurs nousallonsprésenteuniquement
les méthodedlites de suvi de trajectoire,et parmi celles-ci,ce sontles versions
primales-dualegjui nousintéresseronsCes méthodesconstituentdéja une large
classed’algorithmeset sontcellesqui sontlesplus utiliséesenpratique.

4.3.1 Principesgénéraux

Nousnousproposonglerésoudrde probleme:

min (C, X)
(PSDP) tg. AX =b, (4.31)
X = 0.

Nousintroduisonda fonctionbarriéreassocéea (PSDP)suivantedéfinieuni-
guemensurle conedesmatricesdéfiniespositive :

F(X) = —Indet X. (4.32)

Onaalorslesrésultatsuivants:
Proposition4.3.1[92, section10.2,p. 273]

1. f estdifférentiableet
VX € St ViX)=-X"" (4.33)

2. f eststrictementorvexe

Lesrésultatxi-dessusemontrentasseZacilementje premieren effectuant
un déweloppementlassiqualetype Taylor, etle seconcen calculantexplicitement
la hessiennele f etenmontrantgu’elle estdéfiniepositive.

Onassociealorsauprobleme(PSDP)le problémebarriere:

min (C, X) + uf (X)
(Pbar) tg. AX =b, (4.34)
X>0

pour y positif. Comptetenude la proposition4.3.1, (Pbar)estun problemed’op-
timisation corvexe dont les contraintescorvexes sont qualifieesau sensde Sla-
ter. Puisquece problémeestun problémecorvexe, les conditionsd’optimalité de
Karush-Kuhn-Tucker (oudela Lagrangesontdoncnécessairest suffisantesElles
s’écrivent: il existey tel que

C—puX't1—Ay=0

AX = b (4.35)
X =0,y € R™.
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En introduisantcommeprécédemmenta variableduale Z = C — A*y, il
vientqueZ > 0 comptetenudel'équationC — A*y = pX *. Onendéduitcomme
conditionsd’optimalité pourle problemebarriére

AX = b,
Ay  + Z = 0, (4.36)
—-puX 1t + Z =0,

avecZ = 0 et X > 0. Nouspouwonsréecrirecesconditionssousla forme:

AX = b,
Ay + Z = 0, (4.37)
zZX = ul,

Souscettederniereforme(4.37),lesconditionsd’optimalitédu problemebar
riere apparaissentommeuneperturbationparl’ajout dutermep,, ala condition
desécartscomplémentairegiesconditionsd’optimalité desproblémesSDP(4.16).
Delavientle nomdeconditionsd’optimalité perturbéesjuel’'on donneaceséqua-
tions (4.36) ou (4.37). Cetteremarqueestd’autantplus importanteque cetteidée
de perturbationde la condition desécartscomplémentaires’équationsprimales
dualesd’optimalité estintimementliée aux algorithmesde points intérieurs.On
obtientles mémegésultatssi I'on introduit plutét un problemebarriéresurle pro-
blemedual (4.12).

L’autre intérétdesconditionsd’optimalité perturbéesstqu’elles possédent
uneuniquesolutionpourtout i, aucontrairedesproblemegPSDP) De plus,quand
utendvers0, cettesolutiontendversunesolutionoptimalede (PSDP)voir [92],[116].

Théoréme4.3.2(Existencedu Chemin central [115]) Onsupposejuelesproblemes
(PSDP)et (DSDP)ontdessolutionsstrictementéalisableqconditionde Slatervé-
rifiée).
1. Pour chaquevaleurde i > 0, les équationsd’optimalité perturbéeg4.37)
possedentineuniquesolution (X (u), y(©), Z(1)).

2. Pour chaquevaleur de u, X (u) eststrictementréalisable pour (PSDP), et
y(1), Z (1) le sontpour (DSDP)aveccommesautdedualité

(C, X (1) = bTy(p) = (X (1), Z(n)) = nps. (4.38)

3. L'ensemble{(X (u),y(u), Z(1)) | p > 0} formeun chemindifférentiable
dansl’'espaceprimal-dual.

0

Définition 4.3.1 L'ensemble (X (u), y(1), Z(1)) | 1 > 0} estappeléchemincen-
tral .

La preuwe desdeuxpremiergésultatsiuthéoremeprécédenestasseimmeé-
diate.La preuwe del’existenceet'unicité de (X (1), y(1), Z(n)) peutétredonnée
enseremémorangu’il s'agitla de solutionsprimalesdualesdu problemebarriére
(4.34)qui estun problemed’optimisationcorvexe, dontla fonction-objectifesten
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plusstrictementorvexe. Cesvariablessontstrictementéalisablesle maniéreévi-
denteacausealela fonctionbarriére etdela conditionsdesécartscomplémentaires
perturbées.

Le dernierrésultatest plus difficile a prouver, en particulier le fait que le
chemincentralestdifférentiable En effet, pourmontrerqu’un cheminestdifféren-
tiable,il suffit demontrerquecelui-ci estdéfini parunefonction(on sous-ententh
fonctionde plusieursvariablesinduite parles équationsdu chemin)différentiable,
dont la dérivée estcarréeet réguliérele long du chemin.lIci, dansnotre cas,les
équationg4.37)sontdéfiniesde maniereévidentea partir d’'une fonctiondifféren-
tiable. Contrairement ce qui se passesn programmatiorinéaire ou les matrices
sontdiagonalesle produit ZX n’estpassymeétriquedansle casgénérallLa fonc-
tion induite parleséquationg4.37)estdoncdéfiniepour (X, yZ) € S, x R™ x S,
etavaleursdansl’espaceplusgrands, x R™ x M, (R). Sadifférentielle(enfait
samatricejacobiennepe peutdoncpasétrecarréeetréguliere.

En fait, pour montrerla différentiabilitédu chemincentral,il fautconsidérer
poursadéfinitionnonpasles équationsimples(4.37),maisplutdtla forme (4.36),
danslaquellela troisiemeéquation(c’estelle qui poseprobléme)estbienavaleurs
dansS,,. Onmontrequesouscetteforme,les équationsontdéfiniesa partird’'une
fonctiondontla différentielleestbiencarréeréguliére.

La forme souslaquellesontprésentéekes conditionsd’otimalité perturbées,
et en particulierla conditionsdesécartscomplémentaireperturbéegstdoncim-
portantepourunebonnedéfinitiondu chemincentral.ll enexisteplusieursqui per
mettentd’obtenirla différentiabilitéduchemincentral etachacunezacorrespondre
despropriétésparticulieresdu chemincentral,et commenousallonsle voir plus
tardunedirectionderecherchearticulieredansla miseenceuvred’algorithmesde
pointsintérieurs.

Le chemincentrald’'un problemeSDPestd’'une importancecapitaledansla
miseenceuvred’'une méthodede pointsintérieursdetype suivi detrajectoire.

Définition 4.3.2(Points intérieurs par suivi de trajectoir e) Uneméthodelepoints
intérieurs par suivi de trajectoire consistea atteindie (au moins approximative-
ment)I’ensembledessolutionsoptimalesen progressantdansun voisinage autour
duchemincentral dansle sensdesy décoissantvers 0. Lesdirectionsderederche
sontobtenuesen résolvantla linérisation desconditionsd’optimalité perturbées
(éventuellemergymétriséesf4.37) etles matricesX et Z sontmaintenuesemi-
définiepositivesau cours du déroulementel'algorithme.
Elle peutétre décritepar :

Algorithme 4.3.1 Initialisation onchoisitL > 1, v €]0, 1] etunvoisinage associé
N ().
on choisit despointsinitiaux (X, y°, Z% € N (v)
_ (x%2%
onposepuy = =,

Répéter tantqueu;, > 271y
1. Calculerunedirectionderedherche (AX, Ay, AZ).
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2. Fairela misea jour
(XA F 28 = (X5, %, ZF) + an(AX, Ay, AZ)

pourunréel oy, tel que (X*+L, ZF+1) e N ().

(XFH1 Zh+1y
n

3. pe1

fin
Signalonsavantdefinir quela miseenceuvred’un algorithmede pointsinté-
rieursnécessitelesconditionssupplémentaire®ar exemple,il estnécessairgu’il

y ait complémentaritétricte
Z+X >0

pourle probléme.On pourrasereférera [69] et [115] pour de plus amplesdétails
surcespoints.

4.3.2 Directionsderecherchede Newton

Nous nousintéressonglus précisément présentau calcul desdirections
derechercheCelles-cisontobtenuegarrésolutionde la linéarisationde (formes
symétriséesyleséquationsd’optimalité (4.37). Dansla plupartdescas,celles-ci
sontrésoluesen utilisantla méthodede Newton, dela vientle nomdedirectionde
recherche de Newton quel’on donneaux différentesdirectionsde rechercheaainsi
calculées.

Nousavonsvu précédemmerguelesconditionsd’optimalité d’'un probléme
d’optimisationsouscontraintesde semi-définiepositivité, obtenueapresintroduc-
tion d’'unebarrierelogarithmique(4.37) étaient:

AX b
,(X,y,Z)=| Ay+Z |=| 0 (4.39)
7X ul,.

Puisqude produitZ X n’estpassymétriqueci, lafonction®,, ci-dessugstdéfinie
surS, x R™ x §, avaleursdansS,, x R™ x M, (R). Nousavonségalementu
que pour assurerue le chemincentralestdifférentiable,il fallait que @, soit tel
guesadifférentielle(samatricejacobienne)soit carréeet réguliere.Celanécessite
entreautresque les ensemblesle départet d’arrivée de @, soientles mémes(a
un isomorphismepres).En fait, cette condition sur la matrice jacobiennede ¢,
estaussinécessair@our assurer’existencedesdirectionsde recherchepuisque
cettejacobienneestaussila matricedu systemdinéairedontla solutiondonneces
directionsde recherchePour avoir desconditionsd’optimalité pour lesquelleda
fonction @, vérifie cettecondition sur la jacobienne puisqueles deux premieres
équationsontaffines,il suffit enpratiguederemplaceta derniéreéquation

ZX —pul, =0 (4.40)

pardeséquationgquialentesyui sont,elle, définiesdanss,, .
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Ainsi parexemple,on peutremplacer4.40)par
XZ+ ZX = 2ul,. (4.41)

Cetteéquationestobtenuepar symétrisatiorde I'équation(4.40).En résohantles
équationgd’optimalité (4.37) ou (4.39) avec commetroisiemeéquation(4.41),les
directionsderecherche&le Newtonainsigénéréeportentie nomdedir ectionAHO,
pour ALIZADEH, HAEBERLY, OVERTON [6] qui ont été les instigateursde cette
symeétrisation.

Lasymétrisatior{4.41)apparaitcommeunemaniérenaturellederendrd’équa-
tion (4.40)symétriqueLa directionAHO bénéficiedecetétatdefait, etenpratique,
elleesttrésefficace Elle permetd’obtenirdessolutiongtrésprécisesMais, elle pré-
sentebeaucoupd’incorvénients.D’un point de vue théorique,cettedirectionn’a
pasla propriétéintéressantel'invarianceaux ajustementsffines, et de nombreux
résultatgelsquela corvergenceentempspolynomialsontdifficiles a obtenit D’'un
pointdevue pratique Ja linéarisationde'’équation(4.41)donne;

1 1
S(AXZ+ ZAX + AZX + XAZ) = ul, — (X7 + ZX)

dont la résolutionnécessitecelle d’équationsde Lyapoun@ comportantdesma-
tricesnonsymétriquet, parconséquent,usagedescomplémentsie Schur Ceci
s’averetrescodteux,et limite grandementa taille desproblémesqui peuventétre
traités.

Il existe de nombreuseswutresdirectionsde recherchede Newton qui sont
obtenues partir d’autressymétrisationgt/outransformationsiel’équation(4.40).
Elles differentles unesdesautrespar les différentesformesde conditionsd’opti-
malité perturbéesudelinéarisationgle celle-ci,qui sontadoptéesToutefois,elles
présententin pointcommunpittoresque lesacrorymesvariésqui lesidentifientet
qui sontencoreplusfolkloriquesqueceuxdesméthodesie quasi-N&vton qui sont
leur plus illustres devanciéresNous pouwons citer parmiles plus utiliséesou les
plusreprésentaties:

la direction HRVW/KSH/M : les directionsde ce type proviennentde la réécri-
turede (4.40)sousla forme

X —puZ ' =0 ousaformedualeZ — X' = 0. (4.42)

Ellessontduesa HELMBERG-RENDL-VANDERBEI-WOLKOWICZ [71], KOJIMA-
SHINDOH-HARA [83] et MONTEIRO [93]. De nhombreusegautresdirections,
commecellede MONTEIRO-ZHANG (voir [115]), sontdesextensionsou des
généralisationde cettedirection.

la dir ection Nesteov-Todd [95] : cettedirectionestobtenuea partir dela méme
troisiemeéquation(4.42), mais,I'équationlinéariséeestmodifiéeparl'intro-
ductiond’une matricedite d’ajustementL’équationlinéariséaésolueest:

1 u—

AX + WASW = pZ ™' — X avecW = Wy, = Z 2(Z 2 XZ72) 222
(4.43)

Il existe bien sirde nombreusesautresdirectionsde recherchesle Newton,
voir [109].
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4.3.3 Exemplesd’algorithmes

De nombreuxalgorithmesde points intérieurs primaux-duauxde suvi de
trajectoireexistent. La plupartutilisent les directionsde recherchede type AHO,
HRVW/KSH/M, NT quenousavonsprésentéeprécédemmenOn peutdécrireces
algorithmessousla forme suivante:

Algorithme 4.3.2 Initialisation — Données C, b.
— Pointsinitiaux réalisables. X°, Z°, 4°.
— Tolérance: ¢ (pourla corvergencedespointsintérieurs).
_ (X929
— Mo = ! (o} E]O, ]_[

Itération Tantquecritéred’arrét > ¢,
— Calculerla directionderecherche (deNewton) (A X, Ay, AZ) enrésolvant

AX
o L (XE S ZE [ Ay | =0

Ok (Xk7yk7Zk)
AZ

OkMk

— Fairela misea jour
(XL A 28 = (X508, Z%) 4+ of(AX, Ay, AZ)

pourunréel oy, tel que(X*+1 Zk+1) € N (7).

. . <. k+1 zk+1 N
— fairela miseajour : 41 + X2 etoy,, « o, defagona serecen-
trer.

Par rapporta la précédentelescriptiondesalgorithmesde pointsintérieurs,
il estapparuunedifférence: la présenceal’'un paramétresupplémentaire, appelé
paramete derecentage. C'estun nombreréelcomprisentre0 et1. Il paramétrise
en pratiquele voisinageN () de I'algorithme 4.3.1: il permetde se maintenir
raisonnablemergrés(dansun voisinage)du chemincentral tout enévitantdetrop
serapprochedela frontieredu domaineréalisable En effet, on peutnoterque:

sioc = 0, on obtientune direction de recherchequi esten fait une directionde
Newton surles conditionsd’optimalité (4.16) du problemeSDPde départ,et
nonplussurlesconditionsperturbéesOn dit souventqu’il s’agitdedirection
d’ajustementaffine. Elle permetde réduirefortementle parametrey. Cette
directionatendancea rameneiesitéréspresde la frontieredu domaineréa-
lisable.On peutaussivoir qu’elle permetde prédirela régiondanslaquellese
trouve la solutionoptimale.Cecifait qu’on I'appelle aussidirection prédic-
trice.

sioc =1 , onobtientunedirectionderechercheayui indiqueun point qui setrouve
exactemensurle chemincentral puisqueles équationdinéariséesontexac-
tementles équationsd’optimalité perturbéesOn dit qu'’il s’agit de direction
derecentrageElle ne permetpassouwentderéductionsubstanciell@e .. Par
contre,si l'itéré courantn’estpasauvoisinagedu chemincentral,elle permet
de seramenerdansle voisinagedu chemin,donc de faire une correctionde
trajectoire C’estpourquoielle estaussiappeléalirectioncorrectrice
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Bien sdr, lorsques €]0, 1[, on a unedirectionqui amenedansun voisinage
du chemincentralplusoumoinsprésdubordselonques estplusoumoinsprésde
0.

La misea jour du paramétrer dansun algorithmede suii de trajectoireest
un compromisentreles deuxobijectifs contradictoiresjue sont: faire décroitrey
vers(, etdoncprendres prochede0, etresterdansunvoisinagedu chemincentral,
et prendres prochede 1. De plus, ce choix du parameétrede recentragenfluence
enormémente choix du pasa : pluson estprochedu chemincenral,moinson a
la latitude de sedéplaceret on ne peutfaire quedespetitspas.A chaquestratégie
demiseajour du parametrer etdu pasa correspondin algorithmeprimal dualde
pointsintérieursparsuii detrajectoire.On peutnoterparmilesplusconnus:

I'algorithme préditeur - correcteur pur. C’estun algorithmequi consisteafaire
alternerdeuxtypesdifférentsd’étapes: desétapesprédictrices(c = 0) qui
permettentleréduireu, et desétapesentralisatrice¢o = 1) qui consistent
serapprochete pluspossibledu chemincentral.La terminologiepredicteur-
correcteurprovientd’'uneanalogieavecla théoriedeséquationgifférentielles
ordinaires Sereportera[115], [116].

I'algorithme prédicteur-correcteur de Mehrotra [116]. L'idée estla mémeque
ci-dessus alternerdespascorrecteurset despas(plus ou moins)centralisa-
teurs.Ladifférenceci estqu’ onnefait pasdespasdecentralisatiorpurs,mais
o estplutdt choisidans]0, 1] de maniéreadaptatie. Beaucoupd’'algorithmes
pratiguesou de codesde pointsintérieurssontde cetype.

lesalgorithmes a grands et petits pas. Ce sontdesalgorithmesun peuplus gé-
nérauxque ceux présentégi-dessusAu contrairede ce que pou\ait laisser
penserleursnoms,la différenceentrecesalgorithmesne sefait pasdirecte-
mentsurla valeurdu pasca, maissurle type de voisinagedu chemincentral
N (v) danslequelon veut que les itérésde I'algorithme se situent.Cesvoi-
sinagessonten généraldéfinisa partir de normesou semi-normeslansl’es-
paceprimal dual (voir [115]). Sansentrerdansles détails,nouspouwonsdire
gue pour les algorithmesa petits pason choisit desvoisinagesiéfinis a par
tir dela normeeuclidiennetandisque pour ceuxa grandspas,celle utilisée
estdu type de la normeinfinie. On trouveradansa [115] desprécisionssur
ce point. Cettedifférencesetraduiten pratiquepar différentschoix despara-
metress eta. Pourunalgorithmea petitspas,on prendengénéradesvaleurs
constantesx = 1 eto, = @ € [0, 1] au coursdesitérations.Par exemple,
I'algorithmeprédicteurcorrecteupur précédenestdu type petitspas.L’'algo-
rithme a grandspasau contraireestcaractérisgar desstratégiesadaptaties
(dépendantedel'itération courante)de misea jour decesparameétres eta.

Lesalgorithmegelsqueprésentéfusqu’aprésensontceuxqui sontlesplus
utilisés en pratique.Ce sontles méthodesqui marchentie mieux pour résoudre
desproblemesSDP Toutefois,ils ont encommunle fait d’étre destranspositions
directesd’algorithmesqui étaientappliquésen programmatioriinéaire. Méme si
cetteidéeestnaturellepuisqueles problemedinéairessontdesproblemesSDR et
gu’elle s’avérejudicieusepuisqu’ellesmarchentle fait queles problemedinéaires
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soientdesproblemesSDP tres particuliersinduit desmauvais comportementgn
pratiquede cesalgorithmessurles problemesSDP un peuardus.Par exemple,les
systemedinéairesdesquelgproviennentlesdirectionsde recherchesontvectorisés
avantdétrerésolusll fautdoncconstruirda matricedu systemea chaqueois. Ceci
esttreslimitatif desqu’on ambitionnede résoudradesproblemesie grandetaille.
D’autre part,les systéemedinéairesobtenugde la linéarisationdeséquationg4.37)
sontsouwentcreux.Maisil estengénératresdifficile d’exploitercetavantagell est
doncnécessaird’ervisagerdesalgorithmesde pointsintérieursqui soientadaptés
auxproblemesSDR et qui tirentavantagedesdonnéest variablesmatriciellesque
nousavons.

4.4 Points intérieurs par Gauss-Newton

Nousproposonslanscettedernierepartieunedespremiéresgentatvesd’adap-
tation desalgorithmesde points intérieursaux problemesSDP |l s’agit d’algo-
rithmespourlesquels

— les directionsde recherchesontde cellesde type Gauss-Neton propo-
séeset étudiéegpar KRUK et al. (voir [84]) commealternatve a celle de
Newton;

— les systemedinéairesdontla résolutiondonneles directionsde recherche
sontrésolugpargradientonjuguégplutdt qu’'apressymétrisatiorparcom-
plémentde Schuret autreséquationsde Lyapoun@ commec’était le cas
précédemment

— uneétapede "crosswer" estintroduiteen fin d’algorithme,ce qui permet
derécupéredela corvergenceg-quadratigueasymptotique.

4.4.1 Directionderecheichede Gauss-Newton

a) Mativations

Lesdirectionsderecherchele Gauss-Neiton ont étéproposéesommealter
nativesauxdirectionsde Newton. Le but étaitd’obtenirdesdirectionsderecherche
qui soientaussiefficacesque cellesde Newton, notammenta directionAHO etla
directionHRVW/KSH/M, tout enévitantdu mieuxpossibleleursincorvénients.

Eneffet, d’'un pointdevue pratique housavonsvu quele calculdedirections
de rechercheAHO, par exemple,nécessitaien généralla résolutiond’équations
de Liapounay, I'utlisation descomplémentsie Schur etc. De plus, danscertains
cas,commela direction RVW/KSH/M, du fait de la présenceale I'inversed’'une
matricedansla forme (4.42)del'’équationd’optimalité perturbéesitilisée,pluson
serapprochalel'optimum, pluson serapprochedu borddu domaineréalisablegt
plus la matricedu systemdinéaire devient présd’étre singuliererendantdifficile,
voire parfoisimpossible e calculdesdirectionsderecherchele Newton.

Au deladecesincorvénientgjui apparaissenbrsdescalculs,il existed’autres
inconvénientsdusa la forme deséquationgi’optimalité perturbéesitilisées En ef-
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fet, la forme de cetteéquationqui estla plussimple
ZX —pl, =0 (4.44)

ne peutpasétrelinéariségpourobtenirdesdirectionsde recherchdjacobienneob-
tenuepar linéarisationpascarrée).On estobligé de la symétriserc’est-a-dire Jui
trouver desformeséquivalentegdontla linéarisationconduita desjacobiennesar
réesetrégulieresCefaisantponeffectue,d’un certainpointdevue,unprécondition-
nementde I'équation (4.44). Mais, ce préconditionnemengstcontre- nature: on
remplacauneéquatiorsimple(4.44)pardeséquationgjui sontde naturepluscom-
pliquée(4.41),(4.42),(4.43)puisqu’ellesontplus non linéairesque(4.44) qui est
justebilinéaire.Certainsdesincorvénientsguel’on rencontrdors du calculdesdi-
rectionsderecherchale Newton proviennentd’ailleursde cesfortesnon-linéarités.
Si 'on veut éviter cesincorvénients,il apparaitnaturelde travailler plutot
avecl’équationbilinéaired’optimalité perturbég4.44).Mais alors,la linéarisation
obtenuene peutplus étrerésolueparuneméthodede Newton classique c’estune
équationsurdéterminéguisquedéfiniesur S, x R™ x S, a valeursdanss,, x
R™ x M, (R). En général,en Analysenumériqueorsqu’onestfacea unetelle
éguationnon linéaire surdéterminéela démarcheclassiqueestde la résoudreau
sensdesmoindrescarrés.A la placede la méthodede Newton, on utilise donc
plutdtuneméthodeade Gauss-Neiton, cequi donnenaissanc@unenouwelle classe
dedirectionderecherche lesdirectionsde Gauss-Neton (G-N).

b) Conditions bilinéair esd’optimalité

Nous présentonslansce qui suit unedémarchepratiquede calcul de la di-
rection de Gauss-Neiton. L'idée principale, qui est celle qui sous-tendce nou-
veaucadredesméthodede pointsintérieurs,estque pour trouver les directions
de Gauss-Neiton on peutseramenera utiliser desoutils classiquesl’Analysenu-
mériqueplutbt que desoutils tels que les complémentsle Schurou les équations
deLyapoune qui sonttresparticuliers.On pourraainsiprofiterdetoutel’expertise
qui aétédéweloppéedepuisdesannéesn Analysenumérique.

Nouschoisissonslonclesconditionsd’optimalitésperturbéesousuneforme
danslaquellela troisiemeéquationest(4.44):

AX —b
F,=| Ay+Z—-C | =0. (4.45)
ZX — ul,

La linéarisationde'’équationprécédent@mousdonnececi:

0 A —I AZ
A 0 0 Ay | =-F.(X,y,2). (4.46)
X 0 Z AX

Le systemdinéaireci-dessugstdegrandetaille : la matriceesta ( " ; ! ) X

m x n? ligneset ( ";1 ) X m X ( "‘2” ) colonnes.On pourraittenterde le
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résoudredirectementmais cela pourrait devenir rapidementprohibitif. Les tech-
niquesderésolutionutiliséesdansunalgorithmede pointsintérieursclassiqudavec
directionde Newton) procedensouwent par une étapede pré-traitementleséqua-
tions linéaires(4.46). Celle-ci, héritéede la pratiqueen programmatiorinéaire,
consisteen une étaped’élimination de variablesdans(4.46). Par exemple,comme
en programmatiorlinéaire,on peutdéduireA X de la derniéreéquation.etla ré-
injecterdansles deuxautres.Mais, cecia le défautde nécessitefinversionde Z,
conduisanti desproblémeganal posésgquandon s’approchedu bord. KRuUK et al.
[84] ont proposéun autreschémajui consistea éliminerd’abord A Z del’équation
deréalisabiltéduale(la deuxieme) En I'injectant dansles équationgestantespn
obtientun systéemedletaille plusréduite.Cetteprocédurealifferefondamentalement
dela premiéreparle fait quel’élimination ne nécessitgu’uneadditionde matrices
aulieu d’inversionset de produitsde matrices.

L'intérét deséliminationsde variablesestqu’ellesconduisent dessystémes
de plus petite taille, qui sontde toute faconplus rapidesa résoudre Sur un pro-
blemepratique,l'idée estd’effectuerautantd’éliminationsde variablesque pos-
sible. Seulementgce faisant,on détruit une propriététrésimportantedu systeme
(4.46): le caractérereux.Cettepertepeutétreun incorvénienta cetteétaped’éli-
mination, surtoutlorsqueles équationssontdestinéesa étre résoluesau sensdes
moindrescarréspargradientconjuguéDansle but defaire cetteéliminationdeva-
riablestoutenconserantle caracterereuxdu systéemdinéaire(4.46)etenévitant
les autresincorvénientsévoquésau paragrapherécédentla stratégiesuivanteest
proposéepar WoLkowicz [114] : éliminer AX (respectrtementAZ) del'équa-
tion de réalisabilitéprimale (respectrementduale),et les injecterdansl’équation
decomplémentariterturbég4.44)conduisantinsia desconditionsd’optimalité
bilinéair es

On rappellequeles matricesA; définissant’'opérateurA sontsupposées-
néairemenindépendantedl enrésultequel’opérateurA estderangmaximalm.

Nous noteronsA' le pseudo-inersede Moore-Penrosele A. Introduisons
I'opérateursuivant

<n+1>m
N R\ 2 - S,
dontl'image estle noyaude A. Nousl'appelons'noyau”de.A. On peutmontrer:
Proposition4.4.1

AX=b & X=Ab+ I, - AW pourW € S,, (4.47)

n+1)_m
& X=Ab+Nw pourwe ]R< 2 : (4.48)

Ce résultatestune conséquencdespropriétésdespseudo-inersesd’opéra-
teurslinéaires.En utilisant ce résultat,on peutprocédera uneétaped’élimination
de variablesdirectemensur les équationg4.45), plutot que sur leur linéarisation
(4.46).EnremplacantZ et X parleursvaleursdansl’équationde complémentarité
perturbéd4.44),on obtientuneéquatiorbilinéaired’optimalitédetaille plus petite
que(4.45).
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Proposition 4.4.2 [114] Onsuppose&juelesproblémesDPprimauxetduaux(4.5)
et (4.12) ont leurs contraintesqualifiéesau sensde Slater On supposeaussiA de
rangmaximalet N définicommeprécédemment.

Alors, lesvariablesprimalesduales(z, y) sontoptimalespour lesprobléemes
(4.5)et(4.12)si et seulemensi

F(z,y) = (A*(y) — O) (AT + Nz) = 0, (4.49)

avec
A*(y) —C = 0 et At + Nz > 0.

La propositionci-dessugprovient directementde la réexpressiondesrésul-
tats primauxduauxde la section4.3, en tenantcomptede I'introduction desopé-
rateurs A’ et A/ suivantla relation (4.48). Les équationsd’optimalité perturbées
(4.45) obtenuesapréspénalisatioriogarithmique et éventuellemenprétraitement,
deviennentalors:

Fu(z,y) = (A"(y) — O) (A" + Nz) — pl, = 0. (4.50)

Le théoremesuivantdonneune desconséquencesatéressantede la réécri-
turequenousvenonsde proposer

Théoréme4.4.3[114]

Considéonsles problemessSDP primal (4.5) etdual (4.12) On supposeajue
A estderangmaximal, N définitle noyaude A suivant(4.48)

On supposeque les solutionsoptimalesprimales duales X, y, Z des pro-
blemedq4.5) et (4.12)satisfontstrictement la conditionde complémentarité;’est-
a-dire Z + X = 0. Alors, la matricedu systemdinéaire

_Fﬂ(xvy) = Fl(xay) ( ﬁz ) ) (451)

= (A*(y) — O)N(Az) + A*(Ay) (AT + N2), (4.52)
c’'est-a-die, (F'(z,y), jacobiennede F' en(z, y)) estderangmaximal(réguliére).

Voir [84] pourunepreuwe de cerésultat Entout étatde causec’estunrésul-
tat tresimportantpuisqu’il montrequ’en procédantommeci-dessuspn évite les
probléemesnal poséstles matricesde systemedinéairesnon (ou pasassezyégu-
lieresquel’on obsene dansle casde directionsde Newton. Ceci,outrele fait déja
éwquéquel’on seramenea desproblemedde plus petitetaille, plaide en faveur
del'adoptiondela démarchajuenousvenonsde présenterA celas’ajoutele fait
gue,puisqueessystemedinéairessontrésoluspargradientsconjugués|’équation
d’optimalité sousuneformebilinéaire,avec unejacobienngoujoursde rangmaxi-
mal, estparticulieremenadaptéeToutefois,il nousfautmodérercequiaétédit : la
démarchean’estintéressantet efficacequesi I'on réussita exprimerlescontraintes
affines du problemeSDP (4.5) au moyen d’'un opérateur(linéaire) A, dontI'ad-
joint et le pseudanversesontaisémentalculablegau moinsnumériqguement)et
pourlequel,on peutfacilementchoisirun "bon" opérateunoyau V. Par exemple,
on montresi N estuneisométrie,le conditionnementle la jacobienneF” obte-
nuea partir de'équationbilinéaire (4.49) ou (4.50) estau moinsaussibon, sinon
meilleur, queceluidela jacobienneobtenuea partir de (4.45).
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4.4.2 Algorithmes de points "intérieurs-extérieurs"

Nousprésentongi le nouwel algorithmede pointsintérieursproposécomme
alternatve a ceuxquenousavions présenté la sectionprécédentegui utilisentdes
directionsde Newton. Le principe esttoujourscelui d’'un algorithmede suvi de
trajectoire.Mais, contrairementiux algorithmesqui s'imposaienta la fois d'étre
dansun voisinagedu chemincentralet de se maintenirréalisablegenimposanta
X et Z dedemeuredéfinispositifsaucoursdel’algorithme), nousconsidéronsci
gueseulle fait d’étre dansun voisinagedu chemincentralestprimordial. On ne
maintiendrgpasnécessairemeltd réalisabilitéde X et Z.

a) Notion de "cr osswer"

La techniquede "crossaer”, pour laquellenousconserensla terminologie
anglais€fauted’'unetraductionsatistisanteenfrancais estdirectementnspiréede
l'intention de ne pasforcémentprivilégier la réalisabilitéde X et Z au coursdu
déroulementlel'algorithme.

On peutremarquermue la linéarisationde I'équation d’optimalité bilinéaire
(4.49) conduita un systemelinéaire dont la matrice estnon dégénérédde rang
maximal) tout au long de I'algorithme. Il existe doncen chaquepoint du chemin
centralet surtoutde I'optimum, unerégionde corvergencequadratiquecelaveut
dire qu’'uneméthodede Newton purecorvemeraitquadratiquemerti elle étaitini-
tialiséedanscetterégion).CesrégionscontiennentgalementlesmatricesZ et X
qui ne sont pasdéfiniepositives.Sion neforcepasZ et X aétreréalisablesil est
doncpossibledefairedesgrandas Etil n’estpasnécessairdeforcerlesmatrices
7 et X aresterdéfiniespositives(réalisablesjpu coursdesitérations,commecela
sefait dansla plupartdesalgorithmesde pointsintérieurs,puisqu’onpeutmontrer
(voir [114]) quedetoutefacon,onrevienttoujoursdansle domaineréalisable.

L'idéedu"crosswer" estuneconséquenceececonstat dande déroulement
de l'algorithme de pointsintérieurs,on aboutitforcémenta un momenta un itéré
courantqui appartientaussia la régionde cornvergencequadratiquede la solution
optimaledu probléme A partir de ce point-1a, il n’estplus nécessairele seforcer
aresterréalisableou dansun voisinagedu chemincentral.On fixe le parametrale
centralisatiordo = 0 etlespasaa = 1. Celarevientenfaitaappliqguerdirectement
la méthodede Newton purea I'équationd’optimalité (non perturbée)4.49).Cela
permetdecorvergerplusrapidemen{puisquda corvergenceestalorssuperlinéaire
(quadratique))doncderécupéreasymptotiguemerdela corvergencequadratique
pourl'algorithmede pointsintérieurs.

La questiomui seposealorsestcommentalculerexactemente voisinagede
convergencequadratiqued’'un point donnépour une équationdonnée Cetteques-
tion a donnélieu a de tréesnombreuxtravaux, et enfait, la questionn’a jamaispu
étretranchéalemaniéredéfinitive. Il existedifférentstypesde majorationsjui per
mettentd’estimercetterégionde cornvergencequadratigueDansnostravaux, nous
avonschoisiici d'utiliser lesrésultatgde [51] pourdéwelopperuneheuristiquepour
mettreen ceuvrda techniquede"crosswer".

On supposeajuel’on appliqgueuneméthodede Gauss-Neiton a la résolution
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del’équation
F(s)=0 avecs = ( z ) . (4.53)

Onale théoremeclassiquesuivant:

Théoreme4.4.4 ([51, Théorémel0.2.1]) Soit ' : R* — R™, et soit f(v) =
sF(v)"'F(v) supposéeleclasseC? dansunouvertD deR".
On suppose&jue
— la matricejacobienneJ(v) = F'(v) estlipschitziennesur D de constante
v, avec||J(v)||2 < a pourtoutv € D,
— il existev, € D etdesréels\,c > 0, tel que
- J(v.)"F(v,) =0,
— ) estla pluspetitevaleurpropre de J(v,)” J (v.),
—et
1(J(v) = T () F(v:)ll2 < ollv = vill2, Vv € D. (4.54)

Sig < ), alorspourtoute €]1, g[, il exsitee > 0 tel quepourtoutv, tel que
lv — v.|| < €, la suitegénérégar uneméthodede Gauss-Neiton

Vg1 = Vg — (J(Uk)TJ(Uk))ilJ(’Uk)TF(’Uk) (455)

estbiendéfinie corverge vers v, etvérifie

o = vell < Sllok = vl + il — ol (4.56)
et
co + )\
loess = vll < Z P ok = vl < o = v (4.57)
|

Ce théoreme et surtoutles inégalités(4.56) et (4.57), tout en montrantla
convergencequadratiqudorsquela jacobienneestderangmaximal,nouspermettra
dedéterminetarégionde corvergencequadratiquautourd’un point. On peutdéja
remarquegue,puisquenousrésohonsuneéquatiordontunesolutionexacteexiste,
la solution au sensdesmoindrescarrésest atteinte,et par la suite,ona s = 0.
L'inégalité (4.56)devientalors:

cavy
kst = vell < oLl = (4.58)

b) Exemplesd’algorithmes

Un algorithmede points"intérieurs-&térieurs"estun algorithmequi suit la
démarche@uenousavonsprésenté@récédemmergourun algorithmeprimal dual
depointsintérieursde suivi detrajectoire4.3.2avecles modificationssuivantes

1. les directionsde recherchesontdesdirectionsde Gauss-Naton obtenuesx
partir desconditionsd’optimalitébilinéaires(4.49);

2. lalinéarisation(4.51)de (4.49)estrésolueausensdesmoindrescarrégarune
méthodede gradientsconjuguégreé-conditionnés
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3. une étapede "crosswer" estintroduite a la fin de I'algorithme une fois que
I'on estarrivé dansunvoisinagedel’optimum. Celapermetderécupéredela
convergenceg-quadratiguasymptotique.

L’algorithmedepointsintérieurs-atérieurgel queprésenté&i-dessugstadapté
auxproblemesgpourlesquelon peutcalculerfacilement’opérateutdinéaire A défi-
nissaniescontraintesaffines,sonadjoint,sonpseudo-inerse ainsiquel’opérateur
N définissante noyaude 'opérateurA. La démarcheque nousvenonsde propo-
serajusqu’aprésenttéappliquéea la résolutionde problemesSDP qui sontdes
relaxationsSDP de problemesd’optimisation combinatoire: [114] par exemple.
Nousen proposonsine applicationau problemed’approximationpar matricesde
corrélationau prochainchapitre.



Chapitre5

Approximation par matricesde
corrélation

Nousabordongiansce chapitrenotresecondproblemed’approximationrma-
tricielle : 'approximationpar matricesde corrélation.Ce problemeprovient d’ap-
plicationsenStatistiquegtenFinancesNousavonsmisenceuvrepourceprobléme
un algorithmede type points intérieursavec directionsde recherchede Gauss-
Newton suivantle modéleque nousavonsdécritenfin de chapitreprécédentCe
travail a étéfait encollaboration avecM .F. ANJOS, N.J. HIGHAM etH. WoOL-
Kowicz [9]. Nouscomparongetteapprocheavec cellesque nousavonsdécrites
précédemmerqui ont été misesenceuvreparJ. MALICK [88] encequi concerne
I'algorithme coniquedual,parN.J. HIGHAM [75] et nous-mémearallelement.

5.1 Approximation par matrices de corrélation

Noussommesoujoursplacédans’espacedeHilbert S,, desmatricescarrées
symétriquesmuni du produit scalaireassociéa la normede FrobeniusNousrap-
pelonsaussigu’'unematricesymétriqueestdite semi-définigoositive lorsquetoutes
sesvaleurspropressontpositives.

5.1.1 Notionsde matrice de corrélation

Définition 5.1.1 On appelle matrice de corrélation toute matrice carrée symé-
trique semi-définigositive donttouslestermesdiagonauxsontégauxa 1.

Proposition 5.1.1 Lesmatricesde corrélation formentun ensembleornvexe com-
pactdansl’espacedeHilbert S,,.

Introduisond’opérateur diag : M, (R) — R" qui aunematricecarréeM
associde vecteurde R" formé destermesdiagonauxde M. En utilisantcet opé-
rateur on peutvoir queles matricesde corrélationvérifient X > 0 etv(M) :=
diag(M) — e = 0. La fonctionv étantaffine, il estfacile de voir quel’ensemble
desmatricesde corrélationestcorvexe et fermé.De plus, cetensembleestborné
puisquesesvaleursproprede sont: ellessontpositvesetdesommeégalealatrace
de M quivautn puisquetouslestermesdiagonauxvalentl.
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Définition 5.1.2 L'ensembledesmatricesde corrélationquenousnotonsf estap-
peléelliptope

Les matricesde corrélationsapparaissenhaturellementansdifférentsdo-

maines

— enthéoriedesgraphes certainsproblemesde complétionmatricielle sont
modéliséenutilisantdesgraphesDanscettemodélisation|esmatricesde
corrélationouentsouwventunrole important.Onpourraseréférera[1], [2],
[85].

— en Statistiqgueset Finances ce sontdesmatricesqui collectentles diffé-
rents coeficients de corrélationqui existent pour un nombrefini de va-
riablesaléatoiresDansle casde la Financecesvariablesaléatoiressont
parexemplelescoursdedifférentesactionscotéesenBourse.

Onretrouwe égalementes matricesde corrélationencontréleoptimal,lorsquel’on
appligueune méthodede "décompositiororthogonalepropreou elle collecteles
différentsproduits scalairesdeux a deux d’une baseorthonormée appeléebase
POD, obtenuea partir de la baseclassiquedonnéepar unedécompositioren €lé-
mentsfinis : elley portele nomdematricede masse.

5.1.2 Motivations

Noushousintéressonauproblemed’approximatiomrmatriciellesuivant: étant
donnéaunematricesymétriqueA, résoudre

1 .
p* = min §||A — X||% telque diagX =¢,X €8",X = 0. (5.1)

Nousrappellonsque||A||r = trace(ATA)'/? désignda normede Frébenius
précédemmerdéfinie.

Ceproblémeprovientd’applicationsen Statistiquespu unematricedecorré-
lationobtenueparcalculspeuts’avérerneplusl’étre. Cecipeutétredadeserreurs
de mesuredeserreursd’arrondis,desdonnéesnanquantesOn pourraconsultera
ceproposle siteinternet:

"http :/mww.ssicental.com/lisel/posdehtm”.

En particulier ce problemeseposeenFinanceorsquel’on fait del'analyse
derisquesfinanciers En Bourse,on appelleportefeuilleun ensemblale n actions
cotéesDu point de vue desStatistiquescesactionssontdesvariablesaléatoires,
dontl'universestpar exempleles différentescotationsde cesactions.Suivantle
modélede Markovitz [49], le risquefinancierquel’on prenden investissantians
un portefeuillede n actionsdépendde la matricede corrélationassociéeaux dif-
férentesactionsde ce portefeuille. Toutefois,il arrive tressouventquelesdonnées
concernanuneactionne soientpasaccessible®u pastotalementaccessiblesur
une périodedonnée En conséquencda matrice effectivementobtenuen’est pas
unematricedecorrélation parcequ’elle possedengénéraddesvaleurspropresné-
gatives.Celaimplique deserreursdansle modele.Poury remédiey on sepropose
de chercherla matrice de corrélationla plus prochede la matrice effectivement
calculée Pourcela,on doit résoudrde pobleme(5.1).
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Cetteidée a été mise en ceuvrecesdernieresannéessouwent sousle nom
de processusle calibration de matrices Il y a eu de nombreuses$entatvesalgo-
rithmiquespour résoudrece probléme Cesalgorithmessuiventles différentesap-
procheggjuenousavonsprésentéeaudéhut de cettethese Nousavionscommencé
la miseenceuvredel’approcheparprojectionsalternéesle Boyle-Dykstra,lorsque
nousavonsétéinformédel’existenced’un travail enparalléleeffectuéparHIGHAM
[75] qui donnaitdesrésultatprobantsNoussommesioncpassés I'approchevia
I'optimisation SDR encollaborationavec ANJOS, HIGHAM etWoLkowIcz. Ceci
adonnélieu a destravaux[9] qui consistenenl’essentielde ce chapitre Paralléle-
ment,l'approcheconiquedualea étémiseenceuvreparMALICK [88].

5.1.3 Existenceet unicité de solutions

Nous commenconsotre étudedu problemed’approximationpar matrices
de corrélationpar I'aspectexistenceet unicité de solution. Cettequestioncomme
C’était le caspourles matriceshistochastiquegeutétretranchéegraceaux Théo-
réemede projection2.1.1.Puisqud’elliptope estun ensembleorvexe compactce
théorémes’applique.ll assurd’existenceet I'unicité d’une solution optimaleau
probleme(5.1), etfournit unecaractérisationlela solutionoptimale.

Toutefois,nousne noussommegasintéressélus avant a cettecaractérisa-
tion dela solutionoptimale.Du fait de I'expérienceacquiseavec les matricesbis-
tochastiquesnousne pensiongasque cettecaractérisatioriut exploitable. Nous
noussommesdonctoute de suitetournéversles différentespossibilitésalgorith-
miquesde calculercettesolutionoptimale.Néanmoinaun tel travail a étéeffectué
dans[75] ou le fait qu’il n’estpaspossibled’espéremunesolutionexplicite a partir
descaractérisation®urniesparle Théoremele projectionestjustifié.

5.2 Approchesde typesprojections

Dansun précédentravail (au chapitre3), nousavons mis en lumiére trois
approchedle résolutiondes problemesd’approximationmatricielle linéairesco-
niquesutilisantelleslesprojectionssurdescornvexessimples: celle parprojections
alternéescelle par pointsfixesque nousn’évoquonsplus, et celle par algorithme
coniquedual. La dernierea été mise en ceuvre,commenousl’avonsdéjadit, par
MALICK [88].

On peutremarquergue I'elliptope £ peuts’écrire commel’intersectionde
deuxcorvexes:

— le conecorvexe fermédesmatricescarréesymétriquesemi-définiegpo-

sitivesS;},

— le sous-espacaffinel/ desmatricescarréeglonttouslestermesdiagonaux

sontégauxal.

Onpeutdoncappliquen’algorithmeparprojectionsalternéesleBoyle-Dykstra
guenousavonsdécriteudeuxiemechapitre Pourcefaire,nousdevonscalculerex-
plicitementles projectionssurS;" eti/.
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5.2.1 Projectionsur S,

La projectiond’une matrice carréesymétriquequelconqueX sur le céne
corvexe fermé desmatricessemi-définiegositives estdonnéepar la proposition
2.1.5.

Proposition5.2.1

max(Ay, 0) 0 0 0
. 0 max (A, 0) 0 0
Ps,(X)=U : _ 0 U, (5.2
0 0 ... max(Ap,0)

ouX = UTDU, avecUTU = I, et D diagonale estunediagonalisationde X . [J
Onpourrasereférera[74]parexemplepourunepreu\e decerésultat.

5.2.2 Projection sur i

Pourobtenirle projetéd’'une matricesymétriqguequelconqueX surle sous-
espace/, nousallonsprocéderde la mémemanierequ’au chapitre3 (voir section
3.3.2).NotonsX le projetéde X surl/. Nousavonsla caractérisatiosuivante:

{ § f% eU+. (-3)
Notonsd’abordquenousavons
U={X €S, | diag(X) = e}, (5.4)
alors,ona:
U+ = (Ker( diag))" = Im|( diag)*]. (5.5)
Proposition5.2.2
U* =D, : sous-espacdesmatricescarréesdiagonales. (5.6)

En effet, si nousintroduisond’opérateurlinéairesuivant Diag : R* — S,
tel que

Z1 z; O 0 0
i) 0 T9 0 0
. = . } )
0
Tn 0o 0 ... z,
il vientbienque
diag* = Diag.

Par suite,
Im [( diag)*] = Im [ Diag] = D,,.
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On déduitalorsde (5.3) quel’on ala caractérisatiodquivalentesuivantede

{ diagX = e,

X — X diagonale (5.7)

Introduisonscettefois-ci 'opérateurinéaire offDiag définipar
offDiag (S) = S — Diag( diag(S)), VS € S,.

L'opérateuroffDiag (S) estjustela matricede diagonalenulle destermesnondia-
gonauxde S, etonpeutremarqueguesi D estunematricediagonale,offDiag (D) =
0s,- Il vientalorsimmédiatementle (5.7) que:

offDiag (X) = offDiag (X)

Et, puisque Diag(e) = I,,, la propostionsuivanteestimmédiate.
Proposition5.2.3

VX € S, X = Py(X) = offDiag (X) + I,. (5.8)

5.2.3 Algorithme de projectionsalternées

Nous pouwns donc, dansles mémesconditionsqu’au chapitre3, proposer
I'algorithme suivantpourla résolutionparprojectionsalternéeslu probleme(5.1).

Algorithme 5.2.1

Initialisation B° = A
R*=0
Précisions
[tération
Akt = offDiag (B*) + I, [= Pu(B*)]
Bkl — Por (AkH)
Q1 = (AEH + Q%) — BFH
Testd’arrét  si||A*T! — B*¥*!||r < e Stop,
sinonretoura Itération,

ou A estla matricequel’on cherchea approcheparunematricedecorrélation.
On peutfaire une premiéreremarquesur cet algorithme.La difficulté éven-
tuelle danssamise en ceuvrepratiqueproviendraselontoute vraisemblancele la
projectionsur S, . En effet, celle suri/ nenécessitgpoursoncalculgu’uneextrac-
tion de termeshorsdiagonauxd’une matriceet unesommede matrices.Effectuer
cesopérationse posentaucunproblémesousMatlab, quellequesoit la taille des
matrices.Par contre,la projectionsur S;" nécessiteine décompositioren valeurs
propres,un tri desvaleurspropreset un changementie basede celle desvaleurs
propresvers la canonique.Toutescesopérationssont colteusesvec Matlab, et
d’autantplusquela taille dela matriceaugmenteDe plus,lorsqu’onadesmatrices
de grandetaille, du fait deserreursd’arrondis,le tri parmilesvaleursproprespeut
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s’avérerhasardeuxor I'exactitudede cetri estprimordialepourle calculexactdu
projetésurS,", etdoncla corvergencedel'algorithme.

Nousavonseu connaissanca ce moment-lade I'existenced’un travail ana-
logueeffectuéparHiGHAM. En effet, dang[75], il résoutparprojectionsalternées,
un problemed’approximationpar matricesde corrélation,pour lequelles normes
considéréesontdespondérationgle la normede FrobeniusNotre problemeap-
paraitcommeun casparticulier Il afait lesmémesemarquegjuecellesquenous
avonsfaitesau sujetdela projectionsur S;. Pourcontournercesdifficultés,il ex-
ploite d’abord e fait qu’en pratiqueles matricesA quel'on cherchea approcher
sonttellesque A € U et toutessescomposantesontplus petitesen valeursab-
soluesque 1. Gracea cela, on obtient une estimation(desbornessupérieuret
inférieures)surla valeuroptimaledu probleme(5.1), et surtout,on montrequ’il y
a au moinsautantde valeurs propresde la solutionoptimalenullesquede valeurs
propresnégativesde A. D’autre part,lorsquela matriceestdetrop grandetaille, il
serameneautiliser, via uninterfaceMEX, desroutinesdenoyauLAPACK deMat-
lab plusspécialiséset plusefficacescarécritenfortranou C/C**, quelaroutine
de diagonalisatiorpar défaut de Matlah C’estainsique,HIGHAM a pu résoudre
desproblémesavecdesmatricesdetaille allantjusqu’al399.

5.3 Approchederésolution par minimisation autoduale

5.3.1 Un problemeéquivalent: Passage I'épigraphe

Rappelongjuepour unefonctioncorvexe f : H — R U {400}, on appelle
épigraphede f, etonnoteepi( f) I'ensemblecorvexe suivant:

epi(f) = {(z,) e HxX R | f(z) < a}.

Une despropriétésde I'épigrapheestquelorsquel’on veut minimiserla fonction
f surH, on peutseramener minimiserle réel« sousla conditionque(z, «) soit
dansl’épigraphede f. Celapermetde seramenera un problémedontla fonction-
objectif estlinéaire et de faire passeia fonction-objectiforiginale en contraintes.
Cetteidéeestutiliséeengénérallorsquela fonction-objectifestla sourcede com-
plication du problemed’optimisation.On peutconsidéremque c’estle caspourle
probleme(5.1), puisque si la fonction-objectifétaitlinéaire,on auraitun probléme
classiqued’optimisationSDR De plus, on saitqueles contraintede type quadra-
tiqguespeuentseréexprimersousla formede contraintesSDP
Onpeutdoncréécrirele probleme(5.1) sousla forme suivante:

V2p* = min «
tq diagX =e,
Y+X=A ||Y|r<e,
X,YeS8S X =0

(5.9)

Notreproblémeapparaialorscommeun probléemed’optimisationsurlinter-
sectiond’un cdnedu secondrdreetdu céneS;. On peutalorsle résoudralirecte-
ment,puisqu’il existe de nombreuxcodesdu domainepublic qui peuventpermettre
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derésoudrg5.9). Un certainnombrede cescodessontaccessiblesia le seneur
NEOS[59] al'adresse

http ://ww+ neos. nts. anl . gov/.
On peutaussiconsultela pagewebde C. HELMBERG al'adresse

http ://ww. zi b. de/ hel nber g/ sem def . ht m .

5.3.2 Testsnumériquesavec SeDuMi

Nousavonschoisi(parmilescodesdudomainepublicaccessibleparNEOS)
de résoudrde problemeen utilisantle code SeDuMidad a J. STURM [72],[105].
Ce codeutilise les techniquesde plongementauto-dual(self-dualembeddingen
anglais)pour I'optimisation sur les coneshomogenesutoduaux Cestechniques
permettentde résoudredesproblémesd’optimisationen donnantcommereésultat
soitunesolutionoptimale,soitunepreuve de non-réalisabilitédu probléme enuti-
lisant notammentun lemmede Farkas.On pourraseréférera [48]. L'algorithme
implémentéen pratiqueestun algorithmede type pointsintérieursavec directions
derecherchede Newton, donton peutmontrerqu’il convergeenO(y/n In(¢)) ité-
rationsdansle pire descas.C’estun algorithmequi tented’exploiter les systéemes
linéairescreux,commeparexemplelorsqu’ona un grandnombrede variablesma-
triciellesde petitesdimensionsPar contre,lorsqueceux-cisontde grandetaille (et
ne sontpasdiagonauxparblocs),l’algorithme estlent, ettrescolteuxenmeémoire.

Pourle probleme(5.9), a chaqueitération, le travail principal consistea for-
mer et résoudreun systemdinéaire (souentdense)e type complémentle Schur
dont la solutiondonnela directionde recherchede Newton. Ce systemedont la

taille estdéterminéeparles n + < "‘2” ) contraintesd’égalité, est de taille de

I'ordre den?. De plus, on retroue ici lesincorvénientsdesdirectionsde Newton
guenousavonséwquésauchapitreprécédenttelsquedessystemesnal condition-
nésquandon approchealel’optimum.

Lespremiergrésultatssontrésuméslansle tableaus.1 ci-apres.

On peutremarquergue l'on esttrésvite limité par la taille desmatriceset
le tempsCPU nécessaire la résolutiondu probléme.Toutefois,commecela est
observésavec les méthodede pointsintérieurs,le nombred’itérationsest prati-
guementonstantC’estle tempsde calculnécessairgui estinfluencéparla taille
de la matrice,sanspour autantl’étre par sasingularité,et saprogressiorsemble
exponentiellecommele montrela figure5.1.

Rappelongyjueles problemespratiquesque nousespéronsésoudresontde
taillesdel’ordre de 1000. Il estclair guenousn’avonsaucunespoirdelesrésoudre
parSeDuMi.

5.4 Approchederésolution par points intérieurs

Comptetenudeslimites du logiciel SeDuMi, nousnousproposonsi’écrire
unalgorithmede pointsintérieursadapté notreproblémequi nouspermettede ré-
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Taillede A | Rangde A | TempsCPU | Nombred' | TempsCPUmoyen
(ensecondes) itérations paritération
50 5 151 16 9.44
50 10 149 16 9.31
50 20 171 16 10.7
60 6 594 15 39.6
60 20 672 17 39.5
60 50 711 18 39.5
70 7 2193 15 146.2
70 15 1781 16 111.3
70 50 1894 17 111.4
80 8 5471 16 341.9
80 20 4790 16 299.4
80 50 4350 16 271.9
90 20 10904 15 726.9

TaB. 5.1— Résultatpourl’approchepar SeDuMipourdesmatricesA généréesléatoirement

12000 T

T T T
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10000
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0 I I I I
50 55 60 65 70 75 80 85 90
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soudredesproblémedle plus grandetaille. Cetalgorithmesuivrala démarchajue
nousavons proposéeen fin du chapitreprécéden{section4.4). Nous utiliserons
une condition d’optimalité bilinéaire,dontla linéarisationconduita dessystémes
linéairesqui ontle mémeordredetaille gu’avec SeDuMimaisqui sontcreux,n’ont
pasa étre construitexplicitementet sontde rangmaximala I'optimum. Cessys-
temesserontrésoluspar gradientsconjuguéspréconditionnésknfin, une étapede
"crosswer"” seraintroduite enfin d’algorithmeafin de récupéremne corvergence
asymptotiquey-quadratique.

Nousavionsvu quel’algorithmedepointsintérieursquenousnousproposons
d’écrire seraitparticulieremenperformantsi 'on pou\ait écrireles contraintesaf-
fines sousla forme d’opérateursgdont on peutfacilementcalculerles adjoints, et
pseudo-imersesNousintroduisonsdanscetordred’idées,quelquespérateurdi-
néairessurlesmatricesqui vont nousétreutiles.

5.4.1 Quelquesopérateurs

PourunematriceM = [my; my ... my] € R™" (m; €e R™,i=1,2,...,n),
my
ma
v=vec(M):=| . | eR™
My

estle vecteurformé en mettantles colonnesde M bout a bout. On définit ainsi
I'opérateur vec dontl'inverseet'adjoint sontdonnégar

1

Mat = vec™ = vec",

enutilisantla définitiondel'adjoint d’'un opérateur ( vec(M ), u) = (M, vec*(u)).
Mat construitunematricem x n, colonneparcolonne apartird’un vecteurdetaille
mn. LesopérateursMat et vec sontdesisométries.
n
PourX € §,, soitz = us2wecX € ]R< 2 ) qui estconstruiten multipliant
par v/2, le vecteurobtenuen mettantbout & bout les termessituésstrictementau
dessusglela diagonalede X etconsidérésolonneparcolonne:

X11 X12 Xln X12
Xpy ... Xo, X
us2wec : X = 2o r =2 2. (5.10)
Xon X(n—l),n

Le coeficient /2 assurgquel’on auneisométrie.

n
Soit us2Mat:= us2wec ! I'opérateurinversede us2\wec, définisurR< 2 )
avaleursdansle sous-espac&? desmatricesde S,, donttouslestermesdiagonaux
sontnuls.Ona:
us2Mat" = us2\wec, (5.11)
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puisque
(us2Mat(v),S) = traceus2Mat(v)S
= traceus2Mat(v) offDiag (5)
= v us2wec(S) = (us2wec(S),v).
Ainsi,

us2Matus2Mat’(S) = offDiag (S) = offDiag*(.5)

estla projectionorthogonalesur le sous-espacé?. Ceciconfirmela proposition
5.2.3puisqu’ona:
U=1I,+S8.

Notre algorithmeutiliseralesopérateursléfiniscommesuit. Soit
X = A+ us2Maf(s) + 1, SY:= us2Maf(s)+ Diag(y),

pourdesvecteurss andy judicieusementhoisis.Ondéfinitlesopérateurdinéaires
suivants:

X, (-) == X us2Mat(-); X,(-) := X Diag(-); S(-) := us2Mat(-)SY
(5.12)

Ainsi,

n n
Xu:R< 2) S MY X R M™ S:R< 2) — M.
NousauronsesoindesadjointsdecesopérateursSoitv = us2wec(V), V €
S",zeR", etW € M™.
(W, X,(v)) = tr'WTX us2Mat(v),
tr us2Mat(v) X W,

= < us2Mat(v), 1(XW + WTX)> ;

= < ,%usZ\ec(XW+WTX)>
= (v, & (W)).

Par suite, )
X, (W) = 5 us2wec(XW + wWTX).

(W, X,()), = WX Diag(>),
= trDiag(z)W'X,
= 2l diag(WTX),

(X" (W), 2),
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d'ou,
Xy (W) = diag(W"X),
ou bien
X (W) = (Wo X)Te.
(W,S8(v)) = trw7 us2Mat(v)S?,
- < us2Mat(v), %(WSZ’ + Swa)> ,
- <v, % us2wec(WsY + SyWT)> :
= (v,8"(W)).
Onadonc

1
S* (W) = 3 us2vec(WSY + S*wT).
Nousauronsaussibesoinde différentescompositionsd’opérateurs

Xy X4(2) = X,(X Diag(2))
= diag( Diag(z)X?);

XX, (v) = X (X us2Mat(v)),
diag (us2Mat(v)X?) ;

Xy S(v) = Xy (us2Mat(v)S?)
diag (SY us2Mat(v)X);

XS X(z) = A, (X Diag(z)),
= % us2\ec (X* Diag(z) + Diag(z)X?);

X, X, (v) = A, (X us2Mat(v)),
1
= ; us2wec (X? us2Mat(v) + us2Mat(v)X?);

X, S(v) = A, (us2Mat(v)SY),
1
= 3 us2wec (X us2Mat(v)S? + SY us2Mat(v)X),

= S*A,(v);
S*X,(v) = &*(X us2Mat(v)),

1
=3 us2wec (X us2Mat(v)S? + SY us2Mat(v)X) ;
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§'Xu(z) = S'(X Diag(2)),
= % us2wec (X Diag(z)SY + SY Diag(z)X);

§*S(v) = S8*(vec(us2Mat(v)SY)),
= % us2\ec ( us2Mat(v)(SY)* + (SY)? us2Mat(v)) .

(X +S8) (X +S)(v) = % us2wec [ us2Mat(v) (X?* + (S¥)%) + (X* + (S¥)?) us2Mat(v)] ,
+ us2wec[X us2Mat(v)SY + SY us2Mat(v) X] .

Proposition 5.4.1 Nousobtenonde formulaire suivantpour les opémateurs définis
en(5.12):

Xa(-) = X Diag(:)
X,(-) = X us2Mat(-)
S(-) = us2Mat(-)SY
XF(W) = (WoX)Te= diag(WTX)
X, (W) Lus2ved XW 4+ WTX)
S* W) = 1usovedwsy + SwT)

Xy Xy(2) diag ( Diag (z) X?)

XX, (v) = diag (us2Mat(v)X?)

X' S(v) = diag (SY us2Mat(v)X)

X, X)(z) = I us2vec(X?Diag(z)+ Diag(z)X?)

X, X, (v) = f us2vec(X? us2Mat(v) + us2Mat(v) X?)
X, Sw) = f us2vec(X us2Mat(v)SY + S¥ us2Mat(v) X)
S*X,(v) = f us2vec(X us2Mat(v)SY + S¥ us2Mat(v) X)
S*X)(z) = I us2vedX Diag(z)S? + S¥ Diag(z)X)

S*S(v) = % us2vec( us2Mat(v)(S¥)? + (S¥)? us2Mat(v))

5.4.2 Deuxiémeformulation équivalente
Introduisondesnotationssuivantes
a = US2wecCA, s = us2wecsS

analoguesz = us2wecX quenousavionsintroduitprécédemment.

De plus, puisqueles termesdiagonauxde X sontconstantsde mémeque
ceuxde A, leurscontributionsa la norme||A — X || resteconstanteSanspertede
généraliténouspouvonssupposedésormais

diag(A) = 0.
Notonsquececiimplique

a = us2wecA < A = us2Mata,
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cequin’estpasle casengénéral etaussi
IX = Al = llz — all3 + n.

Afin derésoudrde probleme(5.1), nouspouwvonsle reformulersousla forme
suivante:

! (%)
pro= min§||a: —a|? telque us2Mat(z)+I>=0,z€R\ %/, (5.13)

enécrivant X = us2Mat(z) + I dans(5.1). Cetteforme estplus adaptéequela
précédent@ notredémarchealgorithmique.

5.4.3 Conditions d’'optimalité et Directionsderecherche

Pourobtenirlesconditionsd’optimalitépour(5.13),nousenexplicitonsd’abord
le problémedual. Notonsque les contraintesde (5.13) sontqualifiéesau sensde
Slater(voir 1.4.2),cequiimpliquequ’il y auradualitéforte pournotreduallagran-
gien.:

1
p* = v* := maxmin = ||z — a||* — traceS(us2Mat(z) + I).
S=0 =z 2

En procédantie maniéreclassiquepn associei la contrainte us2Mat(z) + I > 0
unmultiplicateurdeLagrangeS € S;7, puisqueS;" estauto-dualOnconstruitalors
le lagrangien

L(z,S)= min f(z)= %Hx—aHQ _ traceS(us2Mat(z) + I)  (5.14)
zER 2

Ceproblemeestfinalementun probléemesansontraintesSafonction-objectifs’écrit:
f@) = %Hx—a”? _ traceS( us2Mat(z) + 1),
_ %Hx — a|2 — tracelS( us2Mat(z))] — trace(S),
= Slle—al]? ~ (S, us2Mat(z)) ~ trace(s),
= Ll —al ~ (us2Mat (s), z) — trace(s).

Elle estdifférentiablede maniereévidente.Les solutionsoptimalesde (5.14) sont
donccaractériséepar:

= (z—a)— us2Mat'(S),
(x — a) — us2wec(S).
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Nousobtenonde probléemedual suivant:

p*= max  i||lz —al[* — traceS(us2Mat(z) + I)
telque z — us2wec(S) = a, (5.15)
S = 0.

EnécrivantS sousla forme

n
S = us2Mat(s) + Diag(y), se ]R< 2 ) yeR,

etenremarquangue
r = us2wec(S)+a =s+a,

la fonction-objectifde (5.15)s’écrit :
flz) = %||s||2 — trace(S us2Mat(x)) — trace(S),
_ %||s||2 (S, us2Mat(z)) — trace( us2Mat(s) + Diag(y)),
= Slsl — {us2ec(s), z) — ",
= Sl = (5,5 @) —yTe,
= SlalP ~ S lls —all” y"e.
Onpeutécrirele problémedual (5.15)sousla forme équialente:

p = zllal*+ max—(5lls — al® + y"e)

t.g.S¥ := us2Mat(s) + Diag(y) > 0. (5.16)

Puisqudes conditionsde qualificationde contraintesle Slatersontvérifiees
pour le problemedual aussi,nousobtenondes conditionsd’optimalité primales-
dualessuvantes

Théorémeb5.4.2 Lesvaleurs optimalesprimaleset dualessontégalesu* = v*, et
lespairesprimalesduales(z, (y, s)) sontoptimalespour (5.13)si etseulemensi :

X = us2Mat(z)+1 >0 (réalisabilité primale)
r = a-+s, SY:= us2Mat(s) + Diag(y) = 0 (réalisabilitéduale)
XSY = 0 (écartscomplémentaés)
|

Pourla miseen ceuvrede notrealgorithmeprimal-dualde points"intérieurs-
extérieurs",nousutilisonsla perturbationclassiquede I'équation desécartscom-
plémentairesuivante:

XSY = ul. (5.17)
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Commenousl’avons décrit au précédenthapitre4.4, noussubstituonsen-
suite les équationsde réalisabilitéprimale et duale dansl’équation perturbéeci-
dessugq5.17) et nousobtenonaune unigue équation bilinéaire en s ety qui ca-
ractérisel’optimalité pour le problemebarriérelogarithmiqueque 'on déduitde
(5.13).

n+1
F.(s,y): R( 2 ) — M".
F.(s,y): = [A+ us2Mat(s) + I][ us2Mat(s) + Diag(y)] — pul = 0,

On pourraremarqueiquele problémed’approximationpar matricesde cor

2y e - 1 . . )z s, .
rélationoriginala ( ™ variablesn contraintesd’égalité (surla diagonalede
2

X) et la contraintede semi-définiepositivité de X. Par suite, le problémedual a

n+ ( ”'2* ! ) variablesAinsi, sil'on considéraitlesalgorithmegjui résolhentuni-

guemente problémedual,on n’auraitpasunediminutiondelataille du probleme.

De plus, avec les algorithmesprimaux-duauxstandardon auraitn + 2( "‘2* ! )

variablesaucontrairedes( " ;“ !

dérant’équationbilinéaire(5.18).

Etantdonnéeque cetteéquation(5.18) estsurdéterminég ¥, ne met pasen
relationles mémesensembles unisomorphismeprés)et nonlinéaire,nousla ré-
solwonsen utilisant une méthodede Gauss-Neton inexacte. Par linéarisationde
(5.18),nousobtenonde systemdinéairedoncla résolutionnousdonnela direction

derechercheAv = ( 25 ) ol housavonsposeéy = ( y ) :
Y )

) variables(s ety) quenousavonsici enconsi-

—Fu(s,y) = F,(s,y)Av, (5.19)
[A+ us2Mat(s) + I] (us2Mat(As) + Diag(Ay)) (5.20)

+ us2Mat({As)SY, (5.21)

= (XA +S) (As) + Xy(Ay). (5.22)

Onretrouwe les opérateursY,, S et X; que nousavions introduits au paragraphe
précédentet on comprendpourquoi.

Ce systemdinéaire surdéterminést de rang maximal. Nous utiliseronssa
solution au sensdes moindrescarréscommedirection de rechercheg(de Gauss-
Newton) dansnotre algorithme.Cette solution seracalculéeen utilisant une mé-
thodede gradientsconjuguéspréconditionnée.

n

NotonsqueAs € R\ %/, mais, le cotdu calculde (X, + S) (As), enne
considéranpasun éventuelcaractérecreux,estcelui de la multiplication de deux
matricessymétriquesLe calcul de X;(Ay) correspondquanta lui a un produit
de Hadamard(composantepar composantesjle deux vecteursde taille n. Ces
calculsqui représenteritessentield’uneitérationdegradientsconjuguésontdonc
pratiguemengratuits.
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5.4.4 Algorithme

Nous utilisonsl’équation (5.18) pour déwelopperun algorithmeprimal-dual
de pointsintérieurs-atérieursréalisable(c’esta dire quel’on partde pointsstric-
tementréalisablegpour le primal et le dual) tel que nousl’avons décrit en sec-
tion 4.4 du chapitreprécédentNousutilisonsdoncl’approchepar Gauss-Neton
de [84]. Nousintroduisonsun paramétrele recentrager; aulieu d’'une approche
prédictrice-correctricelassiqueNousimposonda semi-définigositivité aucours
du déroulemente I'algorithme plutdt quela définiepositivité. Enfin, désquenous
sommessuffisammentprochesde I'optimum, nousfaisonsdu "crosswer" enpo-
santo, = 0 etay, = 1, etenn’imposantplusla semi-définigpositivité desmatrices.
Ceciconduita unerapidecorvergencequadratiquesymptotiguement.

Criter ede"Cr osswer"

Il nousfautaprésenprécisetesmodalitépratiquesuivantlesquelled'étape
de"crosswer" estappliguée Rappelongju’il s'agitde ne plusforcerl'algorithme
a demeureréalisableune fois quel’on setrouve dansla région de corvergence
guadratiquealel’optimum. Il nousfautdoncun moyend’estimerrapidementa ré-
gion de convergencequadratiqueCecipeutétrefait enutilisantle Théoremet.4.4
gue nousavons énonceéau chapitreprécédentToutefois,les estimationsdu rayon
de convergencequadratiqugfourniespar le théoremedépendente I'optimum du
problémequi estinconnu.ll fautdonctrouver a partir de cesestimationgdesheu-
ristiquesqui permettentde s’assurerque I'on estdansla région de corvergence
guadratiqueUne heuristiquepossibleestde considéreiquele pascourantAv par
exemple,estunebonneapproximatiordela distancedu point couranta I'optimum.

De tellesheuristiquent été étudiéesdans[114] pour la résolutionde la re-
laxationSDPd’un problémedemax-cut De plus,on peutremarquerguelafonction
F bilinéaired’optimalité obtenudci esttressimilairea celle qui a étéobtenuedans
[114]. Nousavonsdoncchoisid’effectuerl’étapede "crosswer” dansnotrecas,en
utilisantle mémetype d’heuristique L'étapede "crosswer" seradoncdéterminée
parle critéresurle sautdedualitésuivant:

tr(ZX)
054 - X||2+1°

(5.23)

NotonsF° I'ensembledespointsprimaux-duawstrictementéalisablest F’
la jacobiennalela fonction F* définissantesconditionsd’optimalité.
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Algorithme 5.4.1(Points intérieurs-extérieurs par Gauss-Newton(G-N) et "cr osswer")
e Initialisation :

ee Donnée: unematricecarréesymeétriqual’ordren, A, (fixer diag (4) =

0).

ee Tolérances: ¢; (arrét), e, (précisionpour G-N),e3 (“crosswer").

ee Trouver lespoints initiaux strictement réalisables

S0 et X0 := (offDiag (S° + A) + I) > 0; p petit

ee Fixer lesparamétresinitiaux :

gap:= traceS°X’; uo = gap/n; objval ;= 0.5/|X° - A||%; k=0.

e Tant que min{ 532r7, objval} > e
ee résoudre au sensdesmoindrescarrés pour obtenir la directionde

recheiche Av* (précisions, min{py, 1})
F, (Uk)Avk = _FUkNIc (vk)’

Okl
ou o estle paramete de recentage, yy = % traceS* ( offDiag (S* +
A)+1).
ee rechercchelinéaire:
Sk = Sk 1 o, AS*, avecay > 0,

tel queS*+! et offDiag (S¥*1 + A)+1 = 0, (o) := 1 aprés'crosswer".)
ee Miseajour k + k+1

objval := 0.5/|X*™ — A||%, gap:= traceS*"' X*™ 1,1 = gap/n,

gap

o ( ixeroy = 0 si min{ objval 11

objval} < 3 (crossover)) :
o fin (tant que).
e Résultat: X ~ us2Mat(s) + A + I.

Lamiseajour deoy, ci-dessugstfaitedemaniéreadaptatie: elle estdépen-
dantedesvaleurscourantesle X et S. Elle estfaite de manierea serecentrerdu
mieux possiblesurle chemincentral,tout enévitantdetrop serapprochedu bord.

5.4.5 Préconditionnement

Commenousl'avonsvu au chapitreprécédentle préconditionnemergstes-
sentielpourunerésolutionefficacedu systemdinéaire(5.22)ausensdesmoindres
carrésEncequi nousconcernegffectuerun préconditionnemertonsistea trouver
deuxopérateurgenpratiquedesmatrices)P; et P, etachercheta solutionausens
desmoindrescarrésde

(X, + 8) P, (As) + XaP, (DY) = —Fu(s,y), (5.24)

As =P,(As), Ay=P,(Ay).
Lesinversesci-dessuse sontpasforméesexplicitement.De plus, les deux
opérateurs’; et P, ontdesstructuresissesimplesdemaniereacequelessystemes
linéairescorrespondantsoit résolusefficacement.
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Pré-conditionnementdiagonal

Le pré-conditionnementiagonala été étudiédansdifférentsouvrageg51],
[101],[66, Sect.10.5],et[50, Prop.2.1(Vv)]. Lesrésultatgdifferentselonla définition
du conditionnement’'une matrice,qui décritla répartitiondesvaleurspropresde
cettematrice.Par exemple,dans[50, Prop.2.1(v)], on prendla définition suivante
du conditionnement’'une matricexn K :

w(K) :=n"" trace(K)/ det(K)"/".

Ony montrealorsque pour unematricem x n A depleinrangavecm > n, le
pré-conditionneudiagonaloptimal,solutiondu problémed’optimisation

minw((AD)"(AD)) telque D matricediagonalepositive, (5.25)

estdonnéepar
dii = 1/||Asill2, i =1, ..., n.

Par suite,pourfaireun pré-conditionnemerttiagonalde (5.22),on peutchoi-
sir desopérateurs’, et P; qui sontdiagonauxlls sontévaluésen utilisantles co-
lonnesde I'opérateur F (s, y). Cescolonnessontde deuxtypes: cellescorres-
pondanta s, et cellescorrespondané y. Comptetenude la forme découpléade
I'equation(5.22),le calculde P, et P; peutsefairede maniereindépendante.

Commencongar le calcul le plus simple, celui de P,. Nousrappelonsjue
pourévaluerlescolonnesd’un opérateufinéaire,il suffit decalculerlesimagesdes
élémentgela base(canoniquelle sonespacale départ.Rappelongjuel’on a:

X = A+ us2Mat(s) + I etS = us2Mat(s) + Diag(y).
Pourtoutematrice X, X;. désignesalemeligne et X,; désignesal émecolonne.

A Pré-conditionnementde X;. L'opérateurX; étantdéfini surR™, il nous
suffit decalculerlesimagesdesvecteurs;, i = 1,...,n, dela basecano-
niguedeR™. Ona:

Xa(e;) = X Diag(e;).

Par suite,
[ Xa(e) |7 = 11 X.:]*. (5.26)

A Pré-conditionnementde X, + S. LesdeuxopérateursY, et S sontdé-

n

finis sur R( 2 ) . Nous allons éwaluer les imagesdesvecteurse,, k =
1,..., ( ’2’ ) de la basecanonique A chaquek = 1,...,n, on peutas-

socierun uniquecouple (,j5), « = 1,...,n; 7 = 1,...,n; 7 < j tel
quelorsdel'opérationz = us2wec(X), I'élémentz, dex estidentiquea
I'élémentX;; de X. Dansla suite,e; ete; représenteronespectiementie
ieémeet jémevecteurdela basecanoniqueale R™, tandisquee; représente
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n

le kémeunvecteurdebasedeR< 2 ) .Ona:

X,(ex) = X us2Mat(ey)
X (eiejr + ejez-T)

(X:Z'E? + X]€ZT) .

S

D’autrepart,
S(ex) = us2Mat(e)(S + Diag(y))
7 (eie] +ejel’) (S + Diag(y))
= 5 {(e:i(S+ Diag(y));: +e;(S + Diag(y))i)} -

I

Par suite,

1(Xu +S)(er)lF = 3 {lI(S+ Diag(y)).|l* + [|(S + Diag(y))|*+
12Xl + 1|X41” + 2(S + Diag(y)),; X
+4(5 + Diag(y));iXi; +2(5 + Diag(y)):iXj;} -
(5.27)
Pour ce calcul, nous avons besoinde trois produits de Hadamard,X o
X, (S + Diag(y)) o (S + Diag(y)), (S + Diag(y)) o X, et du produit
deKronecler (vectoriel) Diag((S + Diag(y))) ® Diag(X).
Commeon peutle voir, les pré-conditionneursliagonauxsonttresfacilesa

calculerengénéral Mais, en généralls sontrarementfficacesyoir parexemple
[66].

Pré-conditionneur diagonal par blocspar Cholesky incomplet

Enlieu et placedu pré-conditionneudiagonal pourlequelnousn’avonspas
beaucoup’espoirs,nousavons construitun pré-conditioneudiagonalpar blocs.
Cet choix coule de sourceen réalité. En effet, I'équation résoluepour obtenirla
directionderecherche naturellementinestructureparblocs:

(X, +S) | X ( 2; ) —_F,

Puisquda résolutionestfaite au sensdesmoindrescarrés on résouteffectivement
leséquationsrormales

(X, +S8) (X, +8) | (X +8%) Ay As N _ [ X+ S I
Xd* (Xu + 8) ‘ Xd*Xd Ay - Xd* B
(5.28)
Etantdonnéecettestructureparblocs,il estnatureldeconsidéreunpré-conditionnement
diagonalparblocs.Suivant[66] et[10, Section9.2], nousavonsproposé&d’utiliser
un pré-conditionneubasésurlesfactorisationsncomplétesie Cholesky desblocs
diagonawdel'opérateurdéfini positif

(X +8) (X +S)] 0
0 XX |

ﬁ*ﬁ:[
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ou

(X +8) (X +S) (v) =
2 us2wec[(X? + (5Y)?) us2Mat(v) + us2Mat(v)(X? + (5¥)?)]  (5.29)
+ us2wec [X us2Mat(v)SY + SY us2Mat(v) X] .

Comptetenudela conditionde complémentarit@erturbée X S¥ tendvers0 quand
u vers0. Par suite,

| X us2Mat(v)SY + S¥ us2Mat(v) X ||* = traceS? us2Mat(v) X X us2Mat(v)SY+
traceX us2Mat(v)SYSY us2Mat(v)X +
2 traceSY us2Mat(v) X S¥ us2Mat(v) X

tendverszém quandu tendverszéro.
Nouspouwnsalorsutiliser I'approximation

(X +8%) (X +S) (v) =

5 us2wec[(X? + (5Y)?) us2Mat(v) + us2Mat(v)(X? + (5¥)?)]. (5.30)

Dansla sectionprécédentgSection5.4.5), nousavons montréque le bloc
diagonalinférieur estlui-mémediagonal,doncla factorisatiorexactede Cholesly
pour ce bloc peut étre calculéede manierepeu colteuseDe plus, mémesi les
termeshors-diagonauxe corvergent pasvers zéro, on peutraisonnablemengs-
pérer qu’'une factorisationincompletede Cholesk pour le bloc diagonalsupé-
rieur et une factorisationexacte pour le bloc inférieur nousdonnentun bon pré-
conditionneurpour notre probleme Cecisevérifie empiriquementcommenousle
verronsaveclesrésultatsmumérigueprésentégn Sections.5.

Nousutilisonsla transformatiorentrelesindicesc et (&, 1) :

c (k,1), CZW+I€, k<cl<k<l<n.
Lescolonnedu bloc supérieursontles suivantegtouteslesligneset colonnesqui
nesontpaspréciséesi-dessousontnulles):

(07 +8) (Xut 8) (ec) = 55 us2ec{Z” (exe] +eref) + (exe] +eref) 2°)
enlignek (2?),
) enlignel (Z?%),.
2va US2\eC <enco| k) (encol l)
(Z2):l (Z2)1k

31)

ouz =X + Sv.
Pouri # j, nousnotonskE;; := % (eie] +ejel’) I'élément(i, j) dela base
orthonormalepour I'espacedes matricessymétriqueqquandi = j, ona E; =

e;el ). Le symboled;; représentée produitde Kroneder. Par suite,|'élémentsitué
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enligner < (i, ) etcolonnec «» (k,[) est

(us2wec(E;)), (X, + S8*) (X, + S) (us2wec(Ey))) =
= 1 us2\ec(E;;)" us2wec {(X? + (5Y)%) En + Eu (X% + (5¥))}
+ us2wec(E;;)T us2wec {X EySY + SYE X }
! trace(Ey;) {Z°Ew + EnZ?}
traCEEijEklZ2
5 trace(e;e] + eje] ) (ere] + eef) 2?
> trace (e;el exe] + eieleef + ejelepe] + ejeleer ) Z°

= 3 {06;6(Z%)ii + 6;(Z%) ki + 6i(Z%)1j + 60 (Z%) 1} -

Enpratique 'approximation(5.30)correspondout simplement la suvante

(5.32)

I

(XS +S8)(X+S) =~ X, X, +S°S.

La représentationmatricielle en est obtenuea partir de cellesde X, et S. Pour
évaluerla matricede X,, il sufit de remarqueruela colonnec = (i, j), (¢ =

1,..., ( ’2’ )), estobtenuea partir de la vectorisationde la matriceimagede e.,

laguellematriceatoutessescomposantesulles,sauflesiemeet jemecolonnegqui
sontrespectrtementles jemeetiemede X (noterla permutatior). Cettematrice
estdoncnaturellementreusepuisquechacunede sescolonnesde taille n?, a au
maximum2n composantesion nulles. De plus, sa constructionestsimple: elle
consisteenfait afairedespermutationgudicieuseslescolonnesde X . Enpratique,
pour n fixé, on peuttotalementdétermineres positionsde sescomposanteson
nullesainsiqueleursvaleurs(extraitesendespositionsprécisesie X).
Pourobtenirla matricede S, on pourraitprocédercommeci-dessusenrai-
sonnantcettefois-ci surles lignesde SY. Toutefois,on peutaussirécupérercette
matricedirectement partir decellede X,, enremarquangue,puisque
X := A+ us2Mat(s) + I, SY:= us2Mat(s) + Diag(y),ona

S() = (X,()" = ((A+ 1) us2Mat(-))" + us2Mat(-) Diag(y).

La matricepremierterme(X, (-))” peutétreobtenuede maniéretréssimplea partir
de celle de X, en utilisant 'opérateurde transpositiondes matrices.Le second
termea unereprésentatiomatriciellequi s’obtientexactementommecellede X,
en faisantjouerle réle de X & A + I. De plus, ceci estfait une et une seulefois
puisquece termeest constant.La représentatiomatricielle du dernierterme est
aussifacile a obtenir puisqu’ellemet enjeu desproduitsde matricestréscreuses
(deuxcomposantesonnulles)avec unematricediagonale De méme pourn fixé,
on peuttotalementéterminetespositionsde sescomposantesonnullesainsique
leursvaleurs(extraitesendespositionsprécisesey).

5.5 Testsnumériques

Danscette section,nous présentondes différentsrésultatsque nous avons
obtenusa la suite destestsque nousavons menésavec les algorithmesque nous
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avonsprésentéslepuisle déhut de ce chapitre.Notons,d’une part, guedanstoute
la suite,nousne considérongiuedesmatricesA donttoutesles composantesont
inférieuresa 1 envaleursabsoluesD’autre part,nousparleronsausside densitéde
matrice: il s'agitdela proportiondecomposantesonnullesd’unematrice(rapport
entrele nombrede composantesonnulle etle nombretotal de composantes).

Saufindicationcontraire,nousavonsfixé la précisionpour tousles testsci-
aprésas; = 10710,

5.5.1 Problemesde petite taille

Nouscommencongar une présentatiordesrésultatsobtenusen appliquant
la formulationmixte d’optimisationsurles conesdu secondordreet SDP (5.9) et
notrealgorithmede pointsintérieursspécialisé la résolutionde problémede pe-
titestaillesayantdespropriétésarticuliereqproblemegprovenantdela pratique).
Cestestsont étéeffectuésenutilisantle coded’optimisationconiquede J. STURM
[105]. lls ontétéprogrammégnutilisantMATLAB 6.5 surun PCPentiumlV ayant
255MO demémoirevive.

Premiérementousavonsappliquécesalgorithmesa desproblemesdenses
etdifficiles, depetitetaille n allantde 20 a60. La constructiorde cesproblemesest
décritedans[75] : il s’agitdeproblemegpourlesquelda matriceA aapprocheest
une matricede corrélation(obtenuea partir de la librairie disponiblesousMatlab
et écrite par HIGHAM) qui estperturbéepar ajout de bruits (représentépar des
matricesengendréesléatoirement)Les résultatssont présentégslansle Tableau
5.2. Signalonsgue cesproblémessonttres dégénérés trées souvent, il n'y a pas
complémentaritétricte, cequi rendlesalgorithmesde pointsintérieursinefficaces.

Taillede A | TempsCPUpour | TempsCPU pour

n notrealgorithme | notrealgorithme | SeDuMi
avece; = 10~ | avece; = 10712

20 314 46.3 7.7
30 182.4 260.9 48.1
40 758.6 1041.4 269.0
50 2220.5 3197.6 1042.9
60 5139.7 7279.6 3205.9

TAB. 5.2— Résultatmumeériquepour A difficile etdegrandetaille

Il ressortde cetableauquenotrealgorithmeestmoinsefficaceque SeDuMi
lorsquele problemen’est pascreux.Nousattironscependantattention sur le fait
guenotrealgorithmepermettoutdemémed’atteindreun tresgrandeprécisiondans
lesrésultatssansaucunproblémenumeérique ce qui contrasteaveclesalgorithmes
de pointsintérieursclassiquegour lesquels’absencede complémentaritéstricte
estsouentunincorvénientmajeur

Nous avons comparéles algorithmessur des matricescreusesengendrées
aléatoiremen{matricesA de dimensionallantjusqu’'an = 70). La précisionque
nousavonsrequisepour cestestsestde 102 pourlesdeuxalgorithmesLesrésul-
tatssontillustrésparlesFiguress.2 et5.3.
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Comparison of CPU times for randomly generated n x n sparse matrix A

SRR o Left side (red) columns:
OOt sparse SDP alg.
BO0N T Right side (green) columns:

@ 500 * mixed-cone alg.
c : Do s
) R -
3400
o |
£ 300 =g
3 |
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density of A 0.025 '1 5 3 4 5 6 7 g 9 10 1

FiG. 5.3 - TempsCPU ComparaisorSeDuMI avec nos points intérieurs(tempsmoyen apres10
testspourchaquedensité)

Commec’estle caspourdesméthodeslepointsintérieurs Je nombred’itéra-
tion nécessairesla corvergencepourSeDuMiresteessentiellemertonstantentre
12 et15 itérations)indépendammenmtela dimensiordu problémele tempsdecal-
cul paritérationet I'espacemémoirenécessaireleviennentcependantapidement
prohibitivementélevéspour SeDuMi, alorsquenotrealgorithmeestcapabled’ex-
ploiter la caractérecreux et le colt par itération en estplus petit. En conclusion,
notreapprochgermetderésoudralesproblemegplusgrandendestempsdecalcul
beaucoupluscourts.

5.5.2 Problemescreuxde grandetaille

Tout d’abord,nousillustronsnotrealgorithmede pointsintérieurs-atérieurs
autraversdesdifférentsrésultatsobtenusau coursdesitérations.lls sontrésumeés
dansle tableau5.3. 1ls corresponderd I'approximationd’'une matricecreuseA de
taille n = 300 etdedensité0.0005.

On peutobsenrer surle tableaules différentegropriétésde notrealgorithme
depointsintérieurs-a&térieurs En particulier puisqudessystéemedinéairesrésolus
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Numéro | Sautde | Valeurde | Pas | Paramétre| Itérationsde | Tempsde
d'itération | dualité | I'objectif a o gradients calcul
en-log;, x102 conjugués s
1 0.466 1.5442 | 0.7695 1 21 3.0840
2 0.735 1.5119 0.95 0.76915 16 3.2040
3 1.35 1.5029 0.95 0.715 18 2.6640
crosseer
4 3.17 1.5006 1 0 31 4.2060
5 3.99 1.5001 1 0 48 8.6030
6 4.65 1.5000 1 0 51 9.0330
7 5.30 1.5000 1 0 55 10.395
8 5.96 1.5000 1 0 41 7.3900
9 6.67 1.5000 1 0 50 9.3340
10 7.32 1.5000 1 0 51 8.9330
11 7.92 1.5000 1 0 50 9.2230
12 8.52 1.5000 1 0 51 9.3030
13 9.13 1.5000 1 0 30 5.5680
14 9.73 1.5000 1 0 52 9.2430
15 10.3 1.5000 1 0 54 9.5440

TaB. 5.3 — lllustration de notre approcheSDP pour une matricede taille n = 300 et de densité
0.0005.

sontde taille ";’1 = 45150, le nombred’itérationsde gradientsconjugués

estau maximumde I'ordre de 45150. Ce nombred’itérationsici resteinférieur
a 55, ce qui montrel'efficacité et la robustessele notre pré-conditionnemenDe
plus,on peutremarqueiquenousatteignonda valeuroptimaletresrapidemenen
6 itérations,soit ernviron en 30 secondesDe plus, a cette étape,nouspossedons
la solution optimaleavec une précisionde 10~*. Cettesolution peutétre obtenue
avec une plus grandeprécision(10!%) sansaucunproblémenumériqueet sans
guele tempsde calcul par itération n’explose,ce qui corroboreles propriétésde
convergenceguadratiqgueasymptotiquale notrealgorithme.

Nousavonsrésolutrois ensemblesle 26 a 30 problemesaveccommedimen-
sionsn = 200, 300, 350, etdesdensitéslela matriceA allantde .0005 a.003, par
pasde.001. CesmatricessontengendréesaléatoiremensousMatlab en utilisant
la fonction sprandsym Danstous les cas,nousavonstrouvé I'optimum avec une
grandeprécision(as = 10719 prés).Lesrésultatssontprésentésurlesfiguress.4
et5.5. Nouspouwnsvoir qu’il y apparaitune corrélationentrele tempsde calcul
etle nombrede composantesonnullesdel’optimum X .

5.5.3 Robustesse

Nousavonsremarquéprécedemmenjue notrealgorithmeétait particuliere-
mentefficacelorsquel’on résohait desproblemescreux,ce qui correspond avoir
la matriceA creuseMais, lorsqueA estdenselesopérateurst,,, S, X; nesontpas
creux.La résolutiondevient alors plus difficile, ne serait-ceque parcequel’on se
trouve facea desproblemesd’espacanémoire.

Nousavonsdansun premiertempsétudiéla robustessale notrealgorithme.
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density vs: nnz(X) and cpucnt. And, cpucnt normalized with multn by 8.9442
700 T T T T

—— density vs nnz(X)
x density vs cpucnt

600
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400

300

200

100 ! ! ! !
0.5 1 1.5 2 2.5

x10°

FIG. 5.4—30probléemes dimensionn = 200

Ceci a été fait empiriguemente la manieresuivante: nousfaisonstourner|’al-
gorithmepourunecertainematrice A, engendréaléatoirementPuis,aucoursdes
itérations,nousintroduisonsdesperturbationsléatoireslansla matrice A. Cequi,
biens(r, perturbetoutle probléme Nousavonspuremarguersurtouslesexemples
guenousavonstestésguel’algorithmerestaitrelatvementinsensiblea cespertur
bations,notammenten termesde vitessecorvergence.ll s’averedoncquel’algo-
rithmeestrobuste

Nousavonsexploité cetterobustessele maniérearésoudradesprobléemegie
grandetaille pour lesquelda matrice A n’est pasforcémentcreuse de manierea
eviterles problémegd’espacanémoire.La démarcheestla suivante: oninitialise
a zérotoutesles composantesle A qui sont de valeur absolueinférieurea une
certainetoléranceparexemple touteslescomposantetellesque abs(A4;;) < toly,
avectoly = 0.9 initialement.Le problémeestrésoluaveccettetolérancqgusqu’ace
guenousobtenionsun sautde dualitéinférieura 10 2. Nousfaisonsalorsdécroitre
la tolérancetol, (par paliersde 0.1) a chaguenouwelle itération jusqu’a obtenir
toly = 0. A partirdela, lesitérationssuivantesjusqu’ala corvergence sontfaites
avectouteslescomposantede A.

Nousprésentonslansle tableaus.4 etdansla figure 5.7 uneillustrationdela
manieredontnousutilisonsla robustessale notre algorithmede pointsintérieurs-
extérieurslls représenteritévolution aucoursdesitérationsdunombred’éléments
non nuls, du sautde dualitéreprésentéar 1, de la valeurcourantede la fonction
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density vs: nnz(X) and cpucnt. And, cpucnt normalized with multn by 4.5398
2000 T T T

T X
— density vs nnz(X)
x density vs cpucnt
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FIG. 5.5— 30 problémes dimensionn = 300

objectif et du tempsde calcul nécessair@é chaqueitération pour un test effectué
avecunematrice A detaille n = 100 et de densité0.01. Nousfaisonsremarquer
gue,cettefois aussi,dansla quatriemecolonnelesrésultatsguenousdonnonscor
respondengnréalitéal’opposédu logarithmedécimaldu sautde dualité.
Commenousl’avons annoncéon peutobsener que pendantles trois pre-
mieresitérations,on n’utilise queles4 composantede A qui sontplusgrandesjue
le seuiltoly = 0.9, cequifaitde A unematricetrescreusePuis,puisqu’al’itération
3, le sautde dualité courantestd’approximatvement10® (1029, enfait). A partir
del'itération 4, on abaissde seuiltol, de 0.1 a chaquetérationjusqu’ace quece
seuilsoitégala zéro.Celapermetderécupéreexactementa matriceA dedéparta
partir del'itération 12. On obseneraaussiqu’a partir del'itération 11, on obsere
unecorvergencequadratiqguearl’opposédu logarithmedécimaldu sautde dualité
doublea chaqudtération.
Nousavonsobservéjuel'algorithmeestextrémementobusteetcesperturba-
tions neralentissenpasde manieéreappréciablda corvergence Celamontreaussi
gu’'aveccetteapprocheil estpossibled’effectuerdesdémarragea chaudsansdé-
tériorerlesbonnegropriétése corvergenceavec cetteapproche.
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density vs: nnz(X) and cpucnt. And, cpucnt normalized with multn by 5.1439
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—— density vs cpucnt
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FIG. 5.6—28problémes dimension = 350

5.6 Projectionsvs Points intérieurs : premierescomparaisons

Pourterminercetravail, nousavonscomparéotrealgorithmedepoints”intérieurs-
extérieurs"avecl’algorithme par projectionsalternéesle HIGHAM [75].

Du pointdevuedutravail de programmatiora effectuer I'algorithmede pro-
jectionsalternéess’avere d’une utilisation plus simple, surtoutpour un novice en
termesde programmatioret d’Analysenumériquell nerequiertquele calculpréa-
lable de projectionssur desconvexessimplesqui peuwvents’obtenir ainsiquenous
'avonsvu, explicitementpar calculs.D’un autrec6té,l'algorithme de pointsinté-
rieursrequiertune certaineconnaissancee I’Analyse numérique combinéeavec
uneutilisationjudicieusederésultatsd’Algebrelinéairenumérique.

Du pointdevueperformancearcontre |'algorithmedepointsintérieurspré-
sentedesqualitésderobustessequi sonttresintéressante£ecis’ajoutea desqua-
lités de corvergencerapide(quadratique et de grandeprécisiondanslesrésultats.
Au contraireJ'algorithmedeprojectionsalternées unecorvergencesous-linéaire,
puisqu’onn’effectuepasuniquementdesprojectionssur dessous-espacefle ce
fait, unegrandeprécisiondesrésultatsestdifficile a obtenir

Enthéorie,la comparaisoreffective entrecesdeuxapprochegstdoncdiffi-
cile. Seulel'utilisation future quel'on veutfaire desrésultatsnumériquesionnés
par les algorithmespeut permettrede se prononceraisonnablemengn faveur de
I'une oul'autre approcheDe plus,enpratique seposeaussila questiondulangage
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toly | Numérod’ Nombre Sautde | Valeurde | Tempsde
itération | élémentsionnuls | dualité | I'objectif calcul
deA en-log;o x10 x10"1s
0.9 1 4 1.58 5.0862 1.7
2 4 2.23 5.0147 1.2
3 4 291 5.0041 1.1
0.8 4 4 3.53 5.0009 1.3
0.7 5 10 4.13 5.0002 1.2
0.6 6 10 4.76 5.0000 1.1
0.5 7 20 5.41 5.0000 1.5
04 8 32 6.07 5.0000 4.2
0.3 9 42 441 5.0000 5.2
0.2 10 58 4.59 5.0000 34
0.1 11 78 7.35 5.0000 6.5
0 12 100 8.66 5.0000 16.5
13 100 15.5 5.0000 38

TAB. 5.4— Utilisation dela robustesse

16

14

12

10+

10 12

14

FiG. 5.7— Utilisation dela robustesse courbede corvergence
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deprogrammatiorguel’on utilise.

Nous avons fait la comparaisorentre cesdeux approchesn résohant des
problémesd’approximationpar matricesde corrélation pourlesquelsousfaisons
varierla taille dela matrice A (entre60 et 110) et sadensitéentre0.001 et0.012).
Pour chaquecouple (taille, densité),un ensemblede 10 problemesestrésoluet
nousavons gardéles tempsde calculsmoyens.Cesrésultatssont présentéslans
lesfiguresci-apréqFigure5.8).Lesbarrespeinegnoires)représenteriesrésultats
pournotrealgorithmedepointsintérieursJesvides(blanchesteuxdel’algorithme
deprojectionsalternées.

On peutobsener deuxtendanceslanslesrésultatsguenousavonsobtenus
pourlesmatricesdetaille allantjusqu’'a80, I'approcheSDPestmeilleurequel’ap-
procheparprojections C’estcea quoion s’attendnaturellementgcomptetenudela
différencede corvergenceasymptotiquePourles tailles supérieuresl;algorithme
par projectionsalternéegprendle dessusCecis’explique par la différencede lan-
gagede programmatiorgue nousavons éwquée En effet, I'algorithme de points
intérieursquenousavonseécritl'est entieremenenlangageMatlah Parcontre I'ap-
procheparprojectionsalternéeaitilise desroutinesdu noyau LAPACK de Matlab,
écriten C/C++ou fortran, qui sontplus spécialiséesjotammenpourle calculdes
valeurspropres En effet, dansuneitérationde projectionsalternéesle travail prin-
cipal consisteen unedécompositiorenvaleurspropresqui esteffectuéeautravers
delafonctioneig de Matlab, qui estenfait uneroutineLAPACK, donctrésrapide
et robuste. Tandisque, dansl’algorithme de pointsintérieurs,le travail principal
estunerésolutiond’un systémedinéaire au sensdesmoindrescarrés,gracea une
fonction Isgr écritetotalementenlangageMatlah La comparaisorentrecesdeux
fonctionseig etlsqr estnettemenenfaveurdela premiere Le phénoméenguel’'on
obsenre a partir dela taille 90 vient du fait qu’a partir de ce moment la différence
de vitessede corvemgenceentreles deux algorithmesestcomplétemenbutrepas-
séepar la différencede tempsde calculsentreeig et Isgr, rendant’approchepar
projectionsalternéegplusrapide.

Toutefois,on peutremarquenuelorsquela matriceA esttrescreusgdensité
petite, voir les déhuts de chaquefigure), d’'une manieregénérald’algorithme par
pointsintérieursestmeilleur. Cecis’explique parle fait quecetalgorithme notam-
mententermesde pré-conditionnemerdessystemedinéairespourlsqgr, utilise de
manierequasi-optimalele caractérereuxdu probleme(doncde A).

A priori, on se seraitattendu,du fait de la différencede cornvergence(qua-
dratiquecontresous-linéairey ce que I'approchepar points intérieurs-a&térieurs
soit plusrapidequel’approchepar projectionsalternéesLes testsque nousavons
faits ne nouspermettentcependanpasde conclurede maniéredéfinitive. Toute-
fois, il existedesexplications,denatureessentiellemenhformatique auxrésultats
décerantsquenousvenonsde présenterEn conséquencesn ce qui concernecette
dernierepartiedela these(Section5.6), nousne pouvonsqu’ouvrir la voie versdes
travauxnumeériquesupplémentairegui sontrequisafin detrancheda question.
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Conclusion

Nousnoussommesntéressélanscettethésea la résolutioneffective de pro-
blemesd’approximatioriinéairesconiquesNotre objectif étaitde proposerpourle
résoudreeffectivement,dessolutionsalgorithmiquesqui soientassezapidespour
fournir unesolutiona cesproblemesiansdesdélaisraisonnablegparfoisquelques
secondesgt qui soientsuffisammentobustespour permettredesappelsrépétésa
cesalgorithmes.

Nous avons pour ce faire étudiédifférentesapprochesle résolutionsNous
avonsretenudeuxapprochesle naturedifférentesjuenousavonstestéesurdeux
problémesd’approximationmatricielle : I'approximationpar matricesbistochas-
tiqueset par matricesde corrélations.Nous avons comparécesapprochesessen-
tiellementsurle dernierprobléme La premiéreapprocheestuneapprochaletype
primale.Elle aconsisté&l'utilisation del'algorithme modifiéede projectionsalter
néegropos@arBoOYLE etDYKSTRA aucoursdesannéesgjuatrevingt. Laseconde,
primale-duales’appuiesurunecombinaisornudicieusedestresrécentoutils d’op-
timisation que sontl’'optimisation souscontraintesde semidéfiniepositité et les
méthodesle pointsintérieursavec destechniquesle pointed’algébrelinéaire nu-
mérigue.Nous en avons déduitun algorithmequi exploite au maximumla struc-
ture propredu probléme notammensastructurecreusell ressortde nostestsque
chacunedesapprochepeutservirvalablement la résolutiondesproblemesd’ap-
proximationséwoquésen destempsraisonnablesToutefois,cesalgorithmessont
de naturesdifférentes. le premieresttres simplea mettreen ceuvre,au contraire
du secondqui requiertdesconnaissancgslus pousseegn Analysenumériquells
ontdespropriétéglifférentes le secondpermetd’obtenirdesrésultatdrespréciset
convergequadratiguemertandisquele premieraunecorvergencesous-linéaireet
ne peutdonnerdesrésultatsd’unegrandeprécision De fait, le choix entrecesdeux
approchespparaicommedépendantu cadredanslequelonchercherésoudrde
probléemed’approximation.

De nombreusegerspectiess’ouvrenta la suitede ce travail concernantes
différentsalgorithmesci-dessugwquésL’algorithmeparprojectionsalternéesjue
nousavons utilisé n’est qu’un choix parmila large paletted’algorithmesde type
projectionque I'on peutappliquera la résolutionde problemesd’approximation
matriciels.lls peuwent d’ailleurs s’appliquera des problemesplus générauxque
ceux,linéairesconiqguesconsidéréslanscettethesell devrait étretresintéressant
d’orienternosrecherchesdanscettevoie. En cequi concernd’algorithmedepoints
intérieurs,il a besoind’étre amélioré,par programmatiordansun autrelangage
et/ouparallélisation pour remédierauxincorvénientsqui ont été déceléspourles



138 Approximation par matrices de corrélation

problemegsle grandetaille etlors dela comparaisoravecles projectionsalternées.
De plus,la démarch&uenousavonssuvie, parGauss-Neiton et "crosswer' n'en
estqu’a sesdéhuts. Desrecherchesupplémentairedevraientétre conduitesdans
cettedirection.
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