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Intr oduction

Nousprésentonsdanscettethèsel’étudeet la comparaisondedeuxapproches
numériquesde résolutionsde problèmesd’approximationmatricielle linéaireco-
nique. Nous appelonsproblèmed’approximationtout problèmedansun espace
normé4 qui consisteà trouver, pourunpoint 5 donné,le pointd’un sous-ensemble6

de 4 , forméspardesélémentsayanttousunecertainepropriété,qui enestle plus
procheausensd’unenormedonnée.Onparledeproblèmematriciellorsquel’on se
restreintàconsidérerunespaceformédematrices.Lesproblèmesd’approximation
matricielleproviennentdedifférentessituationspratiquesdansdesdomainesaussi
variésquel’Analysenumérique,lesStatistiqueset la Finance,lesSciencessociales,
etc.

Nousnoussommesplacédansun espacedematriceseuclidien,et nousnous
sommesintéresséaux casoù le sous-ensemble

6
évoquéci-dessusa la particula-

rité d’être l’intersectiond’un sous-espace(affine ou linéaire)et d’un côneconvexe
fermé.De nombreuxproblèmesprésententcettestructureparticulière.En Théorie
du choix social,unedesprocéduresdestinéesà agrégeren unepréférencecollec-
tive despréférencesindividuellesexpriméessur un certainnombrede possibilités
conduità chercherla matricebistochastiquela plus proched’une matricedépen-
dantedesdonnéesdu problème.En analysede risquesfinanciers,un desplus an-
ciensmodèlesde mesurede ce risquenécessitela connaissancede la matricede
corrélationassociéeà un portefeuilled’actions,laquelledoit êtrecalculéeà partir
de coursd’actionsdont on ne disposepas forcémenten totalité. La matriceef-
fectivementcalculéedoit êtrecalibréepourmaintenirsespropriétésdematricede
corrélation.

D’unemanièregénérale,onpeutvoir quelesproblèmesd’approximationma-
tricielle interviennentà l’intérieur d’un processusdedécision.Ils doiventdoncpou-
voir êtrerésolusrapidement,et si nécessaire,autantde fois quesouhaitépar l’uti-
lisateur. Il faut doncdériver pour eux dessolutionsalgorithmiqueset numériques
capablesderépondrepositivementàcecahierdecharges.C’estl’objectif quenous
nousdonnonsdanscetravail.

Cettethèseestorganiséecommesuit.Nousprésentonsauchapitre 	 , dema-
nièreplusconcise,la notiondeproblèmed’approximationmatricielle.Nousy pré-
cisonsleshypothèsesquenousavonsfaites,et le contexte danslequelnousallons
travailler. Le chapitresetermineparuneprésentationrapidedesproblèmesconcrets
d’approximationqui vont nousintéresser, ainsiquedesdifférentesapprochespos-
siblespour leur résolution.Le chapitre0 introduit lesnotionsdeprojections,ainsi
quelesalgorithmesditsdeprojections.Nousprésentonsplussuccinctementcesmé-
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thodes,leursprincipes,etnousinsistonsplusparticulièrementsurlesalgorithmesde
projectionsalternées.Le chapitre1 portesurl’étudedu problèmed’approximation
parmatricesbistochastiques.Nousrappelonspourcommencerquelquespropriétés
de cesmatrices,et nousproposonsen particulierunedémonstrationoriginalede
ThéorèmedeBirkhoff. Nousenvisageonsalorsuneétudedirecte,parcalculs,dece
problème.Puis,devantnotreéchec,nousétudionset mettonsenœuvredifférentes
approchesnumériquesde résolution.Nousterminonsle chapitrepar uneapplica-
tion pratique: la résolutionde problèmesd’agrégationde préférencesgénéraux,
en utilisant l’une desapprochesnumériquesquenousavonstestées.Ceci permet
de voir l’intérêt dessolutionsalgorithmiquesquenousavonsmisesen œuvre.Le
chapitresuivantestd’un toutautreordre.Il présentelesproblèmesdits d’optimisa-
tion souscontraintesde semi-définiepositivité, qui ont connuun boomen termes
derecherchecesdix dernièresannées.Nousnousintéressonsauplus prèsauxal-
gorithmesdepointsintérieursqui serventà les résoudre.Nousprésentonsunedé-
marcheclassiquedecesméthodes,puisunenouvelle,qui n’a connujusqu’àprésent
qu’uneseuleexpérimentation,qui tentedu mieuxpossibled’utiliser l’expertiseac-
cumuléedepuisdesannéesparl’Analysenumérique.Enfin,nousterminons,aucha-
pitre 5, avec l’étude denotresecondproblèmed’approximation: l’approximation
parmatricesdecorrélation.Nousrésolvonsceproblèmeenutilisantl’optimisation
sur les côneshomogènesauto-duaux,dansun premiertemps.Puis,nousdérivons
pour lui un algorithmede typepointsintérieurssuivant la démarchenouvelle que
nousavonsévoquéeplus haut.Finalement,nouscomparonsles performancesde
cesalgorithmesentreeux,puis avec celui provenantde l’approchepar projection
alternées.



Chapitr e 1

Notionsd’appr oximation matricielle

1.1 Intr oduction et notations

1.1.1 Notion d’approximation linéaireconique

Dansde nombreuxdomaines,on estconfrontéà dessituationsqui, unefois
modélisées,seramènentà chercherun élémentayantdespropriétésdonnéesqui
soit "le plusproche"(dansun sensà préciser)d’un autreélémentarbitraire.On est
ainsi faceà un problèmed’approximation.Dansle cadredecettethèse,nousnous
intéressonsàdetelsproblèmesayantpourcadredesespacesdematrices.

Dans[74], HIGHAM proposela définition suivantepour un problèmed’ap-
proximation(matricielle)(matrix nearnessproblem, enanglais):

Définition 1.1.1 Soit 7 un espace(dematrices)munid’unenorme �98:� .
Soit ; unepartie de 7 constituéed’élémentsayantcertainespropriétésparticu-
lières.
Considéronspourun vecteur5 quelconquede 7 la quantitésuivante:<>= 5@?A�CBEDF%HGI��J:�LK�J9MN5POL;RQTS

On appelleproblèmed’approximation(matricielle) celui consistanten les
questionssuivantes:

1. Peut-ondétermineruneformuleexpliciteouunecaractérisation"pratique"de<>= 5@? ?
2. Peut-ondéterminerUV�25�MWJ min où J min estun vecteurpour lequelle minimum

dans
<>= 5@? estatteint? CevecteurU est-il unique?

3. Peut-ondévelopperdesalgorithmesefficacespourcalculerouestimer
<>= 5@? etU ?

Résoudreunproblèmed’approximation(matricielle)consistedoncàrépondre
auxtroisquestionsprécédentes.

L’espace7 (sous-entendumatriciel dansle restede cettethèse)et la partie; dansla définition1.1.1sontconsidérésarbitrairement.Selonqu’ils ont enplus
certainespropriétésou qu’ils sontparticuliers,on peutrésoudre(aumoinspartiel-
lement)lesproblèmesinduits.
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Parexemple,lorsquel’espace7 est X � , munidela normeeuclidienne,etque
la partie ; s’avèreêtreunpolytope,parexempledela formeG = UZY\[]S)S)S][^U � ?�O_X �'` �a b c Y 5#d

b U bfehg di[kjl�-	.[)S)S)S�[nmL[ UId�oh!:[qprjl�s	#[)S)S)St[n�lQ
on esttout simplementfaceà un problèmede moindrescarrés. Ce genrede pro-
blèmesapparaîtdansdenombreuxdomaines,notammentenStatistiqueseten
Sciencesexpérimentalesoù ils portentle nomdeproblèmesderégression.

Plusgénéralement,lorsque7 estun espacedeHilbert muni desanormein-
duite, et que le sous-ensemble; est convexe et fermé,on est en présenced’un
problèmedit de projection. Nousreviendronssurcesproblèmesauprochaincha-
pitre.

De tout temps,les problèmesd’approximationont fait l’objet de beaucoup
d’attentionen Mathématiques.Il en a résultéuneabondantelittératuresur le do-
maine.Celas’expliquepar le fait que,quellequesoit la théorieà laquelleon s’in-
téresse,on peutêtreamenéà chercheruneapproximationd’unequantitéà laquelle
on nepeutavoir accèsdirectement.Toutefois,lesproblèmesd’approximationpor-
tantsurdesmatricesont longtempsétélaissésdecôté.Cecipeuts’expliquerentre
autrespar le fait qu’ils nécessitentun grosinvestissementnumérique(notamment
entermedemémoire: stockaged’objetsdetaille �ru pourdesproblèmesdetaille � ),
et surtoutpar le fait qu’on n’a passupendantlongtempstraiter lescontraintespar-
ticulièresauxmatricescomme,parexemple,lescontraintesportantsur lesvaleurs
propres,surle rangdematrices,etc.

Depuisquelquesannées,lesproblèmesd’approximationmatricielleontconnu
unregaind’intérêt.Celaestdûaudéveloppementdesmoyensinformatiquesqui ont
permisde repoussergrandementles limites en termesde stockagemémoireet de
mettreenœuvredeslogicielspermettantdetraiter"globalement"lesmatrices(sans
lestransformeren"longs" vecteurs).Uneraisonplusfondamentaledecetessorest
quel’on a appris,cesdernièresannées,à traiterdemanièreefficacelescontraintes
portantsur les valeurspropreset les rangsde matrices,commepar exempleavec
la miseau point d’algorithmesde points intérieurspour les problèmesprésentant
descontraintesdetypesemi-définiepositivité dematrices.Ainsi, il existedenom-
breuxtravauxsurlesproblèmesd’approximationmatriciellequel’on appelleaussi
problèmesde complétion matricielle. En Analysenumériquepar exemple(voir
[74], [73]), on sait queles méthodesitérativesde résolutionde systèmeslinéaires
nécessitentque les matricesde cessytèmessoientdéfiniespositives.Lorsqu’une
tellematriceestobtenueaumoyend’uneboîtenoire(c’estàdire quela matriceest
obtenued’unemanièreopaquepourl’optimiseur),il arrivequela matricen’ait pas
la propriétéde définiepositivité. On remédieà celaen la remplaçantpar exemple
parla matricedéfiniepositive la plusproched’elle ausensd’unenormeà préciser.
De même,enChimiemoléculaire,on estamenéà chercherla bonneconfiguration
spatialepour unemoléculepour laquelleon connaîttoutesou unepartiedesdis-
tancesinteratomiques.Ce problèmepeut,par exemple,être modélisécommeun
problèmed’approximationpardesmatricesdistanceseuclidiennesoùonseramène
àcompléter(d’où la terminologieproblèmesdecomplétion) unematricedontonne
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connaîtpastoutesles composantesde manièreà cequele résultatobtenuait cer-
tainespropriétés.Cetypedeproblèmesdecomplétionaétéétudiépardenombreux
auteurs: on pourrasereférerà LAURENT [85], ALFAKIH et WOLKOWICZ [2] et
auxarticlesqui y sontcités.

Il existed’innombrablesautresdomainesdanslesquelsapparaissentlespro-
blèmesd’approximationmatricielle.Nouspouvonsciter entreautresle Traitement
designal(voir [34], [35], [36], [60], [62], [86]), la théoriedesEquationsauxDéri-
véesPartielles(voir [15]), lesStatistiques(voir [15]), lesMathématiquesfinancières
[88], etc.

Devant la multiplicité dessituationsoù on a desproblèmesd’approximation
matricielle,nousavonsdû faire deschoix. Nousnousintéressonsaux problèmes
pourlesquels:

Hypothèse1.1.1(Hypothèsesde travail)

– 7 estmunid’unestructured’espacedeHilbert,
– le convexe � peuts’écrirecommeuneintersectiond’un sous-espaceaffine

etd’un côneconvexeferméde 7 .

Le convexe � peutêtreillustréparla figure1.1.

vHwIx

y3z
{ z| z

}�~

� z

FIG. 1.1– Ensembleréalisableenapproximationlinéaireconique

Nous appelleronsproblèmesd’approximation"linéairesconiques"les pro-
blèmesd’approximationvérifiantnotrehypothèsedetravail. En pratique,l’espace
de Hilbert quenousconsidéreronsseracelui desmatricescarréesréelles � � = X9?
d’ordre � ( ��O���� ) ou celui serestreignantauxmatricessymétriques,noté 
 � = X9? .
En cequi concernele cône,ceseracelui desmatricesà composantespositivesou
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celui desmatricessymétriquessemi-définiespositives.
Danstoute la suite,sauf indicationcontraire,nousnousplaceronstoujours

dansun espacedeHilbert matriciel
=�� [��q8F[)8��n? dontla normeassociéeest ��8�� . Rap-

pelonsque lorsqu’unespacede Hilbert estde dimensionfinie, il estaussiappelé
espaceeuclidien. Lorsqueceserale cas,nousutiliseronsindifféremmentcesdeux
terminologies.

1.1.2 Notations

Avantd’aller plusloin, précisonslesnotationsquenousutilisons.

1. Ensembles
Nousnotons:
– X � l’espaceeuclidiendesn-uplets

= UZY�[)S]S)St[^U � ? deréels,
– � �T�,� = X9? ou X �3�,� l’espacedesmatricesréellesà � ligneset m colonnes,
– � �T�,� = X9?���� � = X9?��+X �)� ,
– 
 � ou 
 � = X9? l’espacedesmatricescarréessymétriquesd’ordre � ,
– 
 �� (resp.
��� ) le côneconvexedesmatricessymétriquessemi-définiesposi-

tives(resp.négatives),
– 
 �I�� (respectivement
��I�� ) le cônedesmatricessymétriquesdéfiniesposi-

tives(respectivementnégatives).
– étantdonnéun sous-espace� d’un espacedeHilbert

=�� [��q[\�n? , nousnotons��� sonsous-espaceorthgonaldéfinipar� � �sG"U�O � ` ��U�[n�����2!:[�pr�WO���QTS
2. Vecteurs

Les vecteurssontdésignéspar deslettresminuscules.Si U estun vecteurdeX � , on désignepar:
– U�� le vecteurtransposédu vecteurU ,
– UId la j èmecomposantedu vecteurU ,
– UH� le � èmevecteurd’unesuitedevecteurs,
– ��U�[n�:�A��U � � le produitscalairecanoniquededeuxvecteurs,��U�[����A� �a � c Y U � � � [
– J]d le j èmevecteurdebasede X � ,
– 	 � ou J�O_X � le vecteurdonttouteslescomposantessontégalesà 	 .

3. Matrices
Lesmatricessontdésignéespardeslettresmajuscules.Si � estunematrice,
ondésignepar:
– � � la matricetransposéedela matrice� ,
– � d b la composantesituéesurla j èmeligne et la ¡ èmecolonnedela matrice� ,
– ��� la � èmematriced’unesuitedematrices,
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– 7�d b la
= j^[¢¡@? èmematricedebasede � �T�,� = X�? ,

– £ � �¥¤Pj¦5#§ = 	 � ? la matriceidentité.Notonsque ¤Pji5#§ estl’opérateurqui, àU�O_X � , associela matricediagonale¤ telleque ¤�d¨dZ�hUId .
4. Opérations

– o la relation d’ordre partiel portantsur les vecteurs(respectivementma-
trices) à composantespositives : � o � © �ª�s� est à composantes
positives.

– « la relationd’ordrepartieldeLöwnerportantsurlesmatricessemi-définies
positives: �s«h� © �¬�­� estsemi-définiepositive.

– ® la relationd’ordrepartiel(strict)deLöwnerportantsurlesmatricessemi-
définiespositives: �¯®��¯© �¬�­� estdéfiniepositive.

– ° le produitdeKronecker,

�±°²�³� ´µ 5:Y¢Y^� S)S)S³5�Y � �
...

...5 � Y^� S)S)S¯5 �t� �
¶· S

– ¸ le produitdeHadamard:�±¸��-�2¹ tel que ¹9d b �C� d b � d b [
– º¼» = �½? la tracedela matrice � , c’est-à-direla sommedetousle termesdia-

gonauxde � : º¼» = �½?A�2¾ �d c Y � d�d ,
– �n�¿��[n���n�À�hº¼» = � � ��? leproduitscalairedeFröbeniussurl’espace� �T�,� = X�? :�n�¿��[n���n�A� �a d c Y

�a b c Y � d
b � d b [

5. Si Á K =�� ["�^[\�n?­Â X � est un opérateursur un ensemblede matrices,ÁÃ�
désignesonopérateuradjointdéfinipar:p>ÄÅO � [±pr�WO_X � [ �¿Á'Ä�[����
�³�n��Ä�[�Á � �����tS
Touteautrenotationutiliséedanscettethèsequi n’auraitpasétépréciséeci-

dessusseracompriseausensusuel.

1.2 Moti vationset exemples

La motivation premièrede notre étudedesproblèmesd’approximationest
classiquedansce genrede situation.Imaginons,commecelaarrive dansde nom-
breuxdomaines,quel’on souhaitedisposerd’une matrice Ä dont on sait qu’elle
possèdeunecertainepropriété.Pourdifférentesraisons,duesparexempleà la ma-
nièredontla matriceÄ estobtenue(erreursduesauxcalculs,donnéesmanquantes,
etc.),on disposeenréalitéd’unematrice � qui n’a pasla proriétévoulue.Unedes
manières,intuitive,deremédierà cettesituationconsisteà remplacerla matrice �
par unematrice ÆÄ ayant la propriétévoulueet qui soit la plus proche, dansun
certainsens,de � .
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Demanièreduale,onpeut,aucontraire,avoir desapplicationsdanslesquelles
il est importantqu’unecertainematrice � n’ait pasunecertainepropriété Ç . On
peutchercheralorsà estimerl’écart qui sépare� desmatricesayantla propriétéÇ . C’estexactementla quantitéquenousavonsdésignépar

<>= �f? dansla définition
1.1.1.

D’autrepart,certainsproblèmesd’approximationpeuventaussiprovenir di-
rectementde la modélisationdeproblèmesprovenantdela pratique.Il enestainsi
par exempledu problèmed’aggrégationde préférencesque nousévoqueronsau
chapitre3 et pour lequelnousproposonsunemodélisationmatriciellequi conduit
à résoudreun problèmed’approximationmatricielle.CeproblèmeseposeenRe-
chercheOpérationnelle,plusprécisémententhéoriedeschoixcollectifsetduchoix
social.

Dansles deuxprochainessections(section1.2.1et 1.2.2),nousprésentons
deuxproblèmesd’approximationmatricielsquenousnousattacheronsà résoudre
entièrement.

1.2.1 Approximation par matricesbistochastiques

Nousnousintéresseronsdansunpremiertempsauxmatricesditesbistochas-
tiques.

Définition 1.2.1 Onappellematrice bistochastiquetoutematriceréelledonttoutes
lescomposantessontpositives,etdontlesligneset lescolonnesont la particularité
d’avoir la sommedeleurscomposantesqui vaut 	 .

La notiondematricebistochastiqueesttrèsconnuedansla communautéma-
thématique,parcequ’elle apparaitnaturellementen théoriedesProbabilités,plus
précisémentdansl’étudedeschaînesdeMarkov surun nombrefini d’états.

En dehorsde la théoriedesProbabilités,on retrouve lesmatricesbistochas-
tiquesdansdifférentsdomaines: Rechercheopérationnelle[117], Analysematri-
cielle (théoriedela majorisation)[90], etc.

Dansle prochainchapitrenousnousattacheronsàrésoudrele problèmed’ap-
proximationparcesmatricesbistochastiques,puisnousprésenteronsun problème
provenantde la théoriedu choix social,danslequelceproblèmed’approximation
apparaîtnaturellement.

1.2.2 Approximation par matricesde corrélation

Ensuite,nousnousintéresseronsauxmatricesditesdecorrélation.

Définition 1.2.2 On appelle matrice de corrélation toute matrice réelle symé-
triquesemi-définiepositivedonttouslestermesdiagonauxsontégauxà 	 .

Cegenredematricesapparaîtdansdifférentsdomaines,notammentenThéo-
rie du contrôleoptimal (approximationdeséquationsaux dérivéespartiellespar
"ProperOrthogonalDecomposition"(POD))où ellesportentaussile nom dema-
trice demasses),enStatistiqueset enFinancecommenousl’expliciteronsaucha-
pitre 5.
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1.3 Quelquesrappels d’Analyse convexe

Nousrappelonsquelquesrésultatsd’Analyseconvexe dansle cadred’un es-
pacedeHilbert.

Définition 1.3.1 Unepartie � de
�

estdite convexesi :p>º�OÉÈÊ!�[)	TËÌ[Íp>U�[n�VO��
[ = 	��(º^?¢UÃM­º¼�PO��AS
Unefonction ÎLK � ÂÏXNÐ�G,MÒÑCQ estdite convexesi :p>º�OÉÈF!:[)	TËÌ[Íp>U�[n�PO��A[ Î =�= 	��(º^?¢UÃM�º¼��? e = 	��Rº^?�Î = Ur?�M±Î = �:?�S

Nousferonsappelaucoursdenostravauxàdifférentesnotionsd’Analyse.

Définition 1.3.2(Points extrêmes)Soit � un ensembleconvexe.
Un point U de � est un point extrêmeou extrémal (ou sommet)de � si et

seulementsi il nepeutpass’écrirecommeunecombinaisonconvexe UV� Yu = UZY)M�U u ?d’élémentsdifférentsUZY et U u de � .
Onrappellequ’unepartie Ó de

�
estuncônesi p>U_O�ÓE[Ap>º9O_X���[ º¢U�O�Ó .

Définition 1.3.3(Cônepolaire) Soit Ó un côneconvexe.
On appellecônepolairede Ó , et on note Ó�Ô , l’ensembleÓ Ô �sG,ÕÒO � ` �iÕ#[�Ur� e !�p>U�O_ÓEQ

Définition 1.3.4(Cônenormal) Soit � un ensembleconvexe.
Onappellecônenormalà � enunpoint U de � , notéÖ = U�[^��? , l’ensembledes

directions
<

de
�

telleque � < [n����Ur� e ! pr�WO��
S
Notonsque lorsque � estun sous-espace,le cônenormalen tout point à �

coincideavecsonorthogonal� � .
Proposition 1.3.1 Soit Ó uncôneconvexefermé.AlorsÖ = U�[nÓ�?A�Ø× Ó�Ô si UV�C!:[G,ÕÒO�Ó�Ô ` �iÕ#[�Ur�À�2!@Q si U(Ù�C!:S
Définition 1.3.5(cônedu secondordre) Onappellecônedu secondordreoucône
de Lor entzou encorecônequadratique, le cônede X � � Y définipar :G = UHÚ)[�Ur?�O_X � � Y ` �ÛUA��ÜTÝ e UHÚ)QTS
Définition 1.3.6(sous-différentiel) Soit Î�K � ÂÏXfÐÞG,MÞÑCQ unefonctionconvexe.

On dit que
< O � estun sous-gradientde Î aupoint 5 si on a :Î = ��?9o�Î = 5@?ÉM2� < [n�Ò�­5@� pr�WO � S

L’ensembledessous-gradientsd’une fonction Î en un point 5 est noté ß>Î = 5�? et
s’appellele sous-différentiel(au sensdel’Analyseconvexe)de Î aupoint 5 .
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Rappelonsquepourunepartie � de
�

, ondéfinit la fonctionsuivante:j¦àLK#UVáÂ × ! si U_O���[MÞÑ sinon.

Elle estappeléfonctionindicatricede � .

Proposition 1.3.2 Soit � unensembleconvexe.ßHjãâ = Ur?À�­Ö = U�[^��?�[ p>U�O��AS
Pour touteautrenotion d’Analyseconvexe qui n’aurait pasétépréciséeci-

dessus,on pourrasereférerà [77].

1.4 Approchesthéoriquesde résolution

1.4.1 Formulations pratiques du problème.

Nousprécisonsdansun premiertempslesdifférentesformessouslesquelles
nousprésenteronsetutiliseronslesproblèmesd’approximation"linéaireconique".

Définition 1.4.1 Nousappelonsdoncproblèmed’approximationlinéaire conique
le problèmesuivant: trouver Ä tel que:Yu �\�¬� Ää� u � BEDF% Yu �\�¬��Ää� utq. ÄåO_
ÄåO�Ó (1.1)

où 
 et Ó désignentrespectivementunsous-espaceaffineetuncôneconvexefermé
del’espacedeHilbert (matriciel)

�
.

Remarquonsqu’unsous-espaceaffine 
 de
�

peutêtredécritsousla forme
±� G"ÄÅO � ` Á'Äæ� g [ g O_X � Q
où Á K � Â X � estunopérateurlinéairedéfinipar:Á'Äç� = �¿� d¦[�ÄÍ�n? d c Y¢èêéêéêé è �
avec � d matricesdonnéesde

�
.

D’autrepart,étantdonnéun côneconvexe fermé Ó , nouspouvonsintroduire
la relationd’ordre «�ë suivante:

Définition 1.4.2 pr��[Û�ªO � [ �s«�ë_�s© ���(�ìO�ÓES
La relationd’ordre «�ë ci-dessusgénéraliselesrelationsd’ordre o et « pré-

cédemmentdéfinies: il suffit deprendrerespectivementÓ �¯G � O � ` � � = 5#d b ? avec 5#d b oh!�QT[
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et Ó ��
 �� S
Comptetenu de la définition 1.4.2ci-dessuset de la remarqueprécédente,

on a alors la formulationéquivalentesuivantepour un problèmed’approximation
linéaireconique:

Proposition 1.4.1 Le problème(1.1) peuts’écrire sousla formeéquivalentesui-
vante: trouver Ä

ºqJ"í�îðïrJÒK Yu �\�¬� Ää�\uñ� Yu BEDF% �\�¬��Ää�\utq. Á'Äç� gÄÅ«�ë_! (1.2)

La contrainteÄÅ«�ë�! peutêtreremplacéepar j�ë = Ä�?A�2! .
1.4.2 Existenceet caractérisationdessolutions

Avant d’aller plus loin, assuronsnousquenotreproblèmed’approximation
matriciellea un senset n’estpastrivial. Pourcela,nousfaisonsla premièrehypo-
thèsesuivante:

Hypothèse1.4.1 Il existedessolutionsréalisables.

Cettehypothèseestéquivalenteà
– 
Rò/ÓóÙ�2ô , pourle problème(1.1).
–
=¿õ J)» = ÁE?�MNÄEÚ�?�ò_ÓöÙ�-ô pourle problème(1.2)où ÄEÚ estun point parti-
culier tel que Á'ÄEÚ9� g .

Nousallonsconsidérerdansla suitede cettepartie la formulation(1.2) du
problème.Noussommesen présenced’un problèmede minimisationd’une fonc-
tion quadratiqueconvexe différentiablesousdes contraintesaffines et coniques
convexes.Dif férentsrésultatspermettentde répondreà la questionde l’existence
de solutionsoptimalesau problèmeet de leur caractérisation.Ainsi par exemple,
(voir [77]), considéronsun problèmedeminimisationsousla formesuivanteB÷D&% Î = Ur?

tq. Á'Uø� gù b = Ur? e !:[�p:¡�� 	#[]S)S)S][¿úÉ[ (1.3)

où Î , ù b [�¡�� 	.[)S)S)St[¦ú sontdesfonctionsconvexes.
On aalors:

Théorème1.4.2(Karush-K uhn-Tucker [77], [100]) Sousréservedequalification
decontraintes,lespropositionsuivantessontéquivalentes:

(i) ûU estunminimiseurduproblème(1.2)
(ii) Il existe üV� = ü�Y�[)S)S)S�[\ü � ?9O�X � et ý�� = ýlY\[]S)S)S][�ý�þ�?�O_X þ telsque!EOLß>Î = ûU�?ÉMNÁ � ü'M þa b c Y ý

b ß ù b = ûU�? (1.4)

avecý b oh! et ý b ù b = ûU�?A�2!¬p:¡��-	#[)S]S)St[¿ú .
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ÿ
Ce théorèmeestun desprincipauxrésultatssur les conditionsd’optimalité

pour un problèmed’optimisationconvexe souscontraintesconvexes.On peut se
référerà [77], [100] pourdeplusamplesdétails.

Noussupposonsdanstoutela suitequel’opérateur Á et le cône Ó sonttels
que:

Hypothèse1.4.2(Slater (fort))� Ä÷Ú�O � ` Á'ÄEÚ�� g et ÄEÚ�®�ë_!:S
Cecirevientjusteàdirequelescontraintesdenotreproblèmesont(fortement)

qualifiéesausensdeSlater. Remarquonsquecettehypothèse1.4.2estvérifiéepour
chacundesproblèmesauxquelsnousallonsnousintéresser. Danslesdeux,la ma-
trice identité £ � peutêtrela matrice ÄEÚ . Cettehypothèse1.4.2étantvérifiée,nous
pouvonsdoncappliquerle théorème1.4.2auproblème(1.2).

Théorème1.4.3 On supposel’hypothèse1.4.2vérifiée.Ä estun minimiseurdu problème(1.2)si et seulementsi il existe ü�O�X � tel
que Ä �(�±MNÁ � ü/OPÖ = Ó÷[ ÄÍ? (1.5)ÿ

Preuve : Il suffit d’appliquerle théorème1.4.2avec:Î = Ä�?A� 	0 �ÛÄó���÷� u [ úP�-	 et ù Y = ÄÍ?A�Cj�ë = Ä�?�S
Or, Î estdifférentiable,degradient�÷Î = ÄÍ? �³Ä �±� pour tout Ä , puisque

nousavonsici unenormehilbertienne.
Deplus,d’aprèsla proposition1.3, ßIj¿ë = ÄÍ?A�NÖ = ÓE[ Ä�? .
On endéduitqu’il existe ü/O�X � et ýÍO�X tel queÄ �(�±M­Á � ü�O(��ý:Ö = �A[ ÄÍ?�S

De la condition de complémentaritéý­8Ij�ë = Ä�?L� ! , on déduit ý��ñ! , puisqueÄåO�Ó��Ïj¿ë = Ä�?À�C! . Parsuite,Ä ���NM­Á � ü�O��ÀÖ = �A[ ÄL?�S
puisqueÖ = ÓE[ ÄL? estuncôneconvexe fermé.D’où le Théorème. �

Nousdisposonsdoncd’unecaractérisationdessolutionsoptimales.Unefois
assuréel’existenced’unesolutionoptimaleseposela questiondesoncalculeffec-
tif. Celaconsisteraitàrésoudrel’équationmultivoque(1.5),cequi n’estpasévident.
Il estpossibled’obtenird’autrescaractérisationsd’optimalité(plussimple),notam-
mentenpassantparle théorèmedeprojection(voir chapitresuivant)etparla dualité
lagrangienne(voir chapitre5).Néanmoins,nousverronsquebiensouventcescarac-
térisationsserontpeupratiqueslorsqu’il s’agiradecalculerlessolutionsoptimales.
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1.4.3 Unicité dessolutions

Une fois assuréel’existenced’une solutionoptimaleseposela questiondu
nombredecessolutionsoptimales.Dansnotrecas,cenombreestfacileà détermi-
ner.

Théorème1.4.4 Il existeuneuniquesolutionoptimaleau problèmed’approxima-
tion linéaireconique. ÿ

La justification de ce résultattient essentiellementau fait que la fonction-
objectif du problèmeest strictementconvexe, puisquela carréde la norme �Þ8l�
l’est.

1.5 Approchesnumériquesde résolution

Nousintroduisonsdanscettepartiedifférentesapprochesnumériquesde ré-
solutionquenousproposonsoubiendontnousavonspuprendreconnaissancedans
la littérature.Nouslesprésentonsrapidement,ennouscontentantd’en évoquerles
lignes directrices.Nous reviendronssur chacunede cesapprochesdansles cha-
pitresqui suivent lorsquenousles appliquerons.Rappelonsque le problèmeque
nouscherchonsà résoudrepeuts’écriresousla formesuivante:Yu �\�¬� Ä²� u � Yu BEDF% �\�¬�(Ää� utq. ÄÅO_
ÄÅO�Ó (1.6)

où 
 et Ó désignentrespectivementunsous-espaceaffineetuncôneconvexefermé.
La contrainteÄ O�
 serasouventprésentéesousla forme Á'Ä � g où

g O(X � etÁ estun opérateurlinéairesurl’espace
�

.

1.5.1 Approchesdir ectespar moindrescarrés

Cetteapprocheestla premièreà laquelleon songelorsquel’on estfaceà un
problèmed’approximationmatricielledanslequella normeconsidéréeestla norme
deFröbénius.Elle estbaséesurle fait topologiquesuivant:

l’espace� � = X9? munidela normedeFröbénius �l8T��� s’identifieimmédiate-
mentà l’espaceX � � munidela norme �98:� u .

Comptetenudecetteidentification,notreproblèmed’approximationpeutse
ramenerà unproblèmedemoindrescarrés.

L’intérêtdecettetransformationest,commesouventenmathématiques,qu’elle
permetdeseramenerà un typedeproblèmespour lesquelson disposed’outils de
résolutionperformants.C’estle casdesméthodesdemoindrescarréspourla résolu-
tion desquelsexistentdescodes,qu’ils soientcommerciauxou du domainepublic,
et notammantdesroutinessousMatlab.

On peutcependantdéjàpréjugerdu peud’efficacitéquedevrait avoir cette
approchedansla pratique.En effet, il peutdansun premiertempsêtretrèsdifficile
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deramenerdemanièreexplicite lescontraintesmatriciellesde(3.12)sousla forme
descontraintesde type moindrescarrés.Un deuxièmeinconvénient,peut-êtrele
plusimportant,consisteencequ’onseramèneà travailler dansX � � , cequi conduit
à un problèmedont la taille peutserévélertrèsvite prohibitive.Ceciempêcherait
derésoudrele problèmed’approximationpourdesmatricesd’ordre � relativement
modeste( �
	 *.! ) auregarddesordresdematricesquel’on estamenéà rencontrer
danslescaspratiques( �Ro¯	)!#!#! ) quel’on voudraitrésoudre.

Faceà ceconstat,il apparaîtnécessaire,si l’on veut résoudrecesproblèmes
d’approximationdemanièreoptimale,deconserverautantquepossiblela structure
matricielledesvariablesdu problème.De plus,il faudrapenserà utiliser aumieux
la (les) structure(s)propre(s)au problème.Nous présentonsdanscettethèseles
quatreautresapprochesénuméréesci-dessous.Lesdeuxpremièressontprésentées
demanièreassezrapidepourdesraisonsdifférentes.L’approchedualen’estpasde
notrefait, maisauregarddesonefficacitéetdela nouveauté,ànotreconnaissance,
dela démarcheetdecertainsrésultats,nousavonspenséintéressantdela présenter.
Cechoix estaussidictéparle fait qu’elle inspirel’approcheparpointsfixes.En ce
qui concernecelle-ci,lestravauxétantencoreà leursdébuts,nousnouscontentons
d’enmontrerlesprincipeset uneillustration.

1.5.2 Approcheduale par Quasi-Newton

CetteapprocheestdueàJ.MALICK [88]. Elle peutêtredécritecommesuit :
tout d’abord,on appliqueun procédéde relaxationlagrangienneau problèmeau
coursduquelseuleslescontrainteslinéairessontdualisées.Celapermetderécupé-
rerunproblèmedualdemaximisationquiestconcaveet,contrairementàl’habitude,
différentiable. Cedernierrésultat,nouveau,esttrèsimportantpuisqu’il estle nœud
centralde cetteapprochenumérique.En effet, comptetenude cettedifférentiabi-
lité, le problèmedualpeutêtrerésoludemanièreefficaceenutilisantuneméthode
numériquedeminimisationconvexedetypequasi-Newton.

1.5.3 Approchepar points fixes

Cetteapprochedécouledirectementde la précédenteet fait appelà desno-
tionsd’opérateursnonexpansifs(contractants)etdepointsfixes.La conditiond’op-
timalité obtenuepar la dualisationprécédenteestréexpriméeà l’aide d’opérateurs.
Moyennantunehypothèsesur l’opérateurlinéaire Á qui définit le sous-espaceaf-
fine 
 qui sevérifiefacilement,la conditiond’optimalitédevientalorsunecondition
d’existencedepointsfixesd’un opérateurcontractant.Cetteapprochedonnantac-
tuellementlieu àdestravaux(voir [22]), nousnenousappesantironspassurelle.

1.5.4 Approchepar projectionsalternées

L’approchepar projectionsalternéesestuneapprochedirectede résolution.
Elle peutêtrevue commeunemanièrenaturelled’aborderle problème.Sousnos
hypothèses,celui-ci peutêtrevu commeun problèmedeprojectionsur l’intersec-
tion dedeuxconvexes.L’approcheparprojectionsalternéespeutêtredécritecomme
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suit : on chercheà effectueruneprojectionsurun convexe qui estl’intersectionde
convexesplus"simples"surlesquelson sait justementeffectuerdesprojections; la
meilleuresolutionconsisteà utiliser cesprojectionsconnuespourconstruireitéra-
tivementla projectionquenouscherchons.

1.5.5 Approchepar points intérieurs

Cetteapprocheparpointsintérieursestmotivéeparla contrainteconiquepré-
sentedansnotreproblème.En effet, comptetenude cettecontrainte,le problème
peut être écrit sousla forme d’un problèmemixte d’optimisationsur le cônedu
secondordre(Définition 1.3.5)et, selonles exemples,sur le cônedesmatricesà
composantespositivesou symétriquessemi-définiepositives.Cecinouspermettra
derésoudre,auchapitre5, le problèmeenutilisantlesméthodesdepointsintérieurs,
méthodesqui ontconnuunregaind’intérêtcesdix dernièresannées,engrandepar-
tie àcausejustementdeleur remarquableefficacitédansla résolutiondeproblèmes
d’optimisationsouscontraintesdesemi-définiepositivité.
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Chapitr e 2

Algorithmes deprojections

Certainesdesapprochesderésolutionquenousauronsà mettreenœuvreet
à présenterdanscettethèsesontintimementliéesà la notiondeprojectiondansun
espacedeHilbert

�
. Nousrappelonsdoncdansunpremiertempsquelquesrésultats,

propriétéset algorithmesliésauxopérateursdeprojections.
Danstout cechapitre,saufindicationcontraire,nousnousplaceronstoujours

dansle cadred’un espacedeHilbert
�

muniduproduitscalaire�^8&[)8Ì� . Nousnoterons��8�� la normeassociéeàceproduitscalaire.

2.1 Notions deprojections

Pour présenterla notion de projectiondansun espacede Hilbert, on peut
seplacerdu point de vue de l’Analyse hilbertienneou de celui de l’Optimisation
convexe.Nousassocieronscesdeuxpointsdevue.

Etantdonnéunpoint U etun convexefermé ¹ nonvidede
�

, on montre:

Théorème2.1.1(Théorèmede projection [29], [77],[100]) Considéronsunepar-
tie ¹ convexeferméenonvidede

�
.

Pour toutpoint U de
�

, il existeunet un seulpoint ù de ¹ tel que:�ÛU÷� ù ���CDF%���GI�ÛU÷� ù ��[ ù OL¹�QTS (2.1)

Deplus, ù estcaractérisépar :× ù O�¹Þ[��UP� ù [ ù � ù � e ! p ù O�¹ÒS (2.2)ÿ
Cethéorèmeseprouve,soitenutilisantdesoutilsd’Analysehilbertienne,no-

tammentlespropriétésduproduitscalaireetcellesdesespacesréflexifs (voir [29]),
soit, commedécrit ci-après,au moyen de l’Optimisation convexe : si nousintro-
duisonsla fonctionindicatricej�
 del’ensemble¹ , le problème(2.1)estéquivalent
à : 	0 �ÛUW� ù � u ��DF%��\G�� = ù ?A� 	0 �ÛU÷� ù � u M­j�
 = ù ?�[ ù O � QT[



18 Algorithmes de projections

qui estunproblèmedeminimisationconvexesanscontraintes.Sasolutionoptimaleù estdonccaractériséeparla conditiondestationnarité:!EOLß�� = ù ?�[ (2.3)

où ß�� = ù ? désignele sous-différentielde � ausensdel’Analyseconvexe(voir défini-
tion 1.3.6).La caractérisation(2.2)découlepardesrèglesdecalculsous-différentiel
del’inclusion (2.3)ci-dessus.

Le point ù ci-dessusestappeléprojetéde U surl’ensemble¹ , d’où le nomdu
théorème.Il existeun corollairetrèsutile decethéorème.

Corollair e2.1.1 Si, deplus, ¹ estun sous-espaceferméde
�

, alors la caractéri-
sation(2.2)devient × ù O�¹Ò[U÷� ù OL¹ � S (2.4)ÿ

Enpratique,lorsque¹ estunsous-espacevectoriel, la caractérisationutilisée
est: × ù O�¹Þ[��UW� ù [ ù �À�2!:[ p ù OL¹Þ[ (2.5)

tandisquelorsquec’estun sous-espaceaffine, on a :× ù O�¹Þ[��UP� ù [ ù �À� ù ºqJ#[ p ù OL¹ÞS (2.6)

Pour un élément U de
�

, on note ù �æÇ�
 = Ur? ou Ç�
rU , où ù est le projeté
définidansle théorème(et le corollaire)précédent.Cecinousdéfinitaupassageun
opérateur � 
�K � Â �U áÂ Ç�
 = Ur?
quenousappelleronsopérateurdeprojectionsurl’ensemble¹ . Onpeutmontrerles
résultatssuivants:

Proposition 2.1.2 Pour tous U , � dans
�

, pour tout convexe ¹ de
�

,�ÛU÷�����\uæ� �ÛÇ�
�UP�(Ç�
����\ulM¯� = U÷����?l� = Ç�
rUP��Ç�
Z�:?��\uMÒ0:��UP�(Ç�
rU�[�Ç�
�UP��Ç�
Z�:�ÉM²0��¿�Ò�(Ç�
��>[�Ç�
r���(Ç�
rUr��S (2.7)ÿ
Démonstration :
L’égalitéprécédentevientdudéveloppementsuivant:��5fM g � u �ì��5Z� u Ms� g � u M²0��¿5H[ g ��[

classiqueenAnalysehilbertienne.Il suffit d’écrireUP�����³Ë = UW����?�� = Ç�
�U÷�(Ç�
��:?¼È@M = Ç�
rUP��Ç�
Z�:?
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et deposer 5�� = U÷����?�� = Ç�
rUP�(Ç�
��:? et

g �¬Ç�
�UP�(Ç�
Z�rS �
Corollair e2.1.2 Pour tous U , � dans

�
, on a :�ÛÇ�
�U÷�(Ç�
���� e �ÛU÷������S (2.8)ÿ

Démonstration :
Cerésultatvientdela proposition2.1.2précédente.Il suffit deremarquerque

d’après(2.2),ona :��U÷�(Ç�
rU�[�Ç�
Z���(Ç�
rUr� e ! et �¿���(Ç�
��r[^Ç�
>UP�(Ç�
��:� e !�[
car Ç�
rU�[^Ç�
Z�PO�¹ . �
Proposition 2.1.3 Soit ¹ unepartieconvexeferméede

�
.

(i) Si U_O � , ona : UW��Ç�
 = Ur?�OPÖ = Ç�
 = Ur?�[Û¹�? .
(ii) On supposeque ¹ estun sous-espacevectoriel (resp.affine),alors Ç�
 est li-
néaire (resp.affine). ÿ
La proposition(i) estjustela traductiondela conditiondestationnarité(2.3).
La proposition(ii) découledela caractéristion(2.5).

Notonsaupassagequela caractérisation(i) de la propositionprécédenteest
équivalenteà la caractérisation(1.5) du Théorème1.4.2 du chapitre1 pour nos
problèmesd’approximationlinéairesconiques.En effet, dansce théorème,on est
dansle casoù ¹ estl’intersectiond’un côneconvexe fermé Ó et d’un sous-espace
affine défini par la contrainteÁ'U(� g . Par unerègledecalculsous-différentiel,si
l’hypothèsede Slater1.4.2estvérifiée,le cônenormalde ¹ esten fait la somme
descônesnormauxà Ó et ausous-espaceaffine. Il suffit alorsderemarquerquele
cônenormalà un sous-espaceaffine s’identifie à l’orthogonalde sadirection,qui
estexactementégalici à l’imagedel’opérateuradjoint Á � de Á , pourobtenir(1.5)
àpartir de(i).

Unefois connuescesdifférentespropriétésdel’opérateurÇ�
 , seposela ques-
tion du calculeffectif du projeté Ç�
 = Ur? d’un point U donné.Commenousallonsle
voir tout au long de cettethèse,cettequestionest loin d’être anodine.Toutefois,
dansquelquescasparticuliers,les caractérisations(2.2), (2.5) ou (2.6) permettent
deconnaîtreexplicitementÇ�
 = Ur? . On peutparexemplemontrer:

Proposition 2.1.4 Dansl’espaceeuclidienX � , notons�²� G"ULO�X � ` UId�o�!:[¼prj^Q .
Alors,pour tout U�O_X � ,Ç�� = Ur?�O_X � tel que

= Ç�� = Ur?�? d ��U �d �hB����rG"UId¦[Û!�QT[�prj�S ÿ
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De même,si on introduit la notationsuivante: si �ì� = 53d b ? estunematrice
deréels,on note � � � = 5 �d b ? où 5 �d b ��B����>Gð5#d b [Û!�Q .
Proposition 2.1.5 Dans l’espaceeuclidien 
 � , muni du produit scalaire de Frö-
benius,on note 
9�� le cônedesmatricessemidéfiniespositives.Alors, pour toute
matrice Ä , on a : Ç�� Ý = ÄÍ?À�! � ¤ �  �[
où Äç�" � ¤# avec  �  C��£ � et ¤ diagonale.

ÿ
Onpeutmontrerdesrésultatsdumêmetypepourdesopérateursdeprojection

surdifférentstypesdesous-ensemblesconvexesfermésdansunespacedeHilbert :
cônes,sous-espaces,polyèdresconvexes,épigrapheset sous-niveaude fonctions
convexes,etc.On pourraseréférerà [15] pourdeplusamplesdétails.

Une desapplicationsdesprojectionsest qu’elles permettentde calculer la
distanceentreunpoint et unsous-ensembleconvexe.

Définition 2.1.1 Soit � unepartiede
�

et U�O � .
On appelledistancede U à � , et onnote

<>= U�[n�f? , la quantitésuivante:<>= U�[n�f?A�CDF%��\GI�ÛU÷�­5Z� ` 5PO��ÒQTS
Cettequantité

<>= U�[��½? estidentiqueà la quantité
<r= �½? de la définition1.1.1.

On peutalorsdéfinir unefonction< à�K � Â XU áÂ <r= U�[n�½?
quenousappelleronsfonctiondistanceà � .

Proposition 2.1.6 Soit ¹ unepartieconvexeferméede
�

.

1.
< 
 estunefonctionconvexe, finieet vérifie<%$\= Ur?À�ì�ÛU÷�(Ç�
 = Ur?���S

2. Pour tout U dans
�

,ß < 
 = Ur?k� &('*) �,+.-0/ )213 ) �,+ - / )21 3,4 si U(ÙOL¹�65RòÃÖ = U�[Û¹�? Õ"j¿�87��
Résultatsclassiquesd’Analyseconvexe([15], [77]).

Les opérateursde projectionont fait l’objet d’étudesnombreuseset variées
que nousne pouvons pastoutesdécrireou évoquerdanscette thèse.Nous ren-
voyonspourplusdedétailsauxtravauxdeBAUSCHKE, notammentsathèse[15], et
deZARANTONELLO [118]. D’autrepart,signalonsquela notionclassiquedepro-
jectionquenousavonsprésentéeici a étégénéralisée: enquasi-projection[15], en
projectiondeBergman[23],etc.
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2.2 Lesméthodesdeprojections

2.2.1 Moti vations : problèmesde faisabilité convexe

Soit à résoudredansX � un systèmed’inéquationslinéairesdéfiniespar:�a b c Y 5#d
b U b�ehg d¢[njl� 	#[]S)S)S][�mLS

On peutseramenerà chercherun point UR� = UZY�[)S)S)St[�U � ? qui appartientà tousles
demi-espacesdéfinispar 7�d�� G"U_O_X � ` �a b c Y 5#d

b U b�ehg diQTS
Le problèmeconsistealorsen fait à chercherun point qui appartientà l’intersec-
tion d’un nombrefini de demi-espaces.On définit, d’une manièregénérale,un
problèmede faisabilité ou de réalisabilité convexe (Convex feasibility problem
(CFP)) commesuit :

On seplacedansun espacede Hilbert
�

et, danscet espace, on considère
unefamille finie ou dénombrabledeconvexes Gð¹9d¿Q"d:9<; d’intersectionnonvide. On
considèredans

�
le problèmesuivant:= ¹>= � ? Trouverun U�OL¹s�Cò�d:9?;�¹9d¦S

Lesconvexes ¹9d évoquésci-dessussontsupposés“simples” encomparaison
avec ¹ . En général,“simple” estcomprisdansle sensoù la projectionsur ¹9d est
facilementcalculable.Typiquement,¹9d seraun sous-espace,un demi-espace,un
cône,etc.

Lesalgorithmesdeprojectionont d’abordétéintroduitspour faire faceà ce
typedeproblèmes.UnetelleapprocheestparexemplemiseenœuvreparPOLYAK

[99] pourunsystèmed’équationset/oud’inéquationslinéairesdansX � . Plusgéné-
ralement,lesproblèmesdefaisabilitéapparaissentdansdifférentsdomaines:

– enthéoriedel’approximation: lesconvexessontsouventdessous-espaces
et on a desapplicationsen Statistiques,en Analysecomplexe (noyaux de
Bergman,transformationsconformes),dansl’étudedeséquationsauxdéri-
véespartielles,(voir [15]),

– enreconstructiond’imagesdiscrèteet continue: applicationsentomogra-
phie,enélectronique,entraitementdu signal[39], [40], [41], [42], [46],

– en optimisationconvexe via les algorithmesde sous-gradients[81], [82],
entreautres.

2.2.2 Principes

Dansla suite,nouseffectueronsla présentationdesméthodesde projection
dansle casoù on a deux convexes,c’est-à-dire £ � GT	#[\0@Q et, pour alléger les
écritures,nousallonsnoter ¹+�C�Nò_�PS
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NousnotonsrespectivementÇ�
 , Ç�Y et Ç u lesprojectionssur ¹ , � et � .
L’idée est de construireitérativementla solution de

= ¹@= � ? de la manière
suivante: onpartd’un point initial UHÚ et,
étantdonnél’itéré courant U � , construirel’itéré suivantU � � Y quidoit être“meilleur”
que U � enutilisant lesprojectionscalculablesÇ Y et Ç u .

Dansla pratique,il estnécessairedepréciserle sensdu mot "meilleur" dans
l’énoncéprécédent.Il sembleraisonnablede demanderque le nouvel itéré U � � Y
nous rapprocheplus du convexe ¹ que l’itéré courant.En d’autrestermes,une
bonnemesuredu caractère"meilleur" précédentseraitquel’on ait :<r= U � � Y\[n¹�? e <>= U � [Û¹�?�S
Il envient la définitionsuivante:

Définition 2.2.1 Soit
= U � ? unesuitede

�
etsoit ¹ unepartieconvexeferméede

�
.

On dit que
= U � ? est monotone au sensde Fejér ou Fejér-monotone par

rapport à ¹ si :=BA ? p ù O�¹Ò[@pr�ÍO���[2�ÛU � � Y
� ù � e �ÛU � � ù ��S (2.9)

Ainsi, dansl’énoncéprécédent,le fait pour U � � Y d’être meilleur que U � peutêtre
exprimépar p ù OL¹s�h�²ò/�P[:pr��O���[2�ÛU � � Y�� ù � e �ÛU � � ù ��S

On seramènedoncà construireitérativementla solutionde
= ¹@= � ? de ma-

nièreà ce quela suite
= U � ? généréesoit monotoneau sensde Fejérpar rapportà¹ .

Un exempledeschémadeprojectionconduisantàunesuitemonotoneausens
deFejérestle suivant:
EtantdonnéU � (itérécourant),oncalcule:U � � YÀ�¬Ç�Y¼U � [ si U �DCO���[

ouU � � YÀ�¬Ç u U � [ si U �DCOL�PS
Ce schémaentrebien dansle cadrequenousavonsannoncé,puisqueU � � Y

estconstruità partir de U � enutilisantlesprojectionscalculablesÇ�d . De plus,il est
faciledevoir que

= U � ? estmonotoneausensdeFejér.
En effet, pr�l[ on a : U � � YÀ�hÇ�dÊU � [�j��s	 ou 0�S

et d’autrepart,comme¹FEh¹9d , pourtout jl� 	#[Û0 , pourtout ù O�¹Ò[�Ç�d = ù ?A� ù S
Or, d’aprèsle corollairedela Proposition2.1.2,on a :p>U�[��r[2�ÛÇ�
rUP�(Ç�
Z��� e �ÛUW������S

Parsuite �ÛU � � Y
� ù � e �ÛÇ9dFU � ��Ç�d ù � e �ÛU � � ù ��S
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Il estfacile devoir queceschémaconsisteà projeteralternativementl’itéré
courantsur � ou � . De là lui vient le nomdeméthodedeprojectionsalternées.On
la doit à VON NEUMANN [113] (1933).Nousreparleronsdecetalgorithmedansla
partiesuivante.

Plusgénéralement,BAUSCHKE montrequ’unebonneconditionpourquececi
soit réaliséestd’exiger que:U � � Y�O�U � M côneG"Ç�à>U � �(U � [�Ç�GZU � ��U � Q
où cône

= Ä�? désignele côneconvexe ferméengendrépar la partie Ä de
�

. Ceci
nousinduit parexempleunerelationderécurrencedu type:U � � YÀ�hU � MIH�ËKJ�Y = Ç�àHU � �(U � ?�MLJ u = Ç�GZU � �(U � ?¼È
où HI[MJ�Y\[MJ u oh! et J�YrMNJ u � 	 . Le réel H estunparamètrederelaxationet J�Y , J u
sontdespoidsvérifiant! e H e J�Y"�ÛÇ�àHU � ��U � �
MIJ u �ÛÇ�GÉU � �(U � ���J�Y = Ç�à>U � ��U � ?ÉMIJ u = Ç�GZU � �(U � ?�� S

Signalonsenfinquele fait deconsidérerunesuited’itérésFejér-monotonesa,
enoutre,l’avantagedemettreànotredispositionuncertainnombrederésultatssur
lespropriétésdela suitegénérée,notammentdesrésultatsdeconvergence.L’étude
despropriétésdessuitesmonotonesau sensde Fejér, constitueunebonnepartie
de l’Analyse Fejérienne.On pourraseréférerà proposde tout cequi précèdeaux
travauxdeBAUSCHKE [15], [19], [20], [21] etCOMBETTES [43], [44], [45] notam-
ment.Il existeévidemmentdesmanièresdifférentesetvariéesd’effectuerla miseà
jour : U � ÂÏU � � Y
enrespectantlesrèglesévoquées.Pourensavoir plus,onpeutseréférerà [7], [11],
[15], [16],[23], [43], [99].

2.3 Méthodesdeprojection pour l’appr oximation

Le point commundesméthodesde projectionquenousavonsévoquéesci-
dessusestqu’ellespermettentdeconstruireun point de l’intersection ¹Ø� �¬òL�
desconvexes � et � . Onobtientun pointde ¹ dontonnepeutriendired’autre.En
particulier, onn’obtientdoncpasforcémentle point de ¹ le plusproched’un pointU_O � donné,saufdanscertainscasparticuliers,évidemment.

Toutefois,cesdernièresannées,denombreusesrecherchesont étéeffectuées
qui ontpermisd’aboutiràdesméthodesdeprojectionspermettantdeconstruireité-
rativementle projetéd’un point quelconquesur l’intersectionde convexesfermés
nonvides.On peutd’unemanièregénéraledistinguerdeuxtypesdeméthodes: les
méthodesdeprojectionsalternées(oucycliques)duesà BOYLE et DYKSTRA et les
méthodesde projectionsparallèlesrelaxéesde BAUSCHKE et COMBETTES. Nous
avonsutilisésdansnostravauxlesméthodesdeprojectionsalternéesquenouspré-
sentonsci-après.Nousnousproposonsdetesterlesméthodesdeprojectionsparal-
lèlesdansdestravauxfuturs.Signalonsquelesrecherchesconcernantlesméthodes
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de projectionsqui permettentde calculerles projectionssur desintersectionsde
convexessonttoujoursencours.On peutainsinoterlestravauxrécentsdeBREG-
MAN, CENSOR,REICH et ZEPKOWITZ-MALACHI [28]. On trouveranotammenten
introductionàcetarticleunehistoriquedesméthodesdeprojectionsurlesintersec-
tionsdeconvexesavecdenombreusesréférencesbibliographiques.

Le but decettesectionestdeprésenteruneméthodedeprojectionsalternées
qui permetde construireitérativementle point de ¹ le plus proched’un point U
donné.CetteméthodeaétéintroduiteparDYKSTRA en1983dansle casparticulier
oùlesconvexes ¹9d sontdescônesetoùonestendimensionfinie.Puis,il l’a étendue
avec BOYLE en 1986au casgénéraloù on a desconvexesquelconquesdansun
espacedeHilbert. Elle a étépopulariséenotammentpar BAUSCHKE et BORWEIN

qui en ont explicité les propriétésde convergence(essentiellementdansle casde
deuxensembles),et parGLUNT et al. [64], [65], ESCALANTE [54] entreautresqui
l’ont appliquéeà différentsproblèmes.

2.3.1 Algorithme deVon Neumann

Nousrevenonsà la méthodedeVon Neumannquenousavonsintroduiteà la
section2.2.2

Algorithme 2.3.1 Onpeutla décriresousla formesuivante:5 � O���[ g � O��P[5 � � YA�hÇ�à = g � ?g � � YA��Ç�G = 5 � � Y^?
avec

g Ú��hU_O � et 53Ú��2!�S (2.10)

Nousavonsvuprécédemmentquecetteméthodepouvaitpermettredeconstruire
un point de l’intersection ¹ . En fait, on montre,voir [17], [113], quelorsque� et� sontdessous-espaces(vectorielsou affines)ferméset quelessuites

= 5 � ? et
= g � ?

sontdéfiniesci-dessusen(2.10),ona :5 � [ g � ÂÏÇ�
 = g Ú\?�S
Remarquonsqu’ona : g � � YÀ��Ç�G = 5 � � Y^?À�hÇ�GW¸�Ç�à = g � ?�S (2.11)

Ainsi, la méthodede von Neumannpeutseramenerà la constructiond’une suite
unique

= g � ? définiecommeen(2.11)et qui vérifie donc:g � ÂñÇ�
 = g Ú\?\S
Cerésultatestfacileàvisualiserlorsqu’onsesituedansun espacededimen-

sion2. Ceciestillustréparla figure2.1.

En conclusion,lorsquelesconvexesfermés� et � sontdessous-espaces,on
saitcommentconstruireitérativementle projetéd’un pointquelconque.Historique-
ment,onpeutdirequela méthodedevonNeumannaconstituéla premièresolution,
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FIG. 2.1– Illustrationdel’algorithmedeVon Neumann

maissurtoutunedesplusefficaces,auproblèmequi consisteàtrouver la projection
d’un pointdonnédansunespacedeHilbert surl’intersectionnonvided’un nombre
fini desous-espacesfermés.

Remarquonsqu’onpeutréécrire(2.11)sousla forme:g � � YÀ�[Z g �
en posantZØ�ØÇ�GZÇ�à . Ainsi Z estun opérateurde

�
, linéaire(ou affine) dansle

casoù � et � sontdessous-espaces(voir section2). Onvoit qu’onpeutinterpréter= g � ? commeétantunesuited’approximationssuccessivespar rapportà Z . On sait
qu’unetelle suite,si elle converge, le fait versun point fixe de Z . D’autrepart,on
peutremarquerque ù OL¹+�C�Nò_�s© Z ù ��Ç�GÉÇ�à ù � ù
et
= g � ? convergedoncversun point fixe de Z . Cecia induit le fait quela méthode

de von Neumann,et les méthodesde projectionen général,ont été étendueset
adaptéesà la recherched’un point fixe d’un opérateuret surtoutà celled’un point
fixecommunàunnombrefini d’opérateursmonotones(voir [14], [15], [45] ).

La méthodedevon Neumannintroduitedansle casdedeuxsous-espacesse
généralisedemanièrenaturelleaucasd’un nombrefini desous-espaces: on passe
de projectionsalternéesà desprojectionscycliques.BREGMAN [27] a étendules
résultatsdeconvergenceàcecas.

Quesepasse-t-ilsi on n’a plus leshypothèsesdevon Neumann,c’est-à-dire
si l’un desconvexesn’estpasun sous-espace?

Regardonsla figure2.2 : on cherchele projetéd’un point U surl’intersection
d’un cône� et d’unedroite(sous-espace)� .

Il estfaciledevoir quele projetésur �(ò�� estl’extrémitédroitedu segment
qui représente¹ì�³�¬òL� , tandisquel’algorithmedevon Neumannconduità un
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FIG. 2.2– Von Neumannsurl’intersectond’un côneetd’un sous-espace

point intérieurausegment.
Il y apparaîtbienquesi l’un desconvexesn’estpasunsous-espace,lesconclu-

sionsdeconvergenceprécédentesnesontplusassurées.Onmontre(voir [17], [18])
quedansle casgénéral,on a toujoursconvergenceaumoinsfaibledel’algorithme
devonNeumann; maisle point limite obtenuestunpoint quelconquede ¹ .

Quefairedoncdansle casgénéral?

2.3.2 Algorithme deBoyle-Dykstra

Pourrépondreàcettequestion,DYKSTRA aproposéunemodificationdel’al-
gorithmedevonNeumann.Le schémaenestle suivant: onconstruitquatresuites:= 5 � ? , = g � ? (appeléessuitesprincipales) et

= ú � ? , = î � ? (appeléessuitesauxiliaires)
commesuit :

Algorithme 2.3.2 deeeeef eeeeeg 53Ú9�C!�h
g Ú��hU_O � h¿úIÚ½��!�hnî]Ú9�C!�hi � �kj �hÇ�l =nm � MIo � ?ú � � Y
� g � MÍú � ��5 � � Ym � �kj ��Ç�p = i � �kj Mrq � ?î � � YA�C5 � � YÉMNî � � g � � Y

avec

g Ú��¬U�O � et 53Ú9�C!:S
(2.12)

Commepremièreremarque,notonsles différencesavec l’algorithme précé-
dentdevonNeumann.Ellestiennentessentiellementenla présenceàchaqueitéra-
tion desvecteursú � et î � . Ceux-cisontcalculésaprèsprojectionsurchaqueconvexe
et représentent,d’un point devuegéométrique,le déplacementeffectuépouraller
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du nouvel itéréaupoint dontcet itéréestle projeté.En nousrappelantla Proposi-
tion 2.1.3,on sait quece vecteurappartientau cônenormalau convexe ( � ou � )
sur lequelon a projeté,aupoint résultatde la projection.En d’autrestermes,on a
donc: pr��o¯	#[Eú � OPÖ = 5 � [n�½? et î � OPÖ = g � [n��?�S
La figure2.3donneuneillustrationdel’algorithmedeBoyle-Dykstra.Uneitération
del’algorithme(parexemple,cellequi permetdepasserde

g Y à 5 u ) peutêtredécrite
dela manièresuivante:

– on déplacele point courant(parexemple

g Y sur la figure)dansla dernière
directionnormale(ú�Y ) auconvexesurlequelondoit projeter( � ) gardéeen
mémoire,

– oneffectuela projection(sur � ) du pointobtenu(

g YÉM�ú�Y ),
– on gardeenmémoirela nouvelle directionnormale(ú u ) obtenueainsique

le résultatdela projection( 5 u ) qui estle nouvel itérécourant.st

u�vxwzy
{�| } |
~�|

u | uB�
u |�� } |
} �{ �

{ � ��~M|
FIG. 2.3– Illustrationdel’algorithmedeBoyle-Dykstra

CeschémaaétéproposéparDYKSTRA [52] en1983pourla recherchedupro-
jeté sur l’intersection(finie) de cônesconvexesen dimensionfinie. Avec BOYLE,
[26], il l’a étenduen1985auxconvexesgénérauxdansun espacedeHilbert quel-
conque.Celaa été fait pour résoudredesproblèmesde type moindrescarrésap-
paraissanten Statistiques.Cet algorithmea été redécouvert indépendammentpar
HAN [70] en 1988dansun contexte de dualisationd’un problèmed’optimisation
dansun espaceeuclidien.Il lui a donnéle nom de méthodede projectionssuc-
cessives. De là viennentlesdeuxnoms(projectionssuccessiveset Boyle-Dykstra)
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qui coexistentdansla littératurepour cetteméthode.Cetteapprochepar dualitéa
conduità unebelle justification(parGAFFKE et MATHAR [63]) de la convergence
del’algorithme.

En 1994,BORWEIN et BAUSCHKE [18] ont proposéunesuperbeanalysede
cetteméthodedeprojectionsalternéesdansle casdedeuxconvexes.Cetravail fait
suite par ailleurs à une analysesimilaire sur la méthodede von Neumann(voir
[17]). De plus,BAUSCHKE et LEWIS ont étenducetalgorithmeà un autretypede
projections: lesprojectionsdeBregman[23]. Le résultatle plusimportantdupoint
devuedenotretravail estle suivant:

Théorème2.3.1([18]) Soient
�

un espacedeHilbert, � , � deuxconvexesfermés
de
�

et U unpoint de
�

.
On définitlessuitesdeDykstra dela mêmemanièrequ’en(2.12).
Alors

g � �­5 � [ g � �­5 � � YAÂÏ�>[ (2.13)

où �'��Ç G � à = !3? et �\�É��� <>= ��[Û��? .
En particulier, � g � �­5 � ��[E� g � �­5 � � Y"��Â <>= ��[n��?�[ (2.14)

et 5 �� [
g �� Â !�[ 5 �� ÂÏ�>[

g �� Â ���HS (2.15)

Deplus,
(i) si

<>= ��[Û��? n’estpasatteinte, alors��5 � ��[Ã� g � ��Â MÞÑ2S (2.16)

(ii) si
<>= ��[n��? estatteinte, alors5 � ÂñÇ�� = Ur?�[ g � ÂñÇ�� = Ur?�[ (2.17)

où 7 �¯Gð5PO��sK <>= 5I[Û��?A� <>= ��[Û��?ÛQT[�=s�sG g O��sK <r= g [n�½?A� <>= ��[Û��?ÛQ
sontdesconvexesnonvidestelsque 7hM±���*= . ÿ

Pour la preuve de ce Théorème,l’article [18] de BAUSCHKE et BORWEIN

constitueunesourcetrèsintéressante.La démonstrationy estbaséeessentiellement
sur les propriétésdu produit scalaired’un espacede Hilbert et la caractérisation
(2.2)pourlesprojections.

Onpeutremarquerqu’enfait lecadredecethéorèmedépasseceluideconvexes
d’intersectionnonvide.Onpeutendéduirelesdeuxrésultatssuivants:
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(1) Si �Nò_� Ù�Cô , alorson remarqueque:!EO g �­5�E �¯����� ���hÇ G � à = !3?A�2!:[
et<>= ��[n��?A�C!�� 7 ��=¯�C�fòÀ� (où 7 et = sontdéfinisdansle Théorème)S
Parsuite,� m � � i � ��[.� m � � i � �kj ��Â � et i � [ m � ÂÏÇ�l���p =�� ?�S (2.18)

Cesdeuxrésultatssontintéressantspournouspuisqued’unepart,le second
justifie l’usaged’un algorithmedeBoyle-Dykstrapourla recherchedupro-
jetésuruneintersectiondeconvexes; d’autrepart,le premieraide,quantà
lui, à la miseen œuvred’un testd’arrêt efficacelors de l’implémentation
numériquedel’algorithme.

(2) Si ��òR�ç� ô , l’algorithmepeutpermettrede testersi la distanceentre
lesdeuxconvexesn’estpasatteinte(danscecas,lessuitesprincipales

= 5 � ?
et
= g � ? divergent)et si elle l’est, la suite

= 5 � ? convergeversle point de � le
plusprocheà la fois de U ( � g Ú ) etde � ; et réciproquementpour

= g � ? . A la
limite, on récupèredoncla distanceentrelesdeuxconvexes.

Lorsquel’on a plusdedeuxconvexes,l’algorithmedeBoyle-Dykstrasegé-
néralisedemanièrenaturelleenfaisantdesprojectionscycliques.Lorsqueleur in-
tersectionestnonvide,lesprincipalesconclusions(2.18)duThéorème2.3.1restent
valables.On pourraconsulterà ce propos[26] pour unepreuve directeet [18] où
onseramèneauThéorème2.3.1enréécrivantuneintersectionfinie dans

�
comme

uneintersectiondedeuxconvexesdans
� �

suivantl’idée dePIERRA [98].
Signalonsquelorsquel’intersectionfinieestvide,onnepeutriendire,contrai-

rementaucasdedeuxconvexescommeci-dessus.Lecomportementdel’algorithme
deBoyle-Dykstradanscecas(aumoinstrois convexes)resteun problèmeouvert.
Le lecteurintéressépourratrouverdans[16] uneliste récentedeproblèmesouverts
concernantlesméthodesdeprojections.

Demême,BORWEIN etBAUSCHKE [18] proposentunesérietrèsintéressante
deremarquessurl’algorithmedeBoyle-Dykstra,etceluidevonNeumannd’ailleurs
(voir [17]), notammentsur lesvitessesdeconvergenceet lessituationsadaptéesà
sonapplication.

Pour terminer, remarquonsque le schémade Boyle-Dykstraconstitueune
généralisationdirectedecelui devon Neumann(c’estpourquoinousavonschoisi
de présenterles deux méthodesl’une aprèsl’autre). Ceci est facile à voir en se
référantencoreà la Proposition2.1.3dela Section2. En effet, lorsque� et � sont
dessous-espaces,Ç�à et Ç�G sontlinéaireseton aainsi:pr�l[�5 � � YA��Ç�à = g � MLú � ?A�hÇ�à = g � ?ÉMNÇ�à = ú � ?A�hÇ�à = g � ?�[
car ú � O÷Ö = 5 � [n�f?A�C� � �ÏÇ�à = ú � ?À��! . Demêmepour

g � � Y .
Le calculdesú � et î � estinutile danscecas,et l’algorithmeseramèneàcelui

de von Neumann.Ce fait estremarquépar DYKSTRA [52] pour dessous-espaces
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vectoriels,GAFFKE et MATHAR [63] pour dessous-espacesaffines.En pratique,
comptetenu de cetteremarque,lorsquel’un desconvexes � ou � est un sous-
espace,il estinutile decalculerla composantenormalequi lui correspond.

2.4 Inter prétation et vitessedeconvergence

Jusqu’ànosjours, l’algorithme de Boyle-Dykstrademeureen quelquesorte
un "mystère"pour les spécialistesde l’Analyse convexe. En effet, à ce jour, per-
sonnen’estparvenuà expliquerd’où provient l’idée decalculerà chaqueitération
les vecteursnormauxú � et î � à � et � respectivement.Cetteintuition lumineuse
demeurepour l’instant inexpliquée.Quelquestentativesd’explication existentce-
pendant(voir parexemple[63]). Unepistepossiblepourinterpréterl’algorithmede
Boyle-Dyskstraconsisteraità la relieràunedesméthodesclassiquesd’optimisation
convexe, puisqu’aprèstout, c’est un tel problèmequi estrésolu.Dansce sens,on
peutavancersansgrandrisqued’erreurquecetalgorithmenedevrait pasêtretrop
éloignédela méthodedesous-gradientclassiquedel’Analyseconvexe.

En effet, à chaqueétapede l’algorithme, on calculeun sous-gradientde la
fonction

< à ou
< G ( �Àú � et ��î � respectivement),et l’itéré courantestmis à jour

dansune directionde descente(ú � et î � respectivement)en prenantun paségal
à 	 . C’est exactementla démarched’une méthodede sous-gradientavec comme
nettedifférencequ’ici la fonction à minimiserest

< àb��G . Tout sepassecommesi
on appliquaitun algorithmedesous-gradientà uneitérationalternativementà des
problèmesconvexesdontlesfonctionsobjectifssontalternativement

< à et
< G .

Undesavantagesquel’on auraiteuàrapprocherla méthodedeBoyle-Dykstra
d’une méthoded’optimisationconvexe estquecelanousauraitdonnéfacilement
une idéede savitessede convergence.Toutefois,on disposedescaractéristiques
suivantesdeconvergenceduesà BAUSCHKE et BORWEIN [18] :

– l’algorithmedeDykstrapeutêtre"lent" : celadépendde"l’angle" entreles
deuxconvexes � et � . Il seraprobablementdifficile d’en faireuneanalyse
de convergencesimple,parcequ’on peutmontrerquecelle-ci dépenddu
pointdedépart(

g Ú ) parexemple.Toutefois,il permetd’obtenirdesprojetés
via uneconvergenceennorme.

– Par contre,l’algorithmedeVon Neumannesttrèsfacileà mettreenœuvre
etestprobablementplusrapidequeceluideDykstra.Malheureusement,on
nepeutobtenirpourlui quedela convergencefaibledansle casgénéral.

On vérifie en pratiquequ’on ne peutobtenirau mieux qu’uneconvergence
linéaire, et que cette convergencen’est obtenueque lorsqu’on a que dessous-
espaces.



Chapitr e 3

Approximation par matrices
bistochastiques

Danscechapitre,nousétudionsnotrepremierproblèmed’approximationma-
tricielle : l’approximation par matricesbistochastiques.Nous introduisonspour
commencerla notiondematricebistochastique.Puis,nousaborderonsle problème
d’approximationpar matricesbistochastiques.Après nousêtre assurésde l’exis-
tenced’une (unique)solution,nousproposonsdeuxalgorithmesde naturesdiffé-
rentespourle résoudre.

3.1 Le polytope ��� desmatricesbistochastiques

3.1.1 Définitions et caractérisations

Soit
� � = 5#d b ?¼dFè b unematricecarréed’ordre � ( ��OL�k� ).

Définition 3.1.1
�

estappeléematricebistochastiquesi on a :

1. 5#d b oh!:[ j��s	#[\0�[]S)S)S][���[T¡'� 	#[\0�[)S]S)St[�� ;

2. ¾ �d c Y 5#d b �-	#[ ¡��-	.[\0�[)S)S]St[n� ;

3. ¾ �b c Y 5#d b �s	#[ jl� 	.[\0�[)S)S]St[n� .
Pour �ÍO_� � fixé, nousnoterons

���
l’ensembledesmatricesbistochastiques.

On peutaussicaractériserles matricesbistochastiquesd’une autremanière.
Rappelonsque J désignele vecteurde X � dont touteslescomposantessontégales
à 	 .
Définition 3.1.2 La matrice

� � = 53d b ?¢dFè b estunematricebistochastiquesi etseule-
mentsi :

1.
� oå! au sensdescomposantes(c’est-à-dire toutesles composantessont
positives),
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2.
� Jf�CJ#[

3.
� � Jf�CJ#S

Proposition 3.1.1 L’ensemble
���

estconvexeet compact. ÿ
La justificationdecettepropositionestimmédiate.D’unepart,l’ensemble

���
estdéfini à partir de l’inégalité ï = � ?�oª! et deségalités� = � ?Þ�Ø!�[>J = � ?½�ì!
surlesfonctionsaffinesï�K � áÂ � �WK � áÂ � J �­J et JsK � áÂ � � J��­J#S

Il estdoncconvexe,et fermépuisqu’il n’y a pasd’inégalitésstrictes.D’autre
part,comptetenudesadéfinition,toutematricebistochastiquea toutessescompo-
santescomprisesentre! et 	 . Il envientquel’ensemble

���
estbornéenplusd’être

fermé: il estdonccompact.
En identifiant � � = X�? à X � � , leségalitésdéfinissant

���
s’écriventrespective-

ment:

1. UId�oh!:[ jl� 	.[\0�[)S)S]St[n� u ;
2. ¾ �d c Y U b � � dr�-	#[ ¡��2!:[)	.[)S)S)S�[n�V�ä	 ;
3. ¾ � � Yd cb� U b � d � � 	#[ ¡�� 	.[\0�[)S)S]St[n� .

On endéduit

Proposition 3.1.2 ��� � G"U�O�X � �:` Á'UW� g [�ULoh!@QT[ (3.1)

où ÁìO�� u � è � � estdéfiniesousla formeblocssuivante:

Á³�
´����µ 	 � ! 8"8"8 !! 	 � 8"8"8 !

...
...

. . . !! 8"8"8 8"8"8 	 �£ � 8"8"8 8"8"8æ£ �
¶<����· [ (3.2)

	 � et £ � ayantétédéfinisprécédemmentet

g O_Xku � tel que:g � ´µ 	...	
¶·

(3.3)ÿ
La proposition3.1.2montreque

���
s’identifieà un polyèdreconvexe fermé.

Ceciestuneautrejustificationpossibledela proposition3.1.1.
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3.1.2 Points extrémaux

Nousnousintéressonsauxpointsextrémauxdu convexe
���

. Il estconnuque
cespointsparticuliersd’unconvexeprésententungrandintérêt,notammentdupoint
devuedel’Optimisation.Rappelons(voir Définition1.3)qu’unpointextrémald’un
convexe estun point qui nepeuts’exprimercommecombinaisonconvexed’autres
pointsdu mêmeconvexe.Unepropriétéimportantedecespointsextrémauxestla
suivante.

Proposition 3.1.3(H. M I NKOWSK I [77]) Toutensembleconvexecompactestl’en-
veloppeconvexeferméedesespointsextrémaux. �

En d’autrestermes,dansunconvexecompact,toutpoints’écrit commecom-
binaisonconvexedepointsextrémaux.

a) Cas �@�
�
Lorsque�
��� , onpeutfacilementmontrer(voir [76]) quelesmatricesde �x�

sontcellesqui peuventsemettresousla forme� � � ¡ ¢�£¤¡¢�£L¡ ¡ ¥§¦ avec ¡�¨I©Kª ¦ ¢¬«U­
On peutdoncécrirepourtout

�
appartenantà ��� ,� � ¡%® �°¯�± ¢�£L¡³²µ´·¶ ¦ avec ® � matriceidentitéet ´·¶ � ª ¢¢ ª ¥ ­ (3.4)

L’ensemble�x� estdoncsimplementle segmentd’extrémités® � et ´·¶ , qui en
sontparconséquentlespointsextrémaux.Notonsaupassagela formeparticulière
(en ª - ¢ ) decespointsextrémaux,formequenousretrouveronsdanslesparagraphes
suivantset à laquelleon pouvait s’attendreen remarquantque,par définition,une
matricebistochastiquea toutessescomposantescomprisesentre ª et ¢ .
b) Cas � quelconque

Pour déterminerles points extrémauxde ��¸ , nousutiliseronsla deuxième
caractérisationdesmatricesbistochastiquesprésentéeci-dessus(voir (3.1),(3.2),
(3.3)).

Le résultatprincipalsurlequelnotretravail serabaséestle suivant:

Théorème3.1.4 Soit ´ unpolyèdreconvexedans¹ ¸ .
Si ´ estdela forme ´ ��º]»½¼¿¾�»À��Á ¦ »ÃÂ ª³Ä ¦

avec ¾ unematrice ÅÇÆD� et Á un vecteurdonnés,alors lespropositionssuivantes
sontéquivalentes:

1. » élémentnonnul de ´ estpoint extrémalde ´ ;
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2. lescolonnesde ¾ correspondantauxcomposantesnonnullesde » sontlinéai-
rementindépendantes. �
Démonstration
Ecrivonsla matrice¾ sousla forme:¾È� ©KÉb¶ ¦ ­?­?­ ¦ É ¸ « ¦

où les É.Ê désignentlescolonnesde ¾ .
( ¢ÌË � ) :
Considéronsun point extrémalnonnul » de ´ .
Soit Í le nombredecomposantesde » nonnulles.On a : Í¤Â ¢.­ Sansperte

degénéralité,quitteàpermuterdescolonnesde ¾ , nouspouvonstoujourssupposer
que: »#�Î± » ¶ ¦ ­?­?­ ¦ »`Ï ¦ ª ¦ ­?­?­ ¦ ª%² ¦ ÍÀÐ[� ­

Nousdevonsalorsmontrerqueles vecteursÉ�¶ ¦ ­?­<­ ¦ É Ï sontlinéairementin-
dépendants.Supposonsparl’absurdequetel n’estpasle cas.

Alors, il existedesréels Ñ ¶ ¦ ­<­?­ ¦ Ñ`Ï nontousnulstelsque:ÏÒ ÊÔÓk¶ Ñ ÊÕÉ.Ê � ª�­ (3.5)

On pose: ÑÀ�Î±UÑ ¶ ¦ ­?­?­ ¦ Ñ�Ï ¦ ª ¦ ­?­?­ ¦ ª%²�¨ ¹ ¸ ­Alors ÑNÖ� ª , carlesréels Ñ ¶ ¦ ­<­?­ ¦ Ñ�Ï nesontpastousnuls.
Posons: »�×Ã� »\¯rÑ Ø<ÙÚ»8ÛÜ� » £ Ñ ­
Au passage,on peutremarquerquela relation(3.5) restevalidesi on la mul-

tiplie parunréel Ý nonnul. Onpeuttrouveralorsun Ý nonnul tel que » Ê ¯DÝÞÑ Ê Â ª
et » Ê8£ ÝÞÑ Ê Â ª ¦ ßkà . Ainsi, à un facteurmultiplicatif près,on peutdire que Ñ est
tel que: »�¯áÑ#Â ª et » £ ÑÃÂ ª�­

On aalors:
– » × Ö�â» Û car Ñ§Ö� ª
– » × ¨D´ ;

eneffet, on a :¾�» × ��ã , car ¾ »Ü��ã et ¾zÑz��ä Ê Ñ Ê�É.Ê � ª , et » × Â ª .
– Demême,» Û ¨å´ .

Alors, »Ü�Î± ¢�æ � ² ±n»�×½¯¤»8Û ² ¡,ç Ø]èL»�× ¨å´ ¦ »8Û ¨å´ ¦ »�×rÖ�â»8Û ­Comme» estpoint extrémal,»Ü�F± ¢�æ � ² ±n» × ¯L» Û ²§Ë »#�â» × �*» Û Ë Ñz� ª�­
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On obtientdoncunecontradiction.
On adonc ¢êË � .
( � Ë ¢ ) :
On considèrede nouveauun point »ë� ± » ¶ ¦ ­?­?­ ¦ »`Ï ¦ ª ¦ ­?­?­ ¦ ª%² ¦ ÍëÐì�

de ´ . On se placedansl’hypothèseoù les vecteursÉ�¶ ¦ ­?­<­ ¦ É Ï sont linéairement
indépendants.Nousdevonsmontrerqu’alors » estpoint extrémal.

Supposonsque » nel’est pas.
Alors, il existe í ¦ïî ¨å´ ¦ íÃÖ� î et Ù ¨ð«:ª ¦ ¢,© telsque:»Ü�ë± ¢�£ Ù ² íÌ¯LÙ î ­

Alors, pourtout à�¦ » Ê �Î± ¢�£ Ù ² í Ê ¯LÙ î Ê ¦ avec í Ê Â ª ¦Qî Ê Â ª .Par suite: íñÏ × ¶ � ­<­?­ ��í�¸>� ª et î Ï × ¶ � ­?­<­ � î ¸@� ª .Les Í -uplets ± » ¶ ¦ ­?­?­ ¦ »`Ï ² ¦ ±ní ¶ ¦ ­?­?­ ¦ íñÏ ² Ø<Ù ± î ¶ ¦ ­?­<­ ¦ïî Ï ² sontsolutionsdu
systèmelinéaire: ÏÒ ÊòÓk¶ É.Êôó�Ê ��ã ­ (3.6)

CommelesvecteursÉ�¶ ¦ ­?­?­ ¦ É Ï sontsupposéslinéairementindépendants,on a uni-
cité dessolutionsde(3.6),soit : »z�*í�� î�¦
qui conduitàunecontradiction.

Le théorèmeestdoncdémontré õ
Remarques:

1. Pourcompléterle théorème,il fautnoterque:

si »Ü� ª�¨å´ ¦ alors » estpointextrémalde ´�­
Eneffet, supposonsqu’il existe íåÖ� î ¨Ç´ ¦ Ù ¨ð«:ª ¦ ¢,© tel que:ª �Î± ¢�£ Ù ² »\¯¤Ù0í ¦
soit ª �F± ¢�£ Ù ² » Ê ¯LÙ0í Ê ¦ößkà .Commeî Ê Â ª Ø<Ù÷í Ê Â ª , on endéduit: í Ê � î Ê � ª , soit :»#�*í�� î ­

2. Pourunpolyèdre ´ �"º]»ø¼�¾�»z��ã ¦ »ÃÂ ª�Ä ¦denombreuxrésultatsexistentqui permettentdedéterminerlespointsextré-
mauxde ´ lorsque¾ estde rangmaximal. On peutparexempleseréférerà
[97].
Le théorème3.1.4 est en quelquesorteune généralisationde cesrésultats,
puisqu’aucuneconditionparticulièrederangn’estrequisepourla matrice ¾ .
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Dansun premiertemps,essayonsde déterminerle rangde la matrice ù de
(3.2).Puisqueù ¨Dú ��¸�û ¸?ü , ona: ý�þÿ± ù ² Ð*��� . Plusprécisément,onpeutdireque:�÷Ðâý�þÿ± ù ² Ð*��� £ ¢.­ (3.7)

En effet, on remarqueraqueles � dernièreslignesde ù (et les � premières
aussi)sontlinéairementindépendantes.On endéduitque ý�þÿ± ù ² Ââ� .

D’autrepart,si nousnotons
� Ê la à �Ø?ÅÜØ lignede ù , on a :¸Ò ÊòÓk¶ � Ê � ��¸ÒÊÔÓ ¸ × ¶ � Ê � ¢ ¸]ü ¦

donc ¸Ò ÊòÓk¶ � Ê`£ ��¸ÒÊÔÓ ¸ × ¶ � Ê � ª�­
Par suite,il existeunecombinaisonlinéairenulle des ��� lignesde ù avecdesco-
efficientsnontousnuls.On endéduitqueceslignesnesontpaslinéairementindé-
pendantes.D’où ý�þÿ±nù ² � ��� . En fait, ona :

Proposition 3.1.5 ý�þÿ±nù ² ����� £ ¢ �
Démonstration :
Commeý�þ8±nù ² Ð ��� £�¢ (voir 3.7), il suffit demontrerqueles ��� £�¢ pre-

mièreslignes de ù sont linéairementindépendantes.Pour cela,considéronsune
combinaisonlinéairenulledeceslignesde ù :��¸ Û ¶Ò ÊÔÓk¶ Ý Ê � Ê � ª ¦ Ý Ê�¨ ¹ ¦rßkà ­
Ecrivonsles � premièrescolonnesdela matriceforméeparces ��� £[¢ lignes,soit
les � premièrescolonnesde ù :�����������

¢ ����� ����� ¢ª ����� ����� ª...
...

...
...ª ª ª¢ ª ����� ª. . .

...
...ª ����� ¢ ª �����

On aainsi: 	 Ý ¶ ¯IÝ�
�� ª ¦
� �*��¯ ¢ ¦ ­?­?­ ¦ ��� £â¢Ø<ÙÚÝ ¶ � ª�­
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D’une manièregénérale,en considérantsuccessivement,de mêmequeci-dessus,
lescolonnessuivantespargroupesde � , onobtientenfait :ßÜà � ¢ ¦ ­?­?­ ¦ � ¦ 	 Ý Ê ¯IÝ�
�� ª ¦�� ���½¯ ¢ ¦ ­?­?­ ¦ ��� £ ¢Ø<ÙÚÝ Ê � ª�­

D’où, Ý Ê � ª ¦Úßkà � ¢ ¦ ­?­<­ ¦ ��� £â¢.­La propositionestdoncdémontrée. õ
Essayonsmaintenantdedéterminerlespointsextrémauxde � ¸ . Nousallons

d’abordfairedeuxremarquesd’ordregénéralsur lesmatricesbistochastiques.Soit� �Î± ¡%Ê 
 ²BÊ û 
 unematricebistochastique.

1. Ona : ß ± à�¦�� ² ¦ ª Ð ¡%Ê 
 Ð ¢ ,
2. Si l’une descomposantesde

�
vaut1,alorslesautrescomposantesdela ligne

et dela colonneauxquelleselleappartientsonttouteségalesà0.

Soit donc � unematricebistochastique,supposonsqu’elleestun point extré-
mal de �x¸ . Alors, d’aprèsle Théorème3.1.4,lescolonnesde ù (voir (3.2) corres-
pondantauxcomposantesnonnullesde � doiventêtrelinéairementindépendantes.
On endéduit:� � a au maximum ��� £ ¢ composantesnon nulles. En effet, si tel n’estpasle

cas,d’aprèsla Proposition3.1.4,lescolonnesde ù correspondantauxcompo-
santesnonnullesde � sontlinéairementindépendantes.Il existeraitalorsun
systèmed’au moins ��� colonnesde ù linéairementindépendantes,cequi est
encontradictionavecla Proposition3.1.5.� � a au moinsune ligne composéed’un seulélémentnon nul. Sinon,toutesles
lignesde � ontaumoins2 élémentsnonnuls,cequi porteraitle nombred’élé-
mentsnonnulsde � àaumoins ��� . Contradiction.

En fait, onpeutmontrer:

Proposition 3.1.6 Soit � un point extrémalde � ¸ .
Toutesles lignesde � ont uneet uneseulecomposantenon nulle (qui vaut alors
1).

�
Démonstration :
On procèdeparrécurrencesur � .
Pourn=1: c’estimmédiat.
Supposonsquela propositionestvraiepour tout ÍøÐ�� , et montronsqu’elle

l’est pour �½¯ ¢ .
Soit donc � unematricebistochastiquecarréed’ordre �½¯ ¢ , i.e. � ¨ � ¸ × ¶ .
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D’aprèslesremarquesfaitesci-dessus,� a aumoinsuneligne ayantcomme
uniquecomposantenonnulle 1. � peutalorss’écriresousla formebloc suivante:�N� �� � ¶(ª �ÿ�ª ¢ ª��� ª ��� �� ¦
lessous-matrices� ¶ ¦ �ÿ� ¦ ��� ¦ ��� ayantlesdimensionsadéquates.Considéronsla ma-
trice ��� carréed’ordre � définiepar:� � � � � ¶ �ÿ�������� ¥ ­

Cettematrice ��� est unematricebistochastiqued’ordre � , de manièreévi-
dente.

Deplus, � � estunpoint extrémalde ��¸ .
En effet, si tel n’estpasle cas,il existeunecombinaisonconvexed’éléments� �Ê de � ¸ telle que:� � � Ò Ê�� Ê � �Ê ¦ ª Ð � Ê Ð ¢ ßkàµ¦ Ò Ê�� Ê � ¢.­
En partitionnantchaque

� �Ê dela mêmemanièreque � � :� �Ê � � � Ê:¶ � Ê �� Ê � � Ê � ¥§¦
on peutconstruiredesmatricescarrées

� Ê d’ordre �½¯ ¢ :� Ê � �� � Ê:¶ ª � Ê �ª ¢ ªÅ Ê � ª � Ê � �� ¦
qui sontbistochastiqueset tellesque:�§� Ò Ê�� Ê � Ê ¦ ª Ð � Ê Ð ¢ ßkàµ¦ Ò Ê�� Ê � ¢ ¦
cequi estabsurde,comptetenudela définitiond’un point extrémal.� � étantunpointextrémalde � ¸ , ona,d’aprèsl’hypothèsederécurrence,que
toutesseslignesont uneet uneseulecomposantenonnulle,1. Par suite,toutesles
lignesde � ont commeuniquecomposantenon nulle 1. La Proposition3.1.6est
ainsiprouvée. õ
Définition 3.1.3(Matrice de permutation [78]) Soit ´ unematricecarréed’ordre� .

Ondit que ´ estune matricedepermutationsi toutessesligneset toutesses
colonnesontchacuneexactementunecomposanteégaleà 1, touteslesautresétant
égalesà 0.

Ainsi, on a :
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Proposition 3.1.7 Unematricebistochastiquedonttoutesleslignesontuneunique
composantenonnulle (égalealorsà 1) estunematricedepermutation.

�
La Proposition3.1.6apparaîtalorscommeexprimantun résultatplusancien

concernantlesmatricesbistochastiques.

Théorème3.1.8( BI RK HOFF, 1946[78]) Une matricebistochastique� estun
point extrémalde ��¸ si, et seulementsi, � estunematricedepermutation.

�
Démonstration :
Les Propositions3.1.6et 3.1.7exprimentquetout point extrémalde � ¸ est

unematricedepermutation.
Réciproquement,toutematricedepermutationestunpointextrémalde �x¸ . En

effet,si ´ estunematricedepermutation,chacunedeseslignespossèdeexactement
unecomposantenonnulle. Lescolonnesdela matrice ù correspondantesforment
unematricedela formeparblocs: �I® ¸� ¥§¦
où
�

estunesous-matricecarréed’ordre � . Cettedernièrematriceestdemanière
évidentede rang � : il suffit d’en considérerles � premièreslignes.On en déduit
quesescolonnessont linéairementindépendantes.D’aprèsle Théorème3.1.4, ´
estalorsun point extrémalde �x¸ õ

Le ThéorèmedeBirkhoff (ou deBirkhoff-Von Neumannsuivant lesauteurs
[38]) estunrésultattrèsconnuenAnalyseconvexe.Defait,denombreusesdémons-
trationsenexistent.D’unemanièregénérale,celles-cipeuventêtreclasséesendeux
groupes.

Les démonstrationsditescombinatoiresqui consistenten généralà exhiber,
pourunematricebistochastiquequelconque,unecombinaisonconvexedematrices
de permutationqui lui estégale.Le plus souvent, ellesprésententun algorithme
itératif qui permetde déterminerune telle combinaison.On peut se référerpour
celaà [38],[90].

La deuxièmeclassede preuves est celle desdémonstrationsgéométriques.
La preuvequenousavonsintroduiteci-dessusentrejustementdanscettecatégorie.
Cespreuves(voir [78], [90]) utilisent toutescommerésultatcentralle fait qu’une
matricebistochastique,point extrémalde � ¸ , a au plus ��� £"¢ composantesnon
nulles.Les différencesproviennentessentiellementde la manièredont ce résultat
centralestjustifié.

Notrepreuveest,ànotreavis,assezoriginaleparceque,d’unepart,elleutilise
uneexpressionexplicite dela matriceù définissantle polyèdredesmatricesbisto-
chastiqueset qued’autrepart,elle fait apparaîtrele ThéorèmedeBirkhoff comme
étantuncorollaired’un résultatdeprogrammationlinéaire: le Théorème3.1.4.
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3.2 Approximation par matricesbistochastiques

Leproblèmed’approximationpardesmatricesbistochastiquess’exprimecomme
suit : ± ´@² �!" !#

Soit
� ¨Dú ¸b±n¹ ²�­

Trouver
� ¨ � ¸ tel que:$ � £ � $ ��%'&)(�º $ � £ � $ ¦ � ¨ � ¸ Ä,­

3.2.1 Moti vations

Avant de continuer, nousallons préciserles motivationsde notre étudedu
problèmed’approximationparmatricesbistochastiques.Cesmatricesapparaissent
dansdifférentesthéoriesmathématiques,notammententhéoriedesprobabilités,en
théoriede la majorisation(voir [90]). Il y a eu énormémentde travaux mathéma-
tiquesconcernantlesmatricesbistochastiques,concernantnotammentleur géomé-
trie et la conjecturedevanDer Waerden.Cetteconjecture,aujourd’huidémontrée
par FALIKMAN [55], EGORYCHEV [53] au début desannées80, stipulait que la
valeurminimaledu permanentdesmatricessurl’ensembledesmatricesbistochas-
tiquesest ¸+*¸-, et estatteintepour la matricedont toutesles composantesvalent ¶¸ .
Il s’agit de la matrice ..¸ quenousdéfinissonsci-après.Pourplus d’informations
surlesmatricesbistochastiquesetsurla structurede ��¸ , nousconseillonsla lecture
de [30],[31],[32], [33], [67], [68], [89]. D’un point de vue pratique,les matrices
bistochastiquessontutiliséesdansdifférentsdomaines: Rechercheopérationnelle
[24], en Physique[47], en Théoriedesgraphes[25] et aussien Mécaniquequan-
tique[87]. Danstoutescessituations,lesmatricesbistochastiquesconsidérées,par
exemplelorsqu’ellessontobtenuesaumoyend’uneboîtenoire,peuventavoir perdu
toutesou unepartiedespropriétésqui enfont unematricebistochastique.Dansce
cas,unesolutionseraitdela remplacerparla matricebistochastiquela plusproche
d’elle. Ceciestunemotivationclassique.

Unemotivationmoinsbasiqueestquele problèmed’approximationparma-
trice bistochastiqueapparaitnaturellementdansla résolutionde certainstypesde
problèmesenmathématiques.C’estparexemplelecasdansleproblèmed’agrégation
depréférencesquenousallonsétudierdansunprochainparagraphe.

3.2.2 Premiersrésultats

L’ensemble��¸ estconvexeet compact(voir Proposition3.1.1)de ú ¸b±n¹ ² . Il
aaussila particularitéd’êtrecontenudansunsous-espaceaffinede ú ¸b±n¹ ² etdonc
estd’intérieurvide.

Comptetenudecesremarques,unepremièreréponseauproblèmed’approxi-
mation ± ´@² estdonnéeparle Théorèmedeprojection(voir Théorème2.1.1).

On a :
Proposition 3.2.1 Soit

� ¨Dú ¸�±�¹ ² .
Il existeuneetuneseulematricebistochastique

�
telleque:$ � £ � $ ��%'&)(�º $ � £ � $ ¦ � ¨ � ¸ Ä,­
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La matrice
�

estcaractériséepar :/ � ¨ ��¸�0121 � £ � ¦ � £ �4323 Ð ª ¦ ß � ¨ � ¸ ­ (3.8)�
D’aprèsle ThéorèmedeBirkhoff (Théorème3.1.8)et la proposition3.1.3,la

caractérisation(3.8)estéquivalenteà la suivante:/ � ¨ ��¸50121 � £ � ¦ ´�£ �6323 Ð ª ¦ pourtoutematrice ´ depermutation­ (3.9)

En effet, il suffit deremarquerque:

1. Pourtout � ¨ � ¸ , il existe ± Ý Ê�²0Ê tel que:ª Ð[Ý Ê Ð ¢ ¦ Ò Ê Ý Ê � ¢ et �ø� Ò Ê Ý Ê�´�Ê ¦
avec ´�Ê matricedepermutation,pourtout à .2. Pour ± Ý Ê�²0Ê tel que ª Ð[Ý Ê Ð ¢ et ä Ê Ý Ê � ¢ ,171 � £ � ¦ Ò Ê Ý ÊÕ´�Ê`£ �6323 � Ò Ê Ý Ê 171 � £ � ¦ ´�Ê`£ �4373 ­

La caractérisation(3.9)peutsereformulersousla forme:/ � ¨ ��¸ ¦Ù0ýb±µ± � £ � ²98 ± ´�£ � ²µ² Ð ª ¦ pourtoutematrice ´ depermutation­
(3.10)

Pourtrouver
�

enutilisantla caractérisation(3.10),on estamenéà résoudre
un systèmed’équationsou inéquations,comportantenparticulier ��: inéquations.Il
estfaciled’enconclurequecettecaractérisationatoutesleschancesdenepasnous
permettredecalculer“explicitement”

�
. Et ceci,mêmepour despetitesvaleurs

de � . En effet, pour �
��� , le problèmeseramèneà (voir (3.4)) :
trouver ¡�¨L©Kª ¦ ¢<« tel que� �(� ¡ ¢�£L¡¢�£¤¡ ¡ ¥ et Ù0ý�±�± � £ � ² 8 ± ´ £ � ²µ² Ð ª pour ´ � ® � ¦ ´ ¶ (3.11)

qui n’estpasforcément“f acile” àrésoudre.Nousreviendronssurceproblèmepour�
��� un peuplusloin pourendonnerunesolution“explicite”.
Manifestementen tout cas,l’approchedirectesemblene paspouvoir nous

conduireà la solutiondu problème± ´ ² . Nousdevonsdoncnousrésoudreà consi-
déreruneapprochenumérique.
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3.2.3 Optimisation quadratique

La premièreidéederésolutionnumériquedenotreproblèmed’approximation
par matricesbistochastiqueconsisteà exploiter l’isomorphismeentre ú ¸�±n¹ ² et¹ ¸ ü quenousavonsexplicité à la sectionprécédente(Section3.1). Le problème
peutalorsseréecrirecommesuit : trouver Å ¨ ¹ ¸ ü tel que¶� $ Å £ Å $ �� � ;<%'& ¶� $ Å £>= $ ��

tq. ù = ��ã ¦= Â ª ¦ =>¨ ¹ ¸ ü ¦ (3.12)

où Å estunevecteurquelconquedonnéde ¹ ¸ ü , $ � $ � désignela normeeuclidienne
classiquede ¹ ¸ ü , etoù ù et ã sonttelsquedéfinisà la Proposition3.1.2.

Ecrit souscetteforme,notreproblèmed’approximationapparaîtcommeun
problèmed’optimisationquadratique,enparticulier, un problèmedemoindrescar-
rés,dans ¹ ¸ ü . Pour le résoudre,on pourrait donc utiliser l’un desnombreuxal-
gorithmesd’optimisationquadratiquequi existent,commepar exemple,les algo-
rithmesde type contraintesactives,ou desalgorithmesspécialiséspour les pro-
blèmesdemoindrescarréslinéaires.

De telstestsontétéeffectuésoù le problèmeaétérésoluenutilisantdesrou-
tinesspécialiséesdu logiciel Matlab, notammentquadprog (versionmiseà jour de
l’ancienneroutineqp) qui estunalgorithmedetypecontraintesactivespourla réso-
lution deproblèmesquadratiques(detaille moyenne)et lsqlin qui estunalgorithme
spécialiséauxproblèmesdemoindrescarréslinéaires.Cesdeuxroutinessontdes
composantesde la boite à outils d’optimisationde Matlab. Il a étéobservé,suite
à cestestqueles tempsde calculspourobtenirla solutiondevenaientrapidement
prohibitifs.En effet, pourdesmatricesaléatoiresdetailles �ö� ¢]ª , on a destemps
moyensdecalculsdel’ordre de ? ­A@ secondes.Cetempsmoyendevient supérieurà@ minutes( ? @ñª secondes,soit unemultiplicationparun facteur ¢]ªñª !) lorsquel’on
doublela valeurde � ( �
��� ª ).

Il apparaîtassezrapidementquel’utilisation del’optimisationquadratiquene
peutpasnouspermettreunerésolutionefficaceet rapidedenotreproblème(noter
quenousnousproposerderésoudredesproblèmespourdesvaleursde � del’ordre
dequelquescentaines,voiredumillier). Commenousle prédisionsaupremiercha-
pitre, ceciestdû aufait quenousnousramenonsà travailler dansun espacededi-
mension� � , nettementplusgrandqueceluià � dimensionoù le problèmeestposé,
dont la dimensioncroit exponentiellementlorsque � augmente.Pourune résolu-
tion efficace,il nousfautdoncdesalgorithmesadaptésà la structurematricielledes
donnéesdu problèmes.Aussi,allons-nousnousrabattresurunesolutionitérative,
qui passepar les méthodesde projectionsquenousavons introduitesau chapitre
précédent.

3.3 Approximation par projection alternées

Pourutiliser un algorithmedeprojectionsalternéesenvuederésoudrenotre
problème,il nousfautécrire � ¸ commeuneintersectiondeconvexes.Il estfacile



3.3 Approximation par projection alternées 43

devoir que ��¸���B�×<CEDGF ¢ ¦où B�×#��º � ¨Ãú ¸�±�¹ ² ¼ � Â ª�Ä
et DGF ¢ ��º � ¨Ãú ¸�±�¹ ² ¼ � ØÌ��Ø ¦ � 8 ØÌ�*Ø Ä,­Onremarqueaussi,facilement,que B × et DGF ¢ sontdesensemblesconvexes;
le premierétantun côneet le secondun sous-espaceaffine. Cetteécriturede � ¸
en tant qu’intersectionde convexes,nouspermettrad’appliquerune méthodede
typeBoyle-Dykstraà la résolutiondenotreproblèmed’approximation.La miseen
œuvrede cetteméthodenécessitela connaissancedesprojectionsrespectivement
sur B × et DHF ¢ .
3.3.1 Projection sur B ×

On rappellequepourun réel ¡ , onnote¡ × ��;<I+J8± ¡ ¦ ª.²2­
Pourunematrice

� � ± ¡.Ê 
 ² de K , on appelle
� × �Ç± Å Ê 
 ² la matricedont

touteslescomposantessontdéfiniespar:Å Ê 
�� ¡ ×Ê 
 ¦#ßkàµ¦9� ­
Onavu (voir Proposition2.1.4auchapître2) quela projectionsur B × peuts’écrire:ß � ¨åú ¸�±n¹ ² ¦7LNMPO ± � ² � � × ­
3.3.2 Projection sur DGF ¢

Soit
�

unematricecarréed’ordre � .

Définition 3.3.1
�

estditebistochastiquegénéraliséeou lc1 si elle vérifie:

1. ä ¸ÊÔÓk¶ ¡.Ê 
�� ¢ ¦ � � ¢ ¦ ­?­?­ ¦ � ;

2. ä ¸
 Ók¶ ¡.Ê 
�� ¢ ¦ à � ¢ ¦ ­?­?­ ¦ � .

On voit quelesmatricesbistochastiquessontenfait desmatriceslc1 satisfai-
santenplusdescontraintesdepositivité sur lescomposantes.De fait, unematrice
bistochastiqueestlc1, la réciproqueétantfausse.

Il est facile de voir queles matricesbistochastiquesgénéraliséesformentle
sous-espaceaffine DHF ¢ quenousavonsintroduit précédemment

Considéronsdonc le problèmed’approximationpar les matricesbistochas-
tiquesgénéralisées.Onesttoujoursplacédansl’espacedeHilbert ±QK"� ú ¸b±n¹ ² ¦ 121 � ¦ � 323 ² .Proposition 3.3.1 DGF ¢ estunsous-espaceaffine, doncconvexeet ferméde ú ¸�±n¹ ²�
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La justificationdela propositionestclaire õ
Leproblèmed’approximations’exprimealorsdelamanière.Soit

� ¨Dú ¸�±n¹ ² ;

trouver
� ¨ DGF ¢ tel que:$ � £ � $ ��%'&)(�º $ � £>R $ ¦ R�¨ DGF ¢ñÄ,­ (3.13)

La réponseàceproblèmeestalorsdonnéeparle corollaireduThéorèmedeprojec-
tion (voir Théorème2.2).On obtient:

Proposition 3.3.2 Soit
� ¨Dú ¸�±�¹ ² .

Il existeuneetuneseulematricelc1
�

telle que:$ � £ � $ ��%'&)(�º $ � £>R $ ¦ R�¨ DGF ¢ñÄ,­
La matrice

�
estcaractériséepar :

–
� ¨ DGF ¢ ,

–
� £ � ¨ DGF ¢�S .

où DHF ¢ S désignele sous-espaceorthogonaldans ú ¸�±n¹ ² de DHF ¢ . �
Démonstration
Comme DGF ¢ estun sous-espaceaffine de ú ¸b±n¹ ² , il existe un sous-espace

vectorielde ú ¸b±n¹ ² , T , dit directionde DGF ¢ et unematrice RVU de DGF ¢ telsque:DGF ¢ � RVU ¯WT ­
Fixons RVU .

D’autrepart,il existe
� � ¨åú ¸b±n¹ ² tel que:

� � RVU ¯ � � (car ú ¸�±n¹ ² est
aussibienunespacevectorielqu’unespaceaffine).

Alors, le problèmed’approximationseréécrit: trouver
� � ¨Dú ¸b±n¹ ² tel que$ � � £ � � $ ��%X&)(�º $ � � £YR � $ ¦ R � ¨ T Ä ¦ (3.14)

où
� � RVU ¯ � � .

CommeT estunsous-espacevectorielde ú ¸b±�¹ ² , le corollaireduThéorème
deprojectionnousdit qu’il existe uneet uneseulematrice

� � solutionde (3.14).
Donc,

�
existeet estunique.

D’autrepart,
� � estcaractériséepar:ß R � ¨ T ¦ 171 � � £ � � ¦ R � 323 � ª ¦ (3.15)

soit :
� � £ � � ¨ T S .Cependant,

� � £ � � � � £ � et DGF ¢ S �ZT S . D’où±[? ­ ¢\@.²�] � £ � ¨ T S ��DGF ¢ S ­
Ceciterminela preuvedu théorème. õ
Remarque :
La caractérisation � £ � ¨ T S ��DGF ¢ S
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FIG. 3.1– Visualisation3-D de é c
peutêtreexpriméesousla forme: il existeuneconstanteÍ telle que121 � £ � ¦ R 373 ��Í ¦ ß R�¨ DGF ¢.­ (3.16)

Nousdisposonsdoncd’unecaractérisationde
�

, nousallonsl’utiliser pour
entrouveruneformeexplicite.

Toutd’abord,on introduit lesmatricessuivantes:
– ..¸>�F±9. Ê 
 ²0Ê û 
 telle que ßkàµ¦9� . Ê 
�� ¢]æ � .
– iå¸ � ® ¸ £ .ñ¸ .
On a la configurationillustréeparla figure3.3.2.

Faisonsquelquesremarquessurlesmatrices..¸ et iD¸ .j .ñ¸ estunematricelc1 (et mêmebistochastique,tout simplement).C’est la
seuledonttouteslescomposantessontégales.Elle jouele rôlede"centre"dans� ¸ .j ..¸ est"idempotente" i.e. . �¸ �k..¸ .

En effet,
Posons: . �¸ �F± è Ê 
 ²BÊ û 
 . Alors :è Ê 
�� Ò Ï . Ê Ï\.%Ï9
�� ¸Ò Ï Ók¶ ¢�æ � � ��� � ± ¢�æ � � ² � ¢�æ �j iå¸ est"idempotente". Ceciestuneconséquencedu pointprécédent.j ..¸ est"absorbante" dansl’ensembledesmatricesbistochastiquesgénérali-

sées; i.e. ß R ¨ DGF ¢ ¦ ..¸ R � R .ñ¸>�k..¸ ­
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En effet, si ..¸ R �ë± è Ê 
 ²BÊ û 
 , ona :è Ê 
�� Ò Ï . Ê Ï?ãïÏ9
�� ¢�æ � Ò Ï ãïÏ9
�� ¢�æ � ¦ car
Ò Ï ãïÏ9
�� ¢.­

Demêmepour R ..¸ .
Notonsquecesmatrices..¸ et iå¸ ne sontpasinconnuesaux lecteurshabi-

tuésauxproblèmesd’approximation.Lesmêmesmatricesapparaissentdansdiffé-
rentesautressituationsen mathématiques,notammentlorsquel’on étudiele pro-
blèmed’approximationpardesmatricesdistanceseuclidiennes(voir [1], [3], [4]).

Essayonsmaintenantdetrouver
�

à partir de la caractérisationdela Propo-
sition 3.3.2.Nouscherchonsunematricebistochastiquegénéralisée

�
telle que:� £ � ¨ DGF ¢-S .

Posons:T��"º]»½¼0ùS»z� ª�Ä �!º � ¨ K ¼ � Ø � ª ¦ � 8 ØÌ� ª�Ä,­T estun sous-espacevectorielde ú ¸�±�¹ ² . C’est le noyau de la matrice ù
( ù estdéfinieen(3.2)).D’autrepart, T estla directiondu sous-espaceaffine DGF ¢ .
Donc: DGF ¢ S ��T S ­

Dansun premiertemps,nousallonsessayerdedéterminerT S . Puis,à partir
delà, nousallonsexpliciter

�
enutilisantla caractérisation:� ¨ DGF ¢ Ø<Ù � £ � ¨ T S ­

Considéronsl’application l suivante:l�m ú ¸b±n¹ ² � ¹ ¸ ÆÃ¹ ¸ ¦ � n� ± � Ø ¦ � 8 Ø ²2­C’estuneapplicationlinéaire,demanièreévidente.Depluson a :DGF ¢ ��º R ¨Dú ¸b±n¹ ² mol¿± R\² �F± Ø ¦ Ø ²�Ä 0>T"�!º R ¨Dú ¸b±n¹ ² mPl¿± R\² �F± ª ¦ ª%²ïÄ ¦soit T���Í�Ø?ýb±[l ² . Onaalors:T S �F± Í�Ø?ý�±Ql ²�² S � à Åö±Ql 8 ²2­Déterminonsalors l 8 . On a l 8 m.¹ ¸ ÆÃ¹ ¸<� ú ¸�±�¹ ² tel que:ß ±[p ¦ ç�²�¨ ¹ ¸ Æ
¹ ¸ ¦ ß � ¨Dú ¸�±n¹ ² 171 l 8 ±[p ¦ ç�² ¦ �Z323 � 1 ±qp ¦ ç�² ¦ l¿± � ² 3 ¸Pr�¸où
1 ­ ¦ ­ 3 ¸or�¸ désignele produitscalairede ¹ ¸ Æ
¹ ¸ définipar:1 ±qp ¦ ç�² ¦ ±[p � ¦ ç � ² 3 ¸or�¸>� 1 p ¦ p � 3 ¯ 1 ç ¦ ç � 3 ¦1 ­ ¦ ­ 3 étantle produitscalaireusuelde ¹ ¸ .

Par suite,pourtous ±[p ¦ ç�² , pourtout
�

:121 l 8 ±[p ¦ ç�² ¦ �4323 � 1 ±qp ¦ ç�² ¦ ± � Ø ¦ � 8 Ø ² 3 ¸Pr�¸ ¦� 1 p ¦ � Ø 3 ¯ 1 ç ¦ � 8 Ø 3 ¦� 121 pkØ 8 ¦ �4323 ¯ 171 ç Ø 8 ¦ � 8 323 ¦� 121 pkØ 8 ¦ �4323 ¯ 171 Ø ç 8 ¦ �4323 ¦� 121 pkØ 8 ¯rØ ç 8 ¦ �Z323 ­
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D’où, ß ±[p ¦ ç�²�¨ ¹ ¸ ÆÃ¹ ¸ ¦ l 8 ±[p ¦ ç�² �spkØ 8 ¯rØ ç 8 ­Proposition 3.3.3 Ona :T S �"º\pkØ 8 ¯IØ ç 8 07p ¨ ¹ ¸ ¦ ç�¨ ¹ ¸ Ä �Le problèmedeprojectionseréexprimealorscommesuit :
Trouver

� ¨ DGF ¢ , p ¦ ç�¨ ¹ ¸ tel que:�" #
� Ø � Ø ¦� 8 Ø � Ø ¦� £ � � p�Ø 8 ¯IØ çt8�­ (3.17)

Ainsi, � £ � ��p�Ø 8 ¯rØ ç 8 Ë � � � £ pkØ 8 £ Ø ç 8 ­ (3.18)

Cettedernièrerelationinjectéedansla premièreéquationde(3.17)conduità :� ØÌ��Ø Ë Ø � � Ø £ pkØ 8 Ø £ Ø ç 8 Ø (3.19)Ë Ø � � Ø £ ��p £ Ø ç 8 Ø ­ (3.20)

Demême,avecla secondeéquationde(3.17),onobtient:ØÌ� � 8 Ø £ Ø-p 8 Ø £ � ç`­ (3.21)

De (3.21),ondéduit: ç � ¢� � 8 Ø £ ¢� Ø-p 8 Ø £ ¢� Ø ­
D’où, ±[? ­ � ª%² Ë Ø � � Ø £ ��p £ ¢� Ø,± � 8 Ø £ Ø-p 8 Ø £ Ø ² 8 ØË Ø � � Ø £ ��p £ ¢� Ø,± Ø 8 � £ Ø 8 p�Ø 8 £ Ø 8 ² ØË Ø � � Ø £ ��p £ ¢� Ø]Ø 8 � Ø�¯rØ]Ø 8 pS¯IØË Ø �Î± ® ¸ £ ¢� Ø]Ø 8 ² � Ø £ ± � ® ¸ £ Ø]Ø 8 ² pS¯rØ ¦
soit : ±n� ® ¸ £ Ø]Ø 8 ² pÀ� � Ø £ .ñ¸ � Ø ­ (3.22)

En procédantdela mêmemanièrepour ç , onobtient:± � ® ¸ £ Ø]Ø 8 ²0ç � � 8 Ø £ ..¸ � 8 Ø ­ (3.23)

Lesvecteursp et ç sontdoncsolutionsdesystèmeslinéairesqui nediffèrent
queparleurssecondsmembres.NotonsK�¸ la matricedessystèmes(3.22)et (3.23).
Plusprécisément,ona :K�¸@� ���� � £ ¢ £@¢ ­?­<­ £>¢£>¢ � £â¢ ­?­<­ £>¢...

. . . . . .
...£>¢ ­<­?­ £>¢ � £â¢
�vuu� ­
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Proposition 3.3.4 La matrice K�¸ est de rang � £ ¢ . Sonnoyauest l’espacede
dimension1 engendrépar le vecteurØ . �

Démonstration
Tout d’abord,on peutremarquerque K�¸ ne peutêtrede rang � . En effet, la

sommedetoutesleslignesdonnele vecteur-lignedontlescomposantessontnulles.
Donc, ý�þÿ±[K�¸ ² Ðâ� £ ¢.­

Rappelonsqu’on nechangepasle rangd’unematriceenajoutantà uneligne
(respectivementunecolonne)unecombinaisonlinéairedesautreslignes(respecti-
vementcolonnes).Ainsi, K�¸ estdemêmerangque:���� � £á¢ £>¢ ­<­?­ £@¢£ � � ­<­?­ ª... ª . . .

...£ � ­?­?­ ª �
� uu� ¦

la secondematriceestobtenueàpartir de K�¸ enajoutantaux � £L¢ dernièreslignes
l’opposéedela première.Il estévidentdevoir quecelle-ciestderang � £[¢ , puis-
qu’elleestderangaupluségalà � £§¢ etqu’enplus,ellecontientunesous-matrice
carréed’ordre � £ö¢ : les � £ö¢ dernièreslignesetcolonnesdela matriceformentla
matrice � ® ¸ Û ¶ . Par suite, ý�þÿ±QK�¸ ² ��� £[¢ . Donc,le noyaude K�¸ estdedimension
1. En remarquantque:K�¸.Ø �F± � ® ¸ £ Ø]Ø 8 ² ØÌ��� ® ¸ñØ £ Ø,± Ø 8 Ø ² �*�8Ø £ �8Ø � ª
on termineaisémentla démonstrationdela proposition. õ

PuisqueK�¸ estderang � £ ¢ etdenoyau, Í�Ø?ý�±QK�¸ ² , connu,pourrésoudreles
systèmes(3.22)et (3.23),il noussuffit maintenantd’en connaîtrepourchacunune
solutionparticulière.Pourle système(3.22),onvoit que:K�¸b± ¢� � Ø ² � ±n� ® ¸ £ Ø]Ø 8 ² ¢� � Ø ¦� ± ® ¸ £ ¢� Ø]Ø 8 ² � Ø ¦� � Ø £ ¢� Ø]Ø 8 � Ø ¦� � Ø £ ..¸ � Ø ­
Le vecteur ¶¸ � Ø estdonc unesolutionparticulièrede (3.22). L’ensemblede ces
solutionsest: �xw �7y �B�{z �"º ¢� � Ø�¯áÍ�Ø ¦ Í ¨ ¹ Ä,­

Demême,ondéterminel’ensembledessolutionsde(3.23):� w �7y �9�{z �!º ¢� � 8 Ø�¯rÍ � Ø ¦ Í ¨ ¹ Ä,­
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A ce stade,noussavonsdoncqueles vecteursp et ç quenousrecherchons
s’écrivent: pz� ¢� � Ø�¯rÍ�Ø et ç � ¢� � 8 Ø�¯rÍ � Ø ¦
pourun Í et un Í � tousdeuxréels.
En réinjectantcesinformationsdans(3.20),soitØ � � Ø £ � ± ¢� � Ø�¯rÍ�Ø ²Þ£ Ø,± ¢� � 8 Ø�¯rÍ � Ø ² 8 Ø ¦
on obtient:± Í@¯rÍ � ² ØÌ� £ ¢� ± ® ¸ £ ..¸ � ² Ø ou Í>¯rÍ � £ ¢� � Ø 8 ± ® ¸ £ .ñ¸ � ² Ø ­

Donc p et ç sontdéterminéspar:

�" # p � ¶¸ � Ø�¯rÍ�Ø ¦ç � ¶¸ � 8 Ø�¯rÍ � Ø ¦±UÍ ¯áÍ � ² Ø � £ ¶¸ ± ® ¸ £ ..¸ � ² Ø ­ (3.24)

Alors, àpartir de(3.18)enutilisant(3.24),on obtient:� �ZiD¸ � iå¸ê¯|..¸ ­ (3.25)

Réciproquement,onabien:

Proposition 3.3.5
�

vérifie la relationdecaractérisationde la Proposition3.3.2�
Démonstrationj � ¨ DGF ¢ .
En effet, soit Ø 8 �F± ¢ ¦ ­?­?­ ¦ ¢�² ¦ Ø ¨ ¹ ¸ . Comme..¸ ¨ DHF ¢ et . 8¸ �}..¸ , ona :..¸ñØ ��Ø et . 8¸ Ø ��Ø ­
On endéduitque:iD¸.Øê�F± ® ¸ £ ..¸ ² Øê��Ø £ ØÌ� ª et i 8¸ Ø �F± ® ¸ £ ..¸ ² Ø ��Ø £ ØÌ� ª�­
D’où : � ØÌ�*Ø et

� 8 Ø ��Ø ­
On endéduitle résultat.j � £ � ¨ DGF ¢�S .

En effet, comptetenudela remarqueci-dessus,nousallonsutiliser la carac-
térisation(3.16).

Soit R�¨ DGF ¢ . On doit montrerque:
121 � £ � ¦ R 323 ��èïÙ¿Ø . Pardéfinition,171 � £ � ¦ R 323 �*Ù0ý�±�± � £ � ² 8 R\² �*Ù0ý�± R 8 ± � £ � ²�²2­

On a : � ��iå¸ � iD¸ê¯s..¸ � Ë � £ �!� £ iD¸ � iå¸ £ ..¸ ¦
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R 8 ± � £ � ² � R 8 � £YR 8 iå¸ � iå¸ £~R 8 ..¸ ¦� R 8 � £YR 8 iå¸ � iå¸ £ ..¸ ¦ car R ¨ DGF ¢ÌË R 8 ¨ DGF ¢ñ­
D’où :121 � £ � ¦ R 373 �âÙ0ýb± R 8 � ²Þ£ Ù0ý�± R 8 iD¸ � iå¸ ²°£ ¢ ¦ car Ù0ýb±9..¸ ² � ¢.­

Or on a :iD¸ � iå¸ � ± ® ¸ £ ..¸ ² ± � £ � ..¸ ² ¦� � £ � .ñ¸ £ ..¸ � ¯s.ñ¸ � ..¸b0R 8 ±�iD¸ � iD¸ ² � R 8 � £YR 8 � ..¸ £>R 8 ..¸ � ¯ R 8 ..¸ � ..¸ ¦� R 8 � £YR 8 � ..¸ £ ..¸ � ¯|..¸ � ..¸ ¦ car R 8 ..¸@�6..¸ ­
On endéduit:Ù0ý�± R 8 ±�iD¸ � iD¸ ²µ² � Ù0ýb± R 8 � ²Þ£ Ù0ý�± R 8 � ..¸ ²°£ Ù0ý�±{..¸ � ² ¯¤Ù0ýb±9..¸ � ..¸ ² ¦� Ù0ýb± R 8 � ²Þ£ Ù0ý�± � .ñ¸ R 8 ²°£ Ù0ý�±{..¸ � ² ¯¤Ù0ýb±µ±{..¸ ² � � ² ¦� Ù0ýb± R 8 � ²Þ£ Ù0ý�± � .ñ¸ ²°£ Ù0ý�±{..¸ � ² ¯LÙ0ý�±{.ñ¸ � ² ¦ car ..¸ ¦ R 8 ¨ DHF ¢ ¦� Ù0ýb± R 8 � ²Þ£ Ù0ý�± � .ñ¸ ²2­
Ainsi,121 � £ � ¦ R 323 � Ù0ýb± R 8 � ²Þ£ Ù0ý�± R 8 � ² ¯¤Ù0ýb± � ..¸ ²°£ ¢ ¦� Ù0ýb± � ..¸ ²°£â¢.­
Lesmatrices..¸ et

�
étantfixées,Ù0ý�± � ..¸ ²Þ£[¢ estuneconstante.Par suite,

on a : 121 � £ � ¦ R 373 ��è�Ù¿Ø ¦öß R�¨ DGF ¢.­
D’où le résultat.

La propositionestainsiprouvée. õ
Ainsi, on peutdire que

ß�� ¨Dú�� ±n¹ ² ¦ L��+�+� ± � ² �|� � � � � ¯�� ��­ (3.26)

Nousobtenonsunrésultatqui aététrouvédedeuxmanièresdifférentesparR.
N. KHOURY [80] et GLUNT et al. [65]. KHOURY a utilisé uneapprochepurement
géométrique(en fait algébrique)tandisque GLUNT et al. sesontplacésdansun
contexte d’optimisationconvexe et attachésà la résolutiondu systèmedeKarush-
Kuhn-Tuckercorrespondantauproblèmed’optimisation.

3.3.3 Algorithme

Nousavonsproposél’algorithmestructurécommesuit :
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Algorithme 3.3.1

Initialisation R U � �� U � ª
Précision�

Itération � Ï × ¶ �4iå¸ R Ï iå¸6¯|..¸ © � L���� ¶ ± R Ï ²B«R Ï × ¶ �Î± � Ï × ¶ ¯ � Ï ² × © � L � O ± � Ï × ¶ ²0«� Ï × ¶ �F± � Ï × ¶ ¯ � Ï ²°£ ± � Ï × ¶ ¯ � Ï ² ×Testd’arrêt si
$ � Ï × ¶ £~R Ï × ¶ $�� � � Stop

sinonretourà Itération

où
�

estla matricequel’on chercheàapprocherparunematricebistochastique.
Cetalgorithmeesttout simplementuneadaptationde l’algorithme (3.3.1)à

notre cas.Nousl’avonsécrit entenantcomptedu fait quel’un denosconvexesest
un sous-espace, et qu’il estdoncinutile d’en calculer lescomposantesnormalesà
chaqueitération.

Le testd’arrêtestbasésurle fait qu’ondoit avoir �X%';\Ï�� ×�� $ � Ï × ¶ £VR Ï × ¶ $�� �ª (voir Théorème2.3.1).

3.3.4 Quelquesremarques

Danstoutecettepartie,nousnotons,pourunematrice
�

donnéede K ,� � L���� ¶ ± � ² et
� � LG� , ± � ²2­Nouspouvonsdèsà présentdire un certainnombredechosessurnotrepro-

blèmed’approximationpar desmatricesbistochastiques.Comptetenude la géo-
métrie de � ¸ , nousallons le considérercommeétant la composéedu problème
d’approximationsurl’ensembledesmatriceslc1 et,à l’intérieur decesous-espace
affinedu problèmed’approximationsurl’orthantpositif (cf. figure5 ci-après).

Puisquesur l’espaceDGF ¢ , les contraintes
� Ø¤� Ø et

� 8 Ø¤� Ø sontdéjà
satisfaites,il resteenfait às’assurerque

�
a toutessescomposantespositives.

On vadistingueralorslesdeuxsituationssuivantes:
1.
� Â ª ,

2.
� � ª .

Casoù �
�<� .
Tout d’abord,reprenonsle cas �÷�Z� . Il estfacilededéduiredel’étudepré-

cédentede ��� que DGF ¢ est la droite (dimension1) passantpar ® � et ´·¶ (qui sont
définiesen (3.4)). Le problèmeseramènealorsà celui de projetersur le segment© ® ��0 ´·¶B« , quandl’on saitprojetersurla droite ± ® � ´ ¶µ² sous-jacente.Ainsi,

Proposition 3.3.6 Si �Ã��� , on a :� � L��+� ¶ ± � ² � �" #
� �Ziå� � i÷�°¯s..� si

� Â ª ¦® � si
� ÖÂ ª et

$ ® � £ � $�� � $ ´�£ � $�� ¦´ ¶ si
� ÖÂ ª et

$ ® � £ � $�����$ ´�£ � $�� ­
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La preuve estévidente.Pour �÷��� , la projectionsur DHF ¢ estdoncexplicite.

Et, pour � quelconque,on auneformeexplicitepour certainesmatrices.
En effet, ona la propositionsuivante:

Proposition 3.3.7 Si
� Â ª alors

� � � .
�

La preuveestimmédiate.
L’hypothèse

� Â ª esttout à fait plausible,puisque,parexemple,on vérifie
bienque: � � ª Ë � �}..¸\Â ª>Ë � � � ­

Rappelonsquepour à�¦9� entierscomprisrespectivemententre1 et � , ondéfinit
lesmatricesK Ê 
 dela basecanoniquede ú ¸�±n¹ ² par:K Ê 
��F± Ø?Ï7� ² Ï¬û � et Ø?Ï2�`� 	 ¢ si ± Í ¦ l ² �Î± àµ¦9� ² ¦ª sinon.

On aalors:

Proposition 3.3.8 Si
� � ª+  , w¢¡ z ou

� ��K Ê 
 ¦§à � ¢ ¦ ­<­?­ ¦ � ¦x� � ¢ ¦ ­?­?­ ¦ � , alors� � � ��iå¸ � iD¸ê¯s..¸ ­ �
Démonstration
Le cas

� � ª   , w£¡ z a déjà été évoqué.Pour
� � K Ê 
 , il noussuffit de

montrerquepour à�¦�� fixés, � �4i6K Ê 
¤i ¯|..¸�Â ª�­
Nousallonstout simplementcalculerexplicitementlescomposantesde

�
et

vérifier qu’ellessonttoutespositives.
On pose: ¾ �4i6K Ê 
¤i �ë± É Ï2� ² Ï¬û � .
Par définition,on a :É Ï2�F� ¸Ò ¥ Ók¶ ¸Ò ¦ Ók¶ ó Ï ¥ Ø ¥�¦ ó ¦ � ¦� Ò§¦ ó ÏMÏ¬Ø?Ï ¦ ó ¦ �,¯ Ò ¥©¨Ó Ï Ò§¦ ó Ï ¥ Ø ¥�¦ ó ¦ � ¦� ó ÏMÏ¬Ø?Ï2� ó �ª�.¯ Ò ¦v¨Ó � ó ÏMÏ¬Ø?Ï ¦ ó ¦ �%¯ Ò ¥t¨Ó Ï ó Ï ¥ Ø ¥ � ó �¢�%¯ Ò ¥©¨Ó Ï Ò ¦-¨Ó � ó Ï ¥ Ø ¥�¦ ó ¦ � ¦� ± ¢�£ ¢� ² � Ø?Ï2�.¯�± ¢6£ ¢� ² ± £ ¢� ² Ò ¦-¨Ó � Ø?Ï ¦ ¯�± ¢�£ ¢� ² ± £ ¢� ² Ò ¥©¨Ó Ï Ø ¥ �%¯ ¢� � Ò ¥t¨Ó Ï Ò ¦-¨Ó � Ø ¥�¦ ¦� ± ¢�£ ¢� ² � Ø?Ï2�.¯ � ¢� £á¢ ¥¬« ¢� ² ± Ò ¦v¨Ó � Ø?Ï ¦ ¯ Ò ¥©¨Ó Ï Ø ¥ �®­�¯ ¢� � Ò ¥©¨Ó Ï Ò ¦v¨Ó � Ø ¥�¦ ­
On endéduit:
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– si ±UÍ ¦ l ² �Î± à�¦9� ² alors É.Ê 
��F± ¢�£ ¶¸ ² � ;

– si Í�� à�¦ l�Ö� � , É.Ê �b� ¶¸ ± ¶¸ £â¢�² � ¶¸?ü £ ¶¸ ;

– si ÍöÖ� à�¦ lð� � , É Ï9
�� ¶¸ ± ¶¸ £â¢�² � ¶¸?ü £ ¶¸ ;

– si ÍöÖ� à�¦ l�Ö� � , É Ï2�b� ¶¸?ü .
Comme ..¸ a toutessescomposanteségalesà ¶¸ , on a : pour

� �kK Ê 
 , � �± Ø?Ï2� ² Ï¬û � tel que: �!!" !!#
Ø Ê 
 � ± ¢�£ ¶¸ ² � ¯ ¶¸ ¦Ø Ê � � ¶¸ ü l�Ö� �.¦Ø?Ï9
 � ¶¸]ü Í÷Ö� àµ¦Ø?Ï2� � ¶¸]ü ¯ ¶¸ ÍöÖ� à l�Ö� � ­Il vadesoiqu’ona : K Ê 
 Â ª�­

D’où le résultat. õ
Signalonsqu’aupassage,nousavonsmontréquepour

� �Î± Å Ê 
 ² , ona
� �± Å Ê 
 ²0Ê û 
 avec:Å Ê 
��F± ¢�£ ¢� ² � Å Ê 
Þ¯ ¢� ± ¢� £â¢�² ± Ò Ï ¨Ó�Ê ÅzÏ9
 ¯ Ò � ¨Ó 
 ÅzÏ2� ² ¯ ¢� � Ò Ï ¨Ó�Ê Ò � ¨Ó 
 ÅzÏ2�.¯ ¢� ­

Pour aller plus loin, nousallons essayerde caractériserles matrices
�

deú ¸b±n¹ ² qui sonttellesquelesmatriceslc1 lesplusprochesd’ellessontenmême
tempslesmatricesbistochastiqueslesplusproches.

Proposition 3.3.9 (1) Soit
� �Î± ¡.Ê 
 ²�¨ K tel que ä Ê û 
 ¡.Ê 
ÌÐ ¢ .Alors, LG� , ± � ² � L���� ¶ ± � ² ��iå¸ � iD¸ê¯s..¸ ­(2) Soit

� ¨ K tel que
�

puisses’écrire
� � R ¯�p�Ø 8 ¯ÎØ çt8 avec R ¨��¸ ¦ ±[p ¦ ç�²�¨ ¹ ¸ Æ
¹ ¸ .Alors, LG� , ± � ² � L���� ¶ ± � ² ��iå¸ � iD¸ê¯s..¸ ­ �

Démonstration
La justificationdu(2) estfacile.Elle découledirectementdelacaractérisation

(3.17)et dela Proposition3.3.7.
En ce qui concernele (1), le résultatdécouledirectementdu lemmesuivant

dû à E. H. ZARANTONELLO [118] :
Lemme3.3.1([118]) Si ´ estopérateurdeprojectiondansunHilbert (parexempleL�¯ ), alors :°°°°° ´ ± ÏÒ ¶ Ý Ê » Ê�²°£ ÏÒ ¶ Ý Ên´ ±n» Ê�² °°°°° � Ð ¢� ÏÒÊ û 
 Ók¶ Ý Ê Ý±
 1 ´ ±�» Ên²2£ê´ ±n»§
 ² ¦ ± ®`£ ´@² ±�» Ên²2£ ± ®`£ê´ ² ±n»§
 ² 3 ¦(3.27)
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pourtoutesfamillesfinies º]» ÊUÄ]Ê devecteurset º�Ý ÊUÄ]Ê deréelspositifstelsque ä Ï ¶ Ý Ê �¢ . �
Pourprouver (1), il suffit d’appliquer(3.27)à la décomposition:� � Ò Ê 
 ¡.Ê 
�K Ê 
 ¯�± ¢�£ Ò Ê 
 ¡%Ê 
 ²¿ª   , w¢¡ z ­ õ

Casoù �³²´�
Nousnousintéressonsau casoù la matrice

� ¨ DGF ¢ la plus prochede
�

n’estpasbistochastique.
Notrehypothèsedetravail estdonc:±Qµ ² ¶ ± à U ¦�� U�² tel que Å Ê¸· 
 · � ª�­
Notreidéeestdevoir si nouspouvonsdéduiredanscecasunrésultatintéres-

santqui puissenouspermettred’obtenir, dansle cas � quelconque,uneexpression
analogueà la Proposition3.3.6et qui soit,biensur, facilementutilisable.

Pourcommencer, nousallonsnousintéresserplusprécisémentà la structure
du polytopeconvexe desmatricesbistochastiques� ¸ . Rappellonsque � ¸ estl’en-
veloppeconvexedel’ensembledesmatricesdepermutations(cf. Théorème3.1.8).

Proposition 3.3.10Soit ´�Ê ¦6à � ¢ ¦ ­?­<­ ¦ �¹: lesmatricesdepermutationsd’ordre � .
On a lespropriétéssuivantes:

1. ..¸ ¨ DHF ¢�S ;

2.
$ ..¸ £¤´ Ê $ � ��� £â¢ ¦ ßkà 03.
$ ´�Ê $ � �*� ¦Úßkà ­ �
Le preuvedeces3 pointsestimmédiate.
Cettepropositionestassezintéressante: ellefait apparaîtreunestructureassez

régulièrepour � ¸ .
1. La matrice ..¸ semblejouerun rôle centraldansle polytope � ¸ , rôle quel’on

subodoraitpuisqu’elleestla seulematricede ��¸ dont touteslescomposantes
sontégales.

2. Le polytope� ¸ estentièrementcontenudansunesphèrecentréeen ..¸ et pas-
santpartouslespointsextrémauxle définissant.

Or, on peutcomprendreuneprojectiondela manièresuivante: on traceune
collectiondesphèrescentréesaupoint quel’on veutprojeteret donton augmente
progressivementle rayonjusqu’àcequ’on obtienneunesphèretangenteà unefa-
cettedu convexe.le point decontactétantle projetérecherché.

Comptetenudesdifférentesremarquesci-dessus,il nousapparaîtjudicieux
d’introduirele pointsuivantde �x¸ .
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Définition de º� .

Considéronsdans DGF ¢ le segmentd’extrémités ..¸ et
�

contenudans DGF ¢ .
Puisque

� � ª , ce segmentrencontrela frontièrede � ¸ . Nousnotons º� cette
intersection.

»½¼¿¾

ÀÂÁ

ÃtÁ

ÄÆÅ

Ç�Á
ÈÉ É

É
É

FIG. 3.2– Illustrationdela définitionde Ê�Ë Calculde º� .
On a : º� � © ..¸ ¦ � « C Ì ý�±�� ¸ ² .Comme º� ¨L© .ñ¸ ¦ � « , il existe Í Ù ¨L©Kª ¦ ¢¬« tel que º� �6..¸6¯ÎÍ Ù<± � £ .ñ¸ ²�­
Pourtrouver º� , il noussuffit deconnaîtreÍ Ù . Pourcela,il noussuffit defaire

unerecherchelinéairesur Ù enpartantde ..¸ dansla direction
� £ ..¸ toutengardant

positivestouteslescomposantesdesmatrices
��Ï �k..¸6¯¤Ù¬± � £ ..¸ ² ¦ Ù ¨¤© ª ¦ ¢<«U­ La

valeuroptimaleobtenuecorrespondà º� .
Plusprécisément,Í Ù estvaleuroptimaleduproblèmed’optimisationsuivant:±[Ð � ² �!!" !!#

;<I+J Ù
tel que..¸6¯LÙ¬± � £ .ñ¸ ² Â ªÙ ¨L©Kª ¦ ¢<« ­

Notons: ¾ � � £ ..¸@�Î± É.Ê 
 ²0Ê û 
 .
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Alors onmontrefacilementque:Í Ù � £ ¢� É.Ê¸· 
 · avec É.Ê¸· 
 · ��;<%'&kº É.Ê 
>¼ É.Ê 
 � ª�Ä,­
Ainsi, connaissant

�
, il estfaciledeconnaîtreÍ Ù donc º� . Nousfaisonsalors

la conjecturesuivante:

Conjecture :
�

et º� sontsur la mêmefacettede � ¸ .
Si cetteconjectureestavérée,l’idée estdeseramenerà travailler simplement

sur cettefacettede ��¸ , que l’on peut identifier par exempleen exhibant,grâceà
l’algorithme de Birkhoff (voir [90]), la combinaisonconvexe de matricesde per-
mutationsqui estégaleà

�
. On pourraitalorsen déduireun algorithmeexact en

calcul, et qui convergerait en un nombrefini (au maximum � ) d’itérationspour
calculer

�
. Hélas,tout ceci resteencoreà l’état de conjectureet n’a pasététesté

numériquement.

3.3.5 Testsnumériques

Nous avons appliquél’algorithme de Boyle-Dykstraci-dessus(Algorithme
3.3.1) à la résolutiondu problèmed’approximationpar des matricesbistochas-
tiques,comptetenudu fait que ��¸ estl’intersectiondusous-espaceDGF ¢ et ducôneB × .

Nousavonstestél’algorithmepour différentesmatrices.Nousavonsobtenu
lesrésultatsexprimésparlesfiguressuivantes.
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FIG. 3.3– Convergencede ÑÓÒGÔ¹Õ×Ö�Ô\Ñ pourmatricerando,
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La premièrefigure,figure3.3,représentela courbedeconvergencede
$ � Ï £R Ï $�� vers ª pourunematrice

�
dedimension¢]ª.ª dont lescomposantessontgé-

néréesaléatoirementetdontchaquecomposanteestcompriseentreª et ¢ . Cechoix
estdicté par le fait que les applicationsauxquellesnousnoussommesintéressés
conduisentà desmatricesà approximerdecetype.Nousavonsfait la mêmechose
avecunematricedeHilbert demêmedimension( ¢?ª.ª ). Nousobtenonsla figure3.4,.
RappelonsquelesmatricesdeHilbert sontdéfiniespar:µ��F±�Ø Ê 
 ²�¨Dú ¸b±n¹ ² tel que Ø Ê 
�� ¢à ¯ � £â¢ ­
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FIG. 3.4– Convergencede ÙAÚHÑ{ÒNÔxÕÛÖ¹Ô+Ñ pourmatriceHilbert,
Á � a �Ü�

Puis,nousavonsétudiéle comportementdel’algorithmeparrapportàla taille
dela matricequel’on veutapprocher. Pourdesmatricesgénéréesaléatoirement,on
obtientla figure3.5et pourlesmatricesdeHilbert la figure3.6.

Lestestsnumériquesquenousprésentonsontétéréaliséàpartird’un terminal
X connectéeàunserveurbiprocesseurfonctionnantsousLinux etdisposantdedeux
processeursPenthiumIII cadencésà550Mhz etd’unemémoirevive(RAM) de512
Mo.

Il apparaît,auvudesexemplesquenousavonstraités,quel’algorithmeconverge
assezbien,et quele nombred’itérationsn’explosepaslorsqu’onaugmentela taille
de la matricetraitée.En ce qui concerneles tempsde calculs,pour les exemples
quenousprésentons,il estde l’ordre de la minute.Dèsquela taille desmatrices
dépassela centaine,l’algorithmeprendplusdetemps.Maisceciestfinalementpeu
significatifpuisqu’onpeutaméliorerle tempsdecalculenaméliorantle calculd’un
produit matriciel quenouseffectuonsà chaqueétapepour la projectionsur DGF ¢ ,
ceci comptetenude la particularitédesmatrices..¸ et iD¸ . Les résultatsquenous
avonsprésentéssontobtenusenfaisantuncalculmatricielclassique(sansexploiter
la structureparticulièrede ..¸ et iå¸ ) sousMatlab. Nousenavonstenucomptepar
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FIG. 3.5– Nombred’itérationsenfonctiondela taille dematricesgénéréesaléatoirement
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contrepourlestestsci-aprèsqui portentsurdesmatricesdetaille supérieureà ¢]ªñª .
Deplus,il estpossiblequ’avecunautrelangage,ongagneaussientempsdecalcul.

Nousterminonsavecuneremarquesurle comportementdel’algorithmepour
lesmatricescreuses.Malheureusement,il semblequel’approximationparmatrices
ne conserve pasdansl’absolu le caractèrecreuxde la matricede départ.Ceci est
probablementdû audoubleproduitmatricieleffectuéà chaqueprojectionsur DGF ¢ .
Il estfaciled’anticipercerésulat,comptetenudela Proposition3.3.8surla projec-
tion desmatricesde la basecanonique.On peutvisualisercelanumériquement: à
partir dela matrice K ¶B¶ dedimensionÝ , la matricesolution¢¢-Þ ���� ¢ ? ¢ ¢ ¢¢ @ @ @¢ @ @ @¢ @ @ @

�vuu� ­
qui, contrairementà K ¶B¶ , estdense.

Pourillustrerunpeupluscela,nousavonsfait destestspourdifférentestailles
etdifférentesdensitésdematrices.Nousdésigonspardensitéla proportiondecom-
posantesnonnullesdela matrice.Nousnousintéressonsaunombred’élémentsnon
nulsdansla matricesolution.Nousavonsreprésentésdanslesfigures3.7,3.8et3.9
ci-aprèsl’évolutiondunombredecomposantesnonnullesdansla solutionquenous
obtenonsenfonctiondela densitédela matriceàapprocher

�
pourdesmatricesde

taille @ñª , ¢]ª.ª , et ¢�@ñª .
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FIG. 3.7– Tempsdecalculetnombredetermesnonnulsenfonctiondela densitéde Ö pour
Á �Eß¤�

Cesremarquesconfirmentnotre remarqueprécédenteconcernantl’absence
decorrélationentrela densitéde la matriceà approcheret sonapproximationbis-
tochastique.On remarquesurlesgraphiquesquelesmatricesapprochéesobtenues
sontsystématiquementpleines,malgréle fait que

�
étaitcreuse.
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3.4 Approximation par algorithme dual

Parallèlementà nosproprestravaux consistanten la miseen œuvrede mé-
thodesnumériquesderésolutiondu problèmed’approximationparmatricesbisto-
chastiquesenutilisantlesprojectionsalternées,d’autresapprochesderésolutionont
étéintroduitespourcetypedeproblèmes.Ainsi, dans[88], J. MALICK proposeun
algorithmederésolutionqui utilisela dualitélagrangienne,etqui s’appliqueàn’im-
portequelproblèmed’approximationlinéaireconique.Pourdesraisonsd’unité et
deprésentationpédagogique,nousprésentonsci-dessousl’approchedeJ. MALICK.

3.4.1 Principe de l’algorithme dual

Rappelonsquenouscherchonsà résoudrele problèmesuivant:¶� $ � £ à $ � � ¶� ;Æ%X& $ � £~à $ �
tq. ù à ��ãàì¨âá (3.28)

On commencepar uneétapede dualisationpartielledescontraintesdu pro-
blème.

Dualité lagrangienne

Surle problème3.28,on appliqueun procédéderelaxationlagrangiennequi
dualiseuniquementles contraintesaffines. Pour desrappelssur les procédésde
relaxationlagrangienne,onpourrasereférerà [106].

On formedoncla fonctionlagrangienne(partielle),� ± à ¦ í ² � ¢� ;Æ%X& $ � £~à $ � £ 1 í ¦ ù à £ ã 3 ¦
où í ¨ ¹äã .

On définit la fonctiondualeå ±ní ² ��;<%'&æGçÜè � ± à ¦ í ² ¦
qui fournit pourchaquevaleurde í uneborneinférieurede la valeuroptimaledu
problème3.28. De manièreclassique,la meilleurede cesbornesest obtenueen
résolvantle problème éëêbì å ±ní ²

tq. í ¨ ÐVã (3.29)

qui est appeléproblèmedual par oppositionau problème3.28 appelépro-
blèmeprimal. On aalorslesrésultatssuivants:

Théorème3.4.1 Dansla définitiondela fonctiondualede

åîíqïbðäñ ;<%'& æGçÜèóò í à ô ïbð :
1. la valeurminimaleestatteintepourõÆö ñs÷ùøHíqú�û�ü½ý7ï)ð¤þ
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2. Pour tout

ï ÿ ���
, on a :� í[ï)ðäñ � ��	� ÷ùø 
 íqú�û�ü½ý7ï)ð ��� û ��	� ú ��� û�
[ï ô ��� þ �

Pourla preuvedecesrésultats,onpourrasereférerà l’article deMalick [88].

Propriétésde la fonction duale � et algorithme

On a le théorèmesuivant(voir [88]) :

Théorème3.4.2([88]) La fonctionduale
�

satisfaitauxpropositionssuivantes:
(i)
�

estconcave.

(ii)
�

estdifférentiable, et pour tout

ï
dans
� �

,� � í[ï)ðäñ � ü�� ÷ùøäí[úWû�ü ý ï)ð��oû � þ
(iii)
� �

estlipschitzienne.
Par suite,

� �
estdifférentiablepresquepartout. �

Comptetenuduthéorèmeci-dessus,le problèmedualquel’on aobtenuaprès
relaxationlagrangiennepartielleestun problèmedemaximisationsanscontraintes
d’une fonction concave, presquepartoutdeux fois différentiableet pour laquelle
on disposed’uneformeexplicite du gradient.Par suite,le problèmedualpeutêtre
facilementrésoluenutilisantunalgorithmed’optimisationconvexesanscontraintes
(voir [96]). Il estparticulièrementadaptéà l’usaged’un algorithmedetypequasi-
Newton.

Puisquec’est le dual qui est résoluet que le gradientdépendaussidesva-
riablesduproblèmeprimal,nousavonsbesoindeconstruireunesolutionprimaleà
partir d’unesolutionduale.Pourcela,on a :

Proposition 3.4.3 Soit

ï
unesolutionduale. Alors,õ ñs÷NøHí[ú�û>ü ý ïbð

estunesolutionprimale
�

On montre(voir [88]) au passagequ’il n’y a pasde sautde dualité,c’est-à-
dire que la valeuroptimaledu problèmeprimal coincideavec celle du problème
dual.On endéduitl’algorithmesuivant:

Algorithme 3.4.1(Algorithme coniquedual) On part d’unedonnéeinitiale

ï � .
Pour � ñ � ô � ô � ô þ-þ-þ
– calculer

õ�� ñ�÷ùøäí[ú�û�ü ý ï � ð ô
– calculer

� � í[ï � ð ñ � ü õ�� û � ô
– calculer

� í[ï � ð ñ �� � õ�� � � û�
[ï � ô ��� ,– faire la miseà jour

ï �"! � # ï � par uneformuledeBFGS,
jusqu’àconvergence.
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3.4.2 Application à $&%
Nousavonsappliquél’algorithmeconiquedualde J. MALICK quenousve-

nonsde présenterau problèmed’approximationpar matricesbistochastiques,et
nousl’avonscomparéànotrealgorithmeparprojectionsalternées.

Ici on a :
úZñ ' ô ( ñ �*) ô � ñ+� ,-, �/. þ

On considère
�	�

sousla forme
� %�0 � % . Ainsi,

ï~ÿ �	�
seraécrit sousla forme

partitionnée

ïÆñ1� ï � ï � � . . L’opérateur

ü
s’identifieà l’opérateurlinéaire 2 quenous

avonsintroduit auparagraphe3.3.3(voir justificationsdela proposition3.3.3).On
aainsi: 3 ïÆñ4� ï � ï � �/.±ÿ � % 0 � % ô ü½ý�íqïbð�ñ�ï � ,65 û , ï 5� þ
Et, l’algorithmes’écrit ici :

Algorithme 3.4.2(Algorithme coniquedual) On part d’unedonnéeinitiale

ï � .
Pour � ñ � ô � ô � ô þ-þ-þ
– calculer

õ�� ñ87 ' û>ï �� , 5 û , í[ï �� ð 5:9 ! ô– calculer � � í[ï � ðäñ<; � õ�� , û ,� í õ�� ð 5 , û ,>= ô
– calculer

� í[ï � ð ñ �� � õ�� � � û�
[ï �� ô , � û�
Qï �� ô , � ,– faire la miseà jour

ï �"! � # ï � par uneformuledeBFGS,
jusqu’áconvergence.

Lesrésultatssontprésentésci-après.Nousavonsutilisél’algorithmedequasi-
Newton, fminunc, qui estdistribuéavecMatlab.

Surla figure3.10,la courbeentrait simplereprésentel’évolutiondutempsde
calculsdela solutionparl’approchedualeenfonctiondela dimensiondela matrice
ú

. Les tempsde calcul de l’algorithme de projectionsalternéesen fonction de la
dimensionde

ú
sontreprésentésparla courbeengras.Enfin,onpeutdistinguerune

courbeenpointillésqui seconfondpresqueavecl’axedesabcisses.Elle représente
l’erreur relative en normede Frobëniusentrela solutionobtenuespar projections
alternéeset celleobtenueparl’autreapproche.Idéalement,cetteerreurdevrait être
nulle. Le fait quela courbesembleseconfondreavec l’axe desabcissesestde ce
pointdevueintéressant.Mais,onpeutremarquerenregardantdeplusprès,queces
normessontenmoyennedel’ordre de

�?�A@ � . Cettemoyennepourraitêtreaméliorée
enjouantsur le testd’arrêtdel’algorithmedequasi-Newtonutilisé.Pournostests,
nousavonspriscommetolérancesurla solutionla mêmevaleur

�B�C@ � �
.

3.4.3 Approchepar points fixes

A partir de l’approchepar dualitéquenousavonsprésentéeprécédemment,
on peutdéclinerunenouvelleapprochederésolutiondenotreproblèmed’approxi-
mation.Cetteapproche,trèsrécente,estdueà BAUSCHKE, KRUK et WOLKOWICZ

[22].
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FIG. 3.10– Comparaisondel’approchedualeet desprojectionsalternées

Rappelonsquenousavonsmontréà l’étapeprécédentequela solutionopti-
male

õ
à notreproblèmeestla solutionprimaleassociéeà la solutionoptimale Dï

du problèmedual.Il vientque

Proposition 3.4.4 õ ñ�÷ùøäí[ú�û�ü½ýëïbð ô
avec

ü�� ÷ùøHíqú�û�ü½ý7ï)ð��`ñ �
(3.30)�

Quitteàle normaliser(ausensstrict)etàmodifier
�
, onpeuttoujourssupposer

que

ü
esttel que �FE ü �FEFG � þ

Moyennantcettehypothèse,

ü
devient un opérateurcontractant.Et, grâce

aux propriétésde cesopérateurs,on peut réécrirela condition d’optimalité 3.30
sousla formed’uneconditiondepointsfixessurun opérateurcontractant(danssa
terminologiefrançaise1). Résoudrele problèmed’approximationseramènealorsà
chercherun point fixe d’un opérateur(non linéaire)contractant.Nousconseillons
[15] pour la définition desopérateurscontractants(au sensanglo-saxon),et des
référencessurla Théoriedespointsfixespourlesopérateurscontractants.

Lestravauxutilisantcetteapprocheétantencoreencours,nousnenouséten-
dronspasplus sur cettepartie.Nousrenvoyons le lecteuraux travaux (futurs) de
BAUSCHKE, KRUK et WOLKOWICZ.

1ConstantedeLipschitzégaleà

�
. Dansla terminologieanglaise,unecontractionestunopérateurlipschitziendeconstante

strictementcompriseentre
�

et

�
. Lorsque�IH � , onparlede"nonexpansiveoperator".
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3.5 Application : Problèmesd’agrégationsde préférences

3.5.1 Intr oduction

Certainsproblèmesde décisionqui se posenten pratiquene peuvent être
considérésennetenantcomptequed’un seulpointdevue.Onpeutciterenexemple
lescasd’unesociétéqui doit choisirentreplusieursprojetsentenantcomptededif-
férentscritères: profit, durée,étatdu marché,risque,etc.ou celui d’électeursqui
doiventchoisirentredifférentscandidats.Cessituationsconduisentàdesproblèmes
dits d’agrégationdepréférences.

Denombreusesapprochesexistentpourceproblème.Nousproposonsici une
modélisationqui permetdereprésenterlespréférencespardesmatricesdonttoutes
lescomposantessont

�
ou
�
. Cespréférencessontagrégéesenutilisantuneprocé-

dured’agrégationparpondérations.Nousretrouvonsainsi la formulationproposée
parBlin [24] en1976quandnousconsidéronslesmêmeshypothèsesquelui surles
préférences.Celles-ciimposaientauxpréférencesd’êtredesrelationsd’ordrestrict
etdeportersurla totalitédescandidats.Celalui permettaitd’agrégerlespréférences
expriméesenunematricequi, comptetenudeshypothèsessur lespréférences,est
bistochastique. Onramenaitalorsle problèmeàceluidechercherla matricedeper-
mutationla plusprochedecettematricebistochastique.Celarevientàseplacerdans
un ensembleconvexe compact,le polytopedesmatricesbistochastiques,et à cher-
cherle pointextrémalduconvexe le plusproched’un pointdonnédecetensemble.
Nousnoussommesdonnésdans[108] deshypothèsesmoinsrestrictives.Dansun
premiertemps,celafait perdrele caractèrebistochastiquede la matriceagrégeant
les préférences.Nousrécupéronscettepropriétéen effectuantuneapproximation
decettematriceparunematricebistochastique,enutilisantunalgorithmequenous
avonsmis aupoint.Celanouspermetderetrouver le mêmetypeproblèmequece-
lui considéréparBlin, qui finalementseramèneà un problèmedeprogrammation
linéaireou à un problèmedemariagesdansun graphebipartitepondéré(weighted
bipartitematchingproblem, enanglais).

3.5.2 Présentationdesproblèmesd’agrégation de préférences

On considèreun ensemble
' ñKJ �ML��CL þ-þ-þ L (�N de ( “votants”qui sontles indivi-

dusappelésà donnerleursavis, doncà exprimerdespréférencessurun ensembleõ ñOJ �ML��PL þvþ-þ LQ) N de
)

“objets” quenousappelleronségalementélémentsou can-
didatsdansla suite.Cesobjetspeuventêtredescandidatsà uneélection,différents
projetsd’investissementsd’une société,etc. Le votant RTSUR ñ �ML þ-þ-þ L ( ð exprime
unepréférencequenousnotonsVXW surl’ensembledes

)
objets.Celacorresponden

généralà faire un classementde ces
)

objets.On souhaitealorsagréger les pré-
férencesindividuellesexpriméesVXW enunepréférencecollective V représentantdu
mieuxpossiblel’opinion collective.On définitalors:

Définition 3.5.1 On appelleproblèmed’agrégation de préférencesle problème
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suivant: S ÷Ûð YZ\[ Construire la préférenceV
qui soit la plusprochepossible
des ( préférencesindividuellesVXW exprimées.

(3.31)

Une fois décrit formellementce problème,se posentimmédiatementdeux ques-
tions:

1. comment(sousquellesformes)représenterlespréférences?

2. suivantquellesprocéduresou règlesagrège-t-oncespréférences?

Il vadesoiqu’àchaqueréponseàcesquestionscorrespondunemodélisation
et une manièrede résoudrecesproblèmes.Cesmodélisationsont commepoint
communqu’ellesconduisentengénéralàunproblèmed’optimisation.

D’une manièregénérale,les préférencessont représentéespar desrelations
binaires(doncparfoispardesgraphes)ayantuncertainnombredepropriétésexpri-
mantla préférence,l’indif férenceet/oul’incompatibilité entreles“éléments”(voir
Monjardet[91], et surtoutVincke [112]). Nousprendronsdansla suiteunerepré-
sentationmatriciellepourcespréférences.

La classificationdesprocéduresd’agrégationlesplusutiliséesn’estpasforcé-
mentaisée(voir [111], [112]).Onpeutconsidérersommairementdeuxclasses.Une
premièrecomprendlesméthodesqui consistentà remplacerles différentscritères
(constituésici par lesdifférentespréférencesexprimées)par un critèreuniqueen-
globantdu mieuxpossiblecescritères.La méthoded’agrégationparpondérations
quenousutilisonsici enfait partie.La secondeclasseestcelledesméthodes(voir
[91]) qui consistentà chercherun ordredepréférencerecueillantle nombremaxi-
mum de suffragessur toutesles préférencespar pairesqu’il exprime. On dit que
cetterèglechercheà maximiserlesaccordsou minimiserles désaccordsentreles
différentespréférencesexprimées.En cequi concernecetterègled’agrégation,on
peutseréférerà l’article deMonjardet[91] où l’auteurétudielesdifférentesformu-
lationsdeproblèmesqui correspondentàcetterèglequi remonteraitàCondorceten
1789.Pourplusd’informations,nousconseillonsau lecteurintéressédeconsulter
lesarticles[12], [13], [37], [103], [104], [117], parexemple.

L’objetdecetravail estdeproposerunegénéralisationdela procédured’agré-
gationdeBlin [24]. Toutefois,il nousfautpréciserquecetteprocéduren’estpastrès
développéeenThéoriedeschoixcollectifs.Il n’existeraitnotammentpasd’axioma-
tisationdecetteprocédure.L’étudedela pertinencedecetteprocédure,la recherche
d’une axiomatisationlui correspondantet deséventuelspoints communsqu’elle
possèderaitavec d’autresprocéduresexistantescommele classementpar points
(voir [104], [117]) sontautantde points importantsauxquelsil faudraitconsacrer
son attention.De même,un travail similaire sur la procédurepar approximation
parmatricesbistochastiquesquenousprésentonsci-aprèsestnécessaire.Mais ceci
dépassele cadredecetravail, nousn’aborderonsdoncpascesthèmes.
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3.5.3 Uneapprochematricielle

Nous proposonsmaintenantune modélisationdu problèmed’agrégationde pré-
férences(3.31)danslaquelleles préférencessont représentéespar desmatricesà
composantes

� � � qui serontagrégéesparpondérations.
À chaquepréférencenous associonsla matrice V définie par : pour R ñ�]L��PL þ-þvþ L")&L

et ^ ñ �ML��PL þvþ-þ LQ) ,V_W\` ñba � si l’élément R estclasséen ^ èmeposition,�
sinon.

(3.32)

Ainsi, lespréférencesserontréprésentéespardesmatrices
) 0 ) àcomposantes

�
et�

dontleslignescomportentaumaximumunecomposantenonnulle qui vautalors�
. En effet, comptetenudeshypothèsesquenousavonsprisessur lespréférences,

unematrice V représentantunepréférencepeutavoir :
– une ligne entièrementnulle : il y a donc incompatibilité,le candidat(ou

l’élément)correspondantà la lignen’estpasclassé;
– unecolonnecomportantplusieurs

�
: il y a indifférence,on adescandidats

ex aequo;
– unecolonnecomportantun unique

�
: il y a préférencestricte.

Par exemple,pourun ensembleordonné

Jdc L � LfegLfhiL , N de5 candidats,la ma-
trice jkkkkl � � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �

monnnnp
représentela préférence

c
premier,�
deuxième,e
pasclassé,h
premierex aequo,, troisième.

Cespréférencesvontêtreagrégéesparpondérations.Celaconsisteàattribuer
un poidsà chaquepréférenceet à fairela moyennedecespréférencesainsipondé-
rées.On seramènealorsà chercherla préférencela plus"proche"decettesomme
pondérée.

Définition 3.5.2 Soit VXW L R ñ �ML��PL þvþ-þ L ( , ( préférencessur un ensembledecan-
didats

õ
de cardinal

)
. Soit

Jgq W N W H �sr � rututut r � une famille de poids positifs tels quev �W H � q W ñ � .
On dit que le problèmed’agrégationde préférences(3.31) est agrégépar

pondérations lorsqu’onle ramèneau problèmed’approximationsuivant

Trouverla préférence(stricte) V
la plus"proche" (dansun sensà préciser)de

v �W H � q WwV_W þ (3.33)
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La techniqued’agrégationpar pondérations,encoreappeléeméthodede la
moyennepondéréesembleêtre une despremièresidéesd’agrégationqui ait été
proposée(voir [112], [111]). Elle avait l’avantagede ramenerle problèmeà celui
de la résolutiond’un problèmed’optimisationmonocritèrepour lequelon dispose
d’algorithmesde résolutionsperformants.Elle est néanmoinsquelquepeu aban-
donnéecesdernièresannéesparcequ’elle correspondenquelquesorteàun lissage
descritères.Et qui dit lissage,dit forcémentperted’informationsspécifiquesqui
peuvent s’avérer importantes.D’autre part, elle n’est manifestementpasadaptée
si on a, commec’est souvent le cas,descritèresde naturefondamentalementdif-
férentes: descritèresqualitatifset quantitatifs.Néanmoins,nouspensonsqu’elle
fournit unepremièresolutionsouvent intéressantedansl’analysedu problèmeet
qui peutservirdepoint dedépartauxautresméthodesproposées(qui sontsouvent
denaturecombinatoire).

Si nousrevenonsà notrecadredetravail, chaquepréférenceexpriméeestre-
présentéeparunematrice V_W . On chercheunepréférencestricte V qui reflètel’opi-
nion générale,elle est représentéepar une matricede permutation.Le problème
d’agrégationde préférencespar pondérations(3.33)seramèneau problèmed’ap-
proximationmatriciellesuivant:a � v �W H � q WwV_W � V � ñ xzy|{ � v �W H � q W}VXW � V �

tel que V matricedepermutation
L (3.34)

où le fait d’êtreplusproche,évoquéplushauten(3.33),estcomprisausensde la
norme ��~�� .

On retrouvesousuneformeplusgénéraleuneformulationproposéeparBlin
pour un problèmed’agrégationde préférencesavec certaineshypothèsessur les
préférences,notamment:

– lespréférencesportentsurtousleséléments: tousdoiventêtreclassés;
– lespréférencessontstrictes: l’incompatibilité et l’indif férencenesontpas

autorisées.
Sousceshypothèses,il estfaciledevoir quelespréférences(strictes)expri-

méessontreprésentéespardesmatricesdepermutation. Alors, lamatricemoyennes
pondérées

v �W H � q W}VXW de cesmatricesde permutationsestunematricebistochas-
tique,puisqu’elleapparaîtenfait commeunecombinaisonconvexedematricesde
permutation(voir section2), car

v �W H � q W ñ � et

q W&� � pourtout R .
Prenonsenparticulierdespoidstouségaux,c’estàdire,3 R ñ �ML��CL þ-þ-þ L ( q W ñ �( þ

La moyennepondéréedespréférencesvautalors�( �� W H � VXW
þ

Notons: � ñ �� W H � V_W et �� ñ �( �� W H � V_W þ
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Il estfaciledevoir quepour 2 ñ �ML��PL þvþ-þ LQ) , � ñ �ML��CL þ-þ-þ L") ,��� � ñ nombredefois où le candidat2 estclasséen � èmeposition.

On retrouve ainsiavec

�
la matricedéfinieparBlin [24] de la manièreévo-

quéeci-dessus(nombredefois où un candidatestclassédansuneposition)et dé-
nommématrice d’agrément du problème.Danscecas, �� estappeléenormalisée
dela matriced’agrément.

On seramènealorsà chercherla matricede permutationla plus prochede
la matricebistochastique�� . CetteformulationestcelleproposéeparBlin. Cetau-
teurl’appelleméthodedeprojectionsurlessommets(vertex projectionmethod, en
anglais).

Revenonsau casgénéral.Par analogie,(et abus),avecBlin, nousallonsap-
pelermatrice d’agrément la moyennepondérée

v �W H � q W}VXW despréférences,et la
noter

�
.

Les hypothèsesconsidéréespar Blin avaient le défaut de ne pasprendreen
comptedessituationsqui seproduisentsouventenpratique,entreautres:

– erreursdanslesclassements,pertededonnées;
– possibilitéd’avoir desex aequo,des“objets” non classés( exprimantpar

exempledel’incompatiblité,del’indif férence,etc...);
– possibilitéquele nombrede candidatssoit connuseulementa posteriori,

commenousle verronsdansunexempleplustard.
Nous nousproposonsici d’affaiblir les hypothèsesfaitespar Blin sur les préfé-
rences,demanièreàprendreencomptecessituations.

En ce qui concernele problème(3.34),notonstout d’abordqu’il admetdes
solutionsoptimales.En effet, on effectueuneminimisationsur un ensemblefini
de solutionsréalisables.L’optimum existe doncet estatteint.Par contre,l’unicité
de la solutionn’estpasacquise.En fait, commenousle verronsplus loin, celaest
induit parle fait qu’unprogrammelinéairen’a pasforcémentunesolutionoptimale
unique.

Pour la résolutiondu problème(3.34),nousproposonsun schémaen deux
phases.Cetteséparationen deuxestmotivéeentreautrespar le désirde résoudre
le problèmeen utilisant desoutils déjà existants.Une fois construitela matrice
d’agrément

�
,

Phase1 : on recherchela matricebistochastique

���f�
la plusprochede

�
en

utilisantl’algorithmedeprojectionsalternéesévoquéensection2,
Phase2 : onmetenœuvrela méthodedeprojectionsurlessommets("vertex

projectionmethod")deBlin [24] pourrechercherla matricedepermutation
la plusprochede

�����
.

3.5.4 Quelquesexemples

Nousavonsappliquéle schémaderésolutionparétapessuivant:

1 Onconstruitla matriced’agrémentparmoyennepondérées.Onobtientunema-
trice

� %B��� � à composantescomprisesentre
�

et
�
, maisqui n’est pasbisto-

chastique;
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2 On calcule la matricebistochastiquela plus proche de

�
en utilisant l’algo-

rithmedéfiniensection2. Onobtientla matrice

��� �
bistochastique.

3 On résoutle problèmemin
h S�V L ���f� ð , V matricede permutation,où

h
est la

distanceinduiteparla normedeFröbenius.

Nous avons considéré,danstous les testsnumériquesquenousprésentons
ci-après,despoidstouségaux(à

�� ).

a) Résolutionde l’étape 3

Nousrevenonssurl’étape3 oùoncherchela matricedepermutationla plusproche
d’unematricebistochastique.Onchercheàrésoudrele problèmed’approximation:a � ��� � � V � ñ x�y�{ � ��� � � V �

tel que V matricedepermutation.
(3.35)

C’estunproblèmed’optimisationconvexeenvariables
� � � . Pourle résoudre,

on adeuxstratégies.

Programmation linéaire

En noussouvenantdu développementdu carrédela normedansun espacedeHil-
bert,la fonction-objectifdu problème(3.35)s’écrit :� V � ��� � ��� ñ � V ��� � � 
"
 V L ��� � �"� û � ��� � ��� (3.36)

Or, commeV estunematricedepermutation,on a :� V ��� ñ )�L pourtoutematrice V depermutation

þ
Minimiser la quantité � V � ���f� � revientdonc(quitteàconsidererle carréde

la norme)à maximiser le produitscalaire:


Q
 V L ���f� �"� . On seramèneainsià une
fonction-objectiflinéaire.

D’autre part, l’ensembledespointsréalisablesdu problème,est l’ensemble
desmatricesdepermutations.C’estdoncl’ensembledespointsextrémauxdupoly-
topeconvexedesmatricesbistochastiques.Or, optimiseruncritèrelinéairesurl’en-
sembledespointsextrémauxd’un polytopepeutseramenerà optimiserle même
critère sur le polytopetout entier, puiqu’on sait (voir [97]) qu’il existe un point
extrémalsolutiond’un tel problème.Il suffit doncpar exemplede le résoudreen
utilisantla méthodedusimplexequi seterminetoujoursenun pointextrémal.

Ainsi, l’étape3 revient à résoudrele problèmedeprogrammationlinéaireen
variables

� � � :a 
"
 ����� L V �"� ñ x��d� 
"
 ���f� L V �"�
tel que V ÿ $X% L V depermutation,

(3.37)

que l’on résout(ou plutôt sa relaxationcontinue) par la méthodedu simplexe de
manièreà en obtenirunesolutionextrémale,c’est-à-direunematricede permuta-
tion.
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Optimisation combinatoire

Enpratique,pourrésoudrele problèmelinéaire(3.37),onrésoutsarelaxationconti-
nuequi estle mêmeproblèmedanslequelon a relaxéla contraintestipulantque V
doit êtreà composantesentières(

�
et
�
). Le fait d’utiliser la méthodedu simplexe

permetcela.Si l’on ne fait pascetterelaxation,notons V_W\` les composantesde la
matrice V et

� Wu` cellesde

�����
. Alors le problème(3.37)s’écrit :Y����Z ����[
x��d� v %W r ` H � � W\`�V_W\`

tel que
v %` H � V_Wu` ñ �ML 3 Rv %W H � V_W\` ñ � 3 ^V_W\`�� �PL 3 R L ^V_W\` ñ � ou

�ML 3 R L ^ þ (3.38)

On reconnaîtici un exempledu “problèmede mariagesdansun graphebi-
partitepondéré”,weightedbipartite matching problemen anglais,(voir [97]). On
estdoncramenéà un problèmed’optimisationdansun graphe,qui dansun certain
sens,peutêtrevu commeunproblèmed’affectationdetâches(assignmentproblem,
enanglais).

On peutdoncmettreenœuvre,pourrésoudre(3.38),desméthodesd’optimi-
sationcombinatoireexistantes,decomplexitépolynomiale.Nousavonsimplémenté
unedecesméthodes,notammentla méthodeditehongroise(Hungarianmethod, en
anglais: voir [97]) pour les problèmesd’affectation.Cetteméthodedevrait pro-
duireun résultatplusexact(notammentpourtrouver lescomposantesentières

�
et�

), et il a étéprouvéqu’elle résoutle problèmeexactementen ��S )I� ð opérations
arithmétiques.

b) Testsnumériques

Nousavonstestél’algorithmesurdifférentesgammesdetests.Nousenpré-
sentonsici deux.Danstous cesexemples,nousavons pris despoids tous égaux
à

�� . L’étaped’approximationpar matricesbisochastiquesest résolueen utilisant
l’algorithmedeprojectionsalternées.Deplus,danstouslestestsprésentésci-après,
l’étape3 a étérésolueparprogrammationlinéaire.Nousavonsutilisé pour le pre-
mierexempledeuxcodesdeprogrammationlinéaire.Le premierestle codelinprog
qui fait partiede la distribution classiquedeMatlab. Le second,dû à H. WOLKO-
WICZ2, estuncodebasésurla méthodedusimplexeprogrammésousMatlab. Nous
noussommescontentésde linprog pourle second.

Exempleavecperte de données

Nousavonsconsidérécommepremièresituation,celleoùdespertesd’informations
sur lesdonnéesauraienteu lieu. Danstouslescasoù il manquaitdesinformations
danslespréférencesexprimées,nousavonssupposéquecemanqueexprimait une
incompatibilité.

2Codedisponibleà l’url http ://orion.math.uwaterloo.ca/~hwolkowi
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Nousavonsconsidérél’ensemble
õ ñ�Jdc L � LfegLfhiL , N de

) ñ��
candidats,pour

lequelles ( ñ�� préférencessuivantessontexprimées:

V � Y����Z ����[
c

premier,�
quatrième,e
troisième,h
pasclassé,, pasclassé.

L V �
Y����Z ����[
c

premier,�
quatrième,e
deuxième,h
troisième,, cinquième.

L V � Y����Z ����[
c

deuxième,�
quatrième,e
premier,h
troisième,, cinquième.

L
��� Y����Z ����[

c
pasclassé,�
premier,e
pasclassé,h
quatrième, cinquième.

L �i� Y����Z ����[
c

troisième�
deuxième,e
cinquième,h
quatrième,, premier.

L �i� Y����Z ����[
c

troisième,�
pasclassé,e
deuxième,h
cinquième,, pasclassé.

On obtientla matriced’agrémentsuivante:� ñ �� jkkkkl � � � � �� � �   �� � � � �� � � � �� � � �  
monnnnp þ

La matricebistochastiqueobtenueavecun critèred’arrêt ¡ ñ �B� @ � � aprèsapproxi-
mationest: ����� ñ �� jkkkkl þ   � �M� þ �M� �F¢ þ   � �M� þ �F� �F¢ þ �F� �F¢þ �?£M M  þ �M� �F¢ þ �F� �F¢ þ¤� � �F¢ þ �F� �F¢þ �?£M M  þ  M£M M  þ �?£M M  þ �F� �F¢ þ �?£M M þ �F� �F¢ þ � � �M� þ   � �M� þ   � �M� þ �?£M M þ �M� �F¢ þ �M£M M  þ � � �M� þ � � �M� þ¤�]� �M�

monnnnp þ
La matricedepermutationoptimaleobtenueestalors:

V ñ jkkkkl � � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �
monnnnp þ

Cecinousdonnecommeclassementagrégé:

V Y����Z ����[
c

premier,�
quatrième,e
deuxième,h
troisième,, cinquième.
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Signalonsquenousavonsconstruitcetexempleenmodifiantunexemplepro-
poséparBlin. L’ordre agrégéquenousavonsobtenuici estle mêmequecelui ob-
tenuparBlin qui avait, lui, despréférencesportantsur touslescandidatsà chaque
fois. Cetteremarque,quoiquesurprenante,n’estaucunementsignificative : on peut
obtenirunetouteautresolutionoptimale.Cecimontrebienqu’il n’y a pasunicité
dessolutions.

Exempleavecnombrede candidatsconnu a posteriori

Nousproposonsmaintenantunexempledanslequelle nombredecandidats( n’est
pasdéfiniàl’avance.Cetexempleesttiréd’unmagazinedefootballOnzeMondial3,
cequi estuneillustration,selonnous,du fait quelesmathématiquespeuvents’ap-
pliquerdanspresquetouslesdomainesdela vie, mêmelesplusinsoupçonnés.

La situationest la suivante: aprèsunejournéede championnatde football,
on demandeà un collègede

�]�
journalistes(qui représententdonclesvotants)de

désigner(classer)chacunexactement
�M�

joueursqu’ils considèrent(dansl’ordre)
commelesmeilleurs.On chercheà partir decesonzesclassementsexprimésà éta-
blir le classementgénéraldesonzemeilleursjoueursdela journée.

Ainsi, on est devant un problèmedanslequelon ne connaîtpasa priori le
nombredecandidatssurlesquelslespréférencesserontexprimées.Cenombresera
connuseulementune fois les préférencesexprimées.On sait seulementqu’il va
varierentre

�M�
et
�g�P�

. De parcettenature,cetypedeproblèmenepeutpasvérifier
les hypothèsesde Blin. Cela justifie a posteriori les motivationsde notre travail.
Dansl’exempleci-après,le nombredecandidatsestfinalement

) ñ  M¥
.

Pourreprésentergraphiquementlesmatrices,noustraçonsle graphe3D dela
fonctiondéfiniepar SUR L ^ ð�¦§ ' W\`

On obtientunematriced’agrémentreprésentéeparla Figure3.11.
La matricedepermutationquenousobtenonsestillutrée parla Figure3.12.
Concernantcettedernièrefigure,nousaurionsdû visualiser

 M¥
pics unique-

ment, tout le restede la surfaceétantplat. La différencequenousobservonsest
dueaucritèred’arrêtquenousavonsutilisé.Toutefois,elleestsuffisantepournous,
puisquenotrebut estd’obtenirunclassementdesonzespremiers.

Nousavonscomparéle classementquenousavonsobtenusavecceluiobtenu
dansle journal.Celui-ciaétéétablienutilisantla fonctiondechoixsocialdeBorda
(voir [104], [117]). Ceciconsisteà attribuerun joueur

�M�
pointsà chaquefois qu’il

est classépremier,
�?�

points s’il est second,et ainsi de suite.Le classementest
effectuéaprèscumul despointsobtenuspar chaquejour, de celui qui ena le plus
(classépremier)à celui qui en a le moins.Seulsles onzepremiersdu classement
sontpris en compte.Dansles résultatsnousavonsobtenus,nousavons

�
joueurs

classésauxmêmespositionsquedansle classementobtenuparBorda.
3Disponibledanstous les kiosquesà journaux.L’exemplequenousproposonssetrouve dansle numérode décembre

2001.
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FIG. 3.11– Illustration3D dela matriced’agrément



3.5Application : Problèmesd’agrégationsdepréférences 75

0
5

10
15

20
25

30
35

40

0
5

10
15

20
25

30
35

40
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

numéro colonne j (classement)

Illustration de la matrice de permutation solution optimale

numéro ligne i (numéro du joueur)

co
m

po
sa

nt
e 

(i,
j)
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Nous avons étudié précédemmentle problèmeclassiqued’agrégationde préfé-
rences.D’une part, à partir d’une modélisationmatricielle despréférences,nous
avonsproposéuneformulationmathématiquedontnousavonsmontréqu’ellegéné-
ralisela formulationqu’avait proposéeBlin [24] souscertaineshypothèsesquenous
affaiblissonsdoncaupassage.D’autrepart,nousproposonsun schémade résolu-
tion de notreformulationdanslequelnousutilisonsuneapplicationdu problème
d’approximationpardesmatricesbistochastiques.Celanouspermetdeterminerla
résolutionparcelled’un programmelinéaire.

Unesuitenaturelledecetravail consisterait,dansun premiertemps,à conti-
nuerla miseenœuvrenumériquedesalgorithmesd’optimisationcombinatoireque
nousavons évoquéscommeautrepossibilitéde terminer la résolutionque nous
avonsproposée.Noussouhaitonsaussipouvoir testerceschémasurdesproblèmes
concretsissusde la pratique.Une perspective plus généraleconsisteà aborder
l’axiomatisationde la procédurede Blin, à étudierla pertinencede la procédure
d’approximationparmatricesbistochastiquesquenousavonsprésentée,et surtout
àétablirlesliensqui peuventexisterentrecesprocéduresetd’autresqui existenten
Théoriedeschoixcollectifs.

3.6 Conclusion

Nousvenonsd’étudierle problèmed’approximationpar desmatricesbisto-
chastiques.Il ressortdecetteétudequepourunematricedonnée

'
, il existeune

etuneseulematricela plusprochede
'

. Cettematricepossèdeunecaractérisation
qui, malheureusement,nepeutpermettred’obteniruneformule“explicite” decette
matricebistochastique,saufdanscertainscasparticuliersquenousavonsétudiés.
Celaétant,nousavonsproposédifférentesmisesenœuvrealgorithmiquesqui per-
mettentdecalculercetteapproximation.Nousavonsappliquécesalgorithmesà la
résolutiondeproblèmesd’agrégationdepréférences.Nousavonsainsipuproposer
unegénéralisationà la procédured’agrégationproposéeparBlin [24].

L’algorithme par projectionsalternéesprésentel’avantaged’être élégantet
simple à programmer. Il suffit de décomposerle convexe $_% desmatricesbisto-
chastiquessousla formed’uneintersectiondeconvexeset desavoir explicitement
projetersur cesconvexes.L’algorithmeconiquedual peutlui aussiêtreconsidéré
comme"simple" puisquela partiedifficile en termesde programmationpeutêtre
évitéeen utilisant descodesd’optimisationconvexe sanscontraintespréexistants.
A priori, il devrait êtreplusefficacequel’algorithmedeprojectionspuisqu’ondis-
posepour lui explicitementdesinformationsdu premierordre (gradient)et d’au
moinsunepartiedesinformationsdusecondordre(la hessienneexistepresquepar-
tout, etc...) tandisque l’approchepar projectionsest plutôt uneméthodede type
sous-gradients.Nousl’avonsconstatésur lesdifférentstestsquenousavonseffec-
tuésavecle codefminuncdeMatlab. Toutefois,cettedifférencedeperformanceest
trèsliée à la naturedu coded’optimisationconvexesanscontraintesutilisé.

Onpeutdire,enrésuméquenousavonsabordé,jusquàprésentnotreproblème
d’approximationlinéaireconique,soitd’un pointdevuetotalementprimal (projec-
tion alternées),soit d’un point de vue totalementdual (approcheconiqueduale).
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Il existe la possibilitéd’aborderle problèmed’un point devuemixte primal dual.
Cetteapprocheestpossible,notammentau traversdesalgorithmesde type points
intérieursquenousintroduisonsauprochainchapitre.
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Chapitr e 4

Optimisation souscontraintesde
semi-définiepositivité

Dans ce chapitre,nous présentonsles problèmesdits d’optimisation sous
contraintesdesemi-définiepositivité,encoreappelésproblèmesd’optimisationSDP
ouproblèmeSDP. Cettedernièreappelationestuneconséquencedela terminologie
anglaiseSemiDefiniteProgramming. L’étudede ce genrede problèmesa connu
un fantastiqueregaind’intérêtdepuislesannées90, entresautresparcequel’on a
disposédepuisd’algorithmesefficacespermettantdelesrésoudre: lesalgorithmes
depointsintérieurs.

4.1 Problèmesd’optimisation souscontraintes de semi-définie
positivité

Lesproblèmesd’optimisationsouscontraintesdesemi-définiepositivité ap-
paraissentcommeune généralisationdesproblèmesde programmationlinéaire.
Nousferonsdonctrèssouventle parallèleentrecesdeuxtypesdeproblèmes.Pour
deplusamplesdétails,nousconseillonsauxlecteursintéressésle récentHandbook
of semidefiniteprogramming[115]

4.1.1 Définition

Danstoute la suite de ce chapitre,nousnoussupposerons,sauf indication
contraire,placésdansl’espaceeuclidien S©¨ª% L 
 ~ L ~ � ð muni duproduitscalaire
Qú L"« � ñ­¬�® S ú « ð¤þ
Définition 4.1.1 Onappelleproblèmed’optimisationsouscontraintesdesemi-définie
positivitéle problèmesuivant:xzy|{ ¯ S õ ð

t.q.


Qú W L õ � ñ � W L 3 R ñ �ML þ-þvþ L ( Lõ±° ��L (4.1)
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où
õ

estunematricesymétrique,

¯
estunefonctionconvexede

õ
. Le vecteur

� ñS � � L þ-þ-þ L � % ð 5 de
���

et les matricessymétriquesS ú W ð W H �srututut r � sontdesparamètres
donnésdu problème.

Un problèmeSDPestdoncunproblèmed’optimisationconvexe.
La définition quenousavonsdonnéeci-dessusn’est pasvraimentla défini-

tion habituellequi estdonnéepour lesproblèmesSDP. Danscelles-ci,la fonction-
objectif estunefonctionaffine : ¯ S õ ðäñ4
�² L õ � (4.2)

où

²
estunematricesymétriquedonnée.Nousavonspris le parti de donnerplu-

tôt la définition4.1.1sousuneformeplusgénéralepourbienfaire le lien avec les
problèmesd’approximationmatriciellequi apparaissentdirectementsousla forme
(4.1).Eneffet,cesproblèmessontengénéraldela forme(4.1)aveccommefonction-
objectif la fonction ¯ S õ ðäñ �� � ú � õ ��� (4.3)

Ceciétant,danstoutela suite,lorsquenousparleronsdeproblèmeSDP, nousconsi-
déreronssauf indication contrairele problème(4.1) avec la fonction-objectif li-
néaire(4.2). On peut en effet souvent ramenerle problème(4.1) à un problème
linéaire(ce serale caspour nous),par passageà l’epigraphenotamment,comme
nousallonsle voir auprochainchapitre.

On peutremarquerle lien entreun programmelinéaireet un problèmed’op-
timisationlinéairesouscontraintesdesemi-définiepositivité. Cedernierproblème
esten fait unegénéralisationdesprogrammeslinéaires.Il suffit pour le voir dese
restreindreà ne considérerquedesmatricesdiagonalesdansle problème((4.1)-
(4.2).)

Dansla définition4.1.1,onpeutremplacerlescontraintes


Qú W L õ � ñ � W L 3 R ñ�]L þ-þ-þ L ( parla contraintemultidimensionnelleunique:ü õ ñ �
où

ü´³ ¨ª% § � � estl’opérateurlinéairedéfiniparü õ ñ S 
Qú W L õ � ð W H �srututut r � t
LesproblèmesSDP, ainsiqueleurgénéralisationauxfonction-objectifsconvexes,

sontdescasparticuliersdeproblèmesplusgénérauxdela forme:xzy|{ ¯ S}µ ð
t.q. ¶IS©µ ð ° ø �PL (4.4)

où · estuncôneconvexefermé,et

¯
et ¶ sontdesfonctionsappropriées.La relation

d’ordre
° ø

estla mêmequecelledéfinieaupremierchapitre.Cesproblèmessont
appelésproblèmesd’optimisation conique (coneprogrammingproblems), et ont
notammentétéétudiésparSHAPIRO [102].
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4.1.2 Moti vationset Historique

Nousfaisonsun petit apartésur lesmotivationsde l’étudedecesproblèmes
SDP, qui n’est devenuequetrèsrécemmentun axe de recherchemathématiqueà
partentière.

Avant les années90, lorsquel’on cherchaità modéliserdessituationspra-
tiquesréelles,ou que l’on cherchaità approximernumériquementdesproblèmes
compliqués,onutilisait presquesytématiquementlesmodèleslinéaires.Ceciestdû
au fait que l’on disposaitdepuisles années40 d’algorithmesefficacesde résolu-
tion dansles caslinéaires.IL s’agit notammentde l’algorithme du simplexe [97]
qui avait l’avantaged’être robusteet deconvergerenun nombrefinis d’itérations,
mêmesi on sait qu’il n’avait pasune complexité polynomiale.Puis,grâceentre
autresauxtravauxdeKARMARKAR [79] danslesannées80,sontapparueslesmé-
thodesdepointsintérieursqui sesontavéréesêtreplusefficacesquele simplexe :
ils permettentderésoudredesproblèmesdeplusgrandetaille, enun nombred’ité-
rationsindépendantde la dimensiondu problème,ils sonttrèsrapides,et ont une
complexité polynomiale.

Depuislesannées90,grâcenotammentauxtravauxfondateursdeALIZADEH

[5], NEMIROVSKI, NESTEROV [94] en autres,les méthodesde points intérieurs
ont pu êtreétenduesà la résolutionde problèmesSDPtout en gardantla plupart
desbonnespropriétésqui avaientétéobservéespour lesprogrammeslinéaires.En
fait, denombreuxrésultatssur lesprogrammeslinéaires,notammenten termesde
dualitéet d’optimalité,ont étéétendusmutatismutandisauxproblèmesSDP. Une
desconséquencesestquel’on a ainsipu résoudreparexempledesapproximations
quadratiques(modèlesquadratiques)de problèmescomplexesaussiefficacement
qu’on le faisaitpourlesapproximationslinéaires.

Il a résultédetout celaun grandnombrededomainesdanslesquelslespro-
blèmesSDPont trouvédesapplications.Comptetenudunombreetdela variétéde
cesdomainesd’applications,il nousestimpossibled’en faire ici uneliste exhaus-
tive.De plus,denombreuxécritsexistentqui répertorientd’unemanièrequenous
ne saurionségalerici, lesdifférentschampsd’applicationsde l’optimisation SDP.
Nousciteronsquandmêmecommechampd’applications:

L’optimisation combinatoire [115], [114] Les relaxationsSDPsontutiliséesen
lieu et placede la relaxationlinéaire (ou continue)pour obtenir de bonnes
bornespourlesproblèmesd’optimisationenvariablesentières.Contrairement
à la relaxationlinéairequi consisteà résoudrele problèmeen"oubliant"
lescontraintesd’intégrités(cellesqui imposentauxvariablesd’avoir desva-
leursentières),la relaxationSDPconsisteexprimercescontraintesd’intégrité
sousla forme de contraintesquadratiquesqui sontdualisés.En utilisant no-
tammentle conceptdecontraintescachéesenoptimisationquadratique(voir
ci-après),onseramèneàunproblèmedualSDPdontla résolutionfournit une
bornepourla valeuroptimaleduproblème.CetteborneSDPestengénéralau
moinsaussibonnequecelle obtenuepar relaxationlinéaire,et elle peutêtre
trèssouventsubstantiellementmeilleure.

L’optimisation non linéaire (non convexe) Jusqu’àcesdernièresannées,unedes
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manièresles plus efficacesde résoudredesproblèmesnon convexesd’opti-
misationétait d’appliquer la programmationquadratiquesuccessive (PQS).
Celle-ciconsitaitàrésoudreitérativementunesuitedeproblèmesquadratiques
convexes (facilesà résoudre)qui sont desapproximationsdu problèmede
départobtenuesen prenantnotammentles développementsde Taylor de la
fonction-objectif(à l’ordre 2) et descontraintes(ordre1) dansun voisinage
dupointcourant.La mêmeidéeaétéreprisepourconstruireitérativementdes
suitesde problèmesSDPobtenusgrâceaux développementsde Taylor, aux
méthodesderégiondeconfiance,ou auxméthodesdeLagrangienaugmenté.
On pourrasereférerauxtravauxdeWOLKOWICZ et al. (voir [61]), à ceuxde
APKARIAN, FARES, NOLL (voir [56],[57], [58]) pour desproblèmesvenant
dela commanderobusteenAutomatique,entreautres.

Onpourrasereférerà[115] pourplusd’informationssurd’autresapplications
desproblèmesSDP.

4.1.3 Etude desproblèmesSDP

Nouscommençonspar quelquesremarquessur la géométriedesensembles
réalisablesdesproblèmesSDP.

a) Géométriede l’optimisation SDP

Nousdésignonspar ensembleréalisabled’un problèmed’optimisationl’en-
sembledespointsqui satisfontaux contraintesdu problème.Les pointspour les-
quelsla valeuroptimaledu problèmeestatteinteforment l’ensembleoptimal du
problème.

Les ensemblesréalisablesdesproblèmesde programmationlinéairesonten
généraldespolyèdresou polytopesconvexes.Une grandepartiedu succèsde la
programmationlinéaireprovient despropriétésgéométriquesdecespolyèdres(ou
polytopes).La plupartde cespropriétéss’étendentaux ensemblesréalisablesdes
problèmesSDP, mêmesi ceux-ci sont de natureparfois spectaculairementdiffé-
rentes,notammententermesdeleur frontière.Ceciestdû entreautreauxproprié-
tésalgébriques,et en termesd’Analyseconvexe, desmatricescarréessymétriques
réelles,du cônedesmatricessemi-définiepositives,etc.Pourdeplusamplesinfor-
mationssurcesdifférentspoints,nousconseillonslesarticlesdu handbook[115].

b) Dualité et Optimalité

De la mêmemanièrequepour lesprogrammeslinéaires,lesproblèmesSDP
sonten généralabordéssousl’angle de la dualité.Rappelonsquenousnousinté-
ressonsauproblème

(PSDP)

xzy|{ 
¸² L õ �
t.q.

ü õ ñ � Lõ¹° � þ (4.5)

On appliqueun schémadedualitéclassique(voir [77]) auproblème(PSDP).
On associeà la contrainte

ü õ ñ �
la variableduale

ï ÿ � �
. On forme alorsla
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fonctionlagrangienneº S õ L ïbð ñ 
¸² L õ � û�ï 5 S � � ü õ ð (4.6)ñ ï 5 � û�
¸² L õ � � ï 5 ü õ (4.7)ñ ï 5 � û�
¸² L õ � � 
[ü½ý7ï L õ � (4.8)ñ ï 5 � û�
¸² � ü ý ï L õ � þ (4.9)

On endéduitla fonctionduale� S ï)ðäñ»xzy|{¼�½ ��¾ ï 5 � û�
�² � ü½ý7ï L õ �Q¿ þ (4.10)

Ceproblèmen’a desolutionquesi

² � ü ý ï ° � . En effet, si tel n’estpasle cas,
il estpossiblede trouver un

õ ° �
tel que la quantité


¸² � ü ý ï L õ � soit aussi
négative quel’on veut.Le minimum ne peutalorsêtreque �-À . Cettecontrainte
² � ü ý ï ° � esten fait unecontrainteinhérenteau problèmede minimisation
(4.10)qui n’apparaîtpasexplicitement.On parlealorsdecontraintescachées.

En introduisantla nouvelle variableduale Á ñ ² � ü ý ï , la fonction duale
devient � S ïbðäñ�ï 5 � ûÂxzy|{¼�½ � 
 Á L õ � L (4.11)

avec xzy|{¼	½ � 
 Á L õ � ñ a � si Á ° ��L�-À sinon.

On peutalorsmontrerquele problèmeduals’écrit :

(DSDP)

x��d� � 5 ï
t.q.

ü ý ï û Á ñÃ² LÁ ° � þ (4.12)

Notonsquepuisque

ü õ ñ S 
Qú W L õ � ð W , on a :ü½ý7ïÛñ �� W H � ï W ú W þ (4.13)

Onvoit alorsquele problèmedual(DSDP)estexactementéquivalentaupro-
blèmesuivant:

x��d� � 5 ï
t.q.

ú � û v �W H � ï W ú W ° � (4.14)

qui est la forme souslaquelleétaientoriginellementprésentéslesproblèmesSDP
(voir [110])

Lesrésultatsdedualitéfaibledeprogrammationlinéaires’étendentauxpro-
blèmesSDP. Notons� ý la valeuroptimaledu problèmeprimal (4.5),et

h ý
cellede

(4.12).

Proposition 4.1.1 Ona : � ý � h ý þ (4.15)
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A priori, on a un sautdedualiténonnul � ý � h ý entrelesproblèmes(4.5)et
(4.12),contrairementàla programmationlinéaireoùil n’y apratiquementjamaisde
sautdedualité.Demanièreanalogueà la programmationlinéaire,onmontrequesi
lescontraintesduproblèmeprimal (4.5)etdudual(4.12)sontqualifiéesausensde
Slater, c’estàdirequelesensemblesréalisablesleurcorrespondantsontd’intérieurs
nonvides,alorsil n’y apasdesautdedualitéet lesoptimasontatteintspourchaque
problème.Plusprécisément,on montre

Théorème4.1.2 On supposequelescontraintesdesproblèmes(4.5)et (4.12)sont
qualifiéesausensdeSlater.

Alors,ona � ý ñ h ý et lesvaleursoptimalesdesproblèmes(4.5)et (4.12)sont
atteintespour lesvariablesprimales-duales

õ L ï L Á vérifiant:ü õ � � ñ � (réalisabilitéprimale)
ü ý ï û Á � ²6ñ � (réalisabilitéduale)Á õ ñ � (conditionsdesécartscomplémentaires)õ¹° �PL Á ° � þ (4.16)

Lesconditionsd’optimalitéci-dessussontd’ungrandintérêt,notammentcomme
nousallonsle voir ci-après,pour la conceptiond’algorithmesde points intérieurs
envuedela résolutiondesproblèmesSDP.

Il està noterquemêmelorsquelescontraintesnesontpasqualifiéesausens
de Slater, on peut obtenir desrésultatssimilairesd’optimalité et de dualité forte
enseramenantà travailler sur lescônesminimauxde ¨ !% (voir [8]). De même,on
pourrasereférerauxtravauxdeShapiropourl’obtentiondesconditionsd’optimali-
tésdupremieretsecondordre,déduitdeceuxobtenuspourdesproblèmesgénéraux
d’optimisationconique.

4.1.4 Quelquesremarques

Nousallonsàprésentévoquerdifférentspointsayantun rapportaveclespro-
blèmesSDP.

a) Dégénerescenceet Complémentarité

Nousavonsjusqu’ìci présentélesproblèmesSDPen insistantsur lesanalo-
gies avec la programmationlinéaire. Cesanalogiestiennenten grandepartie au
fait qu’il s’agit dansles deux cas de problèmesd’optimisation conique.Toute-
fois, commeon peuts’y attendre,toutesles propriétésdesprogrammeslinéaires
ne s’étendentpasaux problèmesSDP. Ceci s’explique entreautrespar le fait que
lescônesqui interviennentdanschacundecesproblèmesnesontpasdemêmena-
ture.Lescônesconsidérésenprogrammationlinéairesontpolyédraux,tandisquele
cônedesmatricessemi-définiespositivesqui intervientenprogrammationSDPne
l’est pas.En conséquence,lesnotionsdecomplémentaritéstricteet dedégénéres-
cencenesegénéralisentpasimmédiatementauxproblèmesSDP, notammantparce
queles conditionssouslesquelleson a ou nondégénerescencenécessitentl’étude
dela géométriedela SDP. Onmontrequela nondégénérescenceimpliquel’unicité
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de solutionspour les problèmesduauxet primaux,mais n’implique pasla com-
plémentaritéstricte.La conditiondecomplémentaritéstrictede la programmation
linéairesetraduitpar Á û õ¹Ä �
quandon passeauxproblèmesSDP. Elle intervientdansla miseenœuvrepratique
desalgorithmesdepointsintérieursdesuivi de trajectoire.Elle n’estpastoujours
vériféeenprogrammationSDPaucontrairedela programmationlinéaire.Ceciest
aussidû auxpropriétésducôneSDP, différentesdecellesdescônespolyédraux.

b) Algorithmes et Complexité

Il est prouvédansKARMAKAR [79] ou NESTEROV et NEMIROVSKI [94]
que les problèmesd’optimisationsouscontraintesde semi-définiepositivité sont
desproblèmesd’optimisationconvexe qui appartiennentà la classedesproblèmes
pouvant être résolusapproximativementen un tempspolynomial.Ce résultatde
complexité estbasésurl’existencedefonctionsbarrièresauto-concordantespour
le cônedesmatricessemi-définiespositives,ainsi quel’on montréNESTEROV et
NEMIROVSKI.

Seposeensuitela questiondesalgorithmesqui peuvent permettrecetteré-
solution en tempspolynomial. A l’heure actuelle,les plus populairesparmi ces
algorithmessontceuxditsdepointsintérieurs.Nousrevenonsàla fin decechapitre
sur cesalgorithmes.Il existe aussidesalgorithmesqui consistenten l’application
deméthodesdefaisceauxdesous-gradientsdel’analyseconvexeà la résolutionde
problèmesSDP. Cesalgorithmestirentavantagedufait quetoutproblèmeSDPpeut
seréexprimer sousla forme d’un problèmed’optimisationdevaleurspropres.On
pourrasereférerpourplusdedétailsauxarticlesdeHELMBERG ET RENDL, OUS-
TRY dans[115] Bien sûr, il existe d’autresclassesd’algorithmesqui sontconçus
pourlesproblèmesSDP. Onpourrasereférerà [115].

4.2 Quelquesrappels d’Analyse numérique

Avantdecontinuer, nousallonsrappelerquelquesméthodesounotionsd’Ana-
lysenumériquedontnousauronsbesoindansla suitedecettethèse.Nouscommen-
ceronspar lesméthodesderésolutiondeséquationsnon linéairesditesdeNewton
et de Gauss-Newton. Ensuite,nousintroduironsla méthodede gradientconjugué
utiliséepourla résolutiond’équationslinéairespourlaquellenousnousattarderons
surla notiondepré-conditionnementd’un systèmelinéaire.

4.2.1 Méthodesde typesNewton

Dansceparagraphe,nouscherchonsà résoudrel’équationnonlinéaire(mul-
tidimensionnelle)suivante Å S©µ ð ñ �PL (4.17)

où
Å ³ � � § �_Æ

estsupposéenonlinéaire(enfait nonaffine).
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a) La méthodede Newton

La méthodedeNewtonprovientdela linéarisationdela fonction
Å

autourdu
point courantµ � ÿ � % :Å S©µ ð ñ Å S}µ � ð û Å . S©µ � ð S}µ � µ � ð ûÈÇ S � µ � µ � � ð�þ
Si
Å . S©µ � ð estinversible,la solutiondel’équationlinéaireÅ S©µ � ð û Å . S©µ � ð S©µ � µ � ðäñ �

devient le point courant(en remplaçantµ � ) et celapermetd’itérer le procédéen
suivantl’algorithmeci-dessous.

Algorithme 4.2.1(Méthodede Newton) µ � point initial¡ toléranceR ñ �
tantque � Å S©µiW ð � �Â¡ faire

résoudre le systèmelinéaire :
Å . S}µiW ð e ñ � Å S©µiW ðµiW ! � ³Añ µiW û eR # R û �

fin du tantque

Le principal avantagede la méthodede Newton (cf. [51]) estsarapiditéde
convergenceà proximité de la solution(la convergenceestquadratiquesi

Å . S}µ ý ð
n’estpassingulière).
Cetteméthodea, parailleurs,deuxinconvénientsmajeurs.D’une part,chaqueité-
rationnécessitele calculde

Å . S©µ ð et la résolutiond’un systèmelinéairedematriceÅ . S}µ ð , ce qui peuts’avérer trèscoûteuxen tempsde calcul (et celad’autantplus
que
)

estgrand).D’autrepart,la convergenceestseulementlocale: le point initial
doit êtreassezprochedela solutionpourquel’algorithmeatteignesonbut.

Entreautresapplications,la méthodede Newton a étéutliséepour la réso-
lution de problèmesd’optimisation(convexe) sanscontraintes,différentiables.En
effet, unproblème

x�y�{ÉBÊ�ËFÌ ¯ S©µ ð (4.18)

avec

¯
convexedifférentiable,acommeconditionnécessaireetsuffisanted’optima-

lité � ¯ S�Dµ ð ñ � (4.19)

Pour le calcul de Dµ , on appliquela méthodede Newton présentéeplus hautà la
résolutionde l’équation d’optimalité ci-dessus(4.19). On calculela direction de
rechercheenrésolvantle systèmelinéaire� � ¯ S}µ � ð h ñ � � ¯ S}µ � ð¤þ (4.20)

Cetteidéede résoudredesproblèmesd’optimisationen résolvant par la méthode
deNewton lessystèmesd’optimalitéesttrèsrépandue.La plupartdesalgorithmes
utilisentcetteidée(ouuneapproximation)pourcalculerlesdirectionsderecherche.
Enfait, la proprétédeconvergencelocaledecesalgorithmesestsouventunhéritage
dela méthodedeNewton.
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b) La méthodede Gauss-Newton

LaméthodedeGauss-Newtonconsisteàrésoudre,nonpasdirectement(4.17),
maisle problèmed’optimisation(quadratique)sanscontraintes,différentiablexzy|{ÉBÊ�ËAÌ �� � Å S}µ ð ��� ñ�¯ S}µ ð (4.21)

dont unesolutionoptimaleestde manièreévidenteunesolutionde (4.17).En ce
sens,on peutdire quela méthodedeGauss-Newtonestunerésolution(approxima-
tive) ausensdesmoindrescarrésde l’équation(4.17).Elle estengénéralpréférée
à la méthodedeNewton classique,lorsquela fonction

Å
estdéfiniede

��� § � Æ
avec �ÎÍñ ( .

En pratique,le problème(4.21)estrésoluparuneversionmodifiéedela mé-
thodedeNewtonà laquelleon rajoutesouventunétapederecherchelinéaire.Dans
uneméthodedeNewton classique,on auraitcalculéla directionderecherchecou-
ranteparla linéarisation(4.20).Ici on a :� ¯ S©µ ð ñ � Å S}µ ð 5 Å S©µ ð L (4.22)

et � � ¯ S©µ ð ñ � Å S©µ ð 5 � Å S©µ ð û Å S}µ ð 5 � � Å S}µ ð¤þ (4.23)

On peutremarquerquele terme
Å S©µ ð 5 � � Å S©µ ð de la hessiennedevient deplusen

pluspetitaucoursdesitérations,puisqu’onchercheun µ tel que
Å S©µ ð ñ � . Onpeut

doncle négliger. C’est la clédela méthodedeGauss-Newton.
End’autrestermes,uneméthodedeGauss-NewtonestunalgorithmedeNew-

ton avecrecherchelinéaireappliquéauproblèmesanscontraintes(4.21),où la di-
rectionderechercheestobtenueenutilisantl’approximation

� � ¯ S©µ ð�Ï � Å S©µ ð 5 � Å S©µ ð
dela Hessienne.On pourrasereférerà [96], [101], [51].

4.2.2 Méthodede gradientsconjugués

Dansles méthodesque nousavons rappeléesprécédemment,le calcul des
directionsderecherchenécessiteàchaquefois la résolutiond’un systèmelinéaire:ú µ ñ � L (4.24)

où la matrice

ú
estrectangulairedansle casd’une méthodede Newton, et carrée

symétriquedansle casd’uneméthodedeGauss-Newton.
D’une manièregénérale,les méthodesde résolutionutiliséespour cessys-

tèmeslinéairessontdesméthodesitératives.La plupartdecesméthodesitératives
s’appliquentuniquementpourlescasoù la matrice

ú
estcarrée(etsymétriquesou-

vent).Dansles casoù

ú
estrectangulaireen général,on seramèneà un système

équivalentdematricecarréeet symétrique: on parledesymétrisationdu système.
Nous présentonsci-aprèsune desméthodesitératives les plus utlisées,en

grandepartieparcequ’elle estsimpleet peucoûteuse,qu’elle estparticulièrement
adaptéeauxproblèmesdegrandetaille.
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a) Présentationde la méthodede gradientsconjugués

La méthodedegradientconjué(G-C) estuneméthodeitérativederésolution
de systèmeslinéairespour lesquelsla matrice

ú
estcarrée,symétriqueet définie

positive.
Rappelonsquele systèmelinéaire(4.24)constituela conditiond’optimalité

du problèmedeminimisationx�y�{ÉBÊ�Ë ÌÑÐ S©µ ð ñ �� µ 5 ú µ � � 5 µ þ (4.25)

Par suite, la méthodede G-C peut être présentéeaussicommeune méthodede
minimisationdefonctionsquadratiquesconvexes.C’estcetteprésentationquenous
adoptons.

Définition 4.2.1(Vecteursconjugués)Soit

JgÒ � L þ-þ-þ L Ò � N un ensemblede vecteurs
de
� �

. On dit quecetensembleestconjuguépar rapportà la matricesymétrique
définiepositive

ú
si ona : Ò 5W ú-Ò ` ñ ��L 3 R Íñ ^ þ

Cettenotiondeconjugaisonesttrèsimportanteparcequ’onmontrequ’onpeut
minimiserla fonctionquadratiqueÐ en

)
itérationsenminimisantsuccessivement

le long desdifférentesdirectionsd’un ensemble(d’au moins
)

vecteurs)conjugué
par rapportà

ú
. On en déduitla méthodedite desdirectionsconjuguéesqui étant

donnéun µ � ÿ � � et un ensembleconjugué

JgÒ � L þ-þ-þ L Ò � N , engendrela suite S}µ � ð �
définiepar µ �f! � ñ µ � ûÈÓ � Ò � L (4.26)

où

Ó � estle pasdeplusprofondedescentede la fonction Ð le long dela direction
Ò � .

On montrequecettesuite S}µ � ð � converge versunesolutiondu systèmeli-
néaire.

La méthodedegradientsconjuguésestuneméthodededirectionsconjuguée
particulièrepourlaquelleunenouvelledirectionconjuguée

Ò � estcalculéeunique-
ment à partir de la directionprécédente

Ò � @ � . Dif férentesstratégiespermettentde
fairela miseà jour

Ò � # Ò � @ � þ
On pourrasereférerà [96], [101], [51].

Contrairementaux autresméthodesitérativesqui nécessitentdesfactorisa-
tions (Cholesky, LU, etc.),despivotsdeGauss,etc.,lescalculsprincipauxnéces-
sairesà une méthodede gradientsconjuguésconsistenten produitsscalairesou
produitmatrice-vecteurqui interviennentdansla miseà jour

Ò � # Ò � @ � . Decefait,
elle estparticulièrementadaptéauxproblèmesdegrandetaille.

La méthodedeG-C convergeversunesolutiondu systèmelinéaire(4.24)en
un maximumde ( itérationsoù ( estla taille de la matrice

ú
(supposéecarrée).

En ce qui concernesavitessede convergence,on montrequela méthodede G-C
convergetrèsvite versla solution,pourpeuquel’itéré initial ensoit suffisamment
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prés.Mais,cettevitesseestfortementdépendantedela taille desvaleurspropresde
la matrice

ú
et surtoutde leur distribution spatiale.En effet, la vitessedeconver-

gencepeutêtrecontroléepar le rapportentrela plus petiteet la plus grandedes
valeurspropres,appeléconditionnement de

ú
, noté ÔXS ú ð . On pourraretenirsur

ce point queplus les valeurspropresde

ú
sont regroupées(tout en pouvant être

facilementdistinguéeslesunesdesautres),plus la méthodedegradientconjuguée
estefficace.

b) Pré-conditionnement

Nousvenonsdevoir quela vitessedeconvergence(etdoncl’efficacité)d’une
méthodede gradientconjuguédépendaitde la distribution desvaleurpropresde
la matricedu systèmelinéaire. Il est donc possibled’accélérerune méthodede
G-C en transformantle systèmelinéaired’origine enun systèmeéquivalentayant
une meilleuredistribution de valeurspropres.Ce procédéporte le nom de pré-
conditionnement.

L’ingrédientprincipaldu pré-conditionnementconsisteenun changementde
variables: Õµ ñ�² µ (4.27)

où

²
estunematriceinversible.
La fonction Ð duproblèmedeminimisation(4.25)s’écrit alors:ÕÐ S Õµ ð ñ �� Õµ 5 S ² @ 5 úÖ² @ � ð Õµ � S ² @ � � ð 5 Õµ þ (4.28)

En appliquantcettefois uneméthodedegradientconjuguéà la minimisation
dela fonction

ÕÐ , on résoutle systèmelinéaire¾ ² @ 5 úÖ² @ � ¿ Õµ ñÃ² @ 5 � (4.29)

et on récupèrela solution µ de(4.29)parÕµ ñÃ² @ � µ þ (4.30)

La convergencede la méthodede gradientsconjuguésdépendmaintenantde la
distribution desvaleurspropresde

² @ 5 úÖ² @ � . On peutdoncchoisir

²
demanière

à avoir unedistribution devaleurspropresplusadaptéeà uneméthodedeG-C.On
dit qu’on pré-conditionnele sytèmelinéaire(4.24).Et lorsquequ’on résout(4.29),
ondit quele système(4.24)estrésolupargradientsconjuguéspré-conditionnés.De
nombreuxtravauxexistentqui discutentdesdifférentschoix de

²
et desdifférents

critèressuivantlesquels

² @ 5 ú-² @ � seraitplusfavorableàuneméthodedeG-Cque
ú

.
En pratique,le changementde variables(4.27) n’est paseffectuéexplicite-

ment.On modifie l’algorithme de gradientsconjuguésclassiqueen y introduisant
desétapesde pré et postmultiplication de la variable µ au coursdesopérations
d’uneitération.Nouspréciseronscettemanièredefairesurun caspratiqueaupro-
chainchapitre.Danscertainesprésentationsdupréconditionnement,onn’utilisepas
explicitement

²
, maisla matrice

' ñ+² 5 ² qui a l’avantaged’êtresymétriqueet
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définiepositive.Danscertainsouvrages([101] parexemple),c’estcettematrice
'

qui estappeléepré-conditionneuraulieu de

²
commenousl’avonsfait ici.

En cequi concernele choix de

²
(ou de

'
), il n’existepasdemanièreopti-

maledefaire,qui s’adapteà touslescas.Au contraire,un "bon" pré-conditionneur
est forcémentlié à la structurede

ú
. Toutefois,on peut lister quelquesproprié-

tésquedoit idéalementavoir un pré-conditionneur. Il doit entreautresêtre facile
à stocker en mémoire,et peu coûteuxà inverser(en fait, il suffit que le produit
matrice-vecteurparC soit peucoûteux).Le compromisentrescesdifférentsobjec-
tifs, souventantagonistes,estdifficile à trouver, etdépenddessystèmeslinéaires,et
surtoutdela précisionaveclaquelleonveutla solution.

Dif férentspré-conditionneursgénérauxontétéproposés(voir [51], [96], [101]).
Nouspouvonsciterentreautres:

lespré-conditionneursde type diagonaux quiconsistentàprendre
'

commeétant
la matricediagonale(ou blocs-diagonale,si

ú
estunematricepar blocs)ex-

traitede

ú
,

lespré-conditionneursde type Cholesky pourlesquelson prend

²4ñ º
où

º	º 5
représenteunefactorisationde Cholesky (classiqueou incomplète)de

ú
, ou

d’uneapproximationde

ú
(qui peutêtrela matrice

'
précédente).

Dansce derniercas,si on effectueunefactorisationcomplètede Cholesky,
on obtient

² @ 5 úÖ² @ � ñO× (ou

² @ 5 ú-² @ � Ï4× ), cequi conduità un systèmeéqui-
valentdontla matriceestégaleaumoinsapproximativementà la matriceidentité.Il
estdoncparticulièrementadaptéà uneméthodedeG-C.Malgréquelquesinconvé-
nients,notammentle fait qu’il n’estpastoujoursfaciled’effectuerefficacement(de
manièrepeucoûteuse)la factorisationde Cholesky, le pré-conditionneurde Cho-
lesky (surtoutcelui utilisant la versionincomplètede la factorisation)estun des
plusutilisésenAnalysenumérique.

4.3 Méthodesdepoints intérieurs desuivi de trajectoir e

Unedesméthodeslesplusutiliséeset lesplusefficacesderésolutiondepro-
blèmesSDPestla méthodedepointsintérieurs.Le fait qu’on ait justementprouvé
quecesméthodespouvaientpermettrenotammentunerésolutionefficacedespro-
blèmesSDPa étéà la basedu regaind’intérêtet derecherchepourcesproblèmes.
Derrièrele termepoints intérieurs secachentdifférentstypesd’algorithmes: les
algorithmesdepointsintérieursnonréalisables(voir [116]), lesalgorithmesderé-
ductiondepotentiels[115], lesalgorithmesdesuivi detrajectoire.Cesalgorithmes
ont pourpoint commundegénérerdesitéréssuccessifsqui sesituentà l’intérieur
desensemblesréalisablesdu problèmeprimal (4.5) et/oudu problèmedual (4.12)
(voir [116]). L’idée d’adaptercesalgorithmes,qui à l’origine servaientà résoudre
desprogrammeslinéaires,remonteaux travaux de ALIZADEH [5], NEMIROVSKI

et NESTEROV [94]. Le premiera proposédestranspositionsquelquesfois méca-
niquesd’algorithmes(primaux-duaux)de points intérieursde la programmation
linéaire aux casSDP, tandisque les deux autresproposaientune théorieunifiée
desméthodesde points intérieurspour les problèmesd’optimisationconiqueen
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s’appuyantsur la notion fondamentalede fonction barrièr e auto-concordante.
Dansla variétédesméthodesdepointsintérieurs,nousallonsprésenteruniquement
les méthodesditesde suivi de trajectoire,et parmi celles-ci,ce sont les versions
primales-dualesqui nousintéresserons.Cesméthodesconstituentdéjà une large
classed’algorithmeset sontcellesqui sontlesplusutiliséesenpratique.

4.3.1 Principesgénéraux

Nousnousproposonsderésoudrele problème:

(PSDP)

xzy|{ 
¸² L õ �
t.q.

ü õ ñ � Lõ¹° � þ (4.31)

Nousintroduisonsla fonctionbarrièreassocéeà(PSDP)suivantedéfinieuni-
quementsurle cônedesmatricesdéfiniespositive:¯ S õ ðäñ ��Ø {�Ù�Ú�Û õ þ (4.32)

On aalorslesrésultatssuivants:

Proposition 4.3.1 [92, section10.2,p. 273]

1.

¯
estdifférentiableet 3 õ ÿ ¨ !% L � ¯ S õ ðäñ � õ @ � þ (4.33)

2.

¯
eststrictementconvexe.

Lesrésultatsci-dessussemontrentassezfacilement,le premiereneffectuant
un développementclassiquedetypeTaylor, et le secondencalculantexplicitement
la hessiennede

¯
et enmontrantqu’elle estdéfiniepositive.

On associealorsauproblème(PSDP)le problèmebarrière:

(Pbar)

xzy|{ 
¸² L õ � ûÝÜX¯ S õ ð
t.q.

ü õ ñ � Lõ±° � (4.34)

pour

Ü
positif. Comptetenude la proposition4.3.1,(Pbar)estun problèmed’op-

timisation convexe dont les contraintesconvexes sont qualifiéesau sensde Sla-
ter. Puisquece problèmeestun problèmeconvexe, les conditionsd’optimalité de
Karush-Kuhn-Tucker(oudela Lagrange)sontdoncnécessairesetsuffisantes.Elles
s’écrivent: il existe

ï
tel que ² � Ü õ @ � � ü ý ï½ñ �ü õ ñ �õ¹° ��L ï´ÿ �	� þ (4.35)
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En introduisantcommeprécédemmentla variableduale Á ñÞ² � ü ý ï , il
vientque Á ° � comptetenudel’équation

² � ü ý ï½ñ­Ü õ @ � . Onendéduitcomme
conditionsd’optimalitépourle problèmebarrièreü õ ñ � Lü ý ï û Á ñ �PL� Ü õ @ � û Á ñ �PL (4.36)

avec Á ° � et
õ¹° �

. Nouspouvonsréécrirecesconditionssousla forme:ü õ ñ � Lü ý ï û Á ñ �PLÁ õ ñ ÜI× % þ (4.37)

Souscettedernièreforme(4.37),lesconditionsd’optimalitéduproblèmebar-
rièreapparaissentcommeuneperturbation,par l’ajout du terme

Üß× % à la condition
desécartscomplémentaires,desconditionsd’optimalitédesproblèmesSDP(4.16).
Dela vient le nomdeconditionsd’optimalitéperturbéesquel’on donneàceséqua-
tions (4.36)ou (4.37).Cetteremarqueestd’autantplus importantequecetteidée
de perturbationde la condition desécartscomplémentairesd’équationsprimales
dualesd’optimalité est intimementliée aux algorithmesde points intérieurs.On
obtientlesmêmesrésultatssi l’on introduit plutôt un problèmebarrièresur le pro-
blèmedual(4.12).

L’autre intérêtdesconditionsd’optimalité perturbéesestqu’ellespossèdent
uneuniquesolutionpourtout

Ü
aucontrairedesproblèmes(PSDP).Deplus,quand

Ü
tendvers

�
, cettesolutiontendversunesolutionoptimalede(PSDP)(voir [92],[116].

Théorème4.3.2(Existencedu Chemin central [115]) Onsupposequelesproblèmes
(PSDP)et(DSDP)ontdessolutionsstrictementréalisables(conditiondeSlatervé-
rifiée).

1. Pour chaquevaleur de

Ü � � , les équationsd’optimalité perturbées(4.37)
possèdentuneuniquesolution S õ S Ü ð L ï S Ü ð L ÁàS Ü ð7ð .

2. Pour chaquevaleur de

Ü
,
õ S Ü ð est strictementréalisablepour (PSDP),et

ï S Ü ð L ÁàS Ü ð le sontpour (DSDP)aveccommesautdedualité
¸² L õ S Ü ð � � � 5 ï S Ü ð�ñ4
 õ S Ü ð L ÁàS Ü ð � ñ ) Ü�þ (4.38)

3. L’ensemble

J S õ S Ü ð L ï S Ü ð L ÁàS Ü ðëð E Ü � � N forme un chemindifférentiable
dansl’espaceprimal-dual. �

Définition 4.3.1 L’ensemble

J S õ S Ü ð L ï S Ü ð L ÁàS Ü ðëð E Ü � � N estappeléchemincen-
tral .

La preuvedesdeuxpremiersrésultatsduthéorèmeprécédentestassezimmé-
diate.La preuve del’existenceet l’unicité de S õ S Ü ð L ï S Ü ð L ÁàS Ü ð7ð peutêtredonnée
enseremémorantqu’il s’agit là desolutionsprimalesdualesdu problèmebarrière
(4.34)qui estun problèmed’optimisationconvexe,dont la fonction-objectifesten
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plusstrictementconvexe.Cesvariablessontstrictementréalisablesdemanièreévi-
denteàcausedela fonctionbarrière,etdela conditionsdesécartscomplémentaires
perturbées.

Le dernierrésultatest plus difficile à prouver, en particulier le fait que le
chemincentralestdifférentiable.En effet, pourmontrerqu’un cheminestdifféren-
tiable,il suffit demontrerquecelui-ciestdéfiniparunefonction(onsous-entendla
fonctiondeplusieursvariablesinduitepar leséquationsdu chemin)différentiable,
dont la dérivéeest carréeet régulièrele long du chemin.Ici, dansnotrecas,les
équations(4.37)sontdéfiniesdemanièreévidenteà partir d’unefonctiondifféren-
tiable.Contrairementà cequi sepasseen programmationlinéaireoù les matrices
sontdiagonales,le produit Á õ n’estpassymétriquedansle casgénéral.La fonc-
tion induiteparleséquations(4.37)estdoncdéfiniepour S õ L ï Á ðNÿ ¨ª% 0 �	� 0 ¨ª%
et à valeursdansl’espaceplusgrand ¨ª% 0 � � 0�á %�S � ð . Sadifférentielle(enfait
samatricejacobienne)nepeutdoncpasêtrecarréeet régulière.

En fait, pourmontrerla différentiabilitédu chemincentral,il fautconsidérer
poursadéfinitionnonpasleséquationssimples(4.37),maisplutôt la forme(4.36),
danslaquellela troisièmeéquation(c’estelle qui poseproblème)estbienàvaleurs
dans̈ª% . On montrequesouscetteforme,leséquationssontdéfiniesà partir d’une
fonctiondontla différentielleestbiencarréerégulière.

La formesouslaquellesontprésentéeslesconditionsd’otimalité perturbées,
et en particulier la conditionsdesécartscomplémentairesperturbée,estdoncim-
portantepourunebonnedéfinitionduchemincentral.Il enexisteplusieursqui per-
mettentd’obtenirladifférentiabilitéduchemincentral,etàchacunevacorrespondre
despropriétésparticulièresdu chemincentral,et commenousallons le voir plus
tardunedirectionderechercheparticulièredansla miseenœuvred’algorithmesde
pointsintérieurs.

Le chemincentrald’un problèmeSDPestd’uneimportancecapitaledansla
miseenœuvred’uneméthodedepointsintérieursdetypesuivi detrajectoire.

Définition 4.3.2(Points intérieurs par suivi de trajectoir e) Uneméthodedepoints
intérieurs par suivi de trajectoire consisteà atteindre (au moinsapproximative-
ment)l’ensembledessolutionsoptimalesenprogressantdansun voisinage autour
duchemincentral dansle sensdes

Ü
décroissantvers

�
. Lesdirectionsderecherche

sontobtenuesen résolvantla linérisation desconditionsd’optimalité perturbées
(éventuellementsymétrisées)(4.37), et lesmatrices

õ
et Á sontmaintenuessemi-

définiepositivesau coursdu déroulementdel’algorithme.
Elle peutêtredécritepar :

Algorithme4.3.1 Initialisation onchoisit

º � � , â ÿª� ��LB� � etunvoisinageassociéã S}â ð .
onchoisit despointsinitiaux S õ � L ï � L Á � ð�ÿ ã S}â ð
onpose

Ü � ñ ä ¼�å r æ åsç% .

Répéter tantque

Ü � � �F@Cè Ü �
1. Calculerunedirectionderecherche SUé õ L é ï L ézÁ ð .
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2. Faire la miseà jourS õ �"! � L ï �f! � L Á �f! � ð ñ S õ � L ï � L Á � ð ûÈÓ � S�é õ L é ï L ézÁ ð
pourun réel

Ó � tel que S õ��f! � L Á �f! � ðNÿ ã S©â ð .
3.

Ü �f! � # ä ¼ëêíìMî r æ êíìMî©ç% ,

fin

Signalonsavantdefinir quela miseenœuvred’un algorithmedepointsinté-
rieursnécessitedesconditionssupplémentaires.Parexemple,il estnécessairequ’il
y ait complémentaritéstricte Á û õ¹Ä �
pour le problème.On pourrasereférerà [69] et [115] pourdeplusamplesdétails
surcespoints.

4.3.2 Dir ectionsde recherchedeNewton

Nous nousintéressonsplus précisémentà présentau calcul desdirections
de recherche.Celles-cisontobtenuespar résolutionde la linéarisationde (formes
symétrisées)deséquationsd’optimalité (4.37). Dansla plupart descas,celles-ci
sontrésoluesenutilisantla méthodedeNewton,delà vient le nomdedirectionde
recherche de Newton quel’on donneaux différentesdirectionsde rechercheainsi
calculées.

Nousavonsvu précédemmentquelesconditionsd’optimalitéd’un problème
d’optimisationsouscontraintesdesemi-définiepositivité, obtenueaprèsintroduc-
tion d’unebarrièrelogarithmique(4.37)étaient:

Ð�ï S õ L ï L Á ð�ñ jl ü õü ý ï û ÁÁ õ mp ñ jl ��Üß× % þ mp (4.39)

Puisquele produit Á õ n’estpassymétriqueici, la fonction Ð�ï ci-dessusestdéfinie
sur ¨ª% 0 � � 0 ¨ª% à valeursdans̈ª% 0 � � 0ðá %�S � ð . Nousavonségalementvu
quepour assurerquele chemincentralestdifférentiable,il fallait que Ð�ï soit tel
quesadifférentielle(samatricejacobienne)soit carréeet régulière.Celanécessite
entreautresque les ensemblesde départet d’arrivéede Ð�ï soientles mêmes(à
un isomorphismeprès).En fait, cettecondition sur la matricejacobiennede Ð�ï
est aussinécessairepour assurerl’existencedesdirectionsde recherchepuisque
cettejacobienneestaussila matricedu systèmelinéairedont la solutiondonneces
directionsde recherche.Pouravoir desconditionsd’optimalité pour lesquellesla
fonction Ð�ï vérifie cetteconditionsur la jacobienne,puisqueles deuxpremières
équationssontaffines,il suffit enpratiquederemplacerla dernièreéquationÁ õ � Üß× % ñ � (4.40)

pardeséquationséquivalentesqui sont,elle,définiesdans̈ª% .
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Ainsi parexemple,onpeutremplacer(4.40)parõ Á û Á õ ñ � Üß× % þ (4.41)

Cetteéquationestobtenueparsymétrisationde l’équation(4.40).En résolvant les
équationsd’optimalité (4.37)ou (4.39)aveccommetroisièmeéquation(4.41),les
directionsderecherchedeNewtonainsigénéréesportentlenomdedir ectionAHO ,
pour ALIZADEH, HAEBERLY, OVERTON [6] qui ont été les instigateursde cette
symétrisation.

Lasymétrisation(4.41)apparaîtcommeunemanièrenaturellederendrel’équa-
tion (4.40)symétrique.La directionAHO bénéficiedecetétatdefait,etenpratique,
elleesttrèsefficace.Elle permetd’obtenirdessolutionstrèsprécises.Mais,ellepré-
sentebeaucoupd’inconvénients.D’un point de vue théorique,cettedirectionn’a
pasla propriétéintéressanted’invarianceauxajustementsaffines,et de nombreux
résultatstelsquela convergenceentempspolynomialsontdifficilesàobtenir. D’un
point devuepratique,la linéarisationdel’équation(4.41)donne:�� SUé õ Á û Á-é õ û ézÁ õ û õ ézÁ ð ñ­Üß× % � �� S õ Á û Á õ ð
dont la résolutionnécessitecelle d’équationsde Lyapounov comportantdesma-
tricesnonsymétriqueset,parconséquent,l’usagedescomplémentsdeSchur. Ceci
s’avèretrèscoûteux,et limite grandementla taille desproblèmesqui peuventêtre
traités.

Il existe de nombreusesautresdirectionsde recherchede Newton qui sont
obtenuesàpartird’autressymétrisationset/outransformationsdel’équation(4.40).
Elles diffèrent les unesdesautrespar les différentesformesde conditionsd’opti-
malitéperturbéesoudelinéarisationsdecelle-ci,qui sontadoptées.Toutefois,elles
présententunpointcommunpittoresque: lesacronymesvariésqui lesidentifientet
qui sontencoreplusfolkloriquesqueceuxdesméthodesdequasi-Newtonqui sont
leur plus illustresdevancières.Nouspouvonsciter parmi les plus utiliséesou les
plusreprésentatives:

la dir ection HRVW/KSH/M : lesdirectionsde ce typeproviennentde la réécri-
turede(4.40)sousla formeõ � Ü Á @ � ñ � ou saformeduale Á � Ü õ @ � ñ � þ (4.42)

EllessontduesàHELMBERG-RENDL-VANDERBEI-WOLKOWICZ [71], KOJIMA-
SHINDOH-HARA [83] et MONTEIRO [93]. De nombreusesautresdirections,
commecelledeMONTEIRO-ZHANG (voir [115]), sontdesextensionsou des
généralisationsdecettedirection.

la dir ection Nesterov-Todd [95] : cettedirectionestobtenueà partir de la même
troisièmeéquation(4.42),mais,l’équationlinéariséeestmodifiéepar l’intro-
ductiond’unematricedited’ajustement.L’équationlinéariséerésolueest:é õ ûòñ ézó ñ ñ­Ü Á @ � � õ avec

ñ ñ�ñ %oô ñ Á @ îõ S�Á @ îõ õ Á @ îõ ð @ îõ Á @ îõ
(4.43)

Il existe biensûrdenombreusesautresdirectionsde recherchesdeNewton,
voir [109].
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4.3.3 Exemplesd’algorithmes

De nombreuxalgorithmesde points intérieursprimaux-duauxde suivi de
trajectoireexistent.La plupartutilisent les directionsde recherchede type AHO,
HRVW/KSH/M, NT quenousavonsprésentéesprécédemment.Onpeutdécrireces
algorithmessousla formesuivante:

Algorithme 4.3.2 Initialisation – Données:

² L �
.

– Pointsinitiaux réalisables:
õ � L Á � L ï � .

– Tolérance: ¡ (pour la convergencedespointsintérieurs).
–

Ü � ñ ä ¼�å r æ åíç% , ö � ÿª� ��LB� � .
Itération Tantquecritèred’arrêt �È¡ ,

– Calculerla directionderecherche(deNewton) S�é õ L é ï L ézÁ ð enrésolvant

Ð . ÷ ê ï ê S õ � L ï � L Á � ð jl é õé ïé�Á mp ñ � Ð ÷ ê ï ê S õ � L ï � L Á � ð
– Faire la miseà jourS õ �f! � L ï �f! � L Á �f! � ðHñ S õ � L ï � L Á � ð ûÂÓ � S�é õ L é ï L ézÁ ð

pourun réel

Ó � tel que S õ��f! � L Á �f! � ð�ÿ ã S}â ð .
– faire la miseà jour :

Ü �"! � # ä ¼ êíìMî r æ ê¸ìFî ç% et ö �"! � # ö � defaçonà serecen-
trer.

Par rapportà la précédentedescriptiondesalgorithmesde points intérieurs,
il estapparuunedifférence: la présenced’un paramètresupplémentaireö , appelé
paramètre derecentrage. C’estun nombreréelcomprisentre

�
et
�
. Il paramétrise

en pratiquele voisinage
ã S©â ð de l’algorithme 4.3.1 : il permetde se maintenir

raisonnablementprès(dansunvoisinage)duchemincentral,toutenévitantdetrop
serapprocherdela frontièredu domaineréalisable.En effet, onpeutnoterque:

si ö ñ � , on obtient unedirectionde recherchequi est en fait une directionde
Newton sur lesconditionsd’optimalité(4.16)du problèmeSDPdedépart,et
nonplussurlesconditionsperturbées.On dit souventqu’il s’agit dedirection
d’ajustementaffine. Elle permetde réduirefortementle paramètre

Ü
. Cette

directiona tendanceà ramenerles itérésprèsde la frontièredu domaineréa-
lisable.On peutaussivoir qu’elle permetdeprédirela régiondanslaquellese
trouve la solutionoptimale.Ceci fait qu’on l’appelle aussidirectionprédic-
trice.

si ö ñ � , on obtientunedirectionderecherchequi indiqueun point qui setrouve
exactementsurle chemincentral,puisqueleséquationslinéariséessontexac-
tementles équationsd’optimalité perturbées.On dit qu’il s’agit de direction
derecentrage.Elle nepermetpassouventderéductionsubstanciellede

Ü
. Par

contre,si l’itéré courantn’estpasauvoisinagedu chemincentral,elle permet
de seramenerdansle voisinagedu chemin,doncde faire unecorrectionde
trajectoire.C’estpourquoielle estaussiappeléedirectioncorrectrice.
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Bien sûr, lorsqueö ÿª� ��LB� � , on a unedirectionqui amènedansun voisinage
duchemincentralplusoumoinsprèsdubordselonque ö estplusoumoinsprèsde�
.

La miseà jour du paramètreö dansun algorithmedesuivi de trajectoireest
un compromisentreles deuxobjectifscontradictoiresquesont: faire décroître

Ü
vers
�
, etdoncprendreö prochede

�
, et resterdansunvoisinageduchemincentral,

et prendreö prochede
�
. De plus,ce choix du paramètrede recentrageinfluence

énormémentle choix du pas

Ó
: plus on estprochedu chemincenral,moinson a

la latitudedesedéplaceret on nepeutfairequedespetitspas.A chaquestratégie
demiseà jour du paramètreö et du pas

Ó
correspondunalgorithmeprimaldualde

pointsintérieursparsuivi detrajectoire.Onpeutnoterparmilesplusconnus:

l’algorithme préditeur - correcteur pur. C’estunalgorithmequi consisteà faire
alternerdeux typesdifférentsd’étapes: desétapesprédictrices( ö ñ � ) qui
permettentderéduire

Ü
, et desétapescentralisatrices( ö ñ � ) qui consistentà

serapprocherle pluspossibleduchemincentral.La terminologiepredicteur-
correcteurprovientd’uneanalogieavecla théoriedeséquationsdifférentielles
ordinaires.Sereporterà [115], [116].

l’algorithme prédicteur-correcteur de Mehrotra [116]. L’idée estla mêmeque
ci-dessus: alternerdespascorrecteurset despas(plus ou moins)centralisa-
teurs.Ladifférenceici estqu’ onnefait pasdespasdecentralisationpurs,maisö estplutôt choisidans

� �PLB� �
demanièreadaptative.Beaucoupd’algorithmes

pratiquesoudecodesdepointsintérieurssontdecetype.

lesalgorithmesà grandset petits pas. Ce sontdesalgorithmesun peuplus gé-
nérauxqueceuxprésentésci-dessus.Au contrairede ce quepouvait laisser
penserleursnoms,la différenceentrecesalgorithmesne sefait pasdirecte-
mentsur la valeurdu pas

Ó
, maissur le typedevoisinagedu chemincentralã S}â ð danslequelon veut queles itérésde l’algorithme sesituent.Cesvoi-

sinagessonten généraldéfinisà partir de normesou semi-normesdansl’es-
paceprimal dual (voir [115]). Sansentrerdanslesdétails,nouspouvonsdire
quepour les algorithmesà petitspason choisit desvoisinagesdéfinisà par-
tir de la normeeuclidienne,tandisquepour ceuxà grandspas,celle utilisée
estdu type de la normeinfinie. On trouveradansà [115] desprécisionssur
cepoint. Cettedifférencesetraduitenpratiquepardifférentschoix despara-
mètresö et

Ó
. Pourunalgorithmeàpetitspas,onprendengénéraldesvaleurs

constantes

Ó ñ �
et ö � ñ ö ÿø� ��LB� � au coursdesitérations.Par exemple,

l’algorithmeprédicteur-correcteurpurprécédentestdutypepetitspas.L’algo-
rithmeà grandspasaucontraireestcaractérisépar desstratégiesadaptatives
(dépendantesdel’itération courante)demiseà jour decesparamètresö et

Ó
.

Lesalgorithmestelsqueprésentésjusqu’àprésentsontceuxqui sontlesplus
utilisés en pratique.Ce sont les méthodesqui marchentle mieux pour résoudre
desproblèmesSDP. Toutefois,ils ont en communle fait d’êtredestranspositions
directesd’algorithmesqui étaientappliquésen programmationlinéaire.Mêmesi
cetteidéeestnaturellepuisquelesproblèmeslinéairessontdesproblèmesSDP, et
qu’elle s’avèrejudicieusepuisqu’ellesmarchent,le fait quelesproblèmeslinéaires



98 Optimisation souscontraintesde semi-définiepositivité

soientdesproblèmesSDPtrèsparticuliersinduit desmauvais comportementsen
pratiquedecesalgorithmessur lesproblèmesSDPun peuardus.Par exemple,les
systèmeslinéairesdesquelsproviennentlesdirectionsderecherchesontvectorisés
avantdêtrerésolus.Il fautdoncconstruirela matricedusystèmeàchaquefois. Ceci
esttrèslimitatif dèsqu’on ambitionnederésoudredesproblèmesdegrandetaille.
D’autrepart,lessystèmeslinéairesobtenusdela linéarisationdeséquations(4.37)
sontsouventcreux.Maisil estengénéraltrèsdifficile d’exploitercetavantage.Il est
doncnécessaired’envisagerdesalgorithmesdepointsintérieursqui soientadaptés
auxproblèmesSDP, et qui tirentavantagedesdonnéesetvariablesmatriciellesque
nousavons.

4.4 Points intérieurs par Gauss-Newton

Nousproposonsdanscettedernièrepartieunedespremièrestentativesd’adap-
tation desalgorithmesde points intérieursaux problèmesSDP. Il s’agit d’algo-
rithmespourlesquels:

– les directionsde recherchessontde cellesde type Gauss-Newton propo-
séeset étudiéespar KRUK et al. (voir [84]) commealternative à celle de
Newton;

– lessystèmeslinéairesdont la résolutiondonnelesdirectionsde recherche
sontrésoluspargradientsconjuguésplutôtqu’aprèssymétrisationparcom-
plémentde Schuret autreséquationsde Lyapounov commec’était le cas
précédemment;

– uneétapede "crossover" est introduiteen fin d’algorithme,cequi permet
derécupérerdela convergenceq-quadratiqueasymptotique.

4.4.1 Dir ection de recherchedeGauss-Newton

a) Moti vations

LesdirectionsderecherchedeGauss-Newtonontétéproposéescommealter-
nativesauxdirectionsdeNewton.Le but étaitd’obtenirdesdirectionsderecherche
qui soientaussiefficacesquecellesdeNewton, notammentla directionAHO et la
directionHRVW/KSH/M, toutenévitantdumieuxpossibleleursinconvénients.

Eneffet, d’un pointdevuepratique,nousavonsvu quele calculdedirections
de rechercheAHO, par exemple,nécessitaiten généralla résolutiond’équations
de Liapounov, l’utlisation descomplémentsde Schur, etc. De plus, danscertains
cas,commela directionRVW/KSH/M, du fait de la présencede l’inversed’une
matricedansla forme(4.42)del’équationd’optimalitéperturbéesutilisée,pluson
serapprochedel’optimum, pluson serapprochedu borddu domaineréalisable,et
plus la matricedu systèmelinéairedevient prèsd’êtresingulièrerendantdifficile,
voire parfoisimpossible,le calculdesdirectionsderecherchedeNewton.

Au delàdecesinconvénientsqui apparaissentlorsdescalculs,il existed’autres
inconvénientsdusà la formedeséquationsd’optimalitéperturbéesutilisées.En ef-
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fet, la formedecetteéquationqui estla plussimpleÁ õ � Üß× % ñ � (4.44)

nepeutpasêtrelinéariséepourobtenirdesdirectionsderecherche(jacobienneob-
tenuepar linéarisationpascarrée).On estobligé de la symétriser, c’est-à-dire,lui
trouverdesformeséquivalentesdontla linéarisationconduità desjacobiennescar-
réesetrégulières.Cefaisant,oneffectue,d’un certainpointdevue,unprécondition-
nementde l’équation(4.44).Mais, cepréconditionnementestcontre- nature: on
remplaceuneéquationsimple(4.44)pardeséquationsqui sontdenaturepluscom-
pliquée(4.41),(4.42),(4.43)puisqu’ellesontplusnon linéairesque(4.44)qui est
justebilinéaire.Certainsdesinconvénientsquel’on rencontrelorsducalculdesdi-
rectionsderecherchedeNewtonproviennentd’ailleursdecesfortesnon-linéarités.

Si l’on veut éviter cesinconvénients,il apparaîtnaturelde travailler plutôt
avecl’équationbilinéaired’optimalitéperturbée(4.44).Mais alors,la linéarisation
obtenuenepeutplusêtrerésolueparuneméthodedeNewton classique: c’estune
équationsurdéterminéepuisquedéfinie sur ¨ª% 0 �	� 0 ¨ª% à valeursdans ¨ª% 0� � 0ùá %iS � ð . En général,en Analysenumérique,lorsqu’onest faceà unetelle
équationnon linéairesurdéterminée,la démarcheclassiqueestde la résoudreau
sensdesmoindrescarrés.A la placede la méthodede Newton, on utilise donc
plutôtuneméthodedeGauss-Newton,cequi donnenaissanceàunenouvelleclasse
dedirectionderecherche: lesdirectionsdeGauss-Newton(G-N).

b) Conditions bilinéair esd’optimalité

Nousprésentonsdansce qui suit unedémarchepratiquede calcul de la di-
rection de Gauss-Newton. L’idée principale,qui est celle qui sous-tendce nou-
veaucadredesméthodesde points intérieurs,estquepour trouver les directions
deGauss-Newton on peutseramenerà utiliser desoutils classiquesd’Analysenu-
mériqueplutôt quedesoutils tels queles complémentsde Schurou les équations
deLyapounov qui sonttrèsparticuliers.Onpourraainsiprofiterdetoutel’expertise
qui aétédéveloppéedepuisdesannéesenAnalysenumérique.

Nouschoisissonsdonclesconditionsd’optimalitésperturbéessousuneforme
danslaquellela troisièmeéquationest(4.44):Å ï ñ jl ü õ � �ü ý ïÂû Á � ²Á õ � Üß× % mp ñ � þ (4.45)

La linéarisationdel’équationprécédentenousdonnececi:jl � ü ý � ×ü � �õ � Á mp
jl ézÁé ïé õ mp ñ � Å ï S õ L ï L Á ð�þ (4.46)

Le systèmelinéaireci-dessusestdegrandetaille : la matriceestà úüû�ýÿþ� � 0( 0 )�� lignes et ú ûëýàþ� ����� � ú ûëýàþ� �
colonnes.On pourrait tenterde le
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résoudredirectement,maiscelapourrait devenir rapidementprohibitif. Les tech-
niquesderésolutionutiliséesdansunalgorithmedepointsintérieursclassique(avec
directiondeNewton) procèdentsouventparuneétapedepré-traitementdeséqua-
tions linéaires(4.46). Celle-ci, héritéede la pratiqueen programmationlinéaire,
consisteenuneétaped’éliminationdevariablesdans(4.46).Par exemple,comme
en programmationlinéaire,on peutdéduire �
	 de la dernièreéquation,et la ré-
injecterdanslesdeuxautres.Mais, cecia le défautdenécessiterl’inversionde � ,
conduisantà desproblèmesmal posésquandon s’approchedu bord.KRUK et al.
[84] ontproposéunautreschémaqui consisteàéliminerd’abord ��� del’équation
de réalisabiltéduale(la deuxième).En l’injectant dansles équationsrestantes,on
obtientunsystèmedetaille plusréduite.Cetteprocédurediffèrefondamentalement
dela premièreparle fait quel’élimination nenécessitequ’uneadditiondematrices
aulieu d’inversionset deproduitsdematrices.

L’intérêt deséliminationsdevariablesestqu’ellesconduisentà dessystèmes
de plus petite taille, qui sontde toute façonplus rapidesà résoudre.Sur un pro-
blèmepratique,l’idée estd’effectuerautantd’éliminationsde variablesquepos-
sible. Seulement,ce faisant,on détruit une propriététrès importantedu système
(4.46): le caractèrecreux.Cettepertepeutêtreun inconvénientà cetteétaped’éli-
mination,surtoutlorsqueles équationssontdestinéesà être résoluesau sensdes
moindrescarrés,pargradientconjugué.Dansle but defairecetteéliminationdeva-
riablestoutenconservantle caractèrecreuxdusystèmelinéaire(4.46)etenévitant
lesautresinconvénientsévoquésauparagrapheprécédent,la stratégiesuivanteest
proposéepar WOLKOWICZ [114] : éliminer �
	 (respectivement �
� ) de l’équa-
tion de réalisabilitéprimale(respectivementduale),et les injecterdansl’équation
decomplémentaritéperturbée(4.44)conduisantainsià desconditionsd’optimalité
bilinéair es.

On rappellequelesmatrices��� définissantl’opérateur� sontsupposéesli-
néairementindépendantes.Il enrésultequel’opérateur� estderangmaximal

�
.

Nous noterons��� le pseudo-inversede Moore-Penrosede � . Introduisons
l’opérateursuivant � ���������
�� �! #"%$'&!(
dontl’imageestle noyaude � . Nousl’appelons"noyau"de � . Onpeutmontrer:

Proposition 4.4.1�
	 ñ*),+ 	 ñ � � )�-*.0/ (21 � � � ð43 pour

3 5 &!(76
(4.47)+ 	 ñ � � )�- �98 pour

8 5 ��� �:�;�� �  #"=<
(4.48)

Ce résultatestuneconséquencedespropriétésdespseudo-inversesd’opéra-
teurslinéaires.En utilisantce résultat,on peutprocéderà uneétaped’élimination
de variablesdirectementsur les équations(4.45),plutôt quesur leur linéarisation
(4.46).En remplaçant� et 	 parleursvaleursdansl’équationdecomplémentarité
perturbée(4.44),onobtientuneéquationbilinéaired’optimalitédetaille pluspetite
que(4.45).
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Proposition 4.4.2 [114] OnsupposequelesproblèmesSDPprimauxetduaux(4.5)
et (4.12)ont leurs contraintesqualifiéesau sensdeSlater. On supposeaussi � de
rangmaximalet

�
définicommeprécédemment.

Alors, lesvariablesprimalesduales

.0> 6@? ð
sontoptimalespour lesproblèmes

(4.5)et (4.12)si et seulementsiA .0> 6B? ðäñC. ��D . ? ð 1FE ðG. � � - � >�ð ñ9H 6 (4.49)

avec � D . ? ð 1IEKJ H
et � � - � > J H <

La propositionci-dessusprovient directementde la réexpressiondesrésul-
tatsprimauxduauxde la section4.3, en tenantcomptede l’introduction desopé-
rateurs ��� et

�
suivant la relation (4.48). Les équationsd’optimalité perturbées

(4.45)obtenuesaprèspénalisationlogarithmique,et éventuellementprétraitement,
deviennentalors:AML .0> 6B? ðäñK. ��D . ? ð 1NE ðG. � � - � >�ð 1NO / ( ñ*H < (4.50)

Le théorèmesuivantdonneunedesconséquencesintéressantesde la réécri-
turequenousvenonsdeproposer.

Théorème4.4.3 [114]
ConsidéronslesproblèmesSDPprimal (4.5) et dual (4.12). On supposeque� estderangmaximal,

�
définitle noyaude � suivant(4.48).

On supposeque les solutionsoptimalesprimales duales 	 6@?�6 � des pro-
blèmes(4.5)et (4.12)satisfontstrictement la conditiondecomplémentarité,c’est-
à-dire � - 	QP H . Alors, la matricedu systèmelinéaire1 ARL .S> 6B? ð ñ AUT .0> 6B? ð=V � >� ?FW 6 (4.51)ñ . ��D . ? ð 1NE ð � . � >�ðR- ��D . � ? ðG. � � - � >�ð 6 (4.52)

c’est-à-dire, (
A T .0> 6B? ð

, jacobiennede
A

en

.S> 6B? ð
) estderangmaximal(régulière).

Voir [84] pourunepreuvedecerésultat.En toutétatdecause,c’estun résul-
tat trèsimportantpuisqu’il montrequ’enprocédantcommeci-dessus,on évite les
problèmesmal poséset lesmatricesdesystèmeslinéairesnon(ou pasassez)régu-
lièresquel’on observe dansle casdedirectionsdeNewton.Ceci,outrele fait déjà
évoquéquel’on seramèneà desproblèmesde plus petitetaille, plaideen faveur
de l’adoptionde la démarchequenousvenonsdeprésenter. A celas’ajoutele fait
que,puisquelessystèmeslinéairessontrésoluspargradientsconjugués,l’équation
d’optimalitésousuneformebilinéaire,avecunejacobiennetoujoursderangmaxi-
mal,estparticulièrementadaptée.Toutefois,il nousfautmodérercequi aétédit : la
démarchen’estintéressanteet efficacequesi l’on réussitàexprimerlescontraintes
affines du problèmeSDP (4.5) au moyen d’un opérateur(linéaire) � , dont l’ad-
joint et le pseudoinversesontaisémentcalculables(aumoinsnumériquement),et
pour lequel,on peutfacilementchoisirun "bon" opérateurnoyau

�
. Par exemple,

on montresi

�
est une isométrie,le conditionnementde la jacobienne

A T
obte-

nueà partir de l’équationbilinéaire(4.49)ou (4.50)estaumoinsaussibon,sinon
meilleur, queceluidela jacobienneobtenueàpartir de(4.45).
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4.4.2 Algorithmes depoints "intérieurs-extérieurs"

Nousprésentonsici le nouvel algorithmedepointsintérieursproposécomme
alternativeàceuxquenousavionsprésentéà la sectionprécédentequi utilisentdes
directionsde Newton. Le principeest toujourscelui d’un algorithmede suivi de
trajectoire.Mais, contrairementaux algorithmesqui s’imposaientà la fois d’être
dansun voisinagedu chemincentralet desemaintenirréalisables(en imposantà	 et � dedemeurerdéfinispositifsaucoursdel’algorithme),nousconsidéronsici
queseul le fait d’être dansun voisinagedu chemincentralestprimordial. On ne
maintiendrapasnécessairementla réalisabilitéde 	 et � .

a) Notion de"cr ossover"

La techniquede "crossover", pour laquellenousconservonsla terminologie
anglaisefauted’unetraductionsatisfaisanteenfrançais,estdirectementinspiréede
l’intention de ne pasforcémentprivilégier la réalisabilitéde 	 et � au coursdu
déroulementdel’algorithme.

On peutremarquerque la linéarisationde l’équationd’optimalité bilinéaire
(4.49) conduit à un systèmelinéaire dont la matriceest non dégénérée(de rang
maximal) tout au long de l’algorithme. Il existe doncen chaquepoint du chemin
centralet surtoutde l’optimum, unerégiondeconvergencequadratique(celaveut
direqu’uneméthodedeNewtonpureconvergeraitquadratiquementsi elleétaitini-
tialiséedanscetterégion).Cesrégionscontiennentégalementdesmatrices� et 	
qui ne sont pasdéfiniepositives.Si on neforcepas � et 	 à êtreréalisables,il est
doncpossibledefairedesgrandspas.Et il n’estpasnécessairedeforcerlesmatrices� et 	 à resterdéfiniespositives(réalisables)aucoursdesitérations,commecela
sefait dansla plupartdesalgorithmesdepointsintérieurs,puisqu’onpeutmontrer
(voir [114]) quedetoutefaçon,on revient toujoursdansle domaineréalisable.

L’idéedu"crossover"estuneconséquencedececonstat: dansle déroulement
de l’algorithme de points intérieurs,on aboutit forcémentà un momentà un itéré
courantqui appartientaussià la régiondeconvergencequadratiquede la solution
optimaledu problème.A partir decepoint-là, il n’estplusnécessairedeseforcer
à resterréalisableou dansun voisinagedu chemincentral.On fixe le paramètrede
centralisationà X ñ9H et lespasà Y ñ[Z

. Celarevientenfait àappliquerdirectement
la méthodedeNewton pureà l’équationd’optimalité (nonperturbée)(4.49).Cela
permetdeconvergerplusrapidement(puisquela convergenceestalorssuperlinéaire
(quadratique)),doncderécupérerasymptotiquementdela convergencequadratique
pourl’algorithmedepointsintérieurs.

La questionqui seposealorsestcommentcalculerexactementle voisinagede
convergencequadratiqued’un point donnépouruneéquationdonnée.Cetteques-
tion a donnélieu à de trèsnombreuxtravaux,et en fait, la questionn’a jamaispu
êtretranchéedemanièredéfinitive.Il existedifférentstypesdemajorationsqui per-
mettentd’estimercetterégiondeconvergencequadratique.Dansnostravaux,nous
avonschoisiici d’utiliser lesrésultatsde[51] pourdévelopperuneheuristiquepour
mettreenœuvrela techniquede"crossover".

On supposequel’on appliqueuneméthodedeGauss-Newton à la résolution
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del’équation A .]\\ðäñ*H
avec

\Vñ^V >?NW < (4.53)

On a le théorèmeclassiquesuivant:

Théorème4.4.4 ([51, Théorème10.2.1]) Soit
A �
� ( $ � " , et soit _ .a` ðYñbc A .a` ðed A .0`)ð supposéedeclassef c dansun ouvert g de

� (
.

On supposeque
– la matricejacobienneh .0` ð ñ A T .0`)ð estlipschitziennesur g deconstantei , avec jkh .a` ð j cml Y pour tout

`n5 g ,
– il existe

` D 5 g et desréels o 6qpXsr H , tel que
– h .a` D ð d A .a` D ðäñ*H ,
– o estla pluspetitevaleurproprede h .0` D ð d h .0` D ð ,
– et j . h .a` ð 1 h .a` D ð7ð d A .0` D ð j c�l pXtj ` 1 ` D j c 6su `n5 g < (4.54)

Si
pXwv�o , alorspour tout x 5!yzZ 6|{ }~�� , il exsite �;� H tel quepour tout

`��
tel quej ` 1 ` D j�v�� , la suitegénéréepar uneméthodedeGauss-Newton`q�B� b ñ�`q� 1 . h .0`q��� d h .0`q���@�  b h .0`q��� d A .a`��k� (4.55)

estbiendéfinie, convergevers

` D , et vérifiej `���� b 1 ` D j l x pXo j `�� 1 ` D j - x�Y i� o j `�� 1 ` D j c (4.56)

et j `���� b 1 ` D j l x pX - o� o j `�� 1 ` D j l j `�� 1 ` D j c < (4.57)�
Ce théorème,et surtout les inégalités(4.56) et (4.57), tout en montrantla

convergencequadratiquelorsquela jacobienneestderangmaximal,nouspermettra
dedéterminerla régiondeconvergencequadratiqueautourd’un point.Onpeutdéjà
remarquerque,puisquenousrésolvonsuneéquationdontunesolutionexacteexiste,
la solution au sensdesmoindrescarrésest atteinte,et par la suite,on a

pX ñ�H
.

L’inégalité(4.56)devientalors:j `���� b 1 ` D j l x�Y i� o j `�� 1 ` D j c < (4.58)

b) Exemplesd’algorithmes

Un algorithmede points"intérieurs-extérieurs"estun algorithmequi suit la
démarchequenousavonsprésentéeprécédemmentpourun algorithmeprimal dual
depointsintérieursdesuivi detrajectoire4.3.2aveclesmodificationssuivantes:

1. les directionsde recherchesontdesdirectionsde Gauss-Newton obtenuesà
partir desconditionsd’optimalitébilinéaires(4.49);

2. la linéarisation(4.51)de(4.49)estrésolueausensdesmoindrescarrésparune
méthodedegradientsconjuguéspré-conditionnés;
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3. uneétapede "crossover" est introduiteà la fin de l’algorithme unefois que
l’on estarrivédansunvoisinagedel’optimum. Celapermetderécupérerdela
convergenceq-quadratiqueasymptotique.

L’algorithmedepointsintérieurs-extérieurstel queprésentéci-dessusestadapté
auxproblèmespourlesquelsonpeutcalculerfacilementl’opérateurlinéaire � défi-
nissantlescontraintesaffines,sonadjoint,sonpseudo-inverse,ainsiquel’opérateur
�

définissantle noyaudel’opérateur� . La démarchequenousvenonsdepropo-
sera jusqu’àprésentétéappliquéeà la résolutionde problèmesSDPqui sontdes
relaxationsSDP de problèmesd’optimisationcombinatoire: [114] par exemple.
Nousen proposonsuneapplicationau problèmed’approximationpar matricesde
corrélationauprochainchapitre.



Chapitr e 5

Approximation par matricesde
corrélation

Nousabordonsdanscechapitrenotresecondproblèmed’approximationma-
tricielle : l’approximationparmatricesdecorrélation.Ceproblèmeprovient d’ap-
plicationsenStatistiquesetenFinances.Nousavonsmisenœuvrepourceproblème
un algorithmede type points intérieursavec directionsde recherchede Gauss-
Newton suivant le modèlequenousavonsdécrit en fin de chapitreprécédent.Ce
travail a étéfait encollaboration avecM .F. ANJOS, N.J. H I GHAM et H. WOL -
KOWI CZ [9]. Nouscomparonscetteapprocheaveccellesquenousavonsdécrites
précédemmentqui ont étémisesenœuvreparJ. MALICK [88] encequi concerne
l’algorithmeconiquedual,parN.J. HIGHAM [75] et nous-mêmeparallèlement.

5.1 Approximation par matricesdecorrélation

Noussommestoujoursplacédansl’espacedeHilbert
&!(

desmatricescarrées
symétriques,muni du produit scalaireassociéà la normedeFröbenius.Nousrap-
pelonsaussiqu’unematricesymétriqueestditesemi-définiepositivelorsquetoutes
sesvaleurspropressontpositives.

5.1.1 Notionsde matrice de corrélation

Définition 5.1.1 On appellematrice de corrélation toute matrice carrée symé-
triquesemi-définiepositive, donttouslestermesdiagonauxsontégauxà

Z
.

Proposition 5.1.1 Lesmatricesdecorrélation formentun ensembleconvexecom-
pactdansl’espacedeHilbert

&!(
.

Introduisonsl’opérateur diag

�!� ( . � � $ � (
qui à unematricecarrée�

associele vecteurde

� (
formé destermesdiagonauxde � . En utilisant cet opé-

rateur, on peutvoir que les matricesde corrélationvérifient 	 J H
et

`�. � � � ñ�|�]�|� . � � 1�� ñ�H
. La fonction

`
étantaffine, il est facile de voir quel’ensemble

desmatricesde corrélationestconvexe et fermé.De plus,cet ensembleestborné
puisquesesvaleurspropresle sont: ellessontpositivesetdesommeégaleà la trace
de � qui vaut � puisquetouslestermesdiagonauxvalent

Z
.
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Définition 5.1.2 L’ensembledesmatricesdecorrélationquenousnotons� estap-
peléelliptope.

Les matricesde corrélationsapparaissentnaturellementdansdifférentsdo-
maines:

– enthéoriedesgraphes: certainsproblèmesdecomplétionmatriciellesont
modélisésenutilisantdesgraphes.Danscettemodélisation,lesmatricesde
corrélationjouentsouventunrôle important.Onpourraseréférerà [1], [2],
[85].

– en Statistiqueset Finances: ce sontdesmatricesqui collectentles diffé-
rentscoefficients de corrélationqui existent pour un nombrefini de va-
riablesaléatoires.Dansle casde la Finance,cesvariablesaléatoiressont
parexemplelescoursdedifférentesactionscotéesenBourse.

Onretrouveégalementlesmatricesdecorrélationencontrôleoptimal,lorsquel’on
appliqueuneméthodede "décompositionorthogonalepropre"où elle collecteles
différentsproduitsscalairesdeux à deux d’une baseorthonormée,appeléebase
POD,obtenue,à partir de la baseclassiquedonnéeparunedécompositionenélé-
mentsfinis : elle y portele nomdematricedemasse.

5.1.2 Moti vations

Nousnousintéressonsauproblèmed’approximationmatriciellesuivant: étant
donnéeunematricesymétrique� , résoudreO D ñ9�
��� Z� j � 1 	¡j c¢ tel que diag 	 ñ � , 	 5 & (

, 	 J H <
(5.1)

Nousrappellonsque j �
j ¢ ñ trace

. � d � � bz£ec désignela normedeFröbenius
précédemmentdéfinie.

Ceproblèmeprovientd’applicationsenStatistiques,oùunematricedecorré-
lationobtenueparcalculspeuts’avérerneplusl’être.Cecipeutêtredûàdeserreurs
demesure,deserreursd’arrondis,desdonnéesmanquantes.On pourraconsulterà
ceproposle siteinternet:

"http ://www.ssicentral.com/lisrel/posdef.htm".
En particulier, ceproblèmeseposeenFinance,lorsquel’on fait de l’analyse

derisquesfinanciers.En Bourse,on appelleportefeuilleun ensemblede � actions
cotées.Du point de vue desStatistiques,cesactionssontdesvariablesaléatoires,
dont l’universestpar exempleles différentescotationsde cesactions.Suivant le
modèlede Markovitz [49], le risquefinancierquel’on prenden investissantdans
un portefeuillede � actionsdépendde la matricede corrélationassociéeaux dif-
férentesactionsdeceportefeuille.Toutefois,il arrive trèssouventquelesdonnées
concernantuneactionne soientpasaccessiblesou pastotalementaccessiblessur
unepériodedonnée.En conséquence,la matriceeffectivementobtenuen’est pas
unematricedecorrélation,parcequ’ellepossèdeengénéraldesvaleurspropresné-
gatives.Celaimpliquedeserreursdansle modèle.Poury remédier, on sepropose
de chercherla matricede corrélationla plus prochede la matriceeffectivement
calculée.Pourcela,ondoit résoudrele poblème(5.1).
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Cetteidéea été mise en œuvrecesdernièresannées,souvent sousle nom
de processusde calibration de matrices. Il y a eu de nombreusestentativesalgo-
rithmiquespour résoudreceproblème.Cesalgorithmessuivent lesdifférentesap-
prochesquenousavonsprésentéesaudébut decettethèse.Nousavionscommencé
la miseenœuvredel’approcheparprojectionsalternéesdeBoyle-Dykstra,lorsque
nousavonsétéinformédel’existenced’un travail enparallèleeffectuéparHIGHAM

[75] qui donnaitdesrésultatsprobants.Noussommesdoncpassésà l’approchevia
l’optimisationSDP, encollaborationavecANJOS, HIGHAM et WOLKOWICZ. Ceci
adonnélieu à destravaux[9] qui consistentenl’essentieldecechapitre.Parallèle-
ment,l’approcheconiquedualeaétémiseenœuvreparMALICK [88].

5.1.3 Existenceet unicité desolutions

Nous commençonsnotre étudedu problèmed’approximationpar matrices
decorrélationpar l’aspectexistenceet unicitédesolution.Cettequestion,comme
c’était le caspour lesmatricesbistochastiques,peutêtretranchéegrâceauxThéo-
rèmedeprojection2.1.1.Puisquel’elliptope estun ensembleconvexe compact,ce
théorèmes’applique.Il assurel’existenceet l’unicité d’une solutionoptimaleau
problème(5.1),et fournit unecaractérisationdela solutionoptimale.

Toutefois,nousnenoussommespasintéresséplusavantà cettecaractérisa-
tion de la solutionoptimale.Du fait de l’expérienceacquiseavec lesmatricesbis-
tochastiques,nousne pensionspasquecettecaractérisationfut exploitable.Nous
noussommesdonctoutede suite tournévers les différentespossibilitésalgorith-
miquesdecalculercettesolutionoptimale.Néanmoinsun tel travail a étéeffectué
dans[75] où le fait qu’il n’estpaspossibled’espérerunesolutionexplicite à partir
descaractérisationsfourniesparle Théorèmedeprojectionestjustifié.

5.2 Approchesde typesprojections

Dansun précédenttravail (au chapitre3), nousavonsmis en lumière trois
approchesde résolutiondesproblèmesd’approximationmatricielle linéairesco-
niquesutilisantelleslesprojectionssurdesconvexessimples: celleparprojections
alternées,celle par pointsfixesquenousn’évoquonsplus,et celle par algorithme
coniquedual.La dernièrea étémiseen œuvre,commenousl’avonsdéjàdit, par
MALICK [88].

On peut remarquerque l’elliptope � peut s’écrire commel’intersectionde
deuxconvexes:

– le côneconvexe fermédesmatricescarréessymétriquessemi-définiespo-
sitives

& �(
,

– le sous-espaceaffine ¤ desmatricescarréesdonttouslestermesdiagonaux
sontégauxà

Z
.

Onpeutdoncappliquerl’algorithmeparprojectionsalternéesdeBoyle-Dykstra
quenousavonsdécriteudeuxièmechapitre.Pourcefaire,nousdevonscalculerex-
plicitementlesprojectionssur

& �(
et ¤ .
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5.2.1 Projection sur
& �(

La projection d’une matrice carréesymétriquequelconque	 sur le cône
convexe fermédesmatricessemi-définiespositivesestdonnéepar la proposition
2.1.5.

Proposition 5.2.1

¥§¦�¨ . 	 �äñª© d�«¬¬­ �
®�¯�. o b 6 H�� H H HH �°®�¯�. o c 6 H|� H H
...

. . .

HH H <�<�< �
®�¯�. o (±6 H|�³²G´´µ
© 6

(5.2)

où 	 ñª© d g © , avec

© d ©�ñ�/ (
et g diagonale, estunediagonalisationde 	 .

�
On pourrasereférerà [74]parexemplepourunepreuvedecerésultat.

5.2.2 Projection sur ¤
Pourobtenirle projetéd’unematricesymétriquequelconque	 sur le sous-

espace¤ , nousallonsprocéderdela mêmemanièrequ’auchapitre3 (voir section
3.3.2).Notons	 le projetéde 	 sur ¤ . Nousavonsla caractérisationsuivante:¶ 	 5 ¤ 6	 1 	 5 ¤¸· < (5.3)

Notonsd’abordquenousavons¤ ñº¹ 	 5 &!(¼»
diag

. 	 � ñ �¾½#6 (5.4)

alors,ona : ¤ · ñC.
Ker

.
diag

�@� · ñ Im � . diag

� D y < (5.5)

Proposition 5.2.2¤ · ñ�¿ ( : sous-espacedesmatricescarréesdiagonales. (5.6)

En effet, si nousintroduisonsl’opérateurlinéairesuivant Diag

�!� ( $ &!(
tel que «¬¬­ > b> c

...
> ( ²G´´µ À$ «¬¬­ > b H H HH > c H H

...
. ..

HH H <�<�< > ( ²G´´µ 6
il vient bienque

diag D ñ Diag
<

Par suite,
Im � . diag

� D y�ñ Im � Diag

y�ñ�¿ ( <
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On déduitalorsde(5.3) quel’on a la caractérisationéquivalentesuivantede	 : ¶
diag 	 ñ ��6	 1 	 diagonale

< (5.7)

Introduisonscettefois-ci l’opérateurlinéaire offDiag définipar

offDiag

.]ÁÂ�äñÃÁ 1
Diag

.
diag

.]ÁÂ�@� 6su Á�5 &!( <
L’opérateuroffDiag

.zÁÂ�
estjustela matricedediagonalenulle destermesnondia-

gonauxde

Á
, etonpeutremarquerquesi g estunematricediagonale,offDiag

. g �äñH ¦�¨
. Il vientalorsimmédiatementde(5.7)que:

offDiag

. 	 � ñ offDiag

. 	 �
Et, puisqueDiag

. � �äñ9/ (
, la propostionsuivanteestimmédiate.

Proposition 5.2.3u 	 5 &!(76 	 � ñ ¥ÂÄ . 	 �äñ offDiag

. 	 �!-%/ ( < (5.8)

5.2.3 Algorithme deprojectionsalternées

Nouspouvonsdonc,dansles mêmesconditionsqu’au chapitre3, proposer
l’algorithmesuivantpourla résolutionparprojectionsalternéesduproblème(5.1).

Algorithme 5.2.1

Initialisation Å � ñ �Æ � ñ9H
Précision�

Itération � ��� b ñ offDiag

. Å � �!-F/ ( � ñ ¥ÂÄ . Å � �ÇyÅ �B� b ñ ¥ ¦|È¨ . � ��� b �Æ ��� b ñC. � ��� b - Æ � � 1 Å �B� b
Testd’arrêt si j � �B� b 1 Å ��� b j ¢ v�� Stop,

sinonretourà Itération,

où � estla matricequel’on chercheàapprocherparunematricedecorrélation.
On peutfaire unepremièreremarquesur cet algorithme.La difficulté éven-

tuelle danssamiseen œuvrepratiqueproviendraselontoutevraisemblancede la
projectionsur

& �(
. En effet, cellesur ¤ nenécessitepoursoncalculqu’uneextrac-

tion de termeshorsdiagonauxd’unematriceet unesommedematrices.Effectuer
cesopérationsneposentaucunproblèmesousMatlab,quellequesoit la taille des
matrices.Par contre,la projectionsur

& �(
nécessiteunedécompositionen valeurs

propres,un tri desvaleurspropreset un changementde basede celle desvaleurs
propresvers la canonique.Toutescesopérationssont coûteusesavec Matlab, et
d’autantplusquela taille dela matriceaugmente.Deplus,lorsqu’onadesmatrices
degrandetaille, du fait deserreursd’arrondis,le tri parmi lesvaleursproprespeut
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s’avérerhasardeux,or l’exactitudedecetri estprimordialepour le calculexactdu
projetésur

& �(
, et doncla convergencedel’algorithme.

Nousavonseuconnaissanceà cemoment-làde l’existenced’un travail ana-
logueeffectuéparHIGHAM. Eneffet, dans[75], il résout,parprojectionsalternées,
un problèmed’approximationpar matricesde corrélation,pour lequel les normes
considéréessontdespondérationsde la normede Fröbenius.Notre problèmeap-
paraîtcommeun casparticulier. Il a fait lesmêmesremarquesquecellesquenous
avonsfaitesausujetde la projectionsur

& �(
. Pourcontournercesdifficultés,il ex-

ploite d’abordle fait qu’en pratiqueles matrices� quel’on chercheà approcher
sont tellesque � 5K©

et toutessescomposantessontplus petitesen valeursab-
soluesque

Z
. Grâceà cela,on obtient une estimation(desbornessupérieureset

inférieures)sur la valeuroptimaledu problème(5.1),et surtout,on montrequ’il y
a au moinsautantdevaleurs propresdela solutionoptimalenullesquedevaleurs
propresnégativesde � . D’autrepart,lorsquela matriceestdetrop grandetaille, il
seramèneàutiliser, via uninterfaceMEX, desroutinesdenoyauLAPACK deMat-
lab plusspécialisés,et plusefficaces,carécrit enfortranou

E2ÉqE �Ê�
, quela routine

de diagonalisationpar défaut de Matlab. C’est ainsi que,HIGHAM a pu résoudre
desproblèmesavecdesmatricesdetaille allantjusqu’à

ZkË�Ì�Ì
.

5.3 Approchede résolution par minimisation autoduale

5.3.1 Un problèmeéquivalent : Passageà l’épigraphe

Rappelonsquepourunefonctionconvexe _ ��Í $ �¡Î ¹q-UÏ ½
, on appelle

épigraphede _ , et onnoteepi

. _ � l’ensembleconvexesuivant:

epi

. _ �äñÐ¹Ñ.0> 6 Y �Ò5 ÍÔÓÕ� » _ .0>�� l Y ½ <
Une despropriétésde l’épigrapheestquelorsquel’on veut minimiserla fonction_ sur

Í
, on peutseramenerà minimiserle réel Y sousla conditionque

.0> 6 Y � soit
dansl’épigraphede _ . Celapermetdeseramenerà un problèmedont la fonction-
objectif est linéaireet de faire passerla fonction-objectiforiginaleen contraintes.
Cetteidéeestutiliséeengénérallorsquela fonction-objectifestla sourcedecom-
plication du problèmed’optimisation.On peutconsidérerquec’est le caspour le
problème(5.1),puisque,si la fonction-objectifétaitlinéaire,on auraitun problème
classiqued’optimisationSDP. De plus,on saitquelescontraintesde typequadra-
tiquespeuventseréexprimersousla formedecontraintesSDP.

On peutdoncréécrirele problème(5.1)sousla formesuivante:Ö � O D ñ �
��� Y
tq diag 	 ñ ��6× - 	 ñ � 6 j × j ¢ l Y 6	 6 × 5 & ( 6 	 J H < (5.9)

Notreproblèmeapparaîtalorscommeunproblèmed’optimisationsurl’inter-
sectiond’un cônedusecondordreetducône

& �(
. Onpeutalorsle résoudredirecte-

ment,puisqu’il existedenombreuxcodesdudomainepublicqui peuventpermettre



5.4Approchede résolution par points intérieurs 111

de résoudre(5.9). Un certainnombrede cescodessontaccessiblesvia le serveur
NEOS[59] à l’adresse

http ://www-neos.mcs.anl.gov/.
On peutaussiconsulterla pagewebdeC. HELMBERG à l’adresse:

http ://www.zib.de/helmberg/semidef.html.

5.3.2 TestsnumériquesavecSeDuMi

Nousavonschoisi(parmilescodesdudomainepublicaccessiblesparNEOS)
de résoudrele problèmeen utilisant le codeSeDuMi dû à J. STURM [72],[105].
Ce codeutilise les techniquesde plongementauto-dual(self-dualembedding, en
anglais)pour l’optimisation sur les côneshomogènesautoduaux.Cestechniques
permettentde résoudredesproblèmesd’optimisationen donnantcommerésultat
soitunesolutionoptimale,soitunepreuvedenon-réalisabilitéduproblème,enuti-
lisant notammentun lemmede Farkas.On pourraseréférerà [48]. L’algorithme
implémentéenpratiqueestun algorithmedetypepointsintérieursavecdirections
derecherchedeNewton, donton peutmontrerqu’il convergeen Ø . Ö �2Ù �!. � �4� ité-
rationsdansle pire descas.C’estun algorithmequi tented’exploiter lessystèmes
linéairescreux,commeparexemplelorsqu’ona un grandnombredevariablesma-
triciellesdepetitesdimensions.Par contre,lorsqueceux-cisontdegrandetaille (et
nesontpasdiagonauxparblocs),l’algorithmeestlent,et trèscoûteuxenmémoire.

Pourle problème(5.9),à chaqueitération,le travail principalconsisteà for-
meret résoudreun systèmelinéaire(souventdense)detypecomplémentdeSchur
dont la solutiondonnela directionde recherchede Newton. Ce système,dont la

taille est déterminéepar les � -QÚ �:�;�� Û contraintesd’égalité,est de taille de

l’ordre de � c . De plus,on retrouve ici les inconvénientsdesdirectionsdeNewton
quenousavonsévoquésauchapitreprécédent,telsquedessystèmesmalcondition-
nésquandon approchedel’optimum.

Lespremiersrésultatssontrésumésdansle tableau5.1ci-après.
On peut remarquerque l’on est trèsvite limité par la taille desmatriceset

le tempsCPU nécessaireà la résolutiondu problème.Toutefois,commecelaest
observésavec les méthodesde points intérieurs,le nombred’itérationsestprati-
quementconstant.C’est le tempsdecalculnécessairequi estinfluencépar la taille
de la matrice,sanspour autantl’être par sasingularité,et saprogressionsemble
exponentiellecommele montrela figure5.1.

Rappelonsqueles problèmespratiquesquenousespéronsrésoudresontde
taillesdel’ordre de

ZkH¾H�H
. Il estclair quenousn’avonsaucunespoirdelesrésoudre

parSeDuMi.

5.4 Approchede résolution par points intérieurs

Comptetenudeslimites du logiciel SeDuMi,nousnousproposonsd’écrire
unalgorithmedepointsintérieursadaptéànotreproblèmequi nouspermettederé-
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Taille de Ü Rangde Ü TempsCPU Nombred’ TempsCPUmoyen
(ensecondes) itérations paritération

50 5 151 16 9.44
50 10 149 16 9.31
50 20 171 16 10.7
60 6 594 15 39.6
60 20 672 17 39.5
60 50 711 18 39.5
70 7 2193 15 146.2
70 15 1781 16 111.3
70 50 1894 17 111.4
80 8 5471 16 341.9
80 20 4790 16 299.4
80 50 4350 16 271.9
90 20 10904 15 726.9

TAB. 5.1– Résultatspourl’approcheparSeDuMipourdesmatricesÜ généréesaléatoirement
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soudredesproblèmesdeplusgrandetaille. Cetalgorithmesuivra la démarcheque
nousavons proposéeen fin du chapitreprécédent(section4.4). Nous utiliserons
uneconditiond’optimalité bilinéaire,dont la linéarisationconduità dessystèmes
linéairesqui ont le mêmeordredetaille qu’avecSeDuMimaisqui sontcreux,n’ont
pasà êtreconstruitexplicitementet sontde rangmaximalà l’optimum. Cessys-
tèmesserontrésoluspargradientsconjuguéspréconditionnés.Enfin, uneétapede
"crossover" seraintroduiteen fin d’algorithmeafin de récupéreruneconvergence
asymptotiqueq-quadratique.

Nousavionsvu quel’algorithmedepointsintérieursquenousnousproposons
d’écrireseraitparticulièrementperformantsi l’on pouvait écrirelescontraintesaf-
finessousla forme d’opérateurs,dont on peut facilementcalculerles adjoints,et
pseudo-inverses.Nousintroduisons,danscetordred’idées,quelquesopérateursli-
néairessurlesmatricesqui vontnousêtreutiles.

5.4.1 Quelquesopérateurs

Pourunematrice� ñ �ÞÝ b Ý c <�<G< Ý ( yM5 � "§ß ( , ( Ý � 5 � " 6 � ñºZ 6 � 6 <�<�< 6 � ),`½ñ
vec

. � � � ñ «¬¬­ Ý bÝ c
...Ý ( ²G´´µ

5 � " (
est le vecteurformé en mettantles colonnesde � bout à bout. On définit ainsi
l’opérateur vec dontl’inverseet l’adjoint sontdonnéspar

Mat

ñ
vec  b ñ vec D 6

enutilisantladéfinitiondel’adjoint d’unopérateur: à vec

. � � 6@áãâ ñ àz� 6 vec D . á � â .
Mat construitunematriceÝ Ó � , colonneparcolonne,àpartird’unvecteurdetailleÝ � . LesopérateursMat et vec sontdesisométries.

Pour 	 5 &!(
, soit

> ñ
us2vec 	 5 ��� � � �

qui estconstruitenmultipliant
par

Ö �
, le vecteurobtenuen mettantbout à bout les termessituésstrictementau

dessusdela diagonalede 	 et considéréscolonneparcolonne:

us2vec

� 	 ñ «¬¬­ 	 bäb 	 bac <�<�< 	 b (	 cäc <�<�< 	 c (
. . .

...	 (å( ²G´´µ À$ >Eñ Ö � «¬¬­ 	 bac	 baæ
...	¼ç (  bzèêé ( ²G´´µ <

(5.10)

Le coefficient
Ö �

assurequel’on auneisométrie.

Soit us2Mat

� ñ
us2vec  b l’opérateurinversede us2vec, définisur

� � � � �
àvaleursdansle sous-espace

& �(
desmatricesde

&!(
donttouslestermesdiagonaux

sontnuls.On a :
us2MatD ñ us2vec

6
(5.11)
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puisque à us2Mat

.0`Ñ� 6 Á â ñ
traceus2Mat

.a`Ñ�4Áñ
traceus2Mat

.a`Ñ�
offDiag

.]ÁÂ�ñ ` d
us2vec

.]ÁÂ� ñ à us2vec

.]ÁÂ� 6 ` â <
Ainsi,

us2Mat us2MatD .zÁë� ñ offDiag

.]ÁÂ� ñ
offDiag D .]ÁÂ�

est la projectionorthogonalesur le sous-espace
& �(

. Ceci confirmela proposition
5.2.3puisqu’ona : ¤ ñ�/ ( - & �( <

Notrealgorithmeutiliseralesopérateursdéfiniscommesuit.Soit	 � ñ � - us2Mat

.]\ì�!-F/ 6 Á:í � ñ
us2Mat

.]\ì�!-
Diag

. ? � 6
pourdesvecteurs

\
and

?
judicieusementchoisis.Ondéfinit lesopérateurslinéaires

suivants:îðï .Çñò� � ñ 	 us2Mat

.óñô��õ î§ö .Çñò� � ñ 	 Diag

.óñô��õ & .Çñò� � ñ
us2Mat

.óñò�4Á í <
(5.12)

Ainsi, îðï �¾��� � � �º$ � ( õ îÒö ��� ( $ � ( õ & �¾��� � � �º$ � ( <
Nousauronsbesoindesadjointsdecesopérateurs.Soit

`½ñ
us2vec

.]÷³� 6 ÷K5& ( 6�ø 5 � (
, et

3 5 � (
.à 3 6 îðï .a`Ñ� â ñ tr ù d 	 us2Mat

.a`Ñ� 6ñ
tr us2Mat

.a`Ñ� 	 3 6ñ ú
us2Mat

.a`Ñ� 6 Z� . 	 3 -�3 d 	 �åû 6ñ ú ` 6 Z� us2vec

. 	 3 -�3 d 	 � û 6ñ à ` 6 îðï D .z3ª� â <
Parsuite, îðï D .]3ª�äñ Z� us2vec

. 	 3 -�3 d 	 � <à 3 6 î§ö . ø � â�6 ñ tr ù d 	 Diag

. ø � 6ñ
tr Diag

. ø �43 d 	 6ñ ø d
diag

.z3 d 	 � 6ñ à î§ö D .]3ª� 6�ø|âã6
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d’où, îÒö D .z3ª�äñ
diag

.z3 d 	 � 6
ou bien î§ö D .]3ª�äñK.z3 ü 	 � d � <

à 3 64& .0`7� â ñ tr ù d
us2Mat

.a`Ñ�@Á í 6ñ ú
us2Mat

.a`Ñ� 6 Z� .]3ªÁ í -�Á í 3 d � û 6ñ úÂ` 6 Z� us2vec

.]3ªÁýíÂ-�ÁýíG3 d �åû 6ñ à ` 6@& D .z3ª� â <
On adonc & D .z3º�äñ Z� us2vec

.]3ªÁ í -�Á í 3 d � <
Nousauronsaussibesoindedifférentescompositionsd’opérateurs:î§ö D î§ö . ø ��ñ î§ö D . 	 Diag

. ø �4�ñ
diag

.
Diag

. ø � 	 c � õî§ö D îðï .a`Ñ��ñ î§ö D . 	 us2Mat

.0`7�4� 6ñ
diag þ us2Mat

.a`Ñ� 	 c�ÿ õîÒö D & .a`Ñ��ñ î§ö D . us2Mat

.a`Ñ�4Á í �ñ
diag

.zÁ:í
us2Mat

.0`7� 	 ��õî§ï D îÒö . ø ��ñ îðï D . 	 Diag

. ø �@� 6ñ Z� us2vec þ 	 c Diag

. ø �M-
Diag

. ø � 	 c ÿ õîðï D îðï .0`7��ñ îðï D . 	 us2Mat

.a`Ñ�@� 6ñ Z� us2vec þ 	 c us2Mat

.0`7�!-
us2Mat

.a`Ñ� 	 c ÿ õîðï D & .a`Ñ� ñ îðï D . us2Mat

.0`7�4Á í � 6ñ Z� us2vec

. 	 us2Mat

.a`Ñ�4Á í -�Á í
us2Mat

.a`Ñ� 	 � 6ñ & D îðï .0`7� õ& D îðï .a`Ñ��ñ & D . 	 us2Mat

.a`Ñ�4� 6ñ Z� us2vec

. 	 us2Mat

.a`Ñ�4Á í -�Á í
us2Mat

.a`Ñ� 	 ��õ
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& D î§ö . ø � ñ & D . 	 Diag

. ø �4� 6ñ Z� us2vec

. 	 Diag

. ø �4Áýíë-�Áýí
Diag

. ø � 	 �ãõ& D & .a`Ñ��ñ & D . vec

.
us2Mat

.a`Ñ�@Á í �@� 6ñ Z� us2vec þ us2Mat

.0`Ñ�G.]Á í � c -*.zÁ í � c
us2Mat

.a`Ñ� ÿ <. îðï D - & D ��. îðï - & �!.a`Ñ��ñ Z� us2vec � us2Mat

.a`Ñ� þ 	 c -*.]ÁýíG� cBÿ - þ 	 c -9.]ÁýíG� c ÿ us2Mat

.a`Ñ��� 6-
us2vec � 	 us2Mat

.0`Ñ�@Á í -�Á í
us2Mat

.a`Ñ� 	 y <
Proposition 5.4.1 Nousobtenonsle formulairesuivantpour lesopérateurs définis
en(5.12): î§ö .óñò� ñ 	 Diag

.óñô�îðï .óñò� ñ 	 us2Mat

.óñô�& .óñô� ñ
us2Mat

.óñò�4Á íî§ö D .z3º� ñ .]3 ü 	 � d � ñ diag

.]3 d 	 �îðï D .z3º� ñ bc us2vec

. 	 3 -�3*d 	 �& D .z3º� ñ bc us2vec

.]3ªÁ í -�Á í 3 d �îÒö D î§ö . ø � ñ diag

.
Diag

. ø � 	 c �î§ö D î§ï .0`Ñ� ñ diag

.
us2Mat

.a`Ñ� 	 c �î§ö D & .0`Ñ� ñ diag

.]Á í
us2Mat

.a`Ñ� 	 �î§ï D î§ö . ø � ñ bc us2vec

. 	 c Diag

. ø �M-
Diag

. ø � 	 c �î§ï D î§ï .0`Ñ� ñ bc us2vec

. 	 c us2Mat

.0`Ñ�!-
us2Mat

.a`Ñ� 	 c �îðï D & .0`Ñ� ñ bc us2vec

. 	 us2Mat

.0`7�4Á í -�Á í
us2Mat

.a`Ñ� 	 �& D î§ï .0`Ñ� ñ bc us2vec

. 	 us2Mat

.0`7�4Á í -�Á í
us2Mat

.a`Ñ� 	 �& D î§ö . ø � ñ bc us2vec

. 	 Diag

. ø �@Á í -�Á í
Diag

. ø � 	 �& D & .0`Ñ� ñ bc us2vec

.
us2Mat

.a`Ñ�å.]Á í � c -*.zÁ í � c
us2Mat

.a`Ñ�@�
5.4.2 Deuxièmeformulation équivalente

Introduisonslesnotationssuivantes:� ñ
us2vec � 6 \Vñ us2vec

Á
analoguesà

>Eñ
us2vec 	 quenousavionsintroduit précédemment.

De plus, puisqueles termesdiagonauxde 	 sont constantsde mêmeque
ceuxde � , leurscontributionsà la norme j � 1 	¡j resteconstante.Sanspertede
généralité,nouspouvonssupposerdésormais:

diag

. � � ñ9H <
Notonsquececiimplique� ñ

us2vec � + � ñ us2Mat
� 6
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cequi n’estpasle casengénéral,et aussij�	 1 ��j c¢ ñ j > 1 � j cc - � <
Afin derésoudrele problème(5.1),nouspouvonsle reformulersousla forme

suivante:O D � ñ9��� � Z� j > 1 � j cc tel que us2Mat

.0>��M-%/ J H
,

> 5 � � � � � 6
(5.13)

en écrivant 	 ñ
us2Mat

.0>���-�/
dans(5.1). Cetteforme estplus adaptéequela

précédenteà notredémarchealgorithmique.

5.4.3 Conditions d’optimalité et Dir ectionsde recherche

Pourobtenirlesconditionsd’optimalitépour(5.13),nousenexplicitonsd’abord
le problèmedual. Notonsque les contraintesde (5.13) sontqualifiéesau sensde
Slater(voir 1.4.2),cequi impliquequ’il y auradualitéfortepournotreduallagran-
gien.: O D ñ � D � ñ9�°®ì¯��� � ��� �� Z� » » > 1 � » » c 1 trace

Á=.
us2Mat

.0>��!-%/Ñ� <
En procédantdemanièreclassique,on associeà la contrainteus2Mat

.S>�� -%/ J H
unmultiplicateurdeLagrange

Á�5 & �(
, puisque

& �(
estauto-dual.Onconstruitalors

le lagrangien:� .0> 6 ÁÂ� ñ �
���
�
	�� 
� � ���� _

.0>�� ñ Z� »�» > 1 � » » c 1 trace

Ám.
us2Mat

.0>��M-%/Ñ�
(5.14)

Ceproblèmeestfinalementunproblèmesanscontraintes.Safonction-objectifs’écrit:_ .S>���ñ Z� »�» > 1 � »�» c 1 trace

Ám.
us2Mat

.S>��!-%/Ñ� 6ñ Z� »�» > 1 � »�» c 1 trace� Á=. us2Mat

.0>��4�Çy 1
trace

.zÁë� 6ñ Z� »�» > 1 � »�» c 1 à Á 6 us2Mat

.S>�� â:1
trace

.]ÁÂ� 6ñ Z� »�» > 1 � »�» c 1 à us2MatD .zÁÂ� 6 > â:1 trace

.]ÁÂ� <
Elle estdifférentiabledemanièreévidente.Lessolutionsoptimalesde (5.14)sont
donccaractériséespar: H ñ � _ .S>�� 6ñ .0> 1 � � 1

us2MatD .]ÁÂ� 6ñ .0> 1 � � 1
us2vec

.zÁë� <
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Nousobtenonsle problèmedualsuivant:O D ñ �°®ì¯ bc » » > 1 � » » c 1 trace

Ám.
us2Mat

.0>��!-%/Ñ�
tel que

> 1
us2vec

.]ÁÂ�äñ � 6Á J H < (5.15)

En écrivant

Á
sousla formeÁ~ñ
us2Mat

.]\ì�!-
Diag

. ? � 6 \³5 ��� � � �°6B? 5 � ( 6
et enremarquantque

>Eñ
us2vec

.zÁë�!- � ñ*\t- � 6
la fonction-objectifde(5.15)s’écrit :_ .0>���ñ Z� j \ j c 1 trace

.zÁ
us2Mat

.0>��@� 1
trace

.zÁë� 6ñ Z� j \ j c 1 à Á 6 us2Mat

.0>�� âÂ1
trace

.
us2Mat

.]\ì�!-
Diag

. ? �4� 6ñ Z� j \ j c 1 à us2vec

.zÁë� 6 > âý1N? d ��6ñ Z� j \ j c 1 à \ 6 \ð- � â:1I? d ��6ñ Z� j � j c 1 Z� j \ 1 � j c 1N? d � <
On peutécrirele problèmedual(5.15)sousla formeéquivalente:O D ñ bc j � j c - �°®ì¯ 1 . bc j \ 1 � j c - ? d � �

t.q.

Á í � ñ
us2Mat

.z\��!-
Diag

. ? � J H < (5.16)

PuisquelesconditionsdequalificationdecontraintesdeSlatersontvérifiées
pour le problèmedual aussi,nousobtenonsles conditionsd’optimalité primales-
dualessuivantes:

Théorème5.4.2 Lesvaleurs optimalesprimaleset dualessontégales,
O D ñ � D , et

lespairesprimalesduales

.S> 6 . ? 6 \ì�@�
sontoptimalespour (5.13)si etseulementsi :	 � ñ

us2Mat

.0>��!-F/ J H
(réalisabilitéprimale)

> ñ � -�\ 6 Á í � ñ
us2Mat

.]\ì�!-
Diag

. ? � J H
(réalisabilitéduale)	 Á í ñ H
(écartscomplémentaires)

<
Pourla miseenœuvredenotrealgorithmeprimal-dualdepoints"intérieurs-

extérieurs",nousutilisons la perturbationclassiquede l’équationdesécartscom-
plémentairessuivante: 	 Á í ñ O / < (5.17)
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Commenousl’avonsdécrit au précédentchapitre4.4, noussubstituonsen-
suite les équationsde réalisabilitéprimale et dualedansl’équation perturbéeci-
dessus(5.17)et nousobtenonsuneunique équation bilinéair e en

\
et
?

qui ca-
ractérisel’optimalité pour le problèmebarrièrelogarithmiqueque l’on déduit de
(5.13). ARL .]\ 6B? � ����� �Â� �� �[$ � ( <AML .z\ 6B? � � ñ � � - us2Mat

.]\ì�!-%/|y � us2Mat

.]\ì�!-
Diag

. ? �äy 1NO /Ûñ*H 6
(5.18)

On pourraremarquerquele problèmed’approximationpar matricesde cor-

rélationoriginal a

Ú �:�;�� Û variables,� contraintesd’égalité(sur la diagonalede	 ) et la contraintede semi-définiepositivité de 	 . Par suite, le problèmedual a� - Ú �Â�
�� Û variables.Ainsi, si l’on considéraitdesalgorithmesqui résolventuni-

quementle problèmedual,on n’auraitpasunediminutiondela taille du problème.

De plus, avec les algorithmesprimaux-duauxstandard,on aurait � - � Ú ���
�� Û
variables,aucontrairedes

Ú �:�;�� Û variables(

\
et
?
) quenousavonsici enconsi-

dérantl’équationbilinéaire(5.18).
Etantdonnéquecetteéquation(5.18) estsurdéterminée(

AML
ne met pasen

relationlesmêmesensemblesà un isomorphismeprès)et non linéaire,nousla ré-
solvonsen utilisant uneméthodede Gauss-Newton inexacte.Par linéarisationde
(5.18),nousobtenonsle systèmelinéairedoncla résolutionnousdonnela direction

derecherche� `½ñ V � \� ? W où nousavonsposé̀

Ûñ V \?wW :1 ARL .z\ 6B? � ñ A TL .]\ 6B? � � ` 6 (5.19)ñ � � - us2Mat

.]\ì�!-%/|y#.
us2Mat

. � \ì�!- Diag

. � ? �@� (5.20)-
us2Mat

. � \ì�4Á í 6 (5.21)ñ . îðï - & �R. � \��!- î§ö . � ? � < (5.22)

On retrouve les opérateurs
îðï

,
&

et
îÒö

quenousavions introduitsau paragraphe
précédent,et on comprendpourquoi.

Ce systèmelinéairesurdéterminéest de rangmaximal.Nousutiliseronssa
solution au sensdesmoindrescarréscommedirection de recherche(de Gauss-
Newton) dansnotrealgorithme.Cettesolutionseracalculéeen utilisant unemé-
thodedegradientsconjugués,préconditionnée.

Notonsque � \n5 ��� � � � , mais,le coûtdu calculde

. îðï - & �M. � \ì� , enne
considérantpasun éventuelcaractèrecreux,estcelui de la multiplicationdedeux
matricessymétriques.Le calcul de

î§ö . � ? � correspondquantà lui à un produit
de Hadamard(composantespar composantes)de deux vecteursde taille � . Ces
calculsqui représententl’essentield’uneitérationdegradientsconjuguéssontdonc
pratiquementgratuits.
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5.4.4 Algorithme

Nousutilisonsl’équation(5.18)pour développerun algorithmeprimal-dual
de pointsintérieurs-extérieursréalisable(c’est à dire quel’on partdepointsstric-
tementréalisablespour le primal et le dual) tel que nous l’avons décrit en sec-
tion 4.4 du chapitreprécédent.Nousutilisonsdoncl’approchepar Gauss-Newton
de [84]. Nousintroduisonsun paramètrede recentrageX � au lieu d’une approche
prédictrice-correctriceclassique.Nousimposonsla semi-définiepositivité aucours
du déroulementdel’algorithmeplutôt quela définiepositivité. Enfin,dèsquenous
sommessuffisammentprochesde l’optimum, nousfaisonsdu "crossover" enpo-
santX �Vñ�H et Y � ñºZ

, etenn’imposantplusla semi-définiepositivité desmatrices.
Ceciconduità unerapideconvergencequadratiqueasymptotiquement.

Critèr ede "Cr ossover"

Il nousfautàprésentpréciserlesmodalitéspratiquessuivantlesquellesl’étape
de"crossover" estappliquée.Rappelonsqu’il s’agit deneplus forcer l’algorithme
à demeurerréalisableune fois que l’on se trouve dansla région de convergence
quadratiquedel’optimum. Il nousfautdoncun moyend’estimerrapidementla ré-
gion deconvergencequadratique.Cecipeutêtrefait enutilisant le Théorème4.4.4
quenousavonsénoncéau chapitreprécédent.Toutefois,les estimationsdu rayon
de convergencequadratiquefourniespar le théorèmedépendentde l’optimum du
problèmequi estinconnu.Il fautdonctrouver à partir decesestimationsdesheu-
ristiquesqui permettentde s’assurerque l’on est dansla région de convergence
quadratique.Uneheuristiquepossibleestdeconsidérerquele pascourant� ` par
exemple,estunebonneapproximationdela distancedupointcourantà l’optimum.

De tellesheuristiquesont étéétudiéesdans[114] pour la résolutionde la re-
laxationSDPd’un problèmedemax-cut. Deplus,onpeutremarquerquela fonctionA

bilinéaired’optimalitéobtenueici esttrèssimilaireàcellequi aétéobtenuedans
[114]. Nousavonsdoncchoisid’effectuerl’étapede"crossover" dansnotrecas,en
utilisant le mêmetyped’heuristique.L’étapede "crossover" seradoncdéterminée
parle critèresurle sautdedualitésuivant:��� . �m	 �H <�� j � 1 	¡j c¢ -�Z < (5.23)

Notons� � l’ensembledespointsprimaux-duauxstrictementréalisableset
A T

la jacobiennedela fonction
A

définissantlesconditionsd’optimalité.
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Algorithme 5.4.1(Points intérieurs-extérieurs par Gauss-Newton(G-N) et "cr ossover")� Initialisation :��� Donnée: unematricecarréesymétriqued’ordre � , � , (fixer diag

. � � ñH
).��� Tolérances: � b (arrêt), � c (précisionpourG-N), � æ ("crossover").��� Trouver lespoints initiaux strictement réalisables
Á �

et 	 � � ñC.
offDiag

.]Á � - � �!-%/Ñ� P H
;
O

petit��� Fixer lesparamètresinitiaux :

gap

� ñ
trace

Á � 	 � õ O �Nñ gap
É � õ objval

� ñ*H <�� » » 	 � 1 � »�» c¢ õ��Æñ*H <� Tant que

��� � ¹
gap

objval

� b 6 objval
½ ��� b��� résoudre au sensdesmoindrescarréspour obtenir la dir ectionde

recherche � ` � (précision� c ��� � ¹ O � 6 Z ½ )A T~�� L � .a` � � � ` � ñ 1 A ~�� L � .a` � � 6
où X � est le paramètre de recentrage,

O �âñ b(
trace

Á � .
offDiag

.]Á � -� �!-F/7� .��� recherchelinéaire :Á ��� b ñ9Á � - Y � � Á � 6 avecY � � H 6
tel que

Á �B� b
et offDiag

.zÁ �B� b - � ��-°/ J H , ( Y � � ñ[Z
après"crossover".)��� Mise à jour

��� �U-�Z
objval

� ñ9H <�� » » 	 ��� b 1 � »�» c¢ 6 gap

� ñ
trace

Á ��� b 	 ��� b 6BO ��� b ñ �Ñ�! É � 6X � V
fixer X � ñ9H si

�
��� ¹
gap

objval

-�Z 6
objval

½ v�� æ (crossover)W <� fin (tant que).� Résultat : 	#" us2Mat

.]\ì�!- � -F/ .
La miseà jour de X � ci-dessusestfaitedemanièreadaptative: elleestdépen-

dantedesvaleurscourantesde 	 et

Á
. Elle estfaite de manièreà serecentrerdu

mieuxpossiblesurle chemincentral,toutenévitantdetropserapprocherdubord.

5.4.5 Préconditionnement

Commenousl’avonsvu auchapitreprécédent,le préconditionnementestes-
sentielpourunerésolutionefficacedusystèmelinéaire(5.22)ausensdesmoindres
carrés.Encequi nousconcerne,effectuerunpréconditionnementconsisteàtrouver
deuxopérateurs(enpratiquedesmatrices)$&% et $ í etàchercherla solutionausens
desmoindrescarrésde. îðï - & � $  b% .('� \ì�R- î§ö $  bí .
'� ? � ñ 1 AML .]\ 6B? � 6 (5.24)

où
'� \ ñ $)% . � \ì� 6 '� ? ñ $ í . � ? � <

Les inversesci-dessusne sontpasforméesexplicitement.De plus, les deux
opérateurs$&% et $ í ontdesstructuresassezsimplesdemanièreàcequelessystèmes
linéairescorrespondantssoit résolusefficacement.
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Pré-conditionnementdiagonal

Le pré-conditionnementdiagonala étéétudiédansdifférentsouvrages[51],
[101], [66, Sect.10.5],et[50,Prop.2.1(v)].Lesrésultatsdiffèrentselonla définition
du conditionnementd’une matrice,qui décrit la répartitiondesvaleurspropresde
cettematrice.Par exemple,dans[50, Prop.2.1(v)], on prendla définitionsuivante
du conditionnementd’unematrice

Ó �+* :, . * � � ñ �  b trace

. * � É.-0/21 . * � bz£ ( <
On y montrealorsquepour unematrice Ý Ó � � de plein rangavec Ý r � , le
pré-conditionneurdiagonaloptimal,solutiondu problèmed’optimisation��� � , .4. � g � d . ��g �4� tel que g matricediagonalepositive

6
(5.25)

estdonnéepar � �ô� ñ[Z É j �43 �4j c 6 � ñºZ 6 <G<�< 6 � <
Parsuite,pourfaireunpré-conditionnementdiagonalde(5.22),onpeutchoi-

sir desopérateurs$ í et $)% qui sontdiagonaux.Ils sontévaluésenutilisant lesco-
lonnesde l’opérateur

A TL .]\ 6B? �
. Cescolonnessont de deux types: cellescorres-

pondantà

\
, et cellescorrespondantà

?
. Comptetenude la forme découpléede

l’équation(5.22),le calculde $ í et $)% peutsefairedemanièreindépendante.
Commençonspar le calcul le plus simple,celui de $ í . Nousrappelonsque

pourévaluerlescolonnesd’un opérateurlinéaire,il suffit decalculerlesimagesdes
élémentsdela base(canonique)desonespacededépart.Rappelonsquel’on a :	 ñ � - us2Mat

.]\ì�!-%/
et

Á~ñ
us2Mat

.z\��!-
Diag

. ? � <
Pourtoutematrice	 , 	�563 désignesa 7 èmeligne et 	83 5 désignesa 7 èmecolonne.9

Pré-conditionnementde
î§ö

. L’opérateur
îÒö

étantdéfini sur

� (
, il nous

suffit decalculerlesimagesdesvecteurs
� � 6 � ñ Z 6 <�<�< 6 � , dela basecano-

niquede

� (
. Ona : î§ö . � � �Hñ 	 Diag

. � � � <
Parsuite, j î§ö . � � � j c¢ ñ »�» 	�� é 3 » » c < (5.26)9
Pré-conditionnementde

îðï - &
. Les deuxopérateurs

îðï
et
&

sontdé-

finis sur

��� � � �
. Nous allons évaluer les imagesdesvecteurs

� � 6 � ñZ 6 <�<G< 6 Ú � �°Û de la basecanonique.A chaque

��ñ Z 6 <�<�< 6 � , on peut as-

socierun uniquecouple

. � 6;: � 6 � ñ Z 6 <�<G< 6 � õ : ñ Z 6 <�<�< 6 � õ � v :
tel

quelors del’opération

>�ñ
us2vec

. 	 � , l’élément

> �
de

>
estidentiqueà

l’élément 	��=< de 	 . Dansla suite,
� � et

� < représenterontrespectivementle�
èmeet

:
èmevecteurdela basecanoniquede

� (
, tandisque

� �
représente
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le

�
èmeun vecteurdebasede

��� � � �
. On a :îðï . � �G��ñ 	 us2Mat

. � �k�ñ b> c 	 þ � � � d< - � < � d � ÿñ b> c þ 	?3 � � d< - 	83 < � d � ÿ <
D’autrepart,& . � �ì��ñ

us2Mat

. � �k�G.zÁÕ-
Diag

. ? �@�ñ b> c þ � � � d< - � < � d � ÿ .zÁÕ- Diag

. ? �@�ñ b> c ¹Ñ. � � .]Á�- Diag

. ? �4� <�3 - � < .]ÁÕ- Diag

. ? �@� �@3 � ½ <
Parsuite,j . îðï - & �å. � �ì� j c¢ ñ bc ¹ j .zÁ�- Diag

. ? �@� 3 �4j c - j .zÁ�- Diag

. ? �@� 3 <�j c -j�	83 �@j c - j�	83 <�j c - � .zÁÕ- Diag

. ? �@� <A<@	��ô�-CB .]Á�-
Diag

. ? �4� <ó� 	��D< - � .]Á�- Diag

. ? �4� �ô� 	E<F< ½ <
(5.27)

Pour ce calcul, nous avons besoinde trois produitsde Hadamard,	 ü	 6 .zÁN- Diag

. ? �@�Âü¼.]ÁN-
Diag

. ? �4� 6 .zÁI-
Diag

. ? �@�Âü 	 , et du produit
deKronecker (vectoriel) Diag

.@.]Á�-
Diag

. ? �4�@�HG
Diag

. 	 � .
Commeon peutle voir, lespré-conditionneursdiagonauxsonttrèsfacilesà

calculerengénéral.Mais, engénéral,ils sontrarementefficaces,voir parexemple
[66].

Pré-conditionneur diagonal par blocspar Cholesky incomplet

En lieu et placedu pré-conditionneurdiagonal,pourlequelnousn’avonspas
beaucoupd’espoirs,nousavonsconstruitun pré-conditioneurdiagonalpar blocs.
Cet choix coulede sourceen réalité.En effet, l’équation résoluepour obtenir la
directionderechercheanaturellementunestructureparblocs:� . îðï - & � » î§ö yýV � \� ? W ñ 1 ARL <
Puisquela résolutionestfaiteausensdesmoindrescarrés,on résouteffectivement
leséquationsnormales:I . î§ï D - & D ��. î§ï - & � . îðï D - & D � î§öî§ö D . îðï - & � î§ö D î§ö J V � \� ?IW ñ 1 V î§ï D - & Dî§ö D W ARL <

(5.28)
Etantdonnéecettestructureparblocs,il estnatureldeconsidérerunpré-conditionnement
diagonalparblocs.Suivant[66] et [10, Section9.2] , nousavonsproposéd’utiliser
un pré-conditionneurbasésurlesfactorisationsincomplètesdeCholesky desblocs
diagonauxdel’opérateurdéfinipositifK$¸D K$ ñ I . îðï D - & D �!. îðï - & � HH î§ö D î§ö J 6
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où . îðï D - & D �!. îðï - & �!.0`Ñ�Hñbc us2vec � . 	 c -*.zÁ í � c � us2Mat

.0`Ñ�!-
us2Mat

.a`Ñ�G. 	 c -*.zÁ í � c �Çy-
us2vec � 	 us2Mat

.a`Ñ�4Á í -�Á í
us2Mat

.a`Ñ� 	 y < (5.29)

Comptetenudela conditiondecomplémentaritéperturbée,	 Á í tendvers

H
quandO

vers

H
. Parsuite,j�	 us2Mat

.0`7�4Á í -�Á í
us2Mat

.a`Ñ� 	¡j c ñ trace

Á í
us2Mat

.0`7� 	 	 us2Mat

.0`Ñ�@Á í -
trace	 us2Mat

.0`Ñ�@Á í Á í
us2Mat

.a`Ñ� 	 -�
trace

Á í
us2Mat

.a`Ñ� 	 Á í us2Mat

.0`Ñ� 	
tendverszéro quand

O
tendverszéro.

Nouspouvonsalorsutiliser l’approximation. îðï D - & D �!. îðï - & �M.a`Ñ�.L ñbc us2vec � . 	 c -9.]Á í � c � us2Mat

.a`Ñ��-
us2Mat

.0`7�å. 	 c -9.]Á í � c �äy < (5.30)

Dansla sectionprécédente(Section5.4.5),nousavons montréque le bloc
diagonalinférieurestlui-mêmediagonal,doncla factorisationexactedeCholesky
pour ce bloc peut être calculéede manièrepeu coûteuse.De plus, mêmesi les
termeshors-diagonauxne convergentpasverszéro,on peut raisonnablementes-
pérer qu’une factorisationincomplètede Cholesky pour le bloc diagonalsupé-
rieur et une factorisationexactepour le bloc inférieur nousdonnentun bon pré-
conditionneurpournotreproblème.Cecisevérifie empiriquement,commenousle
verronsaveclesrésultatsnumériquesprésentésenSection5.5.

Nousutilisonsla transformationentrelesindicesx et

.F� 6 7 � :xNM .A� 6 7 � 6 x ñ . 7 1 Zì�G. 7 1 � �� -O� 6 � l x õ�Z l � vO7 l � <
Lescolonnesdu bloc supérieursontlessuivantes(toutesles ligneset colonnesqui
nesontpaspréciséesci-dessoussontnulles):. îðï D - & D �!. îðï - & �!. �
P ��ñ bc > c us2vec Q±� c þ � � � d 5 - � 5 � d � ÿ - þ � � � d 5 - � 5 � d � ÿ � cSRñ bc > c us2vec

«¬¬­ enligne

� . � c � 5T3
enligne 7 . � c � � 3V
encol

�. � c � 3 5 W V
encol 7. � c � 3 � W ² ´´µ

(5.31)
où � ñ 	 -�Á í

.
Pour

�VUñ :
, nousnotonsWYX=<[Z ñ b> c þ � X � d<]\ � < � d X ÿ l’élément ^ �`_ : � de la base

orthonormalepour l’espacedesmatricessymétriques(quand
� ñ :

, on a WYX�X ñ� X �2aX ). Le symbolebcXD< représentele produit deKronecker. Par suite,l’élémentsitué
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enligne dfe ^hg _;ikj etcolonnelNe ^Fm _onAj estp
us2vec ^qWYX=r j�_ ^FsutSv \xw v j ^Fsut \xw j ^ us2vec ^AWYyoz j`j|{~}}��� us2vec ^AWNXDr j a us2vec ��^�� � \ ^F�)� j � j WYyoz \ W�yozA^�� � \ ^F�)� j � j��\ us2vec ^qWYX=r j a us2vec �!��WYyoz��)� \ �)�2WYyoz6� �} �� tracêAWNXDr j �S� � WYyoz \ WYyoz�� � �}

traceWNXDr2WYyoz�� �} �� tracêA�(X�� ar]\ ��r2� aX j ^A�
y
� a z \ �
z�� a y j � �}��� trace ���(Xh� ar �
y
� a z \ �(Xh� ar �
z�� a y \ ��r�� aX �
y(� a z \ ��rc� aX �
z�� a y�� � �} �� �Sb`r|y�^F� � j zDX \ b|r|zA^F� � j y`X \ bcX6y�^F� � j z r \ b�X6z�^A� � j y;r ���
(5.32)

Enpratique,l’approximation(5.30)correspondtout simplementà la suivante^FsutSv \xw v j ^Fsut \xw j�� sutSv�sut \�w v w �
La représentationmatricielle en est obtenueà partir de cellesde sut et w . Pour
évaluer la matricede sut , il suffit de remarquerque la colonne l��} ^qg _;ikjc_ ^Al }� _
�
�
�2_��+� �+ ¡j

, estobtenueà partir de la vectorisationde la matriceimagede �
¢ ,
laquellematriceatoutessescomposantesnulles,saufles g èmeet

i
èmecolonnesqui

sontrespectivementles
i
èmeet g èmede � (noterla permutation!). Cettematrice

estdoncnaturellementcreusepuisquechacunede sescolonnes,de taille £ � , a au
maximum ¤¥£ composantesnon nulles.De plus, sa constructionest simple : elle
consisteenfait àfairedespermutationsjudicieusesdescolonnesde � . Enpratique,
pour £ fixé, on peut totalementdéterminerles positionsde sescomposantesnon
nullesainsiqueleursvaleurs(extraitesendespositionsprécisesde � ).

Pourobtenirla matricede w , on pourraitprocédercommeci-dessus,en rai-
sonnantcettefois-ci sur les lignesde � � . Toutefois,on peutaussirécupérercette
matricedirectementàpartir decellede sut enremarquantque,puisque�¦Z }¨§ \ us2Mat̂A© j \xª _ �)�«Z } us2Mat̂F© j \ Diag ^h¬ j , onaw ^®­ j¯} ^Asut�^®­ j|j a]° ^`^ § \�ª j us2Mat̂�­ j|j a \ us2Mat̂®­ j Diag ^h¬ j��
La matricepremierterme ^As±t0^�­ j`j a peutêtreobtenuedemanièretrèssimpleàpartir
de celle de s±t , en utilisant l’opérateurde transpositiondesmatrices.Le second
termeaunereprésentationmatriciellequi s’obtientexactementcommecellede sut
en faisantjouer le rôle de � à

§ \¨ª . De plus, ceci est fait uneet uneseulefois
puisquece termeest constant.La représentationmatricielledu derniertermeest
aussifacile à obtenir, puisqu’ellemet en jeu desproduitsde matricestrèscreuses
(deuxcomposantesnonnulles)avecunematricediagonale.De même,pour £ fixé,
onpeuttotalementdéterminerlespositionsdesescomposantesnonnullesainsique
leursvaleurs(extraitesendespositionsprécisesde ¬ ).
5.5 Testsnumériques

Danscettesection,nousprésentonsles différentsrésultatsque nousavons
obtenusà la suitedestestsquenousavonsmenésavec les algorithmesquenous
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avonsprésentésdepuisle début decechapitre.Notons,d’unepart,quedanstoute
la suite,nousneconsidéronsquedesmatrices

§
dont touteslescomposantessont

inférieuresà
�

envaleursabsolues.D’autrepart,nousparleronsaussidedensitéde
matrice: il s’agitdela proportiondecomposantesnonnullesd’unematrice(rapport
entrele nombredecomposantesnonnulleet le nombretotal decomposantes).

Saufindicationcontraire,nousavonsfixé la précisionpour tousles testsci-
aprèsà ² � } �!³µ´ �q¶

.

5.5.1 Problèmesde petite taille

Nouscommençonspar uneprésentationdesrésultatsobtenusen appliquant
la formulationmixte d’optimisationsur lescônesdu secondordreet SDP(5.9) et
notrealgorithmedepointsintérieursspécialiséà la résolutiondeproblèmesdepe-
titestaillesayantdespropriétésparticulières(problèmesprovenantdela pratique).
Cestestsont étéeffectuésenutilisantle coded’optimisationconiquedeJ. STURM

[105]. Ils ontétéprogrammésenutilisantMATLAB6.5surunPCPentiumIV ayant
255MO demémoirevive.

Premièrement,nousavonsappliquécesalgorithmesà desproblèmesdenses
etdifficiles,depetitetaille £ allantde ¤ ³ à · ³ . La constructiondecesproblèmesest
décritedans[75] : il s’agit deproblèmespourlesquelsla matrice

§
àapprocherest

unematricede corrélation(obtenueà partir de la librairie disponiblesousMatlab
et écrite par HIGHAM) qui est perturbéepar ajout de bruits (représentéspar des
matricesengendréesaléatoirement).Les résultatssont présentésdansle Tableau
5.2. Signalonsquecesproblèmessont très dégénérés: très souvent, il n’y a pas
complémentaritéstricte, cequi rendlesalgorithmesdepointsintérieursinefficaces.

Taille de ¸ TempsCPUpour TempsCPUpour¹ notrealgorithme notrealgorithme SeDuMi
avec º2»H¼¾½|¿ÁÀ�Â avec º2»H¼�½|¿ÁÀ »qÃ

20 31.4 46.3 7.7
30 182.4 260.9 48.1
40 758.6 1041.4 269.0
50 2220.5 3197.6 1042.9
60 5139.7 7279.6 3205.9

TAB. 5.2– Résultatsnumériquespour ¸ difficile et degrandetaille

Il ressortdecetableauquenotrealgorithmeestmoinsefficacequeSeDuMi
lorsquele problèmen’estpascreux.Nousattironscependantl’attentionsur le fait
quenotrealgorithmepermettoutdemêmed’atteindreuntrèsgrandeprécisiondans
lesrésultatssansaucunproblèmenumérique,cequi contrasteaveclesalgorithmes
de points intérieursclassiquespour lesquelsl’absencede complémentaritéstricte
estsouventun inconvénientmajeur.

Nous avons comparéles algorithmessur desmatricescreusesengendrées
aléatoirement(matrices

§
de dimensionallant jusqu’à £ }ÅÄ ³

). La précisionque
nousavonsrequisepourcestestsestde

�
³ ´kÆ
pourlesdeuxalgorithmes.Lesrésul-

tatssontillustrésparlesFigures5.2et 5.3.
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FIG. 5.3 – TempsCPU ComparaisonSeDuMI avec nospoints intérieurs(tempsmoyen après ½`¿
testspourchaquedensité)

Commec’estle caspourdesméthodesdepointsintérieurs,le nombred’itéra-
tion nécessairesàla convergencepourSeDuMiresteessentiellementconstant(entre� ¤ et

�ÁÍ
itérations)indépendammentdela dimensionduproblème.Le tempsdecal-

cul par itérationet l’espacemémoirenécessairedeviennentcependantrapidement
prohibitivementélevéspourSeDuMi,alorsquenotrealgorithmeestcapabled’ex-
ploiter la caractèrecreuxet le coût par itérationen estplus petit. En conclusion,
notreapprochepermetderésoudredesproblèmesplusgrandendestempsdecalcul
beaucouppluscourts.

5.5.2 Problèmescreux de grande taille

Tout d’abord,nousillustronsnotrealgorithmedepointsintérieurs-extérieurs
au traversdesdifférentsrésultatsobtenusaucoursdesitérations.Ils sontrésumés
dansle tableau5.3.Ils correspondentà l’approximationd’unematricecreuse

§
de

taille £ }ÏÎ ³�³
et dedensité

³ � ³�³�³�Í
.

On peutobserver surle tableaulesdifférentespropriétésdenotrealgorithme
depointsintérieurs-extérieurs.Enparticulier, puisquelessystèmeslinéairesrésolus
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Numéro Sautde Valeurde Pas Paramètre Itérationsde Tempsde
d’itération dualité l’objectif Ð Ñ gradients calcul

en- ÒÔÓ2Õ »hÖ × ½`¿ Ã conjugués Ø½ ¿ÁÙ Ç2Ê2Ê ½cÙ=È�Ç2Ç(Ú ¿SÙ=Ë�ÊcÛ2È ½ ÚÁ½ ÜÁÙ ¿cÝ�Ç(¿Ú ¿ÁÙDË�Ü(È ½cÙ=È!½2½|Û ¿ÁÙ Û2È ¿ÁÙDË�ÊcÛS½`È ½`Ê ÜÁÙ=Ú�¿�Ç(¿Ü ½cÙ Ü2È ½cÙ=È�¿(Ú�Û ¿ÁÙ Û2È ¿ÁÙDË
½oÈ ½`Ý Ú!Ù ÊcÊ�Ç(¿
crossoverÇ ÜÁÙ�½oË ½cÙ=È�¿2¿cÊ ½ ¿ ÜS½ ÇSÙ=Ú�¿cÊ2¿È ÜÁÙ ÛcÛ ½cÙ=È�¿2¿Á½ ½ ¿ Ç(Ý ÝÁÙ Êc¿cÜ2¿Ê ÇSÙ Ê2È ½cÙ=È�¿2¿c¿ ½ ¿ ÈÁ½ ÛÁÙ ¿cÜcÜ2¿Ë È!Ù Üc¿ ½cÙ=È�¿2¿c¿ ½ ¿ È2È ½|¿ÁÙ ÜcÛ(ÈÝ È!Ù ÛcÊ ½cÙ=È�¿2¿c¿ ½ ¿ Ç¥½ Ë
Ù ÜcÛc¿2¿Û ÊÁÙ Ê(Ë ½cÙ=È�¿2¿c¿ ½ ¿ Èc¿ ÛÁÙ ÜcÜ�Ç(¿½`¿ Ë
Ù Ü2Ú ½cÙ=È�¿2¿c¿ ½ ¿ ÈÁ½ ÝÁÙ ÛcÜcÜ2¿½2½ Ë
Ù Û2Ú ½cÙ=È�¿2¿c¿ ½ ¿ Èc¿ ÛÁÙ=ÚcÚ�Ü2¿½oÚ ÝÁÙ=ÈcÚ ½cÙ=È�¿2¿c¿ ½ ¿ ÈÁ½ ÛÁÙ Üc¿cÜ2¿½`Ü ÛÁÙ�½|Ü ½cÙ=È�¿2¿c¿ ½ ¿ Ü2¿ È!Ù=È�ÊcÝ2¿½|Ç ÛÁÙDË�Ü ½cÙ=È�¿2¿c¿ ½ ¿ È2Ú ÛÁÙ=Ú�Ç2Ü2¿½oÈ ½|¿SÙ Ü ½cÙ=È�¿2¿c¿ ½ ¿ È�Ç ÛÁÙ=È�ÇcÇ(¿

TAB. 5.3 – Illustration de notreapprocheSDPpour unematricede taille ¹ ¼¨Üc¿2¿ et de densité¿ÁÙ ¿c¿c¿(È .
sont de taille

� �ßÞáà�  â}äã Í��ÁÍ�³
, le nombred’itérationsde gradientsconjugués

est au maximumde l’ordre de
ã Í��ÁÍ¥³

. Ce nombred’itérations ici resteinférieur
à
Í�Í

, ce qui montrel’efficacitéet la robustessede notrepré-conditionnement.De
plus,on peutremarquerquenousatteignonsla valeuroptimaletrèsrapidementen· itérations,soit environ en 30 secondes.De plus, à cetteétape,nouspossédons
la solutionoptimaleavec uneprécisionde

�!³ ´µå
. Cettesolutionpeutêtreobtenue

avec une plus grandeprécision(
�
³k´ �q¶

) sansaucunproblèmenumériqueet sans
que le tempsde calcul par itérationn’explose,ce qui corroboreles propriétésde
convergencequadratiqueasymptotiquedenotrealgorithme.

Nousavonsrésolutroisensemblesde ¤�· à
Î ³

problèmesaveccommedimen-
sions £ } ¤ ³�³ , Î ³�³ , Î Í�³ , et desdensitésdela matrice

§
allantde

� ³�³�³�Í
à
� ³�³ Î

, par
pasde

� ³�³0�
. CesmatricessontengendréesaléatoirementsousMatlab en utilisant

la fonction sprandsym. Danstous les cas,nousavonstrouvél’optimum avec une
grandeprécision(à ² } �!³ ´ �q¶

près).Lesrésultatssontprésentéssur lesfigures5.4
et 5.5.Nouspouvonsvoir qu’il y apparaîtunecorrélationentrele tempsdecalcul
et le nombredecomposantesnonnullesdel’optimum � .

5.5.3 Robustesse

Nousavonsremarquéprécédemmentquenotrealgorithmeétaitparticulière-
mentefficacelorsquel’on résolvait desproblèmescreux,cequi correspondà avoir
la matrice

§
creuse.Mais, lorsque

§
estdense,lesopérateurssutµæ w æ�s±ç nesontpas

creux.La résolutiondevient alorsplusdifficile, ne serait-cequeparcequel’on se
trouve faceàdesproblèmesd’espacemémoire.

Nousavonsdansun premiertempsétudiéla robustessedenotrealgorithme.
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FIG. 5.4– 30problèmes; dimension¹ ¼?Úc¿c¿
Ceci a été fait empiriquementde la manièresuivante: nousfaisonstournerl’al-
gorithmepourunecertainematrice

§
, engendréealéatoirement.Puis,aucoursdes

itérations,nousintroduisonsdesperturbationsaléatoiresdansla matrice
§

. Cequi,
biensûr, perturbetout le problème.Nousavonspuremarquer, surtouslesexemples
quenousavonstestés,quel’algorithmerestaitrelativementinsensibleà cespertur-
bations,notammenten termesde vitesseconvergence.Il s’avèredoncquel’algo-
rithmeestrobuste.

Nousavonsexploitécetterobustessedemanièreàrésoudredesproblèmesde
grandetaille pour lesquelsla matrice

§
n’est pasforcémentcreuse,de manièreà

éviter lesproblèmesd’espacemémoire.La démarcheestla suivante: on initialise
à zéro toutesles composantesde

§
qui sont de valeur absolueinférieureà une

certainetolérance,parexemple,touteslescomposantestellesque absè §êé r juëOì®íSn ¶ ,
avec

ì®í¥n ¶ } ³ �Ôî
initialement.Le problèmeestrésoluaveccettetolérancejusqu’àce

quenousobtenionsunsautdedualitéinférieurà
�!³ ´kï

. Nousfaisonsalorsdécroître
la tolérance

ì®íSn ¶ (par paliersde
³ � �

) à chaquenouvelle itération jusqu’à obtenirì®íSn ¶ } ³
. A partir delà, les itérationssuivantes,jusqu’àla convergence,sontfaites

avectouteslescomposantesde
§

.
Nousprésentonsdansle tableau5.4et dansla figure5.7uneillustrationdela

manièredontnousutilisonsla robustessedenotrealgorithmedepointsintérieurs-
extérieurs.Ils représententl’évolutionaucoursdesitérationsdunombred’éléments
non nuls,du sautde dualitéreprésentépar ð , de la valeurcourantede la fonction
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FIG. 5.5– 30problèmes; dimension¹ ¼8Ü2¿c¿
objectif et du tempsde calcul nécessaireà chaqueitérationpour un testeffectué
avec unematrice

§
de taille £ } �!³�³

et de densité
³ � ³0�

. Nousfaisonsremarquer
que,cettefois aussi,dansla quatrièmecolonnelesrésultatsquenousdonnonscor-
respondentenréalitéà l’opposédu logarithmedécimaldu sautdedualité.

Commenousl’avons annoncé,on peut observer quependantles trois pre-
mièresitérations,onn’utilise queles

ã
composantesde

§
qui sontplusgrandesque

le seuil
ì®í¥n ¶ } ³ ��î

, cequi fait de
§

unematricetrèscreuse.Puis,puisqu’àl’itérationÎ
, le sautdedualitécourantestd’approximativement

�!³ ï
(
�!³ �`ñ ò �

, en fait). A partir
de l’itération

ã
, on abaissele seuil

ì®í¥n ¶ de
³ � �

à chaqueitérationjusqu’àcequece
seuilsoitégalàzéro.Celapermetderécupérerexactementla matrice

§
dedépartà

partir de l’itération
� ¤ . On observeraaussiqu’à partir de l’itération

���
, on observe

uneconvergencequadratiquecarl’opposédu logarithmedécimaldusautdedualité
doubleàchaqueitération.

Nousavonsobservéquel’algorithmeestextrêmementrobusteetcesperturba-
tionsneralentissentpasdemanièreappréciablela convergence.Celamontreaussi
qu’aveccetteapproche,il estpossibled’effectuerdesdémarragesà chaudsansdé-
tériorerlesbonnespropriétésdeconvergenceaveccetteapproche.
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FIG. 5.6– 28problèmes; dimension¹ ¼8Ü(È�¿
5.6 ProjectionsvsPoints intérieurs : premièrescomparaisons

Pourterminercetravail, nousavonscomparénotrealgorithmedepoints"intérieurs-
extérieurs"avecl’algorithmeparprojectionsalternéesdeHIGHAM [75].

Du pointdevuedutravail deprogrammationàeffectuer, l’algorithmedepro-
jectionsalternéess’avèred’une utilisation plus simple,surtoutpour un novice en
termesdeprogrammationetd’Analysenumérique.Il nerequiertquele calculpréa-
labledeprojectionssurdesconvexessimplesqui peuvents’obtenir, ainsiquenous
l’avonsvu, explicitementparcalculs.D’un autrecôté,l’algorithmedepointsinté-
rieursrequiertunecertaineconnaissancede l’Analyse numérique,combinéeavec
uneutilisationjudicieusederésultatsd’Algèbrelinéairenumérique.

Du pointdevueperformanceparcontre,l’algorithmedepointsintérieurspré-
sentedesqualitésderobustesse,qui sonttrèsintéressantes.Cecis’ajouteàdesqua-
lités deconvergencerapide(quadratique)et degrandeprécisiondanslesrésultats.
Au contraire,l’algorithmedeprojectionsalternéesauneconvergencesous-linéaire,
puisqu’onn’effectuepasuniquementdesprojectionssur dessous-espaces.De ce
fait, unegrandeprécisiondesrésultatsestdifficile àobtenir.

En théorie,la comparaisoneffective entrecesdeuxapprochesestdoncdiffi-
cile. Seulel’utilisation future quel’on veut faire desrésultatsnumériquesdonnés
par les algorithmespeutpermettrede seprononcerraisonnablementen faveur de
l’une ou l’autreapproche.Deplus,enpratique,seposeaussila questiondulangage
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óhô�õ Ö Numérod’ Nombre Sautde Valeurde Tempsde
itération élémentsnonnuls dualité l’objectif calcul

de ¸ en- Ò�ÓcÕ »�Ö × ½`¿ × ½|¿ÁÀ » Ø¿ÁÙ Û ½ Ç ½2Ù ÈcÝ È!Ù ¿cÝ2Ê2Ú ½cÙDËÚ Ç ÚÁÙ ÚcÜ È!Ù ¿Á½|Ç
Ë ½cÙ=ÚÜ Ç ÚÁÙ ÛS½ È!Ù ¿c¿cÇS½ ½cÙ�½¿ÁÙ Ý Ç Ç ÜSÙ ÈcÜ È!Ù ¿c¿2¿cÛ ½cÙ Ü¿ÁÙDË È ½|¿ Ç¥ÙÔ½`Ü È!Ù ¿c¿2¿2Ú ½cÙ=Ú¿ÁÙ Ê Ê ½|¿ Ç¥Ù=Ë�Ê È!Ù ¿c¿2¿c¿ ½cÙ�½¿ÁÙ=È Ë Ú�¿ ÈÁÙ Ç¥½ È!Ù ¿c¿2¿c¿ ½cÙ=È¿ÁÙ Ç Ý Ü2Ú ÊSÙ ¿
Ë È!Ù ¿c¿2¿c¿ ÇSÙ=Ú¿ÁÙ Ü Û Ç(Ú Ç¥Ù Ç¥½ È!Ù ¿c¿2¿c¿ È!Ù=Ú¿ÁÙ=Ú ½`¿ È�Ý Ç¥Ù ÈcÛ È!Ù ¿c¿2¿c¿ ÜÁÙ Ç¿ÁÙ�½ ½2½ Ë�Ý Ë!Ù Ü(È È!Ù ¿c¿2¿c¿ ÊÁÙ=È¿ ½oÚ ½`¿c¿ ÝSÙ Ê2Ê È!Ù ¿c¿2¿c¿ ½|ÊSÙ È½`Ü ½`¿c¿ ½oÈ!Ù=È È!Ù ¿c¿2¿c¿ Ü2Ý
TAB. 5.4– Utilisation dela robustesse
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deprogrammationquel’on utilise.
Nous avons fait la comparaisonentrecesdeux approchesen résolvant des

problèmesd’approximationparmatricesdecorrélation,pour lesquelsnousfaisons
varierla taille dela matrice

§
(entre · ³ et

���
³
) et sadensité(entre

³ � ³�³0�
et
³ � ³0� ¤ ).

Pour chaquecouple(taille, densité),un ensemblede 10 problèmesest résoluet
nousavonsgardéles tempsde calculsmoyens.Cesrésultatssontprésentésdans
lesfiguresci-après(Figure5.8).Lesbarrespeines(noires)représententlesrésultats
pournotrealgorithmedepointsintérieurs,lesvides(blanches)ceuxdel’algorithme
deprojectionsalternées.

On peutobserver deuxtendancesdanslesrésultatsquenousavonsobtenus:
pourlesmatricesdetaille allantjusqu’à80, l’approcheSDPestmeilleurequel’ap-
procheparprojections.C’estceàquoions’attendnaturellement,comptetenudela
différencede convergenceasymptotique.Pourles taillessupérieures,l’algorithme
parprojectionsalternéesprendle dessus.Cecis’expliquepar la différencede lan-
gagede programmationquenousavonsévoquée.En effet, l’algorithme de points
intérieursquenousavonsécrit l’est entièrementenlangageMatlab. Parcontre,l’ap-
procheparprojectionsalternéesutilise desroutinesdu noyauLAPACK deMatlab,
écrit enC/C++ou fortran,qui sontplusspécialisées,notammentpourle calculdes
valeurspropres.Eneffet, dansuneitérationdeprojectionsalternées,le travail prin-
cipal consisteenunedécompositionenvaleurspropresqui esteffectuéeautravers
dela fonctioneig deMatlab,qui estenfait uneroutineLAPACK, donctrèsrapide
et robuste.Tandisque,dansl’algorithme de points intérieurs,le travail principal
estunerésolutiond’un systèmelinéaireau sensdesmoindrescarrés,grâceà une
fonction lsqr écritetotalementen langageMatlab. La comparaisonentrecesdeux
fonctionseiget lsqr estnettementenfaveurdela première.Le phénomènequel’on
observe à partir de la taille

î ³
vient du fait qu’à partir decemoment,la différence

de vitessede convergenceentreles deuxalgorithmesestcomplètementoutrepas-
séepar la différencede tempsde calculsentreeig et lsqr, rendantl’approchepar
projectionsalternéesplusrapide.

Toutefois,onpeutremarquerquelorsquela matrice
§

esttrèscreuse(densité
petite,voir les débuts de chaquefigure), d’une manièregénéralel’algorithme par
pointsintérieursestmeilleur. Cecis’expliqueparle fait quecetalgorithme,notam-
mententermesdepré-conditionnementdessystèmeslinéairespour lsqr, utilise de
manièrequasi-optimale,le caractèrecreuxdu problème(doncde

§
).

A priori, on seseraitattendu,du fait de la différencede convergence(qua-
dratiquecontresous-linéaire)à ce que l’approchepar points intérieurs-extérieurs
soit plus rapidequel’approcheparprojectionsalternées.Les testsquenousavons
faits ne nouspermettentcependantpasde conclurede manièredéfinitive. Toute-
fois, il existedesexplications,denatureessentiellementinformatique,auxrésultats
décevantsquenousvenonsdeprésenter. En conséquence,encequi concernecette
dernièrepartiedela thèse(Section5.6),nousnepouvonsqu’ouvrir la voieversdes
travauxnumériquessupplémentairesqui sontrequisafindetrancherla question.
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Conclusion

Nousnoussommesintéressédanscettethèseà la résolutioneffectivedepro-
blèmesd’approximationlinéairesconiques.Notreobjectifétaitdeproposer, pourle
résoudreeffectivement,dessolutionsalgorithmiquesqui soientassezrapidespour
fournir unesolutionàcesproblèmesdansdesdélaisraisonnables(parfoisquelques
secondes)et qui soientsuffisammentrobustespourpermettredesappelsrépétésà
cesalgorithmes.

Nousavonspour ce faire étudiédifférentesapprochesde résolutions.Nous
avonsretenudeuxapprochesdenaturesdifférentesquenousavonstestéessurdeux
problèmesd’approximationmatricielle : l’approximationpar matricesbistochas-
tiqueset par matricesde corrélations.Nousavonscomparécesapprochesessen-
tiellementsur le dernierproblème.La premièreapprocheestuneapprochedetype
primale.Elle aconsistéà l’utilisation del’algorithmemodifiéedeprojectionsalter-
néesproposéparBOYLE etDYKSTRA aucoursdesannéesquatrevingt.Laseconde,
primale-duale,s’appuiesurunecombinaisonjudicieusedestrèsrécentsoutilsd’op-
timisationquesont l’optimisation souscontraintesde semidéfiniepositivité et les
méthodesdepointsintérieursavecdestechniquesdepointed’algèbrelinéairenu-
mérique.Nousen avonsdéduitun algorithmequi exploite au maximumla struc-
turepropredu problème,notammentsastructurecreuse.Il ressortdenostestsque
chacunedesapprochespeutservirvalablementà la résolutiondesproblèmesd’ap-
proximationsévoquésen destempsraisonnables.Toutefois,cesalgorithmessont
de naturesdifférentes: le premierest trèssimpleà mettreen œuvre,au contraire
du secondqui requiertdesconnaissancespluspousséesenAnalysenumérique.Ils
ontdespropriétésdifférentes: le secondpermetd’obtenirdesrésultatstrèspréciset
convergequadratiquementtandisquele premierauneconvergencesous-linéaire,et
nepeutdonnerdesrésultatsd’unegrandeprécision.De fait, le choixentrecesdeux
approchesapparaîtcommedépendantducadredanslequelonchercheàrésoudrele
problèmed’approximation.

De nombreusesperspectivess’ouvrentà la suitedece travail concernantles
différentsalgorithmesci-dessusévoqués.L’algorithmeparprojectionsalternéesque
nousavonsutilisé n’est qu’un choix parmi la large paletted’algorithmesde type
projectionque l’on peut appliquerà la résolutionde problèmesd’approximation
matriciels.Ils peuvent d’ailleurs s’appliquerà desproblèmesplus générauxque
ceux,linéairesconiques,considérésdanscettethèse.Il devrait êtretrèsintéressant
d’orienternosrecherchesdanscettevoie.Encequi concernel’algorithmedepoints
intérieurs,il a besoind’être amélioré,par programmationdansun autrelangage
et/ouparallélisation,pour remédieraux inconvénientsqui ont étédéceléspour les
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problèmesdegrandetaille et lors dela comparaisonaveclesprojectionsalternées.
Deplus,la démarchequenousavonssuivie, parGauss-Newtonet "crossover" n’en
estqu’à sesdébuts.Desrecherchessupplémentairesdevraientêtreconduitesdans
cettedirection.
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