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�� �� ��� ��� ��������� �� 	����D &� �'���!(�� ��� ������ !��������� ������� �� ?�"
��� ��5��� &��!�4���D �� �"���4�� �� &������ �� ���&��� ��" ������ ����0���/ �����

1



3 ����	��� �� ��� ����� ���	����

���	 ./. Q ������� ��	
������� �� ����� ��������

.:9 �� .:15 �*D ��� ��5��� &��!�4��� ���������� ��� ���� �� ���&&��������� ���� ���
����� �� &'�& �� ������� ��/ ��" ���� '����� ����0��� ��&�� !��(�� �����@������ ��
���!�� ��&��� ���"���4��� ���"�����&� �� ��5��� &��!�4���/

��� �����	���� �� �����	� �
 �
�	��

��� ��5��� &��!�4��� E ���� �� 1020 �* ������������ �������� E ���"���!��� ��
���&���/ )� ���!��� � ���!��� �� &���� �� ��0��� @�� ����&�� ��� F�'� )�����5 �� ���
&�������������D �� .7;2D 0�L&� E ���� ������ �� ����&����� �������� E *��&��� ���&'
�� ��� ��� #�"�4��/ ������ ���� ��&�� ����D &��4 ������ �"������&�� ��� �0���!���
���!�� �� !����� �� � ����&� ��� ��5��� &��!�4��� ��������� &���� ����0�� A&@ �������
./.B/ )� ��5�� &��!�4�� �� ���� ����0���4�� ��!��� ����� � ������� 3.2 1020 �*D �� �
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��� ����&�� �� .77. ��� �� ����&���� �!���&��� ��5�� �5�D ���� �����'/

�"������&� ����� 	�&'��4��� ���@�&� �� � ���!����
������� ����� ����&����

*��&��� ���&' .787 < .7;1 �&������������ > I!2 1020 �*
A���B R.S
+� ���' %��I .7;> < .7>6 T����I� .2 I!2 1 � �� E 1020 �*
A$-B R2S E ��� . � � E 1.2 1020 �*
��$�� .7;> < .767 ����&����� ;: I!2 > � �� > 1020 �*
A���������B R1S �� !����
��I���I .763 < �&������������ 2: I!2 . � � E 1.2 1020 �*
A�������B R3S + T����I� 

��!���'���4��
��5�� �5�U+���� .7>. < ?�����&��&� ≈ 10I!2 . � � E 3.2 1020 �*
A��0=�5 ��!���'���4�� 2 � �� E 1.5 1020 �*
< ���B R8S
�$��� A�I��� .77: < �&������������ .:: I!2 . � � E 2.13 1020 �*
< F����B R;S + ����&����� 6 � �� > 1020 �*

�� !����


��	 ./. Q �� 
�
������ ������ �� 1020 ���

)� ������ ��5�� �5� � ��� ��!���&� ��� +���� A+�0' ���������� ��5�� �5�B �� .773/
������� &�������� ���� ���� �����&��� E ?�����&��&�D �� � ��� &�!����� ��� �� ���"�(!�
�� .777 ���� ���!����� ��� ����&����� �������&���4���/ %��!� ��� �"������&�� �� ��<
��&���� ��� ��5��� &��!�4��� E ��(� '���� ����0�� ��&��� �� @��&������!��� �� ����
�0���!��� &���� �� ������ ��I���I ����� �� �������D �4���� ����� ���"������� �� �&��<
���������� �� �� 8: �����&���� T����I� ��!���'���4���D ����� 4�� �$��� ����� E
�I��� �� F����D 4�� ��� �&������!��� �� ���� 0���� ����&���� �� ��5��� &��!�4���
� �& ��� .:: I!2 �� ���@�&�/ �� ����&���� ��� �����������!��� &�������� �� �&�������<
����� �� 2/2 !2 ����&�� �� .::: !D ��� ������ ���� ����� A��!!�� �I���B ����������
��� ��� ���@�&� �� . I!2 ���!�� ������� �� ��� 0����� �� ���� ����� ����0�� A�����
1016.5 �� 1018.5 �*B/

)��"���!��� �� ���&��� !������ ��� ��� �"������&�� +���� �� �$��� ��� ��������<
��� C0��� ./2/ )� ������&� �� ��5��� &��!�4��� E ��� ����0��� ����������� E .:19 �* 5
��� !���@����D �� ����� � &�������� �� ����&&��� ��� ��  ����� �� ?�" �����!��� ���
��� ���" �"������&��/ ����� 4�� +���� ��!���  ��� �� �������� ��� &������ E '����
����0�� A�� &������ ���D &@ ����0���'� ./8BD �$��� ����� � �� &�������� �� �&&����<
��!��� �� ?�" !�������� ��� E3/



; ����	��� �� ��� ����� ���	����

���	 ./2 Q ������ ������� �� ������ ��
������� ��������
� ��� E3�

���	 ./1 Q �������������� �� 
������ �� ! � ��� �� "������ #�$% �� ����������
���� �� 
�
������ ��&�'�� �� ����(� �� ����� ����� ����
���� �� )�� ������� ����
��� �����(����� ���"���� �� ������ *$+
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��� ��!������� �� 2:V �� ������0�� ��� � ���!���� ����� �� ��� �$��� AC<
0��� ./1B ���!������� �� �������� ���&&��� ����� ��� ���" �"������&��D ��<������� ��
.:19.5 �* R6S/ ����!����D E ���� '���� ����0��D �� ����� � �������� �� �"&(� ��� ���<
!���� ���� �$���/
)� ��������4�� ��� &�������� ��&��� ���� @����� E &�� ����0��� A��� ��J���� ��� �<
��!����B/ �� ��� ����� �"������&�� ���&����!��� ������� E ������� ����� ��� ��5���
&��!�4��� ������0�� ���������� E .:20 �* ���� �� &���� ������������� ���� ������ ��
!���" &�!������� ���"���!��� �� ���&���/
)����� ������ %����� ��0��D ���� �� ������ �  � �� ���� �� .772D ������� E �� @��� ��
������ �� ���@�&� A��� &� �� T����I� E ���B �� ��� ����&����� �� ?�����&��&�/ �� ����
&�!���� ���� ���� �� 1::: I!2 ���� &'�4�� '�!���'(��/ ����� �� ��'�!���'(�� ���
��� �&������!��� �� &���� �� &������&���� �� �� ���� G��� &�!���� ���&� �� C� 2::8D
�������������� �� ���"�(!� ���� �� ���� ������� �� 2::6/
)� 	����&��� ����5 R>S ���� &�������� �� .: �����&���� E ?�����&��&�D �� ���� �����
���� �����'/ ��C�D ��� ������� ���=��&'U��� A�"���!� ��� ���� ���&� ���� �<
���5B R7SD �� W) A������0 W���<��0�� )�0'�<&����&����B R.:S ���� ��� �"������&�� ��
�����&���� ��� ����������D ��������� E ����� �� �� �� ������!��� ��� 0����� ��!���'�<
��4��� ������ ������&�/

%�� �� ��������4�� �!�������� 4������  � ��������D &���� ��� ���� 0��������� ����<
��� ������� �� ��5��� &��!�4��� �� ���� ����&'�� ����� ��� ��������� ������� ��� ���
��K������� �"������&�� ��� �� ?�" ��� ��5��� &��!�4��� E ����� '���� ����0��/ ���
����������� �� ���" ��&'��4��� �� ����&���� ��� �� !G!� ����D &�!!� &���� �� &�� E
������ ������ %����� ��0��D ���!����� �0���!��� �������<&������� ��� ����&����� �� ��
�� �� ��� ����&&���� ����� +���� �� �$���/

��� ��������
 ������ ��� 	���
� ��������

)���4�� ������0�� ��� ��5��� &��!�4��� ��� @�����D ���� ?�" ��� ��X��!!��� �!<
������� ���� 4����� �������� G��� ����� �� ����&��!��� ��� ������� �� ����������/ )�
������ ��� �����&���� ��� ����� ������ �!��� @�&��� E �����!���� �� ��������� ��� ����&<
����� &������� �� ���� ������0��� ��� �� !���� ��� �����&���� ����� ���/ ��<������� ��
0����D ��� ��5��� &��!�4��� ���� &�!����� ����&�����!��� �����!���� ��0��� A�� ����
8:V �� �������D 28V �� +�B �� �� 4���4��� ��5��" ���� ������ A�D �D D ��B/

�� �� ��&'�D �� ���E �� .:15 �*D �� @����� ?�" ��� ��5��� &��!�4��� ���� G���
&�!����� ��� ��� 0����� ���@�&� ������� ����� �� ���/ � ����&�� ����� �� ������� ��
��������&���� ��� ��5��� &��!�4��� � �& ����!���'(�� � ��� 0����� ��!���'���4���/ ��<
���������!��� ���" &���&�������4��� �� &�� 0����� ���!������ �� ��!����� E �� ������
�� ��5�� &��!�4�� � �� ���@������ ����!���'(�� �O �� 0���� &������� �� !�"�!�!
�� �����&���� �� �� ���������� �� !���� ���� �� 0����/ ���������D ��� ?�&��������
���� �� �� ������!��� ��� 0����� ��!���'���4��� ������� ��X&��� �� �����!�������
�"�&�� �� �� ������ ��� ��5��� &��!�4���/ �� ����D ��� ��������� ������� ���������
@����!��� ��� !��(��� '������4��� �������� ���� ��� ��!��������/



> ����	��� �� ��� ����� ���	����

�� �� ��� �� 0����D ���"������&� ,������ R..S ��!��� ����� �� 4�� ��� ��5���
&��!�4��� ���� &�!����� ���4��!��� �����!���� ��0��� �� 4�� ���� !���� ��0!����
������� � �& ������0�� AC0���� ./3 �� ./8B/

���	 ./3 Q ,����(����� �� 
������ ��
������ ���� �� �������� �� �� ������ ���
��� ������������ *--+�

���	 ./8 Q ������� �� �������.�� ��
�� ��� �� �������� �� "������� ��
��
������� �� ���������� ��(�� �����
�
��� �� 
�
���� �
��� ������ �� ���
���� �� ��� ���������� ������ ����
��
������ *-/+�

� ���� '���� ����0��D ��5�� �5� R.1D .3S �� +����U#�� R.8SD 4�� ��������� �� ���<
@������ �� !�"�!�! �� �� 0���� AXmaxBD ����4���� ��� &�!�������� ��!���� ��� ���
��5��" �� @�� ������ �� .:17 �* �� �� ����� �����!��� ���� ��0(�� E .:19 �* AC0���
./;B/ � ��I���ID �� ����� � �0���!��� �� &'��0�!��� �� &�!�������� ���� !����0�
�� ��5��" ������ �� ��0���  ��� ���4��!��� ��� ���!���� ��0��� ����4�� ������0�� ��0<
!����/
�$��� R.;S �� &��������D �� @������ ��� �����&���� ��� �� @�H�� ���� �� ��!��� ��
!���� ��0!���� � �& ������0��D �� ��!��4�� ��� �� &'��0�!��� �� &�!�������� ����
�� !G!� 0�!!� ������0��/

��� �� ��0��&�� �����0���� �� ��X&���� �� �� �����!������� �� �� ������ ��� ��5���
&��!�4��� E ������ �� ������� ����� ��� 0����� ��!���'���4���/ )� &�!�������� ��
���&��� ����� ���& ��� 4������� �� ���� ��" �"������&�� @������ �� ����&���� �� ��5���
&��!�4��� E ����� '���� ����0��/



���� �	����	� �����	��� 7

���	 ./; Q ���"������ �� ������� �� �� ���(� �����.
����� 0Xmax1 �� "�������
�� ��
������ ���� �� ����
� ���
��������� �� �����
������ 2��� 3�� 0���� �����1�
�� ����
 ����
������ �� �
����� �� ��������� ���� �� ������� �� ���� ����
���� �� "�� �� �� ������ ������������ 4 ��� �����(����� �� Xmax (�
� �� ��
���5�� 4 ���� ����������

��� �	����
 ���		���

�� ������ �� 1019 �* ��� ��5��� &��!�4��� ���� ��� �� ��� �� ���� �����&�����
��� ��� &'�!�� !�0����4��� 0���&��4��� �� �"���0���&��4��� A�� ������� �� 4���4���
��0���BD ���� ����&���� ������ �� �� ���� ���& ������� ��&��� ��������!���  ��� ����
����&�/
������ �� 1018 �*D ��� �"������&�� �$��� �� ��5�� �5� ��������� ��� ����������� ��
��� ����&� �� &����� 0���&��4�� � �& �� ��C&�� &������������ ���� �� ����&���� ��<
����� R.6D .>S/ ��<���E �� .:19 �*D ��� ��������� ��� ��K������� �"������&�� ��!�����
���&&����� ��� ��� ����������� �������� ��� ��5��� &��!�4���/ �$��� ����!!���
����� � ��� ����� ����������� � �& &�������� �� ������&� �� ����� �������� �� ����
������� ��� ���!���� ���� ��� &��&��� �� ���!(��� 2/8o/ ��&�� ����� ������'5��4��
��� &�������� ��&��� ��� &������ � �& �� ����&���� �� &�� !��������� AC0��� ./6B R.7S/
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���	 ./6 Q ,�������� �������
�� �� ��������
� 
����������� �� ����� �������
������ �� 4 1019 �� ��������
 ���  ! � � �� ����
 ����� �� �� ���� ����
����
������ �� ����� ������� ����� �� 
������ > 1020 �� (4 − 10)1019 �� ���
������������ �� ������ ��� ����� ��������� �� ��������� 0������� �� �����1� 6�

�5������ ��� 
�
 ��������
 ��� �� �
��� �� ! � �� /# 7�2 ����� �� -$ "
�����
-%%# �� �� 8- 9������ /##-� �� ����� :
���.��� ��� ��"
����� 4 ;<o�

��� �	�������
 ��� 	���
� ��������  !� �����	�

"#$

�� .7;3 %��J��� �� W����� R2:S !����� �� � ����&� �� ������&� ���� @��� ��K�� ��
�'�����D ����� �� ��0 ���0/ ��� �'����� ��!�������� ����� ��� �� ���� ������� ��!����
�� @�� �� E !����� 4�� ����� ��� �������/ )��� ���&��� �� ����0�� ��� �� ���&��� ��
&���� ���� �� ��!�������� 2/6 ,/ %�� ���(� $������ R2.S �� ���������!!��� 9�������
�� ,�J�!�� R22S ������������ ������ 4�� ��� ��5��� &��!�4��� ��� ��� ������0�� �� !�<
��(�� ��������4�� � �& &� @��� �� γD ������� ����� ��� 0����� ������ �� ���� ����0��/
���� ������ &��������� &�� �K�� ���� ��K������ �5��� �� �����&����/

"(# ��# �
	�	�#

�� ������0�� �� ����� ��� ��X����� ���� �� &����� �� !����D �� 5 � ����� �����&����
�� ����� � pγ → pπ0 �� pγ → nπ+/
�� ����� ������0�� �� �� ���&���� pγ → pπ0 �� ������ �� �� ���� ���� �!!������ ����
�� &����� �� !����/ ���� &� ���(�� ������0�� �� �5��(!� ��� ����� �0��� E ������0�� ��
!���� ��� ���" �����&����/ )� &���� �� ������0�� ���� �� &����� �� !���� ��� �0��� E
�� ��!!� ��� ���" 4�����< �&����� �

(p + γ)2 = m2
p + m2

γ + 2(pγ) = m2
p + 2(E0Eγ + E0Eγ)

E0 ����� ������0�� �� ����� �� ������ �������/ � � ����� �

(mp + mπ)2 = m2
p + 4E0Eγ



���� �������	� ��� ����� ���	���� � �� ������ � ! ..

���O

E0 =
m2

π + 2mπmp

4Eγ

)� @��� &��!���0�4�� � ��� ������� ���� ���� 3.: �'����� ��� &!3D � �& ��� ����0��
!�5���� �� :/8 .:−3 �* ��� �'����D ���� ��� ����0�� �� ����� �� �'��������&����
�� ���� � E0 ≈ 1020 �*/ �� ���0�� �� ������0�� �� ����� !�"�!���D ����4�� ���� � ���
&�������� ��� &�������� @�������/

���&����� !��������� �� ����� ������0�� �� ������ ���� ����� ����� ���&����/ � ��
���&� �&� ��&��� �� �����D ���� �� �5��(!� �� ����������� �� � �

E0 = Ep + Eπ = γmp + γmπ

����
E0 − Ep

E0
=

mπ

mp + mπ
≈ 0.13

)� ������ ���� ���& �� ���� .1 V �� ��� ����0�� ���� ����� ������&���� � �& ��
�'���� �� @��� &��!���0�4��/

���	 ./> Q ������� �=���� �� �.������������� �� ���� �� ����
��� 3� ����� ����� ��
������ �=���� ���� �� ������� �� ��������
 ���� �� ��������
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)�  ����� �� �� ��&���� �X&�&� �� �� �'��������&���� �� ����� AC0��� ./>B ����
���!�� ��� ����� �� ������&� ���&����� ��� �� ������/ � �� �������&�D σ = 0.55 !�D
�� ����� ���&���� !�5�� ����� &'�4�� &�������� ��� ���& λ = 4.4 1024 &!D &� 4�� �����<
����� �� ���� ./8 #�& �/
�����D ���� ��� ./8 #�&D �� ������ ���� .1 V �� ��� ����0��D ���� 4�� &����<&� ���
���������� �� ����� �� �'��������&���� �� �����/ �� ������0�� �������� �� ������ ���
���� ���������� E 8 .:19 �*D ��� ����0�� ���� ��!����� ���� @�&���� .: �� ���� �� .8
&'�&�D �� ���� @�&���� .:: ���(� 1: &'�&�/

)� ����� ������0�� ���� ������ �� @��&���� �� �� ������&� ���&����� ��� ��������<
��� C0��� ./7/ �� ���E ����� &������� �� #�&D �� ������ �� ���� � ��� ��� ����0��
���������� E .:20 �*D 4����� 4�� ���� ��� ����0�� ��������/

���	 ./7 Q ����������� �� ������ ���
�� "��� ����������� 4 2.7 >� ?����� ���
��� ���� 
������ ��������� ��
������ ��
������ �� �
��� �� 1020 �� ���5
����� �������� ��� �������� �� ���� */8�
/;+

���	 ./.: Q �������� ������������� ��
�.����� ������ �� ������ �� "�� ���
��	
���� "��� �� ���������� */<+

"(# ��# �	)(+8

)�� ��5��" ���� �0���!��� ���!�� �� ���&����� ��������&����D ����� 4��E �� �����&<
���� �� ������ ��� ������&���� � �& �� @��� &��!���0�4�� �� ��� ���������� ��@��<���0�� �

A + γ → (A − 1) + N

→ A + e+ + e−

�� ����� � � � ≈ 3 1016 �



��"� �	�	�� ��� ����� ���	���� ������� ����� �����	� .1

)� ����� ������0�� ��� �� ��5����!��� ��@��<���0� ��� ������� ��0��C&��� � �� �������
�� 8 .:19 �*D ����� 4�� ��������&���� � �& �� @��� &��!���0�4�� ����� ���� ������� ��
������ �� 2 .:20 �*/ )�� ��5��" ������� ����� 1 �� 3 ��&����� ��� #�& ���&����/
)� &������� �� �����D 4���� E ����D ����� ���� ����&�����!��� ���� �� 0�!!� 8 .:19 E
2 .:20 �*/

"(# ��# �:	�	�#

)�� �'����� �� ��5����!��� &��!�4�� ������0������ � �& ��� �'����� �� �����
���0���� ������ A@��� &��!���0�4��D ��@�����0�D �����BD ���� �������� �����������<
!��� ��� ������ �+�−/ )�������&���� � �& �� @��� &��!���0�4�� ��� ��(� �!��������
���� ��� 0����� 0�!!� ������0�� ��<������ �� 3 .:14 �* �� ��������&���� � �& ���
����� ������ �� ���� ��!������ ��<������ �� 2 .:19 �* AC0��� ./.:B/

��� ��������� !������� 4�� ���� �� ���� ����� �� ��� &������ ���� �� ���&��� ���
��5��� &��!�4��� �� ���E �� .:20 �*/ �D ��� ��������� ���$��� !������� ����Y� ���
��0!�������� �� ?�" ��<���E �� &���� ��!��� A&�!!� ���� ��� ���  � ��� ��� C0����
./2 �� ./1B/ )� ������&� ��� ���!���� E &�� ����0��� �� �������� ���"���4��� 4�� ���
�� @��� 4�� ��� ����&�� ���� ��(� ���&'�� �� ���� A4���4��� ��J����� �� #�&D ���� ��
������ �� ����� �!�� ��&�� ��4��� ���������� ����� 0���"��B/

��% &	�
� ��� 	���
� �������� ���!�	� ����� �
�	'

��

�� ��!����" !��(��� ������� ���"���4��� ������� ����� �� ��5��� &��!�4��� ��<
���E �� .:15 �*/ ��� ���� �� ���� �� ���" 0������ &���0����� � ��� !��(��� N&�����4���N
�� ���&&��������� ��� ��� ������ ������'5��4��� ��(� �&��@� A!��(��� (��������BD �� ���
!��(��� 4�� ��������� �� �������0������ �� �����&���� �����!���� �� A!��(��� ����
��@�B/

����� �	
 ����	
 ���������

)��&&��������� ���� ��� ������ ������'5��4��� @��� ����� ���� �� &'�!� !�0����4��
������� ���� &�� �����/ ��&� �!���� ��� ���!�(�� ��!��� ��� ������0�� 4�� ���� ���������
��� �����&��� �� @��&���� �� �� ������ �� �������/ �����<&� ���� G��� �� �K�� ��X��!!���
�!�������� ���� 4�� �� �����&��� ����� &��C��� E ����������� �� �� J��� �O ���� ���
�&&������/ ����� �� &�� ���� 4�� �� ��5�� �� )��!�� �� �� �����&��� ��� ���� ����� 4��
�� ������ �� �������/ )�����0�� !�"�!��� 4�� ���� ��������� ��� �����&��� �� &'��0� Ze
���� �� ���� �&&��������� �� ������ L ��� ������ ��� +����� R2;S �

Emax

1018eV
= βZe

B

µG

L

kpc

�O B ��� �� &'�!� !�0����4�� E ����������� ��  ���!� �&&��������� �� βc ��  ������/
��&� ���� &������ E �� &��������� 4���� ����� ��!��� �� ����� ��������� ���� ���&&�<
�������� ��� ��5��� &��!�4��� E ��(� '���� ����0�� AC0��� ./..B/
%��!� &�� ����� �� ������0�� ���" �5��� �� !�&����!�� ���&&��������� � ���&&���������
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����&��D ��� ��� &'�!�� ���&���4��� ������� ��� �� �������� �������� !�0������� &�!!�
��� ������� E ��������D �� ���&&��������� ������&�� �O �� �����&��� ��� �&&������ ��� ���
��K������ ��� ��� &'�!�� !�0����4���  �������� A!��(�� �� ���!�B/

���	 ./.. Q ,�	
���� �(9�� �����.����� �� "������� �� ���� ������ �� �� ���� �.���
����
������ �� ����� ��������� ��������� �� ���� ������ ������ ������� �
������� �� �����5��� B �� L ���� ���
�
��� ��� ��������� ������ ����� 
������
����
�� ���� �� ����� ���������� 0β = 11� */A+

�# �+$#(
#

��� ������ E �������� ��� &��������� ���� &'�!� !�0����4�� ���������/ ���� ��
&�� ��� �������D �� 5 � �!������ �� ���������� A�� ���� ��� ��� ��� ����� ������B ����
�� &Y�� ��" �Y��� !�0����4��� �� ��������/ )��"� ��������� !�0����4�� �� &���������
�� 0������ ��� E ���"� �� �������� �� �������� &� 4�� ���� ����� ���K�� ���!������ ��
������ �� ���� ���� ��� &������ AC0��� ./.2B/



��"� �	�	�� ��� ����� ���	���� ������� ����� �����	� .8

)� �������� �� �������� E �������� ������ ���

���	 ./.2 Q ���5�� �� �����

 �������� �� &'�!� !�0����4��D �� ���& �� &'�!�
���&���4�� ���!������� E = ΩRB AB ��� ���!���<
���� �� &'�!� !�0����4��D R �� ��5�� �� ��������
�� Ω ��  ������ �� ��������BD &������ ���&&������
��� �����&���� &'��0���/ )�����0�� 4�� ���� ��<
������� ��� &'��0� Ze ���� �� ��� &'�!� ��� ��
������� �� Emax = ZeΩR2B &� 4�� ���!�� ���&<
&������ ��� ������� ���4��E 1018 eV �� �� &����<
�(�� ���  ������ �5��4��� ����� ������ E ��������
AR ≈ 10 I!D Ω ≈ 100 ���·�−1D B ≈ 1012 $ �B/
�� @��� �� @��� ����� &�!��� �� �����&���� �� �����<
&���� &'��0��� ��� �������� �� ���"�����&� ����� !�<
0������'(�� A����!� &'��0� �� &�<�������� � �&
��������B/ ����� �� !��(�� �� $������&' �� F�����

R26SD �� ��K����&� �� ��������� ∆V = BΩ2R3/2c ����� �� �Y�� �� �������� �� �� !�<
0������'(�� ���!�� ���&&������ ��� ������� ���4��E 1015 �* �� ����/ )��&&���������
�� �����&���� ��� ��� ������� E �������� ������� A���� &�!��0���BD �� �� ���� �� ��@�<
���&� R2>SD !����� �K�&�� �!��� 4�� ��� �����&���� �� ��� ��� ��������� ��� ����0��
����������/

)�� ������� &���������� ���& �� ���� �������� ���&&��������� �� �����&���� !��� ��
���!������ ��� ����������� ��� ����0��� �"��G!��/

�..'$'
(�&	� �(
 $� �'.(�&#�� �� 6�
�&

)� ������&� ��� ����� �� &'�&� ���� ��� ������ ������'5��4��� ���� 4�� ��� ��<
����� ��D ��� ��5��" �&��@� �� 0���"�� �� ���"���!��� ��� ����� ��� �����<0���"���D
���!������ ���&&��������� �� �����&���� &'��0��� ����� �� !��(�� �� ���!� �� ���!���
����� A&@ ����"� �B/

�� �� &�����(�� ���  ������ �5��4��� ��� &'�!�� !�0����4��� ���� �� !����� ��<
������������ �� ��� ������� ���&&��������� �� .::: ��� ���� ��� ����� �� &'�& ���<
������ ���� �� ���"������� ����� ������� �D ��� �����&��� ���� ��������� ��� ����0��
�� 1014Z �* AZ ��� �� ��!��� ���!�4��B ���� �� &�� �� &'�& ������(��� A�4������
A�/2BBD �� 1016Z �* ���� �� &�� �� &'�&� ��������&������� A�4������ A�/1BB/ ��&� ����
���& �"���4��� �� ���&��� ��� ��5��� &��!�4��� ���4���� 0���� !��� �� �'���!(��
���� �������� ���� ����� ���� ���� ��� ��5��� &��!�4��� ��<���E �� .:15 �*/

)�� ��5��� &��!�4��� ���������� �0���!��� G��� �&&������ ���4��E ��� ����0��� ��
.:19 �* ���� �� ������ &������� ��� ��5��" �&��@� �� 0���"��� A�$��B/ ���������D
��� ������� �&&������ ���� &���� ��0��� ��������� �0���!��� ��� ����� ������0�� ���
�'��������&���� �� �����D ��5����!��� �5�&'������ �� ��5����!��� ��!����/ ��
������� &��� �� &�!���D ���� ����0�� E �� ������ �� ���� �� ����������� ��� .:16 �* R27S/

�� ! ����" � 10−4 # !#��	�"



.; ����	��� �� ��� ����� ���	����

)� ���� �� ���� �������� ���� �� �����&���� ��� ��5��� &��!�4��� �� ��(� '����
����0�� ����� ���"���!��� ��� ���� ��� �����<0���"���/ ���� &�� ��0����D �� ����� ������0��
��� �'��������&���� �� ���� ��� @����� ��D ����� ��  ����� �� &'�!� !�0����4��
4�� 5 �(0��D ��� ������� ���������� ��������� ������0�� �� .:21 �* R27S/ )� �����(!�
&��&������ &�� ����� ��� ���� ��������D �� �K��D �� ���� ���� � ��� E !���� �� .:: #�&
���� �� ����&���� ������ �� ��� ��5��� &��!�4��� R1:S/ )��� ����0�� �� ���� ���& G���
&�����������!��� ������� �� ������ �� ���K�� ���/

�# #+
#(+�# -(��(

)�� ��������� ��� ���� �!�������� ��� ��� �������� 0�!!� ��� ��� ����0������ ���
-�	�� A-���� ��� 	�������� ����&� �"����!���BD 4�� ����� ���� ��� ������!���� �!<
���4�� E ���� �� ������� ������ �$� A��!���� $�!!�<��5 ���� ����5BD ���&�
��� �� ���� �� .77. A��������� ����!�� ���� R1.SB/ ��� ������!��� � ����0����� ����
�� 26:: �������� 0�!!� 4�� �� &���&�������� ��� ��� �!������ �� ��5��� 0�!!� ��(�
��( � A�� !���� ����� ��&���� E 4���4��� !������B �� ��(� ����0���4�� A�� 4���4���
I�* E ��������� ��J����� �� $�*B/
)��� ����������� ���� �� &��� ��� ����� �� ���@��!� AC0��� ./.1B � �& ��� ��0!����<
���� �� ��!��� ��� ������ � �& �� ������&� �� �� ��C&�� ��� �������� �� @����� ���������
��� ������� E ��� ������������ '�!�0(��/ ��&� ���������� ��� ���0��� &��!���0�4��
��� ����&�� �� �������� 0�!!� R12S/
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��"� �	�	�� ��� ����� ���	���� ������� ����� �����	� .6

� ����&�� ���@��� ��� &������������ �� &�� ����&�� ���� ��� ��!����� ZD ����4�� ��
����� R11S/ ��� �!������� ������ ��������� �����D &� 4�� ���!�� ����!!��� �� �����<
!���� ���� ����0��!���/ ��� !������ &��C�!��� �����0��� &��!���0�4�� ��� ����&�� ��
�������� 0�!!�D 4�� �������� ����� ���!� ��� ������ ��� ���� ����0���/

)����0��� �� &�� �!������� ����� ��� ��&��� ���� &�!�����/ ���" !��(��� ����������
�"���4��� �� ��� �'���!(�� � �� C� �� ��  �� ���� �5��(!� �� ���" ������ &�!��&��D
&�!!� ��� ������� E �������� �� ��� ����� �����D �������� ���� ������ �� ������� �� ��
������&'��� ���"������!��� R13SD �� ���"������� ����� ������ ��(� !���� �D ��!������ E
&���� ��� ������� ��D 4�� ���� ��!!� '5����� �� R18S/
����� @�������4�� �"������� ���������� ����� ��� N����� �� @��N ���������� ���� ��
!����� ��������������/ )�� &������������ 0�!!� �� &�� ����&�� �������� �� ��5����!���
�5�&'������ �!�� ��� ��� ���&����� �&&������ ���� ��� ����� �� &'�& ��������� E ����<
������� �� �� ����� �� @��/ ��� ������� ���������� �0���!��� 5 G��� �&&������D �����
�� !�&����!� �� ���!�D ���������� �� ���&��� �� E−2 ��� ��� ����� ���4��E 1020 �*
R1;D 16S/
)� !��(�� ��� �������� 0�!!� ������ ����� &������ �� ���������� �� ?�" ��� ��5���
&��!�4��� ����� �D � �& ��� &������ ������ �� 5 1019 �* �M E �� ����������� &��!�<
��0�4�� ��� ����&��D E &�������� 4�� ������0�� ������� ���� @��!� �� ��5��� &��!�4���
������� '���� ����0�� ���� &�!������� E &���� ������� ���� @��!� �� �'����� R1;D 1>S/

��
��# ��'��
-&�

)�����0�� �&4���� ��� ��� �����&���� ���� ��� ����� �&&���������� ��� ��!���� ���
���� ������&���� � �& �� !����� �!����� �� � �& �� &'�!� !�0����4�� ������� ����
&�� ����&�����/ � �!���� ����� ���" &���������� ������!�������� ���� 4�� ������0��
������ ��� ��� ������&����� ���� ������ �� ��� ������0�� 0�0���/
)� ������ �� �� ��0��� �&&��������&� ���� G��� ������ �� ��� �� ���0���� ��������&����
��� �����&���� �&&������� ���� 4�� �� �����&��� ����� ��� ������0�� ��� �'������&���� �

dEperdue

dt
∝ E <

dEgain

dt
A./.B

)� ������ �� �� ��0��� �&&��������&� ���� G��� �0���!��� ��X��!!��� 0����� ���� 4��
��� ������ ������0�� ��� ��5����!��� �5�&'������ ������ ��0��0������ ��� ������� E
������0�� 0�0��� �

dEsync

dt
∝ E4

R2
∝ B2E2 <

dEgain

dt
A./2B

�� ��������� E = ZBL/

�� �� &�����(�� �� ��!�� &���&�������4�� ���&&��������� ∆t = R/β Aβ ����� ��
 ������ �� &'�&BD ������0�� �&4���� ���� �� ���� ��� �

dEgain

dt
=

Emax

∆t
∝ β2B A./1B

%��� ��� ����0�� Emax ������D &�� ���" &���������� ��C������� ���" ��0��� ���� ��
���� (log B, log β) ��<������ �� ��<������� ���4������ ���&&��������� �� &�!����� ��� ��
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����� ������0��/ ��� �� C0��� ./.3 &�� ������� ���� ������������ ���� Emax = 1020 �*D
������ ��� �"���!���� ��� ���� ��� �����<0���"��� ���������� &�!!� ���� �&&���������
�������� �� ��5��� &��!�4��� ��" ��(� '����� ����0���/

���	 ./.3 Q 6�������� ���� ��� ��
������ �� ��������� ���
�
�
� ����� ��
������
4 ��
������ ������� !60!������� 6�����1 D ��� �� �������� E!�0E���� !������� ���
����1 D ������ ����������������� '!�0'���� !������ ��(�1 D ��(� �� ��������������
'!&0'���� !������ &�� ����1 D ��� ������� �� '!�� 0 ����
 �� */A� 8%+� *;#+1

����� �	 ����	 �������

%��� ���!����� ��� �����(!�� ���� ��" !�&����!�� ���&&��������� A?�"D ����&�D
����0��BD �� ���� �������� ���"�����&� �� �����&����D ����� �����&���� XD �����!���� ��D
��������� �� !����������/ �� &�� �����&���� ���� ��X��!!��� !���� �� A� 1020 �*B
��� �������� �� ���� �������0������ ��� ��� G��� ��� ��5��� &��!�4��� �� ��(� '����
����0�� 4�� ���� ����� �/


��� 4�� ���� ���� !��� �� �����&����D ��� �����&���� X �� ������(0���� ���� ��
@��!� �� 4���I� �� �� �������/ )�� 4���I� ��'���������� ����� ���� @��!�� ��� &��<
&���� �� !����� �� �� ���5���/ ��� !��(��� ��'������������ ��� 4���I� ��� ���!��
��������� �� ���&��� ��� '������ R3.S AC0��� ./.8B/ �� ���&��� ��� �� !G!� 4����� 4��
���� �� ������ ��� '������/ ���"<&� �� ������ &�������� G��� �����������!��� &�!<
����� �� !����� ��0��� A�����������!��� ��� �����BD ��� ���5��� A����&�����!��� ���
��&�����B ������������ 1 E .:V ��� ����/

)� ?�" �� ��&�����D �'����� �� ��������� ��������� �� �� �������0������ ��� �����<
&���� X ���� ����� G��� �����!��� E ������ ��� ?�" ��� '������ �������"/ � ������



��"� �	�	�� ��� ����� ���	���� ������� ����� �����	� .7

���	 ./.8 Q ������� �� .����� ���� ��	
���� ���5�� ��.����������� �� ����7
���� �� 9�� �� 5 1024��� C���� ��� D ���5�� ���� ���� ��
����� ����� F� D ���5��
�� ���� ��
����� ����� �� ��������
 D ���� ������������� ����������� *;-+

��!���!��� ������� 4�� �� ?�" �� ����� �������D 4�� �� ������(0���� �� �'�����D ���
����� �� @��&���� �� �� @��&���� �� ��&����� ���� ��� ���� AfNB �� �� ?�" �� ��&�����
��� � φπ0(E, ti) = 1

3
1−fN

fN
φN(E, ti)/ �� �� &�����(�� 4�� fN = 3VD �� ?�" �� �����

������� ��� .: @��� ��������� �� ?�" �� ��&����� �� �� �� ����������� ����� ��� �����
&'��0�� �� ����� ��� �4�� ������ ���� �� ��'������������D �� ?�" ��� ����� &'��0��D
4�� ������� �������&� ��" ���������D ��� 2: @��� ��������� �� ?�" �� ��&�����/ )��
��������� �� ��������� 4�� ��(� ��� ��������&����D ���� ?�" ���� ���& G��� �� ���� �!<
������� ��" ���� '����� ����0���/ )�� �'����� �� ��� ��&����� �� �� ��&'� ���������
��������&���� � �& ��� �'����� �� @��� &��!���0�4��D ����� �� ��@�����0�/ ��&� �!����
��� ��!��� ��� �� ������&� �� �������0������ ��� �����&���� XD 4�� ���� � ��� ���� E
!���� �� .:: #�&/ #��0�� &�� ������&�����D ������� ����� ����� !������� �� �'�����
�� �� ��������� ��" '����� ����0��� ���� �� ��0������ ���� !��(�� �� �5�� ������@�
A���� ��� � �������� ��������� ��� ?�" �� ������ �� �������� E R3.SB/

)�� ��@���� ������0�4��� ���������� G��� E �����0��� ��� &�� �����&���� X/ )��
�'������ �� 0����� ���C&����� A���B ��� ����� ���� ���������� ���� ��� �����������
�� �'��� �� ����� ��� ���!������/ )���4�� ����� ��� �� ��@������D �� �� &��� ��� ��������
�� �5!����� 4�� ������� �������&� ��" ��@���� ������0�4���/ ���"<&� ��� ��� G���
�� ��������� �5���D ����� �� ������� �� �5!����� 4�� � �� ����/ � ������0�� ����� ���
!����Y��� A�� ��!������ :BD ��� &����� &��!�4��� A�� ��!������ .BD ��� ��@���� ��
�5�� !�� A��!������ 2BD �� ��� ��"����� A��!������ 1B/ )� ���������D ��������&���� ��
������'������� �� &�� ��@���� ������0�4��� ������������ ����� ��� �����&���� X �����



2: ����	��� �� ��� ����� ���	����

����0�� �� ������� �� 1025 �* 4�� �� �������0�������� ����������!���/
)�� �����&���� X ���������� �0���!��� G��� ��� ����4��� �� �� �'��� ����?����� ���<
�������� �� -�0 -��0/ ��� �����&���� �����!���� �� �� !���������� ��� ��� � ��� ���
����� ��  �� �� ������� �� ��L0� �� ����� ��� ���� 4���� ������ ��&��� ��� ����� ��
��������'��/

���� �� &�� ��� ��@���� ������0�4���D �� ?�" ��� ��5��� &��!�4��� ��� ����&��!���
����� ��� �� ���" �� �����&���� �� �����&���� X 4�� ������ �� �� ������� �� �����<
����D ��������&���� �� ������'������� �� &�� ��@����/ ���� �� &�� �O ��� �����&���� X
���� ��� ����4��� �� ?�" ��� ��5��� &��!�4��� ������ �� ������� ����� ���� �������
�� ���� ����� ��  ��/

��( ��
�!���


)������ ����� �� ��5��� &��!�4��� E ��� ����0��� ����������� E .:20 �* ���� ��
��!����" �����(!�� ����������������/ ����� ���� �� �'����� �� ��� ��� ��� ���"�����&�
�� ���� � ���!���� �� ������ �� �� &������ ��� �� �� �������&� �� ����&�� ����������
���&'�� �� ���� �� ������� ���� �� ���� � ��X&���!��� ��� !��(��� &������� ���&&�<
����� ��� �����&���� E �� ������ ����0���/
)� ��� ���� 0��������� ������� ������� �� ��5��� &��!�4��� �������<'���� ����0��
�������� �������� ��� ���!���� �� ������� E &�� �����(!��/ � �& ��X��!!��� ��
��������4��D �� ���� �������� �� �����!���� � �& ���� �� ���&����� �� ?�" �� &�� ��5���
&��!�4��� �� @��&���� �� ������0��/
)� @��� 4�� ��� ��5��� &��!�4��� ������ ��������� �� ���D ����� 4�� ���� ������D ���!��<
����� �� &��C�!�� �� ����C�!�� ��� !��(��� �� �����&����/ ���� �� &�� ���&&���������
��� ��� ������ ������'5��4��� �� �������� �� �K�� E ����� �� ������� ��� ��5��" ����
�� ����&���� ������ �� ��� ������� �&&���������/ ���� �� &�� ��� !��(��� �� �������<
0������ �� �����&���� �����!���� �� �� ����� ��� �� &�������� !����������!��� ���
�'����� � �& ��� ����������� ��������/
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)����� ������ %����� ��0�� � ��� ���&����!��� &��H� ���� ����&��� ��� ��5���
&��!�4��� ������� '���� ����0�� A��<������ �� .:19 �*BD �� �&4����� ��� ��������4��
��X����� ���� &�!������� ���� ���0���/
)� @����� ?�" ��� ��5��� &��!�4��� ���� &���� 0�!!� ������0�� A. ��� I!2 �� ��� ��
E .:19 �*B ���� G��� &�!����� ��� ��� ���@�&� ������� ����� ��(� �!��������/ �� ���0��
���& ���� ����&���� �� ��� 4�� ������� � ��� ����&��!��� ��� ��5��� &��!�4��� !���
��� 0����� ��!���'���4���D �� ������� �� ���� ������&���� � �& ����!���'(�� ���������
4�� �0�� &�!!� �� &�����!(���/

��� ����!������
� ���
� ��	)� ��������	���

����� �	 �������	 	
� �� �����

�� �� ��5�� &��!�4�� ��� �� ��5��D ��������&���� �� &����<&� � �& ����!���'(�� ���<
���� ��� 0���� '������4��/ )�� '������ ���� �������� ��� ���!����D ���� &��"<&�  ���
E ���� ���� ������0�� � �& ����!���'(�� �� �� �������0���/ )�� π0 ������� ����� ����<
��!��� ���" �'����� Aπ0 → γγB 4�� ��0������� ����� ��� &��&��� ���&���!�0����4��
A&������� �� �����D �K�� ��!����D -��!�����'���0B/ 1:V �� ������0�� �� �� 0���� ���
����� �����@��!�� �� �����&���� ���&���!�0����4��� E &'�4�� ����� �� �� &��&���/ )��
����� &'��0�� 4���� E ��"  ��� �� �������0��� �� !���� ����4�� ���� ����0�� ���� ��<
 ���� ��X��!!��� @����� ���� 4�� ���� ���0���� �� �������0������ ���� ���� &�����
4�� ���� ���0���� ��������&����/

� &'�4�� ������&���� �� �������0������D �� ��!��� �� �����&���� ��0!����D !���
������0�� �� &'�4�� �����&��� ��� ��!�����/ )� ������ �� �� 0���� ��0!���� ���& ���<
0����� �!���D ���4��E ��������� �� !�"�!�! �� ������� �� .:11 �����&���� ���� ��

2.
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���	 2/. Q ,
����������� ����� ���(� �����.
������

��5�� &��!�4�� �� .:19 �*/ �������D ��� �����&���� �� @����� ����0�� ���� ���������
��� ����!���'(�� �� �� ������ �� �� 0���� ��!����/ �� �� ��� �� �� !��D �� ����� �� ����
.:10 �����&���� ��������� ��� �� &��&�� �� ��5�� 2/8 I!/ )� 0���� �����0���� �� ��� ���
����&�����!��� &�!����� �� �����&���� ���&���!�0����4��� A77V ��� �����&���� �����<
������� >8 V �� ������0�� ������BD �� !����D �� ���� ��� !������ !�����D �� �����D
�� ��������� �� �� ���5���/

)� �� ������!��� �� �� 0���� ������ �����������!��� �� �� ������ �� �� �����&���
���!���� �� �� ��� ����0��/ �� ������ � �� ����� ���&���� !�5�� ���� ����!���'(��
���� 0���� 4���� ��5�� �����D �� ���!�(�� ������&���� ���� ���& ���� E ��� ��������
!���� ��� ��/ �� �� ������� 4�� �� !�"�!�! �� �� 0���� AXmaxB ��� !���� ���@���
����4���� ���0�� ���� ��5�� ����� A��� 0���� ����� ���� ��5�� �� 56�� ������� ���
!�"�!�! .:: 0U&!2 ���� '��� 4�� ���� ���0�� ���� ������ �� !G!� ����0��B/ ��
!G!�D ���� ������0�� �� �� �����&��� ��� ��� �� ���� ��� ���&���� ���� ����!���'(��
���� 0���� � ��� �� ���!�(�� ������&����/ )� !�"�!�! �� �� 0���� ���� ���� � �����
�K�&��D �� �� ������� ���� ��� ����4�� ������0�� ��� ���� 0����� A�� ���@������ ��
!�"�!�! �� �� 0���� ��0!���� ���� ���� 88 0U&!2 4���� ������0�� �� ���!���� ���
!��������� ��� .:B/
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�� �'����D ������0������ � �& ����!���'(��D  � ��0������ ��� &��&��� ���&���!�<
0����4�� ��� ��� �����&���� �� ����� e+e−D &�� ��������  ��� ����� ������0�� � �& ��
&'�!� &����!���� ��� ���!�� �� �������� �� ��5����!��� �� @�����0� A-��!�����'<
���0B/ )�� �'����� ����� @��!��  ��� �� ��� ��� �� �������0��� �� ��� ����� e+e− ��
�� ���&�����  � �� �������/
�� �'���� � �0���!��� ��� ����������� ��� ����� ��������0�� ��� �'��������&����
� �& ��� ���!�� �� ����!���'(�� A�� ��&���� �X&�&� ��� �� :/.2 !� �� ����D ���� ��
�'���� ��� 1:::B/ �� ���� ����� ��� '������ 4��  ��� G��� &����D ��� �����&���� ��&��<
������ ������ �� &� ���&����� ������ &����� ����� &��&��� '������4��/ �� �����&�����
��� I���� �� ��� ����� &'��0��  ��� �� �������0��� �� !����/
��� &��&��� ���&���!�0����4�� &�!����� ���& ��� ������ '������4�� 0�������!���
@����� ���@ ���� �� &�� �O �� ���!�(�� ������&���� ��� '������4��/ ���� &� &�� ���� ��
������0���� &���� 0���� ����� 0���� ��0������ ��� �� ��5��/

��" ����0��� 4�� ���� �����������D ���" �K���  ������� ��������� �� �� ������<
!��� ��� 0����� �'�����4��� � ��������&���� � �& �� &'�!� !�0����4�� ���������D ��
���K�� )����� %�!����&'�&I A.781B R32S �� #�0��� A.78;B R31S A�K�� ���B/
)��K�� ��� &��������� E ��� ��!������� �� �� ��&���� �X&�&� �� ���!�����'���0/
��&� �� ������� ����4���� ���&���� �� '���� ����0�� ������0�� ���� �� !����� �����D
�� ���0���� ��������&���� ���� ����� �� ���� �!�������� �� �����&���� ��� �0���!���
���!�� E �� ��K����� !�������/ )���4�� ����0�� �� ��K����� ��� ���� 0���� 4�� ����0��
���!������ �� �'���� �� ���!�����'���0D �� 5 � ����� �� &�'����&� �� �� �'���� ��
���� �� @��!��/ )� ��!��� E ��4����� &� �'���!(�� �� ������� ��� �� ����!��� ���<
������������ E �� ������� �� !�����/ %��� �� !����� ��� ����� �� ���� �� ��������� E
��� ����������� �� �� ��������� �� @�����0�/ )� !G!� �'���!(�� ������P� ���� ��
&������� �� ������ ��� �� �'����/
���� �� '���� ��!���'(��D ������0�� �� ����� ���� ������������ �� ���K�� ��� ��� ��
3 1019 �* ���� ��� ���&����� �� ��� �'�����/ )�������&���� �� �����&���� ��� ����� ��������
�� ��� �����&���� ��&��������D @��!��� ���� �� !����� ���� ����� 4��'���������!���D
��� ��� �0���!��� ����� &�� �K��/ �� �� ������� 4�� �� �� ������!��� �� �� 0����
��� ����&��� ���� ���� 4�� ���� �� &�� ����� &��&��� ���&���!�0����4�� ���� ��� ���<
��&���� �� ��������� ��� ���K�� ���/ )�  ����� �� Xmax ��� ����� ����&��� ���� ��� ��/

)���4�� ���� ����0�� ��� �� ������� �� 1020 �*D ��� �'����� �� ��� ���&����� ��� ���
������0�� � �& �� &'�!� ���&���!�0����4�� ��������� � ��� �������� ���� ����!���'(��/
�� �'���� ���� ��� ��������&������!��� ��" ��0��� �� &'�!� !�0����4�� ���� &����
��� ����� �+�− �� ������0������ � �& �� �'����  ������ �� &'�!�/ ���"<&� ����������
����� �� ��5����!��� ��� ������&���� � �& �� &'�!� !�0����4��/ %�������� �'�����
������� ��!������!��� ���� ����!���'(��D &����� &'�&�� ��� 0���� ��!���'���4��/
)� ������������� �� &�� 0����� �4�� ��� E ��� 0���� �������� ��� �� �'���� �5���
�� !G!� ����0�� 4�� �� �'���� �������/ ���������D ��� �����&���� ������� ���� ����<
!���'(�� ��� &'�&��� ��� ����0�� ���� @����� �� ���K�� ��� ��� ����� ��0��0�����/ )�
�� ������!��� �� �� 0���� �� @��� ���& ���� ������!���/ �����<&� ������� ��� !�"�<
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!�! ����&��� ���� '��� 4�� ���� �� &�� �O �� �'���� ��� ��� ������0�� � �& �� &'�!�
!�0����4�� �� ����� ���K�� ���/ ��� ��� &����4���&� �� &�&� ��� 4�� �� !�"�!�!
��� 0����� �������� ��� ��� �'����� ��� ����&��� ���� �������� 4�� ���� �� &�� ���
��5��" AC0��� 2/2B/

���	 2/2 Q ���F� �� )��������� ���� �� ������ 0��������
1� �� �.���� �����
�������� ���� �� �.��� ����
����� 0�����1 �� �� �.���� ��� �������� �(����
���	�� ��� 0����� �����1� θ < 70o �� 5 1019 < E < 1020 �� 0�����5 *;;+1�

����� �	 �������	 	
� �� �	������

)�� ��������� ��� ��� �0���!��� ������ �������&� E ��� 0���� ��!���'���4��D
!��� &����<&� &�!!��&� �� 0������ ���� ���� ���� ����!���'(�� 4�� ���� �� &�� ���
��5��" �� ��� �'����� &�� ���� ��&���� �X&�&� ��� @����� A�� �������� �� 1018 �* �
��� ����������� ��������&���� �� 10−5 ����4���� ���&���� ��� ��������� ����!���'(��
A.: I!D �� .::: 0U&!2B R38SB/ )� ����&���� ��� ���!���� ��������� ��� ���& @� ������
����4�� &��"<&� ���� @����!��� ��&����� &�� �� 4������� ����!���'(�� E ���&����� ���
����� ���� �!��������D �� ����4����� ������0������ � �& �� 	���� ���� ��&����&� �������/
)� 0���� ������� ��� ��� 0���� '������4�� 4�� ���� G��� �&&�!��0��� ����� &�!��<
����� ���&���!�0����4�� ���� �� &�� �O �� �������� ������� ��� �� νe/ ���� &� &��D ��
0���� ��� ����&����� �� &������� ��&��� �� &�!������� ���&���!�0����4�� ����4������
������� �� ����&���� &��������!��� E ��� 0���� �� ������D ��5�� �� �'���� ��&�����
4�� � &�!!��&� ���� '��� ���� ����!���'(�� �� ���� �� ������ ���&���!�0����4�� � ���
�������� � ��� �� ��� ���� �� ����&����/ �� ντ D ���(� @��!����� ���� τ D ��� �0���!���
����&�����/ �� �� ��&'�D �� νµ �� @��!��� ��� ��� 0���� ��X��!!��� �!��������/

��� ��&)��	����	� ��		� *���	

)����� ������ %����� ��0�� ������� ���" ��&'��4��� ���!������ ������� �� ���
0����� ��!���'���4��� � �� ����&���� �� �� ��!�(�� �� ?�����&��&� �������� ��� ����<
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����&���� ��� �����&���� ���&���!�0����4��� �� �� 0���� � �& �� ���J��� �� ����� �� ��
����&���� ����� @��&���� ��� �����&���� �� �� 0���� ��� ��� ����&����� �� ���/

)����� ������ ����D E ���!�D &�������� �� ���" ����� ��!�������D �� ���� &'�4��
'�!���'(��D �C� �� &�� ��� ������0������ �� &���/ )�� ����&����� �� ��� ����������� ���
��� ���@�&� �� 1::: I!2 ���� &'�4�� ����D ��� ����&����� �� ?�����&��&� A�0���!���
������� 5��" �� !��&'�B ���!������� ������� �� �� ������ �� &��� ������ ��<������ ��
������ �� ���@�&� AC0��� 2/1B/ ��� ����� ���@�&� ��� ��&������� ���� �&4����� ��� ���<
�����4�� ��X�����D ����� ����� �� ��(� @����� ?�" ��� ��5��� &��!�4��� E &�� ����0���/
)� ���!��� ���� ��� ������ �� ���E �� &������&���� ���� �� ��!�� ��0������D ��(� ��
��  ���� �� #����0[�/ �� N������ ����N A��0�������0 ����5 Q ��B � ��� !�� �� ���&� \
�� ��� &�������� ���� ]�� �� !��&'� &�������� ���" �����&���� �� ����� 4����������
�� ����&����� �� ���@�&�/ )� &������&���� �� ����� �� ����&����D ��������� ��� &�!<
������� ��C����@�D �� ��������/ ����� 2::3D �� ������ ���� &�!���� �� 2:: ��������
������!�������� �� �� 4����� �����&����/ )����� ������ �� ��'�!���'(�� ��� �� ����
G��� ���!��� �� 2::8/

���	 2/1 Q ���� �� ��G(��������� ������  ����� �� ����������� �� -A## �
�������
�� ��"��� �� �� ���� �� ����.� 0����� �����1 ��� ����
���
� �� ������ ��
����
� ��� �� ����� ��� ����� ���� �� �
��������� �� ��
�� ����� �� F� /##8� ��
:��� ����� �� �� �
��� ��������� ������������ �� "��������������



2; ����	��� �� ������	� ��� ����� ���	����

����� �	 ��	��	�� 	  ���	
�	��	

����� ��&'��4�� �� ����&���� ��� ����� ��� ������0�����!��� �� �� ��!�(�� �� ?�����<
&��&� �!��� ���� �� �����0� ��� �����&���� ��&�������� �� �� 0���� ���� ����!���'(��/
��&� ���!�� �� �����!���� �� ����&���� �� �� !������ �� ���C� ���0��������D &����<E<����
�� ������� �� �����&���� �� @��&���� �� �� ���@������ ����!���'(�� ��� �����/

�
&�.&��

)�� �����&���� &'��0��� �� �� 0���� ��!���'���4�� ������0������ � �& �� ���J���
�� �����D 4�� �� �� ����"&�����D ������� �� �� ��!�(�� �� ?�����&��&� ���&'� �� ���*
A�� ���� >:V �� �� ��!�(�� ��� �!��� ����� 1:: �� 38: �!B/ )��X&�&��� �� &� ���&�����
A����0�� �!��� U ����0�� ������ ���� �� !�����B ��� ��(� @����� A8/.:−5BD !��� �� ��!���
�� �����&���� ��&�������� ���� ��� 0���� ��� ��� 4�� �� 4������� �� ��!�(�� ��������
��� ��X��!!��� �!��������/ )� ��!�(�� �� ?�����&��&� ��� ��������D �� �� ��!��� ��
�'����� �!�� ��� ������������� �� ��!��� �� �����&���� &'��0��� ���� �� 0����/
)�� �����&���� &'��0��� ���������� �0���!��� �� �� ��!�(�� T����I� / ����� ��!�(��
����� ��� ��������D !��� &������� ���� �� &Y�� ����0� ��� ��� ���"� �� �� �����&���/
�� &�����������D ���� �� &��&�� �� ���C� ���0��������D ���� �� ���� ��� ��0��0�����/
���� ���� ���& G��� ����!�� ���� �� ���� E ��� 4������� �� ��!�(�� ��������������� E
������0�� ������� ��� ��� �����&���� �� �� 0����/ ��� �� C0��� 2/3 ���� ������������ ���

���	 2/3 Q 6�����(����� �� ��	
���� ���� �� ����������� ��� �� �
�����������
������������ �� �� ���(� ���� �� ������ 4 1019 �� �� ���� �� ����� :
���.�� �� 45o

0�����5 *;#+1�
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��K������� &������������ �� �� ��!�(�� �� ?�����&��&�D �� �� ��!�(�� T����I� ����&��
�� �� �� ��!�(�� T����I� ��K���� ��� ����!���'(��/ �� �� ��!�(�� T����I� ����� ���
����� �� &�!��� �������� ��� ������0�� ���� ��������� 1: VD �� ��  ����� �� Xmax G���
�������!�� �� 8: 0U&!2/

��.:�&*+� �� �'��.�&	�

)� ���� ��� �� ������ ������ ���� &�������� �� 4����� �L��!���� A�� 5��" ��
!��&'�BD ������ E �� �����'���� �� ���� AC0��� 2/1BD �������� &'�&�� ��" �����&����/
�'�4�� �����&��� ��� &�������� ���� !����� ��'���4�� �� ��5�� �� &������� 1/3 !D 4��
��H��� �� ��!�(�� ��� ��� ���@�&� �� ./8 !2/ �� ����'��0!�D �� 2/2 !2D ��� ���&� ��
�� ��� �� &����� �� &������� �� !�����D �� ���!�� �� ������� ��� ����������� �� &�!�
�� 0������� ����� �� ���� ��!����" �� ������ ���@��!� ��� �� 0���� &'�!� ��  �����/
)� ��!�(�� ��� ��?�&'��  ��� ��� &�!���D ������ ���� �� ���� @�&�� �� !�����/ �����<
&� ��� &�!����� �� 33: �'���!�������&������ '�"�0����"D 4�� &���������� ��� ��"���D
�5��� �� ��0�� ��  �� �� ./8 × ./8 ��02/ �'�4�� �����&��� ��� �0���!��� �4���� ����
C���� �* ���!������ �� ������� �� ����� �� @��� ��!����" ��� ������� �� ��0��� ��
?�����&��&�/ AC0���� 2/8 �� 2/;B

���	 2/8 Q ��.
�� ���� �
������ 4 )�����
������ ,� ����.� 4 ������ D �� F���� �� ��
���
�� �� �� ������ �.
������

���	 2/; Q �.��� ���� �
������ 4 )���
������� �� �� ��� �� ������H�� G� �
���� ������������� �� ������ �� �� ���
�
���

����� 0��!����� ���!�� ��������� �� ��0�� ��  �� �� 1:o �� ��� ����� �� �� 1:o ��
�J�!�� ��� �����&���D ���� ��� &�� ������ �J�!����� �� .>:o ���� �� ]�� �� !��&'�
&�������� �� ��" �����&����/ )�� 0����� �� ���� '����� ����0��� �������� G��� ����� ���
��� &� ����&���� ���4��E ��� ��������� �� I���!(����/ )�� 4����� 5��" �� !��&'�
���!������� ����� �� &�� ��� ��� 1::: I!2 �� ������ �� ���@�&�/ ����� ��&'��4�� ��
����&���� �� ���� &�������� @��&������� 4�� ���� ��� ����� ���� ����D ���� .:V ��
��!��/
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���	 2/6 Q �� (I������ �� )��������� 4 �� ����� �J ��� 
�
 ������
 �� ����
�
������ �� �
��� ���������� G� ���� 
�������� �� ���� �� ������������� ��� ���
�� ����� ���� ���������� �� ��"�������� �� ��5�� ������������ ��������

��.	�#�
+.�&	�

)� ��!�(�� �� ?�����&��&� ��� ����0������ ��� ��� ��"��� �� �� &�!���D &'�4�� ��"��
&������������ E ��� ����&���� ������ �� &���/ )� ���&� ��!������ ���� �� &�!���
���!�� �� ��&��������� �� �������� �� ���� ���� ��4��� �� ���� � ���"� �� �� 0���� ��
�� ����&���� ���<!G!�/ �� ���� ��� ������ �.�@�� ,������� ����� A���B/
)������� ��� �� �������� �� &� ���� ���� G��� �����!���� 0�L&� E ������0�����!���
���� �"� ��!����" ���� �� &����P� �� ����&���� A�� ��� ����� ��������  ��� ��� ������
&�����B/ )������� ��� ������ ��� �� ��K����&� ����0�� ����� �� ���� ��&�������� �� ��
���� &�������� �� @���&��� ��!����" �� �� ����&����/ )� ���������� ��� �� �������� ��
��� �� ���� G��� !�������� 4�� :/.o R3;S/

)� 0���� ���� G��� &��������� &�!!� �� ����� ��!����" �� �����H��� E ��  ������
�� �� ��!�(��/ �� ����0������� �� ��!�� ������ �� �� ��0��� ��!����" ���� ��� ��K������
��"��� �� �� &�!���D �� ��� �������� �� �����!���� 4����� ��� �� ������ ����������� ��
��� 4�� &��������� E ���"� �� �� 0����/
�� �"� �� ��� ��� ������ ��� ���" ����!(���� � Rp �� χ0/ Rp ��� �� ������&� ������<
��&������ ����� �� ����&���� �� ���"� �� �� 0����/ χ0 ��� ����0�� ����� ���"� �� �� 0����
�� ��'���J������ AC0��� 2/>B/ �'�4�� ��"�� �5��� ����0����� �� �� ��!�(�� �� ��!��
ti ������ ���� �� &��� ���� ��� ����&���� 4�� @��� �� ��0�� χi � �& ��'���J������/ )�
��!�(�� ����0������ ��� &� ��"�� � ��� �!��� �� ��!�� T0 − (Rp cotan θi)/c/ T0 ����� ��
��!�� �O �� 0���� ����� E �� ������&� !���!��� Rp �� ��]��D �� θi ����0�� ����� �� �����
���!������ �� �� ��!�(�� �� �� ����&���� Aθi = χ0 − χiB/ )� ��!�� !�� ��� �� ��!�(��
���� �� �����0�� �� ����� ���!������ �� ����&���� ��� (Rp/ sin θi)/c/ )� ��!�� �O ��
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���	 2/> Q !
��
���� �� �� ���(��

��"�� ����0����� �� ��!�(�� ��� ���& �

ti = T0 − Rp

c
cotan θi +

Rp

c

1

sin θi

= T0 +
Rp

c
tan(θi/2)

ti = T0 +
Rp

c
tan

(
χ0 − χi

2

)

)�� ����!(���� T0D Rp �� χ0 ��� ��� ���& G��� �����!���� ��� �� ������!��� ���
(χi, ti) !������/ ���������D �� ��� �� ��"��� ��� ��� ���&'�� �� 4�� ��  �������� �� ��
����� �� �� &����� ��� @�����D ����&�������� ��� �� �������� �� ���"� �� �� 0���� ����
�� ��� ��� 0�����/ )������� ���� G��� ������� �� ��� &��������� ������!������� ���
�������� ��� �� ����&���� �� �� 0���� ��� �� ����� �����&��� �� ��� �� ����&���� ��
���@�&�/ AC0��� 2/7B

%�� ��������D �� ��!��� �� �'������&����� ��H�� ���!�� �� �����!���� �� ��!���
�����&����� Ne 0������ ���� ����!���'(��/ � ���� ����� �� ������� ������0�� ���&���<
!�0����4�� �� �� 0���� �

Eem = 2 ($��/����−2)
∫

Ne(X)dX

X ��� �� ���@������ ��!���'���4�� �� 0U&!2/
)�����0�� ������ �� �� 0���� ��� ������� �� &����0���� Eem �� .8V ���� ����� &�!��� ��
������0�� �!������ ��� ��� ������ &�!������� �� �� 0���� A!����D ���������D '������B/
)� ���&����� ��� ����� �� ������� �� .:V/
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���	 2/7 Q 3������ ���� ������������� �� ������������� ���� 
�
������ �� )���
�������� 3� .��� �� ����� ��������
 ��� �� ������ �� (� 4 ����.� �� ����.����
�� (χi, ti) ������������ ���� �� "������� �9��
�� �� (� 4 ������ �� �������������
���� �� ��������
 ������������� �� ��� ���� �� ��� �� ����� ����� �� �� ����� ����
����
������ �� ����� �������� �� �� ��������� ����������� ��� �� )��������� �����
����"�������� �� ���� ������ �� �
��� �� ��"��� � ����� �� ��
���� �� �������
�� ����� �������� �� �� ����� ����������� 0����� ���� �� ����� ����1�

����� �	 ��
	�� 	 
��!��	

����� ��&'��4�� ��� ����� ��� ������������� ���� ������ �� ����&�����D ����&�� ��<
0���(��!���D &�� ���� ��� 0����� ���@�&� �� ���/ � ����� � ����� ��� ������ ���
�����&���� ��� 0����� ��!���'���4��� 4�� �����0���� �� ���/ ��&� ���!�� �� @���� ��
�&'����������0� �� ���C� ������� �� �� 0����/

)� ������ �� ������ ������ %����� ��0�� ��� &�!���� �� .;:: ����&����� A��
��������B ��� ����D &���������� �� !�����0� �����0������ �� ./8 I! �� &Y��/ �� &�� ��
��� ���@�&� �� 1::: I!2/
)�� ����&����� ���� ��� &� �� &5������4��� �� ./> ! �� ��5�� ��!����� ����� ���� ���
��� '������ �� ./2 !/ )�� �����&���� &'��0��� �� �� 0���� 5 ������� �!������ �� ��



���� ���������	�� �	���� ����� 1.

��!�(�� T����I� ��&����� ��� ����� �'���!�������&������ ���&�� �� &����&� ����4��
� �& �� ���@�&� �� �����/ )���������� �� �� &� � ��� ��&�� ��� ����� ���@�&� ��?�&'�������
�� ��K������ A	5 �&B ���!������ �� &����&��� �� !�"�!�! �� ��!�(��/
�'�4�� ������� ��� �0���!��� �4����� ���� ������� ������� �� ����� �������� ����
�����!�������� �� �����&�����4�� A���� �����&�����4�� �� ������ &�������� �� ��@����&�
R36SBD ����� 4�� ����� ������� ����� ���� &�!!���4��� � �& �� �5��(!� ���&4��������
&������ R3>SD &� 4�� �� ���� &�!��(��!��� ������!�/ ��C�D &'�4�� ������� ����(�� ��
$%� A$����� %����������0 �5���!B 4�� ���!�� �� ����� ��� � ���!���� � �& ���&�����
�� ���� ���������� ��&��/ A��0��� 2/.:B /

���	 2/.: Q �.��� ���� �
������� �� ��"��� �� ���� ��� �� ������ ����F
� ����
������� �� .������ ����� �� �� ������� ���� �.������������������

�������
)���������� �� ��0��� ��&������� ���� ��� &� �� ������ �� �� ������&� �� &]�� ��

�� 0����/ )���4�� �� ������� ��� ���&'� �� &]��D �� ��0��� ��� �� '���� ��������� ��
������ �!��� &����/ �� &��������D ����4�� �� ������� ��� ���� �� &]�� �� ��0��� ��� ��
@����� ��������� �� ����� �� ��!�� AC0��� 2/..B/
)� ���0��� ��� ��0���" ����0������ ������ �� ����������� �� @���� �� 0����/ ��� ��<
!������� �������� ���� �� &������&���� �� ����&���� R3:S � ���!�� �� !������ 4��
��� �����&���� ��� ����� ���� �� ���� �� ����� ���� �� ��������� !�&����&����� AC0���
2/.2BD ����������� �� @���� ��0!������ � �& �� ������&� E ���"�/
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���	 2/.. Q ���������� �� ������ ��������
 ��� �� �
������� �� ��"��� 4 ��	
�����
������� �� �K�� �� �� ���(�� ���� ��� ���(� �� 5 1020�� �� 4 30o� ����.� �� ������
�� �� ���(� �� ����� �� ������ �� �������
� ���� �� �K�� �� ����� �� ��� ������
�� 
���
�

���	 2/.2 Q C��� �������
� ���
��
 �� ��������� 4 %## �5��� �� �K��� 4 ������ ��
��������� �� ���(� �� ������ �� 1019 ��� �� ���� ����(� ��������� �������������
�� ����� �.���� �� 
�������� �� ���� �������� �� �������� *;#+
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�C� �� ��� ��� &�� ��� ������!��� �� ������� ���� ����������� ��� ��0���"D &'�4��
�'���!�������&����� ����(�� ���" ������� � ��� ��� ������� A��� 0���BD �� ��� ����� ���
�� �����(�� �5���� ��� �� ���� �!���C&����� A'��� 0���B/ )� ������� ����� ��� ���"
0���� ��� �� ������� �� 12/ )�� ��0���" ��� �'���!�������&������ ���� ����&��� ���� ��
?��' ��� 4�� �&'���������� E �� @��4���&� �� 3: #+J �� ���� ����0������ &�����M!���
���� ��� !�!���� ��!��� ��� ��� ����� �� .7 µ�/ )���4�� �� ��0��� ��&���&'� ��
���00��D �� ��� &����� � �� !�!���� ���4��E ���� �� �� �5��(!� ���&4�������� &������/

%��� ������5��D ��� ��0���" ���� &�� ����� �� ��� A�������� ���������� ����B 4��
&��������� �� ��0��� ������ ��� �� !���  ����&�� ������� �� &����� �� �� &� �/ �����
 ����� ��� @�&���!��� !�������� �� ����0������� ��� !���� �� @��� &��!�4��/ )� ���<
���� ����� �� ��0��� ������ ��� ��� !���� �� @��� &��!�4�� �� ��� !���� ���4��!���
 ����&��" ��� ������ �� ��������� �� &�^�&����&� � �& ���" �&������������ ���&�� ��<
������ �� ��<������� ����� ������� ���� R37D 8:S/
�� !���  ����&�� ������� �� ���� 2:::: �'����� T����I� ���� �� &� �D ;: �'���<
���&����� ����� ����� ��&������� ���� &'�4�� �'���!�������&����� A ��� �� ��&���� 3/>
�/ 87 ���� ���� �� �������D ����� 4�� �� ��@����&� R8.SB/ )� ��!��� �� ��� ��������D E
.::: !D ��� ���� ���� >: ���� ��� 0���� �� 1019 �* �� 3::: ���� ��� 0���� E 5 1020 �*/

C������
)� ��&���&'�!��� �� @��� ���� �� ���!��� ��!�� �� �� ��� �� �� ������� ��&���/

)� ���00�� �� �� ��� . A	.B ��� ������� �� @�H�� ���&�����4�� 0�L&� E �� &��&��� ����0��
���0��!!���� A��� Q %��0��!!���� )�0�& �� �&�B R82S/ ���" &��������� �������<
������D !��� �����4���� ��!������!���D ���!������ �� ��&���&'�� &� ���00�� � ����<
4���� ����� ��� ������� ��!������!��� ��� ��� ����� �'���!�������&������ �� ����4����
&������ ��!��� �� &����"D ��� @��&�!��� &����&���@�D ��������� �� ����� ���� ���
@��G��� �� ��!�� ������/ )� ���!��� �5�� �� 	. �������4�� �� 0������ ��" ��������
���&'�� �� &]�� �� �� 0���� ����� 4�� �� ���"�(!� ��� ���� ������ ���� ��&������� ���
��0���" �� �������� ������� E �� 0������ ������&��/ )�� ������ �� @��G��� �� ��!�� ����
������� �� @�H�� E ��&������� �� !���!�! ��� ���!���� @������� A��� 0����� �� ������
����0��B �� E � ��� �� ���" �� ���00�� �� ������� �� .:: +J/
)� �����0� �� �� ��� 2 �� ��&���&'�!��� A	2B ��� ��&��� ��� �� ���0��!!� �!���<
!���� �� �� ��� �� ������������ A��B �� �� �������/ �����<&� �!���� ��� &���������
���� ����&��� ��� �� ��0��� A����� ���� ��� �B �C� ��������� �� ���" �� ��&���&'�!���
�� 2: +J/
)�� 	2 ���� �� �5�� �� �5��(!� ���&4�������� &������ 4�� ��&���&'� �� ���00�� �� ��<
 ��� 1 A	1B �� �� !���� 1 ��������D &�!�������� ������<��!�������!���D ��� ��0����
�� 	2/

����� "	�!������	


�� ���� �� ������ ������ %����� ��0��D &�� ���� ��� ���@�&� �� 1::: I!2 ��<
 ����D �� �� &�����(�� �� ?�" ����� � ��� �$��� ���� ��'�!���'(�� ����D ����&���
��� ��������� ��� ���!���� ��� �� ��<������ �� 1020 �* �� 1::: ��<������ �� 1019 �*/
)��X&�&��� �� ����&���� E &�� ����0��� ��� �� .::V/ ��� � ���!���� �� ���� �����
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����0�� �������� �0���!��� G��� ����� ��D !��� � �& ��� �X&�&��� �� 1:V E 3 1018 �*/

)�� ���@��!��&�� ��������� ���� ����!��� ���� ��� ������ &�<�������/ )������ �����
'5����� A����&���� �� ���@�&� + ?�����&��&�B ���!�� ���!������� ��������!��� ��
���&����� ��� �� ��&������&���� !��� �� @��&������ 4�� .:V �� ��!��/

1019 �* ����&���� �� ���@�&� ����&���� �� ?�����&��&� ����&���� '5�����
∆θ 2o 1o 0.35o

∆ �!��&� >: ! 3:: ! 18 !
∆E/E .>V .8V 3/8V


��	 2/. Q ��
����� �������� 4 1019 �� ���� �� ��	
���� ���� �� �
��������

1020 �* ����&���� �� ���@�&� ����&���� �� ?�����&��&� ����&���� '5�����
∆θ 1o 1o 0.35o

∆ �!��&� 3: ! 3:: ! 1: !
∆E/E 6V .:V 2/8V


��	 2/2 Q ��
����� �������� 4 1020 �� ���� �� ��	
���� ���� �� �
��������

����# $�
	�� ��������	

�� ��M� 2::.D ��� ���!�(��� �������� �� ����&���� �� ���@�&� ��� &�!!��&� E ����<
0������ ��� � ���!����/ )� &������&���� �� ������ ������5�� A��0�������0 ����5 < ��B
� &������� ���4���� ��&�!��� 2::. ���� ��������� ��� 4���������� �� �������� ����
12 &������� ������0������ ��� � ���!����/ %������ �� !G!� ��!��D ���" �����&����
�� ?�����&��&� ������5��� ��� �0���!��� ��� !�� �� @��&������!��� �� �� � �� �����
����0������ ��� &������� ��� (��!���� ����&���� ��� ���" ��&'��4��� �� ����&���� ��
��&�!��� 2::. E !��� 2::2/

)� &��C0������� �� ����&���� �� ���@�&� ������5�� ��� ����������� C0��� 2/.1/
���" �������� ��� ��� ���&��� E .. !(���� ����� �� ������� ���� ������� ��� ?�&���<
����� ���������� ��� 0����� ��!���'���4���/ ���" �������� ��� �0���!��� ��� ��������
�� !����� �� !�����0� �����0������ �� ./8 I!D �� ������� &���� ��0��� ��F���/ �����
��0��� ���!�� �� ����&��� �� ��������� ��� 0����� �� ���� ������ ����0��/
)�� �������� ���� '���������!��� �������� ��� ���� &���������� �� A��� ����� 	����<
 ���� #��&����BD 0�L&� E �� �5��(!� ���D ���"� ��� ���&����� ����� ������� ��� ��� ��
��0�� �����Q��� A������0B �� ���"� ��� ��������� ��� ��� �� ��0�� ���Q���� A����'��0B/
�� &� 4�� &��&���� �� ������ ������5��D ���� ��0��0���� ��� �K��� �� &������� �� ��
	����D �� ��� &���������� �� ���� ����!����� ��" &���������� &�����������/ %��� ���
������� �� &�!!������ ���� � ��� ��������� �� &����� �� ���(�� �� &����� �� ����F���/
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���	 2/.1 Q ���� �� �
��� �� ��"��� ���������� 6.���� ���� �� ������F
� ��� ��
���
�� �� �� ���� ���� �� ����� �� ��������
 ��������� �� ���5�� �� ��������
�
� 
�
 ����
 �� ������ �� �.����

)�� ���" ���00���D �!���!����� �� �� ��� �� �� ������� ��&���D ��� ��� &���&�����<
��4��� ��� ����� �

Q �� ���00�� �.��.��� �� �� ��� . A	.B ��� ��&���&'� ����4�� �� ��0��� �������
./6 ��� ��� ��� ����� �'���!�������&������ ��!������!���D �� ���00�� �� ���� 	2
����4�� �� ��0��� ������� 1 ���D

Q �� ���00�� ���� ���� �.��.��� �� �� ��� .D ������4�� E &���� �� �� ��� 2D ���
��&���&'� ����4�� �� ��0��� �������� .2 &����" ��<������ �� :/2 ��� ���� ���
@��G��� �� 1 µ�/

)� ���00�� �� �� ��� 1 A	1B ��� ��&���&'� ����4�� ����� ��������D &�!�������� ������<
��!�������!���D ��� �� �5� �� 	2 ���� ��� @��G��� �� ;: µ� A±30 µ�B/ )� ��0��� ��
������ ��� �������� A!G!� &����� 4�� ��� ������ �����!��� �� 	.B ��� ����� ��&�����
���� &��������� �� � ���!���/
)������ ��� ���!���� � ���!���� �� &� ������ ������5�� @��� ������� �� &'������ 8/

��� ��
�!���


)����� ������ %����� ��0�� ��� �� ���!��� ����&���� E !������ ��� ���" &���&��<
�����4��� ��� 0����� � ����� ���C�� ���0�������� �� �������/ ��&�  � ���!����� �������<
&������� ��� ���" ��&'��4��� �� ����&���� ��� 0����� ��!���'���4��� A?�����&��&� ��
�&'����������0� ��� �����&���� �� ���B/ $�L&� E ��� �!�������� ���@�&� �� ����&����D
�� ���!����� �0���!��� ����0!����� &�����������!��� �� ��������4�� ��� ��5��� &��<
!�4��� ��<���E �� 1019 �*D ���!��� �!������� ���� �� ��&'��&'� �� ���"���&����� ��
���� ���0���/



1; ����	��� �� ������	� ��� ����� ���	����

)� ���!��� ���� �� ������ ������ ��� �&������!��� �� &���� �� &������&���� ���� ��'�<
!���'(�� ���/ �� ������ ������5�� ���!�� ���&4����� ��� � ���!���� ������ ��M�
2::./



����
	�� #

$�� ������ �	 ��������	
�� �������

��� �	���
����


)�� ������� ������� �� ��!����� �� ���"������&� %����� ��0�� ��� ��� G��� ��� �0��<
���� �� !���(�� C���� ���� ��K������ �����D �C� ��G��� �&&�������� E ������!��� �� ��
&������������/ )� ������ �� ���&�� �� ���������� �������� �� %'5��4�� ��&������ �� ��
%'5��4�� ��� %����&���� A����2%1BD ����� E )5��D ��� �� ���� ����&���� �� &'��0� ��
&���� �L&'�/ 	����� ��� �������D ������� �� ��!�����D �� ���"������&� 5 ���� ����0�������
���� �� �5��(!� �� ���&I�0� ������ ���� A+�0' %��@��!��&� �����0� �5���!B/ )��
C&'���� ���� ����"�� ���� ��� ���� �� �������/

����� ������ ���!�������� 4������� ��� ������� ���&I��� A&@/ ������� 1/.BD �� ��� ��<
&������� �� �������� �� ���0��!!�� ���!������ ������!������ ���� ��� �0���� ���� ��
�5��(!� �� ���&I�0� �� �� @�&������ �� ��&��������� ��� C&'���� ��� ��/ ��� ���0��!!��D
4�� ��� ��� �"������� ��� @��&����������� �� �� ���� �� ������� �� ���"������&�D @���
����� E ��� ���������� ���E �"��������D !���� �� ���&� ���� �� &����"�� �� �� &�������
�� &���� ���� �� �������/

��� +�����


����� �	
 
��	
 ������


)�� ������� ����0������� ��� �� ���� �� ���"������&� ���� &������ ��� �� �����������
����&���� 4�� ��� ������� &'��0� �� ��� ���&I�� �� �� ��� ������ �&&�������� E ������!���
��� �4����� �� �� &������������/ )�� C&'���� ��� ��� �0���!��� G��� &����� ���� ���
����� ��&��������/ )���0��������� ��� ������� ������� ��� ��!������ ���� ���� ��� �����
&'��0�� �� ��� &����� �� � ��� ���� ������� ����� !������/ ���" ����� ���� ������ ��
�!���4�� � �� E �'�&�0� A)���������� �� ���!����B ���� �� ���� �� �� E -�����
����� A��� ������ �� )� %����B ���� �� ���/ )� ���� ����&���� ��� �� ���� �������� �����
�� ����&�D �� ���0�� �� ������ �� ���&�� �� ����2%1 E )5�� 4�� @������ ��" ��K�������
�"������&�� �� ����2%1 ���!��������� &���&���� �� &��&�� �� �� ���&I�0� ��� �������/
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1> ����	��� �� ���������� �� ���������	� ������

	5�� �� ������� %������ 	����� ��!��� ��� ���!���� ���"
&�������������

��!������� F�� / :. Q .3 	- 826:: 0����� ≈ 1:$-U����
A�������B Q�� / :2
�����(� R81S
��!������� F�� / :2 Q >>> $- .:::: 0�����
A�����B ����/R83S Q F���/ :2
������� �� ��M� 2::. Q 1: $ 3.81:: � ���!���� ≈ 7:#-U����

Q #��� 2::1 ����0������
������� �� F���/ 2::. Q 32 $ .36;:: � ���!���� 68:#-U���� !�"

Q � ��� 2::2 ����0������


��	 1/. Q ?������
 �� ����
�� ����
� �� �
����� ��������
� �� 66EL/�8� �� ���
����� �� ����
� 0
�
������ �
��� ����(������ �� ����������1 �������� �� �
�������
�� ��"��� �� �� �� �
������� �� )����������

����� ������%�	 	 
��&	%��	

6	
�(�# �� �	��'�# �� #(+0�-(
��

)�� ������� ���&I��� �� &����� �� &��&�� �� )5�� ���� �� ��������� �5��� � ��� ���<
���� �������D �� &���������� �� �� !��������0D ��� ����� ��� ���" �5��� �� ����&�����
A������ �� ���@�&� �� ����&���� �� ?�����&��&�BD �� ��� ������� ��!�����/ ���" ���<
0��!!�� �� ��!������� ��� 0����� ��!���'���4��� ���� �������� ��� �� &������������ �
����� �� �������/ ��K������ ���0��!!�� ���� �0���!��� �������� ���� �� ��!�������
��� ���" ����&�����/
)� @��!�� �� ������� ������ ��� ���"������&� ��� �� @��!�� ���� A�� ������ ��
����B R88S/ )�� ������� �� ��� ����&� �� ���� �� �����&���� ��������� &� @��!��/
�� �� ��&'�D ��� ���0��!!�� �� ��!������� ��������� ���� ������ @��!�� �� �������D
&�������� �� ��������� C&'���� �� ��K������ �5���/ )�� ��K������ C&'���� ��� �����
����� !G!� ��!������� ������� �� !G!� ��! A��! �� ����BD ���������!!��� ��
���������� �� �� ���"�������/ ��� ������� ��� ��� �0���!��� G��� &�� ������ �� @��!��
����/

	����� &�� ������� ���� ��� �0������ ���� �� �5��(!� �� ���&I�0� ������ ����
����� &���&��� �� ��������� &�������� �� 	���<�&����/ ��� ����&� �������� ��� ����&<
���� �������&���� ��!������ E &���� �����/
)� ���� ��� �� @��� &�������� ���� ����!��� �� ������ !�0����4��� 0����� ����!���<
4��!��� ��� �� �����/ )�  ������ ���&&�� ��" ������� ��� �� &����4���&� ���� �����
4�� ��� �� ���4�� �������� �� �� ��� �0���� �� C&'���� �� ������ ������ ��� �X&�&�/
)��&&(� �� ���� �� @��� ��� �������!������� ���� �����&��� ���&�C4�� � �� �����&��� ����
A��!��� ���� �����U�����B �� ������ �� ����/ �� �����&��� ���!�� ��� ��������
�� �&&(� ����&� ��" C&'���� &���� ��� �� ��0�&��� ����/
)�� C&'���� �� @��!�� ����D 4�� ��� ��� G��� �&&���� ����&��!��� ���� �� ����D ����



���� ����	���	� 17

���& ��� �0����� ���� 4���� ���� �� �5��(!� �� ���&I�0�/ )�� ������ C&'���� ��������
���� ����� !G!� ��!������� ���� ��0������ � �& ��� C&'���� �������� ���� �� C&'���
�� 0����� ������ A��&'� �B/ ����� @��&���������� ��� ����� �� &'��0� ��� �� ��0�&��� ���D
�������� �� ���/ )���&'� � ����� �� !G!� ��! �� ���� 4�� ��� C&'���� �� �� ��!�<
������ �� ����(�� ���"������� ���/

���$(.����� ��# 9.:&�
#

)��!���&�!��� ��� C&'���� ���� ��� ����������� �� �5��(!� �� ���&I�0� ������
��� &���&�������4��� ��� ������� 4����� &����������/
%��� ��� ������� �� ��!������� ��� &���(��� �� &�����!��� ���� � �� �5�� �� ��!�������
A0���� ��!���'���4��D ����&����D ///BD �� ���0��!!� ������� ���� �� ��!������� �� ��
�5�� �� �����&��� ���!���� ��!����/ %�� �"�!���D ��� 0���� ��!���'���4�� �5��� ���
��!���� ��� �� ���0��!!� ������� �� ���� �� �����&��� ���!���� ��� �� ������ ����
���&�� ���� �� ���������� �����������	��
��� A�� ���� #���� ����� %�����B/
%��� ��� ������� �������D ��� ����� �� ���� �� �����&����D ����0��������� ��� �����<
������ ��� �!����� ��� ���"������&� �� @�H�� E &� 4�� &����<&� ���� �� !G!� ���� ���� ���
����� !������/ )�� &���(��� �� &�����!��� ���� � �� �5�� �� ������� A����D &����������D
!��������0BD �� �5�� �� ����&���� ���� ��� ������� ��� ������� A�� ���� �� ������ ��
���@�&� �� �� ���� �� ����&���� �� ?�����&��&�BD ���� ������� �� �� !��� ������0�����<
!��� �� &�� �������/ %�� �"�!���D ��� ������� �5��� ��� ����0������� �� 21 ��� ���
2::2 ��� �� ������ �� ���@�&� ���� ���&��� ���� �� ���������� �����
������������/

( �(#� �� �	��'�#

)�� C&'���� ���&I�� ���� �� ���� ���� ��@����&�� ���� ��� ���� �� ������� ������ �©
R8;S/ ���� ����� ���� �� &�����0�� ���&�����4��D ����&���� ��" ��!� ��� C&'���� �� &��<
���� ��!��� ����@��!������ ��� ��� ������� 4����� &����������/ ��&� ���!�� �� ������<
 �� ���!���&�!��� ��� ������� E ������ �� &���(��� �� ����&���� &�!!� ��� �"�!���
�� ���� �� C&'���D �� ��!��� ���� � (��!��� A������� �������BD �� �� ������ �� ��
�����&��� ���!���� A������� ��!�����B/

��� ,��!����


����� '����	�
 	 	
�������� (��!� 	� ���)

)��!���&�!��� ��� ������� ���� �� �5��(!� �� ���&I�0� ������ �� ����� &���&��<
�����4��� ���� �� &���������&� ��&������ �� ��&���� ��� C&'����/ ����� ����� �� ��!���
�!������� �� @��!��� �� � ��� ������� �� &���� �� C&'��� �&&�!��0���� ��� �������
�� &�������� �� ���&������� �� &�����<&�/ ���" @��!��� ��� ��� G��� �������� ���� &����
���&������� � ��� �� ��"�/ )� @��!�� ��� A�"�������� #��I�� )��0��0�B ��� �� ����<
���� �!��0����D ��������� E �����0��� ���� ��!���&�� �� ���0�0� ����D �� �0���!���
������� ���� ���&'��0� ����@��!������ ����� �5��(!�� �� 0������ �� �������/ )� @��!��



3: ����	��� �� ���������� �� ���������	� ������

���	 1/. Q �1 3������ ���� F�.��� ��@� ������������ �� F�.��� �� ���������
�������� (1 �� F�.��� ��� �������������

��"� ��� ��� ��!���C&����� �� ���D ������ E ���"������&� ��0��D ������� E @�&������
������������ ��� ���0��!!�� �� ��!������� �� �������/ �� ��&��� ��� ������� ���� ��
@��!� ��
 M ������ A&@ C0��� 1/.B/ �� C&'���D &�!!� �� @��!�� ���D ��� ��0����� ��
���&� &������������ E �� �5�� �� ������� E ��&���� A��� �"�!��� ��� 0����D ��� ���<
����D ///B/ ��� ���&� ���� ����!���� ��� ��� !��� &��� ���&�C4��� (���� �� ���/ �� ���&
���� &������� ��� ��@��!������ N��!����N �� ��� ����<���&�/ )�� !��� &��� ���!��<
���� �� ��&���� ����@��!����� @��� ������� ����� &�� ������ &'����� ��� ��� ��K������
��!������������ ��� ���0��!!��/ �������� !��� &��� ���� ��������� �� �������� ���
��� ���0��!!�� �� ��� �0���� �� �� ��&��������� ��� �������/ �������� ��@��!������
��� ��� G��� �������� ���� �� �� &������� ��� C&'���� �� ���&�������/ ��� ��@��!�<
����� ������ ����0������� ���� �� ���� �� �������D ���!������ ��� ��&'��&'� ������
�� C&'���� �� ������� ����� ��K������ &���(���/

����� ���&	%��	 	
 ����	
 * ��&	+���

)� ��� �0���� ��� ������� �� ������� �� ���" ������/ ���� �� ���!��� ��!��D
��� C&'���� ���� ��0������ ����� ���� ��! �� ����/ )� ��&���� ����� &������� �� ��
��� �0���� ������!��� ���� ��� C&'���� ���� �� ����/

�� ��0�&���D ������� �� ���0�0� F� �D @��� ����� ���� 4����� &������ ���� ����0�����<
���� ��� C&'���� � 2���!������D 2���!����D C��!���� �� �����!����/
)� ��0�����!��� ��� C&'���� ��� ���� ��! �� ���� ��� @��� ��� �������!������� ��
2���!������/ ��� ����� ���!�� �� ��0������ ��� C&'���� ���� ��� 2���!���� � �� ���0��
����� ����� �� ��!� �� C&'���� �5��� !G!� ����D ����&��� E &� ��! �� ����/
)�� C&'���� 4�� �� ���� ��� �� @��!�� ���� �� �������� E G��� ��&'� �� ���� ��0������D
���� @��!� ����� �����D ���� �� ����� C��!����/ ��� ����� &������� �0���!��� �� ��!
&�!���� �� ����&'� � A!G!� ��! �� ���� 4�� �� ��� �� ������� � �& ���"������� ��� ��
�� ��! �� ���������� �� �����������B/ )�� C&'���� �������� E G��� &�����D &����<E<���� ��
C&'��� ���� �� �� C&'��� ���D ���� ��0������ ���� �� �����!����/



���� ����	���	� 3.

)� ��� �0���� ��� ������� @��� ����� ���� ���" &������ � ,���������'����� ��
E�"����/
%��� &'�4�� 2���!���� @��!�D �� ��� �� C&'��� �� ���&������� ��� ������� A�� C&'���
��"� �� ���B 0�L&� E �� ,���������'�����/ �� �"���� ���" ������ � �� ��� @��!��
�� ���&�������/ �� ��������� �� !��� �� ���&� ��� C&'���� �� ���&�������D ���" ������
��� �0���!��� ��� &���� ���� ��� ������� �� ��!�������/ ��� ���0��!!�� ������ ���
C&'���� �������� A@��!�� ����� �� �������B 4�� &���������� �� ���&������� ��� 0�����/
�����!���D �� �!���� �� ������&� �� C&'��� �� ���&������� �� &�� ���" �������� ������
�� ���� ���� !�� E ���� �� @��&���� �� ��� ������� ��� ���0��!!�� �� ��!�������/
)� ��&���� �� C&'��� �� ���&������� �� ������� ���!�� �� �����!���� ���!���&�!��� E
��������� ��" C&'���� ���� �� �5��(!� �� ���&I�0�/ )�� ��@��!������ ��������� ���� ��
C&'��� �� ���&������� ���� &�������� ���� �� ����� �� �� &����� E�"����/ �� ���0�� �� @���
����� ����� ����&���� � �O E &'�4�� &�� ��� ����&��� ��  ����� &�������������/ $�L&� E
&�� E�"���� �� ���� ������� @�&���!��� ���  ������ ���!������ �� �����!���� �� �5��
�� �������D �� ���& �� ���������� �O ����� ��� ��� G��� ��� �0������/ )�� C&'���� 5
���� ����� &�����/

���	 1/2 Q ��.
�� �� ���������� �� ����,���� ��� ����
���
� �� ��	
����� ����
����������� ��� �� ��������� �� �� "������� ����
��
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����� $����������� 	
 ����	
 * $	
���	+���

����������� ���!�� ���"������ ��� ����� �� C&'���� �� ���� �� �� ��� &����� ���
�� ���4�� N��������N/ )� ���0��!!� �&&���� ���" ����!���� ����0�!���� � �� �����
��� C&'���� E ��&������ �� �� ���������� �� �����������/ �����<&� ���� G��� �� �������
��0�!��� �� �� ��0�� ������� �� ���0��!!�/
�� �� ��! &�!���� ��� C&'���� E �"������ ����� ��� ����4��D ���!���&�!��� �� &��"<
&� �� �� G��� ��&'��&'� ���� �� ���� �� �������/ )� ���0��!!� ���� ������� ���"
�5��� �� C&'���� � &��" 4�� ���� ��� �0����� ����� �� &��" 4�� ���� ��0������ ����
��� ��&'� �/ ���� �� ���!��� &��D �� C&'��� ��� &���� ����&��!��� ���� �� ����������
�� �����������/ ���� �� ���"�(!�D �� C&'��� ��� ������� �"����� �� ����&'� � ��� ��
���0��!!�D ���� &����/
�� C&'��� ���� �� ��! �"���� ���E ���� �� ���������� �� ����������� ����� ��� &����/
%��� ��!���&�� �� C&'��� �"������ ������������� ���� � ��� ���&�C� �������� �������
���� �� ��0�� �� &�!!����/

����# ,��������	
 ���� �� ������������ 	 -���	�


�(�8�.+��

�� ����� �� ����������� @��� ����� E ��� &�!!����� ��� 4�� ��&�������� ���@���
������������� �� �����&��� ����/ �C� �� ��� ��� ������� @�&���!��� &�� ���0��!!�� E
�������� �5��(!�� A4�� ����������� ��� �� �����&��� ���� ��� �"�!���BD ��� ������ E &��
&�!!����� �5��(!�� �� @��� ��� �������!������� �� �� &����� ��3������ 4�� @������
�� &������ ��!��� �� !��'���� @������ ����� E ��� �&����� �&���� �� .���/
)� &����� ��3������ @������ ��� @�&������ ���� �� &���� �� C&'����D �� &������� ��
�����������D �� &������� ����&'� �� ��� �� ���"���&���� �� C&'���� ����� ��&'� � ���/

6&$��+��	
�

)� &����� 2���������� @������ ��� @�&������ ���� ������� ��� ��@��!������ ��� ���
C&'����D �� �����&����� ��� @��&����� ���!������ ��������� �� ��! �� ���� �� C&'���D
�� ��� @��!��/

��� ��
�!���


���" ����������� ��� ��� ��������/ )��� A����,���B ���!�� �� ��� �0����� ��� �����
�� C&'���� ���� �� �5��(!� �� ���&I�0� �� �������/ �� �5��(!� �� ���&I�0� A����B
��� ��0����� �� �����������/ )�� ������� ���� ���&��� ���� ��� ����������� �� @��&����
�� ���� �5�� A�������D &����������D !��������0 �� ��!�����B/ ����� ��� �0���� ����!�<
��4�� � ��&������ �� ��C������ �� C&'���� �� ���&������� �&&�!��0���� ��� �������/
���" @��!��� ��� ��� ������� � �� @��!�� ��� �� �� @��!�� ��"�D ���� ���&�C4��/ ���
C&'���� &���������� ��� ��@��!������ ��� ��� C&'���� 4����� �&&�!��0���� �� ��� ���<
���� 4�� 5 ���� &��������/
)������ ���������� A'�����,���B ���!�� �� &����� ��� C&'���� �� �5��(!� �� ���&I�0�
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��� �� ���4�� ��������/ )�� C&'���� ���&I�� ���� ��� ��&'� �� �� ���� �"������ �� &�<
���� ����&��!���/

)� ����������� �� &�� ����������� � ��&������ �� �� ������!��� ���� ����!��� ��0�&���
4�� � ��� ����0�� E �� �������'(4�� �� ���0��!!�� �������� ���� ��!�������� ��� �������
�� ���"������&�/ ��� ���0��!!�� ����������� ��� @��&����������� �� �� ���� �� �������/
��&� ���!����� �� ����&������� ��� ������� ����� ��� &���(��� �'5��4��� A����!(����
�� ��!������� &�!!� �� ������ �� ���!���� �� ������0��D ��!��� ���� � ���!��� ��
��!��� �� �������� ���&'��� ���� ��� ������� �������B/
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���	
�� ����	
 � �	 ������� ���

��	��	���� �� ���&���

���� ��������� ��� ���00��� 	2 �� ������ ������5�� A&@ ��&���� 2/2/3B ���� &�������
��� ����&����� �� ���@�&�/ ���� �K�&����� ���� �� ���!��� ��!�� �� &���������� ��<
���� � ��� �'���!�������&������ � &��&�� �� �� ��0�� �� ���� A�� ���������BD �� �����
���&�����4��D �� 0��� ������@ �� &'�4�� �'���!�������&�����D ����� �� �� ������� ���
����� �'���!�������&������ ���� ��� �������/ )�� � ���!���� ����0������ ���!������
�0���!��� �� �����!���� �� ���&��� �� �'������&���� ���4�� ��D ��C�D ��������� �� ��<
0��� !�5�� ���� !��� ���� ��� &� � A ����� �� ���B/

�� ���0�� �&� ����� ���!�(�� ����� ��� ��� !��'���� E �������� ���� &������� ���
����&����� �� ���@�&�/ �������� �� &�� &��&��� �K�&���� N�K ����N � �& ��� � ���!����
�� ����D ��� �� �����D G��� �������� N�� ����N ��� ���������0��&� ��&��� �� �� �������/

��� ��� ��
���

)�� �'���!�������&������ A�� �����B ����� ������� ���� ��!������ �� . E 1/ )��
'��� �� ��� 0���� &������������ ���� ��!������ �����&�� �!��� �� . E 1 A ���� .D 2D
1B �� �� 3 E ; A ���� 3D 8D ;B/ )� ��0��� ���� ����0����� ��� ��� ?��'�� ��� A.: ����B
��� �&'���������� �� &����" �� 28 �� �� ��� ����� �� ����� �� &����" ����/

)�� ��0���" �������� ���� &���� ����� ���� &��" �5��� ��&���&'� �� 	2 �� �5��
�.��.���/ �� 0������ ���&'�� �� &]�� �� �� 0����D &�� ��0���" ���������� �� ����
��& &������������ �� ��!�� �� ���00�� A�� &���� �� ��!�� ��!��� 28;B/ �� �"�!���
�� ���&� ���� A'��� �� ��� 0���B ��� ���������� C0��� 3/.D �� ��0�� �� ���� �5��� ���
���������� A!��'��� ��������� ���� �� ����0���'� ��� ���B/ � 5 � �0���!��� �����<
����� �� ����� �� ��&���&'�!��� �� ���00�� 	2 E .8: &����" ����D &� 4�� &���������
E 1 ��� �� ����/
%�������� ��@��!������ ��� ��� G��� �"������� �� &���� C0��� � �� ��0��� &�!!��&� ��
&���� �� ��!�� 28; �� ��� ����(��!��� &������ ���� �� ����� ���� �� 1: &����"D ��
��0��� � �� @��!� ����� �"����������� ��&���������/
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���	 3/. Q '���
�������� ����� ����� ���� ��������
� ��� ���� ������� C/� �� .���
�� �� (� ���� ��� ����
���
� �� ����� �� (�� ����� 
�
 �������� ��
���(�������

���	 3/2 Q ,
������� �� ����� �� ���� �������

)�����0������ �� ��0��� ���� G��� ��&�!����� �� ����� ������� ��!�������� AC0���
3/2B � � ���D ������� �� ���(� �� ��0��� �� �� 0����/ ���� @������ ��'����0��!!� ���
 ������ ��� &����" ����D ��� �� �'���!�������&�����D �� &�� ����� ������� �� ��0���
���� �� ������� 2. ������ �� !��� �� ��� ��� 2::2 AC0��� 3/1B/ � ����  ��� �� ������
C0��� 3/3 �� ���!��� '����0��!!� 4�� ���������� ���  ������ ��� &����" ���� � ���
������ �� �� ��0��� �� �� 0����/ )� ���!��� ��& &��������� E ��  ����� �� �� ��0�� ��
����D �� ��� �&� &����� ��� : &�� ���� ��� ��� ���E ����������/ )� ���0��� �� &� ��& ����
����� ��  ����� �� ����� ���&�����4��/ �� C� 0������� �� �� ������ 0��&'� �� ��& ���<
!�� �� �����!���� 4�� �� ����� �� ������� ��� . &���� ����/
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���	 3/1 Q &��������� �� ��	
����� ������ �� ����� �
F��� F���� ;�/ D ������
�� ������ ���� ����� �� ����� 0�� .��� 4 ����.�1� ������� �� ����� 0�� .��� 4
������1 �� ���5 �� ����� 0�� (� 4 ����.�1� 3� (� 4 ������ �� ������� �� �� �����5��
.��������� ��� 
�
 ������
�

���	 3/3 Q &��������� �� ������ �� ������ ���� ����� �������
� �� ������
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� ������ �� &� ��&D �� ��&�������&� �"����������� &��������� �� ��0��� �� �'���<
���&����� ������ ���� �� ������&� ��� ��� E ��� @���� �� ��!�(�� ���� &���� &� �/
)�� ��&� �������� ���@��!�!��� E ���"���!��� ������ �� ��'����0��!!� &������������
���� ����� �� ��0��� �� !���� ������ �� E ��� N����<�!��������N �/

��� �� ������(!� '����0��!!� C0��� 3/1D 4�� ���������� ���  ������ ��� &����"
���� ���(� �� ��0���D �� ����� � ��� ����� E ���  ������ ��0��� ��/ ��&� �� �������
����4�� �� ��0��� ��� �� '��� 0��� ��� ������ AC0��� 3/8B/ )� ��� 0��� �� �������� ���
����� �� ������  ������ ��0��� �� ���(� �� ��0��� �� �� 0����/ ��� ����� .��� ��� �M E
���!���C&����� ���&� ���(� �� �5����/ �� �� ���� ��� ������!��� �� �����(!� &�� ����
��������� �� ��� 0��� ����4�� �� ��0��� ��� �� '��� 0��� ��� ������/

���	 3/8 Q '���
�������� ����� ����� ���� ���� �� .��� ���� �� ����
� 3� .���� ��
.��� ���� ����
 ��
���� �� ����� .��� ���5 �� ������ �� ��� ���� �� �� �� ����
�� (� ���� 0F���� �� (�1�

�%� ����� 
� ��& ����
��	 ������ 
��� 	� ������	��	������� ��� '��� ������ �� 	� ������

(�� �	������� �	 ������� �	��� ) 	� ���������
� �� ������� �� �	������ ) ��		����� ������� ����� ��
������� �����	�
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��� ��!��! �� !� !�
� �� )��� -�� �������!.

)�  ����� �� ��������� ��� ������� �� @������ �� !�5���� ��� &����" ���� �� &�<
��� �� ��!�� .:. �� &���� 2::/ � &��&��� &����  ����� ���� �� '��� �� �� ��� 0��� ��
&'�4�� �'���!�������&����� �� &'�4�� ������� ������������ ���� ��� � ���!���� ��
!��� �� ��� ��� 2::2 AC0��� 3/;B/ )�  ����� ��� ���������" ����� �� 0������ &��������/
� ����� � &�������� ��� 4���4��� �������� ��� ����������� ���� �!��������� �� ���<
������D &�!!� ��� �� ������� 1> �O ��� ��  ��� . �� ���������  ���� ����� 8: �� ..:
�� ��� ��  ��� 2 �O �� 5 � �� ����4�� &'��0�!��� ��  ����� �� !����� �� !��� ��
��� ��� AC0��� 3/6B/ ��� ��� ������  ���� ��  ����� �� ��������� ����� ��(� ������ � �&
���  �������� �� ������� �� ����&���/
� ����� � �0���!��� �� �5�@��&������!��� ��� ��  ��� 8 �� �� ������� .; AC0���
3/>B/ ���� ��� ��� ���4��E ������� ��� ���"���&����� �� ������  ��������� �� ���������
��� &������� �'���!�������&������/

���	 3/; Q ������ �� ��
������� ������ �� ��� �� 9������ /##/� �� "������� ��
���
�� �� �� ������� ���� �� 8/ ������ �� �
��� ��������� 0�" ���
�� F���� /�-8
���� 8<1�
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���	 3/6 Q ������ �� ��
������ �� .��� �� (� ���� �� �� ������ 8N �� "������� ��
����� ������ �� ��� �� 9������ /##/�

���	 3/> Q ��������� �� �� ����� �� (�� �� (� ���� �� ��(� / �� �� ������ -A ������
�� ��� �� 9������ /##/� 3� �(���� �� ���� �� ������
 �� 9����

��� 0���'�4��� ���!������ ��� �������� �� !����� �� � ����&� ���  �������� ��
��  ����� �� �� ��0�� �� ���� ����� �� ���� �� �� ���� 4�� ��� &�������!��� ��� ��
&'��0�!��� �� ��!��������/ �� ����������� ���  ������ �� ��������� ��� ��� 1. �����
�� !��� �� ��� ��� �� ����� � ���  �������� �� ������� �� 2 &����" ���� ��� �� &����
2 �� �� ������� 37 AC0���� 3/7 �� 3/.:B/ �� !���(�� 0������� �� ����� � ���  ��������
���� ���� �� &���� ����/ )� ����� ���&�����4�� ����� �� ������� �� . &���� ���� �� ��
 ����� �� ��� �� 8: &����" ����D �� ��� ��X���� �� &��&���� ��  ����� �� ���������
��� @��� ��� '����/



���� ���	� �������	��� 8.

���	 3/7 Q ��������� �� �� ����� �� (��
�� .��� ���� �� ��(� / �� �� ������ ;%
������ �� ��� �� 9������ /##/�

���	 3/.: Q ������������ �� ������ ��
�� ����� �� (�� �� .��� ���� �� ��(� / ��
�� ������ ;% �� �� 8- 9��� �� ��� ��
9������ /##/� G� �(���� ��� ���������
9���O���� �� ������� �� / ������ �����

��� /	�� �!���	�
���

%��� ������� �� ����� �� �����&�����4��D ���� &��&����� �� ���������� ���  ������
��� &����" ���� ����� �� &���� .:. �� �� &���� 2::D �� ��������� ����� ���������/ �����
 ����� ��� ����������� �� @��&���� �� ��!��� �� ������� ���� �� !��� �� ��� ��� 2::2
AC0��� 3/..B/ )� ����� ��� �� ������� �� :/8 &���� ����D &� 4�� ��� ��(� ���/

� ����� � &�������� �� ����� ����&��� ���� ��� � ��� �� &���� ; �� �� �������
33/ ��� ��0!�������� �� ����� ��� �� ��� 0��� �� ���� ��!��� 2 �� �� ������� .; ���
�0���!���  ������ E �� C� �� !��� �� ��� ��� AC0���� 3/.2 �� 3/.1BD &�&� ��!��� ��� ��
!�� ��� &�!�����!��� �� ��������� AC0��� 3/>B/

���	 3/.. Q ������ �� (���� 
����������� �� ����� A �� "������� �� ���
�� �� �������
���� �� ��� �� 9������ /##/�
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���	 3/.2 Q B���� 
����������� �� �� (�
���� �� ��(� ���
�� / �� �� ������ -A�
������
 ���� �� ��� �� 9������ /##/�

���	 3/.1 Q B���� 
����������� �� "����
���� �� ���� �� �� ���� < �� �� ������
-A� ���� �� ��� �� 9������ /##/�

��� "�
 	�!��0 ��� �������!��!�����	�

� ������ �&�D ��� &'�&��� ��� ��������D �� ������� !�������&���@ ����� �� '��� �� ��
��� 0��� �� &'�4�� �'���!�������&�����/ �� ������� ������ �� ���!���C&����� ���(�
�� �����(�� �5���� A'��� 0���BD !��� �0���!��� �� ���!���C&����� ����� �� �����(��
�5���� �� ������� A��� 0���B/ )�  ����� �������� ��� �� 12/

�� ���� ���� �� 4�� ��� ���" &����" ������ ��0(��!��� ��&���� �� ��!��D �� ��� 0���
���� ��� � ��� �� '��� 0��� A�'���!(�� ������ �� ����0���'� 3/;B/ %��� ������� ��
������� ����� �� '��� �� �� ��� 0���� ���� ��������� ���& ������0���� �� ��0��� ����� ���
&����" 28. �� 2>./ S1 ��� �� ��!!� ���  ������ ��� &����" ���� ��� �� &���� . A'���
0���B �� S4 �� ��!!� ���  ������ ��� &����" ���� ��� �� &���� 3 A��� 0���B/ )� 0���
������@ ����� ��� ���" &����" ��� � gain1 = S1/S4/
���� ���H��� ��  ����� �� 0��� ���� �� �'���!�������&����� ��!��� . �� �� ������� 2.
�� �&����� 2::. AC0��� 3/.3B/ �� ���&���� ��� ����������� ������0���� �� ��0��� ��� ��
'��� 0��� AS1B/ �� �&����� 2::.D �� 0��� ������@ ����� ������ ������ �� ��  ����� 18/
)� ���������� �� &����  ����� ������ �� ������0���� �� ��0��� ����0�����/ %��� �� ��0���
��� �!������� �� !���� ��  ����� �� 0��� ��� ���������/ �D �� ������� �� !���� ��
!���� ��� ���!���� �� @�� �� E !����� 4�� �� ��0��� ��0!����D �� ?�&������� ��� ��
 ����� !�5���� ��� ����� ���� 0�����/ �� @��� ���� �� �� &�!���!�� ����� �� ��!���
��� ���!���� ���� �� ������� ���� &��&���� �� 0��� ������@ ��� ���" &����" ���� !G!�
���� �� �� ���������� ������� ��� &� 0���/ � ������ �� S1 = 1500D �� ���������� �����
E ��� ��(� &�������� �� ��� �� ������� �� 8V/
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���	 3/.3 Q ������ �� ���� ������" �� �� �� �������� �� �� ���� ������
� ���� ��
��(� - �� �� ������ /- �� �� ��� ������(�� /##-� �� "������� �� �����
����� �� �����
�� �� .��� ���� 0S11�

� �����4�� �� &������ S1 > 1500 ���� &��&���� ��� 0���� ������@� ��� ����� �'�<
��!�������&������ �� &'�4�� ������� AC0��� 3/.8BD ���� �� !��� �� ��� ��� 2::2/ �
��!��4�� 4�� �� ������� ;3 � �� 0��� ��(� @����� A2.B ��� ��� ���� 2 �� 4�� �� ���� . ��
�� ������� ;; � ��� ���������� �!�������� A.: ���� �� 0��� �� 1:B/ ��� ��� ������ ���<
�����D �� 0��� ��� �'���!�������&������ ����� &�!���� ����� 1: �� 38 A��  ����� ��������
����� �� 12B � �& ��� ���������� �� ������� �� 8V ��� &'�4��  �����/ )��&��� �� 0���
����� ��� ��K������ �'���!�������&������ ���� ���"���4��� ��� �� @��� 4�� ����� !��4���
��K������� ���� ��������� ���� �� ������ ������5�� A+�!�!���� �87.2D �	) 7181 ��
%'������ Z%.>:2B/

�������� !��'���� ��� ��� G��� ��������� ���� &��&���� �� ������� ����� �� '���
�� �� ��� 0���/ )� ���!�(�� &������� E �����!���� �� &���� �� ��!�� tmax ���� ��4���
�� ��0��� � ��  ����� !�"�!���/ � �K�&��� ����� �� ������!��� ��������4�� � �& ���
����� ������ �  ����� �� ��0��� E tmax − 1D ��  ����� �� ��0��� E tmax �� ��  ����� ��
��0��� E tmax + 1/ � ������� ����� ��  ����� ���������� �� !�"�!�! �� ��0��� VmaxD
&����  ����� �� �� ��� ��� �������� ��� ������� ��&���0�� �� ��!��/ )� 0��� ������@
��� ����� &��&��� &�!!� ����� �� ������� ����� �� Vmax ������ ���� �� '��� 0��� �� ��
Vmax ������ ���� �� ��� 0���/ � �& &���� !��'��� ���� �������� ��� ���������� ��
0��� �� ������� �� .8V/ )� ���"�(!� !��'��� ��� �� @���� �� ������!��� �"���������
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���	 3/.8 Q !��� ������" �� �.���� �.����������������� �� "������� �� ���
�� �� ��
������ �����
�
��

�� ��0���/ � ������� �0���!��� ��� ���������� �� ������� �� .8V/
)� &��&�� �� 0��� ��� �� ������� ��� ���" ����0����� �� ��0��� ��� ���& �� !��������
!��'��� ���� �����!���� �� 0��� ������@ ����� ��� ���" &����" '��� �� ���/

��� ,���
�� ��� �	�� �������!��!�����	� ���
� ���'

��


)�� � ���!���� ���!������ �0���!��� ��  ���C�� ��'�!�0������ �� �� ������� ���
����� �'���!�������&������ ����� �������/ � �������� �� �K�� E &� 4�� �� ��0��� ���
��� ����� ����� ���� �� !�5���� �� !G!�/ � � ���� ���0����� ��� �������� �� @������
�� ��!!� ���  ������ ��� &����" ���� ���� �� @��G��� �� ��!�� &������������ ��
��0��� A&����" 288 E 2>:B ��� &'�&�� ��� ����� ����� A�����&�� �!��� sum1D sum2 ��
sum3 ���� ��� ����� .D 2 �� 1B/ � ���!����� ������� &�� ����� ��!!�� ��� �� !�5����
�� ��0��� ��� ��� ����� �'���!�������&������ A(sum1 + sum2 + sum3)/3B/ )�� ���������
������� ���� �� ������� 2. ��� �� !��� ���&����� 2::. ���� ����������� C0��� 3/.;/ �
����� � 4�� �� ���� . ��� 2V ���� ��� �D �� ���� 2 ��� ;V ���� ��� �� �� ���� 1 ��� 3V
���� '���/
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���	 3/.; Q 3�����
 �� �
���� �� ���� �.����������������� �� �� ������ /- ������
�� ��� ������(�� /##-�

���	 3/.6 Q 3�����
 �� �
���� �� ���� �.����������������� �� "������� �� ���
��
�� �� ������ �����
�
��
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��� �� C0��� 3/.6 ��� ����������� ��'�!�0������ ��� �������� �� &'�&�� ��� �����
����� �� @��&���� �� ��!��� �� �� ������� &���������/ ����� �� ������� 11 �������� ��
����4������� @���D � �& �� ��0��� ���� ��� � ��� �� ���� ��!��� 2D ��� ������ ��������
�5��� ��� ����� ����������� �� ���� ��0��� ��� ��� ����� �'���!�������&������/
����� !��'��� ���!�� �� �����!���� � �& ��� ���&����� �� .V ���4������� ��� ��������
��� ��� ������� ���� !���/

��% *!�
���
�� �
 �����

�� ���0�� �&� �� �����!���� �� ��&���0� �� ��!�� ��� �'���!�������&������ ����� ���<
����/ ���� ��0������ ������� �� ��&���0� 4�� �"���� ����� ��� ����� ����� ����� !G!�
�������D ���� ���� &���������� �� ��K����&� ��� ��!�� �� ������� ����� �� '��� �� ��
��� 0��� ���� !G!� �'���!�������&�����/

)� ��&���0� �� ��!�� ��� �����!��� �� ������� �� ��0��� �� �� ��� �� ��  �����
!�"�!��� ��� ��� ��������/ ���� �������� ��� ����!(���� �� �� �������� �� @�H��
E &� 4������ ����� ��� ��  ����� �� ��0��� ��" &����" 288D 28; �� 286 A�� &���� 28;
����� �� ��!�� �O �� ���00�� ����� ��&���&'�B/ )� !�"�!�! �� �� �������� ���� �����
�� ��!�� �� !�"�!�! �� ��0��� ��������� tmaxi Ai ������������ �� ��!��� �� �'���<
!�������&�����B/

���� �����!����� �� ��K����&� ����� �� ��!�� !�"�!�! �� ���� 2 �� �� ��!��
!�"�!�! �� ���� . Atmax2 − tmax1D C0��� 3/.>B �� �� ��K����&� ����� ��� ��!�� !�"�<
!�! �� ���� 1 �� �� ���� . Atmax3 − tmax1D C0��� 3/.7B �� @��&���� �� ��!��� ��
�������/ )� ��&���0� �� ��!�� �� ������� ����� ��� ����� �'���!�������&������ �� ��<
����� ��� 2 �� �� !�5����D &� 4�� ��� ��0��0����� ��� ������� E �� ���0��� ���� &����

���	 3/.> Q ,�	
����� �� ���� �� �
���� ����� �� ��(� / �� �� ��(� - �� "������� ��
���
�� �� �� ������ �����
�
��
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���	 3/.7 Q ,�	
����� �� ���� �� �
���� ����� �� ��(� 8 �� �� ��(� - �� "������� ��
���
�� �� �� ������ �����
�
��

�� ��!�� A28 ��B/ ��� ��K����&� �� ���� �� 28 �� ���� ����� ��� �����(!�� ���� ���
&�^�&����&�� ���� ��� ���00��� �� �5�� �.��.���/

�� &� 4�� &��&���� �� '��� �� �� ��� 0��� �� &'�4�� �'���!�������&�����D �� ����� �
��� � ��&� �� ������� �� 8 �� �� �� ������� �� ��� 0��� ��� �� '��� 0��� AC0���� 3/2:
�� 3/2.B/

���	 3/2: Q ,�	
����� �� ���� �� �
���� 0�� ����������1 ����� �� (� �� �� .���
���� �� ��(� - �� "������� �� ���
�� �� �� ������ �����
�
��



8> ����	��� �� ���	����	� ��� ���������� �� ���#���

���	 3/2. Q ,�	
����� �� ���� �� �
���� 0�� ����������1 ����� �� (� �� �� .���
���� �� ��(� 8 �� �� ������ ;%�

��( +����	� �� ������!���	�


���� �� &� � 2.D ��� @���� �� ��!�(�� � ���!�� ������� �� �� ���&��� ��� �'������&<
����� ���4���/ ���� � ��� ����� �� �����!���� ��  ����� !�5����D �� &����" ����
&������������ �� ��0��� ���� �'������&����/

���	 3/22 Q ������� �� �.���
������� ������� 3� ������ ��� "���� �� ����5�� ������
�� �������� �� ������ �� �.���
������� ������� 3� (���� �� ������ ��� �� �� "����
�� ����5�� �� �� ������ �� �.���
������� ���
 �� ��=�������� ���(���
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��� ��0���" ����  ������� �� ���H��� ��'����0��!!� ���  ������ ��� &����" ����
����0������ � ��� ������ �� �� ��0��� AC0��� 3/3B/ )� ��&�������&� �"����������� 4��
���� ����� � ���(� �� ��& �� ����� ���&�����4�� &��������� ��" ��0���" ������ ���
��� �'������&����� ���4���/ )� &�������� �� ��&�������&� �� &���� �"����������� ����
����� ��  ����� !�5���� ��� ��0���"/
���� ��������D ���� �� !��� �� ��� ��� 2::2D ��� !�5���� �� 1/6 &����" ���� ������
��� �'������&����/

��1 ��!)	���
 �)��!��  ��
�! �� ���


)� ��0��� �� ��@����&� ���� ��� �������� ��� �� ��0��� ����� ��� �� !���  ����&��
������� �� &����� �� �� &� �/ ���� ��� ��� ������� ��� ���!�(�� �����"�!����� �� ��
4������� �� ��0��� ������� ��� �� !��� �� ��&'��&'��� ��� !���� N����  �����N ����
��� � ���!���� �� �5�� 	2/ � ����  ��� C0��� 3/21 ���"�!��� ���� � ���!��� �O ��
��0��� ���� !��� � ��� ����0����� � ��� �� ��0��� �� �� 0����/

���	 3/21 Q ������ �� ���� ��������
 ����� �� ����� ����� ���(�� ,� ��� ����
���������� ���������� �� "���� �� ����(������ �(���� �� �� �����
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�� !��� ��� ����&������ ����4�� �� ��0��� ��� ��������� E 8 &����" ���� ��� 2
&����" �� ��!�� &����&���@� A�� ��������� �5��� ��� ���������BD ���� ��� J���� �� ��
���&� ������� � ��� �� ���(� �� ��0��� �� �� 0���� A&����" �� ��!�� �� : E 28: �� ��
2>: E 6;8B/ ���� �������� ����� 2:: ��0���" �� !���� ��� �� ����� �� 3::: � ���<
!���� ������������ ��� @��G��� �� ��!�� ������ �� 3:::×.>/3µ� ≈ 63 !�/ )� ���" ��
!���� ������ ����� �� 1 I+J ���� ���������� �� ���� 22: !����D &� 4�� ��� ��(� ���&'�/

� ������ ��� ��0���" �������D ���� ��� ��� ���&�� �� ��0��� !�5�� ���� !���
���� ��� �������/ )�����0���� !�5���� �� ��0��� ���� !��� ���� �� �'���!�������<
&����� ��� �� 22. &����" ���� AC0��� 3/23BD ���� ;: �'������&�����D �����(� ��  �����
������� ���� �� ����0���'� ���&�����/ )�  ����� !�"�!��� �� ��0��� ��� &�!�������
���� ��� 1 �'���!�������&������ ��  ��� �� ���� 88 &����" ���� AC0��� 3/28BD ����
.8 �'������&�����/ �����  ����� ��� �� �&&��� � �& �� ����� �� ��&���&'�!��� �� ���0<
0�� �� �� ��� 2 4�� �� ����� E .8: &����" ����D &� 4�� ���������� �� ���� 1 ���
A3 × 55 = 165B/
��!������ &� ��0��� � &���� ������� �� ���!� �� �'������&�����/ )� ��!��� �� �'�<
���� T����I� �������� ��� ����� �� ���0���� �� ��� ����� ������0�� ��� � dN

dEdL
=

α
h̄c

sin2 θD ���� �� ���� 1.6 104 �'����� ��� !(���D �� ������� . �* ���� �� @��G��� ��
�� �'���<&��'���/ �� �'���!�������&����� ��&�� ���� ��� ���@�&� �� 3:: &!2 ��� ���
.: !2 �� �� ���@�&� �� �� &� �D �� ����������� 4���� �'���� ���&'� �� �'���!�������<
&����� ��� �� 4 10−3/ ��&� !�������� ��� ���X&�&��� 4�����4�� 4�� ��� �� ������� ��

���	 3/23 Q ,����(����� �� ���
����� �� ���� ���
 ���� �.���� �� ���� ��(�
�� �� ������ ;%� ���� �� ��� �� 9������ /##/�
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���	 3/28 Q ������ ���� ���� �� �.���� �� ���� �.������������������ 3� �(����
�� ���� �� ������
 �� ������ �� /< ��

2:VD �� ��&���� �� ��0��� �� .; �'������&����� ��� �'���!�������&����� �� ���!���
�����Q������/ ��&� �� ��������� ���� ��� .3 �� A4.4 ��U! × 2 × 1.2!/ cos(41o)B \ �� ��
��!�� �� ��&�������&� �� ��0��� ��� �� 8: ��D �� ��!��� ����� �� �'������&����� ���
�'���!�������&����� ���� �� ;:A_.;`8:U.3BD �� �� >: �� �� ��!�� �� ��&�������&� ���
�� 6: ��/

���� &��&����� �0���!��� �� ��!�� �� ��&�������&� �� �� ������ �"����������� ��
��0��� A!�5���� ��� ��� ����� �'���!�������&������D C0��� 3/2;B/ )��  ������ ��������
���� �� ������� 2. �� ���� �� !��� �� !�� 2::2 ���� ���������� C0��� 3/26/ )� ��!��
�� ��&�������&� !�5�� ��� ���� ���� 6: ��/ � ������ � &����  ����� �� ��!�� ��
��&�������&� ���� ����4�� ������ ��� �������� AC0��� 3/2>B/
�����  ����� ������ �� �� 4������ �� ����� A���0���� ������������ LwB ����� 4��
�� �� ��?�&�� ��� �� 	5 �& ARty = 1 − TtyB/ �� �� &�����(�� 4���� �'���� ���<
&���� �� !�5���� 1/2 ! ���� ���� �����Q������ ���� �� &� � A����0�� T����I� ���
�� 41oBD �� ��!�� �� ��&�������&� τ ��� ������ 0�L&� E �� �������� ������� ���� R8.S �
14/τ = Tpm +2Tty +3.2/LwD .3 ����� �� ��!��D �� ������&�����D ���� �����Q������ ��
�'���� ���� �� &� �/ )�� �'���!�������&������ ��&�� ���� .2:: &!2 ��� ��� ���@�&�
�� .: !2D �� &��X&���� �� �����!������ ��� ���& �� Tpm = 1.2 10−2/ �� ��!�� ��
��&�������&� �� 6: �� ���� G��� ������D �����(� �� @��!��� ���&������D �� �������
Lw = 60 ! �� Tty = 5VD &� 4�� &��������� ��"  ������ ���������/
��� �� C0��� 3/2>D �� ��!��4�� 4�� �� ������� ;3 � �� ��!�� �� ��&�������&� �� ��0���
�� !��� ���� ��� �D ���� ��!��� ���& � ��� ��� ��� ��(� ������/ )� ������� ;1 ���� ��
�� ��&'� � ��� ��� ��� �� !�� ���� 4������ &�� �� ��!�� �� ��&�������&� �� ��0��� ���
���� @����� ��� ������� ��" ������ ��������/
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���	 3/2; Q ������� �� �� ���� �.����������������� �� ����� ���� ����� �� ���
�� 4 <8 ������ ���� �� �� ���� �� �
�������� �� �� $- ��

���	 3/26 Q ,����(����� �� ���� �� �
�������� �� ����� �� ���� ���
 ���
�� ������ /- ���� �� ��� �� ��� /##/�



��'� ������	� ;1

���	 3/2> Q ������ ������� �� ���� �� �
�������� �� ������ �� ���� ��
"������� �� ���
�� �� �������

�� !���(�� 0�������D �� ��0��� ���� !���  ��� �� ���� 88 &����" ���� �� ��&D
&� 4��D ����� ����� ��  ����� �� ��0��� !�5�� ���� �'������&����D ���������� ���
4���J���� �� �'������&�����/ )� ��!�� �� ��&�������&� �� ��0��� ��� �� ������� ��
6: ��D �� ��0��� ����0�� �� !���  ��� ���&D �� !�5����D 22: &����" ����/
��&� ��� ��  ����� !�5���� ���� ��� !���� �� @��� &��!�4�� �� &��������� E �� ����
./.8 ��� R37S/ )�����0���� �� ��� ���� ��� ��������  ��� ���& .7: &����" ���� ��
!�5����/

��2 ��
�!���


)�� � ���!���� ����0������ ��� ���� ��� ���!�� ��� ����� ��� ����!(���� ��&��<
������ E �� &���������� ��� ����&����� �� ���@�&�/ � �& &���� �����D �� � �� ����� ��
4�� �

Q �� ��0�� �� ���� ��� ��0���" ����� 4����!��� &�������� � �& ��� ���&����� ��
!���� �� . &���� ���� A���� .U8:e �� ���B/ � ����� � ������� ���� ���  �<
������� �� ������� �� 2 &����" ���� �� ��  ����� �� ��������� ����� �� ���� �� ��
����D

Q ��  ����� �� ����� ���&�����4�� �� ������� ��� ��  ����� �� . &���� ����D &� 4��
��� ��(� ���D

Q �� 0��� ������@ ��� �'���!�������&������ ���� G��� &��&��� �� @������ �� ������� ���
����0����� ��� ��0���" ��� �� '��� �� �� ��� 0���D �� ������� ����� ��� ���&�����
�� 8V ����4�� ��� ��0���" ���� ��X��!!��� �!��������/ ����� !��'��� ���
!��������� �������� �� �� ��� �� �� ������� ��&��� �� ��  ����� �� 0��� �����
&��&���� ��� @������ � �& ��� �������D
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Q ���0����� �� �� ������� ��� ����� �'���!�������&������ ���� G���  ���C�� � �& ���
���&����� �� ������� �� ����&���/ )�� ��0���" ���� ��� �������� ���� �� 0������
���� ��������D

Q �� ��&���0� �� ��!�� �� �� ������� ����� ��� ����� �'���!�������&������ ��� ��
2 �� �� �� ��0��� �� ��� 0��� ���� � 8 �� �� � ��&� ��� ������� E &���� �� '���
0���D

Q 0�L&� E ��� @���� �� ��!�(�� ���� ��� ��� &� �� ���� � ��� �� �����!���� ��
��0��� !�5�� ����� ��� �� �'������&���� ���4��/ ��&�D &�!���� � �& �� @���
4�� ���� � ��� �0���!��� �� �"������ �� ��0��� ��� !����D  � ���!����� ��
&���������� �� ��!������� ��� ��0���" ���� �� #���� ����� �� ����&���� ��
���@�&�D

Q �� ��0��� !�5�� ���� !��� �� @��� &��!�4�� ���� ��� &� � ��� �� 88 &����"
���� �� ��&D ���� �� ���� .8 �'������&�����D �� ������0���� ��� �� 22: &����"
����D �� ��!�� �� ��&�������&� �� ��0��� ���� !��� ��� �� 6: �� �� !�5����/
)� !��'��� �� !����� �� ��0��� �� !��� ��������� �&� ���!������ �� �����!����
��  ����� �� ��� ��� ��0���" ���� 4�� �� &���������� ������� ��� @������ � �& ���
�������/ � ������ �� !�� 2::2D ��� &5&��� ���&�C4��� ���� ������0�����!��� ��
��0���" �� !���� �� @��� &��!�4�� ��� ��� !�� �� ���&� ���!������ �� @������
��  ����� �� ��� ��0���(��!��� �� ���� &'�4�� ��������/

�%�� ���� ������ 	�� * ������ 	(����������� 
�� 
������ ��� ���'��� ��
��� ��� �����
� �� 	� ����	

� 
��	��������� +����� ) ,��- ���� ��������� 
(�������� ����� 	� �����	 
� �,,, ������
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���	�	���

���� �������� !��������� ������5�� ��� � ���!���� ����0������ ��� �� ����&����
�� ���@�&�/ )� !����� �� ��!�� ������ �� �� ��0��� ���� &'�4�� ������� �� �� �� ���<
���� �� �����&���� ��&�������� ���!������ �� ��&��������� ��� ��K������ ����!(���� ��
�� 0���� � ����&���� ������ ��D ����� ���!��&� �� ����0��/

)�� ��0����'!�� �� ��&������&���� ���� �����4��� ��� .. !��� �� ����� �� ������� �
�� !�� 2::2D ���� E ��4����� �� &���������� � ��� ����0��� ��" �������D ���4��E !���
2::1/
������ &���� �������D �� ������ �� ���@�&� ����� &�!���� �� 12 �������� �"����������
���� 1D @��!��� �� ������ ��F��� ���� ����� 4�� ������ �� ���� ��� ��� �!���� �� @�H��
E � ��� �� ������ ��0����� A&@ ��&���� 2/2/3 ���� �� ���&������� �� ������ ������5��B/

��� ,���
��	����


.���� +��	����� /����&�	

)� ����&���� �� �� 0���� ��� ��C���D ���� ������&�D ��� ���" ��0��� � ����0�� J����'��
θ ��� ����0�� ����� ��  ����&��� �� ���"� �� �� 0����D ����0�� �J�!���� ϕ � ���� ���0���
���"� ����0�  ��� ����� �� ��� &�������� ���� �� ���� ���0���!����4�� 4���� �� ��0����
���� '��� A��  ��� :o ����4�� �� 0����  ���� �� ����� �� 7:o 4���� �� 0����  ���� ��
����B/
)��"� �� �� 0���� ���� �0���!��� G��� ������ ��� ��  �&���� �������� �n ����0� ��� ���
���"� �� ��������  ��� �����0��� �� �� 0���� ���� �� &���/ ��� &���������� (u, v, w) ����
�� ���(�� A���D ����D J����'B ��� ��� G��� �"���!��� �� @��&���� ��� ��0��� θ �� ϕ �
u = sin θ cos ϕ , v = sin θ sin ϕ , w = cos θ/

�� ���!�(�� �����"�!�����D �� ���� &��������� 4�� ��� �����&���� �� �� 0���� ����
&�������� ���� �� ���� ��������&������ E ���"� �� �� 0���� �� �� �����&��� E ��  �<

;8



;; ����	��� �� ����� ��� ���������� �� ������ �������

���	 8/. Q ��.
�� ����� ���(� �����.
����� �� ���������

����� �� �� ��!�(��/ �� ��������� 4�� ��� �������� ���� ������ E �� !G!� ��������D
���  ������ �� u �� v ���� �����!����� �� �"���!��� �� ��!�� ��&������� �� ���� ����
���� �� ���4��E �� ������� i � cti plan = −−−→

OMi · �n = −(xi − xo)u − (yi − yo)vD �� �����
O &������������ E �� ���!�(�� ������� ���&'�� AC0��� 8/.B/

)� @���� �� 0���� ����� &�������� ��� ���� !��� &����� AC0��� 8/2B �� @��� �� ��
�����0����� ��� �����&���� ���� �� ���"�/ )� &������� ���������� ��� 4����!��� &����
��� !����D 4�� ��������� !���� �� ��K����� �� ���� ��� ���& ���� �Y� 4�� ��� ������
�����&����/ )� @���� �� 0���� ��� ���& &�������� &�!!� ��� ��������D ���� ���"� ���
����0� ��� ��� �� ����&���� ������ �� �� �� 0����D �� �� ����!(��� Rc 4�� &��������� E
���������� �� @��!����� �� �� !������� ��� !����/
)� ��!�� �O �� ������� ��� ���&'�� ��� �� @���� �� 0���� ��� ����� �������D ��� �������
�� ��!�� &������������ E �� ����D �� 1

2Rc
r2
i D ri ����� �� ������&� �� �� ������� E ���"�

�� �� 0���� � r2
i = (xi − xc)

2 + (yi − yc)
2 − (u(xi − xc) + v(yi − yc))

2D C(xc, yc) �����
�� ����� ���!��&�/
� ������ tgi

= ti + ((xi − xc)u + (yi − yc)v)/c/ �� ��!�� &��������� �� ��&���0�
����� �� @���� ���� �� �� @���� &����� �� �� 0���� ����4�� &����<&� ������� �� ��� �

ctgi
=

1

2Rc
r2
i + cT0

T0 ����� �� ��!�� ������ �� �� &]�� �� �� 0���� �� ���/
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���	 8/2 Q C��� �������
� �� ��������� �� "������� �� �� ������� ���� ��� ���(�
�� ������ 4 8$o �� 1019eV � �� ����(� ��� �� ����(��� �� �� "���� tg = ar2�

�� u �� v ���� &����� �� �����!��� 1/2Rc �� T0 ��� ��� ��0������� �������� ���� ��
���� (ctg, r2)/ )� ����&���� �� �� 0���� ��� ������ ��� �� &����� (u, v) ���� ��4��� ��
 ����� �� χ2

d ������ ��� A8/.B ��� !���!���/

χ2
d =

∑
ωi

(
cti + (xi − xc)u + (yi − yc)v − 1

2Rc
r2
i − cT0

)2

A8/.B

)� &'��" �� ����� ωi ��� ��&��� ���� �� ��&���� 8/1/2/
����� !��'��� ��������!��� ��&������ �� �������� ��� ���!���� �5��� ��� ����&���
��� �� !���� 3 ��������D &�� ���� �� ��� �����!���� 4����� ����!(���� AuD vD Rc ��
T0B/

.���� "���� /������ 	� ��	�%�	

)� ������ �� ����&����� �� ��� �&'���������� �� ���C� ������� �� �� 0����/ )� 4�������
�� ��0��� ��&������� ���� ��� �������� �� @��&���� �� �� ������&� E ���"� �� �� 0����
���!�� �� �����!���� ��� ����0��/ )� ���C� ������� ��� !������� ��� �� @��&���� ��



;> ����	��� �� ����� ��� ���������� �� ������ �������

������������ �������� A������� �����(����� "������� P ��" B 4�� ���� ���"���!�� ���� ��
@��!� ����� ��!��� ��� �� �������&� R86S �

ρ(r) = Sref (rref/r)
η

ρ ����� �"���!� �� ���/ )� ��0��� �� ��@����&� Sref E �� ������&� rref ���!������
��������� ������0�� �� �� 0����/ rref ��� &'���� �� @�H�� E &� 4�� ��� ?�&�������� ����
�� 0���� ������ !���!���� E &���� ������&�/ � ���� �0���!��� ������� �� &�!���
��� � �������� ������ ��� η/ �D �� ��� (�� 4�� �� ��&���0� �� ρ(r) ��������� �����
!���C&����� �� ����!(��� η ��� !���!�� E ��� ������&� 4�� ������ ��� &���������
������&�!��� ��� ����&����� R8>S/ %��� +� ���' %��I �� �$��� A���� ������&�!���
��� ����&����� ��� �� .::: !BD &���� ������&� ��� ���� ���� ;:: !(����/ %��� ��0��D
�� ������&� �� ��@����&� ��� �� .::: !/
)��"������ η ������ �� ����0�� J����'�� θD �� ��� ������ �� !���(�� �!����4��D E ������
��� ��!�������� �

η = 4.735 − 1.236

cos θ
θ < 60o A8/2B

)� ��!��� ��  ������� θ < 60o &��������� E �� ����������� �� �� ������ ���&���!�0��<
��4�� �� �� 0����D �������� ��� ����!���'(��/ �� �K��D ���� ��� 0����� ��(� ��&������
����� �� ������ !����4�� �������� ���� �� �� ����&����D &� 4�� ��&������ �� ������!���
��K����� ���� �� ��&������&���� A&@/ R87SB/

)� ��" &������� E �� @��� ����@��!����� ��� �� ��0��� E .::: !(���� �� ��� &������<
���� �� ����� ���!��&�/ %��� �����!���� &�� ����� ����!(���� ���� ���� �������
���& ��� ����� �� ������ ���!��&�� ��������� (xc, yc) �� ���� &'�&�� ��� &�� &������
���� �����!����� S1000 ��� �� !��'��� ��� !������� &�����/

�� �� &����P� ��  ����� �� &����� (xc, yc)D �� ���� �����!���� S1000 �� !���!�����
��  ����� ��

χ2
s =

∑
parlantes


Si − ρ(ri)√

ρ(ri)




2

+
∑

silencieuses

ρ(ri) A8/1B

)� ���!��� ���!� &��������� ��" �������� �5��� ����0����� �� ��0��� ���� ��� ���<
!���/ )� ���"�(!� ���!� ��� �� ���!� &����&��@ ���� ��� �������� ����� �� ���� ��
@��&������!��� !��� ���5��� ��� ������� A�� ���00�� �� ����� ��� ��&���&'�BD ���� &�
&�� Si ��� ��� �� (Si − ρ(ri))

2/ρ(ri) = ρ(ri)/
���� &'��&'��� ���& ��  ����� �� S1000 ���� ��4����� �� ���� �� �� A8/1B ��� ����� �

∂χ2
s

∂S1000

= 0 ⇒ S1000 =

√√√√√ ∑
parlantes

S2
i

(1000/ri)η∑
parlantes(1000/ri)η +

∑
silencieuses(1000/ri)η

A8/3B

)� ���!� ������� ��� ��� �������� �����&������ ���� ���!����� ���!�G&'�� 4�� �� �����
���!��&� ���� ���� ����0�� ��� �������� �5��� �������/ �D ��  ��� 4�� ��  ����� ��
S1000  ���� �� @��&���� �� ��!��� �� �������� �����&������ &����������D 4�� ������ E
�� @��� �� ��!��� �� �������� ����������� �� �� ��!��� �� �������� ���&'���/
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%��� �����!���� ���!��&� �� �� ����� �� &�!��� ��� �������� �����&������D ����� 4��
��� �������� �������� ���� �� &��&�� �� S1000D ���� �K�&����� �� ��!������� �� .::::
��" ���"������ <1 ��� �� ������ &���� �� .;:: �������� ����&��� �� .8:: !/ )�  �����
�� S1000 ��� C"�� E .: ��� �� ��� ������ ���!��&� ���� ����� ���������!��� ��� ��
������/ )� ����� �� ��� ��&���&'�!��� ����� ������� ��� C"�� E 1 ��� �� �� ����������
������P� ����4�� �� ��0��� ������� 1:: ���/ � ��������� �0���!��� ��� ������ ��
2:V ��� ��� ��0���" �� �� 8: ! ��� �� ����� ���!��&�/ )�� ��������� �� &��&�� ��
S1000 ��� ���4������ A8/3B �� ��&����� �� ��� ��� �������� �����&������ �� �������� ����
�� ��!!� ���� ����������� C0��� 8/1/ �� ��� (�� 4������������ ��� �������� �����&������
��U�� �������� ��������� �� ����� ���� �� �����!������� �� S1000/ %��� � ��� �� ���
����!����� �� &� ����!(��� �� �� ���� ���& &��������� ���� �� ��!!� 4�� ��� ��������
���� �� ��0��� ��� &���� ����(��!���D &����<E<���� �� �������� �� �����&������ �

S1000 =

√√√√√ ∑ S2
i

(1000/ri)η∑
(1000/ri)η

�� ��!!� ������� ��� ��� �������� �5��� ����� �� ��0��� ��<������ �� ����� �� ����&<
���� �� ���� �� ��� 0��� ����� ��� ������/

���	 8/1 Q S1000 �(���� ��� ��
������� 0<�;1 ����
 ��� �� ����� 4 -### �5��� �	����"�
���������� �� ������ ��������� �� ����
� ��� �� ���� ��������� �� (��� ��
�� ������ �� S1000�
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)� �������� �� ����� ���!��&� ���� �� &����� (xc, yc) ���� ��4��� ��  ����� �� χ2
s

A=
∑

(Si − ρ(ri))
2/ρ(ri)B ��� !���!���/

)�����0�� �� �� 0���� ��� ����� ������ ��� �� �������� ������� ���� R;:S �

E0.95A��*B =
S1000

7.8

√
1 + 11.8

(
1

cos θ
− 1

)2

A8/8B

����� @��!��� ������� ���� &�!���!�� ����� ��� ��������� ������� � �& ��K������ !�<
�(��� �� ��!�������� �� 0����� ��!���'���4���A����� A����'�=�� �"������ ��!���<
�����B R;.S ����&�� ��" !��(��� ��������&���� '������4�� ��� �� R;2S �� ���!�� R;1D
;3SD �� ������� A��!�& ��5 ��!�������� @�� ,��&���B R;8S ������� � �& ��� ��B/ ��
��� E ����� �0���!��� 4�� �� ����&���� ��� ��� ��� &�!��(��!��� ��!��� !��� 4����
��!��� @�&���� ����� �� &'�!�� ���&���� ��� �� �����&��� ���� �� &� � �� �� ��0��� ��<
���� � ��� �����4��/ ����� @��!��� ��� ���& ��&��� �����!������ �� ���!�� ������!��
������0�� � �& ��� ���&����� �� ±30V/

.���� +��	��������� 	 ���
 �	
 ��������	


)� �����!������� �� �� ����&���� ������ ��D �� ����� ���!��&� �� �� ������0�� �� ��
0���� �� ���� ��� �������������/ )�������!��� �� uDvD Rc �� T0 ��&������ �� &������<
���&� �� �� �������� �� &]�� �� �� 0���� �� ���� �� ��� &����P��� ��� ��0��� ����&�<
���&�� ���� �����!���� �� ����� ���!��&�/ )������ ������ �� @���� �� ������!��� 0�����
�� ���� &�� ����!(����/ �D � �& �� !��'��� �������� �&�D ��� ��!�� �� &��&�� �� �������
���� ���� ���0� ����4�� ���� @������  ����� ���� ��� ����!(���� ��!������!���/ ����
���&����� ���& ��� ���������� ��&&���� �� �� ������� &�!!� ����� �� ������ �� &�����
�� 0�� ��� ��� ��������D ��������� ��� �� ��&��� &����� �� ���� ��0��� �

xcg =
1∑√

Si

∑√
Sixi

ycg =
1∑√

Si

∑√
Siyi

��� ,���
��	����
 ��	 ��� ���!���
�

)�� ��0����'!�� �� ��&������&���� ��&���� &�<������ ���� ������� �����4��� ��� ���
� ���!���� ��!����/
���� ��������� ��� ��!�������� �� 0����� ��!���'���4��� ����������� �� ������ �� ���<
&�� �� )5�� A����2%1B/ �� ���0�� �� 0����� ��������� � �& �� ���0��!!� ����,�
A��!�& ��5 ��!�������� @�� ,��&���B R;8D 81S ��������� �� !��(�� ��������&���� '�<
�����4�� 
$�F�	:. R;;D ;2SD �� ���� ��� ��0��� �� ����0��� ���� C"��/ ���� ��������
.>D 2;D 16D 38 �� ;: ��0��� ���� ��� ��0��� J����'��" �� .>/8D .7D .7/8 �� 2: ���� �� ��<
0����'!� �� ������0�� A�� �*BD �� �����&��� ���!���� ����� �� �'����D �� ������ �� ��
��5�� �� @��/ .:: 0����� ���� �� 0������ ��������� ���� &'�4�� ������� ��0��D ����0��D
�����&��� ���!���� A���@ E 16o �� .:19.5 �* �O ���� ��������� �� 1:: 0����� �� ������



���� ����������	� ��� ��� �	�����	�� 6.

�� �� �'����B/ ���� ��!����� ������� �� ������� �� &�� 0����� ���� �� ����&���� ��
���@�&�D �� ���0��!!� ����!  ./:8 R;6S ��� ������� ���� &���D �� ������� ��� ���00���
5 C0��� �0���!���/
)�� � ���!���� ���� �� !���� 8 �������� �� ���� ��&���&'��� ���� &����� �� �� ���
 ������ �� �� ��&������&���� ���� &�!������ ��"  ������ �� 0��������� AC0���� 8/3 E
8/..B/ )�� ������ �������� ��� &�� C0���� &������������ E �� ���������� ��� ��������<
����� A�#�B/ � ������ 4�� ��� &��������� �� ���00�� ����� ��� ���!�� �� &����� ��
��� 0����� �� �'���� E 1018.5 �* ���� ������5�� �� 4�� ���� ��� ���D ���� &�� !G!��
�����&����D 4�� �����&�� �!��� 3 �� 6 ������� E 18o �� 26o E 1019 �*/

Q ��� �� ��&������&���� �� ����0�� J����'�� θ AC0��� 8/3B � �� ����� � ��� ������
�5���!���4�� �� ������� �� <:/3o ��� ��  ����� �� ����0�� ��&���������D ��������
����� &�������� �� 0������� ���� @����� 4�� .o/ )������� �5���!���4�� ��� ��� E
����5!����� � ��� U ����(�� ��� 0����� � �� @���� �� 0���� ��� !���� &����� ��
� �� 4���� �!��� AC0��� 8/8B &�� ��� �����&���� ��� ���&���� �� ��� ���� ��
������&� ���� �� ���!��� &��/ �� ������!��� ��������4��D �5!����4��D �����
����� �� ��0�� J����'�� ���� �����/
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���	 8/3 Q 3����� �� ������� :
���.�� ���������� θrec �� "������� �� � ������ ���
������ �� ���� ��	
����� 
������� �� (���� �������� ������������ 4 �� ��������
�� �����(������
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r (m)
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���	 8/8 Q ,
������ ��� ������� �� ����� ����� �������������� ���� -## ���(� ��
"�� 4 45o �� 1019 ��� 3� ���� 0������� �
������1 ��� ���� ������
 �� ������
������� �:������ ±30o ��� ������� 4 ����� �� �� ���(�� �� �� ���� �� ����� 0�������
�������1� �� "���� �� ���(� �� �
�5������ ��� �� ������ 0���� ����(
1 �� ����
����� ����� �� �� ���(��

��� �K�� ���� G���  � ��� �� � ���!��� ��!��� �����&����� ���� �� &����P� ��
����&���� ������ �� �� �� ����� ���!��&� �K�&��@�/ )� &������� ��� ������� ���������!<
!��� �� � �� �� �� �!��� �� �� 0���� �� C"��� �� ����&���� �� �� ����� ���!��&� E �����
 �����  ������ AC0��� 8/;D ��� 0���� E 45o �� 1019 �* ��� �&� ��������B/ � ����� � �K�&<
�� �!��� 4�� &����<&� ��� ���� �!�������� �� � �� �� �� 0����/ �� �� ������ !���������
��� ����!(���� �� �� ����&���� u �� v ������ �� 4�� ���� ��� ��������D �� !G!� ��!��
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���	 8/; Q  9������� �� �� ����(��� �� "���� �� ���(� ���
���������� �� ���� ��
�� ����� �� �� ���(�� ���� ��� ���(� ����
� 4 45o �� 1019 ��� �� ��������� �� �� �����
�������� ����� 
�
 F�
 4 ���� ������ �	������� �� ����� �� ����(��� �� ��� �����
�� ���� ����� ������
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4�� �� &������� �� @����D �� ��������� &���� @��� ���� ��� ������D ��  ��� 4�� �� @���
���!����� ��� &������� ������4�� �� � �� �� �� �!��� �� �� 0���� ��!���� ��  �����
�� ����0�� J����'�� θ AC0�� 8/6D ����0�� ������  ��� 43o �� ���� �� 45oB/ ��C�D ��  ���
��� �� C0��� 8/> 4���� ������!��� ���� �� u �� v �� ���!�� ��� �� ���� ��&���������
�� ����&���� �� �� 0����/
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theta = 43.35 deg
Rc = 13.6 km

���	 8/6 Q  9������� �� "���� �� ���(� �� �� �� ��������� �� �������� ��� �� ������
�� ����� �������� 
���� F�
 4 � ������ ��������� ������� :
���.�� �(���� �� ��� �����
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theta = 42.14 deg
phi = 88.72 deg
Rc = 14.8 km
 

theta = 43.35 deg
phi = 86.25 deg
Rc = 13.6 km
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)�� � ���!���� ���� �� !���� 8 �������� ��� ��&���&'� ���� ����5���/ ��&� ���!��
��� ��� �� !���� �� ��0�� �� ������� ���� �� ��&������&���� �� �� ����&���� �� �� 0����
�� �� �� &�������/ ���� �� &����� ��� ����� 4�� ./;V ��� � ���!����D !��� ����
��������!��� ���� @���� �� 0���� ���� ���� G��� ������� � �& ��� � ���!���� E 1 A>3/7V
��� � ���!����D ���� �� ������� ���� ��� � ���!���� �&&��������B �� E 3 ��������
A.1/8VB/
�� !���(�� 0�������D ��� ������ ���������� �&� ��� ��� @����� �� �� ������� ��� ��
&�!��� ��� 1 �������� �� ����F��� A��!���� ;3D 1; �� ;6B/ )���4�� &�� �������� ����
��&����� ���� ������5��D &�&� ��� ���&���/

.���� ���	����� 	
 
������
 	� 	
 �&��	�	��


%��!� ��� �������� ����0������� ���� �� � ���!���D &�������� ��� �� G��� ���&'���
��� ��� 0����� �� ���� ������ ����0�� ������ �� @��G��� �� ��!�� �� ���� ���� �� @��<
!����� �� ���00�� �� �� ��� 1/
%��� ���!���� &�� �������� �&&���������� ���� �����4���� ��&&���� �!��� ����� &��<
����� �

Q &���(�� �� &�!��&��� � ��� ������� ������ E ���� �� 2/> I! �� ����� ����� �������
���&'�� ��� ������� �� ��� ���!���D

Q &���(�� �'5��4�� ���� �� ��������!��� �� �� ����&���� ������ �� � ��  �&���� �n ����
������ �������� �� �!������ u2+v2 ≤ 1 Au2+v2+w2 = 1B �� �� ��5�� �� &�������
���� G��� ������@/ �� &�� &��������� �� ���� ��� ��!����� ���� �� ��� ������� ���
�� ��������� �������� �� ��� ���!���/ ���� ���� ��� ���& ��&&���� �!��� &'�4��
������� �� ��� ���!��� �� ���� �������� &���� 4�� ���!�� ��������� u2 + v2 ≤ 1
�� Rc > 0 �� ���� ��4����� ��  ����� �� χ2

d ������ ��� A8/.B ��� !���!���/ ��
�����!������� ����� ������� ��� ��� ���!�� ��������� &�� &��������� ���� ���� ���
��� �������� ���" E ���" �� ����5��� �� !���!���� �� χ2

d/ �� ��������!��� ��
��� ���� ��� E &�� ��0��  ��� ��� &��������� ���'������D �� ���� ��� ��� ��
���" ��������D ��� ���!��� ��� ����� ������!��� ������/

Q &���(�� �� ��!�� � ����  ���C��� ������� 4����� ������� ����� ��� ���� ����0���
�� �� &����� �������D &�&� �� ������� ��� ��� 0�����  ����� �� χ2

d ��� ��!���
�� ��0��� �� �������/ 	��� 4�� &����<&� ��� ���� 0����� 4�� .:D �� �� �� ��!��� ��
�������� �� ���!��D ���� ������!��� ��� ������� ���� ��� ���!��� ���!������
�� !���!���� ��  ����� �� χ2

d/
��� ����&����� ���� �K�&����� ���� �� �� N���!�(�� ���������ND &����<E<���� 4�� �� @����
�� 0���� ��� ������ �� �����"�!��� �� ����� ���!��&� �� &����� �� 0�� ��� ��� ���<
�����/ ���(� &��&�� �� ����� ���!��&�D ��� !���!������� �� χ2

dD �� �� �� ����&����
&�������������D ���� &����� ��� ��� � ���!���� �5��� 8 �������� �� ���� �� �5��� ��
��0�� ����&����&� θ < 60oD 4�� ��� �� ��!��� ��  ������� �� �� ��" �������� A8/2B/ ����
�!������ �� ���� 4�� �� ����� ���!��&� ���� E !���� �� .8:: ! �� &����� �� 0�� ���D
&�&� ���!�� �� �� 0����� 4�� ��� � ���!���� ����� ��!��� E ����������� �� ������/
21> � ���!���� ���� ����� ����&������� ���� �� ������� !�� 2::2 Q !��� 2::1D &� 4��
���������� .2V ��� � ���!���� E 8 �������� �� ���� 4�� ���� � ���� �� ������/
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%��� &�� 21> � ���!����D ���� ����!��� �� ��!��� �� �������� �&&���������� ��<
����� �C� �� ��������� 4�� ��� &������� �� ���� ��� ���� ������&�� ��/ )� ��!��� �����
��� ���!���� E N �������� ��� �0�� �� ��!��� ��� ���!���� �5��� �K�&�� �!��� N
�������� !���� &��" ��� ��� &������� ��� �������� �&&����������D ���� �� ��!��� ��� �<
��!���� �5��� ���&'� �� ������� N ′ < N �������� �� 4�� &���������� F = N − N ′

�������� @�������� � nevtobs(N) = nevtN × (1−∑PF )+nevtN ′→N / PF ��� �� �����������
4���� � ���!��� ����� �� N ′ E N �������� ��� ������� �� F �������� @��������/ %���
��� @��G��� �� ;: µ� A±30 µ�BD �� ����������� �� ������ �� N ′ E N ′ + 1 ������� ���
P1 = 100 × 60 × 10−6 × S = 6 · 10−3SD �� @��4���&� ���� ���00�� �� �� ��� . �����
�� .:: +J �� S ����� �� ��!��� �� �������� ������� ����������� ���� ��� ���!���/ )�
������ ������5��D ���� ����F���D ����� &�!���� �� 27 ��������D S = 29−N ′/ �� !G!�D
�� ����������� �� ������ �� N ′ E N ′ + 2 �������� ��� P2 = (6 · 10−3)2S(S − 1)/2/
)�� ��������� ���� ��������� ���� �� ������� 8/./ �� �����4�� ��� ����� �� ��!��� ��� �<
��!���� ����� �� ���� ��� �������D ��"4���� �� � ���� � ��� �� ���" �������� ��� ���
&������� ���&�������/ �� 0��� ��� ���������� �� ��!��� ��� ���!���� �������� � �&
����0����'!� ���&�����/ %��� ������� ��� &��&��� ���� � ��� ������� 4�� �� ��!���
��� ���!���� E 8 �������� ����� �� ����� &���� �������/
)�� &'�K��� ���� &�!��������D ����� �� ��!��� �� �������� �������� ���� ��� � ���!����
�� �� ��!��� �������/ ��� &������� ���� ���& �&&��������/

��!��� ��
�������� ��������� : @������� . @������� 2 @�������� 	����

����� � �'����4�� ��� �' ��� �'
8 -8- 1�1 < < < < .1.
; ;A ��;2 /- ��;� < < ;6
6 -8 14;� N 2;� 8 1;4 23
> A �;� - �;� # �;4 6
7 ; �;�4 # �;51 # �;1� 3
.: / �;4� - �;�� # �;�� 1
.2 - # # .
.3 - # # .
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�� ��!�� ������ �� �� @���� �� 0���� ��� ��� ��������/ ��&� �� ���� E ���� �� �� ��!��
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��0���" ��� �'���!�������&������ ����� �������D ���� ��������� �� @�H�� E !���!����
��� ���4��� �� &��@����� �� &���� �� ��0��� � �& �� &���� �� �����/

Q ���� �� &�� ��� ���00��� �.��.��� �� ��0��� �������� �� ���� ��&D 4�� &���������
�� ��!�� �� ���00��/ )� !��'��� &������� ���& E �� ���&�� �� �� ��� �� &� ��&D
����D �� ��!������ �� ��!��D �� �����!��� �� ���!��� &���� �� ��!�� ���� ��
 ����� ��� ��<������� �� :/. ���/ �� &���� &��������� ����� �� ��!�� �� �����
�� ��0���/

Q ���� �� &�� ��� ���00��� C��� G��� C.��.��� �� ��0��� ��� &�!���� �� ���������
��&�D �� !��'��� ���&������ �� ���� ���& ��� G��� �����4���/ ���� ���� ���H���
����� �� ����� �� �� ���&� ����0������D ����D �� ������ ���� �� ���� &�������� ��
��!��D �� ��&'��&'� ����� &����" �� ��!�� &����&���@� ���� ��  ����� �������
:/. ���/ )� ��!�� �� ����� �� ��0��� ��� ����� �� ���!��� �� &�� ����� &����"/

%��� &'����� �� ����� ���!������ �� �����!���� �� ����� �� ��0��� ���� � ��� �M @����
�� &�!���!�� ����� ���  ����� ��X��!!��� 0����� ���� �� ��� ������� �� &�!���
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�����0���D ��� �� � ���!��� �����&�����D ���!������&� ���������� �� @���� �� 0����
��������4�� ����Y� 4���� @���� �� 0���� ����/ )�������!��� ���� �� &����� ���� ��<
��������� C0��� 8/.8 ���� �� !G!� � ���!���/ )� ��0�� �����4�� E �� ������&� E
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���������� ��" �������� �� �!���/
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�� !�� 2::2 E !��� 2::1D ���� ������������ C0���� 8/.6 �� 8/.>/ )� ������������ �� ϕ ���
���@��!�/ � �������� E &� 4�� &���� �� cos θ �� ���� �0���!���/ )�� � ���!���� E 0����
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0o < θ < 30oD �� ������������ ��" ���� 0����� ��0��� ��� ��� G��� &��������� &�!!�
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&������ ������ A��B �� ��&�������� A��&BD C0��� 8/2.B/ ��� &���� �� �������� ��� �0�<
��!��� �������� AC0��� 8/22B � �� ���0�� �� ��!��� ��� ���!���� ���� ��� ����� �����
�� 20o × 20o ���� �� ���� ��&  � &��A��&B×��/ ��� &���� �� ����� ��� &���������
�� ���������� E �� � ���!��� �5��� ��� ����&���� ������ �� ������ �� ��!�� �� ��"
������ � ���!���� ���� ���������!��� R;>S AC0��� 8/21B/ � &'�4�� ����� ��� ��������
�� ����� �� 1/10e ���� �� ��!���� �� ��!��� ��� ���!���� ����� �� ���� ��� ���<
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������� �'����� U '������ �� ������0���� ���� ����� 4�� ��� ������� �� ��� @��� �������
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���� G��� �����@����� �� ��������� �� ������ �� �������� ����C&���/ �����<&� &�������
�� �� &����"��� �� ��������� ������ A�� ��������BD ��0������� �� &��&'��/ �'�4��
����� ����� !G!� &��&'� ��H��� �� ��!!� ���  ������ �� ������ ��� �������� �� ��
&��&'� ���&������ ��������� ��� ��� ����� �� &��&��� �� ������  ����� �� ������ ����
�� �����!����� E �� &��&'� ��� ���� � yk = Fk(Σjωjkyj−Θk)D j �� k ����� ���" &��&'��
&����&��� �� �� F �� @��&���� ���&�� ����� ���� �� ������� �� �� &��&'� k/ )�� �����
����� ��� &��&'�� �� ������ �� �������� �� ��� ����!(���� Θ ��� @��&����� ���&�� �<
���� ���� ����!����� 0�L&� E ��� �'��� �������������0� ������� ��4����� �� @������
�� ������ �� �������� ��� ������� �� ��� ������� &��������������/ A*��� ����"� - ����
��� ���&������� ���� ��������� ��� ������" �� �������� ����C&����B

���� ��������� ���& �� ������ �� �������� ����C&��� &�������� ����� ������� � ��
��5�� �� &�������D �� ��!�� �� !����� At50B �� �� ���0��� At90B �� ��0���/ %��� ��
��� @��&������!��� �� ������ �� �������� ���� ���!������� &�� ����!(���� ��� ���
 ����� ���������� �� @�H�� E &� 4�� ���  ������ �� ������ ������ &�!������ ����� : ��
./ ��!!� �� ��!��� �� �������� �� ������ �� ������ ��� @����� ���� ��������� ���
����� &��&'� &�&'�� &�������� �� �������/ ��C� �� ������� �� ������ ���� ����4��
�� ������ �� ���!����/
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���P�� � �& 8: 0����� �� ������ �� 8: 0����� �� @�� �� ����� � �& �� ��� �� 0�����
��K�������/ �� ������ ���� ��!������ ���  ����� �� . ���� ��� ������� �� : ���� ���
@���/ )��  ������ �� ������ ����� 4�� �� �������� ���� ����������� C0���� ;/22 �� ;/21D
�O ���� � ��� �0���!��� @��� C0���� �� ������� ��� �'����� E &� ������/ )� ������<
���� ��� �&� !���� ����� 4�� ���� �� &�� ���&�����/ �� ���� @������ ��� &������ E :/8D
�� &��@��� .3 0����� �� @�� ��� 3. A13VB � �& ��� ������� �� > � ���!���� �������
A2:VB ���� &��������� &�!!� ��� @���/ )� ���������� ��� �� @��� ��� �!������� � ��
&���������� ��� ������������� �� �� ������ ��� ������" �� �������� ���� �������� ��
����!(��� �� ���������� ∆ ≈ 0.54D &� 4�� ��� ���&'� �� �� ���������� �� ��!�� ��
!����� At50D �� ���"�(!� ����!(���B 4�� ���� � ��� ���!�� �� ������/ )������������
�� ���� �� ����!(���� �������� �� �� ���� �� 0����� ���� �������P��!��� �� ������
�� ���� ���!����� ���!������� ��� ���@��!��&�� �� &����<&�/
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������&����D �� ��!�� �� !����� �� �� ���0��� �� ��0��� ���!������ �� ������ &�!���
�� �� ���������� �� !���� ���� �� 0����/ � �& &�� ����!(����D �� ���������� ����� ���
�'����� �� ��� '������ ��� ����J �����D �� �� ��&'�D �� ���� ���� ��X&��� �� �����!����
�� 4��� �5�� �� ��5�� �� ���0�� ���� �� &�� �O &� ���� ��� '������/
��� ����!(���� ��� �0���!��� ��� &��&���� ���� ��� ������� �� ������ ������5��/ )�
!��4�� �� ��������4�� �� ��� ����0��� ��� ��� ��� �� ���!������ ��� ��&��� ������ ��
E ��� &��&������ ��� �� ������ ��� ��5��� &��!�4��� ����� ��/ �� ��!��� &��������
4�� ��� '������ ������ @� ������ ��� ������� E ��� &�!������� �'�����4�� ���4��E
1019 �*/
��C�D ������������� �� ������" �� �������� ����C&���� ���� ��� ����5�� E ���������
 �������� ���!�� ���!������� ��������!��� �� ���������� ����� ��� ��K������ �5��� ��
�����&����D �� �����&����� ����� ��� �'����� �� ��� �������/
�������� ����!(����D 4�� ����� �� G��� ������� �&�D �� ���� G��� �������� ���� �!�������
�� ��&���������&� ��� ���!�����/ �� �����&�����D �� ���@������ �� !�"�!�! �� �� 0����
���� ���������� � �& ��� ����5��� '5������/
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�� ��!����" ������� ���� ���&�� ���� �� ��� ���� 0��������� ���"������&�� �� ��<
��&���� ��� ��5��� &��!�4��� E ����� '���� ����0��/ )�� �'������ 4�� ������� ���"���4���
���� �"�����&� �� !��4���� ��� !��� ���� � ��� �����!��� ������ ��� ����� ������
�� ����� ��������4�� ��X����� ���� ��� ������/
�� ���0�� ������� �� �����!���� � �& ���&����� �� @��!� �� �� C� �� ���&��� �� ����0��D
&� 4�� ���!����� �� &��C�!�� �� ��� �� ������&� ��� ���!���� ��<���E �� �� &������
���/
%�� ��������D �� &���������&� �� �� ����&���� ������ �� �� �� �� ������ ��� ��5��� &��<
!�4��� ���� ������0���� ��� ����� !���� �� �����&���� ���������/ ��� &�!�������
'������4�� ��� ����� ����� ����&���� ��� ���0��� @� ��������� ��� �&������� ���&&�����<
����D ���� (��������D ����� 4�� �� ������&� �� �'����� �� �� ��������� �� ��� �����������
�������� ���� �� &��� @������� ���&'�� �� �����&�  ��� �� �'����� ��� !��(��� ������@�/

)����� ������ %����� ��0�� ���� �� ���!��� E ��� ��� �������� ��� ���!���� ��
�������/ �&������!��� �� &���� �� &������&����D ��� ���!�(��� ����5��� ��� 0�����
��!���'���4��� ��� �� 5 G��� !�����/
� ������ ��� � ���!����D ���� � ��� ���� �� ���!��� ��!�� ������ ��K������� &���<
������ �� &���������� ��� ����&����� �� ���@�&�/
���� � ��� ������� ������� ������5�� �� .. !��� �� ������� ����0������� ��� �� ������
������5��/ �����<&�D ��&�� ���� �&������!��� 1: I!2 �� ����D ����&�� �����������!���
��� 0����� ������ �� 5 1018 �*D �������0���� ��� ��&��� �� &������ ���/ %�� ��������D
��&��� ����&���� ������ �� ��� ���0��� ��� ��&��� ��� !��� �� � ����&� E &�� ����0���/
)� &������&���� �� ������ ������ �� �������� �� 2:: �������� �� ���@�&� ������!��<
������ �� 3 �����&���� E ?�����&��&� �� ������ G��� !�� �� @��&������!��� ���&� �� C�
�� ������� 2::1D &� 4�� ���!����� ��������� &�� ������ � �& ���� �� ��������4��/

��� ����5�� #���� ����� � �0���!��� ��� �������� �C� ���"������ ��� ����!(����D
���!� ��� ����� ����� ��� 0����� ��!���'���4��� �� ���D ���!������ �� ��!����� E ��
������ �� �� �����&��� ���!����/ )��� ����������� &������� �� ���� &������� E ��� �����
������C&�����D !G!� �� �� ���������� ����� ��� 0����� �� ������ �� �� @�� ����� ��&���
��X&���/ )� ������&���� ����� ��� �'����� �� ��� '������ ��� &�������� ����J �����/
)� &�!�������� �� &�� ����!(���� � �& ��� ������� �� ������ ������5�� @� ����� ���
&�!������� '������4�� ���4��E 1019 �*/

-��� �M�D ��� ��� ��" ������� ���� &���� �'(�� ���� ���� ��G��� ���!����/ )�� ��<
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..3 ������	�

������� ��������� �&� ���� ���� E @��� �����!������� �� !G!� �� ��� 0����� ������ ���
������ ������5�� ���� !�� �� ���&� ��� �� ���� � ����� �� !G!� ��!�� 4�� �� ����&����
�� G��� ���� &���� ���!�� E �� &�!�������� � �& ��� ����5��� ��!�������/
��C�D ��� ����� '5����� ��� ��K������� &���&�������4��� ��� 0����� ��� ��&�������/ ����
���!����� ��� �����!��� �������<&������� ��� ���" �5��� �� ����&����� !��� �0���!���
�� &���������� ��� !��(��� �� ��!������� ��� 0����� ��!���'���4���/
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)�� !�&����!�� �� ���!�D ����� ����� ���� �� ��� ������ ������'5��4���D ���� �&<
������!��� ��� ����&����" !�5��� �� ���0�� ���� �&&������ ��� �����&���� &��!�4��� E
��� ����0��� ��(� ��� ���/
������� ������� �� .737 �� �'����� �� ���!� @�� �� �� �� .76: ���� ������� ���&� E ��
!�&����!� ���� �X&�&�/ ����� !��'��� ���&&��������� �D ��� ��������D ��� ����0� ��
�������� �� ���&��� �� ��� �� �������&�/

*�� *���!�	���
 �� 3�	� �� ����4�� �	�	�

�� !��(�� ���&&��������� @�� ������� ��� ���!� �� .737 R61S/ �� ������� �� ��K�����
�� �����&���� ��� ��� ����0�������� ���� &'�!� !�0����4��D E ����������� �� ���0�� ��
�����&���� �������� �� !�� �!���/ � &�����(�� ���& ��� �����&��� ������� ���� ��

V

E    p

E    p

θ θ

1     1

2      2

1 2

���	 �/. Q E��
������� ���� ����� ������� ���� �� ����� ����
��
�

���0� !�0������ � �& ��� ����0�� E1 �� ��� 4������� �� !�� �!��� −→p 1 @������ ��
��0�� θ1 � �& ��  ������

−→
V �� ���0�/ ���(� ��K����� E ����������� �� ���0�D �� �����&���

�� ������� � �& ������0�� E2 �� �� 4������� �� !�� �!��� −→p 2 @������ �� ��0�� θ2 � �&
�� ����&���� �� ���0�/ A��0��� �/.B
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..; ������ �� �����	���� �� #���	

���� �� ��@�������� �� ���0�D ������0�� �� �� �����&��� �� &'��0� ��� � �� 5 � �� !��������
��K������ ������4��� ����� �� ��5�� &��!�4�� �� �� ���0�D 4�� ��� ����&��� ���� �����
4�� �� �����&���/ ������� ����D �� �����&����� �� �� �����&��� ��� ������ ��������� ���
��� ��K������D �� &����<&� �!��0� �� ���0� ���� ���!����� 4����� ����&����/
)�����0�� �� �� �����&��� ��&������D �"���!�� ���� �� ��@�������� �� ���0�D ��� �

E ′
1 = γ (E1 − βp1 cos θ1) ≈ γE1 (1 − β cos θ1)

���� �� ��@�������� �� �����������D �O �� ���0� �� �����&� E ��  ������ −→V D ������0�� ��
�� �����&��� �������� ��� �

E2 = γE ′
2 (1 + β cos θ′2)

��!!� E ′
1 = E ′

2

E2 = γ2E1 (1 − β cos θ1) (1 + β cos θ′2)

� ������� ��  �������� ������ � ������0�� �

∆E

E
=

E2 − E1

E1

=
E2

E1

− 1

∆E

E
=

1 − β cos θ1 + β cos θ′2 − β2 cos θ1 cos θ′2
1 − β2

− 1

)� ����&���� �� �� �����&��� E �� ������ �� ���0� ��� ������ ��������� ��� ��� ��K������D
���&

< cos θ′2 >= 0

)�  ����� !�5���� �� cos θ1 ������ �� ���" �� &��������� ��� ��5��� &��!�4���
� �& ��� ���0�� !�0������� E ��K������ ��0���/ �� ���" �� &��������� ��� @��&���� ��
��  ������ ������ � ����� �� �����&��� �� �� ���0�/ )� ����������� P D ��� ����� ����0��
������D 4����� �����&��� ����� ���� �� ���0� � �& �� ��0�� θ1 ��� ���& ���������������
E (v − V cos θ1)/ ���� ���� ��� �����&��� ������ ���� Av = cB �

dP

dΩ1

∝ 1 − β cos θ1

� ������� ����� �

< cos θ1 >=
∫ π

0
cos θ1

dP

dΩ1

dΩ1/
∫ π

0

dP

dΩ1

dΩ1 = −β

3

)�  ����� !�5���� �� ��  �������� ������0�� ���"���!� ����� �

〈
∆E

E

〉
=

1 + β2/3

1 + β2
− 1

�� �� β � 1 〈
∆E

E

〉
∼ 4

3
β2
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)�����0�� 0�0��� ��� ����� �� ��!�� ��� ���& �

dE

dt
=

4

3
β2NcollE = αE

�O Ncoll ��� �� ��!��� �� &��������� ��� ��&����/ ��&� ���������� ���& ��� &�������&�
�"����������� �� ������0�� �� �� �����&���/

��������� !��������� 4�� �� �����&��� ����� ���� �� ��0��� �&&��������&� �������
�� ��!�� &���&�������4�� τ / )��4������ �� ��K����� ���&��� �

dN

dt
= D∇2N +

∂

∂E
[b(E)N(E)] − N

τ
+ Q(E)

D∇2N ��� �� ���!� �� ��K�����/
b(E) = −dE/dt = −αE ��� �� ���!� �� ����� ������0��/
N/τ ��� �� ���" ���&'����!��� ��� �����&����/
Q(E) ��� �� ���" ������&���� ��� �����&����/

� ����������� E �� �������� ������������D dN/dt = 0D �� ���� ��'5���'(�� �O �� ��5
� ��� �� ��K�����D D∇2N = 0D �� ��� �� ����&�D Q(E) = 0D �� ������� �

N(E) = cst × E(1+1/ατ)

)� ���&��� ������ ��� ��� ��� �� �������&�D &��@��!� ��" ����� ������/
�� !��(�� ���� &�������� 4���4��� �����(!�� � ��  ������ ��� ���0�� ���� �� 0���"��
��� ��(� @����� &�!����� E ��  ������ �� �� ��!�(��D β ��� �� ������� �� 10−4/ )� 0���
������0��D ������������� E β2D ��� ���& ��(� @�����/ ������� ����D �� ����� ���&����
!�5�� ���� ��5�� &��!�4�� ����� ��� ���0�� ��� �� ������� �� .�&D �� !������� ���&
��������� ������ ���� ����� ���� ���0� E �� �����/ ��� �����&��� � ���& ��� �� &'��&�
��������� ��� �&&��������� ��X����� ��� &� !�&����!�/
�� ����D ���� ��� ��� ��� ��&��� ���� �� &�!��� �� ����� ������0�� �� �� �����&��� ����
�� ��� �����&�!���/ ��C�D ���� ���� &���� �'����� �� ���!�� �� �����!���� ��  �����
�� ���"������ �� �� ��� �� �������&�/

*�� *���!�	���
 �� 3�	� �� �	���	 �	�	�

)� �'����� �� ���!� @�� !���C�� ���� ��� ������ .76: A�"@��� .766 R63SD -���
.76> R68SD -����@��� �� ����I�� .76> R6;SB ���� ������� ���&� E ��� ��&'��4�� ���&<
&��������� ���� ���@��!����D �5��� ���� �� �� ��� ��� ����� �� &'�&� �� ������� ��D
�� ���� 0�������!���D ���� ��� &'�&� @���� A����� �� �����<0���"���D ��5��" �&��@� ��
0���"���A�$�BD ///B/
)��� �� ���"������� �� ������� �� ��� ���&��������� ��� &���� ����� �� !����� �����<
��������� �� �� !����� ���O ��� ���� ���"�������/ )� ���� ������ �� &'�&D !��4���� ��



..> ������ �� �����	���� �� #���	

���&��������� ����� ��� ���" !�����" �� �����&� E ���  ������ ���������4��D &� 4�� ����
���!�� �� ������ �� N&'�& @���N/ %�� &�!!�����D �� ��!!��� �����!��� N&'�&N &����
��0��� �� ���&���������/
��� ��'�!�0������� !�0����4��� ���� &����� �� &'�4�� &Y�� �� &'�& � ���� �� !�����
�������������� &���� �� &'�& 4�� ������� ��� ����� !�0����4��� �� ���� �� !����� ��
&'�& &� ���� ��� �����&���� �����<!G!��/ ��� ��'�!�0������� ��� ��� G��� &����������
&�!!� ��� ���0�� !�0������� �� �� ���!�(�� �'����� �� ���!�/
��� �����&���  � ���& ������ ���� &Y�� E ������� �� &'�&D 4�� �� �����&� E ��  ������−→
Vc D �� ��K����� ��� ��� ��'�!�0������� !�0����4��� �� �!��� �� �� � �� �� &����<&�/
)� �'���!(�� ���� G��� ����5�� ���� ����� ��@��������� ��K������ A ��� C0��� �/2B/
���� �� ��@�������� �� 0�J � ��D ���  ������� ��� 0�J �!��� �� � �� ���� ������ �����&<
�� �!���

−→
v′

1 ��
−→
v′

2 / ���� �� ��@�������� �� &'�&D ���  ������� ���� ������ −→u1 �� −→u2/ ����
�� ��@�������� �� 0�J �!���D ���  ������� ���� ������ −→v1 �� −→v2 /

���� ��� ���	

� �� �!���

−→
v′

2 =
−→
0

−→
v′

1 = −→v1 −−→v2 = −−→v2−→
v′

1 = −−→
Vc(1 − 1/r)

�

�

�

���� 
��


� �� �!���

−→u2 = −−→
Vc/r −→u1 = −−→

Vc

�

�

�

�

�

�

���� ��� ����

� �� �!���

−→v2 = −→u2 +
−→
Vc

−→v2 =
−→
Vc(1 − 1/r)

−→v1 =
−→
0

�

�

�

���	 �/2 Q 3������� �� ����� ��� �� ��	
���� �
"
��������


�� �� �����&��� ���� �� �!��� �� �� � �� �� &'�&D ����  ��� �������� ���� �� ��� ����
�� !�� ������ E ��  ������ V = (1 − 1/r)VcD r ����� �� ������� �� &�!�������� ��C��
��� � r = u1/u2 = (γ + 1)/(γ − 1)/ ���� �� &�� ���� 0�J !������!�4�� A&� 4�� ���
�� &�� 4���� ���"������� � ������ �� 0�J �� ��������B γ = 5/3 �� r  ��� 3D ���� �� &��
���� 0�J ������ ���� γ = 4/3 �� r  ��� 6/ )� ��5�� &��!�4�� ����� ���& �������� ��
&'�& @������D �� �� 5 � ���& �������� 0��� ������0��/

�� @��� ��� ����0�������� !�0����4���D �� ����������� ��� �����&���� ��� �������� ��
&'�4�� &Y�� �� &'�&/ �� � ��D �� �����������D ��� ����� ����0�� ������D 4����� �����&���
����� �� ������� &Y�� �� &'�& ��� ��������������� E �� &�!������� �� ��  ������ �� &����
�����&��� ����� �� ����&���� �� &'�& �

dP

dΩ′
2

∝ vx = v cos θ′2
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� � ���& �

< cos θ′2 >=

∫ π/2
0 cos θ′2

dP
dΩ′

2∫ π/2
0

dP
dΩ′

2

=

∫ π/2
0 cos2 θ sin θdθ∫ π/2
0 cos θ sin θdθ

=
2

3

�� !G!�D �� �� &�����(�� ��� �����&���� ������� ���!��� �� � �� �� &'�& �

< cos θ1 >=

∫ π
π/2 cos2 θ sin θdθ∫ π
π/2 cos θ sin θdθ

= −2

3

�� 4�� ����� � 〈
∆E

E

〉
∼ 4

3
β

amont

’θ2

v

aval

���	 �/1 Q ����� ����� ���������
������ �� ����� �� �.���

θ

v

aval amont

1

���	 �/3 Q ����� ����� ���������
������� �� ���� �� �.���

)� 0��� ������0�� ��� ���& ����&��!��� ������������� E ��  ������ �� &'�&D &�
4�� ��� ����&��� ���� �X&�&� 4�� ���� �� &�� ���&�����/ ��&� ������� �� @��� 4�� ��
�����&��� �� ����� 4�� ��� &'�&� @������"/
� &'�4�� ��� ����� �� &'�&D �� 0��� ������0�� ��� ������������� E ������0�� �� ��
�����&��� � ∆E = ξE/ ���(� �� neme ��� �����D ������0�� �� �� �����&���  ��� �

En = E0(1 + ξ)n

�O E0 ��� ������0�� �� �� �����&��� �� !�!��� �� ��� ������ ���� �� ���� �&&���������/
�D �� �����&��� � ��� ����������� P �� ���&'����� �� �� �� ���� ���&������ �� &'�&/
)� ����������� 4������ � �� &�������� �� &5&�� ��� Q = 1−P / )� ��!��� �� �����&����
���(� n &5&��� ��� ���& N = N0 Qn/ � � ����� �

ln
(

N

N0

)
= n lnQ �� ln

(
E

E0

)
= n ln(1 + ξ)

��  ���� ����� �
N = N0(E/E0)

−y � �& y = − ln Q

ln(1 + ξ)



.2: ������ �� �����	���� �� #���	

N(E)dE ∝ E−xdE x = 1 + y = 1 − ln Q/ ln(1 + ξ) A�/.B

�����!����� �� ����������� P 4����� �����&��� ���&'����/ � �� ���&� ���� &���
���� �� ��@�������� �� &'�&/ �� � ��D �� ���" �� ��5��� &��!�4��� 4�� �� ����� ������
��� �� &'�& ��� ����� ��� �

Rperdu =
nrcVc

r
�O ��� ������� nrc �� ��5��� &��!�4��� �� �����&��� ���� �� !����� ������ E ��  ������
Vc/r/
�� �!��� �� &'�&D ��� �����&���� �� �����&��� E ��  ������ −→v @������ �� ��0�� θ � �&
�� ���!��� ��� ������� �� &'�&/ ���� �� ��@�������� �� &'�&D �� �����&��� �����&'�
&����<&� E ��  ������ Vc +v cos θ/ %��� ��� ����� �� &'�&D &����  ������ ���� G��� ������ �D
�� ���& cos θ > −Vc/v/ �� &���������� 4�� ��� ��5��� &��!�4��� ���� ���������D ��
���" � �& ��4��� ��� ��� ������ �� &'�& ��� �

Rtraversee = nrc
1

4π

∫ 1

−Vc/v
(Vc + v cos θ)2πd(cos θ) = nrcv/4

)� ����������� 4��� ��� �����&��� �� ��� ����� �� &'�& �� �� ���&'���� �� � �� ��� ��
������� ��� ���" ���" ���&������ �

P =
Rperdu

Rtraversee

= 4Vcrv = 4u2c

�� ��������� Vc � c �� v ∼ c/

� ���� ����� �� ������� ��  ����� �� ���"������ �� �� ��� �� �������&� A�/.B �

x = 1 − ln(1 − 4u2/c)

1 + 4/3 β

� �& u2 � c �� β � 1

x ≈ 1 +
4u2/c

4/3 β
≈ r + 2

r − 1
= 2

� ������� ���& ��� ��� �� �������&� ���"������ 2/ )� @��� 4�� �� ���&��� ���� ����
����� ���� G��� �"���4�� ��� �� &��C��!��� ��� �����&���� ���� �� 0���"�� 4�� �� ����
�������� ���� ��X&��� 4�� ������0�� ��� �����&���� ��0!����/ �� �� ������� �� �K��
4�� �� ����������� �� &��C��!��� ����� �����&��� ���� �� 0���"�� ��� �� E−0.7 �����
�� ������ � �� ���&��� ����� � R66S/

���� &'��&'��� !��������� E �����!���� ������0�� 4�� ���� 0�0��� ��� �����&���
���� ���� ��� ���&�����/ )� ��!�� ���� &5&�� �!���Q� ��Q�!��� ��� ����� ��� �

Tcycle ≈ 4

c

(
D

u1

+
D

u2

)

�O D ��� �� &��X&���� �� ��K�����D ������� �� !G!� ���� ��� ��0���� �!��� ��
� ��/ ���� �� &�� ���� &'�& ������(�� A�� ���!��� �� &'�& ��� ������(�� �� &'�!�



���� ���������	� �� #���	 �� ����	�� ���� .2.

!�0����4�� �
−→
B ‖ −→u1B �� &��X&���� �� ��K����� ��� η @��� �� &��X&���� �� ��K�����

!���!��D ��� &��X&���� �� -�'! �

D‖ = η
1

3
rgc

�O rg ��� �� ��5�� �� 05������D rg = p/(qB) = (E/c)/(eB)D �� η > 1/ %��� �� &'�&
��  ������ u1 = 0.1 c �� η = 10 �� ������� �� ���" ���&&��������� �

dE

dt

∣∣∣∣
acc

=
∆E

Tcycle

≈ 1.5 10−4 ec2B A�/2B

���� �� &�� ���� &'�& ��������&������D �� � D⊥ = D‖/(1 + η2) ��

dE

dt

∣∣∣∣
acc

≈ 0.04ec2B A�/1B
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)�� ���!�(��� ������ ��� ������" �� �������� ������ ��� ������ .73:/ ��� ��� �����
��� �� ������� ���� �� ��� �� &�!������� �� @��&������!��� �� &�� ��� '�!��� ��
�� !����� �� ����� �� ��� �� ����� &������ ���&&�!���� ��� ��&'�� &�!���"��/ R6>S
)� @��&������!��� ��� ������" �� �������� ����C&���� ��� ���& ���� ��� &���� ��� ���<
����� '�!����D ���� ������� �����@��� 4�����  ����� ��(� ��!���C��/

���	 -/. Q ���5�� �����F
 ���� ������� (����������

)� &������ ��������� ��� &���������D &�!!� ����� &������D ���� ��5��/ ���� ����(��
�0���!��� ��� ��������� ��� ���4������ �� ������� ��H��� �� !����0� ���&���4�� ��� �<
���� ��� ������ ��������/ �� �� ��!!� ��� ��K������ ��0���" ��H�� ��� �� �������D
������ �� &������ ���� �� ��!��D ��� ��������� E �� &������ �����D &����<&� �� ����
�&��@ �� �����!�� E ��� ���� �� ��0��� ��� �������!������� �� ��� �"���/ )� ���&����
����� &�� �"��� �� ��� ��������� ��� �������� ��� ���� �� @��� �� !�5�� ����� �5<
�����/ )� �����!������ �� ��0��� ����� ��� ����&�D !��� ����� ���� ��� ���&'��0� ��
�������&�� &'�!�4��� �������� �����<�����!�������/ �� ���� ��� !���&���� &�!���"��
�!���� ��� ���"���!��� �� ���"��� E ������ �� �� ����?�" ��� ��" �� ����&���� ��� ���
�����<��&������� �������� ��� ��� ���������/ �� ������P� 4����� �5����� E ��� ��� ��<
4����� ��� �� ��0���" ������� � ������&� E �� ���� !���� �X&�&� � �& �� ��!�� A��
&���&��� ���!������ ��� �����<�����!������� ��!����BD ����� 4����� �5����� ��(� ���<
��&���� �� ���� �� ���� �� ���� �X&�&� �� �� &����"��� �"���Q�������� ��� ���@��&��/

.21
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����� �������������� �� !�&����!� �������������0� ��� �� ����������� �� �� ���@��&�<
!��� ��� &����"���� ����� �������� ��� &����� ���� �� ��! �� N�(0�� �� +���N/ )��
&����"���� ����� �������� �� ���� ���& ��� �������D !��� ����(���� ��� �X&�&��� ��
�����!������ �� ��0���/ AC0��� -/.B

)� ���!��� !��(�� �� ������� @��!�� @�� ������� ��� #& �����&' �� %���� �� .731
AC0��� -/2B R67S/ �� ������� ��(� ��!���C� ����� ��  ����� . ���� ��� �&��@D &����<E<���� ��
�� ��!!� �� ��� ������� ��� ���������� E �� &������ �����D �� ��  ����� : ���� ��� ���&��@/
)������&����&���� �� &�� ������ ��!���� �� ��� ���!����� �� �������� ��� �����(!��
&�!���"��/

���	 -/2 Q �� ������� "����� �� �� 6�����. �� �����

�� .7;:D ���������� R>:S �� W����= R>.S ��������� ���������!!��� ���" !�<
�(��� �� ������" E ���" &��&'��D �� %��&������ �� ���������D �����&�� �!���D ����� ���
��� ��� ��" �� #& �����&' �� %����/ ��� !��(��� �� �� ������ &������� �� �������� ��
&������ ��!��� �� �����(!��/ #���D �� !��� �� � ����&� �� ����� ��!���� �� &��&��D ��
.7;7D C� ������!��� ������ 4���4��� ������ �������G� ���� ��� ������" �� ��������/ ��
.7>:D ��  �� &�������� ������P��� �� ��� ����� ��&'��4���D �� �����&����� �� ��� �����
!��'���� �������������0�D 4�� ��� ���!�� ���������� ��� ������" � �& ��� &��&'�� &�<
&'��� �� �� �������� ����� ��� �����(!�� ����&��� ���� &�!���"�� 4��� �& �� ��!���
������ E ���" &��&'��/

)�� ������" �� �������� ��� &���� ������ ���� �� ����� &�����������D ��� ����
��������'�� ��� ������ ��������� ������5�� �� ���������������� ��� �������/ ��������
�� ��������� ����!���4��!���D ��� ���� ��� E �������4��� ���� �� 0���� ��!��� ��
��!�����D �� �� !���&��� E �� 0������ �� &����!!����� �����&���&���D �� ��&��� ��
�'5��4�� ��� �����&����/ ���� �� ��!���� �� �� &�����C&����� �� �� �� ��&���������&�
��� @��!��D ��� �"�!���D ��� ���@��!��&�� ��� ������" �� �������� �� �������D �� ����
��� ��� ���������D &����� ��� ��&'��4��� ���� &�����4��� A ��� ��� �"�!��� R>2SB /

/�� �	
���

�� �"���� ��������'�� �� 0���� ��!��� �� �'������D ����&'���&����� �� �� !�&�<
���!�� &��&������ ��� ������" �� ��������/ ���� �� ���� ��!!�� ���������� �&� 4����
�5�� �� ������" �� ���� &����!!��� �������D !��� ����� �� ���� ��!��� � �� ���&������
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!����<&��&'��/ ��� ��&'���&���� ��� ����������� C0��� -/1/

���	 -/1 Q  ��.�������� �� ���������� ����������.��

� ���� 5 ������0��� ����� ��K������ �5��� �� &��&'�� �
Q �� &��&'� �������� � ���� ��H��� ��� ��@��!������ �� ���"������� ���� @��!� ����
 �&���� ������ ������ ��������D

Q �� &��&'� �� ������ � ���� �����!�� ��� ��������� �� ������ ���� @��!� ����  �&����
������ ������ �� ������D

Q ��D �� ���D &��&'�A�B &�&'��A�B � &�� &��&'�� ����� ��&�� ���� � �& ���"�������D ���
�������� �� &�� &��&'�� ���!������ ���4��!��� �� ������� ��� ������� ��� �����
��� �������� ��� &��&'�� ���&�������/ )� ������ ���� �� &�!������ ���������D
0�������!��� ��� E ���"/

���� &� �5�� �� ������D ��� �������� ����� �������� �� @��� ����� &��&'� E �� &��&'�
��� ���� ���4��!���D �� ��&��� ������� ����� ���!��� ����� ��� �������� ����� !G!�
&��&'�/

)� &��&�� �� ���&�� ����� ���� �� ������ ���K�&��� �� �����0���� ���&�� ����� ��������
�� �� &��&'� �������� ���4��E �� &��&'� �� ������/ )�� �������� �������� ���(����
����� �!��� ��  �&���� 4�� ���� ��� ��������D ��  ����� �� &�� ��������D aiD ��� ���&
�0��� ��  �&���� ��������D xi � ai = xi, i ∈ E \ �O E ���������� ������!��� ��� ����&��
��� �������� ��������/
)������� ��� �������� �� �� &��&'� ��� ����D netj D ��� ����� �� ��!!� �� &��  ������
��������� ��� ��� ����� �5�����4��� ��� ����� &������������� �

netj =
∑
i∈E

ωij ai j ∈ H1

H1 ����� ������!��� ��� ����&�� �� �� ���!�(�� &��&'� &�&'��/
���� &'�4�� ������� �� �����4�� ��� @��&���� ��� ��������D ��������� ���� &������
����� Θ/ �� 0������ &���� �� @��&���� ��0!�^�� &�����4�� AC0��� -/3B 4�� ��� �������� �

f =
1

1 + e−x



.2; ������ �� ��� ������� �� ������� ���	#	�	���

�� �� @��&���� ���0���� '5�������4�� AC0��� -/8BD ���� ���  ������ ���� &�!������
����� −1 �� 1 �

f = tanh(x)

���	 -/3 Q 2������� ����U��� ���	 -/8 Q 2������� ���.�

)��&�� ����� �� &'�4�� ������� �� �� &��&'� &�&'�� ��� �0��� E ��  ����� �� &����
@��&���� ����4�� x = netj − Θj / )� ��!!� �� &��  ������ ��������� ��� ��� �����
�5�����4��� �����D �� !G!� 4�� ���&���!!���D ���  ������ ��� ������� �� �� &��&'�
��� ����/
� ���(�� &�� ��0����'!� ���� &'�4�� &��&'� &�&'�� �� ������D ����� 4�� ���� ��
&��&'� �� ������/ )��&�� ����� ��� �������� �� ������ ���������� �� ������� �� �������
�� ���!���� �������� xi, i ∈ E/

/�� �� ������� �����	�
������

�� �5�� �� ������ ���� G��� ���!�� E �� �����������0� ��� ����� ���D &����<E<����
4���� ������� ���� &�!�����!��� �� ��@����&� A�� ������� �� ������ E �� ���!����
�������� ����� ��� &�����B  ��� ��4��� ��  � ������ �� @���� &�� ��0�� �� ������/ )E
��&��� ��� !��'���� �������������0� ���� ��!������� �� �� ��� ��� G��� ������ ���<
����� �&�D �� �� ��!��� ���& E �������� �� !��'��� �� ���� �������� � �� !��'��� ��
����������0����� �� ��������/

)������������0� �� ������� �� 4����� ������ �
���� �� ���!��� ��!��D ��� ����� ���� ����������� A��� ����� ����0���� �&� ������!���
��� ����!(���� �� ������D &����<E<���� ��� ����� �5�����4��� �� ��� ������ ��� @��&�����
���&�� �����B \ �� 0������D �� ������� ���  ������ ����������D �5��4��!��� &�!������
����� −1 �� 1/
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��� @��&���� ������ ��������� �� �� ��K����&� ����� ���&�� ����� ��� �������� ��
������D akD �� �� ��@����&�D tk ��� &��&����/ )� @��&���� 0�������!��� �������� ��� ��
@��&���� ������ 4�������4�� �

E =
1

2

∑
k∈S

(tk − ak)
2 A-/.B

S ����� ������!��� ��� ����&�� �� �� &��&'� �� ������/

� �����4�� ������� �� !��'��� �� ���&���� �� 0�������D ��� ����� ���� ������� ����
4�� E ���� !���!���/ )� &����&���� E �������� ��" ����� ��� ������ ��� �

∆ωij = −η
∂E

∂ωij

= η errj ai

∆Θij = −η
∂E

∂Θij
= η errj

�O η ��� �� ��� �������������0�D �� errj  ��� ���� ��� �������� �� ������ �

errj = (tj − aj) f ′(netj − Θj)

)�� ������� ��� �������� ����� &��&'� &�&'�� ��������� ��� ������� �� �� &��&'�
��� ���� ���� �� ������/ �� �K��D ���&�� ����� ���� ������� j ��� ��� E &���� ���
�������� ��� &��&'�� ���&�������D �������� �� j ��� ���& ��� E &�� �������� �� @��&����
�� ���� �&�� ����� �� ��� ����� �5�����4��� 4�� ��� ������� E j/ )�� ������� ���� ���
�������� ���� &��&'� &�&'�� �� &��&����� ���& �� �� !���(�� ��� ���� �

errj =

(∑
k

errk ωjk

)
f ′(netj − Θj)

�O errk ��� �������� ���&���!!��� &��&���� ���� �� ������� kD �O ������&� k ����� ���
�� &��&'� ��� ���� ���� �� ���� �� ���&�� ����� �� ������/ ����� �� ���� ������� k ∈ S
�� j ∈ HnD ���� k ∈ Hn �� j ∈ Hn−1D �� ����� �� ����� ���4��E �� &��&'� ��������/
%��� &��&���� �������� �� ���� ��� �������� �� @��� ���& �� �����0�� ���� �� ���� �� ����
�� &���� �� ���&�� ����� �� ������D ���O �� ���!� �� ����������0�����/

��� 4����� ������ ���� �������� ���� ���� ��� ������� �������� �����������D &� 4��
&�������� ��� ���4�� �������������0�/ )� ������ ���� 0�������!��� G��� ���!�� E ��
0���� ��!��� �����4��� �������������0� ��&&���� �� ���� �������� &����&��!��� ��
�����(!� ����/ �� 0������D �� ��!��� �!������� �� ������� �������� ��� �0���!���
��&������� ���� ��������� �� ������ E �������� ��� �����(!�� &�!���"��/
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