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Introdu
tion générale
Dans les é
oulements de faible épaisseur, lorsque l'épaisseur diminue, l'in�uen
e re-lative des e�ets de surfa
e par rapport aux e�ets de volume augmente. Il 
onvient alorsd'a

order une importan
e parti
ulière à 
e qui se passe à l'interfa
e �uide solide etqui induit les 
onditions aux limites à imposer aux équations dé
rivant l'é
oulement. Lepoint de départ de nos travaux est l'équation de Stokes.Usuellement, la plupart des travaux mathématiques 
on
ernant les équations deNavier-Stokes supposent des 
onditions d'adhéren
e aux parois, plus rarement des 
ondi-tions de glissement ou des 
onditions en pression. Dans le 
as des é
oulements de faibleépaisseur, on sait justi�er [2℄, [5℄, [11℄, [15℄ par des te
hniques asymptotiques l'approxi-mation des équations de Navier-Stokes par une équation dite de Reynolds, laquelle prenden 
ompte impli
itement les 
onditions limites aux parois :div �h3rp� = div (Sh) (1)où S est un ve
teur donné et h l'épaisseur de l'é
oulement.Celle-
i permet d'obtenir la pression hydrodynamique, indépendante de la variabledé
rivant l'épaisseur de l'é
oulement. C'est l'analogue de l'équation des plaques en élas-ti
ité. On sait aussi obtenir des modèles asymptotiques dans des dispositifs 
omportantdes zones de faible épaisseur de �uide et des zones d'épaisseurs normales [16℄.Le but de 
e travail est l'obtention rigoureuse d'équations du type de Reynolds lorsquel'on prend en 
ompte pour dé
rire 
e qui se passe au voisinage de la paroi des 
onditionsplus réalistes que les 
onditions usuelles d'adhéren
e. Sera ainsi su

essivement étudiée :-La présen
e d'un milieu poreux min
e modélisant une mi
rostru
ture atta
hée à laparoi,-La rugosité de la paroi,-L'intera
tion parti
ule-paroi pour un é
oulement mi
ropolaire.Dans tous les 
as, la démar
he sera la même. On établira un théorème d'existen
epour les équations de type Navier-Stokes adaptées à la 
on�guration physique 
onsidéréeet on mettra en éviden
e plusieurs petits paramètres. En e�et en dehors du paramètre�primordial� que 
onstitue l'épaisseur de l'é
oulement, 
ha
un des phénomènes étudiésfait intervenir des paramètres propres qu'il faut mettre à l'é
helle par rapport à l'épais-seur.Des 
hangements d'é
helles permettront d'obtenir des estimations dans un domaine��xe�. On passera à la limite par des te
hniques asymptotiques ou d'homogénéisation3



double é
helle. On dis
utera ensuite des propriétés de 
es équations limites, en parti
ulier
ompte tenu de l'ordre de grandeur des paramètres spé
i�ques.Dans le 
hapitre 1, on étudie le 
ouplage entre un �lm �uide min
e et un milieuporeux min
e modélisant une mi
rostru
ture atta
hée à une paroi. En e�et, en raisondes réa
tions physi
o-
himiques entre le �uide et la paroi, il se forme à la surfa
e de
elle-
i une 
ou
he extrêmement �ne. Cette 
ou
he ne peut-être négligée dans les é
oule-ments de très faible épaisseur. Ti
hy [18℄ a proposé de la modéliser par un milieu poreuxfaisant intervenir deux paramètres, son épaisseur et sa porosité. Il obtient ainsi un mo-dèle 
omplet ave
 d'une part l'équation de Reynolds 
lassique dans l'é
oulement min
eet d'autre part une équation de type Dar
y unidire
tionnel dans le milieu poreux. Ladi�
ulté est de 
oupler 
es deux équations en pression -vitesse. Plusieurs possibilités de
ouplage sont dis
utées dans [18℄ et plusieurs équations asymptotiques sont proposées.En s'inspirant des travaux de [4℄, nous montrons l'existen
e d'un rapport 
ritique entre lataille de la mi
rostru
ture (dans le milieu poreux) et 
elle de l'épaisseur du �uide �libre�pour laquelle une partie des hypothèses de [18℄ (égalité des deux pressions dans les deuxmilieux) est satisfaite. Cependant l'étude rigoureuse des 
onditions de ra

ordement desvitesses à l'interfa
e �lm �uide-milieu poreux 
onduit à rejeter la 
ondition de 
ontinuitédes vitesses proposée et à la rempla
er par une 
ondition de glissement sur l'interfa
e,les vitesses dans les deux milieux 
onvergeant à des ordres de grandeur di�érents.On établit ainsi rigoureusement l'obtention d'une nouvelle équation de Reynolds. Onprésente des résultats numériques montrant les di�éren
es (dans un 
as simple) entreles répartitions de pression 
al
ulées par les di�érents modèles. En�n, on dis
ute del'interprétation à donner à la notion de rapport 
ritique et à son utilisation dans lapratique pour des données géométriques e�e
tuées.Dans le 
hapitre 2, on s'intéresse à l'étude d'un é
oulement de faible épaisseur quandune des surfa
es est rugueuse. Ce
i peut être relié à l'étude du 
hapitre pré
édent en
onsidérant un milieu poreux qui ne 
omporterait qu'une seule 
ou
he. La prise en
ompte de la rugosité dans un é
oulement lubri�é a été et est toujours l'objet de nom-breux travaux tant mé
aniques que mathématiques. Les rugosités traduisent des défautsde surfa
e liés à l'usure des mé
anismes ou 
réés volontairement dans le but par exemplede fa
iliter l'é
oulement du �uide. Dans 
e dernier 
as leur forme et leur fréquen
e sontparfaitement 
onnues et on peut valablement utiliser la théorie de l'homogénéisation pé-riodique pour obtenir une équation ma
ros
opique dé
rivant l'ensemble de l'é
oulement.Clairement les deux petits paramètres à envisager sont l'épaisseur � et la période � desrugosités. Des travaux antérieurs [3℄, [13℄, [17℄, [10℄ ont permis d'obtenir une équationde Reynolds homogénéisée à partir de l'équation de Reynolds 
lassique dite, �équationde Reynolds rugueuse� dans laquelle les 
oe�
ients (dé
rivant la hauteur du �uide h(x))os
illent : div (A(x):rp) = div (b(x)) (2)Tant du point de vue mé
anique que mathématique 
e
i revient à 
onsidérer l'équa-tion (1) où h(x) est une fon
tion de � et de �. On fait d'abord tendre � vers zéro (appro
heasymptotique) puis � vers zéro (homogénéisation) et don
 
e
i impose que � >> �. Dans[4℄, on a étudié le 
as où � et � sont du même ordre de grandeur (� = �� 
onstante). Il4



a été montré de manière en partie formelle qu'en passant à la limite (� tend vers zéro)dans l'équation de Stokes, on obtenait une équation de Reynolds généralisée dont les
oe�
ients dépendent de �. Faisant tendre ensuite � vers zéro, l'équation de Reynoldslimite (2) a été trouvée.Dans le 
hapitre 2 de 
e travail, on utilise la te
hnique de la double é
helle pourjusti�er rigoureusement les résultats pré
édents, 
eux 
i 
on
ernant essentiellement les
onvergen
es des pressions et des vitesses. En outre, la 
onvergen
e des 
ontraintes nor-males et tangentielles sur les surfa
es lisses et rugueuses est e�e
tuée. On étudie don
d'abord le 
as où � puis � tendent vers zéro sans hypothèse forte sur h. On retrouveen parti
ulier les résultats des mé
ani
iens [14℄, [17℄ sur les 
ontraintes homogénéisées.L'étude de la 
onvergen
e de l'équation de Stokes à � �xé est beau
oup plus 
omplexe
ar il faut e�e
tuer simultanément une homogénéisation non uniforme et une étudeasymptotique sur un ouvert os
illant. Il faut noter à 
e propos que le résultat de 
onver-gen
e sur une partie des 
ontraintes n'est pas optimal, la 
onvergen
e n'étant obtenuequ'après multipli
ation par une puissan
e de � trop élevée pour retrouver 
e que l'onobtient formellement.Dans le 
hapitre 3, nous 
onsidérons les équations dé
rivant un é
oulement mi
ropo-laire [1℄, [12℄ : �(� + �
)4u+rp = 2�
 rot!�(
a + 
d)4! + 4�
! = 2�
 rotudiv u = 0Celles-
i 
omportent outre les 
hamps de pression et de vitesse un troisième 
hamp :
elui des mi
rorotations des parti
ules �rigides� présentes dans le �uide. Ces équationssont utilisées par exemple pour dé
rire l'é
oulement dans les vaisseaux sanguins ou unlubri�ant additivé. Elles né
essitent de 
onnaître les 
onditions aux limites pour lesvitesses et les mi
rorotations. On utilise habituellement des 
onditions de type Diri
hletet on sait alors obtenir [7℄, [6℄ une équation limite pour des é
oulements mi
ropolairesde faible épaisseur. Dans [8℄, Bessonov propose de rempla
er une partie des 
onditionslimites pré
édentes par une 
ondition de 
ouplage entre la mi
rorotation et le rotationnelde la vitesse : ! = �2r� uIl justi�e 
ette appro
he par des mesures expérimentales [9℄ mettant en éviden
e l'exis-ten
e d'une vis
osité frontière dans la partie pro
he de l'interfa
e �uide-solide di�érentede la vis
osité du reste du �uide et reliée au paramètre �. En 
ouplant 
ette 
onditionave
 une 
ondition de Diri
hlet sur la vitesse tangentielle :u1 = soù s est la vitesse tangentielle de la paroi, il obtient formellement une équation deReynolds �mi
ropolaire� genéralisée. En 
her
hant à justi�er de manière rigoureuse 
ettedémar
he, nous montrons qu'il n'est pas possible de 
onsidérer simultanément 
es deux
onditions aux limites. Pour obtenir un problème bien posé, nous avons rempla
é la
ondition aux limites d'adhéren
e en vitesse par une 
ondition de glissement :(r� !)1 = �2�

a + 
d�(u1 � s)5



Dans 
e 
adre, nous avons obtenu un théorème d'existen
e et d'uni
ité pour les solu-tions d'une formulation faible du problème 
ouplé. Après passage à la limite, 
ompte tenude la faible épaisseur de l'é
oulement, nous obtenons une famille d'équation de Reynoldsdépendant de paramètres � et � introduits dans les 
onditions aux limites. Des résul-tats numériques permettent de voir l'in�uen
e de 
es paramètres sur les 
ara
téristiquesmé
aniques dans le 
adre d'un dispositif lubri�é parti
ulier.
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Chapitre 1Sur la modélisation d'un 
ouplage �lmmin
e-milieu poreux min
e
1.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, on 
her
he à justi�er le type de 
onditions aux limites à imposerà l'interfa
e d'un é
oulement de faible épaisseur et d'un milieu poreux adja
ent. Cettequestion a déjà été largement étudiée si l'on ne tient pas 
ompte du 
ara
tère min
ede l'é
oulement, tant du point de vue mé
anique et formel [2℄, [8℄, [6℄, [13℄, [14℄ que dupoint de vue mathématique [6℄. D'autre part on peut trouver des référen
es sur 
ettequestion lorsqu'on 
onsidère un é
oulement min
e le long d'un milieu poreux d'épaisseur�non min
e�, on peut 
iter des travaux mé
aniques [10℄, [12℄ et mathématiques [1℄, [3℄qui font état de la 
ontinuité à l'interfa
e pour la pression, alors que 
e
i n'est pas vraipour la vitesse tangentielle. Les résultats sont obtenus pour un rapport 
ritique entrel'épaisseur du �lm min
e et la taille de la mi
rostru
ture poreuse, 
e rapport intervenantaussi dans d'autres études faisant intervenir un 
ouplage de telles géométries [4℄, [7℄.Dans notre étude, le milieu poreux est introduit dans le but de modéliser une 
ou
helimite à l'interfa
e �uide-solide où la réalité mi
ros
opique est di�
ile à dé
rire. On peutdon
 dans la situation où il y a deux 
ou
hes min
es adja
entes introduire trois petitsparamètres : la taille � de la mi
rostru
ture du milieu poreux, l'épaisseur �s(s > 0) du�lm min
e et l'épaisseur ��(0 < � < 1) du milieu poreux min
e ; � est supposé inférieurà 1 pour que 
e milieu poreux 
omporte plusieurs 
ou
hes.On montrera qu'il existe une taille 
ritique entre 
es paramètres :� = 3s� 2pour laquelle l'analyse asymptotique par estimations a priori, 
onvergen
e simple etdouble é
helle, démontrera l'existen
e d'un modèle asymptotique bien posé, où la pres-sion sera du même ordre de grandeur dans les deux milieux et sera solution d'une équa-tion globale de Reynolds généralisée :div �(A+ h312)rp� = ��x �h2�Le plan du 
hapitre est le suivant. Dans le paragraphe 1.2 après avoir pré
isé lesnotations, on introduira les trois petits paramètres à travers des normalisations et des9




hangements de variables dans les équations de Stokes de l'é
oulement général. Dans leparagraphe 1.3, on e�e
tuera une étude asymptotique séparément dans 
ha
un des deuxmilieux à partir d'estimations a priori globales ; 
e
i permet de démontrer des résultatsde 
onvergen
e pour les vitesses et les pressions. Des équations de type Dar
y serontensuite obtenues dans le paragraphe 1.4. L'introdu
tion du 
as 
ritique au paragraphe1.5, qui 
ouple les di�érentes données géométriques, permet de dé�nir une équation limiteglobale pour la pression. Au dernier paragraphe, on montrera que la situation 
ritiquequi permet d'obtenir 
e modèle limite est en fait générique des situations mé
aniquesréelles. En�n, des résultats numériques 
ompareront 
e modèle ave
 deux autres modèlesproposés dans la littérature mé
anique [18℄.1.2 Position du problème, notations1.2.1 Position du problèmeOn 
onsidère un domaine min
e E de Rn ; (n = 2; 3) formé d'une partie poreuse E1et d'une partie ��uide� E2 dé
rites par (dans le 
as n = 3) :E1 = f(Z1; Z2; Z3) 2 R3 ; Z = (Z1; Z2) 2 w; h2(Z) < Z3 < h2(Z) + h1(Z)gE2 = f(Z1; Z2; Z3) 2 R3 ; Z = (Z1; Z2) 2 w; 0 < Z3 < h2(Z)goù hi; i = 1; 2 sont des fon
tions dé�nies sur un ouvert borné régulier w du plan(Z1; Z2). (voir Figure 1.1).La mi
rostru
ture du milieu poreux est formée de 
ellules réparties périodiquementave
 une période l, 
ontenant des obsta
les solides.Dans la partie �uide de E = E1[E2, on suppose que l'é
oulement véri�e les équationsde Stokes : (�4u = rpdiv u = 0où � est la vis
osité du �uide, u le 
hamp de vitesse et p la pression.On suppose des 
onditions d'adhéren
e à la paroi, sous la forme :u = g sur �E:On note L une dimension 
ara
téristique de w, et on dé�nit le �petit � paramètresans dimension � = lL .Pour tenir 
ompte du fait que E1 et E2 sont min
es et qu'ils sont dé�nis à partir deh1 et h2, on exprime la dépendan
e en � des fon
tions h1 et h2 par :h1(Z) = L��H1(Z); h2(Z) = L�sH2(Z)où Hi; i = 1; 2 sont deux fon
tions régulières indépendantes de �, ave
 0 < � < 1 ets > 0.La 
ondition � < 1 est né
essaire pour que le milieu poreux soit formé de plusieurs
ou
hes de 
ellules. 10
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Fig. 1.1 � Géométrie du domaine E1.2.2 AdimensionnementPour adimensionner le domaine, on introduit le 
hangement de variables suivant :zi = ZiL i = 1; 2; 3et on utilisera la notation ^ sur les fon
tions et les domaines en zi. Ave
 
e 
hangementde variables E, E1 et E2 exprimés en variables zi sont impli
itement des domaines dé-pendants de � notés respe
tivement D̂�, 
̂� et F̂ �2 . (
̂� étant le milieux poreux dont lapartie �uide sera notée ultérieurement F̂ �1 . F̂ �2 � 
̂�).Le milieu poreux 
̂� est maintenant formé de 
ellules réparties périodiquement depériode �. Cha
une de 
es 
ellules est supposée être obtenue par translation et homothétieà partir d'une 
ellule de base dé�nie dans le 
ube Y = [0; 1℄3 qui 
ontient une partiesolide notée T , telle que Y � T est 
onnexe.Hypothèses sur Ĥ1 et Ĥ2 :On supposera que les fon
tions Ĥ1 et Ĥ2 sont de 
lasse C1(ŵ) et qu'il existe des 
onstantesai et bi telles que : 0 < ai � Ĥi(z) � bi 8i = 1; 2 8z 2 ŵOn note T̂ � la réunion des grains solides du milieu poreux et F̂ �1 l'ouvert asso
ié à lapartie �uide, supposé 
onnexe et de frontière régulière.Le �uide o

upe le volume F̂ � = F̂ �1 [ F̂ �2 [ �̂�, où �̂� est� l'interfa
e� entre le milieuporeux et le �lm min
e dé�nie par : z3 = �sĤ2(z).On note : �̂�+; �̂��; �̂�l les frontières supérieures, inférieures et latérales de D̂� :�̂�+ = f(z; z3); z 2 ŵ et z3 = ��Ĥ1(z) + �sĤ2(z)g�̂�� = f(z; z3); z 2 ŵ; z3 = 0g11
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Fig. 1.2 � Géométrie du domaine D̂��̂�l = f(z; z3) z 2 �ŵ et 0 � z3 � ��Ĥ1(z) + �sĤ2(z) gOn notera s0 une valeur 
ara
téristique de la vitesse au bord, et on adimensionne lavitesse et la pression de la façon suivante :û� = us0 ; ĝ� = gs0p̂� = L�s0pDans F̂ � le �uide satisfait maintenant les équations de Stokes normalisées :(4û� = rp̂� dans F̂ �div û� = 0 (1.1)asso
iées aux 
onditions aux limites :û� = ĝ� sur �F̂ �où ĝ� 2 H 12 (�F̂ �)3 et Z�F̂ � ĝ�:n̂ d� = 0n̂ est le ve
teur unitaire normal à la frontière de F̂ �, orienté vers l'extérieur du domaine,ĝ� sera pré
isé dans la suite en 1.3.1.1.2.3 Changement d'é
helle et formulation variationnelleA�n d'obtenir des estimations sur û� et p̂� dans un domaine �xe dans lequel l'inter-fa
e �lm min
e-milieu poreux sera horizontale, on introduit le 
hangement de variables12



suivant : 8>>>><>>>>:xi = zi; i = 1; 2 et x3 = z3 � �sĤ2(z)�� si (z1; z2; z3) 2 F̂ �1xi = zi; i = 1; 2 et x3 = z3 � �sĤ2(z)�s si (z1; z2; z3) 2 F̂ �2 (1.2)Les fon
tions et les domaines après 
hangement de variables seront notés sans � �̂.Les domaines T �; F �; F �1 restent dépendants de � . Ceux qui deviennent indépendants de� seront notés : 
; D; F2;��;�+;�l et�: (voir �gure 1.3).On introduit les opérateurs suivants :r�;s = ( ��x1 � �s���H2�x1 ��x3 ; ��x2 � �s���H2�x2 ��x3 ; 1�� ��x3 )rs = ( ��x1 � �H2�x1 ��x3 ; ��x2 � �H2�x2 ��x3 ; 1�s ��x3 )div�;s� = 2Xi=1 (��i�xi � �s���H2�xi ��i�x3 ) + 1�� ��3�x3divs� = 2Xi=1 (��i�xi � �H2�xi ��i�x3 ) + 1�s ��3�x3La formulation variationnelle 
orrespondante à (1.1) est :Trouver u� dans (H1(F �))3; p� dans L2(F �)=R, tels que :�� ZF �1 r�;su�:r�;s� dx dx3 + �s ZF2 rsu�:rs� dx dx3 = �� ZF �1 p�div�;s� dx dx3
+�s ZF2 p�divs� dx dx3 8� 2 H10 (F �)3 (1.3)
�� ZF �1 div�;su�'dx dx3 + �s ZF2 divsu�'dx dx3 = 0 8' 2 L2(F �) (1.4)

u� = g� sur �F �L'existen
e et l'uni
ité de la solution sont bien 
onnues [17℄.13
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Fig. 1.3 � La géométrie du domaine D1.3 Estimations et 
onvergen
esDans toute la suite de 
e 
hapitre, on travaillera en dimension 2, on notera x1 àla pla
e de x = (x1; x2), où x1 appartient à w =℄0; 1[, et on notera (u�1; u�3) les deux
omposantes du ve
teur vitesse u�. Cependant, tous nos 
al
uls peuvent être généralisésà la dimension 3 et on donnera les résultats 
orrespondants dans la remarque 1.6.2.On notera systématiquement par K des 
onstantes indépendantes de �, la notation KApourra pré
iser la dépendan
e de 
ette 
onstante par rapport à l'objet A.1.3.1 Hypothèses sur les 
onditions aux limitesLa valeur aux bords de la vitesse est supposée véri�er :g� = (g1; �sg3)où les gi appartiennent à H 12 (�F �), sont indépendants de � et tels que :gi = 0 sur �F �1 � �g = (s1; 0) sur ��où s1 est une fon
tion donnée dans C1(w), ave
 la 
ondition de 
ompatibilité suivante :0Z�H2(0) g1(0; x3) dx3 = 0Z�H2(1) g1(1; x3) dx3Pour 
onstruire un relèvement à divergen
e nulle de 
es 
onditions aux bords, il estutile d'introduire le 
hangement de variables provisoire di�érent de (1.2) :z01 = z1; z03 = z3�s :Ce 
hangement de variables permet de dilater le �lm min
e en un domaine ^̂F2 qui nedépend pas de �. Les domaines et les fon
tions 
orrespondants seront notés ave
 ^̂.14



On note : ^̂g = ((^̂g1; ^̂g3) sur � ^̂F2 � ^̂�0 sur ^̂�Et on a : Z� ^̂F2 ^̂g:n d� = � 0Z� ^̂H2(0) ^̂g1(0; z03) dz03 + 0Z� ^̂H2(1) ^̂g1(1; z03) dz03 = 0Les hypothèses faites sur ^̂g permettent de 
onstruire un relèvement ^̂J , indépendantde �, qui appartient à H1( ^̂F2)2 tel que : [5℄divz01z03 ^̂J = 0En revenant aux variables x1; x3, on pose :J �(x1; x3) = (J1; �sJ3) = ( ^̂J1; �s ^̂J3)J � prolongé par zéro dans F �1 , appartient à H1(F �), véri�e divs J � = 0 et les mêmes
onditions aux bords que la vitesse u�.1.3.2 Estimations et 
onvergen
e de la pression dans le �lmmin
eLemme 1.3.1. On a les estimations suivantes :kr�;su�kL2(
)4 � K��+s2 krsu�kL2(F2)4 � K�sPreuveOn 
hoisit � = u��J � 
omme fon
tion test dans (1.3) où J � est dé�ni dans le paragraphe1.3.1. On prolonge u� par zéro dans T � :Z
 ��(r�;su�)2 dx1 dx3 + �s ZF2 (rsu�1)2 dx1 dx3 � �s ZF2 rsu�1:rsJ1 dx1 dx3 +�s ZF2 (rsu�3)2 dx1 dx3 � �2s ZF2 rsu�3:rsJ3 dx1 dx3 = 0En utilisant Cau
hy-S
hwarz, on obtient :��kr�;su�k2L2(
)4 + �s�krsu�1kL2(F2)2 � 12krsJ1kL2(F2)2�2+�s�krsu�3kL2(F2)2 � �s2 krsJ3kL2(F2)2�2 � �s4 krsJ1k2L2(F2)2 + �3s4 krsJ3k2L2(F2)215



Comme krsJik2L2(F2)2 � K�2s i = 1; 3On en déduit le résultat. �Maintenant on va déduire des estimations sur la pression dans F2, qui nous per-mettront de passer à la limite en 
hoisissant une détermination de 
ette pression. Pluspré
isément, on a :Lemme 1.3.2. Soit p�2 la restri
tion à F2 de p� solution de (1:3), dont la déterminationest 
hoisie telle que RF2 p�2 dx1 dx3 = 0. Il existe une sous suite de p�2 telle que �2sp�2
onverge faiblement vers p?2 dans L2(F2) qui ne dépend pas de x3.PreuveSoit � dans H10 (F2), (�; 0) prolongé par zéro dans 
 est une fon
tion-test pour l'équation(1.3) : �s ZF2 rsu�1:rs� dx1 dx3 = ��sh�p�2�x1 �H 02 �p�2�x3 ; �iH�1(F2);H10 (F2)En utilisant les estimations du lemme 1.3.1 sur la vitesse, on obtient :k�p�2�x1 �H 02 �p�2�x3 kH�1(F2) � K�2sDe même, en prenant (0; �) 
omme fon
tion-test pour l'équation (1.3), on obtient :�s ZF2 rsu�3:rs� dx1 dx3 = �h�p�2�x3 ; �iH�1(F2);H10 (F2)Ce qui implique : k�p�2�x3 kH�1(F2) � K�sA partir de 
es deux estimations, on déduit que :k�p�2�x1kH�1(F2) � K�2s et krp�2kH�1(F2) � K�2sDans tout domaine � lips
hitzien borné, on a l'inégalité suivante : [17℄k�kL2(�) � K0�kr�kH�1(�)2 + j Z� � dx1 dx3j1A 8� 2 L2(�) (1.5)On applique 
ette inégalité pour � = F2 et � = p�2. Comme p�2 est 
hoisi à moyennenulle dans F2, on obtient : kp�2kL2(F2) � K�2sAlors, il existe une sous-suite de p�2 telle que �2sp�2 
onverge faiblement dans L2(F2)vers une fon
tion p?2(x1; x3).Comme : k�2s �p�2�x3kH�1(F2) � K�s16



on déduit que : �p?2�x3 = 0 dans H�1(F2)Cette égalité implique que p?2 ne dépend pas de x3. �.1.3.3 Prolongement et 
onvergen
e de la pression dans le milieuporeuxDans les problèmes d'homogénéisation du système de Stokes, il est né
essaire detrouver des estimations sur la vitesse et la pression dans tout le domaine 
. La vitesseest prolongée par zéro dans les parties solides des pores. Pour la pression, on utilise leprolongement de Tartar [16℄. Dans notre géométrie, les pores de taille � sont dans le milieuporeux 
̂�, le prolongement de la pression se fait dans 
e domaine min
e qui dépend de �.Il faut don
 reprendre la 
onstru
tion de 
e prolongement pour 
onnaître la dépendan
een � ; on 
onstatera que les 
onstantes K du lemme suivant sont indépendantes de �même si 
̂� en dépend.Lemme 1.3.3. Il existe un opérateur linéaire :R̂� : H1(
̂�)2 ! H1(F̂ �1)2ŵ 7! R̂�(ŵ)tel que : R̂�(ŵ) = ŵ sur �
̂� et R̂�(ŵ) = 0 sur �T̂ �De plus si div ŵ = 0 alors div R̂�(ŵ) = 0et on a les estimations suivantes :kR̂�(ŵ)kL2(F̂ �1 )2 � K �kŵkL2(
̂�)2 + �krŵkL2(
̂�)4�krR̂�(ŵ)kL2(F̂ �1 )4 � K �1� kŵkL2(
̂�)2 + krŵkL2(
̂�)4�PreuveDans la 
ellule de base Y = [0; 1℄2, il existe un opérateur linéaireR : H1(Y )2 ! H1(Y )2tel que : (voir lemme 3, p371, [17℄) :R(w) = 0 sur �T et kR(w)kH1(Y )2 � KkwkH1(Y )2 (1.6)On e�e
tue un quadrillage du plan R2 par translation de la 
ellule �Y . A toute 
ellulenotée B̂�k; k = 1; N �, est asso
ié un 
ouple (n;m) tel que :B̂�k = f(z1; z3) 2 R2 : n� < z1 < (n+ 1)�; m� < z3 < (m + 1)�g17



N � est le nombre maximum de 
ellules dont l'interse
tion ave
 
̂� est non vide. On noten� le nombre de 
ellules qui sont entièrement 
ontenues dans 
̂� de sorte qu'on a :n�[k=1 B̂�k � 
̂� � N�[k=1 B̂�kOn pose : 
̂� = ( n�[k=1 B̂�k) [ B̂�où B̂� est le 
omplémentaire 
onstitué des mor
eaux de 
ellules dans 
̂� qui 
oupent lebord �
̂� .On notera ŵk la restri
tion de ŵ à B̂�k, quand 
ela sera né
essaire.On 
onstruit alors R̂�, en appliquant R sur les n� 
ellules entièrement 
ontenues dans
̂�, on l'étend ensuite à 
̂�, en posant :R̂�(ŵ) = (R̂�(ŵ) dans B̂�kŵ dans B̂�Pour se ramener à la 
ellule de base Y , on introduit le 
hangement de variablessuivant dans 
haque 
ellule B̂�k :y1 = z1 � n�� et y3 = z3 �m��Pour ŵ dans H1(
̂�)2 :Ẑ
� (R̂�(ŵ))2 dz1 dz3 = n�Xk=1 ẐB�k (R̂�(ŵk))2 dz1 dz3 + ẐB� (ŵ)2 dz1 dz3= �2 n�Xk=1 ZY R(wk)2 dy1 dy3 + ẐB� (ŵ)2 dz1 dz3D'après (1.6) :Ẑ
� (R̂�(ŵ))2 dz1 dz3 � K n�Xk=1 �20�ZY w2k dy1 dy3 + ZY (rwk)2 dy1 dy31A + ẐB� ŵ2 dz1 dz3
= K n�Xk=10B�ẐB�k (ŵk)2 dz1 dz3 + ẐB�k �2(rŵk)2 dz1 dz31CA+ ẐB� ŵ2 dz1 dz3� K �kŵk2L2(
̂�)2 + �2krŵk2L2(
̂�)4�De la même façon, sur le gradient de R̂�, on a :18



Ẑ
� (rR̂�(ŵ))2 dz1 dz3 = n�Xk=1 ẐB�k (rR̂�(ŵk))2 dz1 dz3 + ẐB� (rŵ)2 dz1 dz3= n�Xk=1 ZY (rR(wk))2 dy1 dy3 + ẐB� (rŵ)2 dz1 dz3D'après (1.6) :Ẑ
� (rR̂�(ŵ))2 dz1 dz3 � K n�Xk=10�ZY w2k dy1 dy3 + ZY (rwk)2 dy1 dy31A+ ẐB� (rŵ)2 dz1 dz3= K n�Xk=10B�ẐB�k 1�2 (ŵk)2 dz1 dz3 + ẐB�k (rŵk)2 dz1 dz31CA+ ẐB� rŵ2 dz1 dz3� K � 1�2 kŵk2L2(
̂�)2 + krŵk2L2(
̂�)4� �Le lemme suivant donne les estimations 
orrespondantes dans l'ouvert �xe 
 :Lemme 1.3.4. Pour w 2 H1(
)2, on pose : R�(w) = R̂�(ŵ�) où w(x1; x3) = ŵ�(z1; z3)et R̂� est dé�ni dans le lemme 1:3:3. On a les estimations suivantes :kR�(w)kL2(F �1 )2 � KkwkH1(
)2 et kr�;sR�(w)kL2(F �1 )4 � K� kwkH1(
)2PreuveAve
 le 
hangement de variable (1.2) et le lemme 1.3.3, on a :kR�(w)kL2(F �1 )2 = ���2 kR̂�(ŵ)kL2(F̂ �1 )2 � K���2 �kŵkL2(
̂�)2 + �krŵkL2(
̂�)4�= K �kwkL2(
)2 + �kr�;swkL2(
)4�De la même façon pour le gradient, on a :k�R�(w)�x3 kL2(F �1 )2 = ��2 k�R̂�(ŵ)�z3 kL2(F̂ �1 )2 � K��2 �1� kŵkL2(
̂�)2 + krŵkL2(
̂�)4�= K���1�kwkL2(
)2 + kr�;swkL2(
)4�D'après la dé�nition de r�;s, on a :1��k�R�(w)�x3 kL2(F �1 )2� K�1�kwkL2(
)2 +k �w�x1 kL2(
)2 +�s��k �w�x3 kL2(
)2+ 1�� k �w�x3 kL2(
)2�(1.7)19



� Kmax(1� ; �s��; 1�� )kwkH1(
)2 = K 1� kwkH1(
)2De la même façon , on a :k�R�(w)�x1 � �s��H 02�R�(w)�x3 kL2(F �1 )2 = 1��2 k�R̂�(ŵ)�z1 kL2(F̂ �1 )2D'après le lemme 1.3.3, on a :k�R�(w)�x1 � �s��H 02�R�(w)�x3 kL2(F �1 )2 � K��2 �1�kŵkL2(
̂�)2 + krŵkL2(
̂�)4�En se ramenant au domaine 
 et en majorant r�;s, on peut majorer le membre de droitepar : K �1�kwkL2(
)2 + k �w�x1 kL2(
)2 + �s��k �w�x3 kL2(
)2 + 1�� k �w�x3kL2(
)2� (1.8)On 
her
he une estimation sur kr�;sR�(w)kL2(F �1 )4 , on déduit de (1.7) et (1.8) que :kr�;sR�(w)kL2(F �1 )4 � K �1�kwkL2(
)2 + k �w�x1 kL2(
)2 + �s��k �w�x3 kL2(
)2 + 1�� k �w�x3kL2(
)2�et �nalement que :kr�;sR�(w)kL2(F �1 )4 � Kmax(1� ; �s��; 1�� )kwkH1(
)2 = K� kwkH1(
)2 �Nous sommes maintenant en mesure de dé�nir le prolongement de Tartar de la pres-sion dans 
 et de donner les estimations sur une détermination pré
ise.Lemme 1.3.5. Il existe un prolongement noté P �1 de la pression dans 
 , tel que :�1+ s+�2 kP �1kL2(
) � K ave
 R
 P �1 dx1 dx3 = 0PreuveL'opérateur R̂� dé�ni dans le lemme 1.3.3, permet d'introduire un prolongement dugradient de la pression en dé�nissant Ĉ� dans H�1(
̂�)2 par :hĈ�; ŵiH�1(
̂�)2;H10 (
̂�)2 = hrp̂�; R̂�(ŵ)iH�1(F̂ �1 )2;H10 (F̂ �1 )2 8ŵ 2 H10 (
̂�)2On fait le produit de dualité de l'équation (1.1) par R̂�(ŵ) qui appartient à H10 (F̂ �1)2, etqui est prolongé par zéro dans F̂ �2 , on a :hĈ�; ŵiH�1(
̂�)2;H10 (
̂�)2 = � ẐF �1 rû�:rR̂�(ŵ) dz1 dz3 (1.9)De plus si : div ŵ = 0 alors hĈ�; ŵiH�1(
̂�)2;H10 (
̂�)2 = 0. On déduit par le théorème dede Rham, qu'il existe P̂ �1 qui appartient à L2(
̂�)=R tel que :Ĉ� = rP̂ �120



Soit w = (0; w3) dans H10 (
)2, on a :h 1�� �P �1�x3 ; w3iH�1(
);H10 (
) = � 1�� Z
 P �1 �w3�x3 dx1 dx3= � 1�� Ẑ
� P̂ �1 �ŵ3�z3 dz1 dz3 = h 1�� �P̂ �1�z3 ; ŵ3iH�1(
̂�);H10 (
̂�)D'après (1.9) :h 1�� �P �1�x3 ; w3iH�1(
);H10 (
) = � 1�� ẐF �1 rû�:rR̂�(ŵ) dz1 dz3 = � ZF �1 r�;su�:r�;sR�(w) dx1 dx3D'après Cau
hy-S
hwarz :����h 1�� �P �1�x3 ; w3iH�1(
);H10 (
)���� � kr�;su�kL2(
)4kr�;sR�(w)kL2(F �1 )4 (1.10)D'après les lemmes 1.3.1 et 1.3.4, on en déduit que :1��k�P �1�x3 kH�1(
) � K��(1+ s+�2 ) (1.11)De la même façon, en prenant w = (w1; 0) dans H10 (
)2, on a :h�P �1�x1 � �s��H 02�P �1�x3 ; w1iH�1(
);H10 (
) = � Z
 P �1 ��w1�x1 � �s��H 02�w1�x3 � dx1 dx3D'après (1.9), on obtient :h�P �1�x1��s��H 02�P �1�x3 ; w1iH�1(
);H10 (
) = � 1�� Ẑ
� rû�:rR̂�(ŵ) dz1 dz3 = � ẐF �1 r�;su�:r�;sR�(w) dx1 dx3D'après Cau
hy-S
hwarz, on en déduit que :����h�P �1�x1 � �s��H 02�P �1�x3 ; w1iH�1(
);H10 (
)���� � kr�;su�kL2(
)4kr�;sR�(w)kL2(F �1 )4 (1.12)et d'après les lemmes 1.3.1 et 1.3.4, on en déduit que :k�P �1�x1 � �s��H 02�P �1�x3 kH�1(
) � K��(1+ s+�2 ) (1.13)Ave
 w = (w1; w3) dans H10 (
)2, on a :���hrP �1 ; wiH�1(
)2;H10 (
)2 ��� � ����h�P �1�x1 � �s��H 02�P �1�x3 ; w1i����+����h�sH 02 1�� �P �1�x3 ; w1i����+�� ����h 1�� �P �1�x3 ; w3i����De (1.11) et (1.13) et tenant 
ompte que �; s > 0, on déduit que :krP �1kH�1(
)2 � K��(1+ s+�2 ) (1.14)21



En 
hoisissant P �1 à moyenne nulle dans 
 et en utilisant (1.5) ave
 � = 
, on trouvel'estimation annon
ée : kP �1kL2(
) � K��(1+ s+�2 ) �On rappelle le lemme suivant (
hap 8, [15℄ ) qui est un résultat 
lassique dans lathéorie des espa
es de Hilbert et dont on aura besoin :Lemme 1.3.6. Soit M un espa
e de Hilbert, M 0 son dual. Soit f � une suite qui 
onvergefaiblement vers f dans M 0. Si pour toute suite w� qui 
onverge faiblement vers w dansM , on ahf �; w�iM;M 0 ! hf; wiM 0;M alors f � ! f forte dans M 0.Lemme 1.3.7. il existe une sous-suite de �1+�+s2 P �1 qui 
onverge fortement dans L2(
)vers une fon
tion p?1 qui ne dépend pas de x3, ave
 R
 p?1 dx1 dx3 = 0.De plus, on a les 
onvergen
es fortes suivantes :i)�1+�+s2 �P �1�x1 ! �p?1�x1 dans H�1(
)ii) il existe �? dans H�1(
) telle que �1+��s2 �P �1�x3 ! �? dans H�1(
)iii)�1+�+s2 �P �1�x3 ! 0 dans H�1(
)Preuve : posons 
 = 1 + �+s2 .D'après le lemme 1.3.5, il existe une sous-suite de �
P �1 qui 
onverge faiblement versp?1(x1; x3) dans L2(
):D'après (1.11) et (1.14), il existe �? dans H�1(
) tel que :�
 �P �1�x1 * �p?1�x1 et �
���P �1�x3 * �? H�1(
) faible (1.15)Par suite �
 �P �1�x3 * �p?1�x3 = 0On utilise maintenant le lemme 1.3.6 pour obtenir la 
onvergen
e forte. Soit w� unesuite bornée dans H10 (
)2 qui 
onverge faiblement vers w dans H10 (
)2.On 
al
ule le produit de dualité :A� = �����h�
 �P �1�x1 ; w�1i+ h�
���P �1�x3 ; w�3i�� �h�p?1�x1 ; w1i+ h�?; w3i�����= ����h�
r�;sP �1 ; w� � wi+ h�
+s��H 02�P �1�x3 ; w�1 � w1i+ h�
 �P �1�x3 � �p?1�x1;w1i+ h�
���P �1�x3 � �?; w3i����22



D'après la 
onvergen
e faible (1.15) :h�
 �P �1�x3 � �p?1�x3 ; w1i ! 0 et h�
���P �1�x3 � �?; w3i ! 0D'après (1.12), (1.10) et (1.8) et le lemme 1.3.1 :jh�
r�;sP �1 ; w� � wij+ ����h�
+s��H 02�P �1�x3 ; w�1 � w1i���� � KB�ave
B� = ��1�kw� � wkL2(
)2 + k ��x1 (w� � w)kL2(
)2�+ �1+s��k ��x3 (w� � w)kL2(
)2+�1��k ��x3 (w� � w)kL2(
)2Par inje
tion 
ompa
te de H1 dans L2, w� 
onverge fortement dans L2(
)2, les autrestermes de B� tendent vers zéro 
ar � < 1 et 1� �+ s > 0. On a don
 la 
onvergen
e deB� vers zéro, et par suite de A� aussi.On applique alors le lemme 1.3.6 à :f � = (�
 �p�1�x1 ; �
�� �p��x3 )On en déduit i) et ii). Et puis iii) de ii).Pour en déduire la 
onvergen
e forte de la pression, on applique (1.5) ave
 � = 
 :k�
P �1 � p?1kL2(
) � K �k�
 �p�1�x1 � �p?1�x1 kH�1(
) + k�
 �p�1�x3 kH�1(
)�D'après i) et iii) on a : k�
 �p�1�x1 � �p?1�x1 kH�1(
) ! 0et k�
 �p�1�x3kH�1(
) ! 0don
 k�
P �1 � P ?1 kL2(
) ! 0D'où la 
onvergen
e forte de la pression. �1.3.4 Convergen
e de la vitesse dans le �lm min
e et dans lemilieu poreuxThéorème 1.3.8. Il existe u? dans V (x3); s?1 dans L2(w), tels qu'une sous-suite de u�
onverge faiblement vers u? dans V (x3) ave
 :u?1 = s?1 sur �23



u?1 = s1 sur ��u?3 = 0 dans F2où V (x3) est l'espa
e de Hilbert :V (x3) = f� 2 L2(F2)2; ���x3 2 L2(F2)2gmuni de la norme : k�kV (x3) = �k�k2L2(F2) + k ���x3 k2L2(F2)2� 12Preuve :D'après le lemme 1.3.1 et l'inégalité de Friedri
h dans la dire
tion x3, on a :ku�kL2(F2)2 � Kk�u��x3 kL2(F2)2 � KOn en déduit que u� est borné dans V (x3). Ce qui implique l'existen
e de u? dans V (x3),tel que u� 
onverge faiblement dans V (x3) vers u?.De plus, il y a 
ontinuité de l'appli
ation tra
e de V (x3) sur L2(��)2 et sur L2(�)2, onen déduit que :u? = (s1; 0) sur �� et il existe s?1 tel que u�1 
onverge dans L2(w) faible vers s?1:Pour démontrer que u?3 = 0 dans F2, on utilise l'équation (1.4), en prenant � dans D(F2)prolongée par zéro dans F �1 , on obtient :��s ZF2 u�1 ���x1 dx1 dx3 � �s ZF2 H 02�u�1�x3� dx1 dx3 + ZF2 �u�3�x3� dx1 dx3 = 0En passant à la limite dans 
haque terme et en utilisant la 
onvergen
e V (x3) de u�, onobtient : ZF2 �u?3�x3� dx1 dx3 = 0don
 u?3 ne dépend pas de x3. Comme u?3 est nulle sur ��, on en déduit que u?3 = 0 dansF2. �Montrons maintenant la 
onvergen
e de la vitesse dans le milieu poreux :Lemme 1.3.9. Il existe v?1 dans L2(
) tels que :u��1� s+�2 
onverge faiblement vers (v?1; 0) dans L2(
)2PreuveElle repose sur une inégalité de type Poin
aré [16℄ dans le milieu poreux entre la vitesseet son gradient, habituellement utilisée dans un milieu poreux �xe et qui est i
i généra-lisée à un milieu poreux dont l'épaisseur dépend de �, 
e qui né
essite de reprendre la24



démonstration pour pré
iser la dépendan
e des �
onstantes� en �.Soit B̂�k une 
ellule dans 
̂�. On utilise le 
hangement de variables et les notations 
or-respondantes dé�nies dans le lemme 1.3.3, pour se ramener à la 
ellule de base Y etl'inégalité de Poin
aré dans Y :ku�kL2(Y )2 � Kkru�kL2(Y )2ẐB�k (û�)2 dz1 dz3 = �2 ZY (u�)2 dy1 dy3 � K�2 ZY (ru)2 dy1 dy3En sommant sur toutes les 
ellules qui interse
tent 
̂�, et où la vitesse est prolongéepar zéro :Ẑ
� (û�)2 dz1 dz3 = N�Xk=1 ẐB�k (û�)2 dz1 dz3 � �2 N�Xk=1 ZY (ru�)2 dy1 dy3 = K�2 Ẑ
� (rû�)2 dz1 dz3En utilisant le 
hangement de variables (1.2), on se ramène au domaine F �1 . Aprèsprolongement de la vitesse par zéro dans T �, on obtient :Z
 (u�)2 dx1 dx3 = 1�� Ẑ
� (û�)2 dz1 dz3 � K�2 Z
 (r�;su�)2 dx1 dx3Les estimations du lemme 1.3.1, impliquent l'existen
e de v?, limite faible de u��1� s+�2dans L2(
)2 .Pour démontrer que v?3 = 0, on 
hoisit d'abord  dans H1(
) nulle sur �
 � �+,prolongé par zéro dans F2 
omme fon
tion test dans (1.4), il vient :��� Z
 u�1 � �x1 dx1 dx3 + �s Z
 H 02 u�1 � �x3 dx1 dx3 � Z
 u�3 � �x3 dx1 dx3 = 0Après multipli
ation par ��1+ s+�2 et passage à la limite, on obtient :Z
 v?3 � �x3 dx1 dx3 = 0En 
hoisissant  nulle sur �+, on en déduit que :�v?3�x3 = 0 dans H�1(
)qui implique que v?3 ne dépend pas de x3.En 
hoisissant maintenant  = x3�, où � appartient à D(w), on obtient :Zw v?3�(x1) dx1 = 0 8� 2 D(w)On en 
on
lut que v?3 est nulle dans F2. �25



1.4 Equations limites dans le �lm min
e et le milieuporeux1.4.1 Equation limite dans le �lm min
eThéorème 1.4.1. Dans le �lm min
e la vitesse et la pression limites véri�ent la rela-tion : u?1 = �H2212 �p?2�x1 + s1 + s?12 dans L2(w)où u?1 = 1H2 0Z�H2 u?1(x1; x3) dx3En parti
ulier p?2 appartient á H1(w)Preuve :Soit �(x1) dans H10 (w), on 
hoisit 
omme fon
tion-test dans l'équation (1.3) : = ( 1; 0) où  1 = (x3(x3 +H2)�(x1) dans F20 dans 
Il vient : �s ZF2 rsu�1:rs 1 dx1 dx3 = ZF2 �sp��� 1�x1 �H 02� 1�x3� dx1 dx3On multiplie les deux membres par �s, et on pose :I�1 = �2s ZF2 (�u�1�x1 �H 02�u�1�x3 )(� 1�x1 �H 02� 1�x3 ) dx1 dx3I�2 = ZF2 �u�1�x3 � 1�x3 dx1 dx3 = ZF2 �u�1�x3 (2x3 +H2)�(x1) dx1 dx3En utilisant Green :I�2 = �2 ZF2 u�1� dx1 dx3 + Z�[�� u�1n3(2x3 +H2)� d�On pose : I�3 = ZF2 �2sp��� 1�x1 �H 02(2x3 +H2)�� dx1 dx3D'après les estimations du lemme 1.3.1, on a :lim�!0 I�1 = 0D'après le théorème 1.3.8, on a : 26



lim�!0 I�2 = �2 ZF2 u?1� dx1 dx3 + Zw s1H2� dx1 + Zw s?1H2� dx1Et d'après le lemme 1.3.2 :lim�!0 I�3 = ZF2 p?2�� 1�x1 �H 02(2x3 +H2)�� dx1 dx3Comme p?2 ne dépend pas de x3 :lim�!0 I�3 = Zw p?2��16 ��x1 (�H32 )� dx1 = 16hH32 �p?2�x1 ; �iH�1(F2);H10 (F2)L'équation limite est don
 :�2 ZF2 u?1� dx1 dx3+ Zw s?1H2� dx1+Zw s1H2� dx1= 16hH32 �p?2�x1;�iH�1(F2);H10 (F2) 8� 2 H10 (w) (1.16)Ce qui implique : �2u?1H2 + (s?1 + s1)H2 = 16H32 �p?2�x1D'après le théorème 1.3.8, le membre de gau
he de 
ette égalité est dans L2(w), d'oùl'appartenan
e à H1(w) de p?2. �1.4.2 Equation limite dans le milieu poreuxPour obtenir dans le milieu poreux une relation du type Dar
y entre le gradient de lapression et la vitesse, on introduit des problèmes élémentaires 
lassiques dans la 
ellulede base. Ils seront ensuite adaptés à la géométrie parti
ulière de milieu poreux min
e.On dé�nit les espa
es suivants :H1#(Y ) = f� 2 H1(R2); � est Y � périodique et nulle sur �Tgmuni de la norme de H10 (Y ).L2#(Y ) = f� 2 L2(R2); � est Y � périodiquegOn introduit les problèmes lo
aux suivants, où ek est le ve
teur unitaire de la base
anonique de R2 suivant l'axe k :(PLk)8>>><>>>:Cher
her (wk; �k) dans H1#(Y )2 � L2#(Y )4wk �r�k + ek = 0divwk = 0 k = 1; 3wk = 0 sur �TOn a les estimations habituelles dans la 
ellule de base :27



Lemme 1.4.2. [15℄ on a :kwkkH1#(Y )2 � K et k�kkL2#(Y ) � KOn dé�nit à partir des problèmes (PLk) dans Y par homothétie et périodi
ité desproblèmes dans 
̂� qui, après 
hangement de variable, s'é
rivent dans le domaine F �1 :8><>:4�;sw�k � 1�r�;s��k + 1�2 ek = 0div�;sw�k = 0 dans F �1w�k = 0 sur T � (1.17)Lemme 1.4.3. Les estimations suivantes sont valables dans 
 :kw�kkL2(
)2 � K; k��kkL2(
) � Kkr�;sw�kkL2(
)4 � K�PreuveD'après le 
hangement de variables dé�ni par (1.2) dans 
̂�, on a :Z
 (w�k)2 dx1 dx3 = 1�� Ẑ
� (ŵ�k)2 dz1 dz3Sa
hant qu'il existe K tel que : N � � K���2où N � est le nombre maximal de 
ellules qui 
ouvrent 
̂�, on a :Ẑ
� (ŵ�k)2 dz1 dz3 � N�Xk=1 ẐB�k (ŵ�k)2dz1 dz3 = N ��2 ZY (wk)2 dy1 dy3D'après le lemme 1.4.2, on obtient :Z
 (w�k)2 dx1 dx3 � KN ��2�� � KDe la même façon : Z
 (��k)2 dx1 dx3 � KD'autre part :1�2� Z
 (�w�k�x3 )2dx1 dx3 = 1�� Ẑ
� (�ŵ�k�z3 )2 dz1 dz3 � N ��� ZY (�wk�y3 )2 dy1 dy3et Z
 (�w�k�x1 � �s��H 02�w�k�x3 )2 dx1 dx3 = 1�� Ẑ
� (�ŵ�k�z1 )2 dz1 dz3 � 1��N � ZY (�wk�y1 )2 dy1 dy328



Du lemme 1.4.2, on déduit que :Z
 (r�;sw�k)2 dx1 dx3 � K�2 �On rappelle le lien entre les problèmes lo
aux et la matri
e de perméabilité :Lemme 1.4.4. [15℄ on a :w�kj *Kkj dans L2(
) faibleoù K est la matri
e de perméabilité (symétrique et dé�nie positive) dé�nie par :Kkj = ZY wkj ( 
omposante j de wk) k; j = 1; 3On peut déduire maintenant un résultat de 
onvergen
e dans le milieu poreux 
.Théorème 1.4.5. v?1 et p?1 véri�ent la loi de Dar
y suivante dans 
 :v?1 = �detKK33 �p?1�x1Preuve :Soit � dans D(
), pour k �xé, on multiplie s
alairement la première équation dans (1.17)par �u� et on intègre sur 
, en prolongeant u� par zéro dans T � :Z
 r�;sw�k:r�;s(�u�) dx1 dx3 = 1� Z
 ��kdiv�;s(�u�) dx1 dx3 + 1�2 Z
 �u�k dx1 dx3�w�k prolongé par zéro dans T � et dans F2 est fon
tion-test pour l'équation (1.3).On retran
he 
es deux dernières équations et après simpli�
ation, on obtient :Z
 �r�;sw�k:u� �r�;su�:w�k�r�;s� dx1 dx3 = 1� Z
 ��kr�;s�:u� dx1 dx3 +1�2 Z
 �u�k dx1 dx3 + Z
 r�;sP �1 :�w�k dx1 dx3Après multipli
ation par �1+ s+�2 , l'équation pré
édente s'é
rit :A�1 = A�2 + A�3 + A�4A�1 = �1+ s+�2 Z
 �r�;sw�k:u� �r�;su�:w�k�r�;s� dx1 dx3A�2 = � s+�2 Z
 ��kr�;s�:u� dx1 dx329



A�3 = ��1+ s+�2 Z
 �u�k dx1 dx3A�4 = �1+ s+�2 Z
 r�;sP �1 :�w�k dx1 dx3On étudie les limites de 
ha
un de 
es termes :D'après les lemmes 1.3.1, 1.4.2 et 1.4.3, on obtient :jA�1j � K�1��; et jA�2j � �1��Après passage à la limite, on obtient :lim�!0A�1 = 0; et lim�!0A�2 = 0D'après le lemme 1.4.2 : lim�!0A�3 = Z
 v?k� dx1 dx3Et à 
ause des 
onvergen
es fortes des pressions (lemme 1.3.7) et le lemme 1.4.4 onobtient : lim�!0A�4 = Z
 �p?1�x1Kk1� dx1 dx3 + Z
 �?Kk3� dx1 dx3En faisant su

essivement k = 1 et 3, on obtient don
 les équations limites :8>>>><>>>>:�p?1�x1K11 + �?K13 = �v?1�p?1�x1K31 + �?K33 = 0K33 étant non nul, 
ela induit : v?1 = �detKK33 �p?1�x1 �Remarque 1.4.6. Cette loi de type Dar
y n'est pas 
lassique, la deuxième équation tra-duit le fait que v?3 = 0, 
e qui provient du fait que p?1 ne dépend pas de x3. Le phénomèneest dire
tement lié au fait qu'on étudie i
i un milieu poreux de faible épaisseur.1.5 Cas 
ritique - Equation de Reynolds généralisée1.5.1 Détermination du 
as 
ritiquePour que les e�ets hydrodynamiques dans 
ha
un des deux milieux interviennente�e
tivement dans le 
omportement asymptotique qui est gouverné essentiellement par30



la pression, on 
onsidèrera le 
as où les pressions dans les deux milieux sont de mêmeordre de grandeur quand � est petit. Ce
i a lieu pour� = 3s� 2et 
orrespond à 
e que l'on appellera le �
as 
ritique�.On montrera dans 
ette se
tion que sous 
ette hypothèse, la pression est 
ontinue àl'interfa
e � et l'on en déduira une équation de Reynolds genéralisée pour la pressionqui permet ensuite de 
al
uler le 
hamp des vitesses dans les deux milieux.1.5.2 Continuité de la pression à l'interfa
e :La pression P̂ �1 introduite dans la preuve du lemme 1.3.5, 
orrespond en fait [9℄ auprolongement sur 
haque partie solide 
onnexe de la pression p̂� dé�nie dans l'équation(1.1) par une 
onstante, à savoir sa moyenne dans la partie �uide de la 
ellule 
orres-pondante. Cette pression P̂ �1 se prolonge don
 naturellement en un 
hamp de pressionP̂ � dé�ni dans D̂� à une 
onstante près, que l'on �xera par :ẐD� P̂ � dz1 dz3 = 0 (1.18)Cette pression P̂ � se note P � dans le domaine �xe D et est reliée aux déterminationsparti
ulières introduites dans 
ha
un des deux milieux min
es par :P � = (P �1 + 
�1 dans 
p�2 + 
�2 dans F2 (1.19)où 
�1 et 
�2 sont des 
onstantes. Les 
onvergen
es de P �1 et p�2 démontrées dans les para-graphes 3.2 et 3.3 induiront 
elle de P � sous réserve de l'étude des 
onstantes. De plusil faut remarquer que les limites obtenues dans 
ha
un des milieux sont indépendantesde x3, par 
onséquent la question se pose de savoir s'il y a 
ontinuité à l'interfa
e.On étudie la 
onvergen
e des 
onstantes asso
iées aux pressions à moyenne nulle.Lemme 1.5.1. Il existe 
? tel que �2s
�2 tend vers 
? et �2sP � 
onverge dans L2(D) versp? où p? = (p?1 dans 
p?2 + 
? dans F2PreuveDe l'équation (1.18), on déduit que : �� R
 P � dx1 dx3 + �s RF2 P � dx1 dx3 = 0.
omme R
 P �1 dx1 dx3 = 0 et RF2 p�2 dx1 dx3 = 0, on en déduit :��mes(
)
�1 + �smes(F2)
�2 = 0Ce qui implique : 
�1 = ��2(1�s)
�2mes(F2)mes(
) (1.20)31



Pour tout ' dans D(w), il existe ( ; �) dans H1(F2) � H1(
), tels que  = 0 sur�F2 � �, � = 0 sur �
� � et  = � = ' sur �. On prend 
omme fon
tion-test dans(1.3), la fon
tion : �� = (�R�(e3) dansF �1(0;  ) dans F2On prolonge u� et �� par zéro dans T �. Tenant 
ompte de (1.19) et (1.20) :�� Z
 r�;su�:r�;s(�R�(e3)) dx1 dx3 + �s ZF2 rsu�3:rs dx1 dx3 = �� Z
 P �1r�;s�:R�(e3) dx1 dx3+ ZF2 p�2 � �x3 dx1 dx3 + 
�20�ZF2 � �x3 dx1 dx3 � Z
 �smes(F2)mes(
) r�;s�:R�(e3) dx1 dx31A(1.21)Après multipli
ation par �2s, on é
rit l'équation pré
édente sous la forme :B�1 +B�2 = B�3 +B�4 +B�5ave
 : B�1 = Z
 �5s�2r�;su�:r�;s(�R�(e3)) dx1 dx3B�2 = �3s ZF2 rsu�3:rs dx1 dx3B�3 = �5s�2 Z
 P �1r�;s�:R�(e3) dx1 dx3B�4 = �2s ZF2 p�2 � �x3 dx1 dx3B�5 = �2s
�20�ZF2 � �x3 dx1 dx3 � Z
 �smes(F2)mes(
) r�;s�:R�(e3) dx1 dx31AD'après les lemmes 1.3.1, 1.3.2, 1.3.4 et 1.3.5, on a :jB�1j � K�3s�2; jB�2j � K�s; jB�3j � K et jB�4j � KComme s < 1 ( 
ar � < 1 ) on obtient :j�2s
�2j � KCe qui implique d'après (1.20) : j�2s
�1j � K�2(1�s)On a don
 existen
e de 
? = lim�!0 �2s
�2 et �2s
1 tend vers 0.La dé�nition de P � dans (1.19) et les 
onvergen
es de la pression dans le milieu poreuxet le �lm min
e (lemmes 1.3.2 et 1.3.5) donnent le résultat. �32



Corollaire 1.5.2. p? est 
ontinue sur �PreuveOn passe à la limite dans (1.21). Ave
 les notations du lemme pré
édent, on sait que :lim�!0B�1 = lim�!0B�2 = 0D'autre part : R�(e3)3 * 1 dans L2(
)D'après les résultats 
lassiques des fon
tions Y -périodiques, on a :R�(e3)* ZY R(e3) dy1 dy3On rappelle d'après le lemme 1.3.3 que :divR(e3) = 0 dansYSoit '(y1; y3) = y3, ' appartient à H1(Y ), on a alors :0 = ZY divR(e3)'dy1 dy3 = � ZY R(e3)3 dy1 dy3 + Z�Y n3y3 d�Ce
i implique que : lim�!0B�3 = Z
 p?1 ���x3 dx1 dx3et lim�!0B�4 = ZF2 p?2 � �x3 dx1 dx3Et d'après le lemme pré
édent :lim�!0B�5 = ZF2 
? � �x3 dx1 dx3Lorsque �! 0, l'équation (1.21) devient à la limite :Z
 p?1 ���x3 dx1 dx3 + ZF2 (p?2 + 
?) � �x3 dx1 dx3 = 0Tenant 
ompte que p?1 et p?2 ne dépendent pas de x3, on obtient :� Zw p?1'dx1 + Zw (p?2 + 
?)' dx1 = 0d'où le résultat. �33
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( )1Fig. 1.4 � La bande min
e I�1.5.3 Détermination de la vitesse tangentielle à l'interfa
e �On a besoin d'avoir le 
omportement des vitesses de part et d'autre de l'interfa
epour pouvoir déduire l'équation limite en pression.Lemme 1.5.3. La vitesse tangentielle s?1(x1) est nulle sur �.PreuveOn pro
ède 
omme dans [11℄. Soit � tel que 0 < 2(1� s) < � < 3(1� s).On 
onsidère une bande min
e dans 
 dé�nie par : (voir Figure 1.4)I� = [ki�kave
 i�k = f(x1; x3); k� < x1 < (k + 1)�; 0 < x3 < ��gOn pose : ��k = �i�k \ �En e�e
tuant dans 
haque re
tangle i�k le 
hangement de variables suivant :y1 = x1 � k�� ; y3 = x3�� ;on se ramène à un ouvert �xe Yk (Y = Yk [ Tk. voir Figure 1.5).Dans les variables (x1; x3), une 
ellule du milieu poreux a les dimensions (�; �1��).Comme 0 < � < 1�� = 3(1�s), alors 
haque re
tangle i�k et don
 Yk 
ontient au moinsune partie solide où la vitesse est prolongée par zéro, et dans laquelle on pourra utiliserl'inégalité de Poin
aré.On a : Z��k (u�1)2 dx1 = � Zy3=0 (u�1)2 dy1 � �Kku�1k2H 12 (�Y )2On se pla
e dans Y et non pas dans Yk pour que la 
onstante K soit indépendante de34
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Fig. 1.5 � La 
ellule en Yla position de Tk dans Y qui varie ave
 k. Par 
ontinuité de la fon
tion tra
e :ku�1k2H 12 (�Y ) � Kku�1k2H1(Y )On peut don
 appliquer l'inégalité de Poin
aré :ku�1k2H1(Y ) = ZY (u�1)2 dy1 dy3 + ZY (ru�1)2 dy1 dy3 = ZYk (u�1)2 dy1 dy3 + ZYk (ru�1)2 dy1 dy3� K ZY (ru�1)2 dy1 dy3 = K ZYk (ru�1)2 dy1 dy3En se ramenant en variables x1; x3, on obtient :Z��k (u�1)2 dx1 � K�2��0B�Zi�k (�u�1�x1 )2 dx1 dx3 + Zi�k �2(�+��1)( 1�� �u�1�x3 )2 dx1 dx31CAEn sommant sur tous les re
tangles i�k, on obtient :Z� (u�1)2 dx1 � K�2��0�ZI� (�u�1�x1 )2 dx1 dx3 + ZI� �2(�+��1)( 1�� �u�1�x3 )2 dx1 dx31Aet d'après les estimations du lemme 1.3.1, on déduit que :Z� (u�1)2dx1 � K���2(1�s)Le 
hoix de � � 2(1� s) > 0 implique le résultat. �35



1.5.4 Equation de Reynolds généraliséeOn peut maintenant énon
er le résultat prin
ipal du 
hapitre :Théorème 1.5.4. p? est l'unique solution d'une équation de type Reynolds suivante :(w =℄0; 1[)Zw �detKK33 H1 + 112H32� �p?�x1 �'�x1 dx1 = Zw s12 H2 �'�x1 dx1 � [f(1)'(1)� f(0)'(0)℄8' 2 H1(w) (1.22)où f est le �ux dé�ni par : f(x1) = x1Z�H2(x1) g1(x1; �) d�Les vitesses limites sont données par :8<:u?1 = 12 �p?�x1x3(x3 +H2)� s1 x3H2u?3 = 0 dans F2et 8<:v?1 = �detKK33 �p?�x1v?3 = 0 dans 
PreuvePrenons ' dans H1(w) 
omme fon
tion-test dans (1.4) :�� ZF �1 div�;su�'dx1 dx3 + �s ZF2 divsu�'dx1 dx3 = 0On prolonge la vitesse par zéro dans les parties solides. En appliquant Green sur tousles termes, on obtient :��� Z
 u�1 �'�x1 dx1 dx3 + �� Z�
 u�1n1 'd� � �s Z�
 H 02u�1n3 'd� + Z�
 u�3n3 'd���s ZF2 u�1 �'�x1 dx1 dx3 + �s Z�F2 u�1n1'd� � �s Z�F2 H 02u�1n3 'd� + Z�F2 u�3n3 'd� = 0Tenant 
ompte des 
onditions aux limites en vitesse, après simpli�
ation, on obtient :����(3s�2)2 Z
 u�1�1� s+�2 �'�x1 dx1 dx3 � ZF2 u�1 �'�x1 dx1 dx3 + Z�l\�F2 g1n1 ' d� = 0 (1.23)
36



D'après le théorème 1.3.8 et le lemme 1.4.2, et tenant 
ompte de la relation 
ritique(� = 3s� 2), on peut passer à la limite :Z
 v?1 �'�x1 + ZF2 u?1 �'�x1 = Z�l\�F2 g1n1 'd�On exprime 
ette équation en utilisant les expressions de p? données dans les théo-rèmes 1.4.1 et 1.4.5, et en posantf(x1) = x1Z�H2(x1) g1(x1; �) d�on obtient le premier résultat.Pour obtenir les 
hamps de vitesse, on 
hoisit � dans H10 (F2) ; (�; 0) prolongée parzéro dans F �1 est pris 
omme fon
tion-test dans (1.3) (on 
hoisit la détermination p�2 dela pression par exemple) :�2s ZF2 ��u�1�x1 �H 02�u�1�x3�� ���x1 �H 02 ���x3� dx1 dx3 + ZF2 �u�1�x3 ���x3 dx1 dx3 =�2s ZF2 p�2� ���x1 �H 02 ���x3� dx1 dx3Après passage à la limite, sa
hant que�2s ZF2 ��u�1�x1 �H 02�u�1�x3�� ���x1 �H 02 ���x3� dx1 dx3 ! 0on obtient l'équation entre la vitesse limite et la pression limite suivante :ZF2 �u?1�x3 ���x3 dx1 dx3 = ZF2 p?2� ���x1 �H 02 ���x3� dx1 dx3 = � ZF2 �p?�x1� dx1 dx3Ce qui implique que : �2u?1�x23 = �p?2�x1 dans H�1(F2)En intégrant deux fois en x3 dans F2 et en tenant 
ompte du fait que p? qui ne dépendpas de la variable x3 et des 
onditions aux bords de la vitesse données dans le théorème1.3.8, on obtient le premier résultat. Le deuxième résultat a été démontré au théorème1.4.5.Remarque 1.5.5. 1. Si on se pla
e dans le 
as non 
ritique � > 3s�2, après passageà la limite dans l'équation (1:22), on obtient :ZF2 u?1 �'�x1 dx1 = f(1)'(1)� f(0)'(0) 8' 2 H1(w)37



Ce 
as, 
orrespond à un milieu poreux imperméable, qui n'a pas d'in�uen
e sur le�lm min
e, et la pression véri�e l'équation de Reynolds 
lassique :Zw 112H32 �p?�x1 �'�x1 dx1 = Zw s12 H2 �'�x1 dx1 � (f(1)'(1)� f(0)'(0)) 8' 2 H1(w)Par 
ontre pour � < 3s� 2, on obtient seulement le fait que v?1 est nulle dans 
,
e qui ne donne pas le terme signi�
atif.2. La formulation forte asso
iée à (1:22) est :8>>>><>>>>: ��x1 ��detKK33 H1 + H3212 � �p?�x1 � = ��x1 �s1H22 ���detKK33 H1 + H3212 � �p?�x1 � (x) = �f(x) + s12 H2(x) pour x = 0; 11.6 Appli
ation et 
omparaison ave
 d'autres modèles1.6.1 Un dispositif physique parti
ulierOn 
onsidère un dispositif de type palier dont les 
ara
téristiques géométrique réellessont :l taille de la mi
rostru
ture dans un milieu poreux.L largeur du palier.h1(Z1) épaisseur de la 
ou
he poreuse.h2(Z1) épaisseur du �lm min
e.s0 vitesse tangentielle de la paroi inférieure.� vis
osité du �uide.Le rapport � = lL �xe la valeur du petit paramètre par rapport auquel on va exprimerles données h1 et h2.Il est toujours possible de se ramener au 
as 
ritique étudié dans la se
tion 5 de lapartie théorique qui implique que le milieu poreux a une in�uen
e sur l'é
oulement. Onintroduit les fon
tions H1, H2 et le paramètre � de la manière suivante : On dé�nitd'abord � et H1 par : h1(Z1) = L��H1(Z1)de telle manière que H1 soit de l'ordre de grandeur de 1, par exempleminZ1 H1(Z1) = 1On dé�nit ensuite H2 de telle sorte :h2(Z1) = L�sH2(Z1); où s = � + 23 (\
as 
ritique00)H2 pourra être petit ou grand. 38



Après 
hangement de variables :zi = ZiL i = 1; 3et en posant : p̂� = Ls0�p; û� = us0 (1.24)où p et u sont respe
tivement les 
hamps de vitesse et pression réels, le �uide satisfaitaux équations de Stokes normalisées suivantes :8>>>>><>>>>>:
�2û�1�z21 + �2û�1�z23 = �p̂��z1�2û�3�z21 + �2û�3�z23 = �p̂��z3�û�1�z1 + �û�3�z3 = 0dans le domaine f(z1; z3); 0 < z1 < 1 et 0 < z3 < ��Ĥ1(z1) + �sĤ2(z1)g où Ĥi(z1) =Hi(Z1). On est don
 dans le 
as 
ritique et les résultats du paragraphe 5 sont appli
ables.1.6.2 L'équation de Reynolds 
orrespondanteLes résultats théoriques du paragraphe 5.4 montrent que �2sp̂� 
onverge vers p̂?(z1).(On rappelle que z1 
orrespond à la variable x1 introduite dans la partie théorique etqu'en tenant 
ompte de la normalisation pré
édente en vitesse la variable s1 de la partiethéorique vaut 1)L'équation de type-Reynolds ave
 
es notations, obtenue dans le paragraphe 4.4s'é
rit : ��z1 ��detKK33 Ĥ1(z1) + 112Ĥ32 (z1)� �p̂?�z1� = 12 �Ĥ2�z1 (z1)où les Kij sont déterminés par :Kij = RY wij dy1 dy3ave
 wii = 1; 2, solutions des problèmes lo
aux dé�nis dans Y = [0; 1℄28><>:4wi = r�i + eidivwi = 0 dans Ywi = 0 sur �TOn prend don
 
omme approximation de la pression réelle, la pression toujours notéep et qui vaut 1�2s s0�L p̂? (
ela 
orrespond au premier terme d'un développement asympto-tique de la pression réelle par rapport à �) ; p satisfait l'équation de Reynolds suivante :1� ��Z1 ��detKK33 l2h1 + h3212� �p�Z1� = s02 �h2�Z1 (1.25)D'après l'étude théorique, on a montré que 
ette approximation de la pression physiquep ne dépend pas de la variable Z3, et qu' elle est identique dans les deux milieux.39



Les 
hamps de vitesse limites normalisés se déduisent de p̂? (voir se
tion 1.3.4) etsont dé�nis :- dans le milieu poreux (voir lemme 1.4.2) :8><>:v̂?1 = lim�!0 û�1�2(1�s)v̂?3 = lim�!0 û�3�2(1�s) = 0- dans le �lm min
e (voir théorème 1.3.8)(û?1 = lim�!0 û�1û?3 = lim�!0 û�3 = 0Tenant 
ompte de la normalisation en vitesse (1.24), les 
hamps de vitesse réels notés(u1; u2) sont appro
hés par :u � �2(1�s)s0v̂? dans le milieu poreux,u � s0û? dans le �lm min
e.On remarque les di�éren
es d'ordre de grandeur des vitesses d'é
oulement dans le�lm min
e et dans le milieu poreux :Les 
hamps de vitesses sont reliés à la pression physique ; dans le milieu poreux, ilvéri�e l'équation de Dar
y suivante :8<:u1 = �detK�K33 l2 �p�Z1u3 = 0 (1.26)et dans le �lm min
e :8<:u1 = 12� �p�Z1Z3(Z3 � h2)� s0Z3 � h2h2u3 = 0Dans le milieu poreux la vitesse est indépendante de la variable Z3 est de l'ordre degrandeur de �2(1�s). Dans le �lm min
e elle est de l'ordre de grandeur de 1 et elle estnulle sur l'interfa
e milieu poreux-�lm min
e (pour Z3 = h2). Ce
i met en éviden
e ladis
ontinuité de la vitesse tangentielle de 
e modèle limite à l'interfa
e milieu poreux-�lm min
e. Ce
i traduit un glissement à l'interfa
e, il est faible sauf si s est �pro
he � de1 (
e qui 
orrespond aussi à � �pro
he� de 1).Un glissement du même ordre existe à l'interfa
e entre le �uide et la paroi supérieuresupposée immobile.1.6.3 Comparaison ave
 d'autres modèlesGéométrie du blo
hetOn 
onsidère la géométrie parti
ulière de la �gure 1.6 où l'épaisseur du milieu poreuxest 
onstante et l'épaisseur 'totale' est donnée par :h(Z1) = H(1 +mZ1L )40



Le milieu poreux est dé�ni par :h1 = Hl0(1 +m)et le �lm �uide par : h2(Z1) = H(1 +mZ1L � l0(1 +m))La des
ription géométrique est don
 liée à la donnée des paramètres L;H;m et l0,tels que : �1 < m < 0 et 0 < l0 < 1.Ave
 
es dé�nitions et notations, l'équation (1.22) s'é
rit :1� ��Z1 0BBB�0BBB�detKK33 l2Hl0(1 +m)+H3�1 +mZ1L � l0(1 +m)�312 1CCCA �p�Z11CCCA=s02 HmL 0 < Z1 < L(1.27)On adimensionne dans la dire
tion de Z1, en posant :z1 = Z1Let on utilisera la pression adimensionnée dé�nie par :p = H2�s0Lp (1.28)Alors l'équation pré
édente s'é
rit :��z1   detKK33 l2H2 l0(1 +m) + (1 +mz1 � l0(1 +m))312 ! �p�z1! = m2 0 < z1 < 1 (1.29)La solution de 
ette équation sera 
omparée ave
 
elles obtenues pour d'autres modèlesdé
rits 
i -après.Les autres modèles [18℄On présente i
i, deux autres modélisations introduites formellement dans [18℄ où lapression est supposée a priori indépendante de la variable Z3 et identique dans les deuxmilieux, �lm min
e et milieu poreux.Dans le milieu poreux, la vitesse horizontale du �uide est supposée obéir à une loide Dar
y, où le gradient de la pression est proportionnel à la vitesse et à la vis
osité :�p�Z1 = � ��2(Z3)u1 h2(Z1) < Z3 < h(Z1) (1.30)où � désigne la porosité et est reliée à la taille du pore ou à la longueur 
ara
téristiquede l'é
oulement. Dans le 
as général, � peut dépendre de Z3 mais en fait sera supposé
onstant. 41
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Fig. 1.7 � 
hamp de vitesse du modèle théoriqueDans le �lm min
e, l'équation � des �lms min
es� 
lassique suivante est retenue :��2u1�Z23 = �p�Z1 0 < Z3 < h2(Z1) (1.31)En intégrant deux fois l'équation pré
édente dans l'épaisseur, on obtient :u1(Z1; Z3) = 12� �p�Z1Z23 + C1(Z1)Z3 + C2(Z1) (1.32)Il reste à identi�er les �
onstantes� de l'équation (1.32) ; pour 
ela, il est supposé qu'il ya 
ontinuité de la vitesse à l'interfa
e milieu poreux- �lm min
e et adhéren
e du �uideà la paroi inférieure :Z3 = 0 : u1 = s0 ; Z3 = h2 : u=(milieu poreux) = u=(�lm min
e )L'équation (1.32) s'é
rit alors en tenant 
ompte de (1.30)u1 = s0h2 � Z3h2 + 12� �p�Z1 �Z23 � �h2 + 2�2h2 �Z3� (1.33)42
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hamp de vitesse dans le modèle 2Le débit est dé�ni par : Q(Z1) = h2Z0 u1 dZ3 + hZh2 u1 dZ3Il est alors proposé deux façons di�érentes de 
al
uler Q(Z1) en 
hoisissant deuxvaleurs di�érentes de u1 dans le milieu poreux :- Dans un premier modèle, le débit est 
al
ulé en tenant 
ompte de (1.30) et (1.33) :La 
ontinuité du débit : �Q(Z1)�Z1 = 0permet alors d'obtenir l'équation de Reynolds suivante :1� ��Z1 ���2h + h12 + h3212� �p�Z1� = s02 � �h2�Z1� 0 < Z1 < L (1.34)43



- Dans un deuxième modèle, le débit tangentiel issu du milieu poreux est supposénégligeable et le 
al
ul du débit n'utilise que l'équation (1.33). Notons que la porosité �intervient quand même par l'intermédiaire de (1.33)On obtient l'équation de Reynolds suivante :1� ��Z1 ���2h22 + h3212� �p�Z1� = s02 � �h2�Z1� 0 < Z1 < L (1.35)On va é
rire les équations (1.34) et (1.35) pour la pression p dé�nie par (1.28), enintroduisant les paramètres l0; m et en dé�nissant la porosité � à partir d'un paramètrea : � = aHLes équations (1.34) et (1.35) s'é
rivent respe
tivement (on a noté p1 et p2 les solutions
orrespondantes) par rapport à la variable z1.��z1 ��a2 1 +mz1 + l0(1 +m)2 + (1 +mz1 � l0(1 +m))312 � �p1�z1� = m2 0 < z1 < 1 (1.36)��z1 ��a2 1 +mz1 � l0(1 +m)2 + (1 +mz1 � l0(1 +m))312 � �p2�z1� = m2 0 < z1 < 1 (1.37)Remarque 1.6.1. Dans [18℄ sont introduits deux solutions 'limites'. L'une 
orrespon-dant à l'absen
e de milieu poreux (l0 = 0; a = 0) est dénommée solution �newtonienne�.Elle véri�e l'équation de Reynolds 
lassique dans tout le �gap� h :��z1 �(1 +mz1)312 �pn�z1� = m2 0 < z1 < 1 (1.38)L'autre 
orrespondant à un milieu poreux imperméable (l0 6= 0; a = 0) est appelée �non-newtonienne� et véri�e l'équation de Reynolds 
lassique dans un �gap� réduit h2 :��z1 �(1 +mz1 � l0(1 +m))312 �pi�z1� = m2 0 < z1 < 1 (1.39)1.6.4 Résultats numériquesComme on l'a montré dans l'étude théorique, les 
onditions aux limites à imposersur le problème limite devraient être de type Neumann. Cependant, pour fa
iliter l'in-terprétation et les 
omparaisons ave
 les résultats des mé
ani
iens, nous utilisons des
onditions limites de Diri
hlet homogènes 
omme dans 
es travaux :p(0) = p(1) = 0Dans les 
oe�
ients de l'équation (1.29) apparaissent plusieurs termes du tenseurde perméabilité du milieu poreux. Pour simpli�er, nous supposerons que la matri
e Kest diagonale, alors detKK33 = K11 sera le seul paramètre dé�nissant la géométrie de la44



mi
rostru
ture du milieu poreux. On remarquera en 
omparant les deux équations deDar
y (1.26) et (1.30) que : �2 = a2H2 = K11l2 (1.40)La porosité � dépend don
 de la géométrie du pore par K11 et de l qui représente lataille vraie de la mi
rostru
ture de la 
ellule dans le milieu poreux. A l'aide de (1.40),l'équation (1.27) ne dépendra que de a; l0 et m et s'é
rit :��z1 ��a2l0(1 +m) + (1 +mz1 � l0(1 +m))312 � �p0�z1� = m2 0 < z1 < 1 (1.41)Pour 
omparer de manière synthétique les di�érents modèles, on introduit la 
harge wdé�nie par : w = 1Z0 p dz1On notera :w0 la 
harge 
al
ulée à partir de la solution p0 de l'équation (1.41)w1 
elle 
al
ulée à partir de la solution p1 de l'équation(1.36)w2 
elle 
al
ulée à partir de la solution p2 de l'équation (1.37)wn 
elle 
al
ulée à partir de la solution pn de l'équation (1.38)wi 
elle 
al
ulée à partir de la solution pi de l'équation (1.39).Les tableaux 1.1, 1.2 et 1.3 donnent respe
tivement les valeurs de w0w1 et w0w2 pourm = �0:2; m = �0:6 etm = �0:8 (rappellons que m présente la pente du �blo
het� quel0 est le rapport entre l'épaisseur du milieu poreux et hmin = H(1 +m)) en fon
tion dela porosité du milieu poreux.Dans tous les 
as, on remarque que lorsque a tend vers 0, les solutions des di�érentsmodèles dé
rits par les équations (1.36) (1.37) et (1.41) 
onvergent vers la même solutionqui n'est autre que la solution 'imperméable' 
e qui est logique. Les di�éren
es entre lemodèle théorique et les deux autres modèles sont d'autant plus importantes que la pentem est grande.La di�éren
e entre le modèle théorique et le modèle 1 est en général d'autant plusfaible que la partie poreuse est importante, mais 
'est plut�t le 
ontraire ave
 le modèle2. Une expli
ation serait qu'entre le modèle théorique et le modèle 2 la di�éren
e estliée à 
e qui se passe dans le milieu poreux. Dans le modèle théorique et le modèle 1, ladi�éren
e se fait plus sentir dans la partie ��uide� de l'é
oulement.Les tableaux 1.4, 1.5, 1.6 permettent de 
omparer le modèle théorique ave
 les mo-dèles newtoniens et imperméables, ils donnent les valeurs de w0wn et w0wimp .Clairement le modèle théorique tend vers le modèle newtonien si l0 est petit et d'au-tant plus vite que a est petit, l'augmentation de la pente diminuant les di�éren
es.La �gure 1.10 représente pour m = �0:6; l0 = 0:5 et a = 0:2 les 
ourbes de pres-sions solutions de (1.41) (1.36) (1.37) (1.38) et (1.39). On remarque que la pressionimperméable solution de (1.39) est beau
oup plus importante que les autres pressions.La 
harge relative sera notée par : Wi = wiwn45



l0 = 0:1 l0 = 0:5 l0 = 0:9w0w1 1.33 1.36 1.11 a=0.2w0w2 1.27 0.75 0.12w0w1 1.08 1.17 1.1 a=0.1w0w2 1.07 0.88 0.16w0w1 1.02 1.05 1.08 a=0.05w0w2 1.01 0.96 0.26w0w1 1. 1. 1.04 a=0.02w0w2 1. 0.99 0.52w0w1 1. 1. 1.01 a=0.01w0w2 1. 1. 0.76w0w1 1. 1. 1. a=0.005w0w2 1. 1. 0.91w0w1 1. 1. 1. a=0.002w0w2 1. 1. 0.98w0w1 1. 1. 1. a=0.001w0w2 1. 1. 0.99Tab. 1.1 � m=-0.2
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l0 = 0:1 l0 = 0:5 l0 = 0:9w0w1 1.59 1.44 1.26 a=0.2w0w2 1.5 0.93 0.38w0w1 1.17 1.2 1.15 a=0.1w0w2 1.14 0.92 0.43w0w1 1.04 1.08 1.07 a=0.05w0w2 1.03 0.96 0.5w0w1 1. 1.01 1.03 a=0.02w0w2 1. 0.99 0.65w0w1 1. 1. 1.01 a=0.01w0w2 1. 1. 0.78w0w1 1. 1. 1. a=0.005w0w2 1. 1. 0.9w0w1 1. 1. 1. a=0.002w0w2 1. 1. 0.98w0w1 1. 1. 1. a=0.001w0w2 1. 1. 0.99Tab. 1.2 � m=-0.6
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l0 = 0:1 l0 = 0:5 l0 = 0:9w0w1 1.88 1.51 1.34 a=0.2w0w2 1.77 1.07 0.59w0w1 1.32 1.24 1.16 a=0.1w0w2 1.27 0.97 0.59w0w1 1.09 1.11 1.08 a=0.05w0w2 1.08 0.95 0.61w0w1 1.01 1.03 1.03 a=0.02w0w2 1.01 0.98 0.69w0w1 1. 1. 1.01 a=0.01w0w2 1. 1. 0.77w0w1 1. 1. 1. a=0.005w0w2 1. 1. 0.86w0w1 1. 1. 1. a=0.002w0w2 1. 1. 0.95w0w1 1. 1. 1. a=0.001w0w2 1. 1. 0.98Tab. 1.3 � m=-0.8
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l0 = 0:1 l0 = 0:5 l0 = 0:9w0wn 1.23 2.25 2.04 a=0.2w0wi 0.93 0.37 0.013w0wn 1.3 4.17 7.6 a=0.1w0wi 0.98 0.7 0.04w0wn 1.31 5.35 24.38 a=0.05w0wi 0.99 0.9 0.15w0wn 1.32 5.83 72.61 a=0.02w0wi 0.99 0.98 0.47w0wi 0.99 0.99 0.74 a=0.01w0wi 0.99 0.99 0.9 a=0.005w0wi 0.99 0.99 0.98 a=0.002w0wi 0.99 0.98 0.99 a=0.001Tab. 1.4 � m=-0.2l0 = 0:1 l0 = 0:5 l0 = 0:9w0wn 1.07 1.24 1.21 a=0.2w0wi 0.889 0.39 0.07w0wn 1.17 2.09 2.93 a=0.1w0wi 0.98 0.66 0.17w0wn 1.2 2.73 5.54 a=0.05w0wi 0.99 0.86 0.32w0wn 1.21 3.06 9.76 a=0.02w0wi 0.99 0.97 0.57w0wi 0.99 0.99 0.75 a=0.01w0wi 0.99 0.99 0.89 a=0.005w0wi 0.99 0.99 0.97 a=0.002w0wi 0.99 0.98 0.99 a=0.001Tab. 1.5 � m=-0.649



p
0

p
n

p

p

p
1

2

i mp

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0

1

2

3

4

5

6

 

x

p

Fig. 1.10 � Pressions dans les 
inq modèles pour m = �0:6; l0 = 0:5 et a = 0:2

50



l0 = 0:1 l0 = 0:5 l0 = 0:9w0wn 0.92 0.8 0.74 a=0.2w0wi 0.8 0.37 0.11w0wn 1.06 1.27 1.41 a=0.1w0wi 1.93 0.59 0.21w0wn 1.12 1.7 2.29 a=0.05w0wi 0.98 0.79 0.35w0wn 1.13 2.04 3.6 a=0.02w0wi 0.99 0.94 0.55w0wi 0.99 0.98 0.71 a=0.01w0wi 0.99 0.99 0.84 a=0.005w0wi 0.99 0.99 0.95 a=0.002w0wi 0.99 0.98 0.98 a=0.001Tab. 1.6 � m=-0.8On veut aussi 
omparer numériquement les trois modèles ave
 le modèle newtonien.Les �gures 1.11, 1.12 et 1.13 donnent Wi en fon
tion du paramètre de perméabilitépa =pK11 lH pour di�érentes valeurs de m et l0 qui dé�nissent l'épaisseur du milieuporeux.Ces �gures montrent l'in�uen
e du milieu poreux qui est plus importante pour l0grand et m petit.Remarque 1.6.2. La généralisation des résultats pré
édents peut-être obtenue en di-mension trois d'espa
e. Dans le �lm min
e, la vitesse et la pression véri�ent la relationsuivante (voir théorème 1:4:1)u?i = �H2212 �p?2�xi + s+ si2 ; i = 1; 2Dans le milieu poreux la loi de Dar
y s'é
rit en dimension 3 : (voir théorème 1:4:5) :�v?i = �p?1�x1 �Ki1 � Ki3K31K33 �+ �p?1�x2 �Ki2 � Ki3K32K33 � ; i = 1; 2Alors l'équation de Reynolds généralisée est :Xi;j=1;2Z! ��Kji � Kj3K3iK33 �H1 + H3212 Æij� �p?�xi �'�xj dx1dx2 = Xi=1;2 Z! si2H2 �'�xi dx1dx2 � Z�! f:n ' d�;ave
 fi(x) = xZ�H2(x) gi(x; �) d�:51
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Chapitre 2Sur la prise en 
ompte des rugosités desurfa
e
2.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, on étudie le 
omportement asymptotique d'un �uide dans undomaine min
e dont les frontière sont rugueuses. On suppose l'é
oulement régi par lesystème de Stokes en vitesse-pression :��4u+rp = 0div u = 0où � est la vis
osité du �uide. On impose des 
onditions aux limites du type non glisse-ment.L'épaisseur du domaine est exprimée en fon
tion d'un petit paramètre � tandis quela rugosité de la surfa
e est dé
rite par l'intermédiaire d'un deuxième petit paramètre �.La hauteur réelle de l'é
oulement sera notée h��.L'hypothèse d'un é
oulement de faible épaisseur di�éren
ie 
es travaux de 
eux
on
ernant l'in�uen
e de la rugosité des parois sur un é
oulement �libre� [1℄ [3℄ [15℄.Remarquons aussi que dans 
e dernier 
ontexte, l'épaisseur de la rugosité est égale à sapériode et est in�niment petite par rapport à l'épaisseur de l'é
oulement tandis que dansnotre travail, l'épaisseur de la rugosité peut-être du même ordre de grandeur que 
ellede l'é
oulement.Les travaux de Bayada-Chambat ont montré de manière formelle dans [5℄ et demanière rigoureuse dans [4℄ que les passages à la limite � puis � tendent vers zéro oubien � puis � tendent vers zéro ne sont pas 
ommutatifs. Sous l'hypothèse d'une rugositéuniforme ( h�� périodique) et en utilisant une 
onje
ture sur le 
omportement limite dela pression, ils ont obtenu une équations de Reynolds limite lorsque � et � sont du mêmeordre de grandeur. Des études analogues 
omportant plusieurs petits paramètres ont étémenées en élasti
ité ou en thermique [10℄.En utilisant les te
hniques de la 
onvergen
e double é
helle [2℄, nous montrons dans
e travail qu'il est possible de s'a�ran
hir de l'hypothèse h�� uniformément périodique etde la 
onje
ture sur le 
omportement de la pression. De plus, nous étudions (au moins54



partiellement) la 
onvergen
e des 
ontraintes exer
ées par le �uide sur les parois dessurfa
es solides.Ce 
hapitre 
omporte deux parties distin
tes, bien qu'utilisant les mêmes outils ma-thématiques.Dans une première partie, on suppose que la période des rugosités est plus importanteque l'épaisseur de l'é
oulement 
e qui justi�e d'étudier la 
onvergen
e de la pression etde la vitesse d'abord en faisant tendre � vers zéro puis �. Le passage � tend vers zéroest e�e
tué de manière 
lassique [7℄. Il permet d'obtenir une équation dite de Reynoldsrugueuse dont les 
oe�
ients présentent des os
illations et sont fon
tion de �. Le 
om-portement limite de 
ette équation pour � petit a été étudié formellement dans [11℄ [17℄puis de manière plus rigoureuse dans [13℄. Des résultats de 
onvergen
e des 
ontraintespour 
es deux passages à la limite sont donnés dans les paragraphes 2.3.3 et 2.4.4.Dans une se
onde partie, on 
onsidère le 
as où � et � sont du même ordre de grandeur(�� = �) et on étudie le passage à la limite pour � tend vers zéro à � 
onstant. On obtientune équation de type Reynolds dont les 
oe�
ients sont donnés à partir de problèmeslo
aux de type Stokes.Un 
hangement de variable en épaisseur est né
essaire pour se ramener à un domaine�non min
e� mais qui dépend quand même de � par sa frontière rugueuse laquelle estdé�nie par une fon
tion non uniformément os
illante :h�(x) = h(x; x� )Il est fa
ile d'étudier le 
omportement asymptotique de la vitesse prolongée par zérodans un domaine �xe plus grand qui ne dépend pas de �. Dans la se
tion 2.5, pourtrouver des estimations sur la pression, la méthode utilisée sera de redresser la frontièrerugueuse par le 
hangement de variable :t3 = x3h�(x)On 
her
hera des estimations dans le nouveau domaine et on les réé
rira dans ledomaine initial. Il ne sera pas né
essaire de faire des hypothèses restri
tives sur l'uni-forme périodi
ité de la fon
tion h� et sa géométrie lo
ale [6℄. On utilisera la méthodede la double é
helle pour le passage à la limite � tend vers zéro et on obtiendra lamême équation de Reynolds que dans [4℄ pour laquelle on démontrera aussi des résultatsd'uni
ité.La dernière partie sera 
onsa
rée au passage à la limite -� tend vers zéro-. Ce 
asrevient à supposer que l'épaisseur du �gap� tend vers zéro plus rapidement que la périoded'os
illation � (on devrait don
 retrouver les résultats de la première partie de 
e 
ha-pitre). La 
onvergen
e de l'équation de Reynolds obtenue dans la partie 2.5, est di�
ileà traiter à 
ause de la présen
e d'un produit de deux termes qui dépendent de �. Unrésultat de régularité supplémentaire permettra de passer à la limite.L'étude de la 
onvergen
e des 
ontraintes sur les parois solides présente des di�-
ultés sur la partie rugueuse où il sera né
essaire de redresser la frontière au prix de
ompli
ations te
hniques importantes. En 
omparant ave
 les résultats de la premièrepartie de 
e 
hapitre, on retrouve les mêmes limites pour la pression, la vitesse et les
ontraintes sur la surfa
e lisse. Sur la surfa
e rugueuse, les résultats de 
onvergen
e pour55
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��les 
ontraintes tangentielles quand � tend vers zéro ne sont pas optimaux par rapport à
eux de la première partie (� tend vers zéro puis � tend vers zéro).2.2 Notations de base2.2.1 Dé�nitions et notationsOn note Z = (z1; z2; z3) un point de R3 et z = (z1; z2) sa proje
tion sur R2 .w est un ouvert lips
hitzien borné de R2 et Y = [0; 1℄3 est la 
ellule de base de R3 .h est une fon
tion, dé�nie pour z dans w et y dans R2 , y- périodique de période ℄0; 1[2,et telle que :(H0) h 2 C2(w�℄0; 1[2); 9 a; b > 0 a � h(z; y) � b 8z 2 w; y 2℄0; 1[2: (2.1)Dans tout le 
hapitre 2, on supposera que l'hypothèse (H0) est satisfaite.On dé�nit :hmin(z) = miny2℄0;1[2 h(z; y); hmax(z) = maxy2℄0;1[2 h(z; y) 8z 2 whmin = min(z;y)2w�℄0;1[2 h(z; y); hmax = max(z;y)2w�℄0;1[2 h(z; y)� est un petit paramètre lié à la rugosité. On introduit une fon
tion rapidement os
illanteen posant : h�(z) = h(z; z� ) 8z 2 !� est un petit paramètre lié à l'épaisseur d'un domaine min
e dé�ni par :
�� = f(z; z3)= z 2 w et 0 < z3 < �h�(z)g
�� est limité par une frontière supérieure �rugueuse� notée ���+ , une frontière infé-rieure lisse notée �� et un bord latéral ���l tels que : (voir �gure 2.1)���+ = f(z; z3); z 2 w z3 = �h�(z)g56



�� = f(z; z3); z 2 w; z3 = 0g���l = �
�� � (���+ [ ��)On notera systématiquement par K des 
onstantes indépendantes de � et �, K� des
onstantes indépendantes de �. La notation KA pourra pré
iser la dépendan
e de 
ette
onstante par rapport à l'objet A.2.2.2 Les équations de StokesOn étudie le 
omportement d'un �uide situé entre la surfa
e rugueuse ���+ supposéeau repos et la surfa
e lisse ��. Le mouvement du �uide est généré par la surfa
e �� quise dépla
e ave
 une vitesse 
onstante parallèle au plan (z1z2). Le �uide in
ompressibleest supposé véri�er le système linéaire de Stokes :�4û�� = rp̂�� dans 
�� (2.2)div û�� = 0 dans 
�� (2.3)où û�� et p̂�� sont la vitesse et la pression, � est la vis
osité du �uide.Des 
onditions de type Diri
hlet sont imposées sur la frontière du domaine :û�� = ĝ� sur �
��ĝ�� = 8><>:(ŝ1; ŝ2; 0) sur ��(ĝ��1 ; ĝ��2 ; 0) sur ���l(0; 0; 0) sur ���+ŝ = (ŝ1; ŝ2) est une fon
tion donnée dans C1(w)2. On suppose que ĝ�� appartient à(H 12 (�
�))3, et véri�e la 
ondition de 
ompatibilité :Z�
�� ĝ��:n̂��d� = 0 (2.4)n̂�� est le ve
teur unitaire normal à la frontière de 
��, orienté vers l'extérieur dudomaine, d� est l'élément de surfa
e.2.2.3 Res
alingNous voulons étudier le 
omportement asymptotique des solutions du problème dé-�ni au paragraphe 2.2.2 quand les petits paramètres � et � tendent vers zéro. Il serané
essaire pour obtenir des 
onvergen
es de se pla
er sur des domaines indépendants de
es paramètres. On utilisera la te
hnique de l'homogénéisation pour étudier la 
onver-gen
e en �. On s'a�ran
hit du paramètre � dans le domaine par un 
hangement d'é
helledans l'épaisseur du domaine. Pour 
ela, on fait le 
hangement de variables suivant :x1 = z1; x2 = z2 et x3 = z3� (2.5)57



On introduit les opérateurs suivants :4� = �2�x21 + �2�x22 + 1�2 �2�x31r� = ( ��x1 ; ��x2 ; 1� ��x3 )div� = ��x1 + ��x2 + 1� ��x3On dé�nit les domaines :
� = f(x; x3) : x 2 w; 0 < x3 < h�(x)g��+ = f(x; x3) : x 2 w; x3 = h�(x)g
max = f(x; x3) : x 2 !; 0 < x3 < hmax(x)g
min = f(x; x3) : x 2 !; 0 < x3 < hmin(x)gOn suppose qu'il existe g dans (H 12 (�
min))3, indépendant de � et � tel que :g(x; x3) = 0 pour x3 = hmin(x) (2.6)ave
 Z�
min g:n d� = 0 (2.7)et que la donnée au bord ĝ�� est telle que :ĝ��(z; z3) = 8<:g(z; z3� ) 8(z; z3) 2 �
�� \ fz3 � hmin(z)g0 8(z; z3) 2 �
�� \ fz3 � hmin(z)g (2.8)La 
ondition de 
ompatibilité (2.4) est alors véri�ée.Le problème de Stokes s'é
rit dans le domaine 
� :�4�u�� = r�p�� dans 
� (2.9)div�u�� = 0 dans 
� (2.10)u�� = g sur �
� (2.11)La formulation variationnelle 
orrespondant au problème de Stokes dans le domaine 
�est :Trouver u�� dans H1(
�)3; p�� dans L2(
�) dé�ni à une 
onstante près, tels que :� Z
� r�u��r�� dx dx3 + Z
� r�p��� dx dx3 = 0 8� 2 H10 (
�)3 (2.12)Z
� div�u�� q dx dx3 = 0 8q 2 L2(
�) (2.13)u�� = g dans (H 12 (�
�))358



2.3 Etude asymptotique quand � ! 0 à � �xéDans tout 
e paragraphe � est �xé, les limites obtenues seront don
 indi
ées parl'exposant �.2.3.1 Comportement de la vitesseOn introduit l'espa
e de Hilbert :V (x3) = fv 2 L2(
�)3; �v�x3 2 L2(
�)3gmuni de la norme kvkV (x3) = kvkL2(
�)3 + k �v�x3kL2(
�)3Proposition 2.3.1. Pour � �xé, il existe u� 2 V (x3) tel que lorsque � tend vers zéro, àune sous-suite extraite près,u�� * u� (L2(
�))3faible��u���xi * 0 (L2(
�))3faible 8i = 1; 2�u���x3 * �u��x3 (L2(
�))3faibleu�3 = 0 dans 
�; u� = 0 sur ��+ et u� = (s1; s2; 0) sur ��Preuve :D'après les 
onditions (2.6) à (2.8), il existe un relèvementG = (j1; j2; j3) dans H1(
min)3à divergen
e nulle, tel que G = g sur �
min.On pose G� = (j1; j2; �j3). G� est indépendant de �, on le prolongera par zéro dans
� en une fon
tion notée G�.D'après (2.8), U�� = u�� �G� 2 H10 (
�)3 et div�G� = 0.U�� est une fon
tion-test dans (2.12) qui est à div� nulle :Z
� (r�u��)2dxdx3 � Z
� r�u��r�G�dxdx3 = 0Par l'inégalité de Cau
hy-S
hwartz, on a :kr�u��kL2(
�)9 � kr�G�kL2(
�)9 = kr�G�kL2(
min)9don
 : jjr�u��jjL2(
�)6 � K� (2.14)D'après l'inégalité de Friedri
h-Poin
aré dans la dire
tion x3, pour tout � dans H1(
�)nul sur ��+, on a : (ave
 b dé�ni dans (2.1))jj�jjL2(
�) � b jj ���x3 jjL2(
�) (2.15)59



u�� est nulle sur ��+, on peut appliquer (2.15) et ave
 (2.14) il vient :jju��jjL2(
�)3 � bjj�u���x3 jjL2(
�)3 � KDes suites (u��; � �u���x1 ; � �u���x2 ; �u���x3 ), on peut extraire des sous-suites qui 
onvergent fai-blement dans (L2(
�))3. En parti
ulier, u�� 
onverge dans V (x3) faible vers u�. On aaussi : �u���xi * �u��xi dans D0(
�)3 8i = 1; 2et ��u���xi * 0 8i = 1; 2D'après la 
ontinuité des tra
es de V (x3) dans L2(��+)3 et L2(��)3, on en déduit : [6℄8><>:u�� * 0 dans L2(��+)3u�� * (s1; s2; 0) dans L2(��)3Prenons �� dans D(
�) 
omme fon
tion- test dans l'équation (2.13) :Z
� ���u��1�x1 + ��u��2�x2 + �u��3�x3 ��dxdx3 = 0Passant à la limite quand � ! 0 :Z
� �u�3�x3� dxdx3 = 0 8� 2 D(
�)don
 �u�3�x3 = 0 dans 
�:Sa
hant que u�3 = 0 sur ��+; on déduit que u�3 est nulle dans 
�. �2.3.2 Estimation sur la pression et détermination du problèmelimiteDans la suite, on �xe la détermination de la pression telle que :Z
� p�� dx dx3 = 060



Proposition 2.3.2. L'estimation suivante est véri�ée :k�2p��kL2(
�) � K�Preuve :Prenons su

essivement 
omme fon
tions-test ( �1; 0; 0); (0;  �2; 0) dans l'équation (2.12),ave
  �i dans H10 (
�) pour i = 1; 2 .�� Z
� Xj=1;2��u��i�xj � �i�xj + 1�2 �u��i�x3 � �i�x3� dxdx3 = h�p���xi ;  �i iH�1;H10Des estimations de la vitesse, on déduit :����h�2�p���xi ;  �i iH�1;H10 ���� � Kk �ikH10 (
�) 8i = 1; 2 (2.16)De même, en prenant (0; 0;  �3) dans (2.12) ave
  �3 dans H10 (
�), on obtient :����h��p���x3 ;  �3iH�1;H10 ���� � Kk �3k(H10 (
�))3 (2.17)(2.16) et (2.17) induisent : jj�2rp��jjH�1(
�)3 � K�La pression dans l'équation de Stokes est dé�nie à une 
onstante près. Soit p�� unedétermination 
hoisie à moyenne nulle dans 
�, d'après (1.5) pour 
� = � domainelips
hitzien borné, on a :8� 2 L2(
�) k�kL2(
�) � K
�0�kr�kH�1(
�)3 + ������Z
� � dx������1A (2.18)Pour � = p�� ave
 R
� p��dxdx3 = 0, on a d'après (2.18) :jjp��jjL2(
�) � K
�jjrp��jjH�1(
�)3 � K��2 (2.19)�Le théorème suivant nous donne le problème limite :Théorème 2.3.3. Pour � �xé, lorsque � ! 0, �2p�� 
onverge dans L2(
�) vers p�(x),unique solution dans H1(w) de :Zw (h�)312� rxp�:rx�dx = Zw h�2 s:rx� dx� Z�w 0� hminZ0 g:n dx31A � dx 8� 2 H1(w)(2.20)ave
 Zw h�(x)p�dx = 0 (2.21)61



Preuve :Partie 1 : Convergen
e et régularité supplémentaireD'après la proposition 2.3.2, �2p�� est bornée dans L2(
�) et il existe p� dans L2(
�)tel que une sous-suite extraite de p�� 
onverge vers p� dans L2(
�) faible. Don
 on aaussi : �2�p���x3 * �p��x3 dans D0(
)D'après (2.17) : �2�p���x3 * 0 = �p��x3Soit  � = (x3(x3 � h�(x))�(x); 0; 0) où � appartient à D(w). Tenant 
ompte de larégularité de h�, la fon
tion �2 � est une fon
tion test pour (2.12) :� 2Xi=1 Z
� �2�u��1�xi ��xi (x3(x3 � h�(x))�(x)) dx dx3 + � Z
� �u��1�x3 (2x3 � h�)�(x) dx dx3��2 Z
� p�� ��x1 (x3(x3 � h�(x))�) dx dx3 = 0Passant à la limite en � :� Z
� �u�1�x3 (2x3 � h�(x))�(x) dxdx3 � Zw p�(x)0� h�Z0 (x3(x3 � h�) ���x1 � x3 �h��x1 �) dx31A dx = 0D'autre part :h�Z0 �x3(x3 � h�) ���x1 � x3 �h��x1 �� dx3 = ��(h�)36 ���x1 + (h�)22 �h��x1 �� = � ��x1 �(h�)36 ��Don
 � Z
� �u�1�x3 (2x3 � h�(x))�(x)) dxdx3 + Zw p�(x) ��x1 �(h�)36 �� dx = 0En utilisant la formule de Green :�2� Z
� u�1�(x) dx dx3 + � Zw s1h�� dx� 16 < �p��x1 (h�)3; � >D0;D= 0Ce
i étant vrai pour tout � dans D(w), s'é
rit aussi :~u�1 = h�2 s1 � (h�)312� �p��x1 dansD0(w) (2.22)où on l'a noté : ~u�1 = h�Z0 u�1dx362



De la même façon, en 
hoisissant  � = �2(0; x3(x3 � h�(x))�(x); 0) on obtient :~u�2 = h�2 s2 � (h�)312� �p��x2 dans D0(w) (2.23)(2.22) et (2.23) impliquent que rxp� appartient à L2(w) 
ar ~u�i est dans L2(w) pour touti = 1; 2. Don
 la limite p� est en fait dans H1(w).Partie 2 : Détermination du problème limite :Dans l'équation de la divergen
e (2.13), on 
hoisit � 2 H1(w) 
omme fon
tion test :0 = Z
� div�u��� dx dx3 = � Z
� u��:r�� dx dx3 + Z�
� u��:n�d�Tenant 
ompte des 
onditions en vitesse sur �
�, il vient :� Z
� u��1 ���x1 dxdx3 � Z
� u��2 ���x2 dxdx3 + Z�l g:n � d� = 0En passant à la limite, 
omme g ne dépend pas de �, il vient :� Z
� u�1 ���x1 dxdx3 � Z
� u�2 ���x2 dx dx3 + Z�l g:n� d� = 0qui s'é
rit aussi : � Zw ~u�1 ���x1 dx� Zw ~u�2 ���x2 dx+ Z�l g:n�d� = 0En utilisant (2.22) et (2.23), on obtient :2Xi=1 Zw ��(h�)312� �p��xi ���xi + si2 h� ���xi� dx = Z�l g:n � d� 8� 2 H1(w)D'autre part : Z�l g:n � d� = Z�w 0� hminZ0 g:ndx31A � dxOn obtient �nalement :Zw (h�)312� rxp�:rx� dx = Zw h�2 s:rx� dx� Z�w 0� hminZ0 g:ndx31A � dxCette équation 
orrespond à la formulation variationnelle d'un problème de Neumannadmettant une in�nité de solutions dé�nies à une 
onstante près, mais p�� véri�e la
ondition supplémentaire : �2 Z
� p�� dx dx3 = 063



Après passage à la limite, 
omme p� ne dépend pas de x3, 
ette 
ondition s'é
rit :Zw h�(x)p� dx = 0et assure l'uni
ité de la limite p� et la 
onvergen
e de toute la suite p��. �Remarque 2.3.4. La formulation forte asso
iée à (2:20) est :8>>>>><>>>>>:divx � (h�)312� rxp�� = divx �h�2 s� dans w�p��n = � 12�(h�)3 hminZ0 g:n dx3 + 6�(h�)2 2Xi=1 si:ni sur �wLe 
hamp de vitesse limite se 
al
ule alors par le :Théorème 2.3.5. la vitesse limite est donnée paru�i(x; x3) = �p��xi x32�(x3 � h�)� sih�x3 + si i = 1; 2 (2.24)u�3(x; x3) = 0Preuve :On prend su

essivement (�2 �1; 0; 0) et (0; �2 �2; 0) 
omme fontions-test dans l'équation(2.12) ave
  �i 2 H10 (
�); i = 1; 2. On passe à la limite et on obtient :� Z
� �u�i�x3 � �i�x3 dxdx3 + Z
� �p��x1 i dxdx3 = 0 8i = 1; 2Ce qui s'é
rit dans H�1(
�) : ��2u�i�x23 = �p��xi 8i = 1; 2On intègre deux fois, par rapport a x3 et on utilise les 
onditions aux bords donnéesdans la proposition 2.3.1 pour �xer les 
onstantes d'intégration. �2.3.3 Comportement asymptotique des 
ontraintesLes résultats pré
édents permettent de 
onnaître la pression et la vitesse. D'autresquantités 
ara
téristiques de l'é
oulement intéressent le mé
ani
ien. Ce sont les e�ortset les 
ontraintes exer
ées (pon
tuellement ou en moyenne) sur la surfa
e solide par le�uide. Nous nous intéressons dans 
ette partie, après en avoir rappelé les dé�nitions, au
omportement asymptotique de 
es grandeurs quand � tend vers zéro.64



Dans un premier temps nous donnons un résultat de 
onvergen
e relativement immédiatqui ne 
on
erne pas les �vrais normales� mais les normales aux surfa
es res
alées.On s'intéresse ensuite au 
omportement limite quand � tend vers zéro des 
ontraintesdans le vrai domaine et en parti
ulier sur ���+ [��. Cela fait intervenir non seulement le
ara
tère os
illant des termes du tenseur des 
ontraintes, mais aussi le 
ara
tère os
illantde la frontière elle-même au travers des normales à la surfa
e sur ���+ où nous n'obtenonsque des résultats de 
onvergen
es en moyenne sur ���+ . Par 
ontre sur �� qui n'os
illepas, on peut obtenir des résultats asymptotiques pon
tuels.Un se
ond théorème nous permet d'obtenir la 
onvergen
e souhaitée des e�orts sousune hypothèse supplémentaire. On suppose que h�, ĝ�� et w sont tels que :(H1) (û��; p̂��) est dansH2(
��)�H1(
��) [12℄On notera dans 
ette se
tion f̂ une fon
tion dans l'ouvert initial 
�� et f la fon
tion
orrespondante dé�nie dans l'ouvert res
alé 
� :f̂(z; z3) = f(z; z3� )Dé�nition 2.3.6. Dans le domaine initial 
��, le tenseur des 
ontraintes �̂�� = (�̂��ij )i;j=1;2;3est dé�ni par : �̂��ij = ���û��i�zj + �û��j�zi � i 6= j�̂��ii = �p̂�� + 2��û��i�ziPour une surfa
e S dont le ve
teur normal est noté n̂��, le ve
teur 
ontrainte à 
ettesurfa
e est : �̂��:n̂��Dé�nition 2.3.7. On étudiera la limite d'un ve
teur 
ontrainte normalisé dé�ni par :V̂ �� = 0BBBB� ��̂��11 ��̂��12 ��̂��13��̂��21 ��̂��22 ��̂��23�2�̂��31 �2�̂��32 �2�̂��33
1CCCCA :n̂��Les e�orts 
orrespondants sur une surfa
e S dans la dire
tion zi sont dé�nis par :F̂ ��i = ZS V̂ ��i d� i = 1; 2; 3Nous appliquons 
ette dé�nition aux surfa
es ���+ ; et �� dans le système d'axes initial(z1; z2; z3). Posons : F̂ ��+i = Z���+ V̂ ��i d� i = 1; 2; 3 (2.25)65



F̂ ���i = Z�� V̂ ��i d� i = 1; 2; 3 (2.26)ave
 respe
tivement n̂��+ et n̂��� , les ve
teurs unitaires normaux aux surfa
es �̂��+ et �̂�donnés par : n̂��+ = 0BBB� �� �h��z1 1q1+(� �h��z1 )2+(� �h��z2 )2�� �h��z2 1q1+(� �h��z1 )2+(� �h��z2 )21q1+(� �h��z1 )2+(� �h��z2 )2
1CCCA ; n̂��� = n̂� = 0� 00�1 1ARemarquons que sans l'hypothèse (H1), V̂ ��=�
�� serait seulement dans H� 12 (�
��) don
on ne pourrait pas donner de sens à F̂ ��+i et F̂ ���i.Nous voulons étudier la 
onvergen
e de la 
ontrainte V̂ ��, dé�nie dans 
�� à partirde la normale relative à 
��. Pour 
ela on se ramène à l'ouvert res
alé indépendant de �en utilisant le 
hangement de variables (2.5) ; la 
ontrainte sera notée V �� et s'é
rit :V �� = V ��+ = (b��(x)���):N �+ sur ��+ (2.27)et V �� = V ��� = ���:N� sur �� (2.28)ave
 ��� = 0� �2���11 �2���12 ����13�2���21 �2���22 ����23�3���31 �3���32 �2���33 1Aet b��(x) = q1 + ( �h��x1 )2 + ( �h��x2 )2q1 + (� �h��x1 )2 + (� �h��x2 )2N � est le ve
teur unitaire normal à la frontière de 
� dans le système d'axes (x; x3),en parti
ulier on notera pour 
e qui 
on
erne les bords supérieurs et inférieurs :N � = N �+ = 0BBB� � �h��x1 1q1+( �h��x1 )2+( �h��x2 )2� �h��x2 1q1+( �h��x1 )2+( �h��x2 )21q1+( �h��x1 )2+( �h��x2 )2
1CCCA ; N � = N� = 0� 00�1 1AIl est à remarquer dans (2.27) et (2.28) que le tenseur des 
ontraintes normalisées quiintervient ��� n'est pas le même que 
elui qui intervient dans la dé�nition 2.3.7 de V ��.Ce
i vient du fait que pour étudier la 
onvergen
e de V �� sur ��+, la normale dépend de� dans l'ouvert géométrique et n'est pas la même dans l'ouvert res
alé, 
e qui 
onduit àtravailler sur un terme modi�é (voir lemme 2.3.10).66



Lemme 2.3.8. Lorsque � ! 0 
haque ve
teur ligne ���i du tenseur normalisé ���
onverge dans H(div; 
�) vers le ve
teur ligne ��i de :�� = 0B� �p� 0 ��u�1�x30 �p� ��u�2�x30 0 �p� 1CAoù p� est la solution de (2:20) et (2:21) et u� est dé�ni dans (2:24):Preuve :L'équation (2.2) s'é
rit sous forme divergentielle :��z1 �̂��i1 + ��z2 �̂��i2 + ��z3 �̂��i3 = 0 8i = 1; 2; 3 (2.29)En faisant le 
hangement de variables (2.5), la dé�nition 2.3.7 donne :��x1 ��p�� + 2��u��1�x1 �+ � ��x2 ��u��1�x2 + �u��2�x1 � + �� ��x3 �1� �u��1�x3 + �u��3�x1 � = 0 (2.30)� ��x1 ��u��1�x2 + �u��2�x1 �+ ��x2 ��p�� + 2��u��2�x2 � + �1� ��x3 �1� �u��2�x3 + �u��3�x1 � = 0(2.31)� ��x1 ��u��3�x1 + 1� �u��1�x3 �+ � ��x2 �1� �u��2�x3 + �u��3�x2 �+ 1� ��x3 ��p�� + 2�� �u��3�x3 � = 0 (2.32)Multipliant les équations (2.30), (2.31) et (2.32) respe
tivement par �2, �2 et �3 on endéduit : (la normalisation sur les 
ontraintes a été 
hoisie pour 
ela),div ���i = 0 8i = 1; 2; 3Les estimations en vitesse et pression impliquent que :jj���i jjL2(
�) � K� 8i = 1; 2; 3On déduit la 
onvergen
e dans H(div; 
�) de ���i vers une limite notée ��i et 
al
ulée enpassant à la limite dans (2.30) (2.31) (2.32). �Proposition 2.3.9. On suppose que :(H2) h(x; y) 2 C3(w�℄0; 1[2)Alors, on a :i) b��(x) est borné dans W 2;1(w)ii) b��(x) 
onverge fortement dans W 1;1(w) versb�(x) =r1 + (�h��x1 )2 + (�h��x2 )2 (2.33)67



Preuve :De l'hypothèse (H2) sur h(x; y), on déduit que h�(x) appartient à C3(w). La dépendan
een � du dénominateur de b��(x) implique que toutes ses dérivées jusqu'a l'ordre 2 sontbornées dans L1(w) quand � tend vers zéro, 
e qui démontre le point i).Par 
ompa
ité de W 2;1(w) dans W 1;1(w), on déduit de i) qu'à une sous suite près deb��(x) 
onverge fortement dans W 1;1(w). Par ailleurs, b��(x) 
onverge pon
tuellementvers b�(x) dé�ni par (2.33), 
e qui par uni
ité de la limite termine la démonstration. �Lemme 2.3.10. Sous l'hypothèse (H2), b�����i 
onverge faiblement dans H(div;
�) versb���iPreuve :Pour tout ' dans L2(
�), d'après la proposition 2.3.9 ii) , on a :b��'! b�' fortement dans L2(
�)Du lemme 2.3.8, on sait que :���i * ��i faible dans L2(
�)don
 Z
� b�����i ' dx dx3 ! Z
� b�����i ' dx dx3De la même manière, on obtient :Z
� div (b�����i )' dx dx3 ! Z
� div (b�����i )' dx dx3Ce qui termine la démonstration. �Théorème 2.3.11. i) V ��� dé�ni par (2:28) 
onverge dans �H 1200(��)0�3 vers V �� quiappartient à L2(w)3 et qui vaut :
V �� = 0BBBBBBB�

�p��x1 h�2 + �s1h��p��x2 h�2 + �s2h�p�
1CCCCCCCA sur �� (2.34)

ii)Sous l'hypothèse (H2), V ��+ dé�ni par (2:27) 
onverge dans �H 1200(��+)0�3 vers V �+ quiappartient à L2(w)3 et qui vaut :
V �+ = 0BBBBBBB� p� �h��x1 + �p��x1 h�2 � �s1h�p� �h��x2 + �p��x2 h�2 � �s2h��p�

1CCCCCCCA sur ��+ (2.35)
68



Preuve :i) D'après le lemme 2.3.8, ���:N � 
onverge faiblement dans �H� 12 (�
�)�3 vers ��:N �.En prenant une fon
tion test dans �H 1200(��)�3, on obtient :V ��� * ��:N �=�� = ��:N�=�� = 0BBB� ���u�1�x3���u�2�x3p�
1CCCAD'après le théorème 2.3.3, p� est dans H1(w). En utilisant la régularité C2(w) de h� et(2.24), la tra
e de �u�i�x3 sur �� est dans L2(w) et égale à :��p��xi h�2� � sih�
e qui donne (2.34).ii) D'après le lemme 2.3.10, b�����:N � 
onverge faiblement dans �H� 12 (�
�)�3, versb���:N �. En prenant une fon
tion test dans �H 1200(��+)�3, on obtient :

V ��+ * b�(x)��:N �+ =
0BBBBBBBBBBBB�
�p� �h��x1 + ��u�1�x3 � 1r1 + (�h��x1 )2 + (�h��x2 )2�p� �h��x2 + ��u�2�x3 � 1r1 + (�h��x1 )2 + (�h��x2 )2�p� 1r1 + (�h��x1 )2 + (�h��x2 )2

1CCCCCCCCCCCCA :r1 + (�h��x1 )2 + (�h��x2 )2
D'après la régularité H1(w) de p�, en utilisant (2.24), la tra
e sur ��+ de �u�i�x3 est dansL2(w) et vaut : �u�i�x3 = +�p��xi h�2� � sih� 8i = 1; 2
e qui donne le résultat. �On donne maintenant les e�orts limites F �+ et F �� dans le lemme suivant :
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Lemme 2.3.12. Sous les hypothèses (H1) et (H2), les e�orts limites sont :
F �+ = 0BBBBBBBBB�

Zw �p� �h��x1 + �p��x1 h�2 � �s1h�� dxZw �p� �h��x2 + �p��x2 h�2 � �s2h�� dx� Zw p�dx
1CCCCCCCCCA sur ��+

F �� = 0BBBBBBBBB�
Zw � �p��x1 h�2 � �s1h�� dxZw � �p��x2 h�2 � �s2h�� dx+Zw p�dx

1CCCCCCCCCA sur ��
Preuve :D'après le lemme 2.3.8, ���:N � 
onverge faiblement dans H� 12 (�
�)3 vers ��:N � qui estun élément de (L2(�
�))3, on a :< ��:N �; 1 >= Z�
� ��:N �d�On peut don
 intégrer 
haque 
omposante sur des mor
eaux de la frontière de �
�.Sur ��+ l'élément de la longueur est d� = 1r1 + (�h��x1 )2 + (�h��x2 )2 dx et on obtient l'e�ortlimite : F �+i = Z��+ (��:N �)i d� = Zw �p��h��xi + ��u�i�x3� dx i = 1; 2et pour la troisième 
omposante : F �+3 = � Zw p� dxDe même, on intègre ��:N � sur �� :F ��i = Z�� (��:N �)i d� = Zw ���u�i�x3 dx i = 1; 2et pour la troisième 
omposante : F ��3 = Zw p� dx70



D'après (2.24), on exprime �u�i�x3 en fon
tion de �p��xi dans les expressions de F �+i et F ��i,et on trouve le résultat. �Remarque 2.3.13. On a démontré la 
onvergen
e des 
ontraintes normales sur la to-talité du bord, mais dans un sens trop faible pour séparer le bord en mor
eaux. Don
 onpourra seulement dire que formellement F �+ (resp. F �� ) est la limite de F ��+ (resp. F ��� )2.4 Etude asymptotique quand �! 0Dans le paragraphe pré
édent, le problème asymptotique (2.20) (2.21) a été ob-tenu après avoir fait tendre � vers zéro. Il véri�e une équation de type Reynolds dans undomaine min
e en présen
e d'une frontière rugueuse. Nous utilisons la théorie de l'homo-généisation pour étudier son 
omportement limite quand le paramètre � de la rugositétend vers zéro. Nous 
ommençons par quelques rappels sur la 
onvergen
e double é
helleavant de l'utiliser pour étudier le problème (2.20) (2.21).2.4.1 Rappels sur la 
onvergen
e double é
helle :Rappelons pour la dimension n les espa
es fon
tionnels qui seront utilisés dans lapartie suivante :C1# (Y ) = f� 2 C1(Rn); Y � périodiquegH1#(Y ) = le 
omplété de C1# (Y ) pour la norme H1(Y )D(
; C1# (Y )) = l'espa
e des fon
tions de D(
) à valeur dans C1# (Y )L2(
; H1#(Y )) = l'espa
e des fon
tions de L2(
) à valeur dans H1#(Y )L2(
; H1#(Y )=R) = l'espa
e des fon
tions de L2(
)à valeur dans H1#(Y )=RV (xn) = f' 2 L2(
); �'�xn 2 L2(
)gDé�nition 2.4.1. [16℄ une suite v� de L2(
) 
onverge double é
helle vers une fon
tionv de L2(
� Y ) si pour toute fon
tion �(X; Y ) de D(
; C1# (Y )), on a :lim�!0 Z
 v�(X)�(X; X� )dX = Z
 ZY v(X; Y )�(X; Y ) dX dYle symbole !! désignera la 
onvergen
e � double é
helle�Lemme 2.4.2. [16℄ De toute suite v� bornée de L2(
), on peut extraire une sous-suitequi 
onverge double é
helle vers v(X; Y ) de L2(
�Y ) et on a pour toute fon
tion �(X; Y )71



de L2(
; C#(Y )) :lim�!0 Z
 v�(X)�(X; X� )dX = Z
 ZY v(X; Y )�(X; Y ) dX dYLemme 2.4.3. [2℄ Soit (v�) une suite bornée dans L2(
) et soit v sa limite doubleé
helle, alors v� 
onverge faiblement dans L2(
) vers ~v dé�ni par :~v = ZY v(X; Y ) dYLemme 2.4.4. [2℄ Si (v�) est une suite bornée dans H1(
), alors sa limite double é
helleest dans H1(
) et ne dépend que de X ; de plus il existe une fon
tion v0(X; Y ) deL2(
; H1#(Y )=R) telle que :rXv� !!rXv(X) +rY v0(X; Y )Lemme 2.4.5. Soit (v�) une suite bornée dans V (xn), soit v(X; Y ) sa limite doubleé
helle, alors il existe une fon
tion v1(X; Y ) de L2(
 � Y ) ave
 �v1�yn dans L2(
 � Y )telle que : �v�yn = 0 et �v��xn !! �v�xn (X; y) + �v1�yn (X; Y )PreuveSoit (v�) une suite bornée dans V (xn), alors il existe v dans L2(
�Y ) et � dans L2(
�Y )tel que pour tout  dans D(
; C1# (Y )) on a :8>>>><>>>>:
Z
 v�(x; xn) (x; xn; x� ; xn� ) dx dxn ! Z
 ZY v(x; xn; y; yn) (x; xn; y; yn) dx dxn dy dynZ
 �v��xn (x; xn) (x; xn; x� ; xn� ) dx dxn ! Z
 ZY �(x; xn; y; yn) (x; xn; y; yn) dx dxn dy dyn (2.36)En intégrant par partie, on a :� Z
 �v��xn (x; xn) (x; xn; x� ; xn� ) dx dxn = � Z
 v�(x; xn)�� � �xn (x; xn; x� ; xn� ) + � �yn (x; xn; x� ; xn� )� dx dxnEn passant à la limite dans les deux termes, tenant 
ompte de (2.36) on obtient :0 = � Z
 ZY v(x; xn; y; yn) � �yn dx dxn dy dynCe
i implique que v(x; xn; y; yn) ne dépend pas de la variable yn.
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On 
hoisit maintenant dans (2.36) une fon
tion  qui ne dépend pas de la variableyn. En intégrant par partie, on a :Z
 v� � �xn dx dxn = � Z
 �v��xn dx dxnEn passant à la limite dans les deux termes, on obtient :Z
 ZY v � �xn dx dxn dy dyn = � Z
 ZY � dx dxn dy dynComme  ne dépend pas de la variable yn, on a :1Z0 ��� �v�xn� dyn = 0Posons : v1(X; Y ) = ynZ0 ��� �v�xn� dsnv1(X; Y ) est dans L2(
� Y ), �v1�yn est aussi dans L2(
� Y ), v1 est yn-périodique et :�(x; xn; y; yn)� �v�xn = �v1�ynCe qui termine la preuve. �.Lemme 2.4.6. Si (v�) est une suite bornée dans L2(
), telle que (��v��xi ) est aussi bornéedans L2(
), i = 1; n� 1. Notons v(x; xn; y; yn) sa limite double é
helle, alors��v��xi !! �v�yi i = 1; n� 1PreuveSi (v�) et (��v��xi ) pour un i entre 1; n � 1 sont des suites bornées dans L2(
), alors ilexiste v et �0 dans L2(
� Y ) tels que pour tout  dans D(
; C1# (Y )) on ait :8>>>>>><>>>>>>:
Z
 v�(x; xn) (x; xn; x� ; xn� ) dx dxn ! Z
 ZY v(x; xn; y; yn) (x; xn; y; yn) dx dxn dy dyn� Z
 �v��xi (x; xn) (x; xn; x� ; xn� ) dx dxn ! Z
 ZY �(x; xn; y; yn) (x; xn; y; yn) dx dxn dy dyn (2.37)En intégrant par partie, on a :� Z
 �v�(x; xn)�xi  (x; xn; x� ; xn� ) dx dxn = � Z
 v�(x; xn)�� � �xi (x; xn; x� ; xn� ) + � �yi (x; xn; x� ; xn� )� dxdxn73



En passant à la limite dans les deux termes, tenant 
ompte de (2.37) on obtient :Z
 ZY �(x; xn; y; yn) (x; xn; y; yn) dx dxn dy dyn = � Z
 ZY v(x; xn; y; yn)� �yi dx dxn dy dyn= Z
 ZY �v(x; xn; y; yn)�yi  dx dxn dy dyn�.Lemme 2.4.7 (Convergen
e double é
helle forte). [2℄ Soit (v�) une suite bornéedans L2(
) qui 
onverge double é
helle vers v(X; Y ) de L2(
� Y ), on suppose en outreque : lim�!0 jjv�jjL2(
) = jjvjjL2(
�Y )alors pour tout �� qui 
onverge à double é
helle vers �(x; y) 2 L2(
� Y ) on a :v��� * ZY v(X; Y )�(X; Y ) dY dans D0(
) (2.38)Proposition 2.4.8. [2℄ Toute fon
tion 	 de L2(
; C#(Y )) satisfaisant :lim�!0 jj	�jjL2(
) = jj	jjL2(
�Y )alors 	�(X) = 	(X; X� ) 
onverge double é
helle fort vers 	(X; Y )2.4.2 HomogénéisationDans 
ette partie, on rappelle des notations de la se
tion 2.2.w est un ouvert borné de R2 et ~h(x) = R 10 R 10 h(x; y) dy ave
 h(x; y) véri�ant (H0).On dé�nit l'espa
e suivant :H1? = f� 2 H1(w) : Zw ~h(x)�(x)dx = 0gLemme 2.4.9 (Inégalité de Poin
aré généralisée). [20℄ Soit l une forme linéairede : H1(w)! R , alors il existe une 
onstante K > 0 dépendent de l et de w telle que :jj�jjL2(w) � K �kr�kL2(w)2 + jl(�)j� 8� 2 H1(w)Lemme 2.4.10. kr�kL2(w) dé�nit une norme équivalente à la norme H1(w) sur H1? , eton a : k�kL2(w) � Kkr�kL2(w)2 8� 2 H1?Preuve :C'est une appli
ation du lemme 2.4.9, il su�t de prendre la forme linéaire :l(�) = Zw ~h(x)� dx �74



Théorème 2.4.11. p� est bornée dans H1(w), et on a les 
onvergen
es suivantes :p� � p0(x); rxp� � rxp0 +ryp1 (2.39)où (p0; p1) est l'unique solution dans H = H1? �L2(w;H1#(℄0; 1[2)=R) du problème varia-tionnel mixte :Zw 1Z0 1Z0 h312� (rxp0 +ryp1) : (rx�0 +ry�1) dx dy = Zw 1Z0 1Z0 h2s: (rx�0 +ry�1) dx dy
� Z�w 0� hminZ0 g:n dx31A�0 dx 8(�0; �1) 2 H1(w)� L2(w;H1#(℄0; 1[2)) (2.40)Preuve :Partie 1 : on sait déjà que p� est dans H1(w), d'après (2.21) .On prend p� 
omme fon
tion test dans l'équation (2.20)Zw (h�)312� (rxp�)2 dx = Zw h�2 s:rxp� dx� Z�w 0� hminZ0 g:n dx31A p� dxa312� Zw (rxp�)2 dx � ������Zw (h�)312� (rxp�)2 dx������ � b2 jjsjj(L2(w))2 jjrxp�jj(L2(w))2 +Kjjp�jjL2(�w)� b2 jjsjj(L2(w))2 jjrxp�jj(L2(w))2 +Kjjp�jjH1(w)En utilisant (2.21) et le lemme 2.4.9, il est fa
ile de démontrer que :kp�kH1(w) � Kkrxp�k(L2(w))2On obtient : krxp�kL2(w)2 � 12�a3 � b2 jjsjj(L2(w))2 +K� � KLe lemme 2.4.4 de la 
onvergen
e double é
helle permet d'obtenir l'existen
e de p0et p1 tels que (2.39) soit vrai.Soit (�0; �1) dans C1(w)�D(w;C1# (℄0; 1[2)), on prend �0+ ���1 
omme fon
tion testdans (2.20), d'où :Zw (h�)312� rxp�:�rx�0+�rx�1(x; x� )+ry�1(x; x� )�=Zw h�2 s:�rx�0 + �rx�1(x; x� )+ry�1(x; x� )��Z�w 0� hminZ0 g:ndx31A �0 d�75



Or (h�)3rx�0 est une fon
tion test pour la 
onvergen
e double é
helle (lemme 2.4.2),�(h�)3rx�1 
onverge vers zéro et (h�)3ry��1 est dans L2(w) et 
onverge double é
hellefort vers h3ry�1 (elle véri�e les hypothèses du lemme 2.4.7). On peut don
 passer à lalimite double é
helle dans 
ha
un des termes produits de l'égalité 
i-dessus :Zw 1Z0 1Z0 h312� (rxp0 +ryp1) : (rx�0 +ry�1) = Zw 1Z0 1Z0 h2s: (rx�0 +ry�1)
� Z�w 0� hminZ0 g:ndx31A �0 d� 8(�0; �1) 2 C1(w)�D(w; C1# (℄0; 1[2)) (2.41)Par densité 
e
i reste vrai pour tout (�0; �1) 2 H1(w)� L2(w;H1#(Y ))Il reste à démontrer l'existen
e et l'uni
ité du 
ouple (p0; p1). On va utiliser le théo-rème de Lax-Milgram en posant :A((�00; �01); (�10; �11)) = Zw 1Z0 1Z0 (h�)312� �rx�00 +ry�01� : �rx�10 +ry�11�H est un espa
e de Hilbert muni de la norme :jj(�0; �1)jj2H = jjrx�0jj2L2(w) + jjry�1jj2L2(w�Y )On véri�e fa
ilement que A est une forme bilinéaire 
ontinue sur H1(w)�L2(w;H1#(Y )) ;de plus elle est 
oer
ive dans H = H1? � L2(w;H1#(Y )=R).En e�et : A((�0; �1); (�0; �1)) � a312� Zw 1Z0 1Z0 (rx�0 +ry�1)2 dx dy= a312� Zw 1Z0 1Z0 �(rx�0)2 + (ry�1)2� dx dy+ a36� Zw 1Z0 1Z0 rx�0:ry�1 dx dyle terme Zw 1Z0 1Z0 rx�0:ry�1dxdy est nul par périodi
ité.On obtient : A((�0; �1); (�0; �1)) � a312� jj(�0; �1)jj2HCe
i assure l'existen
e et l'uni
ité de la solution (p0; p1) dans H du problème (2.41).�76



2.4.3 Détermination du problème limiteNous introduisons maintenant les problèmes lo
aux qui vont permettre d'éliminer ladeuxième pression p1.Soient �i les uniques solutions des problèmes lo
aux suivants (x est �xé dans w) :divy � h312�(ei +ry�i)� = 0 �i 2 H1#(℄0; 1[2) \ L20(℄0; 1[2); i = 1; 2 (2.42)divy � h312�ry�3� = �s2 :ryh� �3 2 H1#(℄0; 1[2) \ L20(℄0; 1[2) (2.43)Les formulations variationnelles 
orrespondant aux problèmes (2.42) (2.43) sont : (i =1; 2)Cher
her �i dans H1#(℄0; 1[2) \ L20(℄0; 1[2) tel que :1Z0 1Z0 h312�(ei +ry�i):ry� dy = 0 8� 2 H1#(℄0; 1[2) (2.44)Cher
her �3 dans H1#(℄0; 1[2) \ L20(℄0; 1[2) tel que :1Z0 1Z0 h312�ry�3:ry� dy = 1Z0 1Z0 hs2 :ry� dy 8� 2 H1#(℄0; 1[2) (2.45)Proposition 2.4.12. �i 2 L1(w;H1#(℄0; 1[2)); i = 1; 2; 3Preuve :Il est évident que : (i = 1; 2; 3) kry�ikL2(℄0;1[2)2 � 
où 
 est une 
onstante indépendante de x et de w. �Proposition 2.4.13. On a la relation suivante :p1 = 2Xj=1 �p0�xj �j + �3Preuve :Soit  = �0(x)�1(y) où �0(x) est dans D(w) et �1(y) dans C1# (Y ), (0;  ) est une fon
tiontest pour (2.40) :Zw 1Z0 1Z0 h312� (rxp0 +ryp1) :(ry�1)�0(x) dx dy = Zw 1Z0 1Z0 h2(s:ry�1)�0(x) dx dy77



Zw 0� 1Z0 1Z0 h312�(rxp0 +ryp1):ry�1 dy1A�0(x)dx = Zw 0� 1Z0 1Z0 h2s:ry�1dy1A�0(x)dx
e
i est vrai pour tout �0 dans D(w), don
 à x et p0 �xés, p1 se trouve être l'uniquesolution du problème variationnel suivant :Cher
her p1 dans H1#(℄0; 1[2) :1Z0 1Z0 h312�ryp1:ry�1 dy = 1Z0 1Z0 h2 s:ry�1 dy � 1Z0 1Z0 h312�rxp0ry�1 dy 8� 2 H1#(℄0; 1[2) (2.46)on pose v = 2Xi=1 �p0�xi �i + �3; v 2 L2(w;H1#(℄0; 1[2))On veut montrer que v véri�e aussi (2.46), pour 
ela, on 
al
ule :I = 1Z0 1Z0 h312�ryv:ry�1 dyOn rempla
e v par sa valeur en fon
tion de p0, on obtient :I = 2Xi=1 1Z0 1Z0 h312� �p0�xiry�i:ry�1dy + 1Z0 1Z0 h312ry�3:ry�1dyD'autre part, si on prend �p0�xi �1(y) 
omme fon
tion test dans (2.44), ave
 �1(y) dansH1#(Y ), on a : 1Z0 1Z0 h312� �p0�xi �ei +ry�i� :ry�1 = 0 8i = 1; 2 (2.47)�1(y) dans H1#(Y ) est aussi fon
tion test dans (2.45), on a :1Z0 1Z0 h312�ry�3:ry�1 = 1Z0 1Z0 hs2 :ry�1 dy (2.48)Remplaçant, (2.47) et (2.48) dans la formule de I, on obtient :I = � 2Xi=1 1Z0 1Z0 h312� �p0�xi ei:ry�1 + 1Z0 1Z0 h2s:ry�1 dy
e qui implique que I = 1Z0 1Z0 h2s:ry�1dy � 1Z0 1Z0 h312�rxp0:ry�1 dy78



don
 v est solution de (2.46), et par uni
ité p1 = v �Théorème 2.4.14. p0 2 H1? est l'unique solution de l'équation de Reynolds homogénéi-sée :Zw 2Xi;j=1aij(x)�p0�xi ���xj dx=Zw 2Xi=1  ~h2si � bi(x)! ���xi dx�Z�w 0� hminZ0 g:n dx31A � dx 8� 2 H1(w)(2.49)où A(x) = (aij(x))i=1;2 est la matri
e dé�nie par :aij(x) = 1Z0 1Z0 h312�(Æij + ��i�yj ) dy (2.50)bi(x) = 1Z0 1Z0 h312� ��3�yi dy i = 1; 2Preuve :Choisissons (�; 0) 
omme fon
tion-test dans (2.40), ave
 � dans H1(w)Zw 1Z0 1Z0 h312� (rxp0 +ryp1) :rx� = Zw 1Z0 1Z0 h2s:rx� dx dy � Z�w 0� hminZ0 g dx31A :n� dxEn remplaçant p1 par sa valeur donnée dans la proposition 2.4.13, on obtient :2Xi;j=1Zw 1Z0 1Z0 h312� �p0�xj �Æij + ��j�yi � ���xi dx dy =Zw 1Z0 1Z0 �h2 s� h312�ry�3� :rx� dx dy � Z�w 0� hminZ0 g dx31A :n� dx
e qui implique l'équation (2.49).Pour montrer l'uni
ité de p0, il su�t de montrer que la formulation (2.49) 
orrespond àun problème 
oer
if. Pour 
e
i on va montrer que la matri
e A(x) est symétrique dé�niepositive.On prend � = �j12 dans (2.44)1Z0 1Z0 h312�(ei +ry�i):ry�j dy = 0Alors, (2.50) se met sous la forme :aij(x) = 1Z0 1Z0 h312�(ei +ry�i)(ej +ry�j) dy79




e qui montre en parti
ulier que A(x) est une matri
e symétrique.Soit � = (�1; �2) un ve
teur de R2 :�tA� = 1Z0 1Z0 h312� 2Xi;j=1 �i(ei+ry�i):(ej+ry�j)�j dy = 1Z0 1Z0 h312�  2Xi=1 �i(ei +ry�i)!2 dydon
 �tA� � a312� 1Z0 1Z0  2Xi=1 �i(ei +ry�i)!2 dy
= a312� 1Z0 1Z0 ��21(e1 +ry�1)2 + �22(e2 +ry�2)2 + 2�1�2(e1 +ry�1)(e2 +ry�2)� dyD'autre part, pour 
haque i = 1; 2 :1Z0 1Z0 �2i (ei+ry�i)2 dy = 1Z0 1Z0 �2i (1+(ry�i)2+2��i�yi ) dy = 1Z0 1Z0 �2i dy+ 1Z0 1Z0 �2i (ry�i)2 dyet 2 1Z0 1Z0 �1�2(e1 +ry�1)(e2 +ry�2) dy = 2 1Z0 1Z0 �1�2ry�1:ry�2 dyAlors�tA� � a312� 1Z0 1Z0 2Xi=1 �2i dy+ a312� 1Z0 1Z0  2Xi=1 �2i (ry�i)2 + 2�1�2(e1 +ry�1)(e2 +ry�2)! dy= a312� 1Z0 1Z0 2Xi=1 �2i dy + a312� 1Z0 1Z0 ��1ry�1 + �2ry�2�2 dyOn a don
 �tA� � a312� j�j2
e qui assure la 
oer
ivité de (2.49) �2.4.4 Contraintes homogénéiséesDans 
e paragraphe, on s'intéresse aux limites des for
es s'exerçant sur les inter-fa
es �uide-solide en terme de 
ontraintes et d'e�orts. Pour faire 
onverger les e�orts,on aura besoin de supposer que la fon
tion h� ne dépend pas de � sur �w et on noteral'hypothèse 
orrespondante :(H3) 8x 2 �w h�(x) = h0(x)80



Lemme 2.4.15. Soient V �+ (resp. V �� ) les 
ontraintes dé�nies dans le théorème 2:3:11,alors lorsque �! 0, sous l'hypothèse (H2), on a les 
onvergen
es suivantes :
V �+ 
onverge dans (H�1(w))3 faible vers V+ = 0BBBBBBBBBB�

��x1 (p0~h)� 2Xj=1 �p0�xj 
1j(x)� d1(x)� �s1gh�1��x2 (p0~h)� 2Xj=1 �p0�xj 
2j(x)� d2(x)� �s2gh�1�p0(x)
1CCCCCCCCCCAet

V �� 
onverge dans (H�1)(w)3 faible vers V� = 0BBBBBBBB�
P2j=1 �p0�xj 
1j(x) + d1(x) + �s1gh�1P2j=1 �p0�xj 
2j(x) + d2(x) + �s2gh�1p0(x)

1CCCCCCCCAave
 
ij(x) = 1Z0 1Z0 �Æij + ��j�yi � h2 dy i = 1; 2di(x) = 1Z0 1Z0 ��3�yi h2 dy i = 1; 2Preuve :On va étudier la 
onvergen
e de 
haque 
omposante de V �+ donné dans (2.35) et qui seranoté V �+i; i = 1; 2; 3. Pour tout ' dans H10 (w), on a :< V �+i; ' >H�1;H10= Zw �p��h��xi + �p��xi h�2 �'dx� � Zw sih�'dx i = 1; 2et la troisième 
omposante :< V �+3; ' >H�1(w);H10 (w)= � Zw p�'dxAppliquant la formule de Green sur le premier terme, on obtient :< V �+i; ' >H�1(w);H10 (w)= � Zw �12 �p��xih�'+ p� �'�xih�� dx� � Zw sih�'dx i = 1; 2
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Quand �! 0, on utilise le théorème 2.4.11 ; on obtient la 
onvergen
e vers :� Zw 1Z0 1Z0 �12(�p0�xi + �p1�yi )h'+ p0 �'�xih� dx dy � � Zw 0� 1Z0 1Z0 dyh 1A si'dx i = 1; 2Remplaçant p1 par sa valeur en fon
tion de p0, et appliquant la formule de Green sur ledeuxième terme, il vient :� Zw 1Z0 1Z0 12  �p0�xi + Xj=1;2 �p0�xj ��j�yi + ��3�yi !h' dx dy+Zw 1Z0 1Z0 ��xi (p0h)' dx dy � � Zw 0� 1Z0 1Z0 dyh 1A si'dx i = 1; 2et < V �+3; ' >H�1;H10! � Zw p0'dxLa limite de V �� s'obtient de la même façon. �Théorème 2.4.16. Soient F �+ (resp. F �� ) les e�orts dé�nis dans le lemme 2:3:12, sousles hypothèses (H1), (H2) et (H3), quand �! 0, on a les 
onvergen
es suivantes :
F �+ ! 0BBBBBBBBB�

Rw ��P2j=1 �p0�xj 
1j(x)� d1(x)� �s1gh�1� dx + R�w p0h0n1 dxRw �p0�x2h� 2Xj=1 �p0�xj 
2j(x)� d2(x)� �s2gh�1! dx+ R�w p0h0n2 dx� Rw p0(x) dx
1CCCCCCCCCAet F �� ! 0BBBBBBBB�

Rw �P2j=1 �p0�xj 
1j(x) + d1(x) + �s1gh�1� dx i = 1; 2Rw �P2j=1 �p0�xj 
2j(x) + d2(x) + �s2gh�1� dx i = 1; 2Rw p0(x) dx
1CCCCCCCCAPreuveOn traitera 
haque 
omposante de F �+ (resp. F �� ) qui sont notées par F �+i (resp. F ��i ) :F �+i = Zw �p��h��xi + �p��xi h�2 � dx� � Zw sih� dx82



= �12 Zw �p��xih� dx+ Z�w p�h0ni dx� � Zw sih� dx i = 1; 2et F �+3 = � Zw p� dxComme p� 
onverge dans H1(w), on a la 
onvergen
e de sa tra
e dans H 12 (�w), on peutdon
 passer à la limite lorsque �! 0 :F �+i � �12 Zw 1Z0 1Z0 ��p0�xi + �p1�yi � h dx dy+Z�w p0h0ni dx�Zw 0� 1Z0 1Z0 dyh 1A si dx i = 1; 2Remplaçant p1 par sa valeur en fon
tion de p0, on obtient :�12 Zw 1Z0 1Z0  �p0�xi + Xj=1;2 �p0�xj ��j�yi + ��3�yi ! h dx dy+Z�w p0 h0ni dx�Zw si�1h dy� dx i = 1; 2Pour la troisième 
omposante, on a :F �+3 ! � Zw p0 dxLa limite de F �� s'obtient de la même façon. �Remarque 2.4.17. Pour éliminer l'hypothèse (H2), il su�t que h�=�w 
onverge fort dansH� 12 (�w), mais en pratique 
e résultat paraît peu exploitable.2.5 Etude asymptotique quand le rapport � = �� est
onstantOn se pla
e dans la situation où les deux petits paramètres sont du même ordre. Celase traduit par l'introdu
tion du rapport :� = ��Une di�
ulté intervient dans 
e 
as là, 
ar le domaine dépend �doublement� du petitparamètre �, à travers son épaisseur et par sa frontière rugueuse. Le 
hangement devariables pour se ramener à un domaine indépendant à la fois de � et de � va né
essiter deredresser la frontière os
illante, introduisant des 
oe�
ients os
illants dans la formulationvariationnelle du problème de Stokes et des di�
ultés te
hniques supplémentaires.83



2.5.1 Formulation variationnelle du problème de Stokes dans undomaine indépendant de �On introduit le 
hangement de variables suivant pour se ramener à un domaine �xequi ne dépend pas de � : t = z; et t3 = z3�h� = x3h� (2.51)Le domaine 
� devient le domaine �xe :B = f(t; t3); t 2 !; 0 < t3 < 1gProposition 2.5.1. Soit f dans L2(
��)3, on a :divzz3f = 0 =) divtt3 (�h�B�:f) = 0ave
 B� = 0BBBBBB� 1 0 00 1 0�t3h� �h��t1 �t3h� �h��t2 1�h�
1CCCCCCAPreuveSoit f dans L2(
��)3 telle que :divzz3f = �f1�z1 + �f2�z2 + �f3�z3 = 0En faisant le 
hangement de variables (2.51), on obtient :�f1�t1 � t3h� �h��t1 �f1�t3 + �f2�t2 � t3h� �h��t2 �f2�t3 + 1�h� �f3�t3 = 0en multipliant par �h�, 
ette équation peut s'é
rire :��t1 (�h�f1) + ��t3 ���t3�h��t1 f1�+ ��t2 (�h�f2) + ��t3 ���t3�h��t2 f2�+ �f3�t3 = 0qui s'é
rit aussi sous la forme matri
ielle donnée dans la proposition. �La formulation variationnelle du problème (2.12)-(2.13) s'é
rit dans B, en utilisantla proposition 2.5.1 :Trouver u�� 2 H1(B)3; p�� 2 L2(B) ave
 ZB h�p�� dt dt3 = 0 tels que :�ZB 3Xj=1" 2Xi=1 � ��ti (�h�u��j )+ ��t3 (��t3�h��ti u��j )� :� ��ti (�h�'j)+ ��t3 (��t3�h��ti 'j)�+�u��j�t3 �'j�t3 # dt dt3�h�= ZB p�� " 2Xi=1 � ��ti (�h�'i) + ��t3 (��t3�h��ti 'i)� + �'3�t3 # dt dt3 8' 2 H10 (B)3(2.52)84



divtt3(�h�B�:u��) = 0 dans B (2.53)u�� = g dans (H 12 (�B))32.5.2 EstimationsLemme 2.5.2. Dans B, à � �xé, on a les estimations suivantes :k��u���ti kL2(B)3 � K; i = 1; 2; k�u���t3 kL2(B)3 � K et ku��kL2(B)3 � KPreuveIl est plus fa
ile de 
her
her d'abord les estimations sur la vitesse dans le domaine
� puis les déduire dans le domaine �xe B.Dans la preuve de la proposition 2.3.1 à � et � �xés, on a trouvé des estimations oùles 
onstantes sont indépendantes de �. Don
 elles sont valables pour � = �� ave
 � étant�xé. D'après (2.14), on a :k���u���xi kL2(
�)3 � K; i = 1; 2; k�u���x3 kL2(
�)3 � K; et ku��kL2(
�)3 � K (2.54)D'après le 
hangement de variables (2.51), on a :�u���ti = �u���xi + �h��xi x3h� �u���x3 ; i = 1; 2don
 ZB (�u���ti )2 dt dt3 = Z
� ��u���xi + �h��xi x3h� �u���x3 �2 1h� dx dx3 i = 1; 2Sa
hant que k�h��xi kL1(w) � K�On en déduit d'après (2.54) :k�u���ti kL2(
�) � K� i = 1; 2De la même façon : ZB (�u���t3 )2 dt dt3 = Z
� (�u���x3 )2h� dx dx3 � KD'après l'inégalité de Poin
aré dans la dire
tion de t3 dans B, on a pour une fon
tionnulle sur le bord t3 = 1 :ZB (u��)2 dt dt3 � K ZB (�u���t3 )2 dt dt3 � K85



�Pour la pression, on obtient dire
tement les estimations dans B à partir de 
ellessur la vitesse. Ensuite, on utilisera la 
onvergen
e double é
helle dans B et dans 
�su

essivement.Lemme 2.5.3. Dans B, à � �xé, on a les estimations suivantes :k�p���ti kH�1(B) � K�2 ; k�p���t3 kH�1(B) � K�PreuveChoisissant d'abord (0; 0; 1h� �h��tk ') 
omme fon
tion test dans (2.52) ave
 ' 2 H10 (B),ave
 k = 1 ou 2 :� ZB 2Xi=1 � ��ti (�h�u��3 ) + ��t3 (��t3�h��ti u��3 )� :� ��ti (��h��tk ') + ��t3 (�� t3h� �h��ti �h��tk ')� dt dt3�h� +� ZB 1�h� �u��3�t3 ��t3 ( 1h� �h��tk ') dt dt3 = ZB p��� ��t3 (�h��tk 'h� )� dt dt3En utilisant les estimations du lemme 2.5.2, on obtient :������ZB p�� ��t3 ��h��tk 'h�������� � K�2 k'kH10 (B) k = 1; 2 (2.55)Prenons maintenant (0; 0; ') 
omme fon
tion test dans (2.52) ave
 ' 2 H10 (B) :� ZB " 2Xi=1 � ��ti (�h�u��3 )+ ��t3 (��t3�h��tiu��3 )�� ��ti (�h�')+ ��t3 (��t3�h��ti ')�+�u��3�t3 �'�t3# dt dt3�h�= ZB p�� �'�t3 dt dt3D'après le lemme 2.5.2, on a :������ZB p�� �'�t3 dt dt3������ � K� k'kH10 (B) (2.56)D'autre part, prenons ( 'h� ; 0; 0) 
omme fon
tion-test dans (2.52) ave
 ' dans H10 (B) :I�1=�ZB " 2Xi=1 � ��ti (�h�u��1 )+ ��t3 (��t3�h��ti u��1 )� :� ��ti (�')+ ��t3 (��t3 1h� �h��ti ')�+ �u��1�t3 �'h��t3# dtdt3�h�86



= ZB p��� ��t1 (�') + ��t3 (��t3�h��t1 'h� )� dt dt3
e qui implique que :ZB p�� ��t1 (�') dt dt3 = I�1 + ZB p�� ��t3 ��t3�h��t1 'h�� dt dt3D'après les estimations du lemme 2.5.2 et (2.55), on en déduit :������ZB p�� �'�t1 dt dt3������ � K�2 k'kH10 (B) (2.57)De la même façon, prenant (0; 'h� ; 0) 
omme fon
tion-test dans (2.52), on démontre que :������ZB p�� �'�t2 dt dt3������ � K�2 k'kH10 (B) (2.58)(2.56) (2.57) et (2.58) impliquent les estimations annon
ées.Proposition 2.5.4. on ak�2p��kL2(B) � K ave
 ZB h�p�� dt dt3 = 0PreuveDans la formulation variationnelle p�� a été �xé à moyenne nulle dans 
� :0 = Z
� p�� dx dx3 = ZB p��h� dt dt3On introduit don
 l'espa
e suivant :V � = f� 2 L2(B) : ZB h�� dt dt3 = 0gmuni du produit s
alaire hu; viV � = RB h�u:v dt dt3. C'est un espa
e de Hilbert (un sous-espa
e de L2).Pour tout � dans V �; h�� est dans L20(B) alors il existe  dansH10 (B)3; ave
 h�� = div et on a [19℄ k kH10 (B)3 � Kkdiv kL2(B) = Kkh��kL2(B)Don
 : hp��; �iV � = ZB p��(h��) dt dt3 = ZB p���� 1�t1 + � 2�t2 + � 3�t3 � dt dt387



En utilisant les estimations (2.56) (2.57) et (2.58) :jhp��; �ijV � � K�2 k kH10 (B) � K�2 kh��kL2(B)Prenons � = p��, 
e
i implique :ZB h�(p��)2 dt dt3 � K�2 kh�p��kL2(B) � Kb�2 kp��kL2(B)D'autre part, h� est minoré par a, on a :akp��k2L2(B) � ZB h�(p��)2 dt dt3don
 : kp��kL2(B) � K�22.5.3 Convergen
e de la pressionDans toute la suite, on notera Y =℄0; 1[3 et (y; y3) 2 YDans 
ette partie, on détermine le problème limite quand � tend vers zéro enutilisant la méthode de la 
onvergen
e double é
helle dans B dont les dé�nitions et lesrésultats de base ont été rappelés dans le paragraphe 2.4.1. On passera dans un deuxièmetemps à la 
onvergen
e dans le domaine 
� par l'intermédiaire de 
max = w�℄0; hmax[indépendant de �.Lemme 2.5.5. il existe p�(t) dans L2(!), tel qu'on a la 
onvergen
e double-é
hellesuivante : �2p�� � p�(t) dans L2(B�℄0; 1[2)ave
 Zw ~hp�(t) dt = 0et ~h = 1Z0 1Z0 h(t; y) dyPreuve :D'après la proposition 2.5.4, et le lemme 2.4.2 de la 
onvergen
e double é
helle, il existep�(t; t3; y; y3) dans L2(B � Y ) tel que :�2p�� � p�(t; t3; y; y3) dans L2(B � Y )Montrons que p� ne dépend pas de y3 :Soit � 2 D(B; C1# (Y )), posons �� = �(t; t3; t� ; t3� ). Alors (0; 0; ��) est fon
tion testpour (2.52) et on a en détaillant les termes prépondérants :J �1=�ZB "Xi=1;2� ��ti (�h�u��3 )+ ��t3 (��t3�h��ti u��3 )� :� ��ti (�h���)+ ��t3 (��t3�h��ti ��)�+�u��3�t3 ����t3 # dt dt3�h�88



= ZB p��� ���t3 + 1� ���y3� dt dt3Multiplions 
ette équation par �3, on a d'après le lemme 2.5.2���3J �1�� = ������ZB �2p���� ���t3 + ���y3� dt dt3������ � K�Après passage à la limite, on a :ZB ZY p� ���y3 dt dt3 dy dy3 = 0
e qui implique que p� ne dépend pas de la variable y3. Montrons que p� ne dépend pasde t3 non plus.On 
hoisit � indépendante de la variable y3 dans D(B; C1# (℄0; 1[2)), on pose �� =�(t; t3; t�), et on prend (0; 0; ��) 
omme fon
tion test dans (2.52) :J �2= �ZB "Xi=1;2� ��ti (�h�u��3 )+ ��t3 (��t3�h��ti u��3 )� :� ��ti (�h���)+ ��t3 (��t3�h��ti ��)�+�u��3�t3 ���h��t3# dt dt3�h�= ZB p������t3 dt dt3Multiplions 
ette équation par �2, on a d'après le lemme 2.5.2���2J �2�� = ������ZB �2p������t3 dt dt3������ � K�Après passage à la limite double é
helle, on obtient :ZB 1Z0 1Z0 p� ���t3 dt dt3 dy = 0 8� 2 D(B; C1# (℄0; 1[2)) (2.59)
e qui implique que p� ne dépend pas de la variable t3. Montrons que p� ne dépend pasde y = (y1; y2).En prenant le même � dans D(B; C1# (℄0; 1[2)) et (��h� ; 0; 0) 
omme fon
tion test dans(2.52) :�ZB " 2Xi=1� ��ti (�h�u�1)+ ��t3 (��t3�h��ti u��1 )� :� ��ti (���)+ ��t3 (�� t3h� �h��ti ��)�+�u��1�t3 ����t3 1h�# dt dt3�h�= ZB p��� ��t1 (��) + 1� ��y1 (��) + ��t3 (�� t3h� �h��t1 �)� dt dt389



Multiplions 
ette équation par �2, on a d'après le lemme 2.5.2 et après passage à lalimite : ZB 1Z0 1Z0 p� ���y1 dt dt3 dy � ZB 1Z0 1Z0 p� ��t3 (t3h �h�y1�) dt dt3 dy = 0On a d'après (2.59) qui, par densité est vrai pour une fon
tion test dans L2(B;H1#(℄0; 1[2)) :ZB 1Z0 1Z0 p� ��t3 (t3h �h�y�) dt dt3 dy = 0
e qui implique que ZB 1Z0 1Z0 p� ���y1 dt dt3 dy = 0p� ne dépend pas de la variable y1. On démontre de la même façon, que p� ne dépendpas de la variable y2.D'après la proposition 2.5.4, on a quand � tend vers zéro :0 = ZB �2h�p� dt dt3 � ZB 1Z0 1Z0 hp�(t) dt dt3 dy = Zw ~hp�(t) dtoù ~h(t) = 1Z0 1Z0 h(t; y) dy �Ces résultats de 
onvergen
e double é
helle dans l'ouvert �xe B à frontière redresséenous permettent maintenant de passer à la limite dans l'ouvert res
alé os
illant 
� enprolongeant la pression par zéro dans 
max = w�℄0; hmax[. On note p�� 
e prolongement.Proposition 2.5.6. Il existe � appartenant à L2(
max � Y ) tel que :�2p�� � �(x; x3; y; y3) dans L2(
max � Y )ave
 ���y3 = 0et �(x; x3; y) = 8><>:p�(x) 8x3 < h(x; y)0 8 x3 � h(x; y)PreuveOn dé�nit le domaine suivant :Q = f(x; x3; y) : x 2 w; y 2℄0; 1[2; 0 < x3 < h(x; y)g90



D'après le 
hangement de variables (2.51) et l'estimation de la proposition 2.5.4, on a :kp��kL2(
max) = kp��kL2(
�) = 0�ZB (p��)2h� dt dt31A 12 � K�2d'où l'existen
e de �(t; t3; y; y3) dans L2(
max � Y ) tel que à une sous suite extraite :�2p�� � � dans L2(
max � Y ) (2.60)-Montrons d'abord que � ne dépend pas de la variable y3 :Soit '(x; x3; y; y3) dans D(
max; C1# (Y )) tel que ' = 0 si x3 � h(x; y). Posons'�(x; x3) = '(x; x3; x� ; x3� ), alors (0; 0; '�) est une fon
tion test pour (2.12) :I�1=� Z
� " 2Xi=1 �u��3�xi � �'�xi + 1� �'�yi� + 1�2 �u��3�x3 � �'�x3 + 1� �'�y3�# dx dx3= 1� Z
� p��� �'�x3 + 1� �'�y3� dx dx3On prolonge u��, p�� par zéro (ils seront notés u��, p��) dans 
max, multipliant par �4,on a : ���4I�1�� � K�et en passant à la limite, on obtient :lim�!024�3� Z
� p�� �'�y3 dx dx335 = 1� Z
max ZY � �'�y3 dx dx3 dy dy3 = 0
e qui implique que � ne dépend pas de la variable y3 pour x3 � h(x; y):� et p� sont deux limites double é
helle de la même fon
tion, mais dé�nies dans desdomaines di�érents. Comme les limites ne dépendent pas de y3 le 
hoix d'une fon
tiontest indépendante de la variable y3 va nous permettre de démontrer d'abord que � estaussi nulle si x3 � h(x; y) puis de démontrer leur égalité dans la partieQ = (0 < x3 < h(x; y))en expli
itant le 
hangement de variables.-Montrons que � = 0 pour x3 � h(x; y) :Soit  dans D(
max; C1# (℄0; 1[2)) tel que  = 0 si x3 � h(x; y). Posons  � = (x; x3; x� ) on a d'après (2.60) quand � tend vers zéro :0 = Z
� �2p�� � dx dx3 = Z
max �2p�� � dx dx3 � Z
max�℄0;1[2 � dx dx3 dy = Z
max�℄0;1[2�Q � dx dx3 dy = 0
e qui implique que � = 0 dans 
max�℄0; 1[2�Q91



-Montrons que �(x; x3; y) = p� pour x3 < h(x; y)Soit  dans D(B; C1# (℄0; 1[2)). On pose  �(t; t3) =  (t; t3; t�). Soit aussi '(x; x3; y) = (x; x3h ; y) et '�(x) = '(x; x3; x� ). D'après le 
hangement de variables donné dans (2.51),on a : ZB �2p�� � dt dt3 = Z
� �2p��'� 1h� dx dx3On prolonge p�� et '� par zéro dans 
max, on obtient :ZB �2p�� � dt dt3 = Z
max �2p��'� 1h� dx dx3 (2.61)En passant à la limite, on obtient :ZB 1Z0 1Z0 p� dt dt3 dy = Z
max 1Z0 1Z0 �'1h dx dx3 dy (2.62)où ' est le prolongement par zéro de ' sur 
max�℄0; 1[2. Comme � est nul pour x3 >h(x; y), le terme de droite de (2.62), s'é
rit :ZQ �(x; x3; y)'(x; x3; y) 1h dx dx3 dyEn se ramenant à B�℄0; 1[2, par le 
hangement de variables inverse, on obtient :ZB 1Z0 1Z0 p� dt dt3 dy = ZB 1Z0 1Z0 �(t; ht3; y) (t; t3; y) dt dt3 dy
e qui montre le résultat �2.5.4 Convergen
e double é
helle de la vitessePour la vitesse, on peut passer à la limite dire
tement dans 
maxProposition 2.5.7. Il existe u�(x; x3; y) dans L2(
max�℄0; 1[2) telle que :u�� � u� dans L2(
max�℄0; 1[2)ave
 1Z0 1Z0 u�3 dy = 0 (2.63)et u� = 0 si x3 � h(x; y)92



ave
 u� est périodique en y et �u��x3 ; �u��y sont dans L2(
max�℄0; 1[2).On a de plus les 
onvergen
es double é
helle suivantes. Il existe v0 2 L2(
max � Y ),y3 � périodique, ave
 �v0�y3 dans L2(
max � Y ), telle que :��u���xi � �u��yi i = 1; 2�u���x3 � �u��x3 + �v0�y38x 2 w div�u� = �u�1�y1 + �u�2�y2 + 1� �u�3�x3 = 0PreuveD'après les estimations (2.54) du lemme 2.5.2, on a :ku��kL2(
max)3 = ku��kL2(
�)3 � K�k�u���xi kL2(
max)3 � K; i = 1; 2k�u���x3 kL2(
max)3 � KD'après le lemme 2.4.2 de la 
onvergen
e double é
helle, il existe u�(x; x3; y; y3)dansL2(
max � Y ) tel que : u�� � u�-Montrons que u� ne dépend pas de la variable y3.Soit  dans D(
max�℄0; 1[2)3 ave
  = 0 si x3 � h(x; y) (
'est-à-dire  = 0 dans Q).0 = Z
� u��: � dx dx3 = Z
max u��: � dx dx3 � Z
max 1Z0 1Z0 u� dx dx3 dy = Z
max�℄0;1[2�Q u�: dx dx3 dy = 0
e qui montre que u� = 0 pour x3 � h(x; y).Soit maintenant ' 2 D(
max � Y )3 ave
 ' = 0 si x3 � h(x; y). Posons'� = '(x; x3; x� ; x3� )on a :Z
� �u���x3 '� dx dx3 = � Z
� u��� �'�x3 + 1� �'�y3� dx dx3 = � Z
max u��� �'�x3 + 1� �'�y3� dx dx3On multiplie par � et on passe à la limite dans 
max on obtient :0 = Z
max 1Z0 1Z0 u� �'�y3 dx dx3 dy93




e qui implique que �u��y3 = 0 pour x3 < h(x; y), et ave
 le résultat pré
édent que u� nedépend pas de y3.Comme u�� est bornée dans V (x3), d'après le lemme 2.4.5 de la 
onvergen
e doubleé
helle, il existe v0(x; x3; y; y3) dans L2(
max � Y ) ave
 :�u���x3 � �u��x3 + �v0�y3et d'après le lemme 2.4.6 de la 
onvergen
e double é
helle, on a :��u���xi � �u��yiPour montrer (2.63), montrons d'abord que ��x3 0� 1Z0 1Z0 u�3 dy1A = 0 :Soit '(x; x3) dansD(
max), 
omme fon
tion test dans l'équation de divergen
e (2.13),on a :Z
� ��u��1�x1 + �u��2�x2 + 1� �u��3�x3 �'dx dx3 = Z
max ��u��1�x1 + �u��2�x2 + 1� �u��3�x3 �'dx dx3 = 0En appliquant la formule de Green sur tous les termes, on obtient :Z
max �u��1 �'�x1 + u��2 �'�x2 + 1�u��3 �'�x3� dx dx3 = 0Après multipli
ation par � et passage à la limite, on obtient :Z
max 1Z0 1Z0 u�3 �'�x3 dx dx3 dy = 0
e qui implique que ��x3 0� 1Z0 1Z0 u�3 dy1A = 0 dans 
maxPosons : Q(x; x3) = 1Z0 1Z0 u�3(x; x3; y) dyIl est fa
ile de voir que u��3 
onverge faiblement dans V (x3) vers Q(x; x3) en utilisantle lemme 2.4.3. Don
 sa tra
e en x3 = 0 
onverge faiblement dans L2(w) vers Q(x; 0).On a démontré que : �Q�x3 = 094



Don
 Q ne dépend pas de la variable x3, d'où :Q(x; x3) = Q(x; 0) = 0
e
i montre(2.63).-Montrons en�n que div�u� = 0Soit ' dans D(
max; C1# (℄0; 1[2)) ave
 ' = 0 si x3 � h(x; y). Posons '� = '(x; x3; x� ).'� est une fon
tion test dans l'équation de divergen
e :Z
� ��u��1�x1 + �u��2�x2 + 1� �u��3�x3 �'� dx dx3 = 0Appliquant Green sur tous les termes, on obtient :Z
� u��1 � �'�x1 + 1� �'�y1� dx dx3 + Z
� u��2 � �'�x2 + 1� �'�y2� dx dx3 + 1� Z
� u��3 �'�x3 dx dx3 = 0En multipliant par �, passant à la limite après prolongement de la vitesse par zéro dans
max, on obtient :ZQ �u�1 �'�y1 + u�2 �'�y2 + 1�u�3 �'�x3� dx dy dx3 = ZQ div�u�'dx dy dx3 = 0Ce qui implique le résultat et termine la démonstration de la proposition 2.5.7 �2.5.5 Problèmes lo
auxOn introduit les problèmes lo
aux de Stokes suivants, dé�nis dans un domaine notéB�x qui dépend de � et de x �xé dans w :(��4wk� +r�k� = �ek k = 1; 2divwk� = 0 (2.64)ave
 wk� y- périodique et : wk� = 0 si x3 = 0 etx3 = h(x; y)dans le domaine : B�x = f(y;X) : y 2℄0; 1[2; 0 < X < �h(x; y)get (��4w3� +r�3� = 0divw3� = 0 dans B�x (2.65)ave
 w3� y- périodique et :w3� = (0; 0; 0) si x3 = 0 et w3� = (s1; s2; 0) si x3 = h(x; y)95



Pour se ramener à un domaine �xe indépendant de �, on introduit le 
hangement devariables suivant : x3 = X� (2.66)Soit Bx = f(y; x3); y 2℄0; 1[2; 0 < x3 < h(x; y)get les espa
es suivants :L20(Bx) = f' 2 L2(Bx); ZBx 'dy dx3 = 0gH1#(Bx) = f� 2 H1(Bx); �� y périodiquegH10#(Bx) = f� 2 H1#(Bx); �(y; 0) = �(y; h(x; y)) = 0get les opérateurs : 4� = �2�y21 + �2�y22 + 1�2 �2�x3r� = ( ��y1 ; ��y2 ; 1� ��x3 )div� = ��y1 + ��y2 + 1� ��x3alors wk�; �k�, k = 1; 2; 3 sont les uniques solutions des formulations suivantes :Trouver (wk�; �k�)(k = 1; 2) dansH10#(Bx)� L20(Bx) tels que :� ZBx r�wk�:r�'dy dx3 = ZBx �k� div�' dy dx3 � ZBx 'k dy dx3 8' 2 H10#(Bx)3 (2.67)ZBx div�wk�q dy dx3 = 0 8q 2 L2(Bx)wk� y- périodique, wk� = 0 si x3 = 0 etx3 = h(x; y)et trouver (w3�; �3�) dans H1#(Bx)� L20(Bx) :� ZBx r�w3�:r�'dy dx3 = ZBx �3� div�' dy dx3 8' 2 H10#(Bx)3 (2.68)ZBx div�w3�q dy dx3 = 0 8q 2 L2(Bx)w3� y- périodique, w3� = (s1; s2; 0) si x3 = 0 et w3� = (0; 0; 0) si x3 = h(x; y)
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Lemme 2.5.8. Pour � petit, on a les estimations suivantes : (k = 1; 2)1�2kwk�kL2(Bx)3 � K; 1�2k�wk��x3 kL2(Bx)3 � K; et 1�k�wk��yi kL2(Bx)3 � K; i = 1; 2k�k�kL2(Bx) � K; 1�k��k��x3 k(H10#(Bx))0 � K et k��k��yi k(H10#(Bx))0 � K i = 1; 2où K sont des 
onstantes qui ne dépendent ni de x ni de �.PreuvePour k = 1; 2, prenons wk� 
omme fon
tion test dans (2.67), on a :� ZBx (r�wk�)2 dy dx3 = ������ZBx wk�k dy dx3������ � pbkwk�k kL2(Bx)3 (2.69)D'après l'inégalité de Poin
aré, Pour toute fon
tion ' nulle sur le bord x3 = h(x; y), ona : k'kL2(Bx) � bk �'�x3 kL2(Bx) (2.70)Pour ' = wk�, de (2.69) on déduit :� ZBx (r�wk�)2 dy dx3 � bpbk�wk��x3 kL2(Bx)3 k = 1; 2 (2.71)Ce qui implique que :k�wk��y1 k2 + k�wk��y2 k2 + 1�k�wk��x3 k � �bpb2� !2 � �2 b34�2On obtient don
 les premières estimations annon
ées ave
 des 
onstantes qui ne dé-pendent pas de x.Il reste à trouver les estimations sur �k;�. Soit ' dans H10#(Bx), alors ('; 0; 0) estfon
tion test pour (2.67). On a :� ZBx r�wk�1 :r�'dy dx3 = ZBx �k� �'�y1 dy dx3 � ZBx Æ1k'dy dx3On a :����h��k��y1 ; 'i����H10#;(H10#)0 = ������ZBx �k� �'�y1 dy dx3������ � � ������ZBx r�wk�1 :r�'dy dx3������+ ������ZBx Æ1k'dy dx3������On obtient don
 pour � petit :����h��k��y1 ; 'i����H10#;(H10#)0 � Kk'kH10#(Bx)97



De la même façon, en prenant (0; '; 0) 
omme fon
tion test dans (2.67) :����h��k��y2 ; 'i����H10#;(H10#)0 � Kk'kH10#(Bx)En�n soit ' dans H10#(Bx), alors (0; 0; ') est fon
tion test dans (2.67), on a :ZBx r�wk�3 :r�'dy dx3 = 1� ZBx �k� �'�x3 dy dx3Don
1� ����h��k��x3 ; 'i����H10#;(H10#)0 = 1� ������ZBx �k� �'�x3 dy dx3������ � ������ZBx r�wk�3 :r�'dy dx3������ � Kk'kH10#(Bx)Comme �k� est 
hoisi à moyenne nulle, on a alors d'après (2.18) :k�k�kL2(Bx) � K0�kr�k�k+ ������ZBx �k� dy dx3������1A � Kkr�k�kOn en déduit pour � petit : k�k�kL2(Bx) � K �Lemme 2.5.9. On a les estimations suivantes :kw3�kL2(Bx)3 � K; k�w3��x3 kL2(Bx)3 � K et �k�w3��yi kL2(Bx)3 � K i = 1; 2;�2k�3�kL2(Bx) � K; �k��3��x3 k(H10#(Bx))0 � K et �2k��3��yi k(H10#(Bx))0 � K i = 1; 2PreuveIl existe un relèvement I dans (H1#(Bx))3 des 
onditions aux limites de w3�, tel que I =(0; 0; 0) si x3 = h(x; y), I = (s1; s2; 0) si x3 = 0 ave
 divI = 0 . Posons I� = (I1; I2; �I3)alors w3� � I� est fon
tion test dans (2.68) :ZBx r�w3�:r�(w3� � I�) dy dx3 = 0
e qui implique : kr�w3�kL2(Bx) � kr�I�kL2(Bx) � K�Pour obtenir l'estimation sur la pression �3�, on 
onsidère ' dans H10#(Bx), alors ('; 0; 0)est fon
tion test dans (2.68) et on a :ZBx r�w3�1 :r�'dy dx3 = ZBx �3� �'�y1 dy dx398



On obtient pour � petit :����h��3��y1 ; 'i����H10#;(H10#)0 = ������ZBx �3� �'�y1 dy dx3������ � kr�w3�1 kkr�'k � K�2k'kH10#(Bx)De la même façon, en prenant (0; '; 0) 
omme fon
tion test dans (2.68), on obtient :����h��3��y2 ; 'i����H10#;(H10#)0 � K�2k'k10#En�n, (0; 0; ') est fon
tion test dans (2.68) :� ZBx r�w3�3 :r�'dy dx3 = 1� ZBx �3� �'�x3 dy dx3Don
1� ����h��3��x3 ; 'i����H10#;(H10#)0 = 1� ������ZBx �3� �'�y1 dy dx3������ � ������ZBx r�w3�3 :r�'dy dx3������ � K�2k'kH10#(Bx)Comme �3� est 
hoisi à moyenne nulle, on 
on
lut pour � petit que :k�3�kL2(Bx) � K�2 �Ces problèmes lo
aux ont été introduits pour exprimer la vitesse en fon
tion dugradient de pression, qui traduit une loi de type Dar
y.Proposition 2.5.10. On a la relation suivante :u�i = 2Xj=1 �p��xjwj�i + w3�i i = 1; 2; 3 (2.72)PreuveLa démonstration se fait en plusieurs étapes. On va montrer d'abord que u� est solutiond'un problème de Stokes en y1; y2; x3 tel que :p:p: x 2 w : � ZBx r�u�:r�'dx3 dy = � ZBx �'1�p��x1 + '2�p��x2� dx3 dy (2.73)puis que p� appartient à H1(w).Etape 1 : Soit ' 2 (D(
max; C1# (℄0; 1[)2))3, ave
 ' = 0 si x3 � h(x; y) et div�' = 0.Prenons '� = '(x; x3; x� ). Alors '� appartient à D(
�) et peut être pris 
omme fon
tiontest dans (2.12) qui s'é
rit alors dans 
max :� Z
max " 2Xi=1 �u���xi :� �'�xi + 1� �'�yi�+ 1�2�2 �u���x3 : �'�x3# dx dx399



= Z
max p����'1�x1 + 1� �'1�y1 + �'2�x2 + 1� �'2�y2 + 1�� �'3�x3� dx dx3Comme div�' = 0, on obtient :� Z
max " 2Xi=1 �u���xi :� �'�xi + 1� �'�yi� + 1�2�2 �u���x3 : �'�x3 # dx dx3 = Z
max p����'1�x1 + �'2�x2� dx dx3Après multipli
ation par �2 et passage à la limite, sa
hant que u� et ' ne dépendent pasde la variable y3, on obtient :� Z
max 1Z0 1Z0 2Xi=1 �u��yi : �'�yi dx dx3 dy + Z
max 1Z0 1Z0 1�2 0��u��x3 + 1Z0 �v0�y3 dy31A : �'�x3 dx dx3 dy= Z
max 1Z0 1Z0 p�(x)��'1�x1 + �'2�x2� dx dx3 dyOr 1Z0 �v0�y3 dy3 = 0 par périodi
ité, et u� est nulle si x3 � h(x; y), don
 on obtient :� Zw ZBx " 2Xi=1 �u��yi : �'�yi + 1�2 �u��x3 : �'�x3# dx dx3 dy=Zw ZBx p�(x)��'1�x1 + �'2�x2� dx dx3 dy(2.74)Ce problème est de type Stokes en x; y1; y2; x3 où le deuxième membre est une for
e.Etape 2 : Montrons (2.73). Soit  =  (y2; x3) une fon
tion indépendante de y1 dansH10#(℄0; 1[�℄0; hmin[). Notons  son prolongement par zéro dans Bx. On suppose que~ = RBx  dx3 dy 6= 0. Posons � = (� ~ ; 0; 0) ave
 � dans D(w), alors � est fon
tion testdans (2.74) et en remarquant que div�� = 0 par 
onstru
tion ; on obtient :� Zw ZBx r�u�:r�� dx dx3 dy = Zw ZBx p�(x) ��x1 �� ~ � dx dx3 dyComme � et p� ne dépendent pas des variables y; x3, on obtient :�~ Zw �(x)0�ZBx r�u�1r� dx3 dy1A dx = Zw p� ���x1 0�ZBx  1~ dx3 dy1A dx = Zw p� ���x1 dxDon
 ����h�p��x1 ; �i����D;D0 = �������~ Zw �(x)0�ZBx r�u�1r� dx3 dy1A dx������100



Or r�u�1 2 L2(w �Bx)3 
e qui entraine :1~ 0�ZBx r�u�1r� dx3 dy1A 2 L2(w)et don
 �p��x1 2 L2(w)De la même façon, on démontre que �p��x2 2 L2(w), en 
hoisissant (0; � ~ ; 0) 
ommefon
tion test dans (2.74) ave
  indépendant de la variable y2. Ainsi p� appartient àH1(w).On 
hoisit maintenant 
omme fon
tion test dans (2.74),  = �(x):'(y; x3) ave
 � 2D(w), ' 2 H10#(Bx)3 et div�' = 0 :�Zw �0�ZBx r�u�:r�'dx3 dy1A dx=Zw ZBx p�� ��x1 (�')1+ ��x2 (�')2� dx dx3 dy=� Zw 24ZBx ��p��x1'1+ �p��x2'2� dx3 dy35� dxCe
i étant vrai pour tout � dans D(w), 
e qui implique (2.73).En utilisant les problèmes lo
aux (2.67) (2.68), on montre par linéarité que u� s'ex-prime en fon
tion de p� par la relation (2.72). �On démontre maintenant une relation de type 
onservation de �ux qui permettradans un deuxième temps d'obtenir une équation de type Reynolds satisfaite par p�.Proposition 2.5.11. on a :Zw ZBx �u�1 �'�x1 + u�2 �'�x2� dx dx3 = Z�w f:n' d� 8' 2 H1(w) (2.75)ave
 f = hminZ0 g dx3PreuveSoit ' dans H1(w), 
omme fon
tion test dans l'équation de la divergen
e (2.13) :Z
� �u�1�x1'dx dx3 + Z
� �u��2�x2 'dx dx3 + 1�� Z
� �u��3�x3 'dx dx3 = 0
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En appliquant la formule de Green sur tous les termes, on obtient :� Z
� u��1 �'�x1 dx dx3+Z�
� u��1 n1'd��Z
� u��2 �'�x2 dx dx3+Z�
� u��2 n2'd�+ 1�� Z�
� u��3 n3'd� = 0Tenant 
ompte des 
onditions aux limites de la vitesse u��, il vient :� Z
� u��1 �'�x1 dx dx3 � Z
� u��2 �'�x2 dx dx3 + Z�l g:n' d� = 0En passant à la limite (après avoir prolongé par zéro la vitesse dans 
max), on obtient :Zw ZBx u�1 �'�x1 dx dx3 + Zw ZBx u�2 �'�x2 dx dx3 = Z�l g:n' d� = Z�w 0� hminZ0 g dx31A :n' d� �On peut maintenant trouver l'équation limite véri�ée par p�.Théorème 2.5.12. À � �xé, p� est l'unique solution dans H1(w) de :2Xi;j=1Zw a�ij �p��xj �'�xi dx = 2Xi=1 Zw b�i �'�xi � Z�w f:n ' d� 8' 2 H1(w) (2.76)Zw ~hp� dx = 0 (2.77)ave
 a�ij = � ZBx wj�i dy dx3; i; j = 1; 2; et b�i = ZBx w3�i dy dx3 i = 1; 2PreuveEn remplaçant (2.72) dans (2.75), on obtient :Zw ZBx 2Xi=1  2Xj=1 �p��xjwj�i + w3�i ! �'�xi = Z�w f:n' d� 8' 2 H1(w)Comme p� et ' ne dépendent pas des variables y et x3, 
ette dernière équation s'é
rit :2Xi;j=1Zw �p��xj �'�xi 0�ZBx wj�i dx3 dy1A dx+ 2Xi=1 Zw �'�xi 0�ZBx w3�i dx3 dy1A dx = Z�w f:n' d�En posant a�ij = � ZBx wj�i dx3 dy; b�i = ZBx w3�i dx3 dy102



on obtient l'équation (2.76).Dans la suite, on va démontrer que A� est symétrique, dé�nie positive, 
e qui assurel'uni
ité de p� solution de (2.76).-Montrons d'abord que a�12 = a�21 :Prenons w1� (resp. w2�) 
omme fon
tion test dans (2.67) ave
 k=2 (resp. k=1), onobtient : � ZBx r�w1�:r�w2� dy dx3 = � ZBx w2�1 = a�12et � ZBx r�w2�:r�w1� dy dx3 = � ZBx w1�2 = a�21d'où le résultat.-Montrons que A� est dé�nie positive : Soit � = (�1; �2) 2 R2 , il faut démontrer que :2Xi;j=1 �ia�ij�j � 0: (2.78)et 2Xi;j=1 �ia�ij�j = 0 =) � = 0 (2.79)Pour 
ela, on utilise les problèmes lo
aux. Soit �i�jwj� fon
tion test dans (2.67), on a :��i�j ZBx r�wi�:r�wj� dx3 dy = � ZBx �i�jwj�i dy dx3 = �i�ja�ijEn sommant sur i; j = 1; 2 on obtient :� ZBx ��1r�w1� + �2r�w2��2 dy dx3 = 2Xi;j=1 �i�ja�ij
e qui implique que : 2Xi;j=1 �i�ja�ij � 0Montrons (2.79) :2Xi;j=1 �i�ja�ij = 0 =) ZBx ��1r�w1� + �2r�w2��2 dy dx3 = ZBx �r� ��1w1� + �2w2���2 dy dx3 = 0Comme 
'est une norme dans l'espa
e H10#(Bx), 
e
i implique que�1w1� + �2w2� = 0103



En utilisant le 
hangement de variables (2.66) dans (2.64), pour k = 1 et 2, �1w1�+�2w2�véri�e : 0 = �4� ��1w1� + �2w2�� = �1r��1� + �1e1 + �2r��2� + �2e2Ce qui implique les deux équations suivantes :8>><>>:�1��1��y1 + �1 + �2��2��y1 = 0�1��1��y2 + �2��2��y2 + �2 = 0En intégrant les deux équations en y, tenant 
ompte de la périodi
ité de �k� (k = 1; 2),on obtient que : �1 = �2 = 0Supposons maintenant que p�1 et p�2 sont deux solutions de l'équation (2.76) ; onpose P � = p�1 � p�2 . En prenant ' = P � 
omme fon
tion test dans (2.76), alors P � véri�el'équation : 2Xi;j=1Zw a�ij �P ��xj �P ��xi dx = 0D'après (2.78), en posant � = rP �, on déduit que :2Xi;j=1 a�ij �P ��xj �P ��xi = 0 p:p: x 2 wD'après (2.79), on en déduit que P � est 
onstant. La relation (2.77) implique alors queP � = 0, d'où l'uni
ité. �2.5.6 Convergen
e des 
ontraintesNous étudions la 
onvergen
e des 
ontraintes. Comme dans le paragraphe 2.3.3, nousserons obligés de distinguer la partie supérieure ��+ �rugueuse� et la partie inférieure��. Sur 
ette dernière nous obtiendrons le même type de résultat que pré
édemment, ladémonstration ne né
essitant pas de travailler dans tout le domaine (qui dépend de �)mais dans 
min. Pour la partie supérieure, on est 
onduit à multiplier par une puissan
ede � supplémentaire pour obtenir des résultats de 
onvergen
e.2.5.6.1 Contrainte sur la partie inférieure :Théorème 2.5.13. Sur ��, le ve
teur 
ontrainte dé�nie dans (2:28) 
onverge dansD0(��)3 vers la tra
e dans H� 12 (��)3 de V �� dé�ni par :
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V �� = 0BBBBBBBBBB�
�� P2j=1 �p��xj � ewj�1�x3 + � ew3�1�x3 !�� P2j=1 �p��xj � ewj�2�x3 + � ew3�2�x3 !�2p�

1CCCCCCCCCCAave
 g�wj�k�x3 = 1Z0 1Z0 �wj�k�x3 dy = ��x3 0� 1Z0 1Z0 wj�k dy1A = � ewj�k�x3PreuveD'après (2.28), on a : V ��� = ���:N�où ��� est le tenseur des 
ontraintes normalisé dé�ni dans le paragraphe 2.3.3 et N� estle ve
teur unitaire normal à la surfa
e ��.�� est 
onsidéré 
omme partie de la frontière du domaine 
min indépendant de �.En utilisant les équations (2.30), (2.31) et (2.32) où l'on a posé � = ��, on déduitque 
haque ligne de ��� est à divergen
e nulle. De plus les estimations en vitesse dans(2.54) et pression (proposition 2.5.6) ) restent vraies dans 
min et impliquent que :�2k���ii kL2(
min) � K et �k���ij kL2(
min) � K i 6= jCe
i montre que 
haque ligne ���i est bornée dans H(div;
min). Il existe don
 �� telque ��� 
onverge ligne par ligne vers �� dans H(div;
min).De plus, d'après les résultats de 
onvergen
e double é
helle des propositions 2.5.6 et2.5.7, on peut déduire les 
onvergen
es faibles suivantes :u�� *fu� = 1Z0 1Z0 u� dy L2(
min)3�u���x3 * 1Z0 1Z0 ��u��x3 + �v0�y3� dy dy3 = 1Z0 1Z0 �u��x3 dy L2(
min)3��u���xi * 0 i = 1; 2et �2p�� * p� L2(
min)
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Alors, après passage à la limite, �� est dé�ni par :
�� = 0BBBBBBBBB�

��2p� 0 �g�u�1�x30 ��2p� �g�u�2�x30 0 ��2p�
1CCCCCCCCCAOn en déduit aussi la 
onvergen
e au bord :���:N ! ��:N H� 12 (�
min)3Pour travailler sur la partie �� du bord, on 
onstruit une fon
tion test parti
ulière : Soit' = ('1; '2; '3) appartenant à D(��)3. On peut 
onstruire une fon
tion de H 12 (�
min)3en posant : '̂ = (' sur ��0 sur �
min=��On a alors :hV ��� ; 'iD0(��);D(��) = h���:N�; 'i = h���:N; '̂iH� 12 (�
min);H 12 (�
min)qui 
onverge vers h��:N; '̂iH�12 (�
min);H 12 (�
min) = h��:N�; 'iD0(��);D(��)D'après (2.72), u�i s'exprime en fon
tion de p� indépendant de x3 et des solutions desproblèmes lo
aux. On peut déduire en dérivant en x3 que :�u�i�x3 = 2Xj=1 �p��xj �wj�i�x3 + �w3�i�x3En moyennant par rapport à y, ( p� n'en dépend pas) :g�u�i�x3 = 1Z0 1Z0 �u�i�x3 dy = 2Xj=1 �p��xj 1Z0 1Z0 �wj�i�x3 dy + 1Z0 1Z0 �w3�i�x3 dy = 2Xj=1 �p��xj � ewj�i�x3 + � ew3�i�x3Don
 dans H� 12 (��), on obtient le résultat annon
é. �2.5.6.2 Les 
ontraintes sur la partie rugueusePour étudier le 
omportement des 
ontraintes quand � tend vers zéro sur la partierugueuse qui dépend de �, il sera né
essaire de faire le 
hangement de variables dé�ni par(2.51) pour se ramener à un domaine B de frontière �xe. On s'intéresse à la 
onvergen
ede V ��+ dé�ni par (2.27). Les résultats de 
onvergen
e sont obtenus en multipliant sesdeux premières 
omposantes par une puissan
e de � plus forte que pour la 
ontrainte surla frontière ��. 106



Le tenseur des 
ontraintes s'é
rit dans le domaine res
alé B :���ii = �p�� + 2���u��i�ti � 2�h��ti t3h� �u��i�t3 � i = 1; 2���33 = �p�� + � 2�h� �u��3�t3���ij = ���u��i�tj � 2�h��tj t3h� �u��i�t3 + �u��j�ti � 2�h��ti t3h� �u��j�t3 � i 6= j = 1; 2���i3 = ���3j = �� 1�h� �u��i�t3 + �u��3�ti � 2�h��ti t3h� �u��3�t3 � ave
 � = ��; i = 1; 2Le ve
teur 
ontrainte V ��+ s'é
rit dans B à partir de (2.51) sous la forme :V ��+ = 0BBBB� ��2���11 �h��t1 � �2���12 �h��t2 + ����13��2���21 �h��t1 � �2���22 �h��t2 + ����23��3���31 �h��t1 � �3���32 �h��t2 + �2���33
1CCCCA : 1q1 + �2(�h��t1 )2 + �2(�h��t2 )2 (2.80)On introduit don
 un tenseur de 
ontraintesA�� modi�é de telle sorte que la troisième
olonne pour t3 = 1 soit exa
tement V ��+ :

A�� = 0BBBB� �2h����11 �2h����12 t3(��2���11 �h��t1 � �2���12 �h��t2 + ����13)�2h����21 �2h����22 t3(��2���21 �h��t1 � �2���22 �h��t2 + ����23)�3h����31 �3h����22 t3(��3���31 �h��t1 � �3���32 �h��t2 + �2���33)
1CCCCA : 1q1 + �2(�h��t1 )2 + �2(�h��t2 )2Lemme 2.5.14. Pour i = 1; 2, �A��i et A��3 sont bornés dans H(div;B) où A��i est leième ve
teur ligne de la matri
e A��.PreuveL'équation de divergen
e nulle (2.29) s'é
rit en faisant le 
hangement de variables (2.51),d'après la proposition 2.5.1 sous la forme : (i = 1; 2; 3)��t1 (h����i1 ) + ��t2 (h����i2 ) + ��t3 ��t3�h��t1 ���i1 � t3�h��t2 ���i2 + 1����i3� = 0 (2.81)Le 
al
ul de divtt3A��i en utilisant (2.81) donne :divtt3A��i = �2h���i1 ��t1 0� 1q1 + �2(�h��t1 )2 + �2(�h��t2 )21A+�2h����i2 ��t2 0� 1q1 + �2(�h��t1 )2 + �2(�h��t2 )21Aetdivtt3A��3 = �3h���31 ��t1 0� 1q1 + �2(�h��t1 )2 + �2(�h��t2 )21A+�3h����32 ��t2 0� 1q1 + �2(�h��t1 )2 + �2(�h��t2 )21A107



Les estimations du lemme 2.5.2 et la proposition 2.5.4 sur la vitesse et la pression ainsique : k�h��ti kL1(w) = k�h�ti + 1� �h�yikL1(w) � K�impliquent les majorations suivantes :�2k���ii kL2(B) � K; i = 1; 2; 3; �k���ij kL2(B) � K i 6= j = 1; 2; 3 (2.82)Ce
i permet de 
on
lure :k�A��i kL2(B)3 � K; k�divA��i kL2(B)3 � K i = 1; 2et kA��3 kL2(B)3 � K; kdivA��3 kL2(B)3 � K �On veut maintenant étudier la 
onvergen
e de V ��+ donné dans (2.80) :Lemme 2.5.15. (�V ��+1; �V ��+2; V ��+3) 
onverge dans D0(�+)3 vers V �+ donné par :
V �+ = 0BBBBBBBBB�

R 10 R 10 �2 �h�y1q1+�2( �h�y1 )2+�2( �h�y2 )2 p� dyR 10 R 10 �2 �h�y2q1+�2( �h�y1 )2+�2( �h�y2 )2 p� dyR 10 R 10 ��2q1+�2( �h�y1 )2+�2( �h�y2 )2 p� dy
1CCCCCCCCCAPreuveD'après le lemme 2.6.16, il existe une matri
e A� dans L2(B)9 telle que :�A��i * A�i i = 1; 2; et A��3 * A�3 dans H(div;B)D'après les estimations données dans (2.82), les deux premières 
olonnes de 
ette matri
esont nulles. Pour la troisième 
olonne, la multipli
ation par � induit des limites nullespour les dérivées de la vitesse. Il ne reste don
 que les termes en pression dans ���ii .Rappelons que : �2p�� � �2p�(t) L2(B�℄0; 1[2)En é
rivant ��h��tiq1 + �2(�h��t1 )2 + �2(�h��t2 )2 = e�i + �h�yiq1 + �2(�h��y1 )2 + �2(�h��y2 )2ave
e�i = � �h�tiq1 + �2(�h��t1 )2 + �2(�h��t2 )2+ �h�yi 24 1q1 + �2(�h��t1 )2 + �2(�h��t2 )2 � 1q1 + �2(�h��y1 )2 + �2(�h��y2 )235108



Comme e�i 
onverge vers 0 dans L1(B) fort, on obtient :
A� =

0BBBBBBBBBB�
0 0 �2t3�R 10 R 10 �h�y1q1+�2( �h�y1 )2+�2( �h�y2 )2 dy� p�0 0 �2t3�R 10 R 10 �h�y2q1+�2( �h�y1 )2+�2( �h�y2 )2 dy� p�0 0 �2t3�R 10 R 10 �1q1+�2( �h�y1 )2+�2( �h�y2 )2 dy� p�

1CCCCCCCCCCAPour la 
onvergen
e au bord, on a :�A��i :N �! A�i :N i = 1; 2 et A��3 :N �! A�3 :N H� 12 (�B)En parti
ulier, en lo
alisant la 
onvergen
e sur le bord dé�ni par t3 = 1, on obtientle résultat annon
é sur �+: �2.6 Etude asymptotique quand � tend vers zéro2.6.1 Convergen
e des solutions des problèmes lo
auxThéorème 2.6.1. Lorsque � ! 0, pour k = 1; 2, il existe wk? dans V (x3) et �k? dansL2(Bx) telle que : 1�2wk� * wk? dans V (x3)�k� * �k? dans L2(Bx)ave
 ��k?�x3 = 0:wk?; �k?; k = 1; 2, véri�ent la relation suivante :wk?i = 12� �Æik + ��k?�yi � x3(x3 � h(x; y)) k = 1; 2 (2.83)wk?3 = 0ave
 �k?; k = 1; 2 appartient à L20(℄0; 1[2) [H1#(℄0; 1[2), solution unique du problème :�divy( h312�:r�k?) = 112� �h3�yk ; k = 1; 2 (2.84)PreuveD'après les estimations du lemme 2.5.8, pour k = 1; 2, il existe wk? dans V (x3) limitefaible de wk��2 et �k? dans L20(Bx) limite faible de �k� ave
pour i = 1; 2 �wk��yi ! 0 et ��k��x3 ! 0109



Pour i = 1; 2, soit ' dans H10#(Bx). On prend su

essivement ('; 0; 0) et (0; '; 0)
omme fon
tion test dans (2.67), on obtient les équations suivantes :� ZBx r�wk�i :r�'dy dx3 � ZBx �k� �'�yi dy dx3 = � ZBx Æik' dy dx3 i; k = 1; 2En passant à la limite, on obtient :� ZBx �wk?i�x3 �'�x3 dy dx3 � ZBx �k? �'�yi dy dx3 = � ZBx Æik' dy dx3 8' 2 H10#(Bx) (2.85)Ce qui implique que (au sens des distributions) :��2wk?i�x23 = ���k?�yi + Æik� i; k = 1; 2 (2.86)Prenons une fon
tion test parti
ulière dans (2.85) de la forme x3(x3 � h(x; y))�(y)ave
 �(y) appartient à H1#(℄0; 1[2), on obtient :� ZBx �wk?i�x3 (2x3 � h(x; y))�(y) dy dx3 � ZBx �k? ��yi (x3(x3 � h(x; y))�(y)) dy dx3 =� ZBx Æikx3(x3 � h(x; y))�(y) dy dx3 = 1Z0 1Z0 Æikh36 � dy 8i; k = 1; 2En appliquant la formule de Green sur le premier terme, et tenant 
ompte du faitque �k? ne dépend pas de la variable x3, on obtient :�2� 1Z0 1Z0 0� hZ0 wk?i dx31A � dy+ 1Z0 1Z0 ��yi �h36 �� �k? dy = 1Z0 1Z0 Æikh36 � dy 8� 2 H1#(℄0; 1[2)
e qui implique que :�2�0� hZ0 wk?i dx31A = �h36 � ��k?�yi + Æikh36 i; k = 1; 2 (2.87)Ce résultat donne la régularité H1#(℄0; 1[2) pour �k?. On en déduit que la relation (2.86)est vraie presque partout dans Bx. En intégrant en x3 et en utilisant la 
ontinuité de latra
e, on obtient (2.83).D'autre part, à 
ause de la divergen
e nulle dans le problème (2.67), on a pour tout� dans H1#(℄0; 1[2) : ZBx ��wk�1�y1 + �wk�2�y2 + 1� �wk�3�x3 � � dy dx3 = 0 (2.88)110



En appliquant la formule de Green, et tenant 
ompte des 
onditions aux bords, onobtient : ZBx �wk�1 ���y1 + wk�2 ���y2� dy = 0En multipliant par 1�2 et en passant à la limite :1Z0 1Z0 0� hZ0 wk?1 dx31A ���y1 dy + 1Z0 1Z0 0� hZ0 wk?2 dx31A ���y2 dy = 0 (2.89)Utilisant (2.87) dans (2.89), on obtient (2.84).Montrons maintenant que la troisième 
omposante wk?3 = 0. Reprenant l'équation dedivergen
e (2.88) ave
 � dans H10#(Bx) et appliquant la formule de Green sur tous lestermes, on obtient :� ZBx �wk�1 ���y1 + wk�2 ���y2 + 1�wk�3 ���x3� dy dx3 = 0On multiplie par 1� , sa
hant que :1�wk�i = � 1�2wk�i * 0 i; k = 1; 2on obtient après passage à la limite :ZBx wk?3 ���x3 dy dx3 = 0
e qui implique que wk?3 ne dépend pas de la variable x3.D'autre part, la 
onvergen
e dans V (x3), permet d'obtenir la 
onvergen
e des tra
es :0 = 1�2wk�3 (y; 0)* wk?3 (y; 0) = 0On en déduit alors que wk?3 = 0 dans Bx. �Théorème 2.6.2. Lorsque �! 0, il existe w3? dans V (x3) et �3? dans L2(w) tels que :w3� * w3? dans V (x3)�2�3� * �3? dans L2(w)ave
 ��3?�x3 = 0:w3?; �3? véri�ent la relation suivante :w3?i = 12� ��3?�yi x3(x3 � h(x; y))� six3h + si (2.90)111



et w3?3 = 0ave
 �3? appartient à L20(℄0; 1[2) [H1#(℄0; 1[2), solution unique du problème :divy( h312�:r�3?) = 12 �s1 �h�y1 + s2 �h�y2� (2.91)PreuveD'après les estimations du lemme 2.5.9, il existe w3? dans V (x3) limite faible de w3� et�3? dans L20(Bx) limite faible de �2�3� tels que :�2��3��x3 ! 0 et �2�w3��yi ! 0 i = 1; 2Comme dans le théorème 2.6.1, on montre en prenant su

essivement une fon
tion test('; 0; 0) et (0; '; 0) dans (2.68), ave
 ' dans H10#(Bx), après passage à la limite que :� ZBx �w3?i�x3 �'i�x3 dy dx3 = ZBx �3?�'i�yi dy dx3 i = 1; 2 (2.92)
e qui implique que : ��2w3?i�x23 = ��3?�yi i = 1; 2En pro
édant 
omme dans la preuve du théorème 2.6.1, on obtient 
ette fois-
i :�2�0� hZ0 w3?i dx31A+ �sih = �h36 � ��3?�yi i = 1; 2 (2.93)La �n de la preuve est identique. �Remarque 2.6.3. En 
omparant les solutions de (2:42) ave
 (2:84) et (2:43) ave
 (2:91)et tenant 
ompte de l'uni
ité, on en déduit que :�k? = �k; k = 1; 2; 32.6.2 Régularité en x des solutions des problèmes lo
auxPour passer à la limite en � dans l'équation (2.76), il est né
essaire d'avoir une
onvergen
e des 
oe�
ients a�ij dans C0(w). Pour 
ela, il su�ra d'obtenir des estimationsdansW 1;q(w) ave
 q > 1. Ces 
oe�
ients se 
al
ulent à partir des solutions des problèmeslo
aux (2.67) qui dépendent de x à travers le domaine Bx. On se ramène à un domaine�xe en introduisant le 
hangement de variables suivant :t1 = y1; t2 = y2 et t3 = x3h(x; y) (2.94)
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Ave
 
e 
hangement de variable, l'équation (2.67) est maintenant é
rite dans le do-maine �xe Y =℄0; 1[3, x étant un paramètre : (k = 1; 2)� ZY " 2Xi=1 ��wk��ti � t3h �h�ti �wk��t3 ���'�ti � t3h �h�ti �'�t3� + 1�2h2 �wk��t3 �'�t3# h dt dt3� ZY �k� " 2Xi=1 �h�'i�ti � t3 �h�ti �'i�t3 � + 1� �'3�t3 # dt dt3 = � ZY 'kh dt dt3 8' 2 H10#(Y )3(2.95)On en déduit :Lemme 2.6.4. On a les estimations suivantes dans Y :1�k�wk��ti k(L2(Y ))3 � K; i = 1; 2; 1�2k�wk��t3 k(L2(Y ))3 � K1�2kwk�k(L2(Y ))3 � K; k�k�kL2(Y ) � Kave
 K indépendant de x et de �.PreuveEn utilisant le 
hangement de variables (2.94), les estimations du lemme 2.5.8 donnent :ZY (�wk��ti )2 dt dt3 = ZBx (x3h �h�yi �wk��x3 + �wk��yi )2 1h dx3 dy � K�2ZY (�wk��t3 )2 dt dt3 = ZBx h(�wk��x3 )2 dx3 dy � K�4ZY (wk�)2 dt dt3 = ZBx (wk�)2 1hdx dx3 � K�4ZY (�k�)2 dt dt3 = ZBx (�k�)2 1hdx dx3 � K �Pour démontrer la régularité de wk�; k = 1; 2 en x, on utilisera le lemme suivant :Lemme 2.6.5. [9℄ Soit v 2 Lp(w) ave
 1 < p � 1, les propriétés suivantes sontéquivalentes :i) v 2 W 1;p(w)ii) il existe une 
onstante 
 telle que pour tout ouvert ave
 w0 � w et pour tout d 2 R2 ,qui véri�e jdj < dist(w0; �w), on a :kTdv � vkLp(w0) � 
kdkave
 Tdv = v(x1 + d1; x2 + d2)De plus, on peut prendre 
 = krvkLp(w)2 dans l'inégalité pré
édente.113



Posons :D1Æ(v) = v(x1 + Æ; x2)� v(x1; x2)Æ et D2Æ(v) = v(x1; x2 + Æ)� v(x1; x2)ÆDe l'inégalité triangulaire :jv(x1 + Æ; x2 + Æ2)� v(x1x2)j � jv(x1 + Æ1; x2 + Æ2)� v(x1; x2 + Æ2)j+jv(x1; x2 + Æ2)� v(x1; x2)jon déduit immédiatement le 
orollaire suivant :Corollaire 2.6.6. Soit v 2 Lp(w) ; supposons qu'il existe M > 0 tel que :8><>:kD1Æ(v)kLp(w0) �MkD2Æ(v)kLp(w0) �M pour tout w0 � w et pour tout Æ 2 R; véri�ant w0 + (Æ; 0) � walors v 2 W 1;p(w); et k �v�xikLp(w) �M i = 1; 2Proposition 2.6.7. Il existe une 
onstante M > 0, indépendante de x dans w et de �telle que : k 1�2a�ij(x)kW 1;q(w) �M 81 < q � 1; i; j = 1; 2Preuvea) On 
ommen
e d'abord par i = j = k. D'après le 
hangement de variables (2.94), ona : a�kk(x) = � ZBx wk�k dy dx3 = � ZY wk�k h(x; t) dt dt3D'après (2.69) : 1�2 ��a�kk(x)�� � pb�2 kwk�k kL2(Bx)D'après les estimations du lemme 2.5.8, on en déduit :8x 2 w 1�2 ��a�kk(x)�� � Kpb (2.96)Notation : On note wk�0 la solution de (2.67) qui 
orrespond à (x1 + Æ; x2) et on poseh0(x; t) = h(x1 + Æ; x2; t). On prend wk� 
omme fon
tion test dans (2.95), on obtient :�ZY " 2Xi=1 �(�wk��ti )2 � 2t3h �h�ti �wk��ti �wk��t3 + (t3h �h�ti )2(�wk��t3 )2�+ 1�2h2 (�wk��t3 )2# h dt dt3 = �ZY wk�k h dt dt3(2.97)D'autre part, on prend wk�0 
omme fon
tion test dans (2.95), é
rite pour (x1 + Æ; x2) :�ZY " 2Xi=1�(�wk�0�ti )2�2 t3h0 �h0�ti �wk�0�ti �wk�0�t3 +( t3h0 �h0�ti )2(�wk�0�t3 )2�+ 1�2h02 (�wk�0�t3 )2# h0 dt dt3=�ZY wk�0k h dt dt3(2.98)114



Cal
ulons (2:98)� (2:97)Æ , on obtient l'équation suivante (notons que �wk��ti est une fon
-tion des variables x1; x2; t1; t2; t3 et que D1Æ ne porte que sur la première variable) :�ZY 2Xi=1 �D1Æ �(�wk��ti )2h��2t3D1Æ ��h�ti �wk��ti �wk��t3 � + t23D1Æ �1h(�h�ti �wk��t3 )2�� dt dt3+ ��2 ZY D1Æ �1h(�wk��t3 )2� dt dt3 = � ZY D1Æ(wk�k h) dt dt3 (2.99)D'autre part, on prend ' = D1Æ(wk�) 
omme fon
tion test dans (2.95) :� ZY 2Xi=1 ��wk��ti D1Æ(�wk��ti )h� �h�ti t3�D1Æ(�wk��ti )�wk��t3 +D1Æ(�wk��t3 )�wk��ti �� dt dt3+� ZY  2Xi=1 1h(t3 �h�ti )2�wk��t3 :D1Æ(�wk��t3 ) + 1�2h �wk��t3 D1Æ(�wk��t3 )! dt dt3� ZY �k�:" 2Xi=1 �D1Æ(�wk�i�ti )h� t3 �h�tiD1Æ (�wk�i�t3 )�+ 1�D1Æ(�wk�3�t3 )# dt dt3= � ZY D1Æ(wk�k )h dt dt3 (2.100)Prenons maintenant ' = D1Æ(wk�) 
omme fon
tion test dans (2.95) réé
rite en x =(x1 + Æ; x2) :� ZY 2Xi=1 ��wk�0�ti D1Æ(�wk��ti )h0 � �h0�ti t3�D1Æ(�wk��ti )�wk�0�t3 +D1Æ(�wk��t3 )�wk�0�ti �� dt dt3+� ZY  2Xi=1 1h0 (t3 �h�ti )2:D1Æ(�wk��t3 )�wk�0�t3 + 1�2h0D1Æ(�wk��t3 )�wk�0�t3 ! dt dt3� ZY �k�0 " 2Xi=1 �D1Æ(�wk�i�ti )h0 � t3�h0�ti D1Æ(�wk�i�t3 )�+ 1�D1Æ(�wk�3�t3 )# dt dt3= � ZY D1Æ(wk�k )h0 dt dt3 (2.101)
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Tenant 
ompte de la divergen
e nulle, on peut é
rire le terme en �k� dans l'équation(2.100) sous la forme :I1=ZY �k� " 2Xi=1 �D1Æ(�wk�i�ti )h�t3 �h�tiD1Æ(�wk�i�t3 )�+1�D1Æ(�wk�3�t3 )#dt dt3=ZY �k�Æ " 2Xi=1 ��wk�0i�ti h�t3 �h�ti �wk�0i�t3 � +1� �wk�03�t3 # dtdt3Comme 2Xi=1 ��wk�0i�ti h0 � t3�h0�ti �wk�0i�t3 �+ 1� �wk�03�t3 = 0on obtient : I1 = � ZY �k� 2Xi=1 ��wk�0i�ti D1Æ(h)� t3�wk�0i�t3 D1Æ(�h�ti )� dt dt3 (2.102)En pro
édant de la même façon pour le terme en pression de (2.101) :I2=ZY �k�0 " 2Xi=1 �D1Æ(�wk�i�ti )h0 � t3�h0�ti D1Æ(�wk�i�t3 )�+1�D1Æ(�wk�3�t3 )# dt dt3on obtient : I2 = � ZY �k�0 2Xi=1 ��wk�i�ti D1Æ(h)� t3�wk�i�t3 D1Æ(�h�ti )� dt dt3 (2.103)En e�e
tuant (2:99)� (2:100)� (2:101), les termes ave
 des di�éren
es divisées surdes expressions 
ontenant wk� vont se simpli�er et ne resteront que des termes ave
 desdi�éren
es divisées sur des expressions 
ontenant h.Expliquons 
e
i par exemple sur le premier terme, les autres se traitant de la mêmefaçon :On va utiliser la formule suivante :(B0 +B)D1Æ(A) = D1Æ(AB) + 1Æ (A0B � AB0) (2.104)Ajoutant les deux premiers termes de (2.100) et (2.101) :��wk�0�ti h0 + �wk��ti h�D1Æ(�wk��ti ) = D1Æ �(�wk��ti )2h�� �wk�0�ti �wk��ti D1Æ(h)En 
al
ulant le premier terme de (2.99)-(2.100)-(2.101), il vient :ZY �wk�0�ti �wk��ti D1Æ(h) dt dt3116



En pro
édant ainsi pour tous les termes, on obtient :� ZY 2Xi=1 ��wk��ti �wk�0�ti D1Æ(h)� t3��wk��ti �wk�0�t3 + �wk�0�ti �wk�0�t3 �D1Æ(�h�ti )� dt dt3+ ZY  2Xi=1 �wk��t3 �wk�0�t3 t23D1Æ ( 1h(�h�ti )2) + 1�2 �wk�0�t3 �wk��t3 D1Æ( 1h)! dt dt3+I1 + I2 = � ZY D1Æ(wk�k h) dt dt3 + ZY �D1Æ(wk�k )h+D1Æ (wk�k )h0� dt dt3 (2.105)Le terme qui nous intéresse est :D1Æ(a�kk) = � ZY D1Æ(wk�k h) dt dt3Utilisant la propriété suivante :D1Æ(AB) = A0D1Æ(B) +BD1Æ(A) (2.106)on obtient :D1Æ(wk�k )h+D1Æ (wk�k )h0 =2D1Æ(wk�k h)� wk�0k D1Æ(h)�wk�k D1Æ(h) (2.107)Utilisant (2.107) dans (2.105), on obtient :�D1Æ (a�kk) = � ZY 2Xi=1 ��wk��ti �wk�0�ti D1Æ(h)� t3��wk��ti �wk�0�t3 + �wk�0�ti �wk�0�t3 �D1Æ(�h�ti )� dt dt3+� ZY  2Xi=1 �wk��t3 �wk�0�t3 t23D1Æ( 1h(�h�ti )2) + 1�2 �wk�0�t3 �wk��t3 D1Æ ( 1h)! dt dt3+I1 + I2 +ZY wk�k D1Æ(h) dt dt3+ZY wk�0k D1Æ(h) dt dt3 (2.108)Comme h 2 C2(w�℄0; 1[2) (hypothèse (H0)), les estimations du lemme 2.6.4 donnent :��D1Æ(a�kk)�� � K�2On montre de la même façon que : ��D2Æ(a�kk)�� � K�2D'après le 
orollaire 2.6.6, on en déduit que :a�kk�2 est bornée dans W 1;p(w)117



b) Pour les éléments non diagonaux, 
omme la matri
e A� est symétrique, il su�td'étudier l'élément a�12. La te
hnique 
al
ulatoire est la même mais est plus 
ompliquée
ar il faut utiliser les problèmes lo
aux à la fois pour w1� et w2�.Soit w2� fon
tion test dans (2.95) ave
 k = 1, on a :� ZY " 2Xi=1��w1��ti � t3h �h�ti �w1��t3 ���w2��ti � t3h �h�ti �w2��t3 �+ 1�2h2 �w1��t3 �w2��t3 #h dt dt3=� ZY w2�1 hdt dt3(2.109)Soit w1�0 fon
tion test dans (2.95) pour x = (x1 + Æ; x2) ave
 k = 2 :�ZY " 2Xi=1��w2�0�ti � t3h0�h0�ti �w2�0�t3 ���w1�0�ti � t3h0 �h0�ti �w1�0�t3 �+ 1�2h02 �w1�0�t3 �w2�0�t3 #h0dt dt3=� ZY w1�02 h0dt dt3(2.110)Faisant (2:110)� (2:109)Æ , et tenant 
ompte de la symétrie de la matri
e A�, on obtientl'équation suivante :� ZY 2Xi=1 D1Æ �(�w1��ti � t3h �h�ti �w1��t3 )(�w2��ti � t3h �h�ti �w2��t3 )h� dt dt3+� ZY D1Æ � 1�2h �w1��t3 �w2��t3 � dt dt3 = � ZY D1Æ(w2�1 h) dt dt3 (2.111)Prenons D1Æ(w2�) 
omme fon
tion test dans (2.95) ave
 k = 1 respe
tivement pour(x1; x2) et pour (x1 + Æ; x2). On obtient les deux équations suivantes :� ZY " 2Xi=1 ��w1��ti � t3h �h�ti �w1��t3 ���D1Æ (w2�)�ti � t3h �h�ti �D1Æ (w2�)�t3 � h + 1�2h �w1��t3 �D1Æ (w2�)�t3 # dt dt3�ZY �1� " 2Xi=1 ��D1Æ (w2�i )�t3 � t3h �h�ti �D1Æ (w2�i )�t3 � h+ 1� �D1Æ (w2�3 )�t3 # dt dt3 = � ZY D1Æ(w2�1 )h dt dt3(2.112)et� ZY " 2Xi=1 ��w1�0�ti � t3h0 �h0�ti �w1�0�t3 ���D1Æ (w2�)�ti � t3h0 �h0�ti �D1Æ (w2�)�t3 � h0 + 1�2h0 �w1�0�t3 �D1Æ (w2�)�t3 # dt dt3� ZY �1�0 " 2Xi=1 ��D1Æ (w2�i )�ti � t3h0 �h0�ti �D1Æ (w2�i )�t3 � h0 + 1� �D1Æ (w2�3 )�t3 # dt dt3 = � ZY D1Æ(w2�1 )h0 dt dt3(2.113)118



Prenons de même D1Æ(w1�) 
omme fon
tion test dans (2.95) ave
 k = 2 respe
tive-ment pour (x1; x2)et pour (x1 + Æ; x2). On obtient les deux équations suivantes :ZY " 2Xi=1 ��w2��ti � t3h �h�ti �w2��t3 ���D1Æ (w1�)�ti � t3h �h�ti �D1Æ (w1�)�t3 � h+ 1�2h �w2��t3 �D1Æ (w1�)�t3 # dt dt3� ZY �2� " 2Xi=1 ��D1Æ (w1�i )�ti � t3h �h�ti �D1Æ (w1�i )�ti � h+ 1� �D1Æ (w1�3 )�t3 # dt dt3 = � ZY D1Æ (w1�1 )h dt dt3(2.114)et� ZY " 2Xi=1 ��w2�0�ti � t3h0 �h0�ti �w2�0�t3 ���D1Æ (w1�)�ti � t3h0 �h0�ti �D1Æ (w1�)�t3 � h0 + 1�2h0 �w2�0�t3 �D1Æ (w1�)�t3 # dt dt3� ZY �2�0 " 2Xi=1 ��D1Æ (w1�i )�ti � t3h0 �h0�ti �D1Æ (w1�i )�ti � h0 + 1� �D1Æ (w1�3 )�t3 # dt dt3 = � ZY D1Æ(w1�2 )h0 dt dt3(2.115)E�e
tuons la 
ombinaison linéaire 2�(2:111)�[(2:112) + (2:113) + (2:115) + (2:114)℄. Enutilisant en
ore des formules du type (2.104) et (2.106), on obtient �nalement l'équationsuivante :� 2Xi= ZY ���w1��ti �w2�0�ti + �w1�0�ti �w2��ti �D1Æ (h)�t3��w1��t3 �w2�0�ti +�w1��ti �w2�0�t3 �D1Æ(�h�ti )� dt dt3+� ZY 2Xi=1 �t3��w1�0�t3 �w2��ti +�w1�0�ti �w2��t3 �D1Æ(�h�ti )+��w1��t3 �w2�0�t3 +�w1�0�t3 �w2��t3 � t23D1Æ( 1h(�h�ti )2)� dt dt3+ ��2ZY ��w2��t3 �w1�0�t3 + �w1��t3 �w2�0�t3 �D1Æ( 1h)+T1 + T2 + T3 + T4 =2 ZY D1Æ(w2�1 h) dt dt3�ZY �D1Æ(h)(w2�01 +w2�1 +w1�02 +w1�02 )� dt dt3ave
 T1 = ZY �1� " 2Xi=1 ��D1Æ (w2�i )�ti � t3h �h�t3 �D1Æ (w2�i )�t3 � h+ 1� �D1Æ (w2�3 )�t3 # dt dt3T2 = ZY �2� " 2Xi=1 ��D1Æ (w1�i )�ti � t3h �h�t3 �D1Æ (w1�i )�t3 � h+ 1� �D1Æ (w1�3 )�t3 # dt dt3119



T3 = ZY �2�0 " 2Xi=1 ��D1Æ (w1�i )�ti � t3h0 �h0�t3 �D1Æ (w1�i )�t3 � h0 + 1� �D1Æ (w1�3 )�t3 # dt dt3T4 = ZY �1�0 " 2Xi=1 ��D1Æ (w2�i )�ti � t3h0 �h0�t3 �D1Æ (w2�i )�t3 � h0 + 1� �D1Æ (w2�3 )�t3 # dt dt3On traitera les termes de pressions T1; T2; T3 et T4, 
omme I1 et I2 dans (2.103) et(2.102), on obtient :T1 = � ZY �1� 2Xi=1 ��w2�0i�ti D1Æ(h)� t3�w2�0i�t3 D1Æ(�h�ti )� dt dt3T2 = � ZY �2� 2Xi=1 ��w1�0i�ti D1Æ(h)� t3�w1�0i�t3 D1Æ(�h�ti )� dt dt3T3 = � ZY �2�0 2Xi=1 ��w1�i�ti D1Æ (h)� t3�w1�i�t3 D1Æ(�h�ti )� dt dt3T4 = � ZY �1�0 2Xi=1 ��w2�i�ti D1Æ (h)� t3�w2�i�t3 D1Æ(�h�ti )� dt dt3En utilisant de nouveau les estimations du lemme 2.6.4 et l'hypoyhèse (H0) sur lafon
tion h, on obtient : ��D1Æ(a�12)�� = ������ZY D1Æ(w2�1 h) dt dt3������ � K�2et de la même façon : ��D2Æ(a12)�� � K�2Ce qui termine la démonstration de la proposition 2.6.7. �Avant de 
her
her les 
onvergen
es, on rappelle le théorème fondamental de Lebesgueque nous utiliserons plusieurs fois dans la suite.Théorème 2.6.8 (Théorème de Lebesgue). Soit (f�) une suite de fon
tions de L1(w)véri�ant : p:p: x 2 w f�(x)! f ?(x)S'il existe une fon
tion g(x) positive dans L1(w) telle que :p:p: x 2 w; 8� jf�(x)j � g(x)alors f� est intégrable et on a :Zw f�(x) dx! Zw f?(x) dx120



Pour démontrer la 
onvergen
e forte, on aura besoin d'utiliser le lemme 
lassiquesuivant :Lemme 2.6.9. Soit (f�) une suite qui 
onverge faiblement vers f ? dans L2(w). Si on ala 
onvergen
e des normes : kf�kL2(w) ! kf?kL2(w) (2.116)alors f� 
onverge fortement vers f ? dans L2(w).On peut énon
er maintenant le résultat de 
onvergen
e des 
oe�
ients dans l'équa-tions en pression (2.76) :Proposition 2.6.10. Lorsque � tend vers zéro, on a les 
onvergen
es suivantes :1�2a�ij(x) 
onverge fortement vers a?ij(x) dans C0(w)~w3�i 
onverge faiblement vers ~w3?i dans L2(w) i = 1; 2ave
 a?ij(x) = 1Z0 1Z0 h312� �Æij + ��j?�yi � dyet ~w3?i = 1Z0 1Z0 �sih2 � h312� ��3?�yi � dyPreuveD'après le théorème 2.6.1, on a :8x 2 w 1�2wk� * wk? dans L2(Bx)3 faiblement k = 1; 2
e qui implique, en intégrant sur Bx que8x 2 w 1�2a�ij = � 1�2 ZBx wj�i dy dx3 ! ~wj?i = � ZBx wj?i dy dx3 = ZY h312� �Æij + ��j?�yi � dyD'autre part, d'après la proposition 2.6.7 ; il existe a?ij dans W 1;q(w) tels que :1�2a�ij(x) * a?ij(x) dans W 1;q(w) 8q > 1Par in
lusion 
ompa
te de W 1;q ,! C0(w) et par uni
ité de la limite, on déduit que :1�2a�ij(x)! a?ij(x) = ~wj�i dans C0(w) fortement
121



Pour w3�k , on utilise le théorème 2.6.2, qui a�rme la 
onvergen
e faible de w3� dansL2(Bx)3, don
 en intégrant sur Bx, on a :8x 2 w ~w3� = ZBx w3� dy dx3 ! ZBx w3? dy dx3Soit ' dans L2(w). On a pour presque tout x dans w ' ~w3�k ! ' ~w3?k k = 1; 2 et�� ~w3�k '(x)�� � K j'(x)jEn appliquant le théorème de Lebesgue, pour f�(x) = '(x) ew3�k , on obtient :Zw ~w3�k 'dx! Zw ~w3?k 'dx
e qui donne la 
onvergen
e faible de ~w3�k vers ~w3?k dans L2(w). Le théorème 2.6.2 donnela valeur de RBx w3?i dy dx3 en fon
tion de �3? qui ne dépend pas de x3 :ew3?i = ZBx w3?i dx3 dy = ZBx � 12� ��3?�yi x3(x3 � h)� six3h + si� dx3 dy = 1Z0 1Z0 �� h312� ��3?�yi + sih2� dy�Remarque 2.6.11. On remarque que la matri
eA? = (a?ij)i;j=1;2est égale à la matri
e A dé�nie par la formule (2:50) dans le théorème 2:4:14. Il résultede 
e théorème que : 8� 2 R2 2Xi;j=1 �ia?ij�j � a312� j�j2 (2.117)Proposition 2.6.12. Quand � tend vers zéro, la matri
e A��2 est 
oer
ive :9�0 > 0 tel que 0 < � < �0 =) 2Xi=1 a�ij�2 �i�j � a324� ���j2 8� 2 R2PreuveSoit � = (�1; �2) 2 R2 , on a :2Xi;j=1 �ia�ij�2 �j = 2Xi;j=1 �i a�ij�2 � a?ij! �j + 2Xi;j=1 �ia?ij�j (2.118)D'autre part, d'après la 
onvergen
e forte de a�ij�2 (x) vers a?ij(x) dans C0(w), on a pour� < �0 8x 2 w : �����a�ij�2 � a?ij����� � a348� i; j = 1; 2122



En multipliant par j�i�jj, on obtient :8x 2 w : �����i�j aij��2 � �i�ja?ij���� � a348� j�i�jj i; j = 1; 2�i�j(a�ij�2 � a?ij) � � a348��i�j � �a396� (�2i + �2j ) (2.119)(en utilisant xy � x2 + y22 )Remplaçant (2.119) dans (2.118), en sommant en i et j et en utilisant la 
oer
ivitéde a?ij (2.117), on obtient : 2Xi;j=1 �ia�ij�2 �j � a324� j�j2 �Proposition 2.6.13. Quand � tend vers zéro, �2p� est borné dans H1(w), don
 il existep? dans H1(w) tel que �2p� * p? dans H1(w)PreuveMontrons d'abord que �2p� est borné dans H1. D'après le théorème 2.5.12, �2p� appar-tient à H1(w). On prend p� 
omme fon
tion test dans (2.76) :2Xi;j=1Zw a�ij �p��xj �p��xi dx = 2Xi=1 Zw ~w3�i �p��xi dx� Z�w 0� hminZ0 g dx31A :np� d�D'après la 
oer
ivité de A� :a324��2krp�k2L2(w)2 � k ~w3�kL2(w)2krp�kL2(w)2 +Kkp�kL2(�w)D'après le théorème de tra
e dans H1(w) :kp�kL2(�w) � Kkp�kH1(w)Rappellons que Zw ~hp� dx = 0, 
e qui implique d'après le lemme 2.4.10 :kp�kH1(w) � Kkrp�kL2(w)2don
 �2krp�kL2(w) � Kd'où le résultat de la proposition. �123



Théorème 2.6.14. p? est l'unique solution de l'équation :2Xi;j=1Zw a?ij �p?�xi �'�xj dx = Zw 2Xi=1 b?i �'�xi dx� Z�w f:n' d� 8' 2 H1(w)où a?ij est dé�ni dans la proposition 2:6:10,b?i = 1Z0 1Z0 �sih2 � h312� ��3?�yi � dy i = 1; 2et f = hminZ0 g dx3PreuveD'après l'équation (2.76), on a :�2 2Xi;j=1Zw a�ij�2 �p��xi �'�xj dx = 2Xi=1 Zw ~w3�i �'�xi dx� Z�w f:n' d�D'après la proposition 2.6.10, a�ij�2 
onverge fortement dans C0(w). On peut don
 passerà la limite dans le produit. D'après la remarque 2.6.11, il y a uni
ité de la solution p? de
ette équation. �2.6.3 Convergen
e des 
ontraintes quand � tend vers zéro2.6.2.1 Les 
ontraintes sur ��Dans 
ette partie, on étudie le passage à la limite de 
haque 
omposante du ve
teur
ontrainte sur la partie inférieure du domaine. Ces 
omposantes sont données dans lethéorème 2.5.13 par :V ��i = �� 2Xj=1 �p��xj � ewj�i�x3 + � ew3�i�x3 !x3=0 i = 1; 2V ��3 = �2p�La 
onvergen
e de la 3ème 
omposante est immédiate (voir proposition 2.6.13 ). Pour la
onvergen
e des deux premières 
omposantes, on va montrer la 
onvergen
e forte dansL2(w) de � ewj�i�x3 . Pour 
e
i on démontrera d'abord la 
onvergen
e pon
tuelle en x, puispar le théorème de Lebesgue la 
onvergen
e forte dans L2(w).124



Posons : ��ij(x3) = 1�2 1Z0 1Z0 �wj�i�x3 dy i; j = 1; 2et ��i3(x3) = 1Z0 1Z0 �w3�i�x3 dyLemme 2.6.15. On a les 
onvergen
es pon
tuelles suivantes :p:p x 2 w ��ij(0)! �?ij(0) i = 1; 2 j = 1; 2; 3ave
 �?ij(0) = � 1Z0 1Z0 h2� �Æij + ��j?�yi � dy i; j = 1; 2et �?i3(0) = � 1Z0 1Z0 � h2� ��3?�yi + sih� dyPreuve :On démontre d'abord la 
onvergen
e faible de ��ij(x3) dans H1(℄0; hmin[), 
e qui im-pliquera la 
onvergen
e forte dans C0([0; hmin℄). La limite sera identi�ée en utilisant ladé�nition des solutions des problèmes lo
aux et on obtiendra une 
onvergen
e pon
tuellede la tra
e pour x3 = 0.Pour j = 1; 2, rappellons que wj�i véri�e le problème suivant, pour 
haque x dans w :��y1  ��wj�i�y1 � Æ1i�j�!+ ��y2  ��wj�i�y2 � Æ2i�j�!+ ��x3  ��2 �wj�i�x3 ! = Æij (y; x3) 2 B =℄0; 1[2�℄0; hmin[En intégrant par rapport à y, tenant 
ompte de la périodi
ité de wj�, �wj��yi et �j�, onobtient : ��2 ��x3 0� 1Z0 1Z0 �wj�i�x3 dy1A = Æij x3 2℄0; hmin[)
e qui implique que ���ij�x3 (x3) est bornée dans L2(℄0; hmin[).D'autre part (d'après le lemme 2.5.8)hminZ0 (��ij(x3))2 dx3 = 1�4 hminZ0 0� 1Z0 1Z0 �wj�i�x3 dy1A2 dx3 � 1�4 ZB  �wj�i�x3 !2 dx3 dy � K i; j = 1; 2On a don
 l'estimation : k��ij(x3))kH1(℄0;hmin[) � K (2.120)125



où K est une 
onstante qui ne dépend pas de x. Il existe don
 �?ij(x3) limite faible de��ij(x3) dans H1(℄0; hmin[).D'après le théorème 2.6.1, on déduit de (2.83) que pour tout x dans w : (i; j = 1; 2)��ij(x3)! �?ij(x3) = 1Z0 1Z0 �wj?i�x3 dy = 1Z0 1Z0 12� �Æij + ��j?�yi � (2x3�h(x; y)) dy dans H1(℄0; hmin[)De la même façon, pour j = 3, on obtient (i = 1; 2) :��i3(x3)! �?i3(x3) = 1Z0 1Z0 �w3?i�x3 dy = 1Z0 1Z0 � 12� ��3?�yi (2x3 � h(x; y))� six3h + si� dy dans H1(℄0; hmin[)La 
onvergen
e dans H1(℄0; hmin[) implique la 
onvergen
e forte suivante :8x 2 w ��ij(x3)! �?ij(x3) i; j = 1; 2; 3 dans C0([0; hmin℄)ainsi que la 
onvergen
e de tra
e pour x3 = 0 :8x 2 w ��ij(0)! �?ij(0) i = 1; 2; j = 1; 2; 3
e qui termine la démonstration. �Lemme 2.6.16. ��ij(0)! �?ij(0) dansL2(w) fortPreuveOn utilise le théorème 2.6.8 de Lebesgue rappelé plus haut, d'abord pour la suitef� = '(x)��ij(0) qui 
onverge p:p: x vers f ? = '(x)�?ij(0) où ' est dans L2(w).D'après (2.120), on déduit :����ij(0)�� � Kk��ij(x3)kH1(℄0;hmin[) � Koù K est indépendant de x et de �.On en déduit que Zw '(x)��ij(0) dx �! Zw '(x)�?ij(0) dxPuis on utilise le théorème 2.6.8 ave
f� = ���ij(0)�2
e qui donne la 
onvergen
e :Zw ���ij(0)�2 dx �! Zw ��?ij(0)�2 dxLe lemme 2.6.9 implique la 
onvergen
e forte de ��ij(0) vers �?ij(0). �126



Lemme 2.6.17. Quand �! 0, on a la 
onvergen
e suivante :
V �� * V ?� = 0BBBBBBBB�

�P2i=1 �p?�xj 
?1j(x) + �d?1(x)�P2i=1 �p?�xj 
?2j(x) + �d?2(x)p?
1CCCCCCCCA dans D0(w)3

ave
 
?ij(x) = 1Z0 1Z0 h2� �Æij + ��j?�yi � dy; d?i (x) = 1Z0 1Z0 � h2� ��3?�yi + sih� dyPreuveLe lemme pré
édent permet de passer à la limite dans le produit pour les deux 
ompo-santes de V �� . Pour la troisième 
omposante le résultat est immédiat.Remarque 2.6.18. En 
omparant V ?� ave
 le ve
teur limite V� de V �� obtenu dans lelemme 2:4:15, la remarque 2:6:3 montre qu'ils sont identiques.2.6.2.2 Les 
ontraintes sur la partie supérieureLa 
onvergen
e des 
ontraintes sur le bord rugueux à � �xé quand � tend vers zéroest donnée par le lemme 2.5.15. Cette 
onvergen
e a été obtenue en multipliant les deuxpremières 
omposantes par �. (voir 
ommentaire � 2.5.6.2)Le résultat suivant montre que lorsque � tend vers zéro, les deux premières 
ompo-santes de V �+ 
onvergent vers zéro. Si l'on 
ompare ave
 les 
onvergen
es obtenues dansle lemme 2:4:15, on peut penser que 
e résultat n'est pas optimal.Lemme 2.6.19. lorsque � tend vers zéro, on a :V �+ ! V ??+ = 0� 00�p? 1A dans D0(w)3ave
 V �+ est le ve
teur 
ontrainte dé�ni dans le lemme 2:5:15.PreuveOn démontre d'abord la 
onvergen
e forte dans L2(w�℄0; 1[2) de 1q1 + �2( �h�y1 )2 + �2( �h�y2 )2vers 1.En utilisant la formule :0 < x < 1; 0 < 1� 1p1 + x < x2on a :Zw�℄0;1[2 0� 1q1 + �2( �h�y1 )2 + �2( �h�y2 )2 � 11A2 dx dy � �4 Zw�℄0;1[2 �( �h�y1 )2 + �h�y2 )2�2 dx dy127



(2.121)D'autre part, par Cau
hy-S
hwarz, on a :Zw 0� 1Z0 1Z0 ( 1q1 + �2( �h�y1 )2 + �2( �h�y2 )2 � 1) dy1A2 dx � Zw 1Z0 1Z0 0� 1q1 + �2( �h�y1 )2 + �2( �h�y2 )2 � 11A2 dxdyOn déduit de (2.121) que :1Z0 1Z0 1q1 + �2( �h�y1 )2 + �2( �h�y2 )2 dy! 1 dans L2(w)Ce qui donne la 
onvergen
e de la troisième 
omposante de V �+ .Pour les deux premières 
omposantes, on 
onsidère ' dans D(w), on a :Zw�℄0;1[2 �h�yiq1 + �2( �h�y1 )2+�2( �h�y2 )2�2p�' dx dy= Zw�℄0;1[2 0� 1q1 + �2( �h�y1 )2+�2( �h�y2 )2 � 11A �h�yi�2p�' dxdy+ Zw�℄0;1[2 �h�yi�2p�' dx dy i = 1; 2Par périodi
ité de h, le deuxième terme Zw�℄0;1[2 �h�yi�2p�' dx dy est nul. La 
onvergen
eforte du terme entre parenthèse dans L2�℄0; 1[2 et le fait que �2p� soit borné dans L2(w),donne une limite nulle. �
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Chapitre 3Nouvelles 
onditions aux limitesasso
iées à un é
oulement mi
ropolaire
3.1 Introdu
tionThe des
ription of �uids with mi
rostru
ture made of small rigid parti
les wasdevelopped by [10℄ and [1℄ in the 1960's. The related mathemati
al models are basedon the introdu
tion of an additional ve
tor �eld, the mi
rorotation !̂, to the 
lassi
alpressure p̂ and velo
ity �elds û. Assuming small Reynolds number and a main dire
tionof the �ow (see Remark 3.2.1), it is possible to negle
t the non linear terms and to
onsider the following mi
ropolar equations where !̂ is a s
alar fun
tion .�(� + �
)4û+rp̂ = 2�
rot !̂ (3.1)�(
a + 
d)4!̂ + 4�
!̂ = 2�
rot û (3.2)div û = 0 (3.3)the positive 
onstants �; �
 ; 
a; 
d are di�erent vis
osities that 
hara
terize the isotropi
properties of the �uid. [18℄For Diri
hlet boundary 
onditions on velo
ity and mi
rorotation, this set of equa-tions has been widely studied. Existen
e and uniqueness results 
an be found in [4℄ [18℄for both stationary and nonstationary problems in a weak or strong formulation. Inthat work the Diri
hlet boundary 
onditions for the velo
ity are related to the 
lassi
aladhesion assumption. For the mi
rorotation, the situation is more 
onfused as it re�e
tsthe mi
ropolar �uid-interfa
e intera
tion and using zero Diri
hlet boundary 
onditionsseems to be a 
ommon pra
ti
e. In [7℄, an attempt is made to explain the dis
repan
iesbetween experimental and theoreti
al measurements of the shear vis
osity near the solidsurfa
es by way of the 
on
ept of boundary vis
osity. A new 
oupling relation betweenthe velo
ity and the mi
rorotation on the boundary is proposed in [7℄ :!̂ = �2r� û and û:n = 0 (3.4)the 
oe�
ient � taking a mi
rorotation retardation at the boundary into a

ount andbeing 
onne
ted with the di�erent vis
osity 
oe�
ients.Deriving in some heuristi
 way from equation (3.1),(3.2) and (3.3) a thin �lm ap-proximation system of equations and retaining together with (3.4) a no slip 
ondition for131



the velo
ity, enable a generalized Reynolds equation for the pressure to be obtained [8℄.Comparisons between the numeri
al solutions obtained using newtonian and 
lassi
almi
ropolar models appear in [10℄, while 
omparisons between 
lassi
al mi
ropolar modeland the present new model are shown in [8℄.Let us re
all on the other hand that the no-slip assumption of the �uid-solid inter-fa
e, even for a Newtonian �uid (without mi
rorotation), has often been dis
ussed andnumerous boundary 
onditions allowing slippage at the surfa
e have been introdu
ed[2℄, [6℄. The slippage is assumed to be related to the e�e
t of the roughness or 
hemi
alproperties of the surfa
es.It is the purpose of this paper to revisit the proposed system (3.1)-(3.4) in a morerigorous way and to derive the related thin �lm approximation. It will be shown that it isnot possible to have simultaneously a 
ondition like (3.4) and a no-slip 
ondition for thevelo
ity. Another boundary 
ondition will be proposed to 
ontrol the slippage e�e
t onthe surfa
e. It turns out to be a Neumann 
ondition for the mi
rorotation, introdu
inga parameter � su
h that : (r� !̂)1 = �2�

a + 
d� (û1 � ŝ)where ŝ is the given tangential velo
ity of the wall. This 
ondition appears in anatural way using a variational formulation and tends to 
on�rm experimental resultsin lubri
ation [12℄, [13℄, [14℄, [15℄, [16℄ in whi
h slippage e�e
ts are enhan
ed by thenon-Newtonian 
hara
teristi
s of the �uid.The paper is organized as follows. In se
tion 3.2.3, we give a weak formulation for thesystem for whi
h existen
e and uniqueness results are obtained in se
tion 3.3 assumingsuitable 
onditions on the various parameters. Se
tion 3.4 is devoted to the derivationof a generalized mi
ropolar Reynolds equation. For that purpose, we �rst introdu
e asmall parameter des
ribing the fa
t that the gap is thin. Then we gain estimates forthe velo
ity, the mi
rorotation and the pressure. Finally we obtain a system 
ouplingthe limit velo
ity, pressure and mi
rorotation with related boundary 
onditions. Thepre
ise des
ription of the 
orresponding Reynolds equation is detailed in se
tion 3.4.3.In se
tion 3.5, we give some numeri
al results making eviden
e of the in�uen
e of thenew parameters � and � that o

ur in the boundary 
onditions. We 
ompare also ourresults to those obtained by retaining a no slip 
ondition for the velo
ity [8℄.For sake of simpli
ity, we will 
onsider a 2D domain and the new boundary 
onditionswill be introdu
ed only on the �at part of the boundary. (see �g. 3.1)3.2 Problem situation3.2.1 Basi
 mi
ropolar equations :Let us 
onsider a mi
ropolar �ow in a domain Ê de�ned by :Ê = f(Z;Z3) : 0 < Z < L ; 0 < Z3 < Ĥ(Z)gwhere Ĥ is a 
ontinuously di�erentiable positive fun
tion, and L > 0 is given.132
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Fig. 3.1 � The domain ÊLet �̂3; �̂1; �̂l be the upper, lower and lateral boundaries of Ê :�̂3 = f(Z;Z3); 0 < Z < L et Z3 = Ĥ(Z)g�̂1 = f(Z;Z3); 0 < Z < L Z3 = 0g�̂l = �Ê � (�̂1 [ �̂3)the 
orresponding equations are (3.1)-(3.3).Natural boundary 
onditions for the velo
ity and mi
rotation are given on �̂3 [ �̂l :û = Ĝ on �̂3 [ �̂l with Ĝ = 0 on �̂3 (3.5)!̂ = 0 on �̂3 [ �̂l (3.6)On �̂1, we 
onsider the 
ondition (3.4) proposed in [7℄ together with the natural one
orresponding to the impermeability of the wall :û:n = 0 on �̂1 (3.7)where n is the unit external normal ve
torA supplementary 
ondition on �̂1 is needed to 
lose the system. We multiply (3.2)by a test fun
tion  ̂ belonging to H1(Ê) and equal to zero on �̂3 [ �̂l.After integration by part, we get :(
a + 
d) ẐE r!̂:r ̂ dZ dZ3 + Ẑ�1 �(
a + 
d) �!̂�Z3 + 2�
û1�  ̂ d�+4�
 ẐE !̂ ̂ dZ dZ3 = 2�
 ẐE rot  ̂û dZ dZ3In this equation, the unknown term �!̂�Z3 prevents to get a well posed variational formu-lation. Let us remark that the value û1 � ŝ, if no zero, is 
hara
teristi
 of a slippage on�̂1. It is then possible to get a known term on �̂1 by assuming :�!̂�Z3 = �2�

a + 
d (û1 � ŝ) on �̂1133



In a more general way, we will impose the following 
ondition :�!̂�Z3 = �2�

a + 
d�(û1 � ŝ) on �̂1 (3.8)� being an additional parameter whi
h will allow the in�uen
e of this new 
ondition tobe 
ontrolled.3.2.2 Res
alingLet us introdu
e the nondimensional normalized variables and fun
tions :z1 = ZL; z3 = Z3L ; H = ĤLu = ûg0 ; p = Lg0(� + �
) p̂; ! = Lg0 !̂; G = Ĝg0N2 = �
� + �
 ; RM = 
a + 
d� + �
 1L2 ; s = ŝg0where g0 is a 
hara
teristi
 velo
ity of the surfa
e. The �uid domain is then :E = f(z1; z3) : z1 2℄0; 1[; 0 < z3 < H(z1)gWe assume that a and b = maxz1 H(z1) exist, su
h that :0 < a � H(z1) � b 8z1 2 [0; 1℄Equations (3.1), (3.2) and (3.3) be
ome :�4u+rp = 2N2rot! = 2N2(� �!�z3 ; �!�z1 ) inE (3.9)�RM4! + 4N2! = 2N2rotu = 2N2(�u1�z3 � �u3�z1 ) inE (3.10)div u = 0 inE (3.11)Remark 3.2.1. Before introdu
ing the weak formulation of problem, we provide onepossible me
hani
al situation leading to present geometri
al notations.Let us 
onsider the 3D domain :Q = f(z1; z2; z3) 2 R3 : (z1; z3) 2 E;�1 < z2 < +1gthen E may be viewed as a 
ross-se
tion of Q perpendi
ular to the z2-axis. Assumingthat the �ow in Q does not depend on the z2- 
oordinate, the velo
ity 
omponent u2 inthe z2-dire
tion is zero, and the parti
les rotation axe are parallel to Oz2, the �elds uand ! redu
e to : u = (u1; 0; u3)! = (0; !; 0)that are exa
tly those to be found in equations (3:9)-(3:11).134



3.2.3 Weak formulation of the problemLet us pre
ise some 
onditions on G, to get a variational formulation :G 2 H 12 (�3 [ �l)2; with Z�3[�l G:n d� = 0 (3.12)We introdu
e a lift of the boundary 
ondition in the following lemma.Lemma 3.2.2. There exists J in H1(E)2 su
h thatdiv J = 0; J = G on �3 [ �l and J3 = 0 on�1ProofA
tual known boundary 
onditions are given on �3 [ �l. On �1, only the normal
omponent of the velo
ity (the velo
ity of the �wall�) is known and is zero, while thetangential velo
ity is unknown. It is always possible to 
hoose an �arti�
al value g� on�1 su
h that the fun
tion de�ned by :� = (G on �3 [ �l(g; 0) on �1belongs to H 12 (�E)2 and ful�ls 
ondition R�E �:n d� = 0This 
ondition allows to 
onstru
t J = (J1; J3) belonging to H1(E)2 whi
h is a liftof the velo
ity boundary 
onditions with div J = 0 in E. �Remark 3.2.3. Assuming G(0; 0) = G(L; 0) = (s; 0), a possible 
hoi
e of � in H 12 (�E)2is : � = (G on �3 [ �l(s; 0) on �1Now we are able to introdu
e the variational formulation. Setting :v = u� Jequations (3.9)-(3.11) 
an be rewritten :�4(v + J) +rp = 2N2rot! (3.13)�RM4! + 4N2! = 2N2rot (v + J) (3.14)div v = 0 (3.15)with boundary 
onditions : ! = �2r� (v + J) on �1 (3.16)RM �!�z3 = �2N2�(v1 + g � s) on �1 (3.17)v3 = 0 on �1 (3.18)135



v = ! = 0 on �3 [ �l (3.19)Due to the boundary 
onditions, we introdu
e the following fun
tional spa
es :V = f' 2 H1(E)2; '=�3[�l = 0; '3 = 0 on�1gV0 = f' 2 V : div' = 0gH = f 2 H1(E);  =�3[�l = 0gL20(E) = fq 2 L2(E) : ZE q dz1 dz3 = 0gTheorem 3.2.4. Su�
iently regular solutions of (3:13)� (3:19) satisfy the weak formu-lation : Find v 2 V0, and ! 2 H :ZE (r� v):(r� ') dz1 dz3 � ZE p div'dz1 dz3 � 2N2 ZE rot '! dz1 dz3�2(N2 � 1�) Z�1 !'1 d� = � ZE (r� J):(r� ') dz1 dz3 8' 2 V (3.20)RM ZE r!:r dz1 dz3+4N2 ZE ! dz1 dz3�2N2 ZE rot v dz1 dz3�2N2(��1) Z�1  v1 d� =2N2 Z�1 �(g � s) d� + 2N2 ZE rot J  dz1 dz3 8 2 H (3.21)ProofThere are several ways to write a weak formulation of the problem, depending how weintegrate rot! or rot u in the two equations. This leads to equivalent although di�erentformulations.Let us re
all the following formulas :�4' = r� (r� '); 8' 2 D0(E); with div' = 0 (3.22)ZE rot  ' dx dz3 = ZE rot' + Z�1  '1 d� 8(';  ) 2 V �H (3.23)Due to (3.15), (3.18) and (3.19), solutions of (3.13)-(3.19) are in V0 �H.Choosing (';  ) on V �H, and multiplying (3.13) by ', we obtain :ZE (r� v):(r� ') dz1 dz3 � 2N2 ZE rot'! dz1 dz3 � ZE p div'dz1 dz3 =� Z�1 (r�v)'1 d�+2N2 Z�1 !'1 d��ZE (r�J):(r�')�Z�1 (r�J)'1 d� dz1 dz3 8' 2 VTaking into a

ount the boundary 
ondition (3.16), we obtain equation (3.20)136



In the same way, multiplying (3.14) by  , integrating and using the Green's formula(3.23), we obtain :RM ZE r!:r dz1 dz3 + 4N2 ZE ! dz1 dz3 � 2N2 ZE rot v dz1 dz3 = �RM Z�1 �!�z3 d��2N2 Z�1  v1 d� + 2N2 ZE rot J dz1 dz3 8 2 HUsing (3.17), we obtain (3.21). �Remark 3.2.5. The boundary 
onditions (3:16)-(3:17) 
an be re
overed for solutions ofthe weak formulation (3:20)-(3:21) by 
lassi
al argument.3.3 Existen
e and uniquenessIn this se
tion, we give two proofs of the existen
e and uniqueness of the solutionto problem (3.20) (3.21), ea
h valid for di�erent domains for parameters.Without any other mention, k k denotes L2 or ((L2)2 or (L2)4) norms.3.3.1 Existen
e and uniqueness with mixed formulationLet us �rst re
all the following lemmas :Lemma 3.3.1. [11℄ Let X and M be two Hilbert spa
es with respe
tive norms k:kX andk:kM . Let A and B be two 
ontinuous bilinear forms and F a 
ontinuous linear form.Let us 
onsider the mixed variational problem (P) :(P )8><>:Find (u; p) 2 X �M; su
h that :A(u; v) +B(v; p) = F (v) 8v 2 XB(u; q) = 0 8q 2MUnder the hypothesis :i)9� > 0 su
h that A(v; v) � �kvk2X 8v 2 fv 2 X;B(v; q) = 0; 8q 2 Mgii)9Æ > 0; su
h that infq2M supv2X B(v; q)kvkXkqkM � Æthe problem (P ) has one and only one solution (u; p) in X �M .Lemma 3.3.2. [20℄ For all q in L20(E), there exists v0 in H10 (E) and C > 0, su
h that :div v0 = q and krv0kL2(E)2 � CkqkL2(E):Let us introdu
e the following notations :A ((v; !); (';  )) = ZE (r�v):(r�') dz1 dz3�2N2 ZE rot'! dz1 dz3�2N2 ZE rot :v dz1 dz3137



�2(N2� 1� ) Z�1 !'1 d��2N2(��1) Z�1  v1 d�+RM ZE r!:r dz1 dz3+4N2 ZE ! dz1 dz3B ((';  ); p) = � ZE p div' dz1 dz3L(';  ) = 2N2 ZE rotJ � ZE (r� J):(r� ') dz1 dz3 + Z�1 2N2�(g � s) d�Problem (3.20) (3.21) 
an be written in the following mixed variational form :Find (v; !; p) 2 V �H � L20(E), su
h that :A ((v; !); (';  )) + B((';  ); p) = L(';  ) 8(';  ) 2 V �H (3.24)B((v; !); q) = 0 8q 2 L20(E) (3.25)Theorem 3.3.3. AssumingN2 < 12 ; and bp1� 2N2 (���� 1� �N2����+ �N2) � pRM2 (3.26)where b = maxz1 H(z1), there is one and only solution to (3:24)� (3:25).Proof :We use lemma 3.3.1 with X = V �H; M = L20(E); A = A; B = B; and F = L:It is obvious that A, B (respe
tively L) are 
ontinuous bilinear forms on (V � H)2,V �H � L20(E) (respe
tively linear form on V �H).-We will prove now 
ondition i). For any (';  ) in V �H, we have :A ((';  ); (';  )) = ZE (r� � ')2 dz1 dz3 � 2N2 ZE rot' dz1 dz3 � 2N2 ZE rot 'dz1 dz3+2� Z�1  '1 d� � 2N2� Z�1  '1 d� +RM ZE (r )2 dz1 dz3 + 4N2 ZE  2 dz1 dz3We derive another expression of A by applying (3.23) to RE rot :' dz1 dz3 :A ((';  ); (';  )) = ZE (r� ')2 dz1 dz3 � 4N2 ZE rot': dz1 dz3+2� 1� �N2�Z�1  '1 d� � 2N2� Z�1  '1 d� +RM ZE (r )2 dz1 dz3 + 4N2 ZE  2 dz1 dz3From the Poin
aré's inequality :k'kL2(�1) � pbk �'�z3kL2(E) 8' 2 H1(E); '=�3 = 0
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and the identity : ZE (r� ')2 dz1 dz3 = ZE (r')2 dz1 dz3 8' 2 V (3.27)Using the Cau
hy-S
hwarz inequality, we obtain :I = A ((';  ); (';  ))� k�'1�z1 k2 + k�'1�z3 k2 + k�'3�z1 k2 + k�'3�z3 k2 � 4N2k�'1�z3 kk k�4N2k�'3�z1 kk k � 2����� 1� �N2����+N2�� bk � �z3kk�'1�z3 k+RMkr k2 + 4N2k k2For any 
onstants Ai; i = 1; 2; 3; (Bi; Ci; Di); i = 1; 2 in R+ su
h that3Xi=1 Ai = 1; 2Xi=1 Bi = 1; 2Xi=1 Ci = 1; 2Xi=1 Di = 1we get :I �k�'1�z1 k2+A3k�'1�z3 k2+B2k�'3�z1 k2+k�'3�z3 k2+�A1k�'1�z3 k2�4N2k�'1�z3 kk k+4N2D1k k2�+�A2k�'1�z3 k2 � 2b(���� 1� �N2����+N2�)k � �z3kk�'1�z3 k+RMC1k � �z3k2�+RMC2k � �z3 k2+RMk � �z1k2 + �B1k�'3�z1 k2 � 4N2k�'3�z1 kk k+ 4N2D2k k2�By 
hoosing :A1 = 2N2; A2 = 1� 2N22 ; A3 = 1� 2N22 ; B1 = 2N2; B2 = 1� 2N2; C1 = C2 = D1 = D2 = 12and assuming (3.26), it is easy to prove that the terms into bra
kets are positive, so that :I � 1� 2N22 kr'k2L2(E)4 + RM2 kr k2L2(E)2 (3.28)so, i) is veri�ed.-Now, to prove 
ondition ii), we use lemma 3.3.2. Let (';  ) belong to V �H, andq to L20(E), we obtain : (H10 (E))2 � f0g � V �Hso that : sup('; )2V�H RE div' q dz1 dz3�k'k2V + k k2H1� 12 � sup(';0)2(H10 )2�f0g RE div' q dz1 dz3kr'k= sup'2(H10 )2 RE div'q dz1 dz3kr'kA

ording to lemma 3.3.2, for given q 2 L20(E), there exists v0 su
h that div v0 = q.Choosing ' = v0 : sup('; )2V�H RE div' q dz1 dz3(k'k2V + k k2H) 12 � RE div v0 q dz1 dz3krv0k= kqk2L2krv0k � 1C kqkwhi
h ends the proof. �139



3.3.2 Existen
e and uniqueness with �xed point pro
edureIt is possible to give another proof of the existen
e by 
onsidering a �xed point pro-
edure, in a similar way as [4℄. In that proof, assuming spe
i�
 values for the 
oe�
ients� and �, the existen
e and uniqueness is obtained for any value of N in ℄0; 1[.Let us de�ne the �xed point pro
edure T :For any v in V0, let ! in H be the solution of :RM ZE r!:r dz1 dz3+4N2 ZE ! dz1 dz3 = 2N2 ZE rot v dz1 dz3+2N2(��1) Z�1  v1 d�+2N2 Z�1 �(g � s) d� + 2N2 ZE rotJ  dz1 dz3 8 2 HFor that !, let us de�ne v = T (v) be the unique solution in V0 of :ZE (r�v):(r�') dz1 dz3�ZE pdiv'dz1 dz3 = 2N2 ZE rot'! dz1 dz3+2(N2� 1�) Z�1 !'1 d�� ZE (r� J):(r� ') dz1 dz3 8' 2 VLet us �rst remark that both problems are well de�ned as soon as RM > 0 and � 6= 0,without other assumption on the 
oe�
ients.It is obvious that a �xed point of T with the asso
iated ! is solution to problem(3:20)� (3:21). We will prove the existen
e in that way :Theorem 3.3.4. For � = 0 and � = 1N2 , problem (3:20)� (3:21) has a unique solutionProofWe will make the proof with general parameters � and � to show how the 
onditiono

urs.We will prove that T is a 
ontra
tion in V by introdu
ing two sequen
esv0 = T (v0); v00 = T (v00)and the related !0 and !00. Denoting ! = !0�!00; v = v0� v00, v = v0� v00, and 
hoosing' = v and  = !, we easily get by substra
tion of the 
orresponding equations :RM ZE (r!)2 dz1 dz3 + 4N2 ZE !2 dz1 dz3 = 2N2 ZE rot!v dz1 dz3 + 2N2(� � 1) Z�1 !v1 d�(3.29)and ZE (r� v)2 dz1 dz3 = 2N2 ZE rot v! dz1 dz3 + 2(N2 � 1�) Z�1 !v1 d� (3.30)
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From (3.30), by applying Cau
hy-S
hwarz we get :ZE (r� v)2 dz1 dz3 � 2N2 ZE !2 dz1 dz3 + 2N24 ZE (r� v)2 dz1 dz3 + 2(N2 � 1�) Z�1 !v1 d�So (1� N22 ) ZE (r� v)2 dz1 dz3 � 2N2 ZE !2 dz1 dz3 + 2(N2 � 1�) Z�1 !v1 d� (3.31)From (3.29), applying Green's formula to the �rst term in the right hand side, we obtain :4N2 ZE !2 dz1 dz3 � 2N2 ZE rot v! dz1 dz3 + 2N2� Z�1 !v1 d�
� 2N20�ZE !2 dz1 dz3 + 14 ZE (r� v)2 dz1 dz31A + 2N2� Z�1 !v1 d�(3.32)Taking a

ount of (3.32) into (3.31), we get :(1�N22 ) ZE (r�v)2 dz1 dz3 � N22 ZE (r�v)2 dz1 dz3+2(N2� 1�) Z�1 !v1 d�+2N2� Z�1 !v1 d�Due to the assumption of the theorem, the boundary integral 
an
els. As 0 < N < 1we get : ZE (r� v)2 dz1 dz3 � k ZE (r� v)2 dz1 dz3where 0 < k = N221� N22 < 1 as 0 < N2 < 1:To end the proof, it su�
es to remark that (3.27) is ful�lled for any ' in V . So T isa 
ontra
tion with the Poin
aré's norm krvk. �3.4 Thin �lm approximation3.4.1 Res
aling and estimatesIn this se
tion, we will 
onsider the lubri
ation assumption in whi
h b = maxz1 H(z1)is small. We set b = k1� with � << 1. In the previous se
tion, it has been shown thata solution (v; !; p) of the problem (3.20)- (3.21) exists under assumption (3.26). Wewant to study the behavior of (u; !; p) denoted by (v�; !�; p�) when � tends to zero. Weintrodu
e the following variable 
hange :x1 = z1; x3 = z3� (3.33)141



As 
lassi
al in su
h a problem, we make the following assumptions :[3℄ [9℄h(x1) = 1�H(x1) does not rely on �, so that the initial thin domain E (denoted nowby 
�) be
omes a �xed one
 = f(x1; x3); 0 < x1 < 1; 0 < x3 < h(x1)gThe lift J de�ned in lemma 3.2.2 in the domain 
� depends now on �. It is denotedby J � and 
an be 
onstru
ted from J independent of �, de�ned in 
 with divx J = 0, inthis way : J �1(z1; z3) = J1(z1; z3� )J �3(z1; z3) = �J3(z1; z3� )In lubri
ation problems (see [4℄), the s
aling of RM with respe
t to � is as follows :RM = �2R
; R
 > 0so that (3.26) is rewritten in terms of k1 and R
 :(H1) 0 < N2 < 12 and k1p1� 2N2 (���� 1� �N2���� + �N2) � pR
2The theorem 3.3.4 indu
es the assumption(H2) 0 < N < 1; � = 1N2 and � = 0Let : 4� = �2�x21 + 1�2 �2�x23 ; r� = ( ��x1 ; 1� ��x3 ); div� = �1�x1 + 1� �3�x3rot� = 1� �1�x3 � �3�x1By setting J � = (J1; �J3) equations (3.13)-(3.19) be
ome :�4�(v� + J �) +r�p� = 2N2rot� !� (3.34)��2R
4�!� + 4N2!� = 2N2rot� (v� + J �) (3.35)div� v� = 0 (3.36)with the boundary 
onditions :!� = �2r� � (v� + J �) on�1 (3.37)�R
�!��x3 = �2N2�(v�1 + g � s) on�1 (3.38)142



v�3 = 0 on �1 (3.39)v� = !� = 0 on �3 [ �l (3.40)The 
orresponding mixed variational formulation in 
 is :Find (v�; !�; p�) in V �H � L20(
) su
h that :� Z
 (r��v�):(r��') dx1 dx3�2N2�Z
 rot� '!� dx1 dx3�2(N2� 1�)Z�1 !�'1d��� Z
 p�div� ' dx1 dx3�2N2�Z
 rot�  :v� dx1 dx3�2N2(��1) Z�1  v�1 d�+�3R
 Z
 r�!�:r� dx1 dx3+4N2� Z
 !� dx1 dx3= �� Z
 (r��J �):(r��') dx1 dx3+2N2� Z
 rot� J �  dx1 dx3+Z�1 2N2�(g�s) d� 8(';  ) 2 V�H(3.41)� Z
 q div� v� dx1 dx3 = 0 8q 2 L2(
) (3.42)Theorem 3.4.1. Under the hypothesis (H1) or (H2), there exists a unique solution(u�; p�; !�) of (3:41)� (3:42)ProofIt a dire
t 
onsequen
e of (3.26) of theorem 3.3.3 and theorem 3.3.4.Lemma 3.4.2. Under the hypothesis (H1)or (H2), the following estimates hold :k �v��x3kL2(
)2 � K; k� �v��x1 kL2(
)2 � Kk��!��x3 kL2(
) � K; k�2�!��x1 kL2(
) � KProofSetA�((';  ); (';  )) =� Z
 (r��')2 dx1 dx3�4N2�Z
 rot� '  dx1 dx3+2( 1��N2)Z�1  '1 d��2N2� Z�1  '1 d� + �3R
 Z
 (r� )2 dx1 dx3 + 4N2� Z
  2 dx1 dx3From the 
oer
iveness property of the bilinear form of the weak formulation (see (3.28))and taking (3.33) into a

ount, we have with ' = v� and  = !� :A� = A((v�; !�); (v�; !�)) � 1� 2N22 kr�v�k2L2(
)4 + �2R
2 kr�!�k2L2(
)2143



andL�(v�; !�) = 2N2� Z
 rot� J � !� dx1 dx3�� Z
 (r��J �):(r��v�)dx1 dx3+2N2� Z�1 (g�s) !� d�thenA� � L�(v�; !�) � 2N2k1�krot� J �kL2(
)kr�!�kL2(
)2 + kr� � J �kL2(
)kr�v�kL2(
)+2N2�pk1�kg � skL2(�1)kr�!�kL2(
)2whi
h is equivalent to :1� 2N22 �kr�v�kL2(
)4 � 11� 2N2kr� � J �kL2(
)�2+R
2 ��kr�!�kL2(
)2 � 2N2k1R
 krot� J �kL2(
) � 2N2�pk1R
� kg � skL2(�1)�2 �12(1� 2N2)kr� � J �k2L2(
) + 2N4K21R
 krot� J �k2L2(
) + 2N4�2k1�2R
 kg � sk2L2(�1)+4N4k1pk1��R
 krot� J �kL2(
)kg � skL2(�1) � K�2so we obtain : kr�v�kL2(
)4 � K� ; kr�!�kL2(
)2 � K�2 ; �.3.4.2 Asymptoti
 studyIn this se
tion we re
all that hypothesis (H1) or (H2) will be allways assumed.Lemma 3.4.3. There exist u? in V (x3) and s? in L2(℄0; 1[) su
h that u� weakly 
onvergesto (u?1; 0) in V (x3) and u�1(x1; 0) weakly 
onverges to s? in L2(℄0; 1[) withu?(x1; h(x1)) = 0; 8x1 2℄0; 1[where V (x3) is the Hilbert spa
e :V (x3) = f� 2 L2(
)2; ���x3 2 L2(
)4gProofFrom Friedri
h's inequality in x3- dire
tion, we obtain :ku�kL2(
)2 � Kk�u��x3kL2(
)2Let u� = v� + J � where J � is de�ned in previous se
tion J � = (J1; �J3) and from lemma3.4.2,we dedu
e : ku�kL2(
)2 � K144



V (x3) is an Hilbert spa
e with the norm :k�k2V (x3) = k�k2L2(
)2 + k ���x3k2L2(
)4then u� is bounded in V (x3), and there exists a weak limit u? in V (x3).From 
ontinuity of the tra
e appli
ation from V (x3) to L2(�1)2 and L2(�3), we dedu
ethat u? = 0 sur �3 and that there is s? su
h that u�1 weakly 
onverges to s? in L2(℄0; 1[)To prove that u?3 = 0 on 
, the divergen
e equation is used. Letting � be in D(
),we obtain : Z
 u�1 ���x1 dx1 dx3 + 1� Z
 �u�3�x3� dx1 dx3 = 0Passing to the limit, we obtain, taking into a

ount the V (x3) 
onvergen
e :Z
 �u?3�x3� dx1 dx3 = 0hen
e u?3 does not rely on the x3 variable. As u?3 is equal to zero on �3, we dedu
e that u?3 =0 in
. �Lemma 3.4.4. The following estimates are valid�2k �p��x1 kH�1(
) � K; �k �p��x3 kH�1(
) � K:ProofLet � be in H10 (
) and 
hoose ((�; 0); 0) as test fun
tion in (3.41) :Z
 (r��v�) ���x3 dx1 dx3�2N2 Z
 ���x3!� dx1 dx3 = ��h �p��x1 ; �iH�1(
);H10 (
)�Z
 (r��J �) ���x3 dx1 dx3Using the Green's formula on the se
ond term and the estimates of lemma 3.4.2 wededu
e : k �p��x1 kH�1(
) � K�2Taking now ((0; �); 0) as test fun
tion in (3.41), we obtain :�� Z
 (r��v�) ���x1 dx1 dx3�2N2� Z
 ���x1!� dx1 dx3=�h �p��x3 ; �iH�1(
);H10 (
)�� Z
 (r��J �) ���x1 dx1 dx3we dedu
e in the same way : k �p��x3 kH�1(
) � K� �Lemma 3.4.5. With the same assumptions as in Lemma 3:4:2, there exists p? inL2(℄0; 1[) so that �2p�(x1) weakly 
onverges to p?.with Z
 p? dx1 dx3 = 1Z0 h(x1)p? dx1 = 0145



Proof :Using the inequality (see [17℄, Remark 1.4 p15)kp�kL2(
) � K0�krp�kH�1(
) + ������Z
 p� dx1 dx3������1Afrom lemma 3.4.4, we 
on
lude that �2p� weakly 
onverges to p? in L20(
) and that p?does not rely on x3. �Theorem 3.4.6. There exists !? in V (x3) su
h that �!� weakly 
onverge to !? and :!?(x1; h(x1)) = 0 8x1 2℄0; 1[Morever p?(x1) belongs to H1(℄0; 1[) and we have the following relation :h212 dp?dx1 = �~u?1 + s?2 h�N20� hZ0 w?(2x3 � h(x1)) dx31A in L2(℄0; 1[))with ~u?1(x1) = 1h hZ0 u?1(x1; x3) dx3Proof :From Friedri
h's inequality in x3- dire
tion, we have :k!�kL2(
) � Kk�!��x3 kL2(
)From lemma 3.4.2, we dedu
e that :k!�kL2(
) � K�thus �!� is bounded in V (x3), and there exists a weak limit !? in V (x3). The 
onti-nuity of the tra
e appli
ation indu
es !?(x1; h(x1)) = 0 8x1 2℄0; 1[.Let �(x1) be in D(℄0; 1[). We 
hoose (�(x1)x3(x3 � h(x1); 0); 0) as test fun
tion in(3.41) :Z
 � �u�1��x3 � �u�3�x1� �(2x3�h) dx1 dx3�2N2 Z
 !�(2x3�h)� dx1 dx3 = ��h �p��x1 ; �x3(x3�h)iPassing to the limit, we obtain :Z
 �u?1�x3 �(2x3 � h) dx1 dx3 � 2N2 Z
 !?(2x3 � h)� dx1 dx3 = � Z
 �p?�x1 �x3(x3 � h) dx1dx3(3.43)
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As p? does not rely on the x3 variable, we obtain :Z
 �p?�x1 �x3(x3 � h) dx1 dx3 = 1Z0 24 hZ0 x3(x3 � h) dx335 � �p?�x1 dx1 = � 1Z0 h36 � �p?�x1 dx1Applying Green 's formula, we obtain :Z
 �u?1�x3 �(2x3 � h) dx1 dx3 = �2 Z
 u?1� dx1 dx3+ Z�1 u?1(x1; 0)h� d�From lemma 3.4.3 : Z�1 u?1(x1; 0)h� d� = 1Z0 s?h� dx1So (3.43) be
omes :�2 Z
 u?1� dx1 dx3+ 1Z0 s?h� dx1�2N2 Z
 !?(2x3�h)� dx1 dx3 = 1Z0 h36 � �p?�x1 dx1 8� 2 D(℄0; 1[)Be
ause � is any fun
tion in D(℄0; 1[), by density, this formula holds in H�1(
). As h isa regular positive fun
tion and as u?1; !? and s? lie in L2(
), �p?�x1 belongs to L2(
) andp? has the required regularity. �Theorem 3.4.7. The limit velo
ity and pression satisfy the following equations :��2u?1�x23 + �p?�x1 = �2N2�!?�x3 in L2(
) (3.44)�R
�2!?�x23 + 4N2!? = 2N2�u?1�x3 in L2(
) (3.45)��x1 h(x1)Z0 u?1(x1; x3) dx3 = 0 (3.46)with the boundary 
onditions :�u?1�x3 (x1; 0) = 2�!?(x1; 0) in L2(℄0; 1[) (3.47)R
�!?�x3 (x1; 0) = �2N2�(s?(x1)� s) in L2(℄0; 1[) (3.48)ProofLet '1 be in H10 (
) and (('1; 0); 0) as test fun
tion in (3.41), we obtain :Z
 � �u�1��x3 � �u�3�x1� �'1�x3 dx1 dx3 � 2N2 Z
 �'1�x3 !� dx1 dx3 = ��h �p��x1 ; '1iH�1;H10147



After multipli
ation by � and passing to the limit and applying Green's formula on these
ond term, we obtain :Z
 �u?1�x3 �'1�x3 dx1 dx3 + 2N2 Z
 �!?�x3 '1 dx1 dx3 = �h�p?�x1 ; '1iH�1;H10so that : ��2u?1�x23 + 2N2�!?�x3 = ��p?�x1 in H�1(
)From theorem 3.4.6, �p?�x1 is in L2(
), and (3.44) is proved.To prove (3.45), we take  in H10 (
) and ((0; 0);  ) as a test fun
tion in (3.41) :R
�2 Z
 r�!�:r� dx1 dx3 + 4N2 Z
 !� dx1 dx3 = 2N2 Z
 rot�  u� dx1 dx3Passing to the limit after multipli
ation by � we obtain :R
 Z
 �!?�x3 � �x3 + 4N2 Z
 !? dx1 dx3 = �2N2 Z
 � �x3u?1 dx1 dx3 = 2N2 Z
 �u?1�x3 dx1 dx3We dedu
e : �R
�2!?�x23 + 4N2!? = 2N2�u?1�x3 in H�1(
)As u?1 and !? belong to V (x3), this equation holds in L2(
)To �nd the boundary 
onditions, we 
hoose � in D(℄0; 1[), then there is a lift '1 inH1(
) su
h that '1=�3[�l = 0 and '1=�1 = �.Applying Green's formula, we obtain by (3.44) :Z
 �u?1�x3 �'1�x3 dx1 dx3+ 1Z0 �u?1�x3 �dx1+Z
 �p?�x1'1 dx1 dx3 = 2N2 Z
 �'1�x3 !? dx1 dx3+2N2 1Z0 !?� dx1(3.49)Going (('1; 0); 0) as test fun
tion in (3.41), we obtain :Z
 � �u�1��x3 � �u�3�x1� �'1�x3 dx1 dx3 � 2N2 Z
 �'1�x3 !� dx1 dx3 � 2(N2 � 1�) 1Z0 !� � dx1 = � Z
 p��'1�x1 dx1 dx3Passing to the limit, we obtain :Z
 �u?1�x3 �'1�x3 dx1 dx3 � 2N2 Z
 �'1�x3 !? dx1 dx3 � 2(N2 � 1�) 1Z0 !?� dx1 = Z
 p?�'1�x1 dx1 dx3(3.50)148



From (3.49) and (3.50), we obtain :1Z0 �u?1�x3 � dx1 = 2� 1Z0 !?� dx1 ; 8� 2 D(℄0; 1[)and we dedu
e that : �u?1�x3 = 2�!? in D0(℄0; 1[)Moreover, �u?1�x3 (x1; 0) and !?(x1; 0) belong to L2(℄0; 1[), so the previous equation holdsin L2(℄0; 1[).In the same way, to �nd the boundary 
ondition (3.48), we multiply (3.45) by  inH1(
) su
h that  (x1; 0) = � and  �l[�3 = 0, and we apply Green's formula :R
 Z
 �!?�x3 � �x3+R
 1Z0 �!?�x3 � dx1+4N2 Z
 !? dx1 dx3 = �2N2 Z
 � �x3u?1 dx1 dx3�2N2 1Z0 s?(x1)� dx1(3.51)Choosing ((0; 0);  ) as test fun
tion in (3.41) so :R
�3 Z
 r�!�:r� dx1 dx3 + 4N2� Z
 !� dx1 dx3 � 2N2� Z
 rot�  u� dx1 dx3 =2N2� Z�1 �(u�1 � s) d� � 2N2 Z�1 u�1�d�Going to the limit, we obtain :R
Z
 �!?�x3 � �x3+4N2 Z
 !? dx1 dx3+2N2 Z
 � �x3u?1 dx1 dx3=2N2� lZ0 (s?(x1)�s)� dx1�2N2 1Z0 s?(x1)�dx1(3.52)From (3.51) and (3.52), we dedu
e that :R
�!?�x3 = �2N2�(s?(x1)� s) ; inD0(℄0; 1[)Morever, s?�s and �!?�x3 belong to L2(℄0; 1[), so the previous equation holds in L2(℄0; 1[).To proove (3.46), let � be in D(℄0; 1[), we have :Z
 div� u�� dx1 dx3 = 0 (3.53)Applying Green's formula, we get :1� Z
 �u�3�x3 � dx1 dx3 = �1� Z
 u�3 ���x3 dx1 dx3 = 0149



From (3.53), we obtain :Z
 �u�1�x1 � dx1 dx3 = 0 = � Z
 u�1 ���x1 dx1 dx3Letting � tend to zero, we obtain :0 = � Z
 u?1 ���x1 dx1 x3 = � 1Z0 ���x1 0� h(x1)Z0 u?1dx31A dx1 = 1Z0 � ��x1 0� h(x1)Z0 u?1 dx31A dx1(3.54)whi
h ends the proof. �3.4.3 Generalized mi
ropolar Reynolds equationIn this se
tion, we give expressions of u?; !?, solutions of the di�erential system(3:44)� (3:48), in terms of p?. Next, putting these expressions in (3.46) will lead to the
orresponding Reynolds equation.Lemma 3.4.8. Assuming (H1) or (H2) , for � 6= 1 the solutions to (3:44)(3:45) withboundary 
onditions (3:47)(3:48) are :u?1(x1; x3)=��2N2k (sh(kx3)�sh(kh))+
�(x3�h)�A1+2N2k (
h(kx3)�
h(kh))B1+ x23�h22(1�N2)���p?�x1 + ��2N2k (sh(kx3)� sh(kh)) + 
�(x3 � h)�A2 + 2N2k (
h(kx3)� 
h(kh))B2� s(3.55)w? = ��
h(kx3) + 
�2 �A1 + sh(kx3)B1 + x32(1�N2)� �p?�x1+h�
h(kx3) + 
�2 �A2 + sh(kx3)B2i s(3.56)where k = 2Ns1�N2R
 ; 
�2 = 1� �N2�� 1A1(x1) = L(x1)2(1�N2) �h �4N4(1� 
h(kh)) + R
� k2�� ksh(kh) �R
� � 2N2h2(x1)��B1(x1)= L(x1)2(1�N2) �2N2h �2N2sh(kh)+
�kh�+k �R
� �2N2h2(x1)� h
h(kh)+
�2 ℄)A2(x1) = 2N2kL(x1)sh(kh)B2(x1) = �2N2kL(x1)�
�2 + 
h(kh)�L(x1)= ��h
�2 +
h(kh)i �4N4(1�
h(kh))+R
� k2�+2N2sh(kh)�
�kh+2N2sh(kh)���1150



ProofIntegrating (3.44) in x3, we obtain :�u?1�x3 = �p?�x1x3 + 2N2w? +K1(x1) (3.57)where K1 is an unknown fun
tion. Putting (3.57) into (3.45), we obtain :�2w?�x23 � 4N2R
 (1�N2)w? = �2N2R
 �p?�x1x3 � 2N2R
 K1(x1) (3.58)whose solution 
an be written :w? = 
1(x1)ekx3 + 
2(x1)e�kx3 + x32(1�N2) �p?�x1 + K1(x1)2(1�N2) (3.59)where 
i(x1); i = 1; 2 are unknown fun
tions and k = 2Ns1�N2R
 .Putting (3.59) in (3.57), we obtain :�u?1�x3 = 11�N2 �p?�x1x3 + 2N2(
1(x1)ekx3 + 
2(x1)e�kx3) + K1(x1)1�N2 (3.60)Integrating (3.60), we obtain :u?1 = 2N2k (A(x1)sh(kx3) +B(x1)
h(kx3)) + 12(1�N2) �p?�x1x23 + K1(x1)1�N2x3 +K2(x1)(3.61)where A(x1) = 
1(x1) + 
2(x1); B(x1) = 
1(x1)� 
2(x1)and K2(x1) is an unknown fun
tion.!? in (3.59), 
an be written :w? = A(x1)
h(kx3) +B(x1)sh(kx3) + 12(1�N2) �p?�x1x3 + K1(x1)2(1�N2) (3.62)Using (3.60)and (3.62) in the boundary 
ondition (3.47), we obtain :K1(x1) = 
�(1�N2)A(x1) (3.63)Using the 
ondition u?1(x1; h(x1)) = 0 in (3.61), and using (3.63), we obtain :K2(x1) = ��h(x1)
� + 2N2k sh(kh)�A(x1)� 2N2k 
h(k(h1))B(x1)� h22(1�N2) �p?�x1From 
ondition !?(x1; h(x1)) = 0 and (3.48), we obtain, using (3.63), the followingsystem : Q0� AB 1A = 0BBBBB� �h2(1�N2)R
� � 2N2h2(x1)2(1�N2)
1CCCCCA �p?�x1 +0� 0�2N2 1A s
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where Q is the matrix de�ned by :Q = 0BBB� 
�2 + 
h(kh(x1)) sh(kh(x1))2N2�
�h(x1) + 2N2k sh(kh(x1))� �4N4k (1� 
h(kh(x1)))� R
� k 1CCCAThe solution of this system is given by :A(x1) = A1(x1)�p?�x1 + A2(x1)s; B(x1) = B1(x1)�p?�x1 +B2(x1)swhere (A1(x1); B1(x1) and A2(x1); B2(x1) are solutions of :Q0� A1B1 1A = 0BBB� �h2(1�N2)R
� �2N2h2(x1)2(1�N2)
1CCCA and Q0� A2B2 1A = 0� 0�2N2 1ACal
ulating Ai; Bi for i = 1; 2, then u? and !? are obtained by (3.61) and (3.62) asfun
tions of p? and of known data.Lemma 3.4.9. Assuming (H1) or (H2), for � = 1 the solutions to (3:44)(3:45) withboundary 
onditions (3:47)(3:48) are su
h that :u?1(x1; x3) = �2N2k (
h(kx3)� 
h(kh))B01 + x23 � h22(1�N2) + A011�N2 (x3 � h)� �p?�x1+�2N2k (
h(kx3)� 
h(kh))B02 + A021�N2 (x3 � h)� s (3.64)w? = �sh(kx3)B01 + x32(1�N2) + A022(1�N2)� �p?�x1 + �sh(kx3)B02 + A022(1�N2)� (3.65)whereA01(x1) = L0(x1)�h �4N4(1� 
h(kh)) + R
� k2�� ksh(kh) �R
� � 2N2h2(x1)��B01(x1)=k L(x1)2(1�N2) �2N2h+ R
� �A02(x1) = 4N2k(1�N2)L0(x1)sh(kh)B02(x1) = �2N2kL0(x1)L0(x1) = ��4N4(1� 
h(kh)) + R
� k2 + 4N2khsh(kh)��1
152



ProofThe beginning of the proof is as in lemma 3.4.8Using (3.60)and (3.62) in the boundary 
ondition (3.47), for � = 1, we obtain :A(x1) = 0 (3.66)Using the 
ondition u?1(x1; h(x1)) = 0 in (3.61), taking (3.66) into a

ount, we obtain :K2(x1) = ��2N2k 
h(kh)B(x1) + h22(1�N2) �p?�x1 + K11�N2h�From 
ondition !?(x1; h(x1)) = 0 and (3.48) we obtain using (3.66) the followingsystem : Q00� K1B 1A = 0BBB� �h2(1�N2)R
� �2N2h2(x1)2(1�N2)
1CCCA �p?�x1 +0� 0�2N2 1A swhere Q0 is the matrix de�ned by :Q0 = 0BBB� 12(1�N2) sh(kh(x1))2N2h1�N2 �4N4k (1� 
h(kh(x1)))� R
� k 1CCCAThe solution of this system is given by :K1(x1) = A01(x1)�p?�x1 + A02(x1)s; B(x1) = B01(x1)�p?�x1 +B02(x1)swhere (A01(x1); B01(x1) and A02(x1); B02(x1) are solutions of :Q00� A01B01 1A = 0BBBB� �h2(1�N2)R
� � 2N2h2(x1)2(1�N2)

1CCCCA and Q00� A02B02 1A = 0� 0�2N2 1A �Remark 3.4.10. The results of lemma 3:4:9 are the same as those of lemma 3:4:8 bymaking 
� tend to 1 (� = 1).Theorem 3.4.11. Assuming (H1) or (H2), p? veri�es the following equation :1Z0 �1(x1)�p?�x1 ���x1 dx1 = 1Z0 �2(x1) ���x1 s dx1 8� 2 H1(℄0; 1[) (3.67)For � 6= 1 :�1(x1) = h3(x1)3(1�N2)��2N2k �
h(kh(x1))� 1k � h(x1)sh(kh(x1))��
�2 h2(x1)�A1(x1)�153



2N2k �sh(kh(x1))k � h(x1)
h(kh(x1))�B1(x1) (3.68)�2(x1) = �2N2k �
h(kh(x1))� 1k � h(x1)sh(kh(x1))�� 
�2 h2(x1)�A2(x1)+2N2k �sh(kh(x1))k � h(x1)
h(kh(x1))�B2(x1) (3.69)For � = 1�1(x1) = h3(x1)3(1�N2) + h22(1�N2)A01 � 2N2k �sh(kh(x1))k � h(x1)
h(kh(x1))�B01(x1)(3.70)�2(x1) = � h22(1�N2)A02 + 2N2k �sh(kh(x1))k � h(x1)
h(kh(x1))�B02(x1) (3.71)(Ai; A0i; Bi; B0i; i = 1; 2 are de�ned in lemma 3:4:8 and 3:4:9).Moreover, there is �1 > 0 and �1 > 0 su
h that for any 0 < � < �1 and � > �1,the solution p? of (3:67) is unique.ProofUsing (3.46), we obtain :1Z0 0� h(x1)Z0 u?1 dx31A ���x1 (x1) dx1 = 0 8� 2 H1(℄0; 1[)From lemma 3:4:8 or 3:4:9 , averaging (3.55) or (3.64) we obtain :h(x1)Z0 u?1 dx3 = ��1(x1)�p?�x1 + s�2(x1)For � = 0; 1� = 0, it is proved in ([5℄, theorem 3.6) that �1 is stri
tly positive. As �1 is a
ontinuous fun
tion of � and �, it is still positive for small � and 1� . The uniqueness resultfollows immediatly. �Remark 3.4.12. Numeri
al 
omputations seem to indi
ate that �1 does not have a
onstant sign for any values of � and �.3.4.4 Mi
ropolar Reynolds equations for large �By setting 1� = 0 in (3.48), the boundary 
onditions (3.47) (3.48) be
ome thoseintrodu
ed in [8℄ : !?(x1; 0) = �2 �u?1�x3 (x1; 0) (3.72)u?1(x1; 0) = s (3.73)154



Solving (3.44)-(3.46) with 
onditions (3.72) and (3.73), all the 
al
ulations of the previousse
tion (lemmas 3.4.8, 3.4.9 and theorem 3.4.11) are valid with 1� = 0.If � 6= 1, the 
orresponding Reynolds equation (3.67) and (3.68)- (3.69) are rewrittenwith Ai and Bi; i = 1; 2 given by :A1(x1) = L(x1)2(1�N2) �h(x1) �4N4(1� 
h(kh(x1)))�+ 2N2h2(x1)ksh(kh(x1))�B1(x1)= L(x1)2(1�N2) �2N2h(x1) �2N2sh(kh(x1))+
�kh(x1)�� 2N2h2(x1)k h
h(kh(x1))+
�2 ℄)A2(x1) = 2N2kL(x1)sh(kh(x1))B2(x1) = 2N2kL(x1)�
�2 + 
h(kh(x1))�withL(x1)= ��h
�2 +
h(kh)i �4N4(1�
h(kh))�+2N2sh(kh)�
�kh(x1)+2N2sh(kh)���1and k = 2Ns1�N2R
 ; 
�2 = 1� �N2�� 1If � = 1, we have to use the values of �1 and �2, given by (3.70)-(3.71), in whi
h :A01(x1) = L0(x1) �4hN4(1� 
h(kh)) + 2N2h2(x1)ksh(kh)�B01(x1) = 2N2kh L(x1)2(1�N2)A02(x1) = 4N2k(1�N2)L0(x1)sh(kh)B02(x1) = �2N2kL0(x1)L0(x1) = � �4N4(1� 
h(kh)) + 4N2khsh(kh)��1Remark 3.4.13. The usual boundary 
onditions introdu
ed to study mi
ropolar �uid [4℄[5℄ are : !?(x1; 0) = 0 (3.74)u?1(x1; 0) = s (3.75)They 
an be obtained from the previous equation by letting � = 0 in (3:68)-(3:69) sothat : A1(x1) = h(x1)4(1�N2)B1(x1) = � h(x1)4(1�N2)th(kh(x1)2 )155



A2(x1) = � 12(2N2k th(kh(x1)2 )� h(x1))B2(x1) = th(kh(x1)2 )2(2N2k th(kh(x1)2 )� h(x1))and we �nd again the �
lassi
al� mi
ropolar Reynolds equation (see [5℄) :��x1 � h3(x1)1�N2 �p?2�x1 � 112 + R
4h2(x1)(1�N2) � NpR
4p1�N2h(x1)
oth(kh(x1)2 )�� = ��x1 �h(x1)s2 �(3.76)3.5 Comparison with previous workIn this se
tion, we will 
onsider two parti
ular me
hani
al devi
es, a slider bearingand a journal bearing, to show the sensitiveness of the operational parameters withrespe
t to � and �.3.5.1 De�nitionsFrom a me
hani
al engineering aspe
t two parameters seem to be important : Theload Ŵ and the fri
tion 
oe�
ient F̂ along the moving surfa
e �̂1.The load is given by : Ŵ = LZ0 p̂(Z; 0) dZThe shear stress along the surfa
e �̂1 is :(� + �
) �û1�Z3 (Z; 0)� 2�
!̂(Z; 0)The fri
tion for
e F̂ is obtained by integrating the shear stress along the moving surfa
e,thus : F̂ = LZ0 �(� + �
) �û1�Z3 (Z; 0)� 2�
!̂(Z; 0)� dZThe fri
tion 
oe�
ient 
̂f is determined by :
̂f = F̂̂WAs is usual in the lubri
ation area, the Diri
hlet boundary 
onditions (p̂(0) = p̂(L) = 0)are used instead of the Neumann boundary 
onditions that are impli
itly 
ontained inthe weak formulation (3.67). We re
all (in se
tion 3.2.2) that g0 is a 
harateristi
 velo
ityof the surfa
e. To simplify, we set g0 = ŝ, where ŝ is the known velo
ity of the wall, whi
himplies s = 1:156
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c

c(1+m)

ZL

H(Z)

Fig. 3.2 � Geometry of a slider bearingIt has been experimentaly shown that there are 
hemi
al intera
tions between a solidsurfa
e and the nearest �uid layer. This has to be taken into a

ount espe
ially for anon-newtonian �uid and very thin gap. It 
an be done by introdu
ing a vis
osity �b nearthe surfa
e whi
h is di�erent from � and �
 . In [7℄, it has been proposed to de�ne � bymeans of this 'boundary vis
osity' �b by :� = � + �
 � �b�
 (3.77)Following [7℄, it is possible to give physi
al limits to �b, indu
ing that :0 � �b � � + �
 ) 0 � � � � + �
�
 = 1N2 :The relative vis
osity �b is de�ned by : �b = �b�From (3.77), the relation between � and �b is :�b = 1� �N21�N2We also set Æ = R
2N2�Parameters �b and Æ are used instead of � and � to 
ompare various possible mi
ropolar�uid models.3.5.2 The slider bearingAs the �rst example, we 
onsider a simple devi
e with a negative slope des
ribed by�gure 2 Ĥ(Z) = 
�1 +mZL� : 0 < Z < L and m < 0157
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2Fig. 3.3 � Adimensional load versus �b for various Æ ,R
 = 0:01; N = 0:1Using the normalization given in se
tion 3.2.2, re
alling that � = 
L , we de�ne theres
aled gap : h(x1) = 1
 Ĥ(Lx1)and the 
orresponding W ? and F ? by :W ? = 1Z0 p?(x1) dx1 = �2g0(� + �
)ŴF ? = 1Z0 ��u?1�x3 (x1; 0)� 2N2!?(x1; 0)� dx1 = �g0(� + �
) F̂Taking into a

ount 
onditions (3.47) and (3.55), we obtain :F ? = 1Z0 (1�N2�)�u?1�x3 (x1; 0) dx1 = 1Z0 (1�N2)
��A1 �p?�x1 + sA2� dx1The fri
tion 
oe�
ient 
?f is determined by :
?f = F ?W ? = 1� 
̂fLoads and fri
tion 
oe�
ients are 
omputed for a �xed slope m = �0:5 :-W ? (respe
tively 
?f) load (resp. fri
tion 
oe�
ient) 
orresponding to the pressuresolution of (3.67) depending on �b, Æ, N ,R
 ;-W ?1 (respe
tively 
?1f) load (resp.fri
tion 
oe�
ient) 
orresponding to the pressuresolution on (3.67) with 1� = 0 depending on �b,N ,R
 (Æ = 0) ; [8℄-W ?2 (respe
tively 
?2f) load (resp.fri
tion 
oe�
ient) 
orresponding to the pressuresolution of (3.76) depending on N ,R
 (Æ = � = 0) ; [5℄158
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1Fig. 3.6 � Adimensional fri
tion 
oe�
ient versus �b for various Æ , R
 = 0:01 and N = 0:1-W ?0 (respe
tively 
?0f) load (resp. fri
tion 
oe�
ient) asso
iated to the 
lassi
al new-tonian Reynolds equation : ��x1 �h312 �p?�x1� = ��x1 �hs2 � (3.78)Remark 3.5.1. We re
all that the 
lassi
al Reynolds equation (3:78) is obtained fromthe mi
ropolar Reynolds equation by letting N tend to zero.Firstly, we are interested by the study of the in�uen
e of the boundary 
onditionparameters on the load and on the fri
tion 
oe�
ient (�gure 3.3 to 3.8). Taking theseparameters into a

ount indu
es a large variation in the range of the load, espe
ially formoderate N . For N = 0:1 and �b = 0:8, we nearly multiply by �ve the load by making Ævarying from 0.1 to 0.001. The in�uen
e of Æ on the fri
tion 
oe�
ient is relatively lessimportant and does not ex
eed 20%.Figures 3.3 to 3.8 also show the 
onvergen
e of the solutions of the present modelW ?; 
?f (4 parameters N;R
; Æ; �b) to W ?1 ; 
?1f (3 parameters N;R
; �b), solutions of themodel proposed in [8℄, by making Æ tend to zero as previously announ
ed in se
tion3.3.4. An interesting point is that the load W ? is nearly always smaller than W ?1 andW ?2 . This is the 
onsequen
e of the introdu
tion of a slipage e�e
t impli
itly 
ontainedin the model. On the 
ontrary, fri
tion 
oe�
ient is larger. Also to be mentioned is the
onvergen
e of the load towards the value of the load W ?2 , 
orresponding to the 
lassi
almi
ropolar model (two parameters N;R
 ) as �b is 
lose to 11�N2 , whatever be thevalue of the parameter Æ .As a 
lassi
al result, we �nd again that W ?2 is 
lose to the newtonian load W ?0 as Ntends to zero (�gure 3.3). The same result is true for the fri
tion 
oe�
ient 
?2f and 
?0f(�gure 3.6).Lastly, let us mention that the range of the values of Æ and �b presented here isthe one for whi
h the 
oe�
ient �1 of the Reynolds equation is numeri
ally positive.Other values 
an indu
e unrealisti
 pressure distribution. This problem is linked withthe ability to prove the uniqueness of the solution of the Reynolds equation.160
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Fig. 3.12 � Journal bearing 
on�gurationIn �gure 3.9, 3.10, 3.11, we summarize the results in terms of real values of the fri
tion
oe�
ient 
̂f with respe
t to the load Ŵ for :� = 0:1; g0 = 1m=s; � = 10Kg=m:The load of the newtonian solution (3.78) is Ŵ0 = 641N and the fri
tion 
oe�
ient is
̂0f = 0:214. In these �gures, we draw the 
urves (Ŵ ; 
̂f) for values of Æ from 10�1 to10�6 by letting �b varying from 0:1 to 11�N2 . Moreover, we indi
ate for some parti
ularvalues of �b the 
orresponding points of the previous 
urves.The in�uen
e of Æ is mainly 
on
erned with relatively small loads, another interestingpoint is the non-monotoni
ity of the 
urves so that the same fri
tion 
oe�
ient 
an beobtained with the same Æ for two di�erent loads. This seems to disappear for largervalues of N .3.5.3 The journal bearingIn this 
ase, the �uid is 
ontained between two 
ylinders in the domain de�ned inpolar 
oordinates by :Ĥ(�) = 
(1 + �
os �); 
 > 0; 0 < � < 1 0 � � < 2�where � is the e

entri
ity.Let us also remark that due to the 
onvergent-divergent phase, the solution of theReynolds equation is negative in the divergent part of the gap (
avitation phenomenon)[?℄.Various models 
an be used to take su
h a phenomenon into a

ount. To 
ompare with[19℄, we will use the half-Sommerfel boundary 
onditions model in whi
h the pressure isassumed to be zero for � � �. For 
omputation of Ŵ and F̂ we take only the positivepart of the pressure.Due to the 
ir
ular form, the load is now given by :Ŵ =qŴ 2n + Ŵ 2m (3.79)163
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tion 
oe�
ient versus real load in journal bearing� = 0:1; R
 = 0:01N = 0:3where Ŵn = 2�Z0 p̂ 
os� d� and Ŵm = 2�Z0 p̂ sin� d�By introdu
ing Z = L�, and 0 < Z3 < Ĥ(�), it is usual to de�ne the fri
tion for
eby : F̂ = L 2�Z0 �(� + �
) �û1�Z3 (L�; 0)� 2�
!̂(L�; 0)� d�The fri
tion 
oe�
ient is de�ned by :̂
f = F̂̂W (3.80)As for the slider bearing, we aim to 
ompare the results (loads and fri
tion 
oe�
ients)obtained by our model with those of [8℄ (namely Ŵ1, 
̂1f) and [19℄ (namely Ŵ2, 
̂2f).164



 0f
(W0 ), c

 )2 2f, c(W

0.26

0.24

0.22

0.2

0.18

0.16

0.14

W

cf

0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

0.24

0.26

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000Fig. 3.15 � real fri
tion 
oe�
ient versus real load in journal bearing� = 0:1; R
 = 0:01N = 0:5In both 
ases, we have to 
onsider the load de�ned as (3.79) and fri
tion 
oe�
ientsde�ned as in (3.80).Figures 3.13 to 3.15 give the value of real fri
tion 
oe�
ients versus the real load for� = 0:5; � = 0:1 g0 = 1m=s; � = 10Kg=mAlthough the geometries of the slider and journal bearing are di�erent and in spite ofthe o

urren
e of the 
avitation phenomenon, numeri
al results are very similar in both
ases and pre
eding 
omments are still valid.As a 
on
lusion, introdu
ing the two parameters � and � seems to be of primaryimportan
e for small loads and small values of N . For large values of N and load, thenon-newtonian e�e
t of the �bulk �uid� is preponderant.
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