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Introduction générale

Dans les écoulements de faible épaisseur, lorsque 1’épaisseur diminue, I'influence re-
lative des effets de surface par rapport aux effets de volume augmente. Il convient alors
d’accorder une importance particuliére a ce qui se passe a l'interface fluide solide et
qui induit les conditions aux limites & imposer aux équations décrivant 1’écoulement. Le
point de départ de nos travaux est I’équation de Stokes.

Usuellement, la plupart des travaux mathématiques concernant les équations de
Navier-Stokes supposent des conditions d’adhérence aux parois, plus rarement des condi-
tions de glissement ou des conditions en pression. Dans le cas des écoulements de faible
épaisseur, on sait justifier |2|, [5], [11], |15] par des techniques asymptotiques l'approxi-
mation des équations de Navier-Stokes par une équation dite de Reynolds, laquelle prend
en compte implicitement les conditions limites aux parois :

div (h*Vp) = div (Sh) (1)

ol S est un vecteur donné et h I’épaisseur de 1’écoulement.

Celle-ci permet d’obtenir la pression hydrodynamique, indépendante de la variable
décrivant I'épaisseur de I’'écoulement. C’est 'analogue de 1’équation des plaques en élas-
ticité. On sait aussi obtenir des modéles asymptotiques dans des dispositifs comportant
des zones de faible épaisseur de fluide et des zones d’épaisseurs normales [16].

Le but de ce travail est 'obtention rigoureuse d’équations du type de Reynolds lorsque
I’'on prend en compte pour décrire ce qui se passe au voisinage de la paroi des conditions
plus réalistes que les conditions usuelles d’adhérence. Sera ainsi successivement étudiée :
-La présence d’un milieu poreux mince modélisant une microstructure attachée a la
paroi,

-La rugosité de la paroi,
-L’interaction particule-paroi pour un écoulement micropolaire.

Dans tous les cas, la démarche sera la méme. On établira un théoréme d’existence
pour les équations de type Navier-Stokes adaptées a la configuration physique considérée
et on mettra en évidence plusieurs petits parameétres. En effet en dehors du parameétre
“primordial” que constitue I’épaisseur de ’écoulement, chacun des phénoménes étudiés
fait intervenir des parameétres propres qu’il faut mettre a ’échelle par rapport a 1’épais-
seur.

Des changements d’échelles permettront d’obtenir des estimations dans un domaine
"fixe”. On passera a la limite par des techniques asymptotiques ou d’homogénéisation



double échelle. On discutera ensuite des propriétés de ces équations limites, en particulier
compte tenu de I'ordre de grandeur des parameétres spécifiques.

Dans le chapitre 1, on étudie le couplage entre un film fluide mince et un milieu
poreux mince modélisant une microstructure attachée a une paroi. En effet, en raison
des réactions physico-chimiques entre le fluide et la paroi, il se forme a la surface de
celle-ci une couche extrémement fine. Cette couche ne peut-étre négligée dans les écoule-
ments de trés faible épaisseur. Tichy [18| a proposé de la modéliser par un milieu poreux
faisant intervenir deux parameétres, son épaisseur et sa porosité. Il obtient ainsi un mo-
déle complet avec d’une part I’équation de Reynolds classique dans I’écoulement mince
et d’autre part une équation de type Darcy unidirectionnel dans le milieu poreux. La
difficulté est de coupler ces deux équations en pression -vitesse. Plusieurs possibilités de
couplage sont discutées dans [18] et plusieurs équations asymptotiques sont proposées.
En s’inspirant des travaux de [4], nous montrons I’existence d’un rapport critique entre la
taille de la microstructure (dans le milieu poreux) et celle de I’épaisseur du fluide “libre”
pour laquelle une partie des hypothéses de [18] (égalité des deux pressions dans les deux
milieux) est satisfaite. Cependant I’étude rigoureuse des conditions de raccordement des
vitesses a l'interface film fluide-milieu poreux conduit a rejeter la condition de continuité
des vitesses proposée et a la remplacer par une condition de glissement sur l'interface,
les vitesses dans les deux milieux convergeant a des ordres de grandeur différents.

On établit ainsi rigoureusement ’obtention d’une nouvelle équation de Reynolds. On
présente des résultats numériques montrant les différences (dans un cas simple) entre
les répartitions de pression calculées par les différents modéles. Enfin, on discute de
I'interprétation & donner a la notion de rapport critique et & son utilisation dans la
pratique pour des données géométriques effectuées.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse a I'étude d’un écoulement de faible épaisseur quand
une des surfaces est rugueuse. Ceci peut étre relié a ’étude du chapitre précédent en
considérant un milieu poreux qui ne comporterait qu’'une seule couche. La prise en
compte de la rugosité dans un écoulement lubrifié a été et est toujours I'objet de nom-
breux travaux tant mécaniques que mathématiques. Les rugosités traduisent des défauts
de surface liés a I'usure des mécanismes ou créés volontairement dans le but par exemple
de faciliter I’écoulement du fluide. Dans ce dernier cas leur forme et leur fréquence sont
parfaitement connues et on peut valablement utiliser la théorie de I’homogénéisation pé-
riodique pour obtenir une équation macroscopique décrivant I’ensemble de I’écoulement.
Clairement les deux petits parameétres a envisager sont I’épaisseur 7 et la période € des
rugosités. Des travaux antérieurs [3], [13], [17], [10] ont permis d’obtenir une équation
de Reynolds homogénéisée a partir de I’équation de Reynolds classique dite, “équation
de Reynolds rugueuse” dans laquelle les coefficients (décrivant la hauteur du fluide h(z))
oscillent :

div (A(x).Vp) = div (b(x)) (2)

Tant du point de vue mécanique que mathématique ceci revient a considérer I’équa-
tion (1) ot h(z) est une fonction de 7 et de e. On fait d’abord tendre 7 vers zéro (approche
asymptotique) puis € vers zéro (homogénéisation) et donc ceci impose que € >> 7. Dans

[4], on a étudié le cas ou € et n sont du méme ordre de grandeur (A = 1 constante). 11
€



a été montré de maniére en partie formelle qu’en passant a la limite (e tend vers zéro)
dans I’équation de Stokes, on obtenait une équation de Reynolds généralisée dont les
coefficients dépendent de \. Faisant tendre ensuite A vers zéro, I’équation de Reynolds
limite (2) a été trouvée.

Dans le chapitre 2 de ce travail, on utilise la technique de la double échelle pour
justifier rigoureusement les résultats précédents, ceux ci concernant essentiellement les
convergences des pressions et des vitesses. En outre, la convergence des contraintes nor-
males et tangentielles sur les surfaces lisses et rugueuses est effectuée. On étudie donc
d’abord le cas ot 1 puis € tendent vers zéro sans hypothése forte sur h. On retrouve
en particulier les résultats des mécaniciens [14], [17] sur les contraintes homogénéisées.
[’étude de la convergence de I’'équation de Stokes a A fixé est beaucoup plus complexe
car il faut effectuer simultanément une homogénéisation non uniforme et une étude
asymptotique sur un ouvert oscillant. Il faut noter a ce propos que le résultat de conver-
gence sur une partie des contraintes n’est pas optimal, la convergence n’étant obtenue
qu’aprés multiplication par une puissance de € trop élevée pour retrouver ce que l'on
obtient formellement.

Dans le chapitre 3, nous considérons les équations décrivant un écoulement micropo-
laire [1], [12] :
—(v +vy)Au+ Vp = 2u, rot w

—(€a + cq) Aw + 4vyw = 2, Tot u
divu =20

Celles-ci comportent outre les champs de pression et de vitesse un troisiéme champ :
celui des microrotations des particules “rigides” présentes dans le fluide. Ces équations
sont utilisées par exemple pour décrire I’écoulement dans les vaisseaux sanguins ou un
lubrifiant additivé. Elles nécessitent de connaitre les conditions aux limites pour les
vitesses et les microrotations. On utilise habituellement des conditions de type Dirichlet
et on sait alors obtenir [7], [6] une équation limite pour des écoulements micropolaires
de faible épaisseur. Dans [8], Bessonov propose de remplacer une partie des conditions
limites précédentes par une condition de couplage entre la microrotation et le rotationnel
de la vitesse : o

w = EV X 1

Il justifie cette approche par des mesures expérimentales [9] mettant en évidence 1'exis-
tence d’une viscosité frontiére dans la partie proche de I'interface fluide-solide différente
de la viscosité du reste du fluide et reliée au paramétre a. En couplant cette condition
avec une condition de Dirichlet sur la vitesse tangentielle :

Uy = 8

ol s est la vitesse tangentielle de la paroi, il obtient formellement une équation de
Reynolds “micropolaire” genéralisée. En cherchant a justifier de maniére rigoureuse cette
démarche, nous montrons qu’il n’est pas possible de considérer simultanément ces deux
conditions aux limites. Pour obtenir un probléme bien posé, nous avons remplacé la
condition aux limites d’adhérence en vitesse par une condition de glissement :

(V x w), = —2L By — 5)

Cq + C4

5



Dans ce cadre, nous avons obtenu un théoréme d’existence et d’unicité pour les solu-
tions d’une formulation faible du probléme couplé. Aprés passage a la limite, compte tenu
de la faible épaisseur de I’écoulement, nous obtenons une famille d’équation de Reynolds
dépendant de paramétres « et [ introduits dans les conditions aux limites. Des résul-
tats numériques permettent de voir I'influence de ces paramétres sur les caractéristiques
mécaniques dans le cadre d’un dispositif lubrifié particulier.
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Chapitre 1

Sur la modélisation d’un couplage film
mince-milieu poreux mince

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on cherche a justifier le type de conditions aux limites & imposer
a l'interface d’un écoulement de faible épaisseur et d’'un milieu poreux adjacent. Cette
question a déja été largement étudiée si I'on ne tient pas compte du caractére mince
de I’écoulement, tant du point de vue mécanique et formel [2], [8], [6], [13], [14] que du
point de vue mathématique [6]. D’autre part on peut trouver des références sur cette
question lorsqu’on considére un écoulement mince le long d’un milieu poreux d’épaisseur
“non mince”, on peut citer des travaux mécaniques [10], [12]| et mathématiques |1], [3]
qui font état de la continuité a I'interface pour la pression, alors que ceci n’est pas vrai
pour la vitesse tangentielle. Les résultats sont obtenus pour un rapport critique entre
I’épaisseur du film mince et la taille de la microstructure poreuse, ce rapport intervenant
aussi dans d’autres études faisant intervenir un couplage de telles géométries |4, |7].

Dans notre étude, le milieu poreux est introduit dans le but de modéliser une couche
limite a I'interface fluide-solide o la réalité microscopique est difficile & décrire. On peut
donc dans la situation ou il y a deux couches minces adjacentes introduire trois petits
paramétres : la taille € de la microstructure du milieu poreux, ’épaisseur €*(s > 0) du
film mince et I’épaisseur €*(0 < o < 1) du milieu poreux mince; a est supposé inférieur
a 1 pour que ce milieu poreux comporte plusieurs couches.

On montrera qu’il existe une taille critique entre ces paramétres :

a=3s—2

pour laquelle 'analyse asymptotique par estimations a priori, convergence simple et
double échelle, démontrera I'existence d’'un modéle asymptotique bien posé, ou la pres-
sion sera du méme ordre de grandeur dans les deux milieux et sera solution d’une équa-
tion globale de Reynolds généralisée :

h3 0 (h
div [(A+ =)Vp | =— | =
<( 1) p) oz (2)
Le plan du chapitre est le suivant. Dans le paragraphe 1.2 aprés avoir précisé les
notations, on introduira les trois petits paramétres a travers des normalisations et des



changements de variables dans les équations de Stokes de I’écoulement général. Dans le
paragraphe 1.3, on effectuera une étude asymptotique séparément dans chacun des deux
milieux a partir d’estimations a priori globales; ceci permet de démontrer des résultats
de convergence pour les vitesses et les pressions. Des équations de type Darcy seront
ensuite obtenues dans le paragraphe 1.4. L’introduction du cas critique au paragraphe
1.5, qui couple les différentes données géométriques, permet de définir une équation limite
globale pour la pression. Au dernier paragraphe, on montrera que la situation critique
qui permet d’obtenir ce modéle limite est en fait générique des situations mécaniques
réelles. Enfin, des résultats numériques compareront ce modéle avec deux autres modéles
proposés dans la littérature mécanique [18].

1.2 Position du probléme, notations

1.2.1 Position du probléme

On considére un domaine mince E de R", (n = 2,3) formé d’une partie poreuse F;
et d’une partie “fluide” Ey décrites par (dans le cas n = 3) :
By ={(Z),7y,73) € R,  Z = (Zy,Z) € w, hao(Z) < Z3 < ho(Z) + hi(Z)}
By ={(Z1,7y,73) € R, 7 = (Z),Z5) €w, 0< Z3< hy(Z)}

ou h;,t = 1,2 sont des fonctions définies sur un ouvert borné régulier w du plan
(Z1, Z3). (voir Figure 1.1).

La microstructure du milieu poreux est formée de cellules réparties périodiquement
avec une période [, contenant des obstacles solides.

Dans la partie fluide de £ = E;UF5, on suppose que 1’écoulement vérifie les équations
de Stokes :

uAu = VNp
divu=0

ol p est la viscosité du fluide, u le champ de vitesse et p la pression.

On suppose des conditions d’adhérence a la paroi, sous la forme :
u=g¢g sur OF.
On note L une dimension caractéristique de w, et on définit le “petit “ paramétre
[

sans dimension € = T

Pour tenir compte du fait que E; et Ey sont minces et qu’ils sont définis a partir de
hy et hy, on exprime la dépendance en € des fonctions hy et hy par :

h(Z) = Le*H,(Z), hs(Z) = Le* Hy(Z)

ou H;,» = 1,2 sont deux fonctions réguliéres indépendantes de €, avec 0 < a < 1 et
s> 0.
La condition o < 1 est nécessaire pour que le milieu poreux soit formé de plusieurs
couches de cellules.

10



I I
[o]c[o]o] E, milieuporeux !
i grains solides 3 I hl(Z )
E2 film mince i $ h2( Z )
W L 7

Fi1Gg. 1.1 Géométrie du domaine E

1.2.2 Adimensionnement

Pour adimensionner le domaine, on introduit le changement de variables suivant :

et on utilisera la notation ~ sur les fonctions et les domaines en z;. Avec ce changement
de variables F, E; et Fy exprimés en variables 2; sont implicitement des domaines dé-
pendants de € notés respectivement DE Q° et FE (Q¢ étant le milieux poreux dont la
partie fluide sera notée ultérieurement FE F6 c QF ).

Le milieu poreux Q° est maintenant formé de cellules réparties périodiquement de
période €. Chacune de ces cellules est supposée étre obtenue par translation et homothétie
a partir d'une cellule de base définie dans le cube Y = [0,1]® qui contient une partie
solide notée T', telle que ¥ — T est connexe.

Hypothéses sur H] et Hg :

On supposera que les fonctions H; et Hy sont de classe C! (1) et qu’il existe des constantes
a; et b; telles que :

0<a; <Hi(z)<b; Vi=12 Vzewb

On note 7 la réunion des grains solides du milieu poreux et F} I'ouvert associé a la
partie fluide, supposé connexe et de frontiére réguliére.

Le fluide occupe le volume F* = Ff U F5 U X, ot X est” 'interface” entre le milieu

poreux et le film mince définie par : z3 = € Hy(2).
On note : I'S , ', '] les frontieres supérieures, inférieures et latérales de D€ :

By = {(52), 2 €0 et 2= € Hi(2) + @ TR(2)}
I = {(z,23), z€w, 23=0}
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Z3

(0,0)
£ fe
[O[o] T
’r‘a ] N VM aa
1 _ ﬁ(Z) F] : € Hl(Z)
> e hsn
F2 :$8 Hz(z)
o A z
(51,0) re !

FI1G. 1.2  Geéométrie du domaine D¢

T ={(2,23) z€ 0 et 0< 23 <eHy(2)+eHy(z)}

On notera sy une valeur caractéristique de la vitesse au bord, et on adimensionne la
vitesse et la pression de la fagon suivante :

HSo

Dans F“ le fluide satisfait maintenant les équations de Stokes normalisées :

At = Vpe  dans F*

div a¢=0
associées aux conditions aux limites :

u®=g° sur OF°¢

G € H2(0F9)? et / §<.n do=0

oF¢

n est le vecteur unitaire normal a la frontiére de F'¢, orienté vers I'extérieur du domaine,
g sera précisé dans la suite en 1.3.1.

1.2.3 Changement d’échelle et formulation variationnelle

Afin d’obtenir des estimations sur 4 et p¢ dans un domaine fixe dans lequel l'inter-
face film mince-milieu poreux sera horizontale, on introduit le changement de variables

12



suivant :

zZ3 — €SH2(Z)

T, =z, i1=12et Ty = si (21,29, 23) € F¥
(1.2)
\ 2
_ e .
x; =2z, 1=12et .1:3:L92(Z) si (21,29,23) € Fy
¢

(13

Les fonctions et les domaines aprés changement de variables seront notés sans
Les domaines T, F'“, Fy restent dépendants de e . Ceux qui deviennent indépendants de
e seront notés : Q, D, F,, I ', T et X. (voir figure 1.3).

On introduit les opérateurs suivants :

o . 9H, 0 o8 ,,0H, 0 1 9

, € — — —€ —
’ 0xy 0xy Oxs’ Oxy 0xy Oxs €2 Oz

(B_BHQB 0 O0H, 0 10
Oxy  Oxy Oxg’ Oxy  Oxy Oz € Oy

ox; 03 €2 03

2
; H. ; 1
ivg 6= (00 — oG 00 | 100
i=1 v

2

diw_z(a@ OHy ;) 1003

Or;  Ox; Ox3 €5 013

La formulation variationnelle correspondante a (1.1) est :

Trouver u® dans (H'(F¢))3, p¢ dans L*(F¢)/R, tels que :

e / Vst Vosddedrs + € / Vu . Vddrdry = € /p‘diva’,g(b dz dzs
FF

1 Fy Fi

+€S/p‘divs¢ dx dzs3 Vo € Hy(F°)? (1.3)
Fy
e” /diva’su‘gp dx dxs + €° /divsu‘go dx dxs =0 Vo € L*(F°) (1.4)
Fs o

€ €

ut =g sur OF°¢

L’existence et I'unicité de la solution sont bien connues [17].
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X3

n B
L
| H(xp)
NO ‘
e z Fp, | *1

(s,.0) r

FiG. 1.3 TLa géométrie du domaine D

1.3 Estimations et convergences

Dans toute la suite de ce chapitre, on travaillera en dimension 2, on notera x; a
la place de x = (x1,72), ot x; appartient & w =|0, 1], et on notera (u$,u§) les deux
composantes du vecteur vitesse u¢. Cependant, tous nos calculs peuvent étre généralisés
a la dimension 3 et on donnera les résultats correspondants dans la remarque 1.6.2.

On notera systématiquement par K des constantes indépendantes de ¢, la notation K4
pourra préciser la dépendance de cette constante par rapport a 'objet A.

1.3.1 Hypothéses sur les conditions aux limites

La valeur aux bords de la vitesse est supposée vérifier :

9° = (91, €°g3)
ot les ¢g; appartiennent a H%(aF‘), sont indépendants de € et tels que :

gi =0 sur OF —
g=(s1,0) sur I'_

ol s; est une fonction donnée dans C'(w), avec la condition de compatibilité suivante :

0 0
/ (J1U$2 dl"s— / (}111’% dl"%
— H5(0)

—Hy(1)

Pour construire un relévement a divergence nulle de ces conditions aux bords, il est

utile d’introduire le changement de variables provisoire différent de (1.2) :
r 1 23

Zl — Z], Z3 — _S.

€

Ce changement de variables permet de dilater le film mince en un domaine F, qui ne
dépend pas de €. Les domaines et les fonctions correspondants seront notés avec ".
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On note :

>

N<PH
Il

{(01702) ASUT aFQ_

Et on a:

'Q>>
||

fane

OFY

0 0
/ c:}l 0,23) dzg + / 51 1,23) dzz =0
HQ(U H2(

1)

Les hypothéses faites sur f} permettent de construire un relévement j, indépendant

de €, qui appartient a H'(F3)? tel que : [5]
div,: J=0
En revenant aux variables x1, x3, on pose :

J* (!131;333) (]176 ]‘s) (]1;6 ]2)

J¢ prolongé par zéro dans Ff, appartient a H'(F¢), vérifie divy J¢ = 0 et les mémes
conditions aux bords que la vitesse u€.

1.3.2 Estimations et convergence de la pression dans le film
mince

Lemme 1.3.1. On a les estimations suivantes :

K K
[Vasullre@ys < e [Vsul[rz2(mys < p

Preuve
On choisit ¢ = u®—.J¢ comme fonction test dans (1.3) ou .J¢ est défini dans le paragraphe
1.3.1. On prolonge u® par zéro dans 7 :

/ea(Vw?f)Q dxi dxs + €° /(Vsuf)2 dx, dxs — € /Vsuﬁ.VsJ] dx, dxs +

Q Fy Iy
€ /(Vsug) dz, drs — € /V us.VgJsdr, drs =0
iwg FZ

En utilisant Cauchy-Schwarz, on obtient :

(,\/ € 1 ’
R (2 P A P

€3s

s 2
s € € F
@ (IV3llme = SVl ) < GIV g + IV

15



Comme K
IV Till 72y < 5

625

i=1,3

On en déduit le résultat. O

Maintenant on va déduire des estimations sur la pression dans F5, qui nous per-
mettront de passer a la limite en choisissant une détermination de cette pression. Plus
précisément, on a :

Lemme 1.3.2. Soit p§ la restriction o Fy de p¢ solution de (1.3), dont la détermination
est choisie telle que fF2 pSdrydrs = 0. Il existe une sous suite de p§ telle que €*ps
converge faiblement vers p5 dans L*(Fy) qui ne dépend pas de x3.

Preuve
Soit ¢ dans H}(F}), (¢,0) prolongé par zéro dans € est une fonction-test pour I'équation
(1.3) :
apQ ! ap;

€ / Visui.Vpdoy drg = <6—x1 - Hga—m; D) i1 (), 1) (F)

En utilisant les estimations du lemme 1.3.1 sur la vitesse, on obtient :

K

625

||ap2

s
H)—2 <
Or, 20, =)y <

De méme, en prenant (0, $) comme fonction-test pour I’équation (1.3), on obtient :

s ¢ op

e [ Va5V b o day = (52 Sy
. T3
sy

Ce qui implique :

op5 K
B, 1171 S 5
A partir de ces deux estimations, on déduit que :
op5 K K
| Ers M) < o2 et [|Vps|la-1(m) < s

Dans tout domaine A lipschitzien borné, on a l'inégalité suivante : [17]

10]lr2a) < K [ [[VOllr-1(a)2 + | /cﬁdﬂ?] dzs| Vo € L*(A) (1.5)

On applique cette inégalité pour A = F; et ¢ = p5. Comme p5 est choisi & moyenne

nulle dans F5, on obtient :
K

P51 r2(my) < =

Alors, il existe une sous-suite de p5 telle que €**p5 converge faiblement dans L?(F))
3 *
vers une fonction pi(zq, x3).
Comme :

0
|| 2s p2 )SKES
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on déduit que :

op3
=0 dans H '(F
s (F3)
Cette égalité implique que p5 ne dépend pas de z3. L.

1.3.3 Prolongement et convergence de la pression dans le milieu
poreux

Dans les problémes d’homogénéisation du systéme de Stokes, il est nécessaire de
trouver des estimations sur la vitesse et la pression dans tout le domaine €2. La vitesse
est prolongée par zéro dans les parties solides des pores. Pour la pression, on utilise le
prolongement de Tartar [16]. Dans notre géométrie, les pores de taille e sont dans le milieu
poreux €0, le prolongement de la pression se fait dans ce domaine mince qui dépend de .
Il faut donc reprendre la construction de ce prolongement pour connaitre la dépendance
en €; on constatera que les constantes K du lemme suivant sont indépendantes de €
méme si Q¢ en dépend.

Lemme 1.3.3. Il existe un opérateur linéaire :

R HY(Q)? — H'(FY)?

~

w — RY(w)

tel que :

RE() = sur 00 et R() =0 sur dT°

De plus st X
div @ =0 alors div R (w) =0

et on a les estimations suivantes :

||R€(117)||L2(F16)2 <K <||w||L2(Qe)2 + 6||VUA)||L2(QE)4>

o 1 A
9 s < K (0l + 19000y

Preuve
Dans la cellule de base Y = [0, 1]?, il existe un opérateur linéaire

R:H'(Y)? —» H'(Y)?

tel que : (voir lemme 3, p371, [17]) :

R(w) = 0sur 9T et ||R(w)||m1 vy < K||wl||m vy (1.6)

On effectue un quadrillage du plan R? par translation de la cellule €Y. A toute cellule
notée By, k =1, N, est associé un couple (n,m) tel que :

B ={(z1,23) €ER*: ne<z < (n+1)e me <23 < (m+1)e}

17



N°€ est le nombre maximum de cellules dont 'intersection avec 2 est non vide. On note
n. le nombre de cellules qui sont entiérement contenues dans €2¢ de sorte qu’on a :

Ne N¢€
UsicaclB
k=1 k=1
On pose :
O = (| Byus
k=1

ol B¢ est le complémentaire constitué des morceaux de cellules dans Q¢ qui coupent le

bord 092° .
On notera wy, la restriction de w a By, quand cela sera nécessaire.

On construit alors RF en appliquant R sur les n, cellules entiérement contenues dans
Q°, on 'étend ensuite a Q°, en posant :

fe (1) Re(w) dans B
(W) = .
W dans B¢

Pour se ramener a la cellule de base Y, on introduit le changement de variables
suivant dans chaque cellule Bj, :

Z1 — Ne Z3 — e
etygzi

Y1 =
€

Pour 4 dans H'(Q°)?

/(Re(w)) dzy dzs = Z/ (R (1ig))? dzy dzs + /(w) dzy dz3

Qe Be Be
=€ Z/ (wy,)? dyy dys + /(w) dz, dzs
k=17

D’aprés (1.6) :

/(]A%E(u?))2 dzy dzg < KZ&Q /wﬁ dy, dys + /(Vwk)2 dy, dys | + /1?)2 dzy dz;

O k=1 Yy Y B

- KZ /(wk)Q le dZ3 + / EQ(Vwk)Q le ng + /@2 dzl dZ‘;

k=1 \? ? ’
3 By, Be

< K (]2 + 1V 00)

De la méme facon, sur le gradient de R¢, on a :
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/ (VR (1)) dzy dzg = Z / (VR ())? dzy dzs + / (V)2 dzy dzs

Q¢ Bt Be

= Z/ V R(wy,))* dy, dys + /(Vw) dzy dz3

k=1
Y BF

D’aprés (1.6) :

/(V}?E(w))mzl doy <K /w,i dy, dys + /(Vwk)Q dyy dys | + /(vw)%zz1 dzs

Oe k=1 \y y e

1
=K /—2(11319)2 dzi dzs + /(Vwk)2 dzydzs | + / VUA)Q dzy dzg
€

=\ B Be

1
SK( 12 geys + [V 2 )

Le lemme suivant donne les estimations correspondantes dans l'ouvert fixe €2 :

Lemme 1.3.4. Pour w € H'(Q)2, on pose : R (w) = R (1) on w(zy,x3) = (21, 23)
et R est défini dans le lemme 1.3.3. On a les estimations suivantes :

K
||RE(’II))||L2(F1F)2 S KH“)HFF(Q)Z et||Va75R€(w)||Lz(pf)4 S TH“)HHI(Q)Z

Preuve
Avec le changement de variable (1.2) et le lemme 1.3.3, on a :

||RE(“))||L2(F;)2 = €%||R€(1b)||L2(Ff)2 < Ke (H“A)HLQ(QE)? + 6||V,UA)||L2(QE)4>

= K (lwllr22 + €l|Va,swl] 12(0))

De la méme fagon pour le gradient, on a :

~

DR (w) o DR () o (1, )
1=y = 1 g < Ked (Ll gagang + 191000y

1
= Ke® <—||’ll)||[2 2+ | Vaswl 20 >

D’apreés la définition de V, , on a :

1 OR(w 1 1, ow
AN o K (Lol A 5l + oyt 5 e ) (17
€ 03 € € Oxsg
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11 1
S KmaX(:, e’ o 6_a)||u}||H1(Q)2 = K;H“)HH](Q)Q

De la méme facon , on a :

OR“(w) .., 0R(w) AR (1)
I =ge —< " mgnwmyzﬁ“ P e
D’apres le lemme 1.3.3, on a :
OR"(w) (o OR(w) K (1, . .
| or, H, 5 lL2rg)2 < e ZHwHL?(QE)? + ||V7”||L2(Qe)4

En se ramenant au domaine €2 et en majorant V, 5, on peut majorer le membre de droite
par :

ow ow 1, Ow ) (1.8)

1
K (—IIWIILz 2+ g ey + €0 llg ~llewe + Zllg -l
O0xs O0xs

On cherche une estimation sur ||V sR(w)||L2(peys, on déduit de (1.7) et (1.8) que :

ow ow
||VasR(w)||r2Ff4<K<—||w||rz o 12 + N2 o + |2l )

et finalement que :

11 K
||VQVSRE(”LU)||L2(F16)4 S Kl’naX(Z,ES 7€_a)||w||H1(Q)2 = ?HwHH](Q)Q

|
Nous sommes maintenant en mesure de définir le prolongement de Tartar de la pres-
sion dans €2 et de donner les estimations sur une détermination précise.

Lemme 1.3.5. Il existe un prolongement noté P{ de la pression dans ) , tel que :

e”HTaHPGHLz <K avec [ Pfdxydry =0

Preuve
L’opérateur R¢ défini dans le lemme 1.3.3, permet d’introduire un prolongement du
gradient de la pression en définissant C¢ dans H ' (2¢)? par :

(C ) - 1(€€)2, HY (Q€)2 (Vp* Re(?b)>H4(ﬁ;)'z,Hg(ﬁfy Vi € Hy (QE)2

On fait le produit de dualité de 'équation (1.1) par R (1) qui appartient a H&(F]‘)Q, et
qui est prolongé par zéro dans Fy, on a :

(C ) 1 ey ey = /va‘ VR (%) dzy dzs (1.9)
F‘F

De plus si : divw :AO alors (C’e, 13)”’1(9‘)2,f’é(9‘)2 = 0. On déduit par le théoréme de
de Rham, qu’il existe P qui appartient a L?(Q¢)/R tel que :

C*= VP
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Soit w = (0, w3) dans Hy(Q)?, on a :

1 0Pf 1 811)3 de d
6_118'—?737103>H*‘(Q),H3(Q) = _6_,1. Py 8T3 L1 4T3
0
1 O3 1 9P .
= T /Pla—zgdzl dzs = <€_aa—z3=w3>H”(Q5),H6(QE)
ae
D’aprés (1.9) :
1 0P 1
—aa—], ws) vy i) = —— | Vi© VR (1)) dzy dzs = /va,sue.va,st(w) dxy dxg
€ T3 € j;!
F“ T

D’aprés Cauchy-Schwarz :
1 OFf

ca 8T3 < ||Voz,su€||L2(Q)4||V(x,sRE(w)||L2(Ff)4 (1.10)

w3>H*1 (Q),HL ()

D’aprés les lemmes 1.3.1 et 1.3.4, on en déduit que :

1 ”apf

||H ) < Keo (1+23%)

(1.11)

De la méme fagon, en prenant w = (wy,0) dans H}(Q)?, on a :

oPf ,8P‘ . [ Ow oo gy OW
(G — € Hym—, 1) gy () = /P <—1— H. 1) day dis

837] 8 . aT] 2 8T3
Q
D’aprés (1.9), on obtient :
OPf OPf
9 (,VHI .
<6[L'1 2 or 2 >H (92),H,

= —— / A\VATAS VR‘ 0)dz dzg = /Vmsu‘.vmsR‘(w) dx dxs
Fe
D’aprés Cauchy-Schwarz, on en déduit que :
oPf OFf

€ Hy o W) i @), )

<8x1 283

< | Vasti 20y | Vas B (w) |2y (1.12)

et d’aprés les lemmes 1.3.1 et 1.3.4, on en déduit que :

oP; oP:

s—a - sta
“am — H;a 3||H ) < Ke (H5%) (1.13)
Avec w = (wy,w3) dans Hy(Q)? on a:
o0Ps 0Py 1 0Pf oPs
(VPf,w)Hq(Q)z’Hg(Q)z < <8T1 — €5 C‘Héa Y ,wi) |+ (SH'€ N ,wy) | € <6_8.—r;’w3>

De (1.11) et (1.13) et tenant compte que «, s > 0, on déduit que :

VP g1 < Ke 0F5%) (1.14)
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En choisissant P; a moyenne nulle dans Q et en utilisant (1.5) avec A = Q, on trouve
I'estimation annoncée :

s+a)

1P|l 120y < Ke (5
]

On rappelle le lemme suivant (chap 8, [15] ) qui est un résultat classique dans la
théorie des espaces de Hilbert et dont on aura besoin :

Lemme 1.3.6. Soit M un espace de Hilbert, M' son dual. Soit f¢ une suite qui converge

faiblement vers f dans M'. Si pour toute suite w® qui converge faiblement vers w dans
M, on a

(fw)nmme = (f,wypr v alors f<— f forte dans M'.

. . . ats .
Lemme 1.3.7. il existe une sous-suite de €' ¥ 2 Pf qui converge fortement dans L*(£2)
vers une fonction py qui ne dépend pas de x3, avec fQ pydxy drs = 0.
De plus, on a les convergences fortes suivantes :

LﬂaPE ap*
€]+ > i 8 N 1
837] 837]

7) dans H '(Q)

a—s OPf
i) il existe & dans H '(Q) telle que 61+Ta 1
T3

— & dans H '(Q)

a+s aPE
dii)e' T —L

—0  dans H '(Q)

T3
. _ a+s
Preuve : posons v =1+ 5>,
D’apres le lemme 1.3.5, il existe une sous-suite de €” Pf qui converge faiblement vers

pi(z1, z3) dans L?(Q).
D’aprés (1.11) et (1.14), il existe £* dans H () tel que :

oPf op; oPf
1L L e L L er FHQ) faibl 1.15
€ o, e, et e s £ (Q) faible ( )
Par suite . .
o oPf  Op _0
8373 8373

On utilise maintenant le lemme 1.3.6 pour obtenir la convergence forte. Soit w* une
suite bornée dans H{(2)? qui converge faiblement vers w dans H{ ()2
On calcule le produit de dualité :

. oPf _LOPf opy .
A€ = ‘ <(e“/a_x1,w]> + (€7 ax; ,wg>> — ((a—xi, wy) + (€ ,’ll)g>> ‘

€ € S—Q € ape ap* —Q aPE
(Vs Pfyw — w) + (€ H, s ,wi — wy) + (€7 ax; — axi,wﬁ + (€7 6—xi — & ws)




D’aprés la convergence faible (1.15) :

OPf  Op} OPf
e — Oet ("L — ¢ -0
<6 ax3 a[L‘;;le) € <6 ax{; 5 7w3>
D’aprés (1.12), (1.10) et (1.8) et le lemme 1.3.1 :
€ € +s—a Ian € €
("V o s Pf,w® — w)| + | (€7 H26 ,wi —wy)| < KB
L3

avec

1 0 0
Bt =¢ <E||w5 — w202 + ||a—xl(w5 - 11))||L2(Q)z> + e““sfo‘||a—x3(w6 —w)||r202+

g = )l ey

Par injection compacte de H' dans L?, w* converge fortement dans L?(Q)?, les autres
termes de B tendent vers zéro car & < 1 et 1 —a+ s > 0. On a donc la convergence de
B¢ vers zéro, et par suite de A€ aussi.

On applique alors le lemme 1.3.6 a :

Opi 67,{1%)

€ _ (Y
f (6 axla 83:3

On en déduit i) et ii). Et puis iii) de ii).
Pour en déduire la convergence forte de la pression, on applique (1.5) avec A = :

opy  Op; opg
TPE ¥l ey < K| 7 22 D8 vy
Jermt =l < 8 (1652 = 2o+ 16755 v
D’aprés i) et iii) on a :
op;  Opy
YL 2 i) = 0
e o, -1
et 9
Py
7 “1) — 0
e 8.7:3||H (®)
donc
||€’YP16 — PI*HLZ(Q) — O
D’ou la convergence forte de la pression. 0

1.3.4 Convergence de la vitesse dans le film mince et dans le
milieu poreux

Théoréme 1.3.8. Il existe u* dans V(x3), st dans L*(w), tels qu'une sous-suite de u
converge faiblement vers u* dans V(x3) avec :

*x %
uy =s; sur X
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uy =s; sur I'_
uy =0 dans F,
o V(x3) est l'espace de Hilbert :
9¢

V(zs) = {9 € L*(Fy)?, e

€ L*(Fy)*}

muni de la norme :

1
0¢ 2
I6lvia = (161 + 1 )
Preuve :
D’aprés le lemme 1.3.1 et I'inégalité de Friedrich dans la direction z3, on a :
. ou’
[ 2 ()2 < K||a773 [r2(my)2 < K

On en déduit que u® est borné dans V(x3). Ce qui implique I'existence de u* dans V' (x3),
tel que u® converge faiblement dans V'(x3) vers u*.

De plus, il y a continuité de I'application trace de V' (x3) sur L*(T_)? et sur L*(X)?, on
en déduit que :

u* = (s51,0) sur T'_ et il existe s% tel que u$ converge dans L?(w) faible vers s?.

Pour démontrer que uj = 0 dans Fy, on utilise ’équation (1.4), en prenant ¢ dans D(F5)
prolongée par zéro dans FY, on obtient :

0 ous ous
—e’ u§—¢ dxq drg — €° / H, il ¢dxydrs + u3¢d:r1 dzs =0
61;1 3

Fy

013 ox:

F2 FZ

En passant a la limite dans chaque terme et en utilisant la convergence V(x3) de u€, on
obtient : )
ouj

8173

Fy

donc w3 ne dépend pas de x3. Comme uj est nulle sur I'_, on en déduit que u; = 0 dans
F,. O

Montrons maintenant la convergence de la vitesse dans le milieu poreux :

Lemme 1.3.9. [l existe v} dans L*(Q)) tels que :

converge faiblement vers (v},0) dans L*(£)?

Preuve
Elle repose sur une inégalité de type Poincaré [16| dans le milieu poreux entre la vitesse
et son gradient, habituellement utilisée dans un milieu poreux fixe et qui est ici généra-
liste & un milieu poreux dont 1’épaisseur dépend de €, ce qui nécessite de reprendre la

24



démonstration pour préciser la dépendance des “constantes” en e.

Soit B/Z une cellule dans Q. On utilise le changement de variables et les notations cor-
respondantes définies dans le lemme 1.3.3, pour se ramener a la cellule de base Y et
I'inégalité de Poincaré dans Y :

||u€||L2(y)2 S KHVUEHLQ(Y)Q

/(17,6)2 dz) dz3 = € /(ue)2 dy, dys < K¢ /(Vu)2 dy dys

e Y Y
Bk

En sommant sur toutes les cellules qui intersectent Q°, et ot la vitesse est prolongée
par z€ro :

/(u) dzydzz = Z / (1)* dzy dzs < € Z/ Vu)? dy, dys = K¢ /(VU) dzy dzs

Qe B Qe

En utilisant le changement de variables (1.2), on se raméne au domaine Ff. Aprés
prolongement de la vitesse par zéro dans 7T, on obtient :

1

/(u‘)2 dxydrs = — /(ﬂ6)2 dzy dzz < Ké? /(V(MUE)Q dxy dxs
ca

Q Qe Q@

€

Les estimations du lemme 1.3.1, impliquent l'existence de »*, limite faible de

dans L?(Q)?

sta

€ 2

Pour démontrer que v = 0, on choisit d’abord ¢ dans H'(Q) nulle sur 92 — 'y,
prolongé par zéro dans F, comme fonction test dans (1.4), il vient :

0 , 0
—e” 81/)1 dxy dxs + €° /H U1aw dry dxs — /ug a;’i dxrydrs =

Q Q

s+
g

Apreés multiplication par e~ et passage a la limite, on obtient :

< O
/036—1;3 dridx; =0
Q

En choisissant ¢ nulle sur I';, on en déduit que :

g.—zz =0 dans H '(Q)

qui implique que v} ne dépend pas de x3.
En choisissant maintenant ¢ = x36, ot # appartient & D(w), on obtient :

/vgﬁ(xl) dry =0 Vo € D(w)

On en conclut que v3 est nulle dans F5. 0J
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1.4 Equations limites dans le film mince et le milieu
poreux

1.4.1 Equation limite dans le film mince

Théoréme 1.4.1. Dans le film mince la vitesse et la pression limites vérifient la rela-

tion : 2 5 )
H D $1+s
U= 222 L dans L*(w
! 12 Oz, 2 (w)
ol
0
uy = 1 / uy(z,z3) do
Tl 1T, 23) axg
—H,

En particulier p% appartient ¢ H' (w)

Preuve :
Soit A(z1) dans H{(w), on choisit comme fonction-test dans 1’équation (1.3) :

Y= (11,0) on ey = {g‘s(xz + HQ)H(xl(iajsa?; F

11 vient :

0 0
es/ Vui. Vi dey desy = /e P <3f1 H, 6f1> dzq dzs
1 3

F2 F2

On multiplie les deux membres par €*, et on pose :

ou 0Yn 0
I6 = €% 1 H’ — H! dz, dx
1= /(axl 20 )(axl ang) 1t

F>

. ous 0 out
= axi ax; duy divs = / a; (225 + H2)0(x1) dy das

Fg FZ

En utilisant Green :

I5 = 2/u§9 dxy dxs + / uins(2xs + Hy)f do

Fy Yur_

On pose :

F>

D’apres les estimations du lemme 1.3.1, on a :

lim/7 =0

e—0

D’apres le théoréme 1.3.8, on a :
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lim I5 = —2 /11{9 dx, dxs + /S]HQH dz, + /3ng9 dx,

e—0
Fy w w

Et d’apreés le lemme 1.3.2 :

lim I§ = /p2 (81/)1 Hy(2x3 + H2)9> dx, dxs
e—0 3 6171
Fy

Comme p3 ne dépend pas de 3 :

e * 19 3 _ 3 OP;
15%13 = /pQ ( 6 on ](HH )) dry = 6<H2 N ) - Y(F),HY (F2)

w

L’équation limite est donc :

%)
-2 /u;e dzy dos+ /s;HQe dm1+/s]H29 dx, = <H*ap2 0) 111 (o), 113 (70) VO € Hy(w) (1.16)

Fy w w

Ce qui implique :

1__.0p}

— 9T Hy + (5% + 51) Hy = ~ H =22

8.7?1
D’aprés le théoréme 1.3.8, le membre de gauche de cette égalité est dans L?(w), d’ou
'appartenance a H'(w) de p3. O

1.4.2 Equation limite dans le milieu poreux

Pour obtenir dans le milieu poreux une relation du type Darcy entre le gradient de la
pression et la vitesse, on introduit des problémes élémentaires classiques dans la cellule
de base. Ils seront ensuite adaptés a la géométrie particuliére de milieu poreux mince.
On définit les espaces suivants :

Hu(Y)={¢ € H(R®),¢ est Y — périodique et nulle sur 07’}
muni de la norme de H,(Y).
LL(Y)={¢ € L*(R*),¢ est Y — périodique}

On introduit les problémes locaux suivants, ot ¢, est le vecteur unitaire de la base
canonique de R? suivant I'axe k :

Chercher (w”, ") dans H,(Y)* x L3, (Y)
Aw* — Vb +e, =0

divwf =0 k=1,3

wF =0 sur OT

(PL*)

On a les estimations habituelles dans la cellule de base :
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Lemme 1.4.2. [15] on a :

o iy <K et |7l < K

On définit & partir des problémes (PL*) dans Y par homothétie et périodicité des
problémes dans €2¢ qui, aprés changement de variable, s’écrivent dans le domaine FY :

A, ek — lV(,’Sﬂek + ei.zek =0

div, sw®* = 0 dans Ff (1.17)

wk =0 sur T¢

Lemme 1.4.3. Les estimations suivantes sont valables dans <) :
ek ek

||’ll) ||[z 2 < K ||7T ||[2 < K

K
ek

||Va,sw ||L2(Q)4 S T

Preuve
D’aprés le changement de variables défini par (1.2) dans Q¢ on a :

1
/(11)51“)2 dry dvz = — /(Yf)d“)2 dzy dz;
€
Q Qe
Sachant qu’il existe K tel que :
Ne S K6a72
ou N€ est le nombre maximal de cellules qui couvrent ¢, on a :
NF
/(vf)d“)2 dzydzg < Z /(YI)Gk)de] dzs = N /(11)'“)2 dy, dys
a i v
D’aprés le lemme 1.4.2, on obtient :

/(w‘k)2 drides < KN * < K

Q

De la méme facon :
/(7r‘k)2 drydrz < K
Q
D’autre part :
1 ow* 1 O+ ow
—a dry drg = — 2dz d dy d
€2 (8373) o1 ea./( 823) “dz = € ,/(ayg) 1Y
Q Qe v

et

Owek owek 1 Ok ow*
— T H! 2dr,dey = — dzy dzs < —NE/ dy, d
/( o € 2 O3 )" dxy dus o ( e ) 21 Gz3 . (By] ) Y1 ays
Q Qe Y
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Du lemme 1.4.2, on déduit que :

K
/(Vm,(;zz)“’“)2 dry dry < —
) €
Q

On rappelle le lien entre les problémes locaux et la matrice de perméabilité :

Lemme 1.4.4. [15] on a :
wjk — Ky dans L*(QQ) faible

ou K est la matrice de perméabilité (symétrique et définie positive) définie par :

Kyj = /w_;-C ( composante j de w") k,j=1,3
Y
On peut déduire maintenant un résultat de convergence dans le milieu poreux (2.

Théoréme 1.4.5. vy et p7 vérifient la loi de Darcy suivante dans 2 :

det K Opy
K33 al‘l

*
Uy =

Preuve :
Soit ¢ dans D(f), pour k fixé, on multiplie scalairement la premiére équation dans (1.17)
par ¢u‘ et on intégre sur €2, en prolongeant u° par zéro dans T°¢ :

1 1
/Va7511)5k.va,5(¢u,e) dxy drs = — /ﬁekdivays(qﬁue) dry drs + — /gzﬁu; dx, dxs
. 6 . 6 .
Q Q Q

¢pw* prolongé par zéro dans T¢ et dans Fj est fonction-test pour I'équation (1.3).
On retranche ces deux derniéres équations et apres simplification, on obtient :

1

/ (V{de“.ue - V(X’Sue.wek) Vas¢drdrg = — /WEkVa’Sqﬁ.ue dri dxs +
€

Q Q

1
= / ous, day dvs + / Vs Pf.ow™ doy dus
0 O

1+

N R T . sta ., . , s, .
Aprés multiplication par ¢ ™2 , ’équation précédente s’écrit :

Af = A5+ A5+ A

s+

o
Al =€t / (Va,sw‘k.uE - V(X’Su‘.w‘k) Vst dry das
Q

Ay =€z /ﬂ‘kva’,@.u‘ dr dxs
Q
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sS4

[e]
2 /¢u; dxy dxs
0

A = e 1t

S+a

AZ =t /V(,’gPIwaFk dxy dxs

0

On étudie les limites de chacun de ces termes :

D’apres les lemmes 1.3.1, 1.4.2 et 1.4.3, on obtient :
AL < Kelo, et A5 <o
Aprés passage a la limite, on obtient :

limA] =0, et lim A5 =0

e—0 e—0
D’aprés le lemme 1.4.2 :

lim A5 = /v,:qﬁ dxy dws

e—0
Q

Et & cause des convergences fortes des pressions (lemme 1.3.7) et le lemme 1.4.4 on
obtient :

hmAZ = /gpl Kk1¢ dlL‘l dl‘3 + /f*Kkg¢ dlL‘l dlL‘g

e—0 T
Q Q

En faisant successivement k£ = 1 et 3, on obtient donc les équations limites :

opy
a—lKll + & K3 = —o)
4o
a *
6—]91[(31 + & K33 =0
4o

K33 étant non nul, cela induit :

detK Opy
K33 O

O

Remarque 1.4.6. Cette loi de type Darcy n’est pas classique, la deuxieme équation tra-
duit le fait que v = 0, ce qui provient du fait que py ne dépend pas de x3. Le phénomeéne
est directement lié au fait qu’on étudie ici un milieu poreux de faible épaisseur.

1.5 Cas critique - Equation de Reynolds généralisée

1.5.1 Détermination du cas critique

Pour que les effets hydrodynamiques dans chacun des deux milieux interviennent
effectivement dans le comportement asymptotique qui est gouverné essentiellement par
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la pression, on considérera le cas o les pressions dans les deux milieux sont de méme
ordre de grandeur quand € est petit. Ceci a lieu pour

a—=3s—2

et correspond a ce que 'on appellera le “cas critique”.

On montrera dans cette section que sous cette hypotheése, la pression est continue a
I'interface ¥ et I'on en déduira une équation de Reynolds genéralisée pour la pression
qui permet ensuite de calculer le champ des vitesses dans les deux milieux.

1.5.2 Continuité de la pression a l’interface :

La pression P¢ introduite dans la preuve du lemme 1.3.5, correspond en fait [9] au
prolongement sur chaque partie solide connexe de la pression p¢ définie dans 1’équation
(1.1) par une constante, a savoir sa moyenne dans la partie fluide de la cellule corres-
pondante. Cette pression ]51F se prolonge donc naturellement en un champ de pression
P¢ défini dans D¢ a une constante pres, que 'on fixera par :

/Pf dzy dzg = 0 (1.18)

ﬁf

Cette pression P€ se note P¢ dans le domaine fixe D et est reliée aux déterminations
particuliéres introduites dans chacun des deux milieux minces par :

(1.19)
Py + ¢ dans F,

€ €
pe {P1 + ¢ dans
ol ¢f et ¢ sont des constantes. Les convergences de Py et p§ démontrées dans les para-
graphes 3.2 et 3.3 induiront celle de P¢ sous réserve de I'étude des constantes. De plus
il faut remarquer que les limites obtenues dans chacun des milieux sont indépendantes
de x3, par conséquent la question se pose de savoir s’il y a continuité a 'interface.
On étudie la convergence des constantes associées aux pressions a moyenne nulle.

Lemme 1.5.1. Il existe ¢* tel que €**c§ tend vers ¢* et €2 P¢ converge dans L*(D) vers
p* ol

. )p7 dans

b= ps+ & dans F

Preuve
De I'équation (1.18), on déduit que : €* [, P dxy dxs + ¢° fF2 P¢ dxy dxs = 0.
comme [, Pf dzy dzy =0 et sz p5 dxy dxs = 0, on en déduit :

e“mes(Q2)c] + €“mes(Fy)c; =0
Ce qui implique :

€ —s emeS(FQ)
C] = *62(] )CQW (120)
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Pour tout ¢ dans D(w), il existe (v, ¢) dans H'(F,) x H'(Q), tels que ¢ = 0 sur
OF;, — ¥, ¢ =0sur 0Q) — Y et v =¢ =¢ sur X. On prend comme fonction-test dans
(1.3), la fonction :

g — OR(e3) dansF¥
(0,7) dans F,

On prolonge u et 6 par zéro dans T¢. Tenant compte de (1.19) et (1.20) :

€ /Va,sue.va,s(qﬁRe(eg)) dx, dxs + €° /vsu,g.vsw dr, drxs = € /vaa’@.Re(eg) dxy dxs

Q Fy Q

0 0 mes(F:
+ /pga—;/; dzy dzs + ¢ (’/ a—i dxy dxrs — | esm((;))va,@.]%e(eg) dxydrs | (1.21)
2 Q

Aprés multiplication par €2*, on écrit I’équation précédente sous la forme :
€ € __ € € €
By + B, = B3 + By + B;

avec :

Bf = /655QV(X’SUF.V(X’S@R‘(eg)) dxy dxs

Q

B = € /Vsug.vszl) dr dxs

P

B§ Bg Q/PFVQ g¢ R¢ (6‘;) d.’L’l d.’L";

Q
0
BZ = 62 a;i dT] dTg
F2
€288 / durdos — [ eTEERG e da day
03 mes(2)

D’aprés les lemmes 1.3.1 1.3.2, 1.3.4 et 1.3.5, on a :
|BS| < Ke* . |BS| < Ke*, |BS|<K et |Bj<K
Comme s < 1 ( car @« < 1) on obtient :
g < K
Ce qui implique d’aprés (1.20) :
25| < K1)

2

> existence de ¢* = li e“5¢cS et €cy tend vers 0.
On a donc existence de ¢* = lim_,q €2°c§ et €25¢; tend vers 0

La définition de P dans (1.19) et les convergences de la pression dans le milieu poreux
et le film mince (lemmes 1.3.2 et 1.3.5) donnent le résultat. O
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Corollaire 1.5.2. p* est continue sur X

Preuve
On passe a la limite dans (1.21). Avec les notations du lemme précédent, on sait que :

lim Bf =lim Bj =0

e—0 e—0
D’autre part :

Re(ez); — 1 dans L*(Q)
D’aprés les résultats classiques des fonctions Y-périodiques, on a :
RE(€3) — /R(eg) dy] dy3
%

On rappelle d’apreés le lemme 1.3.3 que :

divR(e3) =0 dansY

Soit ¢(y1,y3) = y3,  appartient & H(Y'), on a alors :

0= /leR(eg)QO (]y] dyg = — / R(€3)3 dy] dyg + /n3y3 do

Y Y oy
Ceci implique que :

e—0 T3

0
lim B§ = /ma—gzs dxy dxs
0

et
*—

p
. 28353
Fy

lim B; = dxy dxs
e—0

Et d’apreés le lemme précédent :

- N
1%35 = ./(: prs dzq dzs
F

Lorsque € — 0, I’équation (1.21) devient a la limite :
0 0
/pf—qﬁ dzy drs + /(p§ + C*)—w dz; dzz =0
013 03
Q F>
Tenant compte que py et p5 ne dépendent pas de x3, on obtient :

/pfgpd.m +/(p§+c*)g0 dry =0

w w

d’on le résultat. O
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X1

E, -H, (1)

Fi1G. 1.4 La bande mince I€

1.5.3 Détermination de la vitesse tangentielle & 'interface X

On a besoin d’avoir le comportement des vitesses de part et d’autre de I'interface
pour pouvoir déduire ’équation limite en pression.

Lemme 1.5.3. La vitesse tangentielle s3(x1) est nulle sur Y.

Preuve
On procéde comme dans [11]. Soit 3 tel que 0 < 2(1 —s) < f < 3(1 — s).
On considére une bande mince dans €2 définie par : (voir Figure 1.4)

1€ = Ui,
avec

i = {(x1,13), ke<xz < (k+1), 0<a3<é’}

On pose :
Y, =0iNY%

En effectuant dans chaque rectangle i}, le changement de variables suivant :

ry — ke T3

Y1 = . ) ?/3—6—5;

on se raméne a un ouvert fixe Yy (Y =Y}, U T}. voir Figure 1.5).

Dans les variables (1, 73), une cellule du milieu poreux a les dimensions (e, €' ™).
Comme 0 < < 1—a = 3(1—s), alors chaque rectangle i, et donc Y}, contient au moins
une partie solide ot la vitesse est prolongée par zéro, et dans laquelle on pourra utiliser
I'inégalité de Poincaré.

On a:
fan, = [ sy an < ey,

: )2
ze y3=0

On se place dans Y et non pas dans Y, pour que la constante K soit indépendante de
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Y3

Ty

Y

FiG. 1.5 — Lacelluleen Y

la position de T dans Y qui varie avec k. Par continuité de la fonction trace :

a2y gy < Kl B

On peut donc appliquer I'inégalité de Poincaré :

sl vy = /(Uﬁ)Qdy] dys + /(V?L?)Qd?ﬁ dy; = /(U?)Qd?ﬁ dys + /(V?L?)Qd?ﬁ dys

Y Y Y Y

<K /(Vuf)2 dy, dys = K /(Vuf)2 dy dys
v Ve

En se ramenant en variables x1, x3, on obtient :

ous 1 Ju§
/(uﬁ)de] < Kb /(ﬂ)anﬁ dxs +/€2(ﬁ+a])(—ﬁ)2dm1 dzs
01, €2 01
5, g g

En sommant sur tous les rectangles i}, on obtient :
ou 1 Ou
/(uﬁ)2 dr, < Ke* P /(a—])2 dxy dxrs + /62(ﬁJ“'J‘])(——])2 dzy dzs

T €@ 8373
by I¢ 1€

et d’aprés les estimations du lemme 1.3.1, on déduit que :

/(uﬁ)Qdaz] < KeP~219)

%

Le choix de  — 2(1 — s) > 0 implique le résultat. O
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1.5.4 Equation de Reynolds généralisée

On peut maintenant énoncer le résultat principal du chapitre :

Théoréme 1.5.4. p* est ['unique solution d’une équation de type Reynolds suivante :

(w =|0, 1])

detK op* Jp s1 .. 0p
H H —Hy— — 1 f(D)e(l) —
[ (Gt g5) 22 dor = [ S o = [£1)p(1) = F0)50)]

w w

Voe H'(w)  (1.22)

ou f est le flux défini par :

1

Les vitesses limites sont données par :

Op T3
= = H,) —
i 2 01, T3(ws + Ha) = 5190 H, dans F,
uy =0

et
det K op*
v = —
! Kys 0z, dans €2
vy =0

Preuve
Prenons ¢ dans H'(w) comme fonction-test dans (1.4) :

€ / div, sup dry dxg + € / divyu‘p dry drg =0

F¥ Fy

On prolonge la vitesse par zéro dans les parties solides. En appliquant Green sur tous
les termes, on obtient :

dp
—€ u]a dzry drs + € /umgpd(f€/H11773g0d0+/u773g0d0
T

Q o0 N

0
€’ /uiaTw drydxs + € / uinipdo — € / Hyuins o do + / usng pdo =0
: T : ~ '
FQ (9F2 3F2 BFQ

Tenant compte des conditions aux limites en vitesse, aprés simplification, on obtient, :

a- (35 ) Iy
e / UJM ‘ drydry — [ uj—dz)drs + / grm @ do =0 (1.23)
J € 8?”] ox T .
Q F2 FIQBFQ
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D’aprés le théoréme 1.3.8 et le lemme 1.4.2, et tenant compte de la relation critique
(o = 3s — 2), on peut passer a la limite :

8@ <O /
d
8T1 +‘ (e . ‘ giny  aoc

Q Fy I''NoF>

On exprime cette équation en utilisant les expressions de p* données dans les théo-
rémes 1.4.1 et 1.4.5, et en posant

on obtient le premier résultat.

Pour obtenir les champs de vitesse, on choisit ¢ dans H}(F,); (¢,0) prolongée par
zéro dans FY est pris comme fonction-test dans (1.3) (on choisit la détermination pj de
la pression par exemple) :

ou ou 0o 0o ou§ ¢
2s 1 Ot oo 1
‘ / <8T] H28m3> <8T] H28T3> dm] dm?, aTg aTg dT?,
2 F
0 , 0
625/]9 <8¢] Ha¢>dm1dm3

F>

Aprés passage a la limite, sachant que

ou ou 0¢ 0¢
25 1 HI 1 H/
¢ / (61‘1 28.’17‘;) (6:1:1 26.’17‘;) d-’lfl d-’lf‘i =0

Fy

on obtient I’équation entre la vitesse limite et la pression limite suivante :
ouy 0¢ a¢ 0¢ op*

' da — Hy— | dzydxs = — ' da

s Qs T / P2\ gy gy, ) 40 / Dy K

F> F> F

Ce qui implique que :
O®uy  Oph
8773 8.%1

En intégrant deux fois en x3 dans F; et en tenant compte du fait que p* qui ne dépend
pas de la variable x3 et des conditions aux bords de la vitesse données dans le théoréme
1.3.8, on obtient le premier résultat. Le deuxiéme résultat a été démontré au théoréme
1.4.5.

dans H '(F)

Remarque 1.5.5. 1. Sion se place dans le cas non critique o > 3s—2, apres passage
a la limite dans ’équation (1.22), on obtient :

= dry = f(1)p(1) — f(0)p(0) Ve € H'(w)

uy
187"]

F2
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Ce cas, correspond a un milieu poreux imperméable, qui n’a pas d’influence sur le
film mince, et la pression vérifie l’équation de Reynolds classique :

[ g2 dry = [ 2,2 - (F0(1)  F0)60) Ve € H' (1)

E 2837] 8.7?1 . 2 837]

w w

Par contre pour o < 3s — 2, on obtient seulement le fait que vy est nulle dans €2,
ce qui ne donne pas le terme significatif.

2. La formulation forte associée a (1.22) est :

0 det K H3\ op* 0 H,
— I =—F, + 22 — — |g —=
81;1 |:< K33 1 12) a$1:| al‘l |:Q] 2 :|

det K H3\ op* 5
[( T H, +1—22> 851} (z) = —f(z) + =Hy(x) pour z = 0,1

1.6 Application et comparaison avec d’autres modéles

1.6.1 Un dispositif physique particulier

On considére un dispositif de type palier dont les caractéristiques géométrique réelles
sont :

[ taille de la microstructure dans un milieu poreux.

L largeur du palier.

hi(Z1) épaisseur de la couche poreuse.

ho(Zy) épaisseur du film mince.

sg vitesse tangentielle de la paroi inférieure.

i viscosité du fluide.

[
Le rapport € = 7 fixe la valeur du petit paramétre par rapport auquel on va exprimer

les données h; et hs.

Il est toujours possible de se ramener au cas critique étudié dans la section 5 de la
partie théorique qui implique que le milieu poreux a une influence sur I’écoulement. On
introduit les fonctions Hy;, Hy et le paramétre a de la maniére suivante : On définit
d’abord « et Hy par :

hi(Z1) = Le“Hy(Zy)

de telle maniére que H; soit de I'ordre de grandeur de 1, par exemple

min Hl(Zl) =1
A

On définit ensuite Hy de telle sorte :

a+2

hao(Z1) = Le’ Hy(Z1), ou s = (“cas critique”)

H, pourra étre petit ou grand.
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Aprés changement de variables :

Zi 1,3
Zi = —/ =1,
L
et en posant :
L U
P =—n, U= — (1.24)
Sol S0

oll p et u sont respectivement les champs de vitesse et pression réels, le fluide satisfait
aux équations de Stokes normalisées suivantes :

(05 %S OF

0z} D22 0z
o*ug  0*ug  Op°

022 022 Oz
ou N oug 0
L 621 aZ‘; N

dans le domaine {(z1,23), 0<z <1 et 0< 23 < e Hy(z)+ e Hy(z)} ot Hi(z) =
H; (7). On est donc dans le cas critique et les résultats du paragraphe 5 sont applicables.

1.6.2 L’équation de Reynolds correspondante

Les résultats théoriques du paragraphe 5.4 montrent que €*p¢ converge vers p*(z;).
(On rappelle que z; correspond a la variable x; introduite dans la partie théorique et
qu’en tenant compte de la normalisation précédente en vitesse la variable s; de la partie
théorique vaut 1)

L’équation de type-Reynolds avec ces notations, obtenue dans le paragraphe 4.4

s’écrit : A
0 detK . 1 - op* 1 0H,
— H —_H3 R
621 << K33 I(ZI) + 12 Q(ZI)> 621> 2 621 (ZI)
ou les Kj;; sont déterminés par :

K = fy w_;:- dy, dys
avec w'i = 1,2, solutions des problémes locaux définis dans Y = [0, 1]2

Aw' =Vl +¢;
divw® =0 dansY

w' =0 sur 0T
On prend donc comme approximation de la pression réelle, la pression toujours notée
. 1 sop ., . , .
p et qui vaut T p* (cela correspond au premier terme d’un développement asympto-
(

tique de la pression réelle par rapport a €); p satisfait I’équation de Reynolds suivante :

1 0 det K h3\ Op sg Ohs
A P+ 2 ) o) =55, 1.25
p0Zy (( Ko T 12) azl> 207, (1.25)

D’aprés I’étude théorique, on a montré que cette approximation de la pression physique
p ne dépend pas de la variable Z3, et qu’ elle est identique dans les deux milieux.
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Les champs de vitesse limites normalisés se déduisent de p* (voir section 1.3.4) et
sont définis :
- dans le milieu poreux (voir lemme 1.4.2) :

R
07 = lim,_, a0

03 = lim, g
€
- dans le film mince (voir théoréme 1.3.8)

{a; = lim,_,q @S

uy = lime_,pu§ =0

Tenant compte de la normalisation en vitesse (1.24), les champs de vitesse réels notés
(u1,us) sont approchés par :
2(1-5) g0 0* dans le milieu poreux,

u ~ sou* dans le film mince.

On remarque les différences d’ordre de grandeur des vitesses d’écoulement dans le
film mince et dans le milieu poreux :

Les champs de vitesses sont reliés a la pression physique; dans le milieu poreux, il
vérifie ’équation de Darcy suivante :

U~ €

detKl2 op
U= ——I0F—
YT uKss 07, (1.26)
uz = 0
et dans le film mince :
1 ap Z3 - ]’LQ
W= ———23(L5 — hy) — S§g————
U 207, 3( 3 2) S0 hy
uz = 0

Dans le milieu poreux la vitesse est indépendante de la variable Z3 est de l'ordre de
grandeur de €¢2'*). Dans le film mince elle est de I'ordre de grandeur de 1 et elle est
nulle sur l'interface milieu poreux-film mince (pour Z3 = hy). Ceci met en évidence la
discontinuité de la vitesse tangentielle de ce modéle limite & 'interface milieu poreux-
film mince. Ceci traduit un glissement a l'interface, il est faible sauf si s est “proche “ de
1 (ce qui correspond aussi & « “proche” de 1).

Un glissement du méme ordre existe a l'interface entre le fluide et la paroi supérieure
supposée immobile.

1.6.3 Comparaison avec d’autres modéles
Géométrie du blochet

On considére la géométrie particuliére de la figure 1.6 ol I’épaisseur du milieu poreux
est constante et I'épaisseur 'totale’ est donnée par :

W) = HO+m )
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Le milieu poreux est défini par :
h,] = Hl[](l + m)

et le film fluide par :

7
ho(Z1) = H(1 + mfl —Ip(1+m))

La description géométrique est donc liée a la donnée des paramétres L, H,m et g,
telsque: —1<m<0et 0<ly<l.
Avec ces définitions et notations, I’équation (1.22) s’écrit :

A 3
1+m—110(1+m)> 5

——I”Hly(1 +m)+H3<

1 0 det K L H
~ 2= P22 gcz, <L
(1.27)
On adimensionne dans la direction de 7, en posant :
Z
21 = —/—
L
et on utilisera la pression adimensionnée définie par :
_ H?
D= 1.28
g NSOLp ( )

Alors I'équation précédente s’écrit :

K 12 1 — h(1 "\ 9
) ((det l l0(1+m)+( +mz —lh(1+m)) ) ap>:@ 0 <2z < 1(1.29)

0z, Ksy H2 12 0z, 2

La solution de cette équation sera comparée avec celles obtenues pour d’autres modéles
décrits ci -apreés.

Les autres modéles [18]

On présente ici, deux autres modélisations introduites formellement dans [18] ou la
pression est supposée a priori indépendante de la variable 73 et identique dans les deux
milieux, film mince et milieu poreux.

Dans le milieu poreux, la vitesse horizontale du fluide est supposée obéir a une loi
de Darcy, ou le gradient de la pression est proportionnel a la vitesse et a la viscosité :

dp 1

a—Zl = —52(23)11,] hQ(Z]) < Z3 < h(Z]) (130)

ol 3 désigne la porosité et est reliée a la taille du pore ou a la longueur caractéristique
de I'écoulement. Dans le cas général, S peut dépendre de Z3 mais en fait sera supposé
constant.
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\
h(Z\ hy

)

L Z
1
(Sg: 0)

F1G. 1.6  Géométrie du domaine

OVJISZ

Fi1G. 1.7 — champ de vitesse du modéle théorique

Dans le film mince, I’équation “ des films minces” classique suivante est retenue :

8271,] 8p
— = — 0< Z3 < ho(Z 1.31
M8Z32 27 5 < ho(Z)) (1.31)
En intégrant deux fois I’équation précédente dans I’épaisseur, on obtient :
1 dp .,
U (Z],Z3) = ——Z3 +C] (Z])Z3+CQ(Z]) (132)
2/L aZl

Il reste a identifier les “constantes” de 1’équation (1.32) ; pour cela, il est supposé qu’il y
a continuité de la vitesse a l'interface milieu poreux- film mince et adhérence du fluide
a la paroi inférieure :

Z3=0 :tup=s0 ,Z3=hy U milieu poreux) = %(film mince )

L’équation (1.32) s’écrit alors en tenant compte de (1.30)

hy — 7 1 0 232
Uy = sp— L (Z§ — <h2 + i) Z3> (1.33)

hs 2007,
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Z
3

h{

F1G. 1.9 — champ de vitesse dans le modéle 2

Le débit est défini par :

ho h
Q(Z]) = /U] ng + /U] ng
0 hs

I est alors proposé deux facons différentes de calculer QQ(Z;) en choisissant deux
valeurs différentes de u; dans le milieu poreux :

- Dans un premier modéle, le débit est calculé en tenant compte de (1.30) et (1.33) :

La continuité du débit :

o) _,
07,
permet alors d’obtenir I’équation de Reynolds suivante :
1 0 2 h + h] h,g ap So ahg
- — | —=|==|==]0< 24, <L 1.34
1107, ((5 > "12)az,) "2 \oz ! (1.34)
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- Dans un deuxiéme modeéle, le débit tangentiel issu du milieu poreux est supposé
négligeable et le calcul du débit n’utilise que I’équation (1.33). Notons que la porosité
intervient quand méme par I'intermédiaire de (1.33)

On obtient I’équation de Reynolds suivante :

1 0 th hg 319 S0 Ohy

On va écrire les équations (1.34) et (1.35) pour la pression p définie par (1.28), en
introduisant les paramétres ly, m et en définissant la porosité 5 a partir d'un paramétre
a:

g =aH

Les équations (1.34) et (1.35) s’écrivent respectivement (on a noté p; et py les solutions
correspondantes) par rapport a la variable z;.

d <<a21 +matl(l+m)  (1+mz —lg(1+m))3> 3191)

o<z <1 (1.36)
— — | == z :
0z, 2 12 0z, 2 !

=<z <1 (1.37)

2

0 o 1+mz —lp(L4+m) (1+mz —lp(1+m))*\ Ops
_ a -+
621 2 12 621

Remarque 1.6.1. Dans [18] sont introduits deux solutions ’limites’. L’une correspon-
dant a l'absence de milieu poreuz (lo = 0,a = 0) est dénommeée solution “newtonienne”.
Elle vérifie ’équation de Reynolds classique dans tout le “gap” h :

0 ((1+mz)?dp, m
- = — 1 1.
921 < 2 0,) 2 'A< (1.38)

L’autre correspondant a un milieu poreuzr imperméable (I 0,a =0) est appelée “non-
0 )
newtonienne” et vérifie I’équation de Reynolds classique dans un “gap” réduit hy :

O ((L+mz —l(1+m))?*dp;\ m

1.6.4 Reésultats numériques

Comme on I’a montré dans I'étude théorique, les conditions aux limites a imposer
sur le probléme limite devraient étre de type Neumann. Cependant, pour faciliter ’'in-
terprétation et les comparaisons avec les résultats des mécaniciens, nous utilisons des
conditions limites de Dirichlet homogénes comme dans ces travaux :

p(0) =p(1) =0

Dans les coefficients de 1'équation (1.29) apparaissent plusieurs termes du tenseur

de perméabilité du milieu poreux. Pour simplifier, nous supposerons que la matrice K
det K

33

est diagonale, alors = Ky, sera le seul paramétre définissant la géométrie de la
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microstructure du milieu poreux. On remarquera en comparant les deux équations de
Darcy (1.26) et (1.30) que :

% =a’H? = Kl (1.40)

La porosité S dépend donc de la géométrie du pore par Ki; et de | qui représente la
taille vraie de la microstructure de la cellule dans le milieu poreux. A l'aide de (1.40),
'équation (1.27) ne dépendra que de a,ly et m et s’écrit :

0 ) (L+mz —lo(14+m))*\ dpo\ m

2
Pour comparer de maniére synthétique les différents modéles, on introduit la charge w
définie par :
1
w= / pdz
0
On notera :

wy la charge calculée a partir de la solution py de 1’équation (1.41)
wy  celle calculée a partir de la solution p; de I'équation(1.36)

wy celle calculée a partir de la solution py de I'équation (1.37)

w, celle calculée a partir de la solution p,, de I’équation (1.38)

w; celle calculée a partir de la solution p; de I'équation (1.39).

w w
Les tableaux 1.1, 1.2 et 1.3 donnent respectivement les valeurs de 2 et = pour
wy W2

m = —0.2, m = —0.6 et m = —0.8 (rappellons que m présente la pente du “blochet” que
ly est le rapport entre ’épaisseur du milieu poreux et h,,;, = H(1 +m)) en fonction de
la porosité du milieu poreux.

Dans tous les cas, on remarque que lorsque a tend vers 0, les solutions des différents
modéles décrits par les équations (1.36) (1.37) et (1.41) convergent vers la méme solution
qui n’est autre que la solution 'imperméable’ ce qui est logique. Les différences entre le
modéle théorique et les deux autres modéles sont d’autant plus importantes que la pente
m est grande.

La différence entre le modéle théorique et le modéle 1 est en général d’autant plus
faible que la partie poreuse est importante, mais ¢’est plutot le contraire avec le modéle
2. Une explication serait qu’entre le modéle théorique et le modéle 2 la différence est
liée & ce qui se passe dans le milieu poreux. Dans le modéle théorique et le modéle 1, la
différence se fait plus sentir dans la partie “fuide” de I’écoulement.

Les tableaux 1.4, 1.5, 1.6 permettent de comparer le modéle théorique avec les mo-
N . . , . Wo Wy
déles newtoniens et imperméables, ils donnent les valeurs de — et .
Wy Wimp

Clairement le modéle théorique tend vers le modéle newtonien si [y est petit et d’au-
tant plus vite que a est petit, 'augmentation de la pente diminuant les différences.

La figure 1.10 représente pour m = —0.6,l; = 0.5 et a = 0.2 les courbes de pres-
sions solutions de (1.41) (1.36) (1.37) (1.38) et (1.39). On remarque que la pression
imperméable solution de (1.39) est beaucoup plus importante que les autres pressions.

La charge relative sera notée par :

w;
W, = —

wy,
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To 1.33 1.36 1.11 a 0.2
%1
- 1.27 0.75 0.12
%2
- 1.08 1.17 1.1 a—0.1
%1
- 1.07 0.88 0.16
%2
=2 1.02 1.05 1.08 a—0.05
W
o 1.01 0.96 0.26
%2
- 1. 1. 1.04 a—0.02
i
=2 1. 0.99 0.52
%2
" 1. 1. 1.01 a 0.01
%1
" 1. 1. 0.76
%2
s 1. 1. 1. a—0.005
%1
-0 1. 1. 0.91
%2
-2 1. 1. 1. a—0.002
i
- 1. 1. 0.98
%2
—— 1. 1. 1. a—0.001
i
-2 1. 1. 0.99
Wo
TaB. 1.1 m—-02
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To 1.59 1.44 1.26 a 0.2
%1
- 1.5 0.93 0.38
%2
- 1.17 1.2 1.15 a—0.1
%1
- 1.14 0.92 0.43
%2
=2 1.04 1.08 1.07 a—0.05
W
%o 1.03 0.96 0.5
%2
- 1. 1.01 1.03 a—0.02
i
=2 1. 0.99 0.65
%2
" 1. 1. 1.01 a 0.01
%1
" 1. 1. 0.78
%2
s 1. 1. 1. a—0.005
%1
" 1. 1. 0.9
%2
-2 1. 1. 1. a—0.002
i
- 1. 1. 0.98
%2
—— 1. 1. 1. a—0.001
i
-2 1. 1. 0.99
Wo
TaB. 1.2 m—-06
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To 1.88 151 1.34 a 0.2
%1

- 1.77 1.07 0.59

%2

- 1.32 1.24 1.16 a—0.1
%1

- 1.27 0.97 0.59

Wo

o

=2 1.09 1.11 1.08 a—0.05
i

s 1.08 0.95 0.61

%2

- 1.01 1.03 1.03 a—0.02
w

%o 1.01 0.98 0.69

%2

2 1. 1. 1.01 a—0.01
%1

" 1. 1. 0.77

%2

s 1. 1. 1. a—0.005
%1

2 1. 1. 0.86

%2

-2 1. 1. 1. a=—0.002
i

— 1. 1. 0.95

%2

—— 1. 1. 1. a—0.001
i

— 1. 1. 0.98

Wo

TaB. 1.3 m -0.8
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T 1.23 9.25 2.04 a—0.2
Wy
o 0.93 0.37 0.013
W,
T 13 417 76 a—0.1
wo
o 0.98 0.7 0.04
W,
Wy
o 1.31 5.35 94.38 a—0.05
W,
o 0.99 0.9 0.15
W
o
o 1.32 5.83 72.61 a—0.02
Wy,
o 0.99 0.98 0.47
W
o
o 0.99 0.99 0.74 a—0.01
7
o 0.99 0.99 0.9 a—0.005
W
o 0.99 0.99 0.98 a—0.002
W,
o 0.99 0.98 0.99 a—0.001
W

TaB. 14 m 0.2
Do 1.07 1.24 1.21 a—0.2
i
o 0.889 0.39 0.07
W,
) 1.17 2.09 2.93 a—0.1
W,
o 0.98 0.66 0.17
i
- 1.2 2.73 5.54 a—0.05
w
o 0.99 0.86 0.32
}11))1
= 1.21 3.06 9.76 a—0.02
Wy
o 0.99 0.97 0.57
W;
o
o 0.99 0.99 0.75 a—0.01
7
o 0.99 0.99 0.89 a—0.005
W;
o 0.99 0.99 0.97 a—0.002
7
o 0.99 0.98 0.99 a—0.001
W

TAaB. 1.5 m -0.6
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6
imp
5
1 p
0
4
Y
) 2
3
p
1 1
>
p
n
1
0 T T T T T T T T T !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

F1G. 1.10 Pressions dans les cinq modeéles pour m = —0.6,lp = 0.5 et a = 0.2
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%o 0.92 0.8 0.74 a—0.2
i

- 0.8 0.37 0.11

g))i

2 1.06 1.27 1.41 a—0.1
Wn,

o 1.93 0.59 0.21

et

- 1.12 1.7 2.29 a—0.05
Wn,

o 0.98 0.79 0.35

lill))i

- 1.13 2.04 3.6 a—0.02
Wy,

o 0.99 0.94 0.55

W;

o

— 0.99 0.98 0.71 a—0.01
7

-0 0.99 0.99 0.84 a—0.005
W;

L)‘? 0.99 0.99 0.95 a—0.002
7

-0 0.99 0.98 0.98 a—0.001
W;

TAaB. 1.6 m -0.8

On veut aussi comparer numériquement les trois modéles avec le modéle newtonien.
Les figures 1.11, 1.12 et 1.13 donnent W; en fonction du paramétre de perméabilité

Va = \/KHi pour différentes valeurs de m et [y qui définissent I'épaisseur du milieu
poreux. H

Ces figures montrent l'influence du milieu poreux qui est plus importante pour [
grand et m petit.

Remarque 1.6.2. La généralisation des résultats précédents peut-étre obtenue en di-
mension trois d’espace. Dans le film mince, la vitesse et la pression vérifient la relation
sutvante (voir théoréme 1.4.1)

= _@ap; 5+ 5
! 12 Ox; 2

Dans le milieu poreuz la loi de Darcy s’écrit en dimension 3 : (voir théoréme 1.4.5) :
op} KiK. opy Ki3sK

Cyp = P (g, o 2Ry OO (g DiaRe2 ) i=1,2

K33 aZL'Q

Alors I'équation de Reynolds qénémlisée est :

K op* 0 s; 0
e ]’i 31 p 4 — e ' .
g / << > H, + 5 > 5 —&rj dr1dxe g 5 Hani dxdxe /f.ngpda,

6, = 12 33

i=1,2

T

filw) = / iz, €) de.

7"[2(:1})

ol



Lachargerelative W
6 1

F1G. 1.11  Charge relative des modéles Wy, Wi, W5 pour différentes valeurs de lg et m = —0.2

Lachargerelative W
35 L T T T T T T

1.5

0.5

F1G. 1.12 — Charge relative des modéles Wy, W1, Wy pour différentes valeurs de Iy et m = —0.6

Lachargerelative W,
2.2 i

=
1.8
1.6
1.4 —
1.2

1+
0.8

0.6

0.4 1 1 1 1 1 1 1 1 / a

(0] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Fi1G. 1.13 — Charge relative des modéles Wy, Wy, W pour différente valeur de Iy et m = —0.8
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Chapitre 2

Sur la prise en compte des rugosités de
surface

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le comportement asymptotique d’un fluide dans un
domaine mince dont les frontiére sont rugueuses. On suppose I’écoulement régi par le
systéme de Stokes en vitesse-pression :

—puAu+ Vp =10

divu=0

ou y est la viscosité du fluide. On impose des conditions aux limites du type non glisse-
ment.

[’épaisseur du domaine est exprimée en fonction d’un petit paramétre 7 tandis que
la rugosité de la surface est décrite par I'intermédiaire d’'un deuxiéme petit paramétre e.
La hauteur réelle de 1’écoulement sera notée h"°.

L’hypothése d’un écoulement de faible épaisseur différencie ces travaux de ceux
concernant U'influence de la rugosité des parois sur un écoulement “libre” [1] 3] [15].
Remarquons aussi que dans ce dernier contexte, I’épaisseur de la rugosité est égale a sa
période et est infiniment petite par rapport a I’épaisseur de I’écoulement tandis que dans
notre travail, I’épaisseur de la rugosité peut-étre du méme ordre de grandeur que celle
de I'écoulement.

Les travaux de Bayada-Chambat ont montré de maniére formelle dans [5] et de
maniére rigoureuse dans [4] que les passages a la limite € puis 1 tendent vers zéro ou
bien 7 puis € tendent vers zéro ne sont pas commutatifs. Sous I’hypothése d'une rugosité
uniforme ( A" périodique) et en utilisant une conjecture sur le comportement limite de
la pression, ils ont obtenu une équations de Reynolds limite lorsque n et € sont du méme
ordre de grandeur. Des études analogues comportant plusieurs petits paramétres ont été
menées en élasticité ou en thermique [10].

En utilisant les techniques de la convergence double échelle [2|, nous montrons dans
ce travail qu’il est possible de s’affranchir de I’hypothése A€ uniformément périodique et
de la conjecture sur le comportement de la pression. De plus, nous étudions (au moins
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partiellement) la convergence des contraintes exercées par le fluide sur les parois des
surfaces solides.

Ce chapitre comporte deux parties distinctes, bien qu’utilisant les mémes outils ma-
thématiques.

Dans une premiére partie, on suppose que la période des rugosités est plus importante
que I’épaisseur de I’écoulement ce qui justifie d’étudier la convergence de la pression et
de la vitesse d’abord en faisant tendre n vers zéro puis €. Le passage n tend vers zéro
est effectué de maniére classique [7|. Il permet d’obtenir une équation dite de Reynolds
rugueuse dont les coefficients présentent des oscillations et sont fonction de €. Le com-
portement limite de cette équation pour € petit a été étudié formellement dans [11] [17]
puis de maniére plus rigoureuse dans [13|. Des résultats de convergence des contraintes
pour ces deux passages a la limite sont donnés dans les paragraphes 2.3.3 et 2.4.4.

Dans une seconde partie, on considére le cas ot € et 7 sont du méme ordre de grandeur
(Q = A) et on étudie le passage a la limite pour € tend vers zéro a A constant. On obtient
une équation de type Reynolds dont les coefficients sont donnés a partir de problémes
locaux de type Stokes.

Un changement de variable en épaisseur est nécessaire pour se ramener a un domaine
“non mince” mais qui dépend quand méme de € par sa frontiére rugueuse laquelle est
définie par une fonction non uniformément oscillante :

T

h(x) = h(z, :)

Il est facile d’étudier le comportement asymptotique de la vitesse prolongée par zéro
dans un domaine fixe plus grand qui ne dépend pas de e. Dans la section 2.5, pour
trouver des estimations sur la pression, la méthode utilisée sera de redresser la frontiére
rugueuse par le changement de variable :

On cherchera des estimations dans le nouveau domaine et on les réécrira dans le
domaine initial. Il ne sera pas nécessaire de faire des hypothéses restrictives sur 'uni-
forme périodicité de la fonction h¢ et sa géométrie locale [6]. On utilisera la méthode
de la double échelle pour le passage a la limite ¢ tend vers zéro et on obtiendra la
méme équation de Reynolds que dans [4] pour laquelle on démontrera aussi des résultats
d’unicité.

La derniére partie sera consacrée au passage a la limite -\ tend vers zéro-. Ce cas
revient a supposer que I'épaisseur du “gap” tend vers zéro plus rapidement que la période
d’oscillation € (on devrait donc retrouver les résultats de la premiére partie de ce cha-
pitre). La convergence de I’équation de Reynolds obtenue dans la partie 2.5, est difficile
a traiter a cause de la présence d'un produit de deux termes qui dépendent de A. Un
résultat de régularité supplémentaire permettra de passer a la limite.

L’étude de la convergence des contraintes sur les parois solides présente des diffi-
cultés sur la partie rugueuse ou il sera nécessaire de redresser la frontiére au prix de
complications techniques importantes. En comparant avec les résultats de la premiére
partie de ce chapitre, on retrouve les mémes limites pour la pression, la vitesse et les
contraintes sur la surface lisse. Sur la surface rugueuse, les résultats de convergence pour
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N hE(X) +

Qe

M zZ

F1G. 2.1 Domaine Q"¢

les contraintes tangentielles quand A tend vers zéro ne sont pas optimaux par rapport a
ceux de la premiére partie (1 tend vers zéro puis € tend vers zéro).

2.2 Notations de base

2.2.1 Deéfinitions et notations

On note Z = (21, 23, z3) un point de R?® et z = (21, 29) sa projection sur RZ.
w est un ouvert lipschitzien borné de R? et Y = [0,1]* est la cellule de base de R?® .
h est une fonction, définie pour z dans w et y dans R?, y- périodique de période ]0, 1[?,
et telle que :

(Hp) h e C?(wx]0,1%), FJa,b>0 a<h(z,y)<b Vzew, ye€]0,1[> (2.1

Dans tout le chapitre 2, on supposera que 'hypothése (Hy) est satisfaite.

On définit :
hm'n z) = min h Z:Y) h’maaz z) = max h Z, Vz e w
n(2) = i B0, hae(2) = s by Ve €
hmin = 1 h s s hm(”, e a h 7
2 i ) e =, M

€ est un petit paramétre lié a la rugosité. On introduit une fonction rapidement oscillante

en posant :
z

h'(z) = h(z, —) Vz € w
€
1 est un petit parameétre lié a I’épaisseur d’'un domaine mince défini par :
QU ={(z,23)) z€w et 0< 23 <nh(2)}

Q est limité par une frontiére supérieure “rugueuse” notée I'l, une frontiére infé-
rieure lisse notée I'_ et un bord latéral '/ tels que : (voir figure 2.1)

M= {(2,2), z€w 2 = nh(2)}
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I' ={(z,23), z€w, 23=0}
" = 90— (TF UT.)

On notera systématiquement par K des constantes indépendantes de n et e, K, des
constantes indépendantes de 7. La notation K, pourra préciser la dépendance de cette
constante par rapport a 'objet A.

2.2.2 Les équations de Stokes

On étudie le comportement d’un fluide situé entre la surface rugueuse I'l* supposée
au repos et la surface lisse ' _. Le mouvement du fluide est généré par la surface ' qui
se déplace avec une vitesse constante paralléle au plan (272,). Le fluide incompressible
est supposé vérifier le systéme linéaire de Stokes :

pAu" = Vp"  dans Q" (2.2)

diva™ =0 dans Q" (2.3)

ot 4 et p° sont la vitesse et la pression, p est la viscosité du fluide.

Des conditions de type Dirichlet sont imposées sur la frontiére du domaine :

u" = ¢" sur 00"

(§1, §2, 0) sur [
9" = (@, 95", 0) sur I7°
(0,0,0) sur I

§ = (51, 82) est une fonction donnée dans C'(w)% On suppose que §7° appartient a
(H=(09))3, et vérifie la condition de compatibilité :

/ g".n"do =0 (2.4)

oOne

n est le vecteur unitaire normal a la frontiére de Q"¢, orienté vers l'extérieur du
domaine, do est I’élément de surface.

2.2.3 Rescaling

Nous voulons étudier le comportement asymptotique des solutions du probléme dé-
fini au paragraphe 2.2.2 quand les petits paramétres n et € tendent vers zéro. Il sera
nécessaire pour obtenir des convergences de se placer sur des domaines indépendants de
ces paramétres. On utilisera la technique de ’homogénéisation pour étudier la conver-
gence en €. On s’affranchit du paramétre n dans le domaine par un changement d’échelle
dans I'épaisseur du domaine. Pour cela, on fait le changement de variables suivant :

23

1 = 21, T9 = 29 et r3 = — (25)
n
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On introduit les opérateurs suivants :

0? 0? 1 0°

A, = -
T On? +6:r% +n2 oz}
g 0 19
v, = -
1 (am]’am;na%)
: 9) o 19
div, = + +

a$1 a$2 ;;6x3

On définit les domaines :

Q ={(z,23): v €w, 0<x3 <h(x)}

'Y ={(r,z3): v €w, v3 =h(x)}

Qae = {(z,23) 1 € w, 0< x5 < hpaz(x)}
Quin ={(z,23) : T €W, 0 < x3 < hpin(x)}

L
L

xr

On suppose qu’il existe ¢ dans (H% (0Qmin))?, indépendant de 7 et € tel que :

g(x,x3) =0 pour x3 = hpin(x)

/ gndo =10

avec

et que la donnée au bord ¢"¢ est telle que :

02 22) V(2 2) € 007 N {25 < Bynin(2)}
" (2, 23) = n
0 V(z, 23) € 00" N {23 > hpin(2)}

La condition de compatibilité (2.4) est alors vérifiée.
Le probléme de Stokes s’écrit dans le domaine )€ :

pAyu' = Vp'" dans Q°
div,u™ =0 dans Q°
ul* =g sur Of)°

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)
(2.10)

(2.11)

La formulation variationnelle correspondant au probléme de Stokes dans le domaine ¢

est :

Trouver v dans H'(Q)? p" dans L%*(Q)) défini a une constante preés, tels que :

,u/Vnu"eVn¢ dr dzs + / Vup" ¢ dx dag =0 Vo € Hy(Q2)?
QF

Qe
/divnu"‘q dr des =0 Vg € L*(Q)
Qe
u' =g dans (H%(GQE))3
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2.3 Etude asymptotique quand n — 0 & € fixé

Dans tout ce paragraphe e est fixé, les limites obtenues seront donc indicées par
I’exposant e.

2.3.1 Comportement de la vitesse

On introduit 'espace de Hilbert :

Vi) = {v € 2, 2% e 12(0))
allfg

muni de la norme
ov

ol = llvllz@ee + 15 -l

Proposition 2.3.1. Pour € fizé, il existe u® € V(x3) tel que lorsque n tend vers zéro, a
une sous-suite extraite pres,
ul® — uf (L*(Q°))? faible

ou*

" ox; —0 (L*(Q))? faible Vi=1,2

ou* ous
—\
8373 8.7:3

€ € € € €
u§ =0 dans QF, u®=0 sur 'y et u®=(s1,52,0) sur I'_

(L*(Q9))? faible

Preuve :
D’aprés les conditions (2.6) a (2.8), il existe un relévement G = (ji, jo, j3) dans H'(Q,,i,)?
a divergence nulle, tel que G = ¢ sur 0.

On pose G" = (j1, Ja, T]j‘;) G" est indépendant de €, on le prolongera par zéro dans
QFf en une fonction notée G
D’aprés (2.8), U = u™ — G € H)(Q)? et div,G" = 0.

U™ est une fonction-test dans (2.12) qui est a div,, nulle :

/(Vnu"‘)dedxg - /Vnu"‘vnéndxdx3 =0
S')F S.]F
Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

||V 'UHFHL2 Qe€)9 < ||v G ||L2 Q)0 = ||V GnHLQ

mw)

donc :

K
||VnunEHL2(QE)6 < ﬁ (2.14)

D’aprés I'inégalité de Friedrich-Poincaré dans la direction x3, pour tout ¢ dans H'(2¢)
nul sur I',, on a : (avec b défini dans (2.1))

@]/ 20 <bH ||IZQF (2.15)
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u” est nulle sur I'Y, on peut appliquer (2.15) et avec (2.14) il vient :

ou*

allfg

Hu"‘||Lz(Qe)3 S bH ||L2(Qe)3 S K
ou"  Ju"* Qu"*
837] X 8372 ’ 8.7:3
blement dans (L%(2€))3. En particulier, u"¢ converge dans V (z3) faible vers u¢. On a
aussi :

: -
Des suites (u",n

), on peut extraire des sous-suites qui convergent fai-

ou* ou*
—\

dans D'(Q°)? Vi=1,2

et
oun¢

n -0 Vi=1,2

D’apreés la continuité des traces de V(z3) dans L?(I'})? et L*(T'_)?, on en déduit : [6]

u — 0 dans L*(T¢)?
u” — (s, S9,0) dans L*(T"_)?

Prenons n¢ dans D(Q°) comme fonction- test dans 'équation (2.13) :

ou’l* Qus®  Qus
‘ dzdzs =0
_/ (n 8.7/‘] + g 8372 + 81‘3 ¢ v

Qe

Passant a la limite quand n — 0 :

€
ous

| 92,8 dden =0 Vo € D)
QF
donc Guit
Ys _ 0 dans Q°.
8173

Sachant que u3 = 0 sur I'{, on déduit que u§ est nulle dans €°.

2.3.2 Estimation sur la pression et détermination du probléme
limite

Dans la suite, on fixe la détermination de la pression telle que :

/p"E drdrz =0

S')F
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Proposition 2.3.2. L’estimation suivante est vérifiée :

177" || L2(0e) < K

Preuve :
Prenons successivement comme fonctions-test (15, 0,0), (0,5, 0) dans I'équation (2.12),
avec )¢ dans HE () pouri=1,2.

ou) awf 1 ou)® Os op"e
— . L) dedrs = (——, ) g1 m
M/Z <ax dz; | n? Oxs Oy rod <8xi’¢l>ﬂ o
j=1,2 J J
Des estimations de la vitesse, on déduit :
Zapne € € ,
(n o 71/)z'>H*1,H(} < KqubiHHé(Qf) Vi=1,2 (2.16)

De méme, en prenant (0,0,5) dans (2.12) avec ¢§ dans H,(€Q°), on obtient :

op"*

‘( a ) 177b3>f-f LH}

< K195l (2 0y (2.17)

(2.16) et (2.17) induisent :
1 Vp" |1 (e < Ko

La pression dans I’équation de Stokes est définie a une constante prés. Soit p"° une
détermination choisie & moyenne nulle dans Q¢, d’aprés (1.5) pour Q¢ = A domaine
lipschitzien borné, on a :

Vo € LQ(QF) ||¢||TZ(QF) < Kqe ||V¢||H—1(Qe)"s + /¢ dx (218)

Pour ¢ = p"* avec [, p™drdr; =0, on a d’aprés (2.18) :

Ul (2.19)

Hpﬂéle QE < KQF
n

V™| g1y <

Le théoréme suivant nous donne le probléme limite :

Théoréme 2.3.3. Pour € firé, lorsque n — 0, n*p" converge dans L*(Q) vers p(z),
unique solution dans H'(w) de :

hmin

€\3
/(1/72) V.p.V,odr = /—ev ¢dq~./ /9-” dry | ¢ dov Vo € H' (w)(2.20)

w ow 0

avec

/he(m)pedm =0 (2.21)

w
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Preuve :
Partie 1 : Convergence et régularité supplémentaire

D’aprés la proposition 2.3.2, n?p" est bornée dans L?(¢) et il existe p¢ dans L?(Q°)
tel que une sous-suite extraite de p" converge vers p¢ dans L?(Q2¢) faible. Donc on a
aussi :

ap" 8]9‘
dans D'(Q
" 1y 8373 ans D'(Q)
D’aprés (2.17) :
819"‘ g9
8?"3 8373

Soit ¢ = (xz3(z3 — h(x))0(x),0,0) ou @ appartient & D(w). Tenant compte de la
régularité de he, la fonction n*)¢ est une fonction test pour (2.12) :

8717176 . 871171'[6 )
i E 5 (x3(zg — h(2))0(x)) dx dxs + p (2x3 — h%)0(x) dx dxs
TZ ./Z' . 8'7/13
»
—1’ /pne— (x3(xg — h(2))0) dx dos =0
. 0,

Qe

Passant a la limite en 7 :

€
ou
8173

(223 — h*(2))0(x) drdrs — /p‘(:c) /(xz(:rg )2 )y | dw =0

Qe

g

D’autre part :

0 Oh (P a0 (h)2one ) 0 [ (h)?
/((h)a—a9> d( 6 ot 2 on’)” 6!

€
ou

H(2ry — B (r))B(x)) drdr + /pe(m)i <(h6)39> dz = 0

En utilisant la formule de Green :

1 opf
—Q/L/uﬁﬁ(x) dx dxs + /L/slhF 5 (h)*,0 >p p=0
4o

Q€ w

Ceci étant vrai pour tout # dans D(w), s’écrit aussi :

- he (he)3 ape
Uy = ——S1 —
2 12 Oxy

dans D' (w) (2.22)

ol on l'a noté :

hﬁ

- .
uj = /uldxg

0
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De la méme fagon, en choisissant ¢ = (0, z3(x3 — h*(z))0(x),0) on obtient :

he (h‘) ap*

Uy = —59 — 12, 93 dans D'(w) (2.23)

5

(2.22) et (2.23) impliquent que V,p¢ appartient a L?(w) car u§ est dans L?(w) pour tout
i =1,2. Donc la limite p® est en fait dans H'(w).
Partie 2 : Détermination du probléeme limite :

Dans I'équation de la divergence (2.13), on choisit ¢ € H'(w) comme fonction test :

0= /divnu"‘qﬁ dr dvs = — /u"‘.anﬁ dr drs + / u™ . nodo

O O o0e

Tenant compte des conditions en vitesse sur 0€2¢, il vient :

0 0
_/u?‘a—zdxdxg—./ug‘a—idaz‘dmg—i—./g.n ¢pdo =10

Q¢ Qe T,

En passant a la limite, comme g ne dépend pas de 7, il vient :

99 99 _
— / ulam] drdxs / u28m2 dx dxs + / gnodo =0

Qe Qe T,

0 B
/ 8T1dx_/u28 dx+/qn¢da 0

w Fl

qui s’écrit, aussi :

En utilisant (2.22) et (2.23), on obtient :

)? Op° D¢ e 09 _/ 1
Z/< 124 anan* m) v=[gn ¢ do VéEH (w)

I
D’autre part :
hmin
/g.n ¢ do= / / gndxs | ¢dx
l.“l éw .0
On obtient finalement :
hm,in
h¢ h¢
/(12) Vup Vo doe = /Es.vmqﬁ dx—/ / gndxs | ¢dx
w w éw .0

Cette équation correspond a la formulation variationnelle d'un probléme de Neumann
admettant une infinité de solutions définies & une constante prés, mais p7° vérifie la
condition supplémentaire :

7 /p"F dr dxs = 0

Stzf
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Aprés passage a la limite, comme p® ne dépend pas de x3, cette condition s’écrit :

/h,e(a:)p6 dx =0

w

et assure 'unicité de la limite p© et la convergence de toute la suite p"°.

Remarque 2.3.4. La formulation forte associée a (2.20) est :

(divw (@Vmp‘) = div, (%9) dans w

< hmin 92

op° 12p 61
i (hey? / g.n drs + W Z S;.m;  sur Ow
\ 0

i=1
Le champ de vitesse limite se calcule alors par le :

Théoréme 2.3.5. [a vitesse limite est donnée par

Op° 3 _Si

I8 T8 (g — b ,- = 1,2 9.24
8mi2u(x3 ) pca T si i (2.24)

U:(.’L’, ZL‘3) =

us(z,3) =0

Preuve :
On prend successivement (1?15, 0,0) et (0, 7%, 0) comme fontions-test dans I’équation
(2.12) avec ¢ € Hy(2), i = 1,2. On passe a la limite et on obtient :

ou; v
M‘ 8373 8373

Qe

dwdis + /aiwi dedrs =0 Vi=1,2
J Ox
QF

Ce qui s’écrit dans H'(Q°) :
®us  Op°

On intégre deux fois, par rapport a x3 et on utilise les conditions aux bords données
dans la proposition 2.3.1 pour fixer les constantes d’intégration.

[ Vi=1,2

O

2.3.3 Comportement asymptotique des contraintes

Les résultats précédents permettent de connaitre la pression et la vitesse. D’autres
quantités caractéristiques de I’écoulement intéressent le mécanicien. Ce sont les efforts
et les contraintes exercées (ponctuellement ou en moyenne) sur la surface solide par le
fluide. Nous nous intéressons dans cette partie, aprés en avoir rappelé les définitions, au
comportement asymptotique de ces grandeurs quand 7 tend vers zéro.
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Dans un premier temps nous donnons un résultat de convergence relativement immeédiat
qui ne concerne pas les “vrais normales” mais les normales aux surfaces rescalées.

On s’intéresse ensuite au comportement limite quand 7 tend vers zéro des contraintes
dans le vrai domaine et en particulier sur I UT'_. Cela fait intervenir non seulement le
caractére oscillant des termes du tenseur des contraintes, mais aussi le caractére oscillant
de la frontiére elle-méme au travers des normales a la surface sur I} ol nous n’obtenons

, ne . 3 .
que des résultats de convergences en moyenne sur I';". Par contre sur I'_ qui n’oscille
pas, on peut obtenir des résultats asymptotiques ponctuels.

Un second théoréme nous permet d’obtenir la convergence souhaitée des efforts sous
une hypothése supplémentaire. On suppose que h¢, §"° et w sont tels que :

(H,) (0", p") est dans H*(Q") x H'(Q") [12]

On notera dans cette section f une fonction dans 'ouvert initial 27 et f la fonction
correspondante définie dans 'ouvert rescalé Q€ :

~ 23

f(Z, Z‘%) = f(Z, ;)

Définition 2.3.6. Dans le domaine initial Q", le tenseur des contraintes 6" = (075 )i j=1.9.3

j
est défini par :

e oul*  ouj o,
Gl = ( + —a;_ ) i F#j

aZj
/\77(
(%
G = —p"t 1 9 !
" b a 62,

Pour une surface S dont le vecteur normal est noté n', le vecteur contrainte a cette
surface est :

&€ e
Définition 2.3.7. On étudiera la limite d’un vecteur contrainte normalisé défini par :

~ T)E ~ T)E A TE
Noyr Mo NOy3

Ane_ ~ Ne ~ Ne ~nNe ~ 1€
Ve = N091 109y 1093 n

2imE  2.mE 2 mE
1031 17039 1033

Les efforts correspondants sur une surface S dans la direction z; sont définis par :

E"‘:/\z"‘da i=1,2,3
S

Nous appliquons cette définition aux surfaces '}, et I'_ dans le systéme d’axes initial
(21, 29, 2z3). Posons :

Fﬂ;:/f/ﬂ‘da i=1,2,3 (2.25)
T

65



B = /f/z."‘da i=1,2,3 (2.26)

T

avec respectivement 2" et 1%, les vecteurs unitaires normaux aux surfaces FT et T'_

donnés par :

e 1
0z1 \/l-l- )2_|_( 2)2 0

('?hF 1
= Moz ohe a1 =n_ = 0
+ 2\/1‘}’ n3z1)2+ 775”2) T B 1

B \3 () OBE
\/]+ n@zl 322)

Remarquons que sans I’hypothése (Hy), V/(mm serait seulement dans H~ (89"5) donc

on ne pourrait pas donner de sens a FL et F"E

Nous voulons étudier la convergence de la contrainte Ve, définie dans Q7 & partir
de la normale relative a €27¢. Pour cela on se raméne a l'ouvert rescalé indépendant de 7
en utilisant le changement de variables (2.5); la contrainte sera notée V"¢ et s’écrit :

Ve =V = (b"(x)X").N{ sur ', (2.27)
et
Ve =V =¥ N_ sur '~ (2.28)
avec D e oo .
noly noly mois
= | nloy nloy; mogs
wog 1og; 105
et

¢1+<§’;§) + ()2
\/1+ NGe)? + (N555)?

N¢€ est le vecteur unitaire normal a la frontiére de Q¢ dans le systéme d’axes (z, x3),
en particulier on notera pour ce qui concerne les bords supérieurs et inférieurs :

b (x

_ 9hf 1
O N (G G 0
oh* 1
€ € — T D1 NG € € = =
N —N+— Oxo \/]Jr(gzl)ur(g%)z N N_ 0
1 —1
VIHGD (52

Il est & remarquer dans (2.27) et (2.28) que le tenseur des contraintes normalisées qui
intervient ¥ n’est pas le méme que celui qui intervient dans la définition 2.3.7 de V"*.
Ceci vient du fait que pour étudier la convergence de V" sur I'(, la normale dépend de
n dans 'ouvert géométrique et n’est pas la méme dans I'ouvert rescalé, ce qui conduit a
travailler sur un terme modifié (voir lemme 2.3.10).
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Lemme 2.3.8. Lorsque n — 0 chaque vecteur ligne X} du tenseur normalisé L7
converge dans H (div; Q) vers le vecteur ligne 3¢ de :

ou§

€ __ € U
=10 p opgt
0 0 —p°

ou p° est la solution de (2.20) et (2.21) et u® est défini dans (2.24).

Preuve :
[’équation (2.2) s’écrit sous forme divergentielle :

0
— 0N+ —05 + 015 =0 Vi=1,2,3 (2.29)
2 Z3

En faisant le changement de variables (2.5), la définition 2.3.7 donne :

ne ne ne 1 ne ne
0 e 2Mau1 +u 0 (0Ouf N Ou, LM 0 ou N Oug 0 (2.30)
0T+ 014

81;1 al‘l 81‘2 al‘l ;a.’L"; E allfg
o (oul"  Oul 0 " Oua 1 0 (10oud Oul
—p" 42 — — - =0(2.31
Maxl (83:2 + 0xy ) + 0xo ( pr 'u&r2> Mn Oxs (n Oxs + O0xy ) ( )
d (0ouy” 10uj 0 (10uy  Ouy 10 e 20 0uy
- - ST e ZEEI ) — (2,32
“am] (8.7:1 * n O0xs ) +'u8.7:2 (77 0x3 + 0xy + 1 0x3 L n Oxs ( )

Multipliant les équations (2.30), (2.31) et (2.32) respectivement par n?, n? et n* on en
déduit : (la normalisation sur les contraintes a été choisie pour cela),

div ¥ =0 Vi=1,2,3
Les estimations en vitesse et pression impliquent que :

1272y < Ko Vi=1,2,3

On déduit la convergence dans H (div; Q) de X7 vers une limite notée X et calculée en
passant a la limite dans (2.30) (2.31) (2.32).

U

Proposition 2.3.9. On suppose que :

(HQ) h([L‘,U) € Cg(wx]OJI[Q)
Alors, on a :
i) b1(z) est borné dans W™ (w)
i) b (x) converge fortement dans W (w) vers

Ohs Oh¢
b(x) =4/1 2 2 2.33
) =1 Qe (O 239
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Preuve :

De I’hypothése (Hy) sur h(x,y), on déduit que he(z) appartient a C*(w). La dépendance
en 77 du dénominateur de ™ (z) implique que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre 2 sont

bornées dans L (w) quand 7 tend vers zéro, ce qui démontre le point i).

Par compacité de W2 (w) dans W' (w), on déduit de i) qu’a une sous suite prés de
b(z) converge fortement dans W' (w). Par ailleurs, b"(z) converge ponctuellement
vers b°(z) défini par (2.33), ce qui par unicité de la limite termine la démonstration.

O

Lemme 2.3.10. Sous ’hypotheése (Hy), b"X]C converge faiblement dans H (div, Q) vers

beXe
Preuve :
Pour tout ¢ dans L*(Q€), d’aprés la proposition 2.3.9 ii) , on a :

b — b fortement dans L*(QF)
Du lemme 2.3.8, on sait que :
Y7 — ¢ faible dans L? ()
donc
/b”ezyego dr dxz — /b"EZT(p dx dx;
Qe Qe

De la méme maniére, on obtient, :

[ aiv sy

Stzf

@ dx dvz — / div (0" X)) p dx dx;
o

Ce qui termine la démonstration.

1 3
Théoréme 2.3.11. i) V" défini par (2.28) converge dans <H020(F,)’>

appartient a L*(w)? et qui vaut :

apE hE S]
8.%1 2 ,uhle
Ve=| Op h° n 52 sur '
a.’I}Q 2 Mhe
p€

ii)Sous Uhypotheése (Hy), V' défini par (2.27) converge dans <H§0(Fi)’>

appartient a L*(w)? et qui vaut :

L Oht  Op° h* 1
p 61;1 61;1 2 Mh‘
Ve = (Oh  Op° he S9 sur T
p o T Ko
31‘2 31‘2 2 he
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Preuve : ,
i) D’aprés le lemme 2.3.8, X" .N¢ converge faiblement dans (H*%(GQG)) vers XN

1 3
En prenant une fonction test dans <H§O(F,)) , on obtient :

ou
VICS NN =SON o = | O
Ox
3
pE

D’aprés le théoréme 2.3.3, p© est dans H'(w). En utilisant la régularité C*(w) de h° et

€

ous
(2.24), la trace de a“z sur I'_ est dans L?(w) et égale a :
T3

8]96 h¢ S

O 2 he

ce qui donne (2.34).

. 3
ii) D’apres le lemme 2.3.10, 5737 N¢ converge faiblement dans (H’ﬂ@ﬂ‘)) , VEIS

1 3
b3 N€. En prenant une fonction test dans (HUQO(Fi)) , on obtient :

<p‘ Oh* N Hauﬁ ) 1
Ox O, oh¢ oh¢
] ' \/ 1+ (=—)% +(

)2
8.?7] 8372
1

Py +u ) \/ ohe., . Ohe,
0 Oy Oh¢ Oh¢ A/ 1+ +
X9 : \/1+( )2+( )2 (axl) (axQ)

 Oh° ous
VIC = b (2)S N =

al‘l aZL'Q

€

Oh¢ Oh¢
\/1 + 0+ Gy

-p

€

D’apreés la régularité H'(w) de p¢, en utilisant (2.24), la trace sur I'{, de 5 * est dans
T3
L*(w) et vaut :
ous opc ht s
L= —— — — Vi=1,2

013 0x; 2 he

ce qui donne le résultat.
0

On donne maintenant les efforts limites F'{ et F'© dans le lemme suivant :
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Lemme 2.3.12. Sous les hypothéses (Hy) et (Hs), les efforts limites sont :

ahe Op° he S1
— — pu— | dx
/< a$1+3x12 th) v
w ahe apf he So
b= — 2 da .
B= /< 0z * 0xy 2 th) v sur T}
— /p‘dm
/ W)
— — p— | dx
. 8.7/‘] 2 th
w/ ape he S5 d
‘= - M3 1x
F- = i 0xry 2 Hoe sur T
+/p‘dx

Preuve :
D’apreés le lemme 2.3.8, ¥"°. N converge faiblement dans H~ (89 )¥ vers L. N¢ qui est

un élément de (LQ(GQG)) ,ona:
< YN 1 >= /EE.NGda
a0

On peut donc intégrer chaque composante sur des morceaux de la frontiére de 0.

1
Sur I'} T'élément de la longueur est do = dx et on obtient I’effort

Oht Oht
\/1+ oy + (G

 Oh* ou
Ft. = YN, de 1=1,2
* ./( / ( aTl 8T3> v ’

%

limite :

et pour la troisiéme composante :

De méme, on intégre X. N sur I'_ :

Ffi:/(ZF-NF)i daz/ /Lg“7 dv i=1,2
x

Tr_ w

et pour la troisiéme composante :

Fe, = /pE dz
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€ €

us
D’aprés (2.24), on exprime — en fonction de

dans les expressions de F'{; et F*,,
et on trouve le résultat.
O

Remarque 2.3.13. On a démontré la convergence des contraintes normales sur la to-
talité du bord, mais dans un sens trop faible pour séparer le bord en morceauz. Donc on
pourra seulement dire que formellement F$ (resp. F© ) est la limite de F* (resp. F')

2.4 Etude asymptotique quand ¢ — 0

Dans le paragraphe précédent, le probléme asymptotique (2.20) (2.21) a été ob-
tenu aprés avoir fait tendre 7 vers zéro. Il vérifie une équation de type Reynolds dans un
domaine mince en présence d’une frontiére rugueuse. Nous utilisons la théorie de I’homo-
généisation pour étudier son comportement limite quand le paramétre € de la rugosité
tend vers zéro. Nous commencons par quelques rappels sur la convergence double échelle
avant de 'utiliser pour étudier le probléme (2.20) (2.21).

2.4.1 Rappels sur la convergence double échelle :

Rappelons pour la dimension n les espaces fonctionnels qui seront utilisés dans la
partie suivante :
CA(Y)={®ecC®R"), Y — périodique}

H(Y) = le complété de C°(Y') pour la norme H'(Y')
D(Q,C¢(Y)) = Despace des fonctions de D(Q2) a valeur dans C3°(Y')
L*(Q, H,(Y)) = Despace des fonctions de L?(Q) & valeur dans H(Y)

L*(Q, H,(Y)/R) = lespace des fonctions de L*(Q)a valeur dans H, (Y)/R

V() = {p € L3(Q). g—@ e ()}

Définition 2.4.1. [16] une suite v¢ de L*(2) converge double échelle vers une fonction
v de L*(Q x Y') si pour toute fonction ¢(X,Y) de D(Q,CF(Y)), on a :

lim [ o5(X)6(X, 2)dx — //1;(X,Y)¢(X,Y) dX dY
QY

e—0 . €
Q

le symbole —» désignera la convergence “ double échelle”

Lemme 2.4.2. [16] De toute suite v¢ bornée de L*(Q)), on peut extraire une sous-suite
qui converge double échelle vers v(X,Y) de L2(Q2xY) et on a pour toute fonction ¢(X,Y)
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de L2(Q,Cy(Y)) :

e—0
Q

lim UF(X)qﬁ(Xé)dX://U(X,Y)¢(X,Y) dX dY

Lemme 2.4.3. [2] Soit (v°) une suite bornée dans L*(Q) et soit v sa limite double
échelle, alors v¢ converge faiblement dans L*(Q2) vers © défini par :

U= /7)(X, Y)dYy
Y

Lemme 2.4.4. [2] Si (v¢) est une suite bornée dans H'(S2), alors sa limite double échelle
est dans H'(Q) et ne dépend que de X ; de plus il existe une fonction vo(X,Y) de
L*(Q, HL(Y)/R) telle que :

Vxv© = Vxu(X) + Vyue(X,Y)

Lemme 2.4.5. Soit (v°) une suite bornée dans V(x,), soit v(X,Y) sa limite double

0
échelle, alors il existe une fonction vi(X,Y) de L>(2 x Y) avec " dans L*(Q xY)
telle que : "
ov ove ov ovy
=0 et — X XY
OYn ¢ 0z, axn( Y+ ayn( Y
Preuve

Soit (v¢) une suite bornée dans V (z,,), alors il existe v dans L*(2xY) et p dans L*(2xY")
tel que pour tout ) dans D(Q,C3°(Y)) on a :

/\UE(ZL‘JIEH)'I/}(IJZL‘HJEJxn)dxdxn }//U(xaxnayayn)z/)(xaxnayayn) dlL‘d.’EndUdUn
€ €
QY

Q
ov° T X
—([L',.’En)d)(.’lf,xn, ;7 -

0z,

(2.36)
6")dxd:cn—>//ﬂ(ﬂf,wmy,yn)ll)(%xmy,yn) dz dx,, dy dy,
QY

Q
En intégrant par partie, on a :

ov* T T oY T T
€ | — (2, 2,)0(x, 2, =, ) dr dx, = — /ve(m,xn) €— (T, Tp, —, —) +
] Oz, € € o, € €

Q Q

9
OYn

T x,

(x,Tp, —, —)) dz dx,
€ €

En passant a la limite dans les deux termes, tenant compte de (2.36) on obtient :

0
0= //v(m,xn,y,yn)—wdm dx,, dy dy,
J . OYn
QY

Ceci implique que v(z, ,,y, y,) ne dépend pas de la variable y,,.
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On choisit maintenant dans (2.36) une fonction ¢ qui ne dépend pas de la variable
Yn. En intégrant par partie, on a :

. Oy B ove
/v e dr dx, = — axnw dx dx,,
Q Q

En passant a la limite dans les deux termes, on obtient :

0

//an dx dx, dydyn—//p@/)dmdxndydyn
T

QY Qv

Comme 1 ne dépend pas de la variable y,,, on a :

Posons : y
ov
X,)Y) = — dsp
n (X, Y) / (p 837") 5
0
) ov; . 9 e
v1(X,Y) est dans L*(Q2 x Y'), . est aussi dans L*(Q x Y'), v est y,-périodique et :
Yn
( ) ov 0vy
Ty Tns Y, Yn) — =
Ce qui termine la preuve. L.

€

Lemme 2.4.6. Si (v°) est une suite bornée dans L?(QQ), telle que (e=—) est aussi bornée
dans L*(Q)), i =1,n — 1. Notons v(z,Zn,y,yn) sa limite double échelle, alors
ov* ov

€ —
x; Oy

1=1,n—-1

Preuve

v©
Si (ve) et (ea—) pour un ¢ entre 1,n — 1 sont des suites bornées dans L?(Q2), alors il
T

existe v et py dans L*(Q x Y') tels que pour tout 1 dans D(€, C3*(Y')) on ait :

(
[ e vtemn 2 2 dede, > [ [ o, g0 505 00) do ds, dy dy,
€ €
Q QY
S
ov* A
€ a—(marn)w(ramna ™ _) dx dTn — p(ramna Y, yn)w(ramnayayn) dx dTn dy dyn
. T € € J o
\ Q QY

En intégrant par partie, on a :

Q
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En passant a la limite dans les deux termes, tenant compte de (2.37) on obtient :

0
//p(fv,xn,y,yn)w(w,xn,y,yn) dz dx,, dy dy, = —//v(x,:rmy,yn)a—w dz dz, dy dy,
QY QY

3 ny Jds In
_//v@xyywmmMW%
Ay

QY

.

Lemme 2.4.7 (Convergence double échelle forte). /2] Soit (v°) une suite bornée
dans L?(Q) qui converge double échelle vers v(X,Y) de L*(Q2 x Y'), on suppose en outre
que :

lifé o [r2(0) = [|v]|r20xv)

alors pour tout £ qui converge a double échelle vers £(x,y) € L*(QxY) on a :

vE— /v(X, YV)E(X,Y)dY dans D'(2) (2.38)
v

Proposition 2.4.8. [2] Toute fonction ¥ de L*(Q, Cy(Y)) satisfaisant :
11_1;% H\IJGHLZ(Q) = ||‘I’||L2(Qxy)

alors U°(X) = U(X, ) converge double échelle fort vers U(X,Y)

2.4.2 Homogénéisation

Dans cette partie, on rappelle des notations de la section 2.2.
w est un ouvert borné de R? et h(z) = fo] fU1 h(z,y) dy avec h(z,y) vérifiant (Hy).
On définit I'espace suivant :

H! ={¢pe H (w): / h(z)¢(z)dz = 0}

w

Lemme 2.4.9 (Inégalité de Poincaré généralisée). [20] Soit | une forme linéaire
de : H' (w) = R, alors il existe une constante K > 0 dépendent de | et de w telle que :

10ll22w) < K (IVOllr2wye +1US)) Vo € H' (w)

Lemme 2.4.10. ||V | ;2 définit une norme équivalente & la norme H'(w) sur H, et
on a :

1612wy < K[|V 120w V$ € H,

Preuve :
C’est une application du lemme 2.4.9, il suffit de prendre la forme linéaire :

16) = [ ha)o ds

w
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Théoréme 2.4.11. p¢ est bornée dans H'(w), et on a les convergences suivantes :

P = po(x), V.0 = Vipo + V,p (2.39)

ot (po, ;1) est Uunique solution dans H = H] x L*(w, H},(]0, 1[*)/R) du probleme varia-
tionnel mixte :

1

1 1 1
h3 h
/]] T (Vb + 1) (Va + 9,01) ddy = [ ][ 55 (Vatns 9,00 dn iy
0 0

w 0 w 0

hmin
/ / gndxs | ¢ dr V(0. ¢1) € H'(w) x L*(w, H(]0,1[%)) (2.40)
ow 0

Preuve :

Partie 1 : on sait déja que p est dans H'(w), d’apreés (2.21) .
On prend p° comme fonction test dans I'équation (2.20)

hmin
he 3 he
/ (12L (V.p)? do = /Es.vae dr — / / g.n dxs | p© dx

w w ow 0

3 €\3 b
o [ <| [ S99 e] < Gl Vo + K

w w

b € €
< §||S||(L2(w))2||Vmp'||(L2(w))2 + K| [p*|| a1 (w)

En utilisant (2.21) et le lemme 2.4.9, il est facile de démontrer que :

||p€||H1(w) S I(HV.TPE||(L2('w))2
On obtient :

. 12p (D
IVap ||T12(w)2 < 3 <§3(L2(w))2 + K> <K

Le lemme 2.4.4 de la convergence double échelle permet d’obtenir 'existence de pg
et py tels que (2.39) soit vrai.

Soit (¢, ¢1) dans C*(w) x D(w, CF(]0,1[*)), on prend ¢+ €¢§ comme fonction test
dans (2.20), d’ou :

/ (g; Vap". (qusmvmqsl (z, f)wy@ (=, f)) _

w

he T T
/53. (Vm% + eV, 01 (z, =)+ Vo1 (z, —)) —/ / g.ndxs | ¢o do
€ €
w ow 0
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Or (h?)*V, ¢y est une fonction test pour la convergence double échelle (lemme 2.4.2),
€(h)*V 1 converge vers zéro et (h°)*V, ¢S est dans L*(w) et converge double échelle
fort vers h3V, ¢, (elle vérifie les hypothéses du lemme 2.4.7). On peut donc passer a la
limite double échelle dans chacun des termes produits de 'égalité ci-dessus :

///12 Vapo + Vypi) . (Vego + V1) ///—g (Vato + Vyo1)

hmin
/ / gndzy | ¢ do (P, ¢1) € C(w) x D(w,CF(J0;1[%)) (2.41)
ow 0

Par densité ceci reste vrai pour tout (¢o, ¢1) € H'(w) x L*(w, Hy(Y))
Il reste & démontrer I'existence et 'unicité du couple (pg, p1). On va utiliser le théo-
reme de Lax-Milgram en posant :

1 1
he 3
A 8. 0 o) = [ [ [ (Tt 9,00 (Tudd 4 Vi)
w 0 0

H est un espace de Hilbert muni de la norme :

(0, 00|15 = [IVaol[7200) + V117200

On vérifie facilement que A est une forme bilinéaire continue sur H*(w) x L*(w, Hy (Y')) ;
de plus elle est coercive dans H = H x L*(w, Hy(Y')/R).
En effet :

1 1
3
A((¢0a¢1)a(¢07¢])) 2 102—M/ / /(VI¢O+VU¢])2 d??(]y

00
X 11
o
12#/// V 00)’ y¢1)2) dmdy#—@/ / / Vi200.Vyo1 dr dy
w 0 0

le terme ///V ¢0.Vyprdrdy est nul par périodicité.

On ob‘rlen’r

—H(¢o=¢1)lln

Al(60,6), (90, 60)) > 75

Ceci assure 'existence et I'unicité de la solution (pg, pi) dans H du probléme (2.41).

O

76



2.4.3 Détermination du probléme limite

Nous introduisons maintenant les problémes locaux qui vont permettre d’éliminer la

deuxiéme pression p;.
Soient 7 les uniques solutions des problémes locaux suivants (z est fixé dans w) :

h3 4 )
div, <@(ei +Vy7rl)> =0 m e Hu(J0,1[) n L§(J0,1[*), i=1,2  (2.42)

div, (%vyw?’) - (g.vyh) e HL(10,17) N L2(]0,11%) (2.43)

Les formulations variationnelles correspondant aux problémes (2.42) (2.43) sont : (i =
1,2)
Chercher 7 dans H(]0, 1[*) N L§(]0, 1[*) tel que :

1

/ /hT ei+ V,m").V,pdy =0 Vo € Hy(]0,1[%) (2.44)

0

Chercher 7% dans HJ,(]0, 1[*) N L§(]0, 1[*) tel que :

11 1
h? 3

//@vyﬁg'qusdy_ //hi.vy¢dy Vo € H;E(]O,l[?) (2‘45)

0 0 0 0

Proposition 2.4.12. .
m e L®(w; Hy(]0,1[%)),i=1,2,3

Preuve :
Il est évident que : (i = 1,2, 3)

IVymlle2gonpy < e
ol c¢ est une constante indépendante de x et de w. (]

Proposition 2.4.13. On a la relation suivante :
2

0

0z ;
j=1
Preuve :

Soit ¢ = ¢g(7) 1 (y) ot gg(z) est dans D(w) et ¢1(y) dans CF(Y), (0,1)) est une fonction
test pour (2.40) :

///12 Vapo + Vyp1) (Vyd1)go(z) dz dy :///

w

l\3|3‘

y¢1 ¢0 )d$ dy
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11 1 1
h3 h
/ //@(VmpoJrVyp])-Vy@ dy ¢0(-T)d-7?_/ //Es.vm]dy o()dx
o 0 0

w w

ceci est vrai pour tout ¢q dans D(w), donc & z et pqy fixés, p; se trouve étre 'unique
solution du probléme variationnel suivant, :
Chercher p; dans H(]0,1[%) :

1 1 1 1 1 1
b h h
Q/ Q/ mvypl.vy(ﬁl dU = _/ _/ §S.Vy¢1 dU - '/ ‘/ ﬁvmpovy(él dU v¢ € H:,vlﬁ(]OJ 1[2) (246)
0 0 0 o0 0 0

on pose

Opo i,
v= Z a; +7%, ve LX(w, Hy(]0,11%))

On veut montrer que v Verlﬁe aussi (2.46), pour cela, on calcule :

11 s
I = //@Vyv.vy@ dy
0 0

On remplace v par sa valeur en fonction de pg, on obtient :

2 1 1 1 1
h3 apo i h3 5
= E 1 //—12,“63312 Vv, .V,,dndy+//—12vy7r YV, 1y
oo 00

(y) comme fonction test dans (2.44), avec ¢;(y) dans

H,(Y), ona:

h3 ap()
— j=1,2 2.4
//12”6331 ei+ V') Vypr =0 Vi=1, (2.47)

¢1(y) dans Hy(Y') est aussi fonction test dans (2.45), on a :

1

1 11
h? S
00 00

0

Remplacant, (2.47) et (2.48) dans la formule de I, on obtient :

9 1
h* dpo
Z//mm)ﬂv@ //4V@@
=0 o0

ce qui implique que

1

1
h
1= [ [ 550y - //—WMJMMQ
0

0
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donc v est solution de (2.46), et par unicité p; = v

O

Théoréme 2.4.14. py € H! est l'unique solution de I’équation de Reynolds homogénéi-
sée :

~ hmin
om0 [ h 0
/ Z a—];?ai T—/; (591 — bZ(T)) a;i dT/ / gndrs | ¢dx Ve e H' (w)

hy=1 ow 0
(2.49)

ot A(x) = (a;j(x))iz1 2 est la matrice définie par :

11 ) _
ois@) = [ [ 530+ 5) dy (2.50)
0 0

12M 8%
// h3 on? 19
= 1=
124 67,17 ’
0
Preuve :

Choisissons (¢, 0) comme fonction-test dans (2.40), avec ¢ dans H'(w)

hmin
///12 (Vaupo + Vyp1) Vo = ///—9V¢dey/ /gd.?:3 .no dx
w w ow 'U

En remplacant p; par sa valeur donnée dans la proposition 2.4.13, on obtient, :

h® Opg orl\ 0¢ B
Z///mar ( +ayi>ami o dy =

zyl

hm,in

///(-s V) Vaodedy - [ U/g dry | 6 do

ow
ce qui implique I’équation (2.49).
Pour montrer I'unicité de py, il suffit de montrer que la formulation (2.49) correspond a
un probléme coercif. Pour ceci on va montrer que la matrice A(z) est symétrique définie
positive.

J
On prend ¢ = 71r_2 dans (2.44)

1 1
h? .
Q/ m€l+vyﬁ)vyﬁ'7 dy:()
0 0

Alors, (2.50) se met sous la forme :

1 1

h’i

(IZ] //m Pl+vy’ﬂ')(f’]+vy7r)d
0 0
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ce qui montre en particulier que A(x) est une matrice symétrique.
Soit € = (&, &) un vecteur de R? :

ELAE = //12 2576+V7T (e;+V,m! fjdy—//12 ( 767+V7r))2dy

donc

3 1 1 9 2
ELAE > 102—u/ / (Z Eile; +vy7r’?)) dy
0 1=1

0

12” // §1 e +Vy7r )2 +§2(6>2+Vy7r )2+ 26,6 (e +Vy7r )(€2+Vy7r )) dy

D’autre part, pour chaque i = 1,2 :

00 00
et
11 11
2 / /f &(er + Vym )(PQ“‘VU'N?) dy =2 / /g@vyw Vy7r2 dy
00 0 0
Alors
3 3
a a
] D du+—// Zf V1) 4 26ia(er + V) (62 + Vo) | dy
H ie1 20
0 0 00
a3 1 1 9
2] [ ] fena vesor
[
On a donc
t
e > 1 [ef
ce qui assure la coercivité de (2.49) O

2.4.4 Contraintes homogénéisées

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux limites des forces s’exercant sur les inter-
faces fluide-solide en terme de contraintes et d’efforts. Pour faire converger les efforts,
on aura besoin de supposer que la fonction h¢ ne dépend pas de € sur Qw et on notera
I’hypothése correspondante :

(Hs) Vo € 0w h(x) = hy(x)
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Lemme 2.4.15. Soient V{ (resp. V< ) les contraintes définies dans le théoréme 2.3.11,
alors lorsque € — 0, sous ['hypothése (Hy), on a les convergences suivantes :

D o)~ 3 P 0) () — i
—(po) — —C1;\T) — a1\r) — us1n
8.7?1 . 87"7 J
Ve converge dans(H ' (w))? faible vers Vi = o ~ 2 9po —
8.—7?2(p0h) — 2 a—T](‘27(T) — dy(x) — psgh~!
—po(z)
et
s Opo T
pr ﬁcu(ﬂ?) + di(x) + psih
T
€ —1 3 - _ 0 —
Ve converge dans (H™")(w)” faible vers V_ = 2521 %c%(z‘) + do(a) + psph D
j
po()
avec

1 1
oI\ h
cij(m)—//<5ij+aiy>§dy i=1,2
0 0 7

1 ]6 ,
T
d;(r) =
(T) //a%
0 0
Preuve :

On va étudier la convergence de chaque composante de V donné dans (2.35) et qui sera
noté Vi =1,2,3. Pour tout ¢ dans Hj(w), on a :

€ eahe ap5h5 S’i .
< Vi, >H1,Hé:/<pax' —i—ax_E)(pdx—u Egpd:r 1=1,2

w

h
—d ,=1,2
5 Y ! ;

w

et la troisiéme composante :

< V—i3a ¥ >H*1(w),Hé(w): - /pegp dx

w

Appliquant la formule de Green sur le premier terme, on obtient :

0 i
hego—l—peafhe) dr — %gpd:r i=1,2

6 1 Op*
< Vi@ >H-1(w), 0l (w) = _/ <§ ox;

w

w
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Quand € — 0, on utilise le théoréme 2.4.11; on obtient la convergence vers :

1 1
18190 6p1 dp / //dy .
h h da dy — Y sipd —=1,2
///( >(on, ayl‘) oty vy —p [ [ [ sede
w 0 0

Remplacant p; par sa valeur en fonction de pg, et appliquant la formule de Green sur le
deuxiéme terme, il vient :

dpo Opy O Or
hodx d
/// (an . Bryayz+ai>9@$1j+
1 1 8 1 1(]
,y )
_ dy 1y
'/'/,/ami(poh)sﬁdxdy ,u/ // - sipdr i ,

0 0 w

et
<Vis, o >pg-1m— — /pogo dx

w

La limite de V¢ s’obtient de la méme facon
O

Théoréme 2.4.16. Soient F (resp. F< ) les efforts définis dans le lemme 2.3.12, sous
les hypotheses (Hy), (Hy) et (Hs), quand € — 0, on a les convergences suivantes :

b _
I ( 32 ﬂcu(m) —dy(x) — ,us]h]> dz + [, pohony da

J=1 8.7?'7-
2
Fe a a —
+7 fw (a—izh - ; ai;jczj(x) — dy(z) — N52h]) dr + faw pohona dx

= [y polw) dx

et

a .
fw (Z? 1ap0(’17( z) + dy () + psih™ 1) dri=1,2

F¢ —

0
7]

[, o) dx

Preuve
On traitera chaque composante de F{ (resp. F' ) qui sont notées par F; (resp. F*; ) :

.  Oht  Op° h* ;
F, = /( 8T1+8TZ )dT /h_

w
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1 [ op° S; .
=3 aihe da:—l—/pehgn,;dx—u/ﬁd:r i=1,2

w ow w

Fjg/pedx

w

et

1
Comme p° converge dans H'(w), on a la convergence de sa trace dans H2(dw), on peut
donc passer a la limite lorsque € — 0 :

11
Opy  Opy / / // dy '
 do— - | si — 1,2
/// <6w, 81/,) hdx dy+ [ pohon; dx | dr Pi=1,
0 0

ow w

Remplacant p; par sa valeur en fonction de pg, on obtient :

Ipo apo onl  Or / / 1 )
_Z dr— | s [ = —1.9
/// (ax7 | ax] o + 6U7> hdx dy+ | pohon; dz si| dy | dx i ,

ow w

Pour la troisiéme composante, on a :

Fiy— —/po dx
w

La limite de F© s’obtient de la méme fagon.
O

Remarque 2.4.17. Pour éliminer [’hypothese (Hs), il suffit que h/a converge fort dans

w

H’%(aw), mais en pratique ce résultat parait peu exploitable.

2.5 FEtude asymptotique quand le rapport )\ = L est
€
constant

On se place dans la situation ou les deux petits paramétres sont du méme ordre. Cela
se traduit par l'introduction du rapport :

A="1
€

Une difficulté intervient dans ce cas la, car le domaine dépend “doublement” du petit
paramétre €, a travers son épaisseur et par sa frontiére rugueuse. Le changement de
variables pour se ramener a un domaine indépendant a la fois de € et de 1 va nécessiter de
redresser la frontiére oscillante, introduisant des coefficients oscillants dans la formulation
variationnelle du probléme de Stokes et des difficultés techniques supplémentaires.

83



2.5.1 Formulation variationnelle du probléme de Stokes dans un
domaine indépendant de ¢

On introduit le changement de variables suivant pour se ramener & un domaine fixe
qui ne dépend pas de € :
Z3 T3

t=2, et 3= = —
T phe ke

(2.51)

Le domaine ¢ devient le domaine fixe :
B ={(t,t3), t ew, 0 <t3<1}
Proposition 2.5.1. Soit f dans L*(Q27)3, on a :
div,,,f =0 = divy, (nh*B*.f) =0

avec
1 0 0
B — 0 1 0
—t3 O —t3 Oh" 1
he 875] he atg 7’]]7,6
Preuve

Soit f dans L*(27)? telle que :
ofv [ 0fr | Ofs
621 + 8z2 + aZ‘;
En faisant le changement de variables (2.51), on obtient :
Ofi 1300 0fi 0fy t3 00 0fs 1 0fs
87‘1 he 87‘1 87‘3 87‘2 he 87‘2 87‘3 ’I]hF 87?3
en multipliant par nh¢, cette équation peut s’écrire :
0 0 Oh¢ 0 0 Oh¢ ofs
hef) + — (—nt = hfa) + — (-t =0
atl( f1)+6tg<n36tf>+6t2(n f2)+6t3<n38tf> Oty

qui s’écrit, aussi sous la forme matricielle donnée dans la proposition. [

div,,, f = =0

La formulation variationnelle du probléme (2.12)-(2.13) s’écrit dans B, en utilisant
la proposition 2.5.1 :

Trouver u" € H'(B)3, p" € L*(B) avec /h‘p”F dt dtz = 0 tels que :

B

3 2 €
o o 9 L0 ah,‘ L0 0y, | dr g
r 776 776 J J

o, on 9
/pne [ ( (1h01) + 5 (- %)) + 52| dedty Ve € Hi(B)(2:52)
"3

B
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divy, (nh B u™) =0 dans B (2.53)

u =g dans (Hz(9B))?

2.5.2 Estimations
Lemme 2.5.2. Dans B, a A fixé, on a les estimations suivantes :

ou" , ou" .
||L?(B)3 S K, 1= 1,2, ||—||T2(B)3 S K et ||u" ||L2(B)3 S K

e
Preuve

Il est plus facile de chercher d’abord les estimations sur la vitesse dans le domaine
Q€ puis les déduire dans le domaine fixe B.

Dans la preuve de la proposition 2.3.1 a € et n fixés, on a trouvé des estimations ou
les constantes sont indépendantes de €. Donc elles sont valables pour n = €\ avec A étant
fixé. D’aprés (2.14), on a :

ou"* ou"*
a3 < K. 1=1,2
31:7; ||L2(Q B > y 1 ) 4 || 3:1:3

||€)\ ||L2(Q5)3 S K, et ||Un€||[12(Qe)3 S K (254)

D’aprés le changement de variables (2.51), on a :

ou  ou"  Ohe w3z du"

= —= , =1,2
6t7 61;7 + al‘, he¢ 81;3 ! ’
donc )
ou'c ou™  Ohfx30u’\" 1 ,
dt dt; = — —dx d =1,2
B Qe
Sachant que
1 ey <
aTZ Le(w) = €
On en déduit d’apres (2.54) :
ou* K ,
||a—t7||L2(Qs) S ? Z:1,2

De la méme facon :

ou"* ou'c
= € <K
/(at3)dtdt3 /(a$3)hdxdx3_
B

Qe

D’apreés I'inégalité de Poincaré dans la direction de t3 dans B, on a pour une fonction
nulle sur le bord t3 =1 :

oun¢

/(u"‘)Q dt dt; < K /( o V2 dtdt; < K
. 3
B

B
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O

Pour la pression, on obtient directement les estimations dans B a partir de celles
sur la vitesse. Ensuite, on utilisera la convergence double échelle dans B et dans ()¢

successivement,.
Lemme 2.5.3. Dans B, a A fixé, on a les estimations suivantes :
122 S B s <
-B) S H- S —
ot (B) = 27 (B) P
Preuve
1 Oh¢

Choisissant d’abord (0, h T ¢) comme fonction test dans (2.52) avec ¢ € Hy(B),
k

avec k=1 ou 2 :

N

0 a o 0 O ) Dt Ot O di di

1 oul 9,1 0h 9 oht ¢

————(——=—p) dt dtz = dt dt

“/nhe Ot afg(he Ot ?) ’ _/p (87‘3(87‘k hf)> ?
B

En utilisant les estimations du lemme 2.5.2, on obtient :

L0 6h€ K
/ o (5 ,f) < Sl k=12 (2.55)

Prenons maintenant (0,0, ¢) comme fonction test dans (2.52) avec ¢ € Hy(B) :

2
J, . 0 Oh* J, . 0 oh* oui® dp | dt dis
wf lz(af )+ - CatnGa) ) ()t 0) ) + 5 8,3] -

=1

e
= °_T dt dt
/ P Ot ’

B

D’aprés le lemme 2.5.2, on a :

0
/ "6890 dt dts| < _||¢||H1 (2.56)

B

D’autre part, prenons (%, 0,0) comme fonction-test dans (2.52) avec ¢ dans H}(B) :

dtdts

2
) ) Ohe ) ) 1 Ohe B By
IE: € 77F _ _ 1
! “,/ [Z (87‘ (nh*ui) + Ot ar, M ot )> (87‘ (ne )+8t3( s ot 90)) Oty hedts
B
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9 B Ohe o
= el — —(—nt —) ) dtdt
[ (tner+ 5 £ a
B

ce qui implique que :

) ) Ohe
e (ne) dt dt; = I¢ e pty— | dt dt
./p o (nep) dt dtz = I +_/p o (77 o he) 3

B B

D’aprés les estimations du lemme 2.5.2 et (2.55), on en déduit :

L 0p K
[t deds < Sl (2.57)

B

De la méme fagon, prenant (0, %, 0) comme fonction-test dans (2.52), on démontre que :

 0p K
./pn.a_tht dts) < S lellmym (2.58)

B
(2.56) (2.57) et (2.58) impliquent les estimations annoncées.

Proposition 2.5.4. on a

1P| r2(m) < K avec /hfp"6 dt dtz =0

B

Preuve
Dans la formulation variationnelle p”¢ a été fixé a moyenne nulle dans Q€ :

0= / p"drxdry = / P he dt dts
Qe B
On introduit donc I'espace suivant :
Ve={¢pec L?B): /hf¢ dt dts = 0}
B

muni du produit scalaire (u,v)ye = [, hu.v dt dts. C’est un espace de Hilbert (un sous-
espace de L?).

Pour tout ¢ dans V¢, h¢¢ est dans Lj(B) alors il existe ¢ dans H,(B)?, avec h‘¢ = divi)

et on a [19]
1l sy < Kl|dive|[ 2y = K[| D]l L2(s)
Donc :
Oy Oy Oy
e e = "“(h¢¢) dt dtz = e dt dt
<p 7¢>V ‘/p ( ¢) 3 !/p (at] + atQ + at3 3

B B
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En utilisant les estimations (2.56) (2.57) et (2.58) :

N

. K
" Oyve < S1llmm) < 110l

Prenons ¢ = p, ceci implique :

Kb
[ dars < S o < 6 e

B

D’autre part, h¢ est minoré par a, on a :

ol [ < [ B et
B

donc :
K

1™ r28) < =

€

2.5.3 Convergence de la pression

Dans toute la suite, on notera Y =]0,1[> et (y,y3) € Y
Dans cette partie, on détermine le probléme limite quand € tend vers zéro en
utilisant la méthode de la convergence double échelle dans B dont les définitions et les
résultats de base ont été rappelés dans le paragraphe 2.4.1. On passera dans un deuxiéme
temps & la convergence dans le domaine ¢ par U'intermédiaire de ., = wX]0, hypae
indépendant de e.

Lemme 2.5.5. il existe p*(t) dans L*(w), tel qu’on a la convergence double-échelle
sutvante :

e2p"° — p*(t) dans L?(Bx]0,1[?)
avec
/Np)‘(t) dt =0
et
11
h= //h,(t,y) d
00
Preuve :

D’apres la proposition 2.5.4, et le lemme 2.4.2 de la convergence double échelle, il existe
pMt, t3,y,y3) dans L?(B x Y) tel que :

Eplt — p’\(t,tg,y,yg) dans LQ(B xY)

Montrons que p* ne dépend pas de ys; :
t

t
Soit ¢ € D(B,C¥(Y)), posons ¢ = ¢(t, 13, -, =), Alors (0,0, ¢) est fonction test
€ €
pour (2.52) et on a en détaillant les termes prépondérants :

o J, . 0 Oh* L 0 he o 0 Oh* Qui® 0¢° | dt dts
Jl—u./lz (et gt g} (g (oh) 5 a0 ) + 5525
B

nhe

—_

i=1,2
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o 106
= ——— | dt dt
/p <atg + 667/‘;) s
B

3

Multiplions cette équation par €¢’, on a d’apreés le lemme 2.5.2

‘6 Ji

o¢
e <K
/e P 6153 ayg> dt dt €

Aprés passage a la limite, on a :

)

//p’\—dtdtg dy dys = 0
dys

B Y

ce qui implique que p* ne dépend pas de la variable y5. Montrons que p* ne dépend pas
de t3 non plus.
On choisit ¢ indépendante de la variable ys dans D(B,C(]0,1[%)), on pose ¢ =

t
é(t, t3, —), et on prend (0,0, ¢°) comme fonction test dans (2.52) :
€

s D OB N (D a 6h€ o), 2uk 00 ] dt d;
B =

a €
3

B

2 on a d’aprés le lemme 2.5.2

a €
/EQp"‘a—i dt dt;| < Ke

B

Multiplions cette équation par e

2 7e| __
‘6.]2—

Apreés passage a la limite double échelle, on obtient :

/ / / —dt dtydy =0 V¢ € D(B,CE(J0,1[) (2.59)

ce qui implique que p* ne dépend pas de la variable t5. Montrons que p* ne dépend pas
de y = (y1,92)-

En prenant le méme ¢ dans D(B,C(]0,1[%)) et (
(2.52) :

0 P 0 oh* ne 0 e 0 YL3 oh* 87117]76 8¢‘ 1 dt dtg
of [Z(af (U + (s )) (gt g (nm e )+ S L 2

B =1

¢E

e 0,0) comme fonction test dans

9 t3 Oh'
= [ (00 + L t00) + (g G0 ) d

B
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Multiplions cette équation par €2,

limite :

on a d’aprées le lemme 2.5.2 et aprés passage a la

/// 2 - /// SACL Py

On a d’aprés (2.59) qui, par densité est vrai pour une fonction test dans L*(B, Hj(]0,1[%)) :

0 7‘38h
/// 87‘3 oy ) dt dts dy = 0
1 1 a
///p)‘—(bdtdt:,»dy—O
a?/l
B 0 0

p* ne dépend pas de la variable 3;. On démontre de la méme facon, que p* ne dépend
pas de la variable 5.
D’apreés la proposition 2.5.4, on a quand € tend vers zéro :

1 1
0= / Ehept dt dty — / / / hp(t) dt dts dy = / hp(t) dt
B B 0 0 w
1 1
Z//h(t, y) dy
0 0

ce qui implique que

ol

]

Ces résultats de convergence double échelle dans 'ouvert fixe B a frontiére redressée
nous permettent maintenant de passer a la limite dans I'ouvert rescalé oscillant ¢ en
prolongeant la pression par zéro dans €4, = wX|0, hyee[. On note p7 ce prolongement.

Proposition 2.5.6. Il existe & appartenant a L* (Qpmae X Y) tel que :

621_9776 - §(T1 T3,Y, y3) dans L2 (Qmam x Y)

avec
x
dys
et
p* () Vg < h(x,y)
{(z,23,y) =
0 YV x3 > h(z,y)
Preuve

On définit le domaine suivant :

Q= {(v,23,9): 2 €w, y€]0,1[% 0< a3 < h(z,y)}

90



D’aprés le changement de variables (2.51) et I'estimation de la proposition 2.5.4, on a :

1

7" 0,0 = 9"y = | [ Pneatdn ] <

B

K
2
d’ott lexistence de &(%, 13,7y, y3) dans L?(Q,4. X Y) tel que a une sous suite extraite :

P — € dans L*(Qan X Y) (2.60)
-Montrons d’abord que £ ne dépend pas de la variable y;3 :

Soit ¢(7,3,9,y3) dans D(Qyasr, CF(Y)) tel que ¢ = 0 si x3 > h(x,y). Posons

o (z, x3) = p(z, T3, E, E), alors (0,0, ¢°) est une fonction test pour (2.12) :
€ €

2
oul (Do 10y 1 0ul (0p 10dp 1 dp 1 0p
If= 3 — 2 (== dx drs = / —— ) dvdx
! M/[z]: ox; <8mi+€8y>+n2 0x3 <8x3+68y3 T n P 8T3+68y3 AT
= Qe

Qe

On prolonge u™, p" par zéro (ils seront notés "¢, p) dans Q,,4., multipliant par €,

on a :
‘64[]6‘ < Ke

et en passant a la limite, on obtient :

3 0
lim [G—/pne—(’pdxda"g = — / /f—dengyd%» =0
e—0 [n ay3

Qe Qmm Y
ce qui implique que £ ne dépend pas de la variable y3 pour z3 < h(zx,y).
€ et p* sont deux limites double échelle de la méme fonction, mais définies dans des
domaines différents. Comme les limites ne dépendent pas de y3 le choix d'une fonction

test indépendante de la variable y3 va nous permettre de démontrer d’abord que £ est
aussi nulle si x3 > h(z,y) puis de démontrer leur égalité dans la partie

Q= (0 <z3 < h(z,y))

en explicitant le changement de variables.

-Montrons que £ = 0 pour x3 > h(z,y) :
Soit z/) dans D(Qpaz, CF (0, 1[%)) tel que ¢ = 0 si z3 < h(z,y). Posons ¢ =

Y(z, s, — ) on a d’aprés (2.60) quand € tend vers zéro :
€

0= /62p"‘1/)‘ dr drs = / 1Y du drg — / &Y dx dxsy dy = / &Y drdrsdy =0

Qe Qmaz Qmaz x]0,1[2 Qmazx]0,1[2-Q

ce qui implique que
¢ = 0dans Qper x]0, 12—Q
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-Montrons que £(z, x3,y) = p* pour x3 < h(z,y)

1-
Soit 1) dans D(B,C3°(]0,1[%)). On pose (t,t3) = (1, t3, - ) Soit aussi p(x, v3,y) =

¥(z, %, y) et () = p(z, v3, E). D’aprés le changement de Varlables donné dans (2.51),
€
on a:

1
/EQp"‘w‘ dt dt; = /EQPHE(,OFE dx dzs
B Qe

On prolonge p" et ¢ par zéro dans €2,,,,, on obtient :

/EQp"Ed)Edtdtg— / PP eh dx dxs (2.61)

B Qma’r

En passant a la limite, on obtient :

///p pdtdtydy = / //{fgo dx dxs dy (2.62)

Qm(LT

ol P est le prolongement par zéro de ¢ sur ,,4,,%]0, 1[2. Comme ¢ est nul pour x3 >
h(x,y), le terme de droite de (2.62), s’écrit :

1
/§ x, 3, y)¢(T, T3, )Edmdmgdy

En se ramenant a Bx]0, 1[?, par le changement de variables inverse, on obtient :

1 1 1 1
/ / / PN dt dty dy = / / / €01, b, ) (1, L, y) di dty dy
B 0 0 B 0 0

ce qui montre le résultat ]

2.5.4 Convergence double échelle de la vitesse

Pour la vitesse, on peut passer a la limite directement dans €2,,,,

Proposition 2.5.7. Il existe u*(x, x3,y) dans L*(Qae x]0, 1[2) telle que :
7" = u*  dans L*(Qag x]0, 1)

avec

//ug‘ dy = 0 (2.63)

w =0 sizy > h(x,y)

et
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N o ou* ou?
avec u” est périodique en y et

" Oxy” Oy

sont dans L*(Qmae %10, 1[%).

On a de plus les convergences double échelle suivantes. 1l existe vy € L*(Qnaz X Y),

Ovg
ys — périodique, avec —— dans L*(Qpae X Y), telle que :

Y3
oue ou? L9
€ —» 1 = ,
ox; dy;
ou"* out Oy
- — + —
0xs Oxrs  0y3
ou}  Ouy 10u
Vo € w divyu = —2L 4+ 24 __—3
oy Y2 A Oz
Preuve
D’aprés les estimations (2.54) du lemme 2.5.2, on a :
12" 22(@man)p = ™[ L2(eys < K
ou'*
g : s < K i=1,2
6|| a/l/,l ||LZ(Qm,an)'3 — 9 )
ou'*
| 0x3 ||L2(Qmaz)3 <K

D’aprés le lemme 2.4.2 de la convergence double échelle, il existe u*(z,xs,y,ys)dans

L2(Qae X Y) tel que :

e — u?

~Montrons que u* ne dépend pas de la variable ys.
Soit 1) dans D(Qarx]0, 1[2)? avec ¢ = 0 si a3 < h(z,y) (c’est-a-dire ) = 0 dans Q).

Qe

maa:

ce qui montre que u* = 0 pour x3 > h(z,y).

Oz/u"‘.z/)‘d:rdxg /u"‘z/) dr dxs — / //u Ydrdrsdy =

/

Qmaz x]0,1[2—

Soit maintenant ¢ € D(Qpner X Y)? avec ¢ = 0si 23 > h(z,y). Posons

€ __
Y = QO([L',.’E;;, ;7

on a :

Qe Qe

ou* Jdp 10y
‘drdrs = — nef —— dx d
013 ¥ 0T aLs /u (6:1:3 te € 61/;) LAty =

oA

Qmaz

On multiplie par € et on passe a la limite dans €2,,,, on obtient :

0—///u—d:rdxgdy
Y3
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A
ce qui implique que 8— = 0 pour x3 < h(z,y), et avec le résultat précédent que u* ne
Ys
dépend pas de ys.

Comme " est bornée dans V' (z3), d’aprés le lemme 2.4.5 de la convergence double
échelle, il existe vg(x, 3,9, y3) dans L?(Qpee X V) avec :

ou"* our Oy
—_ — 4+ —
8373 8.103 8y3

et d’aprés le lemme 2.4.6 de la convergence double échelle, on a :

ou"* ou?
€ —
oz; Oy

Pour montrer (2.63), montrons d’abord que -~ / /uf3 dy | =0:

Soit ¢(z, x3) dans D(Qyas ), comme fonction test danq l équation de divergence (2.13),
on a :

oul  oult  10ul oul  ous 10us
/<u1+ ug L1 u3><pdxd:r3:/<ul+ L u3><pdxd:r3:0

0, Oxry  m Oxg 0, Oxy 1 Ox3

mazx

En appliquant la formule de Green sur tous les termes, on obtient :

e 09 | _pe0p 1, 0p
ne 7]F UF —
/ <u1 pr. +u 2 Bra —l— 6%;) dz dxz =0

Qmaa:

Aprés multiplication par 7 et passage a la limite, on obtient :

11
0
/ //ug\a—:; dx drsdy =0
0

Qmaz 0

11

0

8.—103 //ug\ dy | =0 dans €244
0 0

Q(w,x3) = ug (2, 3, ) dy
/1

Il est facile de voir que 5  converge faiblement dans V' (z3) vers Q(x, x3) en utilisant
le lemme 2.4.3. Donc sa trace en 23 = 0 converge faiblement dans L?*(w) vers Q(z,0).
On a démontré que :
0Q

8373

ce qui implique que

Posons :

=0
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Donc () ne dépend pas de la variable x3, d’ot :

Q(z,23) = Q(x,0) =0

ceci montre(2.63).
-Montrons enfin que divyu* =0
x

Soit ¢ dans D (e, €3 (10, 1[%)) avec ¢ = 0'si x5 > h(z,y). Posons ¢ = ¢(z, 23, =).
€

©° est une fonction test dans 1’équation de divergence :

oul*  Oud® 1 0ui
- “drdr; =0
/<ax1+ax2+nax3 ¥ a% 6t

Appliquant Green sur tous les termes, on obtient :
dp 10y dp 1 6(,0 1 dp
u dr drs + [ us | — + - dr drs + — /u"e— dz drs =0
/ ! <61:1 € 61/1) ° / 2 (63:2 € 67/2 ? n P Ows ;

En multipliant par ¢, passant a la limite aprés prolongement de la vitesse par zéro dans
Oy naz. ON Obtient :

NG 0 1,0 .
/< 68014— 26;/02 )\ 6(’0> dx dy dxs = /dlv,\u)‘gpdxdydxgz(]

Ce qui implique le résultat et termine la démonstration de la proposition 2.5.7 ]

2.5.5 Problémes locaux

On introduit les problémes locaux de Stokes suivants, définis dans un domaine noté
B2 qui dépend de \ et de z fixé dans w :

{—,quk)‘ LV = —e, k=1,2 (2,64
divw** = 0
avec w** y- périodique et :
w* = 0si 23 = 0etas = h(x,y)
dans le domaine :
By={(y,X):  ye€l0,1[* 0< X < Ah(z,y)}

et

{(h‘v‘j:fi: VIR =0 fans B (2.65)

avec w* y- périodique et :

=(0,0,0) si 23 = 0et w* = (51, 59,0) si 23 = h(z,y)
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Pour se ramener & un domaine fixe indépendant de A, on introduit le changement de
variables suivant :

% (2.66)

I3 =
Soit
B,'r, = {(Uax'i): Yy 6]07 1[27 0< T3 < h(.’L’,U)}

et les espaces suivants :

L2(B,) = {y € I(By), / o dy dy = 0}

Bz
Hy(B,) ={¢ € H'(B,), ¢ —y périodique}
Hyy(B:) = {é € Hy(B,). 6(y.0) = ¢(y, h(z,y)) = 0}

et les opérateurs :

0? o 1 0

Ny — — &+ — o —

YT T N,
o 0 10
Vy=(—, — ——
g (891’8?&’)\8373
1

diV)\:——F a a

oy, " By Noms

alors w**, 7%k = 1,2, 3 sont les uniques solutions des formulations suivantes :
Trouver (w**, 7%)(k = 1,2) dans Hg,(B,) x Lj(B,) tels que :

kX

1 /VAwk)‘.VAgp dy dxs = /Wk’\ divye dy dxs — /gpk dydzs Vo € H&#(Bm)3 (2.67)
l.;ﬂj : :

B By

/div,\wk)‘q dy dzs =0 Vq € L*(B,)
By
w** y- périodique, w* = 0 si z3 = 0et a3 = h(z,y)

et trouver (w*, 7*) dans Hj(B,) x L§(B,) :

1 /V,\w3)‘.V,\<p dy dxs = /7T3’\ divye dy dxs Yo € H&#(Bm)3 (2.68)

By Be
/divAw3’\q dy dzs =0 Vg € L*(B,)
By

w y- périodique, w3 = (51, 52,0) si 23 = 0et w* = (0,0,0) si 23 = h(z,y)
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Lemme 2.5.8. Pour \ petit, on a les estimations suivantes : (k =1,2)

1, OwkA 1, 0wk ,
FH,U)IC)\H’Z(BI)‘% <K, 2 ||a—||[z BEIRS K, et )\H o0 ||’42(Ba:)3 <K, 1=1,2
1, OrkA
kA _
|7 r2(m,) < K, XH s (2 L(B.) y <K i=1,2

ou K sont des constantes qui ne dépendent ni de x ni de A

Preuve
Pour k = 1,2, prenons w** comme fonction test dans (2.67), on a :

o /(V)\’U)k)‘)Q dydxs = /wk/\ dy dzs < Vb||wk 728, )3 (2.69)

B Bz

D’aprés I'inégalité de Poincaré, Pour toute fonction ¢ nulle sur le bord x3 = h(z,y), on
a:

lellz2a,) <b|| ||rz B.) (2.70)

Pour ¢ = w**, de (2.69) on déduit :

OwkA
u/(vw’“)2 dy das < V|| o 2,2 k=12 (2.71)
3

By

Ce qui implique que :

OwkA OwrA 1 Owk b/
| 12+ ] ||2+( = A > S/\24M

Oy 0y H Oz 2p

On obtient donc les premiéres estimations annoncées avec des constantes qui ne dé-
pendent pas de x.

Il reste a trouver les estimations sur ©**. Soit ¢ dans Hy,(B,), alors (¢,0,0) est
fonction test pour (2.67). On a :

0
/V,\w NViapdydrs = /Wk)‘_go dy dxs —/51kg0dyd:r3

oI
B Bz By
On a :
kA 0
‘( 5 ) = /Wk)‘a—go dy dzs| < /V,\wf)‘.v)\godydmg + /5]kcpdydx3
) HY, (L) i Y £ £

On obtient donc pour A petit :

a’ﬂ'k)‘
\< e

< Kllellmy, (5.

H1 (H'l#)l

0#?
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De la méme facon, en prenant (0, ¢, 0) comme fonction test dans (2.67) :

aﬂ.k)\

0y

, ) < K||90||H3#(B )
Hoy(Hog)'

l

Enfin soit ¢ dans Hj,(B,), alors (0,0, ¢) est fonction test dans (2.67), on a :

1 0
/VA11)§’\.VAgpdydm3 = X/ k)‘agp dy dxs
. i
Donc
1|, onk 1 0
e = [0 dyany| < / Vol Vg dydea| < Kl
T3 H(1)# (Hé#)’ J T3

Comme 7%} est choisi & moyenne nulle, on a alors d’aprés (2.18) :

I 2y < K | IV + / N dy des| | < K|V
B,
On en déduit pour A petit :
|7 28,y < K

O
Lemme 2.5.9. On a les estimations suivantes :
™| rgays < K. ||a§j:||L2<Bm>a < K emnagjnp by <K =12
N7 L2 s,y Ly S K et )2 <K i=1,2

Preuve
I existe un relévement I dans (Hj(B,))? des conditions aux limites de w*", tel que I =
(0,0, 0) 91 w3 = h(x,y), I = (s1,59,0) si 23 = 0 avec divl = 0 . Posons I* = (I, I, A3)
alors w3 — I* est fonction test dans (2.68) :

/V,\w3’\.V>\(w3’\ — M) dydzs =0
By

ce qui implique :
I3 sy < 193 i) < 5

Pour obtenir I’estimation sur la pression 734

est fonction test dans (2.68) et on a :

5\ Op
/V,\w?)‘.v,\cpdydxg:/ o dy dxs
n

By By

, on considere o dans Hy, (B,), alors (¢, 0, 0)
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On obtient pour A\ petit :

, )

67'(3)‘

Oy

dp K
_ 3 3
= | [ 5Ly < IV IVl < G5lelng

Bz

1 1
Hoy(Hog)'

De la méme facon, en prenant (0, ¢, 0) comme fonction test dans (2.68), on obtient :

||s0||

L, (HL,) =¥

Enfin, (0,0, ¢) est fonction test dans (2.68) :

1
7 /V,\wg)‘.v,\gpdydxg = - /7r3)‘a—90 dy dxs

. )\, 8373
By B,
Donc
o3 1 dp
X<ax3’@>ﬂ o L7 /”%ayl dy dz;| < /vAw Vapdydrs| < 2||90||H01#(B
' o7\ Moz B,

Comme 7} est choisi & moyenne nulle, on conclut pour A petit que :

K
3A
|7 22(B,) < 2 O
Ces problémes locaux ont été introduits pour exprimer la vitesse en fonction du
gradient de pression, qui traduit une loi de type Darcy.

Proposition 2.5.10. On a la relation suivante :
up =Y —wltwP =123 (2.72)

Preuve
La démonstration se fait en plusieurs étapes. On va montrer d’abord que u* est solution
d’un probléme de Stokes en y;, 9, x5 tel que :

op* op*
P.p. T EW: [L/V)\U,)\.V)\QD drs dy = / ( ap + @ ap > drs dy  (2.73)
Z )

x

puis que p* appartient & H'(w).
Etape 1 : Soit ¢ € (D(Qnae, C3°(]0,1[)?))?, avec ¢ = 0 si w3 > h(z,y) et divyp = 0.

x
Prenons ¢¢ = ¢p(z, x3, —). Alors ¢ appartient a D()) et peut étre pris comme fonction
€

test dans (2.12) qui s’écrit alors dans 4, :

2
ou" (dp 10y 1 ou"™ 0y
) - dx d
a / [; oz; (81;7; + eayi> + A2e2 Oz 6173] T AT

Qmaz
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B /pm(a@l+16901+6902+16S02+i6803

= dzr dx
Ory  €0y;r  Oxa  €0ys A ax3> v 4T

max

Comme divye = 0, on obtient :

2
ou" (0p 10yp 1 ou™ dy / e (01 | D2
. dx d el —— dzr d
a / [; Ox; (87"1 * eayz> * A2e2 Oxg 87"3] rem e : Y O " o 0Ty s

Qma.’l: Qma’r

Aprés multiplication par € et passage a la limite, sachant que u* et ¢ ne dépendent pas
de la variable y3, on obtient :

ou ou? 87)0 oy
///Zayz —ZdeT3dy+ / // 5Vl 8T a—gdg 8—3deT3dy

'ma,z 'ma,z

dpy Do
/ // (31‘1 6:1:2> dx dzs dy

Qma’r

1

/ dys = 0 par périodicité, et u* est nulle si 23 > h(x,y), donc on obtient :

871 1 ou* Oy \ R
w By

w By
(2.74)
Ce probléme est de type Stokes en z, y1, o, x3 ot le deuxiéme membre est une force.

Etape 2 : Montrons (2.73). Soit ¢ = 1(ys, x3) une fonction indépendante de y; dans

H{,(]0,1[x]0, hynin[). Notons 1) son prolongement par zéro dans B,. On suppose que
- _ 0
Y = [, ¥drsdy # 0. Posons ¢ = (%, 0,0) avec § dans D(w), alors ¢ est fonction test

dans (2.74) et en remarquant que divy¢ = 0 par construction; on obtient :

//V,\u Vo dx dxs dy—// 8T ( )dengy
1

’LUB»,- 'LUBT

Comme 6 et p* ne dépendent pas des variables v, 23, on obtient :

5 00
w/ (E/ Vauy Vg das dy dl"—/ Fr /w dxs dy d:r_/ B—ﬁdx

w

Donc
2
al‘l

<=

D, D’

/ /qulvwdm dy | dx



Or Vyu? € L*(w x B,)? ce qui entraine :
Al T

(B/ V,\u]\VAE drs dy | € L2(w)

€ L*(w)

“§1| =

et donc

87"]

A

0 iy ¥
De la méme fagon, on démontre que BL € L*(w), en choisissant (0, af, 0) comme
1)

fonction test dans (2.74) avec ¢ indépendant de la variable y,. Ainsi p* appartient a
H'(w).

On choisit maintenant comme fonction test dans (2.74), ¢ = 0(z).p(y, x3) avec 0 €
D(w), ¢ € Hyy(B,)? et divap =0 :

0 0
,u/ﬁ VAt Vg des dy dm—//p)‘ —(0p)1+=——(0p)2 | dx dzsdy
81;1 81‘2

w By

/L/< o1t ;\¢2> dl‘gdy}ﬁdx

Ceci étant vrai pour tout 6 dans D(w), ce qui implique (2.73).
En utilisant les problémes locaux (2.67) (2.68), on montre par linéarité que u* s’ex-
prime en fonction de p* par la relation (2.72). O

On démontre maintenant une relation de type conservation de flux qui permettra
dans un deuxiéme temps d’obtenir une équation de type Reynolds satisfaite par p*.

Proposition 2.5.11. on a :

0
// ud = 5\—80 dx dmg—/f.ngpd(f Vo € H' (w) (2.75)
81;1 aZL'Q
w By ow

f_/gd%'

avec

o

Preuve
Soit ¢ dans H'(w), comme fonction test dans I'équation de la divergence (2.13) :

dui’

a E
gpdxd:rg—i-—/ pdrdrs; =0
81;3

al‘l

gpdxd:rg—i-/ Bs

Qe
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En appliquant la formule de Green sur tous les termes, on obtient :
. O0p 0y
ul prs drdrs+ [ uinipdo— | ulf prs dr drs+ [ usnap d0+— ulnzpdo =0
Qe PIe% Qe ! PYes (ms
Tenant compte des conditions aux limites de la vitesse u"¢, il vient :
0 0

/u] a(’p dr drg — /7/2 a(’p deT3+/g.n90d(f—O
Qe Qe I

En passant a la limite (aprés avoir prolongé par zéro la vitesse dans €2,,,,), on obtient :

hmin
//u] (]TdT3+//112 dr drs = /g.ngp d(f_/ / gdxs | .ne do 0
w By w By ow 0

On peut maintenant trouver I’équation limite vérifiée par p*.

Théoréme 2.5.12. A X fizé, p* est l'unique solution dans H'(w) de :

817 dp - N / 1
dx b; — : d VYo e H 2.76
; / 7] 87"7 a’l"z z]:/ 7 a’l"z . fncp o ¥ (w) ( )
¢ = ow
/BpA dz =0 (2.77)
avec
ag\j:—/wf)‘dydxg, 1,7 =1,2, et bf‘:/w?)‘dydxg 1=1,2
B, By
Preuve

En remplagant (2.72) dans (2.75), on obtient :

//Z(Z—w +w; )g—w—/f.nwda Vo € H' (w)
T
w By =1 ow

Comme p* et ¢ ne dépendent pas des variables y et x5, cette derniére équation s’écrit :

op* Oy : 2 B
Z /837_7- or; ./wf/\dmgdy dT+;/ o, !/71)2‘3Ad373dy d.??_./f.ngp Jo

6,7=1 ow

FEn posant
af‘] = — /wg)‘ dzs dy, b = /q,)g’A dzs dy

B B
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on obtient I’équation (2.76).

Dans la suite, on va démontrer que A* est symétrique, définie positive, ce qui assure
I"unicité de p* solution de (2.76).

-Montrons d’abord que a3, = a), :

Prenons w'* (resp. w?') comme fonction test dans (2.67) avec k—2 (resp. k—1), on
obtient :
] /V,\wl’\.VAw”‘ dydxs = /wf’\ = a},
B, B,

/L/VAwQ’\.VAwD‘ dydxs = —/w%’\ = aj,
B Be

d’ou le résultat.
-Montrons que A* est définie positive : Soit &€ = (£, &) € R?, il faut démontrer que :

2
> Galg > 0. (2.78)
ij=1
et
2
Y Gays=0=¢£=0 (2.79)

ij=1

Pour cela, on utilise les problémes locaux. Soit &¢&;w’* fonction test dans (2.67), on a :

Mfifj/V,\wM-VijA drzdy = — /fifng/\ dy dzs = &&;a;;
En sommant sur ¢, 7 = 1, 2 on obtient :
1 / (G Vaw'™ + & V™) dydr;,» Z{l@ g

B, i,j=1

ce qui implique que :

Z &&a >0

i,5=1
Montrons (2.79) :

2
Z fifja;} =0—= / (GVaw'™ + €2V,\w2)‘)2 dy dxs = / (Vy (Gu™ + 6211)2/\))2 dy dzs =0
n=t Ba Ba

Comme c’est une norme dans ’espace H&#(Bw), ceci implique que

Sw™ + LEuwP =0
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En utilisant le changement de variables (2.66) dans (2.64), pour k = 1 et 2, &w'* + &
vérifie :

0= pul, (&wl’\ + 5211)”) = 6 VAT™ + &1 + EVAT + ey

Ce qui implique les deux équations suivantes :

a 1A 8 2)
51 +& + & 87; =0
1
67'(])‘ 671'2)‘
51 +f2 oy +& =0
Y2

En intégrant les deux équations en g, tenant compte de la périodicité de 7% (k = 1,2),
on obtient que :

Supposons maintenant que p} et py sont deux solutions de I’équation (2.76); on
pose P* = p} — p). En prenant ¢ = P* comme fonction test dans (2.76), alors P* vérifie

I’équation :
aP* opr*
2:/1 dz =0
191, O,

17]

D’aprés (2.78), en posant £ = VP*, on déduit que :
2 0P 0P
@ij ox; Ox;

=0 p.p.T €W
t,5=1

D’aprés (2.79), on en déduit que P* est constant. La relation (2.77) implique alors que
P*» =0, d’ott I'unicité.
0

2.5.6 Convergence des contraintes

Nous étudions la convergence des contraintes. Comme dans le paragraphe 2.3.3, nous
serons obligés de distinguer la partie supérieure I, “rugueuse” et la partie inférieure
['_. Sur cette derniére nous obtiendrons le méme type de résultat que précédemment, la
démonstration ne nécessitant pas de travailler dans tout le domaine (qui dépend de ¢)
mais dans 2,,,;,. Pour la partie supérieure, on est conduit & multiplier par une puissance
de € supplémentaire pour obtenir des résultats de convergence.

2.5.6.1 Contrainte sur la partie inférieure :

Théoréme 2.5.13. Sur I'_, le vecteur contrainte définie dans (2.28) converge dans
D'(C_)? vers la trace dans H—2(D_)3 de V> défini par :
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op* o

52 1
a (Z]] a.’L’j 81;3

op* 0wl

a~3)\
+ allfg

2
— (Zj] a,r] am3

N ow
8373

)\2p)\

1
awk 0
// 03 a 0x3 /

0

avec
])\
owy,

81;3

[ ow
/wi/\ dy | = 8;
/ 3

Preuve
D’aprés (2.28), on a :
Ve =" N_

ou X" est le tenseur des contraintes normalisé défini dans le paragraphe 2.3.3 et N_ est
le vecteur unitaire normal a la surface I"_.
['_ est considéré comme partie de la frontiére du domaine €2,,;, indépendant de e.
En utilisant les équations (2.30), (2.31) et (2.32) ou l'on a posé n = €\, on déduit
que chaque ligne de "¢ est a divergence nulle. De plus les estimations en vitesse dans
(2.54) et pression (proposition 2.5.6) ) restent vraies dans €2,,,, et impliquent que :

<K et €02 <K P F ]

¢2
175 1|22 (@min)
Ceci montre que chaque ligne X7 est bornée dans H (div, ;). Il existe donc T tel
que ¥ converge ligne par ligne vers ¥* dans H (div, Q).
De plus, d’apres les résultats de convergence double échelle des propositions 2.5.6 et

2.5.7, on peut déduire les convergences faibles suivantes :

1 1
u’t — ZL\X = //u)\ dU LQ(Qmin)3
0 0

ou’® A g
- dyd a 2 Qmm s
D //(am am> e //a L i)
0 0
ou*
€ —0 1=1,2
X
et
€ pne - p LQ(szn)
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Alors, aprés passage a la limite, ¥* est défini par :

87/
=Npr 0 —
b 8T3
£ = oul
0 =ap Ma—Q
I3
0 0 -\t

On en déduit aussi la convergence au bord :
SN =S N H 2 (0Qmm)?

Pour travailler sur la partie I'_ du bord, on construit une fonction test particuliére : Soit
. . 1
© = (¢1, P2, p3) appartenant & D(I'_)*. On peut construire une fonction de H? (9, )?

en posant :
R sur ['_
7T 0 sur 0y, /T

On a alors :

<Vj€’ SD>D,( )D(F,) — <E77€,N7, QO) = <E776,Na ¢>H7%(8Qm,in)yH%(aﬂm,in)

qui converge vers (XN, @) = (ZNN_, ©)D(r_),D(r_)

H™ 2 (0Qmin ) HE (0Qmin)
D’aprés (2.72), u? s’exprime en fonction de p* indépendant de x5 et des solutions des
problémes locaux. On peut déduire en dérivant en z3 que :

2 A
ou) op* Ow! N owH
8373 i 8?77 8373 8373

En moyennant par rapport a y, ( p* n’en dépend pas) :

— 11 ) 11 . _
ou} / / ou} du — Z op* / / 811)'27 / / owP Z op* ow 811);3)‘
ors J 0x3 v= = 0z J 8.773 dy = Ox; Ox3 8.7:3

Donc dans H2(I'_), on obtient le résultat annoncé. O

2.5.6.2 Les contraintes sur la partie rugueuse

Pour étudier le comportement des contraintes quand € tend vers zéro sur la partie
rugueuse qui dépend de ¢, il sera nécessaire de faire le changement de variables défini par
(2.51) pour se ramener a un domaine B de frontiére fixe. On s’intéresse a la convergence
de V" défini par (2.27). Les résultats de convergence sont obtenus en multipliant ses
deux premiéres composantes par une puissance de € plus forte que pour la contrainte sur
la frontiere I"_.
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Le tenseur des contraintes s’écrit dans le domaine rescalé B :

ou; 28h‘ t3 Ou,*
ot; Ot; he Oty

UZ‘—p"‘+2u< i=1,2

2 Julf
nhe Ot;
ne  (Oul 28h5 t3 Ou)* N ouj 28h6 ty Ou*
%ii = ot Ot; he Oty Ot Ot; he Ots
1 ou) N oul’ 26hft_36ugE

Le vecteur contrainte V' s’écrit dans B a partir de (2.51) sous la forme :

055 = —p" + 4

i#j=1.2

ne _ _me _
Oj3 = 03; =

> avec = Xe, 1 =1,2

2 ﬂfahe 2 __1ne Jh¢
N0 g;, 0129, +77(7

1

ne _ 2 _me 9he 9 _me Ohe ne
Vit = —N 0315, — 1022, T 1023 o o (2.80)
2(0h\2 2( 0he\2
V172G + (%)
3 1€ dh* 3 _ne dh* 2 e
“NO0319;;, — 03275, + 107033

On introduit donc un tenseur de contraintes A™ modifié de telle sorte que la troisiéme
colonne pour t3 = 1 soit exactement V' :

2 € 1€ 2 € 2 _ne Jh 2 Ufahe ne
heoli m*heoty  ts(—noiige — nPolygy +nots)
1
ne __ 21 € N 2 € 2 meoht 2 _MeOhE ne
A" = | n’hioy hogy  ta(—n’oy o, 0227, + 1033)

VUG (5

'3 € 1€ r% € 3 __ne oht 3 __ne dh* 2 _Mne
heos, hfogy t3(=n 0315, — N"032%5;, t1 033)

Lemme 2.5.14. Pour i = 1,2, eA]" et A3 sont bornés dans H(div; B) ou A} est le
i€ vecteur ligne de la matrice A",

Preuve
L’équation de divergence nulle (2.29) s’écrit en faisant le changement de variables (2.51),
d’aprés la proposition 2.5.1 sous la forme : (i = 1,2, 3)

0 0 Oh¢ Oh¢ 1
heol) + (h‘oh) + — ( ta——0o — t3—0h + — ) =0 (2.81)
77

6t1( Oty Ot3 ot i1 Oty

Le calcul de divy, A" en utilisant (2.81) donne :

1 1
dintgA?G = 772}16 ZE] 2h€ zn;
O\ L+ (G + (G P\ Gy - Gy
et
. € € __€ a 1 € : 1
lettgAg' 2h’ 0315, ot Ohe 2h gQ ot Ohs
! \/1+n )2 4 12 (G2 ’ \/1+” o)+ (5 )?
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Les estimations du lemme 2.5.2 et la proposition 2.5.4 sur la vitesse et la pression ainsi
que :

N ey = 2 L0 < K
at, L>(w) — at, 681/ L (w) >

impliquent les majorations suivantes :

€

n ||U ||L2 < K 1= 17 2737 TIHU ||L2 < K i 7£ 7 = 17 273 (282)
Ceci permet de conclure :
||6.A"6||[2 )3 < K ||€d1V.AnE||[z )3 < K 1= 1,2

et
|| ||12 )3 < K ||d1V.A ||[z )3 < K ]

On veut maintenant étudier la convergence de V" donné dans (2.80) :

Lemme 2.5.15. (eV"}, eV5, V) converge dans D'(T'1)* vers V) donné par :

2 Oh
fO fO \/]+/\2 — BUL)\Z ) p>\ dU

Oya

AZ Ah
dyy

A
Vi = fo fo \/]+/\2 25y 32k p)‘ dy

A dy

,)\2
fo fo \/1+/\2 () 5P

Preuve
D’aprés le lemme 2.6.16, il existe une matrice A* dans L?(B)? telle que :

eAT —~ AN i=1,2; et AI — A} dans H(div; B)

D’aprés les estimations données dans (2.82), les deux premiéres colonnes de cette matrice
sont nulles. Pour la troisiéme colonne, la multiplication par € induit des limites nulles
pour les dérivées de la vitesse. Il ne reste donc que les termes en pression dans o).
Rappelons que :

n’p" — XNp(t)  L*(Bx]0,1[)

En écrivant

1

('?hF oh
€at; Jyi
N R N (P T ST
avec
3}” on | 1 1
\/1+n (20 )2 6@’7 {\/lﬂz (2 \/1+/\2 (20)2 4 p2(2 )2 J
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Comme €5 converge vers 0 dans L*(B) fort, on obtient :

Oh
2 By1 A
00 A f3 f fO \/]+/\2 L) +A2( yz)z dy>p

Ay

h
A 2 1 r1 dy A
AY=1 0 0 Nt3 ([0 Ik T T dy)p

o ||

Oyg

2 A
00 Nty [ [ yreeEs W =y dy) p
Pour la convergence au bord, on a :

AN — AN i=1,2 et AN — ALN  H >(dB)

En particulier, en localisant la convergence sur le bord défini par t3 = 1, on obtient
le résultat annoncé sur I';.

O

2.6 Etude asymptotique quand ) tend vers zéro

2.6.1 Convergence des solutions des problémes locaux

Théoréme 2.6.1. Lorsque A — 0, pour k = 1,2, il existe w** dans V(x3) et 78 dans
L*(B,) telle que :
Lk o

By T dans V(z3)
Y dans L*(B,)
avec ok
*
AR—)
8.7,‘3
wh* ok = 1,2, vérifient la relation suivante :
1 O kx
wh* = — <5ik + L) z3(rs — h(z,y)) k=1,2 (2.83)
2 Dy
=0

avec ™, k = 1,2 appartient & L§(]0, 1[*) U HL(]0,1[%), solution unique du probleme :

h3 1 0h?
—div, (. V") = k=1,2 (2.84)
T 12u 12,u Oy’
Preuve
D’apreés les estimations du lemme 2.5.8, pour k = 1,2, il existe w** dans V(x3) limite
kA
faible de u;\_Q et 7 dans LZ(B,) limite faible de 7%} avec
i kX 0 kA
pouri = 1,2 Y L0et 0
Yy 0x3
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Pour i = 1,2, soit ¢ dans H(])#(Bm). On prend successivement (¢, 0,0) et (0, ,0)
comme fonction test dans (2.67), on obtient les équations suivantes :

7

0
7 /VAwf)‘.VAgp dy dxs — /ﬂk)‘a—('é dy does = — /67;,990 dy dxs i, k=12
l:—),a: : F}z

T

En passant a la limite, on obtient :

owk* dyp 1y 00 1
1] dre O dy dzs — /7T B dy dxg = —/57zk<;0 dy dzy Vo € Hyy(B,) (2.85)
BI Bz Bz

Ce qui implique que (au sens des distributions) :

O*wk* <67rk*

- 5 k=12 2.86
e ayﬁ’“) 7 (2:86)

Prenons une fonction test particuliére dans (2.85) de la forme xz3(x3 — h(x,y))0(y)
avec f(y) appartient a H,(]0,1[%), on obtient :

Owk* e,
o *(2x3 — h(z,y))0(y) dy dzs — /wk — (x3(x3 — h(z,y))0(y)) dy drs =
0x3 Y
B, Bz

11
h3
—/(5,;k:r3(x3 — h(z,y))0(y) dy dxz = //&;kEH dy Vi,k=1,2
B 00

En appliquant la formule de Green sur le premier terme, et tenant compte du fait

que 7"* ne dépend pas de la variable x5, on obtient :

11 / h 11 11
h? h?
—2,u// /wf* dxs | 0 dy—i—// (Eﬁ> ™ dy = //ME@ dy Vo € H,(]0,1[%)
0 0 \D 00 00

ce qui implique que :

h
h3 0 kx h,3
—2p / wi* dry | = (€> gyz +5Z~k€ k=12 (2.87)

0
Yy

Ce résultat donne la régularité H,(]0, 1[*) pour 7%*. On en déduit que la relation (2.86)
est vraie presque partout dans B,. En intégrant en x3 et en utilisant la continuité de la
trace, on obtient (2.83).

D’autre part, a cause de la divergence nulle dans le probléme (2.67), on a pour tout
0 dans H,(]0,1[%) :

owkr  owk* 1wk
— 0 dy dzs =0 2.88
/ ( Ay " Oy " A O3 v ( )

By
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En appliquant la formule de Green, et tenant compte des conditions aux bords, on

obtient : oy oy
whr =— 4 wk* > dy =0
/ ( ] Oy . 0y Y

T

1
En multipliant par v et en passant a la limite :

11 h 1 h

*d d *d —d =0 2.89
[J([otm) o[ [ ([otron) prar
0 0 \0 0

Utilisant (2.87) dans (2.89), on obtient (2.84).

Montrons maintenant que la troisiéme composante w'?f* = 0. Reprenant ’équation de
divergence (2.88) avec # dans Hj,(B,) et appliquant la formule de Green sur tous les
termes, on obtient :

00 a0 1 00
— / (wf’\a " + 1 1)5A8y2 + wg)‘a ) dy dzs =0

By
- 1
On multiplie par Y sachant que :

1
Xw —)\pw —0 i,k=1,2

on obtient aprés passage a la limite :

00
/11)3 ors dy dxz =0

By
ce qui implique que wk* ne dépend pas de la variable x3.

D’autre part, la convergence dans V' (z3), permet d’obtenir la convergence des traces :

1
0= 5w (. 0) = wi*(y.0) = 0

On en déduit alors que 11)3 = 0 dans B,. [

Théoréme 2.6.2. Lorsque A\ — 0, il existe w™ dans V(z3) et 7** dans L*(w) tels que :

w* — w* dans V(x3)
Npdh ¥ dans L*(w)
avec
om3*
=0.
81’3

w3, w3 wvérifient la relation suivante :

3%
3% 1 O

2u dy;

(23 — h(z.y)) — 5> ; 2 +si (2.90)
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et
wi* =0

avec ™ appartient a L§(]0,1[*) U Hy(]0,1[?), solution unique du probléme :

h? 1 oh oh
div,(—.Va*) = = [ 5,— — 2.91
1Vy(12 ) 2 (Slay] + 52 8y2> (2.91)

Preuve
D’aprés les estimations du lemme 2.5.9, il existe w* dans V (x3) limite faible de w™* et
7 dans L2(B,) limite faible de \>73* tels que :

o 3 o 3
NI Loet Y L0 =12
0x3 Ay
Comme dans le théoréme 2.6.1, on montre en prenant successivement une fonction test
(¢,0,0) et (0,,0) dans (2.68), avec ¢ dans Hg,(B,), aprés passage a la limite que :
ow dyp; 0p;
L dy day = L dy dx =1,2 2.92
N! Ors O Yy ars /W Em Yy ars ? ( )
B, By

ce qui implique que :
a w3* 67'(3*

6:1:3 N dy;

En procédant comme dans la preuve du théoréme 2.6.1, on obtient cette fois-ci :

i=1,2

h
3%
—2p /wg*d.’L”; +N5h_<6>867;7; i=1,2 (2.93)
0

La fin de la preuve est identique.

Remarque 2.6.3. En comparant les solutions de (2.42) avec (2.84) et (2.43) avec (2.91)
et tenant compte de 'unicité, on en déduit que :

o = 7k, k=1,2.3

2.6.2 Reégularité en x des solutions des problémes locaux

Pour passer a la limite en A dans I'équation (2.76), il est nécessaire d’avoir une
convergence des coefficients a - dans C°(w). Pour cela, il suffira d’obtenir des estimations
dans W (w) avec ¢ > 1. Ces (‘oefﬁmentq se calculent a partir des solutions des problémes
locaux (2.67) qui dépendent de x a travers le domaine B,. On se raméne a un domaine
fixe en introduisant le changement de variables suivant :

b =y1, ta =1s et i3 = (2.94)

h(z,y)

112



Avec ce changement de variable, I'équation (2.67) est maintenant écrite dans le do-
maine fixe Y =]0, 1[}, z étant un paramétre : (k = 1, 2)

2
owr  ty Oh Ow dp  t3 0h dp 1 owk 890
- = — - = hdt dt
“/ [Z< ot;  hot; Ot > <6t,; h Ot 6t3> N Oty oty ?
v

i=1

2
Do Ohdp\ 100
- [ h—— —t e dtdt:—/ hdtdts Ve HL (V)
/7r [Z< Ot; °Ot: Ot +)\6t3 3 Pk 3 @ € Hyu(Y)
Y ' 1%
(2.95)
On en déduit :

Lemme 2.6.4. On a les estimations suivantes dans Y :

1. Owk* 1 Owkr

|| ot ||(L2(v))3 <K, 1=1, 2, s < K

)\2” at‘; ||(’42(Y)) ~

LT kA
ﬁHw ||([2(y))"s S K, ||7T ||L2(Y) S K
avec K indépendant de x et de A.

Preuve
En utilisant le changement de variables (2.94), les estimations du lemme 2.5.8 donnent :

kX 2 Oh Ok KA q
/(811) 2 dt ity = /(Ea ow n ow )2de3 dy < K)?

Y Ba
o kX o kX
/ UV dt dty = / h( V2 gy dy < KM
. 0x3
Y B

1
/(wk’\)2 dt dty = /(11)“)2 E(]T drs < K\

e Ba

1
/(W’M)th dty = /(ﬁ’f*f Edm di; < K 0
3/ 2

B,

Pour démontrer la régularité de w**, k = 1,2 en 2, on utilisera le lemme suivant :

Lemme 2.6.5. [9] Soit v € LP(w) avec 1 < p < oo, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) v e WhP(w)

i1) il existe une constante c telle que pour tout ouvert avec w' C w et pour tout d € R?,
qui vérifie |d| < dist(w',0w), on a :

| Tav — 0| Loy < cf|d|]

avec Tqv = v(xy + di, 29 + do)
De plus, on peut prendre ¢ = ||Vv|| o> dans Uinégalité précédente.
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Posons :

Di(v) = v(zy + 6, mg()s — (w1, 79) ot D2(0) = v(x1, 70 + 8) — v(x1, T2)

De l'inégalité triangulaire :
|v(z1 4 0, 9 + 02) — v(x122)| < |v(T1 + 01,22 + 09) — v(21, Tg + o) |+|v(21, T2 + 02) — v(x1, T2)]
on déduit immeédiatement le corollaire suivant :
Corollaire 2.6.6. Soit v € LP(w) ; supposons qu’il existe M > 0 tel que :
D5 (0)]| oy < M

pour tout w' C w et pour tout § € R, vérifiant w' + (6,0) C w
D5 ()| poqwry < M
alors
ov
8371‘

Proposition 2.6.7. Il existe une constante M > 0, indépendante de x dans w et de A
telle que :

v E W]’p(w), et || ey < M i=1,2

a’i\j(m)HWLq(w) <M V1<q<oo, 1,j=1,2

1
I
Preuve
a) On commence d’abord par i = j = k. D’aprés le changement de variables (2.94), on

a .

ay(z) = — /w’,j)‘ dydrs = — /w,’z)‘h(x, t) dt dt3
B, v
D’aprés (2.69) :
1 Vb
2 |ap,(z)] < Vllw’é*llmwm)
D’aprés les estimations du lemme 2.5.8, on en déduit :

1
Ve € w v ‘azk(T)‘ < KvVb (2.96)

Notation : On note w*" la solution de (2.67) qui correspond a (1 + &, 25) et on pose
h'(z,t) = h(z1 + 0, 29,t). On prend w** comme fonction test dans (2.95), on obtient :

of

Y

2
owr* 9 ts Oh Ow* Ow** ts Oh ., Ow"* 1 owk
— 2= ——)3 2 2\ hdtdt —/ KAB dt dt
- (( o) Thon on ot T hon o) >+)\2h2( 5ty ) ; Ok 3

i= v
(2.97)
D’autre part, on prend w* comme fonction test dans (2.95), écrite pour (z; + 6, 29) :

XQ: (awk)‘/)Q_Qt_gah’awk)‘law“/I(t_gah’)g(aw'”\')Q L] (awk*’
ot n'ot; Ot; Oty WOt Oty A212Y Oty

)2] W dt dty=— / wiN o dt dt
Y
(2.98)
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(2.98) — (2.97) , ., , , owk*
on obtient ’équation suivante (notons que

) ’ ot;

tion des variables x1, Ty, t, t2, t3 et que D} ne porte que sur la premiére variable) :
811)“ oh 0w Ow* 1, 0h ow**
/ E V2h ) =2t3D; | — +#3D5 | —(=— 2 )| dt dts
ot; Ot; Ots ) h 0t; Oty

1 (1 owr
2l prZ
Y <h( Its
Y

est une fonc-

Calculons

) ) dt dts = / Dj(wirh) dt dt; (2.99)

D’autre part, on prend ¢ = D}(w**) comme fonction test dans (2.95) :

2
Owk> Owk> oh Owrr  Owk ow*>  Owk*

D! h— —t; | D{(=—/——)—— + D!} dt dt

M/Z<ati 5(atz~) 8ti3<5(8ti)8t3+ 5(8t3)8tz~>> ’

Vv

2
1 ah awk)‘ Owk* 1 Ow*? Owk*
—(t3— D! D) dt dt
th (z_;h 361&, Ot i Ot )+ A2h Oty i Ot )> 3
Owk> 8 811)“ Owk?
kA DN —"Vh — t3—D -D 3 dt dt
- [ [ (D% - g Di(o)) + 5 5(83)] :
J -
= —/D;(w’,?)hdtdzt3 (2.100)
Y

Prenons maintenant ¢ = D}(w**) comme fonction test dans (2.95) réécrite en z =

(x1 4 0, x9) :
811)’“)‘ 811)’“)‘ oh' Owkr  GwkN Owkr  dwkN
Z B — —t; | D} Dj dt dt
/ ( ot 87‘ ) ot 3( o ot ) ot, T o Ots ) ot )) ?

1 oh Owr* N 1 owk*  wkN
—(t3—)*.D| D! dt dt
+“/(Z '(3615,) i Ot ) Ot 5 N i Ot ) Ot ) 3
S\

/ OwkA 8h 811)’“)‘ 1 OwkA
- kA DY (=K' —t;—D —D] 3 dt dt
./7r [Z< (T g Dol )>+)\ ot )] :
Y

= —/D;(w,’j*)h’ dt dts (2.101)

Y
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Tenant compte de la divergence nulle, on peut écrire le terme en 7% dans I’équation
(2.100) sous la forme :

2
OwrA oh awk’\ 1 OwkA
_ kA 1 i -l 3
[1/7r [Z <D5( 5 Vh— f3a DX( T )>+)\D5( T )]dtdtg

‘1

Y
2 ’ /
" 811)“ Oh Owk* 1 Qwh?
S — ! ———— | dtdt
/ 5 [ ( b9t ot >+)\ 6t3] ?
v i=1
Comme
2 owk Wy on' dwk lawg)‘/
o Yot Ot N Ot;
on obtient :
2 ’ ’
Owk* 8 kA oh
L=— [ ——Dj(h) — t3——D dt dt 2.102
== [ (i — 6% Dl ) e (2.10)
Y =

En procédant de la méme fagon pour le terme en pression de (2.101) :
2

' Owk* oh’' OwkA owk
Io= kX D1 L r_ _Dl i D
’ ./7r [Z( g g o, )>+ 'ty )] dt dts
v

i=1

on obtient :

2

: 9] ’“ Ow oh
/ kX Z( w; — 13 6t3 Dﬁ(at )> dt dt; (2.103)

En effectuant (2.99) — (2.100) — (2.101), les termes avec des différences divisées sur
des expressions contenant w** vont se simplifier et ne resteront que des termes avec des
différences divisées sur des expressions contenant h.

Expliquons ceci par exemple sur le premier terme, les autres se traitant de la méme
fagon :

On va utiliser la formule suivante :

1
(B'+ B)Dg(A) = D;(AB) + 3 (A'B - AB') (2.104)
Ajoutant les deux premiers termes de (2.100) et (2.101) :

OwkN Owk? Owk* OwrA OwkN kA
] Dl :Dl 2 - Dl
( ot; L ot; h) o ot; )= Ds [( ot; )h} ot; Ot ()

En calculant le premier terme de (2.99)-(2.100)-(2.101), il vient :

Ow JwkA

DY) dtdt
ot ot 5(h) ’
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En procédant ainsi pour tous les termes, on obtient :

811)’“)‘ 811)“ Ow* owk  GwrN kN oh
t D(g(

h) — dt dt
Dj(h) — ot; Ot + ot; Ot atz)> 3

Owk> ok 1 0h 1 OwkN owk* 1
— DN = (=) + = D dt dt
+/( Ot; Oty ° 5(h(8ti))+)\2 Ot Oty (7 )> s
7 —

+I 4+ I = — / Di(wih) dt dts + / (Ds(wih + Dy(wiMh') dt dt;  (2.105)

Y

Le terme qui nous intéresse est :

Dj(a,) / D (wirh) dt dts
Y

Utilisant la propriété suivante :
D;(AB) = A'D;(B) + BD;(A) (2.106)
on obtient, :
DY wih + DY (wkh' =2D} (wi*h) — wi D (h) —wi*D}(h) (2.107)
Utilisant (2.107) dans (2.105), on obtient :

OwrA awk’\ Owk* dwkN Gk Gk oh
~Di(a) _“/Z< ‘15(h)t3< ot o, | o o >D‘5(6t )> dt dty

i

awk)\ awk)\ 2 1 ah 1 awk)\ awk)\ 1
D= (Z2)2 owT h

+1 + I + / wi* Dy (k) dt dts+ / wiN DY(R) dt dt; (2.108)
v v
Comme h € C*(wx]0,1[?) (hypothése (Hy)), les estimations du lemme 2.6.4 donnent :
| D ()| < KX?
On montre de la méme fagon que :
| D ()| < KX?

D’aprés le corollaire 2.6.6, on en déduit que :
o
% est bornée dans W' (w)
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b) Pour les éléments non diagonaux, comme la matrice A* est symétrique, il suffit
d’étudier I’élément a,. La technique calculatoire est la méme mais est plus compliquée
car il faut utiliser les problémes locaux a la fois pour w' et w?*.

Soit w?* fonction test dans (2.95) avec k=1, on a :

2
ow™  t3 Oh Ow™\ [(Ow®  t; Oh Ow* 1 Ow" dw*
B B hdt dt;=— Mhdt dt
“/[2( ot;  hot; Oty ><6t,; h Ot; Ot >+A2h2 Ots Ot ] ’ /w] i
y L'=

(2.109)

Soit w' fonction test dans (2.95) pour 2 = (2 + 6, z5) avec k = 2 :

2 ’ ’ ’ ’ ’ ’
ow?N  t30h Ow* ow™  t3 O Ow™ 1 ow" ow* )
- - B'dt dty=— Wh'dt dt
s / [;( ot; WOt Oty >< ot; ot Ot >+/\2h'2 Dty Ot ’ / 2 ’
Y

1=

(2.110)

(2.110) — (2.109)
5

I’équation suivante :

, et tenant compte de la symétrie de la matrice A*, on obtient

Faisant

2
ow™  t3 0h Ow™ ow*  t3 Oh Ow*
D - == - == h) dtdt
/Z ( o hon ot o hon o) ) i
1 ow"™ ow*
D; dt dty = Dj(wi*h) dt dt 2.111
”/ ’ (AQh Oty Ot > s / s ? (2.111)
Y
Prenons D}(w?}) comme fonction test dans (2.95) avec k = 1 respectivement pour

(1, 22) et pour (x1 + 6, x2). On obtient les deux équations suivantes :

o>

1=

2

OD}(w?)  t3 0h OD}(w?) 1 0D} (w?*)

1A a\Wy 3 a\g 3 1,22

— Y — —— | h ——== | dtdty=— | D h dt dt

/7r [Z< Ot hot, Oty ) T o 3 / () 3
Y

ot;  hot; Oty - h ot N2h Ot; Oty

ow™  t3 0h Ow™\ (0D} (w*)  t3 Oh OD}(w*) L 1 0w dD}(w?)
ot; hot;  Ots

] dt dt;—

.Y =1

(2.112)

XQ: w13 0 0w\ (0D} (w™) 13 0N OD}(w™)\ | 1 dwN aDj(w™) |
ot;  h'ot; Ot ot WOt Oty SN Oty Oty o

i=1

et
<
Y
2
/ 0D} (w-”) ts Oh' 0D (w.”‘) 19D) (
_ 1A Os\W; ) U3 oDs(w;”) , _ D ’
/71' [Z < ati h ati 6153 ) h + - \ ot 3 dt dtg / 5 h dt dtg
Y

=1
(2.113)
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Prenons de méme Dj(w'*) comme fonction test dans (2.95) avec k = 2 respective-
ment pour (x7,zy)et pour (z; + d,x2). On obtient les deux équations suivantes :

2 22 2\ 1(,,1x 1(,,, 1A 2 1(,,, 1A
/[Z <aw t5 Oh Ow )(apa(w ) t3 Oh ODj(w )>h+ 1 0w 0D;(w )] dt dt
i=1

. ot; h 87‘ Ot ot; h Ot; Ot A2h Otg Ot
Y
OD§(w t3 Oh OD} (w)*) 10D} (wit)
22 3 o \Wy 0\W3 1/, 1A
- P PV A+ —— 2 dtdis=— | D hdtdt
/ [Z < at hot; ot > T o ’ / () ’
v =1 Y
(2.114)
et
2 2\ ' 2\ 1¢,, 1x ' 1(,,.1X 2\ 1¢,, 1x
D D 1 D

) Z(@w 00 Ow ><8 s(w?) 3 O OD; (w )>h'+ dw** D (w') at dt,

. — ot; h! Ot; Oty ot; h'! ot; Ot A2h! Oty Ot

ot; hot;, 0Ot A Ot

2
, l)] 1A i l)] 1A 1 l)l
—/71'2)‘ [E <73 o (0, )—t—36h 78 (0, )>h'—|— OD; (w ] dt dty = — /D5 MR dt dts
J -

(2.115)

Effectuons la combinaison linéaire 2x (2.111)—[(2.112) + (2.113) + (2.115) + (2.114)]. En
utilisant encore des formules du type (2.104) et (2.106), on obtient finalement I’équation
suivante :

awl/\ awZ/\’ aw]/\l an)\ . aw])\ an)\/ aw])‘ an/\, 1 ah
MZ/K C o >D5(h)_t3< N T T TS >D5(0_ti)] ot dts+

2 ! ’ ’ '
ow™ ow?  ow™ ow? oh ow™ ow®  w™ ow 1 0Oh
t D 2D = (=) dt dt
“/Z[?’( oty ot O Ot ) 5(af)+<at3 oty oty ot ) s (7 ) )} :

+

L / (awz)\ ow™ ow'™ OwN

1
Ll D= —
A2 FTRETARINPTA at3> ()T Tt T+ T
Y

/ D} (w?h) dt dt;— / (D;(h,)(w%*’+w3*+w;*’+w;*’)) dt dts

Y
avec
[~ (0D} (w ts Oh OD} (w?) 10D} (w?) ]
1A 3 s\ s\%3
= e A e AT
T / : z;( at h oty Ot ) Y o ?
Y = -
2
0D} wl’\) t3 Oh OD}(w}!*) laDl(w )
2\ 3 o\ 3
_ _BOR O W) )y 2O\ gy
7 / & ( hoty Ot ) A Ot ’
Y L1= J
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M2
/ OD}(w}*)  t; Oh' 0D} (w}) 10D} (ws )
2) o \W; 3 5 \W; ' 3
_ 3 h dt dt
7s / g z]: ( ot B Ot; Ot ) T o ’
Y = .
M2
' OD}(w?)  t3 O OD}(w?) 10D (w3 )
1A d\ %4 3 d\ %" ! a\"3
_ S RPAN: Rt A RPN [ ) — 2| dtdt
Ta / a 21: ( t; W oty Ot ) ST ?
Y == .

On traitera les termes de pressions Ty, 75, T3 et Ty, comme I; et I, dans (2.103) et
(2.102), on obtient :

aw”" ow oh
_ 1A ) 1077
-~ [ > (2 pjon - w2 oy

Y
2

aw”\ 6 oh
/W Z( at2 D‘S(atz)

Y

2 ’ ’
ow' ow' oh
T =— /WQAZ <#D;(h) — 15 615: D;(—)) dt dits
1:1 2 IS

2

aw”‘ ow oh
7 D
/7’(’ ;( — 3 — Ot 5(6t1)> dt dtq

En utilisant de nouveau les estimations du lemme 2.6.4 et I’hypoyhése (Hy) sur la
fonction h, on obtient :

| Dj(a3y)| = /D(}(w?h) dt dts| < K\

et de la méme facon :

1Dj(a12)| < KN
Ce qui termine la démonstration de la proposition 2.6.7.
O

Avant de chercher les convergences, on rappelle le théoréme fondamental de Lebesgue
que nous utiliserons plusieurs fois dans la suite.

Théoréme 2.6.8 (Théoréme de Lebesgue). Soit (f)) une suite de fonctions de L' (w)
vérifiant :

p.p. T €W fa(z) = ()

S’il existe une fonction g(x) positive dans L'(w) telle que :

p.p.x€w, VA fa(z)] < g(x)

alors fy est intégrable et on a :
[ @ s [ £ s
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Pour démontrer la convergence forte, on aura besoin d’utiliser le lemme classique
suivant :

Lemme 2.6.9. Soit (f\) une suite qui converge faiblement vers f* dans L*(w). Si on a
la convergence des normes :

||f>\||L2(w) - ||f*||L2(w) (2.116)

alors fy converge fortement vers f* dans L*(w).

On peut énoncer maintenant le résultat de convergence des coefficients dans 1I’équa-
tions en pression (2.76) :

Proposition 2.6.10. Lorsque A\ tend vers zéro, on a les convergences suivantes :

1
p(]l)}(’r) converge fortement vers al;(x) dansC®(w)
W converge faiblement vers dans L*(w) i=1,2
avec
1o Iy it
7"'.
ay(x) = — |0+ ——] d
s = [ [ (3 ) a
00
et
P h h3 0 3%
17)?*—// S = T dy
2 124 oy,
0 0
Preuve

D’aprés le théoréeme 2.6.1, on a :

1
Ve € w ﬁwk)‘ — w** dans L?(B,)? faiblement k=1,2

ce qui implique, en intégrant sur B, que
1, L[ i * h On’*
Vr € w ﬁ ij:_ﬁ w; dyd$3—>wi = — w; dydx;;: m (57]‘1‘6—% dU
Y

By By
D’autre part, d’apreés la proposition 2.6.7; il existe a,fj dans W"4(w) tels que :

Ly 1
paij(x) — a;(x) dans WH9(w) Vg > 1
Par inclusion compacte de W7 < CO(w) et par unicité de la limite, on déduit que :

Los

32 % (z) = aj;(r) = ! dans C°(w) fortement
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Pour 11),?;)‘, on utilise le théoréme 2.6.2, qui affirme la convergence faible de w3 dans

L?(B,)?, donc en intégrant sur B, on a :

Vo € w o = /w‘”‘ dydzs — /w3* dy dxs
By
Soit ¢ dans L?(w). On a pour presque tout x dans w @w* — pw* k=1,2et
@i ()| < K [p()]

En appliquant le théoréme de Lebesgue, pour fy(x) = ¢(z)w;*, on obtient :

/@D,i’)‘(p dx — /ﬁ)g*go dx

ce qui donne la convergence faible de w3 vers wp* dans L?(w). Le théoréme 2.6.2 donne
la valeur de [, w*dy dxz en fonction de 7% qui ne dépend pas de 3 :

~34 1 On3* B3 O+ h
Wit = /w dngy_/<ﬂ 0, x3(x3 — h) — h +92> dxs dy—//< o0 +Si§> dy

B, Bz

O
Remarque 2.6.11. On remarque que la matrice
A" = (aj;)ij=1.2

est égale a la matrice A définie par la formule (2.50) dans le théoréme 2.4.14. Il résulte
de ce théoreme que :

VE € R? Z iag&; > 12 \5\ (2.117)

i,j=1

A
Proposition 2.6.12. Quand X tend vers zéro, la matrice vl est coercive :

Ao >0 tel que 0<)\<)\[]:>Z fyfj

> 31 \EI2 V¢ € R

Preuve

Soit g = (51752) € RQa on a

Z 5z Z & <— —a; ) &+ Z &iaz&; (2.118)

i,j=1 4,j=1 i,j=1

A
a;
D’autre part, d’aprés la convergence forte de F(m) vers a;;(x) dans C°(w), on a pour
A< N
Ve€w: |~2 — gt < —  ij=1,2
TEw: |5y —ay) < 5 i, ]




En multipliant par ||, on obtient :

Ve ew: ng] )\2 — &g a;, i j ‘€z§7| =12

*48

/\

516]( - 17) - 575] (52 +£ ) (2'119)

— 96pu

:1:2+y2

)

Remplacant (2.119) dans (2.118), en sommant en i et j et en utilisant la coercivité
de af; (2.117), on obtient :

(en utilisant xy <

‘%

Zfz > 50 K

i,7=1

O

Proposition 2.6.13. Quand )\ tend vers zéro, \*p* est borné dans H' (w), donc il existe
p* dans H'(w) tel que \*p* — p* dans H' (w)

Preuve
Montrons d’abord que A\%p* est borné dans H'. D’aprés le théoréme 2.5.12, \2p* appar-
tient & H'(w). On prend p* comme fonction test dans (2.76) :

hm,in
_Bp _ap - ~3Aap)‘ A
;/ 0z, O du 2/“’7 oz, dl"_/ /,(]d.’173 np” do
’ T ow 0

D’aprés la coercivité de A :

AT gy < 10 a8 s + K

D’aprés le théoréme de trace dans H'(w) :

1M 22 0wy < KM a1 )

Rappellons que /Bp)‘ dx = 0, ce qui implique d’apreés le lemme 2.4.10 :

w
||p/\||H1(TU) < I(va)‘HLQ(w)2

donc
NIV M 2wy < K

d’ot le résultat de la proposition. [
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Théoréme 2.6.14. p* est l'unique solution de I’équation :

. Op* 380 L0p :
Z/ zyax 3:1:] /Zb dT/f.ngo do Vo € H (w)

)= 1 ow

ot ay; est défini dans la proposition 2.6.10,

1 1
h h3a3*
b;:// Si__—w dy i=1,2
' 2 124 Oy,
0 0

f= / g dx;

et

Preuve
D’aprés I’équation (2.76), on a :

2 az; Op™ d¢ /~‘%)\890 _/
)\Z/)\Qa%axd Z dv — [ fnedo

by= 1 ow

A
a.
D’apreés la proposition 2.6.10, —7‘27 converge fortement dans C°(w). On peut donc passer

a la limite dans le produit. D’aprés la remarque 2.6.11, il y a unicité de la solution p* de
cette équation.

O

2.6.3 Convergence des contraintes quand )\ tend vers zéro
2.6.2.1 Les contraintes sur [

Dans cette partie, on étudie le passage a la limite de chaque composante du vecteur
contrainte sur la partie inférieure du domaine. Ces composantes sont données dans le
théoréme 2.5.13 par :

2 ~i\ ~

op* ow’ ow

VA=~ R B i =1,2
o K (Z 8777 8.773 81‘3 !

x3=0
Vf‘3 = )\Qp/\

La convergence de la 3*™€ composante est immédiate (voir proposition 2.6.13 ). Pour la
convergence des deux premiéres composantes, on va montrer la convergence forte dans
~j\
) ow! ) . , )
L*(w) de 8— Pour ceci on démontrera d’abord la convergence ponctuelle en x, puis
T3
par le théoréme de Lebesgue la convergence forte dans L?(w).
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Posons :
1 4

J

i

8173

>

dy  i,j=1,2

1
1
A
Z](T3) = p/
0

z3 ‘T?

o\
Q
S

et

Lemme 2.6.15. On a les convergences ponctuelles suivantes :

PP T EW 5(0) = ¢75(0) i=1,25=1,2,3
avec
1 1 h a i
7“'.
G A
0 0
et
__// hor™ s dy
20 Oy h
Preuve :

On démontre d’abord la convergence faible de ¢7;(x3) dans H'(]0, hmin[), ce qui im-
pliquera la convergence forte dans C°([0, Ayin]). La limite sera identifiée en utilisant la
définition des solutions des problémes locaux et on obtiendra une convergence ponctuelle
de la trace pour x3 = 0.

Pour 7 = 1, 2, rappellons que w'ij/\ vérifie le probléme suivant, pour chaque = dans w :

B dw! 4 B dw! ) ow!*
T ( - 517:7Tj’\) +— ( - 6277TJ/\>+8—J:3 (% 6:):23 = 0jj (y,z3) € B =|0, 1[ %10, hunin[

oy o 0y 0y

L OwIA .
En intégrant par rapport a y, tenant compte de la périodicité de w’*, ——— et 7/*, on
obtient :
o ([ [ouw
1 w?!
—— dy | =0;; x3 €0, hnin
)\2 8.7/13 _/ _/ 8.7/‘3 y 1] 3 ] D
0 0
A
ce qui implique que 8—”(3:3) est bornée dans L*(]0, huin)-
T3
D’autre part (d’apres le lemme 2.5.8)
hm,in mvn . . 2
ow?? 1 owl?

A 2 1 1 - .

C(z dx d drs < — drsdy < K 1,7 =1,2
/( z,]( 3)) 3= // 3:1:3 Yy 3 > \ /(3:}:3 3aY >~ ) )
0 B
On a donc 'estimation :

163 (@) || o i) < K (2.120)
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oit K est une constante qui ne dépend pas de z. Il existe donc ¢;;(x3) limite faible de

gzﬁz)‘] (73) dans H(]0, hpin])-
D’aprés le théoréme 2.6.1, on déduit de (2.83) que pour tout = dans w : (i,j =1, 2)

(o) = iy () = / ag; / / (0 50) ooy s £700. b

Yi

De la méme fagon, pour j = 3, on obtient (i = 1,2) :

aw;?’* 1 o Z3 1
h(zs) = h(es) / / i / / (55 o 202 = b)) = 552+ 5, dy dans (0.

La convergence dans H'(]0, hyin[) implique la convergence forte suivante :

Vo € w M) = @f(xs) 0,5 =1,2,3  dans C*([0, huin))

L)

ainsi que la convergence de trace pour x3 =0 :

Vo € w 50) = 6500 i=1,2,7=1,2,3

ce qui termine la démonstration. O]

Lemme 2.6.16.
¢7](0) ? ¢1](0) dans L (’U)) f()'rt

Preuve

On utilise le théoréeme 2.6.8 de Lebesgue rappelé plus haut, d’abord pour la suite

fr = o(x)é} 5(0) qui converge p.p. z vers f* = p(x)¢;;(0) ot @ est dans L*(w).
D’aprés (2 120), on déduit :

95(0)] < KNl @) lm o < K

ou K est indépendant de x et de A.

On en déduit que
[e@ay0ds— [ elior

w

Puis on utilise le théoréme 2.6.8 avec

fr = (635(0))°

ce qui donne la convergence :

[ @) ar— [ (s1,0)" as

w

Le lemme 2.6.9 implique la convergence forte de ¢;(0) vers ¢7;(0).
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Lemme 2.6.17. Quand A\ — 0, on a la convergence suivante :

*

W Gy o) + (o)

A op* 10, \3
VS s ) i) | P
J
p‘k
avec
h onI* h O3 s,
= (s, dy,  di(x 1) d
//2u<] .)U //<2u3m h)'y
0 0
Preuve

Le lemme précédent permet de passer a la limite dans le produit pour les deux compo-
santes de V*. Pour la troisiéme composante le résultat est immeédiat.

Remarque 2.6.18. En comparant V* avec le vecteur limite V_ de V¢ obtenu dans le
lemme 2.4.15, la remarque 2.6.3 montre qu’ils sont identiques.

2.6.2.2 Les contraintes sur la partie supérieure

La convergence des contraintes sur le bord rugueux a A fixé quand € tend vers zéro
est donnée par le lemme 2.5.15. Cette convergence a été obtenue en multipliant les deux
premiéres composantes par €. (voir commentaire § 2.5.6.2)

Le résultat suivant montre que lorsque A tend vers zéro, les deux premiéres compo-
santes de V;\ convergent vers zéro. Si I’on compare avec les convergences obtenues dans
le lemme 2.4.15, on peut penser que ce résultat n’est pas optimal.

Lemme 2.6.19. lorsque X\ tend vers zéro, on a :

0
VYo V= 0 dans D' (w)?
avec Vﬁ est le vecteur contrainte défini dans le lemme 2.5.15.

Preuve 1

¢1+v g2 p2( 20y

On démontre d’abord la convergence forte dans L?(wx]0, 1[*) de

vers 1.
En utilisant la formule :

D<a<l, 0<1- <z
1+2 2
on a
2 2
1 oh oh
/ = —— — 1| dvdy< A / ((a_)2 + a_)2> dzx dy
. 2( 0h \2 2( Oh \2 . Y Y
wx]0,1[2 \/1 A (3y1 ) A (3y2) wx]0,1[2 ! ?



(2.121)

D’autre part, par Cauchy-Schwarz, on a :

11 2 11
/ // ! 1)(] dr < /// 1 1| dzd
_ ly I < B dy
w \0 D \/1+/\2 (5,0)” + A S \/1+/\2(§7"1)2+)\2(§—y’;)2

3?/2) 0 0

On déduit de (2.121) que :

dy — 1 dans L?(w)

1 1
~0/0/\/1+>\2 Dhy2 4 \2( DRy

Y2

Ce qui donne la convergence de la troisieme composante de Vj‘.
Pour les deux premiéres composantes, on considére ¢ dans D(w), on a :

oh

B 1 oh
/ dy; A\ p’\go dz dy= / -1 )\2pf\<,0 dxzdy
\/ A ah) +)\2(8h) \/1+)\2 ah) +)\2(6y2) dy;

wx]0,1[? wx]0,1[2

oh
/ — Nt dx dy 1=1,2
. Ay
wx]0,1[2
N . Oh 1o 5
Par périodicité de h, le deuxiéme terme a—)\ p~ o dx dy est nul. La convergence
Yi

w><}'0,1[2
forte du terme entre parenthése dans L?x]0, 12 et le fait que A*p* soit borné dans L?(w),
donne une limite nulle.

O
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Chapitre 3

Nouvelles conditions aux limites
associées a un écoulement micropolaire

3.1 Introduction

The description of fluids with microstructure made of small rigid particles was
developped by [10] and [1] in the 1960’s. The related mathematical models are based
on the introduction of an additional vector field, the microrotation @, to the classical
pressure p and velocity fields ¢. Assuming small Reynolds number and a main direction
of the flow (see Remark 3.2.1), it is possible to neglect the non linear terms and to
consider the following micropolar equations where @ is a scalar function .

—(v+vy) AU+ Vp = 2u,rot w (3.1)
—(€q + €a) AD + 4v,w = 2v, 10t U (3.2)
div i = 0 (3.3)

the positive constants v, v, c,, ¢4 are different viscosities that characterize the isotropic
properties of the fluid. [18]

For Dirichlet boundary conditions on velocity and microrotation, this set of equa-
tions has been widely studied. Existence and uniqueness results can be found in [4] [18|
for both stationary and nonstationary problems in a weak or strong formulation. In
that work the Dirichlet boundary conditions for the velocity are related to the classical
adhesion assumption. For the microrotation, the situation is more confused as it reflects
the micropolar fluid-interface interaction and using zero Dirichlet boundary conditions
seems to be a common practice. In |7, an attempt is made to explain the discrepancies
between experimental and theoretical measurements of the shear viscosity near the solid
surfaces by way of the concept of boundary viscosity. A new coupling relation between
the velocity and the microrotation on the boundary is proposed in [7] :

o= %v x i and @n =0 (3.4)

the coefficient o taking a microrotation retardation at the boundary into account and
being connected with the different viscosity coefficients.

Deriving in some heuristic way from equation (3.1),(3.2) and (3.3) a thin film ap-
proximation system of equations and retaining together with (3.4) a no slip condition for
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the velocity, enable a generalized Reynolds equation for the pressure to be obtained [8|.
Comparisons between the numerical solutions obtained using newtonian and classical
micropolar models appear in |10], while comparisons between classical micropolar model
and the present new model are shown in [8].

Let us recall on the other hand that the no-slip assumption of the fluid-solid inter-
face, even for a Newtonian fluid (without microrotation), has often been discussed and
numerous boundary conditions allowing slippage at the surface have been introduced
[2], |6]. The slippage is assumed to be related to the effect of the roughness or chemical
properties of the surfaces.

It is the purpose of this paper to revisit the proposed system (3.1)-(3.4) in a more
rigorous way and to derive the related thin film approximation. It will be shown that it is
not possible to have simultaneously a condition like (3.4) and a no-slip condition for the
velocity. Another boundary condition will be proposed to control the slippage effect on
the surface. It turns out to be a Neumann condition for the microrotation, introducing
a parameter § such that :

—2v,

(Vxw), =

U — §
Cq + C4 ( ! )

where s is the given tangential velocity of the wall. This condition appears in a
natural way using a variational formulation and tends to confirm experimental results
in lubrication 12|, |13], |14], [15], |[16] in which slippage effects are enhanced by the
non-Newtonian characteristics of the fluid.

The paper is organized as follows. In section 3.2.3, we give a weak formulation for the
system for which existence and uniqueness results are obtained in section 3.3 assuming
suitable conditions on the various parameters. Section 3.4 is devoted to the derivation
of a generalized micropolar Reynolds equation. For that purpose, we first introduce a
small parameter describing the fact that the gap is thin. Then we gain estimates for
the velocity, the microrotation and the pressure. Finally we obtain a system coupling
the limit velocity, pressure and microrotation with related boundary conditions. The
precise description of the corresponding Reynolds equation is detailed in section 3.4.3.
In section 3.5, we give some numerical results making evidence of the influence of the
new parameters a and 3 that occur in the boundary conditions. We compare also our
results to those obtained by retaining a no slip condition for the velocity [8].

For sake of simplicity, we will consider a 2D domain and the new boundary conditions
will be introduced only on the flat part of the boundary. (see fig. 3.1)

3.2 Problem situation

3.2.1 Basic micropolar equations :

Let us consider a micropolar flow in a domain F defined by :
E={(2, 7 : 0<Z<L,0<Zs< H(Z)}

where H is a continuously differentiable positive function, and L > 0 is given.
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Z
3
H(Z ~
A,i
A A~
T - I
/ﬁl L z

F1G. 3.1 The domain E

Let fg, f1,f‘l be the upper, lower and lateral boundaries of E:
Is={(Z 23),0<Z<Let Zy=H(Z)}

Ty ={(Z,%),0< Z <L Z3=0}
fl = aE - (f‘] U fg)
the corresponding equations are (3.1)-(3.3).

Natural boundary conditions for the velocity and microtation are given on INSURNE

~

i=GonT3UTl, with G=0o0nTl}5 (3.5)

=0 onl3UTL, (3.6)

On Ty, we consider the condition (3.4) proposed in |7| together with the natural one
corresponding to the impermeability of the wall :

u.n =0 on T (3.7)

where n is the unit external normal vector

A supplementary condition on [, is needed to close the system. We multiply (3.2)
by a test function 1/) belonging to HI(E) and equal to zero on T3 UL

After integration by part, we get :

~

) 6 )
(€q + caq) /V&).V@b Az dZs; + / (((‘a + (‘d)a—Z3 + 21/711]> Y do+

i fl

4v, / i dZ dZs = 2v, / rot i dZ dZs

E E

w
In this equation, the unknown term EYA prevents to get a well posed variational formu-
3

lation. Let us remark that the value u; — §, if no zero, is characteristic of a slippage on
[;. It is then possible to get a known term on I, by assuming :
ow —2v,

= iy, —8)on T
823 Ca+(3d( ! ) !
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In a more general way, we will impose the following condition :

ow —2v, .
= 1 — S r 3.8
07 Ca+cd5(ul S) on 1 ( )

£ being an additional parameter which will allow the influence of this new condition to
be controlled.

3.2.2 Rescaling

Let us introduce the nondimensional normalized variables and functions :

VA 73 H
== 233=—, H=—
1 La 3 La I
i L L. G
u:_ipzipaw:_waG:_
9o go(v + 1) 90 90
- 2 1 s
N?— Uy 7 ,M:pa+pd—,s:i
v+, v+uv, L? Jo

where ¢ is a characteristic velocity of the surface. The fluid domain is then :
FE = {(Z],Zg) L2 E]O, ].[, 0< 23 < H(Z])}

We assume that a and b = max,, H(z;) exist, such that :

0<a<H(zn)<b Vz € [0,1]
Equations (3.1), (3.2) and (3.3) become :
ow 0O
—Au+ Vp = 2Nrotw = 2N2(—8—Z, a—:) in B (3.9)
9 9 9 aul 6u3 .

~RyAw+ 4AN?w = 2N*rotu = 2N (=— — —) inFE (3.10)

823 621
divu=0 inE (3.11)

Remark 3.2.1. Before introducing the weak formulation of problem, we provide one
possible mechanical situation leading to present geometrical notations.
Let us consider the 3D domain :

Q={(21,20,23) € R’ : (21,23) € E, 00 < 25 < +00}

then E may be viewed as a cross-section of ) perpendicular to the zo-axis. Assuming
that the flow in @) does not depend on the zy- coordinate, the velocity component us in
the zy-direction is zero, and the particles rotation aze are parallel to Ozq, the fields u
and w reduce to :

u = (uy,0,us)
w=(0,w,0)
that are exactly those to be found in equations (3.9)-(3.11).
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3.2.3 Weak formulation of the problem

Let us precise some conditions on G, to get a variational formulation :

G ¢ H%(Fg uT;)?, with / G.ndo =0 (3.12)

I'suly
We introduce a lift of the boundary condition in the following lemma.

Lemma 3.2.2. There exists J in H'(FE)? such that
divJ=0,J =G onT3Ul'yand J3 =0 onl

Proof
Actual known boundary conditions are given on I'3 U I';. On I'y, only the normal
component of the velocity (the velocity of the “wall*) is known and is zero, while the
tangential velocity is unknown. It is always possible to choose an “artifical value ¢” on
['; such that the function defined by :

f— G on F;;UF;
© (9,00 on T

belongs to H2(OE)? and fulfils condition Jop&ndo =0
This condition allows to construct J = (Jy, J3) belonging to H'(E)? which is a lift
of the velocity boundary conditions with div.J =0 in F. U

Remark 3.2.3. Assuming G(0,0) = G(L,0) = (s,0), a possible choice of € in Hz (JE)?
18 :

f . G on F3 U Fl

) (s,0) onTy

Now we are able to introduce the variational formulation. Setting :
v=u—J

equations (3.9)-(3.11) can be rewritten :

~A(v+J)+ Vp=2N?rotw (3.13)
~RyAw +4N?w = 2N?rot (v + J) (3.14)
dive =0 (3.15)
with boundary conditions :
«

w= EV X (v+.J) on Ty (3.16)

Oow 9
Ry—— = —2N*pB(vy +g—s) on T (3.17)

623

V3 = 0 on Fl (318)
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v=w=0onT3UTl, (3.19)

Due to the boundary conditions, we introduce the following functional spaces :
V={pe H](E)Q, ¢/mrur, = 0, o3 =0o0nT}
Vo={peV: divp =0}
H = {y € H(E), Yryur, = 0}

Ly(E) ={q € L*(E): /qdzl dzz = 0}

E

Theorem 3.2.4. Sufficiently reqular solutions of (3.13) — (3.19) satisfy the weak formu-
lation : Find v € Vg, and w € H :

/(V X 0).(V X @) dz dzz — /p divp dz dz3 — 2N2/rot pw dzy dzz—

E E E

1
2(N25)/wg01 d(f—/(VxJ).(ngp)dz] dz; VeV (3.20)

I' E

Ry /vw.wb dzy dz3+4N? /m/;dm dzs—2N? /row vdz dzg—2N*(B—1) /1/)7)] do =

o) o) o) r

QNQ/B(g —s)ydo + 2N2/rot Jpdz dz Vi e H (3.21)
I'

E

Proof
There are several ways to write a weak formulation of the problem, depending how we
integrate rot w or rot u in the two equations. This leads to equivalent although different
formulations.

Let us recall the following formulas :

—Np =V x (V x ), Vo € D'(E), with divyp =0 (3.22)

/rot o dr dzg = /rot Y + /wgo] do V(p,p) €V x H (3.23)
I'

E E

Due to (3.15), (3.18) and (3.19), solutions of (3.13)-(3.19) are in V; x H.
Choosing (¢, 1) on V x H, and multiplying (3.13) by ¢, we obtain :

/(V x v).(V x @) dz dzs — 2N? /rot pwdzy dzz — /pdivgp dzy dzy =

— /(va)cpld0+2N2 /wgplda—/(VxJ).(VXQo)—/(VX.])@ldadzldz;; VoeV

rl l"l E l_‘1

Taking into account the boundary condition (3.16), we obtain equation (3.20)
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In the same way, multiplying (3.14) by ¢, integrating and using the Green’s formula
(3.23), we obtain :

0
Ry /Vw.Vzb dz; dzz + 4N? /ww dzy dzs — 2N? /rot Vv dzy dzs = —Ry a—ww do
2z
i i i B
—2N2/wv1 da+2N2/r0t JY dzy dzs Ve H
r E
Using (3.17), we obtain (3.21). O

Remark 3.2.5. The boundary conditions (3.16)-(3.17) can be recovered for solutions of
the weak formulation (3.20)-(3.21) by classical argument.

3.3 Existence and uniqueness

In this section, we give two proofs of the existence and uniqueness of the solution
to problem (3.20) (3.21), each valid for different domains for parameters.

Without any other mention, || || denotes L? or ((L?)? or (L?)*) norms.

3.3.1 Existence and uniqueness with mixed formulation

Let us first recall the following lemmas :

Lemma 3.3.1. [11] Let X and M be two Hilbert spaces with respective norms ||.||x and
I.llar. Let A and B be two continuous bilinear forms and F a continuous linear form.
Let us consider the mized variational problem (P) :

Find (u,p) € X x M, such that :
(P) § A(u,v) + B(v,p) = F(v) Yo e X
B(u,q) =0 Vge M
Under the hypothesis :

)3n > 0 such that A(v,v) > n||v|[% Yo € {ve X,B(v,q) =0, Vg € M}
B(v,q) &

i1)36 > 0, such that inf sup
€M yex |[v][x]lallm

the problem (P) has one and only one solution (u,p) in X X M.

Lemma 3.3.2. [20] For all q in L3(E), there exists vy in Hy(E) and C > 0, such that :
divwg = q and ||Vl < Cllq||2(m)-

Let us introduce the following notations :

A ((v,w), (p,0)) = /(VX’U).(VXQO) dzy dz3—2N? /rotgpwdzl dzz—2N? /rotz/).vdzl dz3

E E E
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1
—2(N?*— =) /MP] do—2N*(B 1) /W)] do+ Ry /Vw.Vp/)dz] dzs+4N? /wzbdz] dzs
o
];1 ].“1 o) B
B((‘Pﬂ/))ap) = /pleQD dZ] ng
E

L(p,1p) = 2N? /rot Jp — /(V X J).(V x @) dz dz3 + /QNQB(g s)y do

E I

Problem (3.20) (3.21) can be written in the following mixed variational form :
Find (v,w,p) € V x H x L3(E), such that :

A((v,w), (¢, ¥) + B((,¥),p) = L(.¢)  V(e,¥) €V x H (3.24)
B((v,w),q) =0 Vg € L (E) (3.25)
Theorem 3.3.3. Assuming

1 b
N? < 2’ and ——————(

V1 —2N?

where b = max,, H(z), there is one and only solution to (3.24) — (3.25).

l_N2
o

+ BN?) < @ (3.26)

Proof :
We use lemma 3.3.1 with X =V x H, M = L}(E), A=A, B=B, and F = L.
It is obvious that A, B (respectively £) are continuous bilinear forms on (V' x H)?
V x H x L3(E) (respectively linear form on V x H).

-We will prove now condition 7). For any (¢,1) in V x H, we have :

Alle.0). (0. 0) = [ (Vo x @ devdzg 2N [ rot o ey dzg — 247 [ xot g dan e

E E E

2
+— /1/)(,01 da—QNQB/z/)cpl do + Ry /(Vw)del dzs + 4N? /1/)2 dz dzs
IS} T E

E

We derive another expression of A by applying (3.23) to fF rot .o dz; dz3 :

A((e, ), (0, 0)) = /(V X ©)* dz1 dzy — 4N2/r0tw/) dz dz;

E E

«

1
+2 (— —N2> /wgol da—QNQB/wgol dU+RM/(Vz/))2dzl d23+4N2/w2dz1 dzs
I I FE E

From the Poincaré’s inequality :

dyp
lellr2ry) < \/EHa—ngm(E) Vo € H'(E), ¢r, =0
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and the identity :

/(V X ©)?dz dzg = /(Vgp)2 dzidzy VYo eV (3.27)
E E
Using the Cauchy-Schwarz inequality, we obtain :

Oy dp Oy Oy dp
IZA((so,w),(w,w))Z||8—2:||2+|| 1||2 || 3||2+|| 3||—4N2|| 1||||1/)||

p: 1
~an? | 22 ) > (\— N

dyp
+ N?8 ) bl|z— ||||—1|| + Ru ||V |* + AN?||||?

For any constants A;,i = 1,2,3, (B;,C;, D;), i = 1, 2 in R+ such that

3 2 2 2
1=1 =1 i=1 =1

we get :

0 0 0
I>| ““n ol | 5 AN7| 5

p: - Oy
|| e 2||2 H3 2||2 [A I 1||2

||||w||+4N2D1||w||2}

dp
||||—]

8
[A2|| P ap( L - e v 2

I+ Ru €122 ||2]

d: 390
ROl 5 P+ Rarl g+ [B1|| e g *||||w||+4NQDQ||w||2}

By choosing :

1 2N? 1 2N? 1
A]:QNQ, AQZT, A3:T, B]:QNQ, 32:1*2N2,C]:CQZD]:D2:§
and assuming (3.26), it is easy to prove that the terms into brackets are positive, so that :
1 2N?
1> 7||V80||r2 i+ —||V¢|| (3.28)

so, i) is verified.
-Now, to prove condition i), we use lemma 3.3.2. Let (¢, ) belong to V' x H, and
q to L3(E), we obtain :
(Ho(E))? x {0} CV x H

so that :
divpq dz dz divp g dz dz
sup f ¥qaz azg > sup fE Yqaz azg
(e)eV =t ([lgll2, + [9]2,)?  (eoetg)?<t0) Vel
fE divepqg dzy dzs
= sup
pe(HY)? Vel

According to lemma 3.3.2, for given ¢ € L2(F), there exists vy such that div vy = g.
Choosing ¢ = vy :

f divp q dz dz3 S fE divvg g dzy dzs

(oo H 21 [Vl
’ (lellz + ll]3)?

~ llall3- —|| i
IVl T
which ends the proof. O]
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3.3.2 Existence and uniqueness with fixed point procedure

It is possible to give another proof of the existence by considering a fixed point pro-
cedure, in a similar way as [4]. In that proof, assuming specific values for the coefficients
« and (3, the existence and uniqueness is obtained for any value of N in ]0, 1.

Let us define the fixed point procedure 7 :
For any v in Vj, let w in H be the solution of :

RM/Vw.Vz/)dzl d23+4N2/w1/)dz1 dzs :2N2/rotz/)6dz1 dZ3+2N2(6—1)/w51 do
r

+2N? /B(g — s)p do + 2N? /rot J ) dz dz Vg e H
P, '

E

For that w, let us define v = 7T (v) be the unique solution in V; of :

1
/(va).(ngp) dz dz3/pdivg0 dz) dzz = 2N* /rot w dz; dz3+2(N*— =) /wgm do
D D D a .

E E E I'

/(VxJ).(ngp)dm dz3 VeV
E
Let us first remark that both problems are well defined as soon as R, > 0 and « # 0,
without other assumption on the coefficients.

It is obvious that a fixed point of 7 with the associated w is solution to problem
(3.20) — (3.21). We will prove the existence in that way :

1
Theorem 3.3.4. For =0 and a = Nz’ problem (3.20) — (3.21) has a unique solution

Proof
We will make the proof with general parameters o and 5 to show how the condition
occurs.
We will prove that 7T is a contraction in V' by introducing two sequences

v = T(W’), - T(ﬁ”)

and the related w’ and w”. Denoting w = w' — w", v =v' —v", v =7 — 7", and choosing

¢ = v and ¥ = w, we easily get by substraction of the corresponding equations :

Ry /(Vw)2 dz, dzs + 4N? /w2 dzi dzs = 2N? /rot wodz, dzs + 2N?*(3 — 1) /wil do

E E INY

(3.29)
and

.. G{ .
E I}

1
/(V x v)?dz dzg = 2N? /rot vwdz dzs +2(N? — =) /wv] do (3.30)
B
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From (3.30), by applying Cauchy-Schwarz we get :

(0%
E E E I'

So

2N? 1
/(V x v)?dz dzs < 2N2/w2 dzi dzs + 1 /(V x v)*dzy dzy + 2(N* — —) /wv] do

N2 1
(1- 7) /(V x v)?dz dzg < 2N? /w2 dzy dzs +2(N* — =) /wvl do (3.31)
. o
E

I r

From (3.29), applying Green’s formula to the first term in the right hand side, we obtain :

4N2/w2dzl dzz < 2N2/r0tﬁwdzl d23+2N25/w61 do
E r

E

1
< 2N? /w2 dz; dzz3 + Z/(V x 0)2dz dzs | + 2N26/wﬁl dd3.32)

E E INY

Taking account of (3.32) into (3.31), we get :

«

E INY

N? N? 1
(1—7) /(va)2 dzy dzs < 5 /(Vxﬁ)2 dzy dz3+2(N?—=) /wvl d0+2N25/wﬁl do
j B [ I

Due to the assumption of the theorem, the boundary integral cancels. As 0 < N < 1
we get :
/(V x v) dz dzs < k /(V x 0)* dz; dzs
E E
NZ

Where0<k:ﬁ<1aSO<N2<1.

2
To end the proof, it suffices to remark that (3.27) is fulfilled for any ¢ in V. So T is
a contraction with the Poincaré’s norm ||Vo||.
U

3.4 Thin film approximation

3.4.1 Rescaling and estimates

In this section, we will consider the lubrication assumption in which b = max,, H(2)
is small. We set b = kje with € << 1. In the previous section, it has been shown that
a solution (v,w,p) of the problem (3.20)- (3.21) exists under assumption (3.26). We
want to study the behavior of (u,w,p) denoted by (v¢,w®, p¢) when € tends to zero. We
introduce the following variable change :

Z3

r1 =21, I3= — (333)
€
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As classical in such a problem, we make the following assumptions :[3| [9]

1
h(z1) = —H(x1) does not rely on ¢, so that the initial thin domain E (denoted now
€

by Q¢) becomes a fixed one
Q= {(.’L’],ﬂ?g), 0< T < ]_, 0< Ty < h(??])}

The lift J defined in lemma 3.2.2 in the domain Q° depends now on €. It is denoted
by J¢ and can be constructed from J independent of ¢, defined in € with div, J = 0, in

this way :
<3

Ji (21, 23) = J1(21, ?)

— z
]§(21; Z‘s) = 6J3(21; ?3)

In lubrication problems (see [4]), the scaling of R); with respect to € is as follows :
Ry = €R., R, >0
so that (3.26) is rewritten in terms of k; and R, :

k, VR,

1 1
H1 0<N?<= and ———(|— — N? N?) <
(H1) <NT<g an m( - + BN7) < 5
The theorem 3.3.4 induces the assumption
1
(H2) 0< N <1, a:mand520
Lot 0? 0? 0 0 0 0
1 1 . 1 1 03
AF:— 9 927 VF: YRR YA d e — 7 -5
- 0} + €2 013 ' (6:1:1 € 6:1:3) Ve 0xy + € 0x3
. 1 0 0s
rote = —-— — —
€ 8373 837]
By setting J = (J;, €J3) equations (3.13)-(3.19) become :
~ AT +T) + VI = 2N?rot, & (3.34)
— € R AT + 4AN’T¢ = 2N?rot, (T°+ J) (3.35)
div. 7 =0 (3.36)
with the boundary conditions :
(6 —€
W = EVE X (T°+J) onl'y (3.37)
ow* 9 e
eR.— = —2N*[(v] + g — s) onl'y (3.38)
8373
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5 =0 on T (3.39)

7= =0 on [3UT, (3.40)

The corresponding mixed variational formulation in €2 is :
Find (v¢,@¢, p) in V x H x L(f) such that :

1
€ /(Vexﬁe).(vexgp) dx, (1.7232]\726/r0t6 ww® da, dx32(N2—)/w€g01dae /ﬁedivegp dx, dxs
.. . G{ .. .

Q Q Iy Q

—2N26/ rot, 1.0 dxy d:rg—QNQ(B—l)/zl)Ef da—l—éch/Vfwe.VFz/) dxy d:c3+4N26/wfw dxy dxs
Q I Q Q

6/ (VexJ).(Vexg) doy dos+2N%e /rotf._fgwdxl d:rg—l—/QNQﬁ(g—s)z/) do VY(p,v) € VxH
Q Q ]'“1

(3.41)

€ /qdiveﬁe drydrs =0 Vq € L*(Q) (3.42)
0
Theorem 3.4.1. Under the hypothesis (H1) or (H2), there exists a unique solution
(", p*, @) of (3.41) — (3.42)

Proof
It a direct consequence of (3.26) of theorem 3.3.3 and theorem 3.3.4.

Lemma 3.4.2. Under the hypothesis (H1)or (H2), the following estimates hold :

ov* ot
||—||L2 2 <K, ||68—||L2 2 <K
ow* ow*
2(q) < K, 2 <K
el < Ko €5 e <
Proof
Set
A (e, / (Vex @) dzy drs—4Ne /rotegpp/)dﬁ (]7"34—2(——]\72 /mp] do
Q Q

—2N25/W1 da+e3Rc/(VEw)2dx1 dxs +4N2e/w2 dxq ds
Q

Q

From the coerciveness property of the bilinear form of the weak formulation (see (3.28))
and taking (3.33) into account, we have with ¢ = v and ¢ = w* :

1 —2N?

Af = A((v°, @), (v,@°)) > 5

IV |20y + € CIIV@EH%Q(Q)
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and
LT, @) = 2N%e /rotejF W drydrg—e /(Vexjf).(vexﬁe)dm] dz3+2N?j3 /(gs) w do
0 0 T,
then
Af < LT, w°) < 2N2k]e||r0t5T||L2(Q)||V€EE||LQ(Q)2 + ||Ve x 7E||Lz(9)||VEW€||Lz(Q)
+2N26\/ k]€||g — SHLZ(Fl)HVEwEHLZ(Q)Z
which is equivalent to :

1 - 2N? B 1 . 2
2 (HVFUEHL?(Q)“ - WHVF x J ||L2(Q)>

R, N2k e 2N?BVE 2
5 (A7~ o Tl - 2 g sl )
. B INYKE IN* Bk
mHVF x J ||%2(Q) + R 1 ||I‘Ote J ||%2(Q) + GQR(; ||(] - SH%?(IH)

K

N4k .
+4T||I’Otf J ||L2(Q)||q — S||L2(I‘1) S 6_2

so we obtain :
K

27

K
€ Y

|V o) < Vo || L2y <

€

3.4.2 Asymptotic study
In this section we recall that hypothesis (H1) or (H2) will be allways assumed.
Lemma 3.4.3. There ezist u* in V (x3) and s* in L*(]0, 1]) such that u® weakly converges
to (ut,0) in V(z3) and u5(z,0) weakly converges to s* in L*(]0, 1]) with
u*(xy, h(zy)) =0, Vy €]0,1]
where V(x3) is the Hilbert space :

0
Vie) = {6 € 1207 2% e 12(0)")
8.7,‘3
Proof
From Friedrich’s inequality in x3- direction, we obtain :
ou* ||
allfg L2 (?

[T r2()2 < K|
Let u¢ = ¢ + J where J* is defined in previous section .J* = (J1,eJ3) and from lemma
3.4.2,we deduce :
||H€||L2(Q)2 S K
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V' (2z3) is an Hilbert space with the norm :

99 5

||12

16110 (zay = NNz + Il 5~

then u° is bounded in V(z3), and there exists a weak limit u* in V' (z3).
From continuity of the trace application from V' (x3) to L*(T'1)? and L?(T'3), we deduce
that u* = 0 sur I'; and that there is s* such that u¢ weakly converges to s* in L?(]0, 1)
To prove that uf = 0 on €, the divergence equation is used. Letting ¢ be in D(Q2),
we obtain :
—c

1 0m,

ous
87"3

d.’L’l dl‘q + - / ¢d$1 d.’L"; =0

Q
Passing to the limit, we obtain, taking into account the V' (z3) convergence :

ouj
/a dT3—O

Q
hence u} does not rely on the x3 variable. As u} is equal to zero on 'y, we deduce that u; =
0in €. O
Lemma 3.4.4. The following estimates are valid
op° op*
Sl < K. el gl < K.
Proof

Let ¢ be in Hy(€2) and choose ((¢,0),0) as test function in (3.41) :

ey 09 99 _ op° —e, 09
/(VFX’U)a—x3 dxy d;];3—2N2 a —wdry drs = <ax1,¢>g1(Q),Hé(Q)—/(VEX.] )a—x% dxy dxs
Q Q Q

Using the Green’s formula on the second term and the estimates of lemma 3.4.2 we
deduce :

op* K

oz, 17T =3
Taking now ((0, ¢),0) as test function in (3.41), we obtain :

—€ a¢ a¢ —€ aﬁe € a¢
—6/(VE><U‘)6—Q;1 dxy d:r3—2N26/ a—xlw'd:rl d:r3:—<ax3, >H1(Q)7H3(Q)—e/(vg><,] )6—:1:1 dxy ds
0 0 0
we deduce in the same way :
[
81’3 HH () = €

]

Lemma 3.4.5. With the same assumptions as in Lemma 3.4.2, there erists p* in
L?(]0,1]) so that €*p*(x1) weakly converges to p*.

with
1

/p*da?]da" /hT]p(]T1—0

Q 0
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Proof :
Using the inequality (see [17], Remark 1.4 p15)

1PN o) < K L IIVD L1 (o) + /ﬁf dzy dxs
Q

from lemma 3.4.4, we conclude that €*p¢ weakly converges to p* in L2(Q) and that p*
does not rely on zj. 0

Theorem 3.4.6. There exists w* in V(x3) such that ew® weakly converge to w* and :
w(z1,h(xy)) =0 V; €]0,1]

Morever p*(z1) belongs to H'(]0,1]) and we have the following relation :

h
h2 dp* *
ﬁ% S %h ~ N? / w*(2z5 — h(11))dzs | in L2(]0, 1]))
0
with
h
~ % 1 *
uy(x) = 7 /u](m],xg) dzs
0
Proof :

From Friedrich’s inequality in x3- direction, we have :

€

0w ||
05 L2(Q)

[ 20y < K|

From lemma 3.4.2, we deduce that :

K
@20 < —
€

thus ew® is bounded in V(x3), and there exists a weak limit w* in V(x3). The conti-
nuity of the trace application induces w*(z1, h(z1)) =0 Vz; €]0,1].

Let 6(z,) be in D(]0,1[). We choose (8(z1)z3(x3 — h(z1),0),0) as test function in
(3.41) :

5 €

/ ( aU1 — aug) 9(27}3*h) dﬂ?] d.’L’g*QNQ /56(27,'3}),)9 d.’I}] dﬂ?g = F<gi,97}3(?73h)>

68.7,'3 837] T

Passing to the limit, we obtain :

ouy op*

/ all 0(2x5 — h) dz, dvs — 2N? /w*(2m3 — h)0dzy dxs = / b Ox3(rs — h) drides(3.43)
8373 8.%1

Q Q Q
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As p* does not rely on the x3 variable, we obtain :

1 h 1
op* op* h op*
/ b ng(xg—h)d:rldxgz/ [/xg(x;;—h)dxj oL dxlz—/—G P dn,

J 0, / |J} J 01, / 6 Ox;

Applying Green ’s formula, we obtain :

/2“19 2wy — h) dxy daxg = —2/1@0 dx, dxs+ /uf(xl,O)hH do
Z3

Q N1
From lemma 3.4.3 : .
/uf(xl,O)hH do = /S*hﬂ dxy
T 0
So (3.43) becomes :

h? 6
2/11,’{9(137] dT3+/ s*h# dm]QNQ/w 2w3—h)0 dxy drs = / P gw, Vo€ D(]0,1])
0

2

Because 6 is any function in D(]0, 1[), by density, this formula holds in H'(Q). As h is
(2) and

a regular positive function and as u}, w* and s* lie in L*(2),

6
p* has the required regularity. O

Theorem 3.4.7. The limit velocity and pression satisfy the following equations :

O*uy  Op* Ow*

——— 4+ — = —2N? in L*(1 3.44
dx3 Oz 0x3 in L7(0) ( )
02 w* ou*

—R.—— +4N°w* =2N*—L in L*(Q 3.45
arg + w amg m ( ) ( )

h(z1)

0 «
E. / uy(z1,w3) drs =0 (3.46)
A _0
with the boundary conditions :

ouy 2

azl (21,0) = Zw*(1,0) in L*(J0,1] (3.47)
aw* 2 * N 2

Rca—“(m],O) = —2N°B(s*(z1) —s) in L*(]0,1]) (3.48)

Proof
Let o1 be in H{(2) and ((¢1,0),0) as test function in (3.41), we obtain :

/ o — 0\ O dxy dzs — 2N? %w “dry drs = 6<ai, ©1) -1
0 837] 0

68373 837] 8373 . T3
Q
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After multiplication by e and passing to the limit and applying Green’s formula on the
second term, we obtain :
8111 890]
8T3 aTg

op*

dzy dzxs + 2N? drs = <BT’ (;01>H*1,Hé
T

Q

so that :
 Puy N 20w Op*
8%% 8373 8.%1

in H '(Q)

*

0
From theorem 3.4.6, ai is in L%(€2), and (3.44) is proved.
g

To prove (3.45), we take ¢ in Hy(2) and ((0,0),) as a test function in (3.41) :

R.é? / V. @V dey des + 4N? /w%p dx, dzs = 2N? / rot, Yu’ dxy dxs

Q

Passing to the limit after multiplication by € we obtain :

dw* O ou*
OV N /w b dry dzs = —2N? /—u d, d —2N2/ Y dy da
aTg 8T3 . . 8T3
Q Q Q
We deduce : P -
SRS ANt = oN?E i HO(Q)
0x3 O3

As u} and w* belong to V' (z3), this equation holds in L*(Q)

To find the boundary conditions, we choose 6 in D(]0, 1]), then there is a lift ¢ in
H'(Q) such that ©1/rur, = 0 and ¢y, = 0.

Applying Green’s formula, we obtain by (3.44) :

1 1
ai%d , drs+ “1 Lodri+ / day das = 2N / 991 % iy dirs+ 2N / W0 da,
8T3 8T3 Ox T . a-7"3 .
0 Q 0
(3.49)

Going ((1,0),0) as test function in (3.41), we obtain :

1
aﬂi aﬂg agol 9 / agol_ 9 1 /_ /_ agol
dx,drs — 2N ——wdrydrs — 2(N* — — “Odr, = ¢ C——dx,dr
/ (eaxg 8m1> 0x3 T ) amgw 14T ( 0/) v i f, b ox T
Q Q 0 Q

Passing to the limit, we obtain :

ou* 0 Dy 1
ul el dx, dzs — 2N? w*dxy drs — 2(N? — )/w*ﬁ dr, = / el dxy dxs
a.’L"; a.’L";
Q

61:3 o
Q 0
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R,

From (3.49) and (3.50), we obtain :

1

)
/ g day = /w*@dml; Vo € D(]0, 1])
a.’L";

0

and we deduce that : ot 5
“‘] * !
= — D(]0,1
9oy o D (J0, 1)

*

Moreover, %(ml, 0) and w*(zy,0) belong to L(]0,1[), so the previous equation holds
T3

in L2(]0, 1]).
In the same way, to find the boundary condition (3.48), we multiply (3.45) by ¢ in
H'(Q) such that ¢(z1,0) = 6 and ¢ r,ur, = 0, and we apply Green’s formula :

1 1
Bu* Oy A
R, —+R.
’ . 8373 8373 + . 8373
Q 0

o

Z3
0 0 0
(3.51)
Choosing ((0,0), ) as test function in (3.41) so

R.é / Vw ' Vapdrdes + 4N26/w‘w dxq drs — 2N%e / rot, Yu‘ dxy desy =

Q Q
2N’ /H(Wf —5)do — 2N? /Hﬁﬁd(f
. !
Going to the limit, we obtain :

1

Ow* 0
v w 4N2/w W dx dT3+2N2/—11 dx dT3QNQB/(S*(.T,])S)de]QNQ/S*(.Q?])Hdm]
a.’L"; a.’L";
Q 0 0
(3.52)
From (3.51) and (3.52), we deduce that :
Ow* 2 * : !
R.— = —2N°j3(s*(z1) — s) , inD'(]0, 1])
8173

*

Morever, s* — s and belong to L?(]0, 1[), so the previous equation holds in L?(]0, 1[).

T3
To proove (3.46), let § be in D(]0, 1), we have :

/div6 ufdxy drs =0 (3.53)
Q
Applying Green’s formula, we get, :

o
8T3

Q

B 6
0 duy dus — —= /ﬂg;— day ds = 0
6!
Q

T3
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From (3.53), we obtain :

ou a0
/ UIedﬂ?] d'[)3_0_/\ﬂ§a— dﬂ?]dﬂ?g

0, T
Q Q

Letting € tend to zero, we obtain :

o roo [ Foa (M

0= - u{a—ml dry g = — / . / uidry | dry = / 98.—77] / uydxs | dx
) 0 0 0 0
(3.54)

which ends the proof. ]

3.4.3 Generalized micropolar Reynolds equation

In this section, we give expressions of u*, w*, solutions of the differential system

(3.44) — (3.48), in terms of p*. Next, putting these expressions in (3.46) will lead to the
corresponding Reynolds equation.

Lemma 3.4.8. Assuming (H1) or (H2) , for o # 1 the solutions to (3.44)(3.45) with
boundary conditions (3.47)(3.48) are :

i (, 73)= [(22[ : (sh(kxg)—sh(kh))+fya(x3—h)> A2 (ch(ay)—ch(kh) Bﬁ%} x

8 * 2N2 2N2
2 (555 hthr) )+ = 1)) A2+ 2 (el — et B
1
(3.55)
* 7_01 T3 ap* h
w* = [((’h(kTg) + 5 ) Ay + sh(kz3) By + 20— NQ)] ax1+[(ch(km3) + 5 ) Ay + sh(lmg)Bg] s
(3.56)
where
_ N2 _ 2
E—=9N 1-N o Ja 1—aN”
Rc 2 o — 1
- L(T/‘]) 4 RC 9 RC 9,9
_ L(z1) 2 2 Re 272 Yo

Ay(x1) = 2N?kL(x1)sh(kh)

By(11) = —2N?EL(1) (% + ch,(kh,))

L(zi)= — < {%—I—ch(k‘h)} [4N4(1—ch(kh))+%k1 +2N2sh(kh) [Yakh+2N%sh(kh)] ) h
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Proof
Integrating (3.44) in x3, we obtain :

ouy  Op* :
= z3 + 2N*w* + K, (z 3.57
ors o T3 + w* + Ki(x7) ( )
where K is an unknown function. Putting (3.57) into (3.45), we obtain :
O*w*  4N? 2N? Op* 2N?
e G T e e Ky (1) (3.58)

03 Rc Re 9z, ° Re

whose solution can be written :

T3 op* Kl(l’l)

* kxs —kz3
w* = cy(z1)e™* + co(xy)e + 50— N9 oy T 21— N?) (3.59)
: : 1— N2
where ¢;(x1),7 = 1,2 are unknown functions and k& = 2N 7
Putting (3.59) in (3.57), we obtain :
ouy 1 op* Ky (x
aé::I_Nwﬁﬂa+2N%qugJM+fxmpkmy+lf§z (3.60)
Integrating (3.60), we obtain :
. 2N? 1 dp* Ki(z
(3.61)
where
A(y) = er(w1) + e2(a1), B(ay) = er(w1) — ea(a)
and Ky(x1) is an unknown function.
w* in (3.59), can be written :
N 1 op* K (x
w* = A(zy)ch(kzs) + B(xy)sh(kxs) + 20— N7 ailxg + 2(11_( ]1\7)2) (3.62)
Using (3.60)and (3.62) in the boundary condition (3.47), we obtain :
Ki(z1) = 7a(1 — N*)A(xy) (3.63)
Using the condition u}(z1, h(z1)) = 0 in (3.61), and using (3.63), we obtain :
2N? 2N? h? op*
KM@—(MmMﬁ—ksMMOA@ﬂkijMMBmﬂﬁrjmég

From condition w*(xy,h(x1)) = 0 and (3.48), we obtain, using (3.63), the following
system :

—h
A 2(1— N?) 0
op*
Q = R B + S
B ?CQNQhZ(T]) T _2N2
2(1—N?2)
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where () is the matrix defined by :

72—‘“ + ch(kh(zy)) sh(kh(z1))

2

2N —4N*
p sh(kh(%)))

IN? <7ah,(x1) + (1 ch(kh(z1))) — %k

The solution of this system is given by :

op* op*

A(ZL‘l) = Al(.’L’l)a (ZL‘l)S, B(.’L’l) Bl(.’L’l) + BQ(.’L’l)
T 8
where (A;(z1), Bi(z1) and As(xq), Ba(zq) are solutions of :
Ay 2(1 — N?) Ay 0
Q = and @ =
B %72N2h2(m1) B, —2N?
2(1_N?)

Calculating A;, B; for i = 1,2, then u* and w* are obtained by (3.61) and (3.62) as
functions of p* and of known data.

Lemma 3.4.9. Assuming (H1) or (H2), for a = 1 the solutions to (3.44)(3.45) with
boundary conditions (3.47)(3.48) are such that :

" 2N? ,, ay=h A op*
uy(z1, x3) = [ I (ch(kx3) — ch(kh)) By + 2(137 N?) + 1 ]]\f2 (3 — h)} 0xq
Al
(I{:h)) 1 — NZ( h) S (3.64)
T3 Al op* Ay
N\ oh(br h(kxs3)B :
w [9h(kT3)B + 31— N7 + 20— NQ)} Bz, + | sh(kxzs)By + 2(1 — N?) (3.65)

where

Al(xy) = L'(21) <h, [4N4(1 — ch(kh)) + %k } — ksh(kh) {}; 2N?h?(x )D
B{(xl):k% (2N2h + %)
Al (x1) = AN%k(1 — N?)L'(z1)sh(kh)

Bly(x,) = —2N?kL' ()

L(zy) = — <4N4(1 — ch(kh)) + %/& + 4N2khsh(kh)> N
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Proof
The beginning of the proof is as in lemma 3.4.8
Using (3.60)and (3.62) in the boundary condition (3.47), for a = 1, we obtain :

A1) = 0 (3.66)
Using the condition u}(z1, h(z1)) = 0 in (3.61), taking (3.66) into account, we obtain :

2?2 oo oo K
Ky(xy) = — | ——ch(kh)B(x h
() (kc( ) (T1>+2(1N2)8x]+1N2)

From condition w*(xy, h(x1)) = 0 and (3.48) we obtain using (3.66) the following
system :

—h
i v | oy [0
Q _ | A o, 8
B G 2NEh (1) I —9N?
T NT)
where )" is the matrix defined by :
1 h(kh(xy))
o o
2(1 — N2) '
Q' = 2 4
2N*h  —4N s
1 N? (= eh(kh() =

The solution of this system is given by :

op* op*

Ki(21) = Ay(21) 5 — + As(an)s, Blar) = By(x1) 75—+ By(a1)s
0, 014
where (A’ (z1), B} (x1) and A)(x;), By(x;) are solutions of :

_h

A, 2(1— N?) AL 0

Q' = and Q@ =

B, T — 2N?h?(z1) B, —2N?2

2(1 — N?)

Remark 3.4.10. The results of lemma 3.4.9 are the same as those of lemma 3.4.8 by
making v, tend to co (a=1).

Theorem 3.4.11. Assuming (H1) or (H2), p* verifies the following equation :

/@1 87"] am = /@Qm)g—zs dx, vo € H'(]0,1]) (3.67)
Fora#1:
0, (1) = S(flz Ele\g = [2]}{:\7 (ch(kh(zl)) -1 h(m)sh(kh(%))) %hQ(m])} Ay (1)~
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2N? (sh(kh(xy))
k( k

- h(mﬂch(kh(%))) By (x1) (3.68)

Oa(n) = [22[2 (Ch(""’h(zl)) -l h(m])sh,(kh,(x])o - %h?(m])} Ayl )+
2]]:72 (Sh’(kz(m) - h(m])ch(kh,(x]))> Bo(z1) (3.69)
Fora=1
01(01) = gt s 2 O o] B
3.70
O(en) = 57 TNQ)A; + 2];2 {Sh(kz(“)) - h(wl)ch(kh(xl))} Bl(1) E3.71;

(A;, AL By, Bli=1,2 are defined in lemma 3.4.8 and 3.4.9).

Moreover, there is aqy > 0 and 7 > 0 such that for any 0 < a < aq and > [,
the solution p* of (3.67) is unique.

Proof
Using (3.46), we obtain :

1 h(:l}l)

00
/ / uy dxs 8—(37])(1.7:1 =0 Vo € H'(]0,1])

X
0 0

From lemma 3.4.8 or 3.4.9 , averaging (3.55) or (3.64) we obtain :

h(z1)
a *
/ U,{ dlL‘g = —(“)1(111'1)8? + 592($1)
. A1
0

1
For a = 0, 3 =0, it is proved in (|5], theorem 3.6) that © is strictly positive. As O is a

1
continuous function of oz and £, it is still positive for small & and —. The uniqueness result

follows immediatly. O

Remark 3.4.12. Numerical computations seem to indicate that ©1 does not have a
constant sign for any values of o and 3.

3.4.4 Micropolar Reynolds equations for large

1
By setting 5= 0 in (3.48), the boundary conditions (3.47) (3.48) become those

introduced in [8] :

o duy
w*(x1,0) = Eaxi (21,0) (3.72)

uj(z1,0) = s (3.73)
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Solving (3.44)-(3.46) with conditions (3.72) and (3.73), all the calculations of the previous

section (lemmas 3.4.8, 3.4.9 and theorem 3.4.11) are valid with — = 0.
If « # 1, the corresponding Reynolds equation (3.67) and (3.68)- (3.69) are rewritten
with A; and B;,7 = 1,2 given by :

) () [ANA(1 = ch(kh(a0)))] + 2N22( esh (kA (1))

) =50
By(x1)= % <2N2h(:r1) [2N?sh(kh(z1))+7akh(z1)] — 2N?B° (21)k {ch(kh(xl))+7_2a ])

AQ(T]) = 2N2]€L('I}] )Sh(k,'h(??] ))

Bo(a1) = 2N2kL (1) (% + ch(kh(xl)))

L(z)= — ( [é—‘“wh(kh)} [AN* (1 —ch(kh)) +2N2sh(kh) [%kh(xl)+2N25h(kh)]>]

and
1— N2 o 1 — aN?
Loy Ja_l-al?
R, 2 a—1

If o =1, we have to use the values of ©; and ©,, given by (3.70)-(3.71), in which :

Al(z1) = L'(z1) (AhN*(1 = ch(kh)) + 2N?h?*(z1)ksh(kh))
L(21)
2(1 — N?2)
Al(xy) = AN?*k(1 — N?)L'(x1)sh(kh)
Bl(z1) = —2N°’kL' (1))
L'(z1) = — (AN*(1 — ch(kh)) + AN*khsh(kh))

B! (z1) = 2N?kh

1

Remark 3.4.13. The usual boundary conditions introduced to study micropolar fluid [4]
[5] are :

(3.74)
(3.75)

w*(r1,0) =0
uy(z1,0) = s
They can be obtained from the previous equation by letting @ = 0 in (3.68)-(3.69) so

that : W)
Ailn) = 1
h(z1)
4(1 — N2)h(Hhim)

B1(5L"1) = -
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1

2(BEh(ME) — h(ay)

kh(x
th(Eny
2 kh(x
2(Hth(*5) — b))
and we find again the “classical” micropolar Reynolds equation (see [5]) :

ail (fli(ilvl Zf [i i 4h2(x1)}Z{ —N?) 4%(%)“’”’(%(;1))}) - <h(x1)s>

Ay(my) =

32(331) =

3.5 Comparison with previous work

In this section, we will consider two particular mechanical devices, a slider bearing
and a journal bearing, to show the sensitiveness of the operational parameters with
respect to oo and £.

3.5.1 Definitions

From a mechanical engineering aspect two parameters seem to be important : The
load W and the friction coefficient F' along the moving surface I'y.

The load is given by :

The shear stress along the surface I'y is :

877,]

(V+V7)8—Z3

(Z,0) = 2v,w(Z,0)
The friction force F' is obtained by integrating the shear stress along the moving surface,
thus :

L
F= /<u+u7 8Z3(Z 0) — 2y7@(2,0)> 4z
0

The friction coefficient ¢y is determined by :
F

(‘f—W

As is usual in the lubrication area, the Dirichlet boundary conditions (p(0) = p(L) = 0)
are used instead of the Neumann boundary conditions that are implicitly contained in
the weak formulation (3.67). We recall (in section 3.2.2) that g is a charateristic velocity
of the surface. To simplify, we set gy = §, where § is the known velocity of the wall, which
implies

s =1.



/\
H(2)

C
\. o(1+m)

= L Z
(s0)

Fi1G. 3.2  Geometry of a slider bearing

It has been experimentaly shown that there are chemical interactions between a solid
surface and the nearest fluid layer. This has to be taken into account especially for a
non-newtonian fluid and very thin gap. It can be done by introducing a viscosity v, near
the surface which is different from v and v,. In |7|, it has been proposed to define a by
means of this ’boundary viscosity’ v, by :

v+uvy,— 1y

G =—t (3.77)

Uy

Following [7], it is possible to give physical limits to v, inducing that :

v+uv, 1
0<y<v+rv, = 0<a< =N

Uy

The relative viscosity 7, is defined by :
Vy = —

From (3.77), the relation between « and 7, is :

1— aN?

BTN

We also set
5o L
2N?2p3
Parameters 7, and ¢ are used instead of « and  to compare various possible micropolar
fluid models.

3.5.2 The slider bearing

As the first example, we consider a simple device with a negative slope described by
figure 2

Z
H(Z)—c<1+mz>. 0<Z<Landm<0
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F1G. 3.3 Adimensional load versus 7, for various § , R, = 0.01, N = 0.1

c
Using the normalization given in section 3.2.2, recalling that ¢ = T we define the

rescaled gap :
1~

and the corresponding W* and F™* by :

1
2
€ ~
W* = / *(rq) doy = ———W
/ p*(1) dx QO(V+V7)
1 0
711 9 & € ~
—2N*w*(x1,0) | doy = ———F
o/<87”3 (@ )> " og(v+ )
Taking into account conditions (3.47) and (3.55), we obtain :
/ oux 1 op*
u
F*= [ (1 - N*a)—( dx /1N2 A Ay | da
/( )6.%3 21,0 18”[“ + sAg | axy
0 0
The friction coefficient ¢} is determined by :
P S
Cr = W* Zcf
Loads and friction coefficients are computed for a fixed slope m = —0.5 :

-W* (respectively c}) load (resp. friction coefficient) corresponding to the pressure
solution of (3.67) depending on 7,8, N, R, ;
-Wi (respectively cj;) load (resp.friction coefficient) corresponding to the pressure

1
solution on (3.67) with 5 0 depending on 7, N, R, (6 =0); [8]
-W3 (respectively cj;) load (resp.friction coefficient) corresponding to the pressure

solution of (3.76) depending on N, R, (6 = a =0); [5]
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F1G. 3.4 — Adimensional load versus 7y, for various 6 , R, = 0.01 and N = 0.3

0.7
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W* "5=0.1 —-4 0.3
- - {02

- Joa

. - = = — = I 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 b

F1G. 3.5 — Adimensional load versus 7y for various 6 , R. = 0.01 and N = 0.5
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F1G. 3.6 Adimensional friction coefficient versus 7y for various 6 , R, = 0.01 and N = 0.1

-Wg (respectively cg;) load (resp. friction coefficient) associated to the classical new-

tonian Reynolds equation :
0 h3 8]9* 0 hs
9. \ 12 =5\ 5 3.78
O\ (12(9.@1) o, (2) (3.78)

Remark 3.5.1. We recall that the classical Reynolds equation (3.78) is obtained from
the micropolar Reynolds equation by letting N tend to zero.

Firstly, we are interested by the study of the influence of the boundary condition
parameters on the load and on the friction coefficient (figure 3.3 to 3.8). Taking these
parameters into account induces a large variation in the range of the load, especially for
moderate N. For N = 0.1 and 7, = 0.8, we nearly multiply by five the load by making ¢
varying from 0.1 to 0.001. The influence of ¢ on the friction coefficient is relatively less
important and does not exceed 20%.

Figures 3.3 to 3.8 also show the convergence of the solutions of the present model
W=, ¢} (4 parameters N, Re,0,7;) to W, i (3 parameters N, Re,7;), solutions of the
model proposed in [8], by making § tend to zero as previously announced in section
3.3.4. An interesting point is that the load W* is nearly always smaller than W} and
W3 . This is the consequence of the introduction of a slipage effect implicitly contained
in the model. On the contrary, friction coefficient is larger. Also to be mentioned is the
convergence of the load towards the value of the load W, corresponding to the classical

micropolar model (two parameters N, Rc ) as 7, is close to whatever be the

1
TN
value of the parameter ¢ .

As a classical result, we find again that Wj is close to the newtonian load W; as N
tends to zero (figure 3.3). The same result is true for the friction coefficient c5; and cf;
(figure 3.6).

Lastly, let us mention that the range of the values of 0 and 7, presented here is
the one for which the coefficient ©; of the Reynolds equation is numerically positive.
Other values can induce unrealistic pressure distribution. This problem is linked with
the ability to prove the uniqueness of the solution of the Reynolds equation.
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F1G. 3.7 — Adimensional friction coefficient, versus 7, for various ¢ , R, = 0.01 and N = 0.3
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Fi1G. 3.9 real friction coefficient versus real load for € = 0.1, R, = 0.01 and N = 0.1
Wy = 683N, ¢ = 0.208
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F1G. 3.11 — real friction coefficient versus real load for € = 0.1, R, = 0.01 and N = 0.5
Wy = 757N, ¢a5 = 0.195
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F1G. 3.12  Journal bearing configuration

In figure 3.9, 3.10, 3.11, we summarize the results in terms of real values of the friction
coefficient ¢; with respect to the load W for :
e=0.1,g0=1m/s, v =10Kg/m.

The load of the newtonian solution (3.78) is W, = 641N and the friction coefficient is
¢or = 0.214. In these figures, we draw the curves (W, ¢é;) for values of § from 10! to

107 by letting 7, varying from 0.1 to Moreover, we indicate for some particular

5
values of 7, the corresponding points (l)f t}{\ef previous curves.

The influence of § is mainly concerned with relatively small loads, another interesting
point is the non-monotonicity of the curves so that the same friction coefficient can be
obtained with the same § for two different loads. This seems to disappear for larger

values of N.

3.5.3 The journal bearing

In this case, the fluid is contained between two cylinders in the domain defined in
polar coordinates by :

H(0) =c(1+Ceosh), ¢>0, 0<(<10<6<2n

where ( is the eccentricity.

Let us also remark that due to the convergent-divergent phase, the solution of the
Reynolds equation is negative in the divergent part of the gap (cavitation phenomenon)
[?].

Various models can be used to take such a phenomenon into account. To compare with
[19], we will use the half-Sommerfel boundary conditions model in which the pressure is
assumed to be zero for # > w. For computation of W and F we take only the positive
part of the pressure.

Due to the circular form, the load is now given by :

W= \W2+W2 (3.79)
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F1G. 3.14 — real friction coefficient versus real load in journal bearinge = 0.1, R, = 0.01 N = 0.3

where

2

2
W, = /ﬁcosﬁ df and W,, = /ﬁsmﬁ df
0

0

By introducing Z = L@, and 0 < Z3 < H(#), it is usual to define the friction force
by :

27
F=1L / v+ )2 (10,0) — 20,0(16,0) ) d8
: 073

The friction coefficient is defined by :

. F
Cf = ——
T
As for the slider bearing, we aim to compare the results (loads and friction coefficients)

obtained by our model with those of [8] (namely Wy, é;) and [19] (namely Wa, é).

(3.80)
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F1G. 3.15 real friction coefficient versus real load in journal bearinge = 0.1, R. = 0.01 N = 0.5

In both cases, we have to consider the load defined as (3.79) and friction coefficients
defined as in (3.80).
Figures 3.13 to 3.15 give the value of real friction coefficients versus the real load for

(=05e=01gy=1m/s, v=10Kg/m

Although the geometries of the slider and journal bearing are different and in spite of
the occurrence of the cavitation phenomenon, numerical results are very similar in both
cases and preceding comments are still valid.

As a conclusion, introducing the two parameters a and [ seems to be of primary
importance for small loads and small values of N. For large values of N and load, the
non-newtonian effect of the “bulk fluid” is preponderant.
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