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NotationsPour N , un ensemble, on note :
σ{N} la tribu engendrée par N ;
11N la fon
tion indi
atri
e de l'ensemble N ;
N c le 
omplémentaire de N dans l'espa
e sous-ja
ent ;Card(N) le nombre d'éléments de l'ensemble N , s'il est �ni.Si (Ω, T ) est un espa
e probabilisable, on note :
IP la mesure de probabilité qui est atta
hée ;
IE l'espéran
e mathématique asso
iée à IP .Convergen
esOn note :
D→ la 
onvergen
e en loi ;
P→ la 
onvergen
e en probabilité ;
p.s.→ la 
onvergen
e presque sûre ;
c→ la 
onvergen
e 
omplète.Lois usuellesOn note :
χ2
d la loi du 
hi-deux à d degrés de liberté ;

N (µ, σ2) la loi normale de moyenne µ et de varian
e σ2 ;
W(a, b) la loi de Weibull de paramètres a et b,
U([a, b]) la loi uniforme sur [a, b],
τp la loi de Student à p degrés de libertés.
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NotationsPour a et b deux éléments d'un espa
e totalement ordonné, on note :
a ∧ b le maximum de a et b ;
a ∨ b le minimum de a et b.On note :
O, o le � grand o � et � petit o � de Landau ;
OP , oP le � grand o � et � petit o � pour la 
onvergen
e en probabilité ;
Lp l'espa
e des fon
tions de puissan
e p intégrables (1 ≤ p ≤ +∞) ;
ℓp l'espa
e des suites de puissan
e p sommables (1 ≤ p ≤ +∞) ;Leb(A) la mesure de Lebesgue de l'élement A.Pour f une fon
tion de A à valeurs dans B et t un élément de A, on note :
f(t−), la limite à gau
he en t de f ,
C2(B), l'ensemble des fon
tions de 
lasse C2 sur B.Pour E un espa
e normé, a ∈ E et η > 0, on dé�nit :
B(a, η) la boule de 
entre a et de rayon η,
∂B(a, η) la frontière de B(a, η).Notations matri
iellesOn note :
Mp(IR) l'ensemble des matri
es réelles 
arrées de dimension p,
MT la matri
e transposée de la matri
e M ,
‖ · ‖ une norme sur IRp ou Mp(IR) (selon le 
ontexte).
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D'après le ré
apitulatif qu'il dresse dans [Gho91℄, Ghosh date les rudimentsde l'analyse séquentielle aux travaux de Huyghens, Bernoulli, De Moivreet Lapla
e sur le problème de la ruine du joueur. Les 
on
epts de pro
é-dures d'inspe
tion séquentielles d'é
hantillonnage sont apportés ensuitepar Dodge et Romig [DR29℄, les diagrammes de 
ontr�le de qualité introduits parShewhart [She31℄ et le modèle en deux étapes (two-stage design) par Thompson[Tho33℄ en 1933. Ghosh dé
rit ensuite la période 1943-1950 
omme la naissan
e etl'enfan
e du domaine, au 
ours desquelles Wald et Barnard [Wal46, Bar46℄ ont 
ha-
un introduit séparément les tests à rapports de probabilité séquentiels (sequentialprobability ratio test), Wald et Wolfowitz [WW48℄ montrèrent leur optimalité et Hal-dane et Stein [Hal45, Ste45℄ montrèrent que les méthodes séquentielles peuvent êtreutilisées pour résoudre 
ertains problèmes d'estimation pon
tuelles ou par intervalles(voir historiques 
on
ernant l'analyse séquentielle par exemple dans [Lai01, Sie03℄).C'est ainsi qu'en 1945 dans le 
adre de l'estimation de la moyenne, Stein [Ste45℄propose une pro
édure en deux étapes visant à fournir un intervalle de 
on�an
ede longueur pré
isée par le statisti
ien, dans le 
as d'un é
hantillon issu d'une loigaussienne. La longueur de l'intervalle de 
on�an
e obtenu ne dépend pas de lavarian
e des observations mais uniquement de la varian
e empirique des observationsinitiales.Stein [Ste49℄ et Ans
ombe [Ans53℄ suggèrent alors des méthodes entièrementséquentielles où l'on 
al
ule la varian
e après 
haque nouvelle observation, et oùla pro
édure est stoppée lorsque la taille empirique de l'intervalle de 
on�an
e estplus petite qu'une longueur désirée (pour des tailles supérieures à un seuil initial).Les premières propriétés 
on
ernant 
es règles d'arrêt sont alors étudiées. Stein etAns
ombe montrent de façon heuristique que l'intervalle de 
on�an
e alors 
onsidéréa le taux asymptotique de 
ouverture souhaité et que la pro
édure d'arrêt possèdeune propriété dite d'e�
a
ité asymptotique lorsque la longueur souhaitée tend vers0, dans le sens où son espéran
e est asymptotiquement équivalente à 
e qui seraitrequis si l'on 
onnaissait la varian
e et qu'on l'utilisait pour 
al
uler la taille del'é
hantillon requise pour obtenir un tel niveau de pré
ision.Chow et Robbins [CR65℄ apportent ensuite un 
adre formel aux démonstrationset ouvrent la porte à de nombreuses extensions et généralisations. La période de1951 à 1990 est dé
rite par Ghosh 
omme étant la période joignant l'adoles
en
e àl'âge adulte et est marquée par des 
ontributions importantes et de grands dévelop-pements dans divers sujets. Citons parmi elles un arti
le d'Ans
ombe [Ans52℄ quivise à établir un théorème de la limite 
entrale adapté à 
e type de pro
essus. Il est9



possible d'explorer une partie de la large diversité des règles d'arrêt par la le
turede [GMS97℄, qui présente les méthodes séquentielles et démontre leurs propriétés.Dmitrienko et Govindarajulu [DG00℄ fournissent un outil séquentiel 
omplet dans le
as de maximum de vraisemblan
e (paramétrique) et démontrent les propriétés de
ertains estimateurs.Parallèlement à 
ette avan
ée de l'analyse séquentielle, dans le milieu du siè
ledernier, alors que l'analyse de durée de vie n'existait prin
ipalement que par la
ontribution de Greenwood [Gre26℄, on voit apparaître de nouveaux modèles et dé-veloppements 
omme 
eux de Weibull [Wei51℄, de Kaplan et Meier [KM58℄, ainsi quele modèle de Cox [Cox72℄, qui 
otoie le développement de la théorie des martingalesen temps 
ontinu. Il sera largement utilisé dans le domaine médi
al et en analyse dedurée de vie en général.Cox [Cox72℄ donne un estimateur ave
 le premier arti
le présentant le modèle, etjusti�e ensuite son 
al
ul à l'aide du 
on
ept de vraisemblan
e partielle [Cox75℄. Ilmontre notamment 
ertaines propriétés de 
onvergen
e des estimateurs du maximumde vraisemblan
e partielle, sous des 
onditions restri
tives. De nombreux auteurs luisu

èdent pour fournir des dis
ussions sur les théorèmes de la limite 
entrale enanalyse de durée de vie [Gil80, Tsi81, Nae82℄. Andersen et Gill [AG82℄ apportentune étude basée sur la théorie des martingales, 
ar ils 
onsidèrent qu'elle émergetout naturellement de la formulation du modèle.Notons dès à présent que le modèle de Cox permet de prendre en 
ompte une
ertaine hétérogénéité des données, puisque 
haque individu est 
ara
térisé par unve
teur de variables expli
atives. Lorsque l'on dispose de données pour lesquelles onsouhaite appliquer le modèle de Cox, un test préliminaire 
onsiste souvent à véri�erque 
es données sont e�e
tivement hétérogènes par le biais du test de Wald [KM97℄,par exemple.Sellke et Siegmund [SS83℄ présentent un arti
le qui relie les domaines du séquen-tiel et de l'analyse de durée de vie. Ils 
onsidèrent i
i le modèle de Cox à entréesretardées et donnent des résultats de 
onvergen
e asymptotique des estimateurs àl'aide de te
hniques utilisant des martingales. Cette théorie sera généralisée dans[BGY97℄.À notre 
onnaissan
e au
un résultat 
on
ernant l'estimation séquentielle au sensde [GMS97℄ pour le modèle de Cox n'est paru. Notre première préo

upation 
onsistealors à rassembler 
es deux axes que sont l'analyse de survie et le modèle de Coxainsi que l'analyse séquentielle, plus parti
ulièrement l'estimation séquentielle.Ainsi, nous rappellerons su

in
tement dans le 
hapitre 1 les divers outils del'analyse de survie et les fon
tions prin
ipalement étudiées, lorsque l'on souhaiteétudier le temps de survenue d'un événement d'intérêt E . La plupart du temps, ilse révèle impossible d'observer dire
tement E , nous dé�nissons alors les phénomènesde 
ensure et donnons un 
adre formel au 
as parti
ulier de la 
ensure à droite. Lesdonnées et leurs 
ara
téristiques prin
ipales étant dé�nies, nous aborderons ainsil'étude du modèle de Cox ainsi que le rappel des fon
tions et estimateurs qui peuvent10



intervenir. Les pro
édures séquentielles sont alors présentées, nous verrons quellespropriétés il est possible d'atta
her aux variables d'arrêt.Nous dé�nirons alors une 
lasse de variables d'arrêt, notée A. Nous étudieronsau 
ours du se
ond 
hapitre un élément parti
ulier de A qui sera implémenté dansles simulations numériques.Pour des règles d'arrêt de A, il est possible de généraliser le théorème de [DG00℄qui nous fournit des résultats de 
onvergen
e en distribution, l'étude de 
ette générali-sation fait l'objet du 
hapitre 3, nous nous plaçons dans un 
adre semi-paramétriqueet unidimensionnel. Nous dressons alors un ensemble de 
onditions que le modèledoit véri�er. Une partie de 
e 
hapitre est 
onsa
rée à la 
onvergen
e 
omplète quise révèle un outil 
lé de l'analyse séquentielle.Vient ensuite dans le 
hapitre 4 l'appli
ation des résultats du 
hapitre 3 au mo-dèle de Cox. Nous verrons que, sous des hypothèses analogues à 
elles de [AG82℄,la démonstration des 
onditions données au 
hapitre 3 né
essite des démonstrationspointues. Ainsi, l'une d'elles utilise des inégalités maximales inspirées de Pollard[Pol90℄, ou 
ertaines inégalités résultant de propriétés des martingales. La se
ondefait intervenir une 
ondition de type Ans
ombe, pour laquelle nous utiliserons prin-
ipalement le théorème de Rebolledo, l'inégalité de Kolmogorov et une inégalitéexponentielle pour les martingales. Là en
ore, nous devrons faire un lien entre la
onvergen
e 
omplète et la 
ontinuité uniforme en probabilité.Il peut se révéler intéressant de 
onnaître la variabilité que subit l'estimateur dela taille d'é
hantillon Nd (d représente l'amplitude de l'intervalle de 
on�an
e sou-haité) par rapport à sa valeur idéale nd (i.e. qui est la taille de l'é
hantillon pour unevarian
e du paramètre de régression 
onnue), 
e qui revient à étudier le 
omporte-ment asymptotique de la variable aléatoire donnée par√Nd−
√
nd. Nous verrons, parun résultat issu de [GMS97℄, qu'un tel 
al
ul se ramène à l'étude du 
omportementasymptotique de l'estimateur de la varian
e asymptotique. Après quelques résultatspréliminaires te
hniques, nous donnons deux représentations du pro
essus d'intérêt.La première est prédestinée au 
al
ul de la loi asymptotique. La se
onde nous aideraà montrer une 
ertaine robustesse du 
omportement asymptotique de l'estimateurde la varian
e asymptotique, lorsque 
elui-
i est indexé par une variable aléatoiredonnée par une règle d'arrêt élément de A. Nous montrerons alors le prin
ipal ré-sultat de 
e 
hapitre, 
'est-à-dire la normalité asymptotique de √Nd−

√
nd, dans le
adre d'observations issues de variables indépendantes et identiquement distribuées.Un 
ourt 
hapitre suit ave
 le but d'étendre les résultats unidimensionnels au
as multidimensionnel ; nous montrons que grâ
e à 
ertaines propriétés du détermi-nant et aux démonstrations e�e
tuées en dimension un, nous ne ren
ontrons pas dedi�
ultés majeures pour adapter nos démonstrations à 
e nouveau 
adre.En�n, un 
hapitre présentant des simulations numériques 
l�t 
ette premièrepartie et permet ainsi de véri�er 
ertains résultats établis.Notons de plus que des annexes viennent é
lairer l'utilisation de 
ertains outilsmathématiques. L'annexe A dé
rit brièvement le moyen d'établir des inégalités expo-nentielles pour des pro
essus empiriques via le 
ontr�le de l'entropie. L'annexe B est11



essentiellement 
onsa
rée à une inégalité exponentielle pour les martingales, tandisque l'annexe C est une dis
ussion sur le 
on
ept de 
ontinuité uniforme en probabi-lité.Dans une se
onde partie, nous nous intéressons à un test d'homogénéité basé surun modèle de régression non paramétrique dé
rit par M
Keague et Utikal [MU90℄.Dans leur arti
le 
on
ernant les tests d'homogénéité basés sur des pro
essus dePoisson, Ng et Cook [NC99℄ dressent un historique de l'étude du type de donnéesné
essitant de tels tests que nous reprenons su

in
tement i
i.Dans les études pour lesquelles les pannes ne sont pas né
essairement fatales, onvoit souvent apparaître des données dites d'événements ré
urrents [KP80℄. De nom-breux domaines d'appli
ations, 
omme l'épidémiologie [GSB80℄, l'é
onomie [Lan90℄et la �abilité [KLR91℄ sont ainsi 
on
ernés. Les exemples les plus 
ouramment 
itésen épidémiologie traitent des 
rises d'asthme, des 
rises d'épilepsie, des admissionsdans les hopitaux, ou en
ore des apparitions de tumeurs 
an
éreuses.Le point qui relie 
es données réside dans la présen
e d'hétérogénéité non observéeentre les sujets (par exemple, une variation biologique non expliquée par les variablesexpli
atives dont on dispose [Aal94℄). C'est ainsi que se développèrent de nombreusesétudes a�n d'analyser 
es données. On distingue essentiellement deux appro
hes :l'une est basée sur les modèles à e�ets aléatoires (de fragilité [Aal88, CC85, Kle92,NC97, NGAS92℄) et la se
onde sur les modèles marginaux [LN95℄. Lorsqu'elle tient
ompte de l'hétérogénéité, la formulation du modèle est plus 
omplexe et il s'ensuitgénéralement une baisse d'e�
a
ité des méthodes d'estimation. À l'inverse, estimerun modèle de données homogènes via des données hétérogènes peut produire unbiais important dans les estimations des 
oe�
ients de régression [BHC88, SK86℄.C'est ainsi que tester le 
ara
tère homogène des données peut se révéler une étapeimportante qui mène à une spé
i�
ation du modèle plus appropriée.Les statistiques basées sur les fon
tions s
ore sont fréquemment utilisées pour
onstruire de tels tests, elles possèdent e�e
tivement des propriétés intéressantes etné
essitent des hypothèses minimales sur la distribution de l'e�et aléatoire [CA95,Cox83, Dea92, DL89, Gra95, JGC95, Lia87℄. En outre, dans la plupart des 
as, lestests sont aisés à implémenter.Nous 
onsidérons i
i un modèle général où la fon
tion de risque, 
onditionnelle-ment à une 
ovariable Z, est une fon
tion α(·, Z) pour laquelle la dépendan
e à Zn'est pas spé
i�ée par une fon
tion de lien, 
ontrairement au modèle de Cox.L'hétérogénéité est alors modélisée par une variable de fragilité ε (non obser-vable) qui vient modi�er la fon
tion de risque d'un individu ayant la 
ovariable Zen εα(·, Z), augmentant ou diminuant ainsi son risque.Le test d'homogénéité 
onsiste alors à véri�er que toutes les variables de fragilitésont égales à 1. La stru
ture de 
orrélation des variables de fragilité est spé
i�éepar une matri
e W 
onnue. Ainsi pour tester un e�et � famille � (voir [CJG97℄),on impose au terme wij de W d'être égal à 1 si les individus i et j sont issus dela même famille et 0 sinon. Dans 
ette étude, nous nous sommes limités à de telse�ets, appelés � e�ets de groupes �. 12



Dans une première partie, nous rappelons brièvement le modèle étudié ainsique ses propriétés, qui ont été étudiées par M
Keague et Utikal [MU90℄. Nous ver-rons ainsi les hypothèses né
essaires au bon 
omportement de l'estimateur de Beran[Ber81℄. Puis, nous donnerons notre 
adre de travail, en dé�nissant la matri
e W etles propriétés requises. À partir du modèle ainsi établi, nous 
onstruisons un testd'homogénéité basé sur la fon
tion s
ore, puis nous proposons une statistique detest.Le but du se
ond 
hapitre 
onsiste prin
ipalement à démontrer le théorème denormalité asymptotique de la statistique de test qui est présenté après quelquesnotations et remarques. Les te
hniques utilisées sont prin
ipalement basées sur despropriétés de martingales des pro
essus mis en jeu.

13



14



Première partieAnalyse séquentielle du modèle deCox
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLE

Dans beau
oup de domaines tels que la biologie, la santé publique, l'épidémio-logie ou même l'industrie, modéliser le temps de survenue d'un événementapporte une information utile et appré
iable. Les outils statistiques ainsiutilisés ont généré deux visions de 
e problème dues à des domaines d'appli
ationdistin
ts que sont l'analyse de durées de vie et la �abilité ; les 
on
epts utilisés sontsemblables, on distingue 
ependant des variations dans le vo
abulaire d'usage. Au
ours de 
e mémoire, nous adopterons préférentiellement le point de vue de l'analysede survie. Il 
orrespond e�e
tivement à 
elui 
hoisi par Cox lorsqu'il introduisit lemodèle à risques proportionnels en 1972. Nous nous plaçons dans un 
adre généraloù l'on souhaite étudier la durée T é
oulée entre le début de l'étude et la réalisa-tion d'un événement d'intérêt E . C'est alors la nature de E qui distingue l'analysede survie (il s'agira alors plut�t de mort, d'apparition de tumeur, de développe-ment ou o

uren
e d'une maladie, de 
on
eption, . . .) de la �abilité (il sera questiond'étude d'événements relatifs au domaine industriel 
omme les pannes, l'apparitionde sympt�mes qui présagent d'une défaillan
e, . . .).
Nous dé�nissons dans un premier temps les fon
tions les plus 
ourantes dansle domaine de l'analyse de survie. Il se révèle parfois impossible d'observer ave
exa
titude la variable T , appelée durée de vie. Ce peut être le 
as par exemple lorsd'études 
liniques menées sur l'e�et d'un médi
ament : lorsque les prélèvements desang sont e�e
tués à intervalles �xes, on ne peut alors renseigner de manière pré
isela date de l'éventuel 
hangement de situation et la seule information apportée pourla durée de vie est un intervalle de temps. C'est ainsi que les s
hémas de 
ensurepermettent de tenir 
ompte de l'information exa
te fournie par 
ette étude ; nousverrons qu'il existe plusieurs situations se re�étant dans le modèle statistique parplusieurs types de 
ensure. L'étude d'un modèle soumis à un s
héma de 
ensure né-
essite quelques adaptations au niveau du 
al
ul des estimateurs, elles feront l'objetd'un 
ourt résumé dans le 
as du modèle de Cox. Nous dé�nirons en�n les pro
éduresséquentielles et dé
rirons leurs prin
ipales propriétés.

18



1.1. LES PRINCIPALES FONCTIONS UTILISÉESDans le but de �xer les notations, 
e mémoire débute par un rappel des di�érentesfon
tions utilisées en analyse de survie, il ne prétend au
unement à une quel-
onque exhaustivité et son plan est essentiellement basé sur 
elui de [KM97℄, où l'onpeut également trouver des exemples de données réelles 
ommentés. Par ailleurs,les notations et 
onventions utilisées pour les paramètres des di�érentes lois sont
alquées sur 
elles de Matlab, a�n de fa
iliter la 
ohéren
e ave
 la partie numériqueprésentée au 
ours du 
hapitre 7.1.1 Les prin
ipales fon
tions utiliséesOn désigne par T , le temps é
oulé jusqu'à l'apparition de E . Dans toute 
ettepartie, on se pla
e sur (Ω, T , IP) un espa
e probabilisé. T se modélise alors par unevariable aléatoire réelle prenant uniquement des valeurs positives ; on supposera enoutre que la variable T est 
ontinue. La première fon
tion étudiée est la fon
tionde survie ; elle désigne, pour un instant t �xé, la probabilité que l'individu étudiévive après t (i.e. la probabilité que E n'ait pas lieu au 
ours de l'intervalle de temps
[0, t]). Dès lors et dans toute la suite, on supposera que l'étude débute à l'instant 0(il est aisé de s'y ramener à l'aide d'une translation).Dé�nition 1.1.1. La fon
tion de survie S, relative à T , variable aléatoire de duréede vie se dé�nit par :

S :

{

IR+ −→ [0, 1]

t 7−→ IP(T > t).Remarque 1.1.1. S s'exprime simplement en fon
tion de F , la fon
tion de réparti-tion de T
S(t) = IP(T > t)

= 1 − F (t).Par dé�nition, S est dé
roissante, 
ontinue à droite et de limites 0 et 1 respe
tive-ment en +∞ et 0.Pré
isons dès à présent que dans la pratique, l'étude ne peut qu'être menée surun intervalle de temps �ni du type [0, τ ] où τ désigne ainsi la durée de l'étude. Nouspré
iserons plus avant les 
onditions que doit véri�er τ a�n d'assurer une 
ertaine
ohéren
e du modèle.Les distributions paramétriques les plus 
ouramment utilisées pour T sont leslois de Weibull et exponentielle. La fon
tion de densité de Weibull de paramètres aet b, est donnée par
f(a,b) : x 7→ abxb−1e−ax

b

11IR+(x),où 11A désigne la fon
tion indi
atri
e de l'ensemble A. Il est alors possible d'exprimerla loi exponentielle de paramètre µ 
omme un 
as parti
ulier de la loi de Weibull,en prenant b = 1 et a = µ. 19



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLELa loi de Weibull sera en outre 
hoisie pour modéliser les phénomènes de 
ensuredans le 
adre des simulations ; 
ela tient essentiellement à la �exibilité de la fon
tionde survie obtenue en fon
tion des paramètres.Dé�nition 1.1.2. On dé�nit la fon
tion de risque par
∀t ≥ 0, λ(t) = lim

h→0+

IP(t ≤ T < t + h|T ≥ t)

h
.Si T admet une densité f (par rapport à la mesure de Lebesgue), on a λ = f/S.Comme son nom le laisse présager, une vision intuitive de la fon
tion de risque λprise en t se résume (de façon informelle) à l'intensité d'apparition de E à l'instant

t (sa
hant que E n'a pas eu lieu au 
ours de la période [0, t[).Remarque 1.1.2. On suppose désormais que T est absolument 
ontinue par rapportà la mesure de Lebesgue. Les dé�nitions qui suivent seront données dans 
e 
adrerestri
tif, pour plus de 
on
ision.Soit don
 T une variable aléatoire positive de densité f . Ave
 les mêmes notationsque pré
édemment, on peut é
rire, de façon informelle, pour t ≥ 0, et dt � petit �,
λ(t)dt = IP(t ≤ T < t + dt |T ≥ t) + o(dt), (1.1)
e qui permet une interprétation en terme de probabilité pour la quantité λ(t)dt.C'est ainsi que l'allure de la fon
tion de risque apporte une information im-médiate sur les 
ara
téristiques de l'objet étudié ; elle indique en e�et 
ommentles 
han
es de survenue de E varient au 
ours de sa vie. On pourra ainsi déduired'un modèle adopté pour un 
omposant industriel qu'il est assujetti à une formede vieillissement si la 
ourbe réprésentative de λ est 
roissante. Les 
ourbes dé-
roissantes peuvent par exemple souligner une faible probabilité d'apparition de Eexprimant des risques de rejet suite à une transplantation dans le 
as d'une étude
linique. Le plus fréquemment en �abilité, 
e sont les 
ourbes dites en baignoire qui
ara
térisent la vie d'un 
omposant : la première partie représente les défauts dejeunesse, la se
onde, la période de vie utile, et la dernière, le vieillissement. Ellessont aussi utilisées pour modéliser la durée de vie d'un individu suite à une opéra-tion (la partie 
roissante 
orrespondant aux risques d'infe
tions ou de rejets suiteà l'intervention). Grâ
e à 
es propriétés, il apparaît que l'allure de la fon
tion derisque est plus propi
e à une étude qualitative que ne l'est le graphe de la fon
tionde survie.Dé�nition 1.1.3. La fon
tion de risque 
umulé est dé�nie sur IR+ par :

Λ : x 7→
∫ x

0

λ(t)dt.Remarque 1.1.3. Une distribution est déterminée de manière équivalente par sadensité, sa fon
tion de répartition, sa fon
tion de risque ou en
ore sa fon
tion derisque 
umulé (lorsqu'elles existent). Il est e�e
tivement possible de se ramener àl'une ou l'autre de 
es fon
tions à l'aide d'opérations simples.20



1.2. SCHÉMAS DE CENSUREEn e�et, on peut établir les relations suivantes entre les di�érentes fon
tionspré
édemment dé�nies (sous réserve de leur existen
e). Ainsi, pour t ≥ 0, on a :
λ(t) =

f(t)

S(t)
= − d

dt
logS(t),

Λ(t) =

∫ t

0

λ(u)du = − log S(t),

S(t) = exp(−Λ(t)).Comme pré
édemment noti�é, il est en pratique parfois impossible d'observerl'événement E de référen
e dès son apparition, et don
 les réalisations de la va-riable T . L'introdu
tion d'une nouvelle variable dite de 
ensure permet alors demodéliser l'information e�e
tive. Di�érents 
as se présentent, ils 
orrespondent àdivers types de 
ensure.1.2 S
hémas de 
ensureOn trouve prin
ipalement deux phénomènes dont les e�ets se traduisent pardes données in
omplètes ou observées partiellement dans les appli
ations en�abilité et en durée de survie [Hub00℄. Elles 
orrespondent e�e
tivement à deuxsituations distin
tes : la 
ensure et la tron
ature. A�n d'expli
iter brièvement 
esnotions, reprenons un exemple de [ABGK93, p.152℄. Considérons un jeu de donnéesreprésentant la durée de survie parmi un groupe 
onstitué d'insulino-dépendants auDanemark. On peut y trouver, distingués par tran
he d'âges et par sexe, les e�e
tifsdes personnes diabétiques vivantes au 1erjuillet 1973 ainsi que les e�e
tifs des dé
èsdurant la période juillet 1973 - dé
embre 1981. Supposons que l'on souhaite étudier lamortalité 
omme fon
tion de la durée de l'insulino-dépendan
e. Il est alors impossiblede savoir, pour un patient donné, la date exa
te du début de la maladie, l'uniqueinformation apportée est son antériorité au début de l'étude. Les distributions qu'ilest judi
ieux d'étudier i
i nous sont données par la loi de X 
onditionnellement à
X > V , où V représente le temps é
oulé entre l'apparition de la maladie et le débutde l'étude. En e�et, il se peut qu'il y ait des patients diabétiques non 
onsidérésdans l'étude puisque dé
édés à son début, mais pour lesquels le début de la maladieest postérieur à 
elui de 
ertaines personnes in
luses dans l'étude. Le traitementdes données sans tenir 
ompte de 
e fait sera biaisé puisqu'il favorise i
i les tempsde maladie longs. Ces données sont tronquées à gau
he 
ar les temps de maladieinférieurs à V ne sont pas observables. Pour la distinguer de la 
ensure, prenonsl'exemple (toujours issu de [ABGK93, p.24℄) d'une étude sur les babouins au Kenya.Ces animaux présentent la parti
ularité de dormir dans les arbres et mettent pied àterre dans la journée (fait répertorié uniquement si la moitié au moins des membresdu groupe est des
endue), événement duquel on souhaite répertorier la durée ainsique les dates. Il se peut que l'observateur en 
harge de la mission arrive une fois quela 
ommunauté est déjà des
endue, il ne peut alors qu'a�rmer que la des
ente a eulieu avant une 
ertaine date. Il s'agit i
i de 
ensure à gau
he.21



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLE1.2.1 Censure à droiteSupposons que l'on souhaite observer l'e�et d'un traitement donné sur une po-pulation donnée d'individus. Il se peut que 
ertains abandonnent l'étude. Radier 
esindividus des données serait biaiser le traitement statistique, la 
ensure dite à droitepermet de modéliser l'information exa
te apportée. Il s'agit d'attribuer une valeur
c à la durée jusqu'à l'abandon de l'étude par l'individu 
onsidéré, qui sera modé-lisée par la réalisation d'une variable aléatoire C, dite de 
ensure. La valeur alorsobservée pour l'individu démissionnaire nous est simplement donnée par x = c ∧ t,où t répresente la réalisation de la durée de vie. De sur
roît, x n'est pas la seuleinformation apportée ; en e�et, il est en général possible de savoir si l'on a observé
E , 
'est-à-dire de 
onnaître la valeur de δ = 11{x≤c}, qui indique s'il y a eu 
ensure.Il existe 
ependant des études où l'information sur δ peut manquer [MS98℄.Modèle statistique 1.Soit un n-é
hantillon d'individus soumis à une 
ensure à droite. Les observationssont alors 
onstituées des variables aléatoires (Xi, δi)1≤i≤n, où
δi est la fon
tion indi
atri
e de l'observation réelle de l'événement d'intérêt,
Ti et Ci sont respe
tivement les variables aléatoires de durée de vie et de 
ensure,
Xi= Ci ∧ Ti est la durée e�e
tivement observée.Dans 
e 
as, les observations sont les (Xi, δi)1≤i≤n, et l'on sait que

Xi = Ti si δi = 1,

Xi < Ti si δi = 0.Il est impossible d'e�e
tuer un traitement statistique sans hypothèse sur les
ensures [ABGK93, p.49℄. Prenons alors pour a
quis le fait que pour tout instant
t, l'expérien
e des données de survie n'est en au
un 
as a�e
tée par la 
ensure,ou même, les expérien
es passées. Pour 
e faire, il est né
essaire d'apporter uneformalisation à la notion de passé, via les �ltrations.Dé�nition 1.2.1.Soit F une tribu. On dit que la famille de sous-tribus {Ft; t ≥ 0} est une �ltrationsi :

s ≤ t⇒ Fs ⊂ Ft.On dé�nit également Ft− 
omme étant la tribu engendrée par ∪h>0Ft−h.Il apparaît alors naturel de 
onsidérer l'information apportée au 
ours du temps
omme une �ltration, 
e qui permet l'utilisation des te
hniques mathématiques s'yrapportant et de dé
rire le fait que l'information passée est 
ontenue dans l'infor-mation a
tuelle. On dé�nit également la notion de pro
essus prévisible.22



1.2. SCHÉMAS DE CENSUREDé�nition 1.2.2. Soit (Ω,F , IP), un espa
e probabilisé muni d'une �ltration
F = {Ft; t ≥ 0}. On dé�nit la tribu sur IR+ × Ω engendrée par tous les ensemblesde la forme� [0] × A;A ∈ F0,� et ]a, b] × A, 0 ≤ a < b <∞, A ∈ Fa,
omme étant la tribu prévisible engendrée par la �ltration {Ft; t ≥ 0}.Un pro
essus X est dit prévisible par rapport à une �ltration F , si, en tantqu'appli
ation de IR+ × Ω dans IR, il est mesurable par rapport à la tribu prévisibleengendrée par F .En�n, on dit du pro
essus X qu'il est adapté à la �ltration F , si, pour t ≥ 0,
X(t) est Ft-mesurable.Pour un individu i donné, on dé�nit, pour t ≥ 0, les variables suivantes

Yi(t) = 11{Xi≥t},

Ni(t) = 11{Xi≤t,δi=1}.

Yi(t) indique si i est un individu à risque à l'instant t (i.e. s'il n'a pas subi Edurant la période [0, t]) et Ni(t) indique si l'on a observé E avant l'instant t. Onpose, pour n entier et t positif, N(t) =
∑n

i=1Ni(t).
N(t) détermine alors le nombre d'événements E observés au 
ours de l'intervalle

[0, t]. La notion de pro
essus de 
omptage et la théorie qui lui asso
iée (voir parexemple [FH90℄) permettent d'obtenir des résultats sur les pro
essus dans lesquelsils interviennent. Ils sont fréquemment utilisés en analyse de survie, et dé�nis 
ommesuit.Dé�nition 1.2.3. Un pro
essus de 
omptage est un pro
essus sto
hastique
{N(t); t ≥ 0} adapté à une �ltration {Ft; t ≥ 0}, ave
 N(0) = 0, N(t) �ni presquesûrement (pour t positif), et pour lequel les traje
toires sont 
ontinues à droite,
onstantes par mor
eaux, et possèdent des dis
ontinuités sous forme de sauts detaille un.Propriété 1.2.1. Pour 1 ≤ i ≤ n, Ni est un pro
essus de 
omptage adapté à la�ltration naturelle asso
iée Ft = σ{Ni(u); 0 ≤ u ≤ t, 1 ≤ i ≤ n}.Démonstration :Par dé�nition, le pro
essus est adapté à la �ltration. Pour i entier naturel, on a
Ni(0) = 0, puisque Xi est une variable à densité et don
 di�use (
e qui implique enparti
ulier que IP(Xi = 0 ) = 0 ). Ni est �nie presque sûrement, puisque plus petiteque 1. En�n, Ni est 
ontinue à droite, 
onstante par mor
eaux et a au plus un pointde dis
ontinuité, de taille 1. 23



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLEOn suppose généralement [ABGK93, KM97, AG82℄ que le modèle véri�e lespropriétés su�santes pour que l'heuristique suivante soit véri�ée
IE (dNi(t)|Ft−) = Yi(t)λi(t)dt . (1.2)On se propose dès lors d'expli
iter 
ette heuristique à l'aide d'arguments que l'onjusti�e i
i par le biais d'exemples issus de [FH90℄. Cela nous permettra en outred'introduire les notions de martingales et de 
ompensateur. On 
onserve le 
adrepré
édemment dé�ni, et l'on se pla
e dans le 
as parti
ulier où les variables aléatoires

T et C sont indépendantes. Pour dt � petit �, on a
IP (t ≤ T < t + dt |T ≥ t ,C ≥ t) = λ(t)dt + o(dt),
e n'est autre qu'une adaptation de (1.1) au 
as 
ensuré. Si l'on note N(t−), la limiteà gau
he en t de N , on obtient
λ(t)dt ≈ IE

(

N
(

(t + dt)−
)

− N (t−)|T ≥ t ,C ≥ t
)

,puisqu'entre autres, la quantité N ((t+ dt)−)−N(t−) prend uniquement les valeurs0 et 1. Si l'on 
onsidère le pro
essus A dé�ni pour t ≥ 0, par
A(t) =

∫ t

0

11{X≥u}λ(u)du,oùX = T∧C, on peut déduire, d'après la formule qui pré
ède qu'il devrait appro
herle nombre de sauts de N au 
ours de ]0, t]. Il est en e�et possible d'établir que
IEN (t) = IEA(t) (voir [FH90, p.19℄). On note alors que le pro
essus M , dé�niau temps t par M(t) = N(t) − A(t) est d'espéran
e nulle. En outre, la moyenne
onditionnelle de N(t + s) − N(t) sa
hant l'information 
ontenue dans N(u) et
11{X≤u,δ=0} (pour u élément de [0, t]), 
orrespond à la moyenne 
onditionnelle de
A(t+ s)−A(t), 
e qui nous permet de déduire l'heuristique annon
ée. On remarqueen e�et que IE (dN (s)|Fs−) = dA(s), où Fs− = σ{N(u), 11{X≤u,δ=0}; 0 ≤ u < s}.On voit alors apparaître la notion de martingales.Dé�nition 1.2.4. Soient X = {X(t); t ≥ 0}, un pro
essus sto
hastique 
ontinu àdroite, limité à gau
he (
àdlàg) et F = {Ft; t ≥ 0} une �ltration, tous deux dé�nissur le même espa
e probabilisé. X est une martingale par rapport à la�ltration F si l'on a :1. X est F -adaptée ;2. IE |X (t)| est �nie, pour t ≥ 0 ;3. IE (X (t + s)|Ft) = X (t), presque sûrement, pour t et s positifs.Dé�nition 1.2.5. Soit X, un pro
essus véri�ant les propriétés 1. et 2. de la dé�ni-tion pré
édente et tel que IE (X (t + s)|Ft) ≥ X (t), presque sûrement, pour t et spositifs. On dit alors que X est une sous-martingale.24



1.2. SCHÉMAS DE CENSURECela nous permet de voir que N est une sous-martingale et d'assurer la propriétéde martingale du pro
essus M dé�ni 
omme di�éren
e N(·) −
∫ ·
0
11{x≥u}λ(u)du parle biais de la proposition suivante.Proposition 1.2.1. [FH90℄Soit {N(t); t ≥ 0}, un pro
essus de 
omptage adapté à la �ltration 
ontinue à droite

{Ft; t ≥ 0} (i.e. telle que pour tout t, on a Ft+ = Ft). On suppose en outre que
IEN (t) est �nie presque sûrement, pour t ≥ 0. Alors il existe un unique pro
essus A
Ft-prévisible, 
roissant et 
ontinu à droite, tel que� A(0) = 0 presque sûrement,� IEA(t) soit �nie presque sûrement pour tout t,� {M(t) = N(t) −A(t); t ≥ 0} soit une Ft-martingale 
ontinue à droite.Dé�nition 1.2.6. Un tel pro
essus est appelé 
ompensateur de la sous-martingale N .On appellera pro
essus intensité de N , la fon
tion α, lorsque A s'é
rit 
omme l'in-tégrale de α.Il est possible de voir la 
ondition (1.2) véri�ée sous 
ertaines hypothèses, 
ommele montre le théorème suivant.Théorème 1.2.1. Soit T une durée de vie absolument 
ontinue et C une variablede 
ensure de distribution arbitraire. Soit X = C ∧ T , δ = 11{T≤C}, et λ la fon
tionde risque asso
iée à T . Dé�nissons pour t ≥ 0 :

N(t) = 11{X≤t;δ=1},

NC(t) = 11{X≤t;δ=0},

Ft = σ{N(u), NC(u); 0 ≤ u ≤ t}.Alors le pro
essus donné pour t ≥ 0, par
M(t) = N(t) −

∫ t

0

11{X≥s}λ(s)ds, t ≥ 0,est une Ft-martingale si et seulement si
λ(t) =

− ∂
∂u

IP(T ≥ u,C ≥ t)|u=t

IP(T ≥ t ,C ≥ t)
, (1.3)si t est tel que IP(X > t) > 0 .Démonstration : voir [FH90, p.26℄.Remarque 1.2.1. On peut alors 
onstater que l'indépendan
e de C et T su�t àvéri�er (1.3), mais elle n'est 
ependant pas né
essaire.Remarque 1.2.2. On déduit en outre que le 
ompensateur de N est donné par

Λ(·) =
∫ ·
0
11{X≥s}λ(s)ds et son pro
essus intensité s'é
rit 11{X≥·}λ, 
omme annon
épré
édemment. Remarquons également, que sous les hypothèses du théorème 1.2.1,(1.2) est automatiquement véri�ée. 25



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLE1.2.2 Censure à gau
heUn phénomène symétrique au pré
édent peut se produire : l'individu a déjà subil'événement E lors du bilan. Cette fois, on observe don
 les variables aléatoires T ∨Cet δ, en 
onservant des notations similaires à 
elles pré
édemment utilisées. On parlei
i de 
ensure à gau
he. La modélisation est similaire à la pré
édente.1.2.3 Censure par intervallesIl se peut en�n que l'information apportée par l'expérien
e se traduise par uneappartenan
e de la durée de vie à un intervalle de temps, 
ela se produit dans le 
asde suivis périodiques de patients. On parle i
i de 
ensure par intervalles (voir parexemple [Gaü00℄).De façon générale, la 
ensure se traduit par des observations e�e
tuées sur unsous-ensemble de la tribu initialement 
onsidérée, 
es sous-ensembles se distinguentsuivant le type de 
ensure abordé. Elle apporte en outre une modi�
ation dans le
al
ul des estimateurs, en parti
ulier dans 
elui de la vraisemblan
e. Nous ne dé-taillerons pas les modi�
ations ainsi apportées par tous les types de 
ensure (voirpar exemple [DSW00, AC96℄ pour les 
ensures par intervalles et tron
atures), nousprivilégierons i
i une expli
ation de la provenan
e de l'estimateur du paramètre derégression dans le modèle de Cox et plus parti
ulièrement de la notion de vraisem-blan
e partielle.1.3 Le modèle à risques proportionnels de CoxIl est souvent possible de soupçonner une in�uen
e de 
ertains paramètres, 
ommel'âge, sur la survenue de l'événement d'intérêt. Il peut s'avérer judi
ieux d'intro-duire au sein du modèle 
es fa
teurs supposés in�uents, appelés par la suite variablesexpli
atives. Le modèle de Cox introduit 
es fa
teurs au sein de la fon
tion de risque.1.3.1 Des
ription du modèle et introdu
tionNotons Z la variable expli
ative, qui peut éventuellement être multidimension-nelle (
e qui 
orrespondrait à plusieurs variables expli
atives par individus) et dépen-dante du temps. Les observations sont alors 
onstituées deXi, δi, {Zi(t); 0 ≤ t ≤ Xi},pour 1 ≤ i ≤ n. Cox [Cox72℄ introduit la variable expli
ative dans la dé�nition dela fon
tion de risque de la manière suivante.Dé�nition 1.3.1. On dit que T satisfait un modèle à risques proportionnels de Coxlorsque l'on suppose que la fon
tion de risque à l'instant t ≥ 0, 
onditionnellementà la variable expli
ative Z, est donnée par :
λ(t;Z(·)) = λ0(t) exp(Z(t)Tβ0), (1.4)26



1.3. LE MODÈLE À RISQUES PROPORTIONNELS DE COXoù λ0 est une fon
tion de risque in
onnue (
orrespondant au 
as où β0 = 0), β0 estun paramètre in
onnu (de même dimension p que le ve
teur Z) de IRp.Exemple. Un 
as très 
ourant pour la modélisation par le modèle de Cox 
onsisteà utiliser la variable expli
ative pour distinguer deux 
atégories d'individus. Dans
e 
as, Z ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. Ce peut être le 
as si l'on souhaiteétudier l'e�et d'un médi
ament pour di�éren
ier les individus traités ave
 un pla
ebodes autres (pour lesquels Z vaut 1). Notons que si l'estimation 
onduit à une valeurde β0 pro
he de 0, on pourra douter de l'in�uen
e du traitement sur la durée de vie.C'est ainsi que l'on trouve nombre de tests portant sur le modèle de Cox, visant àjuger de la nullité du paramètre de régression [KM97℄. Cela revient en outre à testerl'homogénéité de 
es deux populations.Remarque 1.3.1. On 
onstate que le modèle de Cox est dé
rit par deux para-mètres β0 et λ0, le se
ond est fon
tionnel, 
'est pourquoi l'on parle de modèle semi-paramétrique.Remarque 1.3.2. Comme nous le verrons plus en détails, l'estimation de β0 parle biais de la vraisemblan
e partielle ne né
essite pas d'estimer λ0, qui sera ainsi
onsidéré 
omme un paramètre de nuisan
e dans le modèle.Remarque 1.3.3. Notons i
i que la fon
tion de lien est exponentielle, il est possibled'introduire d'autres fon
tions de lien et d'aboutir à des variations de 
e modèle,l'essentiel étant de s'assurer que la fon
tion λ obtenue est bien une fon
tion derisque. Il est aussi possible d'estimer non paramétriquement 
ette fon
tion de lien,
omme par exemple dans [LY95a, MS02℄.Remarque 1.3.4. Considérons deux observations issues toutes deux du même mo-dèle de Cox ave
 des variables expli
atives z1 et z2 ne dépendant pas du temps. Sil'on quotiente les fon
tions de risque, on obtient, pour t ≥ 0,
λ(t; z1)

λ(t; z2)
= exp (β0(z1 − z2)) ,
e qui est une quantité 
onstante. C'est 
ette propriété élémentaire qui justi�e l'ap-pelation de modèle à risques proportionnels.À partir de 
e modèle, il nous faut adapter la dé�nition de la vraisemblan
e à la
ensure des données, mais aussi à la parti
ularité qui 
onsiste à estimer le paramètrede régression sans estimer le paramètre de nuisan
e, 
e qui nous 
onduit à dé�nir lanotion de vraisemblan
e partielle.1.3.2 EstimateursNous ne donnerons i
i qu'une heuristique justi�ant l'expression de la vraisem-blan
e partielle, il est possible de se rapporter à [ABGK93, p.95℄ pour y trouver une27



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLEjusti�
ation rigoureuse et pré
ise utilisant notamment les formules de Ja
od pourles pro
essus de 
omptage.La justi�
ation initiale de 
ette méthode fut fournie par Cox [Cox75℄, peu aprèsl'arti
le initiateur [Cox72℄ dans lequel �gurait déjà les estimations et la notion devraisemblan
e partielle. On pourra également trouver des pré
isions sur la vraisem-blan
e partielle dans [FH90℄.Un exemple d'heuristique pour le 
al
ul de la vraisemblan
e de CoxReprenons i
i les arguments avan
és par Cox [Cox72, Cox75℄ et repris dans[KM97℄. Supposons que les événements se produisent en des instants distin
ts
t(1) < · · · < t(m) (que l'on a pris soin d'ordonner). Notons R(t(i)), l'ensemble desindividus à risque en t(i), qui n'est autre que l'ensemble des individus j pour les-quels l'événement d'intérêt n'a pas en
ore été observé à l'instant t(i). On souhaite
al
uler la probabilité qu'un individu meure au temps t(i), 
onditionnellement auxvariables expli
atives z(i). Cela revient à 
onsidérer l'événement � un individu meurten t(i), sa
hant qu'il y a observation de E en t(i) � :

IP
(un individu dé
ède en t(i)| il y a une mort en t(i)

)

=
IP
(un individu dé
ède en t(i)| il a survé
u jusqu'à t(i)

)

IP
(il y a une mort en t(i)| il a survé
u jusqu'à t(i)

)

≈ λ(t(i))
∑

l∈R(t(i))
λ(t(l))

=
exp(z(i)β)

∑

l∈R(t(i))
exp(z(l)β)

,qui est la 
ontribution de l'individu (i) à la vraisemblan
e de Cox (quali�ée dans[Cox72℄ de 
onditionnelle, puis intégrée dans un 
adre plus général 
omme étantune vraisemblan
e partielle). Le prin
ipal intérêt de 
ette formule est le fait qu'ellene fasse pas intervenir le paramètre de nuisan
e. On obtient alors une premièreexpression de la log-vraisemblan
e Cn :
Cn(β) =

n
∑

i=1







z(i)β − log





∑

l∈R(t(i))

exp(z(l)β)











.On prendra alors β̂n = argmax Cn(β) pour estimateur de β0.La vraisemblan
e partielle de Cox vue 
omme une vraisemblan
e pro�léeRemarquons qu'il est possible de faire apparaître 
ette vraisemblan
e de façonnaturelle par la biais des vraisemblan
es pro�lées (voir par exemple [KM97, MvdV00,vdV02℄). 28



1.3. LE MODÈLE À RISQUES PROPORTIONNELS DE COXSupposons les variables expli
atives indépendantes du temps et 
al
ulons la vrai-semblan
e du 
ouple de paramètres de (xi, δi, zi)1≤i≤n :
ln(β0, λ0) =

n
∏

i=1

λ0(ti)
δi (exp(β0zi))

δi exp(−Λ0(ti) exp(β0zi)).Dans un premier temps, on 
onsidère 
ette vraisemblan
e 
omme fon
tion de λ0uniquement. Pour maximiser 
ette dernière, on suppose que :
Λ0(t) =

n
∑

i=1

11{ti≤t}λi, λi ∈ IR+.Le problème 
onsiste alors à déterminer les λ̃i, 1 ≤ i ≤ n, qui maximisent la vrai-semblan
e, qui s'exprime désormais 
omme suit
ln(β, λ1, . . . , λn) =

n
∏

i=1

λδii (exp(βzi))
δi exp



−
∑

{j ; tj≤ti}
λj exp(βzi)



 .Alors la dérivée de la log-vraisemblan
e par rapport à λi0 s'é
rit :
d log ln
dλi0

(β, λ1, . . . , λn) =
n
∑

i=1

δi0
λi0

−
n
∑

i=1

∑

{j ; tj≤ti}
11{j=i0} exp(βzi),
e qui donne, en inversant les sommes sur i et j dans la se
onde partie de l'expression,et en annulant 
ette dérivée partielle :

δi0
λ̃i0

=

n
∑

i=1

11{ti0≤ti} exp(β0zi)

=
∑

{i ; ti≥ti0}
exp(β0zi).On dé�nit alors la vraisemblan
e pro�lée par :

ln(β) = ln(β, λ̃1, . . . , λ̃n)

=
n
∏

i=1

(

exp(βzi)
∑

{j ; tj≥ti} exp(βzj)

)δi

× exp

(

−
n
∑

j=1

∑n
i=1 11{tj≤ti} exp(βzi)
∑

{l ; tl≥tj} exp(βzl)

)

=

n
∏

i=1

e−1 ×
(

exp(βzi)
∑

{j ; tj≥ti} exp(βzj)

)δi

.On retrouve alors l'expression habituelle, à un fa
teur multipli
atif près. C'est elleque l'on maximisera en fon
tion de β. 29



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLEPropriétésIl est possible de trouver une expression de 
ette vraisemblan
e pro�lée pourdivers phénomènes de 
ensures dans [vdV02℄, ainsi que des propriétes de 
onvergen
es'y ratta
hant. On pourra également se référer à [Won86℄ pour les propriétés desestimateurs de maximum de vraisemblan
e partielle, et en�n à [ABGK93℄ pour unevision de 
es estimations par le biais des pro
essus de 
omptage. L'une des premièresappro
hes 
on
ernant les propriétés des estimateurs fut apportée par [Tsi81℄, puispeu après par [AG82℄ à l'aide de te
hniques utilisant les martingales.Pré
isons dans un premier temps les notations utilisées tout au long de 
e mé-moire (semblables à 
elles utilisées par [AG82℄) ainsi que le 
adre de notre étude.Considérons un é
hantillon X1, . . . , Xn de variables aléatoires telles que Xi soit laplus petite des valeurs prises par Ti et Ci, ave
 Ci la variable de 
ensure, Ti la du-rée de vie. Les données sont supposées 
ensurées à droite et les observations sont
Xi, δi, {Zi(s); 0 ≤ s ≤ Xi}, i = 1, . . . , n, où les Zi sont les variables expli
atives et
δi, les fon
tions indi
atri
es d'observation de E . Supposons en outre que la fon
tionde risque relative à Ti est donnée par (1.4). Considérons Yi le pro
essus dé�ni par

Yi(t) = 11{Xi≥t},

Yi(t) indique si l'individu i est à risque à l'instant t, 
'est-à-dire s'il n'a pas subi E .
(Yi)i≥1 est alors un pro
essus prévisible. On note Ni, le pro
essus dé�ni par

Ni(t) = 11{δi=1,Xi≤t}.Notons que Ni 
hange de valeur uniquement lorsque Yi vaut 1. A�n d'obtenir uneestimation de β, on maximise la log-vraisemblan
e partielle (obtenue dans [Cox75℄),et donnée par
Cn(β, τ) =

n
∑

i=1

∫ τ

0

βTZi(s)dNi(s) −
∫ τ

0

log

(

n
∑

i=1

Yi(s)e
β′Zi(s)

)

dN(s),ave
 N =
∑n

i=1Ni et τ , la durée d'observation, satisfaisant τ ≤ +∞. Remarquonsi
i que β̂n(τ) = argmaxβ∈IRpCn(β, τ) 
onduit à un estimateur qui dépend du temps
τ . Ce dernier 
oïn
ide ave
 l'estimateur de Cox lorsque τ = +∞.A�n de simpli�er la manipulation matri
ielle, nous utiliserons la notation suivantepour les produits de matri
e (qui se résume à une simple puissan
e dans le 
asunidimensionnel) :

U⊗0 = 1,

U⊗1 = U,

U⊗2 = UTU.Pour simpli�er les formulations des équations relatives à la vraisemblan
e de30



1.3. LE MODÈLE À RISQUES PROPORTIONNELS DE COXCox, nous dé�nissons les pro
essus suivants, pour β dans IRp et t dans [0, τ ],
S(m)
n (β, t) =

1

n

n
∑

l=1

Zl(t)
⊗mYl(t)e

βTZl(t), m ∈ {0, 1, 2},

En(β, t) =
S

(1)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

,

Vn(β, t) =
S

(2)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

− En(β, t)
⊗2.En dérivant Cn par rapport à β, on obtient les formulations suivantes pour la fon
tions
ore Un et la matri
e d'information de Fisher In :

Un(β, t) =
1

n

∂Cn
∂β

(β, t)

=
1

n

n
∑

i=1

∫ t

0

Zi(s)dNi(s) −
1

n

∫ t

0

S
(1)
n (β, s)

S
(0)
n (β, s)

dN(s),

In(β, t) = −∂Un
∂β

(β, t)

= −1

n

∂2Cn
∂β∂βT

(β, t)

=
1

n

∫ t

0

Vn(β, s)dN(s).Remarque 1.3.5. La variable β sera parfois omise dans les notations lorsque
β = β0, 
e
i a�n de simpli�er 
ertaines expressions.Les hypothèses suivantes permettent d'établir la 
onvergen
e et la normalitéasymptotique des prin
ipaux estimateurs relatifs au modèle de Cox.Hypothèses 1. [AG82℄H1 - ∫ τ

0
λ0(t)dt est �ni.H2 - Il existe un voisinage B de β0, des fon
tions s(0), s(1) et s(2) dé�nies sur

B × [0, τ ] telles que, pour j = 0, 1, 2,
sup

t∈[0,τ ],β∈B
‖S(j)

n (β, t) − s(j)(β, t)‖ P→ 0,lorsque n→ +∞. 31



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLEH3 - En 
onservant les notations pré
édentes, on dé�nit
e =

s(1)

s(0)
et v =

s(2)

s(0)
− e⊗2.Pour β dans B, t ∈ [0, τ ],

s(1)(β, t) =
∂

∂β
s(0)(β, t), s(2)(β, t) =

∂2

∂β∂βT
s(0)(β, t),

s(0)(·, t), s(1)(·, t), et s(2)(·, t) sont des fon
tions 
ontinues sur B, uniformémenten t ∈ [0, τ ] ; s(0) est bornée inférieurement par une 
onstante stri
tementpositive sur B × [0, τ ], et
I(β0) =

∫ τ

0

v(β0, t)s
(0)(β0, t)λ0(t)dtest une matri
e dé�nie positive.Sous 
es hypothèses, le théorème suivant résume le 
omportement de l'estima-teur β̂n du paramètre de régression par la méthode du maximum de vraisemblan
epartielle. Dans la suite de 
e mémoire, on s'y réferera fréquemment. En e�et, lespropriétés obtenues sont né
essaires à l'appro
he séquentielle. Toutefois, notons queles hypothèses émises sur les données au 
ours du 
hapitre 4, bien que voisines de
elles d'Andersen et Gill [AG82℄, présentent des di�éren
es notables. En parti
ulier,l'hypothèse (H2) sera formulée sous une forme moins forte.Théorème 1.3.1.Sous les hypothèses (H1) à (H3), les propriétés suivantes sont véri�ées.1. (Convergen
e) β̂n P→ β0, lorsque n→ +∞ ;2. (Normalité asymptotique) √

n(β̂n − β0)
D→ N (0, I(β0)

−1), lorsque n→ +∞ ;3. l'estimateur de la varian
e asymptotique σ̂2
n = In(β̂n, τ)−1 
onverge en proba-bilité vers I(β0)

−1, lorsque n→ +∞.La démonstration du théorème qui pré
ède �gure dans [AG82℄.Remarque 1.3.6. Une étape 
lé de la preuve du théorème 1.3.1 
onsiste à montrerque sous (H1)-(H3), on a :
√
nUn(β0, τ)

D→ N (0, I(β0)), lorsque n→ +∞.1.4 Pro
édures séquentielles d'arrêtOn 
onsidère un é
hantillon X1, . . . , Xn issu d'une distribution de probabilitéin
onnue IP sur (X,B), où X est un espa
e eu
lidien muni de sa tribu borélienne32



1.4. PROCÉDURES SÉQUENTIELLES D'ARRÊT
B. On suppose que la donnée de β et η (paramètre de nuisan
e) permet de déterminer
IP de manière unique. Lorsque β et η appartiennent à des espa
es de dimension �nies,le modèle est alors paramétrique. Dans le 
as 
ontraire, on parle de modèle semi-paramétrique, voire non paramétrique. On pose θ = (β, η). La loi de probabilité IPθ
her
hée appartient à un sous-ensemble P (le modèle) de l'ensemble M de toutes lesmesures de probabilités sur (X,B). On suppose que l'estimation de β ne requiert pas
elle de η, 
'est bien le 
as lorsque l'on 
onsidère le modèle de Cox sous les hypothèsesd'Andersen et Gill (le paramètre η n'est autre que la fon
tion de risque de base λ0).On se pla
e dans le 
adre où 
haque nouvelle donnée est 
oûteuse (les 
ritères de
oût peuvent être humains, �nan
iers ou de temps), et le statisti
ien souhaite menerune étude optimale, dans le sens où il veut 
on
ilier qualité de l'estimation et 
oûtminimal.Si le statisti
ien juge que la quantité de données dont il dispose est insu�santepour garantir la qualité de l'estimation, il doit, pour a�ner son estimation, introduirede nouvelles données. Ces nouvelles données peuvent avoir un 
oût 
onséquent 
arelles peuvent être le fruit d'une nouvelle enquête, de nouvelles expérimentations,et
. D'autre part, dé�nir la qualité de l'estimation né
essite de dé�nir un 
ritèrequantitatif. Finalement, 
'est en prenant en 
ompte à la fois le 
oût du re
ueil desdonnées et le 
ritère quantitatif de qualité de l'estimation, que le statisti
ien dé�niraune règle d'arrêt réalisant un 
ompromis entre le 
oût total de l'étude et l'obje
tifde qualité d'estimation �xé a priori.Une fois la règle d'arrêt établie, à 
haque nouvel apport de donnée ou de groupede données, on peut véri�er si la règle d'arrêt est satisfaite. L'étude 
esse lorsquela règle d'arrêt est satisfaite. L'ensemble de la pro
édure 
onduisant à une esti-mation est appelée pro
édure séquentielle d'arrêt, l'estimateur résultant est appeléestimateur séquentiel.Fait important, un estimateur sera en général indexé par une taille d'é
hantillonaléatoire. De fait, il n'est pas évident qu'il hérite des mêmes propriétés que 
ellesde l'estimateur non séquentiel (par exemple la 
onvergen
e et la normalité asymp-totique). Il s'avère alors né
essaire de pro
éder à une étude du prolongement de
es propriétés au 
as de tailles d'é
hantillons fournies pour des règles séquentiellesd'arrêt. Nous allons voir dans 
e qui suit diverses pro
édures séquentielles d'arrêtainsi que les prin
ipales propriétés qui les 
ara
térisent.1.4.1 Préo

upations menant à diverses pro
édures d'arrêtPour un panel d'observations donné, il serait souhaitable d'asso
ier à l'estima-tion obtenue une quantité représentative de la qualité de l'observation. On peutainsi stopper l'étude (et limiter son 
oût) dès qu'un seuil (dé�ni au préalable) estatteint. Cette qualité peut être dé�nie naïvement par la distan
e entre le paramètreet son estimateur, i.e. par une fon
tion dite d'erreur. Puisque liée au paramètre in-
onnu, l'erreur n'est 
ependant pas dire
tement observable. Il est possible d'étudierla fon
tion de risque qui lui est atta
hée (elle est dé�nie par l'espéran
e de l'erreur)33



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLEet d'explorer des te
hniques bayésiennes visant à la minimiser. Une alternative viseà étudier la probabilité que le paramètre soit dans l'intervalle de 
on�an
e obtenupar les propriétés de normalité asymptotique de l'estimateur. L'une ou l'autre de
es te
hniques amène à la dé�nition d'un 
ritère de su�san
e pour stopper l'étude :
'est la règle d'arrêt. Elle dé�nit alors un temps d'arrêt pour lequel il se révèle 
ru-
ial d'obtenir des résultats asymptotiques (nous pré
iserons plus tard le sens quel'on peut donner à 
e mot). Dans 
ette partie introdu
tive, nous verrons quelquespréo

upations menant à dé�nir des règles d'arrêt, ainsi que les propriétés qu'il estintéressant d'étudier à leur sujet. Notons que le le
teur intéressé pourra par exemplese référer à [Dur97a, Dur97b℄ où il est question d'estimations séquentielles pour unmodèle de régression linéaire.On peut distinguer trois problématiques générales qui 
orrespondent à trois pré-o

upations du statisti
ien [Gov86℄. Pour un n-é
hantillon de variables aléatoiresde densité f(·; β), on souhaite estimer le paramètre β. À 
ette �n, on se donne unestimateur β̂n de β ainsi qu'une fon
tion de perte r(β̂n; β). Le 
oût de l'étude estensuite donné par C(n), où n est le nombre d'observations à ajouter pour véri�er le
ritère souhaité. C(n) peut en pratique être exprimé sous la forme c0 + cn, où c0 estle 
oût initial de l'étude, et c représente le 
oût d'une nouvelle observation [GMS97℄.Il s'agit alors d'un 
oût déterministe. En sus des 
hoix de la règle d'arrêt et d'unestimateur pertinent du paramètre β, les stratégies du statisti
ien sont multiples.1. Il est e�e
tivement possible de minimiser le risque IE (r(β̂n ; β)) en le soumet-tant à une 
ontrainte de la forme suivante IEC (n) ≤ nmax. Cela 
orrespondà se donner un 
oût moyen maximal pour l'expérien
e et optimiser ensuite lapro
édure (limitée par 
e 
oût).2. La stratégie inverse est également possible : on peut minimiser le 
oût moyende l'expérien
e IEC (n) tout en s'assurant que la fon
tion de perte ne dépassepas une borne �xée.3. En�n, une dernière te
hnique permet d'aborder le problème de façon bilatéralegrâ
e à l'introdu
tion de la fon
tion de 
oût dans la fon
tion de perte, quipourra être de la forme IE (r(β̂n ; β) + C (n)). C'est par exemple la méthodeutilisée dans [GD02℄, dans le 
as de l'estimation de la varian
e.Ces préo

upations aboutissent à diverses méthodes séquentielles. Notons parmielles, les pro
édures basées sur l'amplitude des intervalles de 
on�an
e. Cette te
h-nique 
onsiste à re
her
her la taille minimale de l'é
hantillon sous 
ontrainte del'appartenan
e du paramètre à un intervalle de 
on�an
e de longueur �xée, pour unniveau de 
on�an
e donné. L'un des arti
les initiateurs de 
es te
hniques fut 
eluide [CR65℄. Quelques années plus tard, [SW76℄ étudia les di�érentes propriétés desestimateurs séquentiels. Il distingue trois types d'études asymptotiques basées sur laprobabilité que l'estimateur ne soit pas dans l'intervalle de 
on�an
e séquentiel as-so
ié, ainsi que la longueur de 
et intervalle. Le 
omportement asymptotique le plus
ouramment 
onsidéré est alors 
elui obtenu en faisant tendre la taille de l'intervallede 
on�an
e vers 0.Les 
hoix d'un 
ritère d'arrêt et d'un estimateur asso
ié permettent de déterminerentièrement une pro
édure séquentielle. Cependant il peut s'avérer, qu'ave
 un tel34



1.4. PROCÉDURES SÉQUENTIELLES D'ARRÊT
hoix e�e
tué, au
une pro
édure ne réponde aux demandes de l'utilisateur. Nousillustrons 
es propos à l'aide d'un exemple simple tiré de [GMS97℄, que l'on peutaussi retrouver dans [Gov86℄. Nous dé�nirons par la suite deux règles d'arrêt.Exemple [GMS97, GD02, Gov86℄Plaçons-nous dans le 
as de variables aléatoires indépendantes et identiquementdistribuées X1, . . . , Xn suivant une loi gaussienne de moyenne µ et de varian
e σ2.Considérons la fon
tion de perte L donnée par l'erreur quadratique, et la fon
tionde 
oût C asso
iée pré
édemment dé�nie par C(n) = c0 + cn.Nous souhaitons dans un premier temps estimer la moyenne µ. L'estimateur leplus naturel qui lui est asso
ié est donné par la moyenne empirique Xn des variables
Xi, 1 ≤ i ≤ n. Chaque étape de la pro
édure séquentielle vise à minimiser le risquedonné par

C(n) + IEL(X n − µ) = c0 + cn +
σ2

n
,
e qui donne, après un 
al
ul simple,

n∗ = inf

{

n ≥ 1;n2 ≥ σ2

c

}

.

n∗ dépend de la varian
e in
onnue σ2, qu'il est néanmoins possible de rempla
er parson estimateur sans biais (la varian
e empirique 
orrigée) a�n d'obtenir une règled'arrêt observable notée N . En pratique, elle est dé�nie par :
N = inf

{

n ≥ 1;n2 ≥ S2
n

c

}

,où S2
n = (n− 1)−1∑n

i=1(Xi − Xn)
2. Il est alors possible de 
onsidérer XN 
ommeun estimateur pon
tuel de la moyenne µ et de montrer ses propriétés [GMS97℄.Il est également possible de 
onsidérer (σ, µ) 
omme paramètre et de mener uneétude similaire. Reprenons les notations de l'exemple pré
édent. Supposons dès lorsque l'on souhaite établir un intervalle de 
on�an
e séquentiel pour µ. Un intervallenaturel basé sur la statistique Tn =
√
n(Xn − µ)/σ nous est donné par

[Xn − n−1/2σuα, Xn + n−1/2σuα], (1.5)
α est un niveau de 
on�an
e �xé, uα est le quantile d'ordre 1−α/2 d'une loi normale
entrée réduite.Si σ2 est 
onnue, il su�t de poser

n∗ = inf
{

n ≥ 1;n ≥ d−2σ2u2
α

}

, (1.6)pour s'assurer que l'amplitude de l'intervalle 
hoisi est inférieure à 2d. On aura enoutre la propriété
IP
(

X n∗ − d ≤ µ ≤ X n∗ + d
)

≥ 1 − α. (1.7)Etudions désormais le 
as où la varian
e est in
onnue. Pour n �xé, l'amplitudede l'intervalle de 
on�an
e donnée par (1.5) peut ou non être inférieure à 2d, selon la35



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLEposition de n par rapport à n∗. Puisque la vraie valeur de n∗ dépend de σ2, elle estin
onnue, et il est don
 impossible de 
réer une pro
édure dont on puisse a�rmer laqualité (et don
 (1.7)), pour toute valeur de σ2, ave
 une taille d'é
hantillon �xée.De la même façon, si l'on 
onsidère l'intervalle de 
on�an
e donné par
[Xn − d,Xn + d],la probabilité pour que µ soit dans 
et intervalle est donnée par
2Φ

(√
nd

σ

)

− 1, (1.8)où Φ est la fon
tion de répartition d'une loi normale 
entrée réduite. Il est alorsimpossible de 
onnaître la position de (1.8) par rapport à 1−α, puisque 
ela dépendde 
elle de n1/2dσ−1 par rapport à uα. Il nous est don
 impossible de fournir, pour
d �xé, une règle d'arrêt qui véri�e les 
onditions souhaitées, pour tout σ > 0.1.4.2 Dé�nitions généralesUn arti
le pré
urseur pour la théorie asymptotique des estimateurs séquentielsest sans doute [Ans50℄, dans le 
as paramétrique. Quelques années plus tard, Ans-
ombe [Ans52, Ans53℄ établit la notion de 
ontinuité uniforme en probabilité etfournit des 
onditions su�santes pour établir la normalité asymptotique d'une suited'estimateurs indexée par une suite de variables aléatoire entières et positives (le le
-teur intéressé pourra se référer à l'Annexe C qui 
on
erne la 
ondition d'Ans
ombeet quelques appli
ations en analyse séquentielle, ainsi qu'à [GMS97℄ qui présentede nombreuses méthodes séquentielles et les te
hniques mathématiques permettantd'établir leurs propriétés).Le 
adre de notre étude se 
ara
térise prin
ipalement par le fait que l'a
qui-sition d'une nouvelle donnée entraîne un 
oût non négligeable qu'on souhaiteraitminimiser. Il 
onvient alors de modéliser le 
on
ept de � bonne estimation � (i.e.su�sante à l'arrêt de l'étude). Cette notion est relative aux besoins du statisti
ien,nous avons pré
édemment entrevu l'existen
e de plusieurs types de règles d'arrêt etbien sûr la notion d'estimation y est intrinsèquement liée. Nous nous plaçons i
i dansle 
as d'estimations séquentielles. Notre but 
onsiste don
 à estimer β0, paramètrede régression, par le biais de son estimateur pour n observations, noté β̂n. On sup-pose que l'utilisateur a �xé une 
onduite d'arrêt, matérialisée mathématiquementpar l'existen
e d'une variable aléatoire Nd, qui donne, pour un niveau de pré
ision
d > 0 �xé par le statisti
ien, la taille d'é
hantillon minimale pour laquelle le niveaude pré
ision d est atteint. L'estimateur obtenu est alors β̂Nd

. Si l'estimateur nonséquentiel β̂n possède des propriétés de 
onvergen
e, il se révèle pertinent d'étudierles mêmes propriétés pour l'estimateur séquentiel β̂Nd
, qui est alors un estimateurindexé par une taille aléatoire d'é
hantillon. Ce
i est d'autant plus important que les
ritères d'arrêt sont souvent basés sur des propriétés des estimateurs non séquentiels.On suppose maintenant que la pré
ision d'estimation 
roît lorsque d tend vers 0.36



1.4. PROCÉDURES SÉQUENTIELLES D'ARRÊTLa notion de régularité permet de 
onstater une 
ertaine analogie entre les 
om-portements des suites (Nd)d>0 et (nd)d>0, où la se
onde suite est une suite de va-riables d'arrêt déterministe, en général ina

essible 
ar dépendante de paramètresin
onnus du modèle. Appeler (Nd)d>0 ou (nd)d>0 � suites � est i
i un abus de lan-gage qui est levé si l'on indexe 
es familles par des suites (dk)k≥1 dé
roissant vers 0.L'asymptotique résulte alors de � k tend vers l'in�ni �, ou de � d tend vers 0 �.Dé�nition 1.4.1. La suite (Nd)d>0 est régulière s'il existe une suite déterministed'entiers (nd)d>0 tendant vers l'in�ni, lorsque d→ 0 et véri�ant
Nd

nd

P→ 1, lorsque d→ 0.De plus, (Nd)d>0 est dite asymptotiquement e�
a
e si :
IENd

nd
→1, lorsque d→ 0.On suppose que l'on dispose en outre d'un intervalle de 
on�an
e INd

pour unetaille d'é
hantillon Nd. Pour un niveau de 
on�an
e α donné, il est souhaitable quel'intervalle de 
on�an
e séquentiel véri�e des propriétés similaires à 
elles habituelle-ment supposées dans le 
adre général d'intervalles de 
on�an
e, 
omme par exemplela normalité asymptotique. Elle se traduit dans le 
as d'intervalles de 
on�an
eséquentiels par la notion de 
onvergen
e asymptotique.Dé�nition 1.4.2. On dit que INd
, intervalle de 
on�an
e séquentiel asso
ié à lataille d'é
hantillon Nd, est asymptotiquement 
onvergent au niveau de 
on�an
e α,si, lorsque d→ 0,

IP(β0 ∈ INd
) → 1 − α.Remarque 1.4.1. La normalité asymptotique de l'estimateur β̂Nd

entraîne la pro-priété pré
édente.Il est également possible de juger du biais introduit par la règle séquentielled'arrêt par l'étude de la quantité IENd−nd (loi asymptotique, vitesse de 
onvergen
e,bornitude , . . .), appelée 
oût de l'ignoran
e [DG00℄.Dans le 
as parti
ulier du modèle semi-paramétrique, nous verrons que les résul-tats obtenus dans le 
adre séquentiel ne présupposent pas de 
hoix parti
ulier d'unerègle d'arrêt, elle doit 
ependant véri�er 
ertaines propriétés. C'est ainsi que noussommes amenés à dé�nir un ensemble A de règles d'arrêt pour lesquelles nous dis-posons d'un théorème (voir 
hapitre 3) permettant d'étendre les propriétés nonséquentielles des estimateurs au 
adre séquentiel.Dé�nition 1.4.3. On note A, l'ensemble de règles séquentielles d'arrêt (Nd)d>0 quivéri�ent� Nd existe presque sûrement, pour tout d réel stri
tement positif ;� (Nd)d>0 est une suite régulière de règles d'arrêt.
37



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLENous allons voir dans un premier temps qu'il n'est pas né
essaire pour une règled'arrêt d'être régulière pour véri�er la propriété de 
onvergen
e asymptotique, 
equi est illustré par la méthode en deux étapes de Stein [Ste45℄.Exemple (suite)Une solution au problème abordé pré
édemment fût apportée par Stein [Ste45℄,qui 
onsidéra une pro
édure en deux étapes pour obtenir des règles séquentiellesd'arrêt satisfaisantes. Cette règle d'arrêt présente un intérêt parti
ulier pour nous,puisque nous verrons que bien qu'étant asymptotiquement 
onvergente, elle n'est pasrégulière. Elle apporte don
 une réponse à la question de la né
essité de la régularitédes règles d'arrêt. Nous verrons par la suite l'importan
e de la régularité dans le
adre des résultats obtenus au 
hapitre 3.Le problème 
onsiste à trouver une taille d'é
hantillon optimale telle que l'on aitsimultanément IP(µ ∈ In) ≥ 1 − α et |In| = 2d, où In est l'intervalle de 
on�an
eséquentiel 
onsidéré. On sait que
IP(µ ∈ In) = 2Φ

(√
nd

σ

)

− 1 ,la taille optimale nd de l'é
hantillon est donnée par le plus petit entier supérieur àla quantité u2
ασ

2d−2, où Φ(uα) = 1 − α/2 (nd est in
onnue). On sait que la variabledonnée par S−1
n (Xn − µ) suit une loi de Student à (n − 1) degrés de liberté, notée

τn−1. Dé
rivons alors la pro
édure de Stein : pour m entier supérieur à 2, on note
am−1, le quantile d'ordre α/2 d'une loi τm−1, et si :1. a2

m−1S
2
md

−2 + 1 < m, on dé
ide de 
onsidérer un m-é
hantillon ;2. sinon, on prend les [a2
m−1S

2
md

−2
]

+1−m observations suivantes, où [·] désignela partie entière.On obtient alors un é
hantillon de taille Nd donnée par
Nd = max

{

m;

[

a2
m−1S

2
m

d2

]

+ 1

}

,l'intervalle de 
on�an
e asso
ié est alors donné par INd
= [XNd

− d,XNd
+ d]. Il estensuite possible de montrer [GMS97, p.154℄ que Nd véri�e, pour tous µ et σ2,

IP(µ ∈ INd
) ≥ 1 − α,

lim
d→0

IP(µ ∈ INd
) = 1 − α,et bien sûr, la taille de l'intervalle de 
on�an
e est de 2d. Par ailleurs, on peut voirque la règle d'arrêt ainsi dé�nie n'est pas régulière puisqu'elle induit un 
hoix del'entier m dé�nissant la taille de l'é
hantillon

lim
d→0

IE

(

Nd

nd

)

=
a2
m−1

a2
.Nous avons vu qu'il est possible de 
onstruire une pro
édure d'arrêt non régulièrequi soit 
onvergente, 
e qui induit en parti
ulier que la régularité d'un estimateur38



1.4. PROCÉDURES SÉQUENTIELLES D'ARRÊTséquentiel n'est pas né
essaire. Toutefois, quelques modi�
ations de 
es règles d'arrêt
onduisant à des règles d'arrêt régulières, on peut également s'interroger sur d'autrespropriétés [GMS97, MD97℄. Dans la suite de 
e 
hapitre, nous présentons deux règlesd'arrêt pour lesquelles nous établirons les prin
ipales propriétés au 
hapitre suivantet nous verrons ainsi qu'il est possible de les utiliser dans le 
adre du modèle de Cox.1.4.3 Critères d'arrêt dans le 
adre semi-paramétriqueRappelons que nous 
onsidérons i
i des variables aléatoires X1, . . . , Xn, et que ladonnées des paramètres β0 et η permettent de dé�nir entièrement leur distribution.On suppose qu'il est possible d'estimer β0 sans disposer d'estimateur de η. Notre but,au 
ours de 
ette partie, est de dé
rire deux règles possibles d'arrêt pour l'estimationséquentielle de β0. Dans un premier temps, nous dé
rivons les propriétés que doitsatisfaire l'estimateur non séquentiel β̂n (n représente la taille de l'é
hantillon) de β0.Hypothèses sur le modèleIl apparaît 
lairement né
essaire de supposer quelques résultats élémentaires de
onvergen
e de l'estimateur 
onsidéré, par mesure de 
ohéren
e dans la dé�nitiondes règles d'arrêt, 
'est pourquoi nous sommes amenés à faire 
es hypothèses.Hypothèses 2.� Convergen
e de β̂n : β̂n
P→ β0, lorsque n→ ∞.� Normalité asymptotique : √

n(β̂n − β0)
D→ N (0, σ2), lorsque n → ∞, ave


σ > 0.� Convergen
e de σ̂2
n : on dispose d'un estimateur de la varian
e asymptotique,noté σ̂2

n, lui aussi 
onvergeant, i.e. tel que σ̂2
n

P→ σ2, lorsque n→ +∞.Intervalles séquentiels de 
on�an
eUne première appro
he se base sur des estimations séquentielles de l'intervallede 
on�an
e. L'utilisateur �xe une quantité stri
tement positive 2d qui 
orrespond àla largeur maximale de l'intervalle de 
on�an
e obtenu. Nous verrons au 
hapitre 2qu'il est possible de 
hoisir une valeur de d relative à 
elle de β0 par le biais de sonestimateur.Soit α, un seuil de 
on�an
e �xé. Par les hypothèses de normalité asymptotique,on sait que :
∀u ∈ IR, IPθ

(∣

∣

∣

∣

∣

√
n(β̂n − β0 )

σ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ u

)

→ 2Φ(u) − 1 ,où Φ est la fon
tion de répartition d'une loi normale 
entrée réduite.39



CHAPITRE 1. INTRODUCTION À L'ANALYSE DE SURVIE ET À L'ANALYSE SÉQUENTIELLEEn parti
ulier, si l'on 
hoisit uα tel que Φ(uα) = 1−α/2, l'intervalle de 
on�an
easymptotique pour β0 au niveau de 
on�an
e 1 − α s'é
rit alors :
[

β̂n −
uασ√
n

; β̂n +
uασ√
n

]

,il est don
 d'amplitude 2uασ√
n
.Si l'on souhaite 
onnaître la taille minimale de l'é
hantillon né
essaire pour ob-tenir un intervalle de 
on�an
e asymptotique de niveau de 
on�an
e 1−α et d'am-plitude inférieure à 2d, il nous su�t de prendre une taille d'é
hantillon n telle que

n ≥ uασ
2

d2
.Remarque 1.4.2. Pour que la variable d'arrêt ainsi dé�nie soit pertinente, et étantdonné qu'elle se base sur un résultat asymptotique, il est préférable d'imposer unevaleur minimale pour n, 
'est pourquoi on prendra :

nd = min

{

n; n ≥ n0 et n ≥ (uaσ)2

d2

}

.En pratique, on dispose seulement d'un estimateur σ̂2
n de la varian
e asymp-totique ; on dé�nit don
 par analogie ave
 le raisonnement qui pré
ède la variabled'arrêt Nd par

Nd = min

{

n ≥ n0; n ≥ (uaσ̂n)
2

d2

}

.En quelque sorte, Nd peut être vu 
omme un estimateur de nd.Remarque 1.4.3. On ne peut pas 
ontr�ler le 
omportement de l'estimateur de lavarian
e asymptotique pour de faibles tailles d'é
hantillons ; en parti
ulier, il peutêtre très pro
he de zéro. Pour pallier 
e problème, on 
onsidère une suite (εn)n≥1 deréels stri
tement positifs qui dé
roît vers zéro, et on substitue max(εn, σ̂n) = σ̂∗
n à σ̂ndans la règle d'arrêt.Remarque 1.4.4. On a toujours le résultat : σ̂2∗

n
P→ σ2 (
omme nous le verronsplus tard). Dans [GMS97℄, une méthode similaire est utilisée, remarquons toutefoisqu'on 
hoisit i
i une suite (εn)n≥1 qui varie suivant la taille de l'é
hantillon, et nonsuivant l'amplitude de l'intervalle.Dé�nition 1.4.4. Soit n0, un entier stri
tement positif �xé. Soit d > 0 et α ∈]0, 1[,la variable d'arrêt est dé�nie par

Nd = min

{

n ≥ n0; n ≥ (uασ̂
∗
n)

2

d2

}

. (1.9)Remarque 1.4.5. Ave
 une telle dé�nition, (Nd)d>0 est presque sûrement dé
rois-sante. 40



1.4. PROCÉDURES SÉQUENTIELLES D'ARRÊTCritère basé sur la minimisation d'un risqueSupposons désormais que notre règle d'arrêt soit basée sur la minimisation d'unefon
tion de risque 
onstituée d'une erreur r portant sur l'estimation et d'un 
oût
C dé�ni par C(n) = c0 + cn, où c0 représente le 
oût initial et c le 
oût de 
haquenouvelle donnée. La fon
tion de perte à minimiser est alors donnée par l'expression

Ln(c) = r(β̂n, β0) + C(n),et si l'on fait le 
hoix d'une erreur quadratique, on obtient
Ln(c) = IE

(

β̂n − β0

)2

+ C (n).D'après les hypothèses 2, √n(β̂n − β0) est asymptotiquement normal, et il existe
σ > 0 tel que

lim
n→∞

nIE (β̂n − β0 )2 = σ2 .La fon
tion de perte est alors asymptotiquement équivalente à
σ2

n
+ c0 + cn,lorsque C(n) = c0 + cn. Il apparaît alors judi
ieux de 
onsidérer une règle d'arrêtsous la forme

Nc = inf

{

n ≥ n0;n ≥ σ̂n√
c

}

,où σ̂n est un estimateur de σ. Remarquons que 
ette règle d'arrêt est équivalente àla pré
édente.I
i, il est possible de donner un sens à l'asymptotique en faisant tendre c vers 0.E�e
tivement, réduire le 
oût lié à l'ajout d'un individu et ne s'intéresser qu'à laqualité de l'observation revient à faire tendre la taille requise de l'é
hantillon versl'in�ni.Nous venons de voir que les préo

upations pour dé�nir les règles d'arrêt sontmultiples. Nous ne démontrerons des résultats sur les règles d'arrêt que dans le
as d'intervalles séquentiels. Ce sont 
es mêmes règles d'arrêt qui feront l'objet desimulations dans le 
hapitre 7 pour le modèle à risques proportionnels.
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CHAPITRE 2. EXEMPLES DE RÈGLES SÉQUENTIELLES D'ARRÊT ET PROPRIÉTÉS

Dans 
e 
hapitre, nous revenons à la dé�nition de la variable d'arrêt donnéedans le 
adre d'intervalles séquentiels de 
on�an
e et nous montrons les dif-férentes propriétés pour établir que la règle 
onsidérée est un élément de A(voir 
hapitre 1, page 37). Par ailleurs, nous 
onsidérons les temps d'arrêt dé�nispar un 
ritère relatif à la valeur du paramètre β0 et établissons un nouveau 
ritèred'arrêt (nous verrons qu'il est possible d'introduire au sein de 
e 
ritère l'estima-teur β̂n de β0) qui se révèle plus général que le pré
édent. Toutes les dé�nitions etdémonstrations qui suivent s'ins
rivent dans le 
ontexte simple où le paramètre derégression est de dimension 1. Le 
hapitre 6 est 
onsa
ré au 
as multidimensionnel.Cela nous montre que l'ensembleA est non vide, puisque l'un de ses représentantsest exhibé. En outre, rappelons que les résultats du 
hapitre 3 sont valables quel quesoit l'élément de A 
onsidéré.
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2.1. PROPRIÉTÉS2.1 PropriétésNous nous mettons dans les 
onditions du paragraphe 1.4. Nous 
onsidérons
(β̂n)n≥1, une suite d'estimateurs d'un paramètre réel β0 du modèle statistique où

n est le nombre d'observations. Nous supposons que (β̂n)n≥1 satisfait les hypothèses 2du paragraphe 1.4.3 :(i) β̂n P→ β0, lorsque n→ ∞ ;(ii) √
n(β̂n − β0)

D→ N (0, σ2), lorsque n→ ∞, ave
 σ > 0 ;(iii) il existe une suite (σ̂2
n)n≥1 d'estimateurs de σ2 telle que :(a) σ̂2

n
P→ σ2, lorsque n→ +∞ ;ou (b) σ̂2

n

p.s.→ σ2, lorsque n→ +∞.Nous 
onsidérons la règle d'arrêt dé�nie, pour d > 0, α ∈]0, 1[, par :
Nd = min

{

n ≥ n0;
σ̂∗
nuα√
n

< d

}

,où σ̂∗
n = σ̂n ∨ εn, (εn)n≥1 est une suite de réels positifs tendant vers 0, et

Φ(uα) = 1 − α/2, où Φ est la fon
tion de répartition d'une loi N (0, 1). Nous avonsalors le résultat suivant.Proposition 2.1.1. Sous l'hypothèse (iii)-(a), Nd existe presque sûrement pour tout
d > 0, et (Nd)d>0 diverge presque sûrement vers l'in�ni. De plus, si (iii)-(b) estsatisfaite, (Nd)d>0 est un élément de A (i.e. (Nd)d>0 est régulière).Notons que la plupart de 
es propriétés fait l'objet de démonstration dans[GMS97℄, dans les 
as de 
onvergen
e forte à la fois pour l'estimateur de la varian
eet du paramètre de régression, dans un 
adre non paramétrique. Dans un premiertemps, 
onsidérant σ̂∗2

n 
omme un estimateur de la varian
e asymptotique σ2, nousvéri�ons sa 
onvergen
e.Lemme 2.1.1. σ̂∗2
n

P→ σ2, lorsque n tend vers l'in�ni.Démonstration :Considérons, pour ε > 0, l'événement {|σ̂∗
n − σ| > ε} . Il s'é
rit de la façon suivante :

{|σ̂∗
n − σ| > ε} = {max(σ̂n, εn) > σ + ε, σ̂∗

n > σ} ∪ {max(σ̂n, εn) < σ − ε, σ̂∗
n ≤ σ}

= {σ̂n ≥ εn, σ̂n > σ + ε} ∪ {σ̂n < εn, εn > σ + ε}
∪ {σ̂n − σ < ε, εn < σ − ε}La suite déterministe de réels stri
tement positifs (εn)n≥1 
onverge vers 0, 
e quinous permet d'a�rmer qu'on a, pour n assez grand et 0 < ε < σ/2 :

{|σ̂∗
n − σ| > ε} ⊂ {|σ̂n − σ| > ε} , (2.1)
e qui permet d'obtenir le résultat, par l'hypothèse (iii)(a).45



CHAPITRE 2. EXEMPLES DE RÈGLES SÉQUENTIELLES D'ARRÊT ET PROPRIÉTÉSLemme 2.1.2. Sous l'hypothèse (iii)(b), σ̂∗2
n

p.s.→ σ2, lorsque n tend vers l'in�ni.Démonstration : Il su�t de 
onsidérer i
i l'in
lusion d'événements (2.1) établiedans la démonstration du lemme 2.1.1 et de remarquer que l'hypothèse (iii)(b) nouspermet de 
on
lure.2.2 Démonstration de la proposition 2.1.1Au 
ours de 
ette partie, nous nous atta
hons à démontrer l'existen
e et la régula-rité de la règle d'arrêt. Notons que notre démonstration de la régularité requiertde démontrer la divergen
e de la règle d'arrêt. Les propositions sont établies sousles hypothèses de la proposition 2.1.1.2.2.1 Existen
e de NdIl existe une sous-suite (Nd
n(k)

)

k≥1

onvergeant presque sûrement vers σ, par(iii)-(a). Notons N c l'ensemble presque sûr sur lequel (σ̂∗

n(k)

)

k≥1

onverge vers σ.Soit ω ∈ N c, il existe k0 ∈ IN∗ tel que, pour k ≥ k0,

0 < σ̂∗
n(k) < 2σ.Par 
onséquent, pour m ∈ {n(k); k ≥ k0} ∩

{

n ≥ n0 ∨
(

2uασ
d

)2
}, on a :

m ∈
{

n ≥ n0;
uασ

∗
n(ω)√
n

< d

}

;
e dernier ensemble est don
 non vide, 
e qui assure l'existen
e de Nd(ω). Ce
i étantvrai sur l'ensemble presque sûr N c, on obtient l'existen
e presque sûre de Nd. �2.2.2 Divergen
e vers l'in�ni de NdOn remarque que pour tout ω ∈ Ω, d 7→ Nd(ω) est une fon
tion à valeurs dansIN, 
roissante lorsque d → 0+, don
 
onvergente dans IN. Par 
onséquent, on doitdémontrer que
V =

{

ω ∈ Ω;Nd(ω) → +∞, d→ 0+
}cest un ensemble négligeable. Si ω est un élément de V, alors il existe d0 tel que

d 7→ Nd(ω) est 
onstante sur ]0, d0]. En e�et, (Nd(ω))d>0 est une suite d'entiers
roissante lorsque d dé
roît, don
 elle tend vers l'in�ni ou est 
onstante à partird'un 
ertain rang. Par 
onséquent, pour d ∈]0, d0], on a :
Nd0(ω) = Nd(ω) >

σ̂∗
Nd0

(ω)(ω)uα

d
≥
εNd0

(ω)uα

d
,46



2.2. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.1.1
e qui est impossible, pour d élément quel
onque de ]0, d0]. On en déduit que :
IP

(

lim
d→0+

Nd = +∞
)

= IP(Vc) = 1 .

�2.2.3 RégularitéPour d > 0, on sait que Nd(ω) est élément de l'ensemble
Vω =

{

n ≥ n0;
uασ̂

∗
n(ω)√
n

< d

}

,et don
 qu'on a simultanément
Nd(ω) ≥ n0 et Nd(ω) >

u2
ασ̂

2∗
Nd(ω)(ω)

d2
. (2.2)Par ailleurs, Nd(ω) est dé�ni 
omme le plus petit élément de l'ensemble Vω, 
e quisigni�e que Nd(ω) − 1 n'est pas dans Vω, et don
 que

Nd(ω) − 1 < n0,ou Nd(ω) − 1 ≤
(

uασ̂
∗
Nd(ω)−1(ω)

d

)2

.On peut rassembler 
es deux 
as en é
rivant
Nd(ω) ≤ 1 + n0 +

(

uασ̂
∗
Nd(ω)−1(ω)

d

)2

. (2.3)Il nous est possible d'obtenir des inégalités similaires pour nd, soit :
nd ≤ 1 + n0 +

(uασ

d

)2

,

nd ≥ n0,

nd ≥ u2
ασ

2

d2
.On en déduit que :

1

(n0 + 1)

(

d

uασ̂∗
Nd(ω)(ω)

)2

+

(

σ

σ̂∗
Nd(ω)(ω)

)2 ≤ Nd(ω)

nd
≤ (n0+1)

(

d

uασ

)2

+

(

σ̂∗
Nd(ω)−1

σ

)2

.(2.4)Remarque 2.2.1. A 
e niveau, l'hypothèse (iii)(a) sur (σ̂2
n)n≥1 ne su�t pas à obtenirla 
onvergen
e en probabilité de (σ̂∗

Nd
)
d>0

vers σ, lorsque d→ 0+.Alors, par 2.4, grâ
e à la divergen
e presque sûre de (Nd)d>0 et au lemme 2.1.2,on obtient le résultat souhaité en faisant tendre d vers 0. �47



CHAPITRE 2. EXEMPLES DE RÈGLES SÉQUENTIELLES D'ARRÊT ET PROPRIÉTÉS2.3 Généralisation de la variable d'arrêtIl est question i
i de généraliser au sein de la variable d'arrêt le paramètre d desorte à 
e qu'il ne 
orresponde pas uniquement à un réel stri
tement positif �xépar l'utilisateur, mais qu'il puisse dépendre de la valeur du paramètre de régression.Pour 
e faire, on donnera dans un premier temps une nouvelle dé�nition, dépendantede la taille n de l'é
hantillon, de la variable d'arrêt, dont on montrera ensuite lesprin
ipales propriétés. Nous parlons i
i de généralisation 
ar 
ette nouvelle vision del'amplitude maximale de l'intervalle de 
on�an
e englobe la pré
édente. Elle permeten outre d'insérer une dé
ision relative à l'estimateur. n0 et uα représentent lesmêmes quantités �xées au départ.On peut 
onstater expérimentalement que plus la quantité |β0| est grande (pourune variable expli
ative positive), plus il est né
essaire d'obtenir une grande tailled'é
hantillon pour un même d �xé. Cela peut s'expliquer par une plus grande hété-rogénéité des données qui sont alors soumises aux variations de Z. C'est ainsi quenous sommes amenés à 
onsidérer une valeur butoir dépendante des données et plusparti
ulièrement dépendant de la valeur de β0. Nous allons voir 
omment généraliserla règle d'arrêt et établir ses propriétés.Dé�nition 2.3.1. Soit r, une fon
tion positive. Soit, pour n entier,
dn = d+ γr(β̂n),ave
 d > 0 et γ ≥ 0 donnés. On pose alors,

Nd,γ = min

{

n ≥ n0;
uασ̂

∗
n√
n

< dn

}

,

(dn)n≥1 est une suite de réels stri
tement positifs.Remarque 2.3.1. Pour γ = 0, on retrouve la dé�nition pré
édente.Proposition 2.3.1. Sous les hypothèses 2 du paragraphe 1.4.3, pour tous d > 0et γ ≥ 0, Nd,γ existe presque sûrement. Au 
ours de toute l'étude 
on
ernant lagénéralisation de la variable d'arrêt, on les supposera véri�ées.Démonstration :Il su�t de reprendre la démonstration du paragraphe 2.2.1 en 
onstatant que pourtout ω ∈ N c, ensemble presque sûr, on a :
{

n ≥ n0;
uασ

∗
n(ω)√
n

< d

}

⊂
{

n ≥ n0;
uασ

∗
n(ω)√
n

< δ + γr
(

β̂n(ω)
)

}

.Comme l'ensemble de gau
he est non vide, il en va de même pour 
elui de droite.48



2.3. GÉNÉRALISATION DE LA VARIABLE D'ARRÊT2.3.1 Divergen
e vers l'in�niOn peut montrer un résultat de 
onvergen
e d'une manière semblable à 
elle uti-lisée dans le paragraphe pré
édent en 
onsidérant par exemple des suites dé
roissan-tes de réels positifs dans la dé�nition de dn. On pose don
 i
i, pour p et n entiers,
dn,p = dp+γpr

(

β̂n

)

, ave
 (γp)p≥1 et (dp)p≥1, des suites dé
roissantes de réels positifs(respe
tivement stri
tement positifs) 
onvergeant vers zéro quand p tend vers l'in�ni.Proposition 2.3.2. Soit r, une fon
tion positive et bornée. On suppose qu'on a,pour p entier, dn,p = dp + γpr(β̂n), où (dp)p≥1 et (γp)p≥1 sont des suites de réelsrespe
tivement stri
tement positifs et positifs, dé
roissantes, qui 
onvergent vers 0,lorsque p→ +∞. On note Np, la règle dé�nie par
Np = min

{

n ≥ n0;
uασ̂

∗
n√
n

< dn,p

}

.Alors, on a :
Np

p.s.→ +∞,lorsque p→ +∞.Remarque 2.3.2. L'amplitude maximale dépend de la taille de l'é
hantillon, il nousest don
 impossible d'indexer N par dn,p, 
'est pourquoi nous noterons Np, où preprésente l'indi
e des suites (γp)p≥1 et (dp)p≥1.Remarque 2.3.3. Pour n �xé, (dn,p)p≥1 est une suite qui 
onverge vers 0.Remarque 2.3.4. Par dé
roissan
e de la suite (dn,p)p≥1, à n �xé, (Np)p≥1 estpresque sûrement 
roissante.Démonstration de la proposition 2.3.2 :
(Np)p≥1 est une suite d'entiers 
roissante, don
 elle peut être stationnaire à partird'un 
ertain rang ou diverger vers l'in�ni. On reprend alors le raisonnement de ladémonstration du paragraphe 2.2.2 en supposant 
ette suite stationnaire, et 
elanous donne l'existen
e d'un entier positif p0 tel que, pour tout entier p supérieur à
p0, on ait

Np0 = Np >
uαεNp0

dNp0 ,p

,
e qui est impossible, il su�t pour voir 
ela de faire tendre p vers l'in�ni et d'utiliserla remarque 2.3.3.Corollaire 2.3.1. La suite (σ̂∗
Np

)
p≥1


onverge presque sûrement vers σ.
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CHAPITRE 2. EXEMPLES DE RÈGLES SÉQUENTIELLES D'ARRÊT ET PROPRIÉTÉS2.3.2 RégularitéProposition 2.3.3. Sous les hypothèses de la proposition 2.3.1, et si l'on supposede plus que :� (β̂n)n≥1 
onverge presque sûrement vers β0, lorsque n→ +∞,� r est une fon
tion 
ontinue,� on a l'une des deux propriétés suivantes(a) dn,p = dp + γpr(β̂n), ave
 r stri
tement positive, et la suite (γp/dp)p≥1
onverge vers 0,(b) dn,p = dp(1 + r(β̂n)),alors (Np)p≥1 est régulière.Remarque 2.3.5. Le 
as (b) n'est pas une restri
tion de (a), puisque r n'est passupposée stri
tement positive.Démonstration : Reprenons la démonstration du paragraphe 2.2.3. On dé�nit i
i,pour p ≥ 1,
np = min

{

n ≥ n0;n ≥ uασ

d0,p

}

,où d0,p = dp + γpr(β0), et l'on obtient l'en
adrement suivant, inspiré par (2.4) :
1

(1 + n0)

(

dNp,p

uασ̂∗Np

)2

+

(

σ
σ̂∗

Np

)2
(

dNp,p

dp,0

)2
≤ Np

np
≤ (1+n0)

(

dp,0
uασ

)2

+

(

σ̂∗
Np

σ

)2(
d0,p

dNp−1,p

)2

.On sait par le lemme 2.1.2 et la remarque 2.3.4 que σ̂∗
Np


onverge presque sûre-ment vers σ. Par ailleurs, on sait que dnp,p 
onverge vers 0. En�n, dans le 
as (a),on a
dNp,p

d0,p
=

1 + γpd
−1
p r(β̂Np

)

1 + γpd−1
p r(β0)

P→ 1, lorsque p→ +∞,et dans le 
as (b), 
ela se traduit par
dNp,p

d0,p

=
1 + r(β̂Np

)

1 + r(β0)

P→ 1, lorsque p→ +∞,
e qui nous permet de 
on
lure, dans les deux 
as.Remarque 2.3.6. Rappelons que la généralisation de la variable d'arrêt que nousvenons d'introduire a pour but de 
onstruire des intervalles de 
on�an
e de longueur� 
ontr�lée � , mais relative à l'ordre de grandeur de β0. Le but est atteint, si parexemple, on prend, pour p �xé, dp = d+ γ
(

|β̂n| ∧A
), ave
 A > 0.Dé
oule de 
e 
hapitre un exemple de règle d'arrêt appartenant à A, établi dansun 
adre semi-paramétrique. Nous 
onsidérons ensuite un élément quel
onque de A,noté (Nd)d>0 et montrons les propriétés de l'estimateur séquentiel (β̂Nd

)

d>0
dans le
adre semi-paramétrique. Cela nous permet de ne pas restreindre notre étude à laseule règle étudiée au 
ours du 
hapitre 2.50
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CHAPITRE 3. THÉORÈMES ET PROPRIÉTÉS DES ESTIMATIONS SÉQUENTIELLES

Ce 
hapitre vise à généraliser les théorèmes et résultats issus de [DG00℄ a�nde les appliquer au 
as du modèle semi-paramétrique. On supposera don
seulement i
i que l'estimateur du paramètre de régression est issu d'unefon
tion d'estimation, et l'on s'atta
hera à montrer la 
onvergen
e et la normalitéde l'estimateur séquentiel d'arrêt, sous des 
onditions pré-établies. Elles feront l'objetde démontrations pour le modèle de Cox dans le 
hapitre qui suit.On 
onsidère ainsi le modèle semi-paramétrique présenté au 
ours du para-graphe 1.4. Soit Cn(β), une fon
tion d'estimation obtenue pour n observations, où
β0, la vraie valeur du paramètre de régression appartient à un ouvert borné de IRp,noté B. On suppose en outre que :� Cn ∈ C2(B),� Cn est 
on
ave dans un voisinage de β0,� β̂n est un M-estimateur dans le sens où il est dé�ni 
omme maximum d'unefon
tion. Ce n'est pas le sens habituel donné par exemple dans [Hub81℄ quifait intervenir la notion de robustesse. On a i
i :

β̂n = argmaxβ∈BCn(β).On notera Un et In, les dérivées première et se
onde de Cn par rapport à β.
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3.1. CONVERGENCE PRESQUE SÛRE3.1 Convergen
e presque sûreNous montrons i
i que β̂n est un estimateur fortement 
onvergent de β0. À 
ette�n, nous allons établir la 
onvergen
e 
omplète de (β̂n)n≥1 en nous inspirantd'une méthode donnée dans [DG00℄.3.1.1 Quelques résultats sur la 
onvergen
e 
omplèteNous allons donner dans un premier temps quelques résultats de stabilité sur lessuites de variables aléatoires 
onvergeant 
omplètement, qui se révèleront utiles dansle 
as du modèle de Cox. Ainsi, nous verrons qu'il su�t de nous ramener à montrerla 
onvergen
e de pro
essus élémentaires pour établir 
elle du pro
essus d'intérêt,par intégration, somme ou même quotient.Dé�nition 3.1.1. Soit (Xn)n≥1, une suite de variables aléatoires réelles. Soit X unevariable aléatoire réelle. On dira que (Xn)n≥1 
onverge 
omplètement vers X et onnotera Xn
c→ X, si :

∀ε > 0,
∑

n≥1

IP (|Xn − X | > ε) <∞.Remarque 3.1.1. La 
onvergen
e 
omplète implique la 
onvergen
e presque sûre.En e�et : on 
onsidère une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n≥1 
onver-geant 
omplètement vers X. On se ramène à une limite nulle en 
onsidérant la suite
(Xn −X)n≥1.Si ε est un réel stri
tement positif, on a, pour n entier,

IP

(

sup
k≥n

|Xk | > ε

)

≤
∑

k≥n

IP (|Xk | > ε) .On utilise l'équivalen
e entre la 
onvergen
e presque sûre de (Xn)n≥1 vers 0 et lapropriété
∀ε > 0, lim

n→∞
IP

(

sup
k≥n

|Xk | > ε

)

= 0 ,pour véri�er l'in
lusion souhaitée.Remarque 3.1.2. Il peut sembler naturel d'étudier la ré
iproque de la remarquepré
édente. Il est aisé de montrer, dans un 
as simple, que les 
onvergen
es presquesûre et 
omplète ne sont pas équivalentes. Considérons en e�et une suite (Xn)n≥1 devariables aléatoires de Bernoulli, et notons, pour n entier positif, pn = IP(Xn = 1 ).Il est possible d'établir l'équivalen
e entre la 
onvergen
e en probabilité de (Xn)n≥1vers 0 et la 
onvergen
e vers 0 de la suite (pn)n≥1. En outre, la 
onvergen
e de lasérie de terme général pn nous donne la 
onvergen
e presque sûre. Prenons main-tenant Xn sous la forme suivante Xn = 11[0,1/n[ dé�nies sur ([0, 1],B([0, 1]), IP),53



CHAPITRE 3. THÉORÈMES ET PROPRIÉTÉS DES ESTIMATIONS SÉQUENTIELLESoù B([0, 1]) est la tribu des boréliens sur [0, 1] et IP la probabilité uniforme. Alors
(Xn)n≥1 
onverge en probabilité et presque sûrement, mais la 
onvergen
e 
omplèten'a pas lieu, puisque la série 
onsidérée i
i n'est autre que la série harmonique. Enoutre, on peut remarquer que la suite de variables 
onsidérée dans 
e 
ontre-exempleest 
onstituée de variables qui ne sont pas indépendantes, et que, dans le 
as devariables indépendantes et toujours dans le 
as de variables de Bernoulli, la 
onver-gen
e presque sûre équivaut à la 
onvergen
e 
omplète.Remarque 3.1.3. Dans le 
as de variables aléatoires indépendantes et identique-ment distribuées, la 
onvergen
e 
omplète est e�e
tivement équivalente à la 
onver-gen
e presque sûre [HR69℄.Hsu et Robbins démontrent en outre que si (Yn)n≥1 est une suite de variablesaléatoires indépendantes et identiquement distribuées, d'espéran
e nulle et de va-rian
e �nie, alors leur moyenne empirique 
onverge 
omplètement vers 0. Cela relieainsi la 
onvergen
e 
omplète à la loi des grands nombres.Proposition 3.1.1.Soient (Xn)n≥1 et (Yn)n≥1, deux suites de variables aléatoires réelles 
onvergeant
omplètement respe
tivement vers X et Y . Alors :(i) (Xn + Yn)n≥1 
onverge 
omplètement vers X + Y ,(ii) Si on suppose X et Y bornées, (XnYn)n≥1 
onverge 
omplètement vers XY ,(iii) Si X est une variable presque sûrement minorée par une 
onstante x stri
te-ment positive (X > x > 0 p.s.), (1/Xn)n≥1 
onverge 
omplètement vers 1/X(en prenant pour 
onvention 1/0 = ∞).Démonstration :(i) Ramenons-nous au 
as de limites nulles. Pour 
e faire, il su�t de 
onsidérer

(Xn −X)n≥1 ainsi que (Yn − Y )n≥1. Pour ε un réel stri
tement positif, utili-sons l'in
lusion d'événements suivante
{|Xn + Yn| > ε} ⊂

{

|Xn| >
ε

2

}

∪
{

|Yn| >
ε

2

}

.Cela nous permet de déduire l'inégalité 
orrespondante en termes de probabili-tés. On peut ainsi 
on
lure grâ
e à la 
onvergen
e 
omplète des suites (Xn)n≥1et (Yn)n≥1, et établir (i).(ii) Remarquons que :
XnYn −XY = (Xn −X)(Yn − Y ) +X(Yn − Y ) + Y (Xn −X).Par 
onséquent, il est possible de dresser le même type d'in
lusions d'événe-ments que lors de la démonstration pré
édente et de séparer ainsi trois termes.Pour obtenir le résultat, il nous su�t alors d'utiliser l'hypothèse de bornitudesur les limites des suites. Si l'on désigne par K, une 
onstante stri
tement54



3.1. CONVERGENCE PRESQUE SÛREpositive pour laquelle max{|X|, |Y |} ≤ K presque sûrement, on peut alorsé
rire
IP (|XnYn − XY | > ε) ≤ IP (|Xn − X | > 1 ) + IP (|Yn − Y | > ε/3 )

+ IP (|Yn − Y | > ε/(3K ))

+ IP (|Xn − X | > ε/(3K )) .La dé
omposition du premier événement est obtenue par interse
tion ave

{|Yn − Y | < ε/3}. Par la 
onvergen
e 
omplète de (Xn)n≥1 et (Yn)n≥1, on dé-duit la 
onvergen
e souhaitée.(iii) Soit N , l'ensemble donné par N = {ω ∈ Ω;X(ω) ≤ x}, il est négligeable eton a, pour tout réel ε stri
tement positif,

IP

(∣

∣

∣

∣

1

Xn

− 1

X

∣

∣

∣

∣

> ε

)

≤ IP

(

N c, |Xn − X | ≥ εx 2

2

)

+ IP
(

N c, |Xn − X | ≥ εx |Xn |, |Xn | <
x

2

)

,en utilisant le fait que {|Xn| < x/2} ⊂ {|Xn −X| ≥ x/2}, on obtient
IP

(∣

∣

∣

∣

1

Xn

− 1

X

∣

∣

∣

∣

> ε

)

≤ IP

(

|Xn − X | > εx 2

2

)

+ IP
(

|Xn − X | ≥ x

2

)

,
e qui nous permet d'obtenir le résultat souhaité et d'a
hever la démonstration dela proposition.Proposition 3.1.2.Soit I un intervalle borné de IR. Soient (fn(t); t ∈ I)n≥1 et (gn(t); t ∈ I)n≥1, deuxsuites de pro
essus aléatoires 
àdlàg telles que (supI |gn − g|)n≥1 et (supI |fn − f |)n≥1
onvergent 
omplètement vers 0. On suppose en outre que1. (fn)n≥1 est à variations totales uniformément bornées, i.e. qu'il existe une
onstante B positive telle que pour tout n ≥ 1,
∫

I
|df | ≤ B.2. g est 
ontinue sur I.Alors la suite (

∫

I
gndfn)n≥1


onverge 
omplètement vers ∫
I
gdf .Démonstration :Le squelette de 
ette preuve est similaire à 
elui utilisé dans [BGY97℄. Dé
omposons

∫

I
gndfn −

∫

I
gdf sous la forme

∫

I

(gn − g)dfn +

∫

I

g(dfn − df).Comme g est supposée 
ontinue sur I, on peut trouver une suite (g(l))l≥1 de fon
tionsen es
alier telles que, pour ε un réel stri
tement positif, il existe un entier l0 pourlequel
∀l ≥ l0, sup

I
|g(l) − g| < ε.
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CHAPITRE 3. THÉORÈMES ET PROPRIÉTÉS DES ESTIMATIONS SÉQUENTIELLESNotons al0, . . . , aljl, la subdivision adaptée à g(l), i.e. telle que l'on puisse é
rire
g(l) =

jl−1
∑

t=0

αlt11[al
t,a

l
t+1[

.On obtient l'inégalité
∣

∣

∣

∣

∫

I

gndfn −
∫

I

gdf

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫

I

(gn − g)dfn

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

I

(g − g(l))(dfn − df)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

I

g(l)(dfn − df)

∣

∣

∣

∣

.En utilisant l'hypothèse 1., on voit que, pour η > 0,
IP

(∣

∣

∣

∣

∫

I

gndfn −
∫

I

gdf

∣

∣

∣

∣

> η

)

≤ IP

(

B sup
I

|gn − g | > η

3

)

+ IP
(

2Bε >
η

3

)

+ IP

(

2 sup
I

|fn − f | > η

3H (ε)

)

,où H(ε) =
∑jl−1

t=0 |αlt|. Il su�t alors de prendre ε tel que 0 < ε < η/6B, pour
on
lure.3.1.2 Convergen
e forteNous disposons désormais d'outils 
on
ernant la 
onvergen
e 
omplète. Nousdonnons tout d'abord un théorème permettant d'établir la 
onvergen
e presque sûrede l'estimateur, inspiré par [DG00℄ où il �gure dans un 
adre paramétrique. Cethéorème est largement indépendant du modèle 
hoisi, il suppose uniquement quel'estimateur du paramètre de régression est issu d'une fon
tion d'estimation Cnsatisfaisant les 
onditions annon
ées en début de 
hapitre.Théorème 3.1.1.On suppose que les quatre 
onditions suivantes sont véri�ées.(C0) √
nUn(β0)

D→ N (0, I(β0)), lorsque n→ ∞, où I(β0) > 0 ;(C1) |In(β)−EIn(β0)| 
onverge 
omplètement vers 0 dans un voisinage de plus enplus petit de β0, 
e qui signi�e que l'on a, pour tout réel stri
tement positif ε,
∃δε > 0;

∑

n≥1

IP

(

sup
β∈B(β0 ;δε)

|In(β) − EIn(β0 )| > ε

)

< +∞ ;
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3.1. CONVERGENCE PRESQUE SÛRE(C2) EIn(β0) →
n→∞

I(β0) ;(C3) (|Un(β0)|)n≥1 
onverge 
omplètement vers 0, i.e.
∀ε > 0,

∑

n≥0

IP(|Un(β0 )| > ε) <∞.Alors β̂n tend vers β0 pour la 
onvergen
e 
omplète, lorsque n→ ∞.Démonstration :On se pla
e dans le 
as où le paramètre de régression β0 est un réel. Notre premiertravail 
onsiste à montrer que, pour δ un réel stri
tement positif, la propriété
∑

n≥1

IP

(

|Un(β0 )| > δ

2
inf

β∈B(β0 ;δ)
In(β)

)

<∞ (3.1)implique le résultat souhaité. Par ailleurs, il su�t de véri�er la 
ondition dé�nis-sant la 
onvergen
e 
omplète pour les valeurs de δ inférieures ou égales à un seuilstri
tement positif δε, puisque l'in
lusion d'événements élémentaires
δ > δε ⇒

{

|β̂n − β0| > δ
}

⊂
{

|β̂n − β0| > δε

}nous permet de déduire le résultat pour les autres valeurs possibles de δ. Posonsdésormais ε = C(I(β0))/2, que l'on sait stri
tement positif par (C2), ave
 C une
onstante véri�ant 0 < C < 1. Dé�nissons l'ensemble An (pour n entier) par
An =

{

|Un(β0)| ≤
δ

2
inf

β∈B(β0;δ)
In(β)

}

.Par la formule de Taylor, on obtient, pour β élément de ∂B(β0, δ), l'existen
e de β̃dans le segment joignant β0 et β tel que
Cn(β) − Cn(β0) = uδUn(β0) −

u2δ2

2
In(β̃),où u = (β − β0)/|β − β0|. Par dé�nition de u, on sait que |u| = 1, et u2 = 1, 
elanous permet ainsi de déduire que l'on a, dans An :

|uUn(β0)| ≤
u2δ

2
inf

β∈B(β0;δ)
In(β),et d'obtenir ainsi :

An ⊂ {∀β ∈ ∂B(β0; δ), Cn(β) − Cn(β0) ≤ 0} = Dn.La 
on
avité de la log-vraisemblan
e Cn en la variable β [AG82℄ permet de déduirel'in
lusion
Dn ⊂

{

β̂n ∈ B(β0; δ)
}

,57



CHAPITRE 3. THÉORÈMES ET PROPRIÉTÉS DES ESTIMATIONS SÉQUENTIELLES
ela montre qu'il su�t d'établir (3.1).Les probabilités IP(Ac
n) étant di�
iles à manier, on 
hoisit d'interse
ter les Acnave
 les événements Bn dé�nis, pour C ∈]0, 1[, par

Bn =

{

sup
β∈B(β0;δ)

|In(β) − E(In(β0))| ≤ CE(In(β0))

}

.Il est alors possible d'utiliser la dé
omposition suivante
IP(Ac

n) = IP(Ac
n ∩ Bn) + IP(Ac

n ∩ B c
n),et de se ramener ainsi à montrer que 
haque terme du membre de droite est le termegénéral d'une série 
onvergente.On se pla
e don
 sur Acn ∩Bn, on voit que

(1 − C)EIn(β0) ≤ inf
β∈B(β0;δ)

In(β).et que
|Un(β0)| >

(

1 − C

2

)

δEIn(β0).On peut alors 
on
lure pour 
e premier terme, en utilisant (C2) et (C3).Sur l'ensemble Bc
n, on établit l'in
lusion, pour n assez grand

Bc
n ⊂

{

sup
β∈B(β0;δ)

|In(β) − EIn(β0)| > C
I(β0)

2

}

,il nous su�t alors d'utiliser la 
ondition (C1) pour 
on
lure.Corollaire 3.1.1. Pour toute suite régulière (Tn)n≥1, (β̂Tn
)n≥1 
onverge en probabi-lité vers β0.Démonstration : Grâ
e à la régularité de (Tn)n≥1, on sait qu'il existe une suite en-tière 
roissante (tn)n≥1, telle que (Tn/tn)n≥1 
onverge en probabilité vers 1. Considé-rons la suite 
roissante (t∗n)n≥1 dé�nie par :

t∗n = inf {(1 − η)tk; k ≥ n} ,où η ∈]0, 1[. Pour n ≥ 1 et ε > 0, on é
rit :
IP
(∣

∣

∣
β̂Tn

− β0

∣

∣

∣
> ε
)

≤ IP (Tn < t∗n) +
∑

k≥t∗n

IP
(∣

∣

∣
β̂k − β0

∣

∣

∣
> ε
)

.Le premier terme 
onverge vers 0 par régularité de (Tn)n≥1 et le se
ond est le rested'une série 
onvergente. 58



3.2. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE3.2 Normalité asymptotiqueIl est maintenant possible d'établir un théorème permettant d'obtenir les résultatsde normalité asymptotique désirés. Notons qu'une seule hypothèse est ajoutée, elle
orrespond à une 
ondition de type Ans
ombe. Nous reviendrons sur 
ette hypothèsedans le 
hapitre suivant, lors de sa véri�
ation dans le 
adre du modèle à risquesproportionnels de Cox. Ce théorème généralise 
elui de [DG00℄ dans le sens où ilest adapté i
i aux modèles semi-paramétriques. Il est tout d'abord démontré dans le
as de paramètres réels et fera l'objet d'une généralisation au 
as multidimensionneldans le 
hapitre 6.Théorème 3.2.1.Supposons véri�ées les 
onditions (C0) à (C3) du théorème 3.1.1, et qu'en outre, onait(C4) Pour toute suite régulière (Tn)n≥1 de variables aléatoires entières,
√

TnUTn
(β0)

D→ N (0, I(β0)), lorsque n→ ∞.Alors
√

Tn(β̂Tn
− β0)

D→ N (0, I(β0)
−1), lorsque n→ ∞.Remarque 3.2.1. Il est su�sant, pour un modèle donné véri�ant les 
onditions(C0) à (C4), de montrer la régularité d'une règle d'arrêt pour établir ses propriétésasymptotiques.Lemme 3.2.1. Sous les hypothèses du théorème 3.2.1, si ηTn

est in
lus dans lesegment qui joint β0 et β̂Tn
, alors :(i) In(ηn) c→ I(β0), lorsque n tend vers l'in�ni,(ii) ITn

(ηTn
)
P→ I(β0), lorsque n tend vers l'in�ni.Démonstration :Montrons dans un premier temps que le résultat est véri�é pour la suite (ηn)n≥1.Pour ε et δ = δε/2 stri
tement positifs, on a

{|In(ηn) − I(β0)| > ε} ⊂
{

sup
β∈B(β0,δ)

|In(β) − EIn(β0)| >
ε

2

} (B1)
∪
{

|EIn(β0) − I(β0)| >
ε

2

} (B2)
∪
{

β̂n ⊂ Bc(β0, δ)
}

. (B3)(B1) est le terme général d'une série 
onvergente par (C1), il su�t en outre d'ap-pliquer (C2) pour déduire un résultat analogue pour (B2). C'est ensuite le théorè-me 3.1.1 qui implique que (B3) est sommable, et établit �nalement
∑

n≥1

IP (|In(ηn) − I(β0 )| > ε) < +∞. (3.3)
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CHAPITRE 3. THÉORÈMES ET PROPRIÉTÉS DES ESTIMATIONS SÉQUENTIELLESIl vient que (In(ηn))n≥1 
onverge presque sûrement vers I(β0). Montrons mainte-nant (ii).Grâ
e à la régularité de (Tn)n≥1, on sait qu'il existe (tn)n≥1, telle que Tn/tn
onverge en probabilité vers 1.C'est par le biais de la suite 
roissante (t∗n)n≥1 (dé�nie au 
ours de la démons-tration du 
orollaire 3.1.1) qu'il sera possible d'utiliser les hypothèses de régularitésur la suite de variables d'arrêt. On rappelle que
t∗n = inf {(1 − η)tk; k ≥ n} .L'in
lusion 
orrespondante des événements permet de déduire

IP (|ITn
(ηTn

) − I(β0 )| > ε)

≤ IP (Tn < t∗n) +
∑

k≥t∗n

IP (|Ik(ηk) − I(β0 )| > ε) .On peut alors 
on
lure 
ar le premier terme 
onverge vers 0 et le se
ond est le restede la somme (3.3).Corollaire 3.2.1. Sous les hypothèses du théorème 3.2.1, on a :
In(β̂n)

−1 c→ I(β0)
−1, n→ +∞.Démonstration : C'est une 
onséquen
e du lemme 3.2.1 
i-dessus et de la propo-sition 3.1.1 (ii) prise ave
 (C0) qui indique que I(β0) > 0.Démonstration du théorème 3.2.1 :Par dé�nition de Un et en appliquant la formule de Taylor en β0, on obtient

√

Tn

(

β̂Tn
− β0

)

= −
√

TnUTn
(β0)ITn

−1(ηTn
),où ηTn

se situe sur le segment reliant β0 et β̂Tn
.Par (C4), on sait que √TnUTn

(β0) est asymptotiquement normal. Par ailleurs, lelemme pré
édent ainsi que (C2) nous permettent, en utilisant le théorème de Slutskyainsi que la normalité asymptotique de √TnUTn
(β0), de montrer que √

Tn(β̂Tn
− β0)est asymptotiquement normal, 
e qui a
hève la démonstration de 
e théorème.Remarque 3.2.2. Notons qu'au 
ours des deux démonstrations pré
édentes, il estpossible de se ramener à un 
adre multidimensionnel par le simple fait de rempla
erles valeurs absolues par une norme sur IRp (p ≥ 2). Il ne sera don
 au
unementné
essaire de reprendre 
ette démonstration dans le 
as p > 1.Il nous reste désormais à véri�er 
es 
onditions pour le modèle à risques propor-tionnels de Cox en utilisant les propriétés de stabilité de la 
onvergen
e 
omplète.C'est l'objet du 
hapitre suivant. 60
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CHAPITRE 4. ANALYSE SÉQUENTIELLE POUR LE MODÈLE DE COX

Nous voulons désormais établir des propriétés de l'estimateur du paramètrede régression pour le modèle de Cox dans un 
adre séquentiel. Plus pré-
isément, nous nous situons maintenant dans le 
adre du paragraphe 1.3,
'est-à-dire que nous observons pour n individus des durées de vie 
ensurées ainsique les indi
ateurs de 
ensure. Au 
ours de 
e 
hapitre, nous reprenons les notationsdu paragraphe 1.3. Les données sont sujettes à la 
ensure à droite par le biais d'unevariable C de 
ensure (les notations des 
hapitres pré
édents seront utilisées). Larègle séquentielle d'arrêt est �xée, et les quelques propriétés s'y rapportant sont sup-posées véri�ées (
ela signi�e entre autres que la règle d'arrêt 
onsidérée est régulière).Dans 
ette partie, nous nous atta
herons à démontrer des 
onditions su�santes pourétablir la 
onvergen
e, puis la normalité asymptotique de l'estimateur de β0 pourune taille d'é
hantillon aléatoire Tn, donnée par la règle d'arrêt. Ce travail fait l'objetd'une prépubli
ation [BB03℄ soumise pour publi
ation. Des deux propriétés à mon-trer se dessinent naturellement deux parties de 
e 
hapitre ; les te
hniques utiliséesdi�èrent également, bien qu'elles se ramènent toutes deux à établir des inégalitésexponentielles. Du fait de la relative 
omplexité des démonstrations et des notationss'y ratta
hant, on 
onsidère désormais que le paramètre de régression est réel, 
e quisigni�e qu'une seule variable expli
ative est repertoriée dans l'étude. Nous verronsdans le 
hapitre 6 que la généralisation à un espa
e de dimension p est possible.
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4.1. CONVERGENCE4.1 Convergen
eComme nous l'avons vu au 
ours des 
hapitres pré
édents, il paraît peu judi
ieuxde tenter d'établir des propriétés sur les estimateurs séquentiels, sans béné�
ierd'hypothèses sur les estimateurs 
onsidérés. Ainsi, il se révèle naturel de supposer la
onvergen
e, la normalité asymptotique et la 
onvergen
e de l'éventuel estimateurde la varian
e asymptotique. Pour le modèle à risques proportionnels de Cox, on
onsidère des hypothèses légèrement plus faibles que 
elles d'[AG82℄ (répertoriéespage 31), et nous verrons qu'elles nous permettent d'établir un résultat de 
onver-gen
e normale de l'estimateur du paramètre de régression. Notons toutefois que lemodèle 
onsidéré i
i est moins général que 
elui qui est traité dans [AG82℄. En e�et,on suppose i
i que 
haque individu fait l'expérien
e de E (l'événement d'intérêt) auplus une fois au 
ours de sa vie.4.1.1 Hypothèses et remarquesThéorème 4.1.1.On 
onsidère les hypothèses suivantes.H1 - ∫ τ
0
λ0(t)dt est �ni ;H2bis - Il existe un voisinage B de β0, des fon
tions s(0), s(1) et s(2) dé�nies sur

B × [0, τ ] telles que, pour j = 0, 1, 2,
sup

t∈[0,τ ],β∈B
|IES (j )

n (β, t) − s(j )(β, t)|→0 ;H3 - En 
onservant les notations pré
édentes, on dé�nit
e =

s(1)

s(0)
et v =

s(2)

s(0)
− e⊗2.Pour β dans B, t ∈ [0, τ ],

s(1)(β, t) =
∂

∂β
s(0)(β, t), s(2)(β, t) =

∂2

∂β2
s(0)(β, t),

s(0)(·, t), s(1)(·, t), et s(2)(·, t) sont des fon
tions 
ontinues sur B, uniformémenten t ∈ [0, τ ] ; s(0) est stri
tement positive sur B × [0, τ ], et
I(β0) =

∫ τ

0

v(β0, t)s
(0)(β0, t)λ0(t)dtest stri
tement positif ;H4 - {Zi(t); t ∈ [0, τ ]}, pour i entier naturel, est à variations bornées, unifor-mément en i ≥ 1, i.e.

∀i ≥ 1,

∫ τ

0

|Zi(ds)| ≤ B <∞,où B désigne une 
onstante positive.63



CHAPITRE 4. ANALYSE SÉQUENTIELLE POUR LE MODÈLE DE COXAlors, les 
onditions (C0) à (C4) du 
hapitre 3 sont véri�ées.Corollaire 4.1.1. Sous (H1)-(H4), β̂n 
onverge 
omplètement vers β0. En outre,pour toute suite régulière (Tn)n≥1 de variables d'arrêt, on a :(i) σ̂2
n = In(β̂n, τ)

−1 c→ I(β0)
−1, n→ +∞ ;(ii) √

Tn(β̂Tn
− β0)

D→ N (0, I(β0)
−1), n→ +∞.Démonstration : D'après le théorème 4.1.1, (C0)-(C4) sont satisfaites, les résul-tats (i) et (ii) sont don
 des 
onséquen
es du 
orollaire 3.2.1 et du théorème 3.2.1.Remarque 4.1.1. Les résultats du 
orollaire 4.1.1 
i-dessus permettent d'a�rmerque la règle d'arrêt (Nd)d>0 dé�nie dans le paragraphe 2.1.1 est un élément de A.C'est aussi le 
as pour la règle d'arrêt résultant du 
ritère d'arrêt relatif à β̂n, puisquel'on a la 
onvergen
e presque sûre de β̂n vers β0.Remarque 4.1.2 (Dis
ussion sur les hypothèses (H1)-(H4)).(H1) est analogue à l'hypothèse émise par [AG82℄. Considérer une étude surun intervalle de temps du type [0, τ ] semble restri
tif ; néanmoins Andersen etGill [AG82℄ ont montré, dans le 
as de variables indépendantes et identique-ment distribuées (ave
 des variables expli
atives bornées, et 
ertaines 
ondi-tions sur N et Y ), que la 
ontribution à la matri
e d'information de Fisherdes données sur [τ,+∞[ peut être rendue arbitrairement petite, uniformémenten n, pour une valeur de τ assez élevée. Pour plus de détails, on se reporteraà [AG82, thèorème 4.2 p.1112℄, ainsi qu'aux dis
ussions qui s'y rapportent.(H2bis) Elle se présente sous une forme moins restri
tive que l'hypothèse don-née dans [AG82℄. Nous verrons 
ependant que la 
ondition (H2) est automa-tiquement véri�ée, sous les hypothèses (H1),(H2bis),(H3) et (H4).(H4) Cette 
ondition est par exemple utilisée dans [BGY97℄ (il s'agit de laCondition 1) pour l'étude du modèle de Cox à entrées retardées. Elle se ré-vèle essentielle dans la plupart de nos preuves, et l'indépendan
e de la bornepar rapport à l'individu 
onsidéré est elle aussi importante. En�n, la plupartdes appli
ations satisfont 
ette 
ondition, qui est don
 peu restri
tive.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous montrons les propriétés (C0)-(C4) une à une.Dans un premier temps, nous verrons que 
ertaines de 
es 
onditions se véri�ent defaçon immédiate ou résultent d'hypothèses 
lassiques.Ainsi, (C0) est véri�ée, 
ar elle résulte de la démonstration d'Andersen et Gill[AG82, théorème 3.2 p.1106℄. Cependant, utiliser le résultat montré par Andersen etGill né
essite d'obtenir des hypothèses qui impliquent (H1) à (H3). Il su�t pour 
elade 
onsidérer le lemme 4.1.1 et de 
onstater que sa démonstration n'est nullementasujettie à la 
ondition (C0).(C2) est une hypothèse 
lassique. En e�et, dans le 
as de variables indépendanteset identiquement distribuées, il est possible d'appliquer une loi des grandes nombres64



4.1. CONVERGENCEpour les S(i)
n et de 
onstater que leur limite n'est autre que IEY (t)Z (t)i exp(βZ (t)),où Z, et Y sont des représentants de mêmes lois que, respe
tivement Z1 et Y1 (voir[ABGK93, AG82℄).(C1), (C3) et (C4) né
essitent davantage de 
al
uls. Dans un premier temps, nousobtenons la 
onvergen
e 
omplète de l'estimateur du paramètre de régression par lethéorème 3.1.1 en établissant (C1) ainsi que (C3). Suivra alors la véri�
ation que(C4) qui apportera, par le théorème 3.2.1, des résultats de normalité asymptotiquepour les estimateurs séquentiels.Dans toute la suite, le paramètre β est omis, lorsqu'il est égal à sa vraie valeur

β0. La partie suivante est 
onsa
rée à la démonstration des 
onditions (C1) et (C3)du théorème 4.1.1.4.1.2 Convergen
e 
omplète : démonstration de (C1) et (C3)Les te
hniques issues de [Pol90, vdVW96℄ sont utilisées, les prin
ipaux résultatset notations sont répertoriés dans l'Annexe A, ainsi que des rappels de dé�nitions.Remarquons i
i que les premiers résultats énon
és sont plus généraux que né
essairepour établir uniquement (C3). Néanmoins la démonstration de (C1) les requiert. Parsou
is de 
on
ision et de 
larté, nous les énonçons dire
tement sous une forme plusgénérale. Les notations de 
ette première démonstration 
orrespondent en majeurepartie ave
 
elles de [Pol90℄.Notation 1.Considérons un tableau triangulaire de pro
essus
Fnω = {fni(ω, t); t ∈ [0, τ ], i ∈ {1, . . . , kn}}.En pratique, on aura le plus souvent kn = n. Nous nous intéressons à la 
onvergen
e
omplète de

∆nω = sup
t∈[0,τ ]

|Sn(ω, t) − IESn(·, t)|,où Sn(ω, t) =
∑kn

i=1 fni(ω, t). On notera δnω = supf∈Fnω
‖f‖2, où ‖ · ‖2 désigne lanorme eu
lidienne.Notre premier obje
tif est de montrer la 
onvergen
e 
omplète de la fon
tions
ore, notée Un. Nous remarquons que 
ette fon
tion s'é
rit sous forme de sommede pro
essus. Il s'avère alors utile de dé
omposer Un en termes simples dont onsait montrer la 
onvergen
e 
omplète. À 
ette �n, nous avons besoin des lemmesqui suivent (leurs démonstrations seront données après la preuve de (C3), qui suitimmédiatement).Lemme 4.1.1. Pour m dans {0, 1, 2}, sup(β,t)∈B′×[0,τ ]

∣

∣

∣
S

(m)
n (β, t) − s(m)(β, t)

∣

∣

∣

on-verge 
omplètement vers 0, où B′ désigne un voisinage borné de β0.65



CHAPITRE 4. ANALYSE SÉQUENTIELLE POUR LE MODÈLE DE COXLemme 4.1.2 (
orollaire du lemme 4.1.1). Il existe un voisinage borné B′ de
β0 tel que

sup
(β,t)∈B′×[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

S
(1)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

− s(1)(β, t)

s(0)(β, t)

∣

∣

∣

∣

∣
onverge 
omplètement vers 0.Lemme 4.1.3. La suite (supt∈[0,τ ]

∣

∣

∣

1
n

∑n
i=1

∫ t

0
Zi(s)dMi(s)

∣

∣

∣

)

n≥1

onverge 
omplè-tement vers 0.Lemme 4.1.4. (supt∈[0,τ ] |1/n

∑n
i=1Mi(t)|

)

n≥1

onverge 
omplètement vers 0. Deplus, (1/n

∑n
i=1Mi(t))n≥1 est une suite de pro
essus à variations totales bornées.Démonstration de (C3) :Pour t ∈ [0, τ ], on é
rit
|Un(β0, t)| ≤

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

∫ t

0

Zi(s)dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

(4.1)
+

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

∫ t

0

(En(β0, s) − e(β0, s)) dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

, (4.2)
+

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

∫ t

0

e(β0, s)dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

, (4.3)où Mi(t) = Ni(t) −
∫ t

0
λ0(s)Yi(s) exp(β0Zi(s))ds est une martingale. La 
onver-gen
e 
omplète de (4.1) dé
oule du lemme 4.1.3, 
elle du terme (4.2) provient dulemme 4.1.2 qui donne la 
onvergen
e de supt∈[0,τ ] |En(β0, t) − e(β0, t)| vers 0 ainsique du lemme 4.1.4 où il est établi que les variations totales de n−1

∑n
i=1Mi(t) sontbornées. Il reste à montrer que le terme (4.3) 
onverge 
omplètement vers 0. Onsouhaite utiliser le 
orollaire B.1.1 pour montrer la 
onvergen
e 
omplète du dernierterme. À 
ette �n, on remarque que M (n)(t) = n−1

∑n
i=1

∫ t

0
e(β0, s)dMi(s) est unemartingale lo
ale, lo
alement uniformément intégrable, nulle en 0, qui véri�e

‖∆M (n)‖τ0 ≤ c

n
, p.s.En e�et,

M (n)(t) =
1

n

n
∑

i=1

∫ t

0

e(β0, s)dNi(s) −
∫ t

0

e(β0, s)S
(0)
n (β0, s)λ0(s)ds,et 
omme le se
ond terme du membre de droite de l'inégalité 
i-dessus est 
ontinu,il vient :

∆M (n)(t) =
1

n

n
∑

i=1

e(β0, Xi)∆Ni(t).
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4.1. CONVERGENCEOr, e(β0, ·) est bornée et ∆N(t) ≤ 1 presque sûrement, d'où :
‖∆M (n)‖τ0 ≤ c

n
,où c est une 
onstante. Don
 la première hypothèse du 
orollaire est véri�ée. Pourla se
onde, on remarque que, pour t ∈ [0, τ ],

〈

M (n)
〉

(t) =
1

n2

n
∑

i=1

∫ t

0

e(β0, s)
2λ0(s)

2Yi(s)dsest majorée par d/n (où d est une 
onstante positive), et don
 que la quantité
IP
(〈

M (n)
〉

(t) ≥ n−1/4
)est nulle à partir d'un 
ertain rang, 
e qui nous permet d'appliquer le 
orollaire et dedéduire que (‖M (n)‖τ0)n≥1 
onverge 
omplètement vers 0. Cela a
hève la démonstra-tion de (C3).Lemme 4.1.5 (prélude à la démonstration du lemme 4.1.1).La famille de pro
essus H donnée par

H = {(exp(βZ1(t)), . . . , exp(βZn(t))); t ∈ [0, τ ], β ∈ B} ,où B est un voisinage borné de β0, est eu
lidienne.Démonstration du lemme 4.1.5 :Il nous est impossible de montrer que H est eu
lidienne par un résultat de stabilitéissu par exemple de [Pol90℄, puisque la familleH ne se présente pas dire
tement sousforme de produit terme à terme d'éléments de familles de pro
essus 
ontr�lables ;et les résultats de 
ontr�labilité suite à la monotonie de fon
tions ne s'appliquentpas i
i. Les paramètres de la famille 
onsidérée possèdent des 
ara
téristiques fortes
omme la monotonie par rapport à 
ha
une des deux variables t et β et une 
ertaineindépendan
e par rapport à son enveloppe H = (H1, . . . , Hn), puisque les Hi nedépendent pas de i. C'est ainsi qu'il paraît naturel d'établir un résultat de 
ontr�la-bilité de base, 
'est-à-dire qui fasse intervenir les 
on
epts dé�nissant 
ette notion.Un se
ond ingrédient pour le 
ontr�le de 
e pro
essus est apporté par la 
onvexitéde l'exponentielle via le résultat suivant.Lemme 4.1.6. (
f [Döh00℄) Soit F , un sous-ensemble de IRn. Pour tout f ∈ F :
‖f‖2 ≤ K et ϕ fon
tion dé�nie sur la boule 
entrée de rayon K pour la distan
eeu
lidienne, à valeurs dans IRn est une fon
tion Lip(ϕ)-lips
hitzienne. Alors

D(ε, ϕ ◦ F) ≤ D

(

εLip(ϕ)
,F
)

,où ϕ ◦ F = {ϕ(f); f ∈ F}. 67



CHAPITRE 4. ANALYSE SÉQUENTIELLE POUR LE MODÈLE DE COXPour γ = (γ1, . . . , γn) des poids positifs �xés, on souhaite établir l'existen
e de
onstantes positives A et W telles que
D(ε‖γ ⊙ H‖2, γ ⊙H) ≤ A

(

1

ε

)W

.Notre premier travail 
onsiste alors à s'a�ran
hir de la présen
e de poids positifs
ar ils interdisent l'utilisation du lemme 4.1.6. Nous verrons que les parti
ularitésde la famille de pro
essus 
onsidérée le permettent.Dans le but de dé�nir H 
omme résultante d'une 
omposition terme à terme par lafon
tion exponentielle, introduisons G le sous-ensemble de IRn dé�ni par
G = {(βZ1(t), . . . , βZn(t)); t ∈ [0, τ ], β ∈ B} .On 
onsidère des poids positifs �xés γ ∈ IRn.Pour g ∈ G, on remarque que ‖g‖2 ≤ ‖(B × C(B), . . . , B × C(B))‖2, où

C(B) = sup{‖β‖; β ∈ B}. On prend don
 pour G l'enveloppe G = (G, . . . , G)ave
 G = B ×C(B) qui est indépendante de la dire
tion. Dans 
e 
as, on a l'égalitéqui suit
D(ε‖γ ⊙ H‖2, γ ⊙H) = D(ε‖H‖2, α⊙H),où α est un poids positif de norme 1 ( pour 1 ≤ i ≤ n, αi = γi/‖γ‖2), en remarquantque H = (expG, . . . , expG) = exp G est une enveloppe pour H.Puisque la fon
tion λα de IRn vers IRn dé�nie par λα(x) = α⊙x est une 
ontra
-tion (au sens large), on obtient, en utilisant [Pol90, p.24℄, que :

D(ε‖H‖2, α⊙H) ≤ D(ε‖H‖2,H).En utilisant le lemme 4.1.6 on obtient que
D(ε‖H‖2,H) ≤ D(ε‖ exp(G)‖2, exp ◦G)

≤ D(εe−K‖ exp(G)‖2,G),ave
 K = B × C(B).
G est un produit terme à terme de {(β, . . . , β); β ∈ B} dont la pseudo-dimensionest 1 et de {(Z1(t), . . . , Zn(t)); t ∈ [0, τ ]} qui peut être exprimée 
omme di�éren
e defon
tions positives 
roissantes et don
 eu
lidiennes. On déduit que G est eu
lidienneave
 le lemme A.3.3.On obtient alors l'existen
e de 
onstantes A et W telles que, pour 0 < κ ≤ 1,

D(κ‖G‖2,G) ≤ A

(

1

κ

)W

.Il reste ensuite à remarquer que
D(εe−K‖ exp G‖2,G) ≤ D(εe−K‖G‖2,G),68



4.1. CONVERGENCEen utilisant le fait que pour x > 0, ex ≥ x, et en prenant κ = εe−K ∈]0, 1] pourdéduire l'inégalité suivante :
D(ε‖γ ⊙ H‖2, γ ⊙H) ≤

(

AeKW
)

×
(

1

ε

)W

,et don
 H est eu
lidienne.Il nous reste 
ependant à véri�er le lemme 4.1.6.Preuve du lemme 4.1.6 : En utilisant la dé�nition de la 
onstante de Lips
hitz,on 
onstate aisément que pour x et y éléments de F , on a
‖ϕ(x) − ϕ(y)‖ > ε⇒ ‖x− y‖ > ε

Lip(ϕ)
,et l'on déduit alors le résultat par dé�nition de D.Démonstration du lemme 4.1.1 :Remarquons d'abord qu'il su�t de véri�er le résultat pour (m ∈ {0, 1, 2})

sup
β∈B′

sup
t∈[0,τ ]

∣

∣S(m)
n (β, t) − ES(m)

n (β, t)
∣

∣ ,à 
ause de l'hypothèse (H2bis).On utilise des inégalités maximales inspirées de [Pol90℄ plus parti
ulièrement laproposition A.3.1 qui peut être trouvée dans l'annexe A. Ave
 les mêmes notations,on prend, pour t dans [0, τ ] et β dans B′ :
Fnω = {(fn1(ω, t, β), · · · , fnn(ω, t, β)), t ∈ [0, τ ], β ∈ B′},

fni(ω, t, β) =
1

n
Yi(t)Z

m
i (t) exp(βZi(t)), m ∈ {0, 1, 2}.On a

δnω = sup
f∈Fnω

‖f‖2 ≤
1√
n
BmeB×C(B′),où C(B′) = sup{|β|; β ∈ B′}.I
i, nous reprenons essentiellement les arguments de [BGY97℄. Nous 
onsidéronsdans un premier temps quem = 0. Pour i entier positif, Yi est une fon
tion 
roissantesur [0, τ ] (don
 a une pseudo-dimension 1), et par le lemme 4.1.5, H est eu
lidienne,

Fnω est don
 eu
lidienne 
omme produit terme à terme de pro
essus eu
lidiens(voir lemme A.3.3). Finalement, la somme terme à terme de pro
essus eu
lidiens esteu
lidienne par [BGY97, Lemme A.1℄, 
e qui nous permet de 
on
lure.Puisque les Zi ont des variations totales bornées, le résultat pré
édent et lesrésultats de stabilité des lemmes A.3.2 et A.3.3 nous permettent d'obtenir le faitque Fnω est eu
lidienne pour m = 1, 2. Ensuite, par la proposition A.3.1 on obtientla 
onvergen
e 
omplète de supβ∈B′ supt∈[0,τ ]

∣

∣

∣
S(m)(β, t) − ES

(m)
n (β, t)

∣

∣

∣
vers 0.69



CHAPITRE 4. ANALYSE SÉQUENTIELLE POUR LE MODÈLE DE COXDémonstration du lemme 4.1.2 :On peut é
rire que :
sup

(β,t)∈B′×[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

S
(1)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

− s(1)(β, t)

s(0)(β, t)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ sup
(β,t)∈B′×[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

S
(1)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s(0)(β, t) − S
(0)
n (β, t)

s(0)(β, t)

∣

∣

∣

∣

∣

+ sup
(β,t)∈B′×[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

S
(1)
n (β, t) − s(1)(β, t)

s(0)(β, t)

∣

∣

∣

∣

∣

.Par (H3), il existe η > 0 tel que s(0)(β, t) > η, uniformément sur B× [0, τ ]. En outre,le quotient S(1)
n (β, t)/S

(0)
n (β, t) est borné par B et ave
 le lemme 4.1.1, on terminela preuve.Démonstration du lemme 4.1.3 :Les Mi, pour 1 ≤ i ≤ n sont des martingales, il vient don
 que, pour t ∈ [0, τ ],
IE

(

1

n

n
∑

i=1

∫ t

0

Zi(s)dMi(s)

)

= 0,
e qui signi�e en outre que :
1

n

n
∑

i=1

IE

∫ t

0

Zi(s)dNi(s) −
∫ t

0

IES (1 )
n (β0 , s)λ0 (s)ds = 0.Dé
omposons n−1

∑n
i=1

∫ t

0
Zi(s)dMi(s) et introduisons la somme pré
édente :

1

n

n
∑

i=1

∫ t

0

Zi(s)dMi(s) =

∫ t

0

(

s(1)(β0, s) − S(1)
n (β0, s)

)

λ0(s)ds (4.4)
+

∫ t

0

(

IES (1 )
n (β0 , s) − s(1 )(β0 , s)

)

λ0(s)ds (4.5)
+

1

n

n
∑

i=1

(
∫ t

0

Zi(s)dNi(s) − IE

∫ t

0

Zi(s)dNi(s)

)

.(4.6)On utilise le lemme 4.1.2 pour déduire la 
onvergen
e 
omplète de (4.4) (uniformeen la variable t) :
sup
t∈[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

(

s(1)(β0, s) − S(1)
n (β0, s)

)

λ0(s)ds

∣

∣

∣

∣

≤
∫ τ

0

λ0(s)ds

× sup
t∈[0,τ ]

∣

∣s(1)(β0, t) − S(1)
n (β0, t)

∣

∣ .
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4.1. CONVERGENCEC'est ensuite l'hypothèse (H2bis) qui nous permet de déduire la 
onvergen
e 
om-plète du terme (4.5).On applique en�n la proposition A.3.1 pour obtenir la 
onvergen
e du troisièmeterme. À 
ette �n, nous devons montrer que
Fnω =

{(

1

n

∫ t

0

Z1(s)dN1(s), . . . ,
1

n

∫ t

0

Zn(s)dNn(s)

)

; t ∈ [0, τ ]

}est eu
lidienne, ainsi que
δnω = sup

f∈Fnω

‖f‖2 = O
(

1√
n

)

,uniformément en ω.Cette dernière hypothèse est dire
tement satisfaite, d'après l'hypothèse (H4) surles variables expli
atives. De plus, les Zi étant à variations totales bornées, on peutles é
rire sous la forme Z+
i −Z−

i , où Z+
i et Z−

i sont des fon
tions positives 
roissantes.Cela nous donne, pour t ∈ [0, τ ],
1

n

∫ t

0

Zi(s)dNi(s) =
1

n
Z+
i (Ti)δi11{Xi≤t}

− 1

n
Z−
i (Ti)δi11{Xi≤t},qui est une somme de deux fon
tions monotones, don
 issues de deux familles eu
li-diennes (par le lemme A.3.2). Cela nous permet de déduire que la famille Fnω est eu-
lidienne, 
omme somme terme à terme de deux familles eu
lidiennes (lemme A.3.1)
e qui a
hève la démonstration.Démonstration du lemme 4.1.4 :Il s'agit i
i d'un 
as plus simple que 
elui traité lors du lemme pré
édent. Pour s'yramener sans faire de 
al
ul, il su�t d'é
rire Mi(t) =

∫ t

0
1dMi(s), où 1 joue le r�lede la variable expli
ative Zi et de 
on
lure par le lemme 4.1.3.D'autre part, le fait que le pro
essus soit à variations totales bornées est évident,puisque, pour t ∈ [0, τ ],

1

n

n
∑

i=1

Mi(t) =
1

n

n
∑

i=1

Ni(t) −
∫ t

0

(

1

n

n
∑

i=1

Yi(s)e
βZi(s)

)

λ0(s)ds,qui est la di�éren
e de deux pro
essus 
roissants positifs bornés presque sûrement.Démonstration de (C1)Pro
édons à présent à la démonstration de (C1). Les te
hniques utilisées sontessentiellement les mêmes, il s'agit de voir In 
omme une intégrale de termes dont la71



CHAPITRE 4. ANALYSE SÉQUENTIELLE POUR LE MODÈLE DE COX
onvergen
e 
omplète peut être aisément établie. Ces termes se dé
omposent alorsde manière simple 
omme produit et somme de pro
essus, 
e qui permet d'utiliser lesrésultats de stabilité de la 
onvergen
e 
omplète. Montrer (C1) né
essite l'a
quisitionpréalable du lemme suivant.Lemme 4.1.7. Il existe un voisinage borné B′ de β0 pour lequel
sup

(β,t)∈B′×[0,τ ]

|Vn(β, t) − v(β, t)| c−→ 0, lorsque n→ ∞.Montrons (C1) : à l'aide d'inégalités triangulaires, on obtient
sup
β∈B′

|In(β) − EIn(β0)| ≤ sup
β∈B′

|In(β) − In(β0)| (4.7)
+ |In(β0) − I(β0)| (4.8)
+ |I(β0) − EIn(β0)|. (4.9)On dé
ide de traiter les trois termes séparément. Con
ernant le terme (4.7), il estpossible d'é
rire que

sup
β∈B′

|In(β) − In(β0)| = sup
β∈B′

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

∫ τ

0

(Vn(β, s) − Vn(β0, s))dNi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ sup
β∈B′

sup
s∈[0,τ ]

|Vn(β, s) − v(β, s)|

+ sup
s∈[0,τ ]

|Vn(β0, s) − v(β0, s)|

+ sup
β∈B′

sup
s∈[0,τ ]

|v(β0, s) − v(β, s)|. (4.10)Le lemme 4.1.7 nous fournit la 
onvergen
e 
omplète des deux premiers membresde droite de l'inégalité pré
édente. Par (H3), on sait que le terme déterministe (4.10)
onverge vers 0, lorsque β appro
he β0, il nous permet de déduire δε pour lequel 
eterme est inférieur à ε/3 et nous fournit ainsi le voisinage de β0 à 
onsidérer. Par
onséquent, on déduit la 
onvergen
e 
omplète de (4.7).On é
rit ensuite (4.8) 
omme suit
|In(β0) − I(β0)| ≤

∣

∣

∣

∣

1

n

∫ τ

0

(Vn(β0, s) − v(β0, s))dM(s)

∣

∣

∣

∣

(4.11)
+

∣

∣

∣

∣

1

n

∫ τ

0

v(β0, s)dM(s)

∣

∣

∣

∣

(4.12)
+

∣

∣

∣

∣

∣

∫ τ

0

(

Vn(β0, s)
S

(0)
n (β0, s)

n
− v(β0, s)s

(0)(β0, s)

)

λ0(s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

, (4.13)où M(t) =
∑n

i=1Mi(t).D'après la proposition 3.1.2, on montre que le terme de droite dans (4.11)
onverge 
omplètement vers 0 à l'aide des lemmes 4.1.7 et 4.1.4. Grâ
e aux lem-mes 4.1.7 et 4.1.1 et à l'hypothèse (H1), on obtient la 
onvergen
e 
omplète de72



4.2. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE : PREUVE DE (C4)(4.13) vers 0. En�n, pour montrer que (4.12) 
onverge vers 0 
omplètement, on uti-lise le 
orollaire B.1.1 
omme 
ela a déjà été fait dans la démonstration de (C3). Ladémonstration étant exa
tement la même (en remplaçant e(β0, ·) par v(β0, ·)), ellesera omise.(C1) est �nalement véri�ée, puisque le terme (4.9) 
onverge lui aussi 
omplète-ment, par l'hypothèse (H2bis).Démonstration du lemme 4.1.7 :Remarquons dans un premier temps que
sup

(β,t)∈B′′×[0,τ ]

|Vn(β, t) − v(β, t)|

≤ sup
(β,t)∈B′×[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

S
(2)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

− s(2)(β, t)

s(0)(β, t)

∣

∣

∣

∣

∣

(4.14)
+ sup

(β,t)∈B′×[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

S
(1)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

)2

−
(

s(1)(β, t)

s(0)(β, t)

)2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (4.15)On peut voir que (4.14) 
onverge 
omplètement vers 0 dans un voisinage B′ de β0.Il su�t pour 
ela d'adapter la preuve du lemme 4.1.2 (en notant que S(2)
n /S

(0)
n estmajoré par B2 et en remplaçant S(1)

n par S(2)
n ).On souhaite ensuite é
rire une majoration de (4.15) qui puisse nous permettre l'uti-lisation de résultats déjà obtenus, 
'est pourquoi on é
rit que

sup
(β,t)∈B′×[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

S
(1)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

)2

−
(

s(1)(β, t)

s(0)(β, t)

)2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ sup
(β,t)∈B′×[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

S
(1)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

− s(1)(β, t)

s(0)(β, t)

∣

∣

∣

∣

∣

× sup
(β,t)∈B′×[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

S
(1)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

+
s(1)(β, t)

s(0)(β, t)

∣

∣

∣

∣

∣

,
e qui nous fournit la 
onvergen
e 
omplète de (4.15) (le se
ond terme de l'inégalité
i-dessus étant borné), et a
hève la démonstration du lemme.4.2 Normalité asymptotique : preuve de (C4)Dans 
ette partie, nous démontrons la normalité asymptotique de la fon
tions
ore, pour une taille d'é
hantillon Tn, où (Tn)n≥1 est une suite régulière devariables aléatoires. 73



CHAPITRE 4. ANALYSE SÉQUENTIELLE POUR LE MODÈLE DE COXRappelons que nous devons montrer que pour toute suite régulière (Tn)n≥1 devariables aléatoires entières,
√

TnUTn
(β0)

D−→
n−→∞

N (0, I(β0)).Soit don
 (Tn)n≥1, une suite régulière de variables aléatoires, 
'est-à-dire tellequ'il existe une suite déterministe (tn)n≥1 entière véri�ant :
{

tn → +∞,

Tn/tn
P→ 1, lorsque n→ ∞.Pour montrer (C4), nous allons voir que la 
ondition d'Ans
ombe (voir [Ans52℄et Annexe C) est véri�ée. Il s'avère di�
ile de manipuler dire
tement le terme UTn

,nous dé�nissons alors une autre suite de pro
essus, qui lui est asymptotiquementéquivalente au sens de la 
onvergen
e 
omplète et pour laquelle nous montrons la
ondition d'Ans
ombe. L'équivalen
e entre les deux pro
essus nous permet en�n de
on
lure.L'objet du paragraphe qui suit est de montrer que deux suites de variables aléa-toires 
omplètement asymptotiquement équivalentes satisfont la 
ondition d'Ans-
ombe dès lors que l'une des deux suites la satisfait.4.2.1 L'équivalen
e 
omplète et asymptotiqueDé�nition 4.2.1. Deux suites aléatoires (Xn)n≥1 et (Yn)n≥1 sont 
omplètement a-symptotiquement équivalentes si, pour tout ε > 0,
∑

n≥1

IP(|Xn − Yn | > ε) < +∞.Lemme 4.2.1. Soit (Xn)n≥1 et (Yn)n≥1, deux suites de variables aléatoires 
omplè-tement asymptotiquement équivalentes. Si (Xn)n≥1 
onverge en distribution vers X,alors (Yn)n≥1 aussi.Démonstration :
(Xn)n≥1 et (Yn)n≥1 étant 
omplètement asymptotiquement équivalentes, on a :

∀ε > 0,
∑

n≥1

IP (|Xn − Yn | > ε) <∞,en parti
ulier IP (|Xn − Yn | > ε) tend vers 0, et (Xn − Yn)n≥1 
onverge vers 0 enprobabilité, don
 en loi.En dé
omposant Yn, pour n entier �xé, 
omme somme de Yn −Xn et de Xn, enutilisant le fait que (Xn)n≥1 
onverge en loi vers X et le théorème de Slutsky, on endéduit que (Yn)n≥1 
onverge en loi vers X.74



4.2. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE : PREUVE DE (C4)Proposition 4.2.1. Soit (Xn)n≥1 et (Yn)n≥1 deux suites 
omplètement asymptoti-quement équivalentes. Si (Xn)n≥1 satisfait la 
ondition d'Ans
ombe [Ans52, GMS97℄,et (Tn)n≥1 est une suite régulière, alors,
YTn

− Ytn
P−→ 0, lorsque n→ ∞.Si, de plus, (Xn)n≥1 
onverge vers X en distribution, alors (YTn

)n≥1 aussi.Démonstration :Soit ε un réel stri
tement positif. Pour n entier, on a
IP(|YTn

− Ytn | > ε) ≤ IP(|YTn
− XTn

| > ε/3 )

+ IP(|XTn
− Xtn | > ε/3 )

+ IP(|Xtn − Ytn | > ε/3 ).Le se
ond terme de la majoration 
i-dessus tend vers 0 par le théorème 2.7.1 de[GMS97℄, après des adaptations expliquées dans [GMS97, p.318℄.Le troisième terme 
onverge vers 0 
ar (Xn)n≥1 et (Yn)n≥1 sont 
omplètementasymptotiquement équivalentes et don
 pour tout ε stri
tement positif,
IP(|Xn − Yn | > ε) est le terme général d'une série 
onvergente.Si δ est un réel stri
tement positif de ]0, 1[,

IP(|YTn
− XTn

| > ε/3 ) ≤ IP(|YTn
− XTn

| > ε/3 ; Tn ≥ tn(1 − δ))

+ IP(Tn < tn(1 − δ))

≤
∑

k≥(1−δ)tn

IP(|Yk − Xk | > ε/3 ) + IP(Tn/tn < 1 − δ).La première quantité n'est autre que le reste d'une série 
onvergente, et la se
ondetend vers 0 grâ
e à la régularité de la suite (Tn)n≥1. On a don
 la 
onvergen
e enprobabilité de (YTn
− Ytn)n≥1 vers 0.Pour le dernier point, il nous su�t d'é
rire YTn

= (YTn
− Ytn) + Ytn , pour nentier �xé, puis d'utiliser le théorème de Slutsky et le fait que Ytn

D−→ X (lessuites (Ytn)n≥1 et (Xtn)n≥1 étant 
omplètement asymptotiquement équivalentes, onapplique le lemme 4.2.1) et que YTn
− Ytn

P−→ 0.4.2.2 Démonstration de (C4)On dé�nit Ũn, pour t ∈ [0, τ ], par :
Ũn(β0, t) =

1

n

n
∑

i=1

∫ t

0

Zi(s)dMi(s) −
1

n

n
∑

i=1

∫ t

0

s(1)(s)

s(0)(s)
dMi(s).

75



CHAPITRE 4. ANALYSE SÉQUENTIELLE POUR LE MODÈLE DE COXNous allons voir qu'il est plus aisé de montrer la 
ondition d'Ans
ombe et de 
efait la normalité asymptotique pour la suite (
√
nŨn)n≥1, puisqu'elle se présente sousla forme de sommes de pro
essus indépendants.Lemme 4.2.2. Les suites (

√
nUn)n≥1 et (

√
nŨn)n≥1 sont asymptotiquement équiva-lentes en probabilité.Démonstration :Pour t ∈ [0, τ ], on é
rit

√
n
(

Un(β0, t) − Ũn(β0, t)
)

= − 1√
n

n
∑

i=1

∫ t

0

(

S
(1)
n (β0, s)

S
(0)
n (β0, s)

− s(1)(β0, s)

s(0)(β0, s)

)

dMi(s)

= − 1√
n

n
∑

i=1

∫ t

0

(En(s) − e(s))dMi(s),qui est une martingale dont le pro
essus des variations prévisibles est donné par
n
〈

Un(β0, ·) − Ũn(β0, ·)
〉

(t) =
1

n

n
∑

i=1

∫ t

0

(En(s) − e(s))2 d 〈Mi〉 (s)

=

∫ t

0

(En(s) − e(s))2 S(0)
n (s)λ0(s)ds.Par ailleurs :

nVar(Un(β0, t) − Ũn(β0, t)) = nIE
〈

Un(β0 , ·) − Ũn(β0 , ·)
〉

(t)

≤ A IE

(

sup
t∈[0 ,τ ]

|En(t) − e(t)|
)

,où A est une 
onstante positive.On en déduit que la varian
e pré
édente tend vers 0 (voir le lemme 4.1.2). Ilnous su�t ensuite de voir que, 
omme di�éren
e de martingales, l'espéran
e dupro
essus √
n
(

Un(β0, ·) − Ũn(β0, ·)
) est nulle, pour déduire qu'il tend vers 0, enprobabilité.Ce résultat est toutefois insu�sant pour pouvoir appliquer la proposition 4.2.1,mais il suggère de démontrer le résultat suivant, qui est plus fort.Lemme 4.2.3. Les suites (

√
nUn)n≥1 et (

√
nŨn)n≥1 sont 
omplètement asymptoti-quement équivalentes.Démonstration :Soit ε, un réel stri
tement positif. Montrons que la série de terme général

IP(|√nUn(β0 , t) −
√

nŨn(β0 , t)| > ε) est 
onvergente, pour β0 et t �xés.76



4.2. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE : PREUVE DE (C4)Pour 
e faire, nous utilisons une inégalité maximale pour martingales propo-sée dans [SW86, p.900℄, qui fait l'objet du théorème B.1.1 de l'annexe B et nousappliquons le 
orollaire B.1.1 en prenant Mn =
√
n
(

Un − Ũn

).On véri�e d'abord que M est une martingale lo
ale de 
arré intégrable, qu'elleest uniformément intégrable, et que l'on peut majorer son pro
essus de saut uni-formément en t, par c/√n, où c est une 
onstante positive (voir démonstration de(C3), page 66).La première 
ondition du 
orollaire B.1.1 est don
 
lairement véri�ée. Pour lase
onde 
ondition du 
orollaire, on utilise l'inégalitémaximale de la proposition A.3.1(on a déjà vu que les 
onditions pour obtenir l'inégalité maximale étaient véri�ées),et on obtient (B, c1 et c2 étant des 
onstantes positives) :
IP
(〈√

n
(

Un − Ũn

)〉

(t) ≥ n−1/4
)

= IP

(
∫ t

0

(En(s) − e(s))2 S (0 )(s)λ0 (s)ds ≥ n−1/4

)

≤ IP

(

sup
t∈[0 ,τ ]

|En(t) − e(t)| ≥ Bn−1/8

)

≤ c1 exp(−c2n3/4).On a en
ore une fois le terme général d'une série 
onvergente. On obtient alors lerésultat souhaité.Lemme 4.2.4. La suite (
√
nŨn)n≥1 satisfait la 
ondition d'Ans
ombe, i.e.

∀ε > 0, ∃δ > 0; IP

(

max
0≤k≤δn

|
√

n + kŨn+k −
√

nŨn | > ε

)

< ε.De plus, on a :
√
nŨn(β0)

D→
n→∞

N (0, I(β0)).

Démonstration :Soit ε > 0 et k un entier. 77



CHAPITRE 4. ANALYSE SÉQUENTIELLE POUR LE MODÈLE DE COXPour tout t dans [0, τ ] (en omettant une nouvelle fois β0), on a
∣

∣

∣

√
n + kŨn+k(t) −

√
nŨn(t)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

∣

1√
n+ k

n+k
∑

i=1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

− 1√
n

n
∑

i=1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

(

1√
n+ k

− 1√
n

) n
∑

i=1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

1√
n+ k

n+k
∑

i=n+1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

.On traite les deux termes 
i-dessus séparément.Premier terme : dé�nissons l'expression suivante, pour n, t et ε �xés :
P

(1)
n,t,ε = IP

(

max
0≤k≤nδ

∣

∣

∣

∣

∣

(

1√
n + k

− 1√
n

) n
∑

i=1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

>
ε

2

)

.Isolons dans un premier temps le terme à l'intérieur du maximum a�n de lerendre indépendant de k :
max

0≤k≤nδ

∣

∣

∣

∣

∣

(

1√
n + k

− 1√
n

) n
∑

i=1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ max
0≤k≤nδ

1√
n

(

1 − 1√
δ + 1

)

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1√
n

(

1 − 1√
δ + 1

)

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

,d'où
P

(1)
n,t,ε ≤ IP

(

1√
n

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

> Cδ,ε

)

,ave
 Cδ,ε = ε
2

(

1 − 1√
δ+1

)−1

.On applique le théorème de Rebolledo (voir par exemple [AG82, Appendix Ip.1115, théorème I.2℄). On sait que l'intensité de Ni(·) est donnée par
λi(t) = λ0(t)Yi(t) exp(β0Zi(t)).Posons
Hi(t) =

1√
n

(Zi(t) − e(t)),
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4.2. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE : PREUVE DE (C4)alors
√
nŨn(t) =

∫ t

0

n
∑

l=1

Hl(u)dMl(u).Véri�ons les deux hypothèses né
essaires à l'appli
ation du théorème de Rebol-ledo.Hypothèse 1 : 〈√nŨn,√nŨn〉 (t)
P−→ A(t), lorsque n→ +∞, pour t ∈ [0, τ ].Pour t élément de [0, τ ], on peut é
rire :

n
〈

Ũn, Ũn

〉

(t) =

∫ t

0

n
∑

l=1

Hl(u)
2λl(u)du

=
1

n

∫ t

0

n
∑

l=1

(

Zl(u)
2 + e(u)2 − Zl(u)e(u)

)

λ0(u)Yl(u)e
(β0Zl(u)du

=

∫ t

0

(

S(2)
n (u) + S(0)

n (u)e(u)2 − 2S(1)
n (u)e(u)

)

λ0(u)du

P−→
∫ t

0

(

s(2)(u) − s(1)(u)e(u)
)

λ0(u)du.En e�et d'après les lemmes 4.1.1 et 4.1.2, (S(2)
n + S

(0)
n e2 − 2S

(1)
n e)n≥1 
onverge 
omplè-tement vers (s(2) − s(1)e) sur l'intervalle d'intégration qui est borné.Hypothèse 2 : ∀ε > 0,

∫ τ

0

∑n
l=1Hl(t)

2λl(t)11{|Hl(t)|>ε}dt
P−→ 0, lorsque n→ +∞.Soit ε, un réel stri
tement positif.

∫ τ

0

n
∑

l=1

Hl(t)
2λl(t)11{|Hl(t)|>ε}dt =

1

n

∫ τ

0

n
∑

l=1

(Zl(t) − e(t))2λl(t)11{ 1√
n
|Zl(t)−e(t)|>ε

}dt.Intéressons-nous à l'indi
atri
e : on sait que les variables expli
atives Zl sont bornéesindépendamment de l et que e est bornée, on en déduit que l'indi
atri
e est nulleà partir d'un 
ertain rang, 
e qui démontre le fait que l'intégrale tend vers 0, enprobabilité.Par le théorème de Rebolledo, on obtient la deuxième partie du lemme, i.e.
√
nŨn(β0)

D→
n→∞

N (0, I(β0)).De plus, on sait que (
√
nŨn)n≥1 
onverge vers une loi gaussienne, dont la fon
tionde répartition est notée Φ. On a

P
(1)
n,t,ε ≤ IP(|√nŨn(t)| > Cδ,ε) −→

n→∞
2 (1 − Φ(Cδ,ε)),ave
 Cδ,ε −→

δ→0+
+∞. Soit δ = δ1 > 0 tel que 2(1 − Φ(Cδ,ε)) < ε/2, on obtient alors

P
(1)
n,t,ε < ε/2. 79



CHAPITRE 4. ANALYSE SÉQUENTIELLE POUR LE MODÈLE DE COXDeuxième terme : nous adoptons une notation semblable pour 
e terme en dé�nis-sant
P

(2)
n,t,ε = IP

(

max
0≤k≤nδ

∣

∣

∣

∣

∣

1√
n + k

n+k
∑

i=n+1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

>
ε

2

)

.On utilise l'inégalité de Kolmogorov [HJ94, p.472℄ et l'on obtient :
P

(2)
n,t,ε ≤ IP

(

max
0≤k≤nδ

∣

∣

∣

∣

∣

n+k
∑

i=n+1

∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

∣

∣

∣

∣

∣

>
ε
√

n

2

)

≤ 4

ε2n

n+[nδ]
∑

i=n+1

Var(∫ t

0

(Zi(s) − e(s))dMi(s)

)

≤ 4C

ε2n

n+[nδ]
∑

i=n+1

IE

(
∫ t

0

d 〈Mi〉 (s)

)

≤ Bδ

ε2
,où B et C sont des 
onstantes.On 
hoisit δ = min{δ1, δ2}, ave
 δ2, un réel stri
tement positif tel que δ2 < ε3/B.On obtient alors la 
ondition d'Ans
ombe désirée.Maintenant, en appliquant le lemme 4.2.1, on sait que les suites (

√
nUn)n≥1 et

(
√
nŨn)n≥1 sont 
omplètement asymptotiquement équivalentes (par le lemme 4.2.3).De plus, (

√
nŨn)n≥1 satisfait la 
ondition d'Ans
ombe (par le lemme 4.2.4), on
on
lut par la proposition 4.2.1.
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CHAPITRE 5. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE DE LA VARIABLE D'ARRÊT N

Par un théorème issu de [GMS97℄, nous verrons que montrer la normalitéasymptotique de la variable d'arrêt se ramène à montrer 
elle de l'estimateurde la varian
e asymptotique du paramètre de régression β0, pour une tailled'é
hantillon donnée par une suite régulière de règle d'arrêt. Ainsi, deux 
onditionsnous permettront d'obtenir 
ette propriété : la 
ondition d'Ans
ombe pour l'estima-teur de la varian
e asymptotique et sa normalité asymptotique.Nous verrons dans un premier temps quelques résultats préliminaires permet-tant d'établir la 
ondition d'Ans
ombe, puis nous dé�nirons de nouvelles notationspermettant de donner des hypothèses sur de nouveaux pro
essus qui s'ajouteront à(H1-H4). En outre, nous nous pla
erons au 
ours de 
ette partie dans le 
as d'obser-vations indépendantes et identiquement distribuées (
es hypothèses seront dé�niesdans la se
onde partie de 
e 
hapitre). Par la suite, nous donnons des représentationséquivalentes au sens de la 
onvergen
e 
omplète puis de la 
onvergen
e en loi de lavariable aléatoire √n(In(β̂n, τ) − I(β0, τ)
).En�n, au 
ours de la troisième partie, nous démontrons les 
onditions su�santesà la 
onvergen
e en loi de la variable d'arrêt.
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5.1. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES5.1 Résultats préliminairesOn souhaite établir un résultat de 
onvergen
e en loi pour √Nd −
√
nd. À 
ette�n, nous rappelons dans un premier temps un résultat obtenu dans [GMS97℄dans le 
as d'une variable d'arrêt Nd dé�nie pour d > 0 par

Nd = min

{

n ≥ n0;n ≥ u2σ̂2
n

d2

}

. (5.1)On dé�nit également la taille idéale de l'é
hantillon nd par :
nd = min

{

n ≥ n0;n ≥ u2σ2

d2

}

.On dispose alors de la proposition suivante.Proposition 5.1.1. Supposons que1. σ̂2
n

p.s.→ σ2 > 0, lorsque n→ +∞,2. Il existe un nombre réel γ2 > 0 tel que : √nd(σ̂2
Nd

− σ2)
D→ N (0, γ2), lorsque

d→ 0+, pour Nd dé�nie par (5.1).Alors, on a :
√

Nd −
√
nd

D→ N
(

0,
γ2

4σ2

)

,lorsque d→ 0+.Démonstration : voir [GMS97, p.321℄.Pour obtenir un résultat similaire, il nous su�t de montrer l'hypothèse 2. En e�et,l'hypothèse 1. a déjà établie au 
ours du 
orollaire 3.2.1 p. 60. Dans un premiertemps, nous donnons quelques résultats préliminaires qui 
on
ernent la 
onditiond'Ans
ombe.Lemme 5.1.1. Soit (Xi)i≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identi-quement distribuées et de varian
e �nie σ2. Alors
1√
n

n
∑

i=1

(Xi − IEXi)satisfait la 
ondition d'Ans
ombe.Démonstration : Pour plus de 
larté, 
onsidérons des variables Xi 
entrées. Nouspro
édons i
i de la même façon que 
elle utilisée lors de la démonstration du lem-83



CHAPITRE 5. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE DE LA VARIABLE D'ARRÊT Nme 4.2.4. Il est fa
ile de montrer que, pour ε > 0 :
IP

(

max
0≤k≤δn

∣

∣

∣

∣

∣

1√
n + k

n+k
∑

i=1

Xi −
1√
n

n
∑

i=1

Xi

∣

∣

∣

∣

∣

> ε

)

≤ IP

(

1√
n

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

Xi

∣

∣

∣

∣

∣

× max
0≤k≤δn

∣

∣

∣

∣

√

n

n + k
− 1

∣

∣

∣

∣

> ε/2

)

+ IP

(

max
0≤k≤δn

1√
n + k

∣

∣

∣

∣

∣

n+k
∑

i=n

Xi

∣

∣

∣

∣

∣

> ε/2

)

≤ IP





1√
n

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

Xi

∣

∣

∣

∣

∣

>
ε

2
(

1 −
√

1
1+δ

)



 + IP

(

max
0≤k≤δn

∣

∣

∣

∣

∣

n+k
∑

i=n

Xi

∣

∣

∣

∣

∣

> ε
√

n/2

)

.Or, par l'inégalité de Kolmogorov (on sait que lesXi sont 
entrées et indépendan-tes), on a :
IP

(

max
0≤k≤δn

∣

∣

∣

∣

∣

n+k
∑

i=n

Xi

∣

∣

∣

∣

∣

> ε
√

n/2

)

≤ δnσ2

(
√

nε/2 )2
=

4 δσ2

ε2
.Soit δ1 > 0 tel que 4δ1σ

2/ε2 < ε/2.D'après le théorème de la limite 
entrale, 1√
n
|∑n

i=1Xi| 
onverge en loi vers |X| où
X admet la loi N (0, σ2). On note

C(ε, δ) =
ε

2
(

1 −
√

1
1+δ

) → +∞, si δ → 0+.Soit δ2 tel que 2Φ(C(ε, δ2)) − 1 < ε/4 (Φ est la fon
tion de répartition d'une loinormale 
entrée réduite), il existe n0 ≥ 1 tel que pour tout n ≥ n0 on ait :
IP

(

1√
n

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

Xi

∣

∣

∣

∣

∣

> C (ε, δ2 )

)

< ε/2 ,alors pour n ≥ n0 et δ = min(δ1, δ2), on obtient le résultat voulu.Lemme 5.1.2. Soient deux suites de variables aléatoires (Xn)n≥1 et (Yn)n≥1 tellesque1. (Xn)n≥1 
onverge 
omplètement vers x ;2. (Yn)n≥1 
onverge en loi vers Y dont la mesure asso
iée est di�use ;3. (Yn)n≥1 véri�e la 
ondition d'Ans
ombe ;alors, (YnXn)n≥1 véri�e la 
ondition d'Ans
ombe.
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5.1. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRESDémonstration : Sans perte de généralité, on peut supposer x > 0. Pour ε et δdeux réels stri
tement positifs, n ≥ 1, et k entier 
ompris entre 0 et δn, on é
rit :
|Xn+k −Xn| ≤ |Xn+k| + |Xn|

≤ max
0≤k≤δn

|Xn+k| + |Xn|,don
 on a :
IP

(

max
0≤k≤δn

|Xn+k − Xn | > ε

)

≤ 2
∑

k≥0

IP (|Xn+k | > ε) ,qui est le reste d'une série 
onvergente, don
 qui tend vers 0. Cela nous permet dedéduire que (Xn)n≥1 satisfait la 
ondition d'Ans
ombe, il en va don
 de même pour
(Xn − x)n≥1.Remarquons les in
lusions suivantes, pour a > 0 :

{|Xn+kYn+k −XnYn| > ε} ⊂ {|Yn(Xn+k −Xn)| > ε/2}
∪ {|Xn+k(Yn+k − Yn)| > ε/2}
⊂ {|Yn| > a, |Yn(Xn+k −Xn)| > ε/2}
∪ {|Yn| ≤ a, |Yn(Xn+k −Xn)| > ε/2}
∪ {|Xn+k| > 2x, |Xn+k(Yn+k − Yn)| > ε/2}
∪ {|Xn+k| ≤ 2x, |Xn+k(Yn+k − Yn)| > ε/2}

⊂ {|Yn| > a} ∪
{

max
0≤k≤δn

|Xn+k −Xn| > ε/(2a)

}

∪
{

max
0≤k≤δn

|Xn+k| > 2x

}

∪
{

max
0≤k≤δn

|Yn+k − Yn| > ε/(4x)

}

On sait que (Yn)n≥1 
onverge en loi vers Y dont la loi asso
iée et di�use, 
elanous permet ainsi de 
hoisir un réel stri
tement positif a (qui sera désormais �xé)et un rang n0 à partir duquel on a :
IP (|Yn | > a) ≤ ε/4 .Par ailleurs, on a montré que (Xn)n≥1 satisfait la 
ondition d'Ans
ombe, on endéduit ainsi l'existen
e de n1 et δ1 tel que pour n ≥ n1, on ait (on sait que ε/2a > 0) :

IP

(

max
0≤k≤δ1n

|Xn+k − Xn | > ε/(2a)

)

< ε/4 .Ensuite, on remarque que :
IP

(

max
0≤k≤δn

|Xn+k | > 2x

)

≤
∑

k≥0

IP (|Xn+k | > 2x ) ,
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CHAPITRE 5. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE DE LA VARIABLE D'ARRÊT Nqui est le reste d'une série 
onvergente, par l'hypothèse 1. ; il est don
 possible detrouver un rang n3, à partir duquel 
ette quantité est inférieure à ε/4.En�n, par l'hypothèse 3., on sait que (Yn)n≥1 satisfait la 
ondition d'Ans
ombe.On en déduit l'existen
e de n2 et δ2 tels que pour n ≥ n2, on ait :
IP

(

max
0≤k≤δ2n

|Yn+k − Yn | > ε/(4x )

)

< ε/4 .On 
on
lut que
IP

(

max
0≤k≤δn

|Xn+kYn+k − XnYn | > ε

)

< ε,pour δ = min(δ1, δ2) et n ≥ max(n1, n2, n3).5.2 Hypothèses et répresentations de √
n(In(β̂n, τ )−

I(β0, τ ))Le 
al
ul de la loi asymptotique de √
n(In(β̂n, τ) − I(β0, τ)) né
essite de fairequelques hypothèses supplémentaires sur le modèle, que nous donnons au 
oursde 
ette partie.5.2.1 NotationsNous introduisons dans un premier temps les nouveaux objets qui interviendrontdans les hypothèses supplémentaires. Dans toute la suite, nous nous plaçons dansle 
as plus restreint où les triplets (Xi, δi, Zi(·)) sont indépendants et identiquementdistribués. Dans 
e 
as, on a, pour m = 0, 1, 2, β et t donnés,

s(m)(β, t) = IES (m)(β, t).On dé�nit de plus deux nouveaux pro
essus notés S(3)
n etWn pour t ∈ [0, τ ] et β ∈ IRpar :

S(3)
n (β, t) =

1

n

n
∑

i=1

Yi(t)Zi(t)
3 exp(βZi(t));

Wn(β, t) =
∂Vn
∂β

(β, t).On peut 
onstater que l'on a la formulation suivante :
Wn(β, t) =

S
(3)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

− 3
S

(2)
n (β, t)S

(1)
n (β, t)

(S
(0)
n (β, t))2

+ 2

(

S
(1)
n (β, t)

S
(0)
n (β, t)

)3

.
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5.2. HYPOTHÈSES ET RÉPRESENTATIONS DEA�n de dé�nir la varian
e asymptotique, nous adoptons les notations suivantes,pour 1 ≤ i ≤ n,
Hi(β0, τ) =

∫ τ

0

mi(β0, s)dMi(s)

+

2
∑

k=0

∫ τ

0

θk(β0, s)
(

Zi(t)
kYi(s)e

β0Zi − s(k)(β0, s)
)

λ0(s)ds,ave

mi(β0, s) = (Zi(s) − e(β0, s)) g(β0, τ) + v(β0, s),

g(β0, τ) = I(β0, τ)
−1

∫ τ

0

w(β0, s)s
(0)(β0, s)λ0(s)ds,

w(β0, t) =
s(3)(β0, t)

s(0)(β0, t)
− 3

s(2)(β0, t)s
(1)(β0, t)

(s(0)(β0, t))2
+ 2

(

s(1)(β0, t)

s(0)(β0, t)

)3

,

θ0(β0, s) = v(β0, s) −
s(2)(β0, s)

s(0)(β0, s)
+ 2

(

s(1)(β0, s)

s(0)(β0, s)

)2

,

θ1(β0, s) = −2
s(1)(β0, s)

s(0)(β0, s)
,

θ2(β0, s) = 1.5.2.2 HypothèsesHypothèses 3. Considérons les hypothèses suivantes sur le modèle. Aux hypothèses(H1) et (H4) s'ajoutent :H3bis - En 
onservant les notations pré
édentes, pour β dans B, t ∈ [0, τ ], on a :
s(3)(β, t) =

∂3

∂β3
s(0)(β, t),

s(3)(·, t) est une fon
tion 
ontinue sur B, uniformément en t ∈ [0, τ ].H5 - Les triplets (Xi, δi, Zi(·)) sont indépendants et identiquement distribués.H6 - Pour 1 ≤ i ≤ n, on suppose que IE (Hi(β0 , τ))
2 = γ2 (β0 , τ) est stri
tementpositif.Il est possible de se ramener à une expression plus simple grâ
e au lemme quisuit. Nous utilisons i
i l'équivalen
e au sens de la 
onvergen
e 
omplète, qui n'estpas né
essaire pour obtenir une formulation permettant le 
al
ul de la loi asympto-tique. Cependant, elle sera utile pour la suite, puisqu'elle permet de se ramener àune expression plus simple pour montrer la 
ondition d'Ans
ombe, où l'équivalen
e
omplète se révèle 
ette fois né
essaire. 87



CHAPITRE 5. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE DE LA VARIABLE D'ARRÊT NLemme 5.2.1. Sous les hypothèses (H1),(H3bis) et (H4-H6), √n(In(β̂n, τ)−I(β0, τ))est 
omplètement asymptotiquement équivalent à :
εn(τ) =

1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

Vn(β̂n, s)dMi(s) (5.2)
+ (I(β0, τ))

−1

n
∑

i=1

∫ τ

0

Wn(β
∗
n, s)S

(0)
n (β0, s)λ0(s)ds

√
nUn(β0, τ) (5.3)

+
√
n

2
∑

k=0

∫ τ

0

θk(β0, s)
(

S(k)
n (β0, s) − s(k)(β0, s)

)

λ0(s)ds,où β∗
n appartient au segment d'extrémités β0 et β̂n.Démonstration : Nous avons :

√
n(In(β̂n, τ) − I(β0, τ))

=
1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

Vn(β̂n, s)dMi(s)

+
√
n

∫ τ

0

(

Vn(β̂n, s)S
(0)
n (β0, s) − v(β0, s)s

(0)(β0, s)
)

λ0(s)ds

=
1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

Vn(β̂n, s)dMi(s)

+
√
n

∫ τ

0

(

Vn(β0, s)S
(0)
n (β0, s) − v(β0, s)s

(0)(β0, s)
)

λ0(s)ds

+
√
n(β̂n − β0)

∫ τ

0

Wn(β
∗
n, s)S

(0)
n (β0, s)λ0(s)ds

=
1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

Vn(β̂n, s)dMi(s)

+ (I(β0, τ))
−1

∫ τ

0

Wn(β
∗
n, s)S

(0)
n (β0, s)λ0(s)ds

√
nUn(β0, τ)

+
√
n

2
∑

k=0

∫ τ

0

Θ(k)
n (β0, s)

(

S(k)
n (β0, s) − s(k)(β0, s)

)

λ0(s)ds, (5.4)où
Θ(0)
n (β0, s) = Vn(β0, s) −

s(2)(β0, s)

s(0)(β0, s)
+

(

s(1)(β0, s)

s(0)(β0, s)

)2

+
s(1)(β0, s)S

(1)
n (β0, s)

s(0)(β0, s)S
(0)
n (β0, s)

,

Θ(1)
n (β0, s) = −S

(1)
n (β0, s)

S
(0)
n (β0, s)

− s(1)(β0, s)

s(0)(β0, s)
,

Θ(2)
n (β0, s) = 1. 88



5.2. HYPOTHÈSES ET RÉPRESENTATIONS DEIl nous reste maintenant à démontrer qu'il est possible de rempla
er les Θ
(k)
n parles θ(k)

n dans (5.4) au sens de l'équivalen
e 
omplète. Pour 
ela, remarquons quel'on 
onserve la 
onvergen
e 
omplète de ∆m = sups∈[0,τ ]

∣

∣

∣
S

(m)
n (β0, t) − s(m)(β0, t)

∣

∣

∣
,

m = 0, 1, 2 si l'on rempla
e ∆m par n1/4∆m (voir la démonstration de la proposi-tion A.3.1).Par 
onséquent, pour terminer la démonstration, il est su�sant de démontrerque pour k = 0 et 1, on a :
n1/4 sup

s∈[0,τ ]

∣

∣Θ(k)
n (β0, s) − θ(k)(β0, s)

∣

∣

c→ 0,
e qui au vu des termes Θ
(k)
n est équivalent à montrer que :

n1/4 sup
s∈[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

S
(1)
n (β0, s)

S
(0)
n (β0, s)

− s(1)(β0, s)

s(0)(β0, s)

∣

∣

∣

∣

∣

c→ 0.Or, on a :
S

(1)
n (β0, s)

S
(0)
n (β0, s)

− s(1)(β0, s)

s(0)(β0, s)
=

S
(1)
n (β0, s) − s(1)(β0, s)

s(0)(β0, s)

− S
(1)
n (β0, s)

S
(0)
n (β0, s)s(0)(β0, s)

(

S(0)
n (β0, s) − s(0)(β0, s)

)

,et l'on sait que infs∈[0,τ ] s
(0)(β0, s) = α > 0, ainsi que S

(1)
n (β0,s)

S
(0)
n (β0,s)

≤ B sur [0, τ ], où Best une 
onstante positive. Il s'ensuit
n1/4 sup

s∈[0,τ ]

∣

∣

∣

∣

∣

S
(1)
n (β0, s)

S
(0)
n (β0, s)

− s(1)(β0, s)

s(0)(β0, s)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

α
n1/4∆1 +

B

α
n1/4∆0,qui 
onverge 
omplètement vers 0.Le lemme suivant apporte une expression équivalente au sens de la 
onvergen
e enloi qui nous permettra de simpli�er la démonstration de la normalité asymptotiquedu terme √

n(In(β̂n, τ) − I(β0, τ)).Lemme 5.2.2. Sous les hypothèses (H1),(H3bis) et (H4-H6), √n(In(β̂n, τ)−I(β0, τ))a même 
omportement asymptotique que
1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

mi(β0, s)dMi(s)

+

2
∑

k=0

1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

θk(β0, s)
(

(Zi(t))
kYi(s)e

β0Zi − s(k)(β0, s)
)

ds.
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CHAPITRE 5. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE DE LA VARIABLE D'ARRÊT NDémonstration : Pour montrer 
e résultat, nous appliquons le lemme 5.2.1 quinous permet de nous ramener à une expression plus simple. Notre but est d'é
rire unterme équivalent à √
n(In(β̂n, τ)−I(β0; τ)) au sens de la 
onvergen
e en probabilité
omme somme de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.Nous pourrons ensuite déduire la normalité asymptotique 
omme une 
onséquen
edu théorème de la limite 
entrale.Dans un premier temps, on remarque que le terme (5.3) se ramène à une sommede martingales. On sait que √

nUn(β0, τ) est asymptotiquement normal et que
In(β0, τ)

−1

∫ τ

0

Wn(β
∗
n, s)S

(0)
n (β0, s)λ0(s)ds
onverge 
omplètement vers

I(β0, τ)
−1

∫ τ

0

w(β0, s)s
(0)(β0, s)λ0(s)ds,par le 
orollaire 3.2.1 et le fait que Wn(β

∗
n, s) 
onverge 
omplètement vers w(β0, s),uniformément sur [0, τ ] (
e résultat n'est pas détaillé i
i : les 
al
uls sont en tout pointsemblables à 
eux des 
hapitres pré
édents). En outre, par dé�nition de Un(β0, τ),on a la formulation suivante pour le terme prin
ipal de (5.3) :

√
nUn(β0, τ)I(β0, τ)

−1

∫ τ

0

w(β0, s)s
(0)(β0, s)λ0(s)ds

= g(β0, τ)
1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

(Zi(u) − En(β0, u)) dMi(u), (5.5)où
g(β0, τ) = I(β0, τ)

−1

∫ τ

0

w(β0, s)s
(0)(β0, s)λ0(s)dsest une 
onstante.De plus, on a :

1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

Vn(β̂n, s)dMi(s) =
1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

(Vn(β̂n, s) − v(β0, s))dMi(s) (5.6)
+

1√
n

∫ τ

0

v(β0, s)
n
∑

i=1

dMi(s). (5.7)On sait que (5.6) 
onverge en probabilité vers 0 ; il su�t pour voir 
ela de 
onstaterpar exemple que ses variations prévisibles sont majorées par
C

(

sup
s∈[0,τ ]

|Vn(β̂n, s) − v(β0, s)|
)2

,ave
 C une 
onstante positive. Ce terme 
onverge 
omplètement vers 0, 
e qui permetd'a
hever, via l'inégalité de Lenglart, la démonstration de 
e lemme.90



5.3. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE DE5.3 Normalité asymptotique de √
Nd −

√
ndThéorème 5.3.1. Sous les hypothèses (H1), (H3bis) et (H4-H6), on a :(A) √

n(In(β̂n, τ) − I(β0, τ)) 
onverge en loi vers une gaussienne de moyennenulle et de varian
e γ2(β0, τ), lorsque n→ ∞ ;(B) Pour toute suite régulière de règles d'arrêt (Tn)n≥1, on a :
√

Tn(ITn
(β̂Tn

, τ) − I(β0, τ))
D→ N

(

0, γ2(β0, τ)
)

, (5.8)lorsque n→ ∞.De 
e théorème dé
oule le résultat prin
ipal de 
e 
hapitre.Théorème 5.3.2. Sous les hypothèses (H1), (H3bis) et (H4-H6), on a :
√

Nd −
√
nd

D→ N
(

0,
γ2(β0, τ)

4I(β0, τ)3

)

, (5.9)lorsque d→ 0+.Démonstration du théorème 5.3.2 : D'après la proposition 2.1.1, nous savonsque (Nd)d>0 est régulière. De plus, par le 
orollaire 4.1.1, nous savons que σ̂2
n =

(In(β̂n, τ))−1 
onverge 
omplètement vers σ2 = (I(β0, τ))
−1, lorsque n → +∞.D'après la proposition 5.1.1, il nous su�t, pour a
hever la démonstration, de dé-montrer que

√
nd
(

σ̂2
Nd

− σ2
) D→ N

(

0,
γ2(β0, τ)

I(β0, τ)4

)

,et 
omme
√
nd
(

σ̂2
Nd

− σ2
)

=

√

nd
Nd

1

I(β0, τ)INd
(β̂Nd

, τ)

√

Nd

(

INd
(β̂Nd

, τ) − I(β0, τ)
)

,par le résultat (B) du théorème 5.3.1, le résultat s'ensuit si INd
(β̂Nd

, τ) 
onverge enprobabilité vers I(β0, τ), lorsque d→ 0+, 
e qui est une 
onséquen
e du lemme 3.2.1.5.3.1 Démonstration du théorème 5.3.1Montrons (A). Dans l'expression donnée par le lemme 5.2.2, les θk, k = 0, 1, 2,sont des termes déterministes, et Mi est une martingale, 
e qui permet de déduireque :
√
n(In(β̂n) − I(β0)) = oP (1) +

1√
n

n
∑

i=1

Hi(β0, τ),où les Hi(β0, τ) sont des variables aléatoires d'espéran
es nulles. On pose γ2(β0, τ) =
IEHi(β0 , τ)

2 stri
tement positive par (H6) et par le théorème de la limite 
entrale, on91



CHAPITRE 5. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE DE LA VARIABLE D'ARRÊT Nobtient la normalité asymptotique de √
n(In(β̂n, τ)− I(β0, τ)) vers une loi normale
entrée et de varian
e γ2(β0, τ) > 0, supposée non dégénérée.Montrons (B). Par la proposition 4.2.1, il su�t de démontrer que √n(In(β̂n, τ)−

I(β0, τ)) est asymptotiquement équivalent, au sens de la 
onvergen
e 
omplète, àune suite satisfaisant la 
ondition d'Ans
ombe et ayant pour distribution asympto-tique une loi normale 
entrée, de varian
e γ2(β0, τ). Le lemme 5.2.1 nous donne unéquivalent asymptotique (au sens de la 
onvergen
e 
omplète) de √
n(In(β̂n, τ) −

I(β0, τ)), qui est :
εn(τ) =

1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

Vn(β̂n, s)dMi(s) (5.10)
+ (I(β0, τ))

−1

n
∑

i=1

∫ τ

0

Wn(β
∗
n, s)S

(0)
n (β0, s)λ0(s)ds

√
nUn(β0, τ) (5.11)

+
√
n

2
∑

k=0

∫ τ

0

θk(β0, s)
(

S(k)
n (β0, s) − s(k)(β0, s)

)

λ0(s)ds, (5.12)où β∗
n appartient au segment d'extrémités β0 et β̂n (don
 
onverge 
omplètementvers β0). De manière évidente, la 
ontinuité uniforme en probabilité est stable pourla sommation, aussi su�t-il de démontrer la 
ondition d'Ans
ombe pour 
haqueterme (5.10)-(5.12).Traitons dans un premier temps le terme (5.10). On démontre l'équivalen
easymptotique 
omplète de

1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

Vn(β̂n, s)dMi(s)et de
1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

v(β0, s)dMi(s),
e qui nous permet d'obtenir la 
onvergen
e 
omplète vers 0 de
sup
s∈[0,τ ]

∣

∣

∣
Vn(β̂n, s) − v(β0, s)

∣

∣

∣puis en utilisant l'inégalité maximale pour martingale 
omme 
ela a déjà été faitpour démontrer le lemme 4.2.3. Comme les variables aléatoires ∫ τ
0
v(β0, s)dMi(s) sont
entrées, indépendantes et identiquement distribuées, on 
on
lut par le lemme 5.1.1.Con
ernant le terme (5.3), il est fa
ile d'établir que

(I(β0, τ))
−1

n
∑

i=1

∫ τ

0

Wn(β
∗
n, s)S

(0)
n (β0, s)λ0(s)ds

c→ g(β0, τ),lorsque n tend vers l'in�ni. De plus, nous avons vu au 
hapitre 4 que √nUn(β0, τ) estasymptotiquement équivalent à √
nŨn(β0, τ) qui satisfait la 
ondition d'Ans
ombe,on 
on
lut alors par le lemme 5.1.2. 92



5.3. NORMALITÉ ASYMPTOTIQUE DELe terme (5.12) s'é
rit sous la forme suivante
1√
n

n
∑

i=1

Pi,où les Pi, 1 ≤ i ≤ n, sont des variables aléatoires indépendantes et identiquementdistribuées. Puisque l'on a s(2)(β0, s) = IES
(2 )
n (β0 , s), on peut é
rire (5.12) de lafaçon suivante :

√
n

2
∑

k=0

∫ τ

0

θk(β0, s)
(

S(k)
n (β0, s) − s(k)(β0, s)

)

λ0(s)ds

=
2
∑

k=0

1√
n

n
∑

i=1

∫ τ

0

θk(β0, s)
(

Zi(s)
keβ0Zi(s)Yi − IEZi(s)

keβ0Zi (s)Yi

)

λ0(s)ds

=
2
∑

k=0

1√
n

n
∑

i=1

(
∫ τ

0

P
(k)
i (s)ds− IE

∫ τ

0

P
(k)
i (s)ds

)

,ave
 P (k)
i (s) = Zi(s)

k exp(β0Zi(s))Yi(s)λ0(s), et on a bien ∫ τ
0
P

(k)
i (s)ds indépendantset identiquement distribués. Cela nous permet alors d'appliquer le lemme 5.1.2 pour
onstater que (5.12) véri�e la 
ondition d'Ans
ombe.En�n, par les lemmes 5.2.1 et 5.2.2 et le résultat (A) du théorème, εn(τ) estasymptotiquement normale, 
entrée, de varian
e asymptotique égale γ2(β0, τ), 
equi termine la preuve. �
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CHAPITRE 6. CADRE MULTIDIMENSIONNEL

Comme pré
isé auparavant, nous avons restreint l'étude, au 
ours des 
ha-pitres 3 et 4, au 
as d'un paramètre de régression β0 réel et par 
onséquent
onsidéré une seule variable expli
ative Z, elle aussi réelle. Il est néanmoinspossible de généraliser l'ensemble des démonstrations et résultats au 
as multidimen-sionnel. Un élément essentiel est apporté par la 
ontinuité de la fon
tion déterminant,qui nous permet ainsi de 
onsidérer des suites de matri
es dé�nies positives.Nous verrons dans un premier temps un exemple de règle d'arrêt visant à mi-nimiser le plus grand demi-axe d'une ellipsoïde de 
on�an
e, puis nous donneronsles adaptations né
essaires à l'extension des résultats des 
hapitres 3 et 4. Dans 
e
hapitre, ‖ · ‖ désigne la norme eu
lidienne sur IRp, ou une norme matri
ielle sur
Mp(IR), selon le 
ontexte.
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6.1. INTRODUCTIONS ET HYPOTHÈSES6.1 Introdu
tions et hypothèsesDésormais le paramètre d'intérêt β0 varie dans un espa
e de dimension p, ave

p > 1. Nous 
onservons les mêmes notations que pré
édemment pour Un, Inet Cn (déjà dé�nis dans un 
adre multidimensionnel) et dans le 
as du modèle àrisques proportionnels de Cox, l'arti
le [AG82℄ nous permet d'obtenir la 
onvergen
esuivante :

(

β̂n − β0

)T

nIn(β̂n)
(

β̂n − β0

)

D→ χ2
p, n→ +∞, (6.1)où β̂n désigne l'estimateur du paramètre β0 pour un é
hantillon de taille n et χ2

pdésigne la loi du 
hi-deux à p degrés de liberté. Dans toute la suite, on supposera(6.1) véri�ée (elle l'est dans le 
as semi-paramétrique du modèle de Cox, il su�tpar exemple de 
onsulter [ABGK93℄ ou en
ore [AG82℄). Il paraît alors naturel de
onsidérer pour région de 
on�an
e au seuil α ∈]0, 1[ :
RCn(α) =

{

β ∈ IRp;
(

β̂n − β
)T

nIn(β̂n)
(

β̂n − β
)

≤ χ2
p,1−α

}

,par un raisonnement similaire à 
elui de l'arti
le de [DG00℄. I
i, χ2
p,1−α désigne lequantile d'ordre 1 − α d'une loi du 
hi-deux à p degrés de liberté. Il est possible dedé�nir d'autres règles d'arrêt (voir par exemple [GMS97℄). Il nous reste maintenant àétablir une règle d'arrêt qui soit pertinente, montrer sa régularité et en�n généraliserles théorèmes montrés dans le 
as unidimensionnel des 
hapitres 3 et 4 à 
e 
as.Considérons l'ellipsoïde dé�nie par :

(

β̂n − β0

)T

nIn(β̂n)
(

β̂n − β0

)

= χ2
p,1−α.On peut montrer que la longueur du plus grand axe d'une telle ellipsoïde vaut :

2
√

Φmin

(

nIn(β̂n)

χ2
p,1−α

)

,où Φmin désigne la fon
tion donnant la valeur propre minimale. Pour imposer que
haque 
omposante du ve
teur β0 soit dans un intervalle de 
on�an
e de longueurau plus 2d, il su�t d'imposer :
n ≥ χ2

p,1−α

d2Φmin

(

In(β̂n)
) .On 
hoisira alors pour variable d'arrêt la variable Nd, dé�nie par :

Nd = min







n ≥ n0;n ≥ χ2
p,1−α

d2Φ∗
min

(

In(β̂n, )
)







,
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CHAPITRE 6. CADRE MULTIDIMENSIONNELoù
Φ∗

min

(

In(β̂n)
)

= min
{

Φmin

(

In(β̂n)
)

, ε′n

}

,ave
 (ε′n)n≥1, une suite de nombres réels positifs tendant vers l'in�ni.Ces quelques 
onsidérations nous fournissent alors la dé�nition de la nouvellevariable d'arrêt :
Nd = Nd,n0,α := min

{

n ≥ n0; Φmin(In(β̂n))∗ ≥
χ2
p,1−α
d2n

}

, (6.2)où α et n0 seront �xés dans toute la suite et don
 omis dans les notations. Ainsi Ndest une règle régulière d'arrêt, dans le sens où
Nd

nd
→
d→0+

1, (6.3)ave
 nd = min
{

n ≥ 1; Φmin(I(β0)) ≥ χ2
p,1−α

nd2

} (les démonstrations de 
es propriétésne né
essitent pas d'adaptation parti
ulière, puisque l'on est ramené à une inégalitéréelle, et l'on peut don
 mener des raisonnements similaires à 
eux du 
hapitre 2, lele
teur intéressé pourra se référer à [GMS97, p.329℄).Théorème 6.1.1. On suppose queC-I
‖Un(β0)‖

Φmin (IEIn(β0 ; τ))

c−→ 0,lorsque n→ ∞.C-II β 7→ In(β, t) est une fon
tion 
ontinue sur B, uniformément sur [0, τ ], et l'onsuppose que, pour ε > 0, il existe δε > 0 tel que
∑

n≥1

IP

(

sup
β∈B(β0 ;δε)

sup
t∈T

‖In(β, t) − IEIn(β0 , t)‖ > ε

)

<∞;

IEIn(β0 ) → I(β0 ), matri
e dé�nie positive, lorsque n→ +∞.C-III √
nUn(β0)

D−→ N (0, I(β0)), lorsque n→ +∞.C-IV Pour toute suite (Tn)n≥1 de variables aléatoires régulière, on a :
√

TnUTn
(β0)

D→ N (0, I(β0)).C-V Les matri
es In(β) sont presque sûrement dé�nies positives.Alors Tn(β̂Tn
− β0)

TITn
(β̂Tn

)(β̂Tn
− β0) → χ2

p.Pour montrer 
e résultat, il nous su�t d'une part de généraliser la démonstrationdu théorème 3.1.1 au 
as multidimensionnel, et d'autre part, de véri�er les 
onditions(C-I)-(C-IV). L'un des points 
lé de 
es démonstrations résulte de la 
ontinuité dudéterminant, par le biais du lemme suivant.98



6.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈMELemme 6.1.1. Soit (Xn)n≥1, une suite de matri
es semi-dé�nies positives, qui 
on-verge vers X, matri
e dé�nie positive. Alors il existe un entier n0 tel que (Xn)n≥n0soit une suite de matri
es dé�nies positives.Démonstration : Considérons l'image de la suite (Xn)n≥1 par l'appli
ation détermi-nant dé�nie par :
{

Mp(IR) → IR,
X 7→ detX,où Mp(IR) désigne les matri
es p× p à 
oe�
ients réels.Cette appli
ation étant 
ontinue, on sait que la suite (det(Xn))n≥1 
onverge vers

detX, réel stri
tement positif, elle est don
 stri
tement positive à partir d'un 
ertainrang, 
e qui a
hève la démonstration du lemme.Remarque 6.1.1. On sait que les matri
es In(β, t) sont semi-dé�nies positives[AG82, p.1103℄.6.2 Démonstration du théorèmeReprenons pas à pas la démonstration du théorème 3.1.1 et attardons-nous surles quelques di�éren
es qui résultent du 
adre multidimensionnel, les grandeslignes de la démonstrations étant les mêmes.Considérant, pour n ≥ 1 et δ > 0, l'ensemble
An =

{

‖Un(β)‖ ≤ δ

2
inf

β∈B(β0;δ)
In(β)

}

,on a le fait que
An ⊂

{

‖β̂n − β0‖ ≤ δ
}

.En e�et, par 
on
avité de la log-vraisemblan
e [AG82℄, on a (voir [DG00℄)
An ⊂ {∀β ∈ ∂B(β0; δ), Cn(β) − Cn(β0) ≤ 0} , (6.4)
e qui, à l'aide du théorème des a

roissements �nis, nous donne
Cn(β) − Cn(β0) = δuTUn(β0) −

δ2

2
uTIn(β̃)u,où β̃ appartient au segment d'extrémités β0 et β, et u = (β − β0)/‖β − β0‖.En utilisant le fait que Φmin(In(β̃)) ≤ uTIn(β̃)u, on obtient (6.4). Considéronsdésormais l'ensemble Bn dé�ni par

Bn =

{

sup
β∈B(β0,δ)

‖I(β) − IEIn(β0 )‖ ≤ CΦmin(IEIn(β0 ))

}

,
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CHAPITRE 6. CADRE MULTIDIMENSIONNELoù C ∈]0, 1] ; il nous est possible de reprendre le squelette de la démonstration duthéorème 3.1.1 et de nous ramener à montrer séparément que les séries de termesgénéraux IP(Bn ∩ Ac
n) et IP(B c

n) sont 
onvergentes.Cette première 
onvergen
e se déduit dire
tement de la 
ondition (C-II). Ene�et, par lemme 6.1.1, on sait que la suite (IEIn(β0 ))n≥1 est une suite de matri
esdé�nies positives à partir d'un 
ertain rang, et don
 que la suite (Φmin(IEIn(β0 )))n≥1tend vers un réel stri
tement positif, il est don
 possible de la minorer par η > 0, àpartir d'un 
ertain rang, et de 
on
lure par (C-II).La se
onde 
onvergen
e né
essite plus d'adaptation à 
e 
adre multidimensionel.Par dé�nitions de Acn et de Bn, on a
‖In(β) − IEIn(β0 )‖ ≤ CΦmin(IEIn(β0 )).Pour 
on
lure, on applique le lemme 6.1.1, en remarquant que par(C-II) et l'hypothèse (C-V), (IEIn(β0 ))n≥1 est une suite de matri
es dé�nies posi-tives à partir d'un 
ertain rang, et que le fait que (In(β))n≥1 soit semi-dé�nie positivesu�t à montrer le lemme B.2.1.On obtient alors :

Φmin(In(β)) ≥ Φmin (IEIn(β0 )) − ‖In(β) − IEIn(β0 )‖
≥ (C + 1)Φmin(IEIn(β0 )),d'où

‖Un(β0)‖ ≥ δ

2
(C + 1)Φmin(IEIn(β0 )),et par la 
ondition (C-I), on obtient la 
onvergen
e souhaitée. �On désire maintenant établir un résultat analogue à 
elui du théorème 3.2.1.Nous avions déjà remarqué lors de leurs démonstrations (voir remarque 3.2.2) quele lemme 3.2.1 ainsi que le théorème 3.2.1 se généralisent immédiatement au 
as où

β0 ∈ IRp. Cela a
hève 
ette partie, puisque 
es deux résultats su�sent à obtenir unthéorème de 
onvergen
e en loi.6.3 Véri�
ation des 
onditions (C-I)-(C-IV) pour lemodèle de CoxFormulons dans un premier temps les hypothèses relatives au modèle de Cox.Nous examinons ensuite les 
onditions (C-I) à (C-V) et nous verrons que laplupart d'entre elles se déduit dire
tement des résultats établis au 
ours du 
ha-pitre 4.Hypothèses 4.H-I ∫ τ
0
λ0(t)dt est �ni ; 100



6.3. VÉRIFICATION DES CONDITIONS (C-I)-(C-IV) POUR LE MODÈLE DE COXH-IIbis Il existe un voisinage B de β0, des fon
tions s(0), s(1) et s(2) dé�nies sur
B × [0, τ ] et à valeurs dans IR, IRp et Mp(IR) respe
tivement, telles que pour
j = 0, 1, 2 :

sup
t∈[0,τ ],β∈B

‖IES (j )
n (β, t) − s(j )(β, t)‖→0 ;H-III En 
onservant les notations pré
édentes, on dé�nit

e =
s(1)

s(0)
et v =

s(2)

s(0)
− e⊗2.Pour β dans B, t ∈ [0, τ ],

s(1)(β, t) =
∂

∂β
s(0)(β, t), s(2)(β, t) =

∂2

∂β∂βT
s(0)(β, t),

s(0)(·, t), s(1)(·, t), et s(2)(·, t) sont des fon
tions 
ontinues sur B, uniformémenten t ∈ [0, τ ] ; s(0) est stri
tement positive sur B × [0, τ ] et
I(β0) =

∫ τ

0

v(β0, t)s
(0)(β0, t)λ0(t)dtest une matri
e dé�nie positive ;H-IV {Z(j)

i (t); t ∈ [0, τ ]}, pour i entier naturel et 1 ≤ j ≤ p, est à variationsbornées, uniformément en i ≥ 1, i.e.
∀i ≥ 1,

∫ τ

0

|Z(j)
i (ds)| ≤ B <∞,où B désigne une 
onstante positive.Montrons une à une les 
onditions (C-I)-(C-V).Condition (C-I)Il nous su�t de remarquer que, pour n ≥ 1, on a

Un(β0) =







U
(1)
n (β0)...

U
(p)
n (β0)






,où 
haque terme U (i)

n , 1 ≤ i ≤ p, est de la même forme que 
elui 
onsidéré dansle théorème 3.1.1 et véri�e les propriétés su�santes pour aboutir à sa 
onvergen
e
omplète. Ce premier point nous apporte la 
onvergen
e 
omplète de Un(β0) vers 0.En outre, on sait que (Φmin(IEIn(β0 )))n≥1 est une suite bornée inférieurement àpartir d'un 
ertain rang, 
e qui nous permet de 
on
lure.
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CHAPITRE 6. CADRE MULTIDIMENSIONNELCondition (C-II)Si l'on reprend la démonstration initiale de (C1), il apparaît su�sant de montrerque
sup
β∈B

sup
s∈[0,τ ]

‖Vn(β, s) − v(β, s)‖
onverge 
omplètement vers 0 pour montrer que (C-II) est satisfaite. Par dé�nitionde Vn, pour t ∈ [0, τ ], on a
Vn(β0, t) =

S
(2)
n (β0, t)

S
(0)
n (β0, t)

−En(β0, t)
⊗2.Si l'on 
onsidère 
ha
une des 
omposantes de S(2), on 
onstate ave
 le raisonnementdes 
hapitres pré
édents, que S(2)

n (β0, t)[i, j] − IES
(2 )
n (β0 , t)[i , j ] 
onverge 
omplète-ment vers 0, 
e qui nous donne, ave
 la 
ondition (H-IIbis), la 
onvergen
e 
omplètedu premier terme de Vn.Pour le se
ond terme de Vn, on é
rit par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz, pour βet t,

∥

∥En(β, t)
⊗2 − IEEn(β, t)⊗2

∥

∥ ≤ ‖En(β, t)‖
∥

∥En(β, t)
T − IEEn(β, t)T

∥

∥

+ ‖En(β, t) − IEEn(β, t)‖ ‖IEEn(β, t)‖ ,et l'on 
on
lut à l'aide des inégalités et raisonnements du 
hapitre 4 appliqués à
haque 
omposante des ve
teurs ou matri
es 
onsidérés.Condition (C-III) voir [AG82, démonstration du théorème 3.2 p.1106℄Condition (C-IV) Il est aisé de généraliser les démonstrations e�e
tuées au 
oursdu 
hapitre 4 pour démontrer (C1). En e�et, on 
onsidère la version multivariée duthéorème de Rebolledo pour la 
onvergen
e en loi, et l'on remarque que la 
onver-gen
e en probabilité, presque sûre et 
omplète dans IRp est équivalente à 
elle de
haque 
omposante.En 
e qui 
on
erne la démonstration de la 
ondition d'Ans
ombe pour le versionmultidimensionnelle de Ũn (
hapitre 4, page 75) Ũn, il est possible de reprendre desdémonstrations identiques, 
ar la démonstration de l'équivalen
e pour la 
onver-gen
e 
omplète ne fait intervenir que des ve
teurs de IRp, don
 des 
onsidérationssemblables à 
elles utilisées pour démontrer (C-I) nous permettent de 
on
lure.Il reste à voir que Ũn est asymptotiquement normale, 
e qui est automatiquementobtenu lors de l'utilisation du théorème de Rebolledo multidimensionnel.Condition (C-V) Elle nous est donnée par le lemme 6.1.1, et par la remarque 6.1.1.Toutes 
es 
onsidérations nous permettent ainsi d'étendre les résultats des 
ha-pitres 4 et 6 au 
adre multidimensionnel et de justi�er de la 
ohéren
e des pro
éduresd'arrêt dans le 
as de plusieurs variables expli
atives.
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CHAPITRE 7. SIMULATIONS NUMÉRIQUES

Nous nous intéressons désormais à des 
onsidérations plus pratiques qui nouspermettent de véri�er les résultats pré
édemment montrés, dans le 
as d'unevariable aléatoire réelle. Les outils utilisés sont Matlab et R (plus parti
u-lièrement la fon
tion de 
al
ul de l'estimateur du paramètre de régression pour lemodèle de Cox).La préo

upation prin
ipale de 
e 
hapitre 
onsiste essentiellement à véri�er lesrésultats asymptotiques obtenus, 
'est pourquoi nous ne traiterons pas les 
as où lataille initiale de l'é
hantillon est insu�sante. Nous e�e
tuerons des 
omparaisons derésultats pour di�érentes valeurs de β0, du taux de 
ensure, ou en
ore de d.
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7.1. SIMULATIONS ET MÉTHODES UTILISÉES7.1 Simulations et méthodes utiliséesCette partie vise à explorer qualitativement les propriétés pré
édemment obtenuespour l'estimation séquentielle du paramètre de régression du modèle de Cox,dans le 
as parti
ulier d'une règle séquentielle basée sur des intervalles de 
on�an
e.Ainsi, notre premier travail 
onsiste à simuler les durées de vie 
ensurées. Il né
essiteplusieurs 
hoix, notamment 
elui des lois suivies par la variable de 
ensure ou en
orepar les variables expli
atives. Dans toute 
ette partie, nous nous restreindrons au
as où p = 1. Par ailleurs, le niveau de 
on�an
e sera �xé à 5%.Dans un premier temps, le programme simule les données d'un é
hantillon detailleN formé de (Xi, δi, Zi)1≤i≤N , ave
 les mêmes notations que 
elles du 
hapitre 1.On 
hoisit la loi de Weibull pour modéliser la 
ensure (il est possible d'ajuster lesparamètres pour faire varier le taux de 
ensure) ainsi que la loi de la fon
tion derisque de base. Cela se justi�e à la fois par la diversité des densités possibles pourune loi de Weibull en faisant varier les paramètres, mais aussi par la simpli
ité desimulation des variables aléatoires issues de 
es lois. En�n, les variables expli
ativessuivront une loi uniforme sur l'intervalle [0, 1].Par mesure de simpli
ité, nous réalisons dans un premier temps un é
hantillonde taille N su�sante fournie par l'utilisateur. Il sera ensuite tronqué pour que sataille 
orresponde à la taille initiale n0. Un défaut qui résulte de 
e 
hoix d'implé-mentation réside dans le fait qu'il est di�
ile pour l'utilisateur de prévoir la taille del'é
hantillon maximale requise. Rappelons 
ependant qu'il s'agit i
i de simulations,par 
onséquent 
e 
hoix a pour but d'éviter de temps de 
al
ul trop élevés (d'autantque le temps né
essaire à une simulation peut se révéler 
onsidérable pour des taillesd'é
hantillons importantes). Il est également possible de dé
ider d'un � pas �, quisera donné sous la forme d'un entier positif dé�nissant le nombre de nouvelles ob-servations à ajouter à l'é
hantillon avant de pro
éder au nouveau 
al
ul de la règled'arrêt.Le plus fréquemment, nous répétons la pro
édure d'arrêt pour une 
entained'é
hantillons simulés indépendamment et e�e
tuons quelques statistiques des
rip-tives sur les résultats obtenus. Par la suite, A désignera le nombre d'é
hantillons
onsidérés dans l'étude menée.Le dernier 
hoix in
ombant à l'utilisateur est bien sûr 
elui de la règle d'arrêt.Dans un premier temps, 
ela équivaut simplement à la donnée de d, réel stri
tementpositif, ainsi qu'à 
elle de l'entier n0. Le tableau 7.1 présente un ré
apitulatif del'ensemble des paramètres du programme.7.2 Observations et résultatsOn 
onstate immédiatement d'après les tableaux de données obtenus (tableau 7.2)que la taille d'é
hantillon requise pour une amplitude dé
roissante de l'inter-valle de 
on�an
e s'a

roît. Ces premières données sont 
onstituées des moyennes des105



CHAPITRE 7. SIMULATIONS NUMÉRIQUESNotation Dé�nition
d amplitude maximale de l'intervalle de 
on�an
e
β0 vraie valeur du paramètre de régression
N taille totale de l'é
hantillon simulé
(aC , bC) paramètres de la loi de Weibull pour C
(aλ, bλ) paramètres de la loi de Weibull pour λ0

(aZ , bZ) paramètres de la loi uniforme pour Z ∼ U([aZ , bZ ])Tab. 7.1 � Paramètres à fournir par l'utilisateur
d Moyenne(β̂Nd

) (é
art-type) Moyenne(Nd) (é
art-type) I.C.5 1.0502 (1.1761) 13 (3) 952 0.9953 (0.5631) 57 (8) 911 1.0413 (0.2605) 218 (19) 950.8 1.0175 (0.1702) 339 (21) 990.6 1.0128 (0.1627) 589 (26) 940.5 1.0000 (0.1458) 849 (31) 930.4 1.0009 (0.0950) 1343 (25) 980.09 1.0190 (0.0243) 26247 (19) 930.07 1.0021 (0.0186) 43174 (258) 940.05 1.0011 (0.0132) 84624 (367) 940.0027 0.9996 (0.0069) 290222 (724) 98Tab. 7.2 � Estimations séquentielles de β0 = 1 pour di�érentes valeurs de d, A = 100quantités obtenues pour β̂Nd
et Nd (deuxième et troisièmes 
olonnes) pour lesquelleson a pris soin de 
al
uler l'é
art-type. La dernière 
olonne présente le pour
entaged'appartenan
e de β0 à l'intervalle de 
on�an
e. On peut remarquer qu'il respe
teles 95 % attendus. A�n d'illustrer 
e 
omportement, on tra
e l'évolution de Nd enfon
tion de d (pour β0 = 1 �xé). Les résultats obtenus (�gure 7.1) représentent lamoyenne de 
eux obtenus au 
ours des A expérien
es e�e
tuées (A = 100). On tra
ela 
ourbe donnée par

f : d 7→ u2
ασ̂

2
Nmax

d2
,où σ̂2

Nmax
représente l'estimateur de σ2 obtenu pour la taille d'é
hantillon la plusélevée Nmax. Il est alors possible de voir graphiquement que les moyennes e�e
tuéessur les A itérations de la pro
édure séquentielle sont en a

ord ave
 la 
ourbe tra
ée,et don
 que les simulations suivent approximativement l'équation IENd = f (d).On dé
ide désormais d'observer l'in�uen
e du taux de 
ensure sur la qualitéde l'estimation. Les résultats numériques sont répertoriés dans le tableau 7.3. Plusl'é
hantillon est soumis à une forte 
ensure, pour d �xé, plus la taille requise del'é
hantillon est grande. Cela 
orrespond au fait que la varian
e 
roît ave
 le tauxde 
ensure. 106



7.2. OBSERVATIONS ET RÉSULTATS
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Fig. 7.1 � Evolution de Nd en fon
tion de d, pour β0 = 1 et A = 100.

Taux de 
ensure 7 % 30 % 60 % 80 %Moyenne(N1) 218(19) 271(22) 453(35) 930(76)Moyenne(β̂Nd
) 1.041(0.26) 1.022(0.26) 1.026(0.27) 0.9810(0.26)Méthode 1 14(3.88) 15.19(3.90) 33.24(5.77) 60.71(7.79)Méthode 2 14(0.09) 17.45(0.06) 29.26(0.03) 59.94(10.11)Tab. 7.3 � Impa
t du taux de 
ensure

107



CHAPITRE 7. SIMULATIONS NUMÉRIQUESPour un faible taux de 
ensure (7 %), les 
onditions asymptotiques sont atteintespour des tailles relativement faibles d'é
hantillon, puisqu'environ 220 observationssu�sent à obtenir un intervalle de 
on�an
e de longueur 1 pour β0 = 1 (se référer autableau 7.3). Il nous est en outre possible d'estimer la varian
e asymptotique I(β0)
−1par deux méthodes. La première 
onsiste à 
al
uler la moyenne des estimations des

A varian
es pour les A é
hantillons 
onsidérés (elle est intitulée � Méthode 1 � dansles tableaux et �gures). La se
onde 
onsiste à 
al
uler la varian
e empirique des Aobservations de √
Nd(β̂Nd

− β0), dont on a montré qu'elle 
onvergeait vers I(β0)
−1(� Méthode 2 �). Son 
al
ul né
essite de 
onnaître la valeur du paramètre β0 etil est don
 impossible de 
al
uler 
ette quantité dans les 
as pratiques. Elle nouspermet néanmoins d'obtenir un bon 
ritère de 
omparaison, puisque la varian
easymptotique est in
onnue.La varian
e asymptotique estimée 
roît ave
 le taux de 
ensure, 
e qui s'expliquepar un fort taux de variabilité des varian
es obtenues.Pour d'autres taux de 
ensure, aussi bien que pour d'autres valeurs de β0, il estpossible de 
onstater que d = 1 donne de bons résultats. Nous souhaitons illustrer
es propos par une 
ourte étude de l'in�uen
e du 
hoix du paramètre n0. Pour 
efaire, nous �xons le taux de 
ensure à 30%. Il est e�e
tivement possible d'ajusterles paramètres de la loi de Weibull qui modélise la 
ensure pour obtenir le taux de
ensure souhaité ; notons néanmoins que 
e réglage dépend de la valeur 
hoisie pour

β0. Considérant une taille d'é
hantillon de 10 
omme insu�sante pour obtenir unrésultat pertinent pour l'intervalle de 
on�an
e 
orrespondant, on dé
ide d'observerle 
omportement de l'amplitude de l'intervalle de 
on�an
e obtenu dans de telles
onditions.Dans 
ette série de simulations, on prend σ̂∗
n = max(10−9, σ̂n), mais les valeursnulles de σ̂n se traduisent par de fortes amplitudes observées que nous ex
lurons lorsdu 
al
ul de la moyenne des amplitudes. Nous sommes en e�et intéressés par des
as � litigieux � où l'amplitude observée est �nie puisqu'ils 
onstituent une limite ànotre pro
édure d'arrêt.Notre obje
tif est de 
onsidérer les résultats obtenus a�n d'en déduire une valeurde d qui permette d'éviter les arrêts prématurés de la pro
édure d'arrêt.Les résultats de 
ette étude sont donnés dans le tableau 7.4, on peut voir queles amplitudes dépassent très fréquemment la valeur 1, qui devient alors notre va-leur d'intérêt. Les quartiles nous permettent de juger de la répartition des donnéesobtenues et de 
onstater que si l'on ex
lut les valeurs trop grandes, l'amplitude se
on
entre autour de sa médiane.Le graphe 7.2 présente la répartition des valeurs obtenues et permet de 
onforterla valeur d = 1 
omme queue de distribution des amplitudes obtenues.Par 
onséquent, nous 
hoisirons d = 1 dans toute la suite puisque nous avonsmontré qu'elle n'impose pas de restri
tion spé
i�que (dans le 
adre des donnéessimulées), lorsque l'on 
onsidère des é
hantillons de faibles tailles.On remarque en outre que pour la valeur de d = 1, la taille de l'é
hantillon requis
roît ave
 la valeur absolue de la variable β0 (voir �gure 7.3). Il nous est en
ore une108



7.2. OBSERVATIONS ET RÉSULTATS
β0 Taux de 
ensure Moyenne(amplitudes) quartiles25% 50% 75%0 28.3% 6.80(2.79) 5.34 6.28 7.531 27.8% 6.98(5.35) 5.33 6.34 7.5010 27.3% 31.82(60.18) 13.89 18.90 29.5020 24% 1364880(2× 107) 29.34 45.36 83.67Tab. 7.4 � Valeurs de l'amplitude de l'intervalle de 
on�an
e pour N = n0 = 10

Fig. 7.2 � E�e
tifs des amplitudes obtenues pour des é
hantillons de taille 10, pour
β0 = 1
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CHAPITRE 7. SIMULATIONS NUMÉRIQUES
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Fig. 7.3 � Evolution de Moyenne(Nd) en fon
tion de β0.
β0 -5 -1 0 1Moyenne(β̂Nd

) -5.01(0.25) -0.94(0.27) 0.09(0.20) 1.03(0.25)Moyenne(N1) 564(41) 276(23) 258(21) 272(19)Méthode 1 34.97 19.61 10.73 16.95Méthode 2 36.43 17.76 16.63 17.54Tab. 7.5 � In�uen
e de β0 sur N1, pour un taux de 
ensure de 30% , A = 100, d = 1fois possible d'expliquer 
e phénomène par une grande hétérogéneité des données,
ar elles sont davantage soumises au 
omportement de la variable expli
ative. A�nde juger si l'augmentation de Nd ave
 |β0| est due à une plus forte hétérogénéité desdonnées ou à l'in�uen
e du taux de 
ensure (il varie e�e
tivement ave
 la valeur de
β0), on dé
ide de �xer le taux de 
ensure et de faire varier β0. Les résultats sontprésentés dans le tableau 7.5. Les résultats sont semblables à 
eux obtenus pour untaux de 
ensure variable, 
e qui amène à penser que le taux de 
ensure in�ue peusur les valeurs de N1 (la taille requise de l'é
hantillon est une fois de plus minimalepour de faibles valeurs de |β0|), 
'est don
 e�e
tivement l'hétérogénéité des donnéesqui a

roît la valeur de N1, lorsque |β0| augmente.Cela justi�e le 
hoix d'un seuil d d'arrêt dépendant de la valeur du paramètrede régression, et permet ainsi un gain de temps 
onsidérable, 
omme le démontrele tableau 7.6. Dans 
e tableau, on note le 
ritère d'arrêt dn = d + γβ̂n. Le tempsest donné en se
ondes. Pour les valeurs de β0 de 2 et 5, on a aussi simulé les 
as où
γ = 0.5 et γ = 0.2 a�n de pouvoir juger du temps de simulation pour une mêmepré
ision relative, on 
onstate qu'il est inférieur dans le 
as de 
ritère relatif d'arrêt.Considérons désormais les estimations de la varian
e asymptotique (voir ta-bleau 7.7 et �gure 7.4), pour diverses valeurs du paramètre β0, pour d �xé à 1.110



7.2. OBSERVATIONS ET RÉSULTATS
β0 1 1 2 2 2 5 5 5
d 10−5 1 10−5 10−5 1 10−5 10−5 1
γ 1 0 1 0.5 0 1 0.2 0Temps moyen 19.16 97.52 0.83 29.39 38.3 0.98 89.73 583.71Moyenne(β̂n) 1.20 0.93 2.07 2.05 1.95 5.01 5.01 5.04Moyenne(Nd) 196 216 101 252 245 200 481 484Tab. 7.6 � In�uen
e du 
ritère relatif d'arrêt sur la durée de la simulation, A = 100.

β0 -10 -7 -5 -3 -2 -1 0 1 2Moyenne(N1) 9466 3415 1481 607 398 284 225 218 245Méthode 1 611 220 85 46 38 18 14 14 16Méthode 2 550 199 95 39 26 18 14 14 16
β0 3 4 5 6 7 8 10 12 15 20Moyenne(N1) 305 386 477 605 740 897 1278 1743 2579 4316Méthode 1 20 25 35 31 53 57 80 96 175 316Méthode 2 20 25 31 39 48 58 83 113 167 280Tab. 7.7 � N1 en fon
tion de β0.Lorsque |β0| augmente, sa varian
e 
roît également. On 
onstate que la valeur laplus faible de la varian
e est obtenue pour β0 = 1. Cela est prin
ipalement dû à laforme parti
ulière 
hoisie pour la variable expli
ative dans les simulations (elle suitune loi uniforme sur [0, 1]). On peut remarquer que la varian
e sera minimale en 0pour une loi uniforme dont l'intervalle est symétrique par rapport à 0, et positive(égale à 1) si l'on prend un Z ∼ U([a, a+ 1]), a > 0. Il apparaît di�
ile d'expliquer
e phénomène.Nous souhaitons désormais pouvoir juger de la normalité asymptotique démon-trée dans le théorème 3.2.1, 
ela né
essite une quantité 
onséquente de données.Nous ferons le 
hoix de prendre β0 = 1, puisque 
ette valeur nous permet de réduirela taille de l'é
hantillon, et par 
onséquent de gagner du temps de 
al
ul.Notre résultat prin
ipal est le suivant :

√

Nd(β̂Nd
− β0)

D→ N (0, I(β0)
−1).On dé
ide d'appro
her la loi asymptotique en 
onsidérant de nombreuses simu-lations. En prenant d = 1 et β0 = 1, on simule ainsi 10000 é
hantillons pour lesquelson applique la pro
édure séquentielle. On remarque sur les graphes 7.5 et 7.6 de lafon
tion de répartition empirique et sur le diagramme empirique que la loi asympto-tique 
onsidérée est pro
he de 
elle d'une loi normale. Il est intéressant de 
onstaterque 
es valeurs sont 
orre
tes pour des tailles d'é
hantillon relativement faibles.On peut 
onstater que pour une amplitude relativement faible, il est possibled'obtenir une estimation pertinente de β0. La pro
édure 
onsistant à 
hoisir un 
ri-111
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Fig. 7.4 � Estimation de la varian
e en fon
tion de β0, données du tableau 7.7
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Fig. 7.5 � Fon
tion de répartition empirique
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Fig. 7.6 � Comparaison ave
 la fon
tion de densité gaussiennetère relatif pour stopper la pro
édure peut être utile grâ
e à sa rapidité et peut ainsipermettre d'obtenir rapidement un ordre de grandeur pour β0, tout en ayant unepré
ision �nale donnée. Il serait néanmoins intéressant d'étudier le 
omportementde 
ette règle d'arrêt pour un modèle soumis à des perturbations a�n d'évaluer larobustesse de l'estimateur séquentiel.
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Annexe AInégalités maximales
Dans 
ette partie, nous nous e�or
erons de rassembler tous les résultats utiliséspour démontrer la 
onvergen
e 
omplète des pro
essus empiriques dé�nis au
hapitre 4 en présentant un 
ourt résumé des premiers 
hapitres de [Pol90℄.A.1 Dé�nition de la norme d'Orli
zDé�nition A.1.1. Soit φ une fon
tion 
onvexe 
roissante sur IR+ telle que
0 ≤ φ(0) < 1. On dé�nit la norme d'Orli
z ‖Z‖φ d'une variable aléatoire Z par :

‖Z‖φ = inf

{

C > 0; IEφ

( |Z |
C

)

≤ 1

}

.Remarque A.1.1.1. Si l'on prend 
omme 
onvention inf ∅ = +∞, +∞ est une valeur possible pourla borne inférieure ;2. Si l'on 
onsidère φ : x 7→ xp, ave
 p ≥ 1, on montre fa
ilement que la normed'Orli
z 
oïn
ide ave
 la norme de l'espa
e Lp(Ω,A, IP) ;3. S'il existe C0 tel que IEφ
(

|Z |
C0

)

< ∞, alors on peut montrer que la normed'Orli
z de Z est �nie. En e�et, il su�t de voir que, grâ
e à un argumentde 
onvergen
e dominée, IEφ
(

|Z |
C

)

→ IEφ(0 ) < 1 , lorsque C → ∞, et de
on
lure par 
roissan
e de φ (en déduisant l'existen
e d'une 
onstante positive
C1 inférieure à C0 pour laquelle IEφ(|Z |/C1) ≤ 1 ).La norme d'Orli
z permet ainsi d'obtenir des inégalités reliant les queues de distri-butions à la fon
tion φ 
onsidérée par l'utilisation du lemme qui suit.Lemme A.1.1. Soit φ une fon
tion 
onvexe 
roissante positive telle que

φ(0) ∈ [0, 1[ et Z une variable aléatoire de norme d'Orli
z �nie. Alors, pour tout115



ANNEXE A. INÉGALITÉS MAXIMALESréel positif t,
IP(|Z | ≥ t) ≤ 1

φ( t
C

)
,ave
 C = ‖Z‖φ.Démonstration :Pour tout t réel positif, on peut é
rire

φ
(

|Z|
C

)

φ
(

t
C

) = 11{|Z|≥t}
φ
(

|Z|
C

)

φ
(

t
C

) + 11{|Z|<t}
φ
(

|Z|
C

)

φ
(

t
C

)

≥ 11{|Z|≥t}.On en déduit que IP(|Z | ≥ t) ≤ 1

φ( t

C
)
, 
ar IEφ

(

|Z |
C

)

≤ 1 , par dé�nition de la normed'Orli
z.À l'aide de fon
tions 
onvexes φ appropriées, il nous est alors possible de 
ontr�lerle 
omportement des queues de distributions par le biais d'inégalités exponentielles.Considérons ainsi l'appli
ation ψ dé�nie 
omme suit :
ψ :

{

IR+ → IR
x 7→ 1

5
exp(x2).On obtient, par le lemme A.1.1, que pour tout t réel positif, et toute variable aléatoire

Z �xée admettant une norme d'Orli
z �nie,
IP (|Z | ≥ t) ≤ 5 exp

(

− t2

‖Z ‖2
ψ

)

. (A.1)Il nous reste alors à adapter 
ette inégalité pour des maxima de suites de variablesaléatoires, 
'est dans 
ette optique que nous introduisons la notion de pseudo-dimension.A.2 Pseudo-dimensionConsidérons n variables aléatoires indépendantes ξ1, . . . , ξn d'un ensemble Ξ abs-trait, i.e. pour une σ-algèbre sur Ξ, 
haque ξi est une appli
ation mesurable d'unespa
e probabilisé (Ω,A, IP) vers Ξ. Pour tout i, les {ξi} dé�nissent une mesurede probabilité sur Ξ. On dé�nit la mesure empirique 
omme étant 
elle qui 
harge
haque point ξ1(ω), . . . , ξn(ω) par la masse 1/n. Toute fon
tion f sur Ξ déterminealors une variable aléatoire : IEnf = n−1
∑n

i=1 f (ξi(ω)). On 
her
he à généraliser lesrésultats de 
onvergen
e lorsque la fon
tion f appartient à une 
lasse de fon
tions
F sur Ξ. 116



A.2. PSEUDO-DIMENSIONSoit la famille paramétrique F = {f(·, t); t ∈ T} . Si ξ1, . . . , ξn sont n variablesindépendantes, ave
 pour ω dans Ω et t dans T , fi(ω, t) = f(ξi(ω), t), nous nousintéressons plus parti
ulièrement à
Fn = {(f1,n(·, t), . . . , fn,n(·, t)); t ∈ T},famille triangulaire de pro
essus. La famille F sera i
i une famille paramétrique dedimension �nie. De plus, dans nos appli
ations, nous 
onsidérons essentiellement le
as où T est un intervalle réel borné. Le but est alors de 
onstruire des inégalitésmaximales pour

Sn(·, t) −Mn(t) =

n
∑

i=1

fn,i(·, t) − IE

n
∑

i=1

fn,i(·, t),ou pour
∆n(·) = sup

t∈T
|Sn(·, t) −Mn(t)| .Dans un premier temps, [Pol90℄ 
hoisit d'introduire une nouvelle variable aléa-toire et de se ramener à l'étude d'un sous-ensemble de IRn : si l'on �xe ω dans Ω etl'on pose Fn,ω = {(fn1(ω, t), . . . , fn,n(ω, t)); t ∈ T}, Fn,ω est alors un sous-ensemblede IRn, espa
e par exemple muni des normes ℓ1 ou de ℓ2, notées respe
tivement | · |1et | · |2. Pour σ1, . . . , σn, des variables aléatoires indépendantes pouvant prendre lesvaleurs 1 et −1 ave
 probabilité 1/2, il introduit alors, sur un espa
e probabilitéenri
hi, un pro
essus plus général :

Ln(σ, ω) = sup
t∈T

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

σifi(ω, t)

∣

∣

∣

∣

∣

= sup
f∈Fn,ω

|σ · f |,où σ = (σ1, . . . , σn) ∈ {−1; 1}n, et σ · f désigne le produit s
alaire usuel dans IRn.Exemple (partie 1/3)Au 
ours de 
e paragraphe introdu
tif aux inégalités maximales, nous illustreronsles di�érentes propositions par le biais de l'exemple simple du pro
essus empirique
Sn, dé�ni par

Sn(ω, t) =
1

n

n
∑

i=1

11{Xi(ω)≤t},où (Xn)n≥1 est une suite de variables aléatoires indépendantes réelles et t ∈ T . Ave
les notations pré
édentes, on aura don
 :
fn,i(ω, t) =

1

n
11{Xi(ω)≤t}, pour t ∈ T et ω ∈ Ω,

Fn = {(fn,1(·, t), . . . , fn,n(·, t)) ; t ∈ T} ,
Fn,ω = {(fn,1(ω, t), . . . , fn,n(ω, t)); t ∈ T} , pour ω ∈ Ω. (A.2)117



ANNEXE A. INÉGALITÉS MAXIMALESDans 
e 
as, Mn(t) = 1
n

∑n
i=1 FXi

(t), où FXi
représente la fon
tion de répartition dela variable aléatoire Xi, pour i un entier 
ompris entre 1 et n. Notre but est alors demontrer la 
onvergen
e 
omplète vers 0 de supt∈T |Sn(·, t) −Mn(t)|, lorsque n tendvers l'in�ni.Dé�nition A.2.1. D(ε, T0) pour un sous-ensemble T0 d'un espa
e métrique (T, d)est dé�ni 
omme étant le plus grand entierm pour lequel il existe des points t1, . . . , tmde T0 tels que d(ti, tj) > ε pour i 6= j.Ce sont les deux résultats fondamentaux suivants qui permettent d'établir desinégalités maximales.Théorème A.2.1. Pour tout sous-ensemble F de IRn,

∥

∥

∥

∥

sup
f∈F

|σ · f |
∥

∥

∥

∥

ψ

≤ 9

∫ δ

0

√

logD(x,F)dx, (A.3)où δ = supf∈F |f |2.Démonstration : voir [Pol90, 
hapitre 3, p.11℄.Théorème A.2.2. Pour toute fon
tion 
onvexe 
roissante φ,
IEφ

(

sup
t∈T

|Sn(·, t) − Mn(t)|
)

≤ IEφ

(

2 sup
f ∈Fn,ω

|σ · f |
)

. (A.4)Démonstration : voir [Pol90, 
hapitre 2, p.7℄.Dé�nition A.2.2. Soit x ∈ IRk et J un sous-ensemble de I = {1, . . . , k}. On dé�nitla J-ème orthante de x 
omme l'ensemble des points y de IRk pour lesquels :
yi > xi si i ∈ J,

yi < xi si i ∈ I\J.On dira d'un sous-ensemble de IRk qu'il o

upe la J-ème orthante de x s'il 
ontientau moins un point dans 
ette orthante. Un sous-ensemble de IRk entoure x s'il o

upeles 2k orthantes dé�nies par x.Dé�nition A.2.3. Soit I = (i(1), . . . , i(k)) un k-uplets d'entiers 
ompris entre 1et n. On appelle I-proje
tion du point (y1, . . . , yn) de IRn, le point (yi(1), . . . yi(k)),même si tous les entiers i(1), . . . , i(k) ne sont pas distin
ts.Si, de plus, les i(1), . . . , i(k) sont distin
ts, on dira que la proje
tion est propre.Dé�nition A.2.4. F sous-ensemble de IRn admet une pseudo-dimension d'au plus
V si pour 
haque point x de IRV+1, au
une proje
tion propre de F n'entoure x.118



A.2. PSEUDO-DIMENSIONExemple (partie 2/3)Pour illustrer 
e 
on
ept de pseudo-dimension, nous allons montrer que Fn,ω (voirla dé�nition donnée p.117) a une pseudo-dimension au plus égale à 1. Soit x =
(x1, x2) ∈ IR2.On souhaite montrer qu'au
une proje
tion propre de Fn,ω n'entoure le point xdu plan. I
i I = (i(1), i(2)) où i = i(1) et j = i(2) sont des entiers distin
ts 
omprisentre 1 et n. Une I-proje
tion propre d'un point (f1(t), . . . , fn(t)) de F est donnéepar le point (fi(t), fj(t)), don
 les proje
tions propres sont les {(fi(t), fj(t)); t ∈ T},ave
 i et j dis
tin
ts.Considérons une proje
tion propre P = {(fi(t), fj(t)); t ∈ T} quel
onque de F .Par l'absurde, supposons qu'elle entoure le point x du plan, i.e. qu'elle o

upe les 4orthantes dé�nies par x, don
 
ontient au moins un point dans 
haque orthante. L'en-semble J de la dé�nition A.2.2 peut prendre les valeurs suivantes : ∅, {1}, {2}, {1; 2}.À 
haque valeur possible de l'ensemble J 
orrespond un point de P qui est dansla J-ème orthante de x. Notons (fi(t1), fj(t1)), . . . , (fi(t4), fj(t4)) les points dans
ha
une des quatre orthantes de x.En parti
ulier, on obtient

fi(t2) > x1 et fj(t2) < x2,

fi(t3) < x1 et fj(t3) > x2.D'où on obtient t2 > t3 et t3 > t2 par 
roissan
e des fj , on aboutit alors à une
ontradi
tion. �La démonstration e�e
tuée i
i dans le 
as d'indi
atri
es 
roissantes peut en faitêtre généralisée pour les fon
tions 
roissantes (
'est en e�et l'unique propriété des
fi qui est utilisée pour 
al
uler la pseudo-dimension dans l'exemple 
i-dessus), ainsinous pouvons par exemple reprendre [BGY97, lemme A.2, p.679℄ :Lemme A.2.1. Soit T , un sous-ensemble de la droite réelle. On suppose que, pour ientier, fi désigne une fon
tion 
roissante sur T . Alors la famille
{(f1(t), . . . , fn(t)); t ∈ T} est de pseudo-dimension au plus 1.Nous allons désormais montrer 
omment les relations A.3 et A.4, 
ombinées ave
des propriétés géométriques des sous-ensembles de IRn, 
onduisent à des inégalitésmaximales. 119



ANNEXE A. INÉGALITÉS MAXIMALESA.3 Inégalités maximalesIntroduisons tout d'abord quelques notations et dé�nitions :Dé�nition A.3.1.1. Pour x et y deux ve
teurs de IRn, x⊙ y désigne le produit terme à terme de xet y, de plus, si F ⊂ IRn, x⊙F = {x⊙ y ; y ∈ F}.2. Si F est un sous-ensemble de IRn , on appelle enveloppe de F tout ve
teur
F = (F1, . . . , Fn) tel que, pour tout élément f = (f1, . . . , fn) de F , on ait
|fi| ≤ Fi, pour i entier de J1, nK.Dé�nition A.3.2.Soit un tableau triangulaire de pro
essus {fni(ω, t); t ∈ T, 1 ≤ i ≤ kn}n≥1. On ditqu'il est 
ontr�lable par rapport à l'enveloppe Fn(ω), s'il existe une fon
tion déter-ministe λ, appelée borne de 
apa
ité, telle que :(i) ∫ 1

0

√

log λ(x)dx <∞,(ii) D(x|α⊙ Fn(ω)|2, α⊙Fnω) ≤ λ(x), pour 0 < x ≤ 1, tout ω, tout ve
teurs α de
onstantes positives, et tout entier naturel n.Dans le 
as parti
ulier où la borne de 
apa
ité a pour forme λ(x) = A (1/x)W , ave

A et W des 
onstantes, on dira que les pro
essus sont eu
lidiens.Théorème A.3.1. Une suite de pro
essus de pseudo-dimension �nie est eu
lidienneet don
 
ontr�lable. Si F est un sous-ensemble borné de IRn d'enveloppe F et depseudo-dimension au plus V , alors, il existe des 
onstantes A > 0 et W > 0, dépen-dant uniquement de V , telles que

D(x|α⊙ F|2, α⊙F) ≤ A

(

1

x

)W

,pour x ∈]0, 1] et tout ve
teur α de 
onstantes positives.Démonstration : voir [Pol90, 
orollaire p.20℄.Proposition A.3.1. Supposons que l'on ait :(i) δnω = supf∈Fn,ω
|f |2 = O

(

1√
n

), uniformément en ω ∈ Ω,(ii) Fn,ω est eu
lidienne,alors, il existe des 
onstantes c1 et c2 telles que1. IP(∆n ≥ ε) ≤ c1 exp(−c2n),2. ∆n
c→ 0, lorsque n→ ∞. 120



A.3. INÉGALITÉS MAXIMALESDémonstration :Par hypothèse, on sait qu'il existe une 
onstante positive C telle que δnω ≤ Cn−1/2.Par ailleurs, 
omme Fn,ω est eu
lidienne, il existe des 
onstantes positives A et Wtelles que :
{

D(x|α⊙ Fn(ω)|2, α⊙ Fnω) ≤ λ(x), ∀x,
Λ(1) =

∫ 1

0

√

log λ(x)dx < ∞,ave
 λ(x) = A(1/x)W .Soit Jn(ω) = 9
∫ δnω

0

√

logD(x,Fn,ω)dx. Si on e�e
tue le 
hangement de variable
x = u|Fn(ω)|2, on obtient :

Jn(ω) = 9|Fn(ω)|2
∫ δn

|Fn(ω)|2

0

√

logD(u|Fn(ω)|,Fn,ω)du

≤ 9|Fn(ω)|2
∫ 1

0

√

logD(u|α⊙ Fn(ω)|2, α⊙Fn,ω)du

≤ 9
C√
n

Λ(1)

≤ Kn = C ′n−1/2,où, dans la se
onde ligne, α est un ve
teur dont 
ha
une des 
oordonnées vaut 1.Rappelons que
Ln(ω, σ) = sup

f∈Fn,ω

|σ · f | ,et que, par le théorème A.2.1 et le 
al
ul qui pré
ède, on a
‖Ln‖ψ ≤ Kn. (A.5)Par le théorème A.2.2, nous savons d'autre part que :

IE (φ(∆n)) ≤ IE (φ(2Ln)) .D'où on déduit par (A.5) que :
‖∆n‖ψ ≤ 2Kn.Vient alors, pour ε > 0, en utilisant (A.1) :

IP (|∆n | > ε) ≤ 5 exp

(−nε2

4C ′2

)

,qui 
onduit au résultat 1. Le résultat 2. provient du fait que le terme de droite de l'in-égalité 
i-dessus est 
elui d'une série 
onvergente, 
e qui démontre 
ette proposition.
�Exemple (partie 3/3)Revenons à l'exemple du paragraphe pré
édent. On sait déjà que la sous-famille121



ANNEXE A. INÉGALITÉS MAXIMALES
onsidérée est de pseudo-dimension 1, don
 qu'elle est eu
lidienne, par laremarque A.3.1. Il nous reste alors à établir la 
ondition (i) pour véri�er les 
ondi-tions de la proposition A.3.1. Soit f ∈ F . Alors
f = (fn,1(·, t), . . . , fn,n(·, t)),et
|f |22 =

n
∑

i=1

1

n2
11{Xi≤t} ≤

1

n
.D'où δn ≤ 1√

n
. Finalement, on obtient la 
onvergen
e 
omplète souhaitée en appli-quant la proposition A.3.1.Nous aurons besoin de 
ertains résultats de stabilité pour les familles eu
li-diennes. Ils sont répertoriés dans les lemmes qui suivent. Nous utilisons des résultats
on
ernant les familles eu
lidiennes de pro
essus, et non 
ontr�lables 
ontrairementà la version originale de 
es lemmes, que l'on peut trouver dans [BGY97℄. Pour les dé-montrer, on se reporte à [Pol90, Chapitre 5℄, et l'on remarque que les sous-ensemblesde pseudo-dimension �nie sont eu
lidiens.Lemme A.3.1. Si F et G sont deux sous-ensembles eu
lidiens de Rn par rapportà une enveloppe 
ommune F, alors la somme terme à terme F ⊕ G est eu
lidiennepar rapport à l'enveloppe 2F.Démonstration : voir [Pol90, Lemma 4.9 p.20℄.Lemme A.3.2. Soit T un sous-ensemble de IR. On suppose que fi(·) est monotonepour tout i = 1, . . . , n. Alors F = {(f1(t), . . . , fn(t)); t ∈ T} a une pseudo-dimensionau plus 1, et est don
 eu
lidien.Démonstration : voir [BGY97, p.97℄.Lemme A.3.3. Si F et G sont deux sous-ensembles eu
lidiens de R

n, alors leurproduit terme à terme F ⊙ G = {f ⊙ g; f ∈ F , g ∈ G} l'est aussi.Démonstration : voir [Pol90, Lemma 5.3℄.

122



Annexe BRésultats et inégalités diverses
Cette partie très su

in
te a pour but dans un premier temps de donner un
orollaire au théorème issu de [SW86℄, puis de rappeler le résultat �gurantdans l'arti
le [DG00℄ utilisé dans la démonstration du paragraphe 5.2 dans le 
adremultidimensionnel.B.1 Inégalité portant sur les martingalesPour M , une martingale lo
ale sur [0, τ ] de valeur nulle en 0, on dé�nit :� ‖M‖τ0 = supt∈[0,τ ] |M(t)|,� pour t ∈ [0, τ ], ∆M(t) = M(t) −M(t−).Théorème B.1.1. Soit M une martingale lo
ale, lo
alement uniformément inté-grable et nulle au point 0, ave
 ‖∆M‖τ0 ≤ c. Alors pour λ et θ réels stri
tementpositifs, on a

IP(‖M ‖τ0 ≥ λ) ≤ exp

(

−λ
2

2 θ
ψ

(

λc

θ

))

+ IP (〈M 〉 (τ) ≥ θ) ,où : 


ψ : x 7→ 2h(1+x)
x2 ,

h : x 7→ x(log x− 1) + 1.Démonstration : voir [SW86, p.900℄.Corollaire B.1.1. Soit (Mn)n≥1, une suite de martingales lo
ales, lo
alement uni-formément intégrables et nulles en 0. Supposons que l'on ait, pour n ≥ 1,
‖∆Mn‖τ0 ≤ c√

n
,où c est une 
onstante positive. Si

∑

n≥1

IP
(

〈Mn〉 (τ) ≥ n−1/4
)est une somme �nie, alors (‖Mn(t)‖τ0)n≥1 
onverge 
omplètement vers 0.123



ANNEXE B. RÉSULTATS ET INÉGALITÉS DIVERSESDémonstration : Considérons (Mn)n≥1, une suite de martingales lo
ales, lo
ale-ment uniformément intégrables et nulles en 0. On obtient dans 
e 
as, pour n ≥ 1,ave
 le théorème B.1.1 et θ = θn = n−1/4 :
IP(‖Mn‖τ0 ≥ λ) ≤ exp

(

−n
1/4λ2

2
ψ

(

λc

n1/4

))

+ IP
(

〈Mn〉 (τ) ≥ n−1/4
)

.On remarque que la fon
tion ψ a pour limite 1 en 0. On en déduit don
 que la sériede terme général
exp

(

−n
1/4λ2

2
ψ

(

λc

n1/4

))

,
onverge. L'hypothèse sur IP
(

〈Mn〉 (τ) ≥ n−1/4
) permet alors de 
on
lure.B.2 Rappels de résultatsLemme B.2.1. Soit (An)n≥1 et (Bn)n≥1, deux suites de matri
es dé�nies positivesde Mp(IR), et (an)n≥1 et (bn)n≥1, les suites de valeurs propres minimales 
orrespon-dantes. Alors, on a, pour n ≥ 1,

∣

∣

∣

∣

an
bn

− 1

∣

∣

∣

∣

≤ ‖An −Bn‖
bn

, (B.1)où ‖ · ‖ désigne une norme de Mp(IR).Démonstration : voir [DG00, lemme A.2℄.Remarque B.2.1. Il est possible de montrer (B.1) si (An)n≥1 est une suite dematri
e semi-dé�nies positives.
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Annexe CCondition d'Ans
ombe
On s'intéresse à la normalité asymptotique d'une suite de variables aléatoiresdonnée sous la forme YTn

, où (Tn)n≥1 est une suite de temps d'arrêt, alors quel'on dispose d'un résultat de 
onvergen
e sur (Yn)n≥1. C'est à 
ette �n qu'Ans
ombeintroduisit la notion de 
ontinuité uniforme en probabilité, qui su�t à obtenir lerésultat souhaité.C.1 Continuité uniforme en probabilité et première
ondition d'Ans
ombeOn trouve dans [Ans52℄ un premier 
ritère utilisant la notion de 
onvergen
e uni-forme en probabilité.Dé�nition C.1.1. (Yn)n≥1 est une suite de variables aléatoires uniformément 
onti-nue en probabilité si et seulement si elle véri�e la 
ondition suivante.Il existe une suite de réels positifs (wn)n≥1 telle que, pour tout ε > 0, η > 0, ilexiste ν et c ≥ 0 tels que
∀n ≥ ν, IP (|Yn − Yn′ | < εwn , ∀n ′; |n ′ − n| < cn) > 1 − η,
e qui est équivalent à
∀n ≥ ν, IP

(

max
{n′; |n′−n|<cn}

|Yn − Yn′ | < εwn

)

> 1 − η.Il démontre alors un premier théorème.Théorème C.1.1. Soit (Yn)n≥1 une suite de variables aléatoires. On suppose qu'ilexiste un réel θ, une suite de nombres positifs (wn)n≥1 et une fon
tion de répartition
F tels que : 125



ANNEXE C. CONDITION D'ANSCOMBE(C1) (Convergen
e en distribution de (Yn)n≥1)Pour tout point de 
ontinuité x de F ,
IP(Yn − θ ≤ xwn) → F (x ), quand n → ∞,(C2) (Yn)n≥1 est uniformément 
ontinue en probabilité.Soit (nr)r≥1, une suite 
roissante d'entiers positifs qui tend vers l'in�ni, etsoit (Nr)r≥1, une suite de variables aléatoires à valeurs entières positives telles que

Nr

nr

P→ 1, quand r → ∞.Alors (Yn)n≥1 est telle que
IP (YNr

− θ ≤ xwnr
) → F (x ), lorsque r → ∞,pour tout point de 
ontinuité x de F .On remarque i
i que la vitesse de 
onvergen
e apparaît dans la suite (wn)n≥1.C.2 Papiers postérieursDeux années plus tard, Ans
ombe [Ans54℄ publie un arti
le plus adapté à notre si-tuation et don
 plus adapté aux méthodes séquentielles d'arrêt. Sa 
ontribution serasurtout à l'origine d'un arti
le où la normalité asymptotique est 
ette fois démontréedans le 
as parti
ulier d'intervalles de 
on�an
e séquentiels relatifs à l'estimation dela moyenne d'une loi quel
onque [CR65℄. La notion d'e�
a
ité asymptotique de larègle d'arrêt y est introduite, et la normalité asymptotique établie à l'aide des ré-sultats d'Ans
ombe. Cet arti
le sera ensuite à l'origine de nombreuses études sur lesrègles d'arrêt. Ainsi, Gleser s'intéresse plus parti
ulièrement aux 
as des régressionslinéaires et utilise une fois en
ore la 
ondition d'Ans
ombe [Gle65℄.Batta
harya et Mallik [BM73℄ 
hoisissent de démontrer la normalité asympto-tique de di�érentes pro
édures d'arrêt, à l'aide des résultats de Chow et Robbins[CR65℄.On voit ensuite apparaître plusieurs types de règles d'arrêt. La 
ontinuité uni-forme en probabilité est souvent né
essaire dans les démonstrations (voir par exemple[Cha96, Cha01℄), même si 
ertains résultats pouvent être établis à l'aide de te
h-niques plus adaptées aux di�érents modèles, 
omme le prin
ipe d'invarian
e faiblede la suite (Tn)n≥1 [GMS97, p.318℄.Nous nous sommes intéressés dans le 
adre de 
ette thèse plus parti
ulièrementaux te
hniques proposées dans [DG00℄ et dans [GMS97℄, où l'on peut trouver des dé-�nitions de règles d'arrêts aussi bien dans le 
as paramétrique que non paramétrique.Nous dé�nirons ainsi la régularité. 126



C.2. PAPIERS POSTÉRIEURSDé�nition C.2.1. Soit (Tn)n≥1, une suite de variables aléatoires entières et posi-tives. On suppose qu'il existe une suite déterministe (tn)n≥1 d'entiers positifs qui
roît vers l'in�ni telle que
Tn
tn

P→ 1, lorsque n→ ∞.

(Tn)n≥1 est alors appelée suite régulière de variables aléatoires.Nous utiliserons la 
ontinuité uniforme sous la forme suivante.Théorème C.2.1. Soit (Yn)n≥1, une suite de variables aléatoires telle que :
Yn

D→ N (0, 1), lorsque n→ ∞,et telle que pour ε > 0, il existe δ > 0 tel que, pour tout n ≥ 1, on ait :
IP

(

max
−δn≤k≤nδ

|Yn+k − Yn | > ε

)

< ε. (C.1)On a alors :1. YTn
− Ytn

P→ 0, lorsque n→ ∞,2. YTn
→ N (0, 1), lorsque n→ ∞.Démonstration : Soit ε > 0 et 0 < δ < 1, donné par la 
ondition d'Ans
ombe.Pour n assez grand, on é
rit :

IP (|YTn
− Ytn | > ε) ≤ IP

(∣

∣

∣

∣

Tn

tn
− 1

∣

∣

∣

∣

> δ

)

+ IP

(

max
{k ;|k−tn |≤δtn}

|Yk+tn − Ytn | > ε

)

.Le premier membre de droite 
onverge vers 0, par régularité de la suite (Tn)n≥1. Pourmontrer la 
onvergen
e du se
ond membre, on utilise la 
ondition d'Ans
ombe. Fi-nalement, le se
ond terme de l'inégalité pré
édente 
onverge vers 0, puisque (tn)n≥1est une suite déterministe divergeant vers l'in�ni. Le se
ond point se déduit immé-diatement du premier.Remarque C.2.1. Il su�t de véri�er la propriété (C.1) à partir d'un 
ertain rangpour établir la 
ondition d'Ans
ombe [GMS97℄. En outre, il n'est pas né
essaire devéri�er 
ette propriété pour les valeurs négatives de k (voir [GMS97, p.318℄).
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Deuxième partieTests d'homogénéité
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CHAPITRE 8. CADRE DE L'ÉTUDE

Considérons un modèle non paramétrique 
ara
térisé uniquement par sa fon
-tion de risque α. On suppose en outre que l'on dispose de variables ex-pli
atives Z que l'on introduit au sein de la fon
tion α, qui est alors unefon
tion du temps et des variables expli
atives, elles-même éventuellement dépen-dante du temps (voir [MU90℄). À travers la variable Z, 
e modèle permet de tenir
ompte d'une 
ertaine hétérogénéité entre les individus. Cependant, il ne permetpas de tenir 
ompte d'un éventuel e�et de groupe, qui serait alors lié à un ensembled'individus, non observable en pratique. Intervient ainsi un modèle plus général,permettant de prendre en 
ompte 
et e�et et obtenu en ajoutant un fa
teur multi-pli
atif à la fon
tion de risque. Dans le 
as d'un événement d'intérêt relatif à unepanne, 
ette variable peut être vue 
omme une fragilité qui augmente le risque depanne. Notons que les variables d'e�et ne sont pas né
essairement indépendantes,puisque deux individus du même groupe peuvent béné�
ier du même e�et. Adopterun modèle à e�ets aléatoires lorsque 
e n'est pas né
essaire induit une diminution del'e�
a
ité pour l'estimation des paramètres ainsi qu'une plus grande 
omplexité deformulation du modèle [NC99℄, 
'est pourquoi il se révèle utile de tester la né
essitédes variables d'e�et. Pour 
e faire, on fait intervenir une fon
tion s
ore, qui seranotre statistique de test.
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8.1. MODÈLE ADOPTÉ ET PROPRIÉTÉS

1

x
x

xx
o

oo
o

t

x

1

x

s

z

χ(n)(z)

F (n)

z

F (n)
zo 
ensurée (δi = 0)x observée (δi = 1)

Fig. 8.1 � Des
ription de F (n)
z et F (n)

z8.1 Modèle adopté et propriétésCette première partie vise à établir sa formulation, nous 
al
ulerons sa loi limitepar la suite.8.1.1 Dé�nitions et notationsConsidérons une variable expli
ative Z, à valeurs dans l'intervalle [0, 1], ainsiqu'une variable aléatoire T de durée de vie, à valeurs dans [0, 1]. Supposons que
onditionnellement à la donnée de la variable expli
ative Z = z ∈ [0, 1], la duréede vie T admette pour fon
tion de risque α(·; z). Soit A(·; z) la fon
tion de risque
umulé 
onditionnelle à z, dé�nie pour t ∈ [0, 1] par :
A(t; z) =

∫ t

0

α(u; z)du.On suppose en outre que α est une fon
tion lip
hitzienne sur [0, 1]2, de supportsupp(α) in
lus dans [0, 1]2.Pour z ∈ [0, 1] et {χ(n)
i ; 1 ≤ i ≤ kn} une partition de [0, 1], on note χ(n)(z) = χ

(n)
i ,pour i tel que z ∈ χ

(n)
i . On adopte les notations suivantes :

F (n)
z = {s ∈ [0, 1];χ(n)(z) ⊂ supp(α(s, ·))},

F (n)

z = {s ∈ [0, 1]; ∃u, v ∈ χ(n)(z) ave
 α(s, u) > 0 et α(s, v) = 0},
es deux ensembles sont représentés sur la �gure 8.1. On note ωn l'amplitude 
om-mune des intervalles de la partition 
hoisie pour n observations.133



CHAPITRE 8. CADRE DE L'ÉTUDELes données sont supposées 
ensurées à droite et l'on note C, la variable aléa-toire modélisant la 
ensure. On observe alors les n premiers éléments d'une suite
(Xi, δi, Zi)i≥1 de représentants de (X, δ, Z), où :� X = T ∧ C,� δ = 11{T≤C},� i est l'indi
e du ie individu.8.1.2 Estimations et propriétésL'estimateur que nous présentons i
i fut introduit par Beran [Ber81℄ dans le 
adrede 
ovariables ne dépendant pas du temps. Cet estimateur fut ensuite généralisé parMa
 Keague et Utikal [MU90℄ au 
as de 
ovariables dépendantes du temps. Il peutêtre vu 
omme un estimateur de Nelson-Aalen, dé�ni par tran
hes. Ces dernièresannées, de nombreux modèles et méthodes d'estimation sont venus 
ompléter etétendre 
es travaux. Citons entre autres [Dab97, GW91℄. Nous allons maintenantrappeler l'un des prin
ipaux résultats établis dans [MU90℄.Ainsi, on dé�nit la martingale Mi, pour 1 ≤ i ≤ n, pour t ∈ [0, 1], par :

Mi(t) = Mi(t; zi) = Ni(t) − Λi(t; zi),où
Ni(t) = 11{Xi≤t,δi=1},

Λi(t; zi) =

∫ t

0

Yi(s)α(s; zi)ds,

Yi(s) = 11{Xi≥s}.Remarque 8.1.1. A�n d'alléger les notations, on é
rira parfois Bi(t) en lieu etpla
e de Bi(t; zi), pour B un pro
essus quel
onque. En outre, Bi(t; zi) désigne laquantité :
Bi(t;Z)|Z=zi

.On dé�nit alors des 
omptages � par tran
hes � donnés par :
N (n)(t; z) =

n
∑

j=1

11{zj∈χ(n)(z)}Nj(t),

Y (n)(t; z) =

n
∑

j=1

11{zj∈χ(n)(z)}Yj(t).On dé�nit Â(n), l'estimateur de Beran [Ber81℄ de A de la façon suivante :
Â(n)(t; zi) =

∫ t

0

N (n)(ds; zi)

Y (n)(s; zi)
.

134



8.2. TEST D'HOMOGÉNÉITÉAlors, pour
Λ̂(n)(t; zi) =

∫ t

0

Yi(s)Â
(n)(ds; zi),on dé�nit le résidu de martingale

M̂ (n)(t; zi) = Ni(t) − Λ̂(n)(t; zi).Théorème 8.1.1. [MU90℄ Soit z ∈ [0, 1]. On suppose que les 
onditions suivantessont véri�ées.(A1) Il existe une fon
tion mesurable positive bornée g(·; z) dé�nie sur le supportde α(·, z) telle que
∫

F(n)
z

∣

∣

∣

∣

nωn
Y (n)(s; z)

− g(s; z)

∣

∣

∣

∣

ds
P→ 0,lorsque n tend vers l'in�ni.(A2) Leb{s ∈ F (n)

z ;Y (n)(s; z) = 0
}

= oP (1/
√
nωn), lorsque n→ +∞,(A3) Leb(F (n)

z

)

= O (ωn), lorsque n→ +∞.Si nωn → ∞ et nω2
n → 0, on a :

√
nωn

(

Â(·; z) − A(·; z)
)

D→ U(·, z),dans D([0, 1]), où U(·, z) est une martingale gaussienne 
ontinue, de moyenne nulleet de varian
e donnée parVar (U(t; z)) =

∫ t

0

α(s; z)g(s; z)ds, t ∈ [0, 1].Remarque 8.1.2. La démonstration du thèorème pré
édent donnée dans [MU90℄requiert le résultat intermédiaire suivant, qu'on utilisera par la suite. Ave
 la nota-tion :
α(n)(s; z) =

n
∑

i=1

11{zi∈χ(n)(z)}Yi(s)α(s; zi),on a, uniformément en z ∈ [0, 1] et s ∈ F (n)
z ,

α(n)(s; z) = (α(s; z) + OP (ωn)) Y
(n)(s; z).8.2 Test d'homogénéitéAprès quelques hypothèses sur le modèle étudié, nous dé�nissons la statistiquede test à partir de la fon
tion s
ore.135



CHAPITRE 8. CADRE DE L'ÉTUDE8.2.1 HypothèsesOn souhaite véri�er que les variables expli
atives Zi su�sent à expliquer la loides durées de vie Ti. Pour tester 
ette hypothèse d'homogénéité, on suppose que laloi des données est perturbée par des e�ets aléatoires multipli
atifs non observables.Pour s ∈ [0, 1], l'intervalle d'étude, on a don
 :
α(s; zi, εi) = exp(εi)α(s; zi),où εi =

√
θVi, ave
 θ un réel positif et Vi des variables aléatoires réelles satisfaisantles hypothèses données 
i-dessous.Le test 
onsiste alors à tester H0 : � θ = 0 �.Hypothèses 5. En notant V = (V1, . . . , Vn)

T de distribution G in
onnue, on sup-pose que :� IEVi = 0 , pour 1 ≤ i ≤ n,� IEV 2
i = 1 , pour 1 ≤ i ≤ n,� IE (VVT ) = W , où W est une matri
e 
onnue.Remarque 8.2.1. Si l'on souhaite modéliser des e�ets de groupe, pour deux indi-vidus i et j du même groupe, on aura wij = 1, et wij sera nul pour deux individusde groupes distin
ts [CJG97℄. Cela permet ainsi d'introduire dire
tement une 
orré-lation intra-groupe.La première étape de 
e travail 
onsiste à 
al
uler l'expression de la fon
tionde vraisemblan
e. À 
ette �n, on utilise des te
hniques de 
al
ul similaires à 
ellesutilisées dans [CJG97℄.8.2.2 Cal
ul de la statistique de testNous venons de voir que le test d'homogénéité 
onsiste à tester l'hypothèse :

H0 : � θ = 0 �,
ar sous 
ette hypothèse, il n'y a pas de � déviation � par rapport au modèle initial.Le test que nous proposons est basé sur l'idée très simple suivante. Si H0 est vraie,alors la log-vraisemblan
e des observations, vue 
omme une fon
tion de θ, devraitatteindre son maximum dans un voisinage de 0. Par 
onséquent, la dérivée en θ dela log-vraisemblan
e devrait, sous réserve de 
onditions de régularité, s'annuler dansun voisinage de 0. Le but est don
 double, il faut :1. estimer la dérivée de la log-vraisemblan
e en θ = 0 (i.e. la fon
tion � s
ore �),
'est l'objet de 
e paragraphe,2. établir la loi appro
hée de l'estimateur, de manière à rendre le test e�e
tif. Cesera l'objet du 
hapitre suivant. 136



8.2. TEST D'HOMOGÉNÉITÉPour T (n), la fon
tion s
ore pour n individus, il est possible de se ramener àl'é
riture suivante :
T (n) = lim

t→τ−
T (n)(t),où [0, τ ] est l'intervalle d'étude (
omme nous l'avons vu au paragraphe pré
édent,

τ = 1 pour simpli�er les notations).Dé�nissons la vraisemblan
e totale Ln observée qui est 
onditionnelle aux va-riables expli
atives, et fon
tion du ve
teur √
θv, où v = (v1, . . . , vn) est la valeurprise par le ve
teur V . Conditionnellement à la donnée des zi et εi, les variablesaléatoires de durée de vie sont indépendantes, 
e qui nous permet de déduire quela fon
tion de vraisemblan
e s'é
rit sous forme de produit, le ie terme du produitmodélisant la 
ontribution de l'individu i à la vraisemblan
e. On peut alors é
rire

Ln

(√
θv
)

=

n
∏

i=1

Li

(√
θvi

)

=

n
∏

i=1

Li(εi).À l'aide de la formulation de la vraisemblan
e
Ln(ε1, . . . , εn) =

n
∏

i=1

Li(εi),on obtient, pour 1 ≤ i ≤ n,
Li(εi) = (eεiα(Xi; zi))

δi exp

(

−
∫ Xi

0

eεiα(u; zi)du

)

.Cela nous permet en outre de 
onstater que la fon
tion (θ, vi) 7→ Li(
√
θvi), est deuxfois dérivable sur IR∗

+ × IR.Proposition 8.2.1. Sous les hypothèses 5,
T (n)(t) =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

∫ t

0

wijMj(s−)dMi(s) +
1

2

n
∑

i=1

∫ t

0

dMi(s).Si W est la matri
e identité, on a ainsi :
T (n)(t) =

1

2

n
∑

i=1

(M2
i (t) − Λ(t; zi))

=

n
∑

i=1

∫ t

0

(Mi(s−) + 1/2)Mi(ds).Démonstration :Pour n entier supérieur à 1, on note ε = (ε1, . . . , εn) et v = (v1, . . . , vn) (les vireprésenteront i
i des variables muettes lors de formulations intégrales). La densité137



CHAPITRE 8. CADRE DE L'ÉTUDE
onnue est une densité 
onditionnelle à la donnée des εi, don
 si l'on 
al
ule lavraisemblan
e, on obtient :
ℓn(θ) =

∫

IRn

Ln

(√
θv
)

dG(v).Par dé�nition de la statistique de s
ore, on pose, 
onditionnellement à la donnée de
z1, . . . , zn,

T (n) = lim
θ→0

∂Ln
∂θ

(θ),où Ln(θ) = log ℓn(θ). On obtient �nalement
∂Ln
∂θ

(θ) =

∂

∂θ

∫

IRn

Ln

(√
θv
)

dG(v)
∫

IRn

Ln

(√
θv
)

dG(v)

.On note alors :
∂Li
∂θ

(
√
θvi) =

vi

2
√
θ
L′
i(εi), où L′

i(εi) =
dLi
dεi

(εi) = L′
i(
√
θvi),

∂L′
i

∂θ
(
√
θvi) =

vi

2
√
θ
L′′
i (εi), où L′′

i (εi) =
d2Li
dε2

i

(εi).Il est alors possible d'appliquer le théorème de dérivation sous le signe somme,en remarquant simplement que dG est une mesure �nie, que θ 7→ Li(
√
θvi) est de
lasse C1 sur IR∗

+ et que sa dérivée par rapport à la variable θ est bornée pour θélément d'un 
ompa
t K de IR∗
+. On peut ainsi é
rire

∂

∂θ

∫

IRn

Ln

(√
θv
)

dG(v) =

∫

IRn

∂

∂θ

n
∏

i=1

Li(εi)dG(v)

=

∫

IRn

n
∑

i=1

∂Li
∂εi

(εi)
∏

j 6=i
Lj(εj)

vi

2
√
θ
dG(v).Nous 
al
ulons désormais l'expression de T (n), 
onditionnelle à z :

T (n) = lim
θ→0

∂Ln
∂θ

(θ)

=

lim
θ→0

∂

∂θ

∫

IRn

Ln

(√
θv
)

dG(v)

lim
θ→0

∫

IRn

Ln

(√
θv
)

dG(v)

=

1

2

n
∑

i=1

∫

IRn

lim
θ→0

L′
i(εi)

∏

j 6=i
Lj(εj)

vi√
θ
dG(v)

L(0)

=
1

2

n
∑

i=1

1

L(0)
lim
θ→0

{

1√
θ

∫

IRn

viL
′
i(εi)

∏

j 6=i
Lj(εj)dG(v)

}

.
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8.2. TEST D'HOMOGÉNÉITÉLa limite du terme entre a

olades 
i-dessus est indéterminée, de la forme 0/0.En e�et, le dénominateur n'est autre que la fon
tion ra
ine et si l'on 
al
ule la limitelorsque θ tend vers 0 du numérateur, on obtient un multiple de l'espéran
e de Vi (ientier 
ompris entre 1 et n), supposée nulle. On souhaite ainsi utiliser la règle del'H�pital pour 
al
uler la limite d'un quotient. Son utilisation est possible, puisquela fon
tion ra
ine ainsi que le numérateur sont dérivables sur un voisinage ouvert àdroite de 0, et que la dérivée de la fon
tion ra
ine 
arrée est non nulle sur 
e mêmevoisinage. On pro
ède désormais au 
al
ul préalable de la dérivée du numérateur :
∂

∂θ

n
∑

i=1

∫

IRn

viL
′
i(εi)

∏

j 6=i
Lj(εj)dG(v)

=

n
∑

i=1

∫

IRn

∂

∂θ
viL

′
i(εi)

∏

j 6=i
Lj(εj)dG(v)

=

n
∑

i=1

∫

IRn

v2
i

2
√
θ
L′′
i (εi)

∏

j 6=i
Lj(εj)dG(v)

+
n
∑

i=1

∫

IRn

∑

k 6=i

vk

2
√
θ
viL

′
i(εi)L

′
k(εk)

∏

j 6=i,k
Lj(εj)dG(v).En utilisant le fait que L(0) =

∏n
i=1 Li(0), on peut ensuite é
rire que :

T (n) =
1

2

n
∑

i=1

{

∫

IRn

v2
iL

′′
i (0)

Li(0)
dG(v) +

∑

k 6=i

∫

IRn

vkL
′
k(0)viL

′
i(0)

Lk(0)Li(0)
dG(v)

}

=
1

2

n
∑

i=1

{

wii
L′′
i (0)

Li(0)
+
∑

j 6=i
wji

L′
j(0)L′

i(0)

Lj(0)Li(0)

}

=
1

2

n
∑

i=1

wii
L′′
i (0)

Li(0)
+

1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

wji
L′
j(0)L′

i(0)

Li(0)Lj(0)
− 1

2

n
∑

i=1

wii

(

L′
i(0)

Li(0)

)2

.Par ailleurs, on peut voir que
d2Li

dε2i
(εi)
∣

∣

∣

θ=0

Li(0)
=

(

d logLi
dεi

(εi)

∣

∣

∣

∣

θ=0

)2

+
d2 logLi
dε2

i

(εi)

∣

∣

∣

∣

θ=0

.Il est alors possible de déduire que
T (n) =

1

2

n
∑

i=1

wii

(

d2 logLi
dε2

i

(εi)

∣

∣

∣

∣

θ=0

)

+
1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

wji
d logLj
dεj

(εj)

∣

∣

∣

∣

θ=0

d logLi
dεi

(εi)

∣

∣

∣

∣

θ=0

.On peut exprimer les dérivées partielles de la manière suivante, pour 1 ≤ i ≤ n :
∂ logLi
∂εi

(εi)

∣

∣

∣

∣

θ=0

= lim
t→∞

(δi − Λ(t; zi)) = Ni(∞) − Λ(∞; zi),

∂2 logLi
∂ε2

i

(εi)

∣

∣

∣

∣

θ=0

= −Λ(∞; zi).
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CHAPITRE 8. CADRE DE L'ÉTUDEEn inje
tant les expressions pré
édentes des dérivées des log-vraisemblan
es, onobtient :
T (n) = lim

t→∞
T (n)(t),où

T (n)(t) =
1

2

n
∑

i=1

−wiiΛ(t; zi) +
1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

wjiMi(t)Mj(t).On utilise ensuite la proposition D.0.1 pour avoir
Mi(t)Mj(t) =

∫ t

0

Mi(s−)dMj(s) +

∫ t

0

Mj(s−)dMi(s) (i 6= j),

Mi(t)
2 = 2

∫ t

0

Mi(s−)dMi(s) +Ni(t).D'où :
T (n)(t) = −1

2

n
∑

i=1

wiiΛ(t; zi) +
n
∑

i=1

n
∑

j=1

∫ t

0

wijMi(s−)dMj(s)

+

n
∑

i=1

∫ t

0

wiiMi(s−)dMi(s) +
1

2

n
∑

i=1

wiiNi(t)

=
n
∑

i=1

wii

∫ t

0

(

Mi(s−) +
1

2

)

dMi(s) +
n
∑

i=1

n
∑

j=1

∫ t

0

wijMi(s−)dMj(s)

=

n
∑

i=1

n
∑

j=1

∫ t

0

wijMj(s−)dMi(s) +
1

2

n
∑

i=1

∫ t

0

dMi(s),ave
 wij = wij11{i6=j}.Nous disposons désormais d'une expression de la fon
tion s
ore, notre démar
he
onsiste alors à l'estimer par le biais de résidus de martingales et déterminer le
omportement asymptotique de l'estimateur ainsi obtenu.Pour estimer T (n), on rempla
e dans l'expression pré
édemment obtenue les mar-tingales Mi par leurs résidus M̂ (n)
i , 
e qui nous permet d'obtenir pour
T̂ (n) = lim

t→τ
T̂ (n)(t),où [0, τ ] est l'intervalle d'étude,

T̂ (n)(t) =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

∫ t

0

wijM̂
(n)(s−; zj)M̂

(n)(ds; zi) +
1

2

n
∑

i=1

∫ t

0

M̂ (n)(ds; zi).On dé�nit ainsi la statistique pour le test d'homogénéité, relative au modèlenon paramétrique (abordé dans le 
adre de variables expli
atives dépendantes dutemps par [MU90℄) par l'expression pré
édente. A�n de mener le test à terme, ilest né
essaire de 
onnaître la loi de T̂ (n). Donnons dans un premier temps quelquesnotations qui permettent de dé
omposer les résidus de martingales.140



8.2. TEST D'HOMOGÉNÉITÉNotation 2. Pour t ∈ [0, 1] et 1 ≤ i ≤ n, on note :
M̃ (n)(t; zi) = Mi(t) −

n
∑

j=1

∫ t

0

pi(s; zj)Mj(ds),

pi(s, zj) =
Yi(s)11{zi∈χ(n)(zj)}

Y (n)(s; zi)
,

R
(n)
i (t) =

∫ t

0

Yi(s)

(

α(s; zi) −
α(n)(s; zi)

Y (n)(s, zi)

)

ds,

α(n)(s; zi) =

n
∑

j=1

11{zj∈χ(n)(zi)}Yj(s)α(s; zj).On notera aussi, pour 1 ≤ i, j ≤ n,
δij = 11{i=j},

δij = 1 − δij ,

wij = wijδij.Propriété 8.2.1. Ave
 les notations 2, pour t ∈ [0, 1] et 1 ≤ i ≤ n, on a :
M̂ (n)(t; zi) = M̃ (n)(t; zi) +R

(n)
i (t).Remarque 8.2.2. Notons que zi ∈ χ(n)(zj) est équivalent à zj ∈ χ(n)(zi), puisquela partition est �xée. En parti
ulier, on a pour s ∈ [0, 1] :

Yi(s)11{zi∈χ(n)(zj)}

Y (n)(s; zi)
=
Yi(s)11{zj∈χ(n)(zi)}

Y (n)(s; zj)
.Démonstration de la propriété 8.2.1 : Pour t ∈ [0, 1] et 1 ≤ i ≤ n, on é
rit :

M̂ (n)(t; zi) = Ni(t) −
∫ t

0

Yi(s)
N (n)(ds; zi)

Y (n)(s; zi)

= Mi(t) +

∫ t

0

Yi(s)α(s; zi)ds

−
∫ t

0

Yi(s)

Y (n)(s; zi)

n
∑

j=1

11{zj∈χ(n)(zi)} (dMj(s) + α(s; zj)Yj(s)ds)

= Mi(t) −
n
∑

j=1

∫ t

0

Yi(s)11{zi∈χ(n)(zj)}

Y (n)(s; zi)
Mj(ds)

+

∫ t

0

Yi(s)

(

α(s; zi) −
∑n

j=1 11{zj∈χ(n)(zi)}α(s; zj)Yj(s)

Y (n)(s; zi)

)

ds,
e qui n'est autre que l'expression annon
ée.141



CHAPITRE 8. CADRE DE L'ÉTUDEPropriété 8.2.2. Pour t ∈ [0, 1], on a :
n
∑

i=1

M̂ (n)(t; zi) = 0.Démonstration : Formons la somme des résidus et utilisons la remarque 8.2.2pour le se
ond terme :
n
∑

i=1

M̂ (n)(t; zi) =
n
∑

i=1

(

Ni(t) −
∫ t

0

Yi(s)
N (n)(ds; zi)

Y (n)(s; zi)

)

=

n
∑

i=1

Ni(t) −
n
∑

i=1

∫ t

0

Yi(s)
∑n

j=1 11{zj∈χ(n)(zi)}Nj(ds)

Y (n)(s; zi)

=
n
∑

i=1

Ni(t) −
n
∑

j=1

∫ t

0

∑n
i=1 11{zi∈χ(n)(zj)}Yi(s)

Y (n)(s; zj)
dNj(s)

= 0.On obtient ainsi une nouvelle formulation pour T̂ (n).Corollaire 8.2.1. T̂ (n) s'exprime alors, pour t ∈ [0, 1],
T̂ (n)(t) =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

∫ t

0

wijM̂
(n)(s−; zj)M̂

(n)(ds; zi).Sous réserve de véri�er la normalité asymptotique de anT̂ (n)(t), où (an)n≥1 estune suite normalisante, on peut utiliser :
T̂ (n)(1)

/

√

〈

T̂ (n)
〉

(1) ,pour statistique de test (voir par exemple [CJG97℄ dans le 
adre du modèle de Cox).
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CHAPITRE 9. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA STATISTIQUE DE TEST

Après avoir établi quelques notations et propriétés élémentaires sur les esti-mateurs et pro
essus pré
édemment dé�nis, nous donnons les 
onditions quinous permettront d'obtenir la loi asymptotique de la statistique de test dé-�nie au 
ours du 
hapitre 8. Vient ensuite une se
onde partie qui vise à démontrer
e résultat.
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9.1. DÉFINITIONS, NOTATIONS ET ASYMPTOTIQUE DE9.1 Dé�nitions, notations et asymptotique de T̂nCette première partie a pour obje
tif d'énon
er le théorème prin
ipal obtenu pourles tests d'homogénéité ; les 
onditions obtenues sont similaires à 
elles énon
éesdans [MU90℄ et nous permettent ainsi de béné�
ier des résultats relatifs au modèleissu du même arti
le, dont le prin
ipal résultat de 
onvergen
e a été rappelé dans lethéorème 8.1.1.Nous 
her
hons désormais à établir la normalité asymptotique de T̂ (n). Pour 
efaire, nous introduisons la suite normalisante (an)n≥1 telle que
a−2
n =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

w2
ij,qui donne la vitesse de la 
onvergen
e de T̂ (n). La suite (ωn)n≥1 sera 
hoisie de sorteque (anT̂

(n))n≥1 soit asymptotiquement normale. Le théorème suivant nous donnesa varian
e limite.Théorème 9.1.1. On suppose que la suite (ωn)n≥1 satisfait nωn → +∞ et
nω2

n = o (1), lorsque n tend vers l'in�ni et que les 
onditions suivantes sont vé-ri�ées.(B0) (
ondition (A2) du théorème 8.1.1)Leb{s ∈ F (n)
z ;Y (n)(s; z) = 0

}

= oP (1/
√
nωn),lorsque n→ +∞.(B1) (
ondition sur W ) Il existe un entier K ≥ 2 tel que 
haque ligne de W
ompte moins de K termes non nuls.(B2a) supz∈[0,1] Leb{F (n)

z } = O(ωn).(B2b) supz∈[0,1] Card {1 ≤ i ≤ n; zi ∈ χ(n)(z)
}

= O(nωn).(B3) Il existe une fon
tion g mesurable, positive et bornée, dé�nie sur le supportde α telle que
sup
z∈[0,1]

∫

F(n)
z

(

nωn
Y (n)(s; z)

− g(s; z)

)2

ds
P→ 0, lorsque n→ +∞.(B4)

sup
s∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∣

a2
n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

w2
ijΛj(s)Yi(s)α(s; zi) − γ(s)

∣

∣

∣

∣

∣

P→ 0,où γ intégrable positive. On note Γ(t) =
∫ t

0
γ(s)ds.Alors anT̂ (n) D→ U dans D([0, 1]), où U est une martingale gaussienne 
entrée defon
tion de varian
e

Var (U(t)) = Γ(t).145



CHAPITRE 9. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA STATISTIQUE DE TESTSi l'on �xe un seuil de 
on�an
e α, et que l'on désigne par τ une estimationde T̂ (n)(1)/

√

〈

T̂ (n)
〉

(1), on a

epte l'hypothèse H0 si |τ | > uα, où uα est 
hoisi telque Φ(uα) = 1 − α/2 (ave
 Φ, la fon
tion de répartition d'une loi normale 
entréeréduite) et on la rejette sinon.Remarque 9.1.1. Les hypothèses du théorème 9.1.1 impliquent les hypothèses (A1)à (A3) du théorème 8.1.1, ainsi que les 
onditions requises sur ωn. Une dis
ussionsur 
es hypothèses est présentée dans [MU90℄, qui montre que dans le 
as de variablesindépendantes et distribuées, les hypothèses du théorème 8.1.1 sont véri�ées. Notonsi
i que la 
ondition (B3) est plus forte que 
elle du théorème 8.1.1.Démonstration : En e�et, on sait que nωn tend vers l'in�ni et que nω2
n tend vers 0,
e qui nous donne les 
onditions sur la vitesse de 
onvergen
e de la suite (ωn)n≥1.De plus, la 
ondition (B2a) implique l'hypothèse (A3). La 
ondition (B3) implique(A2) et la 
ondition (A1) est reprise sous le nom de 
ondition (B0).Remarque 9.1.2. La statistique de test est dégénérée lorsque W est la matri
eidentité.La remarque suivante répertorie quelques résultats qui seront utiles lors des dé-monstrations qui suivent.Remarque 9.1.3. Par (B1), on a n ≤ a−2

n ≤ Kn.9.2 Démonstration du théorème 9.1.1Dans 
ette partie, nous démontrons le théorème 9.1.1. Pour 
ela, on dé
omposela statistique de test 
omme suit.
anT̂

(n)(t) = an

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

wijM̂
(n)
j (s−)M̂

(n)
i (ds)

= an

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

wijM̃
(n)
j (s−)M̃

(n)
i (ds) (A1)

+ an

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

wijR
(n)
j (s−)M̃

(n)
i (ds) (A2)

+ an

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

wijR
(n)
j (s−)R

(n)
i (ds) (A3)

+ an

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

wijM̃
(n)
j (s−)R

(n)
i (ds). (A4)
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9.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 9.1.1Nous traitons les termes (A1) à (A4) séparément par le biais des lemmes quisuivent. Par la suite, nous noterons, Ai(t) l'expression donnée en (Ai), pour
1 ≤ i ≤ 4. Les résultats asymptotiques sont obtenus pour n tendant vers l'in�ni.Considérons les termes (A2) et (A4) et appliquons la proposition D.0.1. Onobtient, pour i et j �xés entre 1 et n, et t ∈ [0, 1],
R

(n)
j (t)M̃

(n)
i (t) − R

(n)
j (0)M̃

(n)
i (0) =

∫ t

0

R
(n)
j (s−)M̃

(n)
i (ds) +

∫ t

0

M̃
(n)
i (s−)R

(n)
j (ds)

+
∑

0<x≤t
∆R

(n)
j (x)∆M̃

(n)
i (x).Par dé�nitions de M̃ (n)

i , 
ontinuité de R(n)
i et symétrie de W , on a alors :

an

n
∑

i=1

n
∑

j=1

wijR
(n)
j (t)M̃

(n)
i (t)

= an

n
∑

i=1

n
∑

j=1

∫ t

0

wij

(

R
(n)
j (s−)M̃

(n)
i (ds) + M̃

(n)
j (s−)R

(n)
i (ds)

)

(A5),
e qui permet d'avoir une expression (notée (A5)) de la somme des termes (A2) et(A4).Lemme 9.2.1. Sous les hypothèses (B1) à (B4), on a1. max1≤j≤n sups∈[0,1]

∣

∣

∣
R

(n)
j (s)

∣

∣

∣
= OP (ωn),2.

sup
z∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

Yi(s)α
(n)(s; zi)

(Y (n)(s; zi))2
ds

∣

∣

∣

∣

= OP

(

1

nωn

)

.Lemme 9.2.2. On a :
sup
t∈[0,1]

max(|A5(t)|, |A3(t)|) P→ 0.Lemme 9.2.3. On a :
sup
t∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∣

A1(t) − an

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

j=1

wijMj(s−) + A(s; zi)

)

Mi(ds)

∣

∣

∣

∣

∣

P→ 0.Démonstration du théorème 9.1.1 :En appliquant le lemme 9.2.2, il apparaît que, uniformément en t ∈ [0, 1], on a :
anT̂

(n)(t) = oP (1) +A1(t),et par le lemme 9.2.3, uniformément en t ∈ [0, 1], on obtient :
anT̂

(n)(t) = oP (1) + an

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

j=1

wijMj(s−) + A(s; zi)

)

Mi(ds).
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CHAPITRE 9. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA STATISTIQUE DE TESTConsidérons T̃ (n), le pro
essus dé�ni pour t ∈ [0, 1], par :
T̃ (n)(t) = an

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

j=1

wijMj(s−) + A(s; zi)

)

Mi(ds),et T̃ (n)
ε , son pro
essus de sauts, dé�ni par :

T̃ (n)
ε (t) = an

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

j=1

wijMj(s−) + A(s; zi)

)

11{an|∑n
j=1 wijMj(s−)+A(s;zi)|>ε}Mi(ds).On vient de voir que T̃ (n) est la partie asymptotique non négligeable de T̂ (n).On 
al
ule don
 sa loi asymptotique, qui nous permettra ainsi de déduire 
elle dela statistique de test. On utilise ainsi le théorème de Rebolledo, et l'on pro
ède endeux étapes, qui 
orrespondent aux deux hypothèses du théorème. Dans un premiertemps, nous montrons que le pro
essus de saut de T̃ (n) 
onverge en probabilité vers 0,puis nous déterminons la limite du pro
essus des variations prévisibles asso
ié à T̃ (n).Remarquons dans un premier temps que T̃ (n)

ε 
onverge en probabilité vers 0,lorsque n tend vers l'in�ni. En e�et, pour t ∈ [0, 1], le pro
essus des variationsprévisibles asso
ié à T̃ (n)
ε est donné par :

〈

T̃ (n)
ε

〉

(t) = a2
n

n
∑

i=1

∫ t

0

X2
n,i(s)11{an|Xn,i(s)|>ε}Yi(s)α(s; zi)ds,où Xn,i(s) =

∑n
j=1wijMj(s−) + A(s; zi).Or, pour s ∈ [0, 1], on a :

an

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

wijMj(s−) + A(s; zi)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ an

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

wijMj(s−)

∣

∣

∣

∣

∣

+ an|A(s; zi)|.

≤ an(1 + A) max
1≤i≤n

n
∑

j=1

|wij| + anA

= O (an) = o(1),où A(·, ·) est bornée par la 
onstante A. En e�et, on sait que an 
onverge vers 0, parla remarque 9.1.3.Cela nous permet de déduire que
max
1≤i≤n

sup
t∈[0,1]

an

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

wijMj(t) + A(t; zi)

∣

∣

∣

∣

∣
onverge presque sûrement vers 0, lorsque n tend vers l'in�ni, et don
 que 〈T̃ (n)
ε

〉
onverge vers 0 en probabilité. 148



9.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 9.1.1Il reste à montrer l'existen
e d'une fon
tion déterministe Γ, dé�nie sur [0, 1], telleque
〈

T̃ (n)
〉

(t)
P−→

n→+∞
Γ(t),pour appliquer le théorème de Rebolledo. Dans un premier temps, exprimons lepro
essus des variations prévisibles asso
ié à T̃ (n) en t ∈ [0, 1] :

〈

T̃ (n)
〉

(t) = a2
n

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

j=1

wijMj(s−) + A(s; zi)

)2

Yi(s)α(s; zi)ds

= a2
n

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

n
∑

k=1

wijwikMj(s−)Mk(s−)Yi(s)α(s; zi)ds

+ 2a2
n

n
∑

i=1

∫ t

0

A(s; zi)
n
∑

j=1

wijMj(s−)Yi(s)α(s; zi)ds

+ a2
n

n
∑

i=1

∫ t

0

A(s; zi)
2Yi(s)α(s; zi)ds.En notant que, pour 1 ≤ i ≤ n, on a presque sûrement

Ni(t−)Yi(t) = 0, (9.2)
Yi(t)Λi(t) = −Yi(t)Mi(t−) = Yi(t)Ai(t), (9.3)on aboutit à l'expression suivante :

〈

T̃ (n)
〉

(t) = a2
n

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

n
∑

k=1

δjkwijwikMj(s−)Mk(s−)Yi(s)α(s; zi)ds (9.4)
+ a2

n

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

w2
ij

(

M2
j (s−) − Λj(s)

)

Yi(s)α(s; zi)ds (9.5)
+ 2a2

n

n
∑

i=1

∫ t

0

Ai(s)
n
∑

j=1

wijMj(s−)Yi(s)α(s; zi)ds (9.6)
+ a2

n

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

w2
ijΛj(s)Yi(s)α(s; zi)ds. (9.7)Par l'hypothèse (B4), on sait que (9.7) 
onverge en probabilité vers Γ. On terminela preuve en montrant que les termes (9.4), (9.5) et (9.6) 
onvergent vers 0 enprobabilité, uniformément en t. Pour 
ela, on utilise la proposition D.0.2 démontréedans [BC01℄.Le terme (9.5) obtenu est semblable au terme (3b) de [BC01℄. On remarque dansun premier temps que l'on a :

sup
t∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∣

a2
n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

w2
ijδij

(

M2
j (t−) − Λj(t)

)

Yi(t)α(t; zi)

∣

∣

∣

∣

∣

= O
(

a2
nn
)

= O (1) .
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CHAPITRE 9. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA STATISTIQUE DE TESTAinsi la première hypothèse de la proposition D.0.2 est satisfaite. De plus, pour
t ∈ [0, 1], il existe une 
onstante positive C, telle que :

IE

(

a2
n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

w2
ij

(

M 2
j (t−) − Λj (t)

)

Yi(t)α(t ; zi)

)2

≤ Ca4
n

(

n
∑

i=1

n
∑

j=1

w2
ij +

n
∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

|wijwik|
)

= O
(

na4
n

)

,par l'hypothèse (B1). On sait que la suite (an)n≥1 
onverge vers 0 par la remarque 9.1.3,et que na2
n est borné, 
e qui nous permet de déduire que le terme pré
édent 
onvergevers 0 et nous donne le fait que le terme (9.5) 
onverge en probabilité vers 0, uni-formément en t.Les termes (9.4), (9.5) et (9.6) sont semblables, puisque M̃ (n)

j = M2
j − Λj et Mjsont des martingales, et α et Aα sont bornées uniformément sur [0, 1]2. On appliquealors la même méthode que 
elle utilisée pour le terme (3b) dans [BC01℄. Cela nouspermet ainsi de 
on
lure.Démonstration du lemme 9.2.1 :1. Par dé�nition, pour t ∈ [0, 1], on a :

R
(n)
i (t) =

∫ t

0

Yi(s)

(

α(s; zi) −
α(n)(s; zi)

Y (n)(s; zi)

)

ds.On sait que α et α(n) s'annulent en dehors de F (n)
zi ∪ F (n)

zi , don
 on peut é
rire
|R(n)

i (t)| ≤
∫

F(n)
zi

Yi(s)

∣

∣

∣

∣

α(s; zi) −
α(n)(s; zi)

Y (n)(s; zi)

∣

∣

∣

∣

ds

+

∫

F(n)
zi

Yi(s)

∣

∣

∣

∣

α(s; zi) −
α(n)(s; zi)

Y (n)(s; zi)

∣

∣

∣

∣

ds.D'après [MU90℄, on a sur F (n)
zi (voir remarque 8.1.2), uniformément en i,

α(n)(s; zi) = (α(s; zi) + OP (ωn))Y
(n)(s; zi).Par ailleurs, la se
onde intégrale est un O

(

F (n)

zi

)

= O(ωn), grâ
e à l'hypothèse(B2a) 
on
ernant F (n)

zi
, et par le fait que α est lisp
hitzienne don
 bornée sur un
ompa
t. On en déduit la relation suivante

max
1≤i≤n

sup
t∈[0,τ ]

|R(n)
i (t)| = OP (ωn),qui est le résultat souhaité. 150



9.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 9.1.12. Soit Di dé�nie par :
Di =

∫ 1

0

Yi(s)α
(n)(s; zi)

(Y (n)(s; zi))2
dsOn a alors :

Di =

∫ 1

0

Yi(s)

Y (n)(s; zi)

(

α(n)(s; zi)

Y (n)(s; zi)
− α(s; zi)

)

ds

+

∫ 1

0

Yi(s)

Y (n)(s; zi)
α(s; zi)ds,

|Di| ≤
∫

F(n)
zi

Yi(s)

Y (n)(s; zi)

∣

∣

∣

∣

α(n)(s; zi)

Y (n)(s; zi)
− α(s; zi)

∣

∣

∣

∣

ds (H1)
+

∫

F(n)
zi

Yi(s)

Y (n)(s; zi)

∣

∣

∣

∣

α(n)(s; zi)

Y (n)(s; zi)
− α(s; zi)

∣

∣

∣

∣

ds (H2)
+

∫

F(n)
zi

Yi(s)

Y (n)(s; zi)
α(s; zi)ds (H3)

+

∫

F(n)
zi

Yi(s)

Y (n)(s; zi)
α(s; zi)ds. (H4)Traitons les quatre termes séparément et montrons que 
ha
un d'entre eux est aumoins un OP ((nωn)

−1). Les résultats qui suivent sont uniformes en i, on a, sur F (n)
zi :

∣

∣

∣

∣

α(n)(s; zi)

Y (n)(s; zi)
− α(s; zi)

∣

∣

∣

∣

= OP (ωn),par la remarque 8.1.2. Cela nous donne ainsi que (H1) est un O (ωn) . Le terme (H2)est un O
(Leb(F (n)

zi

))

= O (ωn) . Ensuite, on majore le terme (H3) par
C

(

1

nωn

∫

F(n)
zi

∣

∣

∣

∣

nωn
Y (n)(s; zi)

− g(s; zi)

∣

∣

∣

∣

ds+

∫

F(n)
zi

g(s; zi)

nωn
ds

)

= op

(

1

nωn

)

+ O
(

1

nωn

)

,où C est une 
onstante positive.En�n, le terme (H4) est un O
(Leb (F (n)

zi

))

= O (ωn), et en regroupant tous lestermes, on obtient �nalementDi = OP

(

(nωn)
−1), 
ar ωn = o(n−1ω−1

n ) (en e�et, ω2
nntend vers 0, par hypothèse). Le résultat est uniforme en z, puisqu'au
une majorationne dépend de z. 151



CHAPITRE 9. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA STATISTIQUE DE TESTDémonstration du lemme 9.2.2. On é
rit une majoration de (A5) :
an

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

n
∑

j=1

wijM̃
(n)
j (t)R

(n)
i (t)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ an max
1≤i≤n

sup
t∈[0,1]

|R(n)
i (t)|

n
∑

i=1

n
∑

j=1

|wij||M̃ (n)
j (t)|

≤ an max
1≤i≤n

sup
t∈[0,1]

|R(n)
i (t)|

×
n
∑

k=1

∫ t

0

n
∑

j=1

(

n
∑

i=1

|wij|
)

Yj(u)11{zj∈χ(n)(zk)}

Y (n)(u; zk)
|Mk(du)|

+ an max
1≤i≤n

sup
t∈[0,1]

|R(n)
i (t)|

n
∑

i=1

n
∑

j=1

|wij||Mj(t)|

≤ OP (nanωn) + OP

(

an max
1≤i≤n

sup
t∈[0,1]

|R(n)
i (t)|

)

×
n
∑

k=1

∫ t

0

∑n
j=1 Yj(u)11{zj∈χ(n)(zk)}

Y (n)(u; zk)
|Mk(du)|

= OP (nanωn) = oP (1),qui nous permet de déduire que (A5) 
onverge en probabilité vers 0, uniformémentsur [0, τ ].Il nous reste désormais à traiter le terme (A3). On utilise pour 
ela le lemme 9.2.1,la remarque 9.1.3 ainsi que le 
al
ul e�e
tué pré
édemment pour majorer (A5) eton obtient :
|A3(t)| ≤ an

n
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

n
∑

j=1

wijR
(n)
j (s−)R

(n)
i (ds)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ an max
1≤i≤n

n
∑

j=1

|wij| max
1≤j≤n

sup
s∈[0,1]

|R(n)
j (s)|

n
∑

i=1

∫ t

0

∣

∣

∣
R

(n)
i (ds)

∣

∣

∣
.D'après la formulation de R(n)

i , on a
dR

(n)
i

ds
(s) = Yi(s)

(

α(s; zi) −
α(n)(s; zi)

Y (n)(s; zi)

)

.Il vient alors
sup
t∈[0,1]

|A3(t)| = OP (annωn) = oP (1).Cela a
hève la démonstration de 
e lemme.152



9.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 9.1.1Preuve du lemme 9.2.3. On dé
ompose A1(t) 
omme suit
A1(t) = an

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

wijM̃
(n)
j (s−)M̃

(n)
i (ds)

= an

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

j=1

wijMj(s−) −
n
∑

j=1

n
∑

l=1

wljpl(s; zi)Mj(s−)

)

Mi(ds)(I1)
+ an

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

n
∑

l=1

wij

∫ s−

0

pj(u; zl)Ml(du)

n
∑

k=1

pi(s; zk)Mk(ds) (I2)
− an

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

j=1

wij

n
∑

l=1

∫ s−

0

pj(u; zl)Ml(du)Mi(ds) (I3)Pour i = 1, 2 et 3, on note Ii(t) l'expression donnée en (Ii). Pour montrer 
erésultat, deux étapes sont né
essaires, elles sont résumées dans les lemmes 9.2.4et 9.2.6. Le lemme 9.2.5 n'est qu'une étape pour prouver le résultat du lemme 9.2.6.Lemme 9.2.4. On a :
sup
t∈[0,1]

max(|I2(t)|, |I3(t)|) P→ 0.Lemme 9.2.5. Le pro
essus A0 dé�ni pour t ∈ [0, 1] par :
A0(t) = an

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

l=1

n
∑

j=1

wljMj(s−)pl(s; zi)Mi(ds)
onverge en probabilité vers 0, uniformément sur [0, 1].Lemme 9.2.6. On a :
sup
t∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∣

I1(t) − an

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

j=1

wijMj(s−) + A(s; zi)

)

Mi(ds)

∣

∣

∣

∣

∣

P→ 0.Par le lemme 9.2.4, on sait qu'il su�t de ne 
onsidérer que le terme (I1) pourle 
al
ul de la limite uniforme sur [0, 1] de A1. Par ailleurs, par le lemme 9.2.6, onobtient :
sup
t∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∣

A1(t) − an

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

j=1

wijMj(s−) + A(s; zi)

)

Mi(ds)

∣

∣

∣

∣

∣

P→ 0,
e qui n'est autre que le résultat pré
édemment annon
é.153



CHAPITRE 9. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA STATISTIQUE DE TESTDémonstration du lemme 9.2.4. On a par l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz
〈I3〉 (1) ≤ C

∫ 1

0

a2
n

n
∑

i=1

(

n
∑

j=1

wij

∫ s−

0

Yj(u)M
(n)(du; zj)

Y (n)(u, zj)

)2

ds

≤ C ′
∫ 1

0

a2
n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

|wij|
(∫ s−

0

Yj(u)M
(n)(du; zj)

Y (n)(u, zj)

)2

ds

≤ C ′a2
n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

|wij| sup
0≤s≤1

(
∫ s

0

Yj(u)M
(n)(du; zj)

Y (n)(u, zj)

)2

,où C et C ′ sont des 
onstantes positives. Pour 1 ≤ j ≤ n, les (∫ s
0

Yj(u)M (n)(du;zj)

Y (n)(u,zj)

)2sont des sous-martingales, on peut don
 appliquer l'inégalité de Lenglart. La sous-martingale
a2
n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

|wij|
(
∫ s

0

Yj(u)M
(n)(du; zj)

Y (n)(u, zj)

)2est 
ompensée par :
Kn(s) = a2

n

n
∑

i=1

n
∑

j=1

|wij|
∫ s

0

Yj(u)α
(n)(u; zj)du

(Y (n)(u, zj))2

≤ Ka2
nn sup

0≤z≤1

∫ 1

0

11{Y (n)(u,z)>0}α(n)(u; z)du

(Y (n)(u, z))2
= OP (1/(nωn)) = oP (1),par le fait que a2

n = O(1/n) et le lemme 9.2.1.Par ailleurs, on peut voir que :
〈I2〉 (1) =

∫ 1

0

a2
n

n
∑

l=1

Yl(s)α(s, zl)

(

n
∑

i=1

pi(s; zl)

n
∑

j=1

wij

∫ s−

0

Yj(u)M
(n)(du; zj)

Y (n)(u; zj)

)2

ds.En remplaçant pi(s; zl) par √pi(s; zl)
√

pi(s; zl) puis en utilisant l'inégalité deCau
hy-S
hwarz, on obtient alors :
〈I2〉 (1) ≤ C

∫ 1

0

a2
n

n
∑

i=1

(

n
∑

j=1

wij

∫ s−

0

Yj(u)M
(n)(du; zj)

Y (n)(u; zj)

)2( n
∑

l=1

Yl(s)pi(s; zl)

)

ds,où C est une 
onstante positive. En notant que∑n
l=1 Yl(s)pi(s; zl) = 1, il est possibled'utiliser les résultats obtenus pour (I3) pour 
on
lure.Démonstration du lemme 9.2.5. Pour t ∈ [0, 1], on a, pour une 
onstante C154



9.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 9.1.1positive :
〈A0〉 (t) (9.10)
= a2

n

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

l=1

n
∑

j=1

wljMj(s−)pl(s; zi)

)2

Yi(s)α(s; zi)ds

≤ Ca2
n

(nωn)2

n
∑

i=1

∫ t

0

h(s; zi)g(s; zi)
2Yi(s)ds (9.11)

+C
a2
n

n2ω2
n

n
∑

i=1

∫ t

0

h(s; zi)

(

n2ω2
n

Y (n)(s; zi)2
− g(s; zi)

2

)

Yi(s)α(s; zi)ds, (9.12)où
h(s; zi) =

(

n
∑

l=1

n
∑

j=1

wljYl(s)11{zl∈χ(n)(zi)}Mj(s−)

)2

.On remarque que (9.11) peut se majorer par un terme de la forme suivante (onsait que g est une fon
tion bornée)
C

a2
n

(nωn)2

∫ 1

0

Xn(s)ds,où
Xn(s) =

n
∑

i=1

Yi(s)

(

n
∑

l=1

n
∑

j=1

wljMj(s−)Yl(s)11{zl∈χ(n)(zi)}

)2

.On doit alors montrer que Yn = a2
nn

−2ω−2
n Xn est uniformément, presque sûrementbornée et que sups∈[0,1] IE |Yn(s)| → 0 . Pour s ∈ [0, 1], exprimons IE |Xn(s)| (s estdésormais omis pour alléger l'é
riture) :

IE |Xn | = IE





n
∑

i=1

∑

l∈χ(n)(zi )

n
∑

k=1

∑

m∈χ(n)(zi )

n
∑

j=1

Yiw ljwmkYlYmMjMk



 ,où la notation � l ∈ χ(n)(zi) � désigne l'ensemble des entiers l pour lesquels zl est dansl'ensemble χ(n)(zi). Examinons la somme portant sur l'indi
e j. Par indépendan
ede Mj par rapport aux variables aléatoires Yi, Yl, Ym et Mk, on remarque que 
ettesomme est nulle pour j /∈ {k,m, l, i}, puisque Mj est d'espéran
e nulle. En outre,les termes wlj et wmk nous assurent qu'on a simultanément m et k, ainsi que l et jdistin
ts. On distingue alors trois 
omposantes d'interse
tion vide sus
eptibles d'êtrenon nulles pour 
e terme :
j = k;

j = i, j 6= k;

j = m, j 6= k, j 6= i.155



CHAPITRE 9. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA STATISTIQUE DE TESTEn utilisant (9.2) et (9.3), on obtient :
IE |Xn(s)| = IE





n
∑

i=1

∑

l∈χ(n)(zi )

n
∑

k=1

∑

m∈χ(n)(zi )

Yiw lkwmkYlYmM 2
k





+ IE





n
∑

k=1

n
∑

i=1 ,i 6=k

∑

l∈χ(n)(zi )

∑

m∈χ(n)(zi )

Yiw liwmkYlYm(−Λi )Mk





+ IE





n
∑

k=1

n
∑

i=1

∑

l∈χ(n)(zi )

∑

m∈χ(n)(zi ),m 6=i ,k

Yiw lmwmkYlYm(−Λm)Mk



 .D'autres raisonnements similaires permettent d'obtenir :
IE |Xn(s)| = IE





n
∑

i=1

∑

l∈χ(n)(zi )

n
∑

k=1

∑

m∈χ(n)(zi )

Yiw lkwmkYlYmM 2
k





+ IE





n
∑

i=1

∑

l∈χ(n),l 6=i (zi )

∑

m∈χ(n)(zi )

Yiw liwmlYm(−Λi)(−Λl )





+ IE





n
∑

i=1

∑

l∈χ(n)(zi )

∑

m∈χ(n)(zi ),m 6=i

w lmwmiYlYm(−Λm)(−Λi)





+ IE





n
∑

i=1

∑

l∈χ(n)(zi )

∑

m∈χ(n)(zi ),m 6=i ,l

Yiw lmwmlYm(−Λm)(−Λl)





≤ C

n
∑

i=1

∑

l∈χ(n)(zi)

n
∑

k=1

|wlk| max
1≤k≤n

n
∑

m=1

|wmk|

+ C
n
∑

i=1

∑

l∈χ(n)(zi)

|wli| max
1≤l≤n

n
∑

m=1

|wml|

+ C
n
∑

i=1

∑

m∈χ(n)(zi)

|wmi| max
1≤m≤n

n
∑

l=1

|wml|

+ Cn max
1≤i≤n

|χ(n)(zi)| max
1≤l≤n

n
∑

m=1

|wml|,
e qui nous donne :
IE |Xn(s)| = C ′n

(

max
1≤i≤n

|χ(n)(zi)| + 1

)

,où C et C ′ sont des 
onstantes positives.156



9.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 9.1.1Ainsi, nous obtenons :
IE |Yn(s)| = IE

∣

∣

∣

∣

a2
n

n2ω2
n

Xn(s)

∣

∣

∣

∣

= O
(

a2
n

nω2
n

)

= o (1) .On peut ainsi a�rmer par la proposition D.0.2 que (9.11) 
onverge en probabilitévers 0, uniformément sur [0, 1].Au sein du terme (9.12), on sépare les intégrales sur [0, 1] à l'aide de F (n)
zi et F (n)

ziet l'on obtient :
a2
n

n
∑

i=1

∫

F(n)
zi

h(s; zi)
1

Y (n)(s; zi)2
Yi(s)α(s; zi)ds (9.13)

− a2
n

n2ω2
n

n
∑

i=1

∫

F(n)
zi

h(s; zi)g(s; zi)
2Yi(s)α(s; zi)ds (9.14)

+
a2
n

n2ω2
n

n
∑

i=1

∫

F(n)
zi

h(s; zi)

(

n2ω2
n

Y (n)(s; zi)2
− g(s; zi)

2

)

Yi(s)α(s; zi)ds. (9.15)Dans un premier temps, on remarque que
sup
z∈[0,1]

h(s; z) = O
(

sup
z∈[0,1]

Card {1 ≤ i ≤ n; zi ∈ χ(n)(z)}
)2

= O
(

n2ω2
n

)

,
e qui nous permet de déduire que (9.14) tend vers 0, puisqu'il est unO (ωn). Ensuite,on remarque que
h(s; zi)

Y (n)(s; zi)2
= O (1) ,pour obtenir la majoration par Cna2

nωn = o(1) du terme (9.13) (C désigne une
onstante positive).En�n, pour une autre 
onstante positive C, on majore (9.15) par :
Cn3ω2

n

a2
n

n2ω2
n

sup
z∈[0,1]

∫

F(n)
z

∣

∣

∣

∣

n2ω2
n

Y (n)(s; z)2
− g(s; z)2

∣

∣

∣

∣

Yi(s)ds,qui tend vers 0, par l'hypothèse (B3). Cela a
hève la démonstration de 
e lemme.Démonstration du lemme 9.2.6. Cal
ulons la di�éren
e suivante :
I1(t) − an

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

j=1

wijMj(s−) + A(s; zi)

)

Mi(ds)

= −an
n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

j=1

n
∑

l=1

wljpl(s; zi)Mj(s−) + A(s; zi)

)

Mi(ds).
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CHAPITRE 9. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA STATISTIQUE DE TESTEn utilisant le lemme 9.2.5, il nous reste à démontrer que
−an

n
∑

i=1

∫ t

0

n
∑

l=1

Ml(s−)pl(s; zi)Mi(ds) − an

n
∑

i=1

∫ t

0

A(s; zi)Mi(ds)
onverge uniformément vers 0, en probabilité.Or, en utilisant les résultats (9.2) et (9.3) , on obtient
an

n
∑

i=1

∫ t

0

(

n
∑

l=1

pl(s; zi)Ml(s−) + A(s; zi)

)

Mi(ds)

= an

n
∑

i=1

∫ t

0

(

−
n
∑

l=1

A(s; zl)Yl(s)11{zl∈χ(n)(zi)}
Y (n)(s; zi)

+ A(s; zi)

)

Mi(ds)

≤ an

n
∑

i=1

∫ t

0

sup
z∈χ(n)(zi)

|A(s; z) − A(s; zi)| |Mi(ds)|

= O (annωn) = o(1),en utilisant le fait que α est lips
hitzienne.
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Annexe DQuelques rappels de résultatsNous rappelons dans un premier temps la formule d'intégration par parties quel'on peut trouver par exemple dans [FH90℄.Proposition D.0.1. Soient F : IR+ → IR et G : IR+ → IR, des fon
tions 
ontinuesà droite à variation bornée sur tout intervalle �ni. Alors, on a :
F (t)G(t) − F (0)G(0) =

∫ t

0

F (x−)dG(x) +

∫ t

0

G(x)dF (x),et
F (t)G(t) − F (0)G(0) =

∫ t

0

F (x−)dG(x) +

∫ t

0

G(x−)dF (x) +
∑

0<x≤t
∆F (x)∆G(x).Le résultat qui suit est issu de [BC01℄.Proposition D.0.2. Soit (Xn)n≥1 une suite de pro
essus dé�nis sur le même espa
eprobabilisé. On 
onsidère les 
onditions suivantes.(i) pour tout n, sups∈[0,1] |Xn(s)| est presque sûrement bornée,(ii) sups∈[0,1] IEXn(s)2 tend vers 0, lorsque n→ +∞,(iii) sups∈[0,1] IE |Xn(s)| tend vers 0, lorsque n→ +∞.Si la 
ondition (i) ainsi que l'une des 
onditions (ii) et (iii) sont véri�ées, alors,on a

sup
t∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

Xn(s)ds

∣

∣

∣

∣

P→ 0.Corollaire D.0.1 (Corollaire de l'inégalité de Lenglart). Soit M , une martin-gale de 
arré intégrable. On suppose que 〈M〉 
onverge vers 0 en probabilité. Alors,
supt∈[0,1] |M(t)| 
onverge vers 0 en probabilité.Démonstration : Il s'agit d'une appli
ation dire
te de l'inégalité de Lenglart, quel'on peut par exemple trouver dans [AG82℄.
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ANNEXE D. QUELQUES RAPPELS DE RÉSULTATS
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Con
lusions et perspe
tives
L'estimation séquentielle a pour but de fournir des estimateurs optimaux ausens du 
ontr�le de 
ertains 
ritères, 
omme les régions de 
on�an
e, l'erreurquadratique moyenne, et
. (voir par exemple [Gho91, DG00℄). L'avantagemajeur de 
es méthodes réside en général dans l'interprétation intuitivequ'o�rent les 
ritères d'arrêt et dans la simpli
ité de leur mise en ÷uvre. Mais 
esméthodes 
omportent des limites évidentes. En e�et, 
omme on a pu le voir au 
oursde la première partie de 
ette thèse, pour la règle d'arrêt basée sur les intervallesde 
on�an
e de longueur �xée, l'asymptotique sur la taille n de l'é
hantillon esttransformée en une asymptotique sur la longueur d de l'intervalle de 
on�an
e. Iln'y a alors pas, outre les simulations, de 
ritère obje
tif pour a�rmer que la valeur�xée d assure d'être pro
he des 
onditions asymptotiques.Au 
ours de la première partie de 
e mémoire, nous avons étudié une 
lasse devariables d'arrêt, notée A, pour laquelle nous avons établi des propriétés de 
onver-gen
e, mais aussi étendu les propriétés de l'estimateur du paramètre de régressiondu modèle à risques proportionnels de Cox au 
as de données issues d'une règled'arrêt élément de A. En e�et, les propriétés asymptotiques établies dans [AG82℄ne se prolongent pas de façon immédiate au 
as de données issues d'une pro
édureséquentielle d'arrêt, puisque 
ette dernière fait intervenir une taille d'é
hantillonaléatoire modélisée par un temps d'arrêt. Notre travail a ainsi 
onsisté dans un pre-mier temps à dé�nir 
es 
ritères d'arrêt et les 
ara
tériser par l'appartenan
e à unefamille de pro
édures d'arrêt satisfaisant des 
onditions de régularité. Par la suite,nous avons établi un théorème général pour les estimateurs du paramètre eu
lidienque nous avons ensuite parti
ularisé au 
as du modèle à risques proportionnels deCox [Cox72℄, en dressant une liste d'hypothèses sur 
e modèle. La véri�
ation de 
eshypothèses sous les 
onditions habituellement ren
ontrées pour le modèle de Coxo

upe une grande partie de 
e travail, elle fait majoritairement intervenir les pro-
essus de 
omptage (voir par exemple [FH90℄), ainsi que les inégalités maximalespour les pro
essus empiriques rappelées en annexe, mais aussi des te
hniques uti-lisant les propriétés des martingales. Pour plus de simpli
ité, 
es résultats sont deprime abord obtenus dans le 
as d'un paramètre de régression unidimensionel, lagénéralisation au 
adre multidimensionnel est abordée par la suite. A�n de pouvoirjuger de la variabilité de la variable d'arrêt dé�nissant la taille de l'é
hantillon, nousavons établi ensuite un résultat pour sa normalité asymptotique, qui fait l'objet du
hapitre 5. Les démonstrations de 
e résultat font très largement intervenir les te
h-niques pré
édemment utilisées et né
essitent quelques hypothèses supplémentaires.161



Con
lusions et perspe
tivesAu 
ours des 
hapitres 3 à 5, nous avons ainsi pu observer l'importan
e de la
onvergen
e 
omplète. Elle permet le transfert de la 
ontinuité uniforme en probabi-lité (
ondition d'Ans
ombe) entre deux suites de variables aléatoires équivalentes ausens de la 
onvergen
e 
omplète, alors que la 
onvergen
e presque sûre ne su�t pas.La 
onvergen
e 
omplète apparaît don
 
omme l'outil adapté au type de résultat
ara
térisé par la 
onvergen
e de variables aléatoires pour des tailles d'é
hantillon
ara
térisées par un temps d'arrêt.Cependant, il est pertinent de souligner que les résultats énon
és au 
hapitre 4,qui 
on
ernent l'extension des propriétés des estimateurs relatifs au modèle de Coxau 
as de tailles d'é
hantillon dé�nies par un 
ritère séquentiel d'arrêt, ne se re-streignent pas au 
as de la pro
édure d'arrêt basée sur l'amplitude de l'intervallede 
on�an
e. Ainsi, si l'on désire mener une étude séquentielle basée sur une autrerègle d'arrêt, il su�t de montrer son appartenan
e à A, 
'est-à-dire l'existen
e et larégularité, 
e qui élargit le 
hamp d'appli
ations de nos résultats.Par ailleurs, les inégalités maximales adaptées de [Pol90℄ (voir Annexe A) serévèlent être un moyen performant pour aboutir à la 
onvergen
e 
omplète de pro-
essus empiriques.En�n, des simulations numériques nous ont permis d'illustrer l'ensemble de 
ettepremière partie. Elle permettent en outre d'observer les limites des méthodes sé-quentielles basées sur une règle d'arrêt dé�nie par une amplitude d'intervalles de
on�an
e. Nous avons ainsi pu 
onstater un temps de 
al
ul assez grand pour desgrandes tailles d'é
hantillon ; mais aussi un algorithme d'arrêt qui 
onverge lente-ment pour de faibles valeurs de d (qui est l'amplitude maximale de l'intervalle de
on�an
e, pour un niveau de 
on�an
e) arbitrairement petites. Un point important
on
ernant 
es résultats est le fait qu'une amplitude égale à 1 su�t généralement àobtenir des estimations 
onvenables pour le paramètre de régression.Ainsi, nous avons dé�ni le seuil d'arrêt 
omme fon
tion de l'estimateur du pa-ramètre de régression, 
e qui revient à 
onsidérer l'amplitude de l'intervalle de
on�an
e 
omme une erreur relative sur l'estimation de β0. Nous avons pu alors
onstater une vitesse de 
onvergen
e plus élevée. Cela ajoute de l'intérêt à l'esti-mation séquentielle qui peut s'avérer utile en amont de méthodes plus di�
iles àmettre en ÷uvre, telles que la séle
tion de modèles [Let00℄.Nos résultats se pla
ent dans le 
as d'un intervalle d'étude du type [0, τ ], il seraitintéressant de 
onsidérer une généralisation dans le 
as où IR+ dé�nit l'intervalled'étude. [AG82℄ ont déjà abordé 
e point pour les propriétés de 
onvergen
e et denormalité asymptotique de l'estimateur du paramètre de régression.Par ailleurs, nous avons adapté un théorème issu de [DG00℄ au 
as d'estima-teurs dé�nis par la maximisation d'une fon
tion d'estimation dans le 
as semi-paramétrique. Il pourrait être intéressant de 
onsidérer d'autres modèles 
ara
tériséspar de telsM-estimateurs pour lesquels une pro
édure séquentielle d'arrêt est adap-tée (i.e. qui fassent intervenir un type de données semblable à 
elui étudié lors duparagraphe 1.4 
on
ernant les pro
édures séquentielles) et ainsi d'étudier les hypo-thèses sous lesquelles les 
onditions (C1) à (C4) sont véri�ées. Citons par exemple les162



Con
lusions et perspe
tivesmodèles à risques additifs (que l'on peut trouver dans [LY94℄), additifs multipli
atifs[LY95a℄ ou en
ore les modèles de vie a

élérée [LY95b℄.En outre, nous avons vu que les résultats présentés lors des 
hapitres 3 et 4font l'objet d'une extension au 
as de paramètre de régression multidimensionnel,des simulations numériques pourraient par la suite 
orroborer 
es résultats et nouspourrions également étudier l'in�uen
e de la dimension du paramètre pour en dé-duire des heuristiques sur le 
omportement des estimations séquentielles lorsque ladimension de l'espa
e du paramètre de régression 
roît.Les résultats du 
hapitre 5 
on
ernent l'étude de la variabilité de la variabled'arrêt dé�nissant la taille de l'é
hantillon et permettent d'obtenir, sous de nouvelles
onditions, sa normalité asymptotique. L'étude menée se pla
e dans le 
as où leparamètre de régression est réel, une étude dans le 
as multidimensionnel pourraitêtre menée. Elle ne né
essite a priori pas de di�
ulté majeure, puisque les résultatsdu 
hapitre 5 sont essentiellement basés sur le 
omportement de l'estimateur de lavarian
e asymptotique. Il serait en outre intéressant de mener des études numériquespour étudier la variabilité de Nd de façon qualitative.Con
ernant 
ette première partie, une étude du 
omportement asymptotiquepour des tailles d'é
hantillon basées sur des règles séquentielles d'arrêt pourrait êtremenée de façon similaire. Ainsi, pour l'estimateur de Breslow Λ̂n de Λ0 dé�ni (voirpar exemple [AG82℄) pour t ∈ [0, τ ] par :
Λ̂n(t) =

∑

{i;Xi≤t}

δi
∑

j∈Ri
eβ̂nZj(Xi)

,nous pourrions étudier le 
omportement asymptotique de l'estimateur de la fon
tionde risque 
umulé pour une taille d'é
hantillon issue d'une pro
édure séquentielled'arrêt. En outre, une étude similaire pourrait être menée sur l'estimateur de Kaplan-Meier [KM58℄, basé sur des bandes de 
on�an
e séquentielles (voir par exemple[Gil92℄).Par ailleurs, on peut voir par exemple dans [ABGK93℄ que de nombreux testssont basés sur le modèle de Cox, il pourrait être intéressant de 
onsidérer la versionséquentielle de la statistique de test et de voir dans quelle mesure les résultats de
onvergen
e sont prolongés.Ces résultats ouvrent ainsi la porte à de nombreuses perspe
tives pour d'autresmodèles basés sur d'autres estimateurs. Remarquons en�n i
i que notre étude im-plique des résultats plus forts que 
eux jusqu'i
i obtenus dans le 
as du modèle àrisques proportionnels de Cox, puisqu'ils impliquent la 
onvergen
e 
omplète là oùinitialement seule la 
onvergen
e en probabilité avait été obtenue dans [AG82℄.À notre 
onnaissan
e, le modèle traité dans [MU90℄ 
onstitue l'un des modèles lesplus généraux pour lesquels des études sur les tests d'homogénéité ont été menées.En e�et, il s'agit i
i d'un modèle non paramétrique. Notre étude présente 
ertainesrestri
tions par rapport aux appro
hes de [CJG97, BC01℄ en 
e qui 
on
erne lamatri
e W , 
ar on suppose les groupes de tailles �nies.163



Con
lusions et perspe
tivesIl serait souhaitable dans un premier temps de mener une étude numérique pourle modèle proposé a�n d'étudier le 
omportement de la statistique de test et de vé-ri�er numériquement les résultats obtenus et surtout d'étudier les limites et pointsforts des te
hniques utilisées (biais, 
onditions pour être pro
he de l'asymptotique,
hoix de (ωn)n≥1, et
). En outre, il serait également intéressant de mener une étudedu 
omportement asymptotique de la statistique de test dans le 
as d'une versionplus faible de l'hypothèse (B3), mais aussi d'étudier 
ette hypothèse pour des don-nées indépendantes et identiquement distribuées.Dans un se
ond temps, nous pourrions établir des 
onditions générales sur Wpermettant de 
onserver la normalité asymptotique de la statistique de test.En�n, le 
adre abordé 
on
erne les variables expli
atives qui sont indépendantesdu temps, il serait intéressant de généraliser nos résultats au 
as de variables expli-
atives fon
tion du temps, tant pour 
e modèle que pour les modèles qui ont déjàfait l'objet d'études 
omme le modèle de Cox paramétrique ou semi-paramétrique(voir [CJG97, NC99℄).
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MOTS-CLÉS : méthodes séquentielles, 
onsistan
e asymptotique, e�
a
ité asympto-tique, modèle à risques proportionnels de Cox, inégalités exponentielles.RÉSUMÉ. Ce mémoire porte sur deux sujets distin
ts dans le 
adre de l'analyse statis-tique de durées de vie. Il s'arti
ule don
 en deux parties.La première partie 
on
erne l'estimation séquentielle du paramètre de régression pour lemodèle à risques proportionnels de Cox dans le 
adre de données 
ensurées à droite. Dans unpremier temps, on montre 
omment il est possible de dé�nir des règles d'arrêt permettantde garantir une 
ertaine qualité de l'estimation. Ces règles d'arrêt 
onduisent alors à desestimateurs qui dépendent de tailles d'é
hantillons aléatoires pour lesquels on démontreque le 
omportement asymptotique (au sens d'un degré de pré
ision 
roissant) est le mêmeque 
elui des estimateurs non séquentiels. Les propriétés démontrées sont ensuite étenduesau 
adre multidimensionnel et des simulations de Monte-Carlo illustrent les 
omportementsdes estimateurs séquentiels. En�n 
ette première partie s'a
hève par l'étude théorique du
omportement de la variable d'arrêt dans le 
adre d'intervalles de 
on�an
e séquentiels. Ilest établi que la règle d'arrêt, 
orre
tement normalisée, est asymptotiquement normale.La se
onde partie de 
e mémoire porte sur la 
onstru
tion de tests d'homogénéité dansle 
adre d'un modèle de durées de vie non paramétrique in
luant des variables expli
ativesainsi qu'un phénomène de 
ensure à droite. Une statistique de test est proposée et son 
om-portement asymptotique est établi. Ces résultats viennent 
ompléter des résultats ré
entssur les tests d'homogénéité basés sur une statistique de s
ore. Cependant la 
omplexitédu modèle rend l'étude théorique de la statistique de test plus di�
ile que 
elle des mo-dèles paramétriques ou semi-paramétriques qui ont été étudiés jusque là. En parti
ulier, lesrésultats asymptotiques obtenus ne sont utilisables que pour tester des e�ets de groupes.KEYWORDS : sequential methods, asymptoti
 
onsisten
y, asymptoti
 e�
ien
y, pro-portional hazards model, exponential inequalitiesABSTRACT. This thesis deals with two distin
t subje
ts around lifetime data statisti
alanalysis and, thus, it is divided into two parts.The �rst one deals with sequential estimation for the Cox proportional hazards modelin the 
ase of right-
ensored data. First we des
ribe the way to de�ne stopping rule with a
ertain quality of estimation. It leads us to 
onsider random sample sizes and we show thatthe asymptoti
 behaviour of the sequential estimations is similar with the deterministi
ones (asymptoti
 takes the sense where the pre
ision degree is in
reasing). We need touse various mathemati
al tools su
h as exponential inequalities for empiri
al pro
essesin addition to some te
hniques inspired by the martingale theory. We then extend theseproperties for the multidimensional 
ase and Monte-Carlo simulations give us an numeri
alapproa
h for the asymptoti
 behaviour of sequential estimates. This �rst part ends witha theori
al study of the stopping variable behaviour in the frame of sequential 
on�den
eintervals. We establish there the asymptoti
 normality of the stopping rule under 
onvenientnormalisation.Our aim in the se
ond part is to build homogeneity tests in the frame of nonparametri
lifetime data model in
luding right-
ensorship and 
ovariates. A test is established and itsasymptoti
 law is obtained. This results allow us to 
omplete re
ent properties of statisti
stests based on s
ore fun
tion. The theori
al result requires 
omplex te
hni
al results andlead us to show the asymptoti
 results only to test groups e�e
ts.


