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Avant-propos
Le bouillonnement intelle
tuel qui agite le sujet des fermions fortement 
orr�el�es tient proba-blement tant �a la ri
hesse et �a la 
omplexit�e des ph�enom�enes observ�es dans 
es materiaux, qu'�ala rapidit�e ave
 laquelle de nouveaux 
ompos�es int�eressants sont synth�etis�es. Les supra
ondu
-teurs �a haute temp�erature 
ritique, d�e
ouverts il y a une quinzaine d'ann�ees, attirent en
oreune a
tivit�e exp�erimentale et th�eorique importante, mais, grâ
e aux progr�es r�e
ents dans lesm�ethodes de lithographie, un e�ort 
roissant va aussi dans l'�etude de stru
tures \arti�
ielles"de taille m�esos
opique 
omme les points quantiques, dans lesquelles les e�ets d'intera
tions�ele
troniques sont aussi importants. Ces exemples \phares" ne doivent bien entendu pas mas-quer la grande diversit�e des 
es mat�eriaux, et l'on pourrait tout aussi bien 
iter les 
ompos�es�a fermions lourds ou �a magn�etor�esistan
e 
olossale, les 
ondu
teurs organiques, les nanotubesde 
arbone, et même les 
ondensats de Bose (bientôt de Fermi ?) dans des pi�eges lumineuxp�eriodiques.Pour le th�eori
ien, 
es divers syst�emes exp�erimentaux pr�esentent un d�e�. D'une part, ils'agit de 
omprendre quels ph�enom�enes fondamentaux gouvernent le 
omportement 
olle
tifdes �ele
trons dans 
es mat�eriaux (qui n'est pas for
�ement tr�es intuitif, si l'on pense �a l'e�etHall quantique fra
tionnaire), et quelles ex
itations vont dominer la physique de basse �energie.Par 
et aspe
t des 
hoses, la 
on
eption de mod�eles et leur �etude par des m�ethodes de phy-sique th�eorique (allant de la th�eorie des 
hamps aux simulations num�eriques) restent un travailessentiel. D'autre part, fa
e �a la myriade d'e�ets observ�es dans 
es syt�emes, �a la vari�et�e desphases en 
omp�etition et �a la diversit�e des �e
helles d'�energie en jeu, 
ette tâ
he est en pratiqueextrêmement ardue. On peut bien sûr esp�erer identi�er un point �xe simple pour 
omprendre le
omportement de basse temp�erature dans tel ou tel 
ompos�e, mais en r�ealit�e les r�egimes univer-sels sont souvent repouss�es dans une r�egion limit�ee du diagrame de phase, �a des temp�eraturesinf�erieures �a l'�energie de Fermi (renormalis�ee) ou 
a
h�es sous les phases ordonn�ees. On a alorsbesoin de m�ethodes plus sophistiqu�ees pour d�e
rire les \
rossovers" qui prennent pla
e dansles 
onditions exp�erimentales.Il est aussi bon de souligner que 
e domaine est a
tuellement dans une p�eriode de transitiono�u l'on voit le rappro
hement des te
hniques a
tuelles de probl�eme �a N 
orps (qui 
onstituentl'�etat de l'art dans le traitement des intera
tions entre �ele
trons dans les solides) ave
 des
al
uls ab-initio de stru
ture �ele
tronique (qui ont l'ambition, en partant de l'�equation deS
hr�odinger, de traiter toutes les �e
helles d'�energie). Mis �a part la naissan
e de nouveauxa
ronymes barbares tels \LDA+DMFT(QMC)", 
e
i o�re une nouvelle voie de d�eveloppementdes 
al
uls r�ealistes pour les mat�eriaux 
orr�el�es. Ce domaine de re
her
he entraine par ailleursune motivation suppl�ementaire pour mettre au point des te
hniques plus simples a�n de traiterles 
orr�elations �ele
troniques. 11



Avant-proposCependant, la 
omplexit�e des mod�eles de fermions 
orr�el�es est en g�en�eral tr�es grande, et lesm�ethodes exa
tes envisageables pour r�esoudre 
es mod�eles se trouvent être eÆ
a
es dans des
ontextes tr�es limit�es (solution analytique de 
ertains mod�eles unidimensionnels) ou ont du mal�a fran
hir la barri�ere thermodynamique (
al
uls num�eriques). Il est souvent plus ais�e de re
ourir�a des approximations 
ontrôl�ees par un petit param�etre, 
omme l'inverse du nombre de degr�esde libert�e orbital, de la taille du spin, ou de la dimension (m�ethodes grand N, grand S, grandd). Des m�ethodes de 
e type ont �et�e d�evelopp�ees et �etudi�ees au 
ours de 
ette th�ese, ave
l'id�ee de 
omprendre mieux les propri�et�es fondamentales des syst�emes de fermions 
orr�el�es,mais aussi pour d�evelopper des te
hniques qui pourront être utiles en pratique. Parall�element,des 
al
uls ont �et�e men�es en relation ave
 des exp�erien
es r�e
entes men�ees sur 
es syst�emes.Cette th�ese est 
onstruite autour de deux th�emes distin
ts, poss�edant toutefois des aspe
tsphysiques et m�ethodologiques 
ommuns : les 
orr�elations fortes dans les solides et l'in
uen
edes intera
tions �ele
troniques dans les stru
tures m�esos
opiques. Chaque th�eme est abord�epar un 
hapitre introdu
tif qui 
ouvre les g�en�eralit�es �a la fois exp�erimentales et th�eoriques dusujet (
hapitres 1 et 6). Tous les autres 
hapitres sont d�edi�es �a mes travaux de re
her
he,in
luant si n�e
essaire une motivation plus d�etaill�ee des probl�emes qui ont �et�e 
onsid�er�es. Laplupart du temps, les d�etails te
hniques sont report�es �a la le
ture des arti
les de re
her
he(
ompil�es �a la �n de 
haque 
hapitre) et des appendi
es, sauf en 
e qui 
on
erne les travauxnon en
ore publi�es, qui sont pr�esent�es dans le 
orps de la th�ese. L'organisation du manus
riptest la suivante :Le 
hapitre 1 est une introdu
tion g�en�erale aux syst�emes de fermions 
orr�el�es, ave
l'emphase sur le ph�enom�ene de la transition m�etal-isolant (de Mott) due aux 
orr�elations�ele
troniques. Ce
i permettra de pr�esenter les ph�enom�enes de base observ�es dans 
esmat�eriaux, et de donner la pr�esentation d'une appro
he th�eorique possible, la th�eorie de
hamp moyen dynamique 1.Le 
hapitre 2 illustre des 
al
uls entrepris dans le but de 
omprendre le rôle des inter-a
tions entre �ele
trons dans les solides, grâ
e �a une 
omparaison dire
te �a deux �etudesexp�erimentales r�e
entes sur 
es syst�emes. La premi�ere de 
es exp�erien
es, r�ealis�ee par P.Limelette �a Orsay, 
onstitue une �etude d�etaill�ee du transport de 
harge dans des 
om-pos�es organiques bidimensionels. La 
omparaison ave
 les pr�edi
tions de la th�eorie de
hamp moyen dynamique a �et�e b�en�e�que autant pour interpr�eter 
es donn�ees, que pour
erner les limites de la mod�elisation que nous avons e�e
tu�ee. La se
onde exp�erien
e,men�ee par L. Perfetti et M. Grioni �a Lausanne, propose une �etude par photo�emissionde la transition de Mott en surfa
e d'un �e
hantillon de TaSe2 et d�emontre, en a

ordave
 nos 
al
uls th�eoriques, la forte redistribution de poids spe
tral dans la densit�e d'�etat�ele
tronique qui est asso
i�ee �a 
e ph�enom�ene.Le 
hapitre 3 pr�esente une id�ee qui est au 
oeur de la partie th�eorique de 
ette th�ese :la repr�esentation de la 
harge �ele
tronique par une variable 
olle
tive de phase (rotateures
lave), qui permet un traitement non-perturbatif de l'intera
tion 
oulombienne. Pourillustrer l'utilit�e et la simpli
it�e de 
ette appro
he, on s'int�eressera i
i �a des probl�emesd'impuret�e quantique, qui interviennent dans la formulation moderne de la th�eorie de1\Dynami
al Mean-Field Theory", que l'on abr�egera souvent en DMFT.
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hamp moyen dynamique, mais aussi dans la mod�elisation des stru
tures m�esos
opiques(
hapitre 7). Cela permettra par ailleurs d'introduire l'e�et Kondo, dont on parlera �aplusieurs reprises par la suite.Le 
hapitre 4 est l'appli
ation de la m�ethode de rotateur es
lave �a l'�etude de la transitionde Mott dans le 
adre du 
hamp moyen dynamique. La question de la d�eg�en�eres
en
eorbitale sera examin�ee l�a plus en d�etail, ave
 une 
omparaison de nos r�esultats �a unenouvelle limite de N grand ainsi qu'�a des 
al
uls num�eriques. On s'e�or
era par ailleursde donner une image physique simple de la transition de Mott grâ
e �a 
es nouvellesvariables de rotateurs.Le 
hapitre 5 est l'o

asion de mettre en oeuvre l'id�ee de rotateurs, test�ee dans les
hapitres pr�e
�edents, en vue de lever 
ertaines limitations inh�erentes �a la th�eorie de 
hampmoyen dynamique (dans sa formulation la plus simple). On analysera ainsi des e�etsphysiques dus �a la 
onne
tivit�e �nie du r�eseau, a�n de mieux 
omprendre les singularit�esasso
i�ees �a la limite de grande dimension. La te
hnique de rotateur trouvera aussi uneappli
ation naturelle �a la solution de mod�eles poss�edant une intera
tion Coulombienne �aplus longue port�ee, dans un s
h�ema dit \Extended DMFT". Cette derni�ere appro
he a
onduit �a une �etude la question de l'�e
rantage pr�es de la transition de Mott.Le 
hapitre 6 
onstitue l'introdu
tion au se
ond th�eme, et aborde des aspe
ts li�esaux 
orr�elations dans les stru
tures m�esos
opiques. Ave
 la pr�esentation de quelquesr�ealisations exp�erimentales simples, il est d�etaill�e les ph�enom�enes physiques de base ex-hib�es par 
es syst�emes : le blo
age de Coulomb et l'e�et Kondo, ren
ontr�es dans un
ontexte di��erent au 
ours des 
hapitres pr�e
�edents.Le 
hapitre 7 est 
onsa
r�e �a l'utilisation de la m�ethode de rotateurs es
laves appliqu�eeaux points quantiques. La question physique que nous avons examin�ee est la restoration dela 
oh�eren
e �a basse temp�erature dans 
e type de stru
ture, ainsi que dans des mat�eriauxma
ros
opiques granulaires. Nous montrerons que la th�eorie pr�esent�ee i
i permet uneappro
he g�en�erale des e�ets d'intera
tion dans les stru
tures �a un �ele
tron.Le 
hapitre 8 est un peu d�e
onne
t�e des travaux pr�e
�edents et 
on
erne des questionsde magn�etisme. Il 
omprend une introdu
tion au probl�eme du point 
ritique quantiquedans les 
ompos�es de fermions lourds, pour lequel nous avons �etudi�e en d�etail l'appro
hede 
u
tuations de spins. La se
onde partie de 
e 
hapitre pr�esente une tentative pourappliquer la th�eorie de 
hamp moyen dynamique �a des syst�emes de spins frustr�es, grâ
e�a un s
h�ema de \
luster-DMFT".
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Partie I
Transition de Mott dans les mat�eriaux 
orr�el�es





1. Fermions 
orr�el�es : mat�eriaux, mod�eleset te
hniquesCe 
hapitre propose une introdu
tion g�en�erale aux syst�emes de fermions 
orr�el�es,pr�esentant 
ertains r�esultats exp�erimentaux marquants, ainsi que la th�eorie de
hamp moyen dynamique. L'a

ent sera mis i
i sur les e�ets des 
orr�elations�ele
troniques dans la phase normale ave
 l'exemple de la transition de Mott, quisera omnipr�esente tout au long de 
ette th�ese. Il faut noter que d'autres th�emes�etudi�es ne seront introduits que plus tard, 
omme les syt�emes m�esos
opiques (
ha-pitre 6) ou le magn�etisme quantique (
hapitre 8). Le 
hapitre 2 sera aussi l'o

asiond'examiner un peu plus en d�etail deux mat�eriaux 
orr�el�es : le 
ondu
teur organiquebidimensionnel �-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2℄Cl et le di
hal
og�ene TaSe2 (en sur-fa
e).1.1 Mat�eriaux �a fortes 
orr�elations1.1.1 G�en�eralit�esPour 
ommen
er, il est bon de d�e�nir 
e que l'on entend par \syst�emes de fermions for-tement 
orr�el�es", en se posant tout d'abord la question au niveau exp�erimental. On peutpar exemple remarquer que deux m�etaux 1, l'aluminium et l'oxyde La1:8Sr0:2CuO4, pr�esententdes propri�et�es physiques remarquablement di��erentes. Le premier montre en e�et un �etatm�etallique et une phase supra
ondu
tri
e �a tr�es basse temp�erature qui se 
omprennent dansune image d'�ele
trons quasi-libres (formalis�ee par le duo des th�eories BCS et du liquide deFermi). Dans le se
ond, la for
e des intera
tions entre �ele
trons et la bidimensionalit�e desplans Cu-O sont responsables de propri�et�es anormales dans la phase m�etallique (e.g. en trans-port), ave
 l'�emergen
e d'un ordre supra
ondu
teur �a des temp�eratures assez �elev�ees (environ40K). Ces anomalies nous poussent �a 
lasser 
e 
ompos�e parmi les mat�eriaux 
orr�el�es. Cetexemple extrême ne doit pas 
a
her le fait qu'une multitude de mat�eriaux �a fortes 
orr�elationsposs�edent un �etat m�etallique aux propri�et�es tr�es analogues �a 
elles de m�etaux simples 
ommeAl, en poussant 
ependant l'image du liquide de Fermi dans ses retran
hements. C'est le 
asdes 
ompos�es de fermions lourds 
omme UPt3, et, 
omme on le verra en d�etail plus bas, de 
er-tains oxydes de m�etaux de transitions. On peut d�ej�a 
iter les 
ompos�es V2O3 et Sr1�xLaxTiO3,qui pr�esentent d'importants e�ets de renormalisation dus aux intera
tions, sans violer drama-tiquement le liquide de Fermi [1℄.1On 
ara
t�erise la m�etalli
it�e d'un mat�eriau par une r�esistivit�e 
roissante ave
 la temp�erature.17



CHAPITRE 1. FERMIONS CORR�EL�ES : MAT�ERIAUX, MOD�ELES ET TECHNIQUES1.1.2 Un ph�enom�ene g�en�erique aux mat�eriaux 
orr�el�es : la transition deMottOn peut tout d'abord s'interroger sur l'origine des fortes intera
tions pr�esentes dans 
esmat�eriaux, en soulignant toutefois l'importan
e de fa
teurs purement g�eom�etriques, 
omme labasse dimensionalit�e ou la frustration magn�etique. Qualitativement, la position dans la tablep�eriodique des �el�ements m�etalliques qui 
omposent les mat�eriaux 
orr�el�es pr�e
�edemment 
it�esnous donne une premi�ere piste. Ils ont tous en 
ommun la pr�esen
e d'orbitales 3d , 4f ou 5f quidonnent lieu dans le solide �a des bandes �etroites, partiellement remplies et pro
hes du niveaude Fermi. D�es lors, la question se pose de fa�
on plus quantitative, puisque les valeurs de lalargeur de bande et de l'intera
tion Coulombienne d�ependent fortement de la stru
ture pr�e
isede 
haque 
ompos�e. Un fa
teur important est par exemple l'�e
rantage de l'intera
tion dans labande de 
ondu
tion par les bandes de valen
e voisines. Dans le 
as des oxydes, les atomesm�etalliques de la stru
ture r�ealisent une hybridation ave
 les oxyg�enes voisins, qui r�eduit eng�en�eral la largeur de bande, augmentant ainsi l'e�et relatif des 
orr�elations. De tels e�etsm�enent �a don
 alt�erer fortement �a la fois la valeur de l'intera
tion de Coulomb 2 et l'�energie
in�etique des �ele
trons. Notons W 
ette derni�ere, U l'intera
tion �e
rant�ee sur l'orbitale d ,et � l'�energie de transfert de 
harge entre l'orbitale d et l'orbitale p voisine, dans l'exempled'un oxyde de m�etal de transition. On 
onstate qu'on peut se trouver alors dans di��erentsr�egimes. Lorsque �� U � W , les �ele
trons se lo
alisent sur l'orbitale d pour �eviter de payerl'�energie de Coulomb et on a un �etat isolant (de Mott). Une autre possibilit�e, qui apparâ�t siU � � � W , est de bloquer les �ele
trons sur le site de l'oxyg�ene ; 
'est alors un isolant �atransfert de 
harge 3. La destru
tion de 
es deux types d'�etats isolants, qui se produit lorsqueW & U ou �, 
onduit, �a travers une transition de Mott isolant-m�etal, �a la formation d'un �etatm�etallique dans lequel les e�ets des intera
tions restent importants [2℄. L'exemple 
anoniqueillustrant 
ette transition 
ontrol�ee par la for
e des intera
tions est donn�e par l'oxyde V2O3(�gure 1.1), mais on 
onstate que des dizaines de 
ompos�es di��erents exhibent 
e ph�enom�ene,
omme par exemple le 
ondu
teur organique �-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2℄Cl (voir �gure 1.2 et
hapitre 2). La transition de Mott est don
 universellement pr�esente dans les syst�emes 
orr�el�es.Un aspe
t important de 
ette physique 
on
erne la possibilit�e d'a

order de mani�ere 
onti-nue la largeur de bande sur un même 
ompos�e, a�n d'examiner la transition de Mott de mani�ereprogressive (plutôt qu'une simple 
lassi�
ation des mat�eriaux entre m�etal et isolant de Mott).En pratique, pour des syst�emes isolants pro
hes de la transition, l'appli
ation d'une pression dequelques kbars peut suÆre �a augmenter le re
ouvrement des orbitales de mani�ere �a retrouverun 
ara
t�ere m�etallique (
omme pr�esent�e aux �gures suivantes). Une autre fa�
on d'arriver aumême e�et est d'utiliser des substitutions 
himiques d�eformant la stru
ture 
ristalline (voir leparagraphe suivant).2Depuis des �energies atomiques (
olossales) �a des valeurs �e
rant�ees qui restent non n�egligeables devant lalargeur de bande.3On parle souvent de fa�
on g�en�erique d'isolant de Mott a�n de di��erentier un �etat isolant �a 
ause desintera
tions ave
 un isolant de type Anderson (induit par le d�esordre), ou ave
 les isolants magn�etiques.
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1.1. MAT�ERIAUX �A FORTES CORR�ELATIONS

PSfrag repla
ementsPression (bar)Temp�erature (K)AntiferroSupraIsolantM�etalFig. 1.1 { Diagramme de phase de l'oxyde de m�etal de transition V2O3, d'apr�es [3℄.
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Fig. 1.2 { Diagramme de phase du 
ondu
teur organique �-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2℄Cl,d'apr�es des mesures de RMN [4℄.
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CHAPITRE 1. FERMIONS CORR�EL�ES : MAT�ERIAUX, MOD�ELES ET TECHNIQUES� La stru
ture perovskite : une autre fa�
on d'�etudier la transition de MottLa transition de Mott peut aussi être atteinte en modi�ant le remplissage de la bande d ,puisque l'isolant de Mott est instable vis �a vis du dopage. Ce
i peut se r�ealiser en pratiquepar substitution 
himique progressive d'un atome de la stru
ture ave
 un atome de valen
edi��erente, qui joue le rôle de r�eservoir de 
harge. On peut 
iter le 
as du 
ompos�e Sr1�xLaxTiO3,qui fait partie d'une s�erie bien 
onnue d'oxydes ternaires de la 
ou
he 3d , illustr�ee par lediagramme de Fujimori (Fig. 1.3). Cette grande 
lasse d'oxydes tridimensionnels de stru
tureperovskite (voir �gure 1.4) d�emontre par ailleurs tr�es 
lairement la g�en�eralit�e du ph�enom�eneen question i
i.

Fig. 1.3 { Classi�
ation m�etal-isolant en fon
tion de la valen
e (axe horizontal) et de la largeurde bande (verti
alement) pour des oxydes de m�etaux de transition de la 
ou
he 3d , d'apr�es [5℄.Les lignes en traits gras sont 
elles suivies par un 
ompos�e du type AxA'1�xBO3 en fon
tionde la 
omposition 
himique x .On remarque de plus que lorsque deux atomes de même valen
e 4 sont �e
hang�es, ondispose de la possibilit�e de varier 
ontinuement la largeur de bande �a remplissage 
onstant (sil'un des deux atomes est plus gros, il produit une distorsion du r�eseau suÆsante pour modi�erl�eg�erement le re
ouvrement des orbitales voisines des atomes m�etalliques de type B). C'estpar exemple le 
as de Ca1�xSrxVO3, qui reste malgr�e tout un m�etal pour toute valeur de x(ave
 des e�ets des 
orr�elations assez importants en surfa
e [6, 7℄). Cet e�et de modi�
ation4Les atomes 
entraux de la stru
ture perovskite ne parti
ipent pas �a la 
ondu
tion, et servent uniquement der�eservoir de 
harge.
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1.1. MAT�ERIAUX �A FORTES CORR�ELATIONSde la largeur de bande joue aussi dans le 
as o�u l'on 
hange le remplissage de la bande, 
e qui
omplique l'analyse des donn�ees (le diagramme 1.3 trouve alors tout son int�erêt pour visualiserqualitativement les 
hangements produits).

Fig. 1.4 { Stru
ture perovskite du 
ompos�e tridimensionnel SrTiO3 (vue globale du r�eseau et
ellule �el�ementaire).Bien sûr, il ne s'agit pas de n�egliger le rôle du magn�etisme dans 
es syst�emes. D'une partpar
e qu'on peut transiter dire
tement de l'�etat m�etallique vers un isolant magn�etique (transi-tion de Mott-Heisenberg), par la pr�esen
e de moments lo
aux dans le m�etal qui sont tout prêts�a s'ordonner �a basse temp�erature. Le type d'ordre magn�etique ainsi obtenu (le plus souventantiferromagn�etique) d�epend fortement de la stru
ture du mat�eriau 
onsid�er�e. D'autre partpar
e que le magn�etisme a des e�ets tr�es importants, même dans la phase normale (
u
tua-tions magn�etiques pr�es des phases ordonn�ees). Finalement, les intera
tions diverses dans lese
teur de spin (super-�e
hange, intera
tion de Hund), la basse dimensionalit�e et la frustrationde 
ertains 
ompos�es sont sour
e de 
ompli
ations suppl�ementaires. On se 
ontentera de direque la 
omplexit�e du probl�eme de la supra
ondu
tivit�e �a haute temp�erature est intimementli�ee �a l'ensemble de 
es questions, puisque la phase supra
ondu
tri
e des 
uprates �emerge pardopage d'un isolant de Mott bidimensionnel antiferromagn�etique.
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CHAPITRE 1. FERMIONS CORR�EL�ES : MAT�ERIAUX, MOD�ELES ET TECHNIQUES1.1.3 Signatures des 
orr�elations fortes dans l'�etat m�etalliqueNous allons maintenant entrer un peu plus dans le d�etail de 
es mat�eriaux parti
uliers,en 
ommen�
ant par examiner les diverses propri�et�es anormales qui se manifestent dans leurphase m�etallique (paramagn�etique). Nous nous 
on
entrerons prin
ipalement sur le 
ompos�eSr1�xLaxTiO3, 
ar de nombreux mesures exp�erimentales ont �et�e men�ees sur 
e même syst�eme,
e qui permet une 
ara
t�erisation quasi-exhaustive de la physique qui nous int�eresse i
i (rap-pelons qu'il s'agit d'un 
ompos�e o�u la transition de Mott se produit par dopage et non parmodi�
ation de la largeur de bande).� Renormalisation de la masse e�e
tiveSelon la th�eorie du liquide de Fermi, les ex
itations �el�ementaires dans un m�etal peuvent êtred�e
rites 
omme des quasiparti
ules ave
 des param�etres renormalis�es et de faibles intera
tionsr�esiduelles (même si le probl�eme �a N 
orps qui est en jeu reste formidablement 
omplexe).Ainsi la lo
alisation progressive des �ele
trons au voisinage de la transition de Mott (du 
ôt�em�etallique) se manifeste par un a

roissement de la masse e�e
tive, que l'on peut mettreen �eviden
e exp�erimentalement par l'augmentation du 
oeÆ
ient 
 de la 
haleur sp�e
i�que �abasse temp�erature CV = 
T , 
omme illustr�e �a la �gure 1.5 sur le 
ompos�e Sr1�xLaxTiO3 5.

Fig. 1.5 { CoeÆ
ient du terme lineaire de la 
haleur sp�e
i�que 
 et sus
eptibilit�e magn�etique� en fon
tion du dopage dans Sr1�xLaxTiO3. �A droite, fa
teur de Wilson (�2k2B�)=(3�2B
).D'apr�es [8℄.Cette �gure montre aussi l'augmentation analogue de la sus
eptibilit�e de spin � (ind�ependantede la temp�erature), et permet de tra
er le fa
teur de Wilson �=
 (normalis�e par 3�2B=(�2k2B)).5Cet e�et a �et�e pr�edit th�eoriquement dans les travaux pionniers de Brinkman et Ri
e. Nous y reviendrons au
hapitre 4.
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1.1. MAT�ERIAUX �A FORTES CORR�ELATIONSCelui-
i reste stable autour de la valeur 2, malgr�e la \divergen
e" simultan�ee de 
 et � pourx � 1. Ce
i indique l'absen
e de 
u
tuations magn�etiques �a la transition de Mott (des mesuresplus r�e
entes �a tr�es faible dopage ont 
ependant mis en �eviden
e une phase antiferromagn�etiquequi n'est pas signal�ee i
i [9℄).� Transport modi��e�A trois dimensions, et en l'absen
e de 
u
tuations 
ritiques pr�es d'une phase ordonn�eeou d'un point 
ritique quantique, un m�etal poss�ede une r�esistivit�e quadratique �(T ) = �0 +AT 2 �a basse temp�erature (liquide de Fermi). Le 
oeÆ
ient A peut aussi pr�esenter de fortesrenormalisations dues aux intera
tions, en parti
ulier �a proximit�e de la transition de Mott,o�u il re
�ete la r�edu
tion du temps de vie des quasiparti
ules. Ce
i est 
lairement montr�e surles mesures de transport dans Sr1�xLaxTiO3 pour x pro
he de 1 (�gure 1.6). Ces donn�ees
on
ordent ave
 l'entr�ee 
orrespondante dans le diagramme de Fujimori, �gure 1.3, o�u LaTiO3apparait bien 
omme un isolant au bord de la transition de Mott.

Fig. 1.6 { R�esistivit�e [8℄ dans Sr1�xLaxTiO3 en fon
tion de T 2 et pour di��erents dopages.
� Faible �e
helle de 
oh�eren
eDans le r�egime 
orr�el�e, on s'attend �a 
e que l'�energie de 
oh�eren
e ��F soit aussi renormalis�eepar les intera
tions. Cette �e
helle d'�energie peut être 
ara
t�eris�ee par une temp�erature deFermi e�e
tive, T � = ��F=kB, en dessous de laquelle la th�eorie de Landau des liquides de Fermis'applique. Cet e�et est tout �a fait visible dans les donn�ees de transport par une d�eviation �a laloi du T 2 pour des temp�eratures sup�erieures �a T �(P ) (�gure 1.6). Ce 
hangement a bien unenature �ele
tronique, 
omme l'indique la d�e
roissan
e rapide de T � �a l'appro
he de la transitionde Mott.
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CHAPITRE 1. FERMIONS CORR�EL�ES : MAT�ERIAUX, MOD�ELES ET TECHNIQUES� R�egime de \mauvais m�etal"Quand la temp�erature d�epasse la temp�erature de 
oh�eren
e T �, il persiste en g�en�eral unr�egime de \mauvais m�etal" dans lequel la r�esistivit�e 
ontinue �a augmenter ave
 la temp�erature(le plus souvent de fa�
on lin�eaire). Il n'est 
ependant pas possible de parler l�a de quasiparti
ulesave
 un temps de vie anormal, 
ar le libre par
ours moyen ` que l'on extrait d'une formule deDrude et de la valeur de la r�esistivit�e dans 
e r�egime est alors inf�erieure aux distan
es inter-atomiques, kF ` . 1 (kF est le ve
teur d'onde de Fermi). Ce r�egime est don
 asso
i�e �a desr�esistivit�es sup�erieures �a la limite de Mott :�3D = 3�2 1k2F ` he2 & 3�2 1kF he2 � �Mott3D (1.1)� Transfert de poids spe
tralLa disparition progressive des quasiparti
ules �a la transition de Mott doit se manifester defa�
on dramatique dans les quantit�es d�ependantes de la fr�equen
e. Ce
i est observ�e dans desmesures de 
ondu
tivit�e optique sur le 
ompos�e que nous avons examin�e tout au long de 
ettese
tion, Sr1�xLaxTiO3. On assiste ainsi, lorsque x se rappro
he de 1, �a la disparition progressivedu pi
 de Drude �a basse fr�equen
e, qui s'a

ompagne d'une redistribution importante de poidsspe
tral, 
omme illustr�e sur la �gure 1.7.

Fig. 1.7 { Condu
tivit�e optique [10℄ en fon
tion du dopage dans SrÆLa1�ÆTiO3 (Æ = 1� x).Cet e�et a �et�e aussi mis en eviden
e par mesure de la fon
tion spe
trale �ele
tronique enphoto�emission (ARPES) sur V2O3 et Ca1�xSrxVO3 [6, 7℄, malgr�e une longue 
ontroverse �a
e sujet, ainsi que sur la surfa
e du 
ompos�e TaSe2, que l'on �etudiera �a la se
tion 2.2. Iln'existe malheureusement pas �a l'heure a
tuelle de mesure dire
te de la densit�e d'�etats lo
alepar mi
ros
opie �a e�et tunnel, qui pourrait merveilleusement illustrer la transition de Mott.
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1.1. MAT�ERIAUX �A FORTES CORR�ELATIONS� Violation du liquide de FermiDes d�eviations importantes au 
omportement Liquide de Fermi sont observ�ees dans la phasenormale de nombreux mat�eriaux : oxydes 
omme La1�xSrxVO3 [11℄, 
ompos�es de fermionslourds pr�es d'un point 
ritique quantique (voir le 
hapitre 8.1), et bien sûr 
uprates super
on-du
teurs. La proximit�e de 
u
tuations magn�etiques importantes (sur lesquelles les �ele
tronsdi�usent) est souvent avan
�ee pour expliquer 
e type d'anomalies.

25



CHAPITRE 1. FERMIONS CORR�EL�ES : MAT�ERIAUX, MOD�ELES ET TECHNIQUES1.2 Mod�elisation des mat�eriaux 
orr�el�esCette se
tion d�ebute la des
ription th�eorique des syst�emes de fermions 
orr�el�es, en intro-duisant les mod�eles pertinents pour �etudier le ph�enom�ene de la transition de Mott.1.2.1 Mod�eles de basse �energieL'id�ee de base est bien entendu de se ramener �a la mod�elisation la plus simple possible,tout en gardant les degr�es de libert�e essentiels pour la des
ription des ph�enom�enes auxquelson s'int�eresse. Les �e
helles d'�energies �ele
troniques �etant en g�en�eral 
olossales par rapport�a la temp�erature (sup�erieures �a l'ele
tron-Volt, don
 au moins 12000 K), on se permet den�egliger les orbitales lo
alis�ees au 
oeur des atomes, ou formant des bandes dans le solide quise trouvent loin du niveau de Fermi. Il ne faut 
ependant pas oublier que 
es \d�etails" sontimportants dans la mesure o�u ils 
onduisent �a des renormalisations des param�etres intervenantdans un mod�ele de plus basse �energie (par �e
rantage de l'intera
tion Coulombienne ou pard�eformation des bandes de 
ondu
tion). La stru
ture 
ristalline est le plus g�en�eralement tir�eedes exp�erien
es de rayons X, mais l'on peut a
tuellement pr�edire ave
 plus ou moins de su

�esla stabilit�e relative entre di��erentes stru
tures possibles du r�eseau.On peut alors �e
rire un mod�ele pour les �ele
trons dans des orbitales de Wannier pro
hes desatomes, qui poss�ede une partie liaison forte et une partie d'intera
tion entre �ele
trons, 
ouplantsites (i), orbitales (�) et spins (�), sous la forme suivante (en se
onde quanti�
ation) :H = �∑ij��� t��ij d yi��dj�� + ∑ij����0 V ��;��0ij d yi��di��d yj��0dj��0 (1.2)La d�etermination des param�etres de basse �energie intervenant dans un tel mod�ele est en fait unequestion extrêmement te
hnique. En e�et, on ne peut pas se 
ontenter d'estimer la matri
ed'intera
tion V ��;��0ij par un 
al
ul d'�elements de matri
e des orbitales de Wannier, puisquel'�e
rantage par les bandes que l'on a n�eglig�e peut r�eduire 
ette valeur de mani�ere importante. Laquestion de l'�evaluation des param�etres de bande et d'intera
tion n�e
essite don
 des te
hniquesab-initio assez sophistiqu�ees dont on ne parlera pas i
i [12℄.� Mod�ele de HubbardOn peut simpli�er davantage l'Hamiltonien (1.2) dans le 
as o�u il ne se trouve qu'une seulebande pro
he du niveau de Fermi (par exemple lorsque la d�eg�en�eres
en
e orbitale est lev�ee parles 
hamps 
ristallins ou les d�eformations du r�eseau). En n�egligeant la partie �a longue port�eede l'intera
tion Coulombienne, exponentiellement d�e
roissante dans un m�etal, on arrive alorsau mod�ele de Hubbard, qui 
ontient les ingr�edients de base pour d�e
rire les propri�et�es dessyst�emes d'�ele
trons 
orr�el�es :H = �∑ij� tijd yi�dj� + U∑i d yi"di"d yi#di#: (1.3)Le fait que l'�e
rantage se d�egrade progressivement �a l'appro
he de la transition de Mott, m�ene�a questionner la validit�e du mod�ele de Hubbard pour la des
ription de 
ette transition [13, 14℄
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1.2. MOD�ELISATION DES MAT�ERIAUX CORR�EL�ES(voir se
tion 5.2). Il faut aussi dire que la d�eg�en�eres
en
e orbitale joue un rôle importantdans de nombreux 
ompos�es �a un niveau quantitatif (voir se
tion 4), mais peut 
onduire aussi�a des e�ets tout �a fait int�eressants [15℄ (brisure de sym�etrie orbitale, possibilit�e de liquided'orbitales...).1.2.2 �E
he
 des appro
hes traditionnelles pour la transition de MottLa 
omplexit�e du mod�ele de Hubbard (1.3), �a l'allure pourtant extrêmement simple, estde plusieurs ordres. Tout d'abord �a 
ause de la multitude de phase ordonn�ees possibles (enfon
tion de l'intera
tion, du dopage et de la dimensionalit�e). Ensuite, par
e que le r�egime quinous int�eresse plus parti
uli�erement i
i (transition de Mott) est diÆ
ilement a

essible par leste
hniques standards. On peut remarquer aussi que le grand nombre de degr�es de libert�e en jeuet la nature fermionique du probl�eme pose en g�en�eral des limites importantes pour les m�ethodesnum�eriques (voir 
ependant [16℄).� M�ethodes pertubativesLes appro
hes analytiques du mod�ele de Hubbard supposent en g�en�eral qu'il est l�egitimede traiter l'un des deux termes dans (1.3) en th�eorie de perturbation. Cela o�re deux voies
ompl�ementaires pour aborder le probl�eme, qui ont eu des su

�es importants pour 
omprendrela nature des r�egimes se trouvant de part et d'autre de la transition de Mott. On peut parexemple 
iter la th�eorie ph�enom�enologique des liquides de Fermi (valide �a 
ouplage faible),et la d�erivation de th�eories e�e
tives 
omme le mod�ele de Heisenberg (pour U � t). Cesappro
hes 
essent malheureusement d'être valides dans le r�egime de 
ouplage interm�ediaire,et sont don
 sans utilit�e pour d�e
rire la transition de Mott, qui se produit pour des valeurs del'intera
tion 
omparables �a l'�energie 
in�etique des �ele
trons.� Autres appro
hes : limites 
ontrol�eesDans la mesure o�u il n'y a pas de petit param�etre �evident pour traiter 
e probl�eme 6, il a�et�e d�evelopp�e diverses extensions au mod�ele de Hubbard (ou de ses d�eriv�es, 
omme le mod�elet-J) qui permettent d'obtenir une solution non perturbative. Ce sont les limites de granded�eg�en�eres
en
e et de grande dimension. La premi�ere appro
he �etant assez 
ari
aturale (on enreparlera au 
ours du 
hapitre 4), je vais pr�esenter maintenant la limite d = 1, ainsi que sessu

�es r�e
ents 
on
ernant la transition de Mott.
6Les m�ethodes exa
tes (ansatz de Bethe) ou de th�eorie des 
hamps (bosonisation) sont en g�en�eral limit�eesau 
as unidimensionel, dont la physique est de plus tr�es parti
uli�ere.
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CHAPITRE 1. FERMIONS CORR�EL�ES : MAT�ERIAUX, MOD�ELES ET TECHNIQUES1.3 Th�eorie de 
hamp moyen dynamique1.3.1 M�ethodologieLe gain essentiel apport�e par la limite de grande dimension est de s'a�ran
hir des probl�emesli�es �a la limite thermodynamique, en mettant l'a

ent sur une des
ription lo
ale de la physique.L'id�ee de base est de d�eriver une th�eorie e�e
tive pour le mouvement des �ele
trons sur un site�x�e du r�eseau, en esp�erant que 
ette dynamique restera suÆsament simple. Le fait que la limite\grand d" permette 
ette simpli�
ation peut se 
omprendre en th�eorie de perturbation : onpeut voir que les 
ontributions �a la self-�energie sont purement lo
ales dans la limite d !1 [17℄.Pour progresser, il a �et�e 
ru
ial de 
onstruire une th�eorie e�e
tive qui d�e
rit la dynamiquelo
ale des �ele
trons [18, 19℄. Pour 
ela, on peut partir du mod�ele de Hubbard, et int�egrerexpli
itement tous les sites du r�eseau sauf un site donn�e 7. Consid�erons ainsi le 
al
ul de la
BAIN

Fig. 1.8 { Cavit�e 
r�e�ee dans le r�eseau en �eliminant un site donn�e, et transformation vers unprobl�eme e�e
tif �a un site.fon
tion de partition (� est le potentiel 
himique) :Z = ∫ Dd Dd ye�S (1.4)S = ∫ �0d�∑i� d yi�(�� � �)di� �∑ij� tijd yi�dj� + U∑i� d yi"di"d yi#di# (1.5)et �e
rivons l'a
tion e�e
tive lo
ale qui d�e
rit le 
omportement des �ele
trons au site donn�e (parexemple i = 0) :Slo
 = ∫ �0d�∑� d y�(�� � �)d� + Ud y"d"d y#d# + Se� (1.6)Se� = +1∑n=1 ∑i1j1:::in jn G(0)i1j1:::injn(�1� 01 : : : �p� 0p) n∏p=1 ∫ �0d�p∫ �0d� 0p tip0tjp0 d y�(�p)d�(� 0p) (1.7)en notant d y� = d yi=0;� le fermion au site de la 
avit�e et G(0) la fon
tion de Green 
onnexe�a 2n-points, 
al
ul�ee dans le r�eseau ave
 le site i = 0 en moins. Si l'on prend maintenant la7C'est la m�ethode de la 
avit�e bien 
onnue en physique statistique, �gure 1.8.
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1.3. TH�EORIE DE CHAMP MOYEN DYNAMIQUElimite d !1 ave
 le 
hoix judi
ieux tij / d�jji�jjj=2, on peut se 
onvain
re que le nieme termeapparaissant dans (1.7) est d'ordre d1�n, et que l'a
tion e�e
tive est purement quadratique(mis �a part le terme d'intera
tion lo
al originellement pr�esent dans (1.6)). Il n'est pas diÆ
iled'�evaluer ensuite la fon
tion de Green �a deux points en 
avit�e G(0)i j (� � � 0), 
e qui permetd'arriver au r�esultat �nal :Slo
 = ∫ �0d�∑� d y�(�� � �)d� + Ud y"d"d y#d# + ∫ �0d� ∫ �0d� 0�(� � � 0)∑� d y�(�)d�(� 0) (1.8)Gd(i!n) � � 〈d�(i!n)d y�(i!n)〉jSlo
 = ∑k 1G�1d (i!n) + �(i!n)� �k (1.9)o�u �k est la transform�ee de Fourier de �tij. La premi�ere de 
es �equation 
orrespond don
 �al'a
tion e�e
tive du probl�eme lo
al, dont le dernier terme signale que l'�ele
tron peut quitter �atout instant (�) le site i = 0 pour se promener dans le reste du r�eseau, et revenir au point initial�a un instant ult�erieur (� 0). Ce
i impose d'introduire une fon
tion d'hybridation �(�) qui joue lerôle d'un 
hamp de Weiss pour 
e probl�eme et qui est d�etermin�ee de fa�
on auto
oh�erente parl'�equation (1.9). Cette derni�ere s'interpr�ete en remarquant que l'on peut d�e�nir une self-�energie�d(i!n) pour l'a
tion e�e
tive (1.8) par :Gd(i!n) � 1i!n � �(i!n)��d(i!n) (1.10)Comme on le note sur l'�equation (1.9) en substituant l'expression pr�e
�edente, 
ette self-�energiedu probl�eme e�e
tif est aussi la self-�energie du probl�eme 
omplet sur le r�eseau (qui est don
bien ind�ependante de k) ; 
ela permet de r�e�e
rire l'�equation d'auto
oh�eren
e de mani�ere plusphysique : Gd(i!n) =∑k 1i!n � �k � �d(i!n) (1.11)Nous remarquons par ailleurs que l'a
tion e�e
tive (1.8) est 
elle d'un mod�ele d'impuret�e quan-tique d'Anderson, introduit initialement pour d�e
rire la formation des moments magn�etiquesdans les m�etaux et les anomalies de transport qui y sont observ�ees (e�et Kondo).� �A propos de la limite d =1On peut d'abord s'interroger sur la forme prise par le param�etre de saut tij / d�jji�jjj=2. Celle-
i permet de trouver une �energie 
in�etique par parti
ule d'ordre 1 quand d tend vers l'in�ni(
ette preuve est donn�ee �a l'appendi
e A.2). En utilisant 
e 
hoix, l'intera
tion de Coulombet l'�energie 
in�etique restent 
omparables et peuvent entrer en 
omp�etition de mani�ere nontriviale. De plus, le fait de r�esoudre un mod�ele de mani�ere exa
te dans une limite 
ontrol�ee(même si un peu formelle) permet d'obtenir une th�eorie 
oh�erente thermodynamiquement.
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CHAPITRE 1. FERMIONS CORR�EL�ES : MAT�ERIAUX, MOD�ELES ET TECHNIQUES1.3.2 La transition de Mott en 
hamp moyen dynamique� Arguments qualitatifsOn peut remarquer que par 
onstru
tion la limite de grande dimension d�e
rit 
orre
tementle 
as sans intera
tion (U = 0) et la limite atomique (t = 0) du mod�ele de Hubbard. Elle o�redon
 l'opportunit�e d'�etudier la physique des probl�emes de fermions 
orr�el�es dans le r�egime de
ouplage interm�ediaire, o�u l'on s'attend �a une transition de phase m�etal-isolant.La pr�esen
e d'une phase m�etallique �a 
ouplage faible (U � D, o�u D est la demi-largeurde bande) est garantie par la forme même de l'a
tion e�e
tive (1.8) : on sait que le mod�eled'Anderson est asso
i�e �a la produ
tion d'une r�esonan
e Kondo pr�es du niveau de Fermi [20℄,qui 
orrespond don
 �a la formation de quasiparti
ules m�etalliques dans le langage du mod�elede Hubbard. L'auto
oh�eren
e (1.9) joue 
ependant un rôle important dans le sens o�u le baind'�ele
tron �(�) re
�ete dire
tement la stru
ture de la fon
tion de Green physique. En parti
ulier,dans le 
as d'une densit�e d'�etats semi
ir
ulaire de demi-largeur D = 2t (r�eseau de Bethe), ona simplement : �(�) = t2Gd(�) (1.12)L'�equation d'auto
oh�eren
e est ultimement responsable de la transition de Mott, puisque lemod�ele d'Anderson ave
 un bain �xe est r�egulier pour toute valeur de U : 
'est la r�edu
tionsimultan�ee de la largeur de bande des quasiparti
ules dans Gd et � qui 
onduit �a la disparitionde la phase m�etallique �a U � D.� Diagramme de phaseLe diagramme de phase obtenu en r�esolvant 8 les �equations DMFT (1.8-1.9) montre ene�et l'existen
e d'une transition m�etal-isolant, du se
ond ordre �a temp�erature nulle [21,22℄ (onnotera 
e point 
ritique par U
2 ' 3D). La situation �a temp�erature �nie est plus 
omplexe, 
arla zone de transition s'�etend �a basse temp�erature en une r�egion de 
oexisten
e entre m�etal etisolant (d�elimit�ee par les lignes en pointill�es U
1(T ) et U
2(T ) sur la �gure 1.9 9), o�u la transitionest du premier ordre [23,24℄ (ligne 
ontinue sur la même �gure). Cette r�egion se termine en unautre point 
ritique du se
ond ordre (U
 ' 2D), pour une temp�erature T
 ' D=40. Toute 
ettezone peut se 
omprendre qualitativement par une analogie ave
 la transition liquide gaz [25℄10, qui est r�esum�ee au tableau suivant :Transition Liquide-Gaz Transition de MottPression hydrostatique Largeur de bande (D)Temp�erature Temp�eratureDensit�e molaire Double o

upationLiquide M�etalGaz Isolant8Di��erentes m�ethodes, analytiques (th�eorie de perturbation, bosons es
laves, �equations int�egrales, m�ethodeproje
tive) et num�eriques (Monte Carlo Quantique, diagonalisation exa
te, groupe de renormalisation num�erique)sont envisageables. Voir la se
tion 2.1.2 et le 
hapitre 4.9Pour T < T
 , la phase m�etallique persiste tant que U < U
2(T ), tandis que la phase isolante existe pourU
1(T ) < U.10Cette remarque a �et�e formalis�ee [26℄ en analysant l'�energie libre DMFT au voisinage de la transition �a T
 .
30



1.3. TH�EORIE DE CHAMP MOYEN DYNAMIQUE
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Fig. 1.9 { Diagramme de phase paramagn�etique (s
h�ematique) des di��erents r�egimes autourde la transition de Mott. Les lignes pointill�ees entourent la r�egion de 
oexisten
e. La lignede transition du premier ordre est donn�ee par le trait 
ontinu qui joint les deux deux points
ritiques dis
ut�es dans le texte. Les 
rossovers sont d�esign�es par les lignes �epaisses gris�ees.La phase dense 
orrespond don
 au m�etal, qui poss�ede une plus grande densit�e de doubleo

upations que l'isolant de Mott. Cette analogie devient par 
ontre quantitative �a proximit�edu point 
ritique terminal, o�u le 
omportement 
ritique est d�e
rit par une transition 
ontinuedans la 
lasse d'universalit�e du mod�ele d'Ising (en 
hamp moyen). On peut en e�et �e
rire une�equation d'�etat, analogue �a l'�equation de Van der Waals (ou Ising sous 
hamp magn�etique) :h(D;T ) = r(D;T )� + �3 (1.13)o�u � est un param�etre d'ordre, reli�e �a la plupart des quantit�es physiques : double o

upation,mais aussi 
ondu
tivit�e ou densit�e d'�etat au niveau de Fermi. Les 
ourbes de 
ondu
tivit�e,dans la r�egion autour du point 
ritique terminal, illustrent de fa�
on tr�es parlante 
ette analogie(�gure 1.10).Un autre aspe
t important de la transition de Mott �a temp�erature �nie 
on
erne le pas-sage de l'�etat m�etallique (dans le sens d'une r�esistivit�e 
roissante en temp�erature) vers l'�etatisolant lorsqu'on se trouve au-dessus du point 
ritique terminal. Ce 
hangement d'�etat se faitde mani�ere indire
te, par des 
rossovers interm�ediaires asso
i�es �a des r�egimes de transportdi��erents, indiqu�es �a la �gure 1.9. On remarquera ainsi �a la �gure 1.11 un r�egime de 
ondu
-tion m�etallique ave
 des r�esistivit�es plus grandes que la limite de Mott (mauvais m�etal). Voirla se
tion 2.1.2 pour plus de d�etails.
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CHAPITRE 1. FERMIONS CORR�EL�ES : MAT�ERIAUX, MOD�ELES ET TECHNIQUES
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) indiqu�e par le point noir ; di��erentes temp�eratures ont �et�e prises (T . T
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tion 2.1.2).
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Fig. 1.11 { Cal
ul DMFT (IPT) de la r�esistivit�e �(T ) dans le mod�ele de Hubbard par la m�ethodeIPT (remarquer l'�e
helle logarithmique). Une large gamme de valeurs de l'intera
tion U a �et�e
hoisie, ave
 la 
ourbe en gras prise dans le r�egime U
1 < U < U
2, pour illustrer le 
ara
t�erepremier ordre de la transition de Mott.
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1.3. TH�EORIE DE CHAMP MOYEN DYNAMIQUE1.3.3 Quelques questions d'a
tualit�e� Propri�et�es 
ritiques de la transition de MottL'�etude exp�erimentale de l'aspe
t liquide-gaz de la transition de Mott dans les syst�emesde fermions 
orr�el�es n�e
essite une �etude tr�es �ne du transport au voisinage du point 
ritiqueterminal. L'utilisation d'une te
hnique pr�e
ise de balayage en pression par P. Limelette dansle groupe de D. J�erome �a Orsay �a permis une premi�ere investigation de 
ette question surles 
ondu
teurs organiques bidimensionels (voir Arti
le-1), puis sur V2O3. Dans 
e dernier
ompos�e, on observe une 
on�rmation remarquable des pr�edi
tions de la th�eorie de 
hampmoyen dynamique : la transition de Mott semble être une transition d'Ising (�a trois dimensions),ave
 des lois d'�e
helle 
ompatibles ave
 
ette 
lasse d'universalit�e. Notons que 
ette te
hniquea �et�e aussi utilis�ee pour faire l'�etude en transport des 
rossovers mentionn�es au paragraphepr�e
�edent (voir se
tion 2.1).Nous remarquons �nalement que l'�etude exp�erimentale de la transition de Mott �a temp�eraturenulle est une question diÆ
ile, �a 
ause de la pr�esen
e de phases ordonn�ees �a basse temp�erature.Nous dis
uterons des aspe
ts th�eoriques de 
ette transition dans le 
adre de DMFT dans le
hapitre 4 (voir aussi la se
tion 5.1).� Question du 
ouplage au r�eseauLa question du 
ouplage des fermions aux vibrations �elastiques du r�eseau est un autre aspe
timportant de la transition de Mott. En e�et, dans la plupart des 
ompos�es (
omme V2O3), latransition m�etal-isolant s'a

ompagne d'un 
hangement abrupt de la maille (en g�en�eral sansmodi�
ation stru
turale). Bien qu'on puisse argumenter dans le sens oppos�e, il semble probableque 
et e�et soit dû �a la proximit�e d'une singularit�e des propri�et�es �ele
troniques. Toutefois, ilest 
on
evable que l'instabilit�e du r�eseau puisse pr�eempter la transition de Mott proprementdite, selon un argument de H. Krishnamurthy [27℄. Cette id�ee pourrait en parti
ulier expliquerla relative mollesse du r�egime 
ritique pour les 
ompos�es organiques, qui sont hautement 
om-pressibles et dans lesquels la r�eponse du r�eseau aux instabilit�es �ele
troniques doit être grande.� Questions relatives �a la lo
alit�e de DMFTDe nombreux e�ets physiques ne sont pas pris en 
ompte dans la formulation la plus simplede DMFT (
omme les renormalisations de la surfa
e de Fermi). Il semble 
ependant que lalo
alit�e de la self-�energie soit approximativement v�eri��ee dans des 
ompos�es tridimensionels
omme Ca1�xSrxVO3, 
omme l'indique la 
omparaison des mesures de photo�emission �a des 
al-
uls de stru
ture �ele
tronique. Il s'agit d'une bonne indi
ation pour l'appli
abilit�e de la th�eorie de
hamp moyen dynamique dans l'�etude (qualitative et peut-être quantitative) de 
es syst�emes.En deux dimensions, les 
u
tuation
 non lo
ales sont plus importantes. On peut 
ependantestimer que l'appro
he de 
hamp moyen dynamique est valable pour d�e
rire les r�egimes loindes phases ordonn�ees. De plus, le formalisme peut être �etendu pour prendre en 
ompte unepartie des 
orr�elations de 
ourte distan
e : m�ethodes Extended-DMFT [28{30℄ (se
tion 8.1.3)et Cluster-DMFT [31℄ (se
tion 8.2).
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CHAPITRE 1. FERMIONS CORR�EL�ES : MAT�ERIAUX, MOD�ELES ET TECHNIQUES� Vers un a

ord quantitatif ?Malgr�e 
ertaines limitations dis
ut�ees plus haut, la th�eorie de 
hamp moyen dynamiqueo�re un 
adre simpli��e pour aborder l'�etude des mat�eriaux 
orr�el�es. En e�et, les prin
ipales�e
helles d'�energies en jeu (t; U; J; ��F ) sont in
orpor�ees naturellement, et des g�en�eralisations sontpossibles pour r�eintroduire 
ertains e�ets manquants, 
omme les 
u
tuations magn�etiques.De plus, DMFT o�re l'opportunit�e de marier les te
hniques modernes de probl�eme �a N 
orpsave
 des m�ethodes de 
al
uls \r�ealistes", pour �etudier plus pr�e
is�ement les syt�emes 
orr�el�es.En e�et, les m�ethodes ab-initio 
omme la LDA, bas�ees sur une image d'�ele
trons libres, nesont pas satifaisantes pour aborder 
es mat�eriaux 11. Dans un futur pro
he, on peut esp�ererobtenir une 
ompr�ehension syst�ematique des mat�eriaux �a fortes 
orr�elations grâ
e �a 
e typed'appro
hes hybrides (qui sont �a l'heure a
tuelle en stade de d�eveloppement [32, 33℄).

11On peut en d�eduire une d�e�nition pratique d'un mat�eriau 
orr�el�e : un syst�eme pour lequel les pr�edi
tions dela LDA sont grossi�erement fausses (par exemple, les isolants de Mott sont pr�edits m�etalliques par la LDA).
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2. Mat�eriaux 
orr�el�es : 
omparaisonth�eorie/exp�erien
eLa th�eorie de 
hamp moyen dynamique, pr�esent�ee au 
hapitre pr�e
�edent, est unevoie simple pour �etudier les probl�emes de fermions 
orr�el�es, qui donne lieu �a denombreuses pr�edi
tions 
on
ernant la transition de Mott. Nous allons i
i 
omparerdes 
al
uls de transport en DMFT au voisinage de la transition de Mott ave
une �etude exp�erimentale men�ee en parall�ele par P. Limelette (LPS-Orsay) sur le
ondu
teur organique �-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2℄Cl 1. De fa�
on int�eressante, 
esr�esultats exp�erimentaux nous ont pouss�e �a am�eliorer grandement la mani�ere de
al
uler les r�esistivit�es en DMFT. La se
onde partie de 
e 
hapitre 
on
erne lamise en �eviden
e plus dire
te des 
hangements qui se produisent �a la transitionde Mott. Elle se base essentiellement sur des mesures de photo�emission (ARPES)r�ealis�ees �a Lausanne sur le 
ompos�e TaSe2, dont la surfa
e est le jeu d'importante�ets �ele
troniques r�ev�el�es par 
ette exp�erien
e. Une 
omparaison des donn�eesexp�erimentales �a la fon
tion spe
trale 
al
ul�ee en DMFT sera e�e
tu�ee 2.2.1 Transport dans �-BEDT-TTF2.1.1 Pr�esentation exp�erimentaleAussi surprenant que 
ela puisse parâ�tre �a premi�ere vue, les mat�eriaux organiques bâtisautour de la mol�e
ule BEDT-TTF (�gure 2.1) se trouvent être de bons m�etaux (suivant les
onditions de pression, 
omme on va le voir plus bas). En plus de 
e fait d�ej�a remarquable,les propri�et�es physiques que r�ev�elent 
es syst�emes sont tr�es ri
hes : le diagramme de phase(�gure 2.2) de 
ette famille de 
ondu
teurs organiques regroupe en e�et un ordre antiferro-magn�etique, une phase supra
ondu
tri
e non 
onventionnelle, et des phases paramagn�etiques(m�etal et isolant) au bord de la transition de Mott 3.Nous 
ommen�
ons par examiner rapidement la stru
ture de 
es 
ristaux mol�e
ulaires avantde rentrer dans le d�etail de leurs propri�et�es physiques. Tout d'abord, la possibilit�e d'obser-ver un 
omportement m�etallique dans 
es 
ompos�es provient de l'arrangement tr�es sp�e
ialdes mol�e
ules BEDT-TTF entre elles, qui permet un re
ouvrement important des orbitalesmol�e
ulaires voisines. Le solide est don
 
ompos�e de plans dans lesquels la 
ondu
tion des1Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 T. A. Costi, A. Georges, D. J�erome et P. Limelette (Arti
le-1).2Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 A. Georges, M. Grioni et L. Perfetti (Arti
le-2).3Pour des revues r�e
entes, voir [1,2℄. 37
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Fig. 2.1 { �A gau
he : mol�e
ule Bis(Ethyl�eneDiThio)-TetraThioFulval�ene, (BEDT-TTF). Aumilieu : assemblage tridimensionnel du 
ompos�e �-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2℄Cl, � se r�ef�erant�a la mani�ere dont les mol�e
ules sont empil�ees (les plans s'organisent dans les dire
tions b et 
i
i). �A droite : vue de la stru
ture selon l'axe a perpendi
ulaire aux plans.�ele
trons est fa
ile (int�egrale de saut typique dans le plan tk � 100meV ), et qui sont tr�esfaiblement 
oupl�es dans la troisi�eme dire
tion. En e�et, la 
ondu
tion inter-plans est limit�ee�a la fois par la grande distan
e entre les mol�e
ules (faible int�egrale de transfert), et par lapr�esen
e d'anions qui viennent s'inter
aler entre deux 
ou
hes su

essives. Ces ions, au 
a-ra
t�ere �ele
tro-n�egatif tr�es fort, jouent toutefois un rôle essentiel i
i, 
ar il donnent lieu �a untransfert de 
harge 4 qui permet d'une part de stabiliser la stru
ture 
ristalline, et d'autre partd'aboutir �a une bande partiellement remplie. En pratique, la temp�erature est grande devant leparam�etre de saut hors-plan (t?=kB � 1K) : le syst�eme est don
 bidimensionnel en premi�ereapproximation, 
e qui �e
laire la similarit�e frappante entre le diagramme de phase de 
es or-ganiques et 
elui des 
uprates (en parti
ulier la proximit�e des phases antiferromagn�etique etsupra
ondu
tri
e).Les di��erents membres de 
ette famille de 
ondu
teurs organiques se distinguent �a lafois par la mani�ere ave
 laquelle les mol�e
ules s'empilent (on a repr�esent�e l'empilement �sur la �gure 2.1), 
e qui modi�e de fa�
on essentielle la stru
ture de bande, et aussi par lanature de l'anion. Celui-
i agit 
omme une pression 
himique, qui permet d'a

order la largeurde bande du syst�eme. Due �a la forte 
ompressibilit�e m�e
anique de 
es mat�eriaux, on peutarriver �a un e�et similaire en appliquant une pression gaz de quelques 
entaines de bars. En
omprimant les mol�e
ules davantage entre elles, la pression 
onduit en e�et �a un a

roissementde la 
ondu
tivit�e dans le plan, et don
 �a un 
ara
t�ere plus m�etallique (
omme indiqu�e sur lediagramme de phase) 5.4Capture d'un ou plusieurs �ele
trons de 
haque mol�e
ule organique.5Il faut noter que la pression peut provoquer un e�et oppos�e dans le 
as d'isolants de bande dont le gap estprovoqu�e par une hybridation entre deux orbitales di��erentes : pour Yb, la transition m�etal-isolant se produit ainsi
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Fig. 2.2 { Diagramme de phase du 
ompos�e au 
hlore (extrait des mesures de RMN [3℄). Onindique la position relative par rapport �a d'autres 
ompos�es de la famille �-(BEDT-TTF)2X(l'anion X est indiqu�e au sommet du graphe).� Un 
ompos�e 
orr�el�eLes intera
tions fortes entre les �ele
trons se manisfestent de plusieurs mani�eres dans les or-ganiques bidimensionnels. Tout d'abord dans la nature du fondamental du syst�eme : l'�emergen
ed'une phase supra
ondu
tri
e au voisinage d'un ordre antiferromagn�etique est un signe que lafor
e d'appariement entre �ele
trons est m�edi�ee par les 
u
tuations de spins [5℄. Il semble deplus bien �etablit �a l'heure a
tuelle que la sym�etrie du gap supra soit non 
onventionelle [1℄,et de nombreux e�ets non BCS ont �et�e mis en �eviden
e : les mesures de mi
ros
opie �a e�ettunnel se param�etrisent bien ave
 un gap de sym�etrie dx2�y2, l'e�et isotopique est tr�es faible, etl'on retrouve des 
omportements de type pseudogap dans les exp�erien
es de RMN (diminutiondu \Knight shift" et renfor
ement du taux de relaxation T�11 au-dessus de T
).La partie paramagn�etique du diagramme de phase est aussi le jeu d'e�ets tr�es forts des
orr�elations, puisque le syst�eme est isolant �a basse pression, m�etallique �a haute pression, en pas-sant par une transition de Mott autour de P=300 bars (pour �-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2℄Cl).Une �eviden
e dire
te des 
orr�elations �ele
troniques est donn�ee par l'�e
art important entre lesmesures de sus
eptibilit�e, 
haleur sp�e
i�que (
oeÆ
ient 
) et masse e�e
tive par rapport auxvaleurs obtenues dans des 
al
uls de stru
ture �ele
tronique [6℄ (ave
 des renormalisation allanttypiquement d'un fa
teur 2 �a 4). Une s�erie d'exp�erien
es tr�es signi�
atives (sur un 
ompos�e�a pression 
roissante (du m�etal vers l'isolant) [4℄.
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CHAPITRE 2. MAT�ERIAUX CORR�EL�ES : COMPARAISON TH�EORIE/EXP�ERIENCEplus m�etallique, ave
 un anion di��erent) a par ailleurs �et�e men�ee dans le but de 
ara
t�eriserl'�evolution de la masse e�e
tive m� en fon
tion de la pression [7℄. Cette quantit�e, obtenue parmesures d'os
illation de la magn�eto-r�esistan
e (e�et Shubnikov - de Haas) est montr�ee �a la�gure 2.3. Pour 
on�rmer l'origine �ele
tronique de 
et e�et (la pression 
onduisant aussi �a unedistorsion de la stru
ture de bande), une estimation de la masse nue mopt a �et�e extraite demesures de 
ondu
tivit�e optique [8℄ grâ
e �a la r�egle de somme (n est la densit�e de porteurs) :
∫ +1�1 d! �(!) = 4� ne2mopt (2.1)Cette quantit�e, montr�ee au panneau droit de la même �gure, est e�e
tivement moins singuli�ereque m�.

Fig. 2.3 { �A gau
he : masse e�e
tive (obtenue par os
illations de magn�eto-r�esistan
e [7℄). �Adroite : masse nue d�etermin�ee grâ
e �a des mesures de 
ondu
tivit�e optique [8℄ pour le 
ompos�eave
 X=Cu(NCS)2.Une autre signature importante des 
orr�elations se manifeste dans l'important transfertde poids spe
tral observ�e dans la 
ondu
tivit�e optique (en fon
tion de la pression et de latemp�erature). Cet e�et est illustr�e pour le 
ompos�e au brome [9℄, pour lequel on observe unpi
 de Drude �a basse temp�erature dans la phase m�etallique, qui a 
ompl�etement disparu �a 50K (�gure 2.4). Ces mesures montrent aussi l'existen
e d'une faible �energie de 
oh�eren
e dans
e syst�eme, au-dessus de laquelle le transport est in
oh�erent.
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2.1. TRANSPORT DANS �-BEDT-TTF

Fig. 2.4 { Condu
tivit�e optique de �-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2℄Br �a pression ambiante pour25 K et 50 K, d'apr�es [9℄.� Mesures de transportDe premi�eres mesures de r�esistivit�e sur �-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2℄Cl (dans les plans) ont�et�e e�e
tu�ees par H. Ito il y a quelques ann�ees d�ej�a [10℄, et aboutissent �a un diagramme de phaseen a

ord ave
 les autres d�eterminations exp�erimentales (le transport permet de lo
aliser plusou moins fa
ilement les phases antiferromagn�etique, supra
ondu
tri
e et la transition m�etal-isolant). Cette �etude a �et�e re
onsid�er�ee plus r�e
emment par P. Limelette au 
ours de sa th�eseau Laboratoire de Physique des Solides d'Orsay, selon des motivations �a la fois te
hniques etphysiques. Tout d'abord, la grande 
ompressibilit�e des organiques a �et�e l'id�ee motri
e pourreprendre l'�etude d�etaill�ee du transport en balayant la pression (�a temp�erature �x�ee). Un teldispositif exp�erimental, d�evelopp�e dans le groupe de D. J�erome (au LPS), se d�emarque deste
hniques usuelles par la grande qualit�e des donn�ees ainsi obtenues : les mesures isothermesautorisent en e�et un tr�es bon 
ontrôle de la temp�erature, tandis que travailler �a pression
onstante ne mettrait pas �a l'abri de fuites qui viennent parasiter la mesure lorsque l'on 
hangela temp�erature. Cette exp�erien
e a ainsi permis de mettre 
lairement en �eviden
e l'existen
ed'une faible �e
helle de 
oh�eren
e dans les donn�ees de transport, 
e qui a 
onduit �a une �etudeglobale du diagramme de phase paramagn�etique et de ses \
rossovers" entre les di��erentsr�egimes de 
ondu
tion. Il s'agit par ailleurs de la premi�ere tentative d'�etude des propri�et�es
ritiques de la transition de Mott (�a temp�erature �nie).Une partie de 
es donn�ees 6 est pr�esent�ee �a la �gure 2.5 (voir aussi l'Arti
le-1). Sur lepanneau de gau
he, la transition m�etal-isolant dans 
e syst�eme apparâ�t 
lairement, et on peutd�ej�a 
onstater que l'allure g�en�erale de 
es 
ourbes est remarquablement similaire aux 
al
ulsDMFT sur le mod�ele de Hubbard (�gure 1.11 et analyse th�eorique plus bas).6Comme d�e
rit plus haut, 
es mesures ont �et�e faites en fon
tion de la pression �a T �x�e ; la repr�esentation�nale des donn�ees en temp�erature �a P 
onstant est 
ependant plus parlante.
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m) PSfrag repla
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.
m)Fig. 2.5 { R�esistivit�e en fon
tion de la temp�erature pour des pressions allant de l'ambiantejusqu'�a 15 kbars. �A gau
he �(T ) est en �e
helle logarithmique et lin�eaire (insert), pour illustrer latransition de Mott. �A droite : �(T ) en fon
tion de T 2 �a basse temp�erature d�emontre l'�evolutionde l'�e
helle de 
oh�eren
e ave
 la pression.�A droite, sur la même �gure, est repr�esent�e le 
omportement basse temp�erature de 
esdonn�ees, qui met en �eviden
e le 
ara
t�ere Liquide de Fermi de la phase m�etallique. Ce qu'il fautremarquer est la mani�ere dont les 
ourbes d�e
ollent de la loi du T 2 au fur et �a mesure que l'on serappro
he de la transition de Mott. La temp�erature T �(P ) qui marque 
e 
hangement de r�egimeest asso
i�ee �a des �energies un ordre de grandeur plus faibles que l'energie de Fermi na��ve donn�eepar les 
al
uls de bande, un e�et dû aux fortes 
orr�elations dans 
e mat�eriau. L'e�ondrementde T �(P ) �a l'appro
he de la transition de Mott (autour de 280 bars) se 
omprend par une�et de renormalisation de la largeur de bande [11℄. Pour les temp�eratures sup�erieures �a T �,la r�esistivit�e est 
roissante, mais d�epasse la valeur de Mott ; 
'est le r�egime mauvais m�etal.Dans la zone de transition, on remarque que la r�esistivit�e n'est pas une fon
tion monotonede la temp�erature, mais passe par un maximum (
ontrairement �a un m�etal normal). Ce
i signaleun \
rossover" vers un r�egime de haute temp�erature que l'on d�esignera 
omme semi
ondu
teur(la r�esistivit�e est d�e
roissante ave
 T sans être pour autant a
tiv�ee). �A pression plus faible (et enparti
ulier �a l'ambiante), on retrouve un 
omportement fran
hement isolant ave
 une r�esistivit�ea
tiv�ee (voir l'Arti
le-1 pour plus de d�etails). Ces r�esultats sont r�esum�es dans le diagrammede phase (paramagn�etique) qui ouvre l'Arti
le-1. Le but du paragraphe suivant est de montrerque l'ensemble de 
es \
rossovers" est 
aptur�e par l'appro
he de 
hamp moyen dynamique.
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2.1. TRANSPORT DANS �-BEDT-TTF2.1.2 Cal
ul de la r�esistivit�e en DMFTAvant de pouvoir 
omparer les r�esultats th�eoriques ave
 les mesures pr�e
�edentes, nousallons rentrer un peu dans les d�etails te
hniques 
on
ernant la mani�ere de 
al
uler la resisti-vit�e en DMFT. Il s'agit l�a d'une question d�eli
ate 
omme nous allons le voir, et les r�esultatsexp�erimentaux nous ont 
onduit �a am�eliorer de mani�ere importante la fa�
on dont 
e 
al
ul doitêtre fait.� Th�eorie de perturbation it�er�eeIl ne faut pas estimer que la m�ethode perturbative soit inutile pour l'�etude du probl�emedes fortes 
orr�elations (
omme le 
hapitre introdu
tif pourrait le laisser entendre). En e�et,s'il est d�esesp�er�e de d�e
rire le r�egime de 
ouplage fort du mod�ele de Hubbard �a deux ou troisdimensions ave
 une telle appro
he, l'a
tion e�e
tive (1.8) se pr�ete bien �a un d�eveloppementperturbatif en U [12℄ : 
'est l'id�ee de d�epart de la th�eorie de perturbation it�er�ee (IPT) [13℄.Il est amusant de 
onstater qu'IPT 
onduit �a une transition de phase m�etal-isolant grâ
e �ala non-lin�earit�e introduite par l'�equation d'auto
oh�eren
e. En pratique 
ette m�ethode pr�esenteun a

ord quasi-quantitatif ave
 les r�esultats num�eriques jusque dans le r�egime 
orr�el�e (ave
quelques b�emols que l'on va dis
uter plus bas).L'expression de la r�esistivit�e �DC en DMFT n�e
essite de 
onnâ�tre seulement la self-�energieen fr�equen
e r�eelle du mod�ele de Hubbard, �(! + i0+) � �0(!) + i�00(!), 
ar les 
orre
tionsde vertex �a la 
ondu
tivit�e disparaissent �a d =1 :1�DC = �DC = ��D2 ∫ d�D(�) ∫ d! [ �00(!)[! � �� �0(!)℄2 + [�00(!)℄2]2 e�!(e�! + 1)2 (2.2)Les solutionneurs d'impuret�e 
apables de r�ealiser le 
al
ul de la self-�energie �(! + i0+) nesont toutefois pas nombreux : le QMC pose le probl�eme de la 
ontinuation analytique desdonn�ees en fr�equen
e de Matsubara, la Diagonalisation Exa
te produit un spe
tre dis
r�etis�edon
 inutilisable, et les m�ethodes de bosons es
laves ont des pathologies Non Liquide deFermi. Nous nous sommes naturellement tourn�es vers la m�ethode IPT, qui 
onsiste �a r�esoudrele mod�ele d'Anderson perturbativement en U, en it�erant l'�equation d'auto
oh�eren
e DMFTentre le bain et la fon
tion de Green physique. Les �equations IPT sont extrêmement simples, etleur r�esolution se fait par it�eration num�erique (utilisation de la transform�ee de Fourier rapide) :G�10 (i!n) � i!n � �(i!n) (2.3)�(�) = U2G30(�) (2.4)G�1d (i!n) = G�10 (i!n)��(i!n) (2.5)�(i!n) = t2Gd(i!n) sur le r�eseau de Bethe (2.6)Ces �equations d�e
rivent l'essentiel de la transition de Mott au demi-remplissage : point 
ritiquede Brinkman-Ri
e �a T = 0, transition du premier ordre �a T > 0, point 
ritique terminal de typeIsing, zone de 
oexisten
e U
1-U
2, et
... Le 
al
ul de la r�esistivit�e (qui n�e
essite de prolonger
es �equations pour des fr�equen
es r�eelles, voir l'Appendi
e C) montre les quatres r�egimes de
ondu
tion observ�es dans les exp�erien
es sur �-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2℄Cl, �gure 2.6.
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Fig. 2.6 { �A gau
he : r�esistivit�e dans le r�egime 
orr�el�e (U = 2:4) ave
 les densit�es d'�etats (eninsert) asso
i�ees aux r�egimes Liquide de Fermi, mauvais m�etal, et semi
ondu
teur (
orrespon-dant aux trois points 
hoisis sur la 
ourbe de r�esistivit�e). �A droite : r�esistivit�e pour U = 3:5 etdensit�e d'�etats isolante.La 
omparaison ave
 les densit�es d'�etats permet une 
ompr�ehension intuitive de 
es quatresr�egimes de 
ondution :{ Liquide de Fermi : le temps de vie est tr�es long (la r�egle de Friedel est quasiment satisfaite)et �DC / T 2. La temp�erature est inf�erieure �a la temp�erature Kondo T � du mod�eled'impuret�e e�e
tif, 
'est �a dire inf�erieure �a l'�e
helle de 
oh�eren
e du probl�eme sur ler�eseau.{ Mauvais m�etal : le pi
 de \quasiparti
ule" est toujours l�a, mais est asso
i�e �a un librepar
ours moyen de l'ordre de la maille (limite de Mott). On a �DC / T (
e r�egime
orrespond �a T & T �).{ Semi
ondu
teur : la densit�e d'�etat montre un pseudogap (ex
itations thermiques), et�DC a une d�e
roissan
e lente ave
 T (on a T � T � ou T > �g).{ Isolant : le gap de Mott �g entrâ�ne une r�esistivit�e a
tiv�ee �DC / exp(�gT=2) dans ler�egime T < �g.� IPT 
ontre NRGL'�etude plus attentive de 
es r�esultats montre 
ependant des insuÆsan
es importanteslorsqu'on se rappro
he de la transition de Mott. En e�et, bien que de nombreuses quantit�es(poids de quasi-parti
ule Z, double o

upation d"#) sont donn�ees ave
 une bonne pr�e
ision enIPT, on note que le 
omportement du temps de vie, �0 / j�00(! = 0; T )j�1, est in
orre
t [14℄.En e�et, pr�es du point 
ritique U
2, on s'attend �a 
e que le temps de vie s'annule 
omme�0 / Z2, 
e qui donne la r�esistivit�e basse temp�erature :�DC(T ) / T 2Z2D2 (2.7)
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2.1. TRANSPORT DANS �-BEDT-TTFLe point gênant est que la renormalisation du temps de vie n'est pas 
ritique en IPT. En e�et,d'apr�es l'�equation (2.4), on trouve dans le m�etal tr�es 
orr�el�e :j�00IPT(! = 0; T )j / U2D3T 2 (2.8)le 
omportement exa
t attendu �etant :j�00exa
t(! = 0; T )j / T 2Z2D (2.9)Pour retrouver 
e r�esultat, il faudrait in
orporer les 
orre
tions de vertex singuli�eres �a la self-�energie, un programme qui n'a jusqu'i
i pas �et�e men�e �a bien. La forme de la r�esistivit�e dansle Liquide de Fermi 
orr�el�e est don
 qualitativement fausse en IPT, et l'on doit se poser laquestion de la validit�e de 
ette appro
he pour 
al
uler le transport. On 
onstate en e�etque la forme globale de la r�esistivit�e n'est pas en tr�es bon a

ord ave
 l'allure des 
ourbesexp�erimentales dans le r�egime 
orr�el�e, 
ar la r�esistivit�e IPT d�emarre tr�es lentement �a bassetemp�erature (
omparer �gures 2.5 et 2.6).Ces 
onsid�erations th�eoriques et exp�erimentales nous ont pouss�e �a revoir l'�etude du trans-port en DMFT par la m�ethode de Groupe de Renormalisation Num�erique (NRG) [15℄ 7. Cettete
hnique num�eriquement exa
te est parfaitement adapt�ee au probl�eme que l'on se pose, puis-qu'elle permet de d�eterminer la self-�energie �a basse fr�equen
e (sur l'axe r�eel) ave
 une grandepr�e
ision. Pour illustrer les di��eren
es de 
omportement entre la solution exa
te (NRG) etperturbative (IPT), on peut tra
er la self-�energie �a temp�erature nulle dans la phase m�etallique,�gure 2.7. On remarque ainsi le 
omportement tr�es di��erent �a basse fr�equen
e donn�e par 
es
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Fig. 2.7 { Partie imaginaire de la self-�energie pour U = 2:6 �a temp�erature nulle : NRG (traitplein) et IPT (pointill�e).7Ces 
al
uls ont �et�e e�e
tu�es par Theo Costi.
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CHAPITRE 2. MAT�ERIAUX CORR�EL�ES : COMPARAISON TH�EORIE/EXP�ERIENCEdeux m�ethodes : j�00exa
t(!; T = 0)j / !2(U � U
2)2 (2.10)j�00IPT(!; T = 0)j / U2!2 (2.11)Les r�esistivit�es re
�etent 
e 
omportement de mani�ere radi
ale pr�es de U
2, �gure 2.8. Onremarque que l'a

ord entre IPT et NRG est bon dans le r�egime peu 
orr�el�e (U < 1:5), maisse d�egrade vite pour U > 2. En e�et :{ 
ontrairement �a IPT, les r�esistivit�es NRG d�e
ollent rapidement ave
 la temp�eratured'apr�es la propri�et�e (2.7).{ �a 
ause de 
ela, la position du maximum de �DC(T ) se produit �a plus basse temp�eraturepour NRG que pour IPT.
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Fig. 2.8 { Fais
eaux de r�esistivit�es (NRG �a gau
he et IPT �a droite) sur le r�eseau de Bethepour U = 1:0; 1:5; 2:0; 2:2; 2:4.� Comparaison aux exp�erien
esCes 
onstatations pr�e
�edentes se sont trouv�ees être utiles pour repr�esenter les donn�eesexp�erimentales par un 
al
ul th�eorique, 
ar les tentatives utilisant la m�ethode IPT semblent in-
apables d'obtenir une forme 
orre
te des 
ourbes (�a 
ause du 
omportement basse temp�erature�evoqu�e 
i-dessus). Pour e�e
tuer la 
omparaison dans les 
onditions des exp�erien
es, il faut�xer l'intera
tion de Coulomb en faisant varier la largeur de bande (nous avons pris une semi-
ir
ulaire) pour simuler l'e�et de la pression. La valeur 
hoisie pour l'intera
tion se base �a la foissur des 
al
uls de bandes (U ' 4000K), et sur la mesure de la temp�erature 
ritique : le pointde Mott terminal se produit en e�et autour de T
 ' 40K (voir le diagramme de phase 2.2), etla th�eorie pr�edit T
 ' U=100, 
oh�erent ave
 U ' 4000K. Les 
ourbes obtenues sont pr�esent�ees�a la �gure 2.9.
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2.1. TRANSPORT DANS �-BEDT-TTFIl faut �nalement remarquer que l'on ne peut pas esp�erer pousser l'a

ord th�eorie/exp�erien
ejusqu'aux temp�eratures ambiantes, �a 
ause de la forte dilatation des organiques qui se produitpour T > 100K. Dans 
e r�egime la largeur de bande diminue fortement, et il n'est pas 
lair
omment on peut 
orriger �a volume 
onstant les donn�ees exp�erimentales dans la mesure o�ul'on ne dispose pas a
tuellement de donn�ee de rayons X en fon
tion de la temp�erature et de lapression.2.1.3 Nouveau diagramme de phasePour 
on
lure, je ne r�esiste pas �a montrer le diagramme de phase qui est l'aboutissementde l'�etude des donn�ees de transport dans �-BEDT, et de leur 
omparaison aux pr�edi
tions dela th�eorie de 
hamp moyen dynamique.
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Fig. 2.9 { �A gau
he : 
omparaison des donn�ees exp�erimentales de transport (
er
les rappro
h�es)sur �-(BEDT-TTF)2Cu[N(CN)2℄Cl, - r�esistivit�e en fon
tion de la temp�erature pour di��erentespressions - ave
 les 
al
uls th�eoriques DMFT (losanges) obtenus ave
 la m�ethode NRG. �Adroite : diagramme de phase du même 
ompos�e d�etermin�e par les mesures de transport ; lapartie ha
hur�ee 
orrespond �a la zone de transition (observation d'un hyst�er�esis). La phasesupra
ondu
tri
e (pour T < 13 K) a �et�e omise sur 
ette �gure.
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CHAPITRE 2. MAT�ERIAUX CORR�EL�ES : COMPARAISON TH�EORIE/EXP�ERIENCE2.2 Transition de Mott en surfa
e de TaSe2 : photo�emission2.2.1 Pr�esentation de l'exp�erien
eLa se
tion pr�e
�edente a illustr�e les 
hangements importants qui se produisent dans lar�eponse des syst�emes de fermions 
orr�el�es lorsque l'on traverse la transition de Mott. Il se-rait d�esirable d'avoir une mise en �eviden
e plus dire
te de 
e ph�enom�ene, pour pr�esenter uneimage globale et 
oh�erente des faits exp�erimentaux, et aussi pour tester la th�eorie plus en d�etail(DMFT a avan
�e de nombreuses pr�edi
tions non triviales 
on
ernant le spe
tre des ex
itations�ele
troniques �a la transition). Deux te
hniques de spe
tros
opie moderne sont disponibles pourmener 
ette �etude (ARPES et STM), et nous allons dis
uter i
i le statut a
tuel des exp�erien
esde photo�emission. On pr�esentera ensuite le 
as tr�es parti
ulier d'une �etude r�e
ente utilisant
ette te
hnique sur le s�el�enide de tantale TaSe2.� Probl�emes de la photo�emission dans les syst�emes de fermions 
orr�el�esLes exp�erien
es de photo�emission sur les mat�eriaux 
orr�el�es ont 
onnu tr�es r�e
emmentdes progr�es formidables, bien que les premi�eres �etudes sur les oxydes de m�etaux de transitionremontent �a une trentaine d'ann�ees. En e�et, dans les travaux ant�erieurs �a 2001, l'observationd'un pi
 de quasiparti
ules renormalis�ees sur les spe
tres de photo�emission a �et�e plutôt n�egative,même si l'on a pu 
onstater de fortes redistributions de poids spe
tral entre le niveau deFermi et les satellites de haute �energie �a l'appro
he de la transition m�etal-isolant [16℄. Ceprobl�eme n'�etait pas seulement embarrassant pour les th�eori
iens, il �etait tout simplement en
ontradi
tion ave
 l'ensemble des mesures thermodynamiques (
oh�erentes ave
 un �etat liquidede Fermi fortement 
orr�el�e). Il a �et�e re
onnu derni�erement que la plupart de 
es r�esultats dephoto�emission sont �a remettre en 
ause, pour deux raisons. La premi�ere est li�ee �a la qualit�edes surfa
es (probl�eme de 
livage, d�efauts vari�es qui d�ependent du mat�eriau 
onsid�er�e), o�u unesolution possible (dans le 
as d'un probl�eme de rugosit�e de surfa
e) est d'utiliser un fais
eau tr�es
on
entr�e spatialement, pour limiter la taille de la zone d'inhomog�en�eit�e. Le se
ond probl�emeest qu'ave
 les �energies typiques des photons in
idents en photo�emission (h� � 10-100 eV), onne sonde en g�en�eral pas l'int�erieur du mat�eriau, mais une 
ou
he plus ou moins �epaisse partantde la surfa
e (suivant l'�energie). Le signal obtenu est ainsi la superposition de 
ontributionstr�es di��erentes, la physique en surfa
e n'ayant souvent rien �a voir ave
 
e qui se passe au
oeur du mat�eriau. Il est don
 aujourd'hui possible d'extraire le signal int�eressant (int�erieur dusyst�eme) en menant une analyse pour plusieurs longueurs d'onde di��erentes in
identes (le d�e�te
hnique �etant de maintenir une bonne r�esolution �a grande �energie de photon). De nouvellesexp�erien
es [17{19℄ ont ainsi mis en �eviden
e l'existen
e d'un pi
 �etroit de quasiparti
ules dansplusieurs syst�emes 
orr�el�es (CaVO3, V2O3...), r�e
on
iliant ainsi les mesures spe
tros
opiquesave
 les r�esultats thermodynamiques sur 
es syst�emes, �gure 2.10. Le diagramme de Fujimori(�gure 1.3) n'est don
 plus trop au goût du jour.Une limitation dont il faut malgr�e tout tenir 
ompte dans toutes 
es �etudes est la 
omplexit�edes 
hangements produits par les substitutions 
himiques qui sont utilis�ees pour d�e
len
her latransition de Mott : d�efauts de stru
ture et d�esordre sont asso
i�ees �a 
ette mani�ere de pro
�eder.L'id�eal serait d'utiliser la te
hnique de pression gaz dont on a parl�e au 
hapitre pr�e
�edent, mais
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2.2. TRANSITION DE MOTT EN SURFACE DE TASE2 : PHOTO�EMISSION
ela semble in
ompatible ave
 
e type de spe
tros
opie (des mesures d'optique dans l'infra-rouge sont toutefois possibles sous pression gaz [20℄).
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Fig. 2.10 { �A gau
he : photo�emission int�egr�ee en k sur CaVO3 et SrVO3 en fon
tion del'�energie des photons in
idents, d'apr�es [17℄. CaxSr1�xVO3 est un syst�eme d1 dont la largeurde bande est a

ord�ee par la substitution en Ca (�a remplissage 
onstant). �A droite : mesuressimilaires sur V2O3 [19℄ (la 
ourbe (e) pr�esente par ailleurs d'importants e�ets de d�efauts desurfa
e).
Une autre fa�
on d'attaquer le probl�eme a �et�e suivie par M. Grioni et 
ollaborateurs. Puisquele signal de surfa
e est dominant dans les 
onditions normales o�u l'on r�ealise les exp�erien
es dephoto�emission, pourquoi ne pas observer la transition de Mott en surfa
e ? Mettre 
ette id�ee enpratique n'est 
ependant pas simple. Commen�
ons par remarquer tout d'abord qu'�a la surfa
ed'un mat�eriau 
orr�el�e les intera
tions doivent jouer un rôle plus important qu'en son int�erieur.Cela s'explique en e�et par la diminution 
onjointe de l'�e
rantage et de la 
onne
tivit�e, quirespe
tivement renfor
e l'intera
tion lo
ale entre �ele
trons et a�aiblit leur �energie 
in�etique.Un tel mat�eriau exhibant une transition de Mott en surfa
e doit don
 pr�esenter une physiqueassez r�eguli�ere pour les propri�et�es ma
ros
opiques (on s'attend �a une r�esistivit�e m�etallique).De plus, il faut trouver un moyen de balayer la transition de Mott, et utiliser pour 
ela lapression dans une exp�erien
e de photo�emission est malheureusement ex
lut. Il existe malgr�etout un 
andidat qui pourrait satisfaire tous 
es 
rit�eres : le di
hal
og�ene TaSe2. Examinonstout d'abord les propri�et�es physiques de 
e 
ompos�e pour expliquer de quoi il retourne, avantde pr�esenter les r�esultats des mesures de photo�emission.
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CHAPITRE 2. MAT�ERIAUX CORR�EL�ES : COMPARAISON TH�EORIE/EXP�ERIENCE� TaSe2 : stru
tureLes di
hal
og�enes de m�etaux de transition de type d1 (TaS2, TaSe2, NbSe2...) 
onstituentune famille aux propri�et�es physiques assez uniformes 8 : 
e sont des m�etaux ou isolants bidimen-sionels qui exhibent une onde de densit�e de 
harge (\
harge density wave", CDW) asso
i�ee �aune d�eformation p�eriodique de la stru
ture 
ristalline [21{23℄. Ces mat�eriaux 
onsistent en des
ou
hes superpos�ees �epaisses de trois atomes (Se-Ta-Se), 
omme le montre la �gure 2.11 (lanotation 1T 
ara
t�erise l'agen
ement des 
ou
hes entre elles : suivant la te
hnique de synth�eseemploy�ee, plusieurs types d'empilements sont possibles). �A haute temp�erature, quand l'ondene s'est pas en
ore form�ee, les 
ou
hes de s�el�enium et de tantale pr�esentent une stru
turehexagonale r�eguli�ere. Le 
ara
t�ere bidimensionel et l'existen
e de portion plates de la surfa
ede Fermi (emboitement important) est la 
ause de l'instabilit�e CDW, qui se produit �a 473 Kpour 1T -TaSe2 9. Finalement, TaSe2 se 
live bien, grâ
e �a sa stru
ture lamellaire, permettantune �etude ais�ee en photo�emission.

PSfrag repla
ements
TaSe

PSfrag repla
ementsTaSeFig. 2.11 { �A gau
he : stru
ture tridimensionnelle de TaSe2. Au milieu : maxima de 
harge(lignes gris�ees) dans plan des atomes de tantale. �A droite : 
ellule �el�ementaire (�etoile de David)montrant les d�epla
ement s
h�ematiques des atomes dans l'onde de densit�e de 
harge.
8Le tantale isol�e a la 
on�guration [Xe℄4f 145d36s2, mais apparâ�t sous la forme [Xe℄4f 145d1 dans le solide,apr�es 
apture de deux �ele
trons par 
haque atome de 
hal
og�ene (qui 
ompl�ete ainsi sa 
ou
he p �nale).9L'origine de la distorsion peut être attribu�ee �a des d�eformations mol�e
ulaires de type Jahn-Teller, plutôt qu'�aune instabilit�e de nesting proprement dite (
al
uls \Extended H�u
kel" [24℄).
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2.2. TRANSITION DE MOTT EN SURFACE DE TASE2 : PHOTO�EMISSION� Onde de densit�e de 
harge : �eviden
eOn peut se rendre 
ompte de l'existen
e de la modulation spatiale du r�eseau dans la phaseCDW par une �etude de di�ra
tion d'�ele
trons de basse �energie [22℄ (LEED). Celle-
i permetde d�eterminer les ve
teurs d'onde ~qi (i = 1; 2; 3) asso
i�es aux d�eformations p�eriodiques, enparti
ulier pour l'onde de 
harge :�(n1; n2) = 1 + � ∑i=1;2;3 
os [~qi :(n1~a1 + n2~a2 + ~R0) + �] (2.12)(~a1 et ~a2 sont les ve
teurs de base de la stru
ture non d�eform�ee de la 
ou
he de tantale, etn1, n2 les 
oordonn�ees dans le plan). Cette exp�erien
e montre que les maximas de densit�e�ele
tronique se trouvent être le long d'une stru
ture de type \�etoile de David" poss�edant 13atomes de Ta par maille �el�ementaire (
omme on le voit sur la �gure 2.11).Cette information n'est pas suÆsante pour d�eterminer la position relative de l'onde ave
le r�eseau sous-ja
ent. Pour 
ela, des mesures de spe
tros
opie par rayons X (�gure 2.12) ontr�ev�el�e un fait int�eressant : en examinant le niveau 4f 7=2 du tantale (autour de 25 eV), on
onstate une s�eparation progressive de la raie en deux sous-pi
s lors de la mise en ordre del'onde �a 473 K, pour arriver �a un �e
art maximal de l'ordre de 0.7 eV �a basse temp�erature [23℄.

Fig. 2.12 { �A gau
he : lignes 4f 7=2 des atomes de tantale �a 300 K (pointill�es) et 70 K (traitplein), d'apr�es [25℄ (voir aussi [23℄) ; l'augmentation du d�e
alage entre les lignes �a plus bassetemp�erature est la 
ons�equen
e d'une plus grande amplitude de l'onde de densit�e de 
harge.�A droite : r�esistivit�e de 1T-TaSe2 en fon
tion de la temp�erature.Pour expliquer 
et e�et, on suppose que les atomes peuvent être regroup�es en 
lassesd'�equivalen
es (vis �a vis de la densit�e �ele
tronique ressentie), de fa�
on que la pr�esen
e de deuxpi
s et non d'une 
ourbe sans stru
ture montre qu'il y a peu de sites in�equivalents. On end�eduit ainsi que la stru
ture a une sym�etrie maximale, ave
 des populations relatives 6 : 6 : 1
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CHAPITRE 2. MAT�ERIAUX CORR�EL�ES : COMPARAISON TH�EORIE/EXP�ERIENCE(6 dans les triangles externes, 6 dans la 
ouronne hexagonale et 1 au 
entre de l'�etoile), voirla �gure 2.11. Ce
i permet de �xer phase relative � et l'origine ~R0 des 
omposantes de lamodulation de 
harge, �equation (2.12).La mise en ordre de l'onde de densit�e de 
harge est asso
i�ee 
omme on l'a signal�e plus haut�a une distorsion du r�eseau par rapport �a la situation hexagonale parfaite (�gure 2.11 �a droite).On obtient ainsi une lev�ee de d�eg�en�eres
en
e 
ompl�ete du multiplet t2g en trois sous-bandesdxy , dx2�y2, dz2, la derni�ere seulement �etant remplie (ave
 un �ele
tron) [24℄. L'interpr�etationstandard est don
 qu'on se retrouve ave
 une seule bande, demi-remplie, au niveau de Fermi,et le syst�eme est bien m�etallique si l'intera
tion de Coulomb n'est pas trop forte.� Transition de Mott en surfa
ePour TaS2 une ouverture du gap de Mott a �et�e observ�ee �a basse temp�erature dans desexp�erien
es de photo�emission [26{28℄, mais 
elle-
i 
o��n
ide ave
 la formation brutale de l'ondede densit�e de 
harge (vers 180 K). Le ph�enom�ene n'est don
 pas observ�e dans sa puret�eoriginelle. L'avantage de TaSe2 sur le 
ompos�e au soufre est le suivant : lorsque l'onde dedensit�e de 
harge se forme �a haute temp�erature (473 K), le syst�eme reste m�etallique, 
ommeon le voit sur la �gure 2.12 (�a droite). Les mesures de di�ra
tion �ele
tronique semblent d'ailleurs
on�rmer qu'au
une modi�
ation stru
turale suppl�ementaire ne se produit aux temp�eraturesinf�erieures, mis �a part une augmentation de l'amplitude de l'onde de densit�e de 
harge, et don
de la distorsion du r�eseau. Le signal de photo�emission montre 
ependant une ouverture d'ungap au niveau de Fermi autour de 220 K (�gure 2.13), qu'on asso
ie �a une transition de Mott�a la surfa
e du mat�eriau seulement (la r�esistivit�e restant monotone).

Fig. 2.13 { �A gau
he : intensit�e du signal de photo�emission sur la surfa
e de Fermi (k = kF )en fon
tion de l'�energie des �ele
trons et de la temp�erature. �A droite : signal au niveau de Fermi(E = EF , et toujours �a k = kF ) pour un balayage dans les deux sens en temp�erature : mise en�eviden
e d'un hyst�er�esis.
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2.2. TRANSITION DE MOTT EN SURFACE DE TASE2 : PHOTO�EMISSIONL'interpr�etation de 
ette transition en terme de transition de Mott se base sur l'id�ee quel'augmentation de l'amplitude de la CDW est asso
i�ee �a une distorsion 
roissante du r�eseauqui provoque une diminution des int�egrales de transfert entre les super-stru
tures. Selon 
etargument, il s'agit don
 d'une transition de Mott 
ontrôl�ee par la largeur de bande.2.2.2 Lien ave
 la th�eorieLes 
al
uls th�eoriques que nous avons men�es servent �a illustrer la plausibilit�e de 
e s
�enario,et �a en poser 
ertaines limites de fa�
on assez pr�e
ise. Tout d'abord, nous remarquons que lastru
ture triangulaire des 
ou
hes de Ta est une indi
ation de la frustration magn�etique dansles plans, 
e qui justi�e en premi�ere approximation d'utiliser une appro
he lo
ale (DMFT). Ons'int�eressera �a un mod�ele de Hubbard, une bande et demi-rempli, en prenant U=0.6 eV d'apr�esla position de la bande de Hubbard inf�erieure dans le spe
tre de photo�emission, �gure 2.13. Sil'on fait 
on�an
e �a DMFT, 
ela implique que le point 
ritique de Mott terminal se trouve �aTMIT = U/100 = 70 K. C'est bien inf�erieur �a la temp�erature o�u le gap s'ouvre dans le signal,ouvrant ainsi deux possibilit�es :{ soit on se trouve e�e
tivement au-dessus de la transition de Mott (
e que semble indi-quer l'absen
e d'une forte densit�e d'�etats au niveau de Fermi), et l'on assiste plutôt �aun 
rossover m�etal-isolant. Cela pose 
ependant la question de l'origine de l'hyst�er�esisobserv�e.{ soit il se produit bien une transition de phase (du premier ordre au vu de l'hyst�er�esis),mais DMFT n'est pas une bonne des
ription du ph�enom�ene puisque l'estimation de latemp�erature 
ritique (borne sup�erieure) est in
ompatible ave
 le r�esultat exp�erimental.De plus la largeur du pi
 de basse �energie obtenue par le 
al
ul est beau
oup trop �nedans 
e 
as.La di��eren
e entre 
es deux interpr�etations est pr�esent�ee �a la �gure 2.14.
PSfrag repla
ements

T/U

D/UM�etalIsolant
300 K70 KFig. 2.14 { Traje
toires s
h�ematiques possibles dans l'interpr�etation des donn�ees en terme detransition de Mott.
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CHAPITRE 2. MAT�ERIAUX CORR�EL�ES : COMPARAISON TH�EORIE/EXP�ERIENCESi l'on s'en tient �a la premi�ere id�ee (
rossover plutôt que transition), qui semble le plusprobable 
ar les mesures de r�esistivit�e montrent un 
ara
t�ere mauvais m�etal au-dessus de70 K (la surfa
e �etant probablement en
ore moins m�etallique), on peut 
omparer les spe
tresexp�erimentaux �a un 
al
ul DMFT. Ce 
al
ul, qui n'est qu'indi
atif (on 
her
he �a repr�esenterapproximativement les donn�ees), 
onsiste �a 
al
uler la fon
tion spe
trale r�esolue en k sur lasurfa
e de Fermi : A(kF ; !; T ) = � 1� �00(!)[! � �0(!)℄2 + [�00(!)℄2 (2.13)pour di��erentes temp�eratures, et ave
 une largeur de bande W (T ) d�ependant de la temp�erature(de mani�ere lin�eaire). Pour plus de 
lart�e les spe
tres exp�erimentaux ont �et�e sym�etris�es pour�eliminer le fa
teur de Fermi du signal de photo�emission, même si 
ette pro
�edure n'est pas
ompl�etement li
ite i
i. La 
omparaison th�eorie/exp�erien
e est donn�ee �a la �gure 2.15.
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Fig. 2.15 { �A gau
he : spe
tres de photo�emission (d�epli�es) pour di��erentes temp�eratures. �Adroite : 
al
uls th�eoriques ave
 U=0.6 eV. Les largeurs de bande sont les suivantes W=0.50eV �a 300 K (trait) ; 0.48 eV �a 260K (tiret) ; 0.44 eV �a 220K (trait-point) ; et 0.36 eV �a 70 K(point).Cette 
omparaison r�ev�ele deux similarit�es importantes entre les spe
tres exp�erimentaux etla th�eorie : la pr�esen
e d'un pi
 assez in
oh�erent de quasiparti
ules, et la forte redistributionde son poids spe
tral vers les bandes de Hubbard lorsque l'on entre dans l'�etat isolant �a bassetemp�erature. On remarque 
ependant que le \pi
" est peu s�epar�e des bandes de Hubbard (e�etde remplissage). S'agit-il d'un artefa
t exp�erimental (probl�eme de r�esolution en �energie, de lasym�etrisation du spe
tre...) ou d'un e�et intrins�eque qui n'est pas pris en 
ompte en DMFT(
omme 
elui dis
ut�e �a la se
tion 5.1) ? �A 
e stade, la question reste ouverte.
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2.3. CONCLUSION2.3 Con
lusionNous nous sommes int�eress�es dans 
e 
hapitre �a 
ertains aspe
ts exp�erimentaux de latransition de Mott, en essayant d'apporter un �e
lairage par la th�eorie de 
hamp moyen dyna-mique, �a la fois pour tester la 
apa
it�e pr�edi
tive de 
ette appro
he, mais aussi a�n d'en tirerdes enseignements sur ses limitations pour d�e
rire les syst�emes de fermions 
orr�el�es. L'�etudeexp�erimentale du transport dans un 
ondu
teur organique bidimensionnel a permis de mettreen �eviden
e un ri
he diagramme des phases paramagn�etique, que les 
al
uls th�eoriques ontpermis de supporter et d'interpr�eter physiquement. Ensuite, des mesures de photo�emission �a lasurfa
e du s�el�enide de tantale ont r�ev�el�e une r�eorganisation importante du spe
tre des ex
ita-tions �ele
troniques de basse �energie, en a

ord ave
 le 
rossover m�etal-isolant mis en �eviden
een DMFT. Les questions ouvertes restent malgr�e tout les plus int�eressantes : quelles est lanature du point 
ritique de Mott terminal et 
omment des
rire la transition m�etal-isolant detemp�erature nulle ?
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We have performed in-plane transport measurements on the two-dimensional organic salt

�-�BEDT-TTF�2Cu�N�CN�2�Cl. A variable (gas) pressure technique allows for a detailed study of the

changes in conductivity through the insulator-to-metal transition. We identify four different transport

regimes as a function of pressure and temperature (corresponding to insulating, semiconducting,‘‘bad

metal,’’ and strongly correlated Fermi-liquid behaviors). Marked hysteresis is found in the transition

region, which displays complex physics that we attribute to strong spatial inhomogeneities. Away from

the critical region, good agreement is found with a dynamical mean-field calculation of transport

properties using the numerical renormalization group technique.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.91.016401 PACS numbers: 71.30.+h, 74.70.Kn, 74.25.Fy

The Mott metal-insulator transition (MIT) is a key

phenomenon in the physics of strongly correlated elec-

tron materials. It has been the subject of extensive ex-

perimental studies in transition metal oxides, such as

�V1�xCrx�2O3 or chalcogenides such as NiS2�xSex (for

a review, see Ref. [1]). In contrast to chemical composi-

tion, hydrostatic pressure allows in principle a continuous

sweeping through the transition. For these materials,

however, the appropriate range of pressure is several kilo-

bars. For this reason, many fundamental aspects of the

MIT are yet to be studied in detail. This issue is particu-

larly important in view of recent theoretical predictions

for, e.g., spectroscopy and transport close to the transi-

tion, which should be put to experimental test [2].

Layered charge-transfer salts of the �-�BEDT-TTF�2X
family (where X is a monoanion) offer a remarkable

opportunity for such a study. Indeed, these compounds

are known to display a great sensitivity to hydrostatic

pressure [3]. The �-�BEDT-TTF�2Cu�N�CN�2�Cl com-

pound, in particular, (abbreviated �-Cl below) displays

a very rich phase diagram with paramagnetic insulating,

antiferromagnetic insulating, superconducting, and me-

tallic phases when pressure is varied over a range of a few

hundred bars [3–5].

In this Letter, we report on an extensive experimental

study of the in-plane resistivity of the �-Cl compound for

a range of pressure spanning both the insulating and the

metallic phases. In contrast to previous studies [3], pres-

sure is varied continuously using a helium gas cell, at

constant temperature. By analyzing the pressure and

temperature dependence of the measured resistivity, we

have identified important crossover lines, which are sum-

marized on the phase diagram of Fig. 1. These crossovers

separate four different regimes of transport (to be de-

scribed below) within the paramagnetic phase, corre-

sponding to an ‘‘insulator,’’ a ‘‘semiconductor,’’ a ‘‘bad

metal,’’ and a Fermi-liquid metallic regime. Our mea-

surements were performed both with increasing and de-

creasing pressure sweeps, yielding a determination of the

two spinodal lines Pc
1�T� and Pc

2�T� shown in Fig. 1 (see

also Fig. 3 below).

A critical comparison is made to dynamical mean-field

theory (DMFT [2]), which describes successfully the

observed transport crossovers, while the critical region
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FIG. 1 (color online). Pressure-temperature phase diagram of
the �-Cl salt. The crossover lines identified from our transport
measurements delimit four regions, as described in the text.
The spinodal lines defining the region of coexistence of insu-
lating and metallic phases (hatched) are indicated, as well as
the line where d�=dP is maximum. The latter yields an
estimate of the first-order transition line, ending in a critical
end point. The transition line into an antiferromagnetic insu-
lating phase has been taken from Ref. [5], while the super-
conducting phase [3,5] below 13 K has been omitted.
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itself reveals more complex behavior. Numerical renor-
malization group (NRG) calculations of the resistivity
within DMFT are reported here for the first time, and
compare favorably to the experimental data.

This paper is based mainly on the data set displayed in
Fig. 2. The in-plane conductivity was measured using a
standard four-terminal method as a function of pressure
between 1 bar and 1 kbar. The temperature range 13–52 K
was investigated, with pressure sweeps performed every
Kelvin (for clarity, only selected temperatures are dis-
played in Fig. 2). The data clearly demonstrate how
pressure drives the system from a low-conductivity insu-
lating regime at low pressure (below 200 bar) to a high-
conductivity metallic regime at high pressure (above
350 bar), with a more complex transition region in the
200–350 bar range.

The pressure interval in which the normalized dif-
ference between these two measurements exceeds our
experimental precision (inset of Fig. 3) corresponds to
the region of coexistence between the insulating and
metallic phases. This interval is found to be rather large
(� 100 bar) at 35 K, and still measurable (although the
signal is close to our error bars) at 39 K. Note that a much
narrower interval would be found from the width at half-
maximum. We emphasize that varying pressure rather
than temperature is a much more accurate experimental
technique for the investigation of the coexistence region,
because of the shape of the spinodal lines in the �P; T�
plane. This also ensures a better accuracy on pressure (of
order 1 bar) as compared to a cooling experiment. Our
measurements yield a determination of the critical point
in the Tc ’ 39 K to Tc ’ 42 K range (Pc ’ 280 bar),
somewhat higher than previously reported from NMR
[5] or sound velocity [6] experiments. The data in Fig. 3
are far from the ‘‘ideal’’ situation of a sharp discontinu-

ity in ��p� for T < Tc, and present rather a wide region
of phase coexistence, in which the measured ��P� dis-
plays sizable noise. This suggests a complex physics
in this regime, with the likely appearance of insulating
and metallic domains in the material, and pinning by
disorder.

We now focus on the low-pressure, insulating regime.
At low temperature (below 50 K), an activation law 
�
exp��=2T� describes the data quite well. The temperature
range over which this activation law applies is limited
both from below and from above. Indeed, at the lowest
temperatures a transition into the antiferromagnetic in-
sulating phase is found (around 25 K at ambient pressure,
see Fig. 1), while a crossover to a different insulating
regime is observed at higher temperatures, as discussed
below. Despite this limited range, a reasonable determi-
nation of the insulating gap � in the ‘‘paramagnetic in-
sulator’’ region of Fig. 1 can be achieved, since � � T.
An approximately linear pressure dependence (see Fig. 4)
is found: � ’ 740� 2Pbar (in Kelvin). Hence, the acti-
vation gap is still a large scale close to the coexis-
tence region (� ’ 400 K at 150 bar), of the order of
10 times the critical temperature associated with the
transition. � cannot be reliably determined above
150 bar, but a rough extrapolation would lead to a gap
closure around 370 bar, on the high-pressure side of the
coexistence region of Fig. 1, suggesting that the finite-
temperature Mott transition in this material is not driven

by the closure of the Mott gap. At higher temperature
(above T ’ 50 K at ambient pressure), the T dependence
of the resistivity deviates from the above activation law
(inset of Fig. 4). This crossover into a ‘‘semiconducting’’

regime, which extends over much of the high-T part of
the phase diagram, is indicated in Fig. 1. Interestingly, the
crossover scale is an order of magnitude smaller than the
insulating gap.
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FIG. 2 (color online). Pressure dependence of the in-plane
conductivity � at different temperatures. The inset shows
the derivative d�=dP which reveals a sharp peak at low
temperature.
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The high pressure regime above 300 bar is now con-
sidered. As demonstrated in the right inset of Fig. 5, the
resistivity in this regime has a quadratic, Fermi-liquid
dependence upon temperature at low temperatures: 
 	

0�P� 
 A�P�T2. The quality of the fit, obtained by re-
plotting the data set of Fig. 2 as a function of T2, illus-
trates the high precision of the variable pressure
technique. The coherence temperature T� above which
this law is no longer valid (of the order of 35 K at
500 bar) defines the onset of a bad metal regime, as
indicated in Fig. 1. The prefactor A�P� of the T2 depen-
dence is found to depend strongly on pressure, as dis-
played in Fig. 5, and the product A�P� � �T��2 remains
approximately pressure independent. These findings cor-
respond to a strongly correlated Fermi-liquid regime at

low temperature.We note that the residual resistivity has a
weaker pressure dependence than A, but does increase
close to the coexistence region. While A�P� cannot be
determined precisely below 280 bar, the data suggest a
divergency of A at P of order 200 bar, significantly
smaller than the pressure at which the extrapolated insu-
lating gap would vanish (of order 370 bar; see above). This
suggests that the closure of the Mott-Hubbard gap and the
loss of Fermi-liquid coherence are two distinct phenom-
ena, associated with very different energy scales, as is
also clear from the fact that the coherence scale T� (a few
tens of Kelvin) is much smaller than the insulating gap �
(several hundreds Kelvin).

In order to better characterize the crossover into the
bad metal as temperature is increased above T�, we have
performed measurements in a wider temperature range,
up to 300 K, as displayed in Fig. 6.We confirm the general
behavior reported by other authors [3]. At moderate pres-
sures (a few hundred bars), the resistivity changes from a
T2 behavior below T� to a regime characterized by very
large values of the resistivity (exceeding the Ioffe-Regel-
Mott limit by more than an order of magnitude) but still
metalliclike (d
=dT > 0). For pressures in the transition
region, this increase persists until a maximum is reached,
beyond which a semiconducting regime is entered
(d
=dT < 0). This regime is continuously connected to
that found on the insulating side, at temperatures above
50 K. Figure 1 summarizes the four regimes of transport
which we have described so far.

We now compare these experimental findings to the
DMFT description of the Mott transition. Similarities
between DMFT and some physical properties of BEDT
organics have been emphasized previously [7,8]. One of
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FIG. 4 (color online). Pressure dependence of the paramag-
netic gap. The inset displays � 	 2d ln
=d�1=T� vs T for a few
pressures, from which the crossover from a Mott insulator to a
semiconductor is identified.
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the key qualitative outcomes of our measurements is the
separation of energy scales found in the transition region.
This is also a distinctive feature of DMFT, in which
Hubbard bands are well separated from the quasiparticle
peak in the correlated metal, and a coexistence region of
insulating and metallic solutions delimited by two spino-
dal lines is found. The three transport regimes found on
the metallic side of the transition are well accounted for
within DMFT [2,8–10]. In this theory, a Fermi-liquid
regime with long lived quasiparticles applies for T below
the coherence scale T�, with 
 	 AT2 and A / 1=�T��2.
As T increases, an intermediate (bad metal) regime is
reached, in which the low-energy peak is reduced and
strongly temperature dependent, corresponding to a very
short lifetime and a large resistivity increasing rapidly
with T. As T is further increased, the peak disappears,
leaving a pseudogap in the density of states, and a semi-
conducting transport regime is found, with d
=dT < 0.
We have performed DMFT calculations of the resistivity
for a simple Hubbard model at half-filling. The NRG
technique was used [11], which is crucial to capture
correctly the enhancement of A, and to determine accu-
rately the resistivity maximum. The coupling was fixed at
U 	 4000 K, consistent with the measured critical tem-
perature (within DMFT, Tc ’ U=100). A semicircular
band was used, with a bandwidth W adjusted for each
pressure, as indicated in Fig. 6. Comparison to the mea-
sured 
�T� � 
0 involves also a global scale factor (the
same for all curves). We find a good agreement between
our calculations and the data, up to T � 150 K, for pres-
sures ranging from the transition (300 bar) to 10 kbar. The
fitted bandwidth increases by about 40% in that range.
This value, together with the magnitudes of U and W is
consistent with theoretical [12] and experimental [13]
estimates for these materials.We attribute the discrepancy
observed above �150 K to the strong thermal dilatation
of the materials, leading to a smaller effective bandwidth,
an effect which could be taken into account by allowing
for a T dependence of W in the calculation. The same
effect might also contribute to the observed crossover on
the insulating side at T � 50 K, even though DMFT also
leads to a similar prediction of a purely electronic cross-
over at T � � [2,9].

Finally, we observe that our data in the critical regime

around �Tc; Pc� do not appear to obey the critical behavior
established within DMFT, namely, that of a liquid-gas
transition in the Ising universality class [14]. The ob-
served transition is much too smooth to be described in
that manner. Besides the low dimensionality of these
compounds, this could be attributed to strong spatial
inhomogeneities or disorder in the transition region.

To conclude, we have performed detailed transport
measurements on the �-Cl compound using a variable
pressure technique. Four transport regimes have been

identified as a function of temperature and pressure, sepa-
rated by crossover lines. Hysteresis experiments have
confirmed the first-order nature of the transition and
allowed for the first detailed determination of the co-
existence region. DMFT provides a good qualitative
description of these crossovers, and new DMFT-NRG
calculations of transport are in good agreement with
the data. Further theoretical work is needed to under-
stand the critical regime, however. We note that recent
ultrasound velocity measurements [6] have revealed
anomalies along crossover lines very similar to the two
high-temperature lines reported here from transport mea-
surements. This calls for further theoretical work aiming
at connecting these two effects.
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Spectroscopic Signatures of a Bandwidth-Controlled Mott Transition at the Surface

of 1T-TaSe2
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High-resolution angle-resolved photoemission data show that a metal-insulator Mott transition
occurs at the surface of the quasi-two-dimensional compound 1T-TaSe2. The transition is driven by
the narrowing of the Ta 5d band induced by a temperature-dependent modulation of the atomic
positions. A dynamical mean-field theory calculation of the spectral function of the half-filled
Hubbard model captures the main qualitative feature of the data, namely, the rapid transfer of spectral
weight from the observed quasiparticle peak at the Fermi surface to the Hubbard bands, as the
correlation gap opens up.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.90.166401 PACS numbers: 71.30.+h, 71.10.Fd, 71.45.Lr, 79.60.Bm

Electronic correlations can modify the electronic
structure of solids not only quantitatively, but also
qualitatively, inducing new broken-symmetry phases
which exhibit charge, spin, or orbital order, and more
exotic states in low dimensions. One of the most notable
consequences of electronic correlations is the much
studied metal-insulator (M-I) Mott transition [1,2].
Recently, new theoretical approaches have consider-
ably extended our understanding of this fundamental
problem [2,3].

Many physical properties indirectly reflect the dra-
matic rearrangement of the electronic structure at the
transition. Photoelectron spectroscopy, which probes the
single-particle spectral function, can provide a direct
view of such changes [4–6]. However, comparing samples
with different compositions faces materials problems like
stoichiometry, defects, and disorder. A quantitative analy-
sis is further complicated by the known surface sensitiv-
ity of the technique [7,8]. An ideal experiment would
record the energy and momentum-dependent spectrum,
while tuning the crucial (W=U) parameter (U is the on-
site Coulomb correlation energy; W is the bandwidth)
in the same single crystal sample. Remarkably, it is
possible to approach this ideal situation exploiting the
occurrence of modulated structures [charge-density
waves (CDWs)] in appropriate low-dimensional systems.
There, the lattice distortion modulates the transfer inte-
grals and therefore modifies the bandwidth. In materials
that are close enough to a Mott transition, the reduced
bandwidth may lead to an instability. There are strong
indications for this scenario in the layered chalcogenide
1T-TaS2, which presents a sharp order-of-magnitude in-
crease of the resistivity at T � 180 K [9,10], with a strong
rearrangement of the electronic states [11–15]. However,
the complex phase diagram of the CDW in 1T-TaS2

affects the electronic transition, which cannot be consid-
ered as a typical Mott transition.

Isostructural and isoelectronic 1T-TaSe2 exhibits a
similar CDW, but only one phase below TC � 475 K. Its
electrical resistivity remains metallic—albeit rather
large —to very low temperatures [9], suggesting that
the Se compound lies farther from the instability than
the S analog. Nevertheless, a transition could still occur
at the crystal surface, where the U=W ratio is expected
to be larger as a result of smaller screening and coordi-
nation. The surface sensitivity of angle-resolved photo-
emission (ARPES) is ideal to investigate such an
inhomogeneous state. In this Letter we present evi-
dence for a Mott transition at the surface of 1T-TaSe2.
High-resolution temperature-dependent ARPES shows
for the first time the disappearance of the coherent
quasiparticle signatures at the Fermi surface and the
opening of a correlation gap. These results are qualita-
tively well described by a dynamical mean-field (DMFT)
calculation and provide new insight into the spectral
properties of the M-I transition.
1T-TaSe2 has a layered structure, with the d1 Ta atoms

in a distorted octahedral environment. Adjacent layers
interact weakly through van der Waals gaps, and all
physical properties exhibit a strong anisotropy. A three-
fold CDW develops below TC � 475 K, with a commen-
surate

������

13
p

�
������

13
p

superstructure, analogous to the much
studied low-temperature CDW phase of 1T-TaS2 [9]. In
real space the CDW corresponds to a modulation of the
atomic positions, within a 13 Ta atoms unit, in the so-
called ‘‘star-of-David’’ configuration. Extended Huckel
calculations [16] suggest that the CDW splits the Ta d
conduction band into subbands which contain a total of
13 electrons per unit cell. Two subbands, carrying 6 elec-
trons each, are filled and lie below the Fermi level. The
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Fermi surface is formed by a half-filled subband carrying
the 13th electron. The opening of a correlation gap in this
subband is responsible for the resistivity jump in (bulk)
1T-TaS2 [10].

We performed high-resolution ARPES measurements
in Lausanne and at the Synchrotron Radiation Center,
University of Wisconsin. The energy and momentum
resolution were �E � 10 meV and �k � �0:02 �A�1,
and the Fermi level location was determined with an
accuracy of �1 meV by measuring the metallic edge of
a polycrystalline gold reference. Single crystal samples
grown by the usual iodine transport technique were char-
acterized by Laue diffraction and resistivity measure-
ments, which confirmed the assignment to the 1T
polytype. They were mounted on the tip of a closed-
cycle refrigerator and cleaved at a base pressure of
1� 10�10 torr. We did not observe any sign of surface
degradation or contamination over a typical 8 h run.

Figure 1 shows ARPES intensity maps (h
 � 21 eV)
measured at 300 and 70 K along the high-symmetry �M
direction of the hexagonal Brillouin zone. A higher
photon energy (h
 � 50 eV) yields similar results. The
maps correspond to the same CDW phase, as confirmed
by low-energy electron diffraction (LEED), but exhibit
remarkable differences. At 300 K the narrow topmost
Ta d subband crosses the Fermi level at kF1;2

�
�1=4�M, in good agreement with band structure calcu-
lations [17]. The filled CDW subbands are visible at
�0:3 eV and, with lower intensity at larger binding en-
ergies (�0:8 eV) and momenta. The overall dispersion of
the Ta d band is influenced by the CDW superlattice, as
will be discussed elsewhere. The parabolic band with a
maximum at � and �0:5 eV is a Se p band. At 70 K the
Ta d spectral weight is narrower and clearly removed
from EF, and a gap has appeared.

Bulk sensitive properties and surface sensitive LEED
data rule out a structural phase transition between 300
and 70 K. The large spectral changes are therefore the
consequence of an electronic surface transition. Signa-

tures of a surface gap in 1T-TaSe2 were previously ob-
served at 70 K by scanning tunneling spectroscopy (STS)
[18]. We characterized this transition by temperature-
dependent measurements of the shallow Ta 4f core levels,
which exhibit a CDW-induced fine structure [11,19].
We find (not shown) that between 300 and 70 K the CDW-
split components sharpen, and their energy separation
increases by 40 meV, in agreement with lower-resolution
data [20]. We conclude that the CDW amplitude and the
corresponding lattice distortion are larger at the lower
temperature.

The increased distortion reduces the overlap between
the ‘‘cluster orbitals’’ which form the basis of the band
structure in the CDW phase. Calculations which explicitly
account for this effect are not available, but the (W=U)
ratio is certainly reduced, possibly below the critical
value for the M-I transition. This is confirmed by an
inspection of the ARPES signal at k � kF1

[Fig. 2(a)],
which reveals a sudden loss of intensity near EF below
�260 K, and the appearance of a strong signal centered at
0.26 eV. All spectra were normalized to the same inte-
grated area. The intensity at EF [Fig. 2(b)] exhibits a
sharp step around 260 K, and a further linear de-
crease at lower temperature. The intensity and the spec-
tral line shape (not shown) are recovered upon heating,
but only at higher temperatures. The large hysteresis
(�80 K) suggests a first-order transition [21].

In Fig. 3, following common practice in ARPES work
on the cuprates, we symmetrized the spectra of Fig. 2(a)
around EF. This procedure removes the perturbing effect
of the Fermi distribution on the intrinsic temperature
dependence of the spectral function A�kF; !; T�. The
300 K spectrum exhibits a broad (�1 eV) incoherent
background and a weak quasiparticle (QP) feature at
EF. The QP signal disappears at lower temperature,
and spectral weight is transferred to the lower and—as
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FIG. 1. ARPES intensity maps of 1T-TaSe2 at T � 300 K
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inferred by symmetry—upper sidebands, representing

the lower (LHB) and upper (UHB) Hubbard subbands.

The integrated intensity is conserved. We emphasize

that the width (�100 meV) of the central peak is much

larger than expected for a coherent quasiparticle at the

Fermi surface of a ‘‘good’’ metal. Clearly, in the 220–
260 K temperature range, the corresponding excitations

are heavily scattered, and their lifetime is short. This

‘‘bad metal’’ character is consistent with the broad maxi-

mum and large value of the electrical resistivity of bulk

1T-TaSe2 at 250–300 K [9].

The spectra of Fig. 3 are qualitatively consistent with

the changes expected at the Mott transition. In order to

substantiate this, we have calculated A�kF; !;T� for a

one-band Hubbard model at half-filling, within the

dynamical mean-field theory (DMFT) framework [3].

The ‘‘iterated perturbation theory’’ approximation [22]

was used, and checks were made using quantum Monte

Carlo and the maximum entropy method. The Coulomb

term U was set at 0.52 eV, equal to the energy separation

between the LHB and UHB features in Fig. 3. A semi-

circular density of states was used, with a bandwith W
assumed to depend linearly on temperature between

300 K (W � 0:50 eV) and 70 K (W � 0:36 eV). These

values are only indicative and are not the result of a

specific attempt to find an optimum fit to the data, but

we note that the overall magnitude of W is consistent with

the dispersions observed in Fig. 1.

The high-temperature (300 and 260 K) calculated

spectra (Fig. 4) correspond to a correlated metal in the

incoherent regime, with a broad low-energy peak and two

intense Hubbard sidebands. The central peak is strongly

reduced at 220 K, and at 70 K it has disappeared com-

pletely, leaving two sharp features centered at �U=2 and

separated by a real gap. The overall shape of the spectra is

in good qualitative agreement with the data, as well as the

dramatic transfer of spectral weight that takes place

between the central peak and the Hubbard bands as the

temperature is lowered. We observe that in both theory

and experiment the spectral weight accumulated in the

insulator near the maximum of the HB sidebands comes

mainly from the QP central peak, but that a small fraction

also comes from energies above 0.5 eV. This results in two

energies at which all spectra approximately cross. The

data provide the first direct momentum-resolved observa-

tion of two of the key predictions of DMFT regarding

the one-particle spectrum through the Mott transition,

namely, the three-peak structure in the metallic state [21]

and the large transfers of spectral weight from the metal

to the insulator [23–25].

The comparison of theory and experiment also reveals

some differences. Unlike the calculated spectra, the in-

tensity at EF is never completely suppressed in the ex-

perimental spectra. This signal could originate from the

underlying metallic bulk or from surface inhomogeneities

(metallic ‘‘patches’’) observed by STS [18]. It could also

indicate that the tails of the LHB and UHB overlap

slightly, a passibility which was considered in a different

context [26]. Another quantitative difference is the

sharper separation between the QP peak and Hubbard

bands in the calculation. This is a known feature of

DMFT which is likely to be weakened as dimensionality

is lowered. Recent work in particular [27] suggests that

long-wavelength charge modes partially fill the pre-

formed gap.

From a theoretical standpoint, the main discrepancy

concerns the value of the critical temperature at which the
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first-order metal-insulator transition is observed. Indeed,

with the observed value of U, the simple one-band

Hubbard model treated within DMFT would have a

first-order transition at T ’ U=80 ’ 90 K, a factor of 3

smaller than observed experimentally. The trajectory in

the [T; �W=U�] space used in the theoretical calculation

does not intersect the first-order transition line, so that

theory would interpret the spectral changes as due to a

rapid crossover between a bad metal and a Mott insulator.

On the other hand, the experimental observation of a

hysteresis does suggest a real transition. In a purely

electronic model, it is known that orbital degeneracy

does lead to increased Tc values [28]. However, DMFT

model calculations, including the whole d manifold, show

a significant increase in Tc only when the first subband is

much closer to the Fermi level than in the experiment.

Thus, it is unlikely that orbital degeneracy could explain

the increased Tc. The inadequacy of a purely elec-

tronic model is also suggested by the large width of

the low-energy QP. In a purely electronic model, this

can be accounted for only if the temperature is signifi-

cantly larger than the critical temperature for the metal-

insulator transition.

The observation of a broad peak and a true transition

strongly suggests that the coupling to lattice degrees of

freedom plays an important role, as in fact expected in a

CDW compound. Indeed, it has been shown in a simple

model that the coupling to the lattice can lead to an

increase in Tc [29]. Also, it is possible that the observed

hysteresis results from differences in the pinning of the

CDW upon heating and cooling. Obviously, further in-

vestigation—both theoretical and experimental—is re-

quired to clarify these issues.

In summary, we presented momentum-resolved

high-resolution ARPES data which illustrate the spec-

tral consequences of a bandwidth-controlled surface

Mott transition in 1T-TaSe2. The transition from a bad

metal, characterized by a largely incoherent spectrum, to

a correlated insulator is qualitatively captured by a

DMFT calculation for the half-filled Hubbard model.

Quantitative differences between theory and experi-

ment suggest that the model should be extended to include

the coupling to lattice degrees of freedom, in order to

provide a more accurate description of electronic transi-

tions in such CDW materials.
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Partie II
M�ethode de rotateurs es
laves et appli
ation�a la transition de Mott





3. Les rotateurs : g�en�eralit�es et mod�elesd'impuret�es quantiquesDans 
e 
hapitre, nous allons pr�esenter une te
hnique qui a �et�e d�evelopp�ee au 
oursde 
ette th�ese et qui permet une appro
he simple et g�en�erale des probl�emes de fer-mions 
orr�el�es : le rotateur es
lave. Nous 
ommen
erons par motiver 
e travail parla n�e
essit�e de disposer de m�ethodes eÆ
a
es pour traiter les probl�emes d'impu-ret�es quantiques (pour leur int�erêt propre ou dans le 
ontexte du 
hamp moyendynamique), en parti
ulier lorsque le nombre de degr�es de libert�e devient important(question de la d�eg�en�eres
en
e orbitale). La m�ethode sera illustr�ee sur le mod�eled'Anderson �a une impuret�e, en utilisant deux appro
hes di��erentes. La premi�ere
onsiste �a 
ondenser les variables de rotateurs, et 
onduit �a une image simple, voirsimpliste, de l'e�et Kondo (se
tion 3.3). L'autre approximation envisag�ee dans lase
tion 3.4 prend le parti de donner un 
ara
t�ere dynamique aux rotateurs, et d�e
ritles di��erentes �e
helles d'�energie de mani�ere plus satisfaisante.3.1 D�eg�en�eres
en
e orbitale et 
orr�elations3.1.1 Motivation physiqueNous avons vu dans les 
hapitres pr�e
�edents que le mod�ele de Hubbard fait l'�e
onomiedes degr�es de libert�es orbitaux, et doit être 
onsid�er�e 
omme un mod�ele e�e
tif lorsqu'uneseule bande �ele
tronique se trouve au niveau de Fermi. Cette approximation demande �a êtreexamin�ee plus en d�etail dans le 
ontexte des mat�eriaux 
orr�el�es, 
ar la pr�esen
e d'�ele
trons dou f implique une d�eg�en�eres
en
e importante orbitale (10 et 14 respe
tivement, en in
luantle spin), dont la lev�ee 
ompl�ete par les 
hamps 
ristallins ou la distorsion du r�eseau n'est passyst�ematique.Du point de vue th�eorique, la question se pose d'�evaluer les e�ets qualitatifs apport�espar 
ette 
ompli
ation suppl�ementaire : faut-il ou non remettre en question la pertinen
e desr�esultats obtenus (en parti
ulier pour la transition de Mott) sur les mod�eles �a une seule bande ?Qualitativement, on s'attend tout d'abord �a trouver des e�ets magn�etiques r�eduits par les
u
tuations orbitales, ainsi qu'un rôle att�enu�e des 
orr�elations lo
ales. On peut don
 esp�ererretrouver une 
ertaine simpli
it�e lorsque le nombre d'orbitales est grand, 
e qui est la philosophiedes limites de grande d�eg�en�eres
en
e (voir le paragraphe suivant pour une introdu
tion �a lam�ethode de bosons es
laves, ainsi que la se
tion 4.3). Cependant, 
ette 
onstatation n'est pastoujours simple �a mettre en oeuvre dans l'�etude th�eorique des mod�eles multi-orbitaux, 
omme73



CHAPITRE 3. LES ROTATEURS : G�EN�ERALIT�ES ET MOD�ELES D'IMPURET�ESnous allons le voir par la suite. La raison prin
ipale de 
ette diÆ
ult�e est la 
roissan
e rapidedu nombre de degr�es de libert�es.3.1.2 Probl�eme �etudi�ePour �etudier l'e�et de la d�eg�en�eres
en
e orbitale dans les syst�emes 
orr�el�es, nous allonsnous fo
aliser sur des mod�eles multi-orbitaux de type Hubbard (�equation (1.2)) ou Anderson(si l'on 
hoisit de r�esoudre le probl�eme en 
hamp moyen dynamique). On 
onsid�erera i
i parsou
i de simpli
it�e un mod�ele d'Anderson �a N saveurs (in
luant le spin et les variables orbitalesdans un indi
e 
ommun 1), SU(N) sym�etrique dans l'intera
tion (on n�eglige don
 le 
ouplagede Hund), et sans 
hamps 
ristallins :S = ∫ �0d�∑� d y�(�� + �0)d� + U2 [∑� (d y�d� � 12)]2 + ∫ �0d�∫ �0d� 0�(� � � 0)∑� d y�(�)d�(� 0)(3.1)I
i � = 1 : : : N est un indi
e global (spin et orbital), et nous avons utilis�e par ailleurs unered�e�nition 
onv�eniente du potentiel 
himique, �0 = �� + U=2, qui permet de rendre ma-nifeste la sym�etrie parti
ule-trou �a �0 = 0. Cette a
tion e�e
tive, suppl�e�ee par la relationd'auto
oh�eren
e DMFT, pr�esente une appro
he simple des syst�emes de fermions 
orr�el�es ave
d�eg�en�eres
en
e orbitale 2. On doit don
 r�esoudre un mod�ele d'impuret�e ave
 plusieurs niveauxd�eg�en�er�es (N pouvant aller jusqu'a 14), en pr�esen
e d'une intera
tion de Coulomb U �nie. Nousallons donner maintenant une revue des m�ethodes disponibles �a l'heure a
tuelle pour aborder
e probl�eme, en insistant sur les for
es et faiblesses de 
ha
une. Cela donnera une motivation
on
r�ete pour le d�eveloppement de la te
hnique de rotateur, pr�esent�ee �a la se
tion 3.2.3.1.3 Appro
hes num�eriques du probl�emeLes te
hniques num�eriques sensibles �a la taille de l'espa
e de Hilbert sont mises �a l'�epreuvedans le 
ontexte multi-orbital (qu'il s'agisse de la m�ethode de diagonalisation exa
te ou dugroupe de renormalisation �a la Wilson), puisque le nombre d'�etats 
rô�t exponentiellement ave
le nombre d'orbitales en jeu. L'algorithme de Monte Carlo Quantique est nettement moinssensible �a 
ette sur
harge. Cependant ses limitations habituelles se manifestent plus fortementlorsque N 
rô�t : le r�egime de 
orr�elations fortes est atteint pour des valeurs plus importantes del'intera
tion de Coulomb, d�egradant la qualit�e de la dis
r�etisation de Trotter. On peut 
on
lureque 
es appro
hes num�eriques, qui ont des m�erites 
ertains pour les mod�eles �a une bande,sont �a l'heure a
tuelle enviseagebles, mais tr�es 
oûteuses en terme de puissan
e de 
al
ul.Ce
i in
ite �a mettre en oeuvre des m�ethodes analytiques, dont nous allons dire quelques motsmaintenant.1Dans le 
as N = 2 on retrouve bien le mod�ele de Hubbard �a une bande.2En supposant une intera
tion de Coulomb purement lo
ale, mais qui 
ouple toutes les orbitales de l'atome.
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3.1. D�EG�EN�ERESCENCE ORBITALE ET CORR�ELATIONS3.1.4 Th�eorie de perturbationLa th�eorie de perturbation it�er�ee (IPT), dont on a parl�e au 
hapitre pr�e
�edent, 
onsiste �ar�esoudre le mod�ele d'Anderson au se
ond ordre en U et �a it�erer l'�equation d'auto
oh�eren
eDMFT (1.9). Du point de vue du mod�ele d'impuret�e, 
ette m�ethode d�e
rit qualitativementles aspe
ts essentiels du probl�eme (r�esonan
e Kondo et satellites de haute �energie), mais estrelativement fausse dans le r�egime de 
ouplage fort (o�u la temp�erature Kondo est exponen-tiellement petite). Ce n'est pas 
ette derni�ere limitation qui est la plus gênante dans l'optiquede faire des 
al
uls DMFT en IPT, mais plutôt le manque de souplesse de 
ette m�ethode.En e�et, mis �a part son su

�es spe
ta
ulaire pour le mod�ele �a une bande demi-rempli 3, lesextensions multi-orbitales [3℄ et/ou hors demi-remplissage [4{6℄ de 
ette m�ethode sont faitesde mani�ere ad-ho
, et ne sont pas tr�es pr�e
ises.3.1.5 Bosons es
laves : U =1Cette m�ethode alternative trouve en fait ses origines dans les pr�eo

upations qui nous
on
ernent i
i : la d�eg�en�eres
en
e orbitale dans les syst�emes �a �ele
trons f est un grand pa-ram�etre (N = 14), qui peut 
onduire �a un d�eveloppement syst�ematique en 1=N. Une fa�
onde formaliser 
ette id�ee est d'introduire des degr�es de libert�e additionnels bosoniques (bosones
lave), qui servent �a 
omptabiliser les di��erents �etats de 
harge [7℄. �A 
ause du grand nombred'�etats, CQN , dans 
haque multiplet de 
harge Q, on ne peut malheureusement pas trouver derepr�esentation simple en terme de bosons es
laves, et l'hamiltonien (3.1) ne semble pas sesimpli�er �enorm�ement dans la limite de N grand (nous avons fait �a 
e sujet quelques progr�esqui sont pr�esent�es �a la se
tion 4.3 et dans l'Arti
le-4).Un tel d�eveloppement de N grand est toutefois possible si l'on se trouve dans le r�egimede valen
e faible, puisqu'on peut alors limiter drastiquement le nombre d'�etats �a 
onsid�erersur l'impuret�e. Illustrons 
e
i dans le 
as o�u le potentiel 
himique est tel que la 
harge surl'orbitale 
u
tue entre les �etats Q = 0 (d�eg�en�er�e 1 fois) et Q = 1 (d�eg�en�er�e N fois). Tousles �etats de 
harge Q � 2 se trouvent �a des �energies d'ordre U, et peuvent don
 être ex
lusstri
tement de l'espa
e de Hilbert, puisque l'on s'int�eresse aux propri�et�es de basse �energie. Onpeut don
 oublier le terme d'intera
tion, �a 
ondition d'imposer la 
ontrainte ∑� d y�d� � 1.Une fa�
on de math�ematiser 
ette 
ontrainte est d'introduire un boson es
lave by, a�n de
ompter l'o

upation sur l'orbitale (on met un boson si 
elle-
i est vide, et pas de boson si elleest o

up�ee par un fermion). Cela 
onduit �a repr�esenter le fermion physique par l'op�erateur
omposite d y� = f y� b, o�u f y� est un pseudo-fermion, qui sert �a maintenir le prin
ipe de Pauli. Larepr�esentation en terme d'�etats qu'on trouve ainsi est la suivante :j�〉d = j�〉f j0〉b (3.2)j0〉d = j0〉f j1〉b (3.3)(3.4)3Pour N = 2 et dans le 
as parti
ule-trou sym�etrique, la self-�energie atomique est donn�ee exa
tement �a l'ordreU2, 
e qui permet �a IPT de 
apturer l'�etat isolant de Mott en DMFT (voir l'appendi
e B). De plus, on 
onstateaussi �a N = 2 une quasi-
ompensation dans la self-�energie �a l'ordre U4 [1,2℄, 
e qui �etend grandement le domainede validit�e de la th�eorie de perturbation.
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CHAPITRE 3. LES ROTATEURS : G�EN�ERALIT�ES ET MOD�ELES D'IMPURET�ESL'int�erêt du boson es
lave est que la 
ontrainte d�esagr�eable Q � 1 peut être impl�ement�ee �al'aide d'une �egalit�e tr�es simple (qui permet d'�eliminer par ailleurs tous les �etats non physiquesasso
i�es �a des nombres de bosons sup�erieurs �a 1) :byb +∑� f y� f� = 1 (3.5)L'a
tion initiale (3.1), dans le r�egime de valen
e faible Q � 1, s'exprime don
 de la fa�
onsuivante (je rappelle que � = 1 : : : N) :S = ∫ �0d�∑� f y� (�� + �0)f� + by��b + h(byb +∑� f y� f� � 1)+ ∫ �0d�∫ �0d� 0�(� � � 0)∑� f y� (�)b(�)f�(� 0)by(� 0) (3.6)o�u l'on a introduit un multipli
ateur de Lagrange 
omplexe, h 2 [0; 2i�=�℄, pour imposer la
ontrainte (3.5). Remarquons que h peut être pris ind�ependant du temps puisque les di��erentsse
teurs de l'espa
e de Hilbert ne sont pas 
onne
t�es par l'op�erateur f y� b. Il y a alors deuxfa�
ons di��erentes, mais 
ompl�ementaires, de pro
�eder pour traiter l'a
tion pr�e
�edente lorsquele nombre d'orbitales N est grand.� Limite N =1 usuelle : boson 
ondens�eElle 
onsiste �a int�egrer exa
tement les fermions dans (3.6), et �a prendre le point 
ol dansl'a
tion bosonique r�esultante, qui se trouve être bien proportionnelle �a N quand on g�en�eralise la
ontrainte 
orre
tement [7, 8℄. Ce
i 
onduit �a la 
ondensation du boson es
lave b(�) = pNr ,et donne lieu �a une image simple de l'e�et Kondo pour le mod�ele d'impuret�e (3.6), dont on vareparler �a la se
tion 3.3. Si l'on s'int�eresse plutôt au mod�ele de Hubbard (�a U = 1), on a le
hoix entre r�esoudre le mod�ele d'impuret�e (3.6) par 
ette limite de N grand, en lui suppl�eantl'auto
oh�eren
e DMFT, ou bien r�esoudre dire
tement la th�eorie sur le r�eseau (sans passer parla th�eorie e�e
tive lo
ale, mais en utilisant une approximation de boson 
ondens�e) [9℄. Dansles deux 
as, on obtient une des
ription appro
h�ee de la phase m�etallique, o�u l'amplitude de
ondensation du boson est reli�ee �a l'�e
helle de 
oh�eren
e du liquide de Fermi : ��F = r2W (W estla largeur de bande nue). Dans 
e formalisme, la transition de Mott est 
ontrôl�ee par le dopageÆ, et 
orrespond �a une d�e
ondensation du boson es
lave (on a r2 = Æ). Ce type d'appro
hepeut aussi se r�ealiser par un d�eveloppement en 1=N de la fon
tion d'onde du fondamental dumod�ele d'impuret�e [10, 11℄, mais la m�ethode fon
tionnelle a l'avantage de prendre en 
ompteles e�ets de temp�erature �nie.Disons quand même que 
ette limite de N grand usuelle d�e
rit extrêmement mal les �e
hellesd'�energie au dessus de la temp�erature de 
oh�eren
e, 
e qui peut être am�elior�e par le formalismeun peu plus 
omplexe que nous allons dis
uter maintenant.� Limite multi
anal : �equations int�egralesOn peut 
onstruire une m�ethode de grande d�eg�en�eres
en
e alternative, qui 
onsiste �a�etudier un mod�ele d'impuret�e poss�edant plusieurs 
anaux dans le 
ouplage au bain. On repr�esente
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3.1. D�EG�EN�ERESCENCE ORBITALE ET CORR�ELATIONSpour 
ela l'�ele
tron 
omme la 
ombinaison d'un pseudo-fermion qui porte le spin et d'un bosones
lave qui porte un indi
e de 
anal : f y� b�, o�u � = 1 : : : K. Ce mod�ele, qui poss�ede une sym�etrie�etendue SU(N)� SU(K), est soluble dans la limite o�u N et K tendent vers l'in�ni (dans unrapport 
onstant), et 
onduit �a des �equations int�egrales [12{15℄, qui d�e
rivent la formationde quasiparti
ules 
oh�erentes par un \
rossover" progressif, 
ontrairement �a la m�ethode o�ul'on 
ondense le boson (qui donne une transition de phase arti�
ielle). Il existe une formulationquasiment �equivalente de 
ette appro
he sous la forme d'un d�eveloppement de 
ouplage fort(dans le terme d'hybridation), que l'on appelle NCA (\Non Crossing Approximation") �a 
ausede la stru
ture des diagrammes resomm�es par 
ette approximation [16℄.L'un des d�esavantages de l'appro
he multi
anal est qu'elle 
onduit �a un �etat non Liquidede Fermi �a basse temp�erature (
e qui est quand même la physique attendue des mod�elesmulti
anaux [17℄), bien qu'elle permette une des
ription satisfaisante des �e
helles d'�energieinterm�ediaires.3.1.6 Bosons es
laves �a U �ni ?Un des in
onv�enients majeur de la m�ethode de boson es
lave apparâ�t lorsqu'on tente derelâ
her la 
ontrainte stri
te U =1. Cette �eventualit�e est importante �a la fois si l'on 
her
he�a �etudier la transition de Mott induite par les 
orr�elations (dans 
e 
as l'intera
tion U est
omparable �a la largeur de bande), ou si l'on 
onsid�ere un remplissage g�en�erique (ave
 une
harge moyenne sur l'impuret�e sup�erieure �a un). L'id�ee de base pour traiter 
e probl�eme ave
des bosons es
laves est d'introduire autant de bosons que n�e
essaire pour d�e
rire l'ensembledes �etats, tout en r�eduisant le terme d'intera
tion �a une forme quadratique. Illustrons 
etteappro
he pour le mod�ele �a une bande (N = 2) et U �ni. On a besoin, en plus du boson bqui d�e
rit l'�etat trou, d'un boson lourd B pour d�enoter l'�etat doublement o

up�e 4. On trouvealors la repr�esentation suivante, d y� = f y� b+ (�1)�f��By, qui n�e
essite de poser la 
ontrainte :byb + ByB +∑� f y� f� = 1 (3.7)L'avantage de 
ette �e
riture est que l'hamiltonien d'intera
tion devient trivial dans les nouvellesvariables : Hat � Ud y"d"d y#d# = UByB.Dans le 
as multi-orbital, une limite de N grand n'est possible que si l'on 
onsid�ere en
oreun r�egime de valen
e interm�ediaire, Q � 2. On aboutit ainsi �a des �equations int�egrales [19℄,qui sont une g�en�eralisation pour U �ni de la solution multi
anal du mod�ele �a U = 1, et quisont quasiment identiques aux �equations NCA �a U �ni (U-NCA) [20,21℄. Cette m�ethode n'est
ependant pas tr�es bonne pour r�esoudre les �equations DMFT [22℄, qualitativement (le s
�enariode la transition de Mott est in
orre
t) et quantitativement dans le r�egime peu 
orr�el�e (en fait,la limite U = 0 est 
ompl�etement fausse dans 
ette appro
he).Lorsqu'on 
her
he �a prendre en 
ompte tous les �etats de 
harge Q = 0 : : : N, la m�ethodede boson es
lave demande d'introduire un grand nombre de parti
ules auxiliaires (de l'ordre de2N), 
e qui ne permet pas de prendre une limite de N grand, ni même d'�e
rire des �equations4On peut utiliser davantage de bosons (m�ethode de Kotliar-Ru
kenstein [18℄), 
e qui est utile pour d�e
rire, en
hamp moyen, les phases de sym�etrie bris�ee (magn�etisme).
77



CHAPITRE 3. LES ROTATEURS : G�EN�ERALIT�ES ET MOD�ELES D'IMPURET�ESNCA abordables en pratique. On peut 
ependant tenter une approximation simple (bien quenon 
ontrôl�ee) qui 
onsiste �a 
ondenser tous les bosons. Cela 
onduit �a des �equations asseztou�ues (�a 
ause du grand nombre de param�etres variationnels), qui sont une g�en�eralisationmulti-orbitale de la m�ethode de Gutzwiller (voir le paragraphe IV de l'Arti
le-4). Toutes 
esremarques nous poussent �a envisager une autre appro
he, plus �e
onomique, pour �etudier lesmod�eles d'impuret�e multi-orbitaux �a U �ni.
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3.2. INTRODUCTION AU ROTATEUR ESCLAVE3.2 Introdu
tion au rotateur es
laveIl est fa
ile de voir l'origine de la 
omplexit�e de la m�ethode de boson es
lave dans le 
asmulti-orbital. En e�et, lorsqu'on 
onsid�ere un mod�ele 
omme (3.1), on se rend 
ompte qu'un�etat de 
harge Q est asso
i�e �a une �energie 
oulombienne quadratique : EQ = (U=2)(Q�N=2)2.Il n'est don
 pas ais�e de repr�esenter 
e spe
tre en utilisant des variables bosoniques, puisquel'�energie d'un syst�eme de bosons 
rô�t lin�eairement ave
 le nombre d'ex
itations. Il vient alors�a l'id�ee d'utiliser une variable auxiliaire qui pr�esente naturellement un tel spe
tre : un rotateurquantique L̂ = �i�=�� (o�u � est une variable de phase, p�eriodique entre 0 et 2�). On peut ene�et d�e
rire �a la fois les niveaux d'�energie atomiques par un hamiltonien de rotateur :Hat = U2 [∑� (d y�d� � 12)]2 = U2 L̂2 (3.8)et pr�eserver la stru
ture de l'espa
e de Hilbert en utilisant la repr�esentation suivante :d y� = f y� e i� (3.9)Cette �equation s'interpr�ete en remarquant que l'op�erateur e i� permet de 
r�eer un quantumde rotation suppl�ementaire, d'o�u une 
harge ajout�ee au niveau d'impuret�e. Pour �eviter la pro-lif�eration d'�etats non physiques, et de même que pour la m�ethode de bosons es
laves, il fautimposer une 
ontrainte qui relie la 
harge totale au moment angulaire auxiliaire 5 :L̂ =∑� (d y�d� � 12) (3.10)En introduisant un multipli
ateur h pour appliquer 
ette 
ontrainte, on peut �e
rire une a
tionde rotateur pour le mod�ele d'Anderson multi-orbital :S = ∫ �0d�∑� f y� (�� + �0 � h)f� + (��� + ih)22U + ∫ �0d�∫ �0d� 0�(��� 0)∑� f y� (�)f�(� 0) e i�(�)�i�(� 0)+ �Nh2 (3.11)Cette expression t�emoigne de similarit�es importantes ave
 une a
tion du type boson es
lave
omme (3.6), mais pr�esente l'avantage int�eressant d'introduire un seul rotateur dans la des-
ription de 
e mod�ele multi-bande. On peut aussi d�eriver 
e r�esultat grâ
e �a une transformationde jauge, en prenant soin des 
onditions aux limites fermioniques (voir Arti
le-3). L'expressionpr�e
�edente peut être le point de d�epart de plusieurs lignes d'attaque du mod�ele d'Anderson.Nous allons d�evelopper dans la suite deux appro
hes 
ompl�ementaires, qui font le pendantdes deux te
hniques usuelles d'analyse des th�eories de bosons es
laves (boson 
ondens�e et�equations int�egrales). On peut aussi imaginer que l'a
tion (3.11) puisse être abord�ee dire
-tement par des te
hniques num�eriques (
omme le groupe de renormalisation �a la Wilson),puisqu'elle fait intervenir un nombre limit�e de degr�es de libert�e.5Nous avons d�e
id�e d'asso
ier l'�etat de rotation l = 0 �a l'�etat poss�edant Q = N=2 �ele
trons, 
e qui permetde rendre la sym�etrie parti
ule-trou plus manifeste.
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CHAPITRE 3. LES ROTATEURS : G�EN�ERALIT�ES ET MOD�ELES D'IMPURET�ES3.3 Rotateur 
ondens�e �a basse �energie : e�et KondoAvant de d�evelopper une appro
he satisfaisante de l'a
tion (3.11), j'aimerais pr�esenter unesolution en 
hamp moyen de 
e probl�eme, qui tire son inspiration du traitement du boson es
lavepar Read et Newns [8℄ (ave
 
ondensation du boson). L'interêt de 
e 
al
ul est d'illustrer defa�
on p�edestre 
ertains aspe
ts de l'e�et Kondo qui seront importants pour la suite de 
em�emoire (id�ee de r�esonan
e Kondo, de r�egle de Friedel). Pour 
ela, nous allons revenir �a uneformulation hamiltonienne du probl�eme en introduisant un bain d'�ele
trons de 
ondu
tion pourd�e
oupler le terme d'hybridation :H = U2 L̂2 +∑k;� "k
yk;�
k;� +∑k;� V 
yk;�f�e�i� + h:
:La 
ontrainte sur h, sera trait�ee en moyenne, 
'est �a dire d�etermin�ee par l'�equation de 
hampmoyen 〈L̂〉 = 〈∑� (d y�d� � 12)〉. De plus, pour simpli�er l'analyse, on se limitera dans 
eparagraphe au 
as demi-rempli (�0 = 0), 
e qui donne h = 0 par sym�etrie parti
ule-trou.Notons que la fon
tion d'hybridation est repr�esent�ee dans 
ette formulation en introduisant lafon
tion de Green (sans intera
tion) des �ele
trons du bain :�(i!n) = V 2G0
 (i!n) =∑k V 2i!n � "k (3.13)� Champ moyenL'hamiltonien de 
hamp moyen que nous allons utiliser est le suivant (il revient �a d�e
ouplerles degr�es de libert�e bosoniques de la mani�ere la plus simple) :H = U2 L̂2 + K 
os � +∑k;� "k
yk;�
k;� +∑k;� Ve�
yk;�f� + h:
: (3.14)ave
 deux param�etres qui sont d�etermin�es par les �equations :Ve� = V h
os �i (3.15)K = ∑k;� V 〈
yk;�f� + f y� 
k;�〉 (3.16)Ve� 
orrespond �a une hybridation e�e
tive pour le probl�eme et K est un 
hamp qui ordonnela phase � dans le temps, permettant ainsi de d�e
rire un liquide de Fermi lo
al. La partiefermionique de 
et hamiltonien d'essai est quadratique, alors que la partie bosonique n�e
essitede r�esoudre une �equation de S
hr�odinger :Hrotor	(�) � [�U2 �2��2 + K 
os �]	(�) = E	(�) (3.17)qui doit être diagonalis�ee a�n de 
al
uler la valeur moyenne h
os �i.
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3.3. ROTATEUR CONDENS�E �A BASSE �ENERGIE : EFFET KONDO� Interpr�etationLorsque le param�etre K est non nul, le rotateur se polarise, et a
quiert une valeur moyenneh
os �i. On d�etermine alors la fon
tion de Green fermionique en supposant qu'elle se fa
torise :Gd(�) � � 〈d�(�)d y�(0)〉 = � 〈f�(�)f y� (0)e i�(0)�i�(�)〉 � � 〈f�(�)f y� (0)〉 〈e i�(0)�i�(�)〉 (3.18)Sous 
ette approximation, on trouve alors :Gd(i!n) = h
os �i2i!n � h
os �i2�(i!n) + G in
oherentd (i!n) (3.19)Le terme de droite provient de la partie 
onnexe de la fon
tion de Green des rotateurs (i.e.quand on y a retran
h�e h
os �i2), et d�e
rit la partie de haute �energie du spe
tre d'ex
itations.La physique de basse �energie, 
ontrol�ee par le premier terme, est domin�ee par une r�esonan
e�etroite, la r�esonan
e Kondo, 
omme nous allons le voir 
i-dessous. Ajoutons aussi qu'un 
al
ulde la sus
eptibilit�e de spin des fermions d y� montre une saturation �a basse temp�erature, signalantl'�e
rantage 
omplet du moment lo
al sur l'impuret�e par le bain d'�ele
trons de 
ondu
tion.� Cal
ul de la temp�erature KondoSupposons que l'on se trouve profond�ement dans le r�egime Kondo, i.e. U � � , o�u la largeurdu niveau r�esonant est d�e�nie par � � jIm�(i0)j = V 2jImG0
 (i0)j. Dans 
e 
as, on s'attend �a
e que la temp�erature Kondo soit exponentiellement petite, de même que le param�etre K. Onpeut don
 r�esoudre l'�equation de S
hr�odinger (3.17) perturbativement en K. Pour 
ela, on note	m(�) = h�j	mi = e im� la fon
tion d'onde non-perturb�ee, asso
i�ee �a l'�energie Em = m2U=2.Le fondamental est obtenu pour m = 0, et pr�esente la 
orre
tion suivante au premier ordre enK :
∣∣	(1)0 〉 = j	0i+∑m 6=0 h	mjK 
os � j	0iE0 � Em j	mi (3.20)Nous pouvons don
 
al
uler l'�el�ement de matri
e apparaissant dans l'�equation de 
hamp moyen(3.15) : h
os �i = 〈	(1)0 ∣∣ 
os �∣∣	(1)0 〉= �2K∑m 6=0 jh	0j 
os � j	mij2Em = �2KU (3.21)Le propagateur fermionique non-diagonal apparaissant dans (3.16) est 
al
ul�e fa
ilement,puisque l'hamiltonien e�e
tif est quadratique, et l'on obtient :K = 2NV Ve� 1�∑n G0
 (i!n)Gf (i!n) (3.22)ave
 Gf (i!n) = 1i!n � V 2e�G0
 (i!n) (3.23)
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CHAPITRE 3. LES ROTATEURS : G�EN�ERALIT�ES ET MOD�ELES D'IMPURET�ES
e qui est r�eexprim�e grâ
e �a une repr�esentation spe
trale (�a T = 0) :K = �2NV Ve� ∫ 0�1 d!� Im [G0
 (! + i0+)Gf (! + i0+)] (3.24)Pour terminer, nous supposons que les "k 
onstituent une bande plate de grande largeur 2�, etnous nous pla
erons dans le r�egime d'universalit�e, �� U � � � !, de fa�
on que la fon
tionde Green du bain se r�eduise �a G0
 (! + i0+) = �i�=(2�). Ce
i permet de simpli�er l'�equationpr�e
�edente (�a l'ordre dominant en 1=�) :K = NV Ve�� ∫ 0�� d! !!2 + (V 2e��=(2�))2 = �2NV Ve�� log(√ 2� �Ve�) (3.25)En utilisant (3.15) et (3.21) on trouve aussi K = �UVe�=(2V ). Puisque la largeur de bandenue est � = �V 2=(2�), on obtient la largeur de la r�esonan
e Kondo (renormalis�ee par lesintera
tions) : �e� � �V 2e�2� = � exp(� �U4N� ) (3.26)Ave
 N = 2 dans l'expression pr�e
�edente, on retrouvre l'�e
helle Kondo exa
te obtenue par un
al
ul de groupe de renormalisation. Nous obtenons par ailleurs une expression simple pour ladensit�e d'�etats asso
i�ee �a la partie 
oh�erente de la fon
tion de Green du niveau d (3.19) :�
oherentd (!) = �=�(!=Z)2 + � 2 (3.27)o�u Z � h
os �i2 / exp (� �U4N� ) est le poids de quasi-parti
ule. Cette fon
tion spe
trale illustre�a la fois l'apparition d'une r�esonan
e Kondo �etroite, de largeur Z� , et la r�egle de Friedel. Pourle mod�ele d'Anderson demi-rempli, 
e th�eor�eme �enon
e que la densit�e d'�etats au niveau deFermi (et �a temp�erature nulle) est in
hang�ee lorsque les intera
tions sont bran
h�ees [1, 23℄ :�d(! = T = 0) = �d(! = T = U = 0) = 1�� (3.28)Il faut souligner 
ertaines imperfe
tions qui d�e
oulent de la forme trop simpli��ee de l'ha-miltonien d'essai (3.14). Comme pour la th�eorie de boson es
lave, on trouve une transition dephase arti�
ielle �a une temp�erature de l'ordre de la temp�erature Kondo. De même, le spe
trede haute �energie n'est pas satisfaisant dans 
ette appro
he (la largeur des satellites de haute�energie est d'ordre Z� au lieu de � ). Ces probl�emes peuvent heureusement être r�egl�es grâ
e�a une limite de type multi-
anal, qui va être envisag�ee �a la se
tion suivante. La m�ethode de
hamp moyen que l'on vient de d�e
rire sera toutefois employ�ee dans l'�etude de la transition deMott multi-orbitale �a la se
tion 4.1.
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3.4. ROTATEUR DYNAMIQUE : �EQUATIONS INT�EGRALES �A HAUTE �ENERGIE3.4 Rotateur dynamique : �equations int�egrales �a haute �energie3.4.1 Limite multi-
anal et �equations int�egralesNous allons illustrer i
i une m�ethode qui s'inspire des limites multi-
anal pour les th�eoriesde bosons es
laves [12℄. L'a
tion (3.11) pr�esente un 
ouplage entre les pseudo-fermions et unevariable angulaire O(2), que l'on note X(�) � e i�(�). L'id�ee de base est de g�en�eraliser 
ettevariable de phase �a un 
hamp 
omplexe de norme unit�e �a M 
omposantes, 
'est �a dire unrotateur quantique O(2M), X�(�) (� = 1 : : :M). On aboutit ainsi �a une a
tion (pour laquelleon peut �e
rire un hamiltonien) mettant en jeu 
es degr�es de libert�e �etendus :S = ∫ �0d�∑� f y� (�� + �0 � h)f� +∑� j��X�j22U + h2U (X����X��h:
:) + �(jX�j2 � 1)+ � [N2 h �M h22U ]+ ∫ �0d�∫ �0d� 0 1M�(��� 0)∑�;� f y� (�)f�(� 0)X�(�)X��(� 0) (3.29)Pour prendre la limite de grande d�eg�en�eres
en
e, on fait tendre �a la fois N et M vers l'in�nidans un rapport 
onstant, N � N=M, et on d�e
ouple le dernier terme de (3.29) ave
 des
hamps bilo
aux en temps. Ce
i aboutit �a des �equations de 
ols, que l'on peut r�e�e
rire sous laforme 
ompa
te suivante, en faisant intervenir les fon
tions de Green des pseudo-parti
ules duprobl�eme : Gf (�) � � 〈T� f�(�)f y� (0)〉 (3.30)GX(�) � + hT�X�(�)X��(0)i (3.31)G�1f (i!n) = i!n � �0 + h ��f (i!n) (3.32)G�1X (i�n) = �2nU + �� 2ih�nU ��X(i�n) (3.33)o�u !n (respe
tivement �n) est une fr�equen
e de Matsubara fermionique (respe
tivement bo-sonique). Les self-�energies de pseudo-parti
ules sont donn�ees par les expressions suivantes,r�eminis
entes de la solution multi
anal du mod�ele d'Anderson �a U =1 :�X(�) = �N�(��)Gf (�) (3.34)�f (�) = �(�)GX(�) (3.35)Il faut par ailleurs �xer des �equations de 
ol qui d�eterminent la valeur des multipli
ateurs deLagrange � et h. La premi�ere de 
es �equations est la 
ontrainte usuelle qui apparait dans letraitement en grand M du mod�ele sigma ; la se
onde traduit simplement l'�equation (3.10) defa�
on moyenne :GX(�=0) = 1 (3.36)Gf (�=0�) = 12 � 2hNU + 1NU [��GX(�=0�) + ��GX(�=0+)] (3.37)La m�ethode de r�esolution de 
e syst�eme d'�equations int�egrales est pr�esent�ee �a l'appendi
e C.
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CHAPITRE 3. LES ROTATEURS : G�EN�ERALIT�ES ET MOD�ELES D'IMPURET�ES� R�esultats num�eriquesOn a tra
�e la densit�e d'�etat des fermions physiques �a la �gure 3.1 (la fon
tion de Greenphysique est �evalu�ee en fa
torisant les fon
tions de Green de pseudo-parti
ules). Ce spe
tremontre l'�emergen
e graduelle de la r�esonan
e Kondo, et la pr�esen
e de satellites de haute�energie, d�e
rivant les ex
itations de 
harge lo
ales qui payent l'intera
tion de Coulomb. Pour
e 
al
ul j'ai pris une bande semi-
ir
ulaire de demi-largeur � = 6, asso
i�ee �a un niveau r�esonantde largeur � = 0:16 ; l'intera
tion de Coulomb est U = 2, et on s'est pla
�e au demi-remplissage(�0 = h = 0).
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ements
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!Fig. 3.1 { Densit�e spe
trale physique �a U = 2 pour di��erentes valeurs de la temp�erature inverse� = 2000; 20; 4 (de haut en bas) ; la forme du bain d'�ele
trons de 
ondu
tion est d�e
rite dansle texte.Ce que l'analyse de 
es r�esultats num�eriques montre est que la r�egle de Friedel est l�eg�erementviol�ee par 
ette appro
he, 
omme on peut le v�eri�er par un 
al
ul analytique, en e�e
tuantun d�eveloppement basse fr�equen
e du syst�eme d'�equations (3.32-3.35). On trouve ainsi (voirArti
le-3) que la densit�e d'�etats �a temp�erature z�ero et �a fr�equen
e nulle est essentiellementind�ependante de l'intera
tion U (e�et de pin
ement) :�d(! = T = 0) = 1�� �=2N + 1 tan(�2 NN + 1) (3.38)mais 
e r�esultat d�evie de quelques pour
ents seulement de la valeur exa
te (3.28). Nous verrons
ependant par la suite que l'existen
e de 
e pin
ement est 
ru
iale lorsqu'on applique 
ettem�ethode �a l'�etude de la transition de Mott.Pour obtenir un tel 
ara
t�ere \m�etallique" (dans le sens que �d(! = 0) 6= 0, 
'est �a direGd(�) � 1=� �a long temps), les variables de phases d�eveloppent un quasi-ordre �a long temps,
'est �a dire une d�e
roissan
e : GX(�) � 1j� j1��X (3.39)
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3.4. ROTATEUR DYNAMIQUE : �EQUATIONS INT�EGRALES �A HAUTE �ENERGIEo�u 0 < �X < 1 (et idem pour Gf (�)). Ce 
omportement non trivial 6 des fon
tions de Greende pseudo-parti
ule �a basse fr�equen
e est mis en �eviden
e �a la �gure 3.2 (on peut aussi 
al
ulerles exposants �X et �f exa
tement, voir l'Arti
le-3). Il s'agit d'une mani�ere astu
ieuse d'�eviter
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ements !
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Fig. 3.2 { Densit�es d'�etat des pseudo-parti
ules �a basse temp�erature (partie imaginaire) :�f (!) est en pointill�es et �X(!) en trait plein, illustrant le 
omportement singulier de bassefr�equen
e.de 
ondenser les variables bosoniques, qui est aussi tr�es physique. En e�et, 
es singularit�esdes pseudo-parti
ules sont asso
i�ees �a un probl�eme de rayons X, traduisant le fait que leursfon
tions de Green ne sont pas invariantes de jauge. En e�et, pour le mod�ele d'Anderson �aU = 1, on trouve un tel 
omportement dans la solution num�eriquement exa
te (NRG) dumod�ele utilisant des degr�es de libert�es de pseudo-parti
ules [24℄.� Comparaison au NRGLes 
al
uls se 
omparent 
orre
tement ave
 les r�esultats obtenus par groupe de renorma-lisation num�erique [25, 26℄ (NRG), 
omme le montre la �gure 3.3 (pour 
e 
al
ul, le 
hoix dubain est di��erent que pr�e
�edemment). Il faut noter que le 
ara
t�ere exponentiel de l'�e
helleKondo est reproduit, et que les bandes de Hubbard pr�esentent une largeur d'ordre � , 
ommeattendu (la faible r�esolution du NRG aux �energies d'ordre U ne permet de 
apturer 
et e�et,et produit des pi
s trop �etal�es).Un autre aspe
t parti
ulier de la solution du syst�eme d'�equations int�egrales est une violationdu liquide de Fermi �a basse temp�erature. Celle-
i se manifeste par l'apparition de singularit�esen lois de puissan
e dans la self-�energie physique, 
'est �a dire �d(!)� �d(0) / !�, o�u � < 2.On peut aussi 
onsid�erer l'�e
art �a la r�egle de Friedel exa
te 
omme une autre manifestation6Il ne faut 
ependant pas 
onfondre 
es lois de puissan
e ave
 les exposants non Liquide de Fermi apparaissantdans le propagateur physique, qui sont des e�ets sous-dominant (temps de vie anormal).
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!Fig. 3.3 { Comparaison entre les r�esultats de NRG [26℄ (traits pleins) et la m�ethode de rotateur(traits interrompus) pour deux valeurs de l'intera
tion 
oulombienne : U = 0:2 et U = 0:4.Pour 
e 
al
ul, une bande plate de grande largeur � ave
 � = 0:015 a �et�e 
hoisie. Les r�esultatsNRG ne sont pas �ables �a haute �energie, 
omme le montre l'�etalement des bandes de Hubbard.de 
ette violation, ainsi que la divergen
e de la sus
eptibilit�e de spin lo
ale, qui traduit en faitl'aspe
t sur-�e
rant�e asso
i�e �a l'e�et Kondo multi
anal.3.4.2 Origine de l'e�et KondoOn peut �nalement s'interroger sur le m�e
anisme d'apparition de la r�esonan
e Kondo dans
e formalisme, qui n'est pas aussi expli
ite que dans le 
as de la se
tion 3.3. Nous allonsd'abord illustrer la nature du 
omportement asymptotique des variables de phase par un petitraisonnement par l'absurde.� Cara
t�ere m�etalliqueCommen�
ons par supposer que le rotateur quantique est d�esordonn�e, pr�esentant une fon
-tion de Green GX(�) � e�U� qui d�e
roit exponentiellement 7. Par (3.35) 
ela �elimine la self-�energie dans le propagateur du fermion f (3.32), 
onduisant �a Gf (�) � 1 �a long temps. On end�eduit le 
omportement de la self-�energie bosonique, �X(�) � N�=j� j, 
ar le bain d'�ele
tronsest r�egulier, 
e qui donne �(�) � �=� . Cette intera
tion retard�ee �a longue port�ee (dans letemps) est suÆsante pour ordonner le rotateur, invalidant l'hypoth�ese initiale.D'un autre 
ot�e, si l'on admet que la phase est ordonn�ee dans le temps (
omme 
'est le 
asdans l'appro
he o�u on 
ondense le boson), on obtient �f (�) � 1=� . Ce
i implique que Gf (�)pr�esente une d�e
roissan
e similaire, et don
 que le 
ouplage au rotateur d�e
roit rapidement,7Dans toute 
ette analyse on ne se pr�eo

upera pas des fa
teurs num�eriques d'ordre unit�e (2, �...).
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3.5. CONCLUSIONen 1=�2. Dans 
e 
as le rotateur se d�esordonne, de fa�
on in
ompatible ave
 l'aÆrmationpr�e
�edente.La 
on
lusion de 
ette analyse est que la solution de nos �equations int�egrales ne peut d�e
rireni une phase ordonn�ee ni une phase d�esordonn�ee dans les variables de rotateurs, et pr�esente unpoint �xe non trivial, asso
i�e �a l'e�et Kondo. On remarque que l'argument pr�e
�edent permet de
omprendre l'apparition de lois de puissan
e dans les fon
tions de Green de pseudo-parti
ulesque l'on a 
onstat�e pr�e
�edemment.� Evaluation de TKNous pouvons estimer approximativement l'�e
helle Kondo grâ
e �a 
et argument, puisqu'�ahaute temp�erature les variables de rotateur sont essentiellement d�esordonn�ees, mais vont res-sentir une instabilit�e vers le point �xe Kondo lorsque la temp�erature diminue. Dans 
e r�egime,la fon
tion de Green bosonique est de la forme :GX(i�) � 1�2=U + U +�X(i�) (3.40)ave
 �X(�) � N�=j� j, 
'est �a dire �X(i�) � �N� log j�j. L'�e
helle Kondo � � TK estatteinte lorsque 
ette self-�energie est 
omparable au \gap" de haute temp�erature [27℄, d'ordreU, apparaissant dans l'�equation (3.40) : �(� � TK) � �N� log(TK) � U. Ce
i 
onduit �al'estimation TK � T0 exp[�
U=(N� )℄, en a

ord ave
 le r�esultat de la se
tion 3.3 (aux fa
teursnum�eriques T0 et 
 pr�es). On a don
 donn�e une expli
ation intuitive pour l'apparen
e d'une�e
helle Kondo dans la solution des �equations int�egrales.3.5 Con
lusionNous avons �etudi�e rapidement l'e�et Kondo dans le mod�ele d'Anderson multiorbital �a U �nigrâ
e �a la m�ethode de rotateur. Les deux s
h�emas d'approximation propos�es (rotateur 
ondens�eet �equations int�egrales) 
apturent 
orre
tement le 
ara
t�ere exponentiel de la temp�eratureKondo, bien que la premi�ere m�ethode envisag�ee soit assez simpliste. Cependant, 
ondenser lerotateur permet de travailler en repr�esentation de phase (pour �e
rire les �equations int�egrales,on a du prendre une limite de grand nombre de 
omposantes), qui peut avoir 
ertains m�erites
omme on va le voir dans le 
hapitre qui suit.
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4. Transition de Mott : appro
he derotateurs es
lavesCe 
hapitre est l'o

asion d'appliquer la m�ethode de rotateur d�evelopp�ee dans le
hapitre pr�e
�edent �a la solution des �equations de 
hamp moyen dynamique. On uti-lisera su

essivement les deux approximations envisag�ees auparavant, 
ondensationdu rotateur (se
tion 4.1) et �equations int�egrales 1 (se
tion 4.2), et l'on retrouveraainsi divers r�esultats 
on
ernant la transition de Mott pour le mod�ele de Hubbardmultiorbital. En parti
ulier, le diagramme de phase obtenu sera 
ompar�e ave
 su

�es�a une analyse dire
te du probl�eme par la m�ethode proje
tive, dans la limite de Ngrand 2, ainsi qu'�a des simulations (Monte Carlo Quantique).
4.1 Une image simple de la transition de Mott : rotateurs
ondens�es4.1.1 �Equations de 
hamp moyenDans la se
tion 3.3 nous avons e�e
tu�e un 
hamp moyen du mod�ele d'Anderson �a U �nidans la formulation de rotateur, qui est tr�es analogue �a l'appro
he de boson es
lave 
ondens�e(�a la Read-Newns [1℄) du même probl�eme �a U =1. Puisque nous nous int�eressons maintenant�a la transition de Mott dans le mod�ele de Hubbard, il est imm�ediat d'appliquer 
ette solutionappro
h�ee pour r�esoudre les �equations de 
hamp moyen dynamique, 
'est �a dire imposer l'au-to
oh�eren
e DMFT aux �equations de 
ol (3.15-3.16). En fait, puisque 
e 
hamp moyen dumod�ele d'Anderson est purement lo
al (la self-�energie est simplement �d(i!) = i!(1�1=Z)),il est �equivalent de r�esoudre dire
tement le mod�ele de Hubbard en utilisant la même approxi-mation de rotateur 
ondens�e, 
e qui permet une analyse un peu plus simple du probl�eme 3. On�e
rit don
 l'hamiltonien de Hubbard sur le r�eseau, formul�e ave
 des variables de phase 4 grâ
e1Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 A. Georges (Arti
le-3).2Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 A. Georges, G. Kotliar et O. Par
ollet (Arti
le-4).3Il apparait en fait des di��eren
es mineures dans le traitement des hautes �energies entre 
es deux appro
hes.4On observe une autre di��eren
e bien agr�eable par rapport aux bosons es
laves : l'op�erateur lo
al dyi�di� =f yi�fi�e i(�i��i) = f yi�fi� ne pose pas d'ambiguit�e, puisque les phases s'�eliminent naturellement.91



CHAPITRE 4. TRANSITION DE MOTT : APPROCHE DE ROTATEURS ESCLAVES�a la repr�esentation d yi� = f yi� exp(i�i) :H = ∑i� �0d yi�di� + U2 ∑i [∑� d yi�di� � N2 ]2 �∑ij� tijd yi�dj�= ∑i� �0f yi�fi� + U2 ∑i L̂2i �∑ij� tijf yi�fj�e i(�i��j) (4.1)Il faut de plus imposer la 
ontrainte L̂i = ∑� f yi�fi� � N=2 sur 
haque site, 
e qui est tropdiÆ
ile en pratique. On traite don
 
ette 
ontrainte en 
hamp moyen, de même que le 
ouplagefermion-rotateur qui apparait dans l'hamiltonien, de mani�ere �a obtenir un hamiltonien e�e
tifpurement lo
al pour les variables de phase :H =∑k� (Z�k + �0 � h) f yk�fk� +∑i [U2 L̂2 + hL̂+K 
os �] (4.2)Les �equations de point 
ol sont donn�ees par :Z = h
os �i2 (4.3)K = 2N h
os �i∑k �k 〈f yk�fk�〉 = 2NpZ ∫ d�D(�) � nF (Z�+ �0 � h) (4.4)
〈L̂〉 � 〈� i ���〉 = N 〈f yi�fi�〉� N2 = N ∫ d�D(�) nF (Z�+ �0 � h)� N2 (4.5)Nous avons not�e i
i D(�) la densit�e d'�etats libre du r�eseau (de demi-largeur D = 1). Z s'in-terpr�ete naturellement 
omme le r�esidu de quasi-parti
ules, et h repr�esente la renormalisationdu potentiel 
himique.4.1.2 La transition de MottOn peut r�esoudre 
es �equations num�eriquement (
e sera fait dans la suite), mais il est pos-sible de faire une �etude analytique pr�es de la transition de Mott. En e�et, puisqu'�a la transitionles quasiparti
ules disparaissent, Z tend vers z�ero, et le param�etre K s'annule aussi, d'apr�esl'�equation (4.4). On peut don
 r�esoudre l'�equation de S
hr�odinger en th�eorie de perturbation,
omme �a la se
tion 3.3.On note 	m(�) = e im� les fon
tions d'onde propres asso
i�ees aux �energies non perturb�eesEm = m2U=2 + hm, et l'on obtient le fondamental (�a K = 0) en minimisant Em, 
'est �a direl'�etat m0 = �I[h=U + 1=2℄ (o�u I[: : :℄ est la partie enti�ere). On trouve ainsi au premier ordreen K : pZ = h
os �i = 2K ∑m 6=m0 jh	mj 
os � j	m0ij2Em0 � Em= � 2UKU2 � 4(Um0 + h)2 +O(K2) (4.6)
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4.1. UNE IMAGE SIMPLE DE LA TRANSITION DE MOTT : ROTATEURS CONDENS�ESainsi que 〈L̂〉 = m0 +O(K). �A 
ause de l'�equation (4.5), on obtient la densit�e de fermion nf(par 
ouleur) �a la transition : nf = 12 + m0N (4.7)Le remplissage est don
 
ommensurable �a la disparition du m�etal : la 
harge totale vaut ene�et Q = Nnf = N=2 + m0 2 f1; : : : ; N � 1g. On peut aussi trouver l'expression de l'inter-a
tion 
ritique �a laquelle le m�etal est d�etruit. Pour 
ela on exprime l'�equation de 
ol (4.4) �atemp�erature nulle : K = 2NpZ ∫ �0�Dd�D(�)� � 2NpZ ��(�0) (4.8)o�u le potentiel 
himique sans intera
tion �0 � (h � �0)=Z est donn�e par :
∫ �0�Dd� D(�) = nf = 12 + m0N (4.9)Puisque Z s'annule �a la transition mais que �0 reste �ni, on d�eduit que h = �0. On trouvedon
 en 
ombinant (4.6) et (4.8) une �equation qui d�etermine �nalement l'intera
tion 
ritiqueen fon
tion du potentiel 
himique nu �0 :U2 � 4 (Um0 + �0)2 = 4NU ��(�0) (4.10)o�u m0 est donn�e par m0 = �I[�0=U + 1=2℄ (
ar h ' �0), et �0 est reli�e �a m0 par l'�equation(4.9). Ce
i permet de d�e
rire toutes les transitions m�etal-isolant 
ommensurables du mod�eleen fon
tion du potentiel 
himique. On peut aussi passer du potentiel 
himique �0 au fa
teur deremplissage nf , 
e qui donne : U
(nf ) = 4N ��(�0(nf )) (4.11)ave
 nf = 1=N; : : : ; (N � 1)=N.� Interpr�etationIl est judi
ieux de faire �a 
e point une 
omparaison entre le 
al
ul que nous venons d'e�e
tueret une appro
he similaire (dans la physique qu'elle d�e
rit) : la m�ethode de Gutzwiller. Cettem�ethode variationnelle a �et�e utilis�ee d�es les ann�ees 70 pour l'�etude de la transition de Mott,et a permis �a Brinkman et Ri
e d'�etablir une premi�ere image physique de 
ette transition [2℄.Cette te
hnique poss�ede un analogue exa
t en terme de bosons es
laves, d�evelopp�e par Kotliaret Ru
kenstein [3℄. Dans le 
as qui nous 
on
erne, la m�ethode de Gutzwiller peut être �etendueau 
as multiorbital [4,5℄, mais est tr�es lourde �a mettre en oeuvre par rapport �a la m�ethode derotateur, �a 
ause du grand nombre de param�etres variationnels �a introduire 5. Nous avons parailleurs g�en�eralis�e le 
al
ul de Kotliar et Ru
kenstein au 
as multi-orbital (voir Se
tion IV del'Arti
le-4), et 
on�rm�e les r�esultats de la m�ethode de Gutzwiller seulement pour le 
al
ul del'intera
tion 
ritique (la solution 
ompl�ete des �equations �etant vraiment p�enible). On trouveainsi : UGutzwil ler
 = 4(N + 2) ��(�0(nf )) (4.12)5Ce
i peut tourner aussi �a l'avantage de la m�ethode de Gutzwiller, qui poss�ede 
ertainement plus de libert�e.
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CHAPITRE 4. TRANSITION DE MOTT : APPROCHE DE ROTATEURS ESCLAVESOn obtient ainsi le même r�esultat qu'ave
 la m�ethode de rotateur, mis �a part une 
orre
tionsous-dominante, qu'il faudrait peut-être prendre en 
ompte en pratique dans nos 
al
uls lorsqueN n'est pas tr�es grand.Le s
�enario de Brinkman-Ri
e pour la transition de Mott n�e
essite de se pla
er hors du point
ritique, 
e qui demande une r�esolution num�erique des �equations de 
hamp moyen (4.3-4.5),ou bien de pousser le d�eveloppement perturbatif �a l'ordre K2. Cette analyse sera men�ee �a lase
tion 4.1.3.� Diagramme de phase (T = 0)On peut illustrer graphiquement les r�esultats pr�e
�edents en donnant le diagramme de phasede temp�erature nulle dans le 
as �a deux orbitales (N = 4 en 
omptant le spin), �gure 4.1.Dans 
e 
al
ul, ainsi que dans la suite (pour simpli�er les expressions), on a 
hoisi une densit�ed'�etat libre plate (la forme de la densit�e d'�etat ne joue au
un rôle dans 
e type d'appro
he).On obtient ainsi le U 
ritique en fon
tion du remplissage :U
(nf ) = 4ND nf (1� nf ) (4.13)U
 est le plus grand au demi-remplissage (nf = 1=2), 
ar les 
u
tuations orbitales y sont plusimportantes (
ette 
onstatation n'est pas g�en�erique, et peut d�ependre de la forme de la densit�ed'�etats).
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5PSfrag repla
ementsU

U
�0Q = 1Q = 2Q = 3 4nfFig. 4.1 { Diagramme de phase (�0; U) et (nf ; U) pour N = 4 �a T = 0. Les transitions deMott se produisent pour des valeurs �nies de U aux remplissages Q = 4nf = 1; 2; 3 (on a unisolant de bande pour Q = 0; N). Les lobes isolants sont 
ompl�etement 
omprim�es dans lediagramme (nf ; U) de droite.
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4.1. UNE IMAGE SIMPLE DE LA TRANSITION DE MOTT : ROTATEURS CONDENS�ES4.1.3 �Etude num�erique des �equations de 
hamp moyenPour 
on
lure 
ette se
tion, nous pr�esentons le r�esultat de la solution num�erique des�equations de 
ol (4.3-4.5). Pour 
ela, il suÆt de diagonaliser l'�equation de S
hr�odinger quiintervient dans l'hamiltonien de 
hamp moyen (4.2) : Hrotor	(�) = E	(�). Te
hniquement,il suÆt de passer aux 
omposantes de Fourier de la fon
tion d'onde (qui est 2�-p�eriodique),et de diagonaliser la matri
e ainsi obtenue (en taille �nie). On retouve bien une transitiondu se
ond ordre aux remplissages 
ommensurables pour les intera
tions 
ritiques d�etermin�eespr�e
�edemment. �Etudions maintenant de plus pr�es 
ette transition.� S
�enario de Brinkman-Ri
eUne illustration amusante de la transition de Mott est donn�ee par l'�evolution de la fon
tiond'onde du fondamental 	(�) pour l'hamiltonien e�e
tif (4.2) en fon
tion de l'intera
tion U(
e
i est tra
�e pour N = 2 au demi-remplissage et T = 0). Sur la �gure 4.2 on voit ainsi que	(�) est lo
alis�ee autour de � = 0 pour U petit, 
e qui signi�e que la 
harge physique 
u
tue�enorm�ement (elle est repr�esent�ee par L̂, 
onjugu�e �a la phase �) : on a don
 un �etat m�etallique.D'un autre 
ôt�e, lorsque U se rappro
he de la valeur 
ritique, 	(�) s'applatit, 
e qui 
onduit

0
0

1

2

3

4

PSfrag repla
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PSfrag repla
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Fig. 4.2 { �A gau
he : fon
tion d'onde du fondamental pour des valeurs de l'intera
tion entreU = 0:01 (
ourbe piqu�ee autour de � ' 0) et U = 2 (�a la transition de Mott et au-del�a, 
ourbeplate). �A droite : poids de quasi-parti
ule Z en fon
tion de U=U
2 �a temp�erature nulle ; 
al
ulDMFT (trait �n), ave
 les rotateurs 
ondens�es (trait �epais) et par la m�ethode de Gutzwiller(trait pointill�e).�a la lo
alisation de la 
harge, 
ar la phase 
u
tue maintenant de fa�
on maximale : 
'est l'�etatde Mott. La transition est aussi illustr�ee par un graphe montrant le poids de quasi-parti
uleen fon
tion de l'intera
tion (panneau de droite de la �gure 4.2). L'annulation lin�eaire de Z auvoisinage du point 
ritique est en a

ord ave
 les r�esultats obtenus par Brinkman-Ri
e et enDMFT (pr�es de U
2).
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CHAPITRE 4. TRANSITION DE MOTT : APPROCHE DE ROTATEURS ESCLAVES� Cas multiorbitalCette appro
he est �nalement tr�es pratique pour l'�etude du 
as multi-orbital, et permetde d�e
rire les transitions de Mott multiples. Consid�erons ainsi le 
as N = 4, ave
 une valeurde U tr�es grande pour que le syst�eme soit isolant �a tous les remplissages 
ommensurablesnf = 1=4; 1=2; 3=4. On peut alors tra
er l'o

upation totale en fon
tion du potentiel 
himique,qui montre des palliers de 
harge lorsqu'on p�en�etre dans la phase isolante (on peut 
onsid�ererqu'il s'agit d'une r�eminis
en
e de l'es
alier de Coulomb), �gure 4.3. La transition de Mott dans
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Fig. 4.3 { �A gau
he : o

upation totale �a temp�erature nulle (en fon
tion de �0) dans le 
as �adeux orbitales pour une intera
tion U = 4:5D au-dessus des intera
tions 
ritiques. �A droite :masse e�e
tive m�=m pour U = 2:5D (en dessous de la transition de Mott) ; on pourra fairela 
omparaison au graphe exp�erimental de la �gure 1.5.l'image de Brinkman-Ri
e est asso
i�ee �a forte renormalisation des param�etres 
ara
t�erisantl'�etat m�etallique, 
e que l'on peut observer en tra�
ant la masse e�e
tive m�=m � 1=Z �a la�gure 4.3 (i
i U est pris plus petit que les deux intera
tions 
ritiques, de fa�
on que m� nediverge pas).4.1.4 Con
lusion partielleEn 
on
lusion, 
ette th�eorie de la transition de Mott a le m�erite d'être simple dans sa miseen oeuvre, 
e qui peut être utile pour une premi�ere des
ription de mat�eriaux �a d�eg�en�eres
en
eorbitale importante, 
omme le 
�erium. Des 
al
uls r�ealistes 
ombinant la LDA et la m�ethodede rotateurs pour traiter la r�epulsion 
oulombienne sont d'ailleurs en 
ours [6℄. En e�et,
ette m�ethode, bien que 
atastrophique dans l'isolant et �a temp�erature �nie (�a 
ause de lad�e
ondensation du boson), permet d'aborder l'�etat m�etallique fortement 
orr�el�e �a temp�eraturenulle de mani�ere assez �e
onomique. Elle peut don
 être employ�ee pour des 
al
uls d'�energie
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4.1. UNE IMAGE SIMPLE DE LA TRANSITION DE MOTT : ROTATEURS CONDENS�ES�ele
tronique qui sont essentiels pour 
omparer la stabilit�e relative de diverses stru
tures dur�eseau, pour lesquelles le 
ouplage aux degr�es de libert�e �ele
troniques joue un rôle important.
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CHAPITRE 4. TRANSITION DE MOTT : APPROCHE DE ROTATEURS ESCLAVES4.2 Rotateurs dynamiques et DMFT4.2.1 R�esolution des �equations DMFTNous avons donn�e dans les deux premiers 
hapitres une pr�esentation su

inte de l'appro
hede 
hamp moyen dynamique, sans entrer trop dans les d�etails de la solution de 
es �equations.Cette se
tion est l'o

asion de pr�esenter 
ertains aspe
ts suppl�ementaires (transition de Mottde temp�erature nulle, e�ets multiorbitaux), tout en illustrant l'int�erêt de la m�ethode de rota-teurs pour 
e type d'appli
ation.En 
e qui 
on
erne l'�equation d'auto
oh�eren
e DMFT, j'ai 
hoisi de prendre une densit�ed'�etat semi-
ir
ulaire pour le r�eseau 6 qui 
onduit �a une �equation expli
ite entre le 
hamp deWeiss et la fon
tion de Green lo
ale : �(�) = t2Gd(�) (4.14)ave
 D � 2t = 1 la demi-largeur de la bande. La m�ethode de r�esolution est imm�ediate : ilsuÆt d'it�erer la bou
le DMFT �(�)! Gd(�)! �new(�), en utilisant les �equations int�egralesde la se
tion 3.4 pour 
al
uler la fon
tion de Green lo
ale.� Diagramme de phase paramagn�etiqueLe 
ara
t�ere premier ordre de la transition de Mott se manifeste par la possibilit�e de stabiliserdans la zone de transition deux solutions (l'une m�etallique, l'autre isolante), 
omme montr�e �ala �gure 4.4 (seul le 
as U = 2:4 pr�esente une 
oexisten
e).
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�Fig. 4.4 { Fon
tion de Green physique �a � = 80 pour trois valeurs di��erentes de l'intera
tionU = 1:4; 2:4; 3:4. Ces r�esultats sont obtenus par un balayage de U 
roissant (panneau degau
he) et d�e
roissant (�a droite), illustrant le 
ara
t�ere premier ordre de la transition de Mott.6�A ne pas 
onfondre ave
 la densit�e d'�etat asso
i�ee aux �ele
trons de 
ondu
tions �
tifs dans la formulationhamiltonienne du mod�ele d'Anderson e�e
tif.
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4.2. ROTATEURS DYNAMIQUES ET DMFTCe
i permet de d�e�nir une r�egion de 
oexisten
e U
1(T ) � U � U
2(T ) qui d�elimite la zonede param�etres o�u l'on trouve 
es deux solutions, la transition �etant rigoureusement d�e�nie parune 
omparaison entre l'�energie libre des deux solutions. On peut prouver qu'�a temp�eraturenulle le m�etal est toujours plus stable que l'isolant, 
e qui r�esulte en une transition du se
ondordre �a U = U
2(T = 0). On peut don
 �etablir un diagramme de phase paramagn�etique pour latransition de Mott, en tra�
ant les deux lignes spinodales, et 
omparer ave
 les r�esultats obtenus�a 
eux pr�edits par d'autres te
hniques de r�esolution du mod�ele d'impuret�e (�gure 4.5).
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Fig. 4.5 { Diagramme de phase pour le mod�ele de Hubbard une bande, dans la phase pa-ramagn�etique. Comparaison entre r�esultats de diagonalisation exa
te (points), m�ethode IPT(tirets) et rotateurs es
laves (ligne 
ontinue). Noter que pour T & 0:03, on passe 
ontinuementdu m�etal (�a gau
he) �a l'isolant (�a droite).Il est bon aussi d'insister sur le fait que nos �equations int�egrales, obtenues dans une appro
heo�u le spin est port�e par les degr�es de libert�e fermioniques, ne permettent pas d'�etudier lemagn�etisme du mod�ele de Hubbard (
'est une limitation g�en�erale qu'on a aussi ave
 les bosonses
laves). On remarque bien sûr que les phases ordonn�ees sont de toute mani�ere repouss�ees�a plus faible temp�erature lorsqu'on impose une frustration g�eom�etrique au r�eseau, 
e qui estune 
ondition importante pour observer la transition de Mott �a temp�erature �nie (aussi dansles exp�erien
es !).� Comportement 
ritiqueBien que la transition de temp�erature nulle �a U
2 soit �a proprement parler toujours masqu�eepar la phase antiferromagn�etique, elle peut être �etudi�ee rigoureusement en dimension in�nie 
aron peut imposer l'invarian
e par rotation dans l'�etude des solutions des �equations DMFT. Deplus, le point 
ritique de temp�erature nulle 
ontrôle des \
rossovers" �a plus haute temp�erature,qui eux sont a

essibles aux exp�erien
es sur les mat�eriaux 
orr�el�es pro
hes de la transition deMott, 
omme on l'a expliqu�e �a la se
tion 2.1.
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CHAPITRE 4. TRANSITION DE MOTT : APPROCHE DE ROTATEURS ESCLAVESDans le diagramme de phase Fig. 4.5, les deux lignes de 
oexisten
e se rejoignent en unpoint 
ritique terminal �a une temp�erature T
 et intera
tion U
 � U
1. On peut souligner lefait �etonnant que 
ette temp�erature 
ritique est tr�es faible devant la largeur de bande nue, del'ordre de D=40, un e�et qui est �a la fois observ�e sur le diagramme de phase exp�erimental deV2O3 et des 
ondu
teurs organiques bidimensionnels (�gures 1.1 et 1.2). La physique de 
epoint 
ritique est asso
i�ee au 
omportement d'un mod�ele d'Ising (pour la solution �a d = 1),
e que des exp�erien
es r�e
entes sur V2O3 semblent 
on�rmer [7℄.On en vient maintenant �a la des
ription du point 
ritique de temp�erature nulle, U
2(T = 0).Pour 
ela, il est plus parlant d'illustrer la transition de Mott sur une quantit�e qui est reli�ee �aun param�etre d'ordre de la transition, 
omme la fon
tion spe
trale lo
ale (plus pr�e
is�ement, leparam�etre d'ordre sera le poids Z du pi
 de quasi-parti
ules). Celle-
i, tra
�ee �a la �gure 4.6,montre la d�e
roissan
e syst�ematique de Z lorsque l'intera
tion U augmente, et la disparition
ompl�ete du pi
 �a U > U
2(T = 0), laissant la pla
e �a un gap de Mott pr�eform�e dans l'isolant(par 
ontinuit�e de la bran
he isolante �a U > U
1(T = 0)). Ainsi, la fon
tion spe
trale dansl'isolant de Mott ne pr�esente que des ex
itations de haute �energie, les bandes de Hubbard,qui proviennent de la dispersion d'un �etat ave
 un site doublement o

up�e (ou un site vide).La solution m�etallique, quant �a elle, montre 
es bandes superpos�ees �a un pi
 de quasiparti
ule�etroit.
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!Fig. 4.6 { Densit�e d'�etat lo
ale du mod�ele de Hubbard �a temp�erature nulle, illustrant la tran-sition de Mott en fon
tion des 
orr�elations (i
i U = 1; 2; 3). Ces 
ourbes illustrent 
lairementla r�egle de Friedel, les e�ets de renormalisation dans le m�etal, et le gap pr�eform�e de l'isolantde Mott.La mani�ere dont 
e pi
 de quasi-parti
ule disparâ�t �a la transition a �et�e 
ara
t�eris�ee avantmême la 
on
eption de DMFT par Brinkman et Ri
e : le poids Z � 1 � U=U
2 s'annulelin�eairement �a la transition, et, �a 
ause de l'e�et de pin
ement de la densit�e d'�etat au niveaude Fermi, on assiste �a une divergen
e simultan�ee de la masse e�e
tive. Si 
e s
�enario est bienv�eri��e lorsqu'on r�esoud le probl�eme DMFT ave
 la m�ethode de rotateur, il faut noter que l'on
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4.2. ROTATEURS DYNAMIQUES ET DMFTne peut pas proprement d�e�nir Z par la formule usuelle :Z = [1� ��(! + i0+)�! j!=0]�1 (4.15)
ar la self-�energie physique dans l'appro
he de rotateur poss�ede des 
orre
tions qui violentle Liquide de Fermi �a basse temp�erature (Z est formellement z�ero �a temp�erature nulle). Onpeut tout de même d�e�nir Z par le poids du pi
 
entral, et 
elui-
i s'annule e�e
tivement�a U
2. De même, le se
teur de spin est relativement mal d�e
rit : la solution 
orre
te des�equations DMFT pr�esente une sus
eptibilit�e de spin lo
ale �nie dans le m�etal, qui diverge �aU
2 (traduisant la formation des moments lo
aux qui peuplent l'�etat isolant paramagn�etique).La m�ethode de rotateur donne en fait un sur-�e
rantage du spin, qui 
onduit �a une divergen
ede la sus
eptibilit�e dans la phase m�etallique (�a temp�erature nulle). Pour une �etude 
ompl�etedes quantit�es �a deux parti
ules, voir l'appendi
e D.On peut don
 dire que le s
�enario DMFT pour la transition de Mott, initialement bâti grâ
eaux r�esultats de la m�ethode IPT et des 
al
uls de Monte-Carlo quantique, est retrouv�e dansses grandes lignes par l'appro
he de rotateur dynamique, malgr�e les remarques pr�e
�edentes. Cesu

�es est dû au 
ara
t�ere interpolatif de la m�ethode (les limites U = 0 et t = 0 �etant trait�eesexa
tement), et en parti
ulier �a la pr�esen
e d'une r�egle de somme (3.38), qui est 
ru
iale pourretrouver l'image attendue de Brinkman et Ri
e �a la transition. Il faut remarquer que l'utilisationd'�equations int�egrales par la m�ethode de boson es
lave (approximation U-NCA [8℄) manque
et e�et de pin
ement de la densit�e d'�etat, et �e
houe par 
ons�equent �a pr�edire 
orre
tement lediagramme de phase du mod�ele de Hubbard [9℄ (pour une 
omparaison 
ritique, voir l'Arti
le-3). L'a

ord de la U-NCA ave
 les r�esultats num�eriques n'est pas tr�es satisfaisant non plus,même qualitativement.4.2.2 �Etude de la d�eg�en�eres
en
e orbitaleNous terminons l'analyse des �equations int�egrales par une �etude rapide de l'e�et de lad�eg�en�eres
en
e orbitale sur la transition de Mott, dans le 
adre du mod�ele �a sym�etrie SU(N).Cet e�et est d�e
rit d'une mani�ere assez simple dans la stru
ture des �equation int�egrales : Napparâ�t juste 
omme fa
teur multipli
atif dans la self-�energie de rotateur, �equation (3.34)7. On peut voir que l'e�et de N est d'impliquer une diminution des 
orr�elations, puisque lesintera
tions 
ritiques U
1 et U
2 sont repouss�ees �a des valeurs plus grandes lorsque N augmente(�gure 4.7).Si l'on s'int�eresse de plus pr�es au diagramme de phase de 
e mod�ele multi-orbital, on
onstate, �a partir de la solution num�erique, que 
es lignes �a une temp�erature donn�ee, v�eri�entle 
omportement d'�e
helle : U
1(N; T ) � pN Ũ
1(T ) (4.16)U
2(N; T ) � N Ũ
2(T ) (4.17)7En fait il s'agit du 
oeÆ
ient N � N=M. I
i M (param�etre libre) est �x�e tel que 1=M ' 1:5 pour 
aler
orre
tement le point de transition de temp�erature nulle U
2(T = 0) �a N = 2 sur la valeur obtenue par lam�ethode proje
tive (autour de U ' 2:9).
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CHAPITRE 4. TRANSITION DE MOTT : APPROCHE DE ROTATEURS ESCLAVESCela sera d�emontr�e être une propri�et�e exa
te du mod�ele de Hubbard �a la se
tion 4.3 (dansle 
adre de DMFT et pour N grand). On remarque de plus une 
roissan
e de la temp�erature
ritique ave
 N. S'ajoutant �a des e�ets magn�etiques r�eduits dus �a la frustration induite par lad�eg�en�eres
en
e orbitale, 
ette dilatation globale de la r�egion de 
oexisten
e pour les syst�emesorbitalement d�eg�en�er�es permet de pr�edire un r�egime plus �etendu en temp�erature o�u l'on peutobserver la physique de Mott.
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Fig. 4.7 { �A gau
he : intera
tions 
ritiques U
1 (en bas) et U
2 (en haut) �a � = 80 en fon
tiondu nombre de saveurs N. �A droite : diagramme de phase multi-orbital pour N = 2; 4; 6; 8 parla m�ethode de rotateurs, et 
omparaison ave
 des 
al
uls Monte-Carlo (
er
les) r�ealis�es par B.Amadon pour le mod�ele de Hubbard sym�etrique ave
 1,2,3 orbitales.4.2.3 Con
lusion partielleLes �equations int�egrales �etudi�ees dans 
ette se
tion sont don
 plus pr�e
ises que l'approxi-mation o�u l'on 
ondense le rotateur pour d�e
rire la transition de Mott (
ette derni�ere m�ethodepr�edit formellement U
1 = 0 et a des probl�emes s�erieux �a temp�erature �nie). Cependant, danssa formulation a
tuelle, l'approximation de rotateurs dynamiques est relativement mauvaisehors du demi-remplissage (�a 
ause du passage des � aux X). Nous allons voir �nalement unederni�ere appro
he analytique qui permet d'�etudier le mod�ele de Hubbard multiorbital.
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4.3. R�ESULTATS EXACTS SUR LA TRANSITION M�ETAL-ISOLANT �A GRAND N4.3 R�esultats exa
ts sur la transition m�etal-isolant �a granded�eg�en�eres
en
e orbitaleCette se
tion fait la 
onne
tion ave
 les deux pr�e
�edentes. Nous nous proposons de laisserpour un moment la te
hnique de rotateur es
lave, pour traiter l'hamiltonien d'Anderson multi-orbital (3.1) par une appro
he dire
te de N grand, dans le formalisme de DMFT. Nous allonsmontrer que les r�esultats obtenus �a la se
tion 4.2.2 pour la d�ependan
e en N des intera
tions
ritiques U
1 et U
2, �equations (4.16-4.17), sont exa
ts asymptotiquement �a N grand. D'autrepart nous allons voir que la valeur de Gutzwiller pour U
2(T = 0), �equation (4.11), est en faitexa
te �a N = 1, en a

ord ave
 les 
al
uls de la se
tion 4.1. Nos r�esultats vont �nalementvalider �a N grand l'image de Brinkman-Ri
e pr�es du point 
ritique. L'id�ee de d�epart, due �aMoeller et Kotliar, est de faire une proje
tion de basse �energie des �equations DMFT [10, 11℄.Je vais pr�esenter i
i les id�ees de base, et r�ef�erer le le
teur �a l'Arti
le-4, 
on
ernant les d�etailsplus te
hniques.4.3.1 M�ethode proje
tive multi-orbitaleLa remarque 
ru
iale est que la solution des �equations DMFT pr�esente une s�eparationd'�e
helles �a la transition de Mott [12℄. En e�et, la solution m�etallique disparâ�t en montrant unpi
 de quasiparti
ules bien s�epar�e des bandes de Hubbard (laissant la pla
e �a un gap pr�eform�edans la phase isolante), voir la �gure 4.6. Il semble don
 possible de se 
on
entrer sur les degr�esde libert�e de basse �energie, en int�egrant les �energies sup�erieures �a ZD (les bandes de Hubbard).Cela n�e
essite de restreindre �a la fois les �equations de 
hamp moyen dynamique au se
teur debasse �energie, et de d�eriver par une m�ethode de proje
tion un hamiltonien e�e
tif agissant dans
e sous-espa
e. Il faut noter que 
ette m�ethode, appliqu�ee au mod�ele de Hubbard �a une bande,a permis d'e�e
tuer une estimation tr�es pr�e
ise des intera
tions 
ritiques �a temp�erature nulle.Ce qui est tr�es parti
ulier �a DMFT est que le bain �(i!) � ∑k jVk j2=(i! � "k) re
�ete
ette s�eparation d'�e
helle �a 
ause de l'�equation d'auto
oh�eren
e. On d�e�nit ainsi un se
teurde haute �energie (k 2 H�) asso
i�e aux bandes de Hubbard sup�erieure (H+) et inf�erieure (H�),et un se
teur de basse �energie (k 2 L) asso
i�e �a la r�esonan
e de quasiparti
ule. Cela 
onduit�a s�eparer l'hamiltonien d'Anderson de la fa�
on suivante (par simpli
it�e, on prend VL et VHind�ependants de k dans 
haque se
teur) :H = HL + HH + HHL (4.18)HL = ∑k2L;� "k
yk;�
k;� (4.19)HH = ∑k2H�;� "k
yk;�
k;� + U2 [∑� d y�d� � n]2 � �̃∑� d y�d�+ ∑k2H�;� VH
yk;�d� + h:
: (4.20)HHL = ∑k2L;� VL
yk;�d� + h:
: (4.21)
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CHAPITRE 4. TRANSITION DE MOTT : APPROCHE DE ROTATEURS ESCLAVES�A 
ause de l'�equation d'auto
oh�eren
e, VL s'annule �a la transition de Mott �a U
2, et l'on peutobtenir un hamiltonien e�e
tif pour le se
teur k 2 L en int�egrant le se
teur H� �a l'ordre leplus bas en VL. Ce
i n�e
essite de diagonaliser la partie de haute �energie HH. L'interêt de 
etteappro
he est que le probl�eme de haute �energie ne poss�ede plus qu'une seule �e
helle, le gap deMott, et est attaquable plus fa
ilement par les m�ethodes num�eriques (diagonalisation exa
te).Le 
as multi-orbital reste bien entendu diÆ
ile pour des raisons de grande taille de l'espa
e deHilbert, mais nous allons montrer que le probl�eme se simpli�e �enorm�ement dans la limite de Ngrand.Le probl�eme de haute �energie (hamiltonien HH) est un mod�ele d'Anderson dans un bainqui poss�ede un gap (puisqu'on se restreint aux �energies "k ave
 k 2 H�). Ce mod�ele estparfaitement r�egulier (pas d'e�et Kondo), et pr�esente un fondamental qui est CQN d�eg�en�er�e(pour une 
harge Q = nN), re
ouvert par des ve
teurs propres j�i (asso
i�es �a l'�energie Egs).L'expression de 
es �etats est bien sûr 
ompliqu�ee, puisque les �etats atomiques sont m�elang�espar VH, mais forment une repr�esentation du groupe SU(N), de dimension CQN . On peut don
d�eriver un hamiltonien de spin, qui agit dans l'espa
e de 
harge Q sur l'orbitale d , et qui 
oupleau bain de basse �energie. Ce
i est r�ealis�e par une transformation de S
hrie�er-Wol� g�en�eralis�ee,�a l'ordre V 2L , qui aboutit �a un mod�ele Kondo e�e
tif :He� = ∑k2L;� "k
yk;�
k;� + V 2LU ∑kk 0;��;��0 J��0�� X�� 
yk;�
k 0;�0 (4.22)o�u X�� � j�ih�j est un op�erateur de Hubbard agissant dans le sous-espa
e des fondamentauxde HH. Les 
onstantes de 
ouplages (sans dimension) sont d�etermin�ees par l'�equation :J��0�� � 〈�∣∣d y�0 UHH � Egs d�∣∣�〉� 〈�∣∣d� UHH � Egs d y�0 ∣∣�〉 (4.23)En insistant sur le fait que l'on a projet�e sur des �etats de 
harge �x�ee, on notera f y� lesex
itations fermioniques sur l'orbitale, ave
 la 
ontrainte∑� f y� f� = Q. Cet hamiltonien e�e
tif,obtenu �a l'ordre V 2L , est valide asymptotiquement au point 
ritique, et permet de d�eterminerl'intera
tion 
ritique, 
omme on va le voir maintenant.� Simpli�
ations �a grand NOn peut tout d'abord utiliser un argument de sym�etrie g�en�eral pour simpli�er l'expressiondes 
ouplages Kondo. On trouve ainsi :J��0�� = A Æ��0Æ�� + B 〈�∣∣d y�0d�∣∣�〉 (4.24)o�u A (N; n; VH=U) et B (N; n; VH=U) sont des 
oeÆ
ients �a d�eterminer en r�esolvant le probl�emede haute �energie. On peut en fait montrer que lorsque U est d'ordre N, la th�eorie de perturbationen VH autour de la limite atomique ne produit pas de 
orre
tion �a l'ordre dominant en N. Ontrouve don
 : A = �2; B = 4 (4.25)De même, l'�el�ement de matri
e apparaissant dans (4.24) peut être �evalu�e dans la limite ato-mique.
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4.3. R�ESULTATS EXACTS SUR LA TRANSITION M�ETAL-ISOLANT �A GRAND N4.3.2 Solution expli
ite �a grand NLes 
oeÆ
ients de l'hamiltonien de basse �energie ayant �et�e d�etermin�es, il reste quand même�a r�esoudre 
e dernier. L'hamiltonien Kondo e�e
tif s'�e
rivant :He� = ∑k2L;� "k
yk;�
k;� + 4V 2LNŨ ∑kk 02L;��0(f y�0f� � Æ��02 ) 
yk;�
k 0;�0 (4.26)on remarque qu'on peut r�esoudre 
e probl�eme exa
tement en grand N [1℄ puisque le 
ouplageKondo est proportionnel �a 1=N, lorsqu'on pose U = N Ũ. Pour 
ela, on introduit un bosonauxiliaire b 
onjugu�e �a∑k� f y� 
k�, et un multipli
ateur de Lagrange � pour imposer la 
ontrainte∑� f y� f� = Nn. �A N = 1, le 
hamp de boson se 
ondense, et le probl�eme est r�esolu par les�equations de 
ol :G�1f (!) = ! + �� b2G0
L(!) (4.27)n = � 1� ∫ 0�1 d! ImGf (!) (4.28)Ũ4V 2L = ∫ d�Gf (�)G0
L(�) = 1� ∫ 0�1 d! Im[Gf (!)G0
L(!)℄ (4.29)Dans 
ette expression, G0
L denote la fon
tion de Green de la partie de basse �energie du baind'�ele
trons de 
ondu
tion (sans 
ouplage Kondo) :G0
L(i!) =∑k2L 1i! � "k = 1V 2L �L(i!) (4.30)Pour �e
rire l'�equation d'auto
oh�eren
e DMFT dans le se
teur de basse �energie, on a besoinde la fon
tion de Green physique projet�ee GdL(i!n). On peut relier 
elle-
i �a 
elle du fermionauxiliaire, Gf (i!n), en r�ealisant que la matri
e-T des �ele
trons de 
ondu
tion peut être obtenue�a la fois �a partir du mod�ele d'Anderson original et du mod�ele Kondo e�e
tif. En e�et la fon
tionde Green en intera
tion des �ele
trons du bain, G
L, est reli�ee �a la matri
e-T par :G
L = G0
L + (G0
L)2 T (4.31)Pour le mod�ele d'Anderson, la matri
e-T est simplement V 2L GdL �a basse �energie, mais aussib2 Gf si l'on 
onsid�ere le mod�ele Kondo. On obtient don
 une relation entre la fon
tion de Greenphysique et 
elle des fermions de basse �energie : T = V 2L GdL = b2Gf . D'apr�es l'�equation (4.27),on en d�eduit ainsi l'expression de GdL en terme de la fon
tion d'hybridation de basse �energie�L = V 2L G0
L : G�1dL (!) = ! + �Z � �L(!) (4.32)o�u l'on note de fa�
on 
laire Z � b2=V 2L . On obtient �nalement GdL en ins�erant l'expression(4.32) dans l'�equation d'auto
oh�eren
e (limit�ee �a basse �energie) :GdL(i!) = ∫ d� D(�)�L(i!) + G�1dL (i!)� � = ∫ d� D(�)i!+�Z � � (4.33)
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CHAPITRE 4. TRANSITION DE MOTT : APPROCHE DE ROTATEURS ESCLAVESLa partie de basse �energie de la fon
tion spe
trale lo
ale s'�e
rit don
 :�dL(!) � � 1� ImGdL(! + i0+) = D(! + �Z ) (4.34)Celle-
i est r�eminis
ente du r�esultat obtenu par la m�ethode de boson (ou rotateur) es
lave,et 
on�rme l'identi�
ation du 
oeÆ
ient Z ave
 le r�esidu de quasiparti
ule. Puisque l'on a�d = Z�f , l'�equation (4.28) donne :n = ∫ 0�1 d! 1Z D(! + �Z ) = ∫ �0�1 d�D(�) (4.35)o�u on d�e�nit le potentiel 
himique non-renormalis�e �=Z = �0(n). Finalement, en utilisantl'�equation (4.29) et Im[�LGf ℄ = (1=Z)(! + �)ImGf , on obtient :Ũ4 = � 1Z2 ∫ 0�1 d!(! + �)�dL(!) = � ∫ 0�1 d!Z ! + �Z D(! + �Z ) (4.36)Clairement, Z disparâ�t de 
ette �equation, 
e qui laisse une 
ondition qui d�etermine l'intera
tion
ritique Ũ
2 �a laquelle Z s'annule exa
tement. Ce
i est attendu : l'hamiltonien de basse �energien'est valide par 
onstru
tion qu'au point de transition, et la d�etermination du 
omportement
ritique autour de U
2 n'est possible qu'�a 
ondition de rajouter des termes d'ordre sup�erieurdans le d�eveloppement en VL de l'hamiltonien e�e
tif. On aboutit �nalement �a l'expression del'intera
tion 
ritique : Ũ
2 = U
2N = 4 ��(n) (4.37)��(n) � � ∫ �0(n)�1 d� �D(�) (4.38)On retrouve don
 les r�esultats Gutzwiller, obtenus de mani�ere appro
h�ee par la m�ethode derotateur es
lave �a la se
tion 4.1. Bien sûr, �a N �ni, on doit trouver une transition de Mottseulement pour les remplissages 
ommensurables n = Q=N o�u Q est entier (
eux-
i deviennentdenses dans la limite N =1).� Remarques �nalesOn peut en fait obtenir le r�esultat pr�e
�edent pour U
2 de mani�ere plus dire
te, �a partird'un argument de stabilit�e de la solution m�etallique tir�e des �equations DMFT, qui se simpli�edrastiquement dans la limite N grand. Cette fa�
on de pro
�eder, d�e
rite dans l'Arti
le-4, permetaussi une �etude �a N grand de l'intera
tion 
ritique qui d�estabilise la solution isolante, U
1. Ler�esultat de 
ette analyse est que 
es deux 
ouplages ont un 
omportement di��erent ave
 N (�atemp�erature nulle) : U
1(N) � pN Ũ
1 (4.39)U
2(N) � N Ũ
2 (4.40)
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4.3. R�ESULTATS EXACTS SUR LA TRANSITION M�ETAL-ISOLANT �A GRAND Nen a

ord ave
 les r�esultats obtenus par les �equations int�egrales de la m�ethode de rotateurs.Ce
i explique l'�elargissement de la fenêtre de 
oexisten
e observ�e dans les 
al
uls Monte-Carlo�a deux orbitales de M. Rozenberg [13℄, et dans les 
al
uls plus r�e
ents de B. Amadon etS. Biermann. Par rapport aux 
al
uls plus an
ients [14℄, limit�es �a haute temp�erature, et quipr�esentaient une d�ependan
e en pN de l'intera
tion 
ritique, nous sommes amen�es �a 
on
lureque 
es r�esultats 
on
ordent ave
 notre estimation de U
1, dans la mesure o�u la ligne U
1(T )est tr�es verti
ale, et que 
es 
al
uls n'ont pas �et�e men�es �a suÆsamment basse temp�eraturepour observer le r�egime de 
oexisten
e.Les r�esultats obtenus i
i pourront servir �a tester les m�ethodes num�eriques de r�esolutiondu mod�ele de Hubbard multi-orbital, a
tuellement d�evelopp�ees dans l'optique de multiplesappli
ations (�etude des full�erenes, des oxydes �a 
ou
hes d et f partiellement remplies...). Nous
on�rmons aussi par 
e 
al
ul que l'image physique de la transition de Mott obtenue pour lemod�ele de Hubbard �a une bande est en
ore valide dans le 
as multi-orbital. Malheureusement,nous n'avons pas �et�e 
apable d'�etudier les e�ets de temp�erature �nie dans 
ette limite de Ngrand, même si l'on peut obtenir une borne inf�erieure, en pN . T
 , pour le 
omportement dela temp�erature du point 
ritique de Mott terminal.
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CHAPITRE 4. TRANSITION DE MOTT : APPROCHE DE ROTATEURS ESCLAVES4.4 Con
lusionCe 
hapitre a �et�e 
onsa
r�e �a l'analyse de quelques e�ets multi-orbitaux sur la transition deMott dans un mod�ele simpli��e. Ce probl�eme a �et�e abord�e par diverses te
hniques qui donnentune image 
oh�erente de la physique : Monte Carlo Quantique, limite de grand N, ainsi qu'unenouvelle appro
he d�evelopp�ee dans 
e but, le rotateur es
lave. Le r�esultat essentiel qui trans-parâ�t de 
ette �etude est que les pr�edi
tions 
on
ernant la transition de Mott obtenues sur lemod�ele Hubbard �a une bande sont dire
tement transposables dans le 
as d�eg�en�er�e : le s
�enarioBrinkman-Ri
e de temp�erature nulle semble valide pour toute valeur de N, et la transition estdu premier ordre �a temp�erature �nie (ave
 un domaine de 
oexisten
e qui s'�etend ave
 N).Con
ernant l'utilit�e pratique de la m�ethode de rotateur es
lave dans le domaine des fermions
orr�el�es, il faudra penser �a des g�en�eralisations qui permettent d'aborder des hamiltoniens plusr�ealistes que (3.1), en parti
ulier in
luant des anisotropies de 
hamp 
ristallin et des 
ouplagesinter-bande. Cette m�ethode reste malgr�e tout une alternative �e
onomique aux te
hniques exis-tantes, et peut être 
ombin�ee dans des 
al
uls de stru
ture �ele
tronique asso
iant 
hamp moyendynamique et LDA.D'un point de vue plus fondamental, nous avons v�eri��e que la m�ethode de rotateur (danssa version dynamique) est assez pr�e
ise pour d�e
rire la physique du mod�ele de Hubbard dansl'appro
he de 
hamp moyen dynamique. Sa simpli
it�e est par ailleurs un atout pour aborderdes probl�emes diÆ
ilement a

essibles aux appro
hes traditionnelles, en parti
ulier lorsqu'onessaie d'aller au-del�a de DMFT. C'est le sujet du 
hapitre suivant.
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We introduce a representation of electron operators as a product of a spin-carrying fermion and of a phase

variable dual to the total charge ~slave quantum rotor!. Based on this representation, a method is proposed for

solving multiorbital Anderson quantum impurity models at finite interaction strength U. It consists in a set of

coupled integral equations for the auxiliary field Green’s functions, which can be derived from a controlled

saddle point in the limit of a large number of field components. In contrast to some finite-U extensions of the

noncrossing approximation, the method provides a smooth interpolation between the atomic limit and the

weak-coupling limit, and does not display violation of causality at low frequency. We demonstrate that this

impurity solver can be applied in the context of dynamical mean-field theory, at or close to half-filling. Good

agreement with established results on the Mott transition is found, and large values of the orbital degeneracy

can be investigated at low computational cost.

DOI: 10.1103/PhysRevB.66.165111 PACS number~s!: 71.27.1a, 71.30.1h

I. INTRODUCTION

The Anderson quantum impurity model ~AIM! and its

generalizations play a key role in several recent develop-

ments in the field of strongly correlated electron systems. In

single-electron devices, it has been widely used as a simpli-
fied model for the competition between the Coulomb block-
ade and the effect of tunneling.1 In a different context, the
dynamical mean-field theory ~DMFT! of strongly correlated
electron systems replaces a spatially extended system by an
Anderson impurity model with a self-consistently deter-
mined bath of conduction electrons.2,3 Naturally, the AIM is
also essential to our understanding of local moment forma-
tion in metals and to that of heavy-fermion materials, par-
ticularly in the mixed-valence regime.4

It is therefore important to have at our disposal quantita-
tive tools allowing for the calculation of physical quantities
associated with the AIM. The quantity of interest depends on
the specific context. Many recent applications require a cal-
culation of the localized level Green’s function ~or spectral
function! and possibly of some two-particle correlation func-
tions.

Many such ‘‘impurity solvers’’ have been developed over
the years. Broadly speaking, these methods fall in two cat-
egories: numerical algorithms which attempt at a direct so-
lution on the computer and analytical approximation
schemes ~which may also require some numerical implemen-
tation!. Among the former, the quantum Monte Carlo ~QMC!
approach ~based on the Hirsch-Fye algorithm! and the nu-
merical renormalization group play a prominent role. How-
ever, such methods become increasingly costly as the com-
plexity of the model increases. In particular, the rapidly
developing field of applications of DMFT to electronic struc-
ture calculations5 requires methods that can handle impurity
models involving orbital degeneracy. For example, materials
involving f electrons are a real challenge to DMFT calcula-
tions when using the quantum Monte Carlo approach. Simi-
larly, cluster extensions of DMFT require one to handle a
large number of correlated local degrees of freedom. The

dimension of the Hilbert space grows exponentially with the

number of these local degrees of freedom, and this is a se-

vere limitation to all methods, particularly the exact diago-

nalization and numerical renormalization group methods.

The development of fast and accurate ~although approxi-
mate! impurity solvers is therefore essential.31 In the one-
orbital case, the iterated perturbation theory ~IPT!
approximation6 has played a key role in the development of
DMFT, particularly in elucidating the nature of the Mott
transition.7 A key reason for the success of this method is
that it becomes exact both in the limit of weak interactions
and in the atomic limit. Unfortunately, however, extensions
of this approach to the multiorbital case have not been as
successful.8 Another widely employed method is the non-
crossing approximation ~NCA!.9,10 This method takes the
atomic limit as a starting point and performs a self-consistent
resummation of the perturbation theory in the hybridization
to the conduction bath. It is thus intrinsically a strong-
coupling approach, and indeed it is in the strong-coupling
regime that the NCA has been most successfully applied. The
NCA does suffer from some limitations, however, which can
become severe for some specific applications. These limita-
tions, are of two kinds.

~i! The low-energy behavior of NCA integral equations is
well known to display non-Fermi-liquid power laws. This
can be better understood when formulating the NCA ap-
proach in terms of slave bosons.11,12 It becomes clear then
that the NCA actually describes accurately the overscreened
regime of multichannel models. This is in a sense a remark-
able success of the NCA, but also calls for some care when
applying the NCA to Fermi-liquid systems in the screened
regime. It must be noted that recent progresses have been
made to improve the low-energy behavior in the Fermi-liquid
case.13

~ii! A more important limitation for practical applications
has to do with the finite-U extensions of NCA equations.
Standard extensions do not reproduce correctly the noninter-
acting U50 limit. In contrast to IPT, they are not ‘‘interpo-
lative solvers’’ between the weak-coupling and strong-
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coupling limits. Furthermore, the physical self-energy tends

to develop noncausal behavior at low frequency @i.e.,

Sd9(v).0] below some temperature ~the ‘‘NCA pathology’’!

At half-filling and large U, this only happens at a rather
low-energy scale, but away from half-filling or for smaller U,
this scale can become comparable to the bandwidth, making
the finite-U NCA of limited applicability.

In this article, we introduce new impurity solvers which
overcome some of these difficulties. Our method is based on
a rather general representation of strongly correlated electron
systems, which has potential applications to lattice models as
well.27 The general idea is to introduce a new slave particle
representation of physical electron operators, which empha-
sizes the phase variable dual to the total charge on the im-
purity. This should be contrasted to slave boson approaches
to a multiorbital AIM: there, one introduces as many auxil-
iary bosons as there are fermion states in the local Hilbert
space. This is far from economical: when the local interac-
tion depends on the total charge only, it should be possible to
identify a collective variable which provides a minimal set of
collective slave fields. We propose that the phase dual to the
total charge precisely plays this role. This turns a correlated
electron model ~at finite U) into a model of spin- ~and
orbital-! carrying fermions coupled to a quantum rotor de-

gree of freedom. Various types of approximations can then be
made on this model. In this article, we emphasize an ap-
proximate treatment based on a s-model representation of
the rotor degree of freedom, which is then solved in the limit
of a large number of components. This results in coupled
integral equations which share some similarities to those of
the NCA, but do provide the following improvements.

~i! The noninteracting (U50) limit is reproduced exactly.
For a fully symmetric multiorbital model at half-filling and
in the low-temperature range, the atomic limit is also cap-
tured exactly, so that the proposed impurity solver is an in-
terpolative scheme between weak and strong coupling. The
s-model approximation does not treat as nicely the atomic
limit far from half-filling, however ~though improvements
are possible; see Sec. V E!.

~ii! The physical self-energy does not display any viola-
tion of causality ~even at low temperature or small U). This
is guaranteed by the fact that our integral equations become
exact in the formal limit of a large number of orbitals and
components of the s-model field.

It should be emphasized, though, that the low-energy be-
havior of our equations is similar to the ~infinite-U) NCA
and characterized by non-Fermi-liquid power laws below
some low-energy scale.

As a testing ground for the new solver, we apply it in this
paper to the DMFT treatment of the Mott transition in the
multiorbital Hubbard model. We find an overall very good
agreement with the general aspects of this problem, as
known from numerical work and from some recently derived
exact results. We also compare to other impurity solvers
~IPT, exact diagonalization, QMC, NCA!, particularly re-
garding the one-electron spectral function.

This article is organized as follows. In Sec. II, we intro-
duce a representation of fermion operators in terms of the
phase variable dual to the total charge ~taking the finite-U ,

multiorbital Anderson impurity model as an example!. In
Sec. III, a s-model representation of this phase variable is
introduced, along with a generalization from O(2) to
O(2M ). In the limit of a large number of components, a set
of coupled integral equations is derived. In Sec. IV, we test
this ‘‘dynamical slave rotor’’ ~DSR! approach on the single-
impurity Anderson model. The rest of the paper ~Sec. V! is
devoted to applications of this approach in the context of
DMFT, which puts in perspective the advantages and limita-
tions of the new method.

II. ROTORIZATION

The present article emphasizes the role played by the total
electron charge and its conjugate phase variable. We intro-
duce a representation of the physical electron in terms of two
auxiliary fields: a fermion field which carries spin ~and or-
bital! degrees of freedom and the ~total! charge raising and
lowering operators which we represent in terms of a phase
degree of freedom. The latter plays a role similar to a slave
boson: here a ‘‘slave’’ O(2) quantum rotor is used rather
than a conventional bosonic field.

A. Atomic model

We first explain this construction on the simple example
of an atomic problem, consisting in an N-fold degenerate
atomic level subject to a local SU(N)-symmetric Coulomb
repulsion:

H local5(
s

e0 ds
† ds1

U

2 F(
s

ds
† ds2

N

2 G 2

. ~1!

We use here e0[ed1U/2 as a convenient redefinition of the
impurity level, and we recast the spin and orbital degrees of
freedom into a single index s51, . . . ,N ~for N52, we have
a single orbital with two possible spin states s5↑ ,↓). We
note that e0 is zero at half filling, due to particle-hole sym-
metry.

The crucial point is that the spectrum of the atomic
Hamiltonian ~1! depends only on the total fermionic charge
Q50, . . . ,N and has a simple quadratic dependence on Q:

EQ5e0Q1

U

2
FQ2

N

2
G2

. ~2!

There are 2N states, but only N11 different energy levels,

with degeneracies ( Q
N). In conventional slave boson

methods,14,15 a bosonic field is introduced for each atomic
state us1•••sQ& ~along with spin-carrying auxiliary fermi-

ons f s
† ). Hence, these methods are not describing the atomic

spectrum in a very economical manner.
The spectrum of Eq. ~1! can actually be reproduced by

introducing, besides the set of auxiliary fermions f s
† , a single

additional variable—namely, the angular momentum L̂5

2i]/]u associated with a quantum O(2) rotor u ~i.e., an
angular variable in @0,2p#). Indeed, the energy levels ~2! can
be obtained using the Hamiltonian
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H local5(

s
e0 f s

† f s1

U

2
L̂2. ~3!

A constraint must be imposed which ensures that the total
number of fermions is equal to the O(2) angular momentum
~up to a shift!:

L̂5(
s

F f s
† f s2

1

2
G . ~4!

This restricts the allowed values of the angular momentum to
be l5Q2N/252N/2,2N/211, . . . ,N/221, N/2, while in
the absence of any constraint l can be an arbitrary ~positive
or negative! integer. The spectrum of Eq. ~3! is e0Q

1Ul2/2, with l5Q2N/2 thanks to Eq. ~4!, so that it coin-
cides with Eq. ~2!.

To be complete, we must show that each state in the Hil-
bert space can be constructed in terms of these auxiliary
degrees of freedom, in a way compatible with the Pauli prin-
ciple. This is achieved by the following identification:

us1•••sQ&d5us1•••sQ& f ul5Q2N/2&u , ~5!

in which us1•••sQ&d , f denotes the antisymmetric fermion
state built out of d and f fermions, respectively, and ul&u

denotes the quantum rotor eigenstate with angular momen-
tum l, i.e., ^uul&u5e ilu. The creation of a physical electron

with spin s corresponds to acting on such a state with f s
† as

well as raising the total charge ~angular momentum! by one
unit. Since the raising operator is e iu, this leads to the rep-
resentation

ds
† [ f s

† e iu, ds[ f s e2iu. ~6!

Let us illustrate this for N52 by writing the four possible
states in the form u↑&d5u↑& f u0&u , u↓&d5u↓& f u0&u , u↑↓&d

5u↑↓& f u11&u , and u0&d5u0& f u21&u and showing that this

structure is preserved by ds
†
5 f s

† e iu. Indeed,

u↑↓&d5d↑
†u↓&d5 f ↑

†u↓& fe
1iuu0&u5u↑↓& f u11&u . ~7!

The key advantage of the quantum rotor representation is
that the original quartic interaction between fermions has

been replaced in Eq. ~3! by a simple kinetic term (L̂2) for the
phase field.

B. Rotor representation of Anderson impurity models

We now turn to an SU(N)-symmetric Anderson impurity
model in which the atomic orbital is coupled to a conduction
electron bath:

H5(
s

e0ds
† ds1

U

2 F(
s

ds
† ds2

N

2 G 2

1(
k ,s

ekck ,s
† ck ,s

1(
k ,s

Vk~ck ,s
† ds1ds

† ck ,s!. ~8!

Using the representation ~6!, we can rewrite this Hamiltonian

in terms of the ( f s
† ,u) fields only:

H5(
s

e0 f s
† f s1

U

2
L̂2

1(
k ,s

ekck ,s
† ck ,s1(

k ,s
Vk~ck ,s

† f se2iu

1 f s
† ck ,se iu!. ~9!

We then set up a functional integral formalism for the f s
† and

u degrees of freedom, and derive the action associated with
Eq. ~10!. This is simply done by switching from phase and

angular momentum operators (u ,L̂) to fields (u ,]tu) de-
pending on imaginary time tP@0,b# . The action is con-

structed from S[*0
bdt@2iL ]tu1H1 f †]t f # , and an inte-

gration over L̂ is performed. It is also necessary to introduce
a complex Lagrange multiplier h in order to implement the

constraint L̂5(s f s
† f s2N/2. We note that, because of the

charge conservation on the local impurity, h can be chosen to
be independent of time, with ihP@0,2p/b# .

This leads to the following expression of the action:

S5E
0

b

dt(
s

f s
† ~]t1e02h ! f s1

~]tu1ih !2

2U
1

N

2
h

1(
k ,s

@ck ,s
† ~]t1ek!ck ,s1Vkck ,s

† f se2iu
1H.c.# .

~10!

We can recast this formula in a more compact form by intro-
ducing the hybridization function

D~ iv ![(
k

uVku
2

iv2ek

~11!

and integrating out the conduction electron bath. This leads
to the final form of the action of the SU(N) Anderson impu-
rity model in terms of the auxiliary fermions and phase field:

S5E
0

b

dt(
s

f s
† ~]t1e02h ! f s1

~]tu1ih !2

2U
1

N

2
h

1E
0

b

dtE
0

b

dt8D~t2t8!(
s

f s
† ~t ! f s~t8!e iu(t)2iu(t8).

~12!

C. Slave rotors, Hubbard-Stratonovich fields, and gauge

transformations

In this section, we present an alternative derivation of the
expression ~12! of the action which does not rely on the
concept of slave particles. This has the merit of giving a
more explicit interpretation of the phase variable introduced
above by relating it to a Hubbard-Stratonovich decoupling
field. This section is, however, not essential to the rest of the
paper and can be skipped upon first reading.

Let us start with the imaginary-time action of the Ander-
son impurity model in terms of the physical electron field for
the impurity orbital:

QUANTUM IMPURITY SOLVERS USING A SLAVE . . . PHYSICAL REVIEW B 66, 165111 ~2002!

165111-3

115



Arti
le 3. Quantum impurity solvers using a slave rotor representation
S5E

0

b

dt(
s

ds
† ~]t1e0!ds1

U

2 F(
s

ds
† ds2

N

2 G 2

1E
0

b

dtE
0

b

dt8D~t2t8!(
s

ds
† ~t !ds~t8!. ~13!

Because we have chosen an SU(N)-symmetric form for the
Coulomb interaction, we can decouple it with only one
bosonic Hubbard-Stratonovitch field f(t):

S5E
0

b

dt(
s

ds
† ~]t1e01if~t !!ds1

f2~t !

2U
2i

N

2
f~t !

1E
0

b

dtE
0

b

dt8D~t2t8!(
s

ds
† ~t !ds~t8!. ~14!

Hence, a linear coupling of the field f(t) to the fermions has
been introduced. The idea is now to eliminate this linear
coupling for all the Fourier modes of the f field, except that

corresponding to zero frequency: f0[*0
bf @2p# . This can

be achieved by performing the following gauge transforma-
tion:

ds
† ~t !5 f s

† ~t !expS iE
0

t

f D exp~2if0t/b !. ~15!

The reason for the second phase factor in this expression is

that it guarantees that the new fermion field f s
† also obeys

antiperiodic boundary conditions in the path integral. It is
easy to check that this change of variables does not provide
any Jacobian, so that the action simply reads

S5E
0

b

dt(
s

f s
† S ]t1e01i

f0

b D f s1

f2~t !

2U
2i

N

2

f0

b

1E
0

b

dtE
0

b

dt8D~t2t8!(
s

f s
† ~t ! f s~t8!

3expS iE
t8

t Ff2

f0

b G D . ~16!

We now set

f~t !5

]u

]t
1

1

b
f0 S with f0[E

0

b

f @2p# D ~17!

and notice that the field u(t) has the boundary condition
u(b)5u(0)@2p# . It therefore corresponds to an O(2) quan-
tum rotor, and the expression of the action finally reads

S5E
0

b

dt(
s

f s
† S ]t1e01i

f0

b D f s1

S ]tu1

f0

b D 2

2U
2i

N

2

f0

b

1E
0

b

dtE
0

b

dt8D~t2t8!(
s

f s
† ~t ! f s~t8!e iu(t)2iu(t8).

~18!

This is exactly expression ~12!, with the identification
f0 /b[ih . This, together with Eq. ~17!, provides an explicit
relation between the quantum rotor and Lagrange multiplier
fields on one side, and the Hubbard-Stratonovich field con-
jugate to the total charge, on the other.

III. SIGMA-MODEL REPRESENTATION AND SOLUTION

IN THE LIMIT OF MANY COMPONENTS

A. From quantum rotors to a s model

Instead of using a phase field to represent the O(2) degree
of freedom, one can use a constrained ~complex! bosonic
field X[e iu with

uX~t !u2
51. ~19!

The action ~12! can be rewritten in terms of this field, pro-
vided a Lagrange multiplier field l(t) is used to implement
this constraint:

S5E
0

b

dt(
s

f s
† ~]t1e02h ! f s1

N

2
h2

h2

2U
1E

0

b

dt
u]tXu2

2U

1

h

2U
~X*]tX2H.c.!1l~t !~ uXu2

21 !

1E
0

b

dtE
0

b

dt8D~t2t8!(
s

f s
† ~t ! f s~t8!X~t !X*~t8!.

~20!

Hence, the Anderson model has been written as a theory of
auxiliary fermions coupled to a nonlinear O(2) s model,
with a constraint ~implemented by h) relating the fermions
and the s-model field X(t).

A widely used limit in which s models become solvable
is the limit of a large number of components of the field. This
motivates us to generalize Eq. ~20! to a model with an
O(2M ) symmetry. The bosonic field X is thus extended to an
M-component complex field Xa (a51, . . . ,M ) with
(auXau2

5M . The corresponding action reads

S5E
0

b

dt(
s

f s
† ~]t1e02h ! f s1

N

2
h2M

h2

2U
2Ml

1E
0

b

dt(
a

u]tXau2

2U
1

h

2U
~Xa*]tXa2H.c.!1luXau2

1E
0

b

dtE
0

b

dt8
1

M
D~t2t8!

3(
s ,a

f s
† ~t ! f s~t8!Xa~t !Xa*~t8!.

Let us note that this action corresponds to the Hamiltonian
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H5(

s
e0 f s

† f s1

U

2M (
a ,b

L̂a ,b
2

1 (
k ,sa

ekck ,sa
† ck ,sa

1 (
k ,s ,a

Vk

AM
~ck ,sa

† f sXa*1 f s
† ck ,saXa!. ~21!

In this expression, L̂a ,b denotes the angular momentum
tensor associated with the Xa vector. The Hamiltonian ~21! is
a generalization of the SU(N)3O(2)5U(N) Anderson im-
purity model to an SU(N)3O(2M ) model in which the total
electronic charge is associated with a specific component of

L̂ . It reduces to the usual Anderson model for M51.
In the following, we consider the limit where both N and

M become large, while keeping a fixed ratio N/M . We shall
demonstrate that exact coupled integral equations can be de-
rived in this limit, which determine the Green’s functions of
the fermionic and s-model fields ~and the physical electron
Green’s function as well!. The fact that these coupled inte-
gral equations do correspond to the exact solution of a well-
defined Hamiltonian model @Eq. ~21!# guarantees that no un-
physical features ~like, e.g., violation of causality! arise in
the solution. Naturally, the generalized Hamiltonian ~21! is a
formal extension of the Anderson impurity model of physical

interest. Extending the charge symmetry from O(2) to
O(2M ) is not entirely innocuous, even at the atomic level: as
we shall see below, the energy levels of a single O(2M )
quantum rotor have multiple degeneracies and depend on the
charge ~angular momentum! quantum number in a way
which does not faithfully mimic the O(2) case. Neverthe-
less, the basic features defining the generalized model ~a lo-
calized orbital subject to a Coulomb charging energy and
coupled to an electron bath by hybridization! are similar to
the original model of physical interest.

B. Integral equations

In this section, we derive coupled integral equations
which become exact in the limit where both M and N are
large with a fixed ratio:

N[
N

M
~N ,M→` !. ~22!

Following Ref. 12 ~see also Ref. 11!, the two-body interac-
tion between the auxiliary fermions and the s-model fields is
decoupled using ~bosonic! bilocal fields Q(t ,t8) and

Q̄(t ,t8) depending on two times. Hence, we consider the
action

S5E
0

b

dt(
s

f s
† ~]t1e02h ! f s1

N

2
h2M

h2

2U
2Ml1E

0

b

dt(
a

u]tXau2

2U
1

h

2U
~Xa*]tXa2H.c.!1luXau2

1E
0

b

dtE
0

b

dt8 M
Q~t ,t8!Q̄~t ,t8!

D~t2t8!
2E

0

b

dtE
0

b

dt8 Q̄~t ,t8!(
a

Xa~t !Xa*~t8!

1E
0

b

dtE
0

b

dt8 Q~t ,t8!(
s

f s
† ~t ! f s~t8!. ~23!

In the limit ~22!, this action is controlled by a saddle point, at
which the Lagrange multipliers take static expectation values

h and l , while the saddle-point values of the Q and Q̄ fields
are translation-invariant functions of time Q(t2t8) and

Q̄(t2t8).
Introducing the imaginary-time Green’s functions of the

auxiliary fermion and s-model fields as

G f~t ![2^Tt f s~t ! f s
† ~0 !&, ~24!

GX~t ![1^TtXa~t !Xa*~0 !& , ~25!

we differentiate the effective action ~23! with respect to

Q(t) and Q̄(t), which leads to the following saddle-point

equations Q̄(t)52ND(t)G f(2t) and Q(t)

5D(t)GX(t). The functions Q(ivn) (5S f) and Q̄*(inn)
(5SX) define fermionic and bosonic self-energies:

G f
21~ ivn!5ivn2e01h2S f~ ivn!, ~26!

GX
21~ inn!5

nn
2

U
1l2

2ihnn

U
2SX~ inn!, ~27!

where vn (nn) is a fermionic ~bosonic! Matsubara frequency.
The saddle-point equations read

SX~t !52ND~2t !G f~t !, ~28!

S f~t !5D~t !GX~t !, ~29!

together with the constraints associated with h and l:

GX~t50 !51, ~30!

G f~t502!5

1

2
2

2h

NU

1

1

NU
@]tGX~t502!1]tGX~t501!# .

~31!
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There is a clear similarity between the structure of these
coupled integral equations and the infinite-U NCA
equations.9 We note also significant differences, such as the
constraint equations. Furthermore, the finite value of the
Coulomb repulsion U enters the bosonic propagator ~27! in a
quite novel manner.

The two key ingredients on which the present method are
based is the use of a slave rotor representation of fermion
operators and the use of integral equations for the frequency-
dependent self-energies and Green’s functions. For this rea-
son, we shall denote the integral equations above under the
name of ‘‘dynamical slave rotor’’ method in the following.

C. Some remarks

We make here some technical remarks concerning these
integral equations.

First, we clarify how the interaction parameter U was
scaled in order to obtain the DSR equations above. This issue
is related to the manner in which the atomic limit (D50) is
treated in this method. In the original O(2) atomic Hamil-
tonian ~1!, the charge gap between the ground state and the
first excited state is U/2 at half-filling (e050). In the DSR
method, the charge gap is associated with the gap in the slave
rotor spectrum. If the O(2M ) generalization of Eq. ~1! is
written as in Eq. ~21!,

H int5

U

2M (
a ,b

L̂a ,b
2 , ~32!

the spectrum reads E l5Ul(l12M22)/(2M ). As a result,
the energy difference from the ground state to the first ex-
cited state is E12E05U(2M21)/(2M ).U at large M,
whereas it is U/2 at M51. In order to use the DSR method
in practice as an approximate impurity solver, the parameter
U should thus be normalized in a different way than in Eq.
~21!, so that the gap is kept equal to U/2 in the large-M limit
as well. Technically this can be enforced by choosing the
normalization

H int8 5

U

4M22 (
a ,b

L̂a ,b
2 ~33!

instead of Eq. ~32!. Note that this scaling coincides with Eq.
~32! for M51, but does yield E12E05U/2 for large M, as
desired. This definition of U was actually used when writing
the saddle-point integral equations ~27!, although we post-
poned the discussion of this point to the present section for
reasons of simplicity.

Let us elaborate further on the accuracy of the DSR inte-
gral equations in the atomic limit. In Appendix A, we show
that the physical electron spectral function obtained within
DSR in the atomic limit coincides with the exact O(2) result
at half-filling and at T50. This is a nontrivial result, given
the fact that the constraint is treated on average and the
above remark on the spectrum. In contrast to the NCA, the
DSR method ~in its present form! is not based by construc-
tion on a strong-coupling expansion around the exact atomic
spectrum, so that this is a crucial check for the applicability
of this method in practice. In the context of DMFT, for ex-

ample, it is essential in order to describe correctly the Mott
insulating state.7 However, the DSR integral equations fail to
reproduce exactly the O~2! atomic limit off half-filling, as
explained in Appendix A. Deviations become severe for too
high dopings, as discussed in Sec. V E. This makes the
present form of DSR applicable only for systems in the vi-
cinity of half-filling.

We now discuss some general spectral properties of the
DSR solver. From the representation of the physical electron

field ds
†
5 f s

† X and from the convention chosen for the

pseudoparticle Green’s functions ~24! and ~25!, the one-
electron physical Green’s function is simply expressed as

Gd~t !5G f~t !GX~2t !. ~34!

Therefore Eq. ~30!, combined with the fact that f s
† has a

(21) discontinuity at t50 @which is obvious from Eq.

~26!#, shows that ds
† possesses also a (21) jump at zero

imaginary time. This ensures that the physical spectral
weight is unity in our theory and thus that physical spectral
function are correctly normalized. Because the DSR integral
equations result from a controlled large-N ,M limit, it also
ensures that the physical self-energy always has the correct
sign @i.e., Im Sd(v1i01),0]. This is not the case16 for the
finite-U version of the NCA,10 which is constructed as a
resummation of the strong-coupling expansion in the hybrid-
ization function D(t). ~Strong-coupling resummations ge-
nerically suffer from noncausality; see also Ref. 17 for an
illustration.!

Finally, we comment on the noninteracting limit U→0.
This is a major failure of the usual NCA, which limits its
applicability in the weakly correlated regime. In the DSR
formalism, this limit is exact as can be noticed from Eq. ~27!.
Indeed, as U vanishes, only the zero-frequency component of
GX(inn) survives, so that GX(t) simply becomes a constant.
Because of the constraint ~30!, we get correctly GX(t)51 at
U50. From Eqs. ~29! and ~34!, this proves that Gd(t) is the
noninteracting Green’s function:

Gd
U50~ ivn!5

1

ivn2e02D~ ivn!
. ~35!

We finally acknowledge that an alternative dynamical ap-
proximation to the finite-U Anderson model13 was recently
developed as an extension of the NCA by Kroha and Wölfle
~a conventional slave boson representation was used in this
work!. Much progress has been made following this method,
but to the authors’ knowledge, this technique has not yet
been implemented in the context of DMFT ~one of the rea-
sons is its computational cost!. By developing the DSR ap-
proximation, we pursue a rather complementary goal: the
aim here is not to improve the low-energy singularities usu-
ally encountered with integral equations, but rather to have a
fast and efficient solver which reproduces correctly the main
features of the spectral functions and interpolates between
weak and strong coupling. In that sense, it is very well
adapted to the DMFT context.
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IV. APPLICATION TO THE SINGLE-IMPURITY

ANDERSON MODEL

We now discuss the application of the DSR in the sim-
plest setting: that of a single impurity hybridized with a fixed
bath of conduction electrons. For simplicity, we focus on the
half-filled, particle-hole-symmetric case, which implies e0

5h50. The doped ~or mixed valence! case will be ad-
dressed in the next section, in the context of DMFT.

As the strength of the Coulomb interaction U is increased
from weak to strong coupling, two well-known effects are
expected ~see, e.g., Ref. 4!. First, the width of the low-energy
resonance is reduced from its noninteracting value D0

[uD9(0)u. As one enters the Kondo regime D0!U!L
~with L the conduction electrons bandwidth!, this width be-
comes a very small energy scale, of the order of the Kondo
temperature:

TK5A2UD0exp@2pU/~8D0!# . ~36!

A ~local! Fermi-liquid description applies, with quasiparti-
cles having a large effective mass and small weight: Z

5m/m*;TK /D0. The impurity spin is screened for T

,TK .
Second, the corresponding spectral weight is transferred

to high energies, into ‘‘Hubbard bands’’ associated to the
atomiclike transitions ~adding or removing an electron into
the half-filled impurity orbital!, broadened by the hybridiza-
tion to the conduction electron bath. The suppression of the
low-energy spectral weight corresponds to the suppression of
the charge fluctuations on the local orbital. These satellites
are already visible at moderate values of the coupling U/D0.
As temperature is increased from T,TK to T.TK , the
Kondo quasiparticle resonance is quickly destroyed, and the
missing spectral weight is added to the Hubbard bands.

The aim of this section is to investigate whether the inte-
gral equations introduced in this paper reproduce these
physical effects in a satisfactory manner.

A. Spectral functions

We have solved numerically these integral equations by
iteration, both on the imaginary axis and for real frequencies.
Working on the imaginary axis is technically much easier. A
discretization of the interval tP@0,b# is used ~with typically
8192 points and up to 32 768 for reaching the lowest tem-
peratures!, as well as fast fourier transforms for the Green’s
functions. Searching by dichotomy for the saddle-point value
of the Lagrange multiplier l @Eq. ~30!# is conveniently
implemented at each step of the iterative procedure. Techni-
cal details about the analytic continuation of Eqs. ~28!–~31!
to real frequencies, as well as their numerical solution, are
given in Appendix B.

In Fig. 1, we display our results for the impurity-orbital
spectral function rd(v), at three different temperatures ~the
density of states of the conduction electron bath is chosen as
a semicircle with half-width L56, the resonant level width
is D050.16, and we take U52). The growth of the Kondo
resonance as the temperature is lowered is clearly seen. The
temperatures in Fig. 1 have been chosen such as to illustrate

three different regimes: for T@TK , no resonance is seen and
the spectral density displays a ‘‘pseudogap’’ separating the
two high-energy bands; for T.TK , transfer of spectral
weight to low energy is seen, resulting in a fully developed
Kondo resonance for T!TK . We have not obtained an ana-
lytical determination of the Kondo temperature within the
present scheme. In the case of NCA equations, it is possible
to derive a set of differential equations in the limit of infinite
bandwidth which greatly facilitates this. This procedure can-
not be applied here, because of the form ~27! of the boson
propagator. Nevertheless, we checked that the numerical es-
timates of the width of the Kondo peak are indeed exponen-
tially small in U as in formula ~36!; see Fig. 2. However,
because U is normalized as in Eq. ~33! ~which gives the
correct atomic limit!, the prefactor inside the exponential ap-
pears to be twice too small.

In Fig. 3, we display the spectral function for a fixed low
temperature and increasing values of U. The strong reduction
of the Kondo scale ~resonance width! upon increasing U is
clear in this figure. We note that the high-energy peaks have
a width which remains of order D0, independently of U,
which is satisfactory. However, we also note that they are not
peaked exactly at the atomic value 6U/2, which might be an
artifact of these integral equations. The shift is rather small,
however.

FIG. 1. d-level spectral function rd(v) for fixed U52 and in-

verse temperatures b54,20,2000, with the conduction electron

bath described in the text.

FIG. 2. Kondo temperature TK from the exact formula ~line! and

from the numerical solution of the DSR equations ~dots!. Units of

energy are such that D050.16.
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Figure 4 illustrates how the high- and low-energy features
in the d-level spectral functions are associated with corre-
sponding features in the auxiliary particle spectral functions
r f and rX . In particular, the s-model boson ~slave rotor! is
entirely responsible for the Hubbard bands at high energy ~as
expected, since it describes charge fluctuations!.

As stressed in the Introduction, an advantage of our
scheme is that the d-level self-energy is always causal, even
for small U or large doping. This is definitely an improve-
ment as compared to the usual U-NCA approximation. This
is illustrated by Fig. 5, from which it is also clear that Sd

decreases ~and eventually vanishes! as U goes to zero ~for a
more detailed discussion and comparison to the NCA, see
Sec. III!. However, it is also clear from this figure that the
low-energy behavior of the self-energy is not consistent with
Fermi-liquid theory. This is a generic drawback of NCA-like
integral equation approaches, which we now discuss in more
detail.

B. Low-energy behavior and Friedel sum rule

We discuss here the low-energy behavior of the integral
equations ~in the case of a featureless conduction electron
bath!, for both the d-level and auxiliary field Green’s func-
tions. As explained below, this low-energy behavior depends
sensitively on the ratio N5N/M which is kept fixed in the

limit considered in this paper. The calculations are detailed in
Appendix C, where we establish the following.

~i! Friedel sum rule. The zero-frequency value of the
d-level spectral function at T50 is independent of U and
reads

rd~v5T50 !5

21

pD9~0 !

p/2

N11
tanS p

2

N

N11
D . ~37!

This is to be contrasted with the exact value for the O(2)
model (M51), which is independent of N and reads

rd
exact~v5T50 !5

21

pD9~0 !
~M51, any N !. ~38!

This is the Friedel sum rule,4,18 which in this particle-hole-
symmetric case simply follows from the Fermi-liquid re-

quirement that the ~inverse! lifetime Sd9(v50) should van-

ish at T50 @since Gd
21

5iv2D(iv)2Sd(iv)]. As a result,

rd(0) is pinned at its noninteracting value. The integral

equations discussed here yield a nonvanishing Sd9(v50) ~al-

beit always negative in order to satisfy causality! and hence
do not describe a Fermi-liquid at low energy. The result ~37!
is identical to that found in the NCA for U5` , but holds
here for arbitrary U. There is actually no contradiction be-
tween this remark and the fact that our integral equations
yield the exact spectral function in the U→0 limit. Indeed,
the limit U→0 at finite T ,v does not commute with v ,T
→0 at finite U @in which Eq. ~37! holds#.

~ii! Low-frequency behavior. The auxiliary particle spec-
tral functions have a low-frequency singularity characterized
by exponents which depend continuously on N ~as in the

U5` NCA!: r f(v)}1/S f9(v)}1/uvua f , rX(v)}1/SX9 (v)

}sgn(v)/uvuaX, with a f512aX51/(N11). These behav-
iors are characterized more precisely in Appendix C. A
power-law behavior is also found for the physical self-energy

Sd9(v)2Sd9(0) at low frequency ~as evident from Fig. 5!.
Let us comment on the origin of these low-energy fea-

tures, as well as on their consequences for practical uses of
the present method.

First, it is clear from expression ~21! that the Anderson
impurity Hamiltonian generalized to SU(N)3O(2M ) actu-

FIG. 3. rd(v) at low temperature (b5600) and for increasing

U51, 2, 3.

FIG. 4. Pseudoparticle spectral function at U52 and b5600.

The Kondo resonance is visible in r f(v), dashed curve, whereas

rX(v) displays higher-energy features, solid curve.

FIG. 5. Imaginary part of the physical self-energy on the real-

frequency axis, for U50.5 ~upper curve! and U52 ~lower curve! at

b5600.
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ally involves M channels of conduction electrons. Hence, the
non-Fermi-liquid behavior found when solving the integral
equations associated with the N ,M→` limit simply follows
from the fact that multichannel models lead to overscreening

of the impurity spin and correspond to a non-Fermi-liquid
fixed point. In that sense, these integral equations reproduce
very accurately the expected low-energy physics, as previ-
ously studied for the simplest case of the Kondo model in
Refs. 11 and 12.

Naturally, this means that the use of such integral equa-
tions to describe the one-channel ~exactly screened! case be-
comes problematic in the low-energy region. In particular,
the exact Friedel sum rule is violated, the d-level lifetime
remains finite at low energy, and non-Fermi-liquid singulari-
ties are found. While the approach is reasonable in order to
reproduce the overall features of the one-electron spectra, it
should not be employed to calculate transport properties at
low energy, for example. We note, however, that the devia-
tion from the exact Friedel sum rule vanishes in the N→`
limit. This is expected from the fact that in this limit the
number of channels ~M! is small as compared to orbital de-
generacy (N). The violation of the sum rule remains rather
small even for reasonable values of N. This parameter can
actually be used as an adjustable parameter when using the
present method as an approximate impurity solver. There is
no fundamental reason for which N5N should provide the
best approximate description of the spectral functions of the
one-channel case. We shall use this possibility when apply-
ing this method in the DMFT context in the next section:
there, we choose N53 in order to adjust to the known criti-
cal value of U for a single orbital. We also used this value in
the calculations reported above. The zero-frequency value of
the spectral density is thus rd(0).1.85, while the Friedel
sum rule would yield rd(0).1.95 ~cf. Fig. 3!. Hence the
violation of the sum rule is a small effect ~of the order of
5%!, comparable to the one found with ‘‘numerically exact’’
solvers, due to discretization errors.19 Also, we point out that
the pinning of rd(0) at a value independent of U ~albeit not
that of the Friedel sum rule! is an important aspect of the
present method, which will prove to be crucial in the context
of DMFT in order to recover the correct scenario for the
Mott transition.

Finally, we emphasize that increasing the parameter N
also corresponds to increasing the orbital degeneracy of the
impurity level. This will be studied in more details in Sec.
V D. In particular, we shall see that correlation effects be-
come weaker as N is increased ~for a given value of U), due
to enhanced orbital fluctuations.

V. APPLICATIONS TO DYNAMICAL MEAN-FIELD

THEORY AND THE MOTT TRANSITION

A. One-orbital case: Mott transition, phase diagram

Dynamical mean-field theory has led to significant
progress in our understanding of the physics of a correlated
metal close to the Mott transition.2 The detailed description
of this transition itself within DMFT is now well
established.2,7,15,19–22 In this section, we use these established
results as a benchmark and test the applicability of the

method introduced in this paper in the context of DMFT,
with very encouraging results. As explained above, this is
particularly relevant in view of the recent applications of
DMFT to electronic structure calculations of correlated
solids,5 which call for efficient multiorbital impurity solvers.

As is well known,2,3,6 DMFT maps a lattice Hamiltonian
onto a self-consistent quantum impurity model. We discuss
first the half-filled Hubbard model and address later the
doped case. We then have to solve a particle-hole-symmetric
Anderson impurity model:

S5E
0

b

dt(
s

ds
† ]tds1

U

2 F(
s

ds
† ds21G 2

1E
0

b

dtE
0

b

dt8 D~t2t8!(
s

ds
† ~t !ds~t8!, ~39!

subject to the self-consistency condition

D~t !5t2Gd~t !. ~40!

In this expression, a semicircular density of states with half-
bandwidth D52t has been considered, corresponding to an
infinite-connectivity Bethe lattice (z5`) with hopping t i j

5t/Az . In the following, we shall generally express all en-
ergies in units of D(D51).

In practice, one must iterate numerically the ‘‘DMFT
loop’’: D(t)→Gd(t)→D(t)new5t2Gd , using some ‘‘impu-
rity solver.’’ Here, we make use of the integral equations
~28!–~31!. The hybridization function D(t) being deter-
mined by the self-consistency condition ~40!, there are only
two free parameters, the local Coulomb repulsion U and the
temperature T ~normalized by D).

We display in Fig. 6 the spectral functions obtained at low
temperature, for increasing values of U, and in Fig. 7 the
corresponding phase diagram. The value of the parameter N
has been adapted to the description of the one-orbital case
~see below!. The most important point is that we find a co-

existence region at low enough temperature: for a range of
couplings Uc1(T)<U<Uc2(T), both a metallic solution and
an insulating solution of the ~paramagnetic! DMFT equations
exist. The Mott transition is thus first order at finite tempera-
tures. This is in agreement with the results established for

FIG. 6. Local spectral function at b540 and U51,2,3 for the

half-filled Hubbard model within DMFT, as obtained with the DSR

solver.
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this problem by solving the DMFT equations with controlled
numerical methods,19,21 as well as with analytical results.20,22

In particular, the spectral functions that we obtain ~Fig. 6!
display the well-known separation of energy scales found
within DMFT: there is a gradual narrowing of the quasipar-
ticle peak, together with a preformed Mott gap at the transi-
tion. In the next section, we compare these spectral functions
to those obtained using other approximate solvers. As
pointed out there, despite some formal similarity in the
method, it is well known that the standard U-NCA does not
reproduce correctly this separation of energy scales close to
the transition.23

Let us explain how the parameter N has been chosen in
these calculations. As demonstrated below, the values of the
critical couplings Uc1 and Uc2 ~and hence the whole phase
diagram and coexistence window! strongly depend on the
value of this parameter. This is expected, since N is a mea-
sure of orbital degeneracy. What has been done in the calcu-
lations displayed above is to choose N in such a way that the
known value20 Uc2(T50).2.9 of the critical coupling, at
which the T50 metallic solution disappears in the single-
orbital case, is accurately reproduced. We found that this
requires N.3 ~note that N/M52 in the one-orbital case, so
that the best agreement is not found by a naive application of
the large N ,M limit!. This value being fixed, we find a criti-
cal coupling Uc1(T50).2.3 in good agreement with the
value from ~adaptative! exact diagonalizations Uc1.2.4.
The whole domain of coexistence in the (U ,T) plane is also
in good agreement with established results ~in particular we
find the critical end point at Tc.1/30, while QMC yields
Tc.1/40). These are very stringent tests of the applicability
of the present method, since we have allowed ourselves to
use only one adjustable parameter (N). In Sec. V D, we
study how the Mott transition depends on the number of
orbitals, which further validates the procedure followed here.

B. Comparison to other impurity solvers: Spectral functions

Let us now compare the spectral functions obtained by the
present method with other impurity solvers commonly used
for solving the DMFT equations. We start with the iterated
perturbation theory approximation and the exact diagonaliza-
tion method. Both methods have played a major role in the

early developments of the DMFT approach to the Mott
transition.7 A comparison of the spectral functions obtained
by the present method to those obtained with IPT and ED is
displayed in Fig. 8, for a value of U corresponding to a
correlated metal close to the transition.

The overall shape and characteristic features of the spec-
tral function are quite similar for the three methods. A nar-
row quasiparticle peak is formed, together with Hubbard
bands, and there is a clear separation of energy scales be-
tween the width of the central peak ~related to the quasipar-
ticle weight! and the ‘‘preformed’’ Mott ~pseudo!gap associ-
ated with the Hubbard bands: this is a distinguishing aspect
of DMFT. It is crucial for an approximate solver to repro-
duce this separation of energy scales in order to yield a cor-
rect description of the Mott transition and phase diagram.

There are of course some differences between the three
methods, on which we now comment. First, we note that the
IPT approximation has a somewhat larger quasiparticle band-
width. This is because the transition point Uc2 is overesti-
mated within IPT ~cf. Fig. 7!, so that a more fair comparison
should perhaps be made at fixed U/Uc2. It is true, however,
that the DSR method has a tendency to underestimate the
quasiparticle bandwidth and particularly at smaller values of
U. Accordingly, the Hubbard bands have a somewhat too
large spectral weight, but are correctly located in first ap-
proximation. The detailed shape of the Hubbard bands is not
very accurately known, in any case. ~The ED method in-
volves a broadening of the d-function peaks obtained by di-
agonalizing the impurity Hamiltonian with a limited number
of effective orbitals, so that the high-energy behavior is not
very accurate on the real axis. This is also true, actually, of
the more sophisticated numerical renormalization group.! We
emphasize that, since the DSR method does not have the
correct low-frequency Fermi-liquid behavior, the quasiparti-
cle bandwidth should be interpreted as the width of the cen-
tral peak in rd(v) ~while the quasiparticle weight Z cannot
be defined formally!.

In Figs. 9 and 10, we display the spectral functions ob-
tained by using the NCA method ~extended at finite U in the
simplest manner!. It is clear that the U-NCA underestimates
considerably the quasiparticle bandwidth ~and thus yields a
Mott transition at a rather low value of the coupling!. This is
not very surprising, since this method is based on a strong-
coupling expansion around the atomic limit, and one could

FIG. 7. Single-orbital ~paramagnetic! phase diagram at half-

filling. Squares indicate the exact diagonalization ~ED! result, the

DSR result is the solid line, and IPT the dashed line.

FIG. 8. Comparison between DSR ~dashed line!, IPT ~solid

line!, and ED ~dotted line! at U52.4 and b560.
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think again of a comparison for fixed U/Uc . More impor-
tantly, the U-NCA misses the important separation of energy
scales between the central peak and the Mott gap. As a result,
it does not reproduce correctly the phase diagram for the
Mott transition within DMFT ~in particular regarding coex-
istence!. A related key observation is that the U-NCA does
not have the correct weak-coupling ~small-U) limit. To illus-
trate this point, we display in Fig. 10 the U-NCA and DSR
spectral functions for a tiny value of the interaction U/D
50.1: the DSR result is shown to approach correctly the
semicircular shape of the noninteracting density of states,
while the U-NCA displays a characteristic inverted V shape:
in this regime the violation of the Friedel sum rule becomes
large and the negative lifetime pathology is encountered
within U-NCA. In contrast, the DSR yields a pinning of the
spectral density at a U-independent value and does not lead
to a violation of causality. It should be emphasized, however,
that, even though it yields the exact U50 density of states at
T50, the DSR method is not quantitatively very accurate in
the weak-coupling regime.

C. Double occupancy

Finally, we demonstrate that two-particle correlators in
the charge sector can also be reliably studied with the DSR
method, taking the fraction of doubly occupied sites d↑↓

[^n↑n↓& as an example.

Using the constraint ~4!, we calculate the connected
charge susceptibility in the following manner:

xc~t ![K (
s

S ns~t !2

1

2
D(

s8

S ns8
~0 !2

1

2
D L

5^L̂~t !L̂~0 !&5

1

U2
^]tu~t !]tu~0 !&

5

2

U2
$GX~t !]t

2GX~t !1Ud~t !2@]tGX~t !#2%.

~41!

The double occupancy is obtained by taking the equal-time
value

xc~t50 !52^n↑n↓&52d↑↓ . ~42!

In Fig. 11, we plot the double occupancy obtained in that
manner, in comparison to the ED and IPT results. Within ED,
d↑↓ is calculated directly from the charge correlator. Within
IPT, xc(t) is not approximated very reliably,24 but the
double occupancy can be accurately calculated by taking a
derivative of the internal energy with respect to U.

Figure 11 demonstrates that the DSR method is very ac-
curate in the Mott transition region and in the insulator. In
particular, the hysteretic behavior is well reproduced. In the
weak-coupling regime, however, the approximation deterio-
rates. This issue actually depends on the quantity: the physi-
cal Green’s function has the correct limit U→0, as empha-
sized above, but this is not true for the charge susceptibility
~hence for d↑↓). The mathematical reason is that the con-
straint ~4! is crucial for writing Eq. ~41!, but this constraint is
only treated on average within our method. This shows the
inherent limitations of slave boson techniques for evaluating
two-particle properties. The frequency dependence of two-
particle correlators will be dealt with in a forthcoming pub-
lication.

FIG. 9. U-NCA spectral function for U51.5 at low temperature.

FIG. 10. Results for U50.1 showing how U-NCA overshoots

the Friedel’s sum rule. The slave rotor method is correctly converg-

ing towards the free density of states ~semicircular!.

FIG. 11. Double occupancy at b580 as a function of U. The

ED result is indicated with squares. DSR overshoots the exact result

on the left, whereas IPT is slightly displaced to the right.
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D. Multiorbital effects

In this section, we apply the DSR method to study the
dependence of the Mott transition on orbital degeneracy N.
We emphasize that there are at this stage very few numerical
methods which can reliably handle the multiorbital case, es-
pecially when N becomes large. Multiorbital extensions of
IPT have been studied,8 but the results are much less satis-
factory than in the one-orbital case. The ED method is se-
verely limited by the exponential growth of the size of the
Hilbert space. The Mott transition has been studied in the
multiorbital case using the QMC approach, with a recent
study25 going up to N58 ~4 orbitals with spin!. Furthermore,
we have recently obtained15 some analytical results on the
values of the critical couplings in the limit of large N. Those,
together with the QMC results, can be used as a benchmark
of the DSR approximation presented here. As explained
above, a value of NN52.3 was found to describe best the
single-orbital case (N52). Hence, upon increasing N, we
choose the parameter N such that NN /NN525N/2. How-
ever, for N large enough, it might be more accurate to use the
naive value NN5N .

In Fig. 12, we display the coexistence region in the (U ,T)
plane for increasing values of N, as obtained with DSR. The
values of the critical interactions grow with N. A fit of the
transition lines Uc1(T) ~where the insulator disappears! and
Uc2(T) ~where the metal disappears! yields

Uc1~N ,T !5A1~T !AN , ~43!

Uc2~N ,T !5A2~T !N . ~44!

These results are in good accordance with both the QMC
data,25 and the exact results established in Ref. 15. When
increasing the number of orbitals, the coexistence region
widens and the critical temperature associated with the end
point of the Mott transition line also increases.

We display in Fig. 13 the DSR result for the spectral
function for N52 and N54, at a fixed value of U and T.
Two main effects should be noted. First, correlations effects
in the metal become weaker as N is increased ~for a fixed
U), as clear, e.g., from the increase of the quasiparticle
bandwidth. This is due to increasing orbital fluctuations. Sec-

ond, the Hubbard bands also shift towards larger energies, an
effect which can be understood in the way atomic states
broadens in the insulator.26

To conclude this section, we have found that the DSR
yields quite satisfactory results when used in the DMFT con-
text for multiorbital models. In the future, we plan to use this
method in the context of realistic electronic structure calcu-
lations combined with DMFT, in situations where ‘‘numeri-
cally exact’’ solvers ~e.g., QMC! become prohibitively
heavy. There are, however, some limitations to the use of
DSR ~at least in the present version of the approach!, which
are encountered when the occupancy is not close to N/2. We
examine this issue in the next section.

E. Effects of doping

Up to now, we studied the half-filled problem ~i.e., con-
taining exactly N/2 electrons!, with exact particle-hole sym-
metry. In that case, e0[ed1U/250 and the Lagrange mul-
tiplier h enforcing the constraint ~31! could be set to h50. In
realistic cases, particle-hole symmetry will be broken ~so that
e0Þ0), and we need to consider fillings different from N/2.
Hence, the Lagrange multiplier h must be determined in or-
der to fulfill Eq. ~31!, which we rewrite more explicitly as

n f5

1

2
2

2h

NU
1

1

NU

1

b (
n

2inn~e inn01

1e inn02

!

nn
2/U1l22ihnn /U2SX~ inn!

.

~45!

In this expression, n f5(1/N)(s^ f s
† f s&5(1/N)(s^ds

† ds& is

the average occupancy per orbital flavor. @Note that the num-
bers of auxiliary fermions and physical fermions coincide, as
clear from Eq. ~34!.# Here n f is related to the d-level position
~or chemical potential, in the DMFT context! by

n f5

1

b (
n

e ivn01

ivn2e01h2S f~ ivn!
. ~46!

We display in Fig. 14 the spectral function obtained with
the DSR solver when doping the Mott insulator away from
half-filling. A critical value of the chemical potential ~i.e., of
e0) is required to enter the metallic state. The spectral func-
tion displays the three expected features: lower and upper
Hubbard bands, as well as a quasiparticle peak ~which, in

FIG. 12. Instability lines Uc1(T),Uc2(T) and coexistence region

for one, two, three, and four orbitals (N52, 4, 6, 8) as obtained by

DMFT ~DSR solver!.

FIG. 13. Spectral function at U52, b560 and for one ~solid

line! and two orbitals ~dashed line!.
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this case where the doping is rather large, is located almost at
the top of the lower Hubbard band!. However, it is immedi-
ately apparent from this figure that the DSR method in the
doped case overestimates the spectral weight of the upper
Hubbard band. This can be confirmed by a comparison to
other solvers ~e.g., ED!. Note that the energy scale below
which a causality violation appears within the U-NCA be-
comes rapidly large as the system is doped, while no such
violation occurs within DSR.

The DSR method encounters severe limitations however
as the total occupancy becomes very different from N/2.
This is best understood by studying the dependence of the
occupancy upon e0, in the atomic limit. As explained in
Appendix. A, the use of s-model variables X ~in the large-M
limit! results in a poor description of the n f vs e0 dependence
~‘‘Coulomb staircase’’!. As a result, it is not possible to de-
scribe the Mott transitions occurring in the multiorbital
model at integer fillings different from N/2 using the DSR
approximation. It should be emphasized, however, that this
pathology is only due to the approximation of the O(2)
quantum rotor e iu by a O(M ) s-model field. A perfect de-
scription of the Coulomb staircase is found for all fillings
when treating the constraint ~4! on average while keeping a
true quantum rotor.27 Hence, it seems feasible to overcome
this problem and extend the practical use of the ~dynamical!
slave rotor approach to all fillings. We intend to address this
issue in a future work.

VI. CONCLUSION

We conclude by summarizing the strong points as well as
the limitations of the new quantum impurity solver intro-
duced in this paper, as well as possible extensions and appli-
cations.

On the positive side, the DSR method provides an inter-
polating scheme between the weak coupling and atomic lim-
its ~at half-filling!. It is also free of some of the pathologies
encountered in the simplest finite-U extensions of NCA
~negative lifetimes at low temperature!. When applied in the
context of DMFT, it is able to reproduce many of the quali-
tatively important features associated with the Mott transi-
tion, such as coexisting insulating and metallic solutions and
the existence of two energy scales in the DMFT description
of a correlated metal ~the quasiparticle coherence bandwidth

and the ‘‘preformed gap’’!. Hence the DSR solver is quite
useful in the DMFT context, at a low computational cost, and
might be applicable to electronic structure calculations for
systems close to half-filling when the orbital degeneracy be-
comes large. To incorporate more realistic modeling, one can
introduce different energy levels for each correlated orbital,
while the extension to nonsymmetric Coulomb interactions
~such as the Hund’s coupling! may require some additional
work.

The DSR method does not reproduce Fermi-liquid behav-
ior at low energy, however, which makes it inadequate to
address physical properties in the very-low-energy regime
~as is also the case with the NCA!. The main limitation,
however, is encountered when departing from half-filling
~i.e., from N/2 electrons in an N-fold degenerate orbital!.
While the DSR approximation can be used at small dopings,
it fails to reproduce the correct atomic limit when the occu-
pancy differs significantly from N/2 ~and in particular cannot
deal with the Mott transition at other integer fillings in the
multiorbital case!. We would like to emphasize, however,
that this results from extending the slave rotor variable to a
field with a large number of components. It is possible to
improve this feature of the DSR method by dealing directly
with an O(2) phase variable, which does reproduce accu-
rately the atomic limit even when the constraint is treated at
the mean-field level. We intend to address this issue in a
future work. Another possible direction is to examine sys-
tematic corrections beyond the saddle-point approximation
in the large-N ,M expansion.

Finally, we would like to outline some other possible ap-
plications of the slave rotor representation introduced in this
paper ~Sec. II!. This representation is both physically natural
and economical. In systems with strong Coulomb interac-
tions, the phase variable dual to the local charge is an impor-
tant collective field. Promoting this single field to the status
of a slave particle avoids the redundancies of the usual slave
boson representations. In forthcoming publications, we in-
tend to use this representation for ~i! constructing impurity
solvers in the context of extended DMFT,29 in which the
frequency-dependent charge correlation function must be
calculated,28 ~ii! constructing mean-field theories of lattice

models of correlated electrons ~e.g., the Hubbard model!,27

and ~iii! dealing with quantum effects on the Coulomb block-
ade in mesoscopic systems.
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APPENDIX A: THE ATOMIC LIMIT

In this appendix we prove the claim that the atomic limit
of the model is exact at half-filling and at zero temperature

FIG. 14. Doping the insulator (U53 and b560) with e050,1

~corresponding to n f50.5, 0.4, respectively!.
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@at finite temperature, deviations from the exact result are of
order exp(2bU) and therefore negligible for pratical pur-
poses#. To do this, we first extract the values of the mean-
field parameters l and h from the saddle-point equations at
zero temperature and D(t)[0:

15E dn

2p

1

n2

U
1l1

2ihn

U

,

u~h2e0!5

1

2
2

2h

NU
1

4h

NU2
E dn

2p

n2

S n2

U
1l D 2

1S 2hn

U
D 2 .

~A1!

Performing the integrals shows that l5(U2
24h2)/(4U)

and u(h2e0)51/2, so that h5e0. If ue0u.U/2, the equa-
tions lead actually to a solution with an empty or full va-
lence, which we show in Fig. 15.

We can now compute the physical Green’s function
Gd(t)5G f(t)GX(2t) from the pseudopropagators
G f(ivn)51/(ivn) and

GX~ inn!5

1

nn
2/U1~U/42e0

2/U !22ie0nn /U

5

21

inn1e02U/2
1

1

inn1e01U/2
. ~A2!

Performing the convolution in imaginary frequency and
taking the limit T50 leads to

Gd~ ivn!5

1

b (
inn

GX~ inn!G f~ ivn1inn! ~A3!

5

1/2

ivn2e01U/2
1

1/2

ivn2e02U/2
. ~A4!

Because e052m1U/2, this is the correct atomic limit of
the single-band model ~at half-filling!. The result for the
empty or full orbital, is however, not accurate, as shown in

Fig. 15. This discrepancy with the correct result ~even for
one orbital! finds its root in the large M treatment of the slave
rotor X.

APPENDIX B: NUMERICAL SOLUTION

OF THE REAL-TIME EQUATIONS

Here we show how the saddle-point equations ~28!–~31!
can be analytically continued along the real axis. We start
with SX(t)52ND(t)G f(2t), which can be first Fourier
transformed into

SX~ inn!5E
0

b

dt SX~t !e innt
5

2NE de1

p
G f9~e1!E de2

p
D9~e2!

nF~e1!2nF~e2!

inn1e12e2

,

~B1!

where we used the spectral representation

G~z !52E dv

p

G9~e !

z2e
~B2!

for each Green’s function. The notation here is quite stan-
dard: G9(e)[Im G(e1i01), nF(e) is the Fermi factor, and
nB(e) denotes the Bose factor.

It is then immediate to continue inn→n1i01 in Eq.
~B1!, and using again the spectral decomposition ~B2!, we
derive an equation between retarded quantities:

SX~n !52NE de

p
G f9~e !nF~e !D~e1n !

2NE de

p
D9~e !nF~e !G f~e2n !. ~B3!

A calculation along the same lines for the fermionic self-
energy S f(t)5D(t)GX(t) leads to

S f~v !52E de

p
GX9 ~e !nB~e !D~v2e !

2E de

p
D9~e !nF~e !GX~v2e !. ~B4!

The numerical implementation is then straightforward be-
cause Eqs. ~B3! and ~B4! can each be expressed as the con-
volution product of two quantities, so that they can be cal-
culated rapidly using the fast Fourier transform ~FFT!. The
algorithm is looped back using the Dyson equations ~for real
frequency!

G f
21~v !5v2e01h2S f~v !, ~B5!

GX
21~n !52

n2

U
1l1

2hn

U
2SX~n !. ~B6!

At each iteration, l and h are determined using a bisec-
tion on Eqs. ~30! and ~31!, which can be properly expressed
in terms of retarded Green’s functions:

FIG. 15. Impurity occupancy in function of the d-level position

in the rotor description ~solid curve! and the exact result ~dotted

curve!, in the two-orbital case.
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15E de

p
GX9 ~e !nB~e !, ~B7!

n f5

1

2
2

2h

NU
2

2

NU
E de

p
GX9 ~e !enB~e !, ~B8!

where n f , the average number of physical fermions, is

n f5G f~t502!52E de

p
G f9~e !nF~e !. ~B9!

We note here that solving these real-time integral equa-
tions can be quite difficult deep in the Kondo regime of the
Anderson model or very close to the Mott transition for the
full DMFT equations. The reason is that G f(v) and GX(v)
develop low-energy singularities ~this is analytically shown
in the next appendix!, which make the numerical resolution
very unprecise if one uses the FFT. In that case, it is neces-
sary to introduce a logarithmic mesh of frequency ~losing the
benefit of the FFT speed, but increasing the accuracy! or to
perform a Padé extrapolation of the imaginary-time solution.

APPENDIX C: FRIEDEL’S SUM RULE

We present here for completeness the derivation of the
slave rotor Friedel’s sum rule, equation ~37!, at half-filling.
The idea, motivated by the numerical analysis as well as
theoretical arguments,12,30 is that the pseudoparticles develop
low-frequency singularities at zero temperature:

G f9~v !5A f uvu2a f , ~C1!

GX9 ~v !5AXuvu2aXsgn~v !. ~C2!

Using the spectral representation

G~t !5E
0

1`dv

p
e2vtG9~v !, ~C3!

we deduce the long-time behavior of the Green’s functions
@we denote by G(z) the gamma function#:

G f~t !5

A fG~12a f !

p

sgn~t !

utu12a f
, ~C4!

GX~t !5

AXG~12aX!

p

1

utu12aX
. ~C5!

We have similarly

D~t !5

D9~0 !

pt
~C6!

if one assumes a regular bath density of states at zero fre-
quency. The previous expressions allow to extract the long-
time behavior of the pseudo-self-energies @using the saddle-
point equations ~28! and ~29!#:

SX~t !5

NA fG~12a f !

p2

D9~0 !

utu22a f
, ~C7!

S f~t !5

AXG~12aX!

p2

D9~0 ! sgn~t !

utu22aX
. ~C8!

The next step is to use Eq. ~C3! the other way around to get
from Eqs. ~C7! and ~C8! the v dependance of the self-
energies:

SX9 ~v !5

N

p

A fD9~0 !

12a f

uvu12a f sgn~v !, ~C9!

S f9~v !5

1

p

AXD9~0 !

12aX

uvu12aX. ~C10!

It is necessary at this point to calculate the real part of both
self-energies. This can be done using the Kramers-Kronig
relation, but analyticity provides a simpler route. Indeed, by
noticing that S(z) is an analytic function of z and must be
univaluated above the real axis, we find

SX~z !5

N

p

A fD9~0 !

12a f

e i(a f 21)p/2

sin@~a f21 !p/2#
uzu12a f ,

S f~z !5

1

p

AXD9~0 !

12aX

e iaXp/2

sin@aXp/2#
uzu12aX.

The same argument shows from Eqs. ~C1! and ~C2! that

G f~z !5A f

e i(a f 11)p/2

sin@~a f11 !p/2#
uzu2a f , ~C11!

GX~z !5AX

e iaXp/2

sin@aXp/2#
uzu2aX. ~C12!

We can therefore collect the previous expressions, using
Dyson’s formula for complex argument,

G f
21~z !5z2S f~z !, ~C13!

GX
21~z !52

z2

U
1l2SX~z !, ~C14!

and this enables us to extract the leading exponents, as well
as the product of the amplitudes:

a f5

1

N11
, ~C15!

aX5

N

N11
, ~C16!

A fAX5
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1
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2

N

N11
D . ~C17!

We finish by computing the long-time behavior of the
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physical Green’s function Gd(t)5G f(t)GX(2t) together
with Eqs. ~C4! and ~C5!:

Gd~t !5

p

2~N11 !
tanS p

2

N

N11
D 1

pD9~0 !

1

t
. ~C18!

This proves Eq. ~37!. In principle, next to leading order

corrections can be computed by the same line of arguments,

although this is much more involved.12 Non-Fermi-liquid

correlations in the physical Green’s function would appear in

this computation.
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We study analytically the Mott transition of the N-orbital Hubbard model using dynamical mean-field theory

and a low-energy projection onto an effective Kondo model. It is demonstrated that the critical interaction at

which the insulator appears (Uc1) and the one at which the metal becomes unstable (Uc2) have a different

dependence on the number of orbitals as the latter becomes large: Uc1}AN while Uc2}N . An exact analytical

determination of the critical coupling Uc2 /N is obtained in the large-N limit. The metallic solution close to this

critical coupling has many similarities at low-energy with the results of slave boson approximations, to which

a comparison is made. We also discuss how the critical temperature associated with the Mott critical endpoint

depends on the number of orbitals.

DOI: 10.1103/PhysRevB.66.205102 PACS number~s!: 71.10.2w, 71.27.1a

I. INTRODUCTION

The Mott transition is one of the central problems in the

field of strongly correlated electronic systems. It is directly
relevant to many compounds, such as V2O3 , NiS22xSex ,1

fullerenes,2 and two-dimensional organics of the k-BEDT
family.3 Viewed from a more general perspective, the Mott
transition confronts us with the need to describe electrons in
a solid in an intermediate coupling regime, where perturba-
tive methods around either the localized or the itinerant limit
are of very limited use. The Mott phenomenon is also a key
issue for the development of electronic structure calculations
of strongly correlated materials, a subject of current intense
investigation.4

A breakthrough in the understanding of this problem re-
sulted from the development of dynamical mean-field theory
~DMFT!.5–8 Following the observation that a Mott transition
as a function of the interaction strength U takes place in a
~fully frustrated! one-band Hubbard model at half-filling9

within the DMFT, a rather surprising scenario was
unraveled.10 In the parameter space defined by temperature
and interaction strength, two kinds of solutions of the DMFT
equations were found, corresponding to an insulator and a
metal, with a region Uc1(T),U,Uc2(T) in which both
types of solution coexist. The spectral function of the insu-
lating solution has only high-energy features corresponding
to Hubbard bands, while the metallic solution also has a
low-energy quasiparticle resonance. Coexistence results in a
first-order phase transition at finite temperature. The first or-
der line ends into a second-order critical endpoint at T

5TMIT , U5UMIT at which the coexistence domain closes
(Uc1(TMIT)5Uc2(TMIT)5UMIT). At T50, the transition is
also second-order, because the metallic solution always has
lower energy than the insulating one. A qualitative picture of
the evolution of the spectral function as a function of control
parameters was obtained, and this resulted in successful ex-
perimental predictions.11

Early work on these issues relied heavily on an accurate
but approximate technique, the iterative perturbation

theory.6,10 Later on, exact results near Uc2(T50) were

obtained,12,13 thanks to the development of a renormalization

method exploiting the separation of energy scales that holds

true close to this critical coupling. This method performs a

projection onto a low-energy effective theory after elimina-

tion of the degrees of freedom corresponding to Hubbard

bands. A clear picture of the structure of the DMFT equa-

tions near the Mott transition and of the different critical

points was finally obtained through the introduction of a

Landau functional approach.14 These established results for

the one-band Hubbard model together with numerical meth-

ods for solving DMFT equations, such as Quantum Monte

Carlo9,15 and Numerical Renormalization Group,16 provide

now a consistent picture of the Mott transition within DMFT.

In this paper, we investigate the Mott transition in the

limit of large orbital degeneracy, within the DMFT. We es-

tablish analytically that the critical couplings Uc1(T50) and

Uc2(T50) are not only different, but that they have very

different scalings as a function of the number N of orbitals.

Indeed, Uc1 increases as AN , while Uc2 increases as N, so

that the coexistence region widens. Close to Uc2 , the sepa-

ration of scales which is at the heart of the projective method

becomes asymptotically exact for large N. This allows us to
determine exactly the value of the critical coupling Uc2 /N at
large N, and also to demonstrate that slave-boson-like ap-
proximations become asymptotically valid at low energy in
this limit. Finally, we discuss how the finite temperature
metal-insulator transition depends on the number of orbitals.

Our findings on the critical couplings are in agreement
with early QMC results for the two-orbital model (N54),17

and with recent results for higher values of N.18 A widening
of the coexistence window @Uc1 ,Uc2# as N increases is
clearly seen in these simulations. Also, for fixed N, the criti-
cal coupling required to enter the Mott state is largest19 at the
particle–hole symmetric filling n51/2. The present work
also puts the results of Refs. 20 and 21 in a new perspective;

there, a AN scaling of the critical coupling was proposed. We
find that this indeed applies to the coupling where the insu-
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lator becomes unstable (Uc1), while the true T50 Mott
transition ~at which the quasiparticle residue vanishes! takes

place at Uc2}N . Indeed, in Ref. 20, the AN scaling was
rationalized on the basis of a stability argument for the insu-
lator. Finally, the rather high temperatures considered in Ref.

21 explain why only the AN dependence was reported there:
distinguishing Uc2 from Uc1 requires significantly lower
temperatures.18

The limit of large orbital degeneracy is relevant to the
physics of systems with partially filled d- or f-shells, as well
as to fullerenes. Direct numerical approaches become pro-
hibitively difficult as the number of orbital increases ~QMC
methods scale as a power law of N, while exact
diagonalizations22 scale exponentially!. It is therefore impor-
tant for future research to develop approximate but accurate
impurity solvers which can handle many orbitals. The con-
trolled results that we establish in this paper can be used as
tests of these approximation methods.

II. MULTI-ORBITAL HUBBARD MODEL

We consider a generalized Hubbard model involving N

species of electrons, with Hamiltonian,

H52(
i , j

(
s51

N

t i jd is
† d js1

U

2 (
i

F (
s51

N

~d is
† d is2n !G 2

2m̃(
i

(
s51

N

d is
† d is , ~1!

where i,j are sites indices, s is the orbital index, m̃ is the
chemical potential, and n is the average density of particles
per species,

n5

1

N (
s

^d is
† d is& . ~2!

Introducing n in the Hamiltonian is just a convention for the
chemical potential m̃ . In particular, it is convenient at half-
filling where the particle–hole symmetry implies n5

1
2 and

m̃50. For a single site ~atom!, the spectrum consists of N

11 levels, with energies (U/2)(Q2nN)2 depending only on
the total charge on the orbital, Q50,...,N and with degenera-

cies (Q
N).

The usual single-orbital Hubbard model corresponds to
N52 (s5↑ ,↓). The Hamiltonian considered here has a full
SU(N) symmetry which includes both spin and orbital de-
grees of freedom. Starting from a more realistic model which
assumes an interaction matrix Umm8

between opposite spins
and Umm8

2Jmm8
between parallel spins, it corresponds to

the limit of isotropic Umm8
5U and vanishing Hund’s cou-

pling Jmm8
50.

When U is large enough, we expect a Mott insulating state
to exist at fillings n5Q/N , corresponding to an integer oc-
cupancy of each site on average Q51,...,N21. In this paper,
we investigate analytically the nature of these Mott transi-
tions within the DMFT. We consider only phases with no
magnetic ordering and study the transition between a para-
magnetic metal and a paramagnetic Mott insulator. In Sec.

III, we extract the large-N behavior of Uc1 and Uc2 using the
low-energy projective technique analysis of the DMFT equa-
tions introduced in Ref. 12 for N52 and extended in Ref.
23; we show that the equations for the Uc’s derived by this
method are greatly simplified for N→` in the sense that an
atomic limit becomes exact. In Sec. IV, we find quantitative
agreement between these results and a multi-orbital slave
boson method. Finally, in Sec. V, we consider the Mott tran-
sition at finite temperature.

III. LARGE-N BEHAVIOR OF Uc1 AND Uc2

A. DMFT and the low-energy projective method

Let us recall briefly the DMFT equations and their low-
energy projective analysis.12,13 DMFT maps the lattice
Hamiltonian above onto a multi-orbital Anderson impurity
model with the same local interaction term than in ~1! and a
hybridization function D(ivn). The local Green’s function
reads Gd(ivn)21

5ivn1m̃2D(ivn)2Sd(ivn). In this ex-
pression, m̃ is the chemical potential ~shifted by the Hartree
contribution! and Sd(ivn) is a local self-energy. A self-
consistency requirement is imposed, which identifies
Gd(ivn) with the on-site Green’s function of the lattice
model with the same self-energy Sd(ivn). This reads

Gd~ ivn!5E d«
D~« !

ivn1m̃2e2(d~ ivn!
. ~3!

In this expression, D(«) is the free electron density of state
~d.o.s.! corresponding to the Fourier transform of the hop-
ping matrix elements t i j . In the particular case of a semicir-
cular d.o.s. with half-width D52t , Eq. ~3! simplifies to

D~ ivn!5t2Gd~ ivn!. ~4!

Solving the impurity model subject to ~3! determines both
the hybridization function and the local Green’s function in a
self-consistent manner. In order to give an explicit Hamil-
tonian form to the Anderson impurity model, the function D
can be represented with an auxiliary bath of conduction elec-
trons cks , with effective single-particle energies ek and ef-
fective hybridizations Vk to the local orbital such that

D~ iv ![(
k

uVku
2

iv2ek

, ~5!

H5(
ks

ekck ,s
† ck ,s1(

k ,s
Vk~ck ,s

† ds1ds
† ck ,s!2m̃(

s
ds

† ds

1

U

2 F(
s

~ds
† ds2n !G 2

. ~6!

Within the DMFT, the Mott transition at Uc2 and T50 is
associated with a separation of energy scales. For U slightly
smaller than Uc2 , the d-electron spectral function has a sharp
quasiparticle peak, well separated from the high-energy Hub-
bard bands. Naturally, a small amount of spectral weight
does connect these two features in the metal. Slightly above
Uc2 , the Mott gap Dg separating the Hubbard bands of the
insulating solution is finite. While the weight Z of the quasi-
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particle peak vanishes at Uc2 , the Mott gap Dg disappears
only at the smaller critical coupling Uc1 . Because of the
self-consistency condition ~3!, the hybridization function of
the effective conduction bath ~and hence the ek’s) also dis-
plays this separation of scales.

This remark led the authors of Ref. 12 to use a projective

method in order to study the critical behavior at Uc2 . Within
this approach, the effective conduction electron bath is sepa-
rated into a high energy sector (kPH6) associated with the
upper (H1) and lower (H2) Hubbard bands, and a low-
energy sector (kPL) associated with the quasiparticle reso-
nance. The impurity model Hamiltonian is thus written as
~for simplicity we take VL and VH independent of k!

H5HL1HH1HHL , ~7a!

HL5 (
kPL ,s

ekck ,s
† ck ,s , ~7b!

HH5 (
kPH6,s

@ekck ,s
† ck ,s1VHck ,s

† ds1h.c.#

1

U

2 F(
s

ds
† ds2nG 2

2m̃(
s

ds
† ds , ~7c!

HHL5 (
kPL ,s

@VLck ,s
† ds1h.c.# . ~7d!

We note that the self-consistency condition ~3! implies that

(kPL VL
2 /t2 is proportional to the quasiparticle residue Z, so

that it is clear that the low-energy hybridization vanishes at
Uc2 .

In order to obtain an effective theory close to Uc2 , one
first diagonalizes the high-energy part HH of the Hamil-
tonian, and obtains an effective low-energy Hamiltonian by
expanding in VL . From the presence of a finite gap in the
high-energy bath ek ~for kPH6), HH describes an impurity
in a semiconducting bath. The position of the d-level ~i.e.,
the chemical potential! fixes the number of electrons in the
ground-state. For a charge Q5nN , this high-energy problem

has a (Q
N) degenerate ground-state, spanned by eigenvectors

um& ~with eigenenergy Egs). The detailed form of these states
is complicated ~they mix with higher impurity charge states
through VH), but they form a representation of the SU(N)

‘‘spin’’ group, of dimension (Q
N).

Using a generalized Schrieffer-Wolff ~SW! transformation

to order VL
2 in order to project onto the low-energy Hilbert

space ~defined by the selected charge sector of the impurity
d, and the low-energy sector for the conduction bath kPL),
one obtains an effective Kondo Hamiltonian,12,13,23

Heff5 (
kPL ,s

ekck ,s
† ck ,s1

VL
2

U (
kk8,mn ,ss8

Jmn
ss8Xmnck ,s

† ck8,s8
,

~8!

where Xmn[um&^nu is a Hubbard operator connecting two
states in the ground state manifold. The Hamiltonian con-
tains potential scattering terms for s5s8 and spin-flip

~Kondo! terms for sÞs8, with the spin operator Smn5Xmn

2dmnXrr. The matrix of ~dimensionless! coupling constants
reads13,23

Jmn
ss8[ K mUds8

† U

HH2Egs

dsUn L 2 K mUds

U

HH2Egs

ds8

† Un L .

~9!

We emphasize that the low-energy Hamiltonian has been de-

rived to first order in VL
2 ; this is asymptotically justified ex-

actly at the critical point ~and hence sufficient to determine
the critical coupling!, but deviations away from the critical
point require to consider higher order terms in VL . Finally,
we note that the bandwidth of this Kondo problem is of order

Zt, while the coupling is of order VL
2 /U;Zt2/U . Hence, the

dimensionless coupling constant of the effective low-energy
Kondo problem is of order one: we have an intermediate

coupling Kondo problem.14

The conditions that determine Uc1 and Uc2 have been
derived within the projective method12,23 and within the
more general Landau functional approach14 @in which the
stability of the insulating solution to different kinds of low-
energy perturbations is studied using a Landau functional of
the hybridization function D(ivn)]. The condition for Uc2

reads

Uc2
2

t2 5 (
abmn

S N

nN D 21

uJmn
abu2

1^Xmnca
† cb&~Jrn

gbJrm
ga*2Jmr

gbJnr
ga*!. ~10!

As explained in Refs. 14 and 23, an analogous equation is
found for Uc1 , where off-diagonal terms in the average are
taken to zero. For finite N, this equation is complicated to
solve, since the average on the right-hand side is a function
of J which we can only obtain by solving the low energy
Kondo problem explicitly. However, we will show in the
following that:

~1! Using the SU(N) symmetry, the tensor structure of J can

be parametrized with only two numbers A and B, which

are dimensionless functions of N, n, and VH /U . This

greatly simplifies ~10! ~Sec. III B!.
~2! An explicit calculation of A and B can be performed in

the atomic limit VH50. This allows us to show that the

two critical couplings have the following N-dependence

at large N:

Uc15ANŨc11¯ , ~11a!

Uc25NŨc21¯ . ~11b!

In fact, the atomic limit evaluation of A and B becomes

asymptotically exact when U is taken to be proportional

to N. This is not the case when U}AN , but we show that

corrections to the atomic limit do not modify the scaling

~11a!.
~3! For U}N , the effective Kondo problem can actually be

solved explicitly at large N, using standard techniques.

This allows for an explicit computation of the matrix

element ^Xmsca
† cb& involved in ~10!. Since, from the
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above remark, the effective couplings entering the

Kondo problem can be evaluated in the atomic limit in

that case, this allows us to determine the prefactor Ũc2

exactly ~Sec. III D!. Because the atomic limit is not as-

ymptotically exact for U}AN , we are not able to obtain

an exact determination of Ũc1 .

B. Simplication due to the SU„N… symmetry

Computing the couplings ~9! is a complicated task in gen-
eral, since it requires a knowledge of the states um&, un&, and
thus a diagonalization of HH . However, general consider-
ations based on the SU(N) symmetry of the model allow one

to reduce the unknown Kondo couplings Jms
ss8 to two dimen-

sionless numbers only. Let us consider the operator,

O1
ss8[ds

1

HH2Egs

ds8

†
. ~12!

Since the Hamiltonian is SU(N) symmetric, this operator
transforms under SU(N) with the representation F ^ F*5id
% ad: the tensor product of the fundamental F ~one box in the
Young tableau language! and its complex conjugate F* (N

21 boxes!, which reduces to the sum of the identity id and
the adjoint ad. If we denote by R the ground state represen-
tation ~a column with Q5nN boxes!, the tensor structure of
J is then given by the Wigner-Eckart theorem; we have to
find the occurrence of R in (id% ad) ^ R . We have a trivial
term id^ R5R and a single nontrivial one since ad^ R5R

% . . . , where ... denotes other irreducible representations.
Then we have

K nUds

1

HH2Egs

ds8

† Um L 5A1dss8
dmn1B1Cmn

ss8 , ~13!

where C are the Clebsch-Gordan coefficients ^Ruad^ R&.
In order to avoid the computation of C, we can use the

following argument. Let us consider the operator dsds8

†
,

which has the same symmetry as O1 , so the previous sym-
metry argument gives

^nudsds8

† um&5A2dss8
dmn1B2Cmn

ss8 ~14!

with the same C, but different coefficients A2 , B2 . Since
B2Þ0, we can eliminate C between the two equations. We

finally obtain the general form, valid to first order in VL
2 for

an SU(N) symmetric model,

Jmn
ss8

5Adss8
dmn1B^muds8

†
dsun& . ~15!

In this expression, A(N ,n;VH /U) and B(N ,n;VH /U) are
dimensionless coefficients which depend only on the dimen-
sionless ratio VH /U associated with the high-energy problem
~and of course a priori also on orbital number N and density
n!.

Inserting ~15! into Eq. ~10!, we obtain the simplified form
of the conditions which determine the critical couplings,

Uc1
2

t2 5~A1nB !2
1B2n~12n !~N11 !, ~16a!

Uc2
2

t2 5~A1nB !2
1B2n~12n !~N11 !2B2(

ss8

^Sss8
cs8

†
cs&.

~16b!

C. The atomic limit

The atomic limit approximation is defined by VH50. In
this limit, the states um& are just the impurity states um&0

[us1¯sQ& (Q50,...,N), without mixing with the high-
energy electron sector. In that case, A and B @from ~15!# can
be computed explicitly ~we choose here m̃50, i.e., the
chemical potential is bound to be at the center of a step in the
Coulomb staircase!. We find

A522, B54. ~17!

We note that these coefficients do not depend on N in the
atomic limit. Moreover, it is clear that, in general ~for an
explicit proof, see Sec. III D!

(
ss8

^Sss8
cs8

†
cs&}N2. ~18!

When using these results in ~16a!–~16b!, we obtain the
N-dependence of the critical couplings quoted in ~11a!–
~11b!.

This derivation relies on the use of the atomic limit VH

50. An important question is therefore to check that the
N-dependence of the critical couplings is not modified by the
interaction VH that dresses the atomic states um&. We examine
carefully this question in Appendix A, where we give an
explicit proof that this is indeed the case. The problem is in
fact quite different for Uc1 and Uc2 . For the latter, U must be

scaled as U5NŨ . In that case, we show in the Appendix
that the atomic limit calculation of A and B is in fact exact at
large N. This can be expected since the band gap diverges
with N, so that the Hubbard bands are well separated from
the low energy degrees of freedom. However, one might
worry that the growing number of orbitals ~N! could coun-
terbalance this effect. This is actually not the case, and we
show that the corrections to J ~or A,B! coming from VH are
subdominant in large-N, order by order in perturbation
theory. Moreover, the low-energy effective Kondo problem
becomes exactly solvable when U}N ~i.e., close to Uc2).
This is the subject of the next section ~Sec. III D!, in which

the exact value of the prefactor Ũc2 is obtained.
The problem is more involved for Uc1 , corresponding to

the scaling U}AN . In that case, corrections in VH beyond
the atomic limit do produce corrections to A and B ~hence to
J!. However, we are able to show ~Sec. 2 of the Appendix!
that these corrections are of order one, so that the scaling

Uc15ANŨc1 does hold.
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D. Explicitly large-N solution of the effective low energy

Kondo problem at Uc2

In this section, we explicitly solve the low energy effec-
tive Kondo problem in the large-N limit using standard

methods,24 in order to obtain the prefactor Ũc2 . The effec-
tive Hamiltonian ~8! reduces at order (1/N2) to

Heff5 (
kPL ,s

ekck ,s
† ck ,s

1

4VL
2

NŨ
(

kk8PL ,ss8

S f s8

†
f s2

dss8

2
D ck ,s

† ck8,s8
. ~19!

This model becomes exactly solvable at large N because the
Kondo coupling scales as 1/N ~which is a result of U}N).
Introducing an auxiliary boson field b conjugate to

(ks f s
† cks , and a Lagrange multiplier field l to enforce the

constraint (s f s
† f s5Nn , we see that, as N→` , the field b

undergoes a Bose condensation, and the saddle-point values
of the b, l fields are determined by the equations ~at T50)

G f
21~v !5v1l2b2GcL

0 ~v !, ~20a!

n52

1

p
E

2`

0

dv Im G f~v !, ~20b!

Ũc2

4VL
2 5E dtG f~t !GcL

0 ~t !5

1

p
E

2`

0

dv Im@G f~v !GcL
0 ~v !# .

~20c!

In this expression, GcL
0 denotes the Green’s function of the

low-energy part of the effective bath of conduction electrons,
in the absence of Kondo coupling, namely,

GcL
0 ~ iv !5 (

kPL

1

iv2ek

5

1

VL
2 DL~ iv !. ~21!

First we express the self-consistency condition ~3! or
more precisely its low-energy counterpart. We relate the low-
energy part of the on-site Green’s function, GdL(ivn), to the
auxiliary-fermion one, G f(ivn), by imposing that the low-
energy part of the interacting Green’s function of the effec-
tive bath of conduction electrons, GcL , can be calculated
either from the original Anderson model or from the low-
energy projected Kondo model, with identical results. GcL is

related to GcL
0 through the conduction electron T matrix,

GcL5GcL
0

1~GcL
0 !2T. ~22!

The Anderson model T-matrix is VL
2GdL , while it is b2G f for

the low-energy Kondo model. Therefore GdL is directly re-
lated to G f by

VL
2GdL5b2G f[T. ~23!

Using this in Eq. ~20a!, one finds the expression of GdL in
terms of the low-energy hybridization DL ,

GdL
21~ ivn!5

1

Z
~ ivn1l !2DL~ ivn!, ~24!

where we have introduced the notation,

Z[
b2

VL
2 . ~25!

We can finally obtain GdL in closed form by making use of
~24! into the self-consistency condition ~3! ~restricted to the
low-energy sector!. This yields

GdL~ iv !5E d«
D~« !

DL~ iv !1GdL
21~ iv !2«

~26!

5E d«
D~« !

1

Z
~ iv1l !2«

. ~27!

The low-energy part of the local spectral density reads

rdL~v ![2

1

p
Im GdL~v1i01!5DS v1l

Z
D . ~28!

By comparing this form of GdL to its expression in terms of
the local self-energy, we recognize that Z is the quasiparticle
weight and l yields the zero-frequency limit of Sd ,

m2Sd~0 !5

l

Z
, Z5F12

]Sd

]v
U

v50
G21

. ~29!

The value of l/Z can be determined by using the explicit
form of rd5Zr f into ~20b!,

n5E
2`

0

dv
1

Z
DS v1l

Z
D . ~30!

Changing variables, this leads to l/Z5m0(n), where m0(n)
is the noninteracting value of the chemical potential, defined
by

n5E
2`

m0

d«D~« !. ~31!

We note that this is precisely the result expected from Lut-
tinger’s theorem @we have m2Sd(0)5m0(n) which insures
that the Fermi surface volume is unchanged by interactions#.
Hence, the low-energy part of the spectral function ~quasi-
particle resonance! is simply given by

rdL~v !5DS v

Z
1m0~n ! D . ~32!

Its shape is simply given by the noninteracting d.o.s., cen-
tered at v52Zm0 and with a width renormalized by Z.

Second, we can now use ~20c! and Im@DLGf#
5@(v1l)/Z#Im Gf , to obtain

Ũc2

4
52

1

Z2 E
2`

0

dv~v1l !rdL~v ! ~33!
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52E

2`

0 dv

Z

v1l

Z
DS v1l

Z
D . ~34!

Clearly, Z drops out of this equation, which has therefore a

unique solution, the critical coupling Ũc2 at which Z van-
ishes. This is expected: the low-energy effective Hamiltonian
is valid only exactly at the critical point. A determination of
the critical behavior of Z slightly away from the critical point
would require considering higher-order terms in the effective
low-energy Hamiltonian. We therefore obtain the large-N
value of the critical coupling ~using the expression of l/Z
found above!

Ũc25

Uc2

N
54«0~n ! ~35!

with

«0~n ![2E
2`

m0~n !

d««D~« !. ~36!

This result is reminiscent of the critical coupling obtained in
the Gutzwiller or slave-boson method.25 A detailed compari-
son is made in Sec. IV. Taking for example a rectangular
d.o.s. of half-width D, Eq. ~35! yields

Uc2

N
54Dn~12n !. ~37!

Ũc2 is largest at half-filling (n51/2). This is because orbital
fluctuations are maximum there, so that it is more difficult to
destroy the metallic phase ~see however Ref. 19!. Obviously,
for finite N, a Mott transition is found only for rational val-
ues of n5Q/N with integer Q ~these values are dense on the
interval @0, 1# as N becomes large!.

Another way to obtain Uc2 is to use the criterion of Sec.
III C together with the present large-N limit in order to com-

pute the matrix element (ss8^Sss8
cs8

†
cs&. This can be ex-

actly evaluated at N5` using the effective action for the
Kondo model ~20!,

Seff5E
0

b

dt(
s

f s
† ]t f s2l(

s
~ f s

† f s2n !

1E
0

b

dt
2NŨ

4VL
2 b2

1(
s

b f s
† cs1bcs

† f s

2E
0

b

dtE
0

b

dt8(
s

cs
† ~t !GcL

0 ~t2t8!21cs~t8!.

~38!

Because this action is Gaussian, it is straightforward to get
the following average ~here s5Þs8):

^ f s
† f s8

cs8

†
cs&

5K f s
† f s8E

0

b

dtGcL
0 ~t !b f s8

†
~t !E

0

b

dt8GcL
0 ~t8!b f s~t8!L

52b2F E
0

b

dtGcL
0 ~t !G f~t !G 2

. ~39!

We find therefore,

(
ss8

^Sss8
cs8

†
cs&52N2b2FE dtG f~t !GcL

0 ~t !G2

1O~N !

~40!

which indeed scales as N2. Inserting this into ~16b!, we have

Uc254t
VL

AZt
NbE dtG f~t !GcL

0 ~t ! ~41!

which coincides with Eq. ~20c! since AZ5b/VL . Hence, we
have checked that both methods ~explicit large-N solution
and projective criterion of Sec. III C! yield the same result
for the critical interaction Uc2 .

IV. COMPARISON TO A SLAVE-BOSON APPROACH

In this section, we show that a multiorbital slave boson
approximation reproduces the previous results close to the
critical coupling Uc2 . This method is an extension to many
orbitals of the Gutzwiller approximation, formulated in terms
of slave bosons by Kotliar and Ruckenstein26 and extended
to many orbitals in Ref. 27. Indeed, with the scaling U

5NŨ , the Mott gap is of order N and quasiparticles domi-
nate the physics over most of the energy range. Furthermore,
expression ~28! for the physical spectral function close to
Uc2 contains precisely the same ingredients than in slave
boson methods, namely, a shift of the effective level which
insures Luttinger’s theorem, and a quasiparticle weight Z

~vanishing at the transition!. The self-energy contains no fur-
ther renormalizations ~in particular the quasiparticle lifetime
is infinite!. This bare-bone picture of a strongly correlated
Fermi liquid is precisely that emphasized by slave boson
approaches.

Following ~Ref. 27!, one introduces 2N slave bosons
fs1¯sp

associated with a given spin configuration s1¯sp

on the impurity orbital. The probability that the orbital is in a
given spin configuration is simply given by

^fs1¯sp

† fs1¯sp
& . The physical electron operator is repre-

sented as

da
†
5za f a

† , ~42!

with
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za[g1S (

p
(

a¹~s1 , . . . ,sp!
fas1¯sp

† fs1¯spD g2 , ~43!

g1[F12(
p

(
aP~s1 , . . . ,sp!

fs1¯sp

† fs1¯spG21/2

,

g2[F12(
p

(
a¹~s1 , . . . ,sp!

fs1¯sp

† fs1¯spG21/2

.

This representation is supplemented by two constraints

f a
† f a5(

p
(

aP~s1 , . . . ,sp!
fs1¯sp

† fs1¯sp
, ~44a!

15(
p

(
~s1¯sp!

fs1¯sp

† fs1¯sp
. ~44b!

At this stage, this is an exact representation of the Hilbert
space, which can be used to rewrite the Hubbard Hamil-
tonian. In order to obtain an approximate solution, we shall
assume that all auxiliary bosons undergo a Bose-
condensation, i.e., become static c-numbers, and that further-
more the corresponding expectation value depends only on
the total charge p and not on the specific spin configuration
s1 , . . . ,sp . We shall thus set, at each site,

f is1¯sp
5fp . ~45!

We emphasize that this approximation does not correspond
to a controlled saddle-point, even in the large-N limit, since
the number of auxiliary fields grows rapidly with N.

Using this ansatz, the Hubbard Hamiltonian can be rewrit-
ten in the form;

H52(
i , j

(
s51

N

t i jz
2 f is

† f js1

U

2 (
i

(
p50

N S N

p Dfp
2~p2Nn !2

~46!

with

z5

1

An~12n !
(
p50

N21 S N21

p Dfpfp11 ~47!

and the constraints,

(
p50

N S N

p Dfp
2
51, ~48!

(
p51

N S N21

p21 Dfp
2
5n[^ f s

† f s& . ~49!

The free-energy corresponding to this Hamiltonian must then
be minimized with respect to the N11 variational param-
eters fp’s, subject to the two constraints above. In the fol-
lowing, we briefly outline this procedure, focusing for sim-
plicity on the half-filled case (n51/2) at zero-temperature.

In this case, particle–hole symmetry makes the analysis
simpler. It implies that fp5fN2p , and it can then be shown

that the constraint (p51
N (p21

N21)fp
2
5n51/2 is automatically

satisfied when the first one @(p50
N (p

N)fp
2
51# is. Evaluating

the ground-state energy of ~46! yields the following expres-
sion to be minimized at T50 ~subject to just one constraint!:

1

N
E0524«0F (

p50

N21 S N21

p Dfpfp11G 2

1

Ũ

2 (
p50

N S N

p Dfp
2S N

2
2p D 2

~50!

with «0 the ~absolute value! of the noninteracting kinetic

energy per orbital @as defined in ~36!#, and Ũ[U/N , as de-
fined above.

It is clear from the Hamiltonian ~46! that this slave-boson
approximation leads to a picture of quasiparticles with no
residual interactions. The quasiparticle weight reads

Z5z2
5

1

n~12n ! S (
p50

N21 S N21

p Dfpfp11D 2

, ~51!

while the chemical potential shift l in the previous section
corresponds in the present context to the Lagrange multiplier
associated with the constraint ~44a! ~it vanishes at half-
filling!.

We also note that the noninteracting limit is correctly re-
produced, thanks to the square-root normalization factors26

introduced in ~43!. In that limit, Z51 and E052N«0 .
In order to analyze the Mott transition, we note that

within this approach, an insulating solution can be found for

arbitrary strength of the coupling U. It corresponds to the
trivial solution.

fN/2
2

5S N

N/2D 21

, fp50S pÞ
N

2
D ~52!

which yields the T50 occupancies in the atomic limit. This
solution is always an extremum of the variational energy
~corresponding to a boundary!, but not always a minimum.

Indeed, a minimum with a lower energy exists for Ũ

,Ũc2 . To find this critical coupling, we perturb around the
trivial solution. Close to Uc2 , only the occupancies of the

states with charge N/261 matter, and we set fN/2
2

5(N/2
N )21

1¯ , fN/2615df , and fp5¯ otherwise @where ~¯! de-
note terms that can be neglected#. The energy difference with
the trivial insulating solution reads

DE524«0

S S N21

N/2 D1S N21

N/221 D D 2

S N

N/2D df2
1

Ũ

2
S S N

N/221 D

1S N

N/211 D D df2. ~53!

Hence, the critical coupling at which the metallic solution
disappears reads
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Ũc2516«0

S N21

N/2 D 2

S N

N/2D S N

N/221 D 54«0

N12

N
. ~54!

This value coincides with that obtained by Lu25 using the
Gutzwiller approximation. Remarkably, it agrees with our
exact result in the N→` limit. Together with the consider-
ations above, this suggests that such a slave boson approach
becomes asymptotically exact, at low-energy and close to the
critical coupling Uc2 , in this limit. This estimate of the criti-
cal coupling is already quite accurate for the smallest value
of N52 ~we take for reference a semicircular band with
half-width D51),

Uc~N52 !5

8D

3p
~N12 !.3.3 ~55!

~the NRG and the projective analysis of the one-orbital
model indicate that Uc is very close to 3!. On the other hand,
the large-N solution given by Eq. ~35! obviously misses the
subleading term of order N0, and is therefore inaccurate at
small N.

The behavior of the quasiparticle weight close to the tran-
sition can be obtained by expanding the energy to next order

in df, taking into account that fN/26q
2 ;(12Ũ/Ũc2)q ~so

that only the terms with q50,61 matter!. This yields

Z512

U

Uc2

1¯ . ~56!

We note that there are no 1/N prefactors in this expression
when couplings are scaled properly.

It is not entirely obvious to decide what the critical cou-
pling Uc1 is within this approach. Since the insulating solu-
tion exists for arbitrary U, one might be tempted to conclude
that Uc150. Another criterion would be to find at which
coupling the optical gap of the insulator vanishes. Unfortu-
nately, the above approximation ~condensed bosons! is insuf-
ficient to discuss high-energy features ~Hubbard bands!.
Studies that go beyond this approximation28 and incorporate
fluctuations of the slave bosons suggest that the optical gap
closes at Uc2 ; in that sense the slave boson approximation
does not yield a coexistence regime, in contrast to the exact
results established above ~which are the generic situation
within DMFT!.

V. FINITE TEMPERATURE TRANSITIONS

We conclude this paper by addressing the finite-
temperature aspects of the transitions discussed above. As in
the one-band case, we expect a coexistence region Uc1(T)
<U<Uc2(T) at finite temperature, which closes at a
second-order ~liquid-gas! critical point (UMIT ,TMIT), with
Uc1(TMIT)5Uc2(TMIT)5UMIT . Comparison of free-
energies then yield a first-order transition line T5Tc(U) for
T,TMIT . This has been the subject of many studies in the
single orbital case, and is now established on firm grounds.
However, no analytical estimate of the critical temperature

TMIT is available. This is highly desirable, since this scale
appears to be strongly reduced in comparison to the elec-
tronic bandwidth. It would also be interesting to know how
this scale depends on the orbital degeneracy.

Let us start with a qualitative argument, which has two
merits in our view: ~i! it allows us to understand why TMIT /t
is such a small energy scale for a small number of orbitals,
and ~ii! it provides a lower bound on TMIT . This argument is
based on a comparison of the energy difference between the
metallic and insulating solutions at T50, to the correspond-

ing entropy difference. For U5NŨ close to Uc2 , the energy
difference DE0[E I(T50)2EM(T50) is expected to be-
have as

DE05N
~Ũc22Ũ !2

Ũc2

1¯ . ~57!

This is indeed supported by the slave-boson calculation of
Sec. IV. The entropy difference DS5S I2SM is dominated
by the entropy of the insulating solution ~which has a degen-
erate ground-state! since the entropy of the metal vanishes
linearly with T at low temperature T. Therefore,

DS0;lnS N

N/2D;N ln 2. ~58!

This allows us to estimate the behavior of the first-order
critical line Uc(T) @or Tc(U)] at low-temperature ~i.e., for U

close to Uc2). Indeed, the transition into the insulating state
upon raising temperature occurs when the entropic gain over-
comes the energy cost, leading to

Tc~U !.
~Ũc22Ũ !2

Ũc2

. ~59!

This estimate is valid only at very low temperature, close to
the T50 critical point U5Uc2 . It indicates a quadratic de-
pendence of the critical line, with a prefactor which is inde-
pendent of N.29

When Uc1 is close to Uc2 , which is the case for a small
number of orbitals ~in particular in the one-band case!, one
can roughly estimate the critical endpoint TMIT by using ~59!
in the regime of couplings where the insulating solution dis-

appears, leading to TMIT.(Ũc22Uc1 /N)2/Ũc2 . It is clear
from this formula that the ratio TMIT /t is small because of
the small energy difference between the metallic and insulat-
ing solutions. For a larger number of orbitals however, this
can only produce a lower bound on the critical endpoint
TMIT . Indeed, the energy difference close to TMIT is certainly
underestimated by ~57!, while the entropy difference is re-
duced as compared to N ln 2 since the entropy of the metal
cannot be neglected at TMIT ~we note that it behaves as gT

with g}N). This argument shows that TMIT /t must either
saturate to a constant, or increase with N, as N increases.

We now turn to a more quantitative study of these finite-
temperature issues, using the Landau functional formalism
introduced in Ref. 14. A functional of the effective hybrid-
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ization is introduced, which reads, for the N-orbital model on
the Bethe lattice ~semicircular d.o.s.!,

F@D#5

N

2t2

1

b (
n

D~ ivn!2
1ln Z imp@D# ~60!

in which Z imp is the partition function Z5Tr e2S imp of the
effective impurity model, defined by the action,

S imp5E
0

b

dt(
s

ds
1]t ds1

U

2 F(
s

~ds
1ds2n !G 2

1E
0

b

dtE
0

b

dt8D~t2t8!(
s

ds
1~t !ds~t8!. ~61!

This functional is locally stationary for these hybridization
functions which satisfy the DMFT equations,

dF

dD
50⇔D~ ivn!5t2G~ ivn!. ~62!

The local stability of these DMFT solutions is controlled by
the matrix of second derivatives,

xnm[
d2F

dD~ ivn!dD~ ivm!
5

N

t2 1Knm , ~63!

with, using ~60!, ~61!,

Knm5

1

b2 E
0

b

¯E
0

b

dt1dt18dt2dt28e ivn~t182t1!1ivm~t282t2!

3 (
s1s2

@^Ttds1

1 ~t1!ds1
~t18!ds2

1 ~t2!ds2
~t28!&

2^Ttds1

1 ~t1!ds1
~t18!&^Ttds2

1 ~t2!ds2
~t28!&# . ~64!

A solution of the DMFT equations is locally stable provided
the xnm matrix has no negative eigenvalues when evaluated
for this solution. Hence, the couplings Uc1(T) @resp.
Uc2(T)] correspond to the instability line of the ~U,T! plane
along which a negative eigenvalue appears when xnm is
evaluated for the insulating ~resp. metallic! solution. For T

50, these instability criteria should coincide with those de-
rived from the projective method described above @as veri-
fied below for Uc1(T50)]. The critical endpoint T5TMIT is
such that, for T.TMIT , no negative eigenvalue is found, at
any coupling U, when the stability matrix is evaluated on the
~unique! DMFT solution. It should thus be noted that, in
order to determine (UMIT ,TMIT), it is not necessary to know
both Uc1(T) and Uc2(T); either one of them is in principle
sufficient.

The practical difficulty in performing this stability analy-
sis at finite temperature is that ~i! it requires a knowledge of
the finite-T solution of the DMFT equations—or at least a
reasonable approximation to it—and ~ii! the two-particle cor-
relator ~64! must be evaluated for this solution. Completing
this program, for arbitrary orbital degeneracy, using numeri-
cal methods, is beyond the scope of this paper. However, we
would like to present here a simpler calculation which gives
some insight in the dependence of Uc1(T) ~and of TMIT) on

the orbital degeneracy N. What we have done is to use the
atomic limit as a very rough first approximation to the insu-
lating solution. We have evaluated the two-particle correlator
Knm and the stability matrix xnm in this limit, for arbitrary N.
This can be directly implemented on the computer, using the
spectral decomposition of Knm onto atomic eigenstates
~some details are provided in Appendix B!. The stability ma-
trix is then diagonalized numerically ~a truncation to a large
number of Matsubara frequencies is made!, and we search
for the line in the ~U,T! plane where a negative eigenvalue is
first found.

The result of this calculation ~for the half-filled case n

51/2) is depicted in Fig. 1. There, the temperature below
which a negative eigenvalue is found is plotted as a function
of U. We first observe that no instability is found above a
critical value of U, which does coincide with the value ~16a!;

Uc1(T50)/t.4AN11 estimated above from the projective
method ~in the atomic approximation!. This is a nontrivial
consistency check on our calculations. Secondly, we find that
the instability lines for different values of the orbital degen-
eracy N can all be collapsed on a single curve when both T

and U are rescaled by AN11. This can be understood from
the fact that, in the atomic limit, only the two scales U and T

enter the two-particle correlator Knm ~not t!, and that K is of
order N2, so that the instability criterion can be written ~from

dimensionality considerations!, Ũ/t5F((T/AN11)/Ũ).
Naturally, we do not expect the curve in Fig. 1 to be a quan-
titatively reliable determination of Uc1(T), because of the
atomic approximation involved. In particular, we see that,
instead of terminating at a critical endpoint (UMIT ,TMIT), the
instability line in Fig. 1 bends back, yielding a stability win-
dow at small U which is certainly a spurious aspect of the
approximation. Hence only the branch of the curve corre-
sponding to larger values of U has physical significance.

It is tempting to conclude, from the observed scaling with
AN11, that TMIT itself will grow in that manner as N is
increased. Indeed, we note that recent QMC calculations by
Amadon and Biermann18 do show a marked increase of TMIT

FIG. 1. Instability temperature below which a negative eigen-

value is found when the stability matrix xnm of Eq. ~63! is evaluated

in the atomic approximation. The various curves are for increasing

number of orbitals (N52,4,6,8,10,20), and an almost perfect scal-

ing with T/AN11 and U/AN11 is found.
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with N, not inconsistent with a AN scaling. However, we do
not consider this issue to be entirely settled; rather, this
atomic estimate provides an upper bound on the growth of
TMIT with N. Indeed, it neglects the presence of the quasi-
particle resonance ~which is reduced but still present as tem-
perature is raised close to TMIT). The resonance makes the
solution less stable, so that the atomic calculation is likely to
overestimate TMIT . Combined with the above entropy argu-
ment ~which provides a lower bound!, we conclude that
TMIT /t is an increasing function of N at moderate values of
N, which either saturates at large-N or increases at most as
AN . Clearly, a more refined analysis of the above stability
condition is required to settle this issue.

VI. CONCLUSION

In this paper, we have studied the Mott transition of the
N-orbital Hubbard model in the fully symmetric case. The
physical picture is qualitatively the same as for N52, i.e., a
coexistence region exists between an insulating and a metal-
lic solution within two distincts critical couplings Uc1 and
Uc2 . We have shown that these critical couplings do not

have the same dependence on the number of orbitals, as the

latter becomes large; Uc1}AN while Uc2}N . We have ob-
tained an exact analytical determination of the critical value

Ũc25Uc2 /N in this limit. These results explain the widening
of the coexistence window @Uc1 ,Uc2# observed in the nu-
merical simulations of Ref. 17, and more recently in Ref. 18.
Our findings also put the results of Refs. 20 and 21 in a new
perspective, as discussed in the Introduction.

We have shown that, at large N and close to the critical

coupling Uc2 , the scaling U5NŨ is appropriate, so that the
separation of scale which is at the heart of the projective
method becomes asymptotically exact. The low-energy phys-
ics close to Uc2 is then well described by slave-boson-like
approximations. This is the case in particular for the quasi-
particle peak in the spectral function, which is separated

from Hubbard bands by a large energy ~of order NŨ) and is
accurately described by the simple form ~32!. In view of
practical applications to electronic structure calculations with
large orbital degeneracy ~e.g., f-electron systems!, it would
be highly desirable to have also an analytical determination
of the high-energy part of the spectral function in the large-N
limit ~or at least reasonable approximations to it!. This is left
for future investigations.

Another issue that we have only partly addressed is the
finite-temperature aspects of these transitions. The whole
finite-temperature coexistence region widens as N is in-
creased, and the critical temperature associated with the Mott
critical endpoint does increase with the number of orbitals at
intermediate values of N. The precise behavior of TMIT /t at
large N deserves further studies, however.
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APPENDIX A: LARGE-N SCALINGS AND THE ATOMIC

LIMIT

In this Appendix, we provide a detailed proof that the
corrections in VH to the atomic limit (VH50) do not modify
the large-N dependence of the critical couplings. This is done
by an explicit investigation of the structure of these correc-
tions. Moreover, we show that for U}N ~i.e., when Uc2 is
considered!, these corrections only produce subdominant
terms which can be ignored at large N.

1. Corrections in VH for UÄNŨ

For our purpose, the operator HH can be written,

HH5HH
0

1HH
1 ,

HH
0

5 (
kPH6,s

ekck ,s
† ck ,s1

U

2 F(
s

~ds
† ds2n !G 2

,

HH
1

5VH(
s

(
k

ck ,s
† ds1ds

† ck ,s . ~A1!

First, let us consider the ground state energy Egs . As the
lower Hubbard band H2 is filled in um&0 , we prefer to re-
move the constant contribution (kPH2,sek , so that the ze-

roth order energy is E050^muHH
0 um&050. The next order

term dE150^muHH
1 um&0 is zero by conservation of the total

charge Q on the d-level, so we need to look at the second
order contribution,

dE25(
uc&

u^cuHH
1 um&0u2

E02Ec

52~N2Q ! (
kPH2

VH
2

U
2 2ek

2Q (
kPH1

VH
2

U
2 1ek

~A2!

since uc& can only possess a charge Q11 ~resp. Q21) for
the d-electron and a hole ~resp. particule! excitation in the
bath. Clearly as ek is negative ~positive! for kPH2 (H1),

the denominators are of order N ~since U5NŨ) and dE2 is
therefore scaling as N0 at large N. We would like to infer this
to be true at all order in the development in VH . One can
easily classify into two categories the intermediate states that

appear at order VH
4 and beyond. There can either be a charge

different form Q on the impurity ~as in the previous compu-

tation at order VH
2 ) and then the denominator coming from

this state provides ~at least! a factor N21 by the presence of

the Coulomb energy U5NŨ . Or the impurity can be found
in a charge Q state ~with possibly a reorganization of the spin
configuration! without a Coulomb energy cost. However this
state possesses also many particle–hole excitations in the
bath, and this leads to a denominator which scales as the
Mott gap Dg . For example, let us consider such a ket gen-

erated at order VH
4 , like us1¯sQ&du2¯N&2u1&1 . This par-
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ticular state ~but the argument is general!, contributes a fac-
tor (ek2ek8

)21, where kPH2 and k8PH1. This quantity is

always smaller than Dg
21 because the Mott gap Dg is also the

gap of the ck ,s electrons ~through the self-consistency!. As

the gap Dg is expected to be of order U5NŨ when U is
close to Uc2 , each particle–hole excitation also provides a
factor N21 in the perturbative expansion. This is enough to
conclude that, at a given order in perturbation theory, each of
the denominator gives a factor N21 that balance the combi-
natorial factor coming from the string of charge excitation on
the impurity level. Thus Egs is at most of order 1 when N is
large.

We finally need to compute Jmn
ss8 at large N. Let us con-

sider first the case mÞn , so that m and n will differ by only
one spin flip s↔s8. We can now calculate at the lowest
order in VH the desired matrix element,

G[K mUds

1

HH
0

1HH
1

2Egs

ds8

† UnL , ~A3!

with

um&[um&01um&1 ,

um&15 (
kPH2,s

VH

U

2
2ek

ds
† ck ,sum&0

1 (
kPH1,s

VH

U

2
1ek

ck ,s
† dsum&0 . ~A4!

The contribution at order (VH)0 is therefore

dG050K mUds

1

HH
0

2Egs

ds8

† UnL
0

;
2

U
~A5!

because Egs5O(1) and U5NŨ . All terms coming at order
VH cancel by conservation of the charge, so we examine now
the next leading order for G, dG2 , which is composed of
three terms: one from the correction by VH to each of the two
external kets, one from the development of the denominator

in ~A5! at order VH
2 , and a mixed term ~between only one ket

correction and the denominator developed at first order!. Let
us examine the first of these second order contributions,

dG2
~1 !

51K mUds

1

HH
0

2Egs

ds8

† UnL
1

. ~A6!

The state ds8

† un&1 is composed of charge Q12 excitations

~with energy 22U/2) and of particle–hole excitations in the
bath with a charge Q on the impurity ~this has the energy
ek2ek8

). Both energies scale like N and contribute an over-

all factor N23 to dG2
(1) . There is also a combinatorial factor

of order N coming from the choice in the spin-excitation in
un&1 , but there is none from the state um&1 as the spin con-

figuration in ds8

† um&1 is fixed by the one in ds8

† un&1 . There-

fore dG2
(1)

5O(N22). The same argument works for the two

other contribution at order VH
2 .

More generally, at a given order p in the development in
VH , each of the p11 denominators provides a factor of
order N21, because there is a finite gap Dg;Uc2}N be-
tween the two Hubbard bands.30 However the string of p

spin-flips generated by the Hmix terms only contributes to an
overall combinatorial factor at most Np/2 because one has to
connect two fixed external configurations un& and um&. Hence
in the limit of large N all terms after the first one are sub-
dominant, so that

G5dG01OS 1

N2D 5

2

U
5

2

NŨ
~A7!

meaning that the atomic result for G is exact in the large-N
limit when U}N .

At this stage, we want to stress a posteriori that the hy-
potheses made in the preceding argument are consistent with
this result. First it is correct to fix the chemical potential m̃
50 from the atomic limit (VH50), because perturbative
corrections do not change the occupancy of the d-orbital, as

can be checked from a direct expansion in VH of ^(sds
† ds&.

Finally the existence of a large Mott gap Dg}N can also be
justified on the same grounds.

2. Some remarks about Uc1

When U}AN on the other hand, the perturbative series
for G does not appear to stop after the first contribution,
showing that Uc1 is affected by VH in the large N limit. It is
however straightforward to follow the line of arguments
given in Sec. III C to see that each term in this development

provides a leading contribution of order 1/AN ~using U

;Dg}AN). G cannot be computed exactly in that case, be-

cause B(N ,n;VH /(ANŨ)) is now a nontrivial function of

VH /Ũ at N5` . But this is enough to conclude that

B(N ,n;VH /U) is of order 1 at large N when U}AN , so that

the result Uc1;ANŨc1 holds. However, an exact evaluation

of Ũc1 appears to be a difficult task, even at N5` .

APPENDIX B: NUMERICAL CALCULATION OF THE

STABILITY MATRIX IN THE ATOMIC LIMIT

In this appendix, we provide details on the computation of
the stability matrix xnm in the N-orbital atomic limit ~cf. Fig.
1!. First, we use a spectral decomposition over the atomic
eigenstates in Eq. ~64!. This yields

Knm5A~ ivn ,2ivn ,inn ,2inn!/Zat2B~ ivn!B~ inn!/Zat
2

with

Zat5 (
Q50

N

e2bEQS N

Q D ,
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A~v j , j51•••4 ![N (

0<Q<N

P̄P S̄4

e2bEQe~P !~C1~Q ,P !1~N21 !C2~Q ,P !!F4~vP~ j !1DQ1S
i5 j11
4 aP~ i ! ,aP~ j ! , j51•••4 !,

B~ ivn![N (
Q50

N

e2bEQF S N21

Q21 DF2~ ivn1DQ21,1 ,2ivn1DQ ,21!2S N21

Q DF2~2ivn1DQ11,21 ,ivn1DQ ,1!G ,

C2~Q ,P ![5
e~P !S N22

Q22 D if P21~1 !,P21~2 ! and P21~3 !,P21~4 !

e~P !S N22

Q D if P21~1 !.P21~2 ! and P21~3 !.P21~4 !

2e~P !S N22

Q21 D else

,

C1~Q ,P ![5
S N21

Q21 D if P21~$1,3%!5$1,3%

S N21

Q D if P21~$1,3%!5$2,4%

0 else

Fn~v j , j51¯n ![E
b.t1.¯.tn

S )
i51

n

dt iD expS (
i51

n

v jt jD .

In these expressions, EQ[U(Q2N/2)2/2 are the atomic energy levels, DQ ,a[EQ1a2EQ , e is the signature of the permuta-
tion P, and we used the notation f (x j , j51¯4)[ f (x1 ,x2 ,x3 ,x4). We compute F4 and F2 , using the relations v11v2

1v31v450 and v11v250, respectively. The algorithm can be decomposed into three functions: ~i! From U and T,
compute xnm for unu, umu,100 and then its lowest eigenvalue E0(U ,T); ~ii! Find a point p0 below the instability temperature
T i and a majoration TM of max(Ti) and UM of Uc1 ; define a path in the ~U,T! from ~0, 0! to (0,TM) to (UM ,TM) to (UM ,0);
~iii! For about 50 points p on this path, solve for E0(U ,T)50 on the line defined by p and p0 using a dichotomy. To speed up
the computation, the sums over permutations and Q in A and B are expanded automatically into C11 code, which is inlined
in the main program. Diagonalizations are performed using the Fortran LAPACK library. Codes will be available at www-
spht.cea.fr/parcolle/.
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5. E�ets des 
u
tuations spatiales et del'�e
rantage sur la transition de MottLe but de 
e 
hapitre est de tenter de lever quelques limitations inh�erentes �a lath�eorie de 
hamp moyen dynamique. La te
hnique de rotateur es
lave d�evelopp�eepr�e
�edemment sera tr�es utile dans 
e but, et va nous permettre dans un premiertemps d'�etudier de nouveaux e�ets dus �a la dimension �nie dans la phase para-magn�etique du mod�ele de Hubbard (se
tion 5.1), 
e qui 
onduira �a une modi�
a-tion plausible du s
�enario DMFT de la transition de Mott 1. Nous allons ensuiteexaminer une extension lo
ale du 
hamp moyen dynamique qui permet l'in
lusiond'intera
tions �a plus longue port�ee (se
tion 5.2), motiv�ee par la question de lad�egradation de l'�e
rantage au voisinage de la transition m�etal-isolant 2.5.1 S
�enario pour la transition de Mott en dimension �nie5.1.1 MotivationLes r�esultats 
onnus sur la transition de Mott et illustr�es dans les 
hapitres pr�e
�edents(
ara
t�ere premier ordre de la transition, �etat m�etallique fortement renormalis�e, 
rossoversentre les di��erents r�egimes de 
ondu
tion) 
onstituent en quelque sorte la trinit�e de la th�eoriede 
hamp moyen dynamique. Nous avons 
onduit au 
hapitre 2 une 
omparaison assez d�etaill�eeentre 
ette th�eorie et les r�esultats exp�erimentaux obtenus sur des syst�emes de fermions 
orr�el�es,qui semble en e�et 
on�rmer 
es pr�edi
tions.Nous allons essayer i
i de pointer du doigt quelques insuÆsan
es de 
ette des
riptionth�eorique. En e�et, bien qu'il reste de nombreuses questions autour des syst�emes de fermions
orr�el�es �a deux dimensions (nature de l'isolant de Mott, instabilit�e du liquide de Fermi...), onpeut 
ependant anti
iper quelques e�ets simples qui sont absents de la solution DMFT, etque l'on s'attend �a observer exp�erimentalement. On va questionner i
i le 
ara
t�ere lo
al de laself-�energie en DMFT, qui 
onduit �a une divergen
e de la masse e�e
tive �a la transition deMott. Cet e�et a le mauvais goût de 
onduire �a l'annulation du fa
teur de Wilson au point
ritique, en 
ontradi
tion �evidente ave
 les exp�erien
es, 
omme l'indique la �gure 1.5. On peutpenser qu'en r�ealit�e les 
u
tuations magn�etiques permettent de 
ouper 
ette divergen
e. Ditautrement, l'ex
�es d'entropie de la phase isolante doit être �eva
u�ee par le 
ouplage entre lesmoments magn�etiques (grâ
e �a l'intera
tion d'�e
hange).1Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 A. Georges (arti
le en pr�eparation).2Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 A. Georges et L. de' Medi
i (arti
le en pr�eparation).145



CHAPITRE 5. EFFETS DES FLUCTUATIONS SPATIALES ET DE L'�ECRANTAGELa remarque pr�e
�edente nous m�ene �a re
onsid�erer le s
�enario proprement dit de la transi-tion de temp�erature nulle. Rappelons d'abord que l'on peut 
lasser les appro
hes th�eoriques duph�enom�ene en deux 
at�egories di��erentes, mais 
ompl�ementaires. Une premi�ere id�ee est d'abor-der la transition par le 
ôt�e itin�erant, en partant d'un �etat m�etallique qui est progressivementrenormalis�e par les intera
tions, et qui �nit par disparâ�tre lorsque la r�epulsion 
oulombienneest trop importante : 
'est le s
�enario de Brinkman-Ri
e [1℄, que l'on a illustr�e aux se
tions4.1 et 4.3, et qui 
orrespond �a la situation pr�es de U
2 en 
hamp moyen dynamique. L'autreappro
he 
onsiste �a se fo
aliser sur l'isolant de Mott (typiquement grâ
e �a un d�eveloppementde 
ouplage fort, ou par tron
ation des �equations du mouvement du mod�ele de Hubbard), et�a r�ealiser la transition par fermeture du gap de Mott : 
'est le s
�enario de Mott-Hubbard [2℄qui est illustr�e par la transition �a U
1 en 
hamp moyen dynamique 3. En �n de 
ompte, DMFTaboutit �a une transition du premier ordre �a temp�erature �nie dans la mesure o�u elle r�ealise unes�eparation entre 
es deux ph�enom�enes, 
'est �a dire U
1 < U
2 stri
tement [3℄. Alors que le
ara
t�ere premier ordre ne fait pas de doute au vu des exp�erien
es sur V2O3 et sur les orga-niques bidimensionnels, on peut se demander si la s�eparation d'�e
helle stri
te que l'on trouveen DMFT peut être due �a une 
ertaine singularit�e de la limite de dimension in�nie 4.Il est diÆ
ile d'apporter une r�eponse aux interrogations pr�e
�edentes. Il faut en e�et re-marquer qu'il n'existe pas de te
hnique �able qui permette de d�e
rire d'une mani�ere �equitablel'�etat m�etallique renormalis�e et la physique de Mott, pour des mod�eles de dimension �nie. Nousallons voir i
i que les rotateurs es
laves apportent une premi�ere r�eponse �a 
ette question.5.1.2 Mod�ele de Hubbard �a trois dimensions : rotateurs es
lavesL'id�ee est d'utiliser la repr�esentation d y� = f y� e i� pour �etudier dire
tement le mod�ele deHubbard en dimension �nie. Pour 
ela, on d�emarre ave
 l'�e
riture de 
e mod�ele en terme dephases, �equation (4.1), et on s'apprête �a r�ealiser une approximation analogue �a 
elle men�eesur l'hamiltonien d'Anderson �a la se
tion 3.4. On part de l'expression de l'a
tion en tempsimaginaire :S = ∫ �0d�∑i� f yi�(�� + �0 � hi)fi� +∑i (���i + ihi)22U �∑ij� tijf yi�fj�e i�i�i�j (5.1)qu'on d�e
ouple ave
 des variables bosoniques vivant sur les liens du r�eseau :S = ∫ �0d�∑i� f yi�(��+�0�hi)fi�+∑i (���i + ihi)22U +∑ij [tijQijQij �Qijtije i�i�i�j �∑� Qijtijf yi�fj�](5.2)On �e
rit ensuite une repr�esentation g�en�eralis�ee pour le rotateur, ave
 des variables angulairesO(M), e i�i ! Xi�, imposant la 
ontrainte ∑� jXi�j2 = M, o�u � = 1 : : :M. On a don
3En fait, l'annulation du gap de Mott �a U
1 est prouv�ee pour la solution IPT, mais il se pourrait que le gap nese ferme pas 
ompl�etement dans la solution exa
te des �equations DMFT.4La s�eparation U
1 < U
2 a longtemps �et�e d�ebatue en 
hamp moyen dynamique même, mais est �a l'heurea
tuelle 
ompl�etement �etablie �a partir des �equations DMFT [4,5℄.
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5.1. SC�ENARIO POUR LA TRANSITION DE MOTT EN DIMENSION FINIEl'expression suivante :S = ∫ �0d�∑i� f yi�(�� + �0 � hi)fi� +∑i� [ j��Xi�j22U � hiUXi���X�i� + �i(jXi�j2 �M)]+ ∫ �0d� M∑ij tijQijQij �∑ij� tijQijf yi�fj� �∑ij� tijQijXi�X�j� +M∑i (hi � h2i2U) (5.3)que l'on r�esoud dans la limite N et M grand 5. En supposant l'invarian
e par translation dansl'espa
e, on aboutit �a des �equations de 
ol simples 6, que l'on �e
rit dans le 
as parti
ule-trousym�etrique (�0 = h = 0) : 1 = ∫ d� D(�) 1�∑�n 1�2n=U + �+Q� (5.4)DQ = � ∫ d� D(�) �1�∑�n 1�2n=U + �+Q� (5.5)DQ = �2 ∫ d� D(�) � nF (Q�) (5.6)On a not�e D(�) la densit�e d'�etat libre, de demi-largeur D (D = 2td pour le r�eseau hyper
ubiqueen d dimensions), et pos�e N=M = 2 par analogie ave
 le 
as physique.� Nouveau s
�enario pour la transition de MottLa premi�ere des �equations de 
ol est l'�equation de gap du mod�ele sigma (dans la limitede grande d�eg�en�eres
en
e [7℄), 
e qui laisse entrevoir la possibilit�e d'une transition de phasepour les variables bosoniques, qui n'est d'autre que la transition de Mott dans la formulationde rotateurs es
laves. En e�et, �a temp�erature nulle, on obtient d'abord :DQ = �2 ∫ 0�D d� D(�) � (5.7)
e qui permet de d�eterminer le gap � � � � QD dans le se
teur de 
harge grâ
e �a la 
ondi-tion (5.4) : 1 = ∫ d� D(�) 12√ U�+Q(D + �) (5.8)Lorsque d > 1, 
ette int�egrale 
onverge �a la borne � = �D pour toute valeur du gap, etl'�equation ne pr�esente pas de solution lorsque U est en-dessous d'une valeur minimale U
 �alaquelle le gap s'annule :U
 = �8 ∫ 0�Dd� D(�) � [∫ d� D(�)√1 + �=D]�2 (5.9)5Pour être tout �a fait honnête, il faut dire que 
ette solution 
orrespond �a un 
hamp moyen sur les param�etresde liens 〈f yi�fj�〉 et 〈XiX�j 〉 [6℄. La formulation O(M) est plus int�eressante dans le 
as du mod�ele d'impuret�e 
arelle fait ressortir le 
ara
t�ere multi
anal de l'approximation.6On a red�e�ni U ! U=2 pour avoir la limite atomique 
orre
te.
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CHAPITRE 5. EFFETS DES FLUCTUATIONS SPATIALES ET DE L'�ECRANTAGEAinsi, pour satisfaire (5.8) lorsque U < U
 , il 
onvient de 
onserver une somme dis
r�ete surl'impulsion, au lieu d'une int�egrale 
ontinue, 
e qui montre l'apparen
e d'un 
ondensat deBose dans le mode ~k = ~0. L'amplitude de 
ondensation n0 dans 
e 
as est d�etermin�ee par la
ondition : 1 = n0 + ∫ d� D(�) 12√ UQ(D + �) (5.10)et donne de même une 
ontribution �a la fon
tion de Green des rotateurs :GX(i�; ~k) = n0Æ(�)Æ(~k) + 1�2=U +Q(D � �~k) (5.11)D'apr�es la forme du propagateur fermioniqueGf (i!;~k) = 1i! �Q�~k (5.12)on d�eduit que la phase de sym�etrie bris�ee est asso
i�ee �a l'�etat m�etallique, 
omme le d�emontrele propagateur des fermions physiques :Gd(�; ~x) = Gf (�; ~x)GX(�; ~x) (5.13)Gd(i!;~k) = n0i! �Q�~k + G in
:d (i!;~k) (5.14)qui poss�ede une partie 
oh�erente (provenant du 
ondensat) ainsi qu'un terme de haute �energie(in
oh�erent). Dans la phase o�u les rotateurs sont d�esordonn�es (n0 = 0), la 
harge est bloqu�eeet le pi
 de quasiparti
ule a 
ompl�etement disparu pour laisser pla
e �a l'isolant de Mott (
etteimage est analogue �a 
elle obtenue �a la se
tion 4.1). On observe 
ependant une di��eren
eimportante par rapport au r�esultat des bosons es
laves (et de la th�eorie de 
hamp moyendynamique). En e�et, en se 
on
entrant sur la partie 
oh�erente de la fon
tion de Green, ontrouve : Z � 11� ���! (! = 0; ~k = ~kF ) = n0 (5.15)mm� � 1 + ����k (! = 0; ~k = ~kF )1� ���! (! = 0; ~k = ~kF ) = Q (5.16)On 
onstate ainsi que le poids de quasiparti
ule Z et l'inverse de la masse e�e
tive m=m�sont d�esormais deux quantit�es di��erentes a priori, �a 
ause de la d�ependan
e en ~k de la self-�energie 7. Ce r�esultat a�e
te profond�ement les propri�et�es 
ritiques de la transition de Mott, 
arl'annulation de Z (i.e. la d�e
ondensation du boson n0) ne s'a

ompagne pas d'une divergen
ede m�. En e�et l'�equation (5.5) donne :Q = n0 � ∫ d� D(�) �2D√ UQ(D + �) (5.17)7Ce n'est pas le 
as dans la th�eorie de Brinkman-Ri
e ou en DMFT, o�u l'on a Q = n0.
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5.1. SC�ENARIO POUR LA TRANSITION DE MOTT EN DIMENSION FINIELorsque n0 s'annule (transition de Mott), Q reste e�e
tivement �ni. On peut penser que les
orr�elations magn�etiques �a 
ourte port�ee sont responsables de 
ette 
oupure dans la massee�e
tive, 
omme le suggeste un 
al
ul r�ealis�e en dopant l'isolant de Mott, qui fait apparâ�treexpli
itement l'�energie d'�e
hange (J = 2t2=U) :m�m � 1t=U + jÆj (5.18)o�u Æ est le dopage en trou. Pour faire 
e 
al
ul, il faut introduire un multipli
ateur de Lagrangesuppl�ementaire a�n de tenir 
ompte de la 
ontrainte 〈L̂i〉 = 〈∑� f yi�fi�〉 8.La 
on
lusion de 
ette analyse est que les deux s
�enarios standards de la transition de Mott(Brinkman-Ri
e et Mott-Hubbard) peuvent être r�e
on
ili�es au point 
ritique de temp�eraturenulle, mais d'une mani�ere assez di��erente que 
elle propos�ee par DMFT. Dans notre appro
he,l'annulation du poids de quasi-parti
ule n0 et l'ouverture du gap de Mott � est 
on
omitante�a U
 . Cela impose 
ependant une modi�
ation importante de 
es deux paradigmes : du 
ôt�em�etallique, la masse e�e
tive ne diverge pas �a la transition, tandis que du 
ôt�e isolant, on ades ex
itations de basse �energie �a une �e
helle inf�erieure �a l'�energie de Coulomb U. L'illustrationgraphique de 
e s
�enario est pr�esent�ee �a la �gure 5.1. On peut aussi visualiser plus 
lairement
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Fig. 5.1 { S
�enario �a trois dimensions pour la transition de Mott induite par les 
orr�elations.
e r�esultat en 
al
ulant la densit�e d'�etats lo
ale :�d(!) = � 1�Im ∑~k Gd(! + i0+; ~k) (5.19)= n0QD(!Q)� ∫ duQQ Sign(u) D(u2 � U�UQ )D(! � uQ )[nF (w � u) + nB(�u)]8L'extension des �equations de 
ol hors du demi-remplissage ne pose pas de probl�eme de prin
ipe, mais dans
e 
as la limite atomique n'est pas bien d�e
rite �a 
ause de la limite de M grand.
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CHAPITRE 5. EFFETS DES FLUCTUATIONS SPATIALES ET DE L'�ECRANTAGEque l'on �evalue num�eriquement pour di��erentes valeurs de U (voir la �gure 5.2). On 
onstateainsi la disparition graduelle de la r�esonan
e de basse �energie, qui, au point 
ritique, s'e�ondreverti
alement au lieu de s'amin
ir 
omme dans l'image de DMFT. Le se
ond terme dans (5.11)
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Fig. 5.2 { Densit�e d'�etats lo
ale de temp�erature nulle, �a travers la transition de Mott, ave
U = 0, U
=2, U
 , 3U
=2 (pour un r�eseau 
ubique et D = 1).est �a l'origine de la 
ontribution de haute �energie apparaissant dans la densit�e d'�etats (5.19), etd�e
rit les deux bandes de Hubbard visibles �a la �gure 5.2. Il 
ontient par ailleurs une 
omposantenon massive pour U < U
 qui est responsable de l'ouverture 
ontinue du gap de Mott �a U
 ,pour toute dimension �nie, qui se manifeste par des queues de basse fr�equen
e que l'on observe
lairement �a la �gure pr�e
�edente [8℄.� Limite d =1 et 
omparaison ave
 DMFTOn peut bien sûr r�esoudre les �equations de 
ol (5.4-5.6) dans la limite d =1 (sans passerpar la formulation de 
hamp moyen dynamique), et observer des 
hangements dramatiques parrapport au 
as d = 3. Pour 
ela on prend un terme de saut proportionnel �a 1=pd , et l'ontrouve ais�ement �a partir des �equations de 
hamp-moyen :Q = n0 �a d =1 (5.20)C'est don
 le s
�enario DMFT (ou Brinkman-Ri
e) de la transition de Mott que l'on retrouveainsi (
omme illustr�e �a la �gure 5.3). De plus, on peut se 
onvain
re qu'au point 
ritique lesqueues des bandes de Hubbard s'�etendent �a basse fr�equen
e 
omme !d�1, et ne surviventpas �a la limite d = 1, 
omme le montre la �gure 5.4. On retrouve don
 un gap pr�eform�e �ala transition de Mott dans la limite de grande dimension, mettant les r�esultats de la th�eoriede 
hamp moyen dynamique dans une nouvelle perspe
tive. En e�et, en DMFT il y a unes�eparation d'�e
helle stri
te au point 
ritique de temp�erature nulle (la densit�e d'�etats est nulle
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5.1. SC�ENARIO POUR LA TRANSITION DE MOTT EN DIMENSION FINIEpour j!j < �), mais on 
onstate que 
ette s�eparation persiste de fa�
on appro
h�ee jusqu'endimension trois, 
omme l'illustre l'int�egrale de la densit�e d'�etats lo
ale ∫ !0 �d (panneau dedroite de la �gure 5.4). On remarque 
ependant que la dispersion des bandes de Hubbard dans
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Fig. 5.3 { Masse e�e
tive par la m�ethode de rotateur �a trois dimensions (gras) ; on montreaussi le r�esultat �a d =1 des �equations de 
ol (5.4-5.6) (trait �n) et 
elui obtenu par un 
al
ulDMFT (pointill�e).
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m�m!�d(!) !Fig. 5.4 { �A gau
he : densit�e d'�etats lo
ale au point 
ritique de temp�erature nulle pour lesdimensions d = 2; 3; 4; 5, ave
 D = pd (la diminution de la largeur des bandes de Hubbardave
 d est un artefa
t de notre appro
he). �A droite : int�egrale de la fon
tion spe
trale ∫ !0 �d ,illustrant la s�eparation d'�e
helle appro
h�ee pour d � 3.l'isolant de Mott n'est pas 
orre
te, puisqu'on leur trouve une largeur t2=U (au lieu de t), 
equi 
onduit �a une des
ription un peu na��ve de l'�etat isolant dans la limite d = 1, puisque lesbandes de Hubbard s'�e
rasent alors 
ompl�etement.
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CHAPITRE 5. EFFETS DES FLUCTUATIONS SPATIALES ET DE L'�ECRANTAGE� Temp�erature �nieOn 
on
lut 
ette se
tion par l'�etude du diagramme de phase en temp�erature (montr�e �a la�gure 5.5). La s�eparation entre une phase m�etallique (o�u n0 6= 0) et isolante (o�u n0 = 0) s'�etend�a T > 0 en une ligne de transition du se
ond ordre. Cette ligne se termine en interse
tantla ligne de d�e
ondensation Q = Q = 0, qui 
orrespond �a un r�egime de haute temp�erature,extrêmement mal d�e
rit i
i (on trouve un isolant atomique). Il en r�esulte l'existen
e d'un point
ritique de temp�erature �nie, qui reste une 
ependant 
ari
ature du point 
ritique de Mottterminal.
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Fig. 5.5 { Diagramme de phase au demi-remplissage �a trois dimensions.5.1.3 Dis
ussionNous avons men�e une premi�ere �etude de la transition de Mott dans le mod�ele de Hubbarden dimension �nie grâ
e �a la m�ethode de rotateur, qui nous a permis de nous a�ran
hir du
adre de la th�eorie de 
hamp moyen dynamique. Ce
i nous a 
onduit �a modi�er les s
�enariosexistants (Brinkman-Ri
e et Mott-Hubbard) pour le 
omportement 
ritique de temp�eraturenulle, et de revenir sur la notion de s�eparation d'�e
helle. Puisque l'essentiel de 
es r�esultatssont 
ompatibles ave
 la solution DMFT lorsque la limite d =1 est prise dans nos �equationsde 
ol, nous pouvons 
on
lure que la limite de grand d est assez singuli�ere en 
e qui 
on
erneplusieurs quantit�es physiques (masse e�e
tive et gap de Mott). Il faut toutefois re
onnâ�tre que
e 
hamp moyen tout simple laisse de nombreuses questions en suspens, et sou�re par ailleursde plusieurs limitations. Ainsi la des
ription du 
omportement �a temp�erature �nie est assezgrossier : on ne 
apture pas le 
ara
t�ere premier ordre de la transition de Mott, et 
ertaines�e
helles d'�energies ne sont pas 
orre
tes. Il y a de plus dans 
e formalisme une absen
e totaled'e�ets magn�etiques (
e qui est le probl�eme habituel ave
 les appro
hes de type boson es
lave),malgr�e la 
oupure satisfaisante de la masse e�e
tive par l'�energie d'�e
hange. Cette appro
he
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5.1. SC�ENARIO POUR LA TRANSITION DE MOTT EN DIMENSION FINIEne 
onstitue don
 pas une alternative tr�es s�erieuse �a la th�eorie de 
hamp moyen dynamique,et doit être 
onsid�er�ee 
omme un guide pour les d�eveloppements futurs.Nous notons �nalement que l'observation de 
ette physique de Mott n'est en r�ealit�e possibleque si les phases ordonn�ees sont repouss�ees �a tr�es basse temp�erature, par une frustrationgeom�etrique ou orbitale importante qui viendrait d�efavoriser l'ordre antiferromagn�etique. Dans
e 
as, on se heurte �a des interrogations suppl�ementaires relatives �a la des
ription de l'�etatisolant de Mott (paramagn�etique), qui n'est pas 
orre
tement d�e
rit par notre appro
he. Lelien entre 
ette phase isolante 9 et le fondamental sans ordre magn�etique des syst�emes de spinsfrustr�es n'est �a l'heure a
tuelle pas bien 
ompris (voir se
tion 8.2).

9Par ailleurs un �etat isolant paramagn�etique de temp�erature nulle a �et�e mis en �eviden
e num�eriquement [9℄sur le mod�ele de Hubbard �a deux dimensions (ave
 sauts se
ond plus pro
hes voisins).
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CHAPITRE 5. EFFETS DES FLUCTUATIONS SPATIALES ET DE L'�ECRANTAGE5.2 E�et de l'�e
rantage sur la transition m�etal-isolant5.2.1 Introdu
tionCette se
tion a deux motivations. La premi�ere est d'�etudier le rôle de la partie �a grandeport�ee de l'intera
tion de Coulomb, au-del�a du mod�ele de Hubbard. La se
onde est d'introduireun formalisme d'extension au 
hamp moyen dynamique pour traiter 
e probl�eme, qui sera aussiexploit�e au 
hapitre 8 (
onsa
r�e au magn�etisme quantique).Il est tout �a fait l�egitime de s'interroger sur l'absen
e de 
ouplages non lo
aux dans lemod�ele de Hubbard, lorsqu'on s'int�eresse �a la transition m�etal-isolant. En e�et, la pr�esen
ed'un �e
rantage fort de l'intera
tion 
oulombienne (grâ
e au 
ara
t�ere m�etallique du syst�eme)est 
ru
iale dans la d�erivation de 
e mod�ele �a 
ourte port�ee. Cependant, �a l'appro
he de latransition de Mott, la perte des quasiparti
ules doit 
ertainement impliquer une d�egradation del'�e
rantage, et invalider le mod�ele de Hubbard dans la des
ription de 
e ph�enom�ene. Ce
i am�enedon
 �a questionner les r�esultats obtenus par la th�eorie de 
hamp moyen dynamique. Ainsi, unargument qualitatif pour prendre en 
ompte 
et e�et (dû �a Mott [10{12℄) laisse envisagerque la transition de temp�erature nulle re
ouvre maintenant un 
ara
t�ere premier ordre. Cettequestion reste �a l'heure a
tuelle ouverte, puisqu'il faudrait �a la fois traiter 
orre
tement lapartie sur site de l'intera
tion (
omme sait le faire DMFT) ainsi que la partie non lo
ale (onpourrait penser �a un 
al
ul RPA).Une possibilit�e attirante pour r�ealiser 
ette �etude nous est o�erte par le formalisme quel'on appelle 
hamp moyen dynamique �etendu (Extended-DMFT ou EDMFT), qui poss�edel'avantage de traiter de mani�ere �able la r�epulsion 
oulombienne lo
ale (don
 la transition deMott), en in
orporant des e�ets de la partie non lo
ale [13{16℄. Cette m�ethode, que l'on vapr�esenter en d�etail plus bas, propose de r�esoudre le probl�eme grâ
e �a une a
tion e�e
tive,
ertes lo
ale, mais plus 
omplexe que 
elle intervenant dans la solution du mod�ele de Hubbard.En e�et, les intera
tions entre di��erents sites g�en�erent une intera
tion lo
ale retard�ee surle site de la 
avit�e, menant �a 
onsid�erer un mod�ele d'impuret�e ave
 bains fermionique etbosonique. La solution et les propri�et�es d'un tel mod�ele (qu'il faut de plus r�esoudre de mani�ereauto
o
oh�erente) sont �a l'heure a
tuelle peu 
onnues : un algorithme de Monte Carlo Quantique(ave
 des 
hamps 
ontinus) a �et�e d�evelopp�e tr�es r�e
emment par P. Sun et G. Kotliar [17℄, maispermet d'explorer seulement le r�egime de haute temp�erature. Les limitations de 
ette appro
henum�erique (en parti
ulier en terme de temps de 
al
ul) nous ont pouss�e �a tenter d'appliquerla m�ethode de rotateur es
lave dans 
e nouveau 
ontexte.Le plan de 
ette se
tion est le suivant : nous d�etaillons d'abord l'appro
he DMFT �etendue,en pr�esentant plusieurs points de vue di��erents qui �e
lairerons le formalisme. Grâ
e �a la m�ethodede rotateur es
lave, on d�erive ensuite des �equations int�egrales 
omme solution appro
h�ee duprobl�eme d'impuret�e , a�n d'�etudier si la perte d'�e
rantage pr�es de la transition de Motta�e
te les pr�edi
tions du 
hamp moyen dynamique. On termine par une dis
ussion et quelquesperspe
tives autour de EDMFT.
154



5.2. EFFET DE L'�ECRANTAGE SUR LA TRANSITION M�ETAL-ISOLANT5.2.2 EDMFT : pr�esentationNous partons d'un mod�ele de Hubbard �etendu, en s�eparant par sou
i de 
lart�e l'intera
tionde Coulomb en une partie lo
ale U et une partie non lo
ale Vij (on se pla
e par ailleurs audemi-remplissage) :H = �∑ij� tijd yi�dj� +∑i U2 [∑� d yi�di� � 1]2 + 12∑i6=j Vij [∑� d yi�di� � 1][∑� d yj�dj� � 1](5.21)On introduit l'a
tion e�e
tive EDMFT pour traiter 
e mod�ele dans une appro
he lo
ale :S = ∫ �0d�∑� d y���d� + ∫ �0d�∫ �0d� 0 Udyn(� � � 0)2 n(�)n(� 0)+�(� � � 0)∑� d y�(�)d�(� 0) (5.22)o�u la 
harge totale est n(�) � d y"d" + d#yd# � 1 (d�e
al�ee de la 
ontribution d'Hartree). Cetteexpression peut se d�eriver grâ
e �a la m�ethode de la 
avit�e, si l'on 
hoisit Vij proportionnel �ad�jji�jjj=2, et que l'on prend la limite grand d [16℄. L'e�et essentiel de la partie non lo
alede l'intera
tion Vij est d'�e
ranter dynamiquement l'intera
tion lo
ale U, 
omme indiqu�e par lad�e
omposition suivante du noyau d'intera
tion :Udyn(�) = UÆ(�) + V(�) (5.23)Ce param�etre e�e
tif est bien entendu d�etermin�e de mani�ere auto
oh�erente par rapport �al'hamiltonien original (5.21) (de même que le bain �(� � � 0)). Pour 
ela, on introduit lasus
eptibilit�e de 
harge (
onnexe) du mod�ele d'impuret�e �(�) � hn(�) n(0)i, qui permet ded�e�nir une \self-�energie" de 
harge M(i�n) par :�(i�n) � 1Udyn(i�n) +M(i�n) (5.24)Cette quantit�e est utilis�ee pour 
al
uler la sus
eptibilit�e de 
harge sur le r�eseau, 
onduisant �al'�equation d'auto-
oh�eren
e pour la sus
eptibilit�e lo
ale :�(i�n) = ∑q 1U + Vq +M(i�n)= ∑q 1Vq � V(i�n) + ��1(i�n) (5.25)Si l'on prend un r�eseau de Bethe ave
 une r�epulsion V seulement entre plus pro
hes voisins,on trouve : V(�) = �V 2�(�) (5.26)V est don
 n�egatif, 
e qui montre l'�e
rantage de l'intera
tion sur site (nue) par l'intera
tion nonlo
ale. On remarque de plus que �(i�n) s'annule �a haute fr�equen
e, 
onduisant �a Udyn(i�n) ' Udans 
e r�egime (perte d'�e
rantage au-dessus de la fr�equen
e plasma). On utilisera de mêmel'auto
oh�eren
e sur le r�eseau de Bethe pour le terme de saut :�(�) = t2Gd(�) (5.27)ave
 la demi-largeur D = 2t = 1.
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CHAPITRE 5. EFFETS DES FLUCTUATIONS SPATIALES ET DE L'�ECRANTAGE� Formulations fon
tionnellesLa pr�esentation du formalisme d'EDMFT donn�ee pr�e
�edemment est un peu d�esagr�eable �adeux titres. Tout d'abord l'�equation d'auto
oh�eren
e pour la sus
eptibilit�e du 
harge (5.25)n'est pas tr�es physique (on peut se demander �a quoi 
orrespond une \self-�energie" de 
hargelo
ale). Ensuite, la raison pour laquelle on se retrouve ave
 un mod�ele d'impuret�e tel que (5.22)n'est pas �evidente non plus. Une mani�ere alternative de retrouver 
es deux r�esultats est de
onstruire la th�eorie �a partir de fon
tionnelles bien 
hoisies (l'id�ee est d'obtenir le formalismeEDMFT par une 
ondition de stationnarit�e). Pour 
ela deux appro
hes sont envisageables.La premi�ere [18℄ s'inspire de la fon
tionnelle de Baym-Kadano� [19℄, qui est bâtie �a partirdes propagateurs (
omplets) des fermions et du potentiel s
alaire (
hamp 
onjugu�e �a la 
hargetotale). Cette mani�ere de pro
�eder permet de 
omprendre l'�equation d'auto
oh�eren
e en termede polarisation lo
ale (Appendi
e E.1). Une autre d�erivation est pr�esent�ee [20℄ qui 
hoisitplutôt d'examiner une fon
tionnelle des propagateurs lo
aux. Dans 
ette nouvelle pr�esentation(Appendi
e E.2), la forme de l'a
tion e�e
tive (5.22) apparâ�t plus intuitive.5.2.3 Limite atomique dynamiqueLe probl�eme d'impuret�e (5.22) est d'un genre nouveau par rapport au mod�ele d'Andersonque l'on a �etudi�e au 
hapitre pr�e
�edent. Il n'existe peu de r�esultats 
onnus pour 
e mod�ele, etles premi�eres tentatives num�eriques sont �a peine en train d'�emerger [17℄. Il serait tr�es utile, a�nde tester 
es derni�eres, ainsi que d'�eventuels s
h�emas d'approximation, d'avoir �a dispositionquelques r�esultats exa
ts sur 
e mod�ele. Nous allons i
i r�esoudre la limite atomique �(�) = 0,en pr�esen
e d'un noyau retard�e Udyn(�) quel
onque.On remarque en e�et que l'a
tion atomique (par sou
is de simpli
it�e, on se 
on
entrera surle 
as demi-rempli, ave
 une seule orbitale) :S = ∫ �0d�∑� d y���d�+12 ∫ �0d�∫ �0d� 0 Udyn(��� 0)∑��0 [d y�(�)d�(�)�1℄[d y�0(� 0)d�0(� 0)�1℄ (5.28)ne fait intervenir que la 
harge lo
ale (quantit�e 
onserv�ee). On a don
 l'id�ee de la d�e
ouplerave
 un 
hamp bosonique :S = ∫ �0d�∑� d y� [�� + i�(�)℄ d� � i�(�) + 12 ∫ �0d�∫ �0d� 0 U�1dyn(� � � 0)�(�)�(� 0) (5.29)Pour 
al
uler les fon
tions de Green du probl�eme, on a besoin d'�evaluer le propagateur libredans un 
hamp �(�) quel
onque :[�� + i�(�)℄G(�; � 0;�) = �ÆF (� � � 0) (5.30)o�u ÆF (�) est la fon
tion de Dira
 antiperiodis�ee. On peut v�eri�er que la solution de 
ette�equation est : G(�; � 0;�) = G0(� � � 0;�0) exp[ i�∑n 6=0 �n Jn(�; � 0)]G0(� ;�0) � � e�i�0�=�1 + e�i�0 pour � 2 [0; �℄ (5.31)
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5.2. EFFET DE L'�ECRANTAGE SUR LA TRANSITION M�ETAL-ISOLANTave
 les notations suivantes : �n = ∫ �0d� �(�) e i�n� (5.32)Jn(�; � 0) = e i�n� 0 � e i�n�i�n (5.33)L'a
tion 
orrespondant �a 
e probl�eme interm�ediaire est aussi fa
ilement 
al
ul�ee :Z� � Det [�� + i�(�)℄ = 1 + e�i�0 (5.34)et l'on peut don
 trouver la fon
tion de Green physique en moyennant sur le 
hamp � seulement,apr�es int�egration expli
ite des fermions :Gd(�) = 1Z ∫ D� (Z�)2 e i�0 G(�; 0;�) e�S[�℄ (5.35)Z = ∫ D� (Z�)2 e i�0 e�S[�℄ (5.36)o�u S[�℄ est donn�e par (5.29) : S[�℄ = 12∑n j�nj2Udyn(i�n) (5.37)On a don
 r�eduit le probl�eme �a un 
al
ul d'int�egrales gaussiennes dans (5.35). On trouve en�n de 
ompte : Gd(�) = �12 e�U02 � + e�U02 (���)1 + e�U02 � eF (�) (5.38)F (�) � 1�∑n 6=0 Udyn(i�n)� U0�2n [e i�n� � 1]o�u U0 � Udyn(i�0). Cette expression a �et�e utilis�ee pour v�eri�er la qualit�e du 
ode Monte CarloQuantique dans le 
as �a une et deux orbitales.5.2.4 Traitement en rotateur es
laveLa diÆ
ult�e essentielle est bien sûr de r�esoudre le probl�eme (5.22) en pr�esen
e �a la foisdu bain fermionique et du bain bosonique. La te
hnique de rotateur es
lave semble 
ependanttout �a fait adapt�ee, puisque l'intera
tion ne fait intervenir que la 
harge expli
itement, et peutdon
 être repr�esent�ee par un moment angulaire O(2). On 
ommen
er par exprimer l'a
tioninitiale ave
 les variables de phase (on se pla
e au demi-remplissage et l'on traite la 
ontrainteen 
hamp moyen) :S = ∫ �0d�∑� f y� �� f� + 12 ∫ �0d�∫ �0d� 0 U�1dyn(� � � 0) ��� �� 0� (5.39)+ ∫ �0d�∫ �0d� 0�(��� 0)∑� f y� (�)f�(� 0)e i�(�)�i�(� 0)
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CHAPITRE 5. EFFETS DES FLUCTUATIONS SPATIALES ET DE L'�ECRANTAGEOn simpli�e le probl�eme en traitant les variables angulaires dans une limite de grande d�eg�en�eres
en
e.On pose don
 X � e i�, en imposant la 
ontrainte jX(�)j2 = 1 en moyenne :S = ∫ �0d�∑� f y� �� f� + �(jXj2�1) + 12 ∫ �0d�∫ �0d� 0 U�1dyn(� � � 0)X�(�)X(� 0)��X�� 0X�+ ∫ �0d�∫ �0d� 0�(��� 0)∑� f y� (�)f�(� 0)X(�)X�(� 0) (5.40)On fait l'hypoth�ese que le noyau U�1dyn(�) est assez lo
al, pour pouvoir n�egliger les phases quiapparaissent dans le terme 
in�etique des rotateurs (
'est un des in
onv�enient de passer des �aux X) : X�(�)X(� 0) = exp[i�(� 0)� i�(�)℄ ' 1 (5.41)Cette approximation sera valide tant que l'�e
rantage n'est pas trop fort, 
e qui est le 
as pr�esde la transition de Mott.� �Equations int�egralesOn obtient 
omme �a la se
tion 3.4 une solution appro
h�ee en fa
torisant le terme de
ouplage fermion-boson. Introduisons les propagateurs de 
es 
hamps :Gf (�) � � 〈f�(�)f y� (0)〉 (5.42)GX(�) � + hX(�)X�(0)i (5.43)G�1f (i!n) = i!n � �f (i!n) (5.44)G�1X (i�n) = �2nUdyn(i�n) + ���X(i�n) (5.45)et l'on trouve les �equations de 
ol :�X(�) = �N�(��)Gf (�) (5.46)�f (�) = �(�)GX(�) (5.47)GX(�=0) = 1 (5.48)On a introduit un param�etre multi
anal (N = 3 dans les 
al
uls num�eriques) ainsi qu'unerenormalisation de l'intera
tion (Udyn ! Udyn=2) 
omme expliqu�e �a la se
tion 3.4. On 
al
ulede même la fon
tion de Green physique �a partir de la repr�esentation des 
hamp d y� = f y�X :Gd(�) = Gf (�)GX(��) (5.49)Pour la sus
eptibilit�e de 
harge, on g�en�eralise la formule (D.2) obtenue pr�e
�edemment :�(i�n) = 2 H(i�n)[Udyn(i�n)℄2H(�) � GX(�)����GX(�)� [��GX(�)℄2 + UÆ(�) (5.50)On a don
 tous les outils pour �etudier la solution des �equations EDMFT, de fa�
on appro
h�ee.
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5.2. EFFET DE L'�ECRANTAGE SUR LA TRANSITION M�ETAL-ISOLANT5.2.5 �E
rantage et transition de Mott� Phase m�etalliqueCommen�
ons par regarder l'e�et de la partie non-lo
ale de l'intera
tion dans la phasem�etallique 10. L'�e
rantage se manifeste �evidemment sur l'intera
tion lo
ale dynamique Udyn(i�n),
omme le montre la �gure 5.6. On 
onstate que l'�e
rantage est le plus eÆ
a
e �a basse
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Fig. 5.6 { �A gau
he : intera
tion dynamique Udyn(i�n) pour U = 2:0, � = 40 et pour di��erentesvaleurs de V = 0; 0:8; 1:0; 1:1 (de haut en bas). �A droite : fon
tion spe
trale �d(!) pour lesmêmes param�etres ; on montre V = 0 (
ontinu) et V = 1:1 (pointill�es) seulement.fr�equen
e (Ue� � Udyn(i0) < U), alors qu'�a haute fr�equen
e, on retrouve e�e
tivement l'inter-a
tion nue, non �e
rant�ee (Udyn ! U). Cette r�edu
tion de l'intera
tion lo
ale se manifeste parailleurs sur la densit�e d'�etat, �a la même �gure, qui montre un l�eger a
roissement de poids spe
-tral �a basse �energie (ainsi qu'une redistribution sur des �e
helles d'ordre U signalant la pr�esen
ed'intera
tions fortes). On remarque que même ave
 une intera
tion de port�ee assez faible, onpeut modi�er de mani�ere notable l'intera
tion sur site (�a 
ondition de prendre V assez grand).� Instabilit�e CDW et 
omparaison au QMCLorsque V est trop grand, le syst�eme 
her
he un autre fondamental pour minimiser lar�epulsion entre sites voisins. Cela 
onduit �a une phase de sym�etrie bris�ee (onde de densit�ede 
harge), dont l'apparition se manifeste par l'existen
e d'un pôle dans la sus
eptibilit�e de
harge. Nous avons tra
�e �a la �gure 5.7 une mesure de la proximit�e �a 
ette l'instabilit�e, 
e quipermet par ailleurs de 
omparer nos r�esultats �a 
eux obtenus par la m�ethode de Monte CarloQuantique [17℄ (�a haute temp�erature).10Sauf mention 
ontraire, 
es 
al
uls sont faits sur le r�eseau de Bethe, ave
 une r�epulsion V plus pro
he voisinsuniquement.
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Fig. 5.7 { �A gau
he : 
rit�ere d'instabilit�e 2V=[�V(i0) + ��1(i0)℄ (en fon
tion de V ) obtenupar la m�ethode de rotateur (ligne) et par le QMC de Sun et Kotliar [17℄ (points) ; 
e 
al
ul a�et�e e�e
tu�e sur un r�eseau de Bethe de demi-largeur de bande D = p2, ave
 une intera
tion Vprise sur le r�eseau 
ubique, et pour les param�etres U = 3 et � = 5. �A droite : Ue� en fon
tionde V dans les mêmes 
onventions.La 
omparaison de l'intera
tion �e
rant�ee Ue� entre les deux appro
hes montre aussi una

ord qualitatif raisonnable. Bien entendu, l'int�erêt essentiel de la m�ethode de rotateur parrapport �a 
es simulations num�eriques est le gain en temps de 
al
ul : la r�esolution des �equationint�egrales (ave
 bou
le EDMFT) s'e�e
tue en moins d'une minute sur un PC de base. Il fautplusieurs jours pour e�e
tuer la même tâ
he en QMC sur une grappe de PC ! De plus, 
e QMCest trop 
oûteux pour a

�eder au r�egime 
orr�el�e (U � 2D et basse temp�erature), 
e qui limitesinguli�erement son int�erêt pratique.� Transition de MottOn s'int�eresse �nalement �a la transition m�etal-isolant 
ontrol�ee par U en pr�esen
e d'uneintera
tion plus pro
he voisins V . La ligne de transition U
2 se d�epla
e de mani�ere 
roissanteave
 V (voir la �gure 5.8), signalant une stabilisation de la phase m�etallique grâ
e �a l'�e
rantagede l'intera
tion lo
ale. On remarque 
ependant, et 
ontre toute attente, un e�et similaire pourl'isolant de Mott : la ligne U
1 est sensible �a V et il reste un �e
rantage faible dans l'isolant ! Cetteanomalie doit être retra
�ee jusqu'aux �equations EDMFT, et non �a la mani�ere approximativeave
 laquelle on a r�esolu le mod�ele d'impuret�e. En e�et, d'apr�es la formule (5.26), le degr�ed'�e
rantage est 
ontrôl�e dire
tement par la sus
eptibilit�e de 
harge lo
ale. Or 
elle-
i est nonnulle dans la phase isolante (
'est une 
ons�equen
e du fait que la double o

upation ne s'annulepas), provoquant ainsi 
et �e
rantage arti�
iel dans l'isolant, qui reste faible n�eanmoins.Nous avons par ailleurs tent�e de mettre en �eviden
e un possible 
hangement du 
ara
t�erede la transition �a temp�erature nulle. En e�et, selon un argument �energ�etique dû �a Mott [10℄,
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Fig. 5.8 { �A gau
he : Ue� en fon
tion de U �a � = 80 pour V = 0; 0:6; 1:1 (de haut en bas) ; lesdis
ontinuit�es sont la manifestation du 
ara
t�ere premier ordre de la transition �a temp�erature�nie. �A droite : 
ompressibilit�e lo
ale � = �(i0) �a V = 0 (DMFT pure) par la m�ethode derotateur (trait 
ontinu), 
ompar�e au r�esultat de diagonalisation exa
te (pointill�es).et une analyse appro
h�ee par Chitra et Kotliar [21℄ des �equations EDMFT 11, la transition deMott devrait être du premier ordre �a T = 0. Il y a 
ependant plusieurs arguments (dans le
adre de l'appro
he lo
ale) qui vont �a l'en
ontre de 
ette id�ee : tout d'abord, une estimationrapide montre que les sauts produits dans les param�etres physiques sont au mieux tr�es faibles(Zmetal � Zisolant < 0:01). �A 
ause du 
ara
t�ere premier ordre de la transition de temp�erature�nie, 
et e�et est don
 quasiment impossible �a mettre en �eviden
e. Ensuite, l'�e
rantage enEDMFT est 
ontrôl�e par la sus
eptibilit�e lo
ale et non par la sus
eptibilit�e uniforme. Cettederni�ere quantit�e, qui s'annule dans la phase isolante, semble physiquement un meilleur 
hoixpour traduire la divergen
e de la longueur d'�e
ran que l'on attendrait �a la transition m�etal-isolant (
'est l'hypoth�ese de base faite dans [21℄). Malheureusement, le formalisme utilis�e i
ine r�ealise pas 
ette id�ee, et en re
onduisant les 
al
uls de Chitra et Kotliar ave
 la pres
ription\
orre
te", on trouve que la transition de Mott de temp�erature nulle reste vraisemblablementdu se
ond ordre en EDMFT.5.2.6 Perspe
tivesNous avons examin�e dans 
ette se
tion l'e�et de l'intera
tion Coulombienne au voisinagede la transition de Mott dans le 
adre de la th�eorie de 
hamp moyen dynamique (�etendue).Les 
hangements quantitatifs observ�es sont importants, et l'on peut rendre 
ompte dans 
eformalisme �a la fois de la physique de l'�e
rantage et des 
orr�elations lo
ales responsables de latransition m�etal-isolant. Il semble que, dans le formalisme d'Extended-DMFT, 
ette transitionreste du se
ond ordre �a temp�erature nulle, 
e qui ne remet pas en 
ause les r�esultats obtenus11Il faut dans 
e 
as utiliser une intera
tion Coulombienne en 1=r , que nous avons aussi impl�ement�eenum�eriquement.
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CHAPITRE 5. EFFETS DES FLUCTUATIONS SPATIALES ET DE L'�ECRANTAGEsur le mod�ele de Hubbard en DMFT. Cependant, observer un telle transition du premier ordredoit être possible pour des mod�eles 
oulombiens �a une dimension ou deux dimensions (frustr�es)dans lesquels les phases magn�etiques sont �elimin�ees pour d�evoiler 
e type d'e�et. Il va sansdire que l'appro
he EDMFT est inadapt�ee d'oÆ
e pour 
e genre de mod�eles.On peut heureusement trouver des aspe
ts tr�es positifs �a 
ette extension du 
hamp moyendynamique, qui peut être 
ombin�ee �a des m�ethodes 
al
uls de stru
ture �ele
tronique, en vued'obtenir une appro
he 
ompl�etement ab-initio des syst�emes de fermions 
orr�el�es. En e�et, destravaux r�e
ents ont montr�e que grâ
e �a une m�ethode hybride GW+EDMFT [22℄, on peut �xerde mani�ere non ambigue l'intera
tion de Hubbard U �a utiliser dans les 
al
uls r�ealistes, sansprobl�eme de double 
omptage (il s'agit d'un probl�eme majeur des appro
hes du type LDA+Uou LDA+DMFT). Il y a don
 une dimension pratique �a l'�etude que nous avons men�ee i
i, quipourrait trouver une appli
ation dans un tel 
ontexte.
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Partie III
Corr�elations �ele
troniques dans lesstru
tures m�esos
opiques





6. Cir
uits �a un �ele
tron : r�ealisations etth�eorieDans 
e 
hapitre de pr�esentation g�en�erale �a la se
onde partie, nous allons dis
uterde d�eveloppement r�e
ents mais spe
ta
ulaires dans le domaine de l'�ele
tronique�a un �ele
tron (syst�emes 
ondu
teurs dans lesquels on peut 
ontrôler le 
ourantau quantum de 
harge pr�es). Deux voies sont possibles pour la mâ�trise de 
eph�enom�ene : syst�emes form�es �a partir de gaz d'�ele
trons bidimensionnels 
on�n�es(point quantique) ou jon
tions tunnel de petite taille (bô�te �a �ele
tron). Dans ler�egime de basse temp�erature, on observe de nombreux e�ets physiques int�eressants,dont l'origine est l'intera
tion 
oulombienne. sont observ�es : blo
age de Coulomb,restauration de la 
ondu
tan
e unitaire par e�et Kondo, transistor �a un �ele
tron...Nous pr�esenterons la mise en �eviden
e exp�erimentale de 
es ph�enom�enes avantd'envisager les traitements th�eoriques propos�es dans la litt�erature. Ce
i permettrad'introduire le travail de re
her
he du 
hapitre 7, dans lequel on s'est int�eress�e �a larestauration de la 
oh�eren
e dans les syst�emes �a blo
age de Coulomb.6.1 Les points quantiques6.1.1 R�ealisation exp�erimentaleUn point quantique est une stru
ture semi
ondu
tri
e arti�
ielle dans laquelle est empri-sonn�ee une gouttelette de 
harge, dont le faible nombre d'�ele
trons (de l'ordre de l'unit�e �aquelques milliers) peut être 
ontrôl�e pr�e
is�ement. Pour 
ette raison, on surnomme aussi 
essyst�emes \atomes arti�
iels" lorsque la stru
ture du point est suÆsamment sym�etrique pourobtenir des niveaux d'�energie r�eguliers. Pour autant, par leur pro
�ed�es de nanofabri
ation et lamani�ere o�u l'on sonde 
es syst�emes, les points quantiques sont loins �a la fois du domaine de laphysique atomique traditionnelle et de la physique du solide. Les di��eren
es tiennent en e�et�a la possibilit�e d'agen
er 
es mi
rostru
tures dans des 
ir
uits d�esign�es �a l'avan
e, permettantun 
ontrôle tr�es pr�e
is de leurs param�etres physiques. L'id�ee de base est de r�ealiser une stru
-ture suÆsamment petite pour que le 
ara
t�ere dis
ret de 
harge �ele
tronique puisse être misen �eviden
e. Pour 
ela, il faut tout d'abord que la temp�erature soit inf�erieure �a l'�energie deCoulomb typique d'une stru
ture 
apa
itive mi
ros
opique, a�n de s�eparer les �etats de 
hargedi��erente : E
 � e22C � 10K (6.1)167



CHAPITRE 6. CIRCUITS �A UN �ELECTRON : R�EALISATIONS ET TH�EORIEpour une stru
ture de dimension approximative L � 1�m, ave
 une 
apa
it�e de l'ordre deC � 4��0L2=L � 10�16F . Ces ordres de grandeur sont fa
ilement atteints par les te
hniquesde lithographie modernes, qui permettent par ailleurs de 
ontrôler �a volont�e la forme et la tailledu gaz 
on�n�e d'�ele
trons (�gures 6.1 et 6.2). Une autre 
ondition 
ru
iale pour observer laquanti�
ation de la 
harge dans 
es syst�emes est que la 
ondu
tan
e de la stru
ture soit tr�esinf�erieure au quantum de 
ondu
tan
e e2=h, sous peine de voir les �ele
trons se d�elo
aliser dansle 
ir
uit (voir en e�et la se
tion 6.2.2).

Fig. 6.1 { �A gau
he : point quantique dans sa r�ealisation la plus simple. �A droite : potentielth�eorique ressentis par les �ele
trons le long de la double barri�ere pour di��erentes tensions degrille (la taille de la stru
ture est 1 �m). D'apr�es [1℄.Le param�etre de 
ontrôle le plus important est la tension de grille Vg appliqu�ee entre les�ele
trodes m�etalliques sup�erieures et la 
ou
he semi
ondu
tri
e dans laquelle les �ele
trons sed�epla
ent (voir l'�evolution de la barri�ere de potentiel de la �gure 6.1). Dans des r�ealisationsplus 
omplexes (�gure 6.2), on peut de plus modi�er le nombre de 
anaux de transmission �atravers le point grâ
e �a des �ele
trodes de part et d'autre des deux points de passage (\quan-tum point 
onta
t"). Des �ele
trodes suppl�ementaires sont utiles pour modi�er la forme de lagoutte m�etallique prisonni�ere dans le point, permettant de g�en�erer di��erents \�e
hantillons" en
hangeant la tension appliqu�ee 1. Remarquons qu'il est possible aussi de r�ealiser des pointsquantiques dans une stru
ture 
ylindrique verti
ale, dont la r�egularit�e et sym�etrie maximaledonne lieu �a de v�eritables atomes arti�
iels (atomes 2d).� Blo
age de CoulombLors des premi�eres mesures e�e
tu�ees sur 
e type de stru
ture (voir [1℄), un 
omportementos
illatoire de la 
ondu
tan
e lin�eaire G(Vg) � �I=�VjV=0 �a travers le point a �et�e mis en1Cela a �et�e utilis�e pour mettre en �eviden
e les 
u
tuations universelles de 
ondu
tan
e dans les points quan-tiques [2,3℄).
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Fig. 6.2 { R�ealisations plus modernes d'un point quantique d'apr�es [4℄. �A gau
he : d�epositiond'�ele
trodes sur une stru
ture MOSFET, 
onduisant �a une d�epl�etion du gaz d'�ele
tron sous-ja
ent (vue s
h�ematique et par mi
rographie �ele
tronique). �A droite : stru
ture 
ylindrique d'unpoint quantique verti
al (atome arti�
iel).�eviden
e (I est le 
ourant �a travers le point et V est le 
ourant appliqu�e �a ses bornes). Commedis
ut�e pr�e
�edemment, les param�etres essentiels ayant permis 
ette observation sont : la faible
ondu
tan
e du point, le fait d'a

�eder au r�egime T < E
 (grâ
e �a la r�ealisation d'̂�les depetite taille), et la bonne puret�e des stru
tures de type GaAs/AlGaAs. Cet e�et d'os
illationest purement 
lassique et se 
omprend ais�ement de mani�ere �energ�etique. Un mod�ele 
apa
itifdonne l'�energie potentielle du point :E = E
n2 � eVgn = e22C (n � CVge )2 + 
st: (6.2)o�u n est le nombre d'�ele
trons 
ontenus sur l'̂�le. Ce mod�ele simpli��e permet de 
omprendreen premi�ere approximation 
e ph�enom�ene. Aux temp�eratures inf�erieures �a E
 , le point est non-passant pour la 
harge, puisque l'ajout d'une 
harge suppl�ementaire est d�efavoris�e statistique-ment. Cependant, deux niveaux 
ons�e
utifs E(n) et E(n+1) se trouvent être d�eg�en�er�es lorsqueCVg=e = n+1=2, permettant �a la 
harge de 
u
tuer sur le point, et de trouver une 
ondu
tan
enon nulle. La suppression g�en�erique de la 
ondu
tan
e et sa r�eapparition p�eriodique (�a l'ajoutd'un seul �ele
tron suppl�ementaire sur le point) porte un nom : le blo
age de Coulomb. Cete�et est illustr�e �a la �gure 6.3 (voir aussi l'Appendi
e B pour une des
ription de l'es
alier deCoulomb), et l'�etude des donn�ees montre que la p�eriode mesur�ee exp�erimentalement est bien
ompatible ave
 CVg=e entier : le transfert de 
harge �a travers le point se fait bien �ele
tronpar �ele
tron.Le mod�ele (6.2) est une simpli�
ation grossi�ere �a plusieurs titres. Tout d'abord il faut tenir
ompte du spe
tre des �etats emprisonn�es dans le point �p, et l'on doit plutôt �e
rire :E = E
(∑pl� npl�)2 � eVg∑pl� npl� +∑pl� �pnpl� (6.3)
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tan
es de points quantiques dans le r�egime de blo
age de Coulomb, asso
i�eesaux deux types de points de la �gure 6.2. Pour le point verti
al de droite, on remarque un e�etnet de s�eparation des niveaux entre deux 
ou
hes su

essives (�a 2,6,12 �ele
trons) : atomearti�
iel.o�u l et � 
omptabilisent les d�eg�en�eres
en
es des niveaux (orbital et spin). Ce mod�ele est�a utiliser lorsque l'espa
ement entre niveaux est non n�egligeable, et montre que les pi
s de
ondu
tan
e restent �equidistants dans un même multiplet (on paye l'�energie de Coulomb E
seulement), et s�epar�es de E
 + �p+1� �p lorsqu'on passe du niveau p �a p+1. Ce type de 
om-portement est observ�e tr�es 
lairement dans les points quantiques du type verti
al (�gures 6.2et 6.3 �a droite).On remarque aussi sur la �gure pr�e
�edente les variations brutales des hauteurs des pi
s de
ondu
tan
e [5℄, dues �a des 
hangements du 
ouplage de la fon
tion d'onde �ele
tronique aux
onta
ts externes (
es 
hangements sont a

entu�es par la g�eom�etrie irr�eguli�ere du point etpar la pr�esen
e de niveaux d'�energie dis
rets). On peut r�ealiser une analyse statistique [2℄ dela distribution des 
ondu
tan
es maximales et des espa
ements entre pi
s �a partir de pointsquantiques sans sym�etrie du type de la �gure 6.2 (gau
he). Celle-
i donne lieu �a des distributionsuniverselles, en a

ord ave
 les th�eories sur les points quantiques dans le r�egime 
haotique [3℄.Le 
al
ul de la 
ondu
tan
e n�e
essite bien sûr de 
oupler le point �a des r�eservoirs ext�erieurs,
e qui promet des 
orre
tions quantiques �a la des
ription na��ve que l'on a donn�ee i
i. Celles-
ipeuvent être aussi importantes qu'inattendues, 
omme on va le voir maintenant.
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6.1. LES POINTS QUANTIQUES6.1.2 Des
ription th�eoriqueNous pouvons 
ommen
er par �e
rire un hamiltonien d�e
rivant le transport �a travers l'̂�lem�etallique, en supposant en
ore que l'intera
tion entre �ele
trons dans le point peut être d�e
ritede mani�ere 
apa
itive 2 (les �ele
trodes seront prises 
omme un gaz de fermions libres) :H = ∑k� "k[ayLk�aLk� + ayRk�aRk�]+ E
(∑p� np�)2 � eVg∑p� np� +∑p� �pnp�+ ∑k�p (tkpL ayLk�dp� + tkpR ayRk�dp�)+ h:
: (6.4)On a suppos�e par ailleurs qu'un seul mode de 
ondu
tion (un 
anal) se 
ouple �a l'̂�le (dans le
as d'un point de 
onta
t �etroit), et n�eglig�e les 
u
tuations m�esos
opiques de la 
ondu
tan
e(pas de d�esordre dans le point). Des fermions ont �et�e introduits pour mod�eliser les �ele
trodesdroite et gau
he (ayRk� et ayLk�), et l'on s'int�eresse au 
al
ul du transport �a travers la stru
tureen fon
tion de l'�el�ement de transfert entre les �ele
trodes et l'̂�le.Le probl�eme est te
hniquement diÆ
ile, puisque la largeur des pi
s de 
ondu
tan
e estd�etermin�ee �a la fois par les ex
itations thermiques et par la for
e du 
ouplage tunnel aux�ele
trodes, mais on peut se faire une image simpli��ee des r�egimes de 
ondu
tion en envisageantles divers pro
essus de 
ondu
tion. Lorsque la temp�erature est sensiblement inf�erieure �a E
 ,on s'attend �a avoir une 
ondu
tan
e a
tiv�ee �a 
ause du blo
age de Coulomb :G(T ) � Gte��[E(n+1)�E(n)℄ � Gte�E
 [2(n�ng)+1℄=T (6.5)o�u ng = CVg=e, n = [ng ℄, et Gt est la 
ondu
tan
e de haute temp�erature. Cependant 
e r�esultatsemi-
lassique est modi��e par des 
orre
tions quantiques d'ordre sup�erieur : les pro
essus de
otunneling in�elastique [6℄ (si la travers�ee du point par un �ele
tron laisse pla
e �a une ex
itationparti
ule-trou) donnent ainsi une d�ependan
e quadratique de la 
ondu
tan
e :Gin: � G2te2=h ( TE
)2 (6.6)pour des temp�eratures T < Tin: = E
= log[e2=(hGt)℄. �A des temp�eratures bien plus basses,des pro
essus �elastiques prennent le relais [7℄, produisant une 
ondu
tan
e r�esiduelle pourT < Tel � pE
 ÆE (ÆE est l'espa
ement entre niveaux dans le point) :Gel: � ÆEE
 G2te2=h (6.7)La forme de l'hamiltonien (6.4) laisse entrevoir un troisi�eme type de pro
essus, o�u le spin netport�e par l'̂�le peut être renvers�e lorsqu'un �ele
tron traverse le syst�eme [8,9℄. Pour g�en�erer unetelle intera
tion Kondo entre le point et les �ele
trons, il faut qu'un nombre impair d'�ele
trons setrouve sur l'̂�le, et que la temp�erature soit inf�erieure �a l'espa
ement entre niveaux, 
e qui permetd'avoir un spin 1/2 e�e
tif. On peut alors �e
rire un mod�ele d'Anderson en se restreignant2Pour une justi�
ation de 
e mod�ele, dit \�a intera
tion uniforme", voir la revue d'Aleiner, Brouwer et Glazman[3℄.
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CHAPITRE 6. CIRCUITS �A UN �ELECTRON : R�EALISATIONS ET TH�EORIEaux �energies pro
hes du niveau de Fermi, et un 
al
ul de la 
ondu
tan
e �a travers 
e niveaud'impuret�e donne 3 : G = 2e2h ∫ d!(��nF�! ) 4�L(!)�R(!)�L(!) + �R(!)��d(!) (6.8)�L;R(!) = �∑k jtkL;Rj2Æ(! � "k) = �DL;R(!)jtL;R(!)j2 (6.9)o�u �d(!) est la densit�e d'�etats sur le point (en intera
tion !). �A basse temp�erature, la d�eriv�eedu fa
teur de Fermi est un pi
-Æ, et si l'on 
onsid�ere que les deux �ele
trodes sont sym�etriques(�L = �R � � ), on a : G(T = 0) = 2e2h 2� (0) ��d(0) (6.10)Or, �a basse temp�erature, l'e�et Kondo implique l'apparition d'une r�esonan
e au niveau deFermi, dont la hauteur n'est pas renormalis�ee par les intera
tions : ��d(! = 0) = 1=(�L+�R) =1=(2� ). On trouve �nalement dans le r�egime Kondo :G(T = 0) = 2e2h (6.11)
'est �a dire une restauration de la 
ondu
tan
e unitaire �a basse temp�erature, malgr�e la pr�esen
ed'intera
tions fortes sur le point quantique (voir la �gure 6.4, �a gau
he).
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Fig. 6.4 { �A gau
he : 
ondu
tan
e th�eorique obtenue par groupe de renormalisation num�erique(temp�eratures d�e
roissantes de bas en haut), d'apr�es [10℄. �A droite : mise en �eviden
eexp�erimentale de 
et e�et sur un point quantique de petite taille, tir�e de [11℄3Il s'agit d'une formule de Landauer g�en�eralis�ee au 
as en intera
tion, voir [5℄
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6.1. LES POINTS QUANTIQUESCet argument qui permet de montrer 
omment on obtient une 
ondu
tan
e maximale n'est
ependant pas le plus intuitif. On peut en e�et 
omprendre de mani�ere plus simple au moinspourquoi la 
ondu
tan
e est augment�ee dans le r�egime Kondo. En e�et, un simple 
al
ulperturbatif de l'�etat fondamental du syst�eme point+�ele
trodes �a l'ordre t2 (autour de la limiteatomique) montre que la fon
tion d'onde se 
ompose d'un m�elange d'�etats de 
harge di��erente(impaire et paire), permettant la travers�ee des �ele
trons �a travers le point (
omme aux paliersde l'es
alier de Coulomb). Le blo
age de Coulomb est don
 supprim�e lorsqu'il y a un spin netsur l'̂�le, et dans le 
as 
ontraire (e�et pair-impair). Cet e�et a �et�e observ�e dans les exp�erien
esr�e
entes de Goldhaber-Gordon [12℄, ainsi que par d'autres groupes [11℄ (voir la �gure 6.4). Ilest amusant de noter que l'e�et Kondo dans les solides est a

ompagn�e d'une remont�ee der�esistan
e due �a la di�usion des �ele
trons sur les impuret�es magn�etiques. I
i, la g�eom�etrie tr�esparti
uli�ere du 
ir
uit �etudi�e inverse 
ompl�etement l'e�et.� Con
lusionNous 
on
luons 
ette se
tion en donnant un diagramme s
h�ematique et simpli��e du 
om-portement de la 
ondu
tan
e dans les points quantiques (�gure 6.5). Il faut 
ependant insistersur le fait que de nombreuses �etudes exp�erimentales et th�eoriques ont �et�e 
onduites sur 
essyst�emes, en modi�ant les nombreux param�etres de 
ontrôle du point quantique : in
uen
edu 
hamp magn�etique [10℄ et [13℄, 
ouplage de plusieurs points entre eux [14℄ et [15℄, e�etshors �equilibre �a forte tension [16℄, perte du blo
age de Coulomb dans le r�egime de /forte
ondu
tan
e (analyse th�eorique par bosonisation [17℄, NRG [18℄ et exp�erien
es [19℄), rôle des
u
tuations mesos
opiques [3,20℄, et
... Nous allons maintenant regarder un peu plus en d�etailla nature du transport quantique dans des nanostru
tures d'un type di��erent.PSfrag repla
ementsGmax(T ); Gmin(T )

T

2e2h
GtGel

Gin

TK ÆE E
Tel Tin

G � 2e2h [1� (�T=TK)2℄
G � Gt= log2(T=TK)G � Gel G / T 2 G � Gte�E
=T G � Gt

Fig. 6.5 { Condu
tan
e s
h�ematique d'un point quantique (au maximum et au minimum),d'apr�es [21℄.
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CHAPITRE 6. CIRCUITS �A UN �ELECTRON : R�EALISATIONS ET TH�EORIE6.2 Les �̂les m�etalliques6.2.1 R�ealisationBien que la m�ethode utilis�ee pour 
onstruire une bô�te �a �ele
trons �a partir de jon
tionstunnels soit di��erente de 
elle employ�ee �a la r�ealisation des points quantiques, l'id�ee de basereste la même : il s'agit de r�ealiser une stru
ture de taille nanos
opique, faiblement 
oupl�ee �a desr�eservoirs d'�ele
trons. Ces jon
tions ont 
e
i de parti
ulier qu'une tr�es min
e 
ou
he d'oxyde(taille typique 100 � 100 � 1nm) s�epare les di��erentes parti
ules m�etalliques, 
onduisant l�aen
ore �a de tr�es faibles 
apa
itan
es (C � 10�15F ), et �a l'observation d'e�ets de 
harge �abasse temp�erature [22, 23℄. Le blo
age de Coulomb est don
 le fa
teur prin
ipal qui gouvernele transport dans 
es stru
tures.
PSfrag repla
ements

Île Île �Ele
trode�Ele
trodegau
he droiteCou
hes d'oxyde Substrat�Ele
trode gau
he �Ele
trode droite VL VRVgCg
GL; CL GR; CR

Fig. 6.6 { Transistor �a un �ele
tron : 
oupe s
h�ematique �a gau
he et 
ir
uit �ele
trique �a droite.Les parties m�etalliques sont en g�en�eral des �lms min
es d'aluminium d�epos�es sur un substratpar un pro
�ed�e de lithographie.On peut 
ependant noter quelques di��eren
es importantes par rapport aux points quan-tiques :{ Grand nombre d'�ele
trons dans l'̂�le, qu'on 
onsid�ere m�etallique{ Faible 
ondu
tan
e par 
anal (tr�es inf�erieure �a e2=h){ Grand nombre de 
anaux (N � 104 � 106)La 
ondu
tan
e \
lassique" 4 de la jon
tion tunnel (
'est �a dire la 
ondu
tan
e mesur�ee �ahaute temp�erature ou 
al
ul�ee na��vement �a partir de la formule de Landauer en n�egligeant lesintera
tions) peut 
ependant être 
omparable �a e2=h (dans le r�egime de 
ourant tunnel fort)�a 
ause des multiples 
anaux de 
ondu
tion qui 
ontribuent au transport :Gt = GLGRGL + GR (6.12)GL;R = 4�2 e2h N jtL;Rj2 D(0) �d(0) (6.13)D(!) = ∑k Æ(! � �k) (6.14)4On d�e�nit aussi la 
ondu
tan
e sans dimension �t � Gth=(4�2e2).
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6.2. LES ÎLES M�ETALLIQUESo�u l'on a introduit l'hamiltonien de la stru
ture tunnel :H = ∑k� �k[ayLk�aLk� + ayRk�aRk� + d yk�dk�]+ E
(∑p� np� � ng)2+ ∑k�p tLayLk�dp� + tRayRk�dp� + h:
: (6.15)L'�energie de Coulomb E
 = e2=(2C) est maintenant d�etermin�ee par la 
apa
itan
e totale dela jon
tion C � CL + CR + Cg. Cet hamiltonien pr�esente quelques di��eren
es 5 par rapport�a l'hamiltonien de point quantique (6.4) : l'̂�le m�etallique et les �ele
trodes ont maintenant lemême spe
tre, et � = 1 : : :N d�esigne un grand nombre de degr�es de libert�e transverses (spin et
anal). En pratique N � S=�2F � 104�106, o�u S est la se
tion de la jon
tion. Les impli
ationsdes remarques pr�e
�edentes sont int�eressantes �a la fois du 
ôt�e exp�erimental et th�eorique,puisque le probl�eme se trouve ainsi grandement simpli��e : la stru
ture �ele
tronique de l'̂�le jouepeu de rôle, et on peut r�eduire l'hamiltonien (6.15) �a une th�eorie purement bosonique pourles variables de 
harge. En e�et les pro
essus qui m�elangent les degr�es de libert�e �ele
troniquedans un même 
anal de 
ondu
tion (
omme l'intera
tion Kondo) se trouvent d�efavoris�es d'unfa
teur 1=N : la 
harge est alors une bonne variable pour d�e
rire le transport �a travers lajon
tion. On peut don
 int�egrer les �ele
trons expli
itement �a l'ordre dominant en N , et obtenirune a
tion e�e
tive pour la phase � 
onjugu�ee �a la 
harge totale sur l'̂�le [24℄ :S = ∫ �0d� 14E
 (���)2 + ing��� � ∫ �0d� ∫ �0d� 0�(� � � 0) 
os [�(�)� �(� 0)] (6.16)o�u �(0) = �(�) [2�℄, et �(�) = �t(�=�)2=[sin(��=�)℄2 est une intera
tion retard�ee g�en�er�eepar l'int�egration des fermions (�ele
trodes et �̂le) 6. Le fait remarquable que l'on 
onstate estqu'il ne subsiste qu'un petit nombre de param�etres 
ontrôlant le transport dans la jon
tiontunnel : �energie de Coulomb E
 , tension de grille adimensionn�ee ng et 
ondu
tan
e 
lassique(sans dimension) �t . La 
omparaison entre exp�erien
e et th�eorie est don
 ais�ee �a 
onditionque l'on sa
he d�eterminer 
es 
oeÆ
ients in
onnus.6.2.2 �Etude th�eorique� Th�eorie orthodoxe : 
ourant tunnel faibleLorsque �t est petit 7, on peut 
al
uler les observables en th�eorie de perturbation �a l'ordre�t . �A 
ause de la sym�etrie ng ! ng +1 de l'a
tion (6.16), on obtient pour �1=2 < ng < 1=2 :
〈n〉 � ng + 12E
 1� � logZ�ng = �t log (1 + 2ng1� 2ng ) (6.17)E�
 � �12 1� �2 logZ�n2g jng=0;T=0 = E
 [1� 4�t ℄ (6.18)5On a aussi pris les �el�ements de matri
e tL;R 
onstants pour simpli�er, 
e qui suppose un 
onta
t pon
tuelentre les �ele
trodes et l'̂�le (de petite taille).6Cette expression, obtenue dans la limite o�u la largeur de bande des �ele
trodes et de l'̂�le est grande, a besoind'une r�egularisation �a haute fr�equen
e.7En pratique, le r�egime perturbatif �a l'ordre le plus bas en �t est valide pour �t � 0:1, et pour ng loin despoints de d�eg�en�eres
en
e.
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CHAPITRE 6. CIRCUITS �A UN �ELECTRON : R�EALISATIONS ET TH�EORIEOn peut interpr�eter E�
 
omme une �energie de Coulomb renormalis�ee par les intera
tions, et 
e
al
ul perturbatif montre que 
elle-
i est r�eduite de sa valeur 
lassique. Cette nouvelle �e
hellesignale que les 
u
tuations quantiques de la 
harge sur l'̂�le d�efavorisent le blo
age de Coulomb,qu'on ne peut observer que pour des temp�eratures inf�erieures �a E�
 . On voit aussi que le r�egimede tunneling fort se produit pour � & 0:1, et que les points de d�eg�en�eres
en
e, ng = �1=2,posent un probl�eme pour la th�eorie de perturbation (
u
tuations maximales de la 
harge). Onpeut par ailleurs 
al
uler la 
ondu
tan
e lin�eaire �a 
et ordre :G(ng; T ) = Gt [∑n2Zexp[��E(n)℄]�1∑n2Z ��(n)exp[��(n)℄� 1 exp[��E(n)℄ (6.19)o�u E(n) = E
(n � ng)2 et �(n) = E(n + 1) � E(n). On remarque quelques parti
ularit�es de
ette expression de 
ourant faible (voir aussi la �gure 6.7) :{ �A haute temp�erature, on retrouve la 
ondu
tan
e 
lassique : G(ng; T � E
) = Gt{ �A basse temp�erature, G(ng; T ) s'annule exponentiellement, sauf �a ng = �1=2{ Aux points de d�eg�en�eres
en
e, on a G(ng = 1=2; T = 0) = Gt=2{ Les pi
s de 
ondu
tan
e autour de n = 1=2 ont une largeur thermique T=E
{ La 
ondu
tan
e normalis�ee G(ng; T )=Gt est ind�ependante de �t
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Fig. 6.7 { Condu
tan
e normalis�ee G(ng; T )=Gt dans la th�eorie orthodoxe, �equation (6.19). �Agau
he : en fon
tion de ng pour �=E
 = 0:1; 1; 2; 3; 5; 10; 100. �A droite : en fon
tion de T=E
pour ng = 0; 0:5.� Au-del�a de la th�eorie orthodoxeDes exp�erien
es r�e
entes [25{27℄ ont permis d'�etudier tr�es pr�e
is�ement les r�egimes de
ondu
tan
e interm�ediaire et forte : les r�esultats exp�erimentaux asso
i�es aux valeurs �t = 0:015et 0:063 sont pr�esent�es �a la �gure 6.8 et montrent des d�eviations (importantes pour le se
ond�e
hantillon) au 
omportement orthodoxe (�equation (6.19) et �gure 6.7).
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6.2. LES ÎLES M�ETALLIQUES
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PSfrag repla
ements G(n g;T)=G t ng G min=G t;G m
ax=G t

T (K)Fig. 6.8 { Condu
tan
e exp�erimentale dans le r�egime de 
ondu
tan
e interm�ediaire, d'apr�es[25℄. Il faut noter que � est d�e�nit i
i 
omme 4�2�t, les �e
hantillons repr�esent�es 
orrespondentdon
 �a �t = 0:015 et 0:063. �A gau
he : d�ependan
e en tension de grille pour des temp�eraturesallant de 10mK �a 1K. �A droite : 
ondu
tan
e au minimum et au maximum en fon
tion de latemp�erature pour 
haque �e
hantillon. Les 
al
uls th�eoriques en trait 
ontinu [28℄ sont e�e
tu�espertubativement �a l'ordre �2t (tunneling s�equentiel et 
otunneling).On 
onstate tr�es 
lairement sur le se
ond �e
hantillon que :{ Pour ng = 1=2, la 
ondu
tan
e d�e
roit en-dessous de Gt=2 �a basse temp�erature{ Les pi
s de 
ondu
tan
e ont une largeur sup�erieure �a la temp�erature{ Le blo
age de Coulomb apparâ�t �a des temp�eratures E�
 inf�erieures �a E
{ E�
 d�e
roit rapidement lorsque �t augmente 8Pour 
omparer �a la th�eorie, il est n�e
essaire d'extraire l'�energie de Coulomb nue et la
ondu
tan
e de la jon
tion, 
e qui se fait en 
omparant les mesures de haute temp�erature�a des 
al
uls semi-
lassiques [29℄ (valides dans 
e r�egime). On trouve ainsi E
 ' 1K et lesvaleurs de �t mentionn�ees 
i-dessus. Les exp�erien
es dans le r�egime interm�ediaire (�t ' 0:06)sont bien reproduites par des 
al
uls th�eoriques allant au-del�a de la th�eorie orthodoxe : th�eoriede perturbation �a l'ordre �2t [28, 30℄, ou approximation harmonique auto
oh�erente [31℄. Desexp�erien
es plus r�e
entes [26℄ dans le r�egime de 
ourant tunnel plus fort (�t ' 0:2) sontsont bien repr�esent�ees par des 
al
uls semi-
lassiques, ave
 un d�esa

ord plus marqu�e �a bassetemp�erature (
omme il se doit).Au niveau purement th�eorique, l'a
tion (6.16) est don
 bien 
ontrol�ee dans le r�egime de
ourant tunnel faible et interm�ediaires 9. Le voisinage des points de d�eg�en�eres
en
e hni = 1=2est parti
ulier �a 
ause des 
u
tuations maximales entre deux �etats de 
harge voisins, et montredes 
omportements singuliers 10, 
e qui peut se 
omprendre par une analogie (due �a Matveev)8Ce 
omportement est en
ore plus marqu�e pour un autre �e
hantillon dans le r�egime de 
ourant tunnel fort(non repr�esent�e), ave
 �t = 0:2.9Pour un 
ondens�e des appro
hes analytiques et num�eriques, voir respe
tivement [30℄ et [32℄.10Pour ng = 1=2, la pente de hni au palier diverge en log(E
=T ) et la 
ondu
tan
e G(ng = 1=2; T ) s'annule �abasse temp�erature en 1= log(E
=T ).
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CHAPITRE 6. CIRCUITS �A UN �ELECTRON : R�EALISATIONS ET TH�EORIEdu probl�eme ave
 le mod�ele Kondo �a N -
anaux [26, 33, 34℄. Un tel 
omportement sembleobserv�e dans les exp�erien
es [25{27℄, et en parti
ulier dans [35℄. Dans le r�egime de 
ourantfort (�t > 0:2), le probl�eme est traitable par des d�eveloppements semi-
lassiques [26, 29℄(limit�es �a haute temp�erature), des 
al
uls d'instantons [36℄, des �equations de 
ot [37, 38℄, oudes appro
hes purement num�eriques [32℄. Tous 
es travaux 
on
ordent �a trouver une r�edu
tionexponentielle de l'�energie de Coulomb renormalis�ee dans 
e r�egime, E�
 / E
 exp(�2�2�t).Tant par les r�esultats des exp�erien
es que par la th�eorie, la 
on
lusion marquante de 
ettedis
ussion est que le blo
age de Coulomb survit dans le r�egime de 
ondu
tan
e forte, maisseulement �a des temp�eratures tr�es r�eduites par rapport �a l'�e
helle nue E
=kB. Une derni�ereillustration de 
ette suppression partielle du blo
age de Coulomb est donn�ee �a la �gure 6.9(pour �t = 0:4 la disparition d'e�ets de 
harge semble 
ompl�ete �a la temp�erature 
hoisieT=E
 = 0:03, t�emoignant de la petitesse de E�
 ).
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Fig. 6.9 { Charge sur l'̂�le hni en fon
tion de la tension de grille. �A gau
he, mesure experimentale�a basse temp�erature et faible 
ondu
tan
e : blo
age de Coulomb parfait, d'apr�es [39℄. Aumilieu et �a droite : 
al
uls QMC [32℄ sur le mod�ele bosonique illustrant les di��erents r�egimes.Le premier graphe est �a temp�erature �x�ee (T=E
 = 0:03) ave
 �t = 0; 0:1; 0:2; 0:3; 0:4. Lese
ond est �a �t = 0:1 pour T=E
 = 0:03; 0:04; 0:1; 0:2; 0:6.� Con
lusionComme pour les stru
tures r�ealis�ee �a partir de gaz d'�ele
trons 
on�n�e (points quantiques),le domaine des nano-jon
tions m�etalliques est en 
roissan
e spe
ta
ulaire depuis dix ans. Parmiles d�eveloppement r�e
ents, on peut 
iter : l'observation du blo
age de Coulomb �a temp�eratureambiante dans des stru
tures de taille typique 10nm [40℄, la r�ealisation d'̂�les supra
ondu
tri
esdans le r�egime blo
age de Coulomb [39℄ (
ela donne une dire
tion possible pour r�ealiser des
178



6.2. LES ÎLES M�ETALLIQUESbits quantiques par superposition d'�etats ave
 di��erents nombres de paires de Cooper [41℄),et
...Il existe aussi une motivation pratique importante, puisque la r�edu
tion 
roissante de la tailledes transistors (MOSFET) utilis�es dans les pu
es �ele
troniques va mener bientôt �a ren
ontrerdes e�ets dus �a la m�e
anique quantique, 
omme 
eux dis
ut�es i
i. Pour l'heure, les appli
ationsdu transistor �a un �ele
tron (�gure 6.10) restent limit�ees au domaine de la m�etrologie [42℄.

Fig. 6.10 { Illustration de l'e�et transistor dans une �̂le m�etallique par la 
ara
t�eristique 
ourant-tension I(V), d'apr�es [39℄. Les deux 
ourbes 
orrespondent �a une tension de grille Vg prise dansune vall�ee (transistor bloqu�e) et en bord de mar
he (transistor passant). La di��eren
e essentielleave
 un transistor \
lassique" est que l'e�et se produit de mani�ere p�eriodique, �a 
haque ajoutd'un �ele
tron dans l'̂�le.
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7. Comp�etition entre blo
age de Coulombet 
oh�eren
e �ele
troniqueLe 
hapitre pr�e
�edent a �et�e l'o

asion d'illustrer le su

�es des th�eories e�e
tivesde phase seule (variable 
onjugu�ee �a la 
harge) pour 
al
uler la 
ondu
tan
e �a tra-vers des �̂les m�etalliques dans le r�egime de blo
age de Coulomb. Cependant, 
etteappro
he n'est plus valide lorsque le transport redevient 
oh�erent, 
omme 
'est le
as dans les points quantiques pour des temp�eratures inf�erieures �a l'espa
emententre niveaux (manifestation de l'e�et Kondo). L'essentiel de 
e 
hapitre (se
-tions 7.1 et 7.2) est la pr�esentation d'une appro
he uni�
atri
e de 
es deux 
om-portements extrêmes ren
ontr�es dans les stru
tures m�esos
opiques �a un �ele
tron.On s'int�eressera en parti
ulier �a divers e�ets de s�eparation des niveaux dans lespoints quantiques, pour des situations interm�ediaires entre blo
age de Coulombet e�et Kondo 1. Pour 
on
lure 
e dernier 
hapitre et 
ette th�ese, on dis
uterabri�evement dans la se
tion 7.3 de la possibilit�e d'observer une transition m�etal-isolant dans des syst�emes ma
ros
opiques pour lesquels les e�ets �a la fois de 
hargeet de 
oh�eren
e sont importants : mat�eriaux granulaires form�es de nanoparti
ulesm�etalliques, et r�eseaux de points quantiques 
oupl�es.7.1 Appro
he th�eorique uni��ee pour les stru
tures �a un �ele
tronDans 
ette premi�ere se
tion, nous nous proposons d'�etendre dire
tement les appro
hesusuelles du blo
age de Coulomb (a
tion e�e
tive bosonique) pour in
lure d�esormais le r�egime
oh�erent o�u le transport est assist�e par les pro
essus Kondo �a basse temp�erature. Commenous allons le voir, il est 
ru
ial de 
onserver par ailleurs les degr�es de libert�e fermioniques.Consid�erons le hamiltonien suivant, qui peut être utilis�e pour d�e
rire tant les points quantiquesque les �̂les m�etalliques :H =∑k� "kayk�ak� +∑p� �pd yp�dp� + E
(∑p� np� � ng)2 +∑k�p t(ayk�dp� + d yp�ak�) (7.1)Nous avons in
lus i
i une seule �ele
trode pour simpli�er les formules, et suppos�e un 
onta
tpon
tuel entre 
ette �ele
trode et la bô�te �a �ele
trons (dont la forme du spe
tre �p sera sp�e
i��eepar la suite). L'�ele
trode est 
onsid�er�ee m�etallique, ave
 une densit�e d'�etat D(") 
ontinue.L'indi
e p = 1 : : : NL 
orrespond aux niveaux d'�energie dans le point/l'̂�le, et � = 1 : : :N1Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 A. Georges, F. Guinea et P. San Jos�e (Arti
le-5).183



CHAPITRE 7. COMP�ETITION ENTRE BLOCAGE DE COULOMB ET COH�ERENCEest un indi
e de spin et de 
anal de 
ondu
tion (
onserv�e par l'hamiltonien tunnel). On �e
ritune repr�esentation de rotateur d yp� = f yp�e i�, 
omme au 
hapitre 3, et l'on int�egre l'�ele
trodeexpli
itement : S = ∫ �0d�∑p� f yp�(�� + �p � Æ�)f� + (��� + iÆ�)24E
 + ing���+ ∫ �0d�∫ �0d� 0 1NL�(��� 0)∑pp0� f yp�(�)fp0�(� 0) e i�(�)�i�(� 0) (7.2)On peut remarquer dans l'expression pr�e
�edente la position parti
uli�ere des indi
es dans ledernier terme. On a not�e, en extrayant un fa
teur 1=NL, �(i!) � ∑k NLt2=(i! � "k), etintroduit un potentiel 
himique renormalis�e Æ� qui est essentiel pour maintenir l'�equivalen
eentre �etats de 
harge fermionique et moment angulaire du rotateur.L'appro
he de phase-seule, valide pour N � 1 et pour T � ÆE (ÆE est l'espa
ement desniveaux �p), 
onduit �a l'a
tion purement bosonique (6.16) du 
hapitre pr�e
�edent (pour prouver
e r�esultat, il faut d�evelopper la fon
tion de partition en puissan
es de �(�) dans la limite o�uN est grand, et resommer les 
ontributions dominantes).� Approximation utilis�eeAu lieu de 
ela, en s'inspiration de la se
tion 3.4, on r�ealise une fa
torisation du 
ouplagefermion-boson dans l'a
tion pr�e
�edente :S ' ∫ �0d�∑p� f yp�(�� + �p � Æ�)f� + ∫ �0d�∫ �0d� 0 1NL�(��� 0)〈e i�(�)�i�(� 0)〉∑pp0� f yp�(�)fp0�(� 0)+ ∫ �0d� (��� + iÆ�)24E
 + ing��� + ∫ �0d�∫ �0d� 0�(��� 0) 1NL ∑pp0� 〈f yp�(�)fp0�(� 0)〉e i�(�)�i�(� 0)(7.3)La partie fermionique est don
 triviale, alors que la partie bosonique fait apparâ�tre une a
tion dephase ave
 un goût de d�ej�a vu. La nouveaut�e de 
ette appro
he est que les noyaux intervenantdans l'expression pr�e
�edente sont d�etermin�es de fa�
on auto
oh�erente, et 
onstitue une sortede resommation de la th�eorie de perturbation en �(�), qui va don
 au-del�a de l'appro
he dephase seule. Cette fa
torisation 
onstitue l'�etape essentielle de 
e travail, et la suite du 
hapitre
onsiste �a en analyser les 
ons�equen
es. Nous allons voir tout d'abord que 
ette approximationla plus simple possible nous permet de 
apturer �a la fois le blo
age de Coulomb et l'e�et Kondodans les stru
tures �a un �ele
tron.7.1.1 Île m�etallique : blo
age de CoulombConsid�erons i
i le 
as d'une �̂le m�etallique, pour laquelle le spe
tre �p est 
ontinu, ave
 unedensit�e d'�etats �0(0) identique �a 
elle des �ele
trodes, D(0). De plus, le 
ouplage de l'̂�le aux�ele
trodes pr�esente en pratique un grand nombre de 
anaux de transmission N � 104 � 1.
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7.1. APPROCHE TH�EORIQUE UNIFI�EE POUR LES STRUCTURES �A UN �ELECTRONOn voit tout de suite que notre th�eorie de 
hamp moyen se r�eduit exa
tement �a l'appro
he dephase seule, qui est utilis�ee pour d�e
rire la physique de 
es jon
tions tunnel. En e�et, dans les�̂les m�etalliques, l'�element de matri
e tunnel est en g�en�eral tr�es petit par rapport �a la largeurde bande W des grains (
ou
he d'oxyde), typiquement jtj2 � W 2=(NNL). On en d�eduit quela 
ondu
tan
e 
lassique Gt = 4�2(e2=h)NNLjtj2D(0)�0(0) (7.4)peut être d'un ordre de grandeur 
omparable (ou inf�erieure) au quantum e2=h, 
e qui permetd'observer le blo
age de Coulomb dans 
es stru
tures. D'un point de vue th�eorique, 
ela im-plique que �(�) / 1=N , et permet de n�egliger la self-�energie fermionique dans (7.3), alors quela self-�energie bosonique, proportionnelle �a Gt , survit [1℄. On arrive don
 �a un propagateur defermions libres : Gpp00 (�) � 〈f yp�(0)fp0�(�)〉0 (7.5)Gpp00 (i!) = Æpp0i! � �p + Æ� (7.6)L'a
tion bosonique qui en r�esulte est bien 
elle �etudi�ee au 
hapitre pr�e
�edent, �equation (6.16),
ar le noyau (self-�energie dans le langage pr�e
�edent) qui d�e
rit la dynamique des phases estsimplement : �(�) = ��(�) 1NL ∑p Gpp0 (��) = �t (�=�)2[sin(��=�)℄2 (7.7)la se
onde �egalit�e �etant �etablie dans la limite de grande largeur de bande 2 pour l'̂�le et les�ele
trodes. On a not�e i
i �t � Gth=(4�2e2) la 
ondu
tan
e sans dimension. On 
on
lut quenotre approximation mod�elise le blo
age de Coulomb dans les �̂les m�etalliques de mani�ere exa
te.7.1.2 Point quantique : blo
age de Coulomb et e�et KondoComme pr�e
is�e au 
hapitre pr�e
�edent, les param�etres intervenant dans la des
ription despoints quantiques sont assez di��erents de 
eux utilis�e pour les �̂les m�etalliques, même si lemod�ele initial est essentiellement le même. En e�et, le nombre de 
anaux transverses N estd'ordre un (pour un point peu ouvert), et l'espa
ement ÆE des niveaux �p du point n'est pasn�egligeable (�a 
ause de la plus faible densit�e �ele
tronique du gaz bidimensionnel d'�ele
trons).Pour �etudier 
es e�ets plus en d�etail, 
ommen�
ons par simpli�er la partie fermionique de l'a
-tion (7.3). On a besoin de 
al
uler le propagateur des fermions qui intervient dans l'expressiondu bain bosonique :�(�) = ��(�) 1NL ∑pp0� 〈f yp�(�)fp0�(0)〉 = �N�(�) 1NL ∑pp0 Gpp0f (��) (7.8)2On remarque de plus que la d�ependan
e en Æ� disparâ�t 
ompl�etement dans le se
teur fermionique, et peutdon
 être r�eabsorb�ee dans une red�e�nition du potentiel de grille Vg.
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CHAPITRE 7. COMP�ETITION ENTRE BLOCAGE DE COULOMB ET COH�ERENCEo�u l'on a introduit la fon
tion de Green fermionique, en notation matri
ielle :Ĝf = [Ĝ�10 � 1NL �̂f ]�1 = Ĝ0[1� 1NL �̂f Ĝ0]�1 (7.9)Gpp00 (i!) = Æpp0i! � �p + Æ� (7.10)�pp0f (�) = �(�) 〈e i�(�)�i�(0)〉 (7.11)L'inversion de 
et objet 
onduit �a l'expression suivante pour le propagateur \lo
al" :G lo
f (i!) � 1NL ∑pp0 Gpp0f (i!) = [ 11NL ∑p 1=(i! � �p + Æ�) ��f (i!)]�1 (7.12)et le probl�eme qu'il suÆt de r�esoudre en �n de 
ompte est l'a
tion de phase auto
oh�erente :S = ∫ �0d� (��� + iÆ�)24E
 + ing��� � ∫ �0d�∫ �0d� 0�(��� 0)e i�(�)�i�(� 0) (7.13)�(�) = �N�(�)G lo
f (��) (7.14)Les �equations (7.11-7.14) sont le r�esultat 
entral de 
e 
hapitre, et d�e
rivent les e�ets des
orr�elations pour des points quantiques dans le r�egime de blo
age de Coulomb (haute temp�erature)ou dans le r�egime Kondo (basse temp�erature), 
omme nous allons maintenant le montrer.� R�egime blo
age de Coulomb dans les points quantiquesConsid�erons des temp�eratures plus faibles que l'�energie de 
harge E
 , mais bien sup�erieures�a l'espa
ement ÆE des niveaux dans le point. Dans 
e 
as, on peut prendre une limite 
ontinuesur les �etats d'�energie, et simpli�er1NL ∑p 1(i! � �p + Æ�) � �i��0(0) (7.15)
e qui donne le propagateur des pseudo-fermions de l'̂�le :G lo
f (i!) � [ i��0(0) ��f (i!)]�1 (7.16)Il apparâ�t don
 une partie imaginaire 
onstante dans 
ette fon
tion de Green, qui doit dominerlargement la self-�energie �f (i!) �a basse fr�equen
e. On se retrouve don
 ave
 un noyau �(�)similaire �a 
elui (7.7) obtenu pour une �̂le m�etallique, 
'est �a dire ave
 une d�e
roissan
e en1=�2 �a long temps. Il y a don
 blo
age de Coulomb dans 
e r�egime, �a 
ause de la partiebosonique (les fermions pouvant apporter des 
orre
tions non n�egligeables �a plus haute �energiepar rapport �a une a
tion de type phase-seule). On v�eri�e de plus que l'hypoth�ese de n�egliger�f (i!) �a basse fr�equen
e dans (7.16) est 
ompatible ave
 
e r�esultat, puisque dans le r�egimede blo
age de Coulomb, le propagateur 〈e i�(�)�i�(0)〉 d�e
roit exponentiellement en temps (il enest don
 de même pour �f (�), �a 
ause de l'�equation (7.11)).
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7.1. APPROCHE TH�EORIQUE UNIFI�EE POUR LES STRUCTURES �A UN �ELECTRON� E�et Kondo dans les points quantiques�A tr�es basse temp�erature (T � ÆE), 
onsid�erons uniquement le niveau d'�energie �p le pluspr�es du niveau de Fermi dans le point (disons �p=0 = 0). On sait d'apr�es la se
tion 3.4, que lafa
torisation (7.3) est suÆsante pour d�e
rire l'e�et Kondo 
orre
tement. Notre appro
he estdon
 interpolative entre 
e r�egime 
oh�erent (o�u la 
ondu
tivit�e retrouve la limite unitaire grâ
e �al'e�et Kondo), et le blo
age de Coulomb (ave
 une 
ondu
tivit�e d�e
roissante en temp�erature).Il faut bien entendu r�esoudre dans les deux 
as le probl�eme de phase (7.3), qui est 
oupl�eaux degr�es de libert�e fermioniques seulement par l'interm�ediaire du noyau �(�), et l'on disposepour 
ela de diverses m�ethodes analytiques et num�eriques, revues au 
hapitre pr�e
�edent. A�n defa
iliter l'analyse, nous allons dans la suite 
onsid�erer la limite de grand nombre de 
omposantepour l'a
tion de phase (mod�ele-sigma), de la même fa�
on qu'�a la se
tion 3.4. On introduit don
le 
hamp de phase X(�) = e i�(�), et son 
orr�elateur GX(�) = hX(�)X�(0)i. Les �equations quenous obtenons ainsi s'�e
rivent (on se pla
e par ailleurs dans le 
as parti
ule-trou sym�etrique,
'est �a dire en 
entre de mar
he de l'es
alier de Coulomb) :GX(i�n) = [ �2n2E
 + ���X(i�n)]�1 (7.17)GX(� = 0) = 1 (7.18)G lo
f (i!n) = [ 11NL ∑p 1=(i!n � �p) ��f (i!n)]�1 (7.19)�X(�) = N�(�)G lo
f (�) (7.20)�f (�) = �(�)GX(�) (7.21)�(i!n) = ∑k NLt2i!n � "k (7.22)Ces �equations simplissimes r�egissent en premi�ere approximation la physique de base des pointsquantiques et des �̂les m�etalliques (loin des mar
hes de 
ondu
tan
e). On aurait pu aussi envi-sager de r�esoudre l'a
tion bosonique dans un 
hamp moyen en
ore plus simple, en 
ondensantles variables de phase 〈e i�〉 
omme �a la se
tion 3.3. Cette appro
he a �et�e utilis�ee r�e
emment [2℄dans le 
as de deux impuret�es 
oupl�ees, pour �etudier le transport �a travers deux points quan-tiques en s�erie (
omp�etition entre e�et Kondo et intera
tion d'�e
hange).
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CHAPITRE 7. COMP�ETITION ENTRE BLOCAGE DE COULOMB ET COH�ERENCE7.2 R�egimes interm�ediaires de 
ondu
tion dans les pointsquantiquesNous allons illustrer i
i la solution num�erique du syst�eme d'�equations pr�e
�edent. Dans les
al
uls qui suivent, on prendra N = 2 (un 
anal de 
ondu
tion) et l'�energie de Coulomb sera�x�ee �a E
 = 1. La largeur de bande � = 50 des �ele
trodes sera 
onsid�er�ee 
omme la plusgrande �e
helle du probl�eme. La forme du spe
tre des �ele
trodes jouant don
 peu de rôle, on apris une semi-
ir
ulaire : �(i!) = jtj2 8�2(i! � iSg(!)√!2 + �2=4) (7.23)On �xera t de fa�
on que la largeur �a NL niveaux �multi � jIm�(i0)j = 4NLt2=� = 0:5 soitl�eg�erement inf�erieure �a E
 (observation fa
ile de l'e�et Kondo). Cela 
orrespond au r�egime de
ondu
tan
e forte, utilis�e dans les exp�erien
es qui ont mis en �eviden
e l'e�et Kondo dans lespoints quantiques, et est s
h�ematis�e �a la �gure 7.1.
PSfrag repla
ements G(T; Vg)2e2h

GfaibletG
fortt

Vgng = 0 ng = 1 ng = 2 ng = 3
Fig. 7.1 { R�egime de 
ondu
tan
e forte, Gfortt � e2=h, dans un point quantique (s
h�ematique) :
ourbe �a haute temp�erature (trait 
ontinu) et sous la temp�erature Kondo (pointill�es). Onindique aussi le r�egime de 
ondu
tan
e faible, Gfaiblet � e2=h (pi
s �etroits). La 
�e
he indiquela r�egion d'appli
abilit�e des r�esultats obtenus dans 
ette se
tion (vall�ees de 
ondu
tion).Pour le 
al
ul de la 
ondu
tan
e, on obtiendra la fon
tion de Green lo
ale par fa
torisation,Gd(�) = G lo
f (�)GX(�), puis prolongement analytique a�n de pouvoir appliquer la formulede Landauer, �equation (6.8). Le but de 
ette se
tion est de montrer l'int�erêt de la m�ethodede rotateurs pour �etudier des r�egimes de 
ouplage qui ne sont pas fa
ilement a

essibles parles m�ethodes usuelles (th�eorie de phase seule ou mod�ele e�e
tif d'Anderson �a un seul niveaud'impuret�e).
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7.2. R�EGIMES INTERM�EDIAIRES DE CONDUCTION DANS LES POINTS QUANTIQUES7.2.1 E�ets de l'espa
ement des niveauxL'analyse basse fr�equen
e des �equations de 
hamp moyen montre que l'e�et Kondo subsiste�a temp�erature nulle tant que l'espa
ement entre niveaux est �ni. En e�et, l'obtention de lar�egle de Friedel repose sur un 
omportement singulier �a basse fr�equen
e de la self-�energie�f (i!), qui n'est pas modi��e par la pr�esen
e des NL niveaux dans le points, 
omme on le voit�a l'�equation (7.19). Ce
i est valide tant que ÆE 6= 0 et on trouve la 
ondu
tan
e de temp�eraturenulle (en utilisant les r�esultats de la se
tion 3.4) :G(T = 0) = 2e2h �=2N + 1 tan(N �=2N + 1) ' 0:9 2e2h (7.24)(
al
ul�ee i
i pour N = 2). On retrouve ainsi une 
ondu
tan
e unitaire (en faisant abstra
tionde la violation d'environ 10% du r�esultat exa
t qui provient de la fa
torisation approximativede l'a
tion), signature de l'e�et Kondo dans les points quantiques. Cependant, lorsque l'espa-
ement ÆE entre niveaux dans le point se r�eduit, la temp�erature Kondo diminue tr�es fortement,jusqu'�a devenir exa
tement nulle dans la limite ÆE ! 0, si l'on maintient une largeur de bandedu point W = (NL � 1)ÆE �nie. Le 
as limite des niveaux denses o�u l'on retrouve le blo
agede Coulomb a �et�e expliqu�e pr�e
�edemment aux �equations (7.15-7.16). Cet e�et est 
lairementobserv�e sur la �gure 7.2.
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PSfrag repla
ements � d(!)
!!Fig. 7.2 { �A gau
he : tra
�e de �d(!) �a W = E
 = 2�multi = 1 et basse temp�erature (� = 800),pour NL = 1; 3; 5;1 (de haut en bas en suivant le pi
 
entral), illustrant la r�edu
tion de TKave
 NL. �A droite : e�et de la temp�erature sur �d(!) pour la 
ourbe NL = 3 ; les temp�eratures
roissantes 
orrespondent �a � = 800 (pi
 
entral fort), � = 25 (pi
 
entral �e
ras�e), � = 10(minima profond) et � = 2 (minima rempli par les ex
itations thermiques). Comparer 
ette�evolution ave
 la 
ondu
tan
e G(T;NL = 3) de la �gure 7.3.
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CHAPITRE 7. COMP�ETITION ENTRE BLOCAGE DE COULOMB ET COH�ERENCEOn peut aussi estimer qualitativement la temp�erature Kondo (par un argument analogue �a
elui donn�e �a la se
tion 3.4). En e�et, le 
omportement �a temps long de la fon
tion de Greenfermionique dans le r�egime blo
age de Coulomb est G lo
f (�) � �1=(2NL)Sg(�), 
e qui 
onduit�a la self-�energie de rotateur �X(i�) � �(�multi=NL) log j�j. La temp�erature Kondo est donn�eelorsque 
ette self-�energie est d'ordre E
 , 
'est �a dire pour :TK(NL) / exp(�CE
NL�multi) = exp(�CE
� ) (7.25)o�u C est une 
onstante d'ordre 1 et � = �multi=NL la largeur �a un niveau. La temp�eratureKondo est don
 en pratique tr�es faible dans un point quantique, sauf si l'on se pla
e dans ler�egime de 
ondu
tan
e forte (i.e. 
e qui rvient �a augmenter � dans l'expression pr�e
�edente).Examinons maintenant plus en d�etail la �gure 7.2, qui montre la densit�e d'�etats lo
ale surle point en fon
tion de la temp�erature et du nombre d'�etats NL. Sur le tra
�e de gau
he, on voitnettement la rapide diminution de TK ave
 NL par l'amin
issement du pi
 
entral (ainsi quepar son e�ondrement verti
al �a temp�erature �x�ee non nulle). Lorsque NL est assez grand, lespe
tre pr�esente un pseudogap, 
ara
t�eristique du blo
age de Coulomb sur le point. La partiedroite de la même �gure pr�esente l'�evolution en temp�erature du 
as NL = 3. Lorsque l'onbaisse la temp�erature, la densit�e d'�etat �a basse fr�equen
e 
ommen
e par diminuer �a T < E�
(blo
age de Coulomb des �etats de 
harge di��erente). On arrive alors �a un minimum de �d(0) etpuis une remont�ee lorsque l'e�et Kondo se met en pla
e (�a TK . T ) ; la densit�e d'�etat a alorsun maximum peu pronon
�e. Celui-
i se d�eveloppe pleinement aux temp�eratures plus bassesque la temp�erature Kondo, ave
 restauration de la limite unitaire. Cette des
ription permet de
omprendre aussi l'�evolution de la 
ondu
tan
e d'�equilibre �a travers le point, qui est montr�ee�a la �gure 7.3. Cette �gure illustre aussi la diminution de la temp�erature Kondo ave
 NL parle d�epla
ement vers la gau
he du minimum de 
ondu
tan
e. On voit tr�es bien sur 
ette �gurel'amor
e du r�egime de blo
age de Coulomb pour TK < T < E
 (
e r�egime s'�etend jusqu'�atemp�erature nulle pour une densit�e 
ontinue d'�etats dans le grain). L'insert d�etaille grâ
e �aune �e
helle logarithmique le 
omportement basse temp�erature de la 
ondu
tan
e du mod�eled'Anderson (NL = 1).
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7.2. R�EGIMES INTERM�EDIAIRES DE CONDUCTION DANS LES POINTS QUANTIQUES

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.5

1

1.5

2

0.0001 0.001 0.01 0.10

0.5

1

1.5

2

PSfrag repla
ements T
G[e2 =h℄

Fig. 7.3 { Condu
tan
e G(T;NL) pour W = E
 = 2�multi = 1 en fon
tion de la temp�erature.On a tra
�e les 
as NL = 1; 3; 5;1 (de haut en bas sur la partie extrême gau
he du tra
�e).Insert : 
ondu
tan
e en �e
helle logarithmique pour NL = 1.7.2.2 Crossover inverseOn va s'int�eresser i
i �a un 
as un peu di��erent du pr�e
�edent. On suppose que le pointposs�ede un nombre non n�egligeable d'�etats (au moins quelques dizaines), mais que la largeurde bande se trouve inf�erieure �a l'�energie de Coulomb, W . E
 . La r�ealisation physique d'unetelle situation n'est pas tr�es 
laire (on peut penser �a des grains m�etalliques de tr�es petite taille,ou des petits points quantiques de haute densit�e �ele
tronique), mais il s'agit d'une limite biend�e�nie du mod�ele (7.1) qui n'a pas �et�e envisag�ee dans la litt�erature. Commen�
ons par regarderun 
as limite simple.� Niveaux 
ompl�etement d�eg�en�er�esSupposons que les NL niveaux du point soient mis simultan�ement �a z�ero, �p = 0 pour toutp = 1 : : : NL (la largeur de bande est don
 nulle, W = 0). R�e�e
rivons le mod�ele initial apr�es un
hangement de base orthonorm�ee {d yp�}! {
yp�}, tel que :
y1� = 1pNL NL∑p=1 d yp� (7.26)Dans 
e 
as, les degr�es de libert�e fermioniques 
yp� pour p > 1 se d�e
ouplent 
ompl�etement,laissant un mod�ele Anderson e�e
tif pour le fermion 
y1�. En fait, il persiste un 
ouplage 
apa
itifuniquement entre les deux esp�e
es de fermions, mais pour des temp�eratures inf�erieures �a E
(et loin d'une mar
he de 
ondu
tan
e) la 
harge des fermions d�e
oupl�es est 
ompl�etement
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CHAPITRE 7. COMP�ETITION ENTRE BLOCAGE DE COULOMB ET COH�ERENCEgel�ee. Puisque l'on obtient la 
ondu
tan
e �a travers le point �a partir de la fon
tion de Green :G lo
d (�) � 1NL ∑pp0 〈d yp�(0)dp0�(�)〉 = 〈
y1�(0)
1�(�)〉 (7.27)on obtient une restauration 
ompl�ete de la 
ondu
tan
e unitaire �a basse temp�erature pour
e mod�ele tr�es parti
ulier. On peut v�eri�er que notre solution appro
h�ee, �equations (7.17-7.22), ob�eit �a 
e r�esultat. En e�et, lorsque les niveaux du point sont exa
tement d�eg�en�er�es(W = 0), on trouve d'apr�es l'�equation (7.19) que la fon
tion de Green des pseudo-fermionsvaut simplement Gf (i!) = [i! � �f (i!)℄�1. On obtient bien l�a l'e�et Kondo asso
i�e �a unmod�ele d'Anderson standard (
e r�esultat est en parti
ulier ind�ependant de NL).� Faible largeur de bandePla�
ons-nous maintenant dans le 
as o�u W . E
 ave
 un nombre suÆsant d'�etats �p dansle point (non d�eg�en�er�es). L'id�ee qu'on suit i
i est de \bran
her" W progressivement �a partirde la situation pr�e
�edente (W = 0), en maintenant un nombre �x�e (NL & 20) de niveaux �pdans le point. On observe alors �a une \s�eparation" du pi
 Kondo 
entral que l'on vient ded�e
rire, 
omme le montre la �gure 7.4. La raison est que l'on passe dire
tement d'un r�egimeKondo �a une situation de blo
age de Coulomb, puisque o�u la densit�e d'�etats dans le point estimportante (voir l'argument donn�e aux �equations (7.15-7.16)). Cependant, bien que le syst�emesoit in
oh�erent �a tr�es basse temp�erature, l'e�et Kondo se fait toujours sentir �a des �e
hellesd'�energie interm�ediaires (du moins tant que W est bien inf�erieur �a E
).
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ements
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!Fig. 7.4 { Densit�e d'�etats sur le point pour E
 = 2�multi = 1, � = 400 et NL = 21, ave
di��erentes valeurs de la largeur de bande : W = 0; 0:2; 1.
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7.2. R�EGIMES INTERM�EDIAIRES DE CONDUCTION DANS LES POINTS QUANTIQUESLe fait remarquable est que la temp�erature Kondo n'est plus 
ontrôl�ee par le nombre deniveaux sur le point 3, mais est donn�ee en premi�ere approximation dans la limite W . E
 parune temp�erature 
ara
t�eristique d'un mod�ele d'impuret�e �a un seul niveau :TK / exp(� �E
4�multi) (7.28)Pour que 
et e�et soit visible, il faut que l'�energie de Coulomb renormalis�ee, E�
 / exp(�2�2�t),soit inf�erieure �a 
ette temp�erature 
ara
t�eristique. En 
omparant 
es quantit�es, on en d�eduitdon
 les 
onditions (la premi�ere 
ondition est 
ertainement la plus diÆ
ile �a satisfaire en pra-tique) : W . E
 (7.29)√WE
16�2 . �multi (7.30)Une 
ons�equen
e amusante de 
ette 
onstatation est que le 
omportement en temp�eraturede la 
ondu
tan
e est invers�e par rapport �a la signature traditionnelle de l'e�et Kondo dansles points quantiques. En e�et, lorsque la temp�erature diminue, on 
onstate maintenant uneremont�ee initiale de 
ondu
tan
e (due �a l'e�et Kondo �a T ' TK), puis une d�e
roissan
e de la
ondu
tan
e �a 
ause du blo
age de Coulomb. Ce
i est illustr�e �a la �gure 7.5.
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Fig. 7.5 { Condu
tan
e en fon
tion de la temp�erature pour W = 0:2, E
 = 2�multi = 1,� = 400, et NL = 21.
3L'appli
ation de la formule (7.25) donnerait i
i une temp�erature Kondo TK(NL) quasi-nulle.
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CHAPITRE 7. COMP�ETITION ENTRE BLOCAGE DE COULOMB ET COH�ERENCE7.3 Con
lusionDeux grandes th�ematiques, a priori disjointes, ont �et�e abord�ees dans 
ette th�ese :la tran-sition de Mott dans les syst�emes de fermions 
orr�el�es et l'�etude d'e�ets d'intera
tion dansles stru
tures m�esos
opiques (le dernier 
hapitre, qui 
on
erne le magn�etisme quantique, estplutôt d�e
onne
t�e des pr�e
�edents). Une te
hnique 
ommune a �et�e d�evelopp�ee pour traiter
es probl�emes bien di��erents : il s'agit d'une extension de la m�ethode de bosons es
laves �ades variables de phase (rotateurs quantiques es
laves), qui sont les degr�es de libert�e natu-rels pour d�e
rire les intera
tions entre �ele
trons. Une voie de d�eveloppements futurs de 
ettem�ethode semble possible �a la jon
tion entre 
es sujets de mati�ere 
ondens�ee et de physiquem�esos
opique. En e�et, les milieux granulaires (
onstitu�es de grains m�etalliques de taille ty-pique 10 nm), et les r�eseaux de points quantiques (
oupl�es entre eux) sont des syst�emesma
ros
opiques 
onstitu�es d'entit�es nanos
opiques o�u le blo
age de Coulomb joue un rôleimportant 4. L'id�ee de rotateur semble tout �a fait adapt�ee pour attaquer de tels probl�emes(par exemple, pour envisager une transition m�etal-isolant dans 
es syst�emes), puisque qu'eller�eussit �a englober e�ets de 
oh�eren
e et de lo
alisation de la 
harge dans une m�ethodologie
ommune.

4Ce sujet �etant assez vaste (en parti
ulier, le d�esordre joue un rôle important dans 
es syst�emes), je renvoiele le
teur �a quelques arti
les r�e
ents [3{6℄.
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We study the interplay between Coulomb blockade and the Kondo effect in quantum dots. We
use a self-consistent scheme which describes mesoscopic devices in terms of a collective phase
variable (slave rotor) and quasiparticle degrees of freedom. In the strong Coulomb blockade
regime, we recover the description of metallic islands in terms of a phase only action. For a dot
with well-separated levels, our method leads to the Kondo effect. We identify the regime where
a crossover between the Coulomb blockade regime at high temperatures and the formation of
a Kondo resonance at lower temperature takes place. In addition, we find that for a dot with
many overlapping resonances, an inverse crossover can take place. A Kondo resonance which
involves many levels within the dot is first formed, and this coherent state is suppressed by
correlation effects at lower temperatures. A narrower Kondo resonance, due to a single level in
the dot can emerge at even lower temperatures.

I. INTRODUCTION

Electron-electron interactions play a crucial role in sin-
gle electron devices (quantum dots, metallic islands), see
for instance [1–4]. The electrostatic repulsion between
electrons in the dot can be described by the energy re-
quired to change the charge in the dot by one unit, Ec. At
temperatures, or frequencies, below this charging energy,
but much greater than the spacing between the electronic
levels in the dot, δE, Coulomb blockade effects dominate
[5–8], and the conductance through the dot is suppressed,
except at degeneracy points. At scales below the level
splitting within the dot, and when the ground state of
the dot is degenerate, electronic coherence can be re-
stored by the Kondo effect [9, 10], leading to an increase
in the conductance [11–15]. Hence, when the charging
energy is much greater than the level spacing within the
dot, Ec ≫ δE, and the number of electrons in the dot is
odd, one expects a crossover between a high temperature
regime where Coulomb blockade effects dominate, and a
low temperature one described by the Kondo effect [16].

The theoretical analysis of these two regimes, Coulomb
blockade and the Kondo effect, has been carried out us-
ing rather different techniques. Coulomb blockade can
be studied, when the coupling between the leads and the
dot is weak, by describing electron transport in terms of
sequential hopping processes [2], i.e. perturbatively in
the tunneling matrix element. When the conductance
is large, it is convenient to describe the internal degrees
of freedom of the dot in terms of a collective variable,
the phase conjugated to the total charge [17–19]. Using
this representation, the renormalization of the effective
charging energy by virtual fluctuations can be studied
by a variety of methods [20–26]. This approach becomes
exact when the level spacing within the dot tends to zero

and the number of transmitting channels is large. In this
limit the Kondo effect disappears. In the opposite limit,
when the level spacing within the dot becomes compara-
ble to other scales of interest, the standard procedure is
to truncate the Hilbert space of the dot, and keep only
the interacting electronic states closest to the Fermi level
of the leads, so that the system is reduced to the An-
derson model [27], see [11, 28, 29]. The situation when
many levels within a magnetic impurity contribute to the
Kondo effect was initially discussed in[30]. The same ef-
fect in quantum dots was analyzed in[31]. Other modi-
fications of the Kondo effect in a quantum dot due the
presence of many levels are discussed in [32–38]. Re-
cent experiments[39] suggest that the regime where level
spacing, level broadening and the charging energy are
comparable can be achieved by present day techniques.

The aim of this paper is to analyze the different regimes
of a quantum dot characterized by the charging energy,
Ec, level spacing, δE, and coupling to the leads, Γ, where
Γ is the typical width of each level. We introduce a new
scheme which describes the charge excitations of the dot
in terms of a collective phase, but also retains informa-
tion about the electronic degrees of freedom on the dot.
This approach allows to recover the Kondo effect in the
case of quantum impurities with exactly degenerate lev-
els (slave rotor representation introduced in [40] by two
of us). Technically, the new scheme draws inspiration
from self-consistent resummations used for describing the
Kondo effect in single impurity models (the so-called Non
Crossing Approximation, or NCA [41, 42]), but adapted
in an economical way to the situation of mesoscopic struc-
tures (that can contain up to thousands of electrons).

The outline of this paper is as follows. In section II
we review basic properties of the single electron box, and
present the model that we will study throughout. The
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self-consistent approach used to analyze the model is pre-
sented in section III, and will be shown to describe the
Coulomb blockade regime of metallic grains exactly (also
for quantum dots); we will furthermore show that it is a
reasonable approximation for dealing with the Kondo ef-
fect (in quantum dots). In section IV we will investigate
in more detail intermediate regimes of conduction that
were not previously attainable or considered in earlier
works. In particular we will be interested in the different
ways how one can cross over from coherent, Kondo as-
sisted transport to the Coulomb blockade regime. Exten-
sions of our approach to other systems such as quantum
dot arrays will be briefly outlined in the conclusion.

II. MODEL FOR SINGLE ELECTRON DEVICES

A. Phase representation and electronic degrees of

freedom

Let us first review the standard model for single elec-
tron devices. The basic ingredient that determines the

behavior of quantum dots as well as metallic islands is
the relatively large Coulomb energy Ec = e2/(2C) ∼
1K associated with small capacitances of the structure,
C ∼ 10−15F . We will take also into account the internal
structure of the small charge droplet, with energy levels
ǫp (which are shape - and disorder - dependent), and an
index σ = 1 . . .N associated to transmitting channels to
the outside circuit. The electrodes, to which the meso-
scopic region is coupled, are described as Fermi Liquids
with a spectrum εk associated with a finite density of
states D(0) at the Fermi level. Physical quantities, such
as the conductance G, are also determined as a function
of temperature T (we set β ≡ 1/T ) and applied gate volt-
age Vg. Summarizing all these energy scales, we arrive to
the following hamiltonian:

H =
∑

kσ

εka†
kσakσ +

∑

pσ

ǫpd
†
pσdpσ + Ec

(∑

pσ

d†pσdpσ − ng

)2

+
∑

kσp

tpk
(
a†

kσdpσ + d†pσakσ

)
(1)

We have introduced here the coupling tpk between the
mode p in the electrode and mode k in the electron box.
The index p = 1 . . .NL corresponds to the NL energy
levels of the dot (or metallic island), and σ = 1 . . .N
is the conserved channel index (including spin). We de-
fined also ng as a dimensionless external gate voltage,
ng ≡ eVg/(2Ec). Because of the large number of degrees
of freedom involved with respect to a single impurity An-
derson model (NL and/or N can be quite large), this
hamiltonian is remarkably complicated.

One way to make progress is to single out the relevant
charge variable on the dot, and pilot its dynamics by
means of a rotor degree of freedom:

∑

pσ

d†pσdpσ = L̂ = −i∂/∂θ (2)

This mapping is motivated by the fact that the hamil-

tonian Hrotor = EcL̂
2, with its quadratic spectrum, re-

produces exactly the charging energy term in (1). Al-
ternatively, one can argue, as in [17, 18], that a metallic
grain can be studied with the same formalism used for a
superconducting grain, except that the gap vanishes. In
this case, the phase is the collective variable conjugate to
the number of particles, as implied by equation (2).

In order to fulfill the Pauli principle, one must however
keep fermionic degrees of freedom, so that the creation
of a physical electron on the dot is represented as:

d†pσ = f †
pσeiθ (3)

using a channel - and momentum - carrying quasiparti-

cle f †
pσ. According to (2), a constraint L̂ =

∑
pσ f †

pσfpσ

must also be implemented [40], introducing for this pur-
pose a Lagrange multiplier δµ. Integrating explicitly the
electrode in (1), one gets the following expression for the
action of the original model in this new representation:

S =

∫ β

0

dτ
∑

pσ

f †
pσ(∂τ +ǫp−δµ)fpσ+

(∂τθ + iδµ)2

4Ec
+ing∂τθ+

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′ 1

NL

∑

pp′σ

∆pp′

(τ−τ ′)f †
pσ(τ)fp′σ(τ ′) eiθ(τ)−iθ(τ ′) (4)

In principle, δµ should be integrated over [0, 2π/β] in or-
der to preserve the correct structure of the Hilbert space.
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One can notice in this expression how the indices are po-
sitioned in the last term (σ is conserved by the charge
transfer procedure, whereas p is not). We also have de-
fined the bath function:

∆pp′

(iω) ≡
∑

k

NLtpktp
′

k

iω − εk
=

∫
dε D(ε)

NLtp(ε)tp
′

(ε)

iω − ε
(5)

introducing the lead density of states D(ε) =
∑

k δ(ε−εk)
(we have extracted here a factor 1/NL for future conve-
nience).

B. Metallic grains: phase only approach

In the case of small metallic islands [6, 7], the num-
ber of transverse channels N ∼ 104 − 106 ≫ 1 is quite
large, so that the fermionic degrees of freedom can be
integrated out explicitely from (4). Technically, this is
done by expanding the initial action (4) in the coupling

function ∆pp′

(τ), leading to an exact expression of the
effective action:

S[θ] =

∫ β

0

dτ
(∂τθ + iδµ)2

4Ec
+ ing∂τθ (6)

− log

∞∑

n=0

(−1)

n!

n〈 n∏

m=1

∫ β

0

dτm

∫ β

0

dτ ′
m

1

NL

∑

pmp′

m
σm

∆pmp′

m(τm − τ ′
m)eiθ(τm)−iθ(τ ′

m
)f †

pmσm
(τm)fp′

m
σm

(τ ′
m)
〉

0

The average over the fermionic variables
〈
. . .
〉
0

in the
preceding expression is taken with respect to the free

fermionic action S0 =
∫ β

0
dτ
∑

pσ f †
pσ(∂τ + ǫp − δµ)fpσ,

and simplifies considerably in the large N limit because
Wick contractions at leading order occur between pair
of fermions holding the same channel index σm. We can

then re-exponentiate the last term in (6), and, if one
notes that the multiplier δµ can be treated in the grand
canonical ensemble, i.e. reabsorbed in ng (due to small
charge fluctuations over many accessible states), one gets
the effective phase-only action:

S[θ] =

∫ β

0

dτ
(∂τθ)2

4Ec
+ ing∂τθ −

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′α0(τ−τ ′)eiθ(τ)−iθ(τ ′) (7)

The kernel α0(τ) in the last equation is given by the
expression:

α0(τ) = − 1

NL

∑

pp′σ

∆pp′

(τ)
〈
f †

pσ(τ)fp′σ(0)
〉
0

(8)

which can be evaluated:

α0(τ) ≃ αt
(π/β)2

[sin(πτ/β)]2
(9)

with αt = NNL t2D(0)ρ0(0) (10)

We have defined here the grain density of states, ρ0(ǫ) =∑
p δ(ǫ − ǫp), and have taken the large bandwidth limit

to obtain equation (9). We have also assumed for sim-
plicity that the coupling to the lead is a constant, tpk = t
(point contact). The parameter αt is interpreted as the
(dimensionless) high temperature conductance between
the dot and the island, to lowest order in the hopping t,
namely αt = G(T → ∞)/(4π2e2/h) [17, 18, 22].

Physically, the use of the phase-only action [22] is vin-
dicated by the fact that the charge fluctuations are sup-
pressed by the Coulomb blockade phenomenon, allowing
one to forget about the fermionic statistics of the charge
carriers (incoherent transport through the island).

This phase-only action (7) can be handled using a vari-
ety of techniques [20–26]. An important question, which
is very relevant for experiments on small metallic grains
strongly coupled to the environment [8, 43], is the de-
struction of Coulomb blockade in the strong tunneling
regime αt

>∼ 0.1. This implies a generic renormalization
of the Coulomb energy Ec towards smaller values, de-
noted here by E∗

c [21, 23]. In the following, we will be
more interested in this question in the context of quan-
tum dots, for which the model (7) is inadequate. How-
ever, the phase-only approach will be considered as an
important benchmark for any approach that intends to
describe the Coulomb blockade regime.
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III. UNIFIED APPROACH TO SINGLE

ELECTRON DEVICES

A. Self-consistent scheme

Our purpose here is to develop a simple approxima-
tion scheme (avoiding direct numerical solution of the
model (1)) that could encompass the main interaction
effects in single electron devices: the Coulomb blockade
and the Kondo effect. One can note that one is usu-
ally forced to employ different techniques to handle the
Coulomb interaction, depending on the regime one is in-
terested in. Since the details of the dynamics of the elec-
trons are not usually involved in the Coulomb blockade
phenomenon, introducing the total charge as the physi-

cally relevant variable and using the phase-only action (7)
seems mandatory to deal with this regime. On the other
hand, dealing with the Kondo effect requires a rather
sophisticated treatment of the correlation effects among
electrons, and a simplification of the initial model (1)
is unavoidable. We will see in this paper that one can
reconcile these two paradigms if one treats on an equal
footing fermionic degrees of freedom and the phase vari-
able conjugated to the total charge.

Drawing inspiration from strong coupling approaches
for single impurity models (NCA [41] and its generaliza-
tion to the phase representation (2) as introduced by two
of us [40]), we will perform a self-consistent decoupling
of the fermion-rotor coupling in (4):

S ≃
∫ β

0

dτ
∑

pσ

f †
pσ(∂τ + ǫp − δµ)fpσ +

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′ 1

NL

∑

pp′σ

∆pp′

(τ−τ ′)
〈
eiθ(τ)−iθ(τ ′)

〉
f †

pσ(τ)fp′σ(τ ′) (11)

+

∫ β

0

dτ
(∂τθ + iδµ)2

4Ec
+ ing∂τθ +

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′ 1

NL

∑

pp′σ

∆pp′

(τ−τ ′)
〈
f †

pσ(τ)fp′σ(τ ′)
〉

eiθ(τ)−iθ(τ ′) (12)

This approximation goes far beyond the lowest order per-
turbative result that led to the phase-only action (7), and
is the central starting point of the present work. Its dis-
tinctive feature is the decoupling of fermionic and phase
degrees of freedom, whose joint dynamics is nevertheless
determined self-consistently. Indeed, the fermionic self-
energy obviously depends on the phase-phase correlator,
and reciprocally. Moreover, the bosonic part of the effec-
tive action (12) is similar in structure to the phase-only
approach (7), allowing to use the large body of work on
this particular model.

In order to detail the method of solution, we start here
by simplifying the kernels appearing in the previous self-
consistent action. The bosonic kernel can be expressed

in terms of the full propagator Gpp′

f of the f †
pσ fermions:

α(τ) ≡ − 1

NL

∑

pp′σ

∆pp′

(τ)
〈
f †

pσ(τ)fp′σ(0)
〉

= −N 1

NL

∑

pp′

∆pp′

(τ)Gpp′

f (−τ) (13)

where the Green’s function Ĝf has been introduced in a
matrix notation:

Ĝf =

[
Ĝ−1

0 − 1

NL
Σ̂f

]−1

= Ĝ0

[
1 − 1

NL
Σ̂f Ĝ0

]−1

(14)

with the free propagator in the electron box:

Gpp′

0 (iω) =
δpp′

iω − ǫp + δµ
(15)

We also have introduced the self-energy of the quasipar-
ticles:

Σpp′

f (τ) = ∆pp′

(τ)
〈
eiθ(τ)−iθ(0)

〉
(16)

The “self-consistent phase action” that one needs to
solve finally reads:

S =

∫ β

0

dτ
(∂τθ + iδµ)2

4Ec
+ ing∂τθ −

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′α(τ−τ ′)eiθ(τ)−iθ(τ ′) (17)

with α(τ) given previously. The set of equations (13-17) is the main technical result of this paper. In practice,
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this is solved by an iterative procedure which starts with
a given kernel α(τ) as input to the action (17), from

which a new correlator
〈
eiθ(τ)−iθ(τ ′)

〉
is computed. It is

then fed back to the self-energy (16), allowing to compute
the quasiparticle propagator (14), and then a new kernel
α(τ) from equation (13). This full cycle is repeated until
convergence is reached.

In all further calculations, we will assume a point con-
tact between lead and box, tpk = t, so that ∆pp′

(τ) =

∆(τ) and Σpp′

f (τ) = Σf (τ) = ∆(τ)
〈
eiθ(τ)−iθ(τ ′)

〉
, which

allows to simplify expressions (13) and (14) into:

α(τ) = −N∆(τ)Gloc
f (−τ) (18)

Gloc
f (iω) ≡ 1

NL

∑

pp′

Gpp′

f (iω) (19)

[
Gloc

f (iω)
]−1

=
1

1

NL

∑
p

1

iω − ǫp + δµ

− Σf (iω) (20)

In the following two paragraphs, we will sketch how
this novel scheme allows to capture both Coulomb block-
ade and Kondo effect in single electron devices.

B. Metallic islands: Coulomb blockade

We consider here the case of a metallic island, for which
the energy spectrum is taken as a continuous density of
states ρ0(ǫ). Due to the smallness of the Fermi wave-
length with respect to the typical transverse size of the
island, the number of transmitting channels is usually
quite large, N ≫ 1, as discussed before in section II B.

One interesting remark is that our self-consistent phase
model (11-12) exactly reproduces the phase-only ap-
proach (7) in this case. Indeed, we note that the
fermionic self-energy (16) is suppressed with respect to
the kernel (18) by a relative factor of order 1/N . The
self-consistency between fermions and the phase variable
can therefore be ignored at N ≫ 1 (one has to scale

t ∝ 1/
√
N ), leading to a free fermionic propagator:

Gpp′

0 (τ) ≡
〈
f †

pσ(0)fp′σ(τ)
〉
0

(21)

Gpp′

0 (iω) =
δpp′

iω − ǫp
(22)

Putting this expression back into (13), one recovers in-
deed the phase-only action (7-8). This test case im-
plies that our self-consistent scheme allows to deal cor-
rectly with the Coulomb blockade phenomenon in metal-
lic grains.

C. Quantum dots: interaction effects

In quantum dots, the discreteness of the energy spec-
trum ǫp and the fact that N is generally of order one

(unless the point contacts are quite open) invalidate the
phase-only approach (7). This is clear by the fact that
coherent transport through the dot can be restored due
to the Kondo effect at low temperature. We now sketch
how the self-consistent action (17) is able to describe this
phenomenon.

1 Coulomb blockade regime in quantum dots

We consider first temperatures smaller than the charg-
ing energy Ec, but still greater than the interlevel spacing
δE. We can therefore take a continuous limit for the dot
(due to thermal smearing of the energy levels), which
leads crudly to the simplification:

1

NL

∑

p

1

(iω − ǫp + δµ)
≃ −iπρ0(0) (23)

From (20), this gives the f †
pσ fermion propagator in the

dot:

Gloc
f (iω) ≃

[
i

πρ0(0)
− Σf (iω)

]−1

(24)

The constant imaginary part in the last expression dom-
inates the long time behavior of the Green’s function
Gloc

f (τ), so that the kernel (18) decays as 1/τ2, similarly

to the case of the metallic island (9). There is therefore
Coulomb blockade in this regime, as expected.

2 Kondo effect in quantum dots: first discussion

At temperatures below the interlevel spacing δE in the
dot, the discreteness of the spectrum becomes sizeable.
Let us assume here that a single level sits close to the
Fermi energy, so that we can forget all other levels. In
this case, we can argue here that the factorization (11-12)
reproduces the Kondo physics correctly. This property
is well known if, instead of the phase variable θ, one
uses a slave boson representation of the interaction (in
the case of the Ec = ∞ limit) [44]. This method has
been extended recently by two of us to the case of finite
Ec, using the phase representation d†pσ = f †

pσeiθ [40],
and shown to lead to a good approximation scheme for
dealing with the Kondo effect.

In quantum dots, the Kondo effect manifests itself by
the buildup of a many-body resonance close to the Fermi
level that allows the coherent transport of charge through
the structure. The existence of the Friedel sum rule (to
be discussed later on) guarantees that the conductance
through the dot can recover the unitarity limit (i.e. G =
2e2/h) at low temperature.

In conclusion, we can therefore expect that our self-
consistent approach interpolates between the coherent
Kondo regime (associated with a large and increas-
ing conductance with decreasing temperature) and the

203



Arti
le 5 : Coheren
e and Coulomb blo
kade in single ele
tron devi
es
6

Coulomb blockade (which leads to a suppression of the
charge fluctuations on the dot and a decreasing con-
ductance). In practice, we still need to solve the self-
consistent phase problem (11-12). This will be done in
the next section.

IV. INTERMEDIATE CONDUCTION REGIMES

IN QUANTUM DOTS

A. Solution of the phase action in the spherical

limit

The simplest, yet non trivial treatment of the bosonic
action (17) is to take its spherical limit [40, 45, 46] (this
is also equivalent to the large number of component limit
for the sigma-model in the field theory litterature [47]).
We introduce for this purpose the complex phase field
X(τ) ≡ eiθ(τ), with its correlator GX(τ) ≡ 〈X(τ)X∗(0)〉.
This representation is perfectly equivalent to the original
problem if the hard constraint |X(τ)|2 = 1 is maintained
exactly. The approximation that we will make in or-
der to solve the (self-consistent) phase action (17) is to
impose this constraint on average only. For this we in-
troduce a Lagrange multiplier λ to enforce the equality
GX(τ = 0) =

〈
|X(τ)|2

〉
= 1. The main drawback (on a

qualitative level) of this approximation is that, although
it works fine close to the center of the charge plateaus,
it eventually breaks down at the degeneracy points [40].

We will also enforce the constraint
∑

pσ f †
pσfpσ = L̂ on

average. In the symmetric case (i.e. at the center of a
plateau), this simply implies that δµ = 0.

The bosonic action is now purely quadratic, leading to
the set of self-consistent equations [54]:

GX(iνn) =

[
ν2

n

2Ec
+ λ − α(iνn)

]−1

(25)

GX(τ = 0) = 1 (26)

Gloc
f (iωn) =

[
1

1
NL

∑
p 1/(iωn − ǫp)

− Σf (iωn)

]−1

(27)

α(τ) = N∆(τ)Gloc
f (τ) (28)

Σf (τ) = ∆(τ)GX (τ) (29)

with the notation:

∆(iωn) =
∑

k

NLt2

iωn − εk
(30)

We have noted here ωn (resp. νn) a fermionic (resp.
bosonic) Matsubara frequency. In addition to the rela-
tive simplicity of this scheme, we note that it allows to
obtain a solution for real frequency quantities (doing the
analytic continuation of these equations), as required for
computing spectral and transport properties of quantum
dots.

A few technical remarks: The numerical solution
of the system of coupled integral equations (25-30) is
straightforward using Fast Fourier Transforms (we will
also give analytical arguments later on). In all calcula-
tions that follow, we take N = 2 (single channel of con-
duction per spin). The Coulomb energy is chosen as the
reference, Ec = 1, and the bandwidth of the continuous
density of states of the electrodes is Λ = 50, which is the
largest energy scale of the problem. The precise form of
the spectrum in the electrodes playing little role in the
low energy limit, we have chosen a semi-elliptic density
of states:

∆(iω) = NL|t|2
8

Λ2

(
iω − iSgn(ω)

√
ω2 + (Λ/2)2

)
(31)

We define also the single-level width Γ ≡ |∆(i0+)|/NL =
4t2/Λ (see equation (4)), which characterizes the strength
of the coupling of the electrons in the dot to the reser-
voirs. Other important parameters, that we will also in-
vestigate, are the separation between the electronic lev-
els of the dot, δE, and the number of states in the dot,
NL. We also define a typical “bandwidth” of the dot,
W = δE(NL − 1) (although the spectrum is made up of
dicrete states).

A technical aspect worth mentioning is the method
of computation of the conductance through the dot. In
the same spirit of the decoupling performed in equa-
tions (11-12), we will compute the Green’s function of
the physical electron as Gloc

d (τ) = Gloc
f (τ)GX (τ). An

analytical continuation (performed numerically) allows
then to get the (interacting) density of states in the dot,
ρd(ω) = −(1/π)Im Gloc

d (ω + i0+). We will also use the
interacting Landauer formula for the conductance:

G =
N e2

h
Γ

∫
dω
(
− ∂nF (ω)

∂ω

)
πρd(ω) (32)

where nF (ω) = 1/(eβω + 1) is the Fermi function. This
expression involves the “local” density of states (i.e.
summed over all p = 1 . . .NL) because of the form of
the local coupling to the reservoir, see equation (1).

In the following, we explore situations that are inter-
mediate to the single level Kondo effect and the Coulomb
blockade regime, depending on the internal structure of
the quantum dot. We insist on the fact that the results
that we will obtain are not easily accessible to usual ap-
proaches of the hamiltonian (1), unless only a few levels
in the dot are considered (for which case the Numerical
Renormalization Group is quite successful [37, 48]).

B. Results for finite interlevel spacing: Kondo

effect and Coulomb blockade

We now analyze the case of a few, well separated energy
levels in the dot. We start by discussing the Coulomb
blockade using the spherical limit (for temperature larger
than the interlevel spacing), then we give analytical ar-
guments in favor of the existence of a Kondo resonance at
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lower temperature, and finally we show the full numerical
solution of the self-consistent equations corresponding to
the usual situation found in experiments.

1 Renormalized Coulomb energy

As discussed in section III C 1, for T ≫ δE the quan-
tum dot is in the Coulomb blockade regime, and the
bosonic kernel (28) behaves at long times as α(τ) ∼
αt/τ2, see eq.(9). Here αt is a measure of the dimension-
less high temperature conductance. One can now focus
on equation (26), that we write (at low temperature) as:

∫
dν

2π

1

ν2/(2Ec) + παt|ν| + λ − α(i0)
= 1 (33)

This is easily solved to obtain the Lagrange parameter:

λ − α(i0) = 2π2α2
t Ece

−π2αt ≡ E∗
c (34)

that we naturally interpret as the renormalized Coulomb
energy E∗

c , since this quantity appears as a mass term in
the phase propagator (25), which decays exponentially
over time scales of order h̄/E∗

c . This quick calculation
allows us to understand the origin of the Coulomb block-
ade for quantum dots in our formalism.

2 Single level Kondo effect: analytical proof

In quantum dots, the basic manifestations of the
Kondo effect are twofold: existence of a small energy
scale, the Kondo temperature TK , and restoration of
the unitarity limit (at T < TK), as discussed in sec-
tion III C 2.

To prove the first point from our integral equations (25-
30), we examine qualitatively the solution of the self-
consistent equations at temperatures smaller than the
interlevel spacing δE. There, the fermionic Green’s func-
tion (27) is dominated by the ǫp = 0 pole, so that
Gloc

f (τ) ∼ −1/(2NL) Sgn(τ), at long times. From

equation (28), this produces in turn a rotor self-energy
α(iν) ∼ −NΓ log |ν/T0| at low frequency (here T0 is an
undetermined cutoff, in practice of order

√
EcΓ). Upon

lowering the temperature, this self-energy can reach the
charging energy Ec (assumed to be only weakly renor-
malized), indicating the suppression of Coulomb block-
ade and the beginning of the Kondo regime. This hap-
pens (very roughly) for −NΓ log(TK/T0) ∼ Ec, giving
the estimate:

TK(NL) = T0 exp

(
−C

Ec

NΓ

)
(35)

where C = π/2 (the simple argument here does not allow
to compute this precise value). This estimates of TK (in
agreement with [4]) explains that the key step to the ex-
perimental observation of the Kondo effect in quantum

dots [13] lies in the realization of strongly coupled struc-
tures, having Γ comparable to Ec in magnitude, such
that the Kondo temperature remains accessible.

We finish by explaining precisely the restoration of full
coherence below the Kondo temperature. In order to
do this, we set the temperature to zero and perform an
exact low-energy solution of the system of equations (25-
30) (this was done in Appendix-C of [40]). This analysis,
valid while δE 6= 0 for an arbitrary number of levels,
leads to the following value of the zero temperature, zero
frequency density of states in our approximation:

ρd(ω = T = 0) =
1

πΓ

π/2

N + 1
tan

(
N π/2

N + 1

)
(36)

The interpretation of this relation is that, whenever the
temperature is lower than TK , the density of states is
pinned at its non-interacting value, no matter how large
the Coulomb energy Ec is. This constatation reflects
indirectly the presence of the Kondo resonance at low
energy. The exact Friedel’s sum rule however states that
ρexact

d (ω = T = 0) = 1/(πΓ), also independently of N .
The difference between equation (36) and this exact re-
sult is a consequence of the decoupling approximation
made above. It is nevertheless quite small in practice,
since (36) goes to the exact value for N large, and is only
10% off for N = 2. The Friedel’s sum rule provides also a
simple explanation for the restoration of the unitary limit
in the conductance below the Kondo temperature, since
the Landauer formula (32) at zero temperature leads to:

G(T = 0) =
N e2

h

[
πΓρd(0)

]
(37)

3 Kondo effect: numerical solution and crossover to the

Coulomb blockade regime

The numerical solution of the set of self-consistent
equations (25-30) allows in principle to investigate all
regimes of parameters. We will first concentrate on the
gradual suppression of the Kondo effect with decreasing
values of the single-level coupling Γ. In order to maintain
the Coulomb blockade effect, we will keep in this section
the total (multilevel) coupling fixed, Γmulti ≡ NLΓ = 0.5,
and vary the number of levels NL to allow changes in
Γ = Γmulti/NL. We will also fix the total bandwidth of
the dot, W = 1, so that the level spacing (assumed to
be uniform) is also decreasing, δE = W/(NL − 1). This
way of proceeding allows to interpolate from the few,
well-sepatated levels situation relevant for small quan-
tum dots in the Kondo regime to the case of larger dots
with small level spacing and many levels NL which show
only Coulomb blockade.

The figure 1 demonstrates indeed how the low temper-
ature local density of states evolves from NL = 1 (single
level: regular Kondo effect) to NL = ∞ (continuum of
levels: Coulomb blockade only). In particular the rapid
suppression of the Kondo peak for diminishing values of
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Γ at increasing NL is in accordance with our previous
discussion of the Kondo temperature, equation (35).

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-0.4 -0.2 0 0.2 0.40

0.2

0.4

FIG. 1: Local density of states ρd(ω) at Ec = 1, β = 800, and
fixed W = (NL − 1)δE and Γmulti = NLΓ = 0.5. The four
curves correspond to different values of the number of levels
in the dot: NL = 1, 3, 5,∞ (from top to bottom, following
the evolution of the central peak).

The temperature dependence of the electronic spec-
trum is presented for the three level case NL = 3 in fig-
ure 2. When temperature is lowered, the zero frequency
density of states starts diminishing (by Coulomb block-
ade of states with different charge). One then reaches a
minimum, before ρd(0) begins shooting up, towards the
unitarity limit (Friedel’s sum rule) at zero temperature.

-2 -1 0 1 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

FIG. 2: Temperature dependence of ρd(ω) for the case NL =
3; temperatures correspond to β = 800 (sharp central peak),
β = 25 (broad peak), β = 10 (deep minima) and β = 2
(shallow minima filled by thermal excitations).

It is useful to compare this evolution of the density of
states to the variations of the conductance G(T, NL) with
temperatures, figure 3. This figure illustrates the reduc-
tion of the Kondo temperature with Γ by the downward

shifting of the minimum of conductance. The Coulomb
blockade is present at higher temperature, as shown by
the decrease of G(T ) for TK < T < E∗

c upon lowering T
[16]. For the last curve with a continuum of states in the
dot, this behavior persists up to zero temperature. The
inset in log-scale on the same plot allows to grasp more
clearly the saturation of conductance below the Kondo
temperature.
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0.0001 0.001 0.01 0.10
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FIG. 3: Conductance G(T, NL) in units of e2/h for the same
parameters as in figure 1 in function of temperature; curves
with NL = 1, 3, 5,∞ follow from top to bottom in the ex-
treme left of the plot. Inset: G(T, NL = 1) in temperature-
logarithmic scale.

C. Effects due to overlapping resonances in

multilevel dots

The analysis in the previous section describes the usual
situation where a crossover from the Coulomb blockade
regime to the Kondo effect takes place as the temperature
is lowered below the interlevel spacing in the dot. A
different behavior can be expected when there is a set
of overlapping resonances at low energies within the dot,
i.e. an ensemble of levels of individual width greater
than their separation, Γ ≫ δE, that act together as a
single effective level with enhanced coupling to the leads
(the typical bandwidth of this set of level should also
be smaller than the charging energy). The presence of
broad resonances near the Fermi level can be relevant to
some experimental situations [35, 36]. [DETAIL?] We
give first some qualitative arguments in order to describe
the new effects expected in this regime, and then present
explicit calculations using the integral equations.

1 Inverse crossover from the Kondo effect to Coulomb

blockade

In practical situations encountered in quantum dots,
the single-level Kondo temperature TK is usually much
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smaller than the level spacing δE (which is typically com-
parable to Ec). Therefore Coulomb blockade occurs (if it
does) inevitably before the Kondo effect sets in, as was
shown at length in the previous section. There is however
a simple mechanism that allows to obtain Kondo temper-
atures greater than both level spacing and renormalized
Coulomb energy E∗

c . The idea is that when the individual
level width Γ exceeds the interlevel spacing δE, many lev-
els are involved in the formation of the Kondo resonance.
This leads to a “multi-level Kondo temperature”[30, 31]:

T multi
K ∼ T0 exp

(
−C

Ec

NNeffΓ

)
(38)

which can be greatly enhanced with respect to the single
level estimate, equation (35), by the presence of many
levels Neff > 1 acting together (increasing the number
of channels N might also contributes to this effect). This
way of enhancing the Kondo temperature allows to ob-
tain a new regime where T multi

K ≫ E∗
c , δE, so that the

Kondo effect can now occur before the Coulomb block-
ade (when lowering the temperature), in an inverse man-
ner as observed traditionally in quantum dots. The fact
that the Coulomb energy can be strongly renormalized
to smaller values adds credibility to this idea. One fur-
ther notes that, at even lower temperatures, a Kondo
peak associated to the formation of a resonance which in-
volves only one electronic state in the dot will ultimately
emerge. One therefore has a “two-stage Kondo effect”
(if the single-level Kondo temperature is not vanishingly
small).

In order to be more precise, we will first give a concrete
example with a limiting case that one can understand
independently of any approximation scheme. Then, we
will illustrate in detail this “inverse crossover” using our
integral equations.

2 Limit of exactly degenerate levels

We consider here the extreme limit in which NL levels
in the dot are simultaneously put to zero: ǫp = 0 for all
p (the total bandwidth W is therefore also zero). We can
formulate the model after a redefinition of the fermionic
operators (unitary transformation)

{
d†pσ

}
→
{
c†pσ

}
, such

that:

c†1σ =
1√
NL

NL∑

p=1

d†pσ (39)

In this case, the remaining fermionic degrees of free-
dom, c†pσ for p > 1, simply decouple from the problem,
leaving an effective single level Anderson model describ-

ing the fermion c†1σ. Actually, a capacitive coupling per-
sists between this fermion and all the other ones, but this
influence gets frozen at low temperature. As the con-
ductance through the dot is obtained from the Green’s

function:

Gloc
d (τ) ≡ 1

NL

∑

pp′

〈
d†pσ(0)dp′σ(τ)

〉
=
〈
c†1σ(0)c1σ(τ)

〉

(40)
one gets a full Kondo effect and a complete restoration of
unitary conductance at low temperature. Furthermore,
the width of this effective level is simply NLΓ, as one

checks by inserting c†1σ in equation (4). This leads then
to an enhanced Kondo temperature,

T deg.
K = T0 exp

(
−C

Ec

NNLΓ

)
(41)

as discussed in the introductory part of this section (be-
cause δE = 0 in this limiting case, one has Neff = NL).

We can easily check that our self-consistent scheme
preserves this interesting property of the model. Indeed,
when all levels ǫp are exactly degenerate (W = 0), one
gets from equation (27) the f -electrons Green’s func-
tion Gf (iω) = [iω − Σf (iω)]−1. We obtain therefore the
Kondo effect of a single effective level [40].

The following paragraph will allow us to give more
weight to this discussion, by studying the more realistic
case of a quantum dot in the regime Γ >∼ δE, correspond-
ing to nearly degenerate levels.

3 Inverse crossover: illustration

We now illustrate the inverse crossover discussed quali-
tatively in paragraph IV C1 by solving our integral equa-
tions in the regime Γ >∼ δE, where multi-level effects play
an important role. We will assume here that Γ ≪ Ec

so that one can neglect the single level Kondo effect at
low temperature (see however the next paragraph). For
this computation, we have fixed Γ = 0.04, and taken
NL = 9 states in the dot, varying the interlevel spacing
from δE = 0 (exactly degenerate level case considered in
the previous paragraph) to δE = 0.01 <∼ Γ (possibility of
multilevel effect) to δE = 0.08 > Γ (absence of multilevel
effect).

The low-temperature local density of states displayed
in figure 4 shows the expected multi-level enhanced
Kondo peak at δE = 0 corresponding to formula (41).
Upon increasing the level spacing to δE = 0.01, Coulomb
blockade sets in at a scale E∗

c < T multi
K , however co-

herence effects remain around T multi
K (since we are in a

regime with δE < Γ). This results in a surprising split-
ting of the Kondo resonance at low energy. The last
curve is taken with δE = 0.08 > Γ, so that no multilevel
Kondo effect is possible, and only Coulomb blockade is
observed. Another interesting consequence of this phe-
nomenon is that the temperature dependance of the con-
ductance is reversed with respect to the usual signature
of the Kondo effect in quantum dots, i.e. to figure 3.
Indeed, upon lowering the temperature, one remarks an
initial increase of the conductance (due to the multilevel
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FIG. 4: Density of states ρd(ω) on the dot for Ec = 1,
Γ = 0.04, inverse temperature β = 400, NL = 9 states, and
different values of the interlevel spacing: δE = 0, 0.01, 0.08.

Kondo effect), then a sharp decrease of the conductance
because of the Coulomb blockade. This is illustrated by
the middle curve in figure 5.
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FIG. 5: Conductance G(T ) for the same parameters as in
figure 4.

One can also perform a general evaluation of the mul-
tilevel Kondo temperature, starting from the leading be-
havior of the f -Green’s function at high temperature:

Gloc
f (iω) ≃ 1

NL

∑

p

1

iω − ǫp
(42)

Equation (28) then leads to [55]:

α(iν) = −NΓ

2

∑

p

log
ν2 + |ǫp|2

ν2 + (|ǫp| + T0)2
(43)

The Kondo temperature is reached when this kernel is of

the order of Ec, so that one finds the final expression:

∏

p

(T multi
K )2 + |ǫp|2

(T multi
K )2 + (|ǫp| + T0)2

= (TK)2 (44)

where TK is the single level Kondo temperature (35).
A similar result was obtained previously by a renormal-
ization group argument[30]. The limiting cases stud-
ied before are obviously contained in the previous equa-
tion: T multi

K reduces to TK for widely separated levels
(δE large) and in the opposite limit of exactly degener-
ate levels (or if W ≪ T multi

K ), T multi
K = T0(TK/T0)

1/NL ,
consistently with equation (41). In general, T multi

K is
enhanced with respect to the single level Kondo tem-
perature TK . As an example, formula (44) shows that
in the regime δE ≪ T multi

K ≪ W , one obtains then
T multi

K ∼ T0 exp[−EcδE/(NΓT multi
K )], so that the num-

ber of effective levels taking part to the multilevel Kondo
resonance is Neff = T multi

K /δE, as discussed qualitatively
at equation (38). [COMMENTAIRE ?]

4 Two-stage Kondo effect

Finally we consider again a multilevel case, δE ≪ Γ,
but now with Γ <∼ Ec, so that the single-level Kondo reso-
nance is accessible to the low temperature regime. There-
fore, one witnesses a further increase of the conductance
at low temperature, taking place after the inverse Kondo-
to-Coulomb crossover that we discussed previously. The
occurence of such a “two-stage Kondo effect” is depicted
for the conductances shown in figure 6. For this calcula-
tion, we have taken NL = 5 levels, Γ = 0.1 and various
level spacings between zero and 2.5Γ. The two curves

0 0.1 0.2 0.3
0

0.5

1

1.5

2

FIG. 6: Conductance G(T ) in the case NL = 5, Γ = 0.1 and
various level spacings: δE = 0, 0.025, 0.05, 0.1, 0.25.

with 0 < δE < Γ show indeed this two-stage Kondo ef-
fect: a first rise of the conductance at high temperature
due to the multilevel resonance at T ∼ T multi

K , then the
Coulomb blockade at T ∼ E∗

c and then a further increase
at T ∼ TK (smallest scale of the problem). The last two
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curves, with δE = 0.1, 0.25, show the usual crossover that
was illustrated on the figure 3 in section IVB 3.

A last point that was checked is that our results are
weakly sensitive to the addition of more levels outside
the energy window of width Γ. This calculation is shown
in figure 7.
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FIG. 7: Lower curve: conductance G(T ) in the case NL = 5,
Γ = 0.1 and δE = 0.015. Upper curve: similar model, but
10 additional levels (with larger spacing δE′ = 0.2) have been
superimposed to the previous ones.

5 Summary of the different regimes of transport

A sketch of the different regimes analyzed in this pa-
per is given in figure 8, as a function of the level spacing,
δE, and single level width, Γ. We assume that the num-
ber of electrons in the dot is odd, so that the ground
state, in the absence of the coupling to the leads is de-
generate. The transition between different regimes is a
smooth crossover.

The occurence of Kondo effect is signaled by a non
monotonous temperature dependance of the conduc-
tance, and is observable at Γ ≪ δE for temperatures
smaller than the single-level Kondo temperature TK

given by equation (35). Depending on the relative val-
ues of level spacing δE and Coulomb energy Ec, Coulomb
blockade might be also present above the Kondo temper-
ature, which is the usual experimental situation encoun-
tered in quantum dots. We emphasize that if Γ is much
smaller than Ec the Kondo temperature is extremely
small and the Kondo effect inobservable in practice; this
correspond to weakly coupled dots, and this situation
shows only Coulomb blockade. In the case δE ≪ Γ we
have defined a region “MultiLevel” which corresponds ac-
tually to various regimes discussed previously. This de-
scribes the inverse crossover (Kondo to Coulomb Block-
ade), as well as the two-stage Kondo effect shown in sec-
tion IVC 4. This region can also imply that the Kondo
effect is observed in the usual manner, but with a Kondo
temperature greater than the single-level estimate. Note

that the Kondo effect involving many levels can also oc-
cur in dots with an even number of electrons, in a sim-
ilar manner to the Kondo resonance which arises at a
singlet-triplet crossing in an applied magnetic field[49].
Finally, the region Γ ≫ Ec of the diagram (denoted “Co-
herent”) is associated with large conductances that are
weakly modulated with temperature or applied gate volt-
age.

Kondo

1

1

Γ/

δε/

M
ul

tiL
ev

el

Kondo
+

Coulomb

Ec

Ec

Blockade

Coherent

FIG. 8: Sketch of the the different regimes discussed in the
paper, as function of the charging energy, EC , level spac-
ing within the dot, δE, and level widths, Γ. The notation
“Kondo” corresponds to a single-level Kondo effect. The re-
gion “Kondo + Coulomb-Blockade” is the usual situation in
quantum dots. The “Multilevel” region is also associated to
the Kondo effect, but with important renormalization of the
Kondo temperature, as discussed in the text. The “Coherent”
regime implies a temperature insensitive conductance.

V. CONCLUSIONS

In this paper we have presented a method of calcula-
tion for strongly correlated mesoscopic systems in terms
of a collective phase variable and the electronic degrees
of freedom. The scheme is valid both for the study of the
Coulomb blockade regime and of the Kondo effect.

We have shown examples of the crossover between
a Coulomb blockade regime at temperatures below the
charging energy, and the formation of a Kondo resonance
at temperatures lower than the separation between levels
within the dot. In addition, we have described an inverse
regime, where a Kondo like resonance is splitted at low
energies by Coulomb blockade effects. This regime is as-
sociated to the existence of many conduction channels, or
overlapping resonances within the dot, which contribute
collectively to the Kondo effect. The coherence of this
state is destroyed at low energies by Coulomb effects. At
even lower energies, a narrow Kondo peak, asociated to
a single level within the dot, will emerge.

Because the self-consistent approach used here was suc-
cesfully applied to model of strongly correlated electrons
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(Hubbard model) in a previous work [40], we can also
envision possible applications of this work to the physics
of granular materials or quantum dot arrays in the vicin-
ity of the metal-insulator transition [50–53]. Disorder
effects, that were neglected here, should also be included
in future work along these lines.

Other possible development is an exact (numerical)
solution of the self-consistent action (11-12) instead of
taking the spherical limit as was done in section IVA,
which brings some limitations (as the restriction to val-
leys of conduction). Also importantly, we believe that
the present work, both by the technical concepts and the
physical ideas, connects in an original manner the fields
of strongly correlated systems and mesoscopic physics.
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8. Flu
tuations magn�etiquesNous int�eresserons i
i �a des questions de magn�etisme dans les mat�eriaux 
orr�el�es.Tout d'abord nous d�e
rirons les 
omportements anormaux observ�es dans la phasenormale de 
ompos�es de fermions lourds 
omme CeCu6�xAux , au voisinage d'unpoint 
ritique quantique. Ce probl�eme sera �etudi�e dans la perspe
tive de la th�eoried'Hertz-Moriya-Millis, que l'on abordera par des m�ethodes de th�eorie des 
hampset par l'appro
he EDMFT (se
tion 8.1) 1. Cela nous m�enera �a poser des limites�a la fois sur le formalisme de 
hamp moyen dynamique, mais aussi sur la validit�ede la th�eorie de 
u
tuation de spins pour le probl�eme du point 
ritique quantique.Ensuite, nous donnerons un exemple d'extension en 
lusters de la m�ethode DMFT(se
tion 8.2), ave
 une appli
ation �a l'�etude d'un syst�eme de spins quantiques tr�esfrustr�es de type Kagom�e 2.
8.1 Transition de phase quantique dans les fermions lourds8.1.1 Pr�esentation des r�esultats exp�erimentaux et interpr�etation th�eoriqueNous allons maintenant nous int�eresser �a un probl�eme 
ompl�etement di��erent, 
elui dessyst�emes de fermions 
orr�el�es pro
hes d'un point 
ritique quantique. Cette physique int�eressantese manifeste dans les 
ompos�es de fermions lourds CeCu6�xAux (�gure 8.1) et YbRh2Si2 enfon
tion de l'alliage ou de la pression respe
tivement [1℄. Ces mat�eriaux pr�esentent en e�etune transition de phase aux temp�eratures les plus basses observ�ees entre une phase normaletr�es 
orr�el�ee et un �etat ordonn�e antiferromagn�etiquement (m�etallique). �A proximit�e d'un telpoint 
ritique de temp�erature nulle, on observe pour 
es deux 
ompos�es des 
omportementsanormaux (non liquide de Fermi) dans toutes les mesures physiques [2{5℄.Examinons d'abord les manifestations les plus 
agrantes de 
e 
omportement singulier,attribu�e �a la proximit�e du point 
ritique quantique 3 Les d�eviations par rapport au 
omportementde liquide de Fermi sont parti
uli�erement fortes dans les quantit�es thermodynamiques (
haleur1Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 A. Georges, G. Kotliar, S. Pankov et S. Sa
hdev (Arti
le-6).2Ce travail a �et�e r�ealis�e en 
ollaboration ave
 A. Georges et R. Siddharthan (Arti
le-7).3Il existe par ailleurs des s
�enarios alternatifs qui prennent en 
ompte le rôle du d�esordre [6,7℄ (important dansCeCu6�xAux) ou des e�ets plus exotiques (e�et Kondo multi
anal [8℄).215



CHAPITRE 8. FLUCTUATIONS MAGN�ETIQUES

Fig. 8.1 { Diagramme de phase de CeCu6�xAux en fon
tion de la 
omposition [4℄.sp�e
i�que, sus
eptibilit�e, r�esistivit�e) 4 :CT � log T0T� � �0 � BpT (8.1)� � �0 + A1TL'interpr�etation de 
es r�esultats exp�erimentaux dans la th�eorie des ph�enom�enes 
ritiques quan-tiques n'est 
ependant pas imm�editate. En e�et, pour d�e
rire les 
u
tuations magn�etiques dans
es mat�eriaux tridimensionnels, on devrait a priori 
onsid�erer une th�eorie des 
hamps [9{11℄(Hertz-Moriya-Millis) bosonique �a 3+1 dimensions, ave
 un exposant dynamique5 z = 2. Sil'on suit 
ette appro
he, les 
orre
tions au Liquide de Fermi sont alors di��erentes de 
elles ob-serv�ees dans les exp�erien
es : on trouverait ainsi une r�esistivit�e en T 3=2. Toutefois, 
es r�esultatsexp�erimentaux ont men�e Ros
h et 
ollaborateurs [12℄ �a remarquer que la th�eorie de Hertz-Millis�a 2+1 dimensions reproduit exa
tement les r�esultats (8.1) ! La raison pour laquelle les 
u
-tuations de spins seraient 
on�n�ees �a deux dimensions dans 
es syst�emes n'est 
ependant pastr�es 
laire, les fermions ayant une dispersion tridimensionnelle (on pourrait penser �a un e�et defrustration g�eom�etrique).Des r�esultats plus r�e
ents de di�usion de neutrons sur CeCu6�xAu [3, 4℄ (�gure 8.2) ontajout�e une 
onfusion suppl�ementaire �a 
e probl�eme. En e�et la sus
eptibilit�e dynamique extraitede 
es mesures semble montrer un 
omportement tout �a fait 
urieux :�(~q�; !; T ) = T��g (!T ) (8.2)4YbRh2Si2 pr�esente des d�eviations �a plus basse temp�erature par rapport �a 
e 
omportement [5℄.5�A 
ause du 
ara
t�ere itin�erant des �ele
trons, les degr�es de libert�e magn�etiques ont une dynamique tr�esparti
uli�ere (amortissement de Landau).
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8.1. TRANSITION DE PHASE QUANTIQUE DANS LES FERMIONS LOURDSI
i � ' 0:7, ~q� est le ve
teur d'ordonnement, et g est une fon
tion d'�e
helle de !=T quel'on peut d�eterminer �a partir des r�esultats exp�erimentaux, On obtient ainsi un 
omportement

Fig. 8.2 { Donn�ees de neutrons [3℄ pour le 
ompos�e CeCu6�xAux . �A gau
he : se
tion eÆ
a
e enfon
tion de l'�energie (pour di��erentes temp�eratures et ve
teurs d'onde). �A droite : illustration�a partir de 
es donn�ees de la forme d'�e
helle (8.2).extrêmement singulier de la sus
eptibilit�e de spin, et 
ela semble a priori in
ompatible ave
 lasuggestion d'utiliser une th�eorie des 
hamps �a 2+1 dimensions et z = 2, qui est d�e
rite parun point �xe gaussien. En e�et la sus
eptibilit�e exp�erimentale se 
omporte en !�� �a bassefr�equen
e et temp�erature nulle, 
e qui 
onstitue �a une 
orre
tion singuli�ere �a l'amortissementde Landau.Pour expliquer 
ette 
ontradi
tion, de nombreux auteurs [4, 13, 14℄ ont avan
�e que l'ap-pro
he de Hertz-Millis n'est pas valide dans le 
as o�u l'�e
helle Kondo serait 
ritique de fa�
on
on
omitante ave
 les degr�es de libert�e magn�etiques. Une mani�ere possible de formaliser 
etteid�ee, due �a Q. Si et 
ollaborateurs, est d'utiliser le s
h�ema EDMFT (dans le se
teur de spin).Nous dis
uterons 
ette proposition �a la se
tion 8.1.3.On peut 
ependant s'interroger sur la qualit�e et l'interpr�etation des r�esultats exp�erimentauxbruts que l'on dis
ute i
i. Tout d'abord, les donn�ees 
onduisant �a la forme d'�e
helle (8.2) sontassez bruit�ees, même si des mesures plus r�e
entes sous 
hamp magn�etique semblent 
on�rmer
es r�esultats de mani�ere assez 
onvain
ante. On remarque toutefois que l'origine de l'exposantanormal � est 
lairement asso
i�ee au fait que la forme gaussienne d'une sus
eptibilit�e d'ondede spins : �(~q�; i!; T ) � 
j!j+ aT (8.3)n'est e�e
tivement pas tr�es bonne pour interpr�eter les donn�ees exp�erimentales. Or, si l'on 
roit�a l'appli
abilit�e de la th�eorie d'Hertz-Millis d = z = 2 (qui a le m�erite d'expliquer la thermo-dynamique), on se rend 
ompte que des 
orre
tions d'�e
helle peuvent modi�er la forme (8.3),puisqu'on se trouve juste �a la dimension 
ritique sup�erieure. La question que l'on va se po-
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CHAPITRE 8. FLUCTUATIONS MAGN�ETIQUESser dans la suite est dans quelle mesures 
es 
orre
tions, sans être extrêmement singuli�eres,pourraient simuler un exposant 
ritique anormal �.8.1.2 Corre
tions logarithmiques dans la th�eorie d'Hertz-Millis d = z = 2On 
onstate en e�et qu'une th�eorie des 
hamps �a deux dimensions ave
 un exposant dyna-mique z = 2 est exa
tement �a la dimension 
ritique sup�erieure, et pr�esente don
 des 
orre
tions(logarithmiques) au s
aling en !=T . Ces 
orre
tions invalident don
 la forme d'�e
helle (8.2), etpourraient aussi 
ontribuer �a un renfor
ement de l'amortissement de Landau (en !(log!)�),
e qui donnerait une expli
ation simple pour r�e
on
ilier tous les faits exp�erimentaux.Partons de la th�eorie de Hertz-Millis, qui d�e
rit (sur une base semi-ph�enom�enologique) lesdegr�es de libert�es magn�etiques qui sont mous au point 
ritique :S = ∫ d!2� ∫ ddk(2�)d (j!j + k2) �(i!; k)2 + ∫ d� ∫ ddx u �(�; ~x)4 (8.4)On remarque i
i le terme d'amortissement de Landau en j!j2=z (ave
 z = 2) dans le propagateurdes bosons. On se pla
e �a temp�erature nulle, et l'analyse dimensionnelle de l'a
tion pr�e
�edentemontre que le 
ouplage u est exa
tement marginal �a d = 2. C'est le 
ot vers le point �xegaussien de 
e terme qui va produire les 
orre
tions qui nous int�eressent i
i. Pour 
al
uler 
es
ontributions, nous avons 
hoisi deux strat�egies 
ompl�ementaires. La premi�ere est un 
al
ul degroupe de renormalisation, qui permet de 
al
uler exa
tement le 
omportement dominant des
orre
tions logarithmiques. Le se
ond 
al
ul e�e
tu�e est un d�eveloppement de grand N dansune g�en�eralisation O(N) de la th�eorie �4 
i-dessus, �a l'ordre 1=N in
lus. Ces 
al
uls sont assezte
hniques, et sont pr�esent�es dans l'Arti
le-6 joint. Les deux m�ethodes employ�ees pour traiterle probl�eme 
onduisent au r�esultat suivant (�a basse fr�equen
e) :��1(~q�; i!; T = 0) = j!j + A j!jlog2 j!j + : : : (8.5)o�u A est une 
onstante universelle.� CeCu6�xAux : un probl�eme ouvertLes 
orre
tions logarithmiques sont don
 sous dominantes par rapport au terme d'amortis-sement de Landau, et ne peuvent malheureusement pas expliquer les r�esultats exp�erimentaux.On peut don
 se demander s'il faut abandonner totalement 
e type d'appro
he se fo
alisantuniquement sur les 
u
tuations de spin. Il n'y a �a l'heure a
tuelle pas de 
onsensus r�eel sur lebon mod�ele �a �etudier (faut-il garder les fermions, introduire du d�esordre... ?). Il est �a esp�erer quede nouvelles exp�erien
es seront men�ees pro
hainement (en parti
ulier des mesures de neutronssur d'autres 
ompos�es que CeCu6�xAux), et permettront peut-être d'y voir plus 
lair.8.1.3 Faiblesses de l'appro
he EDMFT pour les ph�enom�enes 
ritiquesUne autre fa�
on avan
�ee pour aborder le probl�eme est de 
onsid�erer que la self-�energie des
u
tuations de spin est purement lo
ale [13℄, ave
 un 
omportement singulier en fr�equen
e
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8.1. TRANSITION DE PHASE QUANTIQUE DANS LES FERMIONS LOURDS(lois de puissan
e). La th�eorie de 
hamp moyen dynamique �etendue (pr�esent�ee �a la se
tionpr�e
�edente, mais dans le 
anal de 
harge) permet de formuler 
ette hypoth�ese de mani�erepr�e
ise, et surtout de 
onserver les degr�es de libert�e fermionique du probl�eme, qui sont suppos�esjouer i
i un rôle important. On peut don
 partir d'un mod�ele typique des probl�emes de fermionslourds (r�eseau d'impuret�e Kondo) :H = ∑k� �k
yk�
k� + JK∑i��0 ~Si :
 i�y~���0
i�0 +∑i<j Ii j Szi Szj (8.6)On a not�e i
i JK le 
ouplage Kondo (antiferromagn�etique) entre les spins (qui repr�esententles �ele
trons 4f quasi-lo
alis�es du 
erium) et une bande d'�ele
trons libres. Une intera
tionantiferromagn�etique expli
ite (anisotrope) Iij entre spins a �et�e introduite, même si 
elle-
i esta priori g�en�er�e par les 
u
tuations du bain d'�ele
trons (e�et RKKY). ~���0 d�enote les troismatri
es de Pauli. Le traitement EDMFT de 
e probl�eme introduit l'a
tion lo
ale :S = � ∫ �0d� ∫ �0d� 0∑� [
�(�)yG�10 (� � � 0)
�(� 0) + Sz(�)��10 (� � � 0)Sz(� 0)]+ ∫ �0d�JK∑��0 ~S:
y�~���0
�0 (8.7)qui permet de d�e
rire �a la fois les 
u
tuations de spins pr�es du point 
ritique (grâ
e au bainbosonique �0(�)), et le 
ouplage Kondo au fermions (dont le mouvement est trait�e en DMFT).On 
apture don
 la 
omp�etition, au 
oeur du probl�eme 
onsid�er�e, entre l'�e
rantage des spinspar les �ele
trons de 
ondu
tion et la tendan
e �a l'ordre magn�etique due �a l'intera
tion RKKY : lepoint 
ritique quantique est atteint lorsque les e�ets antigonistes de JK et Iij se 
ontrebalan
eexa
tement. On doit bien sûr suppl�eer au mod�ele d'impuret�e les relations d'auto
oh�eren
ehabituelles : G(i!n) = ∑k 1i!n + G�1(i!n)� G�10 (i!n)� �k (8.8)�(i�n) = ∑q 1��1(i�n) + ��10 (i�n) + Iq (8.9)Cette formulation lo
ale permet de r�ealiser maintenant l'int�egration des �ele
trons, grâ
e �aun d�eveloppement dans le terme de spin-
ip de l'intera
tion Kondo [15℄. On arrive ainsi �a unmod�ele d�e
rivant purement les 
u
tuations magn�etiques :S = ∫ �0d� ∫ �0d� 0Sz(�) [���10 (� � � 0) +K(� � � 0)]Sz(� 0) + ∫ �0d� �Sx (8.10)o�u le noyau K(� � � 0) � 1=(� � � 0)2 est introduit par les modes �ele
troniques (analogue del'amortissement ohmique de Landau), et � / JK. On a don
 un mod�ele de spin d'Ising en 
hamptransverse, ave
 intera
tions �a longue port�ee, que l'on peut traiter dans un d�eveloppementde grand N. Celui-
i doit être r�ealis�e �a l'ordre 1=N in
lus, pour trouver des 
orre
tions nontriviales �a la sus
eptibilit�e. Des arguments analytiques et une solution num�erique 
ompl�ete des
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CHAPITRE 8. FLUCTUATIONS MAGN�ETIQUES�equations EDMFT (�a l'ordre 1=N, pour un mod�ele bidimensionnel) sont donn�es dans l'Arti
le-6,et 
onduisent �a des 
orre
tions extrêmement sous-dominantes dans la sus
eptibilit�e :��1(~q�; i!; T = 0) = j!j � A !2 log(1=j!j) (8.11)On n'observe don
 pas de 
omportement singulier dans 
ette appro
he du probl�eme, en 
ontra-di
tion ave
 des r�esultats num�eriques r�e
ents sur le mod�ele (8.10) [16℄. On 
onstate de plusque l'appro
he EDMFT ne pr�edit pas non plus les 
orre
tions logarithmiques attendues pourla th�eorie d'Hertz-Millis �a la dimension 
ritique.8.1.4 Quelques remarques �nalesIl est possible que la g�en�eralisation du mod�ele d'Ising quantique (8.10) �a un mod�ele dephases ne soit pas valide (
'est une hypoth�ese que l'on a faite a�n de pouvoir prendre la limitede N grand). De même, l'int�egration des �ele
trons �a partir du mod�ele initial (8.7) pourraitne pas être li
ite, même dans l'appro
he lo
ale. Tr�es r�e
emment, P. Sun et G. Kotliar ont�etudi�e le probl�eme 
omplet en EDMFT par Monte Carlo Quantique [17℄ (une variation dansle se
teur de spin de l'algorithme �a 
hamps 
ontinus dont on a parl�e �a la se
tion 5.2). Lesr�esultats qu'ils ont obtenu montrent que les �equations EDMFT pourraient être in
apables depr�edire un point 
ritique quantique, 
ar la transition vers la phase ordon�ee est toujours dupremier ordre, même �a temp�erature nulle. Ce r�esultat peut en fait se 
omprendre (�a hautetemp�erature) sur des mod�eles plus simples (Ising) trait�es en EDMFT [18℄ : pour d > 4 onobserve un 
omportement 
hamp moyen 
orre
t (ave
 r�edu
tion de la temp�erature 
ritique),mais on obtient une transition dis
ontinue pour d < 4. Pour le probl�eme du r�eseau Kondo (ave
un 
ouplage d'Ising entre spins lo
alis�es), 
et e�et semble persister jusqu'�a temp�erature nulle,o�u (dans l'approximation EDMFT) le syst�eme pr�ef�ere 
hoisir un ordre magn�etique de mani�eredis
ontinue, plutôt que laisser les degr�es de libert�e fermioniques devenir 
ritiques [17℄. De plus,un mod�ele de r�eseau Kondo analogue �a 
elui 
onsid�er�e i
i (mais ave
 une intera
tion isotropeentre spins) a �et�e regard�e par Burdin et 
ollaborateurs. Dans le 
as bidimensionnel, pr�es dupoint 
ritique quantique, on a la mauvaise surprise de trouver que la solution des �equationsEDMFT devient non physique �a basse temp�erature (violation de la 
ausalit�e).Pour 
on
lure, on doit 
onstater qu'il faut prendre les r�esultats de EDMFT ave
 pr�e
autionlorsqu'on se trouve pr�es d'une phase ordonn�ee. Il n'est pas vraiment �etonnant de 
onstaterqu'une telle appro
he lo
ale manifeste violemment son m�e
ontentement lorsque la longueurde 
orr�elation 
ommen
e �a devenir grande. Mis �a part 
e d�efaut qu'il faut avoir en tête, 
eformalisme est �a l'heure a
tuelle une voie importante pour introduire les 
u
tuations de spindans une appro
he de 
hamp moyen dynamique. Nous allons en voir maintenant un dernierexemple.
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8.2. AU DEL�A DES TH�EORIES LOCALES : APPLICATION AU MAGN�ETISME FRUSTR�E8.2 Au del�a des th�eories lo
ales : appli
ation au magn�etismefrustr�eCette derni�ere partie 
on
erne des questions reli�ees au magn�etisme, et même si elle apparâ�tun peu d�e
onne
t�ee des travaux pr�e
�edents sur le plan th�ematique, on va voir que les m�ethodesd�evelopp�ees dans 
e 
hapitre (
hamp moyen dynamique �etendu, limite de grand N) y trouventune appli
ation possible.8.2.1 Syst�eme de spins sur le r�eseau Kagom�eL'int�erêt port�e aux mod�eles de spins quantiques de basse dimension sur des g�eom�etriestr�es parti
uli�eres est motiv�e par des 
onsid�erations �a la fois th�eoriques et exp�erimentales.Du 
ôt�e mat�eriaux, les exemples les plus souvent 
it�es sont les 
ompos�es �a �e
helle de spinSrn�1Cun+1O2n, qui interpolent dire
tement entre une et deux dimension (de la 
haine au plan),les 
haines de spin entier 
omme Y2BaNiO5, qui exhibent la physique du gap de Haldane, et lessyst�emes planaires d�eriv�es du r�eseau Kagom�e 
omme SrCr9xGa12�9xO19, qui pr�esentent uneforte frustration g�eom�etrique. Cette frustration est li�ee �a la pr�esen
e de bou
les ferm�ees detaille impaire dans la stru
ture des 
ouplages magn�etiques, 
e qui d�efavorise l'�etat de N�eel(voir �gure 8.3). Il faut noter que 
e domaine est en pleine expansion au niveau de la synth�esede nouveaux 
ompos�es, et on arrive �a l'heure a
tuelle �a r�ealiser des stru
tures tout �a fait
omplexes.

Fig. 8.3 { �A gau
he : stru
ture Kagom�e. �A droite : trois spins (
lassiques) d'Ising ou deHeisenberg sur une plaquette triangulaire dans une 
on�guration frustr�ee par l'intera
tion an-tiferromagn�etique sur les liens.Les mod�eles de spins sur r�eseaux frustr�es, ave
 une 
onne
tivit�e faible (due bien sûr �a labasse dimensionalit�e, mais aussi �a la maille tr�es parti
uli�ere du r�eseau Kagom�e, �gure 8.3),peuvent poss�eder un �etat fondamental sans ordre �a longue distan
e [19℄. Les e�ets quantiquessont don
 d'autant plus virulants dans 
es syst�emes frustr�es, en parti
ulier si l'on sonde la
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CHAPITRE 8. FLUCTUATIONS MAGN�ETIQUESphysique �a basse temp�erature. Il existe ainsi �a l'heure a
tuelle un 
onsensus sur le 
ara
t�ered�esordonn�e de l'�etat fondamental du mod�ele de Heisenberg antiferromagn�etique quantique(S=1/2) sur le r�eseau Kagom�e, �a la fois par des 
al
uls de diagonalisation exa
te [20, 21℄, etdes s�eries haute temp�erature [22℄, bien qu'une preuve rigoureuse ne soit pas en
ore disponible.Les mod�eles de spins qui sont magn�etiquement d�esordonn�es dans le fondamental mani-festent une d�e
roissan
e exponentielle des 
orr�elations ave
 la distan
e 6, due �a la pr�esen
ed'un gap de spin entre le fondamental singulet et le premier �etat dans le se
teur triplet. Il fautnoter que 
ela n'est pas in
ompatible ave
 l'observation d'une mise en ordre dans un autre
anal, 
omme par exemple une brisure de la sym�etrie d'espa
e par dim�erisation des liens (
asdu r�eseau 
arr�e �a J2 ' 0:5J1). La physique du Kagom�e est tout autre : 
omme Lhuillier et
ollaborateurs l'ont montr�e [20,23℄, 
e mod�ele pr�esente une a

umulation d'�etats singulets debasse �energie qui peuplent le gap 7 de spin � ' J=20, ave
 une restauration 
ompl�ete dessym�etries (�etat liquide de spin).

Fig. 8.4 { Spe
tres de diagonalisation exa
te [20℄ pour le r�eseau triangulaire (TAH, �a gau
he)et kagom�e (KAH, �a droite). Dans le premier 
as, le gap de spin (entre les tours S = 1=2 etS = 3=2) ne survit pas �a la limite thermodynamique : TAH est ordonn�e �a temp�erature nulle.La grande densit�e d'�etats de basse �energie dans le se
teur singulet est expli
ite pour KAH.Une des questions importantes est de savoir 
omment 
es �etats in
uent sur les quantit�esthermodynamiques et fon
tions de r�eponse �a basse temp�erature. La stru
ture tr�es parti
uli�eredu spe
tre du Kagom�e 
onduit logiquement au r�esultat suivant (v�eri��e par les 
al
uls de dia-6Un quasi-ordre ave
 des 
orr�elations alg�ebriques est possible dans 
ertains 
as, 
omme la 
hâ�ne de spin 1/2.7Le terme \gap" n'est don
 pas tr�es heureux i
i.
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8.2. AU DEL�A DES TH�EORIES LOCALES : APPLICATION AU MAGN�ETISME FRUSTR�Egonalisation exa
te [24℄) : C(T ) / T 2 (8.12)�(T ) / e��=T (8.13)Il n'est 
ependant pas �evident d'obtenir une image tr�es intuitive des �etats de basse �energie �apartir de 
es 
al
uls num�eriques, 
omme illustr�e par la 
omplexit�e des spe
tres de diagonali-sation exa
te, �gure 8.4 (pour un r�eseau �a 27 sites ; 
ette imparit�e implique un spin S = 1=2dans le fondamental). Une fa�
on d'aborder le probl�eme de mani�ere plus analytique est dese fo
aliser sur un espa
e form�e par des re
ouvrements du r�eseau ave
 des �etats du type[ ji "; j #i � ji #; j "i ]=p2 (i
i entre deux sites i et j di��erents), 
e qui permet de g�en�erer unefamille d'�etats singulets qui ne brisent pas l'invarian
e par rotation (
es id�ees ont men�e �a desprogr�es r�e
ents dans le 
adre de mod�eles de dim�eres frustr�es [25{27℄). On parle alors d'�etatsde liens de valen
e r�esonants, 
ar les 
u
tations quantiques entre plusieurs 
on�gurations de 
etype permettent d'abaisser leur �energie [28℄. Ces �etats sont des 
andidats naturels pour d�e
rirele spe
tre de basse �energie dans le se
teur singulet du Kagom�e, même si l'on doit re
ourrir �aun m�e
anisme de s�ele
tion pour lever une partie de la d�eg�en�eres
en
e de 
et espa
e [29, 30℄.Cette m�ethode n'est toutefois pas tr�es adapt�ee au 
al
ul des fon
tions thermodynamiques.� R�esultats de neutronsPour en revenir �a l'aspe
t exp�erimental du probl�eme, il faut remarquer que SCGO poss�edeen fait une stru
ture bi-
ou
he Kagom�e (�gure 8.5) et pr�esente un spin 3/2 port�e par lesatomes de 
hrome. De plus le r�eseau 
omporte une forte dilution, 
ar les atomes de galium(non magn�etiques) viennent se substituer aux 
hromes (l'o

upation en 
hrome d'un site dela bi-
ou
he est de l'ordre de x � 90% pour SrCr8Ga4O19). Le mod�ele sur un r�eseau Kagom�esimple ave
 S=1/2 n'est don
 pas quantitativement adapt�e pour d�e
rire la physique de 
e
ompos�e, mais on esp�ere qu'il en 
apture l'essentiel. Des �etudes r�e
entes sur 
e 
ompos�e parmesure de di�usion de neutrons [31℄ ont r�ev�el�e un 
omportement anormal de la sus
eptibilit�ede spin �a basse fr�equen
e pour des temp�eratures au-dessus de 4K (le syst�eme �nit par trouverun ordre vitreux, non 
onventionnel, aux temp�eratures les plus basses). La r�eponse a en e�etla forme suivante :S(!) = �00(!)1� exp(�!=T ) = !�� F (!T ) 11� exp(�!=T ) (8.14)o�u � ' 0:4, 
e qui peut traduire en e�et l'existen
e d'un grand nombre d'�etats de basse �energieau-dessus d'un fondamental non ordonn�e. Dans 
e r�egime, la fon
tion de 
orr�elation spin-spind�e
roit exponentiellement ave
 la distan
e (pas d'ordre �a longue port�ee), mais poss�ede unedynamique 
omplexe, ave
 des 
orr�elations alg�ebriques en temps :
〈~S(x; t):~S(x; 0)〉 � 1t0:6 (8.15)On aimerait avoir une des
ription de 
ette dynamique tr�es parti
uli�ere.
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CHAPITRE 8. FLUCTUATIONS MAGN�ETIQUES
 
 

kagomé 

bi-layer 

Cr-Cr isolated 

spin pairs 

Fig. 8.5 { �A gau
he : stru
ture bi-
ou
he Kagom�e de SrCr9xGa12�9xO19. �A droite : r�esultatdes mesures de neutrons [31℄ e�e
tu�ees sur 
e 
ompos�e ave
 un �t des donn�ees par la loid'�e
helle (8.14).8.2.2 Appro
he de 
luster-EDMFTAvant d'aller plus loin, nous remarquons un fait exp�erimental suppl�ementaire, qui va motiverle type d'appro
he que nous allons envisager pour traiter 
e probl�eme. En e�et, les �etudespar neutrons mentionn�ees pr�e
�edemment r�ev�elent que, même si l'intera
tion Cr-Cr est assezforte (J � 100K), la longueur de 
orr�elation spin-spin n'ex
�ede jamais une ou deux distan
esinteratomiques [32℄. Ce fait est v�eri��e par les 
al
uls de diagonalisation exa
te sur le r�eseauKagom�e, mais aussi sur des mesures de sus
eptibilit�e magn�etiques [33, 34℄ (�gure 8.6), quir�ev�elent des d�eviations �a la loi de Curie :�(T ) � 
T +� (8.16)seulement pour des temp�eratures en-dessous de 50K, bien inf�erieures �a la temp�erature de Curie-Weiss � 8. C'est don
 une �eviden
e suppl�ementaire qui indique que les 
orr�elations magn�etiquesrestent de tr�es 
ourte port�ee dans 
e syst�eme. Nous remarquons aussi sur 
es donn�ees que lasus
eptibilit�e ma
ros
opique poss�ede une 
ontribution importante de moments lo
alis�es, dueau d�efauts dans la stru
ture de la bi-
ou
he (�def / 1=T ). Nous reviendrons sur 
e point plustard.La forte d�e
roissan
e des fon
tions de 
orr�elations dans l'espa
e nous pousse don
 �a traiterle probl�eme en �etudiant des degr�es de libert�es r�eduits �a quelques sites. L'unit�e non trivialela plus simple du r�eseau Kagom�e �etant une plaquette triangulaire, nous nous proposons de
onsid�erer une a
tion e�e
tive pour 
ette entit�e, qui sera 
oupl�ee �a des bains d�ependant du8Pour SrCr9xGa12�9xO19, � ' zJ ' 500K, 
ar z = 5 (bi-
ou
he Kagom�e), 
e qui est v�eri��e �a la �gure 8.6.
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8.2. AU DEL�A DES TH�EORIES LOCALES : APPLICATION AU MAGN�ETISME FRUSTR�E
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Fig. 8.6 { �A gau
he : inverse de la sus
eptibilit�e ma
ros
opique (mesure SQUID [33℄) pourSrCr2Ga10O19 (r�eseau tr�es dilu�e : � � 90K) et SrCr8Ga4O19 (r�eseau peu dilu�e : � � 500K).�A droite : s�eparation des diverses 
ontributions �a la sus
eptibilit�e pour SrCr8Ga4O19 [35℄ ;sus
eptibilit�e ma
ros
opique pr�e
�edente �ma
ro, sus
eptibilit�e intrins�eque �frustr de la bi-
ou
heKagom�e (mesure RMN), sus
eptibilit�e des d�efauts de dilution �def et des paires de 
hromeisol�ees �pair.temps pour simuler l'in
uen
e du r�eseau. Si l'on 
ombine ainsi les appro
hes 
luster-DMFT [36℄et Extended-DMFT [37{39℄, on est 
onduit �a regarder l'a
tion e�e
tive suivante :S = SB + ∫ �0d� J2∑a 6=b ~Sa:~Sb + 12 ∫ �0d� ∫ �0d� 0∑ab Dab(� � � 0)~Sa(�):~Sb(� 0) (8.17)o�u a; b = 1; 2; 3 sont des indi
es intra-plaquette et SB le terme de Berry des spins. La sus
ep-tibilit�e dans la plaquette �ab = (1=3)〈~Sa(�):~Sb(0)〉 est determin�ee par l'�equation (matri
ielle)d'auto
oh�eren
e : �̂(i�) =∑~q [J~q � J�̂intra + �̂�1(i�)� D̂(i�)]�1 (8.18)o�u la matri
e des 
ouplages dans la plaquette J�̂intra est donn�ee par J�intraab = J(1� Æab).Cette appro
he permet don
 de 
apturer �a la fois la formation des 
orr�elations magn�etiquesde 
ourte distan
e (grâ
e �a l'aspe
t �etendu de l'unit�e de base que l'on 
onsid�ere), et une
ertaine dynamique de spin. Au lieu de tenter une r�esolution dire
te, nous avons 
hoisi desimpli�er davantage le probl�eme en utilisant une solution de grand N dans une repr�esentationfermionique des spins [40, 41℄ (voir l'Arti
le-7), bien adapt�ee �a 
e type d'a
tion e�e
tive. Ler�esultat �nal de 
e 
al
ul est que la sus
eptibilit�e pr�esente, pour des temp�erature inf�erieures �aJ, un �e
rantage partiel des spins de la plaquette, de fa�
on que :�00(!) = !�� F (!T ) (8.19)o�u � ' 0:5. Malheureusement, 
e 
omportement persiste jusqu'aux temp�eratures les plusbasses, ne permettant pas de 
apturer l'e�et du gap triplet, dans le r�egime T < � ' J=20.
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CHAPITRE 8. FLUCTUATIONS MAGN�ETIQUESCependant, la petitesse du gap � laisse une plage importante en temp�erature o�u nos r�esultatspeuvent être valides. On se r�ef�erera �a l'Arti
le-7 pour plus de d�etails 
on
ernant 
ette solution.8.2.3 Dis
ussion 
ritiqueIl y a des arguments exp�erimentaux et th�eoriques que l'on pourrait soulever 
ontre l'appro
hepr�e
�edente. Tout d'abord, nous avons signal�e la 
ontribution importante de moments lo
aux �ala sus
eptibilit�e uniforme, ainsi que les exp�erien
es de RMN r�e
entes sur SCGO faites �a Orsayl'ont montr�e [35℄. Il n'est pas 
lair quel est le rôle attribu�e �a 
e signal dans les r�esultats deneutrons qui ont motiv�e notre 
al
ul. Il semble probable, par la nature 
omplexe du spe
trepour le Kagom�e, que la dynamique de 
e syst�eme soit 
omplexe, mais la forme (8.14) pourraittout �a fait ne pas être valide.On peut aussi s'interroger sur le 
hoix de l'a
tion e�e
tive pour d�e
rire la dynamique de laplaquette �a trois spins que nous avons 
hoisi d'isoler. Bien que 
ette forme soit tr�es naturelle sil'on suit la philosophie du 
hamp moyen dynamique �etendu, on 
onstate 
ertaines d�e�
ien
esintrins�eques �a 
ette appro
he. En e�et, le bain qui est 
oupl�e aux spins internes peut êtrerepr�esent�e par un 
hamp 
ommutant :S = SB + ∫ �0d� J2∑a 6=b ~Sa:~Sb +∑a ~ha(�):~Sa(�) + 12 ∫ �0d� ∫ �0d� 0∑ab D�1ab (� � � 0)~ha(�):~hb(� 0)(8.20)Ce
i implique qu'�a temp�erature nulle, on trouve un spin r�esiduel S = 1=2 sur la plaquette, 
arla formation de singulets entre les spins de la plaquette et le monde ext�erieur, qui est au 
oeurde 
ette physique, n'est pas 
orre
tement prise en 
ompte dans 
ette a
tion e�e
tive. D'unpoint de vue pratique, 
ette a
tion est aussi extrêmement diÆ
ile �a r�esoudre par les m�ethodesnum�eriquement exa
tes (Monte Carlo Quantique [42℄), 
ar les probl�emes de signes dus �a lafrustration sont tr�es importants [43℄.En fait il semblerait plus physique d'introduire un bain fermionique pour �e
ranter les spinsdans la plaquette (mod�ele Kondo g�en�eralis�e), même si 
ette id�ee n'est pas �evidente �a formaliserd'un point de vue pratique. Il semble quand même raisonable d'imaginer qu'un spin plong�e dansun liquide de spin form�e d'ex
itations fermioniques d�e
on�n�ees (spinons) ait un lien ave
 leprobl�eme Kondo.

226



Bibliographie du 
hapitre 8[1℄ G. R. Stewart, Rev. Mod. Phys. 73, 797 (2001).[2℄ H. v. L�ohneysen, T. Pietrus, G. Portis
h, H. G. S
hlager, A. S
hr�oder, M. Sie
k etT. Trappmann, Phys. Rev. Lett. 72, 3262 (1994).[3℄ A. S
hr�oder, G. Aeppli, E. Bu
her, R. Ramazashvili et P. Coleman, Phys. Rev. Lett.80, 5623 (1998).[4℄ A. S
hr�oder, G. Aeppli, R. Coldea, M. Adams, O. Sto
kert, H. L�ohneysen, E. Bu
her,R. Ramazashvili et P. Coleman, Nature 407, 351 (2000).[5℄ O. Trovarelli, C. Geibel, S. Mederle, C. Langhammer, F. M. Gros
he, P. Gegenwart,M. Lang, G. Sparn et F. Stegli
h, Phys. Rev. Lett. 85, 626 (2000).[6℄ O. O. Bernal, D. E. Ma
Laughlin, H. G. Lukefahr et B. Andraka, Phys. Rev. Lett.75, 2023 (1995).[7℄ A. Ros
h, Phys. Rev. Lett. 82, 4280 (1999).[8℄ C. L. Seaman, M. B. Maple, B. W. Lee, S. Ghamaty, M. S. Torika
hvili, J. S. Kang,L. Z. Liu, J. W. Allen et D. L. Cox, Phys. Rev. Lett. 6, 2882 (1991).[9℄ J. Hertz, Phys. Rev. B 14, 1165 (1976).[10℄ T. Moriya et J. Kawabata, Phys. So
. Jap. 34, 639 (1973).[11℄ A. J. Millis, Phys. Rev. B 48, 7183 (1993).[12℄ A. Ros
h, A. S
hr�oder, O. Sto
kert et H. v. L�ohneysen, Phys. Rev. Lett. 79, 159
(1997).[13℄ Q. Si, S. Rabello, K. Ingersent et L. Smith, Nature 413, 804 (2001).[14℄ P. Coleman et C. P�epin , 
ond-mat/0301001.[15℄ P. W. Anderson, G. Yuval et D. R. Hamann, Phys. Rev. B 1, 4464 (1970).[16℄ D. Grempel et Q. Si , 
ond-mat/0207493.[17℄ P. Sun et G. Kotliar , 
ond-mat/0303539.[18℄ S. Pankov, G. Kotliar et Y. Motome, Phys. Rev. B 66, 45117 (2002).[19℄ C. Lhuillier et G. Misgui
h, High Magneti
 Fields. Springer, (2002).[20℄ P. Le
heminant, B. Bernu, C. Lhuillier, L. Pierre et P. Sindzingre, Phys. Rev. B 56,
2521 (1997).[21℄ P. W. Leung et V. Elser, Phys. Rev. B 47, 5459 (1993).227



BIBLIOGRAPHIE DU CHAPITRE 8[22℄ N. Elstner et A. P. Young, Phys. Rev. B 50, 6871 (1994).[23℄ C. Waldtmann, H. U. Everts, B. Bernu, C. Lhuillier, P. Sindzingre, P. Le
heminantet L. Pierre, Euro. Phys. J. B 2, 501 (1998).[24℄ P. Sindzingre, G. Misgui
h, C. Lhuillier, L. Pierre, C. Waldtmann et H. U. Everts,Phys. Rev. Lett. 84, 2953 (2000).[25℄ R. Moessner et S. L. Sondhi, Phys. Rev. Lett. 86, 1881 (2001).[26℄ G. Misgui
h, D. Serban et V. Pasquier, Phys. Rev. Lett. 89, 137202 (2002).[27℄ G. Misgui
h, D. Serban et V. Pasquier , 
ond-mat/0302152.[28℄ P. W. Anderson, Mater. Res. Bull. 8, 153 (1973).[29℄ F. Mila, Phys. Rev. Lett. 81, 2356 (1998).[30℄ M. Mambrini et F. Mila, Euro. Phys. J. B 17, 651 (2000).[31℄ C. Mondelli, H. Mutka, C. Payen, B. Fri
k et K. Andersen, Physi
a B 284, 1371

(2000).[32℄ C. Mondelli, K. Andersen, H. Mutka, C. Payen et B. Fri
k, Physi
a B 267, 139
(1999).[33℄ B. Martinez, F. Sandiumenge, A. Rou
o, A. Labarta, J. RodriguezCarvajal, M. To-var, M. T. Causa, S. Gali et X. Obradors, Phys. Rev. B 46, 10786 (1992).[34℄ P. Mendels, A. Keren, L. Limot, M. Mekata, G. Collin et M. Horvati
, Phys. Rev.Lett. 85, 3496 (2000).[35℄ L. Limot, P. Mendels, G. Collin, C. Mondelli, B. Ouladdiaf, H. Mutka, N. Blan
hardet M. Mekata, Phys. Rev. B 65, 144447 (2002).[36℄ A. S
hiller et K. Ingersent, Phys. Rev. Lett. 75, 113 (1995).[37℄ A. Sengupta et A. Georges, Phys. Rev. B 52, 10295 (1995).[38℄ H. Kajueter et G. Kotliar, Non publi�e (1995).[39℄ Q. Si et J. L. Smith, Phys. Rev. Lett. 77, 3391 (1996).[40℄ A. Georges, O. Par
ollet et S. Sa
hdev, Phys. Rev. B 63, 134406 (2001).[41℄ O. Par
ollet, A. Georges, G. Kotliar et A. Sengupta, Phys. Rev. B 58, 3794 (1998).[42℄ D. R. Grempel et M. J. Rozenberg, Phys. Rev. Lett. 80, 389 (1998).[43℄ R. Siddharthan Communication privée.

228



Arti
le 6
Phys. Rev. B 69, 054426 (2004)



Arti
le 6 : Non-Fermi liquid behavior from two-dimensional antiferromagneti
 
u
tuations

230



Arti
le 6 : Non-Fermi liquid behavior from two-dimensional antiferromagneti
 
u
tuations
Non-Fermi-liquid behavior from two-dimensional antiferromagnetic fluctuations:

A renormalization-group and large-N analysis
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We analyze the Hertz-Moriya-Millis theory of an antiferromagnetic quantum critical point, in the marginal

case of two dimensions (d52,z52). Up to next-to-leading order in the number of components ~N! of the field,

we find that logarithmic corrections do not lead to an enhancement of the Landau damping. This is in

agreement with a renormalization-group analysis, for arbitrary N. Hence, the logarithmic effects are unable to

account for the behavior reportedly observed in inelastic neutron scattering experiments on CeCu62xAux . We

also examine the extended dynamical mean-field treatment ~local approximation! of this theory, and find that

only subdominant corrections to the Landau damping are obtained within this approximation, in contrast to

recent claims.

DOI: 10.1103/PhysRevB.69.054426 PACS number~s!: 75.20.Hr, 71.27.1a, 71.10.Hf

I. INTRODUCTION

Materials in the vicinity of a quantum critical point ~QCP!
continue to be the subject of intensive investigations.1 Par-

ticular attention has been paid to the heavy fermion system

CeCu62xAux which undergoes a phase transition from a

paramagnetic, heavy-fermion metal to an antiferromagnetic

metal as a function of chemical composition and pressure.2,3

Another remarkable case is the stoichiometric compound

YbRh2Si2 which is apparently located very close ~on the

magnetic side! of an antiferromagnetic QCP.4 Hydrostatic

pressure stabilizes the magnetic phase in that case. As the

critical point is approached, these systems exhibit an en-

hancement of the specific heat coefficient C/T , magnetic

susceptibility, resistivity Dr and thermoelectric power,

which is not easily described within the conventional theory

of a three-dimensional quantum critical antiferromagnet.

Neutron scattering experiments3,5–7 on CeCu62xAux have

revealed that the spin fluctuation spectrum of this compound

has a two-dimensional character in a wide range of tempera-
tures. Indeed, maxima of the neutron scattering intensity are
observed along rodlike structures in reciprocal space along
which spin fluctuations are independent of one component of
the wave vector. This motivated Rosch et al.5 to propose that
the observed anomalies are the results of the coupling of
three-dimensional electrons to quasi-two-dimensional critical
spin fluctuations. In such a situation, conventional Hertz-
Moriya-Millis theory8–11 of quantum critical behavior leads
to C/T}ln(1/T), Dr}T , consistent with experimental find-
ings. A similar observation applies to the thermoelectric
power.12 The microscopic reason for the two-dimensional na-
ture of spin fluctuations is not clear however for
CeCu62xAux , while magnetic frustration might provide a
natural explanation4 in the case of YbRh2Si2 ~for which in-
elastic neutron scattering data are not yet available!.

The approach of Rosch et al.5 requires fine-tuning on a
microscopic level ~since a three-dimensional dispersion of
the electrons will generically lead to three-dimensional criti-

cal fluctuations at the QCP! but it is internally consistent on

a theoretical level. Indeed, the vertex corrections to the

electron-spin fluctuation interaction is finite12 in the case of a

coupling to a three-dimensional fermion spectrum. ~Note that

the situation is different for two-dimensional fermions,

which leads to a singular vertex.13! Since the vertex is non-

singular, the physics of long-wavelength magnetic fluctua-

tions is described by a f4 field theory with Ohmic damping.

The quartic term is marginally irrelevant for d52, which is

the upper critical dimension of this theory. Hence, the flow of

the quartic term will lead to logarithmic deviations from

mean-field critical behavior. These effects have not been in-

vestigated previously for the frequency-dependent response

function in this context. Inelastic neutron scattering3,6,7 on

CeCu62xAux at the QCP (xc.0.1) have revealed an anoma-

lous enhancement of the Landau damping. Whether logarith-

mic effects at the upper critical dimension could account for

such an enhancement in the range of experimentally acces-

sible frequencies is an outstanding open question which we
address in this paper. We use the number of components ~N!
of the field as a control parameter, and perform a calculation
of the dynamical susceptibility to order 1/N . We find that, to
this order, the sign of the corrections to Landau damping
cannot explain the experimental data.

An alternative theoretical viewpoint on the physics at the
QCP is that the spin-fluctuation self-energy at the QCP is
purely local ~i.e., momentum independent! and has an
anomalous power-law dependence on frequency and tem-
perature. This was first proposed3,6 as a phenomenological fit

to the inelastic neutron scattering data in the form Im xq5Q
21

5va f (v/T) with a.0.720.8. Si et al.14 have further de-
veloped this point of view in the framework of the extended
dynamical mean-field ~EDMFT! theory of the Kondo
lattice.15–17 It has been argued in this context that the sepa-
ration of electronic degrees of freedom and long-wavelength
magnetic fluctuations is not legitimate,14,18 because the
~Kondo! coherence scale below which electron degrees of
freedom can be eliminated might vanish at the QCP. Re-
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cently however, Grempel and Si showed19 that starting above
the Kondo temperature the EDMFT of the Kondo lattice can
be mapped, using bosonization tricks, onto the EDMFT of
the f4 theory for magnetic modes ~see also the earlier work
by Sengupta and one of us17!. They further suggested that, in
two dimensions, this theory would lead to an anomalous
Landau damping, with the power-law form mentioned above
(a,1). We study this effective theory in the EDMFT ap-
proximation, using both a strict 1/N expansion and a numeri-
cal solution using the large-N expansion as an ‘‘impurity
solver.’’ We find that, contrary to the statements of Ref. 19,
no anomalous power-law is generated. In fact, the EDMFT
approximation to the f4 field theory in the marginal case
does not correctly reproduce the logarithmic corrections to
the damping rate found in our direct calculation for d52,
and leads only to subdominant O(v2) corrections at low
energy. This extends to the marginal case the previous work
of Motome and two of us20 on the EDMFT approximation
applied to critical behavior, in which it was indeed found that
the approximation is better in higher dimensions, and be-
comes unreliable below the upper critical dimensions.
Hence, the general conclusion of our paper is that logarith-
mic effects at the upper critical dimensions in the conven-
tional theory of an antiferromagnetic QCP cannot explain the
behavior observed experimentally for CeCu62xAux , at least
at dominant order in the 1/N expansion.

This paper is organized as follows. In Sec. II, we perform
a general renormalization-group analysis of the f4 theory
with damping. In Sec. III, we take a large-N perspective, and
present an explicit solution up to next to leading order in the
1/N expansion. We also describe the local ~EDMFT! ap-
proximation to this theory, up to order 1/N . In Sec. IV we
discuss in more details the EDMFT approach, and solve nu-
merically the EDMFT equations using a large-N impurity
solver. We conclude with a discussion of the implications of
our work for the understanding of non-Fermi-liquid behavior
in heavy-fermion materials close to an antiferromagnetic
QCP.

II. RENORMALIZATION GROUP ANALYSIS

A. Model and general renormalization-group framework

In this paper, we consider the following field theory8,10,11

for an N-component field fa(a51, . . . ,N):

S5

1

2 (
q ,v

D0
21~q ,iv !(

a
fa

2~q ,iv !

1

u0

4!
E ddxdtF(

a
fa~x ,t !2G 2

~1!

in which the free propagator reads, for imaginary frequencies

D0
21(q ,iv)5r1uvu1q2. This theory describes the vicinity

of an antiferromagnetic quantum critical point, correspond-
ing to the ~bare! value z52 of the dynamical critical expo-
nent. In this context, the dissipative term is induced by the
coupling to electronic degrees of freedom ~Landau damp-

ing!. For a different physical realization of this model see
Ref. 21. The q-vector is the difference from the ordering
wave vector, and r is a parameter which measures the dis-
tance to the critical point. We are particularly interested in
this paper in the two-dimensional case, but we shall also
briefly consider lower dimensions 1<d,2 ~Sec. II C!. In
this section, we shall use the following normalized coupling
constant:

g0[Sdu0 with Sd5

2

pG~d/2!~4p !d/2
. ~2!

When considering the bare theory, an ~ultraviolet! cutoff L
on momenta is introduced. We consider the bare irreducible
two-point function G[x21, which is the inverse of the cor-
relation function @dynamical susceptibility x(q ,iv)
5^f(q ,iv)f(q ,2iv)&]. The renormalization group ~RG!
specifies22 how G changes upon a rescaling of the cutoff L
→lL . The corresponding RG equation is obtained by im-
posing that the renormalized two-point function GR5ZG is
independent of the original cutoff ~with Z the field or ‘‘wave
function’’ renormalization!. Focusing first, for simplicity, on
the field-theory ~1! in the critical ~massless! case, G satisfies
the following equation ~all Green’s functions in this and the
next subsection are at T50):

G@q ,iv;g0 ,L#5~lL !2Zl
21GF q

lL
,

Zl

~lL !2
iv;gl ,L51G .

~3!

In this expression, Zl and the running coupling constant gl

are defined from the usual RG functions

l
d

dl
gl5b~gl! gl515g0 , ~4!

l
d

dl
ln Zl5h~gl! Zl5151. ~5!

Let us emphasize a key aspect of Eq. ~3!, namely, that the
damping term does not require an independent renormaliza-
tion so that the frequency dependence in the right-hand side
~RHS! of Eq. ~3! involves only the wave-function renormal-

ization Zl .23,24 This can be proven to hold to all orders,
using a field theoretic RG.25 For a use of this method in a
different context see Ref. 26.

We have calculated the RG function b at one-loop order
and the function h at two-loop order. The diagrams contrib-
uting to the two-point function G up to this order are de-
picted in Fig. 1. We obtain ~with e5d22)

b~g !52eg1b2g2
1O~g3!,

h~g !5c2g2
1O~g3!,

where the coefficients b2 and c2 read, in the N-component
theory
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b25

N18

6
, c25

~N12 !~122p2!

144
. ~6!

Details of calculation of the coefficient c2 are given in Ap-
pendix A.

B. The marginal case dÄ2: logarithmic corrections

to Landau damping

We focus here on the marginal case d52 at the quantum-
critical point, and integrate the above RG equations in order
to obtain the corrections to the Landau damping at T50.
Integrating the RG equations ~4!, ~5! using Eq. ~6! yields, to
this order

gl5

g0

12b2g0ln l
,

Zl5expS c2g0
2ln l

12b2g0ln l
D . ~7!

As expected in the marginal case, gl flows logarithmically to
zero as l→0, while Zl tends to some ~nonuniversal! con-
stant Z*. To analyze the frequency dependence of G we use
the general RG equation ~3!, setting q50 and choosing l
5l* such that vZl* /(l*L)2

51. This leads to

G~q50,iv;g0 ,L !5uvuC~gl*! ~8!

in which we use the notation C(g)[G(q50,iv5i;g ,L
51). We then expand the RHS of Eq. ~8! in powers of gl*,
with gl*;21/(b2ln l*);22/@b2ln(Z*uvu/L2)#. This expan-
sion actually starts at second order in gl , since the two-point
function G is subtracted to insure that one sits at the critical
point ~in other words, the tadpoles I1 do not contribute to the
frequency dependence!. Noting that I2(q50,iv50;gl ,L)

2I2(q50,iv ,gl ,L)5cgl
2 uvu, coefficient c computed in

Appendix A, we finally obtain a correction to the frequency
dependence of the two-point function at the T50 QCP of the
form

G~q50,iv !5uvuS 11

@6p2ln 2211z~3 !#~N12 !

12 ~N18 !2

1

ln2~ uvuZ*/L2!
D . ~9!

Hence, only subdominant corrections to the Landau damping
are generated in the marginal case d52. Furthermore, the
positive coefficient in the above expression can be inter-
preted as an effective exponent a52/z.1. This is in agree-
ment with the 1/N expansion, which we consider later in this
paper.

C. eÄ2Àd expansion of critical exponents and corrections

to scaling

We consider here the case d,2, in which the quartic term
is relevant, and the effective coupling gl tends to a nontrivial
fixed point. The case d51 is relevant, for example, when
considering11 an Ising chain in a transverse field (N51) or a
chain of quantum rotors (N.1) coupled to a dissipative en-
vironment.

We make use of the general RG equation ~3! by choosing
l5l* such that q/l*L51. For l→0, we now have gl

→g* and Zl;lh @with the critical exponent h[h(g*)].
Hence, we obtain ~at T50) for the dynamical susceptibility
x5G21 at low-frequency and small momentum

x~q ,v !5q221hf~v/cq22h!. ~10!

In this expression, f is a universal scaling function associ-
ated with the fixed point. From this expression, the dynami-
cal critical exponent is identified as

z522h . ~11!

An expression which holds to all orders, and is the result of
the existence of a unique RG function, as explained above.
This scaling form can actually be generalized to finite tem-
perature in the quantum critical regime in the form

x~q ,v !5

1

T
FS v

T
,
c1q

T1/zD ~12!

with F a universal scaling function and c1 a nonuniversal
constant. In particular, at zero-momentum, Tx(q50,v) is an
entirely universal scaling function of v/T . At small v/T , we
expect an analytic dependence on v/T , with G(0,v)/T5C1

2iC2v/T1••• . In contrast, at large v/T we have
G(0,v)/T52iC3v/T , and the subdominant terms are not
analytic, but are related to those in Eq. ~19! below. Here
C123 are all nontrivial universal constants. The value of C3 is
determined in the e expansion by the computations in Ap-
pendix A @C3511c(e/b2)2

1•••# , and this universality is
clearly related to the universal logarithmic correction in Eq.
~9!. The values of C1,2 require a computation of the damping
at T.0, and accurate determination of these is likely to
require a self-consistent treatment of the loop corrections, as
discussed in Ref 27. In particular, C2ÞC3 and hence

FIG. 1. Graphs contributing to the two-point function at two-

loop order.
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lim
v→0

lim
T→0

Im G~q ,v !

v
Þ lim

T→0

lim
v→0

Im G~q ,v !

v
. ~13!

So the Landau damping co-efficient is sensitive to the order
of limits of v→0 and T→0; we expect that similar consid-
erations will also apply to the logarithmic corrections in d

52 noted in Eq. ~9!.
From the RG expressions in Sec. II A, the e expansion of

the critical exponent h522z reads, to order e2

h5

~N12 !~122p2!

4~N18 !2
e2

1O~e3!. ~14!

We have also obtained the correlation length exponent at
order e:

n5

1

2
1

~N12 !

4~N18 !
e1O~e2!. ~15!

Finally, we comment briefly on the next-to-leading cor-
rections at T50 to the Landau damping at the QCP. These
are obtained from corrections to scaling, i.e., depend on the
manner in which gl flows to the fixed point:

gl5g*1~g02g*!lV
1••• ~16!

with

V5b8~g* !5e1O~e2!. ~17!

The RG equation then yields the following form for the two-
point function, including corrections to scaling

G~q ,v !5q22h@g0~vq2z!1q2Vg2~vq2z!1•••# .
~18!

Taking the limit q→0, this yields the following form of the
Landau damping term

G~q50,iv !5C0uvu(22h)/z
1C2uvu(22h1V)/z

1••• .
~19!

In the present case, the exact identity z522h implies that
the dominant term is simply }uvu, while a correction of the
form uvu11V/(22h) is found. The logarithmic correction
found above can be seen as the limiting behavior of this
correction in the marginal case d52 (e50).

III. LARGE-N ANALYSIS OF THE f4 THEORY OF AN

ANTIFERROMAGNETIC QUANTUM CRITICAL POINT IN

TWO DIMENSIONS „zÄ2…

In this section, we treat the field theory ~1! within the
large-N expansion. For this purpose, we scale the coupling
constant in Eq. ~1! by 1/N and set

u05

6u

N
. ~20!

We denote by S0 and S1 the contributions to the self-energy

of order 1/N0 and 1/N , respectively, (^ff&21
5D0

21
2S).

The ~skeleton! diagrams contributing to S0 and S1 are de-
picted in Fig. 2. The corresponding expressions read

S0~q ,iv !52uT(
nn

E d2k

~2p !2
D~k ,inn!, ~21!

S1~q ,iv !522
u

N
T(

nn

E d2k

~2p !2

D~k1q ,inn1ivn!

11uP0~k ,inn!
,

~22!

where

P0~q ,iv !5T(
nn

E d2p

~2p !2
D~p ,inn!D~p1q ,inn1ivn!.

~23!

In this expression, D denotes the full propagator to order
1/N0 ~i.e., including the self-energy S0). Hence, Eq. ~21!
should be viewed as a self-consistent equation for S0. We
first consider this equation at v5q50, defining a ‘‘gap’’
D(T)5r2S(q50,iv50) related to the correlation length j
by D5j22. D vanishes (j diverges! at the T50 QCP. At the
saddle point (N5`) level D(T)5S0(T50)2S0(T). We
show in Appendix B that, at this order, the self-consistent
equation for the gap reads ~see also Ref. 28!

~2p !2

u
D̃5

1

2
ln

D̃

D̃1L̃q2

1ln
G~D̃ !

G~D̃1L̃q2!
1L̃q2ln L̃q22L̃q2,

~24!

where Lq2 is a cutoff for q2, L̃q25Lq2 /(2pT) and D̃

5D/(2pT). In the limit D̃!1 and D̃!L̃q2 Eq. ~24! reduces
to

~2p !2

u
D̃52

1

2
ln D̃2D̃ ln L̃ . ~25!

We dropped the index in Lq2 as it is the only scale we use. In

the limit u ln L̃@1 the approximate solution of Eq. ~25! is28

D5pT
ln~ ln L/2pT !

ln L/2pT
. ~26!

Hence, D vanishes faster than T as T→0. The contributions
of the marginally irrelevant coupling are smaller than tem-
perature ~or energy! itself. As we shall now see, this also
applies to the T50 contributions to the Landau damping at
the critical point, which is the main quantity of interest in
this paper.

We perform a calculation of the damping rate at the T

50 QCP up to order 1/N . At the saddle-point level (1/N0),
the propagator at the QCP reads D(q ,iv)5(uvu1q2)21.

FIG. 2. Self-energy graphs in the 1/N expansion.
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The polarization bubble P0(q ,iv) defined by Eq. ~23! can
then be calculated exactly. Details are given in Appendix C.
Here we present the result

8p2P0~q ,iv !5

p2

4
2

uvu1q2

q2 S ln
uvu1L

L
12 ln

uvu1q2

uvu D

12 ln
uvu1L

uvu
1

s

q2
ln

uvu1q2
12L1s

uvu1q2
12L2s

2Li2S q2

2uvu1q2D 1Li2S 2

q2

2uvu1q2D
1Li2S q2

uvu1s
D2Li2S 2

q2

uvu1s
D

1Li2S q2

uvu2s
D2Li2S 2

q2

uvu2s
D , ~27!

where s5A(uvu1q2)2
14q2L and Li2(x)52*0

xdy ln(1

2y)/y. The above expression has the following asymptotics
at v/L→0, q2/L→0:

422 ln
q2

L
,

uvu

q2
→0,

21

p2

4
22 ln

uvu

L
,

q2

uvu
→0,

v2

q2L
→0,

221

p2

4
22 ln

uvu

L
,

q2

uvu
→0,

q2L

v2
→0. ~28!

We use the explicit expression ~27! into Eq. ~22! and perform
the frequency and momentum integrals numerically. The re-

sulting self-energy S1(q50,iv) is plotted in Fig. 3. It is
seen that the 1/N corrections to the damping rate are less

singular than v at low frequency. Alternatively, the correc-
tions can be put in the form of an effective, scale-dependent
exponent a(v), defined by a(v)5v]@ ln x21(iv)#/]v with
x21(iv)5uvu2S1(q50,iv)1S1(q50,iv50) the q50
dynamical susceptibility at the QCP. This effective exponent
is plotted on Fig. 4: it is seen to be only weakly dependent on
frequency in the range where it is displayed. Hence, the loga-
rithmic corrections in the marginal case can be mimicked by
a power law, but correspond to an effective exponent a
.1, in contrast to the experimental observation a,1 for the
two compounds mentioned above.

Incidentally, we would like to comment on the data analy-
sis made in Ref. 6 in order to support v/T scaling of the
inelastic neutron scattering data in CeCu5.9Au0.1 . To this
aim, we perform a similar analysis on our analytical result,
by plotting Tax(v ,T) versus v/T ~Fig. 5!. In this plot, the
frequency-dependent susceptibility at finite temperature and
q50 is approximated by x(v ,T)21.2iv1D(T)2S1(q

50,v)1S1(q50,v50) @this approximation does not in-
clude the temperature dependence of the Bose functions in
the calculations which would be required to obtain the cor-
rect damping coefficient, as is required to obtain Eq. ~13!#.
Such a scaling plot is attempted for a varying range of a ,
and the optimal value of the exponent is chosen such as to
yield the best collapse,6 as measured by the standard devia-
tion plotted in Fig. 6. It is seen that an excellent collapse is
obtained with a.1.09. We emphasize that v/T scaling, in a
strict asymptotic sense, does apply here, but with a trivial

Gaussian exponent and scaling function Tx(v ,T)5i/ṽ (ṽ
5v/T). The logarithmic corrections characteristic of the
marginal case apparently mimic nontrivial scaling properties
over quite an extended range of v/T . This should serve as a
warning for the interpretation of the experimental results.

We end this section by considering the local approxima-

FIG. 3. Self-energy at the d52,z52 QCP, up to order 1/N , as a

function of ~imaginary! frequency v . The calculation is for

u/(2p)3
55, and v is measured in units of the cutoff L .

FIG. 4. Effective exponent a(v), as defined in the text, as

a function of ~imaginary! frequency v . The parameters are as

in Fig. 3.
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tion to the damped f4 theory in the marginal case, up to

order 1/N . In a previous paper, Motome and two of us20 have

investigated the EDMFT approximation to the critical behav-

ior of various models, and shown that this local approxima-

tion is quite satisfactory above the upper critical dimension

~i.e., here for d1z.4), when the quartic coupling is irrel-

evant. In this approach, all skeleton graphs are taken to be

local. For arbitrary z and d52, the local propagator at the

T50 QCP reads

D~ iv !5E qdq

2p

1

uvu
2

z1q2
5

1

4p
lnS L1uvu2/z

uvu2/z D . ~29!

Performing the Fourier transform, this yields the asymptotic

behavior at long ~imaginary! time

D~t !5E
2`

1`dv

2p

1

4p
lnS L1uvu2/z

uvu2/z D e2ivt

'
1

~2p !2utu
E

0

1`

dx ln x22/zcos x

5

1

4pzutu
. ~30!

The 1/N correction to the spin-fluctuation self-energy is

S1~t !5

2u2

N
D~t !3'

1

N

2u2

~4p !3z3utu3
~31!

which corresponds to the following low-frequency behavior
~with L1 a cutoff of order 1!:

S1~ iv !'
1

N

2u2

~4p !3z3 S 2

3

2
1g2ln L11lnuvu Dv2.

~32!

For real frequencies Eq. ~31! corresponds to corrections to
the Landau damping of the form Im S1(v1i01)
}v2sgn(v). This is much smaller ~by a factor of order v ,
up to logarithms! than the corrections obtained from the di-
rect calculation in d52 detailed above ~Fig. 3!. Hence, we
conclude that the local ~EDMFT! approximation is not very
reliable at the upper critical dimension ~marginal case!. As
we shall see in the following section, a numerical solution of
the EDMFT equations for the Kondo lattice using an ap-
proximate ‘‘impurity solver’’ based on the large-N expansion
leads to a similar conclusion: only subdominant corrections
to the Landau damping rate are generated instead of the
anomalous ~power-law-like! enhancement observed experi-
mentally.

IV. ‘‘LOCALLY’’ CRITICAL POINT: SELF-CONSISTENT

LARGE-N SOLUTION OF THE EDMFT EQUATIONS

A. EDMFT of the Kondo lattice and mapping onto a local spin-

fluctuation model

It has been recently argued14,18 that the understanding of
non-Fermi liquid behavior in heavy-fermion compounds
close to a QCP requires a formalism in which electronic
degrees of freedom and spin fluctuations can be treated on
the same footing, at least as a starting point. This is a non-
trivial task, which is however made easier in the context of
the extended dynamical mean-field theory ~EDMFT! ~Refs.
15–17! of the Kondo lattice model, which we consider here.

Let us consider the Kondo lattice Hamiltonian with an
explicit exchange coupling between localized spins, chosen
to be Ising-like:

H5(
ks

ekcks
† cks1JK (

iss8

SW i•c is
† tWss8

c is8
1(

i, j
I i jS i

zS j
z .

~33!

FIG. 5. Scaling plot for TaIm x(v ,T ,q50) versus v/T . The

temperatures displayed are T5 .032 .9L . The choice a51.09 pro-

vides a good collapse of the data over this frequency range. Differ-

ent symbols correspond to different values of T.

FIG. 6. Standard deviation s ln(Tax) , measuring the quality of the

v/T collapse ~Ref. 6!, versus a .
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In this expression, JK is the ~antiferromagnetic! Kondo cou-

pling, and tW stands for the Pauli matrices. EDMFT maps this
model onto a local impurity model with effective action

S52E
0

b

dtE
0

b

dt8(
s

@cs
† ~t !G0

21~t2t8!cs~t8!

1Sz~t !x0
21~t2t8!Sz~t8!#1E

0

b

dtJK(
ss8

SW •cs
† tWss8

cs8
.

~34!

Both G0 and x0 are effective ‘‘Weiss fields’’ which must be
determined in such a way that the following self-consistency
conditions hold:

G~ ivn![^cs
† ~ ivn!cs~ ivn!&S5E de

r0~e !

ivn2Sc~ ivn!2e
,

~35!

x~ inn![^Sz~ inn!Sz~2inn!&S5E de
r I~e !

M ~ inn!2e
.

~36!

In this expression, Sc(ivn) and M (inn) are, respectively, the
fermionic and local spin self-energies calculated within the
impurity problem ~34!, i.e.,

G21~ ivn!5G0
21~ ivn!2Sc~ ivn!, ~37!

x21~ inn!52x0
21~ inn!1M ~ inn!. ~38!

The densities of states r0 and r I associated, respectively,
with the conduction band and to the spin interactions
read r0(e)5(kd(e2ek), r I(e)5(qd(e2Iq). The self-
consistency conditions ~35!, ~36! simply express that the im-
purity model Green’s functions and self-energies should co-
incide with their lattice counterpart ~assuming momentum
independence of the self-energies!. They can be recast into a
more compact form, relating directly the local correlation
functions to the two Weiss fields appearing in the effective
action ~34!:

G~ ivn!5E de
r0~e !

ivn1G21~ ivn!2G0
21~ ivn!2e

, ~39!

x~ inn!5E de
r I~e !

x21~ inn!1x0
21~ inn!2e

. ~40!

The key question at this stage is whether the electronic de-
grees of freedom can be integrated out, particularly near the
QCP. The local EDMFT framework allows one to handle this
issue in a more controlled manner. Indeed, electronic degrees
of freedom can be integrated out17 from the impurity model
~34! using an expansion in the spin-flip part of the Kondo
coupling in the manner of Anderson-Yuval-Hammann.29,30

This can be conveniently performed, for example, using
bosonization methods.19,31,32 This leads to the following ac-
tion for the spin degrees of freedom:

S5E
0

b

dtE
0

b

dt8Sz~t !@2x0
21~t2t8!

1K~t2t8!#Sz~t8!1E
0

b

dtGSx. ~41!

In this expression, K(t2t8);1/(t2t8)2 is a long-range in-
teraction induced by the electronic modes. It corresponds to
the bare Landau damping @K(inn)5kunnu at low frequency#.
The coupling in front of the spin-flip term is proportional to
the Kondo coupling G}t0JK ~with t0 a short-time cutoff!.
Hence, the problem has been mapped onto an quantum
Ising model in a transverse field with long range
interactions.17,19,32

B. Numerical solution based on the large-N approximation

This mapping has been used in order to perform
analytical17 and numerical32 studies of the behavior at the
QCP in mean-field models with random exchange couplings
I i j . It was demonstrated that this case is formally similar33,37

to the Hertz-Moriya-Millis theory of an antiferromagnetic
QCP in d53. Recently, Grempel and Si have analyzed the
EDMFT theory of the QCP in the two-dimensional case us-
ing this mapping.19 Their claim is that anomalous Landau
damping (}va, a,1) and v/T scaling can be demon-
strated in this case. Here, we present a solution of this prob-
lem in which the local impurity problem is solved using a
large-N method. In contrast to the claims of Ref. 19, we find
that only subdominant corrections to the Landau damping
are generated.

Following Ref. 17, we deal with the local action ~41! for
the transverse field Ising model by extending it to an

N-component rotor model nW :

S5

1

2
E

0

b

dtF ~]tnW !2

g
1l~t !~nW 2

2N !G
1

1

2
E

0

b

dtE
0

b

dt8nW ~t !@2x0
21~t2t8!

1K~t2t8!#nW ~t8!. ~42!

In this expression, g plays a role similar to that of the trans-
verse field in the original Ising model ~disordering term!. We
define a self-energy correction for the local spin susceptibil-
ity x(t)[^Sz(0)Sz(t)&:

x~ inn!5

1

nn
2/g1K~ inn!2x0

21~ inn!2S~ inn!
. ~43!

Let us first consider the problem at the saddle-point level
(N5`), for a given Weiss function x0. The self-energy is
then frequency independent ~as noted by Grempel and Si19!
and is given by the saddle-point value of the Lagrange mul-
tiplier

S0~ inn!52l ~44!

such that
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x`~t50 !51. ~45!

In this expression, x` is the local susceptibility at the saddle-
point (N5`) level

x`~ inn!5

1

nn
2/g1K~ inn!2x0

21~ inn!1l
. ~46!

Both l and x` depend on the Weiss function x0. We ap-
proximate the self-energy by its first two terms in the 1/N
expansion

S~ inn!.S0~ inn!1S1~ inn!2S1~ i0 !, ~47!

S1~t !52

2

N
G~t !x`~t !, ~48!

with G~ inn!5

1

P~ inn!
and P~t !5@x`~t !#2. ~49!

The EDMFT equations are thus solved by iterating ~numeri-
cally! the following procedure. For a given x0(inn), the
saddle-point quantities l52S0 and x` are computed by
solving Eqs. ~45!, ~46!. Then, the self-energy is computed
from Eqs. ~47!, ~48!, ~49!. This is inserted into the EDMFT
self-consistency condition in order to obtain the local suscep-
tibility

x~ inn!5E de
r I~e !

nn
2/g1K~ inn!2S~ inn!2e

. ~50!

From this, an updated value of the Weiss function is obtained

as x0
21(inn)5nn

2/g1K(inn)2S(inn)2x21(inn), and the

procedure is iterated until convergence is reached.
The result of this numerical calculation for the ~local! spin

self-energy is displayed in Fig. 7. The behavior of the self-
energy at low imaginary frequency is well fitted by S1(iv)
;v2lnuvu ~inset! when one tunes the parameters to sit at
criticality ~Fig. 8!. This corresponds to subdominant correc-
tions to the Landau damping Im S(v1i01)}v2sgn(v).
These findings are in agreement with the expansion of the
EDMFT equations for the f4 model at order 1/N discussed
at the end of the previous section, and provide an indepen-
dent check of this result. The method followed in the present
section has been to use the large-N method as an approxi-
mate ‘‘impurity solver’’ for the local problem. It can be eas-
ily checked that if, instead, the equations used here are all
expanded up to order 1/N , the equations of the local approxi-
mation presented in the previous section are recovered.

V. CONCLUSION

We analyzed two of the approaches to a critical theory of
the antiferromagnetic metal to paramagnetic metal in the

CeCu62xAux and YbRh2Si2 materials from the perspective

of the antiferromagnetic spin fluctuations. In the context of

the model of Rosch et al.5 we analyzed the corrections to

mean field theory due to the marginally irrelevant fourth or-

der coupling. We find that while there are logarithmic cor-

rections to mean field theory which vanish as 1/ln2uvu the

coefficient of this corrections is such that it can only be mim-

icked by a decreased Landau damping, in clear disagreement

with experimental observations. In our view, this rules out

this model, in spite of the fact that it can account nicely for

many of the electronic properties of this systems.

We also analyze the ‘‘local’’ version of this model using

the large-N expansion. Again in this case, we find that it is

not possible to account for the anomalous frequency depen-

FIG. 8. Plot of the mass S(i0) as a function of temperature,

demonstrating the existence of a continuous transition at T50

within our approximate solution of the EDMFT equations. From

bottom to top: g50.1 ~ordered state!, g50.223 ~critical at T50),

g50.3 ~disordered case!.

FIG. 7. Self-energy S(iv) close to the critical point ~at inverse

temperature b5500 and g5gc50.223), as a function of imaginary

frequency. For this calculation, we have set N52, and used a flat

density of states r I(e) of half-width equal to unity. Inset: plot of

v22S(iv), showing the logarithmic behavior of this quantity at

small frequencies.
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dence of the damping coefficient. This is in disagreement
with Ref. 19 but in agreement with a recent EDMFT study of
the Anderson lattice model.34

The anomalous damping has been recently observed
in NMR measurements in both35,36 YbRh2Si2 and
CeCu62xAux . While it has different temperature dependen-
cies in each system, it is clearly enhanced above the Fermi-
liquid temperature dependence. Possible resolution of this
puzzle may require a better treatment of the effects of disor-
der or better treatments of models which retain the fermionic
nature of the spin fluctuations as proposed by Coleman
et al.18 and Si et al.14
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APPENDIX A: COMPUTATION OF RG FLOW

The computations leading to the RG flow ~6! are standard.
Here we only provide some further details of the computa-
tion of the number c2, and of the constant c required to
obtain the universal logarithmic correction in Eq. ~9!. These
computations involve the uvu term in the propagator in an
essential and novel manner.

Repeating the standard field-theoretic derivation for the
two-loop graph in Fig. 1 we have

I2~q ,iv50 !5

u0
2~N12 !

18
E

2`

` dv1

2p

dv2

2p
E ddq1

~2p !d

ddq2

~2p !d

1

~q1
2
1uv1u!~q2

2
1uv2u!

1

@~q1q11q2!
2
1uv11v2u#

5g2q2d22S 2

c2

2e
1O~e0! D . ~A1!

I2 is to be evaluated for d,1, where it is convergent, and the result analytically continued to near d52, where it is expected
to have the small e expansion shown on the RHS. The coefficient of the pole fixes the value of the constant c2.

Note that we are evaluating I2 in an external momentum q, and in d52 the pole on the RHS corresponds to the appearance
of q2ln q term. In contrast, evaluation of I2(0,iv) ~presented below! shows that no pole appears, and hence there is no uvulnuvu
term in d52. This absence of such a pole is, of course, the reason for the absence of an independent renormalization constant
for the damping term noted below Eq. ~5!, and for the v dependence of I2 noted above Eq. ~9!. It is also responsible for the
exponent identity z522h for d,2.

We now turn to the evaluation of I2 in Eq. ~A1! in an external momentum q. First, we evaluate the integral over q2 by the
standard Feynman parameter method

I2~q ,0!5

u0
2~N12 !G~22d/2!

18~4p !d/2
E

2`

` dv1

2p

dv2

2p
E ddq1

~2p !d
E

0

1

dx
1

~q1
2
1uv1u!

3

1

@~q1q1!2x~12x !1uv2u~12x !1uv11v2ux#22d/2
. ~A2!

Similarly, performing the integral over q1 with a Feynman parameter y we obtain

I2~q ,0!5

u0
2~N12 !G~32d !

18~4p !d
E

2`

` dv1

2p

dv2

2p
E

0

1

dx@x~12x !#e/2

3E
0

1

dyy e/2
1

@q2x~12x !y~12y !1uv11v2ux~12x !~12y !1uv1uy~12x !1uv2uxy #11e
. ~A3!

Now we perform the integral over v1 and v2 by using the useful formula
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E

2`

`

dv1dv2

1

@A1Buv1u1Cuv2u1Duv11v2u#s

5

4A22s~B1C1D !G~s22 !

~B1C !~C1D !~B1D !G~s !
. ~A4!

The formula ~A4! is derived by explicitly performing the
integrals over v1,2 over different regions in the v1,2 plane
delineated by changes in signs of v1 , v2, and v11v2. Note
that Eq. ~A4! is to be evaluated at s511e . Consequently,
we obtain from Eq. ~A4! the factor G(s22)5G(211e)

521/e1O(e0), which gives us the requisite pole in e ap-
pearing on the RHS of Eq. ~A1!. So we may safely set d

52 in the remaining terms in Eq. ~A3!. In this manner, com-
bining Eqs. ~A1!, ~A3!, and ~A4! we obtain

c25
~N12!

36
E

0

1

dxE
0

1

dy
~12y!@x~12x!~12y!1y~12x!1xy#

@x~12y!1y#@~12x!~12y!1y#

5

~N12!~122p2!

144
. ~A5!

Let us now present a few details of the evaluation of
I2(0,iv). In this case, Eq. ~A3! is replaced by

I2~0,iv !5

u0
2~N12 !G~32d !

18~4p !d
E

2`

` dv1

2p

dv2

2p
E

0

1

dx@x~12x !#e/2

3E
0

1

dyy e/2
1

@ uv1v11v2ux~12x !~12y !1uv1uy~12x !1uv2uxy #11e
. ~A6!

Now, instead of Eq. ~A4!, we need the following integral:

E
2`

`

dv1dv2

1

@Auv1u1Buv2u1Cuv1v11v2u#s

5

4uvu22sABCG~s22 !

G~s ! F A12s

~A2
2B2!~A2

2C2!

1

B12s

~B2
2A2!~B2

2C2!
1

C12s

~C2
2A2!~C2

2B2!
G .

~A7!

As noted below Eq. ~A4!, we need to evaluate Eq. ~A7! at
s511e and pick out a possible pole in e . Indeed, a possible
pole does appear to be present in the G(s22) prefactor in

Eq. ~A7!. However, careful evaluation shows that the residue
of such a pole vanishes, and Eq. ~A7! in fact has a smooth
s→1 limit:

lim
s→1

~A7 !54ABCuvuF ln A

~A2
2B2!~A2

2C2!

1

ln B

~B2
2A2!~B2

2C2!
1

ln C

~C2
2A2!~C2

2B2!
G .

~A8!

The e→0 limit of the remaining terms in Eq. ~A6! is
straightforward, and this establishes the claimed absence of a
uvulnuvu term in I2(0,iv) in d52. Evaluating the constant c

in I2(0,iv)5I2(0,0)2cg2uvu we obtain

c5

~N12 !

36
PE

0

1

dxE
0

1

dy
x2~12y !

~122x !@y2
2x2~12y !2#

lnS x
12y

y
D5

~N12 !@6p2ln 2211z~3 !#

1728
. ~A9!

We performed integrations in Eq. ~A9! by changing variables
to x85x , y85x(12y)/y and integrating first over x8 and
then over y8.

APPENDIX B: GAP EQUATION

In this appendix we derive the gap equation Eq. ~24!. We
need to evaluate

S0~T !52uT(
vn

E qdq

2p
D~q ,iv !

5

1

4p
uT(

vn

ln
uvnu1D

uvnu1D1Lq2

. ~B1!
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We consider a q2 cutoff Lq

2 , which from now on we denote

as L , and a frequency cutoff LvP2pnT which is to be
taken to infinity. For this choice of the sharp cutoff Lv one
can show

S1~T !5 (
2Lv,vn,Lv

ln
uvnu1D

uvnu1D1Lq2

5ln
D̃1L̃

D̃
12 ln

G~D̃1L̃ !G~D̃1L̃v!

G~D̃ !G~D̃1L̃1L̃v!
, ~B2!

where L̃5L/(2pT), L̃v5Lv /(2pT), and D̃5D/(2pT).

Taking the limit L̃v→` we have

S1~T !5ln
D̃1L̃

D̃
12 ln

G~D̃1L̃ !

G~D̃ !
22L̃ ln L̃v . ~B3!

The finite T self-energy is S0(T)5(1/4p)uTS1(T), and the
zero temperature S0(T50) is

S0~T50 !5

1

4p
uTS1~T !uT→05

uL

~2p !2 S ln
L

Lv
21 D .

~B4!

Noticing that D(T)5S0(T50)2S0(T) we write Eq. ~24!.

APPENDIX C: POLARIZATION BUBBLE P0

Here we show in detail how we compute P0(q ,iv) in d

52 with z52. We use a finite cutoff Lq2[L for q2 in a
momentum integration, and we use Lv→` as a frequency
cutoff. We use the Feynman parametrization to find

P0~q ,iv !5E d2p

~2p !2

dn

2p
D~p ,in !D~p1q ,in1iv !

5

1

4p
E

0

1

dxE
2`

1` dn

2p
$l~x ,q ,n ,iv !21

2@L1l~x ,q ,n ,iv !#21%, ~C1!

where l(x ,q ,n ,iv)5x(12x)q2
1xunu1(12x)un1vu and

D21
5uvu1q2 at the QCP. Integrating out frequency we get

P0~q ,iv !5

1

8p2
PE

0

1

dx
4x

122x H ln@~12x !~q2x1uvu!#

2lnF S 1

2q2
~q2

2uvu1s !2x D
3S q2x1

1

2
~ uvu2q2

1s ! D G J , ~C2!

where s5A(uvu1q2)2
14q2L . It is easy to show

PE
0

1

dx
4x

122x
ln~ax1b !5222

a1b

a
ln

a1b

b
22 ln b

2Li2S a

a12b
D1Li2S 2

a

a12b
D

~C3!

for a1b.0 and b.0. From Eqs. ~C2! and ~C3!, after
simple algebra, Eq. ~27! follows.
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We propose a theory of the spin dynamics of frustrated quantum antiferromagnets, which is based on an

effective action for a plaquette embedded in a self-consistent bath. This approach, supplemented by a low-

energy projection, is applied to the Kagomé antiferromagnet. We find that a spin-liquid regime extends to

very low energy, in which local correlation functions have a slow decay in time, well described by power-

law behavior and v�T scaling of the response function: x00�v� ~ v2aF�v�T�.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.87.277203 PACS numbers: 75.10.Jm, 75.10.Nr, 75.40.Gb

The possibility of frustrated quantum antiferromagnets
(QAF) having a resonating-valence-bond (RVB) ground

state, that is, a superposition of states where all spins are

paired into singlets, was suggested many years ago [1];

such a ground state has neither long-range spin order (e.g.,

Néel order) nor spin-Peierls order (an ordered arrange-
ment of these singlet pairs). Recently, convincing evidence

has been given that some frustrated two-dimensional QAF

indeed have RVB physics [2,3]. In particular, numeri-

cal studies [2] of the spin-half Heisenberg QAF on the

Kagomé lattice reveal that the model has no long-range

order and displays a very small gap to magnetic (triplet)
excitations (estimated to be of order J�20). Moreover,

this gap is filled with an exponential number of singlet

excitations, suggesting a possible continuum in the ther-

modynamic limit, and a large low-temperature entropy, in

agreement with the RVB picture. We also note, though
this is seldom emphasized, that the results of [2] suggest

a correspondingly large number of triplet states immedi-

ately above the gap. This may be expected, since in any

valence-bond component of an RVB state, one can replace

any singlet pair by a triplet pair and continue to have an
eigenstate of S. Resonance between such states would

lower the excitation energy to much below J.

These considerations suggest that, in a temperature

range above the triplet gap, the spin correlations have a

rapid decay in space, but a slow decay in time due to the

large density of triplet excited states. Equivalently, the dy-
namical susceptibility x� �q, v� would not display a narrow

peak around a specific ordering wave vector, but x 00� �q, v�
would have weight at low frequency, characteristic of a

spin liquid. Indeed, recent inelastic neutron scattering

studies [4] on the S � 3�2 Kagomé slab compound
SrCr9pGa1229pO19 (SCGO) reveal such behavior above
the freezing temperature �T $ 4 K�. The only relevant
energy scale in this spin-liquid regime is apparently set by
the temperature itself, with x 00

loc �
P

�q x 00� �q, v� obeying

scaling behavior x 00
loc � v2aF�v�T � with a � 0.4,

corresponding to a slow decay in time of the local dy-
namical correlations �S�x, 0�S�x, t�� � 1�t12a � 1�t0.6.

We observe that the uniform � �q � �0� susceptibility in this
regime is also well fitted by x ~ T20.4.

In this Letter, we introduce a novel theoretical approach
to the spin dynamics in the spin-liquid regime of frus-
trated QAF, which focuses on short-range spin correlations
only. This approach draws inspiration from the dynami-
cal mean-field theory (DMFT) of itinerant fermion mod-
els [5], and some of its extensions [5–10]. Our method is
fairly general but is applied here to the concrete case of the
spin-half Kagomé QAF. The determination of on-site and
nearest-neighbor dynamical spin correlations is mapped
onto the solution of a model of quantum spins on a triangu-
lar plaquette coupled to a self-consistent bath. (A single-
site approach is not adequate, since the essential physics of
singlet formation involves at least nearest-neighbor sites.)
By using a projection onto the low-energy sector of this
model, we demonstrate that, in a temperature range extend-
ing down to T ø J, a slow (power-law) decay of temporal
correlations is found.

We view the Kagomé lattice as a triangular superlattice
of up-pointing triangular plaquettes (Fig. 1). Sites are la-
beled by an index a � 1, 2, 3 within a plaquette and by
a triangular superlattice index I numbering the plaquette.
We denote by xab� �q, t 2 t0� the Fourier transform of the

dynamical spin correlation function
1

3 � �Sa,I�t� ? �Sb,I 0�t0��
with respect to the plaquette coordinates I, I 0 ( �q is a vector
of the supercell Brillouin zone). Our approach relies on
approximating the correlation function by

x� �q, inn�21
ab � Jab� �q� 1 Mab�inn� . (1)

Here, nn � 2np�b is a bosonic Matsubara frequency, and
all quantities are matrices in the internal plaquette indices
�a, b�. Jab� �q� is the supercell Fourier transform of the ex-
change couplings. Mab is a measure of how much the
correlation function differs from that of a Gaussian model,
for which x � J21, and hence plays the role of a spin
“self-energy” matrix for the QAF. Obviously, the key as-
sumption made in (1) is that the �q dependence of this
self-energy can be neglected. This approximation, which is
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FIG. 1. The Kagomé lattice, viewed as an up-pointing cluster
(bold) embedded in a network of similar clusters, which is ap-
proximated in the DMFT approach by a self-consistent bath.

likely to be reasonable when spatial correlations are short
ranged, is analogous to the assumption of a momentum-
independent self-energy made in the DMFT of correlated
fermion models. Here, however, the DMFT concept is ex-
tended on two accounts: the local ansatz is made on the
spin correlation function rather than on a single-fermion
quantity, and a plaquette rather than a single site is con-
sidered. Extensions of DMFT to clusters [5–7] and to
(spin or charge) response functions [8–10] have been pre-
viously considered separately in different contexts. Com-
bining them is a unique aspect of our approach, which is
necessary to capture the dynamical aspects of inter-site sin-
glet formation at the heart of spin-liquid behavior.

In order to calculate the dynamical self-energy matrix
Mab�inn�, an effective action involving only the spins of
a single triangular plaquette is introduced, which reads

S � SB 1
1

2
J

X

afib

Z b

0

dt �Sa ? �Sb

1
1

2

Z b

0

dt dt0
X

ab

Dab�t 2 t0� �Sa�t� ? �Sb�t0� ,

(2)

in which SB denote Berry phase terms. Dab�t 2 t0� is a
retarded interaction, generated by integrating out all spins
outside the plaquette. Higher order interactions are also
induced in this process, which have been neglected in
(2). Equivalently, one can view the rest of the lattice as
an external bath which couples to the spins in the cluster

through time-dependent external fields with a Gaussian
correlator Dab . The latter will be determined by a self-
consistency requirement, which stipulates that the cor-
relation functions on a plaquette calculated from the

above action [xab�t 2 t0� �
1

3 � �Sa�t� ? �Sb�t0��S	 involve
the same self-energy as the entire lattice. This reads
x21

ab �inn� � JDab 1 Dab�inn� 1 Mab�inn�, where
JDab � J�1 2 dab� is the matrix of nearest-neighbor
couplings on the cluster. Inserting this relation for the
self-energy into (1) and imposing that

P

�q xab� �q� � xab

lead to the final form of the self-consistency requirement

xab�inn� �

X

�q


J� �q� 2 JD 1 x21�inn� 2 D�inn�	21
ab .

(3)

We note that the matrix J��q�ab 2 JDab involves only
the exchange constants linking together different (up-
pointing) triangular plaquettes. In the limit where these
interplaquette couplings vanish while the internal ones are
kept fixed (decoupled triangles), our approach becomes
exact since (3) implies Dab � 0 and (2) reduces to the
action associated with the Heisenberg model on a single
triangle. We also note that the above DMFT equations can
be derived from a Baym-Kadanoff formalism in which
a functional of the correlation function and self-energy
matrix is introduced in the form

V
x,M	 �
1

2
Tr ln
M 1 J	 2

1

2
Tr
xM	 1 F
x	 .

(4)

The stationarity conditions
dV
dx �

dV
d M � 0 lead to the

above equations when the exact functional F is approxi-
mated by its value for a single triangular plaquette. The
free energy of the model can thus be calculated in the
DMFT approach by inserting the self-consistent values of
x and M into (4). Alternatively, a functional of the corre-
lation function only can be used, along the lines of Ref. [9].

In a phase with unbroken translational invariance, the
matrix xab�inn� in fact reduces to two elements: the lo-
cal susceptibility xloc � xaa and the nearest-neighbor one
xnn � xab �a fi b� (and similarly for Dab). It is actu-
ally convenient to use the following linear combinations
(proportional to the eigenvalues of the xab and Dab matri-
ces): xs � 3�xloc 1 2xnn�, xm � 3�xloc 2 xnn�, Ds �
1

3 �Dloc 1 2Dnn�, and Dm �
1

3 �Dloc 2 Dnn�. Introducing
the corresponding self-energies Ms�inn� � 3�xs�inn� 2
3Ds�inn�, Mm�inn� � 3�xm�inn� 2 3Dm�inn�, straight-
forward but tedious algebra allows us to recast (3) in the
form of two scalar equations:

xs

3
�

Z Mm 1 J 2
2

3
Je

Ms�Mm 1 J� 2 2J2 2
2

3 �Ms 2 Mm�Je
r�e� de ,

xm

3
�

Z MsMm 2 J2 1
1

3 J�2Mm 2 MJ�e

�Mm 2 J� 
Ms�Mm 1 J� 2 2J2 2
2

3 �Ms 2 Mm�Je	
r�e� de .

(5)

Here, e stands for cosq1 1 cosq2 1 cosq3, where the qi are components of �q along the three directions of the triangular
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lattice �q1 1 q2 1 q3 � 0�, and r�e� is the corresponding
density of states. The �q summation in (3) simplifies into
an e integration in (5).

Equations (2) and (5) entirely define the plaquette-
DMFT approach introduced here, and one could embark
at this stage into a numerical determination of the two
key dynamical quantities xloc�t� and xnn�t� using, e.g.,
a generalization of the quantum Monte Carlo algorithm
recently introduced in [11] in the context of quantum
spin glasses. Instead, we shall gain further insight into
the problem by making use of a projection onto the low-
energy sector of the Hilbert space [12]. Interesting insights
into the low-energy excited states of the singlet sector have
been recently obtained by Mila and Mambrini starting
from the limit of decoupled up-pointing triangles [13,14].
Each such triangle has a fourfold degenerate ground state
with spin S � 1�2 and a fourfold degenerate excited
state with spin S � 3�2. Hence the lattice of decoupled
triangles has an exponentially large number of ground
states, equal to 4Ns�3. The physical picture of [13,14] is

that the degenerate ground state broadens into a band as
the intertriangle coupling is turned on. In the following,
we shall project the DMFT equations onto the low-
energy Hilbert space corresponding to the S � 1�2 sector
of each triangle. This amounts to first diagonalizing the
single-plaquette Hamiltonian (neglecting Dab) and then
rewriting the retarded term in the action (2) in this low-
energy sector. To this end, it is convenient to follow [12,13]
and choose as a basis of the fourfold degenerate ground
state the eigenvectors of the two following operators: the

spin-1�2 operator corresponding to the total spin �S in a

plaquette, and a doublet of Pauli matrices �T � �Tx, T y�
with the meaning of a plaquette chirality operator. In
terms of those, the low-energy projection of the three spin
operators in a plaquette reads (with v � expi2p�3 and
for a � 1, 2, 3)

�Slow
a �

1

3
�S
1 2 2v12aT2 2 2va21T1	 . (6)

The low-energy projection of the action (2) is then easily
obtained as

Slow � SB 1
Z b

0

dt dt0

∑
1

2
Ds�t 2 t0� 1 Dm�t 2 t0� �T �t� ? �T �t0�

∏

�S�t� ? �S�t0� , (7)

where Ds and Dm are as defined earlier. It turns out that
xs and xm have simple interpretations as the “total spin”
and “mixed” correlation functions:

xs�t 2 t0� �
1

3 � �S�t� ? �S�t0�� ,

xm�t 2 t0� �
1

3 � �S�t� ? �S�t0� �T �t� ? �T �t0�� .

(8)

To solve the local quantum problem defined by (7), we
use an approximate technique that has proven successful
in recent studies of quantum spin-glass models [10] and
of impurities in quantum antiferromagnets [15]. We
introduce two doublets of spin-1�2 fermions, �s", s#�
and �t", t#�, subject to the constraints, s

1
" s" 1 s

1
# s# �

t
1
" t" 1 t

1
# t# � 1, in order to represent the operators �S and

�T as S1 � s
1
" s#, S2 � s

1
# s", Sz � �s1

" s" 2 s
1
# s#��2;

T1 � t
1
" t#, T2 � t

1
# t". The interacting fermion problem

corresponding to (7) is then solved in the self-consistent
Hartree approximation. Also, the local constraint is
approximated by its average (the associated Lagrange
multiplier is zero due to particle-hole symmetry). In-
troducing the Green’s functions Gs and Gt for the two
fermion fields and defining self-energies by G21

s �ivn� �

ivn 2 Ss�ivn�, G21
t �ivn� � ivn 2 St �ivn� [with

vn � �2n 1 1�p�b a fermionic Matsubara frequency],
yields the imaginary-time equations:

Ss�t� � 2
3

8 Ds�t�Gs�t� 1 3Dm�t�Gs�t�Gt�t�Gt �2t� ,

St�t� � 3Dm�t�Gt�t�Gs�t�Gs�2t� .
(9)

Then the local problem [for a given bath �Ds, Dm�] reduces
to two coupled nonlinear integral equations. The correla-
tion functions are given by

xs�t� � 2
1

2 Gs�t�Gs�2t� ,

xm�t� � 2Gs�t�Gs�2t�Gt�t�Gt �2t� .
(10)

In practice, we use the following algorithm: we start with
an initial guess for the bath Ds,m, and obtain the Green’s
functions by iteration of Eq. (9). We can then calculate
the susceptibilities from (10), as well as the self-energies
Ms,m. Inserting the latter into (5) yields new xs,m and,
in turn, the new baths Dnew

s,m �inn� � 2Ms,m�inn��3 1
1�xs,m�inn�.

We now discuss our findings when solving these coupled
equations numerically. The first key observation is that
a paramagnetic solution can be stabilized down to the
lowest temperature we could reach, with no sign of
long-range ordering intervening. Long-range order is as-
sociated with a diverging eigenvalue of xab� �q� for some �q

and hence, within our scheme, to a vanishing denominator
in (5), which we never observe [16]. In Fig. 2, we display
our results for the temperature dependence of the local
(i.e., on-site, or �q-integrated) susceptibility xloc�T� �
Rb

0 xloc�t� dt. At high temperatures, xloc ~ 1�T obeys
Curie’s law. Below T � 0.5J, the effective Curie constant
decreases with decreasing T , indicating gradual quenching
of the local moment. However, xloc itself continues to
increase as the temperature is lowered. In the inset of
Fig. 2, we display the effective exponent defined by
a�T� � 2 lnxloc� lnT . A transient regime, corresponding
to a slowly decreasing a, is apparent and extends over
more than two decades. At the lowest temperatures, a
appears to saturate to a value a � 0.5.

Correspondingly, the correlation function xloc�t� obeys
a power-law dependence on time in the low-temperature
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FIG. 2. Main plot: xloc obeys Curie law (~1�T ) at high tem-
perature, but diverges more slowly than 1�T at lower tempera-
ture. Inset: evolution of the effective exponent a from high to
low temperature when fitting xloc�T� to 1�Ta . (T is in units of
J in all figures.)

regime. Figure 3 shows xloc�t��xloc�b�2� as a function
of t�b for several (large) values of b � 1�T ; the
graphs collapse on each other for different b, and
are well fitted by the expression xloc�t��xloc�b�2� �


sinpt�b	2�12a�, with 1 2 a � 0.5. This scaling
function is the one appearing in the study of quantum
spin glasses [10] and quantum impurity models [15,17]
and is dictated in the latter case by conformal invari-
ance. It corresponds to the following scaling form of
the dynamical susceptibility: x 00

loc�v� ~ v2aFa�v�T�
with Fa�x� � xa jG�

12a
2

1 i
x

2p �j2 sinh
x

2
. This also

implies diverging behavior of the relaxation rate
1�T1 ~ Tx 00

loc�v��v � 1�Ta .
These findings can be interpreted as the formation of

a spin-liquid regime with a large density of triplet ex-
cited states, consistent with Ref. [2]. Our approach fails
to predict a triplet gap, however, because our triangular
plaquette has a spin-1�2 ground state, and the classical
bath to which it is coupled cannot fully screen this local
moment. Hence the local susceptibility continues to in-
crease at low temperatures in our approach, down to an
nonphysically low-energy scale (of order J�100). In fact
the triplet gap for the S � 1�2 Kagomé QAF is known
[2] to be quite small (of order J�20), so our description of
the spin dynamics should be valid down to a rather low-
temperature scale. The power-law behavior of the spin
correlations and the low-temperature increase of the sus-
ceptibility agree well with experimental findings on SCGO
above its freezing temperature at T � 4 K [4]. Since this
is a S � 3�2 system, it is conceivable that higher spin
extends the range of applicability of our approach even
farther. A promising application of our approach is the
pyrochlore lattice: the natural plaquette is a tetrahedron,
with a twofold degenerate singlet ground state, so that the
very low-energy singlet sector should be accessible within
our approach. In future work we plan to address these is-
sues, and also study the low-temperature thermodynamics

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

τ/β

1

2

3

4

5

χ
(τ

)/
χ

(β
/2
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Scaling func
beta=110
beta=160
beta=210

FIG. 3. For different (low) temperatures, xloc�t��xloc�b�2�
plotted as a function of t�b collapses on a single curve, well
described by 
sin�pt�b�	20.5 (solid curve).

by solving the self-consistent local problem (2) using exact
numerical techniques.
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Appendi
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A. Notations et formules utilesL'objet de 
et appendi
e est d'une part de pr�e
iser les 
onventions utilis�ees dans 
etteth�ese, d'autre part de rappeler quelques r�esultats pratiques utilis�es dans le texte.A.1 Repr�esentation spe
traleNous avons utilis�e abondamment le formalisme de Matsubara dans le 
orps de la th�ese, quiintroduit des fon
tions de Green en temps imaginaire, de type fermionique et bosonique, quel'on note respe
tivement Gf (�) et Gb(�) dans 
ette se
tion. Ces fon
tions sont respe
tivement�-antip�eriodiques et �-p�eriodiques, et se d�eveloppent don
 en s�erie de Fourier sur les fr�equen
esde Matsubara impaires !n = (2n+1)�=� et paires �n = 2n�=� respe
tivement. Nous utiliseronsla 
onvention suivante pour 
es transform�ees de Fourier :G(i�n) � ∫ �0 d� G(�)e i�n� (A.1)G(�) = 1�∑n G(i�n)e�i�n� (A.2)ave
 �n = !n pour une fon
tion de Green fermionique et �n = �n pour une fon
tion de Greenbosonique. On peut 
onsid�erer le prolongement analytique de la fon
tion G(i�n) sur tout leplan 
omplexe, et si l'on admet qu'elle poss�ede ses pôles sur l'axe r�eel uniquement (et d�e
roitsuÆsament vite �a l'in�ni), on peut �e
rire une repr�esentation spe
trale :G(z) = ∫ 1�1 d!0 �(!0)z � !0 (A.3)Cela implique que la densit�e spe
trale est donn�ee par la formule :�(!) = � 1�Im G(! + i0+) = � 1�G 00(!) (A.4)Pour un fermion qui v�eri�e les relations d'anti
ommutation, on d�eduit la propri�et�e suivante :f�f y� + f y� f� = 1 , Gf (� = 0+)� Gf (� = 0�) = �1, ∫ 1�1 d!�f (!) = 1, Gf (i!) � 1i! (! !1) (A.5)251



ANNEXE A. NOTATIONS ET FORMULES UTILESLa premi�ere de 
es �egalit�e doit être trait�ee ave
 pr�e
aution dans toute appro
he num�eriqueimpliquant des fon
tions de Green de Matsubara (pour �eviter le ph�enom�ene d'os
illation deGibbs). On a bien sûr des propri�et�es similaires pour les bosons usuels 1 :bby � byb = 1 , Gb(� = 0+)� Gb(� = 0�) = �1, ∫ 1�1 d!�b(!) = 1, Gb(i�) � 1i� (� !1) (A.6)On peut �nalement donner une expression utile qui re-exprime la fon
tion de Green en tempsimaginaire grâ
e �a la fon
tion spe
trale :Gf (�) = � ∫ +1�1 d� nF (��)e��� �f (�) 0 � � � � (A.7)GX(�) = + ∫ +1�1 d� nB(��)e��� �X(�) 0 � � � � (A.8)o�u les fa
teurs de Bose et de Fermi sont d�e�nis par :nF (�) = 1e�� + 1 (A.9)nB(�) = 1e�� � 1 (A.10)Les expressions pr�e
edentes (A.7-A.8) peuvent être �etablies en inversant les propagateurs libressuivants : (�� + �)G0f (� � � 0) = �Æantiper(� � � 0) (A.11)(�� + �)G0b(� � � 0) = �Æper(� � � 0) (A.12)
e qui donne :G0f (�) = 1e��� + 1 [��(�)e��� + �(��)e��(�+�)] � � � � � � (A.13)G0b(�) = 1e��� � 1 [�(�)e��� + �(��)e��(�+�)] � � � � � � (A.14)Ce
i 
onduit par ailleurs aux formules de sommations bien pratiques :1�∑n e i!n0+i!n � � = nF (�) (A.15)1�∑n e i�n0+i�n � � = �nB(�) (A.16)1�∑n 1(i!n � �)(i!n � �0) = nF (�)� nF (�0)�� �0 (A.17)1�∑n 1(i�n � �)(i�n � �0) = �nB(�)� nB(�0)�� �0 (A.18)1Notons que pour un 
hamp de rotateur quantique, le propagateur d�e
roit plus vite �a haute fr�equen
e, et nepr�esente pas de singularit�e parti
uli�ere �a 
ourt temps.
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A.2. DENSIT�ES D'�ETAT DIVERSESA.2 Densit�es d'�etat diverses� Densit�e plateLa densit�e d'�etat plate, de demi-largeur de bande D, est bien sûr donn�ee par :D(!) = 12D�(D2 � !2) (A.19)De la repr�esentation spe
trale (A.3) on tire la fon
tion de Green (sur l'axe imaginaire et surl'axe r�eel) : G(i!) = 12D log i! +Di! �D (A.20)G(!) = 12D log ∣∣∣∣! +D! �D ∣∣∣∣� i�2D�(D2 � !2) (A.21)Dans la limite de grande largeur de bande, D� !, on trouve simplement G(!) = �i�=(2D).� Densit�e semi-
ir
ulaireCelle-
i est utilis�ee tr�es souvent en pratique 
ar :{ elle 
orrespond �a un r�eseau de Bethe de 
onne
tivit�e in�nie{ elle mimique de fa�
on simple une densit�e �a trois dimensions (elle poss�ede le même 
ompor-tement en bord de bande){ quand utilis�ee dans l'auto
onsistan
e DMFT, elle donne lieu �a une relation expli
ite entre le
hamp de Weiss et la fon
tion de Green lo
ale.Cette densit�e d'�etat est donn�ee par la formule (on note toujours D la demi-largeur de bande) :D(!) = 2�D2√D2 � !2 �(D2 � !2) (A.22)On en d�eduit la fon
tion de Green sur l'axe imaginaire :G(i!) = 2D2 (i! � iSgn(!)√D2 + !2) (A.23)ainsi que sur l'axe r�eel :G(!) = 2D2 (! � Sgn(!)√�D2 + !2) D2 � !2 (A.24)G(!) = 2D2 (! � i√D2 � !2) !2 � D2 (A.25)� Densit�es hyper
ubiquesElle 
orrespondent au spe
tre de l'hamiltonien de liaison fortes sur un r�eseau hyper
ubique �a ddimensions : H = �t ∑<ij>;� d yi�di� =∑k;� �kd yk�dk� (A.26)�k = �2t d∑�=1 
os(k�) (A.27)
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ANNEXE A. NOTATIONS ET FORMULES UTILESLa densit�e d'�etat sur 
e r�eseauD(!) = ∫ ddk(2�)d Æ(! � �k) = ∫ ddk(2�)d ∫ ds2�e i!s�is�k (A.28)= ∫ ds2�e i!s [∫ dk2�e�is 
os(k)]d = ∫ ds2�e i!s [J0(2ts)℄d (A.29)se 
al
ule num�eriquement en prenant la transform�ee de Fourier de la fon
tion de Bessel d'ordrez�ero (�elev�ee �a la puissan
e d), 
omme d�emontr�e �a la formule pr�e
�edente. De plus, la formule(A.29) permet de prendre la limite d !1, �a 
ondition de poser t ! t=p2d , et l'on trouve :D(!) = 1p2�t2 e�!2=(2t2) (A.30)Ces densit�es d'�etat sont illustr�ees �a la �gure suivante.
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PSfrag repla
ements D(!)
!Fig. A.1 { Densit�es d'�etat pour le r�eseau hyper
ubique en dimensions d = 1; 2; 3;1, ave
t / 1=pd .
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B. Autour de la limite atomiqueNous allons i
i illustrer une des raisons pour laquelle les m�ethodes perturbatives sont mises en�e
he
 dans le 
as de mod�eles multi-bande. Il faut rappeler que la th�eorie de perturbation �a l'ordrele plus bas donne des r�esultats tout �a fait satisfaisants pour le mod�ele d'Anderson �a une bande(même si l'�e
helle Kondo n'est pas 
onvenablement estim�ee). La raison de 
e su

�es est double.�A un degr�e quantitatif, Yamada a remarqu�e que les 
ontributions qui apparaissent �a l'ordre U4se 
ompensent quasi-exa
tement, �etendant ainsi le r�egime de validit�e de la tron
ation �a l'ordreU2. Plus important en
ore, on 
onstate que la self-�energie �a l'ordre 2 est exa
te dans la limiteatomique (dans le 
as de la sym�etrie parti
ule-trou). En e�et, si l'on 
onsid�ere l'hamiltoniensuivant : Hat = U2 [∑� (d y�d� � 12)]2 (B.1)ave
 � ="; #, on se retrouve ave
 un spe
tre �a 4 �etats :
∣∣ " 〉 $ E" = 0∣∣ # 〉 $ E# = 0
∣∣0〉 $ E0 = U2

∣∣ "# 〉 $ E"# = U2Ce
i permet d'�evaluer la fon
tion de Green exa
tement :G(i!) = [
∑� e�E�]�1∑�� ∣∣〈�jd y�j�〉∣∣2 e��E� + e�BetaE�i! + E� � E� (B.2)G(i!) = 1=2i! � U=2 + 1=2i! + U=2 = 1i! � U2=(4i!) (B.3)La self-�energie de 
e probl�eme trivial, mais en intera
tion, s'arrête don
 �a l'ordre 2.� Cas multi-orbitalSi l'on 
onsid�ere maintenant le 
as multi-orbital, demi-rempli, et ave
 sym�etrie SU(N) (quirevient �a �etendre � = 1 : : : N), on trouve en s�erie de perturbation au se
ond ordre (voir�gure B.1) : �(i!) = (N � 1) U24i! (B.4)255



ANNEXE B. AUTOUR DE LA LIMITE ATOMIQUE
PSfrag repla
ements

�
�1 11

Fig. B.1 { Self-�energie pour un mod�ele �a N indi
es. On a i
i une 
ouleur libre, qui prend N�1di��erentes valeurs. Le propagateur est G0(i!) = 1=(i!).Ce r�esultat est probl�ematique, 
ar �a temp�erature nulle on s'attend �a avoir une self-�energieind�ependante de N, puisque l'on peut uniquement transiter entre un �etat �a N=2 �ele
trons, versun �etat �a N=2 � 1 �ele
trons, ave
 un gap U=2. La raison te
hnique provient du fait que lath�eorie de perturbation 
orrespond �a un d�eveloppement en �U, et que les limites U ! 0 etT ! 0 ne 
ommutent pas. On peut illustrer 
ette remarque en 
al
ulant la fon
tion de Greenexa
tement pour N = 4. Il y a 24 = 8 �etats, qui donnent :�(i!) = U24i! (9� 16n)U2!2 + 9U4=4!2 + (16n + 1)U2=4 (B.5)n = 3 + 3e��U=26 + 8e��U=2 + 2e�2�U (B.6)Ainsi, lorsque U est petit, on trouve n = 3=8, 
e qui redonne le r�esultat perturbatif pour N = 4,�(i!) = 3U2=(4i!) (�equation B.4). Par 
ontre, �a temp�erature nulle, on a n = 1=2, qui produite�e
tivement la s�eparation attendue entre les pi
s atomiques, �(i!) = U2=(4i!).Ce petit 
al
ul illustre ainsi le 
oup de 
han
e qui se produit dans le 
as �a une bande : lenombre d'�ele
trons vaut dans 
e 
as n = 1=2 ind�ependemment de la temp�erature, produisantune self-�energie atomique exa
te �a toutes temp�eratures, 
e qui assure le su

�es de la m�ethodeIPT dans le r�egime de 
ouplage fort.� Ave
 la m�ethode de rotateurs es
lavesPour le mod�ele (B.1), la limite atomique est 
orre
tement donn�ee par la m�ethode de rotateurses
laves pour tout remplissage et pour un nombre d'orbitales N quel
onque, �a 
ondition quel'on traite la phase de mani�ere O(2) (sans prendre la limite de grande 
omposante). On faitl'approximation de 
hamp moyen habituelle pour traiter la 
ontrainte de 
harge :
〈L̂〉 = 〈∑� f y� f�〉� N2 (B.7)
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Cette �equation d�etermine la valeur du multipli
ateur de Lagrange h, apr�es r�esolution de l'ha-miltonien d'essai : H = U2 L̂2 +∑s �0f y� f� + h(L̂�∑s f y� f� + N2) (B.8)La 
harge totale des fermions (d�e
al�ee de N=2) est donn�ee par un fa
teur de Fermi :Q(h) � 〈∑� f y� f�〉� N2 = NnF(�0 � h)� N2 (B.9)alors que 〈L̂〉(h) est un es
alier in�ni. Nous pouvons don
 r�esoudre l'�equation (B.7) graphique-ment, 
e qui est fait �a la �gure B.2. La solution est pr�esent�ee sur la �gure B.3 : 
'est l'es
alierde Coulomb.PSfrag repla
ements
L(h) 4nF (�0�h)� 2

�3U=2 �U=2 U=2 3U=2 h�0-1-2-3
12

3Fig. B.2 { Illustration graphique dans la limite atomique de l'�equation de 
hamp-moyen sur h,dans le 
as N = 4 et T = 0.La fon
tion de Green �a une parti
ule est donn�ee aussi exa
tement dans 
ette approximation.En e�et, lorsqu'on 
al
ule l'expression suivante :Gd(�) = �〈f�(�)f y� (0)〉〈e i�(�)�i�(0)〉 � Gf (�)GX(�) (B.10)on trouve que Gf (i!) poss�ede un pole simple, et que GX(i�) pr�esente deux poles (�a temp�eraturenulle), s�epar�es par U. Ainsi, Gd(i!) poss�ede aussi deux poles asym�etriques (par propri�et�e de
onvolution), qui sont situ�es �a la bonne pla
e et ave
 le bon poids, puisque l'es
alier de Coulombest 
orre
tement reproduit, 
omme on le d�eduit �a partir de la propri�et�e :
〈d y�d�〉 = 〈f y� f�〉 = Gf (� = 0�) (B.11)
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Fig. B.3 { Es
alier de Coulomb : o

upation totale �a temp�erature nulle en fon
tion de laposition du niveau atomique (i
i pour N = 4).



C. R�esolution num�erique des �equationsint�egralesLa r�esolution des nombreuses �equations int�egrales 
onsid�er�ees dans 
ette th�ese ne pose pas deprobl�eme de prin
ipe (l'id�ee est d'it�erer 
es �equations jusqu'�a 
onvergen
e), mais l'impl�ementationnum�erique peut poser des probl�emes te
hniques si l'on ne s'y prend de la bonne fa�
on. Jepr�esente i
i quelques re
ettes pratiques (qui ne sont pas infaillibles).C.1 Sur l'axe imaginaireIl s'agit l�a du 
as le plus simple 
ar le temps imaginaire est born�e dans le formalisme deMatsubara : � 2 [0; �℄. Les fr�equen
es sont don
 dis
r�etes, !n = (2n + 1)�=� (n entier), etil suÆt de les 
ouper pour jnj < nmax=2, 
e qui revient �a prendre nmax tran
hes de temps :� = �k=nmax (k = 0; : : : ; nmax � 1). L'algorithme de transform�ee de Fourier rapide (FFT)permet de passer alors entre les repr�esentations en temps et en fr�equen
e de mani�ere eÆ
a
e(il faut adapter la transform�ee de Fourier pour g�erer �a la fois des fr�equen
es paires ou impaires).Le 
hoix de nmax d�epend uniquement de la temp�erature (pour � = 100, prendre nmax = 8192est raisonable).� Probl�eme de la dis
ontinuit�eOn ren
ontre l�a 
ependant un premier probl�eme 1 : les fon
tions de Green que l'on 
onsid�eretypiquement ont une d�e
roissan
e lente en fr�equen
e, en g�en�eral 
omme 1=(i!n). Cela impliqueune dis
ontinuit�e (-1) �a � = 0 qui est ina

eptable pour utiliser des transform�ees de Fouriernum�eriques (�a 
ause du ph�enom�ene d'os
illations de Gibbs). La solution est simple et eÆ
a
e :il suÆt de retran
her avant FFT une fon
tion 
onnue et analytique (par exemple un bout de
osinus) ayant la même dis
ontinuit�e, et de rajouter sa transform�ee de Fourier (analytique)apr�es FFT.� Probl�eme de la stabilit�e de l'it�erationIl est bien 
onnu que r�esoudre des �equations par it�eration (même �a une variable) n'est pasune bonne id�ee : en g�en�eral on peut avoir des 
omportements os
illant ou divergeant, au lieude 
onverger vers la solution voulue (si 
elle-
i est unique). Il est assez remarquable que les�equations int�egrales envisag�ees i
i se 
omportent tr�es bien lorsqu'on les it�ere num�eriquement.1Je remer
ie Olivier Par
ollet de m'avoir fait 
ette remarque (et pour les 
odes qui vont ave
).259



ANNEXE C. R�ESOLUTION NUM�ERIQUE DES �EQUATIONS INT�EGRALESDonnons i
i un exemple, 
elui des �equations dynamiques obtenues ave
 la m�ethode de rotateur(au demi-remplissage) 2 : G�1f (i!n) = i!n ��f (i!n) (C.1)G�1X (i�n) = �2n=U + �� �X(i�n) (C.2)�X(�) = N�(�)Gf (�) (C.3)�f (�) = �(�)GX(�) (C.4)GX(�=0) = 1 (C.5)Pour 
ela, on r�ealise la bou
le suivante (�(�) �etant suppos�e �x�e) :PSfrag repla
ements Gf (i!n)GX(i�n) Gf (�)GX(�)
�f (i!n)�X(i�n) �f (�)�X(�)(C.1)(C.2) (C.3)(C.4)FFT

FFT

Fig. C.1 {La bô�te noire est la 
l�e du su

�es. En e�et, il ne faut pas re
al
uler Gf (i!n) et GX(i�n)dire
tement �a partir de (C.1-C.2), mais par :Gf (i!n) = xi!n � �f (i!n) + (1� x)Goldf (i!n) (C.6)GX(i�n) = x�2n=U + �� �X(i�n) + (1� x)GoldX (i�n) (C.7)o�u x est un poids pas trop grand, et qui permet d'�eviter les instabilit�es num�eriques. La bô�te
ontient aussi la fa�
on dont on impose l'�equation (C.5).� Probl�eme de la di
hotomieEn terme de stabilit�e et d'eÆ
a
it�e, il est important que la pro
�edure de di
hotomie, qui tire� de l'�equation (C.5), se trouve �a l'int�erieur de la bou
le d'it�eration, et non pas �a l'ext�erieur.Cette �etape est de plus peu 
oûteuse, puisqu'il suÆt de r�esoudre l'�equation :1�∑n 1�2n=U + �� �X(i�n) = 1 (C.8)2On prendra garde au fait que �f (�) a aussi une dis
ontinuit�e �a � = 0.
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C.2. M�ETHODE DE CALCUL DES FONCTIONS SPECTRALESC.2 M�ethode de 
al
ul des fon
tions spe
tralesOn s'int�eresse maintenant �a la fa�
on de 
al
uler des quantit�es �a fr�equen
e r�eelle, 
omme lesfon
tions spe
trales. Il n'y a pas de m�ethode parfaite, et on 
hoisit en g�en�eral 
elle-
i au 
aspar 
as.� Continuation analytiqueL'appro
he la plus simple est de r�ealiser une 
ontinuation analytique des r�esultats obtenus surl'axe imaginaire. Pour 
ela on r�ealise une approximation de Pad�e des donn�ees dis
r�etis�ees (enfr�equen
e de Matsubara) par une fra
tion rationnelle ou une fra
tion 
ontinue. La 
ontinuationanalytique est alors imm�ediate, mais sa qualit�e tr�es variable (et in
ontrôlable). En pratique,
ette m�ethode fon
tionne �a basse temp�erature (il faut suÆsamment d'information) et lorsqueles �equations 
onvergent bien. Si le bruit est limit�e, le Pad�e donne des r�esultats quantitativement
orre
ts (mais �e
houe dans tous les 
as lorsque ls fon
tion de Green a un gap fran
).� R�esolution dire
te sur l'axe r�eelUne autre mani�ere de pro
�eder est de prolonger d'abord les �equations int�egrales (C.1-C.5) surl'axe r�eel, puis de les r�esoudre num�eriquement. Les deux premi�eres �equations sont simplement :G�1f (!) = ! � �f (!) (C.9)G�1X (!) = �!2U + �� �X(!) (C.10)et les suivantes s'obtiennent en passant par une repr�esentation spe
trale :�X(!) = �N ∫ d�� nF (�)G 00f (�)�(! � �) +N ∫ d�� nF (��)�00(�)Gf (! � �) (C.11)�f (!) = ∫ d�� nB(�)G 00X(�)�(! � �) + ∫ d�� nF (��)�00(�)GX(! � �) (C.12)1 = ∫ d�� G 00X(�)nB(�) (C.13)On d�e�nit ensuite la transform�ee de Fourier sur l'axe r�eel pour une fon
tion de Green g�en�erique :G(t) = ∫ d!2�e�i!tG(!) (C.14)G(!) = ∫ dte i!tG(t) (C.15)
e qui permet de r�ealiser les 
onvolutions. En d�e�nissant les fon
tions A(�) � nB(�)G 00X(�),B(�) � nF (��)�00(�) et C(�) � nF (�)G 00f (�), on trouve :�X(t) = �2NC(t)�(t) + 2NB(t)Gf (t) (C.16)�f (t) = 2A(t)�(t) + 2B(t)GX(t) (C.17)
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ANNEXE C. R�ESOLUTION NUM�ERIQUE DES �EQUATIONS INT�EGRALESOn peut don
 utiliser �a nouveau l'algorithme de FFT, �a 
ondition de mettre une borne surle temps r�eel t (ave
 une grille dis
r�ete). Cependant, lorsque les fon
tions de Green ont �a lafois une d�e
roissan
e lente �a long temps et des singularit�es �a � = 0 (dis
ontinuit�es), 
ettem�ethode est tr�es diÆ
ile en pratique. Une solution est d'utiliser une dis
r�etisation adaptative(logarithmique), mais il faut alors abandonner les transform�ees de Fourier rapides et 
al
ulerles 
onvolutions dire
tement.� �Equations IPTPar sou�
i de 
ompl�etude, je donne i
i les �equations IPT qui ont �et�e utilis�ees pour 
al
uler letransport dans la se
tion 2.1.2. On a les �equations de Dyson :G�10 (!) = ! � �(!) (C.18)G�1d (!) = ! � �(!)� �d(!) (C.19)(C.20)ave
 la self-�energie en temps imaginaire �(�) = U2G0(�)3, que l'on r�e�e
rit �(�) = U2G0(�)�(�),o�u �(�) = G0(�)2. On trouve 
omme pr�e
�edemment :�(!) = �U2 ∫ d�� nF (�)G 000(�)G0(! � �) + U2 ∫ d�� nF (��)G 000(�)G0(! � �) (C.21)�d(!) = ∫ d�� nB(�)�00(�)G0(! � �) + ∫ d�� nF (��)G 000(�)�(! � �) (C.22)(C.23)La r�esolution de 
es �equations dans la phase isolante de Mott est assez diÆ
ile 
ar le propa-gateur G0 pr�esente des singularit�es �a basse fr�equen
e.
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D. Quantit�es �a deux parti
ules ave
 lam�ethode de rotateur� Prin
ipeLa m�ethode de rotateur est 
onstruite autour de l'id�ee que la 
harge est une variable simple,un moment angulaire O(2), et permet don
 d'�evaluer naturellement les 
orr�elations de 
etop�erateur. Par rapport aux bosons es
laves, on a don
 les mêmes diÆ
ult�es pour 
al
uler lafon
tion de 
orr�elation spin-spin, qui est une simple fa
torisation de la fon
tion de Green de\spinon" : �s(�) = Gf (�)Gf (� � �) (D.1)et qui ne permet pas de 
apturer l'�e
rantage du spin �a la base de l'e�et Kondo (les �equationint�egrales 
orrespondent en fait �a un 
as sur-�e
rant�e). Cependant, dans le formalisme de rota-teur, la 
harge est un op�erateur lin�eaire, L̂, 
ontrairement �a la m�ethode de boson es
lave (ona 1� byb). On peut don
 
al
uler naturellement la sus
eptibilit�e de 
harge :�
(�) � 〈∑� (n�(�)� 1=2)∑�0 (n�0(0)� 1=2)〉= 〈L̂(�)L̂(0)〉= 1U2 h���(�)���(0)i= 2U2 [GX(�)�2�GX(�) + UÆ(�)� (��GX(�))2] (D.2)A�n tester 
e 
hoix de pres
ription pour le 
orr�elateur de 
harge, j'ai e�e
tu�e une 
omparaisonave
 les r�esultats obtenus par la m�ethode de diagonalisation exa
te (pour DMFT), 
ommepr�esent�e �a la �gure D.1. On trouve un a

ord raisonable �a la fois dans le m�etal et dansl'isolant, qui se d�egrade malheureusement pour des valeurs de U petites (dû au traitement en
hamp moyen de la 
ontrainte (3.10)). Cette m�ethode pour �evaluer la sus
eptibilit�e de 
hargedans le formalisme des rotateurs sera utilis�ee dans le 
ontexte d'EDMFT �a la se
tion 5.2.
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ANNEXE D. QUANTIT�ES �A DEUX PARTICULES AVEC LA M�ETHODE DE ROTATEUR
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PSfrag repla
ements�
(�)
�Fig. D.1 { Sus
eptibilit�e de 
harge 
onnexe 
al
ul�ee �a � = 80 pour U = 1; 2; 3 (de haut enbas) par une diagonalisation exa
te de l'hamiltonien d'Anderson (trait plein) et par la m�ethodede rotateur (pointill�es).� Double o

upationCe d�esa

ord est plus expli
ite sur la double o

upationd"# � hn"n#i = (1=2)�
(� = 0) (D.3)tra
�ee �a la �gure D.2 (on 
ompare l�a en
ore aux r�esultats num�eriques exa
ts, ainsi qu'�a lam�ethode IPT).On peut tirer de 
es r�esultats quelques 
on
lusions suppl�ementaires sur la physique de la tran-sition de Mott. On voit sur le panneau de gau
he de la �gure D.2 que la double o

upationest une fon
tion d�e
roissante de U, mais reste non nulle dans la phase isolante �a U & 3. Ellen'est don
 pas un bon param�etre d'ordre pour la transition de Mott, même si les e�ets des
orr�elations sont tr�es importants sur 
ette quantit�e. Le fait que 
elle-
i soit quand même tr�espetite traduit le fait que l'isolant de Mott d�e
rit par DMFT est 
ara
t�eris�e par une 
olle
tionde moments lo
aux (on peut montrer que 
ette phase poss�ede une entropie ma
ros
opique,d'ordre Nsite log 2). Le panneau de droite est aussi instru
tif, il montre que la double o

upa-tion 
ommen
e par d�e
rô�tre lorsqu'on 
hau�e le m�etal 
orr�el�e, 
e qui traduit une lo
alisationplus importante, due �a 
es e�ets d'entropie (analogue de l'e�et Pomeran
huk). Cet e�et sere
�ete par ailleurs sur la pente n�egative des lignes 
ritiques dans le diagramme de phase dela �gure 4.5, et est aussi pr�esent dans les syst�emes exp�erimentaux, 
omme on peut le voirsur le diagramme de phase de V2O3 (en pensant que l'e�et de la pression est de d�e
roitre les
orr�elations, 
e qui retourne 
e diagramme par rapport �a la �gure 4.5).
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he : double o

upation d"# �a basse temp�erature en fon
tion de l'intera
tionde Coulomb U obtenue par IPT (traits pointill�es), rotateurs (trait 
ontinu) et diagonalisationexa
te (
arr�es). �A droite : double o

upation en fon
tion de la temp�erature pour U = 1; 2; 3(de haut en bas) par la m�ethode de rotateur.





E. EDMFT : formulations fon
tionnelles
E.1 Premi�ere formulationOn va pr�esenter i
i une d�erivation fon
tionnelle des �equations EDMFT, qui a le m�erite d'êtretr�es g�en�erale et plus transparente physiquement que la pr�esentation donn�ee dans la se
tion 5.2.2(la signi�
ation d'une self-�energie de \
harge" lo
ale n'�etant pas tr�es intuitive). Cette formula-tion est aussi bien pratique lorsqu'on 
her
he une mani�ere variationnelle d'aborder les syst�emes
orr�el�es (par exemple pour 
ombiner des te
hniques de type DMFT ave
 des 
al
uls ab-initio).Cette mani�ere de pro
�eder est aussi utile pour �e
rire les �equations EDMFT dans le 
as o�ul'on a une brisure spontan�ee de sym�etrie (ordre de 
harge i
i). Commen�
ons par d�e
ouplerl'intera
tion de Coulomb dans le probl�eme initial, utilisant pour 
ela des 
hamps bosoniques :S = ∫ �0d�∑ij� �d yi�G�10 (i � j; �)dj� + 12∑ij U�1ij �i�j + i∑i � �ini (E.1)o�u �G�10 � ��Æij � tij et Uij � UÆij + Vij. Le param�etre � 2 [0; 1℄ est introduit 
omme astu
epour 
onstruire la fon
tionnelle d�esir�ee (on posera � = 1 �a la �n). On d�e�nit une fon
tionnelledes self-�energies fermioniques �ij et bosoniques Pij (Baym-Kadano�).F [�; P ℄ � � log ∫ Dd Dd y D� e�S�S0[�;P ℄ (E.2)S0[�; P ℄ = ∫ �0d� ∫ �0d� 0∑ij� �ij(� � � 0) [d yi�(�)dj�(� 0)� Gij(� 0 � �)]� 12 ∫ �0d� ∫ �0d� 0 ∑ij Pij(� � � 0) [�i(�)�j(� 0)�Wij(� 0 � �)℄ (E.3)Imposer la stationarit�e par rapport �a 
ette fon
tionnelle implique :Gij(� � � 0) = 〈d yi�(� 0)dj�(�)〉j�;P (E.4)Wij(� � � 0) = h�i(� 0)�j(�)ij�;P (E.5)On peut inverser 
es relations, en exprimant � et P en fon
tion de (G;W ) pour 
onstruireune nouvelle fon
tionnelle de G et W seulement : � [G;W ℄ = F [�[G;W ℄; P [G;W ℄]. Cette
onstru
tion peut se r�ealiser expli
itement �a � = 0, 
ar l'a
tion 
orrespondante est gaussienne :F [�; P ℄j�=0 = �2Tr log(G�10 � �)� 2Tr(�G) + 12Tr log(U�1 � P ) + 12Tr(PW ) (E.6)267



ANNEXE E. EDMFT : FORMULATIONS FONCTIONNELLES
e qui implique : �j�=0 = G�10 � G�1 (E.7)Pj�=0 = U�1 �W�1 (E.8)et l'on trouve ainsi la fon
tionnelle �a � = 0 :� [G;W ℄j�=0 = 2Tr logG � 2Tr(G�10 G)� 12Tr logW + 12Tr(U�1W ) (E.9)Pour d�eterminer 
ette fon
tionnelle �a � = 1 (en pr�esen
e des intera
tions), on 
onsid�ere sad�eriv�ee par rapport �a � : dd�� [G;W ℄ = ∫ �0d�∑i i h�inii (E.10)�A 
ause des 
onditions (E.4-E.5), les d�eriv�ees partielles de � et P n'apparaissent pas dans
ette expression. On peut alors int�egrer pour � entre 0 et 1, 
e qui m�ene �a l'expression �nale(formelle) :� [G;W ℄ = 2Tr logG � 2Tr(G�10 G)� 12Tr logW + 12Tr(U�1W ) + 	[G;W ℄ (E.11)ave
 : 	[G;W ℄ � ∫ 10 d� ∫ �0d�∑i i h�iniijG;W;� (E.12)On trouve les �equations fon
tionnelles en imposant la stationarit�e :12 Æ	ÆG = G�10 � G�1 � � (E.13)�2 Æ	ÆW = U�1 �W�1 � P (E.14)Si l'on savait 
al
uler 	 exa
tement, r�esoudre 
es �equations permettrait d'obtenir les fon
tionsde Green du probl�eme G etW . L'int�erêt de 
e type d'appro
he est que, lorsqu'on rempla
e 
ettefon
tionnelle 
ompliqu�ee par une forme approximative, la solution des 
es �equations pr�eserveles lois de 
onservations du probl�eme.� Approximation lo
aleJusqu'i
i la 
onstru
tion n'a fait intervenir que des relations exa
tes, mais l'on va simpli�er leprobl�eme en 
al
ulant � [Gij;Wij℄ dans (E.11) grâ
e �a l'a
tion e�e
tive lo
ale (5.22), que l'onexprime maintenant de la fa�
on suivante :Simp = ∫ �0d�∑� d y���d� + ∫ �0d�∫ �0d� 0 �(� � � 0)∑� d y�(�)d�(� 0) (E.15)+ ∫ �0d� i �(�)n(�) + ∫ �0d�∫ �0d� 0 U�1dyn(� � � 0)2 �(�)�(� 0)
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E.1. PREMI�ERE FORMULATIONL'approximation que l'on 
hoisit de faire est de rempla
er la fon
tionnelle exa
te mais 
om-pliqu�ee, � [G;W ℄, par :�EDMFT[G;W ℄ = 2Tr logG � 2Tr(G�10 G)� 12Tr logW + 12Tr(U�1W ) + 	imp[Gii;Wii℄ (E.16)o�u 	imp est 
onstruit de la même mani�ere que 	, mais �a partir de l'a
tion d'impuret�e (E.15)en 
ontraignant de plus les fon
tions de Green du mod�ele d'impuret�e �a être �egales �a la partielo
ale de Gij etWij respe
tivement (
'est �a dire Gii etWii). Les �equations d'�equilibre (E.13-E.14)deviennent don
 : G�10 � G�1 = 12ÆijÆ	impÆG (E.17)U�1 �W�1 = �2Æij Æ	impÆW (E.18)Cela revient don
 �a rempla
er la polarisation P (q; i�) dans (E.14) par la polarisation lo
aleP (i�) du mod�ele d'impuret�e e�e
tif (d'une mani�ere 
ompl�etement analogue �a l'hypoth�ese deself-�energie lo
ale qui est au 
oeur de l'approximation de 
hamp moyen dynamique). On trouvee�e
tivement le propagateur bosonique :W�1(q; i�) = U�1(q) +W�1(i�)� U�1dyn(i�)︸ ︷︷ ︸P (i�) (E.19)en notant U(q) � U + V (q), et W (�) = h�(�)�(0)i la fon
tion de 
orr�elation 
al
ul�ee dans lemod�ele d'impuret�e. L'�equation d'auto
onsistan
e est �nalement donn�ee par :W (i�) =∑q 1U�1(q) +W�1(i�)� U�1dyn(i�) (E.20)L'�equation pour G est bien entendu la 
ondition d'auto
onsitan
e habituelle de DMFT sur lafon
tion de Green lo
ale des fermions.� �Equivalen
e des deux s
h�emasNous voulons faire le lien entre l'�equation d'auto
onsistan
e pr�e
�edente (E.20) et la formulationdire
te, de la se
tion 5.2.2, �equation (5.25). Pour 
ela, on 
ommen
e par absorber W dans lasomme sur q dans (E.20) : 0 =∑q U�1dyn � U�1(q)U�1(q) +W�1 � U�1dyn (E.21)On remarque qu'�a 
ause de la transformation de Hubbard-Stratonovit
h pour le mod�ele d'im-puret�e (5.22), on a une relation expli
ite entre le propagateur bosonique W et la fon
tion de
orr�elation de 
harge � lo
ale :W (i�) = Udyn(i�)� U2dyn(i�)�(i�) (E.22)
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ANNEXE E. EDMFT : FORMULATIONS FONCTIONNELLESqui permet d'�eliminer W�1 dans (E.21). On obtient :0 =∑q U(q)� Udyn��1 � Udyn + U(q) (E.23)En extrayant � de la sommation pr�e
�edente, on a �nalement l'�equation voulue, (5.25) :� =∑q 1��1 � Udyn + U(q) (E.24)E.2 Se
onde formulationLa d�erivation pr�e
�edente illustre 
lairement quelle approximation est faite dans le s
h�emaEDMFT (lo
alit�e de la self-�energie fermionique et de la polarisation), mais la raison pour l'in-trodu
tion du mod�ele d'impuret�e e�e
tif (E.15) n'est pas �evidente. Pour saisir un peu mieux
e point, je vais pr�esenter un 
al
ul �equivalent qui utilise maintenant la fon
tionnelle des pro-pagateurs lo
aux Glo
 � Gii et Wlo
 � Wii, au lieu des propagateurs 
omplets (m�ethode deBaym-Kadano�). On part du probl�eme formul�e ave
 les 
hamps bosoniques, en introduisantune 
onstante de 
ouplage �
tive � sur les termes non lo
aux :S = ∫ �0d�∑� d yi���di� + i∑i �ini + �∑ij [12U�1ij �i�j �∑� tijd yi�dj�] (E.25)et l'on 
onstruit la fon
tionnelle d'�energie libre en 
ontraignant 
ette fois les propagateursfermionique et bosonique �a points 
o��n
idants :F [�; Udyn℄ � � log ∫ Dd Dd y D� e�S�S0[�;Udyn℄ (E.26)S0[�; Udyn℄ = ∫ �0d� ∫ �0d� 0∑i� �(� � � 0) [d yi�(�)di�(� 0)� Glo
(� 0 � �)]� 12 ∫ �0d� ∫ �0d� 0 ∑i Udyn(� � � 0) [�i(�)�i(� 0)�Wlo
(� 0 � �)℄ (E.27)donnant les �equations d'�equilibre :Glo
(� � � 0) = 〈d yi�(� 0)di�(�)〉j�;Udyn (E.28)Wlo
(� � � 0) = h�i(� 0)�i(�)ij�;Udyn (E.29)que l'on peut inverser pour tirer � = �[Glo
;Wlo
℄ et Udyn = Udyn[Glo
;Wlo
℄. On obtient ainsila fon
tionnelle re
her
h�ee :� [Glo
;Wlo
℄ = F [�[Glo
;Wlo
℄; Udyn[Glo
;Wlo
℄] (E.30)
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E.2. SECONDE FORMULATIONEssayons d'�evaluer tout d'abord 
ette fon
tionnelle �a � = 0 (voir l'�equation (E.25)). Dans 
e
as, le probl�eme reste 
ompliqu�e, puisqu'il se r�eduit justement 1 �a l'a
tion EDMFT (E.15) !L'apparition du mod�ele d'impuret�e (5.22) est don
 tr�es naturelle puisqu'il s'agit tout simple-ment d'une mani�ere 
ommode de repr�esenter les fon
tions de 
orr�elation lo
ales du probl�eme.On a don
 :�j�=0[Glo
;Wlo
℄ = Fimp[�j�=0[Glo
;Wlo
℄; Udynj�=0[Glo
;Wlo
℄] (E.31)�2Tr(Glo
�j�=0[Glo
;Wlo
℄)+ 12Tr(Wlo
Udynj�=0[Glo
;Wlo
℄)ave
 Fimp l'�energie libre du mod�ele d'impuret�e (E.15), et o�u on a invers�e les relations (E.28-E.29) entre (Glo
;Wlo
) et (�; Udyn) �a � = 0 (dans le mod�ele d'impuret�e).On aboutit �a la fon
tionnelle 
ompl�ete en 
onsid�erant 
omme pr�e
�edemment sa d�eriv�ee parrapport �a � : d�d� =∑ij 12U�1ij h�i�ji �∑ij� tij 〈d yi�dj�〉 (E.32)de mani�ere que :� [Glo
;Wlo
℄ = �j�=0[Glo
;Wlo
℄ + Tr ∫ 10 d� 2∑k �kG(k) + 12∑k U�1k W (k) (E.33)� Approximation EDMFTPour 
onstruire la fon
tionnelle de mani�ere appro
h�ee, on 
hoisit d'introduire une self-�energieet polarisation lo
ales : G�1(k; i!) = i! � �j� � ��k � �[Glo
;Wlo
℄ (E.34)W�1(k; i!) = U�1dynj� + �U�1k � P [Glo
;Wlo
℄ (E.35)(E.36)ave
 : �[Glo
;Wlo
℄ = i! � �j�=0 � G�1lo
 (E.37)P [Glo
;Wlo
℄ = U�1dynj�=0 �W�1lo
 (E.38)Ce
i donne une relation expli
ite entre (Glo
;Wlo
) et (�j�; Udynj�) pour � quel
onque, par les�equations : Glo
 = ∑k 1G�1lo
 +�j�=0 � �j� � ��k (E.39)Wlo
 = ∑k 1W�1lo
 � Udynj�=0 + Udynj� + �U�1k (E.40)1Les notations � et Udyn ont �et�e evidemment introduites dans 
e but.
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ANNEXE E. EDMFT : FORMULATIONS FONCTIONNELLESque l'on inverse en : �j� = �j�=0 + G�1lo
 � �R�[�Glo
℄ (E.41)Udynj� = Udynj�=0 �W�1lo
 + �RU�1 [�Wlo
℄ (E.42)(E.43)o�u R� (resp. RU�1) est la r�e
iproque de la transform�ee de Hilbert de la densit�e d'�etats asso
i�ee�a �k (resp. U�1k ). En inje
tant 
e
i dans (E.33) et en r�eduisant l'expression obtenue, on trouve :�EMDFT[Glo
;Wlo
℄ = Fimp[�j�=0[Glo
;Wlo
℄; Udynj�=0[Glo
;Wlo
℄] (E.44)�2Tr(Glo
�j�=0[Glo
;Wlo
℄)+ 12Tr(Wlo
Udynj�=0[Glo
;Wlo
℄)+ ∫ d� Glo
R�[�Glo
℄ + 12Wlo
RU�1 [�Wlo
℄On a don
 une expression 
ompl�etement expli
ite de la fon
tionnelle des propagateurs lo
aux(dans une approximation de self-�energie et polarisation lo
ales).En minimisant 
ette fon
tion-nelle par rapport �a Glo
 et Wlo
, on arrive dire
tement aux �equations EDMFT :Glo
 = ∑k 1G�1lo
 +�j�=0 � �k (E.45)Wlo
 = ∑k 1W�1lo
 � Udynj�=0 + U�1k (E.46)en remarquant que �j�=0 et Udynj�=0 sont 
al
ul�es par d�e�nition dans le probl�eme d'impuret�e.
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