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Ω∗ ∈ Oad
57Q!U�KM<*Q

J(Ω∗, uΩ∗) = min
Ω∈Oad

J(Ω, uΩ),
� .0/_.( 
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Ω ∈ Oad

Q?b95X}!>?6A@15$bA80<*b�UBN ¾¤806AVXQ
Ω = F (Ω0)

p 8*)
Ω0Q!b�5�<*3y:*80VxN]@_3*Qx:=Qd6A}a¾¤}!6AQ?3*>!QvQa5

F
Q!b95$<=3*Qc¾¤803*>a57@_803¯:*Qc5A67N]3=bAng80695!/ÆtuN]6

Qa�;Q!VXn*U_Q]p=:*N]3*bEk1.].?r p*U hiQ!3*b9Q!V�e=UBQ�:*Q?b�:=80VcNP@B3*Q?bºN]:*VX@Bb9bA@Be=UBQ!b\Q!b�5�:*803*3*}FnONP6

Oad = {Ωt = F(Ω0, t), t ≥ 0}.
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VnON]6
{

d

dt
XX(t) = V (XX(t), t),

XX(0) = X ∈ Ω0,N��0Q!> F(X, t) = XX(t)
/o��N�¾¤803*>a57@B8]3v>!8*+=5�Q?b95TN]UB8]6Abº6AQ?:*} �*3*@BQFnON]6

j(t) = J(Ωt, uΩt), ∀t ≥ 0.

ÂT80<=bDng80<=�]803*bDN]UB8069bFnON]69¾¨NP@_57Q?VxQ?3)5F>!803*b9@B:*}?6AQ?6¸UBQ?bFK�<=8]57@_Q!3)57bE:*@_��}!69Q!3)57@_Q!U_b
:*< 54��ngQ j(t)− j(0)

t

Q?5�bA@Æ>?Q�KM<*8]5A@BQ!3)5�n�80b9bAw?:*Q�<*3*Q�U_@BVX@_5AQ�K�<*N]3*:
t → 0
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F (Ω0)
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>!80VXVxQv¾¤8069VxQ?bdN]:=Vx@_bAbA@_e*UBQ?b$UBQ!bXVxNP57}?6A@�NP<;� >!8]Vxng80bA@157Q?bx80e;57Q!3M<*bcnON]6c<=3
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θ(x)
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p�Qa5

A∗(x)
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Ω
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�=�;Q
D
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Ω
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ψ
p�NPn*n�Q?UB}?Q

¾¤803*>?5A@B803 >?80<*6AegQX:*Q$3*@_�]Q�N]<;��/ulmQ?5957Q$¾¤803*>a57@B8]3«Q?b95D:*} �O3=@BQ$bA<*6EUBQ�:=80VcNP@B3*Q
�=�;Q

D
nON]6





ψ(x) = 0⇔ x ∈ ∂Ω,
ψ(x) < 0⇔ x ∈ Ω,
ψ(x) > 0⇔ x ∈ D\Ω.
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Q?5 J (Ω) = J(Ω, uΩ)
Q?b95$UBQv>?6A@157w!69Q��#Vx@_3*@BVX@Bb9Q!6?/�ÂT80<*b$3*8P57803*b

B(x, ε)
p

x ∈ Ω
p�UBNceg80<*UBQ¸:*Q�67N��08]3

ε > 0
p
B(x, ε) = {y ∈ RN , ‖y − x‖ < ε} Qa5

B(x, ε)
:=}!bA@_�03*QXU�Nd¾¤Q!69VxQa57<*69Q$:*Q

B(x, ε)
/�^{N]3*bEU�Njn*UB<=bEn*N]695E:*Q?b¸>�NPb!p�U�N

�PN]6A@BNP57@_803 J (Ω\B(x, ε))−J (Ω)
N]:*VXQ?5Æ<*3�:*}a�0Q!U_80n*ngQ!VXQ!3)5½N]b��;VXn=5A8]57@_K�<=Q

�¨nONP6º67N]n*ng806�5'�
ε
 mKM<*@�b?h~}?>!6A@15�bA80<*b�UBN�¾¤8]6AVXQ

J (Ω\B(x, ε))− J (Ω) = f(ε)g(x) + o(f(ε)),
� .0/~q  
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f(ε)

Q!b95|<*3*QT¾¤8]3*>?5A@B803xn�80b9@_5A@_�0Q�KM<*@�5AQ!3*:x�0Q!69b
0
N��]Q!>

ε
/;ÂT80<*bmN]n*ngQ!U_803*b

U hiQa�;n*69Q!bAb9@B803 � .0/Iq* uU h~N]b9��VXn=578P57@BKM<*Q½5780ng80U_80�0@BKM<*QP/]��N�¾¤803=>?57@_803
g
Q!b�5\N]n*ngQ!UB}?Q

�067NP:*@BQ?3M5$5A80n�8]UB80�0@_KM<*Q]/L´ >`WON]KM<*QS@157}!6ANP57@_803�p <=3�>!Q?695`NP@B3�ng80<*69>!Q?3M57N]�0Qf:*Q
VcN�57@Bw?6AQºQ?b95\Q!3*U_Q?�0}�80<x@B3*b9}!6A}��¤bAQ!U_803cUBN�3ONP57<=6AQ�:*<xn=6A80e*U_w!VXQ( LN]<;�XQ?3*:*6980@_5Ab
8*)

g
Q!b95�UBN¸n*U_<*b|3*}?�)NP57@1�0QP/*´�@_3*bA@ p;UBND¾¤806AVXQ{80n;57@BVxN]U_Q

Ωopt
Q!b�5�>�N]6AN]>?5A}!69@BbA}?Q

nON]6
g(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ωopt

/
lmQa5A5AQ«:*Q?6A3*@_w!69Q[VX}?5AW*8�:*Q 3*}!>?Q!bAb9@_5AQ :*803=>[:=Q«>?803*3ON-,_5769Q#UBQ :*}?�]Q!U_80n*ngQ!VXQ!3)5

N]b9��VXn=578]5A@BKM<*Q$:*QxU�Nd�PN]6A@BNP57@_803 J (Ω\B(x, ε)) − J (Ω)
/���QXn*69Q!VX@BQ!6�5A67N��PN]@BULb9<*6

>!Q�bA<�µ9Q?5�Q!b�5�>!Q!U_<*@�:*QFJLb9>`W*Q!3ONP<*Q!6?p���80e�Q?UBQa�cQa5TÈ;>`WM<*VcNP>`W*Q!6Dk1.���r p*:ON]3*b�U_Q!KM<*Q!U�@BUBb
803)5�}?5A<*:*@B}cU�N VX@B3*@_Vx@_b7NP5A@B803#:=QvU�N >?80Vxn=UB@�NP3*>!QXQ!3 }!UBN]b95A@B>?@_57}XUB@_3*}�NP@B6AQxN��0Q?>�<=3*Q
>!803*:=@_57@_803 :*QXÂTQ?<*VcNP3*3 b9<*6DU_Q$e�8069:«:=<[5A6A80<�/���Q!<=6D@_:*}!Q$>!8]3*bA@_b957Q �v¾¨N]@B69Q�e�80<�Ã
�0Q!6½UBQ�e�8]6A:c:=Q�U�NEn�Q?69¾¤806ANP57@_803$Q!3d<;57@BU_@BbAN]3)5\U_Q!b½80<=5A@BUBb©:*QTU hi80n=5A@BVX@Bb7N�57@B8]3�:*QT¾¤8]6AVXQ
>!U�NPbAbA@_KM<*Q]/MlmQa5A5AQTNPn*n*6A8�>`W*Q�N{}?5A}�N]n*ngQ!UB}?Q�Z �45AW*Qºe*<*e=e*UBQºVXQ?5AW*8;: �`/]¹�80<�µ98]<*6AbL:ONP3*b
UBQF>�N]:=6AQE:*Q¸U h~}?U�N]b�57@B>?@_5A}{UB@_3*}�N]@_6AQPp �=/�È;8��]8]UB8&¶�b �M@�Q?5T´¸/���8;>`W=8�¶�b �M@|k �)��r�803)5T�0}!3*}¿Ã
67N]U_@BbA}�>?Q?5957Q�NPn*n*6A8�>`W*Q��x<*3*QE>!Q?6957N]@B3*QE>!UBN]bAb9Q¸:*QF¾¤803*>a57@_803*b�>!8*+=5Ab!/g^{N]3=b�kiq0�Pr p �[/
� N]bAVX80<*:=@�Nx@B3)5A6A8�:*<*@_5�:=Q!<;��80<;57@BU_b�VcNP5AW*}!VxNP5A@BKM<*Q!bºng80<*6�>!N]UB>?<*UBQ?6�U h~Q¿�;n*6AQ?bAbA@_803
:*QTU hINPb9��Vxn;578]5A@BKM<*Q�5780ng80UB8]�0@BKM<*Q�ZM<*3*Q�N]:ON]n;5`NP5A@B803X:*Q�UBNEVX}?5AW*8�:*QT:�h~}a5`NP5|N]:�µ980@_3M5
k1.0.arLQ?5F<=3*Q�57Q!>`W=3*@BKM<*Q$:*Q�5769803*>!NP57<*69Q�:*Q�:*80VxN]@_3*Q]/�24ULNv>!803*b9@B:*}?6A}�ng80<*6�UBNdn*6AQ¿Ã
Vx@_w!6AQD¾¤80@Bb�<*3=QX>?803*:*@157@_803#:*Qx^�@B69@B>`W*U_Q?5�b9<*6FUBQ�eg806A:[:*< 576A8]< �¤>!@_6A>!<=U�N]@_6AQ( ¿/�^{NP3*b
k1.��&r pOÈ�/ �FN]6A69Q�N]<�p=tLW�/ ��<*@BU_U�N]<*VXQ�Q?5 �[/ � N]b9Vx80<=:*@�803)5º}a57<*:*@_}�UBQ{>!N]bº:�hi<*3v576980<
:*QE¾¤8]6AVXQEKM<*Q?UB>?803*KM<*Q¸:*N]3*b�UBQE>�N]:*69QD:=QDU h~}?U�N]b�57@B>?@_5A}�UB@B3=}�N]@_6AQ]/=^{N]3*b¸kIHP�=pgH;.!r pgt©W�/



��� � ��±�+�'=�&¦¨¡g��"� #®� ;£¨ª¯��¡g£¤�&°��L§0¡g�u"�¦¤�&¦¨¡g��"� 	j¦¤%�¦ §��u£¤ )����+�%v£¤ �L¡o%�"
"��1+u����%�¡g+����¸��'*¢ �	�
�¸��'*¢ ��� �o�
��<*@_UBU�NP<*VxQ�Qa5 ��/LÈ;@_:*@B:*69@BbE803)5�}?5A<*:*@_}dUBQ?b�n*6A8]e*UBw?VxQ?b¸:*Qvt�80@Bb9bA803 Qa5�:*QjÈ�5A8��]Q?b
N��]Q!>$<*3*Q�>?803*:*@157@B8]3S:*Q$^�@_6A@B>`W=UBQ?5�bA<*6�U_Q�eg806A: :�hi<*3#576980<#:*Q�¾¤8069VxQDK�<=Q!UB>?803*KM<*QP/
È�<*6�UBQFn*U�NP3�3M<*VX}!69@BKM<*QPpg>?Q?5957QDN]n*n*698;>`W*QEN$}?5A}¸N]n=n*UB@_K�<=}!QEN��0Q!>EbA<=>!>!}?b �$U hi}!U�NPb957@ÅÃ
>?@_5A}�UB@B3=}�N]@_6AQxk1.�H�p .���r p�Q!3 ng}?5A6A80n*W)��bA@_KM<*Q kÅ.��&r p
�vUBNdVx}?>�N]3*@_KM<*Q�:*Q!b "O<=@B:*Q?b$k~q0G�r p
Q?3S}!U_Q!>a576A8]VcN]�]3*}?5A@BbAVXQXkIHPG=p�q0��r p�Qa57>]/�ÄT3*Q¸:*Q!bTn*6A80n=6A@B}a57}?b�UBQ?b�n*U_<*b�@_3)57}!69Q!b9b7N]3)57Q?b
:=Qc>!Qa5A5AQdVx}a57W*8�:*QxQ!b95�K�<=QcU�N�bA@_Vxn*U_Qx8]e*bAQ?69�PNP57@_803 :=<¯�067NP:*@BQ?3M5D5780ng80U_80�0@BKM<*Q

g
p

>!N]UB>?<*UB}%��UBN�n*6AQ?Vx@_w!6AQ�@157}?67NP5A@B803�p;:*803*3=QE<=3*QFe�803=3*QF@B:*w?QE:=QEUBN¸¾¤806AVXQ%��80e=5AQ!3*@_6!/
¹�80<*b\UBQ!b½>�NPbm>!@157}?b\>?@1Ã4:=Q!bAb9<*bm>?803*>?Q!6A3=Q!3)5º:*Q?bm80ng}!6ANP57Q?<*6Ab\:*803)5mU_Q�b9��V�eg80UBQ�Q!b�5

W=80Vx8]�0w!3*QP/O^{N]3=bT>?Q?5A5AQ�57W*w?bAQ]poU_Q!b|57W=w!VXQ!b�bA<*@1�PN]3)57b�bA803)5TN]eg806A:=}!bFZ
2 JL5A<*:*QF:�hi80ng}!67N�57Q!<=6Ab�:*803)5�UBQ�b9��V�eg80U_Q�Q!b95�3*8]3;Ã4W*8]Vx80�]w!3*QP/
2 243*bAQ?6957@_803y:�hi<*3 80e�µ9Qa5�:*@B}?UBQ?>?5769@BKM<*Qx:ON]3*b�U_Qc:*80VxN]@_3*Q]/u^{N]3*b�>?Q?5957QvnON]6�57@_Q]p3*80<*b{�]}!3*}?67N]U_@BbA8]3*b�U_Q!b�5A67N��PN]<;� :*Q �«/IÈ�/�¼©80�]Q!UB@_<*b�Q?5FRE/�´�VXVxN]6A@ /o�©hi<=5A@BUB@ÅÃ
b7NP5A@B803[:�hi<*3*QdNPn*n*6A8�>`W*QxN]:�µ980@_3)57Q$3*80<*bDn�Q?6AVXQ?5E:�hi80e=5AQ!3*@_6D:*Q?bD:=}?�0Q?UB80n=n�Q¿Ã
VxQ?3M5Ab�N]b9��VXn=578]5A@BKM<*Q?b�ng80<*6º<=3*QFU�N]69�0Q�>!UBN]bAb9QE:=QF¾¤8]3*>?5A@B803*bº>?8*+=5Ab!/

2 lm6A}�N�57@B8]3�:�h~<*3j576980<jbA<*6�U_Q�e�8069:f:=<�:=80VcNP@B3*QP/´Tn*6Aw?bfUBNyb9��3)57W*w?bAQ Qa��Q?>?5A<*}!Q«>!@1Ã­:*Q!b9bA80<=b!pºUBQ :*8�>!<=VxQ?3M5�Q?b95�>!803=b957@157<*} :*Q[>!@_3*K
NP6957@_>!U_Q!b|n*<=e*UB@_}!b�80<jbA80<=Vx@_b �$n=<*e*UB@_>�NP5A@B803�/

� ��
 �������%������� 
���������� ������� �"!��&����
���������� 
��$# ��	��&%
�'���(� �*)���	+�,�.- �%	 
 
0/ ��� �
	���� 132*���546
8792:����4�;=<

>�?A@B?C> D ��E3�GF3� �IH�J=K$L6���'MONQP[���
È;8]@_5

Ω
<*3y:*8]VcN]@_3*Qceg80693*}d:*Q

RN �
N = 2

8]<
3
 DQ?5�:*Qd¾¤6A803)5A@Bw!69Q

Γ
N]bAb9Q!Y

69}!�0<=UB@Bw?6AQP/�J 5`N]3)5D:*803*3*}
h ∈ H− 1

2 (Γ)
p�3*80<=bDb9<*n*ng80bA803=bDKM<�hi@BULQ¿�=@_b95AQx<*3[<*3*@_KM<*Q

uΩ ∈ H1(Ω)
�0}?6A@ �ON]3)5

{
∆uΩ + k2uΩ = 0

:*N]3*b
Ω,

∂nuΩ = h
bA<=6

Γ,

��.]/~�  

8 )
∂n
:*}!b9@B�03=QDUBNX:*}?6A@1�0}!QE3*8069VcNPUBQ]/*��N$>!8]3*:*@_5A@B803�N]<���UB@BVX@_5AQ!b|b9<*6�UBQFe�8]6A:�Qa��57}¿Ã

69@BQ?<*6º3�hi@B3)57Q?69��@BQ?3M5�nONPb�:*N]3*b�U h~N]3ON]U1��bAQFN]b��;VXn=5A8]57@_K�<=Q]/
È;8]@_5

ω
<*3j:*80VxN]@_3*Q�eg806A3=}{:*Q

RN >!803)5AQ!3ON]3)5�U hi8069@B�0@_3*QTQa5
x0 ∈ Ω

/Otu8]<*6|5780<;5
ε > 0

NPbAbAQ?YDngQ?5A@_5!p*3*80<*b�ng80bA803=b
ωε = x0 + εω

Qa5
Ωε = Ω\ωε

/o��NXng80bAb9@Be*@_UB@157}�:=Q
¾¨NP@B6AQ$<*3[>`WON]3=�0Q!VXQ!3)5�:=Qx>?8;8069:*803*3=}!Q!bE3*80<=b¸ngQ!6AVXQ?5E:*QXbA<=n*n�8]bAQ!6DKM<*Q

x0 = 0
/

Â�80<*b�ng80bA803=b
uΩε ∈ H1(Ωε)

U�N�bA80U_<=57@_803v:*<�n*6A8]e*UBw?VxQ{ngQ!6�57<*69e�}




∆uΩε + k2uΩε = 0
:ON]3=b

Ωε,
uΩε = 0

bA<=6
∂ωε,
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j(ε) = J(uΩε |O), ∀ε ≥ 0.
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‖uε − u0‖ = O(f(ε)).
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j(ε) = J(uε), ∀ε ≥ 0,
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J(uε)− J(u0) = Lε(uε, v)− L0(u0, v), ∀v ∈ V.
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(-12! � �,? ?.!-�"!-&.� � +�����?>����� % B
��!
+-�
%'1 � &.� 3

j(ε)− j(0) = f(ε)δa(u0, p0) + o(f(ε)),
��L
u0

!,+-� ��� +0� � �
� %H��&"=2��?>�*�2# ��� �"! =2%'�*! / �@! <�� Q	��
,A ?.�����
ε = 0

!-�
p0

!,+-� ��� +0� � ��� %H��&=2� ?>�*�2# ��� �"! � =
� ��%'&.�G3 �F�*���
12!-�
p0 ∈ V

��! � B
�.!

a0(w, p0) = −DJ(u0).w, ∀w ∈ V. ��.]/_.��  
'�Q?�]Q!3*803=bXVxN]@_3M5AQ!3ONP3M5�N]<yn*6980e*UBw?VxQcn�Q?6957<=6Aeg} ��.0/I�* DQa5��SU�N�¾¤803*>?5A@B803 >!8*+=5

j(ε) = J(uΩε)
/gtu80<*6�N��080@_6T<*3 :*}?�]Q!UB8]n*n�Q?VxQ?3)5�N]b��;VXn=5A8]57@_K�<=Q¸:*QE3*8]5A6AQ¸>?6A@157w!69Q]p

3=80<*bº3*Q{ng80<=�]803*bºnONPb�N]n*n*U_@BKM<*Q!6\:*@B69Q!>a57Q!VXQ!3)5ºU_Q�57W=}!8069w!VXQ�.�>�N]6
uΩε ∈ H1(Ωε)

p
Q?bAnONP>!Q�¾¤803*>a57@B8]3*3*Q!U�K�<=@�:*}!ngQ!3=:f:*<jnONP67N]VXw?5A6AQ

ε
/*t�80<*6º>!Q?U�N=p=3*80<*b�N��08]3*b�e�Q?bA80@_3

:=QE>?803*b9@B:*}?6AQ!6�UBN�5AQ!>`W*3=@BKM<*QFn*6A8]n�80b9}!QE:ON]3*b�U_Q�nON]67NP�067N]n=W*Q�bA<*@1�PN]3)5�/

�©' �& �§P���u¦¨±�+� S"�  �&%�¡g�u§0';��+�%�  "�  "�¡gª 'O¦¨�� 
lmQa5A57Q{5AQ!>`W*3=@BKM<*Q�¾¤80<*693*@_5mUBQ�>!N]:*69Q�VcNP5AW*}!VxNP5A@BKM<*Q�3=}!>!Q?bAbAN]@B69Q�n�80<=6|U h~N]n*n*U_@B>!N�Ã

5A@B803 :*Q$UBNjVX}?5AW*8�:*Q$N]:�µ980@_3)57Q��0}?3*}!6AN]UB@_bA}!QP/�ÂT80<=b �;�=8]3*b
R > 0

/�Â�80<*bE<=57@_UB@_bA803*b
U_Q!bº3*8P5`NP5A@B803*bºb9<*@_�PN]3)5AQ!bFZ

2 ΩR = Ω\B(0, R)
p

2 ΓR = ∂B(0, R)
p

2 Dε = B(0, R)\ωε
/

t�80<*6º578]<=5
ε ≥ 0

p=3*80<*b�:*}��O3*@Bb9bA803=bTU h~80ng}!6ANP57Q?<*6�� %'� % /�� � !-���@�������4!-�
� � &.& Tε nONP6

Tε : H1/2(ΓR) −→ H−1/2(ΓR)
ϕ 7−→ Tεϕ = ∇uϕε .n|ΓR

,

��.0/1.��* 



�$� �������������! #"� ;���&%�')(*'O+�,

8*)
n|ΓR

Q!b�5TUBN�3*806AVxN]U_Q�bA8]695`NP3M5AQDb9<*6
ΓR

Q?5
uϕε

Q?b95�U�N�b980UB<=5A@B803v:=<fn*6980e*U_w!VXQ




∆uϕε + k2uϕε = 0
:ONP3*b

Dε,
uϕε = ϕ

b9<*6
ΓR,

uϕε = 0
bA<*6

∂ωε.

��.]/_.&�* 

tu80<*6º5A80<=5
ε ≥ 0

p*3*80<*b�ng80bA8]3*b
uε
UBN�bA80U_<=57@_803v:*<�n*6A8]e*UBw?VxQ{5A6A803*KM<*}





∆uε + k2uε = 0
:ONP3*b

ΩR,
∂nuε + Tεuε = 0

b9<*6
ΓR,

∂nuε = h
b9<*6

Γ.

��.]/_.��  

ÂT80<*b�N��08]3*b�N]UB8069bºUBQ�69}!bA<=U_5`N�5�bA<*@1�]NP3M5!/
� %�¡o¢L¡g��¦¤�&¦¨¡g�C��� � �*!,+-�F� % / � %H��&��

ΩR
=
!
uΩε

+0� � ��� %H��& =
! <�� Q��-A !,+-� ��� +0� � ��� %H��&
uε

=2� ?>�*�2# ��� �"! <�� Q	���7A2QÂT80<*bÆ67N]n*ngQ!U_803*buK�<=Q|3*8]5A6AQm¾¤803=>?57@_803¸>?8*+=5LQ?b95L:=Q|U�N�¾¤806AVXQ
j(ε) = J(uΩε |O)

pP8*) OQ!b95\<*3*Q�nON]6�57@_Q��]80@Bb9@B3*Q�:*Q
Γ
/)´�@B3=bA@ p)Q?3c<=5A@BU_@Bb7NP3M5©UBN�n*6A80ng80b9@_57@_803j.0p)3*80<=bmng80<=�08]3*b

}!>!69@B69Q
j(ε) = J(uε), ∀ε ≥ 0.��N¯¾¤8069V�<*UBNP57@_803��PN]6A@BNP57@_803*3*Q?UBU_Qf:*Q � .0/_.&�* cn�Q?<=5fN]UB8]6Abvb!hi}!>?6A@_6AQ Z|576980<=�0Q?6

uε ∈
H1(ΩR)

57Q?U�K�<=Q
aε(uε, v) = `(v), ∀v ∈ H1(ΩR),8*)jU�N�¾¤806AVXQ{e*@_UB@_3*}�N]@_6AQ
aε
Q?5�U�N¸¾¤8069VxQ�U_@B3*}!N]@B69Q

`
b9803)5�:*803*3*}?Q!b�nON]6

aε(u, v) =

∫

ΩR

∇u.∇v dx− k2

∫

ΩR

uv dx+

∫

ΓR

Tεuv dσ(x),

l(v) =

∫

Γ

hv dσ(x).

´�@B3=bA@ p;U�N��PN]6A@BNP57@_803
(aε − a0)

b!hi}!>!69@_5

(aε − a0)(u, v) =

∫

ΓR

(Tε − T0)uv dσ(x), ∀u, v ∈ H1(ΩR),

Q?5ºU_Q�n*6980e*UBw?VxQTbAQ�6AN]Vxw?3*Q �¸5A6A80<;�0Q!6m<*3*Q�Qa�;n*69Q!b9bA@B8]3fNPb9��Vxn;578]5A@BKM<*Q{:*Q�U�NE�PN]69@�N�Ã
57@B8]3

Tε − T0
/

>I?A@B?�� 	 ��N�
 K NS�IE
� �*L F�� F3���BK6� Jd�
Tε − T0

� %� �ª¯¦¤��%� �ª��)����¡�"� �L" �)(� �£¤¡o¢u¢L �ª  ����X ����
�M%�¦¨ ��$"� ���¡�+�%�¦¨ M%
^�N]3*bEUBQ�>�NPbD8*)

ω
Q!b95DU�Nveg80<*U_Q�<*3*@_5A}]p�3*8]<*bDng80<=�]803*bDN��080@_6E<=3*Q$Qa�;n*6AQ?bAb9@B803

Qa�;n*UB@_>!@157Q�:*Q{U h~80ng}!6ANP57Q?<*6
Tε
bA8]<*b|U�NF¾¤806AVXQ�:�h~<=3*Q�b9}!6A@_Q�:*Q{�o8]<*6A@_Q!6!/MtuN]6mQ¿�;Q!VXn*UBQPp

Q!3�:*@BVXQ!3*b9@B803
N = 2

p*3*8]<*b�N&�]803*b�n�8]<*6|5780<;5
ϕ ∈ H 1

2 (ΓR)

Tεϕ = k
∑

n∈Z

J ′
n(kR)Yn(kε)− Jn(kε)Y ′

n(kR)

Jn(kR)Yn(kε)− Yn(kR)Jn(kε)
ϕne

inθ,

8*)
(ϕn)

bA803)5LU_Q!bu>!8�Q�/X>!@_Q!3)57b :=Q|�O80<*69@BQ!6�:*Q
ϕ
p
(Jn)

Q?5
(Yn)

bA8]3M5 6AQ!b9n�Q?>?5A@_�0Q?VxQ?3)57b
UBQ!b|¾¤8]3*>?5A@B803*bº:=Q��\Q!bAb9Q!U�:*QEn*6AQ?Vx@_Q!6|Qa5�:*QF:*Q!<;�;@_w!VXQEQ?bAngw!>?Q]/
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�¸��'*¢ ��� � �
	v �+�,�¦¨��ª  cª��)����¡�"� 6��'*¢u¢�%�¡;,�¦¨ª '=�&¦¨¡g� ¢�'*%$£¤' �!¡g£¨+��&¦¨¡g�¯"��1+u�� ���±�+�';��¦¨¡g�
¦¨���0�M¥o%�'O£¤ 

^{NP3*buU_QL>�N]b�8*)
ω
Q!b95�:*QL¾¤8069VxQLKM<*Q?UB>?803*KM<*Q]p�3*8]<*b�n*6A80ng80b9803*b�U�N|57Q?>`W*3*@_K�<=Q\b9<*@1Ã

�PN]3)5AQ�ng80<*6L8]e=57Q?3*@B6 <=3x:*}a�0Q?UB80n*ngQ!VXQ!3)5\N]b��;VXn=5A8]57@_K�<=Qº:*Q
Tε−T0

/)�Lh~@_:*}!Q�n*69@B3*>?@1Ã
n*N]UBQ©>!8]3*bA@_b957Q&��N]n*n*698;>`W*Q?6

uϕε−uϕ0
n*N]6uUBNºbA80U_<=57@_803F:�h~<=3¸n*6980e*UBw?VxQ©Q¿�;5A}!69@BQ!<=6 �

ωε
p

8 )[b9Q!<*U_Q!VXQ!3)5EU�NvnON]6�57@_Q�n*6A@_3*>!@_nON]UBQD:*Q$U hi80ng}!67N�57Q!<=6�3*803;Ã­W*80VX80�0w!3=Q�Q!b95E>?803*bA@_:*}aÃ
69}!QP/;tLU_<*b\n=6A}!>?@Bb9}!VXQ!3)5�pMng80<*6©}?5A<*:*@BQ?6\UBN{�]NP6A@�N�57@B8]3

(Tε−T0)ϕ
N��0Q!>

ϕ ∈ H 1

2 (ΓR)
p

3=80<*b¸69Q!�)NP6A:*803=b¸:�h~N]eg806A:¯U_Qx>?80VXn�806�57Q?VxQ?3M5¸N]b��;VXn=5A8]57@_K�<=Qc:*Q
uϕε − uϕ0

p�>!QcKM<*@
Q?b95�3ONP5A<*6AQ?U���<fKM<*Q

(Tε − T0)ϕ = ∇(uϕε − uϕ0 ).n|ΓR
.

Â�80<*b�67NPn*n�Q?UB803=b�K�<=Q\ng80<*6
ε ≥ 0

Qa5
ϕ ∈ H 1

2 (ΓR)
p
uϕε
Q!b�5�U�NºbA80U_<=57@_803�:*<En*6A8]e*UBw?VxQ

� .0/1.&�  mQ?5�3*8]<*b�n*6AQ?3*803*b
N = 3

/O��N$�PN]69@�NP5A@B803
uϕε − uϕ0

Q!b�5�bA80U_<=57@_803v:*Q




∆(uϕε − uϕ0 ) + k2(uϕε − uϕ0 ) = 0
:ON]3=b

Dε,
uϕε − uϕ0 = −uϕ0

b9<*6
∂ωε,

uϕε − uϕ0 = 0
bA<*6

ΓR.

��.0/1.&G  

Â�80<*b�N]n*n=6A8�>`W*803*b
uϕε − uϕ0

nON]6
uε,ϕ

bA8]UB<=5A@B803v:*Q




∆uε,ϕ + k2uε,ϕ = 0
:ON]3*b

Dε,
uε,ϕ = −uϕ0 (0)

b9<*6
∂ωε,

uε,ϕ = 0
b9<*6

ΓR.

��.0/1.&�  

lmQa5A5AQEn=6AQ!VX@Bw?6AQ�NPn*n*6A8�>`W*Q�b9Q|µ9<=b957@ �OQ{¾¨N]>?@BUBQ?VxQ?3)5|nON]6ºU h~<;57@BU_@BbANP57@_803$:�h~<=3f:*}a�0Q?UB80n;Ã
ngQ!VXQ!3)5�:*QF¹uN��;U_806|:*Q

uϕ0
/OÂ�80<*b�N]n=n*6A8�>`W*803*b�Q?3*bA<*@157Q

uε,ϕ
nONP6

vϕε
p*N&�]Q!>

vϕε (x) =

vϕω

(x
ε

) Q?5
vϕω
Q!b�5�U�N�bA8]UB<=5A@B803v:*<�n*6980e*UBw?VxQ�Q¿��57}!69@BQ?<*6




−∆vϕω = 0

:*N]3*b
R3\ω,

vϕω = 0
� ∞,

vϕω = −uϕ0 (0)
bA<*6

∂ω.

��.0/IH]�  

Â�80<*b�Qa�;n*69@BVX803*b
vϕε
b980<*b�U�N¸¾¤8]6AVXQ

vϕε (x) = ε

(∫

∂ω

pω(x) dσ(x)

)
E(x) +O(ε2),

��.0/IH;.  

8 )
E
Q?b95ÆU�NTb980UB<;57@B8]3D}?UB}!VXQ!3)57N]@B69Q½:=<���N]n*U�NP>!@BQ?3DQa5

pω ∈ H− 1

2 (∂ω)
Q?b95 UBN�b980UB<;57@B8]3

:=QEU h~}?KM<ONP57@_803v@B3)5A}!�06AN]UBQ
∫

∂ω

E(y − x)pω(x) dγ(x) = −uϕ0 (0), ∀y ∈ ∂ω.

JL3�n�8]b7N]3)5
P ϕ
ω (x) =

(∫
∂ω
pω(x) dσ(x)

)
E(x)

pO3*80<*b�ng80<=�]803*b�}!>!69@B69Q

(uϕε − uϕ0 )(x) = εP ϕ
ω (x) +R(ε).

��.]/ H0H  
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È;@�3*80<=bT@_3M5A6A8�:*<*@_bA803*bmU hi80n�}?67NP5AQ!<*6
δT

:=} �O3*@�nONP6

δTϕ = ∇P ϕ
ω .n|ΓR

∀ϕ ∈ H 1

2 (ΓR),
��.]/ H]q* 

3*80<*b�80e=5AQ!3*8]3*b

‖Tε − T0 − εδT‖L(H
1
2 (ΓR),H−

1
2 (ΓR))

= O(ε).

lmQv6A}!b9<*U_57NP5�Q?b95$3*8]3yQa�;n*UB8]@_5`NPe*UBQPp�UBN VX}?57W=8;:*QdN]:�µ980@_3M5AQc�0}?3*}!6AN]UB@_bA}?QdQa�;@B�]Q
o(ε)Q?5{3=803

O(ε)
/�l�h~Q?b95�@_>!@�KM<�h~@_3)57Q!6���@BQ!3)5�U_QD¾¨N]@15�KM<*Q¸UBQ¸b���V�e�8]UBQ¸:=Q¸U hi80ng}!6ANP57Q?<*6�Q?b95

3*803;Ã­W*80VX80�0w!3=Q]/0t�80<*6L>?Q!U�N;p03*80<*bL>?806A69@B�0Q?803*b U hINPn*n*6A8��;@BVxNP5A@B803 ��.0/IH0H* un*N]6LU�N{n*69@Bb9Q
Q!3d>?80Vxn;57Q�:=<c57Q?6AVXQT:*@BN]�0803*N]U p)Q?3d<=57@_UB@_b7N]3)5½<*3c5AQ!6AVXQ�>!80696AQ!>a57@1¾

Qϕ
ω

p�bA80U_<=57@_803X:*Q
{

∆Qϕ
ω + k2Qϕ

ω = k2P ϕ
ω

:ONP3*b
D0,

Qϕ
ω = P ϕ

ω |ΓR

bA<*6
ΓR.

��.]/ HP�  

J©3�ng80b7N]3)5
δT

U hi80ng}!6ANP57Q?<*6|:*}��O3*@�nON]6

δTϕ = ∇(P ϕ
ω −Qϕ

ω).n|ΓR
∀ϕ ∈ H 1

2 (ΓR),
��.]/ H0�  

3*80<*b�80e=5AQ!3*8]3*b�UBQ�6A}?bA<*U15`NP5�:=}!bA@_6A}

‖Tε − T0 − εδT‖L(H
1
2 (ΓR),H−

1
2 (ΓR))

= o(ε).
� .0/IH]�  
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��N�n*69Q!VX@Bw!69Q|VX}?57W=8;:*Qº3=Qºn�Q?<=5 �?5A6AQ�<=57@_UB@_bA}!Q\KM<*Q�:ON]3*b©UBQm>�N]bL:�hi<*3$576980<XN&�0N]3)5

<*3*Q{¾¤8069VxQTnON]695A@B>?<*UB@_w!6AQP/=tuN]6|Q¿�=Q?Vxn=UBQ]p=:ON]3*b|U_Q{>`WON]n=@_5769QFH;p*3=80<*b|U hIN��08]3*bº<=57@_UB@_bA}!Q
n�80<=6½<=3c576980<x>?@B69>!<*UBN]@B69Q]/)�Lh~N&�PN]3)57N]�0Q�:*Q�>?Q?5A5AQ�VX}?5AW*8;:=Q�Q?b95mK�<�h~Q?UBUBQ�3*8]<*bmngQ!69VxQa5
:�hIN��]80@B6E<*3*QxQa�;n*6AQ?bAb9@B803yQ¿�=n=UB@B>?@_5AQx:*QxU�Nv�PN]6A@BNP57@_803

Tε − T0
p�>!QxK�<=@m3*80<=b¸:*803=3*Q

<*3*Q¸@_:*}!Q¸n*6A}?>!@Bb9Q¸b9<*6{UBQF57Q?6AVXQ¸:*8]Vx@_3ON]3)5�/�lmQ!ngQ!3=:ON]3)5�p�U_806Ab9KM<*Q¸U_Q¸n*6980e*UBw?VxQEQ!b�5
3*803;Ã­W*80VX80�0w!3=Q]p�U hi<=57@_UB@_b7NP5A@B803F:*Q\>!Q?5957QºVX}?5AW*8;:=Qmng80bAQ|egQ�NP<*>!80<=n�:*Qm:*@ /X>!<*U157}!bmZPU_Q
57Q!69VxQ��]}!3*}?67N]U�:*QEU�N�b9}!69@BQ�¾¨N]@_5|@B3)57Q?69�0Q?3*@B6�:*Q?b�¾¤8]3*>?5A@B803*bºb9n�}?>!@BN]UBQ?b��¤UBQ?b|¾¤803*>?5A@B803=b
:*Q �mQ!b9bAQ!Uo:ONP3*b©3*8]5769Q�>�N]b  ap)U hi}?5A<*:*Q�:*<$>!8]Vxng80695AQ!VXQ!3)5©:*<$57Q?6AVXQº�0}!3*}?67N]UOU_806Ab9KM<*Q
n→∞ Q?5

ε→ 0
pM>!803)�]Q!6A�]Q!3*>?Q{<*3*@1¾¤806AVXQº:*Q!b½bA}?6A@_Q!b!p1/1/_/;ÂT}!N]3*VX80@B3*b?p)UB8069bAKM<*Q�U hi803

>!803*3*N-,B5½VxN]UOUBQ?b½n=6A80n*69@B}a57}!b½:*Q�U hi80ng}!67N�57Q!<=6\KM<*Q�U hi803X}?57<=:*@BQPp�>?Q?5957Q�VX}?5AW*8�:*Q�n�Q?<=5
�?5769Qf<;57@BU_@Bb9}!Qj>!80VXVXQ�n=6AQ!VX@Bw?6AQfN]n*n*698;>`W=Q]/mÈ;@B3*8]3�p©U�N :*Q!<;�;@_w!VXQfVX}?5AW*8;:=Qf3*8]<*b
n�Q?6AVXQ?5|:�h~}a57<*:*@_Q!6|<=3j5A6A80<c:*Q{¾¤806AVXQ�KM<*Q?UB>?803*KM<*Q]p=Q!UBU_Q�Q?b95�:*803=>{n*UB<=b|�0}!3=}!67NPUBQ�Qa5
Q!UBU_Q{ngQ!6AVXQ?5�:�h~}a�;@157Q?6�egQ�NP<*>!80<=nf:*QF>!N]UB>?<*UBb?/

>I?A@B?�� � � E Ld�i�QH 
.� L5��K�� �;� E K N F3� F E
^�N]3*bLUBQ\>`WON]n*@15769Q�H;p]3=80<*b }a57<*:*@_803*b U h~}?KM<ONP57@_803�:*Q�R�Q!U_VxW*8]U_57Y\N��0Q?>º<*3*Q|>?803*:*@ÅÃ

57@B8]3v:*QE^�@B69@B>`W*U_Q?5�bA<=6�U_Q�e�8]6A:j:�hi<*3�5A6A80<j>?@B6A>?<*U�NP@B6AQP/*Â�80<*b�80e=5AQ!3*803=b

j(ε)− j(0) = − 2π

log(ε)
<(uΩ(x)pΩ(x)) + o

(
1

log(ε)

)
,
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j(ε)− j(0) = ε<
(
Aω(uΩ(x))pΩ(x)

)
+ o(ε),
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Aω(uΩ(x))
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j(ε)− j(0) = 4πε<(uΩ(x)pΩ(x)) + o(ε).
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αε =

{
α0

:ON]3=b
Ω\ωε,

α1
:ON]3=b
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α0

Q?5
α1
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ε ≥ 0
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∇.(αε∇uε) + βεuε = 0
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Ω,

∂nuε = h
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j(ε) = Jε(uε), ∀ε ≥ 0.
� .0/~q=.  
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ε ≥ 0
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aε(uε, v) = `(v), ∀v ∈ H1(Ω),
� .0/Iq0H* 
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aε(u, v) =

∫

Ω

αε∇u.∇v dx−
∫

Ω

βεuv dx,
� .0/Iq]q  

`(v) = α0

∫

Γ

hv dσ(x).
� .0/~q]�  
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(aε−a0)(u, v) = (α1−α0)

∫

ωε

∇u.∇v dx−(β1−β0)

∫

ωε

uv dx, ∀u, v ∈ H1(Ω).
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δa(u0, p0) = (α1−α0)∇u0(0).∇p0(0)−(β1−β0)u0(0)p0(0)
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j(ε) − j(0)
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Jε(uε) = Jε(u0) +DJε(u0).(uε − u0) + f(ε)δJ1 + o(f(ε)),

Jε(u0) = J0(u0) + f(ε)δJ2 + o(f(ε)),
��L
δJ1

!-�
δJ2

+0��&.� =
!-� 6 &)��� #
�*!,+:�*(,! � + B
��% =
(@?.!-&>=
!-&.� =
! ����� ��& / �F%H��& / ���
� Q
®j��¢L¡O�����;�? � D � !768%9+-�@!

δa ∈ R
��! � B
�.!

(aε − a0)(u0, pε) = f(ε)δa + o(f(ε)),
��L
pε

!,+-� ��� +0� � ��� %H��&$=
!
aε(w, pε) = −DJε(u0).w, ∀w ∈ H1(Ω).

Â�80<*b|3=8]57803=bºK�<=Q{U hiW)�;ng8]5AW*w!b9QEH¸Q!b95º�]}!69@ �O}?Q�n�80<=6m<*3*Q�UBN]6A�]Q�>!UBN]bAb9Q{:*Q�¾¤8]3*>?5A@B803*b
>?8*+=5Ab!/oÂT8]<*b�80e=57Q?3*803*bTN]U_806Ab|U_Q{57W*}?806Aw?VxQFb9<*@_�PN]3)5�/
�D���M¡o%���ª  � � � 1 � � % � � %H��& Jε(uε) − J0(u0) � =2�"!-� � !�=
(-12! � �,? ?.!-�"!-&.� � +�����? �
�@��� % B
��!:+-�
%'1 � &.� 3

Jε(uε)− J0(u0) = f(ε)δj + o(f(ε)),
��L
δj = δa + δJ

!-�
δJ = δJ1 + δJ2 Q



� # �������������! #"� ;���&%�')(*'O+�,

�O803=>?57@_803v>!8 +=5
j(ε) δJ

J(uε|Γ) 0∫

Ω

αε|uε − ud|2 dx (α1 − α0)|ω||u0(0)− ud(0)|2

1

2

∫

Ω

αε|∇(uε − ud)|2 dx
1

2
(α1 − α0)(∇u0(0)TMω∇u0(0)− |ω||∇u0(0)|2

+|ω||∇u0(0)−∇ud(0)|2)

������� .0/1. 2 �O803=>?57@_803*bº>?8*+=57b�nONP6957@_>!<*U_@Bw?6AQ!b �¨@B3=W*80VX80�0}!3=}!@_5A}( ¿/

�¸¡gª ¢�'*%�'O¦¨�!¡g��"� ;�Xª��)����¡�"� ;�
Â�80<*b�N��08]3*b�n*6A}?bAQ!3)5A}E:=Q!<;�dVx}a57W*8�:*Q!bº:=@_��}!6AQ?3)57Q!bºng80<*6\5767NP@_57Q?6|<*3vn*6980e*U_w!VXQ

:�h~@_3*W*80VX80�0}?3*}!@157}P/º��N n*69Q!VX@Bw!69Q Qa�;@B�0Q[<*3*Q[5769803*>�N�57<*69Q«:*< :*80VxN]@B3*Q#KM<*@E6AQ?3*:
U hi}?57<=:*Qv:�hi<*3*Qv¾¤803*>a57@B8]3y>!8*+=5$�]}!3*}?67N]U_Qv<*3 ngQ!< >?80Vxn=UB@BKM<*}?Q �¤�]80@B6�n*N]6�Qa�;Q!VXn*U_Q
kIH]��r  ¿/���Nd:*Q!<��=@_w!VXQ�}?��@157Q�UBQ?b{n*6980e*UBw?VxQ?b{:*Q�UBNx5769803*>�N�57<*69Q�Q?5FQ!U_UBQD3*80<*b�ngQ!69VxQa5
:�h~}a57<*:=@BQ!6cn*UB<*bx¾¨N]>!@_UBQ!VXQ!3)5x<*3*Q#UBN]6A�0Qf>!UBN]bAb9QS:*Q ¾¤803=>?57@_803*bd>?8*+=5Ab!/ºt�80<*6c5A80<=57Q?b
>!Q!bº6AN]@Bb9803*b?p=3*80<=bº<=57@_UB@Bb9803*b\U�N¸:*Q?<;�;@Bw?VxQ{VX}?5AW*8�:*Q{ng80<*6º80e=5AQ!3*@_6mU h~Q¿�=n=6AQ!b9bA@_803j:*Q
U h~N]b9��VXn=578]5A@BKM<*Q�5A80ng80UB80�]@BKM<*Q]/

>I? � ?�� � � E Ld�i�QH 
.� L5��K�� �;� E K N F3� F E
^�N]3*b{U_Q¸>`WON]n=@_5769Q¸�*pg3*80<=b{}?5A<*:*@B8]3*b�U h~}?K�<*NP57@_803 :*Q�RTQ!U_VxW=80U_5AYEQ?3#:*@BVXQ!3=bA@B8]3

N
p�ng80b9}!Q$:ON]3*bF<*3 :*8]VcN]@_3*Q�>?803)57Q!3*N]3)5D<=3*Q�@B3*W=80Vx8]�0}!3*}?@_5A}

ωε = εω
/���8069bAKM<*Q

ω
Q?b95x:*Qv¾¤806AVXQvKM<*Q!U_>!803*KM<*QPp©U hiQa�;n*6AQ?bAb9@B803 :*QjU h~N]b9��VXn=578]5A@BKM<*Qd5A80n�8]UB80�0@_KM<*QdQ!b�5

:*803*3*}?QFnON]6

j(ε)− j(0) = εN<
{

(α1 − α0)∇u0(0)TMω∇p0 − (β1 − β0)|ω|u0(0)p0(0) + δJ
}

+o(εN),
8*) Mω

Q?b95�<*3*Q�VxNP5A6A@B>?Q�KM<*@�:*}?n�Q?3*:�:*Q�U�ND¾¤8]6AVXQ{:*Q
ω
/*^{NP3*bºUBQ{>!N]b�nON]6�57@B>?<*UB@_Q!6

8*)
ω
Q?b95�U�N�eg80<*UBQ�<*3*@_5A}]pO3*8]<*b�80e=57Q?3*803*b

j(ε)− j(0) = εN<
{
Nα0(α1 − α0)

(N − 1)α0 + α1
|ω|∇u0(0).∇p0(0)− (β1 − β0)|ω|u0(0)p0(0)

+δJ}+ o(εN).
ÂT8]5A803*b©KM<*Q�U_Q�5AQ!69VxQ

δJ
KM<*@gN]n*n*N]67N-,_5©:ON]3*b½>!Q?b\¾¤8069V�<*U_Q!b©:*}!ngQ!3=:c:*Q�U�N�¾¤803*>a57@B8]3

>!8*+=5©}a57<*:=@B}!Q � �080@_6L¹ÆNPe*UBQ!N]<j.0/_.( a/0Â�80<*b©80e=5AQ!3*8]3*b½N]<*bAb9@OU hiQa�;n*69Q!bAb9@B803$:*Q�U hIN]b���Vxn;Ã
578]5A@BKM<*Qm5A80n�8]UB80�0@_KM<*Qm:ONP3*b©UBQ|>!N]bL8*)

ω
Q!b95½<*3=Q�Q?UBU_@Bn*b9Qm:*Q��06AN]3*:$N��;Q

a
Qa5©:*QºngQ?57@15

N��;Q
b
/o^{NP3*b�>!Q?5957QEbA@157<ONP5A@B803�p=U�N�VxNP5A6A@B>?Q Mω

Q?b95�:*803=3*}!QEnON]6

Mω = πab




α0(1 + a) + α1(b− 1)

α0a+ α1b
0

0
α0(1 + b) + α1(a− 1)

α0b + α1a


 .
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24U Q?b95E@B3)5A}!6AQ?bAbAN]3)5D:=Q��080@_6��¤¾¤8069VxQ?UBU_Q!VXQ!3)5  �K�<=Q�bA@
α1 → 0

p
β1 → 0

p
α0 = 1Qa5

β0 = k2 p©3*8]<*bc80e;57Q!3=803*bc:=Q!bx¾¤8]6AV�<*U_Q!b$:�h~N]b9��VXn=578P57@BKM<*Q�5780ng80U_80�0@BKM<*Qvng80<*6U h~}?KM<ONP57@_803y:*QjR�Q!UBVXW*80U157YcN&�]Q!>�<*3*Qv>?803*:*@157@B8]3y:*QjÂTQ?<*VcNP3*3 bA<*6�U_Qve�8069:y:�hi<*3
5A6A80<�/OtÆN]6�Q¿�=Q?Vxn=UBQ]pO:*N]3*b�UBQ�>!N]b�:�h~<=3�5A6A80<�bAn*W=}!6A@_KM<*Q]pO3*8]<*b�80e=57Q?3*803*b

j(ε)−j(0) = εN<
{ −N
N − 1

|ω|∇u0(0).∇p0(0) + |ω|k2u0(0)p0(0) + δJ

}
+o(εN).

^�N]3*b�UBQ�>!N]b�:�h~<=3f576980<jQ!U_UB@Bn;57@BKM<*QPp;UBN�VcNP5A6A@_>!Q Mω
Q!b�5�:*8]3*3*}!QFnONP6

Mω =

(
π(a+ 1)b 0

0 π(b + 1)a

)
.

JL3¸¾¨NP@Bb7NP3M5�57Q?3*:*69Q
b
�0Q?6Ab

0
pP3=80<*bÆ69Q?5A6A80<=�]803*buU�Nº¾¤806AV�<=UBQ©:ON]3*buUBQ½>�N]bu:�hi<*3*Q �*bAbA<=6AQ

ki�PrLZ
ω = [−a, a]× {0} /*J©U_UBQ�Q?b95�:*803*3=}!QFnON]6

j(ε)− j(0) = ε2<
(
−πa(∇u0(0).n)(∇p0(0).n) + δJ

)
+ o(ε2),

8 )
n

Q?b95T<*3v�0Q?>?57Q?<*6�3=806AVxN]U ��UBN��*bAbA<=6AQ]/
^{NP3*bºUBQT>`WON]n*@1576AQ��;p=3*8]<*bº}?5A<*:*@B8]3*b|UBQ?b|}!KM<ON�57@B8]3*b|:*Q �fN���¶mQ?UBU�Q?3v:*@BVXQ!3*b9@B803

N = 3
/�tLUB<=b{n*6A}?>!@_bA}!VXQ!3)5!p�n�8]<*6�578]<=5

ε ≥ 0
p�3*80<=b�>!803*b9@B:*}?6A803=b

Hε
UBNxb980UB<=5A@B803

:*N]3*b
H(
698]5
,Ω)

:*Q

∇× (αε∇×Hε) + βεHε = 0
:ON]3=b

Ω,

N��]Q!>j<*3*Qv>?803*:*@157@B8]3¯N]<;�¯UB@_Vx@157Q!bFb9<*6
Γ
/ ^{N]3=b�UBQd>!N]b�:�hi<*3*Qv@B3=W*80VX80�0}!3=}!@_5A}x:=Q

¾¤8]6AVXQ�K�<=Q!UB>?803*KM<*QPpg3=80<*b�80e=5AQ!3*803=b

j(ε)− j(0) = ε3<
{

(α1 − α0)∇×H0(0).Mω

(
α1

α0

)
∇× p0(0) + β0

(
1− β0

β1

)

H0(0).Mω

(
β0

β1

)
p0(0)

}
+ o(ε3),

8 ) Mω
Q!b�5º<*3*QTVcN�576A@_>!Q�:*Q�ng80UBN]6A@_b7NP5A@B803�KM<*@�:*}!ngQ!3*:v:=Q�U�NF¾¤806AVXQ�:*Q

ω
/�^{N]3=bmUBQ

>!N]b�:�hi<*3*QE@B3*W*8]Vx80�]}!3*}?@_57}TbAn*W=}!6A@_KM<*Q]po3*80<=b�8]e=57Q?3*803*b

j(ε)− j(0) = 4πε3<
{
α0(α1 − α0)

α0 + 2α1
∇×H0(0).∇× p0(0) +

β0(β1 − β0)

β1 + 2β0
H0(0).p0(0)

}

+o(ε3).

��8069bAKM<*Q
α1 → 0

p
β1 → 0

p
α0 = 1

Qa5
β0 = −k2 p*3=80<*b�80e=5AQ!3*803=b �¤¾¤8069VxQ?UBUBQ?VxQ?3)5  UBN¸¾¤806AV¸<*UBQ�:ONP3*b�UBQ�>�NPb�:�h~<*3=QEe=@BUBU_Q{VX}?5`NPUBUB@_KM<*Q]/;JLUBUBQ�Q!b95�:*8]3*3*}!QEnON]6

j(ε)− j(0) = 2πε3<
{
−2∇×H0(0).∇× p0(0) + k2H0(0).p0(0)

}
+ o(ε3).
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2 6AQ?>!803*b�5769<*>?5A@B803�:*< n=6A8 �OU�:=< bA8]U�Q!3 <;57@BU_@BbAN]3)5ºUBQF�06AN]:*@BQ?3)5º5780ng80UB8]�0@BKM<*Q�nONP667N]n=n�806�5 �$U hi@B3*b9Q!695A@B803c:*QFe*@BU_UBQ!bm:*@B}?UBQ!>a5769@BKM<*Q!b?p
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Ω
<*3

:*80VxN]@B3*Qºeg80693*}�:*<cn*UBN]3�/MÄ�3*QTn*N]695A@BQ
Γ0
:*<Xe�8]6A:cQ?b95\:*} �*3*@BQ�nON]6©:*Q?<;�xbAQ!�]VxQ?3M5Ab

¾¤806AVxN]3)5c<=3 N]3*�0U_Q :*Q bA80VXVxQa5vz �¤U hi806A@_�0@B3*Q! ¸Q?5v:=QSVxQ?bA<*69Q
λπ
p
0 < λ ≤ 2

/
ÂT80<*b\3*8]5A803*b

uΩ
UBNDb980UB<=5A@B803X:*<dn=6A80e*U_w!VXQT:=Q���N]n*U�NP>!Q�n�80b9}�:ONP3*bmU_Q�:*80VxN]@_3*Q

Ω
p

�0}!69@ �oNP3M5
u = 0

b9<*6
Γ0

Q?5¸<*3*Qc>?803*:*@157@_803 NP<;�«UB@BVX@_5AQ!b�b9<*6
Γ1 = ∂Ω\Γ0

/utu8]<*6
ε > 0

� NPbAbAQ?Y¸ngQ?5A@_5  ¿p*3*80<=b�>?803*b9@B:*}?6A803*b�UBQ�:=80VcNP@B3*Q{ngQ!6�57<*69e�}
Ωε = Ω\Sε

pO8*)
SεQ!b95©U_Qmb9Q!>?5AQ!<*6©:*}��O3*@*n*N]6

Sε = {(r, θ); 0 ≤ r < ε, 0 ≤ θ ≤ λπ} /0Â�8]5769Qºe*<=5LQ?b95©:*Q:*803*3*Q?6�<*3*Q©Qa�;n*69Q!bAb9@B803¸N]b9��VXn=578P57@BKM<*QL:=Q½UBNm�PN]6A@BNP57@_803
J(uΩε)−J(uΩ)

p�8 )
uΩε

Q!b�5
U�N�bA8]UB<=5A@B803v:*<�n*6980e*UBw?VxQ�:=QD��N]n=U�N]>?Q�n�80b9}F:ON]3*b�UBQ�:=80VcNP@B3*Q{ngQ!6�57<*69e�}EN��0Q?>D<=3*Q
>!803*:=@_57@_803c:=QF^�@B69@B>`W*U_Q?5|@_Vxng80b9}!Q{b9<*6|U h~N]69>{:*Q{>?Q!6A>?UBQ\µ980@_�03ON]3)5mUBQ!bm:*Q!<;�vbAQ!�]VxQ?3M5Ab
:*<dbAQ?>?5AQ!<*6

Sε
/;��NDVx}a57W*8�:*Q{NP:�µ980@B3)5AQT�0}?3*}!6AN]UB@_bA}?QTQa5ºU�NF57Q!>`W=3*@BKM<*Q{:=QT5769803*>!NP57<*69Q

bA803)5�n=6A80ng80bA}?Q!b�ng80<*6D6A}?bA80<*:=6AQd>?Qdn*6A8]e*UBw?VxQP/u^�N]3*b�U_Qx>!N]b¸8*)
λ−1 ∈ N∗ pu3*8]<*b80e=57Q?3*803*b

J(uΩε)− J(uΩ) = π

[(
1

λ

)
!

]−2

ε2/λ∂
1/λuΩ

∂x1/λ
(0)

∂1/λpΩ

∂x1/λ
(0) + o(ε2/λ),

8*)
pΩ

Q?b95¸U hi}?5`N�5�N]:�µ980@B3)5�/�Â�80<*b¸69Q!VxN]6AKM<*8]3*b¸KM<*QxU hiQa�;n*6AQ?bAb9@B803¯:=<¯�067NP:*@BQ?3M5E578�Ã
n�80U_80�0@_K�<=Q�:*}?n�Q?3*:f:=QEU hINP3*�0UBQ�:*Q�bA@_3*�0<*UBN]6A@157}¸Z=n*UB<*bºU hINP3*�0UBQ�Q!b95�ngQ?5A@_5ºQa5Tn=UB<*bº:*Q?b
:*}!69@_�0}?Q!b�:�hi806A:*69QF}!UBQa�0}F:*QFU hi}?57NP5�:*@_6AQ!>a5�Q?5�:*QFU hi}?57NP5�N]:�µ98]@B3)5�N]n*n*N]67N]@_bAb9Q!3)5�/

Â�80<*bmN&�]803*b\n*6A}?bAQ!3)5A}{>!@ÅÃ4:*Q?bAbA<=bmUBQ?b\n=6A@B3=>!@Bn*N]<;��5AW*w!VXQ!bmN]e�8]6A:*}�:ON]3*b\UBQ?b½>?@B3*K
N]695A@B>!U_Q!b�KM<*@�>!803*b�57@157<*Q?3M5�>!Qa5A57QE57W*w?bAQP/�lmQ!ngQ!3=:ON]3)5�p�:*<f5A67N��PN]@BU�69Q!b95AQ$�X¾¨NP@B6AQF:ONP3*b
>!Q?5957Q\:*@B69Q!>?5A@B803�/PJL3�n*N]695A@B>!<=UB@BQ?6!p�U_Q!bun�80@_3)57b�bA<*@1�]NP3M5AbÆVX}!69@_57Q?67N]@_Q!3)5�:�h �?5769Qm}a57<*:*@_}!b\Z
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®j��¢L¡O���� ;�!¦ �j� � � !-�*!�!768%9+-�J+ � +0!,+
B
��% � %'&)! � � � &>= / ��&.� %'&.����� + � ���-� δa � � +0!-� %	�
� %'&)! � � � &>= / ��&.�F%'&.�.��� + � ��� � δl ��� &>= � �*! �2� � ��& / � %H��& f(ε) > 0

=
!JIK&)!O= ��&
R∗

++-� /�� � � � �

lim
ε→0

f(ε) = 0,
� H;/IH* 

‖aε − a0 − f(ε)δa‖L2(V) = o(f(ε)),
� H;/~q  

‖lε − l0 − f(ε)δl‖L(V) = o(f(ε)),
� H;/i�  


 � !-�*! L(V) < �*!,+@?.! / � %'12! � � L2(V) A =
!-&)���@!,+:� � !P+@? � / ! � � / ��&.� %'&.�.��� + � &>=E+0!-� % � %	�&)! � � < �*!,+@?.! / � %'12! � �E+0!,+
B
��% � %'&)! � � A � ��� � +E��& V Q
®j��¢L¡O���� ;�!¦ � � � � !-�*!E!768%9+-�'+ � / ��&;+-� � &.� α > 0

+-� /�� � � � �

inf
u6=0

sup
v 6=0

|a0(u, v)|
‖u‖V‖v‖V

≥ α.

� !:+ � ��� � � � a0
+ � � %9+JI !,+ � � !4%'& � �H+-� ? / ��&>=2%'� %H��& Q



� � �¸��  �&¡o¢L¡g£¨¡o¥g¦ §0'*£½'O�a��ª ¢��&¡O��¦ §v¬­¡o%X����  ®f �£¨ª¯��¡g£ �&°v �±�+�'=��¦¤¡��

´º>!>!8]6A:*@_3*�S578 � H;/Iq* apu5AW*Q!69QvQa�;@Bb�57b$NS>?803*b957N]3)5
β > 0

�¨@B3=:*Q!ngQ!3*:=Q!3)5$8]¾
ε
 DbA<=>`W

57WONP5
inf
u6=0

sup
v 6=0

|aε(u, v)|
‖u‖V‖v‖V

≥ β ∀ε ≥ 0.

�o8]6
ε ≥ 0

p ¶mQjb9<*n*ng80bAQj57WON�5�57W*Qv¾¤80U_UB8&¶�@B3*�fn*6A8]e*UBQ?V�WONPbX8]3*QjbA80U_<=57@_803 Z �O3*:
uε ∈ V

bA<*>`W�57WONP5
aε(uε, v) = lε(v) ∀v ∈ V. � H;/I�* 

´º>!>!8]6A:*@_3*�#578[R���ng8]57W*Q?bA@_bcH�pÆ57W*@_b�bA8]UB<=5A@B803y@_b�<*3*@BKM<*QP/ � QvW*N&�]Q�5AW*Qd¾¤80U_UB8&¶�@B3*�
UBQ!VXVxN=/
�½ �ª¯ª 'Ç� D � � �,?.��� � !,+0!,+ � � &>=�� � �*!:+ � �F%9+JI !O= � � !-&

‖uε − u0‖V = O(f(ε)).

� �*�0� � /M2­5m¾¤8]UBUB8&¶�bL¾¤6A8]V³R���n�8]5AW*Q!b9@Bb|HF57W*NP5m5AW*Q!69Q�Qa�;@_b957b
vε ∈ V, vε 6= 0

b9<*>`Wd57W*NP5

β‖uε − u0‖V‖vε‖V ≤ |aε(uε − u0, vε)|,
¶�W*@B>`W�@BVXn*UB@_Q!b

β‖uε − u0‖V‖vε‖V ≤ |aε(u0, vε)− lε(vε)|
= |aε(u0, vε)− (lε − l0 − f(ε)δl)(vε)− l0(vε)− f(ε)δl(vε)|
= |(aε(u0, vε)− a0(u0, vε))− (lε − l0 − f(ε)δl)(vε)− f(ε)δl(vε)|
≤ |aε(u0, vε)− a0(u0, vε)− f(ε)δa(u0, vε)|+ |lε(vε)− l0(vε)− f(ε)δl(vε)|

+f(ε)(|δa(u0, vε)|+ |δl(vε)|).
ÄTbA@_3*�XR���ng8]57W*Q?bA@_bE.]p=¶mQE80e=57N]@B3

β‖uε − u0‖V‖vε‖V ≤
(
o(f(ε)) + f(ε)(‖δa‖L2(V)‖u0‖V + ‖δl‖L(V))

)
‖vε‖V .

�lm8]3*bA@_:*Q!6�3*8&¶yNº>?80b95�¾¤<*3=>?57@_803
j(ε) = J(uε)

p�¶�W*Q!69QL57W*QL¾¤<*3*>a57@_803ON]U
J
bANP57@_b �OQ?b

J(u+ h) = J(u) + <(Lu(h)) + o(‖h‖V) ∀u, h ∈ V. � H;/~�  
RTQ!69Q]p

Lu
@_b N�U_@B3*Q!N]6ÆNP3*:�>!8]3M5A@B3M<*80<=bÆ¾¤806AV 803 V / �«Q|bA<*n=n�80b9Qm57W*NP5Æ5AW*Q|n*6980e*UBQ?V Z

�O3*:
p0 ∈ V

b9<*>`Wf5AWONP5

a0(v, p0) = −Lu0
(v) ∀v ∈ V, � H;/I�* 

WON]bENv<*3*@BKM<*QXbA8]UB<=5A@B803
p0
p�>�N]U_UBQ!:S5AW*QxN]:�µ980@_3M5{b95`N�57Q]/��O806

ε ≥ 0
p�¶mQX:*Q �*3*Q$57W*Q

U�N]�06AN]3*�0@BN]3d80ngQ!6ANP578]6 Lε e)�

Lε(u, v) = J(u) + aε(u, v)− lε(v) ∀u, v ∈ V.
¹ºW*QF3*Qa��5�57W*Q?806AQ?V��0@_�]Q!bº57W=QDNPb9��Vxn;578]5A@B>�Qa�;nONP3*bA@_803j8]¾

j(ε)
/



� � � ��¥o ;�� M%�'O£ ¦¤°) �" 'O"
	!¡g¦¨���xª  )����¡�" � �

�D�� M¡o%� �ª � D � ��� ?.��� � !,+0!,+ � � &>= � � �*!:+ � � %9+JI !O= � � � !-&

j(ε)− j(0) = f(ε)<(δL(u0, p0)) + o(f(ε)),
� H;/~G  


 � !-�*! u0
%9+�� � ! +0� � ��� %H��& ��� � B
� � � %H��& < � Q��-A 
 %'� � ε = 0 � p0

%9+P� � ! � =
� ��%'&.��+-� � �@! �+0� � �
� %H��&���� �G�*�2# � !-� < � Q �7A � &>=

δL(u, v) = δa(u, v)− δl(v), ∀u, v ∈ V.
�G�*�0� � / �«QFWON��0QF57WONP5

j(ε) = Lε(uε, v) ∀ε ≥ 0, ∀v ∈ V.
Â�Qa��5�pO>`W=8;80b9@B3*�

v = p0
p=¶\QD8]e=5`N]@_3

j(ε)− j(0) = Lε(uε, p0)− L0(u0, p0)

= J(uε)− J(u0) + aε(uε, p0)− a0(u0, p0) + l0(p0)− lε(p0)

= J(uε)− J(u0) + <(aε(uε, p0)− a0(u0, p0))− <(lε(p0)− l0(p0))

= J(uε)− J(u0) + <(aε(uε, p0)− a0(uε, p0) + a0(uε − u0, p0))

−<(lε(p0)− l0(p0)− f(ε)δl(p0))− f(ε)<(δl(p0)).

Ä�bA@_3*� � H;/~�  ap;¶mQEWON��0QF57WON�5

J(uε)− J(u0) = <(Lu0
(uε − u0)) + o(‖uε − u0‖V).

R�Q!3*>?Q]p

j(ε)− j(0) = <(aε(uε, p0)− a0(uε, p0)) + <(a0(uε − u0, p0) + Lu0
(uε − u0)) + o(‖uε − u0‖V)

−<(lε(p0)− l0(p0)− f(ε)δl(p0))− f(ε)<(δl(p0)).

Ä�bA@_3*��57WONP5
p0
@_b|57W*QEN]:�µ98]@B3)5�bA80U_<=57@_803�p�¶mQE80e=57N]@B3

j(ε)− j(0) = <(aε(uε, p0)− a0(uε, p0)) + o(‖uε − u0‖V)

−<(lε(p0)− l0(p0)− f(ε)δl(p0))− f(ε)<(δl(p0))

= <((aε − a0)(u0, p0)) + <((aε − a0)(uε − u0, p0)) + o(‖uε − u0‖V)

−<(lε(p0)− l0(p0)− f(ε)δl(p0))− f(ε)<(δl(p0)).

2­5�¾¤80U_UB8&¶�bm¾¤6980V�R��;ng8]5AW*Q!b9@BbF.E5AWONP5

j(ε)− j(0) = f(ε)<(δa(u0, p0)) + o(f(ε)) + f(ε)<(δa(uε − u0, p0)) + o(f(ε))‖uε − u0‖V
+o(‖uε − u0‖V)− f(ε)<(δl(p0)).

�u@B3ON]U_U_�]p�¾¤6980V���Q!VXVxNd.DNP3*:�5AW*QFW)�;ng8]5AW*Q!b9@Bb
limε→0f(ε) = 0

p;¶mQEWON��0Q

j(ε) = j(0) + f(ε)<(δa(u0, p0)− δl(p0)) + o(f(ε)),

b9@B3*>?Q
δa
@_bº>!803)57@_3M<*80<*b�e)�jN]bAb9<*VXn=57@_803�/

�



��� �¸��  �&¡o¢L¡g£¨¡o¥g¦ §0'*£½'O�a��ª ¢��&¡O��¦ §v¬­¡o%X����  ®f �£¨ª¯��¡g£ �&°v �±�+�'=��¦¤¡��

�� ; � � ��� � ������
��"4�	���-9�,� �

243[57W*@_bFbAQ!>a57@_803�p�¶mQxb95A<*:=�«N�n=6A80e*U_Q!V	8P¾ºN�¶mN��0Qx�0<*@B:=QxNPb¸Nj>!80VXng803*Q!3)5D8]¾
NdbAnONP5A@�N]UuN]3)57Q?3*3ONd¾¤Q!Q?:*@B3=�vb9��b95AQ!V�/ �mQ!>!N]<*b9Q$5AW*Q�¶mN&�]Q$�0<*@B:=Q O W*N]b�Nd<*3*@1¾¤806AV
57W*@_> ��3=Q!bAb?p O = Ω×]a, b[

p
Ω ⊂ R2 N]3*:«5AW*QcQ?UBQ?>?5769@B>��OQ?UB: W*N]b�Nj�0Q!6�57@_>�N]U½n�8]U�N�Ã6A@BY!NP57@_803 �¤3*806AVxN]U½578

Ω
 ap 5AW*Q

3D
n*6980e*UBQ?V�>!N]3 e�Qj6AQ?:*<*>?Q!: 578[N

2D
n*6A80e=UBQ!V

@B3
Ω
p�>�N]U_UBQ?:S57W*QXR�Ã­n*U�NP3*Q�Vx8�:*Q?U /%�«QXN]bAb9<*VXQX5AWONP5

Ω
@BbFNj:*80VxN]@B3#8]¾

R
2 ¶�@_5AWN�69Q!�0<*UBN]6�eg80<*3*:ONP69�

Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ ... ∪ ΓN
p
N ∈ N∗ / �«Qx:*Q?3*8]5AQxe)� uΩ

5AW*Q
3*806AVxN]UO>?80Vxng803*Q?3)5\5A8

Ω
8]¾�5AW*Q�Q?UBQ?>?5769@B> �OQ!U_:�/M2­5|@_bmNEbA80U_<=57@_803X5A8D5AW*Q�R�Q!U_VxW*8]U_57Y

n*6A80e=UBQ!V Z




∆uΩ + k2uΩ = 0
@_3

Ω,
uΩ = 0

8]3
Γ0,

∂nuΩ − ikuΩ = hj
803

Γj, j = 1, 2, ..., N,

� H;/I�* 

¶�W*Q!69Q
∂nuΩ

@Bb�57W=Qf3*8]6AVxN]U|:*Q?6A@_�PNP5A@_�]Q�8P¾
uΩ
p
k ∈ {k ∈ C∗/=(k) ≥ 0} NP3*:

hj ∈ H
1

2

00(Γj)
′ ¾¤806EN]U_U j ∈ {1, 2, ..., N} /�¹ºW*Q �*6Ab95¸e�8]<*3*:ON]6�� >!803=:*@_5A@B803[VxQ!N]3*b57WONP5

Γ0
@_bEN�ngQ!6�¾¤Q!>?5DVXQ?5`NPUBUB@_>¸b9<*69¾¨N]>?Q]/ �»W*Q?3

hj = 0
p�5AW*QXU�N]b�5DQ?KM<ONP57@_803[@BbEN]3

N]n*n*698&�;@_VcNP5AQ|N]e=bA8069e*@B3*��eg80<*3=:ON]69�D>!8]3*:*@_5A@B803��¤57W=Qº3*806AVxN]U�@B3*>?@B:*Q?3)5Ln*U�NP3*Qm¶mN&�]Q!b
N]6AQ�>?80VXn*UBQa57Q!U1�SNPe*bA8069e�Q?:# a/%�»W*Q!3

hj 6= 0
p�@_5{@Bb�Nd576AN]3*b9Vx@_bAbA@_803S>?803*:*@157@B8]3�/ �«Q

n*6A8&�0QT@B3x´�n*ngQ!3*:=@1�dH;/I�;/_.�57WON�5|tL6A8]e*UBQ?V � H;/~�  ©W*N]b\8]3*Q{N]3=:d803*U1�$803*Q�bA80U_<=57@_803x@_3
57W*QERT@_UBegQ!6�5ºbAnONP>!Q

VΩ = {u ∈ H1(Ω), u = 0
8]3

Γ0}.
� H;/_.��  

RTQ!69Q[N]3*:»@B3 57W=Q ¾¤8]UBUB8&¶�@_3*�*p½N]UBUT57W*Q«È;80eg80U_Q?� bAnON]>?Q!b�@B3)�08]U_�0Q >?80Vxn=UBQa�MÃ �]NPUB<*Q?:
¾¤<*3*>?5A@B803=b!/

�O806uN��0@1�0Q?3
x ∈ Ω

pPU_Q?5u<*b >!8]3*bA@_:*Q!6�57W*Q\n�Q?69¾¤806ANP57Q?:�80ngQ!3¸b9Q?5
Ωε = Ω\B(x, ε)

p
¶�W*Q!69Q

x
@_bfNÇn�8]@B3)5�8]¾

Ω
p
B(x, ε)

@Bbv57W*Q«eON]U_U�8]¾�>?Q!3)57Q?6
x
N]3=: 8]¾�6AN]:*@_<*b

ε�¨bAQ?Q �Æ@B�]<*6AQSH;/_.( a/�� Q N]b9bA<*VXQ 5AWONP5
ε > 0

@BbcbAVxN]UBU�Q!3=80<*�0W�p|N]3*:�¶\Q#:*Q!3*8P57Q
Σε = ∂B(x, ε)

/Æz�<=6¸N]@_V @Bb�578f�0Q?5E57W=QcbAQ?3*bA@157@1�;@154�[N]3ON]U1��bA@BbF8]¾
uΩε

p�egQ!@B3=��5AW*Q

Ω

Γ

Γ0

1

j

Γ2

Γ

Ω ε

Σε

����� � H�/_. 2 ¹ºW*QF@B3*@157@BN]U�:=80VcNP@B3jN]3*:j57W=Q�b7N]VXQF:*80VxN]@B3jNP¾ 5AQ!6|5AW*QFn�Q?69¾¤806ANP57@_803�/



� � � � ��')(g  ¥g+�¦ "�  ¢�%�¡ �u£¤ ;ª � �

<=3*@BKM<*QFbA8]UB<=5A@B803 �¤bAQ!QE´�n=n�Q?3*:*@1��H;/ ��/_.  ©578�Z




∆uΩε + k2uΩε = 0
@B3

Ωε,
uΩε = 0

803
Γ0,

uΩε = 0
803

Σε,
∂nuΩε − ikuΩε = hj

8]3
Γj, j = 1, 2, ..., N,

� H;/1.0.  

¶�@157W�6AQ?bAngQ!>?5T578
ε
NP5
ε = 0

/O¹ºW*QDbA80U_<=57@_803j8]¾©tL6A80e=UBQ!V � H;/1.0.  |@Bb�:*Q��O3*Q!: 803�5AW*Q
�PN]69@�N]e=UBQ�80n�Q?3vbAQa5

Ωε
pM57WM<*bº@15|egQ!UB8]3*�0b\5A8$ND¾¤<*3*>a57@_803ON]UgbAnONP>!Q{¶�W*@_>`W�:=Q!ngQ!3*:*bº8]3

ε
/OR�Q!3*>?Q]pO@1¾�¶\QF¶|N]3)5�578�:=Q!6A@1�0Q�57W=QDNPb9��Vxn;578]5A@B>{Q¿�=n*N]3*bA@_803�8]¾uN�¾¤<=3*>?5A@B803j8]¾�57W=Q
¾¤8]6AV

j(ε) = J(uΩε),
� H;/1.�H* 

¶\Q�>�NP3*3*8]5|N]n*n*U1�x:=@B6AQ?>?5AU_�$57W*QT578�80UBb½8]¾uÈ;Q?>?57@_803jH;/IH;pM¶�W*@B>`Wv69Q!KM<*@_6AQ�N��;�=Q?:v¾¤<*3*>aÃ
5A@B803*N]U)bAnONP>!Q]/P243�>!UBN]bAb9@B>!N]UMbAWON]ngQm8]n=57@_Vx@_Y�NP5A@B803�p?57W*@_bu69Q!KM<*@B69Q!VXQ!3)5 >!N]3�egQ\bANP57@_b �OQ?:
¶�@157W$57W*Q�W*Q?UBnX8]¾�NF:*80VxN]@_3Xn*N]67N]VXQ?5AQ!69@BY�N�57@B8]3�57Q!>`W=3*@BKM<*QDk1.�q=p�H]�=pO.��&r /M¹ºW*@_bL57Q!>`W�Ã
3=@BKM<*Qd@_3M�]80U_�]Q!b�N �=�;Q!: :*80VxN]@B3«N]3*: Nfe*@1Ã4��@_n*bAW=@_57Y$VxN]n¯egQ?54¶\Q!Q?3Ç5AW*@BbD:*80VxN]@B3
NP3*:�57W*Q�VX8;:*@ �OQ!:�8]3*Q]/)243�57W=Q�5A80ng80UB80�P�¸80n;57@BVX@BY!NP57@_803¸>?803)57Q¿�;5!p)bA<*>`WcN�VcN]n�:=8;Q?b
3=8]5EQa�;@Bb�5¸egQ?54¶\Q!Q?3

Ω
N]3*:

Ωε
/uR�8&¶mQa�0Q!6?pÆNv¾¤<*3*>a57@_803ON]ULb9nON]>!QX@B3=:*Q!ngQ!3*:=Q!3)5¸8P¾

ε>!N]3�e�QF>!8]3*b95A6A<*>a57Q!:fe)�v<*bA@_3*�XNX:=80VcNP@B3c5A6A<*3*>!NP57@_803v57Q?>`W*3*@BKM<*QP/

@B? � ?C> � �6��Jd�������QH F�� K H 
,� F3� ��H
��Q?5

R > ε
e�QFb9<*>`W 57W*NP5�57W*QFeON]U_U

B(x,R)
@Bb�@B3=>!UB<=:*Q!:j@B3

Ω
/O¹ºW*QDe�80<=3*:ON]6��

8P¾
B(x,R)

@BbF:*Q!3=8]57Q?:¯e)�
ΣR
/�¹ºW=QX5A6A<*3*>!NP57Q?:¯:*80VxN]@_3

Ω\B(x,R)
@_bE:=Q!3*8]5AQ!:

e)�
ΩR

N]3=:
Dε

:*Q?3*8]5AQ!b�57W*QF>!8]6A803ON
B(x,R)\B(x, ε)

�¨bAQ?Q¸�u@B�0<*69QFH;/IH* a/

Ω

R

R

Dε
Σ R

����� � H�/ H 2 ¹ºW*QF576A<=3*>�NP5AQ!:�:*80VxN]@B3�/
�O806�N

Ψ ∈ H 1

2 (ΣR)
p*¶\QE>?803*b9@B:*Q?6

uεΨ
57W=QEb980UB<;57@B8]3d578�57W*QFn*6980e*U_Q!V





∆uεΨ + k2uεΨ = 0
@B3
Dε,

uεΨ = Ψ
803

ΣR,
uεΨ = 0

803
Σε,

� H;/1.&q  



� � �¸��  �&¡o¢L¡g£¨¡o¥g¦ §0'*£½'O�a��ª ¢��&¡O��¦ §v¬­¡o%X����  ®f �£¨ª¯��¡g£ �&°v �±�+�'=��¦¤¡��

N]3*:v57W*Q � %'� % /�� � !-���@�������4!-�
� � &.& 80ngQ!67N�57806
T ε : H1/2(ΣR) −→ H−1/2(ΣR)

Ψ 7−→ T εΨ = ∇uεΨ.n|ΣR
,¶�W*Q!69Q

n|ΣR

:*Q!3*8P57Q!bL5AW*Qº80<=54¶mN]6A:$3*8]6AVxN]U;5A8{57W*Qºeg80<*3*:*N]69�
ΣR
/0Ä�bA@_3*�{57W*Q�t�80@B3�Ã

>�N]69}�@B3=Q!KM<ON]U_@_54�0p)¶\Q�80e=57N]@B3X57WONP5!p�¾¤8]6
ε < R < (

√
2|k|)−1 p�57W*Q{n=6A80e*U_Q!V � H�/_.&q* ©@_b

>!8�Q!6A>?@_�]Q]/oRTQ?3*>!QE@_5|WON]b�803*QEN]3*:�803*U1�d803=Q�bA80U_<=57@_803�/
�«QF>!803=bA@B:=Q!6º57W*Q�5A6A<*3*>!NP57Q?:fn=6A80e*U_Q!V Z �O3*:

uε
bA<*>`W�57WONP5





∆uε + k2uε = 0
@_3

ΩR,
uε = 0

8]3
Γ0,

∂nuε + T εuε = 0
8]3

ΣR,
∂nuε − ikuε = hj

803
Γj, j = 1, 2, ..., N.

� H�/_.��  

¹ºW*Qx�PN]69@�NP5A@B803ONPUu¾¤8069V�<*U�N�57@B8]3 N]bAb98;>?@�NP5AQ!:«5A8StL6A8]e*UBQ?V � H;/1.��  {@BbF57W=QX¾¤80U_UB8&¶�@B3=�#Z
�O3*:

uε ∈ VR
bA<*>`W�57WONP5

aε(uε, v) = l(v) ∀v ∈ VR,
� H�/_.��  

¶�W*Q!69Q�57W*Q¸¾¤<=3*>?5A@B803ONPUub9nON]>!Q VR pg5AW*Q�bAQ?bAKM<*@BU_@B3*Q!N]6T¾¤8]6AV aε
p�N]3*:S57W=Q�bAQ?Vx@_UB@B3=Q�N]6

¾¤806AV
l
N]6AQ�:=Q �O3*Q?: e)�

VR = {u ∈ H1(ΩR), u = 0
803

Γ0},
� H;/_.��  

aε(u, v) =

∫

ΩR

∇u.∇v dx− k2

∫

ΩR

uv dx+

∫

ΣR

(T εu)v dγ(x)
� H;/1.��* 

−ik
N∑

j=1

∫

Γj

uv dγ(x),
� H;/1.&G  

l(v) =

N∑

j=1

∫

Γj

hjv dγ(x).
� H;/1.&�  

RTQ!69Q]p ∇u.∇v =
2∑

i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

N]3*:
dγ(x)

@BbL5AW*Q���Q?e�Q?bA�0<*Q�VXQ�N]b9<*6AQ�803$57W*Q�e�8]<*3;Ã
:ON]69�]/O¹ºW*Q�¾¤80UBU_8&¶�@B3*��69Q!b9<*U_5�@_bºb95`NP3*:ON]69:f@_3ft©^{J�5AW*Q!8]69�0/
� %�¡o¢L¡g��¦¤�&¦¨¡g� � � � ! ?>�*�2# � !-� < � Q	���2A � � + ��&)! � &>= ��& � � ��&)! +0� � �
�F%H��& %'& VR
 � % /�� %9+ � � !4�,!,+-� � % / �F%H��&��@�

ΩR
� � � � !:+0� � �
�F%H��&��@� < � Q	� �-A2Q� �*�0� � /]J �;@_b957Q?3*>!QEZ0´Tn*n*U_��@_3*�{57W*Qº:=Q �O3*@157@_803�8]¾ T ε p]¶\Qºn*698��]Q�5AWONP5 5AW*Q�6AQ?b95769@B>a57@B8]3578

ΩR
8]¾u5AW*QFbA80U_<=57@_803d578 � H;/_.].  m@Bb�N�bA8]UB<=5A@B803d5A8 � H;/1.��  a/

ÄT3*@_K�<=Q!3*Q?bAb�Z=´T3)�dbA8]UB<=5A@B803
u
5A8�tL6A80e*U_Q!V � H;/1.��  ©>�N]3vegQ{Q¿�;5AQ!3*:=Q!:�@B3

Ωε
578¸5AW*Q

bA80U_<=57@_803x5A8$t©6980e*U_Q!V � H;/1.0.  TZ�¶mQ�<=bAQ�57W*Q�bA80U_<=57@_803
uεΨ

578�� H;/_.�q  ©¶�@157W
Ψ = u|ΣR

/
��«Q[WON��0Q 3=8�¶ N�5f8]<*6f:=@BbAng80bAN]U{57W*Q �=�;Q!:·RT@BU_e�Q?695jb9nON]>!Q VR 69Q!KM<*@_6AQ!: eM�

È;Q!>a57@B8]3#H;/IH;/ � Q¸N]bAb9<*VxQE57WON�5T5AW*Q¸¾¤<*3*>a57@_803
J
@Bb�:*Q �O3=Q!:#@B3 Nx3*Q?@B�0WMeg806�n*N]695T8]¾

Γ
/=¹ºW*Q!3�¶mQEWON��0Q

j(ε) = J(uΩε) = J(uε) ∀ε ≥ 0.
� H;/IH]�  



� � � � ��')(g  ¥g+�¦ "�  ¢�%�¡ �u£¤ ;ª ��-

@B? � ?G@ � � ��� � F3� ��H ���8F��6� E3� E
�BK6�QN �QH6�g� ���#� �i�
¹ºW*QF�PN]6A@BNP57@_803d8]¾�57W=QEb9Q!b9K�<=@BUB@_3*Q�NP6|¾¤806AV

aε − a0
6AQ!N]:*b

aε(u, v)− a0(u, v) =

∫

ΣR

(
(T ε − T 0)u

)
v dγ(x).

� H�/ H;.( 

R�Q!3*>?Q]p=5AW*Q{n*6980e*U_Q!V 6AQ?:*<*>!Q?bº578¸5AW*Q{>!8]Vxn*<;5`NP5A@B803x8]¾
(T ε− T 0)Ψ

¾¤8]6
Ψ = u|ΣR

/
�«QFWON��0QF57W*Q�¾¤80U_UB8&¶�@B3=��n*6A8]n�80b9@_5A@B803�/
� %�¡o¢L¡��!¦¤��¦¤¡g��� � � ! +0� � �
�F%H��& uεΨ �@��� �*�2# � !-� < � Q	��� A"� &>="� � !��,?.!-� � �@��� T ε � �*!M2%'12!-&�# � � � ! !76 ? � % / %'� !76 ?>�,!,+,+-%H��&;+ 3

uεψ(r, θ) =
∑

n∈Z

Jn(kr)Yn(kε)− Jn(kε)Yn(kr)
Jn(kR)Yn(kε)− Yn(kR)Jn(kε)

ψne
inθ

� &>=
T εψ = k

∑

n∈Z

J ′
n(kR)Yn(kε)− Jn(kε)Y ′

n(kR)

Jn(kR)Yn(kε)− Yn(kR)Jn(kε)
ψne

inθ,
� H;/IH0H* 


 � !-�*! (r, θ) � �*!P� � ! ?.� ��� � / �0���O=2%'& � �@!,+ %'&
R2 � (Ψn) � �*!�� � ! � ���
� %H!-� / �0!�� / %H!-&.�'+� � Ψ � (Jn) � &>= (Yn) � �*!C�*!,+@?.! / �F%'12! � � � � ! � !,+,+0! �8� ��& / � %H��&;+ � � � � ! IK�*+-� � &>="� � !+0! / ��&>= � %'&>= Q

�G�*�0� � / �«QFWON��0QE@B3jn�8]U�N]6|>?8;8]6A:*@_3ONP57Q?b�Z

uεψ(r, θ) =
∑

n∈Z

cn(r)e
inθ,

¶�W=Q!6AQ
cn(r)

bANP57@_b �OQ?bº57W*QF:*@1��Q?6AQ!3)5A@�N]U�Q?KM<ONP57@_803 Z

d2cn
dr2

+
1

r

dcn
dr

+ (k2 − n2

r2
)cn(r) = 0 ∀n ∈ Z,

NP3*:�5AWM<*b
cn
@_b�N$U_@B3*Q!N]6|>?80V�e*@_3ONP57@_803d8]¾

Jn
N]3=:

Yn
�mQ?bAb9Q!U�¾¤<*3*>?5A@B803=b�Z

cn(r) = anJn(kr) + bnYn(kr) ∀n ∈ Z.

Ä�bA@_3*��57W*QFeg80<*3*:ONP69�v>?803*:*@157@B8]3*b!p=¶\QF80e=57N]@B3

an =
Yn(kε)

Jn(kR)Yn(kε)− Yn(kR)Jn(kε)
ψn, bn =

−Jn(kε)
Jn(kR)Yn(kε)− Yn(kR)Jn(kε)

ψn.

�243�nON]6�57@_>!<*UBN]6!p�¾¤806
ε = 0

¶\QFWON��0QXZ
� %�¡o¢L¡��!¦¤��¦¤¡g��� � � ! +0� � �
�F%H��& u0

Ψ � &>=:� � ! �,?.!-� � ����� T 0 � �*!KM2%'12!-&"# �:� � !�!76 ? � % / %'�!76 ?>�*!,+,+-%H��&;+
u0
ψ(r, θ) =

∑

n∈Z

Jn(kr)

Jn(kR)
ψne

inθ



� � �¸��  �&¡o¢L¡g£¨¡o¥g¦ §0'*£½'O�a��ª ¢��&¡O��¦ §v¬­¡o%X����  ®f �£¨ª¯��¡g£ �&°v �±�+�'=��¦¤¡��

� &>=
T 0ψ = k

∑

n∈Z

J ′
n(kR)

Jn(kR)
ψne

inθ,
� H�/ H]q* 


 � !-�,! u0
ψ

%9+ � � !:+0� � ��� %H��&��@� < � Q	��� A � ��� ε = 0 Q
�O806

Ψ ∈ Hs(ΣR)
p*U_Q?5

‖ψ‖2s,ΣR
=
∑

n∈Z

|ψn|2(1 + |n|)2s � H�/ HP�  

e�Qd5AW*Qj3*806AV 8]¾
Ψ
@_3¯57W*@_b�bAnON]>?Q]/L¹ºW*Qjb98«:*Q��O3*Q?: 3*8]6AV @_b�Q!KM<*@1�]NPUBQ!3)5�5A8 5AW*Q

<*bA<ONPU�3*806AV�8]¾
Hs(ΣR)

/ � QF@B3)5A6A8�:*<*>!Q{5AW*QF80ngQ!67N�57806�Z

δT : H1/2(ΣR) −→ H−1/2(ΣR)
Ψ 7−→ δTΨ = 1

RJ2
0
(kR)

Ψ0.

� QFWON��0Q�5AW*Q�¾¤80UBU_8�¶�@_3*��U_Q!VXVcN=/
�½ �ª¯ª ' � � ! � � 12!:� � � �

‖T ε − T 0 − −1

log(ε)
δT‖L(H1/2(ΣR);H−1/2(ΣR)) = o

( −1

log(ε)

)
.

� �*�0� � /O��Qa5 Ψ ∈ H 1

2 (ΣR)
/oÄTbA@_3*��57W*QFb9Q!6A@_Q!b�� H�/ H0H  |N]3*: � H;/IH]q  ¿p;¶\QD80e;5`N]@_3

(T ε − T 0)ψ = k
∑

n∈Z

J ′
n(kR)Yn(kε)− Jn(kε)Y ′

n(kR)

Jn(kR)Yn(kε)− Yn(kR)Jn(kε)
ψne

inθ − k
∑

n∈Z

J ′
n(kR)

Jn(kR)
ψne

inθ

= k
∑

n∈Z∗

J ′
n(kR)Yn(kε)− Jn(kε)Y ′

n(kR)

Jn(kR)Yn(kε)− Yn(kR)Jn(kε)
ψne

inθ − k
∑

n∈Z∗

J ′
n(kR)

Jn(kR)
ψne

inθ

−kY
′
0(kR)J0(kR)− Y0(kR)J ′

0(kR)

J2
0 (kR)

J0(kε)J0(kR)

J0(kR)Y0(kε)− Y0(kR)J0(kε)
ψ0.

� QFWON��0Q�5AWONP5Dk1.?r

Y ′
0(kR)J0(kR)− Y0(kR)J ′

0(kR)

J2
0 (kR)

=
W{J0(kR), Y0(kR)}

J2
0 (kR)

=
2

πkR

1

J2
0 (kR)

,

¶�W*Q!69Q
W

@Bb|57W=Q �«6A8]3*b �M@�NP3�/*¹ºW*Q?3

(T ε − T 0)ψ = k
∑

n∈Z∗

Jn(kε)Yn(kR)

Yn(kε)Jn(kR)− Yn(kR)Jn(kε)

(
J ′
n(kR)

Jn(kR)
− Y ′

n(kR)

Yn(kR)

)
ψne

inθ

− 2

π

J0(kε)J0(kR)

J0(kR)Y0(kε)− Y0(kR)J0(kε)

1

RJ2
0 (kR)

ψ0.
� H�/ H0�  



� � � � ��')(g  ¥g+�¦ "�  ¢�%�¡ �u£¤ ;ª �o²

�«QFWON��0QF57W*Q�¾¤80U_UB8&¶�@B3=�¸¾¤806AV¸<*U�NdkÅ.!r©Z

Y0(kε) =
2

π

(
log(

kε

2
) + γ

)
J0(kε) + εα(ε),

� H;/IH]�  

¶�W=Q!6AQ
γ
:*Q?3*8]57Q?b½J©<=UBQ!6?h~bÆ>!803*b�5`N]3)5½N]3=:

α(ε)→ 0
¶�W*Q?3

ε→ 0
/ � Qm@B3*b9Q!695 � H;/IH]�  

@_3)578 � H;/IH0�* �Z

(T ε − T 0)ψ = εRεΨ +
−1

log(ε)

(
1 +

M

log(ε)
+ εθ(ε)

)−1

δTΨ,

¶�W=Q!6AQ
M

@Bb�N�>!803=b95`NP3M5T@B3=:*Q!ngQ!3*:=Q!3)5�8]¾
ε
p
θ(ε)→ 0

¶�W*Q!3
ε→ 0

N]3*:

Rεψ =
∑

n∈Z∗

k

ε

Jn(kε)Yn(kR)

Yn(kε)Jn(kR)− Yn(kR)Jn(kε)

(
J ′
n(kR)

Jn(kR)
− Y ′

n(kR)

Yn(kR)

)
ψne

inθ.

¹ºW=Q!3
(
T ε − T 0 − −1

log(ε)
δT

)
ψ = εRεψ +O(1)

( −1

log(ε)

)2
1

RJ2
0 (kR)

ψ0.

Ä�bA@_3*� � H;/IHP�  ¿p=¶mQEWON��0Q

‖ Rεψ ‖2− 1

2
;ΣR

=
∑

n∈Z∗

|k|2
ε2

∣∣∣∣
Jn(kε)Yn(kR)

Yn(kε)Jn(kR)− Yn(kR)Jn(kε)

∣∣∣∣
2

.

∣∣∣∣
J ′
n(kR)

Jn(kR)(1 + |n|) −
Y ′
n(kR)

Yn(kR)(1 + |n|)

∣∣∣∣
2

(1 + |n|)|ψn|2.

��Qa5�<*b�n*698&�0Qd57W*NP5¸5AW*Q!69QvQa�;@Bb�57b�NS>?803*b957N]3)5
c > 0

�¤@B3*:*Q?n�Q?3*:*Q?3M5$8P¾
Ψ
NP3*:

ε
 

b9<*>`Wf5AWONP5º¾¤806�NPUBU
0 < ε < ε0 < R

p

‖Rεψ ‖− 1

2
;ΣR
≤ c ‖ ψ‖ 1

2
;ΣR
.

�«QFWON��0Qxk1.?r

1

1 + |n|
J ′
n(kR)

Jn(kR)
= − 1

1 + |n|
Jn+1(kR)

Jn(kR)
+

n

1 + |n|
1

kR

NP3*:�¾¤8]6
n→∞

Jn(z) ∼ (2πn)−
1

2

( ez
2n

)n
.

¹ºW=Q!3

lim
n→∞

1

1 + |n|
Jn+1(kR)

Jn(kR)
= 0
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N]3*:
∣∣∣∣

1

1 + |n|
J ′
n(kR)

Jn(kR)

∣∣∣∣ ≤ c ∀n ∈ Z
∗.

RTQ!69QcNP3*: @_3«¶�WONP5E¾¤80U_UB8&¶�b!p
c
@BbEN�n�80b9@_5A@_�0Q$>?803*b957N]3)5�@_3*:*Q!ngQ!3=:*Q!3)5�8P¾|57W*QX:ONP57N

� ! Q M Q pi8]¾ ε N]3*: n  a/gÈ;@_Vx@_U�N]69U_�0p0¶\QEWON��0Q
∣∣∣∣

1

1 + |n|
Y ′
n(kR)

Yn(kR)

∣∣∣∣ ≤ c ∀n ∈ Z
∗.

RTQ!3=>!Q]p
∣∣∣∣

J ′
n(kR)

Jn(kR)(1 + |n|) −
Y ′
n(kR)

Yn(kR)(1 + |n|)

∣∣∣∣ ≤ c ∀n ∈ Z
∗.

� QF:*Q?3*8]57Q

fn(ε) =
1

ε

∣∣∣∣
Jn(kε)Yn(kR)

Yn(kε)Jn(kR)− Yn(kR)Jn(kε)

∣∣∣∣ .

� QFWON��0QEN]U_bA8

fn(ε) =

∣∣∣∣
εJn(kR)Yn(kε)

Jn(kε)Yn(kR)
− ε
∣∣∣∣
−1

.

� QFbAW=8�¶ @B3j´�n=n�Q?3*:*@1��H;/ ��/Iq�57W*NP5º57W*Q?6AQEQa�;@Bb�5
n0
N]3*:

ε0
b9<*>`Wf5AWONP5

∣∣∣∣ε
Jn(kR)

Jn(kε)

∣∣∣∣ ≥ c

(
R

ε

)n−1

∀n ≥ n0, ∀ε < ε0
� H�/ H0�  

N]3*:
∣∣∣∣
Yn(kε)

Yn(kR)

∣∣∣∣ ≥ c

(
R

ε

)n
∀n ≥ n0, ∀ε < ε0.

� H�/ H]G* 
ÄTbA@_3*� � H;/IH0�* |NP3*: � H;/IH]G  ¿p=¶mQE80e=57N]@B3

∣∣∣∣
εYn(kε)Jn(kR)

Jn(kε)Yn(kR)

∣∣∣∣ ≥ c ∀n ≥ n0, ∀ε < ε0

N]3*:
fn(ε) ≤ c ∀n ≥ n0, ∀ε < ε0.�o8]6

p ∈ {1, 2, ..., n0 − 1} p*¶\QFWON��0Q fp(ε)→ 0
¶�W*Q!3

ε→ 0
/*¹ºW*Q?3

fn(ε) ≤ c ∀n ∈ Z
∗, ∀ε < ε0.

RTQ!3=>!Q
‖Rεψ‖− 1

2
,ΣR
≤ c ‖ ψ ‖ 1

2
;ΣR

∀ψ ∈ H 1

2 (ΣR).
¹ºW*@Bbº>?80Vxn=UBQ?5AQ!bº57W=QEn=6A8�8]¾ /

��o6980V³5AW*@BbºU_Q!VXVcNE¶mQE80e=57N]@B3



� � � � ��')(g  ¥g+�¦ "�  ¢�%�¡ �u£¤ ;ª ���

� %�¡o¢L¡��!¦¤��¦¤¡g��� � !-�
δa

#-!�� � !�+0!,+
B
�
% � %'&)! � � � &>= / ��&.� %'&.����� + � ��� � =
!JIK&)!O= ��&
VR

# �

δa(u, v) =
umean

J0(kR)

vmean

J0(kR)
,


 � !-�*! umean � &>= vmean =
!-&)����!��*!,+@?.! / � %'12! � � � � ! �"! � & 1 �2� �.!,+P� � u � &>= v ��&
ΣR Q� ! � � 12!

∣∣∣∣aε(u, p)− a0(u, p)−
−2π

log(ε)
δa(u, p)

∣∣∣∣ = o

( −1

log(ε)

)
‖u‖VR

‖p‖VR
∀u, p ∈ VR.

@B? � ?�� � �6� ��E
� �*L F3� F3��
 � ��L6��H=E�� ��H
�«Q�n*6A8&�]QE@_3v´�n*ngQ!3=:*@1�jH;/ ��/ HD5AWONP5|5AW*Q�bAQ?bAKM<*@BU_@B3*Q!N]6m¾¤8069V

a0
b7N�57@Bb �OQ!b�R���n�8PÃ

5AW*Q!b9@BbTH��¨@_3=¾�Ã4b9<*nj>!803*:=@_57@_803# ¿/
¹ºW=QDNP:�µ980@B3)5�n*6980e*U_Q!V�@_b�Z �O3*:

pΩ ∈ VΩ
bA<*>`Wj57W*NP5

∫

Ω

(∇v.∇pΩ−k2vpΩ) dx− ik
N∑

j=1

∫

Γj

vpΩ dγ(x) = −LuΩ
(v) ∀v ∈ VΩ.

� H;/IH]�  

¹ºW=@Bb{n*6980e*U_Q!V WON]b{8]3*Q�N]3*: 803*U_��803=Q�bA80U_<=57@_803 �¤bAQ?Q�´�n*ngQ!3=:*@1�#H;/I�;/_.( a/g2­¾
LuΩ
∈

H
1

2

00(Γm)′
p
m ∈ {1, 2, ..., N} p;57W*QFb95A6A803=�$¾¤8]6AV�<*UBNP57@_803d8]¾ÆtL6A80e=UBQ!V � H;/IH]�  m@_b�Z





∆pΩ + k
2
pΩ = 0

@_3
Ω,

pΩ = 0
803

Γ0,

∂npΩ + ikpΩ = −LuΩ

803
Γm,

∂npΩ + ikpΩ = 0
803

Γj, j ∈ {1, 2, ..., N}\{m}.

� H;/~q0�  

R�Q!3*>?Q]pgN]U_U�57W=QDNPbAbA<=Vxn=5A@B803=b�8P¾LÈ;Q?>?5A@B803fH;/IH�N]6AQFb7N�57@Bb �OQ!:fN]3*:j¶\QE>!N]3fN]n*n*U1�c57W=Q
NP:�µ980@B3)5�VXQ?5AW*8;:�/*¹ºW*Q!3j¶\QDWON��]QE5AW*Q�¾¤80UBU_8�¶�@_3*�D5AW*Q!8]6AQ!V�/
�D�� M¡o%� �ª � � � ! � ��& / � %H��& j � � +4� � ! � � �'� � 
 %'&
M � +�� ��?>�@��� % / !76 ? � &;+-%H��&

j(ε)− j(0) =
−2π

log(ε)
<(uΩ(x)pΩ(x)) + o

( −1

log(ε)

)
.

�G�*�0� � /OÄ�bA@B3=�X¹ºW=Q!8069Q!V .0p*¶\QF80e=5`NP@B3

j(ε)− j(0) =
−2π

log(ε)
<(δa(u0, p0)) + o

( −1

log(ε)

)
,

¶�W=Q!6AQ
u0

@Bb�57W*Qjb980UB<=5A@B803¯5A8 � H;/1.��* D¾¤806
ε = 0

N]3=:
p0
@Bb�5AW*QjbA80U_<=57@_803¯578#57W=Q

NP:�µ980@B3)5�n*6980e*U_Q!V
a0(v, p0) = −Lu0

(v) ∀v ∈ VR.
� H;/~q=.  
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´�bº80e*b9Q!6��0Q!:f@B3�tL6A80ng80b9@_57@_803jH;p
u0
@_b|57W*Q�69Q!b95A6A@_>?57@_803v578

ΩR
8]¾
uΩ
/O��Q?5�<*bºn*698&�0Q

57WONP5E57W=QxbAN]VxQXn*6980n�Q?6954�[W*80U_:*bF¾¤806
p0
N]3*:

pΩ
/��O806

v ∈ VΩ
p�¶\Qc:*Q?3*8]57Qxe)�

pRN]3*:
vR

5AW*QF6AQ!b�5769@B>?5A@B803v8P¾
pΩ

N]3*:
v
5A8

ΩR
/gz{3j5AW*QF803*QFWON]3=:�p*¶mQEWON��0Q

∫

Ω

(∇v.∇pΩ − k2vpΩ) dx− ik
N∑

j=1

∫

Γj

vpΩ dγ(x)

=

∫

ΩR

(∇vR.∇pR − k2vRpR) dx− ik
N∑

j=1

∫

Γj

vRpR dγ(x) +

∫

D0

(∇v.∇pΩ − k2vpΩ) dx

=

∫

ΩR

(∇vR.∇pR − k2vRpR) dx− ik
N∑

j=1

∫

Γj

vRpR dγ(x) +

∫

ΣR

(T 0vR)pR dγ(x)

= a0(vR, pR).
� H;/~q)H* 

z�3d5AW*Q{8]5AW*Q!6mWON]3*:�p;:*<*Q�5A8�57W*QT¾¨N]>?5|5AWONP5
J
@Bb|:=Q �O3*Q?:j@B3vN¸3=Q!@B�]W�eg806|n*N]695m8]¾

Γ
p

¶mQFWON��0QF57W*NP5
J(u) = J(uR)

¾¤806�N]UBU
u ∈ VΩ

/OR�Q!3*>?Q

LuΩ
(v) = Lu0

(vR).
� H�/Iq0q* 

¹ºW*Q!3�pO�0NP57W*Q?6A@_3*� � H;/~q)H* ¿p�� H;/IH]�  \N]3*: � H;/~q0q  ¿p=¶mQE80e=57N]@B3

a0(vR, pR) = −Lu0
(vR) ∀vR ∈ VR,

¶�W*@B>`W#n*698&�0Q!b�5AWONP5
pR

@BbT5AW*Q�bA8]UB<=5A@B803�578 � H�/Iq=.( a/g¹ºW*Q!3
p0
@Bb�57W*Q�69Q!b�576A@_>?5A@B803 5A8

ΩR
8P¾
pΩ
/©2­5X6AQ?VcN]@_3*b�578[n*698��]Qf5AWONP5

δa(uΩ|ΩR
, pΩ|ΩR

) = uΩ(x).pΩ(x)
/½ÄTbA@_3*�

57WONP5
uΩ

@_bm57W*Q�b980UB<;57@B8]3c578XRTQ?UBVXW*80U157Y�Q!KM<ONP5A@B803j@B3x57W*Q�eONPUBU
B(x,R)

p=¶\QF80e=5`NP@B3

uΩ(x) =
uΩ

mean
|ΣR

J0(kR)
.

È;@BVX@BUBN]6AU1�0p0¶\QDWON��]Q

pΩ(x) =
pΩ

mean
|ΣR

J0(kR)
.

RTQ!3=>!Q

δa(u0, p0) = δa(uΩ|ΩR
, pΩ|ΩR

)

= uΩ(x)pΩ(x).

¹ºW*@Bbº>?80Vxn=UBQ?5AQ!bº57W=QEn=6A8�8]¾ /
�¹ºW*Q!3j57W*Q�5A80n�8]UB80�0@_>�N]Ug�06AN]:*@BQ?3)5�@Bb

g = <(uΩpΩ).
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�� � � �9� � 	����B��� 	 � )������ )
@B? � ?C> ��� E
�6�'LX� J��M��� ���IKd�QJ6�

�«QT<=bAQº57W*Q�578]n�80U_80�0@_>�N]U��067NP:*@BQ?3M5L5A8F:*Q!b9@B�03xNDRºÃ4n*UBN]3*Qº¹mÃ­bAWON]ngQ!:$¶mN&�]Q!�0<=@B:*QP/
¹ºW=Q��0Q!80VXQ?5A6A@_>D>?803*b95A67N]@_3)57bFN]69Q�bAW*8&¶�3 803 �Æ@_�0<*69Q�H;/~q=/ � N  ¿/�¹ºW*Q¸@B3*n*<;5

Γ1
@Bb{Q¿��Ã

>?@_5AQ!:je)�d57W*QF¹�Jº.&��VX8;:*Q��¤bAQ?QF5AW*QFbAQ?>!803*:�eg80<*3*:ONP69�d>?803*:*@157@_803v8]¾ � H;/~q]�   TZ=57W=Q
Q¿�;>!@_57NP57@_803v@Bb��0@1�0Q?3�e)�

ue(y) = cos
(πy
d

)
∀y ∈ Γ1.

�«Q�¾¤80UBU_8&¶C5AW*Q�54¶m8X@B:=Q�N]bFk~H0H�rLZ
2 57W*QF@B3=@_57@BN]Ug�0<*Q!b9b�@Bb|57W=QF¾¤69Q!QFbAn*N]>!Q
2 @B3*b�57Q�NP:E8P¾=VX@B3*@_Vx@_Y!@_3*�L57W*Q©6AQ�"OQ!>a57Q?:¸Q!3=Q!6A�P�0p�¶\Q½VxN��;@BVX@BY?Qu5AW*QL5767NP3*bAVX@_5957Q!:Q!3*Q?6A�]�v8]3

Γ2
N]3*:

Γ3
/

´|5\57W*QTe�Q?�0@B3=3*@B3*�=p)803*U_��5AW*Q�@_3*n*<=5mN]3*:c80<=57n=<=5|>`WONP3*3*Q!U_bmWON��]Q{VxQa5`N]U_UB@_>|e�8]<*3*:ON�Ã
69@BQ?b!/�243�806A:=Q!6u5A8{<*b9Qm57W*Q �O3*@157QmQ?UBQ?VxQ?3M5uVXQ?57W=8;:�p�57W=Qm:*Q?bA@B�]3�:*80VxN]@B3E@Bb�:*Q?UB@BVX@_5AQ!:
e)�dN �O>?5A@_57@_80<*b\e�80<=3*:ON]6��

Γ4
803d¶�W*@_>`W�N]3jN]e*b9806Ae*@_3*��>?803*:*@157@B8]3c@Bbm@BVXn�80b9Q!: �¤bAQ?Q

�u@B�0<*69QFH;/~q=/ �¨e#  a/O¹ºW*QFn*6980e*UBQ?V�@BbºVX8�:*Q!U_@BY!Q?:vN]bº¾¤80U_UB8&¶�b




∆u+ k2u = 0
@_3

Ω,
u = 0

803
Γ0,

∂nu− ik′u = ∂nue − ik′ue
803

Γ1,
∂nu− ik′u = 0

803
Γ2,Γ3,

∂nu− iku = 0
8]3

Γ4,

� H;/~q]�  

¶�W=Q!6AQ
k2 = k′2 + π2

d2
p
d
egQ!@B3=�¸57W*Q�UBQ!3=�]57Wx8]¾

Γ1
/�¹ºW*Q{ngQ!6�¾¤Q!>a5º>!803=:*<*>?5A@B803c803c57W=Q

VXQ?57N]UBU_@B>�eg80<*3=:ON]69�[U_Q�N]:*bF578f57W*Q �O6Ab�5�eg80<*3*:*N]69�[>!8]3*:*@_5A@B803
u = 0

8]3
Γ0
/u¹ºW=Q

5AW*@B69:Seg80<*3*:ONP69��>!803=:*@_5A@B803fn*6AQa�0Q!3)5F69Q�"OQ?>?57@_803*b{8]3
Γ2,Γ3

/�¹ºW=Q�U�N]b�5�Q?K�<*NP57@_803S@Bb
NP3xNPn*n*6A8��;@BVxNP5AQ�N]e*bA8]6Ae*@_3*��e�8]<*3*:ON]6���>!8]3*:*@_5A@B803�/0RTQ?6AQ�N]3*:X@B3�5AW*Qº¾¤80UBU_8&¶�@B3*�*p�¶\Q
57N �]Q

k = 10
/

¹ºW*QE>!8]b95�¾¤<*3*>a57@B8]3j5A8$VcN��;@_Vx@_Y!Q�@_b

J(u) = |S12(u)|2 + |S13(u)|2,
¶�W=Q!6AQ

S1j(u)
@_b��]@_�0Q?3jeM�

S1j(u) =

∫

Γj

u|Γj
cos
(πx
d

)
dx, j ∈ {2, 3}.

¹ºW=QDNP:�µ980@B3)5�b�5`NP5AQE@_bºbA80U_<=57@_803d578




∆p̄ + k2p̄ = 0
@_3

Ω,
p̄ = 0

803
Γ0,

∂np̄− ik′p̄ = 0
803

Γ1,

∂np̄− ik′p̄ = −2S12(u)cos
(
πx
d

) 803
Γ2,

∂np̄− ik′p̄ = −2S13(u)cos
(
πx
d

) 803
Γ3,

∂np̄− ikp̄ = 0
803

Γ4.

� H;/~q)�* 
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¹ºW*Q!3»57W*QS5A80ng80UB80�]@B>�NPU��]67N]:*@_Q!3)5j@Bb
g = <(up)

�¨b9Q!Q[�Æ@_�0<*6AQSH;/i�*/.�¤e#  ¿/ �«Q[N]6AQ
@B3)57Q?6AQ!b�57Q?:f@_3j5AW*QF6AQ?U�NP5A@_�0Q�U_80bAbº8P¾ÆQ?3*Q!69�]�

P (u) =
Ee − (E2 + E3)(u)

Ee
,

¶�W*Q!69Q
Ee

@_bE5AW*QcQ?3M5AQ!69@B3*�SQ?3*Q!69�]�«N]3*:
Ej(u)

@BbF57W*Qx80<=5A�080@B3=�fQ?3*Q!69�]�«5AW*6A8]<*�0W
Γj
p
j ∈ {2, 3} /�«QEn*6AQ?bAQ!3)5�W*Q!69QE5AW*QE5A80ng80UB80�]@B>�NPU�80n=5A@BVX@BY!NP57@_803dn*698;>?Q!:*<*69Q]/g¹ºW*QE<*3*:*Q?6AU_��@_3*�

@B:*Q!Nf@BbF57W=Qx¾¤80U_UB8&¶�@B3*� Z�@B3[57W*Q
`
Ã­57W«b95AQ!ny8]¾|5AW*Qcn=6A8�>!Q!b9b!pu@_¾

x
@_bDb9<*>`W¯57WON�5D5AW*Q

5780ng80UB8]�0@B>!N]U��]67N]:*@_Q!3)5�@BbºW=@B�0W*Q?6º57WON]3fN�>!Q?695`NP@B3j�]NPUB<*Q
t`
p*¶mQE@B3*b9Q!6�5�NP5�57W*@_bºn�80@_3)5

N¸^�@_6A@B>`W=UBQ?5\3*8�:*Q$�¤VxQa5`N]U. a/)¹ºW*Q�>!803*b�5`N]3)5
t`
@Bb\>`W*80bAQ?3ve)�x5AW*Q�<*b9Q!6?p;¶�W*@_>`WjN]UBU_8�¶�b

W*@BV 578{57N �]Qº@_3M5A8FN]>!>?80<*3)5©8]5AW*Q!6L>?803*b95A67N]@_3)57b!p0N]b ¾¤806 Q¿�*NPVxn*U_Qm57W=Qm¾¤Q�N]b9@Be*@_UB@154�0/�¹ºW*Q
n*6A8�>!Q?bAb¸@_bFb9578]n*n�Q?: ¶�W*Q?3 57W*Q$578]n�80U_80�0@_>�N]Uu�067N]:=@BQ!3)5E@BbFQa�0Q!6��M¶�W*Q!69Qv3*Q!�)N�57@_�]Qx@_3
57W*Qd:=Q!bA@_�03¯:*8]VcN]@_3 806E¶�W*Q!3¯5AW*Qdb9WON]ngQdbA<*@157b¸5AW*Qd:*Q?bA@_�03*Q!6?/u¹ºW=QjN]UB�08]6A@_5AW*V	@_b
57W*Q�¾¤80U_UB8&¶�@B3*�xZ

2 243*@_5A@�N]U_@BY!NP57@_803xZ]>`W*8;8]bAQ�57W*Qº@_3*@_5A@�N]U�:*80VxN]@B3 Ω0
p0N]3*:XbAQ?5

` = 0
/)¹ºW*Q�:*8]VcN]@_3

Ω0
@BbvVXQ!bAW=Q!:�N]3*:»@_5v@_bd@B:=Q!3)57@ �OQ!: ¶�@_5AW 57W*Q#b9Q?5�8]¾F57W*Q 3*8�:*Q?b#Z

Ω0 =
{xk, k ∈ {1, 2, ..., n}}

/;¹ºW*QE�06A@_:v@Bb��=�;Q!:f:*<*69@B3*��57W=QEn=6A8�>!Q!b9b!/
2 '�Q?n�Q!NP5

.0/º>!8]Vxn*<;57Q
u`
p
p`
57W*Q�:=@B6AQ?>?5�NP3*:�N]:�µ980@_3M5|bA80U_<=57@_803*bm@_3d57W*Q�:=80VcNP@B3

Ω`
p

H;/º>!8]Vxn*<;57Q�57W*Q�5A80n�8]UB80�0@_>�N]Uo�06AN]:*@_Q!3)5
g` = <(u`p`)

p
q=/ºbAQa5

Ω`+1 = Ω`\{xk, g`(xk) ≥ t`+1}
p

�*/
`← `+ 1

/
�u@B�0<*69QEH;/i�Xb9W*8&¶�b�5AW*QE@BbA8&�PN]U_<*Q!bº8]¾ |u| N]3=:�5AW*Q�5780ng80UB8]�0@B>!N]U��]67N]:*@_Q!3)5º¾¤806|5AW*Q@B3*@157@�NPU)�0Q!80VXQ?5A69�]/P243�5AW*@Bbu>�N]b9Q]p
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8P¾O57W*Q|Q?3*Q!69�]��@_bÆU_80b95!/P´�¾ 57Q!6u54¶m8�@157Q!6ANP57@_803*b?p

57W*QEUB80b9bT@_b�6AQ!:=<*>!Q?:S578
2.02%
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57W*Qx:*80VxN]@B3 e)� @_3*bAQ?695A@B3*��bA80VXQcVXQ?57N]U ¶�W*Q?6AQ |u| @BbE>!U_80bAQ$578fY!Q?6A8*/�¹ºW*QdU_80bAbE8]¾Q!3*Q?6A�]�j8]¾Æ57W*@_b�¶mN��0Q?�0<*@B:=Q¸@Bb�Q?K�<*N]U�5A8

1.5%
�¨bAQ?Q¸�u@B�0<*69QDH;/I�* a/O¹ºW*QD>!803)�0Q?6A�0Q?3*>!Q

W*@Bb�57806��d@Bbº�]@_�0Q?3fe)�j�u@B�0<*69QEH;/I�;/

@�? � ?G@ � � E��d�'LX� J��M� � ����Kd� Jd�
R�Q!69Q]p;¶\Q�<*b9Q{57W*Q�5A80ng80UB80�]@B>�NPU*�067NP:*@BQ?3M5mUB@ �]Q{N�:=Q!>!@_bA@_803dW*Q?UBndb��;b�57Q?V�578�e=<*@BU_:

N©µ9<*3*>a57@B8]3�e�Qa54¶mQ?Q!3$54¶m8F6AQ?>?57N]3*�0<*UBN]6u¶mN��0Q?�0<*@B:=Q!b!/)¹ºW=Qº@B3*@157@�NPU)�0Q!80VXQ?5A69�¸N]3*:�5AW*Q
:*Q!b9@B�03j:*80VxN]@_3jN]6AQF�0@1�0Q!3je)���Æ@_�0<*6AQ�H;/IG;/*¹ºW*QE>!80b�5�¾¤<=3*>?5A@B803v578$VxN��;@BVX@BY?Q�@Bb

J(u) = |S12(u)|2.
�u@B�0<*69Q$H;/~�=/ � N  �bAW*8&¶�b�57W*Q�@_bA8&�PN]UB<=Q!b{8]¾ |u| ¾¤806�57W=Q�@B3*@157@�NPU��]Q!80VXQ?5A69�0/�243#57W*@_b>�N]b9Q]p

95.43%
8P¾�5AW*Q�Q!3*Q?6A�]��@_bLUB80b�5�/ � Q�80e*b9Q!6��0Q�57WONP5Æ57W*Qº578]n�80U_80�0@_>�N]UM�06AN]:*@BQ?3)5©@Bb

W*@B�0WX803cNDKM<ON]6�57Q!6\8]¾�>?@B69>!UBQ�¶�W*Q?6AQT¶\Q�:=Q!>!@_:*QT5A8¸n*<;5mVXQ?57N]U��¨bAQ?Q{�Æ@_�0<*69Q�H�/I�=/ �¨e   a/
¹ºW*Q U_80bAbX8]¾�Q?3*Q!69�]��8P¾{57W*Qf80e=57N]@B3*Q?: ¶mN��0Q!�]<*@B:*Q @BbX3*8&¶ Q!KM<ON]U�578

0.34%
�¤bAQ!Q

�Æ@B�0<=6AQFH;/1.&�  ¿/
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J(u) = |S12(u)|2.
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Ω
¶�@_5AW

Ωε
p!5AW*Q½N]6A�]<*VxQ?3)5`NP5A@B803{¶\80<*U_:EegQ 57W=Q½bAN]VXQ ¾¤806�tL6A80e*U_Q!V

� H;/1.0.  ¿/ �»@_57W=80<=5XN]3)� UB8]bAbX8]¾{�0Q?3*Q!6AN]UB@154�0pÆ¶\Q b9<*n*ng80bAQfW*Q!69Q�5AWONP5
N = 1

/©¹ºW*Q
�]NP6A@�N�57@B8]3ON]Uo¾¤806AV³8]¾Æn=6A80e*U_Q!V � H;/~�  m@Bb�Z �*3*:

u ∈ VΩ
bANP57@_b9¾ ��@B3*�

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ VΩ,
� H�/Iq0�* 



� � � �d¢�¢L ��u"�¦¤, ��²

¶�W=Q!6AQv5AW*Qd¾¤<*3*>a57@B8]3ON]Umb9nON]>?Q VΩ
pÆ5AW*QvbAQ?bAKM<*@_UB@B3=Q�N]6�¾¤8069V

a
N]3*:y5AW*QvbAQ?Vx@_UB@B3=Q�N]6

¾¤8]V
l
N]69QF:*Q �O3=Q!: e)�

VΩ = {v ∈ H1(Ω), v = 0
803

Γ0},

a(u, v) =

∫

Ω

(∇u.∇v − k2uv) dx− ik
∫

Γ1

uv dγ(x),

l(v) =

∫

Γ1

gv dγ(x).

�«QFbAn*U_@_5
a
@B3v57W=QF¾¤8]UBUB8&¶�@_3*�D¾¤8069V	Z

a(u, v) = b(u, v) + c(u, v),
� H;/~q)�* 

¶�W=Q!6AQ
b
N]3=:

c
N]6AQ�:*Q��O3*Q?: e)�

b(u, v) =

∫

Ω

(∇u.∇v + uv) dx,
� H;/Iq]G  

c(u, v) = −(1 + k2)

∫

Ω

uv dx− ik
∫

Γ1

uv dγ(x).
� H�/Iq0�* 

�«Q�6AQ!>!N]UBU\57W*Qj¾¤80UBU_8&¶�@B3*�S69Q!b9<*U_5$¶�W*@_>`W�@BbXN >!803=bAQ!KM<*Q?3*>!Q 8]¾T5AW*Qf��N���Ã �f@BU_�067NPV
5AW*Q!8]6AQ!V�/
�© �ª¯ª ' � � ��� �2�'� f ∈ V ′

Ω � � � !-�*!E!768%9+-�'+ � ��&.% B
�.!
uf ∈ VΩ

+-� /�� � � � �

b(uf , v) =< f, v >V ′

Ω
,VΩ

.

� � ! �,?.!-� � �@��� f 7→ uf
%9+ / ��&.� %'&.����� + � �*��� V ′

Ω

��� VΩ Q
�«QF:*Q �O3=Q

C : VΩ −→ VΩ

u 7−→ Cu
b9<*>`Wf5AWONP5

b(Cu, v) + c(u, v) = 0 ∀v ∈ VΩ.
� H;/i�)�  

�«QFWON��0QF57W*Q�¾¤80U_UB8&¶�@B3*�¸UBQ!VXVxN=/
�© �ª¯ª ' � � � !E�,?.!-� � �@��� C %9+ / ����? � / � Q
�G�*�0� � /��\�v��Q?VxVxN�q=pO@15ºbA< /X>?Q!bT5A8$n*6A8&�0QF57W*NP5º57W*QF80ngQ!6ANP578]6

u 7−→ c(u, .)

¾¤6980V VΩ
578 V ′

Ω

@Bb{>?80Vxn*N]>?5!/���Q?5
(ui)

e�Q$Nvb9Q!KM<*Q!3=>!QXe�80<=3*:*Q!:[@B3 VΩ
/�¹ºW=Q$¾¤8]U1Ã

U_8&¶�@B3*�x@BV�egQ!:*:=@B3*�0bEZ VΩ → L2(Ω)
N]3=:

H
1

2

00(Γ1) → L2(Γ1)
N]6AQD>!80VXnON]>a5�po57W*Q?3

5AW*Q!69QFQa�;@Bb�57bTN$b9<*e*b9Q!KM<*Q!3=>!Q�N]U1¶|N���b�:*Q!3=8]57Q?:fe)�
(ui)

bA<*>`W�57WONP5

ui → w1
@_3
L2(Ω)
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N]3*:
γ0ui → w2

@_3
L2(Γ1).¹ºW*Q!3�p

c(ui, .)→ lw2

w1

@B3 V ′
Ω,¶�W*Q!69Q

lw2
w1

@Bbº:*Q��O3*Q!:fe)�
〈
lw2

w1
, v
〉
V ′

Ω
,VΩ

= −(1 + k2)

∫

Ω

w1v dx− ik
∫

Γ1

w2v dγ(x) ∀v ∈ VΩ.

RTQ!3=>!QF57W*QF80ngQ!6ANP57806 C @Bbº>!8]VxnONP>?5�/
�ÄTbA@_3*� � H;/~�0�  ap�tL6A80e=UBQ!V � H�/Iq0�* F>!N]3ye�QX¶�6A@15A57Q?3 N]bD¾¤8]UBUB8&¶�bXZ �O3=:

u ∈ VΩ
bA<*>`W

57WONP5
b((I − C)u, v) = l(v) ∀v ∈ VΩ.

� H�/~�*.( 
� QFWON��0Q�5AW*Q�¾¤80UBU_8�¶�@_3*��U_Q!VXVcN=/
�½ �ª¯ª ' � � ���

k ∈ {k ∈ C∗/=(k) ≥ 0} � � � ! � � �'� � 
 %'&
M ?>�*�2# � !-� 3 IK&>=
u ∈ VΩ+-� /�� � � � �

a(u, v) = 0 ∀v ∈ VΩ,
� H�/~�MH  

� � + &)��&)��& �@� �-%'10% �2� +0� � ��� %H��& Q
� �*�0� � /O��Qa5 u e�QFN$bA8]UB<=5A@B803d5A8xtL6980e*UBQ?V � H;/~�)H* a/O�O806

v = u
p=¶\QDW*N&�]Q

a(u, u) = 0.

¹ºW*Q!3�p
∫

Ω

|∇u|2 dx− k2

∫

Ω

|u|2 dx− ik
∫

Γ1

|u|2 dγ(x) = 0.
� H;/i�)q  

�\�d¶�6A@157@_3*�
k = k1 + ik2,

¶�W*Q?6AQ
(k1, k2) ∈ R2 N]3*:j<*bA@_3*� � H;/i�)q  ¿p;¶\QD80e;5`N]@_3

∫

Ω

|∇u|2 dx− (k2
1 − k2

2)

∫

Ω

|u|2 dx+ k2

∫

Γ1

|u|2 dγ(x) = 0,
� H;/i�0�  

N]3*:
k1

∫

Γ1

|u|2 dγ(x) + 2k1k2

∫

Ω

|u|2 dx = 0.
� H;/i�M�* 

¹�¶\8x>!N]bAQ?bT>!N]3fN]6A@_bAQ�Z
2 �O6Ab�5�>�N]b9QXZ

k2 > 0
/*2­¾

k1 = 0
pO<*b9@B3*� � H;/~�]�  \¶mQF80e;5`N]@_3

∫

Ω

|∇u|2 dx+ k2
2

∫

Ω

|u|2 dx + k2

∫

Γ1

|u|2 dγ(x) = 0.

¹ºW*Q!3�p
u = 0

@_3
Ω
/O2­¾

k1 6= 0
p*<*b9@B3*� � H;/i�M�* ©¶mQE80e=57N]@B3

∫

Γ1

|u|2 dγ(x) + 2k2

∫

Ω

|u|2 dx = 0.

¹ºW*Q!3�p
u = 0

@_3
Ω
/
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2 bAQ!>?803*:f>�N]b9QXZ k2 = 0
N]3=:

k1 6= 0
/oÄ�bA@B3=�

(2.45)
p=¶\QE8]e=5`N]@_3

u = 0
803

Γ1.

��Qa5
Ω̃
e�QDNx69Q!�0<*UBN]6�:*80VxN]@B3j>?803)5`N]@_3*@B3*�

Ω
NP3*: b98x57W*NP5

Γ0 ⊂ ∂Ω̃
/gJÆ��57Q!3�Ã

:*@B3*�
u
eM�dY!Q!698x@_3

Ω̃ \ Ω
/ �«QE8]e=5`N]@_3�N�¾¤<=3*>?5A@B803

ũ
57WONP5�bANP57@_b �OQ?b

∆ũ+ k2ũ = 0
@B3 D′(Ω̃).

¹ºW*@Bb�Q¿��57Q!3=bA@B8]3Ç@_b�N]3ONPU_�M57@_>]p�@_5�@_b�Q!KM<ONPUm578#Y?Q!6A8 @_3yN]3y80ngQ!3 bA<=e*bAQa5$8]¾TN
>!803*3=Qa��:*80VxN]@_3�p;5AW�<=b

ũ = 0
@_3

Ω̃
/
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k ∈ {k ∈ C∗/=(k) ≥ 0} � ?>�*�2# � !-� < � Q ���,A � � + ��&)! � &>= ��& � ���&)!�+0� � ��� %H��& Q
@B? �B?G@ � �6� �QH � � E K L 
.��H=J6�GF3� ��H

z{<*6¸N]@BV @_bE5A8Sn*6A8&�]Qc57WON�5¸57W=QcbAQ?bAKM<*@_UB@B3=Q�N]6F¾¤806AV
a0
:*Q��O3*Q?:Çe)� � H�/_.��  �¾¤806

ε = 0
p!b7NP5A@Bb �*Q!b�57W*Q©@B3;¾�Ã4bA<=n�>!803*:=@_57@_803 �¨b9Q!Q½R���ng8]57W*Q?bA@_bÆH  a/ �«Q½W*N&�]Q½5AW*QL¾¤80UBU_8&¶�@B3*�

U_Q!VXVcN;/
�© �ª¯ª ' � � � ! +0!,+
B
�
% � %'&)! � � � ��� � a

=
!JIK&)!O= %'& < � Q ���,A + � �F%9+JI !,+ � � ! %'& � �H+-�0?/ ��&>=2%'� %H��& Q
�G�*�0� � /g��Q?5T< ∈ VΩ

/ �«QEbAQ?5
v = (I − C)u pO¶�W*Q?6AQ C @_b�5AW*Q¸8]n�Q?67NP5A806�:*Q �O3=Q!:Se)�� H;/i�)�  a/=´º>!>!8]6A:*@_3*��578 � H;/i�)�  ¿p;¶\QDWON��]Q

a(u, v) = b(v, v)

= ‖(I − C)u‖VΩ
‖v‖VΩ

≥ α‖u‖VΩ
‖v‖VΩ

,

¶�W=Q!6AQ
α = ‖(I − C)−1‖−1

L(VΩ,VΩ)

/©¹ºWM<*bc5AW*Qfb9Q!b9K�<=@BUB@_3*Q�NP6$¾¤8]6AV
a
bANP57@_b �OQ?bX5AW*Q

@_3=¾�Ã4b9<*nj>!803=:*@_5A@B803�/
��«QFWON��0QF57W*Q�¾¤80U_UB8&¶�@B3*�¸6AQ!b9<*U_5!/

� %�¡o¢L¡��!¦¤��¦¤¡g� � � � !�+0!,+
B
��% � %'&)! � � � ��� � a0
+ � � %9+JI !,+ � � !4%'& � �H+-�0? / ��&>=2%'� %H��& Q

�G�*�0� � / �«QFWON��0Q

a0(u, v) =

∫

ΩR

(∇u.∇v − k2uv) dx+

∫

ΣR

(T 0u)v dγ(x)− ik
∫

Γ1

uv dγ(x) ∀u, v ∈ VR.
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�o8]6ºN]UBU
u ∈ VR

¶\QDb9Q?5

ũ =

{
u
@_3

ΩR

u0
ψ

@B3
B(x,R),

¶�W*Q!69Q
ψ = u|ΣR

N]3*:
u0
ψ

@Bb|5AW*QFbA80U_<=57@_803d578

{
∆u0

ψ + k2u0
ψ = 0

@_3
B(x,R)

u0
ψ = ψ

803
ΣR.

2­5�>�N]3�Q�N]b9@BU1�degQEn=6A8&�0Q?:f57W*NP5

a0(u, v|ΩR
) = a(ũ, v) ∀u ∈ VR, ∀v ∈ VΩ.

´º>!>!8]6A:*@_3*��578X��Q!VXVcN$�=p=5AW*Q!69QFQa�;@Bb�57b
v ∈ VΩ, v 6= 0

p*b9<*>`Wf5AWONP5

a0(u, v|ΩR
) = a(ũ, v) ≥ α‖ũ‖VΩ

‖v‖VΩ

≥ α‖u‖VR
‖v|ΩR

‖VR
.

¹ºW*@Bbº>?80Vxn=UBQ?5AQ!bº57W=QEn=6A8�8]¾ /
�

@�? �B?�� ������� K=E�� �&K=NS�QH6� �
K6��N � F3� � E
�«QFWON��0QF57W*Q�¾¤80U_UB8&¶�@B3=��n*6A8]n�80b9@_5A@B803�/

� %�¡o¢L¡g��¦¤�&¦¨¡g��- � � !-�,! !768%9+-�J+
c > 0

+-� /�� � � � �

∣∣∣∣ε
Jn(kR)

Jn(kε)

∣∣∣∣ ≥ c

(
R

ε

)n−1

∀n ≥ n0, ∀ε < ε0.

� �*�0� � /*¹ºW=Q��\Q!bAb9Q!U�¾¤<*3*>a57@B8]3 Jn(z) @Bbº:*Q��O3*Q?: e)�

Jn(z) =

(
1

2
z

)n +∞∑

p=0

(−1
4
z2)p

p!Γ(n+ p+ 1)
.



� � � �d¢�¢L ��u"�¦¤, � �

¹ºW=Q!3f¶\QFWON��0Q

ε
Jn(kR)

Jn(kε)
= ε

(
R

ε

)n
+∞∑

p=0

(−1
4
k2R2)p

p!Γ(n+ p+ 1)

+∞∑

p=0

(−1
4
k2ε2)p

p!Γ(n+ p+ 1)

= ε

(
R

ε

)n (Γ(n + 1))−1 +
+∞∑

p=1

(−1
4
k2R2)p

p!Γ(n + p+ 1)

(Γ(n + 1))−1 +
+∞∑

p=1

(−1
4
k2ε2)p

p!Γ(n + p+ 1)

= ε

(
R

ε

)n 1 +

+∞∑

p=1

n!

p!(n+ p)!
(−1

4
k2R2)p

1 +

+∞∑

p=1

n!

p!(n+ p)!
(−1

4
k2ε2)p

=

(
R

ε

)n−1

un(ε),

¶�W=Q!6AQ
un(ε)

@Bbº:=Q �O3*Q?: e)�

un(ε) =

R +

+∞∑

p=1

Rn!

p!(n+ p)!
(−1

4
k2R2)p

1 +

+∞∑

p=1

n!

p!(n + p)!
(−1

4
k2ε2)p

.

2­5�@Bb¸Q!N]b9�«578#b9Q!Qd57W*NP5¸5AW*QvbAQ?6A@BQ?b¸¶�W*@_>`WÇ@_3)57Q!6��0Q?3*Qv@B3 5AW*QdQ¿�=n=6AQ!b9bA@_803 8]¾
un(ε)>?803)�0Q?6A�0QE3*8069VcN]U_U_�$¶�@_5AWj6AQ!b9n�Q?>?5�578

(n, ε)
/*RTQ!3=>!Q]pO¶\QDW*N&�]Q

lim
(n,ε)→(∞,0)

un(ε) = R.

Ä�bA@_3*��57W*QFUB@_Vx@15m:=Q �O3*@157@_803�p=5AW*Q!69QEQ¿�;@Bb95Ab
c > 0

bA<*>`W�57WON�5

|un(ε)| ≥ c ∀n ≥ n0, ∀ε < ε0.

¹ºW=@Bb�>!80VXn*U_Q?57Q?b|57W*QFn*698;8P¾ /
��½�d57W*QFbAN]VxQ{5AQ!>`W*3=@BKM<*Q!b�¶mQF80e;5`N]@_3j5AW*Q�¾¤80UBU_8&¶�@B3*�D6AQ!b9<*U_5!/

� %�¡o¢L¡��!¦¤��¦¤¡g��� � � !-�*!E!768%9+-�'+
c > 0

+-� /�� � � � �
∣∣∣∣
Yn(kε)

Yn(kR)

∣∣∣∣ ≥ c

(
R

ε

)n
∀n ≥ n0, ∀ε < ε0.
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j(Ωε) = j(Ω) + f(ε)g(x0) + o(f(ε)),
� q=/1.  

lim
ε→0

f(ε) = 0, f(ε) > 0.
� q;/ H* 
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�mN]bAQ?:x803XU�N��]Q!6©n�8P57Q!3)5A@�N]U�57Q!>`W=3*@BKM<*Q?b!p;RD/)´�VXVxN]6A@ !-� �2��Q kIH�ron*6A8&��@B:*Q?:cN�69@B�0806980<*b:=Q!6A@1�PNP57@_803c8]¾�>?80VXn*UBQa57Q{NPb9��Vxn;578]5A@B>�Q¿�;nON]3*b9@B803*b|¾¤8]6mbA8]UB<=5A@B803*b½578�5AW*Q�RTQ?UBVXW*80U157Y
Q?KM<ONP57@_803y@B3¯54¶\8[N]3*:y57W=6AQ!Qv:=@BVXQ!3*b9@B803*b?pÆ@_3 57W*Qvn=6AQ!b9Q!3*>?Qf8P¾Tb9VcNPUBU½@B3*W*8]Vx80�]QaÃ
3=Q!@_5A@BQ?bº@B3v57W*QE:*80VxN]@_3�/=243�80<*6º¶\806 �opO¶mQF:*Q?6A@1�0QDN]b9��VXn=578]5A@B>�Q¿�=n*N]3*bA@_803*b�3*8]5º¾¤806
b980UB<;57@B8]3*b|e*<=5�¾¤806�N$�0@1�0Q!3j>?80b95�¾¤<*3*>a57@_803�/

¹ºW*Q½�0Q?3*Q!6AN]UB@_Y!Q!:EN]:�µ980@B3)5�VXQ?57W=8;:F@Bb�69Q!>!N]UBU_Q!:F@B3DÈ;Q?>?57@_803Eq=/IH;/&ÂTQ¿��5�p&57W*QL¾¤8069V�<;Ã
UBNP57@_803�8]¾�57W*QTRTQ?UBVXW*80U_5AY|n*6980e*UBQ?V�@BbLn*69Q!b9Q!3)57Q?:v@B3cÈ;Q!>a57@B8]3cq=/~qEN]3*:X@_57bL5A6A<*3*>!NP57Q?:
�]Q!69bA@B8]3D@_b�:=Q!bA>?6A@_e�Q?:¸@B3DÈ;Q?>?5A@B803Dq=/i�*/�È;Q?>?57@_803Dq=/ �ºn*69Q!bAQ?3)57bu5AW*Q©VcNP@B3�6AQ?bA<*U157b�¶�W*80b9Q
n=6A8�8]¾¤b�N]6AQ��]@_�0Q?3f@_3�È;Q!>a57@_803�q=/I�;/O�Æ@B3*N]U_�]p=3M<*VXQ!6A@_>�N]U�Qa�=N]VXn*UBQ?bº@BUBU_<*b95A67NP5AQ�@_3�È;Q!>¿Ã
5A@B803�q=/I�$5AW*QDN]e*@BU_@_5A@BQ!b\8]¾Æ5AW*QF5780ng80UB8]�0@B>!N]U�b9Q!3*b9@_57@1��@_54�d5A8xb980U_�]QD@_3M�]Q!69bAQ¸b9>�NP5957Q?6A@B3=�
n=6A80e*U_Q!VXb!/
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; �3
 � ��� ��� 	 �5���(�B� 
 � 
 � � � �$� � � � ����

243 57W=@Bb�bAQ?>?5A@B803�p 5AW*Qj�0Q!3=Q!67NPUB@BY?Q!:ÇN]:�µ98]@B3)5�VXQ?57W=8;: @B3)5A6A8�:*<*>!Q?: @_3»k1.&�;p©G�r�@_b

bAUB@_�0W)57U1��VX8;:*@ �OQ!:�/)¹ºW*Q �*6Ab95mVx8�:*@ �O>�NP5A@B803�@_b©:*<*QT5A8E5AW*QT¾¨NP>?5©57WON�5\5AW*QT>?80b95\¾¤<*3*>¿Ã
57@B8]3#@Bb�:*Q��O3*Q!:[@B3[N

C
Ã RT@_UBegQ!6�5{bAn*N]>!QXN]3*:[@_5�5`N �PQ!bF�]NPUB<*Q?b�@B3

R
p�57W*Q?3«@15�@Bb�3=8]5

:*@_��Q!69Q!3)57@BN]e*UBQP/L�O806�57W=@Bb$6AQ!N]bA803�p 57W*Q�:*@_��Q!69Q!3)57@BN]e*@_UB@_54�[n*6980ngQ!6954� @_b�6AQ?n*U�N]>?Q!: eM�
57W*Qc¾¤8]6AV�<*UBNP57@_803 � q=/I�* a/�¹ºW*Qvb9Q!>!8]3*: Vx8�:*@ �*>�NP5A@B803[@Bb�:=<*Qc578S5AW*Qc¾¨N]>a5�57W*NP5¸5AW*Q
bAQ!b9KM<*@BU_@B3*Q!N]6º¾¤806AV N]b9bA8�>!@BNP57Q?:�5A8c80<*6�n*6980e*U_Q!V @Bb�3*8P5�>?8;Q?6A>!@1�0QP/��O806º57W=@Bb�6AQ!N]bA803�p
57W*QD>!8�Q!6A>?@_��@_54��n*6980ngQ!6954�f@Bb�6AQ?n*U�NP>!Q!: eM��57W=Q�@B3=¾�Ã­bA<*nf>!803=:*@_5A@B803 �¨bAQ?Q�R���ng8]57W=Q!bA@_b
�  a/

��Qa5 V egQ{N��;�=Q?:v>!80VXn*U_Qa�cRT@_UBegQ!695½b9nON]>!QP/*�O806 ε ≥ 0
p�U_Q?5

aε(., .)
egQ{N¸b9Q!b9K�<=@1Ã

UB@B3=Q�N]6\N]3*:j>!8]3M5A@B3M<*80<=b|¾¤806AV 803 V N]3*: lε egQFN�bAQ!VX@BU_@B3*Q!N]6\N]3*:v>!8]3M5A@B3M<*80<=b|¾¤806AV803 V / � QF>?803*bA@_:*Q!6º5AW*Q�¾¤80UBU_8�¶�@_3*��NPbAbA<=Vxn=5A@B803=b!/
®���¢L¡O���� ���¦ � � � � !-�*! !768%9+-�'+ � +0!,+
B
�
% � %'&)! � � � &>= / ��&.�F%'&.�.��� + � ���-� δa � � +0!-� %	�
� %'&)! � � � &>= / ��&.�F%'&.�.��� + � ��� � δl ��� &>= � �*! �2�
� �
& / �F%H��& f(ε) > 0

=
!JIK&)!O= ��&
R∗

++-� /�� � � � �

lim
ε→0

f(ε) = 0,
� q=/~q  

‖aε − a0 − f(ε)δa‖L2(V) = o(f(ε)),
� q=/i�  

‖lε − l0 − f(ε)δl‖L(V) = o(f(ε)),
� q=/I�* 


 � !-�,! L(V) < �*!,+@?.! / � %'12! � � L2(V) A =
!-&)���@!,+ � � !P+@? � / ! � � / ��&.�F%'&.�.��� + � &>=�+0!-� % � %	�&)! � � < �,!,+@?.! / � %'12! � �E+0!,+
B
��% � %'&)! � � A � ��� � +E��& V Q
®���¢L¡O���� ���¦ ��� � � !-�*! !768%9+-�'+ � / ��&;+-� � &.� α > 0

+-� /�� � � � �

inf
u6=0

sup
v 6=0

|a0(u, v)|
‖u‖V‖v‖V

≥ α.

� !P+ � � � � � � a0
+ � � %9+JI !,+ � � !4%'& � �H+-� ? / ��&>=2%'�F%H��& Q

´º>?>!8069:*@B3=�d578 � q=/i�  ¿p�57W=Q!6AQ�Q¿�;@Bb95AbFNd>!803=b95`NP3M5
β > 0

@_3*:*Q?n�Q?3*:*Q!3)5F8]¾
ε
bA<=>`W

57WONP5
inf
u6=0

sup
v 6=0

|aε(u, v)|
‖u‖V‖v‖V

≥ β.

�o8]6
ε ≥ 0

p=UBQ?5
uε
egQ�57W*QFbA8]UB<=5A@B803d5A8$5AW*QFn*6A8]e*UBQ?V Z �O3*:

uε ∈ V
bA<=>`Wf57W*NP5

aε(uε, v) = lε(v) ∀v ∈ V. � q=/~�  
� QFWON��0Q�5AW*Q�¾¤80UBU_8�¶�@_3*��U_Q!VXVcN=/
�½ �ª¯ª '¯- D � � �,?.��� � !,+0!,+ ��� &>= �$� �*!:+ � �F%9+JI !O= � � !-&

‖uε − u0‖V = O(f(ε)).



� � � ��¥o ;�� M%�'O£ ¦¤°) �" 'O"
	!¡g¦¨���xª  )����¡�" ���

�G�*�0� � /�2­5�¾¤80U_UB8&¶�bº¾¤6A80VsR���ng8]57W=Q!bA@_b��X57WONP5�57W=Q!6AQ¸Qa�;@Bb�57b
vε ∈ V, vε 6= 0

bA<*>`W
5AWONP5

β‖uε − u0‖V‖vε‖V ≤ |aε(uε − u0, vε)|,¶�W=@B>`W�@BVXn*UB@_Q!b
β‖uε − u0‖V‖vε‖V ≤ |aε(u0, vε)− lε(vε)|

= |aε(u0, vε)− (lε − l0 − f(ε)δl)(vε)− l0(vε)− f(ε)δl(vε)|
= |(aε(u0, vε)− a0(u0, vε))− (lε − l0 − f(ε)δl)(vε)− f(ε)δl(vε)|
≤ |aε(u0, vε)− a0(u0, vε)− f(ε)δa(u0, vε)|+ |lε(vε)− l0(vε)− f(ε)δl(vε)|

+f(ε)(|δa(u0, vε)|+ |δl(vε)|).
Ä�bA@B3=�xR���n�8]5AW*Q!b9@BbTq�¶mQE80e=57N]@B3

β ‖ uε − u0 ‖V ‖vε‖V ≤
(
o(f(ε)) + f(ε)(‖δa‖L2(V)‖u0‖V + ‖δl‖L(V))

)
‖vε‖V .

�lm803=bA@B:=Q!6�3*8&¶ÇN�>?80b95�¾¤<*3*>a57@B8]3
j(ε) = J(uε)

p&¶�W*Q?6AQ\5AW*Q©¾¤<*3*>?5A@B803*N]U �TbANP57@_b �OQ?b
J(u+ h) = J(u) + <(Lu(h)) + o(‖h‖) ∀u, h ∈ V, � q=/I�* 

¶�W=Q!6AQ
Lu

@_b�N$U_@B3*Q!N]6ºN]3=:f>?803)57@B3M<*8]<*bº¾¤806AV³803 V /�O806
ε ≥ 0

p=¶\QD:*Q��O3*Q�57W=QD��N]�]67N]3*�]@�N]3v80ngQ!6ANP578]6 Lε e)�
Lε(u, v) = J(u) + aε(u, v)− lε(v) ∀u, v ∈ V.

¹ºW=QE3=Qa��5T5AW*Q!8]6AQ!V��0@_�]Q!bº57W*QEN]b���Vxn=5A8]57@_>�Qa�;nON]3=bA@B8]3f8]¾
j(ε)

/
�D�� M¡o%� �ª � D � ��� ?.��� � !,+0!,+ ��� &>= � � �*!:+ � � %9+JI !O= � � � !-&

j(ε)− j(0) = f(ε)<(δL(u0, p0)) + o(f(ε)),
� q=/~G  


 � !-�*! u0
%9+�� � ! +0� � ��� %H��& �@� � B
� � � %H��& < � Q �,A 
 %'� � ε = 0 � p0

%9+�� � ! +0� � ��� %H��& �@�
� � ! � =
� ��%'&.� ?>�*�2# � !-� 3�IK&>=

p0 ∈ V
+-� /�� � � � �

a0(v, p0) = −Lu0
(v) ∀v ∈ V �¨q=/~�  

� &>=
δL(u, v) = δa(u, v)− δl(v), ∀u, v ∈ V.

�G�*�0� � / � QFWON��]QF5AWONP5
j(ε) = Lε(uε, v) ∀ε ≥ 0, ∀v ∈ V.

Â�Qa��5�pO>`W=8;80b9@B3*�
v = p0

p=¶\QD8]e=5`N]@_3
j(ε)− j(0) = Lε(uε, p0)− L0(u0, p0)

= J(uε)− J(u0) + aε(uε, p0)− a0(u0, p0) + l0(p0)− lε(p0)

= J(uε)− J(u0) + <(aε(uε, p0)− a0(u0, p0))− <(lε(p0)− l0(p0))

= J(uε)− J(u0) + <(aε(uε, p0)− a0(uε, p0) + a0(uε − u0, p0))

−<(lε(p0)− l0(p0)− f(ε)δl(p0))− f(ε)<(δl(p0)).



� � �D�� f�&¡o¢L¡�£¤¡o¥g¦ §0'O£©'O�?��ª ¢���¡o�&¦ §v¬­¡o%x�&��  ®f �£ ª ��¡g£ �&°v �±�+�';��¦¨¡g�����

ÄTbA@_3*� � q=/I�* ¿p=¶mQFWON��]QE5AWONP5

J(uε)− J(u0) = <(Lu0
(uε − u0)) + o(‖uε − u0‖).

RTQ!3=>!Q]p

j(ε)− j(0) = <(aε(uε, p0)− a0(uε, p0)) + <(a0(uε − u0, p0) + Lu0
(uε − u0)) + o(‖uε − u0‖)

−<(lε(p0)− l0(p0)− f(ε)δl(p0))− f(ε)<(δl(p0)).

ÄTbA@_3*��57WON�5
p0
@_b|57W*QEN]:�µ980@B3)5�bA8]UB<=5A@B803�p�¶mQF80e;5`N]@_3

j(ε)− j(0) = <(aε(uε, p0)− a0(uε, p0)) + o(‖uε − u0‖)
−<(lε(p0)− l0(p0)− f(ε)δl(p0))− f(ε)<(δl(p0))

= <((aε − a0)(u0, p0)) + <((aε − a0)(uε − u0, p0)) + o(‖uε − u0‖)
−<(lε(p0)− l0(p0)− f(ε)δl(p0))− f(ε)<(δl(p0)).

2­5º¾¤80UBU_8�¶�b|¾¤6980V�R���n�8]5AW*Q!b9@Bb�q�57WON�5

j(ε)− j(0) = f(ε)<(δa(u0, p0)) + o(f(ε)) + f(ε)<(δa(uε − u0, p0)) + o(f(ε))‖uε − u0‖
+o(‖uε − u0‖)− f(ε)<(δl(p0)).

�Æ@B3ONPUBU_�]p�¾¤6980V���Q?VxVxN$��N]3*:j57W*QFW)��n�8]5AW*Q!b9@Bb
lim
ε→0

f(ε) = 0
p=¶\QEWON��0Q

j(ε) = j(0) + f(ε)<(δa(u0, p0)− δl(p0)) + o(f(ε)),

bA@B3=>!Q
δa
@_bº>!803)5A@B3M<*80<*b�e)��N]b9bA<*VXn=57@_803�/

�

; � ; � ��� �����(� ����� � � 4�	�� -��,� � � � � 
�� � � ��� � ��� �
� ) � �5�(� �����(�

��Qa5
Ω
e�Q�NP3d80ngQ!3jN]3*:veg80<*3=:*Q!:vb9<*e*bAQa5�8]¾

R
n ¶�@_5AWdeg80<*3*:ONP69� Γ = Γ0 ∪Γ1

p
n = 2

806
3
/*¹ºW=QDR�Q!U_VxW*8]U_57Y�n*6A80e=UBQ!V³@Bb





∆uΩ + k2uΩ = 0
@B3

Ω,
uΩ = 0

8]3
Γ0,

∂uΩ

∂n
= ΛuΩ + Θ

803
Γ1,

� q;/_.&�* 

¶�W*Q!69Q
k ∈ R∗ p Θ ∈ H 1

2

00(Γ1)
′ N]3*: Λ ∈ L(H

1

2

00(Γ1), H
1

2

00(Γ1)
′)
/

�«QF:*Q �*3*Q




V(Ω) = {v ∈ H1(Ω), v = 0
8]3

Γ0}
a(Ω, u, v) =

∫

Ω

∇u.∇v dx− k2

∫

Ω

uv dx− 〈Λu, v〉
`(v) = 〈Θ, v〉,

� q;/_.0.( 



� � � �D��  ®f �£ ª ��¡g£ �&°v¢u%�¡ �u£¨ �ª ¦¨��'["�¡gª 'O¦¨� �x¦ ��� '«��ª 'O£¨£m��¡g£¨ � �

¶�W=Q!6AQ 〈, 〉 @Bb 5AW*Q�:*<ON]U_@_54�Dn*6A8�:*<*>a5©e�Qa54¶mQ?Q!3 H 1

2

00(Γ1)
′ N]3*: H 1

2

00(Γ1)
/0¹ºW*Qº�PN]6A@BNP57@_8PÃ

3*N]U;¾¤8069V�<*UBNP57@_803EN]bAb98;>?@�NP5AQ!:�578�n*6A80e=UBQ!V � q;/_.&�* �@Bb�57W*Q\¾¤80UBU_8�¶�@_3*�EZ �O3*:
uΩ ∈ V(Ω)b9<*>`Wf5AWONP5

a(Ω, uΩ, v) = `(v) ∀v ∈ V(Ω).
�¨q=/1.�H* 

�«QF>!803=bA@B:=Q!6º57W*Q�¾¤80U_UB8&¶�@B3=��N]bAb9<*VXn=57@_803�/
®j��¢L¡O���� ;�!¦ � � � � !E�,?.!-� � �@��� Λ

%9+:+@? � %'�K%'&.���
Λ0 + Λ1


 %'� �
� Λ1 ∈ L(H

1

2

00(Γ1), H
1

2

00(Γ1)
′) � � &>=�+ � �F%9+JI !,+

<〈Λ1ψ, ψ〉 ≤ 0 ∀ψ ∈ H
1

2

00(Γ1),
� q=/1.&q  

� Λ2 ∈ L(H
1

2

00(Γ1), H
1

2

00(Γ1)) Q
�«QEN]bAb9<*VXQF5AW*Q�¾¤80UBU_8&¶�@B3*��n=6A80ngQ!6�54�v8]¾u<*3*@BKM<*Q?3*Q!b9b
®j��¢L¡O���� ;�!¦ � � � ! � � 12!

a(Ω, u, v) = 0 ∀v ∈ V(Ω)⇒ u = 0,
� q=/1.��  

a(Ω, u, v) = 0 ∀u ∈ V(Ω)⇒ v = 0.
� q=/1.��* 

�O6980V 5AW*Q#��N��MÃ ��@BUB�]67N]VÀ57W=Q!8069Q!V N]3*: 57W*Qf¾¨N]>?5d5AWONP5d5AW*Q#@BV¸e�Q?:*:*@B3=�0b VΩ →
L2(Ω)

N]3*:
H

1

2

00(Γ1) → L2(Γ1)
N]6AQ�>?80Vxn*N]>?5!p�N]3*:[:*<*Q�5A8v57W*Q$�O6AQ?:*W*80U_V NPU_57Q?6�Ã

3*NP57@1�0Q]p�¶\Qc80e;5`N]@_3 �¨b9Q!Q ! Q M Q kÅ.&�Pr©¾¤806DNf:*Qa5`N]@_UBQ!:«N]69�0<*VXQ!3)5`NP5A@B803  T57W*QX¾¤80UBU_8�¶�@_3*�69Q!b9<*U_5!/
� %�¡o¢L¡��!¦¤��¦¤¡g��² D � � �,?.��� � !,+0!,+ � � &>= �"� �,!:+ � � %9+JI !O= � 
 ! � � 12!:� � � �

� Q � �*�2# � !-� < � Q	� � A � � +E��&)! � &>= ��& � � ��&)!:+0� � ��� %H��&
� Q � � ! +0!,+
B
�
% � %'&)! � � � ��� � a(Ω, ., .)

+ � � %9+JI !,+ � � ! %'& � �H+-�0? / ��&>=2%'�F%H��& 3:� � !-�*!!768%9+-�J+ � / ��&;+-� � &.� a > 0
+-� /�� � � � �

inf
u6=0

sup
v 6=0

|aΩ(u, v)|
‖u‖V(Ω)‖v‖V(Ω)

≥ a.
� q=/1.&�  

�O806TNx�0@1�0Q?3
x0 ∈ Ω

pg>!8]3*bA@_:*Q!6�57W*QDVx8�:*@ �*Q!:�80n�Q?3SbA<=e*bAQa5
Ωε = Ω\ωε

p
ωε =

x0 + εω
pg¶�W*Q!69Q

ω
@BbFN �;�=Q?: 80ngQ!3[N]3=:[eg80<*3=:*Q!:[bA<*e=bAQ?5E8]¾

Rn >!803)5`NP@B3*@_3*�c57W=Q8]6A@B�]@B3 �
ωε = ∅ @_¾ ε = 0

 ¿p�¶�W*8]bAQ$e�8]<*3*:ON]6��
∂ω

@Bb�>?803*3*Q?>?57Q?: NP3*: n*@BQ?>!Q?¶�@_bAQ�8]¾
>?U�N]b9b C1 /O¹ºW*QFVX8;:=@ �OQ?:�b980UB<;57@B8]3 uΩε

bANP57@_b �OQ?b




∆uΩε + k2uΩε = 0
@B3

Ωε,
uΩε = 0

803
Γ0,

uΩε = 0
803

∂ωε,
∂uΩε

∂n
= ΛuΩε + Θ

803
Γ1.

� q=/1.��* 
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¹ºW=Q�¾¤<*3*>?5A@B803
uΩε

@Bb{:*Q��O3*Q?:[8]3S57W*Q��PN]69@�N]e*U_QD8]n�Q?3#bAQ?5
Ωε
p�5AWM<*b�@_5�e�Q?UB803*�]b

578fN�¾¤<*3*>a57@_803ON]U©bAn*N]>!QX¶�W*@B>`W«:*Q!ngQ!3*:=b�803
ε
/�RTQ?3*>!QPpÆ@1¾m¶\Qx¶mN]3)5¸578�:*Q?6A@_�]Qx5AW*Q

N]b9��VXn=578]5A@B>{Q¿�;nON]3*b9@B803�8]¾ÆN$¾¤<*3=>?57@_803j8]¾�57W*Q�¾¤8069V

j(ε) = J(uΩε),
� q;/_.&G* 

¶mQ½>�N]3=3*8]5uN]n*n*U1�{:*@_6AQ?>?57U1�{57W=Q©5A8;8]UBb�8]¾=bAQ?>?57@_803Dq=/ H�p�¶�W*@B>`WE6AQ?K�<=@B6AQ½N �=�;Q!:E¾¤<*3*>?5A@B8PÃ
3ON]UgbAnON]>?Q]/O�O806½57W*@_bm69Q�N]b9803�p;¶\Q�<*b9Q�57W*Q�:*80VxN]@B3X576A<=3*>�NP5A@B803cVxQa57W*8�:c@_3M5A6A8�:*<*>?Q!:
@B3 kÅ.���r�578XN��08]@B:v57W*@_bº>!80VXn*U_@B>�N�57@B8]3�/

; � � � ��� �
	 �����B� ������� � � � ����

��Qa5

R > 0
egQcbA<=>`W 57WON�5D5AW*Qc>?UB80b9Q!:«eON]UBU

B(x0, R)
@BbE@B3*>?UB<*:*Q?: @_3

Ω
/�2­5¸@_b

bA<*n*ng80b9Q!:«5AW*6A8]<*�0W*80<;5�57W*@_bEn*N]n�Q?6�57WONP5
ε
6AQ?VcN]@_3*b�bAVxN]U_U Q!3*8]<*�0W[bA8j57WONP5

ωε ⊂
B(x0, R)

/*¹ºW*Q�5A6A<*3*>!NP57Q?: 80ngQ!3jb9<*e*bAQa5�@_b�:*Q �O3=Q!:�eM�

ΩR = Ω\B(x0, R).
�¨q=/_.��  

¹ºW*QS80ngQ!3 b9<*e*bAQa5
B(x0, R)\ωε

@BbX:*Q!3*8P57Q!:»e)�
Dε

�¨b9Q!Q#�u@B�0<*69Q q* a/\�o8]6
ϕ ∈

Γ

Γ
Dε ωε

Ω R

R

����� � q=/_. 2 ¹ºW*QF5769<*3*>�N�57Q!:�:*80VxN]@_3�/

H
1

2 (ΓR)
N]3*:

ε > 0
p=UBQ?5

uϕε
e�Q{5AW*Q�bA8]UB<=5A@B803c5A8�57W*Q�n=6A80e*U_Q!V Z"�O3*:

uϕε
bA<*>`Wj57WON�5





∆uϕε + k2uϕε = 0
@_3
Dε,

uϕε = 0
803

∂ωε,
uϕ

ε
= ϕ

803
ΓR,

� q;/ H]�* 

¶�W*Q!69Q
ΓR

@Bb|5AW*QFe�8]<*3*:ON]6��v8]¾�57W*QEeON]U_U
B(x0, R)

/o�o8]6
ε = 0

p
uϕ0

@Bb|57W=QEb980UB<;57@B8]3
578

{
∆uϕ0 + k2uϕ0 = 0

@B3
B(x0, R),

uϕ0 = ϕ
803

ΓR.

� q;/ H;.( 

ÄTbA@_3*�«5AW*Q#t�80@B3*>!N]6A}f@B3*Q?KM<ON]UB@154�0p©@_5x>�NP3�Q�N]b9@BU1� e�QSb9Q!Q?3�57WONP5x¾¤806
R <

1√
2|k|

p
n*6A80e=UBQ!V � q=/IH]�  mW*N]b�803*QFN]3*:�803*U1�d803=QEb980UB<;57@B8]3�/



� � �y�D�� ��&%�+u��§0'=��¦¤¡g��ª  )����¡�" � �

�O806
ε ≥ 0

p=57W=QD^T@B6A@_>`W*UBQa59Ã 578PÃ4ÂTQ!<=VcN]3=3d80ngQ!67N�57806
Tε
@Bbº:*Q��O3*Q?: e)�

Tε : H1/2(ΓR) −→ H−1/2(ΓR)
ϕ 7−→ Tεϕ = ∇uϕε .n|ΓR

,
¶�W=Q!6AQF57W=QE3=806AVxN]U

n|ΓR

@Bbº>`W*80b9Q!3f80<=54¶mN]6A:j578
Dε

803
ΓR

NP3*:
∂ωε

/
�Æ@_3ON]U_U_�0pM¶\QD:*Q��O3*Q�¾¤806

ε ≥ 0
5AW*QFbA80U_<=57@_803

uε
578�57W=QF5A6A<*3=>�NP5AQ!:�n*6A80e=UBQ!V





∆uε + k2uε = 0
@_3

ΩR,
uε = 0

8]3
Γ0,

∂uε
∂n

= Λuε + Θ
8]3

Γ1,

∂uε
∂n
− Tεuε|ΓR

= 0
8]3

ΓR.

� q=/IH0H* 

¹ºW=QF�PN]69@�NP5A@B803*N]Ug¾¤8]6AV�<*UBNP57@_803vN]b9bA8�>!@BNP57Q?:j5A8��¨q=/IH0H* \@_b�Z �O3*:
uε ∈ VR

bA<*>`W�57WONP5

aε(uε, v) = `(v) ∀v ∈ VR,
� q=/IH]q  

¶�W=Q!6AQF57W=QF¾¤<=3*>?5A@B803ONPU�bAnONP>!Q VR N]3*:j57W*QFbAQ?bAKM<*@_UB@B3=Q�N]6|¾¤8069V aε
N]69Q�:*Q �O3=Q!: e)�

VR = {v ∈ H1(ΩR); v|Γ0
= 0}, � q;/ HP�  

aε(u, v) =

∫

ΩR

∇u.∇v dx− k2

∫

ΩR

u.v dx− 〈Λu, v〉+
∫

ΓR

Tεuv.
� q=/IH0�* 

R�Q!69Q]p ∫
ΓR

:*Q!3*8P57Q!bu57W*Q½:*<ON]U_@_54�Fn*698;:=<*>?5ue�Qa54¶mQ?Q!3
H1/2(ΓR)

N]3*:
H−1/2(ΓR)

/�¹ºW=Q
¾¤8]UBUB8&¶�@_3*��6AQ?bA<*U15�@Bbºb�5`N]3*:*N]6A:�@B3�t©^{J�57W=Q!806��0/
� %�¡o¢L¡��!¦¤��¦¤¡g���$# �G�*�2# � !-� + < � Q	���7A4� &>= < � Q � � A � � 12! � ��&.% B
�.! +0� � �
�F%H��& Q � ���*!,���
12!-� � � � !��*!,+-�F� % / � %H��&����

ΩR
� � � � ! +0� � �
� %H��& uΩε

�@� ?>�,�2# � !-� < � Q	���7A %9+�� � ! +0� � ��� %H��&
uε

�@�:?>�,�2# � !-� < � Q � � A2Q
�«Q«W*N&�]Q¯3*8&¶�NP5�80<=6f:*@_bAng80b7NPU{57W*Q �=�;Q!:�R�@BU_e�Q?695jbAn*N]>!Q VR 6AQ?KM<*@B69Q!: e)�

È�Q!>?5A@B803�q=/IH;/ �«QEN]bAb9<*VxQ�5AWONP5º57W=QF¾¤8]UBUB8&¶�@_3*��W)��n�8]5AW*Q!b9@Bb�W*80U_:*b!/
®j��¢L¡O���� ;�!¦ �c- � � ! � �
& / �F%H��& � %'&.�F�*�
=2� / !O=�%'& < � Q	� � A %9+ =
!JIK&)!O="%'& � &)!-%�M � #-���? � � � � � Γ � &>="%'�K+ � � %9+JI !,+

J(u+ h) = J(u) + < (Lu(h)) + o (‖h‖) ∀u, h ∈ VR,

 � !-�*! Lu %9+ �"� %'&)! � � � &>= / ��&.� %'&.�.��� + � ��� � ��& VR Q

¹ºW*Q?3�pO¶mQE80e=57N]@B3d5AWONP5

j(ε) = J(uΩε) = J(uε) ∀ε ≥ 0.
� q;/ H]�* 

�c ;ª«'*%���� � ! / � & �2� +0� / ��&;+-% =
!-�:�"���*!�M
!-&)!-� �2� / �0+-� � �
& / �F%H��& < +0!,! ! Q M Q�� � 
�� A0�� � !:� � ��& / � � %H��& �"!-� � �
= =
�0!,+P&)��� �,!,+-� � % / � � � ! /�� ��% / !4� � � � ! � �
& / �F%H��& Q D & � � !:&.���
�"!-� % / �2� ? � � �G� � � � %9+ 
 ��� � � ��& � �E�"! � +-�
�,!-�"!-&.�'+ ��& � � ! #-���
&>= � � � � � � � !:=
��� � %'&
� �*! � +0!O= Q � ���P� � %9+ �*! � +0��& � &>= �@�E+-%'��? � % � ��� � ! ?>�*!,+0!-&.� � �F%H��& � 
 ! / ��&;+-% =
!-�*!O= � � !?>�*!-10%H��� + � +,+-�
��?>�F%H��& � #-���
� � � ! / �0+-� � ��& / � %H��& Q
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��Qa5
vΩ
egQ{57W=QEb980UB<;57@B8]3d578�57W*QEN]:�µ980@B3)5�n*6980e*UBQ?V

a(Ω, w, vΩ) = −LuΩ
(w), ∀w ∈ V(Ω),

� q=/IH0�* 
¶�W*Q!69QF5AW*Q{¾¤<*3*>a57@_803ON]U�bAnON]>?Q V(Ω)

NP3*:v57W*Q�b9Q!bAKM<*@_UB@_3*Q�N]6\¾¤806AV
a(Ω, ., .)

N]6AQ�:*Q �=Ã
3*Q!:f@B3 � q=/1.0.  ¿/O2­5�WONPb�egQ!Q!3fbAW*8&¶�3S@_3 tL6980n�8]bA@_5A@B803 .&�$57WON�5

u0
@Bbº57W*QD6AQ?b95769@B>a57@B8]3

578
ΩR

8]¾
uΩ
/gÈ�@BVX@BU�NP6AU_�]p

v0
p*5AW*QFbA80U_<=57@_803c5A8

a0(w, v0) = −Lu0
(w), ∀w ∈ VR,

� q;/ H]G* 
@Bb|57W=QE69Q!b�576A@_>?5A@B803d5A8

ΩR
8]¾
vΩ
/

; � � � ��� � �%� � 	 � )������ )
¹ºW=@Bb¸b9Q!>a57@B8]3¯>!803)57N]@B3*bF57W=QdVcNP@B3[6AQ!b9<*U_5Ab¸8]¾m57W*@_bDnONPn�Q?6!/�´�UBUL5AW*Qcn*698;8P¾¤b�N]69Q

6AQ!ng806�57Q!:E@B3DÈ;Q?>?5A@B803Dq=/~�=/�RTQ?3*>!Qa¾¤80695AWE¶\Q\W*N&�]Q\5A8�:=@Bb95A@B3*�]<*@Bb9WF5AW*Q©>�N]b9Q!b
n = 2

N]3*:
n = 3

/*¹ºW=@Bbº@Bbm:*<*Q�578�57W=Q{¾¨N]>?5º5AWONP5|5AW*Q�¾¤<*3*:ON]VXQ!3)57N]U�b980UB<=5A@B803=bm578�57W=QF��NPn*U�N]>?Q
Q!KM<ONP5A@B803v@_3

R2 N]3*: R3 WON��]QDNP3�Q?bAb9Q!3)57@BN]UBU1�d:*@1��Q?6AQ!3)5�N]b���Vxn=5A8]57@_>{Qa�;nONP3*bA@_803 N�5@B3 �O3=@_54�0p*N]3*:jn*6A8]e*UBQ?V � q=/IH]�  ½WON]b��0Q!3=Q!67NPUBU_�c3*8$bA80U_<=57@_803v@_¾
n = 2

/

� ? �B?C> � �d� F;� �i�g��J6� ��� H=E�� �IHd��N 
.��E3�
t�80bAb9@Be*U1�E>`WON]3*�0@_3*��5AW*Q|>!8�Ã48069:*@B3ON�57Q½b9��b95AQ!V�pP¶\Q|>�N]3¸bA<*n*ng80b9Q|¾¤806u>?803)�0Q?3*@BQ?3*>!Q

57WONP5
x0 = 0

/�243#8]6A:*Q?6�578d:=Q!6A@1�0Q¸5AW*Q¸5A80n�8]UB80�0@_>�N]U�b9Q!3*b9@_5A@_��@_54��8]¾L5AW*Q¸¾¤<*3*>a57@_803
j
p

¶mQF@B3)5A6A8�:*<*>!Q�54¶\8cNP<;�;@BUB@BN]69�Xn*6980e*U_Q!VXb!/
¹ºW=Q �O6Ab�5�n*6980e*UBQ?Vfp�>!N]UBU_Q!:«5AW*Q��4Qa��57Q?6A@B8]6Dn*6980e*U_Q!V$�`p�@BbE¾¤806AV�<=U�NP5AQ!: @_3

R3\ωN]3*:j>!803=bA@Bb�57b�578��O3*:
vω
pObA80U_<=57@_803d578




−∆vω = 0

@_3
R

3\ω,
vω = 0

N�5 ∞,
vω = uΩ(x0)

803
∂ω,

� q;/ H]�* 

¶�W*Q!69Q
uΩ

@_bº57W*QEbA80U_<=57@_803v578$57W*QE:*@_6AQ!>a5�n*6A80e=UBQ!V � q=/1.&�  ¿/ORTQ?6AQ]pg803*QF>!N]3 69Q!VxN]6 �
57WONP5=µ9<=b95�57W*Q©n*69@B3*>?@BnONPU0nON]6�5�8]¾=5AW*Q½RTQ!U_VxW=80U_5AYÆ80ngQ!6ANP57806�@_b�<*bAQ?:�p&¶�W*@B>`WE:*Q!b9>!69@BegQ!:
eM�c57W*QE��N]n*UBN]>!Q{Q?KM<ONP57@_803�/O¹ºW*Q�¾¤<*3=>?57@_803

vω
>�N]3jegQFQa�;n*6AQ?bAb9Q!:Se)�jN�bA@_3*�0U_Q{U�N��0Q?6

n�8]5AQ!3)57@BN]U�8]3
∂ω
/o��Q?5

E(y) =
1

4πr

� q;/Iq0�* 
¶�@_57W

r = ||y|| /�2­5F@BbFNd¾¤<*3*:ONPVxQ?3M57N]U b980UB<=5A@B803S¾¤8]6�57W*QX��N]n*UBN]>!Q�Q?KM<ONP57@_803 @B3 R3 /¹ºW*Q!3�p*5AW*Q�¾¤<*3*>a57@B8]3
vω
69Q�N]:=b

vω(y) =

∫

∂ω

E(y − x)pω(x) dγ(x), y ∈ R
3\ω, �¨q=/Iq;.  

¶�W*Q!69Q
pω ∈ H− 1

2 (∂ω)
@Bb|5AW*QFbA80U_<=57@_803d578$eg80<*3*:ONP69�v@_3M5AQ!�06AN]U�Q?K�<*NP57@_803

∫

∂ω

E(y − x)pω(x) dγ(x) = uΩ(x0), ∀y ∈ ∂ω. �¨q=/~q)H* 



� � � �D��  ª 'O¦¨��%� ;�!+u£ ��� ��-

�O806
x
e�8]<*3*:*Q?: N]3=:fUBN]6A�0Q

r = ||y|| p�¶\QDW*N&�]Q

E(y − x) = E(y) +O

(
1

r2

) � q=/~q0q  

NP3*:�5AW*QEN]b9��VXn=578P57@B>�Qa�;nON]3*b9@B803fNP5�@B3"�O3*@_54�x8]¾u57W*Q{¾¤<*3=>?57@_803
vω
@Bbº�0@1�0Q!3je)�

vω(y) = Pω(y) +Wω(y),
� q=/~q]�  

Pω(y) = Aω (uΩ(x0))E(y),
� q;/Iq)�  

Aω (uΩ(x0)) =

∫

∂ω

pω(x) dγ(x),
� q;/Iq0�* 

Wω(y) = O

(
1

r2

)
.

� q=/~q)�* 

Â�8]57@_>!Q$57WON�5
Pω ∈ Lmloc

¾¤806DN]U_U
m < 3

/ulmUBQ�NP6AU_�]p�57W*QX¾¤<*3*>?5A@B803
α 7−→ Aω(α)

@_b
U_@B3*Q!N]6|803

R
poN]3*:j57W*QF3M<*V�egQ!6

Aω(α)
:*Q!ngQ!3*:=bT803j57W=QEb9WON]ngQF8]¾

ω
/

¹ºW*Qvb9Q!>?803*: n*6A8]e*UBQ?Vfp�¶�W*@_>`W¯¶mQv>!N]UBU�� @_3M5AQ!69@B806Fn*6980e*UBQ?V��7p�@BbD¾¤8]6AV�<*UBNP57Q?:¯@B3
D0 = B(x0, R)

N]3*:j>?803*bA@_b95Ab�5A8 �*3*:
Q1
ω

b980UB<=5A@B803d5A8
{

∆Q1
ω + k2Q1

ω = 0
@B3
D0,

Q1
ω = Pω |ΓR

8]3
ΓR.

� q=/~q0G  

R�Q!69Q]pu5AW*Qd@_:*Q�N @_bD5A8S>!803=bA@B:=Q!6�NP3y@B3)57Q?6A@B8]6DNP3*:yQa��57Q?6A@_806¸n*6980e*U_Q!VXbD57W*NP5��0@1�0QcN
�]8;8�: � �O69b95$8069:*Q!6XN]n=n*6A8��;@BVxNP57@_803 �d8]¾

(uϕε − uϕ0 )|Dε

p
ϕ = uΩ|ΓR

pÆ@B3¯57W=Qj¾¤8]6AV
f(ε)(Q1

ω − Pω)
p�@B3 Nc¶mN��S¶�W*@_>`W ¶�@_UBU�e�Q¸b95`N�57Q!: n*69Q!>?@BbAQ?U_� @B3 È;Q?>?5A@B803[q=/~�=/ �\<=5�p

5AW*Q$�0@_�]Q!3#¾¤8069V�<*U�N�57@B8]3 � q;/Iq0G* �8]¾©57W*Q$@B3)5AQ!6A@_806{n*6980e*U_Q!V�p�¶�W*@_>`W«@_b�57W*Q��43ONP57<=67N]U �
>`W=80@B>?Q]pg@Bb�3*8]5{b9< /X>!@_Q!3)5{578x�0Q?5T57W*QDe�Q?WON���@B806T3*Q!Q?:*Q!:#e)��57W*Q¸N]:�µ980@_3M5�57Q?>`W*3*@_K�<=Q
:=Q!bA>?6A@_e�Q?: @B3«È;Q?>?5A@B803«q=/IH;/ �f8069QXn=6AQ!>?@Bb9Q!U_�]p�@B3#57W=@BbF>�N]b9Qx8]3*Q$>�N]3[>!803=b95769<*>?5E57W=Q
b9Q!b9K�<=@BUB@_3*Q�NP6{¾¤806AV

δa
e*<=5F57W=Q!6AQ$@_b�3*8jn�80b9@_5A@_�0Q�¾¤<=3*>?5A@B803

f(ε)
bA<*>`W 57WON�5 ||aε −

a0 − f(ε)δa||L2(VR) = o(f(ε))
/m243*:*Q?Q!:�pº8]3*Q#>�N]3»80e=bAQ!6��0Q 57W*6980<*�0W 5AW*Q#n*6A8�8]¾

8P¾Et©6980ng80bA@157@B8]3 .0. 5AWONP5d5AW*QSegQ!WON���@B8]6c8]¾ ||aε − a0 − f(ε)δa||L2(VR)
@Bbx3*8]5c8]¾

8]6A:*Q?6
o(ε)

p�e*<=5E803=U_�#8]¾\8069:*Q!6
O(ε)

/�¹ºW*@BbF:*<=QX5A8j5AW*QxN]n*n*698&�;@_VcNP5A@B803 <*bAQ?: 803
5AW*Q¸Q¿��57Q!69@B806�n*6980e*UBQ?V � q=/IH]�  ¿p*¶�W*Q!69Q�µ9<*b95T57W*QDn*6A@_3*>!@_nON]U�nONP695{8P¾ 57W*QD80ngQ!67N�57806�@Bb
>?803*b9@B:*Q?6AQ!:�/Æ�O806F57W*@_bF6AQ�NPbA803�puNf3=Q?¶�57Q?6AV

Q2
ω

@BbE<*bAQ?:¯@B3[806A:=Q!6D5A8 >?806A69Q!>?5E57W=Q
Q?6A69806º>�N]<=bAQ!:fe)�v57W*@_b�N]n*n*698&�;@_VcNP5A@B803�/ �«QF>!803*b�5769<*>?5

Q2
ω

N]b�bA80U_<=57@_803d578
{

∆Q2
ω + k2Q2

ω = k2Pω
@B3
D0,

Q2
ω = 0

803
ΓR.

� q=/~q0�  

È�Q?5A5A@B3*�
Qω = Q1

ω +Q2
ω

p*5AW*Q!3
Qω

@Bbºb980UB<;57@B8]3d578
{

∆Qω + k2Qω = k2Pω
@_3
D0,

Qω = Pω |ΓR

8]3
ΓR.

� q=/i�)�  

Ä�bA@B3=�X5AW*QD>?806A69Q!>a57Q!:f@B3)57Q?6A@_806ºn*6A8]e*UBQ?V � q=/i�)�  ¿pO803*QF>�NP3 :*Q?6A@_�]QE5AW*QF�08�8;:�N]n;Ã
n=6A8��;@BVxNP57@_803v8]¾

(uϕε − uϕ0 )|Dε

/g¹ºW=Q¸VxN]@B3j6AQ?bA<*U15�@Bbº57W*QF¾¤80U_UB8&¶�@B3*�=p;¶�W*@_>`Wf¶�@BU_U�e�Q
n=6A8&�0Q?: @B3fÈ;Q?>?5A@B803�q=/~�=/



� � �D�� f�&¡o¢L¡�£¤¡o¥g¦ §0'O£©'O�?��ª ¢���¡o�&¦ §v¬­¡o%x�&��  ®f �£ ª ��¡g£ �&°v �±�+�';��¦¨¡g�����

�¸�� �¡o%� �ª � � !-�
j(ε) = J(uΩε)

#-! � / �0+-� � �
& / �F%H��& + � � %9+ � � %'&
M � �,?.��� � !,+-%9+ � Q� � !-& � � � !:���,?.� � �OM2% / �2� � +�����?>�@���F% / !76 ? � &;+-%H��& %9+ M2%'12!-& # �

j(ε)− j(0) = ε<
(
Aω (uΩ(x0)) vΩ(x0)

)
+ o(ε),

�¨q=/i�*.  

 � !-�,! uΩ

%9+ � � ! =2%'�*! / � +-� � �@! � +0� � �
� %H��& ��� < � Q	��
,A � &>= vΩ
%9+ � � ! � =
� ��%'&.� +-� � ��! �+0� � ��� %H��& �@� < � Q � �7A2Q

¹ºW=Q!3�pO57W=QF5A80ng80UB80�]@B>�NPU��06AN]:*@_Q!3)5º@Bb��0@1�0Q?3�e)�

g(x) = <
(
Aω (uΩ(x)) vΩ(x)

)
, ∀x ∈ Ω

N]3*:d803=U_��54¶\8�b9��b95AQ!VXb|V�<*b�5|egQ{bA80U1�0Q?:d@B3x806A:*Q?6\5A8�>!80VXn*<=5AQ
g(x)

¾¤806\N]UBU
x ∈ Ω

/
�»W=Q!3

ω
@Bb�57W=Qf<*3=@_5XeON]U_U

B(0, 1)
p 57W*Q?3

vω(y)
p
Pω(y)

N]3*:
Wω(y)

>!N]3 egQ
>!80VXn*<=5AQ!:jQa�;n*U_@B>!@157U1� Z

vω(y) =
uΩ(x0)

r
= Pω(y), Wω(y) = 0, 0 6= y ∈ R

3.
� q;/~�MH  

¹ºW*Q!3�@_5º¾¤80U_UB8&¶�bm¾¤6980V �¨q=/Iq]�  � q=/~q)�* \5AWONP5

Aω (uΩ(x0)) = 4πuΩ(x0).
� q;/~�)q* 

¹ºW*Q!3�p*¶\QEWON��0QF57W*Q�¾¤80U_UB8&¶�@B3*�¸6AQ!b9<*U_5!/
�¸¡o%�¡g£ £¤'*%&�»� ! &>=
!-� � � ! � +,+-����?>� %H��&;+"� � � � !,���*!-� � � &>= 
 � !-& ω %9+�� � !��
&.%'�
# �2�'� B(0, 1) � � � !4���,?.� � �OM2% / �2� � +�� ��?>�@���F% / !76 ? � &;+-%H��& %9+�M2%'12!-& # �

j(ε)− j(0) = 4πε<
(
uΩ(x0)vΩ(x0)

)
+ o(ε).

�¨q=/i�0�  

� ? �B?G@ � �d� F �M� J6� ��� H E3� ��H6��N 
,��E��
243[57W*@_bFnON]67NP�067N]n=W�p�¶mQx@B3)57Q?3*:«5A8f:=Q!6A@1�0Q$57W*QxN]b��;VXn=5A8]57@_>XQ¿�;nON]3*b9@B803«8]¾m5AW*Q

¾¤<*3*>?5A@B803
j
@B3E54¶m8T:*@BVXQ!3=bA@B8]3ON]U)>�NPbAQ]/�¹ºW*Q½57Q!>`W=3*@B>!N]UM<*bAQ?:�@Bb�bA@_Vx@_U�N]6�5A8T5AWONP5u8]¾=5AW*Q

57W*69Q!Q�:*@_VxQ?3*bA@_803ON]Ug>�N]b9Q]/ �«Q�<*b9Q{57W*Q�n*69@B3*>?@BnONPU�nON]6�5º8]¾�57W=QFRTQ!U_VxW=80U_5AYT80ngQ!6ANP578]6
578�:*Q?6A@1�0Q{57W=Q�5780ng80U_80�0@B>!N]UobAQ?3*bA@157@_��@154�xQ¿�;n*6AQ?bAbA@_803�/oÂ�Qa��5�p�¶mQ�e*69@BQ�"*�d:*Q?bA>?6A@BegQ�5AW*Q
5767NP3*bAng80bA@157@_803v8]¾�57W*Q�n*69Q?��@B8]<*b�6AQ!b9<*U_5Abº578�57W*Q�54¶\8x:=@BVXQ!3*b9@B803ONPU�>�NPbAQ]/O´Tb�e�Qa¾¤806AQPp
uΩ
N]3*:¸5AW*Q|N]:�µ980@B3)5�b957NP57Q

vΩ
N]69Qm69Q!bAngQ!>a57@1�0Q!U1�F57W*Q\bA80U_<=57@_803*b�578$�¨q=/1.&�  �N]3*:��¨q=/IH0�* a/

¹ºW=QXQ¿��57Q!69@B806�n=6A80e*U_Q!V V�<*b95F3=8�¶ e�Q$:*Q��O3*Q?:«:*@1��Q?6AQ?3M5AU_�f57WON]3 @_3 �¨q=/IH]�  a/�2­5
>!803*b9@Bb�57bº578��O3*:

vω
p=bA80U_<=57@_803d578



−∆vω = 0

@_3
R2\ω,

vω(y)/ log r = uΩ(x0)
NP5 ∞,

vω = 0
803

∂ω.

� q;/~�M�  

´·¾¤<*3*:ON]VXQ!3)57N]U�bA80U_<=57@_803d¾¤806|5AW*QE��NPn*U�N]>?Q�Q!KM<ONP5A@B803j@_3
R

2 @Bbº�0@1�0Q!3je)�

E(y) = − 1

2π
log r.

�¨q=/~�0�  



� � � � %�¡�¡o¬4� �o²

¹ºW=QF¾¤<=3*>?5A@B803
vω
WON]b|5AW*Q�¾¤806AV

vω(y) = uΩ(x0) log ‖y‖+ Pω +Wω(y),
� q=/i�M�* 

¶�W=Q!6AQ
Pω

@BbÆ>?803*b�5`N]3)5©N]3=:
Wω(y) = o(1)

NP5 @_3 �O3*@154�cki�Pr /]243�5AW*Q|3*Q¿�;5©n=6A80ng80bA@157@_803
� ¶�W*Q!69Q

ω
@Bbx3*8]5cbA<*n*ng80b9Q!: 578¯egQSN«eON]UBU. ap©803*Qf>�N]3 8]e*bAQ?69�0QS5AWONP5c@B3 5AW*Q 54¶\8

:=@BVXQ!3*b9@B803ONPUg>!N]bAQT57W*Q�5A80ng80UB80�]@B>�NPUObAQ!3=bA@_5A@_��@_54�x:*8�Q!b|3=8]5|:*Q?n�Q?3*:j803c5AW*Q{bAW*N]n�Q�8]¾
5AW*QFW*80U_Q

ω
p*@B3j>!8]3M5A67N]b�5�578�57W*Q�5AW*6AQ?QE:=@BVXQ!3*b9@B803ONPU�>�NPbAQ]/

�D�� M¡o%� �ª � � � ! � +,+-�
��?>�F%H��&;+ � �*!C� � !4+ � �"! � +C%'& � � !,���*!-� � Q � � ! � ��& / � %H��&
j � � + � � ! � � �'� � 
 %'&
M � +�����?>�@���F% / !76 ? � &;+-%H��&

j(ε) = j(0)− 2π

log ε
<
(
uΩ(x0)vΩ(x0)

)
+ o

(
1

log ε

)
.

� q=/i�)G  

¹ºW*Q«n*6A8�8]¾D<*bAQ?bf5AW*Q b7N]VXQ#578�80UBbjN]bj¾¤806d5AW*Q[5AW*6AQ?Q«:=@BVXQ!3*b9@B803ONPU{>�N]b9Q �¤bAQ?Q
È�Q!>?5A@B803�q=/~�  |N]3=:�¶�@_UBU�3=8]5�e�Q�69Q!ngQ�NP5AQ!:f¾¤8]6|57W*Q�54¶\8x:*@_VxQ?3*bA@_803ON]U�>�N]b9Q]/

; � � � 	 ����� )
¹ºW*@_bdbAQ?>?5A@B803 >?803*bA@_b95Abv@B3�5AW*QSn*698;8]¾F8P¾D¹ºW=Q!8069Q!V ��/m¹ºW*QS�PN]69@�NP5A@B803Ç8]¾�57W=Q

b9Q!b9K�<=@BUB@_3*Q�NP6|¾¤806AV
aε
69Q�N]:=b

aε(u, v)− a0(u, v) =

∫

ΓR

(Tε − T0)uv dγ(x).
� q;/~�)�* 

R�Q!3*>?Q]p�57W=QXn=6A80e*U_Q!V	69Q!:*<=>!Q!bF578j57W=QxNP3ON]U_��b9@Bb�8]¾
(Tε − T0)ϕ

¾¤8]6
ϕ ∈ H 1

2 (ΓR)
/

��806AQLn*69Q!>?@BbAQ?U_�]p�@_5�¶�@_UBU�e�QLb9W*8&¶�3E5AWONP5�5AW*Q!69Q©Qa�;@Bb�57b�N]3F80ngQ!6ANP57806
δT ∈ L

(
H

1

2 (ΓR), H− 1

2 (ΓR)
)

b9<*>`Wf5AWONP5
‖Tε − T0 − εδT‖L“

H
1
2 (ΓR),H−

1
2 (ΓR)

” = O(ε3/2).
� q=/I�]�  

lm8]3*bAQ?K�<=Q!3)57U1�0pg:*Q �O3=@B3*�
δa
e)�

δa(u, v) =

∫

ΓR

δTuv dγ(x) ∀u, v ∈ VR
� q=/I�;.  

¶�@_UBUg�;@_Q!U_:�b�576AN]@B�0W)59¾¤8069¶mN]6A:=U_�

‖aε − a0 − εδa‖L“
H

1
2 (ΓR),H−

1
2 (ΓR)

” = O(ε3/2).
� q=/I�0H* 

�Æ@_6Ab�5º¶mQF3*Q?Q!: b980VXQ�:*Q �O3=@_57@_803*b�N]3=:fn*69Q!U_@BVX@B3ON]6��XUBQ!VXVxN]b!/



- # �D�� f�&¡o¢L¡�£¤¡o¥g¦ §0'O£©'O�?��ª ¢���¡o�&¦ §v¬­¡o%x�&��  ®f �£ ª ��¡g£ �&°v �±�+�';��¦¨¡g�����

� ?�� ?C> � ���=H6�GF3� ��H E
�O806�>!8]3M�]Q!3*@_Q!3*>?Q]pg57W*QE¾¤80UBU_8�¶�@_3*�$3*8069VxbTN]3*:fbAQ!VX@1Ã­3*8069Vxb�N]69QD>`W*8]bAQ!3S¾¤8]6�5AW*Q

¾¤<*3*>?5A@B803*N]U�bAn*N]>!Q?b�¶�W*@_>`W�¶�@_UBU�e�QF<*b9Q!:�/
2 �O806ºN�e�8]<*3*:*Q?: N]3=:�8]n�Q?3fb9<*e*bAQa5 O ⊂ R3 N]3*: m ≥ 0

p=57W*Q�b980eg80UBQa�dbAn*N]>!Q
Hm(O)

@BbºQ?KM<*@Bn*ngQ!:j¶�@_5AW�5AW*QF3*8069V�:*Q��O3*Q!:fe)�

‖u‖2m,O =
m∑

j=0

|u|2j,O,

¶�W*Q!69Q�57W*QFbAQ?Vx@ÅÃ43*8]6AVXb |u|j,O N]69Q��0@_�]Q!3�eM�

|u|2j,O =
∑

|α|=j

∫

O

|∂αu|2 dx.
�¨q=/ �Pq  

2 �O806{Nc�]@_�0Q?3 ε > 0
p�57W=Q�bAnONP>!Q

H
1

2 (ΓR/ε)
@Bb�Q?KM<*@Bn*ngQ!:#¶�@157W 5AW*Q¸¾¤80U_UB8&¶�@B3*�

3*8069V Z
‖u‖ 1

2
,ΓR/ε

= inf{‖v‖1,C(R/2ε,R/ε); v|ΓR/ε
= u},

¶�W*Q!69Q
C(r, r′) = {x ∈ R

3; r < ||x|| < r′} /
2 ¹ºW*QF:*<ON]U�b9nON]>?Q H− 1

2 (ΓR/ε)
@BbºQ?K�<=@Bn*ngQ!:�¶�@_57Wv5AW*QF3ONP57<=67N]U�3=806AV

‖w‖− 1

2
,ΓR/ε

= sup{| < w, v >− 1

2
, 1
2
; v ∈ H 1

2 (ΓR/ε); ‖v‖ 1

2
,ΓR/ε

= 1},
¶�W*Q!69Q

<,>− 1

2
, 1
2

@_b�57W=QL:*<ON]U_@_54�Tn*6A8�:*<*>a5�e�Qa54¶mQ?Q!3
H

1

2 (ΓR/ε)
N]3*:

H− 1

2 (ΓR/ε)
/

� ?�� ?G@ D ��� N � ���QHd� � �$N �[�����IE
'�Q!>!N]UBU 5AWONP5

x0 = 0
/ �«Q$¶�@BUBUÆ<*bAQxQa��57Q?3*bA@1�0Q!U1�«5AW*Q$¾¤80UBU_8�¶�@_3*�v>`WON]3=�0Qc8]¾\�PN�Ã

6A@�NPe*UBQ{ZP¾¤806©N��0@_�]Q!3$¾¤<*3*>?5A@B803
u
:*Q �O3=Q!:c8]3xNFbA<=e*bAQa5 O p]5AW*Qº¾¤<*3*>?5A@B803 ũ @BbL:*Q��O3*Q!:803 Õ = O/ε e)�

ũ(y) = u(x), y =
x

ε
.

�½ �ª¯ª ' � � ! � � 12!:� � � �

|u|1,O = ε1/2|ũ|1, eO
� q;/ �P�  

‖u‖0,O = ε3/2‖ũ‖0, eO.
� q;/ �0�  

?>�*�0� � Q ^�<*Q�578 ∇u(x) = ∇ũ(y)/ε N]3=:�5A8X:=Q �O3*@157@_803 � q=/I�]q  ¿p=¶\QDWON��]Q

|u|21,O =

∫

O

|∇u|2 dx =
1

ε2

∫

eO
|∇ũ|2ε3 dy.

È;@BVX@BUBN]6AU1�0p0¶\QDWON��]Q
‖u‖0,O = ε3/2‖ũ‖0, eO.

�



� � � � %�¡�¡o¬4� -��

�© �ª¯ª '«² ��� � � ��� ϕ ∈ H 1

2 (∂ω) � !-� v #-!4� � !:+0� � �
�F%H��& ��� � � ! ?>�*�2# � !-�



−∆v = 0

%'&
R3\ω,

v = 0 � � ∞,
v = ϕ

��&
∂ω.

� q=/I�]�  

� � ! � ��& / � %H��& v %9+:+@? � %'�G%'&.�@�
v(y) = V (y) +W (y)

V (y) = E(y)

∫

∂ω

p(x) dγ(x),


 � !-�*! E(y) =
1

4π‖y‖ � &>= p ∈ H− 1

2 (∂ω)
%9+ � � !4�
&.% B
�.!:+0� � ��� %H��& �@�

∫

∂ω

E(y − x)p(x) dγ(x) = ϕ(y) ∀y ∈ ∂ω. �¨q=/ �]�* 
� � !-�*!E!768%9+-�'+ � / ��&;+-� � &.� c > 0 < %'&>=
!@?.!-&>=
!-&.� � � ϕ � &>= ε A +-� /�� � � � �

‖V ‖0,C(R/2ε,R/ε) ≤ cε−1/2‖ϕ‖ 1

2
,∂ω

|V |1,C(R/2ε,R/ε) ≤ cε1/2‖ϕ‖ 1

2
,∂ω

‖V | � 0, Dε/ε ≤ cε−1/2‖ϕ‖ 1

2
,∂ω

|V |1,Dε/ε ≤ c‖ϕ‖ 1

2
,∂ω

‖W‖0,C(R/2ε,R/ε) ≤ cε1/2‖ϕ‖ 1

2
,∂ω

|W |1,C(R/2ε,R/ε) ≤ cε3/2‖ϕ‖ 1

2
,∂ω

‖W‖0,Dε/ε ≤ c‖ϕ‖ 1

2
,∂ω.

�© �ª¯ª 'Ç�$# � ! � +,+-���"! � � � � R <
1√
2|k|

Q � ��� � M2%'12!-&
ε > 0 � fε ∈ L2(Dε)

� &>= ϕ ∈ H 1

2 (ΓR) �K� !-� vε #-! � � !:+0� � ��� %H��&����




∆vε + k2vε = fε
= � &;+ Dε,

vε = 0
+-�
�

∂ωε,
vε = ϕ

+-�
�
ΓR.

� q=/I�]G  

� � !-�*!E!768%9+-�'+ � / ��&;+-� � &.� C(R, k) > 0 < %'&>=
!@?.!-&>=
!-&.� � � ϕ � &>= ε A +-� /�� � � � �

‖vε‖1,Dε ≤ C(R, k)
(
‖ϕ‖ 1

2
,ΓR

+ ‖fε‖0,Dε

)
.

� q=/I�]�  
�G�*�0� � /\��Qa5 Rϕ egQf5AW*QSU_@_¾ 57@_3*� 8]¾

ϕ
@_3�57W=Q bAn*N]>!Q

H1 (C(R/2, R))
bA<*>`W 5AWONP5

Rϕ|ΓR/2
= 0

/ �«Q$Qa��57Q?3*: Rϕ e)�#Y!Q?6A8j578j57W*Q$:*8]VcN]@_3
Dε
/ �«Q$:*Q!3*8P57QXeM� R̃ϕ5AW*@BbºQ¿��57Q!3=bA@B8]3�/o2­5�e�Q?UB803*�]b|578

H1(Dε)
/ �«Q�@B3)5A6A8�:*<*>!Q

uε = R̃ϕ− vε,
� q=/~�0�  

gε = −fε + ∆R̃ϕ + k2R̃ϕ. � q=/~�=.  



- � �D�� f�&¡o¢L¡�£¤¡o¥g¦ §0'O£©'O�?��ª ¢���¡o�&¦ §v¬­¡o%x�&��  ®f �£ ª ��¡g£ �&°v �±�+�';��¦¨¡g�����

¹ºW*Q�¾¤<*3*>?5A@B803
gε
e�Q?UB803=�0b{578v57W=QXb9nON]>?Q

H−1(Dε)
NP3*:[5AW*Q$3*Q?¶�<*3 �M3*8&¶�3

uε
@_b

57W*QFbA8]UB<=5A@B803d5A8




∆uε + k2uε = gε
@B3
Dε,

uε = 0
803

∂ωε,
uε = 0

803
ΓR.

� q;/I�)H  

ÄTbA@_3*��57W*QEt�80@B3*>!N]6A}�@_3*Q!KM<ONPUB@_54�dN]3*:v57W=QEQ?UBU_@Bn=5A@B>�69Q!�0<=U�N]69@_54�0p�¶mQE80e=57N]@B3

‖uε‖1,Dε ≤
(

1 + 2R2

1− 2k2R2

)
‖gε‖−1,Dε.

� q;/I�0q* 

�Æ@B3ONPUBU_�]p&57W*Qº69Q!bA<=U_5L¾¤80U_UB8&¶�bÆ¾¤6A8]V � q;/I�0�* ap �¨q=/~�=.  ap � q=/~�0q  uN]3*:�57W*Q�>?803)57@B3M<*@154��8]¾o5AW*Q
UB@_¾ 5A@B3*� R

�RTQ!69Q]poN]3=:f@_3d57W*QFbAQ?KM<*Q!U po¶\QDN]bAb9<*VxQ�5AWONP5
R <

1√
2|k|

/

�½ �ª¯ª 'Ç�o� � ���
ε > 0 � &>= ψ ∈ H1(D0) � � !-� Xε

� � !:+0� � �
�F%H��&��@� � � ! ?>�*�2# � !-�




∆Xε + k2Xε = 0
%'&
Dε,

Xε = ψ
��&

∂ωε,
Xε = 0

��&
ΓR.

� q;/I�]�  

� � !-�,! !768%9+-�J+ � / ��&;+-� � &.� c > 0 < %'&>=
!@?.!-&>=
!-&.�C� � ϕ � &>= ε A0� +-� /�� � � � � � ��� �2�'�
ε > 0 �

|Xε|1,C(R/2,R) ≤ cε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω

� q;/I�)�  
‖Xε‖0,Dε ≤ cε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω

� q;/I�0�* 
|Xε|1,Dε ≤ cε1/2‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω.

� q;/I�)�  
�G�*�0� � /O��Q?5 ṽε egQF5AW*QFbA80U_<=57@_803d578�5AW*QFQa��57Q?6A@B8]6�n=6A80e*U_Q!V




−∆ṽε = 0

@B3
R3\ω,

ṽε = 0
NP5 ∞,

ṽε = ψ(εy)
803

∂ω.

� q;/I�0G* 

¹ºW*Q�¾¤<*3*>?5A@B803
Xε

>!N]3fegQ�¶�6A@15A57Q?3

Xε = vε − wε,
¶�W*Q!69Q

vε(x) = ṽε

(x
ε

) /*¹ºW*QF¾¤<*3*>a57@_803
wε

@_5AbAQ!U1¾�@Bb|57W=QEb980UB<;57@B8]3d578




∆wε + k2wε = k2vε
@B3
Dε,

wε = 0
803

∂ωε,
wε = vε

803
ΓR.

� q;/I�0�* 



� � � � %�¡�¡o¬4� - �

2­5�¾¤80U_UB8&¶�bm¾¤6980V���Q!VXVxNd.&��57WONP5�5AW*Q!69QEQ¿�;@Bb95Ab�N$>?803*b�5`N]3)5
c > 0

bA<=>`Wf57W*NP5

‖wε‖1,Dε ≤ c
(
‖vε|ΓR

‖ 1

2
,ΓR

+ k2‖vε‖0,Dε

)
.

� q=/I�]�  
2­5�¾¤80U_UB8&¶�bm¾¤6980V���Q!VXVxN�GXNP3*: ��Q?VxVxN��$5AWONP5

‖vε|ΓR
‖ 1

2
,ΓR

≤ c‖vε‖1,C(R/2,R)
� q=/I�;.  

≤ c
(
‖vε‖0,C(R/2,R) + |vε|1,C(R/2,R)

) � q=/I�0H* 
= c

(
ε3/2‖ṽε‖0,C(R/2ε,R/ε) + ε1/2|ṽε|1,C(R/2ε,R/ε)

) � q=/I�]q  
≤ cε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω.

� q=/I�P�  
�«QFWON��0QF57WON�5

‖vε‖0,Dε = ε3/2‖ṽε‖0,Dε/ε
� q=/I�0�* 

≤ cε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω.

� q=/I�]�  
�O6980V �¨q=/ �P�  ap��¨q=/I�P�  |N]3*: �¨q=/ �P�  ap=¶\QE80e=5`NP@B3d57W*NP5

‖wε‖1,Dε ≤ cε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω.

� q=/I�0�* 
¹ºW=Q!3�pO¶\QEW*N&�]Q

•|Xε|1,C(R/2,R) = |vε − wε|1,C(R/2,R)
� q=/I�]G  

≤ |vε|1,C(R/2,R) + |wε|1,C(R/2,R)
� q=/I�]�  

≤ cε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω + ‖wε‖1,Dε

� q=/~G0�  
≤ cε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω.

� q=/~G=.  

•‖Xε‖0,Dε ≤ ‖vε‖0,Dε + ‖wε‖1,Dε

� q=/~G)H* 
≤ cε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω.

� q=/~G0q  

•|Xε|1,Dε ≤ |vε|1,Dε + |wε|1,Dε

� q=/~G]�  
≤ ε1/2|ṽε|1,Dε/ε + ‖wε‖1,Dε

� q=/~G)�* 
≤ cε1/2‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω + cε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω

� q=/~G0�  
≤ cε1/2‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω.

� q=/~G)�* 
¹ºW=@Bb�>!80VXn*U_Q?57Q?b|57W*QFn*698;8P¾ /

���Q!VXVxN]b�.&�$N]3*:[.0.EN]6AQ�b9<*VXVcN]69@BY?Q!:j@B3d5AW*Q�¾¤80UBU_8�¶�@_3*����Q!VXVxN=/



- � �D�� f�&¡o¢L¡�£¤¡o¥g¦ §0'O£©'O�?��ª ¢���¡o�&¦ §v¬­¡o%x�&��  ®f �£ ª ��¡g£ �&°v �±�+�';��¦¨¡g�����

�½ �ª¯ª 'Ç� � � ���
ε > 0 � ϕ ∈ H 1

2 (ΓR) � ψ ∈ H1(D0) � &>= fε ∈ L2(Dε) ��� !-� vε#-! � � !:+0� � �
� %H��&���� � � ! ?>�*�2# � !-�




∆vε + k2vε = fε
%'&
Dε,

vε = ψ
��&

∂ωε,
vε = ϕ

��&
ΓR.

� q;/IG0G* 

� � !-�,!�!768%9+-�J+ � / ��&;+-� � &.� c > 0 < %'&>=
!@?.!-&>=
!-&.� � � ϕ � ψ � fε � &>= ε A +-� /�� � � � � � ��� �2�'�
ε > 0 �

|vε|1,C(R/2,R) ≤ c
(
ε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω + ‖ϕ‖ 1

2
,ΓR

+ ‖fε‖0,Dε

) � q;/IG0�* 

‖vε‖0,Dε ≤ c
(
ε‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω + ‖ϕ‖ 1

2
,ΓR

+ ‖fε‖0,Dε

) � q;/I�0�* 

|vε|1,Dε ≤ c
(
ε1/2‖ψ(εy)‖ 1

2
,∂ω + ‖ϕ‖ 1

2
,ΓR

+ ‖fε‖0,Dε

)
.

� q;/I�=.( 

�½ �ª¯ª 'Ç� � � !-�
u

#-! � ��&
M�+ ��� � � ! +@? � / ! H1 (C(R/2, R)) � &>= + � �F%9+JI !,+
∆u+ k2u = 0%'&

C(R/2, R) � u|ΓR
= 0 Q � � !-& � � � !-�,! !768%9+-�'+ � / ��&;+-� � &.� c > 0 < %'&>=
!@?.!-&>=
!-&.� � �

u A +-� /�� � � � �
‖∇u.n|ΓR

‖− 1

2
,ΓR
≤ c|u|1,C(R/2,R).

� q;/I�)H  

�G�*�0� � /O��Q?5 ϕ ∈ H 1

2 (ΓR)
/ � QF:*Q��O3*Q

v
5AW*QFbA80U_<=57@_803d578�57W=QEn=6A80e*U_Q!V





∆v = 0
@B3
C(R/2, R),

v = 0
803

ΓR/2,
v = ϕ

803
ΓR.

ÄTbA@_3*��57W*Q ��6AQ?Q!3j¾¤806AV�<=U�N=pM¶mQE80e=57N]@B3
∫

ΓR

∇u.n|ΓR
ϕ dγ(x) =

∫

C(R/2,R)

∇u.∇v dx− k2

∫

C(R/2,R)

uv dx.

¹ºW*Q!3�p*¶\QEWON��0Q
∣∣∣∣
∫

ΓR

∇u.n|ΓR
ϕ dγ(x)

∣∣∣∣ ≤ |u|1,C(R/2,R)‖v‖1,C(R/2,R) + k2‖u‖0,C(R/2,R)||v||1,C(R/2,R)

≤ |u|1,C(R/2,R)‖ϕ‖ 1

2
,ΓR

+ ck2|u|1,C(R/2,R)‖ϕ‖ 1

2
,ΓR

≤ c|u|1,C(R/2,R)‖ϕ‖ 1

2
,ΓR
.

¹ºW*@Bbº>?80Vxn=UBQ?5AQ!bº57W=QEn=6A8�8]¾ /
�



� � � � %�¡�¡o¬4� - �

� ?�� ?�� � � ��� � F3� ��H ���8F��6� E3� E
�BK6�QN �QH6�g� ���#� �i�
¹ºW*QF�PN]6A@BNP57@_803d8]¾�57W=QEb9Q!b9K�<=@BUB@_3*Q�NP6|¾¤806AV

aε
69Q�N]:=b

aε(u, v)− a0(u, v) =

∫

ΓR

(Tε − T0)uv dγ(x).

�O806
ϕ ∈ H 1

2 (ΓR)
p�6AQ?>�N]U_Uu57W*NP5

uϕε
@_b{57W*Q�b980UB<=5A@B803S5A8 � q=/IH]�  T8]6�� q=/IH;.  T@1¾

ε = 0
/

��Qa5
vϕω
e�Q�5AW*QFbA80U_<=57@_803d578�57W=QEn=6A80e*U_Q!V





∆vϕω = 0
@_3

R3\ω,
vϕω = 0

NP5 ∞,
vϕω = uϕ0 (x0)

803
∂ω.

� q=/~�0q  

��@ �]Q{@_3 � q=/~q]�  ­Ã�� q;/Iq)�  ap���Q?5
P ϕ
ω (y) = Aω (uϕ0 (x0))E(y)

e�Q{5AW*Q�:*80VX@B3ONP3M5\nON]6�5º8]¾
vϕω
pONP3*:fU_Q?5

Qϕ
ω

egQ�57W*QFbA8]UB<=5A@B803d5A8$5AW*QEN]bAb98;>?@�NP5AQ!:j@B3)5AQ!6A@_806|n*6980e*U_Q!V
{

∆Qϕ
ω + k2Qϕ

ω = k2P ϕ
ω

@_3
D0,

Qϕ
ω = P ϕ

ω |ΓR

803
ΓR.

� q=/~�]�  

¹ºW=QEU_@B3*Q!N]6|80ngQ!6ANP578]6
δT

�¨@B3=:*Q!ngQ!3*:=Q!3)5�8P¾
ε
 m@_bº:*Q �O3=Q!:SNPb�¾¤8]UBUB8&¶�b{Z

δT : H1/2(ΓR) −→ H−1/2(ΓR),
ϕ 7−→ δTϕ = ∇(Qϕ

ω − P ϕ
ω ).n|ΓR

.

� q=/~�)�* 

� %�¡o¢L¡��!¦¤��¦¤¡g���o� � � !P�,?.!-� � �@��� Tε � =2� %'�J+ � � ! � � �'� � 
 %'&
M � +�� ��?>�@���F% / !76 ? � &;+-%H��&

‖Tε − T0 − εδT‖L(H
1
2 (ΓR),H−

1
2 (ΓR))

= O
(
ε3/2
)
.

�G�*�0� � /���Q?5 ϕ ∈ H
1

2 (ΓR)
/��O806FbA@_Vxn*U_@B>?@_54�j¶mQx:*6A8]n[5AW*Qxb9<*e*b9>!6A@_n=57b

(.)ϕ
/��O806

y = x/ε
p*¶\QFWON��0Q

vω(y) = Pω(y) +Wω(y),

¶�@157W
Pω

(x
ε

)
= εPω(x)

N]3*:
Wω(y) = O

(
1

||y||2
) /O��Q?5

ψε(x) = (Tε − T0 − εδT )ϕ(x).

�«QFWON��0Q

ψε(x) = (∇uε −∇u0 − ε(∇Qω −∇Pω)) .n|ΓR

= ∇
(
wε(x)−Wω

(x
ε

))
.n|ΓR

,

¶�W=Q!6AQ
wε

@_bº:*Q �O3=Q!: e)�

wε(x) = uε(x)− u0(x)− εQω(x) + vω

(x
ε

)
.



- � �D�� f�&¡o¢L¡�£¤¡o¥g¦ §0'O£©'O�?��ª ¢���¡o�&¦ §v¬­¡o%x�&��  ®f �£ ª ��¡g£ �&°v �±�+�';��¦¨¡g�����

¹ºW*Q�¾¤<*3*>?5A@B803
wε

@_bºbA80U_<=57@_803d578




∆wε + k2wε = k2Wω(x/ε)
@B3
Dε,

wε = Wω(x/ε)
803

ΓR,
wε = −u0(x) + u0(0)− εQω(x)

803
∂ωε.

� q;/I�0�* 

243 806A:=Q!6$578«N]n*n*U1� ��Q!VXVcN .�H;p ¶\Q WON��]Qf578[Q!b�57@_VcNP5AQv57W*Q�6A@_�0W)59Ã4W*N]3*: bA@_:*Q
57Q!69Vxb?/
• @_3 Dε

p=¶\QDWON��]Q

‖Wω(x/ε)‖0,Dε = ε3/2‖Wω(y)‖0,Dε/ε.

ÄTbA@_3*�X��Q!VXVcN��=p;¶mQE80e=57N]@B3

‖Wω(y)‖0,Dε/ε ≤ c‖u0(x0)‖ 1

2
,∂ω

≤ c|u0(x0)|
≤ c‖ϕ‖ 1

2
,ΓR
.

¹ºW*Q!3�p*¶\QEWON��0Q
‖Wω(x/ε)‖0,Dε ≤ cε3/2‖ϕ‖ 1

2
,ΓR
.

• z{3 ΓR
p�<*bA@_3*����Q!VXVcN � G* ap;��Q?VxVxN �¨�  ©N]3*:c5AW*Q{Q!U_UB@_n=57@_>º6AQ!�]<*U�N]69@_54�]pM¶\Q{80e;5`N]@_3

‖Wω(x/ε)‖ 1

2
,ΓR

≤ c‖Wω(x/ε)‖1,C(R/2,R)

≤ c
(
‖Wω(x/ε)‖0,C(R/2,R) + |Wω(x/ε)|1,C(R/2,R)

)

= c
(
ε3/2‖Wω(y)‖0,C(R/2ε,R/ε) + ε1/2|Wω(y)|1,C(R/2ε,R/ε)

)

≤ cε2‖u0(x0)‖ 1

2
,∂ω

≤ cε2|u0(x0)|
≤ cε2‖ϕ‖ 1

2
,ΓR
.

• z{3 ∂ωε pOn*<=5957@B3=�

θε(x) =
−u0(x) + u0(x0)− εQω(x)

ε
,

¶mQFWON��0QF¾¤806ºb9VcN]U_U
ε

‖θε(εy)‖ 1

2
,∂ω ≤ c‖θε(εy)‖1,ω

= c‖u0(εy)− u0(x0)

ε
+Qω(εy)‖1,ω

≤ c
(
‖u0‖C2(B(0,R/2)) + ‖Qω‖C1(B(0,R/2))

)

≤ c‖ϕ‖ 1

2
,ΓR
.

� QF>�NP3�3=8�¶�N]n*n*U1�v��Q!VXVcNd.&H;p=¶�W*@_>`Wf�0@1�0Q?b

|wε|1,C(R/2,R) ≤ c
(
ε3/2‖ϕ‖ 1

2
,ΓR

+ ε2‖ϕ‖ 1

2
,ΓR

+ ε‖εθε(εy)‖ 1

2
,∂ω

)

≤ cε3/2‖ϕ‖ 1

2
,ΓR
.



� � � � %�¡�¡o¬4� -o-

�u@B3ON]U_U_�]p;@15|¾¤80UBU_8&¶�b|¾¤6A80V���Q?VxVxN�� G* |N]3*:f��Q?VxVxN���.�q  \57WON�5

‖ψ‖− 1

2
,ΓR

= ‖∇(wε −Wω(x/ε)).n|ΓR
‖− 1

2
,ΓR

≤ c
(
|wε|1,C(R/2,R) + |Wω(x/ε)|1,C(R/2,R)

)

= c
(
|wε|1,C(R/2,R) + ε1/2|Wω(y)|1,C(R/2ε,R/ε)

)

≤ c
(
ε3/2‖ϕ‖ 1

2
,ΓR

+ ε2‖ϕ‖ 1

2
,ΓR

)

≤ cε3/2‖ϕ‖ 1

2
,ΓR
.

R�Q!3*>?Q]p
‖Tε − T0 − εδT‖L(H

1
2 (ΓR),H−

1
2 (ΓR))

= O
(
ε3/2
)
.

�¹ºW=QxNPb9��Vxn;578]5A@B>�Q¿�=n*N]3*bA@_803[8]¾©57W*Q$bAQ?bAKM<*@_UB@B3=Q�N]6�¾¤8]6AV
aε
¾¤8]UBUB8&¶�bT3*8&¶�b95A67N]@_�0W)59Ã

¾¤8]69¶mN]6A:*U1�0/
� %�¡o¢L¡��!¦¤��¦¤¡g��� � � !-�

δa(u, v) =

∫

ΓR

δTuv dγ(x) u, v ∈ VR.

� � !-& � � ! � +�����?>����� % / !76 ? � &;+-%H��& � � � � !:+0!,+
B
�
% � %'&)! � � � ��� � aε
%9+ M2%'12!-&�# �

‖aε − a0 − εδa‖L“
H

1
2 (ΓR),H−

1
2 (ΓR)

” = O(ε3/2).

� ?�� ?�� D �i�u���Z� � � �d�g� �i�[� �

¹ºW*Q�n*698;8]¾T8]¾T57W*@_b�57W*Q?806AQ?VÀ@Bb�:*803=Q�@_3Ç54¶\8[b957Q?n*b!/\�Æ@_6Ab95AU_�]pu¶\Qfn*698&�0Qj57WONP5
R���n�8]5AW*Q!b9@Bb|�¸@BbmbANP57@_b �OQ?:�/���806AQ{n=6AQ!>?@Bb9Q!U_�]p;¶\Q{n*698��]Q{57WON�5m57W=Q{bAQ?bAKM<*@BU_@B3*Q!N]6\¾¤8]6AV
a0
b7NP5A@Bb �OQ!b|5AW*QF@B3=¾�Ã­bA<*nv>?803*:*@157@B8]3�/OÈ;Q?>!803=:*U_�]p=¶mQEN]n=n*U_�c¹ºW*Q!8069Q!V	.�5A8X>?80VXn*<=57Q

5AW*Q�5780ng80U_80�0@B>!N]U�N]b9��VXn=578]5A@B>{Q¿�;nON]3*b9@B803�/

�D�� ��Æ%��?�x�?�& M¢��u����  ¦ ��¬ !7��+�¢»§0¡���"�¦¤��¦¤¡g�
�O806�N]U_U

u ∈ VR
¶\QEbAQ?5

ũ =

{
u
@B3

ΩR,
uϕ0

@B3
B(x0, R),

¶�W=Q!6AQ
ϕ = u|ΓR

N]3*:
uϕ0

@_b|57W*QFbA8]UB<=5A@B803d5A8
{

∆uϕ0 + k2uϕ0 = 0
@_3
B(x0, R),

uϕ0 = ϕ
803

ΓR.

2­5�>!N]3jQ�N]b9@BU_�ce�QFn*698&�0Q!:�57WON�5

a0(u, v|ΩR
) = a(Ω, ũ, v) ∀u ∈ VR, ∀v ∈ V(Ω),



-�� �D�� f�&¡o¢L¡�£¤¡o¥g¦ §0'O£©'O�?��ª ¢���¡o�&¦ §v¬­¡o%x�&��  ®f �£ ª ��¡g£ �&°v �±�+�';��¦¨¡g�����

¶�W*Q!69Q$5AW*Q�¾¤<*3*>a57@_803ON]UubAnON]>?Q V(Ω)
NP3*:S57W*Q$b9Q!bAKM<*@_UB@_3*Q�N]6T¾¤806AV

a(Ω, ., .)
N]69Q�:*QaÃ

�O3*Q!:[e)� � q;/_.0.( a/��O6980V	tL6A8]n�80b9@_5A@B803#�;p�57W*Q�b9Q!b9K�<=@BUB@_3*Q�NP6{¾¤806AV
a(Ω, ., .)

b7NP5A@Bb �OQ!b
57W*Q�@_3=¾�Ã4b9<*nS>!8]3*:*@_5A@B803�/�´TbFNd>!803*b9Q!KM<*Q?3*>!QPp�5AW*Q!69Q�Qa�;@Bb�57b

v ∈ V(Ω), v 6= 0
p�b9<*>`W

57WONP5
a0(u, v|ΩR

) = a(Ω, ũ, v) ≥ a‖ũ‖V(Ω)‖v‖V(Ω)

≥ a‖u‖VR
‖v|ΩR

‖VR
.

¹ºW*Q!3
a0
b7N�57@Bb �OQ!bº5AW*QF@B3=¾�Ã­bA<*nj>!8]3*:*@_5A@B803jNP3*:�R���n�8P57W*Q?bA@Bb��$@BbºbANP57@_b �OQ?:�/

�d¢u¢u£¤��¦ ��¥ �D�� M¡o%� �ª �
´TUBUo57W*Q�WM��ng8]57W=Q!bAQ?b�8]¾�bAQ?>?57@_803vq=/IH�N]69Q�b7N�57@Bb �OQ!:jNP3*:d¶mQ�>�N]3jN]n=n*U_�X¹ºW*Q?806AQ?V

�*/ �«QE8]e=5`N]@_3d57W*Q�¾¤80U_UB8&¶�@B3=��N]b9��VXn=578P57@B>{¾¤8]6AV�<*UBNcZ
j(ε)− j(0) = ε<(δa(uΩ, vΩ)) + o(ε)

= ε<
(∫

ΓR

∇(Qϕ
ω − P ϕ

ω ).n|ΓR
vΩ dγ(x)

)
+ o(ε),

¶�W*Q!69Q
ϕ = uΩ|ΓR

= u0|ΓR

/g¹ºWON]3 �Mb�5A8 ��6AQ?Q!3�hib�¾¤8069V�<*U�NXN]3*: � q=/~�]�  ¿po¶\Q�80e;5`N]@_3
57WONP5
∫

ΓR

∇(Qϕ
ω − P ϕ

ω ).n|ΓR
vΩ dγ(x) = k2

∫

D0

PωvΩ dx+

∫

ΓR

∇vΩ.n|ΓR
Pω dγ(x)

−
∫

ΓR

∇Pω.n|ΓR
vΩ dγ(x).

�¨q=/~�)�* 
2­5�>�N]3�e�QFb9W*8&¶�3f57W*NP5
∫

ΓR

∇vΩ.n|ΓR
Pω dγ(x)−

∫

ΓR

∇Pω.n|ΓR
vΩ dγ(x) = Aω (uΩ(x0)) 〈−∆E, vΩψ〉D′(D0),D(D0)

−k2

∫

D0

PωvΩ dx

= Aω (uΩ(x0)) 〈δ, vΩψ〉D′(D0),D(D0)

−k2

∫

D0

PωvΩ dx

= Aω (uΩ(x0)) vΩ(x0)− k2

∫

D0

PωvΩ dx,

¶�W*Q!69Q
ψ ∈ D(D0)

b7NP5A@Bb �*Q!b
ψ(x0) = 1

/%�«Q�@B3*b9Q!6�5�57W=@Bb{Q¿�=n=6AQ!b9bA@_803#@B3)578 � q=/~�)�* ¿p
N]3*:v¶mQE80e=57N]@B3d5AW*QF:*Q!b9@B69Q!:�6AQ!b9<*U_5!/

; ��� � ��� � 	 ���B�5� 	 � )���� � ) !�� � 	��(� 
 � - � � �&� ) 
�� � � �I%
�������

�«Qv¶�@BU_Um>!8]3*bA@_:*Q!6�W*Q?6AQfN#bA@BVXn*U_Qcn*6980e*UBQ?V�8]¾T:*Qa57Q!>a57@_803 8P¾�VXQ?57N]UBU_@B>X80e�µ9Q!>a5
e*<*6A@_Q!:j@B3�N�bA8]@BU /;¹ºW*QEN]@BV³@Bb|5A8 �*3*:�5AW*Q�3M<*V�egQ!6�N]3*:j57W=QEng80b9@_57@_803*b|8P¾ÆVXQ?57N]UBU_@B>



� ��- �f+uª  M%�¦¨§0'O£½%� ���+�£¤�&� � ��+�%�¦¤ �" ¡ � 	! �§]���X"� M�� ;§]�&¦¨¡g� -*²
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~ez
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b980UB<;57@B8]3ye�Q?@B3*�#80e;5`N]@_3*Q!:y¶�@_5AWÇN[�O80<=6A@BQ?6¸576AN]3*b�¾¤806AV�/Æ¹ºW*QfN]3)57Q?3*3ON @Bb�6980<*�0W=U_�
NPn*n*6A8��;@BVxNP5AQ!:[eM� Nfb9@B3*�]UBQ$bA80<=6A>!Qxn�8]@B3)5�p�¶�W*@_>`W«¶�@BU_ULe�QX576AN]3*bAUBNP57Q?:¯NP5E�PN]6A@_80<*b
U_8;>!NP57@_803*buN]eg8��]Qm57W=Q|bA80@_U /�´|5LQ!N]>`W$n�80@_3)5Æ8]¾O5AW*Q|VXQ!b9W�pP5AW*Qm578]n�80U_80�0@_>�N]U)b9Q!3*b9@_57@1��@_54�
¶�@_UBU�e�QF>!8]Vxn*<;57Q!:�/

��Q?5 X = {xi}i=1..nx

e�QL5AW*QLbAQa5Æ8]¾�57W=Q½b9<*>!>?Q!b9bA@_�]QmU_8;>!NP57@_803*b�8P¾;5AW*Q©bA80<*69>!Q3� N]3=:
b9Q!3*b9806Ab?p]b9@B3*>?Q½5AW*Q|N]3)5AQ!3*3ON�@Bb�bA<*n=n�80b9Q!:¸5A8�egQ\VX803*8�Ã4b957NP57@_>( ¿p&N]3*: F = {fi}i=1..nf5AW*Q�b9Q?5�8]¾©VXQ�NPbA<*69Q!VXQ!3)5{¾¤6AQ?KM<*Q!3*>?@BQ?b!/���Q?5

εs
egQ¸57W*Q¸bA80@_U�ngQ!69Vx@15A5A@_��@_54�]/g¹ºW=Q�bAQa5

8P¾ÆVXQ?57N]UBU_@B>�8]e�µ9Q!>a57b�e*<*69@BQ!:�@B3d5AW*QFbA80@_U�@Bbº:=Q!3*8]5AQ!:feM�
Ω
/

�«Q©N]bAb98;>?@�NP5AQ 578
Ω
NºbAQ?5�8P¾ �4VxQ!N]bA<=6AQ!VXQ!3)5Ab � M(Ω)

Z!NP5�Q�N]>`WF>?80<*n*U_Q
(xi, fj) ∈

X × F p*¶mQ �O69b95�:*Q��O3*QF57W*Q �OQ?UB: uΩ
xi,fj

pOb980UB<=5A@B803c8]¾




∆u+ k2
ju = sxi

@B3
R

2 \ Ω,
u = 0

803
∂Ω,

limr→∞

√
r(∂ru− iku) = 0,

� q=/~�0G  

¶�W=Q!6AQ
sxi

69Q!n*69Q!b9Q!3)57b�NXb980<*6A>?QFn�80@_3)5�>!Q!3)5AQ!6AQ?:SNP5
xi
poN]3*:v¶�W*Q!69Q

k2
j (x) = ε(x)µω2

j ,

wj = 2πfj,

ε(x) =

{
ε0

@_¾
x ≥ 0,

εs
@_¾
x < 0.

¹ºW=Q!3 57W*Q��4VxQ!N]bA<*69Q!VXQ!3)57b ��NP6AQ M(Ω) = {mxi,fj
(Ω)} p�@B3S8]<*6�3M<*VxQ?6A@_>�N]U�57Q!b�57b?p

mxi,fj
(Ω)

@Bbº57W*Q{�PN]U_<*Q�8]¾�57W*QFb9>�NP5957Q!69Q!: �OQ!U_:fN�5�5AW*QFn�8]@B3)5
xi
/

�«Q�>�NPUBU �,! � !-�*!-& / ! �"! � +-���*!-�"!-&.�'+ M̃ = {m̃xi,fj
} 57W*Q¸�PN]U_<*Q!b�¶�W*@B>`W[N]69Q¸80e�Ã57N]@B3=Q!: ¶�@_57W 57W=Qx69Q�N]U©80e�µ9Q?>?5AbD@_3[5AW*Qxb980@BU /�24:*Q!N]UBU1�S57W*Q?bAQ$¶m8]<*UB:«WON��0QcegQ!Q?3 69Q�N]U

VXQ�NPbA<*69Q!VXQ!3)5�p�e*<;5F@B3S57W=Q$¾¤8]UBUB8&¶�@_3*�d3M<*VXQ!6A@_>�N]Uu6AQ?bA<*U157b!p�¶\Q$803*U1�S>!8]3*bA@_:*Q!6�b��;3�Ã
5AW*Q?5A@B>!N]U�:ONP57N�80e=5`NP@B3*Q?:j��@BNX�Æ^�¹�^¸/

¹ºW*Qx>!80b�5¸¾¤<*3=>?57@_803�p�¶�W*@_>`W¯Qa�;n*69Q!bAb9Q!b�5AW*QcNP:*Q!KM<ON]>a� egQ?54¶\Q!Q?3¯57W*QxVxQ!N]bA<=6AQaÃ
VXQ!3)5Abd80e=57N]@B3*Q?: ¾¤806cN :*@_b95769@Be*<;57@B8]3 8]¾FVXQ?57N]UBU_@B>v80eMµ9Q!>?5Ab

Ω
N]3*:�5AW*Q 69Q?¾¤Q!69Q!3*>?Q

:*NP5`N=p=@Bb�Z
j(Ω) = ‖M− M̃‖2 =

∑

i,j

jxi,fj
(Ω),

� q=/~�0�  

¶�W=Q!6AQ
jxi,fj

(Ω) = |mxi,fj
(Ω)− m̃xi,fj

|2. �¨q=/1.&�0�  
´Tn*n*U1�;@_3*�f5AW*QcQ¿�;n*6AQ?bAbA@_803 8]¾|5AW*Qc578]n�80U_80�0@_>�N]ULNPb9��Vxn;578]5A@B> �¨bAQ?QvtL6A80ng80b9@_57@_803«�  ap
8]3*QFWON]b

j(Ω\B(x, ε))−j(Ω) =
∑

i,j

− 2π

log ε
<
(
uΩ
xi,fj

(x)vΩ
xi,fj

(x)
)
+o

(
1

log ε

)
,
�¨q=/1.&�=.  
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¶�W*Q!69Q
vΩ
xi,fj

@_b|57W*QEN]:�µ98]@B3)5�b957NP57QEN]b9bA8�>!@�N�57Q!:v5A8$5AW*QF>!80<=n*UBQ
(xi, fj)

/
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è ��«@�K��¢��±�^­^�|���æ���� ��|³Z�¬­^�^�±�Z W��ç¬�V�<�©¡±¡©ç��z���|¡��3 ��<�^�10 i�=ACe?A6$476$�\6$4R��9<C59<;Q�l?A6©?�M16$4$O

H@=@?@?K= P 4�4~F�4$OK=Ì6$Ce?\=AH�476�FICSFaDN?A8:9<;$;e6$CeOKFI8�F^B>=ACT=A6$4R6�=@?�2 ���Z���:�©�^�[�<�*) è �Z��¢��V���¨ËÌ�� >u
�����N�e�c¡>Fr�Ü«��<��ç��:�©�Ì���¬�ÜÍ�«¬�©�¬ �«��¬��w è F¼���æ�[�� ��V­V�G³��<�±¡K­^çG��¡©�©��çÌ�� �«¬�Z¡©¡©�<���<­V���^�©�Z 3�G³<��«
Íe�<�+���¬¡��z�:���^�e�Võ�w

35476 8&9;:=<?>!@5ACBD:�E7>F9
ªÜ�e�|�<�©�ã��°��V�����V�Z¢5�Z¡±�ZºZ�©«��<¡����� ����±�V��³>�±�~´��< K�<¡�´>�^�©�¯�©�¨�V���Z�e�@���© ��� ��<�æ´��:¢e�^�<�V�±«

� )�¢K�< ����©�Z ÿ��°��Æ«��Z�æ��°È�� �«A�V�©�< ¤ïÌ�±�^� ­^�¬�^¢5��«¬�U�^�Æ�V���J«�­^�����V�±�Z  �<°��Æ������¡©¡Ì���Z¡±�
�© Ä�^�������Z���<�± �w�ªÜ���U¢�­��© �«¬�©¢�¡±���±���V�e��°È�Z¡©¡±�\ïÌ�© �º�wHGd��«¬�Z ��^�±����­+�J«��Z�æ�+°È�� �«A�V�±�Z 
J (Ω) = J(Ω, uΩ)

ïÌ�e��­^�
uΩ

�©�c�V���3���Z¡©�e�^�©�Z ��V�U��¢K��­��V�©�<¡&���6&���­��� X�V�©�<¡`�� >�����V�±�Z 
��� �K e��� �©  �V�e�µ���Z���<�© 

Ω ⊂ Rd
mÈ�(I�kÄ�Z­UsXo�0Ü�Æ¢��<�© X�

x0 ∈ Ω
�< �� � � )����

���Z���<�© 
B ⊂ Rd

0T«��<  �V�<�© e�© �º:�V���3�Z­��©ºZ�± �w,Gd�+�^���<­^«@�E�<  �<�æ´>��¢e�^�<�V�±«�� )e¢��< ��^�±�Z 
�<° J (Ω\(x0 + εB))

ïÌ���� 
ε
�^�� ����Ü�^��¸eweä~ ��:�Z���Ì«��<�^�¬��0j�±�[�©�Ü�<°"�V���}°È�Z­��

J (Ω\(x0 + εB))− J (Ω) = f(ε)G(x0) + o(f(ε)).
mR»�w��lo

$c��­��<0
f(ε)

�©�(�� �� )�¢�¡©�±«��±��¢��Z���±�^�±³Z�"°È�� �«¬�^�©�Z �ºZ�<�© �ºN�^�Ìõ���­���ïÌ���V�
ε
�< ����V���.°È�e �«¬�^�©�Z 

G
0T«G�<¡±¡©���µ�^���3�V�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡"º<­V�<���±�� X��mR�<­|�^�� e�^�±�^�±³>�±�~´eo�0��©�}³Z�¬­�´ ���<��´µ�^�W«¬�Z�:¢��e�V��wGÄ��«G�<¡±¡NmÈ»�w��loÌ�^�����^�Z¢��<¡©�ZºZ�±«G�<¡��<��´>�:¢e�V�<�^�©«�� )�¢K�< e�^�©�< �w1$��� �«¬�<0��^���:�© ��±���±õ��z�^���

«�­^���V�¬­^�©�<  J ïÝ�KJ����æ�+�K�G³Z���V�Ó«¬­^�G�I�V��������¡©¡1���Z¡±�����������Z�:��¢5�Z�© X�V�
x̃
ïÌ���¬­^���^���

�V�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡[ºZ­^�<���©�¬ X���±�� ��¬ºX���^�±³Z��wNâK�Z­:�:�Z­^�W���¬�V�<�©¡±�������Z�����^���©���<¢�¢�­��X�<«@�¤ïÝ�
­^�¬°È�¬­��V�e�µ­^�G������­��^�YÍ�wÜå��<­�­^�G���ÿ�¬�S�<¡7wz�ö�\¸��70[Ê1��wÜå����±¡©¡©�<���:�S�< �� ·3wÜÍ��±���©�e­^�©�
���Z�A��0.�dw1���<�^�:�Z�����c�ö�lkI�70`��w`Í�«@� �����<«@���¬­S���lÔl��0&��w¼��w`Ûc�\³Z�<�^ X´Æ�¬�3�<¡�w¯�ö�\s��N�< ��
�ewÜÍ��Z¶��Z¡©�\ïÌ��¶>���� ��ÿ��wMLT�>«@���\ïÌ�^¶ ���ö�\n��7wNä~  �<¡±¡��^������� ïÝ�Z­�¶>�¬0[�V��� ���e�V���<­^�S�<­��
�© X�V�¬­^���æ�V�¬���© :�Z �¡�´��Z ��cïN�G´:�<°�¢5��­��^��­^�e�© �º��V���c���Z���<�© Sp �V�����© e�^��­æ�V�±�Z ���°(�����<¡©�<w

�c ��<�^����­��^�±�^�K���^�©�Z �0 �K­����^¡±´Y«��Z e�^�©�e��­^�¬�ÿ�X´ ®�wx�ew è �¬���©�IuaâK�� �º�´X�e0ÝÍ�w[���Z�^¶��\³
�< �� �dwxÍ �¨�ZºZ��¡±�©���J�rtI��0[«¬�Z ����©���^�U�©  ¢5��­æ�V��­����© eºÆ�V���µ���<���<�± ¤�X´ �^���µ�© �����­æ�V�©�< 
�<°T������¡©¡e�± ����Z�:�ZºZ�¬ ������V�±���"ïÌ���V��«��< ����^�±�V���V�±³<�Ì¢K�<­V�����A�V��­��1���6&���­��� X�¨°È­^�Z� �V���<�^�Ì�<°
�V���Ý�K�<«@¶ ºZ­^�<�� ��3�:�����±����w\ä~ ��V���±�`¢����e¡©�©«����V�±�Z �0��^���[���e�V���<­^�.��­^�N�± X�V��­����æ�V���3�± ��^���
�©���¬  �^� �K«����V�±�Z µ�<°Ý«��Z e����«¬�^�±³>�±�~´Ó�©�:¢��¬­�°È��«A�V�±�Z ��|�<°Ý�^���<¡©¡"���������A�V��­|�X´µ�^�������^�:�<°
���Z�e ��K�<­æ´������<�^��­����:�� X�V�¬w ó �^����­"­^�¬°È�¬­^�¬ �«��¬�.«G�< ����¨°È�Z�� e�+�© ��¼»e0�s�0<Ô>0<k>0>�\v>0�n�0>�¬�7w
ä~ ��<¡©¡X�V�e���^�Ü¢e����¡©�±«G���^�©�Z e��0l�Z �¡�´+�<�æ´>��¢e�^�<�V�±«¯°È�<­^�+��¡©�<�`��°j�^�Z¡±�e�V�±�Z ��.��­^�N¢e­^������ X�V�¬��w

ä~ d�V����¢�­^�¬�^�� X�+ïÝ�Z­�¶50&ïN��«��Z�+�e�© ����V���¬�^���~ïÝ�µ�<¢e¢�­^�X��«@�����¬w1���Z­���¢�­���«¬�©�^�¬¡±´<0
ïN��«��Z�:¢��e�^���^���Ì�V�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡e����´>��¢��V�<�^�©«ÜïÌ�±�^��­����^¢5��«A�N�^���^���c�± ��^�¬­��^�©�Z ��<°T�^���<¡©¡
�© ����<���Zº<�� ��¬�±�V�±���c�© µ�V�������<���<�± �w5�z���W�:�>����¡"� )e�<�:¢�¡©��0TïN�:«��< ��^�±����­��^�<¡©�e�^�©�Z ��
�V���V��� $c�¬¡©�:���Z¡��Võ|�   �K�I�V�©�< ��± S�~ïÝ���� ��W�^��­^�¬���e�©�:�� ����©�Z ��¬w��z J�<�NJ��Z�± X�Ì���A�V���>�
�©�N�e�^���U�^�3�Z�e�@���© ��^���}� )�¢�­������^�©�< ��Ü�<°

f(ε)
�< ��

G(x0)
mÈ�^����âK�Z­��+��¡©��mÈ»�w±�\o^o¨°È�<­Ü�

¡��<­�ºZ�N«¬¡��<���.�<°5�^�K��¢��[°È�� e«¬�V�±�Z ��¬w<ªÜ���±�.���A�V���>�3­^��  ���©­����¨�< ��<�æ´>��¢e�^�<�V�±«N� )e¢��< ��^�±�Z 
�<°"�^�����^�Z¡±�e�V�±�Z �w�ä �Ì�©�ÌºZ�±³<�� S�© U�^���©�Ü«��<�^���©  �ö�lvI�7w

ªÜ�e�3¢K�<¢5��­|�©�c�Z­^ºZ�< ��©õ¬��� �<�c°È�Z¡©¡±�lïÌ�¬w�ä~ dÍ��¬«¬�^�©�Z µ»�wxk�ïÝ�3¢�­^�¬�^�� X���V�e���<�NJ��Z�±  �
���A�V���>��wGªÜ����$���¡©�:���Z¡��Võ.¢e­^�Z��¡±��� �± |�V���¨¢�­����^�¬ �«��¯�<°e�^���<¡©¡��© ����<���Zº<�� ��¬�±�V�±���T�< ��
�V���|���NJ��Z�© X�Ý�   �K���^�©�Z ��<­^�}¢e­^������ X�V�¬���± UÍ��¬«¬�^�©�Z U»�wrsew>ä~ WÍ���«A�V�±�Z �»�w¼»�ïÝ�|«��Z�:¢��e�^�
�V���:� )�¢�­����^���©�Z Ä�<°N�^���:�^�Z¢5�Z¡©�Zº<�©«G��¡.�<�æ´��:¢e�^�<�V�±«<w&Í��Z�:�:¢K�<­��^�©«¬��¡��<­|«��<�^�¬���<°N«��Z�æ�
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°È�e �«¬�^�©�Z ��c�< ��J�<°1�^���<¢����<°1�± ��^�¬­��V�¬�J�Z�%J���«¬�^�|�<­���¢�­������� X�V�¬�E�± µÍ��¬«¬�^�©�Z �»�w Ô>w5ªÜ�e�
«��<�^���<°`���A�@�<¡±¡©�±«c�Z�%J���«¬�^�c�±�Ü­^�A�V­^�±�¬³<���S°È�Z­^���<¡©¡�´��xvI�7w

3 4�� 
������F@�� >FE79�:�� � :�� >!@
¹��¬� V �5�+�:«��Z�:¢�¡©� ) $c�±¡©�5��­�����¢K�<«���wTâK�Z­c�<¡±¡

ε ≥ 0
0j¡©�A�

aε
�����������   ���±¡©�± ��G�<­

�� ��U«��Z X�^�©  ���Z���[°È�<­^�þ�Z  V �< ��
`ε

���|�+�����:�©¡±�© ����<­¯�< ��U«��<  �^�©  ���Z�e�[°È�Z­^� �Z  V wGd���<�^�����:���^�K���Ü°È�Z­Ì��¡©¡
ε ≥ 0

0KªÜ���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© �º�¢�­^�<��¡©�¬� p
{

uε ∈ V
aε(uε, v) = `ε(v) ∀v ∈ V

mR»ew kZo
���<�[�Z ��}�< ��U�Z �¡�´:�Z ��}���Z¡©�e�^�©�Z Tw è �Z e�^�©�e��­[ ��\ïì�+«��<���[°È�� e«¬�V�±�Z 

j(ε) = Jε(uε) ∈
R
0
ε ≥ 0

wjÍ��e¢�¢��<�^���V�K���Ü�^���|°È�Z¡©¡±�\ïÌ�© �º+�X´>¢5�<�V���¬�^�¬�z���Z¡±��w
� �=��"������/���-� � á OK=AHV=�=��Z6©?A4c9J;Q6$CT=^9<H�9<C�� P FICK4R6$CKLjFILX?ÌDGFIH�8 FIC V f��>=ACTFI4~=��ÓÅ��
Lε

fN9cD�L�C P 4R6�FIC f(ε) > 0
9<C���47MNF:HV=^9<;�CKL>8:ÅA=AHV?

δJ1
9<C��

δJ2
?AL P OU4ÈOe9<4

Jε(uε) = Jε(u0) + <Lε(uε − u0) + f(ε)δJ1 + o(f(ε)),
mR»�wrsXo

Jε(u0) = J0(u0) + f(ε)δJ2 + o(f(ε)),
mR»�w¼» o

lim
ε→0

f(ε) = 0.
mÈ»�wxÔZo

� �=��"������/���-� 	 á OK=AHV=+=��Z6©?A4¯47MNF P FI8�?5;©=���CKL�8:ÅA=AHV?
δa

9<C��
δ`

?AL P OW4$Oe9<4
(aε − a0)(u0, vε) = f(ε)δa+ o(f(ε)),

mÈ»�wxnZo
(`ε − `0)(vε) = f(ε)δ`+ o(f(ε)),

mÈ»�w v<o
M`OK=AHV=

vε
6©?�4ÈOK=}?\FI;QL>4R6�FICµ4aF

aε(w, vε) = −Lε(w) ∀w ∈ V. mÈ»�wrqXo
ä �.�©�`����¢�¢5�Z�^�¬�:�^�K���.°È�<­.�<¡±¡

ε ≥ 0
0ZÊ1­��Z��¡©�¬� mÈ»�wrqXo&���<�1�Z ��Ü�� ��3�Z �¡�´��< ��[�^�<¡©�e�^�©�Z �wGd��«G�<¡±¡

v0

�^�����<�NJ��Z�±  �[���@�I�V�<w,Gd���K�G³Z���V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº+­^�¬�^��¡��Gw
� ���%"(����* � á OK=+�I9<H�6R9<476�FICÇFaD+4ÈOK= P F\?A4(D�L>C P 476�FIC j M16$4$O HV=@?@?K= P 4Ì4aF ε 6©?�B<6$�<=AC
Å��

j(ε)− j(0) = f(ε)<(δj) + o(f(ε)),M`OK=AHV=
δj = δa− δ`+ δJ

9<C��
δJ = δJ1 + δJ2

�

ñÝHVF\FaD w Gd��«G�< SïÌ­^���V�}�V�����

j(ε)− j(0) = [Jε(uε)− J0(u0)] +<[aε(uε, vε)− a0(u0, vε)]−<[`ε(vε)− `0(vε)].²��^�± �º $�´>¢����V���¬�^�©��te0�ïÝ���Z�e�V�<�© U�V�����

j(ε)− j(0) = [Jε(uε)− J0(u0)] + <aε(uε − u0, vε) + f(ε)<(δa− δ`) + o(f(ε))

= [Jε(uε)− Jε(u0)] + [Jε(u0)− J0(u0)] + <aε(uε − u0, vε)

+f(ε)<(δa− δ`) + o(f(ε)).
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"#�����$�������%���
��"&��"(')��*+�,�-��-����"&*+"(.(�������
���	�/�
ä �Ü°È�Z¡©¡±�lïÌ�[°È­��Z� $Ì´>¢��<�^�������©��q+�V�K�I�

j(ε)−j(0) = <[aε(uε−u0, vε)+Lε(uε−u0)]+f(ε)<(δJ1+δJ2+δa−δ`)+o(f(ε)).

²c�^�± �º:Î  >�����V�±�Z dmR»�wrqXoA0�ïN���Z�e�V�<�© ��^�����������©­^�¬��­�������¡±��w
�

354�� � <?>���� � � 	N> < � A�� � :�E7>F9

���
���� ��� #�� #��m� � ���������F! �! "� #n�

¹��A�
Ω

���z�����<�� ����¬��0��^�:�>�<�V���^���5���Z���<�© ��<°
Rd

0
d = 2

�Z­
3
w�âK�Z­¯�^�±��¢e¡©�©«¬�±�~´

ïN���V�<¶<�
∂Ω

�V�J��� C∞ 0"�����+�V���±��«¬�Z ������V�©�< Æ«��Z�e¡©�Æ�5��«¬�Z ��^�±����­^�<��¡�´dïÝ�G�<¶��� ��¬��wGÄ���^�e¢�¢��<�^�|�V�K�I�
Ω

«��Z X�V�<�© ��Ì�3�����<¡±¡��© e���Z�:�ZºZ�� e���±�~´
ωε

�<°&�V���|°È�Z­��
ωε = εB

0
ïÌ����­��

B ⊂ Rd
�©�c�:�5�Z�� ��e����05�^�:�����V�Äm C∞ oÜ���Z���<�± W«¬�Z X�@�<�± ��© eº�¸JmÈ�^�����<­^�©º<�© jo

�< ��
ε
�±�¯�^���z�<­^���¬­Ý�<°����<º< ��±�^�����Ì�<°��^���z���©�<�:�¬�V�¬­¨�<°��V�e�z�© e���Z�:�ZºZ�� e���±�~´<w ¹��¬�

uε���}�^�����^�Z¡±�e�V�±�Z ��V���V��� $���¡©�:���Z¡��Võc¢�­^�Z�e¡©���ûp
{ ∇.(αε∇uε) + βεuε = 0

�± 
Ω,

∂uε
∂n

= Λuε + σ
�< 

∂Ω.

mÈ»�wxtZo

$c��­��<0
Λ ∈ L(H

1

2 (∂Ω), H− 1

2 (∂Ω))
0
σ ∈ H− 1

2 (∂Ω)
0
n

���¬ ��<�V�¬�[�V���z�Z�e�~ïN�<­^�U�� e�±�
 ��Z­^���<¡5�V�

∂Ω
�< ��

αε
�©�Ì��¢��©�¬«��¬ïÌ�±�^��«��< ����V�< X��°È�e �«¬�^�©�Z S��� �K ������X´

αε(x) =

{
α0

�±°
x ∈ Ω\ωε,

α1

�±°
x ∈ ωε,

mR»ew±�\¸Zo

ïÌ����­��
α0

�< ��
α1

�<­���¢5�Z�^���V�±³<��«¬�Z ��æ�@�< X�V�¬w�ªÜ����¢��©�¬«��¬ïÌ�±�^�+«¬�Z ��æ�@�< X�z°È�e �«¬�^�©�Z 
βε�©�Ü��� �K ����J�< K�<¡±�ZºZ�Z�e�^¡±´<w

ªÜ�e��³��<­������^�©�Z K��¡j°È�<­^�+��¡©���V�±�Z U�<���^�>«��©���V�¬�S�^�ÓmÈ»�wrtXoN�©�|p
{

uε ∈ H1(Ω)
aε(uε, v) = `(v) ∀v ∈ H1(Ω),

mR»ew±�Z�\o

ïÌ����­���°È�<­Ì�<¡©¡
u
0
v
�© 
H1(Ω)

0

aε(u, v) =

∫

Ω

αε∇u.∇v dx−
∫

Ω

βεuv dx− α0

∫

∂Ω

(Λu)v ds(x),
mR»�w��lkZo

`(v) = α0

∫

∂Ω

σv ds(x).
mÈ»�w��\sXo

GÄ���<���^���:�|�V�K���Ü�^���|°È�Z¡©¡±�\ïÌ�© �º+�X´>¢5�<�V���¬�^�¬�z���Z¡±��w
� �=��"����������-� Ï � á OK=+F,?K=AH�9<4~FIH

Λ
6©?}?@?5;Q6$4R4a=���6$C

Λ0 + Λ1
M16$4ÈO
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� Λ0 ∈ L(H
1

2 (∂Ω), H− 1

2 (∂Ω))
9<C��:?�9<4R6©?ÈØ[=@?

<
∫

∂Ω

(Λ0ϕ)ϕ ds(x) ≤ 0 ∀ϕ ∈ H 1

2 (∂Ω).

� Λ1 ∈ L(H
1

2 (∂Ω), H
1

2 (∂Ω))
�

� �=��"������/���-� ÏjÏìý FIH�9<;$;
ε ≥ 0

f¨MN=|Oe9<�<=

aε(u, v) = 0 ∀v ∈ H1(Ω) =⇒ u = 0,
mÈ»�w±��» o

aε(u, v) = 0 ∀u ∈ H1(Ω) =⇒ v = 0.
mÈ»�w±�\ÔZo

Gd���K�G³Z���V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº+­^�¬�^��¡��Ü�V�K���Ì�±�Ü¢�­^�\³<���J�± �Í���«A�V�©�< W»ewxnew
� ��"(��" ���	���	"&� Ï�� �$D � � ?KFI4$OK=@?\=@?����µ9<C����	�d9<HV=:?�9<476©?ÈØ[=��Ifz4ÈOK=ACSDGFIHU9<;$;

ε ≥ 0ñÝHVF<Å�;©=A8�

�(���	���+Oe9I?�FICT=�9<C��WFICK;Q��FICT=|?\FI;QL�4R6�FIC(�


 ��
���� ��� #��7��� ��������� �< ��� ����� � � # ���! a�  "� � �F! �! "� #n�
Gd��«��Z ����©���¬­��W«¬�Z����°È�� �«A�V�±�Z 

j(ε) = Jε(uε) ∈ R
0
ε ≥ 0

wHGd�����^�^�e���3�V�����
Jε

�V���^�©� ����� $Ì´>¢��<�^�������©�cq:ïÌ���V�
f(ε) = εd

0 V = H1(Ω)
�< ��S�V����¡©�± ��G�<­[°È�<­^�

L0�^���V�±� �K�¬�Ü�V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© �º�� ´>¢5�<�V�e���^�±��w
� �=��"������/���-� Ï>Ð á OK=��<6©?A47H�6RÅ�L>476�FIC

L0
6©?|FaDÌHV=�B<L>;�9<HA6$4R�

H2 6$CW9+CT=A6�BIOeÅAFIH@OKF\F �+FaD
4$OK=3FIH�6�B<6$C(�
âK�Z­Ì��¡©¡

ε ≥ 0
0eïÝ���e� �K ��

vε
0K���Z¡©�e�^�©�Z ��^�3�V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© �º�¢�­^�Z�e¡©���ûp

{
vε ∈ H1(Ω)
aε(w, vε) = −Lε(w) ∀w ∈ H1(Ω).

mR»�w��\nXo

Gd���K�G³Z���V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº+­^�¬�^��¡���mR�^�¬�+Í>��«¬�^�©�Z S»�wrnXo�w
� ��"(��" ���	���	"&� ÏXÑ �$D � � ?KFI4$OK=@?\=@?#���S9<C��$�	��9<H@=�?�9<476©?ÈØ[=��If¯ñÝHVF<Å�;©=A8%

�(����&��:Oe9I?
FICT=�9<C��WFICK;Q�UFICT=z?\FI;QL�4R6�FIC(�

3 4 3 
������ � E79 < �('�A � :

 � 
 ��� ) � !$ m� �< ��� ��� � � #*�<#+��,-�? �  .�?#�� !/�,� ! �

$���­^��0`�Z�e­��<�±���©���V��«@����¶E�V�K����$�´>¢5�<�V�e���^�±�+tJ�±���^���V�±� �K�¬�ð�< ��d�V�J«¬�Z�:¢��e�V�
δa

0
δ`

�< ��
f(ε)

w5ªÜ���3�����   ���±¡©�± ��G�<­�°È�Z­^�
`
��� �� ���� �© ðmR»�w��\sXoÌ�©�z�± ����¬¢��¬ ����� X���<°

ε
w�ªÜ�e�� �0KïÝ���K�G³<���^�K���

δ` = 0.
mR»ew±�lv<o



	 Ð � �������	�
�	���
�����������
�����������
��������������� �!�
"#�����$�������%���
��"&��"(')��*+�,�-��-����"&*+"(.(�������
���	�/�
²c�^�± �º�mR»�w��lkZo[�� ��dmR»�w��\¸Xo�0eïN���Z�e�V�<�© ��^�K���

(aε− a0)(u0, vε) = (α1−α0)

∫

ωε

∇u0.∇vε dx− (β1−β0)

∫

ωε

u0.vε dx.
mÈ»�w±�GqXo

®z�� ����V�© eº
wε = vε − v0

�< ��W�����© �º�mR»ew±�\qZoA0eïÝ���<�e�@�<�± 

(aε − a0)(u0, vε) = (α1 − α0)

∫

ωε

∇u0.∇wε dx+ (α1 − α0)

∫

ωε

∇u0.∇v0 dx

−(β1 − β0)

∫

ωε

u0.wε dx− (β1 − β0)

∫

ωε

u0.v0 dx.

GÄ���Z�e�V�<�© U�X´S�����© �º3�^����å�­����� S°È�Z­��+��¡���p

(aε − a0)(u0, vε) = (α1 − α0)

[∫

∂ωε

∂u0

∂n
wε ds+

∫

ωε

∇u0.∇v0 dx

] mR»ew±�\tZo

−(β1 − β0)

∫

ωε

u0.v0 dx+

(
α1

α0
β0 − β1

)∫

ωε

u0.wε dx.

� ��* *+� ÏXÑ�� =}Oe9<�<=�4$OK=¨DGFI;$;©FIM16$C>BU=@?A4R6$8:9<4~= �
∫

ωε

u0.wε dx = o(εd).

ñNHVF\FaD w Gd���K�G³Z���V�K�I�
∣∣∣∣
∫

ωε

u0.wε dx

∣∣∣∣ ≤ ‖u0‖L∞(ωε)

∫

ωε

|wε| dx.

âj­��Z�û�^��� $��<¡©���¬­|�© ��� >���<¡©���~´Z0�ïÝ�:�Z�e�@���© Ó�V�����|°È�Z­��<¡±¡
p, q ∈ [1,+∞[

�V�I�V�©�æ°$´>�© �º
1/p+ 1/q = 1

0
∣∣∣∣
∫

ωε

u0.wε dx

∣∣∣∣ ≤ cεd/p‖wε‖Lq(wε).

GÄ�Ý«@�����<�^�
p = 3/2

�< ��
q = 3

wlä �`°È�Z¡±¡©�\ïÌ�(°È­^�Z� �^���ÜÍ��<���Z¡±�¬³��©�����¬�����© eº��^�����Z­����
�V�K���

H1(Ω) ⊂ Lq(Ω)
ïÌ�±�V���3«��Z X�^�©  ���Z���Ì�±�+���¬�����± �º�w�$��� �«¬�<0
∣∣∣∣
∫

ωε

u0.wε dx

∣∣∣∣ ≤ cεd/p‖wε‖H1(Ω).

ä �+�©��¢�­^�\³<���Ã�© ÿ�ö�lv\�N�V����� ‖wε‖H1(Ω) = O(εd/2)
mÈ�^������ e��­^º�´Ä�¬���V�±���I�V�\o�w`²��^�± �º

�V���±�Ü­^������¡±��0eïÝ���Z���@�<�± ��V�K���
∣∣∣∣
∫

ωε

u0.wε dx

∣∣∣∣ ≤ cε7d/6.

�
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� ��* *+� Ï � � =}Oe9<�<=�4$OK=¨DGFI;$;©FIM16$C>BS=@?A4R6$8:9<4a= �
∫

ωε

u0.v0 dx = εd|B|u0(0).v0(0) + o(εd).

ñÝHVF\FaD w Gd��«G�< SïÌ­^���V�
∫

ωε

u0.v0 dx = εd|B|u0(0).v0(0) +

∫

ωε

[u0.v0 − u0(0).v0(0)] dx.

Gd���Z�e�V�<�© U�X´W�3«@�K�< �º<����°`³��<­^�©�<��¡±�c�V�����
∫

ωε

[u0.v0 − u0(0).v0(0)] dx = εd
∫

B

[u0(εy).v0(εy)− u0(0).v0(0)] dy.

B¯´��V����ª"�G´�¡±�Z­Ü� )�¢K�� ��^�±�Z �0�ïÝ���Z���@�<�± 
∫

B

[u0(εy).v0(εy)− u0(0).v0(0)] dy = O(ε).

$��� �«¬�<0
∫

ωε

u0.v0 dx = εd|B|u0(0).v0(0) +O(εd+1).

�ä~ ��3�^�±���±¡��<­¯���� � ���­¬0�ïN��¢�­��\³Z���V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© �º������^�©�����V��w
� ��* *+� Ï �

∫

ωε

∇u0.∇v0 dx = εd|B|∇u0(0).∇v0(0) + o(εd).

Û��lïìïN���© X�^­^�>����«��}�^���|°È�� �«A�V�©�< 
Φ

�^�Z¡±�e�V�±�Z ��V�




∆Φ = 0
�© 
B

�< e�
Rd\B,

Φ
�©�Ü«¬�Z X�V�± >�e�Z�����<«�­��Z�^�

∂B,

α0

α1

(
∂φ

∂n

)+

−
(
∂φ

∂n

)−

= −n,

lim
|y|→∞

|Φ(y)| = 0.

mR»�wxk<¸Xo

$���­��<0
n

���¬ ��<�V�¬�&�^���¨�Z�e�~ïN�<­^���� ����( ��Z­^���<¡<�^�
∂B �

����¢5��­^��«�­��©¢e�
+

�� �� − �± ����±«G���^�
�^���3¡©�±�����V�± �º:³��<¡±�����}�<�}ïN�:�<¢e¢�­^�X��«@�

∂B
°È­^�<� �Z�e�^�^�±���

B
0��� ��µ°È­^�Z� �© ����©���

B
0

­�����¢��¬«¬�V��³Z�¬¡±´Zw�Gd�|�K�G³Z���V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº+­^�¬�^��¡��Gw
� ��* *+� Ï � � =}Oe9<�<=�4$OK=¨DGFI;$;©FIM16$C>BS=@?A4R6$8:9<4a= �
∫

∂ωε

∂u0

∂n
wε ds = εd

(
α0

α1
− 1

)
∇u0(0)T

[∫

∂B

n⊗ Φ(y) ds(y)

]
∇v0(0)+ o(εd),

M`OK=AHV= ⊗ �>=ACTFI4~=@?¨4ÈOK=¯4~=ACe?\FIH�6R9<; ?5HVF �<L P 4TÅA=A4RMN=@=AC+47MNF��<= P 4~FIHV?�� U⊗V = (UiV j)1≤i≤j≤d ∀U, V ∈
Rd �



	 Ñ � �������	�
�	���
�����������
�����������
��������������� �!�
"#�����$�������%���
��"&��"(')��*+�,�-��-����"&*+"(.(�������
���	�/�
ñNHVF\FaD w Gd��«G�< SïÌ­^���V�
∫

∂ωε

∂u0

∂n
wε ds =

∫

∂ωε

∇u0(0).nwε ds+

∫

∂ωε

[∇u0(x).n−∇u0(0).n]wε ds.mR»ew k��\o
BÝ´S�3«@�K�< �º<����°"³��<­����<��¡±�zïÝ���Z���@�<�± 
∫

∂ωε

[∇u0(x).n−∇u0(0).n]wε ds(x) = εd−1

∫

∂B

[∇u0(εy).n−∇u0(0).n]wε(εy) ds(y).

GÄ���K�G³Z�
∣∣∣∣
∫

∂B

[∇u0(εy).n−∇u0(0).n]wε(εy) ds(y)

∣∣∣∣ ≤ c‖(∇u0(εy).n−∇u0(0).n)‖− 1

2
,∂B‖wε(εy)‖ 1

2
,∂B.

� ª`�G´>¡©�Z­Ü� )�¢K�< ����©�Z �0K�^���}�V­^�<«��|�V�e���Z­���� �< ��W�3«@�K�< eºZ����°"³��<­����<��¡±�z´>�©�¬¡©�
∣∣∣∣
∫

∂B

[∇u0(εy).n−∇u0(0).n]wε(εy) ds(y)

∣∣∣∣ ≤ cε

(
1

εd/2
‖wε‖L2(ωε) + ε1−d/2|wε|1,ωε

)
.

�¯�¬�G0��e�^�© eºS�^��� $��Z¡±����­|�± ��   �K��¡©�±�~´<0�ïÝ���<�e�@�<�± Ó�V�K�I�|°È�Z­��<¡©¡
p, q ∈ [1,+∞[

ïÌ�±�V�
1/p+ 1/q = 1

0
‖wε‖L2(ωε) ≤ εd/2q‖wε‖L2p(ωε).GÄ�W«@���>�Z�^�

p = 3
�< e�

q = 3/2
w¯²c���© �ºE�V�K�I� ‖wε‖H1(Ω) = O(εd/2)

�� ��Ç�^���
Í��Z�5�Z¡©�A³��©�����¬�����© eº+�V���¬�Z­^�¬��0eïÝ���Z�e�V�<�© 

∣∣∣∣
∫

∂B

[∇u0(εy).n−∇u0(0).n]wε(εy) ds(y)

∣∣∣∣ ≤ cε(εd/3 + ε).

ªÜ���� �0
∫

∂ωε

[∇u0(x).n−∇u0(0).n]wε ds(x) = o(εd).
mR»ew kZk<o

ä~ Ä�ö�lvl�70K�±�[�©�Ü¢�­��l³<���W�V�K���Ì°È�Z­Ì��¡©¡
y ∈ ∂B 0

wε(εy) = ε(
α0

α1

− 1)Φ(y).∇v0(0) +Rε(y),
mÈ»�w k�sXo

ïÌ����­��
‖Rε(y)‖C(∂ω) =

{
O(ε2 ln ε)

��°
d = 2,

O(ε
5

2 )
��°
d = 3.

mR»ew k�»Xo
²c�^�± �º:�3«@�K�< �ºZ���<°"³��<­^�©�<��¡©��0�mÈ»�wxk<sXo[�< ��ÄmR»ew k�»XoA0eïÝ���Z�e�@���© U�V�K�I�
∫

∂ωε

∇u0(0).nwε ds = εd
(
α0

α1

− 1

)
∇u0(0)T

[∫

∂B

n⊗ Φ(y) ds(y)

]
∇v0(0)+o(εd).mR»ew kZÔ<o

âj­��Z��mÈ»�wxk��loA0�mR»�wxkZkZoN�� ��ÆmÈ»�wxkZÔZoÝïÝ���<�e�@�<�± U�V�������¬�^�©­����W­^�¬�^��¡��Gw
�ä �¯°È�Z¡±¡©�\ïÌ�.°È­^�Z� mR»�w��\tXo�0X¹����:���<�Ì�G»e0K�lÔ�0K�\n��< ��W�lv}�V�K���¨�^����°È�<¡©¡©�\ïÌ�± �º|­^�¬�^��¡��

���Z¡©�e��w
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(aε − a0)(u0, vε) = εd(α1 − α0)∇u0(0)T
[(

α0

α1

− 1

)∫

∂B

n⊗ Φ(y) ds(y)

+|B|I]∇v0(0) + εd(β0 − β1)|B|u0(0)v0(0) + o(εd).

ªÜ�e�� �0($�´>¢5�<�V�e���^�±��t��±�Ü�V���^�©� �K���SïÌ�±�^�
f(ε) = εd

�< e�

δa = (α1 − α0)∇u0(0)T
[(

α0

α1
− 1

)∫

∂B

n⊗ Φ(y) ds(y) + |B|I
]
∇v0(0)

+εd(β0 − β1)|B|u0(0)v0(0).
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�c¡©¡K�V���c�<���^���:¢e�V�±�Z ��¯�<°��^���}�<��J��Z�© X�¯���A�V���>���<­^�c�V���^�©� �������� ���ïÝ�}«G�� ��<¢�¢e¡±´

ªÜ�e���Z­���� v��V�+«¬�Z��¢e�e�V���V���z�^�Z¢5�Z¡©�Zº<�©«G��¡K�<��´>�:¢e�V���V�©«c� )�¢K�< e�^�©�< �w/Gd�z�Z���@�<�± ��V�e�
°È�<¡©¡©�\ïÌ�± �º+­^�¬�^��¡��Gw
� ���%"(����* � á OK= P F\?A45D�L>C P 476�FIC j Oe9I?|4ÈOK=¨DGFI;$;©FIM16$C>B�9I?A��8�?54~FI476 P =�� ?e9<Ce?A6�FIC��

j(ε)− j(0) = εd<
{

(α1 − α0)∇u0(0)T
[(

α0

α1

− 1

)∫

∂B

n⊗ Φ(y) ds(y) + |B|I
]
∇v0(0)

−(β1 − β0)|B|u0(0)v0(0) + δJ
}

+ o(εd).

3 4	� � � <�:�E�B A � �K< B � '��('

 ��
 ��� � ! #��  m�� .�?� !
� �m#n�������
� ��* *+� Ï ������� � = �>=ACTFI4~=

ΩR = Ω\B(0, R)
f
R

ÅA=A6$C>B�9¨Ø���=���H�9 �<6$L ?N?AL P O�4$Oe9<4
B(0, R) ⊂ Ω

� � =}Oe9<�<=�4$Oe9<4

‖uε − u0‖H1(ΩR) = O(εd).

� ��* *+� Ï 	 � =}Oe9<�<=�4$Oe9<4
∫

Ω

αε|uε − u0|2 dx = o(εd).

ñÝHVF\FaD w�ª&�����©�:¢�¡©��°$´S�V����¢�­����^�¬ X�@���^�©�Z �0�ïÝ�:���<¶��3�V����¢�­����<°Ý�Z �¡�´J°È�Z­
d = 3

w Gd�
���\³<���^�K���

∫

Ω

αε|uε − u0|2 dx = α0

∫

Ω\ωε

|uε − u0|2 dx + α1

∫

ωε

|uε − u0|2 dx

= E1(ε) + E2(ε),
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ïÌ����­��

E1(ε) = α0

∫

Ω\ωε

|uε − u0|2 dx
�< ��

E2(ε) = α1

∫

ωε

|uε − u0|2 dx
w

GÄ�����¬ ��<�V�
Xε = uε − u0

w�ä ���©�[�V�e�����Z¡©���V�©�< ��V�




∆Xε + β0

α0
Xε = 0

�© 
Ω\ωε,

Xε = uε − u0

�Z 
∂ωε,

Xε = uε − u0

�Z 
∂Ω.

ä~ Ä�ö�G»��70K�±�[�©�Ü¢�­��l³<���W�V�K���

‖Xε‖L2(Ω\ωε) ≤ c
(
ε‖(uε − u0)(εy)‖1/2,∂B + ‖uε − u0‖1/2,∂Ω

)
.

²c�^�± �º:¹����:�����\q��< e�W�^���|�V­V��«��}�V�e���Z­����W0�ïN���Z�e�V�<�© 

‖Xε‖L2(Ω\ωε) ≤ cε‖(uε − u0)(εy)‖1/2,∂B + cε3.
²c�^�± �º�mR»�wxk<sXo�0eïÝ���<�e�@�<�± 

‖Xε‖L2(Ω\ωε) ≤ cε(ε+ ε5/2) + cε3 ≤ cε2.
ªÜ���� �0

E1(ε) = O(ε4).
mR»ew k<nZo

âK�Z­��< X´ ¢5�Z�^���V��³Z��  ���+�5��­^�
p
�< ��

q
�^��«@�Ä�^�K���

1/p + 1/q = 1
0��V��� $��<¡©���¬­

�© ��� >���<¡©���~´���­��© �º<�
‖Xε‖L2(ωε) ≤ cε

d
2q ‖Xε‖L2p(ωε).

mR»ew kZv<o
Ûc� )>��0��V����Í��Z�5�Z¡±�¬³��±�+�5�������± �º+�V�e���Z­���� ¢�­��\³��±�����

‖Xε‖L2p(Ω) ≤ c‖Xε‖H1(Ω).
mR»ew k<qZo

GÄ�+«@�e���Z���
p = 3

w�ªÜ���� T0����^�± �º��^�K��� ‖Xε‖H1(Ω) = O(εd/2)
0`mR»ew kZv<oc�< ��YmÈ»�wxk<qXoA0

ïN���Z�e�V�<�© 
E2(ε) = O(ε5).

mR»ew k<tZo
âj­��Z��mÈ»�wxk<nXoN�< e�ÆmÈ»�w k�tXoÝïN���Z���@�<�± S�^�����������©­����W­^������¡±�Ü°È�<­

d = 3
w

�²��^�± �ºW�^���:ª`�G´>¡©�Z­�� )e¢��< ��^�±�Z Æ�� ��Æ�S«@�K�< �º<���<°Ý³<��­^������¡©��0TïN�:«G�� Ä¢�­��l³<���^���
°È�Z¡©¡±�lïÌ�± �º�­�������¡±��w
� ��* *+� Ð � � =}Oe9<�<=

∫

ωε

|u0 − ud|2 dx = |B|εd|u0(0)− ud(0)|2 + o(εd),

M`OK=AH@=
ud ∈ H2(Ω)

�

� ��* *+� Ð�Ï � =}Oe9<�<=
∫

Ω

αε∇(uε − u0).∇(uε − u0) dx = −εd (α1 − α0)
2

α1
∇u0(0)T

(∫

∂B

n⊗ Φ(y) ds(y)

)
∇u0(0)

+o(εd).
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ñÝHVF\FaD w Gd������ ����V�
Xε = uε − u0

w,Gd���K�G³Z�
∫

Ω

αε∇(uε−u0).∇(uε − u0) dx =

∫

Ω\ωε

α0∇Xε.∇Xε dx+

∫

ωε

α1∇Xε.∇Xε dx.

²��^�± �º3�V����å|­^���¬ W°È�<­^�+��¡©��ïN���Z���@�<�± 
∫

Ω

αε∇(uε − u0).∇(uε − u0) = α0

[
−
∫

Ω\ωε

∆Xε.Xε −
∫

∂ωε

(
∂Xε

∂n

)+

Xε

+

∫

∂Ω

∂Xε

∂n
Xε

]
+ α1

[
−
∫

ωε

∆Xε.Xε +

∫

∂ωε

(
∂Xε

∂n

)−

Xε

]
.

²��^�± �º:¹(�¬�����<�|�\q��< e�E�Gt3ïÝ���Z�e�@���© 
∫

Ω

αε∇(uε − u0).∇(uε − u0) dx =

∫

ωε

[
αε
∂Xε

∂n

]
Xε ds+ o(εd),

ïÌ�e��­^�
[
αε
∂Xε

∂n

]
=

∫

ωε

(
α1

(
∂Xε

∂n

)−

− α0

(
∂Xε

∂n

)+
)
Xε ds.

²��^�± �º3�V�K���
α1

(
∂uε
∂n

)−

− α0

(
∂uε
∂n

)+

= 0

Gd���Z�e�V�<�© 
∫

Ω

αε∇(uε − u0).∇(uε − u0) dx = (α1 − α0)

∫

ωε

∂u0

∂n
Xε ds+ o(εd).

âK­��Z� ¹����:�����lv�ïN���Z�e�V�<�© ��^�����������©­^�¬��­�������¡±��w
�²��^�± �º��V�e�}ª`�G´>¡©�<­N� )�¢K�� ��^�±�Z S�< ��U��«@�K�< �ºZ�|��°�³<��­^������¡©��0ZïN�|«��< �¢�­��l³<�}�V���c°È�Z¡©¡±��u

ïÌ�± �º�­^�¬�^��¡��Gw
� ��* *+� ÐjÐ � =}Oe9<�<=

∫

ωε

|∇(u0 − ud)|2 dx = εd|B||∇u0(0)−∇ud(0)|2 + o(εd),

M`OK=AHV=
ud ∈ H3(Ω)

�
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Gd���e�� ��<�^�
ΩR = Ω\B(0, R)

0
R

���¬�© �º:� � )�����­V�<���±���Ì�^��«@�W�V�K�I�
B(0, R) ⊂

Ω
wHGd��«��Z e�^�©�e��­��S«��Z�æ��°È�e �«¬�^�©�Z µ�<°¯�V�e��°È�<­^� p

j(ε) = Jε(uε) = J(uε|ΩR
)
w Gd�



	(� � �������	�
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"#�����$�������%���
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���	�/�
�<�^���������V�K�����V���¬­^�U� )e�±���^�

L
0.�J¡±�© ����<­��� ��ð«��Z X�^�©  ���Z���+°È�<­^���Z 

H1(ΩR)
�^��«@�

�V�K���

J(u0|ΩR
+ h) = J(u0|ΩR

) + <(L(h)) + o(‖h‖1,ΩR
) ∀h ∈ H1(ΩR).

²c�^�± �º�¹��¬�����W�Gqe0������©�z���<��´S�^��¢�­^�\³<���V�K�I� $Ì´�¢5�<�^����������t��� ��Æ�lk:�<­^���V���^�©� �����
ïÌ�±�V�

Lε(u) = L(u|ΩR
) ∀u ∈ H1(Ω), ∀ε ≥ 0�< ��

δJ1 = δJ2 = 0.

� ��� "&� � ���=�,*+� �	�
ä ��«¬�Z ��^�±���^���± U�V����«��<���Ì°È�� �«A�V�©�< 

j(ε) = Jε(uε) =

∫

Ω

αε|uε − ud|2 dx,

ïÌ����­��
ud ∈ H2(Ω)

w
• ] � ?5HV=@?@?A6�FICdFaD

Jε(uε)− Jε(u0)
p�ïÝ�����\³<���^�K���

Jε(uε)−Jε(u0) =

∫

Ω

αε|uε−u0|2 dx+2<
∫

Ω

αε(uε−u0).(u0 − ud) dx.
mÈ»�wxs<¸Xo

²c�^�± �º�mR»�wrsZ¸Xo[�� ��W¹(�¬�������\t+ïÝ���Z���@�<�± ��V�K���

Jε(uε)− Jε(u0) = <Lε(uε − u0) + εdδJ1 + o(εd),

ïÌ����­��
Lε(u) = 2

∫

Ω

αεu.(u0 − ud) dx ∀u ∈ H1(Ω),

�< ��
δJ1 = 0.

• ] � ?5HV=@?@?A6�FICdFaD
Jε(u0)− J0(u0)

p�ïÝ���K�G³Z���V�K���

Jε(u0)− J0(u0) =

∫

Ω

αε|u0 − ud|2 dx− α0

∫

Ω

|u0 − ud|2 dx

= (α1 − α0)

∫

ωε

|u0 − ud|2 dx.

²c�^�± �º:¹����:����k<¸�0eïN���Z�e�V�<�© ��^�K���

Jε(u0)− J0(u0) = εdδJ2 + o(εd),

ïÌ����­��
δJ2 = (α1 − α0)|B||u0(0)− ud(0)|2.
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ä ��«��< ��^�±���V�Ì�± S�^����«��Z�æ�Ì°È�� �«¬�^�©�Z 

j(ε) = Jε(uε) =
1

2

∫

Ω

αε|∇(uε − ud)|2 dx,
ïÌ�e��­^�

ud ∈ H3(Ω)
w

• ] � ?5HV=@?@?A6�FICdFaD
Jε(uε)− Jε(u0)

p�ïÝ�����\³<���^�K���

Jε(uε)− Jε(u0) =
1

2

∫

Ω

αε|∇(uε − ud)|2 dx−
1

2

∫

Ω

αε|∇(u0 − ud)|2 dx

=
1

2

∫

Ω

αε∇(uε − u0).∇(uε − u0) dx+ <
∫

Ω

αε∇(uε − u0).∇(u0 − ud) dx.
²��^�± �º:¹(�¬������k��|ïÝ���Z���@�<�± ��V�K���

Jε(uε)− Jε(u0) = <Lε(uε − u0) + εdδJ1 + o(εd),
ïÌ�e��­^�

Lε(u) =

∫

Ω

αε∇u.∇(u0 − ud) dx ∀u ∈ H1(Ω)

�� ��

δJ1 = −1

2

(α1 − α0)
2

α1
∇u0(0)T

(∫

∂B

n⊗ Φ(y) ds(y)

)
∇u0(0).

• ] � ?5HV=@?@?A6�FICdFaD
Jε(u0)− J0(u0)

p�ïÝ���K�G³<���^�K���

Jε(u0)− J0(u0) =
1

2

∫

Ω

αε|∇(u0 − ud)|2 dx−
1

2

∫

Ω

α0|∇(u0 − ud)|2 dx

=
1

2
(α1 − α0)

∫

ωε

|∇(u0 − ud)|2 dx.
²��^�± �º:¹(�¬������kZk�0�ïN���Z�e�V�<�© ��^�K���

Jε(u0)− J0(u0) = εdδJ2 + o(εd),
ïÌ�e��­^�

δJ2 =
1

2
(α1 − α0)|B||∇u0(0)−∇ud(0)|2.
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B
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Φ
�^�������Z¡©���V�©�<  �^�

Ê1­��Z��¡©�¬��mÈ»�w k�¸XoAw�ä~ S�V�e�©�Ü�^¢5��«¬���<¡�«��<�^�|ïÝ���<�e�@�<�± 

Φ(y) =
1

(d− 1)α0

α1
+ 1
×
{

y
�± 
B,

y
|y|d

�± 
Rd\B.

mR»�wrse�lo

²��^�± �º�ªÜ�����Z­���� q��< ��ÄmR»ewxse�\oÝïN���Z�e�V�<�© U�^���|°È�Z¡©¡±�lïÌ�± �º�­�������¡±��w
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B
6©?J4ÈOK=�L>CK6$4�Å@9<;$;xf�4ÈOK=�D�L>C P 4R6�FIC j

Oe9I?�4ÈOK=�DGFI;$;©FIM16$C>B
9I?A��8�?54~FI476 P =�� ?e9<Ce?A6�FIC �

j(ε)− j(0) = εd<
{
dα0(α1 − α0)

(d− 1)α0 + α1
|B|∇u0(0).∇v0(0)− (β1 − β0)|B|u0(0)v0(0) + δJ

}

+o(εd).

Û��\ï ïN��«��Z ����©���¬­��^����«��<�^��ïÌ���� 
B

�©�c�< ���¡©¡±�©¢e�^�}ïÌ���Z���������:��u~����J��Z­Ì�9)e�±�c�±�
�<°`¡±�� �º��V�

a
0j�< ��UïÌ���<�^���^���:��u ���± ��Z­Ý� )��©�Ü�±�Ü�<°`¡±�� �º��V�

b
w�ä~ W�^���©�Ü«��<�^�|ïÝ���<�e�@�<�± 

�V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© �º�­^�¬�^��¡��Gw
� "(��"&�-�	�,�
� � 
�=A;$;Q6 ?K?\= � �ÈD

B
6©?�9<CÃ=A;$;Q6 ?K?\=�M`OKF\?\=�?\=A836$í~8:9 =GFIH�9 �Z6©?+6©?:FaD�;©=AC>B<4ÈO

a
f19<C��+M`OKF\?\=Ü?\=A836$í~836$CTFIHc9 �Z6©?�6©?�FaDc;©=AC>B<4$O

b

��<ò ?5HVF<Å�;©=A8��\f&4$OK=&D�L�C P 4R6�FIC j Oe9I?

4ÈOK=¨DGFI;$;©FIM16$C>B�9I?A��8�?54~FI476 P =�� ?e9<Ce?A6�FIC �

j(ε)− j(0) = ε2<
{
πab(α1 − α0)∇u0(0)TP∇v0(0)− (β1 − β0)πabu0(0)v0(0) + δJ

}

+o(ε2),

M`OK=AH@=
P

6©?zB<6$�<=ACµÅ��



α0(1 + a) + α1(b− 1)

α0a + α1b
0

0
α0(1 + b) + α1(a− 1)

α0b + α1a


 .

âj�<­N�V����� )e¢e­^�����^�±�Z J�<°&�V�e��°È�e �«¬�^�©�Z 
Φ

ïÝ��­^�¬°È�¬­Ü�V����­^���<���¬­Ì�^�W�rq��7w
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α1 → 0
0
β1 → 0

0
α0 = 1

�< ��
β0 = k2

0eïÝ���<�e�@�<�± �°È­^�Z� è �Z­^�<¡©¡���­�´�k
�< �� è �Z­^�<¡©¡���­�´�s3�^���|°È�Z¡©¡±�\ïÌ�© �º+­�������¡±�^��w
� "(��"&�-�	�,�
� Ñ 
aÅ@9<;$; � �ÈD

B
6©?�4$OK=3L>CK6$4cÅ@9<;$;xf

ωε
6©?:9SOKFI;©=39<C�� ∂uε

∂n
= 0

FIC
∂ωε

f
MN=+F<Å�4 9<6$C

j(ε)− j(0) = εd<
{ −d
d− 1

|B|∇u0(0).∇v0(0) + |B|k2u0(0)v0(0) + δJ

}
+ o(εd).
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6©?�9<CU=A;$;Q6 ?K?\=[M`OKF\?\=¨?\=A836$í~8:9 =GFIHN9 �Z6©?Ü6©?�FaDN;©=AC>B<4$O
a
f

9<C���M`OKF\?\=}?\=A836$í~836$CTFIH�9 �Z6©?�6©?3FaD�;©=AC>B<4ÈO
b
f
ωε

6©?�9:OKFI;©=�9<C�� ∂uε
∂n

= 0
FIC

∂ωε
f

MN=+F<Å�4 9<6$C

j(ε)− j(0) = ε2<
{
−∇u0(0)T

(
π(a + 1)b 0

0 π(b+ 1)a

)
∇v0(0) + πabk2u0(0)v0(0) + δJ

}

+o(ε2).
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b→ 0
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B
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[−a, a] × {0} 9<C�� ∂uε
∂n

=

0
FIC

∂ωε
f¯MN=3F<Å�4�9<6$CÓ4ÈOe9<4

j(ε)− j(0) = ε2<
(
−πa∂u0

∂n
(0)

∂v0

∂n
(0) + δJ

)
+ o(ε2).

ä~  è �Z­^�<¡©¡���­^�©�¬�N»:�< ���ne0��± ��V����«��<�^�
d = 2

0�ïÝ��­^�¬�^­^�±�¬³Z�|°È�Z­��+��¡©�<�[¢�­��¬³>�©�Z�e�^¡±´
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ä~ W�V���±�c����«¬�^�©�Z T0K�Z��­c�<�©� �©�Ì�V�:¢�­^�\³Z��Ê1­^�Z¢5�Z�^���V�±�Z  �\sewjâK�Z­

ε ≥ 0
ïÝ����¢�¡©���

aε�± 
a0
ε + a1

ε

ïÌ�±�^�




a0
ε(u, v) =

∫

Ω

αε(∇u.∇v + u.v) dx− α0

∫

∂Ω

Λ0u.v ds(x),

a1
ε(u, v) = −

∫

Ω

(βε + αε)u.v dx− α0

∫

∂Ω

Λ1u.v ds(x).

Gd���© X�V­����e��«��}�^�����Z¢��¬­V���^�Z­

Aε : H1(Ω) −→ H1(Ω)
u 7−→ Aεu,

����«@���^�K���
a0
ε(Aεu, v) + a1

ε(u, v) = 0 ∀v ∈ H1(Ω).
mR»�wrsXkZo

ä ��°È�Z¡±¡©�\ïÌ�}°È­^�Z� $�´>¢����V���¬�^�©�:�\¸W�< ��E�V����¹(� ) uæ���±¡©ºZ­^�<� �^�����<­^���ú�^�K�����V�e���Z¢5�Au
­^���V�<­ Aε �±�:ïÝ��¡±¡�u~�e� �K ��¬��wÝ²c�^�± �ºd�^�K���:�V�����©�+�5���e���© �º<�

H1(Ω) → L2(Ω)
�� ��

H
1

2 (∂Ω)→ L2(∂Ω)
�<­^��«��<��¢K��«¬�G0XïÝ�z�Z���@�<�± :�^�K���¯�V�����Z¢5��­V�I�V�Z­ Aε �©�¨«��Z�:¢K�<«A�Gw

âK­��Z��mÈ»�wxsZkZoÝïN���Z���@�<�± 

aε(u, v) = a0
ε((I −Aε)u, v) ∀u, v ∈ H1(Ω).

mR»�wrsZsXo
ªÜ�e�|âK­^���e���Z¡©� �<¡±�^��­^ ����V��³Z�c�< ��
$Ì´�¢5�<�^�������©�z�<�z�©�:¢�¡�´+�V�K�I�Ý�^���z�Z¢5��­^���V�<­

I −Aε�±���± X³Z��­��^�±��¡©��w"ªÜ���¬ �0&���^�± �ºJ�V�e��¹(� ) uæ�W�©¡©º<­V�<� �^�����<­^���W0�ïN���Z�e�@���©  �V�����������©­^�¬�
­�������¡±��w

Ê1­^�<¢��Z���±�^�©�Z µ�G»�«��< ��5��¢�­^�\³<���J�X´S�3���©�:�©¡���­N���< � ��¬­�w
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�����:«��e¡±�V�±���Ý�<­^�±�^��ïÌ���� UïÝ�}�K�G³Z�}�^�+�©���¬ X�V�±°$´:���±ºZ��¡�´�«��Z X�V­^�<���^���U�:�����©�<�zp>��¡±��«A�V­^�Iu
���<º< ��¬�^�©«|�©�e�� X�V� �K«G���^�©�Z W�<°1�:�¬�V�<¡©¡±�©«}�<��J���«A�V�z�± W�^����°È­������^¢K��«����<­c�±���� X�V� �K«G�I�V�©�< 
�<°5�< 3�Z���æ�@�<«¬¡©�Ý�©�:���¬­^ºZ�¬���© +�	�K���©�Tw�ä~ ��5�<�V�+«��<�^�¬�.�V���N���Z�e ��K�<­æ´�«¬�Z ������V�©�< ��V�K�I�
�<¢�¢5�G�<­����< S�^�����^��­æ°R�<«����<°&�V�e���<�����V�<«�¡±�|�©�Ü�<°.®z�©­��©«@��¡±�¬�[�~´>¢5�<wjâK�Z­[�V�e���^��­^���<�^�< ��
ºZ¡©�Z���<¡X�Z¢e�^�©�:�©õG�I�V�©�< |���A�V���>���"�<­^�Ý���^�¬���V�c�^�Z¡�³Z�N�:�Z­��ÝºZ�¬ ���­^�<¡>¢�­^�Z�e¡©���:�Ý���\n>0Zk<Ôl�7w
ªÜ���c�:�Z­��Ü­^��«¬�� X�Ý¡©�¬³<��¡K���¬�Ý���A�V���>�W�xk�»e0K���jºZ�±³<���1³Z�¬­�´�¢�­��Z�:�©�^�± �º|­^�¬�^��¡��V�¬w Î1³<�� ���°
�±�Ì�5��¡©�< �ºZ�Ü�V���V����«¬¡��<���^�©«��<¡��^���<¢����Z¢e�^�©�:�©õ����V�±�Z ��:�¬�V�e�����¬0K�±���<¡±¡©�\ïÌ�[�V�e���:���e� �eu
«G���^�©�Z ��<°��V���Ì  ���+�5��­¯�<°�«¬�Z � ��¬«¬�^����«¬�Z�:¢��Z e�� X�V�¯�<°T�^���Ì���Z���<�© TwX²c e°È�<­��V�e K���V�¬¡±´
�V���¬�^�����A�V���>�����<­��  >�e�±�V����¡©�\ï�w

ªÜ�e�+�V�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡(�<��´>�:¢e�V���V�©«�� )�¢K�< e�^�©�< E�����¬���z�^�U����ºZ�� ��¬­V�<¡.�< ��µ�
�:«¬�©�� X��w
ª"� ¢�­����^�¬ X���^���S�K�<�^�±«U�©�����e0`ïÝ��«¬�Z ����©���¬­

Ω
�µ���Z���<�© ð��°

Rn
mR �I�kÓ�Z­�sZo+�< ��

j(Ω) = J(uΩ)
�U«¬�Z���|°È�� e«¬�V�±�Z µ�V�S�5�3���± ��©�:�©õ¬����0KïÌ���¬­^�

uΩ

�±�}�V���3���Z¡©�e�^�©�Z Ó�^�
�WºZ��³Z�¬ ÆÊ¨®}Î ¢�­^�<��¡©�¬����� �K e���Æ�± 

Ω
w&âK�Z­

ε > 0
0�¡©�¬�

Ωε = Ω\x0 + εω
�5�:�^���

�^�������¬�N�Z�e�@���© ��¬���X´:­^�¬���\³>�© �º���������¡©¡�¢K��­��
x0 + εω

°È­^�<�
Ω
0XïÌ����­��

x0 ∈ Ω
�< ��

ω ⊂ Rn
�±�[� � )��¬�W�e�Z�����© �«¬�Z X�@�<�± ��© eº��V���z�Z­^�±ºZ�© �w Gd�}«G�� UºZ�� ��¬­V�<¡±¡±´:¢�­��l³<�}�V�K�I�



� �±Ð�� ��� �����7" ��� ��*+� ����"�� Ï � �

�^���|³��<­^�©���V�±�Z ��<°&�V����«¬­^�±�^��­��©�Z U�±�ÜºZ�±³<�� W� ´��V�����<�æ´��:¢e�^�<�V�±«|� )�¢K�< ����©�Z Ep

j(Ωε) = j(Ω) + f(ε)g(x0) + o(f(ε)),
m�Ô�w��lo

lim
ε→0

f(ε) = 0, f(ε) > 0.
m�Ô>w kZo

ªÜ�e�©�&� )�¢K�< ����©�Z ��©�(«��<¡©¡±�����V���1�V�<¢��Z¡±�ZºZ�±«G�<¡<�<��´>�:¢e�V�<�^�©«�w\ª"�����± ��©�:�©õ¬�"�^���Ý«¬­^���V��­��©�Z 
j
ïÝ�FJ��������K�G³<���V�µ«�­��G���^�U�©  �� ��±�^��¡±´E�����<¡±¡Ý�e�Z¡©�¬�3���3���Z����¢��Z�± X�V�

x̃
ïÌ���¬­^���^���

�^�Z¢5�Z¡©�Zº<�©«G��¡�ºZ­^�<���±�� X��mR�Z­Ü���� ����±�^�±³>�±�~´eo
g(x̃)

�©�Ü ��¬ºX���V��³Z��w
ªÜ��� �K­^�æ�Ü��� �� ��±�^�©�Z ��<°��V�e�z�V�Z¢5�Z¡±�ZºZ�©«��<¡�ºZ­^�<���±�� X�N���<�[�5���� U�± X�V­^�>����«¬�����X´���w

Í>«@�>�e���<«@�e��­ =A4�9<; � �xk�nI�[�e �����­+�^���� K��������° Å�L�Å\Å�;©=�8�=A4ÈOKF � �± Ä�V����«��Z X�V� )>���<°
«¬�Z�:¢�¡©�©�< �«��|�<¢e�V�±���±õG���^�©�Z �°È�Z­Ì¡±�© ����<­Ü��¡©�<���^�©«����~´U¢�­��Z��¡©�¬���¬wKä~ ��^�����^�<����«��<  �^� )>�G0
�ew�Í��Z¶<�<¡©�\ïÌ�^¶ � =A4c9<; � �xk<vI�.ºX�G³<�:���Z�:�+���I�V���¬�����^�©«��<¡ J������^� �K«����V�±�Z ��}�± J�V���3¢e¡��< ��
�æ�V­����^�z«G�<���+�< ��JºZ�� ��¬­V�<¡±�©õ¬���W�±���V��³��<­��©�Z�e��«¬�Z���c°È�� �«A�V�©�< ���wjä~ ð�ö�\qe0(�G»I��05���^�± �º��� 
���K�<¢e�V���V�±�Z Ç��°}�V�����<�NJ��<�© X�:���A�V���>� �¼t��c�< ��¤�d���Z���<�± Y�^­^�� �«����V�±�Z Ã�V��«@�e ��!  ����0
Í5w`å��<­�­^�G��� =A4}9<; � ¢�­����^�¬ X�V���Ã�S�:�¬�V�e��� �V�W�Z�e�V�<�©  �V�����V�<¢��Z¡±�ZºZ�±«G�<¡`�<��´>�:¢e�V�<�^�©«
� )�¢K�< ����©�Z �w5âK�Z­Ü�:�Z­^�����A�@�<�±¡©�Ì�<�5�Z�e�Ì�^���©�Ì�<¢e¢�­^�X��«@��0KïN��­^�A°È��­Ì�V����­^���<����­Ü�^�J�rk<qe0
k�¸e0�k>�Z0"�\Ô�0�k<sl��w�ä~  �<¡©¡(�V�e���^��ïN�Z­�¶ ��0��Z �¡�´S�V���+�± ��^�¬­��^�©�Z ��<°Ý�����Z¡±���©�c«��Z e�^�©�e��­^�¬�
�^�����>���±°$´:�V�e���e�Z�����© �w

ä~ ��^���©�Ý¢K�<¢5��­�0>�����© �º3�� U�<�NJ��Z�± X�N�:�¬�^�����T0>ïÝ�}���¬­^�±³<�z�V�e�z�V�Z¢5�Z¡±�ZºZ�©«��<¡K�<�æ´>��¢�u
�^�<�V�±«3� )�¢K�< e�^�©�< E°È�Z­}�^���:sZ® �J� )>ïN�¬¡©¡1�� >�����V�±�Z ���w $���­��<0�ïN��«¬�Z ��^�±����­|�~ïÝ��«��<�^�¬�
��°}���Z���<�± ð¢��¬­��V�e­^�K���^�©�Z  p1�± ��^�¬­��V�±�Z Ã�<°|� ���±��¡©�¬«¬�^­^�©«��Z��J���«A���� ��Y�^���W�© �����­��^�©�Z 
��°[�S���A�@�<¡±¡©�±«��Z���æ�@�<«¬¡©�WmR�W���<¡©�\o�w�ªÜ���:¡������V�¬­|­^������¡±���±���Z�e�@���© ��¬�E�X´ «¬�Z ��^�±����­��© �º
�^����¡©�©�:�±�"�<°��V���Ü�V�<¢��Z¡±�ZºZ�±«G�<¡e�<��´>�:¢e�V�<�^�©«Ü� )e¢��< ��^�±�Z �ïÌ���� ��^���Ì¢��¬­^�:�±���V�±³>���~´�ºZ�>���
�^���±  �K ����~´W�< ��S�V����¢��¬­^�:�G�<�e�©¡©���~´�º<���¬���^��õ¬��­^�ew5�c�}���K�<«@¶ ºZ­��Z�� ��J�^���<��­�ïÝ�Z­�¶50
ïÝ��«¬�±�V�:�V����«��Z X�^­^�©�e�e�V�±�Z Ä�<° $�w"�c�����<­�� =A4}9<; � �rnI�Ý°È�Z­��V�������^���e´d�<°Ì�^�Z¡±�e�V�±�Z ��
�^�3�V���|�V�±����u~�K��­^�:�Z ��©«z�J� )>ïÝ��¡±¡��   �K���^�©�Z ��Ì�± S�^���|¢�­����^�¬ �«����<°"�^���<¡©¡��© ����<���Zº<�Au
 e���±�^�©�¬���± d�V�e�����Z���<�± �w ó �V���¬­�«��<  �^­^�±���e�V�±�Z ����© E�V���±��«¬�Z X�V� )>�3«��< Æ�5��°È�Z�e ��Æ�© 
�ö�\se0ZÔ>0Z»�0e�\¸�0Xk<te0<sZ¸�0��lvI�7w<ä~ ��<¡±¡>�^�������Ì¢�����¡±�©«G�I�V�©�< ���0l�Z �¡�´+����´>��¢��V�<�^�©«Ý°È�<­^�+��¡©�<�&�<°
���Z¡©���V�©�< ��Ì�<­^��ºZ��³Z�� Tw $c��­��<0KïÝ�����¬­^��³Z���<��´>�:¢e�V�<�^�©«�� )�¢K�� ��^�±�Z ��� ��<�Ì°È�Z­Ì�^�Z¡±�e�V�±�Z ��
�e�e�Ì°È�Z­Ì�3ºZ�±³<�� W«��Z�æ��°È�e �«¬�^�©�Z �w

ä~ JÍ���«A�V�±�Z ÓÔ>w k�0�ïÝ��¢�­^�¬�^�¬  �c�V�����<��J��Z�© X�Ì�:�¬�V�e����weªÜ�������<�± U«��Z X�V­��©�����V�©�< U�<°
�^���©�`¢K�<¢5��­1�©�"�V������¶<�[�V�e�[�V�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡ ºZ­V�<�e�©�� X�

g
�G����´��^��«��Z�:¢��e�^�[�X´3�����© �º}�^���

���NJ��Z�© X�¯���V���V��w�ªÜ�e�c°È�Z­��+��¡��I�V�©�< :��°T�V�e�|�J� )>ïÝ��¡±¡�¢�­��Z��¡±��� ïÌ�±�^�����^���<¡©¡K�± ����Z�:��u
º<�� ��¬�±�~´E�©��¢�­^�¬�^�¬  �^���Ã�© ÆÍ���«A�V�±�Z ðÔ�wrsew&ä~ ÃÍ��¬«¬�V�±�Z ðÔ>wr»�0�ïÝ��«��<��¢����V���^�Z¢5�Z¡©�Zº<�©«G��¡
����´>��¢��V�<�^�©«}� )e¢��< ��^�±�Z ��ÜïÌ���¬ �ïÝ���± ��^�¬­����3���±��¡©�¬«¬�^­^�©«z�Z��J���«A�Ì�© U�V�e�|���Z���<�© S�< e�
ïÌ�e��  ïÝ�Ó«�­��G���^�Ó�d��¢����¬­^�©«��<¡����Z¡©��w[Í>�Z���W  ���:��­^�±«G�<¡Ì­����^�e¡±�V���<­^��¢�­^�¬�^�¬  �^��� �© 
Í>��«¬�^�©�Z �Ô�wxÔ�0 �© ��^����«��Z X�V� )>�Ü�<°����e­^�©�¬���Z�%J���«¬�^�N���A�V�¬«¬�V�±�Z U�< e���^���<¢��c�© X³Z�¬­^���©�Z ��<°
s<® �Z�%J���«¬�^�c�± �°È­^�¬����¢K�<«¬��°È­��Z� �^�©�:�Au~�e�Z�����© ���«G�����V�¬­^��� �K��¡±�S�K���@��w

�;4�� 
������F@�� >FE79�:�� � :�� >!@
¹��¬� V �5�+�:«��Z�:¢�¡©� ) $c�±¡©�5��­�����¢K�<«���wTâK�Z­c�<¡±¡

ε ≥ 0
0j¡©�A�

aε
�����������   ���±¡©�± ��G�<­

�� ��U«��Z X�^�©  ���Z���[°È�<­^�þ�Z  V �< ��
`ε

���|�+�����:�©¡±�© ����<­¯�< ��U«��<  �^�©  ���Z�e�[°È�Z­^� �Z  V w
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GÄ���<���^���:�|�V�K���Ü°È�<­Ì�<¡©¡
ε ≥ 0

0�ªÜ�e��°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº+¢�­��Z��¡©�¬� p
{

uε ∈ V,
aε(uε, v) = `ε(v) ∀v ∈ V,

m7Ô�wxsZo

�K�<���Z ��¨�� ����Z �¡±´c�Z ��1���Z¡©���V�©�< �w è �< ��^�±����­� ��\ïÆ�[«��Z�æ�&°È�e �«¬�^�©�Z 
j(ε) = J(uε) ∈ R

0
ε ≥ 0

w5Í>��¢�¢5�Z�^�|�V�����Ü�V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº+�X´�¢5�<�^���������c���Z¡©�Tw
� �=��"����������-� Ï�� á OK=AHV=�=��Z6©?A4Ì9�;Q6$CT=^9<H39<C�� P FICK476$CKLKFILX?NDGFIH�8úFIC V �>=ACTFI4~=��SÅ��
L0

9<C��U9�D�L�C P 4R6�FIC f(ε) > 0
?AL P OS4$Oe9<4

J(uε) = J(u0) + <L0(uε − u0) + o(f(ε)),
m�Ô�w¼» o

lim
ε→0

f(ε) = 0.
m�Ô�wxÔZo

� �=��"����������-� ÏXÑ á OK=AHV=+=��Z6©?A4¨47MNF P FI8�?5;©=���CKL�8:ÅA=AHV?
δa

9<C��
δ`

?AL P OS4$Oe9<4

(aε − a0)(u0, vε) = f(ε)δa+ o(f(ε)),
m7Ô�wrnXo

(`ε − `0)(vε) = f(ε)δ`+ o(f(ε)),
m7Ô�wxvZo

M`OK=AH@=
vε

6©?�4$OK=|?\FI;QL�4R6�FICµ4aF

aε(w, vε) = −L0(w) ∀w ∈ V. m�Ô�wrqXo
ä �1�©�"�^��¢�¢5�Z�������V�K���"°È�Z­1�<¡±¡

ε ≥ 0
0<Ê¨­��Z��¡±���îm�Ô�wrqXo(�K�<�.�Z e�Ü�< ��3�Z e¡±´��Z ��[���Z¡©�e�^�©�Z TwGÄ��«G��¡©¡

v0

�^�����<�NJ��Z�± X�Ü���V���V��w
� ����"(����* 	 á OK=��I9<H�6R9<476�FICYFaD34ÈOK= P F\?A4(D�L>C P 4R6�FIC j M16$4ÈO HV=@?@?K= P 4Ì4~F ε 6©?�B<6$�<=AC
Å��

j(ε)− j(0) = f(ε)<(δj) + o(f(ε)),M`OK=AH@=
δj = δa− δ` �

ñNHVF\FaD w Gd���K�G³Z���V�K�I�

j(ε)− j(0) = (J(uε)− J(u0)) + < (aε(uε, vε)− a0(u0, vε))−< (`ε(vε)− `0(vε))
= (J(uε)− J(u0)) + < (aε(u0, vε)− a0(u0, vε)) + <aε(uε − u0, vε)

−< (`ε(vε)− `0(vε)) .
²c�^�± �º $�´>¢5�<�V���¬�^�¬���\s��< e�d�G»e0eïN���Z�e�V�<�© ��^�K���

j(ε)− j(0) = f(ε)<(δa− δ`) + < (aε(uε − u0, vε) + L0(uε − u0)) + o(f(ε)).m7Ô�wxtZo
ä �Ü°È�Z¡©¡±�lïÌ�[°È­��Z� �^������� �� ��±�^�©�Z U�<°

vε
�V�K���

< (aε(uε − u0, vε) + L0(uε − u0)) = 0 ∀ε ≥ 0.
m�Ô�w��\¸Xo

²c�^�± �º�m�Ô�wrtXo[�< e�Äm7Ô�w��\¸XoA0�ïN���Z�e�V�<�© ��^�����������©­^�¬��­�������¡±��w
�



� � ��� ����� � �H� ����� �?��"��?����* Ï ��	
�;4�� 
������ ����� � � � 	5<?> � � � �

¹��¬�
Ω

�������5�Z�� e�����ð�Z¢5�� d���Z���<�© E�<°
R

3
0�ïÌ�±�^�Æ�J�����>�<�^�d�5�Z�� ����<­�´<w`âK�Z­

���©�:¢�¡©�±«����~´Z0lïN�Ì�@�<¶��
∂Ω

�V���5� C∞ 0X���e�¨�V���±�1­^�¬ºZ��¡���­^�±�~´�«��< ����±�^�©�Z �«¬�Z��¡©���5�Ì«��Z �����u
�e��­V����¡±´:ïN���<¶<�¬ ����Tw,GÄ�}����¢�¢5�Z�^�}�^�K���

Ω
«¬�Z X�@�<�± ��[�+������¡©¡j�© ��e�Z���<ºZ�� ��¬�±�~´

Dε

�<°
�^����°È�<­^�

Dε = εB
05ïÌ���¬­^�

B
�©�c���5�Z�� ����¬��0T�����>�<�^�Æm C∞ o����Z���<�± �«¬�Z X�@�<�± ��© �º

0
mÈ�^�����Z­^�±ºZ�© jo"�< ��

ε
�©�¨�V�����Z­^�e��­¯�<°����<ºZ ����V���e����°T�V�e�c���©�<�:�¬�V�¬­¨�<°T�^���c�± ����Z�:��u

º<�� ��¬�±�~´Zw5ªÜ�������<º< ��¬�^�©« �K��¡±�J�± W�^����¢�­������� �«¬�+�<°.�^�����± ����Z�:�ZºZ�¬ ������~´U�©�����¬ ��<�V�¬�
Hε

w�ä ���©�[�^�����^�Z¡±�e�V�±�Z ��V�Sp
{
∇× (αε∇×Hε) + βεHε = 0

�© 
Ω,

αε(∇×Hε)× n = g
�Z 

∂Ω.

m�Ô�w��Z�lo
$���­��<0

n

���¬ ��<�^���"�^���N�<�e�~ï[��­^�+�� e�±�" ��Z­^���<¡X�V�
∂Ω

�< ��
αε

�©�"�c¢��±��«��AïÌ�©���N«��< ����V�< X�
°È�e �«¬�^�©�Z S��� �K ������X´

αε(x) =

{
α0

��°
x ∈ Ω\Dε,

α1

��°
x ∈ Dε,

m�Ô�w��lkZo

ïÌ�e��­^�
α0

�< e�
α1

�<­���«¬�Z ����V�< X�V�¬w�ä °1ïN����¡©¡©�\ï �^���+���¬ºZ�� e��­V�I�V�+«��<�^�
ε = 0

0j�V�e�� 
�^���+°È�� �«A�V�±�Z 

α0(x)
�� >���<¡©�z�^���3«��< ����V�< X�

α0

wTªÜ�e�3¢��©�¬«��¬ïÌ�±�^�3«¬�Z ����V�< X�|°È�� �«A�V�©�< 
βε

�©�Ü��� �K ����J�< K�<¡±�ZºZ�Z�e�^¡±´<w�Ê1­^�<��¡©�¬��m�Ô�w��Z�lo¯«G�< W���|°È�Z­��+��¡©���V�¬�S�<�Ü°È�Z¡©¡±�lïÌ�zp




∇× (α0∇×Hε) + β0Hε = 0
�© 

Ω\Dε,
∇× (α1∇×Hε) + β1Hε = 0

�© 
εB,

Hε × n

�©�Ü«¬�Z X�V�± >�e�Z�����<«�­��Z�^�
∂(εB),

α0(∇×Hε)
+ × n− α1(∇×Hε)

− × n = 0
�Z 

∂(εB),
β0H

+
ε .n− β1H

−
ε .n = 0

�< 
∂(εB),

α0(∇×Hε)× n = g
�Z 

∂Ω.

m�Ô�w��\sXo

$���­��<0
n

���� ����V���[�^���|�Z�e�~ïN�<­��W�e ��±�N ��Z­^���<¡j�V�
∂(εB)

m7�< e���V�
∂Ω

o
�
����¢5��­^��«�­��©¢e�

� �< ���u¨�± ����©«����V�c�V����¡©�±�����V�± �º|³<��¡©���¬�Ì�<�[ïN���<¢e¢�­^�X��«@�
∂(εB)

°È­^�Z� �Z�e�^�^�©�e�
εB

0
�� ��µ°È­^�Z�û�© ����©���

εB
0T­^�¬�^¢5��«A�V�±³<��¡�´Zw�ªÜ�������<ºZ ��A�V�©« �K��¡±��0

H0

0T�±  �^�����<������ �«¬���<°
��  ´��© ����<���Zº<�� ��¬�±�V�±���¬0e�V�I�V�©� �K����p

{
∇× (α0∇×H0) + β0H0 = 0

�© 
Ω,

α0(∇×H0)× n = g
�Z 

∂Ω.

m�Ô�w��G» o

ä~ ��Z­�����­(�V�Ì��� �K ��Ý�^���1³��<­^�©���V�±�Z K�<¡I°È�Z­^�+�e¡����^�©�Z }��°�Ê1­^�<��¡©�¬�þm�Ô�w��G» o�0\¡©�A�
a0

���� e�<�V�¬�
�^�����^�¬�   ���©¡±�© ����<­[°È�Z­��

a0(u, v) =

∫

Ω

α0∇× u.∇× v dx +

∫

Ω

β0u.v dx,
m�Ô�w��lÔZo

�e� �K ��¬���Z 
H(

«¬��­^¡
,Ω)×H(

«¬��­^¡
,Ω)

0XïÌ���V�
H(

«¬��­^¡
,Ω) = {u ∈ L2(Ω)3 : ∇×u ∈

L2(Ω)3} wN¹(�A� TH− 1

2����³ (∂Ω)
���¬ ��<�V�¬�U�V���µ��¢K�<«�� �<°��V�< �ºZ�¬  �^���<¡�³Z�¬«¬�V�<­ ����¡©�e�U�Z 



Ï5Ï �
� ���C�
"(��"&��"(.&�-� �,�D��� ��*+���
"����-� ���=����������"&� ' "(� �
����� � �H� ����� ��� ��� ���	" ����,� � ��"&*+� �,�?�?���-� � �
��"&���

∂Ω
�V�K�I�Ì¡©�©�z�© 

H− 1

2 (∂Ω)
�< ��UïÌ���<�^���^��­æ°R�<«�������³Z��­�ºZ�� e«����z�<¡©���3¡©�±�}�© 

H− 1

2 (∂Ω)
w

Í���¢�¢5�Z�^�|�^�K����p
g ∈ TH− 1

2����³ (∂Ω).¹(�A�
`
���¬ ��<�V�¬���^�����^�¬���±¡©�© e�G�<­¯°È�Z­^�

`(v) =

∫

∂Ω

g.v dσx,
m�Ô>w±�\nZo

��� �K e�����< 
H(

«��e­^¡
,Ω)

w\ä �&�±��ïN�¬¡©¡X¶  ��\ïÌ ��^�K���(°È�Z­�����«@�
g
�V���¨�^�¬���±¡©�± ��G�<­

`
�±��«��Z X�^��u

 >�e�Z�����Z 
H(

«���­�¡
,Ω)

mÈ�V�e�:�± X�V��º<­V�<¡"�Z 
∂Ω

�©�c�V�S���3�± X�V��­�¢�­^�A�V�¬�d���}�V�������K��¡©�±�~´
¢K�<�©­��© �º:�5�¬�~ïÝ���� µ�^���3�<¢�¢e­^�Z¢�­������^����¢K�<«¬���|�<°¨���±���^­^�©�e�e�V�±�Z ����< ��Ó�^�����z°È�� �«¬�^�©�Z e�@oAw
ªÜ���3³<��­^���I�V�©�< K�<¡(°È�Z­^�+�e¡����^�©�Z ��<°[Ê1­��Z��¡©�¬� m�Ô>w±�G»Xoc�©�}�^�K���

H0 ∈ H(
«��e­^¡

,Ω)
�< ��

�V���^�©� ������p
a0(H0, v) = `(v) ∀v ∈ H(

«���­�¡
,Ω).

m�Ô�w��lvZo
GÄ���<���^���:�|�V�K���Ü�^���|°È�Z¡©¡±�\ïÌ�© �º+�X´>¢5�<�V���¬�^�±���e�Z¡©���¬w
� �=��"����������-� Ï � á OK=��I9<H�6R9<4R6�FIC59<;�?5HVF<Å�;©=A8 
�� ��� � �+Oe9I?+FICT=�9<C��UFICK;Q�SFICT=}?\FI;QL>í
476�FIC 
xDGFIH�9<;$;

g
���

Í��©�:�©¡©�<­^¡�´Z0 Ê1­^�Z�e¡©����m�Ô�w��Z�loÝ���<�Ü�V���|ïÝ�G�<¶�°È�Z­��+��¡©���V�±�Z Óp

Hε ∈ H(
«���­�¡

,Ω)
�� ��

aε(Hε, v) = `(v) ∀v ∈ H(
«���­�¡

,Ω),
m�Ô�w��\qXo

ïÌ����­����^�����^�¬�   ���©¡±�© ����<­[°È�Z­��
aε

�©�ÜºZ��³Z�¬ ��X´

aε(u, v) =

∫

Ω

αε∇× u.∇× v dx+

∫

Ω

βεu.v dx
m7Ô�w±�GtXo

°È�Z­Ì�<¡©¡
u
�< e�

v
�© 
H(

«���­�¡
,Ω)

w,GÄ�|���\³<���^���|°È�Z¡©¡±�\ïÌ�© �º+­�������¡±���¼nI�7w
� ��"(��"&���	�
��"&� Ï*� �$D � � ?KFI4$OK=@?A6©?�����OKFI; �I?@f�4ÈOK=ACef�4ÈOK=AHV=}=��Z6©?A4$?�9 P FICe?A4 9<CK4 ε0 > 0

f
?AL P OS4$Oe9<4�DGFIH�9<;$;

0 ≤ ε < ε0
f1ñÝH@F<Å�;©=A8 
�� ����� �+Oe9I?+FICT=�9<C��WFICK;Q��FICT=|?\FI;QL>476�FIC(�

Gd��«¬�Z ����©���¬­� ��\ï �J«¬�Z����°È�� �«A�V�±�Z 
j(ε) = J(Hε) ∈ R, ε ≥ 0

w�Gd�����^�^�e���
mÈ°È�Z­Ü���©�:¢�¡©�±«��±�~´eo.�V�K�I���^���|°È�Z¡©¡±�\ïÌ�© �º�� ´>¢5�<�V�e���^�±�c�e�Z¡©���¬w
� �=��"����������-� Ï � á OK= P F\?A4�D�L>C P 4R6�FIC J 6©? �>=ÈØ¨CT=���6$C�9+CT=A6�BIOeÅAFIH ?e9<H�4ÝFaD

∂Ω
9<C��

6$4¨?�9<4R6©?ÈØ[=@? � � ?KFI4$OK=@?A6©? ����M16$4$O
f(ε) = ε3 �

âj�<­Ü�<¡©¡
ε ≥ 0

0�ïÝ����� �� ��
vε

�V�e�����Z¡©���V�©�< ��V���V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© �º�¢�­^�<��¡©�¬�úp

aε(w, vε) = −L0(w) ∀w ∈ H(
«¬��­^¡

,Ω).
m�Ô�wxk<¸Xo

�z�Ü�© �Ê¨­��Z¢5�Z�^���V�©�< Ó�\ne0��±°A$�´>¢5�<�V�e���^�±�|�lÔ����Z¡±���Ü�< e�
L0

�©�N­^��º<��¡��<­Ý�� ��<��ºZ��0e�^���� T0
°È�Z­&�<¡©¡

ε ≥ 0
m
ε
�©�&�^���<¡±¡Z�� ��<��ºZ�jo�0�Ê1­��Z��¡©�¬� m�Ô�wxk<¸Xo��K���`�Z ��Ý�< ����Z �¡�´|�Z ��¯�^�Z¡±�e�V�±�Z 

�rn��7w
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 � 
 ��� ) � !$ m� �< ���
��� � � # �<#+��,-�F ��  .�?#�� ! �,� ! � �>� �F! #��  m�� "�F� !
�

� #o! �A ���
$���­^��0K�Z��­Ì�<�±� �±�N�V��«@���¬«@¶��V�K�I� $�´>¢����V���¬�^�©�|��»:�±�[�V�I�V�©� �K���W�< e�S�^��«G�<¡±«���¡©���V�

f(ε)
0
δa

�< ��
δ`
wXªÜ�����^�¬���±¡©�± ��G�<­"°È�Z­^�

`
��� �K e�����± �m�Ô�w��\nXo`�±�¯�± ����¬¢��¬ ����� X�Ý�<°5�V���

¢��<­V�<�:�¬�^��­
ε
w�ªÜ���¬ �0KïN���K�G³Z�|�^�K���

δ` = 0.
m�Ô>w k��\o

²��^�± �º�m�Ô�w��lÔZo[�< e�Æm7Ô�w±�GtXoA0>ïN���Z�e�V�<�© ��^�K���

(aε − a0)(H0, vε) =

∫

Ω

(αε − α0)∇×H0.∇× vε dx+

∫

Ω

(βε − β0)H0.vε dx.m�Ô�wxkZkZo
²��^�± �º�m�Ô�w��lkZo[�< e�Æm7Ô�w k<kZoA0>ïN���Z�e�V�<�© ��^�K���

(aε− a0)(H0, vε) = (α1−α0)

∫

Dε

∇×H0.∇× vε dx+ (β1− β0)

∫

Dε

H0.vε dx.

®c�� ��<�^�© �º
wε = vε − v0

0�ïÝ���Z�e�@���© U�V�K�I�

(aε − a0)(H0, vε) = (α1 − α0)

(∫

Dε

∇×H0.∇× wε dx +

∫

Dε

∇×H0.∇× v0 dx

)

+(β1 − β0)

∫

Dε

H0.v0 dx+ (β1 − β0)

∫

Dε

H0.wε dx.
m�Ô�wxk<sXo

Û��lï�0�ïÝ���© X�V­����e��«��z�^���|³Z�¬«¬�V�<­ �K��¡±�
h∗

�^�<¡©�e�^�©�Z ��^�+�V���}°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº�¢�­��Z��¡©�¬� p




∆h∗ = 0
�© 

R3\B �� ����± 
B,

∇.h∗ = 0
�© 

R
3\B �< ��W�© 

B,
α0(∇× h∗)+ × n− α1(∇× h∗)− × n = (α1 − α0)(∇× v0)(0)× n

�Z 
∂B,

β0(h
∗.n)+ = β1(h

∗.n)−
�Z 

∂B
�< e�

h∗ × n

�©�Ü«¬�Z X�V�± >�e�Z���c�<«�­��Z�^�
∂B,

h∗(y) = O(|y|−1)
�e ��±°È�Z­���¡�´���� |y| → ∞.

m7Ô�w kI» o

Gd���K�G³Z���V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº+­^�¬�^��¡��Gw
� ��* *+� Ð �

∫

Dε

∇×H0.∇× wε dx = ε3∇×H0(0).

∫

B

∇× h∗(y) dy +O(ε4).

ñÝHVF\FaD w Gd���K�G³Z���V�K���
∫

Dε

∇×H0.∇× wε dx =

∫

Dε

∇×H0.
(
∇x ×

(
wε − εh∗

(x
ε

)))
dx

+ε

∫

Dε

(∇×H0(x)−∇×H0(0)) .∇x × h∗
(x
ε

)
dx

+ε

∫

Dε

∇×H0(0).∇x × h∗
(x
ε

)
dx.
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GÄ���Z�e�V�<�© U�X´W�3«@�K�< eºZ���<°"³��<­����<�e¡©�z�^�K���
∫

Dε

∇×H0.∇× wε dx = ε3∇×H0(0).

∫

B

∇× h∗(y) dy m�Ô�wxkZÔZo

+

∫

Dε

∇×H0.
(
∇x ×

(
wε − εh∗

(x
ε

)))
dx

+ε

∫

Dε

(∇×H0(x)−∇×H0(0)) .∇x × h∗
(x
ε

)
dx.

²c�^�± �º3�V��� è �<�e«@� ´XuaÍ�«@�Xï[�<­æ�Võ+�± ��   �K��¡©�±�~´<0�ïÝ���<�e�@�<�± ��V�K�I�
∣∣∣∣
∫

Dε

∇×H0.
(
∇x ×

(
wε − εh∗

(x
ε

)))
dx

∣∣∣∣ ≤ ε3/2|B|1/2‖∇ ×H0‖L∞(Ω)

∥∥∥∇x ×
(
wε − εh∗

(x
ε

))∥∥∥
L2(Ω)

.

ä~ d�¼n���0e�±�Ì�©�Ü¢e­^�\³Z�¬���V�����
∥∥∥∇x ×

(
wε − εh∗

(x
ε

))∥∥∥
L2(Ω)

= O(ε5/2).

ªÜ���� �0�ïÝ���Z�e�@���© 
∣∣∣∣
∫

Dε

∇×H0.
(
∇x ×

(
wε − εh∗

(x
ε

)))
dx

∣∣∣∣ = O(ε4).
m�Ô>w k<nZo

BÝ´S�3«@�K�< �º<����°"³��<­����<��¡±�<0>ïN���Z�e�V�<�© ��^�K���
∫

Dε

(∇×H0(x)−∇×H0(0)) .∇x × h∗
(x
ε

)
dx = ε2

∫

B

(∇×H0(εy)−∇×H0(0)) .

∇× h∗(y) dy. m�Ô>w kZv<o
BÝ´��V�e��ª"�G´>¡©�Z­Ü� )e¢��< ��^�±�Z �0�ïÝ���Z�e�@���© U�V�K�I�

∣∣∣∣
∫

B

(∇×H0(εy)−∇×H0(0)) .∇× h∗(y) dy
∣∣∣∣ = O(ε).

m7Ô�wxk<qXo
²c�^�± �º�m�Ô�wxkZvZo[�� ��dm�Ô�wxk<qXo�0eïN���Z�e�V�<�© 

∣∣∣∣
∫

Dε

(∇×H0(x)−∇×H0(0)) .∇x × h∗
(x
ε

)
dx

∣∣∣∣ = O(ε3).
m�Ô>w k<tZo

â`�© K��¡©¡±´<0��e�^�© eºJm7Ô�wxkZÔZoA0�m�Ô�wxk<nXoN�� ��Æm7Ô�wxk<tXoA0�ïN���Z�e�V�<�© U�^�����������©­^�¬��­�������¡±��w
�GÄ���K�G³Z�|�^���|°È�Z¡©¡±�lïÌ�± �º+­����^�e¡±�Gw

� ��* *+� Ð�Ñ
∫

Dε

∇×H0.∇× v0 dx = ε3|B|∇ ×H0(0).∇× v0(0) +O(ε4).
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ñÝHVF\FaD wCBÝ´U�:«@�K�� �ºZ���<°&³<��­^������¡©��0�ïÝ���<�e�@�<�± U�V�K���
∫

Dε

∇×H0.∇× v0 dx = ε3|B|∇ ×H0(0).∇× v0(0)

+ε3

∫

B

(
(∇×H0.∇× v0)(εy)− (∇×H0.∇× v0)(0)

)
dy.

B¯´��V����ª"�G´�¡±�Z­Ü� )�¢K�� ��^�±�Z �0�ïÝ���Z���@�<�± ��V�������¬�^�©­����W­^�¬�^��¡��Gw
�B¯´S�3�^�©�:�©¡©�<­N���< � e��­�0�ïN��«G�� �¢�­��\³Z���V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© �º�­^������¡±��w

� ��* *+� Ð �
∫

Dε

H0.v0 dx = ε3|B|H0(0).v0(0) +O(ε4).

¹��A�
q∗

���}�^������ ��!  ����mÈ�^«G��¡��<­VoN�^�Z¡±�e�V�±�Z ��V�Sp




∆q∗ = 0
�© 

R3\B �< ��W�© 
B,

q∗
�©�Ü«¬�Z X�V�± >�e�Z���c�<«�­��Z�^�

∂B,
β0(∇q∗.n)+ − β1(∇q∗.n)− = (β1 − β0)v0(0).n,
lim

|y|→∞
q∗(y) = 0.

m�Ô�wrsZ¸Xo

Gd���K�G³Z���V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº3�<��´>�:¢e�V���V�©«z� )�¢K�< ����©�Z Tw
� ��* *+� Ð �

∫

Dε

H0.wε dx = ε3H0(0).

∫

B

∇q∗(y) dy +O(ε4).

ñÝHVF\FaD w Gd���K�G³Z�
∫

Dε

H0.wε dx =

∫

Dε

H0.
(
wε −∇yq∗

(x
ε

))
dx +

∫

Dε

H0(0).∇yq∗
(x
ε

)
dx

+

∫

Dε

(H0(x)−H0(0)).∇yq∗
(x
ε

)
dx.

m�Ô�wrse�lo
²��^�± �º3�V��� è �<��«@�X´XuæÍ>«@� ïN�<­æ�Võ+�± ��   �K�<¡±�±�~´<0�ïÝ���Z���@�<�± 
∣∣∣∣
∫

Dε

H0.
(
wε −∇yq∗

(x
ε

))
dx

∣∣∣∣ ≤ |B|1/2ε3/2‖H0‖L∞(Ω)

∥∥∥wε −∇yq
∗
(x
ε

)∥∥∥
L2(Ω)

.

ä~ d�¼n���0e�±�Ì�©�Ü¢e­^�\³Z�¬���V�����
∥∥∥wε −∇yq

∗
(x
ε

)∥∥∥
L2(Ω)

= O(ε5/2).

ªÜ�e�� �0KïÝ���<�e�@�<�± 
∣∣∣∣
∫

Dε

H0.
(
wε −∇yq∗

(x
ε

))
dx

∣∣∣∣ = O(ε4).
m�Ô�wrsXkZo
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BÝ´S�3«@�K�< �º<����°"³��<­����<��¡±�<0>ïN���Z�e�V�<�© 
∫

Dε

H0(0).∇yq∗
(x
ε

)
dx = ε3H0(0).

∫

B

∇q∗(y) dy. m7Ô�wrsZsXo

²c�^�± �º3�V����ª"�G´�¡±�Z­Ü� )�¢K�� ��^�±�Z �0K�±�Ì�±�Ü�G�<�æ´��V���������V�K���
∣∣∣∣
∫

Dε

(H0(x)−H0(0)).∇yq∗
(x
ε

)
dx

∣∣∣∣ = O(ε4).
m�Ô>wxs<»Xo

âj­��Z��m7Ô�wrse�loA0�m�Ô�wrsXkZo�0�m�Ô>wxsZsZo[�< ��Äm�Ô�wrs<» oÝïÝ���Z�e�@���© U�V���|�e���^�±­^�¬�J­^�¬�^��¡��Gw
�ªÜ���� �0K���Ü°È�Z¡©¡±�\ïÌ�N°È­^�Z��m�Ô�wxk<sXoN�� ��J¹��¬�����<��k<se0Kk�»�0jkZÔ3�< e�Ók<n+�^�K���Ü�V�e������´>��¢>u

�V�<�^�©«}� )e¢��< ��^�±�Z W�<°
(aε − a0)(H0, vε)

�©�ÜºZ��³Z�¬ W�X´U�^���|°È�Z¡©¡±�lïÌ�± �º+­����^�e¡±�Gw
� ��"(��"&���	�
��"&� Ï � � =zOe9<�<=

(aε − a0)(H0, vε) = ε3(α1 − α0)∇×H0(0).

(∫

B

∇× h∗(y) dy + |B|∇ × v0(0)

)

+ε3(β1 − β0)H0(0).

(
|B|v0(0) +

∫

B

∇q∗(y) dy
)

+O(ε4).

ªÜ�e�©�W�©�S�Z��­W¢�­^�¬¡©�±���± K�<­�´Y³Z�¬­^���©�Z ì�<°��^���Æ�<�æ´>��¢e�^�<�V�±« � )�¢K�< ����©�Z ì�<°
(aε −

a0)(H0, vε)
w.ä~ ð�^����°È�Z¡©¡±�\ïÌ�© �º��^��������«A�V�©�< �0.ïN�S�����\ïî�V�����+�V�e�©�+°È�Z­��+��¡��W«G�< Ã�5�

­^�¬ïÌ­��±���V�� S�X´U�V�e���e�^���<°&�~ïN��¢��Z¡©�<­^�±õG���^�©�Z :�V�¬ ��^�Z­���w
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 ��� � #�� !  ��< .� � � � # �,� ! � ��� � �?!$#+�<#+� �<#+�  .� � !$�!�g���A �< ���
���

B¯´
Φj

0
1 ≤ j ≤ 3

0eïÝ���e�� ��<�^�|�V�����^�<¡©�e�^�©�Z ��^�Wp




∆Φj = 0
�© 

R3\B �< ��S�© 
B,

Φj

�©�Ü«¬�Z X�V�± >�e�Z�����<«�­��Z�^�
∂B,

c(∇Φj.n)+ − (∇Φj.n)− = 0
�Z 

∂B,
Φj(y)− yj → 0

�<� |y| → ∞,
m�Ô>wxsXÔ<o

ïÌ����­��
c > 0

wjªÜ����� )��©�æ�V�� e«��3�< e�J�� ��6  ���� ��¬�^�}��°
Φj

«��< J�5���¬���@����¡©�±�^���¬�ÃmR�± W�^���
­^�G��¡�0I�<�"ïÝ��¡±¡e���.�© ��V���Ý«��Z�:¢�¡©� )�«G�<���\o&�e�^�© eº}�^�± �ºZ¡©�¯¡��G´<��­`¢5�<�^�� X�V�©�<¡©�(ïÌ�±�^���^�e�±�@����¡±´
«@���Z�^�¬ ����� ����±�^�©���¬0������|�ö�Z�Z0>�lkI�7w�GÄ�[ e�lïY��� �K ��N�^���[¢5�Z¡���­^�©õ����V�±�Z |�V�¬ ��^�Z­

M(c)
�X´�p

Mij(c) = c−1

∫

B

∂

∂yi
Φj dy, 1 ≤ i, j ≤ 3.

m�Ô�wrsZnXo
ä~ Ä�¼nI�70K�±�Ì�±�Ü¢�­^�\³Z�¬���^�K���

|B|v0(0) +

∫

B

∇yq
∗(y) dy =

β0

β1

M

(
β0

β1

)
v0(0)

m7Ô�wxsZvZo
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�� ��

|B|∇ × v0(0) +

∫

B

∇y × h∗(y) dy = M

(
α1

α0

)
∇× v0(0).

m�Ô�wrsZqXo
ä~ e�^��­æ�V�±�Z S�<°Nm�Ô�wrsXvZoN�� ��dm�Ô�wrsZqXoÝ�± X�V�+�V�e��°È�<­^�+��¡©��¢�­������� X�V�¬�J�© SÊ1­��Z¢��<�^�±�^�©�Z µmæ�lvZo
´>�±��¡©�e�[�V�3�V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº+­^�¬�^��¡��Gw
� ��"(��" ���	���	"&� Ï � � =|Oe9<�<=

(aε − a0)(H0, vε) = ε3

{
(α1 − α0)∇×H0(0).M

(
α1

α0

)
∇× v0(0) + β0

(
1− β0

β1

)
H0(0).

M

(
β0

β1

)
v0(0)

}
+O(ε4).

ªÜ�e�� �0($�´>¢5�<�V�e���^�±���G»��©�Ü�V�I�V�©� �K���SïÌ�±�^�
f(ε) = ε3

�< ��

δa =

{
(α1 − α0)∇×H0(0).M

(
α1

α0

)
∇× v0(0) + β0

(
1− β0

β1

)
H0(0).M

(
β0

β1

)
v0(0)

}
.
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 � 
 ��� # �<�!��� � ���  .�5��� ����� � � �<�!�< .�
�c¡©¡ �V���Ü���^�^�e��¢e�^�©�Z e�`�<°�Í��¬«¬�^�©�Z �Ô>w kz��­^�N�^���V�±� �K�¬��w<ªÜ�e�� �0<ïÝ�[«��< ��<¢�¢�¡�´�ªÜ������u

­���� t��< e�WïÝ���<�e�@�<�± ��V����¢�­��© �«¬�©¢K��¡T­^�¬�^��¡����<°"�^���©�Ü¢��<¢��¬­�w
� ���%"(����* Ï � �$D � �,?KFI4ÈOK=@?\=@? � � �W9<C�� ��&�9<HV=�?�9<4R6©?ÈØ[=��If¯4$OK=�4~F,?KFI;©F^B<6 P 9<;&9I?A�I8�?5í
4~FI4R6 P =�� ?e9<Ce?A6�FIC M16$4ÈOÓH@=@?@?K= P 4Ü4$OK=�6$Ce?\=AH�4R6�FICÃFaD39U?A8:9<;$;`6$CeOKFI8�F^B>=ACT=A6$4R��6©?�B<6$�<=AC
Å��

j(ε)− j(0) = ε3<
{

(α1 − α0)∇×H0(0).M

(
α1

α0

)
∇× v0(0) + β0

(
1− β0

β1

)
H0(0).M

(
β0

β1

)
v0(0)

}

+o(ε3).

� ���7�$"('1�#���?���%�N�-� �,� ���?��"&*+"(.&�������	���
G ���¬ 

B
�±���^�����e ��±���K�<¡±¡

B(0, 1)
0��V���:¢��<¡��<­��©õG�I�V�©�< Ó�V�� e�^�Z­

M
�±��ºZ��³Z�¬ Ä�X´

�ö�\¸��.p
Mij(c) =

3|B|
1 + 2c

δij ∀c > 0, 1 ≤ i, j ≤ 3.
m7Ô�wrsZtXo

ä~ e�^��­æ�V�±�Z ���°Ìm�Ô>wxsZtZo[ïÌ���V�
c = α1

α0

mR�< ��
c = β0

β1

oÜ�± X�V���V���|�V�<¢��Z¡±�ZºZ�±«G�<¡T�<��´>�:¢e�V�<�^�©«
� )�¢K�< ����©�Z WºZ�±³<�� W�X´UªÜ�����<­^�����G¸3´>�±��¡©�e�[�V�3�V���|°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© eº+­^�¬�^��¡��Gw
� "(��"&�-�	�,�
� ���&C��>=AHÜ4$OK=c9I?@?AL>8�?5476�FICe?zFaD á OK=AHVFIH@=A8 ����9<C���M`OK=AC

B
6©?Ì4$OK=�L�CK6$4

Å@9<;$;xf14ÈOK=�4~F,?KFI;©F^B<6 P 9<;(9I?A�I8�?54aFI4R6 P =�� ?e9<Ce?A6�FICJ6©?zB<6$�<=ACµÅ��

j(ε)−j(0) = 4πε3<
{
α0(α1 − α0)

α0 + 2α1

∇×H0(0).∇× v0(0) +
β0(β1 − β0)

β1 + 2β0

H0(0).v0(0)

}
+o(ε3).
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� �,���$"('M�+���?�����N��� ��� *+� �
�,�-���-��" � ����� �
Í>�¬�^�^�© �º

α1 = β1 = 0
0
α0 = 1

�< ��
β0 = −k2

m
k
�©�z�^���+ï[�G³<��  ���+�5��­VoA05ïN�

�Z�e�@���© �°È­��Z� è �Z­^�Z¡±¡��<­æ´�vc�V�e�N�V�Z¢5�Z¡±�ZºZ�©«��<¡ �<�æ´��:¢e�^�<�V�±«N� )�¢K�� ��^�±�Z +ïÌ�±�^�+­^�¬�^¢5��«¬�1�^�
�V���Ü�± ��^�¬­��V�±�Z +�<°��|�^¢e����­��©«G��¡����A�@�<¡±¡©�±«¯�<��J���«A�¨�© +�V�e�Ü���Z���<�© 

Ω
p
Dε

�±�1�}�^¢e����­��©«G��¡
���Z¡©�}ïÌ���V�U�V�e���5�Z�� e�K�<­�´�«��Z ��e�±�V�±�Z 

(∇×Hε)× n = 0
�Z 

∂(εB)
w

� "(��"&�-�	�,�
� � á OK=c4~F,?KFI;©F^B<6 P 9<;59I?A��8�?54~FI476 P =�� ?e9<Ce?A6�FICUM16$4$O�HV=@?@?K= P 4"4aF�4ÈOK=c6$Ce?\=AH�í
476�FICdFaD�9:?@?KOK=AH�6 P 9<;�8�=A4 9<;$;Q6 P F<Å>=G= P 4¯6$CÓ4$OK= �>FI8:9<6$C

Ω
6©?zB<6$�<=AC Å��

j(ε)− j(0) = 2πε3<
{
−2∇×H0(0).∇× v0(0) + k2H0(0).v0(0)

}
+ o(ε3).

�!4 � �!> � � � 	 	��7E7B � :�E7>F9 '

 ��
 ��� � �!�����m���  .�5��� ��� � � ���<� �< "� #�� �>�����A ����� �,� ! #�� #+� �A! �������

���F# �$ .���?! �! �m#n� �

ä~ ð�^���S�V�<�:�����< � ��¬­+ïN�S���¬­^�±³<�S�<��´>�:¢e�V���V�©«�� )�¢K�< ����©�Z e�:�± ð���6&���­��� X����¡±��«�u
�V­^�<���<º< ��¬�^�©«}«��<�^�¬��0KïÌ���� ��3�^���<¡©¡T���A�@�<¡±¡©�©«��Z���æ�@�<«¬¡©�|�±���± ��^�¬­��^���S�© U�V�e���e�Z�����© �w
ªÜ���U�Z�e�V�<�© ��¬�ð­^�¬�^��¡��V�3�<­���¢�­����^�¬ X�V���Ç�© Ä�^����°È�Z¡±¡©�\ïÌ�© �ºW�@�<�e¡©�<w&ä~ Ãª`����¡©�SÔ>w±��ïÝ�
k<®�0�ª���¢��Z¡©�<­^�±õG���^�©�Z 

(Ez, Hx, Hy) − 2π
log(ε)
<(E0(x)v0(x))k<®�0�ªÌÎ ¢5�Z¡���­^�©õ����V�±�Z 

(Ex, Ey, Hz) πε2<(k2H0(x).v0(x)− 2∇H0(0).∇v0(0))sZ® �J� )>ïN�¬¡©¡(�   �K�I�V�©�< �� ����� è �Z­��Z¡©¡©�<­�´�q

� �"ù`�[Ô�w�� � ÎD)e¢e­^�����^�±�Z ����<°z�V���W�V�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡Ü�<�æ´��:¢e�^�<�V�±«SïÌ���V�Ç­^����¢��¬«¬���^�d�^���
�© �����­��^�©�Z U��°.�����A�@�<¡±¡©�±«c�Z�%J���«¬��mR��������¡©¡����<¡©�\o�w
���� ����V���X´

Ex
0
Ey

0
Ez

0��^����«��Z�:¢5�Z ��� X�^����°"�^������¡©�¬«¬�^­^�©«��<¡ �K�¬¡©�W�< ��W�X´
Hx

0
Hy

0
Hz

�^����«��Z�:¢��< ��� X�V���<°¨�^�������<º< ��¬�^�©« �K�¬¡©��wTä~  �^����k<®���ª�� ¢5�Z¡��<­��©õ����V�±�Z J«��<�^��0
�V������¡±��«A�V­^�±«G�<¡�����¡©� �K�����Z e¡±´Ó�< ��� e�Z d  ��¡±¡1«��Z�:¢5�Z ��� X�

Ez
w�ä ���^���V�±� �K�¬���^����k<®

$c��¡±���e�Z¡±�^õ��   �K�I�V�©�< ÃïÌ���V�Y®z�±­^�©«@�e¡©�¬�+«��Z ��e�±�V�±�Z Æ�Z Ã�V�e�U���Z�e ��K�<­æ´ð�<°Ì�V���S���<¡©�<w
Ûc�<�^�©«����V�������^����°È­^��  ���� �«A´Æ���>���� ��<�3��¢�¢����<­��± d�^���Sk<®��Iª�� � )�¢�­^�¬�^���©�Z �w`ªÜ���
°È��¡©¡ J����æ�V� ��«G���^�©�Z d�<°Ü�V�����V�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡¨�<��´>�:¢e�V���V�©«:� )�¢K�� ��^�±�Z ð�© Ä�^���©��«G�<�����©��ºZ��u
³Z��  �± Ã�xk<sl��wTâK�Z­z�V�e��k<®���ªÌÎ ¢��<¡��<­��©õG�I�V�©�< �0�ïN�3«¬�Z ����©���¬­}�V���+���<ºZ e�¬�V�±« �K�¬¡©�

Hz�V�K���z�V���^�©� �K���z�^����k<® $���¡±�����<¡±�Võ��   �K�I�V�©�< JïÌ�±�^�µ��Ûc�¬�����< � µ«��< ����±�^�©�Z ��Z J�^���
���Z�e ��K�<­æ´Ó�<°¨�V�e�+���Z¡±�<wTªÜ�e�:�����^���������V�±«G�<¡&�< ��<¡±´>�^�±�}�<°¨�V�e�©�}«��<�^�3«��<  ����°È�<�� ��
�©  �rv�05kZkl�7w
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�^���� >�e�+���¬­¯�< ����V����¡©�>«G���^�©�Z e�.�<°��:�¬�V�<¡©¡±�©«Ý�Z��J���«A�V�¯���^�± �º��^«G�I�^�V�¬­^�¬� �K�¬¡©�:�����<�^��u
­����:�� X�V��°È­^�<�ú�S���Z e��u~�æ�@���^�©«+��  �^�� � ������Z­��©õ¬�Z X�@�<¡±¡±´S�V­^�< ��^¡©���V�¬�Ä�����\³Z�3�^�����^�Z�±¡�w
ªÜ�e�©�z�±����­^�Z�eºZ�J�:���e��¡(�<°`�^����¢e­^�Z��¡±���:�c�e���^«¬­^�±���¬�Ó�© Ä���\tl��w5ªÜ���+k<® $c�¬¡©�:���Z¡��Võ
��  �K���V�±�Z S�©�Ì�^�<¡±³Z�¬���X´U�^����â`�© ����V�|®c�6&���­^�¬ �«��¬�cªÜ�±����ua®z�<���<�±  m7â`®zªÌ®|o[���A�V���>��w
ªÜ�e�N°È­^�� >�e�� �«A´ u ���Z���<�© ��^�Z¡±�e�V�±�Z ��5���± �º}�Z���@�<�± �����ïÌ�±�V�+�}âK�Z��­^�±��­(�V­^�< ���°È�<­^�WwIªÜ�e�
��  �^�� � ����©�Ü­��Z��ºZ�e¡±´U��¢�¢�­^� )��©�����^���S�X´W�:¢5�Z �«A�V�K�<¡����Z��­�«��<0KïÌ���±«@�WïÌ�±¡©¡��5�|�V­^�< ��æu
¡©���V�¬�W���Ü³��<­^�±�Z���Ü¡©�>«G�I�V�©�< ��[�<�5�\³Z���V�������Z�©¡7w

¹��¬� X = {xi}i=1..nx

���1�^���1�^�A�`�<°>�V�e�¯����«�«¬�����^�±³<�N¡±��«����V�±�Z ��T��°��^���¨�^�Z��­�«��zm7�< e�
���� ����Z­^�¬0X�^�± �«��Ü�V�e�Ì�< X�V�� e K�|�©�.����¢�¢5�Z�^�¬�:�^���5�Ü�:�Z ���u ���@�I�V�©«Go&�� �� F = {fi}i=1..nf�^�������¬�3�<°Ì�:�G���^��­����:�� X��°È­��   ���� e«��©�¬��w1¹��A�

εs
�5���^�����^�<�©¡¨¢��¬­^�:�±���V�±³>���~´ �< ��

σs���V��«��< �����«A�V�±³>���~´Zw�ªÜ�����<­^���W�>«�«¬��¢��±���E� ´µ�^��������­��©���E�Z��J��¬«¬�^���©�|�e�� ��<�^���d� ´
Ω
wGd���<�^����«¬�����^�|�V�

Ω
�±�^�Ì­^����¢��< ��^� M(Ω)

p�°È�<­����<«@�J«¬�Z��¢�¡±�
(xi, fj) ∈ X × F

0�ïÝ�
«¬�Z ����©���¬­Ì�^��� �K��¡±�

EΩ
xi,fj

�^�����^�Z¡±�e�V�±�Z ��V�




∆EΩ
xi,fj

+ k2
jE

Ω
xi,fj

= sxi

�± 
R

2 \ Ω,

EΩ
xi,fj

= 0
�Z 

∂Ω,

lim
r→∞

√
r(∂rE

Ω
xi,fj
− ikEΩ

xi,fj
) = 0,

m�Ô�w¼»X¸Xo

ïÌ�e��­^�
sxi

­���¢�­������� X�V�z�:���Z��­^«¬��¢��Z�± X�Ì¡©�>«G���^���S���
xi

�< ��UïÌ���¬­^�

k2
j (x) = ε(x)µω2

j + iωjµσ(x),

wj = 2πfj,

(ε(x), σ(x)) =

{
(ε0, 0)

��°
x ≥ 0,

(εs, σs)
�±°
x < 0.

ªÜ�e�� ��^���������<�^��­����:�� X�c�<­^� M(Ω) = (mxi,fj
(Ω) := 〈dxi

, EΩ
xi,fj
〉) 0�ïÌ�e��­^� dxi

�©�
�^���3�:�G�<����­^�¬���¬  ��°È�� e«¬�V�±�Z YmR�± µ�Z��­|  ���:��­��©«G��¡`�V�¬���V�¬0

mxi,fj
(Ω)

�©�c�V���3³��<¡©�e�+�<°
�^�����^«����^�^��­^�¬� �K�¬¡©�W���Ü�^�����^�Z��­�«���¢��<�© X�

xi
o�wGd�S«G�<¡±¡ HV=ÈDG=AHV=AC P =�8�=^9I?AL>HV=A8�=ACK4È? M̃ = (m̃xi,fj

)
�V�e�U�����<�^��­����Ã�K���V�ew1âK�Z­

�^�������<���¬  ��0eïÝ���< �¡±´�«��Z ����©���¬­Ì��´> X�V���A�V�©«��K���V�3�Z�e�@���© ��¬�S³>�©�:â`®zªÌ®�wGd�d���\³<�E�^�Ã���± ��©�:�©õ¬���V�e�E«¬�Z���S°È�� e«¬�V�±�Z  �V�K���S�A³��<¡©�K�I�V���S���E���±�^«�­���¢K�� �«¬´
�5�¬�~ïÝ���¬ U�����<�^�e­^�����K���V���< e���V�e�c­����^¢5�Z ����z�Z���@�<�± �����°È�Z­¯��ºZ��³Z�¬ ����±���V­��©�����V�©�< 3�<°
�:�¬�V�<¡©¡±�©«��Z��J��¬«¬�V��p

j(Ω) = ‖M− M̃‖2 =
∑

i,j

|mxi,fj
(Ω)− m̃xi,fj

|2. m�Ô�w¼»��lo

Í��± �«��Ì�V�e�c«¬�Z���¯°È�� �«A�V�©�< 
j
�±  ³<�Z¡±³<���¯����  ´��e�©­^�¬«¬�¯���V���V�¬�

EΩ
xi,fj

m7�< e�:�^����­��¬°È�Z­��
���< X´d�<�NJ��Z�± X���æ�@���^���

vΩ
xi,fj

oA0(ïN�����K�<¡±¡Ý���K�<¢e���V����­^������¡±��ºZ�±³<�� Æ�± Äª"�<��¡±�UÔ�w����^�
�<��­Ü«��Z X�^� )>�Gwjä~ ����¬����0j�Z e��«��< W­^�¬ïÌ­��±�^�

j
�<���3�^��� ��°`«¬�Z���Ì°È�� �«A�V�±�Z ��

jxi,fj

j(Ω) =
∑

i,j

jxi,fj
(Ω),

jxi,fj
(Ω) = |mxi,fj

(Ω)− m̃xi,fj
|2.
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ªÜ���� �0<�<¢�¢�¡�´>�© �ºÌ�V���¯�V�Z¢5�Z¡±�ZºZ�©«��<¡Z���� ����±�V��³>�±�~´�°È�Z­(�V���[k<®���ª�� �J�9)�ïÝ��¡±¡���  �K���V�±�Z ��¬0
�Z ����Z�e�V�<�© ��

j(Ω \B(x, ε))− j(Ω) =
∑

i,j

− 2π

log ε
<(EΩ

xi,fj
(x).vΩ

xi,fj
(x)) + o

(
1

log ε

)
.

Í>�© �«¬���V�e�W°È�� e«¬�V�±�Z 
f(ε) = 1/ log ε

�±���æ�V� &`0¨� 0~�^���<¡©¡ 2 �e�Z¡©�UïÌ���Z���Ó­V�����©���
�©��� �Zk<¸��^�Ä�<°Ü�^����ïN�\³<��¡±�� �º<�^�Ã���V�±¡©¡¨«G�����^�¬���< ð�©�:¢��<­��@��  ��³��<­������^�©�Z E�<°Ü�V�e��«��Z�æ�
°È�� �«¬�^�©�Z Tw Í��© e«��Ì�Z �¡�´��V�e��¡±�© ����<­^�±õ��¬�+«��Z�æ�¨°È�� �«¬�^�©�Z ��±�¯�± X³Z�Z¡�³Z���:�© +�^���Ü�V�Z¢5�Z¡±�ZºZ�©«��<¡
�^�� e�^�±�^�±³>�±�~´z«��Z�:¢��e�V���V�±�Z �mÈ³>���[�^���¯�<�NJ��Z�±  �@oA0��^���¯ ��Z �¡±�© ����<­^���~´z�<°>�V�e�Ý«¬�Z���(°È�� �«A�V�±�Z 
ïN�Z�e¡©�����¯�< ��±��¢5�Z­��V�< X���^�<��­^«¬�¯��°e�¬­^­^�<­�w\ä~ ����¬����0l�Z e�1«G�< �ºZ�¬�"�Ü�5�¬�^�^��­(���æ�V�±�����^�©�Z 
�<°Ý�^����³<��­^���I�V�©�< µ�<°N�^����«��Z�æ��°È�� e«¬�V�±�Z �w�ä~ ��æ�V���<�Ä�<°N«��Z�:¢��e�^�© �ºU�^�������� ����±�^�±³>�±�^�©���
�<°|�V���J ��Z �¡±�© ����<­�«¬�Z����°È�� �«A�V�©�< ��

jxi,fj

0ÝïÝ� �K­����U«¬�Z��¢e�e�V�J�^���Ó���� ����±�V��³>�±�V�±���:�<°
�V���}¡±�© ����<­¨°È�� �«¬�^�©�Z ��<¡©�

mxi,fj

w�ªÜ���� T0eïN�|«¬�Z�:¢��e�V�c�V���}� &T�¬«¬�^�±³Z�}³��<­������^�©�Z :�<°��^���
 ��Z �¡±�© ����<­[«��<���Ì°È�� �«A�V�©�< S°È�<­Ì��º<�±³Z�¬ 

ε
w
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798;:=<?>�@BADC 5E)�F3&�G C-H 2
/
εs = 2.3, σs = 0

>
�JILK < 2 C )�F3&�2 < 2
MN5
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< C=S +UTV2W5�6X2
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] 7L7-^`_ba 5�+ RVcd_baegfih�jlk�mnfUo!o�p�qErisLt$k"q�mnu
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÷Ý!$�Ü��Ô�w�� � ËÌ��¢K��­��V���V�±�Z J�<°.���A�@�<¡±¡©�©«|�<��J���«A�V�|�© W�V�����^�Z�±¡`�� ��J�V�e�+«��Z­�­^�¬�^¢5�Z ����± �º
�V�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡j�^�� e�^�±�^�±³>�±�~´�«��Z�:¢��e�^���W�Z W�< S���:¢e�~´ �j�������Z�©¡7w

ªÜ�e� �K­^�æ�¨� )e�<�:¢�¡©�}m7â`�±ºZ��­^�[Ô�w��lo"�^�e�lïÌ�1�^���N�V�<¢��Z¡±�ZºZ�±«G�<¡X���� ����±�V��³>�±�~´�«��Z�:¢��e�^���
�© d���^�±��¢e¡©�3«G���^�Jp��^���������@�S�©�� ��<�� ��Z�±��´E�< ��E�V���:­^�A°È��­��� �«¬���^�<�©¡¨�©��� �K�����< ��
���Z�:�ZºZ�� e���Z������­�´Ç�V�< e� ���Z�©¡�mR¡±�\ï ¢��¬­^�:�±�^�^�±³>�±�~´Y�� ��ÿ  ��¡©¡c«��Z ��e��«¬�^�±³>�±�~´eoAw ó  ��
«G�< d�^�����V�K�����V�e���V�<¢Ä�<°[�^��� �e³Z���Z�%J���«¬�^�UmRâ`�©ºZ�e­^��Ô�w±�Xm7�Xo�o|�±��«¬¡©���<­^¡�´ �©���¬  �^� �K�¬�
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�X´Y�V���J ���ºX�I�V�±³<�Ó­^�¬ºZ�©�<  �<°|�V�e�J�V�Z¢5�Z¡±�ZºZ�©«��<¡Ü�^�¬ ��^���V��³����~´Ám7â`�±ºZ��­^�JÔ�w�� mR�Ko^oAwÝªÜ���©�
�^�Z¢5�Z¡©�Zº<�©«G��¡&���� ����±�^�±³>�±�~´�«G�< µ�5�3�Z�e�V�<�© e���Ó³Z�¬­�´% >�e�©«@¶ ¡±´J�^�© e«��3�±�z�©�}�A³��<¡©�K�I�V���µ�< 
� �j�������Z�©¡�ïÌ���V���Z���c�:�© e����0�ïÌ�e�©«@�J�±�Ü�© X³��<­^�©�< X�Ì�X´W�^­V�< e�^¡��I�V�©�< µp���¡©¡����±­^�¬«¬�����V���V�¬�
�� �� �<�NJ��Z�± X�|���V���V�¬���<­^�)J��e�������Z­��©õ¬�Z X�@�<¡&�V­V�� ��^¡©���V�±�Z ����<°Ý�!0a«G�� ��Z ��±«G�<¡ 2 �^�Z¡±�e�V�±�Z �w
ªÜ�e�|«��Z�:¢��e�V���V�±�Z K�<¡K«¬�Z���Ì�±�N�Z �¡�´W�\¸��^�¬«��Z e���Ü�Z S�+sZ¸<¸X�%$cõz¢��¬­^�^�< K�<¡T«¬�Z�:¢��e�V�¬­�w

ªÜ�����^�¬«��Z e��� )e�<�:¢�¡©��mRâ`�©ºZ�e­^�ÿÔ>w kZo`�±�¯��¡±�±�^�^¡©�[�e�±�¨�:�Z­^�Ü­��G�<¡±�©���^�©«|pZ�^���c�����@�|�©�
 e�Z�©�æ´����© �«¬�z�V���z­^�¬°È�¬­^�¬ �«����K���V� M̃ ï[���Ü�Z�e�@���© ��¬���Z S�� ��< �u �j�I�Ü�© ��e�Z���<ºZ�� ��¬�Z���
���Z�©¡70NïÌ���±¡©�Ó�V�e� �^�Z¢5�Z¡©�Zº<�©«G��¡z�^�¬ ��^���V��³����~´ ïN�<���æ�V�±¡©¡z«¬�Z�:¢��e�V�¬�Á�Z ì� �j���W���Z�:��u
º<�� ��¬�Z�������Z�©¡7w ó  e�Ó«G�< ¤�Z���^�¬­�³<�J�V�K�I�G0Ý�<¡±�^���Z��ºZ�Y�V�����Z��J��¬«¬�V���<­^�����V�±¡©¡Ì¡©�>«G�I�V���
«¬�Z­^­���«A�V¡±´<0��V�����±���<º<�3m7â"�©ºZ��­�� Ô>w k�mÈ�jo^oN�±�Ì�:¡±�±���V¡©�c���±�[���©�æ�V�Z­æ�V���Tw

ªÜ���}�^���©­���� )e�<�:¢�¡±�3m7â"�©ºZ��­�� Ô�wrsXo¨ºZ���¬�Ý°È��­æ�V���¬­[�© ��V���±�N���±­^��«A�V�±�Z Óp �V���}���Z�©¡5�©�
 e�����<­^������­æ´��^�< ��e´W���Z�©¡70K���e�|�:ïN�A�}ºZ­��Z�� ��ÃmÈ���©º<��¢5��­������^�V��³>�±�~´S�< e�J«��< �����«�u
�^�±³>�±�~´eo�w�$c�¬ �«����V���3ïN�G³Z���+  ���©«@¶ ¡±´J³<�� ��©���d�±  �^�����^�Z�±¡1�< ��E�±�^�|�^��­æ°R�<«��:�©�|�e�©ºZ��¡�´
­��
�K�¬«¬�^�±³Z��pZ���V�1­^�<��ºZ�� ��¬�^�¨�K�<�¯�|ºZ­��G���¨�± ��K���¬ �«��Ì�Z ��V���Ü�:�G���^��­����:�� X�V�Ý�< ���«��<��u
¢e�e�V�± �ºÆ�d�^�Z¢5�Z¡©�Zº<�©«G��¡[�^�¬ ��^���V�±³>���~´YïÌ���V���<�e���V�<¶ �© �ºd�© X�V�Ä�<«�«¬�Z�� X�U���V��­��Z��ºZ�e ������
ïÝ�Z��¡±�ÆºZ��³Z���< Æ�©­�­^�¬¡©�¬³��< X��­^�¬�^��¡��Gw"Í��JïÝ��¢�­���«¬�����Ä�© d�~ïÝ�µ���^��¢���p&�^��� �K­��������V�¬¢
­���«¬�l³<��­����^���U�^���<¢��U��°��^����ºZ­��Z�� ��Ã����­�°R�<«¬�<0.�X´Ä«��Z�:¢��e�^�© �ºµ�J�^�Z¢5�Z¡©�Zº<�©«G��¡1�^�� >u
���±�^�±³>�±�~´ �± Ä�V����°È­^�����^¢K�<«¬� mÈïÌ���V���<�e�+���Z�©¡Ý�< ��ÆïÌ���V���Z���+�:�© ��¬�@o}ïÌ�±�V�Ä­^����¢��¬«¬�3�^�
������¡©¡Ü�K�<¡±¡©���<°|�e �����­�ºZ­V���^���± ����^�G�<� ��°|�^���<¡©¡Ü���<¡©¡±�:��°|���A�@�<¡�mRâ`�©ºZ�e­^� Ô�wrsKmR�jo�oAw
ó  ���«��< Ä������â`�©ºZ�e­^� Ô�wxs�mR«\oz�^�K�����V����­����^�e¡±�����>���� ��<���^�¬���ú�^���5�:� &T�¬«¬�^���Ä�X´
�^�����± ��K���¬ �«��U�<°Ì�^�����~ïÝ�E�e��­^�±���ð�Z��J��¬«¬�^��w BN���3�±���©�+¢5�Z�^���©��¡±���^�µ­^��«¬�\³Z��­3�^�������
�~ïÝ�Ä�e��­^�±���Ã�Z��J��¬«¬�V���±°ÌïÝ�W�V�<¶<�W�© X�V�E�<«¬«��Z�e  �:�V�e�W�e�¬�V�¬«¬�^��� ���Z�©¡[¢e­^� �K¡±�U�© ð�V�e�
«¬�Z�:¢��e�@�I�V�©�< Em7â`�±ºZ��­^�|Ô�wxs�mR�jo�oAw
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f(ε)
0K���© �«¬�

ε3
º<���¬�c�+�e«@��°R�<�æ�V��­Ì�V��õ��¬­^��ïÌ���V�

ε
�V�K�� 

−1/ log ε
0 ïN�zïÝ�Z 1F �Ü�K�G³<�z�V��°R�<«��z�^���z�e���:«���¡��V�±���Ý�<­^�±�^�© eº�°È­��Z� ��¡��<­�ºZ�Ü³��<­^�©���V�±�Z 

��°��V���c�^�Z¡±�e�V�±�Z �ïÌ���� U��­^�¬¡����^�±³Z�¬¡±´3������¡©¡&mR�7wr��w ' 1/20th
�<°�ïN�G³Z�¬¡©�� eº<�V�jo¯���A�@�<¡±¡©�©«

��¢����¬­^� �©�U�± ��^�¬­��V�¬��wÜ²��^�© eºÇ�Ä�^�©�:�Au ���Z���<�© Ç�^�Z¡�³Z��­¬0[�±���©��¢5�Z�^���©��¡±�J�V�Ã¶�����¢ �V�e�
«¬�Z�:¢��e�@�I�V�©�< K�<¡¨«��Z�æ�3³Z�¬­�´ð¡±�lïþïÌ���V�Æ­����^¢5��«A���V�Ó�V�e���^�±õ��U�<°Ü�^���U¢�­^�<��¡©�¬����mÈ�V�e�
�:���������©õ������¬­^�z�±�

140× 140× 140
oAw�ªÜ���z�^�<���câ.®zªÌ®ì«��>���c�±�¨���^�¬���V��«��Z�:¢��e�^�

�^�����e�©­^�¬«¬���^�Z¡±�e�V�±�Z Ä�� ��Ä�V�e���<�NJ��<�© X�����Z¡©���V�©�<  m$ïÌ���©«@�Æ�±��«¬�Z�:¢��e�V�¬�Æ�K�<«@¶XïN�<­^�T0
°È­��Z� �V�e�c¡©�<���¨�V�±����u~�æ�V��¢��V���V�e� �K­����¯�V�©�:�Au ���^��¢jo�0 �< ����^���Ì�V�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡e���� ����±�V��³>�±�~´
�±�MJ����æ�+�V�e���© X�^��ºZ­^���V�±�Z dïÌ���V�Æ­����^¢5��«A�3�V�J�^�©�:�

t
��°Ü�V���¬�©­�¢e­^�>����«¬��w`ä~ ��e�����T0"�V�e�

� )�¢�­^�¬�^�^�±�Z S°È�Z­N�V�e���^�Z¢5�Z¡©�Zº<�©«G��¡5���� ����±�^�±³>�±�~´��V�K���Nï[�<�Ì�������W�© ��^��������� )�¢��¬­^�©�:�� X�^�
�±�Ü�^�±��¢�¡�´

g(x) = <
∫ T

0

E(x, t).v(x, t) dt,
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)�F3&�G C-H 2 /

εs
& C M3\L, M3\

G�&�+ < �L8;: 5�+ ] 8�� K @
σs �

7V>
� R�� < 2 C )�F3&�2 < 2
MB5
4O+-, MB5�) @ RL7 G�&�2 �[NFX2
M H ,Q2�) , M 5�6X2
& C M3\V2

[0.26MHz −
1.86GHz]

8
egf=h�� k
	Qk���k"{Bq�k�
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eQsxh�vDrUwxrUo�rUyip�q"f�o9u�k"{Bu�p�mnp!|-p!m$} rU{ f��Nf�m k��'wVm$}��Vr��dr��
yUk"{Vkzr��Bu�u�rip!o�e

εs = 2.3
h

÷Ý!$�Ü��Ô�w k � ª&�Z¢��<¡©�ZºZ�±«G�<¡5�^�¬ ��^���V��³����~´�ïÌ�±�^�S ��Z�©�æ´��K�I�@�ew

ïÌ����­��
E(x, t)

mÈ­^�¬�^¢�w
v(x, t)

oz�±�z�V�����¬¡©��«A�V­��©« �K�¬¡©� �^�Z¡±�e�V�±�Z Ó�<°¯�V�e�:�e�©­^�¬«¬��mÈ­^����¢�w
�<�NJ��Z�±  �@oÝ¢�­��Z��¡©�¬��w

ªÜ�e� �K­^�æ�U�Z��J��¬«¬�G0Ý�V���µ�:�¬�V�<¡©¡±�©«S����º<���U�<°��Æ«¬������0[�©��¢�¡���«����ÿ�± ¤°È­^�¬�EÍ�¢K�<«¬�
�< ����±�N�©¡±¡©���:�© ����V�¬�3� ´�n�¢�¡©�< ���ï[�G³Z�¬��mÈïÌ���Z���z�V�±����u~���<���<�± ��^�©º< K�<¡j�©�N��ºX�<�����^�©�< 
���©�æ�V­^�±���e�^�©�Z jo�w(ªÜ���S�����<�^��­����:�� X�V����­^���V�e��³<��¡©���¬��0"°È�<­+�G�<«@�ð�^�©�:�Au~�æ�V�¬¢�0`�<°Ì�^���
�@�< �º<�� X�V�©�<¡.��¡±��«A�V­^�±« �K��¡±�Ä��¡©�Z �ºW� 0~³>�©­æ�V�K��¡.�^��­æ°R�<«�� 2 �� e«�¡©�<�^�© eºS�^���:«����5�<w&â`�±ºZ��­^�
Ô�wr»��^���\ïÌ�|�:�^��­æ°R�<«����<°1�©����u ³��<¡±�����Ì�<°`�V�����V�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡��^�¬ ��^���V��³>´<05�V�<¶ �© �º��V�e��°È­^�¬�
�^¢K�<«¬�Ó�<���© ����V�©�<¡[ºZ���¬�^�¬w[â`�±ºZ��­^��Ô�wxÔE�����\ïÌ���V�����V�<�:�W� )�¢��¬­^�±�� �«¬�JïÌ�±�^� �d�:�Z­��
«��Z�:¢�¡©� )U�Z�%J���«¬��w

�c ��<�^����­3����J��Z­����6&���­��� �«¬��ïÌ�±�V�Æ�^���Sk<® ��ª�� «��<�^�U�±���V�����+�V�e���V�Z¢5�Z¡±�ZºZ�©«��<¡
�^�� e�^�±�^�±³>�±�~´J� )�¢�­����^���©�Z E���¬¢��¬ ������Z µ�V���3���K�<¢5�:��°¯�^�������Z¡±����w�Í��S�Z ��3«G�� E�^­�´J�^�
�^���:�±°¯�V�e��­����^�e¡±���©�|�±��¢�­��\³Z���E�±°¯�V�e���:�¬�V�<¡©¡±�©«��<�����V�<«�¡±�����<­^�: ��W���<­^�3�^¢e����­��©«G��¡
���e� 0a�Z­��©�¬  �^��� 2 p��V�e��� )�¢�­^�¬�^�^�±�Z �°È�<­Ì�< S�©  �K e�±�V�¬¡±´��^���<¡©¡5ïÌ�©­�����°`���±­^�¬«¬�V�±�Z 

d
�©�

<
∫ T

0

(E(t).d)(v(t).d) dt.

GÄ��«G�� SïÌ­��±�^���^�K���

<
∫ T

0

(E(t).d)(v(t).d) dt =

(
<
∫ T

0

A(t) dt

)
d.d,
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+0.050m
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+0.450m � ] �d< 2 C )�F3&�2 < 2
MB5J4 +-, MN5�)
�

I 7 G�&�2�[NFX2
M H ,Q2�) , M 5�6X2
& C M3\V2

[0.33GHz − 1GHz]� � 2
5l)�+-, . � [εs = 13, σs =
0.05]

8
egf=h � k
	Qk �nkz{Nq�k 
Lp�u$m ��p�s��Lmnp!ri{

−0.0008
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 0.0008
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−0.350m

−0.150m

+0.050m

+0.250m

+0.450m

egsNh vDrUwxrUo�rUyip�q"f�o fUu�} �dwLm�rUm�p�q q�r��dw��Vm�k�
 ri{ f�{ k �dwLm$}`p�{Vp �
mnp�fUo y��Vk"unu eg{Vr u�rip!o�f�mdf�o�o�h ��� p!m�� ��k�u�wxk"q�mbmnr?u��dfUo!o�sBfUo!o�uJr�	
�V{ 
Lk �ny���fUunu
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sol de référence
sol détecté

e q"h��Ek�m�k�q�mnk�
 u�rUp�oXu ����	gfUqzk

−0.0002

−0.00016

−0.00012

−8e−05

−4e−05

 0

 4e−05

 8e−05

 0.00012

 0.00016

 0.0002

e 
Bh vDrUwxrUo�rUyUp�qzfUo3u�k"{Bu�p!m�p�|-p�m$} mnf��=p�{Vy p�{ fUqzqzr��V{=m m �Vk 
Lk�mnk"q�m�k�
 u�rUp�o
u�����	gfUq�k

÷¯!$�Ü�TÔ�wrs � ª&�Z¢5�Z¡©�<ºZ�©«��<¡T���� ����±�V��³>�±�~´��± U�~ïN�:���^��¢��¬w

ïÌ�e��­^�

A(t) =
E(t)⊗ v(t) + v(t)⊗ v(t)

2
.

ªÜ�e�� :���.���<«@��¢��<�© X�.�<°K�^���[���<���<�± �0\�V���Ü�<¢e�V�±���<¡X�<­^�©�¬ X�@���^�©�Z ��<°j�V���NïÌ�±­^�Ý�©�.ºZ��³Z�¬ 
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÷Ý!$�Ü�"Ô>wr» � ���A�@�<¡±¡©�©«�����º<�����<°Ý�U«����5���< ��E�<  �©����u ³��<¡±�����z�^��­æ°R�<«����<°¨�V�e�3«��Z­�­^���au
¢��Z e���© �º+�^�Z¢5�Z¡©�Zº<�©«G��¡5���� ����±�^�±³>�±�~´µmR«��<��¢����V���S�± ��V���}°È­������^¢K��«����<�Ü�© e�±�V�©�<¡jºZ���¬�^�@o�w

÷Ý!$�Ü�TÔ�wxÔ � ª"�Z¢5�Z¡±�ZºZ�©«��<¡5�^�� e�^�±�^�±³>�±�~´�°È�Z­Ì���^¡©�±ºZ�X�V¡�´��:�Z­^�z«��Z�:¢�¡©� )U�Z�%J���«¬��w
� ´

min
d∈R3,||d||=1

(
<
∫ T

0

A(t) dt

)
d.d.

$c�� e«��<0KïÝ���K�G³Z���~ïN�:�© X�V�¬­^�¬���V�± �º��© e°È�<­^�����V�±�Z ��zp
� �V���S³��<­^�©���V�±�Z Ã�<°z�^���J«¬�Z���:°È�� �«A�V�±�Z �01°È�Z­:�< ¤�<¢e�V�±���<¡±¡±´d�Z­^�±�� X�V�¬�ÇïÌ�±­^�<0¨�±�
ºZ�±³<�� S�X´U�V���������<¡±¡©�¬���Ü�¬�©ºZ�¬  ³��<¡±���|�<°

<
∫ T

0

A(t) dt,

� �V���Ü«¬�Z­^­�����¢��Z e���© �º|�¬�©ºZ�¬ X³Z��«A�V�Z­¨ºZ��³Z�¬�.�V���Ü�Z¢��V�©���<¡>�Z­^�±�� X�@�I�V�©�< +�<°5�V���[ïÌ�±­^�<w
�z¢�¢�¡�´>�© �ºÆ�^���©�U ��Aïú�V�<¢��Z¡±�ZºZ�±«G�<¡Ì�^�¬ ��^���V��³����~´ �V�ð�^���µïÌ�©­^�¬� «����5� �<°��^��� �KºZ��­��
Ô�wr»EïN���^���\ï �E�^�©º< �� �K«��< X�:�©�:¢�­^�\³Z�¬���¬ X���<°z�V����­^������¡±��w¯â`�©ºZ�e­^��Ô�wrnd�^�e�lïÌ���< 
�©�^�<�^��­æ°R�<«��|�<°&�V�e�������<�e�@�<�± ����U�^�Z¢��<¡©�ZºZ�±«G�<¡5�^�¬ ��^���V��³����~´Zw
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