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Présentation

Le point de départ de cette these est I'étude d'une conjecture du type
R ~ T dans le contexte général d'un groupe réductif connexe G, défini
sur Q, admettant une variété de Shimura, non nécessairement déployé.

L’hypothese principale est la quasi-ordinarité des représentations au-
tomorphes considérées et son reflet galoisien conjectural : la condition de
quasi-ordinarité pour les représentations galoisiennes correspondantes.

Dans cette these, on n’obtient, sous certaines hypotheses (et conjec-
tures), que 'égalité des dimensions de Krull d'un anneau de déformation
universel d'une représentation galoisienne quasi-ordinaire et d'une algebre
de Hecke quasi-ordinaire localisée.

Plus précisément, dans une premiere partie, nous calculons conjectu-
ralement la dimension de Krull d’un anneau de déformation universel R"
d’une représentation résiduelle p & valeurs dans le L-groupe “G de G (non
nécessairement connexe si G n’est pas déployé) quasi-ordinaire. Nous
munissons R* d'une structure d’algebre sur l'algebre de Hida-Iwasawa A
associée a G et au sous-groupe parabolique P définissant la condition de
quasi-ordinarité.

Dans de nombreux cas, on trouve que ’égalité des dimensions de Krull
de A et de R" (qui rend plausible la conjecture “R" finie et sans torsion

sur A7) est satisfaite si G satisfait la condition de Harish-Chandra
rg K =rgss G (pour K C G*(R) sous-groupe compact maximal)

ainsi qu'une hypothese p-adique du type conjecture de Leopoldt.
Dans la suite de la these, a défaut d’étudier directement le lien entre

R" et une algebre de Hecke quasi-ordinaire localisée, on étudie une telle



algebre par I'approche cohomologique déja mise en oeuvre avec succes
par Hida [24], [27] et Tilouine-Urban [50].

Soit hp 'algebre de Hecke p-adique quasi-ordinaire universelle (pour
le sous-groupe parabolique fixé P de G).

On la munit d’une structure d’algebre sur une algebre d’Iwasawa as-
sociée a G. Par dualité de Langlands pour les tores et par la théorie du
corps de classes, cette algebre est canoniquement isomorphe a A.

Un corollaire frappant de notre étude, lorsque la cohomologie de bas
degré des variétés de Shimura de G est sans torsion, est que hp est finie
et sans torsion sur A.

En outre, nous obtenons des théoremes de controle faible et fort tres
généraux (I’hypothese de Harish-Chandra n’est probablement pas nécessaire)
pour la cohomologie et donc pour hp.

Sous I’hypothese de Harish-Chandra, on déduit de ces théoremes ’exis-
tence de familles p-adiques a N variables de systemes de valeurs propres
pour les opérateurs de Hecke, quasi-ordinaires, passant par un tel systeme
O, associé a une représentation automorphe de niveau premier a p, quasi-

ordinaire en p et de (g, K')-cohomologie non nulle
H'(g, K 1 ® V,\) #0

avec V) la représentation irréductible de G de plus haut poids A régulier.

Par exemple, soit GU le groupe des similitudes unitaires en trois va-
riables associé a une extension CM d’un corps totalement réel F', aniso-
trope en toute place réelle sauf une et quasi-déployé en p. Pour un tel
groupe, on a N = 14+3.[F : Q]+0g, ol g, est le défaut de la conjecture
de Leopoldt pour le corps E en p.



Dans un travail en cours, nous étudions le cas F' = Q, G = GU et
nous montrons l'existence d’un homomorphisme surjectif de A-algebres
locales

R —=T
ou T est la localisation de hp en un idéal maximal non-Eisenstein, c’est-
a~dire tel que la représentation résiduelle soit absolument irréductible (et

d’image assez grosse).



Voici un plan détaillé de la these.

Un premier chapitre (écrit en anglais) porte sur le probleme de défor-
mation d'une représentation galoisienne résiduelle a valeurs dans un L-
groupe.

1. On reformule en termes d’espace tangent et d’application d’obstruc-
tion le critere de Schlessinger, utilisé pour étudier la représentabilité
de ce type de probleme.

2. On montre la représentabilité du probleme de déformation dune
représentation galoisienne résiduelle p: TI's —— G(k) ayant une
grosse image pour un schéma en groupe affine lisse de type fini dont
le centre est un sous-schéma fermé lisse. En particulier, G n’est pas
supposé a fibres connexes.

3. La troisieme section porte sur le probleme de déformation P-quasi-
ordinaire (c¢f. condition (P-ord)). On y définit les groupes de co-
homologie adaptés a ces conditions locales. Sous une condition de
régularité (Reg), ce probleme est aussi représentable.

Enfin, on applique ceci au cas ou G est le dual de Langlands d'un
groupe réductif. On munit alors 'anneau de déformation P-quasi-
ordinaire d'une structure d’algebre sur l'algebre de Hida-Iwasawa.

Dans la seconde partie, on s’intéresse a la cohomologie quasi-ordinaire
d’un groupe réductif.

4. Apres avoir introduit la variété de Shimura Shg de niveau K (que

nous considérons d’'un point de vue topologique seulement) et sa
compactification de Borel-Serre, nous comparons la cohomologie de

Shy et celle du groupe de niveau K.



5. La deuxieme section porte sur les anneaux de Hecke paraboliques.
Nous déduisons de la théorie de Bruhat-Tits la structure de ces an-
neaux de Hecke ainsi que certaines propriétés indispensables pour
étudier la cohomologie quasi-ordinaire.

6. Ensuite, nous comparons la cohomologie de niveau infini de Sh a une
cohomologie des groupes. A Taide d’une suite spectrale, on montre
un théoreme de controle abstrait.

7. La derniere section est consacrée a 1’algebre de Hecke p-adique uni-
verselle associée a une représentation absolument irréductible.

Suivent ensuite deux appendices.

A. Le premier est un rappel sur les espaces K(I',1). On y compare
la cohomologie d'un tel espace avec la cohomologie de I' par les
moyens les plus élémentaires, sans recours aux suites spectrales. Il est
a noter que les théoremes de finitude de la cohomologie des groupes
arithmétiques I" viennent de l'existence d'un espace K(I', 1) compact.

B. Dans le second appendice, nous avons approfondi le formalisme des
opérateurs de Hecke abstraits pour obtenir des résultats généraux sur
I’équivariance des morphismes de restriction, de I'isomorphisme de
Shapiro et de la suite spectrale de Hochschild-Serre. Pour ce dernier

cas, on a introduit la notion de sous-groupe distingué d’une paire de

Hecke.



Notations

Les notations suivantes seront utilisées tout au long de ce travail.

On note N ’ensemble des entiers naturels et N* := N\ {0}. L’anneau
des entiers relatifs (resp. p-adiques, ou p est un nombre premier) est noté
Z (resp. Z,). Le corps des nombres rationnels (resp. p-adiques, réels,
complexes) est noté Q (resp. Q,, R, C). L’algebre des adeles finis d'un
corps de nombres F' est notée A ;.

On note #F le cardinal d'un ensemble E.

Si E/F est une extension de corps, [E : F] est son degré. Si M est un
module sur un anneau integre A, rky M est son rang. Lorsque A est un
corps, on note alors dimy M la dimension de M.

On note F(X,Y) 'ensemble des applications d’'un ensemble X dans
un autre Y. Si X et Y sont des espaces topologiques, C(X,Y") désigne
I’ensemble des fonctions continues de X dans Y.

Si A est un anneau, A* désigne le groupe des éléments inversibles de A.
On note A[A] I'algebre d’'un monoide A sur A. Lorsque I' est un groupe

profini, on note

A[[T]) := lim A[T/U]

(U parcourant un systeme fondamental de sous-groupes ouverts dis-
tingués de I') l'algebre du groupe I' complétée sur A.

Si A est un anneau local, m4 est son idéal maximal.

Si M est un module sur un anneau integre, on note M, son sous-
module de torsion.

Si I est un groupe profini, I'?~2P est son pro-p-complété, abélianisé.



Si g est un élément d’'un groupe G et X est un autre élément, ou
un sous-ensemble de G, on note 9X = ¢.X.g7 ! et X9 := g7 1. X.g les
conjugués de X par g et son inverse g .

Soit H un sous-groupe d’un groupe GG. On note (G : H) son indice.

Si X est un ensemble muni d'une action de H, on note indGX =
G x™ X Pensemble induit de H & G & partir de X. C’est aussi le produit
de G par X, contracté par I'action de H.

Si L est un H-module, le module induit Homgq(Z[G], L) est noté
ind% L. On note simplement ind“L si H = {1}.

On note GV le dual de Pontryagin d’un groupe topologique abélien
localement compact.

On note les schémas en lettres grasses.

Si A est un anneau commutatif et X est un schéma sur A, X(A) désigne
I’ensemble des A-points de X.

Si B est une A-algebre commutative, Xpg est le schéma sur B obtenu
par changement de base.

Si de plus B est projective de type fini sur A, on note REY ou Rp/aY
le schéma sur A obtenu par restriction a la Weil a partir d’'un B-schéma
affine Y.

Le schéma en groupes multiplicatif est noté Gy, . Le groupe linéaire
d’un module projectif de type fini M sur un anneau commutatif est noté
GL(M). En particulier, on note GL(n) := GL(Z").

Si G est un schéma en groupes sur un corps F', on note X*(G) (resp.
X,(G)) le groupe des caracteres (resp. cocaracteres) et X3.(G) le sous-

groupe des caracteres F-rationnels de G.



Si T est un tore défini sur un corps F', on note dim T sa dimension et

rkr T son rang F-déployé.



PART 1

DEFORMATIONS OF GALOIS REPRESENTATIONS FOR
L-GROUPS
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1. Representability criterion

1.1. Schlessinger’s criterion. — The object of this section is to re-
state Schlessinger’s criterion [42] of representability of deformation func-
tors in terms of tangent space and obstruction map (prop. |1.2)).

Two main reasons lead us to this general formulation. The first is that
both in the geometric context (deformation of varieties) and in the al-
gebraic context (deformation of representations), one usually defines the
tangent space and deformation map to check Schlessinger’s hypothesis
(H1-4). The second reason is that, at the same time, we also obtain (as
in Mazur [33] and Tilouine [49], but for general deformation problems) a
lower bound for the Krull dimension of the corresponding universal ring
(prop. [L.3).

1.1.1. The category CN'Lo. — Let O be a complete noetherian local ring
with finite residue field k& of characteristic p. Let CN Lo be the category
of complete noetherian local O-algebras above k. Thus any object in
CNLp is endowed with a reduction map 74 : A—s=k and morphisms
in CN Lo are homomorphisms of local O-algebras ¢ : B——=A such that

pomy = mp. Directed inverse limits exist in CN Lp.

1.1.2. Abelian and infinitesimal extensions. — An abelian extension in
CN Lo is a surjective map ¢ : B—s=A with kernel I := ker ¢ killed by
the maximal ideal mpg of B. Thus I is isomorphic, as a B-module, to a
finite dimensional k-vector space.

A weaker notion is that of infinitesimal extension: the condition is

I? = 0. In that case, I is an A-module.
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Note that any surjective morphism of artinian algebras in CN Lo is a
finite composition of abelian extensions.

Let kle] := k[X]/(X?) be the k-algebra of dual numbers.

1.1.3. Continuity and tangent space. — Let F be a covariant functor
from CN Lo to the category of sets.

If p : B——=A is a morphism in CNLp, I will always denote the
kernel of the map ¢ : B——=A. Moreover, we often write ¢ for the map
F(p).

When F satisfies the hypothesis

(Cont) : F(k) is a singleton {¢} and for any A € CA' Ly, the canon-

ical map F(A)—>(li_mF(A/m7j‘) is an isomorphism,

its tangent space is defined by tg := F(kle]).
1.1.4. Schlessinger’s criterion. — In [42] th. 2.11], Schlessinger gave the
following criterion for such a functor to be representable or to admit a
hull.

For any morphisms B——=A and R——=A in CN'Lp, let II be the
canonical map I : F(R x4 B)——=F(R) xg) F(B).

Theorem 1.1. — Under the assumption (Cont), ¥ admits a hull if and
only if the following conditions are satisfied:
(H1) : for any abelian extension B——=A, 11 is surjective,
(H2) : when B——A s the reduction map wyy : kle|—Fk, II is
bijective,
(H3) : tg is a finite dimensional k-vector space.

Assume the additional condition
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(H4) : for any abelian extension B——=A, 11 is bijective,

then F 1is representable.

1.1.5. Restatement. — This criterion can be stated in terms of obstruc-

tion and tangent spaces as follows:

Proposition 1.2. — Suppose there exist two k-vector spaces Ty and
Obsg and, for any abelian extension p : B—s=A with kernel I, an

action of Tp @y I on the set F(B) and a map

Obsr ()
F(A) -

ObSF ®k I

which are functorial with respect to ¢ (see below).

Under the assumptions (Cont) and

(Tgl) : for any abelian extension ¢, each non-empty fiber of F(yp) is
a homogeneous space under Ty @ I ;

(Tg2) : F(k[e]) is a principal homogeneous space under Ty Qy, k.€;

(Tg3) : Tg is a finite dimensional k-vector space;

(Obs) : for any abelian extension ¢, the map Obsg(p) vanishes ex-
actly on the image of F(p)

the functor ¥ admits a hull and tp ~ Tf.

In addition to the above conditions, assume that

(Tg4) : for any abelian extension v, each non-empty fiber of F(yp) is

a principal homogeneous space under Ty Qy [

then F is representable.
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The requested functoriality on the action of T and on the obstruction

map Obsg means that, for any morphism of abelian extensions
P

—_—
©

—

.

the following natural diagrams, where I = ker ¢ and J = ker ),

ObSF(’Lb)
(T @k J) x F(S) — F(S) F(R) — Obsy @y J
\L i \L Obsg () l
(Tr @ I) x F(B) — F(B) F(A) — Obsgp @ I
are commutative.
Proof. — For any abelian extension ¢ : B—=A and for any R—5A

in CN Lp, the functoriality will be applied to the canonical morphism of

abelian extensions

0 I S:=RxusB R 0
b—(1,b) (r,a)—r
I l 5, l o
%)
0 I B A 0

(H1) Let ¢ € F(B) and nn € F(R) such that ¢(§) = a(n). According to
(Obs) we have Obsg(¢)(¢(§)) = 0. By functoriality of the obstruction
map one has also Obsg(1))(n) = 0, so that 7 lifts into § € F(S). Due to
(Tgl) there exists D € Ty ® I such that £ = D.3(6). Then D.6 satisfies
I(D.0) = (n,D.3(0)) = (n,&) and (H1) is satisfied.
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(H4) Suppose I1(0) = T1(0") = (n,£). By (Tgl) there exists D in Tr®y 1
such that 8 = D.6. So £ = D.£. Under the additional condition (Tg4)
we get D =0, so 0 = ¢ and (H4) is satisfied.

(H2) When ¢ is my(q : k[e]—Fk, exactly the same argument, replacing
(Tg4) by (Tg2), shows (H2).

(H3) The natural inclusion map s : k“~——Fkl[e] is a section of the

reduction map 7. Condition (Tg2) implies

Ty

te = F(k[e])
D ——= (D ®¢).(F(s)(€))

is a bijection. Moreover it is actually an isomorphism of k-vector spaces.

So (Tg3) is equivalent to (H3). O
1.1.6. Krull dimension. —

Proposition 1.3. — Assume that conditions (Cont), (Tgl), (Tg3),
(Tg4) and (Obs) are satisfied then

dimKruuﬁ Z dlmk tF — dlmk ObSF
where R* := R* @ k and R* is the universal ring of F.

Proof. — Let d' := dimy tg and d? := dimy, Obsp.
By proposition , F is representable by a couple (R*, £"). Let

v
R* —= R*=R"®p k

be the natural quotient map and & = 1) (¢*). Then the restriction F of
the functor F to the full subcategory CN L, of CN Le is represented by
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(Rv, &v) since

(Homy o -alg. (B ))ienz, > Homey 16 (RY, )

Lifting a k-basis of
tp" = HO—mCNLk—alg.(Wv kle])* ~ mps/mbe =t

(where -* stands for the dual k-vector space) into a family of d' elements
of mzz, one constructs a local homomorphism ) : S——=Rv which is an
isomorphism on the tangent spaces, where S is a power series algebra in
d' variables over k. From [42] lem. 1.1], ¢ is surjective.

Let J := kert be the ideal of relations in S of R* and (T1,...,T)
be a minimal set of generators of J. By Nakayama’s lemma, one has
s = dimy J/mg.J. And [11] VIIL, § 3, prop. 2] gives dimg,qR* > d* — s.
It suffices now to show s < d2.

For this purpose, one considers the abelian extension

¥

and defines the k-vector spaces morphism

(J/mgJ)* Obsg

A (Id; ©® A)(Obsg () (£"))

By functoriality of the obstruction map, one has in fact

Q(A) = (Id, ® A)(Obsg(¥)(£%)) = Obsg (1) (%)
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where 1, is the abelian extension defined by

0 ——= J/mg.J S/mg.J T

| | o

%
0 —= k=~ (J/mg.J)/ ket \ — (S/mg.J)/ker \ — = R

0

It is enough to prove that € is injective. Suppose A € (J/mg.J)* such
that Q(\) = 0. Then &v lifts to (S/mg..J)/ ker \. By universal property

of ¥, it means that ¢, admits a section ¢. Since ¢ is an isomorphism

on tangent spaces, this is also the case of ¥, and of its section o. This

implies, again by [42 lem. 1], that ¢ and %, are isomorphisms. Thus

A =0 and Q is injective.

O
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2. Deformation functor

In this section, we apply our criterion (prop. to show, under mild
hypothesis, the existence of universal deformation of residual Galois rep-
resentation with large image (th. .

In our setting, representations take values in a smooth affine group
scheme G of finite type over O. There is no connectedness assumption.
Indeed, in subsection [3.2] we shall deal with Galois representations taking
values in the Langlands dual of a reductive group.

To check the assumptions of proposition[I.2] we give, in subsection [2.2]
the lifting properties satisfied by some extensions, that we call G-abelian
extensions. For instance, abelian extensions are G-abelian.

If G is the Langlands dual of a torus, any reduction map A—=Fk is

G-abelian. So that, in that case, we can compute explicitely the universal

deformation ring (prop. [2.8).

2.1. Definitions. —

2.1.1. Topology. — We fix a smooth affine O-group scheme G of finite
type.

For any artinian algebra A in CN Ly, we put the discrete topology
on G(A) (which is finite), and for any algebra A in CN L, the inverse
limit topology on G(A) = hﬂG(A/mﬁ). Thus G is a functor from the
category CN Lo to the categ?)ry of profinite groups.

Let G be the subfunctor of G defined by

G(A) == {g € G(A) / malg) = 1}
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2.1.2. Deformation functor. — We also fix a profinite group I'. Let
Repry g be the functor from CN'Le to the category of sets defined by

Repry ¢ (A) = Hom(T, G(A))/G(A)

where G(A4) C G(A) acts on the set of continuous group homomorphisms
Hom(I', G(A)) by inner automorphisms.

If p: T—=G(A) is a continuous homomorphism, [p] denotes its class
in Reprr g(A).

Fix p = [p] € Repry g(k). The subfunctor Def; C Repry g defined
by

Def;(A) = {[p] € Repry g(4) / 7a(lp]) =7}

is called the deformation functor of the residual representation p. Obvi-
ously, Def;(k) = {p}.
2.1.5. Continuity. — Continuity of Def; is necessary to get its repre-

sentability.
Lemma 2.1. — For any A € CN Lo we have:

Reprp (A) = (li_mReprnG(A/m’Z‘)

n

Defj(A) = lim Def5(A/m)

n

thus Def; satisfies (Cont).

Proof. — By definition of inverse limits,

Hom(T',G(4)) = Hom(T', lim G(A/m’}))

n

= limHom(T', G(A/m7}))

n
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Taking strict conjugacy classes, one gets an injective map

Reprr g(4) — limReprp g(A/m})
n
since the inverse limit functor is left exact. In fact this map is also surjec-
tive: any inverse system ([p,]), in the right-hand side is composed, like
(G(A/m™)),, of finite non-empty sets, with surjective transition maps,
so, by induction, its inverse limit isn’t empty.
And the same for Def; is obtained by taking only inverse images of

p. 0

2.1.4. G-abelian extensions. — A G-abelian extension is a surjective

morphism ¢ : B—s=A in CN'Lp which induces a short exact sequence

1 — ker(G(¢)) —= G(B) — G(A) — 1
such that ker(G(y)) is a discrete subgroup of the center of G(B) This
condition means exactly that the action by inner automorphisms of G(B)
on ker(G(yp)) factorizes through 75 : G(B)——=G(k).
If ¢ is a G-abelian extension, let exp : t;(¢) := ker(G(p))—G(B)
denote the kernel map endowed with the I'-action induced by p:

exp(0.X) = ad(p(0)).exp(X) for any 0 € I', X € t5(¢) (1)

The group law on t;(¢), will be denoted additively. This explains the

notation exp.

2.1.5. Lie algebra of Gi. — Using the module of differentials, we get

that any abelian extension is G-abelian.
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Proposition 2.2. — Any abelian extension ¢ : B—=A in CN Lo is
G-abelian.
More precisely, if & is the Lie algebra of Gg, and I := ker ¢, one has

a G(B)-equivariant short exact sequence
0 —6Rp] — G(B) — G(A) —= 0

where G(B) acts by inner automorphisms on itself and G(A), and via
the adjoint representation Ad of G(k) on &, whereas the action on I is

trivial.

Proof. — Define wg, as the O-module of the closed immersion (cf. [19]
I, § 3, 1.3]) given by the unit section Spec O——G.

Let ¢ : B—=A be any infinitesimal extension in CN'Lp. Since G
is formally smooth and since wg, ®p B is the B-modules of the closed
immersion given by the unit section of Gg on B, one has the following

short exact sequence [19] 11, § 4, th. 3.5]:
0 — Homp(wg,,I) — G(B) —= G(A) —= 0

Suppose now ¢ is an abelian extension. Then Homep (wg,, ) = & ® [
for & is the dual k-vector space of wg, ®o k.

Since & and [ are finite-dimensional over k, the topology induced on
ker G(¢) is discrete.

The G(B)-equivariance comes from the definition [19, II, § 4, 4.1] of
the adjoint representation Ad. O]

Let &5 denote the Lie algebra & endowed with the I'-action induced
by 7 and the adjoint representation: ¢.X := Ad(p(0)).X for any o € T,
X € B5. So that the previous proposition simply reads t;(¢) = &5 ®y 1.
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2.2. Lifting properties of G-abelian extensions. — The follow-
ing examples and lemmas show the interest of the notion of G-abelian

extension.

2.2.1. Action of HY(T, t;()) on deformations. — Let C (T, -) denote the
usual complex of continuous inhomogeneous cocycles of I' with values in

discrete I'-modules and let H' (T, -) be the continuous cohomology of T

Lemma 2.3. — Let o : B—=A be a G-abelian extension in CN Lo.

(i) Let D € CHT',t5(¢)) be any continuous inhomogeneous 1-cocycle
and let p € Hom(I', G(B)) be such that [p] € Def4(B).
One then has, for any X € t5(p) and g € é(B)

exp(D — 0X).(ad(g) o p) = ad(exp(X).g) o (exp(D).p)

where 0X is the coboundary of X.
(ii) HY(T, t5(p)) acts on Def4(B) and the orbits under this action are
the non-empty fibers of Def5(y).

Proof. — (i) Using and the fact that t;(¢) lies in the center of
G(B), one has, for any o € I';

(exp(D — 0X).(ad(g) 0 p))(o)
= exp(D(0) —0.X + X).g.p(0).97"
= exp(X).g.exp(D(0)). exp(—0.X).p(0).g7"
xp(X).g. exp(D(a)).p(0). exp(=X).g~
= (ad(exp(X).g) o (exp(D).p))(0)

I
@

(ii) The previous calculation shows that (D, p)——exp(D).p induces

a group-action of H'(T', t;(¢)) on Def,(B).
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Since p oexp(D) = 1, the fibers of Def;(¢) are stable under this
action.

To show that the fibers are homogeneous under this action, take

h € G(A) and [p], [¢] € Def;(A) be such that

©(p') = ad(h) o ¢(p)

By formal smoothness h lifts into g € CA}(B) Define the continuous
1-cochain D € CY(T', t;(p)) by exp(D).p' = ad(g) o p. Multiplicativ-
ity of p and p’ implies that D is an inhomogeneous 1-cocycle. Hence
D] € HY(I', t5(¢)) and [D].[¢'] = [p], so the action is transitive on
each non-empty fiber of Def5(y).

[

2.2.2. Cases of free action. — The next lemma describes some cases
where the action of H' (T, t;(¢)) is free.
Let Zg be the center subfunctor of G and let 3 be the Lie algebra of

(Zg ).

Lemma 2.4. — (i) Suppose Zg is a smooth closed O-group
subscheme of G.
The following assumptions are equivalent:
(Centr) : H/(T', 6,) = 3,
(Centr’) : for any A in CNLo and p € Hom(T', G(A)) such
that [p] € Def;(A), any g € G(A) which commutes with p
belongs to Zg(A),
(i) Let A in CN Lo such that the reduction map wa is a G-abelian

extension.
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Then Def5(ma) is either empty or a principal homogeneous space
under H'(T', t5(74)).
Under the assumptions of (i), for any G-abelian extension ¢ in
CN Lo, each non-empty fiber of Def;(p) is a principal homogeneous
space under HY(T, t5(¢)).

Proof. — (i) First suppose (Centr) is satisfied. Since

Za(4) = limZa(4/m})

one can suppose A is artinian. We proceed by induction. If A = k,
the assertion (Centr’) is plain. Suppose the assertion (Centr’) is
true for A/m’: g mod m’; € Zg(A/m’). By formal smoothness of
Zg, there exists h € Zg(A/m}™!) and X € &, ®; m%/m’;"" such
that g = exp(X).h mod m’;*'. Necessarily exp(X) commutes with
p, so lemma implies X = 0, that is X € H(I',&5). Then
(Centr) gives X € 3, and we get what we wanted: ¢ mod m’;™" lies
in Zg(A/m%).

Conversely, take A = k[e] and p = s(p) where s is the canonical
section of myyy. For any X € HO(I',&), one has 9X = 0. So,
according to lemmal[2.3] exp(X ®e¢) commutes with p. Then (Centr’)
implies exp(X ® €) € Zg(k[e]). Thus X € 3.

According to lemmal[2.3)(ii), we only have to show the action is free.
If [D].[p] = [p] then there exists

~

exp(X) € exp(tz(ma)) = G(A)

such that exp(D).p = ad(exp(X)) o p. By lemma (i), it gives
exp(D).p = exp(—0X).p. Whence D = —0X and [D] = 0.
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(iii) Again we have to show the action is free. Suppose [D].[p] = [p].
That is, there exists g € G(B) such that exp(D).p = ad(g) o p.
Pushing the equality in A, one obtains ¢(g) commutes with (p)
and using (Centr’), ¢(g) € ZE,(A) By formal smoothness we can
find X € t;(p) and h € ZZ;(B) with g = exp(X).h. Then again
ad(g) o p =exp(—0X).pand D = —0X.

[

2.2.3. Obstruction map. — We now describe the obstruction to lift a
given deformation class in an abelian extension. More precisely, an ex-
tension ¢ : B—>A being given, we say Def;(A)——=Q is an obstruc-
tion map (2 being a group) when it vanishes exactly on the classes in
Def;(A) which admit a lifting to B. The basic result is that any quotient
map of profinite groups admits a continuous set theoretic splitting [46],

prop. 1.1].

Proposition 2.5. — For any G-abelian extension ¢ : B—s=A in

CN Lo, define the map

Def;(A)
[o] [C(a)]

where o : '——=G(B) is any continuous map satisfying ¢(a) = p, and

[C(a)], defined by

a(or) = exp(Cyr()).a(o).a(T)

doesn’t depend on the choice of a.

This is an obstruction map, i.e. Obs(p) vanishes exactly on the image

of Def(¢).
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Proof. — ¢(a) = p is multiplicative so C, () is actually in t;(¢) and
an easy computation shows it is a 2-cocycle. Let o/ : T'——=G(B) be
a continuous map and g € G(A) satisfying ¢(a/) = ad(g) o ¢(a). By
formal smoothness, g lifts into h € G(B) and there exists a 1-cochain
D € CHI',t;(p)) such that exp(D).o/ = ad(g) o . A straightforward
computation leads to C'(o) = C(a) + 9dD. So

Obs(p)([o]) = [C(a)] € HA(T, t5())

is well defined and does not depend on the choice of a.

Suppose that [p] lifts into [p']. We have just proved that

Obs(¢)([p]) = [C(p)]

But p’ being a representation, C'(p’) = 0 so that Obs(¢)([p]) = 0.
Assume now Obs(p)([p]) = 0. It means that there exists a 1-cochain
D € CH(T, t;(p)) which satisfies C(«) = dD. Then p lifts into a contin-

uous representation p’ = exp(D).«. O

2.3. Representability and Krull dimension. —

2.3.1. — From the previous lifting properties of G-abelian extensions
and the criterion given in proposition we deduce the following repre-
sentability theorem. This is a generalization of a result of Tilouine [49]

to the case of smooth affine O-group scheme of finite type.

Theorem 2.6. — Let G be a smooth affine O-group scheme of finite
type, T a profinite group, and p : I'—=G(k) a continuous homomor-
phism.

Under the assumption
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(Fratt) : For any open subgroup U C T', Hom(U,F,) is finite,
Def; admits a hull and tpeg, ~ H'(T, &;).

Moreover, if the center Zg of G is a smooth closed O-group subscheme
and if p satisfies the equivalent conditions (Centr) or (Centr’), then Def

1s representable by a ring R* which is such that
dimg,R* ®o k > h' —h®>  where ' := dim, H(T, &5)
Proof. — We only have to use propositions and with
Tpet, = H'(T,®,) and Obspet, = H*(T, &)

— (Cont) is satisfied according to lemma [2.1]

— (Tgl) follows from lemma

— (Tg2) follows from lemma (ii) with A = kle].

— Let U be the kernel of p. The inflation-restriction exact sequence

for the open subgroup U, which acts trivially on &g, is

Inf Res

0—— Hl(F/U7 Qjﬁ) - Hl(r7 Qjﬁ) - Hl(U, ®ﬁ)

where the left term is finite since I'/U and & are both finite. More-

over the right term is
H' (U, ;) = Hom(U, &,) = Hom(U, F,) ®r, 65

Thus condition (Fratt) insures the right term is finite, and so is the
middle term. Whence (Tg3).

— (Obs) follows from lemma [2.5]

— Under the equivalent conditions (Centr) and (Centr’), (Tg4) follows

from lemma [2.4] (iii).
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2.3.2. Case of a global Galois representation. — Let F' be a number field
and S a finite set of places in F. If Fg is a maximal unramified outside S
extension of F', then the condition (Fratt) is fulfilled by its Galois group
I'=Tg over F.

In fact, let U C I's be an open subgroup and (Fs)Y be the correspond-
ing fixed number field. Then Hom(U,F,) is finite if and only if there is
only a finite number of extensions of (Fg)V of degree p unramidied out-
side S. As in [46], 1T, lem. 6], this last assertion follows from Hermite’s
theorem on the finiteness of the number of number fields with bounded
discriminant.

Suppose moreover that S contains the set S, of archimedian places of
F and also the set .S, of places of I dividing p. Then the global Euler-
Poincaré characteristic computed by the Poitou-Tate exact sequence (cf.

[34] T, th. 5.1]) gives

W' — b =10+ [F:Q]dimy &, — Y h(T,, &)
VESs
where I, is a decomposition subgroup of T at v.

Note that under (Centr), h° = dimy, 3.

2.4. Deformations for a split torus. — Let W be a finite group
viewed as a constant O-group scheme [19, 11, § 1, 1.5, e)]. Let T be
a O-split torus with left W-action and p : I'—=T(k) x W a residual
representation into the semi-direct product T x W.

In this subsection, we compute explicitely the universal deformation
ring of such a residual representation. For this purpose, we apply previous

results to the O-group scheme T x W.
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Lemma 2.7. — For any algebra A in CN Lo, the reduction map

TA

A—=Fk

15 a split T x W -abelian extension.

Moreover, there is a functorial isomorphism:
Def;(A) ~ HY(I', X.(T) @z (1 4 ma))

Proof. — For any algebra A in CN Lo, the Teichmiiller lifting [11], IX,
§ 2, prop. 7] splits the reduction map A*—=k*, where A* is the group
of invertible elements in A. This splitting is functorial since it is deter-
mined by its image which is the p*°-divisible part of A*.

Since T is a O-split torus, one has T(A) ~ X, (T)®z A*, where X, (T)
is the cocharacter group of T on which W naturally acts on the left
(whereas the action on A* is trivial). So one gets the following splitted

short exact sequence
1 — X,(T)®z (1 +my) — T(A) x W —= T(E) x W — 1

Thus the reduction map 74 is a T x W-abelian extension. The functorial
splitting gives a canonical base point in each of the sets Def;(A). And
according to lemma , (ii) each of them is a principal homogeneous
space under HY(I', T(A)). O

Let Wy be the kernel of the action of W on T, and I'y the inverse image
7 (T(k) x Wp). Denote by I%~*" the abelianized pro-p-completion of
[y.

Proposition 2.8. — Suppose p is prime to the index (I' : Ty) and

Hom(I'o,F,) is finite, then the deformation functor Def; is representable
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and the universal ring is the following completed group algebra:
O[[X*(T) @zyry T
Proof. — For any A € CNLp, by lemma 2.7, one has the functorial
isomorphisms:
Def;(A) ~ HY([', X.(T) ®z (1 + my4))
with I' (or rather I'/T'y) acting, through p, on X, (T).
The group 1+ m’; is an abelian pro-p-group for

I+my= (h_m(l +my)/(1+m7%) and

n>1
vn > 1, (1+m})/(1+mih) ~ mfy /mi

And since (I" : T'y) is prime to p, one has
Def;(A) = Homp (T, X.(T) ®z (1 +ma))

where T acts on the left by conjugation on Iy and T ~*",
Using the perfect duality between characters and cocharacters of T,
one gets
Hom (X*(T) @z T, 1+ m,)
where T" naturally acts (through ) on the right on X*(T).
Now, by universal property of the completed group algebra

O[[X*(T) @zyr) T§~*"]]
we get what we wanted:

Def;(A) = Hom,_y1, (OfX*(T) @zp T )], 4)

o-alg.
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3. Nearly-ordinary deformations

Now, we are dealing with representations which satisfy some local con-
ditions called near-ordinarity.

We first show a representability theorem for the functor of deforma-
tions of such representations. Our method consists in adapting the coho-
mology groups, tangent space and obstruction maps of the unconditional
case to the near-ordinarity assumptions.

Then we work in the context of global Galois representations with
values in the Langlands dual of a reductive group G. The near-ordinarity
assumptions are associated to a family P of parabolic subgroups of G.
The computation for tori we made in subsection enables to endow
the universal ring of P-nearly-ordinary defornations with a structure of
algebra over an Iwasawa algebra in several variables. This algebra, called
the Hida-Iwasawa algebra in [49], is explicitely computed via class field

theory.

3.1. P-near-ordinarity. —

3.1.1. Local conditions on representations. — We keep the previous no-
tations.

We also fix a family (I',——=T"),es of continuous homomorphisms of
profinite groups indexed by a set S, and a family (P,),cs of smooth
closed O-subgroup schemes of G. For any v € S, let f’v =Gn P,.

Even if the map I'n)——1I" is not injective, for any continuous map
a: I'—=G(A), A€ CNLp, apr, denotes the composition of these two
maps and «(T',) the image of this composition.

We consider the following condition on a:
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(P-ord) : for cach v € S, there exists g, € G(A) such that
(ad(gy) 0 @)(I'y) C Py(A)

From now on, we suppose that the residual representation p satisfies
(P-ord). Let B, 5 be the Lie algebra of (P,); endowed with the I',-action
induced by pjr, and the adjoint representation: ¢.X := Ad(p(c)).X for
any o € I'y,, X € By 5.

We denote by Defg C Def; the subfunctor defined by

Def? (A) = {p € Hom(I', G(A)) / (P-ord) and ma(p) = 7} /G(A)
3.1.2. Continuity. —
Lemma 8.1. — For any algebra A in CN Lo, one has:

P . P n
Def;(A) = lim Def?7 (A/m’)

n

thus Defg satisfies (Cont).

Proof. — By lemma [2.1] it suffices to show any p € Hom(I', G(A)) sat-
isfies (P-ord) as long as for all n > 1, p mod m’} satisfies (P-ord).
Let v € S. The sets

{9, € G(A/m}) / (ad(g,) o (p mod m}))(T,) C Py(A/m})}

form an inverse system of finite non-empty sets, so, according to [12], I1I,
§ 7, ex. I of th. 1], its inverse limit isn’t empty. And any g, in this inverse

limit satisfies (P-ord) for p. O

We are going to show under reasonable hypothesis, that the functor

Defg is also representable.
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3.1.3. Local conditions on cocycles. — For this purpose, consider the

following cohomology groups.

Let Cp(T', &5) C C'(I', B5) be the subcomplex defined by

Cp(l, &5) = ﬂ ker ( C(T,6;) — C(Ty, 5/Pus) )

veS

where C'(T,,, -) is the following quotient complex of C'(Ty, -):

0 it <0
Ci(Ty, ) = CYDy,-)/0CO(Ty, ) ifi=1
Ci(T, ) iti>2

As usually, to this complex are associated cohomology groups
As one can easy observe, we have:

H%(F7 6?) - H0<F7 ®ﬁ>

Hb(T,6;) = (ker ( H'(D,®;) — H'(T,,8,5/%5) ) (2)

veS

3.1.4. Regularity assumption. — We need the following assumption on
p to show the representability of the deformation functor with local con-

ditions:
(Reg) : for any v € S, H(T,, 8,/PB,5) = 0,
From now on, we suppose that assumption (Reg) holds.

Lemma 3.2. — Let A be an algebra in CN' Lo and p € Hom(T', G(A))
such that wa(p) = P.
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(i) For any g € G(A) such that
p(l'y) C P,(A) and (ad(g) o p)(I'y) C P,(A)

one has g € f’U(A).
(ii) Let ¢ : B—=A be any abelian extension with kernel I and let also
a : '——=G(B) be any continuous map satifiying p(a) = p and

(P-ord).
For any D € CH(T', 8,) ®4 I, the map exp(D).« satisfies (P-ord)
if and only if D belongs to Cp(T', &) Q4 1.

Proof. — (i) Take A, p and ¢ as in (i).
For any n > 0, let Q(4/m?) := G(A/m%)/P,(A/m%) endowed
with the action of I', induced by p:

o.(h mod P,) :=ad(p(s)).h mod P,

for any 0 € T, and h € G(A/m"). The assumption on g asserts
that

(9 mod P,(4)) € HT,, Q(A)) = limH(T,, Q(A/m}))

Let also Q = &5/P,; endowed with the action Ad o p of T',.
Then, for all n > 1:

1 — Qepmy/mi — QA/M) — Q(A/mY}) — 1

is a [',-equivariant short exact sequence.

According to (Reg), taking I',-invariants gives an injective map

HO(T,, Q(A/my™)) — HO(T',, Q(A/m}))
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But Q(k) = {1}, so that by induction on n, H*(T,, Q(A/m")) = 0.
And passing to the inverse limit: H(T,, Q(A)) = 0. Thus g €
P,(A).

Take v € S. By (P-ord) for a, there exists g, € G(B) such that

(ad(gy) 0 @)(I'y) C Py(B)

Suppose exp(D).« satisfies (P-ord): there exists ¢/ in a(B) such
that
(ad(g,) © exp(D).a)(I'y) C Py(B)

When composing with ¢, one obtains
(ad(p(gv)) © p)(I'w) C Py(A)

(ad(p(g,-9)) 0 p)(T'y) C Py(A)

Applying (i) to ad((g)) © p, one gets (gu-(g}) 1) € Py (A).

By formal smoothness of P, there exists p, € f’v(B) and X, in
&5 @y, I such that exp(X,).9,.9 = pyv.g,. Using this equality and
lemma [2.3] (i), we get the following relation:

(ad(g,) o exp(D).cr) = ad(p, ") o (exp(D — 0X,).(ad(gv) © a))

so that (D — 9X,)(T',) C P @k [ and D € Cp(T, &5) @, L.
Conversely suppose D € Cp(I', &5)®yI: there exists X, € B,®;1
such that (D — 0X,)(I'y) C Pys @y 1.
Again lemma [2.3] (i) gives the relation
ad(exp(X,).gv) o (exp(D).a) = exp(D — 0X,).(ad(gy) © @)

Whence the condition (P-ord) for exp(D).a.
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3.1.5. — After this technical lemma, we establish the same kind of re-

sults as in the unconditional case.

Lemma 3.3. — For any abelian extension ¢ : B—s=A with kernel I,
Hp(T, &5) @ I acts on Def};(B) and the orbits under this action are the
non-empty fibers of Defg(ap).

Proof. — To adapt the proof of lemma to our situation, two things
have to be checked.

The first is that for any continuous 1-cocycle D € Cp(T', &5) ®y I,
if a continuous representation p : I'——=G(B) satisfies (P-ord) then
exp(D).p satisfies also (P-ord). This is a consequence of lemma [3.2](ii).
Whence the stability of Deff (B) under Hp(T', &;) @y, I.

The homogeneity of the action follows from the fact, established in
lemma [3.2|(ii), that if p and exp(D).p satisfy (P-ord), where D lies in
CY(T, ;) @ I, then D € CH(T', &5) @4 1. O

Lemma 3.4. — (i) for any abelian extension w4 : A—s=k of k in
CNLo, Defg(ﬂA) 1s either empty or a principal homogeneous space
under the group Hp(T', &5) @5 ma,

(ii) Suppose that Zg is a smooth O-group subscheme of G and that the
equivalent conditions (Centr) or (Centr’) hold.

Then for any abelian extension ¢ in CN Lo with kernel I, each

non-empty fiber of Defg(ap) is a principal homogeneous space under

Proof. — According to lemma|3.3] we only have to show the action is free
in those two cases. It follows directly from lemma [2.4] since our action

here is a subaction of the unconditional case. O



36

3.1.6. The obstruction map. — In order to define an obstruction map,
we need the following lemma (for which we refer to [49, p. 52]) which
ensures the existence of a continuous set theoretic splitting adapted to

the local conditions.

Lemma 3.5. — For any surjective morphism ¢ : B—=A in CN Lo,
there exists a continuous set theoretic splitting s : G(A)——=G(B) of

G(p) such that for any v € S, s(P,(A)) C P,(B).

Proposition 3.6. — For any abelian extension ¢ : B—=A in CN Lo
with kernel I, define the map

Obsp (v)
Def} (A) — HA (T, ;) @ 1

[p] ——— [C(a)]

where o : '——=G(B) is any continuous map satisfying (P-ord) and
lifting p (|C(«)] depends only on [p]).
This is an obstruction map, i.e. it vanishes exactly on the image of

DefF (¢).

Proof. — To adapt the proof of lemma 2.5 to our situation, we first have
to verify C'(a) € Cp(I', &,) ®j I. Since « satisfies (P-ord), for any v € S,
take g, € G(B) as in (P-ord). Then, by definition of C/(), one has

(Ad(gy) o C(a))(T'y x I'y) C P @i 1

But g, € G(B) acts trivially on &, 50 Cla) € C3(T,6,) @ 1.

We now show [C'(«)] depends only on [p]. Let o : I'—=G(B) and
g € G(A) satisfying (P-ord) and ¢(c/) = ad(g)op(«). By formal smooth-
ness, g lifts into b € G(B). So there is D € CY(T,®;) @ I such that
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exp(D).a’ = ad(h) o a. By lemma [3.2](ii) one has D € Ch(I', &;) & I.
An easy computation leads to C'(a’) = C(a) + 0D. So the obstruction
map Obsp () is well defined.

Assume now Obsp(p)([p]) = 0. It means there exists a 1-cochain
D € Cp(T', &5) ®; I which satisfies C(«) = dD. Then p lifts into the
continuous representation p' := exp(D).a. By lemma [3.2](ii), p satisfies
(P-ord).

Conversely, if p lifts into a continuous representation p’ satisfying
(P-ord), then by lemma , the 1-cochain D € CY(T', ) ®j I defined
by p' = exp(D).a is such that C(a) = dD. Again lemma [3.2](ii) implies
D e CHT',&;) @ I. So [C(a)] =0 in HX(T', &5) @, 1. O

Theorem 3.7. — Let S be a set.

Let G be a smooth affine O-group scheme of finite type and (P, ),es
be a family of smooth closed O-subgroup schemes of G.

Let also T be a profinite group along with a family (T'y,),es of closed
subgroups, and let p : T'——=G(k) be a continuous homomorphism for
which assumptions (P-ord) and (Reg) hold.

If the condition (Fratt) holds for I', then Def; admits a hull and
Ipefp = Hp (T, &p).

Moreover, if the center Zg of G is a smooth closed O-group subscheme
and if p satisfies the equivalent conditions (Centr) or (Centr’), then Defg

is representable by a ring Ry which is such that
dimg,u Rp ®o k > hi; - h2p where hip := dimy, HiP(F, &5)

Proof. — Similarly to the unconditional case, we just have to use propo-

sitions and [1.3| with Tphee = Hp (T, &5) and Obspee = Hp (T, &5).
P 12
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— (Cont) follows from lemma [3.1]

— (Tgl) follows from lemma

— (Tg2) follows from lemma (i) applied to A = k[e].

— (Tg3) follows from the same statement in the unconditional case
since Hp (T, &5) € HY(T, &,).

— (Obs) follows from lemma [3.6]

— Under the equivalent conditions (Centr) and (Centr’), (Tg4) follows

from lemma [3.4] (ii).
[

3.2. Nearly-ordinary Galois representations with values in L-

groups. —

3.2.1. The Langlands dual. — Let us recall the definition of Langlands
dual. References are [48], [5] 1] and [30].

Let F be a number field, F be an algebraic closure of F and also
I := Gal(F/F). Let G be a connected reductive group over F.

Isomorphism classes of F-forms of G are classified by H'(T, Aut G).
Explicitly, to any class [a] € H'(T, Aut G#), one associates the subgroup
of T-invariants of ,G, the latter being G with I'-action twisted by a.

Fix T a maximal subtorus of G and B a Borel subgroup of G#
containing T. A based root datum ¥, = (X*(T), A, X,.(T),AY) can be
attached to such a triple (G, B, T).

Being defined over F', G(F) is endowed with an action of T'. Let

HG

F Aut \Po

o —— ad(g,) o o
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where g, € G(F') such that ad(g,) o o preserves (B, T).

The choice of a splitting of G gives a split exact sequence of T-groups:

1 — Gad(F) — > Aut Gf gi Aut \Ifo — 1
sG
where sg is a section of g, where Aut ¥, is endowed with the trivial

action of I'. This gives a short exact sequence of pointed sets:
| — HY(T,G*(F)) — HY(T, Aut G5) ~— Hom(T, Aut ¥p) — 1

If ,G is the F-form of G associated to [a] € H'(T, Aut G#), one has
p,c(o) = ra.([a])(o)opua (o) (a based root datum of ,G being identified
with Wy). By definition, ,G is an inner form of G if and only if [a] lies
in HY(T, G*(F)), i.e. u,g = pg.

In each class of inner forms, there is exactly one quasi-split group. If
G splits over F'| quasi-split F-forms of G correspond to classes sg, (1),
where € Hom(T', Aut W), so that quasi-split forms of G are classified
by Hom(T, Aut Uy).

Let us now define in the general case the Langlands dual over O of
G. According to Demazure [18] 3.6.4], there exists, up to isomorphism,

a unique triple (*G°,B°, L'T°) such that

— LG® is a smooth affine O-group scheme, with connected reductive
fibres,

— LB° is a Borel O-subgroup,

— and “T° is a O-split maximal subtorus

— with corresponding based root datum ¥y := (X.(T), AV, X*(T), A).
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A splitting of 'G®° gives a section scgo : Aut Uy——=Aut*G°. By

definition, Aut Uy ~ Aut ¥y, so we get an action of I on 'G®:

SLgo
f i Aut \IIQ ~ Aut \Ifg C—G> Aut LGO

Let E be a finite Galois subextension of F/F over which G splits. Then
the action of I on “G® factorizes through the Galois group W of E/F.
Let also Iy be the Galois group of F/E.

The form of the L-group of G we use is then the semi-direct product

LG :=LG° xW.

3.2.2. Nearly-ordinary deformations. — Fix a finite set S of places of F

containing

— the set S, of archimedian places of F,
— the set S, of places of F' dividing p,
— the places of F' that ramifies in F.

Let Fg be the maximal S-ramified extension of F, contained in F'. Let I'g
(resp. I'sp := Gal(Fs/E)) be the Galois group of Fg/F (resp. Fs/E).

For each v € S,, let F,, denote the completion of F' at v and choose
an F-embedding F——TF, of F in an algebraic closure F, of F,. Let
E, C Fs, be the v-adic closures of £ C Fg in F,.

Thus we get some decomposition subgroups I', C T (resp. I'yo C To) of
F (resp. E) at v. Let W, :=T",/T", o be the Galois group of E,/F,. The
image I'g, of the canonical morphism I',“——T—=I'g is isomorphic to

the Galois group of Fg,/F.
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Unfortunately, in general Fs, # F,, that is the morphism I',——=Ig
may be not injective. Kuz'min [32] has shown that if F' contains the
p-th roots of unity, the order of the kernel of the latter morphism is prime
to p except for at most one place v € 5.

For any v € §,, fix a Levi decomposition M, x U, A P, of a
parabolic F,-subgroup of G and T, a maximal torus of M,, defined over
F, (according to [20L XIX, th. 1.1] such a torus always exists). Let
®, C X*(T,) be the root system of M, with respect to T,. There
exists a unique pair (“P2,“M?) where LP¢ is a parabolic O-subgroup
of “G® with Levi O-subgroup “M¢ such that “T? is a maximal torus of
LM with respect to which the root system of “M?¢ is the coroot system
oY C X, (T,) = X*(FT?) of ®, C X*(T,) (cf [5, 3.4]). The subgroup
Lpe c LG® is W,-stable since P, is a parabolic F,-subgroup. Then let
Lp, = LP; x W,.

We now apply the study of deformations with local conditions to this
situation. Note that the notations G, I', S and P, are replaced by G,
Ls, Sp, IP,.

For A in CNLp, a map a : I's——=LG(A) which satisfies (P-ord) is
called P-nearly-ordinary.

In this setting, theorem [3.7) reads
Theorem 8.8. — Let p: I's—=LG(k) be a P-nearly-ordinary resid-

ual representation satisfying (Reg).

The deformation functor Defg admits a hull.

(U] thank T. Nguyen Quang Do for pointing out to me this reference.
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Moreover, if the center of G is smooth over O and equivalent condi-
tions (Centr) or (Centr’) hold, then Defg is representable by an algebra
RY in CN Lo such that

dimg,Rp ®o k > hp — hp where  hip = dimy Hp(['s, &)

Proof. — 1t suffices to verify the conditions of theorem hold. By
definition, LG is a smooth affine O-group scheme of finite type. Like any
parabolic subgroup, “P¢ and LP,, are smooth closed O-subgroups of LG.

In we already remarked that condition (Fratt) is fulfilled when
I'=T%. O

Note that the center of “G is always representable. Indeed, according
to [20] XI, cor. 6.11], the centralizer Z; of “G®° in LG is representable by
a closed O-subscheme. Moreover, [19, II, § 1, th. 3.6] shows the center
of G, which is the W-invariant subfunctor of Z;, is also representable
by a closed O-subscheme.

Remark also that, if p is outside a finite number of prime, the center
is smooth over O. In fact, by [20, XXII, 4.1.8], the center of “G®,
that is Z; N “G®, is the diagonalisable O-group with character group
X*(FT°)/AY ~ X, (T)/AY. Thus Z*G N *G° is the diagonalisable O-
group with character group the coinvariant group (X.(T)/AY)w. So that

if the torsion part of the latter is prime to p, Z*G is smooth over O.

3.2.3. Poitou-Tate exact sequence. — Let RG be the radical of G.

Proposition 3.9. — Under the hypothesis of theorem[3.8 and

(Reg’) : for any v € S,, H*(T,,By5) = 0 and Hy(Ls, &) is the
kernel of the canonical map H*(T's, &;)— 11, H2(T,, &5)
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one has

hp — hp =1kp RG + Y [F, : Q). dim By — > BTy, 6;)

vES) VESso

where hO(T',,, &5) = dim;, H(T',, &5).
Proof. — For any I'g-module (resp. I',-module) M, we put
M' := Hom(M, p,)

where /1, is the subgroup of p-th root of unity in Fg (resp. F,).
Consider Poitou-Tate exact sequence (cf. [34] I, th. 4.10]):

BO 0
0 — H'(Ts,8,) —— [[¢H(T,, &,) — H*(T's, &)Y

1 1

8
H! (I's, ®ﬁl)v < HS H! (Lo, 65) ~— H (I's, @5)

%
ﬁ2 2
H2(FSa®*) - HSHQ(Fva® ) L> HO(F5>®WI)V —0

where, when v is archimedian, H'(T',,-) are the modified cohomology

groups.

IfveS\S,, let P,; = &
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Now let us show that we have the following exact subsequence for

nearly-ordinary cohomology:

0 — Hp(T's, &) —— [[H'(Tw, Pop) — H* (s, &)

|

H'(Ig,&5)Y <— [[gH' (T, Bop) ~— Hp(Ls, &5)

|

H%(FSW 65) - HS HQ(Fvv%v,ﬁ) - HO<FSa®ﬁ/>v —0

In fact, by Hp(I's,®;) = H(T's,Po5) and the regularity assumption
(Reg), the first line has not changed.
Formula (2)) shows that Hp (I's, ®5) contains the image of ' and is sent,
through 5, in Ty T (T, Bup) (by (Reg), T(Ty, Bup) C HA(T,, )
Exactness as far as H'(I'g, ;) follows from the exactness of the gen-
uine sequence and exactness at [[¢H'(I',, B, ;) comes from formula (2)
again.
Assumption (Reg’) shows that H(I's, &) contains the image of 6%
According to [34] I, cor. 4.16], the map

H*(T's, &5) — HUES\Sp H(T, &5)

is surjective, so v*([[¢ H*(I'y, PBy5)) = H(I's, ®5)¥. This finishes the
proof of the exactness of our subsequence.

Comparing Euler characteristics of the previous exact sequences, one

has

X(T's,85) = xp(l's, &5) = > ,e5, (X(I'o, 85) — x (T, Bup))
= X(Fva Qjﬁ/spv,ﬁ)
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Using formulae of local and global Euler characteristics ([34], I, th. 2.8
and th. 5.1)):

X(Lo, &5/Bop) = —[Fy 1 Q. dimyg &5/, 5

X(Ts,8;) = —[F : Q. dim; &, + Y~ 1°(T,, &)

VESso

and HS(I's, 85) = H°(I's,Bo5) = 3 (by (Centr)), one gets

hp —hp = dim3 =37 g [Fy 0 Q). dimy &5/, 5
+[F Q. dimy &5 — > g h(T,, &5)
= dimp 3+ 30 g [Fo: Q- dimy Bop — 3 s h(T0, p)
We now prove that dimy 3 = rkr RG. One has

3=k @, H'(W,X.(R"G"))

where R*G® is the radical of “G°. But by duality, the cocharacter group
of this radical is the caractere group of G, so that 3 = k ®z X(G) and

3.2.4. Hida-Iwasawa algebra. — From now on, we assume [E : F| is
prime to p.

For any reductive O-group scheme M, one define (¢f. [20, XXII,
th. 6.2.1]) the coradical CM of M as the diagonalisable O-group scheme
with character group X*(CM) = X*(M). One also define the mor-
phism vy : M—=CM by x(vm(m)) = x(m), for any O-algebra A,
m € M(A) and x € X*(M). According to [20, XXII, prop. 6.1.8], the
coradical of a split reductive group scheme is also the quotient of any
maximal torus by the group scheme generated by coroots of M with

respect to this torus.
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Thus the character group of the coradical C'G® of “G® can be iden-
tified with the orthogonal ®+ C X, (T) of the root system ® C X*(T) of
G+ with respect to any maximal torus T defined over F of G. And &+
is exactly the cocharacter group X.(RG) of the radical RG of G.

Similarly, for any v € S, the character group of the coradical CLP?
of the quotient of ZP¢ by its unipotent radical can be identified with the
orthogonal @ C X,(T,) of the root system of G, with respect to any
maximal torus T, of (P,)z. And ®; is the cocharacter group X, (RM,)
of the radical RM, of M,,.

Moreover, since G splits over E, the O-groups C*G° and CEP?, like
® and ®,, carry naturally an action of W and W, respectively.

Consider the following commutative diagram:

LGo ‘V>> CLGo

U o

Vy
Lp; > CLP;

Any nearly-ordinary deformation [p] € Defg (A) of p gives

— a deformation [vop: I'¢——=CLG°(A) x W] of vop,

— and for any v € S, a deformation
v, 0ad(gy) o pr, : To——=CEPS(A) x W, ]

of v, 0P, , where g, € G(A) is as in (P-ord). Due to lemma . (i),

the deformation class doesn’t depend on the choice of g,.

One has the compatibility [v o pir,| = [t 0 1 © pp, -
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Using proposition [2.8] one gets the following commutative diagram of

universal deformation algebras:

RE O[[X*(CLG®) @zirg) T o™ ]]

| |

O[[X*(C'P;) @y, I ™)) =— O[[X*(C*G°) @zyr, T ]

where Fg}fh is the Galois group of the maximal abelian pro-p subexten-
sion of Fs/E and Fﬁz)ab is the Galois group of the maximal abelian pro-p
subextension of F,/E,.

Let I7,*” € IV ™ be the inertia subgroup of this extension. This is also
the wild inertia subgroup of the maximal abelian subextension of E/ E,.
Thus the local norm residue symbol [37, II1.2] yields an isomorphism

l+mp, — [ﬁgab where mg, is the maximal ideal of the ring of
integers of F,. Indeed, 1 + mg, is the pro-p-part of the ring of integers.

Let Igfoab C Fg_oab be the compositum of the inertia subgroups at
v € S, of the maximal abelian pro-p subextension of Fg/E. Compati-
bility between local and global norm residue symbol [37], IV.6-7] yields
an isomorphism (1 +mg,) /(’)_Ep — Ig;]ab where Op is the ring of

integers of F, mg, is the radical of the semi-local completion O ®z Z,

and ng is the maximal pro-p subgroup of the closure Oy, of the image
of the group of global units of £ in O ®z Z,,.
The Hida-Iwasawa algebra is the completed O-algebra O[[H]| of the

Z,-module H defined as the following amalgamated sum:

Hi= (@5, X (C'PY) @2y 1) @D X(CHG?) @ 15"

* —ab
ves, X*(CEG) @y, 17 0"



48

The previous commutative diagram shows that R} is an algebra over the

Hida-Iwasawa algebra O[[H]].

3.2.5. Dimension of the Hida-Iwasawa algebra. — We now compute the
dimension of this algebra. The (absolute) parabolic rank park P of a
parabolic group P is the cardinal of the set of maximal proper parabolic
subgroup containing it. Let 1 (F") (resp. ro(F')) denote the number of
real (resp. complex) places of F'. Let also I;(F') be the set of real places
of F.

Let RM,(OF,) C RM,(F,) be the maximal compact subgroup. Let
also RG(Or) C RG(F) be the intersection of RG(F') and the maximal
compact subgroup of RG(Ap). The closure of RG(Op) in the semi-

local group [[,cs RG(OF,) will be denoted RG(OF).

vES)

For any profinite abelian group H, H, denotes the pro-p part of H.

RM(Or,),/RG(Or),.

The relative Krull dimension of the Hida-ITwasawa algebra is

Proposition 3.10. — One has H =[]

vES)

tkz, H = > cp ) (AmMRG —1kg RGR,) + 12(F). dimRG
+1kr RG + 3 g [Fo 0 Qp).park P, + 0rg,ryp

where

ora,rp = tkzRG(OF)—1kz, RG(OF),
> ven ) ke RGE, + 75(F). dimRG

—tkr RG —1kz, RG(OF),
Note that if RG is a torus Rg/pGp, obtained by restriction of scalars
then dra,rp is the defect g, of the Leopoldt conjecture for the number
field E at p. The Leopoldt conjecture was proved by A. Brumer [14] for

abelian extensions E/Q.
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Proof. — Due to the previous isomorphisms, one has:
X*(CHP) @y, 105" = Xu(RM,) @zqr,) 1+ mp,
= HY[,,X.(RM,) ®z 1+ mg,)

the last equality between I',-invariants and co-invariants comes from the
fact that the order of W, C W is prime to p. However the group
HY(T,,X.(RM,) ®z 1 + mp,) is exactly the maximal pro-p compact
subgroup RM,,(OF,), of H*(T',, X.(RM,) ®z E,) = RM,(F,). So

X*(CLPZ) Xz[r,] ]5,Bab = RMU(OF,v)p
Similarly, one has X*(C'G®) @z, ]f}zab =RG(Op,),. And also

X*(CFG?) @z 15, = H(I's, X.(RG) ®z (1+mp,)/O05,)
= HY%T's,RG(Of ®z Zp)p/RG(OE)p)
= [les, RG(OF.)p/RG(OF),

All this shows

H = [Is, RMy(Or)p @114, RG(0r,), 15, RG(OF0)n/RG(OF),
= HSP RMv(OF,v)p/RG(OF)p

The dimension of the torus RM,, that is the rank of X,(RM,) = &
is the sum of the dimension of the radical RG of G and the parabolic
rank of P,. So the Z,-rank of H is

tkz, H = [F : Q. dimRG — 1k;, RG(F), + > [F, : Q)] park P,

vESH

According to [38], cor. 1 du th. 4.14], one has

I‘kZ RG(OF) = l"kR RF/QRG - I‘k@ RF/QRG
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Since the character group of Rp/gRG is the induced module, from F' to
Q, of the character group of RG, one gets rkg Rp/gRG = 1k RG. One
also has (Rp/gRG)r = Rrgyr/r(RGrggyr). Since RG splits over C (for

any complex embedding of F'), one obtains

rkp RpygRG = ) rkz RGp, + r2(F). dimRG

vel (F)

Now the proposition follows from [F': Q] = ri(F) + 2.r5(F') and the

definition of dra Fp- O

3.2.6. Case of a unitary similitude group in three variables. — Suppose
now that p # 2, F' is a totally real number field and E is a CM extension
of F'. Let o be the non trivial element of W = {1,0}. We often denote
by A the conjugate by o of an element or a matrix A with coefficients in
E.

Let a € Hom(T, GL(3) X Gyn,) be the morphism which factors through

W and sends o to

0 0 1
(A, p) —= (oA g™ ) where ¢=1 0 —1 0
1 0 0

The quasi-split unitary similitude group in three variables G = GU
associated with E/F' is the (quasi-split) F-form of GL(3) X Gy,, coming
from the I-action twisted by a. Then GU(E) ~ GL(3, E) x E* and,

via this identification,
GU(F) ~ {(A,n) € GL(3,E) x F* | A.¢."A = p.¢}

Of course the similitude factor p is determined by A.
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The subgroup of diagonal matrices is (the set of F-points of ) a maximal

torus T in GU which is isomorphic to (Rg/rGm,)? through the map

a 0 O
(a,b) —— 0b 0 where = b.b
0 0 p/a

The radical of GU is the diagonal subgoup
RG ~ RE/FGm, C (1%]_[7;/1:(1‘(110’)2

This is a torus of dimension dimRG = 2, F-rank rkp RG = 1. Since
E/F is a CM extension, for any real place v € I1(F),

I'kR RGFU = I'kR R(C/RGm, =1

Moreover the subgroup of upper triangular matrices is a Borel sub-
group B defined over F. Its (absolute) parabolic rank is two, like any
Borel subgroup of GL(3) x G,

Since the tori T and RG are respectively of split rank two and one over
F, the semi-simple F-rank of GU is one. So that B is also a maximal
proper F-parapolic subgroup of GU. For any v € S, we take P, = B.

According to the previous proposition, we have
I'kzp H = 1 + 3[F . Q] + 6E,p

Since GL(n) is its own dual group, one has “GU°® = GL(3) x Gy,
Moreover the L-group of GU is 'GU := (GL(3) X Gy,,) X W with o
acting on GL(3) x G, by a(o).

As B, the dual group “B° has to be a Borel subgroup of GL(3) X Gy,..

So its dimension is seven.
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Now we have to compute h°(T',, &) for any place v € I;(F). Suppose
that the image p(c) of the complex conjugation ¢ € I', does not belong
to “GU°®. Since p(c)? = 1, one has p(c) = (A, u).c where

AeGL(3,k) and pe{l,—1} Ck* satisfy HA.¢)=pA¢

The action of p(c) on the Lie algebra &; = &I(3) x &m of the dual
group of GU is given by

(X,a) — (a— A.0.'X.¢.A7} )

Using the previous relation between A and u, the equation which deter-

mines H’(T',, ®,) can de formulated as follows:
Y +uY  where Y = (X - %.13).A.¢

and I3 € GL(3,k) is the unit matrix. Thus h°(I,,&;) = 7 if p = —1
and (T, B5) =4 if p = 1.
Finally, under the hypothesis of proposition [3.9, we have

hp —hp =1+ 7[F:Q - Y H(T, &)

vel (F)

So that, if the Leopoldt conjecture, for E at p, holds, there is equality
hi:. - h% = I'kzp H

if and only if for any v € I,(F), p(c) = (A, 1).0c with A € GL(3, k).
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4. Cohomologie des variétés de Shimura

Dans cette section, nous comparons la cohomologie d'une variété de
Shimura Sh d’un groupe réductif connexe G sur Q, en niveau fint K, a la
cohomologie du groupe K. Nous parlons de niveau fini pour signifier que
K est un sous-groupe ouvert compact du groupe des points adéliques finis
G(Ag,s). Le résultat de comparaison que nous démontrons (cf. prop.
met en jeu la cohomologie du groupe K muni de la topologie discrete.

Dans la suite, ’application principale de ce résultat sera la suite spec-
trale de changement de niveau du théoreme [6.2]

Ce résultat est 'analogue adélique de la comparaison (rappelée dans
la proposition en appendice) de la cohomologie d'un groupe I' avec
celle d'un espace K(I', 1).

Nous envisageons ici les variétés de Shimura uniquement d’un point de
vue topologique. En fait, la donnée de Shimura ne nous sert pas par la
suite et ¢’est seulement en tant qu’adélisation de I'espace symétrique, que
nous avons recours a la variété Sh. Le point de vue adélique permet de
définir I’action des opérateurs de Hecke en une place p sans avoir recours
au théoreme d’approximation forte, comme c’était le cas dans [25] 1.10]
et [27, 4].

Remarquons néanmoins que l'axiome (SV2) entraine qu’un groupe
G possédant une donnée de Shimura satisfait a 'hypothese de Harish-
Chandra rappelée dans 'introduction, ce qui sera crucial au paragraphe

pour appliquer un résultat de Saper.
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L’axiome (SV4) nous assure que les fibrés Shy (L) construits au para-
graphe sont localement triviaux. Néanmoins cette condition restric-
tive peut étre levée si Shi est construit comme une induction a partir

d’une composante connexe comme dans [26].

4.1. Variétés de Shimura. — Nous rappelons la notion de variété de

Shimura formalisée et développée par Deligne dans [17].

4.1.1. Axziomes. — Rappelons les axiomes imposés a une paire (G, X)
pour définir une variété de Shimura : G est un groupe réductif connexe
sur Q, et X est une classe de G(R)-conjugaison de morphismes de groupes

algébriques réels h: REGy, —Gg vérifiant :

(SV1) : pour tout h € X, la structure de Hodge définie par h sur
l'algebre de Lie gr de Gg est de type {(—1,1),(0,0),(1,—1)};

(SV2) : pour tout h € X, 'automorphisme intérieur ad(h(7)) est une

involution de Cartan du groupe adjoint G ;

(SV3) : le groupe adjoint G n’a pas de facteur défini sur Q dont

les points réels forment un groupe compact.

A partir du paragraphe , nous imposerons aussi la condition sui-

vante :

(SV4) : le centre Zg C G est tel que Zg(Q) C Zg(Aq,f) est discret

pour la topologie induite.

4.1.2. Domaine hermitien symétriqgue. — Nous fixons XT C X une
composante connexe et notons G*(IR)* la composante neutre de G*(R).

Selon [17, 1.1.12], Xt est une classe de G*(R)"-conjugaison. Grace aux
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axiomes (SV1) et (SV2), Papplication qui & h € X associe le centralisa-
teur de h(i) dans G*(R) identifie X+ & 'espace des sous-groupes com-
pacts maximaux de G*(R) (cf. [17) prop. 1.2.7]) et X peut étre muni
d’une structure de domaine hermitien symétrique (cf. [17), cor. 1.1.17]).
Si H est un sous-groupe de G(R), on note H, l'image réciproque,
dans G(R), de la composante neutre G*(R)* C G*4(R). Alors on a
X =indgg) X+,
4.1.8. Variété de Shimura de niveau fini. — Si K C G(Aq,s) est un

sous-groupe ouvert compact, la variété de Shimura de G de niveau K est

Sh = G(Q\X x G(Ags)/K = G(Q):\X" x G(Agf)/K

ou les actions sont définies par v.(x, g).k = (v.x,v.9.k), quels que soient
7€G(Q),re X, ge G(Agy), ke K.

En vertu de 'axiome (SV3), le revétement simplement connexe G du
groupe dérivé de G vérifie le théoreme d’approximation forte et, selon
[17, 2.1.3], 'ensemble des composantes connexes G(Q)\G(Ag )/ K de
Shg est un groupe abélien fini.

Plus précisément, si, pour tout sous-groupe H C G(Ag f), nous notons
Iy = G(Q); N H, alors la composante connexe correspondant a la
double classe G(Q)4.9.K, (g € G(Ag,f)), s’identifie au quotient I\ X .

L’identification et la compatibilité entre deux éléments de la méme double
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classe sont donnés par le diagramme commutatif
Do\ X

®g,y.9.k | 2 ShK

oupour g € G(Agys), 7€ GQ)y, ke Ketz e Xt ona
ig(To.2) = G(Q)4.(2,9). K et agygrk(Tog.) =T gupev

4.2. Compactification de Borel-Serre. — Nous décrivons ici I’élar-

gissement YJF, du domaine symétrique X, défini par Borel et Serre [7].

4.2.1. Sous-groupes paraboliques. — Soient P 1’ensemble des Q-sous-
groupes paraboliques de G.

Pour tout P € P, on note s(P) I’ensemble des Q-sous-groupes para-
boliques propres maximaux contenant P. On a alors P = Np/cyp)P’.
Réciproquement, si S est un ensemble de QQ-sous-groupes paraboliques
propres maximaux dont 'intersection est un sous-groupe parabolique P
alors S = s(P). Le (Q-) rang parabolique de P est le cardinal de s(P).
Soit PB; C P le sous-ensemble des Q-sous-groupes paraboliques de rang
parabolique 1.

Le groupe G(Q) agit (& gauche pour fixer les idées) par conjugaison

sur chacun de ces ensembles.

Lemma 4.1. — Les classes de conjugaison de Q-sous-groupes parabo-

liques sous G(Q) et sous G(Q)4 coincident.
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Démonstration. — Soit P € . Selon [8, th. 14.4], les (points réels des)
tores R-déployés maximaux de Gg rencontrent toutes les composantes
connexes de G(R). A fortiori, P(R) rencontre aussi toutes les compo-
santes connexes de G(R). D’apres le théoreme d’approximation réelle,
P(Q) possede encore cette propriété. Or G(R), contient la composante
neutre de G(R), d’out G(R) = G(R);.P(Q) et G(Q) = G(Q)+.P(Q).

O

Pour P € P, on note [P] sa classe de conjugaison sous G(Q) et on

note aussi s([P]) := {[P] / P’ € s(P)}.

4.2.2. Elargissement du domaine symétrique. — Pour chaque P € B
de radical unipotent U, soient RgP le radical Q-déployé de P/U et Ap
la composante neutre du groupe (RgP/RgG)(R). Si P’ € P contient
P alors l'injection naturelle RgP'“——RgP induit une injection ap/ p :
Ap/~——=Ap. Ce qui permet l'identification
Ap = ] A
P’es(P)

Si P’ € Py est un Q-sous-groupe parabolique propre maximal, on
forme 1'union disjointe Aps := Aps [[{0}, munie de I'action de Ap: qui
laisse fixe 0 et prolonge celle sur lui-méme par translation. En général,
pour un Q-sous-groupe parabolique P € B, on pose Ap := HP/ES(P) Ap/,

muni de 'action diagonale. Alors on a la décomposition

=11 I 4= II ©

P/OP \ Pcs(P)\s(P’) Pes(P)
Borel et Serre définissent une action géodésique [T, §3.2], notée ici

a droite, de Ap sur XT. Le coin associé & P est le produit contracté
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X+(P) := X+ x4 Ap. La variété X est (topologiquement) la limite

inductive h_rn)X *(P) ayant pour applications de transition les immersions

Pep
ouvertes idx+ * aps p ot P C P’. Du point de vue ensembliste, en notant

e(P) := X*/Ap, la décomposition précédente de Ap, donne
xt@®)=[[e®) X" =T]Je®)
P/OP P'eP
et 'adhérence e(P) de e(P) dans X est (P) = [Ipicpe(P).

Ainsi XT = XT(G) = e(Q) s’identifie & un ouvert dense de X'
D’apres [7, 8.3], les fermés e(P) (P € ) sont des variétés a bords
contractiles. Le sous-espace e(P) C X" a pour codimension le rang pa-
rabolique de P. De plus le recouvrement du bord ox " =x" \ X par

les fermés e(P) (P € PB1) a pour nerf 'immeuble de Tits [51, 5.3] de G.

4.2.3. Prolongement de l’action. — Soient P € P et v € G(Q). Puisque
Ap est central dans P /U, I'isomorphisme de conjugaison g——"g induit
un isomorphisme Ap—— A-p (encore noté 7) qui ne dépend que de P
et P (pas de ). De plus, laction géodésique est telle que pour tout
re€ Xt etae Ap, on ay.(zr.a) = (v.2).(%).

Par conséquent, Uaction de G(Q) sur X se prolonge a X" en permu-

tant les coins, ainsi que les bords :

(/
X+t — XT(P) De(P) <<— X+

X+t~ XT('P) De("P) ~<— X+
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avec yp(x *t) = (v.2) * () pour x € X+, t € Ap.

4.2.4. Compactification. — Soit K C G(Ag,s) un sous-groupe ouvert

compact. La variété
Shi = G(Q)\X " x G(Ag)/K

a pour composantes connexes les quotients F’QK\XJr (g € G(Ag,f)), iden-
tifiés de la méme facon qu’en , en remplacant Xt par X"

Borel et Serre ont montré |7, th. 9.3] que I'action de I'j, sur X' est
propre et que le quotient F;K\7+ est compact. Ainsi, la variété a bord

Shy est une compactification de Shy, dont le bord est
8S_hK = S_hK \ ShK = G(Q)+\87+ X G(AQf)/K

4.2.5. Décomposition du bord. — Soit P € B. Puisque deux sous-grou-
pes paraboliques conjugués distincts ne peuvent contenir un méme sous-
groupe parabolique et P est son propre normalisateur dans G, on a

U e®) = J] e(®) = indg g e(P) = indpg)* e(P)

P/c[P] P/c[P]

ou la derniere égalité vient du lemme

Par conséquent,

OpSix = GQ\ (Upe e(P)) x Glag,)/K

— P(Q):\e(P) x G(Ag)/K

et I'espace des composantes connexes de cette variété est

P(Q):\G(Aqf)/K

Si, pour tout sous-groupe H C G(Ag,), on note Iy (P) := P(Q);NH,

alors la composante connexe correspondant & la double classe P(Q),.g.K,
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(9 € G(Aq,r)), s'identifie au quotient I'y,-(P)\e(P) avec les compatibi-

lités données par le diagramme commutatif

Lo (P)\e(P)
ip,g
QP g,v.9.k 1§ a[P}S_hK
iP,mg.k
e (P)\€(P)

oupour g € G(Ags), y€P(Q)y, ke Ket xce(P), ona

ioo(T(P)) = P(Q)o.(2.g) K ct
ap gr.gk(Log (P).7) = F;,g_kK(P).’y.x

Les fermés Op)Sh, [P] € G(Q)\P; forment un recouvrement locale-
ment fini du bord OSh.

Lemma 4.2. — Soit S C G(Q)\B; un ensemble de classes de conju-
gaison sous G(Q) de Q-sous-groupes paraboliques propres mazimaux de
G.

On a

Par définition de s (cf. , s71(S) est 'ensemble des classes de
conjugaison de Q-sous-groupes paraboliques P tels que ’ensemble des
Q-sous-groupes paraboliques propres maximaux le contenant forme un

systeme de représentants de S.
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Démonstration. — On a
N U e®)= U () ePe)
[P]eS P/e[P] (Prppres€llpiesP] [PI€S

Or l'intersection de droite n’est pas vide seulement si P’ = NpjcsPp)

est un Q-sous-groupe parabolique, auquel cas elle vaut e(P’). De plus,

un Q-sous groupe parabolique P’ est I'intersection d’une famille
(Pe))pres € [ P
[Ples

si et seulement si s([P’]) = S car un sous-groupe parabolique ne peut
étre contenu dans deux sous-groupes paraboliques conjugués distincts.
Pour cette derniere raison encore, on a finalement I'union disjointe dans

la décomposition :
N Ue®)= 11 U e®)
[PleS P’€[P] [P/les—1(S) P'e[P]

Ce qui, apres passage au quotient par G(Q), et K, donne la formule

voulue. O

4.3. Cohomologie de niveau fini. —

4.3.1. Sous-groupes assez petit et espaces K(I',1). — Nous dirons qu'un

sous-groupe H de G(Ag,s) est assez petit s'il vérifie la condition

(TF) : HNZg(Q) = 1 et les groupes (I'yy)gec(ag,) n'ont pas de

torsion.

Nous renvoyons a "appendice pour la notion d’espace K(T', 1).
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Lemma 4.3. — Sous Uhypothese (SV/), U'ensemble T des sous-groupes
ouwverts compacts K C G(Aq,r) assez petits au sens de (TF) forme un
systéme fondamental de voisinages de l'unité dans G(Agf).

Pour un tel sous-groupe K, chaque composante connexe Ty \X T de la

variété de Shimura Shg de niveau K est un espace K(Iyy, 1).

Démonstration. — Puisque G(Ag,f) est un groupe localement profini,
ses sous-groupes ouverts compacts forment un systeme fondamental de
voisinage de l'unité (c¢f. [10, III, p. 36, cor. 1]). La condition (SV4)
équivaut ainsi a ’existence d’un sous-groupe ouvert compact rencontrant
Zc(Q) en I'unité seulement.

Donc 7 forme bien un systeme fondamental de voisinages de I'unité.

L’identification de X avec I'espace des sous-groupes compacts maxi-
maux de G*(R)* montre (cf. [10, III, p. 30, cor.]) que G*(R)" agit
proprement sur X . Soient K € 7 et g € G(Agys). Le sous-groupe
I C G(Q); s’identifie & son image dans G*(R)*, qui est un sous-
groupe arithmétique (cf. [4l, 8.11]), donc, muni de la topologie induite
de G*(R)™, il est discret . Etant discret et sans torsion, selon [10] III,
p. 32, prop. 8], il agit proprement et librement sur X*. Puisque X est
contractile, nous en concluons (cf. appendice que T\ X est un
espace K(I'y, 1). O

4.3.2. Systémes locauz. — Soit K € T. A tout Z[K]-module L, nous

associons le fibré
Shi (L) := G(Q\X x G(Agy) x" L = G(Q):\XT x G(Ag,s) x* L

sur Sh, ou les actions sont définies par 7.(x, g*l) = (y.z, (7.9) *1), quels
que soient v € G(Q), z € X, g € G(Aq,s) et | € L. Nous munissons L



64

de la topologie discrete et le fibré Shx (L) de la topologie quotient de la
topologie produit.

Si nous faisons agir les groupes Iy sur L par (v,l)——=~9.0, quels
que solent v € 'y, | € L et g € G(Agy), alors le fibré induit sur la
composante connexe '\ X1 est [\ X T x L. L’image réciproque de ce
dernier sur X est le fibré trivial X x L car, K étant assez petit au sens
de (TF), I agit librement sur X ™.

Les compatibilités sont données par le diagramme commutatif suivant :

I \X* x L

®g,y.9.k | 2 ShK<L)

I\ X % L
oupour g € G(Agys),7€GQ)y, ke K,z e XTetleL,

ig(Dog-(2,]) = GQ)y.(x,g*1).K et
Vgrgk Lo (2,1) = T yupe (v, k711)

Le systeme local associé au Z[K]-module L est le faisceau (que nous
noterons aussi L), sur l'espace topologique Shg, des germes de sections
continues du fibré Shy(L).

Par comparaison de la cohomologie d'un groupe I' avec celle d'un es-
pace K(I', 1) (prop. , la cohomologie d'un systeme local sur Shy se

décompose sous la forme :

H (Shg, L) = 11 H (T, L)
G(Q)+\G(Ag,f)/K
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Proposition 4.4. — Soit L un faisceau sur OShy.

1l existe une suite spectrale
B = [ipecoyp.,, B (OpShi, L) — H*+(9Shy, L)

Démonstration. — La suite spectrale de Leray [21], II, th. 5.2.4] associée
au recouvrement fermé fini (8[p]S_hK)[p]eg(Q)\qgl du bord dShy est telle

que

Ei” = [[sce@\ri Hj(ﬂ[PleSa[P]%K’L) I HHj(aﬁK’L)

#S=i+1
Le lemme 4.2 permet de décomposer
W (NpjesdpShx, L) =[] H/(9pSha, L)
[Ples—1(9)
D’ou
EY= [] H(9pShk, L)
[PlEG(Q)\Bi+1
O

4.3.3. Opérateurs de Hecke. — Nous renvoyons a ’appendice (B pour
les notations et définition des paires, opérateurs et anneaux de Hecke
abstraits. Nous convenons de faire agir les groupes et monoides a gauche,
et les anneaux de Hecke a droite. Si bien que, dans ce qui suit, partant
d’une action (& gauche) de D~! D K, nous obtenons une action (& droite)
de H(K, D) (sur les K-invariants par exemple).

Soient K € 7 et D C G(Agy) un sous-monoide contenant K. Si
¢ € D, posons (K = KN *K et K := KN K°.

Le commensurateur d'un sous-groupe ouvert compact de G(Aq,s) étant
égal a G(Aq,f), nous pouvons définir I'anneau de Hecke associé H(K, D).

Il agit naturellement sur la cohomologie de la variété de Shimura Shy.
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Plus précisément, si L est un Z[D~!]-module, 'opérateur K.£.K est défini
a partir de la correspondance algébrique

exgt
Sh(L) Sh (L)

/ G(Q).(2,g+)—G(Q).(2.9.646 1) \

Shy (L) Shg (L)

Sh,x Shy,
G(Q).(2,9) K G(Q) (2.9.6) K

Shy Shy
dans laquelle les carrés des deux cotés sont cartésiens. Ainsi le diagramme

H(Shye, L)~ H(Sh,, L)

o =

KEK
H'(Shg, L) H'(Shg, L)

ol (¢p)* et (pe)s sont respectivement I'image inverse par ¢p et la trace de

Pe, est commutatif.

4.8.4. Comparaison avec la cohomologie des groupes. — Afin de donner
'analogue adélique du résultat de comparaison[A.T] nous munissons, pour
tout Z[D~'-module L, le module induit ind®®e) [, de deux actions qui
commutent (nous identifions ce module induit & l'espace des fonctions
sur G(Ag ) a valeurs dans L) :
— T'action de G(Q), obtenue par restriction de I’action canonique de
G(Ag,;) sur le module induit : (7.5)(g) := s(y7*.g9) quels que soient
v € G(Q),, s €ind L et g € G(Ag);
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— et celle de D! définie par (£71.5)(g) = & 1.s(g.€71), pour tout
e D,semd®“e) et tout g € G(Agf).
En prenant les invariants sous chacune de ces actions nous obtenons :

— d’une part, l'espace
f(L) = f(G(Q)+\G<AQ’f)’ L) — HO(G(Q)Jr,inG(A@’f)L)

des fonctions sur G(Q);+\G(Ag ) a valeurs dans L. C’est un sous-
D '-module de ind$®es) [ si bien que les groupes de cohomologie
H (K, F(L)) sont des H(K, D)-modules;

— et de I'autre, le module induit indg(AQ’f) = HY(K,ind$®e) L), Cest
un sous-G(Q),-module de ind®®e) L muni naturellement d’une

action de I'anneau de Hecke H(K, D) :

SIKERK = > (La) s

K{.O&GKﬁ\K
pour tout £ € D et tout s € indﬁ(AQ’f)L. Cette action commute avec
celle de G(Q), si bien que les groupes de cohomologie
: . G(A
H (G(Q),,indS"e L)
sont aussi munis d’'une action de H(K, D).

Proposition 4.5. — Soient K C G(Ag,r) un sous-groupe ouvert com-
pact assez petit au sens de (TF), D C G(Ag,r) un sous-monoide conte-
nant K et L un Z[D~']-module (a gauche).

Nous avons les isomorphismes canoniques de H(K, D)-modules (a droi-

te) suivants :

H (K, F(L)) ~ H (Shg, L) B H'<G<@>+’indg(AQ,f)L)
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Démonstration. — Tout d’abord, en degré 0, selon les compatibilités
détaillées en [4.3.2] le groupe des sections globales du systeme local as-
socié & L s’identifie au groupe des fonctions s € F(L) telles que pour

tout g € G(Aq,s) et tout k € K,

$(G(Q)4.9) € L' et 5(G(QL).9.k) = k1.5(G(Q),.g)

Mais la premiere relation est une conséquence de la seconde car, pour

tout v € I'

77.5(G(Q4).9) = s(G(Q)+.9.(y 1)) = s(G(Q)+.7".9) = 5(G(Q)+.9)

Ainsi HO(K, F(L)) = H%(Shg, L) = HY(G(Q),, ind 22/ L),
En degré quelconque, les isomorphismes s’obtiennent par décalage car
— F(-) est un foncteur exact de la catégorie des D~'-modules dans
elle-méme et transforme les D~!-modules injectifs en D~!-modules
injectifs. L’exactitude est immédiate et la conservation des injectifs

vient de

Homp (-, F(L)) = Homp(- ®z Z(G(Q+\G(Ag, ) L)

- indg(%’f ) est un foncteur exact de la catégorie des D~!-modules
dans celle des (G(Q),, H(K, D))-bimodules, et transforme les D~'-
modules injectifs en G(Q),-modules injectifs. Pour la conservation

des injectifs, on utilise
Home(g), (indig"*/'L) = Homg (- ®z(c(0),) ZIG(Ag.s)], L)

et le fait que Z[G(Ag,f)] est un Z[G(Q),]-module libre.
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4.83.5. Changement de niveau. — Nous donnons ’analogue du lemme de

Shapiro et de la suite spectrale de Hochschild-Serre :

Corollary 4.6. — Soient K C G(Ag ) un sous-groupe ouvert compact
assez petit au sens de (TF), K' C K un sous-groupe ouvert et L un
Z[K'|-module.

Les morphismes canoniques :
H' (Shy, ind¥, L) — H'(Shg, L)
sont des isomorphismes.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition

précédente puisque indg(A@’f 'indX, L = indlcj/(AQ,f) I 0

Corollary 4.7. — Soient K C G(Ag,f) un sous-groupe ouvert compact
assez petit au sens de (TF), D C G(Ag,s) un sous-monoide contenant
K et L un Z|D™'-module (a gauche).

Pour tout sous-groupe K'<{(K, D) distingué, au sens de l’appendice@

dans la paire (K, D), nous avons une suite spectrale :
EY = H{(K/K' ,H/(Shg/, L)) == H*/(Shy, L)
Hecke-équivariante (i.e. H(K, D)-équivariante).

Démonstration. — Ici encore une conséquence immédiate de la propo-
sition précédente, et de la suite spectrale de Hochschild-Serre Hecke-

équivariante de la proposition en appendice. O
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4.8.6. Torsion par un caractére. — Soient K C G(A un sous-groupe
Q?f g

ouvert compact, D C G(Ag,f) un sous-monoide contenant K et
X
D — A~

un morphisme de monoides, trivial sur K, a valeurs dans le groupe des
éléments inversibles d’'un anneau commutatif A.
Pour tout A[D~!]-module & gauche M et tout H4(K, D)-module &
droite N, nous notons
— M(x) le A[D7!]-module & gauche obtenu & partir de M en tordant
laction de D! : &1 m = x(£)71.&7 .m pour tout m € M et tout
§e€D;
— N(x) le H4(K, D)-module a droite obtenu a partir de N en tordant
I'action de H(K, D) : n|, K.£.K = x(§)'.n|K.£.K pour tout n € N
et tout £ € D;

Lemma 4.8. — Soient K C G(Ag,r) un sous-groupe ouvert compact
assez petit au sens de (TF), D C G(Ag,f) un sous-monoide contenant
K, A un anneau commutatif et L un A[D™]-module (d gauche).

Pour tout morphisme de monoides D——A* trivial sur K, nous avons

un isomorphisme canonique de Ha(K, D)-modules (a droite) :
H(Shic, L(x)) —= H (Shi, L) (x)

Démonstration. — En temps que A-modules, les deux modules a compa-
rer sont égaux puisque y est trivial sur K. Il reste a montrer que 'action
des opérateurs de Hecke est la méme sur ces modules. Cela résulte de

F(L(x)) = F(L)(x) puis du calcul sur les cochaines. O
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4.3.7. Réseauxr. — Le lemme suivant sera par exemple appliqué a la

partie quasi-ordinaire eq,.H (Shg, -) de la cohomologie

Lemma 4.9. — Soient O un anneau commutatif intégre de corps des
fractions I, K C G(Ag) un sous-groupe ouvert compact assez petit
au sens de (TF), D C G(Ag,f) un sous-monoide contenant K et L un
O[K]-module.

Si H' est un foncteur cohomologique qui commute auzx limites induc-
tives, alors, pour tout © € N, nous avons la suite exacte courte de O-
modules :

0 — HY(L)®o K/O — H(L ®0 K/O) — H"(L)ey — 0

Si, de plus, HTY(L) est de type fini sur O alors

~ H(Shg, LRo K/O) est fini si et seulement si H(Shy, L&oK) =0;

~ HY(L ®0 K/O) est divisible sur O si et seulement st HTY(L) n’a pas
de torsion sur O ;

-~ HY(L ®0 K/O) = 0 si et seulement si H(L ®o K) = 0 et H!(L)

n’a pas de torsion sur O.
Démonstration. — La suite exacte courte
0— L —L®K — Lo K/O—0
donne les suites exactes courtes (i > 0) :
0 — coker; — H(L ®p K/O) — keray1 — 0
avec Hi(L) — H(L ®0 K) = H(L) ®0 K

L’égalité dans la ligne précédente vient de I'hypothese de commutation

aux limites inductives. On a ainsi coker a; = H(L) ®p K/O.
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Toujours par commutation aux limites inductives, H'(L ®p K/O) est
de torsion, tandis que H™ (L) ®p K est sans torsion, si bien que ker o; =
H(L)tor-

D’ou la suite exacte courte voulue. La seconde partie du lemme s’en

déduit immédiatement. O
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5. Anneaux de Hecke locaux

Cette section porte sur la structure de certaines algébres de Hecke
locales. Plus précisément, si G est un groupe réductif sur un corps com-
plet F, pour une valuation discrete a corps résiduel fini, nous utili-
sons la théorie de Bruhat-Tits pour montrer qu'un certain sous-anneau
de I'anneau de Hecke du groupe G(F,) en niveau fini de type I'o(p")
(pour un F,-sous-groupe parabolique P) est un anneau de polynomes
Z[Ty,--- ,T,]. Le nombre de variables r est égal au F,-rang parabolique
de P. En niveau de type I';(p"), il faut ajouter les opérateurs diamants.

Les opérateurs correspondant aux variables 11, . .., T, serviront a définir
la partie P-quasi-ordinaire de la cohomologie au paragraphe |6.3.2] Tan-
dis que les opérateurs diamants apparaitront dans la suite spectrale liant
la cohomologie de niveau de type I'y a celle de type I'y (cf. th. .
Ils permettront aussi de construire l'algebre de Hida-Iwasawa au para-
graphe [7.4.4]

Au dernier paragraphe, nous donnons les relations entre opérateurs de
Hecke (cf. lemme qui montrent que la cohomologie P-quasi-ordinaire
de niveau de type To(p™) est indépendante du niveau n (lemme [6.5)).

L’utilisation de ces algebres de Hecke, dans le cas G = GL(n), est due
a Hida (voir par exemple [28]). Buecker (¢f. [15] et [16]) d'une part, et
Tilouine et Urban (¢f. [50]) de I'autre, ont traité le cas G = GSp,.

5.1. Théorie de Bruhat-Tits. — Dans cette sous-section, nous rap-
pelons brievement ce dont nous avons besoin de la théorie de Bruhat-Tits

développée dans [13].
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Ici, G est un groupe réductif connexe sur un corps F,, complet pour

une valuation discrete w, a corps résiduel fini.

5.1.1. Un appartement. — On fixe S un tore F-déployé maximal de G
dont on note Z (resp. N) le centralisateur (resp. normalisateur) dans G.
Soit & C X*(S) le systeme de racines (relatives a F,,) de G par rapport
a S, W := N/Z = N(F,)/Z(F,) le groupe de Weyl correspondant et
V* C R®zX*(S) le sous-espace-vectoriel réel engendré par ®. Soit Ry, G
le radical F,-déployé (i.e. le plus grand tore F,-déployé central) de G.
La dualité (de groupes abéliens libres) entre caracteres et cocaracteres

de S induit une dualité (d’espaces vectoriels réels) entre V* et
V =R ®z (X(S)/Xi(Rr,G))

Lorsqu’on parlera d’orthogonalité, ce sera pour cette derniere dualité.
Ces dualités sont notées (-, -).

Pour toute racine a € ®, on note H, := ker(a,-) C V I'ensemble des
points fixes de la réflexion s, € W de V associée a a.

L’ appartement A associé a S est un espace affine sous V', muni d’une

action de N(F,,) par automorphismes affines :

— le sous-groupe Z(F,,) agit par translation sur A. Plus précisément,
l'action de t € Z(F,) sur A est la translation par le vecteur image
v(t) de —ord(t) dans V' ou

Z(F,) 2% R @y X.(S)

est le morphisme de groupes déterminé par

{as, ord(t)) = w(a(t)) (3)
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pour tout t € Z(F,,) et tout a € X}, (Z).

— L’action de N(F,,) sur A, encore notée v, est une extension de celle
du groupe de Weyl W sur V' par celle de Z(F,,)) par translation sur
A. Autrement dit, on a un morphisme de suites exactes courtes de

groupes :

| — > Z(F,) — N(F,) W 1
P
| Vv GA(A) ——> GL(V) — 1

dans lequel GA(A) (resp. GL(V)) est le groupe affine (resp. linéaire)
de A (resp. V') et V est identifié au groupe des translations de A.
En fait, 'existence et I'unicité (a translation pres) d’une telle représenta-
tion affine de N(F,,) sur A sont la conséquence de la nullité des groupes
de cohomologie H{(W, V), i =1, 2.
Soit p : G——=G le revétement universel du groupe dérivé de G. Le

sous-groupe
W, = v(N(F,) N p(é(Fw))) C GA(A)

est un groupe de Weyl affine au sens de Bruhat-Tits [13, 1.1.3]. En par-
ticulier W,, muni de la topologie discrete, opére proprement sur A et est
engendré par des réflexions par rapport a des hyperplans affines. Si on
munit V' d’'un produit scalaire invariant par W, ces réflexions sont or-
thogonales pour la structure euclidienne associée sur A. De plus W, est
le produit semi-direct du réseau v(Z(F,) N p(G(F,))) de V par W. Par
conséquent, d’apres [9, VI, §1, n'1, rem. 3], les applications linéaires as-

sociées aux réflexions de W, sont les réflexions s,, a € ®. Un hyperplan,
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ensemble des points fixes d’une réflexion de A appartenant a W,, est ap-
pelé mur de A. Selon ce qui précede, sa direction est I'un des hyperplans
H, CcV,a € ®. Une racine affine de A est un demi-espace affine fermé
limité par un mur. Si un point z de A est donné, les racines affines sont

de la forme
Qo ={v+v/veEV (a,v)+k>0} otae ®, keR (4)

Une telle racine affine o,y est dite associée a a (cette notion ne dépend
évidemment pas du point z € A). Une facette de A est une classe
d’équivalence dans A pour la relation d’appartenance aux mémes racines
affines. Une alcove de A est une composante connexe du complémentaire
dans A de la réunion des murs. Son adhérence est un domaine fonda-
mental pour 'action de W, dans A [9, V, §3, th. 2]. Un point de A est
un point spécial si, pour tout mur de A, il existe un translaté, par un

élément de V NW,, de ce mur contenant ce point.

5.1.2. Limmeuble de Bruhat-Tits. — L’immeuble de Bruhat-Tits Z de
G sur [, est un quotient du produit contracté G(F,) xNU) A par une
relation d’équivalence compatible avec I'action de G(F,,) [13], 1.7.4.2]. De
plus, I'application canonique A——=7 identifie A a une partie de I'im-
meuble dont le stabilisateur est N(F,). Les appartements (resp. murs, fa-
cettes, alcoves, points spéciauz) de Z sont les transformés de A (resp. des
murs, facettes, alcoves, points spéciaux de A) par un élément de G(F,).
Le choix d’un produit scalaire invariant par W sur V' permet [13], 1.2.5.4]
de munir I'immeuble Z d’une distance invariante sous G(F,) laquelle,
restreinte a 'appartement A, est induite par la structure euclidienne

provenant de V.
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5.1.3. Schémas en groupes sur O,. — Soit O, I'anneau de la valuation
w de F,.

La théorie de Bruhat-Tits associe [13] 11.5.1.30], & toute partie bornée
non vide 2 d'un appartement de 'immeuble Z, un schéma en groupes
G affine, lisse sur O, a fibres connexes, de fibre générique G (Ggq
ne dépend pas du choix d'un appartement contenant €2). Le groupe des
points entiers Gq(O,,), appelé fizateur connexe de €2, est un sous-groupe
ouvert compact de G(F,) qui fixe Q. Par définition [13] 11.5.2.6 et 8],
un F,,-sous-groupe parahorique (resp. un F,-sous-groupe d’Iwahori), est
le fixateur connexe d’une facette (resp. une alcove) de Z.

La construction de Gg se fait en deux étapes :

— d’abord dans le cas ot G est quasi-déployé sur F, (cf. [13, I1.2 a4 4]) :
Gq est la composante neutre de ’adhérence schématique de G dans
le groupe linéaire GL(Mg) d’'un réseau Mg d'un F,-espace vectoriel
sur lequel G agit fidelement ;

— puis dans le cas général (cf. [13, I1.5]) : d’apres un théoreme de
Steinberg (cf. [46, I11.2]), G est quasi-déployé sur une extension
galoisienne finie et non ramifiée F,/ de F,, de groupe de Galois
I'V; immeuble Z s’identifie a I’ensemble des points fixes de IV dans
I'immeuble de G sur F, et Gq s’obtient & partir de son analogue

(G, )a, par descente étale de F," & F,.

5.1.4. Adhérences schématiques. — Nous supposons ici que {2 est une
partie bornée non vide de I'appartement A associé au tore F-déployé

maximal S.



78

Selon [13], I1.1.2.6-7], 'adhérence schématique d’un sous-groupe fermé
H de G dans Gg est un sous-O,-schéma en groupes fermé de Gg, et c’est
I'unique sous-O,-schéma fermé plat de Gg de fibre générique H.

On note U, le sous-groupe radiciel de G associé a la racine a € ¢ :
c’est le plus grand sous-groupe fermé connexe de G normalisé par S et
tel que les racines a € ® intervenant dans la représentation adjointe de
S dans l'algebre de Lie de U, sont des multiples entiers positifs de a.

La théorie de Bruhat-Tits munit, grace a un épinglage, le sous-groupe
U,(F,) d’une filtration décroissante et exhaustive (U,), indexée par
I’ensemble des racines affines o associées a a, ordonné par inclusion [13]
1.6.2.6]. De plus, les sous-groupes U, forment un systeme fondamental
de voisinages ouverts compacts de 'unité dans U,(F,). Et, selon [13]
1.6.2.10(iii)], pour toute racine affine v et n € N(F,), on a (U,) = U,, 4,
ou n.« est 'image de la racine affine o par n. En particulier, Z(F,)
normalise U, et permute I’ensemble (indexé par les racines affines «
associées a a) des sous-groupes U,,.

Si ¥ est une partie close de ® (i.e. telle que pour tous a,b € W,
sia+b € ® alors a+b € V) contenue dans un demi-espace ouvert
de R ®7 X*(S), alors (cf. [8, prop. 3.11]), quel que soit 'ordre mis sur
yréd .= lq € U / a/2 ¢ U} I'application schématique produit

[1 U.— G (5)
acyred
est un isomorphisme de schémas sur le sous-groupe fermé Uy engendré
par les U,, a € V.

Les faits suivants sont des conséquences de la construction de Gg :
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(i) 'adhérence schématique de S dans Gg s’identifie au O,-schéma
canonique Spec O,[X*(S)] de fibre générique S (cf. [13], 11.3.8.3 (S°1)
et 4.4.18 (II)] dans le cas F,-quasi-déployé, puis [13] 11.5.1.9] dans
le cas général) ;

(ii) pour toute racine a € @, 'adhérence schématique Uq, de U,
dans Gq est I'unique O,-schéma en groupes affine, lisse de fibre
générique U, tel que Uq,(O,) = U, ol «a est la plus petite racine
affine associée a a contenant Q (cf. [13] 11.3.8.3 (S°1)] dans le cas
F,,-quasi-déployé puis [13] 11.5.2.2] dans le cas général) ;

(iii) lapplication schématique produit

H UQ7a - GQ

G,E\I/réd

prolonge (b)) en un isomorphisme de schémas sur I’adhérence sché-
matique Uy de Uy dans Gq (cf. [13] 11.3.8.3 (S2)] dans le cas
F,-quasi-déployé puis [13] 11.5.2.3] dans le cas général).

(iv) l'adhérence schématique d'un tore T de Z s’identifie, dans la ter-
minologie de [13], 11.4.4], au lissifié du O,-schéma canonique de fibre
générique T. En particulier, le groupe de ses O, -points est le sous-

groupe compact maximal de T(F,).

5.2. Donnée relative a un sous-groupe parabolique. —

5.2.1. Sous-groupes paraboliques et parties bien placées. — Nous fixons

-~ M x U—>P une décomposition de Levi d'un F,,-sous-groupe pa-
rabolique de G et

—  une partie non vide de 'appartement de Z associé a un tore F,-

déployé maximal S contenant le radical F,-déployé Sy de M.
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Dans cette situation, nous dirons que €2 est une partie bien placée par
rapport au couple (P, M).

Le sous-groupe de Levi M est alors le centralisateur du tore F,-déployé
Sum dans G. Onnote M x U"——>P~ la décomposition de Levi du sous-
groupe parabolique opposé a P ayant aussi M pour sous-groupe de Levi.
D’un point de vue combinatoire, la condition sur la partie non vide Q2 C 7
signifie exactement qu’il existe un tore F,-déployé maximal S de G tel
que

— P~ est le sous-groupe parabolique opposé a P dans 'appartement

de 'immeuble de Tits [51, 5.3] de G associé a S;

— ) est une partie de I'appartement de Z associé a S.

5.2.2. Immeuble d’un sous-groupe de Levi. — Ayant choisi un tel tore
F,-déployé S, nous reprenons les notations de [5.1.1} Nous affectons les
notations ®, V| A, v de I'indice M pour désigner les mémes objets relatifs

au groupe réductif M, dont S est encore un tore F-déployé maximal.

Lemma 5.1. — Soit RM le radical de M. Le sous-espace réel Ly :=
R ®z (Xu(Sm)/Xu(Rp,G)) C V est lorthogonal de et on a le dia-

gramme commutatif suivant :

RM(F,) < Z(F,)

|

0 Lym % VM 0

dont la ligne inférieure est une suite exacte courte.
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Démonstration. — Le tore F,-déployé Syt est la composante neutre du
noyau Ngea,, ker a. Ainsi les cocaracteres de Syp sont exactement les co-
caracteres de S orthogonaux aux racines a € Py, et Ly s’identifie a
I’orthogonal de ®p; dans V.

Par définition, Vi1 := R ®z (X.(S)/X.(Sm)) car Syp est le radical F-
déployé de M, d’ou I'exactitude de la ligne inférieure. La commutativité
du triangle est évidente puisque les deux morphismes v et vy se déduisent
de —ord.

Il reste & montrer que pour tout ¢t € RM(F,) et tout a € Py,
(a,v(t)) = 0. On peut se restreindre aux a appartenant a un systeme
de racines simples de ®y;.

D’apres [20, XIV, th. 1.1], le groupe Z contient un tore maximal T
défini sur F,,. Nécessairement, il contient S et ¢’est aussi un tore maximal
de G, contenu dans M. Ainsi S et RM sont des sous-tores de T. Selon
la proposition [8, 6.8], a se prolonge en une racine a, relative & E,, de M
par rapport a T. La nullité de (a,v(t)) = —(a, ord(t)) résulte du lemme
suivant appliqué a a € X*(T). H

Lemma 5.2. — Soit T un tore mazimal du groupe Z.

Pour tout t € RM(F,) et tout a € X*(T) on a (as,ord(t)) = w(a(t)),
ot l’on note encore w le prolongement de la valuation de F,, a une cloture
algébrique.

En particulier, si a appartient a 'ensemble ®pi(T) des racines de M

par rapport a T, on a a(t) =1 et (ag,ord(t)) = 0.

Dans ce lemme, on ne suppose pas que T est défini sur F,.
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Démonstration. — Puisque T est un tore maximal de Z, le morphisme
de restriction X*(Z)——=X*(T) est injectif & conoyau fini. Il existe donc
un multiple N.a (N € N*) de a qui s’étend en un caractere a’ de Z.
Soit F, une extension galoisienne finie de F, sur laquelle @’ est défini.
On note I' son groupe de Galois et d son degré.
En appliquant la caractérisation du morphisme ord au ca-

ractere » i %’ € X%, (Z), on obtient :

((D_ | ord@®))=w || > | )

O’Ef |S O’Ef
Or S est un tore F,-déployé et ais = N.aqjs, donc le membre de gauche
vaut d.N.(as,ord(t)). Quant & celui de droite, il vaut d.N.w(a(t)) car
t € RM(F,) et aiRM = N.armMm.
La derniere assertion vient du fait que les racines de M par rapport a

T sont triviales sur le radical de M. O

La derniere partie de la preuve du lemme redémontre le fait que
le radical d'un groupe réductif agit trivialement sur son immeuble de
Bruhat-Tits.

Selon [13] 1.7.6.3-4], 'appartement Ap; de I'immeuble de M associé a
S s’identifie & A/Ly;, muni de I'action quotient de N(F,) N M(F,). Et
d’apres [13] 11.4.2.15], 'immeuble d’un groupe s’identifie & celui de son

groupe adjoint, donc aussi a celui de son groupe dérivé.

5.2.3. Décomposition de Levi et grosse cellule. — Supposons de plus
maintenant que €) est une partie bornée de I'immeuble Z. Soit Gg, (resp.
Mg,) le schéma affine lisse sur O,,, a fibres connexes et de fibre générique

G (resp. M) associé (cf.|5.1.3) & Q C A (resp. au projeté de 2 sur App).



83

On note Pgq (resp. Py, Ugq, Ug) adhérence schématique de P (resp.
U, U") dans Gg. On note encore RM 'adhérence schématique de RM
dans Gg. Selon [p.1.4(iv), RM(0,) est le sous-groupe compact maximal
de RM(E,).

Proposition 5.3. — (i) L’immersion fermée M——=G se prolonge
en un isomorphisme de O,-schémas en groupes de Mq sur le cen-
tralisateur dans Gq du O-schéma canonique de fibre générique Syy.

Ainsi Mg s’identifie a ’adhérence schématique de M dans Gg.
(ii) Mg normalise Ugq et la décomposition de Levi M x U——=P se

prolonge en un isomorphisme
Mg x Uy — Pq
(11i) Le morphisme produit
U, x Mg x Ug — Gq

est un 1somorphisme sur un voisinage ouvert de la section unité de

Gq.

Démonstration. — D’apres M(l), I’adhérence schématique du tore Syg
dans Ggq est le tore O,-déployé Spec O, [X*(Sm)], son centralisateur,
dans Ggq, est un sous-schéma en groupes fermé, lisse sur O, et a fibres
connexes [20, XIX, 2.2]. De plus, sa fibre générique est le centralisateur
de Sy dans G, c’est-a-dire M. Ces propriétés caractérisent (cf.
I’adhérence schématique de M dans Gq,.

L’identification de Mg avec ’adhérence schématique de M s’obtient
grace a la caractérisation [13, 11.3.8.3] de Mg dans le cas F,-quasi-

déployé, puis par descente étale dans le cas général. D’ou (i).
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Les deux assertions (ii) et (iii) sont la conséquence directe du théoréme

[13] 11.2.2.3] appliqué au tore F,-déployé Spp. ]

5.2.4. Facettes vectorielles et propriété de contraction. — Le lemme sui-
vant énonce les propriétés de contraction que nous utiliserons pour décrire
la structure des algebres de Hecke paraboliques.

Les sous-groupes paraboliques P et P~, de 'appartement de l'im-
meuble de Tits de G associé a S, correspondent respectivement aux

facettes vectorielles Fp et —Fp de V', ou
Fp:={v € Ly / Ya € dy, {(a,v) >0}

et Py est 'ensemble des racines a € ® intervenant dans la représentation
adjointe de S dans 'algebre de Lie de U.

L’'image Ay := v(RM(F,)) est un réseau de Lyg. Soit Af; le monoide
commutatif libre intersection de Ay avec 'adhérence de Fp et RM(F,,)"

son image réciproque par vjrm(r,)- On a donc
RM(E,)" = {t e RM(F,) / Va € &y, —w(a(t)) = (a,v(t)) > 0}
Selon le lemme si ®y(T) est 'ensemble des racines de U par rapport
a un tore maximal T (non nécessairement défini sur F,,) de Z, on a aussi
RM(F,)" = {t € RM(F,) / Va € ®u(T), w(a(t)) <0}  (6)

car selon [8 6.8], toute racine a € (®y)™ se prolonge en une racine

d € dy(T).
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Lemma 5.4. — Pour tout t € RM(F,)", on a les relations

MQ(Ow)t = MQ(Ow) UQ(Ow)t C UQ(Ow) U5<Ow)t 2 USS(OW)

PQ(Ow)t - PQ(Ow) PSS(OW)t ) Pé(ow) (7)

De plus, les sous-groupes Uqg(O,,)" (resp. 'Uq(O,)), t € RM(F,)*, for-
ment un systéme fondamental de voisinages ouverts compacts de ['unité

dans U(F,,) (resp. U (F,)).

Démonstration. — La relation faisant intervenir M est immédiate car
RM est la composante neutre du centre de M.

Pour obtenir celle concernant U, il suffit, d’apres [5.1.4(ii) et (iii) ap-
pliqué & ¥ = &y, de montrer, pour tout a € (®y)*d, l'inclusion (U,)! C
U, ou « est la plus petite racine associée a a, contenant 2. Or, selon
5.1.4, on a (U,)" = Uy, donc il suffit d’avoir a 4+ v(t) C . Ce qui
équivaut, puisque « est de la forme [5.LIJ{)), & (a, v(t)) > 0.

D’apres la décomposition de Levi de la proposition [5.3] ces deux pre-
mieres relations donnent celle pour P.

En remplacant U par U™, on obtient de méme les relations concernant
U et P

Et la derniere assertion résulte de l’assertion analogue pour les sous-

gronpes Uy, C Un(F,) (cf. BT). 0
5.2.5. Sous-groupes bien placés. — Soit K un sous-groupe distingué de

Gq(O,,). Il est bien placé par rapport a (P, M) s’il se décompose sous la

forme

K = (K NUg(0,).(K N Mq(0,)).(K N Uqg(O,)) (8)
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et si pour tout t € RM(F,)*,
(KNUg(0.)" > KNUg(O,) (9)

Il résulte de [43], I.2] que I'ensemble, noté 7y,,, des sous-groupes ouverts,
distingués dans Gq(O,,) et bien placés par rapport a (P, M) forment un

systeme fondamental de voisinages ouverts de I'unité dans G (Q,,).

5.3. Anneaux de Hecke paraboliques commutatifs. — Dans la
suite, nous notons souvent Mq(O,)* l'un des groupes Mq(O,,) ou son
groupe dérivé Mg (O,,), et Po(O,,)* désigne, selon le cas, le sous-groupe

Po(0,) ou

PQ(Ow)/ = MQ(OW)/ X UQ(OW)

5.8.1. Niveau infini. — Nous fixons une section ¢ du morphisme
VIRM(Fu)
RM(F,) —= Am
Par compacité, Mq(O,,) Nkerv = {1} et
Mo (0.) Na(Afy) o(Afy) = {1} (10)
On pose C := Mq(0,)/Mq(O,,)".
Proposition 5.5. — Dans cette situation,

Dy, = 0(A{p) . Pa(O,) C Dy, :=0c(AL) . Pa(O,)

sont des sous-monoides de P(F,).
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De plus nous avons les isomorphismes d’anneaux suivants :

H(Po(0.), Diw) ~—— Z[AY]
H(PA(0.). Do) <" ZIAGC]
H(Pa(O,), Do) <—— ZIAY]
Enfin, Po(O,,) est un sous-groupe distingué, au sens de l’appendice[B,
de la paire Pq(O,,) C Dy,,.

Démonstration. — Les relations @ montrent, d’une part, que
D, C Dy, CP(F,)
sont des sous-monoides, et de 'autre, que pour tous &, € Dy, :
# (Pa(0.,)"\Pa(0,)".£n.Pa(0.)")

= (Pa(0.)" : Pa(0,)" N (Pa(0,)")*")

(PQ(C%)* Pq(0.)")")
Po(0.)" 1 (Pa(0.))") . (Pa(0u))": (Pa(OuL)")*")
PQ( w)* ( ( )*)77) ( ( ) : (PQ(Ow)*)g)

De plus, puisque Pqo(O,,) est un sous-groupe ouvert de P(F,), ces in-

dices (Po(O,)* : (Pa(O.)*)%) (£ € Do) sont finis. D’olt la multipli-

(Po(O
(Po(O

cativité nécessaire pour appliquer le corollaire en appendice : ’an-
neau de Hecke H(Pq(O,)*, Dy,,) est isomorphe a l'algebre du monoide
Po(0,)"\Dow/Pa(O,)".

En utilisant puis , ce dernier est isomorphe a

Do /Pa(O,)" = U(A+M)-MQ(OW>/MQ(OW)*

A si Po(0,)" = Pq(O,)
A x O si Po(0,)* = Po(0,)
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De plus, le sous-anneau H(Pq(O,,)", D1.) C H(Pa(O,)', Dy,,) s’iden-
tifie immédiatement a l’algebre du monoide commutatif libre Ay,

La derniere assertion signifie que les applications

Pq(0.,)\Po(0.) £ Po(0.) (11)
PQ(Ow)\PQ(Ow)f-PQ(Ow)

sont injectives (§ € Dy,), i.e.
V€ € D()’w, PQ(OW)/€PQ(OQ})/ N PQ(OW)§ = PQ(Ow)/f

Ce qui est le cas puisque cette égalité est équivalente a celle projetée
dans M et cette derniere vient du fait que o(Af;).Mq(O,) normalise

Mo(0,). O

5.3.2. Nweau fini. — Nous nous intéressons maintenant au niveau fini,
i.e. aux sous-groupes de niveau de la forme U.Po(O,,) et U.Pq(O,) . Les
premiers sont de type I'g tandis que les seconds sont de type I'y.

Le groupe abélien profini C' s’identifie a la limite projective, indexée

par 7Ty, des groupes finis
Cy = Ma(0.)/ ((UNMa(0.)) Mg(0.)) (U € Ty)

Proposition 5.6. — Soit U € Ty,. Alors U.Dy,, C U.Dy, sont des
sous-monoides de G(F,).

De plus, on a les isomorphismes d’anneaux suivants :

H(UPG(O,),U.Dy,,) ZIAL]
H(U.PQ(OZ)’, U.Dy.) ~— Z[A][Cy)

H(UPG(0,),U.Dy.) Z[Agy]
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De plus, UPq(O,) est un sous-groupe distingué de la paire
UPn(O,) C U.Dy,

Démonstration. — Remarquons d’abord que U.Pq(O,)* C Go(O,) est
un sous-groupe car U < Gq(O,,) est distingué.
Etablissons ensuite, pour £ € o(Af;) et p € Po(O,), les égalités
UPo(0)* £p.UPG(O,)*
= (UNPg(0,))£p.Pa(O,)" (12)
= (UNUg(0,))£p.(UNMqg(0,)).Pa(O,) (13)
La premiere égalité vient de p.U = U.p, de la décomposition et de @
La seconde de la décomposition et de . Et la troisieme, toujours
de la décomposition .

L’égalité montre que U.D;,, C U.Dy,, sont des sous-monoides de
G(F,) et que le morphisme

P (0,)"\Pa(O.)".£.p.Pa(0.)" (14)

i Pe.p

est surjectif. Il est aussi injectif car

En effet, cette égalité est a nouveau équivalente a celle projetée dans M,

laquelle résulte du fait que o(Ay;).Mq(O,,) normalise Mq(O,,)*.
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Comme dans la preuve de la proposition [5.5 nous disposons donc
de I'hypothese de multiplicativité nécessaire a I'application du corollaire
: Panneau de Hecke H(U.Pq(O,)*,U.Dy,,) est isomorphe a 'algebre
du monoide U.Po(0O,)*\U.Dy,,/U.Pq(O,)*.

En utilisant puis , ce dernier est isomorphe a

Do/ (UNMqa(0,)).Pa(O,)")
= (Ay)-Ma(0,)/ (U N Mq(0.))Ma(0.,)*)
Adx si Po(O,)* = Pq(0,)
Af % Cy si Po(OL)" = Pa(O,)

De plus, le sous-anneau
H(U.P(O,),U.D; ) C HUPq(O,),U.Dy,,)

s’identifie immédiatement & 1’algébre du monoide commutatif libre Af;.

La derniere assertion résulte des isomorphismes ¢, et des injections
(). =

5.8.3. Conséquence de la propriété de contraction. — La propriété de
contraction des éléments ¢t € RM(F,,)", décrite au lemme [5.4] se traduit,

sur les opérateurs de Hecke, par les relations suivantes :

Lemma 5.7 — Soient U, U’ € Ty, tels que U' C U.
Il existe t € RM(F,)" tel que (U' N Ug(O,))" D UNUg(O,). Pour

un tel t, on a les relations :

U' Pqo(0,).t.UPG(O,)|UPa(0O,).1.U" Py(O,)
= U'Pq(0,)t.U Po(O,)

UPo(0,).1.U" Po(O,)|U' Po(O,).t.UPG(O,)
= UPq(0,).t.UPG(O,)
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Démonstration. — D’apres le lemme , les sous-groupes (UNUg(O,)),
lorsque ¢ varie dans RM(F,,)", forment un systéme fondamental de voi-
sinage de I'unité dans U~ (F,). D’ou la premiere assertion.

Puisque U’ C U, on a
# (UPo(0,)\UPq(0,).1.U Po(0,)) =1

Ainsi, selon le lemme en appendice, il suffit, pour établir les deux

égalités d’avoir 1’égalité et 'isomorphisme suivants :

U/ Po(0,).t.UPG(O,) = U Po(O,).t.U" Pa(O,) (15)

(U Pa(O,)\U" . Pu(O,).t.UPq(O,) (16)
!
(UPq(O,)\U.Pq(0,).t.UPy(O,)
En utilisant la décomposition puis la condition sur ¢, on a
U'.Pq(0,)t.UPq(O,) = U.Pu(O,)t.(UNULO,))Pa(O,)
=U"Pq(0,).t.Pu(0O,)
d’ott Iégalité (L17)).
Les isomorphismes ¢, de établissent l'injectivité du morphisme
. Sa surjectivité est évidente. O
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6. Cohomologie quasi-ordinaire

Maintenant, G est un groupe réductif connexe sur Q. On fixe la donnée
X mnécessaire pour définir une variété de Shimura pour ce groupe.

On fixe aussi un nombre premier p.

Dans cette section, nous utilisons la proposition comparant la co-
homologie de la variété Shy de niveau K avec la cohomologie de K,
ainsi que l'étude des algebres de Hecke parabolique en p de la section
précédente pour controler la cohomologie de niveau fini.

Plus précisément, nous commencgons par établir une suite spectrale
liant, au moyen des opérateurs diamants, la cohomologie de niveau de
type [o(p™) & celle de type I'1(p™) (voir th. [6.2). Nous construisons
au paragraphe I'idempotent P-quasi-ordinaire ey, qui découpe la
partie de la cohomologie sur laquelle A{; ~ N.T} @ --- @ N.7T, agit par
automorphismes. Les relations entre opérateurs de Hecke du lemme [5.7]
résultant des propriétés de contraction montrent que la cohomologie P-
quasi-ordinaire de niveau de type ['o(p") est indépendante du niveau
n (lemme . Il en résulte une suite spectrale (cf. cor. liant la
cohomologie P-quasi-ordinaire de niveau fini de type I'o(p") a celle de
niveau infini de type I'1(p™).

En application de ce dernier résultat, nous donnons deux théoremes
comparant la cohomologie P-quasi-ordinaire de niveau de type I'g(p")
a celle de type I'1(p™). (th. et [6.13). Le premier donne des condi-
tions suffisantes pour avoir un isomorphisme alors que le second, sous des
hypotheses plus faibles, donne un morphisme a noyau et conoyau finis.

Dans le cas G = GL(n), Hida a montré ces résultats, qu’il appelle

théoremes de controle fort et faible, dans [27].
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Notre méthode differe de [27] par I'utilisation de la suite spectrale du
corollaire[6.6] C’est grace au point de vue adélique que nous avons pu faire
apparaitre les opérateurs diamants en p dans une telle suite spectrale.

Dans la prochaine section, des théoremes de controle, nous déduirons

certaines propriétés de I'algebre de Hecke P-quasi-ordinaire universelle.

6.1. Sous-groupes de niveau. —

6.1.1. Donnée en p. — Nous reprenons les notations suivantes de la
section [5 appliquée au groupe G sur le corps p-adique Q,, :
— les Q,-groupes paraboliques opposés P~ M x U et P~ ~ M x U™
du paragraphe [5.2.1];
— la partie bornée et bien placée €2 de 'immeuble de Bruhat-Tits de
G sur Q, de5.2.3];
— les Z,-schémas en groupes Po = Mg x Ug et P, = Mg x Ug,
de[5.2.3];
— les sous-monoides RM(Q,)* € RM(Q,), Ay; C An de [5.2.4];
— Pensemble Ty, de[5.2.5];
— les sous-groupes Po(Z,) = Mq(Z,)' x Uq(Z,) de[5.3);
— le morphisme o : RM(Q,)—An de 5.3.1];
— le groupe profini C' := Mq(Z,)/Mqa(Z,) = lim Cy et les sous-

UETh,
monoides Dy, C Dy, de[5.3.1]
6.1.2. Donnée auziliaire. — On note Ag} I’algebre des adeles finis, hors

d’un ensemble fini S de nombre premiers, du corps Q. On note simple-

) ._ Aa{pr}H)
ment AQJ = AQf )

Nous fixons aussi
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— un sous-groupe ouvert compact K@ de G(A& )f) tel que le groupe
Go(Z,).K® est assez petit au sens de (TF),

— un sous-monoide D® de G(A& )f) tel que I'anneau de Hecke

est commutatif.
D’apres [13], 1.4.4.9], ou [41], la derniere condition est remplie, par

exemple, si la paire de Hecke K®) c D® est de la forme
> > 3
K® = K. H K, cC D@ — K_g<A((@7]th{p}))
1¢Su{p}

ott S est un sous-ensemble fini de nombres premiers distincts de p,
parcours I'ensemble des nombres premiers hors de S U {p}, K est un
sous-groupe ouvert compact de [],.5 G(Q;) et pour tout [ ¢ Su{p}, K
est un sous-groupe spécial de G(Qy), c’est-a-dire le fixateur d’un point

spécial de 'immeuble de Bruhat-Tits élargi (c¢f. [13] 11.5.1.29]) de Gg,.

6.1.3. Anneaux de Hecke adéliques. — Considérons les sous-groupes
K, = KPP PyzZ,) C Ky=KPPqyZ)
et les sous-monoides
D,:=DW.D,, C Dy:=D".Dy,

Par la suite, nous noterons souvent K, C D, ['une des paires de Hecke
K, Cc Dy, Ki C Dy ou Ky C Dy.
On identifie un sous-groupe U € 7y, & son image par l'injection cano-

nique G(Q,)—=G(Aq ;).
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D’apres le paragraphe en appendice, les isomorphismes ¢, de
donnent lieu a
— un systeme projectif H(U.K,,U.D,), indexé par U € T,,, d’anneaux
de Hecke de niveau fini,
— et un morphisme H(K., D.)——(H(U.K.,U.D,))ver,, de I'anneau
de Hecke de niveau infini dans ce systeme projectif.
Selon les propositions [5.5] et [5.6] les anneaux de Hecke et les mor-
phismes en jeu sont

— pour la paire (K7, Dy) : les applications identiques
HO[AY] — (HP[A)ver,
— pour la paire (K3, Dy) : les applications
HPAL][C] — (HP[AY[Co))ve,

induites par les morphismes quotients C'—=CY,

— pour la paire (Ko, Dy) : & nouveau les applications identiques
HPAY] — (HP[A)ver,

On munit les anneaux H® [A{;] et HP[A{;][Cy] de la topologie dis-
crete, et Panneau HP[A{][C] de la topologie dont un systéme fon-
damental de voisinages de zéro est formé des noyaux des morphismes
HP A [C]—~HP[Ay][Cu]-

Ainsi, un module sur H® [Ap][C] est discret si et seulement si il est

discret en tant que module sur le groupe profini C.

6.2. Cohomologie de niveau infini. —
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6.2.1. Variété de Shimura de niveau infini. — On notera Shg, le systeme
projectif, indexé par U € 7Ty, formé des variétés de Shimura Shy k., de
niveau U.K,.

Soit U € Ty, L’ensemble des sous-groupes de U appartenant a 7y, est
un sous-ensemble cofinal de Zyy,.

Si L est un Z[U.K,|-module, on définit formellement la cohomologie
du systeme projectif Shy, a valeurs dans L par

H (Shg,, L) := lim H(Shy k., L)

—
U'€Thp, U'CU

Rappelons que nous notons encore L le systeme local défini (cf.
sur Shy g, .

Par exactitude du foncteur limite inductive et du fait que tout U.K,-
module injectif est aussi un U’. K,-module injectif (pour tout sous-groupe
U € Ty, de U), les H (Shg,,-) sont les foncteurs dérivés a droite de
HY(Shg,,-), de la catégorie des U.K,-modules dans celle des groupes

abéliens.

6.2.2. Comparaison avec la cohomologie des groupes. — Nous définissons

les groupes de cohomologie

H(K*>) = h_IIl) H(U/K*>>
U'€Typ, U'CU

de la catégorie des U.K,-modules dans celle des groupes abéliens.
Par les mémes arguments qu’au paragraphe précédent, ce sont les fonc-

teurs dérivés a droite de H(K,, ).

Proposition 6.1. — Soient U € Ty, et L un Z[U.K,]-module.
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On a un isomorphisme canonique :

H'(Shg., L) — H (K., F(L))

Démonstration. — C’est 'isomorphisme obtenu par passage a la limite
A partir des isomorphismes H'(Shy k., L)—H (U.K,, F(L)) de la pro-
position (4.5 O

6.2.5. Structure de H(K.,, D,)-module discret. — Soit L un Z[(U.D,)™1]-
module. Les applications ¢, de étant bijectives, la proposition
en appendice munit les groupes H (K, -) d'une structure de H (K., D,)-
module discret.

Et selon la proposition précédente, il en est de méme des groupes
H (Shg,, L).

Par exemple, si L est un Z[(U.Dy)!]-module, la remarque de la fin du
paragraphe“permet de considérer les groupes H'(Shg,, L) comme des
C-modules discrets et de considérer les groupes de cohomologie continue
H(C,H (Shg,, L)).

Les éléments de C' sont la généralisation des opérateurs “diamants”
classiques, ou plutot de leurs inverses puisque nous les avons traités

comme des opérateurs de Hecke, lesquels agissent a droite.

6.2.4. Suite spectrale de changement de niveau. —

Theorem 6.2. — Soient U € Ty, et L un Z[(U.Dy)~'|-module.

On a une suite spectrale H'P)[A{;]-équivariante :

By’ = H/(C, 1 (Shy,, L)) == H™(Shg,, L)
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Démonstration. — D’apres la proposition [6.1}, il suffit de prouver la suite
spectrale correspondante en remplagant les cohomologies H' (Shg,, -) par
H(K,,").

On se place d’abord en degré zéro.

Selon la proposition [5.6] pour tout sous-groupe U’ € Ty, de U, le
sous-groupe U'.Pq(Z,)" est distingué dans la paire U'.Pqo(Z,) C U'.D,.
Comme dans la proposition en appendice, on en déduit que 1'égalité

H°(Cyr, HY(U'. Ky, L)) = HY(U'. Ky, L)

est équivariante sous H(U'. Ko, U'.Dy) = HP[A;,]. Par passage a la li-

mite, on obtient 1'égalité HP[A]-équivariante
HY(C,HY (K1, L)) = H'(Ko, L)

Pour obtenir la suite spectrale, il suffit maintenant de montrer que
le foncteur H(K7,-) transforme un (U.Dy)"'-module injectif I en un
H®P)[C]-module discret acyclique pour H'(C, -).

Un tel module [ est aussi injectif en tant que U’.Ky-module (U’ € T,

U’ C U), donc les isomorphismes
HOIHCU, (', HO(U/.Kl, I)) >~ HOIIlCU, (', HOIIlU/.KO (Z[CU/], ]))
>~ HOHlU’.Kg('; ])

montrent que H°(U'. K7, I) est un Cpr-module injectif. D’ou

H(C,H(K,, I))~  lim  H(Cy, HY(U.Ky, 1)) =0
U'€Thp, U'CU

]

6.3. Quasi-ordinarité. — Dans cette sous-section O est un anneau

local, noethérien et hensélien. On note Hg) =H®P) g, O.
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6.3.1. Construction d’idempotents. — Le lemme d’algebre commutative
suivant permet de construire I'idempotent qui découpe la partie quasi-

ordinaire dans la cohomologie de la variété de Shimura.

Lemma 6.3. — Soient R un anneau local hensélien et h une R-algebre
commutative.

On suppose h munie d’une topologie linéaire dont un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 est formé d’idéauz I C h tels que h/I est une
algébre finie sur R.

Alors lalgébre séparée complétée h de h est un produit (éventuellement

infini) d’anneaux locauz.

Remarquons qu’aucune hypothese n’est faite quant a la compatibilité

entre la topologie de h et celle de I'anneau local R.

Démonstration. — Notons 7 un systeme fondamental de voisinages de 0
de h ayant la propriété de I’énoncé et M I’ensemble des idéaux maximaux
de h.

Puisque R est local, toute algebre finie R’ sur R est semi-locale [11], V,
§2, prop. 1 et prop. 3]. De plus, d’apres I'hypotheése hensélienne [39] 1.1,
prop. 3], 'algebre R’ se décompose sous la forme du produit des localisées
en ses idéaux maximaux.

Ainsi, pour tout I € 7, l'algebre h/I se décompose sous la forme
h/I—— [Tnerq /1 hey ol les composantes pour lesquelles I ¢ m sont
triviales.

En passant a la limite projective sur I € 7, on obtient

o~

h — HmeM hn, avec hy = (h_mhm/l.hm = (h_m how /1 Dy
IeT IeT,ICm
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Si m est un idéal ouvert alors I'anneau hy, est local car si z ¢ m.}/l; son
image dans chaque hy/I.hy (I C m) est inversible, donc x est inversible.

Si m n’est pas ouvert, alors H; = 1. O

Corollary 6.4. — Sous les mémes hypothéses que le lemme précédent,
a toute partie S de h est associé un unique idempotent e € h tel que, dans
la décompositionh = e h (1—e).h, tous les éléments de e.5 = {e.s}ses
sont inversible dans el et il existe au moins un éléments de (1—e¢).5

qui est topologiquement nilpotent dans (1 — e).ﬂ.

Démonstration. — Grace au lemme précédent, il suffit de définir e comme
étant 'idempotent dont les composantes sont nulles exactement sur les

facteurs ﬁm tels que m est un idéal maximal de h rencontrant I'image de

S. O

6.3.2. L’idempotent quasi-ordinaire. — On munit la O-algebre O[A,]
du monoide Aj; de la topologie dont un systeme fondamental de voisi-
nages de 0 est formé de tous les idéaux I C O[Af;] tels que O[Af;]/T est

une O-algebre finie. Ce systeme forme bien une base de filtre car O est

noethérien. Soit O[Ay,] l'algebre séparée complétée de O[Ay,] pour cette
topologie, et eq, € m I"idempotent quasi-ordinaire associé, grace au
corollaire a la partie Ay; C O[AL].

La partie quasi-ordinaire d'un O[A3;]-module M est le projeté eqo.M.

Selon le corollaire[6.4] M se décompose ainsi en M = eqo. M & (1—e40).M

de telle sorte que les éléments de Af; agissent par isomorphismes sur
eqo-M alors qu'un élément, au moins, de Ay, agit par un endomorphisme

topologiquement nilpotent sur (1 — eq,).M. Si h est un anneau et si M
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est muni d'une structure de (O[A{;], h)-bimodule alors la décomposition
précédente est une décomposition de h-module.

Puisque O est noethérien, les m—modules discrets sont exactement
les limites inductives de O[A{;]-modules de type fini sur O.

Par exemple, si U € Ty, et si L est un O[(U.D,) '|-module de type
fini sur O alors, selon le corollaire les groupes de cohomologie

H(ShUK*, L) et H(ShK*, L)

sont des O[A{;]-modules discrets. L’idempotent quasi-ordinaire eq, dé-

compose donc ces H(K,, D,)-modules discrets.

6.3.3. Unlemme de Hida. — Nous montrons maintenant le lemme d’indépendance
du niveau de la cohomologie P-quasi-ordinaire. Il résulte des relations

entre opérateurs de Hecke données au lemme [5.7 La méthode est due a

Hida dans les cas G = GL(2) (¢f. [24] (8.8)]) et G = GL(n) (c¢f. [27,

(4.7b)]).

Lemma 6.5. — Soit L un O[(U.Dy)']-module de type fini sur O.
Les applications canoniques H (Shy k,, L)——H (Shg,, L) induisent,

sur les parties quasi-ordinaires, des isomorphismes de Hg)—modules.

Démonstration. — D’apres la proposition [6.1}, il suffit de montrer les iso-

morphismes eq,.H (U. Ky, L)L>eqo.ﬂ'(Ko, L).



102

Selon le lemme , pour tout sous-groupe U’ € Ty, de U, il existe

¢ € o(A{;) tel que les triangles du diagramme

U'.Ky.£.U . Ky

H (U'. Ky, L) H (U'.K,, L)
U’ Ko.£.U.Ko
U.Ko.1.U'.Ko T \ T U.Ko.1.U".Ko
U.Ko.£.U.Ko
H (U.Ky, L) H (U.K,, L)

sont commutatifs. Puisque les opérateurs U.K.£.U. Ky et U'.Ky.£.U'. K,
sont des isomorphismes sur les parties quasi-ordinaires, les morphismes
de restriction U.K,.1.U'. Ky induisent, sur les parties quasi-ordinaires,
des isomorphismes. On conclut par passage a la limite inductive sur les

sous-groupes U’ € Ty, de U. O

6.3.4. Suite spectrale quasi-ordinaire. — En corollaire du théoreme [6.2

et du lemme précédent, on a la suite spectrale quasi-ordinaire :

Corollary 6.6. — Soient U € Ty, et L un O[(U.Dy)~}|-module de type
fini sur O.

®)_ g r0iimari .
o -€quivariante :

On a une suite spectrale 'H

E;’j = Hi(07 €qo.Hj(ShK1u L)) — eqo-Hiﬂ'(ShU-Km L)

Démonstration. — Puisque la projection quasi-ordinaire est un foncteur
exact, il suffit de montrer que la cohomologie du groupe profini C' com-

mute a la projection quasi-ordinaire :

eq-H(C, L) ~ H(C, eq.L)
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pour tout (O[A3,], C)-bimodule L (discret pour C). Ce qui est immédiat

grace a la décomposition
H(C,L)=H(C,eq.L) ®H(C,(1 —eq).L)

puisque, eq, agissant par l'identité sur ey,.L et par I'application nulle
sur (1 — eqo).L, il en est de méme sur leurs groupes de cohomologie

respectifs. O

6.4. Théoreme de contrdle abstrait. — Dans cette sous-section,
nous démontrons le théoreme de controle “abstrait”. Pour cela, il faut

d’abord établir quelques lemmes.

6.4.1. Version duale du lemme de Nakayama. — Le groupe abélien pro-
fini C' est produit d’un pro-p-groupe C,, par un groupe fini C®) d’ordre
premier a p.

On note pe l'idéal premier noyau du morphisme d’augmentation
Zp[[op“ — Ly
et me l'idéal maximal me = pe + p.Z,[[C))]-

Lemma 6.7 — Soient p un nombre premier et I' un pro-p-groupe com-
mutatif.

La topologie de Z,|[I']] coincide avec la topologie me-adique.
Démonstration. — Par définition,

Z,[[T) = lim (2/p".Z) [T /U]



104

ou n parcours N* et U parcours I'ensemble des sous-groupes ouverts de
I, il faut montrer que, pour de tels n et U, le noyau de la projection
naturelle (Z/p".Z)[I'/U]—=Z/p.Z est un idéal nilpotent.

Le noyau du morphisme (Z/p".Z) [I'/U]—s= (Z/p.Z) [I'/U] étant nil-
potent, on est ramené au cas n = 1.

Et, si pV est ordre du p-groupe I'/U alors, dans (Z/p.Z)[T'/U], on a

N

VeT/U, F-1)" =7 —1=0

Ce qui montre bien que 'idéal d’augmentation de (Z/p.Z)[I'/U] est nil-
potent. ]

Lemma 6.8. — Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A.
Munissant A de la topologie I-adique, si M est un A-module topolo-
gique discret et si M[I] =0 alors M = 0.

Démonstration. — En appliquant Hom (-, M) a la suite exacte courte
0 —I"®@4 A/l —= A/ — A/I" — 0

ou n € N, nous obtenons la suite exacte
Homu (1", M[I]) <— M[I""'] <—— M[I"] <— 0

Ce qui montre M[I""'] = M|[I"].
Or selon les hypotheses, M = h_rn)M[I”] et M[I] =0,donc M =0. O

n

6.4.2. Cohomologie des C-modules discrets p-primaires. —

Lemma 6.9. — Soient p un nombre premier et M un C'-module discret
p-primaare.

Si HO(C, M) = 0 alors HY(CP) M) = 0 et H/(C, M) = 0 pour tout i.
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Démonstration. — On pose N = H(C®) M),

Si HY(C, M) = 0 alors, a fortiori, N[m¢g| = 0 et le lemme [6.§] implique
N =0.

Puisque M est p-primaire, la suite spectrale de Hochschild-Serre donne

immédiatement H (C, M) = H(C,, N) = 0. O

Lemma 6.10. — Soient p un nombre premier et M un C,-module dis-
cret p-primazire.

Si M est de cotype fini sur Zy[[Cy]] alors pour tout sous-groupe C' de
Cyp, les groupes H (C', M) sont de cotype fini sur Z,[[C,/C"]].

Démonstration. — Puisque Z,[[C,]] est noethérien, les sous-quotients des
modules de cotype fini sont aussi de cotype fini. Ainsi, par dévissage du
pro-p-groupe C’, et grace a la suite spectrale de Hochschild-Serre, on se
ramene aux cas C' = Z, ou C’ est un p-groupe.

Lorsque C’ est fini, le résultat est évident.

Dans le premier cas, C est de dimension cohomologique 1 et les groupes
HO(C', M) et H'(C", M) sont respectivement (cf. [44], chap. XIII, §1]) le
noyau et le conoyau de 'homothétie de rapport v —1 de M, ou v est un

générateur topologique de C’. D’ou les finitudes annoncées. O]

Lemma 6.11. — Soient p un nombre premier et M un C'-module dis-
cret p-primasre.
Si HY(C, M) est fini alors les groupes de cohomologie H'(C, M) sont

finis, pour tout i.

Démonstration. — On pose encore N = H(C®) M).
Si H(C, M) est fini alors, a fortiori, N[m¢]| et son dual NV/(mc.NV)

sont finis. Le lemme de Nakayama topologique montre que N est un
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Zy||Cp)]-module de cotype fini. Et selon le lemme |6.10} les groupes de
cohomologie H'(C),, N) = H'(C, M) sont de cotype fini sur Z,. Pour avoir
la finitude de ces groupes de cohomologie, il suffit donc de montrer qu’il

sont annulés par une puissance de p.

La finitude de HY(C, M)¥ = NY/(pc.NV) donne aussi

(N @z,16,11 Zol[Collpe) ®z,10,0, Qo = NY/(po-NY) ®z, Q, =0

d’otr, d’apres le lemme de Nakayama, la nullité de NV ®z_ (¢, Zp|[Cp)lme -
Ce qui signifie qu’il existe f € Z,[[C,]] n’appartenant pas a pc qui annule
NY (et N). La réduction de f modulo pc annule donc la cohomologie
H(C,, N) = H(C, M). O

6.4.3. Théoréeme de controle. — Dorénavant, O est intégre et de ca-
ractéristique résiduelle p. Soit IC son corps des fractions.

Si L et M sont deux O-modules, on note parfois L(M) := L ®c M.

Theorem 6.12. — Soient U € Ty, et L un O[(U.Dgy)']-module, libre
de type fini sur O.
Soit g € N tel que

Vi<q, eqwH (Shyk,, LK) =0 et eq-H " (Shyr,, L)ior =0

Alors,
Vi<q, H(CW, ey H (Shg,,L(K/O))) =0
eqo-H9(Shyy iy, L(K/0)) ——=H(C, eq0.H(Sh,, L(K/O)))

est un isomorphisme de Hg).

Démonstration. — Selon le lemme [4.9] les hypotheses sont équivalentes
a la nullité des eqo.H (Shy i, L(K/O)), pour i < q.
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La suite spectrale
I‘IZ(C(7 er.Hj(ShKl , L(IC/O))) —— er.HiJrj(ShU.KO, L(IC/O))

du corollaire [6.6] et le lemme [6.9] appliqués & eqo.H’ (Shg,, L(K/O)) don-

nent, par récurrence sur j < ¢, les annulations
HY(C®W), eqo.HY (Shg,, L(K/O))) = 0
H(C, eqo.-H’ (Shg,, L(K/O))) = 0
Et la suite spectrale donne finalement 1’isomorphisme annoncé. O

Theorem 6.13. — Soient U € Ty, et L un O[(U.Dy)~']-module, libre
de type fini sur O.
Soit g € N tel que

Vi<q, eqwH (Shyr,, L(K))=0
Alors,
Vi<q, H(CW, ey H (Shg,, L(K/O))) est fini, et
€qo-H?(Shy 1y, LK/ O)) —=H(C, €qo.-H(Shy, , L(K/ O)))
est un morphisme de Hg)—modules, a noyau et conoyau finis.

Démonstration. — Selon le lemme encore, les hypotheses sont équi-
valentes & la finitude des eq.H'(Shy. ., L(K/O)), pour i < gq.
La suite spectrale du corollaire et le lemme [6.11| appliqués a

eqo.Hj(ShKl, L(K/0))
montrent, par récurrence sur j < ¢, la finitude de

H(C, eqo.H/ (Shg,, L(K/O)))
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La suite spectrale donne donc le morphisme a noyau et conoyau finis

annoncé. O
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7. Algebre de Hecke p-adique universelle

Nous supposons pour I'instant que le groupe G satisfait a I’hypothese
de Harish-Chandra (cf. paragraphe [7.3.1]).

Cette derniere section est consacrée a l’algebre de Hecke P-quasi-
ordinaire universelle hg,. Cette algebre dépend d’une représentation algébrique
irréductible du groupe G. C’est l'algebre engendrée par les opérateurs
diamants et les opérateurs de Hecke hors de p agissant sur la cohomolo-
gie intérieure P-quasi-ordinaire, de degré médian et de niveau infini de
type I'1(p™), a valeurs dans un module p-adique construit a partir de la
représentation fixée.

Un résultat d’annulation de la cohomologie en bas degré dia a Sa-
per [40] permet de déduire du théoreme de controle faible la finitude
de h, sur l'algebre de Hida-Iwasawa A (prop. .

Sous une condition d’absence de p-torsion dans la cohomologie, nous
déduisons aussi du théoreme de controle fort que la A-algebre hg,
est sans torsion (cor. [7.11]).

Un ingrédient commun a ces deux résultats est I'indépendance du poids
(voir le cor. [7.2)).

En application, le dernier paragraphe est consacré a la construction de
familles de systemes de valeurs propres P-quasi-ordinaires.

Ces résultats ont été montrés par Hida pour G = GL(n) dans [28] et
par Tilouine et Urban pour G = GSp(4) dans [50].

Nous reprenons maintenant les notations et hypotheses de la section
précédente. Nous fixons aussi I’anneau d’entiers O d’une sous-extension

finie IC d’une cloture algébrique QTP de Q,
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— contenant les racines n-iemes de I'unité, n étant I'exposant (i.e. le
plus petit commun multiple des ordres des éléments) de C® ;

— et qui déploie G, .

La premiere hypothese servira pour établir la finitude de 1’algebre de

Hecke quasi-ordinaire universelle sur I'algebre de Hida-Iwasawa.

7.1. Coefficients. —

7.1.1. Induction algébrique. — Nous renvoyons au livre de Jantzen [29]
pour les résultats concernant les représentations algébriques.

Soit p : Mgo——=GL(V(0O)) une représentation O-algébrique de Mg
sur un O-module libre de rang fini V' (O). On I'identifie a la représentation
de Pq, triviale sur Ug, obtenue par composition avec la projection na-
turelle Po—=>Pq/Uq ~ Mq,.

Soit L(p,K) = indgg p le module de la représentation K-algébrique
de G induite [29] 1.3.3] & partir de p. En notant K(G) la K-algebre des
fonctions K-algébriques sur G, L(p, K) est le K-espace vectoriel formé

des fonctions f € K(G) ®p V(O) telles que
¥(g.t.n) € G(K) x M(K) x U(K), f(g.t.n) = p(t)"".f(9)

muni de P'action algébrique donnée par (g.f)(h) = f(g~'.h) quels que
soient f € L(p,K) et g,h € G(K).

On suppose que p, en tant que représentation KC-algébrique de M, est
irréductible et que le module induit L(p,K) est non nul.

D’apres [19] 11.2.3.1], une représentation algébrique irréductible sur

un corps est toujours de dimension finie. De plus, les représentations
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algébriques d'un groupe réductif sur un corps de caractéristique nulle
sont semi-simples (cf. [29] I1.5.6]).

Puisque Gi est déployé, il existe un tore maximal T de Z défini et
déployé sur K. C’est aussi un tore maximal de G, contenu dans M. On
choisit un sous-groupe de Borel B~ de G défini sur K, contenu dans P~
et contenant T.

Selon [29] 11.2.1-7], la représentation p étant irréductible, elle possede
un plus grand poids x, € X*(T) dominant pour l'ordre défini par le
sous-groupe de Borel B~ N M de M. L’induite L(p, K) est non nulle si et
seulement si ce caractere est méme dominant pour I'ordre défini par B~.
Dans ce cas, L(p, K) est aussi irréductible et x, est aussi son plus grand

poids.

7.1.2. Construction d’un réseau. — Soit U € 7Ty,. Nous allons main-
tenant plonger L(p, ) dans un ensemble de fonctions continues sur un
espace p-adique Yy et définir un réseau. Considérons le sous-espace p-
adique

Yo i= UMq(Z,) U(Q,)/U(Q,) € G(Q,)/U(Q,)
L’espace U étant un ouvert p-adique de G(Q,), il est Zariski-dense dans

G(K). D’ou I'injection de la premiere ligne dans le carré cartésien

L(p,K) —— C(Yy,V(K))
Ly(p,0) — C(Yy,V(0))

définissant le réseau Ly(p,O) C L(p,K). Le O-module conoyau de la
seconde ligne est sans torsion (donc plat) car il s’injecte dans le K-espace

vectoriel conoyau de la premiere ligne.
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Pour tout O-module M, on note V(M) :=V ®o M et
Lu(p, M) = Ly(p, 0) @0 M ——= C(Yy, V(0)) 0 M

Ainsi on a

Ly (p, K) = L(p, K)
LU(ﬁ? IC/O> = L(p, IC)/LU(pv O) = h_m)LU(p,pir(O/O)

7.1.3. Action par conjugaison. — Pour U € 7Ty, nous décrivons main-
tenant une premiere action de RM(Q,)" sur Y. L’action (&, g)——=%
de M(Q,) par conjugaison sur G(Q,) passe au quotient G(Q,)/U(Q,).

La décomposition et la propriété @ montrent que le sous-ensemble

Yy = (UNUg(Zy)) Ma(Z,) U(Qp)/U(Q,) € G(Q)/U(Q)

est stable par le sous-monoide RM(Q,)" de M(Q,).

Remarquons que, pour £ € RM(Q,) N Mq(Z,), action ainsi définie
ne coincide pas avec 'action de U.Pq(Z,) par multiplication a gauche sur
Yy . Afin d’étendre 'action de U.Pq(Z,) sur Yy, en une action du monoide

U.Dy, nous devons faire un choix et tordre cette action.

7.1.4. Modification de l’action. — Soit
§: UDy, —> UPq(Z,)\U.Dy,/UPq(Z,) ~— o(Af;)

le morphisme de monoides défini par 6(u.£.p) = o(t) ot u € U, £ € a(Ayy)
et p € Pq(Z,). C'est une rétraction de l'inclusion o(Ay;) € U.Dy,. On
étend 'action par multiplication a gauche de U.Po(Z,) sur G(Q,) en une
action, notée *, de U.Dy,, par & x g := £.9.6(¢)7!. Cette action passe au
quotient G(Q,)/U(Q,) et, d’apres le paragraphe précédent, elle stabilise
Yu.
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7.1.5. Action sur les espaces de fonctions. — Ainsi, pour tout O-module

M, Vespace de fonctions C(Yy, M) est un Z[(U.Dy,,)']-module :

(€% f)(9.U(Qy) = f(€* 9. U(Q)) = f(£.9.0(6) 7 U(Q,))  (17)

quels que soient f € C(Yy, M), £ € U.Dy, et g.U(Q,) € Yy.

De plus Ly(p, M) € C(Yy, M) est un sous-Z[(U.Dy,) " ']-module car
o(Ayy) est central dans M(Q,).

On remarque que si f € L(p,K),ona &' f = (w,08)(£).(71.f), on
w, € X*(RM) est le caractere central de p.

7.1.6. Décomposition selon ’action de RM. — Puisque G est déployé
sur IC, le radical RM de M est un tore K-déployé, si bien que la repré-
sentation algébrique induite L(p, K), se décompose, en tant que repré-
sentation algébrique de M, sous la forme d’une somme directe
LpK) = @ LKk
XEX*(RM)
ou RM agit sur la composante L(p, K)[w,.x] par le caractere w,.x.

Soit X*(RM)~ le sous-monoide des caracteres de RM qui sont combi-
naison linéaire des caracteres intervenant dans la représentation adjointe
de RM sur 'algebre de Lie de U™.

Puisque le plus grand poids x,, pour 'ordre défini par B~, de L(p, K)
coincide sur RM avec le caractere central w, de p, seules les composantes
correspondant aux caracteres y € X*(RM)~ peuvent étre non nulles.

Selon la formule (L7), on a ¢~ * f = x ()7 .f pour tout t € o(Af;) et
tout f € L(p, K)[w,.x]. De plus, pour tout caractere x € X*(RM)~ non
trivial, par définition de RM(Q,)" (cf. I'égalité (6))), on a w(x(t)) > 0,

w étant la valuation de K.
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7.2. Indépendance du poids. — On fait agir les monoides U’.Dy
(U € Tyy) a travers la projection U'.Dy—s=U'.Dy,, sur la composante
p-adique.

7.2.1. Caracteres O-arithmétiques. — Un caractére O-arithmétique de

My, est un caractere p-adique continu Mq(Z,)—O* qui coincide, sur
un voisinage de 'unité, avec un caractere O-algébrique de Mg. Un tel
caractere s’écrit de maniere unique comme le produit €.y

— d’'un caractere O-algébrique y de Mg

— et d’un caractére fini continu € : Mq(Z,)—0O*.

On note O(e.x) la O[[C]]-algebre dont la O-algebre sous-jacente est
O, munie du morphisme structural O[[C]|—=0O induit par le caractere
(e.x)~'. Soit p.,, l'idéal premier noyau de ce morphisme.

Pour tout OJ[C]]-module (resp. toute O[[C]]-algebre) M, on notera
M(e.x) le O[[C]]-module (resp. O[[C]]-algebre) tordu par x :

M(e.x) := M @0 O(e.x)
On notera aussi, pour un O[[C]]-module M :
Mle.x] :=HY(C, M(e.x)) ={m e M / Ve € C, c.m = (e.x)(c).m}

On dit que le caractere €.x est dominant par rapport a p si et seulement
si le module L(p ® x, K) est non nul, c’est-a-dire si le caractere y.y, de

T est dominant pour l'ordre défini par B~.

7.2.2. Torsion des coefficients par un caractére fini. — On note Tpp(€)
I'ensemble des sous-groupes U’ € 7Ty, tels que le caractere continu fini e

se factorise a travers Cyr, i.e. U' N Mq(Z,) C kere.
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Pour un tel U’, € peut étre étendu de maniere unique en un caractere
(encore noté €) de U'.Dy,, par la formule e(u.t.m.n) = ¢(m), quels que
solent u € U, t € o(AY;), m € Mq(Z,) et n € Ug(Z,). Ce caractere est
trivial sur U’.Dy .

Si U € Ty, contient U', Ly (p®e.x, ) désigne le Z[(U’.Dy ) ]-module
obtenu a partir de Ly (p @ x,-) en tordant 'action de (U'.Dy,) par le

caractere € de la maniere définie au paragraphe [4.3.6]

7.2.3. Torsion des coefficients par un caractére O-algébrique. — Pour
tout r > 0, soit Ty, (r) l'ensemble des sous-groupes U’ € Ty, tels que
U' N Mgq(Z,) est contenu dans le sous-groupe de congruence principal
noyau du morphisme de réduction Mq(Z,)—=Mq(Z/p".Z).

Pour un tel sous-groupe U’, toute action de Mq(Z/p".Z) peut s’étendre

en une action du monoide (U'.Dy,)~" au moyen de I'application

U'.Dy, —= Mq(Z/p".Z.)

u.t.m.n —— m mod p"

quels que soient u € U', t € a(Ayy), m € Mq(Z,) et n € Ug(Z,,).

On étend ainsi 'action p de Mo(Z/p".Z) sur V(p~".0O/O) en une action
du monoide (U'.Dy,) " .

De plus, on note V(p~".0/O)(x) le méme module muni de I'action
tordue de (U'.Dy,,) ! définie par (u.t.m.n)"'—=(p ® x)(m)~! mod p".

Proposition 7.1. — Soit x un caractere O-algébrique p-dominant de
Mi,.
Pour tout U € Ty, on a un isomorphisme naturel de H® [[C]]-modules

eqo-H. (Shre,, L (p @ x, K£/0)) =~ lim ego. H, (Shyy iy, V(p™".0/O0))(x)
r,U’
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ou la limite inductive porte sur r > 0 et sur les sous-groupes U’ € Ty (1)
de U et H, désigne la cohomologie totale, du bord, a support compact ou

bien intérieure de Sh.
Démonstration. — L’application canonique de 'induite
L(p,K) —= V(K)
induit le morphisme d’évaluation au point 1.U(Q,) € Yy :
Ly(p®x,K/O) C C(Yy,V(K/O)) — V(K/O)

Pour tout sous-groupe U’ € Ty, de U, I'action de U.Dy, sur Yy passe au

quotient
Yo i= UPq(Zy) /U Uq(Zy) = U\UMq(Z,).U(Q,)/U(Q,)
Ainsi le sous-espace des fonctions qui passent au quotient :
Ly (p®x,-) = Lu(p@x, ) NCYyur,-)
est stable sous (U.Dg)~t. Puisque

UPo(Z,) = lim  UPo(Z,)/U'
U'€Thp, U'CU

est profini et K/O est discret, le morphisme d’évaluation précédent est
la limite inductive (indexée par r > 0 et U' € Ty,(r), U C U) des

morphismes d’évaluation en 1.U".Uq(Z,) € Yy suivants :
Lo (p @ x,p7".0/O) —= V(p~".0/O)(x)

On remarque que ces morphismes sont (U’.Dy)!-équivariants.
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Pour U’ C U fixés, selon le lemme , il existe t € o(A{;) tel que
txYy o = U' Pq(Z,) /(U Uq(Z,)). Le noyau du morphisme d’évaluation

précédent est donc annulé par ce t. D’ou I'isomorphisme

eq0~H;|<(ShU/.K17LU/U’<p ® X)p*TO/O))
~  eqo-H,(Shyr e, V(p™".0/O0)(x))

En passant a la limite inductive, et en utilisant le lemme |4.8| on obtient

I'isomorphisme

eqo-H, (Shie,, L (p @ x, K£/0)) ~ limego. H, (Shy .y, V(p™".0/O0))(x)
r,U’

ot la limite inductive porte sur les 7 > 0 et les sous-groupes U’ € Ty, (7)
de U. En effet, dans le membre de droite, on a pu intervertir le passage
aux parties quasi-ordinaires et la torsion par x car le caractere de U'. Dy,

étendu & partir de x, par lequel on tord, est trivial sur o(Ay;). O

On note h:

U0 (1, p®e.x) la sous-O[[C]]-algebre engendrée par I'image

de I'anneau de Hecke abstrait H® dans 'algebre des endomorphismes

du OJ[C]]-module eqo.H; (Shg,, Ly(p ® e.x, K/O)).

Corollary 7.2. — Soit e.x un caractére O-arithmétique p-dominant de
Mj,.

Pour tout U € Ty, (€), on a un isomorphisme de H®)[[C]]-modules
eqo-H, (Shi,, Lu(p ® e.x, K/O)) =~ eqo.H, (Shg,, Ly (p, IC/O))(e.x)

Ce qui induit un isomorphisme de O[[C]]-algébres :

h, 0B, p @ €.X) = hy 17 o (K1, p)(ex)
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Démonstration. — Par définition du module Ly (p ® €.x) et d’apres le

lemme |4.8,on a
er'H;k<ShK17 LU(IO @ €.X, IC/O>) = eqo'H;k(ShK17 LU(IO & X ’C/O))<€>

Ce corollaire est donc une conséquence immédiate de la proposition

précédente. O

7.3. Résultats d’annulation de la cohomologie. — On suppose
dorénavant que K est le complété, en une place au-dessus de p, d'un
corps de nombre Ky qui déploie G.

Nous notons d la dimension (réelle) médiane de la variété de Shimura

Sh.

7.8.1. Finitude. — Pour pouvoir appliquer le théoreme de controle “fai-
ble” [6.13] on utilise ici un résultat d’annulation de la cohomologie, du a

L. Saper :

Théoréme (Saper [40]). — Soit G un groupe réductif connexe défini
sur Q, satisfaisant a Uhypothése de Harish-Chandra et V\(C) une repré-
sentation complexe irréductible, de dimension finie et de plus haut poids
réqulier.

Pour tout sous-groupe ouvert compact U C G(Aq,f), on a
Vi < d, H'(Shy, VA(C)) =0
ot d est la moitié de la dimension (réelle) du domaine symétrique de G.

Rappelons que I’hypothése de Harish-Chandra est que le rang (absolu)
du sous-groupe compact maximal de G*(R) coincide avec le rang semi-

simple (absolu) de G.
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Cette hypothese est vérifiée pour les groupes admettant une donnée de
Shimura h. En effet, selon (SV2) le centralisateur de h(i) dans G*4(IR) est
un sous-groupe compact maximal et un tore maximal de ce sous-groupe
contient nécessairement 1'image de h, donc est encore un tore maximal
de Gad.

Puisque la différence entre la dimension et le rang (absolu) d'un groupe
réductif est toujours paire (cela se voit sur la grosse cellule), 'hypothese
de Harish-Chandra implique que la dimension (réelle) 2.d du domaine

hermitien symétrique est paire.

Theorem 7.3. — Soient p une représentation KC-algébrique irréductible
de M de plus haut poids régulier et U € Ty,.
Pour tout caractére O-arithmétique p-dominant €.x de Mg pour lequel

U € Typ(€), le morphisme
eqo-HY(Shyy ¢y, L (p @ €., K/ O))—=¢qo-H4(Shg,, L(K/O))[e.x]
est a noyau et conoyau finis.

Démonstration. — On fixe un plongement complexe K——C.

Puisque

H'(Shu.ko, L(p @ x, C)) = H (Shu.k,y, L(p @ X, K)) @ C
le théoreme précédent montre que
Vi <d, H(Shy.r,, L(p®x,K)) =0
De plus, d’apres le corollaire et le lemme 4.8, on a

H' (Shyx,, L(p ® €.x,K)) = H(Cyr, H (Shp x,, Lp @ x, K))(€))
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Cela donne les annulations nécessaires pour appliquer le théoreme|6.13]

]

Lorsque G ne vérifie pas ’hypothese de Harish-Chandra, Saper [40]
montre la nullité de la cohomologie, en poids régulier, pour les degrés
en dehors d’un intervalle [d;, dy]. 11 est encore possible dans ce cas, d’ob-
tenir le controle “faible” pour le degré d; correspondant. Cependant,
I’hypothese de Harish-Chandra se révelera indispensable a partir du pa-
ragraphe [7.4.5] ot le fait de se trouver en degré médian sera crucial pour

utiliser la dualité de Poincaré.

7.8.2. Niveau premier ¢ p. — Soit L(p, O) = indgf‘;p le module de
la représentation O-algébrique de Gg induite a partir de p. En notant
O(Gq) la O-algebre des fonctions O-algébriques sur Gq, L(p, O) est le
O-module formé des fonctions f € O(Gg) ®o V(O) telles que

¥(g.t,n) € Ga(0) x Mo(0) x Un(0), f(gtn) = p(t)"".f(9)

muni de l'action algébrique donnée par (g.f)(h) = f(g~*.h) quels que
soient f € L(p, O) et g, h € Gq(O).

Selon la décomposition de Cartan [13], 1.4.4.3], le sous-ensemble
Dy, = Gal(Zy).0(Ay).Ga(Z,) C  G(Qy)
est un sous-monoide et I’application canonique
o(Ar) — Ga(Zp)\D,/Gal(Zy)

est bijective. L’application réciproque, qui prolonge ¢, est encore notée

J.
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On étend l'action de Gg(Z,) sur le module induit L(p, O) pour en faire
une action * du sous-monoide (D,)™! : {1 fi= (w,00)(€).(§71.f) pour
tout £ € D, et tout f € L(p, O).

Il faut montrer que l'action ainsi définie stabilise le réseau L(p, O).
Puisque RMp est un tore déployé, la représentation algébrique L(p, O)
se décompose (cf. [29, 11.2.2.5]) aussi sous la forme

L(p,0)= P Lip,O)w,x]
XEX*(RM)~
ou RM(Z,) agit sur L(p, O)[w,.x] par le caractere, a valeurs dans O*
par compacité, induit par w,.x. Si f € L(p, Olw,.x]), on a donc

thx f=x(t).f pour tout ¢ € o(Ay;)

Et I'inégalité w(x(t)) > 0 montre la stabilité voulue.

On note encore ey, I'idempotent construit a partir des opérateurs de
Hecke K.£. K, € € a(Ayy).

Pour tout O-module M, on note L(p, M) := L(p,O) ®o M.

Pour tout U € Ty, L(p, O) est un sous-réseau de Ly (p, O). D’apres
, 'action qui vient d’étre définie coincide, sur (U.Dy,,) ", avec lac-
tion induite Ly (p, O).

On considere le sous-groupe de niveau premier a p suivant :
K = K" .Gq(Z,)
Proposition 7.4. — Pour tout U € Ty, le morphisme canonique
eqo-H'(Shie, L(p, K/O)) — eqo-H (Shy.io, Lur(p, K/ O))

est un isomorphisme.
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Démonstration. — On reprend la technique de la démonstration de la
proposition [7.1 et le morphisme naturel L(p, O)—=V(O).

Pour adapter cette démonstration au fait que 'espace Gq(Z,), contrai-
rement a U.Pqg(Z,), n’est pas dans la grosse cellule, d’apres la décom-
position de Bruhat, il suffit de tenir compte des éléments du groupe de
Weil. Les arguments de [27, lemme 7.2] et [50l prop. 3.2] s’appliquent

encore. [

7.3.3. Annulation de la cohomologie quasi-ordinaire en degré zéro. —
Lemma 7.5. — Pour tout U € Ty, eqo-HY(Shy .k, Lu(p, £/O)) = 0.

Démonstration. — La décomposition

L(p,0)= P L(p,O)w,x]

XE€X*(RM)~

et 'inégalité w(x(t)) > 0 pour t € o(Af;) et x # 1 montre que t € o(Af;)
agit par un scalaire qui n’est pas une unité sur les composantes pour
lesquelles y est non trivial.

De plus, sur la composante L(p, O)[w,], o(Ay;) agit trivialement, donc
'opérateur de Hecke correspondant a la classe double de ¢ € o(Ay;) agit
sur les invariants par I'indice #(K\K.t.K). La propriété de contraction
montre que, pour une puissance de t suffisamment grande, cet indice
n’est pas une unité p-adique. Ce qui montre la nullité de la partie quasi-

ordinaire. n

7.3.4. Probleme de congruence et annulation en degré un. — Le pro-
bléme de congruence pour un groupe semi-simple simplement connexe G

sur Q consiste en la question suivante :
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un sous-groupe arithmétique (i.e. commensurable & G(Z)) contient-
il nécessairement un sous-groupe de congruence (i.e. le noyau d’'un
morphisme de réduction G(Z)—=G(Z/m.Z), m € N)?
Bien qu'un plongement G C GL(n) soit nécessaire pour définir G(Z) :=
G(Q)NGL(n,Z), la notion de sous-groupe arithmétique ainsi que le fait
de contenir un sous-groupe de congruence ne dépendent pas du choix de
ce plongement.

Inversement, il est évident qu'un sous-groupe de congruence est arith-
métique.

On note G/(@ le complété de G(Q) pour la topologie dont un systeme
fondamental de voisinages de I'unité est formé des sous-groupes arithmé-
tiques.

La topologie de G(@) dont un systeme fondamental de voisinages de
I'unité est formé des sous-groupes de congruence, est la topologie induite
par la topologie du groupe localement profini G(AQ’ 7)-

Si G vérifie le théoreme d’approximation forte, le morphisme naturel
@HG(AQJ) est donc surjectif. Son noyau C(G), appelé noyau de
congruence, mesure le défaut du probleme de congruence (cf. [3], IV]). 1
n’est pas fini en général, par exemple pour G = SL(2), c’est un groupe
profini libre de rang dénombrable.

Soit F" un corps de nombre, dont on note I;(F’) I'ensemble des places
réelles, et H un groupe simplement connexe, simple défini sur F'. Une
conjecture de Serre (citée dans [38, (9.45)]) est que

= 813 er p) Tk, H > 2 alors C(RpjqH) est fini,

= 81 3 er ) tkr, H =1 alors C(RpoH) est infini.
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Dans sa these, K. Buecker [16], § 3] prouve la nullité de la partie quasi-
ordinaire eq.H'(Shy. i, Ly (p®e€.x)) de la cohomologie de degré un, dans
le cas du groupe symplectique G = GSp(4). Sa méthode, qui consiste
d’abord a montrer que le noyau d’un cocycle contient un sous-groupe
de congruence, et donc se ramener a la cohomologie de groupes finis,
se généralise aux groupes dont le noyau de congruence (du revétement
simplement connexe G du groupe dérivé) est fini d’ordre premier a p.

Platonov et Rapinchuk indiquent de nombreux cas pour lesquels C(G)
est fini, en dualité avec le noyau métaplectique de G, ce dernier étant plus
facilement déterminé (cf. [38] th. 9.15 et 9.23]).

Comme dans le paragraphe de la premiere partie, GU désigne
le groupe des similitudes unitaires en trois variables d’'une extension CM
d’un corps totalement réel F. On suppose qu’en toute place réelle sauf
une, GU est anisotrope et qu’en toute place au-dessus de p, GU est
quasi-déployé. Nous nous intéressons a la quasi-ordinarité relative a un
sous-groupe de Borel en p.

Le domaine symétrique de GU est une 2-boule complexe (donc d = 2)
et les variétés de Shimura de GU sont des surface de Picard (cf. [22]).

Si F' = Q alors GU est de rang semi-simple déployé un sur Q et la
compactification de Borel-Serre consiste a élargir X en rajoutant des
2-spheres complexes.

Sinon, RpoGU est de rang semi-simple déployé nul sur Q et les
variétés de Shimura de niveau fini Shy sont compactes.

Dans tous les cas, la conjecture de Serre implique que le noyau de

congruence du groupe spécial unitaire correspondant a GU est infini.

Theorem 7.6. — Soit U € Ty, et G = Rp/oGU.
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On suppose que la représentation p est de plus haut poids régulier et
(TF,) : p ne divise pas l'ordre de eqo.H*(Shy, L(p, O))tor-

Pour tout caractére O-arithmétique p-dominant €.y de Mg pour lequel

U € Typ(€), le morphisme
eqo-H} (Shuse, Lu(p @ €.x, K/O)) —— eqo H} (Shic,, L(K/O))[e.x]
est un isomorphisme.

Démonstration. — L’annulation des groupes de cohomologie quasi-ordi-
naire (totale) en degré 0 (cf. et 1 (di a 'hypothese (TF,) et a la pro-
position permettent d’appliquer le théoreme de controle “fort” ;

¢qo-H?(Shuos Lu(p © €, K/O)) — eqo-H?(Shi,, L(KC/O))[e.x]

Pour un groupe de rang semi-simple 1 sur Q, la suite spectrale de Le-
ray (cf. proposition 4.4) du bord devient simplement une décomposition
de la cohomologie du bord en une somme directe des cohomologies des

composantes du bord. O

7.4. Propriétés de l’algebre de Hecke quasi-ordinaire univer-
selle. — A partir de maintenant, p est toujours de plus haut poids
réqulier.
On appelle algebre de Hecke P-quasi-ordinaire universelle la O[[C]]-
algebre
hygo(p) = 1l go(K1, p)

On note Vi (p) le dual de Pontryagin du O[[C]]-module discret
eao-Hf (Shic,, Lu(p, K/ O))

C’est un hy 40 (p)-module.
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7.4.1. Semi-simplicité de [’algebre d’un groupe fini. — On rappelle le

lemme suivant :

Lemma 7.7. — Soient A un anneau commutatif intégre et G un groupe
fini de cardinal N et d’exposant n.

St N est inversible dans A et si A contient les n-iémes de ['unité, alors
A[G] — HxGHom(G,AX) A(X)
g ———— (x(9)x

est un isomorphisme de A|G]-modules.

Démonstration. — Pour tout caractere y : G——=A*,
ey = (1/N).> x(9) "9
G

est un idempotent de A[G] et le morphisme A[G]—=A(x) induit par x
s’identifie & la projection naturelle sur A[G]—s=e,.A[G].

Les hypotheses assurent une bonne dualité entre G et ses caracteres a
valeurs dans A*. En particulier, il existe N caracteres et ces caracteres
séparent les éléments de G. Ces deux faits donnent la décomposition en
idempotents 1 = 3 e, et les formules d’orthogonalité e,.e,» = 0 (pour

X # x') dans A[G]. D’ou 'isomorphisme

AlG] - Oyey-AlG] — HX Alx)

7.4.2. Finitude. —

Proposition 7.8. — Soit U € Ty,.
Le module Vi (p) est de type fini sur O[[C]].
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L’algébre hy o (p) est finie sur O[[C]].

Démonstration. — Selon le lemme précédent, on a la décomposition sui-

vante :
eqo (ShKl,LU P, ]C/O @eqo ShKl,LU(p, ’C/O))[ ] (18>

ol v parcours ’ensemble fini des caracteres v : C®)——=0O* .

Soit v un tel caractere. On peut construire un caractere fini continu e
de Mq(Z,) qui, passant au quotient C, prolonge v.

Le lemme .8 donne

eQO'Hd(ShK1 ) LU(p7 IC/O))(E) = 6qO‘Hd<ShK1? LU(p> IC/O) (E))
Si on prend les invariants sous C', on obtient :
Hd(ShKU LU(pa IC/O))[G] = HO(OJ Hd<ShK17 LU(p7 ]C/O) (6)))

Selon le théoreme [7.3] ce dernier groupe est de cotype fini sur O.

D’apres le lemme de Nakayama topologique, on en déduit que
HY(Shy,, Lu(p, K/0))[v] = HY(CW, H'(Sh,, Lu(p, £/O)(€)))

est de cotype fini sur O[[C,]]. Ce qui, d’apres la décomposition (18],
démontre la premiere assertion.
La deuxieme assertion est une conséquence de la premiere puisque

hy o(p) agit fidelement sur Vi (p). O

7.4.3. Spécialisation. — Soient U € Ty, €.x un caractere O-arithméti-

que p-dominant de Mg et U’ € Ty, (€) un sous-groupe de U.
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On note hjy; (UKo, p @ €.x) la sous-O[[C]]-algebre engendrée par
I'image de 'anneau de Hecke abstrait H® dans I’algebre des endomor-

phismes du O[[C]]-module eq.H;(Shy i, Lu(p ® €.x, K£/O)).

Lemma 7.9. — Soit e.x un caractere O-arithmétique p-dominant de
Mi,.

On a un morphisme naturel entre K-algebres finies

h%,qo(U/'K(]? P E-X) Qo K <=— hU,qo(P) Qolc]] K(e.x)

surjectif, a noyau contenu dans le radical. Dans le cas du controle “fort”,

c’est un isomorphisme.

Démonstration. — En prenant le dual de Pontryagin puis en tensorisant

par IC, le morphisme du théoreme devient un isomorphisme :
eqo-HY(Shy iy, Lu(p ® €., K/ 0))Y @0 K <— Vi (p) Qojey K(ex)
qui induit un morphisme surjectif sur les algebres de Hecke :
hi; o (U Ko, p® e.X) ®0 K <— hyqo(p) Qojiey K(e.x)

car, par platitude de K sur O, la premiere algebre agit fidelement sur le
premier module de 'isomorphisme précédent.

Pour montrer que ce morphisme surjectif entre K-algebres finies est
a noyau contenu dans le radical, il suffit de montrer que I'image d'un
idempotent € non nul est non nul.

D’apres le lemme d’Hensel cet idempotent se releve en un idempotent

e de T'algebre hy4(p) ®opcy O[[Cllp. .- Par platitude de O[[C]]

Pe.x sur

O, cette algebre de Hecke agit fidelement sur le module Vi (p),. . Ainsi
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e est un projecteur de ce module et vérifie e(Vy(p)p...) C Pex-Vu(p)p.. -

Ce qui implique e = 0. O]

7.4.4. Algébre de Hida-Twasawa. — Soit Cy 'adhérence dans RGq(Z,)
du sous-groupe RG(Q) NRGq(Z,) C RG(Q,).

Les opérateurs de Hecke construits a partir des éléments de l'inter-
section RG(Q) N RGq(Z,) agissent trivialement sur la cohomologie de
Ly(p), si bien que l'action de C' sur Vy(p) se factorise par le groupe
C/Co.

L’algebre A := O[[H]], ou H C C/Cj est le sous-groupe pro-p maximal,

est ’algebre de Hida-lwasawa.

7.4.5. Liberté. — On note y" I'image du caractére y par I'élément de
plus grande longueur wy du groupe de Weyl de G par rapport a T qui
transforme B en B, et on note aussi p" la représentation de M de plus

grand poids x, pour 'ordre défini par B N M.

Proposition 7.10. — Pour G = Rgp/oGU et p satisfaisant auzx condi-
tions (TF,) et (TF,v ), le module Vi;(p) est libre de type fini sur [’algébre
de Hida-Iwasawa A.

Démonstration. — Le lemme 10.2 de [24] montre que l'intersection des
ker p,, lorsque x parcours I’ensemble des caracteres p-dominants est nulle.
En utilisant le lemme de Nakayama, il suffit donc (c¢f. [24], § 10]) de
montrer que Vi (p® x)/py-Vu(p® x) est libre sur O pour tout caractere
O-algébrique p-dominant y.

D’apres 'hypothese (TF,v), eqo.H*(Shy,, Ly (p¥ @ xV,0)) n’a pas de

p-torsion.
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Or, 2 étant la dimension médiane de Sh, ce dernier est en dualité (cf.

[50, th. 6.4] ou [1]) avec
eqo'Hz(ShKoa LU(p ® X IC/O))

qui est donc p-divisible.
Il en est de méme de la cohomologie intérieure, qui est image de la
cohomologie a support compact. L’isomorphisme du théoreme de controle

[7.6] donne donc
a0 HE(Shic,, Lu(p. K/O))lpy] — > caoHE(Shicy, Lu(p © x. K/O))

En passant au dual, on obtient bien que Vi (p® x)/py-Vu(p® x) est libre
sur O. O

7.4.6. Dimension. —

Corollary 7.11. — Dans la méme situation que la proposition précé-
dente, l'algébre de Hecke quasi-ordinaire universelle hy o(p) est finie et
sans torsion sur l'algebre de Hida-ITwasawa A. Elle est de dimension re-

lative
I'kzp H = 1 + 3[F . Q] —|— 5E,p

sur O.

Démonstration. — Ce sont les conséquences de la proposition précédente

et du calcul du paragraphe de la premiere partie. O

7.4.7. Systemes de valeurs propres. — Si Il est une A-algebre finie et sans
torsion, on dit qu’un idéal premier de I est arithmétique s’il est au-dessus

d’un idéal de la forme p.,, ot €.x est un caractere O-arithmétique de
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Mg,. Et un caractere I—=0 est arithmétique s’il prolonge un caractere
arithmétique de A.

Une famille de systemes de valeurs propres quasi-ordinaires est un
morphisme hy o (p) ——1I de A-algebres ou I est une A-algebre finie sans
torsion.

Une remarque importante est que, puisque I est un anneau local,
deux caracteres arithmétiques sont congrus modulo 'uniformisante de
O. Cette propriété et la proposition suivante permettent de “construire”
des congruences.

La maniere dont nous avons modifié I'action originale de G(K) sur
L(p, K) nous amene a donner la définition suivante : un systeme de valeurs
propres © intervenant en plus haut poids cohomologique A (pour 'ordre
associé a B~ comme au paragraphe est P-quasi-ordinaire si et
seulement si [O(T,(£))], = M (&)], pour tout & € a(Afy), ot T,() est

I'opérateur de Hecke construit a partir de £ (pour l'action originale).

Proposition 7.12. — Soit O, un systeme de valeurs propres pour les
opérateurs de Hecke, associé a une représentation automorphe cuspidale
de G = RpoGU, dont la composante archimédienne est de poids coho-
mologique réqulier.

Alors pour presque tout p, si O, est quasi-ordinaire, il existe une fa-

mille de systemes de valeurs propres quasi-ordinaires passant par ©,.

Démonstration. — En effet, par hypothese, a 7 est associée une repré-
sentation irréductible V) de G de plus haut poids régulier A (pour 'ordre
défini par B7). Cette représentation peut étre construite sous la forme

L(p,C) en prenant pour p I'induite de A de BN M a M.
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On peut choisir K suffisamment gros pour qu’il contienne les valeurs
propres et d’apres la proposition (7.4, on peut se placer en niveau U.K|
(i.e. de type ['g) en p, pour 2 une partie bornée et bien placée par rapport
a (P,M) et un sous-groupe U € Ty,,.

Puisque le conoyau du morphisme
HY (Shu.x, Lu(p ® €.x, K)) — Hi(Shu.xy, Lu(p @ €.x, K/O))

est fini, le systeme de valeurs propres intervient aussi pour les coefficients
divisibles Ly (p ® €.x, K/O).

Si bien que ©, est un morphisme

2 O
h!’U?qO(U.KO,,O ®ex) —= O

qui, composé avec I'application hU,qo(p)HhﬁUyqo(U.Ko, p ® e.x) donne
un morphisme dont le noyau P est au-dessus de 'idéal arithmétique p. ,,.
Le “going-down” [11l, V, § 2, th. 3] donne un idéal premier p C hy 4 (p)
contenu dans ‘B, au-dessus de {0} C A.

Posons I := hy 4(p)/p. C'est une A-algebre finie qui se décompose en
un produit d’anneaux locaux car A est complete. Or I est integre par
construction, donc I est un anneau local, sans torsion sur A.

Ainsi, on a le diagramme commutatif suivant :

On
hU,qo(p) - h!2,U7qo<U‘K07p ® GX) *; @

-
I -
—
-
-
-
-
-

v
A€ I
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ot le morphisme de hyq(p) se factorise par hi;;  (U.Ko, p®e.x) d’apres
le lemme [7.9] et le morphisme de I dans O est obtenu par réduction
modulo B/p.

C’est ce morphisme qui indique que la famille construite passe par

O. []
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Annexe A

Cohomologie des espaces K(I',1)

On rappelle ici le dictionnaire entre ['-modules et systemes locaux sur
M\ X. De cette correspondance locale, on déduit un isomorphisme cano-
nique entre la cohomologie des I'-modules et la cohomologie des faisceaux
sur '\ X.

En particulier, si I'\ X est compacte, on obtient des propriétés de fini-
tude de la cohomologie de T'.

Cet appendice, constitué uniquement de résultats classiques, est pré-
sent pour deux raisons : d’une part, I’absence de référence satisfaisante
(sinon dans le cas des coefficients constants), et d’autre part, pour mettre
en évidence le fait que certaines propriétés de la cohomologie des groupes
arithmétiques (finitude, commutation aux limites inductives) sont dues

a l'existence d'un espace K(I', 1) compact.

A.1l. Dictionnaire local. —

A.1.1. Action propre et libre d’un groupe discret. — Remarquons que
si X est un espace topologique muni de ’action continue d'un groupe
discret I', les deux conditions suivantes sont équivalentes :

— I' agit proprement et librement sur X,

— I agit librement sur X et la projection pr : X—I"\X est un

revétement d’espaces séparés.

Dans un sens, les propriétés de séparations résultent de [10] III, p. 29,
prop. 3] et 'homéomorphisme local de [10, III, p. 32, prop. 8]. Dans
lautre il suffit d’utiliser la caractérisation [10] III, p. 31, prop. 7]. Une

condition plus forte est :
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— I' n’a pas de torsion et agit proprement sur X
car dans un groupe discret agissant continiment et proprement, les sta-

bilisateurs sont finis [10], I1I, p. 32, prop. §].

A.1.2. Systémes locaur. — Dorénavant et jusqu’a la fin de cet appen-
dice, X est un espace topologique muni de ’action continue, propre et
libre d’'un groupe discret I'. Soit Zr le faisceau d’anneaux constant Z
sur ['\X. Nous notons pMod et z.Mod, respectivement, la catégorie
abélienne des Z[I']-modules (a gauche) et celle des faisceaux de groupes
abéliens sur l’espace topologique I'\ X

A tout Z[[')-module L, nous associons le fibré

mr (L)
MX x L —=T\X
ou L est muni de la toplogie discete. C’est un fibré localement trivial
en groupes abéliens de fibre-type L comme le montre le carré cartésien

suivant

XxL—=T\XxL

| e

x pr F\X

Le systeme local associé a L est le faisceau L des germes de sections

continues du fibré 7p(L). Ceci définit un foncteur

Mod —— 5 Mod

L+——1L

additif, fidele et exacte (car tout se lit sur les fibres). Si Z est muni de

I’action triviale de I', on a Z = Zy.
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A.1.3. Fonctorialité. — Supposons, en plus des hypotheéses de [A.1.2]
que X est localement connexe. Ainsi la famille des pr(U), lorsque U
parcours l’ensemble des ouverts connexes de X sur lesquels pr est un
homéomorphisme, forme une base de la topologie de I'\ X.

Soient IV un sous-groupe de I' et ¢ : I"\X—=T\X la surjection

naturelle. Pour tous Z[[']-module L et Z[I"]-module L', les formules

0.l = indL L' (19)

0L = resp L (20)

résultent de
p.L(pr(U)) = L(¢ ' (pr(U)))
— L(\F % U) = ind}y L' = ind, L' (pr (1))
¢*L(pr(U)) = L(pr(U)) = L = resp, L(pr(U))
quand U C X est un ouvert connexe sur lequel pr est un homéomor-

phisme.

A.2. Dictionnaire global. —

A.2.1. Cohomologie des systemes locaux. — Reprenons les hypotheses
de |[A.1.2] Si X est connexe, alors pr : X—>=I'\X est un revétement
galoisien de groupe de Galois I" et le foncteur L——=L est plein, si bien

que
L' = Homgry(Z, L) ~ Homg, (Z,L) = L(I'\X) (21)

Remarquons de plus que si X est connexe et simplement connexe
alors pr est un revetement universel et L——L est une équivalence de

catégories.
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Proposition A.1. — Soit X un espace topologique localement connexe
et contractile sur lequel un groupe discret I' agit continiment, proprement
et librement. Alors les -foncteurs H (T, -) et H' (T'\X,:) sont canonique-

ment isomorphes.

Démonstration. — En degré 0, c’est l'isomorphisme . D’apres [23]
prop. 2.2.1], il suffit de montrer que ces deux d-foncteurs exacts sont

effagables. Ce qui résulte du fait que tout Z[I']-module L se plonge dans
I'induit ind" L, des formules et

H(T,ind"L) = H (1, M)
H'(T\X, (pr).L) = H(X,L)
et enfin du fait que X est contractile. n
A.2.2. Fonctorialité. —

Proposition A.2. — Sous les mémes conditions que la proposition
précédente, si I C ' est un sous-groupe, L un Z[I'|-module et L' un

Z[I"]-module alors nous avons les diagrammes commutatifs suivants :

H (I, resh, L) —— H (I"\ X, ¢*L)

H (T, L) —— H(P\X,L)

H(I", L) H(I'\X, L)

3 Tz

H(T,indL L) — H (D\X, ¢.L)
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ou I"\X L \X . De plus, si I est d’indice fini dans T, le dia-
gramme :

H (I",resh, L) —— H (I"\X,¢*L)

H(T,L) —— H'(\X,L)

est commutatif.

Démonstration. — La commutativité du premier diagramme est claire
en degré 0 et H'(I',-) est un d-foncteur universel d’ot la commutativité
pour tout degré. La commutativité du deuxieme en résulte grace a la
décomposition de I'isomorphisme de Shapiro :

res

H (T,indf ') — H(I",reskindp, L)) — H (I, L)
lz iz lz
H(D\X, g L) —= H(I'\X, "p,L) — H ("X, L)
Enfin la commutativité du troisieme vient de la décomposition de la

corestriction en

H(T",vesh L) —— H'(T,indNrest, L) — H'(T', L)
\L t \L { l l
H (X, L) —— H(I\X, " L) — H'(I\X, L)
Il

A.2.3. Espaces K(I',1). — Rappelons le fait suivant [45, 1.5 et 2.1].
Supposons maintenant que l’espace X est une variété différentielle (éven-
tuellement & bords) contractile sur laquelle T' agit librement, propre-

ment par difféomorphismes. Alors I'\ X hérite d’une structure de variété
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différentielle et peut donc étre triangulée [36]. Le CW-complexe cor-
respondant est, au sens de [45, 1.5], un espace K(I',1). Les groupes
H(T', L) s’obtiennent comme cohomologie du complexe Homzr)(C., L)
ot C. = Z[[']®) est le complexe des chaines simpliciales de X corres-
pondant au relevement d’une triangulation A. de I'\ X. Puisque X est
contractile, ce complexe est acyclique et donne une résolution libre du

Z[I']-module Z de longueur la dimension de X.

Corollary A.3. — Soit X une variété différentielle (éventuellement a
bords) contractile sur laquelle un groupe discret T' agit proprement et
librement par difféomorphismes.

Si T\ X est compacte alors le groupe I' est de type (FL) au sens de
[45] 1.5] de dimension cohomologique dim X . En particulier, la cohomo-
logie H'(T',-) ~ H(I\ X, :) permute au limites inductives et conserve les

hypothéses noethériennes (resp. artiniennes) sur un anneau.

Démonstration. — Par compacité, les ensembles A. sont finis, d’ou la
propriété (FL). Et la conservation des hypothéses noethériennes (resp.

artiniennes) est la conséquence de

Homgr(C., L) = L*
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Annexe B

Anneaux de Hecke

Cet appendice réunit les définitions et les résultats dont nous avons
besoin, concernant les anneaux de Hecke.

Le terme d’anneau de Hecke est préféré a celui d’algebre de Hecke pour
insister sur le fait qu’on travaille avec des coefficients entiers. Un anneau
de Hecke est associé a toute paire de Hecke K C D, constituée d’'un
monoide D et un sous-groupe K.

La premiere partie est consacrée au rappel des définitions des opéra-
teurs de Hecke abstraits K.£.K (cf. [47), chapitre 3]) et de leur action
sur la cohomologie du groupe K (cf. [31]).

Dans la seconde partie, nous nous intéressons a la fonctorialité par rap-
port a la paire K C D. Les deux premiers résultats, sur I’équivariance de
'isomorphisme de Shapiro, sont classiques (voir [2, lemme 1.1.4] et [46]
[.2.5, ex. 1]). Le principal résultat de cet appendice (proposition
affirme que la suite spectrale de Hochschild-Serre relative a un sous-
groupe K’ C K est Hecke équivariante. L’hypothese requise (définie au
début du paragraphe est que K’ soit un sous-groupe distingué
de la paire de Hecke K C D. Cette proposition est essentielle pour
démontrer les théorémes de controle abstraits du paragraphe [6.4.3] Le
dernier résultat de cette partie, utilisé aux paragraphes et [6.2.3]
porte sur I'équivariance des applications de restrictions. C’est une légere
généralisation du théoreme 2.7.6 donné par Miyake [35].

Une troisieme partie systématise un argument classique (c¢f. Hida [27,

section 2], par exemple) pour avoir des relations de composition entre
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opérateurs de Hecke du type K.v.K|K.£. K = K.v.£. K. Nous utilisons ce
critere en 5.3

B.1. Rappels et notations. — Nous disons que K C D est une paire
de Hecke lorsque K est un sous-groupe d’un monoide D.

Dans ce qui suit, nous fixons un monoide D, dont K, K" et K" désignent
des sous-groupes.

Si E est un ensemble, nous notons Z¥) le groupe abélien libre construit
sur cet ensemble. Dans le cas ou F = A est un monoide, c’est le groupe
sous-jacent a la Z-algebre Z[A] du monoide A.

Sauf précision contraire, les modules dont il est question ici sont des

modules a droite. Le groupe abélien Z est muni de I'action triviale de D.

B.1.1. Cohomologie des groupes. — Pour tout K-module V', le sous-
groupe des K-invariants V¥ s’identifie & Homg(Z, V). Si Paction de K
sur V' s’étend en une action de D alors, par extension des scalaires, nous

avons l’isomorphisme :

VE —= Homp(ZE\D), V) (22)

Vi (K. —v.8)

car Z(K\D) =7 ®Z[K] Z[D]

En dérivant ces foncteurs en V', nous obtenons les isomorphismes :
H (K, V) —= Ext,(ZE\D) V) (23)
B.1.2. Opérateurs de Hecke. — D’apres , le groupe

Homp (Z(K’\D) : Z(K\D))
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s’identifie aux K’-invariants (Z(K \D ))K/, ou encore au groupe abélien libre
H(K, D, K') construit sur les classes doubles K.(.K' € K\D/K’ telles
que K\K.£.K' est fini. Les classes doubles vérifiant cette condition de
finitude sont appelées opérateurs de Hecke (abstraits). Nous avons ainsi

les isomorphismes :
H(K,D,K') — (Z<K\D>)K’ — = Endp(ZE\D), Z(K\D))

K&K —s % K.9|—>(K’.n»—> D K.@.n>

K.OeK\K.£.K' KOeK\K.£ K’

B.1.3. Action et composition. — Si V est un D-module, la composition

donne, grace a (23)), une loi bilinéaire

H(K,V)®, H(K,D,K') — H(K",V)
COKEK — = | KEK'

En degré zéro, cette composition s’écrit v|K.§&. K = ZK.%K\K{,K,U.Q
pour tous K.£&.K' € H(K,D,K') et v e VE,
Toujours en degré zéro, et en prenant V = ZE"\P) nous obtenons

ainsi la loi de composition des opérateurs de Hecke :

H(K",D,K)®; H(K,D,K') — H(K",D, K')
K'vK@KEK — > K' v K|KEK'

ot K" v.K|K£K' = > K" n.0

K" meK'"\K" v.K
K.OcK\K... K/

Elle est associative chaque fois que cela a un sens.
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B.1.4. Anneau de Hecke. — En particulier, H(K, D) := H(K, D, K) est
un anneau, appelé anneau de Hecke de la paire de Hecke K C D. Cet
anneau est isomorphe & I'anneau des endomorphismes Endp(Z5\P)) et
agit sur la K-cohomologie H (K, -) = Extj,(ZF\P) ) des D-modules.

Si A est un anneau commutatif, nous noterons H4 (K, D) la A-algebre

de Hecke A ®7 H(K, D).

B.2. Changement de paire. — Soient K’ C D' et K C D deux
paires de Hecke telles que D’ est un sous-monoide de D et K' C K.
Dans une telle situation, nous disons que K’ C D’ est une sous-paire (de

Hecke) de K C D. Pour tout £ € D, nous notons

K\K'£K' < K\D > K\D (24)

| e

K\K£K < K\D

les applications induites par les inclusions. Si K'.£. K’ € H(K’, D), nous
notons deg(pe) = # K'\(K'.£. K'NK.£) le cardinal (constant et fini) des

fibres non vides de .

B.2.1. Hecke-équivariance de l’isomorphisme de Shapiro ;
Modules induits. — Les deux lemmes que nous donnons ici sont connus
(cf. |2, lemme 1.1.4] et [46, 1.2.5, ex. 1]).

A tout D’-module V', nous associons le D-module induit indb,V constitué
par I'ensemble ind},V = Homp/(Z[D], V), muni de I'action définie par
(f.6)(v) = f(v.€) pour tous f € indB,V et £,v € D. Le morphisme

ev : indD, V——=V d’évaluation en 'unité de D induit I'isomorphisme

Hom (W, ind2, V) — Homp/ (W, V) (25)
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valable pour tout D-module W. Nous en déduisons que le foncteur ind?,
transforme injectifs en injectifs.
Il y a équivalence entre
— l'application ¢ de (24]) est bijective;
- D=KD etpourtout { € D', KEND =K' &,
- D=KD et KND.D'™'=K';
— I'ensemble D est en bijection avec le produit contracté K x& D’ par
I’application
KxX'D ——D
k*&r— k&

Sous ces conditions, ¢ induit un morphisme injectif d’anneaux
Endp (Z¥\P)) ¢ Endp (ZE"\PY)

En termes d’anneaux de Hecke, il s’écrit :

H(K,D)¢ H(K',D')

K&K — D KvK = Y KénD

K v.K'eK'\(D'NK.£.K)/K' KOeK\K.£.K
(26)

De plus K xX' D'—=>D donne l'isomorphisme

~

ZIK] @z ZID'] — Z[D]

Donc Z[D] est un Z[D'|-module libre et, par extension des scalaires,

Lemma B.1. — Soient K C D une paire de Hecke et K' C D’ une
sous-paire telle que ['application ¢ de est bijective.
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Alors pour tout D'-module a droite V', le morphisme ev induit des

1somorphismes
H'(K,ind%, V) — H(K',V)

Hecke-équivariants, c’est-a-dire compatibles avec le morphisme d’anneaux

Démonstration. — Par construction des morphismes en jeu, l'isomor-

phisme
HomD(Z(K\D)7 lndglv) - HOIHD/<Z(K/\D')7 V)

obtenu en pour W = ZFE\D) = 7E\D) est compatible avec le
morphisme .

Puisque le foncteur ind5, est exact (comme signalé plus haut, Z[D] est
un Z[D']-module libre) et transforme injectif en injectif, nous pouvons
dériver 'isomorphisme précédent. Nous obtenons ainsi les isomorphismes

Hecke-équivariants voulus :
Ext),(ZE\P) indB, V) —— Ext, (ZE\P) V)
O

Lorsque V est un K-module (& droite), Hom(Z[K], V') est muni d’une
structure de K-module (& droite) : (f.k)(1) = f(I.k™').k. Le sous-module
des K’-invariants est le module induit ind%, V. Ce dernier est donc muni
d’une action de H(K’, K). Elle commute avec 'action de K obtenue par
induction, si bien que les groupes de cohomologie H'(K,ind%, V) sont

aussi des H(K’, K')-modules.
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Lemma B.2. — Soient K un groupe et K' un sous-groupe de K.
Pour tout K-module a droite V', le morphisme ev induit des isomor-

phismes
H (K, ind%,V) — H (K", V)
Hecke-équivariants (i.e. H(K', K)-équivariants).

Démonstration. — 1l suffit de le vérifier en degré zéro. Et dans ce cas,

nous voyons immédiatement que l'isomorphisme
(Homg (Z[K], V) —— Hom(ZH"\E), V)
est H(K', K)-équivariant. O

B.2.2. Sous-groupes distingués et Hecke-équivariance de la suite spec-
trale de Hochschild-Serre. — Le seul résultat nouveau de cet appen-
dice, énoncé dans la proposition [B.3, montre que la suite spectrale de
Hochschild-Serre, pour un sous-groupe distingué de la paire K C D, est
équivariante pour l'action des opérateurs de Hecke.

Intéressons-nous d’abord au morphisme de H(K’, D)-modules a droite

K1.K'|

H(K',D) — H(K,D,K") (27)
K' &K' ——— deg(p¢). K.£K'

Nous dirons que le sous-groupe K’ de K est distingué dans la paire
K C D si
(i) K’ est distingué dans K et
(i) pour chaque £ € D tel que K.{.K' € H(K, D, K'), I'application ¢
de (24) est injective.
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Les conséquences de la condition (i) sont les suivantes : le sous-anneau
H(K',K) C H(K', D) est isomorphe a 'algebre de groupe Z[K/K'], si
bien que par restriction des scalaires, tout H(K', D)-module est un K /K-
module. Plus précisément, pour tous k, k' € K et K'.(.K' € H(K', D),
K kK|K (KK KK = K k&K K. De plus, le morphisme a
pour noyau l'idéal a droite I/ C H(K', D) engendré par

(K' kK — K'1.K Y yex

Cela est du au fait que deg(py.¢) est indépendant de k € K.
La condition (ii) équivaut & la surjectivité du morphisme (27).
Supposons que K’ est un sous-groupe distingué de la paire K C D.

Alors, pour tout H(K’, D)-module V', nous avons 'isomorphisme :

VE/K' =, HOIDH(K’VD)(H(Ky D7K/)7V) <28>
v (KK 0| K £ K')

car Z @zx/x H(K', D)—>H(K', D)/Ix/x—=H(K, D, K').

En dérivant ces foncteurs en V', nous obtenons les isomorphismes :
H(K/K’,V) 4N> EXtﬁ-{(KlyD)(H(KaD?K/)av) (29>

Selon , I'anneau Endyxr p)(H(K, D, K')) s’identifie aux K/K'-
invariants de H (K, D, K') = (Z5\PYE' | cest-a-dire & H (K, D). De plus,
d’apres (29), H(K, D) agit par composition sur la K /K’-cohomologie des
H(K’, D)-modules.

Proposition B.3. — Soient K C D une paire de Hecke et K" C K’

deux sous-groupes distingués de la paire K C D.
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Pour tout H(K", D)-module a droite V', la suite spectrale de Hoch-
schild-Serre

By =H(K/K',H/(K',V)) == H™(K,V)
est Hecke-équivariante (i.e. H(K, D)-équivariante).
Démonstration. — Les isomorphismes et

HomH(K’,D) (H(K7 Da K/)7 HomH(K",D) (H(K/’ D; K”)v V))

|

HOInH(K”,D) (H(K, D, K/) ®'H(K’,D) H(K,, D, K”), V)

montrent que le morphisme obtenu par composition des opérateurs de

Hecke :
H(K, D, K’) OH(K’,D) H(K’, D, K”) — H(K, D, K”)

est un isomorphisme de (H(K, D), H(K", D))-bimodules. Par conséquent
les structures de H(K, D)-modules sur (LX"/% ”)K/ K" et L¥/K” coincident.

De plus, si nous montrons que le foncteur Homyy s py (H(K', D, K"), )
transforme H (K", D)-modules injectifs en H(K’, D)-modules acycliques
pour le foncteur Homy g p)(H(K, D, K'),-), alors nous aurons la suite

spectrale de H(K, D)-modules annoncée :

EXt;_[(K/,D) <H(K, D, K’)7 Eth{(K”,D) (H(K” D, K//>7 V))

ﬂ

Extylen py (H(K, D, K"),V)
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Soit J un H(K", D)-module injectif. C’est a fortiori un K/K"-module

injectif. Les isomorphismes

Homypr (-, JE/K")  ~ Hompg, (-, Hompgpen (Z[K/K'], J))
>~ HOHIK/K//(',J)

montrent donc l'injectivité du K/K’-module JX/5”. Ce qui entraine,

selon , la nullité des Extly e py (H(K, D, K'), JX'/%") pour i > 1. [

B.2.3. Hecke-équivariance de la restriction des scalaires. — On s’inter-
esse ici a I’équivariance des applications de restriction des scalaires en
cohomologie des groupes. On s’assure ainsi que les opérateurs de Hecke
agissant sur la cohomologie passent a la limite quand le niveau augmente
(cf. et . La proposition est une légere généralisation du
théoreme 2.7.6 de Miyake [35], qui suppose que les applications ¢¢ sont
bijectives.

Considérons le monomorphisme de H(K, D)-module a gauche :

H(K, D) ¢ H(K,D,K’)

K¢{K —— KEK|IK1K = > Kuv.K'
KvK'eK\K¢K/K'

Il y a équivalence entre les conditions

— pour tout opérateur K'.£.K' € H(K',D'), I'application ¢, est sur-
jective (i.e. K& K' = K.£.K);

— le morphisme restreint a H(K', D) se factorise par H(K, D).
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Dans ce cas, cette factorisation est le morphisme d’anneaux de Hecke

suivant :
H(K',D") H(K, D) (30)
K' &K' ——— deg(pe). KL K

Proposition B.j. — Soient K C D une paire de Hecke et K' C D’
une sous-paire telle que les applications ¢¢ (pour K'.§. K' € H(K',D"))

de , sont surjectives.

Alors pour tout D-module a droite V', les morphismes de restriction
H(K,V) — H(K',V)

sont Hecke-équivariants, c’est-a-dire compatibles avec le morphisme d’an-

neauz (30).

Démonstration. — Par définition, le morphisme (30)) est caractérisé par :
Vée D', K1.K'|K'§.K' = deg(pe) K.EK|K1.K'
d’ott la compatibilitié avec les morphismes
Extp,(Z5\P) V) — Ext,(ZE"\D) V)

qui ne sont autres que les morphismes de restriction de la proposition. [J
B.3. Anneau de Hecke et algebre de monoide. — Nous donnons
ici un critere numérique pour qu'un anneau de Hecke soit isomorphe a
I’algebre d’un monoide.

Ce critere est la formalisation de I'argument utilisé par Hida [27], sec-

tion 2] pour déterminer la structure de certaines algebres de Hecke locales

pour un sous-groupe de type I'y de G = SL,,. Nous utilisons ce critere
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en[5.3] pour généraliser le résultat de Hida aux groupes réductifs connexes

G sur un corps local.

B.3.1. Cas général. —

Lemma B.5. — Soient K, K' et K" des sous-groupes d’un monoide

D. Quels que soient les opérateurs
K'vKeH(K',D,K) e KEK e€H(K,D,K'),
on a linégalité¢  #(K"\K".v.K)#(K\K.{.K') < #(K"\K"v.£.K")
Et I’égalité est équivalente a
K'vK|IKEK = K'vE K dans H(K", D, K')
Démonstration. — L’inégalité vient de

K'véK c K"vKEK = U U E"ne
K" neK'"\K" v.K K.OcK\K.£.K'

Et I'égalité est équivalente a K" .v.&. K' = K" v.K.£. K’ et le fait que la

double union précédente est disjointe. Ce qui signifie exactement
K'vKIKE{K =K' vEK'
d’apres la définition de la composition des opérateurs de Hecke. O

B.3.2. Application aux anneaux de Hecke. —

Corollary B.6. — Soit K C D wune paire de Hecke et D' un sous-
monoide de D.

Supposons, d’une part, que pour tout § € D, K\K.£.K est fini et
d’autre part, que la fonction &——#(K\K.E.K) est multiplicative sur
D'
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Alors K.D'.K est un sous-monoide de D, dont la loi passe au quotient

K\K.D'".K/K et on a l'isomorphisme d’anneaux :

Z|IK\K.D' K/K] — H(K,K.D'K)
KEK K&K

Démonstration. — On applique le lemme [B.5|avec K’ = K" = K. [
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Résumé. — Le point de départ de cette these est I’'étude d’une conjecture
du type R ~ T dans le contexte général d’'un groupe réductif connexe G sur
Q, admettant une variété de Shimura et non nécessairement déployé.
L’hypothese principale est la quasi-ordinarité des représentations
automorphes considérées et son reflet galoisien conjectural.

On obtient, sous certaines hypotheses, I’égalité des dimensions de Krull d'un
anneau de déformation universelle d’une représentation galoisienne
quasi-ordinaire et d’une algebre de Hecke quasi-ordinaire localisée.

La théorie des immeubles de Bruhat-Tits est utilisée pour obtenir la structure
des algebres de Hecke paraboliques en p. D’un théoreme de controle général,
on déduit dans certains cas que ’algebre de Hecke quasi-ordinaire universelle
est finie et sans torsion sur ’algebre de Hida-Iwasawa du groupe G.

Ce résultat permet de construire des familles de systemes de valeurs propres
pour les opérateurs de Hecke, quasi-ordinaires, passant par un systeme donné.

Abstract. — The starting point of this work is the study of a conjecture of
type R ~ T in the general case of a connected reductive group G, defined
over Q, admitting a Shimura variety and not necessarily split.

The main assumption is the near-ordinarity of automorphic representations
and its Galois counterpart.

We get, under mild hypotheses, the equality of the Krull dimensions of a
universal deformation ring of a nearly-ordinary Galois representation and of
a localised nearly-ordinary Hecke algebra.

The theory of Bruhat-Tits building is used to study the structure of
parabolic Hecke algebras at p. From a general control theorem, we deduce, in
certain cases, that the universal nearly-ordinary Hecke algebra is finite and
torsion free over the Hida-Iwasawa algebra of G.

This result allows to construct families of nearly-ordinary Hecke
eigensystems passing through a given eigensystem.

Classification mathématique par sujets. — 11F85(11F80,11G18,11R39)
Mots clefs. — Algebres de Hecke, familles de Hida, quasi-ordinarité,
anneaux de déformation, représentations galoisiennes.

Keywords. — Hecke algebras, Hida’s families, near-ordinarity, deformation
rings, Galois representations.
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