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Rapporteurs : F.-X. LE DIMET Professeur, Université Joseph Fourier de Grenoble
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Examinateurs : I. HERLIN Directeur de Recherche INRIA
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1.1. Motivations : intérêts de l’imagerie satellitaire pour l’étude des systèmes convectifs
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5.4. Un modèle multifractal pour l’extraction des singularités d’une image . . . . . . . . 140

5.4.1. Motivation : desctription statistique vs. description géométrique . . . . . . . 140
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8.3. Un outil mathématique de détection de la convection dans les images IR : le champ
des sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
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8.5. Segmentation des zones précipitantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264

8.5.1. Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264

8.5.2. L’entropie comme attribut thermodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
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Résumé

Résumé

La connaissance des systèmes nuageux est d’un grand intérêt pour nombre d’applications météoro-
logiques et climatiques. Les données d’étude généralement employées sont des images acquises par
satellite géostationnaire, car elles bénéficient d’une couverture géographique quasi uniforme ; parmi
celles-ci, les données infrarouges apportent de l’information sur la température du sommet des for-
mations nuageuses. Dans ce travail de recherche, nous nous intéressons à la caractérisation, sur les
images infrarouges, de systèmes convectifs, qui sont à l’origine de situations météorologiques vio-
lentes susceptibles d’engendrer de fortes pluies. L’objectif est d’améliorer les résultats des modèles
de prévision atmosphérique.

Notre démarche d’analyse consiste à identifier les problèmes pratiques et à les relier à des concepts
théoriques de vision par ordinateur. Nous sommes naturellement conduits à nous intéresser à la
physique régissant l’évolution de l’atmosphère. L’étude des propriétés physiques et statistiques des
phénomènes météorologiques observés révèle une évolution chaotique et un régime de nature tur-
bulente, mis notamment en évidence par l’invariance d’échelle de certaines grandeurs significatives.
Nous envisageons ainsi un cadre d’analyse multiéchelle afin de prendre en compte la dépendance
de ces phénomènes vis-à-vis de l’échelle d’observation. Nous proposons d’introduire des méthodes
de traitement d’image dérivées de concepts thermodynamiques et qui constituent un prolongement
des méthodes d’analyse de la turbulence. Nous utilisons tout d’abord un modèle multifractal qui
respecte les propriétés des systèmes analysés. Ce modèle permet de détecter les singularités du si-
gnal et d’exhiber, dans une décomposition hiérarchique de l’image, des structures pertinentes pour
la compréhension des processus atmosphériques. En se référant à la mécanique et à la thermody-
namique des fluides, nous établissons un lien entre les propriétés géométriques et statistiques des
images infrarouges et les différents mécanismes mis en évidence dans ces images.

Nous proposons ensuite une extension du modèle multifractal pour déterminer les mécanismes de
transport dans le flux atmosphérique. Nous étudions notamment les caractéristiques des structures
extraites en relation avec les notions d’advection et de convection. Nous mettons en évidence les
zones de diffusion de la luminance dans l’image et nous identifions ces zones aux régions où de
l’énergie et de la matière sont injectées dans le système. Ces régions apportent une information
critique sur la nature du mouvement de l’atmosphère ; elles sont utilisées pour la détection des
structures convectives associées au transport vertical. Dans le prolongement de cette analyse, nous
étudions les propriétés entropiques des images infrarouges. Nous combinons finalement ces deux
approches pour interpréter l’état de l’atmosphère et traduire les propriétés des systèmes précipitants
considérés dans le système atmosphérique.
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Notations

Principaux acronymes et abréviations

ACP : méthode d’Analyse en Composantes Principales.

AMR : l’Analyse MultiRésolution.

BR : une image Basse-Résolution.

CRI : l’image chromatiquement réduite (Chromatically Reduced Image).

FRI : l’image reconstruite (Fully Reconstructed Image).

GLCM : une approche de calcul des matrices de cooccurrence (Grey Level Cooccurrence
Matrix).

GLDV : ibid (Grey Level Difference Vector).

GLV : ibid (Grey Level Vector).

EG : l’Entropie Globale d’un signal.

EL : l’Entropie Locale.

ELM : l’Entropie Locale avec pondération Multiéchelle.

EOFC : une contrainte du flot optique étendue (Extended Optical Flow Constraint).

ESS : auto-similarité étendue (Extended Self-Similarity).

HR : une image Haute-Résolution.

IR : la mesure dans le canal InfraRouge.

ITCZ : en météorologie, désigne la zone de convergence intertropicale (InterTropical
Convergence Zone).

MC : une Matrice de Cooccurrence.

MC-attributs : attributs texturels calculés à partir des Matrices de Cooccurrence.

MMTO : les Maxima du Module de la Transformée en Ondelettes.

MO : la mesure dans le canal MicroOnde.

MSM : la variété la plus singulière (Most Singular Manifold).

NIR : la mesure dans le canal proche-infrarouge (Near InfraRed).

OMSM : la variété la plus singulière orientée (Orientated Most Singular Manifold), i.e.
sur laquelle on tient compte de l’orientation du gradient de l’image originale.

SADH : une approche de calcul des matrices de cooccurrence (Sum And Difference His-
tograms).

TCD : le régime de Turbulence Complétement Développée.

TOC : la Transformée en Ondelettes Continue.

TO : la Transformée en Ondelettes discrète.

TRMM : le satellite Tropical Rainfall Measuring Mission.

VIS : la mesure dans le canal VISible.

WV : la mesure dans le canal vapeur d’eau (Water Vapor).

Symboles mathématiques - Symboles courants

D : le support (discret ou réel) d’une image ; dans le cas discret, D = {1, · · · ,M} ×
{1, · · · , N} est la grille de l’image.
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Notations

ID ou I : une image, définie sur un domaine D à valeurs dans l’ensemble G.

G : l’ensemble (discret ou réel) des valeurs prises par une image ; dans le cas discret,
G = {1, · · · , NG} est l’ensemble des niveaux de gris.

(i, j) : une paire de niveaux de gris de l’image I, quand on ne le précise pas.

~x = (x, y) : un pixel d’une image à la position (x, y), et plus généralement un point de
l’espace 2D (R ou Z) de coordonnées (x, y).

x : un point d’un espace 1D.

|x| : la norme de ~x ou de x suivant la dimension de l’espace dans lequel on se trouve.

~ν = (ν1, ν2) : une fréquence, i.e. un point du domaine de Fourier, transformé du domaine
spatial.

|ν| : la norme de ~ν.

Br(~x) : le voisinage d’un point ~x de l’espace, généralement pour la norme euclidienne.

W : une fenêtre d’une image discrète, i.e. un voisinage pour la norme sup.

u : un vecteur quelconque, tel qu’un vecteur de déplacement t ou un champ de
vitesse v.

∂x : une dérivée partielle dans la direction x.

∇ : un gradient, tel que le gradient de l’image ∇I.

∂tv : la dérivée eulérienne de la vitesse.

Dtv : la dérivée lagrangienne de la vitesse : Dtv = ∂tv + (v ·∇)v.

L2(R) : espace des fontions de carré intégrable.

‖ · ‖2 : norme sur L2(R).

F [·] : l’opérateur de transformée de Fourier.

ψ et Ψ : représenteront resp. des ondelettes 1D et 2D.

TΨ : la transformée en ondelette avec l’ondelette Ψ.

E[·] : désigne une espérance.

µ et µ : mesure et mesure complexe.

h et η : des exposants de singularité, resp. exposant de Hölder et exposant multifractal.

D(h) ou Dh : le spectre de singularités.

D∞ et h∞ : les grandeurs caractérisant la MSM : la valeur de l’exposant le plus singulier
et la dimension fractale de cet ensemble.

δvr : les accroissements longitudinaux de la vitesse pour décrire un champ turbulent.

Re : le nombre de Reynolds.

P(·) : désigne une distribution de probabilité.

P ou PW : des probabilités empiriques, globales ou locales sur une fenêtre W.

p ou pW : des fréquences empiriques, ibid globales ou locales.

s ou S : des entropies globales ou locales.

Convention

Toutes les horaires figurant dans ce document (pour préciser l’instant d’acquisition des données)
sont indiquées en temps universel (TU), i.e. par rapport à l’heure du méridien de Greenwich.
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Première partie.

Contexte de l’étude et objectifs





1. Introduction

La recherche effectuée dans cette thèse concerne l’étude de scènes acquises par imagerie satellitaire
permettant d’observer des phénomènes météorologiques. Elle vise essentiellement à l’analyse de ces
phénomènes à l’aide d’outils multiéchelles de traitement d’image issus de concepts thermodyna-
miques. La finalité de ces travaux de recherche est notamment d’améliorer les résultats des modèles
de prévision atmosphérique et d’exploiter au mieux les images utilisées pour la connaissance des
phénomènes météorologiques.

1.1. Motivations : intérêts de l’imagerie satellitaire pour l’étude des

systèmes convectifs précipitants

Depuis le lancement des tout premiers satellites Tiros d’observation de la Terre au début des années
1960, l’imagerie satellitaire a permis des améliorations significatives dans l’étude des différents
phénomènes géophysiques à grande échelle. L’exploitation des informations provenant de différents
capteurs embarqués est d’un intérêt majeur pour ces problèmes. Plus généralement, le spectre des
applications associées à l’utilisation des images satellitaires est très large, puisque celles-ci sont aussi
variées que la prévision météorologique (prévision immédiate, analyse dynamique), l’océanographie
(analyse des systèmes complexes marins), l’hydrologie (prévention des inondations, estimation des
précipitations) ou la télédétection (observation de la surface terrestre, étude des changements).

Dans le cadre d’étude des phénomènes météorologiques, une meilleure connaissance du climat global
de la Terre passe par une meilleure compréhension des nombreux mécanismes mis en jeu dans
l’atmosphère. Une des tâches importantes dévolues aux météorologues est notamment l’analyse des
systèmes convectifs à l’origine de situations météorologiques violentes susceptibles d’engendrer de
fortes pluies, des grêles ou bien encore des orages. En particulier, les météorologues sont intéressés
par la détermination des systèmes précipitants dans les zones tropicales. En effet, les précipitations
dans ces régions (± 30◦ par rapport à l’équateur) représentent les deux tiers des précipitations
totales sur la surface du globe. La détection des orages tropicaux constitue un enjeu (scientifique,
économique, humanitaire) fondamental. Dans ce contexte, les acquisitions satellitaires constituent
une source d’information indispensable : les tropiques étant couverts à 75 % par les océans, seule une
étude des précipitations depuis l’espace peut permettre une estimation globale. Elles complètent
les rares mesures de pluie effectuées depuis le sol (pluviomètres, radars).

L’analyse des systèmes convectifs précipitants requiert, compte tenu de leur grande variation tem-



Chapitre 1: Introduction

porelle et spatiale et de leur courte durée de vie, l’utilisation d’images acquises par des satellites
géostationnaires à haute fréquence d’acquisition temporelle. Ces données bénéficient en effet, en plus
de la grande couverture géographique, de la haute résolution spatiale et de l’échantillonnage tem-
porel élevé (actuellement 15 ou 30min selon le satellite) ; elles permettent d’accéder à de l’informa-
tion de nature très variée sur les systèmes nuageux : forme, structure, aspect, composition... Parmi
celles-ci, les images infraouges fournissent de l’information pertinente sur les grandeurs thermo-
dynamiques et physiques du système Terre-atmosphere-ocean. Elles renseignent notamment sur la
température du sommet des formations nuageuses, et offrent également la possibilité de dériver des
informations quantitatives sur l’altitude des nuages. Cependant, elles ne permettent pas d’accéder
directement à la connaissance sur les zones précipitantes. Il s’agit donc de proposer des outils
de traitement automatique des images infrarouges afin, idéalement, de localiser et d’extraire les
systèmes convectifs et de déterminer les zones précipitantes.

1.2. Contexte : le traitement d’images infrarouges et l’analyse des

écoulements fluides

Compte tenu des nombreux avantages offerts par l’imagerie numérique, l’utilisation des outils de
traitement d’image et de vision par ordinateur s’est accentuée dans des domaines très divers du-
rant ces deux dernières décennies. De nombreuses améliorations techniques et théoriques ont été
proposées dans ces domaines, de sorte qu’aujourd’hui des études de plus en plus précises sont
envisageables. Ainsi, de nombreuses recherches sur l’exploitation d’images acquises par capteurs
satellitaires en général, et météorologiques en particulier, sont actuellement en cours. Les tech-
niques élaborées en traitement d’image et en vision par ordinateur offrent en effet la possibilité
d’exploiter les données de façon plus ou moins supervisée et/ou interactive. Certaines d’entre elles
sont plus particulièrement dédiées à l’étude (l’extraction mais aussi le suivi) de structures nuageuses
telles que les structures convectives. L’utilisation de ces méthodes apparâıt donc très attractive pour
notre problème.

Cependant, la plupart des techniques développées jusqu’ici s’avèrent limitées pour le traitement
de données telles que les images météorologiques infrarouges. En effet, les méthodes usuelles de
traitement d’image reposent sur des hypothèses souvent trop simplistes en regard de la physique
des phénomènes que l’on rencontre. En particulier, les images infrarouges présentent une struc-
ture extrèmement complexe, que les approches classiques de traitement d’image ne permettent
pas d’appréhender. L’origine de cette complexité réside dans la nature même des données infra-
rouges. Les images acquises dans ce canal traduisent les propriétés physiques du sol et, lorsque
celui-ci est couvert, des couches supérieures des objets présents dans l’atmosphère. Elles mesurent
directement une grandeur thermodynamique, la température, dans un écoulement fluide turbulent,
l’atmosphère. Les images infrarouges mettent ainsi en évidence des phénomènes complexes liés au
caractère chaotique des phénomènes observés, à la nature turbulente de l’atmosphère.

Les méthodes développées en traitement d’image se proposent généralement d’étudier les phénomènes
visualisés dans les images en se basant essentiellement sur les propriétés image et en laissant - tota-
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lement ou en partie - de côté les propriétés physiques sous-jacentes. La modélisation des lois fonda-
mentales (lois de conservation thermodynamiques et dynamiques) régissant un écoulement fluide est
en effet particulièrement complexe - les équations ne peuvent notamment pas être résolues analyti-
quement, excepté dans des situations très simples - et coûteuse en temps de calcul. Par conséquent,
le processus non-linéaire de formation des nuages et la nature complexe de leur mouvement fluide
sont rarement abordés dans l’analyse des images météorologiques. La prise en compte (au moins
partielle) de la physique des phénomènes naturels, et notamment des phénomènes convectifs, ap-
parâıt néanmoins nécessaire. Plus généralement, dans le cadre des écoulements fluides, le besoin de
développer des méthodes d’analyse adéquates est particulièrement important en raison des nom-
breuses applications concernées. La turbulence est un sujet d’intérêt majeur ; sa difficulté théorique
vient du fait que c’est un problème de physique non linéaire où un grand nombre de degrés de
liberté rentre en jeu.

1.3. Notre approche : présentation méthodologique

Notre démarche d’analyse consiste tout d’abord à identifier, à partir de l’observation des images
météorologiques, des problèmes pratiques et à les relier à des concepts théoriques de vision par
ordinateur, afin de définir des méthodes algorithmiques permettant de résoudre ces problèmes.
Nous sommes naturellement conduits à nous intéresser aux propriétés physiques et géométriques des
structures complexes observées. Celles-ci sont liées au caractère turbulent du fluide atmosphérique.
Compte tenu de ces propriétés, nous proposons d’introduire des méthodes de traitement d’image
dérivées de concepts thermodynamiques et qui constituent un prolongement des méthodes d’analyse
de la turbulence. Ces méthodes permettent d’adopter une approche qui respecte, voire reproduise,
les propriétés des systèmes analysés. Nous proposons ensuite de traduire les résultats que nous
obtenons en terme physique, en rapport avec les phénomènes météorologiques sous-jacents. Une
interprétation thermodynamique des structures mises en évidence est justement rendue possible
par les outils que nous utilisons. Nous sommes finalement en mesure de relier les diverses propriétés
discutées au problème de détection des zones précipitantes.

Dans notre travail de recherche, la notion d’échelle s’introduit tout naturellement et apparâıt comme
un des thèmes centraux. Celle-ci peut être déclinée sous différents points de vue :

– physique : les phénomènes observés peuvent être considérés comme la ”superposition” de
phénomènes d’échelles différentes, et, bien souvent, ce ne sont pas les mêmes facteurs qui inter-
viennent selon les échelles ; il apparâıt important que l’analyse des systèmes météorologiques
prenne en compte cette variabilité aux différentes échelles,

– traitement du signal : il est couramment observé que les propriétés statistiques et géométriques
des images naturelles doivent être considérées à travers une large gamme d’échelles,

– mathématique : en conséquence, il n’existe pas d’échelle privilégiée d’observation et d’étude ;
les modèles adaptés à l’étude des objets physiques et des images doivent intégrer la notion
d’échelle dans leur schéma d’analyse,
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et nous observons que le comportement en échelle caractéristique mis en évidence dans les images
météorologiques est une propriété d’invariance d’échelle. Notons que ces considérations ont de-
puis longtemps conduit les chercheurs à décrire et mesurer les variations des images (pas seule-
ment météorologiques) à différents niveaux d’échelles. Les premières définitions formelles sont
ainsi données en terme de facteur de dilatation d’une fonction d’analyse : l’échelle d’un filtre est
par exemple définie comme son coefficient de dilatation par rapport à un filtre canonique ; cette
conception constitue également un des fondements de la théorie des ondelettes. De même, nous
sommes amenés à considérer une approche multiéchelle afin de prendre en compte la dépendance
des phénomènes vis-à-vis de l’échelle d’observation et d’étude, et les méthodes de traitement d’image
que nous introduisons respectent l’invariance d’échelle. Le meilleur outil d’étude est ainsi fourni par
l’analyse multifractale, qui utilise, entre autre, l’outil ondelette.

Un autre thème qui sous-tend notre recherche et qui détermine le choix d’un schéma d’analyse
est la propriété d’intermittence. Celle-ci caractérise les données météorologiques et constitue la
principale explication de leur nature chaotique. Notons que cette propriété est également présente
dans les systèmes précipitants : sur une large gamme d’échelles spatio-temporelles, la pluie met en
évidence une variabilité extraordinaire et une intermittence extrêmement forte. Là encore, l’ana-
lyse multifractale apparâıt encore comme l’approche la plus adaptée pour appréhender ce type de
comportement. La multifractalité est en fait une propriété caractéristique des systèmes turbulents
et le formalisme multifractal a été introduit pour modéliser des écoulements fluides complexes. Il a
initialement été appliqué à de nombreux domaines de la géophysique et est adapté à l’analyse des
grandeurs physiques présentant un comportement turbulent. L’utilisation d’un modèle multifractal
est donc assez naturelle. En fait, comme l’atmosphère se comporte comme un flot en turbulence
complètement développée, on s’attend à ce que toute grandeur physique intensive se comporte
comme un processus ergodique et définisse une structure multifractale.

Le formalisme multifractal nous permet ainsi de décrire complétement les images météorologiques
de l’échelle la plus grossière à l’échelle la plus fine. Il offre notamment une description de ces
données en terme statistique et géométrique, et permet ainsi d’extraire des structures pertinentes
de ces deux points de vue. Les résultats obtenus sur les images infrarouges en utilisant ce modèle
nous permettent d’interpréter l’état de l’atmosphère. Pour cela, nous établissons un lien entre les
propriétés géométriques des images et les propriétés physiques des phénomènes sous-jacents, ce qui
conduit notamment aux considérations suivantes :

– les fronts de température dans une image infrarouge s’identifient aux transitions les plus
singulières du signal, i.e. à ses contours,

– la distribution de la luminance dans l’image (information apportée par la connaissance du
gradient de l’image) renseigne sur la distribution de la température dans le système,

– les foyers de convection correspondent à des zones d’injection d’énergie dans le flot et peuvent
être assimilés à des sources de luminance dans l’image.

Les propriétés des différentes structures ainsi mises en évidence nous permettent d’effectuer une
recherche qualitative de l’activité au sein des systèmes nuageux et de déterminer les principaux
mécanismes de transfert d’énergie dans le flux atmosphérique. Sans information temporelle, on ex-
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trait notamment l’information pertinente sur les propriétés dynamiques des structures météorologi-
ques, principalement les mouvements verticaux. On propose finalement un outil de détection des
zones nuageuses critiques dans lesquelles se produisent des mouvements de convection associés à
des précipitations.

1.4. Plan du document

Ce document est organisé en 4 parties, dont celle-ci. Sa lecture se veut linéaire en ce sens que nous
introduisons progressivement les outils et méthodes qui vont nous permettre d’obtenir des résultats
significatifs.

Dans le chapitre suivant, nous présentons plus en détails les différentes caractéristiques physiques
des imageurs satellitaires exploités, et la nature des données que nous avons utilisées dans notre
travail de recherche. Nous (ré-)introduisons la problématique de ce travail de recherche dans un
cadre davantage applicatif. Ces données justifient pleinement (nous devrions en fait dire qu’elles
l’imposent) l’emploi des méthodes que nous allons présenter dans la suite.

Nous abordons ce problème comme un problème classique de traitement d’images. Nous nous
intéressons aux diverses méthodologies et techniques développées dans la littérature pour la seg-
mentation et la classification d’images. À cet effet, nous effectuons tout d’abord, dans le chapitre 3,
un état de l’art des méthodes couramment employées pour l’analyse bas-niveau des images. Nous
évoquons, de manière non exhaustive, les principales approches de segmentation et de classification
et nous nous focalisons principalement sur les techniques développées dans le cadre de l’analyse
de données météorologiques, que nous illustrons par quelques exemples. Nous nous concentrons
ensuite sur les méthodes de classification de structures nuageuses basées sur l’analyse de la tex-
ture. Ces techniques recquièrent de déterminer des attributs descriptifs, observables ou mesurables,
caractérisant les éléments présents dans les images. Dans le chapitre 4, nous présentons les descrip-
teurs basés sur les matrices de cooccurrence. Nous en donnons une interprétation dans le cadre de
l’analyse d’images infrarouges et nous montrons les limitations de ces approches sur de telles images.
La définition classique fournit une estimation des attributs à une échelle fixe (la dimension de la
fenêtre analysante) incapable de saisir la diversité d’échelles présentes dans des structures turbu-
lentes. Pour cette raison, nous proposons de reformuler l’expression de ces attributs et de généraliser
ce concept dans un cadre multiéchelle. Cependant, nous montrons que, même généralisés dans un
cadre multiéchelle, les techniques de classification ne permettent pas d’appréhender la structure
complexe des images infrarouges. L’intérêt de ces deux chapitres est de soulever les principaux
problèmes liés à l’étude des données infrarouges. La grande majorité des techniques supposent no-
tamment des propriétés de régularité sur les signaux analysés qui ne sont pas vérifiées par les images
infrarouges. Ces considérations permettent d’entrevoir quelques unes des propriétés caractéristiques
des images infrarouges ; on aborde notamment la notion d’invariance d’échelle.

La deuxième partie de cette thèse est consacrée à la présentation d’un modèle multifractal d’ana-
lyse d’image. À partir de la propriété d’invariance d’échelle, nous introduisons, dans le chapitre 5,
l’outil idéal d’analyse mutiéchelle, les ondelettes, et nous présentons les principales méthodes à
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base d’ondelette développées en traitement d’image. Nous abordons également le formalisme mul-
tifractal. Nous présentons finalement un modèle original d’analyse multifractale, introduit dans
le cadre de la théorie multifractale de la turbulence, et développé pour l’analyse et la compres-
sion d’images naturelles. Au travers d’une étude des transitions les plus singulières du signal, ce
modèle permet une caractérisation à la fois géométrique et statistique des différentes structures ob-
servées dans l’image. Il consiste essentiellement à vérifier une dépendance en loi de puissance d’une
certaine mesure de la régularité locale du signal suivant un paramètre d’échelle. Nous obtenons
ainsi une décomposition hiérarchique des images dans laquelle les composantes fractales détectées
caractérisent le comportement local du signal. L’approche multifractale s’avère particulièrement
adaptée aux données exhibant une structure complexe, telles que les images infrarouges. Plus
généralement, le modèle peut être utilisé afin d’analyser une image de nature quelconque, sans
hypothèse particulière (de fractalité ou de multifractalité) sur la structure du signal. Le spectre
des applications envisageables est très large car le modèle permet d’appréhender des objets non
fractals, et nous évoquons d’ailleurs quelques applications que nous avons pu entreprendre durant
cette thèse. Dans le chapitre 6, nous revenons sur la modélisation de la turbulence. Il apparâıt en
effet naturel de s’intéresser aux mécanismes plus généralement mis en jeu dans l’évolution d’un
flot turbulent. Nous présentons succintement les outils classiques issus de la théorie du même nom,
qui permettent de traiter les problèmes d’analyse de flots caractérisés par une structure chaotique.
Nous esquissons les principaux résultats des différentes descriptions statistiques de la turbulence
et nous les relions au modèle que nous utilisons pour analyser les images. L’objectif est d’établir
un lien entre les différentes descriptions : nous obtenons finalement une caractérisation thermody-
namique des structures géométriques mises en évidence par le modèle d’analyse multifractal. Nous
sommes ainsi en mesure de relier la structure et les propriétés des images avec les phénomènes
météorologiques sous-jacents. Ceci fait l’objet de la dernière partie de la thèse.

Dans cette dernière partie, nous proposons en effet diverses extensions du modèle multifractal
en rapport avec la physique des phénomènes observés dans les images infrarouges et dans le
but de détecter les zones précipitantes. Nous proposons tout d’abord, au chapitre 7 une ca-
ractérisation multi-sémantique des structures extraites par le modèle multifractal. L’introduction
d’une variable basée sur l’estimation multiéchelle d’une entropie locale permet notamment de relier
la décomposition multifractale à une description hiérarchique du contenu d’information dans les
images. L’adoption de critères thermodynamiques pour décrire les images infrarouges met également
en évidence la pertinence des composantes fractales. La formalisation multifractal apparâıt fina-
lement comme l’approche la plus adaptée à l’extraction d’ensembles cohérents et pertinents du
point de vue géométrique, statistique et thermodynamique. On est ainsi à même, via les ensembles
fractals de la décomposition multifractale, de décrire, analyser et interpréter les différentes struc-
tures présentes dans une image. Diverses considérations nous amènent alors à construire, au cha-
pitre 8, une image synthétique pour traduire des propriétés du flot. Celle-ci est définie par la donnée
d’une composante fractale particulière, qui représente la variété la plus singulière du signal, et est
construite de manière à traduire une hypothèse d’advection du champ de température. Ses pro-
priétés géométriques et chromatiques permettent d’envisager la caractérisation de l’activité au sein
des structures convectives. Pour ce faire, nous introduisons le formalisme dit des sources. Celui-ci

20



1.4 Plan du document

consiste à comparer, au travers d’une dérivée de Radon-Nykodym, cette image et l’image infrarouge
originale. On obtient de cette manière un champ de vecteurs qui fournit une information remar-
quable : il met en évidence les zones de diffusion de la luminance dans une image. Les singularités
de ce champ renseignent notamment sur la répartition des zones de diffusion ”énergétiques” dans
une image. En combinant ce modèle à la variable entropique locale, nous pouvons caractériser les
”foyers” principaux des pluies convectives. Ceux-ci sont en effet associés à des mouvements verti-
caux importants au sein des nuages, qui correspondent, en terme physique, à des zones d’injection
ou de déplétion de matière et qui se traduisent sur les images par des zones de diffusion de la
luminance et des variations ”anormales” de l’entropie.

En conclusion, nous considérons les différents apports de ce travail de recherche. Nous présentons
les avantages de l’approche que nous proposons et du modèle que nous utilisons, en considération
des résultats obtenus. Nous envisageons les améliorations à apporter à cette étude, sur un plan
tant théorique que pratique, et nous proposons quelques extensions naturelles. Nous montrons
notamment que de nombreuses applications sont encore envisageables, et pas uniquement dans le
domaine météorologique.
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2. Acquisitions satellitaires et observation des

phénomènes météorologiques

Après un bref rappel sur le fondement de la télédétection et de l’imagerie satellitaire, nous présentons

les images que nous avons utilisées dans ce travail de recherche. Ces données permettent d’observer et

d’étudier divers phénomènes météorologiques dont nous décrivons brièvement les caractéristiques phy-

siques. Nous évoquons les problématiques qui découlent de ces observations, telles que la détection des

système convectifs et l’extraction des zones précipitantes. Les principales propriétés liées aux différentes

acquisitions satellitaires que nous présentons dans ce chapitre permettent de concevoir le traitement

d’image comme un outil intéressant d’analyse de ces données.

2.1. Nature des mesures satellitaires

Les données considérées dans ce travail de recherche sont des mesures de nature physique très
diverses acquises par des satellites différents. Dans cette section, nous rappelons tout d’abord les
grands principes de l’utilisation des données satellitaires. Nous décrivons ensuite succintement la
physique des capteurs Meteosat et TRMM ayant servi à produire des données infrarouges et
hyperfréquences.

2.1.1. Principes généraux de télédétection

Les systèmes imageurs

Les satellites météorologiques (géostationnaires ou à orbite basse) permettent l’acquisition de séries
temporelles d’images dans des plages spectrales déterminées (visible, infrarouge thermique, infra-
rouge vapeur d’eau, hyperfréquences,...) et à des instants réguliers.

Les mesures issues d’un capteur satellitaire peuvent être discrètes, correspondre à des points
échantillonnés de mesures ou à un profil le long de la trajectoire du capteur. Elles peuvent également
se présenter comme des grilles à deux dimensions, i.e. des images, dont les caractéristiques sont :

– la résolution spatiale : chaque pixel représente une certaine étendue de la surface réelle visua-
lisée sur l’image,

– la résolution temporelle : les systèmes de télédétection, et plus particulièrement ceux em-
barqués à bord des satellites, permettent d’observer la surface terrestre avec une plus ou
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moins grande régularité temporelle,

– la résolution spectrale : les mesures du capteur sont effectuées à une certaine longueur d’onde
ou plage de longueurs d’onde.

Une image obtenue par un capteur satellitaire particulier, quel qu’il soit, représente une mesure de
la quantité de rayonnement électromagnétique recueilli par le capteur en ce pixel ou sur une petite
zone qui l’entoure. Ce rayonnement peut être de plusieurs types :

– le rayonnement d’origine naturelle (Soleil) est réfléchi en partie par toute surface terrestre ;
il peut être aussi réfléchi et/ou absorbé en partie par l’atmosphère qui joue alors le rôle de
filtre (télédétection passive),

– le rayonnement émis par la surface terrestre : c’est alors la source d’énergie (télédétection
passive) ; il est en partie absorbé par l’atmosphère,

– le rayonnement d’origine artificielle (radar, laser) est réfléchi par toute surface terrestre
(télédétection active).

Dans tous les cas, il y a émission d’un rayonnement électromagnétique dans une certaine plage de
longueurs d’onde.

Applications

Quelques unes des applications importantes de la télédétection sont [Mather, 1995] :

– évaluation et surveillance de l’environnement (érosion du sol, pollution, suivi de la qualité de
l’air, croissance urbaine, suivi des feux de forêt), surveillance des ressources naturelles (sols,
océans, forêts),

– détection et surveillance des changements globaux (trou d’ozone, déforestation, réchauffement
du globe),

– agriculture (croissance des cultures, prévision des récoltes),

– prospection des ressources non renouvelables (gaz naturel, pétrole),

– météorologie (prévision du temps, dynamique de l’atmosphère),

– cartographie (topographie, occupation du sol), reconnaissance et surveillance militaire.

Pour satisfaire à ces objectifs, on utilise plusieurs types de capteurs satellitaires, offrant des ca-
ractéristiques spectrale, spatiale et temporelle variées. En météorologie, on a généralement besoin
d’une fréquence temporelle élevée, sans exigence de résolution spatiale précise. D’autres utilisateurs,
au contraire, désirent le maximum de résolution spatiale (cartographie), avec parfois une fréquence
d’acquisition très élevée (surveillance militaire). En général, une résolution spatiale élevée se fait
au détriment de la fréquence temporelle et vice-versa ; suivant l’application voulue, on recherche le
capteur offrant le meilleur compromis spatio-temporel.

Pour notre part, nous entendons tirer parti des fréquences d’acquisition offertes par les satel-
lites géostationnaires pour analyser, dans les scènes observées, l’évolution des phénomènes at-
mosphèriques. L’application principale de ce travail est liée à l’extraction d’information de na-
ture météorologique : nous entendons utiliser les images satellitaires pour détecter des zones de
précipitations au sein des structures nuageuses.
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2.1.2. Mesures du satellite Meteosat : visible, infrarouge et vapeur d’eau

Le satellite Meteosat

Le satellite Meteosat est un satellite géostationnaire développé par l’agence EUMETSAT. Il
possède 3 capteurs météorologiques permettant d’acquérir simultanément des images dans les ca-
naux appelés visible (VIS), infrarouge (IR) et densité de vapeur d’eau (WV) qui correspondent
resp. aux longueurs d’ondes suivantes : 0.4 − 1.1µm, 10.5 − 12.5µm et 5.7 − 7.1µm. La position
normale de Meteosat (36000 km au-dessus de l’équateur, à 0◦E) lui permet de couvrir l’Afrique,
l’Europe, l’Atlantique Est et Central, ainsi qu’une partie du Moyen Orient et de l’Amérique du
Sud.

Comme le satellite Meteosat est un satellite en orbite géostationnaire, les images acquises couvrent
toujours la même zone du globe terrestre durant un intervalle de temps fixé à l’avance. Chaque
pixel représente une surface de 5 km sur 5 km pour les données IR et WV, de 2.5 km sur 2.5 km
pour les données VIS au point subsatellite (i.e. à la verticale sous le satellite).

Caractéristiques du capteur infrarouge

L’imagerie dans la partie IR du spectre est basée sur les émissions thermiques de la surface de la
Terre, des nuages et de l’atmosphère même. L’utilisation de détecteurs sensibles à ces émissions
permet d’acquérir des images thermiques aussi bien la nuit que le jour. Tous les objets à des
températures supérieures au zéro absolu émettent un rayonnement thermique. À la température de
la Terre et de son atmosphère ces émissions sont concentrées dans la bande grande longueur d’onde
au dessus de 4µm. L’imagerie IR conventionnelle utilise ce qu’on appelle les fenêtres dans cette
bande pour obtenir des images du sol, des océans et des nuages. Le canal IR thermique observe
plus particulièrement le rayonnement éléctromagnétique dans la bande de fréquence 10.5 à 12.5µm.

La fenêtre atmosphérique dans l’IR thermique couvre en fait la région où l’émission propre de
la Terre est maximale. Elle mesure donc une grande partie du rayonnement thermique émis par
l’élément terrestre observé (sol, mer ou nuage). Il est important de souligner que la mesure effectuée
par un tel capteur est bien une température : la mesure IR est directement liée à l’émission des
structures observables sur les données, et correspond donc bien à la température des points observés.
On peut notamment déduire les températures de brillance par simple conversion des températures
obtenues. Notons quelques unes des propriétés liées à cette bande spectrale :

– quasi-transparence de l’atmosphère,

– faible réflectivité des objets observés,

– faible intensité du rayonnement solaire,

– forte émissivité de la surface et des nuages épais.

On note ainsi que le rayonnement IR interagit très peu avec l’atmosphère, hormis les nuages. À
des températures de nuages aux alentours de 260K, le pic d’émission se situe près de 11µm, ce qui
rend cette bande spectrale idéale pour des objectifs météorologiques. D’autre part la contribution
des réflections (émissions solaires réfléchies par la Terre) est négligeable.
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Fig. 2.1.: Exemples d’images Meteosat acquises dans le canal IR resp. à 2h, 4h, 18h30 le
31/07/1998 et à 1h30 le 1/08/98, au dessus de l’Afrique de l’Ouest (dim. : 1350 × 460
pixels). Les images ont été normalisées pour faciliter la visualisation. Les structures les
moins énergétiques, comme les nuages, apparaissent en foncé sur les images. Ces données,
ainsi que toutes les images Meteosat et TRMM présentées dans ce document, nous
ont été fournies par le Laboratoire de Météorologie Dynamique (LMD, CNRS/X).
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2.1 Nature des mesures satellitaires

Caractéristiques des capteurs visible et vapeur d’eau

Les images du canal VIS sont obtenues par détection de la lumière réfléchie dans le domaine
visible du spectre. Il s’agit d’une bande à minimum d’absorption du rayonnement solaire par les
gaz atmosphériques. Pour ce canal, les images ne sont évidemment utilisables en météorologie que
le jour. Concernant les nuages, le canal VIS indique la mesure de l’intensité de la réflexion de la
lumière solaire sur le sommet des nuages. Plus le nuage est réfléchissant, plus la couleur tendra vers
le blanc. La couleur de ces images peut notamment être interprétée comme un relief superficiel.

Le canal WV détecte le rayonnement thermique non absorbé par la vapeur d’eau dans la moyenne
troposphère (entre 5 et 12 km d’altitude environ). Les images WV donnent une indication sur la
quantité de vapeur d’eau contenue dans cette couche de l’atmosphère. Elles permettent notamment
d’observer sur l’Atlantique les grands mouvements atmosphériques faisant monter la vapeur d’eau.
Elles permettent parfois également de déterminer, au sein d’une grosse masse nuageuse, le détail
des zones potentiellement pluvieuses.

Nature des observations météorologiques

Pour les longueurs IR et VIS, le rayonnement ne pénètre pas à travers les nuages denses. Ces nuages
apparaissent opaques, les températures de brillance mesurées depuis le satellite correspondent es-
sentiellement à des observations du sommet des nuages.

Le canal IR permet généralement une bonne détection des grosses zones nuageuses, avec des va-
riantes suivant la taille des systèmes, leur composition... Les zones les plus sombres sur les images
IR correspondent aux zones les plus froides et les moins énergétiques : elles sont interprétées comme
représentant des nuages (figure 2.1). Les zones les plus claires dans les images correspondent, quant
à elles, à des zones sans nuages. Par ailleurs, la température permet de distinguer les nuages de
faible ou de forte altitude. La température de brillance peut en effet être utilisée comme indicateur
qualitatif du niveau du sommet des nuages : les nuages les plus froids (i.e. les plus foncés) sont
aussi situés le plus haut. La mesure VIS reconstitue la part du rayonnement solaire réfléchi par
les nuages : les données dans ce canal dépendent donc de l’albédo1 de la surface nuageuse observée
mais aussi de caractéristiques telles que leur orientation (jeu d’ombres). Les études météorologiques
sont donc plus précises sur les données IR, où la masse nuageuse est mieux représentée que sur le
canal VIS notamment. Cette bande de fréquences n’est par ailleurs pas affectée par le rayonnement
solaire et peut être utilisée jour et nuit pour observer les nuages et déterminer leur température
ainsi que celle de la surface.

2.1.3. Mesures micro-ondes

Le satellite TRMM

Le satellite TRMM (Tropical Rainfall Measuring Mission) est un satellite développé par la NASA
et le Goddard Space Flight Center, et dédié à la mesure des précipitations dans les zones

1L’albédo est la fraction de l’intensité lumineuse solaire réfléchie par la surface, de jour.
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tropicales (tropiques et sub-tropiques). Ce satellite a une orbite circulaire : il tourne autour de
la Terre à une altitude de 350 km suivant une orbite inclinée de 35◦ par rapport à l’équateur,
permettant ainsi d’observer à différentes heures chaque jour une zone située entre 38◦ Nord et 38◦

Sud. Il comporte 3 capteurs de natures différentes : le capteur micro-onde passif TMI, le radar PR
et le capteur visible/infrarouge VIRS.

Propriétés du capteur TMI

Compte tenu de la période de rotation du satellite autour de la Terre (91min), un point donné
de la zone sub-tropicale est revu à la même heure avec une période de 42 jours ; la fréquence de
revisite d’un point situé entre l’équateur et ±20◦ est quant à elle de l’ordre d’une observation par
jour ; pour les points situés aux latitudes de ±35◦, elle est en moyenne de trois observations par
jour. L’altitude de 350 km permet un compromis entre une bonne résolution des observations (de
l’ordre de 4 km pour le canal le plus favorable) et une couverture spatiale suffisante chaque jour
(largeur de fauchée : 760 km qui correspond à la bande observée sur les images de la figure 2.2).

Le radiomètre TMI (TRMM Microwave Imager) est un capteur passif micro-onde (ou hyperfréquence)
comportant 9 canaux. Il mesure le rayonnement micro-onde (MO) propre émis par la Terre et diffusé
ou absorbé-émis par l’atmosphère. Dans le spectre électromagnétique, le domaine MO correspond
aux longueurs d’ondes comprises entre 300µm et 30 cm. Chacun des canaux mesure le rayonne-
ment dans une bande de fréquence différente, allant de 10.65GHz à 85.5GHz avec des polarisations
différentes (horizontale ou verticale). Les canaux 8 et 9 de ce capteur, qui nous intéressent plus
particulièrement, mesurent les signaux émis dans la bande de fréquence 85.5GHz. Ces canaux
présentent par ailleurs une résolution spatiale intéressante de 4, 6 × 7, 2 km par pixel. Tous les
détails sur la mission et le satellite TRMM, les caractéristiques du capteur TMI, ainsi que les
algorithmes associés aux différentes acquisitions, sont très bien décrits dans les ouvrages suivants :
[Simpson et al., 1996] [Ramage, 2002].

Nature des mesures atmosphériques

Les principaux objectifs de la mission TRMM sont de mesurer les précipitations ainsi que les
échanges énergétiques dans les régions tropicales. L’estimation de la quantité d’eau dans l’at-
mosphère ou de la quantité de précipitations à la surface est basée sur la modification du rayonne-
ment émis par les constituants atmosphériques et mesuré par les radiomètres.

Il existe deux types d’interaction entre les hydrométéores et le rayonnement MO émis à la surface
de la Terre ou par l’atmosphère : l’absorption-émission et la diffusion, qui existent à toutes les
fréquences. Quelque soit la fréquence, on a un mélange de ces deux processus, mais l’absorption
est prépondérante dans les basses fréquences et la diffusion l’est dans les hautes fréquences. Pour
les basses fréquences (≤ 22GHZ), le rayonnement ascendant émis à la surface de la Terre ou
par l’atmosphère est principalement absorbé par les gouttes d’eau liquides en présence de nuages
précipitants (ou les zones d’eau liquide telles que l’océan pour les basses fréquences comme le
10GHz). La diffusion par la glace ou l’eau liquide sont négligeables à ces fréquences. À 37GHz,
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Fig. 2.2.: Exemples d’images TRMM MO du canal à 87.5GHz, acquises au dessus de l’Afrique
de l’Ouest, resp. à 2h 45, 4h 16, 17h 22 le 31/07/1998 et à 3h 05 le 1/08/98. Les
données concernent la région entre les 2 bandes noires seulement, elles ont été recalées
géométriquement sur la grille des images Meteosat. L’information n’est pas toujours
pertinente : la scène observée est limitée et ne concerne pas forcément un phénomène
météorologique d’intérêt.
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on a un mélange à peu près égal des deux, ce qui rend ce canal difficile à exploiter puisqu’il faut
tenir compte des deux phénomènes. Pour les hautes fréquences (≥ 60GHZ), le rayonnement est
aussi bien absorbé par les gouttes d’eau liquide que diffusé par la glace ou l’eau liquide. Néanmoins,
le mécanisme de diffusion est prépondérant et plus particulièrement en présence de particules de
glace2, et cette prédominance augmente avec la fréquence.

Il est donc essentiel de souligner qu’à ces longueurs d’onde, le rayonnement n’interagit que très peu
avec les gouttes formant les nuages (taille de l’ordre de 10µm). Contrairement au rayonnement IR
et VIS, le rayonnement pénètre donc à l’intérieur des nuages. La pluie constitue alors la principale
source de perturbation de la propagation des ondes MO : celles-ci interagissent directement avec
les particules précipitantes dont la taille varie de 100µm à plus de 1 cm.

2.1.4. Colocalisation des données Meteosat et TRMM

L’utilisation et la comparaison des données satellitaires issues de plusieurs instruments nécessitent
de travailler sur une grille ou une représentation géographique commune à ces données. Les données
Meteosat sont fournies dans la grille correspondant à la projection sur la surface terrestre du champ
de vue du satellite. La fenêtre d’étude couvre l’Afrique soudano-sahélienne (Afrique de l’Ouest) et
l’Atlantique Tropical entre l’équateur et 20◦ Nord et 40◦ Ouest et 20◦ Est. Elle permet de suivre
l’évolution des phénomènes météorologiques dans cette région pendant deux journées de la saison
des pluies (juin-septembre) en 1998 : le 31 juillet et le 1er août. Un recalage géométrique3 s’avère
nécessaire pour utiliser conjointement les données des deux satellites et permettre, éventuellement,
une analyse géographique des résultats. La méthode utilisée pour projeter l’ensemble des données
Meteosat et TRMM dans une grille commune est présentée dans [Ramage, 2002]. La grille Me-
teosat sert en fait de grille de référence : les données TRMM ont été projetées dans cette grille,
suivant une méthode basée sur le principe des plus proches voisins, avec des variantes selon le canal
considéré. La projection induit des distorsions des images originales. Le décalage spatial maximum
entre un pixel projeté et sa position réelle ne dépasse cependant pas 8 km. Une autre source d’erreur
est liée au décalage temporel entre les observations TRMM et Meteosat. En effet, chaque pixel
de la grille Meteosat n’est pas observé en même temps par les deux satellites. Compte tenu de la
fréquence des acquisitions Meteosat, qui est d’une image toutes les 30min, le décalage temporel
maximum entre une observation TRMM et une observation Meteosat pour un pixel donné est de
15min au plus. En considérant qu’un nuage se déplaçe à la vitesse de 10m.s−1, ce qui correspond
à la vitesse moyenne de déplacement des lignes de grain sur l’Afrique de l’Ouest [Szantäı, 1996]
[Ramage, 2002] (voir aussi la section suivante), le décalage temporel entre les observations des deux
satellites peut induire un décalage spatial de l’ordre de 9 km entre les pixels TRMM et Meteo-
sat correspondant à ce nuage. On peut encore ajouter à ces incertitudes de localisation, liées à la
projection utilisée ou au décalage temporel entre les acquisitions, l’erreur due aux angles de visée
des deux satellites. On estime que le décalage maximum est finalement, lorsque l’on cumule les
différentes sources d’erreur sur la localisation, de l’ordre de 30 km : ceci représente par exemple une

2On verra plus loin que la présence de glace est caractéristique du sommet des nuages dits convectifs.
3Pour les images à notre disposition, ce travail a été effectué par les équipes du LMD.
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Fig. 2.3.: Mise en correspondance d’acquisitions au dessus de l’Afrique de l’Ouest le 31/07/1998.
En haut : image acquise à 16h dans le canal IR du satellite Meteosat. En bas : image
MO acquise à 15h 51 par le satellite TRMM.

incertitude de 6 pixels sur les données IR. Ces décalages peuvent être particulièrement importants,
lorsque l’on considère les bords des nuages notamment.

Les données utilisées pour la partie expérimentale du travail de recherche présenté dans cette thèse
sont des séquences d’images IR et MO : la séquence IR comporte 96 images de 460 lignes et 1350
colonnes, tandis que la séquence MO comporte seulement 17 images pour la même période et la
même zone considérées. La figure 2.6 montre un exemple d’image IR sur laquelle on observe une
structure nuageuse et l’image MO correspondante (extraite sur la même zone géographique avec
un décalage temporel de 9min) qui permet d’exhiber des zones de pluie au sein de ce nuage.

2.2. Description et caractérisation des phénomènes météorologiques

au dessus de l’Afrique de l’Ouest

Compte tenu de la localisation géographique des processus météorologiques que nous considérons,
les principaux phénomènes observés sont liés à la présence de lignes de grains et de sytèmes convec-
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Fig. 2.4.: Image acquise à 1h30 le 1/08/98 dans le canal IR du satellite Meteosat (en haut) et
image MO acquise à 1h34 le même jour par le satellite TRMM (en bas).

tifs. Nous nous attachons à expliquer les mécanismes physiques entrant en jeu dans l’identification
de ces structures et nous essayons de donner une caractérisation de ces phénomènes dans les images
à notre disposition. Pour une description détaillée des phénomènes majeurs observés au dessus de
l’Afrique tropicale, on pourra consulter [Szantäı, 1996] [Ramage, 2002].

2.2.1. Les lignes de grain

Le climat de l’Afrique de l’Ouest est notamment marqué par la présence de la zone très instable
de convergence intertropicale (ITCZ, InterTropical Convergence Zone). L’ITCZ est, à l’échelle
planétaire, le lieu de rencontre des masses d’air sec poussées par un vent de Nord-Est et d’air
humide apporté par la mousson africaine de Sud ou Sud-Ouest ; ces masses d’air sont cependant
thermiquement homogènes. Au sud de la ligne de rencontre en surface de ces masses d’air, située
dans la zone sahélienne (vers 15◦ − 20◦N) au mois d’août, la convection intense qui se produit se
matérialise sous forme d’une ceinture plus ou moins continue de cumulonimbus (voir annexe A pour
une description de ce type de nuages) de tailles diverses, auxquels sont généralement associées des
précipitations [Desbois et al., 1989].

32
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À l’échelle régionale, les fronts et les masses d’air sont caractérisés par des lignes de grain. Ce
sont des amas nuageux pouvant avoir sur plusieurs centaines de kilomètres d’extension Nord-Sud
et Est-Ouest, en mouvement rapide (10− 30m.s−1) vers l’Ouest. Ils présentent des variations très
importantes de la vitesse du vent et sont généralement accompagnés d’une averse ou d’un orage.
L’avant d’une ligne de grain (coté Ouest) est une région d’intense convection, un alignement trans-
versal de cumulonimbus qui se déplace parfois à une vitesse supérieure à celle du vent environnant
à tous les niveaux. L’arrière (coté Est) est constitué de nuages stratiformes, aux contours moins
nets. L’arrivée du front avant d’une ligne de grain se traduit par des précipitations importantes
dont l’intensité s’atténue en quelques dizaines de minutes et qui s’arrêtent en quelques heures.
On observe qu’au moment du passage de la ligne de grain, le vent change de direction et se ren-
force brusquement (de 15 à 30m.s−1 en quelques minutes), la pression augmente et la température
chute. La dynamique d’une ligne de grain est liée aux apports d’humidité, en particulier par la
mousson, aux interactions de courants-jets et peut-être d’ondes d’Est d’une période de 3− 4 jours.
La naissance de lignes de grain se produit de manière privilégiée dans certaines régions humides
ou côtières et sur certains reliefs. Elles peuvent persister pendant quelques heures, voire plusieurs
jours (figure 2.5). Généralement elles ne se développent pas sur l’océan à cause de la présence de
masses d’air froides consécutive à la remontée d’eau froide. Les lignes de grain se déplacent en été
dans la région soudano-sahélienne, entre 5 et 20◦N . Les lignes de grain ont une importance capitale
dans cette région puisqu’elles fournissent 80% des précipitations pendant la saison des pluies.

À l’échelle locale, on trouve des nuages convectifs de taille plus petite et de durée de vie plus courte
que les lignes de grain. Ils se déplacent peu. Leur formation est principalement liée aux conditions
géographiques.

2.2.2. Description des systèmes convectifs et des précipitations

Des études climatiques [Desbois et al., 1989] portant sur l’Afrique tropicale ont montré que l’arrivée
des pluies se manifeste indirectement par deux paramètres révélés sur les images :

– la température des sommets des nuages : il existe une relation entre les nuages à sommet froid
(tours convectives) et les pluies au sol, due au fait que 80 à 90% des précipitations en zone
tropicale proviennent des pluies d’orage ;

– la température de surface de sol : un sol humide a une émissivité plus élevée qu’un sol sec et
ne répercute donc pas de la même manière les variations de température.

De nombreuses études ont ainsi été menées dans le but de décrire les caractéristiques des sytèmes
convectifs [Desbois et al., 1989] [Rowell et Milford, 1993].

Les lignes de grain semblent se générer dans les régions où existent des accidents de relief : plateaux,
collines ou massifs montagneux. Il reste cependant que le rôle des facteurs géographiques dans
l’activité des systèmes convectifs n’est pas bien connu. En revanche, les phénomènes physiques
à l’origine de la pluie dans les systèmes convectifs sont bien connus. Décrivons grossièrement ce
phénomène. Le soleil réchauffe le sol et celui-ci communique sa chaleur à l’air situé juste au-dessus.
Sous l’effet combiné des vents de l’ITCZ et des nombreux courants convectifs de cette région (l’air
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Fig. 2.5.: Suivi de l’évolution d’un cumulonimbus sur une séquence de 15 images IR successives.
Formation de plusieurs amas convectifs de tailles différentes.

34
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chaud plus léger a tendance à monter, 1 ou 2 degrés de différence avec l’air ambiant suffit)), l’air
humide et instable est entrainé vers le haut. Il en découle la formation d’importants cumulonimbus,
dont les sommets atteignent parfois les 70000 pieds (18 km). Certaines poches d’air reçoivent plus
de chaleur que d’autres, selon que le sol soit recouvert d’herbe, d’eau ou d’habitations, et elles
s’élèvent alors plus rapidement. L’air près du sol est plus dense que dans les couches supérieures.
C’est pourquoi une parcelle d’air qui s’élève subit une expansion, sa densité diminue et il se refroidit
donc. Plus l’air s’élève, plus il se refroidit. À un certain moment, la température atteinte ne permet
plus à l’humidité de rester sous forme de vapeur invisible. À cause du refroidissement, l’humidité
se condense alors en gouttelettes d’eau ou en cristaux de glace.

2.3. Caractérisation des précipitations sur les images satellitaires

2.3.1. Mesure des précipitations dans les données MO

Mesure de l’interaction du rayonnement avec la pluie

Les propriétés du rayonnement MO par rapport à l’eau peuvent être utilisées pour étudier les
précipitations. En effet, l’estimation de la quantité d’eau dans l’atmosphère, basée sur la modifi-
cation du rayonnement émis par les constituants atmosphériques, doit permettre de mesurer les
précipitations. Comme nous l’avons établi dans la section 2.1.3, l’utilisation systématique des ra-
diomètres multi-canaux du capteur TMI permet d’isoler les différents signaux atmosphériques : la
vapeur d’eau et l’eau liquide aux basses fréquences, la glace aux hautes fréquences. Compte tenu
de ces propriétés, on dispose a priori de deux types de mesure de la pluie :

– avec les basses fréquences, on a un signal qui dépend complétement de la pluie proprement
dite (interaction avec les gouttes d’eau liquide) : on mesure directement le signal émis par les
gouttes d’eau liquide ; le problème majeur de ces fréquences est lié à la mauvaise résolution
spatiale des canaux (plusieurs dizaines de km de résolution), ce qui est fortement incompatible
avec la variabilité spatiale naturelle des pluies4 ;

– avec les hautes fréquences, on a des résolutions plus amènes de rendre compte de la pluie,
cependant on n’observe pas directement la pluie, mais la glace au sommet des tours convec-
tives ; l’estimation des pluies avec ces canaux hautes fréquences est assez bonne avec les gros
systèmes convectifs que l’on observe en Afrique de l’Ouest.

Ces propriétés du rayonnement MO permettent a priori de détecter et d’estimer les précipitations
au-dessus du continent. Néanmoins, il reste difficile de relier quantitativement le signal reçu par le
radiomètre MO avec les taux de précipitations associés aux scènes observées. La mesure effective
des précipitations à partir des données MO nécessiterait l’introduction de méthodes spécifiques.

4Le problème est qu’avec les résolutions de ces canaux, il devient très difficile de déconvoluer le signal dû aux

précipitations qui se trouve mélangé avec le rayonnement de la surface. Autant sur la mer, qui est une surface

fortement polarisée, on peut à peu près extraire le signal dû aux pluies en utilisant les différences de polarisation,

autant sur terre, où la polarisation varie énormèment suivant le type de surface et où le signal émis est la plupart du

temps non polarisé, il devient très difficile de déconvoluer le signal. C’est pourquoi on utilise les hautes fréquences

sur terre.
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Fig. 2.6.: Exemple d’un grand système convectif observé dans les images Meteosat et acquisition
correspondante par le satellite TRMM. De gauche à droite : détails (320×320 pixels)
des images IR et MO de la figure 2.3, détail (640 × 640 pixels) VIS correspondant.
Notons que sur l’image VIS, on arrive à discerner le sommet des tours convectives.

Détection des zones précipitantes

Pour notre part, nous retiendrons que :

1. les pluies dans les régions tropicales sont essentiellement d’origine convective, i.e. associées
à la formation de tours convectives [Arnaud et al., 1992] ; cette observation est également
effectuée sous nos latitudes où beaucoup de pluies d’orage sont engendrées par de grands
systèmes de cumulonimbus,

2. la présence de grosses particules de glace ou d’eau liquide au sommet d’un nuage constitue
la signature du processus de formation de précipitation [Rosenfeld et Lensky, 1998] ; cette
caractéristique peut être utilisée pour identifier les zones de nuages associées à une forte
probabilité de pluie,

3. les images MO dans les canaux mesurant l’interaction entre les particules de glace et le
rayonnement fournissent de l’information utile sur la présence de pluie [Ramage, 2002],

et finalement nous nous contenterons de cette information. En première approximation, nous iden-
tifierons les zones de pluies avec les zones les plus sombres de l’image MO (niveaux de gris les plus
faibles). Nous nous intéressons donc principalement aux précipitations engendrées par les systèmes
convectifs, car ceux-ci constituent la principale source de pluie dans de nombreuses régions du
globe. Sur la figure 2.7, nous avons représenté différents isothermes de la mesure MO pour des
images sur lesquelles apparaissent des zones de précipitation relativement importantes.

2.3.2. Caractérisation des précipitations sur les données IR-VIS

Bien qu’une mesure directe de l’interaction entre le rayonnement et les précipitations n’est pas
accessible à partir des données VIS ou IR, nous entendons utiliser ces dernières afin de détecter les
zones de précipitations. Ces données bénéficient, en plus de la grande couverture géographique, de
la haute résolution spatiale et de l’échantillonnage temporel élevé rendus possibles par les satellites
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2.3 Caractérisation des précipitations sur les images satellitaires

Fig. 2.7.: Fronts de température observés dans le canal MO à 87, 5GHz : les contours représentent
les isothermes à 110, 150, 200, 220, 250 et 270K. De haut en bas : détails des acqui-
sitions du 31/07/1998 à 15h 51, du 1/08/98 à 1h 34 et à 16h 12.
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Fig. 2.8.: Détails (200× 200 pixels) des images IR (à gauche) et MO (à droite) de la figure 2.4.
Le front de précipitations, où ont lieu les pluies les plus intenses, est localisé à l’avant
de la structure (partie Ouest). Des pluies plus faibles ont lieu derrière le front, à l’Est.
Cette scène ayant été acquise pendant la nuit, nous ne disposons pas de l’image dans le
canal VIS.

géostationnaires (dont Meteosat), afin de rendre compte de la variabilité spatiale et temporelle
des précipitations.

L’utilisation des données du satellite Meteosat doit nous permettre d’identifier et de suivre, à
grande échelle, l’évolution spatio-temporelle des systèmes convectifs de méso-échelle tels que les
nuages associés au flux de mousson, les nuages de convection locale et les lignes de grains qui
sont les principaux générateurs de précipitations au Sahel. De fait, pour caractériser les nuages
précipitants, les diverses informations dont nous disposons sont les signatures spectrales brutes,
mais nous avons également accès aux propriétés spatiales et géométriques des structures nageuses,
ou bien encore on peut suivre leur cycle de vie [Levizzani, 2000]. L’utilisation de données IR et
VIS est fondée sur l’observation qu’il existe une forte corrélation entre les propriétés structurelles
et spectrales des nuages (altitude, surface, épaisseur) et le volume total de pluie qu’ils engendrent.
Décrivons succintement quelques unes des propriétés observées des systèmes précipitants dans les
images IR et VIS.

Caractérisation spectrale

Compte tenu des fréquences accessibles dans les canaux IR et VIS (cf. section 2.1.2), les nuages
peuvent être classés suivant leurs propriétés radiatives : les radiances VIS permettent de connâıtre
leur épaisseur et les températures de brillance IR, l’altitude de leur sommet. En particulier, les
nuages précipitants, qui sont souvent des nuages haut, épais et froids [Scofield, 1987], tels que les
cumulonimbus (cf. annexe A), peuvent être distingués des autres nuages par des niveaux de gris
élevés sur les donnéesVIS et une température froide sur les données IR. Cependant, les données
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VIS ne sont disponibles que le jour et ne peuvent donc pas rendre compte de la variabilité nocturne
des précipitations ; or, pour certaines régions comme le Sahel, la majeure partie des pluies se produit
pendant la nuit [Ramage, 2002].

Nous nous intéressons principalement à la détection des pluies d’origine convective, i.e. engendrées
par des nuages de haute altitude et optiquement épais. Les températures sont bien évidemment
déterminantes. Sur les images IR, les lignes de grain paraissent très froides, avec un bord avant
nettement marqué.Des seuillages appropriés sur les images IR permettent notamment de séparer les

Fig. 2.9.: Seuillage progressif d’une image IR et comparaison avec une image MO.De gauche à
droite, de haut en bas : image IR, images seuillées à 210K, 205K, 200K, 199K,
198K, 196K, 194K et 192K et image MO.

systèmes potentiellemenet précipitants des nuages non-précipitants. La détermination des valeurs
de seuil sur des images IR a fait l’objet de nombreuses études afin de disposer de paramètres de
référence [Arkin, 1979]. Ces valeurs peuvent varier en fonction de l’application et de la latitude de la
zone observée. Néanmoins, elles se situent toujours dans un intervalle compris entre 213K et 253K.
On trouve par exemple : 235K [Arkin et Meisner, 1987], 253K dans [Adler et Negri, 1988], 233K
dans [Arnaud et al., 1992], entre 213K et 253K dans [Laurent, 1994], entre 218K et 238K dans
[Morel et al., 1997] (figure 2.10). Il apparâıt généralement impossible de différencier les structures
convectives des cirrus épais ou encore des corps de perturbation non-convectifs. Sur la figure 2.9, on
a représenté les différentes zones extraites par seuillage d’une structure nuagueuse précipitante. Les
précipitations sont incluses dans les régions les plus froides du signal IR, mais cette information reste
complexe à extraire. On peut également considérer non plus directement les signatures spectrales,
mais des transformations de ces signatures [Szejwach, 1982] [Lovejoy et Austin, 1979]. Notons par
ailleurs que l’utilisation d’observations dans des canaux autres que le canal IR thermique (proche
infrarouge - NIR - par exemple) pourrait permettre une description de la microphysique des nuages
afin d’apporter des informations supplémentaires pour l’identification des nuages précipitants. Cer-
tains canaux sont plus particulièrement adaptés à la détection de glace au sommet des nuages, et
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Fig. 2.10.: Fronts de température observés dans le canal IR thermique : les contours représentent
les isothermes à 200, 220, 240, 250, 260 et 280K (l’intérieur des nuages est en dessous
de 200K, l’extérieur est au dessus de 280K). De haut en bas : détails des acquisitions
du 31/07/1998 à 16h, du 1/08/98 à 1h 30 et à 16h. Voir la correspondance avec les
acquisitions du canal MO (figure 2.7).
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donc à l’identification des parties convectives associées aux pluies les plus intenses.

La figure 2.11 représente l’histogramme 2D des températures de brillance IR thermique en fonc-
tion des températures de brillance MO à 85GHz, sur des observations (presque) synchrones d’un
système convectif au-dessus du Sahel (à deux instants de son cycle de vie). Les températures de
brillance MO froides, correspondant aux pixels pluvieux, sont essentiellement observées pour les
pixels les plus froids en IR. Les températures IR chaudes, correspondant aux nuages bas, sont
majoritairement associées aux températures MO chaudes, i.e. aux pixels non-pluvieux. En re-
vanche, si l’on observe les températures IR les plus froides (de l’ordre de 200K), associées aux
nuages de haute altitude, l’histogramme montre que les observations MO s’étalent sur l’ensemble
de la gamme de températures (de 100K à 280K). Dans cette gamme de températures IR, les
températures MO froides correspondent aux nuages de convection profonde (tels que les cumulo-
nimbus) et les températures les plus chaudes représentent les nuages hauts non-précipitants (tels
que les cirrus).

Fig. 2.11.: Histogramme 2D de distributions conjointes des températures sur les données IR et
MO. En abscisses, les températures de brillance MO, en ordonnées, les températures
de brillance IR.

Caractérisation structurelle

On peut également apporter, en plus des paramètres thermiques, de l’information sur les propriétés
géométriques et morphologiques des cellules nuageuses. Ces propriétés, lorsqu’elles sont couplées aux
signatures spectrales, telles qu’elles sont accessibles dans les données IR, fournissent de l’informa-
tion discriminante pour la détection des zones convectives précipitantes [Adler et Negri, 1988]. Dans
ce contexte, des critères géométriques et spatiaux tels que la forme et la taille des structures (ellipti-
cité, surface, périmètre,...) peuvent être introduits pour décrire les structures [Brewer et al., 1997].
Des propriétés intrinsèques des structures observées peuvent en effet être dérivées des observations
spectrales ; on peut par exemple citer la hauteur effective, la répartition du nuage dans les différentes
couches de l’atmosphère [Garand, 1988], l’altitude du sommet du nuage, l’albédo et la fraction nua-
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geuse [Grassoti et Garand, 1994]. La taille des structures nuageuses ou leur taux de croissance sont
également des informations accessibles [Levizzani, 1998] [Levizzani et al., 2002]. On serait en effet
tenté de penser que l’intensité des pluies sous un pixel IR ou MO est liée à la taille du système au-
quel le pixel appartient. Néanmoins, ce comportement n’est pas systématiquement mis en évidence.
Il faut davantage raisonner en terme de probabilité : il y a plus de chance de trouver des pixels
très froids en MO (donc des pluies plus fortes) dans un gros nuage que dans un système de petite
taille. Mais il n’y a pas de relation linéaire entre la taille d’un système nuageux et le taux de pluie
sous un élèment du système. D’autant qu’un système convectif peut continuer à s’élargir durant son
cycle de vie alors que la partie purement convective du système devient moins active, diminuant
les taux de pluie associés. Le taux de pluie dans un système nuageux dépend en fait du stade
dans lequel il se trouve au cours de son cycle de vie et également de sa taille [Griffith et al., 1978]
[Negri et al., 1984]. La taille des systèmes nuageux peut, semble-t’il, être reliée à leurs propriétés
précipitantes [Ramage, 2002] : différents régimes de convection en fonction de la taille des amas
convectifs peuvent coexister. Les structures nuageuses à grande échelle (systèmes de cumulonim-
bus dont l’étendue excède les 1000 km), notamment, sont particulièrement importantes pour la
prévision [Brewer et al., 1997] [Seddon, 1985].

Caractérisation temporelle

Avec les acquisitions Meteosat, nous disposons d’information sur l’évolution temporelle des systè-
mes convectifs. Les différentes phases d’un système convectif au cours de son cycle de vie sont
caractéristiques de l’activité précipitante [Griffith et al., 1978]. Le taux de pluie attribué à la frac-
tion pluvieuse peut en effet être ajusté [DeLeonibus et al., 1997] : celui-ci augmente rapidement
pendant la phase de croissance du système nuageux, alors que les précipitations sont plus faibles
pendant la phase de dissipation du nuage. Cependant, les systèmes convectifs tropicaux offrent
une évolution complexe [Arnaud et al., 1992]. Un nuage tropical ne se déplace pas réellement, il
s’agit plutôt d’un mécanisme de formation à l’avant du nuage et de dissipation à l’arrière du front
nuageux. Ils sont par ailleurs soumis à des divisions ou des fusions avec d’autres nuages : le nuage,
en avançant, peut se fragmenter en plusieurs composantes, puis se dissiper ou encore absorber
d’autres nuages. Globalement, la topologie de ces structures change au cours du temps ce qui les
rend difficiles à identifier.

Concernant l’éventuelle relation entre intensité pluviométrique et mouvement des nuages, il n’y
en a pas a priori de directe. En revanche, si un système nuageux a une vitesse de déplacement
importante ainsi qu’une durée de vie relativement grande, il s’agit vraisemblablement d’une ligne
de grain (pour l’Afrique de l’Ouest) et donc d’une zone où l’intensité pluviométrique est importante.
La configuration de nuages chauds et non pluvieux advectés par les vents dans un environnement
de grande échelle est cependant tout à fait possible.

Pour une revue complète des méthodes de caractérisation et d’identification des systèmes nua-
geux, on pourra consulter [Levizzani et al., 2001]. Il apparâıt que les propriétés spatiales et tem-
porelles des satellites géostationnaires, combinées aux caractéristiques spectrales des données IR,
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permettent d’obtenir une information intéressante sur les structures convectives et les pluies no-
tamment. Les différentes études qui ont été menées pour caractériser les systèmes précipitants, en
Afrique de l’Ouest, montrent cependant que la taille du système, sa vitesse, l’altitude du sommet
sont des paramètres nécéssaires mais non suffisants [Szantäı et al., 1998] [Arnaud et al., 1992].

2.4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous commençons par rappeler les caractéristiques générales et les utilisations
principales de l’imagerie satellitaire. Sont décrites, de manière concise, les principales propriétés
spectrales, spatiales et temporelles des capteurs Meteosat et TRMM ayant produit les images uti-
lisées dans notre étude. Nous évoquons également les principaux phénomènes mis en jeu et l’intérêt
de leur étude : une modélisation des lignes de grain fournirait, par exemple, aux météorologues une
meilleure compréhension de la dynamique des nuages précipitants.

Le signal mesuré par un radiomètre spatial correspond à la température de brillance de la couche
de l’atmosphère où se produit l’interaction ; dans le cas des données MO, cette interaction permet
une mesure directe (ou presque) des précipitations. Cependant, pour observer et suivre un nuage
tout au long de son cycle de vie, l’utilisation des images acquises à haute fréquence (généralement,
par des satellites géostationnaires) se révèle indispensable. Or, les images acquises par le satellite
TRMM ne bénéficient pas d’une grande couverture spatiale, ni d’un échantillonnage temporel
satisfaisant, contrairement aux données Meteosat. Compte tenu de la grande variation temporelle
et spatiale des systèmes précipitants, il apparâıt donc nécessaire d’utiliser les données acquises par
ce satellite, et, finalement, les seules données IR car celles-ci sont disponibles de jour comme de
nuit.

L’application principale de notre étude est ainsi présentée : notre objectif est d’analyser, d’identifier
et d’extraire les parties précipitantes dans les images satellitaires, à partir des données IR. Il s’agit
de déterminer s’il existe effectivement un lien entre l’information accessible dans les images IR et
la présence de zones de pluie, accessibles dans les données MO. À partir des premières propriétés
des systèmes convectifs mises en évidence, il semble que de l’information de nature diverse fournie
par les données IR puisse permettre de caractériser et de discriminer les zones précipitantes. Une
observation initiale des données laisse notamment entrevoir que le cycle de vie des zones de pluie
est corrélé à la distribution spatiale des niveaux de gris des nuages observés dans le canal IR.
Cependant, il s’agit d’un problème complexe.

Dans la suite, nous proposons d’opter pour une approche de traitement d’image pour s’attaquer
à ce problème. Divers objectifs apparaissent : la détéction des structures nuageuses, la recherche
de la présence d’activité convective (et plus particulièrement des zones de pluie) en leur sein en
extrayant de l’information pertinente des images IR.
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Deuxième partie.

Segmentation et classification d’images

météorologiques : contraintes et

limitations





3. Techniques de segmentation : état de l’art

Avant d’envisager des traitements de haut niveau sur les images, nous nous intéressons, dans ce chapitre,

aux principales méthodes utilisées pour l’analyse et la segmentation d’images. L’objectif de cet état de

l’art est de pouvoir analyser quelques unes des approches couramment adoptées, notamment dans

le cadre de l’analyse de données météorologiques, afin de mettre en avant leurs avantages et leurs

limitations, et de sélectionner celles dont nous allons éventuellement pouvoir étendre les propriétés dans

le système de segmentation que nous souhaitons concevoir. Nous nous intéressons plus spécifiquement

aux travaux qui portent sur la détection et l’identification des structures nuageuses.

3.1. La segmentation pour l’extraction de structures d’intérêt

La segmentation vise à la décomposition spatiale de l’image en zones d’intérêt homogènes (au vu
de certaines caractéristiques) et à l’extraction d’entités significatives [Gonzalez et Woods, 2002].
Elle joue un rôle prépondérant dans le traitement et l’analyse d’image et la vision par ordinateur.
Elle constitue une étape fondamentale, qui se situe entre, d’une part, l’acquisition de l’image et son
amélioration et, d’autre part, sa description et la prise de décision finale.

3.1.1. Les différentes approches pour segmenter une image

La segmentation est un traitement bas niveau1 qui consiste à créer une partition (du domaine) de
l’image observée I en un certain nombre de sous-ensembles Ri, appelés régions [Jain, 1989] :

∀i, Ri 6= ∅ ∀i 6= j, Ri ∩Rj = ∅ I = ∪iRi.

La segmentation doit permettre d’extraire les informations nécessaires à la localisation et la délimi-
tation des structures d’intérêt dans l’image.

Le choix d’une stratégie de segmentation dépend de plusieurs facteurs tels que la nature de l’image,
les conditions de son acquisition, les entités à extraire et également les contraintes d’exploitation.
Beaucoup de travaux ont été consacrés à ce problème [Gonzalez et Woods, 2002]. Dans le cadre
de la segmentation d’images météorologiques satellitaires, les études menées s’intéressent essentiel-
lement à la segmentation automatique de régions de nuages homogènes. Elle constitue une étape

1On désigne par traitements bas-niveau les techniques qui opèrent directement sur les valeurs accessibles dans

l’image, par opposition aux traitements haut-niveau qui utilisent des descriptions symboliques provenant déjà

d’une interprétation de l’image.
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préalable à la classification et l’identification des structures météorologiques caractéristiques des
régions observées sur les images [Pankiewicz, 1995]. Chronologiquement, les premières méthodes
apparues sont développées pour le cas très simple où la définition de l’homogénéité repose unique-
ment sur les niveaux de gris : on pense essentiellement à des techniques de seuillage [Weszka, 1978],
de détection de contours, de croissance de régions [Zucker, 1976] ou les schémas hiérarchiques
[Chen et Pavlidis, 1980]. Certaines de ces techniques ont été généralisées à l’utilisation d’attri-
buts multiples et ont été appliquées au problème plus complexe de la segmentation de textures
[Haralick, 1979] [Welch et al., 1988]. En terme de traitement d’images, ces diverses méthodes peuvent
être regroupées en deux grandes catégories :

1. les approches contour, qui consistent à trouver les discontinuités de l’image,

2. les approches région, qui reposent sur la recherche des régions homogènes de l’image.

Les contours sont associés à une variation brutale de l’intensité lumineuse ou à une discontinuité
entre les propriétés de deux ensembles de points connexes. Les régions font quant à elles référence
à des groupements de points ayant des caractéristiques similaires et font appel à la notion d’ho-
mogénéité. Bien que ces approches soient duales, elles fournissent généralement des résultats assez
différents. Étant donné la complexité du problème, les méthodes les plus récentes tentent de faire
coopérer plusieurs méthodes de segmentation, afin de combiner les avantages de chaque méthode ou
d’exploiter leurs complémentarités. Ces méthodes sont regroupées au sein d’une troisième grande
famille :

3. les approches mixtes (frontière-région), qui sont fondées sur une coopération des deux premières
approches.

3.1.2. Objectifs

Nous faisons, dans les sections suivantes, un état de l’art (qui ne se veut pas exhaustif) de quelques
unes des méthodes couramment rencontrées, principalement dans le domaine de la segmentation
d’images satellitaires. Nous appliquerons essentiellement, à titre d’illustration, les différentes tech-
niques de segmentation que nous présenterons sur trois images naturelles en niveaux de gris : une
image proche infrarouge (NIR) acquise par le satellite Spot et deux images IR acquises par le
satellite Meteosat (figure 3.1). Ces images appartiennent à la classe des images dites ”naturelles”
au sens où elles présentent des objets non artificiels, sans arrangement particulier, et où elles sont
acquises avec des conditions de luminance naturelles. Cependant on notera que, compte tenu de
leurs caractéristiques d’acquisition, elles présentent des objets assez différents : les images Spot ont
en effet une bien meilleure résolution spatiale (20m × 20m par pixel) que les données Meteosat
et proposent des objets davantage structurés.

Notre objectif, ici, est non seulement, de montrer que les méthodes usuelles produisent des résultats
peu satisfaisants sur les images météorologiques, mais aussi de mettre en évidence certaines pro-
priétés des images Meteosat IR (en opposition aux images Spot par exemple) qui expliquent les
limitations des approches classiques.
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Fig. 3.1.: Images I utilisées dans la suite pour illustrer les différentes techniques de segmentation :
une image NIR acquise par le satellite Spot sur laquelle on distingue nettement des
champs, des routes, ... qui constituent des zones homogènes ; deux images IR présentant
des structures nuageuses complexes, mais également avec des régions relativement ho-
mogènes en niveaux de gris (aussi bien à l’intérieur qu’à l’extérieur des nuages).

3.2. Approches contour

Dans les approches de type contour, on s’intéresse à l’extraction des frontières ∂Ri des régions Ri de
l’image. La définition même de ces frontières demeure très vague, mais s’apparente le plus souvent
aux discontinuités de la luminance (variations de l’intensité des pixels) ou de toute autre fonction
caractérisant l’image.

3.2.1. Algorithme de détection de contours

Quelque soit sa complexité, un algorithme de détection de contours procède généralement en 3
étapes :

1. On fait précéder la recherche des discontinuités par une étape de filtrage afin de réduire les
effets du bruit.

2. On détecte un ensemble de contours candidats, généralement avec des techniques de dérivation.
En pratique, la détection des contours consiste à balayer l’image avec une fenêtre définissant
une zone d’intérêt, et à appliquer, à chaque position, un opérateur sur les pixels de la fenêtre
afin d’estimer s’il y a une transition de l’attribut choisi (e.g. la luminance). Un pixel de
contour correspond ainsi à un extremum local de la dérivée première, ou un passage par zéro
de la dérivée seconde, ou encore un passage par zéro du laplacien.

3. On effectue un filtrage des contours possibles pour ne garder que ceux qui semblent être les
plus sûrs. Ce filtrage est généralement réalisé par des opérations de seuillage et de suivi des
contours qui permettent d’éliminer le bruit et d’affiner les contours.
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3.2.2. Pré et post-traitement : méthodes de filtrage et de correction

Afin de réduire la quantité de bruit présent dans l’image, un opérateur de lissage est préalablement
appliqué au moyen d’un filtre, dont l’échelle détermine la qualité du lissage. Le lissage garantit
la dérivabilité de certaines grandeurs de l’image : on recherche notamment la double dérivabilité
du signal lui-même. L’inconvénient majeur est l’élimination et le déplacement de certains contours
ainsi que la création de faux contours : à large échelle, l’image est fortement lissée et la détection des
contours est bonne (forte probabilité de marquer un vrai contour et faible probabilité de marquer
un faux contour), mais la localisation est mauvaise ; inversement à petite échelle, la localisation est
bonne mais la détection est mauvaise.

Une fois que l’image de contours a effectivement été obtenue (cf. paragraphe suivant), une étape
supplémentaire de correction est également réalisée. Elle permet d’éliminer les faux contours, par
un seuillage approprié, et de supprimer les discontinuités dans les contours obtenus, par un algo-
rithme de fermeture. La méthode d’extraction et de sélection des contours la plus simple consiste
à appliquer un seuil aux valeurs de chaque pixel, au dessus duquel on considère qu’un contour est
présent, mais des seuillages plus performants peuvent être utilisés. Il est ensuite également fréquent
de procéder à une fermeture des contours si l’on souhaite obtenir une partition de l’image. Dans
ce but, des méthodes de connexité, des techniques d’exploitation de graphe ou encore de contours
déformables peuvent être utilisées.

3.2.3. Méthodes de différentiation de l’image

Les approches dérivatives, basées sur l’utilisation des dérivées des fonctions de niveaux de gris, sont
les approches les plus immédiates pour détecter et localiser les variations du signal. On distingue
deux types d’opérateurs :

– les opérateurs du 1er ordre exploitant les dérivées partielles premières ; ceux-ci utilisent es-
sentiellement l’opérateur directionnel vecteur gradient calculé en chaque pixel ~x = (x, y) de
l’image :

∇I(~x) = (∂xI(~x), ∂yI(~x))
T ,

où les opérateurs ∂x = ∂/∂x et ∂y = ∂/∂y désignent resp. les dérivées partielles en x et en y.
On s’intéresse également à sa norme |∇I| et sa direction φ dans l’image :

|∇I|(~x) =
√

(∂xI(~x))2 + (∂yI(~x))2 φ(~x) = arctan (∂yI(~x)/∂xI(~x))

Un contour d’orientation θ au pixel ~x est ainsi détecté par un maximum de la dérivée direc-
tionnelle ∇I ·n dans la direction φ du gradient ∇I (n représente le vecteur unitaire dans la
direction du gradient) : la normale à la direction du vecteur gradient fournit l’orientation du
contour, i.e. θ = π

2 +φ. Notons que dans le cas où le module du gradient est nul, par exemple
sur un extremum local, l’orientation θ est indéterminée.

– les opérateurs du 2nd ordre travaillant à partir des dérivées partielles secondes mais qui uti-
lisent de préférence l’opérateur isotrope laplacien :

∇2I(~x) = ∂2
xI(~x) + ∂2

yI(~x)
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où les notations ∂2
x = ∂2/∂x2 et ∂2

y = ∂2/∂y2 désignent les dérivées partielles 2ndes resp. dans
les directions x et y. Les points de contour sont recherchés parmi les passages par zéro du
laplacien2.

Théoriquement, les opérateurs de 1er et 2nd ordres permettent d’extraire les mêmes contours en 1D.
Il n’en est pas de même en 2D ; en pratique cependant, ils fournissent des résultats relativement
proches.

Fig. 3.2.: En haut : approximation des dérivées d’ordre 1 ; de gauche à droite : estimation des
dérivées ∂xI et ∂yI par les masques de Sobel et de Prewitt. En bas : détection des
contours à l’aide des opérateurs d’ordre 1 ; de gauche à droite : estimation de la norme
du gradient à l’aide du filtre de Sobel, détection de contours à l’aide des filtres de Sobel, de
Roberts et de Prewitt ; les contours sont obtenus par seuillage sur la norme du gradient.

Opérateurs simples

Dans le cas le plus simple, les dérivées directionnelles de la fonction image I sont approchées par
des différences finies :

∂xI(~x) ≈ ∆xI(~x) = I(x+ n, y)− I(x, y), ∂yI(~x) ≈ ∆yI(~x) = I(x, y + n)− I(x, y)

avec n = 1 en général. Parmi les opérateurs du 1er ordre, on trouve également les gradients ob-
tenus par application de masques permettant d’approximer les dérivées directionnelles. Sur ce

2L’approche gradient consiste à déterminer les passages par zéro de la dérivée seconde dans la direction du gradient :

ceci est différent des passages par zéro du laplacien
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Fig. 3.3.: Détection de contours par les passages par zéro du laplacien. De gauche à droite :
détail de l’image IR de la figure 3.1, estimation du laplacien (par convolution avec un
masque 3× 3) ; localisation des contours après seuillage du laplacien.

principe, des masques de convolution (mx,my) (masques de Roberts, masques de Prewitt et So-
bel [Jain, 1989]) sont utilisés pour estimer le module du gradient par

√
(I ? mx)2 + (I ? my)2 (fi-

gure 3.2). Sur le même modèle, il existe des masques de dimension plus grande ou des masques mul-
tiples (masque de Kirsch [Jain, 1989]). Enfin, l’application de masques spécifiques permet également
d’approximer le laplacien dont les passages par zéro localisent les contours de l’image (figure 3.3).

Tous ces opérateurs fournissent des résultats peu significatifs sur des données telles que les images
météorologiques ; ils se limitent à une phase de différentiation uniquement. Dans le cas de l’appli-
cation de masques, ils dépendent par ailleurs fortement de la taille de ceux-ci ; l’augmenter signifie
augmenter la qualité des résultats obtenus, mais accrôıt le temps de calcul.

Opérateurs avec filtrage optimal

Pour surmonter les difficultés de précision, de localisation et d’efficacité de détection, Canny
[Canny, 1986] propose de formaliser mathématiquement une approche optimale de détection. Pour
cela, il définit trois critères : bonne détection (l’opérateur donne une réponse au voisinage d’un
contour), bonne localisation (optimisation de la précision avec laquelle le contour est détecté) et
unicité des réponses (le contour doit provoquer une réponse unique de l’opérateur).

Trois filtres optimaux majeurs, utilisant tous la méthode de base fondée sur des calculs différentiels
et la combinant avec un opérateur de lissage, ont été obtenus en prenant en compte ces critères :

1. L’écriture des critères de Canny conduit à une équation différentielle dont la solution est
choisie de façon à ce que le filtre soit à réponse impulsionnelle finie. Au vu de la forme de ce
filtre, Canny propose une approximation par la dérivée 1ère d’une gaussienne [Canny, 1986] .

2. Suivant la même approche, Dériche cherche une solution sous la forme d’un filtre à réponse
impulsionnelle infinie [Dériche, 1987]. Il aboutit, pour les gradients directionnels, à des ex-
pressions aux dérivées partielles, combinant un opérateur 1D de dérivation fd selon x et y
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avec un opérateur 1D de lissage fl selon y et x, resp. :{
fl(x) = c0(1 + α|x|) e−α|x|

fd(x) = c1x e
−α|x| (3.1)

avec c0 et c1 des constantes de normalisation. Le paramètre α détermine en quelque sorte
l’échelle de l’opérateur : plus sa valeur est faible, plus l’opérateur utilise des données éloignées
du pixel courant.

3. Shen et Castan [Shen et Castan, 1986] mettent au point un filtre passe-bas optimal au sens
d’un critère élaboré sur un modèle de saut d’amplitude bruité et incluant la détection et la
localisation. Il en ressort les filtres linéaires optimaux de lissage et de dérivation suivants :{

fl(x) = c0 e
−α|x|

fd(x) = c1 (−1)δx>0 e−α|x|

avec c0 et c1 des constantes de normalisation et (−1)δx>0 la variable valant -1 si x > 0, 1
sinon. Le paramètre α détermine là encore la largeur du filtre (plus α est petit, plus le lissage
est important).

Fig. 3.4.: Extractions de contours sur deux images IR. De gauche à droite : norme du gradient
de Roberts, norme du gradient du filtre de Canny seuillée pour 2 valeurs de seuil, zéros
du Laplacien seuillés.

Ces différentes démarches sont intéressantes car elles procèdent d’une optimisation des opérateurs
vis-à-vis d’un critère approprié à la détection de contours. Une limitation importante cependant
(et qui vaut généralement pour tous les opérateurs de gradient) est qu’elles supposent un modèle
de contour assez simple (discontinuités de type marche) et inadapté aux contours réels (figure 3.4).
Les images Meteosat par exemple présentent des contours plutôt irréguliers, bien plus que les
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images Spot. Une autre contrainte réside dans le fait qu’elles nécessitent encore l’utilisation à leur
suite d’un seuil heuristique de détection des contours.

Opérateurs gaussiens et dérivées de gaussiennes

Ces méthodes consistent essentiellement à mesurer le laplacien de l’image filtrée par la dérivée
seconde d’un filtre passe-bas puis à détecter les zéros de la fonction ainsi obtenue. Outre le fait
qu’il soit presque optimal au sens des critères de Canny, l’opérateur dérivé de gaussienne a l’avantage
de combiner, en une seule et même opération, filtrage gaussien et dérivation, puisque les dérivées
de l’image lissée par un filtre gaussien (noté G(~x) = exp(−|~x|2/2σ2)) s’écrivent :

∂x(G ? I) = ∂xG ? I ∂y(G ? I) = ∂yG ? I .

Sur la base de ce filtre, les méthodes de laplacien-gaussien (LoG, Laplacian of Gaussians) et
différence de gaussiennes (DoG, Difference of Gaussians) consistent à utiliser des filtres de réponse
impulsionnelle resp. :

LoG(~x) = (
r2

σ2
− 1) e−r

2/2σ2
1 , DoG(~x) =

1
σ2

1

e−r
2/2σ2

1 − 1
σ2

2

e−r
2/2σ2

2 , r = |~x|.

Fig. 3.5.: Filtrage de l’image de la figure 3.3 par des filtres gaussiens et dérivés de gaussiennes. De
gauche à droite : estimation du gradient directionnel ∂xG? I avec un filtre gaussien G
de variance 1, estimation de la norme du gradient correspondante, filtrage LoG avec une
gaussienne de variance 0.5 et estimation des contours par détection des passages par zéro
du filtre LoG.

Ces méthodes conduisent généralement à la détection de contours fermés, ce qui ne traduit pas tou-
jours de vraies relations de connexité dans l’image. Leur inconvénient majeur réside là encore dans
l’utilisation d’un facteur d’échelle lié aux variances des filtres gaussiens, qui détermine la qualité
finale des estimations. Les masques de variances trop larges dégradent l’image et ne permettent
pas la détection de structures fines ; à l’inverse, une variance trop faible conduit à une détection
du bruit trop importante. On remarque ainsi que la localisation est très peu précise et, dans le cas
d’images complexes, les résultats obtenus conduisent à de fausses détections dans les zones bruitées
ou texturées ou à la perte de contours significatifs lorsque le gradient est faible (figure 3.5).
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3.3. Approches région

Les méthodes de segmentation par approche région reposent sur la recherche de zones Ṙi regroupant
des ensembles de pixels qui possèdent des propriétés communes. Le choix des propriétés étudiées
est déterminé par les critères de segmentation. Il y a principalement deux types de méthodes de
segmentation qui adoptent cette approche : les segmentations par accroissements de régions et celles
qui opèrent des classifications sur des statistiques (locales ou globales) de l’image.

3.3.1. Méthodes par division et/ou fusion

Les segmentations par croissance de régions ou par division-fusion consistent à fusionner des
ensembles de pixels ayant des caractéristiques proches. Elles ont pour principe d’effectuer un
découpage arbitraire de l’image, de réaliser des tests de ”cohésion” des zones puis de modifier
ces zones. Elles peuvent se faire à partir de plusieurs niveaux, le plus élémentaire étant le pixel.

Division et fusion

L’approche par division consiste à décomposer l’image originale en régions homogènes au sens d’un
critère donné (e.g. la luminance). Des caractéristiques sont ainsi extraites de manière globale sur
une région, déterminant si elle est homogène ou non, en décomposant éventuellement cette région
en plusieurs sous-régions. L’inconvénient majeur de ces méthodes est qu’elles reposent sur des
statistiques globales et qu’elles conduisent souvent à une sur-segmentation de l’image.

Fig. 3.6.: Croissance de régions. En rouge sont (grossièrement) localisés les pixels qui servent de
points germes, ie. d’initialisation au processus d’agrégation ; ceux-ci ont été arbitraire-
ment choisis parmi des minima locaux du signal. On voit sur cet exemple que les résultats
sont très peu stables.

La méthode de fusion par croissance de régions est une méthode d’agrégation qui permet de regrou-
per un ensemble de pixels selon un double critère d’homogénéité et d’adjacence [Chang et Li, 1994].
Ces méthodes peuvent intégrer des informations locales. La localisation des contours est beaucoup
moins précise qu’avec les techniques de détection de contours et la qualité du résultat dépend for-
tement du seuil d’agrégation retenu. Une variante de cette approche consiste à regrouper les pixels
ayant des niveaux de gris proches par classification d’attributs tels que la moyenne ou la variance.
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Fig. 3.7.: Segmentation par division-fusion. Résultats de l’algorithme split & merge sur les images
de la figure 3.1 avec un critère d’homogénéité basé sur la variance. Dans le cas des données
Meteosat, le critère ne permet pas de distinguer des petites régions car la dynamique
interne des images est très faible : la segmentation est très grossière.

L’inconvénient principal des méthodes de division et de fusion est qu’elles nécessitent de définir des
critères qui varient fortement d’une image à une autre. L’autre inconvénient majeur est qu’elles
sont coûteuses en temps de calcul. Par ailleurs, la segmentation finale est très sensible au bruit
et peut également dépendre de l’ordre dans lequel les régions sont fusionnées. Sur l’exemple de la
figure 3.6, on voit que les régions fusionnées à partir d’un seul point germe varient suivant le point
considéré, bien que tous ceux retenus appartiennent au nuage d’intérêt. Les résultats sont très peu
stables.

Split & merge

Cette méthode de division-fusion consiste à utiliser des propriétés globales pour diviser l’image
en zones homogènes puis à fusionner certaines de ces régions grâce à des caractéristiques locales
[Gallaudet et Simpson, 1991]. L’algorithme de division-fusion consiste, dans un premier temps, à
découper l’image en zones de taille moyenne, puis à parcourir chacune des régions en cherchant si elle
vérifie un critère d’homogénéité et à les diviser en sous-régions jusqu’à avoir des régions homogènes.
Une étape de fusion permet enfin regrouper les zones contiguës correspondant à la même région.
Un grand nombre de variantes sont là encore possibles en fonction de la taille minimale des zones
que l’on utilise et du critère d’homogénéité (figure 3.7).

La méthode split & merge permet de réduire de manière considérable le coût algorithmique de la
segmentation par fusion. Cependant le choix des critères d’homogénéité et de fusion constitue une
limitation à ces méthodes. Dans le cas des images IR, la segmentation est rendue très difficile par
la très faible dynamique des données ; la segmentation obtenue est très grossière (figure 3.7).
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3.3.2. Méthodes de classification

Les méthodes de classification consistent à constituer des paramètres représentatifs de l’image,
puis à utiliser une méthode de classification à partir de ces paramètres pour extraire des régions
homogènes [Jain et Dubes, 1978]. Le choix des paramètres (ou attributs) extraits permettant de
décrire et quantifier les caractéristiques des pixels ou de régions de l’image ainsi que le choix d’une
méthode de classification permettent d’envisager de nombreuses approches.

Concernant le choix d’une classification, on distingue deux types d’approches [Duda et Hart, 1973]
[Jain, 1989] : le premier, dit supervisé, se base sur l’exploitation d’une population de paramètres
jugés représentatifs des différentes classes par des experts et par un partitionnement préalable (au
cours d’une phase d’apprentissage) de l’espace de représentation des classes ; le deuxième type d’ap-
proches, dit non supervisé ou classification automatique, exploite lors de sa phase d’apprentissage
des données non étiquetées. Dans le cadre de la segmentation automatique d’images notamment, le
schéma couramment retenu est celui d’une classification non-supervisée de l’image réalisée par des
techniques usuelles d’analyse de données [Duda et Hart, 1973]. Concernant le choix des paramètres
descriptifs, les critères généralement retenus pour la discrimination spatiale des structures nua-
geuses permettent de les regrouper dans deux grandes familles [Congalton, 1991] : les paramètres
spectraux, mesurant l’information radiative (spectrale) de l’image, et les paramètres texturaux,
quantifiant son contenu texturel.

Classification sur l’espace des luminances

La source d’information la plus naturelle et la plus immédiate utilisée pour classifier les pixels est
de nature spectrale : il s’agit d’utiliser les niveaux de gris présents dans l’image [Acton, 1996].
La classification des luminances peut s’effectuer à partir de l’histogramme des niveaux de gris
présents dans l’image, par des techniques de recherche des modes et vallées de l’histogramme ou
des méthodes plus complexes. La difficulté de cette approche réside dans la détermination du
nombre de classes présentes dans l’image ainsi que des niveaux de gris délimitant chaque classe
[Fauqueur et Boujemaa, 2004]. Ce type d’approches n’est pas significatif lorsque l’histogramme
est unimodal, or c’est souvent le cas des images satellitaires qui présentent beaucoup d’objets et
structures de taille importante et couvrant chacun un rang de valeurs d’intensité très large. La
limitation principale de cette approche réside évidemment dans le fait qu’elle ne tient pas compte
de l’information spatiale.

Bien que les algorithmes les plus fréquents ne tiennent compte que d’un pixel à la fois, d’autres
méthodes regardent la structure des alentours, soit en mesurant l’homogénéité, soit en identifiant
des unités de structure aussi homogènes que possible [Wang, 1990] [Congalton, 1991] [Acton, 1996].
Entre autres exemples, on peut citer la classification à partir d’attributs tels que la moyenne des
intensités, la variance de l’intensité, ... [Baum et al., 1997] qui ne se limitent plus forcèment à l’étude
du seul histogramme des niveaux de gris.
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Fig. 3.8.: Segmentation en 10 classes par classification sur l’histogramme des luminances par un
algorithme de type K-means 1D [Jain, 1989].

Classification à partir d’attributs de texture

Soulignons l’importance des méthodes de classification à partir d’attributs de description des tex-
tures3 [Haralick, 1979]. Celles-ci ont en effet trouvé de nombreuses applications et rencontré un
large succès en segmentation d’images satellitaires. Le problème de la segmentation de textures
consiste à proposer des modèles de textures adaptés aux données d’une part, et des critères de
comparaison de ces textures d’autre part. Une approche région pour l’analyse de la texture, permet
de rassembler les petites zones homogènes et donc de mettre en évidence des zones plus grandes
pour lesquelles l’information de texture est significative ; la connaissance sur les pixels appartenant
à ces régions permet cependant de tenir compte des variations spatiales et est plus adaptée à la
détection des détails de l’image.

Les informations texturelles sont généralement utilisées conjointement avec les informations spec-
trales pour la classification des nuages. Dans [Ebert, 1989], les attributs spectraux sont combinés
avec des attributs de texture afin d’identifier, sur des données AVHRR, différents types de sur-
face et de discriminer les nuages à haute altitude. La méthode développée dans [Wu et al., 1985]
consiste également à utiliser conjointement des attributs de texture et des attributs de radiance
afin d’estimer les taux de pluviométrie dans les nuages précipitants à partir d’un couple d’images
VIS-IR ou à partir d’images IR seules. Les auteurs de [Gu et al., 1991] s’intéressent quant à eux à
la discrimination de plusieurs classes nuageuses et de deux classes de ciel découvert (mer et terre) à
l’aide de descripteurs spatiaux et texturaux calculés sur des images acquises par le satellite NOAA
dans le VIS, le NIR et l’IR thermique. Ils soulignent que les critères spectraux sont les plus
discriminants pour un certain nombre de grands groupes nuageux, mais ils montrent également
(contrairement aux résultats antérieurs de [Parikh, 1977]), que les attributs texturaux permettent
d’améliorer les résultats de la discrimination dans certains cas. Les approches exploitant l’informa-
tion de texture, de manière directe ou combinée avec d’autres sources d’information, produisent des
résultats intéressants pour la segmentation d’images satellitaires. Cependant, les méthodes usuelles

3Par attributs de texture, nous entendons l’extraction de valeurs donnant une mesure des propriétés de texture.
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ont généralement besoin d’être étendues pour prendre davantage en compte l’information sous-
jacente dans les images [Lakshmanan et al., 2000]. Nous reviendrons, dans le chapitre 4, sur les
attributs de description de la texture ainsi que sur les méthodes de classification à partir de tels
attributs.

3.4. Approches mixtes

Dans le domaine de la coopération région/contour, nous présentons les modèles dynamiques fondés
sur des approches mixtes. Nous abordons les templates déformables puis les contours actifs, qui
constituent une approche où régions et contours sont des notions totalement duales. Nous présentons
également les méthodes par champs de Markov. Nous évoquons les méthodes de diffusion, linéaire ou
non, dérivées du scale-space. Enfin, nous présentons quelques outils de morphologie mathématique.

3.4.1. Méthodes variationnelles

Templates et templates déformables

Dans cette approche, on utilise une forme géométrique appelée template que l’on tente de localiser
sur l’image. Le principe est de connâıtre exactement (ou presque) la forme de l’objet que l’on cherche
à segmenter (e.g. à partir d’une base d’apprentissage) et de parcourir toute l’image pour placer le
template à l’endroit le plus vraisemblable. La généralisation grâce aux templates déformables permet
de construire et d’adapter la forme prototype par le biais de paramètres contrôlant ses déformations
propres et ses déplacements relatifs, pour accéder à une gamme étendue de structures similaires
à extraire. L’utilisation de ce type de modèles permet de réduire considérablement le nombre de
degrés de liberté et de définir de manière paramétrique le contour recherché. En contrepartie, la
connaissance a priori sur la forme des objets et régions à extraire constitue une contrainte très
forte.

Des templates ont notamment été utilisés en météorologie dans [Bouthemy et Benveniste, 1984]
pour la détection de structures nuageuses à grande échelle : ils sont utilisés pour les grandes pertur-
bations atmosphériques spiralées à l’aide d’un modèle de représentation paramétrique. Un modèle
est défini à partir d’informations géométriques et photométriques : l’information géométrique per-
met de modéliser les frontières des structures par des spirales logarithmiques tandis que les distribu-
tions d’intensité de ces régions sont modélisées par un modèle gaussien. L’estimation des paramètres
est contrainte à une fenêtre circulaire centrée sur les centres communs des spirales modélisant les
frontières du système nuageux (figure 3.9).

Contours actifs

Les méthodes par templates nécéssitent la connaissance a priori de la topologie des objets à détecter.
Cette limitation est particulièrement contraignante dans le cadre de notre application : les structures
nuageuses sont amenées, durant leur cycle de vie, à subir de fortes transformations, voire des

59



Chapitre 3: Techniques de segmentation : état de l’art

Fig. 3.9.: À gauche : modèle de spirale logarithmique proposé comme template déformable dans
[Bouthemy et Benveniste, 1984] pour la modèlisation des vortex nuageux. À droite :
exemple de vortex nuageux de grande échelle observé au dessus de l’Europe sur une
image IR.

changements de topologie, et à interagir avec d’autres cellules voisines, et de manière générale, avec
leur environnement proche ; elles ne permettent donc pas de définir de forme prototype.

Pour répondre à ce problème, une stratégie communément adoptée consiste à exploiter des contours
actifs, introduits sous le nom de snakes [Kass et al., 1988]. Les snakes sont modélisés par des courbes
élastiques : à partir d’une position initiale et en utilisant des contraintes internes et externes sur les
contours, ces contours sont modifiés pour tendre vers l’objet désiré. Pour cela, on associe au snake
une énergie dont la définition est étroitement liée à celle des points de contours. Une initialisation
permet de positionner, au voisinage du contour à detecter, une courbe paramétrée C representée
par :

C = {~v(s) = (x(s), y(s)) | s ∈ [a, b]}

(s est l’abscisse curviligne le long de C, a et b sont les extrémités du contour et ~v(s) est le point
courant) que l’on déforme progressivement, selon certains critères, jusqu’à ce qu’elle épouse au
mieux le contour de l’objet à détecter. Un critère de déformation courant [Kass et al., 1988] consiste
à minimiser une énergie qui se présente sous la forme d’une somme pondérée de trois termes
traduisant des contraintes différentes :

Esnake(C) = Eint(C) + λ1Eext(C) + λ2Einteract(C).

L’introduction de cette fonction d’énergie permet de contrôler les déformations appliquées à la
courbe C par le biais de forces élastiques, de forces d’expansion et de données extraites de l’image
dont elle traduit les effets conjugués :

– Eext(C) = −
∫ b
a |∇I(~v(s))|2ds représente l’énergie potentielle du contour. Elle modélise les

caractéristiques à rechercher dans l’image, i.e. les lignes de fort gradient, que le snake va
avoir tendance à recouvrir. Cette énergie traduit en fait les forces exercées par l’image à
segmenter sur le contour et impose un terme d’attache aux données.
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– Eint(C) =
∫ b
a

(
α(s)|∂s~v(s)|2 + β(s)|∂2

s~v(s)|2
)
ds est un terme régularisant qui permet de re-

chercher une solution donnant des contours assez réguliers en réduisant les oscillations dues
au bruit. Le terme |∂s~v(s)|2 agit comme une force élastique sur la longueur du snake et α(s)
représente sa rigidité. Le terme |∂2

s~v(s)|2 agit comme une force de flexion sur la courbure et
β(s) représente son élasticité. Les paramètres α(s) et β(s) sont généralement pris constants.

– Einteract(C) est une énergie externe qui provient d’une connaissance a priori de l’image et
permet de guider l’évolution de la courbe dans une direction particulière. Ce terme per-
met d’introduire de manière interactive des informations telles que la présence de frontières
préalablement détectées ou de points de passage obligés du contour. Il est généralement omis.

La minimisation de la fonctionnelle Esnake(C) est obtenue lorsque les pixels formant la courbe
correspondent aux gradients élevés, tout en respectant les contraintes liées aux propriétés de la
courbe. Elle peut se ramener à la résolution d’une équation aux dérivées partielles. Le modèle de
contours actifs possède l’inconvénient majeur d’être très dépendant de la valeur des paramètres. Il
utilise une partie de modélisation a priori, de nature physique ou géométrique, sur la forme des
structures et sur les déformations à estimer. Une autre difficulté réside dans le choix de l’énergie
externe. Par ailleurs, il ne permet pas de gérer efficacement les changements de topologie des objets
que l’on souhaite détecter, comme c’est souvent le cas pour les systèmes nuageux.

Level-sets

De nombreuses améliorations au modèle de snakes ont cependant été proposées dans la littérature.
Parmi les extensions développées, l’approche par contours géodésiques (ensembles de niveau ou
level-sets) répond de manière satisfaisante à ce problème et permet d’extraire une segmentation des
objets déformables sans connaissances a priori sur leur topologie [Caselles et al., 1995]. Cette ap-
proche a déjà été largement employée pour des applications météorologiques [Cohen et Herlin, 1999].
Elle consiste à modéliser l’évolution des contours de façon implicite par l’intermédiaire d’une hyper-
surface, i.e. d’une fonction de dimension supérieure à celle des contours recherchés. Le contour est
défini comme l’ensemble de niveau z = 0 de la surface z = f(~x), de sorte que sur le contour :

∂sz = ∂xz
dx

ds
+ ∂yz

dy

ds
= 0

et la courbe de niveau évolue en fonction des itérations effectuées en t selon l’équation :

∂tz = |∇z|n ∧ d~v

dt

où n représente la normale au contour ~v.

L’intérêt essentiel de l’approche par level-sets est de pouvoir gérer les changements de topolo-
gie ; elle peut de plus s’adapter à des contours présentant de fortes irrégularités. Cette approche
est ainsi utilisée par Papin et al. pour l’analyse dynamique de séquences d’images Meteosat
IR [Papin et al., 1998] [Papin et al., 1999]. Leur méthode est tout particulièrement adaptée à la
détection et au suivi des structures convectives. Les auteurs intègrent au formalisme des level-sets
des informations sur le mouvement et sur les variations de la luminance pour déformer et propa-
ger les contours qu’ils font évoluer. Ils exploitent l’expression de la divergence du mouvement à
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l’intérieur des contours et les variations thermiques associées. Le contour est notamment déformé
par la comparaison des températures locales avec la température caractéristique prédite de la cellule
nuageuse à l’instant courant : ainsi, en fonction du contexte photométrique local, les contours se
dilatent ou se contractent. Cette approche est très intéressante, et fournit, également, de très bons
résultats [Papin et al., 2000], mais nous nous en démarquons dans la mesure où, pour notre part,
nous n’utiliserons pas d’information de nature dynamique. Dans [Yahia et al., 1998], les auteurs
exploitent aussi la formalisation par ensemble de niveaux pour l’analyse d’images météorologiques.
Pour modéliser les surfaces de façon précise, et afin de transformer l’expression d’une équation aux
dérivées partielles en un problème de minimisation en faible dimension, ils introduisent des systèmes
de particules dont ils gèrent le nombre et qui permettent adaptivité et flexibilité dans le suivi des
structures nuageuses. Cette approche est également adoptée par Brewer et al. [Brewer et al., 1997]
afin d’extraire les régions des nuages convectifs. Les auteurs introduisent différentes probabilités a
posteriori associées aux différents types nuageux. L’initialisation des contours correspond à des
points germes préalablement définis par l’utilisateur, et une force d’expansion fait évoluer ces
contours vers les frontières d’intérêt.

3.4.2. Méthodes de type scale-space

La théorie du scale-space est utilisée pour représenter simultanément tous les niveaux de résolution
d’une image [Lindenberg, 1994]. Ces méthodes consistent à définir une image comme une super-
position hiérarchique de différents niveaux de description. Elles considèrent l’échelle d’une image
comme son degré de lissage et cette grandeur est régie à l’aide des équations de la diffusion. Ces
méthodes constituent ce que l’on appelle la famille des méthodes de diffusion et peuvent être classées
en deux grandes catégories : le scale-space linéaire et les techniques de diffusion anisotrope.

Diffusion linéaire

L’idée générale du scale-space linéaire est de construire une famille d’images paramétrées par
l’échelle à partir de l’image originale. En pratique, chaque image est obtenue par convolution de
l’image avec un noyau gaussien de taille croissante. La famille ainsi créée est solution de l’équation
de la chaleur :

∂tI(~x) = c ·∇I(~x) (3.2)

et vérifie un certain nombre de propriétés : homogénéité, isotropie et causalité. Ces méthodes sont
bien évidemment liées au filtrage gaussien présenté dans la section 3.2.3 où l’échelle de l’image
représente un lissage et le degré du lissage est défini par la variance du noyau de convolution. Ces
propriétés donnent au scale-space linéaire un cadre théorique très pratique. En particulier, un de
ses avantages fondamentaux est la connaissance théorique du comportement à travers les échelles
de points particuliers tels que les passages par zéro des dérivées de l’image.

Cependant, la diffusion linéaire possède un défaut majeur : plus la résolution est faible et plus il est
difficile de localiser précisément les contours des objets. Non seulement, cette technique délocalise
les contours, mais elle peut aussi les faire disparâıtre.
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Diffusion anisotropique

Afin de localiser les contours, Perona et Malik [Perona et Malik, 1990] utilisent une méthode de
détection basée sur la diffusion anisotropique (non-linéaire). Ils introduisent l’idée d’un lissage
non-homogène qui laisserait les contours intacts. Pour cela, ils rendent variable le coefficient de
conduction de l’équation de la chaleur (3.2) :

∂tI = div (c(~x, t) ·∇I) (3.3)

avec c(~x, t) de la forme g(|∇I(~x, t)|), un certain nombre de propriétés étant exigées sur la décroissance
de g. En écrivant le coefficient de conduction du processus de diffusion comme une fonction nor-
malisée du gradient de l’image, on contraint ainsi le ”flux de chaleur” : le coefficient c, non nul
à l’intérieur d’une zone homogène et nul sur les bords, est utilisé pour contrôler le processus de
diffusion, de sorte que les discontinuités de l’image constituent des barrières locales à la diffusion.
De cette façon, le filtrage passe-bas est effectué dans chaque région et non pas entre les régions
dont les bords restent intacts. En itérant le processus de diffusion, les contours deviennent plus
francs et les régions sont lissées (figure 3.10). Cette approche basée sur l’évolution de l’image à
travers les échelles équivaut, en un sens, à un processus de minimisation d’énergie, tel que proposé
par l’approche fonctionnelle de Mumford et Shah [Mumford et Shah, 1985] [Robin et al., 2003]. De
nombreuses variations ont été proposées à partir de cette idée. Les premières ont pour objectif
d’améliorer le modèle qui pose des problèmes théoriques de stabilité et n’admet pas de solution
régulière, d’autres développements portent sur le renforcement du caractère anisotrope de l’équation
de diffusion.

Fig. 3.10.: Génération d’un processus de diffusion non-linéaire pour extraire les pixels qui appar-
tiennent potentiellement à des contours.

Notons que ces méthodes ont été très peu utilisées pour l’analyse d’images météorologiques. Ce-
pendant, nous voulons ici souligner l’intérêt d’une telle approche : dans le cas particulier de l’étude
des données IR, qui sont une mesure de la température, on devrait pouvoir établir un lien entre le
processus de diffusion et les transferts de température observés au sein des structures nuageuses.
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L’inconvénient majeur est cependant le lissage trop important qui est effectué dans les régions
homogènes qui contiennent un peu de bruit.

3.4.3. Champs de Markov et segmentation bayésienne

L’intérêt de l’utilisation de la théorie bayésienne et des modèles markoviens, en traitement d’image
est de ne pas se limiter aux seules données image mais de considérer conjointement des données
contextuelles [Winkler, 1995]. Ils sont ainsi largement exploités dans les problèmes de segmentation
pour la détection de contours [Geman et al., 1990].

Ces approches utilisent une modélisation aléatoire des images. Elles considèrent généralement
l’image comme un champ I = {Is, s ∈ D} de variables aléatoires (v.a) indéxées par le domaine D
des sites s de l’image, chacune de ces v.a étant à valeurs dans G : une réalisation is de la v.a Is

est le niveau de gris de l’image I au site s. De même, un champ R = {Rs, s ∈ D} de v.a. à valeurs
dans {1, · · · , nrégions} permet de modéliser les régions de l’image : une réalisation rs de la v.a Rs est
l’étiquette du pixel situé au site s.

Champs de Markov

Les champs de Markov permettent de ramener des propriétés globales à des contraintes locales. Le
champ aléatoire I est supposé avoir de bonnes propriétés (sa distribution de probabilité P satisfait
localement des hypothèses dites de positivité, d’homogénéité et de markoviannité [Winkler, 1995]),
de sorte qu’il permet de définir un champ de Markov. Le théorème de Hammersley-Clifford, en
faisant l’équivalence entre champs de Gibbs et champs de Markov, permet d’extraire les contraintes
locales sous forme de potentiel énergétique [Winkler, 1995] [Memin et Pérez, 1998] :

πt =
1
Z
e
−U(is)

t

où U est une fonction d’énergie, Z une constante de normalisation, et fournit ainsi une formula-
tion explicite de la distribution P[Is = is]. La segmentation se ramène alors essentiellement à un
problème d’optimisation : le but est de trouver le minimum global de la fonctionnelle d’énergie U ,
qui décrit les interactions entre les différentes variables modélisant les caractéristiques images du
problème. Cette fonction est généralement formée de deux termes :

– un terme d’attache aux données qui permet d’attribuer à chaque pixel le label de segmentation
le plus probable selon la configuration des valeurs des pixels dans son voisinage,

– un terme de régularité qui permet d’obtenir un résultat de segmentation régulier, au sens des
propriétés désirées.

Les modèles de Markov fonctionnent généralement à différentes échelles : soit ils agissent simul-
tanément sur plusieurs niveaux (pixels, régions), soit ils travaillent à une résolution donnée puis
passent à une résolution supérieure pour affiner les résultats [Memin et Pérez, 1998].

Dans [Béréziat, 1999], Béréziat combine des propriétés spatiales simples des structures nuageuses,
correspondant à l’observation visuelle d’images IR, pour segmenter ces images à l’aide d’un modèle
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Fig. 3.11.: Résultats d’un processus de segmentation markovienne sur une image Meteo-
sat IR. De gauche à droite : initialisation en noir, segmentation par un
algorithme déterministe (ICM), segmentation finale après régularisation (modèle
d’Ising [Winkler, 1995]). Reproduit de [Béréziat, 1999] avec l’aimable autorisation de
D. Béréziat.

markovien. Les propriétés qu’il impose concernent l’homogénéité des niveaux de gris à l’intérieur
des structures nuageuses, le positionnement de la courbe frontière sur les pixels à fort gradient
spatial et la régularité des régions résultant de la segmentation. Il obtient des bons résultats de
segmentation sur des structures caractéristiques tels que des vortex ou des jetstreams (figure 3.11).
Dans [Papin et al., 1998], Papin et al. proposent une méthode statistique contextuelle de détection
des nuages bas dans des séquences d’images Meteosat IR. Ils exploitent au sein d’un modèle
markovien des informations de nature thermique et dynamique afin de segmenter des zones d’intérêt
dans les images. Ils estiment les paramètres du modèle statistique correspondant à la composante
thermique de l’attache aux données et introduisent une minimisation spécifique de la fonction
d’énergie associée. Le principal problème de ce type d’approches reste cependant le choix d’un
modèle pour l’image.

Classification bayésienne

On peut se placer dans le cadre où les lois P[R = r] (où r ∈ {1, · · · , nrégions} de probabilité a priori
d’étiquetage R = r et P[I = i | R = r] de probabilité conditionnelle d’avoir I = i sachant R = r

(où i ∈ {1, · · · , NG}) sont connues : la méthode est supervisée par la connaissance a priori des
distributions. On est alors en mesure de calculer pour chaque pixel sa probabilité d’appartenir à
une région étant donnée une observation. De nombresuses méthodes d’attribution d’une région à
un pixel ont été proposées dans la littérature [Winkler, 1995], mais la plus simple consiste à calculer
directement la probabilité P[Rs = rs | I = i] à l’aide de la formule de Bayes (figure 3.12).

Dans le cadre non-supervisé, les distributions a priori du champ aléatoire ne sont pas connues. Une
étape préliminaire permet d’estimer les paramètres relatifs à ces distributions.
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Fig. 3.12.: Segmentation par maximum de vraisemblance en 10 classes. La distribution locale des
niveaux de gris est explicitement modélisée par une distribution gaussienne.

3.4.4. Méthodes morphologiques

Le filtrage non-linéaire obtenu en morphologie mathématique est utilisé en traitement d’image
pour partitionner une image en zones homogènes selon certains critères et également pour isoler
directement certains objets à étudier.

Opérateurs simples

La morphologie mathématique propose une théorie et des opérateurs que l’on peut appliquer lo-
calement dans les images pour extraire et modifier des formes. Les transformations de base sont
les opérateurs non-linéaires et inversibles de dilatation, d’érosion, d’ouverture et de fermeture (les
deux derniers se définissant à partir des deux premiers). Ces transformations consistent essentielle-
ment à analyser les structures spatiales de l’image en la comparant localement avec un élèment de
base, appelé élèment structurant, dont on contrôle la forme et la taille (figure 3.13). De nombreuses
transformations complexes peuvent être dérivées de ces opérateurs, telles que des ouvertures ou
fermetures successives réalisées à partir d’éléments structurants de formes diverses. Le gradient
morphologique, notamment, peut être utilisé comme approximation du module du vecteur gradient
en un point. Celui est exprimé dans l’espace discret par :

|∇I| = (I ⊕ ε)− (I 	 ε)/2

où ⊕ et 	 représentent resp. les opérateurs de dilatation et d’érosion et ε est l’élément structurant.
Ce traitement simple conduit cependant à des sur-segmentations. Toutes ces transformations sont
en fait fondées sur une approche ensembliste du traitement d’image.

Ligne de partage des eaux

Un autre outil morphologique classique est la ligne de partage des eaux, à rapprocher de la crois-
sance de régions, qui permet d’extraire directement des contours fermés à partir d’une image de
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Fig. 3.13.: Opérations morphologiques sur l’image IR de la figure 3.3. De gauche à droite :
érosion, dilatation, ouverture et fermeture par des élèments structurants de rayon r = 2.

contours. Cette méthode consiste à modéliser l’image en 2D par des lignes de niveau. Sur une
image en niveaux de gris, ces lignes de niveau renseignent sur les variations de niveaux de gris, et
les lignes de crète, qui sont constituées des points les plus élevés, sont souvent en correspondance
avec les maxima locaux du module du gradient dans la direction du gradient. Pour trouver la ligne
de partage des eaux d’une image, il faut la ”noyer” progressivement, jusqu’à ce qu’elle soit totale-
ment ”immergée”, de telle façon à former des ”lacs” qui fusionnent progressivement ; au moment
de la fusion, on construit un ”barrage”. Seul subsiste à la fin de l’algorithme l’ensemble des bar-
rages, qui forme les ”bassins versants” (figure 3.14). La ligne de partage des eaux donne souvent
un résultat sur-segmenté dû aux nombreux minima locaux dont la plupart sont non significatifs.
Leur suppression est généralement obtenue en la contraignant soit par des marqueurs, soit par le
contraste. L’intérêt de cette segmentation réside dans le fait que les contours obtenus sont fermés.
Cependant, il est couramment reconnu que les résultats obtenus sur des images météorologiques
sont très peu significatifs [Lakshmanan et al., 2003].

Fig. 3.14.: Segmentations par ligne de partage des eaux obtenues à l’aide de critères portant sur
la variance. Là encore, les régions d’intérêt principales des images météorologiques
(l’intérieur des nuages) sont très grossièrement segmentées.
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3.5. Conclusion

Les différents résultats obtenus avec les méthodes évoquées dans ce chapitre laissent entrevoir les
limitations des techniques de segmentation classiques pour l’analyse des images météorologiques
Meteosat IR. Ces méthodes appliquées sur d’autres types d’images satellitaires, telles que des
données Spot, ayant une structure plus régulière, paraissent pourtant relativement significatifs.
Les limitations observées sur les images IR s’expliquent en fait essentiellement par la nature même
des données. Nous pouvons faire les remarques suivantes :

– les images IR présentent des contours très irréguliers [Papin et al., 2000],

– la dynamique des régions d’intérêt des images IR (principalement, les structures nuageuses)
est très faible : la quantité de niveaux de gris accessibles est faible ; pourtant, la variance des
niveaux de gris n’est pas négligeable [Lakshmanan et al., 2003],

– l’aspect texturel des images IR est très important et les surfaces observées sur les nuages,
surtout, sont caractéristiques [Lakshmanan et al., 2000].

– la résolution semble relativement pauvre comparée à l’échelle des phénomènes [Peak et Tag, 1994].

Ainsi, les méthodes de détection de contours supposent des états de régularité qui ne sont pas
vérifiés par les images IR. Les méthodes de segmentation par région basées sur des critères d’ho-
mogénéité produisent, quant à elles, des segmentations grossières compte tenu de la faible dyna-
mique des images. Cependant, les méthodes mixtes, combinant les deux approches : méthodes de
type scale-space, levels-sets ou certaines approches markoviennes, ainsi que les méthodes textu-
relles, conjuguant l’aspect global à l’information locale dans les images, permettent généralement
d’obtenir des résultats plus intéressants et ont alimenté de nombreux travaux sur l’analyse d’images
satellitaires. Il nous apparâıt donc essentiel de proposer une méthode qui prenne en particulier en
compte les informations de type région et de type contour dans l’analyse des données IR.

Dans le chapitre suivant, nous allons nous concentrer sur une approche basée sur la notion de
texture que nous avons déjà évoqué ici. La texture offre une description à la fois locale et globale
des images, i.e. elle est caractérisée par une invariance de certaines mesures locales ou par des
propriétés sur une région de l’image. Par ailleurs, dans le cadre de l’analyse d’images satellitaires,
les méthodes utilisant la texture ont rencontré un grand succès. Elles ont notamment produit des
résultats significatifs pour la classification des structures nuageuses.
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4. Attributs texturels d’analyse d’images

météorologiques

Dans ce chapitre, nous utilisons l’information texturelle en vue de segmenter et classifier les structures

observées dans les images météorologiques IR. Nous nous intéressons en particulier aux méthodes

basées sur le calcul des matrices de cooccurrence. Compte tenu des limitations de ces représentations

de la texture, nous proposons tout naturellement d’adopter une approche multiéchelle afin d’améliorer

l’estimation et la localisation des attributs caractéristiques du signal. Nous présentons les résultats

de classification des données dans l’espace multidimensionnel formé de ces nouveaux attributs. Nous

montrons qu’une représentation significative par des attributs texturels, même généralisés dans un cadre

multiéchelle, est subordonnée à une certaine régularité des données qui n’est pas vérifiée dans le cas des

images IR.

4.1. Description de la texture dans les images

Comme nous l’avons souligné dans le chapitre précédent, la segmentation automatique des nuages
pour la prévision du temps est une des applications importantes étudiées en météorologie. Nous
proposons d’utiliser l’information texturelle dans les images IR afin d’étudier les propriétés de ces
images. Dans les paragraphes suivants, nous définissons la texture et nous présentons quelques
méthodes adaptées à sa description en terme quantitatif.

4.1.1. La notion de texture

Revenons sur la notion de texture. Celle-ci est en fait difficile à définir quantitativement ; elle
caractérise l’organisation et la structure d’une région macroscopique d’une image. Nous retiendrons
la définition suivante, proposée par Haralick [Haralick, 1979] :

Définition 4.1 La texture peut être décrite comme une structure hiérarchique à deux niveaux. Le
premier concerne la description d’éléments de base ou primitives, à partir desquels est construite
la texture. Le second niveau est relatif à la description de l’organisation spatiale de ces primitives,
à l’agencement des motifs texturaux entre eux, qui peut satisfaire aussi bien à des lois stochastiques
que déterministes.



Chapitre 4: Attributs texturels d’analyse d’images météorologiques

Une autre approche consiste à définir la texture à partir de deux types d’informations essentielles
que comporte l’image : les contours, de type monodimensionnel, qui marquent les frontières entre
régions homogènes, et l’aspect de surface, de type bidimensionnel, qui définit les régions homogènes.
Notons que la description d’une texture peut s’avérer erronée à une autre echelle d’observation, i.e.
en changeant la résolution [Gagalowicz, 1981].

4.1.2. Contenu texturel des images météorologiques

Les méthodes utilisées pour la classification et la segmentation des images consistent à définir des
paramètres suffisamment pertinents permettant de discriminer et classer les textures observées dans
autant d’ensembles cohérents et distincts. L’utilisation de l’information spectrale, généralement
couplée à l’information spatiale et géométrique, est largement motivée par de nombresuses études
de la littérature.

Dans les images satellitaires, l’information texturelle est au moins aussi importante que l’infor-
mation radiative pour la discrimination des surfaces observées [Baraldi et Parmiggiani, 1995]. Les
résultats obtenus dans les différents travaux utilisant l’information de texture [Wu et al., 1985]
[Kittler et Pairman, 1985] montrent que la distribution spatiale et l’organisation des niveaux de
gris comportent beaucoup d’information pour la caractérisation et la classification des structures
nuageuses. Nous ne pouvons donc pas nous limiter à l’utilisation des seuls niveaux de gris accessibles.
Les images IR par exemple (figure 4.1) permettent notamment de visualiser des surfaces constituant

Fig. 4.1.: Quelques variétés de textures accessibles dans une image IR.

quelques variétés de textures typiques. Les zones de fort contraste (i.e. les zones caractérisées par un
rassemblement de petites zones très homogènes présentant des signatures spectrales très différentes
entre elles) sont visibles essentiellement sur les frontières des structures nuageuses (figure 4.1, zone
(c)). De grandes zones de l’image apparaissent être homogènes en niveaux de gris, caractérisées
par de faibles fréquences spatiales (figure 4.1, zone (a)) ; elles correspondent généralement à des
zones continentales (sur les acquisitions 2.1 au Sud et au Nord) ou à de la mer (à l’Ouest). Les
structures nuageuses elles-mêmes sont particulièrement homogènes, avec une très faible dynamique
interne de la luminance (figure 4.1, zone (b)). Notons, à titre de comparaison, que les images VIS
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4.1 Description de la texture dans les images

(figure 2.6) disposent d’une résolution plus importante et offrent davantage de détails. L’aspect tex-
turé et homogène est cependant moins évident sur ce type d’images. Ces considérations expliquent
notamment que les attributs de texture aient été si largement utilisés pour la segmentation d’images
satellitaires [Haralick et al., 1973]. Le problème préalable demeure le choix des paramètres, ou at-
tributs de texture, qui conduisent à une valeur représentative des textures observées permettant
leur discrimination dans un espace multidimensionnel.

4.1.3. Analyse de la texture : objectifs et méthodes

Le but de l’analyse de texture est de formaliser les descriptifs de la texture par des paramètres ser-
vant à l’identifier. Le choix des attributs texturaux, permettant d’extraire des caractéristiques sur la
texture d’une région de l’image, est primordial, quelque soit l’application recherchée. Les propriétés
généralement exigées afin de quantifier le contenu texturel de l’image sont [Pietikäınen et al., 1983] :

– la réduction du bruit pour renforcer l’homogénéité des pixels appartenant à une même région,

– la préservation et la localisation des frontières,

– et également la rapidité de traitement.

Une multitude de méthodes, de variantes et de combinaisons de méthodes ont déjà été proposées
dans la littérature et éprouvées en pratique [Randen et Husoy, 1999]. Classiquement, on distingue
quatre grandes familles d’extraction de caractéristiques texturelles [Strand et Taxt, 1994] :

– Les approches statistiques se fondent la plupart du temps sur les niveaux de gris des pixels
et sur la description statistique de leur arrangement. Elles consistent à extraire les pro-
priétés stochastiques des variations des niveaux de gris. Typiquement, cette information est
extraite de paramètres statistiques estimés dans des voisinages locaux des pixels de l’image
[Tuceryan et Jain, 1992].

– Les approches issues du traitement du signal reposent sur des transformations, généralement
orthogonales, de l’image, sur des représentations spatio-fréquentielles notamment. La plupart
des techniques utilisent des bancs de filtre sélectifs en fréquence, en orientation et en échelle :
bancs de filtre de Gabor [Bovik et al., 1990] ou ondelettes [Unser et Eden, 1989].

– les méthodes stochastiques considèrent la texture comme la réalisation d’un processus sto-
chastique stationnaire. Ces méthodes se fondent sur la recherche d’un modèle pour décrire
la texture ; elles consistent à définir le processus qui a généré la texture. La modélisation
auto-régressive, les modèles de champs de Markov [Woods, 1972] ou les méthodes fractales
[Pentland, 1984] en sont des exemples.

– Les méthodes géométriques cherchent à reconnâıtre les primitives géométriques ayant permis
de générer les textures. Dans ce type d’approches, il est fréquent de calculer des statistiques
sur la texture ou d’extraire les règles de positionnement des différents motifs de la texture.

De par l’importance de la composante stochastique dans les textures naturelles, ce sont les méthodes
de caractérisation statistique qui sont le plus souvent employées en analyse d’image. Parmi celles-
ci, les matrices de cooccurrence ont permis d’obtenir de bons résultats pour la segmentation de
surfaces quelconques dans des images satellitaires. Nous proposons d’utiliser ces outils afin d’étudier
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les surfaces de nuages observées dans les images IR. Des différentes représentations que nous allons
obtenir, nous entendons déduire certaines caractéristiques des images. L’objectif est de définir les
propriétés qu’une méthode devra satisfaire pour permettre une bonne analyse de ces données.

4.2. Représentation de la texture à l’aide des matrices de

cooccurrence

Les approches basées sur les matrices de cooccurrence sont parmi les approches qui ont rencontré
le plus grand succès en analyse de la texture. Appliquées initialement à la classification d’images
satellitaires moyenne-résolution [Haralick et al., 1973] [Weszka et al., 1976], elles ont trouvé, en-
suite, un très large écho dans le traitement d’images satellitaires de type et de résolution quel-
conques [Wu et al., 1985]. De nombreuses méthodes ont également éte dérivées de ces mesures
[Welch et al., 1988] [Chen et al., 1989].

4.2.1. Méthodes basées sur les matrices de cooccurrence

Malgré la pertinence de statistiques d’ordre1 supérieur à 2, nombre d’approches texturelles, utilisant
la conjecture de Julesz [Julesz, 1965], se limitent à une description d’ordre 2. La popularité des
méthodes d’ordre 2, dont les matrices de cooccurrence, résulte essentiellement de leur efficacité et
de leur simplicité [Gotlieb et Kreyszig, 1990].

Construction des matrices de cooccurrence

Les approches statistiques, qui s’appuient sur la distribution des niveaux de gris des pixels négligent
a priori l’aspect structurel des textures. Pour remédier à ce défaut, les matrices de cooccurrence
permettent de décrire les textures à partir d’histogrammes bivariés directionnels, i.e. de la distribu-
tion conjointe des niveaux de gris des couples de pixels situés à des positions relatives données par
un déplacement fixé (approche GLCM : Grey Level Cooccurrence Matrix) [Haralick et al., 1973].
Soit une image ID (plus simplement notée I par la suite) à valeurs dans G : D est l’ensemble
d’indices définissant le support de l’image I, ou d’une région de l’image, et G est l’ensemble des
niveaux de gris accessibles. On note :

Ct =
{
(~x, ~y) ∈ D2 | ~y = ~x+ t

}
l’ensemble des couples de pixels séparés l’un de l’autre par une translation t ∈ Z2.

Définition 4.2 La matrice de dépendance spatiale des niveaux de gris Mt (i, j), ou matrice de
cooccurrence (MC), est définie pour le déplacement t par :

Mt (i, j) = Card {(~x, ~y) ∈ Ct | I(~x) = i, I(~y) = j} (4.1)

1La notion de statistique d’ordre k ≥ 2 se réfère aux moments et moyennes (empiriques) d’espace du même ordre,

calculées sur des k-uplets de pixels vérifiant une relation spatiale donnée.
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Il s’agit donc du nombre d’occurrences d’un couple de pixels séparés par la translation t et possédant
resp. les niveaux de gris i et j. Les dimensions de cette matrice correspondent au nombre NG =
Card G de niveaux de gris dans l’image. Les MC sont sensibles aux variations de niveaux de
gris ; pour cette raison, une normalisation ou une égalisation d’histogramme des niveaux de gris
est généralement réalisée au préalable. Cela permet de ramener le rang des niveaux de gris à une
taille raisonnable, facilitant le calcul. Par ailleurs, lorsque les MC de plusieurs paires de pixels,
séparés par différentes translations t, sont calculées, on peut procèder, afin également de simplifier
les calculs, à un moyennage des matrices obtenues, pour se ramener au cas d’une MC simple.
La figure 4.2 représente les MC calculées à partir de l’histogramme global d’une image IR pour
différentes quantifications de l’image et différents vecteurs de déplacement.

(a) t = (1, 1) et NG = 32 (b) t = (1, 1) et NG = 64 (c) t = (1, 1) et NG = 128

(d) t = (1, 0) et NG = 32 (e) t = (0, 1) et NG = 32 (f) t = (0, 5) et NG = 32

Fig. 4.2.: À gauche : image IR quantifiée sur NG = 256 niveaux de gris et son histogramme
marginal. À droite : (a)-(f) représentation 3D des MC globales normalisées Mt de
l’image IR quantifiée sur NG niveaux de gris, en fonction de NG et du déplacement t.

Propriétés

La matrice Mt est une mesure statistique de second ordre des variations des niveaux de gris. Si
l’image est considérée comme la réalisation d’un processus discret bidimensionnel, alors Mt (i, j)
constitue (après normalisation par le nombre total de couples NC = Card (Ct)) une estimation de
la distribution conjointe Pt (i, j) (plus simplement noté P(i, j) dans la suite, quand il n’y aura pas
d’ambiguité, et représenté par sa fonction de probabilité empirique P (i, j)) qu’un couple de pixels
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séparés par la translation t ait pour valeurs respectives i et j :

P (i, j) = P (I(~x) = i, I(~x+ t ) = j) ∝ 1
NC

Mt (i, j) . (4.2)

En particulier, une fois normalisée, les valeurs des éléments de cette matrice sont dans [0, 1] et
de somme égale à 1. Notons par ailleurs que les MC sont invariantes pour des transformations
monotones des niveaux de gris.

La démarche par MC est finalement similaire aux approches markoviennes (cf. section 3.4.3) : le
niveau de gris d’un pixel d’une image dépend fortement des niveaux de gris des pixels voisins, ce qui
signifie que la connaissance de toute l’image autour d’un pixel donné est pratiquement équivalente
à la connaissance du seul voisinage de ce pixel. Cependant, le désavantage principal des MC est
qu’elles ne transcrivent pas cette modélisation spatiale : elles ne comportent pas d’information sur
les structures et les formes présentes dans l’image.

Extraction d’attributs des MC

Certaines approches utilisent directement les MC pour la caractérisation des textures, au prix d’une
complexité en temps de calcul et en besoin d’espace mémoire très élevée. Toutefois, les matrices Mt

ne servent la plupart du temps que d’intermédiaires au calcul d’indicateurs texturaux. Des attributs
sont généralement extraits de la MC en appliquant une fonction de poids à tous les éléments de la
matrice et en sommant les valeurs pondérées de ces éléments. En variant la nature de la fonction
de pondération, on fait varier la nature de l’information extraite de la matrice de cooccurrence
[Walker et al., 1995].

Définition 4.3 Pour une MC Mt de dimension NG ×NG, on définit un attribut A en effectuant
la somme pondérée des N2

G éléments de Mt :

A(t) =
NG∑
i,j=1

g(i, j)P (i, j) (4.3)

où P (i, j) désigne la probabilité du couple de niveau de gris (i, j), i.e. l’entrée (i, j) de la MC Mt

normalisée, et où g(i, j) est la fonction de pondération appliquée à P (i, j).

Cette fonction de pondération peut être de deux types :

– fonctionnelle, ie. basée sur la valeur des entrées P (i, j) de la matrice : g(i, j) = f(P (i, j)),

– spatiale, ie. basée sur la position spatiale (i, j) des éléments dans la matrice : g(i, j) = f(i, j).

Les attributs extraits des matrices de cooccurrence ont été initialement définis [Haralick et al., 1973]
afin de caractériser la texture dans des images Landsat d’occupation du sol : Haralick et al.
cherchent essentiellement à segmenter les zones urbaines sur ces images. Ils ont défini pour cela
quatorze fonctions de pondération (figure 4.3), et donc quatorze attributs, dérivés de la matrice Mt .
Six attributs sont généralement considérés comme les plus significatifs pour l’analyse de la texture :
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le contraste, l’énergie (ou second moment angulaire), l’homogénéité , la corrélation , l’entropie ainsi
que la variance [Welch et al., 1988] :

Contraste =
NG∑
i,j=1

(i− j)2 P (i, j) Corrélation =
1

σxσy

NG∑
i,j=1

(ij P (i, j) − µxµy)

Énergie =
NG∑
i,j=1

(P (i, j))2 Entropie = −
NG∑
i,j=1

P (i, j) log(P (i, j))

Homogénéité =
NG∑
i,j=1

1
1 + (i− j)2

P (i, j) Variance =
NG∑
i,j=1

(i− µx)(j − µy)P (i, j)

(4.4)

où µx et σx désignent la moyenne et l’écart-type des vecteurs de probabilités marginales, obtenues
en sommant selon les lignes de la MC ; les termes µy et σy sont relatifs aux colonnes. Dans la suite
du document, nous dirons d’un attribut texturel extrait d’une MC qu’il est un MC-attribut.

(a) entropie (b) énergie (c) contraste (d) homogénéité

Fig. 4.3.: Exemples de fonctions de pondération de la MC pour le calcul des attributs : (a),(b)
pondération fonctionnelle, (c),(d) pondération spatiale.

Le calcul des MC-attributs est classiquement [Ebert, 1989] [Welch et al., 1988] opéré sur des voi-
sinages disjoints partitionnant l’image de texture, tels que sur l’exemple de la figure 4.4. De nom-
breux travaux, concernant la classification d’occupation du sol ou de structures nuageuses, montrent
que les MC-attributs founissent bien souvent de meilleurs résultats que des méthodes basées sur
des attributs fréquentiels [Weszka et al., 1976] [Welch et al., 1988] ou des méthodes de décision
bayésienne [Kittler et Pairman, 1985].

Attributs de texture locaux

La segmentation de texture implique d’identifier, dans une image donnée, les régions avec des
textures uniformes et des frontières nettes, et nécessitent donc une analyse locale. Afin de définir
la valeur locale d’un attribut en chaque pixel de l’image, on propose de calculer des MC dans
des fenêtres d’analyse locales. Pour chaque pixel de l’image, une MC est remplie en regard d’une
fenêtre de taille prédéfinie et centrée sur ce pixel : des couples de pixels à l’intérieur de cette fenêtre,
séparés par une translation fixée, sont utilisés pour le calcul des cooccurrences des niveaux de gris.
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Fig. 4.4.: Exemples d’attributs de texture calculés sur des blocs disjoints 20× 20 de l’image IR de
la figure 4.2. De gauche à droite : contraste, homogénéité et énergie.

Soit un pixel ~x de l’image I et une fenêtre W = W~x (de dimension 2× lW + 1) autour de ce pixel,
on étend la formule (4.1) à une définition locale :

Définition 4.4 La MC locale MW, t en un pixel ~x est donnée, pour un vecteur de déplacement t,
par :

MW, t (i, j) = Card
{(
~y, ~y′

)
∈ CW,t | I(~y) = i, I(~y′) = j

}
(4.5)

où CW, t désigne l’ensemble :
{
(~y, ~y′) ∈ W2 | ~y′ = ~y + t

}
des paires de pixels de la fenêtre W séparés

l’un de l’autre par un déplacement de vecteur t.

Les MC-attributs, comme définis en (4.4), peuvent alors être calculés à partir de la matrice MW, t

et des probabilités PW, t = PW locales. On attribue finalement au pixel ~x la valeur de l’attribut
calculé à partir de la MC locale.

Les versions locales des MC ont fourni, dans de très nombreux cas d’études (comparaison sur des
benchmarks de textures [Randen et Husoy, 1999] [Du Buf et al., 1990], des résultats au moins aussi
bons, si ce n’est meilleurs, que d’autres approches classiques, telles que les méthodes fractales, les
méthodes par champs de Markov ou les méthodes utilisant des filtres locaux [Strand et Taxt, 1994]
[Ohanian et Dubes, 1992]. L’utilisation de MC locales augmente cependant encore la complexité
en temps de calcul.

4.2.2. Variantes des MC et MC-attributs

Définitions de statistiques dérivées des MC

Compte tenu de la complexité en temps de calcul et les besoins en espace mémoire des MC, de
nombreux travaux ont été menés visant à réduire la complexité algorithmique. Ceux-ci consistent
généralement à effectuer des opérations vectorielles plus simples et plus efficaces.

On peut notamment utiliser le fait que la somme S = I1 + I2 et la différence D = I1 − I2 de
deux variables aléatoires I1 et I2 de même loi sont décorrélées et définissent les axes d’inertie de la
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Fig. 4.5.: Exemples d’attributs locaux calculés sur une image IR. De haut en bas, de gauche
à droite : contraste, homogénéité, corrélation, énergie, entropie et variance. L’image est
ramenée sur 16 niveaux de gris à l’intérieur de fenêtres analysantes de dimension 7 × 7
dans lesquelles sont calculées les MC locales.

fonction de probabilité conjointe P = PI1,I2 . En faisant l’hypothèse d’indépendance des variables
S et D, la fonction de probabilité conjointe peut alors être approximée par le produit des fonctions
de probabilité selon les axes principaux constitués par S et D [Unser, 1986] :

P (i, j) = PS,D(i+ j, i− j) ' PS(i+ j) · PD(i− j). (4.6)

La démarche suivie consiste alors à remplacer le calcul des MC par celui des histogrammes des
sommes et différences de niveaux de gris entre couples de pixels (approche SADH : Sum And
Difference Histograms). En outre, l’utilisation du seul histogramme de différences PD des niveaux
de gris (approche GLDV : Grey Level Difference Vector) conduit à des résultats intéressants. Les
cooccurrences peuvent être efficacement remplacées par les différences de niveaux de gris ; sous
l’hypothèse d’indépendance de I1 et D, on a une approximation de la probabilité conjointe P (i, j)
de deux pixels voisins [Unser, 1986] [Chen et al., 1989] :

P (i, j) = PI1,D(i, i− j) ' PI1(i) · PD(i− j). (4.7)

La perte d’information liée à cette factorisation est minime. Comme la distribution PI1(i) n’ap-
porte pas d’information sur la texture mais sur la luminance globale de l’image, l’approche GLDV
est fondée uniquement sur la distribution PD(i − j) et les différences de niveaux de gris. Des
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histogrammes multi-dimensionnels de cooccurrence de niveaux de gris peuvent également être en-
visagés, i.e. l’extension des MC à des groupes de plus de deux pixels [Valkealahti et Oja, 1998].
Ces définitions sont toutes généralisables à des statistiques locales.

Extraction d’attributs de texture

Dans le cas GLDV, basé sur les histogrammes de différences de niveaux de gris, la plupart des
descripteurs proposés par Haralick peuvent aisément être recalculés. L’alternative aux définitions
de (4.4) des attributs consiste à considérer les moments statistiques de ces histogrammes. On
définit, pour un déplacement t, la fonction de densité de probabilité Pt associée à l’histogramme
des différences :

Pt (i) = Card {(~x, ~y) ∈ Ct / |I(~x)− I(~y)| = i}

(plus simplement notée P (i)) à partir de laquelle on peut étendre la définition des MC-attributs
suivant les relations :

Contraste =
NG−1∑
i=0

P (i)
NC

i2 Entropie = −
NG−1∑
i=0

P (i)
NC

log
(
P (i)
NC

)

Énergie =
NG−1∑
i=0

(
P (i)
NC

)2

Moyenne =
1
NG

NG−1∑
i=0

P (i)
NC

i

Homogénéité =
NG−1∑
i=0

P (i)
NC

1
1 + i2

Variance =
NG−1∑
i=0

(
(i− µ)2

P (i)
NC

)
(4.8)

où µ désigne la moyenne des probabilités, NG représente le nombre de niveaux de gris considérés
et NC = Card (Ct).

Cette variante est très souvent utilisée dans le domaine de la classification nuageuse [Chen et al., 1989]
[Welch et al., 1988]. Dans [Chen et al., 1989], une comparaison des approches GLCM, SADH et
GLDV montre que les deux dernières techniques, évidemment moins coûteuses en temps de calcul
et en espace mémoire, fournissent, par ailleurs, des résultats équivalents en terme de précision et de
qualité d’estimation. De nombreux autres travaux ont montré que ces attributs sont adaptés à la
classification de structures nuageuses [Lee et al., 1990] [Pankiewicz, 1996]. Ces recherches mettent
en évidence le fait que l’information de texture est en fait principalement contenue dans les statis-
tiques des différences de niveaux de gris : la notion de dynamique interne des textures est primor-
diale2.

4.2.3. Représentation du contenu texturel des images IR par les MC-attributs

Nous utilisons les échantillons IR et VIS de séquences Meteosat, déjà présentés au chapitre 2,
mettant en évidence des structures nuageuses, plus ou moins complexes, de dimension plus ou
moins importante, afin d’étudier les propriétés et caractéristiques de ces données vis-à-vis des
MC-attributs. Notons que nous ne nous intéressons, pour le moment, qu’au calcul de vecteurs de

2Nous trouverons dans la suite une approche semblable lorsque nous analyserons une image via son gradient.
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description locale des images ; nous essayons de fournir une interprétation et nous nous limitons à
une description qualitative de ces descripteurs en terme visuel et théorique, comme dans l’étude
[Baraldi et Parmiggiani, 1995]. Nous n’établirons de résultat de classification que dans la section
suivante.

Contraintes expérimentales

L’estimation des MC locales MW, t nécessite la définition de différents paramètres. Les MW, t sont
calculées dans des fenêtres mobiles définies en tout pixel de l’image à l’aide de l’équation (4.5). Il
n’existe pas de méthode précise pour déterminer les vecteurs de déplacement pertinents, et calculer
les MC pour tous les déplacements possibles est évidemment infaisable. Il en va de même pour la
sélection de la taille de la fenêtre analysante. Certaines études [Puig et Garcia, 2001] proposent des
algorithmes de sélection de la dimension lW de cette fenêtre (basés sur la calcul d’une dimension
optimale au sens d’un critère de discrimation des textures, ce qui alourdit encore les calculs), mais
la plupart des méthodes définissent ces dimensions expérimentalement sans vraiment justifier leurs
choix. Par souci de réduction de la complexité calculatoire, le calcul de ces matrices est réduit à un
nombre limité de niveaux de gris mais aussi de déplacements.

Lors du calcul de la MC en un pixel ~x, deux approches différentes d’estimation de l’histogramme
local de distribution conjointe des paires de niveaux de gris accessibles dans la fenêtre analysante
W = W~x doivent être adoptées suivant le type d’attribut que l’on souhaite extraire :

– Pour des MC-attributs tels que le contraste, l’homogénéité ou la corrélation, les niveaux
de gris sont requantisés localement, i.e. les niveaux de gris sont normalisés par rapport aux
extrema locaux de la fenêtre W avant de calculer l’histogramme local qui est discrétisé sur 32
niveaux de gris (ce qui correspond à une précision de 5 bits comme le suggèrent de nombreuses
études afin d’alléger les calculs [Shokr, 1991]). Cela permet de comparer les MC-attributs
pour des dynamiques équivalentes à l’intérieur des fenêtres.

– En revanche pour le calcul de l’entropie ou de l’énergie, les quantités calculées doivent être
du même ordre en différents pixels : les voisinages considérés doivent avoir une dynamique
similaire. Cela signifie qu’on procède au préalable à une compression de la dynamique de
l’image originale (sur 32 niveaux de gris également) et que l’histogramme local de distribution
conjointe dans la fenêtre W~x est calculé compte tenu des extrema globaux de l’image (et non
pas de ceux de la fenêtre).

Nous illustrons le calcul des MC-attributs pour différents déplacements t définis par leur orientation
θ (0, π/4, π/2 et 3π/4) et leur norme d (1,

√
2 et 5 pixels, ce qui représente des cellules nuageuses

séparées d’environ 5, 7 et 25 km sur les images IR, de 2.5, 3.5 et 7.5 km sur les images VIS, pour
tâcher de rester à l’intérieur des structures nuageuses) ainsi que différentes fenêtres analysantes de
dimension lW (2, 5 et 10 pixels). Ces exemples nous permettent d’étudier l’arrangement spatial des
niveaux de gris des images et de mettre en évidence certaines propriétés.
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Fig. 4.6.: Calcul par la méthode GLCM de MC-attributs locaux sur une image IR. De haut
en bas, de gauche à droite : image IR, contraste, homogénéité, corrélation, énergie,
entropie. Les paramètres d’analyse sont : la taille lW = 5 de la fenêtre W, l’orientation
θ = π/4 et la distance d =

√
2 du déplacement entre les pixels considérés pour le calcul

de MW, t .

Analyse des résultats

Le contraste permet de mesurer les variations locales de niveau de gris : il est une mesure naturelle
de la dispersion des niveaux de gris. Une petite valeur de contraste indique une forte concentration
des occurrences de niveaux de gris sur la diagonale principale de la MC et représente donc une
texture grossière ; une grande valeur de contraste décrit des occurrences étalées autour de la diago-
nale principale et représente une structure fine à l’échelle et à la distance d observée. L’attribut de
contraste permet essentiellement de mettre en évidence les frontières des structures. Compte tenu de
la faible dynamique (à l’exemple du nuage observé sur l’image 4.9), les valeurs de contraste sont très
faibles à l’intérieur des nuages et ne permettent pas de discriminer des sous-structures particulières.
Généralement, on peut vérifier que les petites cellules nuageuses présentent de grandes variations
de luminosité, tandis que les structures plus grandes présentent des variations plus douces, plus
graduelles et paraissent plus lisses. Pour cette raison, les petites cellules fortement convectives pro-
posent de grandes variations du contraste sur de faibles distances, tandis que les grandes structures

80
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nuageuses présentent de faibles variations. Lorsque l’on augmente la taille du voisinage de calcul
des matrices de cooccurrence (figure 4.11(a)), les frontières détectées sont rendues plus floues ; les
bords sont diffusés et nettement moins localisés. La capacité de détection diminue avec l’échelle
d’analyse. Notons qu’une image de faible contraste n’est pas nécéssairement caractérisée par une
distribution de niveaux de gris concentrée, i.e. elle ne présente pas forcément une faible variance,
mais elle possède en tout cas fréquences spatiales très faibles. C’est notamment typiquement le cas
des images météorologiques [Lakshmanan et al., 2000].

Fig. 4.7.: Calcul par la méthode GLCM de MC-attributs locaux sur une image VIS. De haut
en bas, de gauche à droite : acquisition VIS, contraste, homogénéité, corrélation,
énergie, entropie. Les paramètres d’analyse sont : lW = 5, θ = π/4 et d =

√
2.

L’homogénéité donne une idée des similarités locales. Comme cet attribut affecte de grandes valeurs
aux petites différences de niveaux de gris entre paires de pixels, il est donc sensible à la présence,
dans la MC, d’entrées proches de la diagonale principale, i.e. à de faibles contrastes et à des struc-
tures organisées. L’homogénéité locale se révèle fortement corrélée avec le contraste, possédant un
comportement totalement opposé à celui de cet attribut : les régions de faible contraste présentent
une forte homogénéité locale, et inversement (cf. comparaison des figures 4.6, 4.7 et 4.8). L’ho-
mogénéité et le contraste sont, classiquement, les MC-attributs les plus utilisés dans les méthodes
de classification des structures nuageuses [Welch et al., 1988] ; les régions à fort contraste sont
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généralement considérées comme des régions à forte activité convective. Remarquons les très fortes
valeurs d’homogénéité à l’intérieur du nuage de la figure 4.9. On pourrait vérifier que pour des
couples de pixels séparés par une distance de plus en plus grande (mais inférieur à la taille du
nuage) le contraste resterait relativement faible. Comme nous l’avons déjà remarqué au chapitre 3,
si les valeurs de la luminance apparaissent relativement uniformes dans cette zone, c’est parce
que la dynamique de l’intensité est très faible (spécialement sur cet exemple). De même que pour
le contraste, lorsque l’on augmente la dimension de la fenêtre analysante (cf. figures 4.10(a)), la
capacité de détection des éléments de l’image diminue.

Fig. 4.8.: Calcul par la méthode GLCM de MC-attributs locaux sur une image IR. De haut en
bas, de gauche à droite : acquisition IR, contraste, homogénéité, corrélation, énergie,
entropie. Les paramètres d’analyse sont : la taille lW = 5 de la fenêtre W, l’orientation
θ = π/4 et la distance d =

√
2 du déplacement.

La corrélation est une mesure de la dépendance linéaire entre les niveaux de gris. De fortes va-
leurs de corrélation implique une forte dépendance linéaire des niveaux de gris de paires de pixels
dans la direction considérée. La corrélation devrait tenir compte de la directionnalité de la struc-
ture nuageuse, davantage que ne le fait le contraste. On ne note cependant pas sur ces images
(figure 4.11(c)) de différences particulières entre les valeurs de la corrélation locale calculées pour
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des orientations θ différentes ; la distribution des niveaux de gris dans la structure nuageuse de
l’image 4.9 est particulièrement isotropique. On voit sur la figure 4.11(b) que la corrélation décrôıt
avec la distance séparant les couples de pixels que l’on considère dans le calcul de la MC (davan-
tage dans la direction horizontale θ = 0 en fait). Il y a peu de corrélation à grande échelle dans la
structure. Lorsque on augmente l’échelle d’analyse, on perd la capacité de détection des frontières
de l’attribut de corrélation. Il y a un effet de bord avec la fenêtre, puisqu’on peut appréhender très
nettement, pour une fenêtre de taille 21× 21, le lissage qui est effectué à l’intérieur de celle-ci. On
perd bien évidemment en localisation des structures.

Fig. 4.9.: MC-attributs GLCM sur une image IR : détails. De haut en bas, de gauche à
droite : acquisition IR, contraste, homogénéité, corrélation, énergie, entropie. Les pa-
ramètres d’analyse sont : lW = 5, θ = π/4 et d =

√
2.

L’entropie est une mesure du désordre dans l’image. Lorsque l’image n’est pas texturellement uni-
forme, beaucoup d’entrées de la matrice de cooccurrence ont de faibles valeurs, et, en conséquence,
l’entropie est très grande. Dans le cas limite où l’on considèrerait une distribution aléatoire de
niveaux de gris dans une fenêtre de dimension finie, l’histogramme serait constant et l’entropie
atteindrait son maximum relativement à la taille de la fenêtre. Le calcul de l’entropie locale montre
que, si, globalement, l’entropie de l’intérieur des nuages est faible, il y a des zones de forte entropie
qui peuvent être discriminées. L’entropie tient en fait compte de la répartition des niveaux de gris,
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indépendamment des valeurs de niveaux de gris accédés localement ; elle est d’autant plus élevée
que les niveaux de gris sont également distribués. Cet attribut permet d’atténuer le problème de la
faible dynamique (étendue des niveaux de gris) interne des structures nuageuses. L’entropie locale
permet de discriminer grossièrement (et de manière discontinue) des zones à l’intérieur des nuages
mieux que sur les images originales. À l’intérieur notamment du nuage 4.9, on peut mettre en
évidence différents éléments de la structure : il y a des zones de forte entropie, alors que globa-
lement l’entropie de tout le nuage est faible. Une telle discrimination n’est pas possible avec des
MC-attributs tels que le contraste ou l’homogénéité, puisque ceux-ci tiennent compte des valeurs
de niveaux de gris accessibles. Ainsi, malgré de nombreuses transitions de niveaux de gris dans
les zones de forte entropie, ces transitions ne donnent lieu qu’à de très faibles valeurs de contraste
(resp., de très fortes valeurs d’homogénéité), puisqu’elles ont lieu entre très peu de niveaux de gris.

L’énergie mesure l’uniformité texturelle, i.e. les répétitions de paires de pixels. Elle est d’autant
plus petite que les niveaux de gris sont également distribués. Une grande valeur de l’énergie in-
dique au contraire qu’il y a des niveaux de gris prépondérants (davantage représentés). Lorsque
la zone considérée est homogène (seules des paires de pixels très semblables sont présentes) ou,
similairement, quand elle est texturellement uniforme (le vecteur de déplacement fournit toujours
le même couple de niveaux de gris), seulement un petit nombre d’entrées de la matrice seront plus
différentes de 0, très proches de 1, tandis que la plupart seront à 0. En conséquence, de hautes
valeurs d’énergie se produisent lorsque la distribution des niveaux de gris dans la zone considérée
est soit constante, soit périodique. Les faibles valeurs de l’énergie à l’intérieur des nuages indique
en fait une homogénéité de la luminance (reliée à la faible dynamique). Pour une région homogène
de l’image où il y a très peu de niveaux de gris dominants (i.e. lorsque la répartition des niveaux de
gris est équiprobable), la matrice de cooccurrence a très peu d’entrées, et, en conséquence, l’énergie
(qui est la somme des carrés des entrées de la matrice de cooccurrence) est faible. Ainsi, pour
l’image de la figure 4.9, de fortes valeurs de l’énergie à l’intérieur du nuage vont de paire avec de
fortes valeurs d’entropie.

Discussion

Il ressort de cette étude plusieurs remarques. Tout d’abord, concernant les propriétés des images
IR, les considérations de la conclusion du chapitre précédent trouvent ici tout leur sens. Les MC-
attributs, qui décrivent les relations (statistiques, mais aussi spatiales) entre les niveaux de gris
mettent notamment en évidence la faible dynamique des données. Et la structure interne des
nuages n’est pas capturée par ces attributs. Du point de vue méthodologique, on est confrontés
aux limitations des méthodes de représentation qui nécessitent le calcul de nombreux attributs.
Un algorithme de segmentation automatique nécessite le calcul préalable des MC-attributs ainsi
que la définition et la sélection des différents paramètres à fixer avant l’analyse. Cela exige en fait
la connaissance préalable des caractéristiques des textures pour effectuer ces choix, excluant la
réalisation d’une segmentation non supervisée. Par ailleurs, le nombre de MC-attributs nécessaires
croit très rapidement avec le nombre de textures à discriminer.

Il ressort également que l’échelle d’analyse des images joue un rôle important dans la description
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(a) Homogénéité pour lW = 2, lW = 5 et lW = 10.

(b) Entropie pour lW = 2, lW = 5 et lW = 10.

(c) Corrélation pour lW = 2, lW = 5 et lW = 10.

Fig. 4.10.: Influence de la taille lW de la fenêtre sur le calcul de différents MC-attributs. Le
déplacement entre pixels est fixé à θ = π/4 et d =

√
2.
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(a) Contraste pour d = 1, d = 2, d = 4 et d = 7, θ = 0.

(b) Corrélation pour d = 1, d = 2, d = 4 et d = 7, θ = 0.

(c) Corrélation pour d = 1 et θ = 0, d =
√

2 et θ = π/4, d = 1 et θ = π/2, d =
√

2 et θ = 3π/4.

Fig. 4.11.: Influence des paramètres d et θ de déplacement entre pixels sur le calcul des MC-
attributs : le contraste et la corrélation. La dimension de la fenêtre analysante est fixée
à lW = 5.
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de la texture, en particulier en terme de détection et de localisation de structures d’intérêt. Les
propriétés d’homogénéité, d’orientation ou d’isotropie d’une texture, par exemple, sont directement
liés à l’échelle d’observation de cette texture [Azencott et al., 1990]. Cette notion d’échelle concerne
la dimension de la fenêtre analysante. Rappelons que Mt (i, j) ' P (i, j), (à un facteur d’échelle
près, équation (4.2)), i.e. les MC permettent d’estimer localement les distributions de probabilité
conjointe de paires de pixels dans l’image : la texture est ainsi caractérisée localement par cette
distribution dans un voisinage de taille fixe. Dans une fenêtre de dimension n× n (n = 2× lW + 1)
codée sur un ensemble de NG niveaux de gris, la quantité moyenne de pixels disponibles pour
estimer la probabilité d’un niveau de gris est n×n

NG
. Si l’on considère l’exemple d’une fenêtre de taille

n = 32 codée sur NG = 32 niveaux de gris, le nombre moyen de pixels disponibles pour l’évaluation
de la probabilité de chaque niveau de gris est de 32 pixels, ce qui constitue encore un échantillon
raisonnable. Cependant, on ne dispose plus, sur le même exemple, que de n×n

(NG)2
= 1 pixel pour

estimer la probabilité conjointe d’apparition d’un couple de niveaux de gris3. L’utilisation des MC
locales (ou des histogrammes de différences de niveaux de gris) présente le désavantage d’exiger un
compromis entre la qualité de l’information contenue et la résolution de l’image finale. En effet,
les probabilités sont calculées sur des échantillons de taille réduite autour du pixel étudié. Pour
éviter un bruit dû à la faible étendue des bases de calcul des probabilités, il convient de prendre
des fenêtres d’analyse suffisamment grandes. De petites fenêtres ne permettent pas d’avoir une
bonne estimation de la vraie distribution des niveaux de gris, et, par conséquent, de l’attribut ;
en revanche, plus grande est cette fenêtre, plus faible est le bruit dans l’estimation et plus précis
est le calcul de l’attribut. Cependant, une grande fenêtre implique davantage de moyennage des
différentes textures qui peuvent coexister près des frontières d’une région : en effet, dans les zones
caractérisées par des non-stationnarités de l’image, le fait de mélanger deux populations différentes
de pixels donne un effet de lissage dans lequel l’information de frontière est perdue. Un algorithme
de classification aura plus de difficulté à détecter ces frontières.

4.2.4. Conclusion

Les résultats obtenus avec des méthodes classiques de description de la texture, sur les quelques
exemples que nous avons présentés ici, laissent penser que l’information de texture est significative.
L’intérêt des MC-attributs est de pouvoir évaluer localement le contenu texturel dans une petite
région de l’image, permettant ainsi de détecter des changements dans les statistiques locales du
signal. Un attribut comme l’entropie, par exemple, permet de s’affranchir de certaines contraintes
liées à la nature des données. Cependant, la présence d’une discontinuité à la frontière de deux
zones stationnaires adjacentes soulève des questions par rapport à une analyse en fenêtres. Les
fenêtres qui chevauchent des régions contenant des jeux de données ayant des distributions de
probabilité inconsistantes ne permettent pas d’extraire des statistiques représentatives. Avec ce
type d’approche, les textures sont identifiées en utilisant des mesures locales simples, supposant
implicitement qu’elles sont autosimilaires à des échelles différentes. Elles ne modèlisent, par exemple,

3Remarquons tout de même que, dans la pratique, les images n’ont pas de statistiques uniformes, que le bruit est

concentré sur les probabilités les plus faibles et que l’ensemble des niveaux de gris disponibles n’est pas forcément

occupé, ce qui diminue l’erreur moyenne sur le calcul des probabilités.
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pas exactement des textures avec des frontières fines ou des discontinuiités brusques. En fait, les
approches classiques ne permettent pas de tenir compte de l’invariance d’échelle exhibée, comme
nous le verrons dans la suite, par les images IR. En conséquence il est habituellement difficile
d’extraire des régions des structures irrégulières.

L’information de texture dans les images est clairement dépendante de l’échelle à laquelle se pro-
duit le phénomène, et par conséquent, la classification des structures dépend de la résolution
des images. L’idée fondamentale est qu’il est indispensable d’observer tous les niveaux d’échelle
en même temps pour analyser les structures différentielles d’une image [Lakshmanan et al., 2000]
[Peak et Tag, 1994].

4.3. Généralisation multiéchelle des matrices de cooccurrence

Dans la mesure où il n’y a pas d’échelle optimale pour analyser toutes les structures présentes
dans les images, il convient d’adopter une approche multiéchelle qui permette d’appréhender les
propriétés de la texture à différentes échelles. Nous entendons dans la suite développer des attributs
de description de la texture qui ne se fondent pas sur une fenêtre spatiale fixe comme c’est le cas
dans les méthodes habituelles de traitement d’image. Il s’agit en fait de généraliser les MC-attributs
classiques à des versions multiéchelles.

4.3.1. La texture à travers les échelles

Une image de texture contient de l’information globale et de l’information locale. Cependant la
résolution spatiale et la résolution fréquentielle de l’image sont physiquement reliés par la contrainte
du principe d’invariance dans les deux directions (cf. annexe C). Ce principe exprime simplement
qu’une haute précision en espace et en fréquence ne peut être atteinte simultanément. Pour la
classification (nous devrions plutôt parler de discrimination) de texture, une mesure précise des
fréquences (information globale portée par l’image) est nécessaire, et, par conséquent, un opérateur
à noyau large doit être utilisé ; pour la détection de contours, il est au contraire nécessaire d’utiliser
un opérateur à noyau de petite dimension afin d’exploiter le signal spatialement localisé (information
locale). Dans le cas de la segmentation, il convient de conserver la précision maximale offerte par
l’image originale. Il y a donc un compromis à trouver entre la discrimination et la détection des
bords.

Comme nous l’avons souligné plus haut, lorsque l’on effectue une analyse locale, de petites fenêtres
analysantes tendent à réduire la capacité de discrimination des textures, puisqu’elles estiment
grossièrement ces distributions de probabilité, en prélevant des échantillons de niveaux de gris de
taille insuffisante. D’un autre côté, de grandes fenêtres réduisent la capacité de détecter précisèmment
les frontières, puisque les niveaux de gris sont lissés à l’intérieur de ces fenêtres. Il apparâıt naturel
de proposer une approche multiéchelle afin d’effectuer une segmentation qui réponde aux différentes
contraintes.
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4.3 Généralisation multiéchelle des matrices de cooccurrence

4.3.2. MC et MC-attributs multiéchelles

Nous souhaitons extraire de l’image des attributs caractéristiques de l’échelle, sans perdre aucune
information. Notre approche sera d’autant meilleure que toutes les échelles seront prises en compte
mais que la redondance au sens des échelles sera faible. Nous désirons conserver la localisation
spatiale du signal, tout en obtenant une localisation en échelles équivalente.

Introduction d’une pondération multiéchelle

Afin de satisfaire la contrainte multiéchelle, on peut envisager diverses techniques généralisant les
MC. La distance d du déplacement t peut tout d’abord être interprétée comme un paramètre
d’échelle [Bradley et al., 1995] [Visa et al., 1991] : on obtient ainsi des MC tridimensionnelles sur
lesquelles on peut calculer des MC-attributs. Une autre approche possible [Metzler et al., 2000]
consiste à générer (e.g. par des filtrages successifs) une représentation multiéchelle de la texture
et à introduire des corrélations à différentes échelles caractéristiques des propriétés de la texture.
Des MC-attributs sont calculés pour des échelles individuelles, et ceux ayant le plus fort pouvoir
discriminant à travers les échelles sont retenus. Cependant, toutes ces approches augmentent encore
la complexité algorithmique car ils imposent de calculer plusieurs MC ou plusieurs représentations.

Afin de surmonter cette difficulté, il est possible d’introduire simplement une pondération invariante
d’échelle dans le support spatial du voisinage de chaque pixel de l’image [Grazzini et al., 2003b].
L’estimation de la distribution conjointe P (i, j) telle qu’elle est classiquement proposée et réalisée
[Haralick et al., 1973] consiste, comme on l’a vu dans la section précédente, à enregistrer les fréquen-
ces relatives des couples de niveaux de gris dans une fenêtre de taille fixeW = W~x centrée autour du
pixel d’intérêt ~x. Ceci implique que toutes les paires de pixels de cette fenêtre contribuent également
à l’estimation de P (i, j). Notre méthode se résume à substituer cette pondération uniforme par une
pondération non-uniforme et fonction de la distance au pixel d’intérêt. Pour cela nous considérons
une fenêtre W de taille relativement importante dans laquelle les paires de pixels se voient assignés
un poids en fonction de la distance de leur barycentre au pixel central ~x. Lorsqu’un couple de niveaux
de gris (i, j) est observé en une paire de pixels (~y0, ~y1), séparés par un vecteur de déplacement t

donné, on ajoute à l’intervalle de l’histogramme correspondant à (i, j) la valeur N/rα, où N est
une constante de normalisation, r est la distance entre le barycentre du couple (~y0, ~y1) et ~x et α
est un facteur d’échelle.

Construction de MC multiéchelles et calcul de MC-attributs multiéchelles

L’introduction d’une fonction de pondération spatiale, portant uniquement sur les positions re-
latives des paires de pixels par rapport au pixel central, permet de généraliser très facilement la
formule (4.5) :

Définition 4.5 Pour un vecteur de déplacement t, la MC locale multiéchelle Mm
W, t en ~x est fonc-
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Chapitre 4: Attributs texturels d’analyse d’images météorologiques

Fig. 4.12.: Représentations du facteur de pondération multi-échelle 1/r2 sur une fenêtre de taille
21 × 21 (à gauche : 2D, à droite : 3D). La pondération porte sur les barycentres des
paires de pixels ; le pixel central n’est pas pris en compte (poids nul).

tion des positions des barycentres des paires de pixels et est donnée par :

Mm
W, t (i, j) =

∑
(~y0,~y1)∈CW,t|I(~y0)=i,I(~y1)=j

∣∣∣∣~x− ~y0 + ~y1

2

∣∣∣∣−α (4.9)

où CW, t désigne le voisinage : {(~y0, ~y1) ∈ W | ~y1 = ~y0 + t }, avec la convention d’une pondération
nulle lorsque le barycentre cöıncide avec le pixel central.

Dans la suite, nous prendrons α = 2 (figure 4.12). D’autres choix de α fourniraient en fait des
résultats similaires (voire meilleurs) et toujours invariants d’échelle (figure 4.13) ; cependant, in-
tuitivement, le choix de α = 2 se justifie davantage. En introduisant une telle pondération, on
fait davantage contribuer les valeurs des paires de pixels proches du pixel d’intérêt que les valeurs
des paires éloignées. Ceci assure une moindre dépendance dans la taille de la fenêtre et également
une meilleure localisation (figure 4.14). Les calculs réalisés sont ainsi indépendants d’une échelle
fixée : notre méthode est invariante d’échelle. En pratique, on effectue tout de même, pour limi-
ter la complexité numérique, les calculs sur des voisinages de taille finie. Cependant, afin d’avoir
un échantillonnage assez fin du signal et de limiter l’erreur de calcul sur la probabilité estimée,
il convient de traiter un nombre suffisamment important de pixels, i.e. un histogramme de taille
suffisante. Finalement, on choisit des fenêtres suffisamment grandes de dimension 21× 21 (lW = 10
pixels), centrées en chaque pixel. Expérimentalement, les estimations changent très peu significa-
tivement pour des tailles de fenêtres plus grandes et une quantisation de I sur 64 niveaux de gris,
ce qui n’implique pas de perte en localisation.

L’introduction des MC multiéchelles revient à considérer des fréquences pmW (noté pm) de répartition
conjointe multiéchelle dont les valeurs sont données par les entrées de la matrice Mm

W, t. On est donc
en mesure de définir une probabilité multiéchelle :

Pm(i, j) ∝ 1
|W?|

∑
(~y0,~y1)∈CW,t

∣∣∣∣~x− ~y0 + ~y1

2

∣∣∣∣−α δI(~y0)=i,I(~y1)=j (4.10)
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4.3 Généralisation multiéchelle des matrices de cooccurrence

Fig. 4.13.: Calcul d’attributs multiéchelles (en haut : entropie, en bas : homogénéité) en fonction
de l’exposant de pondération α. De gauche à droite : α = 2, 3 et 4. En augmentant
l’exposant, on localise davantage les structures d’intérêt.

où CW, t désigne le même ensemble que ci-dessus, où δ représente la fonction indicatrice et où le
facteur de normalisation |W?| vaut simplement :

|W?| =
∑

(~y0,~y1)∈CW,t

∣∣∣∣~x− ~y0 + ~y1

2

∣∣∣∣−α ,
toujours avec la convention d’une pondération nulle lorsque le barycentre cöıncide avec le pixel
central. À partir de ces probabiltés, l’équation (4.3) nous permet d’estimer des MC-attributs grâce
à la formule :

Am(t) =
NG∑
i,j=1

g(i, j)Pm (i, j) (4.11)

avec les mêmes fonctions g que celles proposées dans [Haralick et al., 1973].

Variantes

Le temps de calcul d’un histogramme ou d’un histogramme joint sur une fenêtre relativement
grande est équivalent au temps de calcul d’un filtre de la taille de la fenêtre d’analyse, ce qui
est relativement coûteux et peut le devenir encore plus pour des fenêtres très grandes. Or, en
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Chapitre 4: Attributs texturels d’analyse d’images météorologiques

Fig. 4.14.: Comparaison de différents MC-attributs calculés par la méthode GLCM classique
(haut) et la méthode GLCM multiéchelle (bas). De gauche à droite : contraste,
homogénéité et corrélation.

supposant l’invariance par translation des statistiques de l’image4, il est possible de considérer les
distributions marginales au lieu des distributions conjointes (approche GLV, Grey Level Vector
[Baum et al., 1997]) pour l’estimation de certains MC-attributs tels que l’énergie ou l’entropie.

On définit ainsi, similairement à l’équation (4.10), la probabilité Pm de distribution marginale
multiéchelle par :

Pm(i) ∝ 1
|W?|

∑
~y∈W?

|~x− ~y|−α δI(~y)=i (4.12)

où le facteur de normalisation est égal à |W?| =
∑

~y∈W? |~x−~y|−α. Ce dernier est donc égal à l’inverse
de la distance du pixel considéré au pixel central. De nombreux auteurs ont montré que l’utilisation
des distributions marginales (au même titre que la distribution des différences, approche GLDV)
permet d’obtenir d’aussi bonnes estimations des MC-attributs [Baum et al., 1997] [Unser, 1986].
Comme le montre la figure 4.15, c’est encore le cas lorsque l’on considère une version multiéchelle
de ces probabilités.

4C’est une hypothèse classique sur les images naturelles, qui se ramène essentiellement à l’ergodicité du ”processus”

image.
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1. On construit un masque M (de même dimension n× n que la fenêtre W) de pondération en
loi de puissance r−2 à la distance r au centre du masque et de valeur nulle au centre.

2. Le pas de discrétisation NG du signal est fonction de la taille n du masque. Le signal est ainsi
discrétisé sur NG niveaux de gris avec log2NG = 2blog2 nc − 1. En particulier, pour n = 21,
on a NG = 128.

3. On tient compte des contraintes exprimées dans la section 4.2.3 : suivant l’attribut considéré,
le rang de discrétisation est ramené aux extrema locaux dans la fenêtre W ou aux extrema
globaux du signal.

4. En chaque pixel ~x de l’image :

– on considére un voisinage W de ~x de la taille du masque M.

– on pondère la fréquence des paires de niveaux de gris par les entrées du masque M ;
pour toutes les paires (~y0, ~y1) ∈ W séparés par le vecteur de déplacement t, si le couple
de niveaux de gris observé est (i, j), alors le poids M(~y0, ~y1) = |~x − (~y0 + ~y1)/2|−2 est
ajouté à l’histogramme des fréquences pm(i, j).

– Un attribut Am(t) calculé à l’aide des probabilités Pm(i, j), du facteur |W?|, qui est la
somme des entrées du masque M, et de la fonction g est assigné au pixel ~x.

Algorithme 1: Calcul d’un MC-attribut multiéchelle.

Propriétés

La généralisation multiéchelle à l’aide d’une fonction de pondération non-uniforme permet d’accéder
de manière trés simple (cf. algorithme (1)) à de l’information que l’utilisation des MC-attributs
classiques ne permettrait d’obtenir qu’en considérant différentes tailles de fenêtres analysantes. Les
avantages de cette méthode sont donc [Grazzini et al., 2003b] :

– la garantie de la stationnarité des données sélectionnées, mêmes dans les zones de l’image
comportant des structures très fines ou dans des zones texturées,

– la disponibilité d’un nombre d’échantillons suffisamment grand pour estimer plus précisément
les statistiques nécessaires pour le calcul de la valeur filtrée du pixel courant.

Par ailleurs, pour certains MC-attributs, notre méthode permet d’obtenir une moindre complexité
en temps de calcul en considérant des probabilités marginales au lieu des probabilités conjointes.

4.4. Analyse et classification dans l’espace de représentation des

MC-attributs

Intéressons nous à l’information apportée par les MC-attributs calculés à partir des MC multiéchel-
les. Pour cela, nous analysons les représentations des images dans l’espace multidimensionnel formé
par les MC-attributs. Notre propos ici est de discuter l’intérêt des représentations par des attri-
buts texturels, cette fois-ci généralisés dans un cadre multiéchelle, pour l’analyse de données IR.
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Chapitre 4: Attributs texturels d’analyse d’images météorologiques

Fig. 4.15.: Calculs de MC-attributs fondés sur différentes approches. En haut : énergie, en bas :
entropie. De gauche à droite : calcul classique (approche GLCM sans pondération),
calculs multiéchelles (approches GLCM et GLV avec pondération).

Nous nous référerons également aux nombreux travaux ayant traité de la segmentation d’images
météorologiques.

4.4.1. Contraintes dues à la classification

L’extraction et le calcul de MC-attributs permet d’engendrer un espace multidimensionnel dans
lequel va s’opérer la classification de l’image : la méthode courante consiste à utiliser un algo-
rithme de classification dans cet espace. Les méthodes de classification multidimensionnelles sont
confrontées aux contraintes suivantes [Duda et Hart, 1973] :

– Elles nécessitent tout d’abord de choisir un ensemble d’attributs appropriés parmi une grande
quantité de MC-attributs possibles (par suite du nombre de coefficients générés par le grand
choix de paramètres) ; il s’agit de déterminer les attributs qui soient les plus discriminants,
éventuellement combiner plusieurs d’entre eux.

– La dimensionnalité de l’espace des attributs est le plus souvent très grande ; en d’autres
termes, il faut se restreindre à une faible dimension de l’espace des MC-attributs pour pri-
vilégier une segmentation efficace et robuste. En effet, plus le nombre d’attributs utilisés
est important et plus le processus de classification sera en mesure de discriminer un grand
nombre de classes ; cependant, avec l’augmentation de la quantité d’attributs à analyser, il
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est probable que certains de ces descripteurs fournissent une information redondante sur les
mêmes classes, et conduisent même à une augmentation des erreurs de classification.

Ces problèmes impliquent une plus grande complexité de la règle de décision adoptée. Vu l’im-
portance du nombre de paramètres qui peuvent être utilisés (dans [Haralick et al., 1973], qua-
torze mesures associées à la MC sont définies), il est donc souvent nécessaire d’étudier, dans une
étape préliminaire, la redondance ou la corrélation des MC-attributs sélectionnés. Nous rappe-
lons tout d’abord les méthodes classiques de sélection des MC-attributs en vue d’une classifica-
tion/discrimination. Nous analysons ensuite les relations, dans l’espace de représentation, entre
les différents MC-attributs multiéchelles calculés sur les images IR, en comparaison avec d’autres
types d’images satellitaires. Nous opérons enfin une classification non-supervisée à l’aide des MC-
attributs multiéchelles.

4.4.2. Sélection et extraction de descripteurs

Comme nous l’avons souligné plus haut, les descripteurs utilisés dans le processus de classification
doivent être significatifs et leur nombre doit si possible être restreint.

Méthodes de sélection

Une procédure de sélection des MC-attributs, consistant à éliminer les paramètres n’améliorant
pas la discrimination entre les différentes classes, est couramment employé afin de réduire la taille
de l’espace de représentation [Gu et al., 1991] [Ebert, 1989]. Cela permet de réduire le coût de la
classification et assure une plus grande précision de la classification finale. La sélection s’effec-
tue généralement en évaluant un critère de discrimination établi à partir d’indices permettant de
quantifier le pouvoir discriminant des attributs sur lesquels ils sont calculés. Parmi ces indices :

– L’utilisation de la variance des attributs consiste à supprimer näıvement les réponses sur
la base de leur variance globale. Elle implique de choisir arbitrairement un seuil en dessous
duquel les attributs sont considérés comme non discriminants [Duda et Hart, 1973].

– La distance de Fisher définie par [Duda et Hart, 1973] :

Jij(A) =
|µi − µj |
σi − σj

,

où µi et µj , σi et σj désignent resp. les moyennes et les écarts-type de l’attribut A sur
les classes i et j, permet de comparer le pouvoir discriminant des différents attributs. Les
descripteurs optimaux présentant les valeurs les plus élevées de l’indice Jij sont sélectionnés
un par un [Parikh, 1977]. Cependant, ce critère est valable dans le cas où les distributions
des attributs sont normales et d’écarts-type identiques. En conséquence, la règle de sélection
peut être adaptée : il peut par exemple être décidé qu’un attribut A est discriminant s’il
vérifie Jij(A) > 1 alors qu’il est automatiquement éliminé dès que Jij(A) < 1/2 [Ebert, 1989]
[Garand et Weinman, 1986].
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– La divergence transformée utilisée dans [Gu et al., 1991] permet d’effectuer directement une
sélection de vecteurs multidimensionnels (A1, · · · ,An) d’attributs en comparant les caractéris-
tiques (moyenne et covariance) des distributions de ces vecteurs dans l’espace de représentation.

– Le critère de Wilks Λ(A1, · · · ,An) permet d’effectuer une sélection sur les différents attributs
en déterminant leurs apports respectifs dans le processus de discrimination [Welch et al., 1988].
Un attributA peut être ajouté ou éliminé au vu de sa contribution à l’indice Λ(A1, · · · ,An,A)
et de l’importance des modifications apportées comparé à l’indice Λ(A1, · · · ,An).

Le calcul de tous ces indices consiste en fait à évaluer le pouvoir discriminant des différents MC-
attributs estimés sur des échantillons préalablement séléctionnés (cadre supervisé). Il nécessite donc
de disposer d’ensembles d’apprentissage et de connâıtre a priori les différentes classes ainsi que leurs
caractéristiques. Nous nous plaçons ici dans un cadre non supervisé.

Méthode d’extraction

Une procédure d’extraction des MC-attributs est plus communèment employée lorsque l’on ne
dispose d’aucune information a priori sur la classification (cadre non-supervisé). Au cours d’une telle
procédure, on conserve généralement l’ensemble des attributs disponibles mais on s’applique, grâce
à des transformations pertinentes, à les projeter dans un espace de dimension réduite [Kittler, 1986].

Parmi les méthodes d’extraction, nous retiendrons essentiellement l’analyse en composantes prin-
cipales (ACP) qui permet de combiner les différents MC-attributs pour former de nouveaux at-
tributs optimaux au sens d’un critère d’inertie [Jain et Dubes, 1978]. Le but de l’ACP est en fait
de rechercher des axes, ou directions orthogonales, qui représentent au mieux l’ensemble des attri-
buts. Définissons la matrice de corrélation Σ des n attributs A1, · · · ,An disponibles dans l’espace
de représentation Si l’on désigne par λi, i = 1, · · · , n les valeurs propres de Σ, alors les vecteurs
propres vi, i = 1, · · · , n associés satisfont la relation suivante : Σ · vi = λi · vi, ∀i = 1, · · · , n. Dans
la mesure où la matrice Σ est symétrique et à valeurs réelles, il est possible de trouver des vecteurs
propres orthogonaux : 〈vi, vj〉 ,∀i 6= j, où 〈·, ·〉 désigne le produit scalaire. La matrice de corrélation
peut alors s’écrire sous la forme : Σ = V ·D · V T , où D = diag(λ1, · · · , λn) et V = (v1 | · · · | vn),
et où le symbole T représente la transposée. Une fois calculés la matrice V et le vecteur d’attribut
moyen Ā = 1

n

∑n
i=1Ai, l’ACP permet alors de décorréler l’ensemble d’attributs Ai, i = 1, · · · , n et

d’extraire des composantes significatives. Les attributs obtenus par cette transformation, appelés
composantes principales, sont notés Ãi, i = 1, · · · , n et se déduisent des attributs de l’espace de
représentation original par projection : Ãi = V · (Ai−Ā), ∀i = 1, · · · , n. La quantité d’information
apportée par une composante (également appelée inertie) est renseignée par le rapport de la valeur
propre associée sur la somme de toutes les valeurs propres, de sorte que :

– les attributs Ãi associés à des valeurs propres importantes sont conservés dans l’espace de
représentation,

– les attributs Ãi ayant une valeur propre peu significative peuvent être éliminés de manière à
réduire l’espace de représentation ; ceux-ci jouent en effet un rôle négligeable dans la discri-
mination une fois que les premiers attributs sont connus.
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(a) MC-attributs multiéchelles A. De haut en bas, de gauche à droite : image

IR, contraste, homogénéité, corrélation, énergie, entropie et variance.

(b) Composantes principales Ã. De gauche à droite : 1ère , 2ème et 3ème composantes.

1ère comp. 2ème comp. 3ème comp. 4ème, 5ème et 6ème comp.

73 % 24 % 1.8 % < 1.2 %

(c) Inertie représentée par les différentes composantes Ã de l’ACP.

Fig. 4.16.: ACP d’une collection de six MC-attributs multiéchelles. Notez la ressemblance entre
les 2 premières composantes et les seuls attributs d’entropie et de corrélation.
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1ère comp. 2ème comp. 3ème comp. 4ème, 5ème et 6ème comp.

82 % 18 % 1.1 % < 0.9 %

(a) Résultats de l’ACP sur l’image Meteosat de la figure 4.6.

1ère comp. 2ème comp. 3ème comp. 4, 5 et 6èmes comp.

61 % 22 % 12 % ∼ 5 %

(b) Résultats de l’ACP sur l’image Landsat de la figure 4.19(b).

1ère comp. 2ème comp. 3ème comp. 4, 5 et 6èmes comp.

68 % 16 % 13 % ∼ 3 %

(c) Résultats de l’ACP sur l’image Spot de la figure 3.1.

Fig. 4.17.: Résultats de l’ACP sur les représentations des MC-attributs multiéchelles calculés sur
une image Meteosat, une image Landsat et une image Spot.
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On réduit finalement la complexité de la classification et on l’améliore, en principe, en utilisant les
composantes principales car l’utilisation conjointe d’attributs redondants n’apporte aucune infor-
mation complémentaire.

Résultats

Nous choisissons de sélectionner automatiquement les attributs que nous allons utiliser dans le
processus de classification. On ne retient que six MC-attributs, qui sont classiquement considérés
comme les plus discriminants en analyse d’images satellitaires [Gong et al., 1992] [Shokr, 1991]
[Baraldi et Parmiggiani, 1995] : il s’agit du contraste, de l’homogénéité de la corrélation, de
l’entropie, de l’énergie et de la variance, mais dans leur version multiéchelle. On suppose tout
naturellement que la généralisation multiéchelle ne peut qu’améliorer les caractéristiques de ces
attributs, et ne peut en aucun cas diminuer leur pouvoir discriminant. Nous limitons par ailleurs
les calculs à un seul vecteur de déplacement t, défini par d =

√
2 et θ = π/4 [Baum et al., 1997].

Lorsque l’on calcule les composantes principales extraites de ces MC-attributs, il se trouve généra-
lement, dans le cas des images Meteosat, que seules les deux premières sont significatives. Ainsi,
sur l’exemple de la figure 4.16, les quatre dernières composantes représentent moins de 3 % de l’iner-
tie totale : la part d’information apportée par ces composantes est négligeable pour la description
de l’ensemble des attributs. Par ailleurs, on remarque, sur cet exemple particulier, que les deux
premières composantes (qui représentent les 97 % restants de l’inertie totale) sont très proches (en
terme visuel) de deux attributs particuliers, l’entropie et la corrélation. Cela signifie que l’infor-
mation apportée par l’ensemble des MC-attributs peut se réduire exclusivement aux contributions
de deux d’entre eux. Même si cette observation n’est pas systématiquement vérifiée, elle illustre
cependant bien les résultats généralement obtenus avec les images Meteosat IR (figure 4.17(a)).
L’information fournie par l’ensemble des six attributs peut presque toujours se réduire à celle
fournie par deux composantes, deux directions, principales, voire une seule : la connaissance des
six attributs est donc équivalente à la connaissance de ces seules composantes. Il apparâıtra que
les MC-attributs, lorsqu’ils sont calculés sur des images Meteosat sont fortement corrélés. En re-
vanche, sur des images satellitaires de nature différente (figures 4.17(c) et 4.17(b)), cette corrélation
n’est pas aussi forte : l’information apportée par les composantes suivantes (jusqu’à la quatrième
au moins) est rarement négligeable. Dans la suite, nous allons essayer de quantifier la corrélation
entre les MC-attributs.

4.4.3. Analyse de la corrélation entre les attributs

Mesure de la redondance

La recherche, dans le sous-espace de représentation finalement sélectionné, d’attributs décorrélés,
parmi les MC-attributs retenus, apparait indispensable, car il est possible qu’un certain nombre
d’entre eux soient redondants. Ce problème a fait l’objet de nombreuses études dans le domaine de
l’analyse d’images satellitaires [Ebert, 1989] [Shokr, 1991]. L’étude de [Baraldi et Parmiggiani, 1995]
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s’intéresse en particulier à la signification des différents descripteurs de texture et à leur in-
terprétation visuelle et théorique sur des images NOAA/AVHRR. Ils testent ces attributs (l’énergie,
le contraste, la variance, la corrélation, l’entropie et l’homogénéité) afin d’étudier leurs perfor-
mances et d’évaluer les différences fonctionnelles entre eux. Une discrimination non supervisée des
différentes textures présentes sur ces images leur permet notamment d’estimer qualitativement la
corrélation entre les attributs au vu de l’information qu’ils fournissent. Ils tentent d’attribuer à
chacun de ces attributs une signification en terme texturel, dans le but de réaliser une sélection de
descripteurs qui soit indépendante de l’image. Les auteurs concluent notamment que les attributs
d’énergie et de constraste sont les plus efficaces en terme de discrimination et recommandent ainsi
l’utilisation combinée de ces paramètres. D’autres études précisent que l’énergie, le constraste et
la corrélation sont les attributs les moins corrélés et présentent l’énergie comme le meilleur pa-
ramètre [Gong et al., 1992]. Dans [Shokr, 1991], l’homogénéité est choisie comme l’attribut le plus
discriminant. Tous ces résultats sont clairement liés au type d’images analysées mais aussi à l’objec-
tif recherché. Quelque soit leur pouvoir discriminant, les MC-attributs sont usuellement combinés
avec des attributs spectraux pour segmenter les images.

Suivant l’approche de [Baraldi et Parmiggiani, 1995], nous proposons d’analyser la relation fonc-
tionnelle qu’il existe entre les six MC-attributs sélectionnés. L’analyse de la corrélation a pour
objectif d’évaluer la redondance d’information entre attributs afin de ne conserver que les plus
significatifs. Dans [Ebert, 1989] et [Garand, 1988], les auteurs complètent la phase de sélection des
MC-attributs avec une phase d’etude de leur corrélation. Ils utilisent pour cela tout naturellement
le coefficient de corrélation :

r(A,A′) = cov(A,A′)/(σ2(A)σ2(A′))

(où cov et σ2 désignent resp. la covariance et la variance des variables A et A′) qu’ils calculent
sur l’ensemble des attributs A et A′ et retiennent un seuil de 0.7 sur ce coefficient pour éliminer
un des deux attributs corrélés. Nous proposons pour notre part de calculer, sur tout couple A,A′

d’attributs, deux indices permettant de mesurer leur dépendance mutuelle [Grazzini et al., 2003b] :

– l’information mutuelle i1(A,A′) qui est une mesure de l’indépendance de deux variables :

i1(A,A′) = S(A)− S(A | A′) (4.13)

où la fonction S désigne l’entropie statistique (cf. annexe B) et où le symbole | représente le
conditionnement. En particulier, si i1(A,A′) = S(A), alors S(A | A′) = 0

– le rapport de corrélation i2(A,A′) qui mesure la corrélation fonctionnelle (et généralise en un
sens le coefficient de corrélation linéaire r) :

i2(A,A′) = σ2(E[A | A′])/σ2(A) (4.14)

où les fonctions E et σ2 désignent resp. l’espérance et la variance, et où le symbole | représente
encore le conditionnement. En particulier, si i2(A,A′) = 1, alors E[A | A′] = 0, ce qui signifie
qu’à A′ fixé la variance de A est nulle, donc que A ne prend qu’une seule valeur : le rapport
de corrélation i2(A,A′) est maximal lorsque A est lié fonctionnellement à A′.
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Fig. 4.18.: Distributions conditionnelles P (A = x | A′ = y) de différents MC-attributs
multiéchelles A par rapport à l’entropie A′. En haut : résultats Meteosat, en bas :
résultats Spot. De gauche à droite : histogrammes de probabilité conditionnelle des
attributs de contraste, d’homogénéité et d’énergie. Les calculs ont été réalisés sur des
échantillons de 20 images Meteosat de dimension 1350 × 460 et 20 images Spot de
dimension 1000 × 1000 (soit plus de 106 attributs comparés - un par pixel - dans les
deux cas) ; les attributs ont été discrétisés sur 255 valeurs.

Ces indicateurs sont donc d’autant plus proches de leurs bornes supérieures (H(A) dans le cas de
i1, 1 dans le cas de i2) que les attributs A et A′ sont dépendants : au contraire, des valeurs de i1
et i2 proches de 0 traduisent l’indépendance des attributs.

Résultats

Les mesures sont effectuées pour des collections importantes d’images satellitaires de différentes na-
tures afin de comparer l’information apportée par les MC-attributs multiéchelles dans ces différents
cas : en plus des images IR thermiques auxquelles nous nous intéressons depuis le début, nous
considérons des images Spot et Landsat acquises dans le NIR (aux longueurs d’onde 0.79µm−
0.89µm et 0.76µm− 0.90µm resp). Il est important de noter que ces satellites proposent plusieurs
bandes fréquentielles d’acquisition de la même scène ; parmi celles-ci, les bandes spectrales que nous
avons choisi d’analyser offrent, dans les deux cas, une haute résolution spatiale (bande 4 à 15×15m
de résolution pour les images Landsat, canal TOC à 20× 20m pour les images Spot).

Dans la table 4.1, nous présentons les résultats du calcul des indices de corrélation i1 et i2 sur des
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collections de MC-attributs A conditionnés par l’entropie A′. Nous présentons sur la figure 4.24
les résultats de l’estimation des lois de distribution conditionnelle correspondantes. Il apparâıt que
la dépendance entre le contraste, l’homogénéité, l’énergie, la variance et l’entropie est plus forte sur
les images Meteosat que sur les images Spot. La corrélation et l’entropie sont, dans les deux cas,
les attributs les moins corrélés ; cependant, la corrélation est très peu intéressante car elle n’offre
pas de bons résultats (en terme visuel, ie. d’un point de vue qualitatif) pour la localisation des
structures. On pourrait également quantifier l’apport d’information des différents MC-attributs,
afin de mettre en évidence la redondance globale des paramètres. Une analyse plus approfondie des
résultats montre que :

– les MC-attributs exhibent un remarquable degré de dépendance entre eux.

Aux mesures effectuées par les indices (tableau 4.1), s’ajoutent par ailleurs les observations sur les
distributions conditionnelles :

– les distributions conditionnelles sont trés concentrées et à caractère univalué (une seule
branche de dépendance fonctionnelle sur la figure 4.18).

attributs A cont. homo. corr. énerg. var.

Meteosat
i1 1.416 0.987 0.280 2.621 1.533

i2 0.756 0.668 0.331 0.899 0.744

Spot
i1 0.812 0.517 0.236 1.622 1.104

i2 0.402 0.389 0.202 0.680 0.533

Tab. 4.1.: Mesures de la corrélation entre différents MC-attributs A et un attribut particulier,
l’entropie : information mutuelle i1 (en bits) et rapport de corrélation i2. Les échantillons
Meteosat et Spot analysés ici sont les mêmes que ceux utilisés pour l’élaboration des
résultats de la figure 4.18.

La relative corrélation exhibée par les MC-attributs, lorsque ceux-ci sont calculés sur des images
de couverture de terrain (images Landsat et Spot), est, quant à elle, plutôt liée à l’existence de
classes bien définies spatialement dans ce type d’images. En l’occurrence, elle nâıt de la dépendance
fonctionnelle des pixels appartenant à une même classe dans l’image : sur l’image Spot, les classes
sont principalement des classes de culture qui définissent des régions sur lesquelles les attributs sont
fortement corrélés, mais d’une région à une autre, cette corrélation devient faible. Cette dépendance
entre les attributs se traduit par :

– une dépendance fonctionnelle entre les pixels (mesurée dans le tableau 4.1 par l’information
mutuelle i1 et le rapport de corrélation i2) relativement faible comparée à celle exhibée par
les données Meteosat,

– le caractère multi-valué (plusieurs branches sur la figure 4.18) des distributions conditionnelles
(car différentes textures sont finalement représentées par différentes classes dans l’espace des
attributs).

Ceci montre les limitations de méthodes de classification combinant les MC-attributs dans une
phase d’analyse de la texture dans des images IR (hormis, peut-être, pour la segmentation de
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(a) MC-attributs calculés sur l’image Landsat (b) ci-dessous. De haut en bas, de gauche à droite :

contraste, homogénéité, corrélation, énergie, entropie et variance.

(b) Image LandSat NIR ac-

quise au dessus du Mississippi.

(c) Classification en K = 10 classes par une méthode K-means à

l’aide des attributs spectraux seuls (à gauche) ou texturaux seuls

(droite).

Fig. 4.19.: Interprétation de la classification d’une image Landsat à l’aide des MC-attributs.
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Fig. 4.20.: Classification en K = 10 classes par une méthode K-means d’une image Spot NIR.
De haut en bas : image originale, classifications à l’aide des attributs spectraux seuls
et texturaux seuls.

104
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Fig. 4.21.: Segmentation en K = 10 classes d’une image Meteosat IR. De haut en bas :
image originale, classification par une méthode K-means à l’aide des attributs texturaux
seuls et segmentation par une classification de type K-means 1D à partir de l’attribut
d’entropie.
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Fig. 4.22.: Détail de l’image de classification sur des champs de l’image Spot (à gauche) ; au
milieu : à l’aide des attributs spectraux, à droite : à l’aide des MC-attributs.

différents types de nuages), puisque ces attributs apportent des informations similaires. Nous illus-
trons ce propos dans la section suivante.

4.4.4. Classification automatique

Méthode des K-means

Rappelons que, dans la mesure où ne pouvons pas formuler de connaissance a priori sur l’image
ou sur la segmentation, nous nous plaçons dans un cadre non-supervisé. Nous présentons ici un
algorithme très utilisé et connu sous le nom de K-means (ou K-moyennes) [Jain, 1989]. Le prin-
cipe de cette méthode repose sur la minimisation de distance et consiste à rechercher la classe la
plus proche pour chaque pixel, ou groupe de pixels. La notion de proximité est liée à la distance
considérée. Cette méthode est très simple et très souvent utilisée, mais n’est pas robuste au bruit
car elle ne comporte pas de terme de régularisation. Elle est non-supervisée, cependant le nombre
de classes doit être donné, mais pas nécessairement leurs paramètres. L’algorithme est le suivant
(l’indice n est relatif au nombre de MC-attributs sélectionnés dans la classification) :

1. on choisit au préalable K vecteurs de MC-attributs {Ak1,··· ,n}, qui ne font pas forcément
partie des vecteurs de l’ensemble de départ, et qui représentent les centres des K classes,

2. pour tout vecteur, on calcule les K distances de similarité par rapport aux centres {Ak1,··· ,n}
des classes ; on affecte le vecteur à la classe qui réalise la plus petite distance,

3. une fois les K classes formées, on calcule les nouveaux centres de classes {Ak1,··· ,n},

4. on itère la procédure jusqu’à stabilité des centres des classes.

Lorsque les paramètres des classes ne sont pas connus, l’étape d’initialisation peut se résumer à
sélectionner aléatoirement K sites de l’image (et à considérer, en chaque site, les n MC-attributs
estimés pour former les vecteurs {Ak1,··· ,n}). Puis, on effectue des itérations jusqu’à convergence de
l’algorithme. À chaque itération, on balaye l’image en attribuant une étiquette par minimisation
de distance, ici la distance euclidienne.
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Fig. 4.23.: Détail des résultats de segmentation sur une zone nuageuse de l’image Meteosat IR
(à gauche) : à l’aide des attributs texturaux seuls (au milieu), à l’aide de l’entropie
seule (à droite). On distingue très peu de différences entre les deux segmentations : la
segmentation basée sur l’entropie seule est à peine plus grossière.

Résultats

La classification effectuée sur l’image Landsat de la figure 4.19 avec les MC-attributs seuls pro-
duit des résultats comparables avec ceux d’une classification réalisée avec les attributs spectraux
seuls (les sept canaux disponibles sur le satellite Landsat permettent de visualiser la même scène
dans sept bandes spectrales). Même si les petites régions texturées sont difficilement discernables,
la segmentation obtenue permet de mettre en évidence des régions significatives dans l’image (des
champs, des rivières, des routes). Les mêmes remarques valent pour les images Spot (figures 4.20)
et 4.22 : les textures de l’image originale sont grossièrement segmentées mais ont une bonne corres-
pondance avec la segmentation à l’aide des attributs spectraux seuls. La segmentation obtenue est
donc bien sensée, elle est cohérente avec la scène observée. En revanche, pour les images Meteosat
(figure 4.21), les résultats ne sont pas si bons : la segmentation est trop grossière pour permettre
d’extraire des zones significatives à l’intérieur des nuages. Par ailleurs, le fait de considérer tous les
MC-attributs n’améliore pas la segmentation effectuée à l’aide d’un seul d’entre eux (figure 4.23).
Cette propriété découle de la corrélation entre les différents attributs : l’information apportée par
les différents attributs est similaire de sorte que la segmentation finale n’est pas meilleure lorsque
l’on considère de nouveaux attributs dans le schéma de classification

Ces résultats découlent essentiellement de la nature des images et des scènes observées. Les images
météorologiques, par exemple, contiennent des variations d’intensité quelque soit la direction, la
distance considérée. Les images haute-résolution Landsat et Spot sont, quant à elles, constituées
de régions localement uniformes. Par ailleurs, certains objets des scènes Landsat ou Spot, tels
que les champs de culture, ayant une structure linéaire, présentent des variations d’intensité dans
des directions privilégiées. L’anisotropie de certaines zones de l’image est de plus en plus visible
avec l’augmentation de la résolution. Surtout, les images d’occupation de sol présentent davantage
de structures homogènes et fortement texturées, à des échelles privilégiées.
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4.4.5. Discussion

Les méthodes de segmentation de images Meteosat basée sur la représentation par MC-attributs,
même généralisés dans un cadre multiéchelle, ne produisent pas de résultats significatifs. Les li-
mitations de tels outils étaient déjà évoquées dans [Ebert, 1989] et [Gu et al., 1991], mais ici nous
soulignons les raisons de ces limitations :

– les MC-attributs fournissent de l’information redondante qui peut être réduite à la connais-
sance de quelques attributs seulement ; ils exhibent un remarquable degré de corrélation entre
eux,

– il y a un rapport fonctionnel entre les outils texturels, notamment mis en évidence par les
histogrammes conjoints (figure 4.18) ; les descripteurs calculés par les outils texturels ne sont
pas indépendants, ni spatialement ni fonctionnellement.

La dépendance entre les MC-attributs signifie en fait que tous sont sensibles à la même propriété,
qu’ils détectent la même structure, dans l’image. Ceci explique que le schéma de classification pre-
nant en compte plusieurs MC-attributs ne fournisse pas de meilleurs résultats qu’une simple seg-
mentation basée sur un seul de ces attributs. Notons, par ailleurs, que si l’on compare les espérances

Fig. 4.24.: Courbes de régression des espérances conditionnelles E(A | A′ = y) de différents
MC-attributs A par rapport à l’entropie A′. Le calcul est effectué pour des attributs
calculés avec la méthode GLCM (courbe rose) et avec la généralisation multiéchelle
(courbe rouge) sur le même échantillon que celui utilisé dans la figure 4.18. L’attribut
A considéré est, de gauche à droite : le contraste, l’homogénéité et l’énergie.

des distributions conditionnelles des MC-attributs calculés dans le cadre multiéchelle et les mêmes
espérances calculées dans le cadre GLCM, la dépendance fonctionnelle apparâıt plus forte dans
le premier cas (figure 4.24). Cela est essentiellement dû au fait que la généralisation multiéchelle
permet de gagner en localisation des structures : la corrélation fonctionnelle de pixels mieux lo-
calisés spatialement est ainsi accentuée. En particulier, on suppose qu’il existe, dans l’image, une
structure sous-jacente qui est indifféremment détectée par tous les attributs multiéchelles. Dans le
pire des cas, la corrélation entre les MC-attributs peut entraver le déroulement de la segmentation
en réduisant la distance entre les vecteurs caractéristiques des différentes textures.

Une des raisons de ces limitations réside là encore dans le fait que l’approche par attributs de
texture suppose des hypothèses de régularité qui ne sont pas satisfaites par les images Meteosat.
Il est alors plus difficile, en l’absence de connaissance a priori sur les entités à segmenter, de définir

108



4.5 Conclusion

des critères de similarité ou de regroupement, du fait de l’interdépendance entre les attributs. En
conséquence, les techniques de classification basées sur les représentations dans des espaces multi-
dimensionnels ne peuvent pas produire de résultats satisfaisants.

4.5. Conclusion

Dans ce chapitre, on utilise, pour résoudre le problème de la segmentation des images météorologiques,
des techniques d’analyse de la texture : cette approche se justifie en partie par l’abondante littérature
sur le sujet. Il est apparu alors approprié d’adapter les attributs de représentation au caractère
multiéchelle de la texture : celle-ci dépend tout naturellement de l’échelle à laquelle on l’ob-
serve. Nous proposons ainsi une généralisation multiéchelle du calcul des MC-attributs. L’idée
est que l’information dans le signal ne peut être extraite à une seule échelle. L’intérêt de cette
méthode est de garantir, d’une part, la qualité d’estimation des statistiques du signal, mais aussi,
d’autre part, de préserver sa résolution spatiale et sa localisation. Cependant, la classification basée
sur les représentations par des descripteurs multi-dimensionnels (même généralisés dans un cadre
multiéchelle) n’est pas adaptée à l’analyse des images IR.

Une considération essentielle, et finalement assez intuitive, qui ressort de cette étude est que l’ex-
traction d’attributs descriptifs (de la texture ou de tout autre caractéristique) doit se faire en regard
des propriétés des images. Nous voyons que la définition d’une méthodologie d’analyse d’images qui
se voudrait universelle et indépendante de la nature de l’image considérée (ou, plutôt, des propriétés
statistiques de la famille à laquelle l’image considérée appartient) n’est pas fondée, contrairement
à ce qui est avancé dans [Baraldi et Parmiggiani, 1995] par exemple. En particulier, les propriétés
des systèmes étudiés doivent être prises en compte dans la démarche d’analyse, comme dans le cas
des images météorologiques, qui sont des données complexes.

Le cadre multiéchelle, utilisé pour la généralisation des outils classiques, se révèle adapté à l’étude
des images IR. Cependant, le fait qu’une méthode d’analyse (comme la classification à partir des
MC-attributs multiéchelles) rentre dans ce cadre n’en assure pas l’efficacité. D’autres propriétés
des images IR doivent être prises en compte, qui découlent essentiellement des propriétés physiques
du système considéré (variable thermodynamique dans un écoulement en turbulence complètement
développée, laquelle est par conséquent non seulement multiéchelle, mais aussi invariante d’échelle).
Idéalement, la modélisation devra reposer sur une approche qui permette de rendre compte de
certains phénomènes physiques du type ”turbulence”. C’est ce que nous allons voir dans le chapitre
suivant, après avoir introduit quelques uns des principaux outils d’analyse multiéchelle.
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5. Des outils multiéchelles et multifractals

d’analyse d’images

Compte tenu des propriétés d’invariance d’échelle qui caractérisent à la fois les objets visualisés dans

les images météorologiques et la structure des images elles-mêmes, l’analyse de ces images doit tout

naturellement se faire à travers l’examen d’une large gamme d’échelles, i.e. à travers une analyse
multiéchelle. À partir de la notion d’invariance d’échelle, nous introduisons dans ce chapitre l’outil idéal

d’analyse mutiéchelle, les ondelettes, puis nous abordons le formalisme multifractal. Nous présentons en

détail un modèle original d’analyse multifractale, issu de cette même théorie, pour l’étude des images

naturelles. Ce modèle, au travers d’une étude des transitions les plus singulières du signal, permet une

caractérisation à la fois géométrique et statistique des différentes structures observées dans le signal.

Outre de nombreuses applications pour le traitement des images satellitaires, ce modèle apparâıt plus

particulièrement adapté à l’analyse des images météorologiques.

5.1. L’invariance d’échelle comme paradigme à l’analyse multiéchelle

Une propriété essentielle qui sous-tend nos travaux, et va en fait déterminer la méthodologie que
nous allons employer, est l’invariance d’échelle. Celle-ci intervient, en effet, à la fois :

– dans la physique des phénomènes observés : les structures météorologiques, dont l’évolu-
tion est liée à celle de l’atmosphère qui est un flot turbulent complexe, exhibent typiquement
ce genre de comportement, de sorte qu’aucune échelle d’analyse n’est privilégiée par rapport
à une autre (nous reviendrons sur l’analyse des flots turbulents au chapitre suivant),

– dans l’analyse mathématique du signal : il est couramment observé (et reconnu) que les
statistiques des images naturelles sont laissées invariantes par une action de dilatation des
objets.

5.1.1. Invariance d’échelle et auto-similarité d’un objet, d’un signal

Le phénomène d’invariance d’échelle est associé à l’absence d’échelle de temps ou d’espace pri-
vilégiée : toutes les échelles sont représentées sans distinction d’aucune d’entre elles.

Définition 5.1 En un sens général, un objet d’étude est invariant d’échelle s’il est laissé in-
changé par l’action d’une dilatation : il est symétrique pour cette transformation.
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Énoncée ainsi, cette propriété est incomplète car elle nécessite que soit définie la notion d’échelle :

Définition 5.2 L’échelle se définit généralement pour un objet, elle est la taille significative de
cet objet, i.e. la plus petite des dimensions. La notion d’échelle est directement liée à celle de taille
ou au moins à une grandeur physique.

Par conséquent, cette propriété signifie que le changement d’échelle d’observation, en considérant
une partie du signal étudié, ne change pas les statistiques calculées à partir du signal ; autrement
dit, le changement d’échelle conserve l’aspect général de l’objet.

On peut considérer des échelles plus intuitives de temps ou d’espace, par exemple les fréquences. Il
apparâıt alors que la notion d’invariance d’échelle est intimement liée aux spectres dits en 1/f
et peut être associée au concept de fractal [Mandelbrot, 1982]. Puisqu’il n’existe pas d’échelle
privilégiée et donc aucune fréquence ~ν caractéristique, la puissance spectrale ΓI vérifie une relation
de la forme :

∀~ν, ∀ a > 0,
ΓI(a~ν)
ΓI(~ν)

= g(a).

Ce modèle satisfait l’intuition des comportements en lois d’échelle : entre deux fréquences ca-
ractéristiques, on ne distingue plus de fréquences jouant un rôle privilégié, le spectre étant inva-
riant par une opération de dilatation. Cette analyse simple justifie notamment l’émergence des lois
de puissance dans les problèmes à invariance d’échelle : il ressort de cette expression que g, et
par conséquent ΓI , suivent une loi de puissance du type |ν|−η . On parle de comportement auto-
similaire. Les objets mathématiques fractals [Mandelbrot, 1982], par exemple, présentent cette
propriété, soit parce qu’ils sont constitués de formes répétées à différentes échelles, soit parce que
leurs propriétés présentent une invariance d’échelle, sans pour autant reproduire la même forme à
toutes les échelles.

5.1.2. Invariance d’échelle des images naturelles

Dans le cas des images, la notion d’échelle cöıncide avec l’échelle spatiale. Notons que cette notion
est souvent confondue avec celle de résolution, qui définit plutôt une mesure physique directe-
ment liée au système imageur1. L’invariance d’échelle se traduit sur la forme spatiale des statistiques
calculées sur le signal (e.g. l’espérance de la puissance spectrale, l’autocorrélation, ...). Une statis-
tique sI , fonction de la variable spatiale ~x, n’est pas affectée, à une constante multiplicative près,
par un changement d’échelle selon la définition suivante [Field, 1987] :

∀ ~x,∀ a > 0, sI(a~x) = c(a) sI(~x)

où c est une fonction du paramètre d’échelle a.

L’auto-similarité exacte est une propriété forte dans la mesure où elle met en jeu les statistiques de
tous ordres. Devant les difficultés pratiques des statistiques d’ordre supérieur à 2, on se contente
parfois d’envisager l’existence de comportements en lois d’échelle dans les statistiques d’ordre 2

1La résolution est la période spatiale minimale accessible dans l’image : elle correspond en fait à la taille de la zone

couverte par un pixel de l’image.
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uniquement et on vérifie l’adéquation avec un spectre en 1/f . Ainsi, les images naturelles, i.e. sans
organisation particulière des objets, ont souvent été décrites comme mettant en évidence le com-
portement fractal décrit plus haut : elles ne possèdent pas d’échelle propre et sont auto-similaires.
Cette propriété est principalement mise en évidence et vérifiée sur le seul spectre de puissance ; en
effet, expérimentalement, il est statistiquement observé (i.e. sur de grandes collections d’images)
que la puissance spectrale présente une décroissance en loi de puissance du type [Field, 1987] :

ΓI(~ν) ∼ |ν|−(d−ε) (5.1)

où d = 2 est la dimension de l’espace et où |ν| est la fréquence radiale2. L’exposant ε est généralement
très petit et dépend des particularités de l’échantillon d’images considérées [Ruderman, 1994]. Cette
propriété est essentiellement due à la nature des arrangements des contours et des textures à
l’intérieur des images naturelles [Turiel et Parga, 2000a]. En effet, la dépendance en |ν|−2 traduit
les changements lisses d’illumination de l’image, dont la régularité n’est finalement perturbée que
par la présence de contours.

Fig. 5.1.: Illustration de l’invariance d’échelle sur le spectre de puissance. De gauche à droite :
image originale, puissance spectrale (log-représentation) et diagramme log− log de la
puissance spectrale en fonction de la fréquence spatiale radiale (la puissance spectrale
est intégrée sur des couronnes du domaine fréquentiel). Le spectre exhibe une dépendance
de la forme |ν|2−ε avec ε ≈ 0.097 (les petits rayons ne sont pas utilisés dans le calcul de
ε car l’estimation dans les couronnes près de l’origine est mauvaise).

La propriété d’auto-similarité ne suffit cependant pas à décrire, de manière précise et détaillée, la
structure et le contenu local des images naturelles [Ruderman et Bialek, 1994] [Ruderman, 1997].
Ceci provient essentiellement du fait que ce comportement revient à assigner le même exposant
d’échelle à tous les pixels de l’image. Nous verrons qu’il est nécessaire, afin d’obtenir une meilleure
description de l’image, de définir localement une variable elle-même capable de décrire des ca-
rastéristiques locales [Turiel et al., 2004]. L’idée sous-jacente est de pouvoir décrire, à l’aide d’une
seule variable définie sur toute l’image, les différents comportements d’échelle des pixels de l’image
[Turiel et al., 2000].

2Cette relation n’est cependant pas forcément vérifiée de manière déterministe : il est évidemment difficile de dire

qu’une image conserve réellement son aspect par changement d’échelle.
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5.1.3. L’approche multiéchelle

Lorsque l’on évoque la notion d’invariance d’échelle, il est naturel de faire appel à une des-
cription multiéchelle pour analyser les images : l’opération fondamentale pour l’analyse des lois
d’échelles réside effectivement dans la variation de la résolution. L’objectif est de pouvoir observer
éventuellement de nouvelles propriétés se manifestant au niveau des représentations à différentes
résolutions.

Définition 5.3 Une analyse multiéchelle est une description de l’image qui fait intervenir simul-
tanément les représentations de l’image à différentes échelles (i.e. différents niveaux de résolution).

Il peut s’avérer que les propriétés de l’image ne découlent finalement pas de l’invariance d’échelle,
mais l’approche multiéchelle reste évidemment valide. Celle-ci permet de ”découper” une image
quelconque et de savoir l’information contenue à chaque niveau de l’échelle. Notons cependant que,
sous le terme générique d’analyses multiéchelles, on distingue généralement :

– les analyses en échelles qui produisent des images dont le contenu est caractérisé par une
échelle. Elles opèrent un filtrage de type passe-bande qui permet de sélectionner les objets et
détails dont la taille est proche de la taille désirée.

– les analyses en résolutions qui produisent des images caractérisées par leur résolution. L’image
de résolution donnée contient alors la fréquence spatiale maximale ainsi que toute les fréquences
inférieures possibles. On passe donc de l’image originale à la composante en résolution par
un filtrage passe-bas.

Ce dernier type d’analyses permet d’avoir une vision hiérarchique du contenu de l’image, mais
redondante au sens des échelles contrairement aux analyses en échelles.

5.1.4. Objectifs

L’invariance d’échelle caractérise donc, d’une part, les propriétés physiques (et également statis-
tiques) des phénomènes sous-jacents à l’évolution des structures et objets observés dans les images
IR et, d’autre part, les propriétés statistiques des images elles-mêmes. De ce fait, il apparâıt que
les images IR présentent un caractère invariant d’échelle. Leur étude doit donc se faire à travers
l’examen d’une large gamme d’échelles (idéalement toutes), i.e. à travers une analyse multiéchelle.
Il est alors tout naturellement nécessaire d’introduire des outils respectant une certaine invariance
d’échelle, de façon à reproduire les caractéristiques observées.

L’outil naturel d’analyse multiéchelle est la transformée en ondelettes. En effet, les ondelettes sont
elles-mêmes construites en respectant une certaine invariance d’échelle, et sont dotées de nombreuses
propriétés qui les rendent malléables et efficaces. Elles constituent notamment un outil puissant
pour l’analyse des images, en offrant une décomposition en plusieurs niveaux de détails, et la
compression, en fournissant une description compacte.
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5.2. Un outil idéal d’analyse multiéchelle des images : les ondelettes

La transformée en ondelettes est apparue en géophysique au début des années 1980 pour l’ana-
lyse des signaux sismiques et a été formalisée plus tard dans [Grossmann et Morlet, 1984]. Les
ondelettes ont trouvé là une impulsion initiale fulgurante puis un terrain propice à un fantas-
tique essor dans les communautés du traitement du signal et des mathématiques. C’est au sein de
ces dernières communautés que des développements théoriques et appliqués majeurs ont eu lieu
ces 20 dernières années [Meyer, 1989] [Mallat, 1989]. Des avancées significatives ont encore été faite
dans [Daubechies, 1992] [Chui, 1992] [Wornell, 1995] [Holschneider, 1995]. Ces avancées ont alors in-
fluencé d’autres domaines de recherche, dont, en particulier, des applications pour la compréhension
des processus géophysiques [Kumar et Foufoula-Georgiou, 1997] [Arrault et al., 1997].

Dans la suite, nous définissons tout d’abord la transformée en ondelettes (TO). Nous nous limitons
à l’introduction des notions essentielles. Nous nous intéressons ensuite au principe de l’analyse mul-
tirésolution (associée à la représentation en ondelettes) qui laisse entrevoir les possibilités offertes
par l’analyse en ondelettes. Dans le cadre du traitement d’images, la détection de contours ou la
compression du signal sont devenues des applications courantes. Nous renvoyons à l’ouvrage de
référence [Mallat, 2000] pour une revue complète de l’outil ondelette.

5.2.1. La transformée en ondelettes

La TO d’un signal permet de représenter le signal sur un espace bidimensionnel, appelé plan
”temps-échelle”, fournissant sur le signal des informations conjointes en temps et en fréquence (cf.
annexe C). Le pavage du plan ”temps-fréquence” induit par cette transformée a pour particularité
de permettre une résolution temporelle fine aux hautes fréquences et une résolution fréquentielle fine
aux basses fréquences. Cette propriété est particulièrement intéressante pour l’analyse des signaux.

La transformée en ondelettes continue

Choisissons une fonction de base ψ de L2(R), appelée ondelette mère et considèrons un ensemble
de fonctions ψa,τ , appelée simplement ondelettes, qui sont obtenues à partir de la dilatation et de
la translation de la fonction ψ [Mallat, 1989] [Daubechies, 1992] :

ψa,τ (t) =
1√
a
ψ(
t− τ

a
). (5.2)

Le facteur 1/
√
a normalise ψa,τ afin de préserver l’énergie : ‖ψa,τ‖22 =

∫
R |ψa,τ (t)|

2 dt = 1.

Définition 5.4 La tranformée en ondelettes continue (TOC) TOC[f ] d’une fonction f de L2(R)
est définie comme la projection de f sur l’ensemble des ondelettes {ψa,τ} : L2(R) → L2(R2)

f 7→ TOCψ[f ](a, τ) = 〈f, ψa,τ 〉 =
1√
a

∫
R
f(t)ψ

(
t− τ

a

)
dt.

(5.3)
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Les coefficients d’ondelettes TOCψ[f ](a, τ) dépendent donc de deux paramètres qui peuvent varier
continûment : un facteur d’échelle, a, et un facteur de translation, τ . La tranformée en ondelettes
continue peut également s’écrire comme un produit de convolution :

TOCψ[f ](a, τ) = f ? ψa(τ) (5.4)

avec la fonction dilatée ψa(t) = 1√
a
ψ( ta).

Tout comme la transformée de Fourier, la TOC est inversible sous certaines conditions :

Proposition 5.1 Si l’ondelette mère ψ ∈ L2(R) vérifie la condition suivante, dite condition
d’admissibilité :

Cψ =
∫

R

|F [ψ](ν)|
|ν|

dν < +∞ (5.5)

alors la TOC est inversible (à gauche), et la transformée inverse s’écrit :

f(t) =
1
Cψ

∫∫
R
TOCψ[f ](a, τ)ψa,b(t)

da dτ

τ2
(5.6)

Cette condition implique que l’ondelette mère oscille, i.e. :

F [ψ](0) =
∫
ψ(t) dt = 0. (5.7)

et donc que ψ posséde un spectre de type passe-bande. Elle impose également que le spectre de
l’ondelette mère ait une décroissance au moins en |ν|−1/2 à l’infini.

Sous la condition d’admissibilité, la représentation par les coefficients d’ondelettes est une représenta-
tion complète et stable du signal, mais également redondante : on obtient plus de coefficients d’on-
delettes qu’il n’en est nécessaire pour décrire le signal de manière exhaustive.

La transformée en ondelettes discrète

Compte tenu de la redondance de la TOC, il est avantageux de discrétiser la représentation continue
en échantillonnant à la fois le paramètre d’échelle a et le paramètre temporel τ . En pratique, on
a plus souvent affaire à des signaux discrets, mais même sans cela il suffit de quelques coefficients
pour couvrir entièrement le plan temps-échelle. La grille d’échantillonage retenue, qui permet de
trouver un compromis entre redondance et perte d’information, est la suivante :

{(a, τ) = (aj0, kτ0a
j
0), a0 > 1, τ0 > 0}(j,k)∈Z2

et j, k représentent les nouveaux indices d’échelle et de temps.

Définition 5.5 La transformée en ondelettes discrète (TOD), simplement notée Tψ, est définie
par l’application :  L2(R) → l2(Z2)

f 7→ Tψ[f ](j, k) = a
− j

2
0

∫
R
f(t)ψ(a−j0 t− kτ0) dt

(5.8)
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Fig. 5.2.: Exemples d’ondelettes analysantes classiques. De gauche à droite : ondelette de Haar,
ondelette mexicaine et ondelette de Morlet (pour cette dernière, seule la partie réelle est
représentée).

Cette transformée peut être inversée à l’aide d’une somme discrète mettant en jeu la base duale
ψ̃jk de ψjk :

f(t) =
∑
k∈Z

∑
j∈Z

Tψ[f ](j, k) ψ̃jk(t).

En particulier, si on choisit a0 = 2 et τ0 = 1, on est amené à considérer la famille d’ondelettes
ψjk(t) = 2j/2ψ(2jt− k), et on parle alors de TOD dyadique :

Définition 5.6 La projection en ondelettes dyadique d’un signal f , notée Tψ[f ](2·, ·), est définie
par :

Tψ[f ](2j , k) = 2
−j
2

∫
R
f(t)ψ(2−jt− k) dt. (5.9)

Le choix privilégié du couple (a0, τ0) = (2, 1) a conduit à proposer des algorithmes rapides d’opéra-
teurs de décimation et d’interpolation d’un facteur 2. Ces opérateurs constituent notamment la
base de la théorie de l’analyse multirésolution [Mallat, 2000], à l’origine de la construction
de bases discrètes d’ondelettes dyadiques, qui sera introduite dans la section suivante. En vision
par ordinateur, l’utilisation de telles ondelettes est également largement motivée par des études
physiologiques de la perception visuelle [Unser et Eden, 1989].

Quelques propriétés des ondelettes

Un bon nombre de propriétés permet de caractériser les ondelettes. Certaines de ces propriétés
interagissent entre elles, ne peuvant pas toutes être satisfaites en même temps : un compromis
doit donc être trouvé pour le choix (ou la construction) de l’ondelette, en accord avec l’application
envisagée.

(i) Localisation - La qualité de localisation en temps et en fréquence peut se mesurer par
rapport à la borne d’incertitude du principe de Heisenberg (cf. annexe C) qui, lorsqu’elle
est atteinte, assure la meilleure localisation possible. Une mauvaise localisation induit un
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étalement de l’énergie du signal autour d’un instant moyen et d’une fréquence moyenne pour
une échelle donnée.

(ii) Régularité - Une des propriétés les plus importantes d’une ondelette est la cancellation qui
est liée à sa régularité et qui dépend en fait du nombre n de ses moments nuls. L’appartenance
à cette classe d’ondelettes est équivalente à :

∀ 0 ≤ k ≤ n :
∫

R
tk ψ(t) dt = 0 (autrement dit :

dkF [ψ](0)
dνk

= 0).

La nullité des moments de l’ondelette permet l’analyse de la régularité locale d’un signal, mais
elle permet également de caractériser une propriété ”duale”, i.e. l’ordre des singularités d’un
signal. En outre, dans la phase de reconstruction du signal, la qualité de restitution dépend
de la régularité de l’ondelette.

(iii) Compacité - La compacité est liée aux propriétés de localisation de l’ondelette. Elle permet
de garantir une grande précision dans le calcul des coefficients car elle évite le problème de
troncature dans le cas des supports à durée infinie. La cancellation des moments de l’ondelette
accrôıt sa régularité, mais elle augmente aussi la taille de son support.

(iv) Symétrie - Les fonctions symétriques ou antisymétriques sont importantes parce qu’elles
permettent de construire des bases d’ondelettes régulières sur un intervalle, et non plus sur
tout l’axe réel.

(v) Orthogonalité - L’ondelette mère ψ est dite orthogonale lorsque la famille d’ondelettes
{ψjk}(j,k)∈Z est une base orthogonale :

〈ψjk, ψj′k′〉 = δjj′ δkk′ .

L’orthogonalité de l’ondelette minimise la redondance de la représentation, produisant ainsi
un codage efficace grâce au faible nombre de coefficients : l’indépendance des coefficients,
résultant de la condition d’othogonalité, se traduit par une absence d’information redon-
dante. En revanche, si l’on veut que l’ondelette ψ soit symétrique ou qu’elle préserve la phase
linéaire, ce qui est très important en traitement d’image, la base d’ondelettes ne devra pas
être orthogonale.

5.2.2. Analyse multirésolution et décomposition en ondelettes

L’analyse multirésolution (AMR) permet de décomposer un signal sur une série de sous espaces
de L2(R) : les espaces dits d’approximations et de détails. Le principe consiste à décomposer le
signal à analyser en une suite de coefficients, également dits d’approximation et de détail, chaque
suite d’approximation se décomposant à son tour en approximation et détail. Les ondelettes ap-
paraissent naturellement dans le formalisme de l’AMR, la TOD (généralement dyadique) étant
ici utilisée pour fournir la décomposition du signal sur les espaces de détails. Dans le cadre du
traitement d’image, l’AMR a rencontré un grand succès, surtout pour des applications d’analyse
et de compression.

Dans la suite, nous évoquons succintement le cadre théorique de l’AMR pour la génération d’on-
delettes orthogonales 1D et nous présentons sa généralisation aux images.
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Cadre théorique de l’AMR

Mallat [Mallat, 1989] et Meyer [Meyer, 1989] montrent que des bases orthonormées d’ondelettes de
L2(R) peuvent être obtenues à partir de la notion d’AMR. L’AMR consiste à définir des espaces
sous-embôıtés Vj de L2(R2) qui vérifient diverses contraintes d’invariance par translation et par
changement d’échelles relatives [Mallat, 2000] :

Définition 5.7 Une suite {Vj}j∈Z, de sous espaces vectoriels de L2(R) est une approximation
multirésolution (et chacun des espaces est un espace d’approximation) si les propriétés suivantes
sont vérifiées :

Il existe une fonction φ telle que {φ(t− k)}k∈Z forme une base de Riesz de V0, i.e. :

∃A > 0, B | ∀f ∈ V0, f =
∑
k

gkφ(t− k) avec A‖f‖22 ≤
∑

g2
k ≤ B‖f‖22.

∀j ∈ Z, Vj ⊂ Vj−1

∀j ∈ Z, f(t) ∈ Vj−1 ⇔ f(
t

2
) ∈ Vj

∀(j, k) ∈ Z2, f(t) ∈ Vj ⇔ f(t− 2jk) ∈ Vj .

lim
j→+∞

Vj =
⋂
j∈Z

Vj = {0}

lim
j→+∞

Vj =
⋃
j∈Z

Vj = L2(R)

Chaque espace Vj à la résolution 2j est ainsi caractérisé par une base orthonormale (φjk)k∈Z dont
les fonctions sont obtenues à partir d’un même motif φ, appelé fonction d’échelle, suivant le
schéma :

{φjk(t) = 2j/2φ(2jt− k)}(j,k)∈Z2 .

Les ondelettes apparaissent alors naturellement comme un moyen d’écrire la différence entre deux
espaces Vj et Vj+1 consécutifs. Un des principaux résultats de l’AMR fournit en effet l’existence
d’une fonction ψ, appelée ondelette mère, telle que les familles :

{ψjk(t) = 2−j/2ψ(2−jt− k)}k∈Z

soient des bases orthonormales des espaces de détail Wj définis comme les complémentaires ortho-
gonaux des espaces d’approximation :

Wj

⊕
Vj = Vj−1. (5.10)

La construction effectuée par l’AMR fournit une décomposition naturelle d’un signal f , puisque
la somme directe des Wj recouvre L2(R) :

L2(R) =
⊕
j∈Z

Wj = Vj
⊕
j′≤j

Wj′ , (5.11)

et cette décomposition consiste en des projections sur les bases {φjk}k∈Z et {ψjk}k∈Z :
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1. l’approximation d’un signal f ∈ L2(R) à la résolution 2j correspond à sa projection sur l’es-
pace Vj , elle est donc caractérisée par la suite de coefficients d’approximation (ajk)k∈Z :

ajk = 〈f, φjk〉 fVj =
∑
k∈Z

ajk φjk.

2. les détails du signal f à la résolution 2j sont définis par la projection de f sur Wj :

djk = 〈f, ψjk〉 = Tψ[f ](2j , k) fWj =
∑
k∈Z

djk ψjk

et sont caractérisés par la suite des coefficients en ondelettes (djk)k∈Z.

Plus l’échelle est fine, plus l’approximation est précise. En passant d’une échelle j à une échelle j−1,
on rajoute des détails au signal. Ainsi , la relation (5.10) implique que l’approximation du signal à
un niveau j−1 correspond à une approximation plus grossière, au niveau j, complétée par le détail
au même niveau :

fVj−1 = fWj + fVj

et la relation (5.11) implique que pour tout signal f ∈ L2(R) :

f =
∑
j∈Z

fWj =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

djkψjk

= fVj +
∑
j′≤j

fWj′ =
∑
k∈Z

ajk φjk +
∑
j′≤j

∑
k∈Z

dj′k ψj′k

L’avantage du formalisme de l’AMR est lié à l’existence de bancs de filtres discrets qui déterminent
de manière unique la fonction d’échelle et l’ondelette mère. Les fonctions φ et ψ sont en effet
entièrement définies par la seule donnée de filtres miroirs en quadrature h (passe-haut) et g (passe-
bas) suivant les relations d’échelle :

1√
2
φ(
t

2
) =

∑
k∈Z

h(k)φ(t− k) = h ? φ(t) ,

1√
2
ψ(
t

2
) =

∑
k∈Z

g(k)φ(t− k) = g ? φ(t) . (5.12)

Notons que l’AMR peut être étendu pour la génération de bases d’ondelettes non-orthogonales.
Des espaces de détail Ṽj et d’approximation W̃j duals sont alors construits, de sorte qu’une AMR
duale est induite : Wj et Ṽj sont orthogonaux, ainsi que Vj et W̃j , mais pas Vj et Wj , ni Ṽj et W̃j .
La décomposition d’un signal f peut alors s’effectuer dans les bases des deux AMR duales, et on
a l’identité :

f(t) =
∑
k∈Z

〈f, ψ̃jk〉ψjk(t) =
∑
k∈Z

〈f, ψjk〉 ψ̃jk(t)

où {ψ̃jk} désigne la base duale de {ψjk}. Des ondelettes différentes sont ainsi utilisées pour l’analyse
et la synthèse. La construction par l’AMR permet par ailleurs d’expliciter les bases duales, qui sont
également des bases d’ondelettes : ψ̃ (et similairement φ̃) sont entièrement déterminés par des filtres
discrets h̃ et g̃, appelés filtres miroirs conjugués, suivant des formules identiques aux équations (5.12).
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Extension au cas 2D

Une AMR peut être définie dans le cas 2D comme une séquence de sous-espaces embôıtés Vj de
L2(R2). Les définitions en 1D sont également valables, de sorte qu’il existe une fonction d’échelle Φ
engendrant l’AMR, i.e. telle que les familles de fonctions :

{Φj,(k,l)(~x) = 2−jΦ(2−jx− k, 2−jy − l)}(k,l)∈Z2 , ~x = (x, y)

soient des bases orthonormées des espaces Vj .

En pratique, la méthode la plus simple consiste à construire des AMR séparables de L2(R2) par
produit tensoriel d’une AMR de L2(R). Chaque espace Vj se développe ainsi en un produit tensoriel
de sous-espaces identiques V 1

j de L2(R) : Vj = V 1
j ⊗ V 1

j , de sorte que :

Φ(~x) = φ(x)φ(y)

où φ est la fonction d’échelle 1D de V 1
j . Si ψ désigne l’ondelette 1D associée à φ, alors on peut

définir une base orthonormale du complémentaire orthogonal Wj de Vj en translatant et dilatant
trois fonctions d’ondelettes 2D :

Ψ1(~x) = φ(x)ψ(y), Ψ2(~x) = ψ(x)φ(y), Ψ3(~x) = ψ(x)ψ(y).

Les projections sur les espaces Vj et Wj permettent de définir resp. les coefficients d’approximation
et de détail qui interviennent dans le changement de bases :

{Φj−1,k}k∈Z ↔ {Φjk}k∈Z ∪ {Ψ1
jk}k∈Z ∪ {Ψ2

jk}k∈Z ∪ {Ψ3
jk}k∈Z.

À l’échelle j, une image I (I ∈ L2(R2)) est décomposée en un jeu de quatre coefficients selon :

aj = 〈I,Φj〉, d 1
j = 〈I,Ψ1

j 〉, d 2
j = 〈I,Ψ2

j 〉, d 3
j = 〈I,Ψ3

j 〉. (5.13)

L’analyse par ondelettes consiste donc à déterminer les suites {ajk = 〈I, φjk〉}k∈Z et {drjk =
〈I, ψjk〉}k∈Z,r∈{1,2,3} pour différentes résolutions. Mallat propose dans [Mallat, 1989] un algorithme
récursif permettant de les calculer de façon simple et rapide, suivant un schéma de décomposition
en sous-bandes utilisant les paires de filtres conjugués en quadrature h et g, qui déterminent
complètement les ondelettes. La nature dyadique de l’AMR est étroitement liée à la possibilité
d’opérer des sous-échantillonnages élémentaires du signal par suppression d’un terme sur deux, et
des suréchantillonnages élémentaires par insertion d’un 0 tous les deux coefficients : en effet les
équations (5.12) peuvent être vues comme des relations de filtrage-décimation.

Décomposition multiéchelle de l’image

L’intérêt des ondelettes est de permettre la décomposition de l’image à différentes résolutions et
d’essayer d’extraire l’information pour chacune de ces résolutions. À chaque échelle, on considère une
approximation de l’image à étudier, et un certain nombre de détails, correspondant éventuellement
à plusieurs orientations, le tout constituant des sous-bandes.
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Chapitre 5: Des outils multiéchelles et multifractals d’analyse d’images

Fig. 5.3.: Décomposition d’une image en détails et approximation de l’AMR. À gauche :
représentation de l’arbre de décomposition sur J = 3 résolutions. On obtient ainsi
3J + 1 = 10 sous-imagettes. À droite : décomposition d’une image IR (l’ondelette
utilisée est ici l’ondelette de Daubechies d’ordre 8 [Daubechies, 1992]) ; l’image originale
est présentée en figure 5.4.

On représente classiquement les coefficients de décomposition d’une image en partageant le plan
image en imagettes de façon récursive. Pour J > 0 quelconque, une image I est représentée de
manière exhaustive par les 3J + 1 images discrètes suivantes :

{aj , (d1
j )1≤j≤J , (d

2
j )1≤j≤J , (d

3
j )1≤j≤J}.

Le nombre d’échantillons représentant l’image reste le même quel que soit la profondeur de décompo-
sition. Dans ce processus d’itération, chaque image approximée aj−1 est décomposée en aj , d1

j , d
2
j

et d3
j jusqu’à la profondeur J . Cette décomposition en ondelettes peut s’interpréter comme une

décomposition du signal en un ensemble de canaux fréquentiels indépendants spatialement orientés.
En effet, puisque φ et ψ réalisent resp. des filtrages passe-bas et passe-haut :

– aj correspond aux basses fréquences de l’image aj−1,

– d1
j donne les hautes fréquences verticales (i.e. les contours horizontaux),

– d2
j donne les hautes fréquences horizontales (i.e. les contours verticaux),

– d3
j donne les hautes fréquences dans les 2 directions (i.e. les coins, les diagonales).

On peut ainsi définir un arbre de décomposition indiquant la hiérarchie des espaces d’approximation
et de détail. Là encore, l’ouvrage de Mallat [Mallat, 2000] fournit une description détaillée des algo-
rithmes de transformation directe (décomposition, cf. figure 5.3) et, également, de transformation
inverse (reconstruction, cf. figure 5.4).
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Fig. 5.4.: Compression d’image obtenue par quantisation des coefficients d’ondelette. De gauche
à droite : image IR originale, reconstruction, erreur.

Discussion

En segmentation d’images, diverses méthodes utilisant les coefficients en ondelette ont été em-
ployées. Les méthodes de décomposition dans des bases d’ondelettes de l’AMR permettent tout
naturellement d’extraire les détails des différentes sous-bandes jusqu’à une certaine résolution. Les
détails correspondant notamment aux coefficients d’ondelette les plus élevés peuvent alors être
identifiés aux contours des images. On peut également extraire des caractéristiques de texture en
utilisant ces décompositions [Mallat, 1989]. Pour chaque sous-image obtenue, la décomposition four-
nit une carte d’énergie permettant d’extraire les composantes les plus significatives ; à partir de ces
cartes, la discrimination des textures est effectuée en définissant une carte des distances. Les filtres
d’ondelettes couramment utilisés sont les filtres proposés par Daubechies [Unser et Eden, 1989] ou
les ondelettes de Gabor [Ma et Manjunath, 1996]. On peut également généraliser la TO en construi-
sant les paquets d’ondelettes où les détails peuvent aussi être décomposés. Bien qu’ayant de bonnes
performances expérimentales, ces méthodes reposent sur des réglages empiriques de paramètres,
qui rend leur analyse mathématique difficile.

En compression d’image, le recours à la décomposition en ondelettes consiste à ne retenir que les
coefficients significatifs les plus représentatifs de l’image, puis à les coder [Cohen et Froment, 1992].
Les algorithmes de compression par ondelettes classiquement proposés privilégient les coefficients de
valeur absolue élevée. Notons que ces coefficients possèdent une double corrélation spatiale et inter-
échelle car ils se situent en fait le long des lignes de discontinuités de l’image à l’échelle considérée,
i.e. à l’emplacement des contours multiéchelles tels qu’ils sont définis par Marr [Marr, 1982]. Cette
idée est à l’origine de la détection des contours multiéchelles par les maxima d’ondelettes.

5.2.3. Maxima d’ondelettes et détection de contours

Il apparâıt, dans le cadre 2D, que l’information essentielle portée par une représentation en onde-
lettes est donnée par ses coefficients de grande amplitude, lesquels sont localisés au voisinage des
contours. Il existe une corrélation géométrique entre les coefficients des différentes échelles. Ces re-
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marques conduisent à considérer un échantillonnage adaptatif de la TOC de façon à ce que les coeffi-
cients retenus correspondent directement aux différents contours multiéchelles [Mallat et Zhong, 1992].
C’est le principe de la représentation par les maxima du module de la transformée en ondelettes
(MMTO).

Cadre théorique de la représentation par les MMTO

La TOC d’une image I est obtenue par filtrage multiéchelle d’une ondelette 2D séparable Ψ =
(ψ1, ψ2) construite comme la dérivée partielle selon x et selon y d’une fonction régulière θ de ~x =
(x, y) [Mallat, 2000] :

ψ1(~x) = −∂θ(~x)
∂x

et ψ2(~x) = −∂θ(~x)
∂y

. (5.14)

Dans les deux directions indéxées par 1 ≤ i ≤ 2, on utilise la TO dyadique en τ = (τ1, τ2) :

T iΨ[I](2j , τ) = 〈I,Ψi
2j ,τ 〉 = I ? ψ̄i2j (τ)

où on pose :

ψi2j (~x) =
1
2j
ψi
( x

2j
,
y

2j
)

et ψ̄i2j (~x) = ψk2j (−x,−y).

Le noyau θ apparaissant dans (5.14) est en fait utilisé, via ses dilatations, pour lisser l’image. Les
coefficients de la TOD dyadique correspondent au jacobien :(

T 1
Ψ [I](2j , τ)

T 2
Ψ [I](2j , τ)

)
= 2j

(
∂
∂τ1

(I ? θ̄2j )(τ)
∂
∂τ2

(I ? θ̄2j )(τ)

)
= 2j ∇(I ? θ̄2j )(τ) (5.15)

et sont donc proportionnels aux coordonnées du vecteur gradient ∇I de I lissé par θ̄2j :

θ̄2j (~x) = θ2j (−x,−y) = 2−jθ(−2jx,−2jy).

La représentation par MMTO correspond à l’échantillonnage suivant de la représentation en on-
delettes dyadiques [Mallat et Zhong, 1992] : pour chaque échelle 2j , les maxima du module de la
transformée en ondelettes sont définis aux points où le module du jacobien (5.15) est localement
maximal le long des points parallèles à la direction donnée par ce jacobien. Le module du jaco-
bien ∇(I ? θ̄2j )(τ) est proportionnel au module de la TO :

MΨ[I](2j , τ) =
√
|T 1

Ψ [I](2j , τ)|2 + |T 2
Ψ [I](2j , τ)|2.

Si l’angle du vecteur de la TO dans le plan est exprimé par :

AΨ[I](2j , τ) =

a(τ) si T 1
Ψ [I](2j , τ) ≥ 0

π − a(τ) si T 1
Ψ [I](2j , τ) < 0

avec a(τ) = tan−1(T 1
Ψ [I](2j , τ)/T 2

Ψ [I](2j , τ)), alors la direction de ∇(I ? θ̄2j )(τ) est pointée par le
vecteur unitaire nj(τ) = (cosAΨ[I](2j , τ), sinAΨ[I](2j , τ)). Les MMTO, à une échelle 2j , corres-
pondent aux points τ0 pour lesquels le module MΨ[I](2j , τ) est localement maximal en τ = τ0

lorsque τ = τ0 + λnj(τ) pour |λ| petit. Ces points particuliers se traduisent par la notion de
contours.
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Contours multiéchelles

Les MMTO permettent d’étudier à différentes échelles, les points de discontinuités présent dans
l’information analysée. Cette définition est en fait un cas particulier de celle des contours multiéchelles
donnée dans [Canny, 1986], en continuité des travaux de [Marr, 1982] : les contours formalisés
par des discontinuités de l’intensité sont des singularités qui ont tendance à se propager à toutes
les échelles et qui se manifestent par des coefficients de valeur élevée. Les points de contours
multiéchelles s’identifient donc aux MMTO.

Fig. 5.5.: Représentation par MMTO à différentes résolutions j. De haut en bas : compo-
santes T 1

Ψ [I](2j , τ) et T 2
Ψ [I](2j , τ) dans les directions horizontale et verticale resp., mo-

dules MΨ[I](2j , τ) (les pixels blancs et noirs correspondent resp. aux valeurs nulles et
maximales de l’amplitude), angles AΨ[I](2j , τ). De gauche à droite : résolutions j =
1, · · · , 5. Ces images, ainsi que celles des figures 5.6, 5.7 et 5.24 ont été obtenues en
utilisant les codes fournis par le logiciel LastWave c© [LastWave].

L’algorithme de détection de contours utilise la représentation module-angle définie ci-dessus et
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peut être divisé en deux principales étapes :

– à chaque échelle j, on cherche un point τ0 correpondant au maximum des modules en com-
parant MΨ[I](2j , τ) à ses voisins dans la direction nj(τ).

– le point τ0 correspond à un maximum de module à travers les échelles.

La représentation finalement obtenue permet d’introduire une composante géométrique, les courbes
de contour à une échelle donnée, lesquelles sont obtenues par châınage des maxima voisins formant
une direction orthogonale à celle du jacobien. À cette composante géométrique sont associées les
valeurs des coefficients en ondelettes de chaque maxima. Dans l’implémentation discrète, cela cor-
respond au même type d’algorithme de filtrage en sous-bandes que celui utilisé dans le cadre des
AMR, la différence étant qu’aucune opération de décimation n’est effectuée.

Fig. 5.6.: Contours multiéchelles obtenus à partir de la représentation de la figure 5.5. En haut :
modules maximaux, en bas : modules maximaux seuillés.

Reconstruction à partir des modules maximaux

Les maxima d’ondelettes permettent de disposer d’une représentation illustrant les bords de l’image
à différentes échelles. De plus, cette représentation a la particularité d’être empiriquement inversible.
Ceci a ouvert le champ des applications vers des problématiques de débruitage, de compression
[Cohen et Froment, 1992].

De fait, une application de cette représentation à la compression d’images a tout de suite été
proposé [Froment et Mallat, 1991]. Elle consiste à représenter une image par son approximation la
plus grossière et par ses maxima dyadiques. Lorsque tous les maxima locaux sont conservés, cette
représentation permet de reconstruire une image visuellement identique à l’originale. L’algorithme
de reconstruction proposé alterne une projection sur l’espace des TO avec une projection sur
l’espace des images possédant la même représentation par maxima.
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Fig. 5.7.: Reconstruction à partir des MMTO : ceux-ci sont obtenus par seuillage des modules
à toutes les résolutions. De gauche à droite : image originale, image reconstruite et
erreur.

Discussion

L’approche par maxima locaux revient à considérer, en quelque sorte, les ondelettes comme des
opérateurs de dérivation multiéchelle : d’une part, les discontinuités spatiales se retrouvent à
différentes échelles, et, d’autre part, les zones régulières de taille suffisante se manifestent par de
faibles coefficients à de nombreuses échelles. On obtient ainsi une meilleure caractérisation théorique
des contours multiéchelles. Par ailleurs, les maxima locaux conduisent à une représentation plus
stable, autorisant notamment une reconstruction de qualité. L’idée essentielle que suggère cette
méthode est, comme nous le verrons dans la suite, que la TO constitue un outil bien adapté à la
caractérisation des singularités du signal (en l’occurence, dans l’approche par MMTO, les maxima
sont justement liés à ces singularités).

Cependant, contrairement à la représentation par bases d’ondelettes, la représentation par maxima
locaux a suscité peu de recherches ultérieures en traitement d’image, et elle demeure peu utilisée
dans les applications. La caractérisation exacte des contours multiéchelles nécessite notamment
un grand nombre de maxima en ondelettes. L’échantillonnage et la quantification de ces maxima
peuvent entrâıner des erreurs qui se matérialisent par des artefacts au voisinage des contours.

5.2.4. Conclusion

L’analyse en ondelettes, qui s’intéresse à toutes les echelles à la fois, peut être vue comme un
”microscope mathématique” bien adapté à la caractérisation des propriétés d’invariance d’échelle
[Mallat, 2000] : elle constitue l’outil particulièrement adapté pour l’étude des comportements qui
mettent en jeu toutes les échelles conjointement. De nombreux travaux ont montré sa pertinence
pour l’analyse des phénomènes de loi d’échelle. Intuitivement, il y a une adéquation (pour l’analyse
et pour la synthèse) entre le problème étudié (comportements à travers les échelles) et l’outil mis
en œuvre (analyse multiéchelle). Elle permet de prélever des paramètres locaux dans le domaine
spatial, dans le domaine fréquentiel, à des résolutions multiples ainsi que des paramètres inter-
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échelles.

La représentation en ondelettes permet ainsi d’étudier à différentes échelles, les points de dis-
continuités présent dans l’information analysée. En 2D, ces points particuliers se traduisent tout
naturellement par la notion de contours. Nous allons voir que l’approche multifractale, via l’utilisa-
tion de l’outil ondelette, fournit un formalisme idéalement adapté à l’étude et la modélisation des
comportements à travers les d’échelle. Elle offre notamment une définition plus riche, du point de
vue géométrique, des contours.

5.3. Le formalisme multifractal pour l’analyse d’images

La géométrie fractale a été introduite pour décrire les relations d’échelle entre des structures
géométriques et l’échelle d’analyse de ces structures : la ”taille” d’un ensemble fractal varie comme
l’échelle à laquelle il est examiné, donné par la dimension fractale [Mandelbrot, 1982] [Wornell, 1995].
La généralisation à la notion de multifractale [Lévy Véhel, 2000] revient essentiellement à considérer
les ensembles multifractals comme une hiérarchie d’ensembles dont chacun a sa propre dimen-
sion fractale. Ainsi l’analyse multifractale fournit une relation d’échelle qui requiert une famille
(éventuellement infinie) de dimensions, plutôt qu’une seule dimension comme dans le cas de la
géométrie fractale [Abry et al., 2002].

Nous nous contenterons ici de rappeler les principales définitions et propriétés du formalisme mul-
tifractal [Lévy Véhel et al., 1997]. L’idée de départ est d’analyser la régularité locale du signal, sur
laquelle on n’a fait aucune hypothèse. La notion de singularité est ainsi introduite. Il apparâıt que
l’information de régularité ponctuelle est très utile sous cette forme, mais qu’il faut lui adjoindre des
informations structurelles. Précisèment, l’analyse locale est complétée par une description globale,
de plus haut niveau. Cette description consiste le plus souvent à mesurer la taille des ensembles
de points de même régularité : c’est la notion de dimension qui est définie. Nous envisagerons
également les applications dans le cadre du traitement d’image.

5.3.1. Mesure de régularité d’une fonction

Il existe diverses méthodes permettant de quantifier la régularité d’un signal ou d’un ensemble de
points. Précisons tout d’abord ce que nous entendons par régularité : nous nous limitons à un type
de régularités, les régularités Hölderiennes, que nous présentons dans le cas 1D.

Exposant de Hölder

L’introduction des exposants de Hölder permet de mesurer la régularité locale d’un signal. L’idée
est de définir une exposant η tel qu’un signal f se comporte comme |t − t0|η au voisinage de t0 :
cette notion reprend donc d’une certaine façon la notion de dérivée.

Définition 5.8 Une fonction f : R → R est dite ponctuellement Hölderienne d’exposant η > 0
au point t0, si et seulement s’il existe deux constantes Ct0 > 0 et ε0 > 0 et un polynôme Pn de
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degré inférieur ou égal à n = bηc (bηc est la partie entière de η) tels que :

∀ε < ε0, |f(t0 + ε)− Pn(ε)| ≤ Ct0 |hε|η. (5.16)

Géométriquement cela signifie que le graphe de f autour de t0 ressemble à une courbe du type
t → Pn(ε) + Ct0 |ε|η. Notons que dans le cas où f n’est pas dérivable, η < 1 et Pn(ε) = f(t0), on
a donc une relation de la forme |f(t0 + ε) − f(t0)| ∼ C|ε|η : ceci correspond à un comportement
homogène de degré η. Dans le cas où f est dérivable, mais où une dérivée d’ordre supérieur n’existe
pas, la condition (5.16) revient à retrancher à f son polynôme de Taylor pour se retrouver dans la
situation précédente.

Définition 5.9 On appelle exposant de Hölder η(t0) de f en t0, la borne supérieure de toutes
les valeurs pour lesquelles l’équation (5.16) est vérifiée.

Habituellement, on retient la caractérisation suivante de l’exposant de Hölder η(t0), car elle est
plus générale :

(i) ∀γ < η(t0), limε→0
f(t0+ε)−Pn(ε)|

|ε|γ = 0

(ii) si η(t0) < +∞, alors ∀γ > η(t0), lim supε→0
f(t0+ε)−Pn(ε)|

|ε|γ = +∞.

avec le même polynôme Pn. L’exposant de Hölder permet, en un sens, de généraliser le concept de
développement de Taylor pour les signaux irréguliers.

Estimation des exposants de Hölder

Classiquement, l’estimation de l’exposant η(t0) en t0 se fait par régression linéaire sur le nuage de
coordonnées (log |ε|, log |f(t0 + ε)− f(t0)|) dont la pente fournit l’exposant η(t0), :

η(t0) = lim
ε→0

log |f(t0 + ε)− f(t0)|
log |ε|

(5.17)

Nous verrons qu’il existe d’autres méthodes d’estimations. Notons par ailleurs que le terme |ε|
apparaissant dans (5.17) représente la mesure de Lebesgue de l’intervalle [t0, t0 + ε]. L’utilisation
d’une mesure différente permet d’analyser la régularité de f en fonction de cette nouvelle mesure.
L’estimation de l’exposant η(t0) résulte alors de la régression faite sur le nuage de points (log |g(t0+
ε)− g(t0)|, log |f(t0 + ε)− f(t0)|) où g définit la mesure de réfèrence.

Les singularités comme caractéristiques du signal

L’exposant de Hölder étant défini en tout t, on peut introduire la fonction de Hölder t → η(t)
qui permet de décrire la régularité de f . On introduit également tout naturellement la notion de
singularité en un point comme l’absence de régularité du signal en ce point :

Définition 5.10 On dit qu’une fonction f est singulière en t0, si elle n’est pas Hölderienne
d’exposant 1 en t0.
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Cependant, nous dirons plus généralement que la fonction f a une singularité d’ordre η au point t0 si
son exposant de Hölder au point t0 est η(t0) = η. La condition (5.16) revient finalement à supposer
que la dérivée n-ième de f a une singularité d’exposant η− n. L’irrégularité d’une fonction résulte
donc d’une série de singularités de la fonction elle-même ou d’une de ses dérivées d’ordre n. En
résumant, plus η est grand, plus la fonction est régulière. Intuitivement, en terme d’échelle d’analyse,
plus η est grand, moins la fonction f contient de petites échelles.

Les singularités jouent un rôle essentiel dans l’étude des signaux irréguliers. Dans le cas 2D, par
exemple, les contours d’une image correspondent à des discontinuités ou des variations brusques
dans les niveaux de gris, information justement enregistrée par une singularité d’ordre η.

Remarque : influence sur les coefficients d’ondelette

Reprenons l’exemple de la régularité Hölderienne, avec un exposant 0 < η < 1. La relation (5.16) est
équivalente à |f(t0+ε)−f(t0)| ≤ Ct0 |ε|η. Sous ces conditions, il peut être montré [Bacry et al., 1990]
que si ψ est une ondelette telle que : ∫

R
|u|α |ψ(u)| du < +∞

alors il existe une constante C ′t0 telle que les coefficients d’ondelette à l’échelle a vérifient :

|Tψ(a, τ)| ≤ C ′t0(|τ − t0|η + aη).

On aboutit ainsi à une caractérisation des comportements singuliers des fonctions en tous points
grâce aux ondelettes. La TO permet en fait de déceler les singularités, ainsi que leur ordre de
singularité. L’idée intuitive est que les parties régulières du signal sont contenues dans la résolution
la plus grossière. On peut également espérer reconstruire le signal à partir de cette résolution
grossière et les modules maximaux d’ondelettes : c’est exactement le principe de la détection de
contours multiéchelles et de la reconstruction par MMTO. En cas de singularité, un maximum est
présent dans les échelles fines, et, en général, on détecte une suite de modules maximaux convergeant
vers la singularité.

Plus généralement, les ondelettes sont parfaitement adaptées à l’étude des singularités dans les
signaux. Ce résultat aura de multiples applications pratiques, dont en particulier le formalisme
multifractal pour les fonctions, qui revient à utiliser la TO pour faire la statistique des singularités
d’un signal. Nous évoquerons ces applications dans les sections suivantes.

5.3.2. Dimensions fractales d’un ensemble

Les mesures usuelles de longueur ne sont pas adaptées à la caractérisation des propriétés topo-
logiques des objets dits fractals, notamment. Cela a poussé Hausdorff à proposer une nouvelle
définition de la dimension fondée sur les variations de la taille des ensembles lors d’un change-
ment d’échelle. Les dimensions fractales introduites dans le cadre de l’analyse fractale permettent
d’obtenir une mesure de la régularité d’une fonction.
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Mesure et dimension de Haussdorff

La dimension de Hausdorff repose sur la mesure de Hausdorff. Si l’on se place dans un espace eucli-
dien E de dimension D, on peut définir pour chaque ensemble Ω ⊂ E son diamètre, noté |Ω|, comme
la borne supérieure (éventuellement infinie) des distances entre deux points de Ω. On introduit la
notion d’ε-recouvrement de Ω [Berroir, 1994] :

Définition 5.11 Si {Ui} est un ensemble dénombrable d’ensembles tels que ∀i, |Ui| < ε et Ω ⊂
∪+∞
i=1Ui, alors {Ui} est un ε-recouvrement de Ω.

Étant donné un nombre réel s ≥ 0, on définit ensuite pour tout Ω la quantité suivante :

Hs
ε(Ω) = inf

{
+∞∑
i=1

|Ui|s | {Ui} est un ε-recouvrement de Ω

}
.

Quand ε → 0, les recouvrements étant embôıtés, la suite positive
∑+∞

i=1 |Ui|s décrôıt, et, par
conséquent, Hs

ε(Ω) crôıt et admet une limite (éventuellement infinie) :

Définition 5.12 On appelle mesure de Haussdorff de dimension s de l’ensemble Ω la limite :

Hs(Ω) = lim
ε→0

Hs
ε(Ω).

Hs(Ω) est une mesure qui permet de généraliser les notions de longueurs, d’aires et de volumes
[Falconer, 1990]. Les propriétés de changement d’échelle de cette mesure permettent de définir une
valeur de coupure dH(Ω) telle que la mesure de Hausdorff de dimension s est infinie si s < dH(Ω),
et nulle si s > dH(Ω) [Berroir, 1994] :

Définition 5.13 La dimension de Hausdorff dH(Ω) d’un ensemble Ω est définie par :

dH(Ω) = inf{s ∈ R | Hs(Ω) = 0} = sup{s ∈ R | Hs(Ω) = ∞} (5.18)

Notons que si Ω est régulier, alors dimension de Hausdorff et dimension topologique cöıncident.

Dimension de bôıtes

Comme elle dérive d’une mesure, la dimension de Hausdorff est l’outil le mieux adapté pour décrire
les objets fractals, mais présente l’inconvénient d’être difficile à estimer. D’ailleurs, elle est inutili-
sable en pratique et on lui préfère les dimensions de bôıtes de signification voisine :

Définition 5.14 Soient Ω un ensemble borné de E, ε > 0 et Nε(Ω) le plus petit nombre d’ensembles
de diamètres au plus ε recouvrant Ω. On définit alors les dimensions de bôıtes inférieure et
supérieure de Ω par :

d−B(Ω) = lim inf
ε→0

− logNε(Ω)
log ε

d+
B(Ω) = lim sup

ε→0

− logNε(Ω)
log ε

Si ces nombres cöıncident, on appelle leur valeur commune dimension de bôıtes de Ω et on la
note dB(Ω).
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Ces dimensions reposent sur une notion de contenu généralisant la notion de volume. Par contre, leur
définition, qui est plus simple, permet d’écrire des algorithmes d’estimation de la dimension fractale.
En pratique, le calcul de la dimension de bôıtes est effectuée en remplaçant Nε(Ω) par le nombre de
cubes intersectant Ω dans un pavage de l’espace par des cubes d’arête ε, car cette définition, qui est
strictement équivalente, dispense de la recherche d’un minimum. On utilise également, pour Nε(Ω),
l’expression du nombre minimal de boules de rayon ε nécessaire au recouvrement de Ω. Notons que,
lorsque la dimension de bôıtes dB(Ω) est définie, la définition est équivalente à la relation :

Nε(Ω) ∼ ε−dB(Ω). (5.19)

5.3.3. Multifractals et spectres multifractals

On constate très souvent que les phénomènes naturels présentent un caractère de fractalité sur une
très petite plage de variations de la variable analysée et ne sont pas simplement fractals mais plutôt
multifractals. De manière simple, on peut concevoir un ensemble multifractal comme un ensemble
fractal pour lequel la dimension caractéristique (dH) varie (continûment ou non) en fonction des
coordonneés [Abry et al., 2002] : les singularités notamment présentes dans les multifractales varient
souvent d’un point à un autre.

On parle d’analyse multifractale [Lévy Véhel et al., 1997] lorsqu’on décrit la collection η d’ex-
posants observés non pas sous la forme de la fonction η(t) mais à travers la notion de spectres
multifractals. Notons qu’en fait il existe des formalismes multifractals pour les mesures, les fonc-
tions et les processus aléatoires [Arnéodo et al., 1995].

Spectre de Hausdorff

Le spectre de Hausdorff (ou spectre de singularités) décrit l’ensemble des exposants observés sur la
fonction f en associant à chaque valeur η0 la dimension de Hausdorff dH de l’ensemble géométrique
constitué des points t où η(t) = η0.

Définition 5.15 Soit t→ η(t) la fonction de Hölder associée à un signal f . À chaque exposant η,
on associe l’ensemble des points où l’exposant de Hölder vaut η :

Eη ≡ {t | η(t) = η} (5.20)

et on définit alors le spectre de Hausdorff du signal f comme la fonction η → DH(η) qui à toute
valeur η fait correspondre la dimension de Hausdorff de Eη :

DH(η) = dH(Eη). (5.21)

Le spectre de Hausdorff fournit une caractérisation géométrique globale des singularités du si-
gnal. Il mesure ainsi la répartition globale des différents exposants de Hölder. Le spectre de
Hausdorff renseigne principalement sur la proportion de singularités Hölderiennes d’ordre η ap-
paraissant à une échelle quelconque ε puisque les relations (5.19) et (5.21) permettent d’écrire
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[Lévy Véhel et al., 1997] :

Nε(Eη) ∼ ε−DH(η). (5.22)

Le spectre de Hausdorff permet ainsi de considérer la distribution des singularités. Cependant, c’est
une fonction généralement non triviale, car la fonction η(t) peut présenter à son tour de très fortes
irrégularités.

Définition 5.16 Une fonction multifractale est une fonction dont le spectre de Hausdorff est
non réduit à un point.

Spectre de Legendre

Le formalisme multifractal permet dans certains cas de substituer au spectre de Hausdorff un
spectre qui lui est égal, mais qui est plus simple à estimer. Quoique bien fondé théoriquement,
il apparâıt que la détermination de la régularité de signaux quelconques en chaque point, puis le
calcul de toutes les dimensions de Hausdorff correspondantes, est une tâche extrêmement complexe.
Pour pallier cette difficulté, ont été proposés deux autres spectres multifractals, le spectre de grains
(dont nous ne parlerons pas ici) et le spectre de Legendre [Abry et al., 2002].

Ce dernier repose sur la notion de fonction de structures, définie, dans le cas 1D, à partir des
accroissements δrf du signal f par :

Zr(p) =
1
nr

nr∑
k=1

δrf(k)p (5.23)

avec δrf(k) = |f((k + 1)r) − f(kr)| et nr → ∞ quand r → 0. On définit ensuite la fonction τ(p)
qui mesure la décroissance de Zr(p) dans les échelles fines par :

τ(p) = lim inf
r→0

logZr(p)
log |r|

(5.24)

autrement dit :

Zr(p) ∼ rτ(p) pour r → 0 . (5.25)

La fonction τ(p) est relativement facile à estimer en pratique : sa définition ne fait intervenir que
des quantités moyennées sur tout le signal, au lieu des calculs d’exposants en chaque point. Sous
certaines hypothèses, cette fonction possède une propriété de concavité et est partout dérivable
(hormis peut-être sur un ensemble de points isolés). Elle permet ainsi de définir un autre spectre :

Définition 5.17 On appelle spectre de Legendre la fonction η → DL(η) qui fait correspondre
à toute valeur η la transformée de Legendre de τ(p) :

DL(η) ≡ inf
p∈R
{η p− τ(p)} . (5.26)
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En toute généralité, le spectre de Legendre DL fournit l’enveloppe convexe du spectre de Haus-
dorff DH et on a la relation suivante :

DH(η) ≤ DL(η) .

Néanmoins, pour certains signaux, il y a égalité : DH(η) = DL(η), et on dit alors qu’ils vérifient
le formalisme multifractal : on trouve ici un autre point de vue de la définition 5.16. Grâce à des
arguments de convexité, on peut montrer que la transformée de Legendre (5.26) est alors inversible
[Parisi et Frisch, 1985] [Muzy et al., 1994] :

τ(p) = inf
p∈R
{η p−DH(η)} . (5.27)

En pratique, même lorsqu’il n’y a pas de raison de croire que le signal vérifie le formalisme mul-
tifractal, il est toujours intéressant de calculer le spectre de Legendre. Cette fonction est en effet
simple à calculer, car elle ne nécessite notamment pas d’évaluer des dimensions de Hausdorff, et
elle permet d’obtenir une estimation du spectre multifractal et ainsi de la gamme des exposants de
singularité ou de régularité présents dans le signal.

5.3.4. Images et analyse multifractale

Les définitions ci-dessus peuvent tout naturellement être généralisées en dimension supérieure. Elles
permettent ainsi d’introduire les outils multifractals pour l’analyse des signaux 2D [Lévy Véhel, 2000]
[Lévy Véhel et al., 1997]. Leur utilisation se justifie d’ailleurs très intuitivement dans l’analyse
d’image :

– on s’attend à ce que les contours correspondent à des points de faible régularité. Or la valeur
exacte des exposants des points de contour ne saurait être universelle (i.e. réduite à une seule
valeur) : une transformation non linéaire d’une image peut par exemple modifier les valeurs
des exposants tout en conservant les contours. La régularité globale ne suffit pas à décrire
l’image.

– si dans la même image on observe des zones texturées, il n’apparâıt pas sensé d’affecter chaque
pixel à une texture donnée selon sa régularité ponctuelle. La seule régularité locale ne fournit
donc pas toute l’information pertinente. Il apparâıt nécessaire d’introduire une information
structurelle sur l’organisation dans l’image.

L’analyse multifractale, qui consiste, rappelons-le, en deux étapes : dans un premier temps, on
construit des ensembles qui possèdent un comportement local homogène, puis, dans un second
temps, on étudie ces ensembles d’un point de vue globale, permet de répondre à ces attentes en
proposant deux niveaux de description de l’image. Nous présentons ici quelques unes des approches
courantes.

Le choix d’une approche multifractale

Dans les premières méthodes fractales, l’image était considérée comme une surface dans un es-
pace 3D, la troisième dimension étant le niveau de gris de l’image. Plusieurs travaux ont ainsi
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cherché à caractériser les textures à l’aide du calcul de la dimension fractale, extension au cas 2D
des études menées par Mandelbrot [Pentland, 1984]. Une méthode classique d’évaluation de dH
est la méthode de box counting : l’image étant quadrillée à un pas de résolution r, on compte le
nombre de bôıtes Nr nécessaires pour contenir l’image ; en faisant varier la résolution r, on obtient
le graphe de l’évolution de la quantité log(Nr) en fonction de log(r) ; le coefficient directeur de
la droite ajustant le mieux ce nuage de points constitue une estimation de la dimension fractale.
Cependant, cette approche présente l’inconvénient de ne pas rendre compte de la diversité des com-
portements locaux et la transformation d’un problème 2D en un problème 3D accrôıt la complexité
algorithmique.

Pour remédier à ces contraintes, l’approche multifractale a permis plutôt de considérer l’intensité
lumineuse comme une mesure portée par l’image, afin de tenir compte de l’information locale
[Lévy Véhel, 1996] [Berroir, 1994]. On attribue ainsi à chaque point ~x de l’image un exposant de
Hölder η = η(~x) suivant la formule (5.17) qui informe sur la régularité locale de l’image au voisinage
de ~x. La difficulté majeure est liée à la limitation de la résolution numérique qui rend difficile la
mesure de la régularité ponctuelle. Une fois que cette estimation est effectuée sur toute l’image, il est
possible de construire des ensembles regroupant les points de l’image ayant des exposants de Hölder
proches, afin de mesurer la dimensionDH(η) de ces ensembles : cela constitue la deuxième principale
difficulté. L’information (η,DH(η)) ainsi obtenue peut être utilisée pour différentes applications, par
exemple, pour décider si l’on a affaire ou pas à un point de contour [Lévy Véhel et Mignot, 1994].
Une zone bruitée peut par exemple donner lieu à un grand nombre de singularités isolées qui ne
correspondent à aucun contour véritable : l’information de régularité (η) ne suffit pas à elle seule,
il faut tout naturellement lui associer une dimension de Hausdorff (DH(η)). Une bonne partie du
bruit (pixels de singularités isolées) peut ainsi être éliminée en effectuant un seuillage basé sur la
dimension. On peut également utiliser le couple (η,DH(η)) pour mesurer la rugosité d’une texture
[Lévy Véhel et al., 1992].

Estimations à l’aide de mesures et de capacités

Les définitions de l’analyse multifractale peuvent être réécrites pour des mesures qui sont fonc-
tions des niveaux de gris de chaque région mesurée [Lévy Véhel et Mignot, 1994]. Classiquement
la mesure somme est utilisée :

µΣ(A) =
∑
~x∈A

I(~x) .

Cette définition permet de définir les quantités suivantes :

ηµΣ(A) =
logµΣ(A)
log λ(A)

,

sur un ensemble mesurable A de mesure de Lebesgue λ(A). L’image est alors généralement décrite
à l’aide des exposants de Hölder relatifs à la mesure µΣ :

ηµΣ(~x) = lim
r→0

ηµΣ(Br(~x))

lorsque la limite est bien définie.

137
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Fig. 5.8.: Estimation des exposants de singularité ηµ associés à la capacité µmax. À gauche :
image des exposants ; plus clair est le pixel, plus forte est la valeur de l’exposant en ce
point. À droite : distribution des exposants ; le rang des singularités estimées est [0, 2].
Les fortes singularités sont mal estimées.

Afin de réduire la sensibilité des contours au bruit, et pour obtenir une segmentation plus nuancée de
l’image, des fonctions d’ensemble autres que la mesure somme, peuvent être introduites, telles que
des capacités de Choquet [Lévy Véhel et al., 1992] (pour lesquelles la condition d’additivité n’est
pas respectée, contrairement à une mesure). Celles-ci permettent de définir de nouveaux exposants
de Hölder ponctuels, sensibles à différents aspects de la variabilité locale de l’image (figure 5.8).
Par exemple, la capacité µmax peut être définie par :

µmax(~x, ε) = max~x∈AI(~y) .

D’autres exemples peuvent être trouvés dans la littérature [Lévy Véhel et Vojak, 1998].

Estimations à l’aide des MMTO

Il est également possible de formuler les analyses présentées ci-dessus directement sur les coeffi-
cients d’ondelette [Decoster et al., 2000]. Le calcul de l’exposant de régularité peut en effet s’ef-
fectuer en théorie via l’étude du comportement des coefficients d’ondelettes à travers les échelles
[Arnéodo et al., 2000]. La méthode qui donne le meilleur résultat en pratique pour le calcul de ces
coefficients est l’approche MMTO [Arrault et al., 1997] [Arnéodo et al., 1995] déjà présenté dans
la section 5.2.3. Celle-ci consiste principalement à suivre à travers les échelles les lignes de maxima
des coefficients d’ondelettes ; le taux de décroissance des maxima les long des courbes indique alors
l’ordre des singularités isolées [Mallat et Huang, 1992].

La détermination du spectre de singularités peut être réalisée à partir des lignes de MMTO. Sur
la base de la formulation (5.23), on construit une fonction de structure non plus formulée sur les
accroissements du signal, mais sur les coefficients de sa représentation en ondelettes :

Za(p) =
∑
xi

|TΨ[I](xi, a)|p
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où {xi}i constitue l’ensemble des maxima locaux de l’échelle a : l’ondelette est en fait vue comme
une sorte de boule de taille a qui recouvre le support du signal en se plaçant sur les maxima
locaux3. Le comportement dans les petites échelles permet alors de définir de manière identique
l’exposant τ(p) :

Za(p) ∼ aτ(p) quand a→ 0 .

Le formalisme multifractal assure alors que la dimension fractale DH se déduit des exposants τ(p)
par transformée de Legendre. Cependant, de façon pratique, le spectre est estimé en se plaçant dans
un cadre canonique, sans passer par cette transformée. Le lecteur est renvoyé à [Arnéodo et al., 2000]
pour une description de la méthode d’estimation multifractale à l’aide des MMTO. Cette ap-
proche a notamment été mise en œuvre pour l’analyse d’images satellitaires dans la série d’ar-
ticles [Arnéodo et al., 2000], [Roux et al., 2000] et [Decoster et al., 2000]. Les auteurs utilisent la
méthode MMTO pour l’analyse multifractale de surfaces rugueuses dans des images météorologiques
haute résolution (NASA) de champs de radiance. Ils montrent ainsi que les surfaces de nuages ob-
servées se prètent très bien à une description multifractale. La structure des nuages de type stratocu-
mulus, en particulier, reflète fidèlement les propriétés d’invariance d’échelle statistique des champs
scalaires passifs en turbulence complétement développée (voir chapitre suivant). Des applications
similaires sont également envisagées dans [Arnéodo et al., 1999] et [Arrault et al., 1997].

5.3.5. Conclusion

L’intérêt essentiel du formalisme multifractal est de permettre d’établir un lien entre une description
géométrique, faisant appel à la notion de dimension fractale d’un ensemble de points (spectre
de Haussdorf), et une description statistique, utilisant les lois d’échelle des moments (spectre de
Legendre) :

– tout d’abord la présence d’un arrangement multifractal est traduite au travers de propriétés
statistiques,

– par ailleurs, les composantes fractales sont des ensembles ayant une signification géométrique
particulière, effectivement liée aux propriétés statistiques de l’image et non pas une définition
conventionnelle.

Pour établir cette correspondance, les méthodes multifractales proposent une description à la fois
locale et globale de la structure singulière des signaux analysés. Elles mettent l’accent sur une des-
cription multiéchelle du signal (via des moyennes spatiales et/ou des transformées en ondelettes) et
accordent une attention spéciale aux singularités du signal et à la notion de dimension d’ensembles.
Ces méthodes permettent finalement d’exploiter au mieux les propriétés d’invariance d’échelle d’une
image, même si celles-ci ne se manifestent souvent que dans un sens restreint.

3Cette construction vient essentiellement de la remarque suivante : les accroissements δrf de la relation (5.23)

peuvent être réécrits sous la forme d’une transformée en ondelettes à l’aide de l’ondelette dite ”du pauvre” ;

l’introduction d’autres ondelettes, moins näıves, permet naturellement d’améliorer l’estimation des singularités.
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5.4. Un modèle multifractal pour l’extraction des singularités d’une

image

Les images naturelles possèdent une structure multifractale, et ceci peut être démontré de différentes
manières. Comme nous l’avons souligné précédemment, il apparâıt naturel d’adopter une approche
qui respecte, voire reproduise les propriétés des systèmes analysés : le meilleur outil d’étude est
fourni par l’analyse multifractale.

Dans [Turiel et Parga, 2000a], Turiel et Parga introduisent une technique d’analyse des images
basée sur le formalisme multifractal et l’analyse multiéchelle des transitions de niveaux de gris.
Cette approche conduit à une décomposition géométrique de l’image, en extrayant un ensemble
de pseudo-contours et en exhibant également des structures texturées4. Nous développons dans la
suite les bases de ce modèle d’analyse qui va nous servir dans nos travaux.

5.4.1. Motivation : desctription statistique vs. description géométrique

Revenons sur la manière d’aborder l’analyse multifractale d’un signal. Celle-ci peut être réalisée
au travers de deux approches : en analysant soit les propriétés statistiques des données, soit leurs
propriétés géométriques.

(i) L’approche statistique consiste à définir une variable dépendant d’un paramètre d’échelle,
puis, à analyser les moments de la distribution afin de mettre en évidence un comporte-
ment multiéchelle en loi de puissance. Cela revient essentiellement à calculer ses moments en
moyennant les réalisations de cette variable sur un échantillon de points du signal. La variable
est dite multifractale si ses moments exhibent une dépendance en loi de puissance selon le
paramètre d’échelle.

(ii) L’approche géométrique vise également à vérifier une dépendance en loi de puissance d’une
certaine variable suivant un paramètre d’échelle, mais pour l’ensemble des points du signal
(et non plus seulement pour une moyenne de réalisations). Cela revient en fait à effectuer
un test direct de la multifractalité en calculant les exposants de singularité en chaque point
afin d’obtenir les composantes fractales et de vérifier que l’ensemble est organisé suivant une
hiérarchie multifractale.

Les deux formulations sont complémentaires [Abry et al., 2002] puisque elles aboutissent finalement
à la même description (à la fois géométrique et statistique, cf. conclusion 5.3.5). Cependant, le plus
souvent, le caractère multifractal d’un signal est analysé au travers de ses propriétés statistiques (cf.
les méthodes précédentes exposées à la section 5.3.4) ; l’approche géométrique est plus rarement
adoptée car la détermination des exposants d’échelle est a priori plus complexe. L’avantage de
l’approche géométrique est pourtant évident en terme de localisation spatiale des structures de
l’image suivant leur propriétés fractales (on obtient un exposant pour chaque point du signal).

Le modèle multifractal proposé dans [Turiel et Parga, 2000a] présente justement l’avantage d’adop-
ter une approche géométrique pour décrire les structures multifractales de l’image. En outre, il per-

4Les différentes structures pourront être ultérieurement assimilées aux régions turbulentes complexes du signal.
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Fig. 5.9.: Image IR et norme du gradient (calculée näıvement) sur cette image. L’image de gradient
a été transformée par égalisation d’histogramme afin d’accentuer le contraste.

met d’obtenir l’information statistique sous-jacente à partir de la connaissance de la distribution
des exposants calculés. Il combine ainsi, de manière efficace, l’information géométrique et l’infor-
mation statistique, pour permettre une interprétation duale des différentes structures analysées
[Turiel et Pérez-Vicente, 2003b].

5.4.2. Mesure multifractale

Stationnarité du signal, de la norme du gradient du signal

Une caractéristique essentielle des images naturelles est leur non-stationnarité [Ruderman, 1994].
Par exemple, les images IR sont composées de régions de différents aspects. On peut notamment
distinguer les zones texturées (motifs plus ou moins réguliers), les zones homogènes (faibles varia-
tions d’intensité), les contours (zones de transition de l’intensité) ainsi que des petits détails qui
ne ressemblent ni à des textures, ni à des contours. Au contraire, l’image de la norme du gradient
laisse surtout apparâıtre des zones de transition brusque du signal (figure 5.9). On a illustré, sur
la figure 5.10, les propriétés de non-stationnarité du signal et de stationnarité de la norme du
gradient lorsque l’on considère les marginales du signal. L’image n’est pas stationnaire, puisque
qu’apparaissent de fortes variations de niveaux de gris qui sont durables dans le temps : on parle de
transitions à longue portée ; au contraire, les variations de la norme du gradient de l’image sont très
courtes. La non-stationnarité implique que les images ne peuvent notamment pas être modélisées
par des processus de 2nd ordre, et, en particulier, que les statistiques ne suivent généralement pas
de distribution gaussienne [Srivastava et al., 2003]. On entrevoit ici toutes les limitations des tech-
niques classiques d’analyse statistique d’images. L’analyse par spectre de puissance, par exemple,
est seulement une statistique de 2nd ordre et caractérise la variablité du signal en supposant impli-
citement que celui-ci est quasi gaussien.

Dans la suite, on sera donc plutôt amenés à considérer le gradient ∇I du signal plutôt que le
signal I lui-même. En effectuant un développement à l’ordre 2 du signal :

I(~x+ r) = I(~x) + r∇I(~x) + o(|r|2)
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(a) Les signaux sont extraits suivant les lignes de l’image.

(b) Les signaux sont extraits suivant les colonnes de l’image.

Fig. 5.10.: Illustration des propriétés de stationnarité du signal et du signal dérivé. On considère
pour cela des signaux marginaux. Pour le signal original, de fortes variations durables
apparaissent : celui-ci n’est pas stationnaire.

on voit que le gradient de l’image est une approximation du 1er ordre qui décrit essentiellement le
comportement des corrélations à courte durée dans le signal. Celle-ci s’exprime en effet par :

corr(r) = 〈I(~x), I(~x+ r)〉 ∼ r−η

compte tenu de l’invariance d’échelle, et elle est dominée par 〈∇I(~x),∇I(~x+ r)〉. L’idée intuitive
sous-jacente est que la valeur du signal dépend fortement des valeurs du gradient. Comme le gradient
est faiblement corrélé, on pourra considérer le signal et sa dérivée comme indépendants.

L’utilisation du gradient spatial pour décrire les statistiques du signal est, en fait, courante dans la
littérature et repose essentiellement sur l’hypothèse d’indépendance des distributions suivantes :

PI,∇I(i, j) ' PI(i) · P∇I(j)

ce qui autorise une description des distributions de probabilité conjointes des couples de niveaux
de gris au travers des distributions des niveaux de gris et de leur gradient. Il est intéressant de
remarquer que cette relation peut être reliée à la relation 4.7 d’indépendance des distributions des
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niveaux de gris et des différences de niveaux de gris effectuée par [Unser, 1986] dans le cadre de
l’hypothèse GLDV pour l’analyse de texture par MC (cf. section 4.2.2). Intuitivement, la distri-
bution ∇I contient une information suffisante pour la connaissance du signal I. Nous avions alors
déjà souligné le fait que l’information de texture était principalement contenue dans les statistiques
(alors notées PD) des différences de niveaux de gris.

Construction d’une mesure stationnaire sur l’image

Le premier point du modèle d’analyse multifratal concerne la définition d’une mesure appropriée
sur l’image : dans [Turiel et Parga, 2000a], Turiel et Parga proposent d’utiliser une mesure positive
définie à partir du signal dérivé.

Définition 5.18 Pour une image I représentée par sa fonction de luminance (ou niveau de gris)
I(~x) en chaque pixel ~x, on introduit une mesure µ de densité :

dµ(~x) ≡ d~x |∇I|(~x), (5.28)

où |∇I|(~x) désigne la norme du gradient ∇I de l’image en ~x.

La mesure d’un sous-ensemble quelconque A de l’image est donc donnée par :

µ(A) =
∫
A
d~x |∇I|(~x), (5.29)

En fait, la mesure affectée à A est égale à la somme des variations absolues de l’image sur ce sous-
ensemble. Sur une région A de l’image, la mesure µ(A) est d’autant plus faible que cette région est
homogène en niveau de gris.

Proposition 5.2 La mesure µ définie par (5.29) est σ-finie, mais pas nécessairement finie.

En pratique, on considère des images à support borné (même compact), donc µ est en fait à
support compact, et également finie. Un des avantages principaux de la mesure ainsi définie est
d’être construite à partir du signal |∇I| qui est stationnaire, contrairement à I.

Notons par ailleurs qu’on opère une normalisation préalable du signal :

c(~x) = I(~x)− I0, I0 =
∫
~x
I(~x) d~x

de sorte que la fonction c(~x) ainsi obtenue est de moyenne nulle. Le modèle d’analyse multifractale
est ainsi invariant par multiplication des intensités lumineuses par tout coefficient positif, mais pas
invariant par addition. La normalisation du signal permet de s’affranchir de cette contrainte. Dans
la suite, on confondra donc la fonction de contraste normalisée c avec le signal I.
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Comportement multifractal de la mesure

Pour analyser le signal, nous ne nous intéressons pas aux variations de la mesure µ sur des sous-
ensembles de différentes tailles, mais à son évolution sous l’effet de changements d’échelle. Le
comportement local de l’intensité I en chaque pixel ~x de l’image peut en effet être caractérisé par
l’évaluation de la mesure µ(Br(~x)) pour différents rayons r.

Avec la définition (5.29), la mesure d’une boule Br(~x) de rayon r centrée en un pixel ~x est donnée
par :

µ(Br(~x)) =
∫
Br(~x)

d~y |∇I|(~y) (5.30)

Cette mesure donne une idée de la variabilité locale des niveaux de gris autour du point ~x. Notons
que dans des flots turbulents, une expression semblable définit la dissipation locale de l’énergie,
et permet de discriminer les structures compliquées dans lesquelles de l’énergie est injectée et
absorbée au sein de l’écoulement (cf. chapitre suivant). Pour une mesure quelconque, la collection
{µ(Br(~x))}r>0 présente généralement une dépendance complexe en la variable r. L’étude de cette
dépendance est particulièrement intéressante, surtout lorsqu’elle traduit un comportement en loi
de puissance, comme dans le cas où la mesure µ est une mesure multifractale.

Définition 5.19 Une mesure µ est dite multifractale5 si la mesure µ(Br(~x)) de la boule Br(~x)
évolue comme une puissance de r à un exposant caractéristique h(~x), ne dépendant que de ~x,
lorsque r tend vers 0 :

µ(Br(~x)) = α(~x) rd+h(~x) + o(rd+h(~x)) (5.31)

où d désigne la dimension de l’espace (d = 2 pour des images) et où le coefficient α(~x) ne dépend
pas de l’échelle r.

La méthode la plus naturelle permettant de vérifier la nature multifractale de la mesure (pourvu
que le signal soit échantillonné avec la bonne fréquence spatiale) consiste donc tout naturellement à
déterminer si tous les points (pixels) du signal peuvent effectivement être caractérisés par un expo-
sant local h(~x) vérifiant la relation (5.31). Nous verrons dans la suite que la relation (5.31) et le com-
portement en loi d’échelle associé sont couramment observés pour de grandes collections d’images
naturelles [Turiel et al., 1998], telles que les images météorologiques [Grazzini et al., 2002a]. Cette
propriété se traduit essentiellement par un comportement très irrégulier de la fonction de lumi-
nance : en certains pixels, les transitions du signal peuvent être régulières, en d’autres, elles peuvent
être très brusques (figure 5.10).

5Cette dénomination tient bien sur au fait que l’équation (5.31) permet, comme nous le verrons, de décomposer

l’image en plusieurs composantes fractales
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5.4.3. Exposants de singularité

Définition et caractérisation

L’exposant apparaissant dans l’équation (5.31) est particulièrement important dans la mesure où
il caractérise la structure multifractale de l’image.

Définition 5.20 L’exposant h(~x) de l’équation (5.31) est appelé exposant local de singularité.

Notons qu’on appelle cet exposant exposant de singularité bien qu’il puisse être en fait positif et
traduire un comportement localement régulier du signal. Il représente plus généralement le degré
de singularité (cas < 0) ou de régularité (cas > 0) du signal |∇I| (comme l’exposant de Hölder,
nous y reviendrons). La relation (5.31) implique que, lorsque l’on considère des petits rayons r, les
plus grandes valeurs de la mesure µ(Br(~x)) correspondent aux exposants h(~x) les plus faibles. La
relation (5.31) s’écrit en fait sous une forme mathématiquement plus rigoureuse :

A(~x)rd+h(~x) ≤ µ(Br(~x)) ≤ B(~x)rd+h(~x) (5.32)

où A(~x) et B(~x) sont des constantes positives appropriées. Les exposants h(~x) quantifient le com-
portement local de I. Pour chaque pixel ~x, h(~x) est indépendant de l’échelle. Pour cette raison, on
utilise ces exposants comme attributs de description multiéchelle de l’image.

Lien avec l’exposant de Hölder

Rappelons qu’il est courant d’avoir recours au calcul de l’exposant de Hölder en tout point ~x de
l’image (cf. section 5.3.1) afin de décrire les signaux chaotiques, caractérisés par une distribution
irrégulière des transitions et une invariance d’échelle de la fonction de luminance I sur l’image :
c’est l’objet même des méthodes classiques d’analyse multifractale des images [Lévy Véhel, 1996].
L’expression (5.17) peut être réécrite pour décrire les singularités hölderiennes du signal 2D I sous
la forme :

η(~x) = lim
~y→~x

log |I(~y)− I(~x)|
log |~y − ~x|

(5.33)

On s’attend en effet tout naturellement à ce que les transitions du signal I soit gouverné, lorsque
~y → ~x, par une relation de la forme :

|I(~y)− I(~x)| ∼ |~y − ~x| η(~x),

ce qui permet de contrôler, suivant la valeur de l’exposant de Hölder, la régularité locale du signal
(plus η(~x) est grand, plus le signal est régulier en ~x).

Cependant, cette définition des exposants de singularité n’est pas vraiment adapté à la description
des signaux localement non-stationnaires pour lesquels l’absence de stationnarité masque en fait
la présence d’exposants de Hölder positifs, les rendant impossibles à détecter. Pour remédier à
cette difficulté, on peut soit construire une mesure stationnaire (on considére alors un signal qui
est stationnaire), soit projeter le signal sur une base d’ondelettes (on régularise ainsi le signal en
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l’interpolant sur des échantillons discrets). C’est une combinaison de ces deux approches que l’on
adopte ici : on définit la mesure stationnaire µ à partir de la norme |∇I| du gradient de l’image I
et on calcule les exposants de lois d’échelle associés h à l’aide d’une méthode de projection en
ondelettes que nous présentons dans la section suivante. On montrerait en fait que l’exposant de
singularité h(~x) est également directement lié à l’exposant de Hölder du signal et que cette relation
prend la forme : η(~x) = h(~x) + d (d = 2) lorsque η(~x) a un sens.

5.4.4. Méthode d’estimation des exposants de singularité

Projection en ondelette de la mesure

Le calcul des exposants de singularité, caractérisant la structure multifractale de l’image, fait appel à
l’utilisation d’ondelettes analysantes. En effet, les exposants h(~x) peuvent être estimés par régression
log log-linéaire de l’équation (5.31) :

h(~x) = lim
r→0

logµ(Br(~x))
log r

− d. (5.34)

Cependant, pour des images discrètes, il est difficile d’effectuer une telle régression car elle fournit de
mauvais résultats d’estimation. Une application directe de la formule (5.31) n’est pas intéressante,
car nous n’avons accès qu’à un nombre fini de pixels, et, par conséquent, à des valeurs entières de r
uniquement ; on néglige l’analyse du comportement de la mesure pour des rayons représentant des
valeurs non-entières.

L’efficacité des transformées en ondelettes pour caractériser les comportements en loi d’échelle
des signaux est maintenant largement établie (cf. remarque de la section 5.3.1). Ainsi, dans ce
cas particulier, il est préférable d’utiliser la projection en ondelette de la mesure µ pour évaluer
la mesure d’une boule µ(Br). Celle-ci permet d’effectuer une interpolation de la mesure sur des
boules Br de rayon r, lorsque r est un nombre non-entier de pixels. La transformée de la mesure µ
avec une ondelette Ψ, au point ~x et à l’échelle r, est donnée par [Daubechies, 1992] :

TΨµ(~x, r) ≡ dµ

d~x
?Ψr(~x) =

∫
dµ(~y) Ψr(~x− ~y) (5.35)

où le symbole ? désigne la convolution et où Ψr(~x) = 1
rd

Ψ(~xr ) est une version dilatée-translatée de
la fonction Ψ. Ainsi, au lieu d’appliquer la mesure à une boule de rayon r, on calcule la convolution
de cette mesure par une version dilatée par un facteur r de l’ondelette Ψ :

TΨµ(~x, r) =
∫
dµ(~y) Ψr(~x− ~y) =

1
rd

∫
Ψ
(
~x− ~y
r

)
|∇I|(~y) d~y (5.36)

On retombe ainsi sur une expression similaire à l’équation (5.4) de transformée en ondelette dans
un cadre 2D avec la fonction |∇I|. Une différence essentielle avec cette équation réside cependant
dans le facteur de normalisation de l’ondelette. Si l’on s’en tenait à cette définition, celui-ci devrait
en effet être rd/2 au lieu de rd. Le critère couramment retenu, et qui correspond au facteur rd/2,
est la conservation de l’énergie. Dans le contexte multifractal, on fait un choix de normalisation
particulier qui assure une variation d’énergie en r−d/2.
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En considérant la relation (5.36) au lieu de l’expression (5.30), on réalise en quelque sorte une
interpolation de la mesure : on est à même d’analyser le comportement de cette mesure sur des
boulesBr de rayon r non entier. Le choix de l’ondelette influence par ailleurs le mode d’interpolation.
Une projection avec une ondelette régulière aura tendance à varier faiblement suivant le rayon r ; la
projection avec une ondelette à support compact donnera lieu à des mesures proches de la dilatation
de rayon r du compact. Nous discuterons dans la suite la sélection d’ondelettes appropriées.

Comportement multifractal de la projection

L’intérêt principal de la projection en ondelettes est donc de réaliser une interpolation ”continue”
(en des valeurs de r non discrètes) du signal. Par ailleurs, l’autre intérêt majeur est de permettre
le calcul des exposants de singularité lorsque la mesure projetée est multifractale. En effet, pour
un choix d’ondelette analysante Ψ appropriée, la projection TΨµ de la mesure multifractale µ

exhibera également un comportement multifractal ; une relation semblable à l’équation (5.31) est
alors valable [Turiel et Pérez-Vicente, 2003b] :

TΨµ(~x, r) = αΨ(~x) rh(~x) + o(rh(~x)) (5.37)

avec le même exposant h(~x) qui ne dépend que du pixel ~x et de la mesure µ (i.e. de l’image I). Le
coefficient αΨ est dépendant de l’ondelette Ψ et de la mesure µ, mais pas de l’échelle r. Notons par
ailleurs que le facteur de normalisation r−d apparaissant dans la formule (5.36) de la projection
(et dont le but est d’assurer la stabilité de l’ondelette pour r → 0) explique que le facteur de la loi
d’échelle soit diminué d’une constante d.

Proposition 5.3 Les exposants de singularité h(~x) peuvent être estimés à partir des projections
en ondelette TΨµ à l’aide d’une log log-régression sur l’équation (5.37) :

h(~x) = lim
r→0

log TΨµ(~x, r)
log r

(5.38)

Nous présentons maintenant la classe de fonctions d’ondelette pour laquelle la projection en onde-
lettes a un caractère multifractal.

5.4.5. Sélection d’ondelettes analysantes

Contraintes sur l’ondelette

La détermination des exposants de singularité de l’image recquiert d’utiliser une ondelette ana-
lysante Ψ pour laquelle la transformée TΨµ aura effectivement un comportement multifractal. La
classe de fonctions d’ondelettes adaptées à l’analyse des singularités (i.e. pour lesquelles la rela-
tion (5.37) est vérifiée) est définie par la proposition suivante [Turiel et Parga, 2000a] :

Proposition 5.4 Soit une ondelette Ψ ayant les propriétés suivantes :

(i) Ψ est positive, i.e. ∀~x ∈ R2,Ψ(~x) ≥ 0, et Ψ(0) 6= 0,
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(ii) Ψ est continue, i.e. Ψ ∈ C1(R2)

(iii) Ψ est à décroissance rapide, i.e. ∃L > 0, ∀|~x| > L,∀K > 1 :

∃Ω : lim
K→∞

KNΩ(K) = 0 | ∀N > 0 tel que Ψ(K~x) < Ω(K)Ψ(~x),

alors la projection TΨµ de la mesure multifractale µ sur l’ondelette Ψ vérifie la relation (5.37) :

TΨµ(~x, r) ∼ αΨ(~x) rh(~x)

avec le même exposant de singularité h(~x) que dans l’équation (5.31).

Cette proposition peut être démontrée simplement [Turiel et Pérez-Vicente, 2003b] : la démonstration
nécessite trois étapes, que nous résumons ici. La propriété est tout d’abord demontrée pour la classe
de fonctions caractéristiques de la boule Br(~x), par simple intégration, puis est étendue aux fonc-
tions constantes par morceaux. La propriété est ensuite démontrée pour l’ensemble des fonctions
à support compact : pour cela, on vérifie la relation (5.32). L’existence de la borne inférieure A
résulte de la propriété (i) de positivité de l’ondelette Ψ et du fait que Ψ(0) 6= 0 ; l’existence de la
borne supérieure B résulte quant à elle trivialement de la continuité (ii) et de la compacité de l’on-
delette. Finalement, pour la classe de fonctions d’ondelettes définie comme ci-dessus, c’est encore la
relation (5.32) qui est vérifiée. La borne inférieure A est déterminée comme précédemment, tandis
que dans le calcul de la borne supérieure B intervient une série dont la convergence découle de la
propriété (iii) de décroissance rapide

Fig. 5.11.: Estimation des exposants de singularité d’une image Meteosat IR à l’aide d’une on-
delette Ψ gaussienne. De gauche à droite : extrait original ; distribution des valeurs
des exposants de singularité des pixels de l’image ; représentation en niveaux de gris des
exposants de singularité : plus un pixel est clair, plus son exposant est faible.

La propriété indispensable pour la sélection de l’ondelette est la propriété (iii) de décroissance ra-
pide qui signifie que l’ondelette doit être bornée par une fonction à décroissance rapide, i.e. qu’elle
doit décrôıtre plus vite que n’importe quel polynôme. Notons par ailleurs que la propriété (i) de
positivité de l’ondelette implique en particulier que celle-ci n’est pas admissible : la relation (5.5)
est mise en défaut (d’ailleurs Ψ(0) 6= 0) ; elle ne pourra, par conséquent, pas être utilisée pour la
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reconstruction du signal [Daubechies, 1992]. Cependant elle peut tout naturellement être utilisée
pour l’analyse des singularités du signal. Le problème majeur lié à l’utilisation d’ondelettes ad-
missibles, et qui s’accentue avec l’augmentation du nombre de moments nuls, concerne la qualité
de l’interpolation avec de telles ondelettes. Lorsque le nombre de passages par zéro de l’ondelette
augmente, la résolution minimale à laquelle on peut projeter le signal (et donc l’analyser) sur cette
ondelette augmente également, i.e. la taille de l’echantillon de points que l’on utilise pour estimer
l’exposant de singularité augmente. Par conséquent, on préfère utiliser des ondelettes ayant une
structure moins complexe (moins d’oscillations, i.e. moins de passages par zéro) mais permettant
une échelle d’analyse plus fine. La figure 5.11 représente le calcul des exposants à l’aide d’une on-
delette gaussienne (notons, en particulier, que cette ondelette est positive et donc non admissible).

Certaines hypothèses sur l’ondelette peuvent cependant être affaiblies, notamment la positivité,
afin d’élargir la variété d’ondelettes utilisables. Même la condition de décroissance rapide de la
fonction d’ondelette peut également être affaiblie lorsque, en contrepartie, de l’information a priori
sur la mesure multifractale est ajoutée. Cette information concerne le rang des valeurs pour les
exposants de singularité : lorsque la borne supérieure des valeurs possibles de singularités est connue,
des ondelettes polynômiales peuvent être utilisées. Précisément, notons hM cette borne supérieure
lorsqu’elle existe :

∀~x ∈ R2, h(~x) ≤ hM

et considérons une ondelette Ψ qui décrôıt comme |~x|−NM à l’infini :

|Ψ(~x)| ∼ |~x|−NM lorsque |~x| → ∞

pour un certain exposant NM . On pourrait montrer que l’existence d’une borne supérieure B dans
la relation (5.32) appliquée à la fonction Ψ est liée aux propriétés de convergence d’une série entière,
qui est assurée en tout point dès que NM > hM +d. En particulier, en tout point ~x, la projection en
ondelette vérifiera une relation de la forme de (5.37) : TΨµ(~x, r) ∼ rhΨ(~x) avec un certain exposant :

hΨ(~x) =

{
h(~x) si h(~x) < NM − d

NM − d sinon
.

Cela revient à affaiblir la propriété (iii) de décroissance rapide en considérant que l’ondelette doit
être bornée par une fonction à décroissance rapide vérifiant :

lim
K→∞

KNΩ(K) = 0 ∀N < NM

et donc à choisir une ondelette parmi n’importe quelle fonction rationnelle d’ordre N > N0. On
est donc en mesure de sélectionner efficacement des ondelettes analysantes dès que l’on a une
connaissance a priori sur la nature des singularités (on parle de modèle multifractal).

Exemples d’ondelettes analysantes

D’un point de vue théorique, le choix de l’ondelette analysante Ψ dans la classe des ondelettes
ci-dessus importe guère. Cependant, certaines ondelettes s’avèrent davantage appropriées à l’es-
timation des exposants de singularité. L’ondelette analysante doit permettre de saisir au mieux
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les caractéristiques essentielles des structures analysées. Une bonne estimation d’un exposant de
singularité en un point de l’image va de paire avec une bonne représentation du voisinage de ce
point par l’ondelette à toutes les échelles. La forme de l’ondelette joue a priori un rôle important,
à plusieurs niveaux.

(a) γ = 1 (b) γ = 1.5

(c) γ = 2 (d) γ = 3

Fig. 5.12.: Estimation des exposants de singularité (distribution à gauche et représentation en
niveaux de gris correspondante à droite) de l’image de la figure 5.11 à l’aide d’onde-
lettes Ψ1 lorentziennes d’ordres γ différents.

Dans [Turiel et Parga, 2000a], Turiel et Parga déterminent la structure multifractale d’une col-
lection d’images de la base de données de Van Hateren [Van Hateren et Van der Schaaf, 1998] en
employant différentes ondelettes vérifiant les propriétés du théorème (5.4) :

– des ondelettes lorentziennes :

1. l’ondelette lorentzienne Ψ1(~x) = 1
(1+r2)γ

d’ordre γ, où l’on a noté r = |~x|,

2. la dérivée radiale d’ordre 1 de l’ondelette lorentzienne d’ordre 1 Ψ2(~x) = dΨ1
dr (|~x|) =

−2r
(1+r2)2

,

3. la dérivée radiale d’ordre 2 de l’ondelette lorentzienne d’ordre 1 Ψ3(~x) = d2Ψ1
dr2

(|~x|) =
(r2 − 1) er

2/2,

– une ondelette gaussienne :

4. Ψ4(~x) = e
−|~x|2

2 .
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Fig. 5.13.: Projections en ondelette de l’image IR de la figure 5.12 effectuée avec l’ondelette lo-
rentzienne Ψ1 d’ordre 1. De gauche à droite : de la résolution la plus fine à la plus
grossière.

Pour chaque image, les exposants sont obtenus en moyennant les estimations obtenues à l’aide des
différentes ondelettes (figures 5.11 et 5.12). On peut également imaginer d’autres fonctions faisant
par exemple intervenir des log pour corriger les variations de l’ondelette :

5. Ψ5(~x) = log(1+|~x|)
(1+|~x|2)2

,

6. Ψ6(~x) = 1
log(1+|~x|) (1+|~x|2)

.

La distribution des exposants est estimée à l’aide des fréquences relatives des valeurs observées, i.e.
par log-régression sur les valeurs des projections en ondelette (figure 5.13) : c’est ce qu’exprime la
relation (5.38). Typiquement, l’exposant le plus singulier est calculé comme la moyenne des valeurs
d’exposants dans les quantiles à 1 % et à 5 %. La dispersion autour de cette valeur est conven-
tionnellement fixée, mais en fonction de l’image tout de même. Les singularités sont généralement
détéctées dans l’intervalle de valeurs [−1, 2], de la plus singulière à la plus régulière. Mais la qualité
et la précision de la détection dépendent, là encore, fortement de l’ondelette utilisée [Turiel, 2003].
Par exemple, suivant la valeur de γ, l’ondelette lorentzienne Ψ1 d’ordre 1 détectera plus ou moins
bien les fortes singularités (figure 5.12).

Notons que dans [Turiel et Parga, 2003], les auteurs déterminent une ondelette optimale permettant
de décrire et de représenter les scènes observées dans une collection d’images naturelles. Celle-ci est
construite comme un modèle moyen, tenant compte des propriétés statistiques moyennes de la col-
lection d’images. Cependant, si optimale soit-elle, cela ne permet évidemment pas de fournir une des-
cription universelle des détails de formes variées localisées spatialement. Nous nous limiterons pour
notre part aux ondelettes introduites ci-dessus. Nous renvoyons le lecteur à [Turiel et Parga, 2003]
pour une discussion complète et une description des propriétés de quelques ondelettes intéressantes.
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5.4.6. Décomposition multifractale

Décomposition de l’image

Comme nous l’avons déjà souligné dans la section 5.1.2, il a été montré expérimentalement qu’une
grande variété d’images naturelles exhibaient des propriétés d’invariance d’échelle, et même qu’elles
étaient organisées suivant une hiérarchie multifractale [Turiel et al., 1998] et vérifiaient également
le formalisme multifractale. L’idée principale de la définition (5.31) des exposants de singularité
est de décrire ces images localement car elles ne présentent généralement pas de comportement
régulier, uniforme vis-à-vis de la mesure µ. Cependant, on désire ensuite, comme dans les approches
multifractales classiques (cf. section 5.3) obtenir une description à un niveau supérieur : il s’agit de
regrouper les pixels ayant un comportement local similaire.

Fig. 5.14.: À gauche : distribution des exposants de singularité estimés à l’aide d’une ondelette
lorentzienne d’ordre γ = 1.5 ; l’histogramme est divisé en N = 5 classes. À droite :
décomposition de l’image en N ensembles fractals obtenus en regroupant les pixels de
l’image d’exposant h similaire ; le code couleur d’un pixel désigne la composante fractale
à laquelle il appartient, de la plus régulière (en bleu) à la plus singulière (en jaune).

Une fois que les exposants h(~x) ont été calculés en chaque pixel ~x avec une ondelette appropriée (cf.
section précédente), on peut définir les ensembles Fh qui correspondent aux level-sets de la fonction
~x→ h(~x), i.e. les ensembles de pixels de l’image qui ont des exposants de singularité similaires :

Fh ≡ {~x | h(~x) ≈ h} . (5.39)

Du point de vue géométrique, la collection d’ensembles {Fh}h fournit une décomposition disjointe
du support supp(µ) de la mesure µ, i.e. de l’image :

∪hFh = supp(µ). (5.40)

À partir de la distribution des exposants (figure 5.14), on est donc en mesure de proposer une
décomposition hiérarchique de l’image en affectant chaque pixel au sous-ensemble Fh associé à
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la valeur h de son exposant de singularité. Les pixels de l’image sont ainsi regroupés selon les
caractéristiques locales du signal (de la mesure).

En pratique, les ensembles Fh de la décomposition hiérarchique ainsi obtenue sont déterminés
à partir de l’estimation d’un exposant minimal, dont l’existence est assurée par la nature de la
distribution des exposants de singularité (nous reviendrons sur cet exposant particulier dans la
suite). Si l’on désigne par h∞ l’exposant le plus singulier, les exposants des pixels appartenant à
l’ensemble Fhi , 0 ≤ i < N , vérifient : h∞+(2i−1)∆h ≤ h(~x) ≤ h∞+(2i+1)∆h. La construction de
ces ensembles est présenté dans l’algorithme (2). Les figures 5.14 et 5.15 représentent les ensembles
Fhi de l’image 5.11 obtenus lorsque l’on considère N = 5 classes d’exposants de singularité.

Fig. 5.15.: Exemple de décomposition en N = 5 sous-ensembles fractals. De gauche à droite :
les différents Fh sont représentés par des pixels blanc dans l’image, du plus singulier (h
faible) au moins singulier (h fort).

Composantes fractales

La collection d’ensembles {Fh}h fournit une décomposition multifractale de la mesure µ. Cha-
cun des sous-ensembles Fh se révèle en effet être un ensemble fractal, i.e. il exhibe la même struc-
ture géométrique à différentes échelles. C’est la raison pour laquelle on parle d’analyse multifractale
lorsque l’on considère toutes les composantes fractales de l’image. Chacun des ensembles Fh a une
structure complexe, liée à la présence des singularités de la fonction |∇I| ; en particulier, leur di-
mension fractale Dh est généralement non triviale.Cela signifie que le comportement du signal |∇I|
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Fig. 5.16.: Extraction de la variété la plus singulière. À gauche : image IR. À droite : ensemble
des pixels de la MSM (en noir), correspondant aux exposants de valeur minimale
(singularité forte) ; cet ensemble regroupe représentent 44.49 % des pixels de l’image.

sous l’effet de changement d’échelle est le même pour les pixels appartenant à un même ensemble
Fh, les transitions du signal sont du même ordre ; ces ensembles ont une propriété d’auto-similarité,
les pixels d’une même composante fractale partagent les mêmes propriétés statistiques d’invariance
d’échelle (les mêmes exposants d’échelle). On a représenté sur la figure 5.14 les différentes com-
posantes fractales obtenues à partir de la distribution de exposants de l’image de la figure 5.15.
L’arrangement des pixels de l’image dans les différentes composantes fractales ainsi définies est
caractéristique de la structure géométrique de l’image et est reflété par les propriétés statistiques
du signal (cf. section suivante).

Extraction de la variété la plus singulière

Il apparâıt assez naturel de s’intéresser aux pixels de l’image ayant les exposants les plus faibles.
En effet, compte tenu de la relation (5.31), les pixels d’exposant négatif sont ceux qui contribuent
le plus à la mesure µ aux petites échelles, i.e. lorsque l’on considère des rayons r proches de 0.

Ainsi, parmi tous les ensembles fractals Fh considérés, on s’intéresse à un ensemble particulier
du point de vue géométrique et statistique, la MSM (Most Singular Manifold). Il s’agit de la
composante F∞ associée à la singularité minimale, i.e. celle qui contient les pixels d’exposant h∞
minimal (déjà introduit plus haut), ou qui s’en approchent (figure 5.16). De fait, la MSM représente
les fronts de transition dans l’image. À ce stade, une objection pourrait être adressée à propos de
l’existence de l’exposant h∞. Celle-ci est cependant assurée par le formalisme multifractal, et,
plus précisèment, par le formalisme log-Poisson : la distribution des exposants de singularité d’une
mesure multifractale s’apparente à une distribution log-Poisson, qui admet une borne inférieure. En
revanche, l’existence d’une borne supérieure (i.e. d’un exposant le plus régulier) n’est pas assurée,

154
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1. On sélectionne une ondelette d’analyse Ψ ayant de ”bonnes” propriétés.

2. On détermine une plus petite échelle d’analyse a0, un facteur d’échelle q ainsi que le nombre nr
d’échelles

{
r = a0 · qi, i = 1, · · · , nr

}
pour lesquelles la projection TΨ(~x, r) va être estimée

en chaque pixel ~x. La régression sera effectuée sur ces nr estimations. Typiquement, un
échantillon de nr = 8 échelles est suffisant et permet des calculs efficaces.

3. Pour chaque résolution r (i.e. échelle d’analyse) sélectionnée, on détermine les valeurs des
projections TΨ(·, r) de la mesure dµ = |∇I| d~x sur l’ondelette correspondante pour l’ensemble
de l’image. Pour cela on calcule successivement :

– la transformée de Fourier F [|∇I|] du module du gradient,

– la transformée de Fourier F [Ψr] de l’ondelette dilatée sur toute l’image,

– le produit F [|∇I|] · F [Ψr] des deux champs complexes ainsi obtenus,

– la transformée de Fourier inverse F−1[F [|∇I|] · F [Ψr]] du champ résultant.

4. Une fois que la projection a été calculée sur toute l’image et à toutes les échelles, on effectue,
en chaque pixel ~x, une régression en r de la formule de projection en ondelette TΨ(~x, r) afin
d’estimer les exposants de singularité h(~x).

5. On détermine la valeur h∞ de l’exposant le plus singulier à partir de la distribution des
exposants. h∞ est généralement calculé comme la moyenne des exposants aux quantiles à 1%
et 5 %. La dispersion ∆h autour de cette valeur est également fixée conventionnellement (e.g.
∆h = ±0.2). Les paramètres h∞ et ∆h permettent de déterminer l’ensemble des pixels de la
MSM.

6. On effectue un découpage du rang de valeurs des exposants de singularité en N inter-
valles de pas ∆h. La collection de sous-ensembles obtenus est ainsi de la forme : Fhi =
{~x | h(~x) ∈ [hi ±∆h]} , 0 ≤ i < N , ce qui permet de construire la décomposition multifrac-
tale de l’image.

Algorithme 2: Calcul des exposants de singularité et détermination des différentes composantes
fractales et de la MSM.

bien que ce soit toujours le cas en pratique. Nous reviendrons sur le modèle log-Poisson au chapitre
suivant. Nous retiendrons pour l’instant qu’il permet de décrire de grandes collections d’images
naturelles [Turiel et al., 1998].

Sur la figure 5.16, nous avons représenté la MSM extraite d’une image IR. La détermination de
la MSM est effectuée à partir de la distribution des exposants de singularité de l’image suivant le
mode opératoire décrit dans l’algorithme (2). Il apparâıt que les structures appartenant à la MSM
rassemblent essentiellement les principaux contours des objets de l’image. Cependant, celle-ci ne
s’apparente pas à des lignes régulières, sa dimension fractale est généralement D∞ 6= 1.
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5.4.7. Description des composantes fractales

Propriétés statistiques : le spectre de singularité

La structure très irrégulière et non-triviale des différentes composantes fractales peut être ca-
ractérisée à l’aide de la dimension fractale, i.e. de la dimension de Haussdorf définie par la rela-
tion (5.18) :

Dh ≡ dH(Fh)

puisque la composante fractale Fh rassemble tous les points d’exposant semblable égal à h (à une
constante ∆h près). Dh mesure la taille de Fh. Le spectre de singularité correspond aux dimensions :

DH(h) = Dh

et renseigne donc sur les dimensions de toutes les composantes fractales de la décomposition mul-
tifractale. Comme nous l’avons vu au chapitre précèdent, les exposants de singularité peuvent être
obtenus par une transformée de Legendre du spectre de singularité. Grâce à cette correspondance,
on voit que l’on peut obtenir un formalisme similaire aux méthodes présentées dans la section 5.3 :

– le support de la mesure est partitionné en des régions possédant un comportement local
identique (i.e. un exposant de singularité voisin),

– chaque ensemble ainsi constitué est décrit dans sa globalité à l’aide d’une dimension fractale
(la dimension de Hausdorff).

Désignons maintenant par Nr(h,∆h) le nombre6 de pixels d’exposant de singularité égal à h dans
une boule Br de rayon r. Alors, suivant la relation (5.22), la dimension Dh vérifie l’expression :

Nr(h,∆h) ∼ rDh , r → 0.

Heuristiquement, le sens de Dh est le suivant :

Proposition 5.5 Soit P la probabilité uniforme, la probabilité Pr(h,∆h) pour une boule Br de
rayon r de contenir un pixel appartenant à la composante fractale Fh vérifie :

Pr(h,∆h) ' rd−Dh , (5.41)

où d = 2 désigne la dimension de l’image.

Cela signifie que pour r suffisament petit, la probabilité de rencontrer un exposant d’ordre h est
en rd−Dh . On voit alors que, dès que Dh est strictement inférieure à d, la probabilité de rencontrer
un exposant proche de h décrôıt exponentiellement vite vers 0 lorsque la résolution tend vers l’infini.
En particulier, Pr(h,∆h) augmente lorsque la dimensionDh approche la dimension de l’image. Seuls
les h tels que Dh = d pourront être observés à la limite.

Nous voyons, là encore, comment le spectre D(h) permet de combiner les deux approches du
formalisme multifractal :

6Le paramètre ∆h est ici introduit simplement pour rappeler que les distributions des exposants, notamment, sont

discrétisées. Mais ∆h n’intervient pas dans les considérations.
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– l’approche géométrique, via la décomposition en sous-ensembles fractals : on calcule la
dimension des ensembles de points ayant le même exposant,

– l’approche statistique, via les propriétés d’échelle des moments : on s’intéresse à la proba-
bilité de rencontrer à une résolution fixée un exposant donné, et, plus précisément à la façon
dont cette probabilité évolue quand la résolution tend vers 0.

Propriétés topologiques

Soulignons également quelques unes des propriétés topologiques intéressantes de la décomposition
hiérarchique ainsi obtenue [Turiel et Parga, 2000a]

Propriété 5.1

(i) Chacune des composantes fractales Fh est dense dans l’image, en particulier, la MSM est
elle-même dense dans l’image.

(ii) La mesure µ n’a pas de point isolé (sinon, la collection {Fh}h serait réduite à une seule
composante fractale et la mesure µ serait monofractale).

(iii) La fonction ~x→ h(~x) est partout discontinue dans l’image ou µ est monofractale.

Notons qu’il découle de la propriété (i) que l’utilisation d’une méthode classique de box counting (cf.
section 5.3.4) pour estimer la dimension fractale des différents ensembles fractals est ici inopérante.
En effet, la dimension fractale calculée par cette méthode est, en théorie, égale pour un ensemble
et son adhérence. Elle serait donc toujours trivialement égal à 2.

La théorie multifractale nous dit en outre que les caractéristiques statistiques [Turiel et Parga, 2000a]
de la MSM lui confèrent une signification particulière en terme de théorie de l’information puisque
cet ensemble pourra être considéré comme le plus informatif dans l’image. Cette propriété est liée
à une autre caractéristique du modèle multifractal de décomposition : nous allons voir qu’il est en
effet possible de reconstruire l’image entière à partir de la MSM et de la seule connaissance du
gradient de l’image sur cet ensemble [Turiel et del Pozo, 2002].

5.5. ... Et un modèle de reconstruction d’une image à partir de ses

singularités

Dans son livre sur la vision, Marr a émis la conjecture selon laquelle il serait possible de reconstruire
une image à partir de ses contours multiéchelles [Marr, 1982]. Une conjecture similaire dans le
cadre de la théorie des processus log-Poisson permet d’élaborer un algorithme de reconstruction
des images naturelles à partir d’un ensemble particulier de l’image, essentiellement constitué des
contours multiéchelles.

157
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5.5.1. Formulation du processus de reconstruction

Comme nous l’avons évoqué dans la section 5.4.7, les distributions des singularités observées sur
des images naturelles sont généralement similaires à celles simulées par des processus log-Poisson
[Turiel et al., 1998]. Dans la théorie des processus log-Poisson, le signal multifractal peut être re-
construit à partir d’une seule composante fractale, la composante associée aux exposants les plus
singuliers, i.e. la MSM.

Turiel et del Pozo [Turiel et del Pozo, 2002] utilisent cette propriété pour formaliser un algorithme
de reconstruction : le principe est celui d’un processus de diffusion du gradient de l’image sur les
pixels de la MSM, qui permet d’obtenir une estimation du signal original. En regard des propriétés
qu’ils exigent pour le processus de reconstruction, ils cherchent à définir un noyau G de propagation
simple qui vérifie des axiomes raisonnables, à savoir :

(i) G doit être déterministe,

(ii) G doit être linéaire,

(iii) G doit être invariant par translation,

(iv) G doit être isotrope,

(v) G doit permettre de conserver le spectre de puissance.

et qui permette de reconstruire la mesure multifractale de densité |∇I| à partir de sa restriction
sur F∞.

Quelle est l’idée intuitive de l’algorithme de reconstruction ? Tout d’abord, concernant la MSM :
l’information contenue localement par cet ensemble suffit à reconstruire l’image. Enfin, concernant
le gradient de l’image : celui-ci permet de propager l’information contenue dans la MSM.

5.5.2. Construction du noyau de propagation

Le noyau de propagation G défini par les propriétés ci-dessus est en fait un opérateur universel de
reconstruction [Turiel et del Pozo, 2002]. Il est aindi défini de manière unique, indépendamment de
l’image que l’on cherche à reconstruire :

(i) G est déterministe - Le noyau est une fonction déterministe en chaque pixel où il est défini,
et non pas une variable aléatoire de l’image. La formule de reconstruction, si elle est possible,
prend donc nécessairement la forme :

|∇I|(~x) = G (|∇I(~x)| δF∞(~x)) (5.42)

où, rappelons-le, l’ensemble F∞ désigne la MSM, et où δ désigne le symbole de Kronecker
et donc la fonction δF∞ est la densité de la mesure de Hausdorff sur F∞ :

δF∞(~x) =

1 si ~x ∈ F∞
0 sinon

.

La valeur du gradient de l’image ainsi reconstruite en chaque point est donc une fonction des
valeurs de |∇I| considéré sur la MSM seule.
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(ii) G est linéaire - Cela implique de considérer le gradient ∇I de l’image au lieu de son module,
car le module est un opérateur non-linéaire, et d’avoir finalement une relation de la forme :

∇I(~x) = G (∇I(~x) δF∞(~x)) . (5.43)

Cette hypothèse n’est en fait pas contradictoire avec la formulation précédente, au contraire,
puisque le gradient contient davantage d’information que son module : si la reconstruction est
possible à partir du module (hypothèse (5.42)), elle est a fortiori possible à partir du gradient
lui-même (hypothèse (5.43)).

Il existe alors, d’après le théorème de représentation de Riesz des formes linéaires [Rudin, 1987],
une représentation intégrale pour l’opérateur linéaire G :

∇I(~x) =
∫
F∞

dl(~y)G(~x, ~y)∇I(~y) (5.44)

avec G(~x, ~y) la densité de l’opérateur G. L’intégrale
∫
F∞

dl(~y) désigne l’intégration le long de
la MSM. En toute rigueur, on n’est pas assuré de l’existence de cette intégrale, car F∞ peut
avoir une dimension fractale D∞ 6= 1 ; par ailleurs, la MSM est dense dans l’image, ce qui
accrôıt le risque que l’équation (5.44) ne soit pas définie. On ignore cependant ces limitations
dans la suite ; le lecteur est renvoyé à [Turiel et del Pozo, 2002] et à [Turiel et Parga, 2000a]
pour une discussion. Intuitivement, cette intégrale donne une mesure des points qui appar-
tiennent à la MSM :

∫
F∞

dl(~y) =
∫
δF∞(~y) d~y, où la densité δF∞ peut être assimilée à une

fonction indicatrice dont le support est F∞.

La densitéG apparaissant dans l’équation (5.44) est une matrice de dimension 2×2. Désignons
les élèments de cette matrice par Gij(~x, ~y) pour i, j ∈ {1, 2} et les composantes de ∇I par
∂j I, j ∈ {1, 2}, alors les quantités (w1, w2) définies par :

wi(~x, ~y) =
2∑
j=1

Gij(~x, ~y) ∂j I(~y), i ∈ {1, 2} ,

sont les coordonnées du vecteur w(~x, ~y) = G(~x, ~y)∇I(~x, ~y). Celui-ci représente en fait la
densité vectorielle du gradient ∇I, car lorsqu’on l’intègre sur la MSM, on doit retrouver la
mesure initiale : ∫

F∞

dl(~y) w(~x, ~y) = ∇I(~x) .

(iii) G est invariant par translation - C’est une hypothèse courante qui signifie qu’il n’y a
pas de position privilégiée des objets dans les images naturelles. Bien entendu, cette pro-
priété est limitée empiriquement par la dimension (finie) des images. Du point de vue de la
représentation intégrale (5.44), cela signifie que la densité G de l’opérateur G dépend en fait
uniquement de la distance ~x− ~y :

∇I(~x) =
∫
F∞

dl(~y)G(~x− ~y)∇I(~y) (5.45)

Cette équation peut être simplifiée en une formule scalaire : le terme de gauche désigne un
gradient, donc son rotationnel est nul : ∇ ∧ ∇I = 0. Cette propriété implique alors, pour
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l’opérateur G, la contrainte :

∂1 G2j(~x)− ∂2 G1j(~x) = 0, j ∈ {1, 2} ,

d’où l’existence d’un champ de vecteur g = (g1, g2) dont G dérive :

Gij(~x) = ∂i gj(~x), ∀i, j ∈ {1, 2} .

i.e. G s’exprime comme le gradient du champg . Par conséquent, la formule de reconstruc-
tion (5.45) peut être intégrée pour s’écrire :

I(~x) =
∫
F∞

dl(~y) g(~x− ~y) ∇I(~y). (5.46)

Si l’on définit maintenant le gradient essentiel comme le champ de vecteurs 2D égal au gradient
de l’image originale sur la MSM et nul en dehors :

∇I∞(~x) = ∇I(~x) δF∞(~x) , (5.47)

alors l’équation (5.46) représente une convolution :

I(~x) =
∫

g(~x− ~y) ∇I∞(~y) d~y = g ?∇I∞(~x) . (5.48)

puisque l’intégration est maintenant réalisée sur tout l’espace et n’est plus seulement limitée
à la seule MSM : la restriction à la MSM est en fait maintenant introduite au travers du
champ de vecteurs ∇I∞. La formule de reconstruction (5.48) peut être exprimée de manière
parfaitement équivalente dans l’espace des fréquences par l’équation :

F [I](~ν) = F [g](~ν) · F [∇I∞](~ν) . (5.49)

où les symboles F et · désignent resp. la transformée de Fourier et le produit scalaire de
vecteurs complexes ; la variable ~ν représente la fréquence spatiale (la variable dans le domaine
des fréquences). Notons que les ”conditions aux bords” (valeurs de la mesure sur les contours,
i.e. sur la MSM) et toute l’information apportée par l’image (géométrie de la MSM) sont
finalement contenus dans le champ de vecteurs ∇I∞, qui dépend de l’image traitée. Le noyau
de reconstruction G, lui, en revanche, ne contient pas d’information sur la localisation des
contours et sur la valeur du signal sur ces contours ; il est simplement défini par la donnée du
champ vectoriel complexe F [g](~ν) dans l’espace des fréquences.

(iv) G est isotrope - En effet, il est nécessaire, pour que le propagateur soit universel, que les
autres informations sur l’image, telles que les directions de diffusion de la luminance, soient
là encore contenues dans le champ de vecteurs ∇I∞. Il s’agit de ne pas introduire dans la
reconstruction d’artefacts liés à la rotation des motifs de l’image, autrement dit qu’il y ait une
invariance par rotation. Cela implique que le noyau de propagation g, exprimé dans l’espace
des fréquences, prend la forme :

F [g](~ν) = i g(~ν)
~ν

|ν|
(5.50)

où i désigne l’unité imaginaire : i =
√
−1 (l’opérateur g est réel) et où |ν| et g(~ν) représentent

resp. le module du vecteur fréquence et le module du noyau de propagation. La propriété
d’isotropie signifie en particulier que g(~ν) ne dépend plus que de |ν|.
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Fig. 5.17.: Calcul de la fonction |F [∇I∞](~ν) · ~ν|2/|ν|2 sur l’image de la figure 5.11. On vérifie sur
cet exemple que cette fonction représente essentiellement du bruit et varie comme une
puissance de |ν| avec un exposant très faible (ici, η = 0.0435).

(v) G conserve le spectre de puissance - On exige du noyau de reconstruction qu’il permette
de retomber sur le même spectre de puissance : le spectre de puissance de l’image originale
et celui de l’image reconstruite doivent être identiques. D’après l’expression (5.49), le spectre
de l’image reconstruite est :

ΓI(~ν) ≡ |F [I](~ν)|2 = |F [g](~ν) · F [∇I∞](~ν)|2

= g2(~ν)
|F [∇I∞](~ν) · ~ν|2

|ν|2
. (5.51)

Or, nous avons vu (cf. section 5.1.2) que la propriété d’invariance d’echelle des images natu-
relles implique que le spectre de puissance des images suit une loi d’échelle. Nous rappelons
ici l’équation (5.1) donnant la forme du spectre :

ΓI(~ν) ≈
1

|ν|2−ε
(5.52)

où l’exposant ε � 1 dépend de l’image considérée. En identifiant cette expression à la re-
lation (5.51), il apparâıt naturel de penser que le terme g2(~ν) de l’équation (5.51) doit être
responsable de la la dépendance en |ν|−2 du spectre de puissance, et donc que la forme la
plus simple pour le noyau de propagation est donnée par g(~ν) = 1/|ν|, soit finalement :

F [g](~ν) = i
~ν

|ν|2
. (5.53)

Le facteur |ν|−2 crée une diffusion de la luminance : |ν|−2 est la transformée de Fourier de la
fonction de Green de l’opérateur Laplacien7. Cela signifie que la reconstruction peut effecti-
vement être assimilée à un processus de diffusion. Le terme |F [∇I∞](~ν) · ~ν|2/|ν|2 introduit
quant à lui la dépendance en |ν|ε dans l’expression (5.52), et, compte tenu de l’isotropie du
noyau de propagation, doit contenir les éventuelles anisotropies du signal (i.e. de la fonction
de luminance I).

7En particulier, la dérivée de g est un noyau au sens mathématique, l’opérateur g lui-même n’en est pas un ; nous

continuerons cependant d’utiliser le terme noyau pour le désigner.
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Fig. 5.18.: À gauche : ensemble des pixels de la MSM. À droite : reconstruction de l’image
à partir de l’information de gradient sur la MSM ; le rapport-crête PSNR, qui sera
rappelé plus loin, vaut 31, 34 dB.

Finalement :

Proposition 5.6 La formule de reconstruction de l’image I est donnée dans l’espace des fréquences,
à l’aide du noyau défini en (5.53), par :

F [I](~ν) =
i ~ν · F [∇I∞](~ν)

|ν|2
. (5.54)

Pratiquement, l’application directe de (5.54) est rendue possible sur les images naturelles grâce
à un algorithme de reconstruction relativement simple [Turiel et del Pozo, 2002], dont les étapes
successives sont résumées dans la table (3). La figure 5.18 présente un exemple de reconstruction :
l’image IR est reconstruite à partir de l’information géométrique contenue dans la MSM et de
l’information de gradient de l’image originale (orientation + direction + norme) sur la MSM. La
reconstruction est d’autant meilleure que la densité de la MSM dans l’image (simplement exprimée
par le rapport d∞ = Card{MSM}/Card{image}), i.e. la proportion de pixels considérés dans la
MSM, est importante. Cette propriété est reliée à la linéarité de l’algorithme de reconstruction
en les données, que nous décrirons dans la section suivante. Expérimentalement, cela consiste es-
sentiellement à modifier le pas de tolérance ∆h que l’on utilise pour l’estimation des composantes
fractales.

Dans la suite, nous désignerons par FRI (Fully Reconstructed Image) l’image reconstruite à l’aide du
noyau de propagation g. Nous allons voir que l’on peut considérer, dans le schéma de reconstruction,
d’autres champs que le gradient essentiel ∇I∞ défini sur la MSM.
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1. On estime les exposants de singularité h(~x) en tout pixel ~x et on détermine l’exposant le plus
singulier h∞ à l’aide des étapes 1 à 5 de l’algorithme (2).

2. On construit la fonction indicatrice de la MSM :

δF∞(~x) =

1 si h∞ −∆h ≤ h(~x) ≤ h∞ + ∆h

0 sinon (h(~x) < h∞ −∆h ou h(~x) > h∞ + ∆h)

3. On calcule le gradient de l’image ∇I et on déduit le gradient essentiel ∇I∞(~x) =
∇I(~x) δF∞(~x) restreint à la MSM.

4. On calcule ensuite successivement :

– la transformée de Fourier du champ ∇I∞ pour obtenir un champ bidimensionnel com-
plexe : F [∇I∞](~ν) ≡ (F [∂1I∞](~ν),F [∂2I∞](~ν)),

– le produit scalaire de ce champ de vecteur avec le vecteur fréquence : ~ν · F [∇I∞](~ν) =
ν1F [∂1I∞](~ν) + ν2F [∂2I∞](~ν),

– le nombre complexe ainsi obtenu en chaque pixel est multiplié par i =
√
−1 puis divisé

par le module du vecteur fréquence : |ν|2 = ν2
1 + ν2

2 pour obtenir F [I],

– la transformée de Fourier inverse F−1[F [I]] du champ finalement obtenu permet de
retrouver l’image.

Algorithme 3: Étapes de l’algorithme de reconstruction.

5.5.3. Propriétés de la reconstruction

Généralisation de la formule de reconstruction

La formule de reconstruction (5.48) peut en fait être généralisée à n’importe quel sous-ensemble
de l’image, i.e. on peut chercher à reconstruire un ensemble à partir du gradient restreint à une
région quelconque de l’image. Une relation similaire à l’équation (5.47) permet en effet de définir
un gradient restreint à un sous-ensemble ℘ de l’image :

∇I℘(~x) = ∇I(~x) δ℘(~x) (5.55)

avec δ℘ la fonction indicatrice de ℘. La formule de reconstruction de l’image à partir de la région ℘
s’écrit alors simplement :

I(~x) = g ?∇I℘(~x) . (5.56)

L’équation (5.48) correspond simplement au cas particulier où l’on considère le sous-ensemble ℘ =
F∞, et l’image reconstruite est alors égale (en théorie) à l’image originale : IF∞ = I. De manière
similaire on peut proposer de généraliser l’équation (5.54) exprimée dans l’espace de Fourier :

F [I](~ν) =
i ~ν · F [∇I℘](~ν)

|ν|2
. (5.57)
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Fig. 5.19.: Illustration de la linéarité de l’algorithme de reconstruction. En haut : les pixels
de la MSM et l’image reconstruite à partir de cet ensemble. En bas : l’ensemble
complémentaire de la MSM et l’image reconstruite correspondante. Compte tenu de la
linéarité de l’algorithme, la somme des deux reconstructions est égale à l’image originale.

Propriétés de l’algorithme de reconstruction

L’utilisation de l’expression (5.56) nous permet de définir l’algorithme de reconstruction comme un
processus ℘ → I℘ dépendant du sous-ensemble ℘ uniquement (rappelons que le noyau de recons-
truction est un opérateur universel) et de souligner quelques unes de ses propriétés importantes :

– Il est linéaire en la variable ℘. Il suffit en effet de remarquer que pour deux ensembles disjoints
de l’image ℘1 et ℘2 (℘1 ∩ ℘2 = ∅), on a : ∇I℘1∪℘2 = ∇I℘1 + ∇I℘2 , et, en conséquence,
puisque le produit de convolution est associatif : I℘1∪℘2 = I℘1 + I℘2 (figure 5.19).

– Il admet un ensemble pour lequel la FRI est exacte. En effet, si ℘ = D (le support de l’image
entière), alors ∇I℘ = ∇I (car δ℘ = 1), ce qui, compte tenu de la relation F [∇I](~ν) =
−i ~ν · F [I](~ν) et de la définition de g, conduit à : I℘ = I.

– La MSM est l’ensemble à partir duquel on obtient le meilleur résultat de reconstruction. En
théorie, on a IF∞ = I ; en pratique, ça n’est généralement pas le cas, cependant c’est l’ensemble
à partir duquel on obtient le meilleur résultat de reconstruction. Si l’on remplace F∞ par
n’importe quel sous-ensemble ℘ de pixels choisis aléatoirement et de même densité que F∞,
la qualité de la reconstruction est moindre : I℘ ⊂ I∞. Par ailleurs, si la reconstruction à partir
de la MSM n’est pas exacte, elle peut toujours être améliorée en considèrant en sus dans le
processus de reconstruction, les autres composantes fractales.

– En conséquence des deux propriétés précédentes, si ℘c désigne l’ensemble complémentaire de
l’ensemble ℘, on a : I℘+ I℘c = I, autrement dit : I − I℘ = I℘c et la FRI reconstruite à partir
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Fig. 5.20.: Exemples d’images reconstruites en utilisant des noyaux de propagation g de la forme
F [g](~ν) = i ~ν/|ν|2−γ pour différentes valeurs de γ. De gauche à droite : γ = 3, γ = 1
et γ = 0 (schéma de reconstruction FRI). Les deux premières images ont subi une
égalisation d’histogramme afin d’accentuer le contraste.

de l’ensemble complémentaire est simplement la différence entre l’image originale et la FRI
reconstruite à partir de l’ensemble lui-même (i.e. l’image d’erreur).

Toutes ces propriétés sont illustrées de manière élégante dans [Turiel, 2003]. L’intérêt de la formule
de reconstruction (5.48) est de pouvoir reconstruire (en pratique, presque parfaitement) le signal à
partir de la connaissance du gradient de l’image sur la seule MSM. Notons que cela signifie en par-
ticulier que les différentes composantes fractales sont, en un sens, corrélées à la MSM puisqu’elles
peuvent être prédites par l’application d’un noyau linéaire sur la MSM.

Caractéristiques du noyau de propagation

La forme du noyau de propagation défini par l’équation 5.53 implique que celui-ci varie en |ν|−1

dans le domaine fréquenciel et donc également en |x|−1 dans le domaine spatial. Similairement, on
peut définir des noyaux de propagation de la forme :

F [g](~ν) = i
~ν

|ν|2−γ
(5.58)

qui varient en |ν|γ−1 dans le domaine fréquenciel et donc en |x|−1−γ dans le domaine spatial. Par
conséquent, plus γ est grand, plus vite le noyau de propagation décrôıt. En ce qui concerne la
reconstruction, les modifications dues à l’utilisation de tels noyaux portent sur la distribution de la
luminance dans l’image : les valeurs des niveaux de gris sur la MSM sont d’autant moins diffusées
que γ crôıt. À la limite, lorsque γ →∞, la luminance n’est plus diffusée de la MSM vers les autres
parties de l’image et l’image tend à s’annuler en dehors de cet ensemble.

Cependant, notons une propriété intéressante : quelque soit le noyau de la forme (5.58) utilisé
pour la reconstruction, la structure géométrique, et, plus exactement, la structure multifractale
de l’image originale est en principe conservée. En particulier, la MSM est préservée (bien que
difficilement discernables dans la figure 5.20, les principaux contours des objets subsistent) et il
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pourrait être montré que les exposants de singularité des différentes images reconstruites sont
identiques. En fait, le changement de l’exposant γ se traduit essentiellement par une modification
du spectre. De manière générale, toute transformation agissant sur le spectre ne modifiera pas la
structure multifractale. Des noyaux de nature totalement différente et qui préservent également la
structure multifractale peuvent encore être exhibés. Cette idée sera reprise au chapitre 7, où l’on
va définir une image dite chromatiquement réduite en modifiant la forme du noyau utilisé pour la
reconstruction.

Remarques

Ces propriétés laissent entrevoir des prolongements intéressants du modèle multifractal de recons-
truction :

– on peut considérer des ensembles de reconstruction ℘ différents suivant les propriétés que l’on
requiert pour la FRI,

– de même, on peut envisager d’utiliser un autre champ de reconstruction que le gradient
original ∇I℘ restreint à l’ensemble ℘ ; on verra au chapitre 7 une variante sur ce principe,

– on peut construire d’autres noyaux de reconstruction g.

Ainsi, le spectre des applications envisageables est très grand.

5.6. Des applications du modèle multifractal à l’analyse d’images

satellitaires - Partie I

Nous envisageons ici diverses applications du modèle que nous venons de présenter, dans le cadre
d’analyse de données satellitaires. Ces applications découlent soit directement du formalisme multi-
fractal, ou de l’approche qui a motivé le modèle, soit moins directement, mais en utilisant pleinement
les caractéristiques du modèle.

5.6.1. Détection de contours et description du contenu texturel d’une image

Approche proposée

L’analyse multifractale des transitions de niveaux de gris permet d’analyser localement le degré
de régularité du signal. Les contours d’une image s’identifient tout naturellement à la composante
associée aux singularités les plus fortes, i.e. la MSM, et la détection des contours se ramène ainsi
à la détermination de la MSM. Celle-ci décrit en effet les fronts de singularité du signal, i.e.
l’ensemble des pixels au-dessus desquels les changements les plus importants (les transitions les
plus brusques) des niveaux de gris interviennent. La méthode de détection des contours est donc
résumé par l’algorithme (2).

La technique d’analyse est particulièrement adaptée à l’étude des structures turbulentes présentes
dans les images météorologiques [Grazzini et al., 2002a] [Grazzini et al., 2002b]. Expérimentalement,
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Fig. 5.21.: De gauche à droite : détail de l’image IR ; décomposition de l’image enN = 5 classes ;
le code couleur d’un pixel désigne la composante fractale à laquelle il appartient ; celui-
ci va du blanc-jaune (composantes les plus singulières) au bleu-noir (composantes les
plus régulières) ; extraction de la MSM regroupant les pixels les plus singuliers.

la MSM rassemble les contours multiéchelles de l’image. Sur la figure 5.22, on peut voir différentes
estimations des contours de l’image de la figure 5.21. Des détails de plus en plus grossiers sont
incorporés au fur et à mesure que l’on augmente le nombre autorisé de pixels dans la MSM, et
ceci est fait graduellement, selon leur degré de singularité.

Comparaison avec les méthodes de détection de contours classiques

Détecteurs classiques - Comme nous l’avons vu dans la première partie de ce document (cf.
chapitre 3), les méthodes classiques de segmentation définissent généralement les contours comme
les points où l’intensité de l’image présente une transition brutale. C’est notamment la notion
de gradient local qui est centrale pour les méthodes de détection de contours : ces derniers sont
recherchés parmi les extrema du gradient ∇I de la fonction image I. Cette définition n’est pas
satisfaisante pour plusieurs raisons :

– les images de texture, par exemple, peuvent avoir des variations d’intensité brusques qui ne
sont pas considérés comme des contours : la séparation entre contours et texture dépend alors
de l’échelle d’analyse.

– les images météorologiques mettent quant à elles en évidence des structures d’intérêt présentant
des transitions chaotiques entre les niveaux de gris ; leur acquisition peut par ailleurs être
bruitée, provoquant très souvent de nombreux artefacts sur les régions turbulentes.

Sur cette dernière famille d’images, les algorithmes classiques d’extraction de contours ne sont
absolument pas adaptés : ceci explique les résultats peu significatifs que nous avons obtenus avec
les outils de segmentation classique.

Le détecteur de Dériche - Lorsque l’on compare cette méthode à un détecteur de contours
classique, tel que le filtre de Dériche (cf. section 3.2.3, équation 3.1), un des avantages principaux
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Fig. 5.22.: Estimation de la MSM à partir de la distribution de l’image de la figure 5.21. Le facteur
discriminant ici est la densité d∞ de la MSM dans l’image. De gauche à droite :
d∞ = 25%, 35% et 40%.

de notre approche réside dans le fait qu’elle ne nécessite pas un lissage préalable de l’image, et, en
conséquence :

– la localisation des contours est très bonne puisqu’elle est effectuée à différentes échelles,

– la technique multiéchelle nécessiterait justement l’utilisation de différentes tailles de filtres
(les paramètres α de l’équation (3.1)),

– il est possible de détecter des structures fines qui sont perdues lorsqu’on effectue un lissage,

– la sensibilité au bruit est a priori plus forte ; cependant, dans le cas de données chaotiques
comme les images météorologiques, ce bruit peut être assimilé à de l’information essentielle.

L’autre avantage est bien entendu le caractère multiéchelle de l’analyse par ondelettes. Cela justifie
que l’on compare plutôt le modèle multifractal avec des méthodes multiéchelles.

Comparaison avec les méthodes texturelles

Les MC-attributs - Idéalement, la segmentation multifractale que nous obtenons ne pourrait
être établie à l’aide des outils texturels que dans la limite des petites échelles, i.e. dans le cas où la
dimension de la fenêtre tendrait vers 0. Évidemment, les contradictions liées à la taille de la fenêtre
analysante utilisée pour les estimations locales réapparâıssent. L’adoption d’un cadre multiéchelle
(cf. section 4.3), en remédiant aux contradictions des MC-attributs, permet d’obtenir de meilleurs
résultats de localisation.

La classification multi-dimensionnelle - Nous pouvons également essayer d’interpréter les
résultats obtenus lors du processus de classification à l’aide des attributs de texture. Les ca-
ractéristiques de la MSM doivent expliquer la corrélation entre les différents attributs utilisés
dans la représentation multi-dimensionnelle (cf. section 4.4). Les pixels de la MSM ont des valeurs
significatives et les descripteurs texturels sont sensibles aux propriétés de cet ensemble. Dans le cas
des images météorologiques Meteosat, il n’y a pas de textures à des échelles privilégiées, plutôt des
microtextures. Bien que la dynamique des images soit relativement faible, le signal est suffisament
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Fig. 5.23.: Contours détectés à l’aide de filtres de Dériche. On ne représente ici que les maxima
de la norme du gradient (auncun seuillage ultérieur n’est effectué). Le réglage de la
largeur α du filtre de l’équation (3.1) sert à affiner les détails. De gauche à droite :
α = 1., 1.2 et 1.8.

chaotique pour que se produisent des transitions à toutes les échelles, de sorte que l’on ne puisse pas
vraiment extraire de textures bien définies. Dans le cas des images Spot ou Landsat d’occupation
du sol, la présence de classes de textures à des échelles caractéristiques distinctes se traduit par
une forte corrélation intra-classe et le caractère multi-valué des distributions conditionnelles.

Comparaison avec les méthodes par ondelettes

Rappelons que les méthodes par ondelettes consistent à utiliser les coefficients de représentation,
à différentes échelles, de la transformée sur une base d’ondelettes déterminée pour détecter les
contours. Le principe sous-jacent est que les discontinuités spatiales (correspondant aux contours)
se retrouvent à différentes échelles et se manifestent par des coefficients élevés, tandis que les zones
régulières de taille suffisante (correspondant aux régions homogènes) se manifestent par de faibles
coefficients, également à de nombreuses échelles.

L’AMR - Les méthodes de décomposition (cf. section 5.2.2) consistent à extraire les détails des
différentes sous-bandes jusqu’à une certaine résolution. Le problème cependant avec cette technique
est que certaines singularités peuvent théoriquement apparâıtre (résonner) à un niveau de détail
inférieur à celui où l’on a stoppé l’extraction de contours. Notre approche en revanche permet de
considérer simultanément toutes les singularités présentes dans le signal en attribuant à chacune un
attribut de quantification du degré d’irrégularité. On peut ainsi effectuer une classification de tous
les pixels de l’image puisque l’exposant de singularité est connu pour tous. L’objection principale
à l’utilisation de cette méthode est liée au fait qu’elle ne constitue pas une approche continue.

Les MMTO - Les méthodes par MMTO (cf. section 5.2.3) consistent à suivre les lignes de maxima
du module de la TO puisque ceux-ci se propagent à travers les échelles [Mallat et Huang, 1992].
En comparaison, la méthode que nous proposons conduit à l’estimation pour tous les pixels de
l’image (et pas seulement pour les pixels les plus singuliers) d’un exposant de singularité. Une
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Fig. 5.24.: Contours détectés par la méthode des MMTO. De gauche à droite : de la résolution
la plus fine à la plus grossière.

autre différence essentielle avec les méthodes de détection de contours multiéchelles par MMTO
est notamment liée au fait que nous considérons, dans notre approche, non pas le signal lui-même (la
fonction de luminance I) mais sa dérivée (plus exactement |∇I|). En particulier, la détermination
de l’exposant h(~x) ne dépend pas des variations absolues du signal I autour de ~x, mais de ses
variations relativement aux pixels dans un voisinage de ~x. Ainsi la multiplication du signal I
par une constante entrâıne une modification du coefficient α(~x) de l’équation (5.31), mais laisse
l’exposant h(~x) inchangé.

Comparaison avec les méthodes multifractales

Les mesures multifractales - Comme nous l’avons déjà souligné lors de la présentation du
modèle multifractal (cf. section 5.4.1), notre approche se distingue des approches multifractales
classiques en ce sens qu’elle vise à vérifier la dépendance en loi de puissance suivant le paramètre
d’échelle pour l’ensemble des points du signal et non pas pour une moyenne de réalisations seule-
ment. Généralement, les méthodes multifractales consistent en effet à analyser les moments de la
distribution (au travers d’une mesure de comptage par exemple) afin de mettre en évidence un
comportement multiéchelle en loi de puissance [Bacry et al., 1990]. Ici, l’approche adoptée, que
l’on qualifie de géométrique, consiste à effectuer un test direct de la multifractalité.

L’estimation multifractale à l’aide des MMTO - Lorsqu’elle est utilisée pour l’estimation des
spectres de Legendre [Arnéodo et al., 2000] [Arnéodo et al., 1999] (cf. section 5.3.4), l’approche
par MMTO permet de retrouver sensiblement les mêmes singularités que notre modèle (en 1D au
moins). Il pourrait être montré qu’elle conduit à l’estimation des mêmes singularités. Cependant,
comme nous l’avons écrit plus haut, une limitation essentielle à l’emploi de cette méthode (par
ailleurs très répandue) réside dans le fait qu’elle ne restitue pas les exposants des points autres
que les singularités. Elle s’intéresse en fait plutôt aux spectres multifractals. Le modèle d’analyse
mutifractale que nous avons présenté permet quant à lui d’attribuer un exposant non seulement
aux pixels de la MSM, mais aussi à ceux appartenant à d’autres composantes fractales, i.e. les
pixels en dehors de la MSM. Ce modèle, en mesurant le degré de régularité de tous les points
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du signal, rend possible une décomposition hiérarchique de l’image. Cette propriété permet de
classifier les pixels, des contours jusqu’aux textures, en considérant les exposants de singularité
comme des descripteurs locaux. Les différents spectres calculés directement à partir des exposants
ainsi obtenus vérifient alors tout naturellement le formalisme multifractal [Turiel et Parga, 2000a]
[Turiel et Pérez-Vicente, 2003b].

5.6.2. Compression d’images

Rappel : mesures d’erreur

Afin d’évaluer quantitativement les différences entre l’image initiale I et l’image reconstruite R,
on introduit des mesures de distance entre images. Rappelons que le rapport-crête PSNR (Peak
Signal to Noise Ratio) est une mesure, en décibels (dB), de l’erreur quadratique normalisée par la
valeur maximale Imax de l’image originale :

PSNR = 10 log10

I2
max

RMSE

où l’erreur quadratique moyenne RMSE représente la puissance du signal d’erreur :

RMSE = E
[
(I −R)2

]
=

1
CardD

∫
D

(I(~x)−R(~x))2 d~x

avec D le support de l’image. L’utilisation de ce critère permet de s’affranchir de la dispersion et
de la dynamique de l’image originale pour la comparer à l’image reconstruite.

Description de la méthode

Dans le formalisme multifractal précédemment présenté, nous disposons d’un ensemble, la MSM,
qui se trouve contenir de l’information essentielle sur l’image8 : du point de vue de la théorie du
codage, il permet la reconstruction de l’image. L’algorithme de reconstruction, défini par l’équation
(5.57), consiste à diffuser les valeurs du signal sur cet ensemble au reste de l’image. Le modèle
multifractal proposé peut tout naturellement être utilisé comme point de départ d’un schéma de
codage, à partir du moment où la MSM retient les caractéristiques les plus significatives de l’image,
et où elle permet une reconstruction précise. Retenons le schéma suivant pour la compression des
images :

1. tout d’abord, l’extraction du sous-ensemble le plus singulier de l’image, i.e. la MSM, per-
met de retenir l’information primordiale (essentiellement constituée des bords des objets) de
l’image,

2. puis, la reconstruction de la FRI par propagation des valeurs de niveaux de gris du gradient
spatial de l’image de la MSM vers les autres régions de l’image,

qui est décrit en détail par l’algorithme (3).

8Nous donnerons plus loin un sens à la notion d’”ensemble le plus informatif” en ce qui concerne la MSM.
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Fig. 5.25.: Reconstructions de l’image de la figure 5.21 à partir des estimations de la MSM de la
figure 5.22. De gauche à droite : PSNR = 22.24 dB, 28.96 dB et 30.08 dB.

Enfin, une des caractéristiques essentielles de l’algorithme de reconstruction est sa linéarité qui porte
sur la FRI (cf. section 5.5.3). Cela signifie, rappelons-le, que, si la MSM est l’union de deux sous-
ensemble P1∪P2, alors la FRI IP1∪P2 reconstruite à partir de cette composante est égale à la somme
des deux FRI IP1 et IP2 reconstruites à partir de chaque ensemble séparément. En particulier, la
reconstruction serait parfaite si la MSM contenait tous les points de l’image. Ainsi, plus la MSM
regroupe de pixels singuliers, meilleure est l’approximation de l’image originale par la FRI. En
conséquence, l’image compressée peut approximer l’image originale autant que l’on souhaite, i.e.
le niveau de compression peut être ajusté. Il est simplement nécessaire de déterminer la densité de
la MSM utilisée pour la reconstruction, i.e. il faut ajuster l’intervalle ∆h des valeurs acceptées
pour les exposants de singularités h des pixels de la MSM. Sur la figure 5.26, on a ainsi représenté
l’évolution de la qualité de la reconstruction (via le PSNR) en fonction de la densité d∞ de la MSM
utilisée pour la reconstruction. En augmentant le nombre de pixels de la MSM, i.e. lorsque d∞ crôıt,
on améliore la reconstruction. Rappelons qu’idéalement, lorsque la MSM représente tous les pixels
de l’image, la reconstruction est parfaite. Cependant, notons qu’il y a des paliers. Il y a tout d’abord
une certaine proportion de points de la MSM, les plus singuliers (jusqu’à 20 % de l’image), qui ne
permettent pas une reconstruction efficace. En ajoutant alors d’autres pixels à l’ensemble considéré
pour la reconstruction, on améliore notablement la qualité de la reconstruction, et celle-ci ne cesse
de crôıtre lorsqu’on ajoute d’autres pixels, jusqu’à un certain palier (la MSM contient alors un
peu moins de 50 % des pixels de l’image). À partir de ce palier, les améliorations sont très sensibles.
Cela signifie que les nouveaux pixels que l’on ajoute n’apportent pas davantage d’information pour
la reconstruction : en fait, ils ne correspondent pas à des transitions brusques du signal, ce sont des
points réguliers. Cet exemple montre que l’information nécessaire à la reconstruction est vraiment
contenue dans un sous-ensemble particulier de l’image constitué des points les plus singuliers.

Comparaison avec la compression par MMTO

Comme la représentation multifractale, la représentation par maxima d’ondelettes permet à l’aide
d’un algorithme approprié de reconstruire l’image (cf. section 5.2.3). Mise à part leur caractère
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Fig. 5.26.: Évolution de la qualité de la reconstruction (et donc du taux de compression) en fonction
de la densité d∞ de la MSM utilisée pour la reconstruction. De gauche à droite :
reconstructions de l’image de la figure 5.11 dans les cas extrêmes d∞ = 5 % et d∞ =
90 %, graphe du PSNR (ord.) en fonction de d∞ (abs.) pour différentes reconstructions
effectuées sur la même image.

multiéchelle, nous pouvons souligner une caractéristique commune essentielle de ces deux ap-
proches ; toutes deux tendent à distinguer deux structures fondamentales dans les images natu-
relles :

1. les contours des objets sont les structures géométriques principales :

– dans les algorithmes de Mallat et al. [Mallat et Zhong, 1992] [Froment et Mallat, 1991],
ces contours sont représentés par les courbes de MMTO les plus significatives. En y
ajoutant une approximation basse-résolution de l’image, ces courbes de maxima per-
mettent d’approximer l’image naturelle.

– dans l’algorithme de [Turiel et del Pozo, 2002], ces contours permettent de reconstruire
une image ayant la même structure géométrique que l’image originale. En y ajoutant
une information d’illumination de la scène, ils permettent de reconstruire une bonne
approximation.

2. dans les deux cas, l’information perdue dans les approximations précédentes ne participe pas
à des structures géométriques : l’image d’erreur a essentiellement l’aspect de microtextures9

(figure 5.19).

5.6.3. Fusion d’images de différentes résolutions spatiales

La fusion de données

En un sens très large, la fusion d’images satellitaires consiste à combiner plusieurs images provenant
de capteurs différents, et permettant éventuellement d’oberver des scènes différentes, en une seule

9En ce qui concerne le modèle multifractal, ce terme de ”microtextures” n’est pas tout à fait juste. L’information

perdue correspond plutôt à de l’information de nature chromatique. Cependant, elle n’est effectivement pas de

nature géométrique.
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[Pohl et Van Genderen, 1998]. L’objectif est d’intégrer toute l’information pertinente contenue dans
les images d’entrée et de produire, en sortie, une image qui retienne toutes les caractéristiques
essentielles de chacune d’entre elles. Un état de l’art récent et complet sur les nombreux problèmes
en fusion de données, ainsi que les diverses méthodes proposées pour les résoudre, est présenté
dans [Pohl et Van Genderen, 1998]. Les techniques varient d’une application à une autre et vont
du simple schéma de fusion par moyennage des pixels à des schémas plus compliqués tels que la
fusion par ACP ou par transformées en ondelettes [Ranchin et Wald, 1993].

Pour notre part, nous nous intéressons à la fusion d’images permettant d’observer une même scène
avec des résolutions spatiales différentes. L’intérêt d’une telle approche est de combiner deux sources
d’observation (resp. basse et haute-résolution) pour pré-segmenter une image [Yocki, 1995] :

– l’image basse-résolution (BR) fournit de l’information sur les régions homogènes, les zones
texturées de la scène observée,

– l’image haute-résolution (HR) fournit de l’information sur les contours principaux et les
bords des structures importantes.

La figure 5.27 présente l’exemple de deux images HR et BR acquises par le satellite Landsat,
permettant d’observer la même scène et de résolutions respectives 15× 15m et 60× 60m.

Fig. 5.27.: Deux images acquises simultanément par le satellite Landsat. À gauche : image BR
et son spectre de puissance ; à droite : image HR et son spectre de puissance.

La combinaison des deux sources d’information doit permettre de réduire la complexité des données
tout en conservant l’information essentielle qu’elles fournissent. La fusion ainsi opérée peut ensuite
servir comme donnée d’entrée dans des traitements ultérieurs, e.g. pour de la segmentation ou
de la classification. Retenons que l’une des techniques les plus fréquentes utilise les TO : elle
consiste essentiellement à substituer les approximations, à un certain niveau de résolution, de la
décomposition, dans une base d’ondelettes, de l’image HR (cf. section 5.2.2) par l’image BR elle-
même puis à reconstruire l’image à l’aide des détails de l’image HR [Wald et al., 1997].

Approche proposée

Intuitivement, l’idée de la fusion de deux images de résolutions spatiales différentes est de conserver
les caractéristiques fréquentielles de l’image BR dans les basses résolutions et celles de l’image
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Fig. 5.28.: De gauche à droite : contour de l’image HR, image reconstruite et graphe des
moyennes radiales des spectres de puissance Γ(~ν) (représentation semi-log) ; en rouge
l’image BR, en bleu l’image HR.

HR dans les hautes résolutions. Nous proposons de réaliser cette fusion grâce à l’algorithme de
reconstruction multifractal car il possède de bonnes propriétés. Le recours au modèle multifractal
pour l’extraction de la MSM permet notamment d’extraire les structures principales d’une image,
associées aux contours. La reconstruction ensuite conserve les structures extraites. L’idée de notre
méthode est de reconstruire une image avec un noyau de reconstruction qui aurait les mêmes
propriétés que le noyau g utilisé dans l’algorithme, mise à part la propriété de conservation du
spectre. Le noyau va dépendre des images fusionnées, il ne sera donc plus universel.

On réalise la fusion d’une image BR Ib et d’une image HR Ih grâce aux étapes suivantes. On
calcule tout d’abord les moyennes radiales ΓX (|ν|) des spectres de puissance des deux images (le
symbole X tient lieu de b ou de h). Pour cela :

– les puissances spectrales ΓX (~ν) des deux images sont estimées à partir de leurs transformées
de Fourier F [IX ](~ν) (figure 5.28),

– les spectres ainsi obtenus sont intégrés sur des couronnes du domaine fréquenciel pour obtenir
les moyennes radiales :

ΓX (|ν|) =
∫ 2π

0
ΓX (|ν| eiθ) dθ ;

à cet effet, le rang des fréquences est échantillonné de manière à avoir suffisament de données
pour chaque orientation θ.

Une fois que les moyennes radiales des spectres de puissance sont calculées, on introduit la fonction
radiale c définie par :

c(|ν|) = Γb(|ν|)/Γh(|ν|).

La suite consiste simplement à reprendre les étapes de l’algorithme (3) de reconstruction de l’image
HR. On construit le gradient essentiel ∇Ih∞ de l’image HR et on extrait la MSM à l’aide des
étapes 1 à 3 (figure 5.28). Ensuite, tous les calculs de l’étape 4 sont réalisés normalement jusqu’à
l’obtention du vecteur i ~ν · F [∇Ih∞](~ν)/|ν|. Avant d’appliquer la transformée de Fourier inverse,
ce nombre est multiplié par le rapport c(|ν|) des moyennes radiales des spectres. Finalement, la
transformée de Fourier inverse permet de produire l’image fusionnée.
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Fig. 5.29.: Détails des résultats d’analyse et de fusion des images Landsat de la figure 5.27. De
haut en bas : image BR, image HR, image de moyenne des radiances (pixel par
pixel), image reconstruite à l’aide de l’algorithme multifractal et image fusionnée par
la méthode proposée.
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5.7 Conclusion

Compte tenu du schéma de fusion, qui est pratiquement le même que celui adopté pour la recons-
truction, le noyau de fusion que nous utilisons conserve tout naturellement les propriétés suivantes :
déterminisme, linéarité et invariance par translation. L’isotropie découle de la forme de la fonction c,
qui ne dépend que du rayon |ν|. En revanche, le noyau n’est plus universel, il est construit à partir
des spectres de puissance des données elles-mêmes. Le noyau ne conserve plus non plus le spectre de
l’image dont on a extrait la MSM, en l’occurence l’image HR ; le spectre de l’image fusionnée tend
plutôt à ressembler à celui de l’image BR. On voit sur l’image de la figure 5.30 que l’image fusionnée
combine les caractéristiques des deux images d’entrée : elle conserve la même structure géométrique,
i.e. les mêmes contours, que l’image HR, et elle présente des régions homogènes, lisses, comme sur
l’image BR, davantage que sur l’image HR. Les résultats sont clairement supérieurs à ceux obte-
nus à l’aide d’une méthode näıve telle que le moyennage des pixels par exemple (figure 5.29). Avec
ce type d’images, qui sont des mesures relativement proches (les caractéristiques spectrales sont
similaires), le noyau de fusion produit des résultats intéressants. En revanche, lorsque le noyau de
fusion est construit à partir d’images acquises dans des bandes spectrales très différentes, le résultat
de fusion n’est pas aussi satisfaisant.

Fig. 5.30.: De gauche à droite : rapport c des fonctions radiales Γ(~ν), image fusionnée et son
spectre de puissance.

Ces premiers résultats nous amènent à penser que l’utilisation du modèle multifractal constitue
une bonne approche pour des problématiques plus générales de fusion de données. En effet, nous
retiendrons essentiellement qu’il permet d’extraire la structure géométrique de l’image HR. Celle-ci
doit pouvoir être combinée d’une façon ou d’une autre avec de l’information sur l’image BR ; on
pourrait penser utiliser un autre noyau que g, utiliser un autre gradient que ∇I∞, combiner les
structures géométriques. Une application très importante qui pourra être envisagée est la fusion
d’images panchromatiques HR et d’images multispectrales BR [Wald et al., 1997].

5.7. Conclusion

Un des thèmes centraux de ce chapitre est l’invariance d’échelle : cette propriété est essentielle à la
compréhension des données météorologiques et à la détermination d’un outil pour les analyser. Elle
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caractérise en effet à la fois les phénomènes visualisés dans les images et la structure des images elles-
mêmes. L’invariance d’échelle exhibée par les images IR explique notamment les faibles résultats
obtenus à l’aide des méthodes de segmentation classiques (cf. chapitres 3 et 4). Elle nécessite
d’introduire des méthodes d’analyse multiéchelle, qui prennent en compte simultanément toutes
les échelles, de manière à reproduire les propriétés des systèmes analysés. Après un bref rappel sur
l’outil ondelette et sur le formalisme multifractal, nous présentons un modèle original d’analyse
multifractale.

L’idée de l’approche proposée, issue du formalisme multifractal, est que chaque point de l’image
peut être classifié selon la nature de la transition que le signal subit, i.e. selon la régularité locale du
signal. Son originalité réside notamment dans le fait que l’on peut reconstruire l’image à partir des
points les plus singuliers. Le modèle présente ainsi tous les avantages du formalisme multifractal :
il offre une interprétation à la fois en terme statistique et en terme géométrique aux différentes
structures qu’il permet d’extraire. En outre, il exhibe un ensemble particulier, la MSM, dont la
connaissance suffit à prédire la distribution de la luminance dans l’image. Cet ensemble semble
essentiellement constitué des contours des objets d’intérêt, considérés à différentes échelles : il
s’apparente aux contours multiéchelles. La description offerte par le modèle permet finalement
une description des textures (les plus régulières) aux contours (les plus singuliers), ce que nous
recherchons idéalement avec une méthode de segmentation. La MSM apparâıt à cet effet comme
un ensemble très significatif. Nous pouvons tout naturellement trouver de nombreuses applications à
cette approche, qui ne se limitent pas à l’étude des seules images vérifiant le formalisme multifractal.
En fait, l’approche multifractale peut être adoptée pour décrire et étudier n’importe quel type
d’images, sans faire d’hypothèses a priori sur la nature de ces images : c’est un outil d’analyse très
performant, qui permet d’appréhender la structure d’images non (multi)fractales notamment.

Dans le contexte d’analyse de données météorologiques, ce modèle s’avère particulièrement adapté,
car, en un sens, ses propriétés reproduisent celles des objets analysés. Cependant, si l’on sou-
haite relier la description ainsi obtenue à l’interprétation des phénomènes sous-jacents, la tâche
parâıt ardue : il semble difficile de pouvoir établir un lien quantitatif entre la dynamique de ces
phénomènes, la statistique du modèle et les différentes structures mises en évidence. Cela implique
une information de nature géométrique dans une description statistique, tout en prenant en compte
des connaissances physiques. L’autre intérêt majeur de la méthode que nous avons présentée est
justement, comme est dérive de concepts thermodynamiques, d’offrir une interprétation physique
aux différentes structures extraites pour l’interprétation des phénomènes sous-jacents : c’est ce que
nous allons voir dans le chapitre suivant.
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6. Le formalisme multifractal : du modèle de

turbulence au modèle d’image

Dans ce chapitre, nous présentons succintement les outils classiques issus de la théorie de la turbulence,

qui permettent de traiter les problèmes d’analyse de flots caractérisés par une structure complexe et

chaotique. Nous esquissons les principaux résultats des différentes descriptions statistiques de la turbu-

lence avec pour objectif de les relier au modèle d’analyse d’image présenté dans le chapitre précédent.

En particulier, nous nous intéressons au formalisme multifractal développé pour l’étude des systèmes

turbulents, et à son extension à l’analyse d’images naturelles. Plus précisément, nous montrons que la

description hiérarchique des images est liée à une modélisation des transitions du signal par des pro-

cessus log-Poisson invariants d’échelle, initialement utilisés pour analyser l’évolution des accroissements

de la vitesse dans des flots turbulents. Diverses considérations en terme physique et thermodynamique

nous permettent ainsi de donner une signification particulière aux structures mises en évidence dans les

images météorologiques à l’aide de ce modèle.

6.1. La physique du formalisme multifractal : la turbulence

6.1.1. Pourquoi s’intéresser à la turbulence ?

Nous avons deux raisons essentielles de nous intéresser aux phénomènes turbulents et à leur
modélisation :

– la nature et les propriétés des données : en menant diverses études avec les outils
classiques d’analyse d’images (chapitres 3 et 4), nous avons été confrontés à des limitations
dues à la structure particulièrement complexe des images Meteosat IR. L’origine de cette
complexité réside dans la nature même des mesures IR effectuées par le satellite Meteosat :
les images acquises dans ce canal traduisent les propriétés thermodynamiques (la température)
des couches supérieures de l’atmosphère, qui est un flot turbulent. Les images IR mettent
ainsi en évidence des phénomènes complexes liés au caractère chaotique de l’atmosphère.
Il apparâıt alors naturel de s’intéresser aux mécanismes plus généralement mis en jeu dans
l’évolution d’un flot turbulent.

– l’origine du formalisme multifractal : de fait, le formalisme multifractal a été introduit
pour l’analyse des données turbulentes [Parisi et Frisch, 1985]. Il a initialement été appliqué
à de nombreux domaines de la géophysique (météorologie, climatologie, télédétection,...) et
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est adapté à l’analyse des grandeurs physiques scalaires intensives présentant des fluctuations
importantes. L’outil que nous utilisons est donc un prolongement des méthodes d’analyse de
la turbulence.

Concernant les propriétés que nous avons mises en évidence sur les images IR, la propriété d’inva-
riance d’échelle (cf. chapitre 5), par exemple, est caractéristique des flots turbulents1. Dans de tels
systèmes, toutes les échelles sont représentées sans distinction d’aucune d’entre elles, on ne peut
pas isoler, identifier des échelles jouant un rôle spécifique. Il n’existe pas d’échelle privilégiée, mais
plutôt une relation permettant de passer d’une échelle à une autre. Il parâıt alors normal que nous
retrouvions cette propriété dans les images.

6.1.2. Objectifs

La compréhension du phénomène de turbulence dans les fluides a donné lieu à de nombreuses études
[Lesieur, 1998]. Le problème de la modélisation et de la description de la turbulence est vaste et
mélange des approches allant de la mécanique des fluides appliquée à des travaux phénomènologiques
ou des développements mathématiques complexes. Nous présentons dans la suite de ce chapitre les
différentes approches qui se proposent d’analyser la structure complexe des données et signaux tur-
bulents. Parmi celles-ci, le formalisme multifractal constitue l’équivalent d’une thermodynamique
des signaux turbulents dans le sens où il rend compte des propriétés d’invariance d’échelle de
ces signaux au travers de quantités jouant le rôle de potentiels thermodynamiques (exposants des
fonctions de structure, spectre des singularités).

L’intérêt majeur des modèles de turbulence est de prédire son comportement statistique en pre-
nant en compte l’existence de structures organisées. Dans ce contexte, notre démarche est d’enver-
gure restreinte, et se limite à relier l’approche multifractale, présentée dans le chapitre précédent,
avec une description de la turbulence2. Notre objectif principal est de comprendre les relations
que la description multifractale de la turbulence entretient (ou pas) avec l’existence de structures
géométriquement et dynamiquement organisées dans les images de flot turbulent.

6.2. Notions de dynamique des fluides et turbulence

La turbulence reste un sujet d’intérêt majeur ; sa difficulté théorique vient du fait que c’est un
problème de physique non linéaire où un grand nombre de degrés de liberté rentre en jeu. Alors
que l’équation de Navier-Stokes qui régit les écoulements turbulents est connue depuis plus d’un
siècle, il n’existe aucun résultat exact décrivant les statistiques des écoulements turbulents.

1Notons cependant que les approches actuelles tendent à s’affranchir de cette hypothèse [Chainais et al., 2003].
2On notera également que nous allons à l’inverse de la construction et du développement chronologique, puisque

nous présentons seulement maintenant les fondements du formalisme multifractal.

180



6.2 Notions de dynamique des fluides et turbulence

6.2.1. Équations de Navier-Stokes

Afin de décrire l’écoulement d’un fluide, on utilise généralement une description eulérienne dépendant
de plusieurs inconnues régissant l’évolution des structures et fluctuant dans l’espace et le temps :
trois champs scalaires, la température T (~x, t), la pression p(~x, t) et la densité de masse volu-
mique ρ(~x, t), ainsi qu’un champ vectoriel, la vitesse v(~x, t). Ces grandeurs hydrodynamiques
sont gouvernées par des équations d’état et de conservation : équation d’état du fluide, équations
de conservation de la matière et de la quantité de mouvement, équation de bilan thermodyna-
mique [Pedlosky, 1997] [Bougeault et Sadourny, 2001]. L’équation de conservation de la quantité
de mouvement devient sous certaines hypothèses communément admises en turbulence, l’équation
de Navier-Stokes :

Dt v = ∂tv + (v ·∇) v =
1
ρ
(F −∇p) + ν∇2v, (6.1)

où ν représente ici la viscosité du fluide et F désigne les forces extérieures.

Cette équation de base peut être complétée à l’aide de l’équation de continuité ∂tρ+ ∇ · (ρv) = 0.
Dans la plupart des cas, on fait l’hypothèse d’incompressibilité du fluide, pour lequel la densité ρ
est constante en espace et en temps (ρ = 1 par convention). L’équation de continuité se ramène
alors à :

∇ · v = 0.

Le problème de la turbulence semble mathématiquement clairement posé puisque ces équations
décrivent de manière déterministe la mécanique des fluides. Malheureusement, les équations de
Navier-Stokes donnent lieu à des comportements très complexes qui sont impossibles à calculer et
prédire numériquement.

6.2.2. Nombre de Reynolds et échelles de l’écoulement

La caractéristique essentielle de l’équation (6.1) réside dans le terme d’advection (v ·∇) v qui lui
confère sa forme non-linéaire. Le mécanisme fondamental qui gouverne l’écoulement d’un fluide
résulte d’une compétition entre les effets de ce terme et les effets du terme de dissipation ν∇2v .
Le premier terme crée en effet un transfert d’énergie d’une échelle vers une autre plus petite tandis
que le second mesure l’énergie dissipée. Afin de quantifier cette concurrence, on introduit le nombre
adimensionnel suivant, appelé nombre de Reynolds :

Re =
|(v ·∇) v|
|ν∇2v|

. (6.2)

Notons qu’une lecture de l’équation de Navier-Stokes peut se faire en terme d’échelles d’espace.
En fixant une taille caractéristique L de l’écoulement et un ordre de grandeur U des variations de
vitesse3, on peut opèrer le changement de variable suivant :

v → v = v/U, x→ x = x/L t→ t = t U/L

3U est essentiellement la vitesse moyenne du fluide, et L, la longueur sur laquelle la vitesse passe de 0 à U .
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de sorte que l’équation (6.1) prend la forme adimensionnelle suivante :

∂tv + (v ·∇) v = −∇p +
1
Re
∇2v

où les dérivées sont prises par rapport aux nouvelles coordonnées. Le nombre de Reynolds Re est
ici évalué par :

Re =
UL

ν
(6.3)

et est bien un nombre sans dimension décrivant le comportement des solutions. Ce nombre pilote
en grande partie le comportement qualitatif de l’écoulement.

6.2.3. Turbulence

La turbulence se développe en plusieurs étapes. À bas nombre de Reynolds, il existe des mouvements
certes dépendants du temps mais relativement réguliers. La complexité de l’écoulement augmente
lorsque le nombre de Reynolds crôıt, i.e. lorsque le terme non-linéaire (v ·∇) v de l’équation (6.1)
est d’importance croissante relativement au terme de dissipation visqueuse ν∇2v. Ainsi, à plus
grand Re, les mouvements de fluide sont beaucoup plus irréguliers.

Nombre de Reynolds Nature du régime

< 103 laminaire

de 103 à 105 turbulence de transition

> 105 − 106 turbulence développée

Tab. 6.1.: Étapes (approximatives) de la turbulence en fonction du nombre de Reynolds.

On distingue généralement trois états qui correspondent aux différents écoulements observés (cf.
table 6.1) :

(i) les écoulements laminaires correspondent à la situation (aux nombres de Reynolds les plus
bas) où les champs hydrodynamiques sont des fonctions périodiques du temps ; l’écoulement
conserve une structure simple, organisée, stable ;

(ii) la turbulence molle est associée aux écoulements de transition ; on observe une succession
d’instabilités de plus en plus nombreuses jusqu’à l’apparition d’un chaos spatio-temporel4

autour d’un nombre de Reynolds critique ;

(iii) la turbulence complètement développée (TCD) aux grands nombres de Reynolds.

Cette dernière situation correspond au cas le plus complexe, pour lequel l’obtention d’une solution
générale aux équations de la mécanique des fluides devient impossible :

Définition 6.1 La turbulence complétement développée est l’état ultime atteint par la tur-
bulence : les mouvements des différents éléments du fluide sont erratiques, presque aléatoires, et il
devient impossible de prévoir à long terme l’évolution de l’écoulement.

4La notion de chaos est associée à la sensibilité extrême aux conditions initiales.
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La difficulté majeur avec la résolution des équations de Navier-Stokes provient en fait du grand
nombre de degrés de liberté mis en jeu dès que Re � 103. Dans l’atmosphère, les météorologues
sont confrontés à L ≈ 100 km, U ≈ 10m.s−1 et ν ≈ 10−5m.s−1, soit Re & 1011 : c’est un exemple
typique de TCD.

6.3. Description et formalisation statistiques de la turbulence

La TCD ne peut presque toujours être étudiée qu’à travers les propriétés statistiques des écoule-
ments. Une description en termes de variables, ou champs, aléatoires est couramment utilisée pour
analyser la turbulence. Nous esquissons dans cette section les principaux résultats des différentes
descriptions statistiques de la turbulence et nous montrons comment les propriétés mises en évidence
dans le phénomène de turbulence ont donné naissance à un cadre formel dont dérive l’approche
multifractale. L’ouvrage [Frisch, 1995] fournit une discussion complète et une revue détaillée de la
théorie de la modélisation de la turbulence.

6.3.1. La démarche statistique

Les équations de Navier-Stokes étant impossibles à résoudre à grand Re, on abandonne toute
idée de description détaillée au profit d’une approche statistique. On est en effet en présence de
phénomènes où ce que l’on peut mesurer adopte un caractère aléatoire. Cette nature stochastique
est renforcée par les mesures de vitesse, de pression ou autres quantités scalaires de l’écoulement
qui sont très fluctuantes d’un point à un autre dans l’espace ainsi qu’au cours du temps. L’intérêt
d’une démarche statistique est de permettre l’obtention de descriptions approchées sans recourir à
des simulations numériques. Cependant, la question initiale est de savoir quelles sont les propriétés
statistiques de l’écoulement et, donc, quelle classe de modélisation adopter.

Les études en TCD consistent, pour la plupart, à caractériser les fluctuations de vitesse de
l’écoulement, à la fois dans le temps en un point fixe, et dans l’espace à un moment donné.
Une quantité importante pour ces études est la différence de vitesse entre deux points voisins ;
les écoulements de turbulence sont en effet le plus souvent analysés à partir des accroissements
(longitudinaux) des signaux de vitesse5 :

δvr(~x) = vx(~x+ r)− vx(~x), (6.4)

où vx désigne la composante selon x de v. Ces accroissements présentent les caractéristiques sui-
vantes :

– pour un écoulement laminaire, le profil de vitesse est linéaire : δvr est constante au cours
du temps et varie linéairement en fonction de r ; la fonction de distribution de δvr est une
fonction delta à une valeur ;

– pour un écoulement en TCD, la fonction de distribution des δvr est une fonction plus large
centrée autour de 0.

5Notons qu’on ne dispose généralement que d’enregistrements temporels effectués en un point d’espace et non

d’enregistrements spatiaux. L’hypothèse d’ergodicité permet de passer des uns aux autres.
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Ainsi, dans le premier cas, seule la valeur moyenne compte, tandis que dans le second, ce sont
les statistiques qui sont intéressantes. Dans le cas turbulent, les questions qui se posent sont les
suivantes : quelle est la forme de la fonction de distribution ? Comment varie-t-elle en fonction de la
distance r ? On cherche généralement à caractériser la distribution de probabilité par ses moments
E[|δvr|p], qui sont les valeurs moyennes des puissances des accroissements de vitesse.

6.3.2. Le modèle auto-similaire

La théorie de [Kolmogorov, 1941] décrit les premières propriétés statistiques d’un champ de vitesse
en TCD en proposant une solution stationnaire d’équilibre statistique. Elle suppose que, pour une
large gamme d’échelles, appelée zone inertielle, entre une échelle caractéristique dissipative η et
la grandeur caractéristique L [Frisch, 1995] :

1. les δvr(~x) vérifient localement les symétries que les équations de Navier-Stokes (6.1) ac-
ceptent : homogénéité, isotropie, stationnarité et invariance d’échelle,

2. un état d’équilibre statistique est atteint tel que le taux moyen ε̄ = −E[ ddt
|v|2
2 ] de dissipation

d’énergie par unité de masse reste constant et non nul (E désigne l’espérance.),

3. dans cet état, les accroissements à petite échelle sont exactement auto-similaires avec un
certain exposant ζ :

δvλr(~x) ∼ λζ δvr(~x).

De ces hypothèses, on peut déduire la forme complète des statistiques des accroissements qui sont
stationnaires et, donc, suffisent à décrire le champ des vitesses quand Re→∞. Les résultats établis
impliquent que les fonctions de structure6 prennent la forme :

∀η . r . L, E[|δvr|3] = −4
5
ε̄ r (loi des 4/5e) (6.5)

∀p ∈ N,∀η . r . L, E[|δvr|p] ∝ ε̄ p/3 rp/3. (6.6)

La propriété sous-jacente derrière ces expressions est en fait une auto-similarité exacte et glo-
bale des accroissements, avec l’exposant ζ = 1/3, qui contrôle dimensionnellement les moments à
tous ordres [Frisch, 1995] : cela signifie que les distributions des accroissements δvr de la vitesse
doivent avoir la même forme à toutes les échelles r.

6.3.3. Modèles d’intermittence

Des mesures expérimentales et numériques de plus en plus fines ont remis le modèle de Kolmogorov
en question. Il est connu que ce résultat est mis en défaut par le phénomène d’intermittence :

Définition 6.2 La notion d’intermittence est liée à la succession, spatiale ou temporelle, d’épiso-
des calmes et d’épisodes très actifs, elle se caractérise par des transitions soudaines d’un type d’ac-
tivité à un autre : l’écoulement semble constitué d’une juxtaposition de régions calmes, laminaires
et d’autres au contraire fortement irrégulières, chaotiques.

6On désigne ainsi les moments des accroissements.
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L’intermittence implique des fluctuations importantes des grandeurs mesurées, e.g. le champ de
vitesse. En particulier, l’intermittence a comme conséquence que la relation (6.6) n’a plus cours dès
qu’on s’intéresse aux moments d’ordre supérieur à 3. Elle se traduit en effet par :

– des distributions d’accroissements de vitesse non gaussiennes, avec de fortes fluctuations par
rapport à la moyenne, ce caractère étant d’autant plus marqué qu’on se rapproche des petites
échelles,

– des exposants inférieurs à ceux prédits dans [Kolmogorov, 1941] pour les fonctions de structure
d’ordre 4 ou plus.

Les exposants des lois de puissance ne suivent plus la loi dimensionnelle simple en ζ = 1/3 de
l’auto-similarité exacte ; les fonctions de structure s’écrivent de façon générale :

E[|δvr|p] ∝ ε̄ p/3 rζ(p) (6.7)

avec ζ(p) 6= p
3 . Cette déviation est attribuée à la présence de structures cohérentes (événements

rares) et donc au caractère intermittent de la turbulence7.

Afin de rendre compte de ces propriétés d’intermittence, divers modèles ont été proposés pour
estimer les exposants ζ(p). Ils sont généralement construits en modifiant les hypothèses statistiques
de Kolmogorov. C’est par exemple le cas du modèle de Kolmogorov-Obukhov [Kolmogorov, 1962]
[Obukhov, 1962] qui propose une hypothèse dite de similarité améliorée reliant les fluctuations des
accroissements à celles de la dissipation locale moyenne εr = 1

r2

∫∫
|x|<r ε(~x, t) d~x :

E[|δvr|p] ∝ E[ε p/3r ] rp/3 (6.8)

et postule par ailleurs une distribution log-normale de εr. On trouvera un exposé complet des
différents modèles dans l’ouvrage [Frisch, 1995].

Deux approches essentielles sont cependant à retenir pour la suite : le cadre multifractal qui permet
d’interpréter les déviations intermittentes sous hypothèse que l’on conserve des lois de puissance
[Parisi et Frisch, 1985] ; le cadre des cascades qui permet également d’interpréter statistiquement
l’intermittence, mais en abandonnant l’invariance d’échelle au profit d’une hypothèse de lois infini-
ment divisibles [Castaing, 1996] [Chainais et al., 2001].

6.3.4. Le modèle multifractal

L’hypothèse multifractale en turbulence [Parisi et Frisch, 1985] consiste à remplacer l’hypothèse
d’auto-similarité globale proposé dans [Kolmogorov, 1941] par une hypothèses d’auto-similarité
statistique locale. On suppose ainsi qu’en chaque point ~x, on a un exposant h(~x) tel que :

δvλr(~x) ∼ λh(~x) δvr(~x)

7Dans notre contexte d’étude, c’est essentiellement la présence de singularités hölderiennes dans le signal qui contre-

dit les hypothèses de [Kolmogorov, 1941]. Plus généralement, d’autres types de singularités doivent êtres prises

en compte.
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dans la limite des petites échelles. La dimension fractale D(h) est définie comme la dimension de
l’ensemble de points {~x | h(~x) = h} et h → D(h) désigne le spectre multifractal. Cette hypothèse
porte en fait sur les exposants de Hölder locaux.

Le formalisme multifractal [Parisi et Frisch, 1985] permet d’établir une connexion inversible entre
le spectre multifractal et les exposants de description statistique des accroissements. Comme les
exposants ζ(p) n’ont aucune raison a priori de présenter un comportement linéaire de la forme p ζ,
les descriptions des lois d’échelle dans les données ne peuvent se faire avec un unique exposant
mais en requiert toute une collection. Mesurer les exposants ζ(p) de l’équation (6.7) constitue une
possibilité via la transformée de Legendre, d’estimer le spectre multifractal [Parisi et Frisch, 1985] :

ζ(p) = minh{ph+ d−D(h)} D(h) = minp{ph+ d− ζ(p)} (6.9)

où l’on fait intervenir la dimension d de l’espace. L’utilisation d’une transformée de Legendre
évoque, en outre, une interprétation thermodynamique du spectre multifractal où h, q, ζ(q) et
D(h) représentent respectivement comme une énergie interne, l’inverse d’une température, une
énergie libre et une entropie [Arnéodo et al., 1995].

6.3.5. Le modèle de cascades

Notons tout d’abord que la description phénomènologique de la turbulence sous forme de cascades
n’est pas nouvelle. On décrit généralement les flots turbulents par des cascades d’énergie, dites
cascades de Richardson, des gros tourbillons vers les plus petits [Frisch, 1995] :

Définition 6.3 L’énergie est injectée dans l’écoulement à l’échelle L, et elle est transférée de
manière aléatoire, à travers la zone inertielle, d’échelle en échelle sous l’effet d’une cascade
d’énergie, jusqu’à l’échelle η à laquelle elle est finalement dissipée.

Cette description est en fait présente dans toutes les modélisations de la turbulence.

Le concept statistique de cascades infiniment divisibles [Castaing et al., 1990] a été introduit pour
rendre compte, en un sens, des proportions gouvernant la redistribution de l’énergie à travers les
échelles. La présence de cascades traduit la notion d’absence d’échelle de temps privilégiée ; en
fait, seules les lois d’échelles relatives restent nécessaires : les processus à une échelle donnée de la
cascade sont déterminés par les processus aux échelles précédentes. Une distribution de probabilité
permet ainsi de relier les distributions des accroissements entre deux échelles, ce que l’on peut
essayer d’exprimer abusivement par l’existence d’un processus infiniment divisible αrL tel que :

δvr
L= αrL δvL

où L= représente l’égalité en loi [Renyi, 1992] et L est la grande échelle de l’écoulement. L’infinie
divisibilité impose que le processus αrl puisse être infiniment partagé, faisant apparâıtre une infinité
d’états intermédiaires [Castaing, 1996] [Castaing, 1997] :

αrl
L= αrr′ αr′l, r < r′ < l. (6.10)
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Pour les fonctions de structure, l’équation (6.7) n’a plus cours et le comportement étudié prend la
forme [Chainais et al., 2003] :

E[|δvr|p] ≈ exp(ζ(p) (n(r)− n(L)))E[|δvL|p] , (6.11)

où la fonction n décrit la manière dont la cascade statistique se développe entre les échelles. Cela
signifie en fait que les distributions des accroissements se déforment pour évoluer des échelles r
à L selon un mécanisme qui consiste à réaliser n(r) − n(L) fois une transformation élémentaire
[Abry et al., 2002].

Les cascades permettent notamment de généraliser l’interprétation de l’intermittence au cas non-
invariant d’échelle ; le cas invariant d’échelle correspond à la situation où n prend la forme n(r) =
ln r. L’existence de lois de puissance résulte de l’hypothèse que la dissipation est rigoureusement sans
effet pour toute une gamme d’échelle. Au contraire, lorsque n(r) dévie de ln r, cela signifie que la
dissipation peut, a priori, avoir lieu à toutes les échelles, y compris les grandes [Chainais et al., 2001]
[Castaing, 1996].

6.3.6. Conclusion : les modélisations de la turbulence

Les différentes approches développées afin de modéliser la turbulence proposent des lois d’échelle
pour décrire statistiquement les fonctions de structure. Ainsi :

(i) Pour des processus globalement auto-similaires, les fonctions de structure sont décrites par :

∀p, E[|δvr|p] ∝ exp(p ζ ln r), (6.12)

où le seul paramètre ζ, le paramètre d’auto-similarité, relié à la régularité globale du signal,
suffit à décrire complétement l’évolution de tous les moments à travers les échelles ; dans la
théorie de [Kolmogorov, 1941], ζ = 1/3.

(ii) Pour les modèles multifractals, on a recours à un ensemble d’exposants ζ(p) plutôt qu’un
seul ζ. Afin de traduire cette dépendance non-linéaire, on écrit :

∀p, E[|δvr|p] ∝ exp(ζ(p) ln r). (6.13)

L’écart de ζ(p) à p ζ rend compte des fluctuations de la régularité locale des processus. La
dépendance en échelle r est cependant figée en loi de puissance.

Dans ces deux cas, on retrouve l’hypothèse d’invariance d’échelle, puisque l’on a, pour les accrois-
sements de vitesse, une relation de la forme :

∀p, E[|δvr|p] ≈ rζ(p),

où la dépendance entre la fonction ζ(p) et p est linéaire ou non, suivant le cas. Le cas auto-similaire
correspond au cas monofractal, où un seul type de singularité est présent.

(iii) Pour les modèles de cascades infiniment divisibles, on abandonne les comportements en
lois de puissance des moments. La fonction ln r est remplacée par une fonction n(r) dans
l’équation (6.13) :

∀p, E[|δvr|p] ∝ exp(ζ(p)n(r)), (6.14)
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et n(r) n’est plus a priori fixée à la fonction ln r. Ces modèles exploitent un degré de liberté
supplémentaire : la contrainte d’un comportement exact en loi de puissance des moments est
assouplie, au profit d’un comportement à variables séparables entre p (ordre du moment) et r
(échelle d’analyse). Ils permettent de généraliser l’expression des moments obtenus dans le
cas des processus multifractals.

Dans la suite, nous allons nous intéresser à un modèle en cascades particulier, qui postule l’inva-
riance d’échelle (il appartient donc à la famille (ii) des modèles multifractals) : le modèle log-Poisson
associé à des processus multiplicatifs infiniment divisibles.

6.4. Le modèle log-Poisson et l’analyse multifractale d’images

Récemment, une nouvelle classe hiérarchique de comportement de lois d’échelle a été introduite et
mise en évidence dans les images naturelles [Turiel et al., 1998]. Nous montrons, dans cette section,
que ces propriétés se prêtent à une description à l’aide d’un modèle log-Poisson. Nous présentons
tout d’abord le modèle de She-Lévêque permettant de décrire l’intermittence statistique en turbu-
lence. Dans le cadre de l’analyse d’images, l’existence de cascades log-Poisson invariantes d’échelle
pour décrire certaines transitions du signal conduit tout naturellement au modèle multifractal
présenté dans le chapitre précédent [Turiel et Pérez-Vicente, 2003b].

6.4.1. Le modèle de cascade log-Poisson en turbulence

Le modèle log-Poisson a remporté un vif succès car c’est le premier modèle statistique qui ait
proposé une interprétation où des structures géométriques singulières jouent un rôle.

Les cascades log-Poisson invariantes d’échelle et les exposants de She-Lévêque

Rappelons qu’une distribution de Poisson de paramètre λ est une loi discrète définie par les proba-
bilités Pλ(k) telles que [Renyi, 1992] :

Pλ(k) =
λk

k!
e−λ.

Le modèle de log-Poisson en turbulence est un modèle en cascade pour la dissipation locale8

[Dubrulle, 1994] [Frisch, 1995] :

Définition 6.4 Sous l’hypothèse de cascades log-Poisson, il existe un processus multiplicatif
αrl = e−γ∆ βk qui relie les εr à différentes échelles r et l > r :

εl
L= αrl εr (6.15)

8Notons que généralement les différentes constructions et résultats portent sur la dissipation locale εr, mais l’hy-

pothèse de similarité améliorée permet de retrouver les relations pour les accroissements de vitesse δvr. En effet,

dans le cas invariant d’échelle, l’équation (6.8) implique que si les moments de εr se comportent en rζ(p), alors

ceux de δvr se comportent en rζ(p/3)+p/3.
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et qui dépend par ailleurs des échelles, en ce sens que ∆ = n(l)− n(r) et l’entier k obéit à une loi
de Poisson de paramètre λ∆.

Sous cette hypothèse, la connaissance du processus αrL et de la distribution de probabilité de εL à
l’échelle la plus grande L permet d’obtenir la distribution de probabilité de εr à toute autre échelle
r < L. La distribution9 des processus αrl est donnée, pour r < l, par [Dubrulle, 1994] :

ρrl(lnα) =
∞∑
k=0

(λ∆)k

k!
e−λ∆ δlnα−k lnβ+γ∆ , (6.16)

où ici δ tient lieu de la fonction indicatrice, et les αrl sont construits suivant la relation (6.10).
Dans le cas invariant d’échelle, n(r) = ln r et la cascade est multifractale avec ∆ = ln(l/r). À partir
des paramètres du modèle, qui sont γ, β et λ, on peut alors retrouver les exposants ζ(q) de la
relation (6.13) [She et Levêque, 1994] :

ζ(p) = γp+ λ(1− βp). (6.17)

On reconnâıt dans cette définition l’expression de la fonction génératrice de la version dilatée et
translatée −γ + k lnβ de la variable k suivant une loi de Poisson [She et Waymire, 1995]. Sur la
figure (6.1), nous avons représenté les fonctions de modélisation des exposants pour les accrois-
sements de la vitesse δvr de différents modèles, dont le modèle log-Poisson. Les paramètres de
log-Poisson ici utilisés sont les valeurs typiques proposées dans [She et Levêque, 1994] pour les ac-
croissements de vitesse : γ = 1/9, λ = 2, β = (2/3)1/3. Notons en particulier qu’il est difficile de
discriminer expérimentalement ce modèle des modèles log-normaux également couramment utilisés
en analyse de la turbulence.

Interprétation des cascades log-Poisson invariantes d’échelle

Une interprétation d’une cascade de type log-Poisson consiste à imaginer qu’un nombre aléatoire de
structures transfèrent de l’énergie des plus grandes vers les plus petites échelles. Seule une fraction
β < 1 de l’énergie est transmise. Le nombre k de structures intervenant dans le transfert d’énergie
entre une grande échelle, notée l, et une plus petite, notée r, est distribué selon une loi de Poisson
de paramètre proportionnel à ∆. L’invariance d’échelle (n(r) = ln r) implique que les structures
dissipatives sont distribuées avec la même densité à grande et à petite échelle, de sorte que l’on ne
peut pas distinguer une zone inertielle d’une zone dissipative.

L’originalité du modèle de [She et Levêque, 1994] réside dans le fait qu’il propose une interprétation
de la cascade log-Poisson où interviennent des structures cohérentes singulières et leurs caractéristi-
ques géométriques.

6.4.2. Les cascades log-Poisson dans le modèle d’image

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, les images naturelles possèdent un comportement
d’échelle en loi de puissance qui est caractéristique de leur propriété d’invariance d’échelle. Cette
description peut être reliée au modèle log-Poisson.

9Cette distribution est appelée propagateur de la cascade en analyse de la turbulence [Frisch, 1995].
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Fig. 6.1.: Comparaison entre les fonctions de modélisation des exposants ζ(p) pour le modèle
auto-similaire de [Kolmogorov, 1941], un modèle log-normal [Kolmogorov, 1962], le
modèle log-Poisson de [She et Levêque, 1994] et un modèle de cascades multiplicatives
[Castaing, 1996]. En dessous de p = 10, on ne peut distinguer les différentes courbes.

Description des transitions du signal à l’aide de processus multiplicatifs

Similairement aux approches présentées ci-dessus qui donnent une description de la nature singulière
du champ de dissipation locale, on peut chercher à décrire les transitions d’une image I en un point
~x et à l’échelle r [Davis et al., 1994]. Il apparâıt alors naturel de définir une variable εr(~x) faisant
intervenir les variations |∇I| de l’image :

εr(~x) =
1
r2

∫∫
|x|<r

d~y |∇I|(~y) . (6.18)

La variable εr(~x) renseigne sur les variations locales du contraste. Intuitivement, cette quantité
fournit de l’information sur la structure locale de l’image et quantifie la déviation de la distribution
des transitions du signal par rapport à une distribution uniforme. Si les variations étaient localement
constantes, εr(~x) serait indépendant de r ; au contraire, une dépendance en r traduit la présence de
structures géométriques locales qui perturbe les transitions entre les échelles. On peut également
considérer des variables marginales, qui sont définies comme les intégrales le long d’une direction
donnée par un vecteur r de longueur r :

εr(~x) =
1
r

∫
|x|<r

ds |∂sI(~x+ s
r

r
)|. (6.19)

Cette définition correspond au calcul d’une moyenne à une échelle r des variations du contraste
locale dans la direction r.

Une question naturelle est alors de savoir comment évoluent ces variables à travers les échelles.
La réponse est justement liée à l’existence de processus log-Poisson pour décrire cette évolution à
travers les échelles : il peut être montré que ces quantités sont reliées par des processus multiplicatifs
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6.4 Le modèle log-Poisson et l’analyse multifractale d’images

log-Poisson invariants d’échelle [Turiel et al., 1998]. Ainsi, la variable εr à l’échelle r se déduit de
εl à une plus grande échelle l par une relation équivalente à l’équation (6.15) :

εr
L= αrl εl , (6.20)

où la collection de coefficients aléatoires {αrl} est indépendante de εl et définit un processus log-
Poisson vérifiant la propriété (6.10) d’infinie divisibilité. Ce résultat a été établi sur de grandes
collections d’images naturelles dans [Turiel et al., 2000] et [Turiel et Parga, 2000a], où le compor-
tement des variables uni-dimensionnelles εr définies par (6.19) est notamment étudié pour r dans
les directions horizontales et verticales. La relation linéaire existant entre les logarithmes des va-
riables εr à différentes échelles (qui découle directement de l’équation (6.20)) est également sou-
lignée dans [Buccigrossi et Simoncelli, 1999] (pour les distributions marginales), mais les auteurs
ne relèvent pas l’existence d’un processus multiplicatif pour décrire cette propriété.

Le facteur αrl permet de prendre en compte les transitions successives de la variable εr des plus
grandes échelles vers les plus petites. D’après la définition 6.4, il doit s’écrire sous la forme (sachant
∆ = ln(l/r)) :

αrl =
[r
l

]γ
βk

où k suit une loi de Poisson de paramètre ∝ ln(l/r). Si ce paramètre s’écrit λ ln(l/r), alors
l’équation (6.16) fournit la distribution de probabilité ραrl de αrl :

ραrl(lnα) =
[r
l

]λ ∞∑
k=0

λk

k!

[
ln
l

r

]k
δlnα−k lnβ+γ ln(l/r) (6.21)

Cette distribution ne dépend que du rapport l/r entre les deux échelles. Le facteur λ ln l/r) peut
être vu comme le nombre de modulations entre les deux échelles r et l : il exprime le nombre de
transitions singulières qui se produisent dans les variables εr à ces échelles. Notons que jusqu’ici nous
avons considéré les paramètres ∆, γ et λ comme étant indépendants, or, il peut être montré que
l’un d’entre eux au moins est déterminé par les autres [Turiel et Parga, 2000a]. De fait, l’hypothèse
d’invariance par translation des images naturelles et la relation (6.20) impliquent que E[αrl] = 1,
d’où l’on déduit :

λ =
γ

β − 1
(6.22)

et le modèle se résume à la connaissance des paramètres (γ, β).

Cascades log-Poisson, auto-similarité et auto-similarité étendue

L’existence d’un processus log-Poisson pour décrire les transitions du signal a une conséquence
directe sur le comportement de ces variables à travers les échelles. L’équation (6.21) impose que les
moments statistiques d’ordre p de εr obéissent à une loi puissance d’exposant τp (fonction arbitraire
de p) de la forme :

E[εpr ] ∝ rτp (6.23)
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et donc que les εr soient auto-similaires. Cette relation implique à son tour que n’importe quel
moment de la variable εr puisse être exprimé en fonction d’un moment d’ordre q. En particulier, si
l’on prend q = 2, on a une expression de la forme :

E[εpr ] ∝ (E[ε2r ])
ρ(p,2) (6.24)

entre les moments à l’ordre p et le moment d’ordre 2. Cette propriété est désignée sous le terme
d’auto-similarité étendue (ESS pour Extended Self Similarity), et permet d’atteindre un niveau
supérieur de description de la structure des images. Notons que tout moment d’ordre q peut être
utilisé à la place du moment d’ordre 2 (dès l’instant que ρ(p, 2) 6= 0). En particulier, si la variable εr
exhibe la propriété (6.23), alors elle vérifie aussi la propriété (6.24) de l’ESS, et les exposants ρ(p, 2)
de cette relation sont donnés par :

ρ(p, 2) =
τp
τ2
. (6.25)

La notion d’ESS, traduite par l’équation (6.24), est donc une propriété plus faible que la propriété
d’auto-similarité, exprimée par la relation (6.23). En fait, l’ESS est une propriété équivalente
à l’existence d’une cascade infiniment divisible invariante d’échelle pour décrire la variable εr

[Chainais et al., 2003], exprimée au travers de l’équation (6.11).

L’équation (6.21) de la distribution des processus multiplicatifs permet de calculer les exposants ρ(p, 2)
de la relation (6.24). Les ρ(p, 2) s’expriment en effet par :

ρ(p, 2) =
p

1− β
− 1− βp

(1− β)2
(6.26)

et ne dépendent que du paramètre β, qui sert de facteur de modulation. En utilisant l’expres-
sion (6.25) reliant les exposants ρ(p, 2) et τp, on voit que ces derniers peuvent à leur tour être
calculés à partir des deux seuls paramètres β et τ2. En fait, les exposants τp peuvent tout natu-
rellement s’identifier aux exposants ζ(p) introduits dans le contexte de l’analyse de la dissipation
locale. Le modèle de She-Lévêque [She et Levêque, 1994] fournit l’expression de ces exposants, à
travers l’équation (6.17), d’où l’on déduit :

τp = γp+ (1− βp)λ = γ

[
p− 1− βp

1− β

]
, (6.27)

car les paramètres γ et λ sont liés par l’équation (6.22). Finalement, lorsque l’on introduit l’expres-
sion (6.26) des exposants ρ(p, 2), il vient :

τp = γ (1− β) ρ(p, 2) . (6.28)

Nous pouvons finalement relier formellement la modélisation par des processus log-Poisson et l’auto-
similarité étendue dans le cadre de l’analyse d’images. L’équivalence évoquée plus haut peut, en
fait, être affinée : celle-ci est établie, lorsque les exposants ρ(p, 2), définis par l’équation (6.24),
vérifient la relation (6.26), entre la propriété d’ESS et l’existence d’une cascade multiplicative de
type log-Poisson [Turiel et al., 1998]. En particulier, c’est la relation (6.26) qui suffit à assurer, en
pratique, que les transitions εr peuvent être modélisées, à travers les échelles, par des processus
log-Poisson.
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Fig. 6.2.: Résultats de l’estimation du spectre de singularités (via la co-dimensionD(h)−d) pour un
ensemble de 6 images de la base de van Hateren [Van Hateren et Van der Schaaf, 1998]
et 25 images de vitesses dans un écoulement à Re elevé. À gauche : une image de la base
de van Hateren. Au milieu : une image de module de champs de vitesses turbulentes.
À droite : spectres de singularités experimentaux selon [Turiel et Pérez-Vicente, 2003c]
pour l’ensemble considéré (van Hateren : +, vitesse : ×). Cette figure ainsi que les fi-
gures 6.3 et 6.4 sont reproduites avec l’aimable autorisation de A. Turiel.

Multifractalité et modélisation de la distribution des exposants

On sait que le modèle de cascades log-Poisson invariantes d’échelle fournit un cadre multifractal
à l’analyse de la variable εr. Plus précisément, le comportement en loi de puissance des moments
E[εpr ] se traduit par un comportement en loi d’échelle de la variable εr elle-même :

εr(~x) ∼ rh(~x) ,

avec un certain exposant de singularité h(~x) qui dépend du point ~x de l’image. Cette caractérisation
locale du comportement de la variable εr autorise une décomposition hiérarchique de l’image en
composantes fractales Fh décrites par le spectre de singularités D(h). Le formalisme multifractal
[Parisi et Frisch, 1985], déjà évoqué dans la section 6.3.4, permet alors d’établir une connexion
entre l’analyse locale des singularités de εr et l’analyse statistique des moments E[εpr ], i.e. entre le
spectre multifractal D(h) et les exposants τp. D’après l’équation (6.9), la dimension fractale D(h)
de chacun des ensembles fractals Fh est la transformée de Legendre de τp (rappelons que les τp
s’identifient aux ζ(p)) :

D(h) = minp{ph+ d− τp}

où d = 2 désigne la dimension de l’espace. Cette expression permet non seulement le calcul du
spectre de singularités à partir des moments du signal (figure 6.2), mais aussi la détermination du
rang des singularités observées h.

Dans la théorie des processus log-Poisson [She et Levêque, 1994], le spectre de singularités est ainsi
complétement déterminé par deux paramètres seulement : (γ, β). Compte tenu des équations (6.26)
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et (6.28), la dimension fractale D(h) est donnée par :

D(h) = d+
γ

1− β
− h− γ

lnβ

[
1− ln

(
(h− γ)(1− β)

γ lnβ

)]
. (6.29)

À partir de cette expression pour le spectre de singularités, nous pouvons déduire que :

– il existe une valeur minimale h∞ de l’exposant h, donnée par h∞ = γ, ce que nous avions
déjà évoqué au chapitre précédent ; celle-ci correspond à la valeur de la singularité de la
composante fractale la plus singulière ;

– la dimension fractale correspondante, notée D∞, est donnée par D∞ = D(h∞) = D(γ), et
s’exprime, en conséquence, en fonction des paramètres du modèle, par :

D∞ = d+
γ

1− β
. (6.30)

Notons que d’autres écritures sont possibles suivant les paramètres que l’on fait intervenir dans
le modèle [Turiel et Parga, 2000a]. Si l’on décide plutôt d’utiliser l’exposant τ2, apparaissant déjà

Fig. 6.3.: Exemples de simulations de processus log-Poisson 1D, generés à l’aide du modèle
de [Benzi et al., 1993]. Les paramètres déterminant le modèle sont (γ = h∞, β =
1 + h∞/(d − D∞)), exprimés au travers de l’exposant de singularité minimale h∞ et
de la dimension D∞. En haut : h∞ = −0.33, en bas : h∞ = −0.5 ; la dimension est
toujours fixée à d−D∞ = 1.

dans l’équation (6.25), on peut montrer que :

D∞ = d− τ2
(1− β)2

.

Pour un modèle log-Poisson de paramètre β = 0.5 et τ2 = −0.25, on obtiendra par exemple
h∞ = 0.5 et D∞ = 1. Sur la figure 6.3, nous avons représenté des simulations de processus log-
Poisson 1D générés à l’aide du modèle de synthèse multifractale décrit dans [Benzi et al., 1993]. Les
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paramètres (γ, β) utilisés pour générer le modèle log-Poisson sont définis à partir des paramètres
multifractals (h∞, D∞). Les spectres expérimentaux, calculés à partir des simulations sur les (γ, β),
et les spectres théoriques, calculés à partir de l’expression (6.31) sur les (h∞, D∞), sont comparés
sur la figure 6.4 : ils sont en bonne adéquation.

Fig. 6.4.: Spectres de singularités des processus log-Poisson de la figure 6.3 ; les valeurs représentées
sont celles de l’opposé de la co-dimension D(h) − d. Spectre théorique (i.e. ce que l’on
a introduit dans le modèle de [Benzi et al., 1993] pour la génération des processus) : −,
spectre experimental : +.

Il ne nous reste plus qu’à remarquer que la mesure de contour µ, définie au chapitre précédent grâce
à l’équation (5.29), s’écrit tout simplement :

µ(Br(~x)) = r2 εr(~x),

i.e. ces quantités se déduisent l’une de l’autre grâce à un facteur qui représente la mesure de
Lebesgue de la boule de rayon r. Par conséquent, les variables µ(Br(~x)) et εr(~x) définissent la
même structure géométrique (avec des exposants h(~x) égaux à une constante près) et fournissent
les mêmes composantes multifractales. En particulier, la composante la plus singulière associée aux
paramètres (h∞, D∞) n’est autre que la MSM : h∞ est l’exposant carastéristique de la MSM
(F∞ ≡ Fγ) et D∞ ≡ D(γ) est sa dimension. Ainsi, le spectre D(h) des processus log-Poisson est
entièrement déterminé à partir des deux seuls paramètres définissant la MSM à l’aide de l’équation :

D(h) = D∞ − h− h∞
lnβ

[
1− ln

(
h− h∞

(d−D∞) lnβ

)]
, (6.31)

avec, d’après l’équation (6.30) :

β =
h∞

d−D∞
+ 1 . (6.32)

Cette écriture donne tout son sens à l’algorithme multifractal de reconstruction introduit dans la
section 5.5 du chapitre précédent. Nous voyons, en effet, que la seule connaissance des paramètres
définissant la MSM suffit à la connaissance des propriétés des autres composantes fractales. La
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dimension D∞ et l’exposant h∞ de la MSM caractérisent statistiquement l’ensemble des compo-
santes fractales : l’information contenue par la MSM permet de décrire et de reconstruire toute
l’image [Turiel et Parga, 2000a].

Notons, pour finir, que le rang [h∞, hM ] des valeurs possibles pour les exposants de singularité est
fini et borné par l’exposant :

hM = h∞ − ωM (d−D∞) ln
(

1 +
h∞

d−D∞

)
où ωM est défini par la relation : ωM (1− lnωM ) = −D∞/(d−D∞), et ne dépend donc que de D∞
et h∞. En considérant par ailleurs que l’exposant de singularité de la MSM est contraint par :
−1 ≤ h∞ ≤ 0 (ce qui est établi par la théorie multifractale), et que la dimension de cette composante
est proche de 1 (ce qui est généralement vérifié car la MSM est essentiellement constitué des
contours), la relation précédente se ramène à :

hM = h∞ − ω0 ln(1 + h∞)

où ω0 vérifie : ω0(1− lnω0) = −1 (i.e. ω0 ≈ 3.60).

Remarques à propos des hypothèses du modèle

L’hypothèse d’invariance d’échelle - La première remarque concerne l’utilisation d’un modèle
invariant d’échelle lié au formalisme multifractal. Il a, en effet, été montré que celui-ci avait des
limites dans l’analyse des singularités d’un signal [Meyer, 2001]. Le modèle multifractal ne permet
notamment pas de modéliser certaines classes de fonctions spécifiques, telles que des constructions
mathématiques comportant des singularités dites oscillantes. L’apparition de telles singularités ne
peut a priori pas être appréhendée par le modèle que nous employons, il faudrait abandonner
l’hypothèse d’invariance d’échelle (via l’utilisation de cascades infiniment divisibles avec n(r) 6=
ln r). Cependant, ce type de singularités (et, plus généralement, des singularités autres que les
singularités hölderiennes) est observé dans des signaux turbulents spécifiques, et très peu dans des
images naturelles. Pour notre part, nous considérons que le formalisme multifractal, et le cadre
invariant d’échelle, suffisent à décrire le comportement singulier des images météorologiques.

Les modèles log-Poisson et log-normal - Une autre remarque essentielle concerne la modélisation
des distributions des exposants de singularité. Celle-ci est réalisée à l’aide d’un modèle log-Poisson
[Turiel et al., 1998]. Ces distributions apparaissent incompatibles avec des modèles log-normaux,
bien que ces derniers soient couramment employés [Arnéodo et al., 1995]. L’utilisation d’un modèle
log-normal résulte essentiellement du Thérorème Central Limite [Renyi, 1992] qui permet d’ap-
proximer les processus log-Poisson lorsque le changement d’échelle est suffisamment important. Le
caractère infiniment divisible de αrl, exprimé par l’equation (6.10), implique en effet que lnαrL est
la somme d’un nombre infini de variables indépendantes. Ainsi, il peut être observé que la distribu-
tion approche celle d’une variable log-normale. Ceci explique que les évênements les plus fréquents
soient effectivement bien estimés, par défaut, par le modèle log-normal, mais les évênements les
plus rares, tels que les transitions correspondant aux exposants les plus singuliers, sont en revanche
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très mal décrits à l’aide de ce modèle. En effet, dans le modèle log-normal, les exposants ne sont
pas bornés, ni inférieurement, ni supérieurement : en particulier, la probabilité d’occurrence d’ex-
posants de singularité négatifs très grands est non nulle. L’existence de tels exposants n’est pas
compatible avec les distributions des singularités observées sur les images naturelles. Cela devrait
se traduire par des transitions brusques du processus et des moments d’ordre élevés qui explosent
(ceux-ci sont en effet dominés par les exposants les plus singuliers) [Turiel et Pérez-Vicente, 2003a].
Pour cette raison, on préfère le modèle log-Poisson pour modéliser les statistiques des exposants de
singularité.

6.4.3. Les cascades log-Poisson pour décrire la structure des images et du flot

L’avantage du modèle log-Poisson est d’offrir des connexions avec une vision plus géométrique
et issue des équations de la dynamique de l’écoulement. Ainsi, on ne se limite pas à la seule
interprétation statistique, on est en mesure de donner une interprétation de nature géométrique
aux structures mises en évidence dans les images par ce modèle [She, 1997]. On peut également
obtenir de l’information de nature thermodynamique en relation avec la physique sous-jacente des
flots turbulents.

Interprétation thermodynamique des cascades log-Poisson

Les processus log-Poisson présentent un comportement statistique caractéristique : lorsqu’un chan-
gement d’échelle infinitésimal survient, soit le processus évolue très doucement, soit il subit une
variation très brusque. Ces propriétés fournissent une interprétation particulière aux transitions du
signal, qui s’interprétent comme des modes de transfert d’énergie entre les différentes échelles.

Considérons un changement d’échelle infinitésimal de εr. À l’échelle r, la variable εr est générée à
partir de la variable εr+dr et du processus αr,r+dr à l’échelle r + dr . La distribution log-Poisson
servant à décrire αrl peut alors être approximée par une distribution binomiale [Renyi, 1992]. Pour
un changement d’échelles de r à r + dr, les coefficients aléatoires αr,r+dr sont ainsi obtenus en
écrivant :

αr,r+dr =

{
(i) 1− h∞

dr
r avec probabilité 1− (d−D∞) drr

(ii) β(1− h∞
dr
r ) avec probabilité (d−D∞) drr

(6.33)

Notons que, dans la limite d’un changement non-infinitésimal, cette formule conduit bien à une
distribution en log-Poisson de la forme (6.21) pour le processus multiplicatif αrl. L’intérêt de cette
expression est de permettre de modéliser la redistribution progressive d’énergie dans les échelles de
plus en plus fines du système. En effet, on peut interpréter les évênements (i) et (ii) comme les modes
de transfert d’énergie (les seuls possibles) de l’échelle r à l’échelle r+dr [Turiel et Pérez-Vicente, 2003b] :

(i) c’est l’événement le plus probable : il correspond à une transition douce de la variable εr entre
les échelles r et r + dr et intervient presque surement (probabilité très proche de 1) ;

(ii) cet événement correspond, en revanche, à une transition singulière, et sa probabilité est
infiniment moins vraisemblable que la précédente (probabilité très proche de 0).
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Le paramètre β (0 < β < 1) représente la fraction d’énergie conservée par le processus après une
transition singulière du type (ii). Cela signifie qu’après une telle transition, une part (1− β) de la
valeur de αr,r+dr (i.e. une part d’énergie) est perdue. Rappelons que ce paramètre n’est en fait pas
indépendant, puisqu’il est contrôlé par la relation (6.32) qui le lie à (h∞, D∞).

La modélisation des transitions du signal par des processus log-Poisson fournit donc une in-
terprétation en terme de cascade d’énergie au sein du flot turbulent. Intuitivement, comme ce
sont les variables (h∞, D∞) déterminant la MSM qui définissent complètement les paramètres
de la cascade, la structure géométrique de cet ensemble particulier doit permettre d’expliquer les
transitions observées.

Interprétation géométrique

Nous avons expliqué plus haut les événements (i) et (ii) en terme statistique et thermodyna-
mique de cascade d’énergie. Ceux-ci peuvent aussi s’interpréter grâce à de l’information de nature
géométrique, via les propriétés de la MSM.

Reprenons l’expression (6.33). D’un point de vue géométrique, les événements (i) et (ii) sont liés à
la nature de la transition présente dans le signal I et rencontrée par la variable εr qui rend compte
de ces transitions [Turiel et Parga, 2000a] :

(i) le contraste subit une transition très faible en un pixel ~x, e.g. ~x est un pixel d’une surface
texturée, et la quantité mesurée par εr(~x) correspond à une moyenne sur une zone sans forte
variation du niveau de gris : cet évênement a une probabilité très forte de se produire,

(ii) il y une transition très forte du contraste, e.g. ~x est près du contour d’un objet : cet événement
est infiniment moins vraisemblable que le précèdent.

L’apparition d’une transition très forte dans le signal fournit une description géométrique par-
ticulière : on l’interprète comme la situation où le signal ”traverse” (dans une certaine direc-
tion r) un ensemble géométrique significatif qui est le lieu d’injection de l’énergie dans la cascade
[Dubrulle, 1994] [Castaing, 1996]. Cet ensemble est la composante fractale contenant les lieux de
plus forte transition du signal, i.e. la MSM. Remarquons que la MSM est un ensemble dense,
donc a priori n’importe quelle ligne dans la direction r est censée la traverser, et intersecte, en
principe, cet ensemble un nombre infini de fois. En fait, l’interprétation du processus multiplicatif
est un peu différente : l’équation (6.33) associée à un changement d’échelle infinitésimal signifie
que l’événement le moins probable est, effectivement, la détection de la MSM mais à cette échelle
particulière. Les images peuvent être décomposées en différents niveaux indépendants de résolution
[Turiel et Parga, 2000b], et à chaque niveau on détecte une part indépendante de la MSM. Nous
retiendrons cependant l’idée qui consiste à interpréter les transitions singulières du signal comme
l’apparition d’un élément de la structure géométrique singulière portée par la MSM.

Les statistiques log-Poisson des changements d’échelle sont donc caractérisées par la ”traversée” ou
non de la MSM par le signal. En particulier, les propriétés géométriques de cet ensemble suffisent
à décrire les propriétés statistiques du signal, ce que l’on savait déjà grâce aux équations (6.31)
et (6.33).
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Fig. 6.5.: Situation du 31/07/98 entre 0h et 11h30. Extraction des ensembles les plus singuliers
dans le flot. Lignes du haut : images IR originales, lignes du bas : MSM extraites à
une densité autour de d∞ = 35%. On représente 1 acquisition toutes les 2 heures (dim. :
460× 460).
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Fig. 6.5.: Suite - situation du 31/07/98 entre 12h et 22h 00.
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Fig. 6.5.: Suite - situation du 1/08/98 entre 0h et 10h00.
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Fig. 6.5.: Suite - situation du 1/08/98 entre 12h et 22h 00.
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6.5 Conclusion

Quelques résultats sur des images météorologiques

Sur la figure 6.5, nous avons représenté les différentes MSM extraites d’une séquence d’image IR.
La séquence présentée correspond à la situation observée au dessus de l’Afrique (partie occidentale)
pendant deux jours de la saison des pluies de 1998, à raison d’une image toutes les 2h. On peut no-
tamment suivre sur cette séquence la formation et l’évolution de structures nuageuses convectives10.
L’évolution, tant spatiale que temporelle, de ces structures est particulièrement complexe.

Les MSM sont extraites à une résolution assez grossière (elles rassemblent près de 35% des pixels
de l’image) mais permettent d’identifier les principaux fronts de transition dans ces images. Des
transitions importantes apparaissent notamment dans les structures nuageuses elles-mêmes. La
MSM regroupe des structures géométriques qui s’interprétent comme le lieu où de l’énergie est
injectée dans le système (notamment à l’intérieur des nuages) et transférée aux autres structures
de l’atmosphère. Cependant, une objection (naturelle) au paradigme des cascades d’énergie pour
l’interprétation des composantes fractales est liée au fait que les mesures IR ne sont pas toutes
réalisées à la même altitude : les images infrarouges sont des projections dans un espace 2D d’un
phénomène qui a lieu en 3D. Ainsi, la température mesurée est celle du sommet des différentes
structures observées. Certaines transitions détectées dans le signal s’expliquent essentiellement par
des différences d’altitude entre des structures qui se trouvent dans des couches différentes de l’at-
mosphère, et non pas par des transferts d’énergie au sein du système. Même si cette remarque reste
valable pour les systèmes nuageux, on peut considérer que la mesure effectuée au sommet d’un
nuage est une mesure ”intégrale” sur toute la hauteur du nuage. On interprète donc encore les
singularités détectées comme les projections dans l’espace 2D des transitions de température, i.e.
les projections des lieux où de l’énergie est injectée dans le nuage.

6.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux descriptions de la turbulence pour décrire les structures
observées dans les images naturelles. Notre approche apparâıt relativement naturelle, pour deux
raisons essentielles :

– Les images, qui mettent en évidence des caractéristiques qui ne sont pas celles de simples
objets fractals, correspondent à des objets multifractals qui peuvent être décomposés en
différents ensembles fractals dont le comportement diffère sous l’effet de changements d’échelle.
Or, la multifractalité est en fait une propriété des systèmes turbulents, chaotiques présents
dans beaucoup de phénomènes très différents [Parisi et Frisch, 1985].

– Comme l’atmosphère se comporte comme un flot turbulent en TCD, on s’attend à ce que
toute grandeur physique intensive se comporte comme un processus ergodique et définisse une
structure multifractale [Frisch, 1995]. En particulier, les images IR sont liées à la thermody-
namique de l’atmosphère et constituent une mesure directe d’une grandeur hydrodynamique
(la température) sur un flot turbulent.

10Nous devons la connaissance des systèmes visualisés sur ces images à d’autres informations fournies soit par des

mesures satellitaires, soit par des mesures in situ. Ces informations nous ont été communiquées par le LMD.
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Ainsi, nous sommes amenés à considérer différentes formalisations de la turbulence. En particu-
lier, la TCD ne peut presque toujours être étudiée qu’à travers les propriétés statistiques des
écoulements.

Finalement, nous montrons que le caractère multifractal des images est clairement lié à l’existence
de processus log-Poisson pour décrire les transitions du signal. Nous obtenons ainsi une modélisation
des structures dans les images qui implique une information de nature géométrique dans une des-
cription statistique. Par ailleurs, différentes considérations nous permettent d’établir un lien entre
la dynamique des structures turbulentes et la statistique du modèle log-Poisson. En particulier, le
modèle log-Poisson confère de bonnes propriétés aux ensembles fractals détectés, notamment à la
MSM qui s’interpréte comme le lieu d’injection d’énergie dans le système.

Cette caractérisation des images d’un point de vue thermodynamique nous incite à aller plus loin
dans l’analyse des propriétés sous-jacentes des structures.
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7. Mesures entropiques et décomposition

multifractale pour la détection de structures

d’intérêt

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à une caractérisation des structures géométriques présentes

dans les images IR. L’objectif est de combiner de l’information de nature diverse pour décrire, analyser

et interpréter les structures détectées dans les images. Nous montrons tout d’abord que l’approche

probabiliste associée à une description entropique du contenu des images et l’approche géométrique du

modèle multifractal utilisé jusqu’ici fournissent une caractérisation similaire de la structure des images.

Nous proposons ainsi une description multi-sémantique des ensembles fractals détectés à l’aide du

modèle multifractal. Nous envisagerons ensuite d’interpréter la mesure entropique comme une variable

thermodynamique.

7.1. Pertinence des objets et structures dans les images IR

7.1.1. Détection de structures d’intérêt

Le modèle d’analyse multifractale présenté dans les chapitres précédents permet d’obtenir une
segmentation des images en regard d’une mesure qui quantifie la régularité locale du signal. Elle
met en évidence, dans une décomposition hiérarchique de l’image (cf. chapitre 5), des sous-ensembles
fractals caractéristiques des propriétés géométriques (décrites par le comportement de la mesure µ,
définie en (5.29), dans la limite des petites échelles) et statistiques (décrites, de manière équivalente,
par le comportement des moments d’ordre élevé de la variable εr) du signal. En particulier, la
connaissance de l’un de ces sous-ensembles, la MSM, permet la reconstruction de l’image entière.
Mais les structures extraites sont également cohérentes et significatives du point de vue de la
turbulence (cf. chapitre 6). Nous avons ainsi vu que les pixels de la MSM peuvent s’interpréter
comme les zones de transfert d’énergie au sein de l’écoulement fluide. Finalement, avec l’analyse
multifractale, nous définissons un critère multiple de discrimination des différentes structures de
l’image : sur la base d’information de nature géométrique, statistique mais aussi thermodynamique,
on obtient une décomposition cohérente de l’image dans la mesure où les sous-ensembles mis en
évidence regroupent des pixels ayant des propriétés similaires sous ces différents aspects.

Afin d’extraire des sous-ensembles significatifs de l’image, une approche courante en traitement du
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signal consiste à utiliser l’entropie définie par Shannon [Shannon, 1948]. Il parâıt en effet naturel
que la ”pertinence” d’un sous-ensemble de l’image soit évaluée en regard de l’information sur toute
l’image que la connaissance que ce seul ensemble fournit, et donc que le critère de discrimination
retenu soit la quantité d’information contenue dans les différentes régions de l’image.

7.1.2. Outils d’interprétation des structures détectées

Notre objectif est de mettre en évidence la corrélation entre ces deux approches : l’approche proba-
biliste de la mesure entropique et l’approche géométrique du formalisme multifractal, et de montrer
qu’elles fournissent une caractérisation similaire des structures locales. Il s’agit de montrer que la
décomposition multifractale est reliée à une description entropique de l’image, et donc que les
sous-ensembles fractals que nous détectons sont cohérents au sens d’un nouveau critère quanti-
fiant l’information contenue dans l’image. Ces considérations viendront naturellement conforter les
résultats de la théorie multifractale et nous permettront de justifier davantage l’utilisation de cette
approche. Elles nous permettront par ailleurs d’envisager de nouvelles applications.

En effet, l’acception du terme ”entropie” est multiple et la variable entropie permet, de fait, une
interprétation multi-sémantique des structures extraites des images. Dans la mesure où nous ana-
lysons des données qui sont une mesure d’une grandeur hydrodynamique, on peut notamment
imaginer relier la définition de l’entropie telle que nous allons la définir avec l’entropie réelle des
systèmes atmosphériques présents dans les images IR. Notre espoir est que, dans le contexte de
l’analyse d’images météorologiques, cette approche nous fournisse là encore de l’information de
nature thermodynamique sur les systèmes observés.

7.2. Critères entropiques pour l’extraction de structures informatives

La détection de structures d’intérêt dans une image nécessite tout naturellement de préciser ce
que l’on recherche dans cette image et, en conséquence, de définir des quantités mesurant la
pertinence des objets à extraire. À ces fins, les concepts issus de la théorie de l’information
[Cover et Thomas, 1991] peuvent être utilisés dans l’analyse et surtout dans l’interprétation des
images [Schiele et Crowley, 1998] [Turiel et al., 2004].

7.2.1. Quantification de la notion d’information

La théorie de l’information est basée sur l’idée qu’un signal est la réalisation d’une variable aléatoire,
suivant une certaine distribution de probabilité et apportant une certaine quantité d’information.
L’objectif principal est alors d’établir un lien entre la probabilité des événements observés dans
le signal et l’information fournie par le signal lui-même [Cover et Thomas, 1991]. Ainsi, dans un
cadre 2D, les objets d’une image sont considérés comme des sources d’information ; on considère
généralement que l’image est riche en information si elle met en évidence beaucoup de structures
et objets significatifs ; au contraire, elle est pauvre en information si elle contient très peu d’objets
ou si elle est uniforme.
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La théorie de l’information permet de qualifier une certaine acception de l’information brute d’une
image : le nombre de bits nécessaire au codage de chaque pixel de l’image [Shannon, 1978]. Pour
cela, plusieurs outils probabilistes destinés à mesurer la quantité d’information brute peuvent être
proposés (cf. annexe B). L’entropie des niveaux de gris permet notamment d’évaluer la quan-
tité d’information fournie par une image : plus l’entropie est grande, plus le nombre de bits
nécessaires au codage de l’image est important ; cette caractérisation trouve des applications non
seulement dans la compression et le codage [Mallat, 1989] mais aussi le filtrage et l’analyse d’images
[Turiel et Parga, 2000a].

7.2.2. Information et entropie

Le terme d’entropie est dû à Clausius, et le concept d’entropie a été introduit par Boltzmann en
mécanique statistique, afin de quantifier le nombre d’états microscopiques qu’un état macroscopique
peut réaliser [de Groot et Mazur, 1962]. Shannon [Shannon, 1948] fonda la théorie mathématique
de l’information lorsqu’il suggéra que l’information obtenue dans une mesure ou un signal, dépendait
du nombre de résultats possibles. L’idée d’entropie s’appuie ainsi sur l’analogie avec la physique : les
configurations les moins probables se voient attribuer un plus grand contenu d’information que les
configurations les plus fréquentes. L’entropie au sens de Shannon permet d’évaluer quantitativement
cette information ; c’est une quantité globale calculée sur un signal entier.

Entropie d’une image

Toute mesure de l’information d’une image est basée sur des caractéristiques de bas-niveau du
signal, comme par exemple des indicateurs statistiques ou les densités de probabilités des niveaux
de gris. À partir de la définition (B.1) de la quantité d’information d’un événement émis par une
source d’information, on introduit [Shannon, 1948] :

Définition 7.1 L’entropie globale (EG) d’une image I est définie comme l’information moyenne
par niveau de gris de l’alphabet {1, · · · , NG} :

S = −
NG∑
i=1

P(i) log2 P(i) . (7.1)

Le modèle de probabilité retenu pour l’image est celui d’un processus indépendant identiquement
distribué [Renyi, 1992] d’ordre N , où N désigne le nombre total de pixels : le signal est considéré
comme un ensemble de variables individuelles (les pixels) obtenues indépendament les unes des
autres à partir de la même distribution de probabilité P. L’EG est ainsi égale à l’entropie de la
variable aléatoire sous-jacente à chacun des pixels de l’image (cf. formule (B.3)) ce qui revient à
considérer l’image comme une source stationnaire1.

Cette quantité peut être utilisée pour la maximisation des bits transférés sous une contrainte de
qualité. Comme le logarithme est exprimé en base 2 l’EG représente en effet le nombre optimal

1La stationnarité exprime que les estimations sont indépendantes du point où elles sont réalisées.
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de bits nécessaires au codage des niveaux de gris ; plus l’EG est grande, plus le nombre de bits
nécessaires au codage de l’image est important. Cette quantité (exprimée en bpp, bits par pixel) est
minimale et égale à zéro quand le signal est constant, et augmente donc quand apparaissent des
fluctuations. Les images codées sur 8 bits (255 niveaux de gris) ont ainsi une entropie S ≤ 8 bits. Pour
des images normalement contrastées, utilisant l’essentiel de la dynamique, les valeurs d’entropie
rencontrées vont généralement de 4 à 7.5 bits.

Cette définition de l’entropie suppose en particulier que l’ensemble de l’information réside dans les
distributions marginales des niveaux de gris de l’image. Elle peut cependant être étendue à une
source qui émet plusieurs pixels indépendamment les uns des autres :

Définition 7.2 Si P(i, j) désigne la probabité d’un couple (i, j) de pixels, l’entropie d’ordre 1 est
définie par :

S1 = −
NG∑

i=1,j=1

P(i, j) log2 P(i, j) . (7.2)

Cette entropie vérifie S ≤ S1 ≤ 2S, la première égalité étant vérifiée en cas de dépendance linéaire
des pixels, la seconde en cas d’indépendance. L’entropie d’ordre 0 cöıncide avec la définition 7.1 de
l’EG ci-dessus, et cette expression peut être étendue pour des sources d’ordre o > 2, i.e. émettant
des symboles indépendants composés de o+ 1 pixels. L’avantage d’une telle définition de l’entropie
est de pouvoir tenir compte des éventuelles corrélations entre les pixels de l’image. L’inconvénient
majeur est la prise en compte d’un nombre de plus en plus grand d’événements. Cependant sous
certaines hypothèses d’invariance translationnelle, il serait possible de se restreindre à l’EG.

Mesures des distributions de probabilité

Afin d’estimer la densité de probabilité P d’une image I, le nombre de valeurs différentes pour I
est en pratique quantifié, i.e. l’espace des niveaux de gris est discrétisé. En partitionnant l’espace
des niveaux de gris en m ≤ NG intervalles de longueur identique ∆, on redéfinit en fait une pseudo-
variable aléatoire discrète I∆ = i, pour i∆ ≤ I < (i+ 1)∆, dont l’histogramme des fréquences est
obtenu en sommant, parmi les N occurrences possibles, la densité dans les intervalles considérés :

p(i) = p(I∆ = i) =
∑
~x

δi∆≤I(~x)<(i+1)∆(~x) (7.3)

où δ est la mesure de comptage et où la sommation est effectuée sur tous les pixels ~x de l’image.
Chaque valeur i est ainsi associée à une fréquence p(i) et la probabilité que des données (niveaux
de gris des pixels) appartiennent à un intervalle i est alors p(i)/N : on assimile ces fréquences
normalisées à la distribution de probabilité P . La définition de l’EG donnée par la formule (7.1)
appliquée à la probabilité P revient alors à :

S = −
m∑
i

p(i)
N

log2

p(i)
N

. (7.4)
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La précision de la mesure entropique est fonction de la qualité des mesures de probabilité des images
étudiées. La difficulté avec cette approche réside dans le fait que, parce que le nombre d’occurences
est fini, l’évaluation de p(i) comporte une erreur proportionnelle à m− 1

2 [Frieden, 1991], où m est
le nombre d’intervalles retenus pour le processus discrétisé. L’erreur devient significative quand m
devient faible. Il est important de minimiser cette incertitude sur les fonctions de probabilité afin
de disposer d’une estimation fiable de l’entropie.

Mesure entropique locale

L’entropie au sens de la théorie de l’information est une variable d’état d’un système et par
conséquent, n’est jamais localisée. L’équation (7.4) implique en effet que l’EG est évaluée glo-
balement sur l’image et ne permet pas de mesurer la quantité d’information contenue dans des
structures locales. Elle ne prend en compte aucun facteur contextuel ni aucune connaissance a
priori sur l’image. Les EG d’images dont le contenu sémantique est très différent peuvent être égales
si leurs histogrammes sont les mêmes : bien que les deux images de la figure 7.1 ne contiennent
de toute évidence pas la même information (l’image IR met en évidence des textures et objets
définis par leurs contours), elles ont pourtant la même EG. On préfère par conséquent au modèle

Fig. 7.1.: Deux images contenant une information différente mais ayant la même EG (S =
7.161 bpp). L’image IR de gauche a été quantifiée sur 256 niveaux de gris, l’image de
droite est obtenue en réarrangeant spatialement les niveaux de gris de celle-ci.

d’EG un modèle d’entropie locale, dérivé des méthodes classiques de calcul d’attributs texturels
[Randen et Husoy, 1999] présentées au chapitre 4 et basées sur les distributions locales des niveaux
de gris, calculées sur des échantillons de taille réduite :

Définition 7.3 Pour chaque pixel ~x de l’image, on considère une fenêtre d’analyse W~x (notée W
dans la suite afin de ne pas alourdir les notations) centrée en ce pixel et on définit une entropie
locale (EL) par :

sW(~x) = −
∑
i

pW(i)
|W|

log2

pW(i)
|W|

(7.5)
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d’intérêt

où |W| =
∑
δ~y∈W désigne le nombre de pixels de la fenêtre W, et où les probabilités marginales

empiriques :

pW(i) =
∑
~y∈W

δI(~y)=i (7.6)

représentent la fréquence d’apparition locale des niveaux de gris dans W.

L’introduction d’un critère local permet d’opérer une classification des pixels de l’image en fonction
de la quantité d’information qu’ils lui confèrent et d’extraire localement les structures les plus
informatives du signal : elle apparâıt, en ce sens, plus adaptée à l’analyse d’images que les définitions
classiques. On peut alors considérer la valeur des pixels dans un voisinage d’intérêt comme la
contribution de ces pixels à l’information globale dans ce voisinage. La dynamique locale des niveaux
de gris dans les voisinages considérés doit être ramenée à un rang de valeurs global, valable pour
toute l’image, afin de pouvoir comparer la quantité d’information contenue localement (nous avions
déjà abordé ce point en section 4.2.3). En faisant l’hypothèse que l’image est stationnaire et que les
fenêtres analysantes permettent de décomposer l’image en ensembles indépendants, on peut estimer
l’entropie d’une zone d’intérêt ℘ de l’image, à partir d’une sommation sur l’ensemble des pixels :

S℘ =
∑
~x∈℘

sW(~x), (7.7)

(l’indice de sommation porte sur les centres des fenêtres considérées pour le calcul des entropies
locales). En particulier :

Définition 7.4 On peut exprimer l’entropie totale de l’image comme la somme des EL sur toute
l’image : S =

∑
~x

sW(~x).

Comme nous l’avons déjà évoqué pour l’étude des MC (cf. section 4.2.3), cette méthode de calcul
des distributions de niveaux de gris a le désavantage d’exiger un compromis entre la qualité de
l’information contenue et la résolution de l’image finale. En effet pour éviter un bruit dû à la
faible étendue des bases de calcul des probabilités, il convient de prendre des fenêtres d’analyse
suffisamment grandes. En revanche, la résolution de l’image finale sera d’autant meilleure que les
fenêtres d’analyse seront petites. Celle-ci ne tient pas compte de la corrélation spatiale, i.e. des
dépendances spatiales entre les pixels. Notons par ailleurs que l’hypothèse de partition de l’image
en ensembles indépendants (les fenêtres W) est évidemment erronée, d’autant plus que les fenêtres
considérées se superposent ; cette méthode fournit cependant une meilleure estimation de l’entropie
que la première.

Limitations des mesures entropiques

Les mesures entropiques ainsi obtenues constituent des mesures à très bas niveau de l’image : elles
utilisent uniquement des mesures statistiques brutes du signal basées sur des moments d’ordre 1
du signal. Par conséquent, on ne tient pas compte des dépendances mutuelles et de l’éventuelle
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corrélation entre les pixels. Si l’on désirait le faire, il faudrait évaluer une entropie associée aux
distributions conjointes des niveaux de gris (entropies d’ordres o > 1) : une telle tâche est impossible
en terme de capacité mémoire, même pour des images de petite taille. Considérer uniquement les
niveaux de gris de l’ensemble n’est cependant pas satisfaisant [Srivastava et al., 2003]. En effet,
d’une part, l’EL est calculée sur des voisinages bidimensionnels (typiquement, les ensembles qui
nous intéressent sont en fait uni-dimensionnels ou fractals [Turiel et al., 1998]), d’autre part, il
est impossible de connâıtre l’importance relative d’un ensemble dans une image sans information
complémentaire sur les autres ensembles. La part d’information fournie par un sous-ensemble à toute
l’image dépend également de l’information que lui-même reçoit de tous les autres sous-ensembles.
Il faudrait tenir compte de ces informations relatives dans le calcul des informations locales et de
l’information totale.

7.2.3. Entropie multiéchelle

L’information contenue dans une image dépend de l’échelle d’observation, elle est la somme des
informations présentes à différents niveaux de résolution. Il apparâıt donc naturel d’adopter là
encore un traitement multiéchelle pour analyser et extraire l’information à différentes échelles.

Mesure multiéchelle de l’information

La mesure entropique définie en (7.5) ne permet pas de mesurer la distribution d’information à
différentes échelles de résolution. L’idée d’une mesure entropique multiéchelle est de considérer les
variations de l’entropie à travers les échelles pour étudier l’information bas-niveau dans l’image et
pour éventuellement identifier des structures, telles que des formes ou des textures, à des échelles
différentes, suivant l’information qu’elles contiennent. Cette idée n’est évidemment pas nouvelle en
traitement d’image.

Beaucoup de travaux proposent notamment d’effectuer un calcul de l’entropie sur une représentation
multiéchelle de l’image afin d’étudier l’influence du facteur d’échelle sur l’entropie. Les méthodes
de type scale-space, employant des modèles de diffusion pour régulariser la relation d’échelle, sont
les méthodes les plus fréquemment employés pour introduire la notion d’échelle. Elles consistent à
construire une mesure de l’information basée sur une analyse des représentations multirésolutions
[Jägersand, 1995] [Krim et Brooks, 1996]. L’idée d’appliquer la théorie de l’information aux repré-
sentations multirésolutions d’une image a notamment été discutée dans [Sporring et Weickert, 1999],
où les auteurs s’intéressent à l’évolution de l’entropie à travers les échelles. Cependant, ils in-
terprètent essentiellement l’entropie comme une mesure globale et ne traitent pas localement la
notion d’information. Ferraro et al. définissent en revanche une mesure locale qui leur permet
de segmenter une image, également à partir de ses représentations scale-space, et déterminent la
production d’entropie (d’information) à travers les échelles [Ferraro et al., 2002]. Cette méthode
permet de discriminer différentes régions en fonction de l’information qu’elles contiennent. La pro-
duction d’entropie mesure la perte locale d’information, elle est forte sur les contours, plus faible
dans des régions fortement texturées, et presque nulle dans les régions uniformes. Winter et al.
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Fig. 7.2.: À gauche : évolution de l’ELM moyenne (en bits par pixel) en fonction de la taille de
la fenêtre expérimentale choisie pour l’estimation des probabilités marginales sur l’image
IR. À droite : facteur de pondération multiéchelle finalement choisi sur une fenêtre de
rayon 21× 21 pixels.

utilisent également les variations d’entropie à travers les échelles pour étudier l’information et
pour identifier les structures significatives à des échelles différentes dans des images satellitaires
[Winter et al., 1997]. Ils analysent le comportement d’une image dans les différentes échelles en
comparant là encore les images d’échelle de sa représentation multirésolution. L’idée est que les
différentes primitives d’une image se répartissent entre les images d’échelle en fonction de leur
taille : chaque image de la représentation devrait contenir d’autant plus d’information que l’image
originale contient d’objets de l’échelle (i.e. la taille) correspondante.

Toutes ces méthodes nécessitent de calculer des représentations multirésolutions des images, ce qui
accrôıt encore la complexité en temps de calcul. L’objection principale à ce type d’approches réside
par ailleurs dans la redondance des représentations scale-space. Pour notre part, nous entendons
considérer toutes les échelles simultanément dans l’estimation de l’entropie.

Approche proposée

On peut affiner la définition (7.5) de l’EL pour répondre au paradigme d’échelle grâce à l’introduc-
tion d’une fonction de pondération spatiale invariante d’échelle dans l’estimation des distributions
locales (7.6) des niveaux de gris. La base de représentation du voisinage d’un pixel dans le calcul
de l’EL est en effet une grille d’échantillonnage dont tous les éléments ont la même étendue spa-
tiale nulle et interviennent avec la même influence dans le calcul de la mesure entropique. Au lieu
de fenêtres W uniformes de taille fixe, les pixels intervenant dans le calcul des distributions sont
pondérés par une fonction qui décrôıt en loi de puissance de la distance au pixel d’intérêt.

Définition 7.5 L’entropie locale multiéchelle (ELM) associée à un pixel ~x est définie à l’aide
de la formule (7.5), avec les fréquences marginales :

pW(i) =
∑
~y∈W?

δI(~y)=i|~x− ~y|−2 (7.8)
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Fig. 7.3.: De gauche à droite : représentation de l’entropie estimée sur l’image IR de la figure 7.1
et distribution correspondante. En haut, l’entropie est calculée sans pondération (EL)
sur des fenêtres de taille 10 × 10 ; en bas, on introduit une pondération multiéchelle
(ELM) sur des fenêtres de taille 21× 21. L’entropie locale moyenne est de 1.99 bpp pour
le mode de calcul uniforme et de 2.77 bpp pour le mode multiéchelle.

où la pondération est effectuée dans la fenêtre W? privée du pixel d’intérêt ~x lui-même (on lui
assigne un poids nul), et le facteur de normalisation |W?| =

∑
δ~y∈W? |~x− ~y|−2.

Cette définition est bien évidemment à rapprocher de l’équation (4.9) de la définition 4.5 des
MC-attributs multiéchelles dont elle s’inspire : l’ELM calculée ici n’est rien d’autre que l’attri-
but d’entropie défini au sens de (4.4) calculé dans un cadre GLV (cf. section 4.3.2). Afin d’avoir
un échantillonnage assez fin du signal et de limiter l’erreur de calcul sur la probabilité estimée, il
convient de traiter un nombre suffisamment important de pixels. Comme dans l’approche par MC
multiéchelles, nous choisissons d’effectuer les calculs sur des fenêtres de dimension 21×21 (au-delà de
laquelle les changements sont très peu significatifs, figure 7.2). Par ailleurs, nous discrétisons le signal
sur 27 = 128 niveaux de gris à l’intérieur de chaque fenêtre. Le choix de ces paramètres n’implique
pas de perte en localisation. Il pourrait cependant être optimisé de manière à obtenir le meilleur
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compromis entre la discrétisation du signal et la taille de la fenêtre [Schiele et Crowley, 1998]. No-
tons par ailleurs que la discrétisation de l’image à l’aide de l’équation (7.3) revient à échantillonner
à des valeurs espacées de ∆ le signal convolué avec un filtre adapté de largeur de bande ∆. Cette
remarque rejoint l’utilisation des représentations scale-space pour un calcul multiéchelle de l’entro-
pie [Sporring et Weickert, 1999]. L’ELM ainsi calculée permet d’avoir une idée sur la façon dont
l’information d’une image se répartit dans les échelles.

1. On calcule les extrema de l’image. On peut éventuellement périodiser l’image afin d’atténuer
les artefacts numériques d’estimation de l’entropie sur les bords.

2. On construit un masque M de taille n × n de pondération en loi de puissance r−2 à la
distance r au centre du masque. On calcule le facteur de normalisation |M?| qui est la
somme des entrées du masque M.

3. Le niveau de discrétisation NG du signal est fonction de la taille n du masque : log2NG =
2blog2 nc − 1.

4. En chaque pixel ~x de l’image :

– on considère un voisinage W de ~x de la taille du masque M,

– on pondère la fréquence des niveaux de gris par les entrées du masque M ; pour tout
pixel ~y ∈ W, si le niveau de gris observé est i, alors le poids M(~y) = |~x−~y|−2 est ajouté
à l’histogramme des fréquences pW(i),

– l’entropie sW(~x) calculée à l’aide des pW(i) et du facteur |W?| = |M?| est assignée au
pixel ~x.

Algorithme 4: Calcul de l’ELM d’une image.

Propriétés de l’entropie multiéchelle

L’avantage d’une telle approche est de pouvoir garantir la stationnarité des données sélectionnées,
mêmes dans les zones de l’image comportant des structures très fines ou dans des zones texturées et
de considérer un échantillon suffisamment grand pour estimer plus précisément les statistiques. Ce
modèle permet, comme le précédent, d’étudier les variations spatiales de l’entropie, mais il atteint
en plus un compromis entre localisation et qualité de l’estimation (figures 7.3). L’algorithme (4)
permettant le calcul de l’ELM est extrêmement simple.

La formule (7.7) permet d’accéder à la part d’information relative apportée par un sous-ensemble
d’une image en évaluant la part d’entropie qu’il contient localement. Cependant, l’EL reste une
mesure redondante de la quantité d’information : elle est calculée sur des voisinages de pixels
qui se superposent. Un ensemble qui contient la totalité de l’information de l’image peut très
bien ne pas contribuer majoritairement à l’entropie calculée à partir des EL : cet ensemble peut
en effet accrôıtre de façon non négligeable l’estimation de l’EL de pixels ne lui appartenant pas
mais ayant un voisinage commun. La pondération multiéchelle tend à diminuer cette contribution,
mais ce cas de figure est toujours possible. L’ELM constitue une mesure toujours redondante
de l’information. Il est en fait nécessaire de prendre en compte l’influence de chaque ensemble
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Fig. 7.4.: De gauche à droite : image IR, ELM et représentation des exposants de singularité
(pour les deux dernières images, plus la valeur d’un pixel est claire, plus l’entropie - resp.
la singularité - est forte en ce pixel).

séparément pour améliorer le critère de mesure de l’information. Par ailleurs, l’entropie d’une image
est proportionnelle au contenu de cette image mais aussi à ses propriétés statistiques, radiométriques
et fréquencielles. Or l’influence de ces dernières est difficilement modélisable, et c’est pourquoi
certaines incohérences peuvent apparâıtre dans la mesure entropique.

Le caractère fortement non-gaussien des statistiques des images naturelles et leur propriété d’inva-
riance d’échelle [Srivastava et al., 2003] justifie finalement que l’on s’intéresse a priori aux statis-
tiques d’ordre supérieur du signal et que l’on incorpore de l’information topologique dans l’analyse
des structures présentes dans les images. C’est exactement le point de vue du formalisme multi-
fractal.

7.3. Comparaison entre les mesures entropiques et l’analyse

multifractale

L’utilisation de l’ELM permet d’effectuer une décomposition hiérarchique des images suivant la
quantité d’information contenue localement. Similairement, l’utilisation du modèle d’analyse mul-
tifractale permet d’obtenir une segmentation des images en regard d’une mesure qui quantifie la
régularité locale du signal. Comparons et discutons les deux approches.

7.3.1. Estimation de l’entropie locale des images IR

L’EG calculée sur l’image IR de la figure 7.4 vaut 7.26 bpp, ce qui est relativement proche de
la valeur maximale possible pour une image sur 256 niveaux de gris (8 bpp). Cependant, l’hy-
pothèse de distribution uniforme est clairement mise en défaut. L’estimation de l’ELM constitue
un bon moyen de caractériser dans l’image les structures significatives, simplement en calculant la
part d’entropie totale qu’elles fournissent à l’image. L’ELM est essentiellement maximisée sur les
contours de l’image. Cette mesure est bien plus significative et confirme que l’information n’est pas
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uniformément distribuée dans l’image. L’EL moyenne est notamment de 2.27 bpp, bien moins que
l’EG, ce qui montre qu’elle est moins redondante. Cependant, cette mesure étant calculée sur des
voisinages qui se superposent, elle reste redondante. La figure 7.4 souligne la bonne correspondance
spatiale qu’il existe entre la variable entropique, qui mesure l’information contenue localement, et
les exposants de singularité, qui quantifient le degré de régularité locale du signal. En particulier,
la variété la plus singulière est proche des maxima locaux de l’ELM, tenant compte du fait que les
deux techniques employées pour effectuer ces estimations sont très différentes (figures 7.4 et 7.6).
Les résultats peuvent être affinés en ajustant les paramètres de détermination de la MSM. Pour
cet exemple, la MSM extraite est relativement grossière et est constituée de 52.15 % des pixels de

Fig. 7.5.: Calculs d’ELM sur des images IR. De gauche à droite : images originales,
images d’ELM, distributions de l’ELM sur la MSM (en rouge) et sur l’ensemble
complémentaire (en bleu). Les fortes valeurs de l’entropie sont concentrées sur la MSM.
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Fig. 7.6.: Mesures de l’ELM pour différentes reconstructions du signal. De gauche à droite : en-
semble de reconstruction, image reconstruite et entropie multiéchelle sur l’image recons-
truite. Les ensembles de reconstruction ici considérés sont la MSM (en haut, 52.15 %
des pixels de l’image) et le complémentaire de la MSM (en bas). Les reconstructions
obtenues ont des PSNR resp. égaux à 31.3 dB et 14.59 dB.

l’image (figure 7.6). Cette correspondance confirme le rôle de la MSM comme ensemble le plus
informatif dans l’image au sens où la connaissance de ce seul ensemble suffit à reconstruire l’image.
La figure 7.5 montre que les fortes valeurs de l’entropie sont concentrées sur la MSM sur différents
exemples d’images IR.

L’algorithme multifractal de reconstruction étant linéaire, la reconstruction à partir de la somme
des différents ensembles est égale à la somme des reconstructions à partir des ensembles considérés
séparément. La reconstruction à partir du complémentaire de la MSM est notamment égale au
complémentaire de la reconstruction à partir de la MSM (la somme des deux reconstructions est
égale à l’image originale), et peut ainsi être vue comme une image d’erreur.

Les EG calculées sur les images reconstruites à partir de ces deux ensembles valent ainsi res-
pectivement 7.31 bpp et 5.62 bpp : on voit là encore les limitations de l’EG qui ne permet pas
d’appréhender l’organisation des structures dans les images, puisqu’en l’occurrence les deux re-
constructions n’apportent pas la même information vis-à-vis de l’image originale. On observe en
effet que la reconstruction à partir de la MSM est bien meilleure que la reconstruction à partir de
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Fig. 7.7.: Image d’erreur de reconstruction à partir de la MSM (à gauche) et mesures d’entropie
sur cette image : ELM (au milieu) et ELMC (à droite).

l’ensemble complémentaire (image d’erreur sur laquelle on ne peut discerner que des micro-textures
qui ne correspondent pas à des structures significatives de l’image originale), comme le montre le
ratio PSNR (figure 7.6). En revanche, l’ELM calculée sur les pixels de la MSM vaut 2.16 bpp,
et est donc proche de l’ELM de l’image originale, alors qu’elle ne vaut que 0.85 bpp sur les pixels
de l’ensemble complémentaire. Cette quantité est donc beaucoup plus significative. Cependant, la
valeur de l’ELM de l’image reconstruite à partir du complémentaire de la MSM indiquerait que
cet ensemble fournit encore une part d’information non négligeable sur certaines structures locales
de l’image. Une mesure plus appropriée de la fidélité de la reconstruction consiste à considérer
des probabilités conditionnelles [Schiele et Crowley, 1998]. Une quantité intéressante est notam-
ment fournie par l’ELM conditionnelle (ELMC) : celle-ci est définie comme la différence entre
l’ELM des distributions conjointes des niveaux de gris de l’image originale et de l’image recons-
truite (à partir de probabilités conjointes estimées similairement à l’équation (7.8), cf. annexe B) et
l’ELM de l’image originale [Cover et Thomas, 1991]. L’ELMC fournit une mesure de la déviation
de l’image reconstruite par rapport à l’image originale ; elle s’annule uniquement quand les deux
images sont égales. En fait, cette quantité est exactement égale à l’ELM de l’erreur conditionnée
par l’image originale : elle mesure donc fidèlement la part d’information qui n’est pas apportée
par l’image reconstruite. Ainsi, lorsqu’on calcule cette quantité sur la reconstruction à partir de
la MSM (l’ELM vaut alors en moyenne 0.67 bpp seulement), elle apparâıt davantage concentrée
spatialement sur les régions qui sont effectivement mal reconstruites (figure 7.7).

Il apparâıt donc que la caractérisation des sous-ensembles de l’image suivant la quantité d’informa-
tion qu’ils contiennent est liée à une description multifractale de l’image. La hiérarchie multifractale
permet notamment d’accéder aux structures et sous-ensembles les plus informatifs dans l’image.

7.3.2. Lien entre les descriptions entropique et multifractale

D’un point de vue méthodologique, nous voyons donc que le formalisme multifractal permet de
remédier aux lacunes de la mesure entropique en prenant en compte l’information topologique à
différentes échelles et l’information statistique à différents ordres. Nous sommes ainsi en mesure
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de proposer une interprétation multi-sémantique (en terme de géométrie, de statistique et d’infor-
mation) des structures et objets détectés dans l’image à l’aide du modèle multifractal. En reliant
la notion d’entropie avec des concepts multiéchelles, on peut également espérer définir un critère
de segmentation automatique. Nous envisagerons notamment des applications de segmentation
multifractale basée sur des critères entropiques (cf. section 7.4).

Concernant les différentes structures extraites, les maxima de l’entropie locale sont en bonne corres-
pondance avec les points d’une structure particulière dans l’image, la MSM. Ce résultat peut être
montré pour des familles plus générales d’images naturelles. La MSM apparâıt là encore comme
l’ensemble le plus pertinent puisque :

- du point de vue de la théorie de l’information, c’est l’ensemble le plus riche en information
dans l’image,

- du point de vue de la théorie multifractale, elle autorise la reconstruction de l’image.

Il n’est donc pas surprenant que, dans une optique de codage et de compression, elle soit utilisée pour
la reconstruction du signal [Turiel et del Pozo, 2002]. Il parâıt en fait naturel que toute connaissance
a priori sur la structure statistique permette d’améliorer le codage. En conséquence, la MSM, qui
détermine complétement le processus log-Poisson de modélisation des transitions du signal (cf.
chapitre 6), constitue une représentation compacte de l’image dont elle est extraite. Cela justifie
pleinement l’utilisation de la MSM comme structure de codage, et même comme ensemble de
représentation de l’image.

Notons par ailleurs que Sporring et Weickert soulignaient le lien entre les différentes représentations
du signal que sont [Sporring et Weickert, 1999] : les entropies généralisées [Renyi, 1992], le spectre
multifractal, les moments des niveaux de gris et l’histogramme des niveaux de gris lui-même. Cepen-
dant, la correspondance était établie entre entropies généralisées globales et spectres multifractals.
De manière similaire, il pourrait être montré que la distribution de la norme du gradient de l’image
(et non pas l’image elle-même) est en correspondance bijective avec le spectre multifractal, i.e. que
la connaissance de l’histogramme des niveaux de gris de |∇I| permet de déterminer complétement
le spectre D(h) associé aux exposants de singularité h [Turiel et Pérez-Vicente, 2003a]. Pour notre
part, nous nous contentons d’établir une correspondance qualitative entre des attributs locaux, i.e.
entre les exposants de singularité et la variable entropique.

7.3.3. Conclusion

L’introduction de l’ELM pour décrire les images constitue un prologement naturel du modèle glo-
bal d’entropie et fournit une interprétation supplémentaire aux résultats de l’analyse multifractale.
Elle permet notamment d’établir un lien entre des méthodes issues de la théorie de l’information
(au travers des mesures entropiques) et des concepts multiéchelles (à l’aide de l’outil multifrac-
tal). Les structures mises en évidence à l’aide du modèle multifractal pour leurs propriétés sta-
tistiques et géométriques s’avèrent également significatives pour l’information qu’elles apportent.
L’interprétation des structures est multi-sémantique. Du point de vue méthodologique, on voit dans
la prise en compte de propriétés de natures diverses pour caractériser les structures d’une image,
un autre avantage à l’utilisation du modèle d’analyse multifractale.
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Les propriétés thermodynamiques, déduites de cette analyse conjointe, doivent maintenant être
recoupées avec les caractéristiques des images météorologiques. En effet, l’acception du terme ”en-
tropie” est multiple, et les mesures effectuées à l’aide de cette quantité peuvent être appréhendées
de diverses façons. Notre espoir est que, dans le contexte de l’analyse d’images IR, qui sont des
mesures d’une grandeur thermodynamique, cette approche nous fournisse une caractérisation ther-
modynamique des systèmes observés. En l’occurrence, on espère relier l’entropie telle qu’elle est
définie ici avec l’entropie réelle des phénomènes atmosphériques sous-jacents. Là encore, la MSM
va apparâıtre comme une structure essentielle.

7.4. Des applications du modèle multifractal à l’analyse d’images

satellitaires - Partie II

Comme cela est déjà suggéré dans [Krim et Brooks, 1996], nous proposons de combiner les concepts
entropiques et les méthodes multiéchelles, en l’occurence, le modèle d’analyse multifractale et les
mesures fournies par l’ELM, dans des appllications de segmentation.

7.4.1. Présegmentation d’images haute-résolution

Contraintes liées à l’imagerie HR

Les dernières générations de capteurs embarqués permettent l’acquisition de nouvelles classes
d’images ayant une très forte résolution spatiale (haute-résolution, HR). On pense ainsi aux images
acquises par les satellites Spot 5 (2.5× 2.5m par pixel), Ikonos (1× 1m) ou encore QuickBird
(0.7 × 0.7m). L’accès à une information aussi détaillée sur les propriétés des surfaces observées
est de première importance. Des objets de plus en plus petits (rues, maisons, arbres, ... sur des
images de zone urbaine par exemple), des contours très précis (champs de culture) sont accessibles.
Cependant, l’exploitation de ces données devient très complexe compte tenu de la grande quantité
d’information accessible. Les outils classiques sont de moins en moins efficaces : leur utilisation est
essentiellement contrariée par la grande hétérogénéité des objets exhibés dans les images HR. Avec
l’augmentation de la résolution spatiale, la variabilité spectrale des objets augmente également, ce
qui affecte naturellement la précision de n’importe quelle méthode de classification ou de segmen-
tation des images [Schiewe, 2002]. Il est courant qu’un processus de segmentation produise à la fois
une sous et une sur-segmentation des différentes scènes d’une même image, compte tenu de leur
hétérogénéité. Les images HR peuvent en effet exhiber des textures locales plus compliquées, car
contenant plus de détails, et les objets (champs, bâti,...) ne sont plus homogènes et n’ont alors plus
de caractéristiques qui permettent de les distinguer les uns des autres. Ces contraintes contrarient
bien évidemment tout traitement ultérieur des données car elle dénature l’information fournie (au
moins visuellement) par les images [Schowengerdt, 1997].

Il est par conséquent nécessaire d’introduire des outils permettant l’exploitation de l’imagerie HR.
Ceux-ci doivent permettre d’effectuer, avant tout traitement de haut niveau, une simplification du
contenu des images HR tout en préservant l’essentiel de l’information. Cependant, il convient de

222
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Fig. 7.8.: Image Spot moyenne résolution (20×20m par pixel) et distribution des niveaux de gris
sur cette image. On peut observer sur cette scène des champs de culture, une rivière, des
routes mais également des zones urbaines mal délimitées.

définir au préalable ce que l’on entend par ”information essentielle”. Intuitivement, celle-ci est tout
naturellement portée par les contours de l’image. En théorie, c’est aussi le cas : selon la conjecture
de [Marr, 1982], l’information essentielle dans une image est contenue dans les bords des objets. Le
problème est ainsi relié à l’idée d’une réduction sélective de la résolution. Une méthode adaptée à
la présegmentation d’images HR devrait idéalement :

– preserver les principaux contours des objets de l’image,

– lisser les autres parties de l’image.

On voit donc que la présegmentation se ramène essentiellement à deux problèmes : comment, tout
d’abord, définir, sélectionner et extraire les contours significatifs ? Comment, ensuite, ”lisser” de
manière sélective l’image ? Ces problématiques recoupent celles de la fusion de données abordée en
section 5.6.3.

Dans la suite, on utilise, en première validation, des images Spot de moyenne résolution (figure 7.8)
car nous de disposons pas de données HR. La méthode que nous allons présenter pourra tout natu-
rellement s’étendre à des échantillons d’images HR pour lesquelles elle devrait fournir des résultats
plus significatifs. Remarquons que l’image que nous considérons (comme toutes les images HR
généralement, qui sont très structurées) ne vérifie pas rigoureusement le formalisme multifractal :
elle présente des objets ayant des échelles bien définies, il y a des échelles préférentielles dans
l’image.

Description de la méthode

Récemment, Laporterie-Déjean et al. ont proposé une méthode multiéchelle, dérivée d’une méthode
de compression de données, afin de présegmenter des images HR [Laporterie-Déjean et al., 2003].
La méthode consiste à utiliser un algorithme de décomposition multiéchelle et à effectuer une
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reconstruction incomplète (et donc inexacte) : à l’aide de pyramides morphologiques, l’image est
décomposée en détails et approximations, puis elle est reconstruite en abandonnant certains détails.
Nous allons adopter une approche similaire, pour laquelle nous allons employer l’algorithme de
reconstruction présenté en section 5.5 dans le but de présegmenter les images HR. Nous proposons
une approche similaire utlisant le modèle de reconstruction multifractal [Grazzini et al., 2004].

(a) À gauche : représentation des exposants de singularité ramenés dans l’intervalle de valeurs [0, 255] ; plus le

niveau de gris d’un pixel ~x est clair, plus la valeur de l’exposant h(~x) en ce point est grande. Au milieu : distribution

des exposants de singularité ; le rang de valeurs obtenues pour les h(~x) est [−0.8, 0.81]. À droite : MSM extraite

pour h∞ = −0.42± 0.3 ; quantitativement, la MSM contient 22.29% des pixels de l’image.

(b) Reconstructions à l’aide de la formule (5.57) et de la MSM de la figure 7.9(a). De gauche à droite : FRI

et CRI, resp. reconstruites avec le gradient essentiel ∇I∞, déduit du gradient original, (PSNR = 24.93 dB) et le

champ réduit ∇IR (PSNR = 21.34 dB).

Fig. 7.9.: Schéma d’analyse multifractale de l’image Spot de la figure 7.8.

On sait (cf. chapitre 5) que le modèle de reconstruction multifractal à partir de la MSM préserve
cet ensemble : image originale et image reconstruite ont la même structure multifractale, i.e. la

224
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Fig. 7.10.: Distribution de l’angle de déviation entre les champs ∇IR et ∇I∞ mesurée sur les pixels
de la MSM de l’image Spot (à gauche). À titre de comparaison, on a représenté, à
la même échelle, la distribution de l’angle de déviation sur l’image Meteosat IR de la
figure 7.1, pour une densité égale de pixels dans la MSM (à droite). La distribution
des angles sur l’image Spot est nettement plus concentrée autour de l’angle nul.

même MSM. On entrevoit donc un premier avantage à utiliser cet algorithme :

(i) il permet de préserver les contours de l’image HR à présegmenter.

Pour les autres régions de l’image, il reste à les approximer grossièrement. Or, l’algorithme de
reconstruction constitue, comme nous l’avons vu, un processus de propagation. Rappelons que le
noyau de reconstruction est une fonction de Green d’une équation de diffusion, i.e. la reconstruction
consiste en fait à diffuser les valeurs du signal sur la MSM aux autres régions de l’image. Nous
voyons donc que l’algorithme répond à la deuxième contrainte de présegmentation :

(ii) les régions en dehors de la MSM (et donc autres que les contours) sont lissées.

Nous connaissons deux exemples d’images reconstruites à l’aide du modèle multifractal : la FRI,
qui constitue une bonne approximation de l’image originale, et la CRI, qui offre une distribution
de luminance plus uniforme (ici considérée pour ses propriétés géométriques uniquement). Nous
proposons d’utiliser ces approches comme outil de présegmentation.

Sur la figure 7.9(a), nous avons représenté les exposants de singularité calculés sur l’image Spot de
la figure 7.8. On voit que les valeurs de singularité les plus faibles sont essentiellement concentrées
près de et sur les contours des principaux objets de l’image (champs de culture au milieu, rivière
dans la partie inférieure) ou dans des petites zones très différenciées (zone urbaine en haut). Mais
d’autres sont également détectées dans des zones a priori plus homogènes (intérieur des champs).
Sur les images de reconstruction et les détails extraits de ces mêmes images (figures 7.9(b) et 7.11),
on peut voir que :

– il y a, pour les deux reconstructions, un fort degré de lissage dans les zones plutôt homogènes,

– la plupart des bords sont conservés, même losqu’ils ne correspondent qu’à de faibles variations
de niveau de gris,

– même s’il peut arriver que les bords entre les petites surfaces soient supprimés, comme pour
les petits champs de culture, les petites régions homogènes sont généralement conservées.
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Fig. 7.11.: Comparaison des images reconstruites avec l’image orginale (en haut) et distribution
de niveaux de gris correspondantes (en bas). De gauche à droite : detail de l’image
originale, details des images resp. reconstruites avec le champs ∇I∞ et ∇I0.

La ressemblance entre les deux reconstructions est principalement due au fait que, sur ce type
d’images la déviation du champ ∇IR vis-à-vis du champ ∇I∞ n’est pas très importante. En
effet, les structures visualisées sur les images Spot, telles que les champs de culture, sont plutôt
régulières avec des contours rectilignes. La déviation mesurée entre les deux champs apparâıt en
tout cas beaucoup plus faible (en moyenne) sur les pixels de la MSM d’une image Spot que sur
ceux de la MSM extraite d’une image Meteosat IR (figure 7.10). Par conséquent, en première
approximation, la CRI peut être utilisée pour fournir l’information sur les frontières. Cependant,
les distributions de niveaux de gris correspondantes montrent que :

– la FRI est une version régulière de l’image originale, dont la distribution est plus lisse que
celle de l’image originale et dont les pics ont été éliminés,

– la distribution de luminance de la CRI est complètement différente.

En effet, la CRI représente une vue de la même scène, avec les mêmes objets et la même struc-
ture géométrique que la FRI mais avec une distribution de la luminance différente. Bien que la
CRI présente l’avantage d’offrir une représentation plus compacte de l’image orignale, on retient
finalement la FRI comme approximation appropriée.
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Fig. 7.12.: FRI obtenues (en haut) en considérant différentes MSM pour la reconstruction (en
bas). Le paramètre de discrimination entre les MSM est leur densité dans l’image
(d∞,i.e. la proportion de pixels inclus dans l’estimation de la MSM). De gauche à
droite : 13.9% et PSNR = 23.51 dB, 22.3% et PSNR = 24.93 dB, 32.5% et PSNR =
25.30 dB (le PSNR est calculé sur les images entières). Le détail du milieu et celui de
la figure 7.11 sont les mêmes.

Résultats

La stratégie de reconstruction permet d’obtenir des régions très homogènes tout en préservant
l’information principale contenue dans les contours des objets. Le calcul d’une image FRI permet
de régulariser l’image originale tout en préservant ses contours : le bruit est supprimé dans les
régions homogènes tandis que les structures importantes ainsi que la distribution de la luminance
sont préservées. Une analyse plus fine de l’image montre également que des textures relativement
fines, comme des petits champs de culture, sont conservées, tandis que les petites hétérogénéités
qu’elles contiennent sont supprimées. L’approximation de l’image originale est de bonne qualité
pour la FRI. Les principales structures ne sont pas endomagées, ce qui serait préjudiciable pour
des traitements ultérieurs (classification ou segmentation) établis sur les attributs de l’image.

Notons enfin qu’un des principaux avantages de cette approche est qu’elle est paramétrable. Puisque
l’algorithme de reconstruction de la FRI est linéaire, l’image de présegmentation permet d’approxi-
mer l’image originale autant que l’on souhaite (cf. méthode de compression de la section 5.6.2).

227
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Fig. 7.13.: Résultats de présegmentation d’images Ikonos de résolution spatiale 1 × 1m. À
gauche : images originales, à droite : images segmentées. Les zones visualisées sont
deux quartiers de Kyoto (Japon). Les contours des principaux bâtiments sont conservés
tandis que le reste de l’image est lissé ; des objets plus complexes tels que les arbres
sont également bien restitués.
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De cette manière, le degré de lissage des objets dans l’image peut être contrôlé. Sur la figure 7.12,
on peut voir que des détails de l’image sont progressivement incorporés dans la reconstruction au
fur et à mesure que l’on augmente la proportion de pixels contenus dans la MSM. La fidélité à
l’image originale peut ainsi être ajustée, en incorporant graduellement autant de détails de l’image
originale que souhaité.

Discussion

Comme dans [Laporterie-Déjean et al., 2003], l’approche que nous proposons se résume essentiel-
lement en :

– une détection multiéchelle des contours qui contiennent l’essentiel de l’information de l’image,

– une reconstruction incomplète de l’image originale qui permet de préserver les contours préala-
blement détectés.

Le caractère multiéchelle de l’étape d’extraction permet de retenir l’information importante des
bords à partir de l’image originale. La MSM extraite est, en effet, principalement composée de
pixels provenant des frontières des objets de l’image. L’étape de reconstruction à partir de cette
composante est consistante avec la conjecture de Marr [Marr, 1982].

Le modèle permet ainsi d’obtenir une représentation de l’image par des régions homogènes (à la
place de petites zones hétérogènes) sur lesquelles pourront être calculés les attributs de description
utilisés dans tout traitement ultérieur. ã titre d’illsutration, les résultats de segmentation d’images
Ikonos HR sont présentés sur la figure 7.13.

7.4.2. Restauration d’images satellitaires

Objectifs de la restauration

Dans la continuité des considérations précédentes, nous envisageons également de combiner l’ap-
proche multifractale avec la description entropique pour restaurer des images satellitaires. L’objectif
de la restauration est de fournir à partir d’une acquisition satellitaire une image qui s’approche le
plus de la scène réelle observée. En effet, une image satellitaire comporte généralement du bruit et
des dégradations dues à l’optique et à l’électronique utilisées pour son acquisition. Les méthodes
les plus souvent rencontrées sont les approches de déconvolution, qui nécessitent l’introduction de
modèles de bruit et d’images [Jalobeanu, 2001]. Nous proposons pour notre part d’effectuer un trai-
tement multifractal de l’image satellitaire puis d’opérer une reconstruction sur la base de critères
entropiques. Nous esquissons ici les grandes lignes de cette approche, mais celle-ci mériterait d’être
davantage approfondie et mathématiquement formalisée.

Description de la méthode

L’idée est là encore d’exploiter pleinement les avantages du modèle multifractal :
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Fig. 7.14.: Graphe des valeurs de PSNR (ordonnées) de différentes FRI en fonction de l’entropie
locale moyenne (abscisse) de la MSM utilisée pour la reconstruction. Les calculs ont été
effectués pour 18 reconstructions à partir de MSM ayant la même densité dans l’image.
La meilleure approximation est obtenue pour une MSM de forte entropie moyenne.

– l’information pertinente de l’image (considérée bruitée) est extraite grâce au modèle de décom-
position,

– elle est restituée dans l’image restaurée grâce au modèle de reconstruction,

– l’information non pertinente est éliminée ou corrigée.

Toute la question porte sur la caractérisation de l’”information pertinente” ; or, nous avons défini
une variable, l’ELM, qui permet de quantifier cette notion. La restauration de l’image est effectuée
comme une reconstruction du signal bruité en tenant compte d’un critère basé sur l’ELM.

Grâce au modèle de décomposition multifractale, nous extrayons la MSM qui contient toutes les
transitions irrégulières de l’image, à tous les niveaux de résolution. En particulier, des pixels cor-
respondant à du bruit peuvent tout naturellement être détectés dans la MSM comme appartenant
à cet ensemble, de sorte que l’algorithme de reconstruction reconstruira également le bruit. L’utili-
sation d’un critère entropique, via la variable d’ELM, permet de remédier à cet inconvénient. En
effet, l’utilisation de la généralisation multiéchelle permet de réduire l’influence du bruit dans l’es-
timation des distributions servant au calcul de l’entropie : cette variable apparâıt beaucoup moins
bruitée que l’image originale car elle lisse les zones où du bruit est présent. On propose alors de
filtrer la MSM en ne sélectionnant que les points qui contiennent la plus grande part d’information
dans l’image au sens de l’ELM. Ce nouvel ensemble, constitué des points les plus singuliers et les
plus informatifs à la fois, est utilisé comme ensemble de reconstruction par l’algorithme multifractal
de reconstruction. Ainsi, les pixels de la MSM utilisés pour la reconstruction vérifient une relation
double :

h(x) ≈ h∞ & s(x) ≥ sthres

où sthres est une valeur de seuil en dessous de laquelle les pixels sont considérés comme non perti-
nents, i.e. ils n’apportent rien à la connaissance de l’image. En suivant ce critère de reconstruction,
on pourrait montrer que pour différentes configurations de MSM ayant sensiblement les mêmes
valeurs d’exposants de singularité (h∞−∆h ≤ h(x) ≤ h∞+∆ pour les pixels des différentes MSM)
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Fig. 7.15.: Exemple de restauration d’une image Ikonos HR sur la base d’un critère entropique.
De gauche à droite : détail Ikonos original (1 × 1m), détail bruité, extraction de
la MSM sur l’image bruitée, ELM de l’image bruitée, filtrage de la MSM suivant
la quantité d’information contenue localement et image restaurée en effectuant une
reconstruction à partir de la MSM filtrée.

et avec la même densité dans l’image, la meilleure approximation de l’image originale est fournie
par la MSM ayant l’entropie moyenne la plus forte (cf. figure 7.14).

Discussion

L’avantage de cette approche est qu’elle ne nécessite pas d’introduire un modèle d’image ou un
modèle de bruit. Cependant, elle nécessite de définir certains paramètres, notamment le seuil d’en-
tropie en deça duquel les pixels sont considérés comme non informatifs et également le degré de
régularité (i.e. le pas ∆h servant à l’estimation de la MSM). Sur l’exemple de la figure 7.15, nous
présentons le résultat de la restauration d’une image bruitée suivant notre méthode. Les paramètres
de cet exemple ont été choisis arbitrairement. Le résultat est plutôt intéressant, comme le bruit est
assez bien supprimé tandis que les structures principales de l’image sont préservées. Cependant, le
modèle devra être approfondi pour être validé.

Plus généralement, on pourra envisager de combiner ces approches afin de définir par exemple
des critères de segmentation automatique. Les mesures fournies par l’ELM pourraient servir de
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validation pour la méthode de l’analyse multifractale.

7.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous réabordons tout d’abord le problème de l’extraction de structures d’intérêt
dans une image comme un problème classique de traitement du signal dans lequel la notion d’in-
formation permet de quantifier l’apport de sous-ensembles de l’image à la connaissance de l’image
entière. Pour cela, l’introduction d’une entropie locale, estimée par une méthode multiéchelle, consti-
tue une extension des mesures entropiques classiques et permet d’extraire des régions pertinentes.
Cette approche conforte finalement l’approche multifractale, et permet d’étendre l’interprétation
des résultats obtenus dans les chapitres précédents. L’utilisation combinée de concepts entropiques
et de méthodes multiéchelles laisse entrevoir de nombreuses applications.

L’utilisation de l’ELM permet de mettre en évidence la pertinence des structures et objets détectés
à l’aide du modèle multifractal. Du point de vue méthodologique, il apparâıt que le formalisme
multifractal est particulièrement adapté à l’analyse des images IR (et en fait, à l’analyse d’images
naturelles quelconques). L’approche multifractale permet de concilier plusieurs points de vue, et
offre de fait une interprétation multi-sémantique des différentes composantes fractales. En particu-
lier, la composante la plus singulière peut être interprétée de différentes façons. Compte tenu de
ses propriétés statistiques et géométriques, elle apparâıt notamment comme le principal support de
l’information dans l’image : ceci explique qu’en terme de codage, elle fournisse une représentation
compacte du signal.

Cette idée va être reprise dans le chapitre suivant et étendue à une description thermodynamique. En
effet, puisque les propriétés statistiques et géométriques de la MSM lui confèrent une signification
particulière, on s’attend naturellement à ce que cet ensemble soit également, dans les images IR,
pertinent pour la compréhension des processus physiques sous-jacents, i.e. pour la modélisation du
fluide atmosphérique.
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8. Formalisme des sources pour la détection et la

segmentation des foyers convectifs précipitants

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur le problème central de ce travail de recherche, la segmenta-

tion des foyers convectifs précipitants. Nous nous intéressons, pour cela, aux différentes caractérisations

des structures nuageuses convectives et nous abordons, en particulier, les notions d’advection et de

convection permettant de décrire l’écoulement dans l’atmosphère. Diverses considérations sur la na-

ture des mouvements des structures convectives nous amènent à construire, via le formalisme mul-

tifractal, une image dont les propriétés géométriques traduisent une configuration particulière du flot

atmosphérique. Cette fomulation nous permet ensuite d’introduire une variable mathématique reliant la

thermodynamique des champs advectifs et la géométrie des images IR. L’utilisation de cette nouvelle

variable permet de déduire la nature des transferts de température au sein de l’écoulement, et rend, en

particulier, possible la caractérisation des foyers précipitants associés à de la convection profonde. Nous

envisagerons également d’interpréter la mesure entropique comme une variable thermodynamique afin

d’étendre cette approche.

8.1. Le formalisme multifractal pour modéliser le flot atmosphérique

L’approche multifractale, basée sur une description statistique des signaux, permet d’envisager des
applications importantes en analyse de systèmes complexes. Le modèle multifractal (présenté au
chapitre 5) permet notamment de mettre en évidence des structures pertinentes pour la connais-
sance des processus physiques visualisés dans les images IR, en relation avec les notions d’advection
et de convection dans un fluide turbulent. Dans le cadre de l’étude des systèmes météorologiques,
la détermination des différents phénomènes de transport mis en jeu va s’avérer particulièrement
importante.

8.1.1. Description des mouvements dans l’atmosphère : advection vs. convection

Nous introduisons tout d’abord les principaux concepts permettant de décrire l’évolution des
systèmes atmosphériques. Les notions d’advection et de convection (au sens météorologique) per-
mettent notamment d’approximer les mouvements à grande échelle.
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L’hypothèse d’advection à grande échelle

Lorsque l’on traite de phénomènes à grande échelle dans l’atmosphère, on est généralement amenés
à supposer certaines propriétés d’ordre général afin de disposer d’un cadre d’analyse de la dyna-
mique de l’écoulement [Bougeault et Sadourny, 2001]. Parmi les hypothèses les plus couramment
effectuées, l’hypothèse d’advection permet d’opérer des simplifications énormes dans l’étude dyna-
mique des mouvements.

Définition 8.1 L’advection désigne les transports horizontaux des propriétés de l’atmosphère (et
donc de n’importe quelle grandeur associée au flot atmosphérique).

Elle suppose ainsi un mouvemement quasi 2D et une stratification verticale du fluide, avec peu
d’échanges entre les différentes strates (horizontales). Cette construction s’explique par les ca-
ractéristiques du mouvement : celles-ci sont profondément différentes suivant que l’on envisage sa
composante horizontale ou sa composante verticale. Par exemple, la première est généralement
analysée sur plusieurs centaines ou milliers de km et est gouvernée en premier lieu par la pression
atmosphérique qui détermine le champ de vent, alors que la seconde, pratiquement limitée à la
dizaine ou à la quinzaine de km d’altitude de la troposphère, est d’abord liée aux répartitions
verticale et horizontale de la température et aux phénomènes d’instabilité qui peuvent en résulter
[Pedlosky, 1997].

L’hypothèse d’advection thermique (advection du champ de température) permet en particulier
d’expliciter les variations locales de température en un point quelconque de l’espace grâce à l’ex-
pression :

∂tT = −vH ·∇HT (8.1)

ce qui peut être exprimé simplement par : DtT = 0. Ici ∇HT désigne le gradient horizontal de
la température T et vH la composante horizontale de la vitesse v du fluide. L’expression (8.1)
signifie simplement qu’une parcelle de fluide est déplacée adiabatiquement (i.e. sans changement
thermodynamique irréversible) et que la température est conservée dans le plan horizontal. Elle
lie le taux de variation locale ∂tT de température au terme d’advection vH · ∇HT . Elle implique
notamment que les composantes horizontales du gradient de température suffisent à déterminer le
champ de vitesses dans l’image.

La convection comme barrage à l’hypothèse d’advection

Rappelons tout d’abord, qu’au sens sens météorologique, l’emploi du terme ”convection” est limité
à une configuration particulière de l’écoulement [Bougeault et Sadourny, 2001] :

Définition 8.2 La convection désigne les transports verticaux des propriétés de l’atmosphère1.

1On distinguera donc l’emploi de ce terme dans un contexte météorologique avec la définition, plus générale, de la

convection au sens physique.
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En particulier, quand une détente rapide d’une masse d’air, par exemple en ascension, donne lieu
à de la condensation et si, comme lors de la formation d’un nuage, les produits de la condensa-
tion restent à l’intérieur de la masse d’air, le processus peut être considéré comme adiabatique
[Pedlosky, 1997]. Dans un fluide stratifié, l’instabilité convective se développe lorsque le gradient de
température excède le gradient adiabatique. Dans le cas d’une couche stratifié verticalement cela
signifie que le fluide est trop chaud (resp. froid) et donc généralement trop léger (resp. lourd), à la
base (resp. au sommet) de cette même couche. Son rôle est de transporter du fluide chaud vers le
haut et du fluide froid vers le bas afin de réduire le gradient de température initiale. Cela décrit
plus généralement le phénomène de convection que l’on observe dans notre tasse à café2.

Les situations en météorologie où l’air entreprend un mouvement vertical (vers le haut ou vers
le bas) sont nombreuses et sont associées à plusieurs phénomènes (instabilité, relief de la terre,
système dépressionnaire). Nombre de mécanismes physiques mis en jeu dans l’atmosphère peuvent
ainsi être à l’origine de changements diabatiques dans le flot, et induire des mouvements qui ne
soient plus contenus dans le plan de l’image [Bougeault et Sadourny, 2001], parmi lesquels, bien
évidemment, la formation de systèmes convectifs. Or, lorsque le mouvement n’est plus seulement
horizontal, mais contient également des variations verticales non négligeables, l’équation (8.1) ne
suffit plus à décrire l’écoulement. L’hypothèse d’advection ne contient pas de terme traduisant une
accélération verticale éventuelle du flot et tend donc à inhiber la présence de transport vertical dans
le flot. En conséquence, elle ne permet pas de prendre en compte la présence de structures nuageuses
convectives dans l’atmosphère, dont on rappelle qu’elles apportent l’essentiel des précipitations des
régions tropicales (cf. chapitre 2).

8.1.2. Objectifs de l’approche multifractale

Reconstruire le signal à partir de la MSM et de l’information de gradient sur cet ensemble est
évidemment utile en terme de compression et de codage (cf. chapitre 5). Mais cela permet aussi d’en-
visager des applications thermodynamiques, puisque le sous-ensemble, extrait à différentes échelles,
est composé essentiellement des frontières de structures météorologiques et s’identifie aux fronts
de température de l’écoulement (cf. chapitre 6). Plus généralement, le modèle multifractal intro-
duit plus tôt autorise une classification des différentes composantes chaotiques rencontrées dans le
système atmosphérique en fonction de leur pertinence pour la connaissance de la dynamique interne
du système. Rappelons que la multifractalité est en fait une propriété caractéristique des systèmes
turbulents et que le formalisme multifractal, qui dérive de concepts thermodynamiques, a été in-
troduit pour modéliser des écoulements fluides complexes [Frisch, 1995] [Parisi et Frisch, 1985]. En
adoptant une approche thermodynamique, il permet de caractériser les flots turbulents non plus
au moyen d’une description microscopique et détaillée mais à l’aide de mesures probabilistes.

L’interprétation thermodynamique du comportement du fluide peut être utilisée pour la modélisation
des phénomènes de transport de matière et d’énergie (chaleur, etc..). Afin de comprendre comment
les processus observés se manifestent dans les acquisitions IR, nous allons utiliser les différents

2De l’air chaud aura tendance à monter alors que l’inverse se produit avec de l’air froid.
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outils fournis par le modèle multifractal. L’idée est de traduire les différentes propriétés thermo-
dynamiques caractérisant la présence de structures convectives sur les propriétés géométriques des
images et de comparer les processus observés, appréhendés par les mesures IR, avec des simulations
produites par le modèle multifractal. Nous entendons notamment développer la représentation et
la validation de la convection dans les modèles descriptifs des images. Notre objectif est finalement
d’utiliser cet instrument pour détecter et localiser les principaux foyers des pluies convectives.

Nous allons tout d’abord voir comment certaines propriétés thermodynamiques se traduisent sur
la nature du champ de température sur la MSM.

8.2. Un modèle de description de l’advection dans les images IR :

l’image chromatiquement réduite

L’intensité dans une image météorologique IR est une mesure d’une variable thermodynamique, la
température, sur les surfaces de la scène observée. Par conséquent, on peut espérer traduire les pro-
priétés physiques des phénomènes atmosphériques sur les propriétés géométriques des images. Les
structures mises en évidence par le formalisme multifractal permettent notamment de déterminer
la nature du champ de température dans le système et de caractériser qualitativement l’activité au
sein des structures nuageuses.

8.2.1. La MSM et ses connections avec la thermodynamique du système

La MSM correspond aux zones où le transfert (mécanismes de diffusion, mais pas seulement) de
température est le plus important. D’un point de vue mathématique, elle correspond aux contours
ayant les plus fortes valeurs de gradient : les extrema de la norme du gradient sont les extrema
des variations spatiales de la température dans la direction du gradient spatial. Elle est, d’après la
théorie des processus log-Poisson [She et Levêque, 1994], constituée des zones de plus forte variation
de la température, où les discontinuités de température sont notamment les plus appréciables
(figure 8.1).

En fait, la théorie multifractale nous dit plus : la MSM est non seulement connectée aux pro-
priétés thermiques du flot, mais également à ses propriétés dynamiques [Dubrulle, 1994]. Elle
représente les principales lignes de courant (i.e. elle admet comme tangente en tout point la vi-
tesse en ce point) du flot turbulent [She et Levêque, 1994] [Turiel et al., 1998]. Notons que cette
connection entre les contours des structures et la nature de leur mouvement est généralement bien
établie expérimentalement : en pratique, la direction du flot est souvent observée comme étant
parallèle aux fronts thermiques [Bougeault et Sadourny, 2001] [Essen, 1995]. Cette approximation
est également couramment utilisée pour l’estimation de champs de vitesse à partir d’une image
unique [Maurizot et al., 1998].

Par conséquent, les propriétés du flot vis-à-vis de la MSM caractérisent entièrement son compor-
tement et son évolution dans tout l’espace. En particulier, certaines propriétés hydro et thermody-
namiques se traduisent directement par la nature du champ de température sur la MSM.
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Fig. 8.1.: De gauche à droite : décomposition multifractale, MSM (d∞ = 44.49 %) et lignes
d’isothermes (égale température) sur l’image IR de la figure 7.4. La MSM ici représentée
est identique à celle estimée sur la figure 5.16 du chapitre 5.

8.2.2. Construction d’une image chromatiquement réduite

Nous proposons d’introduire un concept qui découle directement de la construction multifractale
et de l’existence de la MSM : il s’agit de la notion de chromaticité réduite [Grazzini et al., 2003a]
[Turiel et Pérez-Vicente, 2003b]. Cette notion renvoie aux propriétés (”chromatiques”) de la lumi-
nance dans l’image elle-même, mais elle se réfère surtout aux propriétés thermodynamiques du
flot sous-jacent. Elle permet notamment de décrire une certaine configuration de l’atmosphère
[Grazzini et al., 2002b].

L’idée est d’établir un modèle qui permette de synthétiser une image :

– ayant la même structure multifractale que l’image originale,

– ayant cependant une distribution de luminance plus ”simple”, plus uniforme.

Pour cela, on utilise l’algorithme multifractal (3) afin de reconstruire une image ayant un gradient
normalisé et la même MSM que l’image originale (rappelons-nous que la variété la plus singulière
détermine complètement les autres composantes fractales dans la théorie des processus log-Poisson).
Nous avons abordé une question similaire à la section 5.5.3 du chapitre 5 ; nous avons vu qu’il était
par exemple possible de construire une image ayant la même structure multifractale que l’image
originale en considérant un noyau de propagation différent (autre que le noyau de propagation défini
par la formule (5.53)), mais en conservant la MSM extraite de l’image originale comme ensemble
de reconstruction. Nous adoptons donc une approche semblable pour reconstruire une image dite
chromatiquement réduite :

– nous utilisons naturellement la MSM comme ensemble de reconstruction, i.e. comme support
du champ de propagation,

– nous modifions cependant le champ de propagation lui-même, i.e. nous remplaçons l’expres-
sion du gradient essentiel par celle d’un champ ayant des propriétés adaptées à ce que l’on
souhaite modéliser.
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Fig. 8.2.: À gauche : l’OMSM, i.e. l’ensemble des pixels de la MSM de la figure 8.1 sur lesquels
on représente l’orientation du gradient ∇I de l’image originale ; celle-ci est ainsi codée
en noir lorsqu’elle est positive et en gris lorsqu’elle est négative (avec la convention
d’orientation positive lorsque ∇IR · ∇I > 0). À droite : reconstruction, à l’aide de
l’algorithme (3), de l’image à partir de l’information de gradient sur l’OMSM.

Pour construire cette image, on considère finalement un champ näıf sur la MSM, de vecteurs
unitaires et de direction perpendiculaire à la MSM. Il est par ailleurs nécessaire de choisir, pour
ce champ, une orientation consistante le long des contours de la MSM : le choix de l’orientation
en un pixel donné doit en effet être cohérent avec l’orientation des autres pixels du même segment,
sinon des transitions brutales du signal seraient induites sur la MSM (suivant les variations de
l’orientation du gradient), en contradiction avec le type de comportement que l’on recherche. Si l’on
note ∇IR ce champ synthétique (appelé gradient essentiel réduit), l’orientation finalement retenue
pour ∇IR tient compte de l’orientation du gradient propre de l’image originale, de sorte que les
deux champs sont, grossièrement, de même direction. En chaque point de la MSM, l’orientation
de ∇IR est telle que son produit scalaire avec le gradient original en ce même point est positif.
Lorsque la MSM est connue, la donnée de ∇IR se réduit simplement à la donnée de la seule
fonction décrivant l’orientation de ∇IR sur la MSM (la direction est renseignée par la normale
à la MSM, son module est 1). Il est donc tout naturel d’introduire la fonction de densité de la
MSM orientée (OMSM, pour Orientated Most Singular Manifold) comme la fonction égale à ±1
sur la MSM (selon l’orientation de ∇IR) et nulle partout ailleurs. Cette fonction suffit en fait à
caractériser entièrement la géométrie de l’image [Grazzini et al., 2002b].

Le champ ∇IR est ainsi construit à partir de la fonction de densité de l’OMSM de manière
immédiate. En appliquant la formule de reconstruction (5.56) au champ ∇IR, on peut créer l’image
chromatiquement réduite IR :

IR(~x) = g ?∇IR(~x). (8.2)
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Fig. 8.3.: Analyse et synthèse multifractales d’une image Meteosat IR. De haut en bas : image
IR, OMSM et CRI correspondantes.
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1. On construit la MSM à l’aide des étapes 1 à 5 de l’algorithme (2).

2. On construit le gradient essentiel réduit ∇IR ayant les propriétés suivantes :

– ∇IR est de module 1 sur la MSM et égale à 0 partout en dehors :

|∇IR|(~x) =

{
1 si ~x ∈ MSM

0 sinon
,

– ∇IR est perpendiculaire au segment de la MSM passant par ~x : ∇IR(~x) ⊥ (MSM ∩
V~x), où V~x désigne un voisinage de ~x,

– le gradient de l’image originale et celui de ∇IR ont la même orientation : ∇IR ·∇I > 0.

3. On construit l’image chromatiquement réduite à l’aide de l’étape 4 de l’algorithme (3) en
remplaçant le gradient essentiel ∇I∞ par le gradient essentiel réduit ∇IR.

Algorithme 5: Construction de l’image chromatiquement réduite.

L’algorithme (5) détaille la construction de IR. Dans la suite, nous désignerons par CRI (Chro-
matically Reduced Image) cette image. La CRI représente une vue de la même scène que l’image
originale, comprenant les mêmes objets (et donc la même structure géométrique), mais avec une
illumination différente de chaque partie (figure 8.2). Elle constitue une image géométriquement com-
plexe mais chromatiquement simple : ainsi, l’augmentation de la dynamique de l’image originale ne
modifie pas IR, les seules valeurs définissant la densité de l’OMSM étant 0 ou ±1. Remarquons
également que toute la géométrie de l’image originale semble ainsi être ”capturée” par la fonction
de densité de l’OMSM, et que seule l’information concernant la distribution de la luminance est
manquante.

8.2.3. Caractérisation de l’advection dans le flot

Les propriétés ”image” (i.e. en terme géométrique) de la CRI se traduisent naturellement sur les
propriétés physiques du flot sous-jacent :

– les fronts de température observés sur la CRI sont les mêmes que ceux observés sur l’image
originale : la MSM est conservée, et, en conséquence, les lieux de transfert de température
sont inchangés,

– la distribution de température est beaucoup plus uniforme, la température est diffusée per-
pendiculairement aux fronts et partout avec la même intensité,

de sorte que le flot synthétique déterminé pas ces fronts et visualisé sur la CRI est très stable. Cette
construction correspond à la configuration de mouvement advectif : la diffusion de température
uniforme observée dans la CRI traduit l’hypothèse d’advection du flot.

Comme nous l’avons souligné plus haut, le transport dans l’atmosphère est essentiellement stratifié,
quasi horizontal et dominé par les processus d’advection. Cependant, cette approximation tend à
ignorer la présence de transports verticaux, à les négliger. D’après ce qui précède, la MSM est
le lieu des plus fortes transitions de température, sur lequel les transferts d’énergie et de chaleur
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Fig. 8.4.: Illustration de l’hypothèse de champ advectif traduite par la CRI. En haut : Image
IR dans laquelle on extrait deux zones significatives. Au milieu (de gauche à droite) :
premier extrait (cadre vert), MSM et CRI correspondantes. Les images diffèrent : de
la convection est présente. En bas (de gauche à droite) : second extrait (cadre rouge),
MSM et CRI correspondantes. Les images sont très proches : l’activité advective est
dominante dans l’image. Noter que la dynamique des images (i.e., le nombre de niveaux
de gris accessibles) a été étendue de manière à ce que celles-ci soient comparables et
qu’elles permettent de visualiser autant de détails que possible.
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les plus significatifs se produisent (cf. chapitre 6). Identifions alors le gradient horizontal ∇HT

de la température T dans l’écoulement au gradient spatial ∇I de l’image I. Dans les situations
où l’hypothèse d’advection est valide, l’équation (8.1) signifie que la température T est advectée
par l’écoulement : son déplacement est horizontal, dans le plan de l’image, et constant le long
de la MSM, car celle-ci représente les principales lignes de courant. En terme de gradient, la
conservation de la température T implique que ∇I soit perpendiculaire aux lignes de la MSM et
de module constant. L’hypothèse d’advection et le champ de température qui en découle, cöıncident
donc exactement avec la définition de la CRI : le champ ∇IR désigne le champ de température
advecté. Sur la figure 8.4, on a représenté la CRI estimée sur deux régions d’une même image IR.
Il apparâıt qu’elle permet de mettre en évidence la propriété d’advection du flot dans la scène.
Lorsque le flot est en effet dans cette configuration et n’est, idéalement, perturbé par aucun autre
mécanisme de transfert de température, il est bien approximé par la CRI. En revanche, la présence
de transports verticaux par exemple se traduit par une CRI très différente de l’image originale. Ce
sont typiquement les structures convectives qui expliquent ce défaut. La CRI peut être vue comme
une image d’advection.

Compte tenu de ses propriétés géométriques et statistiques, il est normal que la MSM joue un
rôle essentiel dans la modélisation de l’écoulement. Le formalisme multifractal ayant été développé,
pour l’analyse de la turbulence, les structures détectées jouent tout naturellement un rôle dans la
description du flot. L’utilisation de la MSM seule permet ainsi de décrire une situation où seuls les
fronts de température déterminent l’évolution du flot : la distribution de température observée dans
la CRI est uniforme, la diffusion de la température est régulière et constante, et le flot est stable.
La possibilité de traduire l’hypothèse d’advection sur des propriétés géométriques du signal est très
intéressante, car nous avons maintenant à notre disposition un outil permettant de retranscrire
des hypothèses physiques et de modéliser des situations réelles (bien qu’en pratique le flot ne soit
jamais purement advectif).

8.3. Un outil mathématique de détection de la convection dans les

images IR : le champ des sources

L’hypothèse d’advection est mise en défaut lorsque l’écoulement n’est plus contenu dans le plan
horizontal de l’image, i.e lorsque des mouvements verticaux (ou convectifs) sont présents dans
l’écoulement. Nous entrevoyons ainsi la possibilité de détecter des zones potentielles de convection
en mesurant les déviations du champ de température réelle par rapport à la diffusion normale
lorsque celle-ci est approximativement advectée par le flux. Nous introduisons, dans la suite, les
attributs qui permettront de caractériser les surfaces sur lesquelles des différences sont mises en
évidence.
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8.3.1. Influence du mouvement des systèmes convectifs sur le champ de

température

Intéressons-nous aux principales caractéristiques des systèmes nuageux convectifs qui sont au
centre de ce travail de recherche. Dans le cycle de vie d’une cellule convective (cf. annexe A),
il est possible de distinguer trois phases principales d’activité (cf. figure 8.5) [Arnaud et al., 1992]
[Papin et al., 1999] :

– la phase d’ascendance (croissance) : à son début, chaque cellule est un cumulus. À ce stade,
un courant vertical ascendant est prédominant dans toute la cellule,

– la phase de subsidence (maturité) : lorsque le courant ascendant gagne les hautes altitudes,
une abondance de cristaux de glace et de gouttelettes (ce que l’on observe sur les données
MO) crée généralement des précipitations. L’apparition des précipitations à la surface indique
que l’orage a atteint sa phase de maturité. Au début, ce courant descendant ne touche que
les couches intermédiaires et inférieures de la cellule. Il augmente graduellement.

– la phase de descendance (dissipation) : le courant descendant gagne graduellement toute
la cellule, sauf la partie du sommet où le courant ascendant perdure. À ce stade, l’orage est
parvenu au stade de dissipation. La pluie cesse graduellement et le sommet de la cellule, en
forme d’enclume, s’effiloche.

Fig. 8.5.: Représentation des principales phases d’activité d’une cellule convective : croissance (a),
maturité (b) et dissipation (c).

Selon le stade dans lequel se trouve la cellule au cours de son évolution, il est possible de déduire
directement des propriétés thermodynamiques du système, en particulier [Laing et al., 1999] :

– pendant la phase de croissance, le sommet du nuage se refroidit, pour atteindre à l’état de
maturité, une température stable,

– pendant la phase de subsidence, la température augmente (le sommet redescend).

Par conséquent, la tendance verticale des déplacements du nuage détermine ses variations ther-
miques. Il est également constaté que les différentes phases d’activité d’une structure convective
peuvent être caractérisées par le comportement de ses mouvements horizontaux, plus précisément
[DeLeonibus et al., 1997] [Papin et al., 2000] :
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– la phase d’ascendance est associée à une expansion spatiale du sommet de la structure,

– la subsidence est associée à un rétrécissement de la structure, qui se dissipe progressivement.

En particulier, les propriétés d’ascendance et de subsidence s’accompagnent de variations locales
de température dans la direction verticale. L’instabilité convective entretient donc le transport
vertical des propriétés de l’air. L’apparition de courants ascendants et descendants forme ainsi une
structuration plus ou moins complexe de la zone convective concernée.

8.3.2. Utilisation de l’information contenue dans la MSM et la CRI

Résumons les principaux résultats que nous avons établis jusqu’ici à l’aide du modèle d’analyse
multifractal introduit au chapitre 5. En sus de la décomposition multifractale (qui constitue une
décomposition hiérarchique somme toute assez classique), le modèle fournit une description d’une
image I au travers de deux définitions :

– La première définition concerne une structure particulière dans l’image : il s’agit de la MSM
qui caractérise les transitions les plus importantes du signal. La donnée de cet ensemble
et du gradient essentiel ∇I∞ = ∇I δF∞ permet de reconstruire l’image originale. Cette
structure est significative de plusieurs points de vue : statistique, géométrique et surtout
thermodynamique, puisqu’elle est reliée aux fronts de température.

– La deuxième définition concerne l’image dite chromatiquement réduite. Celle-ci décrit la dis-
tribution de la luminance sur la MSM, et, plus généralement, elle traduit les caractéristiques
de la distribution de la luminance dans l’image. Elle a la même structure multifractale
que l’image originale : ses exposants de singularité sont identiques à ceux de l’image ori-
ginale, mais la distribution spatiale de la luminance est plus uniforme. Elle offre également
une interprétation thermodynamique puisqu’elle traduit une hypothèse d’advection de la
température et le champ normal ∇IR s’identifie à un champ advectif.

En fait, ces deux définitions sont pratiquement équivalentes, puisque la connaissance de la CRI
permet de déterminer la MSM, et, inversement, la connaissance de la MSM (couplée avec l’infor-
mation d’orientation du gradient de l’image originale) permet de construire la CRI.

Compte tenu des remarques précédentes, un moyen simple de vérifier si l’hypothèse d’advection est
valide dans le système visualisé consiste à vérifier si le gradient ∇I le long de la MSM est constant
et perpendiculaire à la MSM, i.e. s’il cöıncide avec le champ ∇IR défini sur la CRI. La CRI
caractérise la présence de convection. Une déviation importante entre l’image originale et la CRI
(i.e. entre les champs de température définis sur ces images) traduit un défaut d’advection et donc,
typiquement, la présence de structures convectives. Sur l’exemple de la figure 8.6, on considère,
par exemple, des images acquises dans le canal VIS, sur lesquelles on distingue très nettement le
sommet des tours convectives (la même scène que sur l’image IR de la figure 7.4 est ici visualisée).
On vérifie alors, par simple inspection visuelle des différents détails de l’image originale et de la
CRI, que cette dernière permet, en un sens, de supprimer la contribution des zones convectives à
la distribution de température (luminance) dans l’image originale. Il s’agit pour nous d’introduire
un outil capable de quantifier (et plus seulement de caractériser qualitativement) la déviation entre
les deux images.
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(a) De gauche à droite : une image VIS et la CRI correspondante.

(b) Détails de l’image VIS (en haut) et de l’image réduite (en bas). Sur les 3 premiers exemples (cadres verts,

images de gauche), on observe le sommet des tours dites convectives : les images sont très différentes, on perd

l’impression de profondeur présente dans les zones convectives, tandis que les autres principaux contours sont

préservés. Dans le dernier exemple (cadre rouge, image à droite), le flot est dominé par l’advection : les images

sont très proches.

Fig. 8.6.: Comparaison entre la configuration réelle du flot, observée sur une image VIS, et l’hy-
pothèse d’advection pure, représentée par la CRI.
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Fig. 8.7.: Principe de la mesure du champ des sources : on dispose d’un contour (la MSM) et
du gradient unitaire réduit ∇IR sur ce contour. L’idée est de comparer ce champ avec
le champ réel observé. Le résultat est une information de nature non géométrique, les
sources, qui renseignent sur la diffusion de la luminance au travers de la MSM et dans
toute l’image.

8.3.3. Formalisation mathématique du champ des sources

Les considérations précédentes doivent nous permettre de détecter la présence de transports ver-
ticaux, sans restreindre notre intérêt aux seuls mouvements advectifs. Cependant, la comparaison
entre l’image originale I et la CRI, sa contrepartie réduite IR, doit être effectuée de manière
plus rigoureuse de façon à fournir une mesure plus précise. L’idée est d’introduire une transfor-
mation appropriée f(I, IR) qui exprime mathématiquement la déviation entre l’image originale
et la CRI. Techniquement, la transformation f adéquate est donnée par une dérivée de Radon-
Nykodim [Rudin, 1987].

Pour comparer l’image originale et la CRI, on peut envisager de comparer la mesure µ définie
sur l’image I grâce à l’équation (5.29) (cf. chapitre 5) et la mesure µR définie similairement sur
l’image IR. En utilisant une expression analogue, on peut en effet introduire une mesure µR dont
la densité est la norme du gradient de la CRI :

µR(Br(~x)) =
∫
Br(~x)

d~y |∇IR|(~y) . (8.3)

On voit alors, puisque la CRI a la même structure multifractale que l’image originale, que la
mesure µR qu’elle sert à définir est également multifractale, autrement dit :

µR(Br(~x)) ≈ αR(~x) rd+h(~x) (8.4)

où les exposants de singularité h(~x) apparaissant dans l’équation sont les mêmes pour les deux me-
sures µR et µ. Les deux ensembles ont non seulement la même définition spatiale de la MSM (même
géométrie), mais également les mêmes exposants de singularité pour les pixels de cet ensemble
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(mêmes statistiques) : c’est exactement ce que signifie ”avoir la même structure multifractale”.
En particulier, cela implique que les deux mesures sont absolument continues l’une par rapport à
l’autre (elles ont le même comportement dans les petites échelles). Par conséquent il y a un sens à
la définition de la dérivée de Radon-Nykodin de µ par rapport à µR.

Fig. 8.8.: Représentations multifractales d’une image IR. De gauche à droite : image originale,
MSM, CRI sur cette MSM et norme du champ des sources (log-représentation).

Afin de prendre en compte le caractère vectoriel des différences entre les signaux, nous généralisons
les mesures multifractales en définissant la mesure vectorielle µ d’un ensemble quelconque A sur le
signal I par :

µ(A) ≡
∫
A
d~y∇I(~y) (8.5)

et de manière analogue, on définit une mesure µR pour le signal réduit IR. Ici, la densité de la
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Fig. 8.9.: Représentation de la norme et de la phase du champ des sources calculé sur une image IR.

mesure est le gradient de l’image (∇I ou ∇IR), et non plus sa norme ; celui-ci peut être vu comme
un champ à valeurs complexes comme nous travaillons dans un espace 2D. Par conséquent, les
mesures qui en découlent sont des mesures vectorielles, et peuvent naturellement être assimilées à
des mesures à valeurs complexes.

Comme précédemment, on admettra alors :

Proposition 8.1 Les mesures µ et µR sont absoluement continues l’une par rapport à l’autre.

En fait, cette propriété est vérifiée, car on a même plus ; les mesures µ et µR sont multifractales
au sens où elles vérifient, là encore, une relation de la forme :

µ(Br(~x)) ∼ α(~x) rh(~x)+d (8.6)

et similairement pour µR avec les mêmes exposants h(~x). Par conséquent, elles ont le même com-
portement dans les petites échelles et, ainsi, les mêmes ensembles négligeables, ce qui implique la
proposition 8.1. On peut introduire une nouvelle quantité :

Définition 8.3 Le champ vectoriel des sources ρ(x) est défini comme la dérivée de Radon-Nykodin
des mesures vectorielles µ et µR en tout point ~x de l’image :

ρ(~x) ≡ lim
r→0

µ(Br(~x))
µR(Br(~x))

. (8.7)

Le champ des sources représente donc la densité de la mesure µR par rapport à la mesure µ. Cette
quantité peut être calculée grâce à des projections en ondelette :

ρ(~x) = lim
r→0

TΨ[∇I](~x, r)
TΨ[∇IR](~x, r)

pour une certaine ondelette régularisante qui soit intégrable par rapport aux mesures ; cependant
en pratique l’estimation du champ ρ est beaucoup plus simple (cf. algorithme (6)).

Compte tenu de leur définition, les sources ρ constituent un champ vectoriel n’exhibant pas de
comportement multifractal (figure 8.9). Les singularités simultanément présentes dans les champs µ
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Fig. 8.10.: Reconstruction d’une image IR à partir de la CRI et d’une seule des deux composantes
directionnelles du champ des sources ρ suivant la formule ∇I = ρ∇IR. À gauche :
l’image est reconstruite avec le champ des sources ρ = (ρx, 0), à droite : on utilise le
champ ρ = (0, ρy).

et µR (les singularités de I cöıncident avec celles IR) sont ”anihilées” par l’effet de la division (8.7).
En conséquence, le champ des sources ne contient pas de structure géométrique fractale particulière.
En effet, l’écriture (8.6) implique que ρ se met sous la forme d’un rapport α/αR (ce dernier
étant défini similairement à α) de coefficients indépendants de l’échelle. Comme ρ est le rapport
de deux images qui présentent la même structure géométrique (via le rapport d’échelle rh(~x)), le
comportement de ρ n’est plus régi par des lois d’échelle en r. Ainsi, le champ des sources est
finalement indépendant de la structure des images et uniquement déterminé par les différences
de distribution de luminance, qui, dans le cas des images IR, s’apparentent à des différences de
distribution de température.

On obtient de cette manière un champ de vecteurs dont les singularités (les pôles et les zéros)
renseignent en particulier sur la répartition des zones de diffusion ”énergétiques” dans l’image. Ce
champ de vecteurs définit une image elle-même dite de ”sources”, qui représente la diffusion de la
luminance dans la variété la plus singulière (cf. figure 8.9).

8.3.4. Propriétés du champ des sources

La définition de ρ permet d’envisager une relation de la forme :

∇I ≈ ρ∇IR (8.8)

où le produit ici considéré est un produit entre variables complexes. ρ représente donc, en un sens,
la matrice de passage d’un champ à un autre. Par conséquent, ρ s’écrit comme une matrice 2× 2
de la forme {ρij}1≤i,j≤2. Cependant, la relation (8.8) étant établie entre des gradients, l’application
des conditions de Cauchy permet de retrouver [Rudin, 1987] :

ρ11 = ρ22 = ρx, ρ12 = −ρ21 = ρy
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et donc de voir que le champ des sources se résume à ρ = (ρx, ρy).

Notons que l’expression (8.8) nous dit également que l’on peut reconstruire l’image à partir de la
CRI (ou, de manière équivalente, à partir de l’OMSM) et du champ des sources, simplement en
effectuant le produit (complexe) entre les deux champs. Dans ce contexte, si le champ des sources
est vu comme champ complexe, il s’écrit : ρx + i ρy. Par conséquent, le gradient ∇I reconstruit à
partir des sources ρ et du gradient ∇IR de la CRI prend (abusivement) la forme :

∇I = ρx ∇IR + i ρy ∇IR

où l’on envisage là encore des produits complexes, mais où les (ρx, ρy) sont des scalaires. Cette
écriture permet notamment d’apprécier la situation où le champ ρ est réel pur (ρy = 0) : le gradient
de la FRI (image reconstruite) est alors partout proportionnel à celui de la CRI (image réduite)
et de même direction. En particulier, la FRI reconstruite avec un champ réel est très proche d’une
image d’advection (seule la norme change, cf. figure 8.10). En revanche, la composante imaginaire ρy
explique les principales déviations de l’image reconstruite par rapport à l’image originale.

Finalement, l’algorithme (6) de construction des sources est relativement simple dans la mesure où
il fait appel à une description des champs de vecteurs par des nombres complexes. Le champ est
exactement construit comme le rapport complexe des gradients de l’image originale et de l’image
réduite. Nous allons voir que les sources mettent ainsi en évidence les zones de diffusion de la
luminance dans une image : c’est une information de nature purement chromatique, pas forcément
reliée à de l’information de nature thermodynamique.

1. Calculer le gradient ∇I de l’image originale.

2. Calculer l’image chromatiquement réduite IR comme dans l’algorithme (5) puis calculer son
gradient ∇IR.

3. les champs ∇I et ∇IR sont considérés comme des champs complexes : ∇I = ∂xI + i ∂yI,
∇IR = ∂xIR + i ∂yIR.

4. Le champ ρ est simplement calculé comme le rapport des champs complexes ∇I et ∇IR :

ρ(~x) = ∇I(~x)/∇IR(~x).

Algorithme 6: Calcul du champ des sources.

8.3.5. Caractérisation de la convection dans le flot

Un moyen relativement simple de confirmer l’existence de convections dans une région donnée
est fourni par le champ des sources. Il s’agit de vérifier si le gradient le long de la MSM est
constant et perpendiculaire à la MSM, i.e. si l’image originale diffère de la CRI. Compte tenu de
la relation (8.8), le champ ρ permet finalement de discriminer les différentes zones de mouvement
caractéristique :

– sur les régions dominées par un mouvement advectif, le champ ρ est, idéalement, constant,
dans la mesure où l’image et la CRI correspondante cöıncident ; en pratique, les deux images
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Fig. 8.11.: Situation du 31/07/98 entre 0h et 11h30. Calcul des CRI et des sources à partir des
MSM de la figure 6.5. Lignes du haut : CRI, lignes du bas : norme du champ des
sources. Une ”source” (repérée par une flèche rouge) apparâıt sur la 3ème image (et les
suivantes) ; elle correspond vraisemblablement à la formation d’un système convectif.
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Fig. 8.11.: Suite - situation du 31/07/98 entre 12h et 23h 30. Ibid.
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8.3 Un outil mathématique de détection de la convection dans les images IR : le champ des sources

Fig. 8.11.: Suite - situation du 1/08/98 entre 0h et 12h 30. Ibid.
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Fig. 8.11.: Suite - situation du 1/08/98 entre 12h et 23h 30. Ibid. La source que l’on pouvait
suivre depuis le début de la séquence disparâıt avec la dissipation du nuage convectif.
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ne cöıncident pas partout, et le champ ρ est simplement scalaire (réel) non constant : ρ =
(ρx, 0),

– au contraire, sur les surfaces dominées par les mouvements verticaux, les variations de ρ sont
importantes.

Fig. 8.12.: Trajectoires induites par le champ complexe ρ des sources : des lignes proches de l’ho-
rizontale caractérisent un champ advectif (le champ des sources est alors simplement
scalaire ρ ≈ ρx). En revanche, une ligne verticale signifie que la composante imaginaire
n’est pas négligeable (ρy � 0), i.e. qu’il y a une déviation entre le gradient de l’image
originale et celui de la CRI : elle révèle la présence d’une source de convection dans
notre modèle. En haut : le mouvement est globalement advectif dans les images ; en
bas : les sources de convection sont localisées dans les structures nuageuses.

Le plus grand écart entre les champs ∇I et ∇IR sera observé lorsque l’un des deux s’annule et que
l’autre reste fini. Pour cette raison, la plus forte déviation du champ advectif ∇IR se manifestera sur
les pôles et les zéros du champ des sources ρ. La norme |ρ| apparâıt donc extrêmement pertinente.
Notons, par ailleurs, que les zéros et les pôles du champ sont généralement associés à des transitions
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Fig. 8.13.: Comparaison des sources estimées sur des données IR et WV synchrones. Les images
présentées montrent la même scène, acquise le 31/07/98 entre 15h 30 et 16h 30. Les
sources sont très stables d’un canal à l’autre, en particulier les zéros et les pôles resp.
détectés dans les signaux IR (images du haut) et WV (images du bas) sont en bonne
correspondance.
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brutales de la phase du champ. Sur la figure 8.4, les mouvements convectifs sont présents là où
l’image originale diffère de la CRI : ceci induit nécessairement l’existence d’un pôle ou d’un zéro
dans les sources. La figure 8.12 représente les trajectoires du champ ρ vu comme champ 2D : cette
visualisation permet d’observer les variations des composantes du champ des sources en fonction
de la région traversée. Cela confirme notamment le rôle de la composante ρy, qui explique à elle
seule les écarts à l’hypothèse advective.

Il est important de souligner la stabilité des sources lorsque que l’on considère des données IR et
des données du canal vapeur d’eau (cf. section 2.1.2). Sur la figure 8.13, les pôles et les zéros du
champ des sources calculés sur des images WV cöıncident en effet avec ceux calculés sur des images
IR. Les sources constituent donc des attributs caractéristiques des systèmes complexes turbulents
puisqu’on les détecte indifférement sur des images permettant de visualiser la structure du flot
atmosphérique. En revanche, il apparâıt que les sources calculées sur des données du canal visible
sont très différentes. Il pourrait en fait être montré que les images VIS n’ont pas une structure
multifractale (et ne vérifient pas le formalisme multifractal à proprement parler), contrairement
aux données IR et WV. Cela s’explique essentiellement par la nature de la mesure physique ; les
observations de surface du sol, accessibles dans les zones de ciel clair, notamment, présentent un
caractère fortement texturé peu compatible avec le comportement multifractal, ce qui conduit à
des résultats peu significatifs. Les sources finalement détectées sur les images météorologiques IR
ou WV apparaissent généralement assez bien localisées (et, en fait, déjà en relativement bonne
correspondance avec des données de validation MO). Il semble que l’on est ainsi en mesure de
détecter la présence mouvements verticaux (cf. figure 8.11). Cependant des artefacts se produisent
généralement près des bords des structures nuageuses. Ceux-ci peuvent être expliqués par la nature
du signal IR qui, au niveau des contours des nuages, mesure une transition des strates supérieures
(le sommet des nuages) aux strates inférieures de l’atmosphère (les nuages bas), voire au sol. On
détecte en fait une transition entre deux mesures qui sont effectuées sur des surfaces à des altitudes
très différentes, mais cela ne correspond à aucun mouvement vertical.

8.4. Extraction des zones de divergence du mouvement

Les différentes composantes fractales sont évidemment pertinentes pour la compréhension des pro-
cessus thermodynamiques et la connaissance de l’évolution du flot. Le formalisme des sources per-
met en un sens de qualifier les différentes propriétés observées dans les images IR et fournit ainsi
un outil d’interprétation de la nature du flot atmosphérique. Nous présentons ici les principaux
résultats permettant d’établir une connection entre les différents outils développés jusqu’ici et les
principales propriétés dynamiques du flot.

8.4.1. Motivation

L’étude des mouvements perceptibles dans les séquences d’images constitue un outil supplémentaire
pour la caractérisation des structures nuageuses. La connaissance du mouvement 2D apparent,
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Chapitre 8: Formalisme des sources pour la détection et la segmentation des foyers convectifs
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qui est une projection plane de mouvements en 3D, dans les images étudiées permet d’avoir des
informations sur les vrais mouvements et sur la nature des structures elles-même.

Nous avons identifié la MSM, estimée à partir d’une image unique (et donc de la seule information
spatiale), avec les lignes de courant du flot, qui en déterminent l’évolution spatio-temporelle. Cette
connection est évidemment très riche de sens, car elle signifie que l’on peut déduire de l’information
sur le mouvement à partir de la connaissance de la distribution de température. Elle apparâıt
cependant assez naturelle puisque les mouvements dans l’atmosphère sont principalement induits
par des variations de température et des transferts d’énergie (cela s’apparente en un sens à la notion
d’ergodicité). En particulier, l’évolution d’une structure météorologique dans les instants t, t+1, · · ·
doit pouvoir être appréhendée dès l’instant t.

Nous proposons de comparer l’information géométrique apportée par les sources extraites d’une
unique image IR avec l’information spatio-temporelle fournie par la séquence entière d’images IR
acquises sur la même scène. Nous rappelons tout d’abord les grandes lignes de l’estimation du
mouvement, permettant de calculer des champs de vitesse, avant d’utiliser une méthode adaptée
à l’analyse des images IR. Nous ne souhaitons en aucun cas faire une revue des méthodes (très
nombreuses) d’analyse du mouvement et de suivi. Pour un état de l’art complet sur ces méthodes,
dans le cadre très général de l’analyse des fluides (et également la présentation d’une méthode
originale d’estimation du mouvement), on consultera [Corpetti, 2002] ; pour des applications à
l’analyse du mouvement dans des images météorologiques, on consultera aussi [Béréziat, 1999].
Dans la suite, nous allons comparer les résultats de l’analyse des sources avec la description du
mouvement obtenue par des champs de vitesse, avec pour principal objectif de valider le rôle de
ces sources.

8.4.2. Le problème de l’estimation du mouvement

Lorsque l’on s’intéresse au cycle de vie des systèmes nuageux sur une séquence d’images, une des
informations essentielles à laquelle on souhaite avoir accès est tout naturellement fournie par les
champs de déplacement. Cette information est nécéssaire pour la compréhension (éventuellement
la prévision) de l’évolution de ces systèmes [Corpetti et al., 2002] [Papin et al., 2000]. Les acqui-
sitions géostationnaires permettent notamment de suivre l’évolution des structures nuageuses (cf.
chapitre 2).

Comme dans les méthodes d’analyse de mouvement standards, le mouvement dans les images
météorologiques peut être caractérisé au travers de deux approches distinctes, suivant les entités
que l’on considère dans les images [Memin et Pérez, 1998] :

– les champs denses de vitesses fournissent les champs de déplacement d’une image à la suivante ;
ils peuvent être utilisés pour la visualisation ou encore comme données d’entrée pour des
modèles numériques,

– des attributs caractéristiques, tels que les points singuliers, offrent une représentation com-
pacte des flots en ne retenant que l’information pertinente véhiculée par le phénomène.

Dans le cadre des applications météorologiques, mais pas seulement, c’est la première approche, qui
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consiste à estimer des champs denses de vitesses, qui est la plus fréquemment retenue pour décrire
et analyser le mouvement [Corpetti et al., 2002]. Cependant, de nombreux problèmes se posent dès
qu’il s’agit de traiter des données météorologiques ; ceux-ci concernent principalement :

– les phénomènes étudiés : l’estimation automatique du mouvement, dans des images IR notam-
ment, est rendue extrêment compliquée par la nature des structures que l’on désire suivre ;
la formation et l’évolution des systèmes nuageux est due en partie à des phénomènes non
linéaires complexes, et est reliée à l’évolution d’un fluide en TCD (cf. chapitre 6) ;

– les données analysées : la fréquence temporelle d’acquisition des images par les satellites
géostationnaires demeure relativement importante (e.g. 30mn pour MeteoSat 7, 15mn pour
les Meteosat Second Generation), ce qui induit des distorsions spatiales et temporelles,
puisque les structures ne sont pas suivies de manière continue ; il est ainsi fréquent que les
séquences d’images métérologiques ne permettent pas toujours d’utiliser des estimateurs de
mouvement basés sur les gradients spatio-temporels de l’intensité ; les déformations inter-
images peuvent être en effet beaucoup trop importantes.

– les algorithmes : l’utilisation de nombreuses images dans une séquence accroit d’autant les
besoins en capacité mémoire (pour sauvegarder les données) et en temps (pour les traiter).

Ces différents problèmes constituent des limitations à l’estimation des champs denses de vitesses
pour des applications en temps réél. De même, les points singuliers, utilisés pour représenter et
décrire le mouvement de manière compacte, sont généralement extraits a posteriori à partir de
l’estimation de champs de vitesse. Finalement, compte tenu de la complexité des modèles physiques
gouvernant l’évolution des structures nuageuses, les objectifs tels que l’estimation du mouvement
apparent sont plutôt difficiles à atteindre. Ainsi, la connaissance du mouvement, et surtout sa
mesure, demeure un problème très complexe.

8.4.3. Calcul des champs de vitesse

De nombreuses méthodes développées pour calculer le mouvement utilisent les hypothèses du flot op-
tique et l’approche différentielle de [Horn et Schunk, 1981]. Ses variantes [Barron et al., 1994] sont
devenues une méthododologie classique pour l’estimation du mouvement. Cependant, comme nous
venons de la souligner, l’analyse du mouvement dans de telles séquences est particulièrement difficile
avec les méthodes classiques en raison de la dynamique chaotique des structures météorologiques.
Les techniques automatiques de vision par ordinateur, originellement déstinées aux mouvements
quasi rigides, doivent être étendues pour l’analyse du mouvement sous déformations non rigides
pour le suivi de nuages [Béréziat et Herlin, 2000].

Dans ce contexte, les auteurs de [Béréziat et Herlin, 2000] proposent une méthode dérivée du flot
optique qui est équivalente, sur les images IR, à un principe de pseudo-conservation du volume ;
ils intègrent à ce calcul un modèle a priori de mouvement affine. Dans [Corpetti et al., 2002], un
terme de régularisation div − curl est utilisé pour l’estimation du mouvement, qui est également
supposé vérifier le principe de conservation de la masse. Pour notre part, nous choisissons d’utiliser
la première méthode afin d’estimer le mouvement apparent : nous allons ainsi étendre l’hypothèse
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Fig. 8.14.: Champs denses de vitesse, estimés à l’aide de l’hypothèse EOFC sur deux images per-
mettant d’observer une même structure nuageuse à 4h d’intervalle. Les flèches indiquent
localement la direction du champ, son orientation et son intensité.

d’invariance de l’intensité des pixels aux objets grâce à la contrainte de l’EOFC (Extended Optical
Flow Constraint). En notant le flot optique v (que l’on peut identifer à la vitesse horizontale vH) et
en suivant la construction de [Béréziat et Herlin, 2000] ou de [Béréziat et Berroir, 2000], on exprime
l’EOFC pour les images Meteosat IR par :

∇I · v + ∂tI + (I · div(v))δnuages = 0 (8.9)

où δnuages est égal à 1 sur les régions nuageuses, 0 partout ailleurs (les surfaces nuageuses peuvent
être obtenues par simple seuillage de l’image d’entrée). En dehors des zones nuageuses, l’équation (8.9)
est équivalente à la contrainte du flot optique classique ∇I · v + ∂tI = 0 : l’hypothèse d’invariance
de l’intensité standard est utilisée pour modéliser le mouvement sur les surfaces non nuageuses de
l’image. Le terme supplémentaire I ·div(v) introduit une hypothèse de conservation du volume pour
les nuages. En effet, en considérant la description qualitative du profil vertical de température, on
peut interpréter le niveau de gris d’une image IR comme une mesure de l’élévation du nuage. Ainsi,
la variation de l’intensité globale est assimilée à la variation du volume du nuage et l’équation (8.9)
revient à considérer une hypothèse de conservation du volume. Sur la figure 8.14, le champ de
vitesse apparent v estimé sur une séquence entière est représenté sur deux exemples de systèmes
nuageux, dont on sait qu’ils sont caractérisés par une intense activité convective.

8.4.4. Extraction de points singuliers divergents

À partir du champ 2D estimé, on choisit alors de mesurer l’information de divergence du mouve-
ment, définie en chaque pixel ~x de l’image par :

div[v](~x) = ∂xu(~x) + ∂yv(~x) (8.10)
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où u et v sont les composantes du champ de vitesse v = (u, v). Les sources de la figure 8.14, calculées
sur des images correspondantes de la figure 8.14, apparaissent assez bien localisées et autorisent à
première vue l’extraction de points singuliers associés à une forte divergence du champ de vitesse.
En effet, on peut observer, à l’intérieur des nuages au moins, qu’il y a une correspondance plutôt
bonne entre les pôles et les zéros des sources ρ et les fortes valeurs (absolues) de la divergence.

Fig. 8.15.: Comparaison, sur deux systèmes nuageux, entre la divergence des champs de vitesses,
estimés à partir des champs de vitesse de la figure 8.14 à l’aide de l’équation (8.10), et
la norme du champ des sources (log-représentation). Les valeurs de la divergence vont
du bleu (faible divergence) à rouge (forte divergence).

D’un point de vue météorologique, la divergence est une quantité très pertinente : elle permet
de caractériser des zones de mouvement significatives, généralement associées à des centres de
dépression ou des foyers convectifs [Arnaud et al., 1992] [Bougeault et Sadourny, 2001]. Rappelons
notamment qu’une cellule nuageuse convective subit tout d’abord une ascendance caractérisée par
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une expansion spatiale de son sommet et une diminution de sa température ; puis, après une phase de
stabilité, la cellule subit une phase de subsidence associée à une augmentation de sa température de
sommet et à une dissipation de sa structure. Ainsi, l’ascendance est associée à des valeurs div[v] > 0
au sommet du nuage tandis que la subsidence est associée à div[v] < 0. Ces mouvements typiques
sont caractéristiques de l’activité convective (cf. figure 8.16). Finalement, on identifie les zones
nuageuses dominées par le transport vertical aux zéros et aux pôles des sources. Notons que dans
[Papin et al., 2000], les auteurs utilisaient déjà la divergence du mouvement pour caractériser des
structures convectives.

Fig. 8.16.: Divergence du champ de mouvement d’une cellule convective en fonction du stade dans
lequel se trouve la cellule au cours de son évolution : croissance (a), maturité (b) ou
dissipation (c). Les flèches symbolisent la circulation au sein de la structure.

À ce stade, soulignons également une petite remarque : il pourrait naturellement être objecté que
l’utilisation de l’EOFC n’est pas adaptée à notre problème. Précisément, dans le contexte d’analyse
de zones convectives potentiellement précipitantes, l’hypothèse EOFC de conservation du volume
est en contradiction avec l’injection de matière effectivement observée dans le système en cas de
précipitations. La présence de précipitations contredit l’hypothèse de conservation. Cependant,
nous utilisons ici ce modèle d’analyse en première approximation. L’objectif n’est pas d’obtenir des
estimations précises, mais plutôt de disposer d’une description qualitative. Malgré ces limitations,
les résultats obtenus confortent l’utilisation du champ de sources pour caractériser les mouvements.
Ces champs autorisent à première vue l’extraction de points singuliers associés à une divergence du
champ de vitesse.
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8.4.5. Discussion

En météorologie, les points singuliers permettent de localiser les zones de mouvement caractéristiques
[Corpetti et al., 2003] : ils sont généralement le centre des dépressions ou le centre de forts mou-
vements convectifs. En particulier, les zones de divergence (positive ou négative) sont associées
aux phénomènes convectifs. En comparaison des méthodes d’estimation du champ de mouvement
[Barron et al., 1994], notre méthode a l’avantage de ne nécessiter l’utilisation que d’une seule image
pour déterminer les caractéristiques du mouvement. Par conséquent, il n’est pas nécessaire de cal-
culer au préalable un champ dense de vitesse : c’est un moyen d’éviter un ensemble de calculs
susceptibles de fournir des mesures erronées. Cela nous permet finalement de nous affranchir du
difficile problème du calcul du flot optique. La principale limitation de cette méthode, cependant,
vient du fait qu’elle ne puisse détecter qu’un seul type de singularités, (celles associées à une di-
vergence non nulle), bien que ces dernières soient très pertinentes. On pourra également envisager
de construire des trajectoires des points singuliers [Grazzini et al., 2001] [Szantäı et Desbois, 1994]
pour caractériser notamment l’activité des cellules convectives tout au long de leur cycle de vie.
L’apparition et la disparition des sources semblent difficiles à prévoir (les sources peuvent apparâıtre
au milieu du cycle de vie du nuage, disparâıtre avant sa dissipation, cf. figure 8.11), mais traduisent
sans aucun doute d’importantes propriétés physiques des systèmes nuageux qu’il serait important
de comprendre davantage.

Notons que de nombreuses méthodes ont déjà été proposées afin d’analyser le mouvement fluide à
partir d’une image unique. Les algorithmes classiques calculant les champs de vitesses entre deux
images successives ne tiennent généralement pas compte de l’information sur le mouvement direc-
tement accessible dans une image seule. Une image est supposée offrir une information limitée sur
l’évolution du phénomène impliqué dans la scène observée. Cependant, le mouvement peut être
déduit à partir d’une image unique puisque les diverses formes et structures visualisées relèvent
normalement du processus sous-jacent. Précisèment, sur les images IR, l’évolution de structures
est liée au transfert de chaleur, i.e. au gradient de la température. De nombreux auteurs ont sou-
ligné l’adéquation entre température et champs de vitesses, et certains d’entre eux ont tenté de
déterminer des caractéristiques de mouvement en utilisant cette propriété [Maurizot et al., 1998]
[Ford et Strickland, 1995]. En théorie, ils est généralement retenu que les directions d’iso-intensité
constituent une approximation des principales directions du mouvement. Dans [Maurizot et al., 1998],
les auteurs suggèrent que la vitesse est localement tangente à la forme des structures visualisées. Le
champ des vitesses associé au modèle de mouvement est alors orthogonal au champ des gradients
spatiaux de l’intensité. Dans [Ford et Strickland, 1995], les lignes d’iso-intensité sont considérées
comme étant représentatives des lignes de courant. Toutes ces approches sont en fait similaires
à celle que nous adoptons. La structure principale qui sous-tend toutes ces considérations est la
MSM, puisque celle-ci constitue les lignes de courant du flot. En ce sens, notre approche est idéale
puisqu’elle permet d’extraire la structure qui détermine la dynamique du flot.
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8.5. Segmentation des zones précipitantes

8.5.1. Motivation

La propriété d’advection n’est en fait pas propre à la température et la CRI représente finalement
l’hypothèse d’advection de n’importe quelle variable scalaire associée au flot. Elle caractérise n’im-
porte quelle variable thermodynamique intensive. On pourrait par exemple envisager de modéliser
l’évolution de la pression dans l’hypothèse d’un flot advectif. Nous proposons en particulier d’uti-
liser la définition de l’entropie locale (dans sa version multiéchelle, l’ELM, cf. figure 8.17) que
nous avons introduit au chapitre précédent. L’idée est toujours de comparer la déviation entre la
situation réelle où les variations d’entropie sont décrites par son gradient ∇S et la situation advec-
tive, simplement décrite par la CRI (ou, de manière équivalente, l’OMSM) afin de saisir certains
mécanismes associés aux transferts d’énergie.

Rappelons que l’entropie est en général une façon de mesurer le niveau de turbulence d’un fluide
dans un espace de temps déterminé. Intuitivement, les zones les plus chaotiques du signal IR
(qui correspond à une vue de dessus du phénomène de convection) sont repérables par des sources
d’énergie particulières. L’entropie, compte tenu de son interprétation tant sur un plan image que sur
un plan physique (en faisant l’hypothèse que celle-ci est bien reliée à l’entropie réelle du système)
doit nous permettre d’identifier des zones de l’image ayant des propriétés physiques spécifiques.

8.5.2. L’entropie comme attribut thermodynamique

L’entropie physique définie par Clausius [Kittel et Kroemer, 1980] est une fonction d’état interne
qui traduit les échanges de chaleur d’un système thermique. L’entropie peut être interprétée de la
façon dont Bolztman la définit : le système (fluide) est en constante évolution vers un désordre (ou
une uniformité) maximal et l’entropie fournit une mesure de ce désordre. Cette définition est reliée
à l’entropie au sens de Shannon : il y a bien évidemment équivalence entre l’aspect probabiliste et
l’aspect thermodynamique3, la variable est basée sur une mesure des configurations possibles au
sein du système (stochastique ou thermodynamique). En revanche, l’entropie physique n’a a priori
pas grand chose à voir avec la définition que nous avons utilisée au chapitre 7, qui est celle d’une
entropie spatialement localisée (et qui peut être assimilée à une variable intensive). Cependant, on
peut espérer relier l’ELM à l’entropie réelle des sytèmes atmosphériques, en faisant des hypothèses
grossières. Sans établir de lien formel, nous entendons juste donner une intuition de l’emploi que
nous allons, ultérieurement, faire de l’ELM, en rapport avec la détection de zones particulières
d’activité thermodynamique.

On suppose donc que l’ELM estimée sur les images IR approxime en un sens l’entropie réelle des
systèmes observés. Cette quantitée est calculée en supposant que le système peut être décomposé
en une superposition de voisinages : ce sont les fenêtres W de l’expression (7.8). En supposant
l’ergodicité de ce système (ce qui est une hypothèse très raisonnable), chaque voisinage W peut
être assimilé à un sous-ensemble indépendant, une partition, du système. La formule (7.5) donnant

3La définition de l’entropie de Shannon est d’ailleurs basée sur cette analogie [Shannon, 1948].
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Fig. 8.17.: De gauche à droite : représentation de l’ELM, des lignes d’isentropie correspondantes
et de l’ICR, toutes calculées sur l’image IR de la figure 8.9.

l’expression de l’entropie discrète en un point ~x peut être vue comme une estimation de l’entropie
continue définie par :

S(~x) ≡ −
∫

ρ~x(I) log2 ρ~x(I) dI (8.11)

où ρ~x(I) représente la distribution locale de probabilité du signal de radiance (température) I
autour du point ~x. Dans le cas de l’ELM, cette distribution est estimée en considérant un voisinage
multiéchelle W du point ~x et en enregistrant les fréquences relatives pondérées des valeurs de
niveaux de gris I. ρ~x(I) est ainsi portée par la famille de probabilités {p(i)}, avec :

p(i) =
∑
~y∈W?

δI(~y)=i|~x− ~y|−2 . (8.12)

Le choix d’une approche multiéchelle permet l’adéquation avec la propriété d’invariance d’échelle
observée dans les systèmes physiques turbulents. L’entropie globale du système est connectée à ces
entropies locales : S ≈

∑
~x S(~x) (ce qui équivaut à un principe d’équirépartition de tous les degrés

de liberté du système), mais on s’intéresse plutôt aux variations d’entropie.

8.5.3. Calcul des sources associées à l’entropie

Intuitivement, l’entropie permet de décrire les transferts d’énergie dans le système suivant l’égalité
de Clausius [de Groot et Mazur, 1962]. Intéressons-nous aux variations spatiales de l’entropie S,
compte tenu de la définition (8.11) qui fournit une mesure locale. On espère, de cette manière,
combiner, au travers des variations spatiales ∇S, les changements internes du système et les trans-
ferts de chaleur à travers les fronts du système, puisque, en un sens :

– les variations internes du système sont intégrées par la prise en compte d’un voisinage localisé,

– les transferts de chaleur externes sont traduits par la prise en compte d’un gradient spatial,

de sorte que l’on peut considérer que le gradient ∇S de l’entropie fournit une approximation
(locale) de la variation dS d’entropie.
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Dans la modélisation des processus atmosphériques, nous avons vu que le transport dans l’at-
mosphère est dominé par les processus d’advection [Bougeault et Sadourny, 2001]. De nombreux
mécanismes physiques impliquant des changements diabatiques peuvent en fait intervenir (et in-
terviennent en réalité), dont les phénomènes de convection turbulente. Ceux-ci s’accompagnent de
variations d’entropie (lors de transformations adiabatiques, l’entropie est en revanche conservée).
Dans de telles situations, la vitesse verticale est proportionnelle au taux de variation de l’entropie
du système [de Groot et Mazur, 1962]. On peut ainsi utiliser le gradient spatial ∇S de l’entropie,
telle que nous l’avons définie, pour étudier la nature du flot.

(a) Angle θ entre les champs ∇IR et ∇IR en un point de la MSM.

(b) À gauche et au milieu : représentations des champs ∇IR et ∇S sur la MSM de l’image IR de la figure 8.9.

À droite : distribution des valeurs absolues des produits scalaires ∇IR ·∇S (en bleu) et ∇I⊥R ·∇S (en rouge),

qui renseignent sur la valeur de l’angle θ.

Fig. 8.18.: Mesure de la déviation entre le champ unitaire ∇IR, normal à la MSM, et le gradient
de l’entropie ∇S.

Ces considérations amènent en effet à penser que l’on est en mesure de détecter la présence de
transport vertical, et donc l’activité convective, via l’évolution de la température au travers des
surfaces isentropiques. Nous proposons de prendre en compte les champs induits par la température
et les différences de température. En chaque pixel de l’image, on ne considère pas seulement la

266



8.5 Segmentation des zones précipitantes

température mesurée localement, mais nous tenons compte aussi de la chaleur transférée par les
fronts thermiques, au travers du processus de propagation à partir des valeurs de la température
sur la MSM. Nous avons vu que les zones les plus chaotiques du signal IR sont repérables par des
sources d’énergie particulières. L’entropie, compte tenu de son interprétation sur un plan physique
doit nous permettre d’identifier ces zones. Nous proposons donc d’appliquer le formalisme des
sources à la variable d’entropie. Il s’agit ainsi, simplement, de remplacer dans la définition (8.7)
du champ des sources, le gradient de référence de l’image originale par celui de l’ELM. Nous
introduisons pour cela une mesure définie comme en (8.5) à partir du gradient ∇S de l’entropie S :

µS(A) ≡
∫
A

∇S(~y) d~y . (8.13)

Une objection naturelle à cette approche : il n’y a aucune raison que l’ELM définisse une structure
multifractale identique à celle de l’ICR, et donc que la dérivée de Radon-Nykodim ait un sens.
Cependant, nous nous affranchissons de cette contrainte, car numériquement cela ne pose pas de
problèmes. La hiérarchie induite par l’ELM et la décomposition multifractale sont très proches (cf.
chapitre 7), et, en conséquence, les deux images définissent une structure géométrique proche.

8.5.4. Extractions de régions de transition de la phase des sources

On observe généralement une plus forte variation du gradient de l’entropie dans la direction nor-
male à la MSM. Sur la figure 8.18(b), nous représentons le champ unitaire ∇IR et le gradient
de l’entropie ∇S sur les pixels de la MSM. Sur la même figure, nous calculons également les
distributions des produits scalaires (en valeur absolue) ∇IR ·∇S et ∇I⊥R ·∇S sur la MSM, où
· désigne le produit scalaire et ∇I⊥R représente le champ unitaire tangent à la MSM (i.e. normal
à ∇IR). Il apparâıt bien que les plus fortes valeurs du gradient de l’entropie (donc les plus fortes
variations de l’entropie) sont principalement concentrées suivant la direction ∇IR. Ceci signifie
que le gradient de l’entropie est le plus souvent normal aux fronts de température. En prenant
en compte non plus seulement l’angle de la déviation entre les différentes grandeurs thermodyna-
miques, mais également leur magnitude, le calcul des sources, tel qu’il est proposé ci-dessus, permet
de s’intéresser aux configurations du flot pour lesquelles cette observation n’est plus valable (i.e.
pour lesquelles l’entropie dévie fortement du champ unitaire).

Les premiers résultats montrent que l’on peut envisager de décrire le flot, et la nature du mouvement
observé, grâce à cette approche. L’utilisation de l’ELM comme variable thermodynamique (en
s’octroyant quelques libertés vis-à-vis de la thermodynamique) traduit également des propriétés de
l’écoulement. Il semble ainsi que l’on soit capable de discriminer qualitativement les zones dominées
par l’advection de celles dominées par la convection [Grazzini et al., 2003a]. Notons que compte tenu
du faible jeu de données MO à notre disposition (combinaison de la faible fréquence d’acquisition
et du nombre important de données manquantes ou peu significatives), nous avons très peu de
résultats de validation. Il apparâıt sur les exemples des figures 8.19 à 8.24 que les sources sont en
relativement bonne correspondance avec ces données de validation, en particulier les précipitations
associées à de la convection intense se traduisent par :

– la présence le plus souvent de pôles ou de zéros sur les images de norme des sources,
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Fig. 8.19.: Visualisation des isothermes MO sur les résultats d’analyse de l’image IR acquise le
31/07/98 à 16h. De gauche à droite, de haut en bas : image IR, image MO
correspondante acquise à 15h 51, images de la norme et des phases du champ des
sources. La représentation des phases s’étale du bleu (0) au rouge (2π) en passant par
le vert (π). Les principaux foyers précipitants sont en bonne correspondance avec les
sources. Ils se situent par ailleurs sur des zones de transition de la phase (en vert),
pour lesquelles les champs d’entropie et de température sont de direction opposée,
entourées de zones (en rouge et bleu) pour lesquelles les directions de ces mêmes champs
différent fortement. Noter qu’il y a un décalage temporel d’une dizaine de min entre
les acquisitions IR et MO, ce qui, compte tenu de la vitesse moyenne des structures
nuageuses dans cette région (≈ 10m.s−1), représente, sur cette image, une erreur de 5
à 6 pixels.
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Fig. 8.20.: Détails du calcul du champ des sources sur trois images successives de la séquence IR.
De haut en bas : acquisitions du 31/07/98 à 15h 30, 16h et 16h 30 resp. De gauche
à droite : extrait IR, images de la norme des sources et de la phase, sur lesquelles on
a mis en évidence les fronts de température d’une même image MO (acquise à 15h 51,
la seule disponible dans cette plage horaire) déterminant les précipitations.
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Fig. 8.21.: En haut : acquisitions du 01/08/98, à 16h pour l’image IR et à 16h 12 pour l’image
MO. En bas : résultats de l’analyse avec les sources du champ d’entropie ; norme et
phase des sources calculées sur la variable entropie.

– la présence également, et de manière plus significative, d’importantes transitions de la phase
des sources.

Il apparâıt que les champs d’entropie ∇S et de température ∇IR sont orientés, sur les régions
précipitantes, suivant la même direction mais suivant des orientations opposées (θ proche de π). À
partir des contours des foyers précipitants et tout autour, la déviation entre les champs est beaucoup
plus forte (|θ| proche de π/2). On est ainsi en mesure de détecter la présence des principales zones
précipitantes sur les images à notre disposition.
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(a) De gauche à droite, de haut en bas : extrait IR, champ unitaire ∇IR, gradient de l’entropie ∇S,

extrait MO, images de la norme des sources et de la phase des sources, sur lesquelles on a représenté les fronts

de température MO.

(b) De gauche à droite, de haut en bas : détail de l’image IR ci-dessus, détail MO, images correspondantes

de la norme des sources et de la phase.

Fig. 8.22.: Résultats sur un extrait de l’image IR de la figure 8.21 en correspondance avec une
zone de précipitation. Les calculs ont été effectués sur l’acquisition IR du 01/08/98 à
16h. Les données MO synchrones ont été acquises à 16h 12 le même jour (déjà présenté
dans la figure 8.21).
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Fig. 8.23.: Résultats sur un extrait de l’acquisition IR du 01/08/98 à 16h (figure 8.21). De gauche
à droite, de haut en bas : extrait IR, champ unitaire ∇IR, gradient de l’entro-
pie ∇S, extrait MO, images de la norme des sources et de la phase des sources.

8.5.5. Discussion

Notons, pour rappel, que la hiérarchie multifractale s’interpréte comme la représentation géométrique
au sein du flot de la cascade d’énergie entre les différentes échelles : les Fh représentent les struc-
tures dans lesquelles l’énergie est injectée (à partir de F∞) puis dissipée jusqu’à l’échelle suivante.
On conçoit l’énergie de deux manières : soit il y a échange de chaleur, soit il y a création de
matière. Nous attribuons ainsi ces propriétés de détection à la capacité de l’entropie à mesurer les
transferts d’énergie et/ou de matière. En particulier l’injection ou la déplétion d’énergie au sein de
l’écoulement pendant les phases d’ascendance et de descendance doit se percevoir sur la variable
entropique.

Comment interpréter ces zones de transition de phases ? Disons que la convection est caractérisée
par des courants ascendants clairement localisés, séparés par de grandes régions où l’air s’affaisse
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Fig. 8.24.: Résultats sur l’acquisition IR le 31/07/98 à 17h 30. De haut en bas, de gauche
à droite : extrait IR, extrait MO acquis le même jour à 17h 22, norme et phase des
sources sur lesqules on visualise les isothermes MO. Faible présence de glace au sommet
des nuages, mais la zone est tout de même en correspondance avec des transitions des
phases des sources.

graduellement [Arnaud et al., 1992]. Il se trouve que des phénomènes semblables de structuration
accompagnent fréquemment la convection. Il s’établit verticalement une circulation d’air en cycle
fermé : celle-ci s’organise autour de l’ascendance générée par une instabilité convective et se traduit
par un mouvement interne à une zone atmosphérique dont la configuration, au cours d’un certain
intervalle de temps au moins, reste relativement stable ; et tant que tourne cette cellule convective,
il ne se produit que peu d’échanges de matière et d’énergie entre la zone en question et les zones
atmosphériques avoisinantes. Les variations sont surtout observées au niveau du foyer de convection
lui-même, pas dans le reste du système nuageux. La différence d’altitude entre le sommet des tours
convectives et le reste de la structure explique alors la brusque transition des phases. Tandis que,
dans le cœur de la région convective, les champs d’entropie et de température varient suivant la
même direction, la déviation entre ces champs est, ailleurs (à partir du bord de la tour convective
et dans le reste du nuage), plus forte car la mesure IR n’est, justement, plus effectuée à la même
altitude. Notons que la même propriété explique les transitions observées au niveau des contours
de la structure nuageuse, qui traduisent cette fois-ci la différence d’altitude entre sommet du nuage
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et sol nu.

8.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous intéressons tout d’abord aux différentes configurations possibles du flot
atmosphérique (advection et convection) ainsi qu’aux propriétés structurelles et thermodynamiques
des cellules nuageuses convectives. Compte tenu de ces propriétés, nous sommes amenés à considérer
(et construire) une image particulière dont la structure géométrique traduit une phénomène phy-
sique bien précis dans le flot visualisé : la CRI représente la distribution de température qui serait
observée si l’évolution du flot était uniquement régie par l’advection. L’estimation de la CRI permet
en un sens de mesurer la déviation entre les mécanismes réels observés et l’hypothèse d’advection.
Des observations de nature qualitative laissent penser que le mouvement peut être caractérisé loca-
lement, et donc que les foyers de précipitation, associés à des mouvements principalement convectifs,
peuvent également être localisés par cette approche. Il apparâıt ainsi nécessaire, afin de caractériser
la présence des structures convectives dans les images IR, d’introduire une variable qui quantifie les
déviations du signal réel par rapport à la CRI, assimilée à un cas parfait de mouvement advectif.
Le formalisme dérivé permet d’identifier les sources cachées pour le processus, i.e. les surfaces où
le mouvement advectif est en défaut ou, de manière similaire, où de l’énergie et de la matière sont
injectées dans le système. Ces sources apportent une information critique sur la nature du mouve-
ment considéré. Le formalisme des sources permet de mesurer la déviation entre les mouvements
réels de l’atmosphère, observés dans les images IR, et les mouvements induits par l’hypothèse
d’advection. Ces attributs sont donc tout naturellement utilisés pour la détection des structures
convectives associées au transport vertical : les zones de convection correspondent notamment aux
zéros et aux pôles du champs de sources. Nous proposons également, comme extension, de qualifier
l’activité au sein des structures nuageuses en réintroduisant l’ELM, et en comparant les champs
d’entropie et de température advective.

Par conséquent, la châıne de traitement automatique que l’on propose finalement pour caractériser
les zones précipitantes convectives sur les données IR se déroule en trois étapes. Premièrement,
on extrait à différentes échelles le sous-ensemble de l’image regroupant les principales singularités
du signal. Ce sous-ensemble contient l’information essentielle de l’image et peut être assimilé à
l’ensemble des fronts thermiques : il apparait comme pertinent à la fois d’un point de vue physique
et géométrique. Ensuite, on calcule l’image réduite reconstruite grâce à un schéma de propagation
näıf qui découle de l’algorithme de synthèse multifractal. La distribution uniforme de luminance
observée sur cette image, qui préserve par ailleurs les principales structures géométriques de l’image
originale, est assimilée à un champ de température advectif. Ensuite, on compare le champ de
température de l’image originale et le champ réduit via leur dérivée de Radon-Nikodym, pour
définir les sources. Cette dérivée fournit une information remarquable : elle met en évidence les
zones de diffusion de la luminance dans une image. Une variante de cette dernière étape consiste
à considérer non plus les déviations de la CRI par rapport à l’image originale mais par rapport à
l’ELM. La méthode que nous proposons apparâıt finalement très efficace et fiable dans l’exhibition
de carastéristiques méteorologiques pertinentes.
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Bilan méthodologique

Nous nous sommes intéressés dans ce travail de thèse à la caractérisation, à l’aide d’outils de vision
par ordinateur, de structures nuageuses particulières, les systèmes convectifs précipitants, dans des
images satellitaires infrarouges. La connaissance des caractéristiques de ces systèmes est essentielle
dans le contexte des grands programmes d’étude du cycle de l’eau et de l’énergie, et d’étude des
changements climatiques. L’originalité de ce travail réside principalement dans l’approche que nous
adoptons pour analyser ces images : nous essayons, à chaque fois que cela est possible, d’intro-
duire des techniques dérivées de concepts permettant de décrire, d’analyser et d’interpréter les
propriétés (essentiellement physiques) des phénomènes sous-jacents, et pas seulement les seules
propriétés des images ; à tout le moins, nous essayons de relier les techniques que nous employons,
et qui appréhendent ce problème comme un problème de traitement d’image, aux propriétés de ces
phénomènes pour en fournir une interprétation cohérente. L’objectif est naturellement d’adopter
une approche qui analyse les données non seulement au travers des propriétés ”image”, mais aussi
en considérant les mécanismes réels mis en jeu.

Cependant, nous abordons tout d’abord ce problème comme un problème classique de traitement
d’image : l’objectif est de montrer les limitations des approches classiques, pour ces données par-
ticulières, puisqu’elles reposent sur des hypothèses trop simplistes en regard de la physique des
phénomènes rencontrés. Nous sommes ainsi naturellement amenés à nous intéresser aux propriétés
des images analysées et à la physique des phénomènes sous-jacents. Ces propriétés nécessitent no-
tamment d’introduire des méthodes d’analyse multiéchelle, qui prennent en compte simultanément
toutes les échelles, de manière à intégrer les principales caractéristiques des systèmes analysés dans
le schéma d’étude. Nous abordons également l’analyse de données turbulentes. En effet, les images
infrarouges sont des données complexes qui mettent en évidence une structure chaotique en rapport
avec la dynamique turbulente de l’atmosphère. Nous proposons donc d’utiliser un modèle issu du
formalisme multifractal pour analyser complétement ces données. L’avantage principal de ce modèle
est qu’il fournit une interprétation multi-sémantique (en termes statistique et géométrique) des
structures qu’il permet d’extraire. En outre, ce modèle s’avère particulièrement adapté aux images
infrarouges, car, en un sens, ses propriétés reproduisent celles des systèmes analysés. En fait, il
permet d’envisager l’analyse des images infrarouges comme un problème d’analyse d’écoulement
turbulent. Finalement, il permet d’établir un lien quantitatif entre la dynamique de cet écoulement,
la statistique des images et les différentes structures mises en évidence.

Le traitement automatique se fait essentiellement en trois étapes. Grossièrement, ces étapes se
résument à l’extraction (ou la construction) de trois entités caractéristiques décrivant les propriétés
des images, obtenues à l’aide du modèle multifractal (pour l’analyse et la synthèse) et que l’on
essaie de relier à chaque fois avec la physique des processus atmosphériques :

– On extrait tout d’abord, à différentes échelles, le sous-ensemble regroupant les plus fortes
singularités du signal. Ce sous-ensemble apparâıt extrémement pertinent pour la connaissance
des propriétés des images ainsi que de celles des mécanismes mis en jeu dans l’évolution du
flot atmosphérique.

– On propose ensuite le calcul d’une image chromatiquement réduite reconstruite grâce à un
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schéma de propagation näıf à partir de l’ensemble précédent. L’image ainsi obtenue est assi-
milée aux propriétés d’un champ de température advectif.

– Finalement, on compare le champ de l’image originale et le champ réduit, à travers une
dérivée de Radon-Nikodym, pour définir le champ des sources. On relie cette variable à la
distribution de luminance (température) dans l’image et à la propriété de convection dans le
flot.

Il est remarquable de voir que les différentes structures/images extraites traduisent des propriétés
tant géométriques, en rapport avec les caractéristiques des images, que thermodynamiques, en
rapport avec la physique des phénomènes sous-jacents. Une variante de la dernière étape consiste
d’ailleurs à introduire une variable dont la définition découle directement de concepts thermodyna-
miques : l’entropie, à la place de l’image originale dans le calcul de la dérivée de Radon-Nikodym.
Dans le cas particulier de notre étude, cette dérivée fournit une information remarquable : elle
met en évidence les zones de diffusion de la luminance. Les points sources détectés sont interprétés
comme des points critiques pour le mouvement : ils correspondent aux surfaces où le transport
vertical de matière et d’énergie est présent.

Un trait caractéristique de notre approche est finalement sa connexion avec des modèles de la
thermodynamique en combinaison avec des concepts géométriques et statistiques de traitement
d’image. L’hypothèse qui sous-tend notre approche est justement liée à l’évolution des systèmes at-
mosphériques et nous permet de relier la description du champ de luminance avec les propriétés de
transport du flot atmosphérique. Le modèle multifractal, qui est lui-même dérivé de concepts ther-
modynamiques, en offrant une description géométrique et physique des images, permet d’établir
formellement une relation entre mouvement et luminance. L’ensemble regroupant les plus fortes
singularités du signal correspond notamment aux variations les plus brutales dans le champ de
température : les transitions les plus singulières dans le signal sont reliées avec la dynamique du
fluide et sont interprétées comme les lignes de courant de l’écoulement. Le formalisme multifrac-
tal permet de prendre en compte à la fois les informations géométriques (organisation spatiale,
structure) et physiques (radiance, température) qui sont accessibles dans les images infrarouges.

Contributions

Les contributions majeures de ce travail de recherche portent sur quatre aspects :

– Du point de vue méthodologique : Nous abordons un problème complexe à l’aide d’outils
notamment dérivés de concepts thermodynamiques pour connecter les résultats fournis par
ces outils à l’interprétation des mécanismes physiques. Quand ce n’est pas le cas, nous essayons
d’adapter notre méthodologie pour répondre aux contraintes liées aux propriétés physiques
des objets observés. Nous montrons de manière évidente (si ça ne l’était pas déjà...) qu’un
schéma d’analyse d’images ne peut être envisagé sans prise en compte préalable de la nature
des données.

– Du point de vue analytique : Nous utilisons un modèle récent d’analyse multifractale en
dehors du contexte pour lequel il a été développé et nous lui donnons une interprétation
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spécifique dans le cadre de l’analyse d’images météorologiques. Sur la base d’hypothèses reliant
les propriétés des images infrarouges et celles de l’écoulement observé, nous étendons par
ailleurs ce modèle en proposant de construire des représentations des différentes configurations
possibles du flot atmosphérique.

– Du point de vue traitement d’image : Nous avons essentiellement introduit trois concepts :
celui d’image chromatiquement réduite, celui de champ de sources et enfin celui d’entropie
multiéchelle. Les deux premiers découlent plus ou moins directement du modèle multifractal.
Tous trois trouvent en tout cas un cadre d’application adéquat avec l’analyse des images
infrarouges, et de manière plus générale, avec l’analyse de données turbulentes. Cependant, le
champ des applications envisageables ne se limite bien évidemment pas à l’analyse des seules
données météorologiques.

– Du point de vue applicatif : Sur les données actuellement disponibles, on a pu constater
une corrélation entre la caractérisation, à l’aide des sources, des structures dans les images
infrarouges et les foyers convectifs potentiellement précipitants.

Perspectives

De nombreuses extensions peuvent être envisagées et des améliorations peuvent également être
apportées à ce travail. Le modèle multifractal que nous avons utilisé et étendu laisse notamment
encore entrevoir de nombreuses autres extensions :

– Sur le problème lui-même : Maintenant que nous disposons d’un outil d’analyse au point,
la validation des résultats doit être effectuée de manière rigoureuse. En particulier, il se-
rait nécéssaire de disposer de davantage de données de validation (pour notre part, nous ne
disposions que de 6 ou 7 images micro-ondes réellement exploitables).

– Sur le plan applicatif : On peut envisager d’analyser d’autres types de données avec cette
approche. On pense tout d’abord naturellement à l’analyse de données océanographiques
qui sont également des données permettant de visualiser des écoulements turbulents. Ce-
pendant, le modèle n’est absolument pas restrictif, en tout cas, en aucun cas restreint à
l’analyse d’images météorologiques (n’oublions pas que le cadre d’application initial est la
compression d’image). Plus généralement, on peut l’utiliser pour analyser n’importe quel type
d’images, pas nécessairement associées à l’acquisition de systèmes complexes. Le formalisme
des sources permet d’envisager une autre forme de compression de données, où le signal est
décomposé en une composante purement géométrique et une composante purement chroma-
tique. Par ailleurs, l’image chromatiquement réduite que nous avons introduite ne constitue
qu’un exemple particulier de reconstruction. Sa construction est assez intuitive, mais nous
pourrions très bien imaginer reconstruire un autre type d’image, traduisant, pourquoi pas,
des propriétés thermodynamiques différentes.

– Sur le plan thématique : On a notamment abordé dans cette thèse des problèmes connexes
d’analyse d’images satellitaires. Le modèle multifractal est particulièrement attractif car il
permet d’extraire et d’utiliser l’information principale contenue dans une image. Les deux
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domaines dans lesquels nous attendons des résultats probants à l’aide de ce modèle sont
notamment la fusion de données et la restauration d’images. Plus généralement, le spectre
d’applications des méthodes multifractales est très large.

– Sur le plan mathématique : De nombreuses améliorations/extensions sont également à en-
visager. Le formalisme des sources doit être approfondi. Il faudrait notamment pouvoir ca-
ractériser les pôles et les zéros du champ des sources, pour en proposer une véritable in-
terprétation physique. Mathématiquement, il faudra analyser le champ des sources vu comme
champ complexe.
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[Arnéodo et al., 2000] Arnéodo, A., Decoster, N. et Roux, S., A wavelet-based method for multifractal image
analysis I : Methodology and test applications on isotropic and anisotropic random rough surfaces.
European Physical Journal B 15, pp. 567–600. 2000.

[Arrault et al., 1997] Arrault, J., Arnéodo, A., Davis, A. et Marshak, A., Wavelet-based multifractal analysis
of rough surfaces : Application to cloud models and satellite data. Physical Review Letters 79, pp. 75–79.
1997.

[Azencott et al., 1990] Azencott, R., Graffigne, C. et Labourdette, C., Edge detection and segmentation of
textured plane images. In : P. Baronne, A. Frigessi et M. Piccioni (eds), Stochastic Models, Statistical
Method in Image Analysis, Springer Verlag, pp. 75–88. 1990.
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[Corpetti et al., 2003] Corpetti, T., Mémin, E. et Pérez, P., Extraction of singular points from dense motion
fields : an analytic approach. Journal of Mathematical Imaging and Vision 19(3), pp. 175–198. 2003.

[Cover et Thomas, 1991] Cover, T. et Thomas, J., Elements of Information Theory. Wiley and Sons. 1991.

[Daubechies, 1992] Daubechies, I., Ten Lectures on Wavelets. CBMS-NSF Series in Applied Mathematics,
Capital City Press, Philadelphia (USA). 1992.

[Davis et al., 1994] Davis, A., Marshak, A. et Wiscombe, W., Wavelet-based multifractal analysis of nonsta-
tionary and/or intermittent geophysical signals. In : E. Foufoula-Georgiou et P. Kumar (eds), Wavelet
in Geophysics, Academic Press, New-York, pp. 249–298. 1994.

[de Groot et Mazur, 1962] de Groot, S. et Mazur, P., Non-Equilibrium Thermodynamics. North-Holland,
Amsterdam. 1962.

[Decoster et al., 2000] Decoster, N., Roux, S. et Arnéodo, A., A wavelet-based method for multifractal image
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météorologiques inspirées de la thermodynamique : application à la détection de zones convectives
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Annexes

A. Structures nuageuses et précipitations

Les nuages sont la manifestation la plus évidente du caractère turbulent de la dynamique de l’atmosphère.

Ils ont une fonction primordiale dans le contrôle des flux radiatifs dans l’atmosphère et jouent ainsi un

rôle majeur dans le climat de la planète. Les nuages sont notamment responsables du transfert de chaleur

dans l’atmosphère et se trouvent ainsi à l’origine du cycle hydrologique.

A.1. La formation des nuages

Pour qu’un nuage se forme, il faut avant tout de la vapeur d’eau et des noyaux de condensation
(météores en suspension dans l’air). L’air ne peut contenir qu’une quantité limitée de vapeur d’eau
et cette quantité varie en fonction de la température : plus l’air est chaud, plus il peut contenir de
vapeur d’eau (tableau A.1). La cause principale de formation d’un nuage est donc un refroidissement
de l’air. Lorsque la température baisse, la vapeur se transforme en gouttelettes d’eau ou en cristaux
de glace : c’est la condensation, passage de l’état gazeux (vapeur) à l’état liquide (eau) ou solide
(glace), qui donne naissance aux nuages. La quantité d’eau condensée est faible (de l’ordre du g/m3

d’air) et ne représente qu’une faible partie de l’eau atmosphérique, le reste étant constitué par la
vapeur d’eau présente dans le nuage.

Température (en Kelvin) 253◦K 263◦K 273◦K 283◦K 293◦K 303◦K
Quantité de vapeur d’eau pour
obtenir un air saturé, soit 100%
d’humidité (en g de vapeur
d’eau/kg d’air sec)

0, 8 g 1, 8 g 3, 8 g 7, 8 g 14, 8 g 27, 4 g

Tab. A.1.: Quantité de vapeur d’eau nécessaire pour obtenir un air saturé : cette quantité diminue
avec la température.

La formation des nuages peut s’expliquer par différents phénomènes tels que :

– une élévation des masses d’air au-dessus des reliefs,

– l’arrivée d’un front froid entre le sol et l’air plus chaud qui s’élève,

– un courant de convection, dû à l’instabilité de l’air, qui provoque une ascendance de l’air,

– une zone de convergence des vents qui, à cause des différences de pression, force également
l’air à monter.



Chapitre A: Structures nuageuses et précipitations

A.2. Classification des nuages

En 1956, une classification des nuages a été adoptée, permettant une observation uniforme à l’échelle
mondiale [Viguier, 1997]. C’est une classification en genre, espèce et variété selon des critères précis
de forme, de structure interne et de hauteur.

Les nuages sont tout d’abord partagés en quatre groupes sur deux principes simples : l’altitude de
leur base et leur forme. À l’exception de quelques nuages spéciaux, les nuages sont généralement
situés dans la troposphère1 qui est divisée en trois étages (voir tableau A.2) :

1. étage inférieur, du sol à 2 km dans les régions tropicales,

2. étage moyen, de 2 km à 12 km,

3. étage supérieur, de 6 km à 18 km,

permettant de distinguer les trois premiers groupes, selon la hauteur moyenne de leur base. Le qua-
trième groupe de nuages tient compte de la forte extension verticale de certains nuages qui peuvent
se retrouver sur plus d’un étage à la fois. La forme des nuages permet d’opérer une différenciation

Famille de nuages Régions polaires Régions tempérées Régions tropicales

N. inférieurs 0 à 2 km 0 à 2 km 0 à 2 km
N. moyens 2 à 5 km 2 à 9 km 2 à 12 km
N. supérieurs 3 à 8 km 5 à 13 km 6 à 18 km
N. à développement vertical 0,5 à 8 km 0,5 à 13 km 0,5 à 18 km

Tab. A.2.: Altitudes moyennes des différentes classes de nuages, suivant la région d’observation.

de genres de nuages au sein de ces groupes :

1. les cirrus (”boucle” en latin) ont l’aspect de filaments blancs fins,

2. les stratus (”allongé” ou ”étalé”) sont gris et forment une nappe basse et uniforme,

3. les cumulus (”tas” ou ”monceau”) ont une grande extension verticale.

L’introduction de ces différents critères permet finalement de reconnâıtre 10 genres de nuages
(figure A.1). Voici, en résumé, un descriptif de ces nuages et des phénomènes qui les accompagnent :

– Stratocumulus : nuages gris avec parties sombres, lenticulaires ou étalés en nappe composée
d’éléments en forme de dalles, galets ou rouleaux ; ils donnent des pluies occasionnelles.

– Nimbostratus et Stratus : couche nuageuse, généralement grise, à base assez uniforme pouvant
donner lieu à de la bruine, des cristaux de glace ou de la neige en grains ; ils forment, entre
2 km et 6 km d’altitude, une couche épaisse amorphe, pluvieuse et presque uniformément gris
sombre, qui donne du brouillard lorsque leur base touche le sol.

– Altocumulus : nappe ou couche de nuages blancs et gris, lenticulaires ou étalés en nappe
d’aspect ondulé, plus ou moins denses et bourgeonnants ; ils sont principalement constitués

1La troposphère est la plus basse couche de l’atmosphère. L’épaisseur de cette enveloppe va de 8 km dans les hautes

latitudes à 18 km au dessus de l’équateur et varie également en fonction des saisons. La température décrôıt avec

l’altitude.
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A.2 Classification des nuages

Fig. A.1.: Catégories de nuages observés - Source Météo-France.

de gouttes d’eau liquides ; ils annoncent souvent un changement de temps et donnent assez
souvent de faibles précipitations glacées n’atteignant pas le sol.

– Altostratus : couche de nuages grisâtres ou bleuâtres, d’aspect uniforme ou vaguement strié,
fibreux, couvrant entièrement ou partiellement le ciel ; ils apportent des pluies fines ; près du
sol, les nuages à développement horizontal sont sombres et classés en fonction de leur altitude.

– Cirrus : nuages non lenticulaires d’aspect fibreux, se présentant sous la forme de délicats fila-
ments blancs composés de bancs ou d’étroites bandes blanches ou en majeure partie blanche ;
ils se forment au-delà de 6 km et ne donnent pas de pluie.

– Cirrocumulus : banc, nappe ou couche mince de nuages blancs, composés de très petits
éléments en forme de granules disposés plus ou moins régulièrement ; ces nuages pommelés
apparaissent à partir de 6 km d’altitude et peuvent engendrer des orages.

– Cirrostratus : nuages de cristaux de glace, en voile, transparents et blanchâtres, d’aspect
fibreux ou lisse, traduisant une stabilité de l’air en altitude ; ils peuvent signaler un front
chaud à l’avant d’une perturbation.

– Cumulus : nuages détachés, normalement denses et aux contours bien délimités, se développant
verticalement sous forme de mamelons, de dômes ou de tours, dont la partie supérieure bour-
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geonnante a souvent l’aspect d’un chou-fleur ; ces nuages à base nette et approximativement
horizontale se forment dans les couloirs instables de l’atmosphère. Les particules s’élèvent
tout en se refroidissant, la vapeur d’eau de l’air se condense en minuscules gouttes.

– Cumulonimbus : nuages denses ayant la plus grande extension verticale, en forme de montagne
ou de tour immense ; la partie supérieure, d’un blanc éclatant, est presque toujours applatie,
prennant l’aspect d’une enclume, et atteint souvent l’altitude des cirrus ; ces nuages d’orage
se forment lorsque l’atmosphère est très instable et les courants ascendants, très importants.
Leur base est soulevée et leur sommet monte ; ils peuvent se développer jusqu’à une altitude
de 10 km aux latitudes tempérées et de 15 km sous les tropiques ; ils sont le siège de violents
courants et sont donc annonciateurs de pluie, de grêle et de coups de vent soudains et violents.

D’autres particularités, notamment la composition des nuages, permettent de parfaire cette classi-
fication. On reconnâıt ainsi généralement 14 espèces et 9 variétés de nuages au total.

A.3. Nuages convectifs et précipitations

La convection est caractérisée par des courants ascendants clairement localisés, séparés par de
grandes régions où l’air s’affaisse graduellement ; elle résulte alors de l’échauffement inégal de la
surface. Ses lieux de prédilection sont les secteurs côtiers et les rives, où les écarts de température
sont les plus marqués, de même que là où il y a un contraste thermique marqué entre d’autres types
de terrain.

Les mouvements verticaux de l’air qui contient de la vapeur d’eau provoquent la formation de
masses nuageuses plus ou moins importantes, responsables des précipitations. Lorsque l’air s’élève
dans l’atmosphère, sa température varie selon son humidité :

– la température de l’air non saturé en vapeur d’eau diminue de 1◦C par 100m d’élévation
(courbe dite adiabatique sèche),

– pour un air saturé, la variation de température est de −0, 5◦C par 100m, car, au fur et
à mesure de son élévation, il y a condensation et libération de chaleur, ce qui réduit le
refroidissement (courbe pseudo-adiabatique).

Si la variation verticale de température est inférieure à −0, 5◦C par 100m, une particule d’air,
en s’élevant, va se trouver à une température inférieure à celle de l’air ambiant. Elle sera donc
plus lourde et aura tendance à redescendre. Inversement, en descendant, la particule aura une
température trop élevée et elle reprendra sa position initiale. Dans les deux cas, il y a stabilité. Les
nuages à développement vertical ne peuvent pas se former et il n’y a pas de précipitations.

Si, au contraire, le gradient vertical de température de l’air est fort (par exemple, de l’ordre de
−1, 2◦C par 100m), en s’élevant, une particule se retrouvera toujours plus chaude et donc plus
légère que l’air ambiant et elle continuera à s’élever. À l’inverse, si la particule subit une impulsion
vers le bas, elle sera plus froide que l’air ambiant et s’affaissera encore (instabilité).

Dans les régions équatoriales, l’air étant réchauffé par la base, le gradient de température est fort
et l’instabilité peut se développer sur plusieurs km de haut ; on a alors des nuages à développement
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A.3 Nuages convectifs et précipitations

vertical du type cumulonimbus. Dans les régions tempérées, c’est l’arrivée d’air froid en altitude ou
le réchauffement par la base de l’air sur un sol chaud en été qui créent généralement l’instabilité.
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B. Notions de théorie de l’information : mesures

entropiques

Nous rappelons ici les définitions des principales grandeurs de la théorie de l’information. Les mesures

entropiques sont très utilisées en traitement du signal et de l’image, tant pour des applications de

compression que de classification. La notion d’entropie, notamment, s’applique à tout traitement de

données, et est utilisée pour évaluer une quantité d’information présente dans un signal ou une image.

L’idée sous-jacente réside dans l’incertiture associée à l’information fournie par ces données.

B.1. Quantité d’information

L’objectif de la théorie de l’information est de définir une mesure permettant de quantifier l’informa-
tion disponible dans un système aléatoire. Par système aléatoire, nous entendons la donnée d’une loi
de probabilité P : {p(a1), · · · , p(am)} sur un ensemble fini A = {a1, · · · , am}, généralement appelé
alphabet, de m symboles indépendants, avec

∑
m p(ai) = 1 puisque l’union (∪mai) est l’événement

certain.

La théorie de l’information permet tout d’abord de définir la quantité d’information :

Définition B.1 La quantité d’information q(a) associée à un événement a de probabilité P (a) sur
(A, P ) est donnée par :

qb(a) = − logb P (a) . (B.1)

La quantité d’information d’un événement a est donc d’autant plus grande que la probabilité P (a)
qu’il se réalise est faible. Le choix de la base b du logarithme est arbitraire et correspond au choix
d’une unité de mesure : une base b = e pour l’unité naturelle (nat) et une base b = 2 pour l’unité
binaire (bit). Par la suite, nous fixerons b = 2 pour obtenir des mesures en bit par pixel (bpp).

B.2. Entropie

L’entropie P → S(P ) est une fonction d’incertitude qui s’applique aux lois de probabilité. Shanon
l’introduit à partir de la définition de la quantité d’information [Shannon, 1948] :
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Définition B.2 L’entropie de la loi de probabilité P est définie comme la quantité moyenne d’in-
formation par symbole de l’alphabet A :

S(P ) = −
∑
a∈A

P (a) log2 P (a) . (B.2)

où P (a) est la probabilité d’apparition du symbole a.

Intuitivement, la composition des événements va faire décrôıtre l’entropie. En effet chaque composi-
tion crée l’ordre, faisant augmenter la certitude, et, par conséquent, baisser l’entropie. Inversement,
la scission des événements accrôıt l’entropie.

Par extension, si X : Ω → A est une variable aléatoire (v.a.) définie sur un ensemble probabilisé Ω
et à valeurs dans A, on définit : S(X) = S(PX). Autrement dit :

Définition B.3 L’entropie de la v.a. X est :

S(X) = −
∑
a∈A

PX(a) log2 PX(a) , (B.3)

où la probabilité PX désigne la probabilité image de P par X : PX(a) = P (X = a).

Cette entropie est une mesure de la complexité de la v.a. X : plus elle est petite, plus X est
facile à décrire. En terme de codage, on parle généralement, plutôt que de v.a., de source aléatoire.
L’entropie donne ainsi une mesure du nombre moyen de bits nécéssaires au codage de la source X.

Propriété B.1

1. S(P ) ≥ 0.

2. P → S(P ) est convexe.

3. Si A est fixé, S(P ) est maximale lorsque P = UA est la loi uniforme sur A, et égale dans ce
cas à log2 |A|.

4. On a S(P ) = 0 si et seulement si P = δa est une loi de Dirac, concentrée sur un unique
élément a de A. Par analogie, l’entropie d’une source X atteint sa valeur minimale (S(X) =
0) lorsque X est presque surement constante.

D’autres quantités dérivées de l’entropie sont naturellement introduites.

B.3. Entropie mutuelle

Il est possible d’étendre l’entropie à des couples de sources en remplaçant les probabilités marginales
par des probabilités jointes. On introduit ainsi l’entropie mutuelle afin de mesurer la quantité
d’information délivrée globalement par plusieurs sources.
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B.4 Entropie conditionnelle

Définition B.4 L’entropie mutuelle est définie, pour deux sources X : Ω → A et Y : Ω → B à
valeurs dans les alphabets A et B, comme la moyenne de la quantité d’information jointe :

S(X,Y ) = −
∑
a∈A

∑
b∈B

P(X,Y )(a, b) log2 P(X,Y )(a, b) , (B.4)

où P(X,Y )(a, b) est la probabilité jointe d’apparition des deux événements a et b dans les sources
respectives X et Y : P(X,Y )(a, b) = P (X = a, Y = b).

L’entropie mutuelle représente ainsi l’information globalement délivrée par les deux sources. Cette
définition s’étend naturellement à un nombre fini quelconque de sources.

Propriété B.2

1. L’entropie mutuelle de deux sources X et Y est toujours inférieure ou égale à la somme
des entropies simples : S(X,Y ) ≤ S(X) + S(Y ), i.e. les sources peuvent être partiellement
redondantes.

2. L’égalité est vraie si, et seulement si, les deux v.a. sont indépendantes.

B.4. Entropie conditionnelle

Définition B.5 Si l’on note :

S(Y | X = a) = −
∑
b∈B

PY |X=a(b) log2 PY |X=a(b)

où PY |X=a(b) désigne la probabilité d’observer Y = b sachant que X = a : PY |X=a(b) = P (Y = b |
X = a), l’entropie conditionnelle de Y sachant X est définie par :

S(Y | X) =
∑
a∈A

S(Y | X = a)P (X = a) . (B.5)

Cette entropie mesure la complexité résiduelle moyenne de la source Y lorsque la source X est
observée.

Propriété B.3

1. S(X,Y ) = S(Y | X) + S(X).

2. Lorsque les sources X et Y sont indépendantes, l’entropie conditionnelle S(Y | X) est égale
à S(Y ) : la connaissance de X n’apporte aucune information complémentaire sur celle de Y .

B.5. Information mutuelle

Soit P et Q deux probabilités définies sur un même alphabet A. On définit tout d’abord l’entropie
relative :
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Définition B.6 On appelle distance de Küllback entre P et Q la quantité positive :

D(P ||Q) = S(P )− EP (log2(Q)) =
∑
a∈A

P (a) log2

P (a)
Q(a)

. (B.6)

De manière analogue pour deux sources X et Y à valeurs dans A :

D(X||Y ) =
∑
a∈A

P (X = a) log2

P (X = a)
P (Y = a)

.

Définition B.7 L’information mutuelle entre deux sources X et Y est la distance de Küllback
entre la loi jointe de (X,Y ) et la loi qu’aurait ce couple si X et Y étaient indépendantes :

I(X,Y ) =
∑
a∈A

∑
b∈B

P(X,Y )(a, b) log
P(X,Y )(a, b)
PX(a)PY (b)

. (B.7)

C’est une mesure de l’information délivrée par le couplage des deux sources. Elle est le plus souvent
utilisée comme une mesure du degré d’indépendance entre X et Y .

Propriété B.4

1. L’information mutuelle est égale à la somme des informations délivrées par chaque source
prise isolèment moins l’information délivrée par la réunion des deux sources : I(X,Y ) =
S(X)−S(X | Y ) = S(X)+S(Y )−S(X,Y ), i.e. elle est une mesure de l’information délivrée
par l’intersection des sources.

2. L’information mutuelle est toujours positive ou nulle : I(X,Y ) ≥ 0.

3. L’information mutuelle est inférieure à la plus petite des entropies des deux sources : I(X,Y ) ≤
min(S(X), S(Y )).

4. Dans le cas de deux sources indépendantes, l’information mutuelle est nulle.
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C. Représentations harmoniques : de Fourier aux

ondelettes

Les bases d’ondelettes offrent une alternative séduisante à la représentation trigonométrique classique

par la base de Fourier. Elles possèdent une bonne localisation simultanément dans le domaine fréquenciel

et dans le domaine spatial : elles réalisent ce que l’on appelle une analyse temps-échelle du signal. Nous

rappelons ici les idées majeures, principalement liées aux limitations de la transformée de Fourier, qui

ont permis d’introduire la transformée en ondelettes.

C.1. La Transformée de Fourier

La transformée de Fourier joue un rôle prépondérant dans l’analyse et le traitement des signaux.
C’est une transformation linéaire et inversible permettant de décomposer un signal sur la base
des exponentielles complexes. Le spectre obtenu permet de rendre compte de la composition
fréquencielle du signal original.

Définition C.1 La transformée de Fourier d’un signal f(t) dans L2(R) est définie dans l’espace
des fréquences ν par :

F [f ](ν) =
∫

R
f(t) e−iνt dt. (C.1)

La transformée de Fourier inverse représente f comme une sommation de sinusöıdes :

f(t) =
1
2π

∫
R
F [f ](ν) eiνu dν . (C.2)

Les sinusöıdes ein· de la représentation de Fourier sont très bien localisées en fréquence, mais pas en
temps, car leur support est infini. La transformée de Fourier ne permet par conséquent pas d’ana-
lyser le comportement fréquenciel local, ni la régularité locale du signal : c’est une représentation
globale du signal. Les signaux possédant des transitoires ou des parties non-stationnaires sont, par
exemple, mal décrits ou représentés par une transformée de Fourier.

C.2. Le principe d’incertitude de Heisenberg

Les ondelettes ont été essentiellement introduites pour combler une lacune entre deux modes
extrèmes de représentation du signal : la représentation d’une fonction par son graphe classique
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(ce qui correspond à une décomposition sur la base continue des distributions de Dirac δn) et la
représentation dans la base de Fourier ein·. La première repésentation donne une information précise
en temps, en revanche l’information fréquencielle est nulle. À l’inverse, la représentation de Fourier
donne une information très précise en fréquence, mais ne donne aucune information temporelle. On
cherche à concevoir des fonctions de base qui se situent à mi-chemin entre ces extrêmes, i.e. qui
ont à la fois une bonne localisation fréquencielle et une bonne localisation spatiale.

Une limite théorique dans cette perspective est bien connue. C’est le principe d’incertitue de Hei-
senberg, qui interdit d’avoir une fonction avec des largeurs temporelle et fréquencielle toutes deux
aussi petites que l’on veut :

Théorème C.1 Soit une fonction de base f ∈ L2(R), on définit le centre c(f) et la largeur ∆(f)
d’une telle fonction par :

c(f) =
∫

R
u |f(u)|2 du et ∆(f) =

√∫
R

(u− c(f))2 |f(u)|2 du

L’inégalité de Heisenberg est une inégalité fondamentale qui stipule que la résolution temps-fréquence
est minorée et s’écrit pour toute fonction f telle que ‖f‖22 =

∫
|f(u)|2du = 1 :

∆(f) ∆(F [f ]) ≥ 1
2
. (C.3)

Il n’existe en fait aucune fonction d’énergie finie qui soit à support compact à la fois en temps et en
fréquence. On connâıt cependant les fonctions qui réalisent le minimum de cette limite théorique ;
ce sont les fonctions gaussiennes translatées et modulées, dites ondelettes de Gabor de la forme :

t→ Ae−(t−t0)2/2∆t2eiw0t

où A est un coefficient de normalisation tel que la fonction ait une norme L2 égale à 1, qui dépend
de ∆t.

Pour discriminer chacune des fréquences superposées, on est amené à faire une analyse fréquencielle
localisée non seulement en temps mais également en fréquence : on est en fait contraint à un
compromis entre résolution temporelle et fréquencielle. Cela suppose de comprendre la localisation
temps-fréquence d’un signal.

C.3. Représentations dans le plan temps-fréquence

À une fonction f ∈ L2(R), on associe un pavage temps-fréquence, i.e. un rectangle dans le plan (t, ν)
centré en (c(f), c(F [f ])) et de dimensions ∆(f)×∆(F [f ]). Ce pavé est une représentation intuitive
de la couverture en temps et en fréquence de cette fonction. On associe également à une base
de fonctions un pavage du plan temps-fréquence, qui est un recouvrement du plan (t, w) par des
rectangles de couverture des fonctions de base. Le pavage temps-fréquence correspondant aux bases
de fonction de Fourier est, par exemple, un pavage par des rectangles infiniment fins et allongés
(cf. figure C.1).
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Pour représenter un signal comme combinaison de telles fonctions, il est trés redondant de laisser
varier indépendamment les trois paramètres t, ν et ∆t. Pour pallier à cette déficience, l’approche
temps-fréquence considère des fonctions de base dont la largeur spatiale ∆t est indépendante de la
fréquence ν. On a ainsi l’idée d’introduire :

Définition C.2 La transformée de Fourier à fenêtre du signal f est définie par la formule :

Fg[f ](t, ν) =
∫

R
f(s) g(s− t) eiνs ds. (C.4)

où g est une fonction à support compact, i.e. localisée en temps : g(t) = A0e
−t2/2∆t2, dont le rôle

est de limiter le domaine d’intégration temporel.

La transformée de Fourier à fenêtre a ainsi deux arguments : le temps t et la fréquence ν. Cependant,
elle a une résolution temps-fréquence fixe : la largeur en temps et en fréquence des atomes Fg[f ]
avec lesquels on analyse le signal est fixe et dépend de la fonction g utilisée. Cette approche n’est par
conséquent pas pleinement satisfaisante : pour une taille de fenêtre fixée, la résolution obtenue n’est
pas optimale. Une exponentielle eıνs basse fréquence modulée par une fenêtre g(s− t) suffisament
large permettra l’analyse de basses fréquences dans le signal ; en revanche, une exponentielle haute
fréquence modulée par cette même fenêtre ne permettra pas une bonne localisation temporelle de
cette fréquence. On aurait le même problème avec une fenêtre étroite : bonne localisation en hautes
fréquences, mais mauvaise analyse des basses fréquences.

Fig. C.1.: Représentation du pavage temps-fréquence d’un signal. L’axe horizontal représente le
temps, l’axe vertical la fréquence. De gauche à droite : représentations par les atomes
de Dirac, les atomes de la transformée de Fourier et les atomes de la transformée de
Fourier à fenêtre glissante.

Il découle de tout ceci qu’il faut faire varier la taille de la fenêtre d’analyse pour pouvoir saisir les
hautes et basses fréquences à une résolution acceptable. De plus, le nombre d’oscillations contenues
dans la fenêtre d’analyse doit demeurer constant a toutes les fréquences. C’est justement le principe
de fonctionnement des ondelettes.
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C.4. La transformée en ondelettes

La transformée en ondelettes continue réalise une projection sur un ensemble de fonctions, appelées
ondelettes, dont la construction diffère de celle de la transformée de Fourier : la transformée en
ondelettes substitue à la variable de fréquence ν celle d’échelle a, et remplace la sinusöıde par une
famille de translations et dilatations d’une même fonction. Partant d’une fonction ψ de L2(R), des
vecteurs de base sont obtenus par action conjointe des opérateurs de dilatation en échelle :

ψ(t) 7−→ ψa(t) =
1√
a
ψ(
t

a
)

et de translation en temps :
ψ(t) 7−→ ψτ (t) = ψ(t− τ).

À l’aide de cette transformation, les atomes s’écrivent :

ψa,τ =
1√
a
ψ

(
t− τ

a

)
et définissent le plan temps-échelle1 dans lequel tout signal sera trâıté. Ainsi, l’écart-type ∆(ψ) en
temps de ψa,τ est proportionnel à a, l’écart-type ∆(F [ψ]) en fréquence est proportionnel à 1

a .

Ces fonctions permettent d’introduire la transformée en ondelettes :

Définition C.3 La transformée en ondelettes continue TOC[f ] d’un signal f ∈ L2(R) est définie
par :

TOC[f ](a, τ) =
∫
f(u)ψa,τ (u)du

1√
a

∫
R
f(u)ψ(

u− τ

a
) du.

Sous la condition d’admissibilité : Cψ =
∫

R
|F [ψ](ν)|2

|ν| dν < +∞, la transformée en ondelettes est
inversible, et la formule d’inversion s’écrit :

f(t) =
1
Cψ

∫ ∫
R
TOC[f ](a, τ)ψa,b(t)

da dτ

τ2
. (C.5)

La condition d’admissibilité implique en outre que ψ soit de moyenne nulle : F [ψ](0) = 0.

C.5. Résolution dans le plan temps-échelle

La condition d’admissibilité donne à la fonction ondelette un caractère de type passe-bande qui
permet de lui associer une fréquence caractéristique :

νψ =
∫ +∞

0
ν |F [ψ](ν)|2 dν.

La transformée de Fourier de l’ondelette ψa, dilatée de ψ à l’échelle a, s’écrit F [ψa](ν) =
√
aF [ψ](aν).

La fréquence centrale est translatée par l’opérateur de dilatation selon :

νψa =
νψ
a
.

1Le temps fait référence à l’analyse des signaux 1D ; dans le cadre des images, il s’agit du plan et il convient d’utiliser

le terme espace-échelle.
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C.5 Résolution dans le plan temps-échelle

Les résolutions temporelle et fréquencielle de l’ondelette ψa vérifient par ailleurs :{
∆tψa = a∆tψ
∆νψa = ∆νψ

a .
(C.6)

L’analyse temps-échelle peut ainsi être vue comme une exploration particulière du plan temps-
fréquence, via la transformation a 7→ νψa : en répétant la procédure de dilatation, on peut en effet
couvrir par décalages successifs l’ensemble du domaine spectral (de la même façon que l’on couvre
le domaine temporel par des ondelettes translatées).

Cette couverture du plan temps-fréquence contient l’essentiel de la richesse de l’analyse temps-
échelle comparé à l’analyse temps-fréquence :

– dans le cas de l’analyse temps-fréquence, le pavage du plan temps-fréquence obtenu était un
pavage par des domaines rectangulaires qui se déduisent les uns des autres par translation
dans le plan temps-fréquence (cf. figure C.1),

– dans le cas de l’analyse temps-échelle, les domaines sont également de surface constante,
mais ont une résolution fréquencielle relative constante : l’aire des cellules élémentaires est
conservée, mais celles-ci se déforment en s’allongeant le long de l’axe temporel à mesure que
l’échelle augmente (cf. figure C.2).

Fig. C.2.: Représentation du pavage temps-échelle d’un signal par la transformée en ondelettes.
L’axe horizontal représente le temps, l’axe vertical la fréquence. La forme de l’ondelette
peut parfaitement être adaptée pour répondre aux exigences de la représentation temps-
échelle. Le schéma de droite est reproduit de [Mallat, 2000].

Les avantages du mode de décomposition temps-échelle sont multiples. On dispose de moyens
efficaces pour construire des bases discrètes pour lesquelles les calculs de transformation sont très
rapides et l’analyse repose sur une forme de fonction unique. Enfin, dans l’analyse temps-échelle,
les fonctions de base ont une taille de support proportionnelle à la résolution spatiale liée à leur
fréquence par l’inégalité de Heisenberg.
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4.17. Résultats de l’ACP sur les représentations des MC-attributs multiéchelles calculés
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4.24. Courbes de régression des espérances conditionnelles E(A | A′ = y)) de différents
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Résumé :
Dans cette thèse, nous nous intéressons, à la caractérisation, sur des images météorologiques infra-
rouges, des systèmes convectifs susceptibles d’engendrer de fortes pluies. L’étude des propriétés sta-
tistiques des phénomènes observés révèle une évolution chaotique, mise en évidence par l’invariance
d’échelle de certaines grandeurs significatives. Pour les étudier, nous introduisons des méthodes
multiéchelles de traitement d’image dérivées de concepts thermodynamiques et qui constituent un
prolongement des méthodes d’analyse de la turbulence. Nous utilisons tout d’abord un modèle mul-
tifractal afin de détecter les singularités du signal et d’extraire, dans une décomposition hiérarchique
de l’image, des structures pertinentes pour la compréhension des mécanismes atmosphériques. Nous
proposons ensuite une extension de ce modèle permettant d’exhiber les zones de diffusion de la lu-
minance dans l’image et d’identifier les zones de convection associées aux précipitations.

mots-clés : traitement d’image, analyse multiéchelle, invariance d’échelle, formalisme multifractal,
mesure multifractale, ondelettes, singularités, entropie, thermodynamique, flot turbulent, image
infrarouge, précipitations, convection.

Abstract :
We are interested with the characterization, on meteorological infrared images, of convective clouds
responsible for hard weather situations like rainfalls. The study of the statistical and physical
properties of atmospherical phenomena reveals a chaotic and turbulent behaviour, characterized
by the scale invariance of some relevant quantities defined on the system. In this context, we
use multiscale image processing tools derived from thermodynamical concepts that were initially
introduced for turbulent data analysis. First, a multifractal model allows us to detect the strongest
transitions in the signal and provides a hierarchical decomposition of the image. We show that the
exhibited geometrical structures are related with the atmospherical mecanisms. Then, we propose
to extend the multifractal formalism to extract the foci of diffusion of the luminance in the image.
We finally identify those foci in infrared images with convective areas associated with rainfalls.

keywords : image processing, multiscale analysis, scale invariance, multifractal formalism, multi-
fractal measure, wavelets, singularities, entropy, thermodynamics, turbulent flow, infrared image,
precipitations, convection.
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